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Résumé
Lors de sa rentrée dans l’atmosphère, la surface de la pointe avant d’un véhicule spatial est sou-

mise à des pressions et des flux thermiques très intenses (parfois supérieurs à 10 MW/m2). Afin
de garantir l’intégrité du corps de rentrée dans de telles conditions, des systèmes de protection
thermique, généralement à base de matériaux céramiques, ont dû être développés. Les tempéra-
tures et flux de chaleurs extrêmes que doit supporter cette protection entraînent l’oxydation et
la sublimation du carbone qui la compose, conduisant à son ablation. La dissipation d’énergie
due à cette perte de masse retarde alors l’échauffement du corps de rentrée. On observe durant
ce processus d’ablation l’apparition de creusements macroscopiques semblables à des coups de
gouge (que l’on nomme scallops en anglais). Ces structures, liées à un couplage entre la couche
limite turbulente qui se développe à la surface de l’objet et la paroi érodable, provoquent une
augmentation des transferts thermiques pariétaux à la surface du corps de rentrée, ce qui tend à
accélérer la dégradation de la protection thermique.

Des creusements similaires peuvent également apparaître dans une grande variété d’environ-
nements géophysiques où une paroi érodable est cisaillée par un écoulement de fluide. Dans ces
situations, l’écoulement est incompressible, et il existe une corrélation empirique, proposée par
Thomas (1979), permettant de relier la taille des motifs aux caractéristiques de la couche limite
turbulente. L’objectif de cette thèse est de comprendre le rôle de la turbulence dans la croissance
des coups de gouge lors des premiers instants de leur formation. Dans un premier temps, une
simulation couplée aérothermique-ablation a été menée à partir d’un essai en vol disponible dans
la littérature (Hochrein et Wright, 1976), et a permis de faire le lien entre les coups de gouge
rencontrés lors de l’ablation d’un bouclier thermique et la corrélation de Thomas (1979). Dans
un second temps, les creusements sont vus comme une déformation sinusoïdale harmonique de
la paroi. L’approche historique (Thorsness et al., 1978; Charru et al., 2013; Claudin et al., 2017)
utilisée pour étudier la croissance de motifs périodiques a été reprise et des études de réponses
linéaires forcées d’une région interne de couche limite turbulente se développant sur une paroi
ondulée ont ainsi été réalisées. Leur comparaison avec des simulations RANS (Reynolds Avera-
ged Navier–Stokes), une base de données DNS (Direct Numerical Simulations) et les résultats
expérimentaux d’Hanratty et al. (Zilker et al., 1977; Abrams et Hanratty, 1985; Frederick et
Hanratty, 1988) ont montré la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq pour une certaine
gamme de longueurs d’onde de la déformation de la paroi, et ses conséquences sur la prévision de
l’émergence d’une longueur d’onde privilégiée lors de la régression de la paroi. Il a également été
mis en avant qu’un modèle de turbulence au second ordre permet de retrouver les résultats de
réference, notamment en ce qui concerne le cisaillement et le flux thermique à la paroi, illustrant
l’importance de la modélisation des tensions de Reynolds diagonales mal représentées par l’hy-
pothèse de Boussinesq. En s’inspirant des travaux d’Hanratty, des corrections ad-hoc ont ensuite
été proposées et, malgré les limites de cette approche, ont prouvé leur efficacité pour améliorer les
performances des modèles de turbulence au premier ordre. Enfin, pour conclure ces travaux, une
étude préliminaire s’est intéressée à l’extension en trois dimensions des analyses linéaires dans le
but d’étudier l’influence d’une éventuelle courbure de la paroi.

Mots clés : Couche limite turbulente, Réponse linéaire forcée, Reynolds Averaged Navier–
Stokes, Aérodynamique, Ablation
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Abstract
During re-entry into the atmosphere, the surface of a spacecraft’s nosetip is subjected to very

intense pressure and heat flux (higher than 10 MW/m2 in some cases). To guarantee the integrity
of the re-entry body under such conditions, thermal protection systems, usually based on ceramic
materials, had to be developed. The extreme temperatures and heat fluxes encountered by this
protection lead to oxidation and sublimation of the carbon composing it, resulting in its ablation.
The dissipation of energy due to this loss of mass then delays the heating of the re-entry body.
During the ablation process, scallop-like patterns appear. These structures, related to a coupling
between the turbulent boundary layer developing on the surface of the object and the erodible
wall, cause increased wall heat transfer, thereby accelerating the degradation of the thermal
protection.

Similar patterns can also occur in a wide variety of geophysical environments where an erodible
wall is sheared by a fluid flow. In these situations, the flow is incompressible, and there exists an
empirical correlation, proposed by Thomas (1979), connecting pattern size to turbulent boundary
layer features. The aim of this thesis is to understand the role of turbulence in the growth of scal-
lops during the first instants of their formation. As a first step, a coupled aerothermal-ablation
simulation was carried out on the basis of a flight test available in the literature (Hochrein et
Wright, 1976), and enabled to establish a connection between the patterns encountered during
heat shield ablation and the Thomas (1979) correlation. Secondly, the ripple patterns are seen as
a harmonic sinusoidal deformation of the wall. The historical approach (Thorsness et al., 1978;
Charru et al., 2013; Claudin et al., 2017) used to study the growth of periodic patterns was ta-
ken up, and studies of forced linear responses of an inner region of a turbulent boundary layer
growing on a corrugated wall were carried out.Their comparison with RANS (Reynolds Averaged
Navier–Stokes) simulations, a DNS (Direct Numerical Simulations) database and experimental
results from Hanratty and co-workers (Zilker et al., 1977; Abrams et Hanratty, 1985; Frederick
et Hanratty, 1988) highlighted the failure of the Boussinesq hypothesis for a specific range of
wavelengths of the wall deformation, and its consequences in predicting the emergence of a pre-
ferred wavelength during wall regression. It was shown that a second-order turbulence model can
recover the reference results, particularly with regard to shear stress and heat flux at the wall.
This illustrates the importance of the difference between diagonal Reynolds stresses, poorly repre-
sented by the Boussinesq hypothesis. Drawing on Hanratty’s work, ad-hoc corrections were then
proposed and, despite the limitations of this approach, proved their effectiveness in improving
the performance of first-order turbulence models. Finally, to conclude this work, a preliminary
study looked at the three-dimensional extension of linear analyses to investigate the influence of
potential wall curvature.

Keywords: Turbulent boundary layer, Forced linear response, Reynolds Averaged Navier–
Stokes, Aerodynamic, Ablation
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Introduction
Contexte

Lorsqu’un objet (appelons-le corps de rentrée) pénètre dans l’enveloppe gazeuse entourant un
corps céleste (appelons-la l’atmosphère), il s’engage dans une phase mouvementée de son histoire :
la rentrée atmosphérique. Pour un véhicule provenant d’une orbite terrestre, la vitesse de rentrée
atteint la dizaine de kilomètres par seconde. Après la traversée des couches les plus hautes de
l’atmosphère, le corps de rentrée rencontre un milieu de plus en plus dense. Dès lors, aux vitesses
considérées, le volume de gaz en amont de l’objet est fortement comprimé et on observe l’appa-
rition d’un choc détaché. Cet écoulement hypersonique possède une importante énergie cinétique
qui se dissipe sous forme d’énergie thermique. En effet, dans l’environnement en aval du choc, la
surface de l’engin est soumise à des conditions de pression, de température, et des flux thermiques
très intenses. À de telles températures, les espèces chimiques présentes dans l’atmosphère (par
exemple le dioxygène de l’atmosphère terrestre) possèdent un fort caractère oxydant. Afin de
garantir la survivabilité du corps de rentrée dans cet environnement physico-chimique extrême,
il est nécessaire d’utiliser une protection thermique adaptée. Si un système réutilisable, dont le
principe repose sur la dissipation de l’énergie par transferts radiatif et conductif, peut être envi-
sagé pour des objets manœuvrants soumis à des flux thermiques modérés, on utilise généralement
des protections ablatives. Celles-ci sont le plus souvent constituées de matériaux céramiques à
base de carbone, connus pour leur bonne résistance aux chocs thermiques. Aux températures de
fonctionnement, la surface du bouclier thermique est le siège de réactions d’oxydation et de su-
blimation du carbone. L’ensemble de ces réactions conduit à l’ablation de la protection, réaction
endothermique qui dissipe l’énergie thermique du véhicule, retardant l’échauffement du corps de
rentrée.

On peut alors observer, pendant ce processus d’ablation, l’apparition de creusements macro-
scopiques liés à un couplage entre l’écoulement turbulent et la paroi érodable, semblables à des
« coups de gouge ». Ces structures particulières sont remarquables de par leur forme caracté-
ristique et leur régularité, comme illustré sur la figure 1. L’apparition de ce motif sur le corps
de rentrée modifie notamment les transferts thermiques à la surface de la protection, et impacte
par conséquent le recul de la paroi durant l’ablation. Or, l’un des principaux enjeux lors du di-
mensionnement des boucliers thermiques consiste à trouver le meilleur compromis possible entre
minimisation de la masse et limitation de l’échauffement de la structure interne du corps de ren-
trée à la température admissible. La compréhension des phénomènes relatifs à l’apparition des
coups de gouge et leur prise en compte dans la phase de conception des systèmes de protection
thermique constituent ainsi un axe de réflexion important afin de se rapprocher de cet idéal.

Problématiques scientifiques
Ces travaux de thèse, réalisés entre l’Office National d’Études et de Recherches Aérospatiales

(ONERA) de Toulouse et le Commissariat à l’Énergie Atomique et aux Énergies Alternatives
(CEA-CESTA), s’inscrivent dans cette optique de compréhension des différents phénomènes liés
à l’interaction entre l’écoulement et le corps de rentrée. En effet, l’ablation endothermique de
la protection est à ce jour l’une des solutions les plus simples et les plus efficaces pour garantir
l’intégrité du véhicule, et est largement utilisée dans de nombreuses configurations. Cependant, le
dimensionnement correct du bouclier thermique reste conditionné à une connaissance précise des
flux thermiques à sa surface. Or, la formation de rugosités inhérentes au processus d’ablation a
tendance à augmenter les flux thermiques à la paroi et la prise en compte des phénomènes associés
est donc nécessaire. Dans ce contexte, de nombreux auteurs se sont intéressés – et s’intéressent
encore – à la dégradation du matériau et son interaction avec le fluide pendant la phase de rentrée
atmosphérique.
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Introduction

Figure 1. – Coups de gouges sur la pointe avant de l’essai en vol TATER (Hochrein et Wright,
1976).

Les coups de gouge ont ainsi été observés sur la surface de la pointe avant d’un corps de
rentrée dès les années 1970, grâce à l’essai en vol américain Talos-Terrier-Recruit (TATER). En
particulier, Hochrein et Wright (1976) se sont penchés pour la première fois sur les caractéristiques
géométriques de ces motifs. Différentes mesures de pression, température, et flux thermiques ont
notamment permis de reconstruire l’historique de régression de la paroi, et donc d’identifier les
coups de gouge comme la manifestation d’une ablation en régime d’écoulement turbulent. Par la
suite, l’apparition de ces creusements sur différents matériaux ablatifs (Grabow et White, 1973,
1975; Mateer et Larson, 1969) a été confirmée lors de plusieurs essais en soufflerie. Fait étonnant
de prime abord – mais, comme nous le verrons dans la suite de ce manuscrit, pas si anecdotique
– des motifs très similaires peuvent être rencontrés dans une grande variété de situations en
apparence assez différentes. Outre le cas des regmaglyptes, nom donné aux coups de gouge que
l’on observe sur certaines météorites (Krinov, 1974; Lin et Qun, 1987) (toujours dans un contexte
de rentrée atmosphérique), on peut citer les motifs qui peuvent se former dans des grottes de glaces
(Pflitsch et al., 2017), sur de la tuyauterie (Schaflinger et al., 1995) voire sur du sable (Best, 2005;
Charru et al., 2013). 1 Dans la littérature, une importante proportion des études s’intéresse à ces
motifs que l’on peut observer dans une multitude d’environnements géophysiques. En particulier
Thomas (1979) a affirmé que l’origine de cette géométrie est due uniquement à la structure de
l’écoulement turbulent, et non à la paroi érodable elle-même. Autrement dit, même si le type
de phénomène responsable de l’ablation de la paroi dépend du matériau considéré, la taille et
la forme des creusements qui apparaissent ne dépendent eux que de l’écoulement de fluide au
dessus de cette paroi. Thomas (1979) a ainsi déterminé une relation empirique entre la longueur
visqueuse de la couche limite 2 et la taille caractéristique des coups de gouge à partir d’un grand
nombre de situations géophysiques différentes.

Historiquement, les problématiques d’ablation différentielle ont été entre autres abordées à tra-
vers l’étude de la réponse de l’écoulement à une petite déformation de la paroi. Concernant le
régime turbulent, les progrès les plus significatifs proviennent des travaux expérimentaux d’Han-
ratty et de ses co-auteurs (Abrams et Hanratty, 1985; Frederick et Hanratty, 1988; Zilker et al.,
1977). Des mesures en canal hydraulique sur une paroi ondulée de faible amplitude ont notam-
ment permis d’observer un phénomène de relaxation en espace de la contrainte de cisaillement à
la paroi pour certaines longueurs d’onde, c’est-à-dire un déphasage de la réponse du cisaillement
par rapport à la déformation de la paroi. La confrontation de ces mesures à une étude de réponses
linéaires forcées (Thorsness et al., 1978) a également montré que cette relaxation n’est pas prédite
par le modèle de longueur de mélange utilisé, à moins d’introduire une correction du modèle dé-
pendant d’un gradient de pression déphasé. Cette correction a par la suite été mise en œuvre avec

1. Le lecteur intéressé pourra se référer au chapitre 1 pour plus d’informations concernant les coups de gouges
dans différents contextes.

2. Voir chapitre 2 pour les définitions relatives à la couche limite.
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succès, entre autre, par Charru et al. (2013) et Claudin et al. (2017) afin d’étudier la formation
d’ondulations sur une paroi érodable dans différentes situations (rides de sables, grottes de glace,
etc...).

Cette étude s’inscrit dans la continuité de cette démarche et consiste à identifier les mécanismes
physiques responsables de l’apparition des coups de gouge sur la surface d’un matériau de pro-
tection thermique pendant la phase de rentrée atmosphérique afin de les prendre en compte dans
la modélisation de l’écoulement turbulent autour du corps de rentrée.

Organisation du manuscrit
Ce mémoire est divisée en deux parties. La première partie, constituée de trois chapitres, pro-

pose un état de l’art de l’étude de la formation des coups de gouge. Tout d’abord, le chapitre 1
présente une revue des connaissances actuelles sur la formation des coups de gouge, que ce soit
dans le contexte de la rentrée atmosphérique ou dans les environnements géophysiques évoqués
ci-dessus. Nous montrerons notamment l’influence supposée de la turbulence dans les mécanismes
d’apparition de ces motifs. Le chapitre 2 introduit les notions de base concernant la caractéri-
sation et la modélisation des écoulements turbulents, nécessaire à la bonne compréhension de
notre étude. Une attention particulière est notamment apportée à la description d’une couche
limite turbulente, configuration principalement étudiée dans ce manuscrit. Enfin, le chapitre 3
s’intéresse à l’impact d’une petite déformation de la paroi sur une couche limite turbulente, sui-
vant l’approche historique utilisée pour étudier la formation de motifs apparaissant sur une paroi
érodable. Les travaux expérimentaux d’Hanratty et al. (Abrams et Hanratty, 1985; Frederick et
Hanratty, 1988; Zilker et al., 1977) y sont notamment exposés en détails, ainsi que le principe
des études de réponses linéaires forcées d’une couche limite turbulente, à travers la revue très
complète de Charru et al. (2013).

La seconde partie, constituée quant à elle de cinq chapitres, est dédiée à la présentation de
la démarche et des travaux effectués au cours de cette thèse. Le chapitre 4 présente ainsi la
reconstitution numérique de l’essai expérimental TATER justifiant certaines hypothèses simpli-
ficatrices utilisées dans la suite comme première approche. Dans le chapitre 5, une étude de
réponses linéaires forcées d’une couche limite turbulente incompressible est réalisée, et comparée
aux résultats expérimentaux d’Hanratty et al. (Abrams et Hanratty, 1985; Frederick et Hanratty,
1988; Zilker et al., 1977). Des simulations RANS 3 ont également été utilisées afin de comprendre
l’influence de la fermeture turbulente dans la configuration étudiée. Ces différentes études sont
étendues, dans le chapitre 6, à l’influence de la fermeture turbulente sur la prévision des flux ther-
miques lorsqu’une couche limite turbulente est soumise à une petite perturbation de la paroi. La
stabilité d’une surface régressive est notamment considérée, afin de faire le lien avec la corrélation
empirique de Thomas. Enfin, le chapitre 7 est consacré au développement de corrections pour la
prise en compte dans les modèles de turbulence RANS des effets de gradient de pression induits
par la déformation de la paroi. Une discussion sur les stratégies de simulation RANS à adopter
pour la prévision de l’apparition des coups de gouge est également proposée. Enfin, un travail
préliminaire concernant l’extension en trois dimensions des études de réponses linéaires forcées
est proposé au chapitre 8 en guise d’ouverture.

3. Voir chapitre 2 pour plus de détails sur la démarche RANS.
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Chapitre 1
Observation et caractérisation des « coups de
gouge »

L’objectif principal de ce premier chapitre est de présenter en détail le contexte de notre
étude. Nous nous intéresserons donc dans un premier temps à l’ensemble des phénomènes
physiques que va subir le corps de rentrée, et en particulier ceux conduisant à l’ablation de
la protection thermique. Nous verrons ensuite que pendant ce processus d’ablation, on ob-
serve sur la surface du bouclier thermique l’apparition de creusements tridimensionnels que
l’on nomme « coups de gouge ». S’il n’existe que peu de données expérimentales provenant
de véritables essais en vol, de nombreux auteurs ont recréé les conditions d’apparition de ces
motifs sur des matériaux de substitution lors d’essais en soufflerie. On distinguera notamment
les coups de gouge du cross-hatching, phénomène lié au caractère supersonique de l’écoule-
ment, et a priori indépendant de l’apparition des motifs particuliers qui nous occupent. Nous
verrons de plus que ces coups de gouge sont également susceptibles d’apparaître dans des en-
vironnements très divers, et notamment dans des cas d’écoulements incompressibles. Bien que
de tailles complètement différentes, et pouvant se développer sur des matériaux distincts, ces
structures sont toutes reliées par la corrélation empirique de Thomas (1979) entre la longueur
visqueuse de l’écoulement δν a et leur longueur caractéristique λ.

a. Définition dans le chapitre 2.
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Chapitre 1. Observation et caractérisation des « coups de gouge »

1.1. Ablation d’un bouclier thermique pendant la phase de rentrée
atmosphérique

Afin de protéger un objet destiné à rentrer dans l’atmosphère, deux stratégies peuvent être
employées pour le système de protection thermique : les systèmes réutilisables et les systèmes
ablatifs. Nous ne nous intéresserons ici qu’à ces derniers, principalement utilisés dans le cas des
corps balistiques et sondes spatiales qui motivent notre étude. Pour de telles utilisations, le véhi-
cule est refroidi par ablation, c’est-à-dire que le matériau est consommé de manière endothermique
pendant la phase de rentrée, en raison des conditions extrêmes rencontrées par le véhicule. Ce
phénomène libère une partie de l’énergie reçue et maintient l’objet à une température acceptable,
permettant de garantir la survie de sa structure.

1.1.1. Conditions rencontrées par un objet

Du fait des lois de la mécanique orbitale, un objet provenant de l’orbite terrestre rentre dans
l’atmosphère à des vitesses extrêmement élevées – de l’ordre de la dizaine de kilomètres par se-
conde. Pour des objets terrestres, l’entrée dans l’atmosphère se fait à une altitude voisine d’une
centaine de kilomètres, et le choix de la trajectoire est primordial : une pente trop faible en-
traînerait un rebond atmosphérique tandis qu’une pente trop forte mettrait en danger l’intégrité
du véhicule. Pour un objet balistique, cette trajectoire, dite trajectoire d’Allen (Gallais, 2007) se
calcule facilement à partir des conditions initiales de vitesse V0 et de pente γ (voir figure 1.1).
Quelques exemples de conditions de rentrée atmosphérique sont présentés dans le tableau 1.1.

Objet Masse (kg) Vitesse (km/s) Pente (degré) Flux maximal (MW.m−2)
Apollo 4 5425 11.140 7.07 5.3
Stardust 45.2 12.799 8.21 11
Genesis 205.6 10.77 9 7

Météorite Tcheliabinsk 1.2× 107 19.020 18.2 Inconnu

Table 1.1. – Exemples d’objets entrés dans l’atmosphère terrestre (altitude voisine de 100 km).
Sources : Duffa (2013); Borovivcka et al. (2013).

Figure 1.1. – Trajectoires de rentrées de sondes spatiales. Extrait de Duffa (2013).
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1.1. Ablation d’un bouclier thermique pendant la phase de rentrée atmosphérique

À mesure qu’il s’enfonce dans l’atmosphère, le corps de rentrée passe peu à peu d’un environ-
nement de densité très faible, dans lequel le libre parcours moyen des particules est grand devant
la taille de l’objet 1, à un environnement beaucoup plus dense. Les interactions entre les molécules
de gaz ne peuvent alors plus être négligées et il se forme autour du véhicule un écoulement que
l’on peut décrire par les principes de la mécanique des milieux continus. Aux vitesses considérées,
supérieures à la célérité du son, l’air en amont de l’objet est alors fortement comprimé, et un
choc détaché apparaît (voir figure 1.2). Il en résulte, dans l’environnement en aval du choc, des
conditions très sévères, menant à des flux thermiques à la paroi proches de la dizaine de MW.m−2

(voire supérieurs), des températures de quelques milliers de Kelvin, et des pressions de plusieurs
dizaines de bars (Anderson, 2006). Dans le cas des corps balistiques non portants qui nous inté-
ressent, on utilise généralement des protections thermiques ablatives afin de garantir l’intégrité
de l’objet et de sa structure face à cet environnement extrême.

Figure 1.2. – Choc détaché observé en soufflerie sur une maquette de capsule de rentrée, pour
un nombre de Mach M = 4. Extrait de Duffa (2013).

1.1.2. Matériaux utilisés
Pour les boucliers thermiques

Lors de la rentrée, la surface de la protection thermique est portée à une température avoisinant
les 2000 K à 4000 K. Pour être utilisé dans de telles conditions, un matériau doit par conséquence
posséder différentes caractéristiques le rendant à même de résister à cet environnement : en
particulier, sa température de dégradation se doit d’être suffisamment élevée. Les matériaux
céramiques à base de carbone et/ou de silicium se sont alors rapidement distingués en raison
de leur résistance aux hautes températures. De plus, leur légèreté est un atout conséquent, ce
dernier point étant également un critère primordial, notamment en raison des coûts associés à
la propulsion de l’objet. De plus, de tels matériaux possèdent un fort caractère endothermique
lorsqu’ils se subliment, à très haute température. Autrement dit, la consommation d’énergie lors
de cette réaction est importante, ce qui représente un avantage certain et améliore l’efficacité de
la protection.

Cependant, la tenue mécanique de ces matériaux pose problème : leur fragilité ne les rend pas
utilisables tels quels. C’est pourquoi les matériaux composites à matrice céramique ont finalement
été retenus. Ils sont constitués de fibres de carbone ou de carbure de silicium SiC, et d’une matrice
céramique à base de carbone ou de polymères, ce qui permet d’améliorer significativement leur
résistance mécanique (Duffa, 2013).

1. Cette phase de la rentrée obéit aux lois de la mécanique des milieux raréfiés, et n’est pas étudiée dans ce
mémoire.
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Chapitre 1. Observation et caractérisation des « coups de gouge »

Figure 1.3. – Bouclier thermique ablatif de la sonde spatiale Mars Science Laboratory. Source :
NASA. 2

Lors de tests au sol

Historiquement, bien que de nombreux essais en vol de corps de rentrée aient pu être effectués,
une grande partie sont classifiés et on n’en retrouve que peu dans la bibliographie ouverte, l’essai
TATER (Hochrein et Wright, 1976; McAlees et Maydew, 1985) faisant figure d’exception. Une
large proportion de la littérature concernant l’étude expérimentale de l’ablation s’appuie sur des
essais au sol, moins coûteux et permettant d’étudier in situ les phénomènes liés à l’ablation, ce
qui ne peut-être fait directement sur les tests en vol (excepté en cas de récupération de l’objet,
ce qui est rare). Pour des raisons pratiques, on peut alors utiliser dans des essais en soufflerie
des matériaux de substitution (ou matériaux « fantômes ») qui s’ablatent pour des températures
et des flux de chaleur moins élevés que ceux rencontrés lors de la rentrée atmosphérique. Parmi
ceux-ci, on peut citer le téflon (Laganelli et Zempel, 1970; White et Grabow, 1973) et le camphre
(Larson et Mateer, 1968; Williams, 1971; Baker, 1972). Cependant, l’extrapolation des mesures
correspondantes à des conditions représentatives est délicate. Des essais plus pertinents peuvent
être réalisés dans des installations au Jet de Plasma (Duffa, 2013) : on teste alors les matériaux
qui seront utilisés par la suite en conditions réelles, tel que le graphite (White et Grabow, 1973)
(la pointe avant de l’essai TATER (Hochrein et Wright, 1976) est ainsi constituée de graphite)
pour des flux thermiques et des températures bien plus proches de ceux rencontrés pendant une
véritable rentrée atmosphérique.

1.1.3. Processus d’ablation

Le bilan de l’énergie appliquée à la protection thermique permet de distinguer trois phénomènes
responsables de la dissipation de la chaleur reçue par l’objet : une partie est ré-émise par rayon-
nement de la surface, une partie est absorbée par conduction thermique au sein de la protection
et enfin, une partie est consommée pendant le processus d’ablation du matériau. Ce bilan est
illustré par le schéma 1.4.

Le terme d’ablation désigne l’ensemble des réactions physico-chimiques subies par le matériau
lors de la phase de rentrée atmosphérique et menant à la régression de la paroi. On peut distinguer
les réactions de surface (réactions d’oxydation et de nitruration, sublimation) et les réactions
volumiques (pyrolyse de la résine du composite).

Pour des températures suffisamment élevées (quelques centaines de Kelvin pour les matériaux
fantômes utilisés en souffleries et jusqu’à 4000 K dans le cas d’une rentrée atmosphérique), la
surface du matériau est consommée soit par réaction chimique avec les molécules de fluide, soit
par changement de phase. Dans le cas des composites céramiques qui équipent les objets qui

2. http://photojournal.jpl.nasa.gov/catalog/PIA12117
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1.2. Apparition des « coups de gouge »

Figure 1.4. – Schéma illustrant la dissipation d’énergie au sein de la protection par rayonnement,
conduction et ablation (oxydation, sublimation et pyrolyse).

nous intéressent, les atomes de carbone vont ainsi réagir avec les atomes d’oxygène et d’azote de
l’air (réactions d’oxydation et de nitruration), pour former notamment du monoxyde de carbone
(forme stable du gaz carbonique à haute température) et du monoxyde d’azote. Ces réactions
sont exothermiques et donc défavorables dans le bilan d’énergie. Cependant, le matériau de pro-
tection est également soumis à des transformations physiques endothermiques, en particulier, la
sublimation du carbone (changement d’état de l’état solide à l’état gazeux directement).

De plus, sous l’effet des hautes températures, la résine du matériau composite se décompose
par un phénomène de pyrolyse. Ces réactions se caractérisent par la production de gaz de pyrolyse
qui migrent vers la surface de la protection avant d’être injectés dans la couche limite.

Les réactions de pyrolyse et la sublimation du matériau composite étant des phénomènes haute-
ment endothermiques, ils permettent de diminuer la température interne de la protection. De plus,
l’injection des gaz d’ablation 3, c’est-à-dire du produit des réactions d’oxydation, de sublimation
et de pyrolyse dans la couche limite forme une couche protectrice entre l’écoulement extérieur et
la paroi, améliorant l’efficacité de la protection. Enfin, la dégradation du composite par pyrolyse
augmente sa porosité, ce qui, en diminuant sa conductivité thermique, permet encore une fois de
limiter sa température interne.

1.2. Apparition des « coups de gouge »

La régression de la paroi n’étant pas homogène lors de ce processus d’ablation, on peut ob-
server, à la surface du matériau de protection, l’apparition de « rugosités » de différentes tailles
caractéristiques. On s’intéresse ici au cas particulier de creusements macroscopiques réguliers
semblables à des « coups de gouge » (scallops en anglais) qui se forment sur la pointe avant de
l’objet. Une première thèse réalisée conjointement au CEA-CESTA et au LCTS 4 (Lamboley,
2019) s’est intéressée aux conditions d’apparition et de propagation de ces motifs et a fait le lien
avec des structures similaires que l’on peut observer dans une grande variété d’environnements.
Peu de données en vol permettant d’observer les coups de gouge existent et sont disponibles dans
la littérature, la référence principale dans ce domaine étant l’essai TATER, présenté ci-après.
Cependant, un certain nombre d’essais au sol ont permis de confirmer et d’étudier l’apparition
de ce motif particulier.

3. C’est ce que l’on appelle le soufflage. Voir notamment la thèse de Marchenay (2021).
4. Laboratoire des composites thermostructuraux, Université de Bordeaux.

7



Chapitre 1. Observation et caractérisation des « coups de gouge »

1.2.1. Dans un contexte de rentrée atmosphérique

Essais en vol

L’apparition de coups de gouge sur des matériaux de protection thermique a historiquement
été observée lors d’essais en vol réalisés aux États-Unis dans les années 1970 et élaborés afin
d’étudier le recul de la paroi d’une pointe avant, l’objet étant par la suite récupéré au sol. En
particulier, les travaux de Hochrein et Wright (1976) et de McAlees et Maydew (1985) se sont
appuyés sur les données de l’essai en vol TATER (Talos-Terrier Recruit). Ce lanceur instrumenté
a été conçu pour atteindre des vitesses élevées à basse altitude dans le but de réaliser des vols
d’essais nécessaires à la conception de pointes avant et de boucliers thermiques de véhicules hy-
personiques. Les conditions (trajectoire, vitesse) de cet essai sont détaillées dans le chapitre 4,
dans lequel nous utilisons les mesures effectuées lors de ce vol pour valider certaines hypothèses
retenues en première approche dans la suite de notre étude.

Figure 1.5. – Photographie de la pointe avant de l’essai TATER après le vol, présentant des
coups de gouge (gauche) et historique du recul de la paroi, obtenu par simulation
(droite). Tiré de Hochrein et Wright (1976).

Le lanceur a été équipé d’une pointe avant de type sphère-cône en graphite d’environ 1.27 cm
de rayon. La figure 1.5 montre une photographie de la pointe avant ablatée récupérée à la suite
de l’essai ainsi que les simulations ayant permis de reconstruire l’historique de régression de la
paroi pendant le vol, qui a duré environ 45 secondes avant que le parachute ne se déploie.

L’essai TATER a notamment permis de montrer la modification globale de la géométrie de la
pointe avant, qui adopte peu à peu une forme conique. Les coups de gouge apparaissent alors sur
les faces du cône et sont la manifestation d’un écoulement complètement turbulent (Grabow et
White, 1975; Hochrein et Wright, 1976; Duffa, 2013) autour du corps de rentrée. En effet, dans
le cas de l’essai TATER, McAlees et Maydew (1985) identifient que la transition de la couche
limite d’un régime d’écoulement laminaire à un régime d’écoulement turbulent se fait environ
2.5 secondes seulement après le début du vol. Après cela, les auteurs considèrent que le lanceur
TATER est dans sa globalité, et pour toute la durée du vol, soumis à un régime turbulent. Or,
d’après Hochrein et Wright (1976), les coups de gouges sont apparus aux alentours de 10 secondes
après le début du vol et se sont amplifiés pendant environ 6 secondes.

Longueur λ 1.9 mm
Largeur w 1.9 mm

Profondeur d 0.254 mm

Table 1.2. – Dimensions caractéristiques des coups de gouge relevées par Hochrein et Wright
(1976) sur la pointe avant de l’essai TATER (valeurs moyennes).

Ainsi, l’essai TATER procure de rares informations expérimentales en provenance d’un test
en vol concernant l’ablation d’un matériau de protection thermique en régime turbulent. En
particulier, il permet d’étudier l’évolution de la géométrie de la pointe avant, et notamment
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1.2. Apparition des « coups de gouge »

Figure 1.6. – Coups de gouge observés sur différents essais en soufflerie. De gauche à droite :
camphre (Larson et Mateer, 1968), graphite (Shimizu et al., 1974), téflon (Amar
et Powars, 2011).

l’apparition des coups de gouges, auparavant uniquement observés lors d’essais en souffleries. Les
dimensions caractéristiques moyennes de ces motifs sont résumées dans le tableau 1.2.

Essais au sol

De nombreux essais au sol ont permis de confirmer l’apparition de coups de gouge sur un
matériau ablatable. En particulier, un programme mis en place par la NASA dans les années
1970, le programme PANT (PAssive Nosetip Technology) (Wool, 1975), a été consacré à l’étude
expérimentale des phénomènes aérothermodynamiques subis par un objet de rentrée, et leur
modélisation.

De nombreux essais expérimentaux réalisés en soufflerie dans le cadre du programme PANT ont
ainsi pu confirmer l’apparition des coups de gouge sur différents matériaux de substitution (Larson
et Mateer, 1968; Laganelli et Nestler, 1969; Mateer et Larson, 1969; Williams, 1971; Baker, 1972;
Laganelli et Zempel, 1970; White et Grabow, 1973; Shimizu et al., 1974; Grabow et White, 1975).
Ces différents travaux expérimentaux ont en particulier permis de montrer le rôle de la couche
limite turbulente dans la formation de ces motifs. Leur impact sur l’écoulement, et notamment
sur les flux thermiques par rapport à une configuration de paroi lisse a été également étudié dans
le cadre de ce programme. En particulier, Derbidge et Wool (1974) montrent expérimentalement
que les flux de chaleur sur une paroi ablatée présentant des coups de gouge sont plus élevés que
sur paroi lisse, et comparent cette augmentation de flux à celle que l’on peut observer sur paroi
rugueuse, en précisant toutefois qu’il ne s’agit pas du même phénomène.

Le cross-hatching

Ces différentes études expérimentales ont également permis de comprendre l’enchaînement
des évènements menant à la formation des coups de gouge. De nombreux auteurs se sont ainsi
penchés sur l’apparition d’un motif différent : le cross-hatching (Canning et al., 1968; Nachtsheim
et Larson, 1971; Lees et al., 1972; Stock et Ginoux, 1973; Swigart, 1974). Dans certains cas,
on observe en effet la formation de hachures croisées de faible profondeur, caractéristiques d’un

Figure 1.7. – Phénomène de cross-hatching sur un essai en cire (Stock et Ginoux, 1973).
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Chapitre 1. Observation et caractérisation des « coups de gouge »

Figure 1.8. – Regmaglyptes sur des météorites ferreuses. La taille caractéristique des creuse-
ments observés est de l’ordre de quelques centimètres. Gauche : météorite Willa-
mette (American Museum of Natural History)4, droite : météorite Gibeon (haut)5,
météorite Murnpeowie (bas)6.

écoulement supersonique (figure 1.7). Différents auteurs considèrent que ces hachures dégénèrent
ensuite en coups de gouge lorsque l’écoulement devient pleinement turbulent (White et Grabow,
1973; Stock et Ginoux, 1973; Swigart, 1974; Duffa, 2013).

Notons toutefois que ce phénomène est à distinguer des coups de gouge qui, comme nous le
verrons par la suite, peuvent également apparaître dans des environnements où l’écoulement est
subsonique et où le cross-hatching ne peut donc pas être observé. Ce dernier ne sera pas étudié
dans ce travail de thèse et est présenté ici à titre indicatif.

Le cas des météorites

L’apparition de structures type « coups de gouge » sur des objets de rentrée n’est pas limitée
au cas de pointes avant d’objets artificiels (Krinov, 1974; Lin et Qun, 1987). On observe en effet
sur certaines météorites des creusements similaires que l’on nomme regmaglyptes (voir figure 1.8).
Ces observations illustrent notamment le fait que l’apparition des coups de gouge n’est pas limitée
aux matériaux céramiques puisque les météorites considérées ici sont généralement composées de
roche ou de métal (fer, nickel...). Dans le cas des météorites ferreuses, le processus d’ablation
débute à des températures moins élevées (inférieures à 1800 K), ce qui à pour conséquence de
favoriser la fusion de la surface de la météorite avant sa sublimation. On peut notamment citer
les travaux de Lin et Qun (1987) qui ont mis en évidence l’influence du nombre de Reynolds de la
couche limite sur le type de motifs observés, montrant là encore que les regmaglyptes observées
sur les météorites étudiées sont la manifestation d’un écoulement pleinement turbulent.

1.2.2. Analogie avec d’autres situations géophysiques

La formation de creusements lors de l’érosion d’une surface cisaillée par un écoulement de
fluide se retrouve également dans des situations bien moins extrêmes que les cas de rentrée at-
mosphérique. En effet, on retrouve des motifs en forme de coups de gouge dans de nombreux
environnements géophysiques et industriels dans lesquels l’écoulement considéré est incompres-
sible et les mécanismes d’érosion multiples. On peut notamment citer les travaux de Schaflinger

5. Photo : M. Stuck.
6. Source : https://www.meteorite-recon.com/home/meteorite-documentaries/gibeon-iron-meteorites
7. Photo : James St. John, https://www.flickr.com/photos/47445767@N05/5868072482
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1.2. Apparition des « coups de gouge »

Figure 1.9. – Gauche : photographie de dunes martiennes, extrait de Bourke et al. (2010).
Droite : rides de sable de différentes tailles dans le désert égyptien, extrait de
Yizhaq et al. (2012).

et al. (1995) et de Stevenson et al. (2001) dans le cas d’ondulations de surface apparaissant dans
des écoulements de conduite de type industriel. Cependant, une part importante de la littérature
s’intéressant à ce type de motifs traite de deux situations bien particulières : les dunes et rides
de sable et les coups de gouge observés dans un contexte géologique, sur les parois de grottes de
glace et de roche.

Dunes et rides de sable

De nombreux auteurs se sont penchés sur le cas de la formation de dunes et de rides de sable,
que ce soit dans des lits de rivière (Seminara, 2010; Doré et al., 2016), dans des déserts, terrestres
ou non (Bourke et al., 2010; Durán et al., 2019), ou sur des aires côtières (Blondeaux, 2001; Best,
2005). Ce contexte a également motivé un certain nombre d’études expérimentales et théoriques
(Benjamin, 1959; Blumberg et Curl, 1974; Bushuk et al., 2019), dont de nombreuses contributions
proviennent des travaux de Charru, Andreotti, Claudin et leurs co-auteurs (Charru et Hinch, 2000;
Charru et Mouilleron-Arnould, 2002; Claudin et Andreotti, 2006; Charru et Hinch, 2006; Luchini
et Charru, 2010; Claudin et al., 2011; Durán et al., 2012; Charru et al., 2013; Claudin et al., 2017).
Dans ce contexte, la modification de la géométrie de la paroi se fait par transport de sédiments ;
les grains de sable sont arrachés à la surface pour être redéposés un peu plus loin. Il n’y a pas
de perte de matière, contrairement au cas de l’ablation d’un système de protection thermique.
On peut alors observer l’apparition de motifs de longueurs très diverses : de quelques centimètres
pour les plus petites rides subaquatiques au kilomètre pour les plus grandes dunes de sable (voir
figure 1.9).

Les travaux menés pour expliquer l’apparition de ces motifs sur des lits de sable ont notam-
ment permis de montrer l’influence du cisaillement à la paroi dans le transport de sédiments par
l’écoulement turbulent se développant au dessus de cette surface. Ce point sera largement discuté
dans le chapitre 3 de cet état de l’art, en s’appuyant particulièrement sur la revue très complète
de Charru et al. (2013).

Structures karstiques et glacières

On retrouve également ce type de creusements résultant de l’érosion hydrochimique et hydrau-
lique de paroi de grottes constituées de roches solubles, principalement carbonatées (c’est-à-dire à
base de calcite CaCO3 comme le calcaire, la craie, le marbre...). On parle dans ce cas de géomor-
phologie karstique, favorisée par l’écoulement d’une eau possédant une forte teneur en dioxyde
de carbone : le gaz carbonique réagit avec la roche carbonatée pour former des ions hydrogéno-
carbonate. Lors de la karstification, les roches carbonatées sont érodées par solvatation 8 selon

8. Dissolution d’une espèce chimique dans un solvant.
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Chapitre 1. Observation et caractérisation des « coups de gouge »

Figure 1.10. – Coups de gouge sur les paroi de grottes de roche (haut) et de glace (bas). Haut :
grotte des Puits (calcaire), Moselle, France, extrait de Losson et Quinif (2001)
(gauche) et grotte de Korallgrottan, Suède (marbre), extrait de Sundqvist et al.
(2007) (droite) ; bas : caverne glacière au Mont Saint-Helens, USA, extrait de
Anderson et al. (1998) (gauche) et caverne de glace au glacier Sandy, USA,
extrait de Pflitsch et al. (2017) (droite).

l’équation de bilan suivante :

CO2 +H2O + CaCO3 = Ca2+ + 2HCO−
3 (1.1)

Ce processus d’érosion peut alors former des motifs de type coups de gouge comme l’ont observé
par exemple Losson et Quinif (2001) et Sundqvist et al. (2007) sur des parois de grottes calcaires
et de marbre.

Le même phénomène se produit également dans des cavernes de glaciers (Anderson et al.,
1998; Pflitsch et al., 2017). Dans ces situations, l’érosion des parois de la grotte est due au
passage d’un écoulement d’air provoquant la fonte de la glace, ce qui crée des structures dites
pseudokarstiques. Là encore, les dimensions des motifs observées varient de quelques centimètres
à parfois plus d’un mètre. Contrairement aux dunes de sable, on a, dans le cas de l’apparition de
structures géologiques, perte de matière par fusion (glace) ou réaction chimique (roche), ce qui
nous rapproche du contexte de la rentrée atmosphérique. Quelques exemples de coups de gouge
sur des parois de grottes de roche et de glace sont présentés sur la figure 1.10.

1.3. Corrélation de Thomas (1979)

Bien qu’intriguante, la formation de creusements similaires dans tant de situations géophysiques
en apparence bien différentes ne serait qu’une curiosité si l’analogie était limitée à une simple res-
semblance géométrique. Or, malgré la grande diversité des exemples cités ci-dessus, caractérisée
par des matériaux et des mécanismes d’érosion variés et une grande gamme d’échelle de longueur,
ces motifs sont tous reliés par la corrélation empirique de Thomas (1979). À partir de données
provenant d’observations dans des environnements naturels et des conduites industrielles, com-
plétées par des expériences en laboratoire reproduisant des écoulements géophysiques, Thomas
(1979) propose en effet une relation empirique entre la taille caractéristique longitudinale λ des
coups de gouge observés et la longueur visqueuse δν de la couche limite. Comme nous le verrons
plus en détail dans le chapitre 2, la longueur visqueuse δν est définie comme le rapport entre la
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1.3. Corrélation de Thomas (1979)

Figure 1.11. – Corrélation empirique de Thomas (1979) entre la taille caractéristique longitu-
dinale des coups de gouge λ et la longueur visqueuse δν . Les symboles sont les
données expérimentales compilées par Thomas et la ligne rouge représente la
corrélation empirique λ = 1000 ν

uτ
.

viscosité cinématique du fluide ν et la vitesse de frottement uτ de l’écoulement associé :

δν = ν

uτ
(1.2)

Elle caractérise la hauteur de la sous-couche visqueuse de la couche limite turbulente se dévelop-
pant sur la surface considérée. Les données compilées par Thomas (1979) concernent des écoule-
ments d’eau à différentes températures et d’air sur des matériaux très divers : roches calcaires,
glace, plâtre, métaux, surfaces granulaires...

À travers sa corrélation empirique (reproduite sur la figure 1.11), Thomas (1979) propose une
discussion sur le rôle de la turbulence dans la formation d’ondulations de surface et de coups de
gouge sur un matériau érodable. Selon lui, la morphologie de la paroi ainsi obtenue est directement
liée à la structure de la couche limite turbulente plutôt qu’aux propriétés physiques du matériau
ablaté, bien que le mécanisme d’érosion diffère suivant les cas considérés.

Comme évoqué précedemment, la corrélation de Thomas (1979) montre notamment que la taille
des motifs observés peut être très variable : de 10 µm dans le cas de motifs formés par l’impact
d’un jet sur de l’aluminium au mètre dans le cas de structures pseudokarstiques observées sur
de la glace. Une seconde observation intéressante pouvant être faite à partir de ces travaux est
que la taille des coups de gouge semble diminuer lorsque la vitesse de l’écoulement augmente ;
autrement dit, plus le nombre de Reynolds de l’écoulement augmente, plus les structures seront
de petite dimension. À partir de ses données expérimentales, Thomas (1979) propose la relation
suivante entre la longueur d’onde caractéristique des coups de gouge λ et la longueur visqueuse
δν :

λ = 1000δν = 1000 ν
uτ

(1.3)

Soit, en grandeur adimensionnées : λ+ = λuτ
ν

= 1000. En considérant le nombre d’onde α = 2π
λ

des ondulations de surface, on a α+ = αν

uτ
≈ 6.3× 10−3.

Une seconde hypothèse intéressante émise par Thomas (1979) à partir de ses observations
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Chapitre 1. Observation et caractérisation des « coups de gouge »

est que la longueur d’onde λ étant déterminée par une longueur caractéristique de l’écoulement
turbulent, l’origine de ces creusements provient d’instabilités linéaires. Lorsque la déformation
de la paroi devient suffisamment prononcée, des interactions non-linéaires voire des décollements
apparaissent et viennent modeler les creusements pour leur donner leur allure caractéristique
en forme de coup de gouge ; cependant, la taille globale des motifs est fixée par les échelles de
longueur présentes dans la couche limite turbulente, qui répond aux microscopiques irrégularités
de surface de la paroi.
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1.3. Corrélation de Thomas (1979)

Bilan
Dans ce chapitre, nous avons présenté le contexte global de cette thèse, motivée par l’étude

de la formation de creusements macroscopiques type coups de gouge sur la surface de pointes
avant de véhicules de rentrée. Ces structures ont d’abord été observées sur quelques rares essais
en vol, réalisés principalement par la NASA dans les années 1970. On s’appuyera notamment
dans la suite de notre étude sur les données provenant de l’essai expérimental TATER (Ho-
chrein et Wright, 1976; McAlees et Maydew, 1985). Cependant, les difficultés évidentes de
mise en œuvre de telles expériences ont poussé de nombreux auteurs, notamment dans le
cadre du programme PANT, à étudier en soufflerie l’ablation de pointes avant en régime de
rentrée hypersonique. Il a fallu pour cela utiliser des matériaux dits « fantômes », pour les-
quels les phénomènes d’ablation se produisent à des flux thermiques plus faibles que dans un
cas réel de rentrée. Ces campagnes expérimentales ont permis de confirmer la formation des
coups de gouge, et ont également montré leur impact sur l’écoulement, avec en particulier une
augmentation des flux de chaleur à l’apparition des creusements.

Nous avons également vu que ce type de motifs apparaît dans une grande variété de si-
tuations où un écoulement interagit avec une paroi érodable. Dans un contexte de rentrée
atmosphérique, la formation de structures appelées regmaglyptes sur la surface de météorites
rappelle beaucoup les coups de gouge observés sur les pointes avant des objets de rentrée.
On retrouve aussi un certain nombre de creusements similaires dans divers environnements
géophysiques, pour lesquels les conditions de l’écoulement, alors incompressible, sont bien
moins sévères que dans un cas de rentrée atmosphérique. On peut notamment citer la forma-
tion de rides et dunes de sable (subaquatiques ou terrestres) par transport de sédiment, mais
également de certaines structures karstiques ou pseudokarstiques sur les parois de grottes
rocheuses ou glacières. L’analogie entre ces différents motifs est particulièrement intéressante
car ils sont reliés par la corrélation empirique de Thomas (1979), vérifiée par certains auteurs
(Claudin et al., 2017; Bushuk et al., 2019). Cette corrélation, établie en compilant un certain
nombre de données expérimentales issues de ces situations géophysiques et complétées par des
données obtenues en laboratoire, attribue la formation des coups de gouge à la structure de
l’écoulement turbulent se développant au dessus d’une paroi érodable. En effet, selon Thomas
(1979), ces motifs peuvent être vus comme l’empreinte des tourbillons de l’écoulement turbu-
lent. Un des objectifs de cette thèse va donc être de vérifier s’il est possible de généraliser la
corrélation empirique de Thomas (1979), en s’intéressant notamment au rôle de la turbulence
dans la formation des coups de gouge.
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Chapitre 2
Description et modélisation d’un écoulement
turbulent

Plusieurs auteurs mettent en avant le rôle de la turbulence dans l’apparition et la propaga-
tion des coups de gouge dans différents environnements géophysiques, comme nous l’avons vu
au chapitre précédent. Ce chapitre a pour but d’effectuer quelques rappels sur les écoulements
turbulents, nécessaires à la bonne compréhension de ce manuscrit. On s’intéressera principa-
lement à des configurations de couche limite turbulente incompressible et à la description des
écoulements de canal plan, configurations les plus étudiées dans la suite de cette étude. Pour
cela, dans un premier temps, on présentera les équations de Navier–Stokes et l’obtention des
équations RANS (Reynolds Averaged Navier–Stokes) par la décomposition de Reynolds. En
effet, les équations du mouvement moyen ainsi obtenues serviront de base pour les simulations
et les études de réponses linéaires forcées effectuées par la suite. Ces équations moyennées ne
formant pas un système fermé, leur résolution nécessite la mise en place de modèles pour
calculer les tensions de Reynolds, termes traduisant l’influence de la turbulence sur le mouve-
ment moyen et apparaissant lors de la dérivation des équations RANS. Une deuxième section
est dédiée à la présentation des modèles utilisés dans cette étude. Enfin, une dernière section
est consacrée à la description d’une couche limite turbulente incompressible. On attachera une
attention particulière à la structure de la région interne, et sa comparaison avec un écoulement
de canal plan.
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Chapitre 2. Description et modélisation d’un écoulement turbulent

2.1. Rappels sur la turbulence

Pendant la phase de rentrée atmosphérique, les conditions d’écoulement autour de l’objet va-
rient. En particulier, à basse altitude, lorsque l’atmosphère se densifie, le milieu devient continu,
c’est-à-dire qu’il se caractérise par un libre parcours moyen des particules de fluide petit devant
une dimension caractéristique de l’objet 1. Cela revient à considérer une particule élémentaire de
fluide comme suffisamment petite au regard de l’écoulement et suffisamment grande par rapport
à l’échelle moléculaire. La densité croissant en se rapprochant du sol, l’écoulement passe alors
rapidement d’un régime laminaire à un régime complètement turbulent, dans lequel les transferts
d’énergie sont exacerbés. Comme nous l’avons vu précedemment, plusieurs auteurs suggèrent que
les coups de gouge sont la manifestation d’une ablation en régime complètement turbulent, que
ce soit dans un contexte de rentrée atmosphérique (Hochrein et Wright, 1976) ou dans des envi-
ronnements géophysiques (Thomas, 1979). Bien qu’on puisse intuitivement appréhender ce qu’est
la turbulence, il est néanmoins complexe d’en donner une définition précise. Ce chapitre vise à
effectuer quelques rappels sur la description et la modélisation d’un écoulement turbulent. On
portera notamment un intérêt particulier aux configurations de couche limite et de canal, afin
de présenter les notions de base essentielles à la compréhension de notre étude. Les définitions
et développements mathématiques présentés ici sont majoritairement inspirés des ouvrages de
Cousteix (1989) et Pope (2000).

2.1.1. Généralités

On distingue généralement trois régimes pour décrire le mouvement d’un fluide, liquide ou
gazeux : le régime laminaire, le régime de transition, et le régime turbulent. On doit une des pre-
mières observations de ces régimes d’écoulement au physicien irlandais Osborne Reynolds en 1883,
qui a étudié le mouvement d’un fluide dans une conduite cylindrique (Reynolds, 1883). À l’aide
d’un colorant, il observe que pour un fluide donné, dans une conduite donnée, le comportement
des lignes de courant change en fonction de la vitesse de l’écoulement (voir figure 2.1 2). À faible
vitesse, celles-ci restent parfaitement parallèles à l’axe de la conduite. C’est ce qu’on appelle le
régime laminaire. Lorsqu’on augmente progressivement la vitesse du fluide, l’écoulement devient
peu à peu instationnaire, mais reste dans un premier temps organisé. Ce régime, dit de transition,
n’est pas stable et dérive rapidement vers un régime beaucoup plus chaotique et désorganisé :
le régime turbulent. Cette expérience montre en particulier que la turbulence n’est pas une pro-
priété du fluide mais bien un régime de l’écoulement ; il n’existe par conséquent pas de grandeur
physique pour la décrire. En revanche, on peut définir un nombre sans dimension, appelé nombre
de Reynolds, afin de caractériser l’écoulement d’un fluide donné dans une configuration donnée :

Re = UL

ν
(2.1)

avec L et U respectivement une longueur et une vitesse caractéristiques de l’écoulement, et ν
la viscosité cinématique du fluide. Le nombre de Reynolds représente notamment le rapport des
forces d’inertie sur les forces visqueuses. Un écoulement turbulent se caractérise ainsi par un grand
nombre de Reynolds, qui traduit la prépondérance des effets inertiels sur les effets visqueux.

L’observation des écoulements turbulents dans une grande variété de situations, qu’il s’agisse
d’un torrent de montagne ou d’une fumée de cheminée, nous permet d’appréhender quelques
caractéristiques propres de la turbulence. On comprend ainsi intuitivement la nature instation-
naire, tridimensionnelle et rotationnelle de l’écoulement. Plus précisément, Cousteix (1989) et
Pope (2000) définissent un certain nombre de critères permettant de qualifier un tel écoulement.
Une propriété importante de la turbulence est le caractère aléatoire des fluctuations spatiales
et temporelles des différentes grandeurs physiques (vitesse, pression... etc). Ainsi, en considé-
rant qu’il est possible de représenter ces grandeurs par des variables aléatoires, on dispose d’un

1. En pratique, cela correspond à une altitude inférieure à 70 km.
2. https://ensta-paris.hal.science/cel-01228137/file/coursdeturbulence.pdf
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2.1. Rappels sur la turbulence

Figure 2.1. – Expérience de Reynolds : visualisation du régime d’écoulement à l’aide d’un co-
lorant dans une conduite cylindrique. De haut en bas : régimes laminaire, transi-
tionnel, puis turbulent. Extrait : ENSTA-ParisTech (Cadot, 2013).

ensemble d’outils statistiques permettant leur description mathématique. La présentation d’une
partie de ces outils fera l’objet de la section 2.1.2. Parmi les autres propriétés fondamentales de
la turbulence, on peut citer la non-linéarité des équations régissant le mouvement du fluide 3, la
coexistence d’une large gamme d’échelles de longueur et de vitesse différentes (on montre notam-
ment que l’échelle de longueur des mouvements turbulents ne peut pas être infiniment petite ; la
plus petite échelle est alors appelée échelle de Kolmogorov (1941)), une forte capacité de mélange,
une forte dissipation et une non prévisibilité.

Principaux enjeux liés à la description de la turbulence

La plupart des écoulements d’intérêt dans un contexte industriel sont turbulents. Il existe un
vrai besoin d’être en capacité de prévoir les caractéristiques d’un tel écoulement. Outre l’approche
théorique, on dispose aujourd’hui de deux approches complémentaires : l’approche expérimentale
et l’approche numérique. Nous ne traiterons dans ce manuscrit que de cette dernière. Une des
problématiques liée à la prévision des écoulements turbulents réside dans la présence d’une large
gamme d’échelles de longueur et de vitesse. Idéalement, pour représenter parfaitement l’ensemble
du spectre d’énergie turbulente, on peut résoudre l’ensemble des structures tourbillonnaires, jus-
qu’à l’échelle de Kolmogorov, en résolvant directement les équations de Navier–Stokes : c’est
l’approche DNS pour Direct Numerical Simulation.

La dimension de Kolmogorov η est définie comme l’échelle de longueur à partir de laquelle
l’écoulement devient purement visqueux. À cette échelle, l’énergie cinétique de l’écoulement est
entièrement dissipée sous l’effet de la viscosité, et il n’existe donc pas de tourbillon plus petit.
Cependant, la résolution complète de l’ensemble de ces structures pose des problèmes de coût de
calcul : la taille des mailles est imposée par l’échelle de Kolmogorov, et le domaine de calcul doit
inclure les plus grosses structures. En particulier, on peut montrer que le nombre de mailles d’un
calcul DNS dépend du nombre de Reynolds associé aux grandes structures de la turbulence. Ainsi,
l’approche DNS reste, encore aujourd’hui, limitée à des configurations simples et des nombres de
Reynolds modérés, et n’est utilisée que pour de la recherche fondamentale.

Une manière de réduire ces coûts numériques est de ne faire cette résolution complète que
pour les plus grosses structures de la turbulence. On applique alors un filtre aux équations de
Navier–Stokes et les structures plus petites que le maillage sont modélisées. Cette approche,
dite LES pour Large Eddy Simulation, permet d’obtenir une bonne résolution des plus grandes
échelles turbulentes tout en limitant les coûts de calculs associés. Cependant, ces derniers restent
relativement élevés.

3. Il s’agit des équations de Navier–Stokes, que nous présentons dans la section 2.1.2
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L’approche encore largement utilisée dans un contexte industriel est l’approche RANS, pour
Reynolds Averaged Navier–Stokes. Ici, on ne résout plus les champs instantanés des différentes
grandeurs de l’écoulement mais on s’intéresse aux grandeurs moyennes. Cette approche nécessite
la mise en place de modèles pour la fermeture du système d’équations obtenu en moyennant
les équations de Navier–Stokes, et reste un domaine actif de la recherche. Elle est présentée en
détail dans la section suivante. Notons que des méthodes hybrides combinant les approches RANS
et LES sont également développées et utilisées dans des codes industriels (par exemple dans le
code Saturne, développé à EDF (Benhamadouche et al., 2006)), permettant d’obtenir une bonne
résolution des fluctuations turbulentes dans des zones d’intérêt.

2.1.2. Équations de Navier-Stokes et moyenne de Reynolds

En faisant l’hypothèse de milieu continu, on peut effectuer un bilan de masse, de quantité
de mouvement et d’énergie sur une particule élémentaire de fluide. Les équations ainsi obtenues
forment les équations de Navier–Stokes, qui s’écrivent, pour un fluide newtonien incompressible,
non soumis à la gravité :

∇ · u = 0 (2.2a)

ρ
∂u
∂t

+ ρ (u · ∇) u = −∇p+∇ · τ (2.2b)

ρ
∂ht
∂t

+ ρ (u · ∇) · ht = −∇ · (pu) +∇ · (τ · u−Φ) (2.2c)

avec u le vecteur vitesse, ρ la masse volumique, p la pression, τ le tenseur des contraintes, d’ordre
2, ht l’enthalpie totale et Φ le flux thermique. Les propriétés de l’opérateur ∇ sont rappelées en
annexe A.1.

Comme évoqué dans la section précédente, les écoulements turbulents ne sont pas prévisibles.
En effet, une variation infinitésimale de l’état initial affecte durablement le champ turbulent. Pour
connaître parfaitement les caractéristiques d’un écoulement donné, il faudrait connaître avec une
précision infinie les conditions d’entrée du système, ce qu’on ne peut évidemment pas obtenir.
Toutefois, dans le cas d’écoulements de type industriel, on va plutôt s’intéresser aux grandeurs
moyennes, qui elles ne sont pas impactées par les infimes variations de cet état initial. Ainsi, on
considère que chaque grandeur f représentative de l’écoulement, dépendante du vecteur position
X et du temps t, peut se décomposer en la somme de sa partie moyenne f et d’une fluctuation
turbulente f ′ :

f(X, t) = f + f ′ (2.3)

Soit fk, avec k ∈ J1;NK, les valeurs prises par la fonction f au cours de N réalisations de
l’écoulement dans les mêmes conditions. En écoulement incompressible, on utilise généralement
la moyenne d’ensemble, ou moyenne de Reynolds, notée 2 5. Pour une grandeur f quelconque,
elle est définie par :

f = lim
N→∞

∑
fk(X, t)
N

(2.4)

On peut alors définir la fluctuation turbulente fk ′ de la grandeur f comme étant l’écart entre
la valeur prise par f pour une réalisation donnée k et sa valeur moyenne :

fk
′ = fk − f (2.5)

Une conséquence immédiate de cette définition est que la moyenne d’ensemble d’une fluctuation

4. Nous n’en parlons pas plus dans ce manuscrit.
5. Les propriétés principales de la moyenne de Reynolds, et utilisées pour la dérivation des équations RANS,

sont rappelées en annexe A.2.
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turbulente est nulle : fk ′ = 0. Avec ces définitions, la décomposition (2.3) ainsi obtenue est appelée
décomposition de Reynolds.

2.1.3. Équations du mouvement moyen, ou équations RANS

Supposons l’écoulement incompressible. Les équations RANS (Reynolds Averaged Navier–
Stokes) du mouvement moyen sont obtenues en introduisant la décomposition de Reynolds dans
les équations du mouvement instantanées (2.2), puis en appliquant une moyenne de Reynolds
aux équations obtenues. Dans ce chapitre, ainsi que dans la suite du mémoire, on adoptera la
convention de sommation d’Einstein (i.e la répétition d’un indice dans un même terme indique
la sommation par rapport à cet indice). Les indices i, j et k représenteront les trois directions
de l’espace x, y et z et on notera également u, v et w les composantes longitudinales, transverses
et normales du vecteur vitesse. La décomposition de Reynolds pour les vitesses, la pression et
l’enthalpie totale donne :

ui = ui + ui
′ p = p+ p′ ht = ht + ht

′ (2.6)

L’équation de continuité devient :
∂

∂xk
(uk + uk ′) = 0 (2.7)

Soit
∂uk
∂xk

= 0 (2.8)

Le tenseur des contraintes visqueuses τ = (τij) s’écrit en fonction de la viscosité du fluide et du
vecteur vitesse :

τij = ν

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
= 2νSij (2.9)

avec Sij = 1
2

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
le tenseur taux de déformation S. En effectuant la même manipulation

pour le bilan de quantité de mouvement, on obtient :

∂ui
∂t

+ uk
∂ui
∂xk

= −1
ρ

∂p

∂xi
+ ∂

∂xk

(
ν
∂ui
∂xk
− ui′uj ′

)
(2.10)

Et pour l’équation de l’énergie pour l’enthalpie totale :

∂ht
∂t

+ uk
∂ht
∂xk

= −1
ρ

∂puk
∂xk

+ ∂

∂xk

(
ujτjk − Φk − uk ′ht

′
)

(2.11)

Les équations (2.8) et (2.10) forment les équations du mouvement moyen, ou équations RANS.
Elles sont complétées par l’équation de l’énergie pour l’enthalpie totale (2.11). L’application de la
moyenne d’ensemble aux équations de Navier–Stokes a pour effet de faire disparaître les fluctua-
tions, de moyenne nulle, des équations. L’influence des fluctuations turbulentes sur l’écoulement
moyen se traduit alors à travers l’apparition du terme −ui′uj ′ provenant de la non-linéarité des
équations de Navier–Stokes.

Ce terme représente une tension apparente liée à la turbulence, que l’on nomme tension de
Reynolds. Elle se combine aux forces de pression et de viscosité et exprime le transfert de quantité
de mouvement lié aux fluctuations turbulentes. On définit le tenseur de Reynolds R = (Rij) de
la façon suivante :

Rij = −ρui′uj ′ (2.12)

Ce tenseur est symmétrique et positif, c’est à dire que ui′uj ′ = uj ′ui′. Ses composantes diago-
nales, i.e ui′2, sont appelées contraintes normales.

De même, l’équation de l’énergie fait apparaître un terme similaire, −ui′ht′ que l’on peut
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Chapitre 2. Description et modélisation d’un écoulement turbulent

interpréter comme un terme de flux thermique turbulent.
Pour un écoulement quelconque tridimensionnel, il y a quatre équations qui régissent le mou-

vement du fluide : l’équation de continuité et le bilan de quantité de mouvement dans les trois
directions de l’espace. Or, en plus des trois composantes de vitesse et de la pression, les tensions
de Reynolds sont des inconnues supplémentaires. Le système d’équations ((2.8), (2.10)) est ouvert
et ne suffit pas à calculer l’écoulement moyen. Pour le fermer, les tensions de Reynolds doivent
être modélisées. Ces modèles sont regroupés sous le terme générique de fermeture turbulente et
font appel à un certain nombre d’hypothèses 6. De la même façon, l’équation de l’énergie n’est
plus fermée et il faut modéliser le flux thermique turbulent −ui′ht′.

Énergie cinétique turbulente

L’énergie cinétique turbulente, généralement notée K, est définie comme la demi trace du
tenseur de Reynolds, à la densité près :

K = 1
2ui

′ui′ = 1
2
(
u′2 + v′2 + w′2

)
(2.13)

Physiquement, l’énergie cinétique turbulente représente l’énergie cinétique moyenne par unité
de masse des tourbillons dans l’écoulement turbulent. Elle peut être produite par plusieurs phéno-
mènes (cisaillement du fluide, frottement, influence de forces externes...). Elle est ensuite transfé-
rée des grandes structures de la turbulence jusqu’à l’échelle de Kolmogorov (principe de la cascade
turbulente) afin d’y être dissipée par les forces de viscosité du fluide. Ce processus de production,
transport/diffusion, dissipation peut être résumé grâce à une équation de transport :

DK
Dt +∇ · T = P − ε (2.14)

Avec
— DK

Dt = ∂K
∂t

+ ui
∂K
∂xi

, la dérivée particulaire de K, qui contient notamment le transport
d’énergie cinétique turbulente par advection,

— ∇ · T contient le terme de transport turbulent, de diffusion par la pression et de diffusion
visqueuse. T est défini par l’équation :

Ti = 1
2ui

′uj ′uj ′ + ui′p′

ρ
− 2νuj ′Sij , (2.15)

— P, le terme de production d’énergie cinétique turbulente. Il s’exprime :

P = −ui′uj ′ ∂ui
∂xj

, (2.16)

— ε = 2νs′
ijs

′
ij , le terme de dissipation d’énergie cinétique turbulente.

Cette équation sert notamment de base à certains modèles de turbulence faisant intervenir l’éner-
gie cinétique turbulente.

2.2. Modélisation de la turbulence

Pour comprendre le problème de fermeture des équations RANS, on peut écrire une équation
de transport pour chaque composante du tenseur de Reynolds. Ces équations sont obtenues en
faisant la différence entre les bilans de quantité de mouvement pour les composantes moyennes
et instantanées de vitesse ui et ui, puis en moyennant l’équation obtenue. Le détail des calculs

6. Voir section 2.2.
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n’est pas précisé ici par souci de concision. On obtient une équation de la forme :

∂ui′uj ′

∂t
+ Cij = P ij + ϕij +Dνij +DT

ij +Dpij + εij (2.17)

Avec

Cij = uk
∂ui′uj ′

∂xk
le terme d’advection (2.18a)

P ij = −ui′uk ′ ∂uj
∂xk
− uk ′uj ′ ∂ui

∂xk
le terme de production (2.18b)

ϕij = −p
′

ρ

(
∂ui′

∂xj
+ ∂uj ′

∂xi

)
le terme de redistribution (2.18c)

Dνij = ν
∂2ui′uj ′

∂xk∂xk
le terme de diffusion moléculaire (2.18d)

DT
ij = ∂ui′uj ′uk ′

∂xk
le terme de diffusion turbulente (2.18e)

Dpij = ∂

∂xk

p′

ρ
(ui′δjk + uj ′δik) le terme de diffusion par la pression (2.18f)

εij = 2ν ∂ui
′

∂xk

∂uj ′

∂xk
le taux de dissipation (2.18g)

L’obtention de ces équations fait apparaître de nouvelles inconnues dans le système, notamment
dans les termes ϕij , DT

ij , D
p
ij et εij , à travers l’apparition de la corrélation pression-vitesse, et

des corrélations triples de vitesse. De nouvelles équations de transport peuvent être établies
pour ces nouvelles corrélations, introduisant elles-mêmes de nouvelles corrélations qui sont autant
d’inconnues supplémentaires au système, et ainsi de suite. On peut ainsi montrer que les équations
RANS ne peuvent pas être résolues de façon exacte et nécessitent la mise en place de modèles
de fermeture pour ces inconnues. On distingue principalement deux stratégies : les stratégies
dites au premier ordre, qui se contentent de modéliser les tensions de Reynolds directement, sans
faire appel aux équations (2.17), et les approches au second ordre, pour lesquelles les tensions de
Reynolds sont calculées à l’aide de ces équations. Ce sont alors les termes ϕij , DT

ij , D
p
ij et εij qui

sont modélisés. Certains modèles au premier et au second ordre sont présentés dans la suite de
cette section.

2.2.1. Modélisation au premier ordre

Cette classe consiste à modéliser les tensions de Reynolds à partir d’une grandeur scalaire
appelée viscosité turbulente et notée µt

7. Dans la suite de ce manuscrit, ces modèles seront
appelés modèles à viscosité turbulente, et on utilisera l’abréviation EVM 8. Par analogie avec le
tenseur des contraintes visqueuses, Boussinesq (1877) suppose en effet que le tenseur de Reynolds
est proportionnel au tenseur taux de déformation Sij via µt :

Rij = µt

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
− 2

3ρKδij (2.19)

où δij est le symbole de Kronecker 9. Les modèles de turbulence au premier ordre permettent
alors d’évaluer la viscosité turbulente. Le principal avantage de ces modèles est le faible coût
numérique associé, au détriment de la précision du résultat. Ils sont souvent représentatifs des

7. Notons que µt a la dimension d’une viscosité dynamique. De façon analogue, on notera νt = µt
ρ

la viscosité
turbulente lorsque celle-ci aura la dimension d’une viscosité cinématique.

8. Eddy Viscosity Model.
9. δij = 1 pour i = j, 0 sinon.
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applications pour lesquelles ils ont été développés et il existe généralement beaucoup de sous-
variantes de ces modèles adaptées à des configurations précises. Dans la suite de cette section,
on présentera les modèles utilisés dans cette étude. Cette liste n’est évidemment pas exhaustive :
il existe beaucoup d’autres modèles, chacun ayant leurs spécificités, avantages et inconvénients.
On distingue notamment les modèles algébriques, les modèles à une équation de transport (type
Spalart-Allmaras (Spalart et Allmaras, 1992)), qui ne seront pas détaillés ici, et les modèles à
deux équations de transport.

Modèles à zero équation de transport, ou modèles algébriques

Par analogie avec la théorie cinétique des gaz, Prandtl (1925) suppose que l’on peut introduire
une échelle de longueur l dite longueur de mélange. Si on considère un écoulement bidimensionnel
de vitesse u(z), on remarque que le temps caractéristique que cette échelle de longueur forme
avec une échelle de vitesse caractéristique uc est du même ordre de grandeur que le cisaillement
moyen :

uc
l
∼
∣∣∣∣∂u∂z

∣∣∣∣ (2.20)

En généralisant, cette hypothèse permet d’écrire la viscosité turbulente νt = ucl = l2
∣∣∣∣∂u∂z

∣∣∣∣. L’hy-
pothèse de Boussinesq devient :

−ui′uj ′ = l2
∣∣∣∣∣∂ui∂xj

∣∣∣∣∣ ∂ui∂xj
(2.21)

L’expression de la longueur de mélange est spécifique à un problème donné. Bien qu’elle donne
des résultats satisfaisants dans les configurations simples, bidimensionnelles ou seul le terme de
cisaillement est prépondérant, (couche limite, canal) et a historiquement été très utilisée pour
l’étude des écoulements de paroi, l’approche de longueur de mélange n’est cependant que peu
adaptée à des configurations tridimensionnelles plus complexes.

Modèles à deux équations de transport

Des approches dites à deux équations de transport ont été développées afin de réduire l’em-
pirisme due à la formulation algébrique de la viscosité turbulente. Celle-ci est alors évaluée à
partir du transport de deux grandeurs caractéristiques de la turbulence. Parmi les plus courants,
on peut citer le modèle K − ε (Jones et Launder, 1972), le modèle K − ω (Wilcox, 1988, 2008)
et le modèle K − ω SST (Shear Stress Transport) (Menter, 1994). On ne s’intéressera ici qu’à
la version BSL (BaSeLine model) du K − ω de Menter (1994). Comme son nom l’indique, les
deux quantités transportées sont l’énergie cinétique turbulente K et la dissipation spécifique ω.
La viscosité turbulente est alors reconstruite à partir d’une analyse dimensionnelle et s’exprime :

νt = K
ω

(2.22)

Pour un écoulement incompressible, les équations de transport pour l’énergie cinétique turbulente
et la dissipation spécifique s’écrivent sur le modèle Production + Diffusion - Dissipation :

ρ
DK
Dt = P − β∗ρωK + ∂

∂xj

[
(µ+ σKµt)

∂K
∂xj

]
(2.23a)

ρ
Dω
Dt = γ

νt
P − βρω2 + ∂

∂xj

[
(µ+ σωµt)

∂ω

∂xj

]
(2.23b)
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Le terme de production d’énergie cinétique turbulente est évalué à partir de l’hypothèse de Bous-
sinesq :

P = τij
∂ui
∂xj

=
[
µt

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
− 2

3ρKδij

]
∂ui
∂xj

(2.24)

Les coefficients γ, σK, σω, β et β∗ sont les coefficients de fermeture du modèle. Leur valeur est
fixée pour retrouver notamment le comportement asymptotique d’une couche limite turbulente.
En particulier, on peut montrer qu’il existe une relation unique entre les différents coefficients :

γ = β

β∗ −
σωκ

2
√
β∗ (2.25)

La valeur de β∗ = 0.09 est fixée de manière à respecter la relation de Bradshaw et al. (1967) entre
le cisaillement τ et l’énergie cinétique turbulente K. La valeur de β en est déduite afin de retrouver
la décroissance de la turbulence homogène isotrope : β = 5β∗/6 = 0.0750. Les coefficients σK et σω
sont fixés à 0.5 afin de retrouver le comportement de la région de sillage de la couche limite, et la
constante de von Kármán κ à 0.41 donne la pente du profil de vitesse dans la zone logarithmique.

Fermeture du flux thermique turbulent dans les modèles au premier ordre

Dans le cas des approches au premier ordre, la fermeture du flux thermique turbulent −ui′ht′
qui apparaît lorsqu’on moyenne l’équation de l’énergie se fait généralement par une approche
de simple gradient (SGDH pour Simple Gradient Diffusion Hypothesis). Le flux turbulent est
considéré comme proportionnel au gradient de température moyenne (Θ), via une diffusivité
turbulente notée Dt :

ui′ht
′ = −Dt

∂Θ
∂xi

(2.26)

La diffusivité turbulente s’exprime en fonction de la viscosité turbulente et du nombre de Prandtl
turbulent Prt, généralement pris égal à 0.9 :

Dt = ρνt
Prt

(2.27)

2.2.2. Modélisation au second ordre

Les approches au premier ordre, bien qu’intéressantes en terme de coût de calcul, sont cepen-
dant mises en défaut par de nombreux types d’écoulements complexes. Une stratégie plus précise,
mais restant plus raisonnable en coût de calcul qu’une approche LES, est de considérer une équa-
tion de transport pour chacune des tensions de Reynolds, en rajoutant au système d’équations
RANS les équations (2.17). Ces équations n’étant pas non plus fermées, il est nécessaire d’en
modéliser les termes qui ne sont pas exacts. Ces modèles sont regroupés sous l’appelation mo-
dèles aux tensions de Reynolds (DRSM pour Differential Reynolds Stress Model en anglais) et
permettent notamment une meilleure prise en compte de l’anisotropie de la turbulence. Dans
cette section, nous présenterons le modèle EB-RSM (Elliptic Blending Reynolds Stress Model)
(Manceau et Hanjalić, 2002; Manceau, 2015), utilisé dans notre étude car conçu pour représenter
des écoulements de paroi avec une bonne fidélité. Si on reprend l’équation (2.17), seuls le terme
d’advection (Cij), le terme de production (P ij) et le terme de diffuction visqueuse (Dνij) sont
exacts. Les autres doivent être modélisés.

Modèle pour le terme de redistribution ϕij et le terme de diffusion par la pression

Les termes de redistribution et de diffusion par la pression sont modélisés ensemble et regroupés
sous le terme ϕ∗

ij qui est décomposé en une partie proche paroi ϕwij et une partie loin de la paroi
ϕhij :

ϕ∗
ij = (1− fb)ϕwij + fbϕ

h
ij (2.28)
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Chapitre 2. Description et modélisation d’un écoulement turbulent

La fonction fb est une fonction de mélange qui vaut zéro à la paroi et tend vers 1 à mesure que
l’on s’en éloigne. Plus spécifiquement, on prend fb = ι3, où ι est une variable sans dimension régie
par une équation elliptique :

ι− L2∇2ι = 1 (2.29)

L est une longueur caractéristique proportionnelle à l’échelle de longueur ℓ = K
3/2

ε
et bornée par

la dimension de Kolmogorov η = ν3/4

ε1/4 pour éviter à L de s’annuler à la paroi (Durbin, 1991) :

L = CLmax
(
K3/2

ε
, Cηη

)
(2.30)

Le terme de redistribution en proche paroi s’exprime :

ϕwij = −5 ε
K

[
ui′uk ′njnk + uj ′uk ′nink −

1
2uk

′ul′nknl (ninj + δij)
]

(2.31)

où ni est la composante i du vecteur normal à la paroi n. La partie homogène du terme de
redistribution, ϕhij , est modélisée suivant l’approche de Speziale et al. (1991), en étant décomposée
en une partie rapide ϕrij et une partie lente ϕlij :

ϕhij = ϕrij + ϕlij =−
(
g1 + g∗

1
P
ε

)
εbij +

(
g3 − g∗

3
√
bklbkl

)
KSij

+ g4K
(
bikSjk + bjkSik −

2
3blmSlmδij

)
+ g5K (Wjk + bjkWik)

(2.32)

avec Sij le tenseur taux de déformation introduit précédemment, Wij = 1
2

(
∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi

)
le ten-

seur de rotation W = (Wij) et bij = ui′uj ′

2K − 1
3δij le tenseur d’anisotropie.

Modèle pour le terme de diffusion turbulente DT
ij

La diffusion turbulente DT
ij est modélisée à l’aide d’une hypothèse de gradient généralisée

(GGDH pour Generalized Gradient Diffusion Hypothesis), d’après Daly et Harlow (1970) :

DT
ij = ∂

∂xl

(
Cµ
σK

ul′um′T
∂ui′uj ′

∂xm

)
(2.33)

où T est un temps caractéristique, borné par l’échelle de Kolmogorov τη =
(
ν

ε

)1/2
, donné par :

T = max
(K
ε
, CT τη

)
(2.34)

Modèle pour la dissipation εij

Le tenseur taux de dissipation est modélisé uniquement à partir de sa composante isotrope, la
composante déviatorique du tenseur εij étant considérée incluse dans le terme de redistribution.
Cependant, à proximité de la paroi, l’expérience montre que le taux de dissipation est grandement
anisotrope et cette approximation n’est plus valable. La composante isotrope de la dissipation est
donc complétée par un modèle spécifique pour la région de proche paroi, à l’aide de la fonction
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2.3. Description d’une couche limite turbulente de plaque plane

de raccord fb :

εij = (1− fb)
ui′uj ′

K
ε+ 2

3fbεδij (2.35)

Le taux de dissipation ε est calculé à l’aide d’une équation de transport similaire à celles utilisées
dans les modèles à deux équations de type K − ε :

Dε
Dt =

C ′
ε1P − Cε2ε

T
+ ∂

∂xl

(
Cµ
σε
ul′um′T

∂ε

∂xm

)
+ ν

∂2ε

∂xk∂xk
(2.36)

avec C ′
ε1 = Cε1

[
1 +A1 (1− fb)

P
ε

]
.

Fermeture du flux thermique turbulent pour les modèles au second ordre

Plusieurs approches peuvent être utilisées dans les modèles au second ordre concernant la
fermeture du flux thermique turbulent. Dans le cas de l’EB-RSM, la modélisation privilégiée en
l’absence de flottabilité est une hypothèse de gradient généralisée (GGDH) (Daly et Harlow, 1970)
faisant intervenir le temps turbulent ξt :

−ui′ht′ = cθξtui′uj ′ ∂h

∂xj
(2.37)

Des modèles plus complexes ont également été développés, notamment pour les applications de
convection naturelle (Dehoux et al., 2017; Mangeon et al., 2020), que nous ne traiterons pas ici.

Valeurs des coefficients

g1 = 3.4 ; g∗
1 = 1.8 ; g3 = 0.8 ; g∗

3 = 1.3 ; g4 = 1.25 ; g5 = 0.4 ;
Cµ = 0.21 ; σK = 1.0 ; CT = 6.0 ;

CL = 0.133 ; Cη = 80.0 ;
Cε1 = 1.44 ; Cε2 = 1.83 ; A1 = 0.065 ; σε = 1.15 ; cθ = 0.22.

2.3. Description d’une couche limite turbulente de plaque plane
Lorsqu’un écoulement se développe sur une paroi, on observe une zone d’interaction entre la

paroi et le fluide loin du corps, où l’écoulement est dit libre. En effet, la condition d’adhérence
impose une vitesse nulle du fluide à la paroi, tandis qu’à l’infini, celle-ci est égale à la vitesse de
l’écoulement libre. Il existe une région proche de la paroi dans laquelle la vitesse de l’écoulement
augmente jusqu’à atteindre la vitesse de l’écoulement libre. Dans le cas d’un fluide peu visqueux,
les variations de vitesse sont contenues dans une petite épaisseur proche de la paroi, que l’on
définit alors comme la couche limite. Cette épaisseur, notée δ, augmente le long de la direction
longitudinale. On appelle L la longueur de développement de la couche limite. Plusieurs définitions
de l’épaisseur de couche limite peuvent être considérées, la plus intuitive d’entre elles étant la
distance à la paroi pour laquelle la vitesse longitudinale atteint 99% (ou 99.5%) de la vitesse
de l’écoulement libre. Grâce à une analyse d’échelle, les équations RANS dans la couche limite
peuvent s’écrire de façon simplifiée.

Hypothèses
On se place dans le cas d’un écoulement moyen bidimensionnel plan, stationnaire et incom-

pressible qui se développe avec une vitesse U∞ au dessus d’une plaque plane immobile. On note
x, y et z les directions respectivement longitudinale, transverse et normale à la paroi, et u, v,
w les vitesses associées à ces trois directions. En particulier, on considère la direction y comme
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étant une direction d’invariance de l’écoulement (i.e ∂

∂y
= 0 et v = 0). On se place dans le cas

d’une couche mince, c’est à dire vérifiant δ

L
≪ 1. Notons u et l les échelles caractéristiques de

vitesse et de longueur de la turbulence. L’hypothèse de couche mince implique notamment que
les structures turbulentes les plus grosses sont petites devant la longueur de développement de la
couche limite :

l≪ L (2.39)

De plus, une analyse d’échelle 10 amène à la conclusion :

u

l
= U∞

L
(2.40)

Cette hypothèse exprime le fait que le temps de diffusion par la turbulence est égal au temps
de convection. On utilise ces deux hypothèses pour simplifier les équations RANS et obtenir les
équations de couche limite (équations de Prandtl). C’est ce qu’on nomme l’approximation de
couche limite.

2.3.1. Équations de la couche limite

L’approximation de couche limite permet de négliger un certain nombre de termes dans les
bilans de masse et de quantité de mouvement. La démarche complète est présentée en détail dans
les ouvrages de Cousteix (1989) et Pope (2000). Les équations RANS de couche limite pour un
écoulement bidimensionnel statistiquement stationnaire s’écrivent :

∂u

∂x
+ ∂w

∂z
= 0 (2.41a)

u
∂u

∂x
+ w

∂u

∂z
= −1

ρ

∂p

∂x
+ ∂

∂z

(
ν
∂u

∂z
− u′w′

)
(2.41b)

0 = −1
ρ

∂p

∂z
(2.41c)

Remarquons que le terme ν ∂u
∂z
− u′w′ représente la tension totale τ , qui est définie comme la

somme de la tension turbulente (ou tension de Reynolds) τt = −ρu′w′ et de la tension visqueuse
τν = µ

∂u

∂z
.

2.3.2. Paramètres caractéristiques et définition des grandeurs de paroi

Contrainte de cisaillement pariétale

À la paroi, la condition d’adhérence impose une vitesse nulle. Par conséquence, u′w′
p = 0. La

contrainte de cisaillement pariétale τw est donc due uniquement à la contribution visqueuse :

τw = µ
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=0

(2.42)

Cette expression traduit notamment la prédominance des effets visqueux au voisinage de la pa-
roi, contrairement au cas d’un écoulement libre, où les effets visqueux sont négligeables devant les
effets inertiels. Intuitivement, on comprend ainsi que la viscosité ν et la contrainte de cisaillement
sont des paramètres importants pour décrire l’écoulement en proche paroi. On peut, à partir de
ces paramètres, définir des échelles visqueuses, c’est-à-dire des échelles de vitesse et de longueur
adaptées à la région de proche paroi.

10. Voir Cousteix (1989), chapitre 7 pour plus de détails.
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Vitesse de frottement, longueur visqueuse et grandeurs de paroi

On définit notamment la vitesse de frottement uτ à partir de la contrainte de cisaillement
pariétale et de la masse volumique ρ :

uτ =
√
τw
ρ

(2.43)

De la même façon, on définit la longueur visqueuse δν de la façon suivante :

δν = ν

uτ
(2.44)

À partir de ces deux échelles visqueuses, on peut définir deux variables sans dimension, notées
avec un +, appelées variables de paroi, ou variables internes :

u+ = u

uτ
z+ = zuτ

ν
(2.45)

On définit également un nombre de Reynolds, dit de frottement, à partir de ces échelles caracté-
ristiques :

Rτ = δ+ = uτδ

ν
(2.46)

Ces variables sont particulièrement utiles pour décrire la région interne – c’est à dire la région
en très proche paroi – de la couche limite.

2.3.3. Structure d’une couche limite turbulente incompressible

Une couche limite peut être décomposée en deux régions distinctes : la région interne, en très
proche paroi, dans laquelle les effets visqueux ne sont pas négligeables et sont en compétition avec
les effets inertiels, et la région externe, dans laquelle les effets inertiels prennent le pas sur les effets
visqueux, qui peuvent être négligés. Cette description de la couche limite est une conséquence de
l’analyse expérimentale du frottement total τ (Figure 2.2) qui montre que la contrainte turbulente
−ρu′w′ en est la contribution principale, sauf à proximité immédiate de la paroi, où la viscosité
acquiert un rôle dominant.

Dans ce manuscrit, seule la région interne sera étudiée. On présentera brièvement la région
externe avant de s’attarder en détail sur la description de la structure de l’écoulement au voisinage
immédiat de la paroi.

Région externe

Dans cette région, la contrainte visqueuse est négligeable devant la contrainte turbulente. Les
échelles de vitesse et de longueur pertinentes dans cette région sont δ, l’épaisseur de couche limite,
et la vitesse de frottement uτ . En effet, l’expérience montre que dans cette région, la contrainte
turbulente −u′w′ est de l’ordre de uτ

2. Le profil de vitesse est donné par la loi des vitesses
déficitaires :

U∞ − u
uτ

= φ

(
z

δ

)
(2.47)

avec φ une fonction qui peut dépendre de nombreux paramètres (nombre de Reynolds, gradient
de pression, conditions en amont...).

Principe de similitude de paroi de Townsend (1976)

Townsend (1976) a introduit en 1976 l’hypothèse de similitude de paroi, qui stipule notamment
qu’en dehors de la sous-couche visqueuse 11, la structure de la turbulence est indépendante de la
topologie de la paroi et de la viscosité du fluide, pourvu que le nombre de Reynolds considéré soit

11. Voir description de la région interne de la couche limite turbulente.
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Figure 2.2. – Contrainte totale τ , turbulente u′w′ (orange) et visqueuse 1
Rτ

∂u

∂z
(bleu) au sein

d’une couche limite se développant sur une plaque plane à gradient de pression
nul.

suffisamment grand. La paroi n’influence alors que la vitesse de frottement uτ . Une conséquence
de cette hypothèse de similitude est que le profil de vitesse dans la région externe de la couche
limite, une fois adimensionné par uτ suit la même loi déficitaire quelque soit la surface considérée.
Cette hypothèse nous permet de justifier la comparaison d’un écoulement de canal avec une région
interne de couche limite : cette dernière n’est en effet pas influencée par l’écoulement de la région
externe.

Région interne

L’action de la viscosité est limitée à une zone très mince proche de la paroi, que l’on nomme
région interne. On peut faire l’hypothèse que la structure de l’écoulement n’est pas influencée par
les conditions loin de la paroi ; en particulier, la vitesse de l’écoulement libre U∞ et l’épaisseur
de couche limite δ n’influent pas sur le comportement de la vitesse près de la paroi. Du fait de
la faible épaisseur de la région interne, on suppose généralement que le frottement total τ y est
constant et égal à sa valeur à la paroi τw. On peut alors considérer que la vitesse moyenne de
l’écoulement ne dépend que de la distance à la paroi z, de la valeur du frottement pariétal τw, de
la masse volumique du fluide ρ et de sa viscosité dynamique µ :

u = f(τw, ρ, µ, z) (2.48)

Si l’on réécrit cette relation en variables internes, on obtient ce qu’on appelle la loi de paroi :

u+ = f(z+) (2.49)

Très proche de la paroi, c’est-à-dire lorsque z+ est très faible, la contrainte turbulente est négli-
geable. Le frottement pariétal est donné par la contrainte visqueuse :

τw = µ
∂u

∂z
(2.50)

Soit, en variable de paroi, après intégration :

u+ = z+ (2.51)
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Le profil de vitesse est donc linéaire en très proche paroi. En pratique, cette relation est vérifiée
pour z+ < 5 (Cousteix, 1989). On nomme cette région la sous-couche linéaire, ou sous-couche
visqueuse. Si l’on s’éloigne suffisamment de la paroi, la contrainte turbulente acquiert de l’im-
portance, jusqu’à ce que la contrainte visqueuse devienne négligeable. Sous l’hypothèse d’un
frottement total constant égal au frottement paroi dans la région interne, on a alors :

−u′w′ = τw
ρ

(2.52)

Pour en déduire la forme du profil de vitesse, on utilise l’hypothèse de Boussinesq (1877). Dans
la région interne, celle-ci se réduit à −u′w′ = νt

∂u

∂z
. L’équation (2.52) devient :

νt
∂u

∂z
= τw

ρ
(2.53)

Considérons un modèle de longueur de mélange. L’expérience montre que le comportement de
cette longueur de mélange dans la région interne est linéaire et celle-ci peut s’écrire l = κz avec
κ le coefficient de proportionnalité entre l et la distance à la paroi z. Cette constante s’appelle
constante de von Kármán et sa valeur varie entre 0.38 et 0.42 selon les mesures. Notons que
pour décrire entièrement la région interne de la couche limite, on associe généralement à cette
expression une fonction d’amortissement de van Driest (Pope, 2000), notée FV D :

FV D
(
z+
)

= 1− exp
(
− z+

A0+

)
(2.54)

Cette fonction permet de reproduire le comportement asymptotique de l’écoulement en très proche
paroi. La longueur de mélange s’écrit alors :

l+ = κz+
[
1− exp

(
− z+

A0+

)]
(2.55)

avec A0+ = 26 le nombre de van Driest. Finalement, loin de la sous-couche visqueuse, en variable
de paroi, le comportement asymptotique du gradient de vitesse est donné par la relation :

∂u+

∂z+ = 1
κz+ (2.56)

En intégrant, on obtient la loi logarithmique :

u+ = 1
κ

ln(z+) + C (2.57)

avec C une constante voisine de 5. En pratique, la loi logarithmique est valable pour z+ > 100.
La région comprise entre z+ = 5 et z+ = 100, entre la sous-couche visqueuse et la zone loga-
rithmique est la zone tampon, dans laquelle les profils de vitesse linéaire et logarithmique se
raccordent. Cette structure de la région interne de la couche limite est illustrée sur la figure 2.3.

Selon la théorie développée précédemment, la loi de paroi u+ = f(z+) est universelle, c’est-à-
dire qu’elle ne dépend pas des conditions dans lesquelles peuvent se développer la couche limite.
C’est évidemment le cas pour la loi linéaire (2.51) mais l’universalité de la loi logarithmique (2.57)
n’est pas triviale. En effet, l’existence de cette loi est établie pour une région suffisamment éloignée
de la paroi pour que les effets inertiels prédominent sur les effets visqueux. Cependant, on doit
également être suffisamment proche de la paroi pour qu’elle reste indépendante des conditions
de développement de la couche limite ; c’est-à-dire pour des distances à la paroi z suffisamment
faibles devant l’épaisseur de couche limite δ. Autrement dit, z doit être d’un ordre de grandeur
différent des grandeurs caractéristiques des régions internes (i.e la longueur visqueuse δν) et
externe (i.e l’épaisseur de couche limite δ) : δν ≪ z ≪ δ. Expérimentalement, on observe que la
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Figure 2.3. – Profil de vitesse moyenne en variable de paroi dans la région interne de la couche
limite. Identification de la structure de la région interne (sous-couche visqueuse,
zone tampon et sous-couche inertielle (zone logarithmique)). Symboles : mesures
de Klebanoff (1955) (Reθ = 8000), ligne pleine : loi de paroi.

loi logarithmique est valable pour z+ > 100 et pour z
δ
< 0.1, ce qui implique des nombres de

Reynolds de frottement Rτ supérieurs à 180.

2.3.4. Influence d’un gradient de pression sur la structure de la couche limite

Dans cette section, et dans la suite du manuscrit, une couche limite soumise à un gradient de
pression nul sera dite ZPG (Zero Pressure Gradient), adverse, APG (Adverse Pressure Gradient)
et favorable, FPG (Favorable Pressure Gradient). L’universalité de la loi logarithmique pour une
couche limite soumise à un gradient de pression fait encore débat aujourd’hui. Bien que certains
auteurs (Huang et Bradshaw (1995), Catris et Aupoix (2000)) considèrent que la loi logarithmique
reste inchangée dans une telle situation, et n’observent qu’une réduction de celle-ci, Nickels (2004),
Nagib et Chauhan (2008) et Knopp et al. (2021) notent eux une modification des constantes κ et
C par rapport au cas ZPG.

Reprenons le bilan de quantité de mouvement dans la région interne d’une couche limite tur-
bulente soumise à un gradient de pression :

∂τ

∂z
= 1
ρ

∂p

∂x
(2.58)

Au dessus de la sous-couche visqueuse, dans la zone logarithmique, les effets de la viscosité
moléculaire sont négligeables devant le transport turbulent. De cette façon, la contrainte totale τ
se réduit à la contrainte turbulente τt. On peut alors intégrer le bilan de quantité de mouvement
pour un gradient de pression constant sur toute la hauteur de couche limite, c’est à dire constant
en z :

τt − τw = 1
ρ

∂p

∂x
z (2.59)

En utilisant la viscosité turbulente νt et l’hypothèse de Boussinesq pour exprimer le cisaillement

turbulent, on obtient, en variable de paroi : τt
τw

= νt
+∂u

+

∂z+ et p+ = ν

ρuτ 3
∂p

∂x
. Le bilan de quantité

de mouvement devient :
νt

+∂u
+

∂z+ = 1 + p+z+ (2.60)

Soit, en considérant le comportement asymptotique de la viscosité turbulente dans la zone loga-

32



2.3. Description d’une couche limite turbulente de plaque plane

Figure 2.4. – Évolution de zc+ en fonction du gradient de pression p+. Comparaison entre le
modèle de Nickels (2004) (2.63) et des données de DNS en configuration de couche
limite et de canal (Spalart, 1986; Nagano et al., 1993; Eggels et al., 1994; Loulou
et al., 1997; Skote et al., 1998). Retracé à partir de Nickels (2004).

rithmique :
∂u+

∂z+ =
√

1 + p+z+

κz+ (2.61)

Influence sur l’épaisseur de la sous-couche visqueuse

Nickels (2004) propose de modifier la loi de paroi en cohérence avec l’équation (2.61). Il montre
que l’influence du gradient de pression sur la loi logarithmique est une conséquence d’une dépen-
dance de la hauteur de la sous-couche visqueuse à ce gradient de pression : les constantes κ et C
s’en trouvent modifiées. Clauser (1956) puis Nickels (2004) proposent une comparaison de la sous-
couche visqueuse avec une couche limite laminaire : il s’agit de deux types d’écoulement de paroi
dominés par des effets visqueux. Lorsque le nombre de Reynolds de la couche limite laminaire
atteint une certaine valeur, des instabilités apparaissent et la transition vers la turbulence débute.
Nickels (2004) suggère que la sous-couche visqueuse croît jusqu’à ce qu’à une certaine distance
zc

+ de la paroi, le nombre de Reynolds local atteigne une valeur critique. De façon similaire au
cas de la couche limite laminaire, des instabilités apparaissent alors, générant de la turbulence et
donc la « transition » vers la zone logarithmique, dominée par les effets inertiels. Dans le cas sans
gradient de pression, Clauser (1956) et Nickels (2004) proposent zc+ = Rc = 12. Ces valeurs sont
cohérentes avec des données de DNS (Spalart, 1988).

Bien qu’on ne puisse pas formellement comparer une couche limite laminaire et une couche
limite turbulente, ce raisonnement permet de comprendre intuitivement la dépendance de zc+ au
gradient de pression : dans le cas d’une couche limite laminaire, la présence d’un APG diminue la
valeur du nombre de Reynolds critique pour laquelle les instabilités apparaissent, et la présence
d’un FPG l’augmente. Similairement, dans le cas d’une couche limite turbulente, en présence
d’un APG, la « transition » vers la zone logarithmique (c’est à dire le début de la zone tampon)
débutera pour des valeurs plus faibles de zc+ tandis qu’à l’inverse, en présence d’un FPG, elle
débutera pour des valeurs de zc+ plus élevées.

À partir du bilan de quantité de mouvement (2.61), Nickels (2004) définit le nombre de Reynolds
critique Rc :

Rc = uT zc
ν

avec uT = uτ

√
1 + p+zc+ (2.62)

Rc est supposé avoir une valeur universelle égale à 12 pour tout écoulement de paroi. On en déduit
l’équation suivante pour zc+ :

p+zc
+3 + zc

+2 −Rc2 = 0 (2.63)
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Figure 2.5. – Comparaison des valeurs données par l’expression (2.65) avec des données de DNS
dans les cas FPG (Spalart, 1986) et APG (Nagano et al., 1993). Figure extraite
de Nickels (2004).

L’évolution de zc
+ en fonction de p+ est tracée sur la figure 2.4, retracée à partir de Nickels

(2004).

Nouvelle loi logarithmique

D’après la définition donnée par Nickels (2004) du nombre de Reynolds critique Rc, la présence
d’un gradient de pression affecte non seulement l’échelle de longueur zc mais également l’échelle de
vitesse uT . Cette échelle de vitesse représente l’échelle de vitesse des tourbillons qui apparaissent
lorsque le nombre de Reynolds critique Rc est atteint. Il s’agit par conséquent de l’échelle de
vitesse des tourbillons présents dans la région logarithmique. La loi de paroi devient :

∂u

∂z
= uT
κ0ν

(2.64)

où κ0 représente la valeur de la constante de von Kármán dans le cas ZPG. Si on compare avec la
loi de paroi écrite sous sa forme traditionnelle, i.e en faisant intervenir la vitesse de frottement :
∂u

∂z
= uτ
κν

, on doit donc voir κ comme une fonction du gradient de pression :

κ

κ0
= uτ
uT

= 1√
1 + p+zc+

(2.65)

Cette expression traduit les variations de pente de la loi logarithmique d’une couche limite
turbulente soumise à un gradient de pression adverse ou favorable. Elle a été confrontée avec succès
à des données de DNS (Spalart, 1986; Nagano et al., 1993; Vinuesa et al., 2018) et expérimentales
(Knopp et al., 2021) qui ont permis de confirmer ces variations de pente (voir figure 2.5).

La prise en compte des effets de gradient de pression dans des simulations RANS appliquées à
des écoulements de paroi est une problématique complexe, notamment pour les raisons évoquées
par Spalart (2015) (voir chapitre 7). De nombreux modèles sont encore développés aujourd’hui
(Kalitzin et al., 2005; Romanelli et al., 2023) dans le but de traiter ces problématiques.

2.3.5. Analogie entre une région interne de couche limite et un écoulement de
canal plan

On considère désormais un écoulement turbulent se développant dans un canal plan de hauteur
2δc. Les directions longitudinales et normales à la paroi sont respectivement nommées x et z.
On suppose l’écoulement pleinement développé dans la direction x, c’est-à-dire statistiquement
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2.3. Description d’une couche limite turbulente de plaque plane
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Figure 2.6. – Profils de vitesse moyenne en canal pour Rτ = 180 (rouge), Rτ = 950 (orange) et
Rτ = 4200 (bleu). Ligne pointillée : loi de paroi. Reproduit à partir des DNS de
Jiménez et al. (2010).

stationnaire et unidimensionnel. En canal, le nombre de Reynolds de frottement Rτ est défini à
partir de la demi-hauteur de canal δc et de la vitesse de frottement uτ :

Rτ = uτδc
ν

(2.66)

Les équations RANS de continuité et de quantité de mouvement s’écrivent :

∂w

∂z
= 0 (2.67a)

∂τxz
∂z

= ∂p

∂x
(2.67b)

La condition d’adhérence à la paroi imposant w(z = 0) = 0, on déduit de l’équation de continuité
que w = 0. Le bilan de quantité de mouvement donne quant à lui :

τxz = τw + ∂p

∂x
z (2.68)

Soit, avec τxz(y = 2δc) = −τw :
p+ = − 1

δc+
= − 1

Rτ
(2.69)

Profil de vitesse en canal

Le profil de vitesse en canal présente des similitudes avec une région interne de couche limite
turbulente. Pour des nombres de Reynolds Rτ suffisamment grands, on retrouve notamment une
zone logarithmique développée. La figure 2.6 montre des profils de vitesse obtenus par Jiménez
et al. (2010) avec des calculs DNS pour différents Rτ . On remarque notamment que la pente de
la zone logarithmique n’est pas celle attendue pour le nombre de Reynolds le plus faible (courbe
rouge), contrairement aux Rτ plus élevés : plus le nombre de Reynolds de frottement est élevé,
plus la sous-couche inertielle est marquée.

Afin de retrouver le comportement asymptotique de la longueur de mélange en canal, Nikuradse
(1937) propose l’expression suivante, qui est également souvent associée à la fonction d’amortis-
sement de van Driest (2.54) :

l(z) = δc

[
0.14− 0.08

(
1− z

δc

)2
− 0.06

(
1− z

δc

)4
]

(2.70)
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Chapitre 2. Description et modélisation d’un écoulement turbulent

Bilan
Cet état de l’art a permis d’effectuer quelques rappels sur les écoulements turbulents et les

outils mathématiques et statistiques utilisés dans la suite de ce manuscrit, notamment sur
les équations RANS du mouvement moyen. Certains modèles de turbulence y sont également
présentés.

Les configurations de couche limite et de canal ont en particulier été abordées, et la des-
cription de la région interne de la couche limite a été vue en détail. Nous avons introduit
les grandeurs caractéristiques d’une région interne. Les équations décrivant cette région ont
été développées, et une analyse asymptotique du comportement de l’écoulement a permis de
définir la loi de paroi, utilisée pour décrire la structure de la région interne de la couche limite.
Nous avons également discuté de l’universalité de la loi de paroi, et notamment de la zone
logarithmique.

Enfin, nous avons étudié l’influence d’un gradient de pression sur la région interne de la
couche limite à travers les travaux de Nickels (2004). Il a été montré que la présence d’un
gradient de pression impacte directement l’épaisseur de la sous-couche visqueuse, ce qui a des
conséquences immédiates sur la pente et l’ordonnée à l’origine de la loi logarithmique. Ces
observations de Nickels (2004) sont cohérentes avec les études numériques et expérimentales
de Nagib et Chauhan (2008), Spalart (1988, 1986), Nagano et al. (1993) et Knopp et al.
(2021). Nickels (2004) développe un modèle pour la prise en compte des effets de gradient de
pression adverse et favorable sur la valeur du coefficient de von Kármán κ, modèle repris plus
tard par Knopp (2016).

36



Chapitre 3
Étude de l’influence d’une déformation
sinusoïdale de la paroi sur la structure de la
région interne de la couche limite turbulente

Nous avons vu dans le chapitre 1 que dans un contexte d’écoulement incompressible, la
taille longitudinale des coups de gouge peut être reliée – du moins empiriquement – à la
longueur visqueuse, une échelle de longueur caractéristique de la couche limite turbulente se
développant sur la surface ablatée. Le chapitre 2 effectue quelques rappels sur la description
des écoulements turbulents qui seront nécessaires à la bonne compréhension de ce manuscrit.
Afin de s’intéresser désormais aux conditions d’apparition des coups de gouge et au rôle exact
de la turbulence dans la corrélation de Thomas, le problème est dans un premier temps réduit
à l’étude d’un écoulement stationnaire, incompressible et bidimensionnel. Une première ap-
proche peut ainsi être de considérer les creusements observés comme une petite déformation
sinusoïdale de la paroi. On cherche donc à étudier l’impact de cette perturbation sur la struc-
ture de la région interne de la couche limite. Hanratty et ses co-auteurs (Zilker et al., 1977;
Abrams et Hanratty, 1985; Frederick et Hanratty, 1988) ont ainsi réalisé des mesures en canal
hydraulique d’un écoulement turbulent se développant au dessus d’une paroi ondulée de faible
amplitude. Ces travaux expérimentaux ont permis de montrer l’apparition d’un déphasage et
d’un amortissement de la contrainte de cisaillement pariétale par rapport aux ondulations de
la paroi pour une certaine gamme de longueurs d’onde. Des études de la réponse linéaire d’une
couche limite turbulente soumise à une petite perturbation de la paroi (Thorsness et al., 1978;
Charru et al., 2013; Claudin et al., 2017) mettent en avant la nécessité d’utiliser une correction
ad-hoc proposée par Thorsness et al. (1978) et faisant appel à un gradient de pression relaxé
pour retrouver le comportement du cisaillement avec un modèle de longueur de mélange pour
les longueurs d’onde considérées. La réponse de l’écoulement à la déformation de la paroi peut
être divisée en trois régimes (Charru et Hinch, 2000), en fonction de la longueur d’onde des
ondulations de la paroi et qui dépendent de la profondeur de pénétration de la perturbation au
sein de la couche limite. Le régime pour lequel on observe le pic de déphasage du cisaillement
sera nommé régime visqueux peu profond, ou, plus simplement, régime de transition.
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Chapitre 3. Étude de l’influence d’une déformation sinusoïdale de la paroi sur la structure de la
région interne de la couche limite turbulente

3.1. Études théoriques et expérimentales

Historiquement, l’apparition de motifs réguliers lors de l’ablation ou de l’érosion d’une paroi
cisaillée par un écoulement turbulent a été étudiée expérimentalement (Zilker et al., 1977; Abrams
et Hanratty, 1985; Frederick et Hanratty, 1988) et théoriquement (Thorsness et al., 1978; Charru
et Hinch, 2000; Charru et al., 2013; Claudin et al., 2017) en s’intéressant à la réponse d’une couche
limite turbulente soumise à une petite déformation sinusoïdale de la paroi, ce qui paraît pertinente
pour étudier l’apparition de ce type de motifs (comme illustré sur la figure 3.1). En effet, une
paroi bidimensionnelle quelconque peut toujours être représentée par une somme infinie de sinus
de longueurs d’onde différentes. Or, dans le cas d’une analyse linéaire, les différentes contributions
de chacune de ces déformations sinusoïdales sont considérées indépendantes. La réponse linéaire
de l’écoulement à une déformation quelconque de la paroi peut être obtenue en sommant les
différentes contributions correspondant aux déformations sinusoïdales décrivant la paroi. Cette
section est dédiée à la présentation de ces travaux expérimentaux et théoriques. Les méthodes
historiques seront présentées, ainsi que les principales conclusions émanant de ces études.

Figure 3.1. – Développement d’une couche limite turbulente incompressible sur une paroi subis-
sant une petite déformation sinusoïdale harmonique d’amplitude ζ0 et de longueur
d’onde λ.

3.1.1. Réponse linéaire forcée d’une région interne d’une couche limite turbulente

Études historiques

La réponse linéaire d’un écoulement se développant au dessus d’une paroi perturbée a d’abord
été étudiée par Benjamin (1959), et consiste à linéariser puis résoudre l’équation d’Orr-Sommerfeld
pour un écoulement laminaire. Thorsness et al. (1978) se sont par la suite intéressés au problème
en considérant un écoulement turbulent. Bien que s’inspirant de la méthode mise en place par
Benjamin (1959), les travaux de Thorsness et al. (1978) introduisent une légère modification dans
l’équation d’Orr-Sommerfeld avant que celle-ci ne soit linéarisée. En effet, là où historiquement,
des coordonnées cartésiennes étaient utilisées, Thorsness et al. (1978) proposent un changement
de variable afin de transposer le problème dans un système de coordonnées attaché à la paroi,
qu’ils nomment « coordonnées de couche limite ». L’écoulement de base est alors déplacé dans ce
nouveau repère, c’est-à-dire qu’il est interpolé en z = ζ(x) (ζ étant la fonction décrivant le profil
de la paroi). L’impact de cette modification sur les résultats obtenus a été analysé en détail par
Luchini et Charru (2019).

Nous présentons dans la suite de ce chapitre le formalisme utilisé par Fourriere et al. (2010),
Charru et al. (2013) et Claudin et al. (2017) dans le cadre de l’étude de la formation des dunes
et rides de sable. La méthode revient à utiliser le principe de la décomposition de Reynolds afin
de linéariser directement les équations de Navier–Stokes pour obtenir les champs de fluctuations
de vitesse et de contraintes de Reynolds. Bien que le système soit linéarisé en coordonnées carté-
siennes, la modification introduite par Thorsness et al. (1978) consistant à interpoler l’écoulement
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3.1. Études théoriques et expérimentales

de base à la paroi est conservée et les résultats obtenus par Fourriere et al. (2010), Charru et al.
(2013) et Claudin et al. (2017) sont équivalents à ceux d’Hanratty et al (Zilker et al., 1977;
Thorsness et al., 1978; Abrams et Hanratty, 1985; Frederick et Hanratty, 1988).

Contexte

On s’intéresse ici à la réponse linéaire forcée d’une région interne d’une couche limite turbulente
se développant sur une paroi ondulée (figure 3.1) : en première approximation, les coups de gouge
sont vus comme une petite déformation sinusoïdale harmonique de la paroi. On considère donc ici
une couche limite bidimensionnelle, stationnaire et incompressible qui se développe sur une paroi
dont le profil oscille autour d’une valeur moyenne z = 0. On note ζ0 et α = 2π

λ
respectivement

l’amplitude et le nombre d’onde de la déformation. Le profil de la paroi est donné par la partie
réelle de la fonction :

ζ(x) = ζ0e
iαx (3.1)

Dans la suite de ce manuscrit, la notation 2 introduite au chapitre précédent pour la moyenne
de Reynolds sera omise pour les grandeurs moyennes, exceptées pour les corrélations u′

iu
′
j . Les

équations de Navier–Stokes incompressibles, bidimensionnelles et stationnaires s’écrivent :

∂u

∂x
+ ∂w

∂z
= 0

u
∂u

∂x
+ w

∂u

∂z
= ∂

∂x

(
τzz −

p

ρ

)
+ ∂τxz

∂z
+ ∂

∂x
(τxx − τzz)

u
∂w

∂x
+ w

∂w

∂z
= ∂

∂z

(
τzz −

p

ρ

)
+ ∂τxz

∂x

(3.2)

avec τij = ν
∂ui
∂xj
− u′

iu
′
j le tenseur des contraintes divisé par la masse volumique ρ, incluant le

tenseur de Reynolds Rij = −u′
iu

′
j et la partie visqueuse ν ∂ui

∂xj
. On définit le nombre de Reynolds

associé au nombre d’onde α de la déformation de la paroi : R = uτ
να

= 1
α+ , ainsi que la distance

à la paroi adimensionnée η = αz. On notera également 2,η = d2
dη par souci de concision. Cette

notation sera utilisée dans toute la suite de ce manuscrit.
Toutes les quantités dans le système d’équations (3.2) sont adimensionnées en variables de paroi

à l’aide de la vitesse de frottement uτ et de la viscosité cinématique ν. Dans la suite, le signe +,
généralement utilisé pour noter les quantités exprimées en variable de paroi, est omis.

La fermeture turbulente est obtenue à partir de l’hypothèse de Boussinesq, en utilisant un
modèle de longueur de mélange de Prandtl avec un amortissement en proche paroi de van Driest
(équation (2.55)). Le tenseur des contraintes s’écrit donc, pour un écoulement incompressible :

τij = 2 (ν + νt)Sij −
1
3Kδij (3.3)

Pour un modèle de longueur de mélange, l’énergie cinétique peut être exprimée à partir de la
relation K = χ2l2 |S|2. La constante χ est une constante phénoménologique comprise entre 2 et
3 qui peut être estimée à partir de la relation de Bradshaw et al. (1967) pour les couches limites
turbulentes. Sa valeur n’a pas d’importance ici puisqu’on considèrera principalement la différence
τxx − τzz = 2 (ν + νt) (Sxx − Szz).

Décomposition des variables du problème

Pour étudier la réponse linéaire de la couche limite turbulente à la petite perturbation de la
paroi (3.1), les équations de Navier–Stokes bidimensionnelles, incompressibles et stationnaires
sont linéarisées au premier ordre par rapport au petit paramètre adimmensionnel αζ0 ≪ 1. En
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effet, comme nous le verrons plus en détail dans la suite, d’après les observations expérimentales
de Zilker et al. (1977), un comportement linéaire de l’écoulement est attendu tant que ζ0uτ/ν < 27
et que 2ζ0/λ < 0.033. Afin de linéariser les équations du mouvement, toutes les quantités q sans
dimension du problème sont décomposées en une partie moyenne sur x, notée ⟨2⟩ 1, et une partie
fluctuante, notée 2̂, qui ne dépendent que de la distance normalisée à la paroi η :

q(x, η) = ⟨q⟩ (η) + αζ0e
iαxq̂(η) (3.4)

Plus précisement, on introduit les notations suivantes pour les champs de vitesse et des tensions
de Reynolds :

u = uτ
(
⟨u⟩+ αζ0ûe

iαx
)

w = uταζ0ŵe
iαx

τxz = uτ
2(1 + αζ0τ̂xze

iαx)

τxx = uτ
2
(
−1

3χ
2 + αζ0τ̂xxe

iαx
)

τzz = uτ
2
(
−1

3χ
2 + αζ0τ̂zze

iαx
)

τzz − p/ρ = −p0/ρ+ uτ
2
(
−1

3χ
2 − αζ0τ̂pe

iαx
)

(3.5)

Modèle de longueur de mélange et correction d’Hanratty

La fermeture turbulente du système d’équations est obtenue grâce à un modèle de longueur
de mélange. Celle-ci, rendue sans dimension grâce au nombre d’onde α, est d’abord décomposée
comme les autres variables en une partie moyenne adimmensionnelle ⟨l⟩ (donnée par l’équation
(3.15)) et une fluctuation l̂ qui ne dépendent que de η :

αl = ⟨l⟩+ αζ0 l̂e
iαx (3.6)

Comme nous le verrons dans la section suivante, Hanratty et al. (Zilker et al., 1977; Thorsness
et al., 1978; Abrams et Hanratty, 1985; Frederick et Hanratty, 1988) ont remarqué expérimentale-
ment la mise en défaut du modèle de longueur de mélange (2.55), en particulier en ce qui concerne
la phase et l’amplitude du cisaillement à la paroi τw. Pour pallier ce problème, Thorsness et al.
(1978) propose, à partir des travaux de Loyd et al. (1970), une correction du modèle à travers
une dépendance du nombre de van Driest (3.7a) à un gradient de pression dit effectif, noté ∆peff ,
qui est régi par l’équation de relaxation (3.7b) :

A = A0 (1 + bH∆peff ) (3.7a)
d∆peff

dx = ∆p−∆peff
aH

(3.7b)

Dans la suite, on notera C le gradient de pression adimensionné : C = ν∆peff
ρuτ 3 . A0 = 26 est le

nombre de van Driest usuellement utilisé, et bH = 1
A0

∂A

∂C
= 35 représente la variation relative de

A par rapport au gradient de pression ∆peff . Le paramètre de relaxation aH est généralement
pris aux alentours de 2000 dans la littérature (Abrams et Hanratty, 1985; Charru et al., 2013).
Un des défauts de cette correction vient de l’équation (3.7b), car Thorsness et al. (1978) ne
lui donnent pas de justification physique, son intérêt reposant uniquement sur sa capacité à
reproduire les observations expérimentales. Dans la suite de ce manuscrit, cette correction sera
nommée correction d’Hanratty.

1. Il s’agit d’une moyenne spatiale.
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3.1. Études théoriques et expérimentales

Dans notre étude, nous utiliserons une version modifiée de cette correction, proposée par Charru
et al. (2013), et incluant la contrainte de Reynolds τxx dans l’équation (3.7b). Après linéarisation,
celle-ci devient :

(R+ aH) C = i (τ̂xx − τ̂zz − τ̂p) (3.8)

La fluctuation de la longueur de mélange est obtenue à partir d’un développement de Taylor
au premier ordre en η0 = αζ0e

iαx : l̂ = − d ⟨l⟩
dη

∣∣∣∣
η−η0

. Après dérivation, on obtient :

l̂(η) = κ

[
−1 + exp

(
−Rη
A0

)(
1− η∂Rη/A

∂η

)]
(3.9)

Notons qu’au premier ordre, A et R sont des fonctions de η : A dépend en effet de la correction
d’Hanratty présentée ci-dessus et R dépend des variations relatives de la vitesse de frottement
uτ dues à la déformation de la paroi. En effet, par définition, uτ =

√
τw
ρ

= uτ (1 + αζ0τ̂xze
iαx)

1
2 .

Autour de η − η0, on a :

R|η−η0
= R0(1 + η0τ̂xz(η − η0))1/2 (3.10)

et
A|η−η0

= A0(1 + η0bHC(η − η0)) (3.11)

A0 et R0 sont respectivement le nombre de van Driest et le nombre de Reynolds à l’ordre domi-
nant : A0 est pris égal à 26 et R0 sera simplement noté R dans la suite, sa contribution à l’ordre
1 dépendant directement de la fluctuation τ̂xz de la contrainte de cisaillement.

Après simplifications à l’aide de développements limités en η0, la fluctuation de la longueur de
mélange l̂ s’exprime, à l’ordre 1 :

l̂(η) = κ

[
−1 + exp

(
−Rη
A0

)(
1− Rη

A0 + Rη
2

A0

(
τ̂xz
2 − bHC

))]
(3.12)

Écoulement de base

À l’ordre dominant, l’écoulement de base est donné par la solution au problème de couche limite
et plus précisement dans la région interne de cette couche limite, que l’on considère pleinement
développée dans la direction longitudinale. Le bilan de quantité de mouvement se réduit, en
variables adimensionnelles, à :

⟨τxz⟩,η = 0 (3.13)

Soit : (
R−1 + ⟨νt⟩

)
⟨u⟩,η = 1 (3.14)

Le modèle de longueur de mélange (2.55) donne, à l’ordre dominant :

⟨l⟩ = κη

[
1− exp

(
−Rη
A0

)]
(3.15)

La viscosité turbulente s’écrit donc ⟨νt⟩ = ⟨l⟩2
∣∣∣⟨u⟩,η∣∣∣. Le bilan de quantité de mouvement devient :

⟨l⟩2 ⟨u⟩2,η +R−1 ⟨u⟩,η = 1 (3.16)

Soit :

⟨u⟩,η =
−1 +

√
1 + 4 ⟨l⟩2R2

2 ⟨l⟩2R
(3.17)

avec, en η = 0 (i.e à la paroi), ⟨u⟩,η (0) = R. Le profil de vitesse à l’ordre dominant est obtenu
par intégration de l’équation (3.17) et représente une région interne de couche limite turbulente
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(cf. figure 2.3).

Linéarisation des équations de Navier–Stokes

En utilisant la décomposition des variables (3.4), les équations de Navier–Stokes sont linéarisées
par rapport à la petite perturbation αζ0. Le tenseur de Reynolds est exprimé grâce à l’hypothèse
de Boussinesq, en utilisant le modèle de longueur de mélange présenté dans la section précédente.
La linéarisation de l’équation de continuité est détaillée ici à titre d’exemple. Les équations de
quantité de mouvement longitudinales et transverses sont linéarisées de façon similaire. L’équation
de continuité en régime stationnaire, incompressible et bidimensionnel s’écrit :

∂u

∂x
+ ∂w

∂z
= 0 (3.18)

En décomposant les variables de vitesse :

∂
(
⟨u⟩+ αζ0ûe

iαx
)

∂x
+ α

∂
(
αζ0ŵe

iαx
)

∂η
= 0 (3.19)

Soit, à l’ordre 1 :
ŵ,η = −iû (3.20)

De façon analogue, on peut linéariser les bilans de quantité de mouvement longitudinal et trans-
verse de la façon suivante :

τ̂xz,η = i ⟨u⟩ û+ ŵ ⟨u⟩,η + iτ̂p − i(τ̂xx − τ̂zz)
τ̂p,η = −i ⟨u⟩ ŵ + iτ̂xz

(3.21)

L’hypothèse de Boussinesq permet d’obtenir deux relations supplémentaires, pour le cisaillement
τxz et la différence des tensions diagonales τxx − τzz :

τ̂xz =
(
2 ⟨l⟩2 ⟨u⟩,η +R−1

)
(û,η + iŵ) + 2 ⟨l⟩ ⟨u⟩,η

2 l̂

τ̂xx − τ̂zz = 4iû
⟨u⟩,η

(3.22)

On obtient finalement un système de quatre equations :

û,η = −iŵ +
τ̂xz − 2 ⟨l⟩ ⟨u⟩,η

2 l̂

R−1 + 2 ⟨l⟩2 ⟨u⟩,η
ŵ,η = −iû

τ̂xz,η =
(
i ⟨u⟩+ 4

⟨u⟩,η

)
û+ ŵ ⟨u⟩,η + iτ̂p

τ̂p,η = −i ⟨u⟩ ŵ + iτ̂xz

(3.23)

Pour résoudre ce système, quatre conditions aux limites sont nécessaires. Nous considérons
simplement la région interne de la couche limite turbulente, le modèle de longueur de mélange
n’étant pas valable au-delà. De plus, on fait une hypothèse de taille semi-infinie pour cette région
interne, en allant de la paroi (z+ = 0) à z+ −→ ∞. Par conséquent, on impose un champ de
perturbation nul à la frontière supérieure : suffisamment loin de la paroi, i.e η −→∞, l’écoulement
n’est plus affecté par la déformation imposée. Par conséquent, les fluctuations de vitesse verticale
et de cisaillement doivent tendre vers 0. De plus, la condition d’adhérence impose un champ de
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vitesse nul à la paroi :

τ̂xz(∞) = 0
ŵ(∞) = 0
û(0) = −⟨u⟩,η (0) = −R
ŵ(0) = 0

(3.24)

3.1.2. Travaux expérimentaux d’Hanratty et al.
Dans ce manuscrit, lorsqu’il sera fait mention des travaux (expérimentaux) d’Hanratty et de

ses co-auteurs sans plus de précision (notamment via la formule Hanratty et al.), il sera fait
référence aux études de Zilker et al. (1977), Abrams et Hanratty (1985), et Frederick et Hanratty
(1988). L’ensemble de ces articles présente plusieurs campagnes de mesures de vitesse et de
cisaillement réalisées dans un canal hydraulique turbulent de section rectangulaire de hauteur
h = 5.08 cm, de largeur l = 60.96 cm et de longueur L = 8.38 m. Le montage expérimental utilisé
est schématisé sur la figure 3.2, extraite de Zilker et al. (1977). La section d’essai est constituée

Figure 3.2. – Canal hydraulique utilisé dans les expériences d’Hanratty et al. Figure extraite de
Zilker et al. (1977).

d’une plaque amovible de 68.58 cm de long, permettant de tester différentes géométries, et se situe
à l’extrémité aval du canal. À partir de mesures de vitesse réalisées sur une plaque plane, Zilker
et al. (1977) ont pu vérifier que la longueur du canal amont à la zone d’essai était suffisante pour
y assurer un écoulement turbulent pleinement développé. En particulier, ils ont pu retrouver la
loi logarithmique du profil de vitesse pour des débits suffisamment importants, pour des mesures
faites à z+ ⩾ 30.

Les essais ont été réalisés sur différentes plaques amovibles possédant chacune dix ondulations
régulières d’une longueur d’onde λ = 5.08 cm et d’amplitude ζ0 variable 2 : les mesures ont ainsi
été réalisées sur quatre types d’ondulations de paroi, pour des rapports 2ζ0

λ
égaux à 0.0125, 0.014,

0.03125 et 0.05. À géométrie fixe, en faisant varier le débit de l’écoulement dans le canal, Hanratty
et al. modifient le nombre de Reynolds de frottement Rτ de l’expérience à travers la vitesse de
frottement uτ . Les variations de la vitesse de frottement uτ ainsi obtenues permettent de modifier
également le nombre de Reynolds R, qui régit la réponse forcée de l’écoulement. On peut alors
réaliser une étude paramétrique de la réponse de l’écoulement en fonction deR, c’est-à-dire de α+,
sans changer la longueur d’onde physique de la paroi. La gamme de nombres d’onde considérée
va de α+ = 0.0003 à α+ = 0.01. Nous verrons par la suite que nous utiliserons une idée similaire
lors des simulations qui ont été réalisées dans le cadre de cette étude.

Hanratty et ses co-auteurs vont ainsi réaliser plusieurs séries de mesures pour différentes am-
plitudes et différentes longueurs d’onde des ondulations de la paroi. La vitesse et le cisaillement

2. Ici, l’amplitude ζ0 désigne la moitié de la distance entre le minimum et le maximum d’une ondulation.
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pariétal ont été obtenus par mesures électrochimiques (Zilker et al., 1977; Abrams et Hanratty,
1985) et par vélocimétrie Doppler (LDV pour Laser Doppler Velocimetry) (Frederick et Hanratty,
1988). 3

3.2. Principales conclusions et discussion
3.2.1. Observations expérimentales
Comportement linéaire

Les mesures de pression et de cisaillement montrent un comportement linéaire de la réponse de
l’écoulement à la petite déformation de la paroi pour une amplitude des ondulations ζ0

+ = ζ0uτ
ν

inférieure à 27 et un rapport entre amplitude et longueur d’onde 2ζ0/λ inférieur à 0.033. Pour
ces valeurs d’amplitude et de longueur d’onde des perturbations, Hanratty et al. montrent que la
réponse de l’écoulement peut être décrite fidèlement par une seule harmonique ayant une longueur
d’onde identique au profil de la surface (voir figure 3.3a). Pour ζ0

+ ⩾ 27 et 2ζ0/λ > 0.033, le
comportement observé n’est plus linéaire et le profil du cisaillement ne peut plus être décrit par
une seule harmonique (voir figure 3.3b).

Figure 3.3. – Profil de cisaillement paroi. Symboles : mesures d’Hanratty et al., ligne pleine :
tracé de la fonction (3.25). (a) : α+ = 0.00566 et ζ0

+ = 7.8 (soit 2ζ0/λ = 0.014)
et N = 1, (b) : α+ = 0.00303 et ζ0

+ = 51.9 (soit 2ζ0/λ = 0.05) et N = 2.

Le profil mesuré de la contrainte de cisaillement à la paroi est tracé sur la figure 3.3a pour
α+ = 0.00566 et ζ0

+ = 7.8 (soit 2ζ0/λ = 0.014) et sur la figure 3.3b pour α+ = 0.00303 et
ζ0

+ = 51.9 (soit 2ζ0/λ = 0.05). Les courbes rouges sont des tracés de la fonction :

τw
⟨τw⟩

=
N∑
n=0

an sin
(2πnx

λ
+ ψn

)
(3.25)

Dans le cas de la figure 3.3a, le cisaillement mesuré peut être décrit par la fonction (3.25) avec
N = 1, ce qui correspond à une unique harmonique de même longueur d’onde que le profil de la
paroi : le comportement observé est bien linéaire. À l’inverse, sur la figure 3.3b, on a besoin de
deux harmoniques pour retrouver le profil de cisaillement obtenu expérimentalement, c’est-à-dire
que N = 2 dans l’expression de la fonction (3.25) : la réponse de l’écoulement à la déformation
de la paroi est non-linéaire.

Zilker et al. (1977) observent également que l’écart avec un comportement linéaire augmente
non seulement lorsque l’amplitude des ondulations augmente, mais également lorsque le nombre
de Reynolds imposé dans le canal hydaulique augmente (la taille du canal et la viscosité du fluide
étant fixes, cela revient à augmenter la vitesse de l’écoulement). Autrement dit, le rapport entre
les coefficients a1 et a2 de la première et de la deuxième harmonique utilisés pour s’accorder avec

3. Ces techniques expérimentales ne seront pas décrites en détail dans ce manuscrit. Le lecteur intéressé est
renvoyé vers la bibliographie adéquate pour plus d’informations.
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Figure 3.4. – Phase θτw (a) et amplitude |τw|
⟨τw⟩

(b) du cisaillement paroi en fonction du nombre

d’onde adimensionné α+. Symboles : données expérimentales d’Hanratty et al.,
lignes pleines : études de réponses linéaires forcées avec (bleu) et sans (orange) la
correction d’Hanratty C (aH = 1650 et bH = 33).

les observations expérimentales augmente. Zilker et al. (1977) notent qu’un écart significatif à
une variation sinusoïdale est obtenu lorsqu’une analyse de Fourier donne a2/a1 ⩾ 0.116, et en
concluent qu’un comportement non-linéaire est observé à partir de ζ0

+ ⩾ 27.
On se placera dans la suite de notre étude dans des cas où la déformation de la paroi respecte

les critères de linéarité identifiés par Zilker et al. (1977) pour que les études de réponses linéaires
forcées puissent décrire correctement les configurations étudiées. Cela nous permettra également
de garder pertinente la comparaison avec la base de données expérimentales d’Hanratty et al.

Déphasage et amortissement du cisaillement pariétal par rapport au profil de la paroi

Les résultats les plus remarquables des études expérimentales menées par Hanratty et ses co-
auteurs concernent la réponse de la contrainte de cisaillement pariétale τw à la déformation de la
surface. Celle-ci présente, dans le régime linéaire, un comportement inattendu pour une certaine
gamme de nombre d’onde. En effet, si la figure 3.3a illustre bien la linéarité de la réponse du
cisaillement pariétal à la déformation de la paroi, elle montre également l’apparition d’un dépha-
sage de la fluctuation de la contrainte par rapport au profil de la paroi (ici pour un nombre d’onde
α+ = 0.00566, soit pour R ≈ 180). En particulier, en faisant varier les conditions d’écoulement,
Hanratty et ses co-auteurs remarquent expérimentalement que ce déphasage, qui sera noté θτw
dans la suite, dépend du nombre d’onde α+ des oscillations de la déformation, qui présente un pic
(jusqu’à 90◦) pour une gamme spécifique de longueurs d’onde (0.00015 < α+ < 0.02) (voir figure
3.4a). Pour cette même gamme de longueurs d’onde, on constate également un amortissement

de l’amplitude |τw|
⟨τw⟩

de la contrainte de frottement, qui s’atténue à mesure que le nombre d’onde

diminue (voir figure 3.4b).

3.2.2. Comparaison avec les études de réponse linéaire forcée

Les données expérimentales sont comparées dans cette section aux études de la réponse li-
néaire forcée, et tracées sur les figures 3.4a et 3.4b en ce qui concerne la phase et l’amplitude du
cisaillement à la paroi. Il est immédiatement apparent que le pic de déphasage observé expérimen-
talement n’est pas correctement prédit par le modèle de longueur de mélange standard (courbes
oranges) (c’est-à-dire en utilisant l’expression (3.12) avec bH = 0). En revanche, la correction
proposée par Thorsness et al. (1978) (courbes bleues) permet d’obtenir de façon remarquable un
bien meilleur accord avec les données expérimentales, tant pour la phase que pour l’amplitude du
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cisaillement paroi. Ici, les constantes retenues pour la correction d’Hanratty sont celles d’Abrams
et Hanratty (1985) : bH = 33 et aH = 1650. Notons que Frederick et Hanratty (1988) proposent
bH = 35 et aH = 1800 tandis que Charru et al. (2013) utilisent bH = 35 et aH = 2000. Les
résultats obtenus avec chacun de ces couples de constantes diffèrent quelque peu mais restent
équivalents au regard de la dispersion des mesures. Cette dépendance du nombre de van Driest
à un gradient de pression déphasé en espace traduit, d’après Charru et al. (2013), les variations
d’épaisseur de la sous-couche visqueuse. En effet, pour 0.00015 < α+ < 0.02, la perturbation ne
pénètre que partiellement au sein de la région inertielle : ni les effets visqueux, ni les fluctuations
turbulentes ne peuvent être négligées. Sur la face aval d’une ondulation, l’écoulement est accéléré
tandis qu’à l’inverse, il est ralenti sur la face amont. Cela crée un gradient de pression tantôt né-
gatif (favorable) tandis positif (adverse), résultant en une variation périodique de la sous-couche
visqueuse de la région interne de la couche limite.

De la profondeur de pénétration de la perturbation dans la couche limite

L’importance de la profondeur de pénétration de la perturbation dans la couche limite sur ce
problème a été largement discutée par Charru et Hinch (2000). En particulier, trois régimes de
réponse de l’écoulement à la déformation de la paroi peuvent être identifiés.

Le premier régime, nommé régime visqueux peu profond par Charru et Hinch (2000), correspond
aux petites valeurs de R (grands nombres d’onde). Pour R < 50, la perturbation de vorticité reste
confiné à la sous-couche visqueuse, dans laquelle le profil de vitesse est linéaire. Charru et Hinch
(2000) définissent la profondeur de pénétration de la perturbation δi pour ces nombres de Reynolds
comme étant le rapport entre l’advection longitudinale

(
∝ K

(
uτ

2/ν
)
δi
)

et la diffusion visqueuse(
∝ ν/δi2

)
:

δi ∝ δνR
1/3 (3.26)

Le déphasage de la contrainte de cisaillement dans ce régime est une conséquence directe du bilan
de quantité de mouvement. En effet, ce dernier se réduit, dans le cas d’un canal plan avec une
paroi sinusoïdalement déformée, à l’expression 4 :

∂
(
⟨τxz⟩+ αζ0e

iαxτ̂xz
)

∂η
= ∂

(
⟨p⟩+ αζ0e

iαxp̂
)

∂x
(3.27)

En intégrant doublement ce bilan de quantité de mouvement entre la paroi (en η = 0) et la
hauteur de canal (en η = 1) et sur une demi période d’oscillation de la paroi (entre 0 et λ/2), on
obtient :

−⟨τxz⟩ (0)λ2 −
2iζ0
α
τ̂xz(0) = ∆ ⟨p⟩ − 2ζ0∆p̂ (3.28)

∆ ⟨p⟩ = ⟨p⟩
(
λ

2

)
−⟨p⟩ (0) est le gradient de pression intégral et ∆p̂ = p̂

(
λ

2

)
− p̂(0) la fluctuation

correspondante. La variation de la géométrie due à l’ondulation de la paroi sur une demi période
implique un élargissement de la section, et donc, d’après le principe de Bernoulli, une diminution
de la vitesse de l’écoulement et une augmentation de la pression. On en déduit notamment que
∆p̂ ̸= 0, et en particulier que sa partie réelle n’est pas nulle : les ondulations de la paroi causent
une variation périodique du gradient de pression le long de l’ondulation. Par conséquent, la
partie imaginaire de τ̂xz(0) = τ̂w ne peut pas être nulle : il y a bien apparition d’un déphasage du
cisaillement à la paroi. Sur la demi période

[
λ

2 ;λ
]
, un raisonnement similaire peut être tenu, avec

simplement inversion du signe dans l’équation (3.28). Ici, les fluctuations turbulentes n’ont pas
d’influence sur la création d’un déphasage de la contrainte de cisaillement. Pour cette raison, la
fermeture turbulente n’a pas d’importance pour ces valeurs de R. C’est d’ailleurs confirmé par les

4. Les notations utilisées sont les mêmes que pour l’étude de réponse linéaire forcée.
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résultats des études de réponse linéaire forcée puisque, comme le montre la figure 3.4, les modèles
de longueur de mélange corrigé et non corrigé par Hanratty prédisent le même comportement de
τw pour R < 50. Notons que la déformation sinusoïdale de la paroi implique l’apparition d’une
composante continue non nulle au second ordre du cisaillement τw. Celle-ci sera toujours négligée
dans les analyses linéaires qui se limitent au développement au premier ordre.

Le troisième régime correspond aux grands nombres de Reynolds, pour R > 10000 (c’est à
dire aux ondulations de grandes longueurs d’onde), nommé par Charru et Hinch (2000) le régime
non-visqueux. Comme le sous-entend cette dénomination, la perturbation de vorticité dans ce
régime s’étend au-delà de la sous-couche visqueuse, jusque dans la région inertielle. Les effets dus
aux fluctuations turbulentes y sont alors prépondérants devant les effets visqueux et ne peuvent
donc plus être négligés. Cependant, des mesures de vitesse dans ce régime (Finnigan et al., 1990;
Poggi et al., 2007; Claudin et al., 2013) ont confirmé l’augmentation linéaire de la longueur de
mélange avec la distance à la paroi dans la zone logarithmique. Les simulations numériques de
la région interne de la couche limite sont peu affectées par le choix de la fermeture turbulente
tant que l’évolution linéaire de la longueur de mélange est conservée dans la zone logarithmique
(Ayotte et al., 1994).

Le régime intermédiaire, que Charru et Hinch (2000) nomment régime visqueux profond, et
que nous nommerons régime transitionel 5, correspond aux nombres de Reynolds R compris entre
50 et 10000. Dans ce régime, la perturbation de vorticité diffuse plus profondément dans la
région interne de la couche limite, jusque dans la zone tampon. Les effets inertiels et les effets
visqueux y sont en compétition, et le choix de la fermeture turbulente a une grande influence sur
le champ de perturbations obtenu. Les études de réponses linéaires forcées montrent la mise en
défaut du modèle de longueur de mélange dans ce régime, qui ne parvient pas à retrouver les
résultats expérimentaux en ce qui concerne la phase et l’amplitude du cisaillement. Thorsness
et al. (1978), puis Abrams et Hanratty (1985) et Frederick et Hanratty (1988) montrent alors
la nécessité d’utiliser la correction d’Hanratty C pour améliorer les résultats, et en particulier
reproduire l’évolution de θτw en fonction de α+ = R−1. Cependant, comme expliqué par Abrams et
Hanratty (1985) et Mao et Hanratty (1986), l’introduction de cette correction n’est pas totalement
satisfaisante car elle décrit le phénomène observé de façon purement empirique. L’équation de
relaxation utilisée pour obtenir le gradient de pression « effectif » dépend du paramètre arbitraire
aH et aucune justification physique n’est apportée. Un certain nombre de zones d’ombre restent
à éclaircir afin de comprendre les mécanismes physiques régissant l’écoulement dans ce régime,
que l’on s’attachera à étudier dans la suite de ce manuscrit.

3.2.3. Étude du transport d’un scalaire passif

Parmi les différentes situations géophysiques évoquées dans le chapitre 1 et pour lesquelles on
observe l’apparition de coups de gouge, on retrouve un certain nombre de mécanismes physiques
responsables de l’érosion du matériau de surface (transport de sédiment, sublimation, dissolu-
tion, fusion, oxydation, etc...). Une première approche possible pour étudier ces phénomènes est
de les décrire par advection-diffusion d’un scalaire passif. Celui-ci peut alors représenter une
température, afin de considérer des phénomènes de fusion ou de sublimation, mais également la
concentration d’une espèce chimique qui serait responsable de l’oxydation de la surface érodée.
Cette approche a notamment été combinée aux travaux d’Hanratty au moyen d’analyses linéaires
par Claudin et al. (2017), en incorporant les effets de rugosité de la paroi. La dynamique de
l’écoulement est résolue à l’aide du système (3.23), pour lequel le modèle de longueur de mélange
utilisé est présenté dans la section suivante. L’écoulement étant supposé incompressible, on fait
l’hypothèse que l’équation de transport du scalaire n’est pas couplée au bilan de quantité de
mouvement.

5. À ne pas confondre avec la transition laminaire turbulent, il s’agit d’un régime de réponse de l’écoulement à
la déformation de la paroi.
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Modèle de longueur de mélange incluant les effets de rugosité

Bien que les effets de rugosité de la paroi ne soient pas étudiés au cours de cette thèse, le
modèle utilisé par Claudin et al. (2017) est présenté ici par souci d’exhaustivité. Afin de prendre
en compte d’éventuels effets de rugosité, le modèle de longueur de mélange considéré par Claudin
et al. (2017) diffère légèrement du modèle présenté précedemment (2.55) :

l = κ (z + rd− ζ(x))
[
1− exp

(
−
√
τxz/ρ (z + sd− ζ(x))

Aν

)]
(3.29)

La rugosité de la paroi est représentée par le diamètre du grain de sable équivalent d. r = 1/30 et
s = 1/3 sont deux nombres sans dimensions, calibrés à partir de données expérimentales (Schultz
et Flack, 2009; Flack et Schultz, 2010). On définit le nombre de Reynolds basé sur le diamètre de
l’élément rugueux : Rd = duτ

ν
. Le diamètre de rugosité est adimensionné par le nombre d’onde

α : αd = Rd/R. La longueur de mélange pour l’écoulement de base devient :

⟨l⟩ = κ

(
η + r

Rd
R

)1− exp

−R
(
η + sRd

R

)
A0

 (3.30)

À l’ordre 1, le modèle inclut également la correction d’Hanratty :

l̂(η) =κ

−1 + exp

−R
(
η + sRd

R

)
A0


1−

R
(
η + rRd

R

)
A0 +

R
(
η + rRd

R

) (
η + sRd

R

)
A0

(
τ̂xz
2 − bHC

)
(3.31)

Cette expression de la longueur de mélange est complètement équivalente à l’équation (3.12) pour
Rd = 0.

Transport d’un scalaire

On considére un scalaire passif ϕ transporté par l’écoulement et qui représente par exemple
la concentration d’une espèce chimique ou la température, dont la dynamique est modélisée par
l’équation d’advection-diffusion suivante :

∂ϕ

∂t
+ ∂fx

∂x
+ ∂fz

∂z
= 0 (3.32)

f est le flux associé, défini comme la somme d’un terme convectif et d’un terme diffusif :

f = uϕ−D∇ϕ (3.33)

Le coefficient de diffusion D est pris proportionnel à la viscosité turbulente, avec les nombres de
Prandtl (pour la température) turbulent Prt et visqueux Prν , ou Schmidt (pour les transferts de
matière, respectivement βt et βν) constants :

D = l2 |S|
βt

+ ν

βν
(3.34)

Une valeur typique pour les liquides et les gaz du nombre de Schmidt turbulent est 0.7 (respec-
tivement 0.9 pour le nombre de Prandtl turbulent). La diffusivité moléculaire βν peut prendre
des valeurs allant de 1 (diffusion de particules dans un gaz idéal) à 103 (diffusion de molécules ou
d’ions dans un liquide). À l’état de base, l’écoulement est considéré stationnaire et homogène dans
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la direction longitudinale, de telle sorte que l’équation (3.32) se réduit à ∂fz
∂z

= 0, soit f = f0

constant. L’évolution verticale du scalaire transporté est donnée par l’équation (3.35), dans le cas
du transport de la concentration d’une espèce chimique (équation similaire avec les nombres de
Prandtl pour la température) : (

l2 |S|
βt

+ ν

βν

)
∂ϕ

∂z
= −f0 (3.35)

Pour résoudre cette équation, une condition limite à la paroi est nécessaire. Celle-ci dépend de la
nature du scalaire transporté mais peut s’écrire de manière générique ϕ(0) = ϕ0.

Équations linéarisées

Le transport du scalaire ϕ est linéarisé à partir de l’équation (3.35) de manière similaire à
ce qui a été fait pour les équations de quantité de mouvement. Claudin et al. (2017) prennent
l’exemple pour la suite du transport de la concentration d’une espèce chimique. Toutefois, les
développements concernant la température sont identiques, une fois les équations adimensionnées
(Chedevergne et al., 2023). La concentration du scalaire est adimensionnée par f0/uτ et on utilise
la décomposition (3.4) : ϕ − ϕ0 = f0

uτ

(
⟨ϕ⟩+ αζ0e

iαxϕ̂
)
. Le flux f , constant à l’état de base, est

lui adimensionné par f0 : f = f0
(
1− αζ0e

iαxf̂
)
. L’écoulement de base est donné par l’équation :

(
⟨l⟩2 ⟨u⟩,η

βt
+ R

−1

βν

)
⟨ϕ⟩,η + 1 = 0 (3.36)

À partir de l’équation (3.34), le coefficient de diffusion s’exprime :

D = uτ
α

[
⟨l⟩2 ⟨u⟩,η

βt
+ R

−1

βν

]
+
[ 1
βt

(û,η + iŵ) ⟨l⟩2 + 2 ⟨l⟩ ⟨u⟩,η
2 l̂

]
αζ0e

iαx (3.37)

La linéarisation de l’équation (3.35) donne :

f̂ ,η = i ⟨ϕ⟩ û+
(
i ⟨u⟩+

⟨l⟩2 ⟨u⟩,η
βt

+ R
−1

βν

)
ϕ̂ (3.38)

Avec, à partir de la définition (3.33) du flux, et du coefficient de diffusion linéarisé (3.37) :

f̂ =
(
⟨l⟩2 ⟨u⟩,η

βt
+ R

−1

βν

)
ϕ̂,η +

[ 1
βt

(û,η + iŵ) ⟨l⟩2 + 2 ⟨l⟩ ⟨u⟩,η
2 l̂

]
⟨ϕ⟩,η − ŵ ⟨ϕ⟩ (3.39)

Deux conditions limites doivent être spécifiées pour résoudre le système formé par les équations
(3.38, 6.3). Pour les problèmes de dissolution, Claudin et al. (2017) utilisent une loi de type
Hertz-Knudsen qui lie le flux f à la concentration ϕ de l’espèce à la surface :

f = A(ϕsat − ϕ) (3.40)

A désigne une constante de réaction cinétique, typiquement de l’ordre de 10−5 m/s pour les
problèmes de dissolution, et ϕsat la concentration de saturation. Cette condition, linéarisée, donne :

f̂(0) = A
uτ

(
⟨ϕ⟩,η (0) + ϕ̂(0)

)
(3.41)

De plus, loin de la paroi, le flux est considéré constant, c’est-à-dire que f̂(∞) = 0.
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région interne de la couche limite turbulente

Régression de la paroi

On s’intéresse désormais à la régression de la paroi : le profil de celle-ci devient une fonction du
temps. De plus, on considère que le temps d’évolution de la surface est grand devant les temps
caractéristiques de l’écoulement. Les dérivées temporelles dans les équations de Navier–Stokes
sont donc négligées et la dynamique de l’écoulement ainsi que le transport d’un scalaire sont
toujours résolus à partir des équations dérivées dans ce chapitre (système (3.23), équations (3.38)
et (6.3)). L’évolution temporelle de la paroi est exprimée en fonction d’un taux d’accroissement
temporel σ et d’une fréquence angulaire Ω :

ζ(x, t) = ζ0e
σt+iΩt+iαx (3.42)

En considérant la régression de la paroi proportionnelle au flux f , on a, à l’ordre 1 :

σ + iΩ = f0αf̂(0) (3.43)

Figure 3.5. – Taux d’amplification temporel σ∗ (a) et fréquence angulaire Ω∗ (b) adimensionnés
en fonction du nombre d’onde α+. Lignes pleines : valeurs positives, lignes poin-
tillées : valeurs négatives (−σ et −Ω sont tracés dans ce cas là). Valeurs calculées
à partir de βν = 1000 et Rd = 10, figure extraite de Claudin et al. (2017).

Les résultats de Claudin et al. (2017) sont reproduits sur la figure 3.5. L’érosion de la paroi étant
proportionnelle au flux de matière f , lui même contrôlé par la concentration ϕ et le coefficient
de diffusion D, le mécanisme d’érosion peut être décrit de la façon suivante. Pour de grands
nombres d’onde α+, le coefficient de diffusion est constant car la perturbation de vorticité est
confinée à la sous-couche visqueuse. Les fluctuations turbulentes n’interviennent pas dans la
diffusion de l’espèce chimique, dominée par les effets visqueux. Dans ce régime, on observe un
taux d’accroissement temporel négatif : la concentration de l’espèce chimique est maximale au
niveau d’une crête et minimale dans un creux de la déformation de la paroi. Le coefficient de
diffusion étant constant, le flux y est maximal également, et le taux d’érosion est plus important
au niveau d’une crête plutôt qu’au niveau d’un creux. Il y a donc un effet stabilisateur puisque
la déformation de la paroi va avoir tendance à s’atténuer. De même, pour de petits nombres
d’onde, on a σ < 0. Cette fois, le coefficient de diffusion n’est plus constant, mais contrôlé par les
fluctuations turbulentes. Cependant, dans ce régime, la turbulence est plus importante au niveau
des crêtes : le mécanisme d’érosion va là encore avoir un effet stabilisateur.

Dans le régime transitionnel, on trouve toutefois un taux d’amplification temporel positif. Cette
fois, en raison de l’influence du gradient de pression, la turbulence est maximale au niveau des
creux et minimale au niveau des crêtes de la déformation. Celle-ci va s’amplifier et émerger lors
de l’érosion de la surface.
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3.2. Principales conclusions et discussion

Figure 3.6. – Évolution de la zone d’instabilité en fonction de Rd et α+, pour βν = 1000 et de
petites valeurs de A/uτ . Zone grise : σ > 0, ligne pleine : σ = 0, ligne pointillée :
localisation du mode le plus instable (i.e pour σ maximal). Figure extraite de
Claudin et al. (2017).

Influence de la rugosité

Claudin et al. (2017) se sont également penchés sur l’influence de la rugosité de la paroi sur
l’amplification de la déformation. Le résultat majeur de cette étude, illustré sur la figure 3.6,
est que la zone d’instabilité identifiée ci-dessus pour laquelle le taux d’accroissement temporel
de la paroi est positif se réduit lorsque le nombre de Reynolds rugueux Rd augmente, jusqu’à
disparaître lorsque celui-ci atteint une valeur critique, notée Rc. Le nombre d’onde correspondant
au mode le plus instable (i.e pour lequel la valeur de σ est maximale), noté αc, évolue peu, passant
de αc = 5 × 10−4 pour Rd = 0 à αc = 9 × 10−4 pour Rd = Rc. Pour cette longueur d’onde,
Rc est d’environ 80. À mesure que l’instabilité se développe et que la paroi croît, la rugosité
apparente augmente. En convertissant la déformation de la paroi en une hauteur de grain de
sable équivalent d, Claudin et al. (2017) trouvent que la valeur Rd = Rc ≈ 80 est atteinte pour
αζ0 ≈ 0.16. Claudin et al. (2017) en concluent que l’augmentation de la rugosité de la paroi a
un caractère stabilisant. De plus, la valeur αζ0 ≈ 0.16 étant supérieure à la valeur identifiée par
Zilker et al. (1977) et Charru et al. (2013) pour espérer un comportement linéaire de l’écoulement,
cela suggère que l’on sort du régime de réponse linéaire avant la stabilisation complète de la paroi
par effet rugueux. Ce phénomène n’est pas exploré plus en détail par Claudin et al. (2017), qui
proposent en particulier de s’intéresser à l’évolution de la rugosité de la paroi au cours du temps
pour de futures études.

Conclusion

Les résultats présentés par Claudin et al. (2017) ne permettent toutefois pas de mettre en lu-
mière l’existence d’une unique longueur d’onde correspondant à la taille des coups de gouge, et que
l’on pourrait rapprocher des valeurs données par Thomas (1979) (α+ = 6.3×10−3, soit R = 160).
Claudin et al. (2017) identifient ainsi une vaste gamme de nombres d’onde (10−4 < α+ < 10−2)
pour lesquels le taux d’accroissement est positif, avec une longeur d’onde la plus instable (taux
d’accroissement maximal) située aux alentours de α+ = 5 × 10−4, inférieure d’une décade à la
valeur déterminée empiriquement par Thomas (1979).
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Chapitre 3. Étude de l’influence d’une déformation sinusoïdale de la paroi sur la structure de la
région interne de la couche limite turbulente

Bilan
Historiquement, de nombreuses études expérimentales et théoriques ont été menées afin

de comprendre l’influence d’une petite déformation sinusoïdale de la paroi sur l’écoulement.
Les travaux fondateurs d’Hanratty et al. ont permis de mettre en avant un phénomène de
déphasage de la contrainte de cisaillement pariétale par rapport à la paroi qu’un modèle de
turbulence de type longueur de mélange ne permet pas de retrouver. Une dépendance du
nombre de van Driest à un gradient de pression effectif régi par une équation de relaxation
mise en place par Thorsness et al. (1978), et utilisée par la suite par Charru et al. (2013) permet
de corriger efficacement le modèle de longueur de mélange. Cependant, cette correction est
introduite empiriquement, et malgré son efficacité dans les études de réponses linéaires forcées,
elle ne permet pas d’expliquer les mécanismes physiques sous-jacents.

Ces travaux ont été repris plus tard dans le cadre de l’étude de l’apparition d’ondulations
de surface sur des parois érodables (Fourriere et al., 2010; Charru et al., 2013; Claudin et al.,
2017), mettant en lumière la nécessité de prendre en compte le phénomène de relaxation
de la contrainte de cisaillement observée par Hanratty et al. Claudin et al. (2017) ont ainsi
utilisé cette correction afin de s’intéresser au transport d’un scalaire passif (température,
concentration d’une espèce chimique) dont le flux serait responsable de la régression de la
paroi. Bien qu’ils aient identifié une gamme de nombres d’onde instables, pour lesquels le taux
d’amplification temporel de la déformation de la paroi est positif, ces résultats ne permettent
pas de retrouver les valeurs de la corrélation de Thomas (1979).

Ce chapitre clôture l’état de l’art de ce manuscrit. La suite est consacrée à la démarche
mise en place et aux résultats obtenus.
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Chapitre 4
Simulation numérique de l’essai en vol
TATER

L’objectif de ce chapitre est d’identifier les conditions d’apparition des coups de gouge sur la
pointe avant d’un véhicule de rentrée. Pour cela, on se base sur l’essai en vol TATER (Hochrein
et Wright, 1976; McAlees et Maydew, 1985), présenté dans le chapitre 1. Des simulations nu-
mériques de l’essai ont été réalisées en utilisant le code Navier–Stokes du CEA-CESTA. Pour
cela, il a fallu recréer, à partir des données disponibles dans la littérature, une trajectoire et
des conditions de vol représentatives de l’essai TATER. En raison du caractère confidentiel
de l’essai TATER à l’époque où il a été mené, un certain nombre d’hypothèses ont du être
émises afin de compléter les données publiées. Une comparaison entre les données expérimen-
tales disponibles et la simulation a ensuite permis de conclure sur la représentativité globale
de l’état de l’écoulement autour du corps de rentrée obtenu par la simulation. Une fois vali-
dée, cette simulation a pu fournir des informations concernant les conditions de l’écoulement
aux premiers instants de l’apparition des coups de gouge sur la pointe avant de l’objet, et
notamment des ordres de grandeurs caractéristiques de la couche limite. Avec les hypothèses
émises pour retranscrire cet essai le plus fidèlement possible, les données obtenues ont permis
de comparer favorablement la taille caractéristique longitudinale des coups de gouges obser-
vés sur l’essai TATER à la corrélation de Thomas (1979). On a également pu vérifier que,
en première approche, l’incompressibilité de la région interne de la couche limite peut être
supposée. Cette hypothèse nous permet de justifier l’intérêt d’étudier le lien entre longueur
d’onde caractéristique longitudinale des creusements et longueur visqueuse, hypothèse émise
par la corrélation de Thomas (1979).
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Chapitre 4. Simulation numérique de l’essai en vol TATER

4.1. Reconstruction numérique de l’essai TATER

Ce chapitre a pour but de reconstruire numériquement l’essai en vol TATER (Hochrein et
Wright, 1976; McAlees et Maydew, 1985), présenté dans le chapitre 1, car celui-ci constitue
l’un des rares essais en vol disponibles dans la littérature permettant d’observer l’apparition des
coups de gouge sur la surface de l’objet. Nous disposons pour cela du code Navier-Stokes du CEA-
CESTA, et nous allons réaliser un calcul couplé aérothermique-ablation dans une configuration
inspirée de l’essai TATER, le long d’une trajectoire reconstruite à partir des données disponibles
dans la littérature.

4.1.1. Géométrie

La stratégie retenue est de réaliser une simulation bidimensionnelle axisymétrique sur une
géométrie de type sphère-cône représentant la pointe avant de l’essai TATER. D’après les données
disponibles dans la littérature (Hochrein et Wright, 1976; McAlees et Maydew, 1985), la partie
sphérique de la pointe avant est de rayon 1.27 cm avec un cône dont le demi-angle est de 9◦ (voir
figure 4.1).

Figure 4.1. – Géométrie de l’essai TATER, figure extraite de McAlees et Maydew (1985).

Pour tenir compte de l’ablation de l’objet dans ces simulations, il a été nécessaire de mailler
non seulement le domaine fluide, mais également l’objet. Le calcul ainsi réalisé est parallélisé sur
une configuration de maillage multi-blocs structuré.

4.1.2. Reconstruction de la trajectoire de l’essai

Afin de mener le calcul, la trajectoire suivie par l’essai TATER a du être reconstruite. Il s’agit
d’une trajectoire ascendante, mais les conditions rencontrées sont représentatives des mécanismes
d’ablation à l’œuvre lors des phases de rentrée (Hochrein et Wright, 1976; McAlees et Maydew,
1985). La trajectoire de l’objet est décrite par l’évolution de son altitude au cours du temps et
par l’écoulement à l’infini amont correspondant (vitesse, pression, température...). Les altitudes
et vitesses correspondant à la trajectoire de l’objet ont pu être extraites des différentes publica-
tions relatives à l’essai TATER (Hochrein et Wright, 1976; Kryvoruka, 1976; McAlees et Maydew,
1985), et sont tracées sur la figure 4.2. En revanche, les conditions de pression et de température,
dépendant de la météo du jour, n’ont jamais été publiées. Or, d’après Hochrein et Wright (1976),
l’essai a eu lieu le 14 août 1973, sur le site d’essai de Tonopah, dans le Nouveau-Mexique. Les
archives de la National Oceanic and Atmospheric Administration 1 indiquent que ce jour là, la
température au sol était d’environ 35◦ C. L’altitude maximale atteinte par le lanceur TATER
n’excédant pas les 5 km, nous pouvons estimer l’évolution de la température le long de la trajec-
toire à partir d’un modèle d’atmosphère standard, dans lequel la température décroit linéairement

1. https://www.weather.gov/
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4.1. Reconstruction numérique de l’essai TATER
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Figure 4.2. – Trajectoire de l’essai TATER en fonction du temps. Bleue : vitesse, en km/s,
orange : altitude en km. Les tirets représentent l’altitude du site de l’essai, par
rapport au niveau de la mer.

en fonction de l’altitude, diminuant de 6.5◦ C tous les 1000 m. Dans ces conditions, l’évolution
de la pression est quant à elle donnée par la formule (4.1) :

p = p0 exp
(
−7g

2CpT0
z

)
(4.1)

avec p0 la pression au niveau du sol, estimée en fonction des conditions du jour à 855 hPa 2, g
l’accélération de la pesanteur, prise égale à 9.81 m/s2, Cp = 1006 J/kg/K la capacité calorifique
de l’air à pression constante, z la hauteur par rapport au sol, en m et T0 la température au
sol, en K. Ces différentes estimations ont ainsi permis de reconstruire une trajectoire que nous
pensons représentative de celle de l’essai TATER. Les informations disponibles dans la littérature
traitant de cet essai n’étant pas exhaustives, il est toutefois impossible de dire a priori si cette
trajectoire est pleinement satisfaisante. C’est pourquoi nous nous attacherons dans un premier
temps à vérifier la cohérence de la simulation réalisée par rapport aux données publiées par
Hochrein et Wright (1976) et McAlees et Maydew (1985).

4.1.3. Paramètres de calcul

Présentation du code aérothermique du CEA-CESTA

Le code d’aérothermique utilisé dans cette étude, développé au CEA-CESTA (Loridan et al.,
2023), permet le couplage d’un solveur Navier–Stokes (pour la partie fluide) et d’un module de
conduction de la chaleur permettant de calculer la réponse thermique du solide. Ce code permet de
traiter des cas supers et hypersoniques bidimensionnels, plans ou axisymétriques, mais également
des géométries 3D. En ce qui concerne la partie fluide, le code résout les équations de Navier–
Stokes pour des écoulements en équilibre chimique (l’air est considéré comme une espèce unique)
ou non (en considérant des écoulements multi-espèces). Dans tous les cas, on suppose l’équilibre
thermique du fluide. D’un point de vue numérique, le code est conçu pour des maillages multi-
blocs structurés. Les flux non-visqueux, discrétisés à partir d’un schéma de Roe modifié pour
être adapté à la capture d’un choc et au traitement multi-espèces, sont obtenus à l’aide d’une

2. Notons que le site d’essai se situe à une altitude d’environ 1600 m, ce qui explique, en plus des conditions
anticycloniques du jour, cette valeur d’environ 0.85 bar retenue pour la pression atmosphérique au sol dans notre
estimation.
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formulation volumes finis. Les flux visqueux sont quant à eux décrits grâce à un schéma aux
différences finies au second ordre, et l’intégration temporelle des équations de Navier–Stokes est
résolue à travers un schéma implicite. Le solveur permettant d’obtenir la réponse thermique du
matériau résout quant à lui l’équation de diffusion de l’énergie, et est lui aussi conçu pour des
maillages multi-blocs structurés. Les flux thermiques sont également discrétisés via un schéma
aux différences finies au second ordre. Si la résolution à l’intérieur du solide reste stationnaire,
avec un schéma implicite, la diffusion thermique est elle considérée instationnaire.

Les simulations considérant l’ablation du matériau reposent sur un couplage entre fluide et
thermique. Étant donné que l’écoulement est considéré stationnaire, contrairement à la conduction
de la chaleur dans l’objet, ce couplage est principalement régi par les échelles de temps liées à la
régression de la surface lors de l’ablation. Plusieurs options pour calculer le taux de recul de la
paroi sont possibles, en fonction du choix de modélisation du gaz dans le solveur fluide. Dans notre
cas, l’air étant considéré comme une unique espèce, l’équilibre chimique est supposé. Les effets
de soufflage ne sont alors pris en compte que dans le modèle d’ablation pour calculer la récession
de la paroi et ajuster le flux thermique pariétal utilisé comme condition limite, et l’injection des
gaz d’ablation dans la couche limite est négligée. À chaque pas de temps, un taux d’ablation est
ainsi estimé, permettant de calculer une nouvelle géométrie. Les méthodes numériques présentées
dans ce paragraphe sont détaillées par Loridan et al. (2023).

Paramètres de simulation

Une simulation numérique de l’essai le long de la trajectoire reconstruite a été réalisée sur
une portion représentative des conditions de rentrée atmosphérique menant à l’apparition des
coups de gouge. Pour des raisons de temps de calcul, seule une portion réduite de la trajectoire a
été simulée, entre 8.2 s et 14 s. En effet, l’objectif de ces simulations est d’obtenir un aperçu des
conditions de l’écoulement lorsqu’apparaissent les coups de gouge. Or, d’après Hochrein et Wright
(1976), ces motifs se sont formés dans le cas de l’essai TATER aux alentours de 10 secondes après
le lancement. De plus, Hochrein et Wright (1976) montrent, comme rappelé au chapitre 1 de ce
manuscrit, que la transition vers la turbulence a lieu très tôt, à peine 2.5 s à 5 s après le début
du vol. C’est pourquoi nous considérons un écoulement pleinement turbulent autour de l’objet
dans nos simulations. Le modèle de turbulence utilisé est un modèle Baldwin-Lomax (Baldwin
et Lomax, 1978), modèle algébrique à zéro équation de transport reposant sur un principe de
longueur de mélange. L’augmentation des flux thermiques pariétaux due à la rugosité de la paroi
est prise en compte à travers la corrélation de Powars (voir Amar et Powars (2011)), prise avec
une hauteur de rugosité équivalente de 50 µm et effective aux temps longs (t > 11 s). Enfin, le
matériau utilisé dans les simulations est un matériau de type graphite dont la masse volumique
est égale à 1750 kg/m3.

4.1.4. Représentativité de la simulation

L’objectif de ce paragraphe est de s’assurer de la représentativité de la simulation réalisée par
rapport à l’essai TATER. On va pour cela utiliser les quelques données publiées par Hochrein et
Wright (1976) et McAlees et Maydew (1985), pour s’assurer de la cohérence de la simulation d’un
point de vue global, avant, dans la section suivante, de s’intéresser plus en détail aux conditions
d’écoulement au moment où apparaissent les coups de gouge. Dans la littérature, la plupart des
résultats expérimentaux exposés proviennent de l’analyse de l’objet récupéré à la fin de l’essai, et
les considérations traitant de l’évolution de la pointe avant le long de la trajectoire proviennent de
simulations réalisées a posteriori. Cependant, de rares mesures, notamment de recul de la paroi
au point d’arrêt, ont pu être obtenues en fonction du temps, c’est-à-dire le long de la trajectoire,
grâce à quelques capteurs placés à l’intérieur de l’objet.
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4.1. Reconstruction numérique de l’essai TATER

Figure 4.3. – Pression au point d’arrêt (bar) en fonction du temps. En bleu, la pression calculée
par McAlees et Maydew (1985), en orange, notre simulation.

Pression au point d’arrêt

Une première façon de s’assurer de la bonne représentativité des simulations par rapport à
l’essai réel est de comparer la pression d’arrêt calculée à partir des mesures par Hochrein et
Wright (1976) et McAlees et Maydew (1985) avec celle obtenue dans la simulation. La pression
d’arrêt, ou pression au point d’arrêt est définie comme étant la pression au point où la vitesse
locale du fluide est nulle. Dans notre cas, il s’agit de la pression située au niveau de la pointe
avant, sur l’axe de symétrie. Son évolution en fonction du temps est tracée sur la figure 4.3. Dans
la première portion de la trajectoire, entre t = 8.2 s et t = 11 s environ, le calcul Navier–Stokes
donne une pression au point d’arrêt très similaire à celle fournie par Hochrein et Wright (1976),
bien que légèrement sous-estimée au début. Dans la simulation, le pic observé est toutefois moins
marqué que sur les données de référence, la valeur maximale atteinte étant légèrement inférieure,
là encore. Dans la seconde portion de la trajectoire, entre t = 11 s et t = 14 s, la tendance est
bien conservée, même si l’écart est un peu plus conséquent entre la simulation et les données de
Hochrein et Wright (1976). Cependant, au vu des hypothèses qu’il a été nécessaire de faire pour
reconstruire les conditions de vol de l’essai, nous estimons que l’accord entre la pression au point
d’arrêt calculée par Hochrein et Wright (1976) et McAlees et Maydew (1985) et celle simulée est
tout à fait acceptable. Cette comparaison valide notamment le choix de la trajectoire, la pression
au point d’arrêt dépendant directement des conditions de vol choisies.

Recul de la paroi au point d’arrêt

La pointe avant de l’objet de vol TATER a été équipée d’un capteur acoustique permettant
de mesurer le recul de la paroi au niveau du point d’arrêt, au cours du temps. Ces mesures ont
été comparées à des simulations réalisées par Hochrein et Wright (1976) et McAlees et Maydew
(1985). La figure 4.4 confronte la régression de la paroi au niveau du point d’arrêt obtenue dans
notre simulation avec les données fournies par McAlees et Maydew (1985). On constate un écart
entre notre simulation et celle de Hochrein et Wright (1976), avec notamment un taux d’abla-
tion à t = 14 s inférieur d’environ 20%. Plusieurs facteurs peuvent expliquer cet écart. Dans un
premier temps, nous pouvons souligner la difficulté à reproduire fidèlement les conditions de vol
de l’essai TATER, puisqu’il a fallu faire un certain nombre d’hypothèses pour pallier le manque
de données disponibles. Il est également important d’avoir conscience que dans notre simulation,
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Chapitre 4. Simulation numérique de l’essai en vol TATER

Figure 4.4. – Recul de la paroi au point d’arrêt (mm) en fonction du temps (s). En bleu, la
simulation de McAlees et Maydew (1985), en orange, notre simulation. Les sym-
boles noirs sont les mesures enregistrées sur l’essai TATER.

nous avons considéré un modèle de rugosité simple largement utilisé dans la littérature, faisant
appel à une hauteur de rugosité équivalente constante. Or, Hochrein et Wright (1976) et McA-
lees et Maydew (1985) prennent une hauteur de rugosité variable, qui dépend notamment d’une
corrélation empirique (Grabow et White, 1975) construite pour tenter de reproduire globalement
l’augmentation des flux thermiques due à la rugosité de la paroi et celle due à l’apparition des
coups de gouge. La régression de la paroi étant liée aux flux thermiques via le modèle d’ablation,
le modèle de rugosité utilisé peut également influencer le recul de la paroi au point d’arrêt aux
temps longs. Cependant, toujours d’après Hochrein et Wright (1976), les effets de rugosité n’in-
terviennent pas (ou peu) au début de l’ablation de la pointe avant, notamment au moment où
apparaissent les coups de gouge, ce que semblent confirmer les simulations. Enfin, notons que les
données expérimentales de recul du point d’arrêt proviennent d’un capteur acoustique, corrigé par
la température mesurée dans l’objet. Aucune estimation des erreurs de mesures associées à cette
procédure n’est proposée par les auteurs. Les résultats obtenus par notre simulation ne semblent
pas en désaccord avec ces données au regard de leur dispersion. Considérant tout ceci, et gardant
à l’esprit notre volonté d’évaluer des ordres de grandeurs caractéristiques de la couche limite se
développant autour de l’objet lorsque les coups de gouge apparaissent, avant que la rugosité ne
semble jouer un rôle prépondérant, nous pouvons conclure que notre simulation est cohérente
avec ce que nous savons de l’essai TATER et nos objectifs. C’est pourquoi la simulation n’a pas
été davantage approfondie aux temps plus longs (t > 11 s).

Conclusion sur la représentativité des simulations réalisées

La comparaison des résultats de la simulation avec les données disponibles dans la littéra-
ture, malheureusement peu nombreuses concernant ce type d’essai en vol, montre, malgré un bon
accord général, quelques différences. Celles-ci peuvent s’expliquer par le nombre d’hypothèses
importantes qu’il a été nécessaire de formuler, qu’il s’agisse du matériau de l’objet, de la recons-
truction de la trajectoire, ou de l’influence de la rugosité de la paroi dans l’intervalle de temps
étudié. Il aurait probablement été possible d’affiner la simulation afin de coller au mieux aux don-
nées publiées par Hochrein et Wright (1976) et McAlees et Maydew (1985), notamment pour les
temps t supérieurs à 11 s. Cependant, l’objectif de ce chapitre n’est pas de reproduire exactement
l’essai TATER d’un point de vue numérique mais bien d’obtenir des simulations cohérentes avec
les données disponibles, qui nous fournissent un certain nombre d’ordres de grandeurs permet-
tant de mieux comprendre les conditions aérodynamiques dans lesquels l’objet évolue lorsque les
coups de gouges apparaissent à sa surface, aux alentours de t = 10 s. En ce sens, au vu du peu de

60



4.2. Grandeurs caractéristiques lors de l’apparition des coups de gouge

données expérimentales dont nous disposons, les résultats de la simulation s’avèrent satisfaisants
et semblent assez représentatifs des conditions d’écoulement rencontrées par l’objet le long de la
trajectoire, en particulier aux premiers instants de l’ablation de la pointe avant.

4.2. Grandeurs caractéristiques lors de l’apparition des coups de
gouge

Maintenant que la simulation dans son ensemble nous paraît cohérente, nous pouvons désormais
nous intéresser plus en détail aux conditions de l’écoulement qui entourent l’objet au moment où
apparaissent les coups de gouge. D’après Hochrein et Wright (1976), ces creusements se forment
aux alentours de 10 s après le début du vol. L’objecif de cette section est d’évaluer les ordres de
grandeur caractéristiques de la couche limite qui se développe autour de l’objet, afin de comparer
les coups de gouge de l’essai TATER à la corrélation de Thomas (1979). Celle-ci étant initiale-
ment établie à partir de mesures effectuées dans des contextes d’écoulement incompressible, on
s’intéressera spécifiquement aux variations de masse volumique dans la zone de proche paroi.

4.2.1. Champs de pression et de nombre de Mach autour de l’objet
Afin de comprendre les conditions d’écoulement lors de l’apparition des coups de gouge, les

champs de différentes grandeurs importantes de l’écoulement sont analysés dans cette section.
Nous nous intéresserons ici à un instant bien précis, à t = 10.5 s, qui correspond, d’après Hochrein
et Wright (1976), au début de la formation des coups de gouge 3.

Figure 4.5. – Champ de nombre de Mach à t = 10.5 s.

Les champs de pression et de nombre de Mach, représentés respectivement sur les figures 4.5 et
4.6, mettent en avant, comme attendu, la présence d’un choc détaché en amont du point d’arrêt,
caractéristique d’un écoulement hypersonique rencontrant un corps émoussé. On peut noter que
la simulation prévoit un angle de choc relativement important. Du fait de cet angle important,
les nombres de Mach en aval du choc sont relativement faibles. En effet, en régime hypersonique,
ils tendent vers 0.3 au voisinage du point d’arrêt, derrière le choc droit, et pour une géométrie
sphérique, l’écoulement devient sonique à la paroi aux alentours de 45◦, ce que nous pouvons

3. Nous ne traiterons dans cette section que de cet instant là, représentatif des conditions d’écoulement lors de
l’apparition des coups de gouge. Notons tout de même que les conclusions et observations que nous faisons à cet
instant là semblent rester valables pour toute la durée de la simulation à partir du moment où l’ablation débute,
aux alentours de t = 9 s, et nous n’observons pas de différences majeures en fonction de l’instant étudié.
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Chapitre 4. Simulation numérique de l’essai en vol TATER

Figure 4.6. – Champ de pression (en Pa) autour de l’objet, à t = 10.5 s.

effectivement observer ici. Nous nous attendons donc à ce que les effets de compressibilité soient
plutôt modérés, en tout cas dans la zone proche de la paroi, à l’endroit où apparaissent les coups
de gouge. Afin de nous en assurer, la section suivante est dédiée à l’étude des champs de nombre
de Mach et de masse volumique dans la couche limite.

4.2.2. Ordres de grandeur dans la couche limite
On s’intéresse désormais plus en détail aux ordres de grandeurs du nombre de Mach M et de

la masse volumique ρ dans la couche limite, toujours à un instant donné, aux alentours de 10.5 s
après le début du vol. Pour cela, les champs de Mach et de masse volumique sont tracés sur les
figures 4.7 et 4.8, respectivement, qui sont centrées dans la zone où on observe l’apparition des
coups de gouge (correspondant à l’encart noir sur les figures 4.5 et 4.6). Les vecteurs vitesse y
sont également représentés, permettant d’identifier visuellement la couche limite.

Figure 4.7. – Champ de nombre de Mach dans la couche limite, à t = 10.5 s. Les flèches noires
sont les vecteurs vitesse, permettant d’identifier la couche limite.

Les figures montrent que dans la couche limite, l’écoulement est subsonique, avec un nombre de
Mach inférieur à M = 0.8. Bien qu’on ne puisse pas considérer l’écoulement comme incompressible

62



4.2. Grandeurs caractéristiques lors de l’apparition des coups de gouge

Figure 4.8. – Champ de masse volumique (en kg/m3) dans la couche limite, à t = 10.5 s. Les
flèches noires sont les vecteurs vitesse, permettant d’identifier la couche limite.

dans cette région, les effets de compressibilité devraient y être modérés. Pour confirmer cela, le
champ de masse volumique est tracé sur la figure 4.8. La masse volumique varie peu, autour d’une
valeur moyenne d’environ 5 kg/m3. La simulation donne ainsi des gradients de masse volumique
assez faibles dans la zone proche de la paroi, avec des variations de l’ordre de 10%.

En conclusion, cette simulation justifie l’approche suivie dans la suite de notre étude. Les effets
de compressibilité étant modérés, on peut évaluer les grandeurs caractéristiques de la couche limite
afin d’estimer la longueur visqueuse δν de cette dernière. Ceci nous permettra ensuite de comparer
les coups de gouge apparaissant sur les pointes avant de véhicules hypersoniques à ceux relatifs
à des contextes où l’écoulement est incompressible. C’est pourquoi dans la section suivante, nous
allons confronter les données de l’essai TATER et de la simulation à la corrélation de Thomas
(1979), construites pour des coups de gouge n’ayant pas de rapport avec la problématique de la
rentrée atmosphérique.

4.2.3. Comparaison des coups de gouge de l’essai TATER avec la corrélation de
Thomas (1979)

Le but de cette section est de déterminer comment les coups de gouge observés sur la pointe
avant de l’essai TATER se comparent à la corrélation de Thomas (1979), présentée au chapitre

Figure 4.9. – Gauche : profils de vitesse de frottement uτ (bleu), en m/s et de viscosité cinéma-
tique ν (orange), en m2/s le long de la paroi, à 9 s, 10.5 s et 11 s. Droite : profils
de δν , en m, le long de la paroi aux mêmes instants. Les couleurs foncées à claires
indiquent un temps croissant. La partie grisée représente approximativement l’en-
droit où apparaissent les coups de gouge.
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Chapitre 4. Simulation numérique de l’essai en vol TATER

Figure 4.10. – Corrélation entre la taille caractéristique des creusements, λ (en m) et la lon-
gueur visqueuse δν = ν

uτ
(en m) de la couche limite. Ronds noirs : données

expérimentales de Thomas (1979), tirets-pointillés noirs : corrélation de Thomas
(1979). Losange gris : point correspondant aux coups de gouge de l’essai TATER,
la longueur visqueuse étant tirée des simulations.

1 de ce manuscrit. La corrélation de Thomas (1979), construite à partir de données issues de
contextes où l’écoulement est considéré incompressible, relie la taille caractéristique longitudinale
des creusements à la longueur visqueuse de la couche limite δν . Le principal intérêt de l’essai
TATER pour notre étude est de fournir de rares informations sur la taille de coups de gouge
apparaissant dans le cadre d’un véritable essai en vol. Ce sont alors ces données que nous al-
lons essayer de comparer à la corrélation de Thomas (1979), afin de vérifier si celle-ci peut être
pertinente dans un contexte de rentrée atmosphérique. Cependant, dans la littérature, nous ne
disposons d’aucune information concernant la longueur visqueuse de la couche limite se dévelop-
pant sur la surface de la pointe avant. Nous utiliserons nos simulations, qui ont été menées avec
cet objectif en tête, pour déterminer δν . Rappelons que cette longueur visqueuse est définie par
le rapport entre la vitesse de frottement uτ et la viscosité cinématique ν du fluide (1.2). Nous
pouvons calculer la vitesse de frottement directement d’après sa définition (2.43), ayant accès au
cisaillement pariétal τw et à la masse volumique ρ dans les résultats de simulations. De même, la
viscosité cinématique est obtenue à partir de la viscosité dynamique µ et de la masse volumique
ρ.

Les vitesses de frottement et viscosités cinématiques ainsi extraites de la simulation sont tracées
à trois temps, 9 s, 10.5 s et 11 s sur la figure 4.9 (gauche), tandis que les longueurs visqueuses
correspondantes sont présentées sur la figure 4.9 (droite). La longueur visqueuse évolue entre
5×10−7 m et 1.5×10−6 m le long de la paroi, dans la zone où apparaissent les coups de gouge. Si
elle n’est vraisemblablement pas constante le long de l’objet, elle reste cependant du même ordre
de grandeur. Quant aux mesures de la taille caractéristique longitudinale des coups de gouge
relevés sur la pointe avant de l’objet, récupérées après le vol, rappelons qu’Hochrein et Wright
(1976) donnent une longueur moyenne égale à 1.9 mm, avec une maximale égale à 4 mm environ
et une minimale égale à 1 mm. Avec les longueurs visqueuses que nous avons obtenues dans la
simulation, nous pouvons estimer la longueur d’onde moyenne des motifs (adimensionnée) λ+ :

λ+ = λ

δν
≈ 1900 (4.2)
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4.2. Grandeurs caractéristiques lors de l’apparition des coups de gouge

soit α+ ≈ 3.3 × 10−3. Compte tenu de la dispersion des mesures de Thomas (1979), on peut
en déduire un bon accord avec sa corrélation (λ+ ≈ 1000, soit α+ ≈ 6.3 × 10−3). On peut s’en
convaincre un peu plus en plaçant le point correspondant à l’essai TATER sur cette corrélation,
et on voit que, malgré l’écart avec la valeur donnée par Thomas (1979), il se trouve dans la même
zone que les données expérimentales (voir figure 4.10).
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Bilan
Dans ce chapitre, nous proposons d’analyser l’essai en vol historique TATER, qui procure

des informations quasiment uniques sur l’apparition de coups de gouge sur la pointe avant
d’un objet de rentrée. Un certain nombre d’hypothèses ont été nécessaires pour reconstruire
les conditions de vol de l’essai, en raison du peu de données disponibles, probablement pour
des raisons de confidentialité, dans la littérature traitant de cet essai. Néanmoins, quelques
mesures de recul de la paroi au point d’arrêt et de température ayant été publiées, nous avons
pu dans un premier temps nous assurer de la cohérence de nos simulations, conçues non pas
pour reproduire parfaitement l’essai TATER mais pour fournir des informations raisonna-
blement représentatives des conditions de vol de l’objet. L’analyse des simulations a permis
d’isoler les conditions d’écoulement à l’endroit où apparaissent les coups de gouge, et d’iden-
tifier la couche limite se développant à la surface de l’objet. Les champs de Mach et de masse
volumique dans cette couche limite ont permis de montrer que l’écoulement y est subsonique
et que les gradients de masse volumique sont relativement modérés, avec des variations infé-
rieures à 10%. De plus, nos simulations ont permis d’obtenir une estimation de la longueur
visqueuse de la couche limite, grâce à laquelle nous avons pu comparer la taille caractéristique
longitudinale des coups de gouge donnée par Hochrein et Wright (1976) sur la pointe avant
de l’essai TATER avec les données expérimentales de la corrélation empirique de Thomas
(1979), montrant un excellent accord. Cette comparaison entre des motifs apparaissant dans
un contexte de rentrée atmosphérique, où l’écoulement est hypersonique et compressible, et
des creusements correspondant à des situations d’écoulement incompressible, ainsi que le côté
modéré des effets de compressibilité observés dans la couche limite justifie la suite de notre
étude. Nous allons en effet reprendre les études présentées au chapitre 3 et nous intéresser à
la réponse d’une couche limite turbulente incompressible à une petite déformation de la pa-
roi, partant de l’hypothèse formulée par Thomas (1979) selon laquelle la taille caractéristique
des coups de gouge est imprimée par la couche limite turbulente dès les premiers instants de
formation de ces creusements.
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Chapitre 5
Étude de la réponse linéaire forcée de la
région interne d’une couche limite turbulente
incompressible

Dans le chapitre précédent, la reconstruction numérique de l’essai TATER nous a permis de
comparer la taille caractéristique de coups de gouges observés sur un véritable essai en vol avec
la corrélation de Thomas (1979), construite à partir de données récoltées dans des contextes
où les écoulements sont incompressibles. Par ailleurs, l’analyse des ordres de grandeur de la
région interne de la couche limite dans les résultats de simulation nous montre que, bien
que l’écoulement soit compressible dans cette région, les effets de compressibilité y semblent
relativement modérés. Ainsi, afin d’étudier plus en détail le rôle de la turbulence suggéré
par Thomas (1979) dans la sélection de la longueur d’onde longitudinale caractéristique des
creusements, nous effectuerons en première approche une hypothèse d’incompressibilité de la
région interne de la couche limite. Cela nous permettra notamment de reprendre les analyses
linéaires de la région interne effectuées par Charru et al. (2013), présentées dans le chapitre
3. Dans ce chapitre, des simulations RANS ont été menées dans une configuration de canal
périodique plan afin d’y être comparées avec les études de réponses linéaires forcées et les
mesures d’Hanratty. Des simulations numériques directes ont également été réalisées en pa-
rallèle de ces travaux de thèse et constituent une base de données de référence supplémentaire.
L’analyse de différentes fermetures turbulentes et du champ de perturbation a ainsi permis
de montrer la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq dans le régime transitionnel.
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Chapitre 5. Étude de la réponse linéaire forcée de la région interne d’une couche limite
turbulente incompressible

Les résultats des analyses linéaires de la littérature posent la question de l’importance du choix
de la fermeture turbulente dans le régime transitionnel 1 pour retrouver le comportement de la
contrainte de cisaillement observé expérimentalement. Pour mieux comprendre l’influence de ce
choix, ce chapitre est découpé en 3 sections. Dans un premier temps, nous allons reprendre les
études linéaires présentées dans le chapitre 3 à partir de la méthode utilisée par Charru et al.
(2013). Nous présenterons également dans une deuxième section des simulations RANS, réalisées
dans une configuration de canal périodique avec une paroi ondulée de faible amplitude en faisant
appel à deux stratégies de fermeture turbulente différentes. Enfin, dans une troisième section, les
résultats de ces différentes études seront comparés entre eux et confrontés à la base de données
expérimentales provenant des travaux d’Hanratty et al. ainsi qu’aux résultats de
DNS (Chedevergne et al., 2023) afin de conclure sur le rôle de la fermeture turbulente dans le
régime transitionnel et notamment l’usage de l’hypothèse de Boussinesq.

5.1. Études de réponses linéaires forcées
Outre le modèle de longueur de mélange déjà évoqué, des études de réponses linéaires forcées

ont également été réalisées avec la version BSL du modèle K−ω SST de Menter (1994). Le limiteur
SST n’étant pas activé dans une région interne de couche limite, ce suffixe sera omis dans la suite
de ce manuscrit par souci de concision. La linéarisation du système d’équations correspondant est
présentée dans cette section. Sans précision supplémentaire, les notations utilisées dans l’ensemble
de ce chapitre sont celles déjà introduites dans le chapitre 3. De plus, nous verrons qu’une légère
modification du système d’équations dérivé dans le chapitre 3 permet d’illustrer le rôle de la
fermeture turbulente.

5.1.1. Linéarisation avec le modèle K − ω

Écoulement de base

Comme précédemment, à l’ordre dominant, l’écoulement de base est donné par la solution au
problème de couche limite. Pour rappel, le bilan de quantité de mouvement se réduit à :(

R−1 + ⟨νt⟩
)
⟨u⟩,η = 1 (5.1)

À l’ordre 0, la partie homogène de la viscosité turbulente sans dimension ⟨νt⟩ est évaluée à partir
du modèle K − ω présenté au chapitre 2 :

⟨νt⟩ = ⟨K⟩
⟨ω⟩

(5.2)

avec ⟨K⟩ et ⟨ω⟩ étant les versions moyennées spatialement de l’énergie cinétique turbulente et de
la dissipation spécifique (respectivement). Les équations de transport correspondantes (2.23a) et
(2.23b), prises sous leur forme incompressible, stationnaire et bidimensionnelle, sont moyennées
et donnent :

∂

∂η

[(
R−1 + σK ⟨νt⟩

)
⟨K⟩,η

]
− β∗ ⟨ω⟩ ⟨K⟩+ ⟨νt⟩ ⟨u⟩2,η = 0 (5.3a)

∂

∂η

[(
R−1 + σω ⟨νt⟩

)
⟨ω⟩,η

]
− β ⟨ω⟩2 + γ ⟨u⟩2,η = 0 (5.3b)

Le problème de couche limite est résolu par intégration du système formé par les équations (5.1,
5.3a, 5.3b) 2. Trois conditions aux limites sont nécessaires pour résoudre ce système. À la paroi,

1. Aussi appelé régime visqueux profond par Charru et Hinch (2000), il correspond à des nombres de Reynolds
R compris entre 50 et 10000. C’est dans cette gamme de nombres de Reynolds que l’on observe le pic de déphasage
du cisaillement. Défini en détail au chapitre 3, à ne pas confondre avec la transition laminaire turbulent.

2. Les méthodes numériques employées pour les analyses linéaires sont présentées en section 5.1.3.
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Figure 5.1. – Gauche : comparaison des solutions au problème de couche limite entre le modèle
K − ω (lignes pleines) et le modèle de longueur de mélange (cercles gris). Bleu :
⟨u⟩+, orange : ⟨l⟩+K−ω. Droite : profils d’énergie cinétique turbulente (bleu) ⟨K⟩+

et de dissipation spécifique ⟨ω⟩+ (orange).

la condition d’adhérence impose une vitesse moyenne ⟨u⟩ et une énergie cinétique turbulente
moyenne ⟨K⟩ nulles. De plus, comme expliqué par Menter (1994), Wilcox (1988) montre que
l’équation pour la dissipation spécifique donne :

ω −→ 6ν
βz2 lorsque z −→ 0 (5.4)

On utilisera, en variables adimensionnées, la condition à la paroi suivante : ⟨ω⟩ (0) = 6
βRη2 . Afin

de faciliter l’analyse linéaire et la comparaison avec le modèle de longueur de mélange, la viscosité
turbulente peut être exprimée sous la forme d’une longueur de mélange équivalente, notée ⟨l⟩K−ω :

νt = l2|S| ⇒ ⟨νt⟩ = ⟨l⟩2K−ω ⟨u⟩,η

⟨l⟩K−ω =
√
⟨νt⟩
⟨u⟩,η

=
√
⟨νt⟩ (⟨νt⟩+R−1)

(5.5)

La solution au problème de couche limite donnée par le modèle K − ω, et qui nous permettra
d’obtenir l’écoulement de base pour les analyses linéaires correspondantes, est tracée sur la figure
5.1 (gauche), et comparée avec la solution donnée par le modèle de longueur de mélange. L’énergie
cinétique turbulente ⟨K⟩+ et la dissipation spécifique ⟨ω⟩+ sont elles tracées sur la figure 5.1
(droite). On notera notamment que l’on retrouve le comportement asymptotique de l’énergie
cinétique turbulente donnée par la relation de Bradshaw et al. (1967) :

⟨K⟩+ −−−−−−→
z+−→+∞

1
0.31 (5.6)

Longueur de mélange équivalente

Afin de réaliser l’étude de réponse linéaire forcée à l’aide de ce modèle K−ω, on utilise, comme
pour le modèle de longueur de mélange (cf chapitre 3), un développement de Taylor à l’ordre
1 sur la longueur de mélange équivalente ⟨l⟩K−ω, par rapport au petit paramètre η0 = αζ0.
La fluctuation l̂K−ω s’obtient par dérivation de la partie homogène de la longueur de mélange
correspondante :

l̂K−ω = −
d ⟨l⟩K−ω

dη

∣∣∣∣∣
η−η0

(5.7)

Similairement à ce qui a été fait pour le modèle de longueur de mélange, on considère qu’au
premier ordre, le nombre de Reynolds R varie en fonction de la vitesse de frottement uτ , ce qui

69



Chapitre 5. Étude de la réponse linéaire forcée de la région interne d’une couche limite
turbulente incompressible

fait apparaître dans l’expression finale de l̂K−ω une contribution dépendante du cisaillement τ̂xz :

l̂K−ω = −1
2

(
⟨νt⟩,η

(
⟨νt⟩+R−1)+ ⟨νt⟩

(
⟨νt⟩,η −

τ̂xz
2

))
√
⟨νt⟩ (⟨νt⟩+R−1)

(5.8)

La dérivée ⟨νt⟩,η de la viscosité turbulente est obtenue numériquement à partir des dérivées de
l’énergie cinétique turbulente ⟨K⟩ et de la dissipation spécifique ⟨ω⟩. L’analyse linéaire est réalisée
en résolvant le système (3.23) en considérant la longueur de mélange équivalente moyenne ⟨l⟩K−ω
et sa fluctuation l̂K−ω, soit, pour rappel :

û,η = −iŵ +
τ̂xz − 2 ⟨l⟩K−ω ⟨u⟩,η

2 l̂K−ω

R−1 + 2 ⟨l⟩2K−ω ⟨u⟩,η
ŵ,η = −iû

τ̂xz,η =
(
i ⟨u⟩+ 4

⟨u⟩,η

)
û+ ŵ ⟨u⟩,η + iτ̂p

τ̂p,η = −i ⟨u⟩ ŵ + iτ̂xz

(5.9)

Les conditions aux limites utilisées pour la résolution de ce nouveau système sont les mêmes
que celles présentées au chapitre 3 pour le modèle de longueur de mélange (voir équations (3.24)).
Les résultats de l’ensemble des analyses linéaires ainsi que des simulations RANS sont présentés
et comparés avec les données expérimentales d’Hanratty et al. dans la section 5.3.

5.1.2. Manipulation de la correction d’Hanratty pour corriger τxx − τzz

Principe

Dans cette section, nous considérons dans un premier temps l’analyse linéaire réalisée avec le
modèle de longueur de mélange (2.55). Comme nous le verrons dans la section 5.3, le système
(3.23) peut être réécrit afin d’illustrer la capacité de la correction d’Hanratty à compenser la mise
en défaut de l’hypothèse de Boussinesq en corrigeant le terme de diffusion turbulente τxx−τzz dans
le bilan de quantité de mouvement. Pour cela, on utilisera le modèle de longueur de mélange (2.55)
dans sa forme standard, c’est-à-dire sans modification du nombre de van Driest. Pour l’écoulement
de base, la longueur de mélange ⟨l⟩ à l’ordre dominant est toujours donnée par l’équation (3.15),
et sa fluctuation à l’ordre 1, notée l̂0 pour éviter la confusion, s’exprime simplement :

l̂0 = κ

[
−1 + exp

(
−Rη
A0

)(
1− Rη

A0 + Rη
2

A0
τ̂xz
2

)]
(5.10)

On utilise cette expression de la longueur de mélange afin de modéliser la contrainte de cisaillement
τxz. Originellement, la différence des tensions diagonales de Reynolds τxx − τzz est également
modélisée à partir de l’hypothèse de Boussinesq, et est considérée proportionnelle à ∂u

∂x
. Comme

vu dans le chapitre 3, cela mène à la relation :

τ̂xx − τ̂zz = 4iû
⟨u⟩,η

(5.11)

Avec cette hypothèse, dans un écoulement cisaillé simple, les tensions diagonales sont égales, ce
qui est généralement faux dans une couche limite turbulente. On considère cependant usuellement
dans ces cas simples que c’est une approximation acceptable à l’ordre dominant. Nous verrons
dans la suite que, dans le cas qui nous occupe, ce n’est pas le cas au premier ordre, et notamment
en raison de la dépendance au ∂u

∂x
. Ici, on modélise la contribution manquante de la différence

des tensions de Reynolds diagonales dans le bilan de quantité de mouvement (correspondant à la
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partie anisotrope non prise en compte par l’hypothèse de Boussinesq) à travers une longueur de
mélange, notée l̂xx−zz, de telle sorte que le système (3.23) devient 3 :

û,η = −iŵ +
τ̂∗
xz − 2 ⟨l⟩ ⟨u⟩,η

2 l̂0

R−1 + 2 ⟨l⟩2 ⟨u⟩,η
ŵ,η = −iû

τ̂∗
xz,η = i ⟨u⟩ û+ ŵ ⟨u⟩,η + iτ̂p − i(τ̂xx − τ̂zz) +

(̂
lxx−zz ⟨u⟩,η

)2

τ̂p,η = −i ⟨u⟩ ŵ + iτ̂xz

(5.12)

On désignera par τ̂∗
xz le cisaillement évalué de cette façon, afin de le différencier de celui donné

par le système (3.23).

Expression de l̂xx−zz

Considérons le système original (3.23), incluant la correction d’Hanratty dans la fluctuation
de la longueur de mélange l̂ . Cette longueur de mélange peut être décomposée en deux parties,
faisant apparaître d’un côté la fluctuation de la forme standard de ce modèle (i.e l̂0), et d’un
autre côté une contribution incluant la correction d’Hanratty, que l’on notera l̂1 :

l̂ = l̂0 + l̂1 (5.13)

Avec :
l̂1 = −κ exp

(
−Rη
A0

) Rη2

A0 bHC (5.14)

La première équation du système (3.23), qui correspond pour rappel à l’expression linéarisée
du cisaillement τxz exprimé avec l’hypothèse de Boussinesq, peut alors se réécrire :

û,η = −iŵ +

(
τ̂xz − 2 ⟨l⟩ ⟨u⟩,η

2 l̂1
)
− 2 ⟨l⟩ ⟨u⟩,η

2 l̂0

R−1 + 2 ⟨l⟩2 ⟨u⟩,η
(5.15)

On a donc, par identification avec le système (5.12) :

τ̂∗
xz = τ̂xz − 2 ⟨l⟩ ⟨u⟩,η

2 l̂1 (5.16)

Cette petite manipulation nous permet, après dérivation et comparaison avec le bilan de quantité
de mouvement, de relier l̂xx−zz à l’échelle de longueur l̂1 contenant la contribution de la correction
d’Hanratty :

l̂
2
xx−zz = −2̂l0 l̂1 + 2 ⟨l⟩ l̂1,η + 4 ⟨l⟩ l̂1

(
⟨u⟩,η

)
,η

⟨u⟩,η
(5.17)

Cette légère modification donne, comme nous le verrons dans la section 5.3, des résultats
similaires à ceux donnés par le système original (3.23), avec un petit ajustement de la constante
bH . Le même exercice peut être fait à partir du système (5.9), avec le modèle K−ω, en incorporant
directement la contribution de l̂xx−zz au bilan de quantité de mouvement. Cela permet d’illustrer
notamment la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq : le terme de diffusion turbulente ne
peut plus être négligé du fait de l’anisotropie des tensions normales dans le régime transitionnel.

5.1.3. Résolution numérique

Afin de résoudre numériquement les systèmes (3.23, 5.9, 5.12), deux stratégies ont été consi-
dérées. Dans un premier temps, la stratégie présentée par Charru et al. (2013) a été reproduite

3. Là encore, on utilisera évidemment les conditions aux limites (3.24).
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dans un code basé sur une méthode de volumes finis, puis une seconde stratégie basée sur une
méthode de collocation spectrale a ensuite été développée. Nous présentons ces deux méthodes
en nous appuyant sur l’exemple du système (3.23), les cas des systèmes (5.9, 5.12) étant qua-
siment identiques de ce point de vue là. Notons que l’écoulement de base est résolu en amont
par intégration numérique, en utilisant l’une ou l’autre méthode suivant la discrétisation utilisée.
Les deux types de discrétisation donnant des résultats similaires, on utilisera dans la plupart des
cas le code basé sur la méthode de collocation spectrale, plus rapide, sauf pour le cas du modèle
K−ω, pour lequel la méthode volumes finis permet une résolution des équations de transport de
l’énergie cinétique turbulente et de la dissipation spécifique plus immédiate.

Afin de simplifier la lecture, le système (3.23) est d’abord écrit sous une forme matricielle, que
l’on qualifiera de compacte, en introduisant le vecteur d’inconnues Xt = (û, ŵ, τ̂xz, τ̂p) :

dX
dη = BX + S (5.18)

De façon générale, on notera X(k) la kième composante du vecteur X, k appartenant ici à J1, 4K.
La matrice B et le vecteur solution S s’écrivent :

B =


0 −i 1

R−1+2⟨l⟩2⟨u⟩,η
0

−i 0 0 0(
i ⟨u⟩+ 4

⟨u⟩,η

)
⟨u⟩,η 0 i

0 −i ⟨u⟩ i 0

 et S =


− 2⟨l⟩⟨u⟩2

,η l̂

R−1+2⟨l⟩2⟨u⟩,η
0
0
0

 (5.19)

Méthode de Charru et al. (2013)

La solution complète du système différentiel (5.18) est obtenue par superposition linéaire de
toutes les solutions au système homogène (i.e avec S = 0) et d’une solution particulière, notée
Xs. La solution s’écrit sous la forme :

X = Xs + τ̂xz(0)Xxz + τ̂p(0)Xp (5.20)

où Xxz et Xp sont les solutions du système homogène et vérifient :

dXxz

dη = BXxz avec Xt
xz(0) = (0, 0, 1, 0), (5.21)

dXp

dη = BXp avec Xt
p(0) = (0, 0, 0, 1) (5.22)

Quant à la solution particulière Xs, elle vérifie :

dXs

dη = BXs + S avec Xt
s(0) = (û(0), 0, 0, 0) (5.23)

Les conditions aux limites à la paroi sont ainsi automatiquement satisfaites. Les conditions à
l’infini, c’est-à-dire τ̂xz(∞) = 0 et ŵ(∞) = 0, permettent d’obtenir deux relations supplémentaires
pour les tensions de Reynolds à la paroi τ̂xz(0) et τ̂p(0), en exprimant la décomposition (5.20) à
l’infini :

ŵ(∞) = 0 = Xs
(2)(∞) + τ̂xz(0)Xxz

(2)(∞) + τ̂p(0)Xp
(2)(∞) (5.24a)

τ̂xz(∞) = 0 = Xs
(3)(∞) + τ̂xz(0)Xxz

(3)(∞) + τ̂p(0)Xp
(3)(∞) (5.24b)

L’infini étant numériquement représenté par une distance η∞ suffisamment grande pour que le
champ de perturbation totale y soit nul, en pratique, les valeurs des deuxièmes et troisièmes
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composantes des vecteurs Xs, Xxz et Xp à l’infini sont les résultats de la résolution numérique en
η∞, le tout étant ensuite bouclé jusqu’à convergence. Dans notre cas, les équations sont résolues
avec une méthode d’intégration d’Euler tandis que Charru et al. (2013) utilisent un schéma
Runge-Kutta d’ordre 4, avec un pas logarithmique.

Méthode de collocation spectrale

La méthode de collocation spectrale 4 consiste à projeter le vecteur inconnu X sur une base
de polynômes interpolateurs, qui sont ici des polynômes de Chebyshev, définis sur [−1, 1]. Le
domaine [0,+∞[ est ramené à l’espace [−1, 1]. On prend là encore une distance η∞ à la paroi
suffisamment grande pour que le champ de perturbation soit nul en z = η∞. On utilise pour
cela la transformation r =

( 2η
η∞
− 1

)
pour passer du domaine [0, η∞] au domaine [−1, 1]. La

projection de X s’écrit :

X(k)(r) =
N∑
i=1

X̄(k)
i λi(r) avec k ∈ J1, 4K (5.25)

avec
λi(r) =

(
1− r2

r − ri

)
(−1)iT

′
N (r)
N2ci

où ri = cos
(
iπ

N

)
, i ∈ [0, N ] (5.26)

Tn(θ) = cos(nθ) est le polynôme de Chebyshev de degré n. Le coefficient ci vaut 2 si i = 0 ou N ,
et 1 sinon. Les points ri sont les points de Gauss-Lobatto, ou points de collocation. Une propriété
des polynômes interpolateurs est qu’ils prennent la valeur 1 en ces points, et donc la projection
(5.25) y coïncide exactement avec la fonction X(k). Ainsi, trouver les inconnues X̄(k)

i aux N + 1
points de collocation, c’est connaître la fonction X(k) en N + 1 points de l’espace. Avec une
discrétisation suffisamment fine, on trouve une excellente approximation de la fonction recherchée
sur tout l’espace. De plus, les polynômes interpolateurs permettent d’exprimer très simplement les
dérivées de la fonction X(k), par l’intermédiaire d’une matrice de dérivation qui n’est fonction que
des points de collocation. Dans le cas des polynômes de Chebyshev, la matrice de différentiation
D = (Dij) s’écrit :

Di,j =



2N2 + 1
6 si i = j = 0,
−ri

2(1− r2
i )

si i = j ̸= 0, N,

ci
cj

(−1)i+j

(ri − rj)
si i ̸= j, i, j ̸= 0, N,

− 2N2 + 1
6 si i = j = N,

(5.27)

Une dérivée quelconque d’ordre p de X(k) aux points de collocation s’écrit, en fonction de D et
des inconnues X̄(k) :

dpX(k)

drp = DpX̄(k) (5.28)

Seule la dérivée première nous intéresse dans notre cas, et donc le système matriciel (5.18) se
discrétise de la façon suivante, en appliquant la transformation inverse pour repasser dans le
domaine [0,+∞[ :

(D − B) X = S (5.29)

4. Cette méthode est présentée de façon détaillée dans la thèse de Chedevergne (2007).
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avec D la matrice de différentiation du système global, diagonale par blocs et construite à partir
de la matrice 2

η∞
D. La résolution du système est ensuite obtenue simplement dans le logiciel

MATLAB par inversion de la matrice D − B :

X = (D − B)−1 S (5.30)

5.1.4. De la pertinence de la comparaison entre configurations de canal et de
couche limite

Nous l’avons vu dans le chapitre 3, les études de réponses linéaires forcées de la littérature
(Thorsness et al., 1978; Charru et al., 2013; Claudin et al., 2017) se basent toutes sur un écoule-
ment de couche limite, et sont comparées directement avec les expériences d’Hanratty, en canal.
Une telle stratégie pose la question de la pertinence de la comparaison des expériences, en confi-
guration de canal (et de même, des calculs RANS présentés dans la suite de ce chapitre) avec les
analyses linéaires, en configuration de couche limite. Les écoulements turbulents de couche limite
et de canal sont différents : ils présentent notamment des conditions aux limites différentes, les
uns étant des écoulements internes (canal) et les autres, des écoulements externes (couche limite).
Or, dans les analyses linéaires, nous ne considérons que des régions internes de couche limite. Afin
de pouvoir comparer proprement les expériences et les simulations avec les analyses linéaires, il
convient de vérifier si la région au centre du canal altère le champ de perturbations par rapport
à une solution semi-infinie de région interne de couche limite. On peut dans un premier temps
supposer que, pour une vitesse de frottement uτ , une géométrie et une hauteur caractéristique
(hauteur de couche limite et demi-hauteur de canal) identiques, les régions internes considérées
ne présenteront pas de différence.

En limitant notre étude au cas de la région interne, le champ de perturbation dans les analyses
linéaires est implicitement considéré indépendant du nombre de Reynolds de frottement Rτ , ne
dépendant que du nombre d’onde adimensionné des ondulations α+ = R−1. Or l’influence du
nombre de Reynolds de frottement en configuration de canal ne peut pas forcément être négligé :
la figure 2.6 du chapitre 2 illustre par exemple l’incidence de Rτ sur le profil de vitesse longitudinal
de l’écoulement. On peut raisonnablement se demander si Rτ impacte significativement la réponse
de l’écoulement à la déformation de la paroi, c’est-à-dire si les résultats obtenus en canal par
Hanratty peuvent être comparés sans risque avec les analyses linéaires, réalisées en configuration
de couche limite.

Pour répondre à cette question, des analyses linéaires ont été menées avec une formulation du
modèle de longueur de mélange adaptée à une configuration de canal de demi-hauteur δc. L’écou-
lement de base est obtenu à partir de la formule de Nikuradse (2.70), associée à un amortissement
de van Driest (2.54) en proche paroi, qui porte lui la correction d’Hanratty :

⟨l⟩ (η) = αδc

[
0.14− 0.08

(
1− η

αδc

)2
− 0.06

(
1− η

αδc

)4
] [

1− exp
(
−Rη
A

)]
(5.31)

À l’ordre 1, la fluctutation l̂ correspondante s’exprime de la façon suivante :

l̂(η) =−
[
0.16

(
1− η

αδc

)
+ 0.24

(
1− η

αδc

)3
] [

1− exp
(
−Rη
A0

)]

− αδc

[
0.14− 0.08

(
1− η

αδc

)2
− 0.06

(
1− η

αδc

)4
]

×
[ R
A0 −

Rη
A0

(
τ̂xz
2 − bHC

)]
exp

(
−Rη
A0

)
(5.32)

Avec αδc = π, qui correspond à la configuration expérimentale d’Hanratty et al., et aH = 2000
(valeur proposée par Charru et al. (2013)), on constate que pour retrouver des résultats similaires
en écoulement de canal, on doit fixer bH à 40, contre 35 dans les analyses linéaires réalisées en
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Figure 5.2. – Résultats des analyses linéaires en configuration de canal (lignes bleus) pour
αδc = 2π et bH = 35 (– · – ·), αδc = π et bH = 40 (—) et αδc = π/2 et bH = 45
(– – –), comparées aux mesures d’Hanratty (symboles) et à l’étude de réponse
linéaire forcée en configuration de couche limite (– – – orange) avec aH = 2000 et
bH = 35.

configuration de couche limite. Étant donné que la valeur de bH n’est pas determinée et considérant
la dispersion des mesures, les résultats donnés par les deux configurations semblent satisfaisants.
De plus, on remarque que si l’on augmente ou diminue la valeur de αδc, la valeur de bH doit
également être ajustée : il semble ainsi y avoir une vraie influence du nombre de Reynolds de
frottement, mais celle-ci peut-être compensée par bH . Enfin, les deux configurations de canal et
de couche limite donnent des résultats proches, quelle que soit la valeur de αδc pour une valeur
commune bH = 35 pour R < 500 : dans le régime transitionnel, l’influence de Rτ est faible et on
en conclut que les études de réponses linéaires forcées réalisées en configuration de couche limite
peuvent raisonnablement être comparées aux expériences et aux calculs RANS dans le régime
transitionnel. La figure 5.2 illustre l’ensemble de ces conclusions. De plus, on montrera dans la
suite que le domaine d’intérêt est limité à des nombres de Reynolds inférieurs à R = 500, domaine
dans lequel la dépendance à Rτ est limitée (Chedevergne et al., 2023).

5.2. Calculs RANS avec CEDRE

5.2.1. Présentation de la plateforme CEDRE

Présentation générale

La plateforme CEDRE, développée à l’ONERA, est une plateforme multiphysique conçue pour
résoudre des problèmes industriels et de recherche dans les domaines de l’énergétique et de la
propulsion. Ce logiciel, présentée en détail par Refloch et al. (2011), s’appuie sur une approche
multi-solveur : le code est organisé comme un ensemble de solveurs spécifiquement développés
pour traiter une physique particulière et pouvant être couplés pour des problématiques multi-
physiques. On retrouve par exemple les solveurs CHARME (solveur Navier–Stokes), ACACIA
(conduction thermique), SPIREE (écoulements multi-phasiques, approche Eulérienne), SPARTE
(écoulements multi-phasique, approche Lagrangienne), FILM (films liquides), REA et ASTRE
(transferts radiatifs). Cette organisation permet de s’adapter à un large éventail de domaines
tels que l’aérodynamique, l’aérothermique, la combustion, le givrage, l’aéroacoustique, etc... (voir
Scherrer et al. (2011) pour des exemples d’applications). Devant notamment répondre aux be-
soins industriels, le code est conçu pour des maillages non-structurés et des calculs massivement
parallèles, permettant de gérer des géométries complexes dans des configurations instationnaires
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et multiphysiques tout en accordant une attention particulière à la réduction des coûts de calculs.

Le solveur Navier–Stokes CHARME

Nous présenterons uniquement le solveur Navier–Stokes CHARME, ce dernier étant le seul
utilisé dans cette thèse 5. Il s’agit d’un solveur basé sur une méthode de volumes finis, et régi par
les équations de conservation de la masse, de quantité de mouvement et d’énergie pour chacune
des espèces présentes dans le milieu. Il est adapté aussi bien à des écoulements incompressibles
(à de faibles nombres de Mach) que fortement compressibles (écoulements hypersoniques par
exemple). La prise en compte de la turbulence dans les écoulements étudiés peut se faire via des
approches RANS ou LES. Concernant les calculs RANS, plusieurs modèles de turbulence sont
disponibles, parmi lesquels on retrouve le modèle au premier ordre K− ω SST de Menter (1994)
et le modèle d’ordre 2 EB-RSM de Manceau (2015), que nous utiliserons dans la suite.

La discrétisation spatiale est obtenue par une méthodologie de type MUSCL 6, décrite en détail
par Courbet et al. (2011). De nombreux schémas sont disponibles pour la reconstruction des flux
numériques (nous utiliserons un schéma HLLC 7 (Toro, 2013) par la suite), ainsi que pour la
discrétisation temporelle. Nous utiliserons un schéma implicite de type GMRES 8. De plus, nos
simulations sont conduites sans limiteurs de gradients ni de face, ce qui permet de capter les
fluctuations de petites amplitudes, sans introduire de bruit numérique.

5.2.2. Configuration
Afin de compléter les analyses linéaires, des simulations RANS ont été menées avec le solveur

CHARME du code CEDRE. La configuration et la validation de ces calculs sont présentées dans
cette section, et les résultats obtenus seront ensuite comparés aux études de réponses linéaires
forcées et aux données expérimentales dans la section 5.3.

Domaine numérique

Le domaine numérique, schématisé sur la figure 5.3, est un canal périodique plan de hauteur
2δc = 2 m. Un profil sinusoïdal de longueur d’onde λ = 2 m et d’amplitude ζ0 = 0.005 m compose
la paroi inférieure uniquement, de façon à reproduire les conditions expérimentales d’Hanratty et
al. Dans une telle configuration, le nombre d’onde α de l’ondulation est égal à π. On impose une
force pour entraîner l’écoulement de telle sorte que la vitesse de friction uτ soit égale à 1 m/s et un
flux thermique constant est appliqué aux parois. Cette condition limite permet de faire des simu-
lations sans transfert de chaleur, car elle permet d’obtenir des champs de température quasiment
homogènes. Dans le chapitre 6, nous nous intéresserons aux flux thermiques. D’autres conditions
aux limites seront considérées, avec notamment ajout d’un terme source afin d’équilibrer le bilan
d’énergie. L’écoulement est considéré incompressible, les fluctuations de masse volumique obte-
nues étant de trois ou quatre ordres de grandeur inférieures aux fluctuations de vitesse et de
pression.

La stratégie numérique adoptée s’inspire de la stratégie expérimentale d’Hanratty et al. : à
géométrie fixe, une étude paramétrique de la réponse de l’écoulement est réalisée en fonction
du nombre de Reynolds R. Comme dans les expériences, on agit sur un autre paramètre que la
géométrie pour faire varier α+ = R−1. Adimensionné en variables de paroi, le nombre d’onde
α+ s’écrit πν

uτ
. La viscosité permet alors de modifier le nombre de Reynolds R. Huit valeurs du

nombre d’onde α+ ont été simulées, couvrant l’ensemble du régime transitionnel, pour lequel le
pic de déphasage du cisaillement à la paroi est observé, et correspondant aux nombres de Reynolds
R ≈ {100, 150, 200, 300, 400, 500, 700, 1000}. Une simulation à R = 130 a également été menée,

5. Pour plus d’informations quant aux autres solveurs évoqués ci-dessus, nous renvoyons le lecteur intéressé vers
la présentation exhaustive de Refloch et al. (2011).

6. Monotonic Upstream-Centered Scheme for Conservation Laws.
7. Harten-Lax-van Leer Contact.
8. Generalized Minimal RESidual.
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Figure 5.3. – Domaine numérique pour les calculs RANS. Le nombre de points est réduit et le
profil sinusoïdal est d’une amplitude bien plus grande que dans les simulations
afin de rendre la figure plus lisible.

permettant de valider la procédure numérique grâce à une comparaison avec les données expéri-
mentales très complètes fournies par Frederick et Hanratty (1988) pour ce nombre de Reynolds.
Cette comparaison est présentée au paragraphe 5.2.3.

Choix de l’écoulement de canal pour les simulations

Les deux configurations candidates pour mener les simulations RANS étaient les configurations
de canal et de couche limite. Comme présenté au paragraphe précédent, le choix s’est finalement
porté sur la configuration de canal. Il s’est imposé pour deux raisons : la première et principale
concerne la volonté de reproduire fidèlement les conditions expérimentales d’Hanratty et al.,
réalisées en canal hydraulique (voir chapitre 3). Les paramètres du canal ont été choisis en ce sens,
et notamment le produit αδc fixé à π similairement à la configuration expérimentale. Cependant,
simuler un écoulement de couche limite resterait intéressant, notamment dans l’optique de la
comparaison avec les analyses linéaires (nous verrons d’ailleurs dans le paragraphe suivant la
pertinence de la comparaison des simulations en canal avec les analyses linéaires basées sur un
écoulement de couche limite). Toutefois, simuler un tel écoulement nécessite la prise en compte
du développement entier de la couche limite dans la direction longitudinale, ce qui augmente
significativement la taille du domaine, et par conséquent le coût de calcul associé. À l’inverse,
l’écoulement de canal est supposé établi et on peut donc, en se limitant à une petite portion
périodique (ici sur une longueur d’onde) avoir accès à l’écoulement de canal entièrement développé.
On réduit ainsi significativement les coûts numériques engendrés.

Fermeture turbulente

Afin de caractériser l’influence de l’hypothèse de Boussinesq, deux séries de simulations ont été
réalisées en faisant appel à deux modèles de turbulence différents 9. Une première série a ainsi
été réalisée avec le modèle K − ω SST (Menter, 1994), afin de rester cohérent avec les analyses
linéaires. Dans le but de s’affranchir du concept de viscosité turbulente, et ainsi mettre en lumière
l’influence de l’hypothèse de Boussinesq, le modèle EB-RSM (Manceau, 2015) a été ensuite utilisé
dans une seconde série de simulations.

9. Ces deux modèles sont présentés en détail dans le chapitre 2.
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Figure 5.4. – Profils de vitesses mesurés et simulés pourR = 130, à dix positions x/λ différentes
le long de l’ondulation. Les symboles reproduisent les données expérimentales de
Frederick et Hanratty (1988), les courbes bleues pleines sont les simulations RANS
avec le modèle EB-RSM et les courbes en tiret oranges, avec le modèle K−ω SST.

5.2.3. Validation des simulations RANS au début du régime transitionnel

Afin de valider la procédure numérique, deux simulations ont été menées à R = 130. Pour
cette valeur de nombre de Reynolds, Frederick et Hanratty (1988) procurent un ensemble de
données concernant la dynamique de l’écoulement assez complet. Pour un nombre de Reynolds
aussi proche du début du régime transitionnel, la fermeture turbulente ne devrait pas avoir un
impact significatif, comme cela est déjà suggéré par les analyses linéaires de la littérature (voir
chapitre 3).

Dans les simulations, l’amplitude de l’ondulation de la paroi est fixée à ζ0
+ = 12.3. Cette

valeur étant inférieure au critère identifié pour par Zilker et al. (1977), on s’attend à obtenir
une réponse linéaire de l’écoulement par rapport à la déformation de la paroi. Les profils de
vitesses longitudinaux, mesurés et simulés, sont tracés et comparés à différentes positions le long
de l’ondulation sur la figure 5.4. Comme attendu, les profils obtenus avec l’un et l’autre des deux
modèles de turbulence sont en bon accord avec les données expérimentales, sans qu’un modèle en
particulier ne paraisse reproduire plus fidèlement les mesures que l’autre.

Les données fournies par Frederick et Hanratty (1988) permettent également une comparaison
intéressante avec le profil de la contrainte de cisaillement à la paroi τw (voir figure 5.5). De
même que pour les profils de vitesse, les deux modèles procurent un bon accord avec les données
expérimentales. En particulier, le comportement linéaire attendu est immédiatement vérifié, et la
phase et l’amplitude du cisaillement sont correctement reproduits. On observe toutefois une légère
différence entre les deux modèles, le modèle K−ω semblant sous-estimer légèrement le déphasage
par rapport au modèle EB-RSM, sans que cette différence ne soit suffisante pour conclure sur une
meilleure représentativité d’un modèle par rapport à l’autre. Le modèle EB-RSM donne également
une amplitude légèrement supérieure à celle du modèle K−ω. Nous verrons que cette tendance se
conserve pour l’ensemble des valeurs de R étudiées. Comme attendu, pour R = 130 la fermeture
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Figure 5.5. – Profils cisaillement pariétal mesuré et simulés pour R = 130, à dix positions x/λ
différentes le long de l’ondulation. Les symboles reproduisent les données expéri-
mentales de Frederick et Hanratty (1988), les courbes pleines sont les simulations
RANS avec les modèles EB-RSM (bleu) et K − ω SST (orange).

turbulente n’a pas d’impact significatif sur la prévision de la réponse linéaire de l’écoulement à
la petite déformation de la paroi, et la procédure numérique adoptée reproduit fidèlement les
expériences d’Hanratty et al.

5.3. Comparaison entre simulations, mesures et analyses linéaires

5.3.1. Présentation de la base de données de DNS

En parallèle de ces travaux de thèse, une base de données de simulations numériques directes a
été construite avec le code JAGUAR, développé conjointement entre l’ONERA et le CERFACS,
afin de compléter les mesures d’Hanratty et al. Il s’agit notamment d’apporter un certain nombre
d’informations sur les flux thermiques à la paroi, les expériences d’Hanratty et al. n’en fournissant
aucune de ce type. L’analyse de ces données concernant les flux et températures à la paroi, et leur
comparaison avec les simulations RANS fera l’objet du chapitre suivant. Dans ce chapitre, nous
utiliserons ces simulations dans le but de valider les conclusions émises lors de la comparaison
entre les analyses linéaires, les simulations RANS, et les mesures.

Le domaine sur lequel les DNS ont été menées est un canal de longueur 3λ, de hauteur 2δc et de
largeur 6δc. Le profil de la paroi inférieur est donné par la fonction ζ0 cos(αx), et quatre valeurs
de R prises dans le régime transitionnel ont été étudiées : R = {100, 150, 200, 300}. Les DNS ne
reproduisent toutefois pas exactement le canal expérimental d’Hanratty et al., avec un produit
αδc = π/2 deux fois plus petit. Cependant, nous avons vu dans la section précédente que la phase
du cisaillement n’est que peu affectée par ce changement de αδc pour R < 500, et ce choix est un

Figure 5.6. – Profils de vitesse moyens. Les symboles noirs représentent les DNS de Hoyas et
Jiménez (2008), la courbe orange, les simulations RANS avec le modèle K − ω
et la courbe bleue avec le modèle EB-RSM. Les DNS sont représentées par les
symboles verts. Gauche : R = 150, droite : R = 300.
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compromis entre coût numérique et représentativité. Des simulations RANS ont également été
menées dans des conditions identiques. Cette base de donnée a fait l’objet d’un article dans le
Journal of Fluid Mechanics (Chedevergne et al., 2023), où elle est présentée en détail. Cet article
présente également une partie des conclusions de ce chapitre et du suivant.

5.3.2. Validation des calculs RANS et DNS à l’ordre dominant

Les profils de vitesse à l’ordre dominant sont tous comparables, et ce quelque soit le nombre
de Reynolds R considéré. Notons toutefois que, comme usuellement avec le modèle K − ω, le
profil de vitesse moyen correspondant est sous estimé dans la région tampon. L’ensemble des
résultats numériques présentés ici sont cohérents avec les DNS de référence de Hoyas et Jiménez
(2008), obtenus dans un canal non déformé, validant la procédure numérique. De plus, cela montre
également que l’écoulement à l’ordre 0 n’est pas impacté par la petite déformation de la paroi,
ce qui va rendre possible la comparaison avec les analyses linéaires. Les profils de vitesse moyens
obtenus grâce aux simulations RANS et aux DNS pour R = 150 et R = 300 sont ainsi comparés,
dans un but illustratif, aux DNS de Hoyas et Jiménez (2008) réalisées à des nombres de Reynolds
de frottement respectivement égaux à 180 et 550 sur la figure 5.6.

5.3.3. Phase et amplitude de la contrainte cisaillement

Les résultats des différentes études présentées dans les paragraphes précédents sont résumés
sur les figures 5.7a et 5.7b, et comparés aux données expérimentales d’Hanraty et al. ainsi qu’aux
études de réponses linéaires forcées de la littérature (voir chapitre 3).

Figure 5.7. – Phase θτw (a) et amplitude |τw|
⟨τw⟩

(b) du cisaillement paroi en fonction du nombre

d’onde adimensionné α+, dans le régime transitionnel. Cercles noirs : mesures
d’Hanratty, losanges rouges : DNS, triangles : simulations RANS avec le modèle
K − ω (orange) et le modèle EB-RSM (bleu). Analyses linéaires avec le modèle
de longueur de mélange sans (orange, –· – ·) et avec (bleu, —) la correction
d’Hanratty, avec le système modifié (5.12) ( bleu, – – –) et avec le modèle K − ω
(orange, —).

Plusieurs observations immédiates découlent de ces résultats. Dans un premier temps, on ob-
serve que les DNS sont comme attendu en accord avec les mesures d’Hanratty : on y observe
les mêmes niveaux de déphasage et d’amortissement. De plus, on peut rapidement vérifier que
l’analyse linéaire faisant appel au modèle K − ω est tout à fait cohérente avec les simulations
RANS correspondantes, bien que l’amplitude du cisaillement semble légèrement surestimée dans
les analyses linéaires par rapport aux calculs. Cependant, le comportement global du cisaillement
reste le même : l’amortissement du cisaillement que l’on peut observer à mesure que le nombre
d’onde diminue est mal évalué par le modèle K−ω, que ce soit via les simulations ou via l’analyse
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Figure 5.8. – Profils de perturbation de vorticité en dehors (orange) et dans (bleu) le régime
transitionnel. Les courbes orange claire à orange foncé indiquent un nombre de
Reynolds R croissant, parmi R = {30, 40, 50} et bleue claire à bleue floncé, un
nombre de Reynolds croissant parmi R = {100, 200, 300, 500, 700, 1000}.

linéaire. De plus, comme attendu, le comportement du modèle K − ω est très proche de celui
du modèle de longueur de mélange standard. Le pic de déphasage du cisaillement n’est notam-
ment pas correctement évalué par ces modèles, tous deux basés sur l’hypothèse de Boussinesq.
En revanche, les simulations RANS avec le modèle EB-RSM sont en bien meilleur accord avec les
observations expérimentales. À ce stade, nous pouvons énoncer une première conjecture : dans le
régime transitionnel, on observe la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq. Cette conjecture
expliquerait la mauvaise représentation du cisaillement par les modèles à viscosité turbulente,
contrairement aux modèles aux tensions de Reynolds. Le résultat de l’étude de réponse linéaire
forcée avec le système (5.12), où la correction d’Hanratty a été déplacée afin de corriger la diffé-
rence des tensions de Reynolds, est cohérent avec notre conjecture : une conséquence de la mise
en défaut de l’hypothèse de Boussinesq est de négliger l’influence du terme de diffusion turbulente
∂ (τxx − τzz)

∂x
dans le bilan de quantité de mouvement. La petite manipulation réalisée pour écrire

le système (5.12) illustre la capacité de la correction d’Hanratty à compenser cette mise en défaut
de l’hypothèse de Boussinesq.

5.3.4. Champ des perturbations de vitesse

L’objectif de cette section est de vérifier la conjecture énoncée au paragraphe précédent. Pour
cela, nous allons tout d’abord mettre en avant le rôle de la perturbation de vorticité, puis nous
caractériserons l’influence de la fermeture turbulente sur la prévision du champ de perturbations.
Nous regarderons enfin la contribution du terme de diffusion turbulente ∂τxx − τzz

∂x
dans le bilan de

quantité de mouvement, contribution supposée directement proportionnelle à ∂u

∂x
par l’hypothèse

de Boussinesq.

Profondeur de pénétration de la perturbation de vorticité

Comme nous l’avons vu au chapitre 3, Charru et Hinch (2000) définissent la profondeur de
pénétration de la perturbation δi à partir de la vorticité ; c’est-à-dire comme étant la distance à
la paroi pour laquelle la perturbation de vorticité devient négligeable. Pour rappel, la vorticité
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ϖ est définit comme le rotationnel 10 du champ de vitesse de l’écoulement :

ϖ = ∇∧ u (5.33)

Pour un écoulement bidimensionnel, ne subsiste que la composante transverse de la vorticité, que
l’on notera simplement ϖ = ∂u

∂z
− ∂w

∂x
. Après linéarisation, la perturbation de vorticité est donc

donnée, à l’ordre 1, par :
ϖ̂ = û,η − iŵ (5.34)

À partir des analyses linéaires faisant intervenir la correction d’Hanratty, on peut tracer cette
perturbation de vorticité pour plusieurs nombres de Reynolds dans et en dehors du régime tran-
sitionnel. La figure 5.8 montre ainsi les profils de perturbation de vorticité, normalisés par le
nombre de Reynolds, pour R = {30, 40, 50}, en dehors du régime transitionnel (en orange) et
pour R = {100, 200, 300, 500, 700, 1000} dans le régime transitionnel (en bleu).

On observe immédiatement dans le régime transitionnel un pic de vorticité, dont la localisation
semble indépendante du nombre de Reynolds R, aux alentours de z+ = 7, dans la zone tampon.
Les profils tendent ensuite peu à peu vers zéro au-delà de la zone tampon. À l’inverse, bien que
l’on devine le début de l’apparition de ce pic pour R = 50, en dehors du régime de transition,
les profils tendent directement vers zéro. On peut définir, dans le régime transitionnel, une zone
de vorticité, correspondant à la région dans laquelle la vorticité n’est pas nulle et dont l’influence
ne peut être négligée, et une zone dite de non-vorticité, dans laquelle la vorticité n’agit plus,
loin de la paroi. Nous verrons notamment dans la section suivante que, dans la zone de vorticité,
les perturbations de vitesse sont impactées et on observe l’apparition d’un déphasage, tandis
qu’en dehors de cette région, la phase des perturbations est globalement constante. Un autre
point notable concerne l’augmentation de δi avec le nombre de Reynolds R : la perturbation de
vorticité diffuse de plus en plus loin au sein de la région interne, jusqu’au-delà de la zone tampon
pour les valeurs les plus élevées de R.

Influence de la fermeture turbulente sur le champ de perturbation de vitesse

Les profils des perturbations de vitesse ont été extraits des simulations RANS à différentes
positions x/λ le long de l’ondulation, et sont comparés à la base de données de DNS sur la
figure 5.9, pour R = 150 et R = 300. Comme attendu, on observe dans un premier temps que
l’amplitude des perturbations est divisée par deux lorsque le nombre de Reynolds est multiplié
par deux. Cette observation est cohérente avec les développements linéaires puisque, d’après

la décomposition (3.4), pour chaque quantité q, la fluctuation q+ − ⟨q⟩+

ζ0+ est proportionnelle à

α+ = R−1. De plus, le rôle de la vorticité est illustré ici de façon immédiate : en dehors de la zone
de vorticité identifiée au paragraphe précédent (zone grisée sur la figure 5.9), les perturbations,
bien que non nulles, évoluent peu. De plus, la phase du champ de perturbation n’est pas altérée
par la déformation de la paroi, l’ordonnancement des profils correspondant à leur position le
long de l’ondulation. En revanche, dans la zone de vorticité, on observe non seulement un pic
des perturbations de vitesse autour de z+ = 10, en cohérence avec celui de la perturbation de
vorticité, mais également une modification de l’ordre des profils de perturbation, qui se croisent
en raison de l’apparition du déphasage du champ de perturbation dans cette zone.

La figure 5.9 montre également l’influence de la fermeture turbulente pour prévoir le champ
de perturbation dans la zone de vorticité. On voit en effet que le modèle EB-RSM procure un
excellent accord avec les données de DNS, quelque soit le nombre de Reynolds concerné. Le
modèle K − ω, quant à lui, donne également une très bonne prévision du champ perturbé en
dehors de la zone de vorticité. Cependant, dans la zone de vorticité, bien que le comportement
global des profils de perturbation soit correctement reproduit, on note tout de même un moins
bon accord avec les données de DNS que pour le modèle EB-RSM. En particulier, les profils

10. Voir annexe A.1
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Figure 5.9. – Profils de perturbation de vitesse à x/λ = 0.0 (bleu), x/λ = 0.2 (violet), x/λ = 0.4
(vert), x/λ = 0.6 (orange) et x/λ = 0.8 (rouge). Symboles : DNS, traits pleins :
simulations RANS avec le modèle EB-RSM, traits pointillés : simulations RANS
avec le modèle K− ω. Ligne pleine grise : profil de perturbation de vorticité (tiré
des analyses linéaires), la zone grisée représentant la région de vorticité. Gauche :
R = 150, droite : R = 300.

donnés par le modèle K − ω présentent un pic d’amplitude plus faible et légèrement décalé. Ces
différences s’accentuent lorsque le nombre de Reynolds R augmente, résultant en une mauvaise
représentation du champ de perturbation, et notamment de la phase du cisaillement pariétal.
Ainsi, dans la zone de vorticité, le champ perturbé est fortement impacté par la déformation de
la paroi, et les deux fermetures turbulentes donnent des résultats différents, l’approche basée sur
l’hypothèse de Boussinesq étant mise en défaut.

5.3.5. De l’importance du terme de diffusion turbulente dans le bilan de quantité
de mouvement

À l’ordre dominant

À l’ordre dominant, le modèle K − ω néglige la contribution du terme de diffusion turbulente
dans le bilan de quantité de mouvement. En effet, avec l’hypothèse de Boussinesq, la différence
des tensions diagonales est donnée par la relation :

⟨τxx − τzz⟩+ = 4
〈
νt

+∂u
+

∂x+

〉
= 0 (5.35)

À l’inverse, le modèle EB-RSM procure une bien meilleure prévision de ce terme, fournissant
notamment une contribution non nulle, comme illustré sur la figure 5.10 pour R = 300. On peut
constater que le modèle K− ω donne une bonne estimation de τxz. En revanche, les résultats du
modèle EB-RSM montrent que la différence des tensions diagonales n’est pas nulle, contrairement
à ce qui est prévu par l’hypothèse de Boussinesq.

Cependant, dans le bilan de quantité de mouvement, la contribution de la différence des ten-
sions diagonales intervient à travers sa dérivée dans la direction longitudinale. Or, à l’ordre 0,
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Figure 5.10. – Profils moyens de ⟨τxz⟩+ (orange) et ⟨τxx − τzz⟩+ (bleu) tels que donnés par les
simulations RANS à R = 300. Ligne pointillée : modèle K − ω, ligne pleine :
modèle EB-RSM.

l’écoulement est supposé entièrement établi dans cette direction : toutes les dérivés correspon-

dantes sont nulles. Ce n’est pas le cas de ∂ ⟨τxz⟩
+

∂z+ , qui représente la contribution principale dans
le bilan de quantité de mouvement. À l’ordre dominant, l’utilisation de l’hypothèse de Boussi-
nesq ne pose pas de problème, et le modèle K − ω procure alors une approximation correcte des
différentes quantités de l’écoulement de base.

À l’ordre 1

Les profils de perturbation
∂
(
τxz

+ − ⟨τxz⟩+
)

∂z+ et
∂
(
τxx

+ − τzz+ − ⟨τxx − τzz⟩+
)

∂x+ donnés par les
modèles EB-RSM et K−ω sont tracés à différentes positions le long de l’ondulation sur la figure
5.11. Contrairement à ce qu’il se passe à l’ordre dominant, on peut observer immédiatement
que la contribution du terme de diffusion turbulente au premier ordre est du même ordre de

grandeur que la contribution de ∂ ⟨τxz⟩+

∂z+ dans la zone de vorticité. En effet, en dehors de la

région de vorticité, les profils de perturbation de ∂ ⟨τxx − τzz⟩+

∂x+ tendent rapidement vers zéro,

contrairement à ceux de ∂ ⟨τxz⟩+

∂z+ . Loin de la paroi, l’hypothèse de Boussinesq semble être une
approximation raisonnable des différentes contributions intervenant dans le bilan de quantité de
mouvement. En revanche, au premier ordre, ce n’est plus le cas dans la zone de vorticité non nulle,

proche de la paroi. Avec l’hypothèse de Boussinesq, dans le modèle K−ω, le terme ∂
(
τxx

+ − τzz+)
∂x+

est proportionnel ∂

∂x+

[
4νt+

∂u+

∂x+

]
. Or, la figure 5.11 montre que ce dernier terme est d’environ

deux ordres de grandeur inférieur à la perturbation de la différence des tensions diagonales prévue
par le modèle EB-RSM. Dans tous les cas, dans la zone d’intérêt à vorticité non nulle, le terme
∂u+

∂x+ est d’ordre 1 et la contribution à l’ordre dominant de νt+, du fait de l’amortissement de

van Driest, tend vers zéro proche de la paroi : le produit νt+
∂u+

∂x+ s’annule donc dans cette zone,
comme illustré par la figure 5.11. Au premier ordre, cela revient à négliger la contribution du
terme de diffusion turbulente dans le bilan de quantité de mouvement, notamment dans la zone
de vorticité non nulle. L’équilibre du bilan de quantité de mouvement est modifié dans cette zone
où apparaissent les déphasages du champ de perturbation, dont la manifestation sur la contrainte
de cisaillement pariétale a été observée expérimentalement par Hanratty et al. Ces résultats sont
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5.3. Comparaison entre simulations, mesures et analyses linéaires

Figure 5.11. – Profils de perturbations
∂
(
τxz

+ − ⟨τxz⟩+
)

∂z+ (gauche) et

∂
(
τxx

+ − τzz+ − ⟨τxx − τzz⟩+
)

∂x+ (droite) à R = 300, donnés par le modèle
EB-RSM (lignes pleines), à x/λ = 0.0 (bleu), x/λ = 0.2 (violet), x/λ = 0.4
(vert), x/λ = 0.6 (orange) et x/λ = 0.8 (rouge). Sur la figure de droite, en

pointillés, les profils de ∂

∂x+

[
4νt+

∂u+

∂x+

]
donnés par le modèle K−ω sont tracés

aux mêmes positions x/λ. L’échelle correspondante est sur l’axe supérieur.

confirmés par la base de données de DNS (Chedevergne et al., 2023).
En conclusion de ce chapitre, les différentes études menées nous ont permis de caractériser

l’influence de la fermeture turbulente sur la prévision du champ de perturbation. La mise en
défaut de l’hypothèse de Boussinesq a rapidement été identifiée comme une conjecture plausible
permettant d’expliquer l’incapacité des modèles de longueur de mélange standard et K − ω à
reproduire les observations expérimentales. Cette conjecture a pu être vérifiée à partir de l’étude
du champ de perturbation dans la région proche de la paroi, grâce à une comparaison des calculs
RANS avec une base de données de référence provenant de simulations numériques directes. Nous
montrons ainsi que la correction d’Hanratty agit comme un palliatif pour compenser l’insuffisance
de l’hypothèse de Boussinesq à travers une modification de la viscosité turbulente (corrigeant
directement le cisaillement). Or, nous avons vu que le terme problématique est le terme de diffusion
turbulente. Pour mettre au point des corrections pour des approches RANS, qui font l’objet du
chapitre 7, nous adopterons une stratégie différente, qui ne se base pas sur la viscosité turbulente.
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Chapitre 5. Étude de la réponse linéaire forcée de la région interne d’une couche limite
turbulente incompressible

Bilan
Dans ce chapitre, les études de réponses linéaires forcées de la littérature ont été reprises et

déclinées sous différentes versions, en faisant notamment appel à un modèle K−ω, afin d’y être
comparées aux mesures expérimentales d’Hanratty présentées au chapitre 3. Des simulations
RANS réalisées avec différentes fermetures turbulentes ont également été menées, dans une
configuration de canal similaire au montage expérimental. Les analyses linéaires étant basées
sur une configuration de région interne de couche limite turbulente, l’influence du nombre
de Reynolds de frottement a pu être caractérisée à partir d’une analyse linéaire réalisée en
configuration de canal, permettant de valider la comparaison de ces deux approches dans le
régime transitionnel. Les résultats de ces différentes études ont permis d’expliquer l’incapacité
des modèles de longueur de mélange standard (c’est-à-dire ne faisant pas appel à la correction
d’Hanratty) et K − ω à prévoir correctement le déphasage de la contrainte de cisaillement
observé expérimentalement, illustrant la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq dans le
régime transitionnel. Afin de valider cette conjecture, le champ de perturbation a été analysé,
mettant notamment en lumière l’existence d’une zone de vorticité. Dans cette région proche
de la paroi, dans laquelle la perturbation de vorticité n’est pas nulle, les profils de perturbation
de vitesse montrent l’apparition d’un déphasage du champ perturbé. L’analyse des différentes
contributions intervenant dans le bilan de quantité de mouvement nous a ensuite permis de
démontrer la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq dans cette région de vorticité non
nulle, qui néglige l’impact du terme de diffusion turbulente au premier ordre. Le rôle et le
fonctionnement de la correction d’Hanratty pour pallier ce défaut dans le modèle de longueur
de mélange sera discuté en détail dans le chapitre 7.
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Chapitre 6
Étude de la stabilité d’une surface ablatée et
de l’influence de la fermeture turbulente sur la
prévision des transferts thermiques

Le chapitre 5 nous a permis de montrer, grâce à l’étude des perturbations de vitesse, la
mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq, et par conséquent l’influence importante du choix
de la fermeture turbulente pour prévoir les caractéristiques de l’écoulement dans le régime
transitionnel. Dans les applications d’ablation, la régression de la paroi est le plus souvent
régie par les transferts thermiques à la paroi. Ce chapitre a pour but d’étendre les analyses
du chapitre précédent au bilan d’énergie et aux transferts thermiques. La base de données
de simulations numériques directes permet notamment de compléter les mesures de vitesses
d’Hanratty et al. et d’obtenir des informations sur les flux de chaleur, dans une configuration
canal proche des expériences. L’équation de l’énergie exprimée pour l’enthalpie totale a ainsi
été linéarisée en s’inspirant des travaux de Claudin et al. (2017) présentés dans le chapitre
3. Ces nouvelles études de réponses linéaires forcées ont été complétées par des simulations
RANS faisant intervenir différentes fermetures turbulentes. Ces travaux ont permis de montrer
l’impact du choix de la fermeture turbulente ainsi que le rôle de la correction d’Hanratty dans
la prévision des flux thermiques. La stabilité d’une surface ablatée a ensuite été étudiée à
l’aide des différentes fermetures turbulentes considérées. Les résultats obtenus ont permis de
montrer que lors de la régression de la surface, l’émergence d’une longueur d’onde particulière
de la déformation de la paroi est favorisée. On peut rapprocher cette longueur d’onde de la
corrélation de Thomas (1979), illustrant, à travers l’influence de l’hypothèse de Boussinesq,
le rôle de la turbulence dans la sélection d’une longueur d’onde particulière lors du recul
de la paroi. Un article paru dans le Journal of Fluid Mechanics (Chedevergne et al., 2023)
présente les développements et conclusions qui font l’objet de ce chapitre (ainsi qu’une partie
des conclusions du précédent) et la base de données de DNS établie en marge de ces travaux
de thèse.
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Chapitre 6. Étude de la stabilité d’une surface ablatée et de l’influence de la fermeture
turbulente sur la prévision des transferts thermiques

Dans le cadre des applications d’ablation et d’érosion qui motivent notre étude, qu’elles soient
liées au contexte de la rentrée atmosphérique ou, plus généralement, aux nombreux environne-
ments géophysiques évoqués au chapitre 1 de ce manuscrit, il est nécessaire, pour étudier la
régression de la paroi, de s’intéresser aux transferts de masse et/ou d’énergie. Les considérations
soulevées dans ce chapitre 6, inspirées des travaux de Claudin et al. (2017), restent suffisamment
générales pour représenter un certain nombre d’applications. En effet, nous nous concentrons
ici sur l’équation de l’énergie (2.2c) pour l’enthalpie totale dans le but de pouvoir comparer les
études linéaires aux simulations RANS et DNS. Or, pour de grandes valeurs de flux thermiques
pariétaux ϕw, typiques des cas rencontrés dans le contexte de la rentrée atmosphérique, la dis-
sipation peut être négligée dans l’équation (2.2c). Celle-ci se réduit alors à une simple équation
d’advection-diffusion. Cette équation, identique à l’équation de dissolution (3.35) proposée par
Claudin et al. (2017) 1 est représentative d’une grande variété d’applications. Elle est notamment
adaptée à nos applications d’ablation rencontrées dans le contexte de la rentrée atmosphérique,
où, comme nous allons le supposer dans ce chapitre, la vitesse de régression de la paroi peut être
directement reliée au flux thermique pariétal ou à la concentration d’un oxydant par exemple 2.

6.1. Retour sur les analyses linéaires

6.1.1. Équation de l’énergie pour l’enthalpie totale

Dans le but d’étendre les études menées au chapitre précédent à l’analyse du bilan d’énergie et
des transferts thermiques, les analyses linéaires précedemment réalisées sont reprises en incluant
la linéarisation de l’équation de l’énergie. Afin de pouvoir les comparer aux simulations RANS et
à la base de données de DNS, on considère l’enthalpie totale ht = h+ uiui

2 , vue dans une première
approche comme un scalaire passif. L’équation de l’énergie (2.2c) peut s’écrire sous la forme :

div
(
ν

Pr

∂h

∂xi
− u′

ih
′ + τijuj − htui

)
= 0 (6.1)

Le flux thermique normal à la paroi, noté f , est donné par l’expression suivante :

f = ν

Pr

∂h

∂z
− w′h′ + uτxz + wτzz − wht = 0 (6.2)

Le flux thermique turbulent −w′h′ est modélisé à l’aide d’une hypothèse de simple gradient
(SGDH) 3. La différence entre l’approche développée dans notre étude et celle de Claudin et al.
(2017) réside dans le modèle de longueur de mélange utilisé pour cela. Cette longueur de mélange,
que nous noterons lθ, diffère du modèle proposé par Claudin et al. (2017), qui considèrent que cette
dernière peut simplement être prise identique à celle utilisée pour la dynamique de l’écoulement
(équation (2.55)). Le flux thermique turbulent est donné par :

−w′h′ = lθ
2

Prt

∂u

∂z

∂h

∂z
(6.3)

Avec Prt = 0.9 le nombre de Prandtl turbulent, et la longueur de mélange lθ prise sous la forme
proposée par Cebeci et Smith (1974), qui sépare les fonctions d’amortissement de la vitesse et de
l’enthalpie, permettant de distinguer les comportements proches de la paroi de ces deux variables :

lθ = κz

[
1− exp

(
−
z
√
τxz

νA

)] 1
2
[
1− exp

(
−
z
√
τxz

νAθ

)] 1
2

(6.4)

1. Voir chapitre 3.
2. Voir chapitre 1 pour plus de détails sur les mécanismes menant à l’ablation d’un corps de rentrée.
3. Voir chapitre 2.
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6.1. Retour sur les analyses linéaires

6.1.2. Linéarisation de l’équation de l’énergie et du flux thermique normal
Afin de réaliser l’expansion linéaire de l’équation (6.1), l’enthalpie h et le flux normal f , adi-

mensionnés par la vitesse de frottement uτ , et la longueur de mélange lθ, adimensionnée par le
nombre d’onde α, sont exprimés suivant la décomposition (3.4) :

h = uτ
2
(
⟨h⟩+ αζ0ĥe

iαx
)

f = uτ
3
(
⟨f⟩+ αζ0f̂ e

iαx
)

αlθ = ⟨lθ⟩+ αζ0 l̂θe
iαx

(6.5)

À l’ordre dominant

En notant ϕw∗ = ⟨ϕw⟩
ρuτ 3 le flux thermique à la paroi adimensionné (à l’ordre 0), l’enthalpie

moyenne est obtenue à partir de l’équation :(
⟨lθ⟩2 ⟨u⟩,η
Prt

+ R
−1

Pr

)
⟨h⟩,η + ⟨u⟩+ ϕw

∗ = 0 (6.6)

La partie homogène de la longueur de mélange, ⟨lθ⟩, s’exprime, à l’ordre 0 :

⟨lθ⟩ = κη

[
1− exp

(
−Rη
A0

)] 1
2
[
1− exp

(
−Rη
Aθ0

)] 1
2

(6.7)

À l’ordre dominant, la valeur de Aθ0 est prise égale à 30, proche de la valeur préconisée par Cebeci
et Smith (1974) pour un nombre de Prandtl turbulent Prt = 0.9.

Au premier ordre

La linéarisation de la longueur de mélange est obtenue comme précédemment à l’aide d’un
développement de Taylor autour de la perturbation η0 = αζ0. Comme ce que nous avions fait au
chapitre 3, nous prenons en compte les variations relatives de R et A en fonction respectivement
de la vitesse de frottement et de la correction d’Hanratty C (relations (3.10) et (3.11)). De même,
ici, la correction d’Hanratty est incluse de façon similaire dans le paramètre Aθ de la fonction
d’amortissement de l’enthalpie, que l’on considère également dépendant de la vitesse de frottement
en introduisant le paramètre εθ.

Aθ|η−η0
= Aθ

0
(
1 + η0

(
bHθC(η − η0) + εθ(τ̂xz(η − η0))1/2

))
(6.8)

La dépendance à la correction d’Hanratty est la même que pour la longueur de mélange l, c’est-
à-dire que dans la suite de notre étude, nous prendrons bHθ = bH = 33. Le meilleur accord avec
les résultats de DNS et des simulations RANS avec le modèle EB-RSM est obtenu pour εθ = 4.
Finalement, la fluctuation l̂θ s’exprime :

l̂θ = −κ
[
1− exp

(
−Rη
A0

)] 1
2
[
1− exp

(
−Rη
Aθ0

)] 1
2

×

1 + 1
2

exp
(
−Rη
A0

)
1− exp

(
−Rη
A0

) (Rη
A0 + Rη

2

A0

(
τ̂xz
2 − bHC

))

+1
2

exp
(
− Rη
Aθ0

)
1− exp

(
− Rη
Aθ0

) (Rη
Aθ0 + Rη

2

Aθ0

(
(1− εθ)

τ̂xz
2 − bHθC

))
(6.9)
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Chapitre 6. Étude de la stabilité d’une surface ablatée et de l’influence de la fermeture
turbulente sur la prévision des transferts thermiques

Le système d’équations à résoudre pour déterminer les fluctuations ĥ et f̂ de l’enthalpie et du
flux est dérivé à partir de la linéarisation des équations (6.1) et (6.2) de la même façon que ce
qui a été fait jusque là pour l’ensemble des analyses linéaires.

ĥ,η =
[
f̂ + ŵ

(
⟨h⟩+ 1

2 ⟨u⟩
2
)
−
(
τ̂xz ⟨u⟩ −

1
3χ

2ŵ + û

)

−
⟨h⟩,η
Prt

(
2 ⟨lθ⟩ l̂θ ⟨u⟩,η + ⟨lθ⟩2 (û,η + iŵ)

)](⟨lθ⟩2 ⟨u⟩,η
Prt

+ R
−1

Pr

)−1 (6.10)

f̂ ,η =
(
i ⟨u⟩

⟨lθ⟩2 ⟨u⟩,η
Prt

+ R
−1

Pr

)
ĥ+ 3

2 i ⟨u⟩
2 û+ iû ⟨h⟩ − i

(
τ̂xx ⟨u⟩ −

1
3χ

2û+ ŵ

)
(6.11)

On associe à ces équations une condition à la paroi de type Dirichlet, où l’enthalpie est imposée,
de telle sorte que la comparaison avec les simulations RANS et DNS soit cohérente, et on considère
que le flux à l’infini est nul :

ĥ(0) = −⟨h⟩,η (0)

f̂(∞) = 0
(6.12)

On obtient un système de six équations fermées composé du système (3.23) et des équations
(6.10) et (6.11), que l’on résout avec la méthode de collocation spectrale introduite au chapitre
5. Les résultats de l’analyse linéaire sont présentés dans la section 6.3 et serviront par la suite à
calculer la vitesse de régression de la paroi dans la section 6.4.

6.2. Simulations RANS et données de référence
Les mesures d’Hanratty ne procurent pas d’information sur les flux thermiques à la paroi, cette

limitation ayant par ailleurs motivé la construction de la base de données de DNS présentée au
chapitre précédent (section 5.3.1). C’est pourquoi les données de référence utilisées dans ce cha-
pitre seront principalement issues des simulations DNS, auxquelles nous comparerons les résultats
des calculs RANS réalisés dans des conditions identiques. Comme évoqué au chapitre précédent,
la condition limite considérée pour ces derniers calculs a été modifiée. Une température constante
est désormais imposée aux parois, et un terme source, constant et homogène, est ajouté afin
d’équilibrer le bilan d’énergie pour une valeur de flux pariétal donnée.

6.2.1. Validation des simulations RANS à l’ordre dominant

Les simulations DNS ayant été validées sur la figure 5.6 au chapitre précédent grâce à une com-
paraison avec les DNS issues des travaux de Hoyas et Jiménez (2008), nous nous en servons ici
pour confirmer la bonne représentativité des calculs RANS concernant les profils de température.
Cette grandeur nous intéresse car, au vu des conditions dans lesquelles ont été menées les simu-
lations, elle peut être directement assimilée à un scalaire passif. De plus, le fluide simulé est l’air,
considéré dans les calculs RANS et DNS comme un gaz parfait, et les champs de température
obtenus sont peu élevés. Par conséquent, la capacité thermique spécifique Cp du fluide peut ici
être supposée constante. Ainsi, les profils de température extraits des simulations sont directe-
ment proportionnels aux profils d’enthalpie grâce à la relation ht − htw = CpΘ (en notant Θ la
différence de température avec la paroi et htw l’enthalpie à la paroi), facilitant la comparaison
avec les analyses linéaires.

La différence de température Θ définie ci-dessus est adimensionnée 4 par la température de
frottement, Θτ = −ϕw

ρCpuτ
. Les profils de température moyen ⟨Θ⟩+ sont tracés sur la figure 6.1,

qui propose une comparaison entre les DNS et les calculs RANS réalisés avec les modèles K−ω et

4. Ce que l’on notera comme précedemment par un +.
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6.2. Simulations RANS et données de référence

Figure 6.1. – Profils de température moyens. La courbe orange représente les simulations RANS
avec le modèle K − ω et la courbe bleue avec le modèle EB-RSM. Les DNS sont
représentées par les symboles verts. Gauche : R = 150, droite : R = 300.

EB-RSM combinée à l’hypothèse GGDH. On peut noter que les profils des DNS sont reproduits
plutôt correctement par la fermeture au second ordre, même si une légère différence apparaît
pour les plus hauts nombres de Reynolds étudiés. Comme en ce qui concerne les profils de vitesse
moyenne, le modèle K−ω est un peu moins fidèle. En particulier, on observe une tendance similaire
à sous estimer les résultats de DNS dans les zones tampon et logarithmique. Cette caractéristique
est toutefois plus marquée que sur les profils de vitesse et l’écart semble augmenter lorsque R
augmente. Dans l’ensemble, ces résultats sont cohérents et valident les simulations RANS.

6.2.2. Champ de perturbation de température

Comme pour la dynamique de l’écoulement, bien que la tendance globale donnée par les modèles
K−ω et EB-RSM par rapport aux DNS soit correcte à l’ordre dominant, on observe bien plus de

différences à l’ordre de la perturbation. Les profils de perturbations de la température Θ+ − ⟨Θ⟩+

ζ0+

sont extraits des simulations RANS, de façon similaire que ce qui a été fait au chapitre 5. Là encore,
comme attendu, l’amplitude de la perturbation est divisée par deux lorsque le nombre de Reynolds
R est doublé, en cohérence avec les développements linéaires et ce que nous avions vu au chapitre
précédent. Les conclusions tirées de l’analyse des perturbations de vitesse au chapitre 5 restent
valables quand nous nous penchons sur les profils de perturbations de température, bien qu’on
puisse toutefois observer quelques différences notables. En effet, les figures 6.2 gauche et droite
illustrent bien la division entre une zone de vorticité, dans laquelle les profils de perturbations se
croisent, indiquant l’apparition d’un déphasage du champ perturbé, et la zone de vorticité nulle
dans laquelle les perturbations, bien que différentes de zéro, évoluent peu et sont en phase avec
le profil de la paroi. Le pic que l’on peut noter sur les profils de perturbations de vitesse, situé
autour de z+ = 10, est toujours visible, bien que moins marqué : l’amplitude des perturbations
reste importante loin de la paroi, dans la zone de vorticité.

La prévision des profils de perturbations par les simulations RANS montre que les deux modèles,
comme pour les profils de perturbations de vitesse, procurent une tendance générale en bon
accord avec les résultats de DNS. Cependant, le modèle EB-RSM se montre moins précis quand
il s’agit de retrouver le champ de perturbations de température, par rapport à ses performances
concernant les perturbations de vitesse, illustrant les limites de l’hypothèse de gradient généralisée
(GGDH) utilisée ici (Daly et Harlow, 1970). Il reste cependant meilleur que le modèle K−ω, qui
présente également un écart plus important avec les données de référence que lorsqu’il s’agissait
du champ de vitesse. Les mêmes conclusions que nous avions eues quant à la comparaison des deux
modèles restent valables : le modèle EB-RSM procure une bonne estimation globale des profils de
perturbations de température, contrairement au modèle K−ω, qui, comme au chapitre précédent,
tend à sous-estimer non seulement l’amplitude mais aussi le déphasage des perturbations par
rapport aux résultats de DNS et du modèle au second ordre. Au chapitre précédent, nous avions
pu utiliser ces résultats pour expliquer les observations que nous avions faites quant à l’influence
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Figure 6.2. – Profils de perturbation de température à x/λ = 0.0 (bleu), x/λ = 0.2 (violet),
x/λ = 0.4 (vert), x/λ = 0.6 (orange) et x/λ = 0.8 (rouge). Symboles : DNS, traits
pleins : simulations RANS avec le modèle EB-RSM, traits pointillés : simulations
RANS avec le modèle K − ω. La zone grisée représente la région de vorticité.
Gauche : R = 150, droite : R = 300.

de la fermeture turbulente pour retrouver la phase et l’amplitude du cisaillement à la paroi. Ces
conclusions concernant les profils de perturbations de température ont, comme pour la dynamique
de l’écoulement, une incidence sur l’amplitude et le déphasage du flux thermique pariétal.

6.3. Phase et amplitude du flux thermique
Dans cette section, nous nous intéressons plus particulièrement à la prévision des flux ther-

miques à la paroi, grandeur que l’on suppose généralement directement proportionnelle à la vitesse
de récession de la paroi dans les cas d’ablation qui nous occupent.

6.3.1. Comparaison des analyses linéaires avec les calculs Navier-Stokes
Une autre démonstration de l’influence de la fermeture turbulente peut être faite en comparant

la phase et l’amplitude du flux thermique à la paroi issues des simulations RANS et des DNS avec
les analyses linéaires. Comme précisé en début de ce chapitre, nous pouvons négliger le terme de
dissipation dans l’équation (2.2c) car les flux thermiques moyens ϕw rencontrés sont élevés. C’est
le cas en pratique lorsque |ϕw∗| est supérieur à 100. Dans la suite de cette section, nous prendrons
ϕw

∗ = −400 pour les simulations et les analyses linéaires. Les évolutions de la phase θϕw et de

l’amplitude du flux thermique
∣∣∣∣∣ϕw+ −

〈
ϕw

+〉
ζ0+

∣∣∣∣∣ sont tracées sur la figure 6.3 pour les différentes

études menées.

Évolution de θϕw
Une première remarque que nous pouvons faire concernant l’évolution de la phase du flux

thermique (figure 6.3 gauche) est que les résultats obtenus avec le modèle EB-RSM semblent
suivre correctement la tendance observée sur les données de référence – bien qu’ils semblent
surestimer légèrement ce déphasage. Ce n’est pas le cas du modèle K−ω. Non seulement ce dernier
sous-estime θϕw mais il ne suit pas non plus l’évolution procurée par les DNS : le déphasage du
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Figure 6.3. – Phase (gauche) et amplitude (droite) du flux thermique pour ϕw∗ = −400. Com-
paraisons entre les DNS (losanges rouges), les simulations RANS avec les mo-
dèles EB-RSM (triangles bleus) et K − ω (triangles oranges), et les analyses li-
néaires(traits pleins). En orange : avec une hypothèse de turbulence gelée (i.e
A0 = 26, Aθ0 = 30, bH = bHθ = 0 et εθ = 1 et la contribution en τ̂xz nulle), et en
bleu avec toutes les corrections activées (i.e A0 = 26, Aθ0 = 30, bH = bHθ = 35
et εθ = 4). En pointillés-tirets bleus, même configuration mais avec ϕw∗ = 400,
les triangles inversés bleus étant les simulations correspondantes avec le modèle
EB-RSM. En pointillés noirs : résultat obtenu par Claudin et al. (2017) (corres-
pond au cas A0 = 26, Aθ0 = 26, bH = bHθ = 35 et εθ = 0). Le trait en tirets gris
représente la ligne à −90◦.

flux thermique semble presque constant, toujours inférieur à −90◦, pour R < 500, puis diminue
pour des nombres de Reynolds plus élevés, contrairement à ce que prévoit le modèle EB-RSM.
Ce qui est intéressant ici, c’est qu’on retrouve ce comportement dans l’étude de réponse linéaire
forcée réalisée avec une hypothèse de turbulence gelée ; c’est-à-dire en ne prenant pas en compte
les contributions issues de la dépendance en τ̂xz et de la correction d’Hanratty C dans la longueur
de mélange l̂θ. Plus spécifiquement, ceci revient à prendre A0 = 26, Aθ0 = 30, bH = bHθ = 0 et
εθ = 1, et à retirer la contribution due à la fluctuation du cisaillement dans la longueur de mélange
l̂ de la partie dynamique (système (3.23)). Lorsque nous incluons la correction d’Hanratty dans
l’analyse linéaire, qui est donc comptée deux fois, pour A et pour Aθ, l’évolution de θϕw semble
plus proche des résultats obtenus avec le modèle EB-RSM, bien que surestimée. C’est notamment
ce qu’avait fait Claudin et al. (2017), prenant l̂θ = l̂, ce qui revient à avoir A0 = Aθ

0 = 26,
bH = bHθ = 35 et εθ = 0. Les valeurs de θϕw sont dans ce cas surestimées d’environ 40◦. Pour
avoir un meilleur accord avec les données EB-RSM, il a été nécessaire d’ajouter la dépendance de
Aθ au cisaillement (voir relation (6.8)), en prenant εθ = 4. Enfin, une simulation RANS avec le
modèle EB-RSM et une analyse linéaire ont permis de montrer que, pour un flux ϕw suffisamment
grand, lorsque le signe de ϕw∗ change, les angles du flux thermique sont déphasés de 180◦.

Ces observations sont cohérentes avec l’ensemble des conclusions que nous avons eues jusque
là, notamment avec l’analyse de l’évolution de θτw : dans le régime transitionnel, les modèles
basés sur l’hypothèse de Boussinesq ne permettent pas de retrouver la bonne évolution de θϕw .
On montre de plus ici que la correction d’Hanratty, même si initialement conçue pour corriger
la dynamique de l’écoulement, a également un impact positif sur la prévision du flux thermique
pariétal, bien qu’insuffisant. Une correction supplémentaire, liée à une dépendance de Aθ à τ̂xz,
est nécessaire pour les analyses linéaires, les meilleurs résultats ayant été obtenus pour εθ = 4.

Évolution de
∣∣∣∣∣ϕw+ −

〈
ϕw

+〉
ζ0+

∣∣∣∣∣
Nous pouvons observer plus d’écarts entre les différentes études en ce qui concerne les fluctua-

tions de l’amplitude du flux de chaleur à la paroi, tracés sur la figure 6.3 droite. Les simulations
RANS illustrent encore une fois que, conformément à tout ce que nous avons vu jusque là, le
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modèle EB-RSM se montre plutôt performant pour reproduire les données de référence, contrai-
rement au modèle K− ω, bien que l’écart entre les deux modèles semble se réduire à mesure que
R augmente. En revanche, pour la première fois, le comportement des analyses linéaires diffère de

celui des calculs RANS, procurant notamment des valeurs plus faibles de
∣∣∣∣∣ϕw+ −

〈
ϕw

+〉
ζ0+

∣∣∣∣∣. Ainsi,

malgré une tendance à la baisse globalement similaire, on observe un écart non négligeable entre
l’hypothèse de turbulence gelée et le modèle K − ω. Ces différences sont encore plus marquées
entre l’étude de réponse linéaire forcée menée avec toutes les corrections activées et le modèle EB-
RSM. Même si les deux approches prévoient un amortissement de l’amplitude de flux thermique
à mesure que α+ diminue, la pente calculée avec l’analyse linéaire est moins importante que ce
que donnent les DNS et la modélisation au second ordre. Cela peut être due à la stratégie de
fermeture du flux thermique turbulent : comme nous l’avons vu dans le chapitre 2, le modèle aux
tensions de Reynolds fait pour cela appel à une hypothèse de gradient généralisée (GGDH) (Daly
et Harlow, 1970), tandis que dans les analyses linéaires, nous avons utilisé, à travers l’expression
(6.3), une hypothèse de simple gradient (SGDH). Les résultats obtenus par Claudin et al. (2017)
ne permettent pas d’obtenir un meilleur accord, et sont même plus éloignés des résultats des
simulations RANS et DNS.

6.3.2. Conclusion sur l’influence de la fermeture turbulente

L’ensemble des résultats présentés dans ce chapitre, ainsi que ceux du précédent, illustrent l’in-
fluence de la fermeture turbulente pour reproduire, dans des simulations RANS, le comportement
à la fois de la dynamique et de la thermique de l’écoulement. Les conséquences de l’utilisation
de l’hypothèse de Boussinesq dans le régime transitionnel se retrouvent, comme l’avaient montré
indirectement Thorsness et al. (1978) et Charru et al. (2013) et comme il a été vu au chapitre
5, sur la phase et l’amplitude du cisaillement, mais également du flux thermique. L’usage de
la correction d’Hanratty, conçue pour corriger le comportement du cisaillement τxz, permet de
compenser la mauvaise représentation des tensions de Reynolds diagonales τxx et τzz. Bien qu’elle
ait également un impact positif sur l’équation de l’énergie, les résultats discutés dans la section
précédente montrent qu’elle ne suffit pas à compenser les approximations faites dans la modé-
lisation du flux thermique turbulent, l’hypothèse de simple gradient utilisée dans les analyses
linéaires et le modèle K − ω semblant bien moins représentative que l’hypothèse GGDH de la
fermeture au second ordre. Il est toutefois intéressant de noter que bien qu’elle ait été conçue
pour corriger la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq, la correction d’Hanratty permet
également d’améliorer les résultats des études de réponses linéaires forcées pour la prévision des
transferts de chaleur. Bien qu’elle soit insuffisante, la dépendance de Aθ à τ̂xz permet, en prenant
εθ = 4 d’obtenir une estimation correcte de la phase du flux thermique θϕw . Il n’a cependant

pas été possible d’améliorer les résultats concernant l’amplitude
∣∣∣∣∣ϕw+ −

〈
ϕw

+〉
ζ0+

∣∣∣∣∣ dans les analyses

linéaires, montrant les limites de la correction d’Hanratty à ce niveau là.

6.4. Stabilité d’une surface régressive

On reprend désormais, avec les mêmes hypothèses, l’étude de la régression de la paroi initia-
lement menée par Claudin et al. (2017) et présentée dans le chapitre 3 de ce manuscrit. Comme
nous l’avions alors vu, toute surface quelconque peut être décomposée en une série de profils
sinusoïdaux, et la réponse linéaire de l’écoulement correspond à la superposition des réponses de
chaque profil sinusoïdal constituant la paroi. Le profil de la paroi ζ (3.42) s’écrit donc en fonction
d’un taux d’accroissement temporel σ et d’une fréquence angulaire Ω. L’évolution temporelle de
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la paroi ∂ζ
∂t

est supposée proportionnelle au flux pariétal ϕw, soit, à l’ordre 1 5 :

∂ζ

∂t
= (σ + iΩ) ζ0e

σt+iΩt+iαx ∝ αζ0f̂(0)eiαx (6.13)

Le taux d’amplification temporel est normalisé par le flux thermique à la paroi ϕw, la masse
volumique ρ du fluide et un facteur de proportionalité, noté r, en s2/m2, représentant le taux de
régression de la paroi : σ∗ = σϕw/rρ. En écrivant le flux en fonction d’une amplitude et d’un
déphasage, soit f̂(0) = |f(0)| ei(αx+θϕw), σ∗ est donné par :

σ∗ = −α |f(0)| eiθϕw (6.14)

Dans les analyses linéaires, α |f(0)| représente la fluctuation du flux thermique pariétal
∣∣∣∣∣ϕw+ −

〈
ϕw

+〉
ζ0+

∣∣∣∣∣.
Dans les simulations RANS, le taux d’amplification σ∗ est donné par l’expression :

σ∗ = −
∣∣∣∣∣ϕw+ −

〈
ϕw

+〉
ζ0+

∣∣∣∣∣ cos (θϕw) (6.15)

Prenons le cas d’un flux thermique à la paroi ϕw négatif. Le signe du taux d’amplification
temporel de la paroi σ∗ correspond alors au signe de cos (θϕw) : lorsque θϕw est compris entre−270◦

et −90◦, σ∗ est négatif. Le changement de signe s’opère à θϕw = −90◦, et le taux d’amplification
temporel devient positif pour θϕw compris entre −90◦ et 90◦ 6.

Pour savoir pour quels nombres d’onde σ∗ est positif, la ligne à −90◦ est tracée sur la figure 6.3
(gauche). Dans un premier temps, cette figure montre que pour les simulations RANS impliquant
le modèle K − ω et les analyses linéaires avec l’hypothèse de turbulence gelée, cette ligne n’est
jamais franchie, : le taux d’amplification temporel reste toujours négatif. À l’inverse, dans les
simulations RANS avec le modèle EB-RSM et les études de réponses linéaires forcées réalisées avec
l’ensemble des corrections activées, σ∗ change de signe aux alentours de α+ ≈ 0.006 (R ≈ 170), et
de α+ ≈ 0.004 (R ≈ 250) dans les DNS. Plus précisément, pour tous les nombres d’onde inférieurs
à la valeur pour laquelle σ∗ change de signe, θϕw reste supérieur à −90◦, et le taux d’amplification
temporel reste alors positif. De façon un peu abusive, mais pour faciliter leur dénomination, nous
qualifierons les longueurs d’onde correspondantes à un taux d’amplification temporel positif d’
« instables ».

On trace désormais σ∗ comme une fonction du nombre d’onde α+ sur la figure 6.4. Comme
attendu, lorsque l’hypothèse de Boussinesq est utilisée dans les analyses linéaires (sans corrections)
et dans les simulations RANS, le taux d’amplification temporel reste toujours négatif dans le
régime transitionnel. En revanche, en ce qui concerne les autres approches, dans la zone de
nombres d’ondes « instables » où σ∗ est positif, du fait de sa proportionnalité à α+, le taux
d’amplification temporel diminue rapidement après avoir atteint un pic, et tend vers 0 lorsque le
nombre d’onde diminue. L’émergence de la longueur d’onde correspondant à ce pic pour lequel
σ∗ est maximal va être privilégiée lors de la régression de la paroi. On ne peut malheureusement
pas l’observer sur les DNS car le nombre de Reynolds le plus haut simulé, pour des raisons de
coûts numériques, est R = 300, trop faible pour commencer à entrevoir la diminution de σ∗. Sa
position semble cependant légèrement décalée par rapport aux résultats issus du modèle EB-RSM,
probablement car la phase du flux thermique franchit la ligne à −90◦ pour un nombre d’onde
inférieur.

Comparaison avec la corrélation de Thomas (1979)

Nous avions vu à la fin du chapitre 1 que Thomas (1979) avait proposé une corrélation em-
pirique, à partir de mesures relevées dans diverses situations, entre la taille caractéristique des

5. La partie homogène correspond à la régression globale de la paroi, qui est uniforme.
6. Dans le cas où ϕw est positif, c’est l’inverse : σ∗ est positif lorsque θϕw est compris entre 90◦ et 270◦.
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Figure 6.4. – Taux d’amplification temporel normalisé σ∗ = σ/ϕw, en fonction du nombre
d’onde α+ en échelle logarithmique, et linéaire, zoomée sur le pic (encart). Com-
paraisons entre les simulations RANS avec le modèle K − ω (triangles oranges),
le modèle EB-RSM (triangles bleus), les DNS (losanges rouges) et les analyses
linéaires (ligne orange : avec une hypothèse de turbulence gelée (i.e A0 = 26,
Aθ

0 = 30, bH = bHθ = 0 et εθ = 0 et la contribution en τ̂xz nulle) ; ligne bleu :
avec toutes les corrections activées (i.e A0 = 26, Aθ0 = 30, bH = bHθ = 35 et
εθ = 4)). Les flèches bleues sur l’encart dénotent la position du pic d’instabilité.

coups de gouge et la longueur visqueuse δν de la couche limite. Nous nous proposons ici de com-
parer les valeurs des longueurs d’ondes les plus « instables » relevées sur la figure 6.4 avec cette
corrélation. Pour rappel, la corrélation de Thomas est donnée pour une longueur d’onde λ+ d’en-
viron 1000, ce qui correspond à un nombre d’onde α+ 7 d’environ 6.3 × 10−3. Ici, nous relevons
un pic d’instabilité localisé, pour le modèle EB-RSM, à α+ ≈ 4× 10−3, soit λ+ ≈ 1550 8, et pour
l’analyse linéaire réalisée avec toutes les corrections activées, à α+ ≈ 2.2×10−3, soit λ+ ≈ 2850 9.
Par rapport à la zone identifiée par Claudin et al. (2017), inférieure d’une décade à la corrélation
de Thomas (1979) (ils donnent α+ ≈ 5 × 10−4), ces valeurs sont en bien meilleur accord avec
cette dernière, surtout en considérant la dispersion des mesures utilisées par Thomas (1979). La
longueur d’onde instable prévue par le modèle EB-RSM est particulièrement satisfaisante, en
cohérence avec le fait qu’il s’agit de l’approche qui a donné les meilleurs résultats par rapport aux
données de référence (issues des DNS et des expériences d’Hanratty et al.). La valeur que procure
l’analyse linéaire est plus éloignée de la corrélation de Thomas (1979), bien qu’elle reste du même
ordre de grandeur, illustrant encore une fois les limites de cette approche mises en lumière dans
la section 6.3. La figure 7.12, au chapitre suivant, illustre entre autres cette comparaison entre la
corrélation de Thomas (1979) et les positions des modes instables que nous avons identifiés ici.

7. Correspondant à R ≈ 160.
8. R ≈ 250.
9. R ≈ 454.
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Bilan
L’ensemble des résultats présentés dans les deux chapitres 5 et 6 montrent l’influence cri-

tique du choix de la fermeture turbulente pour correctement prévoir à la fois la dynamique et
la thermique d’une couche limite se développant sur une paroi déformée par une ondulation de
faible amplitude. La comparaison des simulations RANS, des DNS, et des analyses linéaires
a permis de clarifier l’implication des différents termes dans les équations de Navier–Stokes,
montrant en particulier l’importance du terme de diffusion turbulente dans le bilan de quan-
tité de mouvement. En particulier, nous avons identifié, aux alentours de la zone tampon de
la région interne, l’existence d’une zone de vorticité dans laquelle les perturbations de vitesse
et de température se déphasent par rapport au profil de la paroi. Dans le régime transitionnel,
l’apparition de ces déphasages n’est pas correctement prévu par l’hypothèse de Boussinesq,
en raison de la mauvaise représentation de la différence des tensions de Reynolds τxx − τzz,
tandis qu’une approche au second ordre procure de bien meilleurs résultats par rapport aux
données de référence. Dans les analyses linéaires, l’utilisation d’une correction, proposée par
Hanratty, s’avère nécessaire pour retrouver le comportement observé expérimentalement et
dans les DNS. Les conséquences de cette mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq sont
particulièrement frappantes lorsqu’on s’intéresse à la régression de la paroi, puisque les ap-
proches basées sur cette dernière se montrent incapables de prévoir un taux d’amplification
temporel positif de la régression de la paroi. Au contraire, l’approche au second ordre ainsi
que les analyses linéaires faisant appel à la correction d’Hanratty permettent d’obtenir un pic
montrant que l’émergence d’une longueur d’onde particulière est privilégiée lors de la régres-
sion de la paroi, illustrant le rôle crucial du choix de la fermeture turbulente dans ce type de
problèmes.
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Chapitre 7
Développement de corrections pour la prise en
compte des effets de la déformation de la
paroi dans un modèle à deux équations

Dans ce chapitre, nous présentons le développement de différentes corrections permettant
de pallier la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq, démontrée dans le chapitre 5,
et adaptées à un modèle à deux équations de transport du type K − ω. Les résultats des
simulations RANS réalisées avec le modèle EB-RSM seront utilisés comme référence. On
cherchera dans un premier temps à comparer les réponses à la déformation de la paroi des
modèles EB-RSM et K− ω, afin d’identifier des paramètres pertinents pour le modèle K− ω
susceptibles d’accueillir des corrections permettant de reproduire le comportement du modèle
EB-RSM dans le régime transitionnel. On montrera notamment l’influence du gradient de
pression créé par la déformation de la paroi sur la pente des profils de vitesse locaux à
différentes stations le long de l’ondulation, dans la zone logarithmique. Afin de prendre en
compte ces effets sur la structure de la région interne de la couche limite turbulente, différentes
corrections ont été établies, inspirées en particulier des travaux de Nickels (2004) et de Knopp
(2016). La stratégie générale adoptée consiste à modifier l’équilibre des coefficients du modèle
K− ω, initialement calibrés pour retrouver les caractéristiques de la couche limite turbulente
sur paroi plane et sans gradient de pression. Ces différentes corrections ont été testées grâce à
des études de réponses linéaires forcées et des simulations RANS, et leur efficacité à reproduire
le comportement attendu de la contrainte de cisaillement pariétal dans le régime transitionnel
a pu être démontrée. L’impact de ces corrections, qui ne traitent que de la dynamique de
l’écoulement, sur les flux thermiques, a également été évalué. Cependant, l’utilisation de ce
type de correction présente certaines limites, et une discussion concernant les stratégies RANS
à adopter pour ce problème est également proposée. Les résultats de ce chapitre ont fait l’objet
d’un article paru dans le European Journal of Mechanics - B/Fluids (Stuck et al., 2024).
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de la paroi dans un modèle à deux équations

7.1. Fonctionnement de la correction d’Hanratty

7.1.1. Un palliatif pour compenser la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq

Comme nous l’avons vu dans les chapitres 5 et 6, le choix de la fermeture turbulente pour
retrouver les résultats de référence est crucial. En particulier, nous avons montré que la mise
en défaut des modèles EVM dans le régime transitionnel provient de la mauvaise représentation
du terme de diffusion turbulente longitudinal par l’hypothèse de Boussinesq. Pour compenser la
contribution manquante dans le bilan de quantité de mouvement, Hanratty et al. proposent, pour
les analyses linéaires, la correction du modèle de longueur de mélange que nous avons présentée
au chapitre 3 et utilisée au chapitre 5.

Les simulations RANS réalisées avec le modèle EB-RSM ont montré que le terme de diffusion
turbulente τxx − τzz

∂x
est de l’ordre de la perturbation αζ0. Ainsi, à l’ordre dominant, l’approxima-

tion de Boussinesq est acceptable : même si contrairement à celui des DNS et des calculs EB-RSM,
le profil de ⟨τxx − τzz⟩ donné par les simulations K − ω est nul, l’écoulement étant établi dans
la direction longitudinale, sa dérivée par rapport à x (qui intervient dans le bilan de quantité
de mouvement) est elle bien nulle. En revanche, à l’ordre 1, les résultats montrent que τxx − τzz

∂x
contribue de façon non négligeable dans le bilan de quantité de mouvement, et l’approximation
due à l’hypothèse de Boussinesq n’est plus suffisante à l’ordre 1. Bien que la correction d’Hanratty
permette d’améliorer significativement les résultats du modèle de longueur de mélange, à travers
une modification de cette dernière – c’est-à-dire de la viscosité turbulente associée – elle agit
toutefois directement sur la contrainte de cisaillement τxz et ne corrige donc pas le bon terme. Si
l’on reprend le bilan de quantité de mouvement longitudinal :

u
∂u

∂x
+ w

∂u

∂z
= ∂

∂x
(τzz − p) + ∂τxz

∂z
+ ∂ (τxx − τzz)

∂x
(7.1)

Dans ce bilan, lorsque l’on néglige le terme de diffusion turbulente (en rouge), l’équilibre de
quantité de mouvement n’est pas correctement retranscrit, impactant le terme en bleu ∂τxz

∂z
. En

agissant sur la longueur de mélange, la correction d’Hanratty C corrige directement la contrainte
de cisaillement τxz, dont la valeur à la paroi est mal estimée. Cependant, elle ne modifie en rien le
terme de diffusion turbulente, qui est mal modélisé et pas du bon ordre de grandeur. Son rôle est
de compenser la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq en rééquilibrant le bilan de quantité
de mouvement, sans toucher au terme problématique. En ce sens, elle peut être vue comme un
palliatif ad-hoc à l’insuffisance de l’hypothèse de Boussinesq.

Cette correction empirique a historiquement été utilisée avec succès dans les différentes analyses
linéaires de la littérature ainsi que de cette étude. Le chapitre 6 a en outre montré son efficacité à
agir non seulement sur la dynamique de l’écoulement (à travers la contrainte de cisaillement), mais
également sur la thermique, améliorant significativement la prévision des flux thermiques dans
les analyses linéaires réalisées avec l’équation de l’énergie. L’objectif de ce chapitre est désormais
d’étendre l’usage de ces corrections aux simulations RANS, qui sont en l’état peu adaptées pour
ce type d’applications. En effet, l’utilisation d’un gradient de pression n’est pas préconisée pour la
modélisation de la turbulence, pour plusieurs raisons (voir Spalart (2015)). En particulier, cette
grandeur n’intervenant pas dans l’équation de vorticité, elle ne peut pas modifier directement la
turbulence. Par conséquent, un modèle RANS ne devrait pas réagir à un gradient de pression
et altérer un champ turbulent en fonction. Ici, il s’agit d’un moyen simple et pragmatique de
prendre en compte les effets de ∂u

∂x
dus à la déformation de la paroi, qui peut être utilisé sans

risque dans des analyses linéaires, mais ne peut pas être adapté pour des simulations RANS. Il
s’agit par conséquent ici d’établir des corrections ayant un impact similaire sur la prévision du
cisaillement par un EVM, mais ne faisant pas intervenir un tel gradient de pression.
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7.1. Fonctionnement de la correction d’Hanratty

Figure 7.1. – Phase du cisaillement en fonction de α+. Symboles : mesures d’Hanratty et al.,
lignes pleines : analyses linéaires avec bH = 30 et aH = {1200, 2000, 3000, 5000}
(orange), et avec aH = 1650 et bH = {10, 20, 30, 40} (bleu). Les couleurs claires
vers les couleurs foncées indiquent des valeurs croissantes de aH et bH .

7.1.2. Rôle et origine des constantes proposées par Hanratty
Dans un premier temps, nous proposons ici d’étudier comment la correction d’Hanratty est

construite, et notamment le rôle des deux constantes aH et bH y intervenant. Nous discuterons
également de l’utilisation du gradient de pression relaxé. Nous rappelons ici l’expression de la
correction d’Hanratty telle qu’elle est présentée au chapitre 3 (équations (3.7a) et (3.7b)) :

A = A0 (1 + bH∆peff ) (7.2a)
d∆peff

dx = ∆p−∆peff
aH

(7.2b)

Du rôle des constantes aH et bH
Le rôle de chacune des deux constantes aH et bH est illustré sur la figure 7.1. Dans un premier

temps, le paramètre de relaxation aH permet de régler la position du point pivot afin de contrôler
la chute du pic de déphasage du cisaillement à la paroi. On constate notamment que plus la valeur
de aH est faible, plus le déphasage se décale vers les grands nombres d’onde (i.e vers les petites
longueurs d’onde). La valeur communément utilisée dans la littérature se situe, comme nous
l’avons vu précedemment, aux alentours de 2000. Une fois cette valeur fixée pour retrouver les
données expérimentales, la constante bH agit tout simplement comme un facteur d’amplification
qui permet d’ajuster l’amplitude de la correction afin d’obtenir le meilleur accord possible avec
les mesures.

Comportement du cisaillement pour R > 1000

Plusieurs interrogations émergent alors de ces observations. Si le rôle de bH est assez clair et
ne pose pas de problème de compréhension majeur, la fonction de aH est plus complexe. Derrière
cette constante, les phénomènes physiques en jeu restent obscurs : on peut en effet se demander
ce que permet de représenter cette constante. La diminution brutale du déphasage, qui coïncide
avec un amortissement du cisaillement plus important pour cette gamme de nombres de Reynolds
R (voir figure 3.4b), apparaît pour des nombres de Reynolds de frottement relativement élevés.
Rappelons que les expériences ont eu lieu en écoulement de canal tandis que les analyses linéaires
sont basées sur une configuration de couche limite. Or, nous avons vu au chapitre 5 que l’influence
du nombre de Reynolds de frottement ne peut pas forcément être négligée dans cette partie du
régime transitionnel. La comparaison des configurations de canal et de couche limite y est-elle
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Chapitre 7. Développement de corrections pour la prise en compte des effets de la déformation
de la paroi dans un modèle à deux équations

Figure 7.2. – Phase (gauche) et amplitude (droite) du cisaillement en fonction de α+. Cercles
noirs : mesures d’Hanratty et al., triangles : simulations RANS avec les mo-
dèles EB-RSM (bleu) et K − ω (orange) et présentées au chapitre 5, étoiles :
simulations RANS avec les modèles EB-RSM (bleu) et K − ω (orange) pour
R = {1500, 2000, 3000}, lignes pleines : analyse linéaire avec correction d’Han-
ratty et (aH , bH) = (1650, 33) (bleu) et avec le modèle K − ω (orange).

toujours pertinente ? Les mécanismes physiques sous-jacents à cette diminution du déphasage,
que l’on ne connaît pas, sont reproduits par la correction d’Hanratty à travers la constante aH .
Or, cette dernière a la dimension d’une longueur, et sa valeur adimensionnée, autour de 2000,
est intriguante car elle est bien supérieure aux ordres de grandeurs des échelles de longueurs
caractéristiques que l’on retrouve dans une région interne de couche limite turbulente. S’agit-il
d’un artifice permettant de rendre compte d’interactions avec la région externe ?

Afin d’apporter quelques éléments de réponse à ces questions, des simulations RANS supplé-
mentaires ont été menées dans la même configuration que précedemment, pour des valeurs de
nombre de Reynolds pour lesquelles on observe ce phénomène : R = {1500, 2000, 3000}, toujours
avec les modèles K− ω et EB-RSM. La prévision du déphasage et de l’amplitude du cisaillement
par ces deux modèles, pour les valeurs de R considérées, est tracée sur la figure 7.2. Le compor-
tement du modèle K−ω était attendu : les résultats des simulations restent tout à fait cohérents
avec l’analyse linéaire correspondante, et la tendance observée jusque là est conservée. De même
que le pic de déphasage n’est pas correctement reproduit pour R < 1000, on ne retrouve pas non
plus la chute de θτw à plus haut R. La tendance du modèle à surestimer l’amplitude à mesure
que le nombre de Reynolds augmente (c’est-à-dire lorsque α+ diminue) est également confirmée.

En revanche, alors que pour R < 1000, le modèle EB-RSM procure un bon accord avec les
données expérimentales, que ce soit pour la phase ou l’amplitude du cisaillement, on observe
pour R > 1000 l’apparition d’un écart significatif entre les simulations RANS et les mesures.
Comme on pouvait déjà le voir pour les simulations à R = 700 et à R = 1000, le modèle EB-
RSM prévoit bien une diminution de la phase du cisaillement lorsque le nombre de Reynolds
augmente. Cependant, les simulations aux nombres de Reynolds supérieurs à 1000 montrent que,
bien que ce comportement se confirme, la chute du déphasage n’est pas aussi brutale que ce que
l’on observe expérimentalement. L’amplitude obtenue pour le cisaillement est globalement plus
proche des mesures que ce que donne le modèle K−ω, bien que, là encore, pour R > 1000, aucun
des deux modèles ne parvient à capturer correctement l’amortissement du cisaillement mesuré ;
l’amplitude est surestimée par l’ensemble des simulations RANS réalisées dans cette partie du
régime transitionnel.

Hypothèses

Les résultats des simulations RANS, comparés au comportement de la correction d’Hanratty
pour R > 1000 nous apportent quelques pistes et hypothèses concernant le comportement singu-
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7.2. Influence de la déformation sur la structure de la région interne

lier du cisaillement. Si l’on résume les conclusions de notre étude, nous avons vu que, dans cette
gamme de nombre de Reynolds :

— le nombre de Reynolds de frottement y est relativement important dans les expériences
d’Hanratty et al. (les mesures ayant été effectuées dans un canal rectangulaire de hauteur
2δc, avec δcα = π, le nombre de Reynolds de frottement vaut : Rτ = πR, et est donc supé-
rieur à 3000 dans cette zone). Il impacte de façon non négligeable la réponse de l’écoulement
à la déformation de la paroi,

— les modèles RANS sont tous mis en défaut,
— la constante aH de la correction d’Hanratty, permettant de retrouver artificiellement ce

comportement, est supérieure aux ordres de grandeurs caractéristiques de la région interne
de la couche limite turbulente.

À ce stade, il n’est pas possible de conclure formellement sur les mécanismes physiques qui
entrent en jeu pour ces hauts nombres de Reynolds, pour lesquels des DNS ne sont pas envisa-
geables en raison des coûts numériques engendrés. Cependant, une hypothèse nous paraît perti-
nente et serait intéressante à étudier en profondeur. Au vu des conclusions énoncées ci-dessus,
nous pouvons en effet supposer que les phénomènes observés sont la manifestation d’interactions
entre la région interne et la région externe de la couche limite turbulente. Plus particulièrement,
la valeur importante de aH nous amène à envisager la présence de grandes structures turbulentes
dans la région externe, qui, pour de hauts nombres de Reynolds de frottement, ont une influence
directe sur la région interne. En particulier, à haut nombre de Reynolds, le pic de τxx augmente
(Mathis et al., 2009; Marusic et al., 2010), ce qui va impacter directement τxx − τzz et modi-
fier son rôle dans le bilan de quantité de mouvement. C’est pourquoi on peut raisonnablement
envisager que le comportement observé dans les expériences est un effet haut Reynolds, que les
modèles RANS ne peuvent pas reproduire. En effet, ce type de phénomène n’est pas prévu par
l’approche RANS car celle-ci est construite pour donner un résultat indépendant du nombre de
Reynolds dans la région interne. Ceci expliquerait la mise en défaut du modèle EB-RSM lorsque
le nombre de Reynolds de frottement devient trop élevé. Cependant, les résultats obtenus par la
correction d’Hanratty montrent qu’il est possible de reproduire artificiellement les conséquences
de ces interactions. Notons également que, pour les applications d’érosion qui nous occupent, la
longueur d’onde la plus instable identifiée au chapitre précédent et permettant de retrouver la
corrélation de Thomas se situe bien en amont, pour des nombres de Reynolds plus faibles pour
lesquels l’approche au second ordre reste satisfaisante. Dans la suite de ce chapitre, nous nous
appuyerons sur les analyses linéaires et les simulations RANS réalisées avec le modèle EB-RSM
pour établir des corrections visant à compenser la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq
dans un modèle K − ω, à la manière de ce qui avait été proposé par Hanratty et al.

7.2. Influence de la déformation sur la structure de la région interne
Nous avons vu dans le chapitre 5 l’influence de la déformation de la paroi sur les fluctuations

de vitesse (figure 5.9). Une autre manière de voir les effets de la perturbation sur le champ de
vitesse est de s’intéresser aux profils de vitesse à différentes stations le long de l’ondulation. Ce
changement de point de vue va notamment nous permettre de mieux comprendre comment la
déformation de la paroi altère la structure de la région interne de la couche limite turbulente, nous
menant à l’identification de paramètres pertinents susceptibles de porter une éventuelle correction
dans notre approche RANS basée sur l’hypothèse de Boussinesq

7.2.1. Remarques sur les profils de vitesse

Une première observation qui peut être faite à partir des profils de vitesse locaux dans la région
interne de la couche limite turbulente concerne la pente de la zone logarithmique. Comme nous
l’avons identifié dans le chapitre 5, les effets de la déformation de la paroi sont particulièrement
marqué dans la zone de vorticité, aux alentours de z+ = 7 ; c’est d’ailleurs dans cette zone que
les simulations RANS menées avec le modèle K−ω présentent un écart significatif à l’ordre 1 par
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Chapitre 7. Développement de corrections pour la prise en compte des effets de la déformation
de la paroi dans un modèle à deux équations
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Figure 7.3. – Profils locaux de vitesse à x/λ = 0 (bleu) et x/λ = 0.5 (orange) donnés par les
modèles EB-RSM (traits pleins) et K − ω (tirets), à R = 500.

rapport aux données de référence (voir notamment la figure 5.9). La zone de vorticité identifiée
se situe dans la zone tampon, en amont de la zone logarithmique du profil de vitesse de la région
interne. La figure 7.3 montre les profils de vitesse locaux tels que donnés par les simulations
RANS avec les modèles EB-RSM et K − ω pour R = 500.

On observe immédiatement que suivant la position à laquelle on se place le long de l’ondulation,
le profil de vitesse local est modifié. Si la sous-couche visqueuse n’est pas impactée par la déforma-
tion de la paroi, dès que les effets inertiels ne peuvent plus être négligés devant les effets visqueux,
dans la zone tampon et au-delà, la perturbation induite par l’ondulation influence directement le
profil de vitesse. Une conséquence semble être une modification du profil de vitesse dans la région
logarithmique ; en particulier sa pente. La figure 7.3 illustre également les différences que l’on
peut observer entre les prévisions du modèle K−ω et du modèle EB-RSM, notamment au niveau
des zones tampon et logarithmique. En conclusion, la déformation de la paroi semble modifier le
comportement des profils de vitesse loin de la paroi, et les approches au premier et au second
ordre procurent des estimations différentes de ces comportements.

7.2.2. Identification d’un paramètre de modélisation

Afin de mieux comprendre l’influence de la fermeture turbulente sur la prévision de la pente
du profil logarithmique, on s’intéresse ici plus en détail à la constante de von Kármán κ. Pour ce
faire, on peut s’appuyer sur la fonction dite de diagnostic de la pente du profil de vitesse, notée
Ξ (Österlund et al., 2000; Zanoun et al., 2003; Knopp, 2016) :

Ξ =
(
z+∂u

+

∂z+

)−1

(7.3)

L’inverse de la fonction de diagnostic Ξ est tracé pour différentes positions x/λ le long de
l’ondulation sur la figure 7.4 pour R = 500, dans le régime transitionnel, pour les simulations
RANS réalisées avec les modèles K−ω et EB-RSM. Dans les zones tampon et logarithmique, les
mêmes conclusions peuvent être tirées de l’observation des courbes que celles faites au chapitre
5 : dans la zone de vorticité, les courbes se croisent, symbole de l’apparition du déphasage. De
plus, comme nous l’avions déjà remarqué sur la figure 5.9 sur les profils de perturbation de
vitesse, les résultats obtenus avec le modèle K − ω sont d’amplitude plus faible et en retard par
rapport aux données du modèle EB-RSM, dénotant une évolution plus lente des profils, résultant
en un déphasage de ces profils moins important. Les différences que nous avions pu voir sur les
profils de vitesse entre les deux modèles montrent effectivement une différence dans la prévision
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7.3. Correction des modèles à viscosité turbulente

Figure 7.4. – Inverse de la fonction de diagnostic Ξ à x/λ = 0.0 (bleu), x/λ = 0.2 (violet),
x/λ = 0.4 (vert), x/λ = 0.6 (orange) et x/λ = 0.8 (rouge). Simulations RANS
avec les modèles EB-RSM (gauche) et K − ω (droite) à R = 500.

de la réponse à la déformation de la paroi, finalement menant à des déphasages du cisaillement
pariétal différents. Ces observations faites, nous nous proposons de mettre en place une stratégie
de correction du modèle K − ω basée sur l’évolution de la constante de von Kármán le long de
l’ondulation. L’établissement de cette stratégie pour construire des corrections adaptées à la fois
aux analyses linéaires et aux simulations RANS fait l’objet de la section suivante.

7.3. Correction des modèles à viscosité turbulente

Dans cette section, nous proposons une stratégie globale de correction des modèles basés sur
l’hypothèse de Boussinesq, que nous adapterons d’un côté pour les analyses linéaires, et de l’autre
pour les simulations RANS. Cette stratégie repose sur une modification des constantes du modèle
considéré dans le but de reproduire les comportements observés dans la section précédente. Afin
de rester cohérents avec les simulations effectuées jusqu’ici, nous nous baserons sur un modèle
K− ω, bien que le principe proposé puisse être adapté à d’autres modèles à viscosité turbulente.

7.3.1. Adaptation de la correction de Nickels (2004) pour les analyses linéaires

Les observations précédentes concernant l’évolution de la pente de la zone logarithmique en
fonction de la position le long de l’ondulation incitent à considérer κ comme un paramètre per-
tinent pouvant accueillir une éventuelle correction. Cette option est aussi la plus universelle, le
coefficient de von Kármán intervenant dans une grande partie des modèles de turbulence au pre-
mier ordre, là où la correction proposée par Hanratty est limitée à un modèle de longueur de
mélange faisant intervenir la fonction d’amortissement de van Driest.

Prise en compte du gradient de pression d’Hanratty

La correction proposée initialement par Hanratty montre notamment l’influence que peut avoir
le gradient de pression sur le phénomène de déphasage de la contrainte de cisaillement que nous
cherchons à reproduire. Une première idée que nous pouvons développer est de prendre en compte
les effets de ce gradient de pression sur la loi de paroi. Pour cela nous nous proposons d’intégrer
le gradient de pression relaxé d’Hanratty dans le bilan de quantité de mouvement, à la manière
de ce qu’a fait Nickels (2004) 1. Finalement, la relation obtenue provient de l’équation (2.65) de
Nickels (2004), écrite pour le gradient de pression d’Hanratty (3.7b) :

1. Voir chapitre 2.
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κ = κ0√
1 + bH1zc

+∆peff+
(7.4a)

d∆peff+

dx = ∆p+ −∆peff+

aH
(7.4b)

κ0 représente la constante de von Kármán correspondant au cas ZPG 2 et une constante notée
bH1 est également introduite. Son rôle, similaire à celui de la constante bH dans la correction
originale d’Hanratty, sera illustré dans la suite de ce paragraphe. Rappelons que zc+ est donné
par la relation polynomiale suivante1, avec, d’après Nickels (2004), Rc = 12 :

∆peff+zc
+3 + zc

+2 −Rc2 = 0 (7.5)

Dans la suite, cette correction sera nommée correction de Nickels (2004), et l’exposant + sera
omis par souci de concision.

Intégration dans les études de réponses linéaires forcées

Afin de valider notre approche basée sur une modification de la constante de von Kármán,
les analyses linéaires réalisées avec les modèles de longueur de mélange standard et K − ω sont
reprises en y incorporant la correction de Nickels (2004). Comme nous l’avons vu au chapitre 2,
Knopp (2016) a déjà montré que cette correction peut être adaptée à un modèle de type K − ω
pour la prise en compte de forts gradients de pression. Dans un premier temps, l’expression (7.4)
est linéarisée par rapport au paramètre η0 = αζ0. Dans ce contexte, le gradient de pression ∆peff
est noté C et est donné par la relation (3.8). La linéarisation de (7.4a) donne :

κ = κ0

(
1− η0bH1

zc
2 C
)

(7.6)

On peut alors écrire κ sous la forme ⟨κ⟩+η0κ̂, comme toutes les quantités linéarisées du problème,
avec à l’ordre dominant ⟨κ⟩ = κ0 et au premier ordre κ̂ = −bH1

κ0zc
2 C.

Dans le modèle de longueur de mélange

L’intégration de la correction de Nickels (2004) dans le modèle de longueur de mélange est
assez immédiate, la constante de von Kármán intervenant directement dans l’expression (2.55).
La fluctuation de la longueur de mélange s’écrit, après un développement de Taylor au premier
ordre autour de η − η0 :

l̂ = κ0

[
−1 + exp

(
−Rη
A0

)(
1− Rη

A0 + Rη
2

A0
τ̂xz
2

)]
+ κ̂η

[
1− exp

(
−Rη
A0

)]
(7.7)

La correction d’Hanratty est finalement simplement « déplacée », n’étant désormais plus vu
comme la composante au premier ordre du nombre de van Driest. Le système (3.23) est en-
suite résolu avec cette nouvelle expression de l̂. Les résultats obtenus pour différents couples de
constantes (aH , bH1) sont présentés sur les figures 7.5a et b, respectivement pour la phase et
l’amplitude du cisaillement pariétal.

Les premières analyses linéaires réalisées avec bH1 = 1 et le paramètre de relaxation aH prise
égale à 1650, en cohérence avec la valeur proposée par Abrams et Hanratty (1985) procurent une
légère amélioration, toutefois insuffisante pour retrouver un bon accord avec les données expé-
rimentales. Des essais ont donc été menés par la suite en augmentant le facteur d’amplification
bH1 dont le rôle apparaît immédiatement très similaire à celui de la constante bH de la correction
d’Hanratty originelle. On constate alors au cours de l’augmentation du facteur bH1 que la position

2. Zero Pressure Gradient, voir chapitre 2.
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7.3. Correction des modèles à viscosité turbulente

Figure 7.5. – Phase (gauche) et amplitude (droite) du cisaillement. Comparaison des ana-
lyses linéaires menées avec la correction de Nickels (2004) pour différents couples
(aH , bH1) avec les mesures d’Hanratty. Orange (du plus foncé au plus clair) :
(1650, 1), (1650, 3) et (1650, 5), bleu : (1350, 4.65). Tirets-pointillés gris : analyse
linéaire avec la correction d’Hanratty originale, tirets gris : analyse linéaire avec
le modèle de longueur de mélange standard.

du point pivot dans la redescente du pic de déphasage est située, pour aH = 1650, à des nombres
d’onde α+ trop faibles : dans ce cas, il faut diminuer le paramètre de relaxation. Finalement, nous
proposons pour obtenir le meilleur accord avec les données expérimentales le couple de valeurs
(aH , bH1) = (1350, 4.65), bien que de nombreux autres couples fournissent un accord acceptable.

Dans le modèle K − ω

Contrairement au cas précédent, l’intégration de la correction de Nickels (2004) dans les analyses
linéaires appliquées au modèle K−ω n’est pas triviale. En effet, nous avons vu au chapitre 5 que
pour réaliser l’étude de réponse linéaire forcée à l’aide de ce modèle, nous avons dû l’exprimer,
au premier ordre, sous la forme d’un modèle de longueur de mélange équivalent, que nous avions
noté lK−ω, la linéarisation des équations de transport de l’énergie cinétique turbulente et de la
dissipation spécifique n’ayant pas permis d’obtenir des résultats satisfaisants. Afin d’incorporer
la correction au modèle K − ω, on cherche à exprimer la fluctuation de la longueur de mélange
équivalente du modèle corrigé sous la forme suivante :

l̂K−ω = l̂0K−ω + l̂C (7.8)

Dans cette section, l0K−ω fera référence à la version standard du modèle, c’est-à-dire non corrigé,
et on notera lC la contribution correspondant à la correction que nous souhaitons ajouter. Pour
trouver lC , une approche possible consiste à exprimer le terme de production de la dissipation
spécifique de deux façons différentes. Pour rappel, ce terme de production s’écrit dans l’équation
de transport de ω : γ

νt
P, avec P la production d’énergie cinétique turbulente 3. La correction sur

κ peut en effet être vue de deux façons différentes. Tout d’abord, modifier κ revient à réévaluer
l’équilibre entre les coefficients de fermeture du modèle via la relation constitutive (2.25) 4, ce qui
modifie directement γ, qui peut s’écrire lui aussi sous la forme d’une partie moyenne et d’une
partie fluctuante : γ = ⟨γ⟩ + η0γ̂. D’un autre côté, κ intervient dans l’équation de transport de
la dissipation spécifique ω (2.23b), impactant dès lors K et ω, ce qui va directement changer la
viscosité turbulente au premier ordre, qui s’écrit : νt = ⟨νt⟩+η0ν̂t. Or, quelque soit le point de vue
adopté, la production de la dissipation spécifique doit rester la même, conduisant à la relation :

3. Voir chapitre 2.
4. C’est d’ailleurs la stratégie que nous appliquerons dans la section suivante, pour la mise en place de corrections

adaptées aux simulations RANS. La relation constitutive y est également rappelée.
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Figure 7.6. – Phase (gauche) et amplitude (droite) du cisaillement. Comparaison des ana-
lyses linéaires menées avec la correction de Nickels (2004) pour différents couples
(aH , bH1) avec les mesures d’Hanratty. Orange (du plus foncé au plus clair) :
(1650, 1), (1650, 3) et (1650, 5), bleu : (750, 5). Tirets gris : analyse linéaire avec
le modèle K − ω standard.

⟨γ⟩+ η0γ̂

⟨νt⟩
P = ⟨γ⟩

⟨νt⟩+ η0ν̂t
P (7.9)

Après linéarisation, on obtient finalement la relation suivante pour maintenir l’égalité :

ν̂t = − γ̂

⟨γ⟩
⟨νt⟩ (7.10)

avec à l’ordre dominant ⟨γ⟩ donné par la relation (2.25), et la fluctuation γ̂ = −2σωκ0κ̂√
β∗ obtenue

après linéarisation de cette dernière. La fluctuation l̂K−ω est ensuite redérivée suivant le principe
développé au chapitre 5, mais en prenant cette fois en compte la fluctuation de la viscosité
turbulente ν̂t due à la modification de κ :

l̂K−ω = −1
2

(
⟨νt⟩,η

(
⟨νt⟩+R−1)+ ⟨νt⟩

(
⟨νt⟩,η −

τ̂xz
2

))
√
⟨νt⟩ (⟨νt⟩+R−1)︸ ︷︷ ︸

l̂0K−ω

+ 1
2
ν̂t
(
⟨νt⟩+R−1)+ ⟨νt⟩ ν̂t√
⟨νt⟩ (⟨νt⟩+R−1)︸ ︷︷ ︸

l̂C

(7.11)

Les analyses linéaires menées avec cette correction montrent un comportement similaire à ce
qui a déjà été observé précédemment (voir figure 7.6). Comme pour son équivalent en longueur
de mélange, le facteur d’amplification doit être augmenté jusqu’à 5 environ pour atteindre des
niveaux de déphasage et d’amortissement en accord avec les mesures d’Hanratty. On se rend
également compte que, là encore, la position du point pivot obtenue avec aH = 1650 se situe à
des nombres d’onde α+ de l’ondulation bien trop faibles. L’écart est plus important que ce qui
avait été observé pour le modèle de longueur de mélange, signifiant que le paramètre de relaxation
doit être plus diminué que ce qui avait été fait dans le cas précédent. Les valeurs retenues pour
obtenir un bon accord avec les mesures d’Hanratty sont aH = 750 et bH1 = 5.

Pour conclure sur la correction de Nickels (2004)

En conclusion de cette section, une correction inspirée des travaux de Nickels (2004) et d’Han-
ratty a été développée pour les analyses linéaires. À partir d’une dépendance de la constante de
von Kármán κ au gradient de pression relaxé d’Hanratty, nous avons pu proposer une correction
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fonctionnant de manière similaire à celle historiquement utilisée dans les études de réponses li-
néaires forcées. L’intérêt ici est de disposer d’une correction universelle, qui peut être adaptée à
une grande variété de modèles de turbulence, là où on était précédemment limité à un modèle
de longueur de mélange faisant intervenir la fonction d’amortissement de van Driest. De plus, les
résultats obtenus avec cette correction appuient l’hypothèse faisant de κ un paramètre adéquat
sur lequel intervenir dans un modèle de viscosité turbulente. La section suivante est désormais
dédiée au développement de corrections similaires adaptées à des simulations RANS.

7.3.2. Mise en place de corrections pour les simulations RANS

La correction de Nickels (2004) développée pour les analyses linéaires dans le paragraphe pré-
cédent n’est pas forcément adaptée pour les simulations RANS, pour des raisons similaires à la
correction originale proposée par Hanratty pour le modèle de longueur de mélange. Le gradient de
pression n’est en effet pas un paramètre pertinent pour la modélisation de la turbulence (Spalart,
2015) car il n’intervient pas dans l’équation de vorticité. Une autre approche est nécessaire.

De façon générale, les modèles standards à deux équations de transport sont calibrés pour
reproduire les comportements asymptotiques dans la zone logarithmique et la région de sillage
d’une couche limite turbulente sans gradient de pression. Rappelons qu’en ce qui concerne le
modèle K−ω, l’énergie cinétique turbulente K et la dissipation spécifique ω sont données par les
équations de transport (2.23a) et (2.23b). Comme nous l’avons vu au chapitre 2, ces équations
font intervenir un certain nombre de coefficients de fermeture, notés γ, β, β∗, σK et σω, qui sont
tous reliés par une relation constitutive (2.25) (Wilcox, 1988), que nous rappelons ici :

γ = β

β∗ −
σωκ

2
√
β∗ (7.12)

Les valeurs originales de ces constantes, initialement proposées par Wilcox (1988) puis reprises
par Menter (1994) dans le cadre de la version baseline du modèle K − ω, ont été choisie pour
reproduire le comportement de la couche limite turbulente 5. Comme nous l’avions expliqué à
ce moment là, la valeur de β∗ est fixée par des arguments physiques provenant notamment des
comportements de l’énergie cinétique turbulente et de la contrainte de cisaillement dans la zone
logarithmique (relation de Bradshaw et al. (1967)), et la valeur de β est définie pour retrouver
la décroissance de la turbulence homogène isotrope. Bien que la constante de von Kármán κ soit
également choisie pour reproduire le comportement du profil de vitesse dans la région logarith-
mique, nous avons vu dans la section précédente que la pente de la loi logarithmique, égale à
1
κ

, fluctue le long de l’ondulation. Par conséquent, si on considère κ comme indéterminée, deux
options peuvent être considérées pour recalibrer l’équation (2.25) : une modification de κ, ou
une modification de σω. La stratégie que nous nous proposons d’étudier ici est de vérifier si une
dépendance de ces constantes à la position le long de l’ondulation (i.e à x/λ) permet d’améliorer
les résultats du modèle K−ω, que ce soit pour la partie dynamique de l’écoulement (conséquences
sur le cisaillement) ou pour la partie thermique (conséquences sur les flux de chaleur).

Modification de la constante de von Kármán

La première option explorée consiste en une modification de la constante de von Kármán pour
prendre en compte les effets du gradient de pression induit par la déformation de la paroi sur
le comportement asymptotique du profil de vitesse. C’est le choix le plus cohérent qui s’offre
à nous compte tenu des conclusions que nous avons tirées de l’étude des profils de vitesse le
long de l’ondulation. De plus, nous avons montré dans la section précédente à l’aide des études
de réponses linéaires forcées qu’une correction appliquée sur la constante de von Kármán per-
met d’obtenir d’excellents résultats sur les modèles de longueur de mélange et K − ω, validant
l’approche consistant à reproduire les effets de la déformation de la paroi sur les profils de vitesse.

5. Ces valeurs sont rappelées au chapitre 2.
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Figure 7.7. – Évolution de la fonction Ξ à z+ = 100 à partir des modèles EB-RSM (bleu) et
K − ω (orange), à R = 500.

Considérons dans un premier temps que, la déformation de la paroi étant de faible amplitude,
la réponse de l’écoulement est linéaire. Nous supposerons ici que la constante de von Kármán
fluctue similairement autour d’une valeur moyenne, reproduisant ainsi le comportement observé
des profils de vitesse, qui oscillent autour d’un profil moyen :

κ = κ0 + αζ0κ1 cos
(

2π
(
x

λ
+ θκ

))
(7.13)

Afin de mieux comprendre comment les modèles EB-RSM et K − ω estiment les variations du
nombre de von Kármán apparent en fonction de la position le long de l’ondulation, on s’appuie sur
la fonction de diagnostic (7.3). La figure 7.7 montre ainsi l’évolution de la fonction de diagnostic
le long de l’ondulation, pour une valeur z+ constante, prise arbitrairement égale à 100 au début
de la zone logarithmique, pour R = 500. En effet, pour une zone logarithmique bien définie,
la fonction de diagnostic doit théoriquement y être constante ; or dans nos simulations, du fait
des faibles nombres de Reynolds, ce comportement asymptotique n’est pas atteint et la région
logarithmique n’est pour cette raison pas complètement développée. C’est pour cela qu’il est
délicat de définir précisément une valeur de κ correspondante : c’est pourquoi nous n’observons
pas de partie parfaitement constante sur les figures 7.4 droite et gauche. Néanmoins, nous nous
intéressons principalement à la différence entre les modèles EB-RSM et K−ω, et la comparaison
des fonctions de diagnostic à z+ = 100 va nous permettre d’appréhender ces différences. Il convient
cependant de rester prudent quant aux valeurs obtenues qui ne peuvent pas forcément être prises
pour une estimation correcte des valeurs de κ1 et θκ. Notons que les conclusions présentées ici
pour z+ = 100 restent valables pour z+ ∈ [100; 300], correspondant environ à l’étendue de la zone
logarithmique observée sur les profils de vitesse.

Comme attendu, la figure 7.7 ilustre le fait que l’on observe bien un comportement linéaire de
la fonction de diagnostic à z+ fixé, que nous noterons κp, par rapport à la petite déformation de
la paroi. Cependant, les deux modèles procurent des résultats assez différents, notamment sur le
déphasage : si le modèle K−ω ne prévoit un déphasage que d’une vingtaine de degrés, le modèle
EB-RSM donne lui un déphasage d’une cinquantaine de degrés, soit environ 30◦ de différence. En
outre, le modèle K−ω semble sous-estimer les variations de κp par rapport au modèle EB-RSM.

Finalement, une étude approfondie de l’évolution de la fonction Ξ pour les deux modèles nous a
permis d’estimer des valeurs cohérentes pour κ1 et de θκ, qui dépendent du nombre de Reynolds
R. Cette correction a été testée dans des simulations RANS réalisées avec CEDRE dans une
configuration identique à celle décrite au chapitre 5, et les valeurs de κ1 et de θκ à utiliser pour
obtenir les meilleurs résultats possibles ont pu être ajustées. Ces valeurs sont résumées dans la
table 7.1 avec celles retenues pour la correction sur σω.
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Modification de σω

La correction proposée sur le coefficient de von Kármán modifie directement l’équilibre (2.25).
Autrement dit, la valeur de γ correspondante est directement impactée par cette correction.
Comme nous l’avons vu précédemment, un autre paramètre ajustable dans cette relation est σω.
Afin de retrouver une évolution similaire de γ sans modifier κ, nous pouvons également choisir
de faire porter cette correction par σω :

σω = σω0 + αζ0σω1 cos
(

2π
(
x

λ
+ θσω

))
(7.14)

Les valeurs de σω1 et θσω à tester ont été estimées à partir de la relation constitutive (2.25),
puis, grâce à des simulations RANS, ajustées pour obtenir le meilleur accord possible avec les
données expérimentales. Ces valeurs ad-hoc sont résumées dans la table 7.1 en fonction du nombre
de Reynolds R.

Corrections proposées pour κ et σω

Les valeurs finalement retenues pour les corrections sur σω et sur κ sont résumés dans le
tableau 7.1 et sur la figure 7.8. Les phases des deux corrections θκ et θσω sont prises constantes,
respectivement égales à −23◦ et 29◦.

R 100 150 200 300 400 500 700 1000
κ1 0.020 0.025 0.030 0.34 0.036 0.039 0.028 0.021
σω1 0.055 0.06 0.075 0.11 0.12 0.13 0.12 0.05

Table 7.1. – Valeurs utilisées pour les amplitudes des modifications de κ et σω.

Figure 7.8. – Valeurs utilisées pour les modifications de κ et σω. Bleu : σω1 et rouge : κ1. Tirets :
fonctions (7.15b) et (7.15a).

À partir de ces valeurs déterminées empiriquement, nous proposons les deux fonctions de R
suivantes pour κ1 et σω1 :

κ1 = 0.039 exp
(
−1

2

(R− 500
380

)2
− 10
R

)
(7.15a)

σω1 = 0.132 exp
(
−1

2

(R− 520
320

)2
− 10
R

)
(7.15b)

Ces fonctions ont été choisies de façon non seulement à correspondre aux valeurs choisies pour
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Figure 7.9. – Phase (gauche) et amplitude (droite) du cisaillement. Simulations RANS menées
avec un modèle K− ω modifié à l’aide des corrections sur κ (losanges oranges) et
σω (carrés oranges). Pour comparaison, sont également représentées : les mesures
d’Hanratty (symboles noirs), les simulations RANS avec les modèles EB-RSM
(triangles bleus) et K − ω standard (triangles oranges), et les analyses linéaires
menées avec les modèles K − ω standard (ligne orange) et incluant la correction
de Nickels (2004) (tirets oranges) et de longueur de mélange incluant la correction
d’Hanratty (ligne bleu).

κ1 et σω1 , mais également de telle sorte qu’elles s’annulent en dehors du régime transitionnel,
afin de retrouver le comportement du modèle standard lorsque le phénomène de déphasage de la
contrainte de cisaillement n’apparaît pas.

Ces corrections sont ensuite intégrées dans le solveur CHARME du code CEDRE, et les résultats
des simulations RANS correspondantes sont présentés dans la section 7.3.3. Il ne s’agit pas de
modèles à proprement parler mais de corrections ad-hoc, similaires à celle proposée par Thorsness
et al. (1978), qui dépendent de la position le long de l’ondulation. Elles suffisent cependant,
comme nous allons le voir dans la suite de ce chapitre, à répondre aux objectifs de cette thèse,
c’est-à-dire à montrer la possibilité de compenser la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq
dans un modèle à viscosité turbulente à travers la stratégie proposée. Cette stratégie, basée sur
la modification de l’équilibre des constantes de fermeture du modèle K − ω constitue une piste
à explorer dans l’objectif de développer un véritable EVM procurant une prévision correcte du
cisaillement et du flux thermique dans le régime transitionnel.

7.3.3. Amélioration de la prévision du cisaillement et du flux thermique

Les résultats des simulations RANS menées avec le modèle K − ω incluant chacune des deux
corrections (7.15a) et (7.15b) sont présentés dans cette section. On attachera une attention par-
ticulière non seulement à la prévision du cisaillement pariétal, pour lequel ces corrections ont été
conçues, mais également à la prévision des flux thermiques. En effet, nous avons montré dans
le chapitre 6 que, bien qu’insuffisante, la correction d’Hanratty permet d’améliorer les résultats
des analyses linéaires concernant la prévision des flux thermiques. Nous regarderons notamment
si les corrections développées sur le même principe permettent également de se rapprocher des
résultats obtenus à l’aide du modèle EB-RSM sur la prévision de la thermique.

Phase et amplitude du cisaillement à la paroi

Afin de tester les corrections, des simulations RANS ont été menées dans les mêmes configura-
tions que précédemment (voir chapitre 5). Les résultats de ces simulations sont tracés, concernant
la phase et l’amplitude du cisaillement à la paroi, sur la figure 7.9 (droite et gauche, respective-
ment). Il apparaît immédiatement que les deux corrections proposées améliorent significativement
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Figure 7.10. – Phase (gauche) et amplitude (droite) du flux thermique pour ϕw∗ = −400. Simu-
lations RANS menées avec un modèle K− ω modifié à l’aide des corrections sur
κ (losanges oranges) et σω (carrés oranges). Pour comparaison, sont également
représentées : les DNS (losanges rouges), les simulations RANS avec les modèles
EB-RSM (triangles bleus) et K− ω standard (triangles oranges), et les analyses
linéaires (lignes). En orange : trait plein, avec une hypothèse de turbulence gelée
(i.e A0 = 26, Aθ0 = 30, bH = bHθ = 0 et εθ = 0 et la contribution en τ̂xz
nulle), et en tirets, avec la correction de Nickels (2004) ; en bleu : avec toutes les
corrections activées (i.e A0 = 26, Aθ0 = 30, bH = bHθ = 35 et εθ = 4). Le trait
en tirets gris représente la ligne à −90◦.

le comportement du modèle K − ω. C’est particulièrement le cas en ce qui concerne le dépha-
sage du cisaillement à la paroi. On voit que les deux corrections donnent des résultats similaires,
proches de ceux obtenus avec le modèle K − ω incluant la correction de Nickels (2004) dans les
analyses linéaires, et reproduisant fidèlement le pic de déphasage observé expérimentalement. La
prévision de l’amplitude du cisaillement est également légèrement améliorée, même si l’effet est
moins visible que sur θτw . On remarque toutefois que la correction proposée sur la constante de
von Kármán permet de mieux approcher l’amortissement de l’amplitude situé aux alentours de
R = 1000, là où la correction sur σω procure une estimation plus proche de celle du modèle K−ω
standard.

Les résultats exposés sur la figure 7.9 permettent de valider la stratégie de correction du mo-
dèle K − ω pour les simulations RANS. Le principe d’une modification de la constante de von
Kármán, déjà efficace dans les analyses linéaires avec la correction de Nickels (2004) semble en
particulier améliorer significativement la prévision de la dynamique de l’écoulement dans le régime
transitionnel par un modèle de type K − ω.

Phase et amplitude du flux thermique à la paroi

Bien que les corrections présentées ci-dessus aient été conçues pour retrouver la dynamique de
l’écoulement, sans considération pour la thermique, nous avons vu au chapitre 6 que la correction
d’Hanratty, qui fonctionne sur un principe similaire, a déjà une influence positive sur la prévision
du flux thermique. Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à l’impact de nos corrections
dans les simulations RANS sur la thermique de l’écoulement, qui, rappelons-le, est d’un intérêt
primordial lorsqu’on s’intéresse au recul de la paroi dans des cas d’ablation ou d’érosion. Pour le
flux thermique à la paroi ϕw, les seules données de référence dont nous disposons sont issues des
DNS menées en parallèle de la thèse, les expériences d’Hanratty ne procurant aucune information
à ce niveau là. Les simulations RANS réalisées au chapitre 6 ont été reprises en incluant les
corrections développées dans les sections précédentes (équations 7.15a) et (7.15b)). La phase θϕw

et l’amplitude
∣∣∣∣∣ϕw+ −

〈
ϕw

+〉
ζ0+

∣∣∣∣∣ du flux thermique pariétal ainsi obtenues sont tracées sur la figure

7.10, et comparées aux données issues des DNS, à celles provenant des simulations RANS menées
avec les modèles standards, et à celles des analyses linéaires. En ce qui concerne le déphasage du
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Figure 7.11. – Taux d’amplification temporel normalisé σ∗ = σ/ϕw, en fonction du nombre
d’onde α+ en échelle logarithmique (gauche), et linéaire, zoomée sur le pic
(droite). Simulations RANS menées avec un modèle K − ω modifié à l’aide des
corrections sur κ (losanges oranges) et σω (carrés oranges). Pour comparaison,
sont également représentés : les DNS (losanges rouges), les simulations RANS
avec les modèles EB-RSM (triangles bleus) et K−ω standard (triangles oranges),
et les analyses linéaires (lignes). En orange : trait plein, avec une hypothèse de
turbulence gelée (i.e A0 = 26, Aθ0 = 30, bH = bHθ = 0 et εθ = 0 et la contri-
bution en τ̂xz nulle), et en tirets, avec la correction de Nickels (2004) ; en bleu :
avec toutes les corrections activées (i.e A0 = 26, Aθ0 = 30, bH = bHθ = 35 et
εθ = 4).

flux, on peut observer que les deux corrections proposées donnent des résultats équivalents, bien
qu’un léger écart apparaît lorsque R augmente. L’accord avec les DNS ainsi qu’avec le modèle
EB-RSM semble très bon. Pour R > 300, le manque de données de référence nous empêche
de conclure formellement sur l’amélioration obtenue. Cependant, compte tenu de la tendance
observée pour R < 300 (qui reste en bon accord avec le modèle EB-RSM), nous pouvons supposer
que l’évolution de θϕw reste bien meilleure que celle obtenue par le modèle K−ω standard. Ce qu’il
est très intéressant de noter, c’est que contrairement à ce que donne le modèle K−ω dans sa forme
standard, la ligne à −90◦ est désormais traversée par l’évolution de θϕw à mesure que R augmente.
Or, nous avons montré au chapitre 6 l’importance de cette caractéristique lorsqu’il s’agit de
retrouver une longueur d’onde pour laquelle le taux d’amplification temporel de la paroi σ est
positif. À l’inverse, lorsqu’on s’intéresse à l’amplitude du flux, les limites de ce type de correction
apparaissent. Comme nous avions pu l’observer avec les analyses linéaires, pour lesquelles la
correction d’Hanratty ne permet pas d’obtenir une évolution satisfaisante de l’amplitude, les
corrections développées de la même manière ne suffisent pas à améliorer significativement le
comportement observé sur les DNS et les simulations avec le modèle EB-RSM. L’effet de la
correction de Nickels (2004) développée ci-dessus a également été étudié à travers une étude de
réponse linéaire forcée. Comme attendu, cette correction incluse dans l̂θ de la même manière que
dans l̂ donne des résultats très proches de la version originale avec toutes les corrections activées.

7.3.4. Stabilité d’une surface régressive

Le même exercice que nous avions fait au chapitre précédent concernant la stabilité de la sur-
face lors de sa régression peut être mené avec le modèle K − ω incluant les deux corrections
(7.15a) et (7.15b) ainsi qu’avec l’étude de réponse linéaire forcée incluant la correction de Nickels
(2004) 6. Le taux d’amplification temporel normalisé σ∗ obtenu avec ces corrections est tracé sur

6. Là encore, nous ne considérerons que la version longueur de mélange, pour des raisons de simplicité.
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Figure 7.12. – Corrélation entre la taille caractéristique des creusements et la longueur vis-
queuse δν = ν

uτ
de la couche limite. Symboles : données expérimentales de Tho-

mas (1979), tirets-pointillés noirs : corrélation de Thomas (1979). Comparaison
avec la position du pic prévu par le modèle EB-RSM (trait rouge), par Claudin
et al. (2017) (pointillés gris), par le modèle K − ω incluant les corrections (trait
orange) et par les analyses linéaires avec la correction d’Hanratty (trait bleu)
et de Nickels (2004) (tirets oranges). Le losange gris correspond aux coups de
gouges observés sur l’essai TATER (voir chapitre 4).

la figure 7.11. On voit immédiatement que le comportement du modèle K − ω à ce niveau là est
bien amélioré par rapport à la version non corrigée. En particulier, la phase θϕw obtenue avec les
corrections coupe désormais la ligne à −90◦, autorisant un taux d’amplification temporel positif 7.
Plus précisement, sur la figure 7.11, on voit que σ∗ présente désormais un pic, avec une longueur
d’onde dont l’émergence va être favorisée. Les résultats rappellent ceux du modèle EB-RSM, bien
que la localisation de ce pic diffère légèrement, plus proche de celui donné par l’étude de réponses
linéaires forcées incluant la correction d’Hanratty, dont les résultats sont presques identiques à
ceux de l’analyse linéaire faite avec la correction de Nickels (2004). La comparaison avec les
données de la corrélation de Thomas (1979) reste toutefois largement acceptable, notamment au
regard de la dispersion de ces mesures. En résumé, comme nous l’avions vu au chapitre précédent,
le modèle EB-RSM donne un pic situé à α+ = 4× 10−3 (R ≈ 250), tandis que l’analyse linéaire
donne α+ = 2.2 × 10−3 (R ≈ 454). Le modèle K − ω avec les corrections donnent un même
pic situé à environ α+ = 2 × 10−3 (R ≈ 500), et l’analyse linéaire avec la correction de Nickels
donne α+ = 2.15× 10−3 (R ≈ 465). Ces valeurs sont parfaitement cohérentes avec la corrélation
initialement proposée par Thomas (1979) et en excellent accord avec la dimension caractéristique
trouvée dans le cas de l’essai TATER au chapitre 4. La figure 7.12 résume ces conclusions en
comparant ces valeurs à la corrélation de Thomas (1979).

En conclusion, ce type de correction initialement dédié à l’amélioration de la dynamique de
l’écoulement permet déjà d’obtenir des résultats plus proches des mesures de référence (Thomas,
1979) ainsi que des données tirées des simulations faites avec le modèle EB-RSM (chapitre 6)
en ce qui concerne la thermique. Ceci confirme encore une fois qu’une partie du phénomène

7. Voir chapitre précédent.
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responsable de l’émergence d’une longueur d’onde plus instable que les autres est bien issue de la
dynamique de la couche limite. Cependant, elles montrent également leurs limites, en particulier
lorsqu’on s’intéresse à l’amplitude du flux. Une meilleure modélisation des flux thermiques semble
également nécessaire pour complètement prendre en compte la physique de la région interne de la
couche limite. Néanmoins, l’impact positif de ces corrections sur la prévision des flux suffit déjà
à obtenir des résultats intéressants quant à la longueur d’onde émergeant lors de la régression de
la paroi (figure 7.12).

7.4. Limitations inhérentes à ce type de corrections
Bien qu’ayant prouvé leur efficacité dans les analyses linéaires et les simulations RANS pour

reproduire le comportement du cisaillement, les corrections présentées dans ce chapitre souffrent
du même type de limitations que la correction d’Hanratty. Premièrement, la correction d’Hanratty
est construite pour corriger directement le cisaillement à travers une modification de la viscosité
turbulente. Or, nous avons vu précédemment que le terme mal représenté est la différence des
tensions diagonales τxx − τzz, et la correction d’Hanratty n’agit pas sur la bonne quantité. En
ce sens, elle peut être vue comme un palliatif compensant artificiellement la mise en défaut de
l’hypothèse de Boussinesq. La correction de Nickels (2004) règle en partie ce problème : bien que
n’agissant pas directement sur la différence des tensions diagonales, elle cherche à en reproduire
les conséquences sur les variations de pente observées sur les profils de vitesse dans la zone
logarithmique dues au gradient de pression induit par la déformation de la paroi.

Toutefois, les corrections de Nickels (2004) et d’Hanratty possèdent le même défaut les rendant
inapplicables à des simulations RANS en l’état. L’usage d’un gradient de pression n’est en effet pas
préconisé pour la modélisation de la turbulence (Spalart, 2015) car ce dernier n’entre pas dans
l’équation de la vorticité. Si la flexibilité des analyses linéaires nous permet certaines libertés,
il n’est pas souhaitable d’intégrer ces corrections telles quelles dans un code RANS. De plus,
l’équation de relaxation (3.7b) proposée par Hanratty peut également être remise en cause : du
propre aveu de ses concepteurs, « no physical justification is given, so the merit of this equation
is to be judged by its usefullness » (Mao et Hanratty, 1986). En réalité, le gradient de pression
est un moyen pratique de prendre en compte les conséquences de la contribution du gradient de
vitesse ∂u

∂x
induit par la déformation de la paroi. D’ailleurs, un tel gradient de pression n’intervient

pas dans le modèle EB-RSM, ce qui ne l’empêche pas de procurer un bien meilleur accord avec
les données expérimentales, car il est construit pour reproduire directement l’anisotropie de la
turbulence.

Un autre point problématique, plus général et philosophique, réside dans la nature même des
modèles de turbulence considérés : comme il a été montré au chapitre 5, les mauvais résultats ob-
tenus avec les modèles au premier ordre proviennent de la mauvaise représentation du tenseur de
Reynolds par l’hypothèse de Boussinesq. Nous cherchons, avec les corrections proposées, à pallier
ce problème dans un modèle à viscosité turbulente. Or, à travers la mise en défaut de l’hypothèse
de Boussinesq dans le régime transitionnel, c’est le concept de viscosité turbulente qui est direc-
tement remis en question ici. Les stratégies évoquées ne règlent pas un défaut de modélisation
mais se contentent d’artificiellement le compenser pour reproduire les résultats expérimentaux.
En ce sens, nous avons montré qu’avec le modèle EB-RSM, une approche au second ordre semble
physiquement beaucoup plus cohérente (sauf à R très élevé).

Cependant, pour des raisons de praticité de mise en œuvre et de limitation des coûts numé-
riques associés, les modèles à viscosité turbulente restent attractifs par rapport aux modèles aux
tensions de Reynolds pour des applications industrielles. C’est pourquoi, malgré le point sou-
levé au paragraphe précédent, nous avons tout de même proposé une stratégie de correction des
modèles au premier ordre.
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Bilan
Malgré les excellents résultats que procure le modèle EB-RSM, pour des raisons de simplicité

et de limitation des coûts de calculs, une approche de type modèle à viscosité turbulente reste
attractive pour prévoir le comportement d’une couche limite turbulente soumise à une petite
déformation de la paroi. Pour cette raison, ce chapitre a été dédié au développement de
corrections adaptées à des modèles à viscosité turbulente, dans le but de compenser, à la
manière de la correction d’Hanratty, la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq. Nous
nous sommes pour cela attaché dans un premier temps à comprendre le fonctionnement de
la correction d’Hanratty, particulièrement adaptée aux analyses linéaires et faisant appel au
modèle de longueur de mélange. Ensuite, l’étude de l’influence de la déformation de la paroi
sur les profils de vitesses, tracés à différentes positions le long de l’ondulation, nous a permis
d’identifier la constante de von Kármán comme étant un paramètre pertinent susceptible
d’accueillir une éventuelle correction. À partir de ces observations, une première correction
utilisable dans les analyses linéaires a été développée à partir des travaux de Nickels (2004) et
Knopp (2016), combinée avec le gradient de pression relaxé d’Hanratty. Contrairement à une
modification du nombre de van Driest, une telle correction n’est plus limitée au seul modèle de
longueur de mélange et a pu être introduite non seulement sur ce dernier mais également sur
un modèle K−ω. Cependant, l’usage d’un gradient de pression en fait une correction délicate
à adapter à des simulations RANS, comme rappelé par Spalart (2015). C’est pourquoi nous
avons également développé deux autres corrections ad-hoc, dont le principe repose sur une
modification de l’équilibre des coefficients de fermeture du modèle K−ω afin de reproduire le
comportement observé. Ces corrections, incorporées dans le code CEDRE de l’ONERA ont pu
montrer leur efficacité à reproduire le déphasage et l’amortissement du cisaillement pariétal
dans le régime transitionnel. Leur impact sur la prévision des flux thermique a également
été étudié, montrant une nette amélioration, qui permet de retrouver de façon acceptable les
résultats de référence de Thomas (1979).
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Chapitre 8
Ouverture : étude préliminaire sur l’extension
en trois dimensions des analyses linéaires

Dans ce dernier chapitre, qui fait office d’ouverture, nous proposons une étude préliminaire
concernant l’extension aux configurations tridimensionnelles des études de réponses linéaires
forcées. Nous reprenons ici le travail qui a été fait notamment au chapitre 5 en ajoutant une
dimension afin de nous pencher sur l’influence d’un éventuel effet de courbure de la paroi. Nous
considérons pour cela un système de coordonnées cylindriques, nous permettant de considérer
une paroi courbée, qui serait déformée par une perturbation sinusoïdale harmonique dans les
directions longitudinale et tangentielle. Ces analyses linéaires seront ensuite confrontées à des
simulations RANS menées avec le modèle EB-RSM en configuration de canal, ce dernier ayant
prouvé tout au long de notre étude sa faculté à reproduire fidèlement le champ de perturbation
dans l’écoulement. Le manque de données de référence, expérimentales ou numériques, ne nous
permet malheureusement pas de proposer des conclusions définitives quant à l’influence du
rayon de courbure de la paroi. Cependant, la cohérence des résultats des simulations par
rapport aux analyses linéaires permet de considérer cette approche comme prometteuse pour
étudier cette problématique.
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Chapitre 8. Ouverture : étude préliminaire sur l’extension en trois dimensions des analyses
linéaires

8.1. Préambule

8.1.1. Motivation

Toutes les études menées jusque-là l’ont été en deux dimensions, en ne considérant que la lon-
gueur d’onde longitudinale des creusements. Or les coups de gouges sont par nature des motifs
tridimensionnels, caractérisés non seulement par une longueur d’onde longitudinale mais égale-
ment par une longueur caractéristique transverse. Nous avons vu dans notre étude la pertinence
de la corrélation de Thomas (1979), qui suggère que la taille des coups de gouge dans la direction
de l’écoulement est fixée dès les premiers instants de leur formation par les grandeurs carac-
téristiques de la couche limite turbulente. Une question naturelle en découle dès lors que l’on
s’interroge sur la longueur caractéristique transverse des motifs observés : cette dernière peut-elle
résulter de mécanismes similaires ?

En s’intéressant de plus près à l’analogie évoquée dans le chapitre 1, on peut remarquer que les
rides de sables apparaissant sur un sol relativement plat forment un motif quasiment bidimension-
nel. En revanche, les coups de gouge que l’on observe dans des grottes de glace ou sur la pointe
avant d’un véhicule de rentrée se forment sur une surface courbée (voir figure 8.1). La longueur
d’onde transverse des coups de gouge serait-elle due au rayon de courbure de la paroi, qui propa-
gerait la perturbation également dans la direction tangentielle ? C’est cette question qui a motivé
l’étude présentée dans ce chapitre. Nous n’aurons pas ici la prétention d’y répondre, mais nous
nous proposons dans un premier temps de vérifier si le principe des analyses linéaires pourrait per-
mettre d’étudier ces phénomènes. Pour cela, nous allons étendre les études de réponses linéaires
forcées en trois dimensions, dans une configuration permettant d’étudier l’influence d’un rayon
de courbure dans la direction transverse à l’écoulement, que nous désignerons comme la direc-
tion tangentielle. Nous comparerons alors les résultats de ces analyses linéaires à des simulations
RANS réalisées avec le modèle EB-RSM.

Figure 8.1. – Rides de sables bidimensionnelles apparaissant sur un sol plan1(gauche), coups de
gouges tridimensionnels apparaissant sur les parois courbées d’une grotte de glace
(Pflitsch et al., 2017).

8.1.2. Configuration en trois dimensions

La configuration dans laquelle nous proposons d’étendre les études de réponses linéaires forcées
en trois dimensions est illustrée sur le schéma 8.2. De la même manière qu’en 2D, la déformation
de la paroi est vue comme une perturbation sinusoïdale harmonique, qui se propage dans les
directions longitudinale et transverse. Comme on souhaite étudier l’influence d’une courbure de
la paroi dans la direction tangentielle, on passera dans la suite dans un système de coordonnées
cylindriques (x, r, ψ). La déformation de la paroi dans la direction tangentielle est définie par
un rayon de courbure r0 et un angle ψ0, permettant de fixer la longueur de l’arc de cercle du
domaine étudié. À partir des travaux d’Hochrein et Wright (1976) (voir chapitre 1), on peut
remarquer que la taille caractéristique transverse des coups de gouge est du même ordre que la
taille longitudinale. On suppose donc ici que la longueur d’onde tangentielle de la déformation

1. Photo extraite du site internet https://geologyistheway.com/.
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Figure 8.2. – Schéma illustrant la configuration 3D étudiée, et le passage en coordonnées cy-
lindriques. Pour plus de lisibilité, l’amplitude de la déformation est amplifiée par
rapport à celle considérée dans les analyses linéaires et les simulations RANS pré-
sentées ci-après.

de la paroi est égale à la longueur d’onde longitudinale. On souhaite avoir une longueur d’arc de
cercle égale à la longueur d’onde longitudinale λ, ce qui nous donne ψ0 = λ/r0

1. Le profil de la
paroi est alors donné par la fonction :

ζ = ζ0 cos (αx) cos (mψ) (8.1)

m est une grandeur exprimée en rad−1, qui est l’analogue d’un nombre d’onde. Pour avoir une
déformation identique dans les directions longitudinale et tangentielle, on doit avoir en particulier
m = r0α.

Pour rester cohérent avec les simulations RANS menées jusqu’ici, on prendra dans ce chapitre
λ = 2 m. Dans ce contexte, on retiendra trois configurations d’étude : r0 = {0.8, 1.5, 5} m, et
deux nombres de Reynolds : R = 300 et R = 500.

8.2. Extension des analyses linéaires

8.2.1. Écoulement de base

L’écoulement de base est une région interne de couche limite turbulente incompressible, se
développant dans l’axe d’un cylindre infini, de rayon r0. Le bilan de quantité de mouvement en
coordonnées cylindriques se réduit à, avec r ∈ [0 +∞[ :

∂

∂r
((r + r0)τxr) = 0 (8.2)

1. La variable ψ évolue donc entre 0 et ψ0.
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Figure 8.3. – Profils de vitesse moyen à l’état de base, à R = 500, obtenus avec un modèle de
longueur de mélange. Les symboles représentent le profil sur plaque plane, les cou-
leurs de foncées à claires un rayon de courbure décroissant (r0 = {0.8, 1.5, 5} m).

Avec un modèle de longueur de mélange, le profil de vitesse à l’équilibre ⟨u⟩ 2 est donc donné par
intégration de l’expression :

⟨u⟩,η =
−1 +

√
1 + 4r0

r+r0
⟨l⟩2R2

2 ⟨l⟩2R
(8.3)

Lorsque r0 tend vers l’infini, on retrouve comme attendu la solution dans la région interne de
la couche limite sans gradient de pression. En pratique, l’influence du rayon de courbure sur le
profil de vitesse moyen n’est visible que dans la région logarithmique, lorsque le rayon de courbure
est très petit – soit quand la courbure est importante. De plus, à l’ordre dominant, l’écoulement
est supposé établi dans l’axe du cylindre et axisymétrique, c’est-à-dire que les vitesses moyennes
tangentielle ⟨uψ⟩ et radiale ⟨ur⟩ sont nulles. Les profils de vitesse obtenus par intégration de
l’expression (8.3) sont tracés sur la figure 8.3 pour les trois configurations étudiées, et un nombre
de Reynolds égal à 500 (on observe exactement le même comportement à R = 300). La courbure
de la paroi provoque, lorsque la hauteur de la couche limite δ devient grande devant le rayon de
courbure r0, un infléchissement du profil dans la zone logarithmique, jusqu’à la disparition de
celle-ci (à partir de δ

r0
> 10 environ d’après plusieurs auteurs (Willmarth et Yang, 1970; Rao

et Keshavan, 1972)). Cet effet, documenté dans la littérature (Luxton et al., 1984; Snarski et
Lueptow, 1995), reste toutefois minime pour les configurations que nous avons choisies.

8.2.2. Linéarisation des équations

Comme en deux dimensions, les analyses linéaires sont réalisées en considérant une petite dé-
formation de la paroi dans les directions longitudinale et tangentielle. On exprime la déformation
de la paroi dans la direction transverse grâce au changement de variable ψ̃ = r0ψ. Cela permet
de faire apparaître le nombre d’onde αψ de la déformation transverse. Bien que ce dernier sera
pris égal à α dans nos exemples, nous distinguerons ces deux nombres d’onde dans cette section,
pour garder la généralité de l’approche. Les équations de Navier–Stokes 3 incompressibles sont
linéarisées par rapport au petit paramètre (α+ αψ) ζ0, et chaque quantité q du problème est
décomposée en une partie moyenne ⟨q⟩ et une partie fluctuante q̂ :

2. C’est désormais une moyenne en x et en ψ.
3. Les équations de Navier–Stokes écrites en coordonnées cylindriques, sous leur forme incompressible, sont

rappelées en annexe B.1.
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q = ⟨q⟩+ (α+ αψ) ζ0e
i(αx+αψψ̃)q̂ (8.4)

De façon analogue à ce qui avait été fait en deux dimensions, on introduit les notations suivantes
pour les composantes du champ de vitesse et de tensions de Reynolds en coordonnées cylindriques :

ux = uτ
(
⟨u⟩+ (α+ αψ) ζ0e

i(αx+αψψ̃)ûx
)

ur = uτ (α+ αψ) ζ0e
i(αx+αψψ̃)ûr

uψ = uτ (α+ αψ) ζ0e
i(αx+αψψ̃)ûψ

τrr = u2
τ

(
−1

3χ
2 + (α+ αψ) ζ0e

i(αx+αψψ̃)τ̂rr
)

τxx = u2
τ

(
−1

3χ
2 + (α+ αψ) ζ0e

i(αx+αψψ̃)τ̂xx
)

τψψ = u2
τ

(
−1

3χ
2 + (α+ αψ) ζ0e

i(αx+αψψ̃)τ̂ψψ
)

τψr = u2
τ (α+ αψ) ζ0e

i(αx+αψψ̃)τ̂ψr
τxr = u2

τ

(
1 + (α+ αψ) ζ0e

i(αx+αψψ̃)τ̂xr
)

τψx = u2
τ (α+ αψ) ζ0e

i(αx+αψψ̃)τ̂ψx

τrr − p/ρ = −p0/ρ+ u2
τ

(
−1

3χ
2 − (α+ αψ) ζ0e

i(αx+αψψ̃)τ̂p
)

(8.5)

La linéarisation des équations de Navier–Stokes (B.1), (B.2), (B.3) et (B.4) donne quatre équa-
tions au premier ordre. Les composantes du tenseur de Reynolds sont exprimées à l’aide de
l’hypothèse de Boussinesq 4, en faisant appel au modèle de longueur de mélange (3.12), fournis-
sant deux équations supplémentaires et quatres relations permettant de fermer le système. Dans
la suite, on notera η0 = αr0 le rayon de courbure adimensionné. Ainsi, à l’ordre 1, le bilan de
continuité donne une équation pour ûr,η :

ûr,η + 1
η + η0

(ûr + iαψr0ûψ,η) + iûx = 0 (8.6)

De même, la linéarisation des bilans de quantité de mouvement dans les directions x, r et ψ donne
trois équations pour τ̂xr,η, τ̂ψr,η et τ̂p,η :

ûr,η ⟨u⟩,η + i ⟨u⟩ ûx = 1
η + η0

(τ̂xr + iαψr0τ̂ψx) + τ̂xr,η − i (τ̂p + τ̂rr − τ̂xx) (8.7)

i ⟨u⟩ ûr = 1
η + η0

(τ̂rr − τ̂ψψ + iαψr0τ̂ψr)− τ̂p,η + iτ̂xr (8.8)

i ⟨u⟩ ûψ = 1
η + η0

(2τ̂ψr + iαψr0 (τ̂ψψ − τ̂rr − τ̂p)) + τ̂ψr,η + iτ̂ψx (8.9)

Enfin, on exprime le tenseur des contraintes de Reynolds à l’aide de l’hypothèse de Boussinesq
(voir annexe B.2), et ces expressions, une fois linéarisées, permettent d’obtenir deux équations
supplémentaires, pour ûx,η et ûψ,η, et quatre relations pour τ̂ψx, τ̂rr − τ̂ψψ et τ̂rr − τ̂xx :

τ̂xr =
(
2 ⟨l⟩2 ⟨u⟩,η +R−1

)
(û,η + iŵ) + 2 ⟨l⟩ ⟨u⟩,η

2 l̂ (8.10)

τ̂ψr =
(
⟨l⟩2 ⟨u⟩,η +R−1

)(
ûψ,η + 1

η + η0
(iαψr0ûr − ûψ)

)
(8.11)

4. Voir annexe B.2.
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τ̂ψx = i
(
⟨l⟩2 ⟨u⟩,η +R−1

)(
ûψ + αψr0

η0
ûx

)
(8.12)

τ̂rr − τ̂ψψ = 2
(
⟨l⟩2 ⟨u⟩,η +R−1

)(
ûr,η + 1

η + η0
(iαψr0ûψ − ûr)

)
(8.13)

τ̂rr − τ̂xx = 2
(
⟨l⟩2 ⟨u⟩,η +R−1

)
(ûr,η − iûx) (8.14)

Finalement, on obtient un système linéaire qui peut se réduire sous la forme compacte :

dX
dη = BX + S (8.15)

Avec Xt = (ûx, ûr, ûψ, τ̂xr, τ̂p, τ̂ψr), que l’on peut résoudre facilement avec la méthode de col-
location spectrale présentée au chapitre 5. La matrice B et le vecteur solution S sont écrits
explicitement en annexe B.3. De façon similaire à ce qui avait été fait en deux dimensions, on
utilise pour conditions aux limites :

τ̂xz(∞) = 0
ûr(∞) = 0
ûψ(∞) = 0
ûx(0) = −⟨u⟩,η (0) = −R
ûr(0) = 0
ûψ(0) = 0

(8.16)

8.3. Simulations RANS en trois dimensions

Afin de valider l’approche présentée dans la section précécente, des simulations RANS ont égale-
ment été menées dans les trois configurations et pour les deux nombres de ReynoldsR définis dans
la section 8.1.2 (voir figure 8.4), c’est-à-dire pour les trois rayons de courbure r0 = {0.8, 1.5, 5} m.
Rappelons que λ = λψ = 2 m. Comme en deux dimensions, on choisit, pour des raisons pratiques,
de simuler un écoulement de canal turbulent établi qui respecte la condition αδ = π. Les analyses
linéaires ont également été déclinées dans cette version, sans que de grandes différences ne soient
observées par rapport à une configuration de couche limite (voir chapitre 5, section 5.1.4 pour la
discussion détaillée en deux dimensions de cette problématique).

Figure 8.4. – Configurations de canal pour les calculs RANS. De gauche à droite : r0 = 0.8 m,
r0 = 1.5 m et r0 = 5 m. La déformation de la paroi est illustrée par les contours
sur la paroi inférieure, entre −ζ0 et ζ0.

Ces simulations ont été menées avec le solveur CHARME du code CEDRE avec des paramètres
similaires à ceux utilisés en deux dimensions et présentés au chapitre 5. Le but étant de valider
l’extension en trois dimensions des analyses linéaires, le modèle EB-RSM a été choisi en raison
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de ses bonnes performances sur les cas en deux dimensions. Une condition de périodicité est
appliquée sur les faces amont, aval, gauche et droite.

8.4. Comparaison des résultats et discussion

Dans cette section, la fluctuation du cisaillement à la paroi τ
+
xr − ⟨τxr⟩

+

ζ0+ est projetée dans un
plan cartésien (x, y), permettant une comparaison aisée entre les résultats de l’analyse linéaire et
des simulations. Les conclusions que nous tirerons de cette comparaison n’étant pas très différentes
pour les trois rayons de courbure étudiés, nous omettrons ici le cas r0 = 1.5 m, assez proche du
cas à r0 = 0.8 m, mais qui est néanmoins présenté en annexe B.4. Les tracés en trois dimensions,
plus représentatifs mais moins lisibles, se trouvent eux en annexe B.4.

Reconstruction du champ de fluctuations à partir des analyses linéaires

Afin de faciliter la comparaison avec les simulations RANS, le champ de perturbation de la
contrainte de cisaillement à la paroi a été reconstruit à partir des études de réponses linéaires
forcées. Pour cela, on peut écrire la déformation de la paroi sous sa forme complexe grâce à la
relation suivante :

ζ0 cos (αx) cos
(
αψψ̃

)
= ℜ

[
ζ0
2
(
ei(αx+αψψ̃) + ei(αx−αψψ̃))] (8.17)

Le champ de fluctuations τ
+
xr − ⟨τxr⟩

+

ζ0+ de la contrainte de cisaillement est donc obtenu grâce aux

résultats de deux analyses linéaires, pour les perturbations ei(αx+αψψ̃) et ei(αx−αψψ̃), la réponse
de l’analyse linéaire correspondant au membre de droite de l’expression (8.17) étant égale à la
somme des réponses de ces deux perturbations, par principe de superposition. Finalement, le

champ de perturbation τ+
xr − ⟨τxr⟩

+

ζ0+ est donné par :

τ+
xr − ⟨τxr⟩

+

ζ0+ = ℜ
[(
α+ + α+

ψ

) ζ0
+

2
(
ei(αx+αψψ̃)τ̂<xr + ei(αx−αψψ̃)τ̂>xr

)]
(8.18)

où τ̂<xr et τ̂>xr correspondent aux réponses de la couche limite aux deux perturbations ei(αx+αψψ̃)

et ei(αx−αψψ̃).

Comparaison entre les analyses linéaires et les simulations

Les contours des champs de fluctuations de la contrainte de cisaillement pariétale obtenus par les
analyses linéaires sont comparés avec les résultats des simulations RANS pour les configurations
à r0 = 0.8 m et r0 = 5 m sur les figures 8.5 et 8.6, pour les deux nombres de Reynolds R = 300 et
R = 500. Plusieurs conclusions peuvent être tirées de ces comparaisons. La tendance générale qui
se dégage immédiatement des 6 configurations étudiées est que l’amplitude de la perturbation est
toujours légèrement surestimée dans les analyses linéaires par rapport aux résultats de simulation.
On peut également remarquer que cet écart est plus important pour R = 300 (de l’ordre de
20%) par rapport à R = 500 (de l’ordre de 10%). Concernant le déphasage, comme en deux
dimensions, il est plus important pour R = 500 que pour R = 300. Pour obtenir un bon accord
avec les simulations, il a été nécessaire, dans les analyses linéaires, d’augmenter la valeur du
facteur d’amplification de la correction d’Hanratty, bH . Pour r0 = 5 m et r0 = 1.5 m, la valeur
bH = 45 a été choisie, proche de celle utilisée en deux dimensions tandis que pour r0 = 0.8 m, la
constante bH a du être augmentée aux alentours de 50 pour retrouver un déphasage comparable
à celui des simulations. Finalement, pour les cas r0 = 0.8 m et à r0 = 1.5 m, les déphasages
de τxr à la paroi restent relativement constants et sont ainsi d’environ 75◦ pour R = 300 et de
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Figure 8.5. – Contours de la fluctuation du cisaillement τ
+
xr − ⟨τxr⟩

+

ζ0+ projetée sur un plan (x, y),
à R = 300 (haut) et R = 500 (bas), pour r0 = 0.8 m. Gauche : simulation RANS,
droite : analyse linéaire.

Figure 8.6. – Contours de la fluctuation du cisaillement τ
+
xr − ⟨τxr⟩

+

ζ0+ projetée sur un plan (x, y),
à R = 300 (haut) et R = 500 (bas), pour r0 = 5 m. Gauche : simulation RANS,
droite : analyse linéaire.
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83◦ pour R = 500. Cependant, ces valeurs augmentent lorsque le rayon de courbure augmente à
r0 = 5 m, pour tendre vers 80◦ à R = 300 et 90◦ à R = 500. Notons que bien que la contrainte
τrθ contribue également au frottement pariétal, elle est d’amplitude bien plus faible que τxr et
représente moins de 1% du frottement total dans toutes les configurations étudiées.

L’influence du rayon de courbure sur le déphasage du cisaillement à la paroi peut être appré-
hendé sur la figure 8.7. À partir des résultats des analyses linéaires, menées avec bH = 30 constant,
sont tracés sur cette figure les contours des déphasages θτw dans le plan (Rψ,R) = (1/α+

ψ , 1/α+),
pour deux rayons de courbure α+r0

+ = 0.8π et α+r0
+ = 100π, correspondant respectivement à

une courbure importante et une courbure très faible de la paroi. La courbure de la paroi tend
à resserrer la gamme des nombres de Reynolds R du régime transitionnel vers des valeurs de R
plus basses. Les deux figures montrent un léger décalage du régime transitionnel vers des nombres
de Reynolds R supérieurs à mesure que Rψ augmente. On peut également noter que les valeurs
du déphasage θτw diminue lorsque la courbure augmente, en cohérence avec ce que nous avions
observé sur les cas particuliers des figures 8.5 et 8.6. À grand rayon de courbure, on remarque
que l’on tend, pour les petites valeurs de Rψ, vers la solution obtenue dans la configuration bi-
dimensionnelle. La ligne α = αψ est représentée sur les figures 8.7 de droite et de gauche. À ce
stade, il est difficile de tirer des conclusions sur l’égalité des longueurs d’onde longitudinale et
tangentielle constatées sur les coups de gouge. On peut simplement remarquer que la ligne α = αψ
se rapproche des lignes d’iso-déphasage pour Rψ < R lorsque la courbure augmente. Pour mieux
comprendre le rapport entre les longueurs d’onde longitudinale et transverse, l’exercice que nous
avons fait au chapitre 6 sur l’équation de l’énergie et la modélisation de la régression de la paroi
doit être repris en incluant une courbure de la paroi. Évidemment, cela devra s’accompagner de la
création de données de référence (simulations haute-fidélité, expériences...). Bien que nécessitant
des investigations plus approfondies, ces résultats donnent des pistes de réflexion intéressantes
quant à l’influence du rayon de courbure sur l’apparition lors de la formation des coups de gouge.

Figure 8.7. – Contours du déphasage θτw du cisaillement à la paroi dans le plan (αψ, α), pour
α+r0

+ = 0.8π (gauche) et α+r0
+ = 100π (droite). La ligne pointillée noire cor-

respond à α+ = α+
ψ . Obtenu à partir de l’analyse linéaire.

Pour conclure, nous montrons à travers cette étude préliminaire que les analyses linéaires
peuvent être étendues en trois dimensions et restent un outil efficace pour étudier la propaga-
tion de la perturbation dans la direction transverse. Comme en deux dimensions, la correction
d’Hanratty est nécessaire pour retrouver des résultats comparables à ceux fournis par le modèle
EB-RSM. Cependant, afin de poursuivre ce type d’études pour comprendre la formation de creu-
sement tridimensionnels lors de l’érosion de la paroi, il est nécessaire de disposer de données de
référence, qu’elles soient expérimentales ou issues de simulations haute fidélité (LES ou DNS), en
particulier sur le rapport α/αψ.
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Bilan
Ce chapitre d’ouverture avait pour but de présenter une étude préliminaire concernant

la possibilité d’étendre en trois dimensions le principe des analyses linéaires afin d’étudier
l’influence d’un éventuel effet de courbure de la paroi. Pour cela, les équations de Navier–Stokes
sous leur forme incompressible, exprimées en coordonnées cylindriques, ont été linéarisées
par rapport à une déformation bi-sinusoïdale harmonique de la paroi de faible amplitude se
propageant dans les directions longitudinale et transverse. La courbure de la paroi a été prise
en compte à travers un rayon de courbure, noté r0. Ces analyses linéaires ont été confrontées à
des simulations RANS menées sur trois géométries différentes (pour trois rayons de courbure
différents) et deux nombres de Reynolds (R = 300 et R = 500) à l’aide du modèle EB-RSM,
choisi pour ses excellentes performances en deux dimensions. La comparaison des études de
réponses linéaires forcées et des simulations a montré, à l’aide de la correction d’Hanratty, que
le principe des analyses linéaires peut être étendu en trois dimensions et reste un outil efficace
pour reproduire le comportement observé dans les simulations RANS. Afin de poursuivre ce
type d’étude avec l’objectif de mieux comprendre l’apparition d’une longueur caractéristique
transverse sur les motifs observés lors de l’érosion de la paroi, il est toutefois nécessaire de
disposer de données de référence provenant d’études expérimentales ou numériques (LES ou
DNS).
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Conclusion
Rappel du contexte et des objectifs de l’étude

Ces travaux de thèse s’inscrivent dans le contexte de l’étude et de la modélisation des phéno-
mènes liés à l’interaction entre un écoulement turbulent et un véhicule de rentrée atmosphérique.
On s’intéresse exclusivement ici à l’apparition de creusements macroscopiques tridimensionnels,
appelés coups de gouge, lors de l’ablation du matériau de protection thermique, et notamment au
rôle de la turbulence au sein de la couche limite dans leur formation. L’apparition de tels motifs
sur la surface de l’objet a en effet pour conséquence une augmentation des transferts thermiques
entre l’écoulement et le corps de rentrée, ce qui tend à accélérer la dégradation de la protection.
C’est pourquoi la prise en compte des phénomènes relatifs à l’apparition des coups de gouge revêt
un caractère important dans l’optique d’un dimensionnement optimal des boucliers thermiques.

L’objectif concret de cette thèse consiste tout d’abord à étudier la croissance de telles structures
dans les premiers instants de leur formation, lors de l’ablation de la protection. Dans ces premiers
instants, la déformation de la paroi est de faible amplitude, et les interactions entre la couche
limite turbulente et la paroi sont linéaires. Des travaux précédents ayant suggéré un lien entre
la taille des creusements et les caractéristiques de la couche limite turbulente, nous avons centré
notre étude sur la compréhension de ces interactions. L’approche RANS (Reynolds Averaged
Navier–Stokes) étant privilégiée dans des contextes industriels, et notamment lors des phases de
dimensionnement des protections thermiques, un deuxième objectif de notre étude est de mettre
au point des stratégies de modélisation RANS permettant de reproduire les phénomènes liés aux
interactions entre la paroi déformée et la couche limite turbulente.

Bilan et discussion
Dans un premier temps, afin de comprendre les conditions d’écoulement dans lesquelles évolue

l’objet lors de l’apparition des coups de gouge, nous nous sommes attachés à reproduire numéri-
quement un des rares essais en vol traitant de cette problématique disponible dans la littérature
(Hochrein et Wright, 1976; McAlees et Maydew, 1985). Plusieurs hypothèses ayant dû être faites
afin de reconstruire la trajectoire suivie par l’essai, il a fallu tout d’abord valider la représen-
tativité de notre simulation, réalisée sur une portion représentative des conditions de rentrée
atmosphérique menant à l’apparition des coups de gouge. L’idée de cette simulation, outre le fait
d’obtenir un aperçu global de l’écoulement autour du corps de rentrée, était notamment d’acqué-
rir un certain nombre d’informations relatives aux caractéristiques de la couche limite dans la
zone dans laquelle apparaissent les coups de gouge. Une des conclusions majeures qui en résulte
est que malgré des conditions amont hypersoniques, les effets de compressibilité dans la région
en aval du choc, et plus particulièrement dans la couche limite, y sont modérés. De plus, grâce
aux données fournies par les simulations, il a été possible de comparer favorablement les coups
de gouge liés à la rentrée atmosphérique à ceux observés dans des contextes où l’écoulement est
incompressible, au travers de la corrélation de Thomas (1979).

Ces conclusions ont motivé l’axe d’étude suivi dans ce manuscrit, qui s’intéresse à la réponse
linéaire de la région interne de la couche limite turbulente à une petite déformation sinusoïdale
harmonique de la paroi. On peut pour cela s’appuyer sur des résultats expérimentaux provenant
des travaux d’Hanratty et al. (Zilker et al., 1977; Abrams et Hanratty, 1985; Frederick et Han-
ratty, 1988), qui mettent en exergue l’apparition d’un déphasage inattendu de la contrainte de
cisaillement à la paroi par rapport à la petite déformation. Les analyses linéaires historiquement
utilisées pour étudier ces problématiques (Thorsness et al., 1978; Charru et al., 2013; Claudin
et al., 2017) ont été reprises et complétées par des simulations RANS faisant appel à différentes
fermetures turbulentes. La comparaison de ces travaux expérimentaux et numériques à une base
de données DNS (Direct Numerical Simulations) établie en marge de cette thèse et complétant
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les travaux expérimentaux d’Hanratty et al. a permis notamment d’expliquer l’incapacité des mo-
dèles à viscosité turbulente à retrouver le comportement attendu de la fluctuation du cisaillement
à la paroi. La mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq dans la configuration considérée a
ainsi pu être démontrée, illustrant le rôle crucial du terme de diffusion turbulente ∂ (τxx − τzz)

∂x
à

l’ordre de la perturbation, dans le bilan de quantité de mouvement. Plus précisément, le champ
de perturbations de la région interne de la couche limite a pu être divisé en une zone de vorticité
et une zone de vorticité nulle. Dans cette dernière, la perturbation de vorticité est nulle, et bien
que ce ne soit pas le cas des perturbations de vitesse, celles-ci sont en phase avec la déformation
de la paroi. Il s’agit de la région dans laquelle les perturbations de vitesse tendent vers zéro,
conduisant à un retour vers l’état moyen. Les deux modèles de turbulence utilisés, au premier
et au second ordre, reproduisent fidèlement ces comportements. À l’inverse, dans la zone de vor-
ticité, située au voisinage immédiat de la paroi, la fluctuation de la vorticité n’est pas nulle et
présente un pic de plus en plus marqué à mesure que le nombre de Reynolds R augmente dans le
régime transitionnel. Les perturbations de vitesse y évoluent rapidement et atteignent une valeur
maximale, située autour du pic de vorticité. On note également dans cette zone l’apparition du
déphasage du champ perturbé, qui se traduit in fine sur le cisaillement à la paroi. Le modèle K−ω
tend à sous estimer cette évolution rapide des perturbations de vitesse, avec pour conséquence
de sous-évaluer le déphasage par rapport aux prévisions du modèle EB-RSM, en bien meilleur
accord avec les DNS de référence. Les fluctuations à l’ordre un du terme de diffusion turbulente
telles que prévues par le modèle aux tensions de Reynolds montrent qu’elles sont du même ordre
de grandeur que celles de ∂τxz

∂z
. Or l’hypothèse de Boussinesq considère les tensions diagonales

τxx et τzz égales à l’ordre dominant. En raison de cette mauvaise représentation du tenseur de
Reynolds, les modèles à viscosité turbulente négligent la contribution de ∂ (τxx − τzz)

∂x
dans le

bilan de quantité de mouvement, ce qui explique leur mise en défaut dans le régime transitionnel,
qui peut être compensé dans les analyses linéaires par la correction d’Hanratty.

Dans les cas d’ablation qui motivent notre étude, la vitesse de récession de la paroi est souvent
considérée proportionnelle au flux à la paroi, qu’il s’agisse d’un transfert de chaleur, ou de concen-
tration d’un oxydant, suivant le mécanisme physique responsable de l’ablation du matériau. Afin
d’étudier l’influence des phénomènes mis en lumière au chapitre précédent sur la prévision de
ce flux à la paroi, on considère l’équation de l’énergie écrite pour l’enthalpie totale, et réduite,
pour les larges valeurs de flux rencontrées dans nos applications, à l’équation de transport d’un
scalaire passif. Cette équation est alors linéarisée de la même manière que ce qui a été fait précé-
demment pour les équations de continuité et de quantité de mouvement, et ces nouvelles analyses
linéaires sont comparées aux simulations RANS et aux DNS de référence. Les conclusions rap-
pelées au paragraphe précédent concernant le champ de perturbations de vitesses peuvent être
désormais étendues au champ de perturbations de température, ce qui se traduit, là encore, par
une mauvaise estimation de la phase et de l’amplitude du flux thermique à la paroi par les mo-
dèles à viscosité turbulente. Le modèle EB-RSM, bien que moins performant que lorsqu’il s’agit
du champ de vitesse, procure tout de même des résultats bien plus représentatifs des données
de référence. Si la correction d’Hanratty permet là encore d’améliorer les résultats des analyses
linéaires, elle se montre toutefois insuffisante pour obtenir un accord pleinement satisfaisant. À
partir de ces résultats, le taux d’amplification temporel de la paroi peut être étudié. Ce taux
d’amplification temporel tel que calculé à l’aide des modèles K − ω et de longueur de mélange
non corrigé est toujours négatif. En revanche, le modèle au second ordre ainsi que les analyses
linéaires incluant la correction d’Hanratty donnent un taux d’amplification temporel positif dans
une partie du régime transitionnel, permettant de dégager une longueur d’onde pour laquelle ce
taux est maximal. L’émergence de cette longueur d’onde va être favorisée lors du recul de la
paroi, et sa valeur se compare favorablement à la pente de la corrélation empirique de Thomas
(1979), validant l’hypothèse émise par ce dernier sur le rôle de la turbulence dans la sélection
de la longueur caractéristique. Ces résultats font l’objet d’un article (Chedevergne et al., 2023)
publié dans Journal of Fluid Mechanics.
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Perspectives

Malgré les excellents résultats procurés par le modèle au second ordre, il existe toujours un
besoin, pour des applications industrielles, de modèles plus simples à mettre en œuvre et per-
mettant de limiter les coûts numériques associés. Les modèles à viscosité turbulente restent donc
une approche privilégiée dans ce contexte. Or, la correction d’Hanratty, jusque là uniquement
utilisée dans des analyses linéaires, montre qu’il est possible de construire des corrections per-
mettant de pallier la mise en défaut de l’hypothèse de Boussinesq, responsable de l’échec de ces
modèles. La comparaison des profils de vitesse instantanés fournis par les modèles au premier
et au second ordre, tracés à différentes positions le long de l’ondulation, a permis de définir une
stratégie de construction de corrections adaptées à des modèles de type K− ω. À partir de cette
stratégie, basée sur une modification des coefficients du modèle pour reproduire le comportement
asymptotique des profils de vitesse, différentes corrections adaptées aux analyses linéaires ou aux
simulations RANS ont été établies, inspirée notamment des travaux de Thorsness et al. (1978),
Nickels (2004) et Knopp (2016). Ces corrections représentent une façon pragmatique d’amélio-
rer les résultats du modèle K − ω concernant à la fois le cisaillement et le flux thermique à la
paroi, et de retrouver un taux d’amplification temporel positif montrant l’émergence d’une lon-
gueur d’onde spécifique. Cependant, nous restons conscients des limites de ce type de corrections
ad-hoc, qui agissent comme des palliatifs compensant la mauvaise représentation du tenseur de
Reynolds sans le corriger directement. La stratégie générale de modification des coefficients du
modèle K − ω représente toutefois une piste encourageante pour le développement d’un modèle
à viscosité turbulente permettant de prévoir fidèlement le comportement de l’écoulement dans le
régime transitionnel. Cependant, nous restons convaincus qu’une approche basée sur une modé-
lisation au second ordre, qui a prouvé tout au long de cette thèse sa capacité à reproduire les
données de référence, est la plus prometteuse pour ce type de problèmes. Un article paru dans le
European Journal of Mechanics - B/Fluids (Stuck et al., 2024) résume l’ensemble des corrections
développées ici.

En guise de conclusion, et pour revenir au contexte de cette thèse, nous pouvons désormais
proposer un scénario possible d’apparition des coups de gouges. En fonction des conditions d’écou-
lement la rugosité présente à l’échelle microscopique inhérente à la paroi érodable déstabilise la
couche limite turbulente qui se développe à sa surface. D’un point de vue mathématique, une
paroi quelconque, rugueuse, peut être décrite par une somme infinie de cosinus de longueurs
d’onde différentes. Lors de la phase de croissance linéaire de la paroi, une sélection de la longueur
d’onde la plus « instable » est faite. Cette longueur d’onde correspondant, d’après la corrélation
de Thomas (1979), à la taille caractéristique des creusements, on en conclut ainsi que la réponse
linéaire de l’écoulement, lorsque la déformation de la paroi est d’amplitude suffisamment faible,
fixe la longueur des futurs coups de gouges. Les interactions non-linéaires apparaissant lorsque
l’amplitude de la déformation devient trop importante vont ensuite modeler ces motifs, leur don-
nant leur forme caractéristique semblable à des coups de gouge, mais ne modifient pas, comme
supposé par Thomas (1979), la sélection de longueur d’onde faite dans la phase de croissance
linéaire de la paroi.

Perspectives
Bien que ces travaux de thèse aient permis d’éclaircir les mécanismes favorisant l’émergence

d’une longueur d’onde particulière, qui correspond à la taille caractéristique des coups de gouge,
et d’illustrer le rôle crucial du choix de la fermeture turbulente dans ce type de problème, trois
axes de recherche restent, de notre point de vue, intéressants à poursuivre pour comprendre de
manière plus exhaustive encore la formation et la propagation des coups de gouge sur la surface
d’un corps de rentrée ainsi que leur impact sur la couche limite. Cette étude se limite en effet à
la réponse linéaire d’une couche limite turbulente incompressible et bidimensionnelle.

Sans aller plus loin dans la démonstration, Thomas (1979) formule l’hypothèse que les inter-
actions non-linéaire pouvant apparaître lorsque croît l’amplitude de l’ondulation pourrait donner
aux coups de gouge, lors du processus d’érosion, leur forme effilée si caractéristique. Un certain
nombre d’études (Curl, 1966; Camporeale et Ridolfi, 2012), principalement expérimentales (Lee
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et al., 2014; Bushuk et al., 2019) se sont penchées sur ce problème dans le cas de coups de gouge
apparaissant sur des parois de glace, dans de nombreux environnements géophysiques. Ces tra-
vaux mettent en avant un phénomène de décollement de la couche limite, avec formation d’une
bulle de recirculation, sur le côté aval de la bosse formant le creusement. Dans le cas de la rentrée
atmosphérique, il serait pertinent d’étudier l’influence d’une telle géométrie sur la couche limite
turbulente, et notamment quantifier l’augmentation des flux de chaleur en résultant. Cet objectif
nécessite la recherche de solutions de référence quant à la modification des flux thermiques due
à la présence de coups de gouge sur la paroi, afin d’en déduire en particulier l’impact réel de
ces structures sur le taux d’ablation subi par le bouclier thermique. Néanmoins, ces solutions de
référence, qu’elles soient expérimentales ou numériques, restent difficiles d’accès. De plus, il nous
semble nécessaire de se pencher de plus près sur les éventuels effets de compressibilité que nous
avons négligé dans notre étude en première approche, notamment pour isoler le rôle de la turbu-
lence. Cela pourrait, à terme, permettre d’adapter les modèles de turbulence à des écoulements
plus proches d’un cas de rentrée atmosphérique afin de disposer d’un outil capable de prendre en
compte l’influence des coups de gouges dans une simulation d’écoulement hypersonique.

Enfin, notre étude s’est limitée à deux dimensions, afin de comprendre dans un premier temps
le lien entre la couche limite turbulente et la taille caractéristique longitudinale des creusements.
Cependant, il s’agit, comme nous l’avons vu dans le premier chapitre, d’un motif tridimensionnel,
également défini par une dimension transverse. Nous proposons dans le chapitre 8 d’étendre
le principe des analyses linéaires à trois dimensions, pour étudier l’effet d’un éventuel rayon
de courbure de la paroi. Grâce à une comparaison avec des simulations RANS faisant appel au
modèle EB-RSM, nous avons pu valider cette approche, qui semble prometteuse pour comprendre
l’apparition d’une longueur d’onde transverse. Cependant, le manque de données de référence
(expériences ou simulations haute fidélité) ne nous permet pas de pousser plus loin cette étude
préliminaire, qui constitue un axe de réflexion intéressant pour complètement comprendre la
formation des coups de gouge, d’abord dans un contexte d’écoulement incompressible, puis, à
terme, hypersonique.
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Annexe A
Opérateurs et propriétés mathématiques

A.1. L’opérateur ∇
L’opérateur ∇ est un opérateur différentiel linéaire, défini, en coordonnées cartésiennes {x, y, z}

dans la base {i, j,k} par :
∇ = ∂

∂x
i + ∂

∂y
j + ∂

∂z
k (A.1)

Soit f un champ scalaire et A un champ vectoriel. On a alors les propriétés suivantes :
1. Le produit de ∇ et de f correspond au gradient de f :

gradf = ∇f = ∂f

∂x
i + ∂f

∂y
j + ∂f

∂z
k (A.2)

2. Le produit scalaire entre ∇ et A correspond à la divergence de A :

divA = ∇ ·A = ∂Ax
∂x

+ ∂Ay
∂y

+ ∂Az
∂z

(A.3)

3. Le produit vectoriel entre ∇ et A correspond au rotationel de A :

rotA = ∇∧A =
(
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z

)
i +

(
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x

)
j +

(
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
k (A.4)

La répétition de l’opérateur ∇ fait apparaître des dérivées secondes. En particulier, on a la
relation suivante :

∇2f = ∇ · (∇f) = ∂2f

∂x2 + ∂2f

∂y2 + ∂2f

∂z2 = ∆f (A.5)

avec ∆f le laplacien de f .

A.2. Propriétés de la moyenne d’ensemble
Soit fk (k ∈ J1, NK) les valeurs prises par la variable aléatoire f au cours de N réalisations

indépendantes du même évènement. La moyenne d’ensemble 2 est définie par :

f = lim
N→∞

∑
fk
N

(A.6)

Soit g une deuxième variable aléatoire et a une constante. La moyenne d’ensemble vérifie alors
les propriétés suivantes :

1. Linéarité : f + g = f + g

2. Projectivité : fg = fg

3. af = af

4. Commutativité avec la dérivation : ∂f
∂t

= ∂f

∂t
et ∂f

∂xi
= ∂f

∂xi

5. Commutativité avec l’intégration :
∫
fdxidt =

∫
fdxidt
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Annexe B
Extension des analyses linéaires en trois
dimensions

B.1. Équations de Navier–Stokes en coordonnées cylindriques
Dans le système de coordonnées cylindriques (x, r, ψ) défini sur le schéma B.1, on note ux,

ur et uψ les composantes du vecteur vitesse moyenne et τij , avec i, j = (x, r, ψ) le tenseur des
contraintes totales. Les équations de Navier–Stokes incompressibles et stationnaires exprimées
dans ce système sont présentées ci-après.

Figure B.1. – Système de coordonnées cylindriques.

Équation de continuité

1
r

∂(rur)
∂r

+ 1
r

∂uψ
∂ψ

+ ∂ux
∂x

= 0 (B.1)

Équation de quantité de mouvement

En r

ρ

[
ur
∂ur
∂r

+ uψ
r

∂ur
∂ψ
− uψ

2

r
+ ux

∂ur
∂x

]
= 1
r

∂(rτrr)
∂r

+ 1
r

∂τψr
∂ψ

+ ∂τxr
∂x
− τψψ

r
− ∂p

∂r
(B.2)

En ψ

ρ

[
ur
∂uψ
∂r

+ uψ
r

∂uψ
∂ψ
− uruψ

r
+ ux

∂uψ
∂x

]
= 1
r2
∂(r2τrψ)
∂r

+ 1
r

∂τψψ
∂ψ

+ ∂τxψ
∂x
− 1
r

∂p

∂ψ
(B.3)
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En x

ρ

[
ur
∂ux
∂r

+ uψ
r

∂ux
∂ψ

+ ux
∂ux
∂x

]
= 1
r

∂(rτxr)
∂r

+ 1
r

∂τxψ
∂ψ

+ ∂τxx
∂x
− ∂p

∂x
(B.4)

B.2. Composantes du tenseur des contraintes
En coordonnées cylindriques et avec l’hypothèse de Boussinesq, les composantes du tenseur des

contraintes s’écrivent :

τrr = (µ+ µt)
[
2∂ur
∂r

]
− 2

3ρk (B.5)

τψψ = (µ+ µt)
[
2
(1
r

∂uψ
∂ψ

+ ur
r

)]
− 2

3ρk (B.6)

τxx = (µ+ µt)
[
2∂ux
∂x

]
− 2

3ρk (B.7)

τψr = τrψ = (µ+ µt)
[
r
∂

∂r

(
uψ
r

)
+ 1
r

∂ur
∂ψ

]
(B.8)

τψx = τxψ = (µ+ µt)
[
∂uψ
∂x

+ 1
r

∂ux
∂ψ

]
(B.9)

τxr = τrx = (µ+ µt)
[
∂ux
∂r

+ ∂ur
∂x

]
(B.10)

B.3. Système linéaire à résoudre
Le système à résoudre au chapitre 8 s’écrit sous forme matricielle de la façon suivante, avec

Xt = (ûx, ûr, ûψ, τ̂xr, τ̂p, τ̂ψr) et m = αψr0.

dX
dη = BX + S (B.11)

Avec S = 

− 2⟨l⟩⟨u⟩2
,η l̂

R−1+2⟨l⟩2⟨u⟩,η
0
0
0
0
0


(B.12)

et B = Voir page suivante.
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B.3. Système linéaire à résoudre
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Annexe B. Extension des analyses linéaires en trois dimensions

B.4. Résultats de l’étude préliminaire pour toutes les configurations
Résultats projetés en deux dimensions pour le cas r0 = 1.5 m

Dans cette annexe, nous présentons la figure correspondant au cas r0 = 1.5 m, qui montre la fluctuation

du cisaillement τ
+
xr − ⟨τxr⟩

+

ζ+
0

projetée dans un plan cartésien (x, y).

Figure B.2. – Contours de la fluctuation du cisaillement τ
+
xr − ⟨τxr⟩

+

ζ+
0

projetée sur un plan (x, y),

àR = 300 (haut) etR = 500 (bas) à r0 = 1.5 m. Gauche : analyse linéaire, droite :
simulation RANS.
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B.4. Résultats de l’étude préliminaire pour toutes les configurations

Résultats tracés en trois dimensions

La fluctuation du cisaillement τ
+
xr − ⟨τxr⟩

+

ζ+
0

à la paroi issue des simulations RANS et des analyses linéaires

dans toutes les configurations étudiées est affichée dans cette annexe.

Figure B.3. – Fluctuation du cisaillement τ
+
xr − ⟨τxr⟩

+

ζ+
0

sur la paroi inférieure, pour R = 300.

Gauche : analyse linéaire, droite : simulation RANS. De haut en bas,
r0 = {0.8, 1.5, 5} m.
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Annexe B. Extension des analyses linéaires en trois dimensions

Figure B.4. – Fluctuation du cisaillement τ
+
xr − ⟨τxr⟩

+

ζ+
0

sur la paroi inférieure, pour R = 500.

Gauche : analyse linéaire, droite : simulation RANS. De haut en bas,
r0 = {0.8, 1.5, 5} m.
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BSL BaSeLine 22
CEA Commissariat à l’Énergie Atomique et aux Énergies Alternatives xiii
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DNS Direct Numerical Simulation 17
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EB-RSM Elliptic Blending Reynolds Stress Model 23
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HLLC Harten, Lax and van Leer with Contact 74
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SST Shear Stress Transport 22
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