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INTRODUC TION .

L'étude expérimentale de la permittivité complexe des solutions
électrolytiques permet de dégager plusieurs mécanismes de relexstion. 4 cBté
de la relaxation des molécules de solvant une dispersion d'origine ionique
e été mise en évidence. Pour les solutions étudides au laboretoire, le
partie de la réponse gpesctrale lide & cette dispersion a été interprétée de
maniére satisfeisente & 1l'aide d'un modéle stochastigue du transport de
charges. Celui~ci fait intervenir plugieurs paramétres dont les velsurs sont
déterminées & pertir de 1l'anzlyse des donndes expérimentales. Ce que nous
nous proposons ici clest de voir de quelle fagon l'un de ces peramétres, 1ié
& l'amplitude de la dispersion, peut &tre calculé & priori. Dens le cadre de
ce models, ce peramétre est une grandeur statique et per suite en liaison
directe avec les propriétés structurales de la solution électrolytique.

Ceci pose donc le probléme de le détermination des différentes fonctions de

distribution radiales interioniques.

Depuis guelques années, un certein nombre de méthodes théorigues ont
été développées pour 1'étude des solutions concentrées jusqu'a une & deux
moles par litre dans 1l'esu. Comme nous le verrons, ellss s'appuient en
général soit sur des développements sn "clusters" de la fonction de distri-

bution radiale soit sur la méthode de Monte=Carlo.

Dans un premier chapitre, nous soulignerons 1'intérét de la comnsis-
sance de lz fonction de distribution radiale pour 1!'étudo dos propriétés &
1'équilibre des solutions électrolytigues. Nous analyserons également guelgques

résultats théoriques généraux concernant ces milieux.

Puis, dans un deuxigme chapitre, nous rappellerons les principes des
différentes approches permettant d!'obtenir les fonctions de distribution
radiales & partir des potentiels interioniques. Nous examinerons également

les problémes posés par leur mise en osuvre pratique.

Dans le troisiéme chepitre, nous comparerons les résultats obtenmus sur
uns méme solution par les différentes approches envisagées dans le chapitre

II. Ensuite, nous exposerons un type de difficulté qui peut se présenter




et gue nous avons rencontré lors de 1l'spplication de la méthode de Monte-
Carlo au caloul de 1'zoplitude de la dispersi‘on diélectrique d'origine
-lonique. Nous analyserons en détail deux exenples illustrant ce type de
difficulté, Enfin nbus tenterons une cbmparaison des résultats que nous

avons obtenus & des données expérimsntales acquises au laboratoire.




CHAPITRE I

- QUELQUES FROBLEMES ET RESULTATS GENERAUX

CONCERNANT L4 THEORIE DES EIECTROLYTES

Dans ce chapitre NOUS COmmeNcerons par presenier 1es modeles d'interac-
tion 1on1que gqui seront utlllses dans la suite de ce trevall Puis nous rep-

pellarons quelquea propriétés de“lz fonction do dlstrlbutlon radiale qui joue
un rbie ‘déterminant dans 1'étude des proprletes a l'equlllbre de tous les

liquides.

I - GENERALITES

I.1 Description générale des constituants de le solution

Dens tous -1es moddles on attribue sux ions la symétrie sphérique. De
fagon plus précise on les ceractérise par des sphéres de rayon donné. Pour
un ion on comnalt en générsl un.rayén cristallographique et celui-ci sert
souvent de premiére information & ls construction du moddle de 1'ion en
solution. Pour tous les auteurs, l'interaction ion-solvant & trés courte dis-
tance conduit & la formation d'une couche de solvatation cl'est-a~dire d'une
couche de molécules entourant 1l'ion, appelée cosphire, et dans lagquelle les
_propriétés du solvant sont affectées par la présence de 1'ion. Dans toutes
les approches suxquelles nous allons nous intéresser ici, le solvant en
dehors de la sphdre de solvatation est assimilé & un milieu contimu cerac-
térisé par une constente diélectrigue e que 1'on prend identique & celle du
solvant pur. Par ailleurs, dans la littéfatufe; on admét qﬁ'on peut décrire

les interactions entre les ions & 1'aide d'un potentiel par paireg de sorte




I.2

que 1l'énergie potentielle totale du.éystéme est obtenue en sommant sur tous
les ions de la solution 1l'énergie d'interszction entre deux ions. Dans le
cadre de 1l'epproximation des forces centrales & deux corps, le potentiel par
paires ne dépend que de la distance r entre les deux ions. Dans la suite de
ce traveil, uij(r) désignera 1grpotentiel d!interaction entre un ion de type

i et un ion de-type j séparés par une distance r.

Le modéle le plus simple pour décrire les interactions ion-solvant est

le modéle dit primitif gue nous allons reppeler dans le paregraphe suiveant.

Le modéle primitif [1]

Dans ce modgle, 1'ion est assimilé & une sphere dure chargée dont le
raeyon contient la couche de solvatation. En ce qui concerns les interactions
ion-ion on les décrit par un potentiel coulombien, Pour ce modéle qui est le

plus utiliaé, le potentiel est de la forms :

cg.e

i~ j o .
u, .r) = VN Tzl
15() ==t il (o) - e

* -~ 3 - - (] 3
ou uij(r) repreésente les interactions & courte distance :

«@ .81 T < o.,
) ij

u, .(r) = ‘ (1.2)

0 sl r > g..
i

ol r est lz distance entre les centres de deux sphéres dures ; oij-est la

. @istance de plus petite approche entre un ion de type i et un ion de type J,
définie par ls somme des rayons ionigues : g i = Ri + Rj ey et ej gont
les charges des ions de type 1 et j respectivement ; ¢ est la constante

diélectrigue du solvant.,

Le potentiel uij(r) est un potentiel moyen, contrairement 2 csluil que

1'on introduit rigoureusement en mécanique statistique 2u niveau de 1'hamil-

- tonien du systeme, il dépend de la température par 1l'intermédiaire de €.




1.3

Lorsque pour tous les iong, Uij 2 la mfme valeur gui sers notée a
dans toute la suite du “bravaﬂl on appelle alors ce models, le modele primitif

restre :Lnt i

Un autre cas perticulier de ce modzle est celui oi le diszmetre commun
des ions o ternd vers zéro : c'est dans ce cas gue l'on démontre la théorie de
Debye-Hiickel,

Le modéle primitif lsisse dans 1'ombre un certain nombre de points qui

ont été ebordés per Friedmann et coll, [2].

Lo modéle de Friedmen et Remenathan [2]

Un modele plus raeffiné = été proposé par Friedmen et Ramanathan. Pour

ceux-ci le potentiel par paires a pour expresswn :

u..(r) = COUL, , + COR, , + CAV.. + GUR, . (1.3)
ij i3 i ij 52
oll" s
_ e.e.
COUL, ., = —+.d
1]
g T
rz s\
COR, . = d
1] i 5
E - E
GF,.. o et e [62 p#d 4 g2 3]
1] 2 e I‘4 2E + Ec 1 dJ J i
GR, . = 4 .7ty (2® 4wy 27 pow e g)oess
ij ij w mmi 773 ?

Dans (I.3) le premier terme, COUL g 2 représente 1l'interaction coulombisnne
entre deux cherges ponctuslles. Lc-z seconcl terms, COR. T irraduit 1'effet de
répulsion & courte distance. Dans celui-ci, r est le rayon de Pauling d'un
ion d'espéce i st B i3 est le coefficient de repulsn.on don"t; la valsur est

déterminée & partir des mropriétés du snlide. Le terme sulvant, CATJij €8t un




terme de répulsion diélectrique. Il suppose qu'un ion est assimilable & une
cavité sphériqus de rayon r * de constante didélectrigque € 0 2 centre de le-
quelle se trouve localisée la charge ionique; ce terme représente 1'interac-
tion de deux ions par 1l'intermédiaire de leurs cavités. Quant eu dernier
terme, GURij , 11 est conhu sous le nom de potentiel de Gurney et il tient
compte des interactions entre les cosphéres. Plus précisément, lorsque deux
cosphéres, d'épaisseur w, se rapprochent suffisamment il y & recouvremsnt de
ces cospheres ce qui a pour effet de déplacer un certein volume de solvant,
Vmu(rg + W, rg + w, r), appelé volume mutusl. Le coefficient Aij exprime la
variation d'énergie libre qui accompagne ce processus. Enfin Vw est le volums

moleire du solvant a 1'étst normal.

Dens ce modéle le potentiel & plus longue distance est COULij , et

- celui qui joue un r8le prépondérant & courte distance est CORij' A cBté de

II -

ces deux potentiels, CAVij et GURij ne sont que des corrections (voir f igure

1)s

Ces deux modeles introduisentAchacunudés parznetres zjustables, Dans le
mod2le primitif c'est le rayon des ions en solution e%"déns le modéle raffiné
il glagit dés coefficients Aij' Par zilleurs, dens ces deux approches il cxiste
une difficulté théorigue qui se situe zu niveau de 1!'introduction de la
constante diélectrique. Si & dilution infinie on peut considérer que deux
ions sont en moyenne toujours suffisasmment éloignés alors il sera justifié de
décrire 1'influence du solvent par sa propre permittivité. Per contre, aux
concentrations qui nous intéressent ici, cette introduction est loin d'&tre
justifiée théoriquement [l] [3]. Dans la suite de ce travail nous comparerons

sur quelques cas précis ces deux modéles de potentiel.

RESULTATS GENERAUX SUR LA FONCTION DE DISTRIBUTION RADIALE

Pour tous les systéemes physiques ol l'hypothése d'additivité des poten-
tiels est acceptable, les grendeurs thermodynemiques peuvent &tre celculées
& l'aide de le fonction de distribution radiale (voir par exemple [4]). Cette
grandeur détermine la probabilité conditiomnelle de trouver une particule
quelconque & une distance r d'une perticule dommée. Dans le cas des solutions

électrolytiques oli il y 2 en présence plusieurs especes de particules




FIGURE 1

Differentes contributions au potentiel U+_
dans le modéle de Friedman et Ramanathan[2]
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différentes, il existe. plusieurs fonctions de distribution radiales. En
particulier, pour une solution contenant deux ﬁypes d'ions différents il
exiate quatre fonctions : Bor 7
identiques. D'une fagon générale:gij(r)'représente la probabilité de trouver

8. »8._c¢cte ,les deux dernitres étant

un ion de type j & une distence T d'un ion de type i. 4 1llaide de ces
- fonctions gij(r) 1'énergie potentielle moyenne <U> et la pression osmo-

tique P per exemple ont pour expression [5] [6] :

=T = L ; 5‘ c.c z () u .(r) a# (I.4)
B Aul gel T O Ee AR
.
P '= 5 - 1= -2 E ' g c.C. r'iEEQEEE-g..(r) ar
ckT 6ckT j=1 i=1 * Y 3 r Y
0 (I.5)

Dens (I.4) et (I.5) oy ét.cj sont respectivemsnt les concentrations en ioms
de type i et j données per ci = ni/'V qt cj = nj/ V ol n gt n. sont les
nombres d'ions de type 1 et j respectivement, V étant le volume contenant le
nombre'total d'ions N = n, + n'j » Dans (1.5) ® est le coefficient osmotique
et ¢ = Gy +,cjf

D‘uﬁe fégdn générale on peut sussi décri?e gij(r) par un potentiael ds

la force moyenme Wij(r) défini par :

ou B = 1/kT,k tent la constente de Boltzmann. Pour les solutions d'éleciro-
lytes diluées c'est-a-dire pour lesquelles B eiej cl 5 / € << 1 Debye et

Hiickel [ 3] ont trouvé une gxpression enalytique pour gij(r) 3

Be.e.
g;.(r) =1 - —L exp (- xr) (T.7)
J exr




ol k est lz longueur de Debye définie par :

o BT R 5 C. as i : (1.8)

Depuls ces premiers traveux le résultat (I.7) 2 pu &tre établi & 1l'aide de

de la mécanique statistique [1] [3].

Pour des solutions plus concentrées ol l'on ne peut plus négliger la
dimension des ions, l!'zpproche semiphénoménologique de Debye et Hiickel

conduit pour gij(r) 4 ll'expression suivante

Be.e,
g. . (r) =1 - > J exp (-xkr)
ET 1+ xka

exp (k&)

(I.9)

ol a a2 été défini précédemment.

Dans différents travaux, on a considéré plus empiriquement que les
expressions (I.7) ou (I.9) sont le début du développement en série de (I.6)
et on utilise dens ce cas la forme non linéarisée de la théorie de Debye et

Hilckel soit :

B 9i%; exp (K.E)
gi,(r) = ggpl——"rt gy (~ep) =X 4 (1.10)
J Er 1+ xka

Clest cette dernidre forme de fonction de distribution radiale qui sera

comparée zux résultets "expérimentaux".

4 cBté du résultet rigoureux (I.7) il existe une relation évidente
entre les différentes fonctions gij(r). Celle-ci résulte de la condition

d'électroneutralité de la solution. Son expression la2 plus simple est :

c.e. =0 | (I.11)




Meis elle peut aussi prendre la forme plus sophistiguée [7] H

g . N
c.e. | dF 151 c e gii(r) (r.12)

Les relations (I.11) et (I.12) ne dépendent ni de la forms du potentiel ni du

modele primitif et sont valables & toutes concentrations.

Stillinger et Lovett [7] ont établi dans le cedre du moddle primitif
restreint une eutre restriction sur les fonctions gij(:)..Cette condition
repose sur le fait que dans un systéme conducteur isolé il ne peut, & 1'égui-
libre, exister de champ permenent. Cette restriction domme une relstion

entre les seconds moments des fonctions gij(r) -

6 2 :
-— = v c.e. | | = a 5 e.e.c.c, g..(r) (I.13)
‘K2 | i it 1=l i~ 1 1_; il

oh  k° et dommé par (I.8).

A pertir de (I.13) Stillinger et Lovett ont déduit une sutre consé-
quence sur les fonctions de distribution radiales en constatant gque si la

densité totale de cherges Di(r) sutour d'un ion d'espece i

™M o

pi(r) = = C:l.el gll(r)

- garde un signe constant alors on doit avoir :

¥° 5= £ £ : : (1.14)

o W wmuk donné par (I.8).
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Ainsi pour les solutions concantrées, la relation (1314) prévoit une
oscillation de la densité de cherges sutour d'un ion. Par ailleurs, il
convient de noter que la condition de second moment (I.13) est vérifide par
l'expression (I.7) de gij(r), per contre elle ne l'est pas per son expression
(1.9) [7]. Nous verrons dens la suite de ce travail que les conditions
d'électroneutralité (I.12), de second moment (I.13) et d'oscillation (I.14)

ont servi a tester la rigueur de certaines approches.

Dens un modéle récent concernsnt 1@ transport de charges dans les

électrolytes [8] on & introduit le grandeur :

4m o ‘
Ae = < M > _ é (1-15)
KTV ‘

ot R désigne le moment €lectrique total de l'ensemble des N ions pris dans
le volume V, le symbole < > ayent le sens d'une moyenne statistique a
1'équilibre. Le grandeur Ae serait une permittivité statique supplémentaire

d'origine ionigue s'ajoutant & celle du solvant.

Nous allons montrer gque, dans le cadre du moddle prinitif, la grendeur

e peut @tre calculée a priori & partir de la condition de second moment
(r.13).
Le moment électrique i de l'ensenble des ions pris dens le volume V a

pour expregsion

e.r (Ls16]

O .y . . « - - x
ou r. est le position de 1'ion i et oli le somue est étendue a tous les ions
de la solution. En utilisant la condition d!électroneutralité (I.11) et

Llidentité
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on peut écrire

0.8, Ty » (I.17)

2 o
Ainsi <M > ne dépend que des distances entre deux ions et par suite des
fonctions de distribution radiales g. J(r) On peut rendre cette dépendance
plus explicite en utlllsant les proprletes de la distribution de Dlrac.

Autour d'un ion de type i la densité microscopique de charges estndeLlnle

par :

ep(r., r) = 5 e.6 (ri, - )
J:l J
J#i

ol ¥ est la position d'un p01nt de l'espace avac pour orlglne la position de

1'ion i et on peut zlors éerire :

I e 1P = & .O(ifi7 ) o° &
espace

ou e est la valeur ebsolue de la charge d'un ion. L'équetion (1.17) stéerit

alors :

N
2 +
<M > = X L e.e D(;;, ;) r2 dr >
2 i=1
espace
N . > > B - =
= —-E; L e < p(ri, r) > r2 dr ' (I:18)
.=1 . .

espace
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-+ =
Dans (I.18) e < D(ri, r) > représente la valeur moyenne de la densité
totale de charges & une "distance T de 1'ion i. L'amplitude de relsxation

ionique Ae s'éerirs donc s

N T 1 > :
AE:-E{G_BE% <o(r,r) > far (1.19)
3V i=1
espace

I1 convient de noter ici gue l'expression (I.19) a un sens dans le
cadre de le limite thermodynemigue ( N + o , V +w , N /V o limite
finie = ¢ ). En effet il est clair que 1l'intégrale est de 1l'ordre de gran-
deur de le charge d'un ion, de sorte que Ae est proportionnel & < NF:>/ v
lui-m8me de l'ordre de N / V. Par ailleurs, la relation (I.19) nous montre
que Ae egt 1ié s2u moment dl'ordre 2 de 1l'excés de charges zutour d'un ion.
T1 s'ensuit qu'en reprenant les notations de la condition d'!'électroneutralité

sous la forme (I.12), 1'équation (I.17) se reméne & s

2 g —
<M > = . r2 dr e.e.c.c. g..(r) (1.20)
2

3 17k Vil

o N

et en reportent dans cette expression le résultat de la condition (I.12) on
obtient ¢

]
<yt > 3e8
= _ (I.21)

v 4 7

linsi la comparaison de (I.15) et (I.21) nous donne une emplitude de relaxa-

tion ionique :

Ae = € (IL.22)

Les résultats que nous evons rappelés sur gij(r) ne font pas intervenir
2 priori le concept de peire d'ions. Celul-ci est cepsndant classigquement
introduit pour décrire les solutions telles que B e;8; 01/5/ E > 1 e'ost-a-
dire des solutions fortement concentrées ou des solutions dens des solvents

de basse constante diélectrique.
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ITT - PAIRE D'IONS ET PERMITTIVITE DIETECTRIQUE

Le concept de paire d'ions & été introduit pour le premiére fois par
Bjerrum en 1926 puis repris récemment pour décrire le transport de charges
dans les électrolytes [9]. L'idée fondezmentale consiste & admettres gue pour
déerire le comportement des solutions électrolytigues concentrées il est
nécessaire de faire intervenir la présence d'une certaine fraction des ions
existent sous forme de paires, neutres pour un électrolyte 1l:1, et ne parti-
cipant donc plus au transport de charges sous l'effet d'un chemp extérieur,

Pour Bjerrum le perasmetre déterminant de l'essociation est la distance :

g=_23 (I.23)

digstence & lequelle 1'interasction coulombiemne directe entre deux ions qui
est le seule & entrer en ligne de compte dans le modéle primitif, compense

1'énergie d'agitation thermique.

Pour certaines solutions la mise en évidence expérimentale d'une
permittivité diélectrigque supplémentaire Ac i glajoutant a celle du
solvant suggére l'existence de paires d'ions [10]. L'intér8t de la relation
(I.22) est de montrer que Ae défini per 1'équation (I.15) n'est pas corpera-
ble & Aeexp . En effet, s!'il en était ainsi, on devrait observer per exemplé
pour des solutions aqueuses et dans le domezine de validité du modele primitif
(quelques 10"2 mole/litre) une permittivité statique totele de le solution
supérieure & 100 et ceci quelle que soit la nature du sel. Un tel résgultat

“

est en contradiction avec llexpérience, Si 1l'on veut identifier Ae s
pAe défini par (I.15) il s'avére néoesseirs d'introduire des forces autres
gue coulombiennes. Cependant dans le cedre de cette éventualité on peut se

demander si de tels liquides obéiraient aux lois limites du type Fuoss-Onsager
(9]

Malgré ces difficultés le concept de paires d'ions peut dommer une
description phénoménologique intéraggante de la solution. Nous analyserons,
dans la suite de ce treveil, un modéle de peires d'ions dans lequel une force

fictive obligeras les ions a rester dens wn volume donné,




CEHAPITRE II

RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS DE DISTRIBUTION RADIAIES ™~

ET IES POTENTIELS INTERIONIQUES

Dans ce chepwtre nous gllons con51derer les dlfferentes methodes gui
permettent de calculer les propriétés & l'equlllbre des solutions électro-
lytiques c'est-a-dire en pratigue les fonctions de distribution radisles &
partir des potentiels interioniques. On peut regrouper ces différentes
méthodes en deux clesses suivent le niveau de la mise en éguation ol lesg
hypothéses physiques déterminesntes sont introduites. Nous distingusrons
d'abord les méthodes zboutissent & une relation approchée entre 85 (r) at
13(r) Dans cette direction nous trouverons les désormais classaques équa~
tions intégrales (Percus-Yevick, HNC,...) et égelement les nouvelles théories
de perturbetions utilisées pour les liquides en général (phese aldetoire,
modele MSM,...). Le méthode de Monte-Cerlc se distingue de ces différentes

epproches car ells ne fait pas intervenir dans son principe des approxima-

tions autres que celles imposées per le réslisation pratique des cazlculs.

Enfin nous présenterons un certain nombre de tests utilisés dans la
littérature et permettant de contrSler d'une fagon générzle l'exactitude ou

le cohérence des calculs.
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I - RELATIONS APFROCHEES P o

I.1 Equations intégrales

_........_._..._._.......-_..-—-.--—__——--...._.__.._.__.—__.-......._._

Nous avons vu que oertalnea grandeurs theranodynamiques telles que
1!'énergie potentielle moyenne ou la pression osmotique pesuvent &tre évaluées
immédietement & partir de la fonetion de distribution radiele gij(r)' Plus
généralcont , pour déterminer les propriétés thermodynamiques d'un systéne
de perticules on utilise, outre la fonction de distribution radiale gij(r)9
deux autres fonctions [4]. La premigre, notée hij(r), est la fonction de

corrélation de peires. Elle a2 pour expression :

hlj(r) = gij(r) -1 iz

L'autre'fonction est la fonction de corréletion directe, Cij(r), introduite
& l'origine d'une maniére phénoménologique par Ornstein et Zernike [4]. Elle

slexprime a4 1l'eide de lea fonction hij(r) par la relation suivente :

2
hy s(z) = C;4(x) + az 121 aqh, o |#]) 0y5(1F - #0) (1T.2)

hij(r) apparait comme la somme d'un effet “direct", Cij(r)’ d'une perticule
d'espéce i sur une particule d'espice j et d'un effet "indirect!" dft & toutes
les sutres perticules et traduit par la convolution de hi1(|§r|) par

IF - '|). fujourd'hui le reletion (IT.2) sert de définition générele
gux fonctions de corrélation directes G ( )e On voit gue les trois fonctions
gi.( 1) ¥ (r) et G (r) ne sont pas lndependentes. Ia probleme qui nous
intéresse 101 gst d'obuenlr une relation générele entre les fonctions de
distribution radisles 8, (r) et les différents potentiels paer paires u, (r)
En expriment de deux fagops différentes la force moyenne exercée sur une
particule par toutes les autres particules du systéme on eboutit & une

équation différentislle du type [4]




.

ai [¢n g (r) + Bu (r?] - BV [uij(r), 051 ] ‘ (I1.3)

Dans“(II 3) v [u (r), ] est une fonctiommelle de tous les potentiels
uy (r) et des differenies fonctlons de distribution & trois particules nla:L
La fonctlon de didtribution & trois partlcules nijl ast lg probabilité
combinée de trouver une percticule i en %1 et deux autres- particules j et 1
aux positions respeotives'%J et rl flxees par rapport a.? Pour rdésoudre
1'équation (IT.3) il faut comnaltre le fonction de dlstrlbutlon & trois
particules. Pour celd, on peut établir une équation du~typa_(II.5) pour cette
derniere fonction. Mais alors se posé le probléme de 1la déﬁgrﬁination de 1=
fonction de distribution & quatre perticules et ainsi de suite. On obtient
ainsi-un systéme infini d'équations CDuplées. Pour résoudre ce systéme on
doit introduire ce que l'on appelle‘une hypothése de fermeture, Dans cette
“voie Kirkwood a proposé de substituer & la fonction de distribution & trois
particules un produit de trois foné‘bions de distribution & deux particules.
Clest 1l'aprroximation de superposition qui revianm'é‘supﬁrimer les corréla-
tions d'ordre supérieur & deux. On congoit que cette hypothése sera dlautant

plus justifiée que la concentration sera faible,

Par eilleurs, il existe une zutre approche [4] qui n'implique pas une
approximation explicitc de 1a‘fonction de distribution & trois particules.
Elle consiste & effecﬁuer un développemsnt limité de 1'exponsntielle de
Boltzmann exp o, B 5 ( )] et & ne retenir que certains termes, Ceux-ci
s'exprlment alors a 1'91ae de la fonction de corrélation directe C (r)
définie par la relatlon (II 2). Ce types d'approche conduit aux equatlons
HIC et de Percus-~Yeviclk qui fournissent pour la fonction de corrélation di-

recte Cij(r) respectiverent les expressions suivantes :

- I:i A2)
Cij(r) = - B'uij(r) - ; —t ves (II.4)
Gij(r) = - Blﬁj(r) - Bl%d(r) uij(r) (11.5)




T

Comme tout résultat issu d'un développemant les équations (II.4) et (II.5)

- sont valables dans la limite des faibles concentrations.

4 cﬁte des équations (II.4) et (II.5) qui sont valables pour tous les
-.fluldes en general on a cherché & établir des éguations propres aux
_soluilons électrolytiques ctest-a-dire qui tlennent compte a pr10r1 de la

forme partlcullere du potentisl coulombien.

.....—.—-.u—._.m.—_—._—-————————_——-—-——-n-—-_-—.———

- La ﬁheorle de Mayer [1] a été adaptée aux solutions électrolytiques
pour tenir com@te de deux difficultés majeures. La premiére concerne
cebtaines‘intégrales que l'on est amené & calculer et qui ne convergent pas
 dans le cadre de la limite thermodynamique. La seconde est dans le fait
experlmental que l'excés d'énergie libre de la solution varie comme la
racine carrée de ‘la concentration [11]. Cependant les développements du type
-. viriel ne peuvent donner que des puissances entidres de la concentration et
par conséquent ne peuvent pas reproduire le comportement expérimental.
Ainsi, le double probléme de la divergence de certaines intégrales et de la
dépendance er:i'c-.jl/2 de certaines grandeurs thermodynemiques exigent d'appor-

' ter des compléments & la théorie originale.
Si 1'on pfand pour le potentiel d'interaction un potentiel de la

forme

by (r)— +v (r) (11.6)

Exr

o V. ( ) est un potentiel & courte distance (ce serait par exemple le
potentlel ) (r) domné par (I.2) dens le cadre du moddle primitif), alors
les developpements de Mayer conduisent a utiliser des fonctions

fij(r) =exp [ - Buij(r)] - 1 qui s'écrivent ici

. ; Bee;
fij(r) =[ 1+ kij(r) Jexp - ——= -1 (TT+T)
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olt kij(r) est la fonction de Maysr pour un systéme non coulombien définie

par :

k{j(?) = exP E‘f B Vij(r)] -1 | LT

En dévelopﬁant 1l'exponentielle dans (II.7) on peut encore dorire la fonction

f..(r) sous la forme
ij |

,fij(_r) = kij(;) +[ 1+ .k-ij(r)] _‘ pil - _a% pm il (II.9)

On voit la différence avec la théorie de Meyer pour les systemes non
ionigues : il existe déja pour fij(r) une infinité de termes. I amplpi de
1'expression (IT.9) dans 1s développement du facteur de Boltzmann feit
apﬁaraitre de nouvezux termes qui sont des produits de fonctions en 1/r. I1
e été montré que certains termes du développement et particulidremsnt les
plus divergents peuvent &tre €liminés par sommation [1] Dens ces conditions
on montre gu'il est possible de remplecer les liaisons f (r) par des combi-
naisons de deux types d'lnberactlon, appelées liaisons a 4 et ¢ ”lj et don-

nées respecitivemsnt par :

Beiej

L exp (-k1) - (II.10)

qij(r) =

[p”ij(r) [1+ k, (r)] exp [q r)] ~l-q (r) (II.11)

T1 convient de noter que le potentiel d!interaction a (r) entre deux ions
dépend de la concentration per l’lntermedlalre de la 1ongueur de Debys K,
définie en (I.8), et que ce n'est sutre que le potentiel écranté de Debye-
Hiicksl,

La fonction de distribution redisle gij(r) peut alors s'éerire sous

la forms suivants
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gij(r) =[1+ kij(r)] exp [qij(r) s uij(r)] (I1.12)

ol uij(r) est la somme d'une certaine classe de diasgrammes. ILes différentes
approximations concernent alors o ij(r). Si a ij eat égal A zéro, si le
‘diamétre des ions a est nul et si on linéarise llexponentielle alors on
retrouve la fonction de distribution radiale de Debys-Hiickel dormée en (I.7).
D'une fagon plus générale, le calcul de a ij(:c-) contiendra lui-mfme une
sorvolution sur la fonction de distri?utton radiale gij(r) et 1'équation
cherchée se présentera sous forms intégrale. Allnatt [12] 2 trouvé une

équation analogue & celle de 1'approximation HNC :
in [1 4 hij(r)] =In[1+ lcij(r)] & qij(r) + 'rij(r) (11.13)
et une autre enalogue & 1l'équation de Percus-Yevick s -
In [1 +_hij(r)] =1In [1 + kij(r)] % qij(r) +In [1+ Tij(l‘)] (IT.14)

Il 2 montré que ces équetions sont différentes de leurs analogues mais que
les deux appfoximations HNC sont équivalentes. Groeneveld a par ailleurs
montré que les équations HNC vérifient la condition de second moment (1.13)

(voir [13]).

I.1.3 Mise en oeuvre de ces méthodes

En pratique, pour résoudre les équations intégrales on utilise 1a
trensformetion de Fourier et une méthode dlitération. Ce proecédé de calcul
entraine 1l'introduction de plusieurs typcs d'approximations. En ce gui con-
cerne la transformetion de Fourier [5], tout d'abord chague intégrale de Fou-
rier, aussi bien la trensformée direccte qu'inverse, est tronquée c'est-a-dire

que :

oo
ny

, . T
A fij(k) =4 7 fij(r) 51n(kr)iﬁ.dr
0
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devient :

‘ T _
: 4w f..(r) sin(ler) — dr (11.18)
1j k Iy .
gt inversement :
. drd s e % (k) éin(kr)léidk
ij 2 ij
2 m =
0
devient :
X
i % . k - -
5 f..(k) sin(lr) —dk . (11.19)
ij -
2 T RN
0

~ Ensuite chacune de ces intégrales finies est remplacée par une somms discréte
'compor%ant ¥ termes de sorte que le calcul des 1ntegrales \II 18) et

(II 19) se rsméne au calcul des somme s respectlves 3

a2 N-1

" " A An & o " i e LIRSS
t. (mx) = r nf, (aof) sin(mm? ) (II.20)
ij A ij
. mk n=0 .t i
AZ N-1
fi.(nf) = —E—E*”—- I m f (m 3! 51n(nmr K) (II.21)
J 27 nr wm=0

; A ' i
ol ¥ et ksont les intervalles dans les espaces r et k respectivemsnt. Les
fonctions % (m R) et £, (nr) dormées par (II.20) et (IL.21) seront les
transformées de Fourier l'une de l'autre pourvu que l'on fixe
1 P L EESRE Y, ey (I1.22)
20 - 1

Dens ces conditions les bornes supérieures des iﬁtégrales,(II.lB) et (IT.19)
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A
sont L= (N-1)# et K=(N- 1)k,

En pratique Friedmann et Rasaizh [5] utilisent 512 points régulidre-
ment espacés par le pas d'intégration ©T. Ce dernier est choisi de telle
sorte qu'en calculant la trensformée de Fourier de n'importe gquelle fonction
fij(nf) il y.ait un point nf qui coTnecide avec la distance minimum .
d!approche Uij pour chaque peaire ij. Dens ces traveux [5] F=0,018 g™
ol k est la longeuur de Debye définie en (I.8). Pour une concentration de
1077 mole/litre, T = 1,45 4 et & 1 mole/litre, T = 0,045 L oe qui corres-
pond pour le domaine d'intégration & I, = 735 st L = 23 regpactivement.
Par zilleurs, il est intéressant de noter que si la transformation de
Fourier directe est inversée on retrouwve la fonction originale avec une

erreur inférieure & 0,05 % .

Pour ce qui est du processus d’ifération, il donnera des résultats
différents suivant le test d'arrft. Friedmenn et Rasaish [5] ont consteté
que la comvergence la plus difficile & obtenir concerns le coefficient
d'activité qui fait intervenir le second moment de le fonction de distribu-
tion radiale gij(r). L'itération est arr8tée lorsque deux valeurs successives
ne different pas de plus de 0,001 % . Avec ce critdre le mombre d'itérations
dépend de la concentration et il varie de 5 pour les solutions & 0,1 mole/
litre jusqu'd 20 pour les solutions & 1 mole/litre. D'une fegon générale
pour exclure tout arrft d'un processus d'itération pouvant provenir d'une
ammlation fortuitefdes erreurs, plusieurs itérations sont effectudes
lorsgque le test est vérifié. Par ailleurs, [5] observe que les mfmes valeurs
finales sont obtenues en doublent le nombre de points N , le pas d'intégra-

) ~
tion r demsurant constant.

Carley [14] a'également étudié les équations HNC et de Percus-Yevick
meis nous ne poésédons aucune donnée pratique sur ce travail. On peut
seulement constater qu'hormis 1'emploi d'un processus d'itération et de
tronquature dens les intégrales de Fourier, les fonctions intermédisires
intervenant dens ses calculs sont tout sutres que celles intervenant dans

[5]. Nous verrons cependant que les résultats different reletivement peu.
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I.2 Théorie de perturbation

Gr8ce entre autre a l'emploi des ordinateurs, les propriétés des
ligquides munis uniquement d'un potentiel & courte distance uJS(r) sont
aujourd'hui bien connues. A partir de la, il est tentant de faire jouer &
ces liquides le rBle de référence et de ne considérer dans (I.1)

;e potentiel‘cculombién que,comme une perturbation de u;}(r). Deux mises
en équation différentes ont 4été proposées dans cette voie.

— e w— —m— e — S oy i e e teem e e — — e mm e eemw e e —aen

Dans cette théorie [15] [16] [17], on ne considére pas le potentiel
d'interaction meis se transformée de Fourier et on examine perticulidremen
les corrélations entre les composantes de Fourier (ou coordonnées collectives
du mode) de la densité de particﬁles. Deng le cas des solutions électroly-

+ tiques, une telle approche est possible perce gue le potentiel coulombien
ne présente pes de particularité dans l'espece de Fourier. Avec cette
approche, 1'énergie totale du systéme est égale i celle du fluide de 1éfé-
rence plus une série infinie de termes contenant les transformées de
Pourier du potentiel perturbateur et les fonctions de corrélation du systé-
me de référence. Plusieurs spproximations peuvent 8tre utilisées pour couper
le gérie ou optimiser sa donvergence. Nous n'insisterons pas ici sur cette
méthode qui ne permet paes d'obtenir ls fonction de distribution radiale
gij(r)' mais uniquement de la comparer & celle obtenue pear différentes

autres approches par l'intermédisire de 1'énergie libre,

I.2.2 Théorie de Weeks-Chandler-Andersen (Wca) [18] [19]

v y — et - m— w— w— ma b i -t vem | em e o —

Dens ce travail, on reprend en-ﬁértie"les diegrammes de Mayer et
1iéquation (IT.9), donnent les foﬁctions fij(r), sert de point de départ.
Toutefois Weeks, Chandler et Andersen utilisent le fait que pour le moddle
primitif on peut prolonger le potentiel coulombien dans le coeur par une
forme quelconque sans que”celé perturbe le résultat final. Mais parmi tous
les prolongsments possibles, certains peuvent accélérer la convergsnce des
séries,

La fonction de distribution radiale apparait sous forme diagremmétrique.
Elle s'exprime & l'aide d'un potentiel renormalisé ¢ (r) qui résulte lui-

mfme d'une certaine sommation de diagrammes. Dens le cas des solutions
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méme concentrées, le liquide formé par les ions n'est pas trés dense devant
le liquide moléculzire habituel et on peut supposer que 1le systéne de
référence est déecrit par 1'équetion de Percus-Yevick. Alors 1'optimisation
du développement en cluster conduit & rrolonger & l'intérieur du cosur le

potentiel coulombien per :

e.e,
u, (r) =—29d ( 28 - 3% T <a {1r.23)
+J £e B o '

ol B est unE‘certaine'fonction de ka. A partir de (II.23)-1e poten%iel
renormalisé peut €tre calculé et le fonction de distribution radiale peut

€tre approchée per :

g5(x) = &) oxp [ a(x)] (I1.24)

ol gij est la fonction de distribution radisle pour un systéme de sphéres

dures de diemdtre =z,

— e — — —

Dans ce modéle on se domne 2 priori la forme de lz fonction de corrdla-
tion directe pour r > a ainsi que la fonction de distribution radizle pour

r<ea

gij(r) =0 pour T < a
Be.e.
B 427 = o ccaZash, pour T > a
+J ET
= = Sul‘](r)

Le probleme consiste zlors & déterminer la fonction Cij(r) pour r<e .
Lebowitz et Waisman [20] [21] ont résolu enalytiquement le probléme et ils
ont montreé que dans le coeur (r<a) la perturbation de Cij(r) par rapport
a celle des sphéres dures est identique & - I3uij(r) ol uij(r) est donné
per (II.23).
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On voit donc gu'il existe une certainepgnglogie~entre les modéles WCA
et MSM. Cependent ce dernier‘posé'ﬁﬁ'6éftain nombre de problémes qui
n'apperaissent pas dans le modele WCA. Par exemple, le sodéle MSM conduit a

des fonctions de distribution radiales négatives pour r voisin de =2 [19].

‘L'intérét du modéle MSM est de fournir une solution analytique pour
Gij(r) donc pour gij(r). Remarquons que lorsque 2 tend vers zéro, ce modéle
conduit & la théorie de Debye-Hiickel et au contraire lorsque la charge tend

vers zéro, il conduit zu moddle de Percus-Yevick pour les sphéres dures.

4 cB8té de ces méthodes théoriques et des égquetions intégreles pour
lesquelles l'usage d'epproximations est inévitable au niveau de la mise en
équation, il eiiéfe une autre méthode dé calcul purement numérigue : il
g'agit de la méthode de Monte-Carlo dont nous allons exposer le principe

dens la suite de ce travail.

A pertir des équations intégrales nous pouvons caleculer des grandeurs
thermodynemiques comme , par exemple, l'énergie potentielle moyenne définie

per (I.4). Cependant on peut remarquer que l'expression (I.4) s'éerit aussi s

U(s) exp [- gU(s)] ds

T (11.25)

exp [- U(s)] da

et on peut @tre tenté de celculer directement ces intéerales : c'est l'objet

de le méthode de Monts-Cerlo.

Dans 1l'expression (II.25) as = dgll... dgﬁ et U(s) est 1'énergie

asgociée & la configurstion s des particules. Elle est domnée per :

ZV E oW, ' (II.26)
i .

.ol uij = uij(r) gst 1l'énergie d'interaction entre deux ions i et j.
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IT - METHODE DE MONTE-CARLO

II.1 Principe de le méthode [22]

Le méthode de Monte-Carlo permet de calculer toute intégrale définie
& l'aide de le loi des grands nombres. Pour caleculer, par exemple, une

intégrale du type

1

fx) dx
0

H
1l

on consideére une veriable aléatoire X distribude uniformément sur (0,1).
Pour une suite (xl,....gxn) de valeurs prises par cette varishble on peut

former le quantité :

1 n
— 1 f(x.)
. i
n i=l

I' =

ot les f(x ) sont des varizbles aléatoires indépendantes d'espérance

nathemathue I. Le loi des grands nombres nous dit que :

Lim, Tt =1

N -+ ©

Le calecul de I ge reméne zlors principalement au tirage d'une sulﬁe de
nombres aléatoires. D'une fagon plus générzle ces résultats v'eﬁendent au

cas des intégrales mltiples.

Pour éveluer par exeaple (II.25), on peut utiliser la wéthode de
Monte-Carlo élémentaire que nous venons de décrire, On peut mfme utiliser
les mémes nombres aléatoires pour estimer les deux intégrales figurant su
mumérateur et au dénominateur de (II.25). Meis 1a présence du facteur
exponentiel de Boltzmamn montre que la partie significative de 1l'intégrale
est concentrée dans une trés petite région de l'espace des pheses T . fussi
avec la méthode de Monte-Carlo élémentaire feudrait-il effectuer un grand

nombre de tirages aléatoires pour avoir beaucoup de points dens cotte région.
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C'est pourquoi, en mécanique statistique, on préfare utiliser une variente
plus efficace de la méthode de Monte-Carlo connue sous le nom de néthodc de

Métropolis. -

Méthode de Métropolis [23]

. Pour celculer (II.25) par exemple nous considérons une suite d'états
(sl,...,sn) du systéme & N perticules et dans,lgquelle deux états différent
par au moins la position d'une perticule. La mé{hode'de Métropolis consiste
& ne plus choisir les états uniformément mais au contraire a les enchainer
par un processus de Markov de telle sorte que chaque état k, pour lequel

l'énergie totele est Uk, apparaisse avec une probabilité :

_ exp (- pU)
k- T (11.27)
r exp (- gU_)
p=1l" P

ol n est le nombre d!'états que nous avons considéré ., Dens la limite ou n
tond vers 1l'infini,l'expression (IT.27) tend alors vers la densité de proba-
bilité habituelle pour un ensezble continu dtétets et (II.25) sera la limite

pour n tendant vers 1l'infini de la quentité :

n Ul ' ;
J=1 — 7‘ (1I.28)

Le méthode de Métropolis consiste & choisir un type particulier de chafne de
Markov. Il convient de noter gue la chafne de Merkov que l'on introduit est
un pur intermédisire de calcul et si on associe souvent un temps 4 1l'indice
k qui caractérise un état, il s'agit d'une lisison purement formelle que 1lon
ast emené & feire perce que les chaines de lierkov sont souvent utiliséecs sous
1'espect d'un processus temporel. BEn sucune fagon la méthode de Monte-Cerlo

n'est lide & un processus de dynamigue wmicroscopique. Dans la méthode de

T

‘Métropolis on prendra une cheine dlordre 1 c'est-&-dire que si X  ast 1tétet
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Pris par le systéme a 1l'instant T alors lz distribution de X + est indépeng
dante de tous les états précédents sauf de 1'état immédistement antérieur

X -1 o de fagon plus formelle la probabilité conditiomnelle s'écrire :

P(x =S |Xq =8 = 8 = § =P(X, = sk"xral = 5.3)

k17l © Tkl XrE 2700t Ly kn)

(11.29)
Per ailleurs on prendrs un processus homogéne, c'est-a-dire tel que les

probzbilités de transitions d'un étet s vers un état k définies par
Py = _p(sS +~ok) = P(X . =5 [ X _1=5) +(I1.30)

sont indépendantes du temps. 4 1linstent Tt le probabilité de 1'état k est
déterminée par lz probebilité conditiommelle Py Les transitions peuvent
avoir lieu en une ou plusieurs étapes et la probebilité de Passage en 1

étepes est domnée par :
(IT.31)

4vec le type de chaine de Markov utilisé dens le néthode de Métropolis

(chafnes, en perticulier, irréductibles), on peut démontrer [22] que

Tig, v - T (II.32)
sk k
il =
‘et que
n 2
lim, ;E_ T f(XT ) - &1 " f(Sk) ~ 0(1/n) (II.33)

n+w [ n =1 k

L'équetion (II.32) assure l'ergodicité du systéme, clest-a-dire que si 1l'on

attend suffisamment longtemps, la probabilité pour que le systénie passa do
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1l'état s & 1'état k devient égale & la probabilité a priori d'observer 1'état
k. La relation (II.33) montre que 12 moyenne erithmétigue de f(X'T), calculée
avec cette méthode, converge en moyenne gquadratique vers le moyenne statis-
tique que l'on cherche & dalculeri Les étets . intervenant dans le caleul
du premier terme de (II.33) n'étant pes indépendents constituent une généra-
lisation de la loi des grands nombres [22] qui nous 2 servi dans la méthode

de Monte-Cerlo élémentaire.
Le celcul d'une moyenne stetistique per la méthode de Métropolis
revient alors 4 choisir les probebilifés P, Pour que l'on 2it quel gue soit

1'état s =

n exp (-p U,) exp (-8 U, )
I B - ‘ (11.34)
s=1 i n n

I exp (-8U) z exp (-BT,)

=1 =1

Pour obtenir les Psk on considere une chaine de Markov arbitraire, gynétrique
c'est-a-dire qu'on utilise une metrice stochastique intermédisire P* , Symné-
trique dont les éléments notés p:£ sont les probebilités de transition des

états de la chefne. Les psk satisfont

* > o i
Poy T p:k =1
k=1 *=° (11.35)

*  _ *
Psie = Prg

On définit maintenant un ensemble de quantités.psk en termes des p;; et des

rapports connus IIS/]Ik de le fagon suivante :

*
Pay Hk/ns St nk/ns <1
psk = pour s #* k
*
Psik , 8l Hk/]IS 2 1 |
T e \ (I1.36)
i * E * - B ]
P p* P (i ]Ik/IIS ) pour § =k

as sg
k=1
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o g désigne la somme prise sur toutes les valeurs de k telles que
IIk /IIs < 1. On démontre zlors que les Py sont les éléments d'une mstrice
i a

gtochastique.

L'algorithme du celcul est alors le suivant : on utilise P * pour
choisir un état SS, la probebilité de trensition correspondante esgt p:k.
Ayent choisi 1'état Sf3 de cette fagon on calcule le rapport Hk YA o
Deux cas peuvent alors se prdésenter : ou bien le rapport est supérieur ou

égal & 1, ou bien il est plus petit que 1 :

a2) Si I, 2 Ty, on considére que le nouvel §lément de la chaftne est

1'état Sk et on continue.

b) Si au contrzire Ilk < I o doux possibilités sont offertes : ou
bien on passe effectivement & Sk avec laz probzbilité I " / i g7 Ou bien on
accepte 1!'état Ss avec la probabilité restante (1 - I k /I S). Ce procédé
dome les probzbilités de trensitions définies per (II.36). Le point
remarqueble dans cette méthode est que 1l'on n'a janals besoin d!'évaluer ls
dénominateur de I e dens 1'expression (II.27), il suffit de conneitre les

rapports 1T, /T o

Dans le pretique, poﬁr febriquer la chaine de configurations setisfai-
sant les conditions (II.36) on procéde de 1= fagon suivante. Désignons par
3 la configuration existent au temps t. On sélectionne alors su hasard meis
unifornément une des W particules; soit r cette particule. En utilisant a
nouveau les nombres zléatoires on attribue & cette particule r une nouvelle
position, différente de celle qu'elle occupait dans le configuration § &t
repérée par un vecteur dont les couposantes sont aléatoires et distribudes
uniforaément dans 1'intervelle (- §,6). Appelons k la configuration finale
qui ne differe de la configuration S que par le position de 1a perticule
notée r. On czlcule slors les énergies potentielles Us et Uk et on les

coapere. Deux possibilités se présentent :

a) 8i Uk < U, on prend pour configuration su temps t + 1 la configu-
ration k.

b) Dens le cas contraire, on calcule 1'exponentielle exp (- B AU) ol

AT = Uk - U_et on la compare & un autre nombre aléatoire de distribution

uniforze sur (0,1). Ou bien-l'exponentielle est plus petite que le nombre

aléatoire et la configuration au temps t + 1 est $5; ou bien 1'exponentielle
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ast plus grandes et lz configuration serz k., Ensuite le Processus recormence.

Ainsi ll'ensemble des étets pris par le systéme n'est pas construit pas
& pes & pertir d'une metrice P* domnde e priori, zmeis il est fabrigué par 1le
succession ‘de ces états 3 mesure qu'ils sont engendrés et acceptés, Ceci re-
vient & engendrer ls metrice P* , définie"ﬁfébédemment, dont le.mécanisme de
construction n'avait pes été spécifié et qui sert de point de dépert sux

calculs,

Nous venons de voir 1z méthode de celeul d'une moyerme du type (II.25).
En ce qui concerne la fonction de distribution radizle gij(r)9 elle peut

slexprimer par une expression similaire & (II.25)

J(S (ri - rj - 1) exrpr (-BU) dr

exp {-BU) dr

Pour calculer gij(r) on procéde en général a un caleul plus directenment en
relation avec sa définition. Le fonction de distribution radiale est détermi-
née sous forme d'histogramme en feisant une moyenne swur quelques milliers de

configurations. L'histogramme représente le nombre d'ions compris entre
deux spheres de rayon r_ + na et r, + (n +1)A . L'épaisseur A Teprésente

la finesse avec lequelle on cherche & définir g; (r) r, est une distance

aininzale dependant des rayons ioniques,

Le probléme est & présent de celculer 1'énergie potentielle totale
d'une configuration du systéme. Celle-ci est donnde par l'expression (II.26).
Pour des systeéues ioniques le présence simmltande de forces coulombiennes &a
longue distance et de forces répulsives a4 courte distence rend difficile
1'évaluation de (II.26). La difficulté a pour origine le somme coulombierms
qui convergs lentement devant la somms des termes représentant les interec-
tions & courte distence. Plusieurs méthodes ont été proposdes pour tenter de
surnonter cette difficulté et leur description fait 1'objet du peragreaphe

suivant.




II.3 Méthodes de calecul de 1l'énergic potentielle totale d'une configuration

D'une fagon générele les celculs steffectuent sur un nombre fini de
particules. Dans ces conditions pour éviter des effets de bord, on est
conduit & créer autour du systéue considéré un milieu extérieur. Celui-ci

est généralement construit & 1l'zide de conditions aux limites périodiques.

Toutes les méthodes que nous 2llons brievement rasppeler s'appuient sur
L'introduction de conditions sux limites périodiques. Ainsi, certeines
méthodes destinées initieslement au calcul du potentiel électrostatique
résultanﬁ dens les réseaux cristellins ont été appliquées au celcul de 1'éner-
gie couvlombiemme dans 1!'état condensé [24]. La maille cristzlline est slors
remplacée per 1la cellﬁle.de base et le systéme tout entier est constitué
par le juxtaposition régulidre et indéfinie dans 1'sspace de cellules iden-
tiques. Celles-ci sont des cubes d'arfte L. Par ailleurs, il existe égele-
ment d'eutres méthodes permettent de calculer non seulement la contribution
couloribienne meis encore la contribution des intersctions & courte distance.

Ce gont & ces derniéres que nous allons nous intéresser en premier lieu.

Dans tout un ensemble de travauxlon g cherché a calculer 1'énergie
totale U donnde par (II.26) en excluent de la somnation +toutes les interac-
tions su-deld d'une certains distance. Ainsig'per exemple, on & limité ces
interactions & une sphere de reyon L / 2 et centrée sur cheque ion (méthode
dite de coupure) ou bien on n'a retenu que les interactions dans la celluls
de base et celles de cette cellule avec ses 27 prenieres voisines : clest la
néthode de l‘lnege etendue. Une sutre méthode consiste a con51derer 1'interac-
tion de l'ion i avec lcs ions j dont leg positions sont rJ + v L, ol v est ]
un vecteur dont les composantes sont des nombres entiers (dens la cellule de
base v = (0,0,0)) et & ne retenir que les interections pour lesquelles le

-+

- -
distance riji;= |ri - r. + Lv | est minimale : c'est la néthede do 1'inzge-

miniomam [25].
L'enploi de toutes ces méthodes -de coupure ne permet pas d'obtenir

une convergence rapide des somzes coulombiennes. Pour tenter d'accélérer la

convergence des séries en 1/r on 2 utilisé un artifice de celcul : la méthode

d'Bwald [26].

Dans celle-ci on considére un ion i du systémne et on se propose de

calculer ls potentiel Wi auquel est soumis cet ion dans le champ de tous
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les autres ions du systéme. Dens ce but, on introduit des distributions de
charges qui s'ennulent mutuellsment de sorte que le distribution de charges

ponctuelles des ions reste inchangée. On gcrit slors gque le potential LP%

est la soome de deux potentiels distincts %‘l et 4’2 goit :

o =¥y & ¥y (I1.39)
avee ¥ 1 = ¥ o = ¥ . o ¥ u est le potentiel d'une distribution

gaussienne de charges, nornzlisée, les charges étent de mfme signe que les
charges réelles et 4’0 @st le potentiel d'une distribution gaussienne unique
cu point de réfdéronce ol est situé 1l'ion i; le potentiel V¥ 5 asgocié a ¥ 1
gst celui d'une distribution de cherges ponctuelles & laguelle 28t superposée
une distribution geussienne identique & le précédente meis de signe opposé.

Avec une distribution de densité :
' 2 2
p(r) =e,( 2 /1022 exp (~nzd) (II.40)

ot 1le coefficient devent 1l'exponentielle est normelisé pour que la charge
totale associée & 1l'ion « soit bien &gale & e , les potentiels y 1 et y 5
o

s!éerivent :

+2 2
exp (-n|[n|%/n1%) ok 1/0
yq = S z I ey - cos 27 A'r(1~'2ei(r1/1r) / (IT.41)
Sy e I S
v, = % él erfc (r nl/z) avec erfc (x) w2 exp (- 92) ds
= . LY/2

* (IT.42)

Dens ces conditions 1l'énergic coulombiennc de l'ion i est donnée en électro-

gtatique par :
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et 1'énergie coulombienne totale du systdme des N icns s'dorit @

) 1
(p = ——
2

=0+ o W Wit (TI.43)

-~

ou @e et @b ont pour expression :

2,72, .2 T
1 N [ exp (- =7 | n|"/nL%) n.r, .
3, = I poeey 3 = cos 2 7 J (II.44)
2m L = 4 g fnl L
; ¥ N erfc (r, .+ nl/z) 1/ N
o = I I ee. I 11 -(n /fm) L e (II.45)
2 i=1 j=1 *9J R T, > i=1
ijn

ol rij g8t la distance entre les ions i et j dans la cellule de cBté L centrée
-+
sur . ; n Lsm un VLct ur dont lss compo antes sont des nosibres entiers

}_n.

rlJ ]r - r 4 'In ] dens o _, n = (0,0,0) est exclus; dans ¢, le terme
j =i est onis quand = [y 0:0)

La distribution geussiemme introduite est un pur artifice de calcul,
elle disparzit quand on effectue le socme des distributions de cherges
géparées qui donnent naissence a Y 1 et Q’z. Ie persnetre n qui déternine
‘la lergeur a mi-hauteur de le geussienne est arbitrairs. Cependent, comme
dens le calcul direct de U (II.26), 1l'énergie potentielle totale @ se pré-
sente sous la forme d'une série infinie ot en pratique cette séric devra
8tres trongquée. L'intérét de la méthode d'Ewald est de lier le tronquature au
parenetre n. On essaie de déterminer n de telle sorte gue les séries de

(II.44) at (II.45) convergent repidenent. A priori ce choix peut perzftre
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difficile perce que le grandeur du peremétre n a des effets opposés sur la
conﬁergence de @E et LI Meis les deux séries n'ont pes la mfme impor-
tance : en effet o, représente 99 % de 1'énergie totale [27] [28]. En
partent de ces considérations on choisit par exemple [28] n de maniére & ce
que la tronquature ne perturbe gque le quatrizme décimale de @ 5 C8 gui
conduit, pour un systéme de 216 particules, & choisir n tel que

n 2 501 /1.

Les différentes méthodes que nous venons d'envisager ont été appli-
guées a des systémes coulombiens. En général, les calculs sont effectués
dans un systéme d'unités réduites dans lequel on définit une unité de

longueur & et un peremetre ssnsg dimension g per 3

N\ L/3
w2 (II.46)
4w
kTae
8= = (IT.47)
173

Dans le cas des plesmes, par exemple, Brush et coll..[27] ont utilisé
la méthode d'Ewald et celle de 1'imege-minimum, Leurs résultats sont
ekprimés 4 1l'aide d'un perametre I p due 1'on peut relier & g per
r 5 =8 / £, Ils trouvent que pour T B < 10 les deux méthodes domnent les
a87e s fonqtions de distribution radisles. Par contre pour T 3> 10, 1e
méthode de 1'image~minimum produit un pic dans gij(r) et les guteurs [27]

supposent que cet effet provient de 1l'emploi de cette méthode.

Pour les solutions électrolytiques étudides par Card et Valleau [25],

le peremétre introduit est T, = 1 / 0 il n'excede jamzis 1,2 ce qui

C
correspond & une concentration de 2 moles/litre et compte tenu des rasultats
précédents, ces auteurs choisissent des méthodes de coupure. Trois de ces
méthodes sont comperées. Ies résultats obtenus sont résumés dans le teblesu
I et ils montrent que la méthode la plus efficace est celle de 1'image-

étendue & 27 cubes voisins du cube central.
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g Méthode de g g Nombre de g
g SETE é - U/ meT g configurations é
twwsimmn | os o | 5000 |
 amettacsie o7 | nopBoge || mm |
e | omioms | mas |

Tebleau I - (d'epreés [25])

Dens des études de sels fondus [28] [29] 1les calculs sont effectuds
avec la méthode d'Ewald. Cependant, une tentetive 2 été faite d'utiliser la
méthode d'Evjen gqui inclut dens la sommetion uniquemsnt les termes pour
lesquels deux ions i et j, séperés par une distance r, sont situés a
1tintérieur d'un nombre entier, p3, de cellules unitzires. Les auteurs

nontrent dans ce cas que le systéms est instable,

Dens 1'étude des solutions électrolytiques 1:1 le peremetre € varie
de 1 & 50 ee qui correspond & des concentrations sllent respectivemsnt de
1,089 mole/litre & 0,87.10 =2 mole/litre, [28] et [29] utilisent les mfmes
méthodes et ils les comparent : la méthode d'Ewald zugmente de 30 % le temps

de calecul per repport & le méthode d'Evjen.

Nous venons de voir que 1l'utilisation de le méthode de Monte-Carlo
pose un premier probléms qui est celui du calcul de 1'énergie potentielle
totale d'une configuration du systéme & N perticules. Dans ce calcul, des
approximations sont nécessairement introduites et nous allons voir meintenant

que la mise en oeuvre d'un calcul pose d'sutres problemss.




IT.4 Mise en oceuwvre de le méthode de Métropolis -

Un certein nombre de difficultés sont inhérentes aux possibilités des
 ordineteurs. Tout d'ebord, le haut collt en temps de calcul limite sérieu~
ment le nombre de perticules que 1l'on peut considérer. En général, ce
nombre ne dépessse pas quelques centeaines (1@3 valeurs les plus coursmment
utilisées sont N = 32, 64, 216). Par zilleurs, il est évident que le choix
de le cellule est fonction du systdme étudié, en perticulier on devra
vérifier que pour un ion situé au centre de la cellule 1= portée de ses
interactions est en grande partie contenue & l'intérieur de tvette cellule.
On peut tester cette condition en utilisent, & une concentration donnée,
diverses valeurs du nombre N de particules. Card et Valleau [25] par exenple
ont celculé 1'énergie potentielle totale pour des systimes de N = 16, 32, 64
et 200 particules. Ces résultats présentent une dépendance notable avec N.
Ils ont supposé une loi d'extrapoletion parabolique pour 1'énergie U en
fonction de l/N. En négligeant la veleur N = 16 jugée trop faible per ces
euteurs, ils ont, dans une publicetion ultérieure, choisi une loi de
varietion linésire. Un travail tout & fait similaire a été effectué dens
[30]. D'autre part, on ne peut considérer pour un systéme qu'un nombre n
fini d'états. Les calculs portent générelement sur quelques centaines de
-milliers de configurations. Dens ces conditions on peut se demender si le
systéme est ergodique. Pour remédier & céf étet de choses on néglige en
général les premiers milliers de configurations (5.000 pour [25] et 10.000
pour [27]), ou encore on utilise plusieurs étets différents qui peuvent &tre
soit une configuration engendrée de fagon eléatoire [25], soit un &tat
cristalilin [28] [29] [51]. Per eilieurs, toute méthode de Monte- Berlo repose
sur l'emploi de nombres eléetoires. Ceux-ci sont en fait des nozbres pseudo-
aléatoires produits par l'ordinateuf. Ils sont établis selon des elgbrithmss
bien spécifiés et pour s'assurer qu'ils sont bien aléatoircs on lcs sou-ct &
une série de tests [32] & [36].

Enfin se pose le probléme de 1l'estimation de le veriance des résultats,
En effet, par la méthode de Monte-Carlo, on obtient en principe une esti-
“etion non biaisée [22] de 1'intégrele que 1'on veut calouler par exemple
'l'équation (IT1.25). Bn pratique, le calcul est entAché d'erreurs pouvant
fausser systématiquement le résultet [24]; Ainsi, 1'utilisation d'un nombre

fini d'états psut rendre le résultat final dépgndent do 1'étet initial choisi.




Wous avons vu que pour remédier & cet inconvénient on e l'habitude de ne pas
tenir compte des premisres ponfigurations. De plus des erreurs systémetiques
peuvent gussi provenir de l'emploi de nombres pseudo~aléatoires, d'un nombre
fini de particules, de conditions aux limites périodiques etc... Enfin le
résultet d'un calcul de Monte-Carlec est un noxmbre sléetoirs, clest~a-dire
une graendeur pourvue d'une loi de distribution. Pour apprécier le résultat
obtenu on cherche & estimer la verisnce do cette variable [24]. On considere
M séquences de p rézlisetions checune. Pour ces Mp "instents" la valeur

moyenne est s

I f (TE.48)

oL fo‘ est le valeur moyenne de f sur une séquence et donnde par :

P
s f(x) (TI.49)
B T =(U—1)P+1

f =
a

Si p est suffisemment grand, un théoréme dfl & Doob [24] montre gue £ est
une varizble aléstoire normalsment distrihbuée, de moyenne statistique < £ >
et de veriance v/b. 8i de plus le systéme peut &tre supposé ergodigue sur
chaque séquence za2lors les différents f, sont indépendants et T est une
variable aléatoire gaussienne d'espérance methématique < £ > et de variance
v /NEM car c'est lz somme de Il veriebles aléatoires gaussiennes de variance
v /b. Avec les méthodes hebituelles de la stetistigue on peut alors estimer

la variance v & l'gide de la relstion :

- ) (I1.50)

Card et Velleau [25] ont étudié les corrélations entre les séquences. Ils

ont montré gus pour une cellule contenant N ions, les corrélations initiales
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subsistent sur des séguences de 2N configurations. Ces résultets les condui-
sent & prendre des séquences de quatre a cing nille configurations pour

estimer le verience du résultat.

IIT - TESTS DE CONTROLE DES CALCULS

Lz méthode des équations intégrales et la méthode de Monte-Carlo se
distinguent sur plusiéurs points, Nous evons résumé les principales
différences dans le tableau IT. Ces méthodes introduisent toutes les deux
des approximations bién qu‘é des niveaux trés différents et les celculs
effectués sont égaiemént trés différents. Avent de comparer les résultats
obtenus par ces deux types de méthodes, il est nécessaire d'abord de

s'assurer de le cohérence des calculs.

Les tests qui ont été utilisés pour juger de la self consistence des
calculs sont de nature trés différente. On a par exemple dtudié 1'influence
de la distance de coupurec dans le calcul des transformées de Fourier [5];
ou l'influence de 1l'arfte de la cellule de base c'est-d-dire du nombrc d'ions
dens cette ccllule [25] [30]. On peut eussi s'imposer de retrouver des ces
particuliers ; Rasaiah et Friedman [5] par cexemple ont vérifié que
l'ammuletion de la charge des ions dans leurs équations conduit pour 8ij(r)

a une fonction identigue & celle d'un systoéme de sphéres dures, ce qui n'est
pas sur ls plan pratique un résultet triviel. Enfin on peut également '
s'imposer de vérifier des lois théoriques comme celles des moments d'ordre
zéro et d'ordre deux (équations (I.12) &t (I.13) respectivemaht). En ce qui
concerne la condition de second moment, elle est assez difficile & vérifier
et dépend fortement de 1la distance L & laquelle on coupe la transformée.de
Fourier (voir ég. II.18). AUrdélé de L on peut prolonger gij(r) par la théorie
de Debye-Hfiickel [5] ou par 1tunité [37]. Rasaiah, Card et Vallezu [37] ot

montré que si 1ton utilise la grandeur A, définie par :

2




: 3 MORTE-CARLO i EQUATIONS INTEGRAIES :
{ Approximstion au : : ;
i niveau de le mise : i sommation limitée :
: 2 . : gucune : . g
¢ en equation pour : ¢ de diegremmss :
i o, .(r) domé : : ;
g L : 8 <
Brreurs introduites i peuvent 8tre i négligeables d'aprés 3
i dens la mise en ceuvre: importentes [25] [29] i [5] :
P ot e _________ﬁ_________g___-________m-_n_____ﬁ__g
: { toute grandeur : g
{ Grandeur calculée - ; : &
i ¢ ‘thermodynsnigue : gi.(r) :
§ directement E N : J :
: : ainsi que g. .(r) : :
2 i 1J § g
: { indépendant de ls : -
§ : . : solutions pes tro H
5 ;: concentration,; de g P P 2
i Domeine d'applicetion : ; { concentrées dans des 3
: ¢ la cherge des ions : : :
¢ théorique 8 i solvants de forte :
g 4 ¢ et de la constante : :
: H : i . : peroittivité -
T : dielectrique > P z
: i~ quelgues moles/litre i :
i Domaine de velidité : de sel dans l'eau i environ 2 moles/litre i
i estind d'aprés les ; [25] [28] i de sel dans llesu :
: résultats ¢~ epplicables aux sels : [4OJ :
@ o . L]
: i fondus [29] [39] § i
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Tableau II
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pour iester la conlition de second moment, A2 est tres fortemsnt tributaire

du choix de L. Quelques résultats sont regroupés dans le tableau III.

A cOté de ces tests il en existe d'autres qui reposent sur la
possibilité pour une grendeur physique de s'exprimer & partir de deux
équations différentes., Cl'est le cas par exemple du coefficient d'sctivité

moyen v, dens les solutions ioniques. On a en effet [5] :

d (In v,) "
et 2 E (Gy4) (IZ.51)
oii I est une fonction des différentes grandeurs Gij définies par :
2
G.. = hij(r) 4m v dr (I1.52)

13
0

L'intégration de 1'équation (II.51) par rapport & la concentration ¢ doit
fownir In vy, . Pour »éaliser cette intégration Raseiah et Friedman [5]
nossédaient les valeurs de Gij pour 14 concentrations différentes. Par
e@illeurs, In vy, est relié au coefficient osmotique ® par la relation de
Gibbs-Duheim : I

d [c (i -2)] + é.d [1n v i ] % 0 (II1.53)

Le calcul de © est effectud & partir de le fonction de distribution radials
gij(r) pour les mfmzg 14 concentrations et & partir de 1'équation (1.5), et
1l'intégration de la relation (IL.51) conduit & une seconde déterminstion du

coefficient dlactivité v o

Enfin en utilisant un certain nombre de relations fonctionnelles,
Rasaiah et Friedmen [5] ont montré que 1l'on peut trouver une infinité d'eutres

tests de self consistence des calculs.
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CHAPITRE IIT

RESULTATS

Pour étudier les propriétés & 1'équilibre d'un ensemble d'ions on peut
faire verier plusieurs peramétres macroscopiques tels que le température, la
concentration en sel ou lz permittivité diélectrigue du solvant. En ce gui
concerne 1'électrolyte on peut le choisir symétrique (1l:1, 2:2, 3:3) ou non
symétrique (1:2, 1:3,...), et on peut pour chacun d'eux choisir des ioms de
teille relativement variable. A cBté de ces paramétres qui peuvent &tre
imposés per l'expérimentateur, nous asvons vu que l'informetion essentielle
qui va déterminer les propriétés & 1'équilibre sera contenue dans le poten-
tiel interionique. Les méthodes de caleul que nous avons considérées eu
chepitre II vont nous permettre de confronter aux données expérimenteles les
modéles de potentiel présentés su chepitre I, Pour la méthode de Monte-Carlo
cette confrontation est relativement directe (voir tableau II), par contre
pour toutes les sutres méthodes on teste & la fois le potentiel interionigue
et les approximetions physiques introduites lors de la mise en éguation. De
ce feit, permi tous les résultats, ceux obtenus par la méthode de Monte-

Carlo sont emends & servir de référence.

Pour comparer les résultats obtenus par ces différentes approches, on
peut soit comperer des fonctions de distribution radizles soit comparer des
grandeurs thermodynemiques. Il nous semble gque la discussion eu niveeu de la
fonction de distribution radiesle gij(r) est plus fondamentale car deux fonc-
tions gij(r) différentes peuvent conduire pour certaines propriétés a des
résultats voisins, Nous essayerons donc pour comperer les différents résul-

tats de nous placer sutent que faire se peut au niveau de gij(r)'

Nous considérerons ici d'a2bord le travail de Cerley [14] qui 2 esseyé
de montrer 1l'influence du rayon des ions sur gij(r). Puis nous comparerons

les résultats sur g, .(r) obtenus pour 1z solution 1z plus étudide dans 1la

ij
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littérature c'est-a-dire un €lectrolyte l:1 dont les persmétres sont
T=25°C, e~T7T8 et a=4,2 E . Nous exeninerons ensuite le domeine
d'epplication de ces différentes epproches., Enfin, dens une deuxiéme partie,
nous présenterons les difficultés que nous svons rencontrées pour étendre

1z méthode de Monte-Carlo & un cas particuliérement difficile, celui des
golutions électrolytiques relativement concentrées dens des solvants de

faible permittivité.

I - RESULTATS DE LA LITTERATURE

I.1 Influence du rayon de 1l'ion sur g. .(r)
- 13~

Carley [14] 2 étudié un électrolyte 1:1 obéissant eu modéle primitif
restreint & 1l'aide des équetions HNC et de Percus-Yevick obtenues dans le
cas des liquides moléculsires. Ie principal intér&t de ce travail est de
montrer que lorsgue la taille de 1l'ion croft, le fonction de distribution
radiesle s'éloigne de celle de Debye—Hﬂckel donnée per 1l'expression (I.7)
pour tendre vers celle des sphéres dures: Ainsi pour une solution aqueuse de
concentration 0,136 mole/litre et pour un diamétre ionique a = 5,8 E F
1'allure de gij(r) est bien décrite par llexpression (I.6), alors que pour
g = 11,6 A les fonctions g,, Oug__ eu coeur sont toutes deux plus grandes
gus l'unité ; quant a g, se valeur est en ce point également supérieure a
celle prévue par (I.7) (voir figure 2). Carley conclut que si les ions sont
suffigsamment gros zlors le comportemsnt de la fonction gij(r) au voisinage
du coeur est déterminé de fagon prépondérante per le caractére sphéres dures.,
Ainsi 1'intér8t du traveil de Cerley est de mieux tenir compte des forces

& courte distance que dans la théorie de Debye-Hiicksl.

Friedmen et Rasaiash [5] ont étudié des solutions de composition trés
voisine en utilisant le forme due & Allnett des équations HNC et de Percus-
Yevick. Une comperzison est effectuée dans le tableau IV su niveau du
coefficient osmotique ¢ (éq. I.5) car nous ne possédons aucun &lément de

comparaison directe au niveau de la fonction de distribution rediale gij(r).




FIGURE 2
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electrolyte 1:1, dans I'eau, a 25°C.

(A)

hagtry C=0,136 M/£.
S HNC
______ . Debye _ Huckel ,(I-7)
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g : ® mve : = :

E o o/ g a g § Carley : Friedman : Cerley g Friedman g

: 3 : ¢ et Rasaish i : et Rasaiah

0,261 § 4,6 i 0,976 i 0,974 0,965 | 0,972 i

i 0,806 i 4,6 i 1,12 P 1,14 io1,13 F 0 1,12 :
Tableau IV

Ce tebleau montre que, bien que les celculs effectuds par [5] et [14] soient
trés différents, les résultats eux sont trés voisins. Si ceci était
théoriquement prévisible pour les résultets obtemus par les équations HNC et
analogus HNC puisque dans ce ces les epproximetions physiques sont les m8mss,
il n'en est pas ainsi pour ceux obtenus & 1'szide des équations de Psrcus-
Yevick et analogue de Percus-Yevick car elles ne sont pas théoriquement

équivalentes.

Influence de la concentration sur g. .(r)
iji=—=

Le plupert des méthodes décrites su chepitre II ont été appligudes %
un électrolyte 1:1 en solution aqueuss 2 T = 25° C et le modéle de potentiel
88t le modele primitif restreint. Il conwvient de noter ioci que pour des
raigsons de symétrie dens le cadre de ce moddle, il y a seulement deux
fonctions de distribution radisles distinctes que nous désignerons dans le

sulte de ce treveil par :

glr) =g (r) =g (r) (III.1)
gy(r) = g,_(r) = g_(z) (II1.2)
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I.2.1 Analogue HNC et analogue de Percus-Yevick

—— T — — it — e — S s e e B e e S i e

Dans leurs travaux, Rasaish et Friedman [5] ont obtenu des résultats
avec une valeur du paremetre ionique a = 4,6 £ et pour des concentrations
en électrolyte de plusieurs moles/litre. Rasaish [38] a2 étudié plus
particuligrement la répartition de la densité de charges sutour d'un ion
pour différentes valeurs de la charge ionique et de la concentrztion. Dans

le cadre de la théorie de Debye-Hiickel cette densité de charges est domnée
per [38] :

|<:2 exp (- KT) exp (KE) (111.5)
4T T 1 +Ke

ol K2 est défini per la relation (I.8). Lorsque ke est petit les résultats
obtenus par l'spmroximetion HNC sont qualitativement décrits per l'expression
(ITI.3). La divergence sugmente entre les deux approches lorsque la
concentration et la charge de 1'ion sugmentent., Par ailleurs, llapproximation
HNC permst de retrouver les oscillations de la densité de charges prévues

per Stillinger et Lovett [7] a4 partir de lz condition de second moment (I.5).
Ce résultat est attendu puisque 1'équation HNC fait partie de la classe des
équations intégralas qui vivifient cette condition [13]. Ces rdsultass (£ig.3)
montrent que les oscillations ont réellement leur origine dans le potentisl
coulombien et non dans un effet stérique car nous sommes dens le cadre du

moddle primitif restreint et tous les ions ont la2 mfme dimension.

Ie modele MSM Comne une expression anzlytique simple pour la fonction
de distribution radiale gij(r) au coeur et pour le coefficient osmotique o .
Ces deux quantités ne sont d'aillsurs pas indépendantes car dans le cadre du
modgls primitif restreint 1l'expression (I.5) domnant le coefficient osmotique

devient :

i
¢ -1 = ig oLy gr(r = a) + gylr = 2)] (III.4)




FIGURE 3

Oscillations de la densite de charge Qi(P)
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‘oht 1es fonctions &y, at &y sont données respectivement par (III.1) et(III.2).

On appelle généralemsnt CONTACT le deuxigéms terme du coefficient osmotique
dans sz forme (III.4). La particularité du modéle MSM, ainsi que nous l'avons
vu au chapitre II , est de conduire dans certains cas & une valeur négative
de gij(r) pour r voisin de &. Une sutre paerticulerité de ce mfme modeéle est
de conduire & un terme de CONTACT qui est le mfme que celui observé dans le
gystéme de référence. Les solutions étudiées avec ce modéle correspondent &
a=4,254, e =178,5¢etT=25°0C; la concentration varie ds 0,01 & 1°
mole /litre.

— v — — — — —

A 1'aide de 1l'approximation exponentielle domnée par la formule (LE.24),
la fonction de distribution radiale gij(r) a2 été étudiée pour des solutions
dans la gamme de concentrations 0,01 & 2 moles/litre avec un dieméitre ionique
a = 4,25 £ , L'optimisation du développesment en cluster conduit & prolonger
le potentiel d'interaction & 1ll'intérieur du coeur par l'expression (II.23)
du potentiel par paires, et l'état de référence correspondant & un systeme

de sphéres dures est construit & 1l'aide de l'approximation de Percus-Yevick.

I.2.4 Méthode de Monte-Carlo

— e — — S b — e —

Dans le tableau V de la page suivante, nous avons résumé les
conditions pratigues dans lesquelles les calculs ont été effectués par [25],
[28] et [30] . Ces calculs portent sur un élsctrolyte 1l:1 en solution -

aqueuse dans les conditions précisées plus haut.
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B e e et e e e e e B e e e e e e

$saoesnceesaee | econcoasse

é Nombre d'ions E ; :
! dens la celluls 16 ;32 5 64 ; 200 216 § 32 5 48 ; 64 3 128 ¢
de base : H i
I 2
Méthode de caleul |
de 1'énergie : Image-étendus Erald : Image-minimum  §
{ potentielle totale i : : i i
Nombre de ; 50.000 faible :
configurations  } a ; 60.000 3 dfapreés 3
3 différentes H 100,000 : [25]
: ; E cubique § §
Etat de départ eléatoire § ou : :
: i : liquide : i
§ Nombre de E § g g
i configurations i} 5.000 : } :
i négligées au ddépnrs i : : :
P oo memes  f 4.000a5.000 | 8.000 B
§ ge 18 Variance : configurations configurations; :
{  Concentration i i 4 i
H maximum en § 2 : 2 2 5 :
i m/l dens llean } i '
; Déplacemant : demi-aréte i demi-arfte @ ‘
$ maximum 2 de la cellule ; de la celluls H
: autorisé : de base H de base

Tableau V - Monte-Carlo
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Pouwr domperer les différents résultets, nous pouvons d'hbord donsidérer

las veleurs de le fonotlon de distribution rhdiale &u cosur olest-a-dirs

pour r = a4 Le tableau VI résume oces différents rébultets
o T _—g : f t gy
¢, g, (M0) g (M) | g (EXP) fs g, () | g (usm) | g (EXP)
N ! §
(5]} [ea] | [8] | [ | [ [19]
R S B e L SR
©0,00911 § 5,22 + 0,40 g 2,49 4443 g 04270 + 0,068 ! - 04486 0,226
. — _____H-________i ______________ _.i-___?_ﬁ____-_-___--___i _______________________
0,1038 3,25 £ 0,07 § 2,20 3,32 ; 0,319 + 0,012 { - 0,175 0,309 i
_________ :..................____......_..!....................__....__..._ i o £ e e e e e o S B B e
0,425 g 2,62 0,04 § 1,99 2,68 0,418 *+ 0,018 0,118 0,413
S m_g“___-____p_-_-,%__________“_H-‘;-__________,- S v e
1,000 & 2,23 % 0,05 i 1,90 2;45 04505 + 0,27 0,358 0,522
............. SOV S Y S B i &
i 1,968 ; 2,38 + 0,07 é 1,93 2,45 § 0,706 * 0,028 f 0,631 0,669

Tebleeu VI -~ Compersison des gij gu contact, r = a = 4,25 i
Electrolyte 131 dans lleau & T = 25° ¢

Ce teblesu montre que le moddle MSM [21] est quelitetivemsnt incorrect &
feible concentration [19].

Pour comperer les valeurs de gij eu contact, on utilise souvent la
combinaison de s et Byt appereissent dens le terme appelé CONTACT et qui
a été défini & pertir de (III.4) :
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ﬂNéB
CONTACT = [ gL(r =a) + gU(r =a) ] (111.5)
37

dens lequel nous avons utilisé les notations (III.1) et (III.2)

Dans le tableau VII nous avons résumé un certein nombre de résultets.
Ceux-ci montrent d'abord que la version ionique de 1'équation HNC conduit,
& toutes concentrations, & des valeurs tres proches de celles obtermas par
la méthode de Monte-Cerlo [25]. Uns autre comparaison directe de ces deux
approches & été effectude damns [39]. Dans ce traveil ot a = 4 & , €= 80 et
T = 25° C, on compare les résulteits de [5] igsus de 1l'équation HNC et ceux
obtenus par [30] & 1l'aide de la méthode de Monte-Carlo. L'acoord est jugé
satisfaisant par [39].

Bn ce qui concerns les résultats de Woodcock [28] il est difficile
de les comperer & ceux figurant dans le tablesu VII sens de délicates
interpolations sur le peramdtre ionique 2 et sur la concentration c. Le seul
élément de comperaison directe est constitué par une solution a ¢ = 1,08
mole/litre evec a = 4 A . Dans ce cas les résultats de [28] conduisent &
une valeur de 2,72 X 0,02 pour le terme CONTACT. Ce résultat est done voisin
de celui obtenu par [25]. A d'autres concentrations [28] estime que ses
résultats se trouvent en bon accord avec ceux obtenus & 1'aide ds 1'équation
HNC per Carley [14] dont nous avons vu dans le tebleau IV qu'ils sont en bon
accord avec ceux de [5]. Il semble donc que, pour la grendeur CONTACT ,
les résultets obtenus par 1'éguetion HNC et ceux obtemus par ls méthode de

Monte=Carlo soient en accord.

Pour ce qui. est des résultats issus de la forme ionique de 1'équation
de Percus-Yevick [5], nous voyons dans le tebleau VII qu'ils s'écartsnt
de ceux obtenus pér 1a méthode de Monte-Carlo [25] loragque la concentration
oroft. Ceci tend & confirmer les premidres conclusions de [5] ; 1'équation
HNC serait plus adaptée que 1'éguation de Percus-Yevick pour décrire les

golutions électrolytiques.

les prévisions de la théorie W.C.A. & trevers EXP psuvent 8tre
congidérées comms meillsures & toutes concentrations que ceux provenant du
modéle MSM. Etant donné le bon accord svec les résultats de Monte-Carlo et
le peu de moyens & utiliser pour la mettre en ceuvre, la théorie W.C.A.

gemble trés intéressante.
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Electrolyte 1:1 dans lleau & T = 25° C

T o N . Monte~Carlo . HNC PY : MSM ; EXP .:
m/1 [25] 1 | 5] Pofea] b ]
f';255;11"§";Z;;;Z";Z;;;;'"?"S:;;;J.."E"EZ;;;;"g'";ﬁ;&?'??ﬁ;;;%"g
°";I;;;""";Z;';;;';';Z;;il"§";?;;;}"?';132;1"'§";?;;;;"§";Z;;;;“§
s | ommrzoows | o | o | o | o |
“;:;;;;‘“g““;j;;;;'1“;;';;;;“j“;i;;;;"g“;‘,';;;;'“g'“;;;;;"g“;';;;;;";
0 | osees £ocom | osesn | oo | oere | e |
Tableau VIT -~ Comparaison des termes CONTAQT pour r = a = 4,25 2
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Si 1'on essaye & présent de comperer les différentes approches de
gij(r) en tout point r, on observe d'sbord que le forme non lindariséde de
la théorie de Debye-Hilckel (éq. I.9) peut conduire i des résultets corrects
jusqu'ad des concentrations relativement élevées. Nous avons déja vu sur la
figure 2 que, pour ¢ = 0,136 mole/litre et a = 5,8 £ , les fonctions gij(r)
données par (I.9) sont tres voisines de celles obtermues per 1'équetion ENC.
Cette m8me figure nous montre que cet accord dépend fortement du diamétre
commn des ions a. Pour a = 4,25 )i , Card et Valleau [25] ont conclu que
1'expression (I.9) de gij(r) décrit bien les résultets de Monte-garlo
Jusqu'a une concentration de 0,425 mole/litre (voir figure 4). Glest 1& un
résultet relativement imprévisible g priori si on se rappelle que le théorie
de Debye-Hilckel sous la forme (I.7) ne peut déorire des solutions agueuses

au-deld de quelques centiémes de mole/litre.

Sur la figure 4 nous avons également comperé les résultets de [25],
de [19] et ceux que 1'on peut calculsr & partir de 1texpression (I.9) pour
une solution aqueuse dans les conditions habituelles et pour une concentration
€n gel d'environ deux moles/litre., Ainsi le bon accord que nous avions
observé entre les résultats de Monte-Carlo et ceux de 1tapproxination EXP

eu niveau de r = a demeure pour tout r.

Sur la figure 5, nous avons confronté les résultets de Monte-Carlo
obtenus par [25] & ceux obtenus par [28] pour deux solutions trés voisines

correspondant & 2 = 4,25 4 et ¢ = 1 mole /litre,

Enfin sur le tableau VIII, nous avons porté un certain nombre de
déterminations du coefficient osmotique ¢ (I.5) en fonction de 1a
concentration. Pour comparer plus directerment ces résultats il est intéres-
sant d'extraire de ¢ la pertie coulombienne, cl'est-a-dire en définitive la
pertie de ¢ ou interviemnent les approximations. Il a &té propogé dans la

littérature [39] d'utiliser comme élément de comparaison le quantité s

Ao=_B A (111.6)
. - 0
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Dans (III.6) 2, et ¢y sont deux veleurs de ¢ obtenues par deux approches
différentes A et B j; ¢, désigne le coefficient osmotique du systéme non
chorgé correspondent. Sur le figure 6 nous avons représenté ase pour A
correspondant au développement MEX, B étant 1la méthode de Monte-Carlo, les
éQuatidns HNC et de Percus-Yevick ou le modéle MSM, Les veleurs de 2.

sont extraites de [39] et sont données dans le tebleau VIII.

Nous voyons ici aussi apparaftre le bon eccord entre les résultets
obtenus per la méthode de Monte-Carlo ¢t ceux issus de la forme ionique de
1'équation HNC. Mais nous voyons égelemsnt que les régultets fournis per le
~ développement MEX sont trés voisins des deux précédeﬁts. Par contre le
| modele MSM ne reste que qualitetivement satisfaisaﬁt, Quant a 1'équation-de
Peréus-Yevick utilisée sous la forme donnée per Allnatt 1l se.confirme iei:-

qu'élle‘estumoins "honne" 'que 1!'éguation HNC,

' Lfenseﬁble déé:féSﬁi%é£s que nous venons de discuter, sussi bien en
ce qui ooncerne}le terme CONTACT que lg fonction gij(r) ou le coefficient
osmotique ¢ , montre qutaujourd'hui nous possédons plusieurs méthodes
comvergentes pour étudier le modéle primitif des solutions électrolytiques.
Il est donc possible & présent de comparer le moddle primitif aux données

axpérimentales.

e e e e s s e R e e S e e e R b e S et e e e e e e e e e —

Le modele primitif ne contient qu'un seul type de paremétre ajusteble
le diametre des différents ions composant la solution. Raseieh [40] a
cherché & comparer le modéle primitif & l'expérience & trevers 1!'éguation
HNC en s'imposant les diamétres o % de sorte que, Jjusqu'a 0,05 mole/litre,
les valeurs du coefficient osmotique celculées soient identiques 2 celles
prévues par la théorie de Debye-Hilckel. Avec ce procédé Rasesizh constate
que, pour les solutions plus concentrées, le coefficient osmotique @
déterminé par 1'équation HNC peut &tre beaucoup plus grend (10 % environ)
que celui provenant de l'expérience. Ces résultats, conpte teru des
conclusions du paragraphe (I.2.5), permettent d'attribuer ces dcerts & des

défioiences du modéle priwitif.
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FIGURE 7
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Le modéle raffiné que nous avons décrit dens le chepitre I a 6té
comparé a l'expérience & travers lz forme ionique de 1'équation HNC,
L'existence d'un potentiel de cosur mou change la forme de la fonction de
distribution rediale gij(r). Celle-ci (figure 7) présente slors un pic comme
on l'observe pour la plupert des liquides [4]. Quant au coefficient osmotique
¢ il peut &tre déerit per 1'équetion ENC aprés a2justement dss différents

peramétres Aij sur d'eutres grandeurs thermodynemiques [2](voir Fig.7a et 7b).

1.2.7 Limites ded méthodes décrites [2] -

o e e e mre o i e e e e e

Les principaux résultets que nous avons repportés ici ont treit sux
électrolytes 1:1 dens 1l'eau. Il existe sctuellement peu de résultats sur les
électroljtes non symétriques ou de velence supérieure & l'unité. Seul, a
notre comnzissance, Rasesiah 2 abordé ces problémes [38]. sur le base des
tests de self consistence [6], il = été montré que lz précision sur le
coefficient osmotigque % diminue avec 1'augmentation de le chargs ionique,
toutefois 1'équation HNC décrireit correctement le noddle primitif jusqu'a

une concentretion de deux moles/iitre pour des €lectrolytes 2:1 ou 3:1.

Bn ce qui concerne l'influence de la permittivité diélectrique du
golvent, seul le treveil de Woodcock [28] nous permst d'aborder la qusstion.
Pour des solutions dans des solvents de faible permittivité [28] observe le
formation de "peires d'ions". Cet effet se ceractérise d'une pert per des
fluctuations izportantes dens 1'énergie celculée, cette grandeur étent alors
moins bien conmie, et d'sutre part per le veleur de le quantité 8y, + &g
prise su coeur et qui devient plus grende que 10. Il est intéressent de
noter que de tels effets ne sont pes signalés dans le ces extrfme des sels

fondus [29] [31].

Le probléme des paires d'ions étent 2u centre de beasucoup de débats sur
la théorie des électrolytes, il nous 2 semblé intéressent de le discuter dens
la suite de ce trevail & le lumidre des résultats de [28]. La question que
1'on peut en effet 8ire azené 4 se poser étant le suivante : 1'origine de ces
paires d'ions esgt-elle physique ou 2u contraire provient-elle d'uns déficience

du calcul ?




IT - PROBIEMES CONCERMANT IES SOLUTIONS CONCENTREES DANS LES SOLVANTS DE FAIBIE

PERMITTIVITE

1I.1

Nous avons vu au chapitre II qu'un probléme essentiel dens le niise en
oguvre de le néthode de Métropolis est l'estimetion de 1'énergie potentielle
totele U d'une configuration. Pour esseyer d'anzlyser le probleme des paires
d'ions su nivesu m8us du principe de le néthode, nous evons choisi un
systeme suffisamment simple pour que 1l'énergzie potentielle U puisse &tre
celculée rigoureusemsnt. De plus, nous -evons gimplifié le probléms a
llextréme de fagon & pouvoir 1'eborder simltenément per des méthodes plus

clagsiques de 1l'analyse numérigue.

Mise en équation du probléme

Nous avons considéré un solvant de permittivité €=T7 & T = 25° C et
dans lequel nous avons plongé un électrolyte 1l:1 formé de deux ions de mfne
diemétre a2 = 4 A . On peut considérer que ces données simulent grossiérement
une solution de perchlorate de lithiunm (LiClO4) dans le tétreshydrofursmme
(THF), sur lequelle un certain nombre d'études ont été effectudes eu

leboratoire [8] [41] [42].

Nous supposerons que le solvent emplit tout l'espace et nous nous
proposons d'étudier le comportement de deux ions (un gnion et un cation)
astreints & rester dens un volume V fixe dans 1l'espace et, que pour des
commodités de calcul, nous prendrons sphérigue. Nous supposerons de plus gue
1'enion occupe le centre de le sphére. Dans ce cas perticulier, ls fonction

de distribution radiesle définie en (IL.3) se réduit & :

exp{- 8 [uij(r) + 848, /e r]}

exp{-— 8 [uij(r) * e, /er] d;}

v
(IIT.:7)
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*
olt R est le rayon de la sphére. Pour potentiel & courte distence uij(r)

nous utiliserons celui des gphéres dures.

A 1'zide de 1l'expressien (III.7) de gij(r), rious nous proposons de
calculer dens le volume V deux grandeurs. D'une part, une grandeur spatials
2 R o E ' . e .. N
p qui mesure le second moment de la fonction de distribution radiale gij(r)

et qui est définie par :

p? = frz g 4(r) & (111.8)

Afin de nous comparer sux dommées expérimentales, nous introduirons
la permittivité Ae intervenant dans le modéle de transport de charges

(6q. I.15) et qui s'éorit ici

2
2
Ae = il «:}{?>=__.._4""re cp (II1.9)
3kTV 3kT

D'sutre pert, nous calculerons le rapport entre 1'énergie potentielle

et 1'énergie d'egitetion thermique kT soit :

] 1 >
U=gqg ——gij(r) dr (II1.10)

r

o

o g est la distance de Bjerrum définie per (I.16) ; ici g = 80 A.

Les grandeurs p2, Ae et U slexpriment & 1'eide d'intégrales de 1la

forme :

B

I, = " exp (q/r) dr , (TIT,3L)
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pour lesquelles il existe la relation de récurrence suivante :

1 [ 8 n+l n+l

exp (a/B) - o

exp (a/a) +a I ]

(III.12)

Les grandeurs que nous calculons s'éorivent elors en fonction de 12 H

I q 4 !
92-_-_4=__1+ 84_1+£e}:p(q/3)-0!4-}-+E-exp(q/a)
12 20 a 12 q ; 4 g o
(IIT.13)
I " S —
U=-q_—l=— 3 + 5363{-}? (cl/B) - OtEG'KP (Q/D'-) (III.14)
I
2 2

Dens le cas ol R <q/2, 1'intégrale I, pout 8tre calculde & l'aide de la
fonetion Q(R) tebulde per Bjerrum pour déterminer le constante d'association
[43]. On a on effet :

ekTa e kT B

2 % 2
I, =q° | of =2 —Q(e (LLL.15)

Nous verrons cependent dens la suite de ce travail que lss phénoménes que
nous voulons étudier ont lieu principelament dans une zone ol cette fonction

n'est pas tabuléa.

Si, dens les expressions (III.8) et (III.10), la charge des ions.tend

vers zéro on a a l'ordre le plus bas en g :
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5% asd HE | (III.16)
5

T =24 (IT1.17)
° 2 R

¥ e . . ; : .
ou p et U, représentent les veleurs de ﬂ2 et U que 1l'on sureit si les

ions étaient sens corrdlstion.

2 bk —
Nous allons calculsr p , Ac et U d'une part 2 1l'eide d'une nméthode
classique de l'analyse, la méthode de Gauss, et d!sutre part & 1llaide de 1la

méthode de Métropolis telle qu'elle est hebituellement utilisée.

IT.2 Cezleul direct par la méthode de Gauss

La méthode de Gauss permet d'éerire toute intégrele définie sous 1a

forme [44] :

B

B n
—2 5 H f(x.)+ O (III.18)
2 i=1 * %

I f(x) dx =

Dens cette expression les valeurs de Hi_et X sont domnées indépendarment de
f et ne dépendent qus de n, Quent & @ c'est une fonction de le dérivde
(n + 1)idme de lz fonction f dans 1'intervalle (a,B)e En général, on utilise

la forme epprochée de (III.18) en prenent © = 0.

Au lieu de calculer les intégrales In sous le forme (III.11), il est

plus commode d'utiliser le changemsnt de veriable

q

n [£exp (/o) + (1~ £)exp (a/p)] £ c (0,1) (III.19)
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Les intégrales IIl s'écrivent alors :

1

I, = oxp (a/ @) - exp (a/ B) I avec I, = xn+2(g) dg (III.20)

a 0

Per le changemesnt de veriable (IIT.19) il feut des veleurs trés petites de E
pour atteindre la région voisine du bord de la sphire ol 1l'intégrele n'est
pes négligeable., Pour effectuer ce calcﬁl; nous découpons 1tintervalle (0,1)
en sous-intervalles (1, El) i El’ E ) i g CE . avec E = 0,5 et
£ Fulf ™ E. /? Nous choisissons. la valeur de E de meniére a ce quc %
maximmm 501ﬁ essez voisin de R. Dans chacun desrsous intervalles, nous
utilisons (III.18) avec 0 = 0 et n = 32,. Pour tester la cohérence de nos
calculs nous déterminons chaque grendeur par deux méthodes : d'une pert
directement per un repport d'intégrales (III.13 - IIT.14), d'autre pert

per 1llintermédiaire de le reletion de'Técﬂrf&ﬁéEWU*est—é—dire uniquement a
1'aide de Iz. En aucun cas les deux doterﬂlnatlons ne different de plus de
10” =3 g % & la fois sur le grandeur p2 et sur 1'énergie U. Quant au reyon R
nous l'avons feit verier de 7 A a2, 105 «» A ces reyons de sphére on peut

faire correspondre des concentrations ¢ par la relation :

_ 3
= 3
4TR Ma

o1 N, est le nombre d'%vogadro.(lv = 6 02, 1023) Les concentrations étudides
varlent de 1 mole/litre & 10~ 1 ﬂole/lltre. les résultats obtenus sont
présentés sur la figure 8 et vont &tre compares & ceux issus de la méthode

de Métropolis.
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II.3 Applicetion de la méthode de Métropolis

Le méthode de kMétropolis qui a &té décrite dans le chepitre IT est ici
trés simple 4 eppliquer puisque 1'énergie de la configuration se calcule
gens erreur. Per szilleurs, un seul ion est déplecé dens 1'espace. Chaque
saut 2 une longueur mexinale &_ o+ Si 1'ion est emené & sortir du volume V
gu cours d'un tirege aléatoire, nous choisirons de le rezener a l'intérieur
de la gphére en lui donnent une posgition qui est 1ll'inverse géométrique de

gse position de dépert.

Sens préceutions perticulidres eutres que celles décrites dens le
chepitre II, nous evons effectué un caloul pour 27 solutions différentes.
Pour checune d'elles nous esvong coapté environ 200.000 configurations. Pour
cheque concentration, le mremisr étet correspond & 1'étzt finsl atteint per
lz solution que nous svons étudide précédenment, En général, pour chaque
solution nous n'avons pas tenu compte des 10.000 premiéres configurations

observées., Les résultets obtenus sont représentés sur lz figurc 8.

Pour les solutions concentrées (R < 80 E) les valeurs de p celculées
paer les deux méthodes sont confonduss. Il est trés intéresseant de consteter
que les veleurs de p dépendent peu du volume V offert esux ions tant que R
résﬁeoinférieur 4 q clest-a-dire & emviron 80 E. In effet, pouwr R inférieur
4 [a]

a 80 A, la veleur de p est de 4,13 A soit une veleur légtrement supérieure
=]
a4 le distence de contect 2 = 1 A, On voit que dens ce cas on peut perler de

peire d'ions.

Pour les solutions trds diludes (107! - 1077 a0le flitre) les valeurs

de p et de U ont tendence & suivre les lois domnées per (III.16) ot (IIT.17).

Le situetion devient bezucoup plus intéressante dans la région
correspondant & des concentrations veriant de 1077 nole/litre 2 10"6 nole/
litre ol les deux méthodes domnent des rédsultats pouvent différer da
plusicurs ordres de grendeur. Alors que ls néthode de Métropolis conduit &

[+]
le formetion d'une paire d'ions su sens défini ci-dessus (p ~ 4,13 4), la
méthode de Geuss en revenche conduit & des veleurs de p pouvant atteindre

plusieurs centaines d'angstras.

Afin de préciser ces artefacts de cezlcul nous esvons examiné en détail

deux solutions.
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Nous evons réslisé sur cette solution deux eipériences différentes
dont les cerasctéristiques sont dommées dens le tableau IX. Ces résultets
montrent clairement que 1l'effet des conditions initisles peut "durer" su-
del2d de 200,000 configurations. Dans llexpérience (Al) les ions errivent a
s'éloigner ; ils s!'éloignent alors de plus en plus et dens ce cas un grand
noobre de configurations peuvent &tre acceptdos. L!'évolution du caloul
eppaeralt clairement sur la figure 9 ol nous evons représenté pour 1'expé-
rience (Al) lz valeur moyenne de p et de U en fonction du nombre de
configurations. Les deux ions éteient relativement proches eu dépert, ils
finissent par s'attirer et aprds 10.000 configuretions il ¥ & fornmtion.
d'une peire d'ions. Celle-ci va durer pendent 100.000 configurations avant
gque per hasard il ne se produise un enchazfnemsnt d'!étets pernettant de
séparer les deux ions. Le peire d'ions détruite, 1l'ion mobile pourre
etteindre une zone voisine du bord de la sphire. Aprzs 200.000 configurations
P et U ont encore des velsurs notablezent diffdérentes de celles calculdes
par la méthode de Gauss. En ce gui concerne 1'énergie, son couportement est

tout & fait analogue & celui observé pour p .

Clegt per un concours de circonstances perticulizremsnt heureux que 1z
peire d'ions & pu 8tre détruite. Dans le cas de 1lexpérience (Az) dont 1'état
initial est voisin de celui de 1'expdrience (Al) il y a égelement forastion
d'une paire d'ions su cours des 10,000 prenidres configuretions et 200,000

é¢tats ne permettent pes de séperer 1= peire. Le faible nombre de configu-

rations différentes nontre que 1'ion zobils est Piégé eu centre de la spheére.

Un résultet tout & fait symétrique 2 été observé pour une solution ol
Q
R = 318,7 A (figure 10). Dens co cas, les ions sont éloizmés au dépert et
ils finissent per s'essocier en paire pour ne plus ge séparer durant 200,000

configuretions,
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Sur cetite solution nous avons erffectué trois expériences. Leurs
ceractéristiques sont résumnées dans le tablesu X. Les expériences (Bl) et
(B3) sont trés cooperebles puisque les distences interioniques au départ
correspondent & des étets trés différents de ceux de paires dl'ions . Four
ces deux expériences, les seuts maxina autorisés sont diffdérents. Nous voyons
qu'avec ces conditions, tous les sauts sonl pretiquement acceptés. Les ions
sont éloignés su dépert et ils le restent sur 200.000 voire 500,000

configuretions.

S5i nous enelysons, & présent, l'expérience (BZ) noug voyong qu'elle
st trés sinileire & 1l'expérience (Az) ddécrite ci-dessus. Ies ions esu dépert
gont dens un étet voisin de celui de la paire d'ions , sprés 200.000
configuretions ils nec se sont pes bezucoup éloignéa de cet étet. Il fzut

oL

toutefois noter que l'on va décrire deux fois plus d'étets différents que

dens 1'expérience (A2), et que le valeur de p sera légéreient supérieurs a
Q

4,13 A, Ces resultets sont certainement a corréler svec le seut meximun

t01éré qui est ici de 2 4 elors qu'il était de. 5 & dens 1'expérience (4,)

IT.3.3 Discussion

Nous venons de voir que, "pour le couple d'ions étudié, 1l'intersction
coulonbienne pouvait conduire a lz for;eﬁion de deux étets reletivement bien
définis. Un premier état que nous evons appelé peire d'ions et pour leguel

p = 4,13 £ et un sccond &tat que llon peut quelifier d'état éloigmé et pour
lequel p peut etteindre quelques centaines d'angstrdns. Nous avons vu de
plus que le temps de séjour dens l'un ou llautre de ces états pesut &tre treés
long (100.000 voire 200.000 configurations), si bien qus 1l'effet des

conditiong initiezlss peut &tre de ufie durde. Ces régultets peuvent conduire

a la formation de pzires d'ioms fictives dont l'origine se trouve unigquement
dens le feif que le temps de celecul reste linité. Toutefois, celui-ci est
tout a fait compeareble per le nombre de configuretions envisagées & ceux

utilisés couremment dens la littérature ( voir teblesu V).

Ie comportement que nous esvons cbgervé peut se comprendre sur un

exenple simple. Considérons un état 1 dens lequel 1l'ion mobile ocoupe une
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>

position r,, l'origine des coordonnées étant 1l'ion central. L'énergie de la

19
= —e2/£r

configuration est U ol @ est le cherge électronique. Supposons,

1 1
3>
our simplifier, que nous tirions un déplacenient eléstoire O colindeire a
7
= 2
r. Nous aurons alors un état 2 d'énergic U, = - @ /’E(rl + 6), La verietion

d'énergie entre ces deux étets est s

(I11.21)

L'étet 2 sere imnédistement sccepté si le déplacement & est négatif. Per
contre, si 6 est positif, ce qui correspond & une séperation des ions, nous
devons choisir entre dew:x éventuzlités. Pour celd, dans 1'algorithme de
Métropolis, nous forzmons lz quentité exp. (- B AU) et nous le coaperons a un
noctbre a2léatoire £ -choisi uniforadnent sur 1'intervelle (0,1). La nouvelle
configuretion serz acceptée si £ est inférieur & exp (- B AU). La probsbilité
d'une telle situation est &videnment exp (- B AU). Dans le cas ol las deux

ions sont en contact, le probzbilité de les séperer est a2lors :

axp | - (III.22)
ekTe & + 6

Il

Nous voyons que cetbe probabilité sere d'autent plus grande que € et 2
seront grends., Pour la solution étudide ici P = exp [- 206 /(&g +6)]. Ainsi,
pour que deux ions en contact aient une chance raisonnsble d'8tre séparés en
un temps ns conduisant pes & un temps de celeul prohibitif, il feut que 6
goit trés petit. Meis ceci entraine que 5:@x goit lui-méme petit. On voit
done quc la méthode de Métropolis devient trds inefficace., Pour pallier cat
inconvénient, on pourrait envisager 1llemploi de 1z méthode de Monte-Carlo
€lémenteire cer zlors, en rétablissant 1'indépendance entre états successifs,
un état éloigné DPeut trés bien suceéder A& un étet de pzire d'ions. Dans cette

ndthode cependent, on est obligé de calculer séparémont deux intdgrales et
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gi on emploie les mfmes nonbres aléstoires pour celculer checuns des deux

intégrales, on peut creindre un résultat bisisé, On pourreit sussi envissger
L}

de rester dens le cedre de le aéthode ds Métropolis, mais elors il feudreit

chenger les probsbhilités p;k définies dens le cheapitre II (8q. II.35).

Ies difficultés que nous avons nises en évidence dans le réalisation
de lz méthode de Métropolis peuvent exister pour des systémss comportant

un nombre dlions plus grand.

Bien que le systéme que nous avons étudié soit & priori peu réasliste,

il nous & seiblé intéressant de le cooparer a llexpérisnce.

IT.3.4 Compersison & llexpérience

On peut associer zux calculs précédents un modéle de peires dl'ions.
Celui-ci revient & supposer que tous les ions de lz solution sont regroupés
en pzaires. Dens chacune de ces paires, la distance anion-cetion ne peut
dépagser une valour R. Par ailleurs, les différentes paires sont supposées

8tre sans intersction entre elles.

Ltintroduction daens ce modéle d'une distence limite R revient a
introduire des forces non coulombiennes entre les ions eppeirés, De ce feit,
on ne se trouve plus dans le cadre du modéle primitif et la reletion (I.22)
issue de lz condition de second moment n'est plus vérifide., Les veleurs de
Ae obtenues par la aéthode de Gauss et qui sont relides & p2 per (III.9)
gont portées sur le figure 11. Blles sont comperédes gux résultets expéri-

sentaux [8] [41].

Nous voyons que le modeéle rudimenteire de paires d'ions décrit le sens

de veristion de As esvec 1la concentration et donne 1l'ordre de grendeur de Ae
o

Une sutre comparaison s été effectude sur ce modgle. Sur la figure 12,
nous gvons étudié 1'influence de la permittivité diélectrique du solvant
gur ll'esccroissement Ae . Ici, la divergence entre le modéle et les données

&@éﬂmn%hs[8]LR]s%mwnwmwxmwﬂmm;mmrmsfﬂbmsvﬂmmsdEE.

Ces résultets suggdrent de compléter ce modéle. Deux voies sont
possibles : soit tenir coapte de 1l'interection entre peires d'ions, soit
eugmenter le nombre de particules assocides deng une sphére et introduire des

quadruplets, sextuplets, octuplets etec...
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FIGURE 12

SOLUTIONS de L1CLO, dans des melanges T.H.FLBENZENE

concentration en sel : 0,6 M/Z.
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CONCLUSION

Nous nous sommes proposés dans ce travail d'examiner de
quelle facon on peut envisager le calcul de l'amplitude Ae de
la relaxation diélectrique d'origine ionique observée dans des
solutions électrolytiqﬁes avec-des solvants de féibie‘permitn
tivité. La grandeur considérée, Ae, est liée aux pfopriétés

statiques de la solution et son calcul conduit & 1'étude des

fonctions de distribution radiales interioniques.

Une trés grande partie de ce travail consiste en une Etude
critique des ré@sultats thBoriques obtenus sur cés:fonctionsr
Dans la litté&rature, il existe un nombre croissant de travaux
sur celles-ci et sur les différents types de méthodes permettant
de les déterminer & partir des potentiels interioniques. Les
résultats les plus nombreux sont relatifs 3 des solutions
d'électrolytes symétriques 1:1 dans l'eau 3 25°C et ob&issant
au modéle primitif. Parmi toutes les méthodes théoriques que
nous avons examinées au chapitre II, la méthode de Monte—-Carlo
joue un rdle particulier. En effet, contrairement aux autres
approches, il n'existe pas d'approximation théorique dans le
principe méme de cette mise en &quation. Malheureusement la mise
en oeuvre de cette méthode soul&ve des difficultés que 1'on ne peut
résoudre que de fagon approximative. Néanmoins, nous avons vu .

que les résultats obtenus par cette métlode servent de référence.

A faible concentration on peut considérer que les différentes
méthodes, & part le mod&le MSM, fournissent des résultats ‘
concordant entre eux et voisins de ceux obtenus par la méthode de i
Monte-Carlo. Lorsque la concentration augmente, (jusqu'd environ
2 moles/litre dans 1l'eau), l'approximation HNC apparaft &tre la

mieux adapté&e pour décrire les solutions €lectrolytiques.

En ce qui concerne les récentes théories de perturbation,




développées par Weeks, Chandler et Andersen, le modéle W.C.A.
semble intéressant & développer &tant donné le peu de moyens
a4 utiliser pour sa mise en oeuvre.

Dans le domaine des solutions concentrées en solvant de
faible permittivité,les seuls résultats de la littérature sont
ceux (non publi&s) donnés par Woodcock dans sa thése. Encore, ne
couvrent—-ils point les concentrations (> 0,] mole/litre) et les
permittivités (< 7) des solutions &tudiées expérimentalement au
laboratoire. Les calculs de Monte-Carlo fént apparéitfe des
anomalies sur la fonction de distribution radiale qui sont at-
tribuées i la formation de paires d'ioms. Nous avons cherché a
voir dans quelle mesure ce type d'anomalie ne pouvait pas résulter
d'un artefact de calcul sur ordinateur. Pour cela, nous avons
envisagé un modéle trés simple comnsistant en deux ions de charge
opposée astreints & rester dans un volume donné. Leur distance
quadratique peut se calculer par les méthodes classiques de
1'analyse numérique. Nous avons pu montrer que la mise en oeuvre
de 1'algorithme d2 Mtropolis, dans certains cas, peut conduire
3 des résultats erronnés, laissant croire & 1'apparition de paires
d'ions.

Par ailleurs, ce modéle peut &tre interprété comme un
modéle diélectrique de paires d'iomns indépendaﬁteé, ce qui conduit
directement a Ae (amplitude de la relaxation d'origine ionidue) .
Les valeurs trouvées sont de l'ordre des grandéurs:expéfimentales.
Toutefois, ce modéle trés rudimentaire ne permet pas d'expliquer
quantitativement ni les variations de Ae avec la permittivité du

solvant, ni ses variations en fonction de la concentration en sel.
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