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Titre : Algorithmique et combinatoire des mots par les représentations S-adiques
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Résumé : En combinatoire des mots, une mé-
thode classique de construction de mots infi-
nis est le modele substitutif. Il consiste a ité-
rer infiniment une transformation (une sub-
stitution) sur une lettre initiale. Le modéle
substitutif a permis de créer et d'étudier des
mots infinis possédant des structures répéti-
tives fortes mais non périodiques. Introduites
a la fin des années 1990, les représentations
S-adiques forment une extension classique du
modele substitutif. Dans le modele S-adique,
plutdt qu'itérer une seule et méme substitu-
tion, il est possible de choisir une substitution a
chaque itération dans un ensemble fini. Les re-
présentations S-adiques ont originellement été
établies a des fins dynamiques, et caractérisent
plusieurs familles classiques de mots comme
les mots sturmiens qui n'étaient pas compléte-
ment capturées par le modéle substitutif. Cette
thése s'intéresse a l'utilisation des représenta-
tions S-adiques a des fins combinatoires et al-
gorithmiques.

Dans une premiére partie, je propose
une application des représentations S-adiques
dans le cadre de la théorie des w-automates.
L'objectif est de décider si un w-automate faible
accepte un mot sturmien. Je développe une mé-
thode, la désubstitution d'automates, qui per-
met de résoudre cette question, et de donner
des propriétés combinatoires des w-automates
acceptant un mot sturmien. Ces méthodes
peuvent étre généralisées a d'autres construc-
tions substitutives (mot purement substitutif,
point fixe d'une substitution) et aux autres fa-
milles de mots admettant une caractérisation
S-adique. Il est possible d'utiliser ces méthodes
pour résoudre différents problemes annexes,
comme le codage d'un mot sturmien, ou, en

géométrie discréete, le recollement de segments
discrets.

La deuxiéme partie est consacrée a I'étude
des pieges a facteurs sur les mots bi-infinis. Elle
résulte d’'un travail collaboratif avec Hellouin et
Gheeraert. Les pieges a facteurs viennent de
la théorie de la compression, et sont un objet
combinatoire permettant de mesurer la répéti-
tivité d'un mot. Dans le cas mono-infini, seuls
les mots ultimement périodiques admettent
des pieges a facteurs finis. Nous prouvons que
dans le cas bi-infini, ce résultat n'est plus va-
lable : nous exhibons et caractérisons les mots
bi-infinis apériodiques admettant des pieges a
facteursfinis. Il s'agit des mots sturmiens carac-
téristiques, de leurs décalages finis, et de leurs
images par des substitutions apériodiques. Nos
méthodes reposent sur la caractérisation S-
adique des mots sturmiens, et consiste princi-
palement en une adaptation de la désubstitu-
tion aux piéges a facteurs.

Dans la troisieme et derniere partie, j'ex-
plore les possibilités combinatoires des repré-
sentations S-adiques dans de nouveaux es-
paces. Je prouve que deux modeles exotiques
de représentations S-adiques, les modeles
d’Aubrun-Sablik et de Baraviera-Leplaideur,
respectivement sur N¢ et sur IF;, ne peuvent
pas représenter toute configuration : ils ne sont
pas universels. Enfin, j'étudie une variante du
probléme du domino, appelée le probléme du
X-domino, paramétré par un sous-shift ou une
famille de mots X. Le but est d'appréhender
la frontiére d'indécidabilité entre une et deux
dimensions. Je m'intéresse au cas ou X est
un sous-shift minimal, puis j'explore le cas des
mots sturmiens et des mots sans carré.




Title : Algorithms and combinatorics on words using S-adic representations
Keywords : combinatorics on words, calculability, substitutions, symbolic dynamics.

Abstract : In combinatorics on words, a clas-
sical method to construct infinite words is the
substitutive model. It consists in iterating infi-
nitely an operation (a substitution) on an ini-
tial letter. The substitutive model has made
it possible to create and study infinite words
exhibiting some repetitive structures that are
still aperiodic. Introduced in the late 1990s, S-
adic representations are a classical extension
of the substitutive model. In the S-adic mo-
del, at each iteration, rather than always ite-
rate a single substitution, one can iterate a sub-
stitution chosen in a finite set. S-adic repre-
sentations were originally established for dyna-
mic purposes, and characterize several classi-
cal word families such as Sturmian words, that
were not fully captured by the substitutive mo-
del. This thesis focuses on the use of S-adic re-
presentations for combinatorial and algorith-
mic purposes.

In a first part, | propose an application of
S-adic representations in the framework of w-
automata theory. The objective is to decide
whether a weak w-automaton accepts a Stur-
mian word. | develop a method, called au-
tomata desubstitution, that solves this ques-
tion, and gives combinatorial properties of w-
automata accepting a Sturmian word. These
methods can be generalized to other substi-
tutive constructions (purely substitutive word,
fixed point of a substitution) and to other word
families admitting an S-adic characterization.
These methods can be used to solve a number
of related problems, such as the encoding of a

Sturmian word or, in discrete geometry, the re-
connection of discrete segments.

The second part is devoted to the study of
string attractors on bi-infinite words. It is the re-
sult of a collaboration with Hellouin and Ghee-
raert. String attractors come from text com-
pression theory, and are a combinatorial ob-
ject for measuring the repetitiveness of a word.
In the mono-infinite case, only ultimately per-
iodic words admit finite string attractors. We
prove that in the bi-infinite case, this result no
longer holds : we exhibit and characterize bi-
infinite aperiodic words admitting finite string
attractors. These are the characteristic Stur-
mian words, their finite shifts, and their images
by aperiodic substitutions. Our methods are
based on the S-adic characterization of Stur-
mian words, and consist mainly in an adapta-
tion of desubstitution to string attractors.

In the third and final part, | explore the
combinatorial possibilities of S-adic represen-
tations in new spaces. | prove that two exotic
models of S-adic representations, the Aubrun-
Sablik and Baraviera-Leplaideur models, on N¢
and the free monoid on two elements respec-
tively, cannot represent every configuration :
they are not universal. Finally, | study a variant
of the domino problem, called the X-domino
problem, parameterized by a subshift or a fa-
mily of words X. The aim is to understand the
undecidability boundary between one and two
dimensions. | focus on the case where X is a
minimal subshift, and then explore the case of
Sturmian words and squarefree words.
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0 Introduction

0.1 Contexte scientifique

Qu’est-ce qu'un mot? Pour le linguiste, le philosophe ou le pocte, c’est une question profonde sur I'identité,
la culture et ’homme, c’est un combat épique entre le réel et I'intangible, entre le sens et la forme, entre le son et
Pécrit. Pour le mathématicien, un mot est une suite de lettres; les lettres sont les éléments d’un alphabet; et un
alphabet est un ensemble fini. Pas de discrimination, pas de dictionnaire officiel, pas d'orthographe, ni de sens, ni de
conjugaison. Rbabarberbarbarabarbarbarenbartbarbierbierbarbirbel estun mot; le cycle de la Recherche du Temps
Perdu de Proust est un mot, pour peu que les signes de ponctuations et les espacements soient considérés comme
des lettres; le génome d’un zebre de Burchell est un autre mot.

Malgré la simplicité de leur définition, les mots ne sont devenus un objet détude 4 part entiere qu’assez récem-
ment dans I'histoire des mathématiques, et on place usuellement la naissance de la combinatoire des mots au travail
de Thue en 1906 [Thu06]. Il s’agit du domaine des mathématiques discretes qui s’intéresse a la variété combina-
toire des mots en tant qu'objet : & quoi peuvent-ils ressembler ? Quelles propriétés doivent-ils respecter par essence,
malgré la généralité de leur définition? Comment ces propriétés interagissent-elles, et comment sont-elles reliées
aux méthodes de construction d’'un mot?

Cette étude porte, le plus souvent, sur les mots znfinis, cest-a-dire les suites infinies de lettres. Le modele infini re-
couvre des objets d’origines variées : un premier exemple classique concerne les systemes de numération. Un nombre
réel écrit en base b est, de fait, un mot infini; une partie de la combinatoire des mots s’attelle ainsi a faire le lien entre
propriétés algébriques d’un nombre et propriétés combinatoires de son développement numérique [AB07]. De
maniére générale, la combinatoire des mots entretient des liens profonds avec les systemes de numérations et la
théorie des nombres [AS03; Cha23; LL23].

Un autre exemple éminent concerne la discrétisation des systemes dynamiques. Considérez un ballon de football
pendant un match : décrire completement sa trajectoire 4 chaque instant et avec une précision spatiale infinie est
non seulement techniquement impossible, mais aussi plutét difficile mathématiquement. Pour avoir une approxi-
mation de la trajectoire du ballon, une méthode consiste a discrétiser I'espace et le temps : on quadrille le terrain,
et on note, chaque seconde, dans quel carré se situe la balle. La description approchée de la dynamique du ballon
se fait donc sous la forme d’un mot, et pour peu que le match séternise, le mot décrivant la trajectoire du ballon
sera infini. Les propriétés combinatoires du mot peuvent alors traduire les propriétés de la dynamique du ballon :
par exemple, si toutes les lettres apparaissent infiniment souvent dans le mot, alors le ballon parcourra infiniment
souvent tous les carrés du terrain. Plus largement, [étude des systémes dynamiques discrétisés passe par I'étude des
systemes dynamiques discrets : cette étude est appelée dynamique symbolique, dont la combinatoire des mots est
un outil essentiel.

Que veut-on savoir sur les mots ? Comme son nom I'indique, la combinatoire des mots s’attache surtout a étudier
les propriétés combinatoires des mots. Par exemple, on définit un carré comme une répétition d’un mot : le mot
coucou est le carré du mot cou. Est-il possible de construire un mot arbitrairement long sans carré ? Sur un alphabet
a deux lettres, c’est impossible : on se rend vite compte en essayant sur une feuille quon ne peut pas faire plus long

que le mot aba. Et sur un alphabet a 3 lettres ? La situation est alors bien différente : l'article fondateur de Thue a
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exhibé un mot infini sur un alphabet 4 trois lettres ne contenant aucun carré.

abcacbabebacabeacbacabebabeacha . . .

Il existe aujourd’hui une littérature riche sur les mots évitant certains types de répétition : par exemple, le théo-
reme de Dejean-Rao établitles puissances fractionnaires évitables maximales avec un alphabet donné [Dej72; Rao11].
Labsence de carré est une propriété combinatoire du mot de Thue. Il n’existe pas vraiment de définition formelle
de ce quest une propriété combinatoire : il s’agit le plus souvent d’une propriété discrete décrite simplement a laide
d’objets finis. D’autres propriétés combinatoires classiques des mots concernent I'inévitabilité d’une famille de mo-
tifs [R0s98] (étant donnée une famille de motifs, existe-t-il un mot infini ne contenant aucun de ses motifs?) ou
les périodes possibles d’un mot fini, avec le théoreme de Fine-Wilf [FW65].

Pour étudier les propriétés combinatoires des mots infinis, il existe plusieurs outils, comme les automates ou les
langages formels, et surtout une méthode : la méthode substitutive. Une substitution est une opération de transfor-
mation des mots, qui consiste & remplacer chaque lettre constituant un mot par un autre mot, souvent plus grand.
Par exemple, considérons la substitution ¢ : @ — ab, b — ba. On peut alors 'appliquer 2 un mot en le découpant

lettre a lettre, puis en concaténant les images :

¢(abbab) = ¢p(abbab)

= ¢(a) ¢(b) #(b) p(a) 4(b)
ab ba ba ab ba
abbabaabba

La méthode substitutive consiste a itérer ce processus infiniment. Sous de bonnes conditions, cette méthode
donnera un mot infini; et selon les propriétés de la régle choisie, le mot infini résultant aura des propriétés com-
binatoires diftérentes. C'est par exemple ainsi que Thue a exhibé le premier mot uniformément mais non linéai-
rement récurrent, et, a Iaide d’une autre regle 1 le premier mot infini ternaire sans carré [Thu06; Thul2]. De-
puis, la méthode substitutive a été étendue au-dela de la combinatoire des mots, notamment pour construire de
nombreuses structures inhabituelles en plusieurs dimensions, comme les fractales, les pavages apériodiques ou les
quasi-cristaux [Pen74; Bar88]. Au sein de la combinatoire des mots, la littérature sur les substitutions est particuli¢-
rement riche. Les travaux de Thue [Thu06; Thul2], Morse, Hedlund [MH38; MH40], Schiitzenberger [Sch64],
Coven [CH73], Christol [Chr+80], Rauzy [Rau82], Pansiot [Pan84], Berstel, Séébold [BS94], Durand [Dur98],
Mauduit [Mau01], parmi tant d’autres, explorent les propriétés combinatoires des substitutions.

Une approche dynamique des substitutions est aussi particulierement féconde : dans [Que87], Quéftélec décrit
comment a été établie une théorie spectrale et analytique sur les mots infinis pour en déduire certaines propriétés
des systemes substitutifs. C’est dans ce cadre qu’a été créée la notion de représentation S-adique. Il s’agit d’une va-
riation de la méthode substitutive : plutét que d’appliquer infiniment la méme substitution, il est possible, dans
une représentation S-adique, d’itérer une substitution arbitraire a chaque étape de calcul. L’idée, dtie 2 Host 2 est
décrite pour la premiere fois dans [Fer96] dans un contexte de théorie générale des systemes dynamiques. Les re-
présentations S-adiques permettent de faire un pont entre théorie des systemes dynamiques et les méthodes plus
combinatoires établies dans le cadre des systemes substitutifs. Le pont est tout de méme souvent emprunté unilaté-

ralement : les représentations S-adiques servent le plus couramment d'outil de traduction, permettant de convertir

1. Iciun automate cellulaire.
2. Ferenczi a plusieurs fois insisté dessus lors de présentations orales, sans l'attester dans ses propres articles.
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des résultats combinatoires en résultats dynamiques Elles permettent par exemple d*étudier certaines notions pré-
existantes comme les diagrammes de Bratteli-Vershik ou les tours de Rokhlin (voir [BD14] pour des explications
plus précises). Un autre exemple de propriété dynamique étudiée grice aux représentations S-adiques est la conjec-
ture S-adique : existe-t-il une condition combinatoire C' telle qu'un mot est minimal et linéairement récurrent si,
et seulement si, il admet une représentation S-adique remplissant la condition C'? Cette conjecture, posée dans
[Fer96], a été résolue en 2023 par Espinoza [Esp23b].

Bien qu’elles soient originellement motivées par des questions dynamiques, quelques résultats combinatoires ont
été éablis concernant les représentations S-adiques. En particulier, 'une des démarches les plus productives des der-
nieres décennies est la caractérisation de certaines familles classiques de mots par les représentations S-adiques : les
mots sturmiens [Lot02], les mots d’Arnoux-Rauzy [AR91], les échanges d’intervalles [Rau79], et plus récemment
les mots dendriques minimaux [GL22]. A Taide de ces caractérisations, on peut alors en déduire des conséquences
dynamiques et spectrales sur les familles classiques sus-citées : de nouveau, malgré leur caractére combinatoire, les
représentations S-adiques sont fréquemment envisagées comme un outil dont le but est I‘étude dynamique.

Parallelement, lors de I'étude d'objets combinatoires, une question importante est la décidabilité de leurs proprié-
tés. Dispose-t-on d’algorithmes pour savoir si un objet O ala propriété P ? En informatique théorique, la décidabilité
est une question fondamentale, autour de la limite de la machine vis-a-vis des mathématiques [Tur36]. En 'occu-
rence, 'intersection entre dynamique symbolique et théorie de la décidabilité est un domaine trés prolifique. L'un
des résultats les plus fondamentaux est I'indécidabilité du probleme du domino dans le plan [Ber66]. Cette indé-
cidabilité a pour conséquence I'indécidabilité d’une grande variété de questions dans le cadre multidimensionnel,
comme de nombreuses propriétés des automates cellulaires [Kar92; DFV03], des variantes du probléeme du do-
mino [AES20; CH22; ABH23], ou le probleme du serpent [AB23]. Mais la combinatoire des mots, elle, n¢tudie
que des objets unidimensionnels : les mots sécrivent sur une ligne, et pas sur tout le plan. Elle échappe alors au
« marais de 'indécidabilité » [Lin04].

Beaucoup de problemes en combinatoire des mots peuvent étre montrés décidables par la théorie des automates :
un solveur de vérification formelle, Walnut, a été développé dans le cadre des suites automatiques [MSS16; Hie+22].
Dans le cadre du modele substitutif, Durand a prouvé la décidabilité de plusieurs problemes classiques, comme
[égalité entre deux mots morphiques [Dur12], 'ultime périodicité d’'un mot morphique [Durl3a] et I'uniforme
récurrence d’un mot morphique [Dur13b]. Les méthodes qu’il a développées, autour des mots de retour [Dur98],
sont particuli¢rement puissantes, et ont initi¢ de nouvelles questions de recherche [GL22; BG23]. Il est attendu,

de maniere générale, que la plupart des questions envisageables en combinatoire des mots soient décidables.

0.2 Objectifs et organisation de la thése

Dans cette these, nonobstant leurs origines dynamiques, je m’intéresse aux propriétés combinatoires et algorith-
miques des représentations S-adiques.

Les questions qui m’intéressent dans ce manuscrit sont les suivantes : comment exploiter, en tant qu’outil, les re-
présentations S-adiques pour en déduire des résultats combinatoires ? Peuvent-elles repousser et préciser les limites
de ce qui est décidable en combinatoire des mots? Il s'agira de prendre un point de vue algorithmique et informa-
tique sur les représentations S-adiques. L'objectif ne sera pas détudier les représentations S-adiques 7 fine, mais
de les utiliser. Ma démarche est en cela distincte de celle développée dans [BFS16], ot les représentations S-adiques
sont l'objectif de étude. L'intérét combinatoire des représentations S-adiques est qu'elles permettent de définir non
seulement un mot, mais toute une famille de mots : si un algorithme réussit a exploiter les représentations S-adiques,
il pourra alors stirement résoudre des questions a I'échelle d’une classe de mots. Et pour des familles aussi largement

étudiées que les mots sturmiens ou les mots d’Arnoux-Rauzy, disposer d’outils algorithmiques sera bénéfique pour
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les futures recherches. Une autre question est I'utilisation combinatoire des représentations S-adiques, c’est-a-dire
avec une démarche plus théorique. Un mot disposant d’une représentation S-adique est forcé d’avoir une certaine
structure : comment exploiter cette structure pour déterminer des propriétés du mot? Une autre question qui
sera partiellement soulevée dans cette these est la suivante : quelles sont les limites du modele S-adique en tant que
modele combinatoire ? En particulier, est-il possible détendre le modele en dehors du cas unidimensionnel ?

Parmi les familles caractérisées par les représentations S-adiques, la famille des mots sturmiens est d’autant plus
remarquable qu’elle tient une figure centrale dans la littérature de la combinatoire des mots. C’est la raison pour la-
quelle, dans ce manuscrit, je m’attarderai d’autant plus sur le cas des mots sturmiens. Il faut les voir comme une
famille-exemple particuli¢rement importante : mais certains résultats, comme plusieurs résultats du chapitre 2,
peuvent étre étendus a d’autres familles.

Le reste de ce manuscrit est organisé comme suit. Dans le premier chapitre, j’introduis les définitions formelles
nécessaires a la compréhension du reste de cette these, principalement autour de la combinatoire des mots et de
la dynamique symbolique. Je redémontre certains résultats classiques comme la représentation S-adique des mots
sturmiens, et je prouve certaines autres propriétés sur les représentations S-adiques des mots sturmiens.

Dans le deuxieme chapitre, je m’intéresse au probleme de la détection d’une représentation S-adique dans un
w-automate. Les w-automates faibles, notamment, peuvent étre utilisés pour modéliser une famille classique de
structures dynamiques, les sous-shifts sofiques. Un objectif de ce chapitre est de relier algorithmiquement deux
objets aux origines orthogonales : étant donné un sous-shift sofique, contient-il un mot sturmien? Je développe,
a partir de techniques connues en théorie des langages formels et en employant le vocabulaire des w-automates, la
méthode de la désubstitution qui, combinée avec I'idée des représentations S-adiques, permet de prouver que la
question précédente est décidable. Ce probleme d’apparence tres théorique trouve en fait plusieurs applications en
combinatoire des mots ou en géométrie discréte, comme le codage des mots sturmiens ou le recollement de segments
discrets. J’évoque aussi I'extension du probléme au cas des w-automates de Biichi.

Dans le troisieme chapitre, jétudie la notion introduite relativement récemment de pieges a facteurs. Plus pré-
cisément, je m’intéresse aux pieges  facteurs sur les mots infinis et les mots bi-infinis. ] établis alors des caractéri-
sations combinatoires des mots bi-infinis admettant des pieges a facteurs d'envergure 1, puis d’envergure finie de
maniere plus générale. Les démonstrations reposent sur la désubstitution et les représentations S-adiques des mots
sturmiens.

Dans le quatrieme et dernier chapitre, je présente des résultats variés autour des représentations S-adiques et de la
décidabilité en combinatoire des mots avec une approche plus exploratoire. D’abord, j’aborde le cas des représenta-
tions S-adiques dans le cadre multidimensionnel, et présente le probleme de I'universalité. En particulier, jexplore
deux modeles : celui PAubrun-Sablik sur Z4, et celui de Baraviera-Leplaideur sur le monoide libre 2 deux éléments
IFQIr Puis j’introduis une nouvelle question de décidabilité en combinatoire des mots, le probleme du X-domino,

dans l'objectif de mieux comprendre le fossé de décidabilité entre les dimensions 1 et 2.
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Avec des mots, on peut tout prouver ou tout
réfuter.

Anton Tchekhov, Les Feux

1.1 Définitions

1.1.1 Combinatoire des mots élémentaire

Dans cette these, A désignera un alphabet fini, c’est-3-dire un ensemble fini de lettres ou de symboles. Par exemple,
A = {0, 1} désigne I'alphabet binaire sur les lettres O et 1, et A = {a, b, ¢, ..., y, 2z} est 'alphabet latin usuel en

frangais sur 26 lettres.

Définition 1.1.1 (Mot fini, longueur et occurrences des lettres). L ensemble des mots finis sur A est A* =

o
= A"
=0
Pourm € A* un mot fini, la longuenr de m est Uentier |m| € N tel quem € AI™|. Le seul mot de longuenr 0, noté
€, est le mot vide, et l'ensemble des mots non vides est AT. Pour désigner les lettres de m, on écrit m(i) = m; pour
0 < < |m| — 1, eton écrit généralement m = momimsa . .. My 1. Pour a € A, le nombre d’occurrences de la

lettre a dans m est noté |m/,.

Par exemple, le mot dixie est de longueur 5 : |dizie| = 5. De plus, il contient deux occurrences de la lettre  :

donc |dixie|; = 2.

Définition 1.1.2 (Mot infini, mono-infini, bi-infini). L ensemble des mots infinis (ou mots mono-infinis) sur A est
AN et pourx € AN on éorit & = xox1T9Ts . . . Lensemble des mots bi-infinis sur A est AL et pourx € A%, on
Eritr = ...T_3T_9%_1 - ToL1T2T3 . ..

Une opération essentielle sur les mots est la concaténation : il s’agit de coller un mot a un autre. Par exemple, la
concaténation de ka et va est le mot kava : pour deux mots x et y, je noterai simplement leur concaténation xy.
La concaténation peut sétendre partiellement aux mots infinis, par exemple en concaténant un mot fini m et un
mot mono-infini & pour former moms . . . M| —1T0T1T2 - . -

Les définitions suivantes seront souvent données exclusivement dans le cas mono-infini. Sauf quelques excep-
tions, des définitions analogues existent dans le cas bi-infini.

Pour 0 <4 < j < 00 (—00 < 1 sile mot est bi-infini), T[] désigne le mot fini ;i 1Ti42 . . . Tj_1T;.

Définition 1.1.3 (Facteur et préfixe). Soit x un mot (fini ou infini) et m un mot fini. On dit que m est un facteur
de x sl existe 1 € N tel que T[; jy|m|—1] = M, et on note cette relation m =y x (o f signific tacteur). On dit que
m est un préfixe de x si T |m|—1] = M, et on note cette relation m Ty x (o1 p signifie préfixe).

Par exemple, le mot joli est un facteur du mot enjoliveur; tandis que le mot lust est un préfixe du mot
lustucru. Je noterai alors joli =y enjoliveur et lust T, lustucru. Si m est un facteur de x, une occur-
rence de m est un entier ¢ € N tel que Z[; i1 |,y —1) = M : pour joli < enjoliveur, il y a une seule occurrence

de joli, qui est la position i = 2.
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Définition 1.1.4 (Langage et complexité d’un mot infini). Sozz & un mot infini. Pour tout n > 0, on note L,,(x)
Uensemble de ses facteurs de longuenrn : L,,(x) = {m € A" | m = z}.

On définit alors comme suit la complexité d’un mot :

N — N

Pro\ o Card(La(2)

Par exemple, soit le mot infini x = abbbbbbbb . .. Alors v admet deux facteurs de longueur 1, a et b : donc
Pz(1) = 2. Puis, pour n > 2, x admet deux facteurs de longueur n : ab™ et b : p,(n) = 2. Finalement, pour
toutn > 1,onapg(n) = 2.

Définition 1.1.5 (Mot périodique, ultimemement périodique, apériodique). Soit x un mot mono-infini. On dit
que T est :
— périodique s/ existe p > 1 tel que pour tout n > 0, Ty = Tppp;
— pest une période de x;
— la plus petite période de x est appelé la période de x.
— ultimement périodigque sil existen € A* ety € AN périodigque tels que © = my;
— M est appelé une préperiode de x;
— toute période de y est une periode de x;
— lorsque m est de taille minimale, c’est la préperiode de x ;
— la période de x est définie comme la période de y.

— apériodique 57 x n'est pas ultimement périodigue.

Par exemple, le mot infini z = ababababababab . . ., tel que x,, = a sin est pair, et ,, = b sin est impair, est
périodique de période 2. Un exemple de mot ultimement périodique est le mot y = ccccabababababababab . . .
Ce mot est ultimement périodique de période 2 et de prépériode cccc.

L’ultime périodicité étant plus délicate 3 définir dans le cas bi-infini, je précise ici comment elle est étendue.

Définition 1.1.6 (Mot bi-infini ultimement périodique,  gauche, 2 droite). Soitx € AZ un mot bi-infini. On dit
que T est :
— ultimement périodique a gauche, resp. a droite, 57 T _ o], v# comme un mot mono-infini, est ultimement
périodigue (vesp. si T oo est ultimement périodique);
— ultimement périodique 57 x est ultimemement périodique a gauche et a droite;

— apériodique 57 x n est ni ultimement périodique a gauche, ni a droite.

En particulier, dans le cas bi-infini, un mot peut nétre ni ultimement périodique, ni apériodique, comme I'exemple

suivant I'illustre.

Exemple 1.1.7. Soitx = ... aaaaaaa - baaaaaa . . . Alors x est ultimement périodique a gauche et a droite, donc
x est ultimement périodique.
Soit y un mot infini apériodique, et soit la concaténation z = . . . aaaaaaad - YoYi1Y2Ysya - . . : 2 est ultimement

periodique a gauche mais pas a droite. Donc z n’est ni ultimement périodique, ni apériodigue.

Ces définitions constituent les briques fondamentales de la combinatoire des mots. Rien qu’avec elles, on peut

déja établir 'un des résultats les plus importants du domaine : le théoreme de Morse-Hedlund.
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Théoréme 1.1.8 ([MHA40]). Soit x un mot mono-infini. Alors il existen > 1 tel que py(n) < n si, et seulement si,
T est ultimement pérz'odz'que.

Soit x un mot bi-infini. Alors il existen > 1 tel gue py,(n) < n si, et seulement si, x est périodique.

Une autre maniere de mesurer le caractere répétitif d’un mot est détudier ses propriétés de récurrence. Ce critére
est moins quantitatif et plus qualitatif. Beaucoup des résultats présentés dans ce manuscrit ne tiendront que sous

des hypotheses de récurrence.

Définition 1.1.9 (Récurrence et récurrence uniforme). Soit x un mot infini. On dit que x est :

— récurrent sz, pour tout facteur f <y x, f a une infinité¢ d’occurrences dans x. De manicre équivalente, x est

récurrent si, pour tout facteur f 2y x, f a au moins deux denx occurrences dans x.

— uniformément récurrent sz, pour tout facteur f, il existeune borne Ny > 1tel que pourtouti € N, xp; ;4 v 1]
contient une occurrencede f. De maniere équivalente, x est uniformément récurrent si, pour toutn > 1, il existe

N > 1tel que pour tout i € N, x; ;4 N contient au moins une occurrence de tout élément de L,().
Exemple 1.1.10. Le mot abbbbbb . . . n'est pas récurrent : le facteur a n’y apparait quune seule fois.

Il existe des mots récurrents, mais non uniformément récurrents. Par exemple, construisons un mot z¢ sur I'al-
phabet {a, b} de la maniére suivante : on commence par 20 = ¢ le mot vide. Pour tout n, on obtient z("*+1)
en concaténant i droite de (™) la liste de tous les mots de longueur n + 1. Par exemple, I'ensemble des mots
de longueur 1 est {a, b}. Donc ) = ab. Puis ensemble des mots de longueur 2 est {aa, ab, ba, bb} : donc

22

= (1 aa abba bb = abaaabbabb. On continuant ce processus A Pinfini, on obtient un mot infini ¢ connu
sous le nom de mot de Champernowne [Cha33]. Ce mot est récurrent : prenez n’importe quel mot m. Alors ce mot
apparait dans ma, maa, maaa, maaaa, . . . doncil sera concaténéila fin de 2+ g (Iml+2) g (Iml+3) ]
apparaitra une infinité de fois dans xc. Mais il n’est pas uniformément récurrent : considérons le facteur a. Comme
le mot de Champernowne admet tout mot fini comme facteur, il admet tout bY comme facteur. Donc pour tout

N > 1, il existe une position ¢ € N telle que Zc[; ;4 n] ne contient aucune occurrence de la lettre a.

1.1.2 Topologie prodiscrete

Il est possible de munir I'ensemble des mots infinis d’une topologie. De nouveau, les définitions seront faites dans

le cas des mots mono-infinis : il existe des définitions analogues dans le cas bi-infini.

Définition 1.1.11 (Cylindre). Soitm € A* eri > 0. Le cylindre associé & m en position i est [m); = {x € AV |

Lliyidlm|—1] = m}.

La topologie prodiscréte sur AN est alors la topologie définie par la base des ouverts {[m]; | m € A*,i > 0}.
Cette topologie est équivalente  la topologie métrique définie par la distance de Cantor d¢ (x, y) = exp(—inf{n >
0 | n # yn}). Les détails plus précis de cette topologie sont expliqués dans [LM95] et [CC10]. Il est possible
d’étendre cette topologie aux mots finis : pour cela, on utilise un symbole supplémentaire B ¢ A, et on assimile les
mots finis m aux mots mono-infinis mBBBBBEBB ...

Avec cette topologie, il m’est désormais possible d évoquer des notions topologiques classiques comme les limites,
la continuité, les fermés, les ouverts ou les adhérences sur AN (et AZ). Je préciserai plusieurs objets topologiques

spécifiques 4 la dynamique symbolique dans la sous-section 1.1.4.
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1.1.3 Substitutions

Je peux désormais introduire les transformations les plus fondamentales de cette these : les morphismes et les

substitutions.

Définition 1.1.12 (Morphisme). Un morphisme (de mots) sur A est une application o : A* — A* qui vérifie
o(uw) = o(u)o(v) pour tous u,v € A*. Un morphisme est uniquement déterminé par l'image des lettres de

Lalphabet.

Par exemple, le morphisme de Thue-Morse est oy @ a +— ab,b — ba étendu a I'ensemble des mots finis, et
I'image du mot ab est alors oy (ab) = orm(a)orm(b) = abba. Le morphisme de Thue-Morse n'efface aucune

lettre : C’est ce qu'on appelle une substitution.

Définition 1.1.13 (Substitution). Un morphisme o sur lalphabet A est effagant sl existe une lettre a € A telle

que o(a) = €, on € désigne le mot vide. Une substitution o sur A est un morphisme non-¢ffagant, c.-ia-d. pour tout

acAo(a)#e.

Un exemple simple de substitution est un codage ~ : A — A, c’est-a-dire une substitution qui transforme une
lettre en une autre.

Il est a noter que dans cette these, je supposerai toujours qu’un morphisme est un endomorphisme, c.-3-d. que
lalphabet dentrée et de sortie sont toujours identiques, ce qui n’est pas toujours le cas dans la littérature.

Un morphisme de mots o sur A peut étre étendu aux mots mono-infinis de la maniére suivante. En premier
lieu, on définit B, = {z € AN | IN > 0,Yn > N, o(x,) = €}. Puison pose o™ : AN\ E, — AN avec
o™ (zoz129...) = 0(x0)0(x1)0(x2) . .. En excluant les éléments de E,, jassure que o™ est bien 2 valeurs
dans AN,

De maniére analogue, ce morphisme peut aussi étre étendu aux mots bi-infinis en définissant £, = {x € AZ |
N > 0,(Vn > N,o(z,) = €)ou(¥n > N,o(z_,) = €)} eten posant (%) : A%\ E! — A” avec
oD (... x_gx_y.woxize...) = ...0(x_9)o(x_1) - o(x0)o(21)o(22) ... On remarque que, si o est une
substitution, B, = E/ = ().

En reprenant I'exemple du morphisme de Thue-Morse oryt : a +— ab, b — ba, on peutalors déterminer 'image

(N)

du mot périodique abababab . . . par O :

U(T?}(abababab. ..)=orm(a)orm(b)orm(a)orm(b) ...
=abbaabbaabba...
= abbaabbaabbaabba . . .

Désormais, sauf mention précise, je confondrai o, oM et ¢(2),

La propriété de non-effacement est motivée principalement par des raisons topologiques. Une substitution est
en effet continue pour la topologie prodiscréte, ce qui n'est pas le cas des morphismes effagants (qui, d’ailleurs, ne
sont pas définis sur lentiéreté de AN et AZ). Le cas effagant peut donc étre interprété comme une version dégénérée
des substitutions. Dans le modele substitutif, des efforts ont été faits pour étendre les résultats des substitutions aux
morphismes effagants (par exemple dans [BPR23]). J’essaierai de préciser au cas par cas quand les résultats évoqués
peuvent étre généralisés aux morphismes effagants.

A partir des morphismes et des substitutions, il est possible de définir tout un éventail de mots qui constituent
les objets détude du modele substitutif. Les définitions sont reprises de [BR10].
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Définition 1.1.14 (Mot purement substitutif, substitutif, morphique et point fixe). Soient o et T deux morphismes
sur A. Un mot infini  est :
— un mot purement substitutif généré par o s/ existe a € A tel que nli_)moo 0" (a) existe et vaut x;
— un mot substitutif généré par o i existe un mot purement substitutif'y généré par o et un codager : A — A
tel que x = K(y);
— un mot morphique généré par o et T 5l existe y un mot purement substitutif généré par o tel que v = 7(y);

— unpointfixede 057 x = o(z).

Remarque 1.1.15. S7 x un mot est purement substitutif généré par o, alors x est un mot substitutif généré par o,
est aussi un mot morphigue généré par o et id (ou id est lidentité, c.-a-d. id : a — a pour tout o, € A), et x est aussi

un point fixe pour o.

Pour un morphisme o et une lettre a, sila limite lim ¢"(a) existe, je la noterai souvent 0> (a).
n—o0

Exemple 1.1.16. Soit A = {a,b,c} et deux morphismes o : a — abc,b — be,c — cetT : a — aa,b —
bb, c — cc. Alors :

— lemot x1 = bebebebebebe . . . vérifie o(x1) = x1, done 1 est un point fixe de o ;
— lemot 9 = abebebebebebe . . . vérifie xo = 0™ (a), donc x9 est un mot purement substitutif généré par o ;

— le mot x3 = ababababab . .. vérifie v3 = K(x2) aveck : a — a,b — b,c — a, donc x3 est un mot

substitutif généré par o ;
— lemot x4 = aabbccbbec . . . vérifie x4 = T(x2), donc x4 est un mot morphique généré par o et T.
Les définitions ci-dessus ont été données dans le cas des morphismes, incluant donc le cas des morphismes effa-

¢ants. Le résultat suivant montre cependant quon peut obtenir tout mot morphique en utilisant uniquement des

substitutions.

Théoréme 1.1.17 ([Cob68; CLR16]). Soit x un mot morphique. Alors il existe une substitution o (c.-a-d. un mor-
phisme non-effagant), un codage k et une lettre a € A tels que 0°°(b) existe et v = k(0°°(a)). De plus, érant donnés

les morphismes générant x, il est possible de construire o et K de maniére effective.

Dans le cas d’un mot purement substitutif, purement morphique ou morphique 1 cela signifie qu’on peut tou-
jours se ramener au cas ot il est généré par des substitutions.
Etant donnée une substitution o, I'existence d’un mot purement substitutif généré par o admet une caractérisa-

tion combinatoire simple.

Théoreme 1.1.18. Une substitution o génére un mot purement substitutif si, et seulement s, il existe a € A telle

quec(a) = awavecu € A™.
Il sera enfin parfois pertinent d’utiliser I'identité suivante sur les mots purement substitutifs.

Théoréme 1.1.19. Soit 0 une substitution telle gue o(a) = avaveca € Aetu € AT,

0™ (a) = auo(u)o?(u)o3(u). ..

1. Dans le cas d’un point fixe, la substitution identité convient toujours.
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1.1.4 Dynamique symbolique

Pour compléter les définitions nécessaires 4 la compréhension de ce manuscrit, je définis ici une famille de struc-

tures topologiques qui seront évoquées a plusieurs reprises : les sous-shifts.

Définition 1.1.20 (Action de décalage). L uction de décalage sur N est l'opération suivante :

AN - AN
x = xzox1T2T3 ... — S(r)=1T1T22324...

S :

Autrement écrit, S(x)y, = Tpy1 pourn € N.

Cette opération induit une dynamique sur A" au sens de la théorie des systémes dynamiques (voir [Wal82]
pour une introduction 2 la théorie des systemes dynamiques). Dans ce contexte, il est naturel de s’intéresser aux
sous-systémes dynamiques de AN, Dans le cadre de la dynamique symbolique, ces sous-systémes sont appelés des

sous-shifts :

Définition 1.1.21 (Sous-shift). Un sous-shift de AN est un sous-ensemble X C AN vérifiant les deux propriétés
sutvantes :

1. X est fermé pour la topologie prodiscrete;
2. X est invariant par décalage, c.-a-d. pour x € X, S(x) € X.
On observe alors que AN est lui-méme un sous-shift : on lappelle le shift plein 2 Les sous-shifts bénéficient d’une

caractérisation combinatoire plus accessible. Le lecteur intéressé pourra lire [LM95] pour une ceuvre de référence

sur la question.

Théoréme 1.1.22. Un sous-ensemble X C AN est un sous-shift si, et seulement si, il existe F C A* tel que

X={zec AN |VfeF £z}
Dans ce cas, on dit que F est un ensemble de motifs interdits définissant X.

Exemple 1.1.23. Soit Xgny = {2 € {0, 1} | 11 2 x} le sous-shift de la moyenne d'or?. Cest un sous-shift défini
parla famille F = {11}.

Cependant, F ne doit pas forcément étre fini. Par exemple, le sous-shift de Leeuf au plat* est ensemble suivant :
SSU = {z € {0, 1}N | il ya au plus une occurrence de la lettre 1 dans x'}. Il est possible de montrer que SSU est
fermé pour la topologie prodiscréte et invariant par décalage, donc c’est bien un sous-shift. En l'occurrence, SSU est
défini par Uensemble de motifs interdits Fssy = {10°1 | i > 0}.

Il existe une classification des sous-shifts selon les ensembles de motifs interdits les définissant.

Définition 1.1.24 (Sous-shift de type fini, sofique et effectif). Soiz X un sous-shift. On dit que X est :

— de type fini s i existe un ensemble fini de motifs interdits définissant X ;
— sofique s7/ existe un ensemble régulier de motifs interdits définissant X ;

— cffectif s 7/ existe un ensemble calculable de motifs interdits définissant X.

2. par opposition a (), qui est aussi un sous-shift, et est donc le shift vide.
3. en anglais golden mean subshift.
4. en anglais sunny side up subshift.

10
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Remarque 1.1.25. 87 X est un sous-shift de type fini, X est un sous-shift sofique; si X est un sous-shift sofique, X est
un sous-shift effectif.

Exemple 1.1.26. Lesous-shift dela moyenne d’or X g, (voir exemple 1.1.23) est un sous-shift de type fini. En revanche,
on peut montrer que le sous-shift de l'eeuf an plat n’est pas un sous-shift de type fini : c’est un sous-shift sofique.

Enfin, 'une des constructions dynamiques utiles en combinatoire des mots est celle de la cléture de 'orbite d’un

mot. Il sagit, en quelque sorte, du sous-shift « naturel » associé 2 un mot infini.

Définition 1.1.27 (Orbite et cléture de lorbite d’un mot). Soiz x un mot infini. Son orbite est O(x) = {S*(z) |

k € NY}. La déture de son orbite est O(x), c.-a-d. ladbérence de O(x) pour la topologie prodiscréte.

Par construction, O(x) est ferm¢é pour la topologie prodiscrete et invariant par décalage, il s’agit donc bien d’un
sous-shift. Il est possible de relier propriétés combinatoires d’un mot et propriétés dynamiques de la clture de son

orbite : un sous-shift X C AN est dit minimal si le seul sous-shift non vide Y inclus dans X est X lui-méme.

Théoréme 1.1.28 ([Bir12]). Ur mot x est uniformément récurrent si, et seulement si, O(x) est minimal.

1.2 Représentations S-adiques et mots sturmiens

1.2.1 Représentations S-adiques : cas général

Le modele substitutif étant introdui, je vais maintenant définir le modele S-adique. Il s’agit du modele principal
étudié dans cette these, introduit formellement par Ferenczi [Fer96]. L’idée générale est que, lors de la construction
d’un mot purement substitutif, on itére une seule et méme substitution;; dans le modele S-adique, on peut, a chaque
étape de calcul, appliquer une substitution différente choisie dans un ensemble fini de substitutions. Dans la mise
en ceuvre pratique, il y a toutefois une difficulté importante 4 souligner pour le lecteur non averti : les substitutions
sont appliquées « depuis I'intérieur ». Je commence par donner la définition formelle avant d’expliquer plusieurs
propriétés des représentations S-adiques.

Dans ce manuscrit, S désignera un ensemble fini de substitutions sur I'alphabet A. Par extension de la notation
sur les mots, pour une suite de morphismes (0, )nen, la notation O j désigne le morphisme 0; © 0j4 1 0--- 0

O‘jfl OO‘j.

Définition 1.2.1 (Représentation S-adique). Soit « un mot infini, (0 )neN une suite de substitutions de S et
(an)neN une suite de lettres de A. On dit que x admet ((0p,)neN, (an)nen) comme représentation S-adigue si la

suite (00,n] (an) ) nen admet une limite et qu'elle vaut x, c.-a-d.

x = nli_)rnoO oo,n] (@n)-

La suite (0, )nenN est appelée suite directrice de la représentation S-adique.

Dans la littérature, il est courant de dire que ((0y,)nen, (an)nen) est une représentation S-adique du mot z,
pour préciser que (0p)nen est inclus dans S. Dans ce manuscrit, je me contenterai de parler de représentation
S-adique lorsque S est clair dans le contexte, et je préciserai explicitement qui est S dans le cas contraire.

C’est souvent la suite (0, )nen plutdt que la suite (ay)pen qui traduit les propriétés combinatoires et dyna-
miques d’un mot. De plus, le théoreme 1.2.8 justifiera, sous certaines conditions, que si on sait que  admet (o7, ) peN
comme suite directrice d’une représentation S-adique, alors on peut calculer assez simplement une suite (ap, )nen
telle que ((0n)neN, (@n)neN) est une représentation S-adique de x : c’est pour cela que je me concentrerai sur les

suites directrices dans ce manuscrit.
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Exemple 1.2.2. Soit oz le morphisme de Thue-Morse défini par oty @ a — ab, b — ba; et soit opyp, le mor-
phisme de Fibonacci défini par op, @ a = ab,b +— a. Ces deux morphismes sont bien des substitutions. Posons
maintenant oy, = OTM SN pair, On = OFip LN Impair, et an = a pour tout n > 0. Soit x le mot infini admettant
((0n)nens (an)nen) comme représentation S-adique”.

On peut calculer x comme la limite du processus suivant :

o10,0)(a0) = orm(a) = ab

o10,17(a1) = orm © orip(a)
= otm(oFb(a)) = orm(ab)
= abba

of0,21(a2) = orm © OF © oM (0)
= orm(orb(orm(a))) = orm(orb(ab)) = orm(aba)
= abbaab

770,3] (a3) = orm © OFib © oM © TFib (@)
= orm(orb(orm(oEb(a)))) = orm (o (oM (ab)))
= orm(oFp(abba)) = o1y (abaaab)

= abbaabababba et ainsi de suite.

Dans une représentation S-adique, la composition se fait « a lintérienr ». Par exemple, a [ étape 3, on a a0,2] (a2),
eta létape 4, oo 31(as) = oq0,9)(03(as)) : Lapport de la nonvelle étape se fait depuis Uintérienr, depuis largument

donné aux substitutions.

Exemple 1.2.3. Un autre exemple a partir du morphisme de Thue-Morse : un mot purement substitutif généré par
o™, appeléle mot de Thue-Morse, est TM = 033 (a) = abbabaabbaababba . . .. Alors TM admet ((0rm)neN, (@)nen)

comme représentation S-adigue, dont la suite directrice (0rMm )nen est la suite constante égale & oy

Ce dernier exemple illustre le fait que le modele S-adique est bien une généralisation du modele substitutif. La
définition que je donne ici des représentations S-adiques n’est pas tout 2 fait la définition classique : j'en ai défini le
modele finitaire [BBY22]. Plus précisément, dans le modele général, la représentation se fait potentiellement sur
une infinité d’alphabets, avec 0, : A,41 — A, pour toutn € N, et avec une infinité de substitutions différentes.
Cette généralisation est utile dans le cadre de la théorie des systemes dynamiques, et permet par exemple de parler
du rang alphabétique d’une représentation S-adique [Esp23a]. Je laisserai de coté cette version du modele S-adique
dans cette these.

Il existe une différence notable entre les modeles substitutif et S-adique quant aux mots constructibles. Tout
mot infini n’est pas purement substitutif, ou méme morphique : par exemple, la complexité d’'un mot purement
substitutif ou morphique est nécessairement polynomiale [Pan84]. En revanche, il existe un ensemble fini de sub-
stitutions C tel que n’importe quel mot infini dispose d’une représentation S-adique dont la suite directrice est
incluse dans C (voir la section 4.2 pour plus de détails sur cette question). Cest une propriété propre a 'ensemble
C :la puissance du modele S-adique dépend de I'ensemble de substitutions S utilisé, qui paramétrise donc le modele.

Il dépend aussi de I'ensemble des suites directrices autorisées dans S.

S. ce mot existe, car la représentation S-adique donnée ici est en fait celle d’'un mot purement substitutif généré par la substitution
oM O OFib qui vérifie bien les hypothéses du théoréme 1.1.18.
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Un modele proche du modele S-adique est celui des mots infiniment désubstituables, développé par Richomme
[Ric21].

Définition 1.2.4 (Mot infiniment désubstituable). Soiz x un mot infini et (0, )nen une suite de substitutions sur
A. On dit gue x est infiniment désubstituable par (0,,)nen il existe une suite de mots infinis (™) ey € (AN)N
telle que :

T = 0[] (a:("))pour toutn > 0.

Les modeles sont proches, mais tout de méme subtilement différents : en particulier, le modele S-adique est inclus

dans le modeéle de la désubstitution infinie.

Théoréme 1.2.5 ([Ric21]). Soit x un mot infini admettant comme représentation S-adique ((0r,)nen, (an)nen).
Alors x est infiniment désubstituable par (oy,)nen.

Il peut arriver qu’un mot soit infiniment désubstituable par une suite (07, ) e, mais nadmette pas de représen-

tation S-adique dont la suite directrice est (07, ) nen.

Exemple 1.2.6. Soit x un mot infini : alors v est infiniment désubstituable par (i1d)nen la suite constante égale 4
Videntité. Mais pour n'importe quelle suite (ay ) nen € AV, id" 7 (a,) = ap erdoncx # lim id" " (ay,) (si tant
n—00

est que la limite existe).

Lexemple précédent montre la principale différence entre représentation S-adique et désubstitution infinie : il
s'agit de la croissance des mots construits. Une maniere de mesurer la croissance d’une représentation S-adique est

'ubicroissance (everywhere growingness en anglais).

Définition 1.2.7 (Ubicroissance). Soit (o) nen #ne suite de morphismes. On dit que (0 )nen est ubicroissante si,

pour tout (an)nen € A, lim |09 qp(an)| = oo
n—oo
Avec cette définition, on peut alors obtenir une réciproque partielle du théoreme 1.2.5.

Théoréeme 1.2.8 ([Ric21]). Soit x un mot infiniment désubstituable par (oy)nen ubicroissante. Alors il existe
(an)nen € AN tel que v admet ((04)nen, (an)nen) comme représentation S-adique.

En particulier, si z = o ] (2(™) pour tout n, alors (0 ) nen, (:rén) )neN) est une représentation S-adique de
2 :on peut calculer facilement une représentation S-adique a partir de la seule suite directrice si elle est ubicroissante.
Dans la plupart des cas étudiés ici, les suites de substitutions considérées seront ubicroissantes. C'est la raison
pour laquelle, dans le contexte de ce manuscrit, représentation S-adique et désubstituabilité infinie auront souvent

la méme puissance : j’utiliserai le nom plus connu de représentation S-adique.

1.2.2 Mots sturmiens

Pour parler plus en détail des propriétés des représentations S-adiques, je vais les développer dans le cas d’un
exemple bien connu en combinatoire des mots, celui des mots sturmiens.

Les mots sturmiens, introduits par Morse et Hedlund [MH40], ont été nommés en référence aux travaux de
Sturm sur loscillation des solutions de certaines équations différentielles [Stu36]. Ils forment certainement la fa-
mille de mots la plus étudiée dans la littérature de la combinatoire des mots (par exemple [CH73; Sto76; Bru81;
BF84; LP92] explorent des aspects tres différents des mots sturmiens; des survols plus complets sur les mots stur-
miens sont disponibles dans [Ber96; Lot02; Fog02]).

13



1.2. Représentations S-adiques et mots sturmiens O

Définition 1.2.9 (Mot sturmien sur N et sur Z). Soit Card(A) = 2. Un mot infini v € AN est sturmien si
pz(n) = n+ 1 pourtourn > 1. Un mot bi-infini v € A% est sturmien si x est apériodique et py(n) = n + 1 pour
toutn > 1.

Les mots sturmiens bénéficient de trés nombreuses caractérisations. Par exemple, d’apres le théoreme de Morse-
Hedlund (voir le théoreme 1.1.8), les mots sturmiens sont exactement les mots apériodiques de complexité mini-

male. Ils peuvent aussi étre interprétés comme des mots mécaniques [Sto76] :

Théoréme 1.2.10. Un mot x € {0, 1} est sturmien si, et seulement siy il existe o € R\ Qet B € R tels que
zn = |(n+ Da+ 8| — |na+ B] pourtontrn > 0ou x, = [(n+ 1)a+ B] — [na + B pour tout n > 0.

Il existe aussi des interprétations a partir des rotations du cercle, des échanges d’intervalles ou des droites discretes
(voir [Lot02] pour plus de détails).
Propriétés combinatoires des mots sturmiens

Dans ce manuscrit, j’utiliserai & plusieurs reprises les propriétés et définitions suivantes sur les mots sturmiens.
Proposition 1.2.11 ([Pyt+02]). Les mots sturmiens sont uniformément récurrents.

Définition 1.2.12 (Type d’un mot sturmien). Soiz x € {0, 1} un mot sturmien. On dit que x est de type 0 si
00 =y x; on dit que v est detype 15i 11 =y .

Proposition 1.2.13. Les mots sturmiens sont partitionnés par type : pour tout mot sturmien, il existe un unique

i € {0, 1} rel que x est de rype i.

Démonstration.
Soit x un mot sturmien, alors p;(2) = 3. Par lemme des tiroirs, 'un de 00 ou de 11 est un facteur de .
Si 00 et 11 étaient tous deux facteurs de x, alors 'un de 01 ou 10 ne serait pas facteur de x : supposons
que les facteurs de longueur 2 de  soient 00, 11 et 01, l'autre cas se traitant de fagon symétrique. Alors

x serait de la forme 071V et  serait ultimement périodique, ce qui est absurde.

Les mots sturmiens peuvent aussi étre caractérisés comme l'ensemble des mots apériodiques équilibrés (voir
[Pyt+02]) :

Définition 1.2.14 (Equilibre). Un mot infini x € {0, 1} est équilibré si, pour tous facteurs f et g de x de méme
longuenr, || flo — |glo| < 1. Autrement écrit, le nombre de 0 dans f et dans g ne différe que d'un.

Lemme 1.2.15. Un mot infini z € {0, l}N n'est pas équilibré si, et seulement si, il existe un mot m tel que OmO et

1m1 sont des facteurs de x.

Démonstration.

Le sens réciproque est évident.

Si x n'est pas équilibré, il existe f et g deux facteurs de  de méme longueur tels que || flo — |g]o| >
1 : pour simplifier les notations, notons cette inégalité (I). Supposons que f et g sont des exemples de
facteurs de x de taille minimale vérifiant Pinégalité (I).

D’abord, si fo = go, alors le couple (f[1,|¢|—1]> 9[1,|g)—1]) Vérifierait aussi linégalité (), et serait plus
petit que (f, g), ce qui est absurde. Donc fo # go : supposons fo = Oet gp = 1.

Si fi = gipourtoutl < i < |[f| —1 = |g| — 1, alors f et g ne vérifieraient pas I'inégalité (I). Soit
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alors p le plus petit entier tel que pourtout 1 < @ < p, f; = giet f, # gp.Si fp = letg, = 0,
alors | fjo pl0 = 9]0,pl0- Comme f et g vérifient I'inégalité (I), cela implique que p < |f| — 2 et que
(f[[p+17|f|,1]] , g[[p+1,|g|,1]]) vérifie aussi I'inégalité (I), ce qui est absurde par minimalité de f et g. Donc
fp = 0etgp, = 1. Donc (fo,p], 9[o,p)) Vérifie Pinégalité (I), par minimalité p = [ f| — 1, et on a alors
bien f = 0m0 et g = 1m1 pour un certain motm € {0, 1}*.

Théoreme 1.2.16 ([Lot02; Pyt+02]). Un mot infini ou bi-infini T est sturmien si, et seulement si, T est aperiodigue

et équilibre.

Une définition que j utiliserai régulierement est la notion d’écartement d’'un mot sturmien. Cette notion n’est
pas définie comme objet détude danslalittérature, bien qu’elle ne soit ni inconnue, ni fondamentalement originale :

il s’agit du premier bit du codage multiplicatif d’un mot sturmien (voir [Pyt+02]).

Proposition 1.2.17. Soit x un mot sturmien de type 0. Alors il existe un unique N(x) > 1tel quex € 0*1(0*®) 14
oMz)+1 1)N'

Demonstration.

Comme x est un mot sturmien, = est un mot uniformément récurrent : soit ¢ la borne d’uniforme
récurrence du facteur 1, et on suppose ¢ minimal. Montrons que A(z) = £ — 2.

Etudions alors £4 (), dont on sait que le cardinal vaut £ + 1. Par minimalité de /, il existe un facteur de
x de la forme 011 ou de la forme 10¢~, Par le théoréme 1.2.16, x est équilibré : donc tout élément
de Ly¢(x) a zéro, une ou deux occurrences de la lettre 1. Comme £ est une borne d’uniforme récurrence
du facteur 1, 2 nadmet pas 0° comme facteur. Donc tout £(z) élément a une ou deux occurrences de
1. Par cardinal de £(x), il doit y avoir au moins un facteur f admettant deux occurrences de 1 : si ce
facteur n*était pas 109721, alors il existerait k < £ — 3 tel que  admettrait deux facteurs de la forme
00%0 (lui-méme facteur de 011 ou 10~ 1) et un autre de la forme 10*1, et ne serait donc pas équilibré.
Donc Ly(z) contient exactement un élément avec deux occurrences de la lettre 1.

On en déduit alors la forme attendue de .

Une autre notion importante en combinatoire des mots de maniere générale est celle des facteurs spéciaux a

gauche, spéciaux a droite et bispéciaux.
Définition 1.2.18 (Facteurs spéciaux et bispéciaux). Soit x un mot infini, et soit f < x un factenr de x. Alors on
dit que f est:

— spécial a gauche sl existe a # b € Atels que af et bf sont des facteurs de x;

— spécial a droite s’il existe a # b € Atels que fa et fbsont des facteurs de x;

— bispécial si f est spécial a gauche et a droite.

On peut montrer simplement qu’un mot dont la complexité s¥écrit p,,(n) = n+ k pour toutn > 1 (etdoncen
particulier un mot sturmien) possede, pour toute longueur, exactement un facteur spécial a gauche (et exactement
un facteur spécial 2 droite) [Cas97a]. Pour un tel mot z, je noterai I, () son facteur spécial 2 gauche de longueur

n (resp. 7, () son facteur spécial 2 droite de longueur n).

Certains mots sturmiens sont particuliers : il s’agit des mots sturmiens caractéristiques, ou standard [Pyt+02].
Définition 1.2.19 (Mot sturmien caractéristique). Un mot sturmien infini x est caractéristiquesix = lim 1, ().
n—00

Le cas des mots sturmiens caractéristiques bi-infinis sera développé dans le chapitre 3.
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Représentations S-adiques des mots sturmiens

Il existe une autre caractérisation des mots sturmiens, qui passe par les représentations S-adiques. Cette caracté-
risation sera utilisée 2 de nombreuses reprises tout au long de ce manuscrit. Elle est due a Arnoux [Pyt+02], et jen
restitue une démonstration rapide par souci de complétude et de pédagogie dans ce chapitre introductif. Elle utilise

quatre substitutions particuli¢res, les substitutions sturmiennes élémentaires.

Définition 1.2.20 (Substitutions sturmiennes élémentaires). Soiz A = {0,1}. Les quatre susbtitutions stur-

miennes élémentaires sont les substitutions suivantes :

0—0 0+— 10 0—0 0— 01
Ly Ry : Ry :
1— 01 1—1 110 1—1

L'ensemble Ss; = { Lo, L1, Ro, R1} est ensemble des substitutions sturmiennes élémentaires. Les substitutions

de type i sont les substitutions { L;, R; }.

Jutilise ici la notation de [Ric21] : L signifie lefz, car L; fait de i la lettre 4 gauche de I'image. Symétriquement,
R signifie right.

Théoréme 1.2.21 ([Pyt+02]). Soirx € {0, 1N, Alors x est un mot sturmien si, et seulement si, x est infiniment
désubstituable par une suite (0 )neny € 8§t telle que (0r)nen alterne infiniment de type : pour tour N € N et
i € {0,1}, d existen > N tel que oy, est de type i.

Démonstration.

Soit 2 un mot sturmien de type 0. Alors il existe un mot infini y tel que x = Ry(y) : en effet, comme

x est de type 0, = ne contient pas doccurrence du mot 11; on peut donc encoder x a I'aide de 0 et 10,
‘ot I'existence de 3. De méme, si  est un mot sturmien de type 1, alors il existe un mot infini y tel que

z = Ry(y).

Par ailleurs, soit 2 un mot sturmien de type 0 tel que zp = 0. Alors il existe 3/’ tel que x = Lo (y/) : il

faut cette fois faire attention lors du codage par 0 et 01. Un résultat équivalent tient pour le type 1 : si

 est un mot sturmien de type 1 tel que o = 1, il existe ¥’ tel que © = L1 (y'). Les semi-algorithmes

présentés dans la figure 1.3 explicitent comment déduire y et y/ de .

1+ 0 10
j<+<0 j<+<0
tant que vraz : tant que vraz :
siz;, =1: sizip1 =1:
|y e Lit=204=1; |y Lid=254=1;
sinon sinon
Loy« 0i+=174+=1; | )+ 0si4=155+=1;
retournery retourner 4’
FiGURE 1.I — Calcul de y. FIGURE 1.2 — Calcul de v/

F1GURE 1.3 — Semi-algorithmes de calcul des antécédents de  par Ry et L.

Ces constructions permettent alors de déduire le lemme suivant :

Lemme 1.2.22. Soit x de type 0 et y tel que v = Ro(y). Sl existe, soit y' tel gue x = Lo(y'). Alors l'un

dey ou de ' (5 ce dernier existe) est sturmien.
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Démonstration.

Supposons d’abord que 3/’ existe. Montrons alors que ¢/ est sturmien.

D’abord, si ¢ était ultimement périodique, © = L(y’) serait aussi ultimement périodique,
ce qui est absurde. Donc 3/ est apériodique.

Ensuite, montrons que Yy est équilibré et procédons par 'absurde. Dapres le lemme 1.2.15, il
existeraitm € {0, 1}* tel que 0m0 et 1m1 seraient des facteurs de /. Il existeraita € {0, 1}
tel que 0mOa serait un facteur de y'. Donc Lo (0m0a) = 0Lg(m)0Lg(a) et Lo(1ml) =
01Lg(m)01 seraient des facteurs de . En remarquant que L (a) commence toujours par la
lettre 0, on en déduit alors que 0L ()00 et 1 Lo(m )01 seraient deux facteurs de « : d’apres
le lemme 1.2.15, 2 ne serait donc pas équilibré, ce qui est absurde.

Donc siy/ existe, 3/’ est apériodique et équilibré : ' est sturmien.

Supposons maintenant que y’ n’existe pas : alors  commence par un 1. Montrons alors que
y est sturmien. Par des arguments similaires au cas précédent, y est apériodique.

Montrons que y est équilibré et procédons de nouveau par 'absurde. D’apreslelemme 1.2.15,
il existe m € {0, 1}* tel que 0O et 1m1 sont des facteurs de y. Comme = commence par
un 1, y aussi : donc 0mO n’est pas un préfixe de y. Donc il existe une lettre a tel que a0m0
est un facteur de y. Alors Ry(a0m0) = Ro(a)0Rg(m)0et Ro(1m1l) = 10R(m)10 sont
des facteurs de x. Mais alors, en remarquant que Ro(a) termine par un 0, 2 admet comme
facteurs 00 R (m)0 et 10Rg(m)1 et n'est donc pas équilibré, ce qui est absurde.

Donc si i/’ n'existe pas, y est apériodique et équilibré : y est sturmien.

Il existe un analogue du lemme 1.2.22 pour les mots sturmiens de type 1, avec L1 et [21 ala place de Lg
et Ry respectivement.

Soit 2 un mot sturmien. Alors le lemme 1.2.22 et son analogue nous donnent une suite (0, )nen € S5
telle que z estinfiniment désubstituable par (0, ) nen. Il reste d montrer que (07 ) nen alterne infiniment

de type. C’est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 1.2.23. Soit x, y deux mots sturmiens tels que x = Lo(y). Alors soity est de type 1, soit \(y) =
Az) — 1L

Démonstration du lemme 1.2.23.
Siy estde type 0, alors 10 M%) 1 est un facteur de 1y : donc son image par Lg est un facteur de z.
Son image étant 010*%)01, on en déduit que 10M®)+11 est un facteur de . Puis 10M¥)+11
est un facteur de y : donc, par le méme raisonnement, 10*®)+21 est un facteur de z. Donc
d’apres la proposition 1.2.17, A(y) + 1 = A(x).

On peut alors appliquer un principe de descente infinie de Fermat : si - est de type 0, alors les désubsti-
tués successifs sont de A strictement décroissants. Mais pour tout mot sturmien y, A(y) > 1: doncil
existe un rang n tel que & = 07 ] (™) et (™) est de type 1. Donc 0,41 est de type 1. En itérant le
raisonnement, on en déduit que (0, )nen alterne infiniment de type.

Réciproquement, soit z un mot infini infiniment désubstituable par (0, )neny € S, alternant infini-
ment en type, et NOtONS T = T[q ] (™).

Montrons que x est équilibré. On étudiele cas ot = L, les autres cas se traitent de maniere analogue.

Par 'absurde, supposons & non-équilibré. Alors il existe un mot m tel que 0mO0 et 1m1 sont des facteurs
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de 2. Comme x = Lo(2(?),2 gauche de toute occurrence de 1 dans x se trouve un 0 : donc m termine
par un 0. Les facteurs déséquilibrés de z s¥écrivent alors 0m/00 et 1n’01. Par la forme de Lo, le fait que =
admette 1m/01 comme facteur implique que m’ = Lg (m(9) pour un certain mot m©). Donc dans z
se trouvent deux facteurs 0 Lo (m(9)00 et 1o (m(®))01. La construction de z(?) par le semi-algorithme
implique alors que 0m(90 et 1m()1 sont des facteurs de #(?) et que [m| > |m(?)|. On peut répéter le
processus et construire 0m (™0 et 1m (™1 des facteurs de (™ tels que [m| > [m®)] > --- > |m™)]:
par principe de descente infinie de Fermat, il existe n > 0 tel que m™ est le mot vide. Alors dans
ce cas, (™) aura pour facteurs 00 et 11 et ne sera désubstituable par aucune substitution sturmienne
élémentaire, ce qui est une contradiction.

Montrons enfin que x estapériodique. Six est équilibré et ultimement périodique, alors x est dela forme
z = 0°(10¥)N avec i < k. Donc o, estde type Opour 0 < n < k—1,etonaz® 1) = 0% (10)N avec
0 < e, < 1. Par conséquent, peu importe le choix de o, 2(F) est Pun des mots suivants : ON JAN 01N
ou 10N, En traitant les cas A la main, on montre alors que (07, ) >k e peut contenir que des substitutions
du méme type. Par exemple, 0N n’est désubstituable que par L ou Ry, et la désubstitution donnera de
nouveau 0. De méme, 10N n’est désubstituable que par R et donnera de nouveau 10V, Cela contredit
alternance infinie de type de la suite (07, ) pen.

Donc x est équilibré et apériodique : 2 est sturmien.

Les suites directrices caractérisées par le théoreme 1.2.21 sont aussi ubicroissantes, ce qui permet aussi de faire le

lien avec les représentations S-adiques.
Lemme 1.2.24. Soit (0)nen € Sgt alternant infiniment en type. Alors (oy,)nen est ubicroissante.

Démonstration.
Je montre plus précisément par récurrence sur k > 1 quesi (0,,)o<n<n contient k alternances de type,
alors pour toute lettre a € {0, 1}, [oo,n7| > k + 1 et toutes les lettres apparaissent dans o7 n7-

Dans le cas k = 1, le tableau exhaustif suivant permet de conclure.

LoL1(0) =010 LoL1(1) =01 LoR.(0) =001 LoR;(1) =01
RoL1(0) =100 RoLy(1) =10 RoRy(0) =010 RoRi(1) =10

Maintenant, si (0, )o<n<N contient k& + 1 alternances de type, considérons i > 1 tel que (0,)i<n<n
contient & alternances de type. Par hypothése de récurrence, |o; yp(a)| > K etle mot contient les deux

lettres. Comme il existe une lettre b € A telle que oo ;_17(b) > |b] = 1, on en déduit que

|U[[0,N]] (a)| = ’U[[O,i—lﬂ © Oi,NJ (a)]
> |opny(a)| >k

Donc |0H07Nﬂ(a)\ >k+1.

Corollaire 1.2.25. Un mot infini x est sturmien si, et seulement si, x admet une représentation S-adigue ((0y, ) nen, (@n)neN)

avec (0n)nen € S5, alternant infiniment de type.

Les démonstrations précédentes sont similaires a des démonstrations existantes dans la littérature : je les ai ré-
écrites par souci de complétude, et aussi pour souligner leur caractére purement combinatoire. Je n’utilise pas de

propriétés dynamiques ou numériques des mots sturmiens, mais seulement des propriétés d’équilibre et d’apério-

18



O Chapitre 1. Préliminaires

dicité. L'objectif de cette these sera des lors de chercher comment exploiter cette construction des mots sturmiens
pour en déduire des résultats combinatoires.

Il existe, en 'occurrence, d’autres manieres d'obtenir des représentations des mots sturmiens. En particulier, cela
peut se faire 4 Iaide de trois substitutions (voir [BS94]). La question de la caractérisation S-adique des mots stur-
miens a I'aide de deux substitutions seulement est ouverte. Les représentations S-adiques a I'aide des substitutions de
Sgi ont lavantage détre relativement simples a comprendre, complétement caractérisées, et encodent aussi la pente
et l'ordonnée a l'origine de la droite associée 4 un mot sturmien [BHZ06]. C’est pour cela que je me concentrerai

sur ce modele de représentations S-adiques pour les mots sturmiens :

Définition 1.2.26 (Représentation S-adique d’Arnoux). Soit x un mot sturmien. Une représentation S-adigue

dArnoux de x est une suite (0,)nen € Sy telle que x est infiniment désubstituable par (o, ) nen-

Cette définition est un abus de notation, car elle confond représentation S-adique et désubstitution infinie. Elle
se justifie par 'importance de la suite (07, ) e par rapport 2 (ay, )nen dans la représentation S-adique d’un mot, et
par la précédence historique des représentations S-adiques par rapport a la désubstitution infinie.

Les représentations S-adiques d’Arnoux bénéficient de plusieurs propriétés qui seront utilisées et détaillées le long
de ce manuscrit. Par exemple, un mot sturmien donné peut avoir, a priori, plusieurs représentations S-adiques d’Ar-
noux, et méme une infinité; mais elles vérifient toutes certaines propriétés. Par exemple, pour une suite (0, )neN €
SY, alternant infiniment en type et commengant par le type 0, on peut définir une suite (k(0),)nen dentiers
vérifiant :

k(o)o = 0etVk(0)y, < i < k(0)p+1,0; estde type n mod 2.

Alors pour un mot sturmien x de type 0, toutes ses représentations S-adiques d’Arnoux partagent le méme dé-
coupage en type : { (k(0))nen | (0n)nen est une représentation S-adique d’Arnoux de 2} = 1, de méme symétri-
quement pour les mots sturmiens de type 1. Cette propriété est reliée 4 la valeur A(x) : en effet, k(o)1 = A(x).

Certains mots sturmiens n’admettent qu'un nombre fini de représentations S-adiques d’Arnoux : par exemple, le
mot de Fibonacci n’en admet qu’une seule. Comme les substitutions Lg et Ry commutent, le mot purement sub-
stitutif généré par Lo RoL1 R1 admet une quantité infinie indénombrable de représentations S-adiques d’Arnoux.
La caractérisation des mots sturmiens n’admettant qu’un nombre fini de représentations S-adiques d’Arnoux reste
toutefois ouverte, ainsi que existence d’un mot sturmien admettant exactement une quantité infinie dénombrable
de représentations S-adiques d’Arnoux. L'une des difficultés autour de ces questions est que, dans chaque bloc de

type, la quantité de L ou de R n’est pas assurée.
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2 Représentations S-adiques des mots
acceptés par un w-automate

Etes-vous soudainement un spécialiste de
lautomate, Lewis ? Votre mére était-elle une
automate ?

Criquette Rockwell, adapté de Le Caenr a ses

raisons

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, jaborde les principaux résultats techniques et théoriques accomplis pendant cette these. Ceux-
ci concernent la décidabilité de 'acceptation d’un mot Sturmien par un graphe, ou un w-automate faible.

Le probléme de l'acceptation d’un mot par un w-automate est une question tres classique en théorie des lan-
gages formels [HU79] : il sagit de savoir si un w-automate donné accepte un mot. Les variantes du probleme
tournent souvent autour de restrictions sur le modéle de 'w-automate : w-automates de Biichi, w-automates de
Miiller [Tho90], w-automates 2 compteurs [FSO8] ... L’'une des forces de la théorie des langages formels est sa ca-
pacité 2 modéliser différentes théories logiques, comme I'arithmétique de Presburger ou la logique monadique du
second ordre [Tho90]. La recherche en théorie des langages formels cherche, entre autres questions, a préciser, a
classifier et & comparer les différents modeles d’w-automates existants.

Du point de vue de la combinatoire des mots, la théorie des langages formels peut fournir des outils intéressants
pour étudier les familles classiques de mots. Cette fois, la variante n’est pas sur le modele de 'w-automate étudié,
mais sur le mot lui-méme : étant donné un w-automate 2, accepte-t-il un mot vérifiant la propriéeé P? Les deux
domaines ont longtemps été étudiés conjointement, par exemple par Perrin [PP04] ou Schiitzenberger [PS92]. Un
résultat récent a 'interaction entre ces deux domaines est la création, autour de 2020, du logiciel de vérification
formelle Walnut par Shallit [MSS16] : pour les suites automatiques, ce logiciel peut vérifier une propriété décrite
par lalogique du premier ordre. Ce résultat a été étendu par Oei aux mots Sturmiens [Hie+22].

Toutefois, la question de l'acceptation d’'un mot par un w-automate est rarement étudiée directement par la
combinatoire des mots. Un rare exemple est un article de Carton et Thomas [CT02], qui résout le probleme de
Pacceptation d’un mot morphique par un w-automate de Biichi, dont la méthode est directe et combinatoire. Peut-
on étendre ce résultat au cas des mots Sturmiens ?

Les approches logiques de Shallit et Oei donnent certes des méthodes efficaces pour répondre a certaines ques-
tions, mais ne sont pas satisfaisantes sur certains aspects. D’abord, la construction faite dans leurs articles est parti-
culierement complexe, et repose sur des résultats techniques sur les systemes de numération. Walnut ne peut alors
étre interprété que comme une boite noire, qui répond aux questions fournies sans les expliquer davantage : les dif-
férents articles publiés par Shallit depuis plusieurs années [BSS24; CS24; Sha23; SSZ23] ont répondu 2 plusieurs

conjectures ou questions préexistantes sans mettre en lumicre de phénomenes combinatoires sous-jacents.
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Dans ce chapitre, japporte des méthodes combinatoires pour résoudre le probléme de l'acceptation d’un mot
Sturmien par un w-automate faible. Les algorithmes proposés reposent sur la caractérisation S-adique des mots
Sturmiens. Méme si le modele d’w-automates étudié dans ce chapitre est relativement peu puissant, il trouve néan-
moins plusieurs applications intéressantes. Par exemple, du point de vue de ladynamique symbolique, les w-automates
faibles représentent les shifts sofiques : mes méthodes permettent alors de décider s’il existe un mot Sturmien dans
un shift sofique donné, et apportent des algorithmes a I'intersection entre dynamique symbolique et combinatoire
des mots.

Ce chapitre se découpe en trois parties : dans un premier temps, je détaille les méthodes combinatoires que jai éta-
blies sur les w-automates faibles. Ce travail a été publié a la conférence Combinatorics on Words [BH23]. Je détaille
en particulier une variété de questions reliées, comme l'acceptation d’'un mot purement substitutif ou d’un point
fixe d’une substitution. J¥tablis plusieurs résultats plus théoriques liant mots Sturmiens et w-automates faibles, en
particulier sur les suites directrices des mots Sturmiens acceptés par un w-automate faible. Ensuite, j’introduis plu-
sieurs applications des algorithmes établis, notamment en combinatoire des mots sur une question de codage, ou en
géométrie discrete sur un probléme de recollement de segments. Enfin, jaborde des résultats partiels sur I'extension

aux w-automates de Biichi.

2.2 Représentations S-adiques et w-automates faibles

2.2.1 Définitions

Je commence par donner les définitions formelles des objets manipulés tout le long de ce chapitre. Ce formalisme

est adapté de la théorie des langages formels, et plus précisément de [PP04].

Définition 2.2.1 (w-automate). Ur w-automate U estun uplet (A, Q, I, T, C) ot A est un alphabet fini, Q) est un
ensemble fini d’états, I C Q est un ensemble d’états initiaux, T C Q x A X Q est un ensemble de transitions et

C C TN est la condition dacceptation d’une marche par A. Une transition (d,a, f) € T sera généralement notée

d % f (d pour début, f pour fin).

Définition 2.2.2 (Marche). Pourn > 0oun = 00, une suite (t)o<p<n avec ty, = di LN fr € T est une
marche sur A s f, = dy11 pourtout 0 < k < n. Le morm = (ay)o<k<n €tiquette la marche. Pour deux états d et
f € Qetunmot finiw € A*, lanotation d * f signifie une marche sur A (ty)o<n<n (avecn € N)étiguetée par
m et telle que doy = deet fr, = f. Plusieurs marches penvent remplir cette condition, et la notation d Do f signifiera
un choix arbitraire parmi lune d'entre elles. Enfin, je considérerai que pour q € Q, ¢ =* q sera toujours une marche

valide sur 2, et représentera une marche de q a q étiguetée par le mot vide.

Définition 2.2.3 (Acceptation d’un mot infini par un w-automate). Un mot infini x € AN esr accepté par un
w-automate A = (A, Q, I, T, C) sl existe une suite (ty ) gen € TV qui vérific les conditions suivantes :

1. (tg)ren est une marche surA;

2. ennotantto = dy % foonady € I;

3. x étiquette la marche (ty,)ken;

4. (tk)keN e C.

On écrit alors que (ty; ) ke est un calcul acceptant pour x. Le langage de A, noté L(), est l'ensemble des mots infinis
acceptes par 2.

Ces notations, tres généralistes, ne sont pas toujours représentatives de I'utilisation qui en sera faite dans ce ma-
nuscrit. En particulier, la condition d’acceptation sera explicitée par le modele d’w-automate utilisé. Un premier

exemple est le modele des w-automates faibles, qui ont la condition d’acceptation la plus simple.
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Définition 2.2.4 (w-automate faible). Un w-automate faible U est un w-automate (A, Q,1,T,C) o C = TN :

un mot infini x est accepté par U si et seulement si x étiquette une marche infinie sur A commengant par un état initial.

Je noterai alors A = (A, Q, 1, T).

Exemple 2.2.5. Dans cette these, je représenterai les w-automates faibles comme dans le schéma représenté dans la

Sfigure 2.1.

FiGURE 2.1 — Exemple d’w-automate faible ;.

Les états sont les cercles, les transitions d’état en état sont les fleches étiquetées. Exceptionnellement dans cet exemple,
Jjai nommé explicitement les états : je ne le ferai pas dans la suite de ce manuscrit. Les états initiaux de [ w-automate
Jfaible A1 sont ceux pointés par une petite fleche sans étiquette : ici, il sagit des états 0 et 2. On remarque, par exemple,
que dans cet w-automate, l'état 3 n'est pas accessible depuis les érats initiaux, et que L'une des arétes de 0y est une boucle
étiquetée par a. Une marche dans ['w-automate correspond, graphiquement, a aller d’état en état, et le mot associé est
la concaténation des étiquettes des transitions.

Par exemple, il existe une marche infinie sur A de la forme suivante :

0515151540251 5154522151 545%28
Cette marche fait un cycle surles états 1, 1, 4, 2; elle est étiquetée par le mot infini ultimement périodigue aa(abbb)™.

Comme 201 est un w-automate faible, n’importe quel mot infini étiquetant une marche infinie sur ey en commengant
par un état initial est accepté par U1 : donc aa(abbb)N € L(2Ay).

En utilisant cette notion d’w-automate faible, il est possible de fournir une autre définition des sous-shifts so-

fiques (voir la définition 1.1.24) :

Théoreme 2.2.6 ([LM95]). Un shift X est sofique si et seulement 5il existe un w-automate faible A dont tous les érats
sont initiaux et tel que L(A) = X.

Par ailleurs, il est possible d’étendre les propriétés topologiques des shifts sofiques aux langages d’w-automates

faibles. La proposition suivante sera un outil puissant trés important dans le reste de cette section :

Proposition 2.2.7. Soit2A = (A, Q, I, T) un w-automate faible. Alors son langage L(A) C AN est un compact
pour la topologie prodiscrete.

Démonstration.

Si on s’intéresse a C 'ensemble des calculs acceptants sur 21, on remarque qu’on peut les définir a partir
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des cylindres de la topologie prodiscrete dans le shift plein N,

c=| U | n U [t1ta]n

teT, neN t1,t2€T
t=d—f, t1=d1—> f1,ta=do2—> f2,
del fi1=d2

Le premier ensemble retranscrit qu’un calcul doit commencer par un étatinitial, et le deuxi¢éme ensemble
que deux transitions successives doivent étre ... successives. Donc C est bien un compact de TN. Main-
tenant, si on définit 7w : T — A qui associe 2 une transition son étiquette, et en étendant 7 comme une
substitution sur T, on a que £(21) = 7(C). Comme 7 est une substitution, 7 définit une application

continue, et donc £(2A) est bien un compact.

Le lecteur expert en dynamique symbolique remarquera que la premiere intersection de cylindres définit des
conditions non invariantes par décalage, alors que la deuxieme intersection définit une condition ressemblant 4 un

shift de type fini.

2.2.2 Désubstitution des w-automates faibles

Le point de vue automatique des définitions précédentes n’est pas standard dans la littérature de la dynamique
symbolique, et n’est pas innocent dans le contexte de ce chapitre de thése. Lind et Marcus [LM95] ont en effet
employé le vocabulaire des graphes, et il existe des définitions purement dynamiques des shifts sofiques [Wei73].
L’avantage du point de vue automatique est qu’il justifie 'utilisation d'outils propres a la théorie des langages for-
mels, comme la désubstitution.

La désubstitution est bien connue dans la littérature des langages formels, en particulier dans le cas des automates
finis [HU79; Car08]. Elle permet d’illustrer la stabilité des langages réguliers par morphisme inverse. Son utilisation
dans le cadre de la dynamique symbolique et de la combinatoire des mots est en revanche beaucoup plus marginale

(je n’ai trouvé comme seul exemple que [Sal17], et pas de maniere explicite).

Définition 2.2.8 (Désubstitution d’un w-automate faible). Soiz A = (A, Q,I,T) un w-antomate faible, et o
un morphisme. La désubstitution de A par o est lw-automate faible o= (A) = (A, Q, I,o Y (T)) od % f €

ola
o~ N(T) si et seulement 5'il existe une marche sur A de la forme d Lf" f

Exemple 2.2.9. Considérons [w-antomate faible A et la substitution o suivantes :

a— aa

b +— bab

F1GURE 2.2 — Exemple d’une substitution o et d’w-automate faible 2.
Pour calculer ['w-automate faible o= (s), on procéde comme suit : d’abord, les états de o= (a) sont les mémes
que ceux de U; ensuite on calcule les arétes de o1 (A2). Pour cela, on commence par identifier les marches dans A

étigquetées par o(a) = aa. On relie alors les débuts et les fins de toutes ces marches par a. On procéde de méme pour
o (b) = bab. Ainsi, on obtient o= () :
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a
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/Q

FIGURE 2.3 — L'w-automate faible 0= (2As).
Dans le cas d’un morphisme effagant, la convention de la définition 2.2.2 se gére en créant des boucles étiquetées par les
lettres effacées sur tous les états : par exemple, en considérant le méme w-automate faible Ao et le morphisme T : a —

aab, b — &, lw-automate 7~ (Aa) est le suivant :

b O=b

»iﬂs@%:

F1GURE 2.4 — Désubstitution de Ay par le morphisme effagant 7.

Proposition 2.2.10. Soit A = (A, Q, I, T) un w-automate faible, o un morphisme, m € A* etd, f € Q. Alors

d % f est une marche de o= () ssi d o)« f est une marche de 2.

Démonstration.
On procede par récurrence sur la longueur de m. Le cas [m| = 0 est traité par la convention de la
définition 2.2.2.

Sid ™5*q = f estune marche de 0! (21), alors par hypothése de récurrence, d o), . q est une

marche de 2. De plus, comme ¢ 2y f estune marche de 0! (), q ﬂ* f estune marche de 2. Par

(

A o(ma)
concaténation des marches,d ——* f est une marche de 2.

Réciproquement, si d o), « q o), . f est une marche de 21, par hypothése de récurrence, d ~=* ¢

(

_ o(a) a
est une marche de 01 (). De plus, comme ¢ —=" f estune marche de A, ¢ — f est une marche de

— , . ma —
o~ 1(20). Par concaténation des marches, d ~—* f est une marche de o1 (2).

Proposition 2.2.11. Pourunw-automate faible A et un morphisme o, L(c~1(A)) = {w € AV |o(w) € L(A)}.

Deémonstration.
Onpose A = (A,Q,I,T).Soitz € AN un mot infini accepté par o~ 1(21), et soit (4 ) ren un calcul

acceptant pour &, avec t, = g Lk Qi+1, et o € I. Par définition de o1 (2(), pour tout k € N, il
)

. o(zy, , .
existe dans % une marche de la forme g, —* qx11. En concaténant ces marches dans 2, on obtient

o(zo) " o(z1) " o(z2) N
q1 q2 ?

alors une marche sur 2 de la forme qq
pour o(z) dans A, donc o (z) € L(A).

Réciproquement, soit 7 € AN tel que o() est accepté par 2. Soit (t4)gen un calcul acceptant pour
a(z)o q o(z)1 g o(z)2
1 2

-+ Clest un calcul acceptant

-+ On peut alors re-

. o r s e / a(zo) x o(x1) % ./ o(z2)
grouper certaines transitions pour réécrire ce calcul sous la forme gg = ¢ q 05

o(z) dans 2 : alors on peut Iécrire sous la forme ¢
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* ... Par définition de 0 (), on a donc gy =% ¢} 5 gh =2 - - - un calcul acceptant pour z dans
o~ 1(2),doncz € L(c7H(A)).

Le principal intérét des méthodes présentées dans ce chapitre ne réside pas dans I'originalité de leur construction,
mais dans leur application a la combinatoire des mots, et a leur systématisation, qui permet d’établir de nouveaux
outils algorithmiques.

Je donne ici une complexité de l'opération de désubstitution d’un w-automate faible afin de pouvoir, plus tard,

estimer la complexité d’algorithmes qui I'utiliseront.

Proposition 2.2.12. Etant donnés un w-automate faible = (A, Q, I, T)) et un morphisme o, lautomate o~ (2A)
peut se construire en temps O(|Q[3|A| max, |o(a)|).

Deémonstration.
Pour construire ¢~ (2A), on cherche pour tout couple d*états (d, f) et lettre a s'il doit y avoir une
transition d = f dans o~ (2). Pour cela, on part de d et on cherche 4 rejoindre f en lisant le
mot o(a), de longueur plus petite que max, |o(a)|. Le parcours en largeur donne un algorithme en
O(|Q| x max, |o(a)|). llya|Q|* x | A possibilités pour d, f et a, dott la comple