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Titre : Algorithmique et combinatoire des mots par les représentations S-adiques
Mots-clés : combinatoire des mots, calculabilité, substitutions, dynamique symbolique.
Résumé : En combinatoire des mots, une mé-thode classique de construction de mots infi-nis est le modèle substitutif. Il consiste à ité-rer infiniment une transformation (une sub-stitution) sur une lettre initiale. Le modèlesubstitutif a permis de créer et d’étudier desmots infinis possédant des structures répéti-tives fortes mais non périodiques. Introduitesà la fin des années 1990, les représentationsS-adiques forment une extension classique dumodèle substitutif. Dans le modèle S-adique,plutôt qu’itérer une seule et même substitu-tion, il est possible de choisir une substitution àchaque itération dans un ensemble fini. Les re-présentations S-adiques ont originellement étéétablies à des fins dynamiques, et caractérisentplusieurs familles classiques de mots commeles mots sturmiens qui n’étaient pas complète-ment capturées par le modèle substitutif. Cettethèse s’intéresse à l’utilisation des représenta-tions S-adiques à des fins combinatoires et al-gorithmiques.Dans une première partie, je proposeune application des représentations S-adiquesdans le cadre de la théorie des ω-automates.L’objectif est de décider si un ω-automate faibleaccepte unmot sturmien. Je développeunemé-thode, la désubstitution d’automates, qui per-met de résoudre cette question, et de donnerdes propriétés combinatoires des ω-automatesacceptant un mot sturmien. Ces méthodespeuvent être généralisées à d’autres construc-tions substitutives (mot purement substitutif,point fixe d’une substitution) et aux autres fa-milles de mots admettant une caractérisationS-adique. Il est possible d’utiliser ces méthodespour résoudre différents problèmes annexes,comme le codage d’un mot sturmien, ou, en

géométrie discrète, le recollement de segmentsdiscrets.
La deuxième partie est consacrée à l’étudedes pièges à facteurs sur lesmots bi-infinis. Ellerésulte d’un travail collaboratif avec Hellouin etGheeraert. Les pièges à facteurs viennent dela théorie de la compression, et sont un objetcombinatoire permettant de mesurer la répéti-tivité d’un mot. Dans le cas mono-infini, seulsles mots ultimement périodiques admettentdes pièges à facteurs finis. Nous prouvons quedans le cas bi-infini, ce résultat n’est plus va-lable : nous exhibons et caractérisons les motsbi-infinis apériodiques admettant des pièges àfacteurs finis. Il s’agit desmots sturmiens carac-téristiques, de leurs décalages finis, et de leursimages par des substitutions apériodiques. Nosméthodes reposent sur la caractérisation S-adique des mots sturmiens, et consiste princi-palement en une adaptation de la désubstitu-tion aux pièges à facteurs.
Dans la troisième et dernière partie, j’ex-plore les possibilités combinatoires des repré-sentations S-adiques dans de nouveaux es-paces. Je prouve que deux modèles exotiquesde représentations S-adiques, les modèlesd’Aubrun-Sablik et de Baraviera-Leplaideur,respectivement sur Nd et sur F+

2 , ne peuventpas représenter toute configuration : ils ne sontpas universels. Enfin, j’étudie une variante duproblème du domino, appelée le problème du
X-domino, paramétré par un sous-shift ou unefamille de mots X . Le but est d’appréhenderla frontière d’indécidabilité entre une et deuxdimensions. Je m’intéresse au cas où X estun sous-shift minimal, puis j’explore le cas desmots sturmiens et des mots sans carré.



Title : Algorithms and combinatorics on words using S-adic representations
Keywords : combinatorics on words, calculability, substitutions, symbolic dynamics.
Abstract : In combinatorics on words, a clas-sical method to construct infinite words is thesubstitutive model. It consists in iterating infi-nitely an operation (a substitution) on an ini-tial letter. The substitutive model has madeit possible to create and study infinite wordsexhibiting some repetitive structures that arestill aperiodic. Introduced in the late 1990s, S-adic representations are a classical extensionof the substitutive model. In the S-adic mo-del, at each iteration, rather than always ite-rate a single substitution, one can iterate a sub-stitution chosen in a finite set. S-adic repre-sentations were originally established for dyna-mic purposes, and characterize several classi-cal word families such as Sturmian words, thatwere not fully captured by the substitutive mo-del. This thesis focuses on the use of S-adic re-presentations for combinatorial and algorith-mic purposes.In a first part, I propose an application ofS-adic representations in the framework of ω-automata theory. The objective is to decidewhether a weak ω-automaton accepts a Stur-mian word. I develop a method, called au-tomata desubstitution, that solves this ques-tion, and gives combinatorial properties of ω-automata accepting a Sturmian word. Thesemethods can be generalized to other substi-tutive constructions (purely substitutive word,fixed point of a substitution) and to other wordfamilies admitting an S-adic characterization.These methods can be used to solve a numberof related problems, such as the encoding of a

Sturmian word or, in discrete geometry, the re-connection of discrete segments.The second part is devoted to the study ofstring attractors on bi-infinite words. It is the re-sult of a collaboration with Hellouin and Ghee-raert. String attractors come from text com-pression theory, and are a combinatorial ob-ject for measuring the repetitiveness of a word.In the mono-infinite case, only ultimately per-iodic words admit finite string attractors. Weprove that in the bi-infinite case, this result nolonger holds : we exhibit and characterize bi-infinite aperiodic words admitting finite stringattractors. These are the characteristic Stur-mian words, their finite shifts, and their imagesby aperiodic substitutions. Our methods arebased on the S-adic characterization of Stur-mian words, and consist mainly in an adapta-tion of desubstitution to string attractors.In the third and final part, I explore thecombinatorial possibilities of S-adic represen-tations in new spaces. I prove that two exoticmodels of S-adic representations, the Aubrun-Sablik and Baraviera-Leplaideur models, on Nd

and the free monoid on two elements respec-tively, cannot represent every configuration :they are not universal. Finally, I study a variantof the domino problem, called the X-dominoproblem, parameterized by a subshift or a fa-mily of words X . The aim is to understand theundecidability boundary between one and twodimensions. I focus on the case where X is aminimal subshift, and then explore the case ofSturmian words and squarefree words.
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0 Introduction

0.1 Contexte scientifique

Qu’est-ce qu’un mot? Pour le linguiste, le philosophe ou le poète, c’est une question profonde sur l’identité,
la culture et l’homme, c’est un combat épique entre le réel et l’intangible, entre le sens et la forme, entre le son et
l’écrit. Pour le mathématicien, un mot est une suite de lettres ; les lettres sont les éléments d’un alphabet ; et un
alphabet est un ensemble fini. Pas de discrimination, pas de dictionnaire officiel, pas d’orthographe, ni de sens, ni de
conjugaison.Rhabarberbarbarabarbarbarenbartbarbierbierbarbärbel est unmot ; le cycle de laRecherche duTemps
Perdu de Proust est un mot, pour peu que les signes de ponctuations et les espacements soient considérés comme
des lettres ; le génome d’un zèbre de Burchell est un autre mot.
Malgré la simplicité de leur définition, les mots ne sont devenus un objet d’étude à part entière qu’assez récem-

ment dans l’histoire des mathématiques, et on place usuellement la naissance de la combinatoire des mots au travail
de Thue en 1906 [Thu06]. Il s’agit du domaine des mathématiques discrètes qui s’intéresse à la variété combina-
toire des mots en tant qu’objet : à quoi peuvent-ils ressembler? Quelles propriétés doivent-ils respecter par essence,
malgré la généralité de leur définition? Comment ces propriétés interagissent-elles, et comment sont-elles reliées
aux méthodes de construction d’un mot?
Cette étude porte, le plus souvent, sur lesmots infinis, c’est-à-dire les suites infinies de lettres. Lemodèle infini re-

couvre des objets d’origines variées : unpremier exemple classique concerne les systèmes de numération.Unnombre
réel écrit en base b est, de fait, unmot infini ; une partie de la combinatoire des mots s’attelle ainsi à faire le lien entre
propriétés algébriques d’un nombre et propriétés combinatoires de son développement numérique [AB07]. De
manière générale, la combinatoire des mots entretient des liens profonds avec les systèmes de numérations et la
théorie des nombres [AS03; Cha23; LL23].
Un autre exemple éminent concerne la discrétisation des systèmes dynamiques. Considérez un ballon de football

pendant un match : décrire complètement sa trajectoire à chaque instant et avec une précision spatiale infinie est
non seulement techniquement impossible, mais aussi plutôt difficile mathématiquement. Pour avoir une approxi-
mation de la trajectoire du ballon, une méthode consiste à discrétiser l’espace et le temps : on quadrille le terrain,
et on note, chaque seconde, dans quel carré se situe la balle. La description approchée de la dynamique du ballon
se fait donc sous la forme d’un mot, et pour peu que le match s’éternise, le mot décrivant la trajectoire du ballon
sera infini. Les propriétés combinatoires du mot peuvent alors traduire les propriétés de la dynamique du ballon :
par exemple, si toutes les lettres apparaissent infiniment souvent dans le mot, alors le ballon parcourra infiniment
souvent tous les carrés du terrain. Plus largement, l’étude des systèmes dynamiques discrétisés passe par l’étude des
systèmes dynamiques discrets : cette étude est appelée dynamique symbolique, dont la combinatoire des mots est
un outil essentiel.
Que veut-on savoir sur lesmots?Comme sonnom l’indique, la combinatoire desmots s’attache surtout à étudier

les propriétés combinatoires des mots. Par exemple, on définit un carré comme une répétition d’un mot : le mot
coucou est le carré dumot cou. Est-il possible de construire unmot arbitrairement long sans carré? Sur un alphabet
à deux lettres, c’est impossible : on se rend vite compte en essayant sur une feuille qu’on ne peut pas faire plus long
que le mot aba. Et sur un alphabet à 3 lettres? La situation est alors bien différente : l’article fondateur de Thue a
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exhibé un mot infini sur un alphabet à trois lettres ne contenant aucun carré.

abcacbabcbacabcacbacabcbabcacba . . .

Il existe aujourd’hui une littérature riche sur les mots évitant certains types de répétition : par exemple, le théo-
rèmedeDejean-Rao établit les puissances fractionnaires évitablesmaximales avecunalphabet donné [Dej72;Rao11].
L’absence de carré est une propriété combinatoire du mot de Thue. Il n’existe pas vraiment de définition formelle
de ce qu’est une propriété combinatoire : il s’agit le plus souvent d’une propriété discrète décrite simplement à l’aide
d’objets finis. D’autres propriétés combinatoires classiques des mots concernent l’inévitabilité d’une famille de mo-
tifs [Ros98] (étant donnée une famille de motifs, existe-t-il un mot infini ne contenant aucun de ses motifs?) ou
les périodes possibles d’un mot fini, avec le théorème de Fine-Wilf [FW65].
Pour étudier les propriétés combinatoires des mots infinis, il existe plusieurs outils, comme les automates ou les

langages formels, et surtout uneméthode : laméthode substitutive. Une substitution est une opération de transfor-
mation des mots, qui consiste à remplacer chaque lettre constituant un mot par un autre mot, souvent plus grand.
Par exemple, considérons la substitution φ : a 7→ ab, b 7→ ba. On peut alors l’appliquer à un mot en le découpant
lettre à lettre, puis en concaténant les images :

φ(abbab) = φ(a b b a b)

= φ(a) φ(b) φ(b) φ(a) φ(b)

= ab ba ba ab ba

= abbabaabba

La méthode substitutive consiste à itérer ce processus infiniment. Sous de bonnes conditions, cette méthode
donnera un mot infini ; et selon les propriétés de la règle choisie, le mot infini résultant aura des propriétés com-
binatoires différentes. C’est par exemple ainsi que Thue a exhibé le premier mot uniformément mais non linéai-
rement récurrent, et, à l’aide d’une autre règle 1, le premier mot infini ternaire sans carré [Thu06; Thu12]. De-
puis, la méthode substitutive a été étendue au-delà de la combinatoire des mots, notamment pour construire de
nombreuses structures inhabituelles en plusieurs dimensions, comme les fractales, les pavages apériodiques ou les
quasi-cristaux [Pen74; Bar88]. Au sein de la combinatoire desmots, la littérature sur les substitutions est particuliè-
rement riche. Les travaux de Thue [Thu06; Thu12], Morse, Hedlund [MH38;MH40], Schützenberger [Sch64],
Coven [CH73], Christol [Chr+80], Rauzy [Rau82], Pansiot [Pan84], Berstel, Séébold [BS94], Durand [Dur98],
Mauduit [Mau01], parmi tant d’autres, explorent les propriétés combinatoires des substitutions.
Une approche dynamique des substitutions est aussi particulièrement féconde : dans [Que87], Quéffélec décrit

comment a été établie une théorie spectrale et analytique sur les mots infinis pour en déduire certaines propriétés
des systèmes substitutifs. C’est dans ce cadre qu’a été créée la notion de représentation S-adique. Il s’agit d’une va-
riation de la méthode substitutive : plutôt que d’appliquer infiniment la même substitution, il est possible, dans
une représentation S-adique, d’itérer une substitution arbitraire à chaque étape de calcul. L’idée, dûe à Host 2, est
décrite pour la première fois dans [Fer96] dans un contexte de théorie générale des systèmes dynamiques. Les re-
présentations S-adiques permettent de faire un pont entre théorie des systèmes dynamiques et les méthodes plus
combinatoires établies dans le cadre des systèmes substitutifs. Le pont est tout demême souvent emprunté unilaté-
ralement : les représentations S-adiques servent le plus couramment d’outil de traduction, permettant de convertir

1. Ici un automate cellulaire.
2. Ferenczi a plusieurs fois insisté dessus lors de présentations orales, sans l’attester dans ses propres articles.
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des résultats combinatoires en résultats dynamiques Elles permettent par exemple d’étudier certaines notions pré-
existantes comme les diagrammes de Bratteli-Vershik ou les tours de Rokhlin (voir [BD14] pour des explications
plus précises). Un autre exemple de propriété dynamique étudiée grâce aux représentations S-adiques est la conjec-
ture S-adique : existe-t-il une condition combinatoire C telle qu’un mot est minimal et linéairement récurrent si,
et seulement si, il admet une représentation S-adique remplissant la condition C ? Cette conjecture, posée dans
[Fer96], a été résolue en 2023 par Espinoza [Esp23b].
Bien qu’elles soient originellementmotivées par des questions dynamiques, quelques résultats combinatoires ont

été établis concernant les représentations S-adiques. Enparticulier, l’une des démarches les plus productives des der-
nières décennies est la caractérisation de certaines familles classiques de mots par les représentations S-adiques : les
mots sturmiens [Lot02], les mots d’Arnoux-Rauzy [AR91], les échanges d’intervalles [Rau79], et plus récemment
les mots dendriques minimaux [GL22]. À l’aide de ces caractérisations, on peut alors en déduire des conséquences
dynamiques et spectrales sur les familles classiques sus-citées : de nouveau, malgré leur caractère combinatoire, les
représentations S-adiques sont fréquemment envisagées comme un outil dont le but est l’étude dynamique.
Parallèlement, lors de l’étude d’objets combinatoires, une question importante est la décidabilité de leurs proprié-

tés.Dispose-t-ond’algorithmes pour savoir si unobjetO a la propriété P?En informatique théorique, la décidabilité
est une question fondamentale, autour de la limite de la machine vis-à-vis des mathématiques [Tur36]. En l’occu-
rence, l’intersection entre dynamique symbolique et théorie de la décidabilité est un domaine très prolifique. L’un
des résultats les plus fondamentaux est l’indécidabilité du problème du domino dans le plan [Ber66]. Cette indé-
cidabilité a pour conséquence l’indécidabilité d’une grande variété de questions dans le cadre multidimensionnel,
comme de nombreuses propriétés des automates cellulaires [Kar92; DFV03], des variantes du problème du do-
mino [AES20; CH22; ABH23], ou le problème du serpent [AB23]. Mais la combinatoire des mots, elle, n’étudie
que des objets unidimensionnels : les mots s’écrivent sur une ligne, et pas sur tout le plan. Elle échappe alors au
«marais de l’indécidabilité » [Lin04].
Beaucoup de problèmes en combinatoire desmots peuvent êtremontrés décidables par la théorie des automates :

un solveurde vérification formelle,Walnut, a été développédans le cadredes suites automatiques [MSS16;Hie+22].
Dans le cadre du modèle substitutif, Durand a prouvé la décidabilité de plusieurs problèmes classiques, comme
l’égalité entre deux mots morphiques [Dur12], l’ultime périodicité d’un mot morphique [Dur13a] et l’uniforme
récurrence d’unmot morphique [Dur13b]. Les méthodes qu’il a développées, autour des mots de retour [Dur98],
sont particulièrement puissantes, et ont initié de nouvelles questions de recherche [GL22; BG23]. Il est attendu,
de manière générale, que la plupart des questions envisageables en combinatoire des mots soient décidables.

0.2 Objectifs et organisation de la thèse

Dans cette thèse, nonobstant leurs origines dynamiques, je m’intéresse aux propriétés combinatoires et algorith-
miques des représentations S-adiques.
Les questions quim’intéressent dans cemanuscrit sont les suivantes : comment exploiter, en tant qu’outil, les re-

présentations S-adiques pour en déduire des résultats combinatoires? Peuvent-elles repousser et préciser les limites
de ce qui est décidable en combinatoire des mots? Il s’agira de prendre un point de vue algorithmique et informa-
tique sur les représentations S-adiques. L’objectif ne sera pas d’étudier les représentations S-adiques in fine, mais
de les utiliser. Ma démarche est en cela distincte de celle développée dans [BFS16], où les représentations S-adiques
sont l’objectif de l’étude. L’intérêt combinatoire des représentations S-adiques est qu’elles permettent de définir non
seulement unmot,mais toute une famille demots : si un algorithme réussit à exploiter les représentations S-adiques,
il pourra alors sûrement résoudre des questions à l’échelle d’une classe demots. Et pour des familles aussi largement
étudiées que les mots sturmiens ou les mots d’Arnoux-Rauzy, disposer d’outils algorithmiques sera bénéfique pour
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les futures recherches. Une autre question est l’utilisation combinatoire des représentations S-adiques, c’est-à-dire
avec une démarche plus théorique. Un mot disposant d’une représentation S-adique est forcé d’avoir une certaine
structure : comment exploiter cette structure pour déterminer des propriétés du mot? Une autre question qui
sera partiellement soulevée dans cette thèse est la suivante : quelles sont les limites du modèle S-adique en tant que
modèle combinatoire? En particulier, est-il possible d’étendre le modèle en dehors du cas unidimensionnel?
Parmi les familles caractérisées par les représentations S-adiques, la famille des mots sturmiens est d’autant plus

remarquable qu’elle tient une figure centrale dans la littérature de la combinatoire des mots. C’est la raison pour la-
quelle, dans ce manuscrit, je m’attarderai d’autant plus sur le cas des mots sturmiens. Il faut les voir comme une
famille-exemple particulièrement importante : mais certains résultats, comme plusieurs résultats du chapitre 2,
peuvent être étendus à d’autres familles.
Le reste de ce manuscrit est organisé comme suit. Dans le premier chapitre, j’introduis les définitions formelles

nécessaires à la compréhension du reste de cette thèse, principalement autour de la combinatoire des mots et de
la dynamique symbolique. Je redémontre certains résultats classiques comme la représentation S-adique des mots
sturmiens, et je prouve certaines autres propriétés sur les représentations S-adiques des mots sturmiens.
Dans le deuxième chapitre, je m’intéresse au problème de la détection d’une représentation S-adique dans un

ω-automate. Les ω-automates faibles, notamment, peuvent être utilisés pour modéliser une famille classique de
structures dynamiques, les sous-shifts sofiques. Un objectif de ce chapitre est de relier algorithmiquement deux
objets aux origines orthogonales : étant donné un sous-shift sofique, contient-il un mot sturmien? Je développe,
à partir de techniques connues en théorie des langages formels et en employant le vocabulaire des ω-automates, la
méthode de la désubstitution qui, combinée avec l’idée des représentations S-adiques, permet de prouver que la
question précédente est décidable. Ce problème d’apparence très théorique trouve en fait plusieurs applications en
combinatoire desmots ou en géométrie discrète, comme le codagedesmots sturmiens ou le recollementde segments
discrets. J’évoque aussi l’extension du problème au cas des ω-automates de Büchi.
Dans le troisième chapitre, j’étudie la notion introduite relativement récemment de pièges à facteurs. Plus pré-

cisément, je m’intéresse aux pièges à facteurs sur les mots infinis et les mots bi-infinis. J’établis alors des caractéri-
sations combinatoires des mots bi-infinis admettant des pièges à facteurs d’envergure 1, puis d’envergure finie de
manière plus générale. Les démonstrations reposent sur la désubstitution et les représentations S-adiques des mots
sturmiens.
Dans le quatrième et dernier chapitre, je présente des résultats variés autour des représentations S-adiques et de la

décidabilité en combinatoire des mots avec une approche plus exploratoire. D’abord, j’aborde le cas des représenta-
tions S-adiques dans le cadre multidimensionnel, et présente le problème de l’universalité. En particulier, j’explore
deux modèles : celui d’Aubrun-Sablik surZd, et celui de Baraviera-Leplaideur sur le monoïde libre à deux éléments
F+
2 . Puis j’introduis une nouvelle question de décidabilité en combinatoire des mots, le problème duX-domino,

dans l’objectif de mieux comprendre le fossé de décidabilité entre les dimensions 1 et 2.
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1 Préliminaires

Avec des mots, on peut tout prouver ou tout
réfuter.

Anton Tchekhov, Les Feux

1.1 Définitions

1.1.1 Combinatoire des mots élémentaire

Dans cette thèse,Adésigneraun alphabet fini, c’est-à-dire un ensemblefini de lettres oude symboles. Par exemple,
A = {0, 1} désigne l’alphabet binaire sur les lettres 0 et 1, etA = {a, b, c, . . . , y, z} est l’alphabet latin usuel en
français sur 26 lettres.

Définition 1.1.1 (Mot fini, longueur et occurrences des lettres). L’ensemble des mots finis surA estA∗ =
∞⋃
i=0

Ai.

Pourm ∈ A∗ un mot fini, la longueur dem est l’entier |m| ∈ N tel quem ∈ A|m|. Le seul mot de longueur 0, noté
ε, est le mot vide, et l’ensemble des mots non vides est A+. Pour désigner les lettres dem, on écritm(i) = mi pour
0 ≤ i ≤ |m| − 1, et on écrit généralementm = m0m1m2 . . .m|m|−1. Pour a ∈ A, le nombre d’occurrences de la
lettre a dansm est noté |m|a.

Par exemple, le mot dixie est de longueur 5 : |dixie| = 5. De plus, il contient deux occurrences de la lettre i :
donc |dixie|i = 2.

Définition 1.1.2 (Mot infini, mono-infini, bi-infini). L’ensemble des mots infinis (ou mots mono-infinis) surA est
AN, et pour x ∈ AN, on écrit x = x0x1x2x3 . . . L’ensemble des mots bi-infinis surA estAZ, et pour x ∈ AZ, on
écrit x = . . . x−3x−2x−1 · x0x1x2x3 . . .

Une opération essentielle sur les mots est la concaténation : il s’agit de coller un mot à un autre. Par exemple, la
concaténation de ka et va est le mot kava : pour deux mots x et y, je noterai simplement leur concaténation xy.
La concaténation peut s’étendre partiellement aux mots infinis, par exemple en concaténant un mot finim et un
mot mono-infini x pour formerm0m1 . . .m|m|−1x0x1x2 . . .

Les définitions suivantes seront souvent données exclusivement dans le cas mono-infini. Sauf quelques excep-
tions, des définitions analogues existent dans le cas bi-infini.
Pour 0 ≤ i ≤ j <∞ (−∞ < i si le mot est bi-infini), xJi,jK désigne le mot fini xixi+1xi+2 . . . xj−1xj .

Définition 1.1.3 (Facteur et préfixe). Soit x un mot (fini ou infini) etm un mot fini. On dit quem est un facteur
de x s’il existe i ∈ N tel que xJi,i+|m|−1K = m, et on note cette relationm �f x (où f signifie facteur). On dit que
m est un préfixe de x si xJ0,|m|−1K = m, et on note cette relationm vp x (où p signifie préfixe).

Par exemple, le mot joli est un facteur du mot enjoliveur ; tandis que le mot lust est un préfixe du mot
lustucru. Je noterai alors joli �f enjoliveur et lust vp lustucru. Si m est un facteur de x, une occur-
rence dem est un entier i ∈ N tel que xJi,i+|m|−1K = m : pour joli �f enjoliveur, il y a une seule occurrence
de joli, qui est la position i = 2.
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Définition 1.1.4 (Langage et complexité d’un mot infini). Soit x un mot infini. Pour tout n ≥ 0, on note Ln(x)
l’ensemble de ses facteurs de longueur n :Ln(x) = {m ∈ An | m �f x}.
On définit alors comme suit la complexité d’un mot :

px :

(
N → N
n 7→ Card(Ln(x))

)
Par exemple, soit le mot infini x = abbbbbbbb . . . Alors x admet deux facteurs de longueur 1, a et b : donc

px(1) = 2. Puis, pour n ≥ 2, x admet deux facteurs de longueur n : abn−1 et bn : px(n) = 2. Finalement, pour
tout n ≥ 1, on a px(n) = 2.

Définition 1.1.5 (Mot périodique, ultimemement périodique, apériodique). Soit x un mot mono-infini. On dit
que x est :

— périodique s’il existe p ≥ 1 tel que pour tout n ≥ 0, xn = xn+p ;

— p est une période de x ;
— la plus petite période de x est appelé la période de x.

— ultimement périodique s’il existem ∈ A∗ et y ∈ AN périodique tels que x = my ;

— m est appelé une prépériode de x ;
— toute période de y est une période de x ;
— lorsquem est de taille minimale, c’est la prépériode de x ;
— la période de x est définie comme la période de y.

— apériodique si x n’est pas ultimement périodique.

Par exemple, le mot infini x = ababababababab . . . , tel que xn = a si n est pair, et xn = b si n est impair, est
périodique de période 2. Un exemple de mot ultimement périodique est le mot y = ccccabababababababab . . .

Ce mot est ultimement périodique de période 2 et de prépériode cccc.
L’ultime périodicité étant plus délicate à définir dans le cas bi-infini, je précise ici comment elle est étendue.

Définition 1.1.6 (Mot bi-infini ultimement périodique, à gauche, à droite). Soit x ∈ AZ unmot bi-infini. On dit
que x est :

— ultimement périodique à gauche, resp. à droite, si xK−∞,0K, vu comme un mot mono-infini, est ultimement
périodique (resp. si xJ0,∞J est ultimement périodique) ;

— ultimement périodique si x est ultimemement périodique à gauche et à droite ;

— apériodique si x n’est ni ultimement périodique à gauche, ni à droite.

Enparticulier, dans le cas bi-infini, unmotpeutn’êtreni ultimementpériodique, ni apériodique, comme l’exemple
suivant l’illustre.

Exemple 1.1.7. Soit x = . . . aaaaaaa · baaaaaa . . . Alors x est ultimement périodique à gauche et à droite, donc
x est ultimement périodique.
Soit y unmot infini apériodique, et soit la concaténation z = . . . aaaaaaaa · y0y1y2y3y4 . . . : z est ultimement

périodique à gauche mais pas à droite. Donc z n’est ni ultimement périodique, ni apériodique.

Ces définitions constituent les briques fondamentales de la combinatoire des mots. Rien qu’avec elles, on peut
déjà établir l’un des résultats les plus importants du domaine : le théorème deMorse-Hedlund.
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Théorème 1.1.8 ([MH40]). Soit x unmot mono-infini. Alors il existe n ≥ 1 tel que px(n) ≤ n si, et seulement si,
x est ultimement périodique.
Soit x un mot bi-infini. Alors il existe n ≥ 1 tel que px(n) ≤ n si, et seulement si, x est périodique.

Une autremanière demesurer le caractère répétitif d’unmot est d’étudier ses propriétés de récurrence. Ce critère
est moins quantitatif et plus qualitatif. Beaucoup des résultats présentés dans ce manuscrit ne tiendront que sous
des hypothèses de récurrence.

Définition 1.1.9 (Récurrence et récurrence uniforme). Soit x un mot infini. On dit que x est :

— récurrent si, pour tout facteur f �f x, f a une infinité d’occurrences dans x. De manière équivalente, x est
récurrent si, pour tout facteur f �f x, f a au moins deux deux occurrences dans x.

— uniformément récurrent si, pour tout facteurf , il existe une borneNf ≥ 1 tel que pour tout i ∈ N,xJi,i+Nf−1K

contient une occurrence def .Demanière équivalente,x est uniformément récurrent si, pour toutn ≥ 1, il existe
N ≥ 1 tel que pour tout i ∈ N, xJi,i+NK contient au moins une occurrence de tout élément deLn(x).

Exemple 1.1.10. Le mot abbbbbb . . . n’est pas récurrent : le facteur a n’y apparaît qu’une seule fois.

Il existe des mots récurrents, mais non uniformément récurrents. Par exemple, construisons un mot xC sur l’al-
phabet {a, b} de la manière suivante : on commence par x(0) = ε le mot vide. Pour tout n, on obtient x(n+1)

en concaténant à droite de x(n) la liste de tous les mots de longueur n + 1. Par exemple, l’ensemble des mots
de longueur 1 est {a, b}. Donc x(1) = ab. Puis l’ensemble des mots de longueur 2 est {aa, ab, ba, bb} : donc
x(2) = x(1) aa ab ba bb = abaaabbabb. On continuant ce processus à l’infini, on obtient unmot infinixC connu
sous le nom demot de Champernowne [Cha33]. Cemot est récurrent : prenez n’importe quel motm. Alors cemot
apparaît dansma,maa,maaa,maaaa, . . . donc il sera concaténé à la fin dex(|m|+1), x(|m|+2), x(|m|+3), . . . : il
apparaîtra une infinité de fois dansxC.Mais il n’est pas uniformément récurrent : considérons le facteur a. Comme
le mot de Champernowne admet tout mot fini comme facteur, il admet tout bN comme facteur. Donc pour tout
N ≥ 1, il existe une position i ∈ N telle que xCJi,i+NK ne contient aucune occurrence de la lettre a.

1.1.2 Topologie prodiscrète

Il est possible demunir l’ensemble desmots infinis d’une topologie.De nouveau, les définitions seront faites dans
le cas des mots mono-infinis : il existe des définitions analogues dans le cas bi-infini.

Définition 1.1.11 (Cylindre). Soitm ∈ A∗ et i ≥ 0. Le cylindre associé àm en position i est [m]i = {x ∈ AN |
xJi,i+|m|−1K = m}.

La topologie prodiscrète surAN est alors la topologie définie par la base des ouverts {[m]i | m ∈ A∗, i ≥ 0}.
Cette topologie est équivalente à la topologiemétriquedéfiniepar la distancedeCantordC(x, y) = exp(− inf{n ≥
0 | xn 6= yn}). Les détails plus précis de cette topologie sont expliqués dans [LM95] et [CC10]. Il est possible
d’étendre cette topologie auxmots finis : pour cela, on utilise un symbole supplémentaireB /∈ A, et on assimile les
mots finism aux mots mono-infinismBBBBBBB . . .
Avec cette topologie, ilm’est désormais possible d’évoquer des notions topologiques classiques comme les limites,

la continuité, les fermés, les ouverts ou les adhérences surAN (etAZ). Je préciserai plusieurs objets topologiques
spécifiques à la dynamique symbolique dans la sous-section 1.1.4.
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1.1.3 Substitutions

Je peux désormais introduire les transformations les plus fondamentales de cette thèse : les morphismes et les
substitutions.

Définition 1.1.12 (Morphisme). Un morphisme (de mots) sur A est une application σ : A∗ → A∗ qui vérifie
σ(uv) = σ(u)σ(v) pour tous u, v ∈ A∗. Un morphisme est uniquement déterminé par l’image des lettres de
l’alphabet.

Par exemple, le morphisme de Thue-Morse est σTM : a 7→ ab, b 7→ ba étendu à l’ensemble des mots finis, et
l’image du mot ab est alors σTM(ab) = σTM(a)σTM(b) = abba. Le morphisme de Thue-Morse n’efface aucune
lettre : c’est ce qu’on appelle une substitution.

Définition 1.1.13 (Substitution). Un morphisme σ sur l’alphabetA est effaçant s’il existe une lettre a ∈ A telle
que σ(a) = ε, où ε désigne le mot vide. Une substitution σ surA est un morphisme non-effaçant, c.-à-d. pour tout
a ∈ A, σ(a) 6= ε.

Un exemple simple de substitution est un codage κ : A → A, c’est-à-dire une substitution qui transforme une
lettre en une autre.
Il est à noter que dans cette thèse, je supposerai toujours qu’un morphisme est un endomorphisme, c.-à-d. que

l’alphabet d’entrée et de sortie sont toujours identiques, ce qui n’est pas toujours le cas dans la littérature.
Un morphisme de mots σ sur A peut être étendu aux mots mono-infinis de la manière suivante. En premier

lieu, on définit Eσ = {x ∈ AN | ∃N ≥ 0, ∀n ≥ N, σ(xn) = ε}. Puis on pose σ(N) : AN \ Eσ → AN avec
σ(N)(x0x1x2 . . . ) = σ(x0)σ(x1)σ(x2) . . . En excluant les éléments de Eσ , j’assure que σ(N) est bien à valeurs
dansAN.
De manière analogue, ce morphisme peut aussi être étendu aux mots bi-infinis en définissantE′

σ = {x ∈ AZ |
∃N ≥ 0, (∀n ≥ N, σ(xn) = ε) ou (∀n ≥ N, σ(x−n) = ε)} et en posant σ(Z) : AZ \ E′

σ → AZ avec
σ(Z)(. . . x−2x−1.x0x1x2 . . . ) = . . . σ(x−2)σ(x−1) · σ(x0)σ(x1)σ(x2) . . . On remarque que, si σ est une
substitution,Eσ = E′

σ = ∅.
En reprenant l’exemple dumorphismedeThue-MorseσTM : a 7→ ab, b 7→ ba, on peut alors déterminer l’image

du mot périodique abababab . . . par σ(N)TM :

σ
(N)
TM(abababab . . . ) = σTM(a)σTM(b)σTM(a)σTM(b) . . .

= ab ba ab ba ab ba . . .

= abbaabbaabbaabba . . .

Désormais, sauf mention précise, je confondrai σ, σ(N) et σ(Z).
La propriété de non-effacement est motivée principalement par des raisons topologiques. Une substitution est

en effet continue pour la topologie prodiscrète, ce qui n’est pas le cas des morphismes effaçants (qui, d’ailleurs, ne
sont pas définis sur l’entièreté deAN etAZ). Le cas effaçant peut donc être interprété comme une version dégénérée
des substitutions. Dans lemodèle substitutif, des efforts ont été faits pour étendre les résultats des substitutions aux
morphismes effaçants (par exemple dans [BPR23]). J’essaierai de préciser au cas par cas quand les résultats évoqués
peuvent être généralisés aux morphismes effaçants.
À partir des morphismes et des substitutions, il est possible de définir tout un éventail de mots qui constituent

les objets d’étude du modèle substitutif. Les définitions sont reprises de [BR10].
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Définition 1.1.14 (Motpurement substitutif, substitutif,morphique et point fixe). Soientσ et τ deuxmorphismes
surA. Un mot infini x est :

— unmot purement substitutif généré par σ s’il existe a ∈ A tel que lim
n→∞

σn(a) existe et vaut x ;
— unmot substitutif généré parσ s’il existe unmot purement substitutif y généré parσ et un codageκ : A → A

tel que x = κ(y) ;
— unmot morphique généré par σ et τ s’il existe y un mot purement substitutif généré par σ tel que x = τ(y) ;
— un point fixe de σ si x = σ(x).

Remarque 1.1.15. Si x un mot est purement substitutif généré par σ, alors x est un mot substitutif généré par σ, x
est aussi un mot morphique généré par σ et id (où id est l’identité, c.-à-d. id : a 7→ a pour tout a ∈ A), et x est aussi
un point fixe pour σ.

Pour un morphisme σ et une lettre a, si la limite lim
n→∞

σn(a) existe, je la noterai souvent σ∞(a).

Exemple 1.1.16. Soit A = {a, b, c} et deux morphismes σ : a 7→ abc, b 7→ bc, c 7→ ε et τ : a 7→ aa, b 7→
bb, c 7→ cc. Alors :

— le mot x1 = bcbcbcbcbcbc . . . vérifie σ(x1) = x1, donc x1 est un point fixe de σ ;

— le mot x2 = abcbcbcbcbcbc . . . vérifie x2 = σ∞(a), donc x2 est un mot purement substitutif généré par σ ;

— le mot x3 = ababababab . . . vérifie x3 = κ(x2) avec κ : a 7→ a, b 7→ b, c 7→ a, donc x3 est un mot
substitutif généré par σ ;

— le mot x4 = aabbccbbcc . . . vérifie x4 = τ(x2), donc x4 est un mot morphique généré par σ et τ .

Les définitions ci-dessus ont été données dans le cas des morphismes, incluant donc le cas des morphismes effa-
çants. Le résultat suivant montre cependant qu’on peut obtenir tout mot morphique en utilisant uniquement des
substitutions.

Théorème 1.1.17 ([Cob68; CLR16]). Soit x unmot morphique. Alors il existe une substitution σ (c.-à-d. unmor-
phisme non-effaçant), un codage κ et une lettre a ∈ A tels que σ∞(b) existe et x = κ(σ∞(a)). De plus, étant donnés
les morphismes générant x, il est possible de construire σ et κ de manière effective.

Dans le cas d’un mot purement substitutif, purement morphique ou morphique 1, cela signifie qu’on peut tou-
jours se ramener au cas où il est généré par des substitutions.
Étant donnée une substitution σ, l’existence d’unmot purement substitutif généré par σ admet une caractérisa-

tion combinatoire simple.

Théorème 1.1.18. Une substitution σ génère un mot purement substitutif si, et seulement si, il existe a ∈ A telle
que σ(a) = au avec u ∈ A+.

Il sera enfin parfois pertinent d’utiliser l’identité suivante sur les mots purement substitutifs.

Théorème 1.1.19. Soit σ une substitution telle que σ(a) = au avec a ∈ A et u ∈ A+.

σ∞(a) = auσ(u)σ2(u)σ3(u) . . .

1. Dans le cas d’un point fixe, la substitution identité convient toujours.
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1.1.4 Dynamique symbolique

Pour compléter les définitions nécessaires à la compréhension de ce manuscrit, je définis ici une famille de struc-
tures topologiques qui seront évoquées à plusieurs reprises : les sous-shifts.

Définition 1.1.20 (Action de décalage). L’action de décalage surN est l’opération suivante :

S :

(
AN → AN

x = x0x1x2x3 . . . 7→ S(x) = x1x2x3x4 . . .

)
Autrement écrit, S(x)n = xn+1 pour n ∈ N.

Cette opération induit une dynamique sur AN au sens de la théorie des systèmes dynamiques (voir [Wal82]
pour une introduction à la théorie des systèmes dynamiques). Dans ce contexte, il est naturel de s’intéresser aux
sous-systèmes dynamiques deAN. Dans le cadre de la dynamique symbolique, ces sous-systèmes sont appelés des
sous-shifts :

Définition 1.1.21 (Sous-shift). Un sous-shift de AN est un sous-ensemble X ⊆ AN vérifiant les deux propriétés
suivantes :

1. X est fermé pour la topologie prodiscrète ;

2. X est invariant par décalage, c.-à-d. pour x ∈ X , S(x) ∈ X .

Onobserve alors queAN est lui-mêmeun sous-shift : on l’appelle le shift plein 2. Les sous-shifts bénéficient d’une
caractérisation combinatoire plus accessible. Le lecteur intéressé pourra lire [LM95] pour une œuvre de référence
sur la question.

Théorème 1.1.22. Un sous-ensembleX ⊆ AN est un sous-shift si, et seulement si, il existeF ⊆ A∗ tel que

X = {x ∈ AN | ∀f ∈ F , f 6�f x}.

Dans ce cas, on dit queF est un ensemble de motifs interdits définissantX .

Exemple 1.1.23. SoitXgm = {x ∈ {0, 1}N | 11 6�f x} le sous-shift de lamoyenne d’or 3. C’est un sous-shift défini
par la familleF = {11}.
Cependant, F ne doit pas forcément être fini. Par exemple, le sous-shift de l’œuf au plat 4 est l’ensemble suivant :

SSU = {x ∈ {0, 1}N | il y a au plus une occurrence de la lettre 1 dans x}. Il est possible de montrer que SSU est
fermé pour la topologie prodiscrète et invariant par décalage, donc c’est bien un sous-shift. En l’occurrence, SSU est
défini par l’ensemble de motifs interditsFSSU = {10i1 | i ≥ 0}.

Il existe une classification des sous-shifts selon les ensembles de motifs interdits les définissant.

Définition 1.1.24 (Sous-shift de type fini, sofique et effectif). SoitX un sous-shift. On dit queX est :

— de type fini s’il existe un ensemble fini de motifs interdits définissantX ;

— sofique s’il existe un ensemble régulier de motifs interdits définissantX ;

— effectif s’il existe un ensemble calculable de motifs interdits définissantX .

2. par opposition à ∅, qui est aussi un sous-shift, et est donc le shift vide.
3. en anglais golden mean subshift.
4. en anglais sunny side up subshift.
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Remarque 1.1.25. SiX est un sous-shift de type fini,X est un sous-shift sofique ; siX est un sous-shift sofique,X est
un sous-shift effectif.

Exemple 1.1.26. Le sous-shift de lamoyenned’orXgm (voir exemple 1.1.23) est un sous-shift de typefini. En revanche,
on peut montrer que le sous-shift de l’œuf au plat n’est pas un sous-shift de type fini : c’est un sous-shift sofique.

Enfin, l’une des constructions dynamiques utiles en combinatoire des mots est celle de la clôture de l’orbite d’un
mot. Il s’agit, en quelque sorte, du sous-shift « naturel » associé à un mot infini.

Définition 1.1.27 (Orbite et clôture de l’orbite d’un mot). Soit x un mot infini. Son orbite estO(x) = {Sk(x) |
k ∈ N}. La clôture de son orbite estO(x), c.-à-d. l’adhérence deO(x) pour la topologie prodiscrète.

Par construction,O(x) est fermé pour la topologie prodiscrète et invariant par décalage, il s’agit donc bien d’un
sous-shift. Il est possible de relier propriétés combinatoires d’unmot et propriétés dynamiques de la clôture de son
orbite : un sous-shiftX ⊆ AN est dit minimal si le seul sous-shift non vide Y inclus dansX estX lui-même.

Théorème 1.1.28 ([Bir12]). Unmot x est uniformément récurrent si, et seulement si,O(x) est minimal.

1.2 Représentations S-adiques et mots sturmiens

1.2.1 Représentations S-adiques : cas général

Lemodèle substitutif étant introduit, je vais maintenant définir le modèle S-adique. Il s’agit dumodèle principal
étudié dans cette thèse, introduit formellement par Ferenczi [Fer96]. L’idée générale est que, lors de la construction
d’unmotpurement substitutif, on itère une seule etmême substitution; dans lemodèle S-adique, onpeut, à chaque
étape de calcul, appliquer une substitution différente choisie dans un ensemble fini de substitutions. Dans la mise
enœuvre pratique, il y a toutefois une difficulté importante à souligner pour le lecteur non averti : les substitutions
sont appliquées « depuis l’intérieur ». Je commence par donner la définition formelle avant d’expliquer plusieurs
propriétés des représentations S-adiques.
Dans ce manuscrit, S désignera un ensemble fini de substitutions sur l’alphabetA. Par extension de la notation

sur les mots, pour une suite de morphismes (σn)n∈N, la notation σJi,jK désigne le morphisme σi ◦ σi+1 ◦ · · · ◦
σj−1 ◦ σj .

Définition 1.2.1 (Représentation S-adique). Soit x un mot infini, (σn)n∈N une suite de substitutions de S et
(an)n∈N une suite de lettres de A. On dit que x admet ((σn)n∈N, (an)n∈N) comme représentation S-adique si la
suite (σJ0,nK(an))n∈N admet une limite et qu’elle vaut x, c.-à-d.

x = lim
n→∞

σJ0,nK(an).

La suite (σn)n∈N est appelée suite directrice de la représentation S-adique.

Dans la littérature, il est courant de dire que ((σn)n∈N, (an)n∈N) est une représentation S-adique du mot x,
pour préciser que (σn)n∈N est inclus dans S . Dans ce manuscrit, je me contenterai de parler de représentation
S-adique lorsque S est clair dans le contexte, et je préciserai explicitement qui est S dans le cas contraire.
C’est souvent la suite (σn)n∈N plutôt que la suite (an)n∈N qui traduit les propriétés combinatoires et dyna-

miquesd’unmot.Deplus, le théorème1.2.8 justifiera, sous certaines conditions, que si on sait quex admet (σn)n∈N
comme suite directrice d’une représentation S-adique, alors on peut calculer assez simplement une suite (an)n∈N
telle que ((σn)n∈N, (an)n∈N) est une représentation S-adique de x : c’est pour cela que je me concentrerai sur les
suites directrices dans ce manuscrit.
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Exemple 1.2.2. Soit σTM le morphisme de Thue-Morse défini par σTM : a 7→ ab, b 7→ ba ; et soit σFib le mor-
phisme de Fibonacci défini par σFib : a 7→ ab, b 7→ a. Ces deux morphismes sont bien des substitutions. Posons
maintenant σn = σTM si n pair, σn = σFib si n impair, et an = a pour tout n ≥ 0. Soit x le mot infini admettant
((σn)n∈N, (an)n∈N) comme représentation S-adique 5.
On peut calculer x comme la limite du processus suivant :

σJ0,0K(a0) = σTM(a) = ab

σJ0,1K(a1) = σTM ◦ σFib(a)
= σTM(σFib(a)) = σTM(ab)

= abba

σJ0,2K(a2) = σTM ◦ σFib ◦ σTM(a)
= σTM(σFib(σTM(a))) = σTM(σFib(ab)) = σTM(aba)

= abbaab

σJ0,3K(a3) = σTM ◦ σFib ◦ σTM ◦ σFib(a)
= σTM(σFib(σTM(σFib(a)))) = σTM(σFib(σTM(ab)))

= σTM(σFib(abba)) = σTM(abaaab)

= abbaabababba et ainsi de suite.

Dans une représentation S-adique, la composition se fait «à l’intérieur». Par exemple, à l’étape 3, on aσJ0,2K(a2),
et à l’étape 4, σJ0,3K(a3) = σJ0,2K(σ3(a3)) : l’apport de la nouvelle étape se fait depuis l’intérieur, depuis l’argument
donné aux substitutions.

Exemple 1.2.3. Un autre exemple à partir du morphisme de Thue-Morse : un mot purement substitutif généré par
σTM, appelé lemotdeThue-Morse, estTM = σ∞TM(a) = abbabaabbaababba . . . . AlorsTMadmet ((σTM)n∈N, (a)n∈N)
comme représentation S-adique, dont la suite directrice (σTM)n∈N est la suite constante égale à σTM.

Ce dernier exemple illustre le fait que le modèle S-adique est bien une généralisation du modèle substitutif. La
définition que je donne ici des représentations S-adiques n’est pas tout à fait la définition classique : j’en ai défini le
modèle finitaire [BBY22]. Plus précisément, dans le modèle général, la représentation se fait potentiellement sur
une infinité d’alphabets, avec σn : An+1 → An pour tout n ∈ N, et avec une infinité de substitutions différentes.
Cette généralisation est utile dans le cadre de la théorie des systèmes dynamiques, et permet par exemple de parler
du rang alphabétique d’une représentation S-adique [Esp23a]. Je laisserai de côté cette version dumodèle S-adique
dans cette thèse.
Il existe une différence notable entre les modèles substitutif et S-adique quant aux mots constructibles. Tout

mot infini n’est pas purement substitutif, ou même morphique : par exemple, la complexité d’un mot purement
substitutif ou morphique est nécessairement polynomiale [Pan84]. En revanche, il existe un ensemble fini de sub-
stitutions C tel que n’importe quel mot infini dispose d’une représentation S-adique dont la suite directrice est
incluse dans C (voir la section 4.2 pour plus de détails sur cette question). C’est une propriété propre à l’ensemble
C : la puissance dumodèle S-adique dépendde l’ensemble de substitutionsS utilisé, qui paramétrise donc lemodèle.
Il dépend aussi de l’ensemble des suites directrices autorisées dans S .

5. ce mot existe, car la représentation S-adique donnée ici est en fait celle d’un mot purement substitutif généré par la substitution
σTM ◦ σFib qui vérifie bien les hypothèses du théorème 1.1.18.
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Unmodèle proche dumodèle S-adique est celui des mots infiniment désubstituables, développé par Richomme
[Ric21].

Définition 1.2.4 (Mot infiniment désubstituable). Soit x un mot infini et (σn)n∈N une suite de substitutions sur
A. On dit que x est infiniment désubstituable par (σn)n∈N s’il existe une suite de mots infinis (x(n))n∈N ∈ (AN)N

telle que :

x = σJ0,nK(x
(n)) pour tout n ≥ 0.

Lesmodèles sont proches,mais tout demême subtilement différents : enparticulier, lemodèle S-adique est inclus
dans le modèle de la désubstitution infinie.

Théorème 1.2.5 ([Ric21]). Soit x unmot infini admettant comme représentation S-adique ((σn)n∈N, (an)n∈N).
Alors x est infiniment désubstituable par (σn)n∈N.

Il peut arriver qu’unmot soit infiniment désubstituable par une suite (σn)n∈N, mais n’admette pas de représen-
tation S-adique dont la suite directrice est (σn)n∈N.

Exemple 1.2.6. Soit x un mot infini : alors x est infiniment désubstituable par (id)n∈N la suite constante égale à
l’identité. Mais pour n’importe quelle suite (an)n∈N ∈ AN, idn+1(an) = an et donc x 6= lim

n→∞
idn+1(an) (si tant

est que la limite existe).

L’exemple précédent montre la principale différence entre représentation S-adique et désubstitution infinie : il
s’agit de la croissance des mots construits. Une manière de mesurer la croissance d’une représentation S-adique est
l’ubicroissance (everywhere growingness en anglais).

Définition 1.2.7 (Ubicroissance). Soit (σn)n∈N une suite de morphismes. On dit que (σn)n∈N est ubicroissante si,
pour tout (an)n∈N ∈ AN, lim

n→∞
|σJ0,nK(an)| = ∞.

Avec cette définition, on peut alors obtenir une réciproque partielle du théorème 1.2.5.

Théorème 1.2.8 ([Ric21]). Soit x un mot infiniment désubstituable par (σn)n∈N ubicroissante. Alors il existe
(an)n∈N ∈ AN tel que x admet ((σn)n∈N, (an)n∈N) comme représentation S-adique.

En particulier, si x = σJ0,nK(x
(n)) pour toutn, alors ((σn)n∈N, (x

(n)
0 )n∈N) est une représentation S-adique de

x : onpeut calculer facilement une représentation S-adique à partir de la seule suite directrice si elle est ubicroissante.
Dans la plupart des cas étudiés ici, les suites de substitutions considérées seront ubicroissantes. C’est la raison

pour laquelle, dans le contexte de ce manuscrit, représentation S-adique et désubstituabilité infinie auront souvent
la même puissance : j’utiliserai le nom plus connu de représentation S-adique.

1.2.2 Mots sturmiens

Pour parler plus en détail des propriétés des représentations S-adiques, je vais les développer dans le cas d’un
exemple bien connu en combinatoire des mots, celui des mots sturmiens.
Les mots sturmiens, introduits par Morse et Hedlund [MH40], ont été nommés en référence aux travaux de

Sturm sur l’oscillation des solutions de certaines équations différentielles [Stu36]. Ils forment certainement la fa-
mille de mots la plus étudiée dans la littérature de la combinatoire des mots (par exemple [CH73; Sto76; Bru81;
BF84; LP92] explorent des aspects très différents des mots sturmiens ; des survols plus complets sur les mots stur-
miens sont disponibles dans [Ber96; Lot02; Fog02]).

13



1.2. Représentations S-adiques et mots sturmiens �

Définition 1.2.9 (Mot sturmien sur N et sur Z). Soit Card(A) = 2. Un mot infini x ∈ AN est sturmien si
px(n) = n+ 1 pour tout n ≥ 1. Un mot bi-infini x ∈ AZ est sturmien si x est apériodique et px(n) = n+ 1 pour
tout n ≥ 1.

Les mots sturmiens bénéficient de très nombreuses caractérisations. Par exemple, d’après le théorème deMorse-
Hedlund (voir le théorème 1.1.8), les mots sturmiens sont exactement les mots apériodiques de complexité mini-
male. Ils peuvent aussi être interprétés comme des mots mécaniques [Sto76] :

Théorème 1.2.10. Un mot x ∈ {0, 1}N est sturmien si, et seulement si, il existe α ∈ R \ Q et β ∈ R tels que
xn = b(n+ 1)α+ βc − bnα+ βc pour tout n ≥ 0 ou xn = d(n+ 1)α+ βe − dnα+ βe pour tout n ≥ 0.

Il existe aussi des interprétations à partir des rotations du cercle, des échanges d’intervalles ou des droites discrètes
(voir [Lot02] pour plus de détails).

Propriétés combinatoires des mots sturmiens

Dans ce manuscrit, j’utiliserai à plusieurs reprises les propriétés et définitions suivantes sur les mots sturmiens.

Proposition 1.2.11 ([Pyt+02]). Les mots sturmiens sont uniformément récurrents.

Définition 1.2.12 (Type d’un mot sturmien). Soit x ∈ {0, 1}N un mot sturmien. On dit que x est de type 0 si
00 �f x ; on dit que x est de type 1 si 11 �f x.

Proposition 1.2.13. Les mots sturmiens sont partitionnés par type : pour tout mot sturmien, il existe un unique
i ∈ {0, 1} tel que x est de type i.

Démonstration.
Soit x unmot sturmien, alors px(2) = 3. Par lemme des tiroirs, l’un de 00 ou de 11 est un facteur de x.
Si 00 et 11 étaient tous deux facteurs de x, alors l’un de 01 ou 10 ne serait pas facteur de x : supposons
que les facteurs de longueur 2 de x soient 00, 11 et 01, l’autre cas se traitant de façon symétrique. Alors
x serait de la forme 0i1N et x serait ultimement périodique, ce qui est absurde.

Les mots sturmiens peuvent aussi être caractérisés comme l’ensemble des mots apériodiques équilibrés (voir
[Pyt+02]) :

Définition 1.2.14 (Équilibre). Un mot infini x ∈ {0, 1}N est équilibré si, pour tous facteurs f et g de x de même
longueur, ||f |0 − |g|0| ≤ 1. Autrement écrit, le nombre de 0 dans f et dans g ne diffère que d’un.

Lemme 1.2.15. Unmot infini x ∈ {0, 1}N n’est pas équilibré si, et seulement si, il existe un motm tel que 0m0 et
1m1 sont des facteurs de x.

Démonstration.
Le sens réciproque est évident.
Si x n’est pas équilibré, il existe f et g deux facteurs de x de même longueur tels que ||f |0 − |g|0| >
1 : pour simplifier les notations, notons cette inégalité (I). Supposons que f et g sont des exemples de
facteurs de x de taille minimale vérifiant l’inégalité (I).
D’abord, si f0 = g0, alors le couple (fJ1,|f |−1K, gJ1,|g|−1K) vérifierait aussi l’inégalité (I), et serait plus
petit que (f, g), ce qui est absurde. Donc f0 6= g0 : supposons f0 = 0 et g0 = 1.
Si fi = gi pour tout 1 ≤ i ≤ |f | − 1 = |g| − 1, alors f et g ne vérifieraient pas l’inégalité (I). Soit
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alors p le plus petit entier tel que pour tout 1 ≤ i < p, fi = gi et fp 6= gp. Si fp = 1 et gp = 0,
alors |fJ0,pK|0 = |gJ0,pK|0. Comme f et g vérifient l’inégalité (I), cela implique que p < |f | − 2 et que
(fJp+1,|f |−1K, gJp+1,|g|−1K) vérifie aussi l’inégalité (I), ce qui est absurde par minimalité de f et g. Donc
fp = 0 et gp = 1. Donc (fJ0,pK, gJ0,pK) vérifie l’inégalité (I), par minimalité p = |f | − 1, et on a alors
bien f = 0m0 et g = 1m1 pour un certain motm ∈ {0, 1}∗.

Théorème 1.2.16 ([Lot02; Pyt+02]). Unmot infini ou bi-infini x est sturmien si, et seulement si, x est apériodique
et équilibré.

Une définition que j’utiliserai régulièrement est la notion d’écartement d’un mot sturmien. Cette notion n’est
pas définie commeobjet d’étude dans la littérature, bienqu’elle ne soit ni inconnue, ni fondamentalement originale :
il s’agit du premier bit du codage multiplicatif d’un mot sturmien (voir [Pyt+02]).

Proposition 1.2.17. Soitx unmot sturmien de type 0. Alors il existe un uniqueλ(x) ≥ 1 tel quex ∈ 0∗1(0λ(x)1+

0λ(x)+11)N.

Démonstration.
Comme x est un mot sturmien, x est un mot uniformément récurrent : soit ` la borne d’uniforme
récurrence du facteur 1, et on suppose `minimal. Montrons que λ(x) = `− 2.
Étudions alorsL`(x), dont on sait que le cardinal vaut `+1. Par minimalité de `, il existe un facteur de
x de la forme 0`−11 ou de la forme 10`−1. Par le théorème 1.2.16, x est équilibré : donc tout élément
deL`(x) a zéro, une ou deux occurrences de la lettre 1. Comme ` est une borne d’uniforme récurrence
du facteur 1, x n’admet pas 0` comme facteur. Donc toutL`(x) élément a une ou deux occurrences de
1. Par cardinal de L`(x), il doit y avoir au moins un facteur f admettant deux occurrences de 1 : si ce
facteur n’était pas 10`−21, alors il existerait k ≤ ` − 3 tel que x admettrait deux facteurs de la forme
00k0 (lui-même facteur de 0`−11 ou 10`−1) et un autre de la forme 10k1, et ne serait donc pas équilibré.
DoncL`(x) contient exactement un élément avec deux occurrences de la lettre 1.
On en déduit alors la forme attendue de x.

Une autre notion importante en combinatoire des mots de manière générale est celle des facteurs spéciaux à
gauche, spéciaux à droite et bispéciaux.

Définition 1.2.18 (Facteurs spéciaux et bispéciaux). Soit x unmot infini, et soit f �f x un facteur de x. Alors on
dit que f est :

— spécial à gauche s’il existe a 6= b ∈ A tels que af et bf sont des facteurs de x ;

— spécial à droite s’il existe a 6= b ∈ A tels que fa et fb sont des facteurs de x ;

— bispécial si f est spécial à gauche et à droite.

Onpeutmontrer simplement qu’unmot dont la complexité s’écrit px(n) = n+k pour toutn ≥ 1 (et donc en
particulier unmot sturmien) possède, pour toute longueur, exactement un facteur spécial à gauche (et exactement
un facteur spécial à droite) [Cas97a]. Pour un tel mot x, je noterai ln(x) son facteur spécial à gauche de longueur
n (resp. rn(x) son facteur spécial à droite de longueur n).
Certains mots sturmiens sont particuliers : il s’agit des mots sturmiens caractéristiques, ou standard [Pyt+02].

Définition 1.2.19 (Mot sturmien caractéristique). Unmot sturmien infinix est caractéristique six = lim
n→∞

ln(x).

Le cas des mots sturmiens caractéristiques bi-infinis sera développé dans le chapitre 3.
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Représentations S-adiques des mots sturmiens

Il existe une autre caractérisation des mots sturmiens, qui passe par les représentations S-adiques. Cette caracté-
risation sera utilisée à de nombreuses reprises tout au long de ce manuscrit. Elle est due à Arnoux [Pyt+02], et j’en
restitue une démonstration rapide par souci de complétude et de pédagogie dans ce chapitre introductif. Elle utilise
quatre substitutions particulières, les substitutions sturmiennes élémentaires.

Définition 1.2.20 (Substitutions sturmiennes élémentaires). Soit A = {0, 1}. Les quatre susbtitutions stur-
miennes élémentaires sont les substitutions suivantes :

L0 :

0 7→ 0

1 7→ 01
L1 :

0 7→ 10

1 7→ 1
R0 :

0 7→ 0

1 7→ 10
R1 :

0 7→ 01

1 7→ 1

L’ensemble SSt = {L0, L1, R0, R1} est l’ensemble des substitutions sturmiennes élémentaires. Les substitutions
de type i sont les substitutions {Li, Ri}.

J’utilise ici la notation de [Ric21] : L signifie left, car Li fait de i la lettre à gauche de l’image. Symétriquement,
R signifie right.

Théorème 1.2.21 ([Pyt+02]). Soit x ∈ {0, 1}N. Alors x est un mot sturmien si, et seulement si, x est infiniment
désubstituable par une suite (σn)n∈N ∈ SN

St telle que (σn)n∈N alterne infiniment de type : pour tout N ∈ N et
i ∈ {0, 1}, il existe n ≥ N tel que σn est de type i.

Démonstration.
Soit x un mot sturmien de type 0. Alors il existe un mot infini y tel que x = R0(y) : en effet, comme
x est de type 0, x ne contient pas d’occurrence du mot 11 ; on peut donc encoder x à l’aide de 0 et 10,
d’où l’existence de y. De même, si x est un mot sturmien de type 1, alors il existe un mot infini y tel que
x = R1(y).
Par ailleurs, soit x un mot sturmien de type 0 tel que x0 = 0. Alors il existe y′ tel que x = L0(y

′) : il
faut cette fois faire attention lors du codage par 0 et 01. Un résultat équivalent tient pour le type 1 : si
x est un mot sturmien de type 1 tel que x0 = 1, il existe y′ tel que x = L1(y

′). Les semi-algorithmes
présentés dans la figure 1.3 explicitent comment déduire y et y′ de x.

i← 0

j ← 0

tant que vrai :
si xi = 1 :

yj ← 1 ; i += 2 ; j += 1 ;
sinon

yj ← 0 ; i += 1 ; j += 1 ;
retourner y

Figure 1.1 – Calcul de y.

i← 0

j ← 0

tant que vrai :
si xi+1 = 1 :

y′
j ← 1 ; i += 2 ; j += 1 ;

sinon
y′
j ← 0 ; i += 1 ; j += 1 ;

retourner y′

Figure 1.2 – Calcul de y′.

Figure 1.3 – Semi-algorithmes de calcul des antécédents de x parR0 etL0.
Ces constructions permettent alors de déduire le lemme suivant :

Lemme 1.2.22. Soit x de type 0 et y tel que x = R0(y). S’il existe, soit y′ tel que x = L0(y
′). Alors l’un

de y ou de y′ (si ce dernier existe) est sturmien.
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Démonstration.
Supposons d’abord que y′ existe. Montrons alors que y′ est sturmien.
D’abord, si y′ était ultimement périodique, x = L0(y

′) serait aussi ultimement périodique,
ce qui est absurde. Donc y′ est apériodique.
Ensuite, montrons que y′ est équilibré et procédons par l’absurde. D’après le lemme 1.2.15, il
existeraitm ∈ {0, 1}∗ tel que 0m0 et 1m1 seraient des facteurs de y′. Il existeraita ∈ {0, 1}
tel que 0m0a serait un facteur de y′. Donc L0(0m0a) = 0L0(m)0L0(a) et L0(1m1) =

01L0(m)01 seraient des facteurs de x. En remarquant queL0(a) commence toujours par la
lettre 0, on en déduit alors que 0L0(m)00 et 1L0(m)01 seraient deux facteurs de x : d’après
le lemme 1.2.15, x ne serait donc pas équilibré, ce qui est absurde.
Donc si y′ existe, y′ est apériodique et équilibré : y′ est sturmien.
Supposons maintenant que y′ n’existe pas : alors x commence par un 1. Montrons alors que
y est sturmien. Par des arguments similaires au cas précédent, y est apériodique.
Montronsquey est équilibré et procédonsdenouveaupar l’absurde.D’après le lemme1.2.15,
il existem ∈ {0, 1}∗ tel que 0m0 et 1m1 sont des facteurs de y. Comme x commence par
un 1, y aussi : donc 0m0 n’est pas un préfixe de y. Donc il existe une lettre a tel que a0m0

est un facteur de y. AlorsR0(a0m0) = R0(a)0R0(m)0 etR0(1m1) = 10R0(m)10 sont
des facteurs de x. Mais alors, en remarquant que R0(a) termine par un 0, x admet comme
facteurs 00R0(m)0 et 10R0(m)1 et n’est donc pas équilibré, ce qui est absurde.
Donc si y′ n’existe pas, y est apériodique et équilibré : y est sturmien.

Il existe un analogue du lemme 1.2.22 pour les mots sturmiens de type 1, avecL1 etR1 à la place deL0

etR0 respectivement.
Soitx unmot sturmien. Alors le lemme 1.2.22 et son analogue nous donnent une suite (σn)n∈N ∈ SN

St

telle quex est infiniment désubstituable par (σn)n∈N. Il reste àmontrer que (σn)n∈N alterne infiniment
de type. C’est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 1.2.23. Soit x, y deux mots sturmiens tels que x = L0(y). Alors soit y est de type 1, soit λ(y) =
λ(x)− 1.

Démonstration du lemme 1.2.23.

Si y est de type 0, alors 10λ(y)1 est un facteur de y : donc son image parL0 est un facteur dex.
Son image étant 010λ(y)01, on en déduit que 10λ(y)+11 est un facteur de x. Puis 10λ(y)+11

est un facteur de y : donc, par le même raisonnement, 10λ(y)+21 est un facteur de x. Donc
d’après la proposition 1.2.17, λ(y) + 1 = λ(x).

On peut alors appliquer un principe de descente infinie de Fermat : si x est de type 0, alors les désubsti-
tués successifs sont de λ strictement décroissants. Mais pour tout mot sturmien y, λ(y) ≥ 1 : donc il
existe un rang n tel que x = σJ0,nK(x

(n)) et x(n) est de type 1. Donc σn+1 est de type 1. En itérant le
raisonnement, on en déduit que (σn)n∈N alterne infiniment de type.
Réciproquement, soit x un mot infini infiniment désubstituable par (σn)n∈N ∈ SN

St alternant infini-
ment en type, et notons x = σJ0,nK(x

(n)).
Montrons quex est équilibré.On étudie le cas oùσ0 = L0, les autres cas se traitent demanière analogue.
Par l’absurde, supposonsx non-équilibré. Alors il existe unmotm tel que 0m0 et 1m1 sont des facteurs
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de x. Comme x = L0(x
(0)), à gauche de toute occurrence de 1 dans x se trouve un 0 : doncm termine

par un 0. Les facteurs déséquilibrés dex s’écrivent alors 0m′00 et 1m′01. Par la forme deL0, le fait quex
admette 1m′01 comme facteur implique quem′ = L0(m

(0)) pour un certain motm(0). Donc dans x
se trouvent deux facteurs0L0(m

(0))00 et1L0(m
(0))01. La constructiondex(0) par le semi-algorithme

implique alors que 0m(0)0 et 1m(0)1 sont des facteurs de x(0) et que |m| > |m(0)|. On peut répéter le
processus et construire 0m(n)0 et 1m(n)1 des facteurs de x(n) tels que |m| > |m(0)| > · · · > |m(n)| :
par principe de descente infinie de Fermat, il existe n ≥ 0 tel que m(n) est le mot vide. Alors dans
ce cas, x(n) aura pour facteurs 00 et 11 et ne sera désubstituable par aucune substitution sturmienne
élémentaire, ce qui est une contradiction.
Montrons enfinquex est apériodique. Six est équilibré et ultimementpériodique, alorsx est de la forme
x = 0i(10k)N avec i ≤ k. Doncσn est de type 0 pour 0 ≤ n ≤ k−1, et on ax(k−1) = 0εk(10)N avec
0 ≤ εk ≤ 1. Par conséquent, peu importe le choix de σk, x(k) est l’un des mots suivants : 0N, 1N, 01N

ou10N. En traitant les cas à lamain, onmontre alors que (σn)n≥k nepeut contenir quedes substitutions
du même type. Par exemple, 0N n’est désubstituable que parL0 ouR0, et la désubstitution donnera de
nouveau 0N. Demême, 10N n’est désubstituable que parR0 et donnera de nouveau 10N. Cela contredit
l’alternance infinie de type de la suite (σn)n∈N.
Donc x est équilibré et apériodique : x est sturmien.

Les suites directrices caractérisées par le théorème 1.2.21 sont aussi ubicroissantes, ce qui permet aussi de faire le
lien avec les représentations S-adiques.

Lemme 1.2.24. Soit (σn)n∈N ∈ SN
St alternant infiniment en type. Alors (σn)n∈N est ubicroissante.

Démonstration.
Je montre plus précisément par récurrence sur k ≥ 1 que si (σn)0≤n≤N contient k alternances de type,
alors pour toute lettre a ∈ {0, 1}, |σJ0,NK| ≥ k + 1 et toutes les lettres apparaissent dans σJ0,NK.
Dans le cas k = 1, le tableau exhaustif suivant permet de conclure.

L0L1(0) = 010 L0L1(1) = 01 L0R1(0) = 001 L0R1(1) = 01

R0L1(0) = 100 R0L1(1) = 10 R0R1(0) = 010 R0R1(1) = 10

Maintenant, si (σn)0≤n≤N contient k + 1 alternances de type, considérons i ≥ 1 tel que (σn)i≤n≤N
contient k alternances de type. Par hypothèse de récurrence, |σJi,NK(a)| ≥ k et le mot contient les deux
lettres. Comme il existe une lettre b ∈ A telle que σJ0,i−1K(b) > |b| = 1, on en déduit que

|σJ0,NK(a)| = |σJ0,i−1K ◦ σJi,NK(a)|
> |σJi,NK(a)| ≥ k

Donc |σJ0,NK(a)| ≥ k + 1.

Corollaire 1.2.25. Unmot infinix est sturmien si, et seulement si,xadmetune représentationS-adique ((σn)n∈N, (an)n∈N)
avec (σn)n∈N ∈ SN

St alternant infiniment de type.

Les démonstrations précédentes sont similaires à des démonstrations existantes dans la littérature : je les ai ré-
écrites par souci de complétude, et aussi pour souligner leur caractère purement combinatoire. Je n’utilise pas de
propriétés dynamiques ou numériques des mots sturmiens, mais seulement des propriétés d’équilibre et d’apério-

18



� Chapitre 1. Préliminaires

dicité. L’objectif de cette thèse sera dès lors de chercher comment exploiter cette construction des mots sturmiens
pour en déduire des résultats combinatoires.
Il existe, en l’occurrence, d’autres manières d’obtenir des représentations des mots sturmiens. En particulier, cela

peut se faire à l’aide de trois substitutions (voir [BS94]). La question de la caractérisation S-adique des mots stur-
miens à l’aide de deux substitutions seulement est ouverte. Les représentations S-adiques à l’aide des substitutions de
SSt ont l’avantage d’être relativement simples à comprendre, complètement caractérisées, et encodent aussi la pente
et l’ordonnée à l’origine de la droite associée à un mot sturmien [BHZ06]. C’est pour cela que je me concentrerai
sur ce modèle de représentations S-adiques pour les mots sturmiens :

Définition 1.2.26 (Représentation S-adique d’Arnoux). Soit x un mot sturmien. Une représentation S-adique
d’Arnoux de x est une suite (σn)n∈N ∈ SN

St telle que x est infiniment désubstituable par (σn)n∈N.

Cette définition est un abus de notation, car elle confond représentation S-adique et désubstitution infinie. Elle
se justifie par l’importance de la suite (σn)n∈N par rapport à (an)n∈N dans la représentation S-adique d’unmot, et
par la précédence historique des représentations S-adiques par rapport à la désubstitution infinie.
Les représentations S-adiques d’Arnouxbénéficient de plusieurs propriétés qui seront utilisées et détaillées le long

de cemanuscrit. Par exemple, unmot sturmien donné peut avoir, a priori, plusieurs représentations S-adiques d’Ar-
noux, et même une infinité ; mais elles vérifient toutes certaines propriétés. Par exemple, pour une suite (σn)n∈N ∈
SN
St alternant infiniment en type et commençant par le type 0, on peut définir une suite (k(σ)n)n∈N d’entiers

vérifiant :
k(σ)0 = 0 et ∀k(σ)n ≤ i ≤ k(σ)n+1, σi est de type n mod 2.

Alors pour un mot sturmien x de type 0, toutes ses représentations S-adiques d’Arnoux partagent le même dé-
coupage en type : {(k(σ))n∈N | (σn)n∈N est une représentation S-adique d’Arnoux de x} = 1, de même symétri-
quement pour les mots sturmiens de type 1. Cette propriété est reliée à la valeur λ(x) : en effet, k(σ)1 = λ(x).
Certainsmots sturmiens n’admettent qu’un nombre fini de représentations S-adiques d’Arnoux : par exemple, le

mot de Fibonacci n’en admet qu’une seule. Comme les substitutionsL0 etR0 commutent, le mot purement sub-
stitutif généré parL0R0L1R1 admet une quantité infinie indénombrable de représentations S-adiques d’Arnoux.
La caractérisation des mots sturmiens n’admettant qu’un nombre fini de représentations S-adiques d’Arnoux reste
toutefois ouverte, ainsi que l’existence d’unmot sturmien admettant exactement une quantité infinie dénombrable
de représentations S-adiques d’Arnoux. L’une des difficultés autour de ces questions est que, dans chaque bloc de
type, la quantité deL ou deR n’est pas assurée.
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2 Représentations S-adiques des mots

acceptés par un ω-automate

Êtes-vous soudainement un spécialiste de
l’automate, Lewis? Votre mère était-elle une
automate?

Criquette Rockwell, adapté de Le Cœur a ses
raisons

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, j’aborde les principaux résultats techniques et théoriques accomplis pendant cette thèse. Ceux-
ci concernent la décidabilité de l’acceptation d’un mot Sturmien par un graphe, ou un ω-automate faible.
Le problème de l’acceptation d’un mot par un ω-automate est une question très classique en théorie des lan-

gages formels [HU79] : il s’agit de savoir si un ω-automate donné accepte un mot. Les variantes du problème
tournent souvent autour de restrictions sur le modèle de l’ω-automate : ω-automates de Büchi, ω-automates de
Müller [Tho90], ω-automates à compteurs [FS08] … L’une des forces de la théorie des langages formels est sa ca-
pacité à modéliser différentes théories logiques, comme l’arithmétique de Presburger ou la logique monadique du
second ordre [Tho90]. La recherche en théorie des langages formels cherche, entre autres questions, à préciser, à
classifier et à comparer les différents modèles d’ω-automates existants.
Du point de vue de la combinatoire des mots, la théorie des langages formels peut fournir des outils intéressants

pour étudier les familles classiques de mots. Cette fois, la variante n’est pas sur le modèle de l’ω-automate étudié,
mais sur le mot lui-même : étant donné un ω-automate A, accepte-t-il un mot vérifiant la propriété P? Les deux
domaines ont longtemps été étudiés conjointement, par exemple par Perrin [PP04] ou Schützenberger [PS92]. Un
résultat récent à l’interaction entre ces deux domaines est la création, autour de 2020, du logiciel de vérification
formelle Walnut par Shallit [MSS16] : pour les suites automatiques, ce logiciel peut vérifier une propriété décrite
par la logique du premier ordre. Ce résultat a été étendu par Oei aux mots Sturmiens [Hie+22].
Toutefois, la question de l’acceptation d’un mot par un ω-automate est rarement étudiée directement par la

combinatoire des mots. Un rare exemple est un article de Carton et Thomas [CT02], qui résout le problème de
l’acceptation d’unmotmorphique par unω-automate de Büchi, dont laméthode est directe et combinatoire. Peut-
on étendre ce résultat au cas des mots Sturmiens?
Les approches logiques de Shallit et Oei donnent certes des méthodes efficaces pour répondre à certaines ques-

tions, mais ne sont pas satisfaisantes sur certains aspects. D’abord, la construction faite dans leurs articles est parti-
culièrement complexe, et repose sur des résultats techniques sur les systèmes de numération. Walnut ne peut alors
être interprété que comme une boîte noire, qui répond aux questions fournies sans les expliquer davantage : les dif-
férents articles publiés par Shallit depuis plusieurs années [BSS24; CS24; Sha23; SSZ23] ont répondu à plusieurs
conjectures ou questions préexistantes sans mettre en lumière de phénomènes combinatoires sous-jacents.
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Dans ce chapitre, j’apporte des méthodes combinatoires pour résoudre le problème de l’acceptation d’un mot
Sturmien par un ω-automate faible. Les algorithmes proposés reposent sur la caractérisation S-adique des mots
Sturmiens. Même si le modèle d’ω-automates étudié dans ce chapitre est relativement peu puissant, il trouve néan-
moinsplusieurs applications intéressantes. Par exemple, dupoint de vuede la dynamique symbolique, lesω-automates
faibles représentent les shifts sofiques : mes méthodes permettent alors de décider s’il existe un mot Sturmien dans
un shift sofique donné, et apportent des algorithmes à l’intersection entre dynamique symbolique et combinatoire
des mots.
Ce chapitre se découpe en trois parties : dans unpremier temps, je détaille lesméthodes combinatoires que j’ai éta-

blies sur les ω-automates faibles. Ce travail a été publié à la conférence Combinatorics onWords [BH23]. Je détaille
en particulier une variété de questions reliées, comme l’acceptation d’un mot purement substitutif ou d’un point
fixe d’une substitution. J’établis plusieurs résultats plus théoriques liant mots Sturmiens et ω-automates faibles, en
particulier sur les suites directrices des mots Sturmiens acceptés par un ω-automate faible. Ensuite, j’introduis plu-
sieurs applications des algorithmes établis, notamment en combinatoire desmots sur une question de codage, ou en
géométrie discrète sur un problème de recollement de segments. Enfin, j’aborde des résultats partiels sur l’extension
aux ω-automates de Büchi.

2.2 Représentations S-adiques et ω-automates faibles

2.2.1 Définitions

Je commence par donner les définitions formelles des objetsmanipulés tout le long de ce chapitre. Ce formalisme
est adapté de la théorie des langages formels, et plus précisément de [PP04].

Définition 2.2.1 (ω-automate). Unω-automateA est un uplet (A, Q, I, T, C) oùA est un alphabet fini,Q est un
ensemble fini d’états, I ⊆ Q est un ensemble d’états initiaux, T ⊆ Q × A × Q est un ensemble de transitions et
C ⊆ TN est la condition d’acceptation d’une marche par A. Une transition (d, a, f) ∈ T sera généralement notée
d

a−→ f (d pour début, f pour fin).

Définition 2.2.2 (Marche). Pour n ≥ 0 ou n = ∞, une suite (tk)0≤k≤n avec tk = dk
ak−→ fk ∈ T est une

marche surA si fk = dk+1 pour tout 0 ≤ k < n. Le motm = (ak)0≤k≤n étiquette la marche. Pour deux états d et
f ∈ Q et unmot finiw ∈ A∗, la notation d m−→∗ f signifie unemarche surA (tk)0≤k≤n (avecn ∈ N) étiquetée par
m et telle que d0 = d et fn = f . Plusieurs marches peuvent remplir cette condition, et la notation d m−→∗ f signifiera
un choix arbitraire parmi l’une d’entre elles. Enfin, je considérerai que pour q ∈ Q, q ε−→∗ q sera toujours une marche
valide surA, et représentera une marche de q à q étiquetée par le mot vide.

Définition 2.2.3 (Acceptation d’un mot infini par un ω-automate). Un mot infini x ∈ AN est accepté par un
ω-automateA = (A, Q, I, T, C) s’il existe une suite (tk)k∈N ∈ TN qui vérifie les conditions suivantes :

1. (tk)k∈N est une marche surA ;
2. en notant t0 = d0

a0−→ f0, on a d0 ∈ I ;
3. x étiquette la marche (tk)k∈N ;
4. (tk)k∈N ∈ C .
On écrit alors que (tk)k∈N est un calcul acceptant pourx. Le langage deA, notéL(A), est l’ensemble desmots infinis

acceptés parA.

Ces notations, très généralistes, ne sont pas toujours représentatives de l’utilisation qui en sera faite dans ce ma-
nuscrit. En particulier, la condition d’acceptation sera explicitée par le modèle d’ω-automate utilisé. Un premier
exemple est le modèle des ω-automates faibles, qui ont la condition d’acceptation la plus simple.
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Définition 2.2.4 (ω-automate faible). Un ω-automate faibleA est un ω-automate (A, Q, I, T, C) oùC = TN :
unmot infinix est accepté parA si et seulement six étiquette unemarche infinie surA commençant par un état initial.
Je noterai alorsA = (A, Q, I, T ).

Exemple 2.2.5. Dans cette thèse, je représenterai les ω-automates faibles comme dans le schéma représenté dans la
figure 2.1.

0 1

2 3 4

a

a

a

b
b

b

a

Figure 2.1 – Exemple d’ω-automate faibleA1.

Les états sont les cercles, les transitions d’état en état sont les flèches étiquetées. Exceptionnellement dans cet exemple,
j’ai nommé explicitement les états : je ne le ferai pas dans la suite de ce manuscrit. Les états initiaux de l’ω-automate
faibleA1 sont ceux pointés par une petite flèche sans étiquette : ici, il s’agit des états 0 et 2. On remarque, par exemple,
que dans cetω-automate , l’état 3 n’est pas accessible depuis les états initiaux, et que l’une des arêtes deA1 est une boucle
étiquetée par a. Une marche dans l’ω-automate correspond, graphiquement, à aller d’état en état, et le mot associé est
la concaténation des étiquettes des transitions.

Par exemple, il existe une marche infinie surA de la forme suivante :

0
a−→ 1

a−→ 1
a−→ 1

b−→ 4
b−→ 2

b−→ 1
a−→ 1

b−→ 4
b−→ 2

b−→ 1
a−→ 1

b−→ 4
b−→ 2

b−→ . . .

Cettemarche fait un cycle sur les états 1, 1, 4, 2 ; elle est étiquetée par lemot infini ultimement périodiqueaa(abbb)N.
CommeA1 est unω-automate faible, n’importe quelmot infini étiquetant unemarche infinie surAex en commençant
par un état initial est accepté parA1 : donc aa(abbb)N ∈ L(A1).

En utilisant cette notion d’ω-automate faible, il est possible de fournir une autre définition des sous-shifts so-
fiques (voir la définition 1.1.24) :

Théorème 2.2.6 ([LM95]). Un shiftX est sofique si et seulement s’il existe unω-automate faibleA dont tous les états
sont initiaux et tel queL(A) = X.

Par ailleurs, il est possible d’étendre les propriétés topologiques des shifts sofiques aux langages d’ω-automates
faibles. La proposition suivante sera un outil puissant très important dans le reste de cette section :

Proposition 2.2.7. Soit A = (A, Q, I, T ) un ω-automate faible. Alors son langage L(A) ⊆ AN est un compact
pour la topologie prodiscrète.

Démonstration.
Si on s’intéresse à C l’ensemble des calculs acceptants surA, on remarque qu’on peut les définir à partir
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des cylindres de la topologie prodiscrète dans le shift plein TN :

C =


⋃
t∈T,

t=d−→f,
d∈I

[t]0

 ∩
⋂
n∈N


⋃

t1,t2∈T
t1=d1−→f1,t2=d2−→f2,

f1=d2

[t1t2]n


Lepremier ensemble retranscrit qu’un calcul doit commencer par un état initial, et le deuxième ensemble
que deux transitions successives doivent être … successives. Donc C est bien un compact de TN. Main-
tenant, si on définit π : T → A qui associe à une transition son étiquette, et en étendant π comme une
substitution sur TN, on a queL(A) = π(C). Comme π est une substitution, π définit une application
continue, et doncL(A) est bien un compact.

Le lecteur expert en dynamique symbolique remarquera que la première intersection de cylindres définit des
conditions non invariantes par décalage, alors que la deuxième intersection définit une condition ressemblant à un
shift de type fini.

2.2.2 Désubstitution des ω-automates faibles

Le point de vue automatique des définitions précédentes n’est pas standard dans la littérature de la dynamique
symbolique, et n’est pas innocent dans le contexte de ce chapitre de thèse. Lind et Marcus [LM95] ont en effet
employé le vocabulaire des graphes, et il existe des définitions purement dynamiques des shifts sofiques [Wei73].
L’avantage du point de vue automatique est qu’il justifie l’utilisation d’outils propres à la théorie des langages for-
mels, comme la désubstitution.
La désubstitution est bien connue dans la littérature des langages formels, en particulier dans le cas des automates

finis [HU79;Car08]. Elle permet d’illustrer la stabilité des langages réguliers parmorphisme inverse. Son utilisation
dans le cadre de la dynamique symbolique et de la combinatoire des mots est en revanche beaucoup plus marginale
(je n’ai trouvé comme seul exemple que [Sal17], et pas de manière explicite).

Définition 2.2.8 (Désubstitution d’un ω-automate faible). Soit A = (A, Q, I, T ) un ω-automate faible, et σ
un morphisme. La désubstitution de A par σ est l’ω-automate faible σ−1(A) = (A, Q, I, σ−1(T )) où d a−→ f ∈
σ−1(T ) si et seulement s’il existe une marche surA de la forme d

σ(a)−−→∗ f .

Exemple 2.2.9. Considérons l’ω-automate faibleA2 et la substitution σ suivantes :

σ :

a 7→ aa

b 7→ bab
a

b

a

a

b
a

Figure 2.2 – Exemple d’une substitution σ et d’ω-automate faibleA2.
Pour calculer l’ω-automate faible σ−1(A2), on procède comme suit : d’abord, les états de σ−1(A2) sont les mêmes
que ceux de A ; ensuite on calcule les arêtes de σ−1(A2). Pour cela, on commence par identifier les marches dans A
étiquetées par σ(a) = aa. On relie alors les débuts et les fins de toutes ces marches par a. On procède de même pour
σ(b) = bab. Ainsi, on obtient σ−1(A) :

24
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a

a

a

b

b

b

Figure 2.3 – L’ω-automate faible σ−1(A2).
Dans le cas d’unmorphisme effaçant, la convention de la définition 2.2.2 se gère en créant des boucles étiquetées par les
lettres effacées sur tous les états : par exemple, en considérant le même ω-automate faibleA2 et le morphisme τ : a 7→
aab, b 7→ ε, l’ω-automate τ−1(A2) est le suivant :

b b

bb

a

Figure 2.4 – Désubstitution deA2 par le morphisme effaçant τ .

Proposition 2.2.10. SoitA = (A, Q, I, T ) un ω-automate faible, σ un morphisme,m ∈ A∗ et d, f ∈ Q. Alors

d
m−→∗ f est une marche de σ−1(A) ssi d

σ(m)−−−→∗ f est une marche deA.

Démonstration.
On procède par récurrence sur la longueur de m. Le cas |m| = 0 est traité par la convention de la
définition 2.2.2.
Si d m−→ ∗ q

a−→ f est une marche de σ−1(A), alors par hypothèse de récurrence, d
σ(m)−−−→ ∗ q est une

marche deA. De plus, comme q a−→ f est une marche de σ−1(A), q
σ(a)−−→∗ f est une marche deA. Par

concaténation des marches, d
σ(ma)−−−−→∗ f est une marche deA.

Réciproquement, si d
σ(m)−−−→∗ q

σ(a)−−→∗ f est une marche de A, par hypothèse de récurrence, d m−→∗ q

est une marche de σ−1(A). De plus, comme q
σ(a)−−→∗ f est une marche deA, q a−→ f est une marche de

σ−1(A). Par concaténation des marches, d ma−−→∗ f est une marche de σ−1(A).

Proposition 2.2.11. Pourunω-automate faibleA et unmorphismeσ,L(σ−1(A)) = {w ∈ AN |σ(w) ∈ L(A)}.

Démonstration.
On poseA = (A, Q, I, T ). Soit x ∈ AN un mot infini accepté par σ−1(A), et soit (tk)k∈N un calcul
acceptant pour x, avec tk = qk

xk−→ qk+1, et q0 ∈ I . Par définition de σ−1(A), pour tout k ∈ N, il

existe dansA une marche de la forme qk
σ(xk)−−−→∗ qk+1. En concaténant ces marches dansA, on obtient

alors une marche sur A de la forme q0
σ(x0)−−−→ ∗ q1

σ(x1)−−−→ ∗ q2
σ(x2)−−−→ ∗ · · · C’est un calcul acceptant

pour σ(x) dansA, donc σ(x) ∈ L(A).
Réciproquement, soit x ∈ AN tel que σ(x) est accepté par A. Soit (tk)k∈N un calcul acceptant pour

σ(x) dansA : alors on peut l’écrire sous la forme q0
σ(x)0−−−→ q1

σ(x)1−−−→ q2
σ(x)2−−−→ · · · On peut alors re-

grouper certaines transitions pour réécrire ce calcul sous la forme q0 = q′0
σ(x0)−−−→∗ q′1

σ(x1)−−−→∗ q′2
σ(x2)−−−→
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∗ · · · Par définition de σ−1(A), on a donc q′0
x0−→ q′1

x1−→ q′2
x2−→ · · · un calcul acceptant pour x dans

σ−1(A), donc x ∈ L(σ−1(A)).

Le principal intérêt desméthodes présentées dans ce chapitre ne réside pas dans l’originalité de leur construction,
mais dans leur application à la combinatoire des mots, et à leur systématisation, qui permet d’établir de nouveaux
outils algorithmiques.
Je donne ici une complexité de l’opération de désubstitution d’un ω-automate faible afin de pouvoir, plus tard,

estimer la complexité d’algorithmes qui l’utiliseront.

Proposition 2.2.12. Étantdonnés unω-automate faibleA = (A, Q, I, T ) et unmorphismeσ, l’automateσ−1(A)

peut se construire en tempsO(|Q|3|A|maxa |σ(a)|).

Démonstration.
Pour construire σ−1(A), on cherche pour tout couple d’états (d, f) et lettre a s’il doit y avoir une
transition d a−→ f dans σ−1(A). Pour cela, on part de d et on cherche à rejoindre f en lisant le
mot σ(a), de longueur plus petite que maxa |σ(a)|. Le parcours en largeur donne un algorithme en
O(|Q| ×maxa |σ(a)|). Il y a |Q|2 × |A| possibilités pour d, f et a, d’où la complexité annoncée.

La borne proposée est sûrement améliorable 1 mais de manière générale, l’opération reste en temps polynomial
en la taille de l’automate.
Une propriété importante de cette opération est sa compatibilité avec la composition :

Proposition 2.2.13. PourAunω-automate faible etσ et τ deuxmorphismes, on a (σ◦τ)−1(A) = τ−1(σ−1(A)).

Démonstration.
Les deux ω-automates ont même alphabet, mêmes états et mêmes états initiaux : il suffit de montrer
qu’ils ont les mêmes transitions. Notons T les transitions de (σ ◦ τ)−1(A) et T ′ les transitions de
τ−1(σ−1(A)).
Alors :

d
a−→ f ∈ T ⇐⇒ d

σ◦τ(a)−−−−→∗ f est une marche deA,

⇐⇒ d
τ(a)−−→∗ f est une marche de σ−1(A), par la proposition 2.2.10,

⇐⇒ d
a−→ f ∈ T ′, par la définition 2.2.8.

Cette propriété de composition, qui résulte simplement des propriétés élémentaires des constructions précé-
dentes, nous sera particulièrement utile par la suite, car elle nous permettra d’obtenir des désubstitutions de com-
positions par étapes successives.

2.2.3 Algorithmes pour une substitution

Maintenant que les principaux outils ont été expliqués, je développe les techniques utilisées pour décider plu-
sieurs problèmes sur lesω-automates. Lesméthodes présentées ici reposent expressément sur les deux faits suivants :

1. par exemple, en modélisant l’automate par les matrices d’incidences des lettres, on peut directement calculer les arêtes de σ−1(A) en
procédant à des multiplications matricielles, ce qui donne une complexité enO(Qω|A|maxa |σ(a)|) avec ω un exposant de la multiplica-
tion matricielle, et il est connu que ω < 3 [Bos+17].
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Fait 2.2.14. Soit A = (A, Q, I, T ) un ω-automate faible. Soit S(A) l’ensemble des ω-automates faibles ayant
le même alphabet, les mêmes états et les mêmes états initiaux que A. Alors pour tout morphisme σ, σ−1(A) est un
élément deS(A).

Démonstration.
C’est une conséquence directe de la définition 2.2.8.

Or, on observe que S(A) est fini : tout élément B de S(A) s’écrit comme B = (A, Q, I, T ′), avec T ′ ⊆
Q×A×Q, doncCard(S(A)) = 2|Q|2×|A|. Enpratique, dans ce chapitre, ce sont les langages desditsω-automates
qui m’intéressent. Il serait donc possible de réduire l’espace de travail en identifiant les éléments deS(A) qui ont
le même langage [BDS12] : la finitude de l’ensemble est toutefois suffisante pour conclure sur la décidabilité des
questions étudiées.
SoitA un ω-automate faible et σ un morphisme : alors la désubstitution deA par σ définit une dynamique sur

l’ensembleS(A). Par le lemme des tiroirs :

Fait 2.2.15. SoitA un ω-automate faible, et soit σ un morphisme. Alors il existe 0 ≤ n < m ≤ Card(S(A)) tels
que σ−n(A) = σ−m(A).

A σ−1(A) σ−(n−1)(A)
σ−n(A)

= σ−m(A)

σ−(n+1)(A)

σ−(m−1)(A)

Figure 2.5 – Schémade l’idée du fait 2.2.15 : chaque flèche représente une opération de désubstitutionparσ. CommeS(A)
est fini, on retombera à un moment sur un ω-automate faible vu précédemment.

Dans la suite de cette partie, je montre que, étant donnés un ω-automate A et un morphisme σ, les problèmes
de détection d’un point fixe de σ ou d’un mot purement substitutif généré par σ accepté par A sont décidables.
Je vais me concentrer sur le cas où σ est une substitution, c’est-à-dire où σ est un morphisme non effaçant. Les
résultats que je prouve dans cette section peuvent être élargis aux morphismes effaçants grâce au théorème 1.1.17
(voir [Cob68; CLR16]). L’hypothèse de non-effacement me permettra d’utiliser des arguments de continuité, et
de pouvoirm’assurer de la construction demots infinis. Désormais, tous lesmorphismes seront donc non effaçants.

Acceptation d’un point fixe d’une puissance d’une substitution par un ω-automate faible

Je commence par démontrer un premier résultat sur la détection d’un point fixe pour une puissance d’une substitu-
tion. Il s’agit d’une première étape où la condition de détection est la plus simple : il suffira de vérifier qu’un langage
est non vide. J’utiliserai plusieurs fois les notations du fait 2.2.15.

Proposition 2.2.16. SoitA un ω-automate faible, soit σ une substitution, et soit 0 ≤ n < m ≤ Card(S(A)) tels
que σ−n(A) = σ−m(A). AlorsA accepte un point fixe de σk pour un certain k ≥ 1 si, et seulement si,L(σ−n(A))
est non vide.
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Démonstration.
Si L(σ−n(A)) est vide, alors d’après les propositions 2.2.11 et 2.2.13, L(σ−p(A)) est vide pour tout
p ≥ n. Soit x ∈ AN tel que x = σk(x) pour un certain k ≥ 1. Alors, par itération, x = σk(x) =

σkn(x). Si x était accepté par A, alors x ∈ L(σkn(A)) qui est vide. Par contradiction, A n’accepte
aucun point fixe d’aucun σk.
Si L(σ−n(A)) est non vide, soit x un mot accepté par σ−n(A). De nouveau, d’après les propo-
sitions 2.2.11 et 2.2.13, comme σ−n(A) = σ−m(A) = σ−(m−n)(σ−n(A)), x est accepté par
σ−j(m−n)(σ−n(A)) = σ−(n+j(m−n))(A) pour tout j ∈ N. Cela signifie que σn+j(m−n)(x) est
accepté parA pour tout j ∈ N. Soit alors x̃ une valeur d’adhérence de la suite (σn+j(m−n)(x))j∈N. Par
compacité du langage d’un ω-automate faible (voir la proposition 2.2.7), x̃ ∈ L(σ−n(A)).
On définit alors Timσm−n ⊆ A l’ensemble des lettres timides de σm−n : a ∈ Timσm−n si
|σj(m−n)(a)| = 1 pour tout j ≥ 1. Soit k = inf{i ∈ N | x̃i /∈ Timσm−n} (k peut être infini).
Alors pour tout i < k, comme σ est une substitution non-effaçante et que toute lettre de x̃J0,k−1K est
timide,σm−n(x̃)i = σm−n(x̃i).Deplus, comme x̃ est une valeur d’adhérencede (σn+j(m−n)(x))j∈N,
il existe r(x̃i) ≥ 1 tel que σr(x̃i)×(m−n)(x̃i) = x̃i pour toute position i < k. La valeur de r(x̃i) ne
dépend que de x̃i, pas de sa position : si x̃i = x̃j , alors r(x̃i) = r(x̃j). Par finitude deA, {r(x̃i)}0≤i<k
ne contient qu’un nombre fini de valeurs distinctes, et on peut donc définir r = PPCM0≤i<k{r(x̃i)}.
Lorsque k < ∞, il existe q ≥ 1 tel que |σq(m−n)(x̃k)| > 1 et x̃k vp σ

q(m−n)(x̃k), aussi parce que x̃
est une valeur d’adhérence de (σn+j(m−n)(x))j∈N. Si k = ∞, je pose q = 1.

x̃

∈ Tim∗
σm−n

k
x̃k

x̃

σrq(m−n)

Figure 2.6 – Schéma du découpage de x̃ : le préfixe ne croît pas, tandis que le reste du mot est généré par x̃k.
Alors, si k < ∞, par concaténation, x̃J0,kK est un préfixe strict de σrq(m−n)(x̃J0,kK) ; si k = ∞,
σ2rq(m−n)(x̃) = σrq(m−n)(x̃). Dans les deux cas, la suite (σjrq(m−n)(x̃))j∈N a une limite, qui est
un point fixe de σrq(m−n), et par compacité deL(A), cette limite est acceptée parA.

Corollaire 2.2.17. Le problème suivant est décidable :
Donnée : un ω-automate faibleA et une substitution σ

Question : est-ce queA accepte un point fixe d’un σk pour un certain k ∈ N ?

Démonstration.
D’après la proposition 2.2.16, le problème revient à décider si L(σ−n(A)) est vide. La valeur n est cal-
culable : il suffit de désubstituer A autant que nécessaire pour retomber sur un ω-automate obtenu
précédemment. La vacuité du langage d’unω-automate faible est un problème décidable, d’où la conclu-
sion.

28



� Chapitre 2. Représentations S-adiques des mots acceptés par un ω-automate

La preuve présentée ici peut sembler complexe, car elle doit gérer différents cas sur la croissance des lettres. Mais
derrière ces aspects techniques, le raisonnement principal est assez simple : l’ω-automate faible accepte des images
« arbitrairement » grandes de σ, et on conclut par compacité. On remarquera ici l’utilisation de la compacité,
qui permet d’obtenir une démonstration étonnamment précise et peu constructive. La section suivante sur les ω-
automates de Büchi illustrera qu’en fait il s’agit du meilleur outil disponible pour obtenir des résultats, et que sans
la possibilité d’utiliser la topologie, nos résultats peuvent s’effondrer.
L’algorithme suggéré ci-dessus ne suffit pas à décider de l’acceptation par unω-automate faible d’un point fixe d’une
substitution (sans puissance). Ce problème est aussi décidable, et est établi dans la proposition 2.2.20. Alors que la
preuve pourrait donner l’impression que k est unmultiple dem−n, ce n’est pas nécessaire : ci-dessous un exemple
d’ω-automate faible où les valeurs minimales pour k,m et n ne donnent pas de multiplicité entre k etm− n.

σ :


0 7→ 0

1 7→ 2

2 7→ 1
0

0

0
1

11

Figure 2.7 – Premier exemple d’absence de lien entre n,m et k.
Dans ce premier exemple, les valeurs minimales de n etm sont 0 et 2 respectivement. Il faut désubstituer au moins
deux foisAparσ pour retomber sur unω-automate faible déjà vu dans le processus.Mais en l’occurrence,A accepte
un point fixe de σ : σ(0N) = 0N. DoncA accepte un point fixe de σk pour k = 1. Dans cet exemple, n−m - k.
La relation inverse n’est pas vraie non plus :

σ :

0 7→ 11

1 7→ 00
0, 1

0,1
0,1

0,1

Figure 2.8 – Second exemple d’absence de lien entre n,m et k.
Dans ce second exemple, les valeurs minimales de n etm sont 0 et 1 respectivement : σ−1(A) = A. Mais la sub-
stitution σ n’admet pas de point fixe : seule σ2 en admet. Donc la valeur minimale de k est 2. Cet exemple montre
qu’on peut avoir k - n−m.

Acceptation des mots purement substitutifs par un ω-automate faible

Je me tournemaintenant vers la question des mots purement substitutifs. Une remarque utile est qu’unmot pure-
ment substitutif généré par une substitution σ est aussi un point fixe pour un certain σk (en fait, c’est un point fixe
pour toutes les puissances σk, k ≥ 1). Je vais donc raffiner la méthode développée précédemment pour en déduire
une méthode dans le cas des mots purement substitutifs.

Proposition 2.2.18. Soit A un ω-automate faible, σ une susbtitution et 0 ≤ n < m ≤ Card(S(A)) tels que
σ−n(A) = σ−m(A). Soit PDσ ⊆ A l’ensemble des lettres b qui sont strictement prolongeables à droite pour σ,
c.-à-d. b vp σ(b) et b 6= σ(b). AlorsA accepte un mot purement substitutif généré par σ si, et seulement si, σ−n(A)
accepte un mot infini commençant par un élément de PDσ .
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Démonstration.
Si A accepte x un mot purement substitutif généré par σ, il existe b ∈ A tel que x = σ∞(b). Alors
b ∈ PDσ d’après le théorème 1.1.18. Comme σ(x) = x, σn(x) est accepté par A donc x est accepté
par σ−n(A) et commence par un élément de PDσ .
Réciproquement, supposons que σ−n(A) accepte un mot infini commençant par b ∈ PDσ . Alors
σm−n(b) étiquette une marche sur σ−m(A) = σ−n(A). Par itération, pour tout k ≥ 1, on a
que σk(m−n)(b) étiquette une marche sur σ−n(A), donc σn+k(m−n)(b) étiquette une marche sur A.
Par compacité, x = lim

k→∞
σn+k(m−n)(b) est accepté par A. Maintenant, comme b ∈ PDσ , le mot

lim
j→∞

σj(b) est défini et égal à x. En conséquence,x, le mot purement substitutif généré parσ et la lettre

b, est accepté parA.

Le résultat suivant apparaît aussi dans [CT02], avec une preuve complètement différente. L’approche présentée par
Carton et Thomas repose sur la manipulation de semi-groupes de congruence, et sur la construction explicite d’un
mot substitutif comme concaténation d’images de la substitution 2. Le résultat est aussi apparu dans [Sal17], mais
un erratum a clarifié que certains cas n’étaient pas couverts [Sal22]. La preuve ci-présente emploie le point de vue
de la désubstitution, ce qui rend le résultat plus simple à étendre à d’autres problèmes.

Corollaire 2.2.19. Le problème de l’acceptation d’un mot purement substitutif est décidable :
Donnée : un ω-automate faibleA et une substitution σ

Question : est-ce queA accepte un mot purement substitutif généré par σ ?

Démonstration.
D’après la proposition 2.2.18, il suffit de vérifier si σ−n(A) accepte un mot infini commençant par une
lettre dePDσ (voir notations de la proposition 2.2.18). La valeurn est calculable, tout comme l’ensemble
PDσ . Le problème se réduit alors à la recherche d’une marche infinie dans un ω-automate faible en
commençant par certaines arêtes, qui est un problème décidable.

Ce résultat s’étend aussi aux mots morphiques : pour trouver un mot morphique généré par σ et τ accepté parA,
il suffit de trouver un mot purement substitutif généré par σ accepté par τ−1(A).
De même, ce résultat s’étend aussi aux mots substitutifs : pour trouver un mot substitutif généré par σ accepté par
A, il suffit de trouver un mot morphique généré par σ et τ accepté par A avec τ un codage, et il n’existe qu’un
nombre fini de codages.

Acceptation d’un point fixe par un ω-automate faible

J’étends enfin les méthodes précédentes pour montrer la décidabilité de l’acceptation d’un point fixe d’une substi-
tution σ par un ω-automate faibleA. En traitant ce dernier cas, j’aurai traité la détection des quatre constructions
de mots les plus classiques à partir d’un morphisme (voir la définition 1.1.14). Le résultat suivant améliore le co-
rollaire 2.2.17, où on a montré la décidabilité de l’acceptation d’un point fixe d’une puissance d’une substitution
σ.

Proposition 2.2.20. Le problème de l’acceptation d’un point fixe est décidable :
Donnée : un ω-automate faibleA, une substitution σ

Question : est-ce queA accepte un point fixe de σ ?

2. Cette approche sera reprise dans la preuve de la proposition 2.3.16
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Démonstration.
Soit x un point fixe de σ. Je définis PFσ = {b ∈ A | σ(b) = b} ⊆ A l’ensemble des lettres points fixes
de σ. Alors il y a deux possibilités :

1. x est un mot infini sur l’alphabet PFσ ;
2. il existe une lettre a apparaissant dans x telle que a 6= σ(a). Supposons que a soit la première

lettre de x vérifiant cette propriété. Alors on peut écrire x = pax′ où p ∈ PF∗σ . On a donc x =

σ(x) = σ(p)σ(a)σ(x′) = pσ(a)σ(x′). Donc a vp σ(a) : a est donc une lettre strictement
prolongeable à droite, et donc lim

n→∞
σn(a) existe. Comme x = σn(x) = pσn(a)σn(x) pour

tout n ∈ N, par compacité, x = p lim
n→∞

σn(a).
L’algorithme est alors le suivant.

1. d’abord, on vérifie siA accepte un mot sur l’alphabet PFσ ;
2. puis on définit un nouvel ω-automate faibleA′ qui est identique àA, sauf pour l’ensemble de ses

états initiaux : les états initiaux de A′ sont les états accessibles depuis ceux de A en ne lisant que
des lettres de PFσ . On vérifie maintenant, en utilisant le corollaire 2.2.19, si A′ accepte un mot
purement substitutif généré par σ.

L’algorithme renvoie « oui » si l’un des cas précédents est vérifié et « non» sinon.

Il est remarquable de voir que les traitements des cas purement substitutifs, substitutifs, morphiques et des points
fixes ne sont pas très éloignés les uns des autres. La difficulté réside dans le traitement de la croissance des mots.

2.2.4 Algorithmes pour plusieurs substitutions : représentations S-adiques

Les méthodes évoquées dans la section précédente se concentrent sur le cas d’une seule substitution : dans cette
section, je les étends au cas où on dispose de plusieurs substitutions. En particulier, je montre dans cette section la
décidabilité de l’acceptation d’un mot infiniment désubstituable par un ω-automate faible.
Dans cette sous-section, je ferai de nouveau l’hypothèse que tous les morphismes sont des substitutions, c’est-à-
dire que les morphismes sont non-effaçants. La motivation n’est pas très différente de la sous-section précédente :
l’hypothèse de non-effacement est nécessaire pour pouvoir procéder à des arguments topologiques et pour s’assurer
de la continuité des morphismes, comme par exemple la preuve de la proposition 2.2.24. Toutefois, on ne dispose
pas d’un équivalent du théorème 1.1.17 dans le cas des mots infiniment désubstituables : on ne peut pas facilement
étendre au cas où certains des morphismes seraient effaçants.
Pour obtenir des résultats de décidabilité, je commence par introduire l’une des notions phare de ce manuscrit : le
méta-ω-automate de désubstitution.

Définition 2.2.21 (Méta-ω-automate de désubstitution). Soit A un ω-automate faible sur l’alphabetA, et S un
ensemble fini de substitutions sur l’alphabetA. On définit l’ω-automate faibleS−∞(A) = (S,D(A), {A}, T ) avec
pour alphabet S , pour ensemble d’états D(A) = {σ−1(A), σ ∈ S∗}, pour seul état initial A et pour transitions
l’ensemble T = {B σ−→ σ−1(B)}.

Comme D(A) ⊆ S(A) (voir les notations du fait 2.2.14), le nombre d’états de S−∞(A) est bien fini, et l’ω-
automate faible S−∞(A) est bien calculable à partir deA et S .

Exemple 2.2.22. Considérons les deux substitutions suivantes surA = {a, b} :

σ :

a 7→ ab,

b 7→ bba
et τ :

a 7→ aba,

b 7→ b
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En notant S = {σ, τ}, on peut alors calculer les désubstitutions de l’ω-automate A3 suivant par S . Pour simplifier
la lecture, les arêtes en noir sont étiquetées par a, celles en rouge sont étiquetées par b.

a

a

a

b b

b

Figure 2.9 – Un ω-automate faible exempleA3.
En calculant les désubstitutions sucessives de A3 par S , on obtient alors le méta-ω-automate faible de désubstitution
suivant :

τ

τ

σ

σ

τ

σ

τ

σ, τ

σ, τ

σ, τ

σ, τ

σ

στ
τ

σ

σ

σ

τ

τ

τ

τ
σ

σ σ

τ

σ, τ

Figure 2.10 – Le méta-ω-automate de désubstitution S−∞(A3).
Chaque état de ce méta-ω-automate de désubstitution est lui-même un ω-automate faible. Une transitionB

µ−→ C

(pour B,C des ω-automates et µ un morphisme) signifie que C = µ−1(B). La finitude de D(A3) assure que
S−∞(A3) a un nombre fini d’états, ici 14. On remarque qu’ici, je n’ai pas quotienté par les langages : plusieurs ω-
automates présents ici ont le même langage (notamment, plusieurs ont pour langage le langage vide). En quotientant
par le langage, le méta-ω-automate présenté ici aurait seulement 6 états.

On définit maintenant une notion qui permettra de caractériser les suites directrices acceptées parA :

Définition 2.2.23 (Calcul non-nilpotent). Soit A un ω-automate faible, S un ensemble fini de substitutions, et
S−∞(A) le méta-ω-automate de désubstitution associé. Soit y ∈ SN accepté par S−∞(A) : on dit que y admet un
calcul acceptant non-nilpotent s’il existe (Bi

yi−→ Bi+1)i∈N sur S−∞(A) un calcul acceptant y tel que pour tout
i ∈ N,L(Bi) est non vide.
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Proposition 2.2.24. SoitAunω-automate faible,S un ensemble fini de substitutions. Alors il existe unmotxaccepté
par A et infiniment désubstituable par (σn)n∈N ∈ SN si, et seulement si, (σn)n∈N admet un calcul non-nilpotent
dans S−∞(A).

Démonstration de la proposition 2.2.24.

Soit x unmot infiniment désubstituable de suite directrice (σn)n∈N, et soit (x(n))n∈N la suite des mots
désubstitués associés, c.-à-d.x = σJ0,nK(x

(n))pour toutn ∈ N.Alors, par la proposition2.2.11,x(n) ∈
L((σJ0,nK)

−1(A)). Donc la suite de transitions ((σJ0,nK)
−1(A)

σn+1−−−→ (σJ0,n+1K)
−1(A))n∈N définit

bien une marche de S−∞(A), donc chaque état est de langage non vide, et étiquetée par (σn)n∈N.
Maintenant, soit (σn)n∈N un mot accepté par S−∞(A) admettant un calcul non-nilpotent. Cela
signifie que chaque langage L(σ−1

J0,nK(A)) est non vide. Considérons dès lors la suite de langages
(σJ0,nK(L(σJ0,nK(A))))n∈N :

1. tout élément de la suite est inclus dansL(A) ;
2. par continuité des substitutions et compacité du langage d’unω-automate faible, chaque élément

de la suite est un compact non vide ;
3. la suite est décroissante pour l’inclusion.

D’après le théorème des compacts emboîtés, il existe x un point dans l’intersection de tous les éléments
de la suite. Ce point x est désubstituable par n’importe quel σJ0,nK, donc est infiniment désubstituable
par la suite (σn)n∈N et est accepté parA.

L’utilisation de la topologie, bien qu’elle puisse paraître gratuite, est bien une nécessité. En particulier, le résultat
sera contredit dans le cas des ω-automates de Büchi, où cette fois les arguments de compacité ne fonctionnent pas.
Demanière équivalente, on peut retirer comme sommets deS−∞(A) lesω-automates faibles de langage vide, résul-
tant en un nouveauméta-ω-automate faibleS−∞

modif(A). Alors unmotx accepté parA est infiniment désubstituable
par (σn)n∈N ∈ SN ssi (σn)n∈N est accepté par S−∞

modif(A).

Corollaire 2.2.25. L’ensemble des suites directrices de mots infiniment désubstituables par S acceptés par A est le
langage d’un ω-automate faible.

Le corollaire 2.2.25 permet, par la proposition 2.2.7, d’établir que ce langage est un compact de l’ensemble SN, et
aussi d’établir le résultat suivant :

Proposition 2.2.26. Soit A un ω-automate faible, et soit S un ensemble fini de substitutions tels que S−∞(A)

accepte au moins un mot. AlorsA accepte au moins un mot morphique x généré par des substitutions σ et τ telles que
σ, τ ∈ S+.

Démonstration.
D’après le corollaire 2.2.25, l’ensemble des suites directrices de mots infiniment désubstituables par S
acceptés par A est le langage d’un ω-automate faible. Comme S−∞(A) accepte au moins un mot, son
langage est non vide. Or, si un ω-automate faible accepte au moins unmot, alors il accepte au moins un
mot ultimement périodique. DoncA accepte un mot infiniment désubstituable dont la suite directrice
est ultimement périodique.

On peut aussi déduire de la proposition 2.2.24 une propriété de décidabilité :

Proposition 2.2.27. Le problème de l’acceptation d’un mot infiniment désubtituable par un ω-automate faible est
décidable :
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Donnée : un ω-automate faibleA, un ensemble fini de substitutions S
Question : est-ce queA accepte un mot infiniment désubstituable par une suite (σn)n∈N ∈ SN ?

Démonstration.
D’après la proposition 2.2.24, le problème revient à décider l’existence d’une marche non-nilpotente
dans S−∞(A). Pour cela, il suffit de retirer les états de S−∞(A) dont le langage est vide (la vacuité du
langage d’un ω-automate faible étant décidable), puis de vérifier si, une fois cette étape finie, le langage
de S−∞(A) est vide.

La proposition 2.2.27 ne suffit toutefois pas à résoudre la question des mots sturmiens. La caractérisation classique
desmots sturmiens par désubstitution infinie présentée dans le théorème 1.2.21 demande en effet une condition en
plus, celle d’alternance infinie entre les types, ce qui demande plus de vérifications sur le langage de S−∞(A) que
simplement s’assurer de l’existence d’une marche non-nilpotente. Cette condition supplémentaire est heureuse-
ment plutôt aisément vérifiable, et permet d’affirmer le résultat suivant, qui constitue le principal apport technique
de cette thèse.

Proposition 2.2.28. Le problème de l’acceptation d’un mot sturmien par un ω-automate faible est décidable.
Donnée : un ω-automate faibleA

Question : est-ce queA accepte un mot sturmien?
Démonstration.

Soit S−∞
St (A) le méta-ω-automate de désubstitution de A, avec SSt comme défini dans la défini-

tion 1.2.20. Alors d’après la caractérisation des mots sturmiens et la proposition 2.2.27, il existe un mot
sturmien accepté par A si et seulement s’il existe un mot (σn)n∈N accepté par S−∞

St (A) alternant infi-
niment en type et admettant un calcul non-nilpotent. On commence par retirer les états de langage vide
deS−∞

St (A) : tous lesmots acceptés restants sont bien des suites directrices demots acceptés parA. Pour
vérifier la condition d’alternance de type, on calcule maintenant les composantes fortement connexes de
S−∞
St (A) et on vérifie s’il en existe au moins une contenant deux transitions étiquetées par des substi-

tutions de type différents. Le calcul des composantes fortement connexes et la vérification de l’existence
d’un couple de transitions de types distincts sont bien décidables.

En l’occurrence, cette condition d’alternance infinie de type est modélisable par un ω-automate de Büchi, un autre
modèle d’ω-automate. J’étudierai ce modèle plus en détail dans la sous-section 2.3, et je n’utilise pour le moment
que leur définition : je laisse le lecteur néophyte voir la définition 2.3.1. Il est facile alors de généraliser le cas des
mots sturmiens à toute famille admettant une caractérisation S-adique modélisable par un ω-automate de Büchi.

Définition 2.2.29 (Ensemble XR). Soit A un alphabet fini, soit S un ensemble fini de substitutions sur A,
et soit R un ω-automate de Büchi sur l’alphabet S . On définit alors XR comme {x ∈ A | ∃(σn)n∈N ∈
L(R), x est infiniment désubstituable par (σn)n∈N}.

Proposition 2.2.30. Le problème suivant est décidable.
Donnée : un ω-automate faibleA, un ensemble fini de substitutions S , un ω-automate de BüchiR

Question : est-ce queA accepte un mot deXR ?
Démonstration.

Le problème est équivalent au suivant :L(R)∩L(S−∞(A)) 6= ∅? L’intersection entre unω-automate
de Büchi et un ω-automate faible est un ω-automate de Büchi qui peut être construit de manière effec-
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tive, et la vacuité du langage d’un ω-automate de Büchi est décidable.

L’intérêt de la proposition 2.2.30 est qu’il existe plusieurs familles de mots admettant une caractérisation par in-
finie désubstitution, avec des contraintes ω-régulières. De plus, la proposition 2.2.30 donne une nouvelle raison
pourmotiver la recherche de caractérisations S-adiques. Parmi les familles déjà caractérisées, il existe par exemple les
mots d’Arnoux-Rauzy [AR91] et les motsminimaux ternaires dendriques [GLL22]. Unmot infinix sur l’alphabet
{0, 1, 2} est d’Arnoux-Rauzy s’il est récurrent, si px(n) = 2n + 1 et si x admet exactement un facteur spécial
gauche et droit de chaque longueur. La définition d’un mot minimal ternaire dendrique étant bien plus complexe
et n’étant pas nécessaire à la compréhension de cette thèse, le lecteur intéressé pourra se référer à la très complète
thèse de Gheeraert pour des explications [Ghe23a].
Dans le cas desmots d’Arnoux-Rauzy, la caractérisation S-adiquedonnéepar l’article d’origine remplit les conditions
d’ω-régularité, et l’algorithme développé plus tôt permet de conclure directement. La seule difficulté réside dans
le passage de représentation S-adique à mot infiniment désubstituable. Cette transition est une conséquence de
l’ubicroissance de la représentation S-adique fournie par Arnoux et Rauzy, comme explicité dans [Ric21].
Corollaire 2.2.31. Le problème d’acceptation d’un mot d’Arnoux-Rauzy par un ω-automate faible est décidable.

Donnée : un ω-automate faibleA
Question : est-ce queA accepte un mot d’Arnoux-Rauzy?

Le résultat pour les mots minimaux ternaires dendriques est plus compliqué à établir. La caractérisation d’origine
ne remplit en effet pas les conditions de la proposition 2.2.30, car la caractérisation d’origine requiert une infinité de
morphismes distincts. Pour pouvoir conclure en utilisant les outils développés ici, il faut donc borner le nombre de
morphismes utilisés. La proposition suivante explique comment modifier la caractérisation d’origine pour revenir
aux conditions nécessaires à la proposition 2.2.30.

Proposition 2.2.32. Le problème de l’acceptation d’unmot minimal ternaire dendrique par un ω-automate faible
est décidable.

Donnée : un ω-automate faibleA
Question : est-ce queA accepte un mot minimal ternaire dendrique?

Démonstration.
Dans l’article [GLL22], Gheeraert, Lejeune et Leroy proposent une caractérisation S-adique des mots
minimaux ternaires dendriques à l’aide d’une infinité de morphismes. Ces représentations S-adiques
étant ubicroissantes, elles remplissent bien les conditions nécessaires pour parler de mots infiniment
désubstituables (voir [Ric21]). En reprenant leurs notations, ils utilisent les morphismes suivants (où k
désigne un entier≥ 1) :

α :


1 7→ 1,

2 7→ 12,

3 7→ 13

, β :


1 7→ 1,

2 7→ 12,

3 7→ 132

, γ :


1 7→ 1,

2 7→ 12,

3 7→ 123

δ(k) :


1 7→ 1,

2 7→ 123k,

3 7→ 123k+1

, ζ(k) :


1 7→ 13k,

2 7→ 12,

3 7→ 13k+1

, η :


1 7→ 13,

2 7→ 12,

3 7→ 123

L’ensemble des suites directrices possibles est décrit par un ω-automate faible étiqueté par S =
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{α, β, γ, η} ∪ {δ(k), ζ(k) | k ≥ 1}. Peut-on alors directement appliquer la proposition 2.2.30? Non,
car la famille S est une famille infinie de substitutions.

α, π213απ213, π321απ321,

π321β, π321βπ132,

π213γ, π231γπ132,

π213, δ
(k), π213δ

(k)π132,
π132η, π132ηπ231, π132ηπ321

π312βπ213, π312βπ312,

π213γ, π231γπ132,
π213δ

(k), π213δ
(k)π132,

π132η
α, π213απ213, π321απ321,
ζ(k)π213, π213ζ

(k)π213,
ζ(k)π231, π213ζ

(k)π231π312βπ213, π321βπ213,
π312βπ312, π321βπ312,
π312γπ231, π321γπ231,
π312γπ321, π321γπ321,
ζ(k)π213, π213ζ

(k)π213,
ζ(k)π231, π231ζ

(k)π231

Figure 2.11 – Caractérisation S-adique des mots minimaux ternaires dendriques de Gheeraert, Leroy et Le-
jeune : une représentation S-adique convenable décrit une marche alternant infiniment entre les
deux sommets.

Il est toutefois possible de modifier la caractérisation de Gheeraert, Leroy et Lejeune : cette nouvelle ca-
ractérisation réduit le nombre de substitutions à unnombrefini en introduisant des lettres de travail.Ces
lettres ne sont pas satisfaisantes pour une caractérisation S-adique propre 3, mais elles nous permettront
ici de faire fonctionner les algorithmes et de pouvoir appliquer la proposition 2.2.30.
La modification de la représentation S-adique de Gheeraert, Leroy et Lejeune est la suivante. Pour δ(k),
on introduit les trois substitutions suivantes :

δd :


1 7→ 1,

2 7→ 124,

3 7→ 1234

, δp :


1 7→ 1,

2 7→ 2,

3 7→ 3,

4 7→ 43

, δf :


1 7→ 1,

2 7→ 2,

3 7→ 3,

4 7→ 3

On a alors : ∀w ∈ {1, 2, 3}∗, δ(k)(w) = δf ◦ δk−1
p ◦ δd(w).

De même, en posant

ζd :


1 7→ 14,

2 7→ 12,

3 7→ 134

, ζp :


1 7→ 1,

2 7→ 2,

3 7→ 3,

4 7→ 43

, ζf :


1 7→ 1,

2 7→ 2,

3 7→ 3,

4 7→ 3

,

on arrive au résultat suivant : ∀w ∈ {1, 2, 3}∗, ζ(k)(w) = ζf ◦ ζk−1
p ◦ ζd(w).

3. Suivant la construction de Cassaigne (voir la Remark 3 de [BD14] ou la sous-section 4.2), tout mot admet une représentation S-
adique en utilisant des lettres de travail.
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En utilisant le découpage ci-dessus, la caractérisation S-adique proposée parGheeraert, Leroy et Lejeune
devient l’ω-automate de Büchi présenté dans la figure 2.12.
Les états doublement cerclés sont à la fois les états initiaux et les états acceptants. Les substitutions π re-
présentent les permutations sur l’alphabet {1, 2, 3}. Unmot est ternaire minimal dendrique si, et seule-
ment si, il est infiniment désubstituable par une suite de substitutions acceptée par cet ω-automate de
Büchi.

α, π213απ213, π321απ321,

π321β, π321βπ132,

π213γ, π231γπ132,

π132η, π132ηπ231, π132ηπ321

π 2
13
δ f

δp

δ d
, δ
d
π 1

32

π312βπ213, π312βπ312,

π213γ, π231γπ132,
π132η

δd, δdπ132

α, π213απ213, π321απ321

ζ
f , π

213 ζ
f

ζp

ζ
d π
213 , ζ

d π
231

π312βπ213,π321βπ213,
π312βπ312,π321βπ312,
π312γπ231,π321γπ231,
π312γπ321,π321γπ321

ζdπ213, ζdπ231

Figure 2.12 –Nouvelle caractérisation S-adique des mots minimaux ternaires dendriques : on y ajoute deux
états supplémentaires en bas à gauche et à droite, qui servent à décomposer les deux substitutions
problématiques δ(k) et ζ(k).

Il est primordial de noter que toutes les substitutions proposées ici n’ont pas le même alphabet. Cer-
taines ont pour alphabet {1, 2, 3} (comme dans l’article d’origine), tandis que d’autres ont pour alpha-
bet {1, 2, 3, 4}. La définition de désubstitution s’applique toujours : si on cherche à désubstituer unω-
automateB sur l’alphabet {1, 2, 3} et qu’on cherche à le désubstituer par exemple par δd, on ne pourra
pas créer pas d’arête étiquetée par 2 ou 3. La conclusion sera alors queB conduira à une impasse pour
accepter un mot minimal ternaire dendrique. J’insiste sur le fait qu’il ne faut pas étendre toutes les sub-
stitutions sur l’alphabet {1, 2, 3, 4} : si on le faisait, certaines substitutions devraient effacer la lettre 4,
ce qui casserait plusieurs preuves précédentes, en particulier celles reposant sur la topologie.

J’ai donc fourni ici plusieurs résultats de décidabilité pour plusieurs familles de mots. L’étude des ω-automates
faibles, si elle peut paraître restreinte, permet en fait d’établir des résultats dans plusieurs contextes : l’un d’entre eux
est celui des systèmes dynamiques. Comme rappelé dans le théorème 2.2.6, les ω-automates faibles permettent en
effet de caractériser les shifts sofiques. La conséquence directe est alors la suivante :

Proposition 2.2.33. La présence d’un mot infiniment désubstituable avec suite directrice ω-régulière dans un shift
sofique est décidable.

Donnée : un ensemble fini de substitutions S , un ω-automate de Büchi R sur l’alphabet S et un shift
sofique S
Question : est-ce queXR ∩ S est vide?

Ces résultats fournissent donc des algorithmes de détection utiles pour l’étude algorithmique des sous-shifts so-
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fiques. Toutefois, les complexités des algorithmes sont particulièrement hautes.

Proposition 2.2.34. SoitA = (A, Q, I, T ) un ω-automate faible. Alors on peut décider siA accepte un mot stur-
mien enO(|Q|3 × 22×|Q|2) opérations.

Démonstration.
Comme on cherche à détecter un mot sturmien, je supposerai que Card(A) = 2. La première opé-
ration de l’algorithme proposé ici consiste à construire S−∞

St (A). L’ensemble des états de S−∞
St (A) est

inclus dansS(A) : une borne grossière 4 de Card(S(A)) est 22×|Q|2 . La construction des transitions
se fait en désubstituant : il faut faire 4 désubstitutions par sommet. Chaque désubstitution se fait en
O(|Q|3) (voir la proposition2.2.12).Donc au total, la constructiondes transitions deS−∞

St (A) se fait en
O(|Q|3×22×|Q|2).Maintenant, il faut retirer tous les sommets ayant un langage vide. La vacuité du lan-
gage d’un ω-automate faible se décide en temps linéaire en le nombre d’états. Donc retirer tous les états
de langage vide de S−∞

St (A) se fait en tempsO(|Q| × 22×|Q|2). Maintenant, il s’agit de trouver un che-
min alternant infiniment en type : on commence alors à calculer les composantes fortement connexes.
Cette opération se fait en temps linéaire 5 sur le nombre d’états de S−∞

St (A), donc enO(22×|Q|2). En-
fin, on vérifie s’il existe aumoins une composante fortement connexe contenant aumoins deux arêtes de
types différents : sur chaque composante fortement connexe, cela se fait en temps linéaire sur le nombre
d’arêtes. En sommant sur toutes les composantes fortement connexes, cela donne 4 × 22×|Q|2 opéra-
tions.
Finalement, c’est la construction du méta-ω-automate S−∞

St (A) qui coûte le plus de temps.

2.2.5 Un phénomène de totalité

Une implémentationde l’algorithmeprécédent a été élaborée pendant cette thèse sous Sage par ElHaqOuerfelli lors
de son stage de licence. L’un des objectifs était de tester la complexité en pratique des algorithmes proposés. Lors
de ces tests, c’est en fait un autre résultat qui s’est imposé concernant la construction du méta-ω-automate dans
le cas sturmien. Il existe, dans la littérature, plusieurs résultats clarifiant bien que les facteurs d’un mot sturmien
ne forment pas un langage régulier [Fog02]. Dans cette sous-section, j’étends ce résultat au cas des ω-automates
faibles en le sens suivant : si un ω-automate faible accepte un mot sturmien, alors cet ω-automate faible accepte
l’image du shift plein par un morphisme sturmien. Un ω-automate faible acceptant un mot sturmien contiendra
donc énormément de mots très proches, ce qui en fait un outil trop grossier pour étudier précisément les mots
sturmiens.

Proposition 2.2.35. Soit SSt les substitutions sturmiennes élémentaires (voir la définition 1.2.20), et soit A un ω-
automate faible. SiA accepte au moins un mot sturmien, alors il existe σ ∈ S∗

St tel que σ(AN) ⊆ L(A).

Ce résultat est équivalent à la présence d’un sommet dans leméta-ω-automate qui accepte toutmot.Afinde faciliter
les notations, j’introduis la définition suivante :

Définition 2.2.36 (Totalité). Un ω-automate faible est total siL(A) = AN.

Proposition 2.2.37. SiA est unω-automate faible total, pour toute substitutionσ,σ−1(A) est unω-automate faible
total.

4. on pourrait améliorer cette borne en identifiant les ω-automates faibles qui ont le même langage. Mais il n’y a pas de borne efficace
dans ce cas, le meilleur résultat à l’heure actuelle est une fonction de récurrence difficile à calculer [BDS12].

5. Par exemple, avec l’algorithme de Tarjan.
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Démonstration.
Il suffit de remarquer queL(σ−1(A)) = {w ∈ AN | σ(w) ∈ L(A)} = {w ∈ AN | σ(w) ∈ AN} =

AN.

Pour démontrer la proposition 2.2.35, j’introduis une propriété technique, appelée la propriété (H).

Définition 2.2.38 (Propriété (H)). Soit A un ω-automate faible sur l’alphabetA = {0, 1}. Un état q de A a la
propriété (H) si

∃s ∈ Q, q
0−→ s −→ω · · · est une marche surA ⇐⇒ ∃t ∈ Q, q

1−→ t −→ω · · · est une marche surA

Si tous les états d’un ω-automate faible A ont la propriété (H), il y a alors deux possibilités : soit il n’y a pas de
mots infinis étiquetant une marche commençant par un état initial, et alors le langage de A est vide ; soit A est un
ω-automate faible total.

Lemme 2.2.39. Soit A un ω-automate faible, et soit φ ∈ S∗
St commençant par L0, terminant par L1, et tel que

φ−1(A) = A. Alors tout état deA a la propriété (H).

Démonstration.

SoitA = ({0, 1}, Q, I, T ) et soit q ∈ Q. D’abord, supposons que q 0−→ s −→ω · · · est une marche sur

A. Alors q 0−→ s est aussi une transition de φ−1(A). Donc q
φ(0)−−→∗ s est une marche surA. Comme φ

termine par la substitutionL1, φ(1) vp φ(0). Donc q
φ(1)−−→∗ u

m−→∗ s −→ω · · · est une marche surA,
avec un certain état u ∈ Q et φ(0) = φ(1)m. En utilisant de nouveauA = φ−1(A), on obtient donc
que q 1−→ u

m−→∗ s −→ω · · · est une marche surA.

Réciproquement, si q 1−→ t −→ω · · · est une marche sur A = φ−1(A), alors q
φ(1)−−→∗ t −→ω · · · est

aussi une marche sur A. Parce que φ commence par L0, on sait alors que φ(1) = 0m pour un certain
motm ∈ {0, 1}∗. Donc la dernière marche peut être écrite comme q 0−→ u

m−→∗ t −→ω · · ·

Maintenant que cette première étape technique est faite, je m’attaque à la preuve de la proposition 2.2.35.

Démonstration de la proposition 2.2.35.

On considère l’application amnésique η : (A, Q, I, T ) 7→ (A, Q,Q, T ) qui prend un ω-automate
faible et rend tous ses états initiaux.
Soit x un mot sturmien accepté par A. Alors η(A) accepte aussi x, et L(η(A)) est un shift sofique.
Donc la clôture de l’orbite de x est aussi contenue dans L(η(A)). Soit χ(x) le mot sturmien caracté-
ristique associé à x (voir [PR12] et la définition 1.2.19) : χ(x) est dans la clôture de l’orbite de x, et
est donc accepté par η(A). Donc la représentation S-adique d’Arnoux (σn)n∈N de χ(x) est une suite
directrice d’un mot sturmien accepté par η(A) : comme χ(x) est un mot caractéristique, il représente
l’orbite de zéro du point de vue de la rotation de cercle (voir [PR12]). Combiné avec le corollaire 2.7
de [JP02], on en conclut que (σn)n∈N est exclusivement constitué des substitutions L0 et L1. Par le
lemme des tiroirs, il existe donc un ω-automate faibleB qui apparaît infiniment souvent dans la suite
(σ−1

J0,nK(η(A)))n∈N ∈ S(η(A))N. On peut donc trouver une substitution τ telle queB = τ−1(B)

avec τ ∈ {L0, L1}∗ \ L∗
0 ∪ L∗

1. Comme τ contient à la foisL0 etL1, il y a alors deux cas :
1. L1L0 �f τ : on peut alors écrire τ = pτL1L0sτ . Soit alorsB′ = (pτ ◦ L1)

−1(B) et τ ′ =
L0 ◦ sτ ◦ pτ ◦ L1 : on a alors que τ ′−1(B′) = B′.
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2. L1L0 6�f τ : alors τ commence parL0 et termine parL1.
Dans les deux cas, j’en suis revenu à étudier le cas où τ commence par unL0 et termine par unL1.
Maintenant, on applique le lemme 2.2.39 àB. On en déduit alors que tout état deB a la propriété (H).
On peut alors écrireB sous la forme ψ−1(η(A)) pour un certain morphisme ψ. Comme l’application
η ne modifie pas les transitions de l’ω-automate en argument, on en déduit que tout état de ψ−1(A)

a aussi la propriété (H). Or, par hypothèse, ψ−1(A) accepte un mot infini : donc c’est un ω-automate
faible total.

Ce résultat justifie que pour tout ω-automate faible A, soit son méta-ω-automate de désubstitution associé aux
mots sturmiens n’accepte aucune alternance infinie de type, soit il possède un sommet qui accepte tout mot infini.
En particulier, le méta-ω-automate de désubstitution possède un état puits. Une autre manière de considérer le
résultat précédent est la suivante :

Corollaire 2.2.40. Soit σf : 0 7→ 01, 1 7→ 0 la substitution de Fibonacci, et f le mot purement substitutif généré
parσf (il s’agit dumot de Fibonacci). SoitA unω-automate faible qui accepte f . Alors il existen ∈ N tel queσ−nf (A)

est un ω-automate faible total.

En termes dynamiques, le corollaire 2.2.40 se réécrit ainsi :

Corollaire 2.2.41. Un sous-shift sofique S contient le mot de Fibonacci f si, et seulement si, S contient l’un des en-
sembles σnf (AN).

Un résultat folklorique établit que si un sous-shift sofique S contient unmot apériodique (comme le mot de Fibo-
naci), alors il existe une substitution τ telle que S contient l’ensemble τ(AN). Comme le mot de Fibonacci est un
mot sturmien, Berstel et Séébold ont démontré [Lot02] que τ devait être une substitution sturmienne.Ce nouveau
résultat précise qu’on peut toujours supposer qu’il s’agit d’une puissance de σf .
Les résultats que j’ai prouvés ici concernent tout particulièrement les mots sturmiens : on peut étendre la question
à d’autres représentations S-adiques. Sous quelles conditions apparaît ce domaine de totalité? Déjà, il n’apparaît
pas tout le temps : la figure 2.13 présente un ω-automate faible AH et une substitution σH tel que σ−1

H (AH) =

AH , maisAH n’accepte pas tout mot infini : donc son méta-ω-automate de désubstitution associé à l’ensemble de
substitutions {σH} ne contient pas d’ω-automate total.

σH :


0 7→ 0120

1 7→ 11220011

2 7→ 222000111222

1 2

0
0

1

2

Figure 2.13 – Exemple d’ω-automate faible non total se désubstituant en lui-même.
Une caractérisation des ensembles de substitutions S entraînant ce phénomène de totalité serait intéressante, pour
mieux comprendre quels sont les arguments clés de la preuve précédente. La difficulté est néanmoins que, dans le
cas desmots sturmiens, j’ai utilisé activement l’alternance infinie de type : il faudrait donc, pour pouvoir généraliser,
prendre en compte ce genre de condition ω-régulière.
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2.2.6 Applications de ces algorithmes

Application à la dynamique symbolique

Originellement, mon intérêt pour le problème de la détection d’unmot sturmien dans le langage d’unω-automate
faible provient de questions soulevées pendant mon stage de master sous la direction de Berthé. Le contexte était
alors l’étude de décidabilité de propriétés des représentations S-adiques elles-mêmes. Parmi les propriétés les plus
étudiées du modèle substitutif se trouve la notion de primitivité.

Définition 2.2.42 (Primitivité faible). Soit (σn)n∈N une suite de substitutions sur un alphabetA. La suite est dite
faiblement primitive si pour toutn ∈ N, il existe r ≥ 0 tel queσJn,n+rK est une substitution strictement positive : pour
tous a, b ∈ A, b �f σJn,n+rK(a).

Théorème 2.2.43 ([BD14]). Unmot x est uniformément récurrent si, et seulement si, il admet une représentation
S-adique faiblement primitive.

On se donne un ensemble fini de substitutions S sur un alphabetA. L’objectif est d’étudier les propriétés des re-
présentations S-adiques utilisant les éléments de S . J’avais alors posé la définition suivante :

Définition 2.2.44 (F -primitivité). Soit S = {si}0≤i≤k−1 une famille de substitutions. Soit F ⊆ J0, k − 1KN

une famille de suites. On dit que S estF -primitive si, pour toute suite (in)n∈N ∈ F , la suite (sin)n∈N est faiblement
primitive.

Les méthodes développées plus tôt dans ce chapitre permettent d’étudier les notions que j’avais définies lors de ce
stage, en particulier dans le cas oùF est l’ensemble des mots sturmiens. Il est en effet possible d’établir le théorème
suivant :

Définition 2.2.45 (Sturm-primitivité). Un couple de substitutions {s0, s1} est dit Sturm-primitif si pour tout mot
sturmien (xn)n∈N ∈ {0, 1}N, la suite (sxn)n∈N est faiblement primitive.

Proposition 2.2.46. La Sturm-primitivité est décidable.
Donnée : un couple de substitutions {s0, s1} sur un alphabetA

Question : est-ce que {s0, s1} est Sturm-primitive?

Pour prouver la proposition 2.2.46, je vais introduire plusieurs notations et notions standard en combinatoire des
mots.

Définition 2.2.47 (Matrice d’incidence). Soit σ une substitution surA. On suppose queA = J1,mK quitte à faire
une bijection. On pose alorsMσ ∈ Mm(N) la matrice carrée d’incidence de σ définie commeMi,j = |σ(j)|i.

Pour rappel, pour σ et τ deux substitutions sur un même alphabetA, on aMσ◦τ =Mσ ×Mτ .

Démonstration de la proposition 2.2.46.

Soitm = Card(A). On commence par construire un ω-automate faible notéAS . Les états deAS sont
les éléments de Mn({0, 1}). On définit ensuite l’opérateur δ : 0 7→ 0, n 6= 0 7→ 1 et on l’étend
coefficient par coefficient aux matrices. On définit alors les transitions de AS de la manière suivante :
M

σi−→ δ(M ×Mσi) pour i ∈ {0, 1}. Le seul état initial deAS est la matrice identité Im.
AlorsS est Sturm-primitive si, et seulement si, toutemarche surAS étiquetée par unmot sturmien passe
par l’état J , correspondant à la matrice dont tous les coefficients valent 1.
Pour décider cette nouvelle caractérisation, on modifie AS en retirant l’état J : s’il existe une marche
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étiquetée par un mot sturmien dans AS \ {J}, alors S n’est pas Sturm-primitif. Sinon, S est Sturm-
primitif. La proposition 2.2.28 permet de conclure.

Application à la combinatoire des mots

Une notion classique de la combinatoire des mots est celle du codage. La question du codage d’un mot est étroite-
ment reliée à celle de la désubstitution de ce mot, et il est donc important d’avoir une compréhension des codages
possibles. En l’appliquant à la famille des mots sturmiens, le codage s’écrit sous la forme suivante :

Définition 2.2.48 (Problème du codage d’un mot sturmien). Le problème du codage d’un mot sturmien est le
suivant :

Donnée : un nombre fini de motsm1, . . . ,mk

Question : est-ce que
(

k⋃
i=1

mi

)N

contient un mot sturmien?

Il est possible, quandk = 2, d’apporter une réponse complètement combinatoire à ce problème. Le résultat suivant
est une conséquence d’un résultat de Séébold [Séé18] : j’en redonne une preuve rapide et combinatoire.

Proposition 2.2.49. Soient u, v ∈ {0, 1}+, et soitE : 0 7→ 1, 1 7→ 0 la substitution d’échange. Alors (u + v)N

contient un mot sturmien si, et seulement si, il existe σ ∈ (SSt ∪ {E})∗ tel que {u, v} = {σ(0), σ(1)}.

Démonstration.
D’abord, si {u, v} = {σ(0), σ(1)}, alors σ étant une substitution sturmienne, σ(xFib) est un mot
sturmien (avec xFib le mot de Fibonacci) et est un élément de (u+ v)N.
Maintenant, je prouve la réciproque : supposons que (u+ v)N contienne un mot sturmien x. Alors je
définis σ : 0 7→ u, 1 7→ v : il existe donc x′ ∈ {0, 1}N tel que x = σ(x′).
Dans un premier temps, je suppose aussi que u et v ne sont ni préfixe ni suffixe l’un de l’autre.
J’affirme alors que x′ est sturmien. En premier lieu, comme x n’est pas ultimement périodique, x′ n’est
pas ultimement périodique. Donc x′ admet au moins un facteur spécial à gauche pour toute longueur.
Montrons que x′ admet exactement un facteur spécial à gauche pour toute longueur. D’abord, comme
u et v ne sont ni préfixe ni suffixe l’un de l’autre, ils admettent un suffixe strict commun (potentiellement
vide) s, et quitte à étudier le cas symétrique, on peut écrire u = u′0s et v = v′1s. Soit f un facteur
spécial à gauche de x′ : alors 0f et 1f sont des facteurs de x′, donc leurs images par σ, u′0zσ(f) et
v′1zσ(f), sont des facteurs de x. Donc sσ(f) est un facteur spécial à gauche de x. Si x′ avait deux
facteurs spéciaux différents f et g de même longueur, sσ(f) et sσ(g) seraient deux facteurs spéciaux
de x (potentiellement de longueurs distinctes). Mais, en identifiant p le plus long préfixe commun de
f et g, on a f = p0f ′ et g = p1g′, quitte à étudier le cas symétrique : alors sσ(p)σ(0) = sσ(p)u

et sσ(p)σ(1) = sσ(p)v sont deux facteurs spéciaux à gauche de x ; en notant q le plus long préfixe
commundeu = q0u′′ et v = q1v′′, quitte à étudier le cas symétrique, on en conclut enfinque sσ(p)q1
et sσ(p)q2 sont deux facteurs spéciaux gauches de x de même longueur et distincts, ce qui est absurde
pour unmot sturmien. Donc x′ est unmot sturmien. On peut alors appliquer les résultats de Berstel et
Séébold [Lot02] :σ est une substitution localement sturmienne 6, donc sturmienne.D’après le théorème
2.3.7 de Berstel et Séébold, σ est alors un élément de (SSt ∪ {E})∗. Mais si σ /∈ {id, E}, on peut
montrer par récurrence sur la longueur de σ que σ(0) ou σ(1) est un préfixe ou un suffixe de l’autre :
donc, dans notre sous-cas, σ = id ou σ = E, et {u, v} = {0, 1}.

6. C’est-à-dire qu’il existe au moins un mot sturmien dont le seul antécédent par σ est sturmien.
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Maintenant, je relâche l’hypothèse sur u et v, et prouve le cas général par récurrence forte sur |u|+ |v|.
D’abord, si |u|+ |v| = 2, comme u et v sont non vides, on a bien {u, v} = {0, 1}.
Puis, supposons le résultat vrai jusqu’au rang |u|+ |v| = n, et étudions le cas |u|+ |v| = n+1. Alors
{u, v} 6= {0, 1}, et donc, par le raisonnement précédent, l’un de u ou de v est un préfixe ou un suffixe
de l’autre. Je prouve le cas où u est un préfixe de v, les trois autres cas se traitent de manière analogue.
Si u est un préfixe de v, alors v = uv′, et (u + v′)N contient un mot sturmien. On peut appliquer
l’hypothèse de récurrence forte, et on trouve σ ∈ (SSt ∪ {E})∗ tel que u = σ(0) et v′ = σ(1) : donc
v = σ(0)σ(1) = σ(01) = σ ◦ L0(1), et u = σ(0) = σ ◦ L0(0). Donc on trouve bien σ′ = σ ◦ L0

tel que {u, v} = {σ′(0), σ′(1)}.

Dans le cas général, les méthodes proposées dans ce chapitre permettent d’obtenir un résultat de décidabilité, peu
importe le nombre de mots avec lesquels coder.

Proposition 2.2.50. Le problème du codage d’un mot sturmien est décidable.
Donnée : k un entier strictement positif,m1, . . . ,mk kmots finis

Question : est-ce que

(
k∑
j=1

mk

)∞

contient un mot sturmien?

Démonstration.

Il suffit de remarquer que

(
k∑
j=1

mk

)∞

est le langage d’un ω-automate faible Am : il s’agit du langage

d’un ω-automate en fleur, avec un état central d’où partent k boucles étiquetées par les mots mi. Le
problème revient donc à savoir siAm accepte un mot sturmien, ce qui est un problème décidable par la
proposition 2.2.28.

m1

m2

m3…

mk

Figure 2.14 – Exemple d’ω-automate en fleur.

Exemple 2.2.51. Soit le triplet T = (01, 0010, 1001). Ce triplet code le mot de Fibonacci : il suffit de remarquer
que (L0L1)

−3(AT ) est un ω-automate faible total, oùAT désigne l’ω-automate en fleur de T .
On remarque aussi que, pour tout σ ∈ S∗

St, σ(0) et σ(1) ne peuvent pas être tous les deux de longueurs paires. Donc,
en particulier dans notre exemple, il n’existe pas de σ ∈ SSt tel que σ(0), σ(1) ∈ T+ : les trois éléments de T sont
nécessaires pour former unmot sturmien, et on ne peut pas les recombiner en un couple demots qui codera aussi unmot
sturmien.

Ce résultat a néanmoins des limites. Il ne fournit en effet pas de caractérisation combinatoire des familles (mi)1≤i≤k
qui codent unmot sturmien pour k ≥ 3. Demanière générale, la recherche d’une telle caractérisation semble parti-
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culièrement compliquée, car elle consiste enune généralisationdes résultats deBerstel et Séébold sur lesmorphismes
sturmiens au cas de morphismes provenant d’un alphabet plus grand, et on perd alors toute propriété de stabilité
par composition. Une propriété toutefois intéressante est que la construction précédente fournit les suites direc-
trices constructibles avec la famille (mi)1≤i≤k. On peut donc obtenir une description des pentes constructibles. En
particulier, comme le problème de l’inclusion entre deuxω-automate de Büchi est un problème décidable [KV98],
on peut savoir si (mi)1≤i≤k peut coder tous les mots sturmiens. En réalité, ce problème peut être résolu plus sim-
plement : si un ω-automate faible accepte tous les mots sturmiens, par compacité de son langage, alors il accepte
tous les mots équilibrés. Il suffira donc de vérifier que son méta-ω-automate de désubstitution accepte n’importe
quel mot infini : et l’universalité d’un ω-automate faible est un problème décidable.

Application à la géométrie discrète

Les méthodes proposées plus haut ont aussi des applications à la géométrie discrète, et permettent de résoudre pro-
prement une question naturelle sur les droites discrètes. Afin de garder la compatibilité avec les propositions pré-
cédentes, les résultats seront établis sur les demi-droites discrètes, car elles correspondront au cas des mots mono-
infinis. Il est toutefois clair que toutes les méthodes établies précédemment tiennent dans le cas bi-infini, et per-
mettront donc de résoudre le problème dans le cas des droites discrètes. Je vais d’abord introduire les définitions
classiques de géométrie discrète. La définition suivante a été introduite par Reveillès [Rev91] :

Définition 2.2.52 (Droite discrète). Soit (a, b, µ, ω) ∈ R3 × R∗
+. La droite discrète associée est :

D(a, b, µ, ω) = {(x, y) ∈ Z2 | 0 ≤ ax+ by + µ < ω}

Lorsque ω = ‖(a, b)‖∞, la droiteD(a, b, µ, ω) est dite naïve ; lorsque ω = ‖(a, b)‖1, la droiteD(a, b, µ, ω) est
dite standard.
La pente de la droite est− b

a (et vaut∞ si a = 0).

La littérature de la géométrie discrète s’est généralement concentrée sur le cas des droites de pente rationnelle (c.-à-d.
a, b ∈ Z) [Deb95]. La définition ci-dessus en est une généralisation au cas d’une pente quelconque, qu’on retrouve
par exemple dans [Ber09] ou [LD23]. Dans la suite de cette partie, je me concentrerai sur le cas naïf : les résultats
annoncés fonctionneront aussi dans le cas standard. L’une des propriétés importantes des droites discrètes naïves
est qu’elles sont 8-connexes :

Définition 2.2.53 (Points 8-voisins, ensembles 8-connexes). Soient u et v ∈ Z2. On dit que u et v sont 8-voisins si
‖u− v‖∞ ≤ 1.
Soit E ⊆ Z2. On dit que E est 8-connexe si pour tous u, v ∈ E, il existe n ≥ 0 et (pi)0≤i≤n ∈ EN tels que
p0 = u, pn = v et tels que pour tout 0 ≤ i ≤ n, pi et pi+1 sont 8-voisins.

Avec ces définitions, on peut définir les notions de segment discret et de demi-droite discrète.

Définition 2.2.54 (Segment et demi-droite discrètes). Soit S ⊆ Z2. On dit que S est un segment discret si S est
fini, 8-connexe et s’il existe une droite discrèteD telle que S ⊆ D.
On dit que S est une demi-droite discrète si S est infini, 8-connexe et s’il existe une droite discrèteD telle que S ⊆ D

et S 6= D.

Les définitions suivantes ne sont pas standard dans la littérature et sont propres à ce manuscrit.

Définition 2.2.55 (Croissance et petite pente). Soit S ⊆ Z2 un segment, une droite ou une demi-droite discrète.
On dit que S est croissant si pour u, v ∈ S deux points 8-voisins, u1 < v1 =⇒ u0 ≤ v0. On dit que S est de petite
pente si pour u, v ∈ S deux points 8-voisins, u1 < v1 =⇒ u0 6= v0.
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Moins formellement, un segment est croissant de petite pente si c’est un morceau d’une droite de pente comprise
entre 0 et 1.
Maintenant que les objets classiques (oumoins classiques) sont définis, j’introduis une nouvelle question : celle du
recollement de segments. Il existe en géométrie discrète de nombreux problèmes algorithmiques, comme celui de
la reconnaissance d’un segment discret [Deb95], celui de la transformée douce d’un segment [LAD22], ou celui
de la préservation de la convexité des formes discrètes par l’homothétie [Tar+22]. S’il existe des approches utilisant
la combinatoire des mots [Ber90], les méthodes algorithmiques les plus efficaces passent le plus souvent par des
considérations arithmétiques plus directes. Les algorithmes proposés dans la sous-section précédente permettent
néanmoins de résoudre des problèmes jusqu’alors non résolus (certes aussi non posés) par la géométrie discrète.

Définition 2.2.56 (Équivalence surZ2). On définit sur les parties finies deZ2 la relation d’équivalence suivante :

S ∼ T ⇐⇒ ∃v ∈ Z2, S = T + v

Cette relation d’équivalence traduit l’égalité de deux figures à décalage dans l’espace près, et peut se généraliser à
toute dimension d ≥ 2. Une classe d’équivalence de∼ peut être interprétée comme unmodèle de l’objet étudié.

Définition 2.2.57 (Recollement en une demi-droite discrète). Soient k ≥ 0 et S0, . . . , Sk des segments discrets.
On dit que (Si)0≤i≤k se recolle en une demi-droite discrète s’il existe une demi-droite discrèteD telle qu’il existe une
partition de D =

⊔
i∈I

Ri (c.-à-d. Ri ∩ Rj 6= ∅ ssi i = j) telle que pour tout i ∈ I , il existe j ∈ J0, kK tel que

Ri ∼ Sj .

Plus intuitivement, l’idée est qu’on dispose d’un nombre fini de modèles de segments S0, . . . , Sk : ces segments se
recollent en une demi-droite discrète si on peut les «concaténer» infiniment pour former une demi-droite discrète.

Figure 2.15 – À gauche : trois modèles de segments ; à droite, un recollement partiel de ces segments pour former une droite
de pente ϕ− 1, où ϕ est le nombre d’or.

Remarque 2.2.58. Si une famille S0, . . . , Sk peut se recoller en une demi-droite discrète, elle peut aussi se recoller
en une droite discrète, et réciproquement.

L’objectif de cette section est de montrer que le problème du recollement de segments discrets est décidable. Pour
cela, je vais ramener ce problème de géométrie discrète à un problème de combinatoire des mots.

Définition 2.2.59 (Énumération d’une demi-droite discrète). SoitD une demi-droite discrète. L’énumération ca-
nonique des points de D est la fonction bijective enumD : N → D telle que enumD(n) et enumD(n + 1) sont
8-voisins pour tout n ≥ 0.
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Définition 2.2.60 (Représentation d’une demi-droite discrète). SoitD une demi-droite discrète. On définit repD :

N → {0, 1} de la manière suivante :

repD(n) =

0 si ‖enumD(n)− enumD(n+ 1)‖1 = 1,

1 sinon.

Lemme 2.2.61 ([MH40; Ber09]). Un mot x ∈ {0, 1}N est équilibré de type 0 7 si, et seulement si, il existe une
demi-droite discrète croissante de petite pente telle que x = (repD(n))n∈N.

0 1 0 0 1 0
Figure 2.16 – Explication visuelle de la représentation d’un segment discret.

Cette représentation fait écho à la notion demotmécanique [Lot02]. On a alors une représentation des objets de la
géométrie discrète dans le contexte de la combinatoire des mots : une demi-droite discrète est un mot sturmien, et
un segment discret est un facteur d’un mot sturmien, c.-à-d. un mot équilibré [Hei01]. À l’aide du lemme 2.2.61,
je peux alors étudier le problème du recollement de segments discrets, et montrer sa décidabilité.

Proposition 2.2.62. Le problème du recollement de segments discrets dans le plan est décidable :
Donnée : k ≥ 0, un ensemble fini de segments discrets S0, . . . , Sk

Question : est-ce que (Si)0≤i≤k se recolle en une demi-droite discrète ?

Démonstration.
Le recollement d’un segment discret croissant avec un segment qui ne l’est pas ne peut pas résulter en
la création d’un segment discret : je supposerai donc, quitte à étudier le cas symétrique, que tous les
segmentsS0, . . . , Sk sont croissants.Demême, si un segment discret est de petite pente et un autre non,
il est impossible de les recoller ensemble pour former un segment discret : je supposerai donc, quitte à
étudier le cas symétrique, que tous les segments sont de petite pente.
La première opération consiste à faire la traduction entre géométrie discrète et combinatoire des mots.
Cette traduction est effectuée par une opération similaire à celle de la définition 2.2.60. Pour tout seg-
ment Si, on dispose désormais d’un mot wi sur l’alphabet {0, 1} pour le représenter. La dernière tra-
duction à faire est la traduction du recollement de deux segments. On observe qu’il existe deux types de
recollements possibles : le recollement par faces et le recollement par coins.

Figure 2.17 – Recollement par faces.
Figure 2.18 – Recollement par coins.

Pourdeux segmentsS etT , je noteraiS�fT le recollementpar faces deS etT , etS�cT le recollementpar
coins de S et T . Pour traduire ces deux opérations sur les mots, une idée naturelle est la concaténation.
On a alors les résultats suivants :

7. Comme pour les mots sturmiens, un mot équilibré est de type 0 s’il admet 00 comme facteur.
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Lemme 2.2.63. Pour tous segments discrets S et T , on a :

repS · 0 · repT = repS�fT ,

repS · 1 · repT = repS�cT .

Démonstration du lemme 2.2.63.
Lemot repS�fT admetpourpréfixe repS .Après, le recollementpar faces nousdonnequ’entre
le dernier point deS et le premier de T , la distance en norme 1 n’est que de 1 : donc repS�fT
admet pour préfixe repS · 0. Le mot repS�fT admet pour suffixe repT . Pour des raisons de
longueur, on a donc bien repS�fT = repS · 0 · repT .
Le cas du recollement par coins se traite de manière analogue.

Il faut donc rajouter des 0 et des 1 à la fin des mots wj . Soit alors la famille (w0 · 0, w1 · 0, . . . , wk ·
0, w0 · 1, w1 · 1, . . . , wk · 1). Le lemme 2.2.63 donne alors par induction que (Si)0≤i≤k se recolle en

une droite discrète bornée à gauche si, et seulement si, (
k∑
i=0

wi · 0+wi · 1)N contient unmot équilibré.

La proposition 2.2.50 règle le cas des mots sturmiens : il est en fait possible de l’étendre au cas des mots
équilibrés, en remarquant que les mots équilibrés admettent des représentations S-adiques d’Arnoux
sans alternance infinie de type, ce qui permet de conclure.

Maintenantque le problème a étémontrédécidable, je vais donnerune idéede la complexité atteintepar l’algorithme
proposé.

Corollaire 2.2.64. Pour (Si)0≤i≤k une famille de segments discrets, en notantL =
k∑
i=0

|Si| la sommedes longueurs

des segments, le problème du recollement peut être résolu enO(L3 × 22×L
2
).

Démonstration.
Je reprends ici les notations de la preuve de la proposition 2.2.62. D’abord, pour Si, les mots wi · 0 et

wi · 1 sont de longueur |Si|. Maintenant, la construction d’un ω-automate faible de langage (
k∑
i=0

wi ·

0+wi · 1)N consiste d’abord en la construction d’unω-automate faible en fleur, dont chaque pétale est
étiqueté par wi · 0 ou wi · 1. On peut en fait directement améliorer légèrement cette idée en utilisant
l’idée suivante :

wj · 0

wj · 1

wj0 1

Figure 2.19 – Légère amélioration de l’ω-automate en fleur.

Avec cette amélioration, cet ω-automate faible aura alors 1 +
k∑
i=0

|wi| états, soit au plus L =
k∑
i=0

|Si|

états. En appliquant la proposition 2.2.34, on en déduit alors la complexité annoncée.

Bien que les bornes de complexité proposées ici soient grossières, elles sont particulièrement hautes par rapport aux
valeurs attendues dans la littérature en géométrie discrète, où les problèmes sont le plus souvent résolus en temps
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polynomial. Il devrait être possible, en utilisant l’interprétation des segments par l’arbre de Stern-Brocot [DL24],
de résoudre ce même problème de manière plus efficace. Il s’agit toutefois de la première résolution connue du
problème du recollement.
Je vais maintenant m’attacher à développer deux généralisations du problème du recollement, qui permettront de
percevoir les limites théoriques des méthodes développées ici.
D’abord, il est possible de généraliser toutes les définitions précédentes pour étudier les droites discrètes dans un
espace dedimensiond ≥ 3.Dans le cas des droites discrètes naïves, onparlera alors depoints3d−1- voisins et3d−1-
connexité, par exemple. Dans le contexte des méthodes que je développe ici, le plus important est la généralisation
du lemme 2.2.61 dans le cas multidimensionnel, c.-à-d. la traduction entre géométrie discrète et combinatoire des
mots. Cette généralisation devient la suivante :

Lemme 2.2.65 ([Arn+94]). Unmot x ∈ J0, d− 1KN est unmot de billard hypercubique si, et seulement si, il existe
une demi-droite discrète telle que x = (repD(n))n∈N.

Les mots de billard hypercubique ont été introduits dans [Arn+94] et forment une généralisation des mots stur-
miens à un alphabet plus grand. L’idée est qu’ils modélisent la trajectoire d’une balle de billard rebondissant sur
les hyperfaces d’un hypercube : le lecteur intéressé pourra lire les travaux d’Andrieu pour plus de détails [AV22].
Toutefois, les méthodes que j’ai développées dans cette thèse ont peu de chance de résoudre ce problème. Les mots
de billard hypercubiques ont en effet des propriétés assez différentes desmots sturmiens. Dans les méthodes que j’ai
développées précédemment, je m’appuyais complètement sur la représentation S-adique d’un mot sturmien. Mais
on ne connaît, à l’heure actuelle, aucune caractéristion S-adique des mots de billard hypercubiques. De plus, les
principales familles de mots pour lesquelles on dispose d’une caractérisation S-adique (les mots sturmiens, les mots
d’Arnoux-Rauzy et les mots minimaux ternaires dendriques) sont toutes de complexité linéaire, ce qui n’est pas le
cas des mots de billard hypercubique, dont la complexité est en θ(n2) pour d = 2 [Arn+94] et θ(n3d−3) pour
d ≥ 4 [BH07]. Cette haute complexité ne contredit donc pas l’existence d’une caractérisation, mais la rend plus
difficile à établir.
Enfin, il est aussi possible de généraliser la question à des objets plus complexes que des segments. Considérons des
morceaux de plans, que j’appelerai des surfaces.

Définition 2.2.66 (Plan discret). Soit (a, b, c, µ, ω) ∈ R4 × R∗
+. Le plan discret associé est :

Pa,b,c,µ,ω = {(x, y, z) ∈ Z3 | 0 ≤ ax+ by + cz + µ < ω}

Définition 2.2.67 (Surface discrète). Soit S ⊆ Z3. On dit que S est une surface discrète si S est finie, 26-connexe et
s’il existe un plan discret tel que S ⊆ P .

La littérature usuelle s’est concentrée sur le cas des plans à vecteur normal rationnel. Les définitions utilisées ici,
reprises de [LD23], permettent d’envisager le cas de plans à vecteur normal de coordonnées rationnellement indé-
pendantes. Le problème de la reconnaissance des surfaces discrètes est un problème difficile de la géométrie discrète
[KS91;Deb95], et plusieurs algorithmesde complexité quasi-linéaire ont été proposés ([GDZ05]ou [CB08]).Dans
le cadre des résultats présentés ici, il suffit que la reconnaissance des surfaces discrètes soit décidable : je supposerai
donc que les entrées de mon problème sont bien des surfaces discrètes.
On peut définir la notion de recollement de surfaces en un plan discret de manière analogue au recollement de
segments en une demi-droite discrète.

Définition 2.2.68 (Recollement en un plan discret). Soient k ≥ 0 et S0, . . . , Sk k des surfaces discrètes. On dit
que (Si)0≤i≤k se recolle en un plan discret s’il existe un plan discret P et une partition de P =

⊔
i∈I

Ri (c.-à-d.

Ri ∩Rj 6= ∅ ssi i = j) tel que pour tout i ∈ I , il existe j ∈ J0, kK tel queRi ∼ Sj .
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On peut remarquer que dans le cas des segments, je recollais les segments en une demi-droite, alors qu’ici je recolle
les surfaces en un plan « entier ».
En passant des segments aux surfaces, on peut alors construire des objets plus complexes, et la conséquence en est
sévère : il est impossible d’adopter lesméthodes algorithmiques précédentes au problème du recollement de surfaces
discrètes en un plan discret. Pour montrer cela, j’ai besoin d’introduire le modèle des tuiles deWang et le problème
du domino surZ2.

Définition 2.2.69 (Tuiles de Wang et problème du domino sur Z2). Je note∆ = {N,S,E,O} les quatre direc-
tions cardinales nord, sud, est et ouest. Soit C un ensemble fini (assimilé à un ensemble de couleurs). Une tuile deWang
est un tuple t ∈ C∆.
Le problème du domino surZ2 est le suivant :

Donnée : un ensemble fini de couleurs C et un ensemble de tuiles deWang T ⊆ C∆

Question : est-ce qu’il existe un pavage π : Z2 → T valide, c.-à-d. vérifiant les conditions suivantes ?
∀i, j ∈ Z, π(i, j)E = π(i+ 1, j)O et π(i, j)N = π(i, j + 1)S .

Théorème 2.2.70 ([Ber66]). Le problème du domino sur Z2 est indécidable.

Proposition 2.2.71. Le problème de recollement de surfaces dans l’espace est indécidable.
Donnée : k ≥ 0, un ensemble fini de surfaces discrètes S0, . . . , Sk

Question : est-ce que (Si)0≤i≤k se recolle en un plan discret ?

Démonstration.
On réduit le problème du domino au problème du recollement de surfaces dans l’espace. Soit C un en-
semble fini de couleurs, et T un ensemble fini de tuiles de Wang. Pour chaque c ∈ C, on définit alors
des motifs géométriquesm(d)

c , avec d ∈ ∆ vérifiant les symétries présentées dans la figure 2.20.
Soit L ∈ N une borne de la largeur des motifs géométriques représentant les couleurs. Pour la tuile t,
on définit alors la surface St de la manière suivante : il s’agit d’une surface d’épaisseur 1, ressemblant à
un carré de largeur L, dont les bords Nord, Sud, Est et Ouest sont marqués par les motifs de la bonne
couleur correspondants à leur direction.

mN
c mS

c

mE
c mO

c

Figure 2.20 – Exemple des symétries à respecter pour une couleur i : les motifs de directions opposées doivent
s’emboîter, et les formes utilisées doivent être non convexes.
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J’affirme alors que {St}t∈T se recolle en un plan discret si, et seulement si, T pave le plan. Si T pave le
plan, alors l’implémentation géométrique permet à {St}t∈T de se recoller en un plan discret. Récipro-
quement, si {St}t∈T se recolle en un plan discretP , la platitude totale de tous les Si et la non convexité
desmotifs géométriques contraignent alorsP à être le planplat.Maitenant, en partant d’undes éléments
de la partition de P , la seule manière de combler les trous des quatre côtés consiste à recoller avec l’une
des surfaces Si qui encode la bonne couleur : on construit alors à partir deP un pavage à l’aide de T par
itération à partir d’une première tuile.

Ce dernier résultat utilise des techniques assez classiques autour de l’encodage géométrique de couleurs ([Gea+16;
AB23; HLN23]). Il est néanmoins remarquable, car il introduit une limite de décidabilité dimensionnelle au sein
de la géométrie discrète, là où la littérature de la géométrie discrète se concentre surtout sur l’amélioration des com-
plexités. Les méthodes de détection de mots sturmiens dans un ω-automate faible prennent alors la place des al-
gorithmes de décision du domino dans le cas 1D. Les complexités exponentielles du recollement de segments sont
alors en quelque sorte excusées, puisque l’équivalent du recollement pour les surfaces est même indécidable en 2D.

2.3 Étude du cas des ω-automates de Büchi

Comme leur nom peut laisser l’entendre, les ω-automates faibles sont un modèle faible d’ω-automates. D’autres
modèles plus forts permettent de les généraliser, et un modèle en particulier est important en informatique théo-
rique : celui desω-automates deBüchi (voir [PP04] pour unhistorique desω-automates deBüchi).Unemotivation
pour l’étude desω-automates de Büchi est logique. Dans [Hie+22], Oei prouve que les propriétés du premier ordre
sur les mots sturmiens sont décidables. Cela a mené à la création du logiciel de vérification formelle Pecan sur les
propriétés du premier ordre des mots sturmiens [Oei+21]. Les ω-automates de Büchi, eux, permettent d’étudier
les propositions de la logique monadique du second ordre (MSO) : il s’agit d’un modèle plus fort de logique. Si
l’acceptation d’un mot sturmien par un ω-automate de Büchi était décidable, on pourrait élargir les résultats de
Oei à la logique MSO. Le reste de cette section établit des résultats partiels sur les liens entre les mots sturmiens
et les ω-automates de Büchi, et montre que les méthodes développées précédemment ne peuvent pas s’appliquer
directement.

2.3.1 Définition d’un automate de Büchi

Définition 2.3.1 (ω-automate de Büchi). Un ω-automate A = (A, Q, I, T, C) est un ω-automate de Büchi s’il
existe F ⊆ Q tel queC = {(qk)k∈N ∈ QN | il existe une infinité de k ∈ N tels que qk ∈ F}. On décrira alorsA
par l’uplet (A, Q, I, T, F ), et F est l’ensemble des états acceptants deA.

Le modèle des ω-automates de Büchi est un modèle plus fort que le modèle des ω-automates faibles : en effet, tout
ω-automate faibleA = (A, Q, I, T ) est aussi un ω-automate de Büchi de la forme (A, Q, I, T,Q).
Le reste de la section va, en réalité, se concentrer sur un modèle légèrement différent, celui des ω-automates de
Büchi-arêtes.

Définition 2.3.2 (ω-automate de Büchi-arêtes). Un ω-automate A = (A, Q, I, T, C) est un ω-automate de
Büchi-arêtes s’il existe F ⊆ T tel queC est l’ensemble des marches passant une infinité de fois par F .

Proposition 2.3.3 ([PP04]). Les modèles desω-automates de Büchi et desω-automates de Büchi-arêtes sont équiva-
lents.
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La raison de ce choix est purement pratique : l’opération de désubstitution est plus simple à manipuler pour des
ω-automates de Büchi-arêtes que pour des ω-automates de Büchi. L’équivalence entre les deux modèles assure que
la plupart des résultats établis ci-après resteront aussi valables dans le cas des ω-automates de Büchi.

2.3.2 Désubstitution d’un ω-automate de Büchi-arêtes

Définition 2.3.4 (Désubstitution d’un ω-automate de Büchi-arêtes). Soit A = (A, Q, I, T, F ) un ω-automate
de Büchi-arêtes, et σ un morphisme. La désubstitution de A par σ est l’ω-automate de Büchi-arêtes σ−1(A) =

(A, Q, I, σ−1(T ), σ−1(F )) où (qs, a, qt) ∈ σ−1(T ) si et seulement (qs, σ(a), qt) est une marche dans A et
(qs, a, qt) ∈ σ−1(F ) si et seulement si (qs, σ, qt) est une marche dansA passant par au moins un élément de F .

Proposition 2.3.5. Pour un ω-automate de Büchi-arêtes A et un morphisme σ, L(σ−1(A)) = {w ∈ AN |
σ(w) ∈ L(A)}.

Démonstration.
On pose A = (A, Q, I, T, F ). Soit x ∈ AN un mot fini accepté par σ−1(A). Soit (tk)k∈N un calcul
acceptant pour x, avec tk = qk

xk−→ qk+1, et q0 ∈ I et une infinité d’indices k tels que tk est une
arête acceptante de σ−1(A). Par définition de σ−1(A), pour tout k ∈ N, il existe dans A une marche

de la forme qk
σ(xk)−−−→∗ qk+1. En concaténant ces marches dans A, on obtient alors une marche sur A

de la forme q0
σ(x0)−−−→∗ q1

σ(x1)−−−→∗ q2
σ(x2)−−−→∗ . . . C’est une marche, et comme il y avait une infinité de

tk acceptant dans σ−1(A), on peut choisir pour chacune de ses transitions un calcul qk
σ(xk)−−−→∗ qk+1

passant par une arête acceptante de A. Donc q0
σ(x0)−−−→∗ q1

σ(x1)−−−→∗ q2
σ(x2)−−−→∗ . . . est bien un calcul

acceptant deA étiqueté par σ(x).
Réciproquement, soit x ∈ AN tel que σ(x) est accepté par A. Soit (tk)k∈N un calcul acceptant pour

σ(x) dansA : alors on peut l’écrire sous la forme q0
σ(x)0−−−→ q1

σ(x)1−−−→ q2
σ(x)2−−−→ . . . On peut regrouper

certaines transitions pour réécrire ce calcul sous la forme q0 = q′0
σ(x0)−−−→∗ q′1

σ(x1)−−−→∗ q′2
σ(x2)−−−→∗ . . .

Une infinité de ces morceaux contiennent des arêtes acceptantes. Par définition de σ−1(A), on a donc
q′0

x0−→ q′1
x1−→ q′2

x2−→ . . . une marche sur σ−1(A) : et toujours par définition de σ−1(A), une infinité
des transitions de cette marche sont acceptantes. Donc x ∈ L(σ−1(A)).

On retrouve alors plusieurs propriétés de cette désubstitution : le nombre d’états ne varie pas, l’ensemble des arêtes
est borné, donc on pourra construire des méta-ω-automates de désubstitution.
L’une des difficultés dans l’étude des ω-automates de Büchi-arêtes est que la notion de calcul doit être manipulée
avec précaution. Pour cela, j’introduis un outil qui permet de construire de nouveaux calculs à partir des désubsti-
tutions : les morphismes de calculs.

Définition 2.3.6 (Morphisme de calculs). SoitA = (A, Q, I, T, F ) un ω-automate de Büchi-arêtes et soit σ une
substitution surA. Soit σ−1(A) = (A, Q, I, T ′, F ′) la désubstitution deA par σ. Unmorphisme de calculs pour
A et σ est un morphisme φσ,A : T ′∗ → T ∗ qui vérifie les conditions suivantes :

— pour tout t′ = qs
a−→ qt ∈ T ′, φσ,A(t′) est un calcul fini deA de la forme qs

σ(a)−−→
∗
qt ;

— pour tout t′ = qs
a−→ qt ∈ F ′, φσ,A(t′) est un calcul fini deA de la forme qs

σ(a)−−→
∗
qt qui passe par une arête

acceptante deA.

J’attire ici l’attention du lecteur : pourA et σ donnés, il peut y avoir plusieurs morphismes de calculs associés. SiA
est déterministe, pour toute substitution σ, alors il n’y a qu’un seul morphisme de calcul possible : mais le modèle
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de ω-automates de Büchi-arêtes déterministes est plus faible que le modèle des ω-automates de Büchi-arêtes. Je ne
ferai pas, sauf cas précis, cette hypothèse de déterminisme.
Dans la suite de la section, on ne procédera à un choix parmi les morphismes de calculs que lorsque précisé : sinon,
c’est qu’ils font tous l’affaire. Les morphismes de calculs bénéficient de plusieurs propriétés qui nous intéresseront
par la suite, et détaillées dans la proposition suivante :

Proposition 2.3.7. SoitA un ω-automate de Büchi-arêtes et σ une substitution. Soit φσ,A un morphisme de calculs
pourA et σ.

1. si c′ = (t′k)k∈N est un calcul acceptant de σ−1(A), alors φσ,A(c′) est un calcul acceptant deA ;
2. si un mot w tel que w = σ(w′) pour un certain w′ est accepté par A, w′ étant accepté par σ−1(A), pour tout

calcul c′ acceptantw′ dans σ−1(A), φσ,A(c′) est un calcul acceptantw dansA ;
3. si σ−1(A) = A, et s’il existe t ∈ T telle que φσ,A(t) commence par t, alors c = φ∞σ,A(t) est défini et est une

marche infinie surA (sans forcément être un calcul acceptant).

2.3.3 Un problème topologique

Bien que j’ai pu établir directement la désubstitution pour lesω-automates de Büchi, le reste desméthodes dévelop-
pées dans le cas des ω-automates faibles ne peuvent pas s’appliquer directement au cas des ω-automates de Büchi.
Par exemple, la proposition 2.2.16 sur les points fixes de substitution n’est plus valide dans le cas des ω-automates
de Büchi :

a

b

b

a

σ :

a 7→ aa,

b 7→ ab

Figure 2.21 – Contre-exemple dans le cas desω-automates de Büchi :σ−1(A) = A, maisA n’accepte aucunmot purement
substitutif généré par σ ou une de ses puissances. Les arêtes acceptantes sont les arêtes doubles.

Dans cet exemple, on voit que la marche étiquetée par σ∞(a) est valide, mais ne passe pas par une infinité d’arêtes
acceptantes, et est donc refusée.
La principale raison est topologique : le langage d’un ω-automate de Büchi n’est pas nécessairement fermé pour
la topologie prodiscrète, ni l’ensemble des calculs acceptants. Donc les arguments de compacité échouent dans le
cas des ω-automates de Büchi. C’est pour cela que, dans le reste de cette section, je me contenterai de prouver des
résultats partiels ou de faire des hypothèses supplémentaires.

2.3.4 Acceptation d’un mot sturmien morphique par un ω-automate de

Büchi-arêtes

Pour mieux comprendre les liens entre un ω-automate de Büchi-arêtes et les mots sturmiens qu’il accepte, une
idée est de généraliser les résultats établis dans le cas des ω-automates faibles. Dans le cas des ω-automates faibles,
il est possible d’étendre la proposition 2.2.26 pour prouver que si un ω-automate faible accepte un mot sturmien,
alors il accepte un mot sturmien morphique. Il s’agit d’une propriété importante, car elle borne les possibilités des
représentations S-adiques d’Arnoux des mots sturmiens acceptés : on est sûr qu’au moins l’une d’entre elles est
ultimement périodique.
Dans cette sous-section,monobjectif est d’étendre ce résultat partiellement au cas desω-automates deBüchi-arêtes :

Proposition 2.3.8. SoitAunω-automate deBüchi-arêtes dont tous les états sont initiaux acceptant unmot sturmien.
AlorsA accepte un mot sturmien morphique.
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L’objectif de cette sous-section est la démonstration de la proposition 2.3.8. Pour cela, j’introduis deux nouvelles
propriétés.

Définition 2.3.9 (Relation de sous-automate). Soit A = (A, Q, I, TA, FA) et B = (A, Q, I, TB, FB) deux
ω-automates de Büchi-arêtes partageant les mêmes alphabets, états et états initiaux :B est un sous-automate de A si
TB ⊆ TA et FB ⊆ FA. Je note alorsB < A.

En particulier, si deux ω-automates de Büchi-arêtes vérifientB < A,A etB ont les mêmes états.

Définition 2.3.10 (Sturm-minimalité). SoitA unω-automate de Büchi-arêtes qui accepte unmot sturmien. On dit
queA est Sturm-minimal si le seul sous-ω-automate deA qui accepte aussi un mot sturmien estA lui-même.

Lemme 2.3.11. SoitA un ω-automate de Büchi-arêtes vérifiant les conditions suivantes :

1. tous les états deA sont initiaux ;
2. A accepte un mot sturmien et est Sturm-minimal ;
3. il existe une substitution σ ∈ S∗

St \ {{L0, R0}∗ ∪ {L1, R1}∗} tel que σ−1(A) = A.

AlorsA accepte un mot sturmien purement substitutif.

Démonstration.
L’hypothèse (3) signifie que σ contient des substitutions sturmiennes élémentaires de type 0 et de type
1. Notons φσ,A un morphisme de calculs pourA et σ.
Par l’hypothèse (2), soit c un calcul acceptant un mot sturmien dans A. Alors, d’après l’hypothèse (3),
pour tout n ≥ 0, φnσ,A(c) est un calcul acceptant deA étiqueté par un mot sturmien.
Considérons la suite (φnσ,A(c))n∈N : c’est une suite de calculs de A. Il en existe alors une infinité com-
mençant par la même arête g. Quitte à modifier la définition de c, supposons que c commence aussi
par l’arête g. Si c ne contenait qu’une seule fois l’arête g, alors en retirant cette première arête de c, par
l’hypothèse (1), on obtiendrait un nouveau calcul acceptant deA étiqueté par un mot sturmien : donc
A ne serait pas Sturm-minimal. Soit k ≥ 1 tel que cJ0,kK contient deux occurrences de l’arête g (dont
une comme première arête) et au moins une arête acceptante.
Comme σ contient des substitutions sturmiennes élémentaires des deux types, la suite (σ)n∈N est ubi-
croissante. Donc la suite (φσ,A)n∈N est aussi ubicroissante. Donc il existem ≥ 1 tel que |φmσ,A(g)| > k.
On choisit alors φmσ,A tel que cJ0,kK vp φ

m
σ,A(g) : notons φ

m
σ,A = κ.

Considérons alors le calcul c′ = κ∞(g). C’est bien unemarche surA ; et commeσ est des deux types, c′

est étiqueté par un mot sturmien. Reste à montrer que c′ est acceptant. Il suffit alors de remarquer que
κ(g) = gu, avec u contenant une arête acceptante et une occurrence de g. D’après le théorème 1.1.19,
c′ = guκ(u)κ2(u)κ3(u) . . . Or, g apparaît dans κ(g), et κ(g) contient une arête acceptante : donc
par récurrence immédiate, κn(g) contient une arête acceptante. Et comme g apparaît dans u, κn(u)
contient une arête acceptante. Donc c′ contient une infinité d’arêtes acceptantes, et est bien un calcul
acceptant deA. Par construction, c′ est étiqueté par un mot sturmien purement substitutif.

Je vais alors introduire une variante de la désubstitution que j’appelle la désubstitution à pertes.

Définition 2.3.12 (Désubstitution à pertes). Soit A un ω-automate de Büchi-arêtes et σ une substitution. Une
désubstitution à pertes deA par σ est un ω-automate de Büchi-arêtesB tel queB < σ−1(A).

On remarque que pourA unω-automate de Büchi-arêtes et σ une substitution,A admet de nombreuses désubsti-
tutions à pertes par σ. C’est une forme de non-déterminisation de l’opération de désubstitution. La désubstitution
à pertes bénéficie de plusieurs propriétés :
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Proposition 2.3.13. SoitA un ω-automate de Büchi-arêtes, σ et τ deux substitutions.
Alors :

1. siB est une désubstitution à pertes de A par σ et C est une désubstitution à pertes deB par τ , alors C est une
désubstitution à pertes deA par τ ◦ σ ;

2. si φσ,A est unmorphisme de calculs pourA et σ, pour touteB = (A, Q, I, TB, FB) désubstitution à pertes de
A par σ, on peut restreindre φσ,A à l’alphabet TB.

Il est alors possible d’étendre le lemme 2.3.11 au cas de la désubstitution à pertes.

Lemme 2.3.14. SoitA un ω-automate de Büchi-arêtes vérifiant les conditions suivantes :

— tous les états deA sont initiaux ;
— A accepte un mot sturmien et est Sturm-minimal ;
— il existe une substitution σ ∈ S∗

St \ {{L0, R0}∗ ∪ {L1, R1}∗} tel queA < σ−1(A).

AlorsA accepte un mot sturmien purement substitutif.

La preuve est essentiellement la même que celle du lemme 2.3.11, en utilisant les propriétés décrites dans la propo-
sition 2.3.13. Cette généralisation me permet enfin de prouver le résultat attendu :

Démonstration de la proposition 2.3.8.

PourA, on construit un nouveauméta-ω-automate qui retranscrit la notion de désubstitution à pertes :
on définitMSSt,pertes(A) = (SSt,S(A), {A}, T ) où :

— S(A) est l’ensemble des ω-automates de Büchi-arêtes avec le même alphabet, les mêmes états et
mêmes états initiaux queA acceptant au moins un mot sturmien;

— B
σ−→ C ∈ T ssi C < σ−1(B).

De manière équivalente, c’est le graphe représentant la relation<, en marquantA comme l’état initial.
Comme A accepte un mot sturmien, MSSt,pertes(A) accepte au moins une représentation S-
adique d’Arnoux. Modifions le méta-ω-automate de désubstitution, et notons cette modification
Mmodif

SSt,pertes(A) = (A, Q, I, T ′) avec :

— Q ⊆ S(A) est l’ensemble desω-automates de Büchi-arêtes appartenant àS(A) qui sont Sturm-
minimaux;

— I est l’ensemble des ω-automatesB vérifiantB < A ;

— T ′ = (Q× SSt ×Q) ∩ T .

CommeMSSt,pertes(A) accepte unmot infini avec une alternance infinie de type,Mmodif
SSt,pertes(A) aussi :

donc il existe B ∈ Q qui boucle par un mot contenant les deux types. On peut alors appliquer le
lemme 2.3.14 : doncB accepte un mot sturmien purement substitutif. En remontant à A, A accepte
donc un mot sturmien morphique.

Une conséquence importante de la proposition 2.3.8 est qu’on peut montrer que l’acceptation d’un mot sturmien
par un ω-automate de Büchi-arêtes est un problème semi-décidable sous certaines conditions :

Proposition 2.3.15. Le problème de l’acceptation d’unmot sturmien par unω-automate de Büchi-arêtes d’états tous
initiaux est un problème semi-décidable.

Donnée : un ω-automate de Büchi-arêtesA dont tous les états sont initiaux
Question : est-ce queA accepte un mot sturmien?
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Démonstration.
Le semi-algorithme est le suivant : on énumère tous les couples de substitutions sturmiennes (σ, τ) avec
τ contenant des substitutions des deux types. En utilisant l’algorithme présenté dans [CT02], on peut
tester si le mot morphique généré par σ et τ est accepté par A. En procédant ainsi, on énumère tous
les mots sturmiens morphiques. Donc A termine et dit « oui » si, et seulement si, A accepte un mot
sturmien.

L’hypothèse qui contraint les états à tous être initiaux retranscrit l’idée que le langage deA est invariant par décalage.
Elle est donc naturelle dans le cadre de la dynamique symbolique, mais peu satisfaisante du point de vue logique.
De plus, le semi-algorithme précédent ne permet pas d’obtenir la co-semi-décidabilité du problème, car on ne peut
pas donner de borne sur les tailles de σ et τ énumérés.

2.3.5 Cas des ω-automates de Büchi déterministes co-complets

Dans cette sous-section, je retourne brièvement sur l’étude du modèle des ω-automates de Büchi et non de Büchi-
arêtes.
Une autre piste à envisager consiste à modifier les preuves de Carton et Thomas [CT02]. Je propose la méthode
suivante, mais elle nécessite deux hypothèses très fortes : le déterminisme et la co-complétude. Pour rappel, étant
donné un ω-automateA = (A, Q, I, T, C), il est déterministe si pour tout a ∈ A et d ∈ Q, il existe au plus un
état f ∈ Q tel que d a−→ f ∈ T ; il est co-complet si pour tout a ∈ A et f ∈ Q, il existe au moins un état d ∈ Q

tel que d a−→ f ∈ T .

Proposition 2.3.16. Le problème de l’acceptation d’un mot sturmien purement substitutif par un ω-automate de
Büchi déterministe co-complet est décidable.

Donnée : un ω-automate de Büchi déterministe et co-completA
Question : est-ce queA accepte un mot sturmien purement substitutif ?

Ma preuve s’inspire beaucoup d’idées développées dans celle de Carton et Thomas, et je recommande donc au
lecteur de d’abord s’informer sur leur preuve avant de lire la preuve suivante.

Démonstration.
SoitA = (A, Q, I, T, F ) un ω-automate de Büchi-arêtes.
On définit la relation d’équivalence de Büchi sur les mots finis de la manière suivante :

u ≡ u′

⇐
⇒

∀p, q ∈ Q, (p
u−→∗ q est une marche deA ⇐⇒ p

u′−→∗ q est une marche deA)

et (p u−→∗ q est une marche acceptante deA ⇐⇒ p
u′−→∗ q est une marche acceptante deA)

Ici, par unemarche acceptante, j’entendsunemarchepassant par un état acceptant.Cette relationd’équi-
valence est une congruence : si u ≡ u′ et v ≡ v′, alors uv ≡ u′v′. Elle vérifie aussi une propriété
de congruence infinie : si x et y sont deux mots infinis se découpant en x = x(1)x(2)x(3) . . . et
y = y(1)y(2)y(3) . . . avec x(i), y(i) ∈ A+ et x(i) ≡ y(i) pour tout i ≥ 1, alors x est accepté par
A ssi y est accepté parA. Le quotient deA+ par≡, notéA+/ ≡, vérifie de plus deux propriétés :

— comme ≡ préserve la concaténation, la concaténation est une opération interne sur les classes
d’équivalence : doncA+/ ≡ est un semi-groupe;

55



2.3. Étude du cas des ω-automates de Büchi �

— de plus, un élément de A+/ ≡ est identifié par une matrice (mp,q)p,q∈Q où mp,q indique si
l’élément relie p à q, et si oui en passant par une arête acceptante : doncCard(A+/ ≡) ≤ 3|Q|2 .
DoncA+/ ≡ est un semi-groupe fini.

Étudions alors l’ensembleM des morphismes deA+ versA+/ ≡. Un élément deM est déterminé par
l’image des lettres : doncM est un ensemble fini, de cardinalCard(M) ≤ |A||A+/≡|. Soit π la projec-
tion deA+ versA+/ ≡, c.-à-d. l’application qui envoie un élément deA+ vers sa classe d’équivalence
par≡. Comme≡ est une congruence, π est un morphisme, c.-à-d. π ∈ M.
On en déduit que pour toute substitution σ sur A, π ◦ σ ∈ M. Plus encore : considérons la suite
(π ◦σi)i≥1. Cette suite poursuit une dynamique 8 dansM qui est finie : donc (π ◦σi)i≥1 est une suite
ultimement périodique pour toute substitution σ. De plus, la somme de la prépériode et de la période
est plus petite que la taille deM : il existe doncuneborne uniforme,Card(M), sur la prépériode et la pé-
riode de ces suites. En notant SeqM = {(φ, ψ) | φ, ψ ∈ M∗, 1 ≤ |ψ| ≤ |φψ| ≤ Card(M) et ∀i 6=
j, (φψ)i 6= (φψ)j} l’ensemble des couples de mots surM sans répétition d’élément deM dont la lon-
gueur totale est plus petite que Card(M), on peut alors écrire que pour toute substitution σ surA, il
existe un couple (φ, ψ) ∈ SeqM tel que, pour i ≥ 1 :

π ◦ σi =

φi−1 si i ≤ |φ|,
ψ(i−|φ|−1 mod |ψ|) sinon.

Je dirai alors que la suite des puissances de σ s’identifie au couple (φ, ψ) ; et pour (φ, ψ) ∈ SeqM, j’écris
Σ(φ,ψ) = φψN, c.-à-d. le mot infini ultimement périodique sur l’alphabet M de prépériode φ et de
période ψ. Avec ces notations, la suite des puissances de σ s’identifie à (φ, ψ) ssi π ◦ σi = Σ

(φ,ψ)
i−1 .

Soit (φ, ψ) ∈ SeqM : je définis ι(φ, ψ) = (π, φ0, . . . , φ|φ|−1, ψ0, . . . , ψ|ψ|−1) ∈
M|φψ|+1 le découpage élément par élément de φψ en ajoutant π au début ; et κ(φ, ψ) =

(φ0, . . . , φ|φ|−1, ψ0, . . . , ψ|ψ|−1, ψ0) : c’est le vecteur ι(φ, ψ) décalé d’un cran à gauche en répé-
tant ψ0 à la fin. Ces notations me permettent de définir un automate fini déterministe 9 Bφ,ψ =

(SSt,M|φψ|+1, {ι(φ, ψ)}, {κ(φ, ψ)}, δBφ,ψ) tel que δBφ,ψ((m0,m1, . . . ,m|φψ|), µ) = (m0 ◦
µ, . . . ,m|φψ| ◦ µ) pour µ ∈ SSt. Alors σ ∈ L(Bφ,ψ) ssi φ0 = π ◦ σ, . . . , φ|φ|−1 = π ◦ σ|φ|, ψ0 =

π ◦ σ|φ|+1, . . . , ψ|ψ|−1 = σ|φψ| et π ◦ σ|φψ|+1 = π ◦ σ|φ| : on dispose d’un automate fini décrivant
exactement les substitutions sturmiennes dont la suite des puissances s’identifie à (φ, ψ).
Pour σ ∈ S∗

St et a ∈ A, on note, s’il existe, uσ,a le mot vérifiant σ(a) = auσ,a.
Mon objectif est maintenant d’étudier, pour (φ, ψ) ∈ SeqM et a ∈ A, l’en-
semble Iφ,ψ,a = {(φ0(uσ,a), . . . , φ|φ|−1(uσ,a), ψ0(uσ,a), . . . , ψ|ψ|−1(uσ,a)) | ∃σ ∈
S∗
St, la suite des puissances de σ s’identifie à (φ, ψ)} ⊆ (A+/ ≡)|φψ|. Pour cela, on fait le calcul

suivant pour tout σ convenable :

Σ
(φ,ψ)
i (a) = π ◦ σi+1(a)

= π ◦ σi(auσ,a)
= (π ◦ σi(a)) · (π ◦ σi(uσ,a))

= Σ
(φ,ψ)
i−1 (a) · Σ(φ,ψ)

i−1 (uσ,a)

8. on passe d’un terme au suivant par une opération : c’est une suite de la forme un+1 = f(un) avec f une fonction.
9. Ici, la notation sera de la formeB = (A, Q, I, F, δ) oùA est l’alphabet,Q l’ensemble des états, I les états initiaux,F les états finaux,

δ : Q×A → Q la fonction partielle de transition.
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Sans hypothèse supplémentaire, je ne sais pas comment aller plus loin. J’utilise alors maintenant l’hypo-
thèse queA est déterministe et co-complet pour établir le lemme suivant :

Lemme 2.3.17. SiA est déterministe et co-complet, alorsA+/ ≡ est un semi-groupe annulable à gauche :
si uv ≡ uw, alors v ≡ w. 10

Démonstration.

Soient u, v, w ∈ A+ tels que uv ≡ uw, et soient p, q ∈ Q. Supposons que p v−→∗ q soit
unemarche dansA : alors, par co-complétude, il existe r ∈ Q tel que r u−→∗ p est unemarche
dansA : donc r u−→∗ p

v−→∗ q est une marche dansA. Comme uv ≡ uw, on a alors r uw−−→∗ q

une marche dans A. Par déterminisme de A, cette marche se découpe alors r u−→∗ p
w−→∗ q :

donc p w−→∗ q est une marche dansA. La démonstration est similaire dans le cas où p v−→∗ q

est une marche acceptante deA.

Avec le lemme 2.3.17, on en déduit alors que Σ(φ,ψ)
i (uσ,a) est uniquement déterminé par φ, ψ et a :

pour tout σ dont la suite des puissances s’identifie à (φ, ψ), la suite (Σ(φ,ψ)
i (uσ,a))i∈N est la même.

Donc Iφ,ψ,a ne contient au plus qu’un élément.
Pour u ∈ A+, je note u la classe d’équivalence de u pour la relation ≡. Parallèlement, il est relati-
vement facile de calculer σ(a) en fonction de σ : on peut pour cela construire un nouvel automate
ImageSturm = (SSt, (A+/ ≡)2, (0, 1), δImageSturm) avec :

δImageSturm((u, v), L0) = (u, uv) δImageSturm((u, v), L1) = (vu, v)

δImageSturm((u, v), R0) = (u, vu) δImageSturm((u, v), R1) = (uv, v)

L’automate ImageSturm vérifie par récurrence immédiate δImageSturm((01), σ) = (σ(0), σ(1)) pour
σ ∈ SSt.
En combinant Bφ,ψ , ImageSturm et Iφ,ψ,a, on peut alors détermi-
ner l’ensemble fini {(σ(a),Σ(φ,ψ)

0 (uσ,a), . . . ,Σ
(φ,ψ)
|φψ|−1(uσ,a)) | ∃σ ∈

S∗
St, la suite des puissances de σ s’identifie à (φ, ψ)}. On définit enfin un ensemble fini de

mots infinis ultimement périodiques Motφ,ψ,a = {x(0)x(1)x(2) · · · | x(i) ∈ A+ et ∃σ ∈
S∗
St, la suite des puissances de σ s’identifie à (φ, ψ) et x(0) ∈ σ(a), x(i) ∈ Σ

(φ,ψ)
i (uσ,a) pour i ≥

1}.
Après toutes ces constructions intermédiaires, je vais enfin conclure : soit σ ∈ S∗

St et a ∈ A tel que
σ(a) = auσ,a : par le théorème 1.1.19, ce mot s’écrit σ∞(a) = σ(a)σ1(uσ,a)σ

2(uσ,a)σ
3(uσ,a) . . .

Par congruence infinie de≡, σ∞(a) est accepté par A ssi x = x(0)x(1)x(2) . . . est accepté par A avec
x(0) ≡ σ(a) et x(i) ≡ σi(uσ,a). Soit (φ, ψ) ∈ M tel que la suite des puissances de σ s’identifie à
(φ, ψ) : σ∞(a) est accepté parA ssi x = x(0)x(1)x(2) . . . est accepté parA avec x(0) ≡ σ(a) et x(i) ∈
Σ
(φ,ψ)
i−1 (uσ,a). Donc σ∞(a) est accepté par A ssi le mot infini x de Motφ,ψ,a vérifiant x(0) ∈ σ(a)

est accepté par A. Donc A accepte un mot sturmien purement substitutif ssi il accepte l’un des mots
ultimement périodique inclus dans l’un desMotφ,ψ,a.
L’algorithme est alors le suivant : on construit l’ensemble finiE =

⋃
(φ,ψ)∈SeqM,a∈A

Motφ,ψ,a. Dans cet

ensemble fini, il n’y a que des mots ultimement périodique : on vérifie si l’un des éléments deE est ac-

10. Il existe des semi-groupes finis annulables à gauche qui ne sont pas des groupes : pour un ensemble fini E, si on considère la loi
x+ y = y, l’ensemble (E,+) est un semi-groupe fini annulable à gauche mais qui n’est pas un groupe, car x 6= y =⇒ x+ y 6= y+ x.
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cepté parA (l’acceptation d’unmot ultimement périodique par unω-automate de Büchi est déicidable).
Si l’un d’entre eux est accepté,A accepte un mot sturmien purement substitutif ; sinon,A n’accepte au-
cun mot sturmien purement substitutif.

Le résultat précédent, bien que résultant d’une preuve longue et complexe, est en fait plutôt décevant. Les deux
hypothèses, celle de déterminisme et de co-complétude, sont particulièrement coûteuses. Lesω-automates deBüchi
déterministes sont par exemple un modèle strictement plus faible d’ω-automates que celui des ω-automates de
Büchi ; donc, déjà, il n’est pas possible de directement généraliser le résultat obtenu ici au cas des ω-automates de
Büchi. La condition supplémentaire de co-complétude restreint encore plus lemodèle : je ne sais pas s’il existe unω-
automate de Büchi déterministe co-complet qui n’est équivalent, en langage, à aucun ω-automate faible. L’objectif
principal de la preuve précédente est de proposer une première piste pour de futures recherches sur le sujet.

2.3.6 Croyons en nos rêves

Comme vu précédemment, la décidabilité de l’acceptation d’un mot Sturmien par un ω-automate de Büchi, de
manière générale, ne découle pas directement de la désubstitution. En faisant des hypothèses supplémentaires, il
est possible toutefois de trouver des méthodes algorithmiques. Ici, on fait une hypothèse sur la topologie du calcul
acceptant :

Proposition 2.3.18. Le problème suivant est décidable :
Donnée : un ω-automate de Büchi-arêtesA

Question : est-ce queA accepte unmot sturmien dont le calcul a une arête acceptante uniformément récur-
rente?

Démonstration.
Soit A = (A, Q, I, T, F ) un ω-automate de Büchi-arêtes. Quitte à décrire A comme l’union d’ω-
automates de Büchi-arêtes distincts, on peut supposer que |F | = 1 : on note F = {f}. Supposons
maintenant que A accepte un mot sturmien s accepté par un calcul c où f est uniformément récur-
rente. Soit (σn)n∈N la représentation S-adique d’Arnoux associée à s. Pour un morphisme τ , on peut
alors désubstituer c comme τ−1(c) qui est un calcul acceptant de τ−1(A). Soit r la constante d’uni-
forme récurrence associée à f dans c : dans toute fenêtre de taille au moins r dans c, on trouve aumoins
une occurrence de f . Par ubicroissance de la représentation S-adique d’Arnoux d’un mot sturmien, on
sait que pour tout n assez grand, mina∈A |σJ0,nK(a)| > r. Alors σ−1

J0,nK(c) est un calcul de σ−1
J0,nK(A)

acceptant, dont toutes les transitions sont acceptantes. En conclusion, si A accepte un mot sturmien s
accepté par un calcul c où f est uniformément récurrente, alors il existe un désubstitué deA qui accepte
unmot sturmien en ne lisant que des arêtes acceptantes. Réciproquement, s’il existe unmorphisme stur-
mien τ tel que τ−1(A) accepte unmot sturmien en ne lisant que des arêtes acceptantes, alorsA accepte
l’image de ce mot par τ .
L’algorithme est alors le suivant : on construit un ω-automate de désubstitution de A, S−∞

St (A) =

(SSt,S(A), {A}, T ), où :

— S(A) est l’ensemble de tous les ω-automates de Büchi-arêtes partageant les états et états initiaux
deA ;

— pour toutB ∈ S(A) et σ ∈ SSt,B
σ−→ σ−1(B) ∈ T .

On modifie maintenant cet ω-automate pour construire S−∞,UR
St (A) en retirant de tous les états (qui
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sont des ω-automates de Büchi-arêtes) les arêtes non acceptantes. On vérifie maintenant s’il existe un
sommet qui accepte unmot sturmien avec les arêtes restantes. Cette vérification se fait avec l’algorithme
connu sur les ω-automates faibles.

Ce résultat, s’il peut paraître assez spécifique, a en fait sûrement du potentiel. J’ai en effet essayé de construire des
contre-exemples d’automates de Büchi qui acceptent unmot sturmien, mais sans calcul uniformément récurrent et
ai échoué. En raison de l’immensité de l’espace à explorer, je n’ai pas pu automatiser la recherche de contre-exemple :
mais aucun ω-automate de Büchi à moins de 3 états n’accepte un mot sturmien sans que le calcul associé ne soit
uniformément récurrent. Le calcul résultant en un mot sturmien est, dans le shift plein TN, un antécédent par un
codage : et je pense que cette propriété, en lien avec la structure d’unω-automate deBüchi, contraint l’un des calculs
à être uniformément récurrent. Je n’ai toutefois pas réussi à écrire une preuve, et je laisse donc cette piste à l’état de
conjecture.

Conjecture 2.3.19. SoitA un ω-automate de Büchi qui accepte un mot sturmien. AlorsA accepte un mot sturmien
dont le calcul a une arête acceptante uniformément récurrente.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, j’ai établi de nouvelles méthodes pour la décidabilité du problème de l’acceptation d’un mot par
un ω-automate tournées autour de la désubstitution. En particulier, dans le cas des ω-automates faibles, j’ai établi
que les problèmes de l’acceptation d’un mot purement substitutif, morphique, d’un point fixe ou d’un mot stur-
mien étaient tous décidables. Les méthodes algorithmiques sont combinatoires, et les preuves de correction sont
topologiques. J’ai généralisé ces résultats aux représentations S-adiques ; j’ai aussi pu établir un nouveau lien entre
ω-automates et mots sturmiens avec des résultats de totalité, prouvant une forme d’orthogonalité entre le modèle
automatique et le modèle sturmien. À partir de ces constructions, j’ai pu étudier plusieurs questions de combina-
toire des mots, de dynamique symbolique et de géométrie discrète. Ensuite, j’ai essayé d’étendre mes méthodes au
cas des ω-automates de Büchi. Dans ce cadre, j’ai fourni des pistes partielles de résolutions, et prouvé que la désub-
stitution avait le potentiel de répondre à la question.
La question des ω-automates faibles est presque résolue. Il reste la question de la complexité de l’algorithme pro-
posé : les bornes que je donne sont particulièrement grossières. Une question que j’ai étudiée sans succès est la
taille maximale duméta-ω-automate de désubstitution : par exemple, parmi les ω-automates faibles avec 4 états, en
quotientant par le langage mais sans minimiser, le plus grandméta-ω-automate de désubstitution compte 53 états.
Pourrait-on trouver une borne plus efficace? Concernant les applications, plusieurs questions restent en suspens.
Par exemple, concernant le codage des mots sturmiens, la méthode que je rends possible ici peut paraître dispro-
portionnée : existe-t-il un algorithme plus simple? Aussi, je ne donne qu’un critère de décidabilité : existe-t-il une
caractérisation combinatoire complète des mots codant un mot sturmien? Pour la géométrie discrète, la question
des droites discrètes dans Zd avec d ≥ 3 reste ouverte. Est-il possible de réduire la question au cas des droites dans
Z2 ?
Ce chapitre, ambitieux dans ses objectifs, n’a en fait pas tout à fait atteint sa cible : celle desω-automates de Büchi. Si
la conjecture 2.3.19 devait être avérée, cela permettrait alors de nettement améliorer les résultats théoriques derrière
le logiciel Walnut, en prouvant la décidabilité des propriétés monadiques du second ordre sur les mots sturmiens.
De plus, les méthodes développées dans ce chapitre, combinatoires et reposant sur les représentations S-adiques,
sont plus élémentaires que la théorie sur laquelle s’appuie Pecan, à savoir des systèmes de numération non standard
et des algorithmiques de fractions continues.
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3 Pièges à facteurs pour les mots bi-infinis

Quand tous les calculs compliqués s’avèrent faux,
quand les philosophes eux-mêmes n’ont plus rien
à nous dire, il est excusable de se tourner vers le
babillage fortuit des oiseaux, ou vers le lointain
contrepoids des astres.

Marguerite Yourcenar, LesMémoires d’Hadrien

3.1 Introduction

Cechapitre traite unepartie assez indépendantedu reste de la thèse. Le travail qui y est présenté est une collaboration
avec Hellouin et Gheeraert.
Les pièges à facteurs, ou string attractors en anglais, sont une notion introduite par Prezza en 2017 [Pre17] et étu-
diée de manière plus étendue par Prezza et Kempa [KP18]. À l’origine, la notion a été créée dans le contexte de
l’algorithmique du texte, afin de pouvoir comparer différents algorithmes de compression et fournir une nouvelle
mesure de la répétitivité d’un mot. Kempa et Prezza ont notamment montré que le calcul du piège à facteurs de
taille minimale d’un mot est un problème NP-complet.
Ce concept a toutefois beaucoup intéressé la communauté de recherche en combinatoire des mots, car les pièges
à facteurs peuvent être interprétés comme un nouvel outil combinatoire. Les pièges à facteurs ont originellement
été développés pour étudier des mots finis, mais il est toutefois possible de généraliser la notion de piège à facteurs
aux mots infinis. Le résultat obtenu est néanmoins décevant : Restivo, Romana et Sciortino ont montré que si
un mot infini admet un piège à facteurs fini, alors ce mot est ultimement périodique (proposition 7 de [RRS22]).
Cette contrainte amotivé l’étude des pièges à facteurs des préfixes d’unmot infini, par exemple dans le cas des suites
automatiques [SS21], le cas dumot de Thue-Morse [Dol23] ou celui des mots sturmiens et épisturmiens [Dvo24].
Ce résultat s’applique au cas des mots mono-infinis, c’est-à-dire les mots indexés par N. Une question naturelle
est alors le cas des mots bi-infinis, c’est-à-dire les mots indexés par Z. En combinatoire des mots, les deux cas ont
souvent des comportements proches, comme la décidabilité du problème du domino [New77] ou l’existence d’une
caractérisation S-adique des mots sturmiens [Pyt+02]. Les cas mono-infinis et bi-infinis ont cependant parfois des
variations, comme le théorèmedeMorse-Hedlund [MH38] ou la caractérisationpar complexité desmots sturmiens
[Pyt+02].
Ce chapitre cherche ainsi à traiter le cas bi-infini : que dire des mots bi-infinis admettant un piège à facteurs fini?
Je montre que dans le cas bi-infini, le résultat de Restivo, Romana et Sciortino n’est plus valable : il existe des mots
bi-infinis apériodiques admettant des pièges à facteurs finis. Les méthodes développées dans ce chapitre l’inscrivent
dans le fil de cette thèse : les preuves utilisent en effet les propriétés combinatoires des représentations S-adiques des
mots sturmiens. J’introduirai en particulier dans ce chapitre une notion de désubstitution des pièges à facteurs, qui
jouera un rôle-clé dans la caractérisation complète desmots bi-infinis admettant un piège à facteurs fini. Ce chapitre
illustre l’utilisationdedeuxnotions (les pièges à facteurs et les représentations S-adiques) d’origines éloignées et dont

61



3.2. Définitions �

l’utilisation combinatoire n’a pas été entièrement explorée par la littérature. Les résultats présentés dans ce chapitre
permettent, de plus, d’établir une nouvelle caractérisation combinatoire des mots sturmiens.
Dans une première partie, j’introduis les définitions nécessaires à la compréhension des objets et des résultats évo-
qués, ainsi que des résultats préliminaires sur la manipulation des pièges à facteurs. Puis je procède à une carac-
térisation des mots bi-infinis admettant J0, 1K comme piège à facteurs : il s’agit exactement des mots sturmiens
caractéristiques bi-infinis. Ensuite, je m’intéresse au cas des pièges à facteurs finis arbitraires ; à partir d’une étude
des mots de complexité n + k pour n assez grand — appelés mots quasi-sturmiens —, je prouve que seules les
images des mots sturmiens caractéristiques bi-infinis admettent des pièges à facteurs finis. J’établis de plus pour
ces une relation entre la taille minimale d’un piège à facteurs qu’ils admettent et leur complexité. Enfin, je traite
deux extensions sur les pièges à facteurs demots bi-infinis : la première concerne l’étude des pièges à facteurs infinis,
leur densité et le cas des progressions arithmétiques. La seconde étend la notion de piège à facteurs dans le cas des
sous-shifts.

3.2 Définitions

D’abord, donnons la définition d’un piège à facteurs d’un mot bi-infini.

Définition 3.2.1 (Piège à facteurs). Soit x ∈ AZ un mot bi-infini. Soit Γ ⊆ Z et f un facteur non vide de x. On
dit que Γ capture f s’il existe i ∈ Z tel que xJi,i+|f |−1K = f et Ji, i+ |f | − 1K ∩ Γ 6= ∅ ; on dit que Γ est un piège à
facteurs de x s’il capture tous les facteurs non vides de x.

Exemple 3.2.2. Soit x = . . . 000 · 111 . . . un mot bi-infini ultimement périodique à gauche et à droite. Posons
Γ = J−1, 0K, etmontrons queΓ est un piège à facteurs dex. Soitf un facteurnon vide dex. Alorsf est de la formef =

0i1j , avec i+j ≥ 1Ona en particulierxJ−i,j−1K = f . La condition i+j ≥ 1assure que J−i, j−1K∩J−1, 0K 6= ∅.
Donc Γ capture tout facteur de x : Γ est bien un piège à facteurs de x.
En revanche,Γ′ = N ne capture pas tout facteur de x : le facteur 0 n’a pas d’occurrence capturée parN. EtΓ′′ = Z est
un piège à facteurs de x, et est même un piège à facteurs pour tout mot bi-infini.

Des définitions analogues existent dans le cas des mots finis et des mots mono-infinis. Le résultat le plus marquant
de ce chapitre est en effet le contraste entre le cas desmotsmono-infinis et celui desmots bi-infinis établi parRestivo,
Romana et Sciortino.

Théorème 3.2.3 ([RRS22, Proposition 7]). Soit x unmot mono-infini. Alors x admet un piège à facteurs de taille
finie si, et seulement si, x est un mot ultimement périodique.

Démonstration.
Soit x = uvN un mot ultimement périodique de prépériode u et de période v (avec v 6= ε). Posons
Γ = J0, |u| + |v| − 1K. Soit f = xJn,n+|f |−1K un facteur de x. Si n < |u| + |v|, alors f est capturé
par Γ. Sinon, ou bien f est un facteur de v (et alors il est déjà capturé par Γ), ou bien f s’écrit comme
vsv

kvp avec vs un suffixe de v, k ≥ 0 et vp un préfixe de v. Alors xJ|u|+|v|−|vs|,|u|+k|v|+|vp|−1K = f

par ultime périodicité de x. Comme Γ ∩ J|u|+ |v| − |vs|, |u|+ k|v|+ |vp| − 1K 6= ∅, Γ est un piège
à facteurs de x.
Soit maintenant x un mot mono-infini admettant un piège à facteurs Γ fini. Quitte à rajouter des po-
sitions internes, on suppose que Γ est un segment de N. SoitM = max(Γ). Comme Γ est un piège
à facteurs de x, Γ capture tous les facteurs de longueurM + 1 de x. Donc si f est un facteur de x de
longueurM + 1, il existe 0 ≤ n ≤ M tel que xJn,n+MK = f . Donc x admet au plusM + 1 facteurs
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distincts de longueurM+1. D’après le théorème deMorse-Hedlund dans le casmono-infini,x est alors
un mot ultimement périodique.

Figure 3.1 – En orange, les positions initiales deΓ ; en jaune, les positions internes àΓ qu’on lui ajoute pour sim-
plifier la preuve. En dessous, les traits représentent les occurrences possibles de facteurs de longueur
M + 1 capturées par Γ.

On remarque en particulier qu’il est facile de trouver un piège à facteurs d’un mot ultimement périodique à partir
d’une prépériode et d’une période. La question de la minimisation du piège à facteurs d’unmot ultimement pério-
dique semble intéressante,mais reposera plus sûrement sur l’étudedes pièges à facteurs demots finis : le cas des pièges
à facteurs circulaires [Man+21] sembleunbonpoint d’approchede la question.Dans le cadre général de la combina-
toire des mots, la plupart des mots étudiés classiquement ne sont toutefois pas ultimement périodiques. C’est pour
cela que la littérature ([SS21; Dol23; Dvo24]) se concentre sur l’étude de fonctions de profil de pièges à facteurs :
pour x unmotmono-infini, il s’agit de sx(n) = min{Card(Γ) | Γ ⊆ J0, nK est un piège à facteurs de xJ0,nK}. En
cela, la démarche présentée ici diffère par rapport à la littérature : je vais garder l’idée d’un piège à facteurs pour un
mot infini, je vais seulement modifier quel infini. Dans ce chapitre, je vais principalement traiter le cas des pièges
à facteurs finis. Il sera alors important de manipuler la taille d’un piège à facteurs. Plus que la taille, la notion qui
s’articulera bien avec nos résultats est celle du diamètre d’un piège à facteurs (en anglais le span) :

Définition 3.2.4 (Diamètre). Soit Γ ⊆ Z. Le diamètre de Γ, noté diam(Γ), est diam(Γ) = sup(Γ)− inf(Γ). En
particulier, si Γ est un ensemble infini, diam(Γ) = ∞.

Figure 3.2 – Le piège en rose contient moins de positions, mais a un diamètre plus grand que le piège en bleu.

L’idée est alors qu’un petit piège à facteurs est un piège « compact». En pratique, on considérera alors toujours les
pièges à facteurs finis comme des intervalles : on peut toujours transformer un piège à facteurs fini en intervalle de
Z sans changer son diamètre. Enfin, on peut comparer les pièges à facteurs possibles d’un mot en introduisant la
notion d’envergure d’un mot bi-infini (en anglais span, de nouveau [SS21]) :

Définition 3.2.5 (Envergure). Soit x ∈ AZ un mot bi-infini. Alors l’envergure de x est env(x) = inf{diam(Γ) |
Γ piège à facteurs de x}. En particulier, env(x) = ∞ si, et seulement si, x n’admet aucun piège à facteurs fini.

Je parlerai donc du diamètre d’un piège à facteurs ou d’un sous-ensemble de Z, et de l’envergure d’un mot. Il me
sera aussi nécessaire, dans la suite de ce chapitre, de manipuler les pièges à facteurs et de les transformer via des sub-
stitutions (voir la définition 1.1.13). En particulier, j’ai besoin de définir l’image et la préimage d’un sous-ensemble
deZ par une substitution.

Définition 3.2.6 (Image d’un piège à facteurs). Soit Γ ⊆ Z, soit x un mot bi-infini et soit φ une substitution. On
note alors φx(Γ) l’ensemble des supports des images des éléments de Γ dans φ(x), c.-à-d. :

φx(Γ) =

( ⋃
i∈Γ∩N

J|φ(xJ0,i−1K)|, |φ(xJ0,iK)| − 1K

)
∪

 ⋃
i∈Γ∩Z\N

J−|φ(xJi,−1K)|,−|φ(xJi+1,−1K)| − 1K


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On notera φ(Γ) lorsque, dans le contexte, x est clairement établi.

Exemple 3.2.7. Soit x = . . . 010101 · 001001001 . . . , φ : 0 7→ 01, 1 7→ 101 et Γ = {−2, 0, 2}.
Alors φ(x) = . . . 011010110101101 · 010110101011010101101 . . . et φ(Γ) = {−5,−4, 0, 1, 4, 5, 6}.

0 1 0 1 0 0 1 0 0 1

0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1

Figure 3.3 – En haut, le mot bi-infini x ; en bas, son image φ(x). En rose, Γ ; son image φ(Γ) est en aigue-marine.

Définition 3.2.8 (Préimage d’un piège à facteurs). Soit Γ ⊆ Z, soit x un mot bi-infini et soit φ une substitution.
On note alors φ−1

x (Γ) l’ensemble des positions de x dont l’image dans φ(x) intersecte Γ :

φ−1
x (Γ) ={i ≥ 0 | J|φ(xJ0,i−1K)|, |φ(xJ0,iK)| − 1K ∩ Γ 6= ∅} ∪

{i < 0 | J−|φ(xJi,−1K)|,−|φ(xJi+1,−1K)| − 1K ∩ Γ 6= ∅}

Demanière équivalente, c’est le plus petit (au sens de l’inclusion) sous-ensemble de Z dont l’image par φ contient Γ :

φ−1
x (Γ) = inf{∆ ⊆ Z | φx(∆) ⊇ Γ}

On notera φ−1(Γ) lorsque, dans le contexte, x est clairement établi.

Exemple 3.2.9. Soit x = . . . 010101 · 001001001 . . . , φ : 0 7→ 01, 1 7→ 101 ; l’image de x par φ est φ(x) =
. . . 011010110101101 · 010110101011010101101 . . . .
Si on pose Γ = {−6, 0, 1, 6, 7}, alors φ−1(Γ) = {−3, 0, 2, 3}.

0 1 0 1 0 0 1 0 0 1

0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1

Figure 3.4 – En haut, le mot bi-infini x ; en bas, son image φ(x). En aigue-marine, Γ ; en rose, sa préimage φ−1(Γ).

Les deux notions définies ici donnent lieu aux deux relations suivantes :

Γ = φ−1
x (φx(Γ)) et Γ ⊆ φx(φ

−1
x (Γ))

Exemple 3.2.10. La deuxième inclusion peut être stricte : si x = . . . 010101 · 001001001 . . . et φ : 0 7→ 01, 1 7→
101, pour Γ = {0}, on a φ−1

x (Γ) = {0} et φx(φ−1
x (Γ)) = {0, 1} 6= Γ.

0 1 0 0

0 1 1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 0

0 1 1 0 1 0 1 0 1
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Figure 3.5 – À gauche, une visualisation de pourquoi φ−1
x (Γ) = {0} ; à droite, une visualisation de pourquoi

φx(φ
−1
x (Γ)) = {0, 1}.

L’une des principales propriétés relatives aux substitutions est que l’image d’un piège à facteurs d’un mot est un
piège à facteurs pour l’image du mot :

Proposition 3.2.11. Soit x unmot bi-infini, soit Γ un piège à facteurs de x et soit φ une substitution. Alors φ(Γ) est
un piège à facteurs pour φ(x).
De plus, env(φ(x)) ≤ (env(x) + 1)×maxa∈A |φ(a)| − 1.

Démonstration.
Soit f un facteur de φ(x). Par définition, f est un facteur d’un certain φ(u) avec u un facteur de x. On
suppose que u est choisi minimal, c.à-d. que l’occurrence de f dans φ(u) débute dans φ(u0) et termine
dans φ(u|u|−1). Comme Γ est un piège à facteurs pour x, Γ capture une occurrence de u. Donc, par
définition de φ(Γ), φ(Γ) capture une occurrence de φ(u). Par minimalité de u, f est donc bien capturé
parφ(Γ). L’inégalité provient simplement d’unemajoration de la taille deφ(Γ) par le produit de la taille
de Γ et de la taille de la plus grande image d’une lettre par φ.

Un énoncé analogue à la proposition 3.2.11 avec l’opération de désubstitution est malheureusement faux dans le
cas général : si Γ est un piège à facteurs de φ(x), φ−1(Γ) n’est pas nécessairement un piège à facteurs de x.

Exemple 3.2.12. Soit x = . . . 010101 · 010101 . . . et φ : 0 7→ 01, 1 7→ 0101. On remarque alors que φ(x) =
x = . . . 010101 · 010101 . . . Alors Γ = {0, 1} est un piège à facteurs de φ(x), mais φ−1(Γ) = {0} n’est pas un
piège à facteurs de x (par exemple, φ−1(Γ) ne capture pas le facteur 1).

0 1 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Figure 3.6 – En bas, {0, 1} est bien un piège à facteurs de φ(x) = x ; mais en désubstituant par φ, on tombe sur {0}, qui
n’est pas un piège à facteurs de x.

Paradoxalement, c’est tout de même cette réciproque qui nous intéresse. On remarque notamment que dans
l’exemple 3.2.12, la substitution n’est pas reconnaissable sur son point fixe (voir [BPR23] pour une explication
plus approfondie sur la reconnaissabilité d’une substitution) : c’est donc principalement l’inadéquation de la sub-
stitution qui empêche de créer un piège à facteurs en désubstituant. Je démontrerai que la désubstitution préserve
les pièges à facteurs dans le cas de certains morphismes spécifiques, ou sous certaines conditions supplémentaires.
C’est en exploitant ces résultats partiels que je pourrai établir des bornes optimales liant complexité et envergure
d’un mot.

3.3 Existence et caractérisation des mots bi-infinis admettant un

piège à facteurs fini

3.3.1 Quels sont les candidats possibles?

Pour commencer à étudier les pièges à facteurs finis, il faut commencer par réduire l’espace de recherche à explorer.
C’est là qu’intervient la proposition 3.3.1 ci-après : elle permet d’obtenir des contraintes fortes sur les mots qui

65



3.3. Existence et caractérisation des mots bi-infinis admettant un piège à facteurs fini �

pourraient admettre un piège à facteurs fini. Elle permet en particulier de relier deux notions qui a priori émergent
de questions combinatoires différentes : la complexité d’unmot (voir la définition 1.1.4) et l’envergure d’unmot bi-
infini. Une version faible du résultat suivant a été démontré dans le cas desmots finis dans [Pre17]. Je fournis ici une
nouvelle preuve d’un résultat plus fin dans le cas des mots bi-infinis (qui est aussi valable dans le cas mono-infini).

Proposition 3.3.1. Pour tout mot bi-infini x, en notant px sa fonction de complexité (voir la définition 1.1.4), on a

∀n ≥ 1, pn(x) ≤ n+ env(x)

Démonstration.
Si env(x) = ∞, la proposition est vraie. Autrement, soit Γ un piège à facteurs fini de x de diamètre
minimal : diam(Γ) = env(x). Quitte à ajouter des valeurs, on suppose que Γ est un intervalle : Γ =

Jγ, γ + diam(Γ)K. Soit n ≥ 1 et f ∈ Ln(x). Alors, par hypothèse, f est capturé par Γ : donc il a une
occurence commençant dans Jγ−n+1, γ+diam(Γ)K.Doncpx(n) ≤ γ+diam(Γ)−(γ−n+1)+1 =

n+ diam(Γ) = n+ env(x).

γ Γ γ + diam(Γ)

Figure 3.7 – Visualisation de la preuve : les traits représentent les facteurs de longueur n capturés par Γ, et qui
doivent donc être les seuls facteurs distincts de x.

On en déduit que seuls des mots ayant une complexité de la forme px(n) ≤ n+ k peuvent admettre des pièges à
facteurs finis. On peut alors traiter un premier cas simple : celui où le mot x n’est pas récurrent.

Théorème 3.3.2 ([Cov75]). Soitx unmot bi-infini tel qu’il existe k ≥ 1 vérifiant px(n) ≤ n+k pour toutn ≥ 1.
Supposons que x n’est pas récurrent. Alors x est ultimement périodique à gauche et à droite.

Démonstration.
Quitte à décaler, on suppose que xJ0,nK est un facteur de x qui n’apparaît qu’une seule fois. Alors tout
facteur de x contenant xJ0,nK n’apparaît aussi qu’une seule fois dans x. PourN ≥ n, considérons alors
les mots fi = xJi−(N−n−1),i+nK avec 0 ≤ i ≤ N − n − 1. Ce sont des facteurs de x de longueurN
qui contiennent le facteur xJ0,nK. Donc il n’apparaissent qu’une fois dans x. En particulier, considérons
x′ = xJ1,+∞J : aucun fi n’est facteur de x′. De plus, si i 6= j, alors fi 6= fj : sinon, on aurait deux
occurrences de xJ0,nK dans x.
Si on calcule la fonction de complexité de x′ (en tant que mot surN), on a :

px′(N) ≤ px(N)− Card({fi | 0 ≤ i ≤ N − n− 1})
≤ N + k − (N − n− 1) ≤ k + n+ 1

Donc x′ est un mot mono-infini de complexité bornée : d’après le théorème de Morse-Hedlund surN,
x′ est donc ultimement périodique. Donc en particulier x est ultimement périodique à droite.
On peut faire un raisonnement symétrique à gauche, donc x est ultimement périodique à gauche aussi.
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La construction d’un piège à facteurs pour un mot ultimement périodique à gauche et à droite est alors plutôt
simple. Pour un tel x, quitte à décaler, on peut écrire x = v−N

g · uvNd avec vg, u, vd ∈ A+. Alors l’intervalle
J−|vg|, |u|+ |vd|−1K est un piège à facteurs dex (voir preuve du théorème 3.2.3). Donc dans le cas non récurrent,
le résultat se rapproche de ce qui est connu surN.

Corollaire 3.3.3. Soit x un mot bi-infini non récurrent. Alors x admet un piège à facteurs fini si, et seulement si, x
est ultimement périodique à gauche et à droite.

Qu’en est-il dans le cas récurrent?C’est ce cas qui est l’objet d’étudedu reste de ce chapitre.D’abord, onpeutmontrer
qu’un tel mot est non seulement récurrent, mais aussi uniformément récurrent.

Théorème 3.3.4 ([Cov75]). Soitx unmot bi-infini tel qu’il existe k ≥ 1 vérifiant px(n) ≤ n+k pour toutn ≥ 1.
Si x est récurrent, alors x est uniformément récurrent.

Démonstration.
Onprocède par l’absurde. Soit f un facteur dex tel qu’il existe des intervalles arbitrairement grands sans
occurrence de f .
Comme x est récurrent, il existe n ≥ |f | + 1 et un facteur g|f |+k de x de longueur n contenant exac-
tement |f |+ k occurrences de f . On peut de plus supposer que f est un préfixe de g|f |+k.
Comme x n’est pas uniformément récurrent, il existe p ∈ Z tel que xJp,p+n−1K n’admet aucune occu-
rence de f : notons g0 = xJp,p+n−1K. Alors la suite (|xJp−i,p−i+n−1K|f )i∈Z vérifie :

||xJp−i,p−i+n−1K|f − |xJp−i−1,p−i−1+n−1K|f | ≤ 1

Dans ce contexte, |m|f désigne le nombre d’occurrences du facteur f dans le mot m. Cette inégalité
découle du fait qu’en décalant la fenêtre de largeur n d’un cran à gauche, on fait apparaître une occur-
rence de f , disparaître une occurrence de f , ou les deux en même temps, mais rien d’autre : on ne peut
pas faire apparaître d’un coup deux occurrences de f . L’existence du facteurm|f |+k et la récurrence dex
impliquent que le nombre d’occurrences atteindra |f |+k. Avec l’inégalité précédente, et en exploitant la
récurrence dex, on peut utiliser une version discrète du théorème des valeurs intermédiaires et conclure,
pour tout j ∈ J0, |f |+ k − 1K, à l’existence d’un facteur gj de x de longueur n contenant exactement
j occurrences de f . De plus, en utilisant ce procédé, chaque nouvelle valeur de j 6= 0 est atteinte en
ajoutant une nouvelle occurrence à gauche, c’est-à-dire comme préfixe : on peut alors supposer de plus
que f est un préfixe des facteurs gj pour j 6= 0.
Symétriquement à g1, qui admet une seule occurrence de f comme préfixe, il existe r ∈ Z tel que
h0 = xJr,r+n−1K admette une seule occurrence de f comme suffixe :h0 étant trop long,h0 n’admet pas
f comme préfixe. Notons alors hi = xJr+i,r+n+i−1K pour i ∈ J0, n − |f | − 1K. Alors pour i 6= j,
hi 6= hj : sinon, h0 admettrait deux occurrences de f .
Enfin, aucun hi n’admet f comme préfixe, avec i ∈ J0, n − |f | − 1K. Donc tous les gi et les hj sont
distincts. On a alors :

px(n) ≥ Card((gi)0≤i≤|f |+k) + Card((hj)0≤j≤n−|f |−1)

≥ |f |+ k + 1 + n− |f | = n+ k + 1

Cela contredit la complexité initialement supposée de x.

Les théorèmes 3.3.2 et 3.3.4 donnent comme seuls candidats apériodiques les mots quasi-sturmiens :
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Définition 3.3.5 (Mot quasi-sturmien). Un mot bi-infini x est quasi-sturmien si x est apériodique et s’il existe
n0 ≥ 0 et k ≥ 1 tels que px(n) = n+ k pour tout n ≥ n0.

Cette classe a été caractérisée par Cassaigne dans le cas des mots mono-infinis [Cas97b]. Dans le cas des mots bi-
infinis, la littérature parle plutôt des words of minimal block growth [Cov75; Bos85; Hei01]. Cette terminologie
semble ne plus être utilisée à l’heure actuelle. C’est cette classe candidate qui sera l’objet d’étude du reste de cette
section. Pour étudier cette question, je vais commencer par une sous-classe bien plus connue : celle des mots stur-
miens.

3.3.2 Premier résultat d’existence

Pour traiter le cas desmots sturmiens, j’aurai besoin des notions de facteurs spéciaux à gauche, à droite et bispéciaux
(voir définition 1.2.18). Dans le cadre bi-infini, la définition des mots sturmiens caractéristiques est la suivante :

Définition 3.3.6 (Mot sturmien caractéristique bi-infini, [Pyt+02]). Soit x un mot sturmien. On dit que x est un
mot sturmien caractéristique si x = lim

n→∞
rn(x) · 01 lim

n→∞
ln(x) ou si x = lim

n→∞
rn(x) · 10 lim

n→∞
ln(x).

Le résultat sur lequel repose ce chapitre est alors le suivant :

Proposition 3.3.7. Soit x ∈ {0, 1}Z unmot bi-infini de complexité px(n) = n+ 1. Alors x admet J0, 1K comme
piège à facteurs si, et seulement si, x = lim

n→∞
rn(x) · 01 lim

n→∞
ln(x) ou lim

n→∞
rn(x) · 10 lim

n→∞
ln(x).

Corollaire 3.3.8. Soit x ∈ {0, 1}Z un mot bi-infini apériodique de complexité px(n) = n + 1. Alors x admet
J0, 1K comme piège à facteurs si, et seulement si, x est un mot sturmien caractéristique.

La preuve suivante de ce résultat est principalement l’œuvre de Gheeraert, dont je reprends ici les arguments.

Démonstration de la proposition 3.3.7.

D’abord, on remarque que J0, 1K est un piège à facteurs de x si, et seulement si, pour tout n ≥ 1,
xJ−n+1,nK contient tout élément de Ln(x). De plus, comme px(n) = n + 1, tout élément de Ln(x)
apparaît alors exactement une fois dans xJ−n+1,nK.
On introduit la propriété PN :

PN : pour tout n ≤ N, tout élément deLn(x) apparaît exactement une fois dans xJ−n+1,nK

Donc si J0, 1K est unpiège à facteurs dex, alorsPN est vraie pour toutN ≥ 1.Commex est apériodique
et de complexité n+1, x admet exactement un facteur spécial à droite et un facteur spécial à gauche de
toutes les longueurs, notés respectivement ln(x) et rn(x) pour la longueurn. On introduit la propriété
QN :

QN : xJ−N+1,NK = rN−1(x)01lN−1(x) ou rN−1(x)10lN−1(x)

Je montre maintenant que, pour toutN ≥ 1, PN ⇐⇒ QN . On commence par traiter le casN = 1

à part en remarquant que r0(x) = l0(x) = ε : il est donc clair que P1 ⇐⇒ Q1.

Lemme 3.3.9. PN =⇒ QN .
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Démonstration du lemme 3.3.9.
Le casN = 1 étant déjà traité, je traite le casN ≥ 2.
D’abord, remarquons que sif ∈ Lx(N−1), il existea ∈ A tel quefa ∈ Lx(N).Donc, par
PN , fa apparaît exactement une fois dans xJ−N+1,NK, donc f apparaît exactement une fois
dans xJ−N+1,N−1K. En faisant le même raisonnement à gauche, f apparaît exactement une
fois dans xJ−N+2,NK : on en déduit que f apparaît exactement une fois dans xJ−N+2,N−1K.
Autrement écrit, PN =⇒ PN−1.
Par PN−1, comme xJ−N+2,N−1K contient tout élément de LN−1(x) exactement une fois,
c’est en particulier le cas de lN−1(x). Par définition, 0lN−1(x) et 1lN−1(x) sont aussi des
facteurs de x, donc par l’hypothèse PN , comme ce sont des éléments de LN (x), ils ap-
paraissent dans xJ−N+1,NK. Donc il y a deux occurrences de lN−1(x) dans xJ−N+2,NK.
Comme xJ−N+2,N−1K ne contient qu’une seule occurrence de lN−1(x), il en résulte que
lN−1(x) est un suffixe de xJ−N+2,NK : autrement écrit, lN−1(x) = xJ2,NK. On montre
de manière analogue que xJ−N+1,−1K = rN−1(x). Le rang N = 1 nous donne que
xJ0,1K = 01 ou 10. En recollant toutes les techniques précédentes, on obtientxJ−N+1,NK =

rN−1(x)xJ0,1KlN−1(x) et on obtient bienQN .

Lemme 3.3.10. QN =⇒ PN .
Démonstration du lemme 3.3.10.

Onmontre cette implication par récurrence surN . On sait déjà queQ1 =⇒ P1. On sup-
pose maintenant queQN =⇒ PN : montrons queQN+1 =⇒ PN+1. Supposons donc
que xJ−N,N+1K = rN (x)01lN (x) (l’autre cas se traite demanière symétrique). Par relations
de suffixe et de préfixe entre les facteurs spéciaux des différentes longueur,QN+1 =⇒ QN .
Par hypothèse de récurrence, QN =⇒ PN : donc xJ−N+1,NK = rN−1(x)01lN−1(x)

contient tout élément deLN (x) exactement une fois. Soit f ∈ LN+1(x) dont le suffixe g de
longueurN n’est pas spécial à gauche. Alors g est un facteur de xJ−N+1,NK et comme g n’est
pas spécial à gauche, toute occurrence de g dans x est uniquement prolongeable à gauche en
f . Donc f apparaît exactement une fois dans xJ−N,NK. Comme g 6= lN (x) = xJ2,N+1K, f
apparaît exactement une fois dans xJ−N,N+1K. De manière analogue, si f ′ ∈ LN+1(x) a un
préfixe de longueurN non spécial à droite, f ′ apparaît exactement une fois dansxJ−N,N+1K.
Il nous reste à traiter le cas où f ∈ LN+1(x) admet lN (x) comme suffixe de longueurN . Par
hypothèseQN+1, xJ1,N+1K = 1lN (x) : il faut donc traiter le cas où f = 0lN (x). Symétri-
quement, en raisonnant sur les préfixes spéciaux à droite, il faut traiter le cas oùf ′ = rN (x)1.
Supposons que f n’apparaît pas dansxJ−N,N+1K. Alors sur lesN+2 éléments deLN+1(x),
c’est le seul qui n’apparaît pas. Donc en raisonnant sur les préfixes spéciaux à droite, le seul cas
inconnu doit aussi ne pas apparaître : cela signifie que f ′ n’apparaît pas non plus, et par car-
dinalité, f = f ′. Donc 0lN (x) = rN (x)1. Il faut alors trouver le coupable qui apparaîtrait
deux fois dans xJ−N,N+1K : c’est l’autre mot qui a un suffixe spécial à gauche de longueurN ,
1lN (x). Mais toujours par symétrie du raisonnement, c’est aussi l’autre mot qui a un préfixe
spécial à droite de longueurN , rN (x)0. Et encore une fois, pour des raisons de cardinalité,

ces deux mots sont en fait un et un seul : 1lN (x) = rN (x)0. Mais

0lN (x) = rN (x)1,

1lN (x) = rN (x)0

69



3.3. Existence et caractérisation des mots bi-infinis admettant un piège à facteurs fini �

n’est pas un système d’équations satisfiable : rN (x) commencerait à la fois par un 0 et un 1.
Donc tous les éléments deLN+1(x) apparaissent exactement une fois dansxJ−N,N+1K, d’où
PN+1.

Donc J0, 1K est un piège à facteurs pour x ssi PN est vraie pour toutN ≥ 1 ssiQN est vraie pour tout
N ≥ 1 ssi x = lim

n→∞
rn(x) · 01 lim

n→∞
ln(x) ou lim

n→∞
rn(x) · 10 lim

n→∞
ln(x).

On peut alors étendre le corollaire 3.3.8 en la formulation suivante :

Corollaire 3.3.11. Unmot bi-infini apériodique x est d’envergure 1 si, et seulement si, x est unmot sturmien carac-
téristique à décalage près.

D’abord, ce résultat va à l’encontre du résultat dans le cas deN : la famille caractérisée a beau être très contraignante,
elle n’est tout de même pas vide. Ensuite, ce résultat aurait en fait pu être établi à partir de la littérature existante :
dans [BLS21], Barbieri, Labbé et Starosta, dans le contexte des paires de mots asymptotiquement indistinguables,
fournissent des preuves des propositions 3.3.1 et 3.3.8. Dans la preuve de la proposition 3.3.7, j’ai d’abord traité le
cas des mots finis avant de passer à la limite : le cas des mots finis avait déjà été traité par [BR06]. Enfin, la forme
générale de la preuve du lemme 3.3.9 ressemble à des techniques combinatoires développées dans [Zam18]. La
preuve présentée ici a l’avantage de regrouper de manière compacte les arguments disséminés dans la littérature.
Maintenant, on dispose d’exemples explicites de mots bi-infinis apériodiques admettant un piège à facteurs fini. La
suite de ce chapitre a maintenant pour but de caractériser complètement les mots bi-infinis avec ces propriétés.

3.3.3 Caractérisation des mots sturmiens admettant un piège à facteurs fini

Bien que le corollaire 3.3.11 permette d’éclaircir le cas des mots sturmiens caractéristiques à décalage près, il ne
traite toutefois pas le cas de tous les mots sturmiens : que dire des mots sturmiens non caractéristiques? Certes, ils
ne peuvent pas avoir de piège à facteurs de diamètre 1, mais peuvent-ils admettre un piège à facteurs fini plus grand?
L’objectif de cette sous-sous-section est demontrer que non : unmot sturmien non caractéristique n’admet que des
pièges à facteurs infinis.
Je vais pour cela m’appuyer sur la représentation S-adique des mots sturmiens. Tout comme dans le chapitre précé-
dent, je vais présenter une application combinatoire des représentations S-adiques. En particulier, je vais utiliser une
version bi-infinie de la représentation S-adique d’Arnoux, qui n’emploie queL0 etL1 : il s’agit de la représentation
S-adique de Berthé, Holton et Zamboni.

Théorème 3.3.12 ([BHZ06]). Soitxunmot sturmien bi-infini. Alors il existe (ai)i∈N ∈ {0, 1}N non stationnaire,
(ci)i∈N ∈ {0, 1}N et (x(i))i∈N une suite de mots sturmiens bi-infinis telles que :

∀i ≥ 0, x = Sc0La0 ◦ Sc1La1 ◦ · · · ◦ SciLai(x(i))

L’une des propriétés fortes de cette représentation est le lien entre x et les x(i) : si l’un des x(i) est un mot sturmien
caractéristique, alors x est aussi un mot sturmien caractéristique, à décalage près.

Proposition 3.3.13. Soitx unmot sturmien caractéristique. AlorsSL0(x) etSL1(x) sont aussi desmots sturmiens
caractéristiques.
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Démonstration.
On traite ici le cas où x = lim

n→∞
rn(x) · 01 lim

n→∞
ln(x) et où on applique SL0, les autres cas sont

analogues.
D’abord,

SL0(x) = S[L0( lim
n→∞

rn(x)) · L0(01)L0( lim
n→∞

ln(x))]

= L0( lim
n→∞

rn(x)) 0 · 01L0( lim
n→∞

ln(x))

= lim
n→∞

L0(rn(x)) 0 · 01 lim
n→∞

L0(ln(x)) par continuité deL0.

Onmontremaintenant que lim
n→∞

L0(rn(x))0 = lim
n→∞

rn(L0(x)). L’égalité a bien du sens, car comme
L0 est une substitution sturmienne,L0(x) est bien un mot sturmien bi-infini. D’abord, comme rn(x)
est spécial à droite dans x, rn(x)0 et rn(x)1 sont des facteurs de x. Il existe même une lettre a ∈ {0, 1}
telle que rn(x)0a est un facteur de x. Alors L0(rn(x)0a) = L0(rn(x))0L0(a) et L0(rn(x)1) =

L0(rn(x))01 sont des facteurs de L0(x). Comme L0(a) commence toujours par un 0, on en conclut
aussi que L0(rn(x))00 est un facteur de x. Donc L0(rn(x))00 et L0(rn(x))01 sont des facteurs de
L0(x) : alorsL0(rn(x))0 est un facteur spécial à droite deL0(x). On en déduit que (L0(rn(x))0)n∈N
est une sous-suite de (rn(L0(x)))n∈N : les deux suites partagent donc la même limite. Par un raisonne-
ment similaire, onmontre que lim

n→∞
L0(ln(x)) = lim

n→∞
ln(L0(x)). Enfin,SL0(x) etL0(x) partagent

les mêmes facteurs spéciaux. On obtient :

SL0(x) = lim
n→∞

L0(rn(x)) 0 · 01 lim
n→∞

L0(ln(x))

= lim
n→∞

rn(L0(x)) · 01 lim
n→∞

ln(L0(x))

= lim
n→∞

rn(SL0(x)) · 01 lim
n→∞

ln(SL0(x))

Donc SL0(x) est bien un mot sturmien caractéristique.

On dispose d’une caractérisation des pièges à facteurs dans le cas des mots sturmiens caractéristiques et j’ai montré
que ces derniers formaient une classe stable par L0 et par L1 : l’étape suivante consiste à étudier le comportement
des pièges à facteurs vis-à-vis deL0 etL1.
Pour ces résultats, une notion importante est celle de correspondance entre les occurrences d’un facteur dans un
mot et d’un autre facteur dans son image. Il s’agit d’une forme de reconnaissabilité que j’appliquerai précisément
pour les pièges à facteurs.

Définition 3.3.14 (Correspondance des occurrences). Soit x un mot bi-infini, et soit φ une substitution. Soit f
un facteur de x et g un facteur de φ(x). On dit que toute occurrence de g dans φ(x) correspond à une occurrence
de f dans x si pour tout m ∈ Z tel que φ(x)Jm,m+|g|−1K = g, il existe n ∈ Z tel que xJn,n+|f |−1K = f et
φ(Jn, n+ |f | − 1K) ⊇ Jm,m+ |g| − 1K.

Maintenant que j’ai introduit les notions et le vocabulaire nécessaires, lançons-nous dans la manipulation précise
de désubstitution d’un piège à facteurs par L0. Les deux propositions suivantes sont à la fois techniques et très
précises : c’est la finesse des détails qui nous permettra de conclure plus loin.

Proposition 3.3.15. Soit y ∈ {0, 1}Z et x = L0(y). Soit Γ = Jn, n+ kK un piège à facteurs de x. Alors :

1. Il existem ∈ Z tel queL−1
0 (Γ) = Jm,m+ `K avec
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` = k − |xJn+1,n+kK|1

2. L’ensembleL−1
0 (Γ) ∪ {m− 1} est un piège à facteurs de y.

3. De plus,
— si xn−1xn 6= 00,L−1

0 (Γ) est aussi un piège à facteurs de y ;
— de surcroît, si xn+kxn+k+1 = 01, alors on peut aussi retirer la positionm+ ` du piège à facteurs obtenu

jusqu’ici et quand même former un piège à facteurs de y.

Démonstration.
1. Comme L0 est un morphisme non-effaçant, L−1

0 (Γ) est bien un segment de Z, d’où l’existence
dem et `.
Je prouve maintenant la valeur de `. Si ` = 0, y est un mot constant : l’égalité est alors vérifiée
dans le cas y = (0)n∈Z et y = (1)n∈Z. Autrement, par définition de L0 et de la préimage d’un
piège à facteurs, il existe deuxmots non videsα etω tels quexJn,n+kK = αL0(yJm+1,m+`−1K)ω.
Plus précisément, si xn = 1, alors α = 1 : sinon, α = L0(ym). Si xn+kxn+k+1 = 01, alors
ω = 0 : sinon, ω = L0(ym+`). Donc |α| = 2 ssi (α = L0(ym) et ym = 1) ssi xn+1 = 1. Et
|ω| = 2 ssi (ω = L0(ym+`) et ym+` = 1) ssi xn+k = 1.
On obtient finalement que :

k + 1 = |xJn,n+kK|

= |α|+
`−1∑
i=1

|L0(ym+i)|+ |ω|

= |α|+ `− 1 + |xJn+|α|,n+k−|ω|K|1 + |ω|.

Les caractérisations de |α| et |ω| données plus tôt permettent alors de déduire que k = ` +

|xJn+1,n+kK|1.

ym yJm+1,m+`−1K ym+`y

α ωL0(y) = x

L0

Figure 3.8 – Découpage de Γ et L−1
0 (Γ) : α est bien un suffixe de l’image de ym et ω un préfixe de l’image de

ym+`.
2. Soit f un facteur non vide de y. Montrons que f est capturé parL−1

0 (Γ)∪{m−1}. Supposons
d’abord que f termine par 1. Alors par la forme de L0 et de f , toute occurrence de L0(f) dans
x correspond à une occurrence de f dans y. Comme Γ est un piège à facteurs de x, L0(f) est
capturé par Γ, donc l’une des occurrences de f est capturé parL−1

0 (Γ) dans y.
Supposons maintenant que f termine par un 0. Alors toujours par la forme deL0 et de f , toute
occurrence de L0(f)0 dans x correspond à une occurrence de f dans y. Le facteur L0(f)0 est
capturé parΓ dans x. Il y a deuxmaintenant deux possibilités : siL0(f)0 est capturé par Jn, n+
kK, on conclut comme dans le premier cas et f est capturé par L−1

0 (Γ). Sinon, c’est que L0(f)0
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ne croise Γ qu’à la position n : alors l’occurrence de f correspondante dans y croise la position
m− 1.
Dans les deux cas,L−1

0 (Γ) ∪ {m− 1} capture tout facteur de y.

Γ

L−1
0 (Γ)

L0(f)

f

Γ

L−1
0 (Γ)

m
−
1

L0(f) 0

f

Figure 3.9 – Visualisation de pourquoi L−1
0 (Γ) ∪ {m − 1} est un piège à facteurs de y dans tous les cas : à

gauche, le cas général ; à droite, le pire cas, où f termine par un 0 etL0(f)0 n’est capturé parΓ que
par sa dernière position. Dans les deux cas,L−1

0 (Γ) ∪ {m− 1} capture bien f .
3. On reprend le raisonnement suivi dans le point précédent.

La position m − 1 n’est nécessaire que pour la capture de facteurs terminant par un 0. Alors
si xn = 1, L0(f)0 ne peut être capturé par Γ uniquement par la position n, et donc il n’y a
pas besoin de rajouter la positionm − 1 à L−1

0 (Γ) pour former un piège à facteurs de y. Puis
si xn−1xn = 10, c’est aussi impossible que L0(f)0 ne soit capturé par Γ que par la position n,
puisqu’on aurait alors que f termine par un 1. Donc si xn−1xn 6= 00,L−1

0 (Γ) est déjà un piège
à facteurs de x.
Enfin, supposons que xn+kxn+k+1 = 01. Alors ym+` = 1. Montrons alors que la position
m + ` est superflue, c.-à-d. que tout facteur yJm+`,m+`+jK a une occurrence dans y croisant
Jm,m + ` − 1K ou Jm − 1,m + ` − 1K (selon le piège à facteurs obtenu jusqu’ici). Soit f un
mot tel que yJm+`,m+`+jK = 1f . De par la forme de L0, on peut affirmer deux choses : si 1f
termine par 1, alors toute occurrence de 1L0(f) dans x correspond à une occurrence de 1f dans
y ; si 1f termine par 0, alors toute occurrence de 1L0(f)0 correspond à une occurrence de 1f
dans y. Par hypothèse, 1L0(f) (resp. 1L0(f)0) est couvert par Γ dans x et, comme xn+k = 0,
est en fait même couvert par Jn, n+ k− 1K. Donc 1f est couvert par Jm− 1,m+ `− 1K, et la
positionm− 1 n’est nécessaire que si xn−1xn = 00.

Le symétrique de la proposition 3.3.15 pour la substitutionL1 est la proposition suivante :

Proposition 3.3.16. Soit y ∈ {0, 1}Z et x = L1(y). Soit Γ = Jn, n+ kK un piège à facteurs de x. Alors :

1. Il existem ∈ Z tel queL−1
1 (Γ) = Jm,m+ `K avec

` = k − |xJn+1,n+kK|0

2. L’ensembleL−1
1 (Γ) ∪ {m− 1} est un piège à facteurs de y.

3. De plus,

— si xn−1xn 6= 11,L−1
1 (Γ) est aussi un piège à facteurs de y ;

— de surcroît, si xn+kxn+k+1 = 10, alors on peut aussi retirer la positionm+ ` du piège à facteurs obtenu
jusqu’ici et quand même former un piège à facteurs de y.

La proposition 3.3.16 se démontre de la même manière que la proposition 3.3.15. Ces deux propositions sont
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techniques, mais permettent enfin de complètement caractériser les mots sturmiens admettant des pièges à facteurs
finis.

Proposition 3.3.17. Soit x un mot sturmien bi-infini. Alors x admet un piège à facteurs fini si, et seulement si, x
est un mot sturmien caractéristique à décalage près.

Démonstration.
On a démontré (voir la proposition 3.3.8) qu’un mot sturmien x est d’envergure 1 si, et seulement si,
x est un mot sturmien caractéristique à décalage près. Donc si x est un mot sturmien caractéristique à
décalage près, x admet un piège à facteurs fini. Il reste à montrer la réciproque.
Soitxunmot sturmien admettant unpiège à facteurs fini.D’après le théorème3.3.12, il existe (ai)i∈N ∈
{0, 1}N non stationnaire, (ci)i∈N ∈ {0, 1}N, (x(i))i∈N une suite de mots sturmiens bi-infinis telle que
x = Sc0La0 ◦ Sc1La1 ◦ · · · ◦ SciLai(x(i)) pour tout i ≥ 0. Cette représentation S-adique vérifie
toujours l’alternance infinie de type : on définit alors θ(x) ≥ 0 le plus petit entier tel que (ai)0≤i≤θ(x)
contienne env(x)−1 alternances de type.Dans unpremier temps, je ferai l’hypothèse suivante, nommée
(H) :

ci = 0 pour tout 0 ≤ i ≤ θ(x)

Afin de terminer la preuve de la proposition 3.3.17, je démontre le lemme suivant :

Lemme 3.3.18. Soit 1 ≤ η(x) ≤ θ(x) tel que a0 = a1 = · · · = aη(x)−1 6= aη(x). Si env(x) 6= 1,
alors env(x(η(x))) < env(x).

Démonstration du lemme 3.3.18.
Soit Γ = Jn, n+ kK un piège à facteurs de x de diamètre minimal : je construis maintenant
un piège à facteurs pour x(0), avec l’espoir qu’il soit plus petit que Γ. Comme env(x) 6= 1,
θ(x) ≥ 1, et de plus, par (H), c0 = 0. Nous traiterons ici le cas x = L0(x

(0)), le cas
x = L1(x

(0)) se traite de manière analogue.
La proposition 3.3.15 permet de conclure directement, c.-à-d. de construire un piège à fac-
teurs strictement plus petit que Γ, dans les cas suivants :

1. |xJn+1,n+kK|1 ≥ 2, ou

2. |xJn+1,n+kK|1 = 1 et (xn−1xn 6= 00 ou xn+kxn+k+1 = 01), ou

3. |xJn+1,n+kK|1 = 0, xn−1 6= 00 et xn+kxn+k+1 = 01.

En notant Jm,m+ lK = L−1
0 (Γ), il nous reste deux cas problématiques :

1. lorsque |xJn+1,n+kK|1 = 1 et xn−1xn = 00 et xn+kxn+k+1 6= 01. D’après la pro-
position 3.3.15, x(0) admet comme piège à facteurs Jm− 1,m+ `K avec ` = k − 1.
De plus, on a xJn,n+kK = 0i10j , et si j ≥ 1, xn+k+1 = 0. Cela implique alors que
x
(0)
Jm−1,m+k−1K = 0i10j = xJn,n+kK.

2. lorsque |xJn+1,n+kK|1 = 0 et (xn−1xn = 00 ou xn+kxn+k+1 6= 01). Un piège
à facteurs devant capturer toutes les lettres, on a xJn,n+kK = 10k. Donc en fait,
xn−1xn 6= 00 et c’est la condition xn+kxn+k+1 6= 01 qui est remplie : comme
xn+k = 0, on a donc xn+k+1 = 0. D’après la proposition 3.3.15, x(0) admet
comme piège à facteurs Jm,m + `K avec ` = k. Par désubstitution, on a donc
x
(0)
Jm,m+kK = 10k = xJn,n+kK.
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Dans ces deux cas problématiques, en notant Jm′,m′ + kK le piège à facteurs de x(0) ob-
tenu, on a x(0)Jm′,m′+kK = xJn,n+kK. Par définition du type d’un mot sturmien (voir dé-
finition 1.2.12), on en déduit alors que si un cas problématique a lieu, c’est que x et x(0)

ont le même type. Donc par contraposée, si x et x(0) ne sont pas de même type, c’est
que les cas problématiques n’ont pas lieu. La représentation S-adique implique alors que
x(η(x)−1) et x(η(x)) n’ont pas même type : en construisant un piège à facteurs de x(η(x))

à partir d’un piège à facteurs de x(η(x)−1), les cas problématiques n’ont donc pas lieu. Donc
env(x(η(x))) < env(x(η(x)−1)) ≤ env(x) : on conclut bien que env(x(η(x))) < env(x).

Je reprends la preuve de la proposition 3.3.17. À partir du lemme 3.3.18, on peut maintenant amorcer
un principe de descente infinie de Fermat, en remarquant que l’envergure décroît strictement à chaque
alternance de type : et le raisonnement pourra toujours bien s’appliquer parce que ci = 0 pour 0 ≤ i ≤
θ(x). En conclusion, on a env(x(θ(x))) = 1.
Si x ne respecte pas l’hypothèse (H), considérons le mot x̃ = La0 ◦ · · · ◦ Laθ(x)(xθ(x)). Alors d’après
la représentation S-adique de Berthé, Holton et Zamboni (voir le théorème 3.3.12), en définissant x̃(i)

de manière analogue à x(i), on a x̃(θ(x)) = x(θ(x)) à décalage près ; et x̃ vérifie, lui, l’hypothèse (H).
D’après le raisonnement précédent, env(x̃(θ(x))) = 1 : on a bien env(x(θ(x))) = 1.
Autrement écrit, dans tous les cas, on dispose d’un indice i ≥ 0 tel que env(x(i)) = 1. Donc, d’après
le corollaire 3.3.11, x(i) est un mot sturmien caractéristique. Et d’après la proposition 3.3.13, l’image
d’un mot sturmien caractéristique à décalage près par les morphismes L0 et L1 est un mot sturmien
caractéristique à décalage près. Donc x est un mot sturmien caractéristique à décalage près.

Autrement écrit, l’exemple exhibé par le corollaire 3.3.11 est la seule possibilité pour un mot sturmien d’admettre
un piège à facteurs fini. À partir de cette caractérisation, on peut en déduire le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.19. Soit x un mot sturmien bi-infini. Alors :

env(x) =

1 si x est un mot sturmien caractéristique à décalage près,

∞ sinon.

De plus, siX est un shift sturmien, alors il y a une quantité infinie dénombrable d’éléments deX d’envergure 1, et une
quantité infinie indénombrable d’éléments deX d’envergure infinie.

Démonstration.
Dans un shift sturmien, il y a exactement deux mots sturmiens caractéristiques : à décalage près, il y a
donc une quantité infinie dénombrable de mots sturmiens caractéristiques à décalage près. On conclut
en rappelant qu’un shift sturmien contient une quantité infinie indénombrable d’éléments.

Pour récapituler jusqu’ici, j’ai traité le cas des mots sturmiens, et le cas des mots apériodiques d’envergure 1. Il me
reste alors à traiter le cas des pièges à facteurs plus grands, et donc étudier les mots quasi-sturmiens.

3.3.4 Généralisation au cas d’envergure finie quelconque

Maintenant qu’on a traité le cas des mots apériodiques bi-infinis d’envergure 1, je vais généraliser le résultat aux
mots apériodiques bi-infinis d’envergure k pour k ≥ 1.
D’abord, à partir des propositions précédentes, on peut établir un premier résultat d’existence :
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Proposition 3.3.20. Soit y un mot bi-infini sturmien caractéristique, et soit φ une substitution apériodique. Alors
φ(y) est un mot apériodique et admet un piège à facteurs fini.

Démonstration.
C’est une conséquence de la proposition 3.2.11, du corollaire 3.3.8 et du fait que les substitutions apé-
riodiques préservent l’apériodicité.

Techniquement, il est possible d’élargir légèrement la proposition 3.3.20, en considérant le cas où y est un décalage
d’unmot sturmien caractéristique. Encore une fois, ce résultat est en contraste avec le cas deN établi dans [RRS22].
On exhibe ainsi en effet une infinité de mots apériodiques admettant des pièges à facteurs finis. C’est le caractère
bilatéral deZ qui fait la différence avec le cas deN.
Mon objectif désormais est de caractériser plus précisément quels mots admettent un piège à facteurs fini, et
quelles sont les envergures possibles. D’après la proposition 3.3.1, les seuls candidats récurrents sont les mots
quasi-sturmiens (voir la définition 3.3.5). Nous allons alors déterminer précisément quels mots quasi-sturmiens
admettent des pièges à facteurs finis.

Caractérisation des mots quasi-sturmiens

Pour cela, il faut d’abordmieux comprendre ce que sont lesmots quasi-sturmiens. La première étude desmots quasi-
sturmiens remonte àHedlund,Coven et Paul [CH73;Cov75; Pau75], qui étudiaient demanière générale leswords
of minimal block growth, c.-à-d. les mots x vérifiant px(n+ 1)− px(n) = 1. La question a connu une résurgence
vingt ans plus tard, avec notamment les travaux de Didier, Alessandri et Heinis [Did99; Ale96; Hei01]. On peut
aussi citer un article de Ferenczi et Mauduit qui les utilisent comme un outil [FM97]. C’est pendant cette période
qu’a émergé l’appellation de mots quasi-sturmiens par Cassaigne dans le cas mono-infini [Cas97b], repris depuis
dans d’autres articles [KT07a; RRS22]. Je procède ici à une extension de la caractérisation de [Cas97b] au cas bi-
infini, en raffinant certains détails : la caractérisation de [Cas97b] utilise les substitutions apériodiques, et j’établis
une caractérisation utilisant lesmorphismes de retour.

Définition 3.3.21 (Morphisme de retour). Soitw unmot fini non vide. Alors une substitution φ est unmorphisme
de retour pourw si :

1. φ est injectif surA ;
2. pour tout a ∈ A,wφ(a) contient exactement deux occurrences dew, une comme préfixe, l’autre comme suffixe.

Une substution φ est un morphisme de retour si c’est un morphisme de retour pour un mot non videw.

Il s’agit d’une notion rattachée à celle de mot de retour, introduite en combinatoire des mots par Durand dans
[Dur98] afin de, notamment, établir des résultats de décidabilité sur les mots purement substitutifs. Les mor-
phismes de retour, eux, ont principalement été étudiés par Leroy, en particulier dans son travail avec Gheeraert
[GLL22; GL22; Ghe23a]. Je vais utiliser dans le contexte de ce chapitre plusieurs de leurs propriétés. Ces proprié-
tés ont été démontrées dans les références données plus tôt : je fournis ici une preuve des trois premières propriétés.

Proposition 3.3.22. Soitw un mot fini non vide, et φ un morphisme de retour pourw.

1. Pour tout u ∈ A∗,w est un suffixe dewφ(u).
2. La substitution φ est injective surA∗, surAN et surAZ.
3. Soitx ∈ AZ, et soitu un facteur dex. Alors toute occurrence deu dansx correspond à une occurrence dewφ(u)

dans φ(x) et réciproquement.
4. La substitution φ est apériodique, c.-à-d. que si x est un mot apériodique, alors φ(x) est apériodique.
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Démonstration.
1. Cette propriété se prouve par récurrence immédiate sur la longueur de u.
2. Soientx, y ∈ A∗ tels queφ(x) = φ(y).Onmontre par récurrence immédiate que la longueur de
x correspond au nombre d’occurrences moins 1 dew danswφ(x). Donc |x| = |y|. L’injectivité
de φ sur A implique alors l’injectivité sur A∗. Soit x, y ∈ AN tels que φ(x) = φ(y). Alors
wφ(x) = wφ(y), et on peut découper wφ(x) = wx,0wx

′, et de même wφ(y) = wy,0wy
′ en

posant wx,0 comme le préfixe (non vide) avant la deuxième occurrence du mot w dans wφ(x)
(de même pour y). Donc commewφ(x) = wφ(y), |wx,0| = |wy,0|, et doncwx,0 = wy,0. Par
définition de morphisme de retour pour w, on a alors x0 = y0. En procédant ainsi sur wx′ =
wy′, on obtient par induction que x = y. Enfin, si x, y ∈ AZ vérifient φ(x) = φ(y), il suffit de
découper x = x− · x+ et y = y− · · · y+ et d’utiliser le cas deN pour conclure.

3. Supposons que xJn,n+|u|−1K = u. On traite le cas où n ≥ 0, les autres cas se traitent de façon

analogue. En notantm =
n−1∑
i=0

|φ(xi)| et k =
n+|u|−1∑
i=n

|φ(xi)|, on a φ(x)Jm,m+k−1K = φ(u).

Par ailleurs, φ(x)Jm−|w|,m−1K vaut w et est un suffixe de φ(xJn−|w|,n−1K) : par le point 1,
wφ(xJn−|w|,n−1K) admetw commeun suffixe,mais commeφ est non effaçant, ce suffixe est stric-
tement inclus dans φ(xJn−|w|,n−1K). Donc φ(x)Jm−|w|,m+k−1K = wφ(u).
Dans l’autre sens, supposons que φ(x)Jm−|w|,m+k−1K = wφ(u) avecm, k ≥ 0 (le casm < 0

se traite de manière analogue). Si φ(x)Jm−|w|,m+k−1K terminait à l’intérieur d’une image de φ,
alors on aurait une lettre a ∈ A telle quewφ(a) contient trois occurrences dew, ce qui contredit
la définition 3.3.21. De même, φ(x)Jm,m+k−1K ne peut commencer à l’intérieur d’une image

de φ. Donc il existe un mot v et n ≥ 0 tel que m =
n−1∑
i=0

|φ(xi)| et k =
n+|v|−1∑
i=n

|φ(xi)| et

φ(x)Jm,m+k−1K = φ(xJn,n+|v|−1K) = φ(v). Par injectivité de φ sur les mots finis, on a v = u :
donc on a bien que xJn,n+|u|−1K = u.

Pour fournir une caractérisation des mots quasi-sturmiens, j’ai besoin de préciser le concept des graphes de Rauzy.

Définition 3.3.23 (Graphe de Rauzy). Soit x un mot bi-infini, et soit n ≥ 1. Alors le graphe de Rauzy de x de
rang n est l’ω-automate faible (voir la définition 2.2.4) Gn(x) = (A,Ln(x),Ln(x), Tn(x)) dont les sommets sont
les facteurs de x de longueur n et où f a−→ g ∈ Tn(x) si fa = bg ∈ Ln+1(x) pour une lettre b ∈ A.

Le graphe de Rauzy Gx(x) est traditionnellement un graphe, et l’interprétation que j’en fais ici comme un ω-
automate n’est pas standard. Les graphes de Rauzy (introduits par Rauzy [Rau83]) ont été amplement examinés
en combinatoire des mots (par exemple dans [AR91; Rot94; Fri01 ; Abe03; RR22]) afin par exemple d’étudier
plusieurs classes de mots caractérisées par leurs complexités.
L’une des propriétés importantes des graphes de Rauzy est que x ∈ L(Gn(x)) pour toutn ≥ 1. En combinant les
propriétés des morphismes de retour et celles des graphes de Rauzy, on peut enfin fournir une caractérisation des
mots quasi-sturmiens ressemblant à celle du cas mono-infini (voir [Cas97b]) :

Proposition 3.3.24. Soitxunmot quasi-sturmien.Alors il existe un facteur bispécialf dex, unmorphismede retour
φ pour f , unmot sturmien y et un entierm tels que x = Smφ(y). De plus, px(n) = n+ |φ(0)|+ |φ(1)|− |f |− 1

pour tout n ≥ |f |.
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Démonstration.
Soient k ≥ 1 et n0 ≥ 0 tels que px(n) = n+ k pour tout n ≥ n0. Alors pour tout n ≥ n0, x admet
exactement un facteur spécial à gauche (et à droite) de longueur n ; comme px(n + 1) − px(n) = 1

pour n ≥ n0, ces facteurs spéciaux admettent deux extensions. Notons alors ln(x) le facteur spécial à
gauche dex de longueurn (et rn(x) son facteur spécial à droite de longueurn). On remarque que ln(x)
est un préfixe de ln+1(x), et symétriquement que rn(x) est un suffixe de rn+1(x). De plus, ln(x) est
un facteur récurrent de x : sinon, il existerait un rang r tel que xK−∞,rK ne contient pas le mot ln(x).
Donc pour tout i ≤ 0,xJr+i−n+1,r+iK 6= ln(x). Donc chacun de ces facteurs est extensible demanière
unique à gauche : par le lemme des tiroirs, on retomberait deux fois sur le même facteur, et l’unicité de
l’extension à gauche impliquerait alors l’ultime périodicité de x à gauche, ce qui contredit l’apériodicité
des mots quasi-sturmiens. De même, rn(x) est un facteur récurrent de x.
Montrons d’abord que x admet au moins un facteur bispécial : supposons qu’aucun facteur ln(x) ne
soit spécial à droite. Alors, pour tout n ≥ n0, l’extension à droite de ln(x) à ln+1(x) serait unique.
Par récurrence de ln0(x) dans x, il y aurait alors un indice n ≥ n0 tel que ln(x) admet comme suffixe
ln0(x). Et par un raisonnement similaire au paragraphe précédent,x serait alors ultimement périodique
à droite, en contradiction avec les hypothèses. Donc il existen1 ≥ n0 tel que ln1(x) est spécial à droite :
autrement écrit, x admet au moins un facteur bispécial (le même raisonnement justifie en fait qu’il en
admet une infinité).
Soit donc f un facteur bispécial de x, qu’on suppose de longueur n1 ≥ n0. On considère maintenant
le graphe de Rauzy Gn1(x) : f est son seul sommet de degré sortant 2 (les autres ayant degré sortant 1),
et f est aussi le seul sommet de degré entrant 2 (les autres ayant degré entrant 1). Le graphe de Rauzy
Gn1(x) est donc un graphe en papillon, comme sur la figure 3.10.

fφ(0) φ(1)

Figure 3.10 – La formedu graphe deRauzyGn1
(x) : au centre, le sommet correspondant au facteur f ; à gauche

et droite les deux extensions possibles distinctes.
En notant φ(0) et φ(1) les étiquettes des deux cycles de Gn1(x) partant de f , on en déduit alors qu’il
existe y ∈ {0, 1}Z etm un entier tel que x = Smφ(y). Je vais maintenant montrer que φ est bien un
morphisme de retour pour f et que y est un mot sturmien.
D’abord, montrons que φ est bien unmorphisme de retour pour f . Pour a ∈ {0, 1}, on remarque que

f
φ(a)−−→ ∗ f est une marche sur Gn(x) qui ne passe par f qu’au début et à la fin. Par définition d’un

graphe de Rauzy, on en déduit que fφ(a) contient bien deux occurrences de f , une comme préfixe
et une comme suffixe. De plus, les deux boucles commencent par des lettres différentes, donc φ(0) 6=
φ(1). Donc φ est injectif et donc est bien un morphisme de retour pour f . Enfin, nous n’avons pas
encore précisé comment faire le choix pour savoir quelle boucle sera l’image de quelle lettre : comme f
a deux transitions entrantes étiquetées différemment, les lettres précédant f comme suffixe dans fφ(0)
et fφ(1) sont différentes. On choisit de telle sorte que af est un suffixe de fφ(a), quitte à renommer
les deux extensions à gauche de f selon {0, 1}.
Enfin, montrons que y est un mot sturmien. Comme x est apériodique et φ est une substitution apé-
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riodique, y doit aussi être un mot apériodique. Donc d’après le théorème de Morse-Hedlund pour les
mots bi-infinis [MH40], py(n) ≥ n + 1 pour tout n ≥ 1. Je montre alors que y admet au plus un
facteur spécial à droite pour toute longueur : cela impliquera que py(n + 1) − py(n) ≤ 1 pour tout
n ≥ 1, et donc que py(n) = n + 1 pour tout n ≥ 1. On procède par l’absurde : soit t0 et t1 deux
facteurs spéciaux à droite de y de longueur n, avec n le plus petit possible. On suppose, sans perte de
généralité, qu’il existe un mot t′ (potentiellement vide) tel que pour a ∈ {0, 1}, ta = at′. Alors par
définition de φ, pour tout facteur g de y, fφ(g) est un facteur de x. Donc pour tout a, a′ ∈ {0, 1},
fφ(a)φ(t′)φ(a′) est un facteur dex (le premier a représentant quel facteur spécial à droite est choisi, et
a′ les deux extensions à droite possibles). Commeφ(0) etφ(1) commencent par des lettres distinctes, et
comme af est un suffixe de fφ(a), on en conclut que afφ(t′) est un facteur spécial à droite de x pour
tout a ∈ {0, 1}. On aurait donc deux facteurs spéciaux à droite de x de même longueur plus grande
que n1 ≥ n0, ce qui est absurde.
Enfin, pour calculer la complexité : il suffit de compter le nombre de sommets dansGn1(x). D’une part,
il y en a autant que de facteurs de longueur n1 dans x, c.-à-d. n1 + k = |f | + k. D’autre part, il y en
a la somme des longueurs des deux boucles moins un (les deux boucles partageant le même sommet de
départ). Donc il y en a |φ(0)|+ |φ(1)| − 1. D’où k = |φ(0)| − |φ(1)| − |f | − 1.

On a donc montré que si un mot est quasi-sturmien, alors c’est l’image d’un mot sturmien par une substitution
avec des propriétés précises. Pour conclure la caractérisation, il suffit de montrer que l’image d’un mot sturmien
par un morphisme « raisonnable » est un mot quasi-sturmien : il s’agit d’un résultat de Heinis 1.

Théorème 3.3.25 ([Hei01, Theorem 3.1]). Soit x un mot sturmien bi-infini, et soit σ une substitution telle que
σ(0) et σ(1) ne sont pas puissances d’un même mot. Alors σ(x) est un mot quasi-sturmien.

Le théorème 3.3.25 a aussi été démontré de façon plus générale par Gheeraert [Ghe23b] dans le cas des mots den-
driques. Quoi qu’il en soit, on en déduit une caractérisation complète des mots quasi-sturmiens :

Proposition 3.3.26. Un mot bi-infini x est quasi-sturmien si, et seulement si, il existe f un facteur de x, φ un
morphisme de retour pour f ,m un entier et y un mot sturmien tels que x = Smφ(y).

Caractérisation des mots bi-infinis admettant un piège à facteurs fini

Avec cette caractérisation des mots quasi-sturmiens, je reviens enfin au cœur du sujet : les pièges à facteurs finis.
La proposition 3.3.20 nous a permis d’établir que l’image d’un mot sturmien caractéristique par un morphisme
« raisonnable » admettait un piège à facteurs fini. Dans cette sous-section, l’objectif est d’étudier la réciproque :
quels sont lesmots qui admettent un piège à facteurs fini? Pour cela, je commence parmontrer une forme simplifiée
de la proposition 3.3.15 dans le cas des morphismes de retour.

Lemme 3.3.27. Soit x unmot bi-infini et φ unmorphisme de retour pour unmot f . SiΓ = Jn, n+ kK est un piège
à facteurs de φ(x), alors il existem ∈ Z et ` ≥ 0 tels que φ−1(Γ) = Jm,m + `K et tels que Jm,m + ` + |f |K est
un piège à facteurs de x.

1. Si Cassaigne écrivait simplement en 1997 « it can be shown that [l’image d’unmot sturmien par unmorphisme apériodique est quasi-
sturmienne] » comme un exercice au lecteur [Cas97b, Proposition 8], la preuve de ce théorème est en fait un vrai tour de force. La preuve
de Heinis fait 4 pages, est particulièrement technique et emploie un vocabulaire qui n’est plus au jour de la recherche actuelle. J’espère que
le lecteur saura me pardonner l’absence de la preuve de ce résultat dans ce manuscrit.
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Démonstration.
L’existence dem et de ` est due au caractère non-effaçant deφ. Montronsmaintenant que Jm,m+ `+

|f |K est un piège à facteurs de x.
Soit u un facteur non vide de x. Comme φ est un morphisme de retour pour f , toute occurrence de
fφ(u) dans φ(x) correspond à une occurrence de u dans x. Comme Γ est un piège à facteurs de φ(x),
il y a une occurrence de fφ(u) capturée par Γ. On considère alors deux cas.
D’abord, si la capture se fait dans la partie φ(u) de fφ(u), alors il y a directement une occurrence de u
capturée par φ−1(Γ) ⊆ Jm,m+ `+ |f |K.
Ensuite, si la capture se fait dans la partie f de fφ(u), comme φ est non-effaçant, l’occurrence de u est
au plus loin |f | − 1 après φ−1(Γ). Donc u est capturé par Jm,m+ `+ |f |K.

Γ

f φ(u)

φ−1(Γ)

u

Γ

φ−1(Γ)

f φ(u)

u

<|f |

Figure 3.11 – Visualisation de pourquoi Jm,m+ `+ |f |K est un piège à facteurs : à gauche, le cas où φ(u) est
la partie capturée par Γ ; à droite, celle où c’est f qui est capturé par Γ.

On peut alors maintenant caractériser complètement les mots bi-infinis apériodiques admettant des pièges à fac-
teurs finis.

Proposition 3.3.28. Soit x un mot bi-infini apériodique. Alors x admet un piège à facteurs fini si, et seulement si,
il existe un morphisme de retour φ, un entierm et un mot sturmien caractéristique y tel que x = Smφ(y).

Démonstration.
La proposition 3.3.20 montre que si x = Smφ(y) pour un morphisme de retour φ, un entierm et un
mot sturmien caractéristique y, x a un piège à facteurs fini.
Soitxunmotbi-infini apériodique admettant unpiège à facteurs fini.Alorsx est unmotquasi-sturmien
par la proposition 3.3.1. D’après la proposition 3.3.24, on a alors x = Smφ(y) avec φ un morphisme
de retour,m un entier et y unmot sturmien. Comme x a un piège à facteurs fini, le lemme 3.3.27 nous
donne que y aussi admet un piège à facteurs fini. Donc, d’après la proposition 3.3.17, y est un mot
sturmien caractéristique à décalage près. L’image d’un mot décalé étant le décalé de son image, on peut
faire ressortir le décalage de y dansm pour conclure.

Nous avons enfin atteint notre but : nous avons établi quels mots bi-infinis apériodiques admettent des pièges à
facteurs finis. La caractérisation fournie permet même de discriminer au sein des mots quasi-sturmiens lesquels
admettent des pièges à facteurs finis et lesquels non. La proposition 3.3.28 fournit en particulier l’existence demots
bi-infinis apériodiques admettant des pièges à facteurs finis.

Exemple 3.3.29. Soit xFib = . . . 0100101001010 · 0100101001001 . . . le mot de Fibonacci bi-infini, et soit f
le mot fini 0120. On pose comme substitution φ : 0 7→ 120, 1 7→ 010120. C’est bien un morphisme de retour
pour f . Alors φ(xFib) = . . . 120010120120010120120 · 120010120120120 . . . admet comme piège à facteurs
J0, 8K = φ(J0, 1K).
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L’essentiel du travail effectué dans les derniers résultats est en fait la caractérisation des mots quasi-sturmiens. Dans
la preuve de la proposition 3.3.28, j’ai mis à profit le travail fait auparavant dans le cas sturmien. Il est intéressant
de noter que les mots quasi-sturmiens admettant des pièges à facteurs finis sont les images des mots sturmiens
caractéristiques (à décalage près) : cela pourrait motiver la notion demot quasi-sturmien caractéristique.
Malgré toute notre joie face à la dernière caractérisation, il reste quand même une question en suspens.

Liens entre complexité et envergure d’un mot quasi-sturmien

Dans le cas sturmien, on avait prouvé dans le corollaire 3.3.19 que l’envergure d’un mot sturmien était soit 1, soit
infinie. Intuitivement, la valeur 1 était une borne inférieure due à la proposition 3.3.1, et au fait que la complexité
d’unmot sturmien est de la formen+1. Qu’en est-il dans le cas quasi-sturmien? Je montre dans cette sous-section
que le résultat sur les mots sturmiens se généralise aux mots quasi-sturmiens. Pour cela, j’ai besoin d’un résultat
technique pour passer des pièges à facteurs des mots sturmiens à ceux des mots quasi-sturmiens.

Lemme 3.3.30. Soit x unmot bi-infini, et φ unmorphisme de retour pour unmot f tel que φ(x) est apériodique. Si
Γ = Jn, n + kK est un piège à facteurs de x, alors φ(Γ) privé de ses |f | dernières positions est un piège à facteurs de
φ(x).

Démonstration.
D’abord, la proposition 3.2.11 implique que φ(Γ) est bien un piège à facteurs de φ(x).
Puis dans un premier temps, montrons queφ(Γ) contient aumoins |f |+1 positions. Soit a 6= b ∈ A :
montrons que |φ(a)φ(b)| ≥ |f |+ 1. Considérons les deux mots fφ(a)φ(b) et fφ(b)φ(a). Parce que
φ est unmorphisme de retour pour f , fφ(a)φ(b) et fφ(b)φ(a) ont f pour suffixe. Ces deuxmots sont
aussi de même longueur.Mais si |φ(a)φ(b)| ≤ |f |, alors on aurait fφ(a)φ(b) = ff ′ avec f ′ un suffixe
de f de longueurφ(a)φ(b). Lemême raisonnement tient sur fφ(b)φ(a).Donc on aurait fφ(a)φ(b) =
fφ(b)φ(a) : cela contredit l’injectivité dumorphisme de retour φ (voir la proposition 3.3.22). Donc on
a bien φ(a)φ(b) ≥ |f |+ 1. Or, comme Γ est un piège à facteurs de x, Γ doit capturer une occurrence
de toutes les lettres de x, ce qui implique |φ(Γ)| ≥

∑
a∈A

|φ(a)| : on a bien |φ(Γ)| ≥ |f |+ 1.

Comme Γ est un segment de Z, φ(Γ) est aussi un segment de Z. On écrit φ(Γ) = Jm,m + lK (avec
donc l ≥ |f |). Par le point 1 de la proposition 3.3.22, φ(x)Jm+l−|f |+1,m+lK = f . Soit∆ = Jm+ l−
|f | + 1,m + lK, et soit Γ′ = Jm,m + l − |f |K : on a bien φ(Γ) = Γ′ t ∆. L’objectif final de cette
preuve est de montrer que Γ′ est un piège à facteurs de φ(x). Pour cela, montrons que tout facteur non
vide g de φ(x) ayant une occurrence commençant dans∆ a une occurrence capturée par Γ′.

f

Γ′ ∆

φ(Γ)

f

φ
(x
n
)

φ
(x
n
+
1 )

φ
(x
n
+
2 )

φ
(x
n
+
k )

· · ·

φ
(x
n
+
j )

Figure 3.12 – Découpage commun le long de cette preuve.
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J’introduis une remarque sur le découpage de φ(Γ) en images de φ : comme φ est un morphisme de
retour pour f et que φ(Γ) tombe pile sur des images de φ, en continuant à gauche de φ(Γ), on tombe
sur une occurrence de f .
Je vais diviser la preuve en plusieurs cas à traiter.

Γ′ ∆

φ(Γ)

f
g

φ
(x
n
+
k
+
1 )

φ
(x
n
+
k
+
2 )

…

φ
(x
n
+
k
+
|t|−

1 )

φ(t)

Figure 3.13 – Cas 1 : g n’est pas un facteur de f .

• Cas 1 : g n’est pas un facteur de f (voir figure 3.13).
On note t le plus petit préfixe de xJn+k+1,+∞J tel que g est un facteur de fφ(t). Comme g n’est
pas un facteur de f , t est non vide. La minimalité de t assure que fφ(t) contient l’occurrence la
plus à gauche de g commençant dans∆. CommeΓ est un piège à facteurs dex, t a une occurrence
capturée par Γ. Cela correspond donc à une occurrence de φ(t) dans φ(x) capturée par φ(Γ).
Comme φ est un morphisme de retour pour f , cette occurrence est précédée par f . Comme t
est minimal, g est aussi capturé par φ(Γ). Si cette nouvelle occurrence de g commençait elle aussi
dans∆, alors on aurait trouvé une nouvelle occurrence de g commençant dans∆ plus à gauche
que celle de tout à l’heure, ce qui contredit la construction de t jusqu’alors. Donc cette occurrence
de g est bien capturée par Γ′.

Γ′ ∆

φ(Γ)

f
g

φ
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φ
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φ
(x
n
+
k
+
|t|−
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φ(t)

φ
(x
n
)

φ
(x
n
+
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…

φ(t)f
g φ(t)f

g

Figure 3.14 – Cas 1 : en haut à droite l’occurrence de départ ; à gauche, la minimalité de t assure que si fφ(t)
est capturé à gauche de φ(Γ), g est capturé par Γ′ ; en bas à droite, φ(t) étant capturé par φ(Γ),
la nouvelle occurrence de g est plus à gauche que l’occurrence de départ, qui était la plus à gauche
commençant dans∆, donc le cas dessiné est impossible.
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• Cas 2 : g est un facteur non vide de f , et une occurrence de f commence (resp. termine) dans Γ′

(voir figure 3.15).
Si cette occurrence est complètement incluse dans Γ′, g est capturé par Γ′. Sinon, on en déduit
alors que Γ′ contient à la fin un préfixe strict (resp. un suffixe strict)m de f . Donc f est un mot
périodique de période |m|. Donc tout facteur de f a une occurence dans f commençant dans
son préfixem qui est contenu dans Γ′, et donc g est couvert par Γ′.

Γ′ ∆

φ(Γ)

f
f

m
m

Figure 3.15 – Cas 2 :m est un préfixe de f , et par répétition de f , f est un préfixe dem2.

• Cas 3 : g est un facteur non vide de f , et aucune occurrence de f ne commence ni ne termine
dans Γ′ (voir figure 3.16).
Comme f est un suffixe de fφ(xn), xJm,m+l−|f |K = xΓ′ est alors un préfixe strict de φ(xn). Par
constructiondeΓ′,φ(xJn+1,n+kK) est doncun suffixe strict def .De plus, commefφ(xn) admet
f comme suffixe,φ(xn) doit être un suffixe strict de f (sinon, on contredit qu’aucune occurrence
de f ne commence dans Γ′).

Γ′ ∆

φ(Γ)

f

φ(xn)

φ
(x
n
+
1 )

φ
(x
n
+
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φ
(x
n
+
k )

· · ·

f
f

Figure 3.16 – Cas 3 : résumé de la situation.
Dans ce cas, on note f = pφ(xn) = qφ(xJn+1,n+kK). Si k = 1, comme Γ est un piège à facteurs
de x, on a xn 6= xJn+1,n+kK ; si k 6= 1, on a aussi trivialement xn 6= xJn+1,n+kK, donc l’inégalité est
vérifiée dans tous les cas. Et comme φ est un morphisme de retour, φ est injectif sur les mots finis, donc
p 6= q, et comme ils sont tous les deux préfixes de f , |p| 6= |q|. Supposons que |q| < |p|, l’autre cas se
traite de manière analogue. Alors q est un préfixe de p. De plus, p et q sont aussi des suffixes de f (voir
la figure 3.17). Donc q est un préfixe et un suffixe de p, donc p est périodique de période |p| − |q|. Par
hypothèse du cas 3, les positions deΓ′ correspondent à une occurrence de f ′ avec f = pf ′q. Les facteurs
de f touchant f ′ étant capturés parΓ′, il fautmaintenantmontrer que siu est facteur de p ou de q, alors
u est quand même couvert par Γ′. Si u est un facteur de q, c’est aussi un facteur de p. Supposons donc
que u est un facteur de p. Par périodicité de p, tout facteur de p a une occurrence commençant dans les
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|p| − |q| premières lettres de p. Comme p est aussi un suffixe de f , les |p| − |q| premières lettres de p
sont incluses dans Γ′. Donc g est couvert par Γ′.

Γ′ ∆

φ(Γ)

f

φ(xn)

φ
(x
n
+
1 )

φ
(x
n
+
2 )

φ
(x
n
+
k )

· · ·

f
f

p q

p
|p|−|q|

Figure 3.17 – Cas 3 : visualisation de pourquoi u est bien couvert par Γ′ dans ce cas.

On a couvert tous les cas : Γ′ est bien un piège à facteurs de φ(x).

Je disposemaintenant des outils techniques nécessaires pour généraliser la proposition 3.3.17 et le corollaire 3.3.19.

Proposition 3.3.31. Soit x un mot bi-infini apériodique. Alors x admet un piège à facteurs de diamètre k si, et
seulement si, x est un mot quasi-sturmien vérifiant :

1. x = Smφ(y) avec φ un morphisme de retour,m un entier et y un mot sturmien caractéristique ;

2. ∃N ≥ 0, ∀n ≥ N, px(n) = n+ k′ avec k′ ≤ k.

Démonstration.
Si x admet un piège à facteurs de diamètre k, les propositions 3.3.28 et 3.3.1 permettent de conclure.
Soit x = Smφ(y) un mot quasi-sturmien de complexité px(n) = n + k′ pour n assez grand, avec
k′ ≤ k.Montrons quex admet un piège à facteurs de diamètrek. D’après la proposition 3.3.24, on peut
supposer que φ est un morphisme de retour pour un mot f tel que k′ = |φ(0)| + |φ(1)| − |f | − 1.
Le mot sturmien y admet un piège à facteurs de diamètre 1, contenant un 0 et un 1. Alors d’après le
lemme 3.3.30, φ(y) admet un piège à facteurs de diamètre |φ(0)| + |φ(1)| − |f | − 1 = k′. Donc x
admet bien un piège à facteurs de diamètre k ≥ k′.

Corollaire 3.3.32. Soit x unmot bi-infini quasi-sturmien tel que sa complexité vérifie px(n) = n+ k pour n assez
grand. Alors :

env(x) =

k si x = Smφ(y) avec y un mot sturmien caractéristique,φ une substitution etm ∈ Z,

∞ sinon.

De plus, si X est un shift quasi-sturmien de complexité n + k pour n assez grand, alors il y a une quantité infinie
dénombrable d’éléments deX d’envergure k et une quantité infinie indénombrable d’éléments d’envergure infinie.

Démonstration.
La dichotomie sur l’envergure se prouve de la même manière que la proposition 3.3.31.
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En résumé, un mot bi-infini apériodique peut admettre un piège à facteurs fini, et j’en ai produit ici une caractéri-
sation complète. Le lien entre complexité et envergure permet de voir que la technique développée dans la propo-
sition 3.3.1 est en fait plus proche de la caractérisation que de la simple remarque. Les techniques employées dans
cette section, si elles peuvent paraître absconses, sont en fait largement facilitées par l’utilisation des morphismes de
retour et les propriétés qui leur sont propres. Il devrait être possible d’obtenir les mêmes résultats en n’utilisant que
la propriété de reconnaissabilité [BPR23] des morphismes de retour, permettant de généraliser les résultats à tout
morphisme apériodique.

3.4 Étude des pièges à facteurs infinis

Une fois la caractérisation complète des pièges à facteurs finis établie, il reste à traiter le cas des pièges à facteurs
infinis. Le sujet est vaste, et la difficulté réside principalement dans la formulation de définitions intéressantes. Il est
en effet facile d’obtenir des résultats qui peuvent paraître intéressants, mais ne sont pas vraiment pertinents :

Proposition 3.4.1. Soit x un mot bi-infini récurrent. Alors x admet un piège à facteurs Γ mono-infini, c.-à-d.
inf(Γ) 6= −∞ ou sup(Γ) 6= ∞.

Démonstration.
Montrons d’abord que si x est récurrent, alors x est récurrent à gauche ou à droite. Pour cela, en notant
fn = xJ−n,nK le facteur central de x pour n ≥ 1, fn apparaît infiniment souvent dans x. On note
ρn ⊆ {−,+} « l’ensemble des récurrences » de fn :− ∈ ρn ssi fn apparaît infiniment dans xK−∞,0K ;
+ ∈ ρn ssi fn apparaît infiniment dans xJ0,∞J.
Alors deux propriétés :

1. pour tout n ≥ 1, ρn 6= ∅ par récurrence de x ;

2. pour tout n ≥ 1, ρn ⊇ ρn+1 : si fn+1 apparaît infiniment souvent à gauche, alors fn, qui est un
de ses facteurs, aussi ; de même à droite.

Donc la suite (ρn)n∈N est une suite décroissante de P({−,+}) dont aucun élément n’est l’ensemble
vide : donc il existe ρ ∈

⋂
n∈N

ρn. Si ρ = −,x est récurrent à gauche ; et si ρ = +,x est récurrent à droite.

Pour en revenir à l’énoncé, il suffit alors de choisirZ− =K −∞, 0K si x est récurrent à gauche, etN si x
est récurrent à droite pour obtenir un piège à facteurs mono-infini de x.

Proposition 3.4.2. Il existe des mots bi-infinis n’admettant pas de piège à facteurs mono-infini.

Démonstration.
Sur l’alphabet {0, 1}, considérons x = · · · 015013011 · 0120140160 · · · Alors un facteur de la forme
01k0 n’apparaît qu’une seule fois dans x. Donc pour capturer le facteur 01k0, un piège à facteurs de x
sera obligé d’avoir une position au bon endroit, et donc d’aller arbitrairement loin à gauche et à droite.

Une idée naturelle pour obtenir des résultats intéressants sur les pièges à facteurs infinis est d’étudier leur densité.
Si un mot n’admet pas de piège à facteurs finis, que peut-on affirmer sur la densité de ses pièges à facteurs infinis?
La réponse est nette : pour les mots récurrents, la densité minimale est nulle.

Proposition 3.4.3. Soit x un mot bi-infini récurrent, et soit η une fonction croissante telle que η(n) −−−→
n→∞

∞.
Alors x admet un piège à facteur Γη tel queCard(Γη ∩ J−n, nK) ≤ η(n) pour tout n ∈ N.
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Démonstration.
Soit enum : N → L(x) une fonction énumérant les facteurs de x. Pour tout i ≥ 0, soit γi ∈ Z tel
que γi capture enum(i) et η(|γi|) ≥ i. Une telle position est assurée d’exister par récurrence de x. Alors
Γη = {γi | i ∈ N} est un piège à facteurs de x, et Γη ∩ J−n, nK ≤ η(n).

On remarqueque cette preuve reste valable dans le casmono-infini.Cette propositionmontre qu’étudier l’ensemble
des pièges à facteurs infinis d’un mot mono ou bi-infini ne donnera pas de résultat intéressant quant à la densité.
Une possibilité est de s’intéresser à certains pièges à facteurs infinis particuliers : nous allons ici nous intéresser au
cas des ensembles i+ kZ avec i ∈ Z, k ≥ 1, c.-à-d. les progressions arithmétiques. On peut dans ce cas relier une
propriété dynamique aux pièges à facteurs.

Définition 3.4.4 (Ensemble Occxf (k)). Soit k ≥ 1, f ∈ A∗ et x ∈ AZ. Alors l’ensemble des positions des occur-
rences de f dans xmodulo k est :

Occxf (k) = {i mod k | xJi,i+|f |−1K = f}

On étend cette définition au cas où x est un mot fini.

Lemme 3.4.5. Soit x un mot bi-infini, k ≥ 1, i ∈ Z. Alors i + kZ est un piège à facteurs de x si, et seulement si,
Occxf (k) ∩ (Ji− |f |+ 1, iK mod k) 6= ∅ pour tout facteur non vide f .

Démonstration.
Si f est capturé par la position i+km, le début de l’occurrence capturée est en position p = i+km−j
avec 0 ≤ j < |f |. Donc p mod k ∈ Occxf (k) et p mod k = i − j mod k ∈ (Ji − |f | + 1, iK
mod k).
SiOccxf (k) ∩ (Ji− |f |+ 1, iK mod k) 6= ∅, f est capturé par i+ kZ.
On conclut en élargissant à tout facteur non vide de x.

Le lemme 3.4.5 exige alors une condition un peu pénible à remplir pour que i + kZ soit un piège à facteurs de
x. Pour l’étudier plus simplement, on introduit alors la définition suivante, due à Cassaigne, Kaboré et Tapsoba
[CKT10] :

Définition 3.4.6 (Récurrence modulaire). Soit x un mot bi-infini, alors x est modulairement récurrent si pour
tout k ≥ 1 et tout facteur non vide f ,Occxf (k) = Z/kZ.

La définition vient originellement du cas mono-infini. Kaboré et Tapsoba ont par exemple démontré que les mots
sturmiens mono-infinis sont modulairement récurrents [KT07b].

Remarque 3.4.7. Si x est modulairement récurrent, alors x est récurrent : pour tout facteur f de x, Occxf (2) =

Z/2Z, donc tout facteur de x a au moins deux occurrences dans x.
En revanche, un mot modulairement récurrent n’est pas forcément uniformément récurrent, et la réciproque aussi est
fausse :

— Soit la suite (xn)n∈N définie par x0 = 01 · 010 et xn+1 = 0xn0
anxn0

bnxn0 avec le point central dans le
xn du milieu et des entiers an, bn ≥ 1 ; on pose alors x = lim

n→∞
xn. Alors, si an ou bn −−−→

n→∞
∞, x n’est pas

uniformément récurrent (x possède des plages arbitrairement grandes de 0), mais, en manipulant les entiers
an et bn, on peut s’assurer que tous les facteurs de x ont des occurrences à toute valeur imodulo k.

— Soit φ : 0 7→ 00, 1 7→ 01 et x un mot uniformément récurrent sur {0, 1}. Alors φ(x) est uniformément
récurrent, maisOccx1(2) = {1} 6= Z/2Z.
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Corollaire 3.4.8. Soit x un mot bi-infini modulairement récurrent. Alors pour tout k ≥ 1, pour tout i ∈ Z/kZ,
i+ kZ est un piège à facteurs de x.

Démonstration.
Soit k ≥ 1 et i ∈ Z/kZ. Pour tout f facteur non vide de x, i ∈ Occxf (k). Le lemme 3.4.5 permet de
conclure.

Intuitivement, la récurrence modulaire signifie simplement que tout facteur a une occurrence commençant sur un
point de touteprogression arithmétique.Dupoint de vuedes pièges à facteurs, il est clair qu’unmotmodulairement
récurrent admet toute progression arithmétique commepiège à facteurs.Dupoint de vue dynamique, la récurrence
modulaire d’un mot retranscrit l’idée qu’il n’admet pas de structure périodique sous-jacente. On caractérise cette
propriété à l’aide d’automates cellulaires :

Définition 3.4.9 (Automate cellulaire). Un automate cellulaire π : AZ → BZ est une fonction continue telle que
π ◦ S = S ◦ π.

Proposition 3.4.10. Soit x un mot uniformément récurrent. Alors x est modulairement récurrent si, et seulement
si, pour tout automate cellulaire π, π(x) est soit apériodique, soit un mot constant (c.-à-d. un mot de période 1).

Démonstration.
D’abord, supposons qu’il existe π un automate cellulaire tel que π(x) n’est pas apériodique. Alors,
comme x est uniformément récurrent, π(x) est uniformément récurrent ; et donc comme π(x) n’est
pas apériodique, π(x) est périodique. Supposonsmaintenant que π(x) est non constant. On écrit alors
π(x) = w−N · wN, avecw non constant (donc de longueur au moins 2). Quitte à décaler, on suppose
que w = abw′. Soit f ∈ Ln(x) tel que π(f) = b (il en existe au moins un). Alors 0 /∈ Occxf (|w|).
Donc x n’est pas modulairement récurrent.
Supposons à présent que x n’est pas modulairement récurrent. Il existe f un facteur de x, k ≥ 1 et
i ∈ Z/kZ tel que i /∈ Occxf (k). D’abord, pour tout a ∈ Occxf (k), il existe ja ∈ Z tel que a+kja est le
début d’une occurrence de f dans x. Quitte à décaler x, on peut supposer que ja ≥ 0. On définit alors
N = |f |+ max

a∈Occxf (k)
{a+ kja}. On pose alors g = xJ0,NK. L’idée est que g contient tous les exemples

d’occurrences de f modulo k dans x. En particulier,Occgf (k) = Occ
x
f (k).

SoitNg la borne d’uniforme récurrence de g (c.-à-d. dans tout facteur de x de longueurNg , il y a une
occurrence de g). Alors pour toutm ∈ Z, xJ0,Ng−1K contient une occurrence de g.

Lemme 3.4.11. Pourm ∈ Z,

Occ
xJm,m+Ng−1K

f (k) = (Occxf (k) +m) mod k.

Démonstration.
Soitm ∈ Z. Si pour 0 ≤ i ≤ Ng − |f |, on a xJm+i,m+i+|f |−1K = f , alors i mod k ∈
Occ

xJm,m+Ng−1K

f (k) etm+ i mod k ∈ Occxf (k). Donc on a l’inclusion :

Occ
xJm,m+Ng−1K

f (k) ⊆ (Occxf (k) +m) mod k

Mais commexJm,m+Ng−1K contient une occurrence dumot g, qui luimême contient autant
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d’occurrence distinctes que x, on a les inégalités suivantes :

Card(Occ
xJm,m+Ng−1K

f (k)) ≥ Card(Occgf (k))

≥ Card(Occxf (k)) = Card((Occxf (k) +m) mod k)

Donc on a bien égalité entre les ensembles comme annoncé.

Considérons alors la règle locale suivante :

φ :


ANg → {0, 1}

p 7→

1 s’il y a une occurrence de f dans p dont la position est un multiple de k,

0 sinon


Alors φ(xJm,m+Ng−1K) = 1 ssi 0 ∈ Occ

xJm,m+Ng−1K

f (k) ssi 0 ∈ (Occxf (k) + m) mod k. Comme
(Occxf (k) +m) mod k = (Occxf (k) + (m + k)) mod k, la suite ((Occxf (k) +m) mod k)m∈Z est
k-périodique, et donc φ(x) est aussi k-périodique.
Comme f est un facteur de x, il existem ∈ Z tel que 0 ∈ (Occxf (k) + m) mod k ; et comme i /∈
Occxf (k), il existem

′ ∈ Z tel que 0 /∈ (Occxf (k) +m′) mod k. Donc φ(x) est k-périodique et n’est
pas un mot constant.

Il existe déjà dans la littérature plusieurs exemples de familles de mots modulairement récurrents.

Théorème 3.4.12 ([Ber+18]). Les mots dendriques récurrents sont modulairement récurrents.

Ce dernier théorème inclut le cas des mots sturmiens déjà établi par Kaboré et Tapsoba. On peut aussi construire
des mots quasi-sturmiens qui contredisent la réciproque du corollaire 3.4.8 :

Exemple 3.4.13. Soit xFib le mot de Fibonacci bi-infini et soit φ : 0 7→ 01, 1 7→ 10. Alors φ(xFib) n’est pas
modulairement récurrent, mais admet tout i + kZ comme piège à facteurs. D’après la proposition 3.4.10, φ(xFib)
admet une image périodique non constante par un automate cellulaire : l’automate cellulaireψ de règle locale suivante
convient. 

{0, 1}J0,6K → {0, 1}

w 7→


0 si 11 apparaît uniquement dans des positions paires dew,

1 si 11 apparaît uniquement dans des positions impaires dew,

2 sinon.


Plus précisément, ψ(φ(xFib)) = (10)−N · (10)N.

Démonstration.
Par le théorème 3.3.25, φ(xFib) est bien quasi-Sturmien. Comme xFib est de type 0, 00 �f x et 11 6�f

xFib. Alors 01 �f φ(xFib)ne peut apparaître qu’à des positions paires : un 0 en position impaire ne peut
pas être suivi d’un 1 (sinon, 11 apparaîtrait dans xFib). Donc Occφ(xFib)01 (2) = {0} 6= Z/2Z, φ(xFib)
n’est pas modulairement récurrent.
Maintenant, soit i ∈ Z et k ≥ 1. Montrons que i+ kZ est un piège à facteurs de φ(xFib). Prenons un
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facteur f de φ(xFib) : montrons que f est capturé par i+ kZ.
D’abord on traite le cas |f | = 1. Considérons l’ensemble (i + kZ) ∩ 2Z : si l’ensemble n’est pas vide,
c’est une progression arithmétique, et comme on est dans 2Z, par la forme de φ, cela correspond à une
progression arithmétique dans xFib. Donc i + kZ capture bien les deux lettres. Si l’ensemble est vide,
c’est que i+ kZ ⊆ 2Z+ 1. On refait le même raisonnement, les deux lettres sont bien capturées.
Maintenant on traite le cas |f | > 1. En ajoutant au plus une lettre à gauche et à droite, on peut étendre
f en f ′ = φ(g) avec g un facteur de xFib. Comme, d’après le théorème 3.4.12, xFib est modulairement
récurrent, pour tout k ≥ 1, OccxFibg (k) = Z/kZ. Donc OccxFibf ′ (k) contient au moins 2Z/kZ. Se-
lon qu’on a obtenu f ′ en étendant f d’une lettre à gauche ou pas, on obtient alors que OccxFibf (k) =

OccxFibf ′ (k) ou (OccxFibf ′ (k)+1) mod k. DoncOccxFibf (k) ⊇ 2Z/kZ ouOccxFibf (k) ⊇ (2Z+1)/kZ.
Comme |f | > 1, on en déduit que tout i+ kZ capture f .
Enfin,montrons queψ(φ(xFib)) = (10)−N ·(10)N. Commeφ est continue,φ(xFib) est uniformément
récurrent, et pour le facteur 11, la constante d’uniforme récurrence est 7. Si φ(xFib)Jn,n+1K = 11, alors
de par la forme de φ, n est impair. Donc quand on lit φ(xFib)Jn,n+6K, on trouve forcément un 11, par
définition de la constante d’uniforme récurrence ; et tous les 11 auront une occurrence sur des nombres
impairs dans Jn, n + 6K, donc φ(xFib)Jn,n+6K 6= 2. Donc, en considérant φ(xFib)Jn,n+6K comme un
mot à part entière,φ(xFib)Jn,n+6K contient un 11 en position paire si, et seulement si,n est impair. D’où
le fait que ψ(φ(xFib)) = (10)−N · (10)N.

La récurrencemodulaire et l’admission de toute progression arithmétique comme piège à facteurs ne sont donc pas
équivalentes. C’est jusque-là notre meilleure tentative pour donner une caractérisation dynamique à une propriété
relative aux pièges à facteurs. Il paraît toutefois difficile dans le contexte d’aller plus loin : j’ai déjà fourni ici plusieurs
contre-exemples montrant que toutes les notions introduites ici ne coïncident pas.

3.5 Généralisation aux familles de mots : les pièges à facteurs

universels

La proposition 3.4.3 montre qu’une étude plus poussée des pièges à facteurs infinis a un intérêt limité d’un point
de vue purement combinatoire : je vais alors procéder à une transition vers un point de vue plus dynamique. Pour
prolonger le travail sur les pièges à facteurs, une idée est plutôt d’étudier un piège à facteurs communs à plusieurs
mots bi-infinis.

Définition 3.5.1 (Piège à facteurs universel). Soit F ⊆ AZ un ensemble de mots. Alors Γ ⊆ Z est un piège à
facteurs universel deF si Γ est un piège à facteurs pour tout x ∈ F .

Exemple 3.5.2. SoitF = {. . . 0000·1111 . . . , . . . 1111·0000 . . . }, alors J−1, 0K est un piège à facteurs universel
deF .

Parmi les familles sur lesquels étudier les pièges à facteurs, les sous-shifts (voir les définitions 1.1.21) paraissent des
candidats naturels, de par leurs propriétés dynamiques. Dans la transition de la combinatoire vers la dynamique, les
clôtures des orbites permettent de généraliser l’étude des mots à celle des sous-shifts. En faisant cette généralisation,
on obtient alors un résultat qui contraste avec l’étude des mots individuels.

Proposition 3.5.3. Soit x un mot bi-infini, etO(x) la clôture de son orbite. AlorsO(x) admet un piège à facteurs
universel fini si, et seulement si, x est un mot périodique.
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Démonstration.

D’abord, si x = w−N · wN pour un certain mot non-vide w, alors tout élément de O(x) est |w|-
périodique, et J0, |w| − 1K est un piège à facteurs universel deO(x).
Réciproquement, supposons queO(x) admette un piège à facteurs fini universelΓ = Jγ, γ+kK. Alors
tous les facteurs de longueur n apparaissent dans x dans les positions Jγ − n, γ + k+ nK. Et comme Γ
est un piège à facteurs universel, c’est vrai pour tout Sj(x). On en déduit que xJj,j+γ+k+2nK contient
tout facteur de x de longueur n : donc x est un mot uniformément récurrent.
Supposons maintenant que x n’est pas périodique. Comme x est aussi uniformément récurrent, x n’est
ni positivement ni négativement périodique. Donc on peut utiliser la proposition 3.3.28 et affirmer que
x est un mot quasi-sturmien. Mais alors d’après le corollaire 3.3.32, il y aurait dans O(x) un élément
n’admettant aucun piège à facteurs fini : absurde! Donc x n’est pas apériodique, et par uniforme récur-
rence, x est périodique.

Ce résultat est à la fois triste et rassurant. D’abord, ce résultat montre que l’étude de piège à facteurs dans le cas des
sous-shifts est limitée, au moins sur Z. Il devrait être possible de généraliser la question des pièges à facteurs fini
sur Zd (ou même sur d’autres structures plus compliquées, comme les groupes, qui sont étudiés dans le cadre du
problème du domino [BJ08; AB23]). Savoir si la proposition 3.5.3 reste valable sur des structures plus complexes
est intéressante, mais sort du cadre de cette thèse. Dans le cas de Z, cela montre qu’une étude systématique des
pièges à facteurs de sous-shifts n’est pas très féconde. D’un autre côté, cette généralisation aux sous-shifts permet
de retrouver un résultat similaire au cas des pièges à facteurs pour les mots mono-infinis : on obtient alors une
caractérisation des mots périodiques bi-infinis à l’aide des pièges à facteurs, comme dans le cas mono-infini.
On peut étendre la proposition 3.5.3 au cas des sous-shifts de manière générale.

Corollaire 3.5.4. SoitX un sous-shift. AlorsX admet un piège à facteurs universel fini si, et seulement si,X est une
union finie de sous-shifts périodiques finis.

Démonstration.
Si X est une union finie de sous-shifts périodiques finis, X est une union finie d’orbites de mots pério-
diques, et la proposition 3.5.3 permet de conclure en prenant l’union des pièges à facteurs de chaque
orbite.
Si X admet un piège à facteurs fini Γ, considérons x ∈ X. AlorsO(x) ⊆ X admet un piège à facteurs
fini, donc par la proposition 3.5.3, x est périodique. Donc X est un un sous-shift périodique. Donc X
est une union finie de sous-shifts périodiques finis par la proposition 3.8 de [BDJ08] 2.

Remarque 3.5.5. Un sous-shift est périodique si, et seulement si, il est fini.

L’étude des pièges à facteurs universels finis dans les cas des sous-shifts est donc assez limitée. Nous pourrions alors
nous tourner vers le rapport entre envergure de la clôture d’une orbite et période minimale : l’envergure est plus
petite que la période minimale. Mais la réciproque n’est pas assurée.

Exemple 3.5.6. Soit x = (abba)−N · (abba)N. Alors J0, 2K est un piège à facteurs de tout Si(x), donc de O(x),
mais x est de période minimale 4. Donc env(O(x)) < 4.

On peut alors, de nouveau, étendre la question au cas des pièges à facteurs infinis. Mais de nouveau, nos espoirs
sont douchés, et il est possible de diluer infiniment un piège à facteurs infini.

2. Une reformulation plus accessible à mon goût est disponible dans [Gay23, Proposition 2.9].
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Proposition 3.5.7. SoitX un sous-shift minimal, et soit η : N → N une fonction croissante telle que η(n) −−−→
n→∞

∞. AlorsX admet un piège à facteurs universel Γ tel queCard(Γ ∩ J−n, nK) ≤ η(n) pour tout n ≥ 0.

Démonstration.
Soit enum : N → L(X) une énumération des facteurs de X. Par minimalité, en utilisant le théo-
rème 1.1.28, pour tout i ∈ N, on dispose d’une constante d’uniforme récurrence pour enum(i), c.-à-d.
que tout facteur deX de longueur au moins ci contient au moins une occurrence de enum(i).
On pose alors Γ =

⋃
i∈N

Jγi, γi + ciK avec γi choisi assez grand pour que Card(Γ ∩ J−n, nK) ≤ η(n)

pour toutn ≥ 0. Par propriété de ci, Jγi, γi+ciK capture une occurrence de enum(i)dans tout élément
deX. Donc Γ vérifie les conditions de densité imposées et est bien un piège à facteurs universel deX.

C’est une généralisation de la proposition 3.4.3 au cas des sous-shifts. On est donc condamné à choisir entre les
pièges à facteurs universels finis, qui ne conviennent que pour les sous-shifts périodiques, et les pièges à facteurs
universels infinis, qu’on peut infiniment diluer.
Dans nos derniers efforts, il est enfin possible de combiner les deux extensions proposées jusqu’ici : on peut enfin
étudier les progressions arithmétiques comme pièges à facteurs des sous-shifts. Plus précisément, je vais étudier des
propriétés qui impliqueront qu’un sous-shift admet toutes les progressions arithmétiques comme pièges à facteurs.

Définition 3.5.8 (Minimalité totale). SoitX un sous-shift. On dit queX est totalement minimal siX est minimal
sous l’action de Sk pour tout k ≥ 1.

Proposition 3.5.9. Un sous-shift X est totalement minimal si, et seulement si, X est la clôture de l’orbite d’un mot
modulairement et uniformément récurrent ; en particulier, tout mot deX est modulairement et uniformément récur-
rent.

Démonstration.
D’abord, supposons que X est totalement minimal, et soit x ∈ X. Comme X est minimal, x est uni-
formément récurrent et X = O(x). Supposons alors par l’absurde qu’il existe k ≥ 2 et f un facteur
de x tel queOccxf (k) 6= Z/kZ. On a alors queOccS(x)f (k) = (Occxf + 1) mod k 6= Occxf (k). Soit
alors Y = {y ∈ X | Occyf (k) ⊆ Occxf (k)}. L’ensemble Y est invariant par Sk et S(x) /∈ Y donc
Y 6= X ; de plus, x ∈ Y donc Y est non vide. Montrons que Y est fermé. Soit (y(n))n∈N ∈ YN telle
que y(n) −−−→

n→∞
y : alors si yJp,p+|f |−1K = f , il existe n ∈ N tel que y(n)Jp,p+|f |−1K = f : donc si

p ∈ Occyf (k), p ∈ Occy
(n)

f (k) ⊆ Occxf (k). Donc Y est fermé : cela contredit la minimalité deX par
Sk. Donc x est aussi modulairement récurrent.
Soit maintenant x un mot modulairement et uniformément récurrent. Alors en notantX la clôture de
son orbite par S,X est minimal. En particulier, tous les éléments deX partagent le même langage. Pour
montrer queX est totalement minimal, il suffit de montrer queX est égal à la clôture de l’orbite par Sk

de tout y ∈ X. Soit f un facteur de x. Comme x est modulairement récurrent, il existe un facteur g
de x dans lequel f apparaît à toutes les positions modulo k. Par minimalité, g est aussi un facteur de y :
doncOccyf (k) = Z/kZ. Donc Snk(y)J0,|f |−1K = f pour un certain n ∈ Z. Comme cela tient pour
tout facteur de x et donc pour tout facteur de tout élément deX, pour tout z ∈ X, z est dans la clôture
de l’orbite de y sous Sk.

On peut en déduire alors des résultats sur les progressions arithmétiques comme pièges à facteurs universels de
certains shifts.
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Proposition 3.5.10. SoitX un shift totalement minimal. Alors toutes les progressions arithmétiques sont des pièges
à facteurs universels deX.

Démonstration.
Dans un shift totalement minimal, tout mot est uniformément et modulairement récurrent par la pro-
position 3.5.9. Donc toute progression arithmétique est un piège à facteurs de tout élément deX.

Exemple 3.5.11. La réciproque de la proposition 3.5.10 est fausse : en reprenant les notations de l’exemple 3.4.13, la
clôture de l’orbite de φ(xFib) n’est pas totalement minimale mais admet toute progression arithmétique comme piège
à facteurs universel.

Enfin, il est possible de donner une caractérisation des sous-shifts totalement minimaux : le sens indirect de la
proposition suivante a été établi par Paul [Pau75, Corollary 3.3].

Proposition 3.5.12. Un sous-shift minimal X est totalement minimal si, et seulement si, X est complètement apé-
riodique, c.-à-d. π(X) est soit un mot constant, soit un sous-shift apériodique pour tout automate cellulaire π.

Démonstration.
Soit X un sous-shift totalement minimal et soit π un automate cellulaire. Soit x ∈ X. Comme x est
modulairement et uniformément récurrent par la proposition 3.5.9, π(x) est alors soit apériodique soit
constant d’après la proposition 3.4.10. Si π(x) est constant, commeX est la clôture de l’orbite de x sous
l’action de S et que π commute avec S,X est un point constant. Donc soit π(X) est un mot constant,
soit c’est un shift apériodique.
Réciproquement, supposons que X est complètement apériodique. Alors tout élément x ∈ X est
aussi complètement apériodique. Donc d’après la proposition 3.4.10, x est modulairement récurrent.
CommeX est minimal, c’est bien la clôture de l’orbite de x qui est unmotmodulairement et uniformé-
ment récurrent : donc d’après la proposition 3.5.9,X est totalement minimal.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, j’ai étudié et caractérisé les mots bi-infinis admettant des pièges à facteurs fini. Les résultats vont à
l’encontre de ce qui existe surN, montrant la variété combinatoire qui peut exister rien qu’en dimension 1. Parmi les
outils les plus utiles dans ce chapitre se trouvent la désubstitution d’un piège à facteurs (ou d’un sous-ensemble de
Z en général), ainsi que les caractérisations S-adiques des mots sturmiens. Avec Hellouin et Gheeraert, nous avons
réétabli des caractérisations des mots quasi-sturmiens dans le cas bi-infini, remettant en lumière les travaux de Paul,
Alessandri et Heinis.
J’ai beaucoup utilisé les propriétés des morphismes de retour, qui paraissent, à la lumière de ce qui est produit
dans ce chapitre, un outil particulièrement précis et facile d’utilisation pour obtenir des résultats combinatoires. Il
devrait cependant être possible de relâcher les conditions de plusieurs des propositions établies, et de se contenter
de substitutions apériodiques, ou de n’utiliser que des propriétés de reconnaissabilité.
L’extension dynamique à la fin a permis de voir les limites de la notion de piège à facteurs : en tant qu’objet com-
binatoire, il permet plus de finesse qu’en tant qu’objet dynamique. Une généralisation intéressante des pièges à
facteurs serait sur d’autres structures, par exemple sur les configurations de Z2. Une note intéressante à ce sujet est
que plusieurs des preuves que nous faisons se reposent sur le théorème de Morse-Hedlund. Dans Z2, l’équivalent
du théorème deMorse-Hedlund est la conjecture de Nivat : comme le dit bien son nom, c’est à l’heure actuelle une
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conjecture qui n’a pas été prouvée. Plus intéressant encore, l’équivalent de la conjecture de Nivat sur Z3 est faux :
donc il est crédible que les preuves établies ici s’effondrent si on généralise la notion de piège à facteurs surZ3.
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4 Combinatoire des représentations S-adiques

et problème du X-domino

Cet endroit est étrange. […] Le temps est figé. Et
l’espace instable. C’est un monde qui enfreint les
lois les plus élémentaires.

Cynthia, Pokémon Platine

4.1 Introduction générale du chapitre

Dans ce chapitre, j’examine des questions supplémentaires que j’ai abordées durant cette thèse, et qui n’ont pas
conduit à des publications. L’approche y est plus ouverte et exploratoire que dans les chapitres précédents. Le cha-
pitre se divise en deux sections, une sur les représentations S-adiques multidimensionnelles, et une autre sur une
variante du problème du domino. Les deux sections suivantes pourraient être considérées comme des chapitres à
part entière : à des fins de cohérence éditoriale de cette thèse, j’ai préféré les regrouper dans un petit chapitre à part.
Je ferai donc des introductions séparées propres à chaque section.

4.2 Problème de l’universalité des représentations S-adiques

4.2.1 Introduction

Dans cette section, j’explore les limites combinatoires des représentations S-adiques. Comme expliqué dans le pre-
mier chapitre, les représentations S-adiques ont été étudiées le plus souvent à des fins dynamiques depuis leur créa-
tion par Host et Ferenczi [Fer96]. Mais il est possible de les envisager comme une généralisation du modèle sub-
stitutif, et donc comme un modèle combinatoire de construction de mots infinis. Dans ce cas, la généralisation
de ce modèle au-delà de N ou Z se pose : le modèle substitutif a déjà été généralisé par exemple dans le cas du
plan et des pavages géométriques [Fra08]. Dans ce cadre, le modèle substitutif a été particulièrement prolifique :
le premier exemple connu de pavage géométrique apériodique, le pavage de Penrose [Pen74; Pen84] 1, bénéficie de
descriptions substitutives permettant d’explorer ses propriétés [Gar89] ; 50 ans plus tard, c’est en utilisant le mo-
dèle substitutif que Goodman-Strauss a prouvé qu’une tuile géométrique appelée le chapeau (en anglais the hat)
pave apériodiquement le plan [Smi+23]. D’autres exemples incluent le pavage d’Ammann-Beenker [GS89] ou les
pavages Planar Rosa de Kari et Lutfalla [KL23]. La généralisation du modèle S-adique à d’autres structures que les
mots pourrait donc avoir un potentiel intéressant.
Mais avant de chercher des applications de l’extension du modèle, il est utile d’en comprendre les limites combi-
natoires. Et dans l’étude de ce modèle, la question de l’universalité est assez naturelle : toute configuration infinie
dispose-t-elle d’une représentation S-adique? Il est connu, par exemple, que sur N, le modèle substitutif n’est pas

1. Le premier article a introduit les pavages de Penrose, mais je n’ai pas réussi à accéder à son contenu; le second est accessible plus
facilement.
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universel : tout mot infini n’est pas purement substitutif, ni même morphique 2. Cette limitation du modèle sub-
stitutif, contrairement à ce qu’on pourrait imaginer, peut être perçue comme l’une de ses forces : étudier le modèle
substitutif, c’est étudier un modèle contraint, où la substitution est un paramètre relativement facile à étudier et à
moduler. Dans le modèle S-adique, on multiplie le nombre de paramètres en utilisant plusieurs susbtitutions : le
modèle reste-t-il contraint de lamêmemanière?Qu’en est-il des généralisations dumodèle S-adique à des structures
plus complexes queN?
Dans la première sous-section, je résume le cas des représentations S-adiques surN, déjà expliqué dans [BD14]. Puis
j’explore le cas de deux généralisations du modèle S-adique sur des structures plus complexes : d’abord, j’aborde le
modèle d’Aubrun-Sablik sur Nd [AS14]. Puis j’introduis un modèle de représentations S-adiques sur les arbres,
inspiré du modèle substitutif de Baraviera-Leplaideur [BL22]. Dans ces deux modèles, j’explore le problème de
l’universalité, et présente différents arguments justifiant que ces modèles sont contraints.

4.2.2 Universalité des représentations S-adiques sur N

Dans le cas de N, le modèle S-adique utilisé est celui défini dans le premier chapitre. Le résultat suivant est dû à
Cassaigne 3 :

Proposition 4.2.1 ([BD14]). SoitA un alphabet fini et λ /∈ A une lettre de travail.
Alors il existe C une famille finie de substitutions sur l’alphabet A ∪ {λ} telle que pour tout mot x ∈ AN, il existe
(σn)n∈N ∈ CN telle que x = lim

n→∞
σJ0,nK(λ).

Autrement écrit, il existe une famille de substitutions qui génère le shift plein.

Démonstration.
Pour a ∈ A, posons les substitutions suivantes :

σa :

b ∈ A 7→ b,

λ 7→ λa
, τa :

b ∈ A 7→ b,

λ 7→ a

Alors pour tout mot finim ∈ A+,

m = τm0 ◦ σm1 ◦ σm2 ◦ · · · ◦ σm|m|−1
(λ)

On le prouve par récurrence sur la longueur de m : pour |m| = 1, m = τm0(λ). Puis si m est de
longueur n+ 1, on a :

τm0 ◦ σm1 ◦ · · · ◦ σmn−1 ◦ σmn(λ) = τm0 ◦ σm1 ◦ · · · ◦ σmn−1(λmn) par définition de σmn
= τm0 ◦ σm1 ◦ · · · ◦ σmn−1(λ) · τm0 ◦ σm1 ◦ · · · ◦ σmn−1(mn)

= mJ0,n−1K · τm0 ◦ σm1 ◦ · · · ◦ σmn−1(mn) par hypothèse de récurrence

= mJ0,n−1K ·mn par définition des substitutions de C
= m

Soit x ∈ AN : on a alors bien que x = lim
n→∞

τx0 ◦ σx1 ◦ · · · ◦ σxn(λ).

2. Il existe une quantité infinie dénombrable de substitutions, mais une quantité infinie indénombrable de mots infinis.
3. La source originale était une page du wiki du groupe de travail N. Pythas Fogg, qui ne semble plus accessible en ligne.
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En dimension 1, cette propriété peut être perçue comme un défaut du modèle général des représentations S-
adiques : le modèle est trop puissant, et peut décrire n’importe quel mot, en particulier des mots incalculables.
Il faut reconnaître, par ailleurs, que la représentation S-adique associée à la proposition 4.2.1 n’est pas bien pal-
pitante : un mot infini x est représenté par lui-même, avec seulement une distinction pour la première lettre. Ce
résultat a conduit à l’élaboration de plusieurs limitations sur les représentations S-adiques. Par exemple, il est au-
jourd’hui couramment exigé que les représentations S-adiques soient ubicroissantes, c’est-à-dire qu’elles remplissent
des conditions de croissance strictes (voir la définition 1.2.7).
Une autre exigence courante est de ne pas utiliser de lettre de travail. Dans la proposition 4.2.1, on note par exemple
l’utilisation d’une lettreλ qui n’apparaît pas dans les mots à coder. Dans cemanuscrit, j’ai déjà utilisé un tel procédé
pour prouver la proposition 2.2.32 : ma preuve revient à fournir une nouvelle caractérisation des mots minimaux
ternaires dendriques. La caractérisation que je propose est néanmoins moins satisfaisante sur le plan théorique que
celle de Gheeraert, Leroy et Lejeune, puisqu’elle utilise une lettre de travail supplémentaire.
La constructiondeCassaignene s’applique toutefois directementquedans le cas de la dimension1.Or, il est possible
d’étendre les représentations S-adiques dans le cas multidimensionnel ou dans les monoïdes finiment engendrés :
la construction de Cassaigne tient-elle alors dans ce cas? Le shift plein admet-il une caractérisation S-adique? Et
quelles règles peut-on assouplir?

4.2.3 Représentations S-adiques sur Nd

Dans cette sous-section, je vais m’intéresser au cas des représentations S-adiques multidimensionnelles. La princi-
pale difficulté dans ce cadre est de poser les bonnes définitions pour les substitutions. La littérature regorge en effet
de différentsmodèles plus oumoins génériques pour faire fonctionner les substitutions dans le casmultidimension-
nel : aucun ne fonctionne de manière complètement satisfaisante. Un panel de différents modèles substitutifs est
présenté dans [Fra08]. Dans cette sous-section, je me concentrerai sur le modèle d’Aubrun-Sablik [AS14]. Il s’agit
d’un modèle de représentations S-adiques surZd, avec d ≤ 2 : je l’adapte ici àNd.

Modèle d’Aubrun-Sablik

Pour définir unmodèle S-adiquemultidimensionnel, il faut d’abord définir les substitutionsmultidimensionnelles ;
dans le cas du modèle d’Aubrun-Sablik, on se retreint au cas des substitutions rectangulaires.
Pour k ∈ Nd, le rectangleRk associé à k est J0, k0−1K×· · ·×J0, kd−1−1K. Unmotif rectangulaire sur l’alphabet
A est un élément deARk avec k ∈ Nd. L’ensemble des motifs rectangulaires estMrec(A) =

⋃
k∈Nd

ARk . Lorsque

l’alphabet est clair dans le contexte, j’écrirai simplementMrec. Sim est un motif rectangulaire, on appelle grandeur
dem l’uplet g(m) ∈ Nd tel quem ∈ ARg(m) .
Une substitution rectangulaire sur l’alphabetA est une fonction φ : A → Mrec(A). Pour appliquer une substi-
tution à un motif, on met alors une condition de compatibilité avec le motif. On se contentera ici de s’occuper des
motifs rectangulaires. Soitm ∈ AR, avecR ⊆ Nd un rectangle support du motifm. Alors une substitution rec-
tangulaire φ est compatible avec le motifm si pour tout i, j ∈ R et p ∈ J0, d− 1K, ip = jp =⇒ g(φ(mi))p =

g(φ(mj))p.
Cette compatibilité s’étend naturellement aux configurations de Nd : si x ∈ ANd , alors φ est compatible avec x si
pour tout i, j ∈ Nd et p ∈ J0, d− 1K, ip = jp =⇒ g(φ(xi))p = g(φ(xj))p.

Exemple 4.2.2. Soit d = 2,A = { , } et φ la substitution définie comme sur la figure 4.1.
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7→ 7→

Figure 4.1 – À gauche, la substitution φ ; à droite, le motifm.
Avec les notations, g(φ( )) = (1, 2) et g(φ( )) = (2, 2). La substitution φ est bien compatible avec m : par
exemple, i = (0, 0) et j = (1, 0) vérifient i1 = j1, et on a bien g(φ( ))1 = g(φ( ))1. Pour vérifier la compati-
bilité, il faut vérifier tous les couples i, j ∈ J0, 1K2.

Maintenant que j’ai défini une notion de compatibilité, je vais pouvoir en déduire ce qu’est concrètement l’image
d’unmotif par une substitution. Pour continuer à décrire lemodèle d’Aubrun-Sablik, j’ai besoin de définir un ordre
(partiel) sur Nd : c’est l’ordre induit par le produit des ordres naturels sur N, c.-à-d. i < j si ip < jp pour tout
p ∈ J0, d− 1K (même chose avec les inégalités larges).
On définit comme suit l’image d’un motif rectangulaire par une substitution rectangulaire qui lui est compatible.
Siφ est une substitution rectangulaire etm est unmotif rectangulaire tels queφ est compatible avecm, alorsφ(m)

est le motif rectangulaire vérifiant :

∀i ≤ g(m), ∀j ≤ g(φ(mi)), φ(m)(
∑
e<i

g(φ(me)))+j = φ(mi)j .

On étend cette définition à l’image d’une configurationx ∈ Nd compatible avecφ. On définitφ(x) comme la seule
configuration vérifiant :

∀i ∈ Nd,∀j ≤ g(φ(xi)), φ(x)(
∑
e<i

g(φ(xe)))+j = φ(xi)j .

Exemple 4.2.3. Je reprends les notations de l’exemple 4.2.2. Commeφ est compatible surm, l’imageφ(m) est définie :
il s’agit du motif représenté sur la figure 4.2.

Figure 4.2 – Le motif φ(m).

Définition 4.2.4 (Représentation S-adique multidimensionnelle). Soit x ∈ ANd une configuration, (φn)n∈N
une suite de substitutions rectangulaires sur A et (an)n∈N une suite de lettres de A. On dit que x admet
((φn)n∈N, (an)n∈N) comme représentation S-adique si pour tout n ∈ N, φn est compatible avec le motif
φJ0,n−1K(an), si lim

n→∞
φJ0,nK(an) existe et vaut x.

Définition 4.2.5 (Désubstituabilité infinie multidimensionnelle). Soit (φn)n∈N une suite de substitutions. Une
configuration x ∈ ANd est infiniment désubstituable par (φn)n∈N si pour tout n ∈ N, il existe yn ∈ ANd tel que
φJ0,nK est compatible avec yn et x = φJ0,nK(yn).

Remarque 4.2.6. Si une configuration x ∈ ANd admet une représentation S-adique ((φn)n∈N, (an)n∈N), alors x
est infiniment désubstituable par (φn)n∈N. La réciproque est fausse.
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Lemodèle substitutif utilisé parAubrun et Sablik est plutôt contraignant de par sa restriction aux substitutions rec-
tangulaires, et est connudans la littérature avant le travail d’Aubrun et Sablik [Moz89]. En comparaison avec les sub-
stitutions unidimensionnelles, ce modèle peut être rapproché des substitutions uniformes. Le modèle d’Aubrun-
Sablik est toutefois le premier modèle S-adiquemultidimensionnel. Dans l’article introduisant ce modèle, Aubrun
et Sablik prouve la soficité des shifts S-adiques multidimensionnels [AS14].

Non-universalité du modèle d’Aubrun-Sablik

Afin d’étudier les limites combinatoires du modèle d’Aubrun-Sablik, je me suis demandé si le shift plein disposait
d’une caractérisation S-adique : la réponse est négative.

Proposition 4.2.7. Soient d = 2, A un alphabet binaire, et λ /∈ A. Alors il n’existe pas d’ensemble fini de sub-
stitutions rectangulaires C sur l’alphabet (A ∪ {λ}) tel que toute configuration deAN2 admette une représentation
S-adique ((φn)n∈N, (an)n∈N) avec (φn)n∈N ∈ CN.
Autrement écrit, il n’existe pas de caractérisation S-adique du shift plein binaire bidimensionnel sous le modèle
d’Aubrun-Sablik, même avec une lettre de travail.

La preuve suivante est inspirée de la preuve de la proposition 3.7 de [BD14], qui prouve que le modèle S-adique
surN sans lettre de travail n’est pas universel.

Démonstration.
On pose A = {0, 1}. Soit C un ensemble fini de substitutions sur l’alphabet A ∪ {λ}, et soit x une
configuration vérifiant les conditions suivantes :

— x est univers, sur l’alphabetA, c’est-à-dire que pour toutmotif sur l’alphabetA, ce motif apparaît
dans x ;

— x n’a aucune ligne ni aucune colonne périodique.

Une telle configuration existe : en notant xFib le mot de Fibonacci sur N, on peut déjà construire une
configuration y ∈ AN2 telle que yi,j = xFib,i+j : toutes les lignes et les colonnes de y sont des mots
infinis dans l’orbite du mot de Fibonacci, et sont donc toutes apériodiques. Il suffit alors de forcer sur
la diagonale de y tous les motifs carrés possibles sur l’alphabetA : cette dernière configuration x vérifie
bien les conditions demandées ci-dessus.
Supposons alors que x admette une représentation S-adique de la forme ((φn)n∈N, (an)n∈N) avec
(φn)n∈N ∈ CN. Alors x est infiniment désubstituable par (φn)n∈N, avec x = φJ0,nK(yn) pour des
yn ∈ AN2 . Soit n ∈ N : alors pour tout motifm de x,m peut se découper en images de φJ0,nK. En
particulier, soit k ∈ N2 tel que k > 4g(φJ0,nK(a)) pour tout a ∈ A∪{λ}. Comme x est univers, tous
les motifs rectangulaires de supportRk monochromes sont des motifs de x, et peuvent se découper en
images de φJ0,nK. Comme k est assez grand, ces deux motifs monochromes (un rempli de 0, l’autre de
1) contiennent strictement au moins une image de φJ0,nK. Donc il existe a 6= b ∈ A ∪ {λ} tels que
φJ0,nK(a) (resp. φJ0,nK(b)) est un motif rectangulaire uniforme de seule lettre 0 (resp. de seule lettre 1).
Soit c la dernière lettre de l’alphabet, c.-à-d.A∪{λ} = {a, b, c}. Les trois lettres définissent troismotifs
rectangulaires φJ0,nK(a), φJ0,nK(b) et φJ0,nK(c). Montrons que parmi ces trois motifs rectangulaires,
ceux qui apparaissent dans x ont les mêmes grandeurs, c.-à-d. :

Card({g(φJ0,nK(`)) | φJ0,nK(`) constitue l’un des blocs de x dans son découpage par φJ0,nK}) = 1.
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Plus précisément, en notant αi = g(φJ0,nK(i))1 pour i ∈ {a, b, c}, je prouve que :

Card({α` | φJ0,nK(`) constitue l’un des blocs de x dans son découpage par φJ0,nK}) = 1.

Le cas des secondes coordonnées des formes se prouve de manière similaire.
En considérant en effet x comme un pavage des trois motifs rectangulaires, on peut considérer le motif
recouvrant la case (0, 0). Ce motif est donc de la forme φJ0,nK(`) pour une certaine lettre ` ∈ {a, b, c}.
Comme x est un pavage des trois motifs rectangulaires, on peut alors considérer le motif juste au-dessus
deφJ0,nK(`) : si cemotif n’est pas de largeurα`, cela contredit la compatibilité deφJ0,nK avec yn. Si aucun
des deux autres motifs n’a la même largeur, on retrouve alors au-dessus le même motif rectangulaire
φJ0,nK(`) : en itérant l’argument, on obtient alors que la première colonne dex est périodique, ce qui est
absurde. Donc un autre motif φJ0,nK(l

′), avec l′ 6= l, a la même largeur ; si le dernier motif φJ0,nK(l
′′),

avec l′′ /∈ {l, l′}, n’a pas aussi cette largeur et qu’il apparaît dans le découpage dex, par un raisonnement
similaire, la colonne où il apparaîtrait serait périodique. Donc tous les motifs qui apparaissent ont la
même largeur.
Soit alors (α, β) = f(φJ0,nK(`)) la forme commune de tous les motifs rectangulaires. Comme x est
univers, tout motif bidimensionnel apparaît dans x. Supposons que (α, β) 6= (1, 1). Considérons
alors le motif avec les spécificités précisées dans la Figure 4.3 :

α

β 0 0 0

0 1 0

0 0 0

m1

m2

Figure 4.3 – Les carrés blancs représentent le motif uniforme de 0, les noirs le motif uniforme de 1,m1 etm2

sont des motifs non uniformes distincts.
Par universalité de x, ce motif apparaît dans x. Cherchons alors à retrouver comment superposer le
découpage de x par φJ0,nK à ce motif.
Si α > 1, alors les blocs de 0 et de 1 contraignent le découpage à se superposer trivialement au mo-
tif. En particulier, les carrés blancs et noirs sont alors exactement des motifs rectangulaires φJ0,nK(a)

et φJ0,nK(b) respectivement. Mais alors, par compatibilité, les motifs m1 et m2 valent tous les deux
φJ0,nK(c), ce qui est absurde puisqu’ils sont distincts. Donc α = 1 ; de manière analogue, β = 1.
Donc pour tout n ∈ N, φJ0,nK n’a pour images que des rectangles de dimension 1 × 1. Donc C est
constitué uniquement de substitutions triviales. Mais alors on ne peut pas avoir x = lim

n→∞
φJ0,nK(an),

car la suite (φJ0,nK(an))n∈N est une suite de motifs de taille 1× 1 et x est une configuration infinie.

La proposition 4.2.7 établit la non-universalité du modèle d’Aubrun-Sablik dans le cas restreint des configurations
de N2, d’un alphabet binaire et d’une unique lettre de travail. Il est déjà simple de généraliser à tout nombre de
dimension d ≥ 2, en considérant les configurations contenant un plan vérifiant les propriétés demandées dans la
preuve.
Toutefois, la démonstration que je propose ici ne permet a priori pas de généraliser à tout alphabet A, ou à un
nombre quelconque de lettres de travail. La part la plus importante de cette preuve est d’établir que toutes les images
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des substitutions sont de mêmes grandeurs, et les arguments que j’utilise nécessitent qu’il y ait au plus 3 lettres
au total, lettres de travail comprises. Je pense cependant que la non-universalité du modèle d’Aubrun-Sablik est
indépendante de la taille de l’alphabet et du nombre de lettres de travail.
Par ailleurs, comme le principal argument de la preuve précédente est que toutes les substitutions σJ0,nK sont uni-
formes, il devrait alors être possible d’adopter une démarche plus proche de la dynamique symbolique, et de prouver
qu’une configuration qui admet une représentation S-adique admet une entropie nulle, comme cela a par exemple
été prouvé dans le cas deZ par Monteil [BD14].
Il est clair que, dans lemodèle d’Aubrun-Sablik, c’est la rectangularité des substitutions et la conditionde compatibi-
lité qui sont les arguments sous-tendant le résultat. La proposition 4.2.7 établit alors que lemodèle d’Aubrun-Sablik
généralise certes le modèle substitutif, mais reste contraint, même en se permettant des lettres de travail : il n’y a pas
équivalence entre le cas unidimensionnel et le cas multidimensionnel.

4.2.4 Représentations S-adiques sur F+
2

Une autre structure où il est possible de définir un modèle de représentation S-adique est le monoïde libre à deux
éléments F+

2 .

Définition 4.2.8 (Monoïde F+
2 ). Le monoïde libre à deux éléments est le monoïde F+

2 = 〈g, d〉 sans relation.
L’opération interne est la concaténation, l’élément neutre est noté 1. Un élément de F+

2 peut être interprété comme un
mot sur l’alphabet {g, d}.

Il s’agit du monoïde naturellement associé au groupe libre F2. Une visualisation naturelle de F+
2 est le graphe de

Cayley associé, qui correspond à un arbre binaire complet infini.

1

g d

gg gd dg dd

ggg ggd gdg gdd dgg dgd ddg ddd

Figure 4.4 – Graphe de Cayley de F+
2 .

Sur cette structure, il est tout à fait possible de définir une notion de configurations et de motifs, comme cela a été
fait sur les groupes [CC10].

Définition 4.2.9 (Arbre fini, feuille, sous-arbre). Un arbre (binaire) fini est un sous-ensemble finiA ⊆ F+
2 tel que

si p ∈ A, alors pour tout q vp p, q ∈ A. L’ensemble des arbres finis est noté T . Pour un arbre finiA ∈ T , p ∈ A
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est une feuille deA s’il n’existe pas d’élément q ∈ A tel que p vp q. Le sous-arbre gauche (resp. sous-arbre droit) d’un
arbre finiA est l’arbre fini SsArbg(A) = {p ∈ F+

2 | gp ∈ A} (resp. SsArbd(A) = {p ∈ F+
2 | dp ∈ A}).

Définition 4.2.10 (Motifs sur les arbres). SoitA un alphabet. Une configuration deF+
2 est un élément deAF+

2 . Un
motif fini est un élément de

⋃
A∈T

AA. Sim ∈ AA,A est appelé le support dem. Je noterai courammentm(p) = mp

pour p dans le support d’un motifm. L’ensemble des motifs finis sur l’alphabetA est notéM(A). Pour un motif fini
m de support A, le fils gauche (resp. le fils droit) dem est le motif fini Filsg(m) de support SsArbg(A) tel que pour
p ∈ SsArbg(A), Filsg(m)p = mgp (resp. le motif fini Filsd(m) de support SsArbd(A) tel que pour p ∈ SsArbd(A),
Filsd(m)p = mdp).

On dispose aussi d’une topologie surAF+
2 , et on peut donc parler de limites et de continuité. Les configurations de

AF+
2 peuvent être particulièrement complexes, comme l’atteste le résultat suivant.

Définition 4.2.11 (Sous-configuration sur les arbres). Soit x une configuration deAF+
2 . On dit que y ∈ AF+

2 est
une sous-configuration de x s’il existe δ ∈ {g, d}∗ tel que yk = xδk pour tout k ∈ F+

2 , et on appelle δ le décalage de
y par rapport à x.

Lemme 4.2.12. Il existe x ∈ {a, b}F
+
2 telle que toutes les sous-configurations de x sont distinctes.

L’idée de la preuve suivante est due à Kreczman (communication personnelle).

Démonstration.
Soit (s(n))n∈N une suite de mots infinis apériodiques d’orbites distinctes. Par exemple, on peut choisir
des mots sturmiens de pentes toutes distinctes. Soit enum : N → {g, d}∗d∪ {ε} une énumération du
langage régulier {g, d}∗d ∪ {ε}.
On définit alors la configuration x de la manière suivante : pour p ∈ F+

2 , on écrit p = p′gk avec
p′ ∈ {g, d}∗d ∪ {ε} et k ≥ 0. On pose alors xp′gk = s

(enum(p′))
k .

Soient y et z deux sous-configurations de x, de décalages respectifs δy 6= δz ∈ F+
2 . Soit πy (resp. πz) le

plus long élément de {g, d}∗d ∪ {ε} préfixe de δy (resp. de δz). Par définition, il existe donc jy ≥ 0 tel
que δy = πyg

jy (resp. jz ≥ 0 tel que δz = πzg
jz ).

Alors il y a deux possibilités :
1. cas 1 : πy = πz . Quitte à étudier le cas symétrique, supposons jy < jz . Alors pour tout k ≥ 0,
ygk = s

enum(πy)
jy+k

et zgk = s
enum(πy)
jz+k

. Comme senum(πy) est apériodique, il existe donc k ≥ 0 tel
que ygk 6= zgk .

2. cas 2 :πy 6= πz . Alors pour tout k ≥ 0, (ygk)k∈N = Sjysenum(πy) et (zgk)k∈N = Sjzsenum(πz).
Comme les orbites de senum(πy) et senum(πz) sont distinctes, cela implique qu’il existe k ≥ 0 tel
que ygk 6= zgk .

Donc en particulier y et z sont différentes.

Modèle de Baraviera-Leplaideur

En 2021, Baraviera et Leplaideur [BL22] ont introduit un modèle de substitutions sur F+
2 appelé les substreetu-

tions. Un modèle similaire avait été établi par Damm en 1982 dans le cas des arbres finis et avec un point de vue
plus informatique [Dam82]. L’objectif étant plutôt d’étudier les propriétés des substreetutions dans le cas d’arbres
infinis, je reprendrai donc lemodèle de Baraviera et Leplaideur. Il est à noter qu’un autremodèle encore plus récent
a été développé par Bitar, Cabezas et Guillon dans le cas des groupes.
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Définition 4.2.13 (Motif étendu sur les arbres). SoitA un alphabet, soitA un arbre fini et soientG,D /∈ A. Un
motif fini étendu sur l’alphabetA est un motif fini sur l’alphabetA ∪ {G,D} de supportA tel quemp ∈ {G,D}
ssi p est une feuille deA. L’ensemble des motifs étendus sur l’alphabetA est notéMe(A).

Définition 4.2.14 (Substreetution). Une substreetution est une fonctionφ : (A∪{G,D}){1} → Me(A) 4 telle
que φ(1 7→ G) = 1 7→ G et φ(1 7→ D) = 1 7→ D.
On étend le domaine d’application d’une substreetution àMe(A) par induction. Soitm est unmotif étendu, et soient
φ(Filsg(m)) et φ(Filsd(m)) les images des fils gauche et droit dem, de supports Ag et Ad respectivement. On note
m′ = φ(1 7→ m1), etA son support. Alors l’image dem par φ est le motif fini étendu φ(m) défini ainsi :

— son support estA ∪ {fp | m′
f = G et p ∈ Ag} ∪ {fp | m′

f = D et p ∈ Ad} ;

— si p ∈ A n’est pas une feuille dem, alors φ(m)p = m′
p ;

— si p = fp′ avec f une feuille deA,m′
f = G et p′ ∈ Ag , alors φ(m)p = φ(Filsg(m))p′ ;

— si p = fp′ avec f une feuille deA,m′
f = D et p′ ∈ Ad, alors φ(m)p = φ(Filsd(m))p′ .

On peut encore étendre le domaine d’application aux configurations de F+
2 .

Exemple 4.2.15. Soit φ la substreetution sur {a, b} définie par le schéma suivant :

φ(1 7→ a) =

a

a b

G b D D

D D

φ(1 7→ b) =

b

b a

a D a D

G D G G =

Considérons le motifm suivant. Je vais calculer son image par φ : pour cela, je commence par déterminer l’image de
son fils gauche par φ.

m =

a

b D

D G

φ(Filsg(m)) =

b

b a

a G

D G

a G

D D

Puis on calcule enfin l’image dem lui-même par φ.

4. (A ∪ {G,D}){1} désigne les motifs surA ∪ {G,D} dont le support est l’arbre trivial {1}.
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a

a b

b b D D

b a D D

a G a G

D G D D

Les substreetutions sont notamment continues pour la topologie prodiscrète surAF+
2 , et on peut donc définir des

analogues des définitions surN au cas deF+
2 , comme celles de point fixe ou de configuration purement substitutive.

Il est enfin possible, dans le cadre de cette section, de définir une notion de représentation S-adique surF+
2 : il s’agit

d’une définition analogue à celle surN.

Définition 4.2.16 (Représentation S-adique sur F+
2 ). Soit x ∈ AF+

2 une configuration de F+
2 . Si (φn)n∈N est une

suite de substreetutions surA et (an)n∈N ∈ AN, on dit quex admet ((φn)n∈N, (an)n∈N) comme une représentation
S-adique si x = lim

n→∞
φJ0,nK(m

an) où man est le motif de support {1, g, d} et vérifiant man
1 = an,m

an
g =

G,man
d = D.

Définition 4.2.17 (Désubstituabilité infinie sur F+
2 ). Soit x ∈ AF+

2 une configuration de F+
2 , et soit (φn)n∈N une

suite de substreetutions. Alors x est infiniment désubstituable par (φn)n∈N s’il existe une suite (yn)n∈N de configura-
tions de F+

2 telle que x = φJ0,nK(yn).

Lemodèle de Baraviera-Leplaideur étant récent, il ne dispose pas d’exploration combinatoire complète. Les derniers
résultats concernent par exemple l’étude d’une configuration substitutive particulière appelée le Jacaranda [BL23].

Non-universalité du modèle de Baraviera-Leplaideur

Tout comme dans le cas du modèle d’Aubrun-Sablik, il est important de savoir si le shift plein dispose d’une carac-
térisation S-adique : la réponse est, de nouveau, négative.

Proposition 4.2.18. Soit A = {a, b} un alphabet binaire, et λ /∈ A. Alors il n’existe pas d’ensemble fini de
substreetutions C sur l’alphabet A ∪ {λ} tel que toute configuration de F+

2 admette une représentation S-adique
((φn)n∈N, (an)n∈N) avec (φn)n∈N ∈ CN.
Autrement écrit, il n’existe pas de caractérisation S-adique de {a, b}F

+
2 sous lemodèle de Baraviera-Leplaideur,même

avec une lettre de travail.

Démonstration.

Soit x ∈ AF+
2 une configuration qui ne contient aucune paire de sous-configurations identiques (voir

le lemme 4.2.12). Supposons qu’il existe C un ensemble fini de substreetutions sur l’alphabetA ∪ {λ}
tel que x admette une représentation S-adique de la forme ((φn)n∈N, (an)n∈N) avec (φn)n∈N ∈ CN.
Alors x est infiniment désubstituable par (φn)n∈N : il existe (yn)n∈N une suite de configurations telles
que x = φJ0,nK(yn) pour tout n ≥ 0.
Supposons alors que, pour une lettreα ∈ A∪{λ}, il existe p 6= 1 tel queφJ0,nK(α)p /∈ {G,D}. Alors,
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en tant qu’arbre, φJ0,nK(α) possède au moins deux nœuds internes, et donc au moins trois feuilles : il
existe donc p1, p2 deux positions telles que φJ0,nK(α)p1 = φJ0,nK(α)p2 ∈ {G,D}. Donc si α apparaît
dans yn, φJ0,nK(yn) aura deux sous-configurations identiques : absurde!
Donc si α apparaît dans yn, φJ0,nK(α) est un arbre avec un seul nœud interne. Mais alors la suite
φJ0,nK(an) est stationnaire, et ne donne que des arbres avec un seul nœud interne, et ne peut converger
vers x. Absurde!

Laproposition4.2.18 est, denouveau, généralisable. Par exemple, le nombrede lettres de travail peut être choisi arbi-
trairement grand, et le modèle restera non universel. De même, il est possible de généraliser le modèle de Baraviera-
Leplaideur à tout monoïde libre à k éléments F+

k : la proposition précédente restera valable, et le shift plein ne
disposera pas non plus d’une caractérisation S-adique.
Ici, la limite est à la fois dans lemodèle et dans la complexité des configurations possibles. Une piste pour obtenir un
modèle universel sur F+

2 serait de reproduire la construction de Cassaigne « en parallèle » sur toutes les branches
en même temps : mais par principe, il paraît difficile de le faire, car cela demanderait d’encoder à l’origine quelle
branche on étendrait.

4.3 Problème du X-domino

4.3.1 Introduction

Dans cette section, j’étends les questionsduchapitre 2 àdes conceptionsplus générales de la dynamique symbolique.
L’une des questions de décidabilité les plus fondamentales de la dynamique symbolique est le problème du domino,
introduit par Wang [Wan61]. Le problème du domino est le problème suivant : étant donnéX un sous-shift de
type fini, est-ce queX est non vide? Si, dans cette thèse, j’ai défini les sous-shifts surN ouZ, ils bénéficient en fait de
définitions sur tout groupe ou monoïde. Une particularité du problème du domino est en effet que sa décidabilité
dépend du groupe sur lequel il est défini : en particulier, le problème est notoirement décidable sur Z [New77],
par un argument de lemme des tiroirs. Mais le problème devient indécidable sur Z2, d’après un résultat célébré
de Berger [Ber66]. L’une des questions les plus brûlantes en dynamique symbolique est l’étude de la frontière de
décidabilité : à quelle condition sur le groupe ou le monoïde le problème du domino devient-il décidable? Cette
question fait l’objet d’une conjecture, la conjecture du domino [BS18], qui relie propriété algébrique du groupe
concerné et décidabilité du problème du domino. Cette conjecture est toujours ouverte à l’heure actuelle.
Une approche de la littérature pour étudier cette frontière de la décidabilité est une approchedescendante : on conti-
nue à étudier des configurations sur des structures multidimensionnelles, et on étudie la décidabilité de problèmes
qui semblent plus simples. Par exemple, plutôt que de chercher à construire une configuration qui respecte partout
des contraintes dans toutes les directions, on peut chercher à construire une configuration qui respecte partout des
contraintes unidimensionnelles : il s’agit du problème du serpent [Kar03; AB23]. Dans cette section, j’aborde une
approche ascendante : je vais plutôt chercher à complexifier le problème du domino surN en étudiant des variations
arbitrairement complexes du problème. Pour cela, j’introduis le problème duX-domino.

Définition 4.3.1 (Problème duX-domino). SoitX ⊆ AN. Le problème duX-domino est le suivant :
Donnée : un shift de type fini S

Question : est-ce queX ∩ S 6= ∅ ?

Par exemple, siX = AN, le problème duX-domino est le problème du domino classique. Mais il est maintenant
possible d’étendre ce problème à plusieurs classes d’ensembles, avec des résultats divers, comme cela sera fait dans
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les sous-sections suivantes dans le cas oùX est l’ensemble des mots sturmiens ou l’ensemble des mots sans carré.

4.3.2 Problème du X-domino et problème d’appartenance au langage de X

L’objectif de cette sous-section est de faire le lien entre le problème duX-domino et le problème de l’appartenance
au langage deX . Plus précisément, je parle du problème suivant :

Définition 4.3.2 (Problème de l’appartenance au langage). SoitX un sous-shift. Le problème de l’appartenance au
langage deX est le suivant :

Donnée : un motm ∈ A∗

Question : est-ce quem ∈ L(X) ?

Le problème de l’appartenance au langage deX est le problème de décision le plus naturel et le plus simple pour un
sous-shiftX . C’est d’ailleurs souvent à partir de ce problème que sont classifiées les principales classes de sous-shifts
(voir définition 1.1.21) : un sous-shift est sofique si le problème de l’appartenance à son langage peut être décidé par
un automate fini ; un sous-shift est effectif si le problème de l’appartenance à son langage est décidable.
Dans le cas des sous-shifts minimaux, il est possible de rapprocher le problème du X-domino du problème de
l’appartenance au langage deX :

Proposition 4.3.3. SoitX un shift minimal. Alors le problème de l’appartenance au langage deX est décidable si,
et seulement si, le problème duX-domino est décidable.

Démonstration.
Supposons que le problème duX-domino est décidable et soitm unmot. ConsidéronsSm le sous-shift
de type fini dont le seul facteur interdit estm. AlorsX∩Sm ⊆ X est un sous-shit deX : parminimalité
deX , on a alorsX ∩Sm = X ouX ∩Sm = ∅. SiX ∩Sm = ∅, c’est alors que toute configuration de
X contient le facteurm, et alorsm ∈ L(X). Sinon, par minimalité, on a doncX ∩ Sm = X : donc
aucune configurationdeX ne contient le facteurm, etm /∈ L(X).Donc le problèmede l’appartenance
au langage deX est décidable.
Réciproquement, supposons que le problème de l’appartenance au langage deX soit décidable. Soit S
un sous-shift de type fini, avecF un ensemble fini demots interdits caractérisantS. S’il existe f ∈ F tel
que f ∈ L(X), alors il existe une configuration x ∈ X tel que f apparaît dans x : donc x /∈ S. Donc
X ∩S 6= X : par minimalité,X ∩S = ∅. Si pour tout f ∈ F , f /∈ L(X), alors aucune configuration
deX ne contient de motif interdit : doncX ∩ S = X .

Ce résultat général donne une piste d’étude entre la difficulté du langage d’un shift et la difficulté de son problème
du domino. La preuve utilise toutefois abondamment l’hypothèse de minimalité. Cette hypothèse peut en fait être
retranscrite dans le cadre de l’étude des sous-shifts minimaux d’un sous-shift :

Proposition 4.3.4. SoitX un sous-shift et soit (Xm
i )i∈I l’ensemble de ses sous-shifts minimaux, c.-à-d.Xm

i ⊆ X

etXm
i est minimal pour tout i ∈ I .

Alors pour S un sous-shift,X ∩ S 6= ∅ si, et seulement si,Xm
i ∩ S 6= ∅ pour un certain i ∈ I .

Démonstration.
C’est une conséquence du fait que l’intersection de deux sous-shifts est un sous-shift.

En conséquence, on peut en déduire une décomposition du problème duX-domino en termes de sous-shifts mi-
nimaux :
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Corollaire 4.3.5. SoitX un sous-shift, et soit (Xm
i )i∈I l’ensemble de ses sous-shifts minimaux. On a alors l’égalité

suivante :

{S sous-shift de type fini | X ∩ S 6= ∅} =
⋃
i∈I

{S sous-shift de type fini | Xm
i ∩ S 6= ∅}

Une approche pour étudier le problème duX-domino serait alors l’étude des sous-shiftsminimaux, et obtenir ainsi
une décomposition. Toutefois, cette décomposition ne donne pas plus de détails : si

⋃
i∈I

Li est décidable, ce n’est

pas pour autant que chaqueLi est décidable.
En fait, de manière générale, en abandonnant l’hypothèse de minimalité, il existe des contre-exemples de la propo-
sition 4.3.3.

Exemple 4.3.6. Soit E ⊆ N une famille d’entiers : on définit SSU(E) = {x ∈ {0, 1}N |
x contient au plus 3 occurrences de la lettre 1 et ∀ 0 ≤ i < j, xi = xj = 1 =⇒ j−i−1 ∈ E}. AlorsSSU(E) est
bien un sous-shift, défini par l’ensemble infini de facteurs interdits FE = {10i10j1 | i, j ∈ N} ∪ {10k1 | k /∈ E}.
Pour tout E ⊆ N, le seul sous-shift minimal de SSU(E) est le sous-shift constant {000 . . . }.
Le problème du SSU(E)-domino est donc décidable pour tout E ⊆ N : pour un sous-shift de type fini S, S ∩
SSU(E) 6= ∅ ssi S ∩ SSU(E) = {000 . . . }, et cela revient à savoir si S contient la configuration constante égale à
0, ce qui est décidable.
En revanche, si E est un sous-ensemble incalculable de N (par exemple, E est l’ensemble des codages en binaire des
machines de Turing s’arrêtant sur le mot vide), alors le problème de l’appartenance au langage de SSU(E) est indé-
cidable.
Il existe donc des sous-shiftsX tels que le problème duX-domino est décidable, mais pas le problème de l’appartenance
au langage.

Existe-t-il un contre-exemple non minimal dans l’autre direction de la proposition 4.3.3, c.-à-d. existe-t-il X un
sous-shift non minimal tel que le problème de l’appartenance au langage deX soit décidable, mais pas le problème
duX-domino? Il est remarquable qu’en étendant les questions deN àN2, le shift plein est un tel contre-exemple.
Mais en restant sur N, le problème reste ouvert. Guillon et Hellouin ont proposé une piste par la construction de
shifts de Toeplitz, mais la formalisation est difficile à établir.

4.3.3 Plusieurs versions du problème du X-domino

Problème du domino sturmien

Unexemple possible de problèmeduX-domino est le cas oùX désigne l’ensemble desmots sturmiens. Pour rappel,
l’ensemble des mots sturmiens ne forme pas un sous-shift, car il n’est pas fermé : la clôture de l’ensemble des mots
sturmiens est l’ensemble des mots équilibrés. Le cas des mots sturmiens justifie la généralisation du problème du
X-domino au cas oùX n’est pas un shift.
Les résultats du chapitre 2 donnent alors la décidabilité du problème du domino sturmien.

Proposition 4.3.7. Le problème du domino sturmien est décidable.

Donnée : un sous-shift de type fini S
Question : est-ce que S contient un mot sturmien?
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Démonstration.
Un sous-shift de type fini S, comme tout sous-shift sofique, peut être décrit à l’aide d’un ω-automate
faible AS : x ∈ S si, et seulement si, x ∈ L(AS). Le problème revient alors à la détection d’un mot
sturmien dans un ω-automate faible, ce qui est un problème décidable par la proposition 2.2.28.

On remarque même que la proposition 4.3.7 peut être étendue au cas où S est un sous-shift sofique. Cela peut
justifier l’idée d’un problème du X-domino sofique, où l’entrée est un sous-shift sofique.

Problème du domino sans carré

Un autre exemple intéressant est celui du shift des mots ternaires sans carrés X3
SC = {x ∈ {a, b, c}N | ∀f ∈

{a, b, c}+, f2 6�f x}. Il s’agit, selon la tradition, de la première classe de mots étudiée par la combinatoire des
mots par Thue [Thu06]. Dans le cadre de cette sous-section, l’objectif est l’étude du problème du domino sans
carré. On a vu dans la sous-section précédente qu’il existe un lien entre le problème duX-domino et le problème
de l’appartenance au langage deX : dans le cas du sous-shifts des mots ternaires sans carrés, le problème de l’appar-
tenance au langage a été démontré décidable par Shelton et Soni [SS82] :

Théorème 4.3.8. Le problème de l’appartenance au langage deX3
SC est décidable.

Donnée : un mot finim ∈ {a, b, c}∗

Question : est-ce quem ∈ L(X3
SC) ?

Les méthodes utilisées par Shelton et Soni reposent principalement sur l’étude d’un arbre, appelé arbre préfixe sans
carré [PS15], introduit par Shelton dans un article précédent [She81a].

Définition 4.3.9 (Arbre préfixe sans carré). L’arbre préfixe sans carré est l’arbre infini ArbreSC de racine le mot
vide ε, dont les sommets sont les mots finis sans carré et tels que, pour u fini sans carré, u `−→ u` si u` est sans carré,
avec ` ∈ {a, b, c}.

L’étude de ArbreSC a fourni la première preuve de la stricte positivité de l’entropie de X3
SC [She81b]. Dans le

contexte de l’étude de l’arbre préfixe sans carré, le problème du domino sans carré revient à la question de savoir
si, en interdisant certains motifs, on peut tout de même construire un arbre infini. Cette piste a été étudiée au cas
par cas pour certains types de motifs [Thu06; Thu12], mais pas de manière systématique à ma connaissance. Mes
tentatives sur la question ont été infructueuses.
Une autre piste de recherche possible concerne l’étude de la stricte positivité de l’entropie du domino sans carré.
Cette approche est justifiée par la littérature riche sur l’étude de l’entropie desmots ternaires sans carrés, fournissant
des outils avec lesquels attaquer la question.

Définition 4.3.10 (Problème de la stricte positivité du domino sans carré). Le problème de la stricte positivité du
domino sans carré est le suivant :

Donnée : un sous-shift de type fini S
Question : est-ce queX3

SC ∩ S est d’entropie strictement positive ?

Sur cette question, il existe deux résultats. D’abord, le problème du domino sans carré et celui de la stricte positivité
du domino sans carré ne sont pas équivalents.

Théorème 4.3.11 ([BO15]). Il existeS un sous-shift de type fini tel queX3
SC∩S est non vide, mais d’entropie nulle.

Ce résultat contraint donc les éventuels algorithmes de décision à une certaine finesse. La méthode développée par
Ochem repose sur la méthode substitutive, et elle fait écho à une conjecture de Cassaigne :

108



� Chapitre 4. Combinatoire des représentations S-adiques et problème du X-domino

Conjecture 4.3.12 (Conjecture de Cassaigne, [Och11]). Soit S un sous-shift de type fini. SiX3
SC ∩ S est non vide,

alorsX3
SC ∩ S contient un mot substitutif.

Si cette conjecture était vraie, on disposerait alors de l’arsenal d’outils fournis par la méthode substitutive. Par
exemple, il existe toute une théorie des substitutions sans carré [Cro82;Zol15]. La conjecture reste toutefois ouverte
à l’heure actuelle.
Des discussions avec Rosenfeld l’ont mené à prouver le résultat suivant non publié (communication personnelle) :

Proposition 4.3.13. Le problème de la stricte positivité du domino sans carré est semi-décidable.

La preuve utilise des arguments de comptage assez subtils et des manipulations de séries génératrices.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, j’ai décrit diverses pistes de recherche que j’ai partiellement explorées au cours de ma thèse. Par
exemple, j’ai commencé à explorer les possibilités combinatoires de deux extensions du modèle S-adique à Nd et à
F+
2 respectivement ; j’ai aussi amorcé l’étude du problème duX-domino, qui relie dynamique symbolique et com-

binatoire des mots.
Dans la première partie, les résultats que j’ai établi sur la non-universalité des modèles d’Aubrun-Sablik et de
Baraviera-Leplaideur prouvent, surtout, que ces deux modèles sont assez rigides dans leurs constructions respec-
tives, en particulier le modèle d’Aubrun-Sablik. La difficulté réside en fait dans une généralisation intéressante des
substitutions dans des structures plus complexes queN ou Z : c’est un travail encore en cours dans le monde de la
dynamique symbolique. Une question serait, si on réussit à trouver unmodèle intéressant, s’il est possible d’établir
une généralisation des mots sturmiens à ces structures plus complexes par une généralisation de leur représentation
S-adique. Aussi, avec ces modèles combinatoires, est-il possible de déduire des propriétés dynamiques des systèmes
étudiés? Il s’agit a priori partiellement de la démarche entamée par Baraviera et Leplaideur, qui cherchent à étudier
des questions de physique mathématique sur les substreetutions.
Dans la seconde partie, l’étude générale du problème duX-domino a laissé une grande part à laminimalité. J’ai pro-
posé un lien partiel entre les problèmes duX-domino d’un sous-shift et de ses sous-shifts minimaux; est-il possible
d’établir une hiérarchie plus claire? Sous quelles hypothèses peut-on comparer les difficultés des problèmes duX-
domino d’un sous-shift et de ses sous-shifts minimaux? Sur le problème du domino sans carré, mon travail n’a pas
porté de fruit, et a principalement consisté à essayer de comprendre la littérature. La conjecture de Cassaigne est in-
téressante, car elle permet d’entrevoir des solutions algorithmiques si elle devait être avérée : mais même dans ce cas,
cela ne fournirait que la semi-décidabilité du problème. Si la conjecture de Cassaigne était vraie, cela entraînerait-il
la décidabilité du domino sans carré? L’étude de l’arbre préfixe sans carré et les outils qui ont été développés autour
bénéficient d’une littérature riche, mais très dispersée : le problème du domino sans carré pourrait avoir déjà été
prouvé décidable. Il me paraît, en principe, improbable que la contrainte d’absence de carré puisse entraîner l’indé-
cidabilité du problème, car les preuves d’indécidabilité en dynamique symbolique procèdent surtout par réduction
du problème de l’arrêt des machines de Turing : encoder des machines de Turing via des sous-shifts de type fini en
dimension 1 en utilisant l’absence de carrés me semble déraisonnable.
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