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4 CHAPTER 1. INTRODUCTION (FRANCAIS)

1.1 Calage de parametres incertains en simulation numérique

1.1.1 Contexte général de la simulation combustible pour les réacteurs nucléaires

Au cours des derniéres décennies, les modeles numériques (appelés également codes de calcul
ou simulateurs) sont devenus des outils incontournables pour l’analyse, la compréhension,
la modélisation et la prévision de certains systémes physiques complexes tels que les cen-
trales nucléaires. Ces codes de calcul permettent d’étudier ces systeémes physiques lorsque
les expérimentations réelles sont limitées, voire impossibles pour des raisons économiques
et/ou éthiques. Les modéles numériques peuvent s’avérer coiiteux en temps de calcul
CPU (quelques heures a plusieurs jours pour une simulation) et prennent généralement un
grand nombre de parameétres en entrée. Ces parametres dont dépendent les modélisations
physique et numérique sont souvent incertains. Cela découle essentiellement d’une mécon-
naissance du phénomene étudié, et d’hypotheses simplificatrices introduisant des incertitudes
de parametres ou encore des erreurs de mesure. Par conséquent, les sorties du code de calcul
sont également entachées d’incertitudes. Il devient alors nécessaire de quantifier précisé-
ment ces derniéres avant toute utilisation dans un contexte industriel tel que 1’évaluation
d’une occurrence de défaillance, le calcul de marges de sécurité, la prise de décision, etc. La
quantification des incertitudes paramétriques est un volet trés important pour la plupart
des domaines industriels tel que le domaine du combustible nucléaire ou les parametres des
modeles sont totalement ou partiellement inconnus [Bouloré, 2019; Delipei, 2019]. Dans ce
domaine, les codes de calcul sont utilisés pour étudier le comportement des éléments com-
bustibles en réacteur en situation de fonctionnement normal, incidentel et accidentel. En
conditions accidentelles par exemple, ces codes servent a évaluer la dégradation subie par
les éléments combustibles et leur potentielle dispersion dans les différents composants du
réacteur. Ces codes sont également utilisés pour optimiser la conception des combustibles
nucléaires vis-a-vis de certains critéres de fonctionnement.

La recherche et le développement sur les combustibles, menée au CEA en collaboration
avec EDF et Framatome, a conduit a 1’élaboration de la plateforme de simulation PLETADES,
illustrée par la Figure 1.1. Chaque filiere combustible (réacteur & eau pressurisée, rapide re-
froidi au sodium, rapide refroidi au gaz, etc.) fait 'objet d’une application dédiée sur la
plateforme PLEIADES. Son objectif principal est d’une part de prédire le comportement
des combustibles nucléaires en réacteur en fonction de leurs caractéristiques initiales et de
leur évolution sous irradiation, afin d’assurer le maintien de la premieére barriere de sécurité
(la gaine) selon le mode d’utilisation. D’autre part, elle permet d’effectuer des expériences
numériques en explorant des domaines de fonctionnement difficiles a reproduire dans la réalité
ou de simuler des situations accidentelles de type LOCA (Loss of Coolant Accident pour Ac-
cident de Perte de Réfrigérant Primaire) et RIA (Reactivity Insertion Accident pour Accident
d’'Insertion de Réactivité). Ces expérimentations numériques guident les chercheurs vers une
conception optimisée et plus innovante de la forme du combustible. Les codes de calcul de la
filiere des Réacteurs a Eau Pressurisée (REP) de cette plateforme sont ALCYONE [Delipei,
2019; Michel et al., 2021] et CYRANO3 respectivement développés par le CEA et EDF. Le
simulateur ALCYONE simule ainsi le comportement des combustibles dans un réacteur de
type REP. Il est constitué d’un ensemble de modéles physiques qui permettent de calculer le
comportement mécanique (déformations subies par le combustible) et thermique (évolution
de la température au sein du coeur) ainsi que le comportement des produits de fission. Une
boucle de convergence globale assure la convergence de I’ensemble du chainage des modeles
a chaque pas de temps de calcul.

Comme nous 'avons évoqué précédemment, les modeles numériques, mis en oeuvre pour
représenter fidelement la réalité physique, comportent souvent un grand nombre de parametres
incertains [Campbell, 2006] (données d’entrée, parametres de modélisation physiques ou con-
ceptuels, etc.). Dans le cas de la simulation du comportement du combustible nucléaire, les
sources d’incertitude sont nombreuses et de nature variée [Bouloré, 2019]. Par conséquent,
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Figure 1.1: Plateforme PLEIADES [Marelle et al., 2016; Michel et al., 2021].

la quantification la plus précise possible de toutes les sources d’incertitude et d’erreurs sus-
ceptibles d’influencer la capacité prédictive du modéle numérique est une étape importante
pour les études en simulation du combustible. La démarche générale de traitement de toutes
les incertitudes en simulation numérique a fait 'objet de nombreux travaux depuis bientot
une vingtaine d’années [De Rocquigny et al., 2008; Santner et al., 2018; Ghanem et al., 2017;
Baccou et al., 2020]. Dans cette theése, notre attention se concentre sur deux étapes de cette
démarche : le calage de modele qui constitue ’axe principal des travaux et ’analyse de sen-
sibilité en support a ce calage. L’analyse de sensibilité va servir a sélectionner les parametres
influents a prendre en compte dans le processus de calage de modele. Nous détaillons les
objectifs et principes de ces deux étapes dans ce qui suit.

Le calage de modele est un processus visant a quantifier les incertitudes paramétriques
d’un modele numérique en se basant sur les données expérimentales disponibles du systeme
physique étudié [Campbell, 2006]. Ce processus d’ajustement a pour but de quantifier et
de réduire au mieux l'incertitude de prédiction du modele afin d’améliorer I’adéquation des
sorties a la réalité avec la précision la plus fiable possible. 1l existe deux types de calage
de modele : le calage déterministe et le calage statistique, en particulier bayésien. Dans le
calage déterministe, I’objectif est de trouver le vecteur de parametres optimal qui minimise
lécart entre les données expérimentales et les simulations du modeéle numérique [Tuo and
Wu, 2015; Wong et al., 2017]. Le calage bayésien repose sur une approche probabiliste ou
Pincertitude paramétrique est quantifiée par des distributions de probabilité [Kennedy and
O’Hagan, 2001; Campbell, 2006; Gu and Wang, 2018]. Cette approche est particulierement
intéressante lorsque nous avons a disposition des données expérimentales en nombre limité ou
entachées d’incertitude car elle permet d’utiliser toutes les informations & notre disposition
(connaissances a priori, données expérimentales et données simulées) pour produire une esti-
mation robuste et informative des incertitudes résiduelles sur les parametres. Pour ce faire,
le calage bayésien se base sur trois étapes. Premierement, la distribution dite distribution
a priori quantifie les connaissances sur les parameétres incertains avant prise en compte des
données expérimentales. Ces informations a priori sont souvent obtenues par avis d’experts
et permettent d’établir une telle distribution soit par le principe du maximum d’entropie, soit
par le choix d’une distribution paramétrique qui s’ajuste au mieux aux données issues de ces
informations a priori [Garthwaite et al., 2005; Ghosh et al., 2006; Oakley and O’Hagan, 2007;
O’Hagan, 2019]. En 'absence d’informations a priori, le statisticien s’attachera a constru-
ire une distribution aussi non informative que possible [Kass and Wasserman, 1996; Gelman
et al., 2014; Reich and Ghosh, 2019; Murphy, 2022]. Deuxiémement, la disposition d’une
équation probabiliste reliant le vecteur des données expérimentales disponibles aux sorties du
code permet d’établir la fonction de vraisemblance des parametres. La vraisemblance mesure
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le degré de plausibilité d’un ensemble de valeurs prises par les parametres incertains au vue
des données expérimentales. Enfin, a l'aide de la formule de Bayes, une distribution dite
distribution a posteriori des parametres incertains est calculée. La distribution a posteriori
quantifie I'incertitude résiduelle apres 'utilisation des informations apportées par les données
expérimentales. Cette distribution s’interprete comme une mise a jour de la distribution a
priori et & partir de laquelle une valeur optimale des parametres telle que le maximum a
posteriori (MAP) peut étre déduite.

L’analyse de sensibilité, autre étape fondamentale de la démarche de prise en compte des
incertitudes, vise a quantifier comment la variabilité des entrées d’'un modele numérique in-
fluence la variabilité de la sortie ou de la quantité d’intérét. Les grands objectifs de I’analyse
de sensibilité sont de classer les variables d’entrée par ordre d’influence [Hamby, 1993, 1994,
1995] ou d’effectuer un criblage des entrées [Morris, 1991; Morris and Mitchell, 1995; Cam-
polongo et al., 2007, 2011] (c’est-a-dire éliminer les entrées non influentes). Pour répondre
a ces objectifs, il existe deux types d’analyse de sensibilité : 'analyse de sensibilité locale
(LSA pour Local Sensitivity Analysis) et 'analyse de sensibilité globale (GSA pour Global
Sensitivity Analysis). La LSA vise a quantifier la variabilité de la sortie lorsque de faibles
perturbations sont appliquées aux entrées autour d’une valeur de référence (également ap-
pelée valeur nominale) [Morris, 1991; Morris and Mitchell, 1995]. La GSA cherche & prendre
en compte la distribution de probabilité des variables d’entrée sur ’ensemble de leur domaine
de variation [Saltelli et al., 2004, 2008; Da Veiga et al., 2021]. Dans cette theése, ’analyse
de sensibilité est utilisée en support au calage bayésien afin d’effectuer un criblage préalable.
Plus précisément, on considérera la GSA afin de prendre en compte la distribution a priori
des parametres.

1.1.2 Calage bayésien de parameétres dans les modeles numériques

Un systeme physique d’intérét, représenté par r(x) € Zy C RY (¢ > 1), peut étre considéré
comme une fonction mathématique caractérisant la relation possible entre le vecteur d’entrée
x et la sortie r(x). Le vecteur d’entrée, x € Px C R?, contient principalement des variables
appelées variables de controle [Santner et al., 2018]. Ces variables de contréle représentent
généralement les conditions expérimentales et les propriétés géométriques du systeme simulé.
Pour des configurations {z;};"y", les réalisations expérimentales z = (21, , Zp,,,)" du sys-
téme physique 7 (&) sont en général reliées a celui-ci par ’équation probabiliste suivante :

zi =7r(x;) + €, 1 <0 < Nexp, (1.1)

ou ¢; est la réalisation de l'incertitude expérimentale qui est essentiellement due & des im-
précisions de mesure. Cette incertitude expérimentale est souvent considérée comme une
réalisation d’une distribution normale multivariée de moyenne nulle et de matrice de covari-
ance X, = diag(ai’l, e ,o?i,q) connue.

Un modele numérique déterministe visant a représenter fidelement la réalité physique
r(x) peut étre envisagé comme une fonction mathématique paramétrée par des parametres
de calage 8 € Yo C RP (p > 1) incertains le plus souvent, qui décrit aussi la relation entre les
variables de controle x et la sortie notée yg(x). Si 0 et/ou x sont entachés d’incertitude, alors
yo(x) le sera lui aussi. Supposons dans un premier temps qu’il existe une valeur optimale
des parametres 6 notée O,y telle que le modele numérique yg, ., () reproduise parfaitement
le systéme physique étudié r(z). Ceci implique que, les données expérimentales {z;},~%" sont
des réalisations du modele numérique paramétré par Oopy :

Zi = Yhopt, (2177,) +é€, 1< < Nexp- (12)

L’équation (1.2) stipule que le modele numérique reproduit parfaitement le phénomeéne physique
étudié pour un ensemble de parametres optimaux 6,,¢. Cependant, en pratique, les modeles
parfaits sont rares, et sous @opt, le modele yg, () ne peut fournir qu'une approximation de
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la réalité physique. Si I’écart entre cette approximation et la réalité est significatif et donc
qu’il n’est pas raisonnable de considérer cet écart comme indissociable de 'incertitude ex-
périmentale, un terme supplémentaire non observable dépendant souvent uniquement de ,
noté b(x) [Kennedy and O’Hagan, 2001], est introduit pour le représenter. Il est défini par :

b(x) :=r(x) — Yo, (T)- (1.3)

Par conséquent, I’équation probabiliste générale reliant les données expérimentales aux sim-
ulations numériques est donnée par :

Zi = YOopt (CBZ) + b(CCZ) +e, 1 <1< Nexp- (1.4)

Cependant, en pratique, nous ne connaissons jamais les parametres optimaux ,,¢ & I’avance
) y opt

et I'objectif du calage de modele est de fournir un estimateur @ de 6,,; en se basant sur

I’équation suivante :

zi = yo(@i) +b(xi) + €1, 1 < i < Nex, (1.5)

En ce qui concerne le calage déterministe, la quantité 6 est obtenue en minimisant autant
que possible la norme quadratique de la discrépance de modele (ou erreur de modele) b(x) a
partir des données expérimentales et des simulations yg(x) [Tuo and Wu, 2015; Wong et al.,
2017] :

=R 1 Nexp

0 := argmin Z (zi — yo(xi))" St (2 — yo(®i)) - (1.6)
0cPe Texp i—1

En général, nous disposons pour ce faire d’un nombre limité de données expérimentales
et le code yg(+) est souvent coliteux en temps de calcul CPU ce qui empéche la résolution
du probleéme d’optimisation (1.6) en un temps de raisonnable. Cependant, pour pallier le
probleme du cout d’évaluation de yg(x), il est possible de le résoudre en remplacant yg(x)
par un métamodele g (x) ! [Wong et al., 2017; Lee and Park, 2020]. C’est ce qui est également
fait dans la littérature dédiée au calage bayésien ou le modele numérique et la discrépance de
modele sont souvent remplacés par des métamodeles.

Par ailleurs, lorsque nous avons des données expérimentales limitées et un code de cal-
cul cotliteux en temps de calcul CPU, le calage bayésien est souvent adopté [Kennedy and
O’Hagan, 2001; Higdon et al., 2004; Bayarri et al., 2007; Bachoc et al., 2014; Gu and Wang,
2018]. 1l permet de quantifier les incertitudes associées & @ par des distributions de proba-
bilité. Ce calage sous incertitudes permet de quantifier et de réduire I'incertitude dans les
prédictions [Campbell, 2006; Trucano et al., 2006]. Pour ce faire, le processus de calage
bayésien, comme décrit précédemment, combine une distribution a priori w(0) quantifiant
I'incertitude initiale associée a 0 et la vraisemblance des données z notée £ (z | 6) a travers
la formule de Bayes pour obtenir la distribution a posteriori me (0 | 2):

mran(0 | 2) o0 L(z | 0)7(0). (1.7)

La distribution a posteriori est une correction de la distribution a priori a ’'aide des informa-
tions apportées par z via la vraisemblance. La vraisemblance Z(z | 8) mesure la plausibilité
d’un ensemble de valeurs prises par 8 compte tenu des données expérimentales observées z
et elle se calcule a l'aide de 1’équation (1.5). Les premiers travaux de calage de modele sous
incertitudes utilisant ’équation probabiliste (1.5) sont ceux de Kennedy and O’Hagan [2001].

! Le principe de la métamodélisation repose sur la substitution d’un modele numérique yo(z) coiiteux en
temps de calcul CPU par une fonction mathématique yp(x) permettant de prédire la sortie ys(x) avec une
grande précision (ou une précision souhaitée), et ce, de manieére instantanée.
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Méthode de Kennedy et O’Hagan et ses variantes

La méthode présentée par Kennedy and O’Hagan [2001] est le papier de référence du calage
bayésien des modeéles numériques cotteux en temps de calcul CPU avec I'utilisation de mé-
tamodeles de type processus gaussien [Currin et al., 1991; Rasmussen et al., 2006; Gramacy,
2020]. L’idée principale de cette méthode consiste d’abord a substituer le modele yg(x) par un
métamodele processus gaussien dont les hyperparametres ¢, 2 sont inconnus et de modéliser
également la discrépance b(x) par un autre processus gaussien indépendant et ayant aussi des
hyperparametres ¢, qui sont également inconnus. Ensuite, les auteurs proposent d’estimer
les parametres @ et les hyperparametres de ces deux processus gaussiens indépendants en
deux temps. Cette estimation en deux temps sera plus tard appelée approche modulaire par
Liu et al. [2009]. Enfin, un prédicteur r(x) du systéme r(x) est proposé tenant compte de
la correction des réponses du modele par la discrépance estimée. Nous donnons ci-dessous
quelques détails de la méthode.

Le modele numérique et la discrépance de modele sont modélisés par deux processus
gaussiens indépendants a priori :

y(xz,0) :=yg(x) ~9 P (mgy(x,e), Jszy((:B,H), (ac’,B’)) , Oy = (/By,az,wy)t, (1.8)

b(@) ~ 9P (mg, (@), 07 Ky, (@,2)) , 60 := (B, 03, )" (1.9)

L’apprentissage de ces deux métamodeles processus gaussiens s’appuie sur M simulations
disponibles du modele numérique

t
o 01 = (1) s @)

obtenues a partir d’un plan d’expériences numérique
Dy ={(2®,60) -, (2,000},

oll {a:(l)}lngM sont des réalisations de € € Px et {0(1)}1§1§M sont des réalisations de
0 € Yg. Suivant la formule de Bayes, I'estimation de 8 et I'estimation des hyperparametres
oy et ¢y s’obtiennent a partir de la distribution a posteriori jointe qui est donnée par :

7Tfull(07 ¢y7 ¢b | d) X f(d | 07 gbya ¢b)77(01 ¢ya ¢b)> (110)

ot d := (z,y(Dy))" se compose des données expérimentales et simulées & notre disposition.
Cependant, comme l'expliquent Kennedy and O’Hagan [2001], la distribution (8, ¢, ¢ | d)
n’est pas explicite et son estimation nécessite 1'utilisation de méthodes Monte Carlo par
Chaine de Markov (MCMC). Ces méthodes MCMC souffrant du fléau de la dimension, elles
pourraient ne pas converger lorsque la dimension de (@, ¢y, ¢,) est grande. De plus, une
distribution a priori appropriée sur le couple (¢, ¢,) doit étre choisie ce qui n’est pas tou-
jours facile en pratique [Paulo, 2005]. C’est pourquoi, les auteurs proposent une procédure
d’estimation en deux étapes de (0, ¢y, ¢p) en estimant (¢, ¢p) par (qAﬁy, ¢p) soit par maximum
de vraisemblance, soit par validation croisée [Bachoc, 2013], puis en estimant la distribution
a posteriori w(0 | d, $y, 5{;) par un algorithme MCMC tel que celui de Metropolis-Hastings
[Chib and Greenberg, 1995; Robert et al., 1999; Andrieu and Thoms, 2008]. Apres ces étapes
d’estimation, les auteurs proposent un prédicteur de la quantité physique r(x). Il est obtenu

2 Un hyperparamétre est un parameétre dont la valeur permet d’ajuster un processus d’apprentissage tel que
les processus gaussiens. Il permet de régler le processus d’apprentissage et la performance de ce processus
d’apprentissage dépend grandement de la valeur prise par son (ou ses) hyperparametre(s) [Hastie et al., 2009;
Hutter et al., 2014].
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en intégrant la moyenne E[r(x) | d, 0, g/b\y, 5,)] de la distribution prédictive par rapport a la
mesure de probabilité a posteriori w(0 | d, ¢, ¢p)dO :

(@) = [Elr@) | d.6,6, 46 | d.d,.5)d6. (1.11)

ou l'expression de E[r(x) | d, 0, (Ey, $b] est donnée dans [Kennedy and O'Hagan, 2001; Kennedy
and O’Hagan, 2001; Damblin, 2015; Leoni, 2022].

Cette méthode a été largement reprise dans de nombreux travaux [Bayarri et al., 2007;
Higdon et al., 2008; Qian and Wu, 2008; Liu et al., 2009; Wu et al., 2018]. Certains, dont
[Higdon et al., 2004; Arendt et al., 2012; Brynjarsdottir and O’Hagan, 2014; Bachoc et al.,
2014; Tuo and Wu, 2015; Damblin et al., 2016; Plumlee, 2017; Gu and Wang, 2018; Carmassi
et al., 2019; Kamary et al., 2019; Leoni, 2022] montrent qu’elle produit parfois des résultats
non identifiables en (0, b). Cette non identifiabilité est souvent due au choix de modélisation
pour b(x). Ainsi, pour y remédier, plusieurs modifications ont été apportées [Higdon et al.,
2004; Bayarri et al., 2007; Bachoc et al., 2014; Brynjarsdottir and O’Hagan, 2014; Gu and
Wang, 2018; Leoni, 2022]. Parmi elles, nous avons la proposition de Higdon et al. [2004] qui
consiste a faire un calage sans la discrépance de modele dans un premier temps puis a ne
considérer le terme b(x) que lorsque les prédictions du modele calé et les mesures expérimen-
tales z sont inconsistantes entre elles. En d’autres termes, les auteurs recommandent de ne
prendre en compte b(x) que lorsque I’écart entre les prédictions du modele calé et les données
expérimentales semble étre plus important que l'incertitude expérimentale. Cette approche
permet de contourner a priori le probleme d’identifiabilité, évoqué précédemment, causé par
la prise en compte du terme b(x) des le début du processus de calage. Contrairement a
Kennedy and O’Hagan [2001], les auteurs proposent d’estimer les parametres 6 et les hyper-
parametres des processus gaussiens conjointement. Cette estimation conjointe est appelée
Full Bayesian approach (pour approche bayésienne compléte ou approche pure bayésienne).
Soulignons également les travaux de Damblin et al. [2016] qui reprennent les idées de Higdon
et al. [2004] et proposent une méthode pour tester la significativité de b & travers le calcul
du facteur de Bayes entre le modele sans b et le modele avec b. Les auteurs proposent alors
une regle de décision en comparant la valeur du facteur de Bayes a 1 : si cette valeur est tres
supérieure a 1 alors il ne faut pas prendre en compte la discrépance de modele dans I’étude.

Continuons avec une autre variante de approche de Higdon et al. [2004] proposée par
Bachoc et al. [2014]. Elle consiste a linéariser la sortie du code yg(x) et a rajouter une discré-
pance de modele & nouveau lorsque I'amplitude des écarts absolus entre les observations et les
prédictions du modele linéaire calé n’est pas similaire a ’amplitude des incertitudes expéri-
mentales caractérisées par les variances a?iyt (1 <i<mn,1<t<gq). Ladiscrépance de modele
est alors modélisée par un processus gaussien centré dont les hyperparametres sont estimés
séparément de 6, par la méthode du maximum de vraisemblance restreint [Bachoc et al.,
2014; Santner et al., 2018]. Ensuite, nous avons les approches telle que I’approche de Plumlee
[2017] et 'approche de Gu and Wang [2018] qui prennent la discrépance de modele d’emblée
dans le processus de calage avec une distribution a priori sur b(x) bien choisie. Plumlee
[2017] propose de choisir un processus gaussien sur la discrépance bg(x) ® avec une structure
de covariance a priori particuliere. La distribution a priori 7 (bg(x) | @) est construite sous
I’hypothese d’orthogonalité entre bg(x) et le gradient de yg(x). L’auteur propose d’estimer
conjointement @ et les hyperparameétres du processus gaussien ainsi que bg(x) par un algo-
rithme de Gibbs [Robert et al., 1999; Gelman et al., 2014], alors que ’approche proposée par
Gu and Wang [2018] concilie le calage déterministe et le calage bayésien dans le but d’avoir
le plus faible écart quadratique possible entre la réalité physique r(x) et le modele yg(x)
dans une inférence bayésienne. Pour ce faire, cet écart est modélisé par une variable aléatoire
Z et la discrépance de modele par un processus gaussien de fonction moyenne nulle dont

% La dépendance de la discrépance de modele b & 0 c’est-a-dire (bg(x)) introduite par Plumlee [2017] n’est
que par souci de clarté. En effet, dans la littérature, cette dépendance est souvent supprimée.
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I'intégrale quadratique est la réalisation de Z. De cette maniere, les auteurs construisent une
distribution a prior: sur la discrépance de modele a partir de ce processus gaussien contraint.
Cela favorise ainsi I’ajustement du modele yg(x) aux données expérimentales du systeme
physique r(x). Enfin, récemment, Leoni [2022] a proposé une nouvelle méthode adaptative
appelée FMP (pour Full Maximum a Posteriori) pour l'estimation des hyperparametres du
processus gaussien modélisant la discrépance. L’idée centrale de cette méthode adaptative
consiste a estimer les hyperparametres du processus gaussien conditionnellement a chaque
valeur prise par les parametres de calage 8. Autrement dit, cette approche adapte la forme
de la discrépance de modele associée a chaque nouvelle prédiction du modele numérique en
ré-estimant les hyperparametres du processus gaussien associée a la discrépance. Comme le
montre Leoni [2022], la méthode FMP a de bonnes propriétés et s’avere plus efficace que la
méthode de Kennedy and O’Hagan [2001] pour I’échantillonnage des distributions a poste-
riori complexes telles que celles présentant plusieurs modes. Cependant, la méthode FMP
nécessite en contrepartie un grand nombre d’estimations des hyperparametres.

En conclusion, dans la littérature dédiée au calage bayésien, il n’y a pas un consensus
général pour la résolution du probleme d’identifiabilité du couple (6,b) induit par la prise
en compte d’emblée d’une discrépance de modele dans le processus de calage. La prise ou
non d’une discrépance de modele est a étudier au cas par cas. C’est pour cette raison que
dans la communauté du calage bayésien, certains considerent que la discrépance de modele
peut, dans certains cas, étre indistinguable de la réalisation de 'incertitude expérimentale ¢;
[Damblin et al., 2018; Yi et al., 2019] et par conséquent, ils utilisent 1’équation probabiliste
sans le terme discrépance malgré les risques de surapprentissage (overfitting). Nous adoptons
ce principe dans cette these et considérons un calage sans discrépance de modele se basant
sur I’équation probabiliste suivante :

zi = yo(xi) + €, 1 <0 < Nexp. (1.12)

Le calage de modele nous permet d’estimer O,p; en fonction des données disponibles
sous I’hypothese que 0 est indépendant de x. Si nous n’avons plus cette indépendance aux
variables de controle, c’est-a-dire si certaines composantes de @ sont fonction de x, alors le
calage de modele devra tenir compte de cette dépendance fonctionnelle [Plumlee et al., 2016;
Brown and Atamturktur, 2018]. On parle alors de calage fonctionnel. Dans ce qui suit, nous
décrivons 'approche proposée par Brown and Atamturktur [2018] qui apporte une solution a
la problématique du calage fonctionnel.

Méthode de Brown et Atamturktur

Le principe de cette méthode réside dans le calage des parametres € en tant que fonction
des variables de controle ®. Les auteurs démontrent que l'intégration de cette dépendance
fonctionnelle peut parfois prévenir 'inadéquation du modele calibré. En effet, ils montrent que
négliger cette dépendance peut tromper le statisticien en le faisant croire qu’une correction
par un terme de discrépance est nécessaire pour pallier I’écart entre le modele calibré et la
réalité physique, alors qu’il suffit simplement d’introduire une dépendance fonctionnelle entre
0 et x dans le processus de calage.
Dans le cadre de cette approche, 6 est remplacé par 0(x;) dans I'équation (1.12) :

zZi = ye(mz)(ml) +e,i=1,--- y Texp-
Les hypotheses formulées par les auteurs sont alors les suivantes :

o x; € [0,1]% ¢ L /(0,19;1), Uy ~ I'(ay, by), ay,b, connues,

o O(x;) = (01(x;),05)" ot 0)(x;) € €°(R?, RPY) est le vecteur de parametres fonctionnels
et B est un vecteur de parametres constants (de taille py tel que p; + po = p) et
m(02) x 1,
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e 0:1(-) est a priori indépendant de 6 et chacune de ses composantes est une réalisation
a priori d'un processus gaussien indépendant. La loi a priori sur 8(x) s’écrit donc :

(0(x)) = 7(61(x))7(82) = [ [ 7(61;(x))m(62), (1.13)
j=1
01;() " G (g5, 05 R (1)) s moy ER, 1< 5 <y, (1.14)

d
Rj(z, ') = exp {—4 Z Yo; (T — azﬁg)Q} (1.15)
k=1

ol g ; controle la régularité des trajectoires de 61;(-).

Nous présentons cette approche dans le cas ou p; = p2 = 1 (p = 2) et d = 1. La
distribution a priori de la fonctionnelle 6 (-) se déduit de ’hypothese processus gaussien :

01() ~ 42 (119,95 By 1)) (1.16)

(z—a)

2
ot Ry, (xz,x’) = pg , po = exp(—~p) et ug € R connu.
Cette méthode est une approche bayésienne hiérarchique car les auteurs ont spécifié des
distributions a priori sur les hyperparametres pg, 99 qui sont données respectivement par :

9 ~ T(0.01,0.01), (1.17)
pe ~ Beta(1, ay). (1.18)

Les auteurs recommandent de prendre ag = 0.1 ou 0.2. Ensuite, la distribution jointe a
posteriori est obtenue en appliquant la formule de Bayes :

nexp Nexp —0.99

——Ltay—1 Y t
7(01(x). 02, po, 0.9, | 2) o< 9y * T exp { = (2 = vo) (@) (2~ yorw (@) ) 15

1 Y _
X |Rpg| "2 exp { — 79 (61(z) — poln)' Ry, (01(2) — holn.,) }
x exp(—byVy) exp(—agg)(1 — pg)o“’_l. (1.19)

L’estimation des hyperparametres (pg,Jg, ") et des parametres (61(x),82) se fait con-
jointement via ’équation (1.19). Les auteurs utilisent un échantillonneur de Gibbs avec une
étape de Metropolis pour échantillonner la distribution jointe

7r(91(213), 027p07 1997 rl9y ’ Z).

Pour plus de détails, se référer a [Brown and Atamturktur, 2018; Plumlee et al., 2016].

En général, la distribution a posteriori de 8 n’est connue qu’a une constante pres. Son
estimation nécessite souvent 'usage d’algorithmes MCMC [Robert et al., 1999] tels que les
algorithmes de Metropolis-Hastings et de Gibbs [Chib and Greenberg, 1995; Andrieu and
Thoms, 2008; Gelman et al., 2014] qui sont les plus utilisés en pratique. Pour bien explorer
I’espace a priori des parametres de calage, 'algorithme de Metropolis-Hastings qui est un al-
gorithme itératif fait un appel intensif au code de calcul yg(x), ce qui peut étre problématique
lorsque le code de calcul est coliteux en temps CPU. Pour surmonter cette limite, 'approche
standard consiste, comme évoqué précédemment, a remplacer yg(x) par une fonction mathé-
matique Jg(x) appelée métamodele (ou modele de substitution ou encore émulateur) [Sacks
et al., 1989; Currin et al., 1991; Santner et al., 2018] et dont I’évaluation est instantanée. A
noter que dans la littérature, I'un des métamodeles le plus couramment utilisé est le méta-
modele processus gaussien [Rasmussen et al., 2006; Marrel et al., 2009; Gramacy, 2020]. Ce
métamodele est ensuite utilisé dans I'algorithme Metropolis-Hastings afin d’estimer la distri-
bution a posteriori de @ en un temps raisonnable. Ce modele de substitution est souvent
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construit sur 'espace produit Zx x Zg pour étre capable de prédire le simulateur yg(x)
pour de nouvelles valeurs de  ou de 8 [Wu et al., 2018; Damblin et al., 2018; Santner et al.,
2018]. Bien que cette construction dans ’espace joint soit toujours préférable, elle peut per-
dre de sa pertinence dans certains probléemes de calage ou les configurations expérimentales
{;}=F sont hautement structurées, comme en simulation thermohydraulique [Damblin and
Gaillard, 2020]. Dans de telles situations, il est préférable de construire un métamodele 3;(0)
pour chaque y;(0) := yg(x;).

L’usage d’'un métamodele se substituant au code de calcul dans I’algorithme de Métropolis-
Hastings permet de contourner le cotit prohibitif de ce dernier. Cependant, lorsque le nombre
de parametres de calage est important (au-dela d’une dizaine), deux autres probléemes de-
meurent :

1. en raison du grand nombre d’hyperparametres inconnus a estimer, la construction du
métamodele peut étre ardue. Des recherches sont en cours pour proposer des solutions
a cette problématique [looss and Marrel, 2019; Marrel et al., 2022; Zhou et al., 2022;
Binois and Wycoff, 2022],

2. la convergence de l'algorithme de Metropolis-Hastings devient difficile également. Plus
le nombre de parametres est grand, plus 'algorithme de Metropolis-Hastings a du mal
a bien mélanger la chaine de Markov induite. Cela résulte d’un mauvais réglage des hy-
perparametres de I'algorithme de Metropolis-Hastings [Haario et al., 2001; Andrieu and
Thoms, 2008; Gelman et al., 2014] qui a pour conséquence la génération de distributions
marginales fortement corrélées. On se retrouve ainsi face a un probleme d’identifiabilité
entre les composantes de 8 [Liu et al., 2009; Cole, 2020].

Une solution pour contourner ces deux problemes, ci-dessus, consiste a utiliser d’une part,
des méthodes de métamodélisation avancées [Marrel et al., 2022] et d’autre part, des al-
gorithmes de Metropolis-Hastings adaptatifs [Andrieu and Thoms, 2008] ou MCMC hamil-
toniens (HMC) [Neal et al., 2011]. Cependant, ces algorithmes adaptatifs et HMC sont
complexes et difficiles a régler en pratique. Une solution alternative consiste alors a effectuer
une réduction de la dimension des parametres 8, avant calage, en utilisant des techniques
d’analyse de sensibilité [Van Oijen et al., 2011; Zambrano-Bigiarini et al., 2013; Xu et al.,
2016; Wu et al., 2017, 2019; Nagel et al., 2020; Dighe et al., 2022; Perret et al., 2022]. Dans
ce manuscrit, nous utiliserons cette solution mais en se basant uniquement sur une technique
d’analyse de sensibilité globale afin de détecter I'indépendance entre chaque parameétre et
la/les sortie(s) d’intérét. Ainsi, un parameétre du modeéle sera considéré comme un parameétre
de calage influent lorsqu’une dépendance statistiquement significative entre ce parametre et
la/les sortie(s) d’intérét aura été détectée.

1.1.3 Analyse de sensibilité globale en support au calage de modéele bayésien

L’analyse de sensibilité globale, telle que définie précédemment, vise a évaluer de maniere
quantitative 'impact des incertitudes liées aux parametres d’un modele numérique, représen-
tées par des distributions de probabilité, sur la variabilité de la sortie d’intérét [Saltelli et al.,
2004; Da Veiga et al., 2021]. Cette sortie d’intérét peut englober ’ensemble de la sortie
vectorielle du code de calcul, une composante de cette sortie ou méme une fonction des
parametres telle que la fonction des moindres carrés. En pratique, 'analyse de sensibilité
peut étre utilisée pour simplifier les modeles numériques trop complexes en éliminant les en-
trées ayant peu ou pas d’influence sur la variabilité de la sortie d’intérét. Cette simplification
a pour avantage pratique de faciliter la construction de métamodeles [Marrel et al., 2022]. De
plus, elle contribue a améliorer la convergence des algorithmes MCMC dans un contexte de
calage bayésien, en ne prenant en compte que les parametres du modele qui ont une influence
significative sur la variabilité de la sortie d’intérét [Wu et al., 2019; Minunno et al., 2013].
Pour atteindre cet objectif de la réduction du nombre de parametres, on réalise un criblage
des parametres du modele capable de caractériser I'indépendance entre chaque composante
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du vecteur de parametres et la/les sortie(s) d’intérét. Plus précisément, nous cherchons
a détecter une indépendance statistique entre chaque composante de 6 et la/les sortie(s)
d’intérét a partir d’un jeu données de taille finie. Le choix de la mesure de sensibilité utilisée
pour ce criblage dépendra, d’une part, de sa capacité a s’appliquer aussi bien a une sortie
d’intérét scalaire qu’a une sortie vectorielle et d’autre part, de son adaptabilité a la nature des
données, au contexte de données fournies, ainsi qu’au nombre limité de simulations disponibles
(environ une centaine ici).

Parmi le large spectre de mesures de sensibilité, les indices de Sobol’ occupent une place
prépondérante dans la littérature [Ratto et al., 2001; Ciuffo and Azevedo, 2014; Mathieu
et al., 2018; Wu et al., 2019; Nagel et al., 2020; Wagner et al., 2020; Gou et al., 2020; Dighe
et al., 2022]. Ces indices, introduits par Sobol [1993], sont largement utilisés en pratique
dans diverses applications pratiques couvrant plusieurs domaines tels que l'ingénierie nu-
cléaire [Bouloré et al., 2012; Tooss and Le Gratiet, 2019; Lefebvre et al., 2023], I'hydrogéologie
[Marrel et al., 2011; Gou et al., 2020; Saveleva et al., 2021] et tant d’autres [Minunno et al.,
2013; Wagner et al., 2020; Dighe et al., 2022]. Ces indices reposent sur la décomposition
de la variance de la sortie d’intérét ot chaque élément représente la part d’influence d’une
seule entrée ou d’un groupe d’entrées et s’interpretent en termes de pourcentage de variance
expliquée pour chaque entrée ou groupe d’entrées par rapport a la variance totale de Y.
Ces éléments sont obtenus grace a la décomposition ANOVA (pour ANalysis Of VariAnce)
[Hoeffding, 1992]. Plus précisément, pour Y = f(X1, -+, X,) € R ol les entrées X; sont
supposées mutuellement indépendantes, un indice de Sobol” pour un groupe d’entrées noté
X, est donné par:

g - VEN|X.]) _ E [E Y| X“ﬂ _E[Y]2_ (1.20)
h V(Y) V()

Lorsque X, = X; (1 < j < p), on parle d’indice du premier ordre ou d’effet principal, qui
quantifie la contribution individuelle de X; sur la variabilité de Y. Lorsque X, = (X;, X})
avec 1 < ¢ < j < p, on parle d’indice d’ordre 2 qui mesure la contribution due au couple
(X, X;) sur la variabilité de Y indépendemment de leurs effets principaux, et ainsi de suite
pour les indices d’ordre supérieur. Pour tout 1 < j < p, il est possible de définir un indice
de Sobol’ qui mesure toute la contribution de X; sur la variabilité totale de Y incluant
son effet principal ainsi que I’ensemble de ses possibles interactions avec les autres variables
X_j:=(X1,-,X;_1,Xjq1,---, Xp). Cet indice est appelé indice d’ordre total et est défini
par

EE[Y|X ;]| -E[Y]

V(Y)

La nullité de I'indice total T} est équivalente a I'indépendance entre les variables X; et Y.
En général, 'obtention des valeurs théoriques de ces indices de Sobol’ (équations (1.20) et

(1.21)) n’est pas réalisable. Pour cette raison, divers estimateurs dotés de bonnes propriétés

mathématiques (consistance, vitesse de convergence explicite, normalité asymptotique, etc.)

Tj=1-S_ ;=1- (1.21)

ont été proposés au cours des dernieres décennies afin d’estimer les quantités E {E Y | Xuﬂ .
Le défi pratique de l'estimation des indices de Sobol’ réside en effet essentiellement dans
I'estimation des quantités E [E Y | Xuﬂ, puisque E[Y] et V(Y') sont facilement estimables
(en prenant simplement la moyenne et la variance empiriques). Ces estimateurs sont souvent
construits a partir de plans d’expériences des entrées {X}, <ji<p de type Monte Carlo ou
quasi-Monte Carlo [Sobol, 2001]. Notons dans ce qui suit, la taille n de ces plans.

Au sein de ces diverses classes d’estimateurs, nous trouvons les premiers estimateurs
de variances d’espérances conditionnelles proposés par McKay [1997] et qui sont basés sur
une double boucle d’échantillonnage. Ce schéma d’échantillonnage nécessitant un tres grand

4 La fonction f est supposée étre de carré intégrable.
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nombre de simulations (plan de taille n > 10%) pour avoir une estimation satisfaisante de
chaque indice peut s’avérer impossible pour les codes de calcul coliteux en temps de calcul
CPU. C’est pour cette raison que d’autres estimateurs ont été proposés tels que les estimateurs
issus de plans d’expériences Monte Carlo spécifiques, connus sous le nom de Pick-Freeze design
of experiments [Saltelli, 2002]. Les estimateurs Pick-Freeze présentent de bonnes propriétés
mathématiques telles que la consistance et la normalité asymptotique [Janon et al., 2014;
Gamboa et al., 2016]. Pour ce faire, le Pick-Freeze se base sur une réécriture des quantités

E[E[Y | X,]°| par
EE)Y | X,]’| =E[YY"] avec Y":=f(X,,X",), (1.22)

ol X’ est une copie indépendante de X. En utilisant 1’égalité (1.22), établie par le lemme 2.2
dans [Janon et al., 2014], dans les équations (1.20) (avec u = {j}) et (1.21), nous obtenons :

_E[YY/]-E[Y]®? cov(Y,Y/)

Sj = V) = va) (1.23)
Il — 2 cov —J
1y -1 EYYOLEDT ) cor(ry) "

Le principe d’estimation Pick-Freeze pour les indices du premier ordre S; consiste d’abord
a générer un plan d’expériences X 4 de taille n et a exécuter le code pour obtenir un vecteur
de simulations de la sortie d’intérét, noté Y4 € R"™. Ensuite, un autre plan d’expériences
Xp, indépendant de X 4, est généré sans en conduire les simulations correspondantes. En
troisieme étape, un troisieme plan d’expériences X¢o = (Xﬁl,ng ) est construit a partir
des deux plans X4 et Xp : la ¢ colonne de X¢ est la j¥™¢ colonne de X 4 et les autres
colonnes de X¢ sont des colonnes de X & I’exception de sa j*™¢ colonne. Enfin, le code est
exécuté sur X pour obtenir Yé € R”. L’indice S; (équation (1.23)) est alors estimé & partir
des vecteurs Y, et Yg en utilisant des estimateurs Monte Carlo classiques de covariance et
de variance :
. v (Ya,Y})
Sj = —=———". (1.25)
V(Ya)
En somme, la construction de l'estimateur de ’équation (1.25) a nécessité n appels au code
pour obtenir Y4 et n appels pour obtenir également Yé. Le colt de simulation pour le
calcul de §j est donc de 2n. Par conséquent, le cotit total d’estimation de tous les indices du

premier ordre {S; }:?:1 s’éleve a n(p+ 1) [Saltelli, 2002]. Pour estimer les indices d’ordre total

SjT (équation (1.24)), il suffit d’exécuter le code sur le plan Xp = (Xé, X§j> pour obtenir
un autre vecteur de simulations Yp puis de calculer son estimateur comme suit :

R cov (Y2, Y5
Ti=1- M (1.26)
V(Ya)

Il est important de noter que I’astuce utilisée pour obtenir ’estimateur fj de I’équation
(1.26) découle du fait que les plans X et X g sont identiques & ’exception de la j°™¢ colonne.
En résumé, le cotit total des appels nécessaires pour estimer tous les indices du premier ordre

et d’ordre total est N = n(p+ 2) [Saltelli, 2002]. Pour obtenir une précision satisfaisante des

estimateurs R R
{8} ot 1B}
1<5<p 1<j<p

il est nécessaire d’avoir au moins une centaine de simulations [looss and Lemaitre, 2015]. Par
conséquent, plus le nombre de variables p (par exemple, p > 10) est élevé, plus le déploiement
de la méthode Pick-Freeze devient quasiment impossible pour des codes de calcul coliteux en
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temps de calcul CPU en raison de la dépendance linéaire du coiit de simulation a la dimension
p. Pour réduire ce cott élevé, 'approche standard consiste a calculer ces indices en utilisant
des métamodeles [Sudret, 2008; Marrel et al., 2009; Crestaux et al., 2009] mais la construction
d’un métamodele prédictif s’avere de plus en plus complexe lorsque p augmente (en général
a partir de p > 10).

Pour surmonter la dépendance linéaire par rapport a la dimension p dans le calcul des
indices, de nouvelles variantes de la méthode Pick-Freeze ont été proposées. Ainsi, Tissot and
Prieur [2015] ont proposé d’adapter la méthode du Pick-Freeze a deux plans hypercubes latins
répliqués ° conduisant ainsi & un budget de simulations N = 2n nécessaire pour 'estimation
de tous les indices du premier ordre et du second ordre. Ils montrent que les estimateurs
des indices du premier ordre et du second ordre obtenus convergent presque siirement vers
les valeurs théoriques et vérifient également le théoreme central limite sous condition que les
variables aléatoires Y4 et Y'¢ soient respectivement intégrables (voir la proposition 3.2 dans
[Tissot and Prieur, 2015]). Cependant, le cout de simulation pour estimer les indices d’ordre
total reste inchangé. Autrement dit, il est toujours linéaire par rapport a la dimension p
des entrées. Récemment, les auteurs de Gamboa et al. [2022], inspirés par les travaux de
Chatterjee [2021], ont proposé une nouvelle méthode d’estimation des indices du premier
ordre basée sur les statistiques d’ordre. Pour ce faire, ils ont proposé une méthodologie
générale pour estimer, a partir uniquement d’un seul plan d’expériences et des simulations

correspondantes {m(i), y(i)}jzl, les quantités définies par :
EE[h(Y) | XGIE [h(Y) | X;]], (1.27)

ou hi et hg sont deux fonctions mesurables bornées. Ils proposent ainsi ’estimateur suivant :

1 n
- ; h1 (y;) he (ym(i)) ; (1.28)

ou 7, est une permutation aléatoire qui n’a pas de points fixes et mesurable selon la tribu
engendrée par (M) ... x(). Cette permutation est définie dans [Gamboa et al., 2022;
Chatterjee, 2021] par :

ol (o) +1)sio(i)+1<n

ld) = {0_1 (1) sio(i) =n, (1.29)

)

et 7,(7) s’interprete comme l'antécédent de

la statistique d’ordre qui se trouve juste apres la statistique d’ordre X ]@ dans le classement.
Ainsi, pour estimer tous les indices de Sobol’ du premier ordre, il suffit de prendre

ou o(i) est le rang de la statistique d’ordre X ](Z

Finalement, tous les indices du premier ordre s’obtiennent & partir d’un seul échantillon
(N = n) en considérant chaque paire (X;,Y’) associée a sa propre permutation basée sur les
rangs des X; et ils vérifient le théoreme central limite [Gamboa et al., 2022]. Cette méthode
basée sur le classement ne peut pas étre utilisée pour estimer les indices d’ordre supérieur car
nous n’avons pas une relation d’ordre pour des quantités vectorielles. Toutefois, il est possible
de remplacer ce classement par une approche de plus de proches voisins [Broto et al., 2020]
ou par une approche de noyaux de lissage [Da Veiga et al., 2023]. Pour plus de détails sur

® Une matrice M de taille n x p est dit plan hypercube latin lorsqu’elle constitue un plan d’expériences
quasi-Monte Carlo ol chaque colonne ¢ de M est générée a partir d’'une permutation 7; € S, [Santner et al.,
2018]. Si M et V sont deux plans hypercube latins de taille n, alors on dit qu’ils sont répliqués lorsque qu’il
existe une permutation 7; € S, telle que 7; (Vi) = M;, ot M; et V; représentent les colonnes respectives de
M et V [McKay et al., 1999; Alex and Rakoto Joseph, 2008; Damblin and Ghione, 2021].
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ces différentes méthodes, le lecteur intéressé peut se référer a [Saltelli et al., 2008; Da Veiga
et al., 2021; Da Veiga, 2021; Da Veiga et al., 2023].

Hormis les indices de Sobol’ qui sont basés sur la décomposition de la variance de la sor-
tie d’'intérét Y, des indices basés sur des mesures de dépendance [Da Veiga, 2015] ont aussi
été développés tels que les indices basés sur des densités de probabilité [Borgonovo, 2007;
Borgonovo and Plischke, 2016]. Ces indices de sensibilité mesurent la dépendance entre un
groupe d’entrée X, et la quantité Y a travers une mesure de dissimilarité mesurant 1’écart
entre la densité jointe fy x,(y,x,) et le produit des densités marginales fy (y)fx,(z,). En
pratique, ces densités de probabilité ne sont pas connues et le calcul des indices de Bor-
gonovo nécessitent souvent une phase préliminaire d’estimation de densités de probabilité.
Cependant, en présence de données de faible taille et en grande dimension, cette estimation
pourrait ne pas étre satisfaisante et par conséquent, les résultats fournis par ces indices pour-
raient ne pas étre fiables. Enfin, récemment, de nouvelles mesures de sensibilité basées sur
des noyaux ont vu le jour. Ces nouveaux indices de sensibilité s’affranchissent de la phase
d’estimation de densités. Basés sur le Critere d’Indépendance Hilbert-Schmidt (HSIC pour
Hilbert-Schmidt Independence Criterion) et présentés par Da Veiga [2015], ils caractérisent
bien I'indépendance entre chaque entrée X et la sortie d’intérét Y sous I'hypothese de noyaux
caractéristiques © [Fukumizu et al., 2008].

Le HSIC est une mesure statistique qui évalue le degré d’indépendance entre deux vari-
ables aléatoires X et Y [Gretton et al., 2005b]. Contrairement aux méthodes traditionnelles
qui se limitent & détecter des dépendances linéaires telles que le tau (7) de [Kendall, 1949]
ou le rho (p) de [Spearman, 1904], le HSIC peut capturer des dépendances complexes et non-
linéaires entre les variables. Cette capacité a explorer des relations plus profondes est rendue
possible grace a une approche exploitant des espaces mathématiques abstraits connus sous
le nom d’espaces de Hilbert & noyau reproduisant (RKHS pour Reproducing Kernel Hilbert
Space). L’idée de base consiste & associer a l'espace de départ (ici le domaine de défini-
tion de la variable aléatoire) un noyau et un espace fonctionnel muni d’un produit scalaire
hérité de ce noyau. Ces éléments définissent ainsi un RKHS (théoreme de Moore-Aronszajn
[Aronszajn, 1950]). Les RKHS sont des espaces de Hilbert particuliers qui permettent de
considérer des transformations non-linéaires sur les données. Plus précisément, a chaque élé-
ment de l'espace de départ, une fonction dans le RKHS lui est associée. Le noyau permet
ensuite de mesurer les distances entre les fonctions dans le RKHS. Appliqués a des variables
aléatoires, les projections dans le RKHS joint (un RKHS est associé a chacune des variables)
permettent ainsi de calculer des mesures de dissimilarité entre les distributions de probabilité
des variables (distance entre les représentants moyens des distributions de probabilité dans le
RKHS joint). En résumé, I'utilisation des RKHS dans le contexte du HSIC permet de projeter
les variables d’entrée dans un espace de dimension supérieure, ou les dépendances linéaires
et non-linéaires peuvent étre capturées. Le HSIC offre donc un cadre d’analyse sophistiqué
pour étudier I'indépendance statistique entre deux ensembles de données ou rechercher des
motifs dans ces données [Gretton et al., 2006, 2007] en exploitant les propriétés des espaces
de Hilbert a noyau reproduisant. Cette approche élargit les possibilités d’exploration des
relations complexes entre les variables aléatoires, ce qui en fait un outil précieux dans les
domaines de apprentissage automatique, et de la statistique [Da Veiga, 2015; De Lozzo and
Marrel, 2016; El Amri and Marrel, 2024; Da Veiga, 2021]. Les détails mathématiques du
HSIC ainsi que toute la procédure de test d’indépendance associée sont exposés au Chapitre
3.

Dans la section suivante, nous présentons en détail le cas test ayant motivé ces travaux
de these. Nous présentons également les enjeux et objectifs du calage des parametres de ce
cas test.

5 La définition de noyaux caractéristiques est donnée au Chapitre 3
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1.2 Description du cas applicatif

1.2.1 Présentation des crayons combustibles

Dans les coeurs des réacteurs nucléaires, le combustible nucléaire est un composé chimique
contenant des matieres fissiles comme 'uranium qui sont le siége de la fission nucléaire. Le
combustible est la source de chaleur permettant de produire de I’énergie tout en entretenant la
réaction en chaine de fission nucléaire. Cette réaction en chaine est illustrée par la Figure 1.4.
Le combustible prend la forme d’un empilement gainé de pastilles cylindriques qui contiennent
la matiere fissile. Cet empilement est appelé crayon combustible [Guillet et al., 2008]. Notons
que la gaine constitue la premiere barriere de confinement des matieres radioactives produites
lors de la réaction. Dans les réacteurs a eau pressurisée (REP), le cceur est constitué de
plusieurs assemblages de plusieurs crayons combustibles gainés d’un alliage de zirconium
(appelé aussi zircaloy) et contenant des pastilles d’oxyde d’uranium (UOsg). Les Figures 1.2 et
1.3 représentent respectivement les pastilles d’'UQO» et ’assemblage des crayons combustibles.

1.2.2 Simulateur ALCYONE

Le simulateur ALCYONE est une application multidimensionnelle [Guillet et al., 2008; Marelle
et al., 2016; Delipei, 2019; Michel et al., 2021] de la plateforme PLEIADES pour la simulation
du comportement des combustibles des REP. Elle est constituée d’un ensemble de modeles



18 CHAPTER 1. INTRODUCTION (FRANCAIS)

Global scale Local scale

Multiphysic coupling

Internal pressure

Slice 1

Convergence
test

Slice 2

test

8
c
]
3
o
>
e
=]
o

Irradiation effects

Figure 1.5: Chainage des modeles thermique et de comportement des gaz de fission du simulateur
ALCYONE : X est la conductivité thermique (en entrée du modele thermique) et @ représente les
parameétres du modeéle de comportement des gaz de fission [Michel et al., 2021].

physiques dans le but de comprendre et simuler les comportements mécanique, thermique et
chimique du combustible d’'un REP. Le schéma de calcul multi-physique est illustré par la
Figure 1.5 et une boucle itérative assure la convergence de 1’ensemble des calculs en chaine.
Dans le cadre des travaux de theése, on s’intéresse uniquement aux deux modeles suivants
(représentés en bleu sur la Figure 1.5) : le modéle thermique et le modéle de comporte-
ment des gaz de fission. Chacun de ces modeles dépend d’un certain nombre de parametres
(parametres physiques, numériques, propriétés matériaux, ---). Dans le cadre de ce tra-
vail, seule la conductivité thermique du combustible (notée A € Zp C R) et les parametres
physiques du modeéle de comportement des gaz de fission (notés @ € Zg) sont considérés.

1.2.3 Le modéle thermique

Le modele thermique calcule I’évolution de la température au sein du coeur et 1’évacuation
avec précision de la chaleur induite vers le fluide caloporteur au cours de la réaction en chaine.
Pour cela, il résout ’équation de la chaleur produite dans la pastille combustible et donne en
sortie le champ de température en tout point du maillage. Cette équation est la suivante :

OH —

e H est 'enthalpie volumique du matériau combustible,

— . . ‘s
e j est le flux de chaleur et q est la puissance volumique générée.
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Notons que la quantité de chaleur produite g est reliée a la puissance d’irradiation P(t).
Cette puissance est connue pour chaque crayon combustible avec une incertitude épistémique
de lordre de 5% [Bouloré et al., 2012]. Le calcul des flux de chaleur fait intervenir différents
phénomenes physiques représentés sur la Figure 1.6. Le phénomeéne de conduction fait inter-
venir la conductivité du combustible A qui est une propriété intrinseque de I'UO4 et qui évolue
au cours du temps d’irradiation du combustible [Guillet et al., 2008; Michel et al., 2021], du
fait des modifications physico-chimiques du combustible dues a la réaction en chaine dans le
réacteur. En régime normal permanent de fonctionnement du réacteur, et en représentation

1D radiale (schéma ALCYONE 1D), ’équation (1.30) peut s’écrire :

1 d()\(T, Tburnup)TTOd %)

Trod drrod

q+ =0, (1.31)

ol le taux de combustion Thymup (en MWj/tU) est calculé a partir de I’historique de puissance
et est donné par :

T (1) = W 10" / P(u (132)
avec
® Tpast est le rayon initial de la pastille combustible (m),
e p est la masse volumique initiale du combustible (tonne/m?),
e P(t) est la puissance thermique fournie par unité de longueur (W /cm),
o ¢ est la durée du matériau dans le coeur du réacteur REP (jours).

L’objectif du modele thermique est de calculer le champ de température sur le rayon
Tpast de la pastille. La conductivité thermique de 'UO2 est une grandeur importante pour
I’évaluation du champ de température dans le combustible au cours de lirradiation’ quel
que soit le régime utilisé (régime nominal, incidentel ou accidentel). C’est une propriété
intrinseéque du matériau qui évolue avec la température et l'irradiation du matériau [Bouloré
et al., 2023]. La loi modélisant la conductivité de 'UOy vierge utilisée dans I’application
ALCYONE [Bouloré et al., 2023] est la suivante :

1—po 1 c

T) = —=

(1.33)

e T est la température a laquelle est soumise le matériau,
e p, = 0.05 est la porosité,

e a=0.035,b=2,165.10"%, ¢ = 4.715.10°, d = 16361 sont des parametres de modélisa-
tion calés dans de précédentes études [Bouloré et al., 2023].

En régime permanent de fonctionnement réacteur, la température ne dépasse pas 1500K et
la relation (1.33) peut étre simplifiée en :

(1 - po) 1
Mo(T) ~ ) 1.34
o(T) (1+ 2p,) (a+ bT) (1.34)
Les quantités A\g(7T) et A\(T") sont reliées par 1’équation suivante :
)\(T7 7'burnup) = )\O(T)Cl (T7 7'burnup)C’Q (T7 7'burnup>cf3 (T7 7-burnup)a (135)

ot les coefficients C1 (T, Thurnup ), C2(T, Tournup) €6 C3(T, Thurnup) Teprésentent respectivement
la dégradation liée aux produits de fission dissous, le coefficient d’amélioration di aux produits



20 CHAPTER 1. INTRODUCTION (FRANCAIS)

Distribution de
puissance : Q(r)

NEUTRONIQUE

Epaisseur d'oxyde :
CORROSION

Conduction : \

Flux de chaleur

Réfrigérant

Echange
pastille-gaine ; hy,

Température imposée : URGAP

HYDRAULIQUE

Figure 1.6: Phénomeénes physiques intervenant dans le calcul thermique [Guillet et al., 2008].
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Figure 1.7: Mesures de la conductivité thermique de I'UQO5 vierge non irradié en fonction de la tempéra-
ture calculée, pour quatre lots de mesures correspondant a des conditions expérimentales différentes.

de fission précipités et I'effet des défauts d’irradiation. Les expressions de ces coeflicients sont
données dans [Bouloré et al., 2023].

Les données expérimentales disponibles de 'UO4 vierge non irradié comportent une incer-
titude expérimentale, illustrées par la Figure 1.7. Sur cette Figure sont représentées quatre
lots de valeurs expérimentales (7', \(T', Thymup)) Mmesurées sur une plage de variation pour la

température variant entre 500 et 3000K. Chaque lot correspond a des conditions expérimen-
tales différentes.

Une analyse d’incertitudes détaillée de ce modele thermique a précédemment été réalisée
dans plusieurs situations expérimentales [Bouloré et al., 2010]. Une analyse de sensibilité
basée sur le calcul d’indices de Sobol’ du premier ordre® (Figure 1.8) a notamment mis
en lumiere la nécessité de bien quantifier ’incertitude de la conductivité thermique, celle-
ci ayant un impact significatif sur ’incertitude des températures calculées a partir de la
résolution de I’équation (1.31) & chaque pas de temps [Bouloré et al., 2012]. L’application
de la méthode probabiliste CIRCE [Damblin and Gaillard, 2020; Cocci et al., 2022] sur les
données expérimentales a permis de montrer que la loi Ag(7") modélisant la conductivité

" L’irradiation est ’exposition d’un corps & un flux de rayonnements ionisants.

& Mesures de sensibilité probabilistes basées sur une décomposition de la variance de la sortie d’intérét en
fonction des incertitudes de chaque entrée (pour plus de détails, voir [Saltelli et al., 2009; Sobol, 1993]). A
noter que les indices du ler ordre quantifient, dans le cas de variables d’entrée indépendantes, I'influence de
chaque entrée prise séparément, sans prendre en compte leurs éventuelles interactions.
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Figure 1.8: Indices de Sobol’ du 1°" ordre des parametres du modele thermique, pour la température
calculée en sortie du modele.

thermique pouvait s’écrire :

(I-p) 1
(1+2p) (a+0T)’

M(T)=A (1.36)
ol A est une variable aléatoire gaussienne [Bouloré et al., 2023]. Dans la suite du document,
quand on parle de la distribution de A, il s’agit en fait par abus de langage de celle de A. Ainsi,
en propageant cette incertitude épistémique de la conductivité thermique de I’'UQO2 dans le
schéma de résolution du modele thermique, nous obtenons en sortie une incertitude sur le
champ de température calculé 7. En somme, la résolution du modele thermique consiste
a calculer le champ de température dans le crayon combustible en tenant compte de deux
grandeurs incertaines :

e la puissance d’irradiation P(t) dont Iincertitude est de nature épistémique,

e la conductivité thermique du combustible A dont 'incertitude est elle aussi de nature
épistémique [Bouloré et al., 2023].

Dans le cadre des travaux de thése, on considérera A comme variable incertaine en entrée
du modeéle thermique pour une puissance d’irradiation donnée, et en régime de fonction-
nement normal et permanent (7" < 1500K).

1.2.4 Le modele de comportement des gaz de fission

Le modele de comportement des gaz de fission dans ALCYONE appelé CARACAS (pour
CAlcul RApide du Comportement des gAz de fiSsion) représente de maniére continue le
comportement des produits de fission gazeux dans le matériau UO2 en régime permanent et
en régime transitoire [Jomard et al., 2014; Boulore et al., 2017; Michel et al., 2021; Marelle
et al., 2016]. Tous les phénomenes physiques représentés dans ce modele permettent d’avoir un
meilleur état de répartition des gaz de fission dans le matériau avant une séquence accidentelle
de type LOCA (Loss of Coolant Accident pour Accident de Perte de Réfrigérant Primaire)
et RIA (Reactivity Insertion Accident pour Accident d’Insertion de Réactivité) et de calculer
I’évolution de la pression interne dans le crayon combustible. Les gaz de fission produits par
I'irradiation sont distribués sous forme de trois populations qui sont illustrées par la Figure
1.9:

1. les gaz dissous dans le grain,
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2. les gaz précipités dans des bulles intragranulaires,
3. les gaz précipités en bulles intergranulaires.
Les mécanismes physiques représentés a 1’échelle du grain combustible sont :
e la diffusion sous forme atomique du gaz dans le grain de 1’'UQOq,
e la précipitation du gaz dans les bulles intra et interganulaires,

e la remise en solution du gaz des bulles dans le matériau sous 'effet des fragments de
fission (remise en solution balistique),

e le mouvement des cavités sous gradient thermique (en régime transitoire).

Lorsque les bulles interganulaires du joint de grains UOs sont suffisamment couvrantes
pour étre interconnectées, nous obtenons le phénomene appelé relachement des gaz de fission
dans le volume libre du crayon combustible (Figure 1.10). Ce relachement impacte directe-
ment la pression interne du crayon. La restructuration du combustible (structure a petits
grains, milieu trés poreux) se produit quand le combustible est irradié avec un fort taux de
combustion. Cette restructuration a lieu en périphérie de la pastille d’ou 'appellation "rim”
en anglais (bord, extrémité, périphérie), parfois utilisée pour la qualifier. En situation acci-
dentelle, cette restructuration a un fort impact sur le comportement des gaz de fission d’ou
sa prise en compte dans le modele CARACAS. Les gaz initialement présents dans les bulles
intragranulaires sont transférés progressivement dans les bulles de "rim” et la restructuration
d’un grain UOq se fait de maniére progressive en fonction du taux de combustion (appelé
burnup ou burn rate) (Figure 1.11).

Le modele de comportement de gaz de fission calcule ainsi différentes grandeurs en sortie :

e les déformations de gonflement (volume des bulles, gonflement solide, variations dimen-
sionnelles, ...),

e les fractions de gaz relachées dans le volume libre notées RGF (pour released gas frac-
tion) par la suite,

e la distribution du gaz dans les différentes populations.

Tous ces phénomenes (Figures 1.9, 1.10 et 1.11) sont thermiquement activés. Autrement
dit, toutes les grandeurs de sortie du modele de comportement de gaz de fission dépendent
de la température calculée par le modele thermique présenté plus haut. Par conséquent,
ces grandeurs de sortie dépendent également de la conductivité thermique A du combustible
UO;. Parmi ces grandeurs, dans le cadre de ’étude présente, seule la fraction de gaz relachée
notée RGF (RGF pour Released Gas Fraction) est considérée : elle constitue la quan-
tité d’intérét au centre des travaux de cette thése. Toutes les modélisations embarquées
dans le modéle CARACAS comportent des parametres dont certains ne sont pas mesurables
(parameétres de conception 8 € Zg) et dont la valeur doit étre ajustée afin que le modéle
puisse représenter au mieux ces phénomeénes. Dans des études précédentes [Struzik and Bou-
lore, 2010; Boulore et al., 2009], I'incertitude calculée sur le champ de température dans le
combustible a été propagée directement dans le modele de gaz de fission, aboutissant a une
incertitude finale sur la RGF trés importante. Cette étude a ainsi montré la nécessité, dans
le cadre de la quantification d’incertitudes de calcul, de faire dépendre les parametres du
modele de gaz 6 a la conductivité thermique ). En effet, I'incertitude épistémique de la
conductivité thermique n’a pas d’impact sur les mesures expérimentales de RGF. Autrement
dit, si la conductivité change en entrée du modele thermique, les parametres 8 du modele de
comportement doivent étre recalés en conséquence : on parle alors de calage conditionnel.



1.2. DESCRIPTION DU CAS APPLICATIF

ranular bubbles

Intragranular
bubbles

intergranular
pores

free surface
(open porosity)

Figure 1.9: Les différentes populations de gaz de fission représentées dans CARACAS.
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Figure 1.10: Relachement des gaz de fission.
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HBS bubble

Figure 1.11: Modélisation de la restructuration du combustible (High Burnup Structure).
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Figure 1.12: Résumé des différents phénomenes intervenant dans le combustible REP sous irradiation
et leurs interactions [Guillet et al., 2008].
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Figure 1.13: Incertitude de prédiction sur la RGF.

Notons que lorsque ’on veut calculer la RGF (simulée) d’un crayon combustible, cela
nécessite ’exécution de I’ensemble du code ALCYONE qui appelle dans sa boucle de con-
vergence le modéle CARACAS dont les parameé