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Titre : Contribution a I’estimation robuste par intervalle des systemes multivariables
LTT et LPV : Application aux systemes aérospatiaux

Résumé : Les travaux présentés dans ce mémoire de these visent a développer de nouvelles
approches basées sur une nouvelle classe particuliere d’estimateurs d’état : les filtres dits
par intervalles. Tout comme la classe des observateurs intervalles, l'objectif est d’estimer
les bornes supérieures et inférieures des états d’un systeme, a chaque instant de temps.
L’approche proposée repose sur la théorie des systéemes monotones et sur la connaissance
a priori du domaine d’appartenance, supposé borné, des incertitudes de modele et des en-
trées exogenes (perturbations, bruit de mesure, etc). L’élément clé de ’approche proposée
repose sur l'utilisation de filtre d’ordre quelconque, sans structure a priori fixée, plutot
qu'une structure basée sur 'observateur (reposant uniquement sur une structure dyna-
mique du systeme étudié). La synthese des parametres du filtre repose sur la résolution
d’un probleme d’optimisation sous contraintes de type inégalités matricielles linéaires et
bilinéaires (LMI et BMI) permettant de garantir simultanément les conditions d’existence
du filtre ainsi qu'un niveau de performance, soit dans un contexte énergie, soit dans un
contexte amplitude ou soit dans un contexte mixte énergie/amplitude. La méthodologie de
synthese proposée est illustrée sur un exemple académique et est comparée avec d’autres
méthodes existantes dans la littérature. Enfin, la méthodologie est appliquée au cas du
controle d’attitude et d’orbite d’un satellite, sous des conditions de simulations réalistes.
Mots clés : Filtre intervalle, Filtre H;/H ., Inégalités matricielles linéaires et bilinéaires,
Systemes LPV, gain L5, gain L.

Title : Contribution to robust interval estimation of multivariable LTT and LPV systems :
Application to aerospace systems

Abstract : The work of this thesis aims at developing new approaches based on a new
particular class of state estimators, the so-called interval or ensemble filters. Like the class
of interval observers, the objective is to estimate, in a guaranteed way, the upper and lower
bounds of the states of a system, at each time instant. The proposed approach is based
on the theory of monotonic systems and on the knowledge of the domain of membership,
supposedly bounded, of the uncertainties of the system and disturbances, such as noise
and bias of sensors, etc. The key element of the proposed approach is to use a filter
structure, rather than an observer-based structure. The synthesis of the filter parameters
is based on the resolution of a constrained optimization problem of linear and bilinear
matrix inequalities (LMI and BMI) allowing to guarantee simultaneously the existence
conditions of the filter as well as a performance level, either in an energy context, or in
an amplitude context or in a mixed energy/amplitude context. The proposed synthesis
methodology is illustrated on an academic example and is compared with other existing
methods in the literature. Finally, the methodology is applied to the case of attitude and
acceleration control of a satellite, under realistic simulation conditions.

Keywords : Interval filter, H;/H filter, Linear and Bilinear Matrix Inequality, LPV
systems, Lo-gain, L.,-gain
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Introduction Générale

Etablir un modele parfait traduisant les dynamiques d’un systeme est une utopie, voila
pourquoi tous les modeles présentent des erreurs de modélisation endogenes (comme les
incertitudes paramétriques) et exogenes (comme les perturbations) [37, 188]. De méme,
les signaux des capteurs sont pratiquement entachés de bruits de mesure. Connaitre I’état
exact d'un systeme est donc un probleme ouvert et délicat. Une solution couramment
adoptée pour pallier ce probleme consiste a utiliser un systeme dynamique auxiliaire per-
mettant de reconstruire les variables non directement mesurées au moyen de celles dispo-
nibles et du modele dynamique du procédé : c’est le role d'un estimateur d’état.

Le probleme d’estimation d’état basé sur des modeles linéaires a été largement exploré
dans la littérature, en particulier avec l'utilisation de I'observateur de Luenberger [115,
116, 117] dans le contexte déterministe et du filtre de Kalman [101, 102] dans le contexte
stochastique. Le probleme consiste a estimer les états ou une combinaison linéaire des
états d'un systeme en utilisant les sorties mesurées, tout en minimisant 'influence des
perturbations extérieures sur l'erreur d’estimation. En général, la synthese du filtre est
formulée en spécifiant un critere de performance a optimiser. Dans le cas du filtre de Kal-
man [101, 102], le critere de minimisation retenu est la variance de l'erreur d’estimation.
Des extensions du filtre de Kalman ont été proposées ultérieurement pour les systemes
non linéaires [21]. Parmi ces extensions, on peut citer le filtre de Kalman étendu [160],
le filtre de Kalman sans parfum [175], le "cubature Kalman filter” [12], ou encore le filtre
de Kalman aux différences divisées [134]. Le filtre de Kalman a eu un impact significatif
dans de nombreux domaines pratiques, notamment le controle et la navigation [75, 162],
la poursuite des cibles [14, 94|, et la détection des défauts [135]. Cependant, le filtre de
Kalman suppose que les bruits qui affectent le systeme sont des bruits blancs dont on
connait les propriétés statistiques, ce qui s’avere pratiquement rarement le cas, du moins
pour le bruit d’état. En effet, pour le bruit de mesure, il est toujours possible de mener
des expérimentations sur banc pour tenter de déterminer les propriétés statistiques de ces
derniers. Les dernieres approches d’estimation visant a palier ce probleme sont basées sur
les techniques dites "variational Bayesian maximum correntropy cubature Kalman filter”
[86, 176]. Ces approches integrent les avantages de I'inférence variationnelle et du critere
de maximum de correntropie, ce qui leur confére un bon degré de robustesse vis-a-vis
des bruits non stochastiques. Elles permettent méme d’atteindre un certain degré de ro-
bustesse vis-a-vis des bruits non blancs tels que les biais. D’autres méthodes de filtrage
existent cependant. La premiere, connue sous le nom de filtrage H., a été présentée dans
[66]. Par rapport au filtrage de Kalman traditionnel, le filtrage H, offre 'avantage de ne
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pas nécessiter d’hypotheses statistiques sur les signaux exogenes. En présence d’incerti-
tudes paramétriques, ce type de filtres fournit une estimation optimale de 1’état au sens
"minimisation de ’énergie des entrées exogenes sur 'erreur d’estimation” [37, 133]. La syn-
these de ce type de filtres repose sur différentes approches comme les méthodes basées sur
des équations polynomiales [66, 82, 83, 84], des interpolations [70], des équations de Ric-
cati [19, 54, 133] ou des inégalités matricielles linéaires (LMIs) [77, 100, 109, 138, 139, 142].
Une seconde alternative est le filtrage qui utilise un critere de nature énergie-amplitude
[81, 182]. Comme dans le cas du filtrage H,, les perturbations sont supposées avoir
une énergie limitée. Le filtrage L£o-L, [136, 140] (également appelé filtrage Ho généralisé
[73, 143]) est différent du filtrage H, car il permet de garantir que l'erreur de filtrage soit
limitée en amplitude (créte) pour toutes perturbations bornées en énergie [185, 191].

Un dernier type de filtrage ou les perturbations sont supposées avoir une énergie limitée
est le filtrage créte a créte [1, 20, 88, 96, 137, 156, 166] (également appelé filtrage H;, ou
Ly [127], ou encore induit L, [174]). L’objectif du filtrage créte a créte est de minimiser
la valeur de créte la plus défavorable de 'erreur de filtrage pour toutes les valeurs de créte
limitées des perturbations d’entrée.

Une approche alternative aux précédentes est ’approche dite ensembliste ("set-membership
approach” en anglais). Cette approche repose sur la connaissance d’un domaine d’apparte-
nance, supposé borné, des erreurs de modele (incertitudes de modélisation, perturbations,
bruits, etc). Contrairement aux approches de type Kalman ou a base de normes qui four-
nissent une valeur unique a chaque instant de temps sous forme d'une estimée optimale
(au sens d'un critere), les observateurs intervalles évaluent a chaque instant un intervalle
d’appartenance dont il est garanti qu’appartient le vrai état.

Au cours des deux dernieres décennies, deux types de techniques d’estimation d’état en-
semblistes ont été proposés.

e Dans la premiere approche, toutes les trajectoires d’états possibles sont englobées
par des ensembles décrits a I’aide d’objets géométriques tels qu’ellipsoides [157, 106],
intervalles simples ou pavages a base d’intervalles éventuellement accompagnés d'une
mise en ceuvre de contracteurs [98, 99], polytopes [192], zonotopes [44, 46, 47, 178],
ou autres enveloppes convexes ou non convexes [48]. Cette classe d’approches s’ap-
puie bien souvent sur un mécanisme de prédiction/correction présentant de fortes
analogies avec le principe du filtre de Kalman [101, 102]. Si I'utilisation répétée d’en-
veloppes convexes simples telles qu’un intervalle ou un ellipsoide pouvaient rendre
les premieres approches ensemblistes de ce type sujettes au phénomene d’envelop-
pement, source d’un conservatisme parfois important, une meilleure modélisation
et le maintien actif d’une tragabilité des dépendances fournissent désormais des so-
lutions génériques d’estimation d’état ensemblistes applicables a une large classe
de systémes dynamiques (linéaires, nonlinéaires, hybrides). Bien qu'un paramétrage
de la réduction de complexité des domaines englobants permette souvent de gérer
efficacement le compromis entre précision des enveloppes et cout calculatoire, ce
dernier reste néanmoins un facteur limitant pour certaines applications embarquées
tres contraintes en ressources de calculs disponibles.

e La seconde approche, dite par intervalle, est basée sur la théorie des systemes mo-
notones. Dans cette théorie, une propriété centrale est la propriété de coopérativité
(non-négativité) de la dynamique des erreurs d’observation, également connue sous
le nom de propriété Metzler. Cette terminologie provient du fait que la matrice
d’évolution de I’équation dynamique des erreurs d’observation est Metzler [163].

2
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L’idée originale de concevoir des observateurs par intervalles a été proposée dans
[80], et depuis lors, elle a été étendue a différentes classes de modeles dynamiques
[61, 80, 121].

Comme précisé dans [63], un avantage non négligeable des observateurs intervalles par
rapport a ’approche par approximation par ensemble géométrique, réside dans la possi-
bilité de déterminer les parametres des observateurs en tenant compte de contraintes de
performance, comme la vitesse de convergence de I’encadrement de 1'état ou encore de
type "minimisation de la propagation des entrées exogenes sur la taille de 'intervalle de
I'erreur d’observation”; au sens d’une norme donnée (Hs, Hoo, H1 pour les modeles LTT et
de gain Ly, L, pour les systemes LPV) [5, 27, 38, 64, 65, 110, 124, 179].

Il est généralement admis que les filtres offrent des degrés de liberté plus importants dans
leur conception que les observateurs. Cependant, ces derniers se démarquent par leur ca-
pacité supérieure a gérer 'incertitude et les variations dans les modeles. L’élément central
de ce manuscrit s’inscrit dans la dynamique d’exploiter le potentiel de ces deux concepts.
Plus particulierement, nos travaux de recherche abordent la problématique de la synthese
de filtres robustes par intervalles pour les systemes a temps continu, modélisés par une
représentation d’état linéaire a temps invariants et pour la classe des systemes modélisés
par une représentation d’état a parametres variants dans le temps (LTI et LPV, acronyme
du terme anglo-saxon "Linear Time Invariant” et "Linear Parameter Varying”). Ainsi, ce
mémoire est structuré de la fagon suivante :

Le Chapitre 1 rappelle les fondements mathématiques liées a ’analyse de la stabilité des
systemes dynamiques multivariables incertains et perturbés, en se concentrant particulie-
rement sur les systemes LPV avec des incertitudes paramétriques de type polytopique. I1
présente également un bref état de ’art sur les différentes techniques de filtrage, avec une
discussion sur les normes utilisées pour caractériser 'erreur d’estimation. Le Chapitre se
poursuit avec une explication des concepts fondamentaux associés a la théorie des obser-
vateurs intervalles, en mettant ['accent sur les notions de monotonie et de coopérativité
telles que présentées dans [63, 80]. Un état de 'art sur la conception d’observateurs in-
tervalles pour les systemes LTI et LPV est alors présenté. Le but est de passer en revue
les avancées récentes de la littérature en mettant en lumiere les approches visant a as-
souplir les conditions requises pour 'existence des observateurs intervalles. Ces approches
comprennent notamment les méthodes de changement de coordonnées et l'introduction
de degrés de liberté. Nous examinons également les performances évaluées sur l'erreur
d’estimation en termes de normes Lq, Lo et L., induites.

Le Chapitre 2 présente la premiere contribution de nos travaux de these. Nous y propo-
sons une nouvelle approche d’estimation par intervalle pour la classe des systemes LTT.
Plus particulierement, les développements méthodologiques établis visent a proposer une
solution au probleme de synthese des filtres par intervalles sous contraintes d’existence et
de performance H;/Hoo. Ce critére vise a atténuer I'influence des bruits et des pertur-
bations sur la taille de l'intervalle, dans un contexte de performance amplitude/énergie.
La méthodologie repose sur une programmation semi-définie (SDP), permettant la mini-
misation d’un critére mixte de performance H;/Hs. Un des éléments fondamentaux de
la méthode proposée est qu’elle ne nécessite aucune transformation d’état, telle qu'une
transformation par changement de variables ou une transformation en un systeme positif,
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pour assurer la coopérativité des erreurs d’observation. La synthese du filtre intervalle
implique de résoudre un probleme d’optimisation sous contraintes d’inégalités matricielles
trilinéaires (TMIs), réduit ensuite a un probleme d’inégalités matricielles linéaires et bili-
néaires (LMIs et BMIs).

Nous appliquons ensuite cette méthodologie pour 'estimation d’attitude du satellite Mi-
croscope. Nous validons notre approche a 'aide d’un simulateur haute fidélité développé
sous Matlab-Simulink, prenant en compte les phénomenes dynamiques non linéaires liés
au satellite et aux conditions environnementales spatiales. On montre alors comment cet
estimateur intervalle peut s’intégrer dans la boucle de controle du satellite, ce qui conduit
a une nouvelle génération de module de navigation pour les systemes spatiaux.

Le Chapitre 3 présente la deuxieme contribution de nos travaux de these. Cette derniere
consiste en une nouvelle méthodologie pour la synthese des filtres intervalles pour les sys-
temes LPV. L’originalité de I’approche proposée réside dans la synthese des parametres
du filtre, qui permet de garantir simultanément les conditions d’existence du filtre (sta-
bilité, coopérativité) ainsi qu’un niveau de performance. Ce niveau de performance est
défini au sens d’'un critere énergétique de type gain Lo et/ou au sens d'un critere d’am-
plitude de type gain L,,. On montre que le probleme de synthese se formule comme un
probleme d’optimisation non-linéaire sous contrainte LMI et BMI, qui peut étre résolu par
des méthodes d’optimisation non-linéaires SDP. Deux exemples académiques sont alors
présentés. Les résultats obtenus démontrent le potentiel de ’approche proposée.

Le manuscrit se termine alors par une conclusion générale dans laquelle nous rappelons
les contributions majeures de nos travaux et énumérons des perspectives de recherche.



Chapitre

Théorie de ’estimation des systemes
LPV

Ce chapitre a pour but de présenter les concepts fondamentaux qui seront pertinents
tout au long de ce mémoire, ainsi que préciser le positionnement des contributions propo-
sées par rapport a celles de la littérature dans le domaine du filtrage et des observateurs par
intervalles. La premiere partie débute en rappelant les notions mathématiques essentielles
concernant la représentation d’état et I'analyse de stabilité des systemes dynamiques. En-
suite, nous développons un état de I'art concis des différentes techniques de filtrage et des
normes utilisées pour caractériser ’erreur d’estimation. Dans une seconde partie, nous
balayons les travaux existants sur la théorie des observateurs intervalles, appliquée aux
classes des systemes LTI et LPV incertains. Cette analyse des méthodes existantes dans
la littérature nous permet de mettre en perspective les nouveaux besoins théoriques de
synthese de filtres par intervalles pour les systemes LTI et LPV incertains, ce qui consti-
tuera le coeur de de nos travaux de recherche.

Nous tenons a préciser que les classes des systemes a retard et a commutations ne sont
pas l'objet de nos travaux de these. Le lecteur intéressé peut se référer a une liste non
exhaustive des travaux suivants : [28, 59, 146, 67].

1.1 Modélisation LPV des systemes dynamiques

La représentation d’état a pour objectif de donner une représentation mathématique
de comportement dynamique pour un systeme donné. Elle repose sur des principes de
conservation d’énergie, permettant de décrire le fonctionnement dynamique du systeme
associé. Dans ce cadre, I’analyse de la structure du modele résultant permet d’en déduire
diverses propriétés, telles que la stabilité, parmi d’autres. Plusieurs classes de modeles
linéaires peuvent étre considérées a temps invariants (LTI), a temps variants (LTV) ou a
parametres variants (LPV) dans le temps. Par la suite, nous focaliserons notre étude sur
la classe des systemes LPV.

La notion de modele linéaire a parametres variants dans le temps (LPV) a été intro-
duite pour la premiere fois dans [158]. Un modele LPV [57, 111, 154, 183] est un systeme
linéaire dont les matrices de la représentation d’état varient dans le temps en fonction
d’un vecteur de parametres 6(t). Les modeles LPV constituent une classe de modeles

>
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mathématiques particulierement intéressante pour la modélisation de certains systemes
non linéaires pouvant eétre ramenée a cette représentation équivalente. La représentation
d’état d'un tel modele est donnée par

{w) = AO(t)x(t) + B(O())u(t) (1.1)

y(t) = C(0(t))x(t) + D(O(t))u(t)

ou xr € R",u € R™,y € R™ représentent respectivement les vecteurs d’état, d’entrée
T

et de sortie du systeme. 6(t) = [ O1(t) O2(t) --- 6(1) } € R! désigne le vecteur des

parametres susceptible d’évoluer au cours du temps dans un compact @ dont les bornes
sont connues a priori. Les matrices sont définies par A : § — R™" B : § — R™*",
C:0—>Rw<™ D:f— RWw*",

Dans la littérature, trois représentations de modeles LPV peuvent étre distinguées :

e La représentation affine [16, 71, 167] est caractérisée par une représentation d’état
ou les matrices A(0(t)), B(0(t)),C(0(t)) et D(0(t)) admettent la structure

A(0(t)) B(6(1)) Ay By| | A; B;

[w(t)) (6| = |co o) T2 e b,
ou A; € R B, € R (C; € R | D; € Rw*™ € {0,---,1} et pour tout
0 € o.

e La représentation polytopique [11, 23, 43| est caractérisée par une représentation
d’état ou les matrices A(0(t)), B(0(t)),C(0(t)) et D(0(t)) admettent la structure

(1.2)

A; B"] , (1.3)

A(0(t) BO@)] &
[cw(t» D(H(t))] = 2 1(01)) [c D,
ou p;(0(t)) > 0, g}lm(@(t)) — 1 et les matrices 4; € R™", B; € Rv™ () € Rmw>n

D; e Rrwxme e {1,--- 2!} représentent les sommets du polytope.

e La représentation LFT [42, 89, 92], consiste a séparer les éléments incertains et a les
grouper dans un opérateur A(t), bouclé autour d’'un modele définissant la dynamique
nominale, linéaire et invariante, G(s). Le bloc A(t) définit alors une perturbation
qui agit sur G(s), comme illustré par la Figure 1.1 Dans le cas des systemes LPV,
l'opérateur A(t), diagonal et non stationnaire, contient les paramétres variants du
systeme.

A(t) |e—

G(s)

FIGURE 1.1 — Représentation des systemes LPV sous forme LFT



1.2. NOTIONS DE STABILITE AU SENS DE LYAPUNOV POUR LES SYSTEMES
LPV

Seules les deux premieres représentations seront considérées dans le cadre de cette these.

Les deux types de modeles, bien qu’étant tres similaires, se distinguent principalement par
leur dépendance paramétrique. Dans le premier type de modele, la représentation d’état
dépend directement du vecteur de parametres 6(t). En revanche, dans le deuxiéme type
de modele, les coordonnées barycentriques de 6(t) par rapport aux sommets fli, Bi, C’i, D;
sont celles qui situent le systeme dans le polytope, a un instant donné. Ainsi, la notion
de sommet joue donc un role prépondérant, peu importe la forme du domaine © pourvu
qu’il soit un polytope. En ce sens, le modele polytopique généralise le modele affine. La
catégorie des systemes LPV revét une importance particuliere car elle élargit, non seule-
ment la portée des modeles LTI, mais encore, elle permet d’aborder la classe des systemes
non linéaires de facon élégante avec des outils du linéaire. En effet :

e Sila trajectoire du vecteur de parametres () est parfaitement connue pour chaque
instant ¢, alors la représentation d’état d’un systeme peut étre réécrite sous la forme
d’une représentation d’état d'un systeme LPV (ou quasi-LPV) [29].

e Ensuite, lorsque le vecteur de parametres 0(t) est fixé a une valeur particuliere
0(t) = 0y, le modele LPV se réduit a une représentation d’état d’un systéeme LTT :

(1.4)

x(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

1.2 Notions de stabilité au sens de Lyapunov pour les sys-
temes LPV

Dans cette section, nous établissons les criteres de stabilité fondamentaux pour les
classes de systemes LPV, traitées dans ce mémoire. Nous nous concentrons spécifique-
ment sur la stabilité asymptotique, qui constitue un aspect crucial de ’analyse et de la
conception des systemes dynamiques.

1.2.1 Stabilité quadratique pour un systeme LPV

Soit a présent le systeme linéaire & parametre variant (LPV) continu suivant

{r<t> = A(B(t))z(t)

£(to) = 0 (1.5)

ot ¥ € R", 0(t) € © C R! est le vecteur de parameétres et la fonction matricielle A : © —

RTLXTL

Définition 1.1. Le systeme (1.5) est dit quadratiquement stable s'il existe une matrice
P € R¥™", ou P = PT » 0, vérifiant pour toutes les trajectoires possibles du vecteur de
parametres 0(t) € O :

AO)' P+ PA(O(t)) < 0. (1.6)

En admettant que la matrice A(6(t)) soit polytopique, alors la stabilité quadratique du
systeme (1.5) est réduite a un nombre fini de contraintes.
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2! ~
Lemme 1.1. [72] Le systéme (1.5) avec A(6(t)) = > pi(0(t))A; est dit quadratiquement
i=1

stable s’il existe une matrice P € R™"™ ot P = PT = 0 telle que :

ATP+ PA; <0, i¢c{1,---,2'}. (1.7)

Notons que lorsque la matrice A(0(t)) est affine en 6(t) et lorsque ses bornes de 'en-
semble d’appartenance sont connues, alors il est toujours possible de transformer la ma-
trice A(6(t)) et d’appliquer le lemme 1.1 pour garantir la propriété de stabilité. De plus,
on pourra vérifier que les définitions et le lemme précédents sont tout a fait valides aussi
bien dans le cas des parametres invariants dans le temps que variants dans le temps, d’otu
le caractere conservateur bien connu de la propriété de stabilité quadratique.

1.2.2 Stabilité quadratique robuste

Nous définissons la notion de stabilité quadratique robuste pour un systeme LPV
comme une généralisation de la notion de stabilité quadratique classique. Cette nouvelle
notion utilise une fonction de Lyapunov qui dépend cette fois-ci des parametres 6(t),
permettant ainsi de prendre en compte les informations sur la vitesse de variation du
vecteur de parametres et de différencier les parametres variants et invariants dans le
temps. Les conditions d’existence d'une telle fonction sont moins restrictives que celles
requises pour une stabilité quadratique utilisant une fonction de Lyapunov unique qui
assure la stabilité sur tout le domaine de variation des parametres [17, 26].

Définition 1.2. (Stabilité robuste). Le systeme (1.5) est dit robustement stable s’il existe
une matrice P(6(t)) € R™™ou P(0(t)) = P(0(t))T = 0 telle que, V(t) € O,V (z(t),0(t)) =
()T P(O(t))x(t) est une fonction de Lyapunov pour le systeme (1.5).

Comme pour la stabilité quadratique, on déduit la définition suivante.

Définition 1.3. Le systeme (1.5) est dit robustement stable s’il existe une matrice P(6(t)) €
R™™ ot P(A(t)) = P(6(t))" = 0 vérifiant pour toutes les trajectoires possibles du vecteur
de parametres 0(t) € O :

AO)TPO(t)) + P(O(t)A(O(t)) + P(A(t)) < 0. (1.8)

En pratique, la construction de la fonction matricielle P(6(t)) et la vérification que V' (z, 0)
est définie négative pour un systeme LPV peuvent étre tres difficiles. Cependant, il est
possible de surmonter cette difficulté en choisissant une méthodologie adaptée en fonction
de la classe de modele considérée. Ainsi, il est crucial de choisir une méthodologie appro-
priée en fonction de la structure spécifique du modele et d’adopter une approche adaptée
pour résoudre le probleme de stabilité quadratique robuste. Une telle approche peut étre
la notion de stabilité quadratique affine, initialement proposée dans [72], qui offre une
méthode pertinente pour obtenir P(6(t)) et garantir la propriété de stabilité quadratique
robuste. Cette notion est définie conformément a la définition suivante.

Définition 1.4. (Stabilite Quadratique Affine [72]). Le systeme (1.5) est affine quadrati-
quement stable (AQS) sl existe K + 1 matrices symétriques Py, Py, - - -, P € R™*™ telles
que les inégalités

P(Q(t)) =P+ 91(t)P1 + eg(t)Pg + -+ 01<t>PZ =0, (19)
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AB()TPO(t)) + P(O(t)AB(t)) + P(A(t)) — Py < 0, (1.10)
sont satisfaites pour toutes les trajectoires du vecteur des parametres 6(t) € O.

Dans le cadre de cette these, nous nous intéressons a la stabilité quadratique affine des
systemes LPV, une généralisation de la stabilité quadratique classique. Cette forme de
stabilité implique une variation temporelle de la matrice de Lyapunov P(6(t)) en fonction
des parametres 0(t) du systéme, contrairement a la stabilité quadratique classique ou
P(0(t)) est constante (généralement notée F). Les contraintes (1.9)-(1.10) énoncées dans
la Définition 1.4 peuvent étre donc simplifiées en un nombre fini de LMIs lorsque la matrice
A(0(t)) présente une dépendance affine par rapport a 6(t). Pour ce faire, nous supposons
que les parametres 6(t) et (t) du systéme (1.1) satisfont :

(i) 0;(t),i € {1,---,1} appartient & un ensemble borné et connu :

0: € [0:,0:] . (1.11)
(ii) 6(t),i € {1,---,1} appartient & un ensemble borné et connu :

0: € [6:,6:). (1.12)

(iii) Les vecteurs 6 et 0 évoluent dans des hyper-rectangles délimités par Uensemble des
2! sommets

T = {(on, 2, -+ )] i € {6;,0,}}, (1.13)
ou 0, 0;, @ , 97 représentent les bornes inférieure et supérieure de 6;,6;,i € {1,---,1}.

Ainsi, en utilisant la propriété de multi-convexité, le probleme initial peut étre reformulé
en un probleme LMI numériquement résolvable. Nous résumons brievement cette théorie
pour fournir un contexte a nos résultats ultérieurs.

Définition 1.5. (Multi-convexité, théoréeme 3.1 dans [72]). Soit une fonction quadratique
scalaire f de 6 € R! telle que

l ! l
f(@l, ceey 9[) = ag + Zﬁlaz + Z Hﬁjb” + ZH?CZ‘, (115)
i=1 i=1,i<j i=1
et supposons que f soit multiconvexe, c’est a dire :
C,
0‘7;(2 ) =2¢;>0,i€e{l,--- 1} (1.16)

Alors f est négative sur I'hyper-rectangle (1.13)-(1.14) si et seulement si la fonction f(-)
est négative sur les sommets de 'hyper-rectangle (1.11). Cette contrainte consiste a vérifier
que f(a) < 0 pour tout « € I,.

L’application de cette propriété de multiconvexité, en accord avec la théorie de Lyapunov,
permet de réécrire les inégalités (1.9)-(1.10) comme un probleme d’optimisation SDP
(acronyme anglo-saxon pour "SemiDefinite Programming”), ce qui conduit au théoréme
suivant.
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Théoréme 1.1. ([72]). Soit le systéeme décrit par

i(t) = (AO +> ei(t)&») x(t), (1.17)

=1

ou v € R™ désigne le vecteur d’état, § € R' est le vecteur de paramétres et A; € R™", i €

0,1, -1},

En admettant que les trajectoires du vecteur de parametres 0 et de sa dérivée 0 évo-
luent dans des hyper-rectangles (1.11) et (1.12) dont l’ensemble des sommets est défini
par (1.13) et (1.14), alors le systeme (1.17) est affine quadratiquement stable s’il existe des
matrices symétriques Py, ---, P, € R™™, telles que, pouri = {1,---,1} etV(«,3) € [y x 13 :

P(a):P0+O[1P1+012P2+"'+051Pl>07 (]‘]‘8)
A(a)"P(a) + P(a)A(a) + P(8) — Py < 0, (1.19)
ATP + P A; = 0. (1.20)

1.3 Performance

Nous allons maintenant aborder la notion de performance pour les systemes LPV.
Cette notion est souvent associée a la minimisation de 'influence de I'entrée exogene u(t)
sur la sortie y(¢) du systéme, en utilisant un critere mathématique d’optimalité recherché
au sens d’'une norme donnée. Dans le cas des filtres, u(t) est considéré comme un bruit
ou une perturbation tandis que y(t) représente 'erreur d’estimation. La performance est
généralement définie en utilisant des normes induites par les vecteurs entrée-sortie aux
conditions initiales nulles. Ces normes induites sont généralement notées £, et £, ou p et
q appartiennent & I'ensemble {1,2,... 00}, c’est a dire :

1yllz,

sup sup .

0@ ueLy |ulle,
ull g 70

(1.21)

Dans notre étude, nous allons utiliser les criteres de performance basés sur les normes
Ly (oup=gq=2)et L (o p = ¢ = o0) pour les systemes LPV. Ces critéres sont
couramment appelés les gains L, et L., dans la littérature. Pour les systemes LTI, ces
criteres sont équivalents aux normes H,, et H;, respectivement. Le gain L5 est un critere
énergétique qui mesure la quantité totale d’énergie dans le systeme, tandis que le gain £,
est un critere d’amplitude qui caractérise la plus grande amplitude du signal en entrée
par rapport a celle obtenue en sortie. Le lecteur pourra se référer a I’Annexe A pour les
définitions mathématiques de ces normes vectorielles et matricielles.

La synthese du filtre, qui est au coeur de cette these, requiert avant tout le choix d’un
critere mathématique a minimiser associé au sens d’une norme donnée, afin d’évaluer la
performance du filtre. Les normes essentielles qui interviennent en estimation d’état sont
les normes H., et H;, présentées ci-apres.
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1.3.1 De la norme ., au gain £,
1.3.1.1 Norme H
Soit un systeme LTI, décrit par la représentation d’état suivante
x(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

ouz € R",u € R™ y € R™ représentent respectivement les vecteurs d’état, d’entrée et de
sortie du systeme. Les matrices sont définies telles que A € R, B € R"*"« (' € R™*"
D € R,

(1.22)

Définition 1.6. (Norme H,). La norme H., du systeme LTI (1.22) est la plus petite valeur
de 4. > 0 vérifiant 'inégalité

|y < s [T o) utr (1.23)

Lorsque la norme H,, d'un systeme linéaire est finie et bornée par vy__, ceci signifie que
I'énergie de la sortie y(t) reste inférieure dans un rapport v4__ a celle de 'entrée u(t).

Dans le domaine fréquentiel, la norme H., d’une fonction de transfert supposée asympto-
tiquement stable, peut étre interprétée comme étant :

Définition 1.7. (Norme H,). La norme Ho, du transfert G(s) = C(sI — A)"' B+ D pour
le systeme LTI (1.22) est définie par

1G]loc = sup 7(G(jw)), (1.24)

weRT

ol & désigne la valeur singuliere maximale d'une matrice complexe.

Lorsque l'on traite des systemes LPV |, les notions de fonction de transfert, de norme
Hoo et de poles ne sont plus adaptées. Des extensions sont nécessaires pour analyser la
performance de ces systemes.

1.3.1.2 Gain £,

Afin d’évaluer la performance d’un systeme LPV, on utilise la norme induite Ly, ap-
pelé communément gain Lo, qui est une extension de la norme H,,. Ces deux grandeurs
mesurent le rapport entre I'énergie du signal d’entrée et celle du signal de sortie, en consi-
dérant les trajectoires paramétriques admissibles dans un contexte "pire-cas”.

Contrairement a la norme H, il n’y a pas d’interprétation fréquentielle du gain L, pour
les systemes LPV. Pour calculer le gain L5, nous utilisons la définition et le lemme suivant.

Définition 1.8. (Gain £, [15]). Le gain £y du systeme LPV (1.1) est la plus petite valeur
de vy, > 0 vérifiant I'inégalité

T T
vue £z, [ yt)Tyt)dt <3, [ ut) u(t)dt, (1.25)
0 0
pour toutes les trajectoires possibles du vecteur de parametres 6(t) € O.

11



CHAPITRE 1. THEORIE DE L’ESTIMATION DES SYSTEMES LPV

Lemme 1.2. ([185]). Etant donné un systéme LPV (1.1) robustement stable, il existe un
scalaire réel fini vy, > 0 tel que, pour des conditions initiales nulles, c¢’est a dire x(0) =0 :

sup sup [yl <0< oc. (1.26)

gec® uveLY ||u||£2 N
llull 25 70

Comme mentionné dans [63], pour approcher le plus finement possible la valeur du gain
L, I'idée consiste tout simplement a minimiser ~,,. Pour atteindre cet objectif, une ex-
tension du lemme réel borné (BRL, acronyme anglo-saxon pour "Bounded Real Lemma”)
[24] adaptée aux systemes LPV doit étre appliquée. Cette approche est également connue
sous le nom de performance H,, quadratique, et elle est décrite plus en détails dans [7, 8].

En se basant sur une unique fonction de Lyapunov quadratique V (z) = 2 Px, la définition
de la performance H., quadratique fournit une condition suffisante pour assurer la stabilité
asymptotique du systeme LPV donné par (1.1). Elle permet également de vérifier si le
gain Lo de ce systeme est borné par v.,, c’est-a-dire :

yllz < veallullc,. (1.27)

De maniere similaire a la stabilité quadratique, cette définition peut étre étendue au cas
des fonctions de Lyapunov quadratiques dépendantes des parametres. En utilisant des
fonctions de Lyapunov affines, on peut introduire la notion de performance H., quadra-
tique affine comme une généralisation de la performance en H,., quadratique. Cette forme
de généralisation a été présentée dans [72], et est rappelée ici.

Définition 1.9. (Performance H, quadratique affine ou AQP, acronyme anglo-saxon pour
”Affine Quadratic Performance”). Le systeme LPV (1.1) est asymptotiquement stable et
possede une performance H., quadratique affine v,, si et seulement si, il existe [ 4 1
matrices symétriques Fp,- - -, P, € R™*", telles que pour toutes les trajectoires possibles
du vecteur de parametre 0(t) € O :

P(0(1))A(6(1)) + A(O()" P(0(t)) + P(0(1)) = Py P(0(£))B(O(t)) C(O(t)"
B(6(1)" P(60(1)) —Yeo ! D((t))"| < 0.

C(o(t)) D(6(t)) —eo 1 (1.29)

11 convient de noter que les contraintes (1.28)-(1.29) peuvent étre consolidées en un nombre
fini d’inégalités matricielles linéaires (LMIs), selon une approche similaire & celle présentée
dans la Définition 1.4, exploitant la propriété de multiconvexité sous les hypotheses (1.11)-
(1.14). Cette réduction est réalisée conformément au théoreme 6.2 énoncé dans les travaux
de [72].

I1 convient de souligner que pour les systemes LTI, le lemme réel borné, présenté dans [24],
fournit une condition nécessaire et suffisante pour garantir que le niveau de performance
Y., soit satisfait. Cependant, I'extension de ce lemme aux systemes LPV n’est qu’une
condition suffisante, ce qui peut entrainer un certain conservatisme.
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1.3. PERFORMANCE

1.3.2 De la norme H; au gain L
1.3.2.1 Norme H;

La norme H; permet de caractériser le rapport entre 'amplitude maximale du si-
gnal d’entrée u(t) et 'amplitude maximale du signal de sortie y(¢), sur 'ensemble des
trajectoires possibles. Pour un systeme LTI (1.22), la norme H; est définie telle que :

Définition 1.10. (Norme #; [155, 173, 181]). La norme H; du transfert G(s) = C(s —
A)™'B + D pour le systéme LTT (1.22) est définie par :

|Gl :== sup lelle (1.30)
uecm |l
[ull £, #0

Tout comme pour le gain Lo, il est nécessaire de faire des extensions pour analyser la
performance créte-a-créte des systemes LPV. C’est ainsi que le gain L., a été introduit
pour cette analyse.

1.3.2.2 Gain L

Le gain L, caractérise le pire ratio entre amplitude du signal d’entrée u(t) et 'am-
plitude du signal de sortie y(¢). Pour un systeme LPV (1.1), le gain L., est défini tel
que :

sup sup ||yH£°° (1.31)
0c@ uveLY ||u||£oo
llull £ o 20

La définition précédente ne permet pas le calcul du gain L.,. Cependant, nous pouvons
nous référer au lemme suivant, lequel offre une condition suffisante pour établir une borne
supérieure [111, 155].

Lemme 1.3. (Performance gain L, ). Soit le systéme LPV (1.1). S’il eziste trois scalaires

A > 0,0 > 0,7z, >0, et une matrice P(0(t)) € R™™ ou P(0(t)) = P(0(t))T = 0 tels que
pour toutes les trajectoires possibles du vecteur de parametres 0(t) € O :

P(0()A(6(t)) + A(0())"P(6(1)) + P(O(t)) + AP(0(t))  P(0(t)B(0(1))

B(6()) P(0(1)) Zul <0, (1.32)
AP(0(t)) 0 CO@)”
0 (yew —mI DEM)] =0, (1.33)

cr)  DOE) et

alors le systéme LPV (1.1) est asymptotiquement stable et son gain L., est inférieur a

Nous allons exposer la démonstration de ce lemme telle qu’elle a été proposée dans [155].
Cette démonstration, moins courante que celle du gain Lo, jouera un role essentiel dans les
contributions proposées dans ce manuscrit. En effet, le gain L., sera utilisé pour évaluer
la largeur des enveloppes estimées obtenues dans I'approche par filtres intervalles.

13



CHAPITRE 1. THEORIE DE L’ESTIMATION DES SYSTEMES LPV

Démonstration. Soit la fonction de Lyapunov V (0(t), z(t)) = z(¢t)T P(6(t))x(t). La contrainte
(1.32) implique alors :

V(O(t), 2()) + AV (0(1), 2(t)) — pu(t)Tu(t) < 0. (1.34)
En intégrant le résultat, on obtient :
V(1) 2(t)) < V(0(0), 2(0))e > + §||u||§w. (1.35)

En notant que la contrainte (1.33) est équivalente a 'inégalité —V%y(t)Ty(t)qL)\V(Q(t), x(t))+
(Voo — w)u(t)Tu(t) > 0, il est déduit que :

y(0) y(t) < Yo (AV(O(E), 2(1) + (Ve — () u(?)) (1.36)

En injectant (1.35) dans (1.36), il en résulte que, pour des conditions initiales nulles (c’est
a dire z(0) =0) :

y(®) " y(t) <z |lullZ.- (1.37)
En prenant en compte que la contrainte de stabilité est incluse dans la contrainte (1.32),
on établit le résultat du lemme précédent. [ |

1.4 Synthese de filtre

1.4.1 Filtrage H ., : cas des modeles LTI et LPV

Le premier schéma de filtrage non gaussien est le filtrage H,,. Ce filtrage suppose
que les entrées de bruit sont des signaux a énergie finie plutot que des bruits blancs
gaussiens pour le cas du filtrage H,. Les méthodes basées sur les LMIs ont été introduites
pour aborder ce probleme des 1997, notamment dans les travaux [81, 142]. Par la suite,
les contributions de [76, 77] ont exploré les problemes de filtrage H., robuste avec des
incertitudes de forme polytopique, toujours en utilisant la technique LMI. Quasiment
simultanément, les auteurs de [139] ont employé ’approche LMI pour résoudre le probleme
de filtrage H ., en assurant une assignation de poles. Pour les systemes LTI nominaux, les
résultats présentés dans cet état de 'art sont classiques et standard, tirés de [74].

1.4.1.1 Filtrage H., nominal

Nous considérons ainsi un systeme LTI stable décrit par le modele d’espace d’état
suivant

&(t) = Az(t) + Bw(t)
y(t) = Cz(t) + Dw(t) (1.38)
2(t) = Lx(t) + Ew(t)

ou z(t) € R™ est le vecteur d’état, y(t) € R™ est la sortie mesurée, z(t) € R™ est le signal
a estimer, w(t) € R™ est une perturbation a énergie bornée.

Le probleme du filtrage H., nominal consiste a déterminer un filtre admettant la réalisa-
tion d’espace d’état suivante

14
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{j:f(t) = Apxy(t) + Bry(t) 2p(0) =0 (1.39)

2(t) = Crps(t) + Dry(t)

avec Ap € RW*"™ Bp € R"*™ (Cp € R"*™ Dp € R"*™ et qui permet de fournir
une estimation z(¢) de z(t) avec une performance garantie au sens de la norme H., (voir
Définition 1.7).

Considérons le signal d’erreur de filtrage e(t) = z(t) — z¢(t) et le vecteur d’état augmenté

T
£ = lx(t)T .I'f(t)T:| . En connectant le filtre (1.39) au systeme (1.38), le systéme d’erreur
de filtrage est donné par le modele d’espace d’état augmenté suivant

(1) = {16(2?) + fé’w(t) (1.40)
e(t) = C&(t) + Dw(t)
A= leC ‘Lﬂ , B= [BfD] : (1.41)
C=[L-DpC —Cp|, D=E-DgD. (1.42)

Le théoreme suivant donne la solution au probleme de synthese du filtre sous contrainte
de performance H.

Théoréme 1.2. (Filtre Ho, nominal [7}]). Considérons le systéme stable (1.38). Etant
donné un scalaire vy, > 0, il existe un filtre (1.39) tel que le systeme d’erreur de filtrage
(1.40) soit asymptotiquement stable et que la fonction de transfert G(s) = C(sI —A) "' B+
D satisfasse ||G||os < Va1, si et seulement les inégalités suivantes

5_ [P P
P= lg Pj -0, (1.43)
X+ XTI Ap+XI 2z, LT-CTDEL
* /IF -+ /I; ZQ —CN’};
) N s <0, (1.44)
* * * -1

sont faisables avec les variables matricielles réelles Py, Py, Ap, B, Cr et Cp ot :
X, =P A+ BpC, X,=P,A+ BpC, (1.45)

7y = P,B+ BpD, Z,=P,B+ BpD. (1.46)

De plus, si ces conditions sont réalisables, une réalisation admissible de [’espace d’état du
filtre (1.39) est donnée par :

[ Ar Brp ] _ [ pz_jAF P2_~1BF (1.47)

Cr Dp Cr Dp
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Démonstration. ([74]). Considérons une matrice de Lyapunov P divisée en quatre blocs
sous la forme suivante

P P
P= [PQT PJ = 0, (1.48)
ou P, P, P € R"™™ et ou P, est une matrice non singuliere. Considérons ensuite les
matrices
1 0
J. = diag{Jo, I.,,, I.. }, (1.50)

ainsi que les changements de variables suivants :

Ap Br| _ [PArP; P P2Br (1.51)
Cr Dp CFP3’1P2T Dr |’ :
PRl .. P, PP PT
[152 PJ =Jo o = [P2P31P2T PP Pr | (1.52)
On obtient alors les matrices suivantes :
v X, A
T . 1 Ar
. [P.B+ BgD
T _ |1 DF
Jo PB = [PQB + BFD] ’

CJo=|L—DrC —Cp|.
En notant les équations données ci-dessus, il s’ensuit facilement que :

PA+ATP PB (T Xi+X{ Ap+X]  zn L"-C'Dj

* Ap + AL 7 —C7T,
JcT B'P _%Etoof DT\ J. = « F* F . 22 I ET_DFTDT .
C D -1 Hoo F
* * * -1

Les Egs. (1.43) et (1.44) sont alors déduites du lemme réel borné [24]. A partir des défi-
nitions suivantes

Ap Bp| _[Py' 0] [ Ar Br | [BZTP 0 (1.54)
Cr Dp 0 I|| Cr Dp 0 I’ '
p P
_ T | )
P=J lPQ PJ g (1.55)
les conditions (1.43)-(1.44) peuvent s’écrire :
PA+ ATP PB CT
JI'l BT™P  —3 I DT|J. <0. (1.56)

C D —1

Puisque J. est non singuliere, le Théoreme 1.2 donne une condition nécessaire et suffi-
sante de l'existence d’un filtre avec un niveau de performance H., de réalisation d’état
(AF,BF,CF,DF) donnée par (154) [ |
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1.4.1.2 Filtrage £, a parametres variant dans le temps

Pour les systemes LPV, les conditions de synthese exposées sont exprimées en utilisant
des LMIs dépendantes du parameétre, en incorporant des matrices auxiliaires (appelées
"slacks matrices” en anglais), telles que décrites dans [2].

Considérons un systeme LPV quadratiquement stable décrit par le modele d’espace d’état

suivant

@(t) = A(0(t))x(t) + B(O(t))w(t)

y(t) = C(0(1))x(t) + D(O(t))w(t) (1.57)

2(t) = L(0(t))x(t) + E(0(t))w(t)
ou z(t) € R™ est le vecteur d’état, y(t) € R™ est la sortie mesurée, z(t) € R™ est le
signal & estimer, w(t) € R™ est une perturbation a énergie bornée. Dans la suite de cette
section, la dépendance temporelle de 6(t) sera omise chaque fois que possible pour alléger
la notation. A(0), B(#),C(0), D(6), L(#) et E(#) sont des matrices réelles de dimensions
appropriées. On suppose que

M(6) = (A(8), B(6),C(6), D(6), L(0)) € M, (1.58)
appartient a un polytope M donné décrit par

= {M(0) Ze M, 6€6Y, (1.59)

avec M; := (A;, B;, C;, D;, L;) désignant les sommets du polytope, et © désignant le sim-

plexe unitaire :
S

O = {(917927 e 795) : Zez = 1701 > O} (160)

=1

Le probleme du filtrage £, a parametres dépendant dans le temps consiste a déterminer
un filtre admettant la réalisation d’espace d’état suivante

te(t) = Ap(0 t Br(0)y(t
zp(t) = Cr(0)zs(t) + Drp(0)y(t)

ou les matrices Ar(0) € R**™ Bp(f) € R <™ Cr(0) € R**" Dp(f) € R™*™ sont a

déterminer et qui permet de fournir une estimation z¢(t) de z(¢) avec une performance de

gain L.

Considérons a nouveau le signal d’erreur de filtrage e(t) = z(t) — z¢(t) et le vecteur

T
d’état augmenté & = [lx(t)T xf(t)T} . En connectant le filtre (1.61) au systéme (1.57), le
systeme d’erreur de filtrage est donné par le modele d’espace d’état augmenté suivant

{5‘@) — A®)%() + BOw) (162)
e(t) = CO)(E) + DO (?)

. AB)  Ap(0) y B(0)
A”):[BF(@O(@) 0 ] B6) = [BF<9>D<9>1’
C(0) = [L(6) — Dr(0)C(6) —Cp(0)|,  D(6) = E(6) — Dp(6)D(6).  (1.63)
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Pour rappel, le critere de performance de gain Lo, également connue sous le nom de per-
formance H,, quadratique, est donné ici.

Théoréme 1.3. (Performance gain Ly [8, 7]). Le systéme LPV (1.62) possede une perfor-
mance de gain Ly, notér,, si et seulement si, il existe une matrice P € R™" P = PT =0
vérifiant le nombre infini dinégalités suivantes

PAB)+ AB)TP PB) C6)T
B(9)TP el DO | <0, (1.64)

v

C(9) D(0)  —ve,1
pour toutes les trajectoires possibles du vecteur de parameétres 6 € ©.

Lemme 1.4. ([161]). Soient I, I" et X des matrices de dimensions appropriées. Alors, les
deuxr énoncés sutvants sont équivalents :

(i)
= 1r[z 1 =0, (1.65)
(ii) Il existe une matrice R, telle que :
S+l -1 R+ RT[I ~1"] >0, (1.66)

Le théoreme suivant donne la solution au probleme de synthese du filtre sous contrainte
de performance de gain Ls.

Théoréme 1.4. (Filtre Ly a paramétres variant dans le temps [2]). Considérons le systéme
LPV stable (1.57). Le filtre dépendant des paramétres variant dans le temps (1.61) assure
une performance de gain Lo, noté yr,, pour le systéme d’erreur de filtrage (1.62), sl existe
des matrices auziliaires W (0), Z(6), J(0), M(0) de dimensions appropriées et une matrice
symétrique P, telles que les LMIs dépendantes des parametres suivantes sont satisfaites
pour tous les 0 € O :

P= [2 %j =0, (1.67)
0 -—P 0 0 W) —W(O)AO) —W(0)B(H) 0
—P 00 =COT | Z0) —ZO)A0) -ZO)BO) 0| .
0 0 I —D@O)T JO) —JOAOG) —JO)B@H) 0 ‘
0 —CO) —DO) el M) —M(0)A(®) —M(60)B(6) 0
>, T
(1.68)

Démonstration. ([2]). Considérant le Théoreme 1.3, les conditions suffisantes pour que le
systeme d’erreur de filtrage (1.62) possede une performance de gain £, sont les contraintes
d’inégalité (1.64) et P = PT = 0. L’inégalité (1.64) peut étre rééerite comme
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[z 1nfz 1) o (1.69)
ro=[A@) B o . (1.70)

Maintenant, en utilisant le Lemme 1.4, I'inégalité (1.69) est équivalente & 1'existence d’une
matrice R telle que :

S+ [1 -1t R+ RE[1 -1] >0, (1.71)
En considérant la structure générale
Ry=[W(O)T Z6)" JO)T M@O)], (1.72)

I'inégalité (1.71) peut s’écrire comme (1.68). Ainsi, I’équation (1.64) est équivalent a
I’équation (1.68). Ce qui conlut la démonstration. [

Comme le mentionnent les auteurs de [2], la matrice de Lyapunov P n’a aucune relation
de multiplication avec les matrices d’espace d’état et les matrices auxiliaires, de sorte
qu’elle peut étre facilement considérée comme une variable de décision. Les contraintes
obtenues dans le Théoreme 1.4 sont liées a 'utilisation de la fonction quadratique de
Lyapunov V(£) = T PE, pour évaluer la stabilité quadratique avec une performance de
gain Ly de la dynamique du systeme augmenté (1.62). Les matrices Ap(6), Br(0), Cr(0)
et Dp(f) qui varient en fonction des parametres sont présentes de maniere non linéaire
dans les conditions du Théoreme 1.4. Ces conditions elles-mémes posent des contraintes
de dimension infinie qui doivent étre évaluées a tous les points du simplexe, ce qui rend la
résolution difficile, comme expliqué dans la section 1.3.1.2. Différemment & la propriété de
multiconvexité, présenté dans la Définition 1.5, pour aborder cette difficulté, les auteurs
[2] portent leur attention aux matrices polynomiales homogenes de degré arbitraire g.

Définition 1.11. ([23]). Une matrice polynomiale homogene Q(6) de degré g s’écrit géné-
ralement comme

Q) = > 6°Qr, 0" =0705...0%, (1.73)

kek(g)

ot 01052 .. 0% 0 € O, k€ K, avec i € {1,...,s} sont les monémes et Q;, € R*** Vk €
k(g) sont des coefficients a valeur matricielle. Ici, x(g) est ’ensemble de s-uplets obtenus
comme toutes les combinaisons possibles d’entiers non négatifs k;,7 € {1,...,s} tel que
ki+ke+--+ks=g.

L’utilisation des matrices auxiliaires dépendantes des parametres variant dans le temps
va jouer un role crucial dans la linéarisation et dans la réduction du conservatisme du

probleme d’optimisation. On définit donc un polynéme homogene dépendant du parametre
6 pour les matrices auxiliaires W (), Z(0), J(0), M (0) comme

W)= > 0wy, Z(0)= > 6"z,

kek(g) ker(g)
JO)= > 05 g, M@O)= > "M, (1.74)
ker(g) ker(g)
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ott Wy, Z, € Rvna)x(ntng) g0 c RIw)x(ndng) ot M, € R (ndny),

En raison des relations multiplicatives existantes entre les variables auxiliaires et les ma-
trices d’espace d’état du filtre a concevoir, ’application directe du Théoreme 1.4 a la
conception du filtre n’est pas possible. Toutefois, en introduisant une structure spéciale
aux variables auxiliaires dépendantes des parametres, nous pouvons formuler le probleme
de conception dans un cadre LMI. En considérant

Vo= wio| Z0=[Z sl 0
J(0) = [1(6) 0], M(0) = [Mi(6) 0], (1.76)
I'inégalité (1.68) devient une LMI en considérant le changement de variables suivant :
20) Bl _ W) WD) )
Cr(0) Dr(0) Cr(0) Dr(0)

Donc, en imposant ces contraintes et en substituant le changement de variables dans
(1.68), nous avons (ci-apres la dépendance des matrices sur 6 est omise par souci de
brieveté) :

Wi+ Wi W + W ZI — P — Ap
Wy + W W + Wi MW — Py — Ap
7y — P = ATWI —CT"Bp MWy — Py, — ATW] —CT"Br —A"ZI — \;CT"BL — M\ Ap
Zy — Pf — AL MWy — Py — Ap Mo Ap — N AL
J, — B™W{ — DT B}, -B™W}) - DTBL. —BTZI' — \,DTBL
I M, 0 Cr
7l — P — WA — BpC JI' —W\B — BpD MT ]
MW — Pf — WA — BpC ~W,B — BpD 0
—ATZT — 2 A — \CT"BL — \\BpC  ATJI —z,B LT+ CTDL — ATMT
~ZyA — NoBpC — M Ap 7B — M\ ByD oL =0
—JJA— BTzl = \\D"BL I—-B"J — B DTDL — BTMT
~L+ DpC — M A DpD — M B Veo I |
(1.78)

Comme pour les matrices auxiliaires, les auteurs considerent une structure polynomiale ho-
mogene dépendante des parametres pour les matrices de conception Ar(0), Br(6), Cr(0)
et Dp(0), telle que :

Ap(0)= > 0*Ap, DBr(0)= > 0"Bp,
)

kek(g ker(g)
Cr(0)= > 60°Cr, Dr(0)= > 0"Dp,. (1.79)
kex(g) ker(g)

A présent, les variables de décision d’intérét (c’est-a-dire Ap(0), Bp(0), Cr(0) et Dp(6))
dans (1.78), apparaissent linéairement avec les matrices auxiliaires. Dans le cadre de ces
conditions LMIs, puisque la région d’incertitude est convexe (polytope), alors le probleme
d’optimisation qui suit est convexe :

minye,, t.q(1.67) et (1.78). (1.80)
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Ainsi, la réalisation de 'espace d’état du filtre congu peut étre obtenue par :

[AF(Q) BF(Q)] _ le(Q)‘lflp(@) Wa(8) ' Br(6) (1.81)

Crp(6) Dp(6) Cr(9) Dp(9)

La conception d'un filtre H.,, dépendant des parametres ne se limite pas a une seule
approche. Dans la littérature, d’autres travaux [53, 55| ont étendu ces résultats en in-
corporant une fonction de Lyapunov dépendante des parametres 6, tant pour les sys-
temes discrets que continus. Parallelement, l'intégration de matrices auxiliaires a égale-
ment gagné en popularité au cours de ces dernieres décennies. Cependant, afin d’éviter
toute redondance, les détails et les résultats de ces travaux ne sont pas présentés dans le
cadre de ce mémoire. Pour des informations plus approfondies, le lecteur peut se référer
a [23, 41, 50, 62, 69, 85, 118, 141, 152, 153, 190].

1.4.2 Filtrage H; : cas du modele LTI incertain

Bien que le bruit soit également supposé avoir une énergie bornée, a I'instar du cas du
filtrage Hoo, l'objectif du filtrage créte-a-créte (appelé filtrage H;) est différent. Dans cer-
taines situations, I’amplitude maximale d’un signal est préférable a son énergie maximale.
Dans ce contexte, des auteurs ont abordé le probleme de filtrage H; avec des solutions
non récursives sur un horizon fini dans [127, 168]. A partir de 1996, avec I'intérét croissant
pour la technique LMI en théorie du controle, des chercheurs tels que [1, 137] ont com-
mencé a appliquer I'approche LMI pour résoudre les problemes de filtrage créte-a-créte.
Les travaux présentés dans cet état de I'art vont se limiter a ceux proposés par [137].

Considérons un systeme LTI incertain stable décrit par le modele d’espace d’état sui-
vant
i(t) = A(0)z(t) + B(0)w(t)
y(t) = C(0)x(t) + D(0)w(t) (1.82)
2(t) = L(0)z(t) + E@O)w(t)

ou z(t) € R"™ est le vecteur d’état, y(t) € R™ est la sortie mesurée, z(t) € R" est le si-
gnal a estimer, w(t) € R™ est une perturbation a énergie bornée. A(6), B(6),C(0), D(0),
L(#), E(f) sont des matrices réelles de dimensions appropriées et satisfont les hypotheses
d’appartenance & un polytope (1.58)-(1.60).

Le probleme du filtrage créte-a-créte consiste a déterminer un filtre admettant la réalisa-
tion d’espace d’état suivante

zr(0) =0 (1.83)
24(t) = Crag(t) + Drylt) 7
avec Ap € R Bp € RW*™ (Cp € R*=*" Dpr € R"*™ et qui permet de fournir

une estimation z¢(t) de z(¢) avec une performance garantie au sens de la norme #;, (voir
Définition 1.10).

{if(t) = Apas(t) + Bry(t)

Considérons le systéme d’Eqgs. (1.62)-(1.63). Le théoréme suivant donne la solution au
probleme de synthese du filtre sous contrainte de performance H;.
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Théoréme 1.5. (Filtrage créte-a-créte Hy [137]). Considérons le systéme (1.82) et des
scalaires vy, , b, A > 0. Si il existe des matrices symétriques R € R™™ et X € R™™", avec
R > 0 et des matrices M € R"*" 7 € R"™ N € R"*" Dp € R"*™ satisfaisant

e pouri={1,...,s}

[ATX + XA;+ AX 4+ ZC;+ CFZ; ATR+ XA+ ZC; XB; + ZD;
* M+ AR RB, <0,
| * * —ul
(1.84)
[ AX * * *
AR AR * *
=0, 1.85
0 0 (s =) (1.85)

alors, la norme Hy pour Uerreur de filtrage (1.62) est inférieure a vy, . Ainsi, les matrices
du filtre admissible (1.83) sont données par :

Ap=(R—X)'M, Br=(R-X)'Z, Cr=N, Dp=Dyp. (1.86)

Démonstration. ([137]). Supposons qu’il existe des matrices R, X, M, Z et D ainsi qu'un
scalaire 11 satisfaisant les conditions (1.84)-(1.85). A partir de (1.85), on peut conclure
que A(X — R) = 0, ou R = 0, ce qui signifie que I — R7'X est non singulicre. Il est
alors toujours possible de trouver des matrices carrées et non singulieres U et V telles que
I — R'X =UV?T (voir [154]). Introduisons les matrices non singulieres

X I = I R!
et définissons la matrice symétrique suivante :
~ P P
_ -1 _ |11 2
P=JJ = [PzT PS] ) (1.88)
Le produit (1.88) implique donc que :
P=R"' P=U P=-U'XV"H" (1.89)

Multiplier préalablement et postérieurement les LMIs (1.84)-(1.85) par la matrice de trans-
formation diag{I, R~', I}, suivi du changement de variables

Z=MR", Z=NR", (1.90)
et en introduisant les matrices Ar, Br, Cr données par
Ap=VIZ(UN)™Y, Bp=V7'Z Cp=2U""", (1.91)
il devient évident que (1.84) est équivalent a
TA T TAT T 7 TP,
JTA;J + JilZ J+ AT J_MB;Z <0, (1.92)
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et (1.85) est équivalent a :

AT 0 Jrer
% (yy —p)I DT | =0 (1.93)
* * 77'[1[

Pour simplifier, pré et post-multiplions les LMIs (1.92)-(1.93) par diag{(J")™*, I} et
diag{J~!, I}. Selon la Définition 1.10, en tenant compte de (1.88), on peut établir 1'équi-
valence entre les LMIs (1.92)-(1.93) et les LMIs du critere de performance H; présenté
dans [1, 88]). Ensuite, en utilisant (1.91), le transfert entre la mesure y et la sortie estimée
25 est équivalent a :

G(s) = Z(s(VUT) - 2)7'z. (1.94)

En appliquant l'identité UVT = I — RX~! (ou VUT =T — XR™! ) avec le changement
de variables défini en (1.90), les matrices de filtrage présentées dans (1.86) sont ainsi
facilement obtenues. u

Notons que les contraintes (1.84)-(1.85) se transforment en LMIs seulement lorsque la
variable X est fixée a priori. En effet, les solutions de (1.84)-(1.85) dépendent du choix de
A. D’apres [137], il doit étre fait tel que A appartienne a U'intervalle (0, —2 max Re(A(A)))
pour garantir une solution définie positive a I'inégalité AT P + PA + AP < 0 (condition
nécessaire a la faisabilité de la premiere inégalité matricielle du critere de performance
H1, voir [88] pour plus de détails) . Alors pour une valeur de A donnée, la conception
d’un filtre robuste avec une performance garantie en créte-a-créte s’exprime au moyen du
probleme d’optimisation formulé suivant :

minvy,, t.q(1.84) —(1.85), Vi={1,...,s}. (1.95)

Afin de réduire le conservatisme de ’approche quadratique, certains chercheurs ont ex-
ploité l'idée de stabilité dépendante des parametres pour étudier les problemes de fil-
trage de gain L, pour les systemes linéaires polytopiques incertains, comme observé dans
[88, 123]. Dans [87], des conditions de performance de gain L, moins conservatrices ont
été proposées sous forme de LMIs en séparant les termes de produit entre la matrice de
Lyapunov dépendante des parametres et les matrices du filtre en introduisant des variables
matricielles auxiliaires. Cela a permis d’obtenir des filtres créte-a-créte robustes a partir
de la résolution de problemes d’optimisation convexe.

L’intégration d’un critere créte-a-créte dans le contexte de ’estimation par intervalle se
révele pertinente et significative, garantissant ainsi la stabilité et la performance en termes
d’amplitude du signal d’erreur. Contrairement au critere H., il réduit les variations maxi-
males du signal d’erreur, ce qui est crucial dans certaines applications ensemblistes.

La continuité de ce mémoire s’appuie sur les bases posées par N. Ellero [63], qui a déja
établi un état de I'art solide dans le domaine ensembliste. Ce travail sera enrichi en incor-
porant des contributions récentes qui ont été publiées depuis, afin d’élargir et d’affiner les
connaissances dans le domaine de ’estimation par intervalle.
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1.5 Théorie des observateurs intervalles basée sur la pro-
priété de coopérativité

Cette section met 'accent sur les méthodes fondamentales de la théorie des intervalles
et sur la conception d’observateurs associés. Apres avoir passé en revue les concepts de
monotonie et de coopérativité, nous nous penchons en détail sur les étapes de la conception
des observateurs intervalles tel que décrit dans [79]. Les notations et les définitions clés
pour cette approche sont également présentées.

Pour ¢ € {A € R™*" 1 € R"}, les opérateurs e et e~ sont définis par :

I == (|9 +9) = max(9,0), (1.96)

V" == (|9] = 9) = max(—1,0). (1.97)

N~ DN —

Soient deux vecteurs connus x € R", T € R" définissant la notion d’intervalle pour le
vecteur x € R” tels que :

z(t) < z(t) <z(t), Yt >t (1.98)
Le lemme suivant, donné dans [58], permet d’encadrer le produit d’une matrice A € R™*"
par un vecteur z € R".
Lemme 1.5 (Lemme 2 dans [58]). Soit x € R" tel que x <z < T, ot z,T € R".
1. Pour une matrice A € R™*"™ l’encadrement du produit Az est donné par :
ATe — A 7 < Ax < A2 — Az, (1.99)

2. Pour une matrice A(f) € R™" telle que A < A(f) < A, V0 € © ot A, A € R™*",
I’encadrement du produit Ax est donné par :

A'z* < AB)r < Az, (1.100)

ot
r* = T+T T_T ZL’+T Q_T:|T, A* _ [_A_ Z_ A+ _Z—&—}} X* _ {Z+ _A+ _Z— A_}
1.5.1 Systemes monotones

S’appuyant sur les principes de la théorie des équations différentielles ordinaires, les
systemes monotones se distinguent comme une catégorie spécifique de systemes, ou les
solutions conservent, dans un domaine de validité donné, une relation d’ordre déterminée
par les conditions initiales [6, 93, 164, 165].

Soit le systeme décrit par
@(t) = f(x(t)), (1.101)

alors le systeme (1.101) est dit monotone [93] si
zo(to) < zp(to) = xa(t) < mp(t), VE > to, (1.102)
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ol x4(t) et xp(t) sont deux trajectoires, solutions du systeme (1.101), partant des condi-
tions initiales respectivement données par x,(to) et xy(to).

La préservation de la relation d’ordre établie par les conditions initiales s’avere étre une
propriété importante au sein de la théorie des systemes monotones. Cette propriété est
utilisée dans la méthodologie de conception d’observateurs par intervalles, ou elle est ex-
ploitée pour la construction d’enveloppe garantie d’appartenance de I’état du systeme au
cours du temps. Il est important de souligner que la théorie des observateurs intervalles
se fonde sur une sous-catégorie particuliere des systemes monotones, dénommeée systemes
coopératifs.

En considérant le systeme (1.101) réécrit sous la forme :

i(t) = fi(za(t), -+ wn(t), i €{1,--- ,n}. (1.103)
ofi .
Un systeme (1.103) est dit coopératif si les dérivées partielles 8f vérifient :
Lj
Ofi S
>0, Vi#j, i,j€{l,-- ,n}. (1.104)
8xj
Dans le cadre particulier des systemes linéaires, soit
(L’(t) = Ax(t), reR" A= [aij] S Rnxn) (1105)

la propriété de coopérativité est garantie si et seulement si a;; > 0, V @ # j, 4, €
{1,---,n}, c’est a dire si et seulement si la matrice A est Metzler.

Définition 1.12. Une matrice carrée A = [a;;] € R™*" est dite Metzler si et seulement si
aij >0,V i#j.
Définissons les erreurs supérieure et inférieure suivantes :
e (t) =x(t) —x(t), e.(t)=a(t)—z(t). (1.106)
L’inégalité (1.98) est alors vérifiée si et seulement si
e, (t) >0 ete,(t) >0, Vt > to, (1.107)

ce qui est vrai si et seulement si les dynamiques des erreurs inférieure e, (t) et supérieure
e.(t) sont monotones et les conditions initiales vérifient z(ty) < x(ty) < T(ty), puisqu’elles
impliquent e (tg) > 0, €,(ty) > 0.

Le principe des observateurs intervalles repose sur ce raisonnement et consiste a construire
des bornes supérieure Z(t) et inférieure z(t) de I’état x du systéme étudié, en assurant que
les erreurs inférieure e, (t) et supérieure €, (t) satisfont la relation (1.107).

Généralement, les dynamiques des erreurs e,, €, dépendent d’entrées exogenes. La vérifi-
cation des contraintes (1.107) est alors basée sur le Théoréme 1.6.

Théoréme 1.6. ([16/]). Soit le systéme linéaire perturbé décrit par
é(t) = Ae(t) + w(t), (1.108)

ou e € R", A € R™™ est une matrice Metzler et ou w : R — R" est une entrée de
perturbation. Si e(ty) > 0 et w(t) > 0, Vt >ty alors e(t) > 0, Vt > 1.

Les travaux présentés dans les Chapitres 2 a 3, se baseront sur ce principe de coopérativité.
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1.5.2 Application a la conception d’observateurs intervalles

Les prémices de la conception des observateurs intervalles ont été posées historique-
ment par [79, 150] pour assurer 'estimation garantie des variables non mesurables dans une
catégorie de systemes biologiques incertains. Afin d’exposer le concept de création d’ob-
servateurs intervalles, nous rappelons ici les travaux fondateurs présentés dans [79, 150].

1.5.2.1 Formulation du probleme
Soit la classe des systemes linéaires a injection de sortie décrite par

#(t) = Ax(t) + ¢(t,y(t))
{y(t) _ Calt) (1.109)

oux € R, y € R™ représentent respectivement les vecteurs d’état et de sortie du systeme.
Les matrices sont définies telles que A € R™*", C' € R™*" et la fonction ¢ : R+l — R,

L’étude se place sous les hypotheses suivantes :
Hypothese 1.1. La paire (A,C) est détectable.

Hypotheése 1.2. Il existe une matrice L € R"*™ telle que la matrice A — LC' soit Metzler
(L est donc le gain de 'observateur intervalle).

Hypothese 1.3. Il existe deux fonctions connues ¢ : Rw*l 5 R* % : Rt — R telles
que :
e(t,y(t) < wl(tyt) <2t y()), V (t.y) € [to, 00) x R™. (1.110)

1.5.2.2 Structure de ’observateur intervalle

L’estimation garantie des bornes supérieures et inférieures, respectivement, 7, x € R"
de 'état x du systeme (1.109) est réalisée a 1'aide d’'un observateur intervalle constitué
de deux systemes dynamiques analogues a la structure de 'observateur de Luenberger,
formulée de la maniere suivante :

(t) = Az(t) + ¢(t,y(1)) + L(y(t) — Cx(t)) (1.111)

1.5.2.3 Conditions d’existence de ’encadrement

En définissant 1’erreur d’observation supérieure comme €,(t) = Z(t) — x(t) et I'erreur
d’observation inférieure comme e, (t) = z(t) —z(t), I'état  du systéme (1.109) est garantie
d’étre estimé dans U'intervalle [@(t),f(t)] pour tout t > t, si et seulement si la condition
(1.107) est satisfaite.

En effet, considérons les dynamiques de €,, e,, c’est a dire :

(t) +2(t, y(t) — (L, y(t)), (1.112)

e.(t) = (A - LC)
' () + ot y(t) — ot yd)). (1.113)

[
Cq
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En appliquant le Théoreme 1.6 a chacune de ces équations alors, sous les Hypotheses
1.2 et 1.3 et sous les conditions initiales x(tg) < z(tg) < Z(to), les propriétés données
par I’équation (1.107) sont vérifiées, garantissant ainsi que le systeme (1.111) est bien un
observateur intervalle.

1.5.2.4 Stabilité de I’observateur et majorant de ’enveloppe

Intéressons nous maintenant aux conditions de stabilité de 1'observateur (1.111). Soit
la dynamique de 'erreur totale e(t) = €,(t) + e, (t) définie par :
(1) = (A = LC) e(t) + 3(t, y(8)) — 9lt,y(1)). (1.114)

En supposant qu’il existe un gain L tel que que la matrice A — LC soit simultanément
Hurwitz et Metzler et qu’il existe un vecteur v € R} tel que

0 <3t yt) —ety®) <v, ¥ (ty) € [to,o0) x R™,

alors la dynamique de l’enveloppe totale e(t) est stable. De plus, e(t) converge asympto-
tiquement vers une valeur inférieure & e, = —(A4 — LC) " 'v.

Dans cette approche, on pourra noter que :

(i) il est nécessaire de déterminer un gain L tel que la matrice A—LC soit simultanément
Hurwitz et Metzler. Dans certains cas, cette condition est impossible a satisfaire,
ce qui limite considérablement 1’approche proposée. Prenons comme exemple le cas

suivant
|1 =05 - L
A_b _J,C_P q,L_LJ,
alors :
_|h+1 =05
il

Il est alors évident qu’il n’existe aucune valeur de [1,ls € R qui conduirait a une
matrice A — LC' Metzler.

(ii) Dobservateur intervalle (1.111) est soumis a une mesure de conservatisme qui est
directement liée a l'enveloppe e(t) = T — z. Dans la littérature, un intérét croissant
est observé pour la réduction de ce conservatisme. Au départ, la minimisation de
I'impact des perturbations et des incertitudes de modélisation sur la taille de cette
enveloppe e(t) = T — z (selon un critére donné) n’était pas évidente. Les premiers
travaux [121, 122] dans ce domaine se sont généralement concentrés sur des ajus-
tements itératifs a posteriori de la synthese du gain L. Cependant, cette approche,
largement contrainte par I'obtention conjointe des propriétés de stabilité et de mono-
tonie, a souvent conduit a des performances sous optimales. De plus, il est important
de noter que les fonctions majorantes @ et ¢ ont une influence directe sur la taille de
I’enveloppe T — x. Un choix judicieux de ces fonctions est donc crucial pour atténuer
I'impact du conservatisme inhérent a la méthodologie de synthese associée.

Plusieurs auteurs ont cherché a apporter des solutions a ces défis. Nous allons maintenant
présenter brievement quelques-unes de ces approches pour les classes de systemes LTI
et LPV. Cependant, la classe des systemes LTV ne sera pas traitée ici; pour une revue
concise, le lecteur pourra se référer a [63].
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1.6 Observateurs intervalles pour les systemes LTI

La coopérativité des erreurs d’observation est une contrainte forte de la théorie des
observateurs intervalles. La principale restriction est liée a la détermination d’une matrice
L telle que la matrice A — LC soit simultanément Hurwitz et Metzler. Dans le cas général,
une méthodologie de synthese générique pour obtenir ces propriétés n’existe pas. Toute-
fois, des travaux récents ont permis de relaxer cette contrainte pour les systemes LTI en
utilisant :

(i) une transformation en systeme positif [32, 33],
(ii) un changement de coordonnées invariant dans le temps [147],
(iii) un changement de coordonnées variant dans le temps [45, 49, 120, 121].

Nous proposons dans un premier temps d’expliciter ces approches. Nous aborderons en-
suite le cas des approches qui présentent une méthode permettant de garantir les condi-
tions d’existence des observateurs intervalles et d’imposer des contraintes de performance
au sens d'une norme H., et d'une norme H; [4, 179].

1.6.1 Approche par transformation en systéeme positif
1.6.1.1 Préliminaires

Commencons par rappeler les définitions et les lemmes importants.

Définition 1.13 (Représentation Positive, Définition 3 dans [33]). La représentation posi-
tive d’un vecteur z € R™ est un vecteur X € R3" tel que :

r=A,X avec A, = [In —In} . (1.115)

La représentation min-positive d'un vecteur x € R™ est un vecteur positif 7(z) € Ri"
défini par :
2+

m(z) = l ) (1.116)

T

La représentation min-positive d’une matrice M € R™*™ est une matrice positive M €
R définie par :

—~ Mt M-~
M = [M‘ M*] (1.117)
D’apres la Définition 1.13, nous pouvons vérifier que
r = Aym(z), AgM = MA,, Mz = A, Mn(z), (1.118)

pour tout vecteur x € R" et toute matrice M € R™*™.

. T
De plus, en considérant la matrice [,, = {]n In} alors, pour un vecteur v € R}, le vecteur

7T(a:)+fnv est une représentation positive du vecteur x € R™. En effet, x = A, (7T(.’I?) + fnv)

étant donné que Anfn = Opxen-
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Définition 1.14. La représentation Metzler [M] € R?"*?" d’une matrice M € R™ " est
définie par
+ J—
dM + (M — d™) (M —d™)
= — + 1>
(M —a) dM 4+ (M — d)

ot dM correspond & une matrice (diagonale) qui posséde la méme diagonale que la matrice
M et 0 pour tous les autres éléments.

[M] (1.119)

La matrice [M] possede les mémes propriétés que la représentation positive, notamment :
A [M] = MA, et Mx = A,[M]r(x).

La représentation min-positive des vecteurs ne préserve pas les inégalités puisque pour
deux vecteurs x1,xs € R™, I'inégalité x; < xo n’implique pas l'inégalité m(x;) < m(x2).
Cette propriété a motivé la définition de nouveaux opérateurs.

Définition 1.15. Pour des vecteurs a,z € R", on définit 'opérateur ¢,(z) suivant

$a(z) = [x +_a_] : (1.120)

a

Le lemme suivant est alors immédiat, voir [33] :

Lemme 1.6 (Lemme 3 dans [33]). La fonction ¢.(x) définie dans (1.120) satisfait la rela-
tion :

Appo(z) =z, Yo € R". (1.121)
Pour trois vecteurs a,b,x € R™ tels que a < x < b alors :
$a(a) < ¢u(7) < ¢a(b). (1.122)

Nous terminons ce paragraphe en présentant deux lemmes sur les valeurs propres de la
représentation Metzler d’une matrice A.

Lemme 1.7 (Lemme 7 dans [33]). Le spectre de la représentation Metzler d’une matrice
A eR™" est:
M[A]) = A(A) UA (d* +]A - d"]). (1.123)

Lemme 1.8 (Lemme 8 dans [33]). Soit S C C_ définie par
S={z€C : R(2)+|Zn(2)| <0}, (1.124)

ot Re(z) et I,,(2) désignent respectivement les parties réelle et imaginaire du complexe
z. Si une matrice A est dans sa forme de Jordan réelle, alors sa représentation Metzler
[A] est Hurwitz si et seulement si A\(A) € S.

1.6.1.2 Formulation du probleme

Soit le systeme décrit par
= Cx(t) +v™(t) (1.125)

29



CHAPITRE 1. THEORIE DE L’ESTIMATION DES SYSTEMES LPV

ou z,v* € R", u € RP et y,v™ € R™ représentent respectivement les vecteurs d’état,
de bruits d’état, d’entrées, de sorties et de bruits de mesure du systeme. Les vecteurs
u et v® sont continus par morceaux pour garantir l'existence de la solution z(t) sur
[0,00). On suppose que v*(t) et v™(t) sont bornés en amplitude, i.e. qu'il existe des
bornes connues v*(t),v3(t) € R™ et v (t),v™(t) € R™ telles que v*(t) € [vj(t),?(t)} et
v (t) € {ﬂ(t),ﬁ(t)} On suppose également que 1’état initial x(0) est borné en ampli-
tude, c’est a dire il existe deux bornes connues g et Zg telles que zg < z¢ < Tp.

L’objectif est de construire un observateur intervalle qui estime des bornes supérieure T
et inférieure x de I'état x du systeme (1.125), c’est a dire z(t) < x(t) < T(t), Vt > to.
1.6.1.3 Conception de ’observateur intervalle

La solution au probleme est donnée par le Théoreme 1.7.

Théoréme 1.7 (Théoreme 11 dans [33]). Soient le systeme (1.125), une matrice K € R"*™
telle que [Ak| est Hurwitz ot Ax = A — KC et des bornes connues w(t), w(t) € R™ pour
le vecteur des perturbations w(t) = v*(t) — Kv™(t) alors le systéme

Z(t) = [AK)Z(t) + Br(u(t)) + K7 (y(1)) + ¢u(w(t))

Z(t) = [A)Z(t) + Br(u(t)) + K7 (y(1)) + ¢u(w(t))

T(t) = |1, Opxn| Z2(t) = |Opxn In| Z(t) (1.126)
z(t) = I, Onun| Z(t) = |Onxn I.| Z(1)

Z(0) = ¢uy(20), Z(0) = by (T0)

est un observateur intervalle pour le systeme (1.125).

Démonstration. La démonstration de ce théoreme est donnée dans [33]. Nous la rappelons
ici brievement.

, AT
Etant donné que la matrice [Ag] est Hurwitz par hypothese, alors Z(t) = [Z Ot Z (t)T}

est uniformément borné si les vecteurs u, y, w et w sont uniformément bornés.

La premiere étape de la démonstration consiste a utiliser I'égalité z(t) = A,((t) et a
vérifier que I'égalité @(t) = A,((t) est vraie avec :

(1.127)

En développant A, ((t), nous obtenons :

AnC(t) = An[AKIC(E) + AnBr(u(t)) + Ap K7 (y(t)) + Andhus(w(?))
= A A ((t) + BAm(u(t)) + KA,m(y(t)) + w(t)
= Aga(t) + Bu(t) + Ky(t) + w(t)
= (A= KC)z(t) + Bu(t) + Ky(t) + v*(t) — Kv™(t)
= Ax(t) + Bu(t) + v°(t) + Ky(t) — K (Cx(t) +v™(1))
= Ax(t) + Bu(t) + v*(t)
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Etant donné que la matrice [Ak] est Hurwitz et Metzler, que les conditions initiales
vérifient 'inégalité Z(0) < ¢(0) < Z(0) et que encadrement ¢, (w(t)) < ¢y (w(t)) <
Gu(W(t)) est vérifié d’apres le Lemme 1.6, il vient d’apres le Théoreme 1.6 :

2(t) < ¢(t) < Z(t), ¥t > 0. (1.134)
En appliquant le Lemme 1.5 sur la relation z(t) = A,{(t), nous obtenons alors :

z(t) < z(t) <z(t). (1.135)

[

Dans cette approche, la principale difficulté réside dans la synthese du gain K qui rend
la matrice [A — KC] Hurwitz. Il est montré dans [33] que ce probleme peut étre résolu
en utilisant le Lemme 1.8 et la représentation de Jordan positive des matrices. Le lecteur
intéressé pourra se référer a [33] pour de plus amples détails.

1.6.2 Approche par changement de base d’état
1.6.2.1 Formulation du probléeme

Soit le systeme décrit par

{a‘c(t) = Ax(t) + w(t) (1.136)

our € R" et y € R™ sont respectivement les vecteurs d’état et de sortie du systeme.
w € R" représente le vecteur de perturbations tel que w(t) € {w(t),@(t)] ou les vecteurs

w,w € R™ sont a priori connus. Les matrices sont définies par A € R™*"™, C' € R™*™,

Dans les approches basées sur un changement de base d’état, on peut distinguer deux
cas :

e le cas ou le changement ne dépend pas du temps,

e le cas ol le changement dépend du temps.

1.6.2.2 Approche par changement de base d’état invariant dans le temps

La premiere approche repose sur un changement de coordonnées (non singulier) P €
R™ ™ tel que r(t) = Pz(t). Ainsi, le modele d’état (1.136) s’écrit :

{f,(t) = PAP~'r(t) + Pw(t) (1.137)

y(t) = CP1r(t)

La démarche consiste alors a estimer une borne supérieure 7(t) et inférieure r(¢) de 1'état
dans cette nouvelle base, en utilisant un observateur intervalle défini tel que

(1) (1.138)
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ot ¢(t) = PTw(t) — P~w(t) et ¢(t) = PTw(t) — P~w(t).

Les dynamiques des erreurs d’observation e,(t) = 7(t) — r(t) et e.(t) = r(t) — r(t) sont
alors données par

&) = P(A— LO) P&, (1)

£) + B(t) — B(t) (1.139)
&,(t) = P(A~ LO) P7'e,(1)

(1),
t)—o(t), (1.140)
ou ¢(t) = Pw(t). L’application du Lemme 1.5 sur Pw(t) garantie que I'inégalité ¢(t) <

B(t) < ¢(t) est toujours vraie. Sous la contrainte d’un gain L € R™™ et d’une matrice
de changement de base P € R™*" telles que la matrice P (A — LC') P! soit Hurwitz et
Metzler, et sous les conditions initiales r(ty) < r(ty) < T(to), alors il vient, d’apres le
Théoreme 1.6, que les erreurs d’observation vérifient €,.(t) > 0 et e.(t) > 0 pour tout
t > to. Ainsi, I'état r du systéme (1.137) appartient a Uintervalle {f(t),?(t)}, Vit >t
Finalement, I'application du Lemme 1.5 sur le changement de base z(t) = P~'r(t) permet
de déduire un encadrement dans la base d’origine = du systeme (1.136)

+ o
+ ¢(

z(t) < z(t) < z(t), (1.141)
ot x(t) = M*tr(t) — M—7(t) et T(t) = MT7(t) — M~r(t) avec M = P~

Contrairement a I'approche présentée dans la partie 1.5.2, la démarche repose maintenant
sur le choix approprié du changement de base (invariant dans le temps) P et du gain L
tels que les erreurs d’observation soient stables et coopératives.

1.6.2.2.1 Solution par placement de poles et diagonalisation

Nous présentons dans ce paragraphe une méthode simple, basée sur 1'utilisation des
techniques de placement de poles qui permet de déterminer les matrices L et P.

En supposant que la paire (A, C) est observable, il existe alors un gain L tel que la
matrice A — LC soit diagonalisable et Hurwitz avec des poles réels. Par conséquent, il
existe une transformation de coordonnées P qui diagonalise la matrice A — LC dans la
nouvelle base. Une matrice diagonale satisfaisant les propriétés d’une matrice Metzler, il
vient que la matrice P (A — LC) P~! est Hurwitz et Metzler.

L’hypothese d’observabilité de la paire (A, C') peut étre relaxée en considérant qu’elle est
détectable et que la matrice A — LC' conserve les mémes contraintes que celles précédem-
ment données. Cette approche, bien que tres simple, s’avere restrictive, puisque le cas des
poles complexes conjugués n’est pas traité. Les approches suivantes permettent de palier
ce probleme.

1.6.2.2.2 Solution par résolution d’une équation de Sylvester

Les travaux présentés dans [147] proposent une méthode moins restrictive que celle par
placement de poles et diagonalisation. Nous rappelons ici les étapes clés de cette approche.

La matrice P étant non singuliere alors I’égalité matricielle N = P (A — LC) P! est
équivalente a la forme :

PA—NP=QC, Q=PL. (1.142)
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En fixant la matrice @) et en choisissant N Hurwitz et Metzler, alors 1’équation (1.142)
est une équation de Sylvester dont 'inconnue a déterminer est la matrice P. Lorsque les
matrices A et N ne partagent aucune valeur propre, alors la solution est unique pour tout
Q. La solution d'une équation de Sylvester peut étre obtenue en utilisant, par exemple,
les travaux de [18, 78].

Le lemme suivant donne la solution au probleme dans le cas contraire (non unicité de
la solution P).

Lemme 1.9 (Lemme 1 dans [147]). Soient une matrice A— LC' et une matrice Metzler N
ayant les mémes valeurs propres pour une matrice donnée L. S’il existe deux vecteurs vy
et vy tels que les paires (A — LC,vy) et (N,vq) sont observables alors

P=0;'0, et Q= PL,
satisfont 'équation de Sylvester (1.142) avec :

U1 V2

0, = , Oy = (1.143)

U2Nn71

U1 (A - LO)nil

Démonstration. Etant donné que les paires (A — LC,v1) et (N, v,) sont observables alors
les matrices O; et Oy sont non singulieres. De plus, les transformations O; et Oy trans-
forment les matrices A — LC' et N sous leurs formes canoniques observables. On a alors :

O1(A—LC)OT! = O,NOZ . (1.144)

En remplagant la matrice N par son expression P (A — LC) P~! alors, par identification,
nous obtenons I'égalité P = Oy '0;. |

1.6.2.2.3 Résolution par optimisation non lisse

Les approches précédentes donnent un moyen de déterminer les matrices L et P de
I'observateur intervalle (1.138), mais malheureusement, aucune contrainte de performance
n’est formulée dans la procédure de synthese. Pour palier ce probleme, les auteurs des pu-
blications [35, 36] proposent de formuler le probleme, comme un probleme d’optimisation
non lisse. L’idée consiste a déterminer conjointement les matrices P et L, tout en satisfai-
sant un critere de performance relatif a la largeur de 'intervalle, au sens des normes H,
ou Hs. Nous proposons ici d’expliciter le principe de cette approche.

Considérons la proposition suivante :

Proposition 1.1 (Proposition 1 dans [36]). Soit la paire (A, C') détectable et deux matrices
P e RY™™ L € R"™™ telles que :

mi;(P, L) = [P (A - LC) P*l}ij (1.145)
Si le systeme décrit par

ia(t) = (A - LC) :Ea(t) (1 146)

i35 (t) = —my (P, L)y (1), i # j '

est stable pour des matrices P et L alors P (A — LC) P! est Hurwitz et Metzler.
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La Proposition 1.1 transforme le probleme initial en un probleme de stabilisation de
systemes autonomes dont la matrice d’état est donnée par —m;;(P, L) € R. Cette refor-
mulation du probleme peut étre couplée avec des contraintes de performance telles que
minimiser 'influence des perturbations sur les erreurs d’observation €, (t) et e, (), au sens
des normes Hy ou H. Le probleme se formule alors ainsi :

Probleme 1.1 (Probleme 4.1 dans [35]). Soit une collection de systémes LTI dépendant de
paramétres réglable p € Z et de vecteurs w;, z; € R™* i€ {1,--+ n,+mp}, na, ny € Ry
représentant les vecteurs d’entrée et de sortie de synthese. Le probleme consiste a trouver
p € = tel que

min  max  |[Gu,—zl2/00, (1.147)
pe=i={1, na}

sous les contraintes |G,z |l2/00 < 1, j = {1,--+ ,np}.

Les fonctions fy(w) = ||Guw,—z |k, k = 2,00 étant des fonctions non-lisses, les techniques

d’optimisation non-lisse proposées dans [9, 10, 30] sont utilisables afin de résoudre le
probleme. Le lecteur pourra se référer a ’Annexe A pour la définition mathématique de
ces normes matricielles.

1.6.2.3 Approche par changement de coordonnées variant dans le temps

Les approches précédentes sont basées sur 1'utilisation d’un changement de base sta-
tionnaire (c’est a dire P est invariant dans le temps), ce qui peut limiter 'existence de
solutions dans certains cas. Pour relaxer cette contrainte, I’idée consiste a utiliser un chan-
gement de base (non singulier) variant dans le temps P(t) € R"*" tel que r(t) = P(t)z(t).
L’équation (1.136) s’écrit alors sous la forme :

{7’"(75) = (PWAP®)™" + P(t)P(1)™") r(t) + P(t)w(t) (1.148)

y(t) = CP(t) (1)

La démarche est alors tres similaire au cas précédent, puisqu’elle repose sur I'observateur
intervalle donné par

Les dynamiques des erreurs d’observation €,(t) = 7(t) — r(t) et e.(t) = r(t) — r(t) sont
alors données par

(e (t) + o(t) — (t), (1.150)
o(t) — (1), (1.151)

ol R(t) = P(t) (A — LC) P(t)~' + P(t)P(t)~! et ¢(t) = P(t)w(t).

L’application du Lemme 1.5 sur P(t)w(t) garantie que I'inégalité ¢(t) < ¢(t) < o(t) est
toujours vraie. Sous la contrainte d'un gain L € R™*™ et d’un changement de base P(t) €
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R™" tels que la matrice P(t) (A — LC)P(t)~* + P(t)P(t)~" soit Hurwitz et Metzler, et
sous les conditions initiales r(ty) < r(tg) < (to) s’ensuit, d’apres le Théoreme 1.6, que
les erreurs d’observation vérifient e, (t) > 0 et e,.(t) > 0, Vt > ;. Ainsi, I'état r du systeme

t),7(t)|,
(

?
t) permet de déduire un encadrement dans la base

—

(1.148) appartient a l'intervalle [ ( vVt > to. L’application du Lemme 1.5 sur le

changement de base z(t) = P(t)"'r
d’origine x du systeme (1.136)
x(t) < a(t) < 7(2), (1.152)

ot z(t) = M(£)*r(t) — M(t)"7(t) et T(t) = M(£)*i(t) — M(t)"r(t) avec M(t) = P(t)~".

La difficulté réside ici dans la détermination du changement de base P(t). La solution pro-
posée dans [120, 121] permet de résoudre ce probleme. Elle repose sur la détermination de
P(t) telle que la matrice X soit Hurwitz, Metzler et invariante dans le temps. La procédure
de transformation est basée sur le fait que toute matrice réelle peut étre transformée sous
la forme canonique de Jordan. Cette procédure est présentée dans le théoreme suivant.

Théoréme 1.8 (Théoreme 2 dans [121]). Soit le systéme décrit par
(t) = (A — LC) x(t), (1.153)
ot le vecteur x € R et la matrice (A — LC') € R™™ est constante et Hurwitz.

Il existe alors un changement de base variant dans le temps r(t) = P(t)x(t) ou P est
une fonction matricielle dont les éléments sont de classe C™ et bornés en norme L.,
transformant le systéme (1.153) en un systéme LTI coopératif et exponentiellement stable.

Démonstration. La détermination de la matrice P est organisée en trois étapes. La pre-
miere étape consiste a transformer la matrice A — LC dans sa forme canonique de Jordan.
Pour cela, un simple changement de base stationnaire P est utilisé. Le systeme (1.153)
s’écrit alors

¢ = J¢, (1.154)
ol
J 0 - 0
J=0 € R™,
T ()
0 --- 0 J,
tel que les matrices J;, ¢ € {1,--- , s} sont partitionnées en deux groupes. Les r premiéres

matrices J; sont associées aux r valeurs propres réelles de A — LC' de multiplicité n;, les
autres matrices sont associées aux valeurs propres complexes de A — LC' de multiplicité
m;, c’est a dire :

e pouri € {1, ---,r} alors
—u; 1 0
Ji = (_) THe T g R (1.155)
: e 1
0 - 0 —pu

ou les p; sont des nombres réels positifs.
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e pouri € {r+1,---,s} alors

—A, I, 0 0

0 —A :
J; = : ... o0 |e R2miX2mi guec A, = l—/‘ii Wi c R2x27
—Wi Tk

. . . IQ

0 - - 0 —A]

(1.156)

ol les k; sont des nombres réels positifs et les w; sont des nombres réels non nuls.

Notons ici que les éléments p; et x; sont des nombres réels positifs. Il s’agit d’une consé-
quence directe du fait que la matrice A— LC' du systeme (1.153) est Hurwitz. Par ailleurs

lorsque la matrice A — LC' possede uniquement des valeurs propres réelles (n = Z n;)

alors le changement de coordonnées LTI décrit par la transformation ( = Px transforme
le systeme (1.153) en un systeme coopératif. Cependant, cette transformation n’est pas
suffisante en présence de valeurs propres complexes puisque les termes —w; sont présents
hors de la diagonale. De maniére générale, il est démontré dans [120] qu’il n’existe pas
de changement de coordonnées invariant dans le temps qui transforme le systeme (1.154)
en un systeme coopératif dans la nouvelle base. Toutefois, il est démontré, dans le méme
article, que la propriété de coopérativité peut étre obtenue en appliquant un changement
de coordonnées variant dans le temps. En effet, le changement de base suivant

ri(t) = Ni(H)G(1), (1.157)
ou
wi(t) 0 0
. 0
(wt) —sin(a)
_|cos(wit)  —sin(w;t 2%2
" | sin(wit)  cos(wit) €R™, (1.159)
transforme le systeme
__Ai ]2 0 7
0 A
Gi(t) = ' 0 | Gi() (1.160)
: S
. 0 0 —A;]
en
fi(t) = Miri(t), (1.161)
ou :
[—rils Iy 0 ]
0 —/ﬂ)iIQ
M, = 0 (1.162)
: . I
) T ey
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En suivant ce raisonnement, tous les systemes LTI (1.154) possédant des valeurs propres
réelles et complexes peuvent étre transformés en systemes coopératifs décrits par

() = Re(t), (1.163)
avec
G 0 0
p= [0 M € R™", (1.164)
— 0
0 0 M,

telle que pour ¢ = > n; Vj e {r+1,---, s},
i=1

J 0 0 _—lijfg ]2 0 0 ]
01 J 0 —Iijlg
G _ 2 c Rq><q7 M] _ . . 0 c RQij2mj.
S | . _ '
0 --- 0 J : R
i 0 .- 0 _/ijQ_

(1.165)
Ce changement de base est donné par r = n(t)Px ol la matrice P est la matrice permettant
de transformer le systéme (1.153) sous la forme canonique de Jordan (1.154) et ou 7(¢)
est donné par

I, 0 e 0
oy = |9 N € R, (1.166)
O
tel que, pour j € {r+1,---s},
w;(t) 0 0
Ny=|"° ?j(t) N .
6 . 0. w?(t)
avec
i= Efrj&g _ZZEZJQ € R¥. (1.168)
[ |

Pour résumer le théoreme et ce qu’il démontre, tout systeme LTI stable peut étre trans-
formé en un systeme LTI coopératif par un changement de coordonnées invariant dans
le temps lorsque toutes les valeurs propres de la matrice (A — LC') sont réelles. Dans le
cas contraire, un changement de coordonnées supplémentaire et variant dans le temps est
nécessaire pour obtenir la forme coopérative.
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1.6.3 Approche par une structure 7'N L sous critere de norme 7,

Une approche alternative aux précédentes et prometteuse est la conception d’un ob-
servateur TN L telle que proposée dans [179]. Cette approche inclut deux parametres de
conception supplémentaires T" et N en plus du gain de 'observateur L. Elle offre donc plus
de degrés de liberté de conception. En outre, elle inclut une technique H., pour réduire
I'influence des perturbations et du bruit de mesure limité sur les variables d’état estimées.
L’approche est basée sur des LMIs, qui sont congues de maniere a garantir la stabilité des
erreurs d’estimation.

1.6.3.1 Préliminaires

Commencons par rappeler les principaux lemmes.

Lemme 1.10. (/180]). Etant données les matrices X € R Y € RV Z € R gyec
rang(Y) = c. La solution générale de I’équation XY = Z est la suivante

X=2Y"+S(I-YYh), (1.169)
ot S € Rt est une matrice arbitraire.

Lemme 1.11. (/61]). Toute solution du systéme perturbé discret
Le+1 = Al’k + Wi, (1170)

avec wy € RY™ et une matrice non négative A € RY", est positif élément par élément
pour tout k > 0, pourvu que xy > 0.

Lemme 1.12. ([18/]). Soit un scalaire vy > 0. Le systéme a temps discret suivant

(1.171)

Th+1 = /ulflfk + éwk
2L = éilik -+ ﬁwk

est stable et satisfait un critére de performance Hoo inférieur a vy, si et seulement il
existe une matrice P > 0, telle que :

AT D A AT~ AT DD AT 7
lA PA+CTC-P ATPB+CTD -~ (1.172)

* BTPB+ DTD — 772{001'

Remarque 1.1. De maniere similaire, le Lemme 1.11 équivaut au Théoreme 1.6, et le
Lemme 1.12 correspond au lemme réel borné [24] dans le contexte des systémes a temps
discret.

1.6.3.2 Formulation du probleme

Soit le systeme discret décrit par

{$k+1 = Az, + Bwy, (1.173)

yr = Caxg + v
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ouzr € R,y € R, w € R™, v € R™ représentent, de maniere respective, 1’état du
systeme, les sorties mesurées, la perturbation inconnue et le bruit de mesure, tandis que
A, B et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées. On suppose que ’état
initial xg € R™ est borné et que la perturbation wy et le bruit de mesure v, sont bornés
avec des bornes connues a priori comme suit :

w<w, <weR™, v<u, <veRv. (1.174)

L’objectif consiste a déterminer les bornes inférieure et supérieure de 1’état du systeme
(1.173) en utilisant un observateur intervalle donné par

Ty = (TA— LCO)zi + Lyy + Nygy1 + 0 .
ou :
d=(TB)'"w— (TB) w+ LT+ N*Jo— [L™ + N, (1.176)
d=TB)'w— (TB) w—[L” +N o+ [LT + N (1.177)

Les parametres de 'observateur intervalle a concevoir sont le gain L. € R™*™ et les matrices
T e R N e R, avec T et N satisfaisant :

T+ NC = 1I,. (1.178)

En définissant les erreurs d’estimation €, = Ty — x; et e, = x;, — xg, il peut étre vérifié
que les dynamiques de € et e sont définies par

Cry1 = (TA — LC)Ek + [In L N]wk
—————— —_——

Ta, . B4 (1.179)
eep1 = (TA— LC)e, + [I, L Nlwy,
ou :
& — TBwy 0 — T Bwy,
Wi = Uk , W = Vg ) (1.180)
Vk+1 Vk+1

Dans [179], les auteurs proposent de concevoir les matrices L, T et N selon les conditions

suivantes :
(i) les erreurs € et ¢, sont toutes deux asymptotiquement stables au sens de Schur,
(ii) la condition de préservation de 'ordre est satisfaite, i.e €, e, > 0,

(iii) les erreurs € et ¢, sont robustes face a Wy, et wy,, respectivement, dans le sens de la
norme H.

Dans la conception de 'observateur intervalle (1.175), nous savons d’apres (1.179) que les
matrices T, N et L doivent étre congues de maniere a ce que T'A — LC' soit a la fois stable
et non négative. En réalité, en introduisant les matrices T' et N, I'observateur proposé
dans (1.175) présente deux avantages. Tout d’abord, il offre une solution lorsque nous ne
pouvons pas trouver de matrice L telle que A— LC' soit une matrice non négative et stable
(au sens de Schur). Deuxiemement, les degrés de liberté de conception supplémentaires
facilités par l'introduction de T" et N peuvent étre utilisés pour obtenir de meilleures
performances. Cela conduit au théoreme suivant.
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Théoréme 1.9. ([179]). Soit T+ NC = I,,. Pour un scalaire donné vy, > 0, l'observateur
par intervalle (1.175) existe s’il existe une matrice diagonale P € R™™ et des matrices
X € R et Z € R ) satisfaisant les contraintes suivantes

M, = PO'BA+ ZPSA— XC >0, (1.181)
—-P+1, * *
0 —%2{00],1 *
0 * —3, I, * * | <0, (1.182)
0 * * _7?21001% *
M, P X M, —P
ou :
I, I, 0
9—[01,@— n+ny—8@ﬂﬁl—[01752—[]%], (1.183)
M, = POy + Z&p,. (1.184)

Alors les matrices T et N et le gain de l'observateur L sont donnés par :

T =066 +P1Z8p, (1.185)
N =68y + P71 ZDp,, (1.186)
L=P'X. (1.187)

Les erreurs €y, et e;, sont toutes deux asymptotiquement stables et les normes Hoo des trans-
ferts ||Gzsz||oo €t ||Guselloo SONt toutes deux inférieures ou égales a vy, . Ot Gzz(s) =
Gue(s) = (sI = Ta,) ™" Ea.

Démonstration. Si les matrices T et N satisfont (1.178), alors I'observateur (1.175) cede
a la dynamique d’erreur dans (1.179). En appliquant le Lemme 1.10 & (1.178), on sait que
la solution de (1.178) est

[T N|=6"+ 58I, — 061, (1.188)

olt S € R™ (™) ost une matrice librement choisie. Il s’ensuit que 7' et N satisfaisant
(1.178) peuvent étre déterminées par :

T =066, + S8, (1.189)
N = O3, + SDp,. (1.190)

Ou S est une matrice a concevoir. Il est a noter que P > 0 indique que P > 0 puisqu’il
s’agit d’une matrice diagonale. Par conséquent, TA — LC' > 0 est vraie si :

P(TA - LC) > 0. (1.191)
La substitution de (1.189) dans (1.191) donne :

PO'BA+ PSPBA— PLC > 0. (1.192)
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1.6. OBSERVATEURS INTERVALLES POUR LES SYSTEMES LTI

En posant
(TA—LC) — A, E;— B, I, - C,0— D, (1.193)

et en appliquant le Lemme 1.12 & (1.179), on sait que le systéme d’erreur est stable et
vérifie que ||Gpoz||oo €t ||Gusel|oo sOnt inférieurs a vy, s'il existe une matrice symétrique
P > 0 et une matrice L telles que :

(TA— LO)'P(TA— LC)+1, (TA— LO)'PE,

N ETPE, — I =< 0. (1.194)
En utilisant le complément de Schur, présenté dans le Lemme B.1, I'inégalité (1.194) est
équivalente a :

—-P+1, * *
0 —772_100 I, *
0 * —z I, * x | <0. (1.195)
0 * * —3, I, *
P(TA—LC) P PL PN P

Il s’ensuit que (1.179) est stable et satisfait un critere de performance Ho, si P = 0 et
(1.195) sont vérifiées. Ainsi, remplacer (1.189) dans (1.195), donne

—-P+1, * * * *

0 —%2{00]” * * *
0 * —3, I, * x| <0, (1.196)

0 * * —’y%oo[ny *

m P PL Mo —-P
ou

my = PO'B A+ PSP A — PLC, (1.197)
my = PO'By + PSDSs. (1.198)

Notons que les inégalités (1.192) et (1.196) sont non linéaires en raison de la présence des
produits PL et PS. En posant les changements de variables suivants

Z=PS, X=PL, (1.199)

et en remplacant Z et X dans (1.192) et (1.196), on obtient (1.181) et (1.182). Nous
pouvons conclure que (1.179) est un systéme monotone stable et satisfait un critere de
performance H, si les inégalités de (1.181)-(1.182) sont vérifies. Enfin, si (1.181)-(1.182)
sont résolues, les matrices S et L peuvent étre déterminées a partir de :

S=prP1'Z (1.200)
L=P'X. (1.201)

En remplacant (1.200) dans (1.189) et (1.190), on obtient (1.185) et (1.186). Ceci termine
la preuve. [ |
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Comparativement aux méthodes préexistantes, I’'observateur intervalle exposé dans ’étude
[179] offre une plus grande flexibilité en termes de conception, autorisant une optimisa-
tion pour accroitre la précision de 'estimation. De plus, cette approche integre un critere
de performance H,, visant a minimiser les effets des perturbations et du bruit sur les
demi-enveloppes d’estimation. Cependant, il est important de noter que cette méthode
est exclusivement applicable aux systemes a temps discret. Plus récemment, cette métho-
dologie a été étendue en utilisant un critere d’amplitude (norme H;) pour élaborer des
observateurs intervalles adaptés aux systemes linéaires a parametres variables en temps
continu, comme exposé dans l'ouvrage de [113], ainsi que pour les systémes commutés
selon [187].

1.6.4 Approche sous contrainte de norme H;

Dans cette section, nous examinons les approches centrées sur la norme H;, qui im-
pliquent des restrictions de robustesse liées a "I’amplitude maximale”. De plus en plus
de travaux émergent dans ce cadre. Nous abordons ici ceux présentés dans [4], ou les
auteurs décrivent une méthodologie d’observateurs intervalles fonctionnels pour des sys-
temes linéaires invariants dans le temps (LTI) discrets, confrontés a des perturbations
méconnues mais bornées. Deux stratégies sont élaborées, se basant respectivement sur
les performances H, et H;, dans le but de minimiser 'influence des incertitudes sur les
demi-enveloppes. Nous mettrons particulierement en avant I’approche fondée sur le critere
de performance H;.

1.6.4.1 Formulation du probleme

Soit le modele discret

Lyl = A.CEk -+ Buk —+ ka
yp = Cy (1.202)

2l = Ll’k

ouxr €R" ueR™ yeRY, weR"™, 2 € R" représentent, de maniere respective, 1’état
du systeme, la commande d’entrée, les sorties mesurées, la perturbation inconnue et le
signal qu’on souhaite estimer. A, B, F,C et L sont des matrices constantes de dimensions
appropriées. Les hypotheses suivantes sont utilisées dans cet article.

Hypothese 1.4. 11 existe des fonctions connues w;, et w, telles que pour tout k& > 0 :
Hypothese 1.5. On suppose que rang(C) = n, et rang(L) = n,.

L’objectif consiste a déterminer les bornes inférieure et supérieure de 1’état z;, du systeme
(1.202) en utilisant un observateur intervalle donné par

Gpr1 = D7y, + Jyr + Huy, + 0y,
91 = Dy, + Jyr + Huy, + 5
Zr =59y — S7g, + Nyk
2k = S*gk —S7G, + Nyx

(1.204)
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avec

{&; = (LF)*wy — (LF) wy, (1.205)

0 = (LF) wy — (LF) Wy,
et ou g, g, € R". La matrice D € R™ " est non négative et stable au sens de Schur.

J € R™™ est une matrice non singuliere et les gains de l'observateur R € R™",
H e R § € R"*™ et N € R™*™ sont des matrices constantes a concevoir.

L’objectif de l'observateur intervalle fonctionnel proposé (1.204) est de calculer le gain
de I'observateur D qui minimise la norme H;. Les conditions d’existence de I’observateur
(1.204) sont données dans le théoreme suivant.

Théoréme 1.10. ([//). Soit les Hypothéses 1.4 et 1.5, les sorties Zy, z;, de (1.204) satisfont,
pour tout k >0

Zk < 2k < 2, (1.206)

st les matrices D, J, H, L, S et N satisfont les conditions suivantes

DL+ JC — LA =0, (1.207)
H— LB =0, (1.208)
SL+NC—L=0, (1.209)

et D est une matrice de Schur stable et positive a calculer et Zy, zy, sont choisis telles que
Zo < 20 < Zp-

Démonstration. ([4]). Soient les erreurs d’observation supérieure et inférieure définies res-
pectivement par : €, = g, — Lay, e, = Lxy — g, qui représentent les bornes des erreurs de
reconstruction de l'observateur. Il en découle que :

ep1 = D(Lay —g,) — (DL + JC — LA)xy — (H — LB)uy, — 6;, + LFwy. (1.211)

En remplagant (1.207) et (1.208) dans (1.210)-(1.211), il s’ensuit que

err1 = Dey + Wy, (1.212)
€1 = Dey, + ¥, (1.213)

Ofl@k :gk —LFU)k et Qk = LF’U}k _ék'
Soient les erreurs d’observation €, = Zy — zx et €, = z — z;. Il en découle que :

e = STe, + S ey, (1.214)
e, = STe, + STe. (1.215)

Les conditions sont notées comme suit :

9o = LTy — Lxy, g, = Lxg— Lo. (1.216)
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D’apres le Lemme 1.5, on a :
9, < Lr < Gy (1.217)
Ainsi, nous pouvons obtenir :
€ =Gy — Lxg >0, € = Lxg—g,>0. (1.218)
Sous 'Hypothese 1.4 et le Lemme 1.5, nous avons :

Ainsi, nous pouvons obtenir ¥, > 0 et ¥, > 0. Etant donné que D est une matrice stable
(au sens de Schur) et non négative, alors avec ¥, ¥, > 0, nous avons bien e, ¢, > 0.
Ainsi, & partir de (1.214)-(1.215) nous avons aussi e.,,e;;, > 0. En fin de compte, nous
obtenons :

1.6.4.2 Résolution du probleme de stabilité et performance #;

Pour étudier la stabilité de I'observateur (1.204), les auteurs de [4] proposent un état

T
augmenté défini par e, = {E{ Qﬂ . Le systeme augmenté correspondant peut étre repré-

senté par

€11 = Dek + GEk (1221)
ol
_ D 0 _ |~ T _ |5 7
D_lo D], G=1G G, n=[z =, (1.222)
avec :
- 1T T
o Inxnw _ _Ianw 3 5k . ék
oo =[] nef nof e

L’objectif est de concevoir I'observateur intervalle fonctionnel (1.247) de maniere a ce que
les conditions suivantes soient satisfaites :

1. Systeme d’erreur augmenté (1.221) stable

2. Pour des scalaires donnés vy, > 0 et 0 < XA < 1, alors e, doit satisfaire la perfor-
mance H; suivante

llell < /70 (AL = AV + a0 || Z]12,), (1.224)

ol Vy = egPey et P € R0 P (.

Les conditions de stabilité suffisantes sont données en termes de LMI dans le théoréeme
suivant.
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Théoréme 1.11. ([}]) Sous les Hypothéses 1.4 et 1.5, pour des parameétres donnés vz, > 0
et 0 < X < 1, le systeme d’erreur exprimé dans (1.221) est stable et satisfait la perfor-

mance Hy (1.224), s’il existe une matrice diagonale P = [](3)1 ]2 € R () ¢ R
2
et un scalaire p > 0, tels que :
[(A—-1)P  « *
0 —ul, x| <0, (1.225)
| Q PG -—P
(AP 0 I,
0 (v, — )l 0 >0, (1.226)
L I?’L 0 77-[1]271
DL+ JC — LA =0, (1.227)
H—LB=0. (1.228)

Le gain D est donné par D = P71Q, et le gain de l'observateur D peut étre déduit de
I’équation (1.222).

Démonstration. ([4]) Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
Vi, = ei Pey. (1.229)
La différence temporelle de V}, est donnée par AV} :

AV = Viyr — Vi, (1.230)
= ¢; [D"PD — Pley + e D' PG X, + XTI G PDey, + X1 G PG Y, (1.231)

L’équation (1.231) peut étre rééerite comme :

er]’ [DTPD— P DTPG] [ey (1.232)
2 GTPD GTPG| | X" '
En pré et post-multipliant (1.225) avec
L, 0 DT
oo o

et sa transposée, de maniere respective, et en remplacant () = PD nous obtenons :

T - T
[D PD—-P D PG] [AP 0 ]<o. (1.234)

G'PD  GTPG| T |0 —uI,

T
En pré-multipliant et en post-multipliant (1.234) par {e{ Eﬂ et sa transposée, il en

suit que :
AV, < =2V + pu XL 5. (1.235)
Lorsque wy, = 0, Xy = 0, I'inégalité précédente est équivalente a :

AV, = Vk—i—l — Vi < =2V, <. (1236)
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Alors, le systeme d’erreur dans (1.221) est stable. De plus, I'inégalité (1.236) peut étre
réécrite comme :

Vier < (1= AV + | |12 < 0. (1.237)

A partir de (1.237), on peut obtenir :

k—1
Vi < (=N Vo +py (1= N72%,

7=0

< (1= V"o + S D12, (1.238)
En se basant sur le complément de Schur, (1.226) est équivalente a :
AP 0 1 |1,

- — Iy, 0] = 0. 1.239
[ 0 (7’)—[1 - :u)jn‘| YH, [ 0 ‘| [ 2 } ( )

T
En pré-multipliant et en post-multipliant (1.239) par {e;‘g Eﬂ et sa transposée, il en

résulte que :

Ter < [NV + (s — IS (1.240)
En substituant (1.238) dans (1.240), on obtient :

erer <y, [(1= Vo + mul| DI (1.241)
Ainsi, la performance #H; (1.224) est satisfaite. [

1.7 Observateurs intervalles pour les systemes LPV

La derniere classe des systemes a laquelle nous allons nous intéresser est la classe des
systemes LPV (acronyme anglo-saxon pour "Linear Parameter Varying”).

Dans la littérature, diverses méthodes ont été élaborées pour concevoir des observateurs
intervalles pour les systemes LPV [97, 103, 107, 119, 151, 186]. Par exemple, dans [58], les
auteurs combinent les techniques des observateurs intervalles et du différenciateur d’ordre
supérieur. De maniere similaire aux approches pour les systemes LTI, les travaux dans
[105, 169] reposent sur un changement de base d’état variant dans le temps, sous I’hy-
potheése d’un ordonnancement parfaitement connu a chaque instant donné. Cependant,
selon [63], les travaux tels que [22, 38, 60, 148, 149, 177] relaxent cette hypothese en
considérant que les composantes du vecteur d’ordonnancement appartiennent a un com-
pact dont les bornes sont connues a priori. Ces derniers temps, plusieurs travaux [65, 110)]
ont intégré des méthodologies de synthese d’observateurs dans le processus de concep-
tion, en résolvant un critere d’optimisation mathématique basé sur une norme spécifique.
Les premieres recherches se sont concentrées sur les travaux LPV avec un critere de per-
formance Lo [5, 38, 119, 177]. Les méthodes abordées dans les prochains paragraphes
utilisent ce dernier critere. Plus précisément, nous considérons sur les travaux récents
proposés dans [110, 65] qui traitent une problématique fondamentale : la synthese d’ob-
servateurs intervalles dépendant des parametres pour les systemes LPV sous contraintes
LMIs. Ces travaux répondent a des contraintes de performance de type gain L., et gain
mixte Lo/L, respectivement.
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1.7.1 Premiere approche sous critere gain £,

Nous présentons dans ce paragraphe, I’approche proposée dans [110].

1.7.1.1 Préliminaires

Commencons par rappeler un lemme important :

Lemme 1.13. (/189]). Etant donné une fonction F(z,0) = M(z,0)z, si des fonctions
F.F,M,M, existent telles que

M < M <M
{_ (2,0) <M, Vo€ O,ze Z={2€R":2<2<7},

F(z,2) < F(2,0) < F(z,2),

alors, les inégalités suivantes sont satisfaites

ou :

-+
lp = I = [[M]| + [[M7]],
p=lp =M ||+ ]2

lp= max {[|(M" —M*"(2,0)z"|| +||(M" — M*(2,0))="|]
GEQ,ZEZ

HIM = M7 (2,0)) 27| + [(M™ — M~ (z2,0)z" ||,

lp= max {||(M" —M*(z0)z ||+ [|(M" — M*(z,0))z"]]
0O, zez

HI = M7 (2,0))27 || + (M — M~ (2,0))z"I.

1.7.1.2 Formulation du probleme

Soit la classe des systemes LPV modélisés par :

(1.242)
y(t) = Cz(t) + v(t)

{a‘c(t) = (A(p(t)) + AA(p(1) (1) + Blp()u(?)
ou x € R", y € R™, représentent respectivement les vecteurs d’état et de sortie, u € R™
est le vecteur d’entrée qui contient l'incertitude de l'entrée et v € R™ désigne l'incerti-
tude de la sortie. A(p(t)), AA(p(t)), B(p(t)) sont des matrices dépendantes d’un vecteur
de parametres, dont ces derniers sont supposés mesurés a travers p(t), et peuvent étre
exprimées comme suit

S S

A(p(t)) = ihi(p(t))flz-, B(p(t)) = ; hi(p(t))Bi,  AA(p(t)) = ; hi(p(t)) AA;,
(1.243)
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ou s est le nombre de sommets de I’ensemble polytopique M qui borne p(t), et h;(p(t)),
i={1,...,s} sont les coordonnées polytopiques satisfaisant :

Zhi(p(t)) =1,hi(p(t)) > 0,i={1,...,s}. (1.244)

A; € R (' € R™*™ sont des matrices constantes connues, tandis que la matrice AA;
est inconnue et représente l'incertitude paramétrique de A;. B; € R™ ™ est inconnue mais
bornée par des matrices connues. Les Hypotheses 1.6-1.7 suivantes sont donc utilisées dans
larticle [110].

Hypothese 1.6. L’état initial 2(0) € R™ ainsi que les incertitudes du systeme (1.242) en
ce qui concerne les parametres, ’entrée et la sortie sont inconnus mais bornés comme suit

2(0) < 2(0) < 7(0) € R, w(t) < u(t) <a(t) € R™, u(t) <uv(t) <u(t) € R™,
(1.245)
AA; < AA; < A4, e R, By(t) < B; < B; € R, (1.246)

avec i = {1,...,s} et ou toutes les bornes sont connues.

Hypotheése 1.7. Les états z du systeme (1.242) sont bornés, c¢’est-a-dire que x(t) € = C
L.

1.7.1.3 Structure de ’observateur intervalle

Pour des raisons de simplification d’écriture, la dépendance temporelle est omise dans
les notations des équations de cette section lorsque cela ne donne pas lieu a ambiguité.
L’objectif consiste a déterminer les bornes inférieure et supérieure de ’état x(t) du systeme
(1.242) en utilisant un observateur intervalle donné par

e=TA(p)t + L(p)(y — C2) + £ 0;

T =€+ Ny

e =TA(p)¥ + L(p)(y — C2) + X3, 6, (1.247)
T=c+ Ny

T=2+N'v—Nv

r=T+Ntv— N7
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ot €,€ € R" et 0;,4 = {1,...,3} sont données par :
5 =T34 —T 4, (1.248)
60 = T35 — T4y, (1.249)
55 = [(TA(p) — Lp)O)N + L(p)| 0 — [(TA(p) — LG)CIN + L(p)|*e,  (1.250)
8, =T%5, — T34, (1.251)
8y =T"0p T 0, (1.252)
5, = ((TA(p) — LP)OIN + L(p)|"w — [(TA(p) — LG)C)N + L(p)|*s,  (1.253)
54 =AA(p) T + AA(p) T — AA(p) =™ + AA(p) 2, (1.254)
54 = AA(p) "z + AA(p) &~ — AA(p) =" + AA(p) T, (1.255)
35 =B(p) w" + B(p)"a — Blp) u* + B(p) u, (1.256)
op=B(p) u’ +B(p) u — B(p) ut + B(p) u” (1.257)

L’objectif consiste a déterminer les matrices T € R™"™, N € R"*"v et le gain L(p) € R™*™

avec la forme suivante : L(p) = Y7, hi(p(t))L; de I'observateur.

1.7.1.4 Conditions d’existence de I’observateur intervalle

Les conditions d’existence de 'observateur (1.247) sont données dans le théoréme
suivant.

Théoréme 1.12. ([110]). Sous les Hypothéses 1.6-1.7, les sorties de l'observateur (1.247)
satisfont

[
IN
8
IN
3]

, (1.258)
5%

T+ NC =1, (1.259)
et si (TA— LC) est Hurwitz et Metzler.

Démonstration. [110] Soit e =€ —Tx,e, =€ —Tx, e; =3 —x,e; = & — 2. En combinant
(1.242)-(1.247), nous obtenons :

e. = [TA(p) — L(p)Cles + 23:& —TAA(p)x — TB(p)u + Lv. (1.260)

i=1
En utilisant (1.259), nous avons :
ez =€+ Ny—(T'+ NC)x =¢.+ No. (1.261)

Remplagant (1.261) dans (1.260), on obtient

€. = [TA(p) — L(p)Cle. + zai, (1.262)
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avec :

De méme, nous avons

3
é. = [TA(p) — L(p)Cle. +>_ d,
=1
avec .

dy =6, —TAA(p)z,
dy = 0y — TB(p)z,
dy = 63+ [(T'A(p) — L(p)C)N + L(p)]v.

En utilisant le lemme (1.5), il est facile de montrer que :

0; < TAA(P)J/' < 517
8y < TB(p)u < 0y,
95 < —[(T'A(p) = L(p)C)N + L(p)v < 03.

Il s’en suit que :

28 = TAA(p)z = TB(p)u+ [(TAlp) — L(p)O)N + L(p)Jv = 0,
>_0i = TAA(p)x — TB(p)u+ [(TA(p) = L(p)C)N + L(p)lv < 0.

@
Il
,_.

(1.263)
(1.264)
(1.265)

(1.266)

(1.267)
(1.268)
(1.269)

(1.270)
(1.271)
(1.272)

(1.273)

(1.274)

Maintenant, conformément au théoreme (1.6), on a €(t) < Tz(t) < €(t) pour tout t > 0, a

condition que €(0) < T'z(0) < €(0) et que (T'A(p) — L(p)C) soit Metzler. Si e(t) < T'z(t)

€(t) est satisfait, on peut facilement montrer que (1.258) est valide.

<
[

Dans [110], les auteurs proposent de concevoir les matrices de I'observateur (1.247) selon

les conditions suivantes :

(i) les erreurs (1.262) et (1.266) sont toutes deux asymptotiquement stables au sens de

Hurwitz,

(ii) la propriété de coopérativité est satisfaite, c’est a dire e, e, > 0, Vt > 0,

(iii) Pinfluence des incertitudes 2%, d; et S22, d; sur les erreurs € et e, est minisée au

sens du gain L.

Des conditions suffisantes d’existence sont a présent données dans le théoreme suivant.

Théoréme 1.13. ([110]). Supposons que €(0) et €(0) dans (1.247) satisfont €(0) < Tx(0) <
€(0). Pour des scalaires donnés ¢, B2, 83 > 0, sil existe des scalaires o > 0,1 > 0, un
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vecteur ( € R™, une matrice diagonale P = 0,€ R™ " et des matrices W; € R™*™y,
i=A{1,...,s} tels que

P al, (1.275)
PTA; — W;C + diag(¢) > 0, (1.276)
H{PTA; = W,C} + 5+ 1) +7c P P P P
* —Yr. B2 0 0
. <0, (1.277
* * —Yz.. B3 0 ( )
* * *x =N

alors (1.247) est un observateur intervalle robuste pour le systéme LPV (1.247), c’est-a-
dire que T(t) et x(t) dans (1.247) sont respectivement les bornes inférieure et supérieure
de z(t) avec la performance Lo, suivante

1
lleellzo < \/QV(O)e‘“wt + Bol|dol2_ + Bslldsl|2_, (1.278)
\ _T T T =T T —=T T . .
ol €. = [66 Qe} , dy = {d2 dg] ,dy = {d?) dﬂ et V(0) est une fonction quadratique
de e.(0).
Une solution optimale peut étre trouvée en résolvant :

max«, t.q(1.275) — (1.277). (1.279)

Si le probléeme d’optimisation (1.279) est résolvable, la matrice L(p) dans (1.247) peut
étre déterminée par :

Lip(t)) = P> hi(p(t)) W (1.280)
i=1
Démonstration. ([110]). Dans [159], il est possible de vérifier que la solution générale de
I'équation (1.259) est
T=GZ +S(I—-GGH7Z, (1.281)
N =GZy+ S(I — GG") Z,, (1.282)

ou S € R (nt1y) ogt une matrice arbitraire et :

o-[t]. @[] z-]) 00

Comme dans [179], la contrainte imposée sur la matrice P est qu’elle doit avoir une forme
diagonale, alors P > 0 signifie P > 0. Par conséquent, T'A(p) — L(p)C' est une matrice
Metzler si P(T'A(p) — L(p)C') est une matrice Metzler, ce qui est assuré par (1.275).
Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V =e! Pe. + ¢! Pe,. (1.284)
Sa dérivée temporelle est donnée par :
V =2l [P(TA(p) — L(p)C) + (TA(p) — L(p)C)" Ple.
+ 2e! Pd, + 2e! Pd, + 2e! Pds
+e!/ [P(TA(p) — L(p)C) + (TA(p) — L(p)C)" Ple.
+ 2el' Pd, + 2¢e! Pd, + 2¢! Pd. (1.285)
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Selon le Lemme 1.13, les fonctions dy, d, sont globalement Lipschitziennes et il existe
toujours des constantes positives I3 = I, I = lq et 3,14, telles que

1@l < Tallell + Lllel | + I (1.286)
1y 11 < Tallell + Lallel + I (1.287)
ou :
e=T—z=¢e.+Nv+Nv, Nv=N'v+ Ny, (1.288)
e=z—r=¢ +Nv+Nv, Nv=NTv+ N7 (1.289)
En majorant les expressions suivantes comme suit
2" Pdy < 26" Py ' Pe, + dndi, e Pdy < 2¢" Py 'Pe, + dnd,, (1.290)
on obtient :

V <@l [P(TA(p) - L(p)C) + (TA(p) — L(p)C)" P + 1~ PPJe,
+ € [P(TA(p) — L(p)C) + (TA(p) — L(p)C)"P + 0~ ' PPle,
+ 267 Pd, + 267 Pdy + 2¢T Pdy + 2¢7 Pdy + 1d, dy + ndTd,. (1.291)
D’apres (1.286)-(1.287), on a :
dy dy < 3{Tg(3|[ec|* + 30" NTNv + 3||Nv||?) + B(3|le.||* + 30" NTNv + 3||[Nu|[*) + 12},
(1.292)
dTdy < 3{1,3|[ec|* + 30" NT No + 3|[No|[?) + B(3|lec|* + 30" N Nv + 3||Nu|[?) + 12}
(1.293)

En utilisant le fait que ZE =lgetly= Zd, nous avouns :

V = el [P(TA(p) = L(p)C) + (TA(p) = L(p)C)" P+~ PP + Il + I Je.

+2¢T Pdy + 27 Pels + 1 (9((T3 + L) 2l Nv|[? + || No][? + || Nu|[2) + 302 + 13)) .
(1.294)

En posant W; = PL; et en utilisant le complément de Schur, a partir de (1.277), nous
obtenons :

HAPTA(p) — PL(p)C} + (15 + 1) + e, P+nPP P P P
* —YL oo B2 0 0 < 0.
* * —’}%0053 0
* * L

(1.295)

En pré-multipliant et post-multipliant I'inégalité (1.295) avec [eET dl d?ﬂ et sa trans-
posée, nous avons :

V< = V4 e (Belldsl 7, + Bsllds]|Z..)- (1.296)

Il en suit que :

T T
V(t) < V(O)e*%wt_i_,MOOBQHdQH%OO/O e*“moo(tfr)dT+,y£0053||d3”2£00/0 e*'ygoo(th)dT’

(1.207)
< V(0)e e 4 Bol|da||2 + Ballds]|Z.- (1.298)
De plus, (1.277) implique que V (¢) > aele. , (1.278) est alors déduit. |
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1.7.2 Deuxiéme approche sous un critére mixte gain £o/L,

Les limitations majeures de 'approche précédente découlent de la contrainte (1.259),
qui rend difficile la détermination a priori des matrices T' et N pour l'observateur (1.247).
Il est important de préciser que ce choix a priori peut limiter la réactivité de 'observateur
aux changements dynamiques du systeme ou aux conditions variables qui peuvent survenir
au fil du temps. Par conséquent, il peut devenir nécessaire d’adopter une approche de
bouclage a posteriori afin d’atteindre le niveau de performance désiré. Cela rend plus
difficile I’atteinte d’un niveau de performance optimal conformément a un critere donné.
De plus, la formulation et la résolution des LMIs ne tiennent pas compte d'une fonction
de Lyapunov dépendante des parametres ni de I'introduction de matrices auxiliaires pour
réduire le niveau de conservatisme. En outre, ’'Hypothese 1.6, a savoir que les matrices
liées au vecteur de parametres p(t) sont bornées par des matrices constantes, traduit
un défi fondamental : le probleme intrinsequement LPV est reformulé en un probleme
d’incertitude LTI ensembliste. Pour surmonter ces problemes, les auteurs de l'article [65]
ont proposé une approche basée sur la structure de dépendance des composantes du
vecteur de parametres mesurées p(t). Cette approche est développée dans le contexte d'une
évaluation énergétique et d’amplitude maximale, en utilisant un critere mixte combinant
les gains Ly et L.

1.7.2.1 Prérequis

La méthode présentée dans [65] repose sur le concept de M-matrice. La Définition et
le lemme qui suivent introduisent cette notion et permettront aux auteurs de proposer
une nouvelle approche pour déterminer une matrice Metzler.

Définition 1.16. (théoreme 2.1 p.420 [144]). Soit une matrice carrée W = [w; ;] vérifiant
wij <0, Vi # j et wy; > 0Vi=jalors W est dite étre une M-matrice si W' existe et
Ww-t>0.

Lemme 1.14. ([65]). Soient une matrice a dépendance paramétrique connue L(p) € R™*"
ot p € ¥ C R®, une M-matrice inversible W € R™" et un scalaire réel u > 0. Alors la
matrice L(p) est une matrice Metzler si :

WL(p)+uW >0,Yp €. (1.299)

Démonstration. Btant donné que la matrice W est une M-matrice alors W~! > 0. En
multipliant W L(p) + pW par W1 alors il est déduit que L(p) + ul,, > 0, ce qui termine
la démonstration. [ |

Le lemme qui suit présente une approche pour établir des bornes supérieure et inférieure
pour le produit d’une matrice incertaine dépendante des parametres et d'un vecteur incer-
tain dans un contexte ensembliste. L’idée essentielle repose sur la possibilité de décomposer
toutes les matrices réelles en deux matrices (non nécessairement uniques) dont tous les
éléments sont positifs. La démonstration de ce lemme est exposée a des fins didactiques.

Lemme 1.15. ([65]). Soient un vecteur v € [v,7] C R™ et des matrices X(0) € R™*",
0 € O, k € {a,b}, tels que X(0) = X,(0) — X,(0). Alors les énoncés suivants sont
CONSIdETes :
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1) V8 € O, il est supposé qu’il existe des matrices Xy (0) € {ﬁ, Yk} C R™" qvec X, > 0,
alors

Xt < X(0)v < Xv*, (1.300)

ou les matrices X° = [Ya -X, - Yb}, X = {—Yb X, A, —YG} et le vecteur
T

v = [T @) @) )]
2) En supposant qu’un sous-espace de 6 € © est connu au travers de p € W, 0 < s <1 et
qu’il existe des matrices Xy(0) € [ﬁ(p),?k(p)] avec Xy, (p) > 0, alors

X (pw* < X(O)v < X (ph*, (1.301)

0l X% (p) = [Xulp) —Xulp) —Xalp) )|, X°(p) = [~Xi(p)
et le vecteur v* est défini dans 1) .

Xy(p) Xa(p) —Xa(p)]

Démonstration. ([65]). Dans un premier temps, la démonstration de 1) est proposée. Etant
donné que v € [v, ] alors :

0<ovt <ot <ot 0<v <v <uv . (1.302)

A présent, en considérant Uinégalité 0 < X, < X(0) < Xy, k € {a,b}, alors :

&er < Xk(9)1)+ < XkU—i_, X0 < Xk<9)’l}_ < Xv . (1303)

Finalement, en développant l'expression X (0)v, c’est a dire
X(0)w =X, (0)v" — X, (0)v™ — X(0)vt + X(0)v, (1.304)

alors, il est déduit que X*v* < X(0)v < X°v*. La démonstration pour 2) est similaire
la démonstration de 1) en adaptant le développement pour tenir compte de la dépendance
paramétrique en p. [ |

Il est a noter que le Lemme 1.15 généralise le lemme 2 dans [58] (voir un rappel dans
Lemme 1.5 présenté a la page 24). En effet, dans le cas particulier ou A, (0) = X(6),
Xp(0) = X(0)” et X(0) € [&, ?} alors le lemme 2 dans [58] est équivalent au Lemme
1.15. Ce nouvel énoncé propose 1’établissement de bornes de maniere a ce que la structure
associée a la composante matricielle, désignée par X'(#), ne soit pas unique et ne soit pas
nécessairement conditionnée par les opérateurs non-linéaires " et e~ . Ces caractéristiques
offrent des avantages significatifs pour la conception d’un observateur intervalle, en se
basant sur un processus d’optimisation formulé sous des contraintes LMI.

Afin de simplifier la présentation, les notations suivantes sont adoptées pour le reste de la
section :

X(p) = Xa(p) = Xolp),  X(p) = Xalp) — X(p), (1.305)
X b |
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1.7.2.2 Formulation du probléeme

Soit la classe des systemes LPV décrite par

(t) = A(0(t))z(t)+ B(0(t))w(t)+ E(0(t))d(t) (1.306)
y(t) = C0())=(t) + D(O(t))w(t) (1.307)
ou x(t) € R" et y(t) € RP désignent respectivement ’état et la sortie mesurée. w(t) € R™

et d(t) € R? sont des entrées inconnues. Le vecteur de parametres 0(t) € © C Rl et sa
dérivée temporelle 9(25) € [y sont supposés étre bornés par des valeurs connues a priori. Les
matrices sont définies par A: @ - R"" B:60 —- R"™" FE:60 — R C .60 — RP*",
D :© — RP*™,

La conception d'un observateur intervalle pour le systeme (1.306)-(1.307) nécessite la
vérification des hypotheses suivantes.

Hypotheése 1.8. La perturbation w(t) est supposée étre bornée par des valeurs connues
w(t), w(t).
Aucune hypotheése n’est associée a la connaissance des bornes pour d(t).

Hypothese 1.9. 11 est supposé que 0,,(t) = [01(t) Oa(t) -+ 0,(t)]7 € Oy, 0 < s <[, est
mesuré au travers de p(t) = [p1(t) p2(t) -+ ps(t)]T € ¥ ol pi(t) = Ni(t)0:(t) + 6;(t) avec
A # 0, 0; désignant les éléments des vecteurs A € Ay C R®, § € As C R®. Les vecteurs A,
& sont supposés contintiment différentiables tels que A € I'y C R, § € I's € R®. Il est aussi
supposé que le vecteur de parametres p et sa dérivée temporelle p sont continus, définis a
chaque instant de temps et évoluant dans des hyper-rectangles délimités par 2° sommets
tels que :

Fo={(a1, 00, ) | i € {pi, 7} } (1.308)
Ty ={(Br, 82, B.) | B € {pis i} } - (1.309)

Ici, pi, pi, pi, pi représentent les bornes connues de p; et p;. Le domaine de définition de p
est noté I,.

Hypothese 1.10. La matrice F() est supposée étre de plein rang colonne et rang(C(0)E(0)) =
rang(E(0)) = q, V0 € O. 1l est aussi supposé que g < p.

Le probleme consiste a estimer, de maniere garantie, I’état = du systeme (1.306)-(1.307)
en utilisant I'observateur intervalle défini par la structure

z=L(p)z + (M(p) + L(p)N)y + (7,1, W, w, p) (1.310)
T=Z+ Ny +o(w,w,p) (1.311)
z =g (F,1,p) (1.312)
E=L(p)z+ (M(p) + L(p)N)y + n(F,r, w, w, p) (1.313)
r=2+Ny+o(w,w, p) (1.314)
z =g (T,r,p) (1.315)

ou 77,1 : R#HIMEs 5 R 5 R¥S 5 R g, g : R*"t — R", L(p) € R™™, M(p), N €
R™ P, Z z € R" désignent, respectivement, les bornes supérieure et inférieure de 1’état
z € R™ défini par :

z = R(0)z. (1.316)
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Dans cette formulation, z représente 1’état découplé et satisfait, par conséquent, 1’égalité :
R(O)E(9) = 0. (1.317)

Selon les principes des observateurs a entrées inconnues, tels que présentés dans [52], on
peut démontrer que 1’équation (1.317) possede une solution si et seulement si R(f) =
K(9) (I, — S(0)C(0)) ot S(0) = E0)(C(A)E(9))" et K(0) € R™"™ est une matrice arbi-
traire introduite pour fournir un degré de liberté. En pratique, un choix courant pour la
matrice K(0) est K(6) = I,,.

Dans ce contexte, les vecteurs T et x € R™ représentent respectivement les bornes su-
périeure et inférieure de 1’état x € R™, défini par la relation

x=Q(O)r, (1.318)

et tels que les vecteurs 7,r € R", définis dans (1.311) et (1.314), soient respectivement
les bornes supérieure et inférieure de r € R™ et que la matrice Q(0) vérifie I’hypothese de
structure suivante.

Hypothese 1.11. 11 est supposé que les matrices K(#) et N sont connues telles que Q(6)
dans (1.318) soit inversible et admette la décomposition Q(0)~1 = R(0) + NC(0).
1.7.2.3 Conditions d’existence de ’observateur intervalle

Les conditions d’existence de 'observateur (1.247) sont données dans le théoreme
sulvant.

Théoréme 1.14. ([65]). Sous les Hypothéses 1.8, 1.9, 1.10 et 1.11, l’état = du systeme
(1.306)-(1.307) est borné par les vecteurs T, x définis par (1.312), (1.315) c’est a dire

() € [z(t),T(t)], V>0, (1.319)

si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées pour le systéme (1.310)-(1.315) :

(1) Vp € ¥, il existe une matrice L(p) telle que :
L(p) est Metzler. (1.320)

(i) Np € W, Y0 € O, Y8 € I}y, il existe des fonctions 7, 0, @, ¢, G, g telles que

n(F,r, @, w, p) < n(r,w, p,0,0) <77, r,@,w, p), (1.321)
(@, w,p) < p(w,0) < (W, w, p), (1.322)
g(T,r,p) < g(r,0) <g(7,r,p), (1.323)

ot n(r,w, p,0,0) = F(p,0,0)r + G(p,0)w,
p(w, ) = H(0)w,

g(?“, ‘9) = Q(Q)’I", .
avec F(p,0,6) =T(p)Y(0,0) — L(p), G(p,0) =T(p)Z(0), H(¥) = —ND(0),

0 —ND(b)
T(p) = [L(p) M(p) 1], Y(0.0) = —C(0)Q(0) et Z(0) = | —D(6)
(R(0)A(0) + R(6)) Q(0) R(0)B(6)
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(111) Les conditions initiales pour z, Z sont données par
2(0) < R*(p(0))x(0)*,  2(0) > R’ (p(0))z(0)*, (1.324)

ot les notations (-)*, ()" sont définies dans le Lemme 1.15.

Démonstration. ([65]). Soient les deux erreurs d’observation définies par :
e, =Z—2, €,=2z—2 (1.325)

En tenant compte de la condition de découplage (1.317), la relation (1.318) et 'hypothese
1.11 et en adoptant les notations du théoreme 1.14, la détermination de la dérivée tem-
porelle de €, et e, conduit a

e. = L(p)e. + n(7,r,w,w, p) — n(r,w, p,0, 9), (1.326)
¢, = L(p)e. +n(r,w, p,0,0) — n(F,r,w,w, p), (1.327)

ot la fonction 7(r, w, p, 8, 0) est utilisée dans (1.321).

Sous la condition (1.321), en tenant compte de la propriété Metzler (1.320) et des condi-
tions initiales (1.324), il est possible de constater que les équations (1.326) a (1.327)
respectent les caractéristiques des systemes coopératifs, ce qui conduit donc a :

e.(t),e.(t) >0, Vt > 0. (1.328)
A présent, en combinant (1.316) et (1.325), il est déduit que z, z sont équivalents a :
z=¢,+ RO)x, z=R(0)x —e,. (1.329)

Puis, en utilisant (1.329) et (1.307) pour remplacer z, z, y dans (1.311),(1.314) et en
considérant 'inverse de la relation (1.318) (i.e. r = (R(0) + NC(#)) x), il est déduit que :

T—r=te +pwuw,p) —ewb), (1.330)

r—r=ce,+pw,0) — (@ uw,p). (1.331)
Sous les contraintes (1.322) et (1.328), il peut étre établi que pour tout ¢t > 0, 'état r(t)
se trouve dans l'intervalle [r(¢),7(¢)]. En dernier lieu, en considérant la relation (1.318)
et en rappelant que g(r,0) = Q(0)r dans (1.323), on peut conclure que x(t) appartient a
I'intervalle [z(t),Z(t)] pour tout ¢ > 0, ou les bornes sont définies conformément a (1.312)
et (1.315). Cela acheve la démonstration. [

1.7.2.4 Formulation LMI de la performance en gain L/L,

Dans la suite, 'objectif consiste a élaborer un observateur intervalle a entrées inconnues
(1.310)-(1.315), plus précisément, les fonctions 7, 1, P, ¢, g, g et les matrices L(p), M(p).
Dans cette démarche, les auteurs visent a réduire au minimum la propagation des effets
du signal w sur la largeur de ’enveloppe totale £ = T — z, en tenant compte des criteres
de type gain Ly et/ou L. A présent, le lemme suivant propose une solution pour la
conception des fonctions majorantes 7, n, @, ¢, g, g.
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Lemme 1.16. (/65]). Soient les matrices F(p,0, 0), G(p,0), H(p,0),Q(0) vérifiant les dé-
compositions :

F(p,0,0) = Fu(p,0,0) — Fy(p,0,0), (1.332)
G(p.0) = Ga(p,0) — Gi(p,0), (1.333)
H(p,0) = Ha(p,0) — Hy(p,0), (1.334)

Q(0) = Qa(0) — Qu(9). (1.335)

Alors, pour v € [r, 7], les inégalités (1.321), (1.322) et (1.323) du Théoréme 1.14 sont
vérifiées avec

n(F,r,w,w, p) =F (p)r* + G (p)w”, (1.336)
n(7,r,w,w, p) =F*(p)r* + G*(p)w", (1.337)
p(w,w,p) =H (p)w*, (1.338)
(W, w, p) = H*(p)w", (1.339)
g(F,r,p) =Q (p)r", (1.340)
Q(ﬁ T, p) :Qo(p>r*7 (1'341)
Fu(p) = Lu(p) + Tu(p)Y (p) — To(p)Y (p) , Fa(p) = Lu(p) + Tu(p)Y (p) — To(p)Y(p),
Fy(p) = La(p) , Fy(p) = La(p) -

o Calp) =Tal(p)Za(p) + Ti(p) Zo(p) , Galp) = Tu(p)Zalp) + T(p) Zo(p),
Gu(p) = Ta(p) Ze(p) + Ti(p) Za(p) s Giulp) =Talp) Ze(p) + To(p) Za(p)
Fa(p7 87 Q) - Lb(p) + ( ( ) Tb( )) Y(Q, 0) 9 Fb(p7 87 9) - Fb(:O) = La(p)7
Ga(p,0) = Tu(p) Za(0) + Ty (p) Z6(0) , Gy(p,0) = Tulp) Zo(0) + Ti(p) Za(0).

Démonstration. ([65]). Dans un premier temps, il est & noter que des bornes de Fy(-),
Gr(+), Hi(+), Qx(+), k € {a, b} vérifient les conditions du Lemme 1.15. Puis, en appliquant
le Lemme 1.15 sur les parties F(p, 0, 0)r, G(p,0)w, H(8)w et Q(A)r, voir (respectivement)
les inégalités (1.321), (1.322) et (1.323), alors (1.336)-(1.337), (1.338)-(1.339) et (1.340)-
(1.341) sont déduites. |

Dans un premier temps, le lemme suivant est considéré pour obtenir la décomposition
K(6,0) = KCu(0,0) — Kp(0,6) pour les matrices K € {Q,Y, Z, H} définies dans le Lemme
1.16.

Lemme 1.17. ([65]). Soient une partie du vecteur 0 définie par 0, € R® et mesurée au
travers de p € R® (voir la section 1.7.2.2) et des fonctions n; pour i = {1,--- s} telles
que h; = % —n; >0, Vp; € ;. Pour une matrice K(0, 9) telle que

i

K(6,60) = Kq(0,0) + Z 0:K;(6,6), (1.342)

=1

alors, sous I’Hypothése 1.9 i.e 0; = 'Ol/\‘ , (0,0) = Kq(0,6) — Ky(6,6)
est vérifie pour la matrice (1.342) en szoptcmt, pour k € {a, b},
K1 (0,0) = Kio(6,0) + > hikri(0,0), (1.343)
i=1
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d ICaO(Qv 8) = 2<0’ 0)+ ’ (‘9’ ) ( ) )
ICbO(e 9) = Z<07 0>_ ) ]Cbl(07 ) ( )_7
avec X(0,0) = Ze Ki(0,0), et e =n; — f\l

Finalement, pour ICJ(Q,Q) [&, /C]} c R™n 5 € {0,---,s}, les bornes supérieure et

inférieure de Ky(0,8) sont données par

¥ &, [kt KT
el h |2 M) 1.344
S e A

S S
ou X =Ko+ Y K*el, X=Ko+ > Ki e
i=1 i=1

En développant les erreurs d’estimation ¥ =7 —r, Z =€, +e, et T =T — x et en utilisant
les expressions de 7, 1, B, ¢, 7, g définies dans (1.336)-(1.341), les auteurs proposent la
représentation d’état suivante

E= Alp)z+ f(2)+ F(p) (H(p)w+ H(p)h)
() + Tolo)) (ZUp)is + Z(pyo) 131
T =Q(p)z +9(2) + Q) (H(p)w + H(p)) (1.346)
2(0) = B (p(0))2(0)* — B*(p(0))(0)" (1.347)

oit les notations (-), (-) sont définies dans (1.305) et ont £(2) = (Tu(p) + Ty(p)) Y (0)(Z, 2),
9(2) = Q(p)7(%, 2), la matrice A(p) = L(p) + EF(p) et les notations (-)°, (-)°, (-)* sont
présentées dans le Lemme 1.15. o

Les théoremes suivants présentent, respectivement, des solutions sous des contraintes de
performance au sens du gain L., et du gain L.

Théoréme 1.15. ([65]). Supposons les Hypothéses 1.8-1.11 vérifiées et considérons le sys-
teme LPV décrit par

v=Alp)v+ B(p)y (1.348)
{=Clp)v+D(p) (1.349)
v(0) > %(0) (1.350)

ouv,§ €R, Y = {sz T |r| } et les matrices sont définies par C(p) = Q(p), D(p) =
Q)H(p) Q)H(p) Qo) Alp) = Lp)+E(p), B(p) = (Tulp) + Til)) 2p) + F(p)2(p)
avec 2(p) = {Z( ) Z(p) f/(p)}, D(p) = {ﬁ(p) H(p) On,n} et les notations (-, (-) sont
définies dans (1.305).

Soient des matrices P; = Pl € R™™ et f; = [ﬁaj Lyj M Mbj] ou L, Ly € R™™,
M, Mpj € R™P pour j € {0,--- , s}, telles que

Pla)=Fy+a P+ -+ a,Po- 0,Ya € T, (1.351)
()= I +ad + -+ a I >0 Yae T, (1.352)
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et des matrices E; =EL = 0,

Fi=FL =0, Hy >0 pour que :

i

E(a) = af&n + + a2 = 0,Va € I,
F(a) :04%-7:11+"~+Oz§fss > 0,Ya eI,
H(a) = a?Hy + -+ a*Hy > 0,V € I,

(1.353)
(1.354)
(1.355)

Sl existe des scalaires > 0, v1,Y2,73, 74 > 0 et une M-matrice W € R™*™ tels que les
contraintes suivantes sont vérifiées :

(1) Y(o,B) € Iy x I3,

Nev, B,71,7v2)+E(a) < 0,
E(a,v3,74) + Fla) <0,
— (La(a) = Ly(a)) — pW <0,

—(Lo() + Ta(@)Y (@) = To(@)Y(a)) + H(a) <0,

(1.360)
(1.361)

(1.362)

[Lai Mai 0],

—He{W} * * *
. T271 (Oé) T272(O[7 ’)/2) * *
avee Tav, 5,71:72) = T3,1(04)T 0 T3,3(avﬁa71) * ’
wr 0 0 —P(a)
T1(a) = [(Ta@) + To(@) 2Aa) T(a)],
T31(a) = Pa) + La(a) = Ly(a) + T (a),
T () = Ly(a) + Ta(@)Y (@) — To(@)Y(a) + La(e),
Ta(@) = [La(@) Ma(a) W], To(a) = [Li(@) My(a) 0],
—~I
T22(0472) = @8/025) _*I ’
T3,3(a76771) = (71 - 1)P<Oé) + P(ﬁ) - PO;
—yPla)  *  x
(e, y3,74) = 0 —yal *
Cla) D(a) —I
(i1) pouri € {1,--- s},
Tii+&:i =0
Zi+Fi <0
- (%iXi - 721‘71') +Hii >0
0 N— 0 « x
T
ou Ty, = (Ti)aa™ O = , Z(a)=10 0 *|,
Ji 00 x 0 Dy 0
0 00 0 i
(Yii)2a = {(7;@ + Toi) 20 Tii|, Tii = TaiY i—ToiY s, 2, = [Zz Z; }71}; Toi =
Toi = [Ebi M 0}; Dy = |Q:H;, Q:H, O]f ot Ki, Ki, K; , K; pour K € {Q.Y, Z, H}

sont déduites de la décomposition :

=18 Brze e §]

=1

(1.363)
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Alors, les matrices de l'observateur intervalle a entrées inconnues L(p) = Lq(p) — Li(p)
et M(p) = M,(p) — My(p) sont définies par, k € {a,b},

[Li(p) Mi(p)] = W' [Li(p) Milp)], (1.364)
et le systéme (1.345)-(1.347) est stable avec un niveau de performance associé au gain Lo
inférieur a v, = 172 + 4.

g

Théoréme 1.16. (/65]). Sous les Hypothéses 1.8-1.11, en considérant le modéle LPV
(1.348)-(1.350), les inégalités (1.351)-(1.352), (1.355) et les matrices Gi; = G = 0, telles
que :

G(a) =aiGy + - +a’Gy = 0,Va € T, (1.365)

S7il existe des scalaires réels pn > 0, vy, > 0 et une M-matrice W € R™ "™ tels que les
contraintes suivantes sont vérifiées :

(1) Y(a, B) € Iy x I, en considérant les inégalités (1.358)-(1.359) dans le Théoréme 1.15
et

H(O{,B,’}/Hw) + g(a) = O? (1366)
ou (o, B,vu.,) = Te, 8,0, 1ms) avec la matrice T définie dans (1.356) et la
HQJ(O{) |
matrice Iy (a) = [0 D(a) 0 C(a) O}.
(i1) pouri € {1,--- s}, en considérant les inégalités (1.362) et
I + Gy = 0, (1.367)
. Ti  * : i
ou IT;; = , ()21 = {O Di; 0} avec les matrices Vy;, Dy définies dans
(Hii>2,1 0 ’

(1.360), (1.361).

Alors, les matrices de l'observateur intervalle a entrées inconnues L(p) = Lq(p) — Li(p)
et M(p) = M,(p) — My(p) sont définies par (1.364), k € {a,b}, et le systéme (1.345)-
(1.347) est stable avec un niveau de performance associé au gain Lo inférieur ou égal a

VLo = A/ VHeo -

Démonstration. ([65]). Les théoremes 1.15 et 1.16 fournissent des solutions respectives
pour déterminer les matrices L(p) et M (p) en respectant des criteres de performance basés
sur les gains L, et Lo. Comme le systeme (1.345)-(1.347) est non linéaire, la méthode
proposée se base sur la propriété de coopérativité. Elle démontre que ’état Z(¢) et la sortie
Z(t) du systeme (1.345)-(1.347) peuvent étre bornés par 1'état et la sortie d'un systeme
LPV fictif stable, qui dépend du vecteur de parametres p et dont le vecteur d’entrées
comprend @ et w. En montrant qu’un critere de type gain £y et/ou L, du systeme LPV
fictif est une borne supérieure du critere de performance correspondant du systeme (1.345)-
(1.347), il est conclu que ce dernier systéme est stable avec une performance donnée par le
critere de gain Ly et/ou L. Ainsi, le probléme initial se transforme en un probleme LPV
(fictif) linéarisé en utilisant une matrice auxiliaire comme degré de liberté. Pour atténuer
le conservatisme lié a la stabilité quadratique, qui repose habituellement sur une matrice
de Lyapunov constante pour toutes les variations du vecteur de parametres, la méthode
s’appuie sur une matrice de Lyapunov dépendante des parametres et sur le concept de
multi-convexité. A cette fin, 'Hypothese 1.9 a été prise en compte. Pour la démonstration
mathématiques de ces théoremes, le lecteur peut se réferer a [65]. [ |
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1.8 Positionnement des contributions de la thése

L’état de I'art montre 'existence de diverses approches d’estimation d’état d'un sys-
teme. La premiere repose sur la conception de filtres qui offrent une grande flexibilité
dans le choix de sa structure, car ne dépendant pas de la structure du modele du systeme
comme pour les observateurs. Une deuxieme approche concerne la synthese d’observateurs
intervalles, mais dont la structure repose en général sur la dynamique du systeme dont on
cherche a estimer I'état. Pour les deux approches, des méthodologies de synthese existent
que ce soit pour la classe des systemes LTI, comme celle des systemes LPV. De nombreux
verrous théoriques restent encore a lever pour les deux approches. Ces derniers seront a
présent mis en évidence afin de positionner la contribution de nos travaux.

1.8.1 Analyse critique de I’état de ’art

Bien que de nombreuses contributions aient déja été proposées dans la littérature sur
les méthodologies de synthese d’observateurs intervalles, certaines méthodologies n’asso-
cient pas de critere d’optimisation, contrairement & d’autres. Dans les travaux de [3, 125,
126], les méthodologies de synthese reposent sur la détermination de matrices permettant
d’obtenir la propriété Metzler et Hurwitz, I’évaluation de la performance étant réalisé a
posteriori. L’objectif principal est de garantir la propriété de coopérativité, ce qui implique
spécifiquement 1'obtention d’une matrice d’état Metzler pour la dynamique d’erreur d’es-
timation. Dans le cas ou ces méthodologies garantissent la stabilité des erreurs supérieure
et inférieure avec des criteres de performance tels que Ho, ou H;, comme présentées dans
[38, 110, 179], on observe que méme dans ce contexte, les degrés de liberté disponibles sont
mobilisés uniquement pour assurer la coopérativité des erreurs d’estimation. Comme évo-
qué dans [65], dans le contexte des systemes LPV, I'approche présentée dans [38] cherche
a apporter une réponse a ces probléemes en intégrant un critere de performance de type
gain L,. Cependant, cette méthode présente plusieurs inconvénients notables :

e Bien que ces travaux incorporent une mesure de performance de type gain Lo dans
le processus de conception, le critere minimisé n’est pas directement associé a la
réduction de la taille de l'intervalle estimé, le gain L, étant une mesure de type
énergie, contrairement au gain L, (pire cas créte a créte).

e La méthodologie de synthese proposée ne fournit pas de solution pour obtenir
conjointement la propriété Metzler et Hurwitz, et encore moins sous un critere de
performance.

e Les matrices dépendantes du vecteur de parametres sont supposées étre bornées par
des matrices constantes. Par conséquent, le probleme, initialement de nature LPV,
est reformulé sous la forme d’un probleme incertain LTI ensembliste, induisant de
maniere inhérente du conservatisme.

En contraste avec I'approche précédente, la solution proposée dans [177] adopte une dé-
marche qui integre, d'une part, la structure inhérente des matrices du modele et, d’autre
part, la présence simultanée de parametres mesurés et non mesurés. De plus, le processus
d’optimisation qui régit cette méthode, détermine le gain de 'observateur en se basant
sur un critere de performance de type L. Cette démarche vise a réduire au maximum
I'impact des incertitudes associées au modele sur la largeur de l'intervalle d’estimation.
Cependant, il convient de souligner que la contrainte majeure de cette approche est étroi-
tement liée au choix du gain de 'observateur intervalle. Ce gain dépend de la structure
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propre au systeme étudié et sa détermination doit simultanément garantir la stabilité de
I’encadrement et la propriété Metzler. La difficulté réside davantage dans la résolution
du critere optimal et dans 'atteinte de I'optimalité, surtout en l’absence de garantie de
convergence avec la synthese "a priori/a posteriori”. Il ne s’agit pas simplement de satis-
faire les deux conditions, car il est possible de se retrouver dans une situation ou cela est
vrai sans avoir atteint le point optimal. Plus récemment, dans le contexte des observateurs
intervalles LTI [179] et LPV [110], la méthode par structure TNL a réussi a surmonter les
obstacles scientifiques mentionnés précédemment. Cette percée a été réalisée en évitant
I'usage d'une transformation d’état, en tenant compte de la propriété Metzler dans le
processus d’optimisation, et en incorporant des criteres de performances H., et de gain
L, des la phase de synthese. Néanmoins, il convient de noter que cette méthode reste re-
lativement conservative dans le choix des degrés de liberté, qui doivent étre préalablement
fixés. De plus, ces choix ne sont pas nécessairement optimaux et ne tiennent pas compte
des variations temporelles des parametres, inhérentes a la nature des systemes LPV [110].

En ce qui concerne la théorie des filtres, les méthodologies de synthese integrent a priori
la présence d’'un critere de performance au sens d’une norme donnée lors de la synthese.
L’avantage apportée par la structure du filtre, qui peut étre de dimension supérieure a
celle du systeme considéré, ainsi que l'exploitation de degré de liberté supplémentaire as-
sociée a des variables auxiliaires lors de la synthese, sont des atouts a exploiter.

Il est important de souligner qu’il existe une différence entre la synthese d’une loi de
commande basée sur un filtre intervalle ou sur un observateur intervalle. En effet, dans le
contexte des modeles LTI, LPV, la synthese conjointe d'un estimateur intervalle et d'une
loi de commande repose généralement sur la notion de principe de séparation, nécessitant
que la dynamique de I'estimateur soit plus rapide que celle du systeme considéré. Dans le
cadre des observateurs intervalles, le principe de séparation est plus complexe a obtenir.
Ceci est du a la présence de terme non linéaires qui sont le résultat de la méthode de
construction des fonctions de majoration inhérentes a I’approche intervalle. Cela a pour
effet de créer un couplage entre les variables du systeme et de celui de I'estimateur, ce qui
représente un verrou. Cette problématique peut étre surmontée grace a la conception de
filtres intervalles spécifiques.

Un dernier point a souligner concernant la conception des filtres est qu’il est nécessaire
que le systeme étudié soit stable afin de garantir que le filtre synthétisé le soit également.
Pour contourner le probleme, on peut toujours inclure le controleur dans le modele. C’est
une solution éprouvée tres largement utilisée dans les travaux du laboratoire IMS en diag-
nostic basé modele [91]. Si toutefois, le controleur n’est pas connu, on aura alors recours
a des modeles de performance de celui-ci.

1.8.2 Objectifs de la these

A la lumicre des éléments exposés dans la sous-section précédente, nous avons pris
comme direction de recherche la théorie des filtres. Cette analyse conforte pleinement
les orientations prises dans nos travaux. Au cceur de ce manuscrit réside 'idée de tirer
parti du potentiel de cette approche, dans le but de développer une nouvelle méthode
d’estimation : un filtre robuste par intervalle. Nous introduirons ainsi une méthodologie
novatrice de synthese de filtres adaptée au contexte intervalle, une approche qui n’a pas
encore été explorée dans la littérature existante. Cette contribution représente donc un
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jalon significatif dans le cadre de notre these. Cette méthodologie sera développée et
appliquée pour les classes de modeles suivants, en intégrant les spécifications données
comme suit :

e Pour un modele LTI

— La propagation des incertitudes et des perturbations bornées sur I'erreur d’es-
timation est minimisée au sens de la norme H;/Ho.

— La structure du filtre consiste en une réalisation d’état quelconque, qui peut
étre d’ordre supérieur a celui du modele du systeme.

— L’obtention conjointe des propriétés de stabilité et de coopérativité est réali-
sée en adjoignant des contraintes associées au probleme de synthese du filtre
intervalle.

e Pour un modele LPV, le filtre intervalle est cong¢u pour répondre aux niveaux de
performance requis, utilisant des criteres tels que le gain L5 et L,. Tout comme pour
les modeles LTI, la conception du filtre est réalisée sous la forme d’une réalisation
d’état générique. Cependant, une différence significative réside dans la dépendance
des parametres du modele LPV. Ainsi, le filtre intervalle est concu de maniere a
prendre en compte cette dépendance paramétrique afin de réduire le conservatisme.

Ce sont ici, les contributions des travaux de these présentées.
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Chapitre

Synthese de filtres intervalles pour les
systemes LTI

Ce chapitre présente la premiére contribution de nos travaux de these, en proposant
une nouvelle approche d’estimation par intervalle. Selon nos connaissances, ’approche
de conception de filtre appliquée dans le contexte "intervalle” n’a pas été abordée dans
la littérature, et constitue donc un probleme ouvert. Dans cette optique, la principale
contribution de ce chapitre réside dans la proposition d’une nouvelle approche pour la
conception de filtres intervalles destinés aux systemes linéaires a temps invariant (LTT).
Les développements méthodologiques établis visent a proposer une solution au probleme
de synthese des filtres par intervalles sous contraintes simultanées d’existence et de perfor-
mance. La synthese des parametres des filtres par intervalles est basée sur la minimisation
d’un critere mixte Ho, et Hy. Ce critere permet d’atténuer I'influence des bruits et per-
turbations sur l'estimation de lintervalle total, dans un contexte "pire cas” (contexte
Hoo) et "d’amplitude maximale” (contexte #H;). La synthese est formulée sous contraintes
d’inégalités matricielles linéaires et bilinéaires (LMIs et BMIs) comme un probléeme de
programmation non linéaire semi-definie (du terme anglo-saxon "nonlinear semi definite
programming” NL-SDP). Il est a noter que cette méthode ne nécessite aucune transfor-
mation du systeme (transformation par changement de variables, transformation en un
systéme positif) pour assurer la coopérativité des erreurs d’observation. Ceci constitue
un apport méthodologique notable dans I’approche proposée par rapport aux approches
existantes dans la littérature, voir Chapitre 1 de ce mémoire.

2.1 Encadrement de fonctions

Le Lemme 1.5 présenté a la page 24 donne une approche constructive permettant
d’encadrer le produit d’un vecteur incertain x € R™ par une matrice constante A &€
R™*" en utilisant les bornes du domaine d’appartenance. Sous ’hypothese de 'existence
d’une matrice B € R™" vérifiant la décomposition B = B, — By, avec B,, B, € R™*™
représentant des degrés de liberté, nous présentons le lemme suivant.

Lemme 2.1. Etant donné une matrice A € R™" et une matrice B € R™™. Définissons
les matrices By € R™™ k € {a;b} telles que B = B, — By, avec B,, By, > 0 et un vecteur
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x € [x,7] € R". Si A et B sont des matrices constantes, alors :

(BaA+ + BbA_)g — (BQA_ + BbA+)T < BAzx < (BaA+ + BbA_)T — (BaA_ + BbA-i_)g.

(2.1)
Démonstration. 11 est possible de décomposer le terme BAx tel que :
BAz = (B, — By) (AT — A7 )x,
= (B,AT — B,A™ — ByA" + ByA7 ). (2.2)

L’utilisation du Lemme 1.5 permet de construire un encadrement pour chaque terme
B,A%x, BJA x, ByATx, ByA™x. Tenant compte de ’encadrement z < z < 7, il vient :

B,ATx < B,A"x < B,A"7, (

-B,A < -B,A v < -B,A z, (

—BATT < —ByAtx < —B,A"zx, (

ByA x < ByA 2 < B,A™Z. (

N DN NN
S O = W
~— — ~— ~—

Finalement, ’encadrement du terme B Az est donné par I'inégalité

B,ATx — B,A T — By AT + ByA 2 < BAx < BLA™@ — B,A 2z — ByATx + By AT,
(2.7)

qui est équivalente aux inégalités telles qu’exprimées dans I’équation (2.1). [ |

Notons que le Lemme 1.5 repose sur 'utilisation des opérateurs non-linéaires e*et o~ .
Cette approche présente donc un inconvénient lorsque ’objectif final est d’inclure les ma-
jorants dans un processus d’optimisation. Le Lemme 2.1 repose sur le principe qu’une
matrice réelle peut étre décomposée par deux (non uniques) matrices dont tous les élé-
ments sont positifs. Il en résulte que la structure finale des bornes supérieure et inférieure
est linéaire par rapport aux degrés de liberté ce qui est clairement un avantage par rapport
au Lemme 1.5.

2.2 Formulation du probleme

Nous nous proposons maintenant d’explorer la formulation du probléeme, en considé-
rant un systeme LTI stable décrit par

&(t) = Az(t) + Fw(t), (2.8)
y(t) = Cz(t) + Fuw(t), 2.9)

ou x € R", y € R™ désignent respectivement 1’état du systeme et la sortie mesurée. w €
R™ est le vecteur des entrées inconnues/perturbations bornées tel que w(t) € [@ (t),w(t)} :

Yt > 0 ou les vecteurs w(t), w(t) € R™ sont supposés connus a priori. Les matrices sont
définies par A € R, F € R™"™w (' € RWw*" et F' € RWw*"w,

L’objectif que nous poursuivons est de concevoir un filtre d’intervalle d’ordre ny > n, qui
fournit les limites supérieure z(t) et inférieure z(¢) de la combinaison linéaire de 1’état :

() = Tx(t), T €R™=*" (2.10)
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T
De maniere équivalente, il s’agit de déterminer un filtre dynamique dont la sortie {Z(t)Tg (t)T}
vérifie I'inégalité :

2(t) < z(t) < zZ(t), Vi > 0. (2.11)
Les hypotheses suivantes sont faites :
Hypothése 2.1. La paire (A,C) est observable (ou au moins détectable).

Hypothese 2.2. On suppose que n, < n et que la matrice T" est de rang plein colonne.

L’Hypothese 2.2 est largement reconnue et courante dans le domaine des filtres fonction-
nels [51]. Elle permet de garantir d’un point de vue pratique, que 'on ne cherche pas a
estimer deux composantes z; et z; de z, qui seraient linéairement dépendantes.

T = I,, est un choix valide. Cependant, ce dernier choix implique des restrictions sur Dp,
voir la Remarque 2.1.

Afin d’améliorer la lisibilité des développements suivants, la dépendance temporelle est
désormais omise.
L’objectif que nous poursuivons est de concevoir un filtre intervalle, qui admet la structure

d’espace d’état suivante

5p=Apss + (Bp, — Br)y + (4
5= Arpsy + (Br — Bp,)y + (,(

|
E

7§? w’

N
I\

gl
3

) Y Y

(2.12)

(2.13)
iy = Apxy + Bpy ( )
Tr=35;+xy (2.15)
Lf =Tf — Sy (2.16)
z:C'Flff""DFy"‘ﬁl(Tfjiﬁw’w) ( )
2= Cpxp+ Dpy +n, (T, xp, 0, w) (2.18)
ou sy, ss,Tp,xy € R, w,w € R™ et Z, 2 € R" désignent respectivement les bornes
supérieures et inférieures des états sy, xy € R, de la perturbation w € R™ et du signal

a estimer z € R"=. Les matrices Ap, Bp, Bp,, Bp,, Cr,, Cp,, Dp ont des dimensions adé-
quates, et (y, ¢, : R"* X R" x R™ x R™ — R" et 77;, 1, : R" X R"™ x R"™ x R™ — R"=.

Les éléments clés du filtre par intervalle proposé sont les suivants :
(i) Le filtre peut avoir un ordre supérieur a celui du modele du systeme : n; > n.

(ii) Les matrices Ap, Br, B, Br,, Cr,, Ck,, D sont des variables libres, ce qui nous
donne N = n3 +3(ny x ny) +2(n. x ny) +n. x n, degrés de liberté pour le probleme
de synthese.

(iii) L’effet des entrées inconnues w sur la taille de 'intervalle é, = Z — z, est minimisé
dans le sens de la norme H, et/ou de la norme H;.

2.3 Conception du filtre intervalle

2.3.1 Conditions d’existence

Cette sous-section aborde les conditions d’existence pour que le systeme (2.12) -(2.18)
soit un filtre par intervalle pour le systeme (2.8)-(2.10). La solution est présentée dans le
théoreme suivant.
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Théoréme 2.1. Sous les hypothéses 2.1-2.2, l’état z du systeme (2.8)-(2.10) est borné par
les vecteurs z, z définis par (2.17), (2.18) c’est a dire

(1) € [2(t),2()], Yt >0, (2.19)

si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) La matrice d’état Ap est Metzler.
(11) 1l existe des matrices de sortie Cp,, q € {1;2} et Dp du filtre, telles que :

Cr, =2 0, (2.20)
DpCT' = 1,.. (2.21)

(111) Les fonctions Zl,gz,ﬁl,ﬂz vérifient :

61(27 Z,W, M) - Cl(za w) 2 07 (222)
<2<Z7w) - QQ(Z Z,W, M) > 07 (223)
(Ts, zp, W, w) — m(zp,w) >0, (2.24)
ey, w) _ﬂg(ff’xf?wvﬂ) > 0, (2.25)
ot
((z,w) = RYx + R,Sw, (2.26)
ng(zs,w) = Cp, (=1, )xp + Dp(—F)w, (2.27)
avec Ry = [ Br, Br } Y = { —CTt CT? }T, S = [ —F F }T et q € {1;2}.
(iv) Pour toutes conditions initiales satisfaisant
57(0),5/(0) > 0, (2.28)
z4(0) < x4(0) < 7((0), (2.29)
nous avons, vt > 0 :
55(0),55(8) 2 0, (2.30)
zp(t) < ap(t) <Tp(1). (2.31)

Démonstration. Cherchons dans un premier temps a prouver que s;(t),57(t) > 0 est
vérifié V¢t > 0. Pour se faire, en développant (2.12) et (2.13) a partir de (2.9), on obtient :

. [ C ] I
Sy = Aps;+ [ Br, Bp } ot [ Br, Bp } F w+((Z,z,w,w), (2.32)
. [ —C] [ —F ] _
sy =Aps;+| Br, Br | oo lT | Br, Br | |0t GEz W), (233)

A partir de la relation z = Tz, et des notations ((z,w),q € {1;2}, introduites dans
(2.26), il vient que (2.32)-(2.33) sont réduites a :



2.3. CONCEPTION DU FILTRE INTERVALLE

Sous la propriété Metzler (i), les conditions (2.22)-(2.23) et les conditions initiales (2.28),
il vient que (2.34)-(2.35) satisfont la propriété de coopérativité et donc par conséquent :

54(t), 5,(t) > 0,V > 0. (2.36)

Dans un second temps, en utilisant les équations (2.15)-(2.16), les conditions initiales
(2.29), et en considérant que la propriété de coopérativité (2.36) est satisfaite, on peut
directement en déduire que T (t) et z(t) satisfont :

xy(t) < wp(t) <Tp(L),VE > 0. (2.37)
En combinant z(t) = TTz(t), (2.9) et (2.15)-(2.16), il vient que :

Z=Cpsr+Cpaxs+ DrCT'2 + DpFw + 7Ty, 2y, W, w), (2.38
z2=Cra;—Cpsy + DpCT 'z + DpFw + QQ(@,Q,@, w). (2.39)

Sous la contrainte d’égalité (2.21), et avec les notations n,(zr, w),q € {1;2}, introduites
dans (2.27), on peut vérifier :

zZ—z= C1F1§f +ﬁ1(ff7£f7w7w) _nl(xﬁw)a (240)
z—z2=Cpsy+m(rsw) —n,(Ts 25,0, w). (2.41)

Sous les contraintes de positivité matricielle élément par élément définies dans (2.20),
en tenant compte des conditions (2.24)-(2.25), 2.30) et (2.31) il vient que Z — z > 0, et
z — z > 0 pour tout instant ¢ > 0. Cela marque la conclusion de la preuve. [

Remarque 2.1. Notons que si T = I, alors Dp existe si et seulement si rang(C) =

C . .
rang ( 7 ) Dans ce cas, la solution est donnée par
n

Dp =C"— M(1,, — CCT), (2.42)

ou M est une matrice arbitraire.

2.3.2 Détermination des fonctions (;, Cos T 7y

La détermination de (;, Cy» Ths M, repose sur le Lemme 2.1.

Ainsi, chaque matrice (inconnue) B, B, et Cp,, ¢ € {1;2}, est décomposée en deux
matrices (non uniques) telles que

Br = Br, — Bp, (2.43)
Br, = Br, — B, (2.44)
Cr, = Cr,, — Cr,,, (2.45)

ou Ban,qub,CanCFqb,BFa,BFb > 0. La matrice Dr est quant a elle, décomposée de
maniere similaire, i.e.

D = Dy, — D, (2.46)
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ou Dp, and Dp, sont connues a priori telles que Dp,, Dp, > 0 et que la contrainte (2.21)
soit satisfaite.

Il vient alors que la matrice R,(p) (voir (2.26 )) est partitionnée de fagon identique, telle
que

R, = R,, — Ry, (2.47)
ou Rqa = Ban BFa ] ,qu = { BFqb BFb }, tels que Ban,BFqb, BFaaBFb Z 0.
Le lemme suivant permet alors de construire les fonctions ¢, Gy et 7,1,

Lemme 2.2. Soient les décompositions (2.43)-(2.47). Alors, pour z¢ € [Tf,gf] etz € [Z, 2],
les inégalités (2.22)-(2.25) du Théoréme 2.1 sont satisfaites avec

Zl<z, g,@ M) = 2112 — 2122 + Wllw Ll'/lgw (248)
§2<§, z, w, ) = 2212 — 2222 + Wzlw — !ngw (249)
ﬁl( l'f, ) = _,1133'f - ngxf -+ Hllw ngw (250)
QQ(Tf#Ef, w) = Eo1xy — E0oTy + Il w — 1115w, (2.51)
ot

Yg = Ran+ + Rg,Y ™, =0 = Cqu(—fnf)*,

qu — Rqayi + quY+, qu — Can(_[nf)ia

qu :Ran++quS_a Hll :DFa(_F)++DFb<_F)_a

!qu - Ran_ + qu5+7 HlQ - DFa(_F)_ + DFb(_F)+a

avec q € {1;2}.

Démonstration. Une application directe du Lemme 2.1 et des décompositions (2.43) -
(2.47) sur les différentes parties des équations (2.26)-(2.27) permet d’obtenir les bornes
supérieures (;,m, des éléments (;,m; et les bornes inférieures Gy 1, des éléments Cz, 7
définis dans les équations (2.48)-(2.51). [

2.3.3 Critere de performance #,/ H., et formulation NL-SDP

Dans cette section, nous mettons en place les criteres de performance nécessaires pour
la conception du filtre par intervalle (2.12)-(2.18), puis nous formulons la Programmation
Semi-Définie (SDP) basée sur un critére des normes H; et/ou Ho

En utilisant les résultats du Lemme 2.2, les équations (2.12)-(2.18) s’écrivent

kh
—~

) (5¢(t) + w4(t)) + Dpy(t) + ZuTy — Evpzyp + 1w — Iow
t) = Cr, (a”f(t) - 7f< )) + Dpy(t) + Sy — S99y + Ihw — 1w
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En substituant les expressions de y(t), T¢(t), z;(t), Z(t) et z(t) a partir des équations
(2.9), (2.15)-(2.16), (2.55)-(2.56) dans les équations (2.52)-(2.53), et en considérant le

T T
vecteur d’état augmenté et d’entrée ¥ = (xT T §fT> , W= (wT w? wT)
respectivement, on obtient le modele d’état suivant

i = Ai + Bw, (2.57)
¢, = Ci+ Duw, (2.58)
ou :
A 0
AV _ BFC AF
(Bp, — Brp + X211Dp — X12Dp)C X11(Cr, + E11 — E12) — 212(Cr, + E21 — E22)
(Bp — Bp, + 201Dp — X992 Dp)C  X91(Cr, + Z21 — Z22) — 222 (Cr, + 511 — Z12)
0 0
0 0 (2.59)
AR+ 21 (Cp, 4+ E11) + X250 Z11E12 + X12(Cr, + Z01) ’ ’
—(Z91520 + XooCr, + X29511) Ap — X01Cr, — X21591 — Y2510
E 0 0
B BpF 0 0

(Bpy, — Br + 211Dp — X19Dp)F X1 + Ziollis + V1y —(Z1lls + ZioIliy + Wh2)|
(BF — Bp, + Y01 Dp — Y99 Dp)F —(Zo11119 + YooIl11 + Wa2) Dordli1 + Xoollip + Wy
(2.60)

9

C=[0 (Cp—512+51-Cr —5n+5n) (Cp+E1+52) (E2+Zn+Cr) ]|, (261)

D=[0 (II+s) —(e+1) ]. (2.62)

L’objectif, vise alors a minimiser I'influence de I'entrée w sur la largeur de l'intervalle €,
dans le sens d’un critére de norme H, et/ou H;, tout en garantissant la stabilité asymp-
totique du modele d’état (2.57)-(2.58). Compte-tenu de la nature triangulaire supérieure

de A, la stabilité de (2.57)-(2.58) implique la stabilité du filtre (2.12)-(2.18).

Les lemmes suivant donnent la solution aux problemes de synthese H, et H;.

%

Lemme 2.3. (Performance Hoo : Lemme réel borné [24]). Soit le transfert G(s) = C(sI —
A)IB + D du systéme LTI (2.57)-(2.58). S’il existe une matrice P = PT et un scalaire
Y., > 0 tels que

P =P -0, (2.63)
PA+ ATP  PB cT
B™P  —y I DT | <0, (2.64)
é D —’}/'HOOI

alors ||G||so < VH.. -

Lemme 2.4. (Performance H, [1, 88]) Soit le systéme (2.57)-(2.58). S’il existe trois sca-
laires 3, > 0,1 > 0, A > 0 et une matrice P € R™" P = PT = 0, tels que

PA+ATP+ AP PB
N <0 2.65
TP | <0 (2.65)
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AP 0 ol
0 (v, —p)I D" | >0, (2.66)
C D ’}/7'[1[

alors la norme Hy du systéme G(s) est inférieure a vy, , telle que ||G|l1 < Y3 -

Comme classiquement dans ce type d’approche, en raison des relations multiplicatives
entre la matrice de Lyapunov P et les matrices de filtre Ap, Bp, Br,, CF,, D ainsi que
leurs décompositions Br,, Br,,, Cr, , Dr,, k € {a;b},q € {1;2}, les inégalités impliquées
ne sont pas linéaires, ce qui en fait un probleme non convexe. Ce type de probleme est
connu pour étre "NP-hard” et difficile a résoudre. Pour palier ce probleme, nous propo-
sons d’'imposer une structure particuliere a la matrice de Lyapunov P, ce qui permet de
reformuler le probleme de synthese comme un probleme NL-SDP, c¢’est a dire un probleme
d’optimisation mono-critére sous contraintes d’Inégalités Matricielles Linéaires (LMI) et
d’'Inégalités Matricielles Bilinéaires (BMI).

Considérons que la matrice symétrique P est partitionnée selon la structure suivante :

P 0 0 0
10~ 0 0
P = 0 0 P 0] (2.67)
0O 0 0 B
ou P, € RW*™ et P, € R™*™ et soient les changements de variables suivants :
Ap = PAp, Bp, =PBy, (2.68)
Br, = PBr,, Cr, =Ch,. (2.69)

avec q € {1;2} et k € {a;b}.
Le théoreme suivant donne la solution au probleme de synthese H,; .

Théoréme 2.2. Considérons le systéme (2.8)-(2.10) et les Hypothéses (2.1)-(2.2). Le filtre
intervalle (2.12)-(2.18) est asymptotiquement stable et vérifie ||G||1 < ya,, s’il existe des
matrices réelles Pl,AF,BFa,BFb,éFla,BFlb,BFQG, BFQb,éFla, C’Flb,C’FQG de dimensions
appropriées, ainsi que des scalaires réels kK, \, i, vy, > 0 et une M-matrice Py solution du
probleme d’optimisation :

min yy, s.t. P=PT =0, (2.70)
A+ ATap « ] N -
| BT —pl
AP * *

0 (w =l x| =0, (2.72)
¢ D
Br,,, Br,,, Br,, Br,, Cr,,, Cr,, > 0, (2.73)
éan - C’Fqb >0, (2.74)
Ap + kP >0, (2.75)
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o :
P 0
A=pPi=| . BrC o Ar
T T |(Br = Br+21uDp — £19Dp)C 211(Cr, 4+ S11 — S12) — £19(Cr, + Za1 — Sa)
(Bp — Bp, + 521Dp — $29Dp)C 591 (Cr, + Zo1 — Z92) — X92(Cp, + Z11 — E12)
0 0
0 0 (2.76)
" Ap + Ell(CFl ~11) + 212~22 SnEn+ ElQ(CFg ~21) ~
~(Z21 590 + Z00Cp, + 592511)  Ap — 501.Cp, — Y1591 — 592515
PE 0 0
S ph_ BrF 0 ~ 0
N N (BF1 BF + ZnDF - ElQDF)F il + 2121712 + Uy —(- 1H12 + 2121711 + ![’12)
(Bp — Bp, + Y01Dp — 509 Dp)F —(X91I1o 4 Soollyy + Vo) (D111 + Zoollis + W)
(2.77)
C=[0 (Cr,—E12+511-Cr — 01+ 52) (Cr+E1+52) (E2+Zu+Cr) ], (2.78)
D = [ 0 (ﬁll + ﬁlg) —(ﬁm +ﬁ11) ] . (2.79)
[Ci, on note qu = BF — BF ab’ éFq = éan — équ, BF = BFa — BFb et
Sa=PX, j%Y +R, Y Ep=0Cp,(—I,)",
Sp=PYp=R, Y +R, YT Ep=0Cr, (=1)",
Un=PV,=R,, St +R, S, Hll—DFa(—F)++DFb(—F)_,
L_DqQ—PQWqQ—Ran R S ng—DFa<—F)_+DFb(—F)+,
avec R, = [ Br,  Bra } , { Br, Bry } et g € {1;2}.
Les matrices d’état du filtre (2.12)—(2.18) sont alors données par
Ap=P;'Ap, Bp, =P;'Br,, (2.80)
_1 —t s
BFk = P2 BFk, CFqk = CFqk, (281)

pour q € {1;2} et k € {a;b}.
Démonstration. En se basant sur les transformations linéaires définies dans les équations

(2.68)-(2.69), il est évident que ’ensemble de contraintes énoncé dans les équations (2.70)
a (2.75) du Théoreme 2.2 entraine que :

P =P 0, (2.82)
(DA AT
PA”%gTi*‘XP —ZI <0, (2.83)
(AP * *
0 (7 - )l * =0, (2.84)
I C D vy
PyBr, , P2Br,,, 2Br,, P2Br,, Cr, ,Cr, >0, (2.85)
Cr, —Cp, >0, (2.86)
PoAp +kPy > 0. (2.87)
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En se basant sur la positivité de P, ' dans 'inégalité (2.87) et en utilisant le Lemme
1.14, on peut conclure que Ap est une matrice Metzler si (2.87) est satisfaite. De plus, en
satisfaisant la contrainte (2.85), les matrices B, Bf, et Cr, peuvent étre décomposées en
deux matrices positives (non uniques) conformément a (2.43)-(2.45). Notons que (2.86)
équivaut a la contrainte (2.20). En imposant la décomposition spécifique (2.43)-(2.46) des
matrices du filtre Bp, Bp,, CF, et D, les conditions énoncées dans (2.83)-(2.84) assurent
un niveau de performance au sens de la norme ;. En utilisant la matrice de Lyapunov P
donnée par (2.67) et en remplagant les matrices d’espace d’état (2.59)-(2.62) dans (2.65)-
(2.66), on obtient les expressions (2.71)-(2.72). Ainsi, il vient que ||Guoe.|li < vx, et
z2(t) < z(t) < zZ(t),vt > 0. [

Le théoreme suivant donne la solution au probleme de synthese du filtre intervalle sous
contrainte de performance H...

Théoréme 2.3. Considérons le systeme (2.8)-(2.10) et les Hypothéses (2.1)-(2.2). Le filtre
intervalle (2.12)-(2.18) est asymptotiquement stable et vérifie ||G||oo < Y., St il existe des
matrices réelles thle,BFa,BFb,BFla,BF“,,E’FQQ, BF%,C'FW C'Fwéan de dimensions
appropriées, ainsi que des scalaires réels k,vy., > 0 et une M-matrice Py solution du
probleme d’optimisation :

min vy s.t. P=PT >0, (2.88)
A+AT B CT
« ol D | =0 (2.89)
* I I |

Les matrices d’état du filtre (2.12)-(2.18) sont alors données par les équations (2.80)-
(2.81).
Démonstration. La démonstration repose sur le Lemme 2.3 et est similaire a la démons-

tration donnée pour le Théoreme 2.2. [ |

Etant donné que les Théoremes 2.2 et 2.3 sont formulés comme des problemes NL-SDP,
il est possible de les combiner en un probleme d’optimisation mono-critere défini tel que
Yopt = Uro Vo + VY, SOUS les contraintes (2.70)-(2.75), (2.88)-(2.89) des Théoremes
2.2 et 2.3. Le choix des poids 1y_ et ¥y, est guidé par le principe d’optimisation de
Pareto, de telle sorte que :

Voo + 1, = 1. (2.90)

2.4 Application académique

Cette section propose un exemple académique pour illustrer la pertinence des résultats
proposés dans les paragraphes précédents.

Considérons le modele suivant

T 0 —05 0.1 02 1 —02

it)=102 -1 —02|z(t)+]| 01 0 0 |w®), (2.91)
01 0 —21 2 01 05
(1.0 0 0 10

y(t) = L1 21m(t)—|—l0.1 0 1]w(t), 2(0) =1[0.500.2]" (2.92)
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oll w= [wy wy ws]" . wy(t) est choisi de type sinusoidal tel que wy (£)= sin(t), et wa(t), ws(t)
sont choisis a des bruits uniformes de moyenne nulle, avec w;(t) € [—0.1; 0.1],7=2; 3.

Il vient alors, w(t) = [(14¢€)sin(t) 0.1+¢ 0.1+¢|" et w=[—(1+¢€)sin(t) —0.1—€ —
0.1 — €7, avec € — 0.

Ici, on choisit d’estimer une combinaison linéaire des états :

A1) = [g v ﬂ z(t). (2.93)

La matrice D est choisie sous contrainte (2.21), soit avec

1.9700 0.0333
Dr = [ —0.6500 0.6667 ] ’ (2.94)
conduisant a une décomposition positive donnée par
1.9700 0.0333 0 0
Dr. = l 0  0.6667 ] P, = [0.6500 0 ] ’ (2.95)

qui satisfait (2.46).

Le filtre intervalle (2.12)-(2.18) est ensuite synthétisé sur un critere de performance
H1/Hoo- Le probleme d’optimisation associé s’écrit donc :

min vy, t.q (2.70) — (2.75), (2.88) — (2.89). (2.96)
ou les poids ¥y, , ¥y sont choisis tels que 1y, = %, Uy, = % Ce probleme d’optimisation
est résolu a l'aide du solveur NL-SDP PENLAB [68] avec la boite & outils YALMIP pour
Matlab [114].

Les résultats obtenus sont illustrés dans le Tableau 2.1. Pour ny = 4 et ny = 5, la plus

pondérations Yy, = % et Yy = %
nf 4 5
Vopt 4.4357 2.9567
nb. variables LMI 121 155
parametre K 0.60028 0.81293
parametre A 0.04978 0.04979
enveloppe €., =71 — z; || 0.402338 | 0.402332
enveloppe €., = Zs — 2, || 0.2966662 | 0.2966661

TABLEAU 2.1 — Résultats pour différentes dimensions de I'ordre ny € {4;5}

faible performance H;/H., est atteinte avec le filtre du cinquiéme ordre. Les valeurs en
régime permanent de l'enveloppe é,(t) = O(t) — O(t) associées a chaque ordre n; sont
également présentées dans le Tableau 2.1, ou 'on peut observer que les enveloppes pour
les deux ordres sont tres proches. Sur la base de cette analyse, et en tenant compte du
nombre de variables impliquées dans les LMIs et BMIs, la décision est prise de mettre en
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ceuvre le filtre d’intervalle avec un ordre ny = 5. Avec cet ordre choisi et la réalisation
admissible donnée par les équations (2.80)-(2.81), les matrices suivantes sont obtenues :

[194.3671 —7.0755 —7.1554 —7.0041 —7.1105
—7.0755 194.2207 —-7.1467 —T7.1287 —7.1153
Py = | —=7.1554 —7.1467 196.1168 —7.1633 —7.1502
—7.0041 —7.1287 —7.1633 194.5415 —7.0414
| —7.1105 —=7.1153 —7.1502 —7.0414 194.2230

[—0.8128696  0.00000255 0.00000280 0.00000009616 0.00000336
0.00000258 —0.812870 0.00000280 0.0000000941 0.00000336
Ap =10.00000257 0.00000255 —0.812864 0.0000000909 0.00000335| ,
0.00000255 0.00000257 0.00000280  —0.8129303  0.00000333
1 0.00000258 0.00000257 0.00000280 0.0000000921  —0.812850

[0.6022 .11 ,2 ] 0.0006 0.9885
0.6030 .11 0.0006 0.9898
Br, =107 |0.5978 1142|, Bp, =107 |0.0006 0.9813]
0.6016 115 0.0006 0.9875
10.6028 13,5 0.0006 0.9895
[0.6022 11,2 [0.6022 11,5
0.6030 115 0.6030 115
Bp, =107 [0.5978 11xa|, Bp, =107° [0.5978 11| ,
0.6016 .1 0.6016 .11
10.6028 11,5 0.6028 115
[0.6022 .11 2 ] 0.0006 0.9861
0.6030 .11 0.0006 0.9875
Bp,, =107%10.5978 .11x2|, Bm, =107%0.0006 0.9790,
0.6016 115 0.0006 0.9852
10.6028 11,5 0.0006 0.9872
_1q-3 [0.9515 0.6731 0.6330 0.7469 0.7723 et
Cr, =10 0.6711 0.7135 0.1643 0.7200 0.6984] Cr, =107 Lo,
0.4950 0.7583 0.9952 0.5250 0.8673
—10-3 _ 104
Cr =10 04507 08077 04251 0.6740 0.04771’ Om, = 107 e

Les performances sont in fine évaluées a ’aide de simulations temporelles. Les simulations
sont réalisées avec des conditions initiales pour le filtre : 5;(0) = 107 (11111 1)",
54(0) =5£(0), et 24(0) = 041, Tf(0) =54(0), 24(0) = —5,(0). Les résultats sont présentés
dans les Figures 2.1 et 2.2.

Comme prévu, zZ(t) et z(t) encadrent bien z(t) pour tout ¢ > 0. Comme le montre les
résultats, la taille de I'enveloppe €, en régime permanent converge vers une valeur ¢ =

T
(0.4023 O.2966> apres un régime transitoire inférieur a 1 seconde.

76



2.4. APPLICATION ACADEMIQUE

1.5 T T T T T
%1 (t) y 21 (t)
1 z1(t) 1
05 i
0 - -
-0.5 ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30

Temps en secondes

FIGURE 2.1 — Estimation par intervalle de 1’état z;

0 5 10 15 20 25 30
Temps en secondes

FIGURE 2.2 — Estimation par intervalle de 1’état zo
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2.5 Application et amélioration de I’unité de navigation pour
les applications spatiales : Mission MICROSCOPE

La méthodologie de conception d'un filtre intervalle expliquée précédemment est main-
tenant mise en ceuvre pour estimer 'attitude du satellite Microscope, de facon garantie.
Cette étude a été réalisée dans le cadre du COMET SCA (COMité d’Experts Tech-
niques Systemes de Commande et Automatique) du CNES. Lancée en 2016, la mission
Microscope avait pour but de vérifier avec une précision inégalée sur Terre, le principe
d’équivalence faible qui constitue un des principaux postulats de la relativité générale.
Les résultats obtenus en 2022 confirmeront ce principe d’équivalence avec une précision
inégalée de 2.7 .107'° du parametre d’Eotvos [170, 171].

2.5.1 Un mot sur le Principe d’équivalence

Le concept de Principe d’Equivalence est souvent associé a I'une de ses manifestations
les plus connues : I'universalité de la chute libre. Cette observation physique découle de
I’expérience et n’est pas fondée sur des principes absolus, contrairement a des concepts
comme la conservation de I’énergie. La théorie de la relativité générale, développée par
Einstein au début du XXe siecle, repose au coeur de ce principe. Il existe en réalité trois
formes distinctes du Principe d’Equivalence : le Principe d’Equivalenee Faible, le Principe
d’Equivalence d’Einstein et le Principe d’Equivalence Fort.

Principe d’équivalence faible

Le Principe d’Equivalence Faible, établi depuis longtemps, stipule que dans un champ
gravitationnel, deux objets chutent avec la méme accélération, indépendamment de leurs
masses et compositions. Galilée a initialement constaté cette équivalence en 1610 a tra-
vers des expériences ou il comparait les temps de chute de poids différents roulant sur
des planches inclinées. Cette notion s’étend également a la mécanique newtonienne, o
les masses inertielle et grave d’un objet sont considérées comme équivalentes. La masse
inertielle m; mesure la résistance d’un corps aux changements de mouvement en réponse
a toutes sortes de forces. La masse grave mg intervient dans la loi universelle de la gra-
vitation. Cette loi déclare que la force subie par un objet est proportionnelle a sa masse
grave mg et a l'accélération de son centre d’inertie. La constante de proportionnalité est
la constante universelle de gravitation G. Ainsi, la force exercée par un corps de masse
grave mg sur un corps de masse grave my, (et inversement), et située a une distance r,
est :

mame

F=a

e (2.97)

L’équation résultante permet d’exprimer ’accélération d’un objet dans un champ gravi-
tationnel en termes de ses masses inertielle m; et grave mg :

=Gz 2.98
7= (2.98)

Cette équation définit la chute libre comme le mouvement d’un objet soumis uniquement
a la force gravitationnelle. Dans un champ gravitationnel donné, deux objets tombent
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selon la méme loi si les rapports de leurs masses grave et inertielle sont égaux. Newton
a égalé ces deux masses dans la loi universelle de la gravitation en 1687, bien qu’elles
soient conceptuellement distinctes. Cette équivalence entre les masses a été confirmée par
de nombreuses expériences, comme celles décrites dans "Philosophiae naturalis principia
mathematica” de Newton.

Principe d’équivalence d’Einstein

En 1907, Einstein a élevé 'universalité de la chute libre au statut de principe, connu sous
le nom de Principe d’Equivalence. Le Principe d’Equivalence d’Einstein stipule essentiel-
lement qu’un observateur ne peut pas distinguer s’il est soumis a un champ gravitationnel
uniforme ou a une accélération constante dans un référentiel accéléré. Cette idée est illus-
trée par la fameuse expérience de pensée de 'ascenseur d’Einstein. Dans un ascenseur
clos en mouvement libre, il est impossible de déterminer si 'on est en chute libre sur
Terre ou en train d’accélérer uniformément (en état d’apesanteur). Cette notion forme la
base du concept d’espace-temps de la théorie d’Einstein. Ce concept d’espace-temps a des
répercussions majeures pour expliquer divers phénomenes physiques, comme le décalage
vers le rouge de la lumiere et la déviation gravitationnelle de la lumiere en présence d'un
champ gravitationnel puissant.

Principe d’équivalence fort

Le principe d’équivalence fort est la généralisation du principe d’équivalence d’Einstein
permettant ’extension de ce principe aux expériences de gravitation.

2.5.2 La mission MICROSCOPE

L’espace fournit un environnement exceptionnel pour échapper aux perturbations ter-
restres, permettant ainsi la réalisation de chutes libres quasi infinies, et offrant une op-
portunité d’atteindre une précision accrue dans les tests du principe d’équivalence faible.
C’est dans ce cadre que la mission spatiale MICROSCOPE a été initiée, avec ’ambitieux
objectif de parvenir & une précision de l'ordre de 107 du parametre d’Eétvos, comme
illustré dans la Figure 2.3.

Description générale

Le satellite MICROSCOPE, pour MICROsatellite a trainée Compensée pour I’Observa-
tion du Principe d’Equivalence, est un microsatellite de la filiere MYRIADE du Centre
National d’Etudes Spatiales (CNES). Ce satellite a pour but de tester le principe d’équi-
valence faible décrit dans la section précédente. Pour réaliser cette expérience, le Départe-
ment de Mesures Physiques de TONERA a adopté une approche basée sur un double ac-
célérometre électrostatique concentrique. Cette configuration met en ceuvre deux masses
cylindriques qui sont maintenues immobiles par des systemes de controle afin qu’elles
restent en position par rapport au satellite. Le satellite lui-méme suit une orbite quasi-
circulaire, polaire héliosynchrone, a une altitude de 710 km. L’axe des cylindres constitue
la direction le long de laquelle le test du Principe d’Equivalence (PE) est effectué. Lorsque
le satellite se déplace en orbite autour de la Terre en maintenant une orientation inertielle
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FIGURE 2.3 — Evolution de la précision du test du principe d’équivalence sur le parametre
d’Eotvos [56]

(c’est-a~dire une orientation fixe par rapport aux étoiles), les deux masses d’épreuves per-
goivent la gravité selon I’axe de mesure, a la fréquence du mouvement orbital. Si le PE est
vérifié, les deux masses, composées de matériaux différents, subiront la méme accélération
de controle pour rester sur la méme trajectoire. Par conséquent, la mesure différentielle
de ces accélérations sera nulle. En cas de non-concordance avec le PE, un signal de dif-
férence sera détecté a la fréquence orbitale. Le satellite combine donc simultanément un
mouvement de rotation wy autour de la Terre tout en effectuant simultanément une rota-
tion wy autour de son axe y, comme illustré dans la Figure 2.4 et décrit dans les travaux
[90, 112, 145].

Microscope
satellite —
(scaled vue)

N

Micré'scopé/Y [
orbit \ Wo

FIGURE 2.4 — Mouvements de rotations autour de la Terre et de ’axe y du satellite Microscope

Le suivi de la trajectoire du satellite est assuré par un Systeme de Controle d’Attitude
et d’Accélération (AACS, acronyme anglo-saxon pour "Attitude and Acceleration Control
System”), dont la structure schématique est illustrée dans la Figure 2.5. Les références
sont fixées a la valeur ’0’, ce qui signifie que le satellite est contraint d’effectuer sa rota-
tion autour de la Terre & une vitesse w, tout en effectuant une rotation autour de son
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axe y a une vitesse w,. L’architecture avionique est composée d’une boussole stellaire
pASC (acronyme anglo-saxon pour "micro Advanced Stellar Compass”) et de deux accé-
lérometres du systeme SAGE ("Space Accelerometer for Gravitation Experimentation”),

T
qui fournissent des mesures bruitées et biaisées de l'attitude © = (9:0 0, HZ) € R3,
T
ainsi que des accélérations angulaires w = (p q 7'“) € R? et de l'accélération linéaire

I'= g]} r, I Z)T € R3. Nous désignons ces variables mesurées avec I'indice "m”, c’est a
dire O,,, w,, et I,,. Les indices "z, y, z” font référence de maniere classique aux directions
{O, 1 ], {O, j } et {O, k} d’un repere orthonormé direct dont le centre O coincide avec
le centre de masse C,y; du satellite. Dans le cadre de nos travaux, 'unité de navigation
a pour role de fournir une estimation de l'accélération linéaire I" (role du filtre hybride),
et des bornes inférieures/supérieures ©, 0 € R? de I'attitude réelle © (role du filtre par
intervalle), ainsi qu'une estimation 6 de I’attitude, obtenue au moyen d’une regle de fu-
sion (role de l'algorithme de fusion). Le controle du satellite est assuré par un controleur
a 6 degrés de liberté qui fournit la force tridimensionnelle F, € R? et le couple C,. € R3,
convertis ensuite en commande tuyeres T € R'2 grace a 1'unité de gestion des tuyeres.

La mission du satellite est simulée dans un simulateur d’ingénierie fonctionnelle, qui com-
prend des modeles hautement représentatifs de capteurs (erreurs de désalignement, bruits
non gaussiens etc...) et d’actionneurs (incluant la zone morte, l'effet de bits d’impulsion
minimale etc...), ainsi que des modeles de cinématique et d’environnement. Les modules
d’environnement contiennent les perturbations spatiales telles que le champ magnétique,
la trainée aérodynamique, les perturbations gravitationnelles, les radiations solaires et
d’albédo. Les modeles illustrés dans la Figure 2.5 sont brievement décrits ci-dessous. Pour

le lecteur intéressé, des informations plus détaillées peuvent étre trouvées dans les travaux
de [90].

Systéme de Controle d’Attitude et d’Accélération (AACS)
wo = constant
w,s = constant Perturbations spatiales

L,

T
R Ce ) Gestion @ N )
Controleur k »| des Tuyeres > Tuyeres —»Dynamique pScop
e e
Fusion I~ [Filtre intervalle 2 o
< (©)
<
= Filtre d’hybridation |« - SAGE
T W
|
Unité de navigation Architecture avionique

FIGURE 2.5 — Simulateur d’ingénierie fonctionnelle de la mission Microscope

Modélisation de 'unité de navigation et des tuyeres

Comme mentionné précédemment, et de facon parfaitement réaliste, nous considérons
dans ces travaux que les senseurs SAGE et pASC sont entachés d’erreurs (de niveau faible
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tout de méme contenu de leur technologie). Ici, nous considérons des erreurs d’alignement
(biais) et la présence de bruits bornés en amplitude, de moyenne nulle. Pour les mesures
@ (t) et I,(t), les bruits sont modélisés comme des signaux colorés, c’est-a-dire qu’ils
sont considérés comme le résultat d’un bruit blanc par un filtre formeur. Des expériences
ont été menées par le CNES sur le senseur SAGE pour déterminer ces filtres et les résultats
d’analyse de densité spectrale de puissance ont montré que ces filtres étaient d’ordre 6 pour
la composante x et d’ordre 2 pour les composantes y et z. Pour ©,,(t), nous supposons
simplement des bruits blancs bornés sur chaque axe.

Le modele décrivant la dynamique de chaque tuyere est choisi comme étant un transfert
de premier ordre G.p(s) avec une fréquence de coupure de 2rad/s, c’est-a-dire :

1

Cral®) = 13055

(2.99)

2.5.3 Modélisation des perturbations spatiales

Les perturbations qui affectent le mouvement du satellite sont considérées comme étant
dues a quatre phénomenes : magnétiques, gravitationnels, aérodynamiques et solaires.

Les perturbations magnétiques

A cause de la présence de matériaux magnétique dans la structure du satellite, le champ
magnétique terrestre induit un moment magnétique C,, qui affecte le mouvement du
satellite. En utilisant le modele du moment magnétique bipolaire, cette perturbation peut
étre modélisée comme suit

M sin(a — 6y) — cos(a — by)
C,, = M,, x —30 —2sin o 0 — cos 0 , (2.100)
" cos(a — 0y) sin(a — 6)

ou "x” représente le produit vectoriel de vecteurs. M,, et M, sont des caractéristiques
du satellite, r est le rayon orbital (c’est-a-dire r = rpeqe + 710km) et a et 05 désignent
respectivement l'angle de position en orbite et 'angle de rotation du satellite.

Les perturbations gravitationnelles

Etant donné que le centre de gravité de Microscope n’est pas égal au centre de masse, un
gradient de gravité Cy agit sur le satellite. Dans ce cas, le modele suivant est utilisé pour

Cy

3 sin(a — 6y) sin(a — 6)
C, =2 0 x I, 0 , (2.101)
" \cos(a — 6,) cos(a — by)

ol i est la constante gravitationnelle de la Terre, c’est-a-dire u = 3.986005 1014m3/s2.

Les perturbations aérodynamiques

En raison du mouvement de translation de Microscope et des vents de haute atmosphere,
il existe des frottements aérodynamiques. Bien str, étant donné que Microscope orbite a
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710 km d’altitude, ces perturbations peuvent étre négligées. Cependant, nous les prenons
toujours en compte dans cette étude. Les forces aérodynamiques peuvent étre modélisées
de la maniere suivante :

Faero - Fsm + Fatmo- (2102)

Fyn, modélise les forces dues au mouvement du satellite dans la haute atmosphere (i.e.
exosphere), tandis que Fjy,,, modélise les effets des vents atmosphériques sur Microscope.
F,,, est défini selon I’équation suivante

1
Fsm - § EP(OZ)SHNk L Vaz’r|((Nk L4 V;n'r)(ct - Cn)Nk + Ctvlm"r)a (2103)
k

ou 'opérateur "e” représente le produit scalaire de vecteurs. La lettre k est utilisée pour
désigner la keme face du satellite exposée aux frictions aérodynamiques. p(a) représente la
densité atmosphérique, qui dépend de ’angle de position en orbite du satellite. Sy désigne
la surface de la keme face du satellite, IV, est la normale de cette face, et C; et C,, sont les
coefficients de frottement transversaux et normaux. V,;. correspond a la vitesse de I'air
par rapport au satellite et est également définie dans les coordonnées du référentiel lié au
satellite par :

sin(fy — a — w/2)
Vyr = & 0 . (2.104)
—cos(fs —a—1/2)

De maniere similaire, Fj;,,, est défini selon ’équation suivante
1
Fatmo = Z ip(a)sk“\]k L Vatmo|((Nk L V;ztmo)(ct - Cn)Nkz + Ot‘/atmo)v (2105)
k

ol Vymo est la vitesse des vents atmosphériques donnée par

cos(3) cos(6;)
Vi = 2 Terre 2 sin(3) |, (2.106)
86400 cos(3) cos(by)

ou 3 est 'angle d’inclinaison de Microscope. Les moments aérodynamiques agissant sur
le satellite sont ensuite directement dérivés de I’équation (2.102) en suivant la relation

Caero = Z M x Faerok7 (2107)
k

ol M est un vecteur caractérisant la géométrie de Microscope.

Les perturbations solaires

Les dernieres perturbations spatiales sont dues a l'impact des radiations solaires qui
exercent une pression photonique sur le satellite. Ce phénomeéne se manifeste de deux
maniéres : les radiations solaires directes et les radiations albedo-terrestres (réflexion des
rayons du soleil sur 'atmosphere). Les deux phénomenes entrainent des forces et des mo-
ments qui affectent le mouvement du satellite. Les forces sont donc données par 1’équation :

Fsolar = Fd + Falbedo- (2108)
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ou Fy et Fupeqo modélisent respectivement les forces dues aux radiations solaires directes
et aux radiations albedo-terrestres. F; est défini de la maniére suivante

Fd = Z —PsolSk|Xsol ® Nk‘(QCs(LXsol [ ] Nk)Nk + (1 — Cs)Xsol)a (2109)
k

ou k désigne la keme face du satellite exposée au soleil. Py, représente la pression des
radiations solaires et C; est le coefficient de réflectivité qui caractérise les matériaux utilisés
pour construire le satellite. X,,; est également défini dans les coordonnées liées au systeme
du satellite selon

cos(¢ + 5+ m/2) cos(6;)
KXol = —sin(¢ + 5+ 7/2) , (2.110)
cos(¢ + 5+ m/2) sin(6;)

ol ¢ représente la déclinaison solaire qui dépend de la saison, c’est-a-dire —23,27° < ¢ <
23,27°. De maniéere similaire, Fypeq, est défini comme suit

Fuvedo = Y —PatvedoSk| Xatvedo ® Nig| (2Cs(| Xatvedo ® Ni)Nie + (1 — Cs) Xatpeao),  (2.111)
k

ol Xpedo €St défini dans les coordonnées liées au corps du satellite par :

—sin(a — 6y)
Xalbedo = 0 : (2.112)
— cos(a — by)

Les moments causés a la fois par les radiations solaires directes et par les radiations albedo
sont donnés par :

Cootar = Z M x Fsolark~ (2113)
k

2.5.4 Modélisation de la dynamique du satellite Microscope

Les équations décrivant le mouvement de rotation de Microscope dans le systeme d’axes
lié au corps (dont le centre est fixé au centre de masse de Microscope) sont déduites de la
seconde loi de Newton, i.e.

Cy =ITw+wx lw, (2.114)

ou I, est la matrice d’'inertie. C); représente les moments par rapport au centre de masse

T
dus a la propulsion et aux perturbations. w = (p q 7“) est la vitesse de rotation inertielle
et w est 'accélération de rotation inertielle. En tenant compte de la vitesse de rotation
de spin w, du Microscope, la relation entre les vitesses de rotation et les angles d’attitude

T
(Cardan) © = (990 g, HZ) est donnée par :

D 1 0 —sin 6, 996 cos O, sin 6,
q| =10 cost, sinf,costy,| |6, —ws| cosb,cosb,+ sinb,sinb,sino,
r 0 —sinf, cosf,cosb, éz —sin @, cos 0, + cos 0, sin 8, sin 0,

(2.115)
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Pour Microscope, les forces gravitationnelles sont compensées par les forces de Coriolis.
Ainsi, 'accélération linéaire du satellite qui décrit le mouvement de translation est donnée
par I’équation suivante

ml' = F 4+ mgp, (2.116)

oll m représente la masse du satellite Microscope. F' € R3 désigne les forces dues a la
propulsion et aux perturbations. I' € R? est l'accélération linéaire exprimée au centre de
masse. Le terme g;, représente le champ gravitationnel local.

Comme mentionné dans [90], en prenant en compte que le satellite Microscope est controlé
autour de ses points d’équilibre @ = 031, I'= 0341, wy = constante et w, = constante, il
est possible en linéarisant les équations non linéaires autour de cet équilibre, d’obtenir le
modele linéaire invariant dans le temps suivant :

i(t) = Az(t) + Bu(t) + Ew(t), (2.117)
y(t) = Cz(t) + Fuw(t), (2.118)
z(t) = Tx(t), (2.119)

ou A € RW" B € R™ F € R (C € Rw " F € RWw*™ et T € R™™ " avec
T
71:6,71”:3etny:3.lcia::(9373 0, 0. p q T) yu=06.,y=06,,ce 2=

(QI 0, HZ)T sont de maniere respective, le vecteur d’état, la commande en couple délivrée
par l'unité de controle, les angles d’attitude fournis par le capteur uASC, et les signaux
que 'on cherche a estimer de fagon ensembliste par ’approche de filtrage développée au
paragraphe 2.3. Le vecteur w € R™, ou n,, = 6, fait référence aux perturbations spatiales
exprimées en couple, ainsi qu’aux erreurs d’alignement (biais) et aux bruits de mesure. Les
conditions initiales z(0) et 'entrée inconnue w(t) sont bornées par des limites connues a
priori compte-tenu des hypotheses faites sur les erreurs du pASC et sur les perturbations
spatiales. Ainsi, pour w(t),w(t) € R™ et 2(0),7(0) € R", nous avons w(t) € [w(t),w(t)] ,
YVt >0 et 2(0) € [2(0),z(0)].

Modélisation de la boucle fermée et formulation du probleme

Pour rappel, le filtre intervalle proposé est utilisé pour garantir une estimation ensem-
bliste des angles d’attitude O(t) du satellite. Cette estimation est destinée a étre intégrée
dans I'unité de navigation du systeme de controle d’attitude et d’accélération du satel-
lite. Le controleur a 3 degrés de liberté qui délivre le couple tridimensionnel C. admet la
représentation d’état suivante

ou z; € R™. Le modele d’état de la boucle fermée s’écrit donc :
y(t) = Cx(t) + Fw(t), (2.124)
z(t) = Tz(?). (2.125)
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L’approche proposée s’appuie sur la prise en compte et 'ajout du controleur (2.120)-
(2.121) dans la boucle fermée (2.122)-(2.125).

Considérons a présent le filtre par intervalle suivant associé a la boucle fermée (2.122)-
(2.125) :

55(t) = Apsy(t) + (B, — Be)y(t) + G, (7 2,70, 0) (2.126)
5p(t) = Apss(t) + (Br — Br,)y(t) + (%, 2, W, w) (2.127)
ty(t) = Apx(t) + Mpu(t) + Bry(t) (2.128)
Tp(t) =Sp(t) + x4(t) (2.129)
xy(t) = wp(t) — 54(t) (2.130)
2(t) = Cr (1) + Dpy(t) + (T, 2y, 0) (2131)
2(t) = Cras(t) + Dry(t) + n,(Ty, 2y, 0, w) (2.132)

L’objectif est de déterminer les matrices Ar, B, My, Br,,CF, et Dp de dimensions ap-
propriées, avec ¢ € {1;2}, et les fonctions (;,(, : R"™ x R"™ x R™ x R™ — R" et
M1,1, : R X R x R™ x R™ — R, tel que l'effet de propagation des vecteurs w(t), w(t)
et w(t) sur 'enveloppe d’estimation définie comme €,(t) = Z(t) — z(t) soit minimisé, au

sens Hoo.
2.6 Conception du filtre intervalle H
Les conditions d’existence et la solution pour que le systeme (2.126)-(2.132) soit un

filtre par intervalle pour le systeme (2.122)-(2.125) sont présentées dans le Théoreme 2.1.
Notons ici qu’aucune contrainte n’est imposée sur la matrice Mp.

2.6.1 Formulation SDP

A partir des décompositions obtenues dans (2.43)-(2.47), et en reprenant les expres-
sions des fonctions majorantes (y, C,, 7,1, obtenues par le Lemme 2.2, il vient :

Sp(t) = Apss(t) + (Bp, — Br)y(t) + X11z(t) — Yh2z(t) + Vw(t) — Yraw(t (2.133)
5;(t) = Aps;(t) + (Bp — Br,)y(t) + Xa12(t) — XpZ(t) + Yo1w(t) — Yoow(t (2.134)
ir(t) = Apzs(t) + Mpu(t) + Bry(t) (2.135)
2(t) = Cpy (5,(t) + 24(t)) + Dpy(t) + ZnTs(t) — Siaz,(t) + Myw(t) — Mow(t) (2.136)
2(t) = Cpy(as(t) = 5¢(1)) + Drpy(t) + a1z (t) — S22y (t) + IInw(t) — Ihow(t) (2.137)

En remplagant u(t),y(t),T(t),z,(t),Z(t) et z(t) de (2.121), (2.124),(2.129)-(2.132) dans
(2.133)-(2.135), et en considérant le vecteur d’entrée w,(t) = (w(t)T w(t)” w(t)T>T et
le vecteur d’état augmenté #(t) = (x(t)T ()T zp()T sp(0)T §f(t)T)T, le modele
d’état suivant est obtenu
i(t) = AE(t) + Buwe(t), (2.138)
é.(t) = C#(t) + Dwe(t), (2.139)
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Y v

ot A, B,C et D sont donnés par :

(A - BDgC) BCx 0
—BgC Ay 0
A= (Bp — MpDg)C MpCx Ap
(Bp, — Br + X11Dp — X12Dp)C 0 21 (Cr + E11 — Z12) — 212(Cr, + Z91 — Z92)
(BF — Bp, + Y01 Dp — Y92 Dp)C 0 201(Cry, + E21 — Z22) — Y92 (Cr, + E11 — E12)
0 0
0 0
0 0 : (2.140)
Ap + 211(Cr + E11) + 212522 Y11E12 + X12(Cr, + 521)
—(X91502 + XoaCp, + X92511) Ap — X01Cp, — Y1521 — Y2512
(E — BDyF) 0 0
—BgF 0 0
B= (B — MpDg)F 0 0 ,

(Bry, —Br + X1 Dp — Z12Dp)F (Xl + Ziodlis +¥11)  —(Zullis + Yol + Wi2)
(Bp — Bp, + X21Dp — Y992 Dp)F —(Xo1II19 + Xoollhg + Waa)  (Zo1Il11 + Xooll1o + Waq)

(2.141)

C= [0 0 (Cr, —Z124+ 511 —Cr, — Z214+ 522) (Cr, + 511+ Z22) (Z124+ 521+ Cr,y) |,
(2.142)
D=[0 (II+Is) —(Iiz+1n) ]. (2.143)

On pourra noter que par rapport au modele d’état introduit dans (2.57)-(2.58), nous
considérons ici un systeme en boucle fermée augmenté par le controleur décrit par les
équations (2.122)-(2.123). L’hypothese faite dans le Chapitre 2 selon laquelle le modele
servant a la synthese du filtre intervalle doit étre stable, est donc satisfaite.

L’objectif est donc de minimiser 'influence de 'entrée w, sur la largeur de 'intervalle €,
au sens Ho.. Le lemme suivant permet de résoudre ce probleme.

Lemme 2.5. (/2]). Considérons une fonction de transfert G avec la réalisation d’espace
d’état (A,B,Cv’,lv)) Alors ||Gllee < vu.., s’ existe des matrices auziliaires W, Z, J, M
et une matrice symétriqgue P = PT de dimensions appropriées, satisfaisant les inégalités
matricielles suivantes :

P=P"~0, (2.144)
0 P 0 0 -W WA WB 0
P 0 0 cT —Z ZA ZB 0| g
2 o2 rT <0. 2.145
0 0 —yud D |7y JA gB o 7 (2.145)
0 C D —yul ~M MA MB 0
7, T

En raison des relations multiplicatives entre les matrices auxiliaires (W, Z, J, M) et les ma-
trices du filtre (Ap, Br, Mp, Br,, CF,), le Lemme 2.5 n’est pas directement applicable a la
conception du filtre. La matrice de Lyapunov P n’ayant aucune relation de multiplication
avec les matrices d’état (2.140)-(2.143) et les matrices auxiliaires, elle peut étre considé-
rée comme une variable de décision. En imposant une structure aux variables auxiliaires,
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nous pouvons formuler ainsi reformuler le probleme comme un probleme d’optimisation
non linéaire SDP, c¢’est a dire sous contraintes LMIs et BMIs.

Considérons les matrices auxiliaires W, Z € Rvtmatdng)x(ndnptdng) 7 o Rinwx(ntng+3ng)
M e Rr=*(mtnetdng) partitionnées avec la structure suivante

W = diag{Wl, WQ, Wg, Wg, Wg}, ( )
Z = dz’ag{Zl, ZQ, Wg, Wg, Wg}, (2147)
J=[h 000, (2.148)
M=[M My 00 0], (2.149)

ou Wy, Zy € R W, Zy € RwXm J € R¥mwxn J, ¢ R¥w>Xme N € R»=*" M, €
R™=>™ V3 € R™*™ et les changements de variables

Ap =W3Ap, Bp, =W;3Br,,, B, =W;Bp, (2.150)
Mp =WsMp, Cr, =Cp,,, (2.151)

avec ¢ € {1;2} et k € {a;b}.

Le théoreme suivant donne la solution au probleme de synthese.

Théoréme 2.4. Considérons le systeme (2.122)-(2.125) et les Hypotheses (2.1)-(2.2). Le
Lemme 2.5 est satisfait, s’il existe une matrice symétrique P, des matrices réelles W, Z,
J,M AF,JMF,BFMBFb,BF1 ,Bplb,BF2a Bng,CFla CF1b7CF2a Cng de dimensions adéquates,

des scalaires réels Kk, vy, > 0 et une M-matrice W3 qui résolvent le probleme d’optimisa-
tion :

min vy, tg P =P -0, (2.152)

0P 0 0 W Ay Bw 0

PO 0 cT 7 A, B ~

S|+ Z Az Bz O o, (2153)

00 =y D ~J A, By 0

0 C D _’VHoo] -M AM BM 0

2 T

BFq 7BFq 7CFq 7CFq 7BFaaBFb Z 0 (2154)
Cr, —Chr, (2.155)
Ap + kW5 > 0, (2.156)

V] v

ot les matrices f:lW = WA, A, = ZA, ;L] = JA, /:lM = MA, éw = Wé,éz =
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ZB,EJ = JB,BM = MB, C et D sont définies par :

Ki(A — BDyC) K. BCx
. KBk C KyAx
Ak =KA=|  (Br—MpDg)C MpCk ...
(Br, = Bp + X11Dp — X12Dp)C 0
(BF — Bp, + Y51 Dp — Y52 Dp)C 0
0 0
0 0
A e
?11(QF1 + 511 - ?12) - ?12(@& + 7:21 - ?22) AFj‘ E~11(CF1~ + ?11) +~212~522
291(Cpy + E21 — Ea2) — Yoo (Cp, + E11 — E12)  —(X21590 + Xo2Cr, + Y22511)
0
0
0 , (2.157)
_ Zuf+ 2(Cr + 5n)
Ap — 2010, — Y1591 — X2 Z10
Au =HA = [Hi(A- BDKC) - H,BxC H;BCx +HAx 0 0 0], (2.158)
K.(E — BDxF) 0
N “K,BxF 0
Bk=KB=|  (Brp—MpDg)F 0
(Br, — Bp + X11Dp — 212Dp)F (Y111l + Yi2dlio + W)
(Br — Bp, + X91Dp — Y00 Dp)F —(Xo1 1112 + Yooll1y + ¥ao)
0
0
0 (2.159)
—(Znidhi + ol + Yio)
(Xor Ty + Yoollig + Way)
By =HB = [H\(E — BDKF) —HoBgF 0 0], (2.160)
C= [ 0 (Cp, =512+ 51 -Cp— 501+ 55) (Cr,+511+52) (St 50+Cr) ] , (2.161)
D=[0 (In+1hs) —(Ils+1I) ], (2.162)

awvec K € {W,Z} et H € {J, M}.

ICi, [N(Fq = [N(an — f(Fllb avec [N(Fq € {BquéFq}y BF = BFCL — BFb et

S =WsXy =R, YT+ R, Y, Eq=Cr,(-I,,)",
S =WsEp =R, Y + R, YT, Ep=Cr (—1,,)",
Ty =Ws¥, = R, ST+ R, S, I,y = Dp,(=F)* + Dg,(—F)",
Wy = WsWy = R,,S™ + R, S, Iy = Dp,(—F)~ + Dp,(—F)*,
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Les matrices d’état Ap, Br,,, Br,, MF, Cqu sont alors données par

Ap =W;3'Ap, Bp, =W;'Bp,, Bp, =W;'Bp, (2.163)
Mp =W;5'Mp, Cp, =Cr,, (2.164)

q € {1;2},k € {a; b}, Uespace d’état de lerreur de filtrage (2.138)-(2.139) est asymptoti-
quement stable avec un critére de performance ||Gu_e.||loo < Vo -

Démonstration. La démonstration de ce théoreme est similaire a celle donnée pour le
Théoreme 2.3. Considérons les changements de variables (2.150)-(2.151). Il en résulte que
I'ensemble des contraintes (2.152)-(2.156) implique que :

P =P 0, (2.165)
Q+T+7" <0, (2.166)
Ws3Bp, ,W3Bp,,,Cr, ,Cr,, , W3Br,,W3Bp, > 0, (2.167)
Cr, —Cp,, >0, (2.168)
W3Ap + kW3 > 0. (2.169)

En se basant sur le Lemme 1.14, la matrice Ap satisfait condition de Metzler (2.169)
puisque W3 > 0. Les matrices By, , B > COF,, satisfont les décompositions (2.43)-(2.45)
en deux matrices positives (non uniques) grace aux conditions (2.167). En se basant sur
ces décompositions, il devient clair que (2.168) est la contrainte (2.20) mentionnée dans le
Théoréme 2.1. En imposant la décomposition (2.43)-(2.46) des matrices de filtrage (c’est-
a-dire B, Br,,CF, et Dp), les contraintes LMI et BMI (2.166) garantissent un critere de
performance Hoo tel que V(2) — v |Jwe| | + #HéZHQ < 0. Ensuite, en remplagant les
variables auxiliaires W, Z, J, M par la structure définie dans (2.146)-(2.149) et en rempla-
cant les matrices d’espace d’état (2.140)-(2.143) dans (2.145), nous obtenons finalement
(2.153). Ainsi, laffirmation ||Gu. e, ||oo < 2., est démontrée. |

2.6.2 Résultats et simulations non linéaires

Le filtre intervalle est synthétisé en résolvant le probleme d’optimisation suivant pour
deux ordres du filtre différents, i.e. ny =7 et ny =8 :

min vy t.q (2.152) — (2.156). (2.170)

Les matrices Dp, et Dp, sont quant a elles choisies t.q. Dp, = I3 et Dp, = 03. Les
valeurs des bornes de w sont déterminées a 1’aide du simulateur non linéaire de la mission
Microscope, sur une période orbitale terrestre, i.e. :

_5 T
w=-10"7(3 55 5 5583 7.289 3.620) (2.171)
_ -5 T
=107 (35 5 45 0.899 2.943 3.142) . (2.172)

Les résultats obtenus sont illustrés dans le Tableau 2.2. Pour ny = 7 et ny = 8§, le critere
de performance v, montre une tres légere variation, avec une différence de 'ordre du
millieme. La plus faible performance H,, indiquée par la plus petite valeur de ~4__, est
obtenue pour le filtre d’ordre ny = 8. Les valeurs en régime permanent de ’enveloppe
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ordre ny 7 8
performance 7y 1.4142156 1.4142155
parametre K 99.6 43.0
variables LMI 2590 2794
enveloppe 0, — 0, [deg] || 0.0741 1073 | 0.0741 103
enveloppe 0, — 0, [deg] || 0.1174107% | 0.1174 10~*
enveloppe 0, — 6, [deg] || 0.0705 1073 | 0.0705 1073

TABLEAU 2.2 — Résultats pour différentes dimensions de I'ordre ny € {7,8}

é.(t) = O(t) — O(t) associbes a chaque ordre n; sont également présentées dans le Tableau
2.2, ou 'on peut observer que les enveloppes pour les deux ordres sont trés proches. No-
tons que pour le cas ny = 8, le nombre de variables du probleme d’optimisation augmente
significativement, ce qui conduit a des difficultés numériques. Compte-tenu de cette ana-
lyse, nous choisissons d’implémenter le filtre d’ordre ny = 7 dans I'unité de navigation.

Les Figures 2.6, 2.7 et 2.8 illustrent les résultats pour une simulation correspondant a une
période orbitale de 8000s. Pour une meilleure évaluation des résultats de la simulation,
des zooms sont également tracés. L’algorithme de fusion utilisé pour déterminer O est
donné par :

) Re, 0 0 1—Ry O 0 o)
Ot)=|0 Ry O 0 1—Ry O 8| (2.173)
0 0 Ry, O 0 1-—Ry,

olt Ry,, Ry,, Ry, sont déterminés tels que O(t) est une estimation optimale de O(t), au
sens de la norme ;.

Comme prévu, nous constatons que les angles d’attitude 6,(t),0,(¢),0.(t) du satellite
appartiennent a leur intervalle Z(¢) et z(t), ¥t > 0. Les conditions initiales du filtre ont
été fixées 4 57(0) = 1072(4444444)7, 5,0 =102(1111111)" et 2£(0) = Oy,
7(0) = 57(0), £4(0) = —s,(0)
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%10 [deg]
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FIGURE 2.6 — Estimation par intervalle de ’angle d’attitude 6,
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FIGURE 2.7 — Estimation par intervalle de I’angle d’attitude 0,
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FIGURE 2.8 — Estimation par intervalle de ’angle d’attitude 6,
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2.7 Conclusion

Ce chapitre présente une approche novatrice visant a étendre la théorie de ’estima-
tion ensembliste, en se concentrant a la fois sur ses aspects théoriques et ses applications
pratiques pour la classe des systemes LTI incertains et perturbés.

Dans la premiere partie, nous avons introduit une méthode de filtres par intervalles basée
sur la propriété de coopérativité. La conception des parametres du filtre vise a répondre
simultanément aux conditions d’existence du filtre et a un niveau spécifié de performance.
Contrairement a l’approche classique, qui se concentre souvent sur les demi-enveloppes
Z — z et z — z, notre méthode considere ’enveloppe totale €, = Z — z. Le filtre proposé
est capable d’explorer des réalisations d’espace d’état d’ordre potentiellement supérieurs
a celui du modele du systeme. Nous avons souligné que I’évaluation des performances du
filtre est réalisée a priori en utilisant des criteres de normes H.,/H1. Malgré ces avancées,
des obstacles théoriques subsistent, notamment la limitation liée a la structure du systeme
étudié, qui est restreinte aux systemes LTI stables.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous avons illustré I'efficacité de la méthodologie
proposée en appliquant le filtre intervalle au cas du satellite Microscope. Les éléments
clés de I'approche sont la dimension d’ordre supérieur du filtre intervalle, les matrices
auxiliaires introduites et les degrés de liberté, ainsi que le critere de performance H...
L’estimateur a été implanté dans le module de navigation de Microscope pour assurer
son controle d’attitude. Les résultats obtenus démontrent que la conception du filtre in-
tervalle représente une solution hautement prometteuse et pratique pour améliorer les
performances des unités de navigation dans les applications spatiales.

Ainsi, cette conclusion synthétise les résultats théoriques et pratiques du chapitre, met-
tant en évidence les avancées réalisées dans le domaine de l’estimation ensembliste et
soulignant les perspectives futures pour I'application de cette méthodologie dans d’autres
contextes et pour d’autres systemes dynamiques.
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Chapitre

Synthese de filtres intervalles pour les
systemes LPV

Ce chapitre aborde la deuxieme contribution de nos travaux de recherche. On y pré-

sente une nouvelle méthode de synthese de filtres intervalles pour la classe des systemes
LPV affines. L’approche proposée est une extension de celle exposée dans le Chapitre 2 et
repose sur les résultats énoncés dans [65]. La méthode est basée sur la théorie des systemes
monotones et exploite la structure du filtre donné par les Eqs. (2.12)-(2.18), lorsque les
matrices d’état dépendent d’un vecteur de parametres variant dans le temps. Elle repose
sur I'idée que les systemes LPV admettent une représentation positive interne (IPR en
anglo-saxon pour “Internally Positive Representation”). L’avantage majeur de la solution
proposée est que le filtre LPV intervalle proposé peut admettre un ordre potentiellement
supérieur a celui du modele du systeme, contrairement aux approches basées sur les ob-
servateurs. La performance du filtre est évaluée via les criteres de gains Lo et L. On
montre que le probleme de synthese des parametres du filtre peut étre formulé sous la
forme d’un probleme de programmation semi-définie non linéaire.
Ce chapitre est structuré de la fagon suivante. Nous commencons par rappeler un certains
nombre de pré-requis théoriques. Ensuite, nous présentons la classe des systemes LPV que
nous considérons, ainsi que les hypotheses associées. Enfin, nous détaillons la structure
du filtre intervalle et la méthode de conception des parametres qui y sont associés. Le
chapitre se termine alors par I'application de ’approche proposée au cas d’un exemple
académique.

3.1 Pré-requis

Définition 3.1. ([95]). Une matrice dépendant des parametres A(p(t)) € R™ ™, ou p(t) €
I, C R!, est diagonalement dominante si ses éléments a;; vérifient :

aii (p(t)) + ; laij(p(0)] <0, (¢,5) = {1,--- . n}, Yp(t) € I).

Définition 3.2. ([172, 13]). Soit p(t) € I, C R' et un systéme non autonome () =
Ap(t)z(t)+ E(p(t))w(t), o la matrice A(p(t)) € R™™™ est Metzler Vp(t) € I, la matrice
E(p(t)) € R™ ™ est positive élément par élément Vp(t) € I, et w(t) € R™ >0, Vt € R,.
Si z(0) > 0 alors x(t) > 0,Vt € R,.
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Définition 3.3. ([31]). Considérons un systeme LPV de la forme
#(t) = Alp(t))z(t) + E(p(t)w(t), (3.1)
y(t) = Clp(t)2(t) + F(p(t))w(?), (3:2)

ou z(t) € R", y(t) € R™ et w(t) € R™ dénotent respectivement les vecteurs d’état, de
sortie et d’entrée. p(t) € I, C R! est un vecteur de parametres variant dans le temps.
Considérons deux transformations T4 (z) : R* — Ra", Ti(y) : R — RY™, Ty (w) :
R™ — R¥™ et deux matrices T% € R™?" T} € R™*?™ définies comme

g =
~ T \T T
@ =Ty (w) = [(wh)" ()],
telles que, Vty € R, 'implication suivante soit vérifiée
E(to) = T (x(to)) , (1), Yt > to,
t) =T%a(t
x(t) )bcfv"( Vi
y(t) = Tyy(t)
ol les trajectoires de sortie sont symboliquement écrites comme suit :
(x<t)7y<t)> = E(t,to,iﬁ(to),w) ) (3

La représentation positive interne (IPR) de (3.1)-(3.2) qui satisfait z(¢) ", z(¢) =, y(t) ", y(¢)~
0,Vt > 0 est définie par

> th

) AN 50
__[Clp)" Clp) |~ [Flp)t Flp)| .
y‘[cwr Cwﬁlx+lF@r F@ﬁ]m (3.7)

ou

| Q(p) + (A(p) — Q(p)* (A(p) —Q(p))~
[A(””‘[ (Alp) - Q(p)) Q(p)+(A(p)—Q(p))+] (3:8)

est Metzler et Hurwitz avec Q(p) = diag(A(p)).

Le lemme et le corollaire qui suivent étendent les résultats obtenus dans le Lemme 1.15 a
notre cas d’étude. Ces derniers offrent une approche constructive pour la détermination
des bornes supérieure et inférieure d’un produit de matrices dépendant du parametre par
un vecteur dans un contexte ensembliste. L’idée fondamentale demeure que toute matrice
peut étre décomposée en deux matrices non uniques dont tous les éléments sont positifs.

Lemme 3.1. ([65]). Considérons un vecteur v € [v,v] C R™ satisfaisant 0 < v™ <ot <ot
et 0 < v° < v- < v . Supposons que p € I, C R! soit mesuré avec I, = {B» ﬁ}.
Considérons trois matrices X (p), Xi(p) € R™™, p € I',, k € {a,b} satisfaisant X (p) =
Xa(p) — Xo(p), et trois autres matrices M (p), My(p) € R™*™, pe I, , k € {a,b} telles que
M(p) = M.(p) — My(p) , ot M,(p), Mp(p) > 0, pour tout p € I,. Alors :
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1. Vp e I, il existe Xi(p) € [&, Yk} C R™™ quec X}, > 0, tel que
X0 < X(pw < X 0° (3.9)
wee X=X, —Xo —X, X |, X=X X X, X, |,

=@ @) @) @) ]

2. Pour p € I, supposons qu’il existe Xj(p) € [&(p),fk(p)] avec Xg(p) > 0. Alors
X (o)t < X(pv < X ()" (3.10)
X'(p) = [Xalp) —Xalp) —Xulp) Xulp)],
X*(p) = [-Xulp) Xalp)
3. Pour p € I,, il existe des matrices M,(p), My(p) > 0, i.e
M*(p)v* < M(p)v < M*(p)v*, (3.11)
M'(p) = [Malp) —Ma(p) —My(p) My(p)],
M*(p) = [~My(p) My(p) Ma(p) —Ma(p)].

On rappelle que les notations v, v™,0,v sont définies par les relations données dans
(1.96)-(1.98).

Démonstration. Les éléments 1 et 2 sont démontrés dans [65]. Pour I’élément 3, en consi-
dérant que M (p)v = My(p)v — My(p)v et v = v — v, on obtient :

M(p)v = My(p)v" — Ma(p)v™ — My(p)v™ + My(p)v™. (3.12)
Considérons v < v < 7 satisfaisant 0 < vt <ot <vt et 0 <v™ <v~ < v, alors :

M,y(p) (0t —v7) = My(p) (@t —v7) < M(p)v < Mu(p)(@" —17) — My(p)(v* —v7).
(3.13)

En adoptant les notations M*®(p) , M (p) et v®, équivalence entre (3.13) et (3.11) est
démontrée. [

Corollaire 3.1. Considérons des matrices Y (p) = M(p)X(p) € R™*™ et Yi(p),p € I,

k € {a,b}, telles que Y (p) = Ya(p) — Yi(p), avec Yo(p) = Ma(p)Xa(p) + My(p) Xo(p) and
Yi(p) = Ma(p)Xy(p) + My(p)Xa(p). Alors, a partir des équations (3.10)-(3.11)
Yo (p)v* <Y(p)o <Y (p)v*, (3.14)
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avec :
Ya(p) = Ma(p)Xa(p) + My(p) X (p),
Ya(p) = Ma(p)Xa(p) + My(p) Xs(p),
Yi(p) = Ma(p)Xo(p) + My(p)Xa(p),
Yi(p) = Ma(p)Xo(p) + My(p) Xa(p)-
Démonstration. La preuve est immédiate en considérant les énoncés 2 et 3 du Lemme
3.1. [ |

Corollaire 3.2. Considérons trois matrices X (p), Xi(p) € R™*",p € I, k € {a,b} satis-
faisant X (p) = X,(p)—Xp(p), et trois autres matrices inconnues M(p), My(p) € R™™ p €
I, . k€ {a,b} tel que M(p) = My(p) — My(p) , ot Mo(p), My(p) = 0, Vp € I},

SoitY (p) = M(p)X(p) € R etYi(p),p € I, k € {a,b}, telles que Y (p) = Ya(p)—Ys(p),
avee Yo(p) = Ma(p) Xa(p) + Mo(p) Xs(p) et Yo(p) = Ma(p) Xo(p) + My(p)Xa(p)-

Sl existe Xi(p) € {&,Yk} C R™™ qvec Xy > 0, et My(p) € {M,M} C R™"™ auec
My >0, Vp eI, alors, a partir de l’équation (3.9), il vient

Y0 <Y(pv < Yo, (3.15)

oY =Y, Yo Y Y | Y'=[-Y Y, Yo -V, | avec:

3.2 Formulation du probleme de synthese du filtre LPV in-
tervalle

Considérons la classe suivante de systeme LPV quadratiquement affinement stable a
temps continu décrite par

#(t) = Alp(t))(t) + E(p(t))w(t), (3.16)
y(t) = Clp(t))x(t) + F(p(t) w(t), (3.17)

ol A(p(1)) = Ao+ (0 As Blp(t)) = Bo+ Y1) Ex, Clo(1) = Co+ Ypu(t)C and
i=1 i=1 i=1
F(p(t)) = Fo+Y_pi(t)F;. Iciz € R, y € R™, z € R™ et w € R™ représentent respective-
i=1

ment I'état du systeme, la sortie mesurée, le signal a estimer et les perturbations et bruits
d’entrée. Les matrices A(p(t)), E(p(t)), C(p(t)) et F(p(t)) sont de dimensions adéquates.
Ici, la condition initiale x(0) et Ientrée inconnue w(t) sont supposées bornées avec des
bornes préalablement connues, c’est-a-dire que pour w(t),w(t) € R™ et z(0),7(0) € R™,
nous avons w(t) € [w(t),w(t)] , Vt € Ry et x(0) € [z(0),z(0)].

Le but que nous poursuivons est de concevoir un filtre intervalle d’ordre ny > n, qui
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fournit les limites supérieure et inférieure de la combinaison linéaire de 1’état dépendant
des parametres p(t) :

2(t) = T(p(t))x(t), (3.18)
ou T(p(t)) admet la structure T'(p(t)) = Tp + zs:pi(t)Ti.

Hypotheése 3.1. La matrice 7'(p(t)) est de rang plein colonne et vérifie n, <n, Vp € I,.

Remarque 3.1. Comme dit dans le Chapitre 2, 'Hypothese 3.1 est largement reconnue
et fréquemment utilisée dans le domaine des filtres fonctionnels. C’est un principe bien
établi permettant une formulation bien posée du probleme d’estimation d’une combinaison
linéaire de I'état. T' = I,, est un choix valide, cependant, notons que ce dernier choix a des
implications pour Dg(p), voir Remarque 3.3.

Hypotheése 3.2. Le vecteur de parametres p(t) est supposé étre un vecteur exogene, mesuré
en temps réel et satisfaisant les conditions suivantes : p(t) et sa dérivée temporelle p(t)
évoluent dans des hyper-rectangles de 2° sommets définis comme

Iy ={(a, a0, -, ) | o € {p,, i} }, (3.19)
Iy ={(B1,Ba2;- -+, Bs) | Bi € {p;, pi}} (3.20)

ou p., by, Ezvﬁz représentent les bornes de p; et p;.

Hypothese 3.3. On suppose que le sytseme LPV (3.16)-(3.17) admet une Représentation
Positive Interne (IPR) (3.6)-(3.7) stable.

Cette hypothese est généralement admise pour les systemes IPR, voir [31], [34], [108].
Pour tout p € I, si la matrice A(p) est diagonalement dominante (voir Définition 3.1)
et si Q(p) < 0 pour tout p € I, alors la forme IPR (3.6)-(3.7) est stable. Dans le cas
contraire, une solution consiste a appliquer un changement de coordonnées qui transforme
(3.16)-(3.17) en Forme de Jordan Réelle ot les valeurs propres sont décrites comme des
blocs avec des entrées réelles. Cette transformation garantit que 'IPR obtenue est a la
fois Hurwitz et Metzler, voir [31, 34] pour plus de détails.

Afin d’améliorer la lisibilité de la suite du chapitre, la dépendance temporelle des signaux
et des parametres est omise. Cependant, il est a rappeler que tous les vecteurs (incluant
les bornes) dépendent généralement de la variable temporelle t. Dans le cas contraire,
I'information sera précisée explicitement dans le texte.

L’objectif est de concevoir un filtre intervalle qui admet la structure suivante

)-Br(p))y + (%, 2, @, w, p)
p)sy + (Br(p)-Br,(p)) y + (,(Z, 2,0, w, p)
)

>
»
~
+
Sy
o
—~
S

z= CFl(p)Tf - DF(ﬁ)y—f_ﬁl(vaifawawap)
z = CFg(ﬂ)lf - DF(P)?J"‘QQ@J%%”,W;M; p)
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ou zs, sy € R" : ny > n se réferent aux vecteurs d’état intrinseques du filtre, de sorte
que l'effet de 'entrée inconnue w sur la taille de la combinaison linéaire de I’enveloppe
d’estimation de I’état du systeme €, = Z — 2z est minimisé, au sens du gain £y et du gain
L. Dans les équations (3.21)-(3.27), 5¢,8;,%f,2; € R, 7,y € R™, w,w € R™ et Z,
z € R" désignent les bornes supérieure et inférieure de sy, x¢,y,w et z respectivement.
Les matrices Ar(p), Br(p), Br (p); Br,(p), Cr(p), Cr(p) et Dr(p) dépendantes du
vecteur de parametres p ont des dimensions appropriées, et les fonctions (y, ¢,, 7; et
N, + R™ X R"™ x R™ x R"™ — R" et 7;,n, : R x R" x R"™ x R"™ — R" sont des
parametres de synthese du filtre.

Les éléments clés du filtre intervalle proposé sont les suivants :

i) Le filtre peut étre d'un ordre supérieur au modele du systeme, c’est-a-dire ny > n,

i1) Les matrices Ar(p), Br(p), Br (p), Br,(p), Cr (p), Cr,(p), Dr(p) sont affines selon
le parametre p et sont des variables libres, nous avons donc (nfc +3nsny +2n.nyp +
n.ny) X (14 s) degrés de liberté pour le probleme de synthese.

Remarque 3.2. Par souci de clarté, 'entrée de controle u(t) € R™ n’est pas explicitement
prise en compte dans les Eqgs. (3.16)-(3.17) et (3.21)-(3.27). On peut vérifier que la théorie
développée dans les sections suivantes reste néanmoins valable, en étendant simplement
le vecteur y avec u. La différence portera essentiellement sur les dimensions de la matrice,
de sorte que nous aurons (n7 + 3ns(ny + ny) 4+ 2015 +n.(ny +ny)) x (1+ s) degrés de
liberté.

3.3 Conception du filtre intervalle

3.3.1 Conditions d’existence

Cette sous-section aborde les conditions d’existence pour que le systeme (3.21) -(3.27)
soit un filtre intervalle pour le systeme LPV (3.16)-(3.18). La solution est présentée dans
le théoreme suivant.

Théoréme 3.1. Sous les hypotheéses 3.1-3.3, l'état z du systéme (3.16)-(3.18) est borné par
les vecteurs Z, z définis par (3.26), (3.27) i.e

z(t) € [2(t),Z(t)], Vt >0, (3.28)
si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) ¥p € I, Ar(p) est Metzler.
(ii) Vp € I, il eviste des matrices Cr,(p), q¢ € {1,2} satisfaisant :

Cr,(p) = 0. (3.29)
(1ii) Vp € I, il existe des matrices Dp(p) telles que :
Dr(p)C(p)T'(p) = —1I,... (3.30)

(iv) ¥p € T, il existe des fonctions Zl,gz,ﬁl,ﬂz satisfaisant

Gz 2w p) — Gz, w,p) 20, (3.31)
G(z,w,p) = ¢, (Z,2,W,w,p) >0, (3.32)
1(If7xf’w w P) 711(9Ufaw P) >0 (333)

7]2(If7w p) nz(xfavaw w p) >0, (334)
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ou, pour q € {1,2},
Gz, w,p) = Ryy (p) 2 + Ry (p) w, (3.35)
Nz, w,p) = ~Cr(p)ay + Dip)uw, (3.36)

avee Ry, (p) = Re(p)Y (p), Rys(p) = Ry(p)S(p) et . .
Ry(p) = |Br,(p) Br(p)|, Y(p) = |=C(p)TH(p) C(p)TH(p)| , S(p) = |=F(p) Flp)]

(v) Pour des conditions initiales satisfaisant

57(0),5£(0) = 0, (3.37)
£,(0) < 27(0) < 74(0). (339)
$5(1), 5,(t) > 0, Vit > 0, (3.39
lf(t < f(t) < Tf(lf), Vt>0 (3 40

Démonstration. Considérons la relation z = T(p)z. Les dynamiques des états 5y et s;
sont déterminées par :

S = Ar(p)5s + [Bao) Be(o) [C“))T(”);T] 2+ [Br(o) Be(o)] [F (0) ] w0

—C(p)T(p —F(p)
(3.41)
sy= Aslolss + [B) o)) [ SR o (Bt 3] [0 w0
(3.42)

Considérons a présent les fonctions (,(z,w, p) et n,(x s, w, p), out ¢ appartient a 'ensemble
{1, 2}, telles qu’exprimées dans les équations (3.35)-(3.36), alors :

sp = Ap(p)5r + (17, 2,W,w, p) — Gi(z,w, p), (3.43)
sp = Ap(p)sy + G(z,w, p) — G,(Z, 2,0, w, p). (3.44)

Sous la propriété Metzler de la matrice Ag(p), sous les conditions (3.31)-(3.32), et avec
les conditions initiales (3.37), on peut garantir que (3.43)-(3.44) satisfont la propriété de
coopérativité, ce qui conduit a :

54(t), 5,(t) > 0, ¥t > 0. (3.45)

En examinant les équations (3.24)-(3.25), ainsi que les conditions initiales (3.38) et en
tenant compte de la propriété de coopérativité (3.45), il peut étre directement déduit que
Ty et xy satisfont :

xp(t) < wyp(t) <Tp(L), V2> 0. (3.46)
A partir de (3.24)-(3.25), nous déduisons que

= Cr ()3 + Cr(p)zs — Dr(p)y + (), (3.47)
= Cr(p)ry — Cry(p)sy — Dr(p)y +n,("), (3.48)

ESTEEN
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ou 7 (.) et n,(.) représentent 7, (Ty, x;, W, w, p) et n,(Ty, 2y, W, w, p), respectivement. En
combinant (3.17) et x = T'(p)z, nous obtenons :

z =Cp, ()31 + Cr,(p)zr — Dr(p)C(p)T(p)'z — Drp(p)F(p)w +1,(-), (3.49)
z =Cr(p)er — Cr,(p)sy — Dr(p)C(p)T(p)'z — Drp(p) F(p)w + 1, (-). (3.50)

Si, pour toute trajectoire de p € [, on a

Dr(p)C(p)T () = ~I,.. (3.51)

alors on peut écrire :
Z =Cr (p)ss + Cr(p)rr +z — Dr(p)F(p)w +1,(:), (3.52)
z2=Cr(p)rp — Cp(p)sy + 2+ Dr(p)F(p)w + n,(-). (3.53)

Dong, sous la contrainte d’égalité (3.30) et en considérant les bornes supérieure et infé-
rieure des erreurs d’estimation

€, =Z— 2%, (3.54)

on en déduit que :
e = Ciy ()37 + () = map,w,p), (3.56)
e. = Cr(p)sy +m(zs,w,p) —n,(.) (3.57)

Enfin, sous la contrainte (3.29), les conditions (3.33)-(3.34), et si les conditions initiales
décrites dans (3.37)-(3.38) sont satisfaites, 'existence d’un filtre intervalle pour le systeme
(3.16)-(3.18) est remplie. Cela implique que les bornes Z,z définies dans (3.26)-(3.27)
satisfont U'inégalité z(t) < z(t) < z(t), Vt > 0, concluant ainsi la preuve. |

Remarque 3.3. Notons que si T'(p) = I, alors Dg(p) existe, Vp € I, si et seulement si
rang(C(p)) = rang (C}p)> et Di(p) = Clp)t — M(I — C(p)C(p)1), Yp € T o M est

une matrice arbitraire.

3.3.2 Détermination des fonctions majorantes ¢, ¢ 59 M1y 1,

Le Théoreme 3.1 énonce une condition nécessaire et suffisante pour que le filtre (3.21)-

(3.27) soit un filtre intervalle. Cependant, il ne fournit pas de méthode constructive pour
déterminer les différentes matrices et fonctions.
Dans cette section, une approche est présentée pour déterminer les fonctions (;, Cos s My
Le probleme de la conception des matrices entrant dans les équations (3.21)-(3.27), sera
abordé dans la section suivante, ou ’on montrera que ce probleme peut étre formulé
comme un probleme d’optimisation NL-SDP. Notons qu’il est toujours possible de dé-
river des bornes pour (;,7,,¢ € {1,2} en ignorant le couplage des variables dont elles
dépendent, mais il semble évident que cela peut conduire a une solution conservatrice,
et donc augmenter potentiellement la largeur de l'intervalle Z — z. C’est pourquoi il est
préférable de conserver la dépendance des variables entrant dans (,,7,,q € {1, 2}.
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Conformément aux travaux rapportés dans [65] et au Lemme 3.1, les matrices de filtre
inconnue Br(p), Br,(p) et Cr,(p), ¢ € {1, 2} dans (3.35)-(3.36) sont décomposées en deux
matrices (non uniques) telles que

Br(p) = BFa (p) — Br,(p), (3.58)
Br,(p) = Br,,(p) — Br,,(p), (3.59)
Cr,(p) = Cr, (p) — Cr,(p), (3.60)
ou BFa(p)’BFb(p>’Ban<p)7BFqb(p)JOan(p)7CFqb(p) > 0, vﬂ € I, . La matrice DF( )

suit la méme stratégie de décomposition, mais contrairement aux équatlons (3.58)-(3.60),
Dp,(p) et D, (p) sont supposés étre fixés a priori, de sorte que (3.30) s’applique, c’est-a-
dire :

Drp(p) = Dr,(p) — Dr,(p) t.q (3.30). (3.61)
Alors, avec (3.58) et (3.59), il vient
Ry(p) = Rqy(p) = Ry (p), (3.62)

olt Ry, (p) = | Br,y(p) Bra(p) |, Ryy(p) = | Br,y(p) Bry(p) |, telles que By, (p), Br,(p),
Bra(p): Bry(p) = 0, Vp € I,

Les fonctions ZI,QQ t R™ X R™ x R™ x R" — R" et 7,1, : R" X R" xR"™ x R"™ — R"
sont alors données par le lemme suivant.

Lemme 3.2. Considérons les décompositions (3.58)-(3.62). Alors, pour zy € [gf,ff} et
z € [2,7Z], les inégalités (3.31)-(3.34) du Théoréme 3.1 sont satisfaites Vp € I',, avec

G zw,w,p) = R, 2" + Ry (p)uw, (3.63)
gz(z, 2, W,w, p) = Ry, *2° + Ry *(p)w®, (3.64)
(T, zp,w, w,p) = D" (p)w* — Cp,*(p)a}, (3.65)
1, (T s, zp,W,w, p) = D*(p)w* — Cr, " (p)}, (3.66)

ot les matrices Rly.,Rils., R, °, RQS.,E.,Q. et 07F1.7 Cr,* sont définis en se basant sur
Uapplication des corollaires 3.1-3.2 et du Lemme 3.1 (élément 3).

On rappelle a toute fin utile que la notation ”*” dénote 'opération présentée dans (3.9),
soit X~ = [Ya -X, — X Yb} , X = [ -X, Xy Xg —Ya] pour une matrice et

v = [ @HT @) (whH)' (v) } pour un vecteur.

Démonstration. L’application du Corollaire 3.1 sur la premiere partie de I'équation (3.36),
et du Lemme 3.1 (point 3) sur la deuxieme partie de (3.36), conduit aux bornes supérieure
et inférieure 7,7, définies par les équations (3.65)-(3.66). En appliquant le Corollaire 3.2
sur la premiere partie de 'équation (3.35), et le Corollaire 3.1 sur la deuxiéme partie,
on obtient les bornes supérieure et inférieure Zl,QQ définies dans les équations (3.63)-
(3.64). [

Notons que le Lemme 1.17 présente une démarche constructive pour déterminer la décom-
position X (0) = X,(0) — X,(6) pour X € {Y, S, F}

103



CHAPITRE 3. SYNTHESE DE FILTRES INTERVALLES POUR LES SYSTEMES
LPV

3.3.3 Formulation NL-SDP basée sur des criteres de gain £, et gain £

Cette section présente la formulation NL-SDP de la synthese du filtre LPV. Les criteres
de performance choisis sont de type gain Lo (critere énergétique) et gain L., (critére
d’amplitude). En introduisant les fonctions (;, Gy M5 1, définies dans le Lemme 3.2, les
équations (3.21)-(3.27) s’écrivent :

sp=Ap(p) 55+ (Br(p) — Be(p)y + Byi, 2" — Byi 7 — Byyp2”
+ Ry;y2” + Rs, ,(p)W" — Rs, ()0~ — Rs,y(p)w” + R, ,(p)w” (3.67)
5p=Ap(p) sy + (Br(p) = Br(p))y — Ry 7" + Ry, 2 + Ry,2°
- ng_ - %( )w + RSzb(p)w + RSm( ) - R52a( ) - (3‘68)
iy = Ap(p) s+ Br(p)y (3.69)
Ty =355+ ay (3.70)
Ty =2 — 5§ (3.71)
Z=Cr(p) Ty — Dr(p)y + (Cry(0)T; — Cry(0)T5) — (Cry(p)zy — Crig(p)zy)
+ Do(p)w™ — Dy(p)w™ — Dy(p)w™ + Dy(p)w™ (3.72)
2= Cr(p)zs — Dr(p)y + (Cry(p)zf — Cry(p)zy) — (Crof(p)Tf — Cryo(0)T5)
— Dy(p)w* + Dy(p)w™ + Dy(p)w’ — Do(p)w” (3.73)

En supposant que tout vecteur v peut étre décomposé en deux parties positives, telles que
v=1v" —v", et que toute matrice X (p) peut étre décomposée en deux matrices positives,
X(p) = Xa(p) — Xo(p) avec X,(p), Xi(p) > 0,Vp € I}, il vient

Sy =Ap(p)S;+ ((Br,(p) — Bry(p) — (Bra(p) — Bro(p)) (y™ —y7)
—+ Ry1a§+ — Rylaf_ — Ry1b§+ + Ryl bg_
+ Rs,,(p)w" — Rs,,(p)W™ — Rg,(p)w" + Rs,,(p)w™ (3.74)

5p=Ap(p) sy + ((Bra(p) — Bry(p)) — (Brau(p) — Bry(p) (y" —y7)
— Ry,, 2" + Ry, 2 + Ry, (p)2" — Ry, 2~

- R32b( )w + %( )w + RS2a< ) - RSza( ) B (375)
iy = Ap(p)(z} —x5) + (Br(p) — Br,(0)(y" —y") (3.76)
Ty =5+ (zf —x7) (3.77)
zy = (2} —7) — 5 (3.78)

Z = (Cr4(p) = Cry(p) (@F —77) — (Dr,(p) = Dr,(p) (y" —y7)
(Cry(0)TF = Cry(p)T7) = (Crg(p)z; — Cryo(p)zy)

+ Do(p)w™ — Da(p)w™ — Dy(p)w™ + Dy(p)w™ (3.79)

2= (Cry,(p) = Cry(p) (zf —z7) — (Dr,(p) — Dr,(p) (y" —y7)
+ (Cry(p)zf = Cryp(p)zf) = (Crog(p)TF — Cryo(p)T5)
— Dy(p)w™ + Dy(p)w + Da(p)w” — Da(p)w™ (3.80)

+
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ou y,y~ sont décrits dans (3.7) et x™, z~ décrits dans (3.6). Chaque équation linéaire
(3.76)-(3.80) peut étre divisée en deux sous-vecteurs positifs qui seront reliés par la com-
binaison linéaire de sortie €, =z — 2z =zt — 2z~ — 2zt + z~. En imposant Tf~ = xy et
zf* =z} on peut écrire :

T} =55+ a7,
&; = SU; + S¢-
Ainsi, les équations (3.76) et (3.79)-(3.80) peuvent étre réécrites comme suit :
;= Ar(p)ry + Br.(p)y" + Br,(p)y~ (3.81)
iy = Ap(p)xy + Br,(p)y™ + Br,(p)y" (3.82)

= (Cryy(p) + Cry(p)5 + Cro()s + (Cryo(p) + Cryy(p)zf + (Cryy(p)

+ Cry(p)7y + Dr(p)y" + Dr,(p)y~ + Da(p)W" + Dy(p)w™ (3.83)
~ = Cry(p)35 + (Cro(p) + Cry(p))rf + (Criy(p) + Criplp))zy

+ Dr,(p)y" + Dr,(p)y~ + Da(p)w™ +&(/))w+ (3.84)

= Cry(p)s; + (Cry(p) + Croy(p))2f + (Croy(p) + Cryy(p))ay

+ Dp,(p)y™ + Dr,(p)y~ + Dy(p)w™ + Do(p)w™ (3.85)
T = Cro(p)5 + (Cryg(p) + Cryy(p))sy + (Croy(p) + Cryy(p)) 2 + (Cryg(p)

+ Cry(p))xy + Dr,(p)y" + Dr,(p)y~ + Do(p)w" + Da(p)w™ (3.86)

En injectant les expressions de y*,y~,z%t,Z7, 2%, 2z~ données par les équations (3.7),
(3.83)-(3.86) dans (3.74)-(3.75), on pourra vérifier sous I'Hypothese 3.3, que l'intercon-
nexion entre le systeme et le filtre intervalle admet la représentation d’espace d’état sui-

vante
i = A(p)t + B(p)w, (3.87)
& = C(p)& + D(p)w, (3.88)
(x+T -7 a:f Ty §fT §fT)T, w = (w*T w- L wtT T wt? Q_T>T and 6, =
zZ— — 7% — 2zt 4 2. Les matrices d’état A(p), B(p),C(p) et D(p) sont données par
[A(p)11 [Alp)z 0O 0 0 0 ]
[A<p)%251 [A(P)ng AO( ) 0 0 0
» () Iha() Ap 0 0 0
AP =1 1,0 () ) 0 Ap(p) 0 0o | (389)
I51(.)  IHa() 133(.) Hsa(l) Is5(.) Ise(.)
ya()  Hao() as() Haa(l) Has(l) el
E(p)t E(p)~ 0 0 0 0 ]
E(p)~ E(p* 0 0 0 0
- q() Ihg() 0 0 0 0
BO= o) my 0o 0 o0 o | (G0
M37(.) I38(.) Il39(.) Il310(.) Il311(.) Il312(.)
| Haq(0) Ias(l) Hao() Hapo)) Hana() Iiao(.) ]
Clp)=[0 00 0 Ms5() Mse() |, (3.91)
D(p)=[0 0 Is5o(.) Isyo() Msnl() Msaa() |, (3.92)
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ol [A(p)]m.n sont les éléments de la matrice [A(p)] présentée dans la Définition 3.3 avec
m € {1, 2} et n € {1, 2}. Les expressions des matrices II; ;(.) sont données par :

II1,1(p) = Br, (p)C(p)" + Br,(p)C(p)~, I12(p) = Br,(p)C(p)~ + Br,(p)C(p)", (3.93)
111 7(p) = Br, (p)F(p)" + Br,(p)F(p)~, IH1s(p) = Br,(p)F(p)~ + Br,(p)F(p)", (3.94)
Iy 1 (p) = I 2(p), H22(p) = I11,1(p), II27(p) = I, 8(p), II28(p) = 111 7(p), (3.95)
15.(p) = ((Riy D, (0) - RaroDr () = Py Dr(4) + T D (0) + (B () - BF<p>>) (o)*

13.5(p) = ((Fay o Dri(9) = Bay 4 Dk () = Riyy D (p) + Ry y D, () + (Br, (p) = B (p))
+ (v aDr.(0) = Bay oDy (0) = Bayy Dr, () + Ty oD (p) = (B, (o) = Br(p))) Fp)*)
111,1(p) = (= T2y 4 Dr () + By y D, (9) + Bay o D (9) = Ty D, (0) + (Br(p) — Br, () C(p)*
+ (~F2v s Dk, (0) + RayyDri(p) + Ray o D, (p) = Ray o D () = (Br(p) = Bri(p)) C(p)”) . (3.100)
12(p) = (~Tayy D (0) + Rayy i, (9) + Ray oD () = By oD, () + (Br(p) = Br(p)) Clp)”
+ (~R2y D, (p) + Bay ,Dri(p) + Bay o D, (p) = Ry ;D (0) = (Br(p) = Bry(p))) C(p)*) . (3.101)
11,1(p) = (=T yDr(p) + RayyDr, (0) + Ray D1 (0) = By oD (0) + (Br(p) = Bra(p)) Flp)*
+ (~R2yyDr.(p) + oy, Dri(p) + Bay i, (p) = oy o Di () = (Br(p) = Br(p))) Flp)~

yg(p) = ((—EDFL (p) + Ray, Dr, (p) + Ray D, (p) — Ray , Dr, (p) + (Br(p) — Br,(p))

, (3.102)

F(p)~

+ (~F2v s Dk, (0) + Ray,Dri(p) + Ray o D, (p) = Ray D () = (Br(p) = Bri(p)) F(p)*), (3.103)
M3.5(p) = ((Riyq = Bay ) (Criy(p) + Cry o (9)) + (Riyy = By ) (Craylp) + Crna0))) (3.104)
1I5.4(p) = 113,5(p) (3.105)
T5(p) = (Ar () + Ry .Cra(p) + (Riy o — Ray o)Criy(0) + Ry 1 (0) ) (3.106)
136(p) = (RBuy uCryo(0) + (Riyy = By y)Crag(0) + Riy o O (9)) (3.107)
1I39(p) = (Riy o Da(p) + Riyy, Do(p) + Rig,(p)) (3.108)
TT310(p) = = (Riyy Da(p) + Riy, Dolp) + Frcy(p)) (3.109)
I3.11(p) = = (Bay o Dulp) + Riyy Dalp) + Risy () (3.110)
1T3.12(p) = (B, o Do) + By, Dalp) + Ry () (3.111)
M3(p) = ((Rayy, ~ Foy ) (Cry o) + Criglp) + (Rayy — By o) (Craa () + Cry (0)) ) (3.112)
I44(p) = Has(p), (3.113)
115() = (R2y 1Criy(9) = Ry o(Cri (p) + Cryy(9)) = Ry oCr () (3.114)
Mi5(p) = (Ar(p) + Ray 4 (0)Cray(0) = RaryCria(p) = By o (Crag (p) + Cray(p)) (3.115)
1I49(p) = — (Rayy, Da(p) + Ray , Dy(p) + Ragy(p)) (3.116)
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1410(p) = (R2yb a(p) + Ray , Dy(p) + Ragy(p ) (3.117)
II41:1(p) = (%Db( )+ Ray , Da(p) + Rog, (p ) , (3.118)
Iy12(p) = — (Ray, Du(p) + Rzy@ )+ Rag,(p)) (3.119)
15 5(p) = Cri o (p) + Crao(p), (3.120)
1Is5,6(p) = 1I5,5(p), (3.121)
I5,9(p) = Da(p) + Dy(p), (3.122)
1I5,10(p) = —(Da(p) + Ds(p)), (3.123)
115,11 (p) = 1I5,10(p), (3.124)
II512(p) = 1I5,9(p). (3.125)

Les théoremes suivants donnent respectivement les solutions aux problemes de perfor-
mances de gain L, et de gain L.

Théoréme 3.2. Soient les Eqs. (3.87)-(3.88). Le filtre intervalle LPV (3.21)-(3.27) est

(quadratique affine) stable et le gain Lo sup wlla=1 l|€.]]2 est inférieur a ., s’il existe

des matrices symétriques Py, - - - , P, € REHn)xCntang) telles que, pouri € {1,--- s} et
V(Oé,ﬁ) € Fa X Fﬁ

P(Q)ZP0+051P1+"'+QSPS>-O, (3126)
(HAP(a)A(a)} + P(8) = Py P(a)B(a) C(a)
X eI DT(a)| <0, (3.127)
L * * _7521
(P A. AT p. B

ot A;, B; sont les coefficients matriciels de A(p), B(p) associés  p2.

Démonstration. La preuve est immédiate en appliquant le Théoreme 6.2 dans [72] au
modele (3.87)-(3.88) et en observant que la structure de A(p) est bloc-diagonale, avec
Ap(p) sur la diagonale. [

Théoréme 3.3. Soient les (3.87)-(3.88). Le filtre intervalle LPV (3.21)-(3.27) est (quadra-
tique affine) stable et le gain L SUD e Il [oom1 l|€.]|oo est inférieur a v, = VEE+ 0

s’il existe des matrices symétriques Py, - -, P, € REnHang)x@ntdng) elles que, pour i €
{1,---,s} etV(a,p) €Ty x I} :

Pla)=Py+ P+ +ab = 0, (3.129)
(HAP(@)A(@)} + P(8) = Po+ uP)  *
_ é(a)TP(a) _7211 <0, (3.130)
[ —y3P(a)  * *
0 I * | =<0, (3.131)

Cla) D(a) —I

(pP.A. AT p. 3.
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Démonstration. La preuve est immédiate en appliquant la Proposition 4.3 dans [111] au
systeme (3.87)-(3.88), qui est une extension dans le cas de la multi-convexité du Lemme
1.3, et en considérant les mémes définitions pour flz,f)’, et P, pour i € {1,---,s} que
celles utilisées dans le Théoreme 3.2. [

Les Théoremes 3.2 et 3.3 fournissent des conditions suffisantes pour que le filtre LPV
(3.21)-(3.27) garantisse une atténuation de l'entrée augmentée w sur la taille de I'inter-
valle Z— z. Malheureusement, ils ne fournissent pas de procédure constructive pour dériver
pratiquement les matrices d’espace d’état du filtre, principalement en raison des dépen-
dances non linéaires qui existent entre les matrices P;, ¢ € {1,---,s} et les matrices
d’état du filtre. Pour pallier ce probleme, le lemme de projection [24] (présenté dans I’An-
nexe B) et la théorie des matrices auxiliaires (présentées dans ’état de I’art) sont utilisés
pour relaxer ces dépendances. Nous allons voir que le probleme de synthese des matrices
d’état du filtre se formule alors comme un probleme NL-SDP, c’est a dire comme un pro-
bleme d’optimisation sous contraintes mixtes d’inégalités linéaires-bilinéaires matricielles
(LMI-BMI). Introduisons pour cela une matrice W (matrice auxiliaire) avec la structure
suivante

W = diag{Wy, Wy, Wy, Wy, Wy, Wy}, (3.133)
ou Wy € R™" Wy, € R™*" et considérons le changement de variables pour k& €
{a,b},q € {1,2}

Ap(p) = WaAr(p), (
BFk(P) = W2Bry(p), (
B, (p) = W2Bg,,(p), (3.136
Cr,, (p) = Cry (p), (
ou I’équation (3.137) est introduite pour des raisons d’homogénéité dans les notations.

Le théoreme suivant donne une solution constructive au probleme de synthese du filtre
sous contrainte de performance Ls.

Théoreme 3.4. Soient les matrices définies comme suit :

[ =Wolly,, me{1,2}, ne{1,2,7,8}, (3.138)
I = Wally,, me{3,4}, ne{l, - 12}, (3.139)
IIs,, = WyIl5,,, nc€{56,9,10,11,12}. (3.140)
S’il existe des matrices bornées Xy(a) : X € {Y, S, F'} satisfaisant Xi(o) > 0, k € {a, b},
des matrices symétriques Po,-- -, Py € R(2”+4”f)x(2”+4"f) des matrices A € R™>*"s | J; =
B, Br, Br, Bn, B, BF% Cr, Cryy, Croy Cry } avec B, B, . Br,,, BFH, Bp,
BF% € R x| Cpla ,C’Flb ,C'F2a ,C’F% € R"=*"s et des matrices auxiliaires .7:1, , Fs,
pour les sommets i € {1,--- s}, telles que Yo € I,
Pla)=Py+a1P+---+a,P >0, (3.141)
J(a) =ar i+ +agJs >0, (3.142)
Fla)=aiFi+ - +a’F, = 0, (3.143)

et une matrice Wy, des scalaires réels vyc,,k > 0, une M-matrice Wy telles que les
contraintes linéaires et bilinéaires suivantes sont vérifiées :
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o V(a,f) € I, x I'y et pour g € {1,2}

0 < Bp, < Bp,(a) < Bp,, (3.144)
0 < Bp,, < By, (a) < By, (3.145)
Cr, (a) = Cr, (a) >0, (3.146)
Ap(a) + kW, >0, (3.147)
Qa, B) + F(a) <0, (3.148)
ot ) ~ _ )
—H AW} B(a) P(a) + A(w) w 0
) x =l 0 0 D(a)
e, B) = * x  —Pl@)+PB) -P 0 Cl)"|
* * * —P(«) 0
L x * * * —Yeo L
e pouri € {l,--- s}
0 B, P+4 00
x 0 0 00
A 0 0 0| +F =0, (3.149)
*  x * 0 0
* % * * 0

% %

ot f:l(a), B(a),C(«) et lc?(a) sont définies comme dans (3.150), alors le gain Lz sup . 10—y |[€:]]2

est inférieur a vyr,. Les matrices d’état du filtre Ap(p), Br(p), Br,(p), Br(p), Cr(p),
Cr,(p), Dr(p) sont alors déduites en inversant les équations (3.134)-(3.137).

[%(a) Blo) } _
Cla) | D(a)
[A(P]1,1 [A(p)]1,2 0 0 0 0 E(e)™  E(a)” 0 0 0 0
[A(p)21 [A(p)]22 O 0 0 0 E(a)”  EB(a)* 0 0 0 0
]~71 1(a) I?lyz(a) Ap(a) B 0 0 0 H1,7(01) I?lyg(a) 0 0 0 0
Iz () Iz2(e) 0 Ap(a) 0 0 Iy 7(a) IH2s(a) 0 0 0 0
II31(a) Isp2(a) Hzs(a) Hza(a) Hzs(a) Ize(e) |[Hs7(a) His(e) Izg(a) Hzio(a) Hzai(a) [zi2(a)
IHyq(e) Hap(e) Haz(a) IHya(a) Iis(e) Hae(a) |Haq7(e) Hag(a) Haog(e) Hajio(a) Haai(a) IIiq2(e)
0 0 0 0 O55(a) HOse(a) | 0 0 IIs o(a) IIs,10(a) IIs11(a) IIs12()
0

(3.150)

Démonstration. Considérons tout d’abord F; = 0,4 € {1,---,s} dans les Egs. (3.148) et
(3.149). En utilisant les changements de variables linéaires définis dans (3.134)-(3.137),
nous pouvons déduire que, Vp € I, et Vp € Iz (voir [72]), les contraintes (3.141)-(3.149)
impliquent ce qui suit :

—H AW} WB(p)  P(p)+WA(p) w0
* _752] 0 0 D(p)T
Ap,p) = * x  —P(p)+Pp —P 0 C(pT| =<0, (3.151)
* * * —P(p) 0
* * * * —Veod
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WaBr,(p), WaBr,, (), Cr,, (p), 20, (3.152)
Cr,,(p) = Cr,(p) 2 0, (3.153)

Puisque W5 est une M-matrice alors W5 ' > 0, (3.154) garantit que Ap(p) est Metzler
baséz sur le Lemme 1.14. Ensuite, (3.152) permet que les matrices Br, (p), Br,, (p), Cr,(p),
avec k € {a,b} et ¢ € {1,2}, satisfassent les décompositions (3.58)-(3.60) en deux
(non uniques) matrices positives. A partir de ces décompositions, il est évident que
(3.153) est équivalente aux contraintes (3.29). La condition (3.151) assure des perfor-
mances de gain Lo pour 'espace d’état (3.87)-(3.88) en imposant une décomposition
spécifique des matrices de filtre. Cette décomposition (3.58)-(3.61) concerne les matrices
Br(p), Br,(p), Br,(p), Cr, (p), Cr,(p) et Dp(p). L’application du complément de Schur
(présenté en Annexe B) a (3.151) conduit a :

Alp, p) + Z(p)(p)" WY + YTW Z(p)(p) < 0, (3.155)

%

owY=1[I 00 0],2(p)=|-1 Blp) Alp) I]et

0 0 P(p) 0

. |x 2,1+ D(p)"D(p) D(p)"C(p) 0

Alp.p)=1, = —P(p)+ P(p) — R+ C(p)TC(p) 0
* * * _P(p>

D’apres le lemme de projection (présenté dans I’Annexe B), (3.155) admet une solution
pour une matrice W si et seulement si

Nz(p)" Alp, p)Nz(p) <0, Ny, Alp, p)Ny <0, (3.156)

ou Nz(p) et Ny sont donnés par :

Alp) Blp) 1 000
I R 100
Nz =17 0 o0 M™Tlo1 oo
0 0 I 0 0 I
L’inégalité de gauche de (3.156) mene a :
He{P(p)g‘(la)} + P(p) v_ R N éf(p)Téf<p) N o * < 0. (3157)
B(p)"P(p) + D(p)C(p)" D(p)"D(p) = Z,1

En appliquant le complément de Schur & (3.157), on établit une équivalence entre cette
derniere et 'inégalité (3.127) introduite dans le Théoreme 3.2. Il s’ensuit que la repré-
sentation d’état (3.87)-(3.88) est quadratiquement affinement stable Vp € I, et Vp € I
avec un niveau de performance gain Lo inférieur ou égal a ~v,,. Comme souligné dans
[72], le conservatisme de (3.151) peut étre réduit en relaxant légerement la contrainte de
multiconvexité (3.149). Cela est réalisé grace a l'introduction des matrices F(a) et F;
dans (3.148)-(3.149), ce qui conclut la preuve. |
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Notons qu’avec l'introduction des matrices auxiliaires, les inégalités qui en résultent sont
généralement moins conservatrices puisque (3.151) correspond a Fy = - - - = F; = 0. Néan-
moins, cette amélioration se fait au détriment d’une charge de calcul plus élevée, puisque
le nombre de variables d’optimisation a pratiquement doublé. Un compromis possible est
de prendre F; = ;I ou p; est un scalaire non négatif.

D’apres le Théoreme 3.4, il est évident qu'une solution optimale peut etre déterminée
en résolvant le probleme NL-SDP suivant, (3.141)-(3.149) étant linéaire en v, :

minvyg, t.q (3.141) — (3.149)

Un tel probleme peut étre résolu numériquement en utilisant des solveurs pour les pro-
blemes de programmation non linéaire avec des variables vectorielles, matricielles et des
contraintes d’inégalité matricielle, tels que les solveurs PENLAB [68] ou PENBMI [104].

Le théoreme suivant donne la solution de synthese du filtre (3.21)-(3.27) sous contrainte
de performance gain L.

Théoréme 3.5. Soient le modele (3.87)-(3.88) et le filtre intervalle (3.21)-(3.27). Suppo-
sons que (3.141)-(3.142) et (3.146)-(3.147) soient respectées, introduisons les matrices G;,

Hi, avec i € {1,--- s}, définies de telle sorte que Yo € I, :
G(a) = aiGi + -+ +alG. = 0, (3.158)
H(a) = aiHi+ -+ aiH, = 0. (3.159)

S’il existe des scalaires réels k >0, vy1,72,73, 74 > 0 et une M-matrice Wy € R™*" tels
que les contraintes linéaires et bilinéaires suivantes sont vérifiées :

e V(«a,3) € I'y x I'g,considérons les inégalités (3.146)- (3.147) dans le Théoréme 3.4

et
—H,{W} B(«) P(a) + A(a) w
* —7e! 0 0 146 <0 3.160
v (u-DP@+PE R o | G0 (3160
* * * —P(a)
—v3P(a) % *
0 —nl x| +H(a) <0, (3.161)
Cla) D(a) —1I
e pourie {1,---,s}
0 B P+A 0
<000l g (3.162)
*  * 0 0
* % * 0

; 5 inféri \ — [ ;
Alors le gain Loo sup cp o0 |6zl est inférieur a vo,, = /%2 + 7. Les matrices

d’état du filtre sont alors déterminées en inversant les relations (3.134)-(3.137).

Démonstration. La preuve est basée sur le Théoreme 3.3 et est similaire a la preuve donnée
pour le Théoreme 3.4. |
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Notons que (3.160)-(3.161) dépendent de maniere non linéaire de ~ys,7v4, Py et P;,i1 €
{1, ..., s}. Pour contourner cette difficulté, une approche couramment utilisée est de pré-
attribuer une valeur a -3, 4, voir [110, 5, 65]. Ensuite, on peut formuler le probleme de
synthese comme un probleme NL-SDP mono-objectif comme suit

miney; + (1 —€)y  t.q(3.158) — (3.162)

ot le choix de 0 < € <1 est guidé par le principe d’optimisation de Pareto. Bien siir, on
peut fixer a priori y; ou 7., ce qui conduit immédiatement a une formulation NL-SDP.

Les Théoremes 3.4 et 3.5, étant formulés comme des problemes NL-SDP, ils peuvent étre
facilement combinés en un probléme mixte pondéré Lo/L,. Les poids sont alors choisis
selon la pénalité que 'on souhaite apporté au niveau de performance Lo ou L.

3.3.4 Algorithme de conception du filtre intervalle

Nous nous proposons maintenant de résumer les principales étapes de la procédure de
conception du filtre (3.21)-(3.27).

Considérons les Hypotheses 3.1-3.3. La procédure de synthese se résume ainsi :

i) On commence par choisir a priori la matrice Dgr(p) de maniere a ce que la contrainte
(3.30) soit satisfaite. On peut alors en déduire les matrices Dp,(p), Dg,(p) > 0,
Vp € I, telles que la décomposition (3.61) soit satisfaite.

ii) Les matrices X,(p) et X;(p) vérifiant X (p) = X,(p) — Xp(p) pour X € {Y, S, F'},
sont alors calculées en utilisant le Lemme 1.17 initialement proposé dans [65] et
rappelé dans le Chapitre 1 de ce mémoire.

iii) Les variables matricielles d’optimisation sont alors :
— Les matrices de Lyapunov P;, Vj € {0,---, s}, voir (3.141).
— Les matrices de filtre AFHBFki,BFlk_,BFQkJéFlkA,C'sz_, k € {a,b}, Vi €
{1,--- s,
— Les matrices auxiliaires Wy, W (définie comme une M-Matrice), F;, G;, H;, @ €
{1,---, s} voir (3.143) (3.158), (3.159).

iv) Selon le type de probleme d’optimisation, les valeurs des scalaires &, v,,, 71,72, V3, V4
peuvent étre préalablement définies ou bien elles peuvent étre incluses dans le critere
d’optimisation.

v) Le probleme NL-SDP associé est alors résolu par un solveur approprié (tel que

PENLAB ou PENBMI) et on en déduit les matrices de filtre Ap(p), Br, (p), Br,, (p),
Br,, (p),Cr,(p),Cr,(p) k € {a,b} en inversant les Eqs. (3.134)-(3.137).

vi) Les bornes y,¢,, 7,17, sont ensuite déduites de (3.63)-(3.66).

Notons que le probleme NL-SDP est réalisable uniquement si la dépendance de p dans les
matrices I1,,, V(m,n) données par les Eqgs. (3.93)-(3.125) est quadratique au maximum,
en vertu du principe de multi-convexité [72]. Ainsi, selon la nature du systeme et de la
combinaison d’états T'(p), et de l'impact qu’ils ont sur la dépendance des parametres
dans Il,,, ¥Y(m,n), la procédure de synthese décrite ci-dessus doit étre adaptée. Une
solution peut consister & choisir By, , BFW k € {a,b}, ¢ € {1,2} en tant que matrices
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constantes. Cela peut évidemment conduire a une solution conservatrice pour le filtre
LPV intervalle. Pour pallier ce probleme, il est toujours possible d’itérer sur Bp, , Br, et

leurs bornes BFk, BFk, quk, quk, k € {a,b}, g € {1,2} jusqu’a ce que la solution la moins
conservatrice soit trouvée. La Section 3.4 donne un exemple illustratif pour une meilleure
compréhension de cette approche.

3.4 Exemple académique

Dans cette section, on se propose d’illustrer la méthode de synthese décrite précédem-
ment, a 'aide de deux exemples académiques. Nos motivations sont les suivantes :

e Premierement, nous souhaitons démontrer que 'approche proposée est générique et
peut donc étre utilisée pour estimer I'état d'un systeme LPV. En d’autres termes,
le filtre LPV intervalle (3.21)-(3.27) peut étre utilisé comme estimateur d’état. Cela
découle simplement du fait que 7' = I, est un choix valide. Cependant, cela a des
conséquences comme expliqué dans la Remarque 3.3.

e Deuxiemement, nous souhaitons démontrer qu'un choix dépendant des parametres
pour C(p) et/ou T(p) n'est pas restrictif, a condition qu'un choix approprié pour

Bg,, Br,,, k € {a,b}, ¢ € {1, 2} soit fait, voir la discussion dans la Section 3.3.4.
De plus, pour une illustration complete des éléments clés de ’approche proposée, I'ordre

du filtre sera choisi plus élevé que l'ordre du systeme dans les deux cas. Cela met en
évidence une différence majeure avec les approches basées sur les observateurs.

3.4.1 Premier exemple académique
3.4.1.1 Présentation du systeme

Considérons le modele suivant (3.16)-(3.17) considéré est décrit par

S R A KT

y(t) = [—5.2 Oﬂ x(t)+[8 L+l ﬂ w(), (3.163)

ot w(t) = [wi(t) wa(t) ws(t))". wi(t) = sin(t) et wy(t), ws(t) : Jwa(t)| < 0.1, Jws(t)| <
0.15 sont deux bruits uniformes bornés de valeur moyenne nulle. Il est alors immédiat
de constater que w(t) € [w(t),w(t)] V¢, avec w(t) = [1.05sin(t) 0.105 0.1575]7 et w =
[—1.05sin(t) —0.105 —0.1575]. Les conditions initiales du systéme sont fixées a z(0) =
(0 O)T. Le vecteur de parametres p et sa vitesse de variation p sont supposés étre bornés

tels que :
P1 —0.13,0.13 1 —130, 130
M c [_0_1770.17 e i (3164

De plus, on suppose que p; et py sont indépendants, donc I, = co{pi,p2} et Iz =
co{p1, p2} sont des rectangles.
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3.4.1.2 Synthese du filtre
Considérons le probleme d’état, c’est-a-dire

A1) = B ﬂ z(t), (3.165)

avec un filtre d’ordre ny = 3.

Comme expliqué dans la Section 3.3.4, la premiere étape de la méthode consiste a choisir
Dp(p) de maniere a ce que (3.30) soit satisfaite. Conformément a la Remarque 3.3, Dp(p)
doit étre choisie comme constante. Dans ce contexte, la décision suivante est prise :

D, _ | —0-9901 0.0495
F=1 -0.0990 —0.4950 |

Sa décomposition matricielle est donc définie par (voir (3.61)) :

Dy, =

a

Dp,

b

l 0 0.0495 ]

~[0.9901 0
0 0 - '

0.0990 0.4950

La conception des matrices X (p) = Xu(p) — Xo(p) pour X € {Y, S, F'} suit 'approche
décrite dans le Lemme 1.17, avec h, = i—z — pgs €t ¢ € {1,2}. Le probleme d’optimisation
retenu dans cet exemple est le critere de performance mixte £,/ L. Le probleme NL-SDP
a résoudre est donc donné par

min ¥oyz, + Y171 + Yoy t.q (3.141) — (3.149), (3.158) — (3.162),v3 = 1,v4 = 0.4,
(3.166)

avec les pondérations 1), = %, r € {0,1,2}. Le solveur SDP non linéaire PENLAB [68],
avec la boite a outils YALMIP pour Matlab, est ensuite utilisé pour résoudre ce probleme.
Le résultat obtenu conduit a des niveaux de performances de v., ~ 2.94, vy, ~ 4.78
avec les matrices optimales associées Fy, P, flpi, Bpk_,Bplk:,BFQk_,éFlk_,éFQk_, Fi, Gi, H,
ke{a,b},ic{l,--, s}, Wy et Wa. l ‘ ’ 1 l

En inversant les équations (3.134)-(3.137), on obtient finalement les matrices d’espace
d’état Ar(p), Br,(p), Br, (p),Cr,(p), k € {a,b}, ¢ € {1,2}. Les fonctions (y,¢,,M,1,
sont ensuite déduites du Lemme 3.2, ce qui conduit a la définition complete du filtre LPV
intervalle.

3.4.1.3 Simulations et résultats

Afin d’analyser la solution obtenue, les valeurs propres de Ap(p) sont tracées pour
quelques valeurs gelées aléatoirement p; € [Bi’ pil, i = {1,2}, voir Fig.3.1. Méme si 'as-
pect variant dans le temps de p;(t),7 = {1,2} n’est pas pris en compte, ce graphique tend
a démontrer que le filtre est (évidemment) stable Vp, les valeurs propres présentant une
partie réelle négative. De plus, on pourra constater qu’elles sont réelles pures. Le filtre
présente donc un tres bon degré d’amortissement.

Des simulations sont ensuite réalisées pour évaluer les performances du filtre. Le com-
portement temporel des parameétres est choisi comme suit : p; = 0.13sin(10% + 7) et
p2 = 0.17sin(10% + Z). Les conditions initiales du filtre sont choisies comme suit :
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1 T T T T
08r i
0.6 i
0.4 r -
g 0.2 n
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& -02f .
04+ e
0.6 i
-0.8 1 n

_1 1 1 1 1
-1.59 -1.585 -1.58 -1.575 -1.57 -1.565

RN, (Ag(p))

FIGURE 3.1 — Valeurs propres de Ap(p) pour différentes trajectoires de p - Exemple 1

T T T
zp(0) = [0 0 0], 7(0) = [0.01 001 0.01], z;(0) = —[0.015 0.015 0.015] ,
57(0) = T4(0) — 24(0) et 5;(0) = 24(0) — 2,(0). Les résultats de simulation sont pré-
sentés dans les Figures 3.2 et 3.3. Comme prévu, Z(t) et z() servent de bornes inférieure
et supérieure pour z(t),Vt > 0, et I'enveloppe €, converge en régime permanent vers une

valeur maximale ¢ = [0.71 0.38}T, avec un comportement transitoire raisonnable de 2
secondes.

Pour démontrer les avantages de I’approche proposée, une comparaison avec les approches
basées sur des observateurs par intervalles rapportées dans [38] et [65] est présentée dans
les Figures 3.2 et 3.3. On remarque que la largeur de I'intervalle est nettement plus petite
dans le cas de notre approche, et ce, grace aux degrés de liberté fournis par la paramé-
trisation matricielle des fonctions supérieures et inférieures ¢,, n,, ¢ € {1,2} (voir Egs.
(3.35)-(3.36)) et a la structure du filtre intervalle (3.21)-(3.27) qui est d’ordre supérieur a
celui des observateurs.
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T
1.5 Z1,z; par S. Chebotarev et al. (2015) |
Z1,z, par N. Ellero et al. (2019)
2 Z1,%; par notre approche i

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps en seconde

FIGURE 3.2 — Estimation par intervalle de I’état z; de I’exemple 1 - rouge (pour notre
approche filtre) - bleu (observateur [38]) - noir (observateur [65])

2F ————T9,xy par S. Chebotarev et al. (2015) f
T, xy par N. Ellero et al. (2019)
Z9, Z9 par notre approche

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps en seconde

FIGURE 3.3 — Estimation par intervalle de I’état zo de I’exemple 1 - rouge (pour notre
approche filtre) - bleu (observateur [38]) - noir (observateur [65])

116



3.4. EXEMPLE ACADEMIQUE

3.4.2 Second exemple académique
3.4.2.1 Présentation du systeme

Considérons a présent le modele LPV d’ordre 2 suivant

(t) = [_(5 p(t) 1 2(t) + [ 2 p(t) —p(t) — 0.2 wl(t),

p(t) p(t)—0.3 1+ p(t) 0.1+ p(¢) p(t)
y(t) = m 095] 2(t) + [0(')1 t o) ﬂ w(t), (3.167)

ot w(t) = [wy(t) wy(t) ws(t)]” avec wy(t) = 1. 5sin(3t) et wo(t), ws(t) : |wa(t)| < 0.15,
|ws(t)| < 0.15 deux bruits bornés uniformes de valeur moyenne nulle. Il vient alors w(t) €
[w(t), w(t)] V¢, avec w(t) = [1.7sin(3t) 0.15 0.15]" et w = [—1.7sin(3t) —0.15 — 0.15]".
Le vecteur de parametre p est choisi comme évoluant dans I’ensemble p € [—-0.1,0.1] et sa
variation p € [10,10]. Les conditions initiales du systéme sont fixées & 2(0) = (0 0)”. Le
filtre par intervalle (3.21)-(3.27) est ensuite congu en suivant la méthode décrite dans les
sections ci-dessus. Ici, il est choisi d’estimer la combinaison linéaire de 1’état suivante :

a(t) = [1+p(t) p(t)+0.11] a(t). (3.168)

3.4.2.2 Synthese du filtre intervalle

Le filtre intervalle est synthétisé en résolvant le probleme d’optimisation (3.166). Le
choix suivant pour Dg(p) est fait :

Dp(p) = —T(p)CH(p) = [ —1.625 —0.1375 | +p[ —3.2142 —1.25 |.
Cette matrice peut étre écrite comme :

Dr(p)=1[0 0]-[1625 01375 |+ (p"—p) ([0 0]-]32142 1.25 |),
Dr(p)=[0 0]—[1625 01375 |—p"[ 32142 125 |+p [ 32142 1.25 |.

Donc sa décomposition en deux matrices positives, telles que Dr(p) = Dp,(p) — Dg,(p),
est donnée par :

Dr(p)=]0 0]+p"[0 0]+p[32142 125 ],
Dr,(p) = [ 1.625 01375 | +p" [ 32142 125 [~p~[ 0 0 |.

Comme pour l'exemple 1, la conception des matrices X (p) = X (p) Xp(p) pour X €
{Y, S, F'} suit 'approche decrlte dans le Lemme 1.17, avec hy = £ — py, et ¢ € {1,2}. Le
critere retenu pour concevoir le filtre est ici le critere de performance de gain L., tel que

min 171 + Yay2  t.q (3.141) — (3.149), (3.158) — (3.162),v3 = 0.8,v4 = 0.2,  (3.169)

avec les pénalités 1, = 9y = 1 . Une analyse approfondie de ce probleme d’optimisation
révele qu’il n’est pas convexe car la propriété de multi-convexité n’est pas satisfaite. Suite a
la discussion rapportée dans la Section 3.3.4, ce probléme est surmonté en fixant B Fos B Fyp
k € {a,b}, ¢ € {1,2} en tant que matrices constantes. Cela est réalisé en gelant le
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parametre p(t) a une valeur constante py. Ensuite, a la fois py et les bornes de matrice

Bpk,épk,équ k € {a,b}, ¢ € {1,2} sont déterminées de maniere itérative, jusqu’'a ce
que le critere d’optimisation de (3.169) converge vers une valeur minimale. La solution
optimale obtenue est

po = 0.1, k = 2.5005, 71 = 2.3829, 7, = 0.0015,

conduisant a un niveau de performance L., de v, = 1.5457.

3.4.2.3 Simulations et résultats

Des simulations temporelles sont ensuite effectuées. Les résultats obtenus sont illustrés sur
la Figure 3.4. Les conditions initiales du filtre sont fixées & z(0) = (0 0 0 0)", T((0) =
(0.005 0.005 0.005 O.OO5)T, 24(0) = —Z4(0) et 5¢(0) = T4(0)—24(0), 5,(0) = 24(0)—z,(0).
Comme prévu, Z(t) et z(t) encadrent bien z(t), V¢ > 0. De plus, I’enveloppe €, converge
en régime permanent vers une valeur maximale ¢ ~ 0.91 avec un régime transitoire rai-
sonnable de 2.5 secondes.

E17&1

0 5 10 15 20 25 30
Temps en seconde

FIGURE 3.4 — Estimation par intervalle de 1’état z; de I'exemple 2
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle méthode de synthese de filtres inter-

valles pour la classe des systemes LPV affines en les parametres variant dans le temps.
L’approche proposée repose sur l'idée que les systemes LPV admettent une représentation
positive interne (IPR). La théorie est basée sur une fonction de Lyapunov dépendante des
parametres, sur la propriété de multiconvexité, et sur la théorie des matrices auxiliaires.
La performance du filtre est formulée a 'aide de criteres de type gains Ly et L. On
montre que le probleme de synthese des parametres du filtre peut étre formulé sous la
forme d’un probleme de programmation semi-définie non linéaire.
Les principaux avantages de l'approche proposée par rapport aux approches par obser-
vateurs intervalles, résident dans l'introduction de matrices auxiliaires et la possibilité
de choisir un ordre du filtre supérieur a 'ordre du modele modélisant la dynamique du
systeme. Il s’en suit un nombre de degrés de liberté supérieur a celui des approches par
observateurs, et la possibilité donc, d’augmenter les performances de l'estimation. La
méthodologie proposée est appliquée au cas de deux exemples académiques. Le premier
consiste a estimer 1’état lui méme d’un systeme LPV. L’exemple vise a démontrer que
I’approche proposée est générale et peut donc étre utilisée pour estimer 1’état d’un sys-
teme LPV. Le deuxieme exemple consiste a estimer une combinaison linéaire de 1’état
lorsque celle-ci dépend des parametres dépendant du temps. Ce deuxieme exemple vise
a illustrer comment satisfaire la propriété de multiconvexité, via une procédure itérative
judicieuse de certains degrés de liberté du filtre. Enfin, pour une illustration complete des
éléments clés de I'approche proposée, 'ordre du filtre est choisi plus élevé que I'ordre du
systeme dans les deux cas. Cela met en évidence une différence majeure avec les approches
basées sur les observateurs. Les résultats obtenus soulignent la pertinence et I'efficacité de
I’approche, ouvrant la voie a de nouvelles perspectives de recherche dans le domaine du
filtrage par intervalle des systemes LPV.
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Conclusion générale et perspectives

Les travaux de recherche présentés dans ce manuscrit sont principalement dédiés au
probleme de conception des filtres intervalles pour les systemes LTI et LPV. Les contri-
butions ont progressivement été introduites au cours des chapitres de cette these.

Le Chapitre 1 présente plusieurs notions mathématiques liées a I'analyse de la stabilité
des systemes dynamiques, en se concentrant particulierement sur les systemes LPV avec
des incertitudes paramétriques de type polytopique. Il présente également un bref état
de lart sur les différentes techniques de filtrage ainsi qu’une explication des concepts
fondamentaux associés a la théorie des observateurs par intervalle. L’objectif de cet état
de l'art était de mettre en perspectives les méthodologies de conception des observateurs
par intervalle pour proposer une contribution a la conception de filtre par intervalle en
s’inspirant de ces derniers, l'intérét principal étant d’utiliser les avantages structurels des
filtres par rapport a ceux des observateurs par intervalle.

Le Chapitre 2 présente la premiere contribution de nos travaux de these, en proposant une
nouvelle approche d’estimation par intervalle pour la classe des systemes LTI. Plus parti-
culierement, les développements établis visent a proposer une méthodologie de conception
de filtres par intervalle sous contraintes simultanées d’existence et de performance. On
montre que la synthése des parametres du filtre sous critére de performance H;/H se
formule comme une programmation non-linéaire semi-définie (NL-SDP).

La méthodologie élaborée est appliquée au probleme d’estimation d’attitude du satellite
Microscope. L’approche est validée a 'aide d'un simulateur haute fidélité de la mission
spatiale. Ces travaux ont été menés dans le cadre du COMET SCA du CNES.

Le Chapitre 3 présente la deuxieme contribution théorique de nos travaux de these. Ces
derniers consistent a proposer une nouvelle méthodologie de conception des filtres inter-
valles pour les systemes LPV. L’originalité de ’approche proposée est qu’elle permet de
garantir simultanément les conditions d’existence du filtre ainsi qu’un niveau de perfor-
mance au sens d’un critere de type gain £y et/ou gain L.

Dans I’'objectif de I'extension des travaux proposés dans ce manuscrit, les perspectives de
recherche pourraient s’orienter selon trois axes.

Une premiere piste concerne 'extension de la méthode a une plus large classe de systemes

incertains afin de pouvoir considérer, par exemple, les systemes a retard et les systemes a
commutations.
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Une deuxieme piste concerne la méthode de conception des parametres du filtre intervalle
qui pourrait étre étendue au cas des systemes LTI incertains et LPV mis sous forme LFT
ou sous la forme de polynémes homogenes.

Enfin, une autre direction pourrait consister a élaborer de nouvelles mesures pour évaluer
les performances des filtres par intervalle, adaptées a chaque domaine d’application tel
que le pronostic ou la détection de défauts.
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Annexe A

Normes

A.1 Norme vectorielle

T
La norme p d’un vecteur x = [xl Ty - xn} € R™ est définie par :

lell, = (z myp) e (A1)
=1

ou | - | désigne ici 'opérateur de valeur absolue.

Dans la littérature, nous retrouvons couramment l'utilisation des normes associées
suivantes :

n

el = \xz (A.2)
||| = |x2|2 — V2T (Norme euclidienne) (A.3)
i=1
el = Jm (32 |xz|p) - maz Ju, (A1)
Dans ce manuscrit, nous notons la norme euclidienne par ||x||.
A.2 Norme des signaux
A.2.1 Espace L,
L’espace £, définit 'ensemble des fonctions f : Rt — R telles que :
o7|f(t)]th<oo sil<g<oo (A.5)
o j" est essentiellement bornée si ¢ = oo (A.6)
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A.2.2 Norme L,

T
La norme £, d'un signal u(t) = [ul Uy - un} € L} est définie par :

00 1/q 00 1/q
Julle, = ( / ||u<t>||zdt) = ( /> |uz-rpdt) (A7)

Cette formulation générale permet de déduire les trois principales normes que nous
retrouvons dans la littérature :

lulle, = [ 3> st (A9)

o =1

0 1/2
Jele, = ( / u(t)’fu(t)dt) (A9)

0

lulle, = sup maz |u1()\ (A.10)
te[0,+00)t€{L,

A.3 Norme matricielle induite

Soit une norme vectorielle ||z|[, d'un vecteur z € R", 1 < p < co. On lui associe une
norme matricielle ||A||, d'une matrice A = [a;;] € R™*", dite subordonnée a (ou induite
par) la norme vectorielle || - ||,, définie par :
| Az,

lel;ﬁo [E2]

1Al = (A.11)

ou sup désigne le supremum (plus petit majorant).

Pour p = {1,2, 00}, nous obtenons :

[A[ly = mazx Z il

1<5<n

[A]l2 =/ (ATA)—O(A)

[Alloe = maz Z |z

1<i<m
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Annexe

Complément sur les LMIs

B.1 Complément de Schur

Lemme B.1 (Complément de Schur). Soit une matrice symétrique M € R partitionnée
telle que :

(B.1)

o

BT D
ou A=AT e R B RY™™ D =D ¢ R™™ ¢t | =n+m.
Si A est inversible, alors M < 0 si et seulement si :

{g j ?BTA—lB <0 (B2
Si D est inversible, alors M < 0 si et seulement si :

D <0
{A — BD BT <0 (B:3)

Démonstration. Par définition, la matrice M < 0 si pour tout vecteur x € R — {0} on
a 2T Mz < 0. Par congruence, pour tout vecteur y € R’ et une matrice non singuliere
T € R tels que # = Ty alors "Mz < 0 & yTTTMTy < 0 & TTMT < 0. En
admettant que la matrice A est non singuliere et en considérant la matrice T" définie par

r=lor, ] =4
alors :
TTMT = [OmAXn D _OB?;"AlB] : (B.5)
Par conséquent TTMT < 0 si et seulement si A <0, D — BTA™'B < 0.
Lorsque D est inversible alors la démonstration est similaire en considérant :
T = l_ DI_”l BT 0’}:’”‘] (B.6)
|
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B.2 Lemme de projection
Lemme B.2 (Projection lemma [25]). Considérons [’inégalité
22)+Q(2)"WTV(2) + V(2)TWQ(z) < 0. (B.7)

ot le vecteur z et la matrice W sont des variables (indépendantes), une matrice symétrique
2(z) € R™™ et deux matrices Q(z),V(z) de dimensions appropriées.

Alors linégalité (B.7) possede une solution pour une matrice W et z = zy si et seule-
ment si les inégalités suivantes sont vérifiées avec z = zy :

No(2)" 2(z)No(2) < 0, Ny (2)" 2(p)Nv(2) <0, (B.8)

ou Ng(z), Ny (z) définissent respectivement des compléments orthogonaux auzr matrices

Q(z), V(2) avec [NQ(,Z) Q(Z)T},[Nv(z) V(z)T} sont des matrices de plein rang.

Démonstration. Voir [25] |

B.3 Régions LMI et D-stabilité

B.3.1 Région LMI

Une région LMI [39, 40] est un sous espace D du plan complexe défini par :
D={z€C fpo(z) =S+ 2R+ 2R <0}, (B.9)

o S = ST € R™" et R € R™™ sont des matrices réelles, fp est la fonction caractéristique
de D et z* est le conjugué transposé de z.

Pour exemple, considérons les régions LMI décrites par :
e Demi-plan gauche ouvert :
fo(z) =2+ 2" (B.10)
Démonstration :

Re(2) <0 & 242" <0,
alors S=0et R =1.

o o-stabilité :
fo(z) =24 2"+ 2a (B.11)

Démonstration :
Re(2) < —a & 2a+2z+2"<0

alors S =2a et R = 1.

e Bande verticale :

200 — (2 +2%) 0

fo(2) = 0 2ayt (24 27| (B.12)
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Démonstration :

a1 < Re(2) <ay & 201 —(24+2") <0 et —2as+ (2 +2%) <0
201 — (2 4 2%) 0
~ [ 0 —2042—1—(2—1—2*)] =< 0,
.. . 2(1/1 0 . -1 0
Ainsi S = [ 0 _20[21 et R = [O 1].
Un disque centré en (-q,0) dont le rayon est r > 0 :

fo(z) = [q L _ﬂ . (B.13)

Démonstration :

lz—(=q)l<r & +q)(z+q)" < & (z+q)r ' (z+¢) -7 <0

-r z+4q
< lz*—i—q —r]<0’

Cette derniere équivalence est obtenue par une légere adaptation de la démonstration
du complément de Schur appliquée aux matrices hermitiennes. Ainsi, nous obtenons

_=r g {01
s a0 ]
Un secteur conique avec apex a l'origine et angle intérieur 25 :

_ [sin(B)(z +27) cos(B)(z — =)
folz) = [cos(ﬂ)(z* —2z) sin(B)(z+2%)|° (B.14)

Démonstration :
1Zn(2)] < —Re(2)tan(B) & Ln(2)* < Re(2)*tan(B3)?
& —(z—2) = (z+2)tan(B)? < 0
& —cos(8)? (2 — 2*)? —sin(B)? (2 4 2%)* < 0
En admettant que R.(z) < 0 alors —sin(f)(z + 2*) > 0 et :
|Zm(2)] < —Re(z)tan(p) < (z + 2*)sin(f)
— (2* = 2)cos(B) ((z + 2*) sin(B)) " (z — 2*) cos(B) < 0
sin(B)(z+ 2*) cos(B)(z — %)
lcos(ﬁ)(z* —2z) sin(B)(z + z¥) =< 0 (Schur)

s 5= [0 0] e [0 )]

Il est possible d’interconnecter plusieurs régions LMI élémentaires pour former une
région LMI spécifique. Pour exemple, I'interconnexion des régions LMI a-stabilité, disque
et secteur conique conduit a la région LMI décrite dans la figure B.2.
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) ) T

FIGURE B.1 — Régions LMI : a) a-stabilité , b) Disque, c¢) Secteur conique

FIGURE B.2 — Union des régions LMI a-stabilité, disque et secteur conique

B.3.2 D-stabilité

Pour de nombreuses applications, il est parfois nécessaire de définir une région d’ap-
partenance pour les poles d’un systeme. Des exemples classiques concernent la synthese
de lois de commande ot il peux s’avérer nécessaire de contraindre la dynamique en boucle
fermée ou encore la synthese d’un observateur afin d’imposer la vitesse de convergence
de 'estimation vers la valeur réelle. Cette contrainte de synthese peut étre formulée en
utilisant la notion de D-stabilité [39, 40]. La notion de D-stabilité pour une matrice A est
présentée dans le lemme B.3.

Lemme B.3 (D-stabilité, [39]). Soit une région LMI décrite par :
D={z€C fpo(z) =S+zR+2"R" <0}, §=45", (B.15)

ou z* désigne ici le conjugué transposé de z.

Alors une matrice carrée A € R™™ est dite D-stable si et seulement si il existe une matrice
P cR™™ ot P = PT = 0 telle que :

Mp(A,P):=S® P+ R® (PA)+ R"® (A"P) < 0. (B.16)
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Lorsque fp(z) = z+ 2z* alors la notion de D-stabilité et la stabilité quadratique de Lyapu-
nov sont équivalentes. En effet, les matrices de la fonction caractéristique fp sont S =0
et R = 1. Pour une matrice carrée A € R™*" et une matrice P € R"™" ot P = PT = 0
alors la contrainte (B.16) est réduite a :

ATP+ PA<0. (B.17)
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