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Résumé : Les modules électroniques de puissance
permettent d’adapter le courant électrique du ré-
seau en fonction des besoins des moteurs élec-
triques. Ce sont des composants essentiels à de
nombreux systèmes. Au cours du fonctionnement
du module, des pertes électriques génèrent un
échauffement, créant des contraintes thermiques
qui mènent à terme à la rupture du composant.
Les modèles de durée de vie actuels basés sur la
physique sont encore limités par leur temps de cal-
cul, prohibitif pour leur emploi en temps réel dans
le cadre de la prédiction de durée de vie restante.
Les modèles actuels ne prennent pas non plus en
compte les nombreuses sources d’incertitudes in-
fluant sur la durée de vie du module.

Afin de réduire les coûts de calcul des modèles
numériques, et de pouvoir prendre en compte ces

incertitudes, ces travaux de thèse portent sur la
création de modèles réduits multiphysiques et pa-
ramétriques d’un module de puissance IGBT. Les
modèles sont basés sur la méthode Proper Gene-
ralized Decomposition. Un modèle électro-thermo-
mécanique est implémenté de manière non-intrusive
avec Ansys. Une fois le modèle réduit obtenu, celui-
ci est exploité pour prédire la durée de vie restante
d’un module au cours de son utilisation. Pour cela,
l’utilisation de l’inférence bayésienne permet d’ob-
tenir une densité de probabilité portant sur les
paramètres du modèle à l’aide de mesures expéri-
mentales. Cette densité est ensuite échantillonnée
par Transport Maps puis propagée à travers le mo-
dèle numérique, afin d’obtenir une durée de vie
probabiliste en temps réel au cours de l’utilisation
du module.

Title : Model Reduction and Model Updating of a Power Module : Towards a Probabilistic Digital Twin
for Remaining Life Prediction
Keywords : Reduced order modeling, Lifetime prediction, Bayesian inference, Uncertainty quantification,
IGBT module, Non-invasive implementation

Abstract : Power electronic modules transform
the electrical current from the grid to meet the
requirements of electric motors. These components
are essential to numerous electrical systems. Du-
ring their operation, losses generate heat within the
module, leading to thermal stress, and eventually re-
sulting in component failure. Current physic-based
lifetime models are still limited by their computatio-
nal time, making them impractical for real-time use
in predicting the remaining lifetime. Furthermore,
existing models do not account for the numerous
sources of uncertainty that influence the module
lifetime.

This research work focuses on developing pa-
rameterized and multiphysics reduced models of

an IGBT power module. The developed reduced
models are based on the Proper Generalized Decom-
position method. They decrease the computational
cost of numerical model and can be used for un-
certainty quantification studies. In this context, a
non-intrusive implementation of an electro-thermo-
mechanical model is developed in Ansys. The re-
duced model is then employed in real time to pre-
dict the remaining lifetime of a module. First, the
method uses Bayesian inference and experimental
measures to obtain a probability density over the
model parameters. Then, the density is sampled
using Transport Maps sampling and propagated
through the numerical model to obtain online a
probabilistic estimation of the remaining lifetime.
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Introduction

L a réduction des émissions de gaz à effet de serre est un défi que chacun doit relever afin
de limiter le changement climatique, et de contenir le réchauffement global de la planète à

moins de 2◦C, objectif des accords de Paris de 2016. L’Union Européenne s’est engagée dans ce
cadre à atteindre une neutralité carbone à l’horizon 2050 à travers son pacte vert. Afin d’atteindre
cet objectif, la production d’énergie renouvelable a fortement augmenté au cours des dernières
années en Europe, avec un doublement de la part de ces énergies dans la consommation totale
d’énergie entre 2005 et 2021, d’après Eurostat. En France, près de 90%de la production d’électricité
est dite "bas carbone" grâce à une production majoritairement nucléaire. Ainsi, l’électrification
des systèmes (trains, voitures, bus, etc.) permet de baisser fortement leur empreinte carbone en
utilisant une énergie moins émettrice de gaz à effet de serre. En conséquence, la part de marché
des systèmes électriques va continuer d’augmenter dans les prochaines années pour répondre à
la problématique climatique.

Au sein des systèmes électriques, lesmodules électroniques de puissance sont des composants
essentiels. Utilisés dans les systèmes de conversion d’énergie, ils permettent la transformation
d’une forme de l’énergie électrique en une autre forme, par exemple un courant électrique continu
en un courant alternatif. Afin d’assurer cette fonction, un module de puissance est composé d’un
assemblage de diodes et de transistors. Ces derniers sont des composants semi-conducteurs
contrôlés par une tension de grille, permettant ou non au courant de passer, agissant donc comme
des interrupteurs contrôlés électroniquement.

Les modules de puissance se distinguent en fonction de la technologie des semi-conducteurs
employée. Les technologies les plus répandues sont à base de Silicium (Si), mais de nouvelles
technologies émergent, comme par exemple les composants grand gap à base de Carbure de
Silicium (SiC) ou Nitrure de Gallium (GaN). Parmi les modules basés sur des semi-conducteurs
à base de Silicium, certains emploient des transistors MOSFET (Metal Oxide Semiconductor Field
Effect Transistor, ou transistor à effet de champ à grille métal-oxyde) et d’autres utilisent des
transistors IGBT (Insulated Gate Bipolar Transistor, ou transistor bipolaire à grille isolée) qui sont
employés pour de plus grandes puissances. Ce sont ces derniers qui sont étudiés dans ce travail.
Une photographie d’un module IGBT est présentée sur la Figure 0.1.

Au cours de leur utilisation, les modules de puissance sont soumis à de nombreuses sollicita-
tions. D’une part, ils sont soumis à des variations de l’environnement dans lequel ils se situent,
comme la température, l’humidité ou la pression atmosphérique qui varient au cours du temps,
et qui dépendent également de la position spatiale dumodule. D’autres sollicitations mécaniques
comme des vibrations ou des chocs impactent également les modules de puissance. D’autre
part, les modules sont soumis à d’importantes contraintes thermo-mécaniques provenant de leur
utilisation propre. En effet, un module IGBT produit des pertes électriques lors de son utilisation,
qui proviennent de deux sources distinctes :

https://commission.europa.eu/strategy-and-policy/priorities-2019-2024/european-green-deal_fr
https://ec.europa.eu/eurostat/statistics-explained/index.php?title=Renewable_energy_statistics#Share_of_renewable_energy_more_than_doubled_between_2004_and_2021
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Figure 0.1 – Vue extérieure d’un module IGBT dans son boîtier.

— des pertes par commutation, qui sont produites lorsque le transistor passe de l’état passant
à l’état bloquant, ou inversement ;

— des pertes par conduction, qui sont produites par effet Joule lorsque le courant traverse les
différents composants du module, principalement la puce semi-conductrice.

Les pertes électriques génèrent un échauffement du module, qui, associé à une disparité
importante de coefficients de dilatation thermique des matériaux du module, conduit à sa
dégradation progressive au cours des cycles de chargement.

Il est ainsi nécessaire d’élaborer desmodèles de durée de vie fiables desmodules de puissance,
afin de pouvoir procéder à des opérations de maintenance préventive de manière optimale, sans
remplacer trop tôt un module en bon état de fonctionnement, mais avant que celui-ci ne cède.

Actuellement, la grande majorité des modèles de durée de vie sont des modèles empiriques,
dont les paramètres sont déterminés par des essais de durée de vie réalisés en laboratoire. Ces
essais, pour des raisons économiques et pratiques, sont réalisés en conditions de chargement
accélérées, afin de durer un temps raisonnablement court. En effet, un module de puissance est
dimensionné pour fonctionner plusieurs années, voire dizaines d’années dans des conditions
normales d’utilisation. Les modèles ainsi obtenus sont fiables dans les conditions de test, mais
sont difficilement exploitables dans les conditions normales d’utilisation. Des modèles basés
sur des grandeurs impactant directement la propagation des fissures, telles que les déforma-
tions, par exemple, ont été développés pour améliorer l’extrapolation vers les conditions réelles
d’utilisation. Cependant, ils requièrent également un nombre important d’essais expérimentaux
pour recaler les paramètres des modèles. Afin de réduire les tests expérimentaux coûteux, des
modèles purement numériques ont été développés. Ceux-ci cherchent à apporter une meilleure
connaissance des phénomènes de dégradation en modélisant directement la propagation de
l’endommagement. Les comportements non-linéaires et les couplages multiphysiques pris en
compte dans ces modèles les rendent complexes et coûteux en terme de temps de calcul.

De plus, très peu de modèles actuellement développés tiennent compte des incertitudes qui
influent sur la durée de vie des modules. En effet, les incertitudes portant sur les propriétés des
matériaux, la géométrie, ou encore les contraintes résiduelles dues aux procédés de fabrication,
conduisent à des disparités de durée de vie parfois importantes entre les modules. De nombreux
paramètres des modèles numériques sont donc incertains et doivent être recalés à l’aide de
mesures expérimentales. Pour cela, deux types de méthodes existent, les méthodes déterministes
et les méthodes stochastiques. L’identification des paramètres à l’aide de méthodes déterministes,
comme la méthode des moindres carrés, conduit à des problèmes demandant une régularisation.
Les méthodes stochastiques permettent d’introduire une régularisation naturelle en déterminant
non pas une valeur déterministe de paramètres, mais une densité de probabilité.

Dans le cadre des modules de puissance, l’utilisation de ces dernières méthodes permet deux
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principales applications :
— L’étude de la variabilité des paramètres entre modules. L’acquisition de données expéri-

mentales sur plusieurs modules permet de construire une distribution de la valeur des
paramètres. Il est ensuite possible de propager cette distribution à travers le modèle de
durée de vie afin d’obtenir un modèle de durée de vie stochastique. Ce modèle peut être
utilisé en phase de conception afin de déterminer, sous certaines contraintes, les valeurs
optimales des paramètres. Cette méthode permet de concevoir un module capable d’at-
teindre une durée de vie minimale, à une probabilité donnée, assurant par exemple que
95% des modules l’atteignent.

— L’étude d’un module en particulier, en construisant une densité de probabilité sur la valeur
des paramètres (géométrie, propriétés matériaux,...) de ce module à l’aide de mesures
réalisées en temps réel au cours de son utilisation. Une fois les incertitudes propagées dans
le modèle de durée de vie, une densité de probabilité portant sur la durée de vie restante
du module est obtenue, permettant de prédire la durée de vie à un niveau d’incertitude
donné. C’est le concept de jumeau numérique, dans lequel le module physique et sa
représentation numérique interagissent.

Dans ce travail de thèse, nous nous plaçons essentiellement dans le cadre de la seconde appli-
cation. L’objectif est de construire un modèle de durée de vie basé sur la représentation des
phénomènes physiques responsables de l’endommagement d’un module de puissance, puis de
recaler les paramètres dumodèle à l’aide demesures obtenues au cours de l’utilisation dumodule,
afin de pouvoir prédire sa durée de vie restante. Le modèle développé est un modèle numérique
s’appuyant sur laméthode des éléments finis, modélisant le comportementmultiphysique couplé
d’un module de puissance. Trois physiques sont prises en compte dans le modèle. La première
est l’électrique, afin d’obtenir le potentiel électrique et le courant responsable de l’échauffement
du module. La seconde est la thermique, qui permet de calculer l’échauffement généré par les
pertes par effet Joule. Enfin, la mécanique permet d’obtenir l’évolution de l’endommagement du
module.

Les méthodes stochastiques de recalage de modèle et de propagation d’incertitudes utilisent
des méthodes de type Monte-Carlo qui nécessitent un grand nombre d’appels au modèle nu-
mérique, en l’évaluant pour différentes valeurs de paramètres. Cependant, le temps de calcul
nécessaire à la résolution d’un seul problème numérique est important, et ce pour plusieurs
raisons. Premièrement, un modèle tridimensionnel mène à un nombre important de degrés de
liberté, du fait des géométries parfois complexes à mailler, comme les fils, et de la structure de
type "plaque" des composants du module. Typiquement, un maillage 3D d’un module de puis-
sance peut atteindre plusieurs millions de degrés de liberté. Deuxièmement, des phénomènes
physiques complexes doivent être modélisés. Cela inclut le couplage entre les trois physiques,
dû d’une part aux propriétés des matériaux dépendantes de la température, et d’autre part à
l’influence de l’endommagement sur le comportement électrique et thermique. Le comportement
mécanique est également non-linéaire, du fait du comportement de certains matériaux (plasticité,
fluage) et de la propagation des fissures. L’évaluation des comportements non-linéaires est
coûteuse en temps, et la résolution du problème requiert une méthode de résolution adaptée.
Pour cela, les méthodes itératives de type Newton-Raphson sont classiquement utilisées. De
plus, un nombre important de pas de temps est également nécessaire afin de modéliser finement
le comportement du module.

Par conséquent, l’utilisation d’un modèle tridimensionnel haute fidélité n’est pas envisa-
geable dans le cadre de la propagation d’incertitudes qui demande de nombreuses évaluations
du modèle numérique pour des valeurs de paramètres différentes. A la place, des modèles dont
l’évaluation est très rapide sont nécessaires, comme des surfaces de réponse, ou des modèles
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réduits. Afin d’obtenir un tel modèle, plusieurs stratégies peuvent être envisagées. La première,
dite "force brute", consiste à construire une surface de réponse en évaluant le modèle numérique
sur une grille discrétisant l’espace paramétrique. Cette méthode est très coûteuse en temps de
calcul du fait de l’augmentation exponentielle du nombre de calculs à réaliser avec le nombre de
paramètres, ce qui est appelé la "malédiction de la dimension". Il est également dommageable
de refaire un calcul très coûteux lorsqu’une solution a déjà été obtenue pour une proche valeur
de paramètres : la solution risque de peu différer. La seconde stratégie consiste donc à exploiter
via les méthodes de réduction de modèle la redondance des informations présentes dans la
physique du problème. Ces méthodes visent à réduire le temps de calcul des modèles en
cherchant la solution du problème dans un espace de faible dimension, sans simplifier la richesse
physique. Les méthodes a posteriori comme la Proper Orthogonal Decomposition (POD) ou les
méthodes de base réduite construisent la base générant l’espace réduit à partir de solutions
pré-calculées. Une fois l’espace de faible dimension généré, la solution pour un autre jeu de
paramètres est cherchée dans cet espace, réduisant fortement le temps de calcul. Les méthodes a
priori, comme la Proper Generalized Decomposition (PGD), consistent à construire la base sans
aucune connaissance a priori sur la solution. La méthode PGD permet également de calculer la
solution sur l’ensemble du domaine paramétrique et non pour une valeur fixée de paramètres,
permettant de s’affranchir du problème de la dimension. C’est cette méthode qui sera choisie
pour ce travail.

Ce manuscrit est organisé de la manière suivante :

— Le Chapitre 1 présente l’état de l’art sur les modèles de durée de vie des modules de
puissance et sur la prédiction de durée de vie restante.

— Le Chapitre 2 porte ensuite sur l’élaboration d’un modèle réduit basé sur la PGD pour
un problème couplé thermo-mécanique appliqué à un module de puissance. Dans ce
premier modèle, l’échauffement du module dû aux pertes électriques est modélisé par un
flux thermique. Les contraintes thermiques induites initient et propagent une fissure au
niveau du joint de brasure de la puce, qui couple fortement les deux comportements, en
augmentant la résistance thermique du module. La propagation de la fissure est modélisée
par un modèle de zones cohésives. Les travaux de ce chapitre sont appliqués à un modèle
bidimensionnel, et sont réalisés avec un code Matlab permettant une implémentation aisée
de la méthode de réduction de modèle. L’étude d’un modèle tridimensionnel plus réaliste,
associé à des lois de comportement complexes, nécessite une puissance de calcul plus
importante, et l’utilisation d’un logiciel éléments finis commercial s’avère utile.

— Le Chapitre 3 de cette thèse porte ainsi sur l’implémentation non-intrusive de la méthode
de réduction de modèle avec le logiciel Ansys. Le comportement électrique est également
modélisé dans ce modèle, en se focalisant sur la dégradation des fils de connexion. Une
stratégie permettant de résoudre le problème couplé est développée.

— Le Chapitre 4 porte enfin sur le recalage en ligne des paramètres du modèle, en exploitant
le modèle réduit précédemment développé. L’objectif est de prédire la durée de vie restante
d’un module au cours de son utilisation. La méthode de recalage de modèle s’appuie sur
l’inférence bayésienne qui permet, dans un cadre stochastique, d’affiner la connaissance
des paramètres incertains par la comparaison de mesures avec la prédiction du modèle. La
méthode est tout d’abord présentée en utilisant des mesures synthétiques. La méthode est
ensuite appliquée à des mesures réelles obtenues au cours de plusieurs tests de durée de
vie, qui ont été effectués préalablement à la thèse par le laboratoire SATIE. L’assimilation
des mesures au cours du temps se fait de manière séquentielle, permettant d’obtenir une
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densité de probabilité portant sur les paramètres s’affinant au cours des assimilations. A
chaque nouvelle mesure assimilée, la densité est approximée par la méthode des transport
maps, méthode alternative à l’algorithme de Metropolis Hasting classiquement utilisé.
Cette méthode consiste à trouver une transformation entre une densité de référence, qui
est facile à échantillonner, et la densité cible. Un problème déterministe est obtenu afin
d’obtenir les paramètres de la transformation. Une fois celle-ci obtenue, elle est utilisée afin
de transformer un échantillon de la densité de référence en un échantillon de la densité
cible. Ce dernier est ensuite propagé à travers le modèle de durée de vie afin de prédire la
durée de vie restante.

— Les conclusions et perspectives de ce travail sont enfin présentées dans une dernière
section.





Chapitre 1
État de l’art sur les modèles de durée de vie des

modules de puissance

Ce premier chapitre présente tout d’abord les mécanismes de dégradation des modules de puissance et
les indicateurs de défaillance existants. Une revue de l’état de l’art des modèles de durée de vie est ensuite
proposée, ainsi que des stratégies d’estimation de la durée de vie restante des modules.
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1.1 Composition d’un module électronique de puissance
IGBT

Unmodule de puissance IGBT, comme celui de la Figure 0.1, s’apparente à un boîtier étanche
que l’on vient connecter à l’installation électrique. L’intérieur de ce boîtier, montré sur la Figure
1.1a, est composé d’un assemblage de puces IGBT et de diodes. Le module de la Figure 1.1
comporte trois bras identiques, qui sont chacun associés à une phase du courant. Chaque bras est
composé de deux puces IGBT en série, appelées IGBT top (supérieure) et IGBT bottom (inférieure).
Chaque puce est associée à une diode antiparallèle, qui assure le bon sens de circulation du
courant. Le schéma électrique du module est représenté sur la Figure 1.1b, sur lequel les trois
bras sont facilement identifiables. Le symbole électrique d’un transistor IGBT est présenté sur
la Figure 1.1c. L’IGBT comporte trois bornes : la grille, l’émetteur et le collecteur. La tension de
grille VGE , soit la différence de potentiel entre l’émetteur et la grille, permet de contrôler l’état
de l’IGBT, laissant passer ou non le courant entre l’émetteur et le collecteur. La différence de
potentiel entre ceux-ci, appelée VCE , est due à la résistance électrique de l’IGBT.

(a) Photographie de l’intérieur d’un module de
puissance, nettoyé de son gel
[Bouarroudj-Berkani 2008] (b) Schéma électrique associé

G

C

E

(c) Symbole usuel de l’IGBT

Figure 1.1 – Vue interne et schéma électrique d’un module de puissance IGBT.

Afin de pouvoir réaliser sa fonction électrique, un module de puissance est composé d’un
assemblage de composants réalisés en différents matériaux, comme le montre la représentation
schématique d’une vue en coupe d’un module sur la Figure 1.2. Les composants principaux des
modules sont les puces IGBT, qui sont brasées sur des feuilles de cuivre dans lesquelles le courant
circule. Ces feuilles reposent sur une céramique, elle-même reposant sur une feuille de cuivre
inférieure. Ces trois couches, appelées substrat, permettent d’isoler électriquement le module.
Le substrat est également brasé sur un support, la semelle, permettant de diffuser la chaleur vers
un refroidisseur. Les puces sont composées de cellules élémentaires de transistors disposées en
parallèle, et qui permettent la circulation du courant uniquement de manière verticale. Elles sont
donc recouvertes d’une fine couche d’aluminium, appelée métallisation, permettant de connecter
les cellules élémentaires entre elles en collectant les courants des cellules afin de les ramener
horizontalement vers les fils de connexion. Ces fils de connexion, fabriqués en aluminium, relient
les puces et les diodes aux différentes plaques de cuivre et permettent de réaliser le circuit
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électrique. Enfin, cet assemblage est recouvert d’un gel silicone isolant électrique et protecteur,
permettant de protéger le circuit électrique de l’humidité et de l’oxygène.

Les matériaux utilisés dans la composition des modules de puissance ont des propriétés
différentes, notamment les coefficients de dilatation thermique. Lors de l’échauffement du
module provoqué par les pertes électriques, les différences de coefficient de dilatation thermique
créent des contraintes thermo-mécaniques de cisaillement. Les contraintes les plus élevées sont
situées au niveau des interfaces entre les matériaux soumis aux plus grandes variations de
température et entre les matériaux ayant une grande différence de coefficient de dilatation
thermique. Ces zones de concentration de contrainte se situent au niveau des contacts entre les
fils de connexion et les métallisations des puces, ainsi qu’au niveau des brasures assemblant les
puces au substrat, et enfin, au niveau de la brasure entre le substrat et le support.

Ces concentrations de contrainte peuvent initier et propager des fissures qui conduisent à
terme à la dégradation du module. Les principaux mécanismes altérant le fonctionnement des
modules sont présentés dans la section suivante.

Puce

Métallisation
Fil de connexion

Brasures

Couches de cuivre

Céramique

Semelle (support)

Figure 1.2 – Schématisation d’une vue en coupe d’un module au niveau d’une puce IGBT, sans
son boitier.

1.2 Mécanismes de dégradation desmodules de puissance
Lors de l’utilisation d’un module de puissance, les puces semi-conductrices passent succes-

sivement de l’état passant à l’état bloquant. Lors de l’état passant, le courant traverse la puce
et les composants supérieurs du module (les composants supérieurs à la céramique, isolante
électriquement), générant des pertes et l’échauffement de ce dernier. Le flux de chaleur généré
est évacué grâce au refroidisseur sur lequel le module est posé, via un liquide de refroidissement,
souvent de l’eau, qui circule sur la surface inférieure du refroidisseur. Lors de l’état bloquant, le
courant ne circule plus à travers le module, et celui-ci refroidit. Au cours de son utilisation, un
module est donc soumis à des cycles thermiques, qui sont composés d’une phase d’échauffement
et d’une phase de refroidissement. La répétition de ces cycles endommage plusieurs zones du
module, conduisant à sa rupture.

1.2.1 Dégradation de la métallisation
Au cours des cycles thermiques subis par le module, la température au niveau de la métalli-

sation peut dépasser 110◦C, température à partir de laquelle la contrainte thermique équivalente
dépasse la limite d’élasticité de l’aluminium. Des déformations plastiques apparaissent alors,
se traduisant par des dislocations ou par des glissements de grains [Ciappa 2002]. Ces défor-
mations plastiques, qui apparaissent dès le début des cycles thermiques, initient des fissures
en surface de la métallisation au niveau des joints de grains. Les fissures se propagent ensuite
à l’intérieur de la métallisation et conduisent à une augmentation de sa résistance électrique
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[Pietranico et al. 2010]. La Figure 1.3 illustre l’effet des cycles thermiques sur l’état de surface de
la métallisation, et met en évidence une forte dégradation de l’état de surface. Avant cyclage, les
cellules élémentaires de la puce sont visibles, car la métallisation épouse la surface supérieure
de la puce. Après cyclage, la surface est plus rugueuse et les cellules élémentaires de la puce
sont difficilement distinguables. L’augmentation de la résistance électrique de la métallisation
[Detzel et al. 2004 ; Lutz et al. 2008] accroît par conséquent les pertes par effet Joule, et augmente
les sollicitations au niveau des contacts avec les fils de connexion.

(a) Métallisation avant cyclage (b) Métallisation après cyclage

Figure 1.3 – Influence des cycles thermiques sur la métallisation de la puce [Ciappa 2002].

1.2.2 Fissuration des fils de connexion
Un second mécanisme de défaillance est la fissuration des fils de connexion. Des fissures

peuvent apparaître soit au sein même du fil, soit au niveau de l’interface fil-métallisation. Ces
fissures conduisent dans un cas à la rupture du fil, et dans l’autre à son décollement de la
métallisation, comme illustré sur la Figure 1.4. La fissuration dans le fil nécessite des contraintes

(a) Décollement du fil (b) Fissuration du fil

Figure 1.4 – Décollement et fissuration des fils de connexion [Bouarroudj-Berkani 2008].

thermiques plus élevées que celles nécessaires pour la fissuration à l’interface. En conséquence,
ce phénomène n’apparaît que rarement, principalement pour des conditions opérationnelles
intenses. Il a également été démontré que des fils dont la boucle est plus haute (des fils qui, sur
la Figure 1.2, monteraient plus haut) permettent de limiter l’apparition de fissures au sein du fil
[Ramminger et al. 2000 ;Merkle et al. 2008].
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En revanche, la fissuration au niveau de l’interface des fils de connexion est un phénomène
fréquent et critique pour les modules. En effet, lorsqu’un fil se décolle, le courant doit se répartir
dans les autres fils, augmentant la densité de courant dans les fils restants. Cela conduit à
une augmentation des pertes par effet Joule au niveau des autres fils, et conduit rapidement
à leur rupture. De nombreuses études ont donc porté sur la compréhension de la fissuration
menant au décollement des fils [Ciappa et Malberti 1996 ; Ramminger et al. 1998 ; Ciappa 2002 ;
Yamada et al. 2007]. La fissure s’amorce à cause des élévations de température qui produisent
des contraintes concentrées sur le bord du contact fil-métallisation. Elles initient une fissure dans
le fil, juste au dessus de la métallisation [Onuki et al. 2000 ; Loh et al. 2007], comme illustré sur
la Figure 1.5. Cette fissure se propage ensuite vers le centre du contact. D’après [Onuki et al.

(a) Fissure (b) Zoom

Figure 1.5 – Fissure se propageant dans un fil de connexion, juste au dessus du contact avec la
métallisation [Loh et al. 2007].

2000], des contraintes de compression sont générées à l’interface fil-métallisation lors de la phase
d’échauffement des cycles thermiques, au cours de laquelle la fissure ne se propage pas, et des
contraintes de traction lors de la phase de refroidissement qui permet à la fissure de se propager.

La fissure se propage dans un premier temps rapidement, puis avec une vitesse de pro-
pagation plus faible lorsque sa taille augmente. Des études portant sur la micro-structure des
matériaux ont été réalisées afin de comprendre cette différence de vitesse de propagation, a
priori non intuitive. En effet, lors d’un essai de fatigue mécanique, la vitesse de propagation de la
fissure croît continuellement de l’amorçage jusqu’à la rupture brutale de l’éprouvette, ce qui n’est
pas observé dans le cadre d’un chargement thermique sur la fissuration des fils de connexion.
Tout d’abord, l’analyse de la micro-structure a montré une hétérogénéité de la taille des grains
du fil, comme illustré sur la Figure 1.6. Les grains d’aluminium sont de petite taille au niveau

Figure 1.6 – Tailles de grains au sein d’un fil de connexion [Loh et al. 2007].

de l’interface avec la métallisation, et leur taille augmente progressivement à mesure que l’on
s’éloigne de cette zone. D’après [Loh et al. 2007], la température à laquelle le procédé de soudage
par ultrasons des fils est effectué influe également fortement sur la taille de la micro-structure :
plus la température est importante, plus la taille des grains l’est, et moins la fissure se propage,
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ce qui s’explique par une plus grande résistance des joins de grains lorsque leur taille augmente.
Des travaux [Shqair et al. 2022b] ont montré que la taille des grains augmente et que leurs
orientations changent au cours de la fissuration des fils de connexion, ce qui peut expliquer la
baisse de la vitesse de propagation.

1.2.3 Fissuration des brasures
Des fissures peuvent également apparaître au sein des différents joints de brasure [Khatir

et Lefebvre 2000 ; Ciappa 2002 ;Morozumi et al. 2003]. Ces fissures sont induites par des imper-
fections dues au procédé de brasage et apparaissent au niveau des bords des brasures [Guth
et Mahnke 2006]. En effet, les bords peuvent être fragilisés par une plus faible épaisseur que
le centre à cause du processus d’assemblage. De plus, des concentrations de contraintes appa-
raissent dans les coins des brasures, à partir desquels les fissures s’initient puis se propagent vers
le centre de la brasure. De manière générale, plus l’épaisseur des brasures est importante, moins
elles sont sujettes à s’endommager [Surendar et al. 2018]. En revanche, une brasure plus épaisse
augmente la résistance thermique du module et conduit donc à de plus grandes élévations de
température. Il est ainsi nécessaire de trouver une épaisseur de brasure optimale apportant un
compromis entre sa tenue mécanique et sa résistance thermique.

1.3 Indicateurs de défaillance
La mesure de l’état de fissuration des fils de connexion ou l’évaluation de l’état de la métalli-

sation étant impossibles à effectuer lorsqu’un module est en cours d’utilisation, il est nécessaire
d’avoir des grandeurs mesurables donnant une indication de l’état de dégradation du module.

La dégradation de la métallisation et la fissuration des fils de connexion augmentent la
résistance électrique RCE du module. Ainsi, pour le même courant Ic traversant le module, la
tension collecteur - émetteur VCE augmente avec l’état de dégradation du module et constitue
par conséquent un indicateur fiable de défaillance [Jacob et al. 1995 ; Farokhzad et al. 1996 ;Held
et al. 1997]. La Figure 1.7 illustre l’augmentation typique de la tension VCE avec le nombre de
cycles thermiques appliqués au module. L’évolution de la tension collecteur - émetteur peut
se décomposer en deux, voire trois zones [Dornic et al. 2018]. La première zone correspond

Figure 1.7 – Évolution de la tension VCE en fonction du nombre de cycles [Bęczkowski et al.
2013].
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au début de la dégradation, dans laquelle la tension augmente de manière progressive. Dans
cette zone, l’augmentation de VCE est principalement due à la dégradation de la métallisation.
L’augmentation se fait ensuite plus marquée au sein de la deuxième zone, dans laquelle la
résistivité électrique de la métallisation a atteint un niveau de saturation et n’augmente plus.
L’augmentation de VCE est alors majoritairement due à la fissuration progressive des fils de
connexion. Enfin, la tension VCE augmente demanière exponentielle dans la troisième zone, dans
laquelle les fils de connexion se décollent. Le décollement d’un fil se traduit par une augmentation
brutale de la tension VCE , du fait de l’augmentation soudaine de résistance électrique. Cette
augmentation est d’une part due à l’absence d’un fil, et d’autre part due à la redistribution du
courant au sein de la métallisation.

A partir de l’évolution de la tension VCE , un critère de défaillance peut être défini. Le critère
a été défini initialement comme 20% d’augmentation de la tension VCE dans [Smet et al. 2011].
Plusieurs critères ont ensuite été proposés dans [Ghimire et al. 2013], variant entre 3% et 20%
d’augmentation, suivant que l’on veuille placer le critère de défaillance avant la levée du premier
fil ou après le décollement de la totalité des fils. Dans ce dernier cas, le module n’est alors plus
utilisable. Une valeur de seuil dépendante de l’intensité du courant traversant le module est
également proposée. Dans la pratique, la littérature considère que le module atteint sa fin de vie
pour une augmentation de la tension VCE de 5%.

En revanche, la mesure seule de l’augmentation de la tension VCE ne permet pas de sépa-
rer les effets de la dégradation de la métallisation et des contacts fils-métallisation, les deux
phénomènes ayant la même influence sur la tension. Il faudrait pour cela pouvoir mesurer
directement l’augmentation de la résistance électrique de la métallisation, mais cette mesure
n’est pas accessible au cours d’essais de durée de vie, ni sur un module en utilisation réelle. De
plus, la tension VCE est un indicateur global sur l’ensemble des fils de connexion, et ne permet
pas d’obtenir l’état de dégradation individuel de chaque contact.

L’apparition de fissures dans les brasures augmente fortement la résistance thermique du
module [Lefranc et al. 2000], celles-ci étant situées entre la puce et le refroidisseur, et par
conséquent sur le chemin du flux de chaleur. La résistance thermique dumodule, soit la résistance
thermique entre la puce et la semelle, est donc utilisée comme indicateur de défaillance pour ce
mécanisme de dégradation. Le seuil de défaillance est généralement défini entre 20% et 50 %
d’augmentation [Smet et al. 2011 ; H. Huang et Mawby 2012].

Le calcul de la résistance thermique est effectué avec la température de jonction Tj , qui
correspond à une température équivalente moyenne de la puce du module. Cette température
n’est en réalité pas directement mesurable, et est estimée à partir de la mesure de la tension
VCE . A courant fixe, cette tension varie en fonction de la température à cause de la dépendance
des conductivités électriques des matériaux. Il est ainsi possible d’établir, dans une phase de
calibration, une relation entre la température de jonction et la tension VCE , en imposant une
température homogène au sein du module et en mesurant la valeur de VCE associée. Cette
relation est ensuite utilisée lors du test de vieillissement afin d’estimer la température de jonction
à partir de la mesure de la chute de tension VCE . Une correction doit cependant être effectuée
afin de déduire l’effet de la dégradation sur l’augmentation de VCE [Degrenne et al. 2020].

1.4 Modèles de durée de vie
Les mécanismes de dégradation décrits dans la Section 1.2 conduisent à la défaillance des

modules, qui ne peuvent plus fonctionner correctement lorsque leur dégradation est trop impor-
tante. Afin de prédire la durée de vie des modules, pour pouvoir notamment procéder à des
opérations de maintenance préventive ou pour prédire la durée de vie restante des modules, des
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modèles de durée de vie sont nécessaires. Dans cette section, une revue des principaux types
de modèles est proposée. Une revue détaillée peut être trouvée dans [Kovačević-Badstuebner
et al. 2015]. Les modèles de durée de vie peuvent se diviser en deux catégories, la première
regroupant les modèles empiriques, et la seconde les modèles basés sur la physique.

1.4.1 Modèles empiriques
Les premiers modèles de durée de vie développés, qui sont aussi les plus simples, sont

des modèles empiriques basés sur des essais de durée de vie réalisés en laboratoire. Au cours
d’un essai de durée de vie, les modules sont sollicités électriquement afin de s’approcher des
conditions réelles d’utilisation (voir par exemple [Smet et al. 2011] pour une description des
types d’essais de durée de vie réalisés en laboratoire). Ainsi, un courant cyclique rectangulaire
est injecté dans le module, provoquant un échauffement de celui-ci. Un cycle est composé d’un
temps d’échauffement tON durant lequel le courant circule, et d’un temps de refroidissement
tOFF durant lequel le courant est coupé, permettant au module de refroidir, comme montré sur
la Figure 1.8.

Figure 1.8 – Courant injecté lors d’un test de vieillissement et cycles de température induits.

Les modèles empiriques relient la durée de vie des modules au chargement thermique, qui
est représenté par la température de jonction. Le premier modèle décrit une relation affine entre
le logarithme de la durée de vie Nf et l’amplitude ∆Tj des cycles de la température de jonction :

Nf = a(∆Tj)
n (1.1)

Cette loi est inspirée de la loi de Coffin-Manson qui relie l’amplitude de déformation plastique à
la durée de vie d’une structure soumise à de la fatigue oligo-cyclique. Les deux paramètres a et n
dépendent du type de module et des conditions de test et sont déterminés grâce à la réalisation
de plusieurs essais de durée de vie pour des amplitudes thermiques différentes.

Ce premier modèle a été par la suite amélioré afin de tenir compte d’autres paramètres
influant la durée de vie. La dépendance à la température moyenne de jonction a tout d’abord
été introduite dans [Held et al. 1997]. Puis, d’autres paramètres ont été ajoutés au modèle
dans [Bayerer et al. 2008], tels que le diamètre des fils de connexion, le temps d’échauffement,
l’intensité du courant injecté et un paramètre électrique caractéristique du module, qui est la
tension de blocage à partir de laquelle le composant claque. Tous ces paramètres influent sur la
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durée de vie desmodules, comme lemontre par exemple l’étude de [Junghaenel et Scheuermann
2017] portant sur l’effet du temps d’échauffement.

L’augmentation du nombre de paramètres dans les modèles de durée de vie empiriques
nécessite un grand nombre d’essais de durée de vie, qui sont coûteux et longs à réaliser. Ces
modèles empiriques ne sont également fiables que sur les plages de chargement testées, soit
des conditions de chargement extrêmement accélérées (grandes amplitudes∆Tj) par rapport
à l’utilisation réelle d’un module, afin de réduire le temps des essais de durée de vie. Ces
modèles n’incluent également aucune connaissance physique, et ne permettent ni de différencier
les mécanismes d’endommagement du module, ni de savoir s’ils interagissent entre eux. Par
conséquent, il est difficile d’extrapoler les prédictions desmodèles empiriques vers des conditions
normales d’utilisation, qui correspondent à de faibles amplitudes thermiques.

1.4.2 Modèles basés sur la physique
Afin de tenter de pallier ces difficultés, des modèles spécifiques à la dégradation des brasures

[Lee et al. 2000] et au décollement des fils de connexion ont été développés. Ces modèles ne
dépendent plus comme précédemment d’une grandeur représentant la sollicitation globale
du module (l’amplitude de la température de jonction), mais de grandeurs physiques locales
directement responsables de la propagation des fissures, d’où le nom attribué à cette catégorie
de modèles. On retrouve ainsi la loi de Coffin-Manson, reliant la durée de vie à l’amplitude
cyclique∆εp des déformations plastiques :

Nf = a(∆εp)
n (1.2)

Pour modéliser de plus faibles chargements, l’amplitude ∆εe des déformations élastiques est
plutôt utilisée, ce qui correspond à la loi de Basquin :

Nf = a(∆εe)
n (1.3)

Il est également possible de combiner ces deux dernières relations afin d’obtenir la relation entre
l’amplitude des déformations totales et la durée de vie.

D’autres modèles se basent sur l’énergie de déformation dissipée lors d’un cycle d’hystérésis.
Il est alors possible de modéliser plus finement le comportement, en tenant compte du fluage
par exemple. Dans [Kovačević et al. 2010], l’intégrale sur une boucle d’hystérésis de l’énergie de
déformation élasto-visco-plastique ∆whys est reliée à la durée de vie :

Nf = C(∆whys)
−n (1.4)

Une autre catégorie regroupe les modèles simulant la propagation de l’endommagement, en
s’inspirant de la loi de Paris. Cette dernière décrit l’évolution de la vitesse de propagation d’une
fissure en fonction du facteur d’intensité des contraintes ou d’une autre grandeur critique. Dans
ces modèles, la fissure tridimensionnelle est ramenée à une fissure équivalente unidirectionnelle.
Le nombre de cyclesN0 nécessaires pour initier la fissure, puis sa vitesse de propagation da

dN , sont
décrits par le même type de relations que dans les modèles précédents. L’amplitude d’énergie de
déformation viscoplastique ∆W , calculée par un modèle éléments finis, est par exemple utilisée
dans [Darveaux 2002] :

N0 = K1(∆W )K2 (1.5)
et

da

dN
= K3(∆W )K4 (1.6)
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Ce modèle a aussi été utilisé pour modéliser la propagation de fissures dans les brasures
[Steinhorst et al. 2013]. Enfin, une relation similaire portant sur l’intégrale de la déformation de
fluage à la place de ∆W est utilisée dans [Déplanque et al. 2006 ; Déplanque 2007].

Toutes les constantes de ces modèles sont, comme pour les modèles empiriques, obtenues
à l’aide d’essais expérimentaux de durée de vie. Ces modèles de durée de vie sont combinés
avec des modèles physiques numériques qui permettent d’obtenir les valeurs des déformations
ou énergies [Schilling et al. 2012 ; Dudek et al. 2015 ; Dornic et al. 2019 ; Y.Huang et al. 2019 ;
Shishido et al. 2019 ; Grams et al. 2020]. L’extrapolation vers des conditions de vie réelles est
donc plus fiable. Les modèles numériques permettent également d’apporter une compréhension
physique des phénomènes et des paramètres responsables de la dégradation des modules. Par
exemple, une modélisation de la propagation de l’endommagement à l’interface fil-métallisation
a été conduite dans [L. Yang et al. 2011]. Le modèle développé tient compte de la diminution de
l’endommagement due aux phénomènes de recristallisation se produisant à des températures
élevées.

Des modèles éléments finis sont également utilisés afin de modéliser numériquement la
propagation de fissure. Dans le domaine de l’électronique de puissance, des modèles de zones
cohésives [Elices et al. 2002] sont traditionnellement utilisés, bien que d’autresméthodes puissent
être employées comme la méthode des éléments finis étendus (X-FEM) qui ne nécessite pas de
prédéfinir un chemin de fissuration [Moës et al. 1999 ; Fries et Belytschko 2010], ou encore la
méthode de fissuration par champs de phase [Bourdin et al. 2008], par exemple. De nombreux
travaux ont récemment utilisé la méthode des zones cohésives pour prédire la propagation de
fissures au niveau des fils de connexion [van Hal et al. 2007 ; Dudek et al. 2017 ; Dornic 2019 ;
Halouani et al. 2022] ou au niveau des joints de brasure [Q. Yang et al. 2004 ; Benabou et al.
2013]. La méthode a également été appliquée à l’échelle microscopique pour obtenir le chemin
de fissuration à l’échelle des grains [Le et al. 2017 ; Luo et al. 2021 ; Shqair et al. 2022a].

Grâce à la modélisation des phénomènes physiques, les modèles numériques contribuent à la
compréhension de l’influence des paramètres sur l’endommagement du module, par exemple le
chargement thermique [Yin et al. 2008 ;Musallam et al. 2014], l’épaisseur de la brasure et la forme
des fils [H. Lu et al. 2009], ou le temps d’échauffement tON [Ouhab et al. 2023]. Les modèles
numériques permettent également de pouvoir mener des études d’optimisation de paramètres
de design, comme la forme des fils [Zhao et al. 2017] ou leur orientation [Sippel et al. 2023].
Enfin, les modèles physiques rendent possible l’étude des couplages des différents mécanismes
de dégradation, comme dans [Grams et al. 2020] où un modèle combinant l’endommagement
des fils de connexion et l’endommagement de la brasure est développé.

Notons que bien que cette dernière classe de modèles ne repose pas sur des essais expéri-
mentaux de durée de vie, un certain nombre d’essais reste tout de même nécessaire. En effet, ces
derniers permettent de recaler les paramètres des modèles, notamment les paramètres liés à la
propagation de la fissure, et également de valider les modèles numériques.

1.4.3 Cumul d’endommagement
Certains modèles présentés précédemment, comme les modèles de Coffin-Manson (1.1)

ou (1.2), relient la durée de vie du module à l’amplitude cyclique du chargement, ou à des
grandeurs physiques reliées à l’endommagement. Un chargement réel est constitué de cycles
de différentes amplitudes, ce qui le rend plus complexe. Afin de prendre en compte l’effet de
chaque cycle sur l’endommagement du module, un algorithme de type Rainflow [Downing et
Socie 1982] est d’abord utilisé pour identifier chaque type de cycle (chaque cycle correspondant
à une amplitude différente) et dénombrer leur occurrence. Une loi de cumul d’endommagement
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de Miner [Miner 1945] est ensuite utilisée pour additionner les endommagements associés à
chaque type de cycle. Cette loi suppose une indépendance de chaque cycle sur la durée de vie
du module. Elle définit un endommagement d global, évoluant entre 0 lorsque la structure est
complètement saine, et 1 lorsqu’elle a atteint sa fin de vie. Si un type i de cycles, d’amplitude
fixée, conduit à une durée de vie Ni d’après le modèle de durée de vie, alors appliquer ni cycles
de cette amplitude produit un endommagement di = ni/Ni. La loi de Miner additionne les
endommagements di associés à chaque type de cycle :

d =
∑

i

di =
∑

i

ni

Ni
(1.7)

et le module atteint sa fin de vie lorsque l’endommagement d atteint 1.
La loi de Miner permet de prendre très simplement en compte l’effet de cycles de différentes

amplitudes et a été utilisée dans de nombreuses études [Musallam et al. 2008 ; Falck et al. 2015 ;
L. Li et al. 2021]. En revanche, l’hypothèse d’indépendance des effets des cycles (accumulation
linéaire de l’endommagement) n’est pas forcément vérifiée et constitue une limite de la méthode
[Antonopoulos et al. 2020].

1.5 Estimation de la durée de vie restante
Les modèles présentés dans le paragraphe précédent permettent de prédire la durée de vie

d’un module connaissant le chargement appliqué. Un autre aspect important dans la fiabilité
des systèmes est de pouvoir prédire leur durée de vie restante au cours de leur fonctionnement.
De manière générale, trois types d’approches existent. Le premier type regroupe les approches
basées uniquement sur des données [Kabir et al. 2012 ;Haque et al. 2017], le deuxième celles
s’appuyant sur un modèle de durée de vie [Degrenne et al. 2015], et le troisième les méthodes
combinant les données et les modèles.

Les approches basées sur les données reposent sur l’analyse de l’évolution des indicateurs
de défaillance, et ont pour avantage de ne pas avoir besoin de modèles physiques qui peuvent
être complexes. Elles se divisent en deux catégories. Les méthodes de la première utilisent
uniquement les mesures de l’indicateur du module réalisées jusqu’à l’instant présent pour
prédire la durée de vie restante. Quant aux méthodes de la deuxième catégorie, elles utilisent les
évolutions mesurées jusqu’à défaillance de nombreux modules afin d’en construire un modèle.
Ce dernier est ensuite utilisé pour prédire la durée de vie restante du module étudié. Dans
le cadre de cette première approche, un modèle d’évolution d’un indicateur de défaillance a
été développé à partir d’observations de cet indicateur pour différents modules dans [Celaya
et al. 2011]. Le modèle contient des paramètres qui varient en fonction des modules et qu’il faut
donc recaler. Ce recalage s’effectue à l’aide des mesures réalisées jusqu’à l’instant présent sur le
module, et s’effectue en temps réel, au fur et à mesure de l’assimilation des mesures. Pour cela,
plusieurs méthodes sont implémentées : le processus de régression gaussien [Ali et al. 2017], le
filtre de Kalman étendu et le filtre particulaire [Zio et Peloni 2011 ;Haque et al. 2017 ; Y. Lu et
Christou 2019]. Dans la seconde catégorie, les mêmes méthodes sont utilisées, mais appliquées
à un modèle empirique d’évolution de l’indicateur de défaillance, obtenu avec les mesures de
précédents modules [Saha et al. 2011]. Des méthodes utilisant des réseaux de neurones ont
également été utilisées pour prédire la durée de vie restante [Alghassi et al. 2015 ; W. Li et al.
2020]. Dans [Nazar 2023], l’évolution de la tension VCE est modélisée par un processus gamma,
permettant de modéliser son accroissement monotone dû à l’accumulation d’endommagement
à chaque cycle. A chaque nouvelle mesure assimilée, les paramètres du modèle sont d’abord
recalés, puis le modèle est utilisé pour prédire la durée de vie restante.
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Le deuxième type d’approches utilise des modèles de durée de vie, principalement ceux
basés sur la température de jonction. La méthode consiste tout d’abord à évaluer l’état de
dégradation du module à l’instant présent, à l’aide du modèle de durée de vie et d’un algorithme
de comptage des cycles thermiques de type Rainflow, ou un algorithme plus adapté au temps
réel [Degrenne et al. 2015]. La température de jonction peut-être soit directement mesurée
par des thermocouples, ou indirectement calculée par la mesure de paramètres électriques
thermo-sensibles (la tension VCE par exemple). Une fois l’état de santé du module évalué, la
prédiction de la durée de vie est extrapolée linéairement. Si le profil de mission (l’amplitude
des cycles de courant, et donc de température) est connu, le modèle de durée de vie peut être
évalué pour prédire la durée de vie restante. Des approches différentes sont développées par
[Degrenne et Mollov 2018], où un modèle reliant l’augmentation de la résistance électrique de
la métallisation et des interconnections en fonction du nombre de cycles est développé. A un
cycle n, la mesure de la tension on-stage Von au cours des cycles précédents permet tout d’abord
de recaler les paramètres du modèle, afin de prédire ensuite la durée de vie restante. Dans
[Nazar et al. 2020] l’augmentation de résistance électrique due à la dégradation des connections
fils-métallisation est décrite par un modèle analytique dépendant de la longueur de fissure. A un
cycle n, la mesure de l’augmentation de la tension VCE permet d’obtenir la longueur de fissure
équivalente. Une vitesse de propagation est ensuite estimée avec la mesure précédente, ce qui
permet d’extrapoler la longueur de fissure sur les cycles suivants, et de prédire la durée de vie
restante.

L’utilisation de modèles numériques complexes dans l’optique de la prédiction de durée de
vie restante reste encore très limitée par leurs coûts de calcul. Les modèles utilisés ne tiennent
pas non plus compte des incertitudes existantes sur certains paramètres des modules, provenant
par exemple des matériaux ou du procédé de fabrication, qui influent sur la durée de vie des
modules. Afin de pouvoir utiliser des modèles physiques complexes, modélisant finement les
phénomènes physiques présents au sein du module, et de pouvoir les utiliser dans un cadre de
propagation d’incertitudes, ce travail de thèse porte sur le développement de modèles réduits
paramétrés. La réduction de modèles est une thématique particulièrement novatrice dans le
domaine de l’électronique de puissance, dans lequel peu de travaux existent à ce sujet. Citons
néanmoins les travaux portant sur la réduction de modèle par troncature modale appliqués à un
module IGBT [da Silva 2015]. Une fois le modèle réduit obtenu, celui-ci peut être utilisé dans
une phase en ligne afin de prédire la durée de vie restante du module au cours de son utilisation.
Dans ce travail, et dans un premier temps, les paramètres du modèle sont recalés par l’inférence
bayésienne, à l’aide de mesures provenant du module. Dans un second temps, la densité de
probabilité portant sur les paramètres est propagée à travers le modèle de durée de vie. Cela
permet d’obtenir une distribution de la durée de vie restante, comme illustré sur la Figure 1.9.
L’utilisation d’un modèle réduit permet d’effectuer ces deux phases avec une grande efficacité
numérique.

Une difficulté majeure réside dans la construction de modèles réduits de comportements
non-linéaires complexes, comme ceux rencontrés dans les modules de puissance. Dans ce cadre,
après une présentation des méthodes usuelles de réduction de modèle, une approche permettant
le développement d’un modèle réduit thermo-mécanique PGD d’un module IGBT est proposée
dans le chapitre suivant.
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Figure 1.9 – Illustration de la prédiction probabiliste de la durée de vie restante à un cycle n, par
propagation d’incertitudes à travers le modèle de durée de vie.





Chapitre 2
Modèle réduit thermo-mécanique d’un module

IGBT par la méthode Proper Generalized
Decomposition

Ce chapitre présente tout d’abord une revue succincte des méthodes de réduction de modèle. L’une
d’elle, la Proper Generalized Decomposition (PGD), est ensuite utilisée pour construire un modèle réduit
d’un module de puissance, dont le comportement thermo-mécanique est fortement couplé par une fissure
se propageant dans la brasure de la puce. La méthode est implémentée dans un code éléments finis 2D dans
Matlab. L’objectif de ce chapitre, dont le contenu est en partie adapté des articles [Schuler et al. 2022a ;
b], est de présenter la méthode PGD et ses spécificités, avant de l’appliquer à un problème tridimensionnel
traité avec Ansys dans le chapitre suivant.
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2.1 Les méthodes de réduction de modèle

Les méthodes de réduction de modèle ont été développées dans l’optique de réduire les
temps de calcul des modèles numériques, sans dégrader leur richesse physique par simplification
(utilisation d’un modèle 2D ou 1D à la place d’un modèle 3D, simplification des couplages
multiphysiques...), mais en exploitant plutôt la redondance d’information entre les calculs ou
dans l’espace des solutions. Les méthodes de réduction de modèle consistent à chercher la
solution dans un espace de plus faible dimension, généré par une base. Elles peuvent se diviser
en deux catégories. La première regroupe les méthodes a posteriori, qui exploitent les résultats de
calculs précédents afin de construire la base réduite. Une fois la base générée, le problème initial
est projeté dans l’espace réduit afin de déterminer la solution pour un nouveau jeu de paramètres.
La seconde catégorie est celle des méthodes a priori, qui ne nécessitent aucune information afin
de construire la base ou directement la solution du problème.

Ces deux catégories de méthodes, que nous présentons par la suite, calculent la solution
u d’un problème satisfaisant une équation aux dérivées partielles représentative du problème
physique étudié. Le champ solution dépend généralement de l’espacex, du temps t et d’un certain
nombre de paramètres utiles à l’ingénieur pour des fins de dimensionnement (optimisation,
propagation d’incertitudes,. . .) ou de recalage de modèle, regroupés dans un vecteur p. Le champ
solution est donc de la forme : u = u(x, t,p). Si Nx représente le nombre de degrés de liberté
spatiaux du problème, Nt le nombre d’instants temporels, et si Np points sont utilisés pour
discrétiser chaque paramètre, l’utilisation d’une approche classique de force brute consistant
à résoudre le problème spatio-temporel pour toutes les valeurs des paramètres conduirait à
la résolution de Nt × (Np)

d problèmes éléments finis de taille Nx × Nx, où d est le nombre
de paramètres. Le nombre de degrés de liberté Nx pouvant être grand, de l’ordre de plusieurs
millions pour les problèmes industriels, le temps de calcul associé à cette approche est rédhibitoire,
et augmente exponentiellement avec le nombre de paramètres. Lesméthodes a posteriori cherchent
à réduire le coût de calcul associé aux résolutions des problèmes spatiaux à chaque pas de temps
et valeur de paramètres, en cherchant la solution dans un espace de faible dimension N ≪ Nx

en exploitant des informations issues de solutions pré-calculées. Une première méthode a priori,
appelée APR pour A Priori model Reduction [Allery et al. 2011], s’apparente aux méthodes a
posteriori en construisant également une base spatiale puis en projetant l’équation à résoudre
dans cette base. La méthode diffère des méthodes a posteriori en construisant la base sans aucune
connaissance issue de solutions pré-calculées, mais en procédant par des itérations successives
améliorant une base initiale. La Proper Generalized Decomposition (PGD) est une autre méthode
a priori. Cette méthode ne cherche pas à réduire la dimension spatiale, mais cherche la solution
paramétrique dans l’espace des fonctions à variables séparées. Cette forme de la solution permet
d’obtenir un problème sur chacune des variables. Ainsi, l’utilisation de cette méthode conduit à
un coût de calcul linéaire en fonction du nombre de paramètres. Ce temps est donc proportionnel
à la somme du temps de la résolution de chaque problème, c’est-à-dire le temps de résolution
d’un système matriciel de taille Nx ×Nx, plus le temps nécessaire pour résoudre le problème
temporel et chacun des problèmes paramétriques. En effet, la résolution d’un seul problème
matriciel est requise pour obtenir une solution pour tout le domaine temporel et paramétrique. La
"malédiction de la dimension" est ainsi levée. De plus, le coût de calcul des problèmes temporel
et paramétriques est très faible comparé à la résolution du problème matriciel.

Le gain de temps de calcul obtenu grâce aux méthodes de réduction de modèle permet de
les utiliser en temps réel dans le cadre du suivi de procédés [Ghnatios et al. 2012 ; Aguado et al.
2015 ; Rubio et al. 2019a], du recalage de paramètres [Grepl et al. 2007 ; Nguyen et al. 2010 ; Louf
et Champaney 2013 ; Nadal et al. 2015], du contrôle ou du suivi de l’état de santé des structures
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[Peherstorfer et Willcox 2015 ; Marchand et al. 2016 ; González et al. 2017 ; Nasika et al. 2022],
ou de propagation d’incertitudes [Chevreuil et Nouy 2011 ; 2012 ; Legrain et al. 2017]. L’emploi
des méthodes de réduction de modèle s’effectue en deux phases distinctes. La première, dite
offline, est la phase de calcul intensif permettant d’obtenir la base réduite ou le modèle réduit
PGD. La seconde, dite online, consiste à employer ces derniers en temps réel pour l’application
souhaitée. Les principales méthodes de réduction de modèle appartenant aux deux catégories
sont détaillées ci-après.

2.1.1 Les méthodes a posteriori
La méthode Proper Orthogonal Decomposition

La méthode Proper Orthogonal Decomposition (POD) [Chatterjee 2000 ; Kunisch et
Volkwein 2001 ; Gunzburger et al. 2007] a tout d’abord été introduite par M. Loève [Loeve
1948] et a pris initialement le nom de Karhunen-Loève Expansion ou Decomposition (KLE ou
KLD) [Newman 1996 ; H. Park et Cho 1996]. La POD est également assimilée à l’analyse en
composantes principales (PCA) [Wold et al. 1987 ; Karamizadeh et al. 2013 ; Jolliffe et Cadima
2016]. Ces méthodes sont toutes équivalentes en dimension finie.

La POD consiste dans un premier temps à construire une base spatiale B = {Φi(x)}i=1,...,N

génératrice d’un espace de faible dimension approximant l’espace des solutions. Dans un second
temps, la base est utilisée afin de calculer une solution ur appartenant à l’espace réduit :

ur(x, t,p) =

N∑

i=1

αi(t,p)Φi(x) (2.1)

Le problème est donc ramené à la détermination des N coefficients αi à chaque instant temporel.
La base est obtenue à l’aide deNs > N observations, ou snapshots, uk issues de solutions calculées
à nt divers instants t1, . . . , tnt et np valeurs de paramètres p1, . . . ,pnp (Ns = nt × np). On espère
que ces observations soient suffisamment représentatives de l’espace des solutions. La base
orthonormée {Φi}i=1,...,N est cherchée comme la meilleure base approximant l’espace généré
par les observations, c’est-à-dire la base minimisant l’erreur de projection :

{Φi}i=1,...,N = argmin
{Ψi}

Ns∑

k=1

||uk −
N∑

i=1

(uk,Ψi)Ψi||2 (2.2)

La notation (•, •) dénote un produit scalaire. Ce problème de minimisation est équivalent à
rechercher les N plus grandes valeurs propres de la matrice X regroupant les observations.
Cette matrice contient les snapshots sur chaque colonne :

X = [u(x, t1,p1)| . . . |u(x, tnt ,p1)| . . . |u(x, t1,pnp)| . . . |u(x, tnt ,pnp)] (2.3)
Une décomposition en valeurs singulières, ou Singular Value Decomposition (SVD), peut être alors
effectuée sur cette matrice :

X = UΣV (2.4)
Les colonnes U,j de la matrice U représentent une base spatiale orthonormée, tandis que les
lignes Vi, de la matrice V forment une base temporelle également orthonormée :

UT
,jU,k = δjk ; V T

i, Vk, = δik (2.5)
où δjk est le symbole de Kronecker. La matrice Σ est une matrice diagonale contenant les
valeurs singulières deX , c’est-à-dire les coefficients associés à chaque couple de modes spatiaux-
temporels. Les matrices sont ordonnées de telle sorte que les valeurs singulières soient rangées
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dans l’ordre décroissant. Ainsi, les modes sont rangés de ceux ayant la plus grande amplitude,
et comportant donc le plus d’information (ou d’énergie), aux modes de plus faible amplitude et
comportant par conséquent le moins d’information.

Une base spatiale réduite peut alors être extraite en tronquant la base spatiale aux N plus
grands vecteurs de la matrice U , en supposant que ces N vecteurs suffisent pour générer une
bonne approximation de l’espace des solutions. Le nom de Proper Orthogonal Decomposition
vient du fait que la base obtenue est orthonormée pour la norme L2, qui est la norme associée au
produit scalaire usuel : la norme euclidienne d’un vecteurR est ||R||L2 =

√
RTR.

Une fois la base de l’espace réduit obtenue, la solution du problème pour un nouveau jeu de
paramètres p est ensuite calculée en projetant l’équation aux dérivées partielles du problème
sur la base, c’est la méthode POD-Galerkin. On obtient alors un système de taille (N × N) à
résoudre à chaque pas de temps, afin de déterminer les coefficients αi, i = 1, . . . , N . Ce système
est de petite taille et par conséquent bien plus rapide à résoudre que le problème éléments finis.
Cependant, il nécessite le calcul des opérateurs matriciels du problème éléments finis (matrice
de rigidité, de masse,...) qui dépendent généralement des paramètres p et parfois du temps.
Lorsque le problème est non-linéaire, l’évaluation de ces termes s’avère coûteuse.

Bien que l’erreur commise en tronquant la base aux N plus grandes valeurs propres puisse
être quantifiée et contrôlée, la qualité de l’approximation de l’espace réduit dépend également
fortement du choix des snapshots. Si des informations ne sont pas contenues dans les snapshots
choisis, la base générée ne pourra pas non plus les contenir, par conséquent. Afin de remédier à
ce problème, la méthode de base réduite propose une approche permettant de déterminer de
manière optimale les paramètres pj avec lesquels la base sera construite.

Méthode de base réduite

La méthode de base réduite [Maday et Rønquist 2002 ; Rozza et al. 2007 ; Quarteroni et al.
2011 ; Drohmann et al. 2012] utilise un algorithme glouton, ou greedy en anglais, pour construire
la base réduite. L’algorithme glouton consiste à construire les modes de la base les uns après
les autres, en sélectionnant les instants temporels et les paramètres optimaux qui permettent
d’enrichir la base.

Le premier instant temporel et le premier jeu de paramètres peuvent par exemple être tirés
aléatoirement afin d’initier l’algorithme et former le premier élément de la base. La sélection
de l’instant temporel et des paramètres optimaux suivants s’effectue ensuite en maximisant
l’erreur commise entre la solution ur appartenant à l’espace réduit de l’itération actuelle et la
solution exacte u. En d’autres termes, si à l’itération i une base réduite est connue, les paramètres
permettant d’enrichir la base sont déterminés par :

(ti+1,pi+1) = argmax
(t,p)

||u(x, t,p)− ur(x, t,p)|| (2.6)

Cette erreur ne pouvant être calculée sans connaitre la solution exacte sur l’espace des paramètres
et du temps, un estimateur d’erreur est utilisé à la place, en calculant le résidu obtenu en injectant
la solution ur dans l’équation du problème [Rozza et al. 2008]. La base est ensuite enrichie par
l’ajout de la solution u(x, ti+1,pi+1).

La base réduite ainsi générée contient un maximum d’informations et ne nécessite généra-
lement pas de compression par SVD, sauf dans des approches légèrement différentes, de type
POD-greedy [Hesthaven et al. 2022].
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2.1.2 La Proper Generalized Decomposition, une méthode de réduc-
tion de modèle a priori

La méthode Proper Generalized Decomposition (PGD) a été initialement introduite par P.
Ladevèze [Ladevèze 1989] pour la résolution de problèmes non-linéaires dépendant du temps.
La méthode a été par la suite généralisée à de nombreux problèmes. Une revue complète de
la méthode et de ses applications peut être trouvée dans [Chinesta et al. 2013a ; Chinesta et al.
2013b]. Tout comme les méthodes a posteriori, la PGD calcule la solution du problème dans
un espace de dimension réduite. Cependant, contrairement à ces méthodes, la PGD ne génère
pas une base d’un espace réduit spatial, mais cherche la solution dans l’espace des fonctions
s’écrivant à variables séparées. La PGD n’utilise pas non plus d’informations provenant de
solutions pré-calculées pour construire la solution, mais la construit directement à partir de
l’équation à résoudre. Les modes des méthodes a posteriori sont des modes spatiaux, et afin de
calculer une solution, il faut déterminer à chaque pas de temps les coefficients des vecteurs de la
base. Pour des problèmes non paramétrés, la PGD permet, elle, d’obtenir la solution comme une
somme de modes spatiaux-temporels, qui s’écrivent sous la forme d’un produit de fonctions à
variables séparées [Ammar et al. 2006 ; Chinesta et al. 2011] :

ur(x, t) =
N∑

i=1

λi(t)Λi(x) (2.7)

Les modes sont générés par un algorithme glouton, c’est-à-dire les uns après les autres
[Niroomandi et al. 2013 ; Díez et al. 2018 ; Díez et al. 2020]. L’algorithme calcule tout d’abord le
premier mode, soit la solution de rang 1, qui permet d’approximer au mieux la solution exacte :

u1(x, t) = λ1(t)Λ1(x) (2.8)

La détermination dumode conduit à deux problèmes couplés sur la fonction temporelle et la fonc-
tion spatiale. Ce problème est résolu par un algorithme de point fixe qui résout alternativement
les problèmes et qui itère jusqu’à convergence, ou jusqu’à un nombre maximal d’itérations.

En considérant cette première approximation, un deuxième mode est ensuite calculé, et ainsi
de suite jusqu’à ce que la norme du mode ajouté soit plus petite qu’un critère fixé. Le critère
d’arrêt de l’algorithme peut également être basé sur le résidu de l’équation à résoudre. Une étape
optionnelle consiste à mettre à jour les fonctions temporelles calculées jusqu’alors, en conservant
les fonctions spatiales. Cette étape, appelée update, permet d’améliorer la convergence globale
de l’algorithme, et est relativement peu chère comparée au calcul d’ajout d’un nouveau mode
[Nouy 2010 ; Ladevèze et Chamoin 2011 ; Bonithon et Nouy 2012]. Contrairement à la POD, les
fonctions spatiales obtenues avec la PGD ne sont pas forcément orthogonales entre elles. Il peut
néanmoins être intéressant de les orthogonaliser, ce qui évite que la qualité de la base générée
se dégrade au fur et à mesure de l’ajout de modes, ce qui se produit lorsque les modes ajoutés
sont redondants. Dans le cadre des problèmes d’évolution, l’orthonormalisation par procédé de
Gram-Schmidt améliore grandement la qualité de la solution obtenue [Nouy 2010 ; Ladevèze et
Chamoin 2011].

La PGD permet également de traiter les problèmes paramétriques. Pour cela, deux approches
coexistent. La première consiste à résoudre uniquement des problèmes espace-temps, à valeurs de
paramètres fixées, et à explorer de cette façon l’espace paramétrique. L’utilisation d’un algorithme
adapté, tel qu’un algorithme de krigeage [Krige 1951 ; Oliver et Webster 1990], peut permettre
de sélectionner de manière intelligente les valeurs des paramètres pour lesquelles la solution est
déterminée. La méthode utilisée pour résoudre les problèmes non-linéaires par PGD, appelée
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méthode LaTin [Ladevèze 1989 ; Ladevèze 1999 ; Ladevèze et al. 2010], permet d’initialiser le
calcul de la solution pour un nouveau jeu de paramètres avec une solution précédemment
calculée, afin d’accélérer la convergence. Il faut toutefois que la solution servant d’initialisation
de l’algorithme soit cinématiquement admissible, et donc que le paramètre ne porte pas sur
les conditions aux limites. Cette méthode a été utilisée pour de nombreuses études [Boucard
et Champaney 2003 ;Heyberger et al. 2012 ; Laurent et al. 2013 ;Néron et al. 2015 ; Scanff et al.
2022] et permet de réduire significativement le temps de calcul comparé à la méthode de force
brute.

La seconde approche consiste à obtenir explicitement la solution du problème paramétrique
en considérant les paramètres comme extra-coordonnées [Chinesta et al. 2010 ; Leygue et Verron
2010 ; Pruliere et al. 2010 ; Ammar et al. 2013 ; Boucinha et al. 2014]. Les modes obtenus sont
alors des modes portant sur l’espace, le temps et chacun des d paramètres pk regroupés dans le
vecteur p :

ur(x, t,p) =

N∑

i=1

λi(t)Λi(x)

d∏

k=1

αk
i (pk) (2.9)

Dans ce cadre multi-paramétrique, la PGD a été utilisée pour résoudre des problèmes dont les
propriétés matériaux [Vitse et al. 2014 ; Rubio et al. 2019b], le chargement [Modesto et al. 2015],
les conditions aux limites ou initiales [Chinesta et al. 2013a], ou encore la géométrie [Ammar
et al. 2013 ; Chinesta et al. 2013a ; Zlotnik et al. 2015 ; Chamoin et al. 2016 ; Chamoin et Thai
2019 ; Garikapati et al. 2020], sont paramétrés. La PGD a aussi été employée dans un cadre
stochastique, lorsque les paramètres sont des variables aléatoires [Nouy 2007 ; 2008 ; Chevreuil et
Nouy 2011 ;Nouy et al. 2011 ; Chevreuil etNouy 2012]. La dépendance explicite de la forme (2.9)
de la solution par rapport aux paramètres rend la PGD particulièrement adaptée aux problèmes
d’identification et de recalage de modèle, ainsi qu’aux problèmes d’optimisation. En effet, au
delà de l’évaluation de la solution, qui est directe par la PGD, les algorithmes de minimisation
utilisés dans ces méthodes requièrent le gradient de la solution vis-à-vis des paramètres. Celui-ci
est obtenu de manière explicite par la forme (2.9). Ainsi, la PGD permet d’obtenir la solution du
problème et ses gradients dans une phase de calcul intensive offline, puis de les utiliser dans une
phase online peu coûteuse, comme montré par exemple dans [Louf et Champaney 2013 ; Rubio
et al. 2019a ; b] pour le recalage de paramètres en temps réel.

La PGD a également fait l’objet de nombreux développements dans le cadre multiphysique
[Beringhier et al. 2010 ; Néron et Ladevèze 2010 ; Henneron et Clenet 2016 ; Qin et al. 2016 ;
Henneron et Clénet 2018 ; Krimm et al. 2019 ; Larion et al. 2020]. Par ailleurs, des estimateurs
d’erreur ont été développés afin de quantifier l’erreur commise par le modèle réduit PGD.
Ceux-ci sont basés sur l’erreur en relation de comportement et la construction d’un champ
équilibré [Chamoin et Ladevèze 2012 ; Almeida 2013 ; Ladevèze et Chamoin 2013 ; Chamoin
et al. 2016 ; 2017], sur la résolution de problèmes duaux [Ammar et al. 2010 ; Alfaro et al. 2015 ;
García-Blanco et al. 2017 ; Kergrene et al. 2019 ; Reis et al. 2020 ; Smetana et Zahm 2020].

Pour ces différentes raisons, la ProperGeneralizedDecomposition sera utilisée dans la suite de
ces travaux pour la construction des modèles réduits multiphysiques d’un module de puissance,
dans l’optique de recalage de modèle et de propagation d’incertitudes. Dans un premier temps,
la méthode est illustrée sur la résolution d’un problème de thermique 1D, puis est appliquée à
un problème thermo-mécanique couplé modélisant le comportement d’un module de puissance.
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2.2 Illustration de la PODet la PGDsur un exemple simple
Dans cette partie, les méthodes de réduction de modèle POD et PGD sont appliquées à

un problème de thermique instationnaire unidimensionnel afin d’illustrer leurs principes et
avantages. Le problème concerne l’étude d’un barreau, dont la température initiale est nulle,
soumis à son extrémité gauche à un flux de chaleur q, comme représenté sur la Figure 2.1. La
température de l’extrémité droite du barreau est maintenue constante à zéro. La longueur du

0 L x

q

Figure 2.1 – Barreau de longeur L soumis à un flux thermique q à son extrémité gauche.

barreau est L = 1m. Afin d’obtenir l’évolution de la température T (x, t), x étant la coordonnée
spatiale et t le temps, le problème à résoudre est le suivant :





∂
∂tT (x, t)− α ∂2

∂x2T (x, t) = 0
T (x, 0) = 0

k ∂T
∂x (0, t) = q , T (L, t) = 0

(2.10)

où α = k/c est le coefficient de "diffusivité", exprimé en m2 s−1, avec k la conductivité et c la
capacité thermique. Le coefficient α est pris comme paramètre, et le champ de température est
cherché pour toute valeur de α ∈ [0, 8; 1, 2]× 10−1. La solution analytique de ce problème s’écrit
comme une somme infinie de sinus :

T (x, t) =

∞∑

n=1

Kn exp

(
−α

(nπ
L

)2
t

)
sin
(nπ
L

x
)
− qx

L
(2.11)

L’amplitudeKn décroit en 1/n avec le nombre de modes n. Ainsi, il est possible d’approximer
la solution exacte en ne gardant qu’un nombre fini de termes. C’est ce que les méthodes de
réduction de modèle vont chercher à faire, sans trop dégrader la qualité de la solution.

Le problème peut également être résolu par la méthode des éléments finis, avec un schéma
d’Euler implicite. Après discrétisation, le problème s’écrit sous la forme matricielle suivante :

C
∂

∂t
T + αKT = Q (2.12)

où T est la température discrétisée spatialement et mise sous forme vectorielle. Une discrétisation
spatiale avec Nx = 101 nœuds et une discrétisation temporelle avec Nt = 201 instants temporels
sont utilisées. Le schéma d’Euler implicite conduit au problème matriciel suivant à résoudre, au
pas de temps j :

KtTj = F (2.13)
avecKt =

1
∆T C +αK et F = Q+ 1

∆T MTj−1, et où Tj et Tj−1 sont respectivement la tempéra-
ture aux temps j et j − 1.

2.2.1 Illustration de la POD
Afin d’obtenir une base générant un espace de faible dimension approximant l’espace des

solutions T (x, t, α), le problème est résolu pour les deux bornes du coefficient de diffusivité :
α = 8 × 10−2m2 s−1 et α = 1, 2 × 10−1m2 s−1. A chaque pas de temps, le vecteur solution est
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Figure 2.2 – Décroissance des valeurs propres de la matrice des snapshots.

ajouté comme vecteur colonne à la matriceX , comme décrit par l’équation (2.3). La décroissance
des valeurs propres de la matrice des snapshotsX est montrée sur la Figure 2.2. La figure montre
une décroissance rapide de la norme des modes : la norme du onzième mode est inférieure
à 10−5 fois la norme du premier. Ainsi, les N = 10 premiers modes Φi, contenant la majorité
de l’information captée par les snapshots, sont conservés pour générer l’espace réduit. Les trois
premiers modes sont montrés sur la Figure 2.3. Le premier mode capte la décroissance expo-
nentielle de la température dans le barreau. Ce mode contient la majorité de la solution. L’ajout
de modes suivants permet d’enrichir la solution et de pouvoir décrire l’évolution temporelle et
paramétrique.

(a) Mode 1 (b) Mode 2 (c) Mode 3

Figure 2.3 – Les trois premiers modes POD.

La solution pour une nouvelle valeur du coefficient de diffusivité, par exemple α = 1, 1×
10−1m2 s−1, est ensuite calculée en déterminant, à chaque pas de temps j, les coefficients ai de la
combinaison linéaire des modes :

Tj =
N∑

i=1

aiΦi (2.14)

En projetant cette équation sur la base réduite, un système de taille N ×N est obtenu, du type :

KA = B (2.15)

où les coefficientsKij de la matriceK sontKij = ΦT
i KtΦj , le vecteurA contient les coefficients

ai et le second membreB est défini par les coefficients Bi = ΦT
i F . La Figure 2.4, comparant la



30 Chapitre 2. Modèle réduit thermo-mécanique par la méthode PGD

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

(a) Solution exacte

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

(b) Solution POD

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

(c) Erreur (en %) entre la solution exacte et la
solution POD

Figure 2.4 – Comparaison entre la solution exacte et la solution POD obtenue avec une base de
10 modes.
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solution POD à la solution exacte, montre que l’erreur commise pour cette valeur de paramètre,
définie par e = (Texacte − TPOD)/Texacte est au maximum égale à 0, 37%.

Remarquons que la POD est une méthode non-intrusive par nature. En effet, la construction
de la base réduite nécessite uniquement la solution du problème à différents instants temporels
et différentes valeurs de paramètres, ce qui est très facilement réalisable avec un logiciel éléments
finis commercial. Le calcul de la solution pour une nouvelle valeur de paramètres requiert
uniquement les opérateurs éléments finis classiques associés au jeu de paramètres, qui sont
également facilement exportables par le logiciel utilisé.

2.2.2 Illustration de la PGD

Formulation faible et problèmes PGD

La PGD consiste à chercher la solution dans l’espace généré par les fonctions s’écrivant
comme un produit de fonctions à variables séparées. Pour cela, la solution est cherchée sous
la forme d’une somme de modes, chacun appartenant à cet espace. Ainsi, la température est
cherchée sous la forme suivante :

T (x, t, α) =

N∑

i=1

Λi(x)λi(t)Ai(α) (2.16)

Les vecteurs Λi sont les fonctions dépendant de l’espace, ici écrites sous la forme discrétisée
vectorielle. Les fonctions λi sont les fonctions temporelles, et les fonctions Ai sont les fonctions
paramétriques, dépendantes du paramètre α. Dès lors, la PGD permet d’obtenir la solution du
problème paramétré sur tout le domaine spatial, temporel et paramétrique. Contrairement à la
POD, cette solution est calculée sans exploiter de solution pré-calculée. La PGD ne construit pas
non plus de base du domaine réduit, mais calcule directement les modes composant la solution.
Les modes sont calculés les uns après les autres, par un algorithme glouton. Supposons que
l’algorithme ait obtenu, à l’itération n− 1, une solution Tn−1 :

Tn−1(x, t, α) =

n−1∑

i=1

Λi(x)λi(t)Ai(α) (2.17)

A l’itération n suivante, la solution est enrichie par l’ajout d’un nouveau mode ΛnλnAn, de telle
sorte que la solution Tn s’écrive :

Tn = Tn−1 +ΛnλnAn =
n−1∑

i=1

ΛiλiAi +ΛnλnAn (2.18)

Ce nouveau mode est obtenu en définissant une formulation faible généralisée du problème.
Pour cela, la formulation forte du problème décrite par l’équation (2.12) est multipliée par une
fonction test T ⋆ appartenant à l’ensemble des champs de température admissibles à zéro Θ0

ad,
c’est-à-dire à l’ensemble des champs de température nuls sur les zones de température imposée.
L’équation est ensuite intégrée sur le domaine temporel It et paramétrique Iα afin d’obtenir
l’écriture suivante :
∫

It

∫

Iα

T ⋆TC
∂

∂t
T dα dt+

∫

It

∫

Iα

αT ⋆TKT dα dt =

∫

It

∫

Iα

T ⋆TQ dα dt , ∀T ⋆ ∈ Θ0
ad (2.19)

La fonction test est choisie dans l’espace tangent du nouveau mode, inclus dans Θ0
ad. La fonction

test s’écrit ainsi :
T ⋆ = Λ⋆

nλnAn +Λnλ
⋆
nAn +ΛnλnA

⋆
n (2.20)
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En injectant la forme de la solution (2.18) dans l’équation (2.19), l’équation portant sur les
fonctions du nouveau mode est obtenue, en dénotant λ̇n la dérivée (temporelle) de λn :
∫

It

∫

Iα

(Λ⋆
nλnAn +Λnλ

⋆
nAn +ΛnλnA

⋆
n)

T C

(
∂

∂t
Tn−1 +Λnλ̇nAn

)
dα dt

+

∫

It

∫

Iα

α (Λ⋆
nλnAn +Λnλ

⋆
nAn +ΛnλnA

⋆
n)

T K (Tn−1 +ΛnλnAn) dα dt

=

∫

It

∫

Iα

(Λ⋆
nλnAn +Λnλ

⋆
nAn +ΛnλnA

⋆
n)

T Q dα dt , ∀Λ⋆
n, λ

⋆
n,A

⋆
n (2.21)

En choisissant successivement chacune des fonctions test Λ⋆
n, λ

⋆
n,A

⋆
n nulles sauf une, trois pro-

blèmes, portant chacun sur une fonction du nouveau mode, en découlent. Le premier est une
équation différentielle portant sur la fonction temporelle λn, obtenue en prenant Λ⋆

n = 0 et
A⋆

n = 0 :
(∫

Iα

A2
n

)(
ΛT

nCΛn

)
λ̇n +

(∫

Iα

αA2
n

)(
ΛT

nKΛn

)
λn =

(∫

Iα

An

)(
ΛT

nQ
)

−
n−1∑

i=1

{(∫

Iα

AiAn

)(
ΛT

i CΛn

)
λ̇i +

(∫

Iα

αAiAn

)(
ΛT

i KΛn

)
λi

}
(2.22)

Cette équation est résolue à l’aide d’un schéma d’Euler implicite. En choisissant Λ⋆
n = 0 et

λ⋆
n = 0, un deuxième problème est obtenu. Celui-ci est une équation algébrique dont l’inconnue

est la fonction paramétrique An :
(∫

It

λ̇nλn

)(
ΛT

nCΛn

)
An +

(∫

It

λ2
n

)(
ΛT

nKΛn

)
αAn =

(∫

It

λn

)(
ΛT

nQ
)

−
n−1∑

i=1

{(∫

It

λ̇iλn

)(
ΛT

i CΛn

)
Ai +

(∫

It

λiλn

)(
ΛT

i KΛn

)
αAi

}
(2.23)

Enfin, en imposant λ⋆
n = A⋆

n = 0, un dernier problème est déduit. C’est un problème éléments
finis, portant sur la fonction spatiale Λn :
(∫

It

λ̇nλn

∫

Iα

A2
n

)
CΛn +

(∫

It

λ2
n

∫

Iα

αA2
n

)
KΛn =

(∫

It

λn

∫

Iα

An

)
Q

−
n−1∑

i=1

{(∫

It

λ̇iλn

∫

Iα

AiAn

)
CΛi +

(∫

It

λiλn

∫

Iα

αAiAn

)
KΛi

}
(2.24)

Ces trois problèmes sont couplés entre eux, et s’écrivent, de manière synthétique :




λn = T (Tn−1,Λn, An)
An = P(Tn−1,Λn, λn)
Λn = S(Tn−1, λn, An)

(2.25)

La résolution des problèmes couplés PGD s’effectue traditionnellement par un algorithme de
point fixe, qui est détaillé ci-dessous.

Algorithmes de résolution numérique d’un problème PGD

La détermination d’un nouveau mode PGD conduit à un système de problèmes couplés,
dépendant chacun d’une seule variable. La solution de ce problème couplé peut être déterminée
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à l’aide d’un algorithme de point fixe, qui consiste à résoudre successivement chaque problème
en supposant les fonctions solutions des autres problèmes connues. Notons que la décomposition
d’un mode sous forme d’un produit de fonctions n’est pas unique, les fonctions l’étant à une
constante multiplicative près. Afin d’assurer la convergence du point fixe, toutes les fonctions
sont normalisées sauf une, qui contient par conséquent la norme du nouveau mode calculé.
Arbitrairement, nous choisissons de ne pas normaliser la fonction temporelle. L’algorithme de
point fixe est le suivant :

Après avoir initialisé la fonction spatiale et la fonction paramétrique à une constante non
nulle, le problème temporel est résolu : λn = T (Tn−1,Λn, An). En considérant cette nouvelle
fonction temporelle, la fonction paramétrique est ensuite déterminée :An = P(Tn−1,Λn, λn), puis
normalisée. Enfin, la fonction spatiale est à son tour obtenue, en résolvant le problème éléments
finis : Λn = S(Tn−1, λn, An). La fonction spatiale est également normalisée. L’algorithme itère
ainsi de suite, jusqu’à ce que le critère de convergence atteigne une tolérance ε donnée. Ce critère
est basé sur la norme de la différence de la solution d’une itération à la suivante. Un nombre
maximal d’itérations kmax est également fixé afin de stopper l’algorithme en cas de difficulté de
convergence. En pratique, le nombre maximal d’itérations est petit, car l’erreur de convergence
commise est corrigée par le calcul du mode PGD suivant. Il est usuellement fixé à 4 pour les
problèmes ne dépendant que de l’espace et du temps, mais le point fixe peut nécessiter plus
d’itérations pour des problèmes paramétrés. Par la suite, le nombre maximal d’itérations sera
fixé à 10.

Les problèmes portant sur chacune des fonctions peuvent en théorie être résolus dans
n’importe quel ordre. Cependant, le problème spatial est le problème le plus coûteux à résoudre.
Afin qu’il bénéficie dumaximumd’informations de la solution, nous choisissons de le résoudre en
dernier. La structure résumant le calcul d’un nouveaumode PGD est présentée dans l’Algorithme
1.

Algorithme 1 : Point fixe déterminant un nouveau mode PGD
Données : Tn−1, kmax, ε
Résultat : (Λn,Λn, An)
# Initialisation de la solution :
An = 1, Λn = 1
Normalisation : An ← An/||An||, Λn ← Λn/||Λn||
# Initialisation de l’indicateur de convergence et du compteur d’itérations :
η = 1 , k = 0
tant que η > ε et k < kmax faire

λk
n ← λn # stocke la fonction temporelle de l’itération précédente

k ← k + 1
Résolution du problème temporel λn = T (Tn−1,Λn, An)
Résolution du problème paramétrique An = P(Tn−1,Λn, λn)
Normalisation : An ← An/||An||
Résolution du problème spatial Λn = S(Tn−1, λn, An)
Normalisation : Λn ← Λn/||Λn||
Actualisation du critère de convergence : η = ||λk

n − λn||/||λn||
fin

Une fois le nouveau mode déterminé, la solution PGD est mise à jour en ajoutant ce mode
à l’ancienne solution, puis le mode suivant est à son tour calculé afin d’enrichir la solution.
L’algorithme de résolution PGD est donc un algorithme glouton qui construit les modes sé-
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quentiellement. Comme le nombre de modes nécessaires à l’obtention d’une solution de qualité
satisfaisante ne peut être déterminé à l’avance, un critère basé sur la décroissance de la norme
des modes est défini afin de stopper le processus d’ajout de modes. En effet, la norme des modes
est censée décroître globalement avec l’ordre du mode, les premiers modes contenant la majorité
de la solution. L’algorithme est arrêté lorsque le rapport entre la norme du nouveau mode et
la norme du premier est inférieur à un critère donné. Dans ce cas, cela signifie que le nouveau
mode calculé contient très peu d’information, et que la solution obtenue est de qualité suffisante.
L’hypothèse est faite que les modes suivants ont également une faible norme et n’apportent plus
d’information à la solution. Cependant, aucune garantie n’existe sur la monotonie de la décrois-
sance de la norme des modes, surtout lorsque les fonctions spatiales ne sont pas orthonormées,
sauf dans des cas particuliers [Falcó et Nouy 2011]. Ainsi, l’établissement du critère d’arrêt de
l’algorithme peut s’avérer difficile. Finalement, l’algorithme de résolution d’un problème par la
méthode PGD est détaillé dans l’Algorithme 2.

Algorithme 2 : Résolution d’un problème par PGD
Données : ε, Nmax

Résultat : Tm

# Initialisation :
Tm = 0
η = 1 ,m = 0
tant que η > ε etm < Nmax faire

m← m+ 1
Calcul d’un nouveau mode (Λm, λm, Am) par l’Algorithme 1 de point fixe
# Stockage du nouveau mode :
Tm ← Tm +ΛmλmAm

# Actualisation du critère de convergence :
η = ||λm||/||λ1||

fin

La forme séparée de la solution permet donc d’obtenir des problèmes globaux portant chacun
sur une variable. Dès lors, un seul problème éléments finis doit être résolu (par itération du point
fixe) afin d’obtenir la solution sur tout le domaine temporel et paramétrique. En calculant au plus
Nmax modes, la solution obtenue avec la méthode PGD sur l’ensemble de ce domaine nécessite de
résoudre au maximum N = kmax ×Nmax problèmes éléments finis, N équations différentielles
ordinaires (ODE) et N équations algébriques, alors qu’une résolution par une méthode directe
en utilisant une stratégie de force brute demanderait Nt ×Na systèmes linéaires à résoudre, Nt

et Na étant respectivement les tailles de la discrétisation temporelle et du paramètre α. De plus,
l’ajout de paramètres n’impacte pas le nombre de problèmes éléments finis à résoudre, car cela
rajoute uniquement une équation algébrique portant sur ce paramètre, du fait de la dépendance
affine au nombre de paramètres. Cependant, ce bénéfice n’est acquis que lorsqu’une écriture sous
forme séparée des opérateurs matriciels et du second membre peut être obtenue en fonction des
variables. En fonction du type de problème traité (certains problèmes comportant un paramètre
géométrique, problèmes non-linéaires, etc), cette forme ne peut pas être naturellement obtenue,
les opérateurs étant non-linéaires. Les termes non-linéaires doivent alors être évalués à chaque
pas de temps et chaque valeur de paramètre, et la malédiction de la dimension est retrouvée.
Des méthodes additionnelles dites d’hyper-réduction peuvent être utilisées afin de réduire le
coût de l’évaluation de ces termes. Ces dernières méthodes seront présentées dans le chapitre 3.
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Résultats

Les trois premiers modes PGD obtenus sont représentés sur la Figure 2.5. Le premier mode,

mode 1 :

mode 2 :

mode 3 :

Figure 2.5 – Modes PGD : chaque ligne correspond à un mode, dont la première colonne est la
fonction spatiale, la seconde la fonction temporelle, et la troisième la fonction paramétrique.

représenté par les fonctions de la première ligne de cette figure, capte la forme globale de la
solution. La forme de la surface solution de la Figure 2.4a est bien retrouvée en effectuant le
produit tensoriel de la fonction spatiale et de la fonction temporelle du premier mode. Le premier
mode contient la majorité des informations de la solution, et est de plus grande norme. Lesmodes
suivants viennent apporter des corrections plus locales, et sont de plus petite norme, comme le
montre l’évolution de l’amplitude des modes de la Figure 2.6. L’erreur commise par la solution
PGD obtenue avec 10modes pour une valeur de α = 1, 1·10−2m2 s−1 est montrée sur la Figure 2.7.
L’erreur est, dans cet exemple, plus importante que l’erreur de la solution POD obtenue pour un
même nombre demodes. Cela peut s’expliquer par deux raisons. La première est que la base POD
a été calculée à partir d’un nombre importants de snapshots qui comportaient toute l’information
nécessaire pour construire une base riche permettant d’approximer correctement la solution. La
SVD extrait ensuite les modes optimaux de la matrice des snapshots afin de construire la base
POD. Ainsi, l’approximation par PGD d’une fonction connue sera toujours moins performante
que la SVD à un nombre de modes fixé. La seconde raison est que la solution PGD est obtenue
sur l’ensemble du domaine paramétrique, contrairement à la solution POD qui a été calculée
pour une valeur donnée du paramètre. Un nombre plus important de modes peut donc être
nécessaire pour la PGD.

Remarquons que, contrairement à la POD, la PGD est par nature une méthode intrusive.
En effet, les opérateurs définis dans les équations (2.22), (2.23) et (2.24) sont des opérateurs
modifiés par les intégrales des fonctions de la base PGD. Dans ce cas simple, les opérateurs



36 Chapitre 2. Modèle réduit thermo-mécanique par la méthode PGD

Figure 2.6 – Évolution de l’amplitude normalisée des modes PGD.
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Figure 2.7 – Erreur (en %) entre la solution exacte et la solution PGD obtenue avec 10 modes
pour α = 1, 1× 10−2 m2 s−1.



2.3. Définition du problème thermo-mécanique 37

sont uniquement multipliés par des coefficients, ce qui rend l’implémentation aisée. Cependant,
pour des problèmes plus complexes, comme par exemple des problèmes géométriquement
paramétrés, les matrices élémentaires sont modifiées et l’implémentation non-intrusive est plus
complexe.

Après avoir illustré et introduit les méthodes permettant de résoudre un problème par la
PGD sur l’exemple de thermique unidimensionnel, cette méthode est employée pour construire
un modèle réduit paramétré d’un module de puissance 2D, décrit dans la section 2.3 suivante.

2.3 Définition du problème thermo-mécanique
A présent, le problème porte sur l’étude de la fissuration du joint de brasure de la puce,

afin de travailler sur une géométrie simplifiée du module, sans les fils de connexion. Ainsi, la
géométrie représentée sur la Figure 2.8a comporte uniquement la puce, brasée sur le substrat
qui est composé d’une céramique en sandwich entre deux couches de cuivre. Ce substrat est
directement posé sur le refroidisseur via une pâte thermique. Le domaine spatial du module,
comprenant l’ensemble des éléments ci-dessus, est dénommé Ω.

Couche de cuivre

Céramique

Couche de cuivre
Brasure
Puce

Pâte thermique

Refroidisseur

∂hΩ

Q(t)
∂QΩ

∂dΩ

(a) Géométrie du problème thermo-mécanique
temps t

Q(t)

Q0

0

tON tOFF

(b) Évolution temporelle du flux thermique

Figure 2.8 – Présentation du problème thermo-mécanique : géométrie et conditions aux limites.

L’échauffement du module, dû aux pertes induites par le courant traversant la puce, est
modélisé par un flux thermique Q(t) cyclique entrant sur la surface supérieure de la puce,
notée ∂QΩ. L’évolution temporelle du flux est présentée sur la Figure 2.8b ; elle est composée
d’un temps d’échauffement tON durant lequel le flux est constant à une valeur non nulle Q0,
et d’un temps de refroidissement tOFF durant lequel le flux est nul, permettant au module
de refroidir. Le refroidissement du module est assuré par une convection forcée sur la surface
inférieure du refroidisseur, notée ∂hΩ. Le module est encastré mécaniquement sur un domaine
∂dΩ. L’échauffement dumodule génère des contraintes thermo-mécaniques du fait des différences
de coefficients de dilatation thermique des matériaux. Ces contraintes initient et propagent une
fissure dans le joint de brasure de la puce. Quand la fissure s’ouvre, des surfaces libres se créent
si les lèvres de celle-ci ne sont plus en contact, et le flux thermique doit alors se concentrer au
niveau de la surface non fissurée restante. La résistance thermique du module augmente ainsi
fortement, ce qui a été mesuré expérimentalement [Mitic et al. 1999]. Même si les lèvres de
la fissure se retrouvent de nouveau en contact, la qualité du contact reste fortement dégradée.
Par simplification, les lèvres de la fissure sont donc tout le temps considérées adiabatiques.
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Le problème thermo-mécanique est ainsi fortement couplé par la propagation de la fissure,
qui est initiée par les contraintes thermiques. En retour, la fissure modifie la répartition de la
température.

Dans ce problème, le coefficient de convection ĥ et l’épaisseur de la brasure Hb sont jugés
incertains et seront donc considérés comme paramètres du modèle thermo-mécanique, afin
d’obtenir leur influence sur la propagation de la fissure. Ceux-ci varient autour de leur valeurs
nominales ĥ0 et H0

b : ĥ = hĥ0 et Hb = eH0
b , où h et e sont des coefficients multiplicateurs

adimensionnés.

2.4 Modèle de zone cohésive
La propagation de la fissure est obtenue par un modèle de zone cohésive, ou Cohesive Zone

Model (CZM) [Barenblatt 1962 ; Needleman 1987 ; Xu et Needleman 1993]. Dans ce modèle,
la fissure se propage le long d’un chemin pré-défini, montré sur la Figure 2.9. Le long de ce

Chemin de fissuration

Zone saine Surfaces libresZone cohésive

σc

Figure 2.9 – Modèle de zone cohésive. Adapté de [Code_Aster 2014].

chemin, des efforts internes assurent la cohésion de la matière ; ce sont les forces cohésives. Le
comportement de l’interface cohésive relie la valeur des efforts de cohésion en fonction du saut
de déplacement à l’interface, soit l’ouverture de fissure. Plusieurs types de lois existent pour
modéliser le comportement cohésif [Chandra et al. 2002 ; Cazes 2010 ; K. Park et Paulino 2011].
De manière générale, les efforts de cohésion augmentent dans un premier temps avec le saut de
déplacement, jusqu’à ce que la contrainte maximale cohésive soit atteinte. A partir de ce seuil,
l’interface s’endommage, et les contraintes cohésives décroissent ensuite avec l’augmentation de
l’ouverture de la fissure. Si, à cet instant, la structure est déchargée, la décharge puis la recharge
s’effectuent de manière élastique, avec une raideur modifiée par l’endommagement. L’endom-
magement de l’interface ne peut que croître. Celui-ci est défini localement sur chaque élément
cohésif, et varie de zéro, lorsque l’élément est sain, jusqu’à un, valeur pour laquelle l’élément est
complètement rompu. Une des lois les plus simples pour représenter ce comportement est la loi
bilinéaire [Camanho et al. 2003] représentée sur la Figure 2.10a. Une régularisation de cette loi
peut être utilisée avec une loi de type exponentielle [Xu et Needleman 1994], représentée sur la
Figure 2.10b, où ∆n est le saut de déplacement normal à l’interface, et δn la valeur du saut de
déplacement à partir de laquelle l’interface s’endommage. Fn

c est la composante normale des
efforts cohésifs et σn la contrainte normale maximale de la loi cohésive. L’aire sous la courbe GIc

représente l’énergie de déformation nécessaire à la fissuration, appelée critical energy release rate,
ou taux de restitution d’énergie critique.

Les modèles de zone cohésive sont généralement utilisés pour des problèmes quasi-statiques,
afin de déterminer une longueur de fissure pour un chargement fixé. Dans ce cadre, la PGD a
déjà été utilisée avec un modèle CZM en séparant la coordonnée normale des coordonnées tan-
gentielles [Metoui et al. 2014]. Cependant, les modèles de zone cohésive peuvent également être
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Figure 2.10 – Représentation de la composante normale de deux types de loi cohésives : la loi
bilinéaire et la loi exponentielle.

utilisés pour des problèmes de fatigue, en définissant un endommagement lié à l’accumulation
de cycles de chargement [Roe et Siegmund 2003].

D’un point de vue numérique, l’implémentation s’effectue de la même manière que pour des
problèmes de contact, en définissant deux solides différents. Idéalement, un maillage conforme
est défini. Les éléments cohésifs sont donc d’épaisseur nulle et sont définis par les nœuds situés
de part et d’autres de l’interface, comme illustré sur la Figure 2.11. Il est alors possible de définir

Elément cohésif

Elément massif

Figure 2.11 – Définition d’un élément cohésif à partir des nœuds des éléments massifs.

un opérateur non-linéaire Kc reliant les déplacements u des nœuds de l’élément cohésif aux
efforts cohésifs Fc :

Fc = Kc(u)u (2.26)

2.5 Formulation faible du problème thermo-mécanique

2.5.1 Problème thermique
Le problème de thermique est obtenu à l’aide de l’équation d’équilibre thermique, déroulant

du premier principe de la thermodynamique. Sans source de chaleur volumique, celui-ci impose
que la variation de l’énergie interne spécifique soit égale à l’opposé de la divergence du flux de
chaleur q :

ρcp
∂T

∂t
= −div q (2.27)
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où ρ et cp sont respectivement la masse volumique et la capacité thermique des matériaux, et
où T est la température. En multipliant cette équation par une fonction test T ∗ appartenant à
l’ensemble des champs de température admissibles à zéro Θ0

ad, soit l’ensemble des champs de
température nuls sur les zones de température imposée, puis en intégrant sur le domaine Ω, on
obtient : ∫

Ω
ρcp

∂T

∂t
T ∗ dΩ +

∫

Ω
div qT ∗ dΩ = 0 ∀T ∗ ∈ Θ0

ad (2.28)

En appliquant le théorème de la divergence sur le second terme, cela conduit à :
∫

Ω
ρcp

∂T

∂t
T ∗ dΩ−

∫

Ω
q · gradT ∗ dΩ +

∫

∂Ω
q · nT ∗ dS = 0 ∀T ∗ ∈ Θ0

ad (2.29)

où n est la normale à la surface du domaine ∂Ω. En utilisant la loi de Fourier traduisant la
proportionnalité du flux de chaleur au gradient de température T :

q = −k gradT (2.30)

où k est la conductivité thermique du matériau, ainsi que la condition aux limites de convection
qui impose une valeur de flux sur ∂hΩ proportionnelle à la différence de température entre la
température de la surface et celle du fluide refroidisseur Tconv :

q · n = ĥ(T − Tconv) sur ∂hΩ (2.31)

la formulation faible du problème de thermique est obtenue :
∫

Ω
ρcp

∂T

∂t
T ∗ dΩ +

∫

Ω
k gradT · gradT ∗ dΩ

+

∫

∂hΩ
ĥ(T − Tconv)T

∗ dS =

∫

∂QΩ
QT ∗ dS ∀T ∗ ∈ Θ0

ad (2.32)

Dans ce problème, l’interface cohésive est définie aumilieu du joint de brasure, commemontré
sur la Figure 2.12. L’interface cohésive ∂cΩ peut s’écrire comme l’union de deux surfaces, l’une

Puce

Surface cohésive ∂cΩ

Demi-brasure inférieure

Couche de cuivre

Demi-brasure supérieure

Figure 2.12 – Interface cohésive située au niveau du plan médian de la brasure.

saine (healthy) ∂h
cΩ laissant passer le flux thermique et une fissurée (cracked) ∂c

cΩ, adiabatique :
∂cΩ = ∂h

cΩ ∪ ∂c
cΩ. Sur la surface saine, la condition d’égalité de la température de part et d’autre

de l’interface est traitée à l’aide de multiplicateurs de Lagrange. Celle-ci s’écrit :

λ(T+ − T−) = 0 sur ∂h
cΩ (2.33)

où λ est le champ de multiplicateurs de Lagrange et où T+ et T− sont respectivement les
températures situées sur la partie supérieure et inférieure de l’interface.
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2.5.2 Problème mécanique
Le problème de mécanique est obtenu à partir de l’équilibre mécanique pour un problème

quasi-statique, imposant que la somme de la divergence du tenseur des contraintes de Cauchy σ

et des efforts cohésifs est nulle :
divσ + Fc = 0 (2.34)

De manière similaire à la méthode présentée dans le paragraphe 2.5.1 précédent pour la ther-
mique, la formulation faible du problème est obtenue en multipliant cette équation par une
fonction test u∗, champ de déplacement appartenant à l’espace des solutions admissibles à zéro
U0
ad, soit l’ensemble des solutions à énergie finie nulles sur les zones où le déplacement u est

imposé, puis en intégrant sur le domaine Ω :
∫

Ω
divσu∗ dΩ +

∫

∂cΩ
Fc · u∗ dS = 0 ∀u∗ ∈ U0

ad (2.35)

La première intégrale est également transformée à l’aide du théorème de la divergence :

−
∫

Ω
tr(σε(u∗) dΩ +

∫

∂Ω
σn · u∗ dS +

∫

∂cΩ
Fc · u∗ dS = 0 (2.36)

Le second terme est nul, car d’une part aucun effort extérieur n’est appliqué à la structure, et
d’autre part, le champ test u∗ est admissible à zéro. En introduisant l’équation de comportement,
reliant les contraintes à la partie mécanique εe du tenseur des petites déformations ε via le
tenseur de Hooke K,

σ = K : εe (2.37)

la formulation faible du problème de mécanique est finalement obtenue :
∫

Ω
tr (Kεe(u)ε(u∗)) dΩ +

∫

∂cΩ
Fc(u) · u∗ dS = 0 (2.38)

La déformation totale ε est la somme des déformations élastique εe et thermique εth :

ε = εe + εth (2.39)

Par ailleurs, la déformation thermique est proportionnelle à l’augmentation de température par
rapport à la température de référence T0 pour laquelle cette déformation est nulle :

εth = α(T − T0)Id (2.40)

α est le coefficient de dilatation thermique, qui est un scalaire en considérant un matériau
isotrope, et Id est le tenseur identité. En injectant cette équation dans la formulation faible (2.38)
du problème, le chargement d’origine thermique apparaît :

∫

Ω
tr (Kε(u)ε(u∗)) dΩ +

∫

∂cΩ
Fc(u) · u∗ dS =

∫

Ω
tr (Kα(T − T0)Idε(u

∗)) dΩ (2.41)

Finalement, en introduisant l’opérateur cohésif Kc, permettant de relier le déplacement aux
nœuds de l’interface cohésive aux efforts de cohésion Fc, le problème devient :

∫

Ω
tr (Kε(u)ε(u∗)) dΩ +

∫

∂cΩ
Kc(u)u · u∗ dS =

∫

Ω
tr (Kα(T − T0)Idε(u

∗)) dΩ (2.42)
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2.6 Prise en compte des variations de géométrie et de
conditions aux limites liées à la fissuration

L’épaisseur de la brasure est un paramètre modifiant la géométrie du problème. La fissure
modifie également la géométrie, ou tout du moins la surface libre sur laquelle une condition
aux limites de Neumann est appliquée (flux thermique nul) lorsqu’elle se propage. Afin de
prendre en compte leurs effets sur la solution, une première méthode consisterait à redéfinir
la géométrie pour chaque valeur de l’épaisseur de la brasure et chaque longueur de fissure,
puis de remailler et obtenir la solution. Cette méthode est coûteuse en temps de calcul et assez
difficile à implémenter. De plus, cette approche est incompatible avec la méthode de réduction
de modèle PGD, qui, comme décrit dans les sections suivantes, conduit à des problèmes globaux
en espace et en paramètres, et qui demande donc de travailler sur une géométrie et un maillage
fixe. Pour contourner cette difficulté, une seconde approche est utilisée pour traiter par la PGD
les problèmes dont la géométrie est paramétrée [Hughes et al. 2005 ; Ammar et al. 2013 ; Chinesta
et al. 2013a ; Zlotnik et al. 2015 ; Chamoin et al. 2016 ; Chamoin et Thai 2019 ; Garikapati et al.
2020 ; Tirvaudey et al. 2020 ; Cavaliere et al. 2021 ; Ghnatios et al. 2021]. Cette approche consiste
à travailler sur une géométrie fixe de référence, par un changement de coordonnées. Outre cette
méthode, d’autres approches existent, telles que le morphing de maillage [Thomas et al. 2020 ;
Agathos et al. 2022], ou la méthode de volume fictif [Glowinski et al. 1994 ; Nouy et al. 2011 ;
Legrain et al. 2017]. Une revue des méthodes d’optimisation topologique est présentée dans
[Upadhyay et al. 2021].

2.6.1 Changement de variables
Pour ce problème, la géométrie de référence Ω̄, avec des conditions aux limites également

fixées, comporte une épaisseur de brasure égale à son épaisseur nominale, et deux fissures L1

et L2, initiées à gauche et à droite de la brasure, de longueur du quart de la longueur totale Lb

de la brasure. Les brasures associées à la géométrie de référence et à la géométrie réelle sont
représentées sur la Figure 2.13a. Les autres composants ont des géométries inchangées par la

géométrie de référence géométrie réelle

Lb

L1 = Lb/4 L2 = Lb/4
Hb eHb

L1 L2

F(t, e, h)

(a) Définition de la géométrie de référence
F(t, e, h)

géométrie de référence géométrie réelle

Ω̄1

Ω̄2

Ω̄3

Ω̄4

Ω̄5

Ω̄6

Ω1

Ω2

Ω3

Ω4

Ω5

Ω6

(b) Décomposition de la brasure en plusieurs domaines

Figure 2.13 – Transformation géométrique de la brasure, et définition de ses domaines.

transformation. Une transformation géométrique est effectuée pour passer de la configuration
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réelle à la configuration de référence. Cette transformation doit laisser la surface inférieure et la
surface supérieure de la brasure inchangées afin de ne pas impacter les composants inférieurs et
supérieurs. Ainsi, la brasure est divisée en 6 domaines quadrangulaires, comme montré sur la
Figure 2.13b. Les lignes inférieures des trois domaines Ω1, Ω5 et Ω3 et les lignes supérieures des
trois autres domaines sont en réalité deux lignes différentes mais situées au même endroit, et
constituent le chemin de fissuration. La séparation en deux lignes distinctes est nécessaire pour
définir les éléments cohésifs.

Sur chaque domaine, un changement de coordonnées entre les coordonnées réelles (x, y) et
les coordonnées de référence (η, ξ), lié à la transformation de la brasure, est défini. Le changement
de coordonnées est obtenu de la même manière que la transformation isoparamétrique pour
les éléments finis entre l’élément de référence et l’élément réel. Ainsi, une fonction de forme Ni

est définie pour chaque sommet i du domaine. Celle-ci est nulle sur les trois autres sommets et
égale à 1 au sommet i. On écrit ensuite que les coordonnées réelles sont égales à la somme des
fonctions de forme multipliées par les coordonnées réelles (xi, yi) des sommets :

x =

4∑

i=1

Ni(η, ξ)xi , y =

4∑

i=1

Ni(η, ξ)yi (2.43)

Par exemple, pour le domaine Ω̄1, cela conduit au changement de variables suivant, en
considérant l’origine des coordonnées au sommet inférieur gauche du domaine :

x =
2

H0
b

ηξ(1− 2l1) + 2l1η , y = eξ (2.44)

On note l1 la longueur de fissure normalisée évoluant de 0 à 1, telle que L1 = l1Lb/2, et de
même pour la seconde fissure. Ainsi, la longueur de fissure impacte uniquement la coordonnée
horizontale x tandis que l’épaisseur de brasure impacte uniquement la coordonnée y. Il est
possible de vérifier que la transformation obtenue est bien la transformation identité pour
l1 = 1/2 et e = 1, et que les coordonnées sont bien celles attendues sur les bords du domaine.

En considérant les coordonnées normalisées

ξ̄ =
2ξ

H0
b

∈ [0, 1] , η̄ =
2η

H0
b

∈
[
0,

Ls

H0
b

]
(2.45)

la matrice jacobienne de la transformation est obtenue :

JΩ1 =

[
ξ̄(1− 2l1) + 2l1 η̄(1− 2l1)

0 e

]
(2.46)

L’approche est répétée pour les autres domaines.
La matrice jacobienne et son déterminant, le jacobien, permettent d’écrire les formulations

faibles du problème thermique et du problème mécanique dans la configuration de référence. En
effet, l’intégrale d’une fonction f(x, y) sur un domaine réel Ωi s’écrit, sur le domaine de référence
Ω̄i comme : ∫

Ωi

f(x, y) dΩ =

∫

Ω̄i

f̃(η, ξ)|JΩi |(η, ξ) dΩ̄ (2.47)

où f̃ est la fonction f après changement de variables vers la configuration de référence. |JΩi |
est le déterminant de la matrice JΩi . De plus, le gradient de la fonction f dans la configuration
réelle est lié au gradient de la fonction f̃ dans la configuration de référence, par la transposée de
la matrice jacobienne :

∇x,yf = J−T
Ωi

∇η,ξ f̃ (2.48)
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2.6.2 Réécriture du problème thermique
Ainsi, en écrivant que le domaine Ω est l’union des six domaines Ωi constituant la brasure et

du domaine Ωcomp constitué par le reste des composants, le terme de diffusion de la formulation
faible (2.32) du problème de thermique se réécrit dans la configuration de référence comme :
∫

Ω
k∇T ·∇T ∗ dΩ =

∫

Ωcomp

k(∇T )T (∇T ∗) dΩ

+
6∑

d=1

∫

Ω̄d

k(∇η,ξT )
TJ−1

Ωd
J−T
Ωd

(∇η,ξT
∗)|JΩd

| dΩ̄ (2.49)

La formulation faible (2.32) du problème thermique se réécrit alors dans la configuration de
référence :
∫

Ω̄
c̄
∂T

∂t
T ∗ dΩ̄ +

∫

Ω̄
(∇T )T k̄∇T ∗ dΩ̄ +

∫

∂hΩ̄
h̄(T − Tconv)T

∗ dS −
∫

∂bΩ̄
Q̄T ∗ dS = 0 (2.50)

où c̄, définie ci-dessous, est la capacité thermique équivalente :

c̄ = ρcp

(
6∑

d=1

|JΩd
|χΩd

+ χcomp

)
(2.51)

Les fonctions χΩd
et χcomp sont respectivement les fonctions indicatrices des domaines Ω̄d et des

autres composants :
χΩd

(x) =

{
1 si x ∈ Ω̄d

0 ailleurs (2.52)

χcomp(x) =

{
1 si x ∈ Ω̄comp

0 ailleurs (2.53)

De la même façon, une matrice de diffusion équivalente k̄ est définie :

k̄ = k

(
6∑

d=1

J−1
Ωd

J−T
Ωd

χΩd
+ Idχcomp

)
(2.54)

où Id est la matrice identité de taille 2× 2. Le coefficient de convection équivalent h̄ et le flux
thermique équivalent Q̄ sont inchangés car leurs domaines de définition sont uniquement
impactés par une translation d’axe y.

Dès lors, prendre en compte des paramètres géométriques à travers un changement de va-
riables vers une géométrie de référence est équivalent à résoudre le problème sur cette géométrie
fixe avec des propriétés équivalentes et variables des matériaux. Par la suite, nous considérons
que la température de convection Tconv est égale à la température initiale, et que T représente
l’augmentation de température.

En utilisant classiquement la méthode des éléments finis pour discrétiser l’espace et repré-
senter la solution, l’équation à résoudre se présente sous la forme matricielle suivante :

T ∗TCṪ + T ∗TKT + T ∗THT = T ∗TQ ,∀T ∗ ∈ Θ0
ad (2.55)

où T est ici la température discrétisée spatialement sous la forme d’un vecteur, etQ le vecteur
second membre associé au flux Q.
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2.6.3 Réécriture du problème mécanique
Le changement de variables dans le problème de mécanique est légèrement plus complexe,

du fait que le déplacement ne soit pas un champ scalaire, et que le tenseur des déformations
soit symétrique. Afin de définir les effets du changement de coordonnées, il est nécessaire de
repasser par l’écriture de la matrice de rigidité élémentaire. En utilisant la notation de Voigt, le
vecteur des déformations est :





∂ux
∂x
∂uy

∂y
∂ux
∂y +

∂uy

∂x





=




∂η
∂x 0 ∂ξ

∂x 0

0 ∂ξ
∂y 0 ∂η

∂y
∂η
∂y

∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x








∂ux
∂η
∂uy

∂ξ
∂ux
∂ξ
∂uy

∂η





(2.56)

Au sein d’un élément, les déformations et les déplacements sont donc reliés par la matrice [B̃] :

{ε} = [Ĵ ][B̃]{U} (2.57)

où [Ĵ ] est la matrice jacobienne modifiée associée à la transformation de chaque domaine. [B̃]

est la matrice contenant les dérivées des fonctions de forme par rapport aux coordonnées de
référence (η, ξ), modifiée par rapport à la matrice [B] classique, qui relie elle directement les
déplacements aux nœuds {U} au vecteur des déformations {ε}.

{
∂ux
∂η

∂uy

∂ξ
∂ux
∂ξ

∂uy

∂η

}T
= [B̃]{U} (2.58)

La matrice de rigidité élémentaire s’écrit alors sous la forme suivante, où Ω̄e est le volume de
l’élément :

Ke =

∫

Ω̄e

[B̂]T [Ĵ ]T [A][Ĵ ][B̂]|J | dΩ̄e (2.59)

avec [A] la matrice de raideur liée au comportement du matériau.
Le problème mécanique s’écrit donc, sous forme matricielle :

u∗TKu+ u∗TKcu = u∗TF ,∀u∗ ∈ U0
ad (2.60)

oùu etu∗ sont les formes discrétisées du déplacement et de la fonction test, sous forme vectorielle.
K est la matrice de rigidité, et Kc est la matrice de rigidité cohésive.

2.7 Résolution du problème couplé par PGD

2.7.1 Méthode itérative globale pour la résolution du problème couplé
Le problème thermo-mécanique est résolu avec la méthode PGD. La solution de chaque

problème est donc cherchée sous la forme séparée (2.9), en considérant comme paramètres le
coefficient de convection ĥ et l’épaisseur de la brasure Hb, ceux-ci variant autour de leur valeurs
nominales ĥ0 et H0

b : ĥ = hĥ0 et Hb = eH0
b . Les paramètres considérés sont donc h et e. Notons

Ih et Ie leurs intervalles de variation. La température T et le déplacement u sont donc cherchés
sous la forme :

T (x, t, e, h) =
Nth∑

k=1

Λth
k (x)λth

k (t)γthk (e)θthk (h) (2.61)

et
u(x, t, e, h) =

Nu∑

k=1

Λu
k(x)λ

u
k(t)γ

u
k (e)θ

u
k (h) (2.62)
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où N th et Nu sont respectivement le nombre de modes nécessaires à l’obtention des solutions
thermique et mécanique.

Classiquement, sans utiliser une méthode de réduction de modèle, plusieurs méthodes
existent pour la résolution de problèmes couplés évolutifs. La méthode monolithique consistant
à résoudre en bloc le système couplé, est coûteuse en temps de calcul du fait de la taille importante
du système et de la largeur de bande de la matrice à factoriser. Les méthodes partitionnées [K.
Park et al. 1977 ; Felippa et al. 2001 ; Matthies et al. 2006] consistent à résoudre alternativement
chacune des physiques. L’intervalle temporel It est tout d’abord discrétisé en plusieurs pas de
temps, puis, si une méthode partitionnée itérative est utilisée, les deux problèmes sont résolus
alternativement à chaque pas de temps, jusqu’à ce que la convergence soit obtenue avant de passer
au pas de temps suivant. C’est une approche itérative et incrémentale, décrite dans l’Algorithme
3. Cet algorithme doit être répété pour obtenir la solution pour un nouveau jeu de paramètres.

Algorithme 3 : Approche incrémentale et itérative pour la résolution du pro-
blème thermo-mécanique couplé par les fissures
Résultat : Champs de température T (x, t) et de déplacement u(x, t)
# Initialisation des longueurs de fissure :
l1,2(0) = 0
pour n = 1 à Nt faire

tant que u(x, tn) et T (x, tn) n’ont pas convergé faire
Calcul de la température T (x, tn, l1,2)
Calcul du champ de déplacement u(x, tn, l1,2)
Actualisation des indicateurs de convergence

fin
Actualisation des longueurs des fissures l1,2
Mise à jour des CL dues aux nouvelles longueurs de fissure

fin

La détermination desmodes des solutions PGD, détaillée par la suite, conduit à des problèmes
globaux sur l’espace, le temps et chacun des paramètres afin de déterminer chaque fonction
composant un mode. La solution PGD obtenue est ainsi une solution globale sur le domaine
spatial, temporel et paramétrique. La méthode incrémentale présentée dans l’Algorithme 3
ne peut donc pas être utilisée. A la place, une méthode itérative globale, appelée également
méthode de Picard, est implémentée. Elle consiste à résoudre alternativement les problèmes PGD
de thermique et de mécanique, jusqu’à obtenir une convergence globale. Les deux physiques
étant couplées via les fissures, les problèmes sont résolus en considérant l’évolution des fissures
calculées à l’itération précédente. En partant d’une initialisation à zéro des longueurs de fissures,
le champ de température est tout d’abord calculé par PGD sur l’ensemble du temps et des
paramètres. La température constituant le chargement du problème de mécanique, les nouvelles
évolutions (en temps et en paramètres) des fissures sont obtenues après sa résolution. En
considérant ces nouvelles fissures, le problème thermique est de nouveau résolu, et ainsi de suite
jusqu’à convergence des longueurs de fissures d’une itération de l’algorithme à la suivante. La
méthode est présentée dans l’Algorithme 4.

Notons que cet algorithme n’a pas à être répété pour chaque valeur de paramètres, puisque
la solution est obtenue sur l’ensemble de l’espace paramétrique.
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Algorithme 4 : Méthode itérative globale pour la résolution d’un problème
couplé par PGD
Résultat : Champs de température T (x, t,p) et de déplacement u(x, t,p)
# Initialisation :
l1,2(0,p) = 0
tant que l1 et l2 n’ont pas convergé faire

Calcul de la température T (x, t,p) par PGD connaissant l1,2(t,p)
Calcul du champ de déplacement u(x, t,p) par PGD connaissant l1,2(t,p)
Calcul des nouvelles longueurs de fissure l1,2(t,p) sous forme séparée
Actualisation des indicateurs de convergence

fin

2.7.2 Solution PGD du problème thermique
Afin d’obtenir la solution sous forme PGD, une formulation faible généralisée sur le temps

et les paramètres doit être définie. Celle-ci s’obtient en intégrant la forme faible (2.55) sur le
domaine temporel et paramétrique. Cela mène au problème suivant :
∫

It

∫

Ih

∫

Ie

(
T ∗TCṪ + T ∗TKT + hT ∗THT

)
de dhdt =

∫

It

∫

Ih

∫

Ie

T ∗TQT de dhdt ,∀T ∗ ∈ Θ0
ad

(2.63)
Supposons maintenant connue une solution PGD au rang n − 1, c’est-à-dire, sous la forme
discrétisée spatialement :

T (x, t, e, h) =
n−1∑

k=1

Λth
k λth

k (t)γthk (e)θthk (h) (2.64)

Le calcul du mode n suivant Tn = Λthλthγthθth, où l’indice n a été omis pour faciliter la lecture,
s’effectue en prenant le champ test T ∗ dans l’espace tangent de Tn :

T ∗ = (Λth)∗λthγthθth +Λth(λth)∗γthθth +Λthλth(γth)∗θth +Λthλthγth(θth)∗ (2.65)

En injectant cette forme dans la formulation faible généralisée, et en prenant successivement
toutes les fonctions test nulles sauf une, quatre problèmes couplés sont obtenus, portant chacun
sur une variable. Les problèmes obtenus sont les suivants :

1. Une équation différentielle sur la fonction temporelle : λth = T (Λth, γth, θth) ;
2. Une équation algébrique sur la fonction dépendant de l’épaisseur de la brasure : γth =

P1(Λth, λth, θth) ;
3. Une équation algébrique sur la fonction dépendant du coefficient de convection : θth =

P2(Λth, λth, γth) ;
4. Un problème éléments finis sur la fonction spatiale : Λth = S(λth, γth, θth)

Notons que pour obtenir ces problèmes, les matrices de conductionK et de capacité ther-
mique C doivent être obtenues sous forme séparée espace-temps-paramètres (représentation
affine), afin de pouvoir calculer efficacement les intégrales sans devoir assembler une matrice
pour chaque pas de temps et valeur de paramètre. Cette forme est obtenue naturellement pour
la matrice de capacité, car seul le jacobien intervient dans son calcul et les longueurs de fissures
sont mises sous forme séparée. En revanche, ce n’est pas le cas de la matrice de conduction
thermique. En effet, le produit matriciel des inverses desmatrices jacobiennes de l’équation (2.54)
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fait intervenir des quotients de fonctions dépendantes à la fois de l’espace et des paramètres.
Comme le numérateur et le dénominateur peuvent s’écrire sous forme séparée, un algorithme
de compression est utilisé [Díez et al. 2018 ; Díez et al. 2020] pour obtenir le quotient sous forme
séparée sans devoir faire le calcul terme à terme pour chaque valeur des paramètres. Le calcul
des matrices éléments finis équivalentes induites par la PGD et par les paramètres géométriques
requiert donc une intrusivité forte au code éléments finis, afin de modifier le calcul des matrices
élémentaires.

La résolution du problème PGD s’effectue avec des algorithmes similaires à ceux présentés
dans le paragraphe 2.2.2, avec un algorithme glouton pour déterminer les modes PGD les uns
après les autres, et un algorithme de point fixe pour la résolution des problèmes couplés liés à la
détermination d’un mode.

2.7.3 Solution PGD du problème mécanique
Comme pour le problème de thermique, une formulation faible généralisée sur le temps

et les paramètres est définie en intégrant la forme faible (2.60) sur le domaine temporel et
paramétrique. Quatre problèmes couplés sont également obtenus, un sur chacune des variables.
Comme la dérivée temporelle du déplacement n’intervient pas dans l’équation du problème
mécanique, une équation algébrique est obtenue à la place d’une équation différentielle pour la
fonction temporelle.

Le problème de mécanique est un problème non-linéaire du fait de la loi cohésive non-
linéaire reliant les déplacements de l’interface aux efforts cohésifs. La résolution de problèmes
non-linéaires est classiquement traitée en utilisant un algorithme incrémental et itératif de type
Newton-Raphson. Il consiste à résoudre une succession de problèmes linéarisés à chaque pas de
temps jusqu’à converger, puis à passer au pas de temps suivant. Pour la même raison qu’une
méthode incrémentale ne pouvait pas être utilisée pour la résolution du problème couplé thermo-
mécanique, cette méthode ne peut pas non plus être utilisée pour résoudre le problème non-
linéaire de mécanique par PGD. A la place, une méthode itérative non-incrémentale (globale)
est mise en œuvre. Elle consiste tout d’abord à résoudre le problème élastique par PGD en
considérant la rigidité cohésive initiale :

Ku0(t,p) +Kc(0)u0(t,p) = f(t,p) (2.66)

Une solution PGD u0(t,p) est alors obtenue sur le domaine temporel et paramétrique. A partir
de cette solution, le comportement est évalué afin d’obtenir un résidu r(t,p) global sur l’espace,
le temps et les paramètres :

r(t,p) = f − (K +Kc(u0))u0 (2.67)

Si la norme de ce résidu n’est pas inférieure à un critère de convergence, une solution PGD δu

de correction est alors calculée :

Kδu+Kc(u0)δu = r (2.68)

et la solution est mise à jour :
u1 = u0 + δu (2.69)

L’algorithme itère ainsi de suite jusqu’à ce que la convergence soit atteinte. La comparaison entre
cette méthode itérative mais non-incrémentale et les méthodes à la fois incrémentales et itératives
est illustrée sur la Figure 2.14.
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Figure 2.14 – Comparaison des méthodes incrémentales et des méthodes non-incrémentales
pour la résolution de problèmes non-linéaires.

2.7.4 Orthogonalisation des modes PGD
Les problèmes PGD de thermique et de mécanique sont résolus de la même façon que

celle présentée dans la Section 2.2.2, c’est-à-dire en utilisant un algorithme de point fixe pour
déterminer un nouveau mode PGD, et un algorithme glouton pour le calcul successif des modes
PGD.

Après le calcul d’un mode, et avant le calcul du suivant, deux étapes optionnelles peuvent
être réalisées. La première, appelée update, consiste à recalculer les fonctions temporelles et
paramétriques tout en conservant les fonctions spatiales déjà générées, dans l’optique d’améliorer
la solution sans calculer un nouveau mode. Cette étape, dans le cadre de problèmes paramétrés,
conduit à la résolution d’un système de problèmes couplés, chacun permettant d’obtenir par
une résolution en bloc les nouvelles fonctions temporelles ou paramétriques. Le système couplé
est résolu par un algorithme de point fixe, de manière similaire au calcul de l’ajout d’un mode.
L’étape d’update permet d’améliorer la convergence de l’algorithme PGDpour certains problèmes,
en trouvant une solution comportant un nombre plus faible de modes [Alameddin et al. 2019].
Cependant, le point fixe de l’étape d’update peut rencontrer des difficultés de convergence pour
les problèmes paramétrés. Pour des raisons de simplicité, cette étape ne sera pas implémentée.

La seconde étape consiste à orthogonaliser les fonctions spatiales des modes, afin de
construire une base spatiale orthonormée. Cela évite que la base construite soit dégénérée
au bout de l’ajout de plusieurs modes. Cela s’effectue simplement en retranchant à chaque
nouveau mode sa projection sur la base déjà construite. Le processus utilisé est l’algorithme de
Gram-Schmidt, et est détaillé ci-dessous pour un champ u scalaire, mais est également valable
pour un champ vectoriel.

Supposons qu’une solution PGD de rang n− 1 soit connue :

un−1 =
n−1∑

k=1

Λk(x)λk(t)γk(e)θk(h) (2.70)

où la famille {Λk}k=1,...,n−1 constitue une base orthonormée. La solution de rang n, après géné-
ration du nouveau mode par l’Algorithme 1 est :

un =
n−1∑

k=1

Λk(x)λk(t)γk(e)θk(h) + Λn(x)λn(t)γn(e)θn(h) (2.71)
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L’orthogonalisation de la fonction spatiale Λn consiste à lui retrancher la contribution des modes
précédents, en écrivant que

un =
n−1∑

k=1

Λkλkγkθk +

(
Λn −

n−1∑

k=1

⟨Λn,Λk⟩Λk

)
λnγnθn + λnγnθn

n−1∑

k=1

⟨Λn,Λk⟩Λk (2.72)

⟨, ⟩ représente un produit scalaire, par exemple le produit scalaire canonique après discrétisation
spatiale. En regroupant les premier et derniers termes en facteur de Λk, cela conduit à :

un =
n−1∑

k=1

(
λkγkθk + ⟨Λn,Λk⟩λnγnθn

)
Λk +

(
Λn −

n−1∑

k=1

⟨Λn,Λk⟩Λk

)
λnγnθn (2.73)

En posant Λ̃n = Λn −
∑n−1

k=1⟨Λn,Λk⟩Λk que l’on normalise (Λ̃n,← Λ̃n/||Λ̃n||), une nouvelle
fonction spatiale orthonormée est générée. Afin de conserver la norme du nouveau mode, la
fonction temporelle est multipliée par la norme de la fonction spatiale avant sa normalisation :
λn ← λn||Λn −

∑n−1
k=1⟨Λn,Λk⟩Λk||. La solution PGD s’écrit alors :

un =

n−1∑

k=1

(
λkγkθk + ⟨Λn,Λk⟩λnγnθn

)
Λk + Λ̃nλnγnθn (2.74)

Bien que l’orthogonalisation du nouveau mode garde la forme séparée de la solution, elle en
double le nombre de modes à cause de l’ajout de la projection du nouveau mode sur les modes
précédents. Afin de remédier à ce problème, une approximation PGD de rang 1 est cherchée à la
fonction connue λkγkθk + ⟨Λn,Λk⟩λnγnθn = λ̃kγ̃kθ̃k.

L’orthogonalisation des modes permet d’améliorer grandement la qualité de la solution
obtenue pour le problème de thermique en permettant de capter plus rapidement le terme
transitoire, sans devoir calculer un nombre important de modes qui viennent perturber la
solution. Une autre approche, présentée pour des problèmes spatio-temporels dans [Giacoma
et al. 2015 ; Alameddin et al. 2019] consiste à effectuer une SVD de toute la solution après le
calcul d’un nouveau mode à la place de l’algorithme de Gram-Schmidt qui opère uniquement
sur le nouveau mode. Cette méthode permet d’obtenir à la fois des bases spatiale et temporelle
orthonormées et forme une meilleure base que celle obtenue par Gram-Schmidt. La SVD se
généralise à des dimensions supérieures à deux, avec la High Order SVD. Pour des raisons de
simplicité, nous conservons l’approche de Gram-Schmidt précédemment décrite.

Les résultats présentés dans la partie suivante ont été obtenus en utilisant le procédé d’or-
thogonalisation de Gram-Schmidt présenté ci-dessus, après le calcul de chaque nouveau mode,
comme détaillé dans l’Algorithme 5.

2.8 Résultats

2.8.1 Géométrie, propriétés matériaux et conditions aux limites
Les résultats présentés dans cette partie ont été obtenus avec les épaisseurs des composants

du module présentés dans le Tableau 2.1. La puce et de la brasure ont une longueur de 8mm, et
sont situées à 5mm du bord gauche du module. La longueur des autres composants est de 30mm.
Les propriétés des matériaux sont rassemblées dans le Tableau 2.2. Les propriétés thermiques de
l’interface thermique ont été choisies de manière à ce que cette couche soit équivalente à une
conductance thermique de 104 WK−1m−2. La loi cohésive utilisée est une loi triangulaire, dont
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Algorithme 5 : Résolution d’un problème par PGD avec orthogonalisation
Données : ε, Nmax

Résultat : um

# Initialisation :
um = 0
η = 1 ,m = 0
tant que η > ε etm < Nmax faire

m← m+ 1
Calcul d’un nouveau mode (Λm, λm, γm, θm) par l’algorithme de point fixe
Orthogonalisation de la fonction spatiale Λm

Mise à jour de la fonction temporelle et des fonctions paramétriques des
modes précédents
# Stocke le nouveau mode :
um ← um + Λmλmγmθm
# Actualisation du critère de convergence :
η = ||λm||/||λ1||

fin

Table 2.1 – Epaisseur des différents composants du module.

Composant Puce Brasure Cuivre Céramique TIM Refroidisseur
Epaisseur [mm] 0,1 0,2 0,3 0,3 0,1 10

Table 2.2 – Propriétés thermo-mécaniques des matériaux.

Matériau k
[Wm−1K−1]

cp
[J kg−1 K−1]

ρ
[kg m−3]

E
[GPa]

ν
[−]

α
[ppm◦C−1]

Cuivre 400 390 8930 97 0,34 17
Céramique 170 720 3300 200 0,25 4,7
Silicium 150 710 2330 131 0,22 2,5
Brasure 55 210 7360 50 0,4 22

Aluminium 237 900 2700 76 0,34 23,5
Graisse thermique 1 1 1 76 0,34 30

Table 2.3 – Paramètres de la loi cohésive.

σmax [Pa] δ0t [m] δ0n [m] δct [m] δcn [m]
2, 5× 104 5× 10−9 5× 10−9 3× 10−8 2× 10−8
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les paramètres sont listés dans le Tableau 2.3. Pour cet exemple illustratif, les propriétés de la loi
cohésive ont été choisies de manière à obtenir une propagation rapide des fissures.

Un flux thermique de Q0 = 40000 Wm−1 est imposé sur la surface supérieure de la puce, et
la valeur nominale du coefficient de convection est fixée à ĥ0 = 200 Wm−1K−1 sur la surface
inférieure du refroidisseur. Les paramètres incertains, l’épaisseur de la brasure et le coefficient
de convection, varient de ±20% autour de leurs valeurs nominales. 50 cycles, composés d’un
temps d’échauffement de tON = 3s et d’un temps de refroidissement tOFF = 6s, sont simulés.

2.8.2 Résultats PGD
La convergence du problème thermo-mécanique a été atteinte en 5 itérations. L’évolution au

cours des itérations globales de la longueur de la fissure s’initiant du bord gauche du module
est montrée sur la Figure 2.15. La Figure 2.16 illustre les quatre premiers modes thermiques.

Figure 2.15 – Évolution de la longueur de fissure de gauche au cours du temps et des itérations
globales de l’algorithme de résolution du problème thermo-mécanique, pour e = h = 0, 8.

Le premier mode obtenu est un mode permettant d’approximer globalement le champ de
température : l’évolution temporelle cyclique de la température est bien représentée. Les modes
suivants apportent des corrections à cette première solution. Les modes 3 et 4 traduisent par
exemple l’impact de la fissure sur la température : les fonctions spatiales comportent des sauts
de température au niveau des fissures, tandis que les fonctions temporelles associées sont petites
tant que la fissure n’a pas propagé, et augmentent ensuite avec la propagation de la fissure.
Les évolutions discontinues des fonctions paramétriques sont dues à la discrétisation grossière
des paramètres (5 points par paramètre). Une telle discrétisation est utilisée afin de limiter le
coût de calcul, qui est principalement dû à l’évaluation des termes non-linéaires sur l’espace
paramétrique.

L’effet de la fissure sur la température du module est illustré sur la Figure 2.17a, sur laquelle
l’évolution temporelle de la température est montrée au niveau du bord gauche de la brasure,
de part et d’autre de la fissure. La température du nœud situé sur la lèvre supérieure est tout
d’abord identique à celle du nœud situé sur la lèvre inférieure de la fissure, tant que la longueur
de celle-ci est nulle. Elle augmente ensuite avec la longueur de fissure, du fait de l’augmentation
de la résistance thermique du module. Sur la Figure 2.17b, le déplacement vertical de ces deux
nœuds est montré, traduisant l’ouverture de la fissure au cours du temps.

Le premier mode de la solution mécanique, correspondant au premier mode de la prédiction
élastique, est montré sur la Figure 2.18. Comme pour la solution thermique, ce premier mode
correspond à une approximation globale du comportement mécanique de la structure, et les
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mode 1 :

mode 2 :

mode 3 :

mode 4 :

Figure 2.16 – Modes PGD thermiques : chaque ligne correspond à un mode, dont la première
colonne est la fonction spatiale, la seconde la fonction temporelle, la troisième la fonction

portant sur e et la dernière sur h.

(a) Température. (b) Déplacement.

Figure 2.17 – Température et déplacement vertical des deux nœuds situés à l’extrémité gauche
de la fissure 1, pour e = h = 0, 8.
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modes suivants apportent des corrections afin de prendre en compte les comportements locaux
et dépendants des paramètres. La prédiction élastique capte ainsi le comportement global de
la solution. Les corrections PGD suivantes permettent ensuite d’obtenir les effets locaux non-
linéaires du comportement. Par exemple, le sixième mode de la solution, correspondant à la
seconde correction PGD du problème non-linéaire, est également montré sur la Figure 2.18. Ce
mode est très localisé et traduit les déplacements liés à l’endommagement de l’interface cohésive.
La composante ux des deuxmodes de la Figure 2.18 est montrée sur la Figure 2.19. Enfin, l’impact

mode 1 :

mode 6 :

Figure 2.18 – Premier et sixième modes PGD mécaniques. La fonction spatiale affichée est la
composante verticale uy.

(a) Mode 1 (b) Mode 6

Figure 2.19 – Composantes tangentielles (ux) des fonctions spatiales des premier et sixième
modes.

des paramètres sur la propagation de la fissure est montré sur la Figure 2.20a pour l’épaisseur
de la brasure, et sur la Figure 2.20b pour le coefficient de convection. La Figure 2.20a montre
qu’une augmentation de l’épaisseur de la brasure conduit dans un premier temps à une longueur
de fissure plus importante. Cela peut être dû au fait qu’une brasure plus épaisse augmente la
résistance thermique du module, et par conséquent les contraintes thermiques. Dans un second
temps, pour e > 1, la longueur de fissure décroît avec l’épaisseur de brasure, ce qui peut être
expliqué par une meilleure tenue mécanique de la structure quand la brasure est plus épaisse.
La Figure 2.20b indique que la longueur de fissure décroit avec l’augmentation du coefficient de
convection, et qu’elle se propage également moins rapidement. Ces résultats étaient attendus, car
un plus grand coefficient de convection induit un meilleur refroidissement et une température
plus faible du module.
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(a) Effet de l’épaisseur de la brasure (h = 1) (b) Effet du coefficient de convection (e = 1)

Figure 2.20 – Effets des paramètres sur la propagation de la fissure de gauche.

2.8.3 Post-traitement : vers un modèle de durée de vie

Le modèle réduit obtenu peut être post-traité afin d’obtenir un modèle de durée de vie
du module, pour des fins de conception. A titre d’illustration, la durée de vie du module est
définie ici par l’instant où la brasure est fissurée à plus de 80%, soit quand la demi-somme
l = (l1 + l2)/2 des longueurs l1 et l2 atteint 0, 8. Le domaine vert de la Figure 2.21 représente les
valeurs acceptables des paramètres, pour lesquelles le module n’a pas atteint l’endommagement
critique à la fin des cycles simulés. La forme du domaine traduit les effets des paramètres sur
la longueur de fissure observés sur la Figure 2.20. Ainsi, de manière logique et attendue, plus
le coefficient de convection est élevé, plus la durée de vie est grande. La Figure 2.21 montre
aussi que des brasures de faible épaisseur, ou au contraire de grande épaisseur permettent
d’atteindre la durée de vie minimale, en diminuant la résistance thermique dans le premier cas
et en augmentant la tenue mécanique dans le second.

Le modèle réduit peut être exploité plus avantageusement encore, en considérant des incerti-
tudes sur les paramètres. Il est alors possible de propager les incertitudes à travers le modèle,
afin d’obtenir une probabilité portant sur l’endommagement du module, à un nombre de cycles
donné. En supposant par exemple que les paramètres sont indépendants et qu’ils suivent une loi
de probabilité gaussienne, centrée sur leurs valeurs nominales et d’écart-type 0, 05, les densités

Figure 2.21 – Domaine paramétrique assurant une durée de vie minimale.
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de probabilité πl de l’endommagement l du module au bout de 40 et 50 cycles sont montrées sur
la Figure 2.22a. La probabilité de rupture du module πfail est alors définie par la probabilité que
l’endommagement soit supérieur à 0,8, d’après le critère de durée de vie utilisé.

πfail = πl(l > 0, 8) = 1− πl(l ≤ 0, 8) = 1−
∫ 0,8

0
πl(l)dl (2.75)

Ainsi, la probabilité de rupture des modules en fonction du nombre de cycles est représentée sur
la figure 2.22b. Cela permet, par exemple, de définir un nombre de cycles que 95% des modules
atteignent.

(a) Probabilité de l’endommagement du module,
au bout de 20 et 40 cycles

(b) Probabilité de rupture du module en fonction
du nombre de cycles

Figure 2.22 – Propagation d’incertitudes à travers le modèle de durée de vie.

Une bonne qualité de l’échantillonnage des densités de probabilité des paramètres demande
un nombre important d’échantillons. Dans cet exemple, 105 points sont utilisés. L’emploi d’un
modèle réduit pour propager les incertitudes est alors d’un grand intérêt, l’évaluation du modèle
étant immédiate.

2.8.4 Difficultés rencontrées
L’implémentation de la PGD dans le cadre de cette application a permis de se rendre compte

de plusieurs difficultés. Une première difficulté, inhérente aux problèmes non-linéaires, est
l’évaluation des termes non-linéaires. Ici, dans le problème mécanique, ces termes sont le résidu
et la matrice de rigidité. En effet, cette évaluation doit se faire pour chaque valeur des paramètres
et chaque pas de temps. Cette étape nuit grandement aux performances de la PGD, car la
"malédiction de la dimension" est retrouvée. Bien que l’étape de l’évaluation du comportement
soit parallélisable sur les paramètres, la boucle temporelle ne peut pas être évitée pour les
problèmes dont le comportement dépend de l’histoire du chargement, comme la plasticité,
l’endommagement, ou ici lesmodèles de zone cohésive. Desméthodes d’hyper-réduction peuvent
néanmoins être utilisées pour réduire le coût de l’évaluation. Une de ces méthodes sera détaillée
dans le chapitre suivant.

Un second problème rencontré porte sur l’écriture sous forme séparée de la longueur de
fissure et des grandeurs liées à celle-ci. En effet, l’évolution par paliers de la longueur de fissure
rend la séparation entre le temps et les paramètres difficile. La fonction à approximer sous
forme séparée n’est pas continue, et comporte par conséquent de forts gradients en temps et
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en paramètres. Son approximation demande un nombre important de modes, et les modes
d’ordre élevé peuvent présenter des pics, comme le montre la Figure 2.23, présentant la fonction
temporelle du neuvième mode de la matrice de conduction thermique du domaine Ω1 de la
brasure. Ces erreurs se propagent ensuite dans la solution PGD, qui peut ainsi comporter des
oscillations numériques non-physiques, et conduire parfois à une instabilité et à la divergence
de la solution.

Enfin, la dernière difficulté rencontrée est intrinsèque à la méthode de zone cohésive. En effet,
la sensibilité des résultats vis-à-vis des paramètres de la loi cohésive est grande, et ceux-ci sont
difficiles à établir. De plus, les modèles cohésifs rencontrent parfois des difficultés de convergence,
rendant leur utilisation délicate.

(a) Mode 1 (b) Mode 9

Figure 2.23 – Fonctions temporelles des premier et neuvième modes de la matrice de conduction
thermique du domaine Ω1 de la brasure. Une instabilité numérique apparaît dans le neuvième

mode.

2.9 Conclusions du développement du modèle réduit
thermo-mécanique

Dans ce chapitre, un modèle PGD a été développé pour un problème thermo-mécanique
fortement couplé par une fissure. Dans ce problème, la propagation de la fissure au sein de la
brasure, modélisée par un modèle de zones cohésives, augmente la résistance thermique du
module, et par conséquent, modifie le champ de température. Une méthode itérative globale
a été développée pour résoudre le problème couplé avec la méthode PGD. La méthode a été
implémentée dans un code éléments finisMatlab, permettant demodifier aisément les opérateurs
éléments finis classiques. Elle a permis d’exhiber les bénéfices de la PGD, très avantageuse à
utiliser pour des problèmes linéaires, mais moins efficace pour la résolution de problèmes
non-linéaires, tels que le problème de mécanique comportant une forte non-linéarité due à la
propagation de fissure. En effet, la méthode de réduction de modèle est limitée par l’évaluation
des termes non-linéaires, qui sont le résidu du problème de mécanique, et la matrice de rigidité
tangente. L’évaluation de ces termes ne permet plus de lever le coût exponentiel de la résolution
du problème paramétrique. De plus, la nature du problème étudié est elle-même difficile à
représenter sous forme séparée espace-temps, du fait de la propagation de la fissure. Cependant,
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une fois le modèle réduit établi, celui-ci peut être avantageusement utilisé dans une phase online
de propagation d’incertitudes, grâce à son évaluation instantanée.

Dans le chapitre suivant, laméthode développée est étendue à unproblème 3Dmultiphysique,
en tenant compte du comportement électrique, et de la propagation de l’endommagement sur
un grand nombre de cycles. La méthode est également adaptée afin de remédier aux problèmes
rencontrés dans ce chapitre, évoqués dans le paragraphe précédent. Tout d’abord, en tenant
compte du fait que l’endommagement du module s’effectue sur un grand nombre de cycles,
le comportement thermo-mécanique est simplifié en comparant les temps caractéristiques de
chaque physique. Ainsi, le couplage fort entre les physiques n’est plus nécessaire, ce qui permet de
découpler le problème de mécanique du problème électro-thermique. Ce dernier est alors résolu
en paramétrant une longueur de fissure non-évolutive. Cela permet de s’affranchir des instabilités
numériques dues à la séparation entre le temps et les paramètres de la longueur de fissure et
des termes s’y rapportant. D’autre part, une méthode d’hyper-réduction est proposée, afin de
diminuer le coût de l’évaluation des termes non-linéaires. Enfin, afin de diminuer l’influence des
paramètres cohésifs sur les résultats, la contrainte maximale de la loi cohésive est paramétrée
dans le problème de mécanique. Le comportement mécanique, et par conséquent la durée de
vie du module, sont ainsi obtenus en fonction de ce paramètre. Celui-ci pourra être recalé dans
l’application à la prédiction de la durée de vie restante d’un module.

La méthode développée est également implémentée avec Ansys, afin d’utiliser un outil
efficace pour la définition du modèle numérique, le maillage de la géométrie, et la résolution de
problèmes matriciels de grande dimension. Cette implémentation non-intrusive demande des
adaptations de la méthode, qui sont détaillées dans le chapitre suivant.



Chapitre 3
Implémentation non-intrusive pour la

construction d’un modèle réduit
électro-thermo-mécanique avec Ansys

Après avoir introduit la méthode PGD pour un problème bidimensionnel dans le chapitre précédent, ce
chapitre porte sur l’étude d’un modèle tridimensionnel d’un module de puissance. Afin de pouvoir traiter
un problème de grande dimension, le logiciel éléments finis industriel Ansys est utilisé. Ce chapitre détaille
le modèle multiphysique considéré, qui tient compte des trois physiques impactant le comportement d’un
module, et présente la stratégie d’implémentation non-intrusive de la PGD avec Ansys.
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3.1 La réduction demodèles implémentée demanière non-
intrusive

L’emploi des méthodes de réduction de modèle a tout d’abord été réservé aux codes éléments
finis maison, de par la nouveauté de ces méthodes et de par leur intrusivité au code éléments
finis. Cependant, au cours des dernières années, de plus en plus de travaux ont porté sur leur
implémentation au sein de codes commerciaux ou en couplage avec ceux-ci, dans l’optique de
pouvoir rendre les méthodes accessibles aux ingénieurs non-experts en réduction de modèle,
mais également de pouvoir profiter de la puissance de calcul des logiciels industriels. Les travaux
ont tout naturellement d’abord porté sur les méthodes non-intrusives comme la POD [Audouze
et al. 2013 ; Xiao et al. 2017 ; Kadeethum et al. 2021] et la méthode de base réduite [Casenave
et al. 2015 ; Hammond et al. 2019], qui peuvent utiliser le logiciel industriel comme boîte noire et
exploiter les résultats de calculs pour construire l’espace réduit. L’export des opérateurs éléments
finis permettant de calculer une solution dans l’espace réduit une fois sa base déterminée (matrice
de rigidité, de masse, second membre,. . .) est également aisé, tout du moins pour des problèmes
linéaires.

La PGD, de par sa nature intrusive, demande des spécificités supplémentaires. Ainsi, des
méthodes ont été développées afin de rendre la PGD moins intrusive et de pouvoir exploiter les
logiciels commerciaux en tant que boîte noire. Ceux-ci sont utilisés pour générer des snapshots
puis d’en extraire un modèle réduit, comme les méthodes de Sparse Subspace Learning (SSL)
[Borzacchiello et al. 2019 ; Leon et al. 2019], ou la sparse PGD (s-PGD) par exemple [Ibáñez
et al. 2018 ; Y. Lu et al. 2018 ; Sancarlos et al. 2021]. Une méthode similaire a été développée pour
construire unmodèle réduit par PGD, en exploitant des snapshots et une méthode d’interpolation,
dans le cadre de problèmes magnétostatiques [Henneron et Clénet 2023].

Parallèlement, des approches non-intrusives ont été élaborées sur la méthode PGD classique,
en couplant un code industriel avec un code Python ouMatlab. Cesméthodes ont été développées
dans un premier temps pour des problèmes linéaires [Courard et al. 2016 ; Zou et al. 2018 ;
Cavaliere et al. 2021] avec Samcef, Abaqus et Nastran. Ce type de problèmes permet d’exporter
une fois pour toutes les opérateurs éléments finis, puis de les utiliser dans un code maison pour
calculer les opérateurs modifiés par la formulation PGD. L’idée de ces deux travaux, que nous
reprendrons par la suite, est de résoudre le système matriciel portant sur la fonction spatiale du
mode PGD avec le logiciel industriel afin d’exploiter sa capacité à résoudre des systèmes linéaires
de grande taille. Ainsi, le logiciel est encapsulé dans le code Matlab ou Python et est utilisé
comme solveur externe. Plus récemment, des problèmes non-linéaires ont été traités, comme
dans [Tsiolakis et al. 2020] pour un problème de mécanique des fluides en utilisant OpenFOAM
en logiciel externe. Plus récemment encore, des travaux ont porté sur l’implémentation au sein
même du logiciel Samcef de la méthode LaTin-PGD pour traiter des problèmes non-linéaires
[Scanff et al. 2022], en ayant un accès important au code source.

Lorsque l’accès au code source est limité, ce qui est majoritairement le cas, le couplage des
méthodes de réduction de modèle de type PGD reste complexe pour l’étude de problèmes
non-linéaires, à cause de la nécessité d’évaluer à chaque itération le résidu et les opérateurs
non-linéaires, alors que cette fonction n’est pas directement accessible par l’utilisateur. Dans ce
chapitre, une stratégie pour construire un modèle réduit d’un problème couplé électro-thermo-
mécanique représentatif du comportement d’unmodule de puissance est développée avec Ansys.
Tout comme [Courard et al. 2016 ; Zou et al. 2018], l’approche consiste à utiliser le logiciel
industriel pour résoudre le système matriciel de grande dimension permettant de déterminer la
fonction spatiale, et d’implémenter le reste de l’algorithme PGD dans un code Python.



3.2. Présentation du problème 3D 61

3.2 Présentation du problème 3D

3.2.1 Géométrie et conditions aux limites du problème

La géométrie du problème 3D est présentée sur la Figure 3.1a. La géométrie comporte
uniquement le bras central du module, le seul qui est traversé par le courant électrique au
cours du test de durée de vie. En effet, lors du fonctionnement normal du module, le bras
central est impacté par les effets thermiques des deux autres bras situés de part et d’autre. Au
contraire, les deux autres bras, situés au bord du module ne sont impactés que par le bras central,
et subissent par conséquent des élévation de température moins élevées. C’est donc le bras
central qui rompt en premier, ce qui justifie la nécessité de l’examiner en priorité. Lorsque les
deux autres bras ne sont pas traversés par un courant électrique, ils ont un impact très faible
sur les comportements thermique et mécanique du module, et peuvent être négligés dans la
géométrie du modèle numérique. La géométrie est donc composée de deux puces IGBT, et de
deux diodes qui sont à l’état bloquant. Ces éléments reposent sur un substrat, qui est lui-même
brasé sur la semelle du module. Une plaque en cuivre intermédiaire est située entre la semelle et
le refroidisseur. Des couches de pâte thermique sont situées de part et d’autre de cette plaque,
permettant d’augmenter la conductivité thermique entre les composants. Un courant électrique
cyclique, représenté par la flèche bleue sur la Figure 3.1a, est imposé comme chargement du

Fils de connexion

IGBT inférieur

IGBT supérieur

Métallisations

Diodes

Céramique

Brasure

Feuilles de cuivre

Métallisations

Brasures

(a) Géométrie du problème sans la semelle et le refroidisseur. Conditions aux limites électriques et
identification des 6 contacts fils-métallisation les plus critiques

Substrat
(céramique + feuilles de cuivre)Fils de connexion

Plaque de cuivre

Refroidisseur

Semelle

Pâtes thermiques

(b) Vue de côté de la géométrie du problème comportant la semelle et le refroidisseur

Figure 3.1 – Géométrie du module tridimensionnel.
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module, tandis qu’un potentiel électrique nul est imposé sur la surface rouge de la Figure 3.1a.
Une convection forcée, représentante du refroidissement du module, est imposée sur la surface
inférieure du refroidisseur. Il est possible de s’apercevoir sur la Figure 3.1a que les répartitions
des fils de connexion sur les IGBTs top et bottom sont différentes. En effet, les fils situés sur l’IGBT
bottom sont bien mieux répartis sur la surface de la puce que ceux de l’IGBT top. Cela induit une
répartition de courant différente au sein des puces et des métallisations. En conséquence, l’IGBT
top est soumis à de plus grandes contraintes thermiques, et il est observé expérimentalement
que c’est cette puce qui entraine la première la défaillance du module.

Le mécanisme de défaillance étudié est le décollement des fils de connexion. Cette étude se
place dans le cadre d’amplitudes thermiques importantes, de l’ordre de 70◦C. Pour ces cycles
thermiques importants, il a été observé que six fils sont plus critiques que les autres. Ce sont
ceux situés sur le devant de la puce, mis en évidence sur la Figure 3.1a. Afin de simplifier l’étude,
la dégradation des six fils est supposée identique.

3.2.2 Comportement electro-thermo-mécanique
Lorsque des fissures se propagent à l’interface fils-métallisation, elles réduisent la surface de

contact, en augmentant par conséquent à la fois la résistance thermique et la résistance électrique
du module. Ainsi, le comportement électro-thermo-mécanique apparaît dans un premier temps
comme fortement couplé. Afin de simplifier le problème, seules les résistivités électriques ρ des
composants les plus critiques, soit les deux puces IGBT, les quatre métallisations, ainsi que les
fils de connexion, sont supposés dépendre de la température. Celles-ci sont considérées comme
dépendantes linéairement de la température dans la plage d’utilisation du module :

ρ = a(T + T0) + b (3.1)

où T est l’augmentation de la température par rapport à la température initiale T0. Les autres
propriétés électriques, thermiques etmécaniques, sont considérées comme constantes. Le compor-
tement mécanique est pris dans un premier temps comme linéaire élastique, et une loi cohésive
modélise la propagation de la fissure. Un comportement plus complexe et plus réaliste de la
physique, modélisant par exemple le comportement plastique ou le fluage, est envisagé à la suite
de ces premiers travaux.

Le couplage multiphysique, schématisé sur la Figure 3.2, est donc le suivant : les pertes
par effet Joule dues à la distribution de courant et à la résistivité des matériaux génèrent une
augmentation de température. En retour, la température modifie la distribution de courant
et les pertes via les conductivités électriques dépendantes de la température. La température
occasionne aussi des contraintes thermiques qui créent des fissures, qui à leur tour, augmentent
les résistances thermiques et électriques de contact entre les fils et la métallisation de la puce,
modifiant ainsi la répartition du potentiel électrique et de la température.

3.3 Stratégie de résolution
Le comportement du module peut cependant être simplifié. En effet, les modules testés dans

ces conditions de chargement ont des durées de vie de plusieurs centaines de milliers de cycles,
voire de l’ordre du million de cycles. La fissure décollant les fils de connexion se propage donc
au cours de ce grand nombre de cycles. Par conséquent, la cinétique du mécanisme de fissuration
est bien plus faible que les temps caractéristiques thermique et électrique. Il est ainsi possible de
découpler le problème de mécanique du problème électro-thermique.
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électrique
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Figure 3.2 – Couplage électro-thermo-mécanique d’un module de puissance.

3.3.1 Découplage du problème de mécanique
Afin de découpler les problèmes, le problème électro-thermique est résolu pour toute valeur

constante de longueur de fissure. Le problème est résolu sur un nombre de cyclesN th permettant
d’atteindre le régime thermique permanent. Ce régime électro-thermique, prenant effet à la fin
du régime transitoire, est caractérisé par la répétition d’un même cycle limite électro-thermique.
En obtenant le comportement électro-thermique sur toute la plage d’évolution de la fissure,
celui-ci est alors connu pour toute la durée de vie du module. Pour ce faire, la longueur de fissure
l est considérée comme un paramètre du problème électro-thermique, le potentiel électrique et
la température étant cherchés sous la représentation explicite V (x, t,p, l) et T (x, t,p, l). Ensuite,
le cycle limite thermique est utilisé comme chargement du problème de mécanique afin de
déterminer la vitesse de propagation de la fissure, pour chaque valeur de longueur de fissure.
En effet, en résolvant le problème de mécanique sur un nombre de cycles Nmec, la vitesse de
propagation de la fissure à la longueur l0 est estimée par le rapport de l’incrément de longueur
de fissure par le nombre de cycles Nmec :

∂l

∂N
=

l(Nmec)− l0
Nmec

(3.2)

Considérant cette vitesse de propagation, obtenue pour toute longueur de fissure, il est possible
de prédire la longueur de fissure obtenue après un incrément de∆N cycles à partir de la longueur
de fissure au cycle N , en effectuant un développement limité à l’ordre 1 :

l(N +∆N) = l(N) +
∂l

∂N
∆N (3.3)

La longueur de fissure est ainsi obtenue en fonction du nombre de cycles, et la durée de vie
du module est définie par le nombre de cycles nécessaires pour atteindre la longueur de fissure
finale.

3.3.2 Longueur de fissure équivalente
La surface de contact entre les fils et la métallisation forme une surface quasi-elliptique,

comme représenté sur la Figure 3.3a. Le contact ne forme pas une ellipse parfaite, car souvent
l’axe de symétrie vertical n’est pas exactement respecté, et la surface est plutôt assimilable à
deux demi-ellipses de grands axes différents mais de mêmes petits axes. La fissure menant au
décollement des fils de connexion se propage depuis les extrémités de la surface vers l’intérieur
de celle-ci, dans le sens longitudinal de l’ellipse. En appelant S l’aire de la surface de contact, une
longueur de fissure équivalente l, évoluant de 0 (lorsque la surface n’est pas fissurée) jusqu’à 1
(valeur pour laquelle la surface est complètement fissurée), est définie comme le ratio de l’aire
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fissurée sur l’aire de la surface de contact initiale S0 :

l =
S0 − S

S0
(3.4)

3.3.3 Paramétrisation de la longueur de fissure
La prise en compte de la fissure comme paramètre des problèmes électro-thermique et mé-

canique impose que son effet puisse être paramétrable. Une première approche consisterait
à utiliser une transformation géométrique pour décrire l’évolution de la longueur de fissure,
afin de travailler sur une géométrie comportant des conditions aux limites fixes, tel que fait
dans le Chapitre 2. Comme vu dans ce chapitre, cette méthode a l’avantage de fournir une
écriture explicite du problème en fonction de la longueur de fissure. Cependant, cette méthode a
l’inconvénient d’être intrusive, en modifiant les matrices élémentaires. Avec Ansys, cela conduit
à devoir utiliser des éléments finis utilisateurs. De plus, en 3D, l’expression des transformations
géométriques est complexe, menant à des transformations dépendantes de l’espace et de la
longueur de fissure. Chaque composante de la matrice élémentaire [B̂]T [Ĵ ]T [A][Ĵ ][B̂] de l’équa-
tion (2.59) par exemple, (qui est de taille 9 × 9), devrait donc être mise sous forme séparée,
et ce pour chaque domaine sur lequel s’applique une transformation géométrique. En raison
de ces difficultés, une approche différente est utilisée, dans laquelle l’effet de la fissure sur le
comportement est paramétré, plutôt que la longueur de fissure elle-même.

Pour le comportement électro-thermique, la fissure impacte directement la résistance de
contact entre le fil et lamétallisation. Par conséquent, son effet peut semodéliser par une résistance
de contact uniforme sur la surface de contact initiale. Les valeurs des résistances de contact sont
obtenues par simulations, pour différentes longueurs de fissure. Pour cela, la configuration de la
surface fissurée doit être définie. Nous supposons qu’elle est circulaire, comme illustré sur la
Figure 3.3b, où la surface non-fissurée est l’intersection de la surface initiale et d’un cercle de
rayon r. Sur cette figure, la surface bleue est la surface non-fissurée tandis que la surface grise
représente la surface fissurée. Afin d’obtenir les résistances de contact, des calculs directs sont

(a) Surface initiale

2r

(b) Surface après propagation de la fissure

Figure 3.3 – Évolution de la surface de contact avec une propagation circulaire de fissure.

effectués en considérant une géométrie simplifiée ne comportant qu’un seul fil. Les géométries et
conditions aux limites sont montrées sur la Figure 3.4. Un flux thermique est imposé au niveau
de la surfaceA située à l’extrémité du fil et la température de la surface inférieureB de la brasure
est imposée. Pour le problème électrique, un courant est imposé sur la surface A bleue, et le
potentiel est fixé à zéro sur la surface B rouge située à l’extrémité du fil. Au niveau du contact,
la surface fissurée est imposée comme adiabatique et non-conductrice électriquement, tandis
qu’une conduction parfaite est imposée sur la surface saine. La résistance électrique est égale au
rapport de la différence des potentiels électriques entre les deux surfaces, et du courant imposé :

Re =
VA − VB

J
(3.5)
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(a) Géométrie du problème électrique de contact
(b) Géométrie du problème thermique de contact

Figure 3.4 – Géométrie des problèmes pour l’évaluation des résistances de contact.

De façon analogue, la résistance thermique est égale au rapport de la différence des températures
et du flux thermique :

Rth =
TA − TB

Q
(3.6)

Ces résistances comportent une part liée à la résistance de conduction des matériaux, et une liée
au contact :

Re = Rmat +Rcontact (3.7)
En variant la longueur de fissure, seule la résistance de contact est impactée, et peut ainsi être
déduite. Les valeurs des conductances électriques et thermiques sont représentées sur la Figure
3.5 en fonction de la longueur équivalente de fissure. Logiquement, les conductances tendent
vers +∞ quand la longueur de fissure tend vers 0 (les résistances de contact tendent vers 0), et
tendent vers 0 quand la longueur de fissure tend vers 1 (la surface étant complètement fissurée,
les flux ne sont plus conduits au travers).
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(b) Conductance thermique de contact

Figure 3.5 – Évolution des conductances de contact avec la longueur de fissure

3.4 Paramètres incertains
L’objectif du modèle réduit construit dans ce chapitre est de pouvoir l’utiliser afin de

construire un jumeau numérique d’un module réel et d’en prédire la durée de vie restante au
cours de son utilisation. Les paramètres du modèle réduit doivent donc être des paramètres
à la fois influents sur la durée de vie du module, et à la fois incertains. Afin de déterminer les
paramètres à prendre en compte dans le modèle réduit, une liste non-exhaustive est présentée
dans le Tableau 3.1. Les deux critères, l’incertitude et l’influence du paramètre, sont évalués
sur une échelle de 0 (valeur pour laquelle le paramètre n’est pas influent ou complètement
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déterminé) à 5 (valeur pour laquelle le paramètre est très influent ou très incertain). La notation
des paramètres suivant cette échelle provient de l’expertise métier des ingénieurs. Le produit des
deux critères permet de choisir les paramètres du modèle réduit. Si le modèle réduit était utilisé
dans une phase de conception, afin de déterminer les paramètres optimaux permettant d’obtenir
la plus grande durée de vie sous certaines contraintes, le critère portant sur l’incertitude des
paramètres n’aurait pas lieu d’être, et d’autres paramètres seraient choisis.

Cette analyse fait ressortir cinq paramètres à la fois incertains et influents sur la durée de vie
du module. Ceux-ci sont :

— La conductivité électrique de la puce. En effet, cette conductivité électrique est directement
liée aux pertes électriques. Ces dernières sont responsables de l’augmentation de tempéra-
ture du module, et donc des contraintes thermiques induites. Or, la conductivité électrique
de la puce varie d’un module à un autre, comme l’indique la variation de la chute de
tension VCE dans les datasheets. Or, la tension VCE est proportionnelle à la résistivité
électrique de la puce. Par exemple, une datasheet typique peut indiquer, pour un courant
de 150A, une tension grille-émetteur VGE = 15V, une valeur nominale de la chute de
tension de la puce VCE,chip = 1, 7V, et une chute de tension maximale VCE,chip = 2, 15V,
ce qui représente une variation de 26, 5%. Aucune valeur n’est fournie pour la chute de
tension minimale.

— La conductivité thermique des matériaux utilisés pour les différents éléments du module,
qui, comme la conductivité électrique de la puce, impacte directement la température du
module et les contraintes thermiques.

— Les paramètres de la loi cohésive, qui impactent fortement à la fois le seuil de propagation
de la fissure et sa vitesse de propagation. Il est difficile d’établir avec certitude les valeurs
de ces paramètres, ce qui demanderait des essais mécaniques spécifiques qui n’ont jusqu’à
présent pas été effectués dans le cadre du contact fil-métallisation.

— La surface de contact entre le fil et la métallisation, dont des variations proviennent du
procédé de fabrication.

— La température de référence pour laquelle les contraintes thermiques au niveau du contact
fil-métallisation sont nulles. Cette température correspond à la température à laquelle le
soudage s’est effectué, et est liée aux contraintes résiduelles présentes à l’état initial du
module. Ces contraintes influent fortement sur la propagation de la fissure.

Afin de ne pas considérer un nombre trop important de paramètres dans le modèle, ce qui
serait trop coûteux numériquement pour les problèmes non-linéaires, seules la conductivité
électrique de la puce, la contrainte maximale de la loi cohésive σm, et la température de référence
T0 pour laquelle les contraintes thermiques sont nulles sont retenues comme paramètres du
modèle. Il faut également rajouter à ces paramètres la longueur de fissure qui permet d’obtenir
le comportement pour toute la plage d’utilisation du module. Ainsi, les champs solution des
problèmes électriques et thermiques sont recherchés sous la forme suivante, par exemple pour
le potentiel électrique :

V (x, t, a, b, l) =
Ne∑

i=1

Λe
i (x)λ

e
i (t)α

e
i (a)β

e
i (b)Γ

e
i (l) (3.8)

où a et b sont respectivement la pente et l’ordonnée à l’origine de la résistivité électrique de la
puce dépendante de la température, de l’équation (3.1). Le déplacement u dépend, en plus des
paramètres électriques, des deux paramètres mécaniques :

u(x, t, a, b, l, σm, T0) =
Nu∑

i=1

Λu
i (x)λ

u
i (t)α

u
i (a)β

u
i (b)Γ

u
i (l)ζ

u
i (σm)θui (T0) (3.9)
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3.5 Résolution d’un problème PGD avec Ansys
La résolution des problèmes par PGD conduit, comme vu au Chapitre 2, à des problèmes

globaux sur chacune des variables (espace, temps, paramètres). Ces problèmes sont de la nature
suivante :

— Une équation différentielle ou algébrique portant sur chacune des fonctions temporelles
ou paramétriques,

— Un problème éléments finis portant sur la fonction spatiale.
Le problème éléments finis conduit à la résolution d’un système matriciel de grande taille, de
l’ordre de plusieurs millions de degrés de liberté dans le cas de l’étude d’unmodule de puissance
3D. Sa résolution est la partie la plus coûteuse en temps de calcul pour la détermination d’un
nouveau mode PGD. Dans l’optique de réduire le temps de calcul de cette résolution, l’approche
proposée dans [Courard et al. 2016 ; Zou et al. 2018] consistant à utiliser le logiciel industriel, ici
AnsysMechanical, comme solveur externe est reprise. De cette manière, il est possible d’exploiter
les capacités du logiciel pour la résolution de problèmes éléments finis de grande taille. Les
résolutions des autres problèmes sont effectuées dans le code Python par simplicité, bien qu’il
soit possible de les effectuer avec le langage de programmation d’Ansys Mechanical.

Afin de pouvoir communiquer de manière efficace entre les deux codes, la librairie Python
PyMapdl est utilisée. Initialement faisant partie de la librairie PyAnsys développée par le MIT,
qui a été sous divisée en plusieurs librairies par la suite, PyMapdl permet de travailler interacti-
vement avec Ansys Mechanical APDL. Les commandes du langage de programmation d’Ansys
Mechanical, Ansys Parametric Design Language (APDL), sont traduites en commandes Python.
La librairie permet notamment :

— d’automatiser (scripter) l’utilisation d’Ansys Mechanical APDL (MAPDL) à travers son
language de programmation APDL ou Python,

— d’accéder aux objetsMAPDL en tant qu’objets Python (vecteurs, matrices, maillage, nœuds,
éléments, résultats,. . .),

— d’afficher la géométrie, le maillage, les solutions en utilisant PyVista dans des perspectives
de pré ou post-traitement.

Grâce à la technologie Grpc, la communication entre les deux codes est efficace et s’effectue très
rapidement, sans passer par l’écriture de fichiers textes volumineux sur le disque dur.

Ainsi, la structure de l’algorithme de détermination d’un nouveau mode PGD avec Ansys se
schématise par l’illustration de la Figure 3.6.

Plus spécifiquement, la résolution du problème spatial avec Ansys consiste tout d’abord à
assembler la matrice K̃ et le second membre F̃ du problème avec Python, puis à résoudre le
problème avec Ansys, celui-ci s’écrivant :

K̃Λn = F̃ (3.10)

La matrice et le vecteur du second membre sont donc, dans un premier temps, transférés dans
MAPDL. La matrice est ensuite factorisée afin de déterminer la solution du problème. Les lignes
de codes associées sont présentées dans l’Annexe A. Lamatrice et le secondmembre du problème
sont calculés à partir d’une ou plusieurs matrices et vecteurs. Ceux-ci sont obtenus avec MAPDL,
en ajoutant la commande WRFULL avant la commande SOLVE, ce qui permet de stopper le
processus après avoir assemblé les opérateurs et le second membre, mais avant de résoudre le
problème. Les objets peuvent ensuite être importés en tant qu’objets Python, afin de pouvoir
résoudre le problème temporel et les problèmes paramétriques.

La méthodologie globale afin de résoudre un problème PGD avec Ansys est la suivante :

https://mapdl.docs.pyansys.com/version/stable/
https://docs.pyansys.com/version/stable/
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Problèmes paramétriques

Problème temporel

Problème spatial

Convergence du
point fixe ?

Oui

Non

Λn

K̃, F̃

Figure 3.6 – Algorithme de point fixe pour la détermination d’un nouveau mode PGD avec
Ansys.

1. Créer dansAnsysWorbench le type d’analyse du problème (électrique, thermique, statique,
etc), et définir la géométrie avec Design Modeler ou SpaceClaim ainsi que les propriétés
des matériaux.

2. Editer ensuite le modèle avec l’interface graphique de Mechanical : définir les contacts,
procéder au maillage et spécifier les conditions aux limites.

3. Ajouter la ligne de commande ’WRFULL,1’ avant la résolution du problème, demandant à
Ansys de stopper l’analyse avant la résolution.

4. Exporter le fichier d’entrée .inp ou .dat du problème, et quitter Ansys Mechanical.
5. Dans Python, lancer une instance APDL via la librairie Pymapdl. Lire le fichier d’entrée

précédemment exporté afin de recréer le problème (maillage, conditions aux limites, etc).
6. Importer dans Python les matrices et vecteurs nécessaires à la résolution du problème

PGD.
7. Résoudre le problème PGD dans le code Python, en interagissant avec MAPDL pour la

résolution des problèmes matriciels.
Notons que la création du modèle pourrait s’effectuer directement dans Python en utilisant les
commandes APDL. Cependant, la géométrie est complexe et est importée depuis un modèle
fourni, ce qui est facilement réalisable dans Workbench. La modification de la géométrie et la
définition du modèle sont alors plus aisées en utilisant l’interface graphique.

Les spécificités de l’implémentation de la PGD dans le cadre de la modélisation d’un module
de puissance sont détaillées dans le paragraphe 3.6 ci-dessous.

3.6 Modèle réduit électro-thermique
Dans cette section, un modèle réduit électro-thermique 3D d’un module de puissance est

développé. Comme pour le modèle réduit développé dans le Chapitre 2, la PGD conduisant à des
problèmes globaux sur chacune des variables, uneméthode incrémentale ne peut pas être utilisée
pour résoudre le problème couplé. A la place, une méthode non-incrémentale de type Picard,
itérant globalement entre les deux physiques est utilisée. Elle consiste à résoudre alternativement
les problèmes PGD portant sur le comportement électrique et thermique du module, en obtenant
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des solutions globales sur l’ensemble de l’espace, du temps et des paramètres. L’algorithme itère
ainsi entre les deux physiques jusqu’à obtenir une convergence globale des deux solutions. Cette
méthode est illustrée sur la Figure 3.7.

Résolution de
V (x, t, p)

Résolution de
T (x, t, p)

Convergence de
T et V ?

Oui

Non

Figure 3.7 – Algorithme itératif global pour la résolution du problème électro-thermique couplé
par PGD.

Commençons par obtenir le modèle réduit électrique, connaissant la température issue de
l’itération précédente de l’algorithme.

3.6.1 Modèle réduit électrique
Le problème électrique est obtenu à partir de l’équation de Maxwell-Ampère dans le cadre

de l’approximation des régimes quasi-stationnaires (ARQS) :

div j = 0 (3.11)

où j est la densité volumique de courant en Am−2. En multipliant par une fonction test V ⋆ et en
intégrant cette équation sur le domaine spatial Ω, on obtient :

∫

Ω
div jV ⋆ dΩ = 0 (3.12)

Cela mène, en appliquant ensuite le théorème de la divergence :

−
∫

Ω
j · gradV ⋆ dΩ +

∫

∂Ω
j · nV ⋆ dS = 0 (3.13)

où n est la normale à la surface du domaine ∂Ω. En utilisant ensuite la loi d’Ohm locale

j = σE (3.14)

où σ est la conductivité électrique et E le champ électrique, et en introduisant un potentiel V tel
que le champ électrique découle du gradient du potentiel,

E = −gradV (3.15)

la formulation faible du problème électrique est obtenue :
∫

Ω
σ gradV ⋆ · gradV dΩ =

∫

∂JΩ
V ⋆J dS (3.16)

où J est le courant imposé sur le bord ∂JΩ du domaine, et où l’inconnue est le potentiel électrique
V . Ce problème est analogue à un problème de conduction thermique stationnaire, dans lequel
le potentiel électrique correspondrait à la température, le courant au flux de chaleur, et la
conductivité électrique à la conductivité thermique.

Dans le cadre de la fissuration des fils de connexion, il faut tenir compte du contact imparfait
au niveau des six surfaces de contact ∂cΩ entre les fils et la métallisation de la puce. Cette
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imperfection est modélisée par une résistance de contact Re(l) = 1/Se(l), égale à l’inverse
de la conductance. Le courant traversant la surface de contact est continu. Ainsi, le courant
jm = σm gradV · nmw traversant la surface de contact de la métallisation est égal au courant jw
traversant la surface de contact du fil :

jc = jm = jw = −σm gradV · nm = σw gradV · nw (3.17)

où nm est la normale extérieure à la surface de contact de la métallisation, et nw la normale à la
surface du fil.

La résistance de contact crée un saut de potentiel électrique entre le potentiel Vm de la surface
de contact de la métallisation et le potentiel Vw de la surface de contact du fil. Cette différence de
potentiel est égale au produit de la résistance et du courant traversant la surface :

JV K = Vm − Vw = Re(l)jc (3.18)

La formulation faible du problème devient alors :
∫

Ω
σ gradV ⋆ · gradV dΩ +

∫

∂cΩ
Se(l)JV ⋆KJV KdΩ =

∫

∂JΩ
JV ⋆ dS (3.19)

Sous forme semi-discrétisée spatialement, l’équation matricielle s’écrit :

V ⋆TKV + Se(l)V
⋆TKcV = V ⋆TJ (3.20)

oùK est la matrice de conductivité électrique,Kc la matrice de conductivité du contact, pour
une valeur de conductance de S = 1WK−1m−2, et où V et J sont respectivement le potentiel
électrique et le courant sous forme discrétisée de vecteur. Le contact entre les six fils est traité par
des éléments de contact (éléments CONTA174), permettant de ne pas ajouter de degré de liberté
supplémentaires, contrairement à la méthode des multiplicateurs de Lagrange. La structure de
la matrice de conductivité électrique n’est donc pas modifiée, ce qui permet d’implémenter plus
facilement la PGD. Les autres contacts entre les différents matériaux sont traités par la méthode
Multiple Point Constraints (MPC) en imposant un contact parfait, ou non pris en compte. Dans ce
dernier cas, les nœuds de l’unique surface de contact sont partagés par les éléments des deux
composants.

Afin de prendre en compte l’influence de la température sur les conductivités électriques
des six fils, de la métallisation, et de la puce, la matrice K est décomposée en une somme de
matrices, chacune associée à un de ces composants, et une à l’ensemble des composants restants :

K = Kfils +Kmet +KIGBT +Kcomp (3.21)

La solution du modèle PGD électrique est cherchée sous la forme suivante :

V (x, t, a, b, l) =

Ne∑

i=1

Λi(x)λi(t)αi(a)βi(b)Γi(l) (3.22)

connaissant la température sous une forme séparée similaire.
La difficulté de l’implémentation du problème électrique avec Ansys provient de l’évaluation

du comportement électrique, c’est-à-dire des conductivités électriques dépendantes de la tempé-
rature. En effet, rappelons que la dépendance des conductivités électriques à la température est
non-linéaire :

σ(x, t, a, b, l) =
1

a(T0 + T (x, t, a, b, l)) + b
(3.23)
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Connaissant la température sur tout le domaine spatial, temporel et paramétrique, il faudrait
ainsi assembler une matrice de conductivité à tous les pas de temps et toutes les valeurs de
paramètres. Afin d’éviter cette opération coûteuse en temps, la conductivité de chaque matériau
dépendant de la température est mise sous forme séparée dans le code Python. Par exemple,
pour la conductivité des fils :

σf =

Nσf∑

i=1

= Λ
σf

i (x)λ
σf

i (t)α
σf

i (a)β
σf

i (b)Γ
σf

i (l) (3.24)

De cette manière, il suffit ensuite d’évaluer Nσf
matrices de conductivité, associées chacune à la

fonction spatiale Λσf

i . Cependant, pour des raisons inconnues, il n’est pas possible d’imposer
un champ spatial de conductivité ou résistivité électrique dans la version d’Ansys 2021R1, bien
que cette fonctionnalité existe pour un champ de module de Young par exemple. La stratégie
consiste alors à imposer un champ de température Ti, tel que la conductivité pour ce champ de
température soit égale à la fonction spatiale Λσf

i :

Λ
σf

i =
1

a(T0 + Ti) + b
(3.25)

Ainsi, après avoir calculé ce champ thermique dans Python et l’avoir imposé dans Ansys, la
matrice de conductivité électriqueKf

i associée à la fonction spatialeΛσf

i est obtenue, et la matrice
de conductivité des fils peut s’écrire sous la forme :

Kfils =

Nσf∑

i=1

= Kf
i λ

σf

i (t)α
σf

i (a)β
σf

i (b)Γ
σf

i (l) (3.26)

La procédure est appliquée de manière identique pour les autres composants dépendant de la
température, ce qui permet d’obtenir la matrice de conductivité électrique globale sous forme
séparée. La procédure PGD standard est ensuite employée afin d’obtenir la solution.

3.6.2 Modèle réduit thermique
Le courant électrique génère une densité volumique de pertes par conduction pJ , qui est

égale au produit de la conductivité σ par le carré du gradient du potentiel électrique V :

pJ = σ(∇V )2 (3.27)

L’équation régissant l’évolution de l’augmentation de la température est obtenue de manière
similaire à celle détaillée dans la Section 2.5.1. On obtient, en considérant la température initiale
égale à la température de convection, et en tenant compte de la conductance thermique de contact
Sth entre les six fils et la métallisation :
∫

Ω
ρcpT

∗∂T

∂t
dΩ +

∫

Ω
k∇T ∗ ·∇T dΩ +

∫

∂cΩ
Sth(l)JT ⋆KJT KdΩ

+

∫

∂hΩ
hT ∗T dS =

∫

Ω
T ∗σ(∇V )2 dΩ (3.28)

où h est le coefficient d’échange par convection. Sous forme discrétisée par éléments finis, l’équa-
tion est la suivante :

T ⋆TCṪ + T ⋆TKT + Sth(l)T
⋆TKcT = T ⋆TFth (3.29)
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oùC est la matrice de conductivité thermique,K la matrice de conduction regroupant également
le terme de convection, Kc la matrice de conduction liée au contact, et Fth le chargement du
problème.

La difficulté de l’implémentation du problème thermique avec Ansys réside dans l’évaluation
de ce second membre. En effet, la fonction permettant de calculer le gradient spatial d’un champ
n’est pas directement accessible par l’utilisateur. Une stratégie doit donc être mise en œuvre afin
de calculer le chargement du problème thermique. Le potentiel électrique étant obtenu sous
forme séparée, son gradient est déterminé par le gradient des fonctions spatiales :

∇V =
Ne∑

i=1

∇Λe
i (x)λ

e
i (t)α

e
i (a)β

e
i (b)Γ

e
i (l) (3.30)

Afin d’obtenir le gradient de chaque fonction spatiale, un problème fictif est résolu, en imposant
la valeur de tous les degrés de liberté à la valeur de la fonction. Ainsi, la fonction devient la
solution du problème dans Ansys Mechanical. Pour ce faire, chaque fonction spatiale Λi étant
connue sous la numérotation des degrés de liberté car issue de la résolution d’un problème
éléments finis, doit d’abord être ordonnée par numéro de nœud. Ensuite, le potentiel électrique
de chaque nœud est imposé à la valeur de la fonction. Les commandes APDL associées à ces
opérations sont présentées en Annexe A. Le problème fictif est ensuite résolu, suite auquel Ansys
post-traite la solution. Le gradient de la fonction peut ensuite être issu du post-traitement. Une
première idée serait d’exporter le champ électrique de la solution, qui est au signe près le gradient
du potentiel électrique :

E = −gradV (3.31)

Cependant, la valeur du champ électrique retournée par Ansys est la valeur moyennée sur
l’élément. Or, les éléments finis utilisés parAnsys étant quadratiques pour unproblème électrique,
le gradient du potentiel n’est en réalité pas constant par élément, et l’erreur commise lors du
calcul de la puissance dissipée par effet Joule est importante sur les éléments comportant un fort
gradient du potentiel électrique. En effet, pour calculer la puissance dissipée par effet Joule, il est
préférable d’élever d’abord le gradient au carré avant d’effectuer la moyenne sur les points de
Gauss de l’élément, comme montré sur la Figure 3.8. Sur cet exemple d’illustration, la moyenne
de la première composante du gradient obtenu aux quatre points d’intégration de l’élément vaut
−1/2, qui élevé au carré vaut 1/4, tandis que la moyenne des carrés des gradients est égale à
0, 46.

(a) Potentiel électrique

(
−0.962

0

)

(
−0.962

0

) (
−0.038

0

)

(
−0.038

0

)

0

1

(b) Gradient du potentiel électrique

Figure 3.8 – Illustration d’un quadrangle ayant un fort gradient de potentiel électrique. Les
nœuds sont représentés par les cercles noirs et les points d’intégration par les croix bleues.
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Afin de réduire cette erreur, chaque composante E2
x, E2

y et E2
z de la moyenne du carré du

gradient est calculée et exportée grâce au calcul de la puissance dissipée par effet Joule. Pour
cela, trois problèmes fictifs sont résolus en imposant la conductivité électrique des matériaux
égale à 1 pour la composante souhaitée et égale à une valeur très faible pour les deux autres
composantes. Le gradient de la fonction spatiale est enfin obtenu en prenant la racine carré et en
la multipliant par l’opposé du signe du champ électrique.

Une fois que les gradients des fonctions spatiales sont obtenus, la puissance dissipée par effet
Joule est calculée dans le code Python, en prenant comme valeur élémentaire de la conductivité
électrique la moyenne de la conductivité des nœuds de l’élément. La température n’ayant pas
un fort gradient sur les éléments (contrairement à la tension électrique sur certains éléments),
l’erreur commise est négligeable.

La Figure 3.9 valide l’approche utilisée en comparant la puissance élémentaire obtenue avec
cette approche à partir du potentiel obtenu par un calcul direct, à la puissance obtenue par le
calcul électrique direct avec Ansys.
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Figure 3.9 – Comparaison entre la valeur de référence de la puissance volumique dissipée par
effet Joule calculée par Ansys et son approximation.

3.6.3 Résultats du problème électro-thermique
Le problème électro-thermique a tout d’abord été créé dans Workbench, comme décrit par la

procédure de la Section 3.5. Sans utiliser de méthode de réduction de modèle, le comportement
électro-thermique est classiquement résolu dans Ansys par une méthode monolithique. Dans
Workbench, cela implique l’utilisation du bloc thermo-électrique, résolvant le problème couplé.
La méthode utilisée pour résoudre le problème par PGD est une méthode partitionnée. Elle
impose donc d’utiliser un bloc électrique et un bloc thermique, partageant uniquement le même
modèle, mais n’échangeant pas les résultats. Cette configuration est montrée sur la Figure 3.10.
L’échange des informations est traité par le code, comme précédemment décrit.

Les propriétés des matériaux utilisés dans le modèle 3D sont présentées dans le Tableau 3.2,
où ρ est la résistivité électrique et ρv la masse volumique. La résistivité électrique de la puce est
orthotrope afin de modéliser la conduction verticale de la puce. Les valeurs de la résistivité dans
les directions x et y sont prises très grandes, tout comme les résistivités des diodes qui sont à l’état
bloqué, et de la céramique qui n’est pas conductrice. Les valeurs des paramètres des résistivités
dépendantes de la température sont listées dans le Tableau 3.3. La résistivité électrique de la puce
a été obtenue à l’aide de la datasheet, pour une valeur de la tension grille-émetteur VGE = 11V.
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Figure 3.10 – Configuration du problème électro-thermique dans Workbench pour la résolution
par PGD.

Table 3.2 – Propriétés électro-thermo-mécaniques des matériaux du modèle 3D.

Matériau ρ
[Ω/m]

k
[W/m/K]

cp
[J/kg/K]

ρv
[kg/m3]

E
[GPa]

ν
[−]

α
[ppm]

Cuivre 1,7 ×10−8 400 390 8930 97 0,34 17
Céramique 108 170 720 3300 110 0,25 18

Silicium IGBT ρIGBT (T ) 150 710 2330 131 0,28 4,1
Silicium diodes 108 150 710 2330 131 0,28 4,1

Brasure 1, 6× 10−7 55 210 7360 35 0,31 26
Al. fils ρf (T ) 237 900 2700 76 0,35 23,5

Al. métallisations ρm(T ) 237 900 2700 76 0,35 23,5
Graisse thermique 10−8 1 1,4 2 - - -

Cette valeur, plus faible que la valeur nominale de 15V, a été choisie lors des essais de durée de
vie afin de rendre le composant plus résistif pour atteindre des amplitudes thermiques d’environ
70◦C. Le problème est résolu pour une plage de variation de ±20% des paramètres a et b.

Table 3.3 – Propriétés des résistivités électriques ρ(T ) = a(T0 + T ) + b dépendantes de la
température. La température est en degrés Celsius.

Composant a [Ωm−1K−1] b [Ωm−1]
Puce 1, 23× 10−5 1, 32× 10−2

Métallisation 1, 25× 10−10 2, 41× 10−8

Fils 1, 47× 10−10 3, 71× 10−8

La température initiale dumodule est T0 = 30◦C, qui est également la température du liquide
de refroidissement. Le coefficient de convection est égal à h = 3000 Wm−2K−1. Les cycles du
courant sont composés d’un temps tON = 0, 2s durant lequel le courant vaut 150A et d’un temps
tOFF = 0, 4s durant lequel le courant est nul. 50 cycles sont simulés, afin d’obtenir un cycle
thermique limite.

La convergence du problème électro-thermique a été obtenue en 3 itérations, comme lemontre
la Figure 3.11, représentant les évolutions au cours des itérations globales de la tension électrique
et la température du module sur les premiers cycles. Ces grandeurs sont montrées au point de
l’espace où elles sontmaximales. Lors de la première itération, le potentiel électrique est calculé en
considérant une température constante et homogène, c’est pourquoi le potentiel est constant lors
de la phase d’échauffement du cycle. Lors de l’itération suivante, le nouveau profil de température
est considéré, et les matériaux deviennent plus résistifs avec l’augmentation de température.
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Le potentiel électrique augmente donc lors de la phase d’échauffement, même si le courant est
constant durant cette phase. Les résultats obtenus après la troisième itération de l’algorithme
sont proches de ceux obtenus à l’issue de l’itération précédente (ils apparaissent confondus sur
la Figure 3.11), la convergence est alors atteinte. L’amplitude des cycles thermiques de la Figure
3.11b est d’environ 70◦C, ce qui correspond bien au comportement mesuré expérimentalement.

La solution du problème électrique a été obtenue en calculant 5 modes, tandis que la tempé-
rature, du fait du terme transitoire plus difficile à capter correctement, est décrite par 13 modes.
L’évolution de l’amplitude des modes thermiques est montrée sur la Figure 3.12.

Les premier et troisième modes du potentiel électrique sont montrés sur la Figure 3.13,
où chaque mode correspond au produit des fonctions d’une colonne. Seuls les composants
supérieurs à la semelle sont montrés sur les fonctions spatiales. Les premier et deuxième modes
thermiques sont présentés sur la Figure 3.14. Comme cela est classiquement le cas pour la PGD,
les premiers modes captent la solution de manière globale, et les modes suivants permettent de
capter les effets locaux de la solution, ou les dépendances paramétriques. Le troisième mode du
potentiel électrique contient l’effet de la fissuration des fils sur la solution : la fonction spatiale
comporte une variation importante au niveau des six fils qui s’endommagent, et la fonction
paramétrique Γ(l) dépendante de la longueur de fissure évolue bien plus que celle du premier
mode. Les résultats électro-thermiques mettent également en évidence que le paramètre a,
correspondant à la pente de la résistivité électrique de la puce impacte peu le potentiel électrique
et la température. Le paramètre b est bien plus influant. Par conséquent, le paramètre a ne sera
pas pris en compte dans le modèle mécanique.

(a) Convergence de la tension électrique (b) Convergence de la température

Figure 3.11 – Convergence du problème électro-thermique.

Le faible impact du paramètre a se confirme également sur l’évolution de la température
de jonction, comme montré sur la Figure 3.15. Cette figure illustre l’impact des paramètres
sur le cycle limite de la température de jonction, calculée ici comme la température moyenne
de la surface de la puce IGBT top. En revanche, le paramètre b est bien plus influant, comme
montré également sur cette figure. La Figure 3.15 montre également que, de manière attendue,
l’amplitude des cycles thermiques augmente avec la résistivité de la puce (ce qui correspond à
des valeurs plus grandes de a et b). Une amplitude de 70◦C de la température de jonction est
obtenue pour des valeurs de b/b0 proches de 1,2.
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Figure 3.12 – Évolution de la norme des modes de la température, par rapport à la norme du
premier mode. Les modes sont orthogonalisés par rapport aux fonctions spatiales.

3.6.4 Comparaison avec un calcul direct issu de Ansys
Afin de valider le modèle réduit électro-thermique, les résultats PGD sont comparés avec les

résultats issus d’un calcul direct. Le problème comporte 3,83 millions degrés de liberté et est
résolu à l’aide de douze cœurs d’un ordinateur comportant deux processeurs Intel Xeon CPU
E5-2630 v4, dont la fréquence est de 2,20 GHz. La résolution du problème couplé par la méthode
monolithique utilisée pour un problème électro-thermique dans Ansys demande environ 12
minutes pour chaque pas de temps. La simulation de 50 cycles, en utilisant 30 pas de temps par
cycle, demanderait ainsi environ 300 heures de calcul, soit 12,5 jours. L’exploration du domaine
paramétrique, si chaque paramètre est discrétisé par 101 points, est par conséquent impossible.

Grâce à la PGD, la solution du problème couplé électro-thermique est obtenu en moins de
24h, et ce sur tout le domaine paramétrique, en réalisant 3 itérations globales.

Afin de diminuer le temps de calcul associé à la résolution de référence, une méthode
partitionnée est utilisée, sans itérer entre les physiques à chaque pas de temps.

Sur la Figure 3.16, le potentiel électrique VPGD obtenu avec la PGD est comparé à la solution de
référence Vref pour les valeurs nominales des paramètres, et une longueur de fissure équivalente
nulle. La comparaison est effectuée à la fin du temps d’échauffement du deuxième cycle. La
comparaison montre une très bonne concordance des résultats. L’erreur commise, définie par
eV = ||Vref − VPGD||/||Vref || est égale à eV = 1, 06 %. Comme attendu, le potentiel électrique
est plus élevé sur la feuille de cuivre sur laquelle le courant est imposé, et diminue au cours du
trajet du courant.

La même comparaison est effectuée pour la température sur la Figure 3.17. La température
du module est maximale au niveau des puces, qui chauffent dû à la grande résistivité des puces
et au fort courant les traversant. L’erreur la plus importante est localisée au niveau des fils de
l’IGBT top. Cette erreur est cependant maximale sur la partie supérieure des fils, mais faible
au niveau des contacts entre les fils et la métallisation de la puce. L’erreur entre la PGD et la
solution de référence est de eT = 4, 88%. Cette erreur décroit lors du refroidissement du module.
La comparaison de la température à la fin du deuxième cycle est montrée sur la Figure 3.18. A
cet instant, l’erreur commise est de eT = 3, 32 %.
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Figure 3.13 – Premier mode (correspondant au produit des fonctions de la première colonne) et
troisième mode (deuxième colonne) du potentiel électrique. L’encadré des fonctions

temporelles présente un zoom de celles-ci sur 2 cycles.
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deuxième mode (deuxième colonne) de la température. L’encadré des fonctions temporelles

présente un zoom de celles-ci sur 2 cycles.



80 Chapitre 3. Modèle réduit 3D non-intrusif

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Temps [s]

60

70

80

90

100

110

Te
m
pé

ra
tu
re
 [

∘
C]

a∘a0=1
a∘a0=0.8
a∘a0=1.2

(a) Impact de a

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Temps [s]

60

80

100

120

Te
m
pé

ra
tu
re
 [

∘
C]

b∘b0=1
b∘b0=0.8
b∘b0=1.2

(b) Impact de b

Figure 3.15 – Impact des paramètres sur le cycle limite de la température de jonction

(a) Calcul direct (b) PGD

(c) Différence

Figure 3.16 – Comparaison entre le potentiel électrique (en Volt) obtenu avec un calcul direct et
la solution PGD. La solution est montrée pour la valeur nominale des paramètres

(a/a0 = 1, b/b0 = 1), à la fin du temps d’échauffement du deuxième cycle, et pour un
endommagement nul.
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(a) Calcul direct (b) PGD

(c) Différence

Figure 3.17 – Comparaison entre la température obtenue (en degrés Celsius) avec un calcul
direct et la solution PGD. La solution est montrée pour la valeur nominale des paramètres

(a/a0 = 1, b/b0 = 1), à la fin du temps d’échauffement du deuxième cycle, et pour un
endommagement nul.
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(a) Calcul direct (b) PGD

(c) Différence

Figure 3.18 – Comparaison entre la température obtenue (en degrés Celsius) avec un calcul
direct et la solution PGD. La solution est montrée pour la valeur nominale des paramètres, à la

fin du deuxième cycle, et pour un endommagement nul.
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3.7 Modèle réduit mécanique
Le modèle électro-thermique permet d’obtenir le potentiel électrique et la température du

module en fonction de la longueur de fissure. L’objectif du problème demécanique est, à partir du
chargement thermique, de calculer l’évolution de la longueur de fissure en fonction du nombre
de cycles. Ainsi, une fois cette évolution obtenue, les comportements électrique, thermique et
mécanique du module seront connus en fonction du nombre de cycles endurés par le module.

Une fois le modèle réduit électro-thermique obtenu, le cycle limite thermique en est extrait
pour constituer le chargement du problème de mécanique. En première approximation, le cycle
limite thermique est également considéré comme étant le chargement du problème pour les
cycles initiaux, qui correspondent au régime transitoire. De fait, cela surestime la propagation de
la fissure durant les premiers cycles. Les cycles transitoires pourront éventuellement être pris
en compte dans un second modèle pour corriger ce biais. Cette erreur a cependant une faible
incidence sur la durée de vie, le régime transitoire étant très court par rapport à la durée de
vie du module. Afin de diminuer le temps de calcul du modèle numérique, la géométrie est
simplifiée, et ne contient qu’un seul fil. Le fil choisi est un des deux fils les plus au centre de la
puce, et subissant en conséquent des plus grandes variations de température. Une zone cohésive
est créée à l’interface entre le fil et la métallisation de la puce afin de modéliser la propagation
de la fissure. De plus, la géométrie comporte uniquement les éléments supérieurs du module
pouvant influer sur le comportement local du contact fil-métallisation. La géométrie est présentée
sur la Figure 3.19.

Un nouveau maillage est par conséquent généré. Le nouveau maillage permet également
d’utiliser des éléments linéaires qui suffisent à modéliser le comportement mécanique de la struc-
ture, des éléments quadratiques étant utilisés précédemment pour le calcul électro-thermique.
Les fonctions spatiales des modes de la température doivent donc être projetées sur le maillage
mécanique à l’aide de l’opérateur APDL ∗MOPER.

Figure 3.19 – Géométrie du problème de mécanique.

3.7.1 Paramétrisation de la longueur de fissure
Afin de paramétrer la longueur de fissure sans utiliser une transformation géométrique, qui

serait difficile à mettre en œuvre dans le cadre de la géométrie 3D, une loi cohésive utilisateur
est utilisée. Celle-ci permet de définir la contrainte maximale de la loi cohésive σm variant
sur la surface cohésive. Afin de définir une fissure, la contrainte maximale est nulle sur la
zone fissurée (σm = 0), et égale à sa valeur nominale sur la zone saine (σm = σ0

m), comme
montré sur la Figure 3.20. L’utilisation d’une loi cohésive utilisateur avec Ansys se fait via le
sous-programme FORTRAN userCZM.F qu’il faut d’abord éditer puis compiler. De nombreux
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Figure 3.20 – Évolution spatiale de la contrainte maximale de la loi cohésive utilisateur utilisée
pour le paramétrage de la longueur de fissure.

éléments sont personnalisables dans Ansys, tels que les éléments utilisateurs (userElem.F), une
loi matériau (userMat.F, une loi de fluage (userCreep.F), etc. La procédure afin d’éditer un élément
personnalisable est la suivante :

1. Copier les sous-programmes à personnaliser depuis le dossier "/customize/user/" (l’em-
placement ou le nomde ce dossier peuvent varier suivant les installations) dans un nouveau
dossier de travail working_directory.

2. Editer les sous-programmes copiés.
3. Compiler les sous-programmes, et créer une Dynamic Link Library. Pour cela, sous linux,

il faut charger les compilateurs intel et gcc, puis, en se plaçant dans le dossier contenant
les sous-programmes modifiés, exécuter le programme ANSUSERSHARED qui se trouve
dans le dossier "/customize/user/".

4. Créer la variable d’environnement ANS_USER_PATH pour indiquer à Ansys le che-
min contenant la Dynamic Link Library, via la ligne "export ANS_USER_PATH = wor-
king_directory" que l’on écrira dans le fichier .bashrc.

Pour utiliser la loi cohésive utilisateur, la commande ’TB’ est utilisée, permettant d’utiliser un
tableau pour des propriétés matériaux, avec l’option "TBOPT=’USER’". Les propriétés de la loi
cohésive utilisateur, ainsi que la longueur de fissure, sont ensuite spécifiées avec la commande
"TBOPT".

3.7.2 Problème à résoudre
Le problème mécanique 3D est le même que celui présenté dans le Chapitre 2, et correspond

à un problème d’élasticité comportant une non-linéarité due à une zone cohésive. La loi cohésive
utilisée est la loi exponentielle. Afin de modéliser la propagation de la fissure au cours des cycles,
il est possible de définir une variable d’endommagement dégradant la contrainte maximale
de la loi cohésive [Roe et Siegmund 2003]. L’endommagement est défini à partir de la limite
d’endurance en fatigue de la loi cohésive, et s’accumule au cours des cycles. L’utilisation de cette
loi est complexe pour deux raisons. La première est qu’elle n’est pas implémentée dans Ansys, et
demanderait alors des développements additionnels, en utilisant une loi cohésive utilisateur, par
exemple. La seconde est que la longueur de fissure est paramétrée dans le problème à résoudre.
Or, l’endommagement associé à une longueur de fissure ne peut pas être connu à l’avance. Pour
contourner cette dernière difficulté, une solution est de considérer que l’endommagement se
localise en pointe de fissure, et que par conséquent, l’endommagement peut être considéré nul à
l’initialisation du problème pour toute longueur de fissure.

Pour des raisons de simplicité, la loi classique ne dépendant pas de l’endommagement
accumulé au cours des cycles est utilisée. Cependant, la contrainte maximale de la loi cohésive
est un paramètre du modèle PGD de mécanique. Le comportement, et donc l’évolution de la
longueur de fissure, sont obtenus en fonction de ce paramètre. Celui-ci est recalé au cours de
l’utilisation du modèle pour la prédiction de la durée de vie d’un module au cours de son
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utilisation. L’assimilation des mesures issues du module, ainsi que le recalage, s’effectuent de
façon séquentielle. Dès lors, il est possible de recaler l’évolution temporelle de la contrainte
maximale de la loi cohésive à l’aide des mesures acquises au cours du temps.

En suivant le même formalisme que celui décrit dans le paragraphe 2.5.2, la formulation du
problème de mécanique, sous forme semi-discrétisée, est la suivante :

Ku+Kc(u)u = f (3.32)

Notons que la contrainte maximale de la loi cohésive est un facteur proportionnel à la matrice de
rigidité cohésiveKc. En effet, en considérant la matrice de rigidité cohésiveK0

c obtenue pour
une contrainte maximale égale à sa valeur nominale, la matrice s’écrit Kc = σmK0

c où σm est la
variation de la contrainte nominale. Ainsi, la prise en compte de ce paramètre dans le modèle
réduit est aisée.

La méthode utilisée pour résoudre ce problème non-linéaire en utilisant la méthode PGD
est la même que celle du Chapitre 2, décrite dans la Section 2.7.3, c’est-à-dire une méthode
non-incrémentale mais itérative globale, de type Picard. Rappelons son principe. La première
itération de l’algorithme consiste à calculer une prédiction élastique de la solution :

Ku0 +Kc(0)u0 = f (3.33)

Cette solution est obtenue sur l’ensemble du domaine temporel et paramétrique grâce à la PGD.
Elle ne vérifie généralement pas l’équilibre mécanique, c’est-à-dire que le résidu r, calculé lui
aussi à tous les pas de temps et valeurs des paramètres, n’est pas nul :

r(t,p) = f − (K +Kc(u0))u0 (3.34)

Ainsi, une nouvelle solution δu est calculée afin d’apporter une correction à la prédiction élas-
tique :

Kδu+Kc(u0)δu = r (3.35)
et une nouvelle approximation de la solution est obtenue : u1 = u0 + δu. L’algorithme itère ainsi
de suite jusqu’à ce que la convergence soit atteinte, c’est-à-dire que la norme du résidu global
soit inférieure à un critère de convergence donné. Notons que la matrice de rigidité tangente
Kt = ∂r/∂u peut être utilisée dans l’équation (3.35) au lieu de la matrice de rigidité sécante
(K +Kc), ce qui permet d’accélérer la convergence de l’algorithme.

La difficulté de l’implémentation de cette méthode avec un logiciel industriel réside en
l’évaluation du résidu et de lamatrice de rigidité à partir d’un champu(t,p) connu sur l’ensemble
du temps et des paramètres. En effet, la fonction calculant le résidu et la matrice de rigidité n’est
pas une fonction directement accessible par l’utilisateur, ces opérations étant effectuées dans la
routine de résolution SOLVE qui résout le problème à un pas de temps donné. Une stratégie doit
alors être mise en place afin d’évaluer ces termes non-linéaires.

3.7.3 Evaluation des termes non-linéaires
Afin de construire une méthode pour évaluer les termes non-linéaires, il est nécessaire de

comprendre commentAnsysMechanical résout un problème non-linéaire, à un jeu de paramètres
fixé. Le logiciel utilise uneméthode incrémentale deNewton-Raphson. Les options de laméthode
sont imposées par les commandes NROPT et NEQIT. La première permet de préciser le type
de matrice utilisée (matrice de rigidité tangente, matrice séquente, ou constante au sein d’un
même pas de temps...) et la seconde précise le nombre maximal d’itérations. Un prédicteur peut
également être utilisé afin d’accélérer la convergence. La méthode de Newton-Raphson consiste,
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à chaque pas de temps, à résoudre un problème linéarisé et à itérer jusqu’à la convergence, avant
de passer au pas de temps suivant. A un pas de temps j, l’algorithme commence par initialiser
la solution du pas de temps j par la solution uj−1 convergée du pas de temps précédent :

u0
j = uj−1 (3.36)

puis évalue le résidu :
r0 = fj − (K +Kc(u

0
j ))u

0
j (3.37)

L’équation suivante est ensuite résolue, afin d’obtenir une nouvelle approximation de la solution :

Ktδu = r0 (3.38)

La matrice de rigidité tangente est utilisée afin d’accélérer la convergence de l’algorithme. La
solution est ensuite mise à jour :

u1
j = u0

j + δu (3.39)
L’algorithme itère ainsi de suite jusqu’à ce que la norme du résidu soit plus petite que le critère de
convergence. Cet algorithme est schématisé par la Figure 2.14a et est synthétisé dans l’Algorithme
6, comportant également la boucle sur les pas de temps. Remarquons que l’algorithme deNewton-
Raphson est très similaire à l’approche itérative globale de Picard utilisée avec la méthode PGD.
La différence entre ces méthodes réside uniquement dans le fait que la méthode de Newton itère
à un pas de temps donné jusqu’à obtenir la convergence avant de passer au pas de temps suivant,
tandis que la méthode de Picard résout dans une itération le problème linéarisé à tous les pas de
temps. On dit que les boucles portant sur les pas de temps et sur la convergence sont inversées.

L’algorithme de Newton-Raphson utilisé par Ansys évalue donc les quantités non-linéaires
au début de chaque pas de temps. Cette évaluation est exploitée dans la méthode de Picard afin
d’évaluer les termes non-linéaires connaissant un champ u à tous les pas de temps. L’approche
comporte deux étapes :

1. La première étape consiste à résoudre un problème fictif à chaque pas de temps, dans
lequel tous les degrés de liberté sont imposés par la valeur du déplacement en ce pas de
temps. Cela permet de donner à Ansys la solution à chaque pas de temps pour laquelle on
souhaite évaluer le résidu et la matrice de rigidité. Par la même occasion, Ansys met à jour
l’évolution des variables internes du problème.

2. La seconde étape consiste, pour chaque pas de temps, à recommencer une analyse en
mode perturbation linéaire. Ansys charge la solution convergée à ce pas de temps issue de
la précédente analyse et passe au pas de temps suivant, en évaluant le comportement pour
cette solution. Comme la nouvelle analyse est une perturbation linéaire, la commande
WRFULL est valide et permet d’assembler la matrice de rigidité et le second membre puis
de les exporter sans résoudre le problème.

Lors de la seconde étape, lorsque Ansys effectue un restart au pas de temps n, la solution un

issue de la précédente analyse est chargée. Cette solution sert de condition initiale à la nouvelle
analyse, dont la première inconnue sera le déplacement au pas de temps n + 1. Le passage
au pas de temps suivant peut induire des erreurs au niveau du résidu si certaines quantités
sont dépendantes du temps, ce qui est le cas si Ansys utilise une loi cohésive bilinéaire avec un
amortissement artificiel pour améliorer la convergence par exemple.

Cependant, l’évaluation des termes non-linéaires via cette procédure est coûteuse en temps,
du fait des multiples résolutions et de l’écriture des fichiers stockant la solution. Ainsi, une
méthode permettant de réduire le temps de calcul de l’évaluation de ces termes est nécessaire.
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Algorithme 6 : Algorithme de Newton-Raphson utilisé dans Ansys
Données : f , εF , εu, Nmax

Résultat : {u1, · · · ,uNt}
# Initialisation :
u0 = 0
# Boucle temporelle :
pour j allant de 1 à Nt faire

u0
j = uj−1 # initialisation de la solution au pas de temps j

i = 0 # initialisation du nombre d’itérations
r = 10εF # initialisation de l’indicateur de convergence en effort
stagn = 10εu # initialisation de l’indicateur de convergence en déplacement
tant que (r > εF ou stagn > εu) et i < Nmax faire

i← i+ 1 # actualisation du nombre d’itérations
ui−1

j ← ui
j # stocke la solution précédente

Évalue la matrice de rigidité tangenteKt

Évalue le résidu ri
j = fj − (K +Kc(u

i
j))u

i
j

RésoutKtδu = ri
j

Actualise l’indicateur d’erreur : r ← ||ri
j||

Actualise la solution : ui
j ← ui

j + δu
Actualise l’indicateur de convergence en déplacement :
stagn← ||ui

j − ui−1
j ||/||ui−1

j ||
fin
uj = ui

j # Stocke la solution du pas de temps j
fin
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Tout d’abord, afin de réduire le coût d’écriture des fichiers lors d’une résolution par Ansys,
il est possible d’évaluer les termes non-linéaires en sélectionnant uniquement les éléments
comportant les non-linéarités, ici les éléments cohésifs, le résidu étant nul sur les autres éléments.
La sélection de ces éléments conduit à la définition d’un problème local de taille beaucoup plus
petite que la taille du problème global, et par conséquent à un nombre de données plus faible à
écrire et stocker. La procédure décrite précédemment peut être mise en œuvre en sélectionnant
uniquement les éléments cohésifs. Le second membre obtenu r̂ correspond alors uniquement à
la contribution des éléments cohésifs. Il est égal à la différence entre les efforts initiaux restreints
aux nœuds cohésifs f̂ et les efforts cohésifs. Ceux-ci correspondent au produit matriciel de la
rigidité cohésive et du déplacement. Ainsi le résidu r̂ s’écrit comme :

r̂ = f̂ − f̂c = f̂ − K̂c(û)û (3.40)

où û est le déplacement restreint aux nœuds cohésifs, ordonné suivant l’ordre des degrés de
liberté du problème local. Le résidu local R̂ est également obtenu suivant cette numérotation,
et la matrice K̂c est la matrice de rigidité cohésive de taille réduite par rapport à la matrice de
taille globaleKc. Afin de revenir vers le problème global, il est ensuite possible de transformer
le vecteur local en un vecteur de taille globale et ordonné suivant la numérotation globale à
travers un mappingMloc2glob. Cet opérateur permet de passer de la numérotation locale des
degrés de liberté vers la numérotation globale. Les efforts intérieurs correspondant auxmatériaux
élastiques sont égaux au produit de la matrice de rigidité et du déplacement : f e

int = Ku. Il est
possible d’extraire de ces efforts intérieur uniquement la contribution s’appliquant aux nœuds
cohésifs. Pour cela, un masqueMloc est utilisé, mettant à zéro les efforts intérieurs sauf sur les
degrés de libertés des nœuds cohésifs. En retranchant cette contribution au résidu précédent, on
obtient alors le résidu global :

r =Mloc2glob(r̂)−Mloc(fint) (3.41)

L’étape d’évaluation des termes non-linéaires reste néanmoins très coûteuse, malgré la
réduction du temps de calcul obtenue grâce à la réduction du nombre de degrés de libertés sur
lesquels le comportement est évalué. Cela provient du fait que l’évaluation doit être effectuée pour
tous les pas de temps et toutes les valeurs des paramètres. En outre, cette étape n’est pas optimisée
car le logiciel n’est pas conçu pour une utilisation de ce type. La méthode décrite ci-dessus
demande par exemple l’assemblage inutile d’opérateurs, ainsi que l’écriture de nombreuses
variables dans la base de données. De plus, en fonction du nombre de licences du logiciel mises
à disposition, cette étape n’est pas parallélisable, contrairement à l’implémentation Matlab du
modèle 2D. En effet, une licence est requise pour chaque calcul associé à une valeur de paramètre.

Pour ces raisons, il peut être intéressant de réduire davantage le temps de calcul de cette
étape en utilisant une méthode d’hyper-réduction permettant d’évaluer le comportement sur un
nombre réduit de valeurs de paramètres. Cette méthode est présentée dans la section suivante.

3.7.4 Hyper-réduction de modèle
Les méthodes d’hyper-réduction ont pour objectif d’approximer les termes non-linéaires afin

de réduire le coût de leur évaluation [Ryckelynck 2005 ; 2009]. Plusieurs méthodes existent, et
l’une des plus répandues est la "méthode d’interpolation empirique", ou Empirical Interpolation
Method (EIM) [Barrault et al. 2004], ou dans sa version discrète la Discrete Empirical Interpo-
lation Method (DEIM) [Chaturantabut et Sorensen 2010]. Ces méthodes ont initialement été
implémentées avec la POD. Si le problème s’écrit sous la forme matricielle :

Ku(t) + f(u(t)) = 0 (3.42)
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où f(u(t)) est une fonction non-linéaire de u, la DEIM consiste à construire une base spatiale
de faible dimension {f1, · · ·fm} génératrice d’un espace approximant l’espace des termes non-
linéaires f . Le principe de la construction de la base est le même que celui utilisé pour générer
l’espace réduit des solutions. Il consiste à recueillir, en même temps que les snapshots de la
solution, les efforts intérieurs non-linéaires, puis d’effectuer une SVD afin d’en extraire une base.
Comme ces termes doivent être calculés afin de générer la base réduite de la solution, aucun
coût de calcul supplémentaire n’est requis, mis à part le coût de la SVD.

Une fois la base construite, lors du calcul de la solution dans la phase online de la POD, les
termes non-linéaires sont approximés à chaque pas de temps par une combinaison linéaire des
vecteurs de la base, c’est-à-dire :

f(u(t)) = Fc(t) (3.43)
où F est la matrice contenant les vecteurs de la base F = [f1, · · ·fm] et c(t) est le vecteur des
coefficients. Afin de déterminer c(t), m indices d’interpolation sont déterminés à partir de la
base. Ainsi, une fois la base générée, il suffit ensuite d’évaluer les termes non-linéaires sur ces m
indices, ce qui est beaucoup moins coûteux que de les évaluer sur tout l’espace.

La méthode DEIM se couple par conséquent très bien aux méthodes a priori de réduction de
modèle comme cela a été fait dans de nombreuses études [Chaturantabut et Sorensen 2010 ; Tiso
et Rixen 2013 ; Radermacher et Reese 2016 ; Ghavamian et al. 2017], mais elle a aussi été adaptée
afin de pouvoir être appliquée avec la PGD. Cette adaptation est nécessaire puisque aucun a priori
n’est connu sur la solution et les non-linéarités. Dans ce cadre, une approchemodifiée de la DEIM
a été utilisée dans [Aguado et al. 2013] pour résoudre un problème de diffusion non-linéaire
par PGD. Comme l’oblige la PGD, le problème non-linéaire est résolu par une méthode itérative
globale de Picard. Un problème linéaire est tout d’abord obtenu en évaluant les termes non-
linéaires par l’initialisation de la solution. Il est résolu pour obtenir une première solution PGD.
Ensuite, le terme non-linéaire est approximé en utilisant directement les m modes de la solution
PGD, en le cherchant sous la forme d’une combinaison linéaire de ceux-ci. Les coefficients sont
déterminés en évaluant le terme non-linéaire enm points de l’espace et du temps, déterminés
par l’algorithme de sélection des indices de la DEIM. A partir de l’approximation du terme
non-linéaire, l’algorithme calcule une nouvelle solution PGD et itère jusqu’à convergence. Cette
adaptation de la DEIM, bien que pouvant être efficace pour des problèmes dont la non-linéarité
est simple, comme dans le cadre de l’illustration proposée dans [Aguado et al. 2013] dans laquelle
la non-linéarité provenait d’un terme quadratique de la température, ne peut cependant pas être
appliquée pour des problèmes plus complexes. Tout d’abord, il y a peu de chance que le terme
non-linéaire puisse être correctement représenté spatialement par les modes PGD de la solution.
En effet, les non-linéarités en mécanique des structures sont souvent localisées en espace, comme
c’est le cas pour la zone cohésive, ce qui n’est pas capté par les fonctions spatiales de la solution
élastique. Ensuite, les non-linéarités sont souvent associées à des comportements à seuil, ce qui
n’est pas non plus décrit par les fonctions temporelles de la solution élastique. De plus, comme
l’approximation utilise les fonctions temporelles et n’évalue pas les termes non-linéaires à chaque
pas de temps, le comportement à seuil dépendant de l’histoire du chargement peut d’autant
moins être capté. Par conséquent, les termes non-linéaires sont mal approximés pour la plupart
des problèmes de mécanique non-linéaires, et la solution obtenue par cette méthode ne converge
pas vers la bonne solution.

Une autre adaptation a été utilisée dans [Henneron et Clenet 2016], pour un problème de
magnétostatique. La méthode consiste, à partir d’une solution PGD de l’itération précédente, à
générer un certain nombre de snapshots du terme non-linéaire, en l’évaluant par exemple aux
premiers instants temporels puis d’appliquer la procédure DEIM standard pour générer une
base. Celle-ci est ensuite utilisée pour approximer le terme non-linéaire à chaque pas de temps.
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Cependant, cetteméthode peut également rencontrer des difficultés pour capter les non-linéarités
dans le cadre d’une loi à seuil, la solution pouvant rester élastique linéaire dans les premiers
instants temporels.

D’autres méthodes d’hyper-réduction existent, parmi lesquelles la méthode du meilleur
point d’interpolation (Best Point Interpolation) [Nguyen et al. 2008] similaire à la DEIM, ou la
méthode de l’estimation du point manquant (Missing Point Estimation) [Astrid 2004]. Une autre
méthode, développée pour traiter les problèmes non-linéaires par la méthode LaTin-PGD, est la
méthode du point de référence, ou Reference Point Method (RPM) [Ladevèze 1997 ; Capaldo et al.
2017], qui consiste à approximer les intégrales des termes non-linéaires de la formulation PGD en
évaluant ces termes en des points spatiaux-temporels bien choisis. Cette approximation, effectuée
uniquement lors de l’étape d’update de la méthode LaTin-PGD, permet à la solution de converger
vers la solution exacte, car l’erreur commise par l’approximation peut être corrigée lors de la
génération d’un nouveau mode PGD, pour lequel les termes non-linéaires sont classiquement
évalués.

Dans ce travail, afin de prendre en compte les difficultés énoncées ci-dessus, la méthode
utilisée consiste à réduire le nombre d’évaluations des termes non-linéaires en sélectionnant
des valeurs de paramètres pour lesquels ces termes sont évalués. Pour un jeu de paramètres
donné, le comportement est évalué sur l’ensemble des pas de temps, comme décrit dans la
section précédente, afin de s’assurer que le comportement non-linéaire à seuil est correctement
évalué. De plus, les éléments cohésifs sont uniquement sélectionnés, commemontré sur la Figure
3.21 mais aucune réduction additionnelle n’est effectuée spatialement. Ainsi, la réduction porte
uniquement sur les paramètres, leur impact étant supposé être plus lisse sur le comportement.
L’approche consiste à se fixer un nombre de points par paramètre pour lesquels le comportement
est évalué. Si ce nombre est inférieur au nombre de modes PGD de la solution, les fonctions
paramétriques sont utilisées avec l’algorithme DEIM de sélection d’indices afin de trouver les
points optimaux. Si le nombre est plus grand que le nombre de modes, les indices restants
sont déterminés aléatoirement. Étant donné une famille de fonctions d’une seule variable x

interface cohésive

(a) Maillage global et localisation de la zone
cohésive (b) Maillage de la zone cohésive

Figure 3.21 – Maillage total et maillage de la zone cohésive. Les éléments cohésifs sont les seuls
éléments sélectionnés lors de l’évaluation des termes non-linéaires.

{Φ1(x), · · ·Φn(x)}, l’algorithme DEIM sélectionnant les indices permettant de capter le plus
d’informations de l’espace généré par cette famille est le suivant. Le premier indice est déterminé
par l’argument du maximum de la valeur absolue de la première fonction :

x1 = argmax
x

|Φ1(x)| (3.44)

La constante c1, égale au rapport des seconde et première fonctions au point x1 est alors calculée,

c1Φ1(x1) = Φ2(x1) (3.45)
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permettant de définir un résidu r2 nul en x1 :

r2(x) = Φ2(x)− c1Φ1(x) (3.46)

Le second indice est alors déterminé par l’argument du maximum de la valeur absolue de ce
résidu :

x2 = argmax
x

|r2(x)| (3.47)

Par généralisation, afin de déterminer le j-ième indice, le résidu rj est défini :

rj(x) = Φj −
j−1∑

i=1

ciΦi(x) (3.48)

dont les coefficients doivent être déterminés. Cela est fait en imposant que rj(xl) = 0 pour
l = 1 · · · , j − 1, c’est-à-dire :

rj(xl) = Φj(xl)−
j−1∑

i=1

ciΦi(xl) = 0 , l = 1 · · · , j − 1 (3.49)

ce qui conduit au système linéaire suivant :



Φ1(x1) Φ2(x1) · · · Φj−1(x1)
Φ1(x2) Φ2(x2) · · · Φj−1(x2)

... ... ... ...
Φ1(xj−1) Φ2(xj−1) · · · Φj−1(xj−1)







c1
c2
...

cj−1


 =




Φj(x1)
Φj(x2)

...
Φj(xj−1)


 (3.50)

et xj est déterminé par l’argument max de la valeur absolue de rj :

xj = argmax
x

|rj(x)| (3.51)

Cet algorithme se généralise en n dimensions en considérant par exemple pour Φ le produit
des fonctions paramétriques d’un mode. Cela permettrait d’obtenir le jeu de paramètre optimal
pour ce mode. Cependant, la minimisation en n dimensions est plus coûteuse, et l’algorithme
DEIM demande la reconstruction du résidu rj à partir des fonctions séparées, ce qui peut
rapidement causer des problèmes de mémoire. Pour ces raisons, les indices sont déterminés
indépendamment sur chacun des paramètres. A partir de ces d jeux de N indices, une grille de
taille Nd est construite, sur laquelle les termes non-linéaires sont évalués. Une fois les indices
portant sur les paramètres déterminés, et les termes non-linéaires évalués en chacun de ces indices
pour tous les pas de temps, ceux-ci sont interpolés linéairement dans l’espace paramétrique.
L’algorithme permettant d’approximer les termes non-linéaires sur l’espace paramétrique est
présenté dans l’Algorithme 7.

Malgré l’utilisation de la méthode d’hyper-réduction présentée dans ci-dessus, l’utilisation
d’un modèle non-linéaire avec Ansys reste coûteuse en temps de calcul. En effet, le logiciel n’est
pas utilisé de la manière pour laquelle il a été conçu. Plusieurs opérations coûteuses en temps
de calcul (assemblage d’opérateurs, écriture dans la base de donnée, . . .) sont effectuées lors
de l’évaluation des termes non-linéaires. De plus, la physique du problème, du fait de la loi de
comportement à seuil, ne permet pas non plus de réduire fortement le nombre de points de
l’espace paramétrique pour lesquels le comportement est évalué. L’interpolation des termes non-
linéaires conduit également à une surestimation de l’endommagement pour certain paramètres.
Cela entraîne une sous-estimation de la matrice de rigidité et une surestimation du résidu, ce
qui conduit à un trop grand déplacement à l’itération suivante. La solution peut donc converger
vers une solution erronée.
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Algorithme 7 : Approximation des termes non-linéaires
Données : Solution PGD U , nombre de points par paramètres Np

Résultat :Matrice de rigidité cohésive Kc, résidu R
# Détermination des points d’évaluation des termes non-linéaires :
pour chaque paramètre faire

Déterminer les indices pour lesquels évaluer le paramètre
fin
Définir les jeux de paramètres à partir des indices de chaque paramètre

Sélectionne uniquement les éléments cohésifs et les nœuds associés
# Evalue les termes NL pour chaque jeu de paramètres :
pour chaque jeu de paramètre faire

# Impose la valeur du déplacement à tous les pas de temps
Entrer dans le processeur SOLUTION
pour i allant de 1 à Nt faire

Résoudre un problème fictif en imposant la valeur du déplacement
fin
Sortir du processeur SOLUTION
# Evalue ensuite les termes non-linéaires :
pour i allant de 1 à Nt faire

Entrer dans le processeur SOLUTION
Recommencer une analyse au pas de temps ti en mode perturbation
linéaire
Récupérer les opérateurs issus de l’analyse précédente (obligatoire par
Ansys)
Supprimer les contraintes précédemment imposées
Imposer les efforts thermiques
Assembler la nouvelle matrice de rigidité et le second membre, et stopper
avant la résolution du problème
Importer les termes non-linéaires
Sortir du processeur SOLUTION

fin
fin
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3.7.5 Résultats du problème non-linéaire de mécanique
Les résultats du problème de mécanique présentés dans cette section ont été obtenus avec les

valeurs des paramètres de la loi cohésive issues de [Grams et al. 2013]. La contrainte maximale
de la loi cohésive est σm = 15MPa, et le taux d’énergie critique est GIc = 3, 75Jm−2. Comme
le chargement provient de la répétition du cycle limite thermique, et que le comportement est
linéaire élastique en dehors de la zone cohésive, la longueur de fissure n’évolue plus après
la simulation du premier cycle. Un seul cycle est donc simulé. La Figure 3.22 montre les trois
composantes des fonctions spatiales des premier et sixième modes de la solution PGD. Le
premier mode correspond au premier mode de la solution élastique, tandis que le sixième
mode correspond au premier mode de la première correction PGD. Ainsi, la première fonction
spatiale capte l’évolution globale de la solution, tandis que la sixième corrige localement la
solution au niveau du fil, dû aux non-linéarités de la zone cohésive. La Figure 3.23 présente les
fonctions temporelles et paramétriques associées à ces deux fonctions spatiales. Les fonctions
paramétriques dumode 6montrent que le terme de correction est non nul pour des petites valeurs
de la contrainte maximale de la loi cohésive et de la température pour laquelle les déformations
thermiques sont nulles, et également pour des valeurs plus grandes de la résistivité de la puce et
de la longueur initiale de fissure. Ces résultats sont attendus car pour ces valeurs de paramètres
la rigidité cohésive est plus faible et le chargement est plus grand, ce qui endommage la zone
cohésive et fait entrer dans le domaine non-linéaire.

Ces résultats sont cependant des résultats préliminaires et ne peuvent pas être exploités pour
construire un modèle de durée de vie fiable. La principale raison est que l’erreur commise par la
méthode d’hyper-réduction utilisée n’a pas été quantifiée. De plus, à cause du temps de calcul
trop important, une discrétisation grossière des paramètres a été utilisée, et la solution a été
stoppée avant d’atteindre la convergence. Les résultats dépendent également du maillage utilisé,
qui doit être très raffiné au niveau de la zone cohésive pour pouvoir capter la faible évolution de
la fissure sur un cycle. Cependant, un tel maillage n’a pas été utilisé ici, car pour des raisons de
stabilité numérique, un maillage spatial fin demande également de diminuer le pas de temps
utilisé, ce qui augmente en conséquence le temps de calcul.

3.7.6 Modèle réduit linéaire
Afin de s’affranchir des difficultés précédemment évoquées, et de pouvoir exploiter plei-

nement le gain de calcul obtenu par les méthodes de réduction de modèle pour les problèmes
linéaires, un modèle simplifié a été développé. Dans ce modèle, les matériaux sont linéaires
élastiques, et la fissure se propage suivant une loi de Paris :

dl

dN
= c1(∆S)c2 (3.52)

où S est une grandeur physique liée à la propagation de la fissure. Cela peut être le facteur
d’intensité des contraintes, l’énergie de déformation, ou les déformations élastiques, par exemple.
Pour des raisons de simplicité, la grandeur utilisée est la déformation élastique équivalente,
intégrée sur la surface de contact fil-métallisation. La variation∆ représente la variation de la
grandeur au cours du cycle limite. Les constantes c1 et c2 sont des paramètres à recaler à l’aide
de tests expérimentaux de durée de vie. Leurs valeurs influant grandement la propagation de la
fissure, ces paramètres sont considérés comme incertains et pris comme paramètres dumodèle de
durée de vie. Afin de prendre en compte la longueur de fissure comme paramètre, la loi cohésive
utilisateur permettant de définir une longueur de fissure est conservée. Une valeur élevée de la
contrainte maximale de la loi cohésive est utilisée, de manière à rester dans le domaine élastique.
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mode 1 : mode 6 :

𝑒" 𝑒#

𝑒$

Figure 3.22 – Fonctions spatiales des premier (première colonne) et sixième (seconde colonne)
modes du déplacement.
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mode 1 : mode 6 :
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Figure 3.23 – Fonctions temporelles et paramétriques des premier mode (première colonne) et
sixième mode (deuxième colonne) du déplacement. De haut en bas : fonction temporelle,
fonction portant sur la résistivité électrique des puces, la longueur de fissure, la contrainte

maximale de la loi cohésive, et la température de référence.
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Le problème étant linéaire, le gain de temps de calcul lié à la PGD est conservé. La solution u du
problème mécanique est donc obtenue sous la forme séparée :

u =

Nu∑

i=1

Λu
i (x)λ

u
i (t)β

u
i (b)Γ

u
i (l)θ

u
i (T0) (3.53)

Le modèle étant linéaire, le post-traitement pour calculer les déformations est également rapide :
il suffit d’évaluer le champ de déformations pour les fonctions spatiales du déplacement, puis
de le multiplier par la fonction temporelle et les fonctions paramétriques. Afin de déterminer
le champ de déformation associé à chaque fonction spatiale des modes du déplacement, un
problème fictif est résolu dans Ansys en imposant la valeur de la fonction à chaque degré de
liberté.

En intégrant ensuite la loi de Paris (3.52), la longueur de fissure est obtenue en fonction
du nombre de cycles et des valeurs des paramètres : l = l(N, b, T0, c1, c2). Lorsque la longueur
équivalente de fissure atteint 1, qui est la valeur maximale possible de l’endommagement, sa
valeur est maintenue à 1 pour les cycles suivants.

Enfin, en post-traitant les résultats dumodèle électrique comportant les conditions demesure,
la tension VCE est obtenue en fonction de la longueur de fissure et des paramètres :

VCE =

Ne∑

i=1

Viβ
e
i (b)Γ

e
i (l) (3.54)

Les constantes Vi sont les différences des valeurs moyennes des fonctions spatiales Λe
i au niveau

du collecteur et de l’émetteur : Vi = Λe
i |c−Λe

i |e. En injectant l’évolution de la longueur de fissure,
la chute de tension VCE est ainsi obtenue en fonction du nombre de cycles et des paramètres :
VCE = VCE(N, b, T0, c1, c2).

3.7.7 Résultats du problème linéaire de mécanique
Les résultats du problème linéaire de mécanique ont été obtenus avec les valeurs nominales

des paramètres c01 = 2× 10−4 et c02 = 0.65. La plage de variation considérée est de ±50%.
La Figure 3.24 illustre l’influence des paramètres sur l’évolution de l’endommagement du

module. L’endommagement, évoluant en fonction du nombre de cycles, est présenté en variant
un paramètre à la fois, les autres étant fixés à leurs valeurs nominales. Pour des raisons de
confidentialité, les cycles sont normalisés par un nombre de cycles N0. La Figure 3.24a montre
que l’effet du paramètre b de la conductivité électrique de la puce est plus faible que celui de
la température de référence influant sur les contraintes thermiques du module. De manière
attendue, plus le paramètre b est grand, et donc plus la résistivité de la puce est grande, plus le
module s’endommage rapidement, résultant de pertes électriques plus importantes. Comme
attendu également, plus la température pour laquelle les contraintes thermiques sont nulles est
petite, plus le module s’endommage rapidement. En effet, en abaissant ce paramètre, de plus
faibles températures suffisent pour générer des contraintes de traction qui sont responsables de
l’endommagement du contact.

La Figure 3.24b montre elle l’impact des paramètres de la loi de Paris. Le coefficient multipli-
cateur c1 est un paramètre accélérant l’endommagement du module, tandis que l’exposant c2
influe inversement.

Une fois l’évolution de l’endommagement obtenue en fonction du nombre de cycles, celle-ci
est utilisée pour calculer l’évolution de VCE au cours des cycles. La Figure 3.25 présente l’impact
des paramètres sur la valeur de la chute de tension VCE et son évolution. La Figure 3.25a montre
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Nombre de cycles normalisé

(a) Dépendance en b et T0

Nombre de cycles normalisé

(b) Dépendance en c1 et c2

Figure 3.24 – Variations de l’évolution de la longueur de fissure en fonction des paramètres. Les
paramètres non mentionnés dans la légende sont égaux à leurs valeurs nominales.

que le paramètre b, portant sur la conductivité électrique de la puce, impacte fortement la valeur
initiale de la chute de tension. En revanche, son impact sur l’augmentation de VCE par rapport à
sa valeur initiale est plus faible, comme lemontre la Figure 3.25b. La Figure 3.26 illustre l’influence

Nombre de cycles normalisé

(a) Influence de b sur la valeur de VCE

Nombre de cycles normalisé

(b) Influence de b sur l’augmentation de VCE

Figure 3.25 – Variations de l’évolution de la chute de tension VCE en fonction du paramètre b de
la conductivité électrique des puces. Les autres paramètres sont égaux à leurs valeurs nominales.

des trois autres paramètres sur l’évolution de la chute de tension. Ces trois paramètres impactant
uniquement la propagation de la fissure, ils n’influent pas sur la valeur de la chute de tension
à l’état sain, mais ont un effet sur son évolution. Leurs effets sont directement liés à l’impact
des paramètres sur la longueur de fissure. Ainsi, des valeurs plus faibles de la température T0

et de l’exposant c2 de la loi de propagation de la fissure accélèrent la propagation de la fissure
et par conséquent l’augmentation de VCE . Agissant de façon contraire, le coefficient c1 accélère
l’augmentation de VCE lorsque sa valeur croît.

Les paliers de la chute de tension VCE sont dus au fait que la longueur équivalente de fissure
a atteint 1, sa valeur maximale, et donc que les six fils sont complètement décollés. Après ce stade,
la valeur de VCE ne peut plus croître car l’endommagement des autres fils n’est pas modélisé.
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Nombre de cycles normalisé

(a) Influence de T0

Nombre de cycles normalisé

(b) Influence de c1

Nombre de cycles normalisé

(c) Influence de c2

Figure 3.26 – Variations de l’évolution de la chute de tension VCE en fonction des paramètres.
Les paramètres non mentionnés dans la légende sont égaux à leurs valeurs nominales.

3.8 Conclusions du développement dumodèle réduit non-
intrusif

Dans ce chapitre, une méthodologie a tout d’abord été développée afin de découpler le
comportement multiphysique d’un module de puissance et de pouvoir modéliser le module
sur un grand nombre de cycles. Dans cette optique, le comportement mécanique a été découplé
du comportement électro-thermique. En paramétrant la longueur de fissure dans les modèles,
les comportements ont été obtenus en fonction de la longueur de fissure, soit tout au long de
la durée de vie du module. Le modèle mécanique a permis de relier la longueur de fissure au
nombre de cycles du module, et d’obtenir ainsi les comportements en fonction du nombre de
cycles.

Le modèle réduit a été développé de manière non-intrusive, en utilisant Mechanical APDL
en tant que solveur externe pour la résolution des systèmes linéaires de grande dimension. Le
code industriel a également été utilisé pour évaluer le comportement mécanique non-linéaire.
Afin de résoudre ce problème, une stratégie d’hyper-réduction a également été développée en
approximant les termes non-linéaires. Cependant, du fait de la forte non-linéarité du problème,
ne permettant pas de réduire fortement le nombre d’évaluations de ces termes, et du fait de
l’utilisation détournée du logiciel de son utilisation normale, les temps de calculs restent consé-
quents. Pour s’affranchir de cette difficulté, et afin d’exploiter pleinement les capacités de la PGD,
un second modèle du comportement mécanique a été développé, dans lequel les matériaux ont
un comportement élastique linéaire, et où la propagation de la fissure est modélisée par une loi
de Paris.
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L’emploi de la PGD a non seulement permis de réduire drastiquement le temps de calcul
associé à la résolution d’un problème électro-thermo-mécanique, mais a également permis
d’obtenir la solution sur l’ensemble du domaine paramétrique. En effet, sans réduction de
modèle, le coût de calcul associé à la résolution du problème pour un seul jeu de paramètres
rend l’exploration du domaine paramétrique impossible.

Une fois le modèle réduit obtenu, celui-ci est post-traité afin d’obtenir la chute de tension
VCE en fonction du nombre de cycles et des paramètres. Ce modèle est ensuite utilisé dans le
chapitre suivant dans le cadre du suivi de l’état de santé d’un module au cours de son utilisation
et de la prédiction de sa durée de vie restante. Pour cela, l’inférence bayésienne est utilisée pour
générer une distribution de probabilité portant sur les paramètres. La méthode repose sur la
comparaison du modèle numérique prédisant la valeur de VCE à des mesures expérimentales.
La densité de probabilité obtenue est ensuite échantillonnée et propagée à travers le modèle de
durée de vie, donnant lieu à une probabilité portant sur la durée de vie restante du module. Il
est alors possible d’obtenir la durée de vie restante du module à un niveau de confiance donné.
Il est par exemple possible d’établir un nombre de cycles assurant que la probabilité que la durée
de vie restante du module soit supérieure ou égale à ce nombre soit de 95%.

L’inférence bayésienne, ainsi que la propagation des échantillons à travers le modèle de durée
de vie requiert un grand nombre d’appels au modèle. L’intérêt du modèle réduit apparaît alors :
l’évaluation du modèle est immédiate et ne requiert aucun coût de calcul additionnel.





Chapitre 4
Application à la prédiction de la durée de vie

restante d’un module au cours de son utilisation

Après avoir construit un modèle réduit du comportement électro-thermo-mécanique d’un module
de puissance dans le chapitre précédent, ce modèle est employé dans ce chapitre afin de créer un jumeau
numérique suivant un module réel au cours de son utilisation. Le jumeau numérique est créé à partir du
modèle numérique et de mesures acquises à la fois lors d’essais de durée de vie sur de précédents modules,
et de mesures acquises sur le module étudié. Il permet de prédire la durée de vie restante au cours de
l’utilisation du module. La méthode employée utilise l’inférence bayésienne, qui permet d’obtenir une
densité de probabilité sur les paramètres du modèle, en comparant la prédiction du modèle aux mesures
issues du module réel. L’acquisition régulière de mesures au cours de la vie du module permet d’affiner au
fur et à mesure la densité de probabilité. En transportant ces incertitudes à travers le modèle de durée de
vie, une durée de vie probabilisée est ensuite obtenue.
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4.1 Présentation du contexte
L’objectif de ce chapitre est de prédire la durée de vie restante d’un module au cours de son

utilisation. Le module étudié est un module soumis à un test de durée de vie, avec les conditions
de chargement utilisées pour la construction du modèle numérique (courant de 150A, avec un
temps d’échauffement tON = 200ms et un temps de refroidissement tOFF = 400ms). Au cours
du test de durée de vie, la tension VCE est mesurée tous les n cycles afin de suivre l’état de santé
du module. L’objectif est d’exploiter ces mesures afin de déterminer les paramètres du modèle
numérique du module, pour en construire un jumeau numérique, et de prédire la durée de vie
restante. Des essais de durée de vie ont été préalablement réalisés sur des modules du même
type que celui testé, permettant d’avoir une connaissance a priori sur les paramètres. Celle-ci
sera affinée à l’aide des mesures propres au module. Les mesures acquises sont montrées sur la
Figure 4.1, où le nombre de cycles est normalisé, pour des raisons de confidentialité, par le même
nombre de cycles N0 que dans le chapitre précédent. Pour chaque module, l’état de santé des
deux puces du bras central est surveillé au cours du test de vieillissement. Les puces supérieures
(IGBT top) sont celles se dégradant le plus rapidement, comme attendu du fait de la disposition
des fils. Les mesures des puces inférieures seront utilisées pour obtenir la densité de probabilité
a priori sur la conductivité électrique des puces du jumeau numérique. En revanche, elles ne
seront pas exploitées pour les autres paramètres, qui influent sur la propagation de la fissure et
qui sont donc propres à l’IGBT supérieur.
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Figure 4.1 – Mesures de VCE acquises lors du cyclage de six modules. La chute de tension est
mesurée sur chacune des deux puces du bras central de chaque module.

Une fois les paramètres recalés, le modèle de durée de vie est utilisé afin de prédire la durée de
vie restante du module, en propageant un échantillon de la densité de probabilité des paramètres
à travers le modèle numérique. Un schéma illustrant cette méthodologie est présenté sur la
Figure 4.2.

La résolution d’un problème direct consiste à déterminer la sortie d d’un modèleM connais-
sant ses paramètres p :

Trouver d tel queM(p) = d (4.1)
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Un problème direct est généralement bien posé, conduisant à une solution unique. La résolution
de problèmes inverses, consistant à déterminer les paramètres p du modèle en connaissant des
observations dobs des grandeurs modélisées :

Trouver p tel que dobs =M(p) (4.2)

est en revanche plus difficile, conduisant généralement à des problèmes mal posés [Engl et al.
1996 ; Tarantola 2005], c’est-à-dire qu’au moins une des trois propriétés suivantes n’est pas
vérifiée :

— Une solution existe ;
— La solution est unique ;
— La solution dépend de façon continue des données.

En effet, plusieurs valeurs de paramètres du modèle peuvent conduire à la même observation, et
parfois aucune solution n’existe, ce qui est d’autant plus probable que les mesures observées
sont bruitées. Une méthode classiquement utilisée pour résoudre les problèmes inverses est la
méthode des moindres carrés, conduisant à la minimisation d’une fonction coût. Cette fonction
peut comporter plusieurs minima locaux, rendant la minimisation difficile et coûteuse. Des
méthodes de régularisation [Benning et Burger 2018], telles que la régularisation de Tikhonov
[Tikhonov 1963 ; Golub et al. 1999] peuvent néanmoins être utilisées afin de faciliter la minimi-
sation. L’inférence bayésienne apporte dans ce cadre une régularisation naturelle [Tarantola
2005 ; Stuart 2010 ; Calvetti et Somersalo 2018], en cherchant non pas une valeur déterministe
des paramètres, mais une densité de probabilité. L’inférence bayésienne a été utilisée pour de
nombreuses applications, telles que le contrôle et le suivi de l’état de santé de structures [Beck
et Katafygiotis 1998 ; Beck 2010 ; Jensen et al. 2013 ; Yan et Katafygiotis 2015], parfois en temps
réel [Nguyen et al. 2010 ; Rubio et al. 2019a ; Sevieri et De Falco 2020 ; Dıez et al. 2023], l’analyse
de fiabilité structurelle [Papaioannou et al. 2016 ; Straub et al. 2016], ou encore l’identification de
propriétés matériaux [Daghia et al. 2007 ; Gogu et al. 2013]. L’inférence bayésienne a également
été utilisée dans le cadre de la sélection de modèles [Saito et Beck 2010 ;Worden et Hensman
2012 ; Ritto et Nunes 2015].

πprior πposterior

Modèle M(p)

Mesures de
plusieurs modules

Modèle M(p)

Mesures
du module

Inférence Bayésienne
ou

Méthode déterministe

Inférence Bayésienne

Probabilité de
durée de vie

Figure 4.2 – Contexte pour la prédiction par inférence bayésienne de la durée de vie restante
d’un module au cours de son utilisation.
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4.2 Recalage de modèle par inférence bayésienne

4.2.1 Principe de l’inférence bayésienne
L’inférence bayésienne repose, comme son nom l’indique, sur le théorème de Bayes qui

exprime ici que la densité de probabilité π(p|dobs) des paramètres p connaissant les mesures
observées dobs est proportionnelle au produit de la densité de probabilité d’observer les mesures
connaissant les paramètres π(dobs|p), et de la densité de probabilité a priori des paramètres π(p) :

π(p|dobs) =
π(dobs|p)π(p)

π(dobs)
(4.3)

La densité π(p|dobs) est appelée densité a posteriori, elle est issue de la densité a priori qui a été
enrichie par la fonction de vraisemblance π(dobs|p). La probabilité d’observer les mesures π(dobs)

est une constante de normalisation permettant d’assurer que l’intégrale de la densité a posteriori
est égale à 1. La fonction a priori est une fonction connue contenant les connaissances a priori sur
les paramètres, avant l’assimilation des mesures. Cette connaissance provient par exemple de
l’expertise de l’ingénieur ou est issue de l’assimilation de mesures précédentes. La difficulté de
la méthode réside ainsi dans le calcul de la fonction de vraisemblance. Sans inclure de biais de
modèle, celle-ci s’obtient en supposant que les mesures sont égales à la prédiction du modèle, à
laquelle s’ajoute un bruit de mesure e :

dobs =M(p) + e (4.4)

Ici, le bruit de mesure e suit une densité de probabilité πerr connue, qui est choisie comme une
gaussienne centrée. Il est également possible de recaler l’erreur de mesure, en supposant que
celle-ci suive une loi donnée et en recalant les paramètres de cette loi. Un biais de modèle peut
également être introduit et recalé, comme montré dans la sous-section suivante.

D’après (4.4), quand les paramètres p et le bruit de mesure e sont fixés, les mesures dobs sont
complètement déterminées. Dans ce cas, la probabilité d’observer les mesures connaissant les
paramètres et le bruit de mesure est concentrée en dobs :

π(dobs|p, e) = δ
(
dobs − (M(p) + e)

)
(4.5)

où δ est la distribution de Dirac. Ainsi, la fonction de vraisemblance s’écrit :

π(dobs|p) =
∫

π(dobs|p, e)πerr(e|p) de = πerr

(
dobs −M(p)|p

)
(4.6)

De plus, le bruit de mesure étant indépendant des paramètres, la fonction de vraisemblance
s’écrit finalement comme :

π(dobs|p) = πerr

(
dobs −M(p)

)
(4.7)

Les mesures dobs du module sont acquises au cours du temps et sont indépendantes entre
elles. Il est alors possible d’assimiler les mesures de manière séquentielle, les unes après les
autres. A chaque nouvelle assimilation, la densité a posteriori issue de l’assimilation précédente
est prise comme nouvelle densité a priori. Ainsi, après l’assimilation de imesures {dobs

1 , · · · ,dobs
i },

acquises aux cycles {N1, · · · , Ni}, la densité a posteriori est proportionnelle à la densité a priori
initiale et au produit des fonctions de vraisemblance issues de l’assimilation de chaque mesure :

π(p|dobs
1 , · · · ,dobs

i ) ∝ π(p)
i∏

k=1

πerr

(
dobs
k −M(p, Nk)

)
(4.8)
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La constante de normalisationC =
∫
π(p|dobs

1 , · · · ,dobs
i ) dp n’est souvent pas calculée car souvent

seul le rapport des probabilités est important lors de l’exploitation de la densité a posteriori.
Cependant, il peut parfois être intéressant de calculer cette constante, car sa valeur traduit la
justesse du modèle. En effet, plus la valeur de la constante est grande, plus cela indique une
grande densité a posteriori grande, et par conséquent un modèle fiable [Sato 2001 ; Saito et Beck
2010]. Pour cette raison, la constante de normalisation est également appelée model evidence
en anglais. Ainsi, en appliquant l’inférence bayésienne avec les mêmes mesures sur différents
modèles, la comparaison des constantes de normalisation permet de sélectionner les modèles les
plus fiables.

4.2.2 Correction du biais de modèle
L’assimilation séquentielle des mesures peut permettre de corriger l’erreur de modèle d’une

assimilation à la suivante. En suivant le formalisme utilisé dans [Rubio et al. 2019a], une estima-
tion probabiliste du résidu Bi à l’assimilation de la i-ième mesure est définie par :

Bi = dobs
i −M(p)− e (4.9)

où e est le bruit de mesure. Ce résidu traduit la différence entre le modèle et la mesure. Il
est ensuite possible de corriger le modèle en prenant en compte ce biais en l’extrapolant pour
l’assimilation suivante. Ainsi, le modèle corrigé utilisé pour l’assimilation de la mesure suivante
s’écrit :

Mcorr(p) =M(p) + B̂ (4.10)

où B̂ est l’extrapolation du biais de modèleBi calculé pour la mesure i, ayant une densité de
probabilité πB̂ . La fonction de vraisemblance issue de l’assimilation de la mesure i + 1 vaut
alors :

π(dobs
i+1|p) = πB̂(dobs

i+1 −M(p)) (4.11)

Dans un premier temps, la correction du biais de modèle n’est pas utilisée pour des raisons de
simplicité.

4.2.3 Post-traitement de la densité a posteriori
Une fois la densité a posteriori déterminée, celle-ci peut-être utilisée dans une phase de

post-traitement, pour identifier par exemple les paramètres en utilisant le maximum a posteriori :

p̂ = argmaxπ(p|dobs) (4.12)

Les densités de probabilité marginales portant sur chacun des paramètres pj peuvent également
être extraites en intégrant la densité a posteriori sur les autres paramètres :

πpj =

∫
π(p|dobs)

∏

i ̸=j

dpi (4.13)

Il est possible d’évaluer ensuite l’espérance de ces lois, ou tout autre moment associé (variance,
écart-type,...). L’espérance vaut par exemple :

E(pj) =
∫

pjπpj dpj (4.14)
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Ces moments peuvent être approximés en utilisant une intégration par Monte-Carlo, à l’aide de
Nmc échantillons {p1j , · · · , pNmc

j } issus de la loi πpj :

E(pj) ≈
1

Nmc

Nmc∑

k=1

pkj (4.15)

De plus, la densité jointe a posteriori doit être échantillonnée afin de transporter les échantillons à
travers le modèle de durée de vie, pour obtenir une durée de vie restante probabilisée. Cependant,
la densité a posteriori π n’est pas une densité de probabilité usuelle, et son échantillonnage est dès
lors difficile. Les méthodes classiquement utilisées pour échantillonner la densité a posteriori sont
les méthodes de Monte-Carlo par Chaînes de Markov, ou MCMC pourMarkov Chain Monte-Carlo
en anglais, qui utilisent des chaînes de Markov ayant comme loi stationnaire la densité a posteriori
[Geyer 1992 ; Gilks et al. 1995 ; Brooks et al. 2011]. Un des algorithmes les plus utilisés est
l’algorithme de Metropolis Hasting [Metropolis et al. 1953 ; Hastings 1970 ; Chib et Greenberg
1995]. L’algorithme est un processus itératif qui génère les échantillons les uns après les autres.
Il consiste, à partir d’un échantillon x0, à générer un nouveau échantillon candidat à l’aide d’une
distribution de transition, souvent une gaussienne centrée en x0, puis d’accepter ou non ce
candidat en tant que nouvel échantillon x suivant le rapport des densités a posteriori π(x)/π(x0).
Ainsi, l’utilisation de cet algorithme dans le cadre de l’inférence bayésienne est avantageuse
car le calcul de la constante de normalisation C n’est pas nécessaire. Après un certain nombre
d’échantillons, les échantillons générés suivent la densité a posteriori. Les premiers échantillons
générés par l’algorithme doivent donc être rejetés (phase de burn-in). Le nombre d’échantillons
à rejeter et la loi de probabilité permettant de générer un nouvel échantillon sont des paramètres
qui doivent être ajustés selon la densité à échantillonner. Le calibrage de la loi générant les
échantillons est délicat et un mauvais choix peut conduire à des échantillons stagnant longtemps
dans une zone de probabilité, ou à des échantillons étant souvent rejetés et donc doublés [Roberts
et Rosenthal 2001]. Afin de s’affranchir de ces paramètres, une approche alternative est utilisée,
basée sur la méthode des Transport Maps [El Moselhy et Y. M. Marzouk 2012 ; Spantini et al.
2018]. Cette méthode a été employée dans de précédentes études pour résoudre des problèmes
d’inférence bayésienne séquentiels en utilisant des modèles réduits PGD, dans le cadre du
contrôle de santé de structures mécaniques [Rubio et al. 2019a ; b].

4.3 Échantillonnage par la méthode des Transport Maps
La méthode des Transport Maps consiste à trouver une transformation déterministe M entre

une mesure de référence νρ, suivant une loi facile à échantillonner, telle la loi normale centrée
réduite, et la mesure d’intérêt νπ suivant la loi a posteriori que l’on souhaite échantillonner. De
cette manière, les échantillons de la densité de référence peuvent être transportés vers la densité
a posteriori, comme illustré sur la Figure 4.3. L’objectif est donc de déterminer le changement de
variablesM tel que : ∫

g dνπ =

∫
gM ◦ dνρ (4.16)

4.3.1 Approximation de Laplace
Supposons que l’on connaisse la densité a posteriori à la constante de normalisation près :

π(p) =
1

C
π̃(p) (4.17)
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M

M−1

xk ∼ ρM(xk) ∼ π

Figure 4.3 – Principe de l’échantillonnage par Transport Maps. Figure adaptée de la
documentation de la librairie MParT et de [Rubio 2019].

Lorsque la densité a posteriori π est très éloignée de la densité de référence, c’est-à-dire que son
espérance et sa moyenne ne sont pas proches de 0 et de 1, une première étape consiste à trouver
une approximation de Laplace de la densité a posteriori, afin de pouvoir transformer celle-ci
en une densité plus proche de la densité de référence. L’approximation de Laplace consiste
à trouver la meilleure gaussienne approximant la densité a posteriori. Afin de construire cette
approximation, le point p0 minimisant l’opposée du logarithme de π̃ est tout d’abord trouvé :

p0 = argmin
p

(
− log(π̃(p))

)
(4.18)

Ensuite, un développement de Taylor au second ordre du logarithme de π̃ au point p0 est effectué :

log(π̃(p)) ≈ log(π̃(p0)) +
1

2
(p− p0)

TH(p0)(p− p0) (4.19)

où H(p0) est la matrice Hessienne de log(π̃) au point p0. Une approximation de π̃ est donc
obtenue par :

π̃(p) ≈ π̃(p0) exp

(
1

2
(p− p0)

TH(p0)(p− p0)

)
(4.20)

Ainsi, une approximation de la constante de normalisation peut être obtenue :

C ≈
∫

π̃(p0) exp

(
1

2
(p− p0)

TH(p0)(p− p0)

)
dp (4.21)

soit :
C ≈ π̃(p0)

(2π)d/2

|H(p0)|
1
2

(4.22)

où d est le nombre de paramètres. Le calcul de la constante d’intégration permet d’exprimer une
approximation de la densité a posteriori π(p) :

π(p) ≈ |H(p0)|
1
2

(2π)d/2
exp

(
1

2
(p− p0)

TH(p0)(p− p0)

)
= N (p0,−H(p0)

−1) (4.23)

https://measuretransport.github.io/MParT/source/tutorials/python/BayesianInference_BOD.html
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Cette approximation correspond à une loi normale centrée en p0, et de matrice de covariance
−H(p0)

−1. Ainsi, l’approximation de Laplace correspond à une transformation linéaire :

L(p) = p0 −H(p0)
−1p (4.24)

En résumé, l’approximation de Laplace est obtenue en résolvant le problème de minimisation
(4.18) et en calculant les dérivées secondes de la densité π̃ pour obtenir la matrice Hessienne.

4.3.2 Transformation triangulaire
L’approximation de Laplace est utilisée pour transformer la densité a posteriori en une densité

π⋆ qui est approximativement d’espérance nulle et dematrice de covariance identité : π⋆ = π◦L−1.
Ensuite, une transformationM inversible est calculée entre la densité π⋆ et la densité de référence
ρ, telle que :

νπ⋆ ≈M♯νρ = ρ ◦M−1|det∇M−1| (4.25)

Afin de quantifier la différence entre les distributions νπ⋆ et M♯νρ, la divergence de Kullback-
Leibler est utilisée :

DKL(M♯νρ||νπ⋆) = DKL(νρ||M−1
♯ νπ⋆) (4.26)

= Eρ

[
log

νρ

M−1
♯ νπ⋆

]
(4.27)

=

∫
[log(ρ(p))− log([π ◦M ](p))− log(| det∇M(p)|)] ρ(p) dp (4.28)

La transformationM est cherchée sous la forme triangulaire suivante :

M(p) =




M1(a1
c ,a

1
e, p1)

M2(a2
c ,a

2
e, p1, p2)...

Md(ad
c ,a

d
e , p1, p2, · · · , pd)


 (4.29)

où chaque transformationMk est définie de la manière suivante :

Mk(ak
c ,a

k
e ,p) = Φc(p)a

k
c +

∫ pk

0

(
Φe(p1, · · · , pk−1, θ)a

k
c

)2
dθ (4.30)

Les fonctions Φc et Φe sont les polynômes d’Hermite de coefficients ac et ae. Le degré maximal
des polynômes définit le degré de la transformation. Les coefficients ac et ae sont donc les incon-
nues à déterminer afin de caractériser la transformation. Ceux-ci sont obtenus en minimisant
la divergence de Kullback-Leibler. La forme triangulaire monotone (4.29) choisie pour la trans-
formation permet d’assurer que celle-ci est inversible [Rezende et Mohamed 2015 ; Y.Marzouk
et al. 2016]. Elle permet également une relative facilité de calcul, et assure que la solution du
problème de minimisation de la divergence est unique. Plus de détails peuvent être trouvés
dans [Y. Marzouk et al. 2016 ; Spantini et al. 2018]. Lorsque l’espace paramétrique est de grande
dimension, le nombre de coefficients à déterminer est également important et la minimisation
de la divergence KL peut être difficile. Ainsi, des méthodes ont été développées afin d’identifier
et exploiter des structures de faible rang que le problème peut comporter [Nouy 2017 ; Baptista
et al. 2020 ; Brennan et al. 2020 ; Zahm et al. 2022 ; Cui et al. 2023]. De plus, un estimateur de
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la qualité de l’approximation par la transformationM peut être défini par la variance suivante
(variance diagnostic) [El Moselhy et Y. M. Marzouk 2012 ; Spantini et al. 2018] :

ϵσ =
1

2
Varρ

[
log

νρ

M−1
♯ νπ⋆

]
(4.31)

Cet estimateur permet d’utiliser une procédure itérative sur la construction de la transformation.
Après avoir déterminé l’approximation de Laplace, une transformation triangulaire M d’ordre
1 est calculée. Tant que l’estimateur d’erreur n’est pas inférieur à une tolérance donnée, une
nouvelle transformation d’ordre supérieur est calculé.

4.3.3 Composition de transformations pour l’assimilation séquentielle
Un avantage des Transport Maps dans le cadre de l’assimilation séquentielle des mesures est

de pouvoir exploiter la transformation issue de l’assimilation précédente en la composant avec
une transformation d’ordre faible [Spantini et al. 2018 ; Rubio et al. 2019b ; Cui et Dolgov 2022 ;
Rubio et al. 2023], au lieu de la recalculer entièrement. En effet, comme la densité a posteriori est
proportionnelle au produit de chaque fonction de vraisemblance πk issue de l’assimilation d’une
mesure

π(p|dobs
1 , · · · ,dobs

i ) ∝ π(p)
i∏

k=1

πk

(
dobs
k −M(p, Nk)

)
(4.32)

l’idée est de calculer une nouvelle transformation entre la densité de référence et la densité a
posteriori affectée par la transformation issue de l’assimilation précédente. Ainsi, la densité a
posteriori est approximée par :

π(p|dobs
1 , · · · ,dobs

i ) ≈ (L ◦M1 ◦ · · · ◦Mi)♯ρ(p) = (Mi)♯ρ(p) (4.33)

où chaque transformation Mk, k = {2, · · · , i}, transforme la densité de référence ρ en la densité
cible π⋆

k :
π⋆
k(p) = πk

(
dobs
k |Mk−1(p)

)
ρ(p) (4.34)

L’assimilation séquentielle des mesures par inférence bayésienne est présentée dans l’algo-
rithme 8, qui est adapté de [Rubio 2019]. La méthode est illustrée visuellement sur la Figure
4.4.

4.4 Application à la prédiction de durée de vie restante
d’un module

Le suivi de l’état de santé d’un module de puissance au cours d’un essai de durée de vie est
assuré par la mesure de la chute de tension collecteur-émetteur VCE . Les paramètres du modèle
influent différemment sur la tension VCE . En effet, comme vu dans le chapitre précédent, la
conductivité électrique de la puce influe sur la valeur nominale de VCE , tandis que les autres
paramètres influent sur la propagation de la fissure. Ces derniers influent ainsi de manière
indirecte sur l’augmentation de la chute de tension, mais pas sur sa valeur initiale. En tirant
profit de cette constatation, les paramètres sont donc recalés en deux fois. Les premières mesures
de VCE sont tout d’abord exploitées afin de recaler la valeur de la conductivité électrique de
la puce dans l’état initial (sain) du module. La conductivité électrique de la puce est ensuite
fixée à la valeur obtenue par le maximum a posteriori pour recaler les autres paramètres avec les
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Algorithme 8 : Assimilation séquentielle de mesures avec échantillonnage par
Transport Maps
Données : tolerance, i mesures {dobs

1 , · · ·dobs
i }

Résultat : Transformation Mi

# Assimilation de la première mesure :
π1(p|dobsπ(p)
# Approximation de Laplace :
L = Approximation_Laplace(π1)
M̂1 = Id
ordre = 0 # Initialisation de l’ordre de la transformation triangulaire
ϵσ = 2× tolerance # Initialisation de l’estimateur d’erreur
tant que ϵσ > tolerance faire

ordre← ordre+ 1
M =Map_Triangulaire(ordre) # Initialisation de la transformation
triangulaire
M1 = minM DKL(ρ, (L ◦ M̂1 ◦M)−1

♯ π1) # Minimisation de la divergence KL
pour déterminer la transformation
M̂1 = M̂1 ◦M1

Actualise la variance ϵσ
fin
# Crée la transformation liée à la première mesure :
M1 = L ◦ M̂1

# Assimilation des autres mesures :
pour k allant de 2 à i faire

# Assimile la kième mesure et calcule la densité cible :
π⋆
k = π(dobs

k |Mk−1(p))ρ(p)

M̂k = Id # Initialise la k-ième transformation
ordre = 0 ; ϵσ = 2× tolerance
# Calcule la transformation :
tant que ϵσ > tolerance faire

ordre← ordre+ 1
M = Map_Triangulaire(ordre) # Initialisation de la transformation
triangulaire
Mk = minM DKL(ρ, (L ◦ M̂k ◦M)−1

♯ π⋆
k) # Minimisation de la divergence

KL pour déterminer la transformation
M̂k = M̂k ◦Mk

Actualise la variance ϵσ
fin
Mk = M̂k−1 ◦ M̂k

fin
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Figure 4.4 – Stratégie de l’approximation par Transport Maps pour l’assimilation séquentielle de
mesures. Figure issue de [Rubio 2019].
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mesures suivantes. Pour ce deuxième recalage, les valeurs de l’augmentation de VCE par rapport
à sa valeur initiale sont utilisées, car elles traduisent la propagation de la fissure. Elles sont ainsi
plus sensibles aux paramètres.

4.4.1 Recalage à partir de mesures synthétiques
Dans un premier temps, afin d’illustrer la méthode en s’affranchissant des difficultés liées

aux mesures réelles, la prédiction de la durée de vie restante d’unmodule est effectuée à partir de
mesures synthétiques, qui sont des mesures créées artificiellement à partir dumodèle numérique.
Ainsi, les mesures sont générées à partir de l’évolution de la chute de tension VCE obtenue avec
le jeu de paramètres (b/b0 = 1, 08, T0/T

0
0 = 1, c1/c

0
1 = 0, 9, c2/c

0
2 = 1, 1). Rappelons que ces

paramètres sont respectivement le paramètre associé à la conductivité électrique des puces, la
température pour laquelle les déformations thermiques sont nulles, et les paramètres de la loi de
Paris régissant la propagation de la fissure. Un bruit gaussien centré d’écart type σm = 7× 10−2

est ajouté à l’évolution de VCE obtenue pour ces paramètres. Les mesures sont générées tous
les 7500 cycles. Les mesures utilisées, comparées à la prédiction du modèle, sont montrées
sur la Figure 4.5a. Dans un premier temps, afin de faciliter l’identification des paramètres, la

Nombre de cycles normalisé

(a) Mesures synthétiques
Nombre de cycles normalisé

(b) Accroissement de VCE

Figure 4.5 – Génération de mesures synthétiques à partir du modèle numérique : VCE et son
augmentation en fonction du nombre de cycles.

température T0 est supposée être entièrement connue. Elle est fixée à sa valeur nominale. La
densité de probabilité a priori est choisie comme uniforme sur l’intervalle de variation des
paramètres, ce qui n’introduit aucune connaissance a priori des paramètres. La densité a posteriori
de la résistivité électrique de la puce b, montrée sur la Figure 4.6, est obtenue après l’assimilation
de 3 mesures. Sur cette figure, l’approximation de la densité obtenue par une transformation
triangulaire d’ordre 1 est égalementmontrée. Les deux densités sont normalisées par leurs valeurs
maximales respectives. La comparaison montre que l’approximation par Transport Maps est très
bonne, comme le confirme la faible valeur de l’indicateur de la variance ϵsigma = 1.03× 10−4.

La valeur de b obtenue par le principe du maximum a posteriori, est la valeur pour laquelle
les mesures ont été générées.

Cette valeur est ensuite fixée pour recaler les paramètres suivants. L’évolution de la densité a
posteriori, entre l’assimilation de la première mesure et la quarantième assimilation est montrée
sur la Figure 4.7. La densité obtenue à l’issue de l’assimilation de la première mesure est assez
peu informative : la densité est importante sur une large bande du domaine paramétrique.
Puis le support de la densité se restreint, grâce à l’apport d’informations par les nouvelles
mesures assimilées. A l’issue d’une vingtaine d’assimilation, la densité a posteriori contient une



4.4. Application à la prédiction de durée de vie restante d’un module 113

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20
b/b0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
no

rm
al

ize
d 

pd
f

Posterior
TM approximation

Figure 4.6 – Densité a posteriori portant sur la résistivité électrique de la puce, et son
approximation par Transport Maps.
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Figure 4.7 – Densités a posteriori de c1 et c2 obtenues à l’issue de (a) la première assimilation et
(b) la quarantième assimilation.
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information suffisamment fine pour permettre d’identifier de manière robuste les paramètres du
modèle. Il est par exemple possible d’extraire les lois marginales, présentées sur la Figure 4.8.
Les moments des densités de probabilité sont ensuite estimés par la méthode de Monte-Carlo.
Les paramètres ont une moyenne de 0,96 et 1,17 pour c1 et c2 respectivement. Ces valeurs sont
proches de celles utilisées pour générer les mesures : 0,9 et 1,1, soit une erreur relative de 6,7 et
6,3% respectivement.
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(a) Loi marginale de c1

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
c2/c02

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

̃ π(
c 2
/c

0 2)

(b) Loi marginale de c2

Figure 4.8 – Lois marginales issues de la densité jointe après 20 assimilations.

En échantillonnant la densité a posteriori par la méthode des Transport Maps puis en trans-
portant l’échantillon à travers le modèle de durée de vie, la probabilité de la durée de vie du
module est obtenue et présentée sur la Figure 4.9a. L’évolution de cette densité au cours des
assimilations des mesures suivantes est montrée sur la Figure 4.9. La densité de probabilité
de la durée de vie du module découlant de la densité a posteriori des paramètres, elle s’affine
également avec l’assimilation des mesures. La moyenne de la densité de probabilité de la durée

Nf/N0

(a) Densité à l’issue de la première
assimilation

Nf/N0

(b) Évolution de la densité au cours de 40
assimilations

Figure 4.9 – Densité de probabilité de la durée de vie du module, à l’issue de la première
assimilation et son évolution au cours des assimilations suivantes.

de vie (normalisée) obtenue après quarante assimilations est de 8, 038 × 10−1, proche de la
valeur du modèle, qui est de Nf/N0 = 7, 875× 10−1. L’écart-type est de 0,0316.
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4.4.2 Recalage à partir de mesures réelles
Après avoir illustré la méthode permettant de recaler les paramètres du modèle et de prédire

de la durée de vie restante d’un module à l’aide de mesures issues du modèle numérique, les
mesures réelles présentées sur la Figure 4.1 sont exploitées dans cette partie. Les mesures de
cinq modules sont utilisées pour construire la densité a priori des paramètres. Les mesures de la
puce IGBT supérieure du module restant sont utilisées pour construire le jumeau numérique de
celui-ci.

Densité a priori

La densité de probabilité a priori contenant les informations connues sur les paramètres,
peut être obtenue de plusieurs manières. Tout d’abord, si aucune information n’est connue
sur les paramètres, la densité a priori est considérée uniforme sur le domaine de variation des
paramètres : cette loi ne contient aucune information, si ce n’est que les paramètres appartiennent
au domaine défini. Dans le cas de l’étude d’un module de puissance, de nombreux tests ont été
réalisés au préalable sur des modules identiques à celui testé. Les mesures de VCE peuvent ainsi
être exploitées afin de construire une connaissance a priori sur les paramètres. Cette connaissance
doit traduire la probabilité que les paramètres d’un module soit égale à une certaine valeur. Elle
traduit donc la dispersion des paramètres entre les différents modules. L’obtention de la densité
a priori peut se faire par inférence bayésienne ou par une méthode déterministe telle que les
moindres carrés par exemple [Louf et Champaney 2013]. Cette dernière méthode sera employée
par la suite.

Afin d’obtenir la densité a priori des paramètres, considérons les évolutions de la chute de
tension VCE mesurée sur M = 5 modules au cours de leurs tests de vieillissement. Les données
issues d’un sixième module sont conservées pour construire ensuite un jumeau numérique
de ce dernier. Pour chaque module, la conductivité électrique bi de la puce du module i est
tout d’abord calculée par la méthode des moindres carrés, en utilisant les n premières mesures,
obtenues aux cycles Nk, pour lesquelles le module n’est pas encore ou faiblement endommagé.
La méthode des moindres carrés consiste à minimiser l’erreur définie par la somme des écarts
au carré entre la mesure V i,k

CE et la prédiction de la chute de tension par le modèle réduit PGD
M(nk, b, c1, c2) :

bi = argmin
b

n∑

k=1

(
V i,k
CE −M(nk, b, c1, c2)

)2
(4.35)

où les paramètres c1 et c2 sont fixés à leurs valeurs nominales. Ceux-ci n’influent de toute manière
pas sur la valeur prédite par le modèle, la fissure n’ayant pas encore ou faiblement propagé.

Une fois les valeurs des paramètres bi obtenues pour chaquemodule, la densité de probabilité
est obtenue par lissage, via uneméthode d’estimation par noyau (Kernel Density Estimation (KDE),
en anglais). Les valeurs de b obtenues pour les cinq puces supérieures et les six puces inférieures,
et la densité obtenue par lissage sont présentées sur la Figure 4.10. Ici, le noyau choisi est un
noyau gaussien, de largeur de bande automatiquement déterminée par la règle de Scott [Scott
1992] et le nombre de points. Peu de points sont utilisés ici, ce qui génère une largeur de bande
assez grande et un lissage grossier.

De la même manière, les mesures suivantes de chaque module sont utilisées pour obtenir les
paramètres ci1 et ci2 de chaque module i :

(ci1, c
i
2) = argmin

(c1,c2)

∑

k≥n

(
V i,k
CE −M(nk, b

i, c1, c2)
)2

(4.36)

où bi est le paramètre de la conductivité électrique dumodule i recalé avec les premières mesures.
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Figure 4.10 – Densité a priori de la conductivité électrique de la puce, obtenue par une méthode
déterministe à l’aide de mesures expérimentales provenant de 11 puces.

Prédiction de la durée de vie restante

De la même manière qu’avec les mesures synthétiques, la valeur du paramètre b, portant
sur la conductivité électrique de la puce est tout d’abord obtenue à l’aide des mesures initiales.
Pour cela, la densité a priori de la Figure 4.10, obtenue avec les mesures des précédents modules,
est affinée à l’aide des quatre premières mesures de VCE du module. L’erreur de mesure est
considérée suivre une densité gaussienne centrée, d’écart-type 2,2×10−2. L’évolution de la densité
de probabilité du paramètre b entre la densité a priori et la densité a posteriori est montrée sur la
Figure 4.11. Le paramètre b est ensuite choisi par le principe du maximum a posteriori, conduisant
à une valeur de b/b0 = 0, 932.

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20
b/b0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

De
ns

ité
s n

or
m
al
isé

es

Densité a priori
Densité a posteriori

Figure 4.11 – Évolution de la densité de probabilité de la conductivité électrique après
l’assimilation des 4 premières mesures du module. Les densités sont normalisées par leurs

valeurs maximales.

Les mesures du module sont comparées sur la Figure 4.12 à l’évolution de VCE prédite par le
modèle numérique, pour la valeur recalée du paramètre b, et deux valeurs des paramètres c1 et
c2. Cette figure montre que le modèle, pour les bonnes valeurs de paramètres, est capable de
décrire de manière acceptable l’augmentation de la tension VCE .
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Nombre de cycles normalisé

Figure 4.12 – Comparaison de l’évolution de VCE mesurée sur un module au cours d’un test de
vieillissement, et de deux évolutions prédites par le modèle numérique.

La Figure 4.13 présente la densité de probabilité de la durée de vie du module obtenue après
la propagation de la densité a posteriori des paramètres c1 et c2 à travers le modèle de durée de
vie. Cette densité est montrée après l’assimilation de la première mesure, et après l’assimilation
de 15 mesures. Comme pour les mesures synthétiques, la densité est assez peu informative lors
de la première assimilation, et s’affine avec l’assimilation des mesures suivantes. La durée de
vie normalisée moyenne de la densité obtenue après l’assimilation de 15 mesures est d’environ
0,936, alors que la durée de vie mesurée du module est en réalité de 0,890. La durée de vie du
module est ainsi légèrement surestimée. Cela provient du fait que l’identification des paramètres
est difficile. En effet, plusieurs couples (c1, c2) de paramètres conduisent à un modèle concordant
avec les premières mesures. Cela est visible sur la Figure 4.14a, qui présente la densité a posteriori
des paramètres. Celle-ci comporte une bande dans laquelle les valeurs de c1 et c2 sont acceptables.
La Figure 4.14b illustre bien la concordance du modèle pour différents couples de paramètres sur
les premières mesures. En revanche, les paramètres conduisent à une durée de vie différente, ce
qui explique l’erreur sur la durée de vie prédite par le modèle. La correction du biais de modèle
pourrait améliorer la prédiction de la durée de vie du module.

Notons que l’assimilation d’une mesure et la propagation des incertitudes à travers le modèle
de durée de vie requiert un temps de calcul d’environ quatre minutes. Le temps de calcul
provient majoritairement de la minimisation de la fonction coût pour déterminer les coefficients
des polynômes de la transformation. Ce temps est très inférieur au temps s’écoulant entre deux
mesures. En effet, les premières mesures sont acquises tous les vingt mille cycles, puis tous
les 2500 cycles. Un cycle durant 0,6s, les mesures sont donc acquises soit toutes les 3h20, soit
toutes les 25 minutes. L’approche utilisée peut donc être aisément employée en temps réel lors
de l’utilisation d’un module.
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Figure 4.13 – Densités de probabilité de la durée de vie du module, obtenues (a) après
l’assimilation de la première mesure, (b) après l’assimilation de 15 mesures, soit au bout d’un

nombre de cycle normalisé de N/N0 = 0, 3.
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Figure 4.14 – Difficultés d’identification des paramètres et de la prédiction de la durée de vie du
module.
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4.5 Conclusions sur la prédiction de durée de vie restante
Dans ce chapitre, une méthode a été proposée pour prédire la durée de vie restante d’un

module au cours de son utilisation, en prenant compte des sources d’incertitude et de variabilité.
La méthode repose sur l’inférence bayésienne, méthode stochastique de résolution de problèmes
inverses. Laméthode permet d’obtenir une densité de probabilité sur les paramètres dumodèle de
durée de vie, en comparant le modèle à des mesures issues du module. La densité de probabilité
ainsi obtenue est ensuite échantillonnée par la méthode des Transport Maps. L’échantillon est
propagé à travers le modèle numérique permettant d’obtenir une probabilité portant sur la
durée de vie du module. L’approche a été dans un premier temps illustrée sur des mesures
synthétiques. Elle a ensuite été employée sur des mesures réelles provenant d’un test de durée
de vie d’un module. Du fait du faible temps de calcul nécessaire à l’assimilation d’une mesure,
l’approche peut être mise en œuvre en temps réel sur un module en cours de son utilisation.





Conclusion générale et perspectives

Dans le cadre de la prédiction de durée de vie restante des modules électroniques de
puissance, l’emploi des modèles basés sur la physique reste encore limité par leur coût de
calcul important. Dans ce travail, une méthodologie a été proposée pour prédire la durée de vie
restante d’un module au cours de son utilisation, à l’aide d’un modèle numérique basé sur la
physique. L’approche utilisée repose sur deux piliers. Le premier est l’emploi d’une méthode
de réduction de modèle, la Proper Generalized Decomposition (PGD), pour construire un
modèle paramétrique à moindre coût. La PGD permet de contourner l’augmentation expo-
nentielle du coût de calcul en fonction du nombre de paramètres, en cherchant une solution
à variables séparées. Grâce à cette représentation de la solution, le nombre de problèmes
éléments finis coûteux est proportionnel au nombre de modes, généralement faible, de la
solution. Ce nombre est bien inférieur au nombre de problèmes éléments finis à résoudre
lorsqu’une méthode directe de force brute est utilisée, qui est le nombre de points de la grille
discrétisant le domaine temporel et paramétrique. Le second pilier de la méthode proposée
est l’utilisation de l’inférence bayésienne. Cette méthode stochastique de résolution de pro-
blèmes inverses permet d’obtenir une densité de probabilité sur les paramètres du modèle,
en comparant la prédiction de celui-ci à des mesures acquises au cours de l’utilisation dumodule.

Les premiers travaux ont tout d’abord porté sur la construction d’un modèle réduit d’un
modèle simplifié du comportement thermo-mécanique d’un module de puissance. Ce modèle a
permis d’employer la PGD pour la résolution du problème fortement couplé par la propagation
d’une fissure au sein d’un joint de brasure. Deux paramètres ont été considérés dans ce modèle.
L’un, géométrique, était l’épaisseur de la brasure, et l’autre, portant sur les conditions aux
limites thermiques, était le coefficient de convection. Une méthode itérative a été utilisée afin de
résoudre le problème couplé. Le modèle réduit a été implémenté au sein d’un code éléments
finis Matlab, permettant de modifier aisément les opérateurs et seconds membres élémentaires.
Dans ce premier modèle, la propagation de la fissure était modélisée par une loi cohésive dont
les paramètres étaient fortement modifiés afin d’accélérer la propagation de la fissure. Plusieurs
difficultés ont été rencontrées lors de la construction du modèle réduit. L’une d’elle provient du
couplage fort considéré : la séparation entre les variables, qui sont le temps et les paramètres,
de la fonction décrivant l’évolution temporelle de la longueur de fissure est délicate et peut
introduire des instabilités numériques. La seconde montre les limites de la réduction de modèle
pour les problèmes non-linéaires : l’évaluation du comportement est coûteuse en temps de calcul
et doit s’effectuer sur chaque jeu de paramètres, réduisant fortement le gain obtenu par l’emploi
des méthodes de réduction de modèle.
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La deuxième partie de ces travaux s’est ensuite focalisée sur la construction d’un second
modèle, plus représentatif d’un module réel. Ainsi, un modèle 3D a été considéré, et le compor-
tement électrique a été ajouté. Dans ce modèle, l’endommagement est localisé au niveau des fils
de connexion. Une méthode a été développée afin de tenir compte du grand nombre de cycles
sur lesquels s’effectue la propagation de l’endommagement, et afin de s’affranchir des difficultés
liées au couplage fort entre les physiques. Ainsi, le comportement électro-thermique est obtenu
indépendamment du comportement mécanique, en paramétrant l’endommagement dans les
problèmes. De cette manière, le problème électro-thermique permet d’obtenir le comportement
électrique et thermique du module sur toute sa durée de vie. Le problème de mécanique permet,
lui, d’obtenir l’évolution de l’endommagement en fonction du nombre de cycles. Ainsi, en com-
binant les deux modèles, les comportements électrique, thermique et mécanique sont obtenus
en fonction du nombre de cycles vécus par le module. Afin de pouvoir résoudre rapidement
le problème comprenant plusieurs millions de degrés de liberté, le logiciel commercial Ansys
Mechanical APDL a été utilisé. Une stratégie numérique a été développée en conséquence,
afin de pouvoir implémenter la méthode PGD de manière non-intrusive pour la résolution de
problèmes couplés non-linéaires. Une méthode d’hyper-réduction de modèle a également été
étudiée afin de diminuer le coût de l’évaluation des termes non-linéaires avec Ansys. Cependant,
ce coût reste encore trop important et limitant pour pouvoir obtenir des résultats fiables. C’est
pourquoi un second modèle du comportement mécanique a été développé. Ce modèle, linéaire,
permet d’exploiter pleinement le gain de temps obtenu par l’emploi de la PGD.

Enfin, dans la dernière partie de ces travaux, le modèle réduit a été employé pour la prédiction
de la durée de vie restante d’un module au cours de son utilisation. La méthode employée repose
sur l’inférence bayésienne, qui exploite des mesures de la tension VCE acquises au fur et à
mesure de l’utilisation du module. En exploitant des données acquises sur des tests précédents
de vieillissement de modules identiques, une connaissance a priori des paramètres peut être
déduite. Cette connaissance est ensuite affinée séquentiellement à l’aide des mesures acquises
en temps réel sur le module. Dans un premier temps, des mesures synthétiques ont été utilisées
afin d’illustrer la méthode, puis des mesures réelles ont été exploitées. Après l’acquisition d’une
mesure, la nouvelle connaissance a posteriori se traduit par une nouvelle densité de probabilité
portant sur les paramètres. Cette densité, ne suivant pas de loi usuelle, est difficile à échantillonner.
Dans ce travail, l’échantillonnage est effectué à l’aide de la méthode des Transport Maps, méthode
alternative aux méthodes de Monte-Carlo par chaînes de Markov (MCMC). Cette méthode,
consistant à déterminer une transformation entre une densité de référence et la densité cible,
permet de s’affranchir des difficultés des méthodes MCMC (phase de burn in, stagnation dans
une région de la densité, . . .). Elle permet également de se ramener à un problème déterministe
portant sur les paramètres de la transformation, et de pouvoir contrôler l’erreur d’approximation
commise via un estimateur robuste. L’échantillon de la densité de probabilité des paramètres est
ensuite propagé à travers le modèle de durée de vie. De cette manière, une densité de durée de
vie probabiliste est obtenue, permettant de prédire avec robustesse la durée de vie restante du
module.

Perspectives

Plusieurs perspectives font suite à ces travaux. La première est l’amélioration du modèle
non-linéaire de mécanique afin d’obtenir un modèle fiable pouvant être employé dans le cadre de
la prédiction de la durée de vie restante dumodule. Les résultats obtenus pourront être comparés
avec ceux du modèle linéaire. Comme le formalisme de l’inférence bayésienne le permet, il sera
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ainsi possible de sélectionner le modèle le plus adéquat en comparant les valeurs des constantes
de normalisation des densités a posteriori.

Dans la même perspective d’améliorer le modèle utilisé, une complexification progressive
du modèle peut être envisagée. La méthode d’hyper-réduction introduite dans ces travaux est
généralisable quelle que soit la non-linéarité du problème. Ainsi, il est possible de considérer un
modèle mécanique plus proche des phénomènes physiques présents au sein du module, tel que
la plasticité ou le fluage.

De plus, le modèle développé repose sur l’hypothèse que les six fils se dégradent à la même
vitesse. Une extension à des vitesses de propagation différentes est également envisageable, en
introduisant un paramètre d’endommagement par fil. Des précautions devront néanmoins être
prises afin de ne pas introduire un trop grand nombre de paramètres. En effet, l’augmentation
du nombre de paramètres induit une augmentation de la complexité de la mise en œuvre de la
réduction de modèle, et engendre une augmentation importante du coût de calcul des problèmes
non-linéaires comme le problème de mécanique.

Le modèle numérique peut également être amélioré afin de pouvoir tenir compte d’un
chargement réel d’un module, en utilisant un algorithme de comptage de cycles, et en cumulant
les endommagements liés à chaque amplitude cyclique.

Dans l’optique de réduction de temps de calcul, des travaux peuvent aussi être menés sur le
développement de méthodes permettant de calculer efficacement le cycle limite thermique, sans
devoir calculer le régime transitoire.

Enfin, les modèles réduits paramétrés pourraient aussi être utilisés pour une phase de
conception des modules. Dans ce cadre, un modèle réduit peut être développé en considérant
des paramètres de design ayant une influence sur la durée de vie. Les paramètres optimaux
peuvent ensuite en être déduits, et ce de manière robuste, en considérant des incertitudes sur les
paramètres.





Annexe A
Commandes APDL usuelles

L’aide à l’utilisation des commandes du langage de programmation d’ANSYS (Ansys Parame-
tric Design Language, ou APDL) est disponible sur cette page. Une documentation détaillée sur
l’installation et l’utilisation de la bibliothèque python permettant de travailler en interaction avec
une instance MAPDL, appelée PyMapdl est également disponible en ligne. Cette annexe vise à
fournir une explication globale du fonctionnement d’AnsysMechanical APDL et des commandes
APDL et python les plus utiles à l’implémentation des codes développés dans ces travaux de
thèse.

Le code de calcul Ansys Mechanical APDL est sous divisé en plusieurs processeurs, chacun
pouvant permettre à l’utilisateur d’effectuer un type de commandes. Les principaux processeurs
sont les suivants.

— Le processeur PREP7 permet à l’utilisateur de définir le problème. Il peut notamment
définir la géométrie du problème, définir et effectuer lemaillage, et définir le comportement
des matériaux utilisés et leur propriétés.

— Le processeur SOLUTION permet de définir le type d’analyse effectuée, de définir les
conditions aux limites et de résoudre le problème. Toutes les commandes liées à la résolu-
tion du problème (définition du type de solveur, définition des schémas d’intégration, des
critères de convergence des problèmes non-linéaires,...) s’utilisent dans ce processeur.

— Le processeur POST1 permet à l’utilisateur de post-traiter la solution calculée.
— Enfin, le processeur AUX2 permet de manipuler et notamment de combiner les fichiers

écrits par les différents processeurs de calculs utilisés lors d’un calcul parallèle, afin de
pouvoir extraire par la suite les quantités d’intérêt.

Certaines commandes ne sont utilisables que dans un seul processeur, tandis que d’autres
peuvent l’être dans plusieurs processeurs. C’est notamment le cas des commandes permettant
de définir les conditions aux limites du problème, ou les propriétés matériaux, qui sont valides à
la fois dans les processeur PREP7 et SOLU.

Par la suite, nous présentons une liste non exhaustive des commandes python les plus utiles
de la librairie PyAnsys.

La ligne suivante importe la fonction permettant de créer une instance MAPDL :
from ansys.mapdl.core import launch_mapdl

En créant l’instance MAPDL, il est possible de spécifier l’emplacement d’Ansys Mechanical, le
nombre de processeurs, ou encore l’emplacement où MAPDL se lance et où les fichiers sont
écrits :
mapdl = launch_mapdl(exec_file=exec_file ,nproc=nproc,run_loc=
run_loc)

https://www.mm.bme.hu/~gyebro/files/ans_help_v182/ans_cmd/Hlp_C_CmdTOC.html
https://mapdl.docs.pyansys.com/version/stable/
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Pré-processing
# Lit un fichier d’entrée :
mapdl.input(input_file)

# Obtient la numérotation des nœuds (celle-ci peut comporter des sauts dûs au maillage de
plusieurs pièces)
lst_nodes = mapdl.mesh.nnum

# Sélectionne les éléments du solide numéromatId :
mapdl.esel(’S’,’MAT’,’’,matId)

# L’option ′S′ permet d’"effectuer une nouvelle sélection. L’option ′A′ permet d’ajouter à une sélec-
tion des éléments, l’option ′R′ d’en re-sélectionner un sous ensemble, et ′U ′ d’en dé-sélectionner.
# Sélectionne les nœuds associés aux éléments sélectionnés :
mapdl.nsle()

Résolution
# Entre dans le processeur SOLUTION
mapdl.slashsolu()

# Spécifie l’option de stopper ou non la résolution après l’assemblage des matrices et vecteurs :
mapdl.wrfull(1) # 0 p ou r ne p a s l ’ u t i l i s e r

# Résout le problème
mapdl.solve()

Post-processing
# Combine les fichiers écrits par les processeurs lors d’un calcul parallélisé :
mapdl.aux2()
mapdl.combine(’full’)
mapdl.finish()

Echanges entre Python et MAPDL
# Importe dans Python depuis le fichier ’file.full’ la matrice de rigidité (sous forme triangulaire
supérieure) et le second membre :
mm = mapdl.math
K = mm.stiff(asarray=True)
F = mm.rhs(asarray=True)

En spécifiant asarray=False, les éléments sont importés à la place dans MAPDL.
# Envoie la matrice sparse K sous forme triangulaire supérieure dans MAPDL, ainsi que le
vecteur F :



127

from scipy import sparse
Kmapdl = mm.matrix(sparse.triu(K),triu=True)
mm.set_vec(F,name="Fmapdl")
Fmapdl = mm.vec(name="Fmapdl")

# Factorise la matriceK par MAPDL, et résout le systèmeKU = F :
s = mm.factorize(Kmapdl)

U = s.solve(Fmapdl)
U = U.asarray() # i m p o r t e d an s Py t h on

# Transforme un vecteur U rangé suivant la numérotation des degrés de libertés en un vecteur
Unod suivant l’ordre des nœuds, à l’aide de la matrice de passage M , telle que U = MUnod et
Unod = MTU :
# I m p o r t e l e mapp ing d e p u i s l e f i c h i e r " f i l e . f u l l " :
mapdl.run("∗SMAT,M,D,IMPORT,FULL,file.full,USR2BCS")
# I n i t i a l i s e l e v e c t e u r o r d o n n e p a r numero d e no eud
Xusr = mapdl.math.vec(size=int(max(lst_nodes)),init="zeros")
mapdl.math.set_vec(U,name="Xbcs")
mapdl.math.vec(name="Xbcs")
mapdl.mult(m1=’M’,t1=’TRANS’,m2=’Xbcs’, m3=Xusr.id)
Unod = Xusr.asarray()

# Résout un problème fictif en imposant la valeur des degrés de liberté aux valeurs du vecteur
Unod, connu suivant l’ordre des nœuds :
# D e f i n i t un t a b l e a u a d o nn e r a MAPDL, c o n t e n a n t l e numero d e s

n o e u d s e t l a v a l e u r aux n o e u d s :
table = np.hstack((lst_node,Unod))

# Ch a r g e l e t a b l e a u d an s MAPDL :
mapdl.prep7()
mapdl.load_table(’table’, table, ’NODE’)

# Imp o s e t o u s l e s d e g r e s d e l i b e r t e :
mapdl.d(’ALL’,’VOLT’,’%table%’) # ( ’VOLT ’ p e u t a u s s i e t r e ’TEMP

’ , ’UX ’ , ’UY ’ , . . s u i v a n t l a g r a n d e u r p h y s i q u e )
mapdl.finish()

# R e s o u t l e p r o b l e m e f i c t i f :
mapdl.slashsolu()
mapdl.solve()
mapdl.finish()
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