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Résumé

Prendre une décision, c’est souvent faire un compromis entre les bénéfices
et les risques. Plusieurs théories de la décision ont été proposées pour modéli-
ser ces compromis, la plus connue étant celle de I'utilité espérée qui repose sur
I'utilisation de la théorie des probabilités. Beaucoup d’autres approches pour
modéliser I'incertitude, qu’elle provienne de la variabilité des phénoménes ou de
l’ignorance qu’on en a, reposent sur l'utilisation de capacités (ou mesures non
additives), telles que les probabilités imprécises, les fonctions de croyances, les
mesures de possibilité, les intervalles de probabilité, etc. Pour chacune d’elles,
une ou plusieurs régles permettent de modéliser la prise de décision au regard
du type d’information qu’elles décrivent. Dans cette thése, nous proposons un
modéle algébrique général permettant de décrire les théories basées sur l'utilisa-
tion d’une capacité, qu’elle soit numérique ou non, grace & une régle de décision
universelle que nous appelons XEU. Pour cela, nous proposons en particulier de
représenter les capacités algébriques par des fonctions de masses algébriques.

Nous appliquons d’abord ce modéle aux théories usuelles, dans un cadre
mono-agent, et montrons que nous pouvons représenter toutes les régles de dé-
cision usuelles par une XEU. Nous considérons ensuite ce modéle dans le cadre
multi-agent appelé « jeux stratégiques », sous information compléte et sous infor-
mation incompléte. Nous vérifions la pertinence du modéle dans ce cadre avant
d’y exprimer une généralisation du théoréme de Howson et Rosenthal. Ce théo-
réeme étendu permet d’étudier un jeu exprimé dans notre cadre algébrique avec
les outils théoriques et algorithmiques provenant de la théorie des jeux classique.
Puis nous détaillons un cas particulier de jeu & information incompléte basé sur
les fonctions de croyance (les Bel-Games), que nous avons proposé durant cette
thése, et qui constituent une instance particuliére du modéle général.

Enfin, nous formalisons cette approche algébrique dans I’assistant de preuve
Coq, ce qui certifie la majorité de nos résultats d’une part et constitue une bi-
bliothéque modulaire réutilisable d’autre part. Cette formalisation est la réunion
de deux groupes de travaux, 'un concernant les capacités et les théories de la
décision en général, ’autre formalisant les différentes preuves que nous propo-
sons pour le théoréme de Howson et Rosenthal généralisé aux Bel-Games et aux
jeux & information incompléte en général.
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Abstract

Making a decision often involves a trade-off between benefits and risks. Se-
veral decision theories have been proposed to model these trade-offs, the best
known being the expected utility theory, based on the use of probabilities. Many
other approaches to the modeling of uncertainty, whether it arises from the va-
riability of phenomena or from ignorance of them, rely on the use of capacities
(or non-additive measures), such as imprecise probabilities, belief functions, pos-
sibility measures, probability intervals and so on. For each of these, one or more
rules are used to model decision-making with respect to the type of information
they describe. In this thesis, we propose a general algebraic model which cap-
tures all these theories as particular cases. This model is based on the use of a
capacity, whether numerical or not, thanks to a universal decision rule that we
call XEU. In particular, we propose to represent algebraic capacities by algebraic
mass functions.

We first apply the model to the usual theories, in a single-agent framework,
and show that we can represent all the usual decision rules by an XEU. We then
consider this model in the multi-agent framework of "strategic games", under
complete and incomplete information. We check the validity of the approach
before expressing the generalization of Howson and Rosenthal’s theorem. This
theorem enables the study of a game expressed in the algebraic framework using
theoretical and algorithmic tools from classical game theory. We then turn to
the Bel-Game model (incomplete-information games based on belief functions)
proposed during this thesis, which constitute a particular instance of our general
model.

Finally, we formalize our algebraic approach in the Coq proof assistant. This
certifies the majority of the results obtained and constitutes a reusable and
modular library. This formalization is the union of two groups of works : the
first one deals with capacities and decision theories in general, the second one
formalizes the various proofs we propose for Howson and Rosenthal’s theorem
generalized to Bel-Games and to games of incomplete information in general.
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Introduction

Prendre une décision, c’est choisir parmi plusieurs alternatives possibles : on
souhaite le plus souvent prendre une bonne décision, voire la meilleure décision
possible. Or, si certains choix sont simples, beaucoup nous semblent difficiles :
c’est le cas lorsque les enjeux sont importants et que les tenants et les abou-
tissants sont mal connus. Dans de telles situations, identifier les « bonnes »
décisions n’est pas évident.

Depuis Sun-Tzu (VIe av JC) et Aristote (IVe av. JC) au moins, on s’intéresse
4 la question de savoir comment les décisions sont prises, ou comment elles de-
vraient étre prises par des individus ou des institutions, particuliérement lorsque
les conséquences d’une décision ne sont que partiellement connues (ARISTOTE,
350 av. JC; Tzu, env. 450 av. JC)!. La question a resurgi au cours des XVIle
et XVIlIle siécles. Pascal, Bernouilli, Laplace par exemple, ont étudié la prise
de décision sous deux formes d’incertitude distinctes : I’aléatoire (dans le cadre
des jeux de hasard) et la confiance (pour la prise en compte judiciaire des témoi-
gnages). D’autres se sont intéressés a la prise de décision par plusieurs agents,
particuliérement dans un contexte de concurrence économique sans incertitude
(CourNOT, 1838 ; BERTRAND, 1883).

L’aléatoire a été rapidement rattaché & 1’évaluation des fréquences, dans
les travaux précurseurs de Bernouilli (BERNOULLI, 1738), puis, avec le dé-
veloppement des mathématiques au XVIIle siécle, & la notion de probabi-
lite (KOoLMOGOROV, 1933). Les probabilités sont ainsi naturellement supposées
additives (c’est-a-~dire que la probabilité qu’un événement advienne, parmi deux
événements disjoints, égale la somme des probabilités associées & ces deux évé-
nements).

Au cours de la premiére partie du XXe siécle, la théorie de la décision
« classique », reposant sur les probabilités et la régle de 1'utilité espérée, est
suffisament bien établie pour étre utilisée en pratique, particuliérement en éco-
nomie (SIMON, 1947) et dans le domaine militaire (DRISCOLL, PARNELL et
HENDERSON, 2007). Cette mise & I’épreuve a permis de constater sa pertinence,
dans certaines situations, par exemple pour 'aide & la décision dans les entre-
prises (CYERT, MARCH et al., 1963). En contrepartie, c’est aussi & cette période
que ’on exprimera les principales critiques sur cette théorie classique.

1. La chronologie présente en introduction suit celle proposée dans les chapitres 1 et 3 du
livre Decision-making Process (DuBois, PRADE et al., 2013), rédigés par Tsoukias d’une part
et par Dubois et Prade d’autre part.
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x INTRODUCTION

La théorie de 'utilité espérée est normative, sa justification est exogéne (sa
légitimité ne vient pas de la situation modélisée). Elle décrit quelles devraient
étre les préférences du décideur (s'il est d’accord avec un petit nombre d’axiomes
raisonnables). Or, dans certaines situations, la plupart des décideurs humains
ne décident pas du tout de la fagon prévue par la théorie. Dés 1947, Simon a
observé ces comportements en situation réelle (SIMON, 1947); plusieurs expé-
riences permettent de les observer en laboratoire (ALLAIS, 1953 ; ELLSBERG,
1961). Dés lors, avec le développement des sciences cognitives, de la psychologie
et de I’économie expérimentale, plusieurs théories alternatives ont été propo-
sées. Elles reposent principalement sur trois principes : la correction des valeurs
(par exemple, la distortion des probabilités, KAHNEMAN et TVERSKY, 1979;
QUIGGIN, 1982); le relachement de la théorie des probabilités (par exemple,
les théories des fonctions de croyances et des possibilités, DEMPSTER, 1967 ;
SHAFER, 1976 ; DUBOIS et PRADE, 1988) ; I’évolution du modéle (par exemple,
la théorie des perspectives, ou Prospect theory, KAHNEMAN et TVERSKY, 1979).
Ces théories alternatives de la décision ont souvent été proposées dans une ap-
proche descriptive (en cherchant & modéliser ce que les décideurs décident, et non
pas ce qu’ils devraient décider; la justification est interne & la situation, mais
externe au décideur), parfois dans une approche constructive (en cherchant a
modéliser le décideur et sa connaissance du probléme ; la justification est alors
totalement endogéne). Notons que chacune de ces théories peut étre vue comme
normative, descriptive ou constructive selon que son utilisation est justifiée par
les axiomes, par I’étude du méme type de prises de décision ou par I’élicitation
du modéle auprés de 'agent étudié.

Parallélement, avec l'essor des sciences numériques et de l'intelligence ar-
tificielle dans la seconde partie du XXe siécle, une autre communauté s’est
intéressée a la problématique de la connaissance humaine et du raisonnement,
souvent basé sur des informations imprécises, incertaines ou contradictoires. On
constate deés lors les apports des approches logiques (classiques et modales) et
surtout ceux de la représentation de la nature graduelle des informations (par-
ticuliérement par les ensembles flous, ZADEH, 1965). Cela ménera a un regain
d’intérét pour les probabilités non-additives (SHACKLE, 1961; SMITH, 1961;
Goob, 1966 ; DEMPSTER, 1967 ; KYBURG, 1974 ; SHAFER, 1976).

Enfin, plus récemment, certains auteurs ont cherché & comparer et éventuelle-
ment regrouper ces différentes approches, qui parfois se rejoignent (DESTERCKE
et DUBOIS, 2006). En particulier, des approches algébriques ont été proposées
pour abstraire la théorie de I'incertitude considérée, qui devient alors un pa-
ramétre supplémentaire du modeéle décrivant la prise d’une décision. De tels
cadres génériques permettent une meilleure compréhension des formalismes, en
identifiant leurs similitudes et leurs différences, apportent de 'expressivité aux
modéles en permettant d’exprimer des connaissances incomplétes et permettent
de concevoir des concepts de solutions et des algorithmes génériques. De telles
approches algébriques ont été proposées pour la modélisation d’'un décideur
unique, n’interagissant pas avec d’autres décideurs, d’abord dans un cadre sta-
tique (FRIEDMAN et HALPERN, 1995 ; HALPERN, 2001 ; CHU et HALPERN, 2003),
puis dans un cadre dynamique (PERNY, SPANJAARD et WENG, 2005 ; PRALET,
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VERFAILLIE et SCHIEX, 2007).

La théorie de la décision comprend plusieurs sous-domaines : les théories de
I'incertitude proposent des outils pour représenter les connaissances incomplétes,
la théorie des jeux s’intéresse aux prises de décisions multi-agents (lorsque les
choix des uns impactent ceux des autres); la théorie du vote se concentre sur
I’agrégation des préférences individuelles en préférences collectives ; etc.

Tous ces sous-domaines sont en réalité transverses, méme s’ils sont souvent
étudiés séparément. Ainsi, la problématique de 'incertitude concerne autant les
théoriciens des jeux que les théoriciens du vote (la connaissance est partielle-
pour quasiment toute prise de décision), mais elle se retrouve souvent rattachée
a I’étude des prises de décision par un unique décideur. Dans le cadre de la théo-
rie des jeux, l'incertitude est habituellement exprimée dans le cadre de la théorie
classique de l'utilité espérée ('utilisation de théories alternatives a tout de méme
été proposée pour certains problémes), aprés que Nash a proposé I'utilisation
de stratégies probabilistes randomisées (NAsH, 1950) puis que Harsanyi a pro-
posé le modéle de jeu bayésien en 1967 (HARSANYI, 1967). Ce modéle permet
de décrire des situations ou plusieurs décideurs prennent chacun une décision,
dans un contexte incertain ; la conséquence dépend des choix pris par tous les
décideurs et de I’état de certains paramétres mal connus. C’est un modéle trés
expressif : il permet d’exprimer l'incertitude pesant a la fois sur I’environnement
(par exemple, 'incertitude sur les conséquences d’une décision) et sur les déci-
deurs eux-mémes (par exemple, I'incertitude sur les préférences de tel décideur).
Par contre, comme son nom l'indique, il est exprimé dans le cadre de la théorie
classique, et se retrouve ainsi associé a 'approche probabiliste.

Les jeux bayésiens ont été beaucoup utilisés : en économie, pour étudier les
situations de concurrence (KREPS et WILSON, 1982; MILGROM et ROBERTS,
1982 ; FUDENBERG et KREPS, 1987), mais aussi pour justifier d’autres résul-
tats de théorie des jeux (HARSANYI, 1967; MYERSON, 2007), de choix social
et de théorie du vote (DOWNS, 1957; GIBBARD, 1973; LAU et REDLAWSK,
2006). Néanmoins, ce modéle étant basé sur la théorie classique de 1'utilité es-
pérée, les critiques concernant cette derniére concernent aussi les jeux bayé-
siens : dans certaines situations, le comportement des décideurs n’est pas ce-
lui décrit par le modéle. Les théories alternatives n’ont été étudiées dans le
cadre multi-agents que trés récemment. En 2019, Ben Amor et al. ont proposé
le modéle des jeux possibilistes, dont ’approche est similaire & celle des jeux
bayésiens mais basée sur la théorie alternative des possibilités (BEN AMOR,
FARGIER, SABBADIN et TRABELSI, 2019) ; durant mon doctorat nous avons dé-
veloppé le modéle des jeux évidentiels et crédaux que nous présentons et gé-
néralisons dans cette thése (FARGIER, MARTIN-DOREL et POMERET-COQUOT,
2021a; POMERET-COQUOT, FARGIER et MARTIN-DOREL, 2022).

Dans cette thése, nous proposons dans un premier temps un modéle al-
gébrique appelé modéle d’agent permettant d’abstraire la théorie de la décision
considérée par des opérateurs algébriques et une fonction d’agrégation. Ces com-
posants deviennent ainsi des paramétres du modéle qui peut alors étre étudié en
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toute généralité ou dans certains cas particuliers. Dans un second temps, nous
utilisons ce modéle d’agent algébrique pour définir un modéle générique de jeu
a information incompléte permettant de modéliser les situations de prise de dé-
cision multi-agents dans différentes théories de la décision : la théorie considérée
est donnée en paramétre du modéle. Cela accroit évidemment ’expressivité du
modéle puisqu’on peut ainsi étudier par exemple des situations ou les agents
ne sont pas modélisés par les mémes régles de décision et méme exprimer l'in-
certitude quant a la théorie considérée pour un agent donné. Par ailleurs, nous
pensons que cela participe & une meilleure compréhension des modéles eux-
mémes, en identifiant les éléments communs & toute théorie de la décision et
ceux dépendants de la théorie considérée. Nous verrons par exemple que la dé-
finition usuelle basée sur les types potentiels des agents (utilisée dans les jeux
bayésiens, possibilistes et crédaux) n’est pas aussi générale qu’elle le semble dans
la théorie classique. Enfin, en proposant un tel cadre générique, nous permet-
tons 'expression de résultats théoriques et algorithmiques génériques eux-aussi.
Nous montrons par exemple que le théoréme de Howson et Rosenthal peut étre
étendu a ce cadre générique, et précisons sous quelles conditions (HOWSON et
ROSENTHAL, 1974). Ce théoréme garantit I’équivalence d’un jeu & information
incompléte et d’un jeu & information compléte (sans incertitude), et permet ainsi
d’étendre directement certains résultats théoriques et algorithmiques au modéle
générique que nous proposons.

L’élaboration de ce modeéle générique a suivi deux directions complémen-
taires. La premiére a consisté & s’assurer que le modéle proposé a du sens. En
détaillant les définitions, et en revenant aux justifications élémentaires, nous
nous sommes assurés que les théories considérées y sont correctement appli-
quées. La seconde direction est formelle, elle a consisté & exprimer nos résultats
dans I'assistant de preuve formelle COQ. Les résultats y sont ainsi vérifiés auto-
matiquement, ce qui apporte une trés forte garantie sur leur correction, au prix
d’un effort supplémentaire de rigueur et de détail. Nous pouvons ainsi certifier
que le modéle générique que nous proposons est correct, ainsi que les générali-
sations du théoréme de Howson et Rosenthal. De plus, cette approche formelle
offre deux avantages supplémentaires : d’une part, en construisant une biblio-
theéque de preuves, il devient facile de réutiliser nos résultats et de les instancier
dans les cas particuliers d’intérét ; d’autre part, cela permettra la génération de
programmes « zéro défaut » formellement certifiés, dont on peut extraire une
version efficace en OCaml. Bien que nous ne nous attachions pas particuliére-
ment a ’aspect algorithmique dans ce travail, nous pensons que la possibilité
de certifier certains algorithmes s’avérera utile dans le futur. En effet, les cas
d’applications des jeux & information incompléte comprennent des situations
critiques ou la demande de fiabilité est importante. Nous pensons par exemple
aux véhicules autonomes, dont les décisions sont clairement prises dans un en-
vironnement multi-agents, ou encore & la dématérialisation des consultations et
autres services publics (vote en ligne, ParcoursSup, etc.), ou les choix de chacun
doivent évidemment étre pris en compte. La question de savoir comment les dé-
cisions sont prises puis traitées est une question sociétale, a laquelle la réponse
ne peut étre que collective. Mais, une fois cette réponse établie, de tels traite-
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ments peuvent étre automatisés. Il nous semble alors indispensable de garantir
la correction des résultats obtenus qui sont difficiles voire impossibles & vérifier
manuellement.

Le contexte de ce travail est présenté dans les deux premiers chapitres, o
nous donnons les principaux concepts et définitions nécessaires.

Dans le chapitre 1, nous posons les bases mathématiques permettant d’expri-
mer les préférences d’un agent, sa connaissance partielle de I’environnement, et
les fagons de combiner préférences et connaissances pour évaluer les différentes
choix possibles lors d’une prise de décision.

Dans le chapitre 2, nous abordons la prise de décision multi-agents, lorsque
les choix faits par les uns impactent les résultats obtenus par les autres.

Les chapitres suivants présentent le modéle d’agent et celui des jeuzr a in-
formation incompléte généralisés, qui sont les contributions principales de cette
thése.

Le modéle d’agent est d’abord défini dans le chapitre 3. Il décrit de ma-
niére algébrique les préférences, la connaissance et le comportement face au
risque d’un décideur. Nous le donnons d’une part en toute généralité, de ma-
niére abstraite, puis nous précisons d’autre part les différents paramétrages qui
permettent de retrouver les théories de la décision classiques et alternatives.

Ensuite, dans le chapitre 4, nous considérons ce modéle dans le cadre multi-
agents : ce sont les jeux a information incompléte. Nous étendons les concepts
de solutions habituels & notre cadre, et montrons une contrepartie algébrique
du théoréme de Howson et Rosenthal. Nous y donnons, ici aussi, les instances
permettant de retrouver les jeux bayésiens, possibilistes et crédaux. En particu-
lier, nous détaillons le modéle des jeux crédaux (ou évidentiels) que nous avons
développé durant mon doctorat.

Puis, dans le chapitre 5, nous présentons la bibliothéque de preuve formelle
que nous fournissons pour ’assistant de preuve C0Q. Nous y certifions certains
résultats de la littérature et y montrons la correction de nos généralisations du
théoréme de Howson et Rosenthal.

Enfin, la conclusion de ce travail constitue le sixiéme et dernier chapitre de
cette thése.
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Chapitre 1

Prise de décision sous
incertitude

L’étude de la prise de décision sous incertitude s’intéresse & modéliser la fa-
¢on dont un agent effectue un choix (ou dont il devrait 'effectuer). Notre modéle
est établi dans le cadre classique ou tout choix de l’agent méne & une unique
conséquence. Or, cette conséquence est souvent mal connue, et plusieurs consé-
quences sont possibles pour un méme choix. L’approche usuelle est de supposer
(ou de déduire) que plusieurs « états du monde » sont possibles, mais que le
décideur ignore lequel correspond effectivement au monde réel. La conséquence
d’un choix dépend de ’état du monde. Les croyances ou les connaissances du dé-
cideur permettent souvent d’attacher a chaque état possible du monde un degré
de confiance indiquant combien cet état est probable, possible, crédible, etc. Ces
degrés de confiance peuvent étre explicitement donnés par I’agent ou par une
source externe ; ils peuvent aussi étre déduits de ’observation des préférences de
Pagent face & des décisions sous incertitude (par exemple en observant la mise
maximale que l’agent est prét a payer pour participer & un pari).

En tous cas, les préférences de I’agent en termes de conséquences sont connues :
étant données deux conséquences possibles, l'agent sait dire s’il préfére 1'une,
I'autre, si les deux lui sont indifférentes, ou au contraire si elles sont incompa-
rables. C’est la donnée initiale. L’objectif est alors d’établir ses préférences sur
les différents choix possibles, en considérant bien entendu sa connaissance (qui
relie les choix disponibles & leurs conséquences possibles) et ses préférences sur
les conséquences.

Pour cela, il faut identifier d’une part la théorie de l’incertain permettant de
décrire la connaissance partielle de ’agent (et de la mettre-a-jour si le contexte
est dynamique), et d’autre part la régle de décision qui capture les préférences
de I’agent sur les différents choix qu’il peut prendre.

Une décision consiste donc a choisir un élément appelé action parmi un en-
semble d’actions disponibles. Dans un souci de simplicité, il est souvent plus
facile de s’imaginer des actions atomiques : par exemple, un décideur devant
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choisir un bouton sur lequel appuyer. En toute généralité, une action peut étre
complexe et composée de plusieurs mouvements successifs, éventuellement dé-
pendants d’observations. Imaginons par exemple un conducteur au volant de sa
voiture. Parmi les décisions qu’il peut prendre, des actions atomiques peuvent
étre exprimées (par exemple « prendre & gauche au prochain carrefour ») mais
aussi des actions complexes (par exemple « Si le feu est vert, prendre & gauche,
puis si il y a des travaux, prendre a droite, sinon tout droit. Enfin, si le feu est
rouge, attendre qu’il passe au vert et aller tout droit. »). Sans perte de généra-
lité, et par souci de simplicité, nous considérerons dans ce document des actions
atomiques.

Ce chapitre est composé de trois sections. D’abord, la section 1.1 décrit
comment des préférences sont représentées par une relation binaire ou par une
fonction d’utilité (ces préférences peuvent porter sur les conséquences possibles,
sur les actions disponibles, etc.). Ensuite, dans la section 1.2, nous abordons les
approches classiques en théorie de la décision sous incertitude, telles qu’élabo-
rées au cours du XIXe et du début du XXe siécle, et qui aboutissent & la régle
de 'utilité espérée (SAVAGE, 1951 ; MORGENSTERN et VON NEUMANN, 1953;
D FINETTI, 1974). Nous détaillons la fagon dont les décisions y sont évaluées,
sous ignorance totale d’une part, et sous connaissance probabiliste d’autre part.
Nous terminons cette section en présentant certaines limitations de cette théo-
rie classique. Enfin, la section 1.3 présente plusieurs théories alternatives pour
la décision sous incertitude. Nous portons notre attention sur les théories les
plus usuelles : d’abord les variations autour de la théorie classique (déforma-
tions de l'utilité espérée, bornes de probabilité) ; puis la théorie des fonctions de
croyances, pour laquelle plusieurs interprétations ont été proposées, dont cer-
taines sont non-probabilistes; enfin la théorie des possibilités, qui décrit une
connaissance qualitative qui peut étre interprétée de maniére logique.

1.1 Représentation des préférences par des rela-
tions binaires ou des fonctions d’utilité

Les préférences d’un agent (ou d’un groupe d’agents) peuvent concerner
une variété d’objets différents : par exemple des candidats & une élection, des
vecteurs de R™ ou encore des projets dont ’évaluation monétaire dépend d’évé-
nements extérieurs et /ou des actions produites par les agents. Pour cette raison,
ces travaux concernant la modélisation des préférences sont issus de disciplines
différentes, telles que ’économie (DEBREU, 1959), la psychologie (KAHNEMAN
et TVERSKY, 1979), les sciences politiques (SEN, 1986), la recherche opération-
nelle (ROY et al., 1985) ou encore l'intelligence artificielle (WELLMAN et DOYLE,
1992).

Pour rester général, nous parlons dans cette section de préférences expri-
meées sur une collection d’objets. Par la suite, nous considérons des préférences
exprimées soit sur les conséquences possibles d’une action, soit sur les actions
disponibles.



1.1. REPRESENTATION DES PREFERENCES 3

Il existe deux fagons usuelles de représenter des préférences sur un ensemble
d’objets A : par une relation binaire ou par une fonction d’utilité. '

1.1.1 Relations binaires?

Une relation binaire 7" sur un ensemble fini d’objets A est un sous-ensemble
du produit cartésien Ax A, c’est-a-dire un ensemble de paires (a, b) d’éléments de
A. Si la paire (a, b) appartient & la relation binaire 7', on écrira aTb = (a,b) € T
Dans le cas contraire, on écrira —(aTb) = (a,b) ¢ T.

Une relation binaire T sur A est dite :°

— reflexive si Va, aTa;

— antisymétrique si Va,b, (aTbANVTa) = a =b;

— compléte (ou totale) si Va,b, aTbV bTa;

— transitive si Va, b, ¢, (aTbAbWTc) = aTc;

— de Ferrers si Va,b,c,d (aTb A cTd) = (aTdV ¢Th);

— semi-transitive si Va,b,c,d, (aTbAbTc) = (aTdV dTc);

La relation inverse de T est la relation T" vérifiant Va, b, aT'b <= bTa

Etant donné deux objets a et b, on fait classiquement I’hypothése que la
question « est-ce que a est au moins aussi bien que b7 » n’admet que deux
réponses possibles : « oui » et « non ». De telles préférences sont représentables
par une relation binaire reflexive :

Définition 1.1 (Relation de préférence qualitative). Une relation de pré-
férence qualitative sur A est une relation binaire > reflexive sur A.

On notera :

— * la relation complémentaire de >, définie par a # b <= —(a = b);

— > la partie asymétrique de =, définie par a = b <= a=b A b} a;

— ~ la partie symétrique de >, définie para ~b < a>b A b > a;

— =<~ la partie incomparable de =, définie par a <~ b <= a4 b A bt a
Les relations inverses de >, % et > seront notées respectivement <, £, <.

Remarque 1. A la question « est-ce que a est au moins aussi bien que b? »,
on peut envisager d’autres réponses que « oui » ou « non », par exemple, on
pourrait répondre « je ne sais pas », ou encore « un peu », « beaucoup », etc.,
voire « je pense que oui », « je suis sir que non », etc. Ces réponses impliquent
d’utiliser une structure de préférence plus riche qu’une relation binaire (par

1. Des structures de plus haut niveau ont été proposées pour encoder des préférences, per-
mettant de décrire de maniére succincte des relations binaires (FRASER, 1993, 1994 ; WALLACE
et WiLsoN, 2009)) ou des fonctions d’utilité (ScHIEX, FARGIER, VERFAILLIE et al., 1995;
JoacHiMs, 2002 ; GonzaLEs et PERNY, 2004). Nous ne les étudions pas ici.

2. Cette sous-section 1.1.1 est guidée par le chapitre 2 du livre Decision-makin Process
(DuBots, PraDE et al., 2013) rédigé par Bouysson et Vincke, auquel le lecteur intéressé est
invité a se réferrer.

3. Le vocabulaire frangais concernant les relations binaires ne coincide pas avec le vocabu-
laire anglais : les deux sont parfois ambigus, mais pas sur les mémes concepts. Nous utilisons
ici les termes qui semblent les plus usités en langue francaise, en nous basant sur (MONJARDET,
1978). Le lecteur intéressé pourra s’y réferrer pour une discussion approfondie de ces choix.
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exemple avec des langages utilisant des logiques non classiques (TSOUKIAS et
VINCKE, 1992), permettant de représenter 'intensité de la préférence (COSTA et
VANSNICK, 1994), I’hésitation (ROY et VINCKE, 1987) ou l’expression de degrés
de confiance (DOIGNON et al., 1986))

A partir d’une structure de préférences qualitative > sur A, on peut identifier
I'ensemble de choiz* C(B,>=) pour une collection d’objets B C A. L’intuition
est que si 'agent pouvait choisir un objet, il choisirait un objet de C'(B, *). En
effet, tout objet b ¢ C(B,>) serait un mauvais choix dans le sens ou il existe
un objet a strictement préféré a b, c’est-a-dire tel que a > b.

Définition 1.2 (Ensemble de choix). Pour toute structure de préférences
qualitative > sur A et pour tout sous-ensemble B C A, ’ensemble de choix est :

C(B,=)={be B|Vac B,ab}

Ordres et préordres totaux

Définition 1.3 (Ordre total). Une structure de préférence qualitative > est
un ordre total (ou complet) ssi > est reflexive, compléte, transitive et antisymé-
trique.

Définition 1.4 (Préordre total). Une structure de préférence qualitative >
est un préordre total (ou complet) ssi = est reflexive, compléte et transitive.

Les ordres et préordres totaux garantissent donc que tous les objets sont com-
parables : Va,b,a > bVb > a. La relation d’incomparabilité <~ est vide. Pour les
ordre totaux, la relation d’indifférence est limitée aux paires d’objets identiques
(ie. a ~b = a = b); les préordres totaux n’ont pas cette contrainte. Ces
deux types de structures de préférences qualitative peuvent étre représentées
numériquement par des fonctions & valeurs réelles :

Propriété 1.1 (Représentation numériques des ordres et préordre to-
taux). Une structure de préférences qualitative > sur A est un préordre total
ssi il existe une fonction f: A — R telle que pour tout a,b € A :

a<b < fla) < f(b)
De plus, > est un ordre total ssi :

a="b < fla)=f(b)

Remarque 2. La représentation d’un ordre ou d’un préordre total n’est pas
unique : si ¢ : R — R est une fonction croissante, alors g o f est une autre
représentation admissible.

Remarque 3. Soit f une fonction représentant numériquement un (pré)ordre
total. Il semble possible de comparer les différences f(a)— f(b) et f(c)— f(d). Or,

4. Traduction de I’anglais Choice set.
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ces comparaisons dépendent clairement du choix de la fonction particuliére f : un
autre choix serait tout aussi 1égitime mais peut mener & une autre comparaison.
En effet, il n’est pas toujours possible de donner du sens & ces comparaisons :
dans ce cas, ’échelle décrite par f est dite ordinale, les valeurs prises par f sont
qualitatives : toute transformation croissante de f décrit la méme échelle ordinale
(par opposition aux échelles cardinales dont les valeurs sont gquantitatives, cf.
définitions 1.9 et 1.10).

Propriété 1.2 (Ensemble de choix d’un préordre total). L’ensemble de
choix d’un préordre total > sur un ensemble fini A et représenté numériquement
par la fonction f est la classe d’équivalence définie par :

CB,=) = arbgégaXf(b) = {ae B f(a) = maxf(b)}

Si = est un ordre total, C'(B, ) contient un unique élément.

Exemple 1.1. Supposons des préférences établies sur A = {a,b,c} par la rela-
tion = = {(a,a), (a,b),(a,c),(b,b),(b,c),(c,c)}. La relation est réflexive, tran-
sitive, compléte et anti-symétrique : c’est une ordre total ot a > b > c, repré-
sentable par exemple par les fonctions f et g suivantes :

fla)=1 flo)y=2 fle)=
gla) =1 g(b) =10 g(c) =100

Soient A’ = AU{d} et ' = = U {(d,d), (a,d), (b,d), (d,b),(d,c)}.
La relation >’ est réflexive, transitive et compléte : c’est un préordre total on
a>"b~"d>"c, représentable par exemple en étendant les fonctions ci-dessus

par f(d) = f(b) ou g(d) = g(b).

Quasi-ordres

Dans les préordres totaux, la relation d’indifférence est transitive. Cette hy-
pothése est parfois inadéquate car elle implique que tous les objets différents,
aussi proches soient-ils, sont parfaitement discriminés. Luce a été le premier &
suggérer une strutcure de préférence ou l'indifférence n’est pas transitive (LUCE,
1956).

Exemple 1.2 (LUCE, 1956). Soit un ensemble A de 101 tasses de café noir,
numérotées 0 a 100. Dans chaque tasse i, on ajoute i grains de sucre. Soit un
indifidu préférant le café sucré : aigo > ag- Il ne peut vraisemblablement pas
différencier deux tasses consécutives : a; ~ a;+1. Si la relation d’indifférence
était transitive, on aurait ag ~ ay ~ -+~ @100 = ag ~ A100-

Dans cet exemple, on aimerait introduire un seuil d’indifférence : le nombre
de grains de sucre a partir duquel le sujet est capable de différencier deux tasses.
Dés lors qu’un tel seuil d’indifférence est introduit, on obtient quasi-ordre (ou
semiorder en anglais) :
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Définition 1.5 (Quasi-ordre). Une structure de préférences qualitative = est
un quasi-ordre ssi = est reflexive, compléte, de Ferrers et semi-transitive.

Propriété 1.3 (Représentation numérique d’un quasi-ordre). Une struc-
ture de préférences qualitative = sur A est un quasi-ordre ssi il existe une fonc-
tion f: A — R et une constante g > 0 telle que :

Va,b€ A, a=b < f(a)> f(b)—q

Ordres d’intervalle

La notion d’ordre d’intervalle généralise les structures de préférences qualita-
tives présentées jusqu’ici. Comme nous le verrons dans 'exemple 1.3, elle surgit
naturellement lorsqu’on compare des intervalles sur une échelle qualitative.

Définition 1.6 (Ordre d’intervalle). Une structure de préférences qualitative
> est un ordre d’intervalle ssi > est reflexive, compléte et de Ferrers.

Propriété 1.4 (Représentation numérique d’un ordre d’intervalle).
Une structure de préférences qualitative > sur A est un ordre d’intervalle ssi il
existe une fonction associant a tout objet a € A un intervalle réel I, = [z4, y4)
tel que :

Va,be A, a>b < y, > xp
C’est-a-dire :

ar-b <= x,>u
a~b = (4o <yp) A (2p < Ya)

Exemple 1.3. Soient A = {a,b,c,d} et la structure de préférences qualitative

= ={(a,a),(a,b),(a,c), (a,d), (b,a), (b,b), (b, c), (b,d), (c,b), (c, ), (¢, d), (d,d)}.
= est reflexive, compléte et de Ferrers, c’est donc un ordre d’intervalle. On peut
le représenter numériquement par les intervalles ci-dessous (figure 1.1) :

I, = [9,14] I, = [4,10] I, = [5,8] Iy =[2,3]

(')' ‘5""1'0""1'5

FIGURE 1.1 — Représentation d’un ordre-intervalle par des intervalles
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Ordres et préordres partiels

Jusqu’a présent, nous avons considéré des ordres totaux, o toute paire d’ob-
jets est comparable. Néanmoins, il n’est pas toujours possible d’exprimer de
telles préférences, par exemple lorsque le modélisateur ou le décideur manque
d’information sur certains éléments de A, ou encore lorsque les préférences dé-
crivent plusieurs points de vues.

Définition 1.7 (Ordre partiel). Une structure de préférence = est un ordre
partiel ssi > est refléxive, transitive et anti-symétrique.

Définition 1.8 (Préordre partiel). Une structure de préférence > est un
préordre partiel ssi = est refléxive et transitive.

Intuitivement, un ordre partiel est tel que deux objets distincts sont soit
incomparables, soit 'un des deux est strictement préféré a I’autre. Un préordre
partiel permet d’avoir des éléments différents mais pour lesquels 'agent est
indifférent. Les ordres et préordres partiels apparaissent par exemple lorsqu’on
compare les objets selon plusieurs critéres.

Exemple 1.4. Un agent doit effectuer des travauz. Il a re¢u quatre devis a, b,
c et d pour lesquels il compare les coiits et les délais, et préfere les coiits faibles
et les délais courts. Pour le devis a, le cott est 500€ et le délai est de 3 jours;
pour b : 600€ et 5 jours de travaux; pour c : 800€ et 4 jours de travaux; pour
d : 1000€ et 8 jours de travauz. Les préférences sur A = {a,b,c,d} sont :

= ={(a,a),(a,b), (a,c), (a,d), (b,b), (b,d), (¢,c), (¢,d), (d,d)}
= est reflexive, transitive et anti-symétrique, c’est un ordre partiel o :
a-b>=d, a>=c-d et b=<-c

Soit un nouveau devis e pour lequel le cott est 600€ et le délai est de 5 jours.
Alors A’ = AU{e} et = = = U {(a,e), (b, e),(e,b),(e,d)}. =’ est reflexive et
transitive, c¢’est un préordre partiel o :

a-"b~rex'd, ax'cx'd, b=-"c et e='c

1.1.2 Fonctions de gain et d’utilité

En représentant les préférences d’un agent par une relation binaire, on encode
des informations du type a > b, c’est-d-dire « a est au moins aussi bon que
b ». Une relation binaire (ou sa représentation numérique) fournit ainsi une
information qualitative. Si on souhaite encoder une information quantitative,
permettant d’exprimer par exemple que « a est deux fois mieux que b », il est
nécessaire de considérer une structure de préférence plus expressive.

Définition 1.9 (Echelle d’intervalle). Une échelle d’intervalle f : A — R

est une échelle quantitative donnant du sens aux comparaisons entre les écarts

de valeurs, c’est-a-dire aux ratios de la forme x = %.
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Une échelle d’intervalle permet ainsi d’encoder des préférences du type « ob-
tenir a au lieu de b est x fois mieux qu’obtenir ¢ au lieu de d ». Elle est unique
4 une transformation affine positive prés : pour tout @ > 0 et (3, la fonction
g(a) = a x f(a) + B décrit la méme échelle d’intervalle.

Définition 1.10 (Echelle de ratio). Une échelle de ratio f : A — R est

une échelle quantitative donnant du sens aux comparaisons entre les valeurs,

c’est-a-dire aux ratios de la forme x = fc((‘;))

Une échelle de ratio permet donc d’encoder des informations du type « a
est x fois mieux que b ». Elle est unique & une constante multiplicative positive
prés : pour tout a > 0, la fonction g(a) = o x f(a) décrit la méme échelle de
ratio.

Remarque 4. Toute échelle de ratio est une échelle d’intervalle. Tout échelle
d’intervalle définit un préordre total.

Historiquement, les premiers travaux se sont concentrés sur ’étude des jeux
de hasard, puis sur des questions économiques. Dans ces situations, les consé-
quences des décisions prises par les agents sont des gains ou des pertes moné-
taires.

Sous ’hypothése que ’agent modélisé préfére les gains élevés, les premiers
auteurs ont directement considéré la valeur (cardinale) de ces gains. D’une part,
le gain est une représentation numérique de telles préférences. D’autre part, en
considérant les valeurs des gains potentiels, on dispose d’une information plus
riche qu’avec des préférences qualitatives : on peut par exemple savoir si un gain
compense une perte donnée. Le gain forme une échelle de ratio.

Dans un second temps, il a été proposé de considérer une mesure de la satis-
faction de ’agent, plutdt que le gain lui-méme. D’abord parce que la satisfaction
n’est pas nécessairement proportionnelle au gain (par exemple, augmenter de
10€ un gain monétaire faible semble plus important que d’augmenter de 10€
un gain élevé) ; ensuite parce que parfois I’agent ne préfére pas les gains élevés
(par exemple, laisser 10€ pour les ceuvres caritatives peut étre plus satisfaisant
que les prendre pour soi) ; enfin parce qu’en supposant que la satisfaction et la
variabilité se « compensent », on déduit des degrés de satisfaction qui ne sont
pas non plus proportionnels au gains (par exemple lorsqu’un agent préfére avoir
deux fois plus de chances de gagner deux fois moins). L’échelle considérée est
alors une échelle d’intervalle.

Le gain ou son utilité sont tous deux représentés par une fonction v : A - R
projetant chaque objet a € A sur une échelle d’intervalle. Son usage est quasi-
systématique dans la théorie de la décision classique (cf. section 1.2). En effet,
les travaux pionniers du X VIIIe siécle, puis les axiomatiques proposées au XXe
siécle supposent toutes soit ’existence d’une telle fonction, soit les conditions
nécessaires pour son existence.

Définition 1.11 (Fonction d’utilité). Une fonction d’utilité est une fonc-
tion & valeurs réelles u : A — R projetant tout objet a € A sur une échelle
d’intervalle.
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Une fonction d’utilité décrit des préférences quantitatives sur une échelle
d’intervalle : pour tous a,b,c,d € A, u(a) — u(b) = z x (u(c) — u(d)) si et
seulement si choisir 'objet a plutdt que b est x fois mieux que choisir ’objet ¢
au lieu de d. Une fonction de gain est aussi une fonction v : A — R, elle projette
tout objet a € A sur une échelle de ratio.

La théorie classique de la décision postule I’existence de telles préférences
quantitatives permettant de décrire tout décideur. Cramer, Bernoulli et les au-
teurs du XIXe siécle, dans une approche psychologique, ont proposé que l'utilité
décrive le degré de satisfaction de 'agent (CRAMER, 1728 ; BERNOULLIL, 1738;
BENTHAM, 1789). L’utilité est alors déduite de la conséquence (le gain) et de
paramétres décrivant ’agent (sa richesse, etc.) : elle existe « dans ’absolu »,
méme lorsqu’aucune décision ne doit étre prise. Cette approche psychologique
peut étre retrouvée chez Allais et chez Loomes et Sugden par exemple (ALLAIS,
1953, 1979 ; LOOMES et SUGDEN, 1982, 1986). En effet, les auteurs du XXe
siécle se placent dans une approche préférentialiste : 1'utilité encode alors les
préférences de ’agent dans Uincertain, et découle ainsi d’une situation particu-
liére ot une décision doit étre prise (MORGENSTERN et VON NEUMANN, 1953 ;
SAVAGE, 1954). Si c’est le cas (cette théorie est normative, elle affirme que ca
devrait étre le cas), alors on peut éliciter cette fonction d’utilité par différentes
méthodes basées sur l'observation de ’agent (JACQUET-LAGREZE et SISKOS,
1982 ; GRABISCH, NGUYEN et WALKER, 2013) ou sur les réponses de 'agent a
un questionnaire (FISHBURN, 1967 ; KRANTZ et al., 1971).

Ainsi, les approches préférentialistes considérent que la fonction d’utilité est
propre a chaque agent, voire & chaque prise décision. Pour étudier une décision
particuliére, elle doit étre connue (ou élicitée) auparavant. A Iinverse, I'utilité
proposée par Bernoulli dans le cadre des jeux de hasard est déduite de la consé-
quence (le gain monétaire) et de parameétres décrivant ’agent (sa richesse) : elle
peut donc étre calculée a la volée pour chaque décision & prendre.

Bernoulli propose d’utiliser une loi logarithmique pour modéliser d’une part
le fait qu’une méme somme d’argent procure plus de satisfaction & un agent
pauvre qu’a un agent riche ; et d’autre part le fait qu’augmenter le gain est tou-
jours une bonne chose, mais est plus utile lorsque le gain est faible que lorsqu’il
est déja élevé. En notant x le gain monétaire, a un coefficient représentant la
fortune initiale du joueur et b une constante arbitraire, il propose la fonction
d’utilité suivante :

Définition 1.12 (Utilité de BERNOULLI, 1738). Pour un agent de richesse
a et une constante b arbitraite, l'utilité d’un gain x est :

a—+x

v(z) =bxIn

Par cette approche, Bernoulli (Daniel) « résoud » le paradoxe de Saint-
Pétersbourg proposé par son cousin Bernoulli (Nicolas).

Exemple 1.5 (Paradoxe de St-Pétersbourg). Pierre jette en ’air une piéce
et refait de méme jusqu’a ce que, a la chute a terre, face apparaisse pour la pre-
miére fois : si ceci se produit au premier jet, il est tenu de donner & Paul un
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ducat ; si c’est au second, deux ; au troisiéme, quatre ; au quatriéme, huit et ainsi
de suite en doublant & chaque jet le nombre de ducats. On demande quel est le
gain espéré de Paul ?

Bien que le calcul montre que le « sort » espéré de Paul est infini, il n’est cepen-
dant personne sain d’esprit, dit-il, qui ne vendrait trés volontiers son espoir de
gain pour vingt ducats. Et en vérité, chaque fois qu’on est disposé a se fier aux
regles usuelles de calcul, on trouve que la chance de Paul est infinie, bien qui il
n’y ait personne pour l’estimer a ce priz ot méme a un priz bien plus médiocre.
De fait, en menant le calcul selon nos principes, on comprend précisément com-
ment cette difficulté est résolue (Traduction CHARRETON, 1985).

1.2 Théorie classique de la décision

Prendre une décision, c¢’est choisir entre plusieurs alternatives appelées « ac-
tions ». Chaque action correspond & un processus simple ou complexe qui méne
4 une conséquence. Une seule action sera choisie, ainsi une seule conséquence
adviendra.

Notons A ’ensemble fini des actions, et X ’ensemble des conséquences.

Dans la suite du chapitre, nous supposons, comme dans la majorité des tra-
vaux, que la fonction d’utilité quantitative u : X — R, décrivant les préférences
de ’agent sur les conséquences possibles z € X, est connue. Elle aura donc été
soit déduite directement de la conséquence, soit élicitée auprés de l’agent. Les
deux ouvrages de référence supposent qu’une telle fonction existe toujours (sous
réserve d’accepter quelques axiomes) : Von Neumann et Morgenstern montrent
que la représentation probabiliste de la connaissance de ’agent implique ’exis-
tence de cette fonction v (MORGENSTERN et VON NEUMANN, 1953), Savage,
sans supposer cette connaissance probabiliste, montre I’existence de la fonction
u (et d’une loi de probabilité alors appelée probabilité subjective, dont ’agent
n’est pas nécessairement conscient, SAVAGE, 1954).

On cherchera alors a décrire les préférences de ’agent sur les actions a € A,
c’est-a-dire sur les différentes décisions qu’il peut prendre.

Lorsque la connaissance est compléte, la conséquence z, € X de chaque
action a € A est parfaitement identifiée. Ainsi, on déduit directement de la
structure de préférence quantitative u ou qualitative =% sur X une structure de
préférence de méme type sur A :

v(a) = u(r,) Ccest-a-dire a=b <= z, =% 1

Si une décision doit étre effectivement prise, ’'ensemble de choix C(A,=4) =
argmax,c 4 v(a) peut étre identifié : il contient les « meilleures » actions du
point de vue de ’agent, c’est-a-dire celles dont les conséquences ont les utilités
les plus élevées.

Cependant, dans de nombreuses situations, la conséquence provoquée par
telle ou telle action est mal connue. La théorie classique s’intéresse aux deux cas
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suivants : l'ignorance totale, ot ’on considére simplement les conséquences pos-
sibles (MORGENSTERN et VON NEUMANN, 1953), et ’approche probabiliste dite
bayésienne, ot I’on considére la probabilité d’obtenir telle ou telle conséquence
(MORGENSTERN et VON NEUMANN, 1953 ; SAVAGE, 1954).

Dans ces deux cas, on explicite un ensemble 2, appelé cadre de discernement
(ou espace des états), dont chaque élément w € ) décrit un état du monde
possible. Les états du monde sont exclusifs : un seul état du monde w* advient.
Cet w* nous est inconnu.

Définition 1.13 (Cadre de discernement). Un cadre de discernement est
un ensemble fini non vide Q = {w', ..., wl®}.

La conséquence d’une décision dépend uniquement de 1’état réel du monde
w*. On appelle acte la fonction décrivant les conséquences possibles d’une dé-
cision, que cette décision soit réalisable (l’acte décrit alors les conséquences
possibles d’une action a € A disponible) ou hypothétique (lorsqu’aucune action
disponible n’a de telles conséquences) :

Définition 1.14 (Acte). Pour tout cadre de discernement (2 et tout ensemble
de conséquence X, un acte est une fonction x : 2 — X

Particuliérement, pour toute action a € A, on notera x, : Q — X 'acte qui
associe & chaque état du monde w la conséquence de ’action a ; I’ensemble des
actes réalisables sera noté A = {x, | a € A} .

Remarque 5. Il ne faut pas confondre les actions, qui sont les identifiants des
différentes décisions que peut effectivement prendre ’agent, et les actes, qui sont
des fonctions décrivant les conséquences obtenues dans chaque état du monde.
Le premier concept, usuel en théorie des jeux (cf. chapitre 2), sert a représenter
les choix disponibles uniquement. Le second, usuel en théorie de la décision, sert,
A représenter les conséquences des choix disponibles mais aussi celles des choix
hypothétiques qui ne peuvent pas étre effectués. Seuls les actes réalisables de
I’ensemble A correspondent & des choix disponibles.

On cherche alors a capturer les préférences de 'agent sur les actes, c’est-a-
dire sur ’ensemble des fonctions €2 — X, ou au moins sur le sous-ensemble A
des actes réalisables. Or, selon les agents et les situations, ces préférences ne
sont pas toujours identiques. Par exemple, certains agents préférent avoir une
chance de gagner beaucoup, alors que d’autres préférent une garantie de gagner
peu (on parle de goit ou d’aversion pour le risque ou I’ambiguité, ou encore
d’optimisme et de pessimisme). Plusieurs régles de décisions ont été proposées
pour capturer de telles préférences sur les actes.

Aprés Chu et Halpern, on distinguera la situation de décision et le probléme
de décision (CHU et HALPERN, 2003). La situation décrit la partie « objective »
du probléme ; le probléme est ainsi la donnée d’une situation de décision d’une

5. Nous reprenons la distinction « objectif/subjectif » utilisée par Chu et Halpern. Néan-
moins, la situation de décision peut étre formulée subjectivement, du point de vue du décideur
(cf. théorie des perspectives) et, a I'inverse, les croyances de ’agent peuvent étre constituées
de connaissances objectives (par exemple, des données statistiques).
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part, et des préférences et croyances de I’agent d’autre part. Nous n’introdui-
sons pas encore la structure algébrique permettant ’abstraction des structures
de préférences et de croyance. Nous le ferons, d’une maniére légérement diffé-
rente de ce que proposent ces auteurs, dans la deuxiéme partie de cette thése
(chapitre 3).

Définition 1.15 (Situation de décision). Une situation de décision est un
triplet A = (2,X,A) ou Q est le cadre de discernement, X est I’ensemble des
conséquences et A est I’ensemble des actes réalisables y, : 2 — X pouvant étre
effectivement choisis.

Définition 1.16 (Probléme de décision). Un probléme de décision est un
triplet D = (A, Z,u) ot A est une situation de décision, Z un paramétre ad-hoc
et u : X — R une fonction de gain ou d’utilité quantitative.

Dans les théories classiques de la décision, les régles de décision, comme les
préférences, sont quantitatives. Elles associent donc une valeur réelle & chaque
acte.

Définition 1.17 (Reégle de décision). Pour tout probléme de décision D, une
régle de décision Up : (2 — X) — R est une fonctionnelle ¢ évaluant les actes.

On modélise par une régle Up un agent qui préfére les actes auxquels Up
associe une valeur élevée : pour tous actes x et x' : Q@ — X,

Up(x) >Up(x) <= x=X

Enfin, si 'agent doit effectivement prendre une décision, c’est-a-dire s’il doit
choisir I'une des actions a € A disponibles, on identifiera ’ensemble de choix
C(A,=*) = C(A,=97%) = argmax, ., Up(xa) contenant les actes préférés
parmi ceux réalisables.

Exemple 1.6 (Situation de décision). Soit une urne dans laquelle le dé-
monstrateur a mis 90 boules. Ces boules peuvent étre rouges, blanches ou noires.
Avant de tirer une boule au hasard, le démonstrateur propose a l’agent de choisir
une action parmi les quatre actions suivantes :
— ay : Si la boule tirée est rouge, l’agent gagne 100€, et sinon rien.
— a9 : Sila boule tirée est rouge, l'agent gagne 300€, et sinon rien.
— ag : Si la boule tirée est rouge, l’agent ne gagne rien, sinon 100€.
— ay : L’agent gagne 100€ quelque soit la couleur de la boule tirée.
La situation de décision A = (Q,X, A) peut étre modélisée ainsi :
— Le cadre de discernement Q = {R, B, N} décrit la couleur de la boule
tirée ;
— L’ensemble des conséquences X = {0€, 100€, 300€%} décrit les gains pos-
sibles ;

6. Le terme fonctionnelle, ou fonction d’ordre supérieur, désigne les fonctions dont 'un
des arguments au moins est lui-méme une fonction.
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— L’ensemble des actes réalisables A = {Xa,, Xas> Xas> Xas} €St défini par :

Xa, (R) = 100€ Xa,(B) = 0€ Xa,(N) = 0€
Xaz (R) = 300€ Xaz(B) = 0€ Xaz(N) = 0€
Xas(R) = 0€ Xas (B) = 100€ Xas(N) = 100€
Xa, (R) = 100€ Xa,(B) = 100€ Xas(N) = 100€

Dans les sections suivantes, nous illustrerons les régles de décision classiques
sur cette situation de décision.

1.2.1 Prise de décision sous ignorance totale

On parle d’ignorance totale lorsque la connaissance est réduite au strict mi-
nimum. On dispose alors de trés peu d’information : seuls 2 et A sont connus,
c’est-a-dire que pour chaque action, on connait I’ensemble des conséquences qui
peuvent advenir. Le terme ignorance indique ici que nous ne savons pas dire
combien une conséquence est probable, crédible, etc.; nous savons uniquement
qu’une conséquence est possible ou non si telle action est choisie. Un probléme
de décision sous ignorance totale est donc décrit par une situation de décision
A = (2,X,A) et par les préférences u : X — R de 'agent, exprimées sur les
conséquences. Ainsi, D = (A, 0, u).

Selon ’agent modélisé, plusieurs régles de décision sont applicables (RESNIK,
1987). La régle Min (maximin, ou régle de Wald) décrit un agent pessimiste
(considérant le pire scénario possible); la régle Max décrit un agent optimiste
(considérant le meilleur scénario possible) ; la régle de Hurwicz est un compromis
entre les deux régles précédentes ; la régle du regret de Savage consiste & mini-
miser la déception de I’agent lorsqu’il découvre finalement 1’état réel du monde;;
enfin, la régle de Laplace consiste & faire une moyenne de toutes les gains pos-
sibles, selon le principe « équi-possibilité = équi-probabilité » (LAPLACE, 1814;
WALD, 1949 ; HURWICZ, 1951 ; SAVAGE, 1951).

Définition 1.18 (Régle Min, ou régle de WALD, 1949). Pour tout pro-
bléme de décision D = (A, D, ), 'utilité d’un acte x est 'utilité minimale ga-
rantie :

Minp (x) = min u(y(w))

Définition 1.19 (Régle Max). Pour tout probléme de décision D = (A, 0, u),

I'utilité d’un acte x est l'utilité maximale possible :

Maxp () = max u(x(w))

Définition 1.20 (Régle de HUurwIcCZ, 1951). Pour tout probléme de déci-
sion D = (A, 0, u), 'utilité d’un acte x est un compromis entre 1’utilité minimale
garantie et I'utilité maximale possible, avec un degré de pessimisme « € [0,1] :

Hurwicz$ (x) = a X Minp(x) + (1 — &) x Maxp(x)
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Définition 1.21 (Régle du regret de SAVAGE, 1951). Pour tout probléme
de décision D = (A, D, u), le regret d’un acte x est I’écart maximal possible entre
son utilité et celle d’un acte réalisable :

Regretp(x) =  max u(xa(w)) —u(x(w))
Xa ,WEAXQ
Remarque 6. Le regret est une désutilité, c’est-a-dire que le décideur préfére
'action ayant le plus petit regret. L’ensemble de choix est donc C(A,>=*) =
argmin, ., Regretp (xa)- La régle de décision, au sens de la définition 1.17, est
alors Up(x) = — Regretp(x).

Définition 1.22 (Régle de LAPLACE, 1814). Pour tout probléme de décision
D = (A, 0,u), I'utilité d’un acte x est la moyenne des gains possibles :

Laplacep(x) = Z u(>|(g(2w))

weN

Cette définition peut étre étendue sans difficulté a la moyenne des utilités,
en conservant le principe directeur « équi-possibilité = équi-probabilité » : c’est
ce que propose Bernoulli pour le paradoxe de Saint-Petersbourg (définition 1.12
et exemple 1.5)

Remarque 7. Les régles Min et Max ne font intervenir que des comparaisons :
elles peuvent étre utilisées avec des préférences qualitatives autant que quantita-
tives, et décriront alors des préférences de méme type sur les actes. A Pinverse,
les régles d’Hurwicz et de Laplace font intervenir une combinaison linéaire des
utilités, et la régle du regret de Savage considére les écarts entre les utilités;
leur utilisation n’a de sens qu’avec des préférences quantitatives.

Exemple 1.7 (Décision sous ignorance totale). Reprenons la situation A =
(2, X, A) décrite a Uexemple 1.6, et plagons nous dans un contexte d’ignorance
totale : l'agent n’a aucune idée sur les proportions de boules rouges, blanches et
noires dans l'urne — il sait uniquement que ces trois couleurs sont possibles.

Supposons que l'agent préfére gagner le plus d’argent possible. Ses préfeé-
rences sur les conséquences sont modélisables de maniére qualitative par toute
fonction d’utilité u vérifiant uw(0€) < u(100€) < u(300€). Nous considérons
ici deux fonctions d’utilité quantitatives acceptables : u(x) = x est la fonction
de gain, et v(x) = log(xz + 1) est une déformation logarithmique d la Bernoulli
(définition 1.12) :

w(0€) =0 w(100€) = 100 u(800€) = 300
v(0€) =0 v(100€) = 2 v(300€) = 2.5

Enfin, posons D, = (A,0,u) et D, = (A,0,v) les problemes de décision sous
ignorance totale correspondants.

— La régle Min encode les préférences d’un agent pessimiste, qui préfére

garantir un gain de 100€ en choisissant as plutét que de risquer de ne



1.2. THEORIE CLASSIQUE DE LA DECISION 15

rien gagner en choisissant autre chose :

Minp, (Xa,) =100 > Minp, (Xq,) = Minp, (Xa,) = Minp, (Xas;) =0
Minp, (Xa4) =2 > Minp, (Xm) = Minp, (Xaz) = Minp, (Xas) =0

Les préférences ainsi décrites sont identiques pour D, et D,
ap ~ ag ~ a3 < a4

— La regle Max encode les préférences d’un agent optimiste, préférant l’op-
portunité de gagner 300€ en choisissant as plutot que l'opportunité de
gagner 100€ seulement en choisissant autre chose :

Maxp, (Xa,) =300 > Maxp, (Xq,) = Maxp, (Xas) = Maxp, (Xa,) = 100
Maxp, (Xaz) =25 > Maxp, (Xln) = Maxp, (Xas) = Maxp, (Xa4) =2

Les préférences ainsi décrites sont identiques pour D, et D,
ap ~as ~ a4 < as

— La régle Hurwicz® permet de moduler le degré de pessimiste o € [0, 1] de
l’agent. Pour la fonction d’utilité linéaire u, on obtient :

Hurwiczp, (Xa,) = Hurwiczp (Xa;) = 100 x (1 — ),
Hurwicz, (Xa,) = 300 x (1 — )
Hurwiczp, (Xa,) = 100

Pour la déformation logarithmique v, on obtient :

Hurwiczp (Xa,) = Hurwiczp, (Xa;) =2 % (1 — ),
Hurwiczp (Xa,) = 2.5 X (1 — )
Hurwiczp, (Xa,) = 2

Posons x, = % et T, = % Pour chaque probléeme Dy, (k € {u,v}), on

observe :

— Les préférences d’un agent optimiste, avec o € [0, xzk[, sont : a; ~
az < a4 < ag, il préfere Uopportunité de gagner 300€ en choisissant
az y

— Les préférences d’un agent pessimiste, avec « €|xy, 1], sont : a3 ~
as < as < ag, il préfere assurer 100€ de gain en choisissant ay ;

— Lorsque o = xy,, lagent est indifférent entre ay et ay” ;

7. On remarque que z, < xy : le seuil auquel la décision de ’agent bascule du choix
optimiste ag au choix pessimiste a4 est plus faible pour v que pour u. En effet, une fonction
d’utilité concave telle que v permet de représenter les préférences de ’agent sous certitude
d’une part (comme le propose Bernoulli), et son aversion au risque d’autre part. L’aversion au
risque portée par la fonction d’utilité u est une forme de pessimisme qui interfére avec celui
porté par le paramétre a.
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— Enfin, pour a« =0 et « = 1, on retrouve les résultats obtenus avec les
régles Min et Max.
— La régle Regret décrit le manque a gagner potentiel de chaque acte :

Regretp (a2) = 100 < Regretp (a: RegretD (aq) = 200

u

RegretD (a2) =2
2.5

Regretp, (a4) = 0.5 < Regretp (a;

v

(

< Regretp (a3
(
(

o — o ~—

< Regretp, (as
Les préférences ainsi décrites pour D, sont : ag < a1 ~ a4 < ag : l'agent
préfere as car il peut ne peut regretter qu’un manque a gagner de 100€,
pour les autres choix il pourrait regretter un manque de 200€ voire 300€.
A Uinverse, les préférences décrites pour D, sont : az < ai ~ ag < Gy4.
Le regret étant exprimé en terme d’utilité, la déformation logarithmique
proposée est trés impactante : gagner 0€ au liew de 100€ représente alors
un regret de 2 points d’utilité, plus élevé que gagner 100€ au lieu de 300€
qui représente un regret de 0.5 point d’utilité.®

— La régle de Laplace correspond au principe d’équiprobabilité. Pour D,

Laplacep, (xa,) = 100/3 Laplacep (Xa;) = 200/3
Laplacep, (Xa,) = 100 Laplacep, (Xa,) = 100

Les préférences décrites sont : ay < ag < as ~ a4. L’agent étant neutre
face au risque (u est linéaire par rapport au gain), on constate qu’il est
indifférent entre le gain certain et le fait d’avoir une chance sur trois de
gagner le triple. A Uinverse, pour D,

Laplacep, (Xa,) =2/3 Laplacep (Xas) = 4/3
Laplacep (Xa,) = 2.5/3 Laplacep, (Xa,) = 6/3

Les préférences décrites sont alors : a1 < as < ag < ay4. La déformation
logarithmique de l'utilité impacte ces préférences et décrit l'aversion au
risque de l’agent, qui préfére alors le gain certain.

1.2.2 Prise de décision sous connaissance probabiliste

Lorsque l’environnement présente une certaine variabilité, provenant par
exemple de phénomeénes aléatoires, il est naturel de la décrire par une loi de
probabilité, qui capture alors une connaissance générique (par exemple issue de
données statistiques en nombre suffisant). Cette connaissance est alors « abso-
lue » : on peut l'interroger mais elle n’est pas sensée évoluer, sauf si I’environ-
nement évolue lui aussi.

8. Pour cette régle, il semble que la déformation concave de I'utilité ne décrive pas d’aver-
sion au risque, mais uniquement les préférences de ’agent « sous certitude », c’est-a-dire sa
satisfaction de recevoir une telle somme d’argent « dans I’absolu », en dehors de tout probléme
de décision.
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De nombreux auteurs ont argumenté que les probabilités ne décrivent pas
uniquement la variabilité objective des phénoménes, mais peuvent aussi décrire
aussi la connaissance subjective de I'agent : la connaissance de l’agent serait
toujours représentable par une unique loi de probabilité. C’est le cas pour la régle
de Laplace (Définition 1.22) et surtout pour les deux axiomatiques classiques
proposées par Von Neumann et Morgenstern d’une part, ot la loi de probabilité
est supposée initialement (MORGENSTERN et VON NEUMANN, 1953), et celle
proposée par Savage d’autre part (SAVAGE, 1954), ou l'existence de cette loi de
probabilité est déduite (I’agent y décide « comme si » il se basait sur une loi de
probabilité, méme s’il ne la connait pas lui-méme). Une telle probabilité capture
alors une connaissance particuliére (relative aux croyances de ’agent), qui peut
étre interrogée, mais qui doit aussi étre précisée ou corrigée si l’agent acquiert
de nouvelles connaissances.

Définition 1.23 (Evénement). Un événement du cadre de discernement €
est un sous-ensemble B C 2

Un événement B représente la proposition « w* € B %, ¢’est-a-dire la propo-
sition « le véritable état du monde est 1’'un de ceux de B ».

Définition 1.24 (Mesure de probabilité a support fini). Pour tout cadre
de discernement (2 fini, une mesure de probabilité Pr : 2 — [0,1] est une
fonction vérifiant Pr() = 0, Pr(Q) = 1 et VA, B C Q disjoints, Pr(AU B) =
Pr(A) + Pr(B).°

Pr donne la probabilité de tout événement, i.e. Pr(X) est la probabilité que
w* € X. Elle est souvent représentée par sa distribution p: Q2 — [0,1] :

weX

Exemple 1.8 (Urne simple). Reprenons l’ezemple 1.6, mais supposons que
lon connaisse parfaitement le contenu de 'urne : 1/3 des boules sont rouges,
1/3 sont blanches et 1/3 sont noires. La distribution de probabilité p, vérifiant
p(R) = p(B) = p(N) = 1/3, définit la mesure de probabilité Pr donnée en
Table 1.1.

X 0 {ry (N} (B} (RN} {RB} {N,B} Q
Pr(X) 0 1/3  1/3  1/3 2/3 2/3 2/3 1

TABLE 1.1 — Mesure de probabilité définie par p (exemple 1.8)

Remarque 8. Notons que la connaissance est ici totalement quantifiée : les va-
leurs prises par Pr sont cardinales et cohérentes entre elles, c’est-a-dire qu’elles

9. Nous définissions un cadre de discernement Q comme un ensemble fini non vide (défini-
tion 1.13). Dans un cadre probabiliste, puisque Pr(0) # Pr(f2), nous pouvons déduire que €
est non vide : ce n’est pas une hypothése mais une conclusion.
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vérifient Pr(X) = >y p(z) pour tout X). On dit qu’une loi de probabilité est
une connaissance précise : les valeurs prises par p et par Pr sont parfaitement
connues.

La mise a jour des connaissances

Une loi de probabilité Pr peut décrire une connaissance générique a propos
d’une situation, issue par exemple d’un ensemble de données statistiques repré-
sentatif, ou bien de maniére subjective, Pr peut représenter les croyances d’un
agent sur cette situation. Lorsqu’on apprend une nouvelle information w* € C,
il faut mettre & jour cette connaissance. Selon la nature de 'information ap-
prise, on distingue deux types de mises a jour : le focus et la révision (DUBOIS
et PRADE, 1993, 1994a, 1997). Si la nouvelle information décrit une vérité gé-
nérique, il faut corriger la connaissance initiale (le prior) afin de créer une nou-
velle connaissance (le posterior) : c’est une révision de connaissance. Le prior
devient alors caduque, seul le posterior est maintenant pertinent pour décrire la
connaissance. A D'inverse, si I'information apprise décrit 1’observation d’un cas
particulier, alors on souhaite effectuer un changement de référence : c’est un
focus. Le posterior décrit alors une connaissance particuliére (relative & 1’obser-
vation), mais le prior reste pertinent pour décrire la connaissance générique (et
pourra étre interrogé & nouveau pour étudier un autre cas particulier).

Exemple 1.9. Considérons les deuz situations suivantes, proposées par DUBOIS
et PRADE, 1992 :

1. Un dé a été lancé un million de fois, et Pr(i) est la probabilité que la face
i advienne. Pr(i) est bien entendu basée sur les fréquences d’observations
de chaque face. On considére alors la question suivante : « Combien de
fois le dé s’est arrété sur la face i parmi les fois ou le dé s’est arrété sur
une face impaire ¢ »

2. Un dé a €té jeté par un joueur qui n’a pas encore vu le résultat. 1l a des
croyances sur les résultats les plus probables, sous la forme d’une proba-
bilité Pr(i). Avant de connaitre le résultat, un ami lui dit que ce résultat
est impair. Comment le joueur doit-il mettre a jour ses croyances ?

Les deuz situations sont clairement différentes : la premiere entraine un focus (le
prior est toujours pertinent, le posterior est une restriction de la connaissance
aux cas ot le résultat est impair); la seconde implique une révision (le prior
devient caduque, le posterior est la nouvelle croyance, affinée, corrigée, étant
donnée la nowvelle information).

L’école bayésienne affirme que les deux questions doivent étre répondues
en considérant la probabilité conditionnelle Pr(i | impair). Cela fait consensus
dans le cas du focus (le conditionnement bayésien correspond ici a considérer les
fréquences au sein de la classe des résultats impairs), mais est débattu dans le cas
de la révision. En effet, s’il est clair qu’il faut établir une nouvelle distribution
Pr’ sur Q = {1,2,3,4,5,6} en forgant Pr’(pair) = 0, plusieurs régles permettent
d’arriver & ce résultat, et toutes peuvent prétendre & réviser la connaissance.
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La régle de Bayes n’est ainsi que 'une des régles possibles. Son usage pour
la révision est justifié par le fait que c’est la régle qui implique le moins de
changement dans les valeurs (au sens de l’entropie croisée), ou encore que c’est
la seule régle conservant les rapports Pr'(A4)/ Pr'(B) = Pr(A)/ Pr(B), pour tout
A,B C C,ou C ={1,3,5} est I'information apprise. Néanmoins, ce n’est pas
nécessairement le comportement attendu pour la révision. La régle d’imaging
proposée par Lewis, par exemple, est une autre régle de révision ou la probabilité
de C¢ (que I'on sait maintenant impossible) est reportée sur I’état du monde w
le plus proche de C°, et non pas répartie sur tous les états du monde possibles
(LEwWIs, 1976).

Les théoriciens de la décision adoptent classiquement le point de vue bayé-
sien. L’utilisation des probabilités conditionnelles est ainsi systématique, tant
pour la révision que pour le focus.

Définition 1.25 (Probabilité conditionnelle). Soient une mesure de pro-
babilité Pr : 2% — [0,1] définie sur un cadre de discernement fini €2, p sa
distribution, et C' un événement vérifiant Pr(C) > 0. La distribution p(- | C)
encodant la mesure de probabilité conditionnelle Pr(- | C') est :

p(w)/Pr(C) siweC
0 sinon

p(wC)—{

De cette définition découlent les expressions suivantes :

_ Pr(BnNC)

Pr(B1C) = Pr(BNC)+Pr(BcnNC) (L1)
_ Pr(BNC)
= ThO) (12)

Exemple 1.10 (Conditionnement). Reprenons l’Ezemple 1.8, et considérons
les deux mises-a-jour suivantes :

— Le démonstrateur annonce : « Awjourd’hui, il n’y avait pas de boules
blanches, il n’y en a donc aucune dans l’urne ». Il faut corriger la connais-
sance initiale concernant le contenu de l'urne : il s’agit d’une révision des
connaissance.

— Le démonstrateur tire une boule auw hasard, et annonce : « Cette boule
n’est pas blanche ». La connaissance initiale n’est pas remise en cause,
mais on peut déduire une nouvelle connaissance concernant la couleur
des boules qui ne sont pas blanches : il s’agit d’un focus.

Dans les deux cas, ’approche bayésienne mene a la probabilité conditionnelle
décrite dans la table 1.2, attribuant autant de chances auzx couleurs rouge et
noire, mais ot la couleur blanche est impossible.

L’utilité espérée

La régle de décision la plus courante est celle de I’« utilité espérée », proposée
des XVTIIIe siecle, pour les probabilités objectives puis subjectives (BERNOULLI,
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X 0 {r} (N} {B} {RN} {R B} {N, B} Q
Pr(X [{R,N})O 1/2 1/2 0 1 1/2 1/2 1

TABLE 1.2 — Mesure de probabilité définie par p(- | {R, N}) (Exemple 1.10)

1738 ; LAPLACE, 1814 ; MORGENSTERN et VON NEUMANN, 1953 ; SAVAGE, 1954).
Elle décrit assez bien les préférences des décideurs dans certaines situations, par-
ticuliérement dans les situations qui se répétent et ol la connaissance est précise.

Cette régle fait bien évidemment intervenir la mesure de probabilité dé-
crivant la connaissance de ’agent. La description d’un probléme de décision
bayésien est ainsi un triplet D = (A, Pr,u).

Définition 1.26 (Régle EU — Utilité Espérée). Pour un probléme de dé-
cision bayésien D = (A, Pr, u), l'utilité espérée d’un acte x est :

EUp(x) = Y Pr({w}) x u(x(w))

weN

Remarque 9. Les valeurs prises par la fonction d’utilité doivent étre cardinales,
comme celles prises par la loi de probabilité. En effet, la régle EU fait intervenir
de la proportionnalité entre les valeurs d’utilité et les probabilités : on considére
donc les rapports et écarts entre les valeurs.

Exemple 1.11 (Utilité espérée). Reprenons la situation A de Uexzemple 1.6,
otu l'agent doit choisir parmi ces quatre actions :

— a1 : Si la boule tirée est rouge, l'agent gagne 100€, et sinon rien.

— ag : Si la boule tirée est rouge, l’agent gagne 300€, et sinon rien.

— ag : Si la boule tirée est rouge, l’agent ne gagne rien, sinon 100€.

— ay : L’agent gagne 100€ quelque soit la couleur de la boule tirée.

Par contre, nous supposons maintenant que l’agent a une connaissance proba-
bilisée de l'urne.

Avec 1/8 de chance pour chacune des trois couleurs, nous retrouvons di-
rectement les préférences obtenues avec la régle de Laplace (exemple 1.7). En
effet, ici, les trois couleurs sont équiprobables. C’est ce qu’on avait supposé sous
ignorance totale.

Intéressons-nous maintenant 4 cette méme situation A, mais aprés que le
démonstrateur a annoncé la couleur blanche impossible. Que ce soit par révision
ou par focus, on a déduit la probabilité Pr(- | {R,N}) dont la distribution est
p(R) = p(N) = 5 et p(B) = 0 (exzemple 1.10). Ici encore, nous considérerons
les deux fonctions d’utilité u et v. La premiére est linéaire par rapport au gain :
u(z€) = x ; la seconde est une déformation logarithmique : v(x€) = log(x + 1).

La situation de décision n’a pas changé. Les problémes de décision contiennent
la connaissance mise a jour et les préférences de l'agent :

A= (0,X,A) D, = (APr(-|{R,N}),u) D,=(APr(-|{R N})v)
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La régle de l'utilité espérée permet d’évaluer chaque acte. Pour D,,, on obtient :

EUp, (Xa,) = % x u(100€) + % x u(0€) =50
EUp, (xa,) = % < u(300€) + % < u(0€) — 150
EUp, (Xay) = 5 % u(0€) + 3 x u(100€) — 50
EUp, (xa,) = % < u(100€) + % « u(100€) — 100

Les préférences ainsi décrites sont : a1 ~ a3z < aq < az : l’agent préfére avoir une
chance sur deux de gagner 300€ plutot qu’un gain certain de 100€. Inversement,
pour D, on obtient :

EUp, (Xa,) = % x v(100€) + % x v(0€) =1
EUp, (Xas) = % x v(300€) + % x v(0€) =125
EUp, (Xas) = % x v(0€) + % x v(100€) =1
EUp, (Xa,) = % x v(100€) + % x v(100€) =2

Les préférences ainsi établies sont : a1 ~ az < a2 < a4 : l'agent préfére le gain
certain de 100€. La concavité de la fonction v capture l'aversion au risque de
l’agent.

Limites de I’utilité espérée

La théorie classique de la décision sous incertitude, basée sur la régle de
I'utilité espérée, a permis au cours du XXe siécle de modéliser et d’étudier de
nombreuses situations de décision avec un succeés indéniable, conjointement avec
Pessor des méthodes de recherche opérationnelle (BLACKETT, 1950 ; DANTZIG,
1951 ; LENSTRA, RINNOOY KAN et SCHRIJVER, 1991). Cette mise en pratique
a aussi révélé les limites de cette théorie. Les travaux précurseurs de Simon
(SIMON, 1947 ; EMERSON, 1962 ; CYERT, MARCH et al., 1963 ; MARCH et SIMON,
1993) sur les décisions prises par des organisations en situation réelle, ainsi que
les expériences réalisées en laboratoire (ALLAIS, 1953 ; ELLSBERG, 1961), ont
révélé que dans certaines situations, les préférences de la majorité des décideurs
ne peuvent pas étre capturées par la régle de l'utilité espérée.

Nous illustrons certaines de ces limites en donnant les paradoxes d’Allais
et d’Ellsberg, ainsi qu'une sélection des résultats obtenus par KAHNEMAN et
TVERSKY, 1979, issue de LOOMES et SUGDEN, 1982.

Exemple 1.12 (Paradoxe d’ALLAIS, 1953). Un agent est confronté succes-
sivement & deux jeuxr de hasard. Dans un premier temps, on lui demande de
choisir l'une des actions suivantes :
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— ay - 1IM¥€ a coup sir

— ag : SME avec 10% de chances, 1M€ avec 89% de chances, et rien sinon
Dans un second temps, on lui propose de choisir l'une des actions suivantes :

— by : 1M€ avec 11% de chances, Tien sinon

— by : 5M€ avec 10% de chances, rien sinon
La majorité des candidats choisissent a; puis by : leurs préférences sont telles que
a1 > ag et que by < by. Or, de telles préférences ne peuvent pas étre représentées
par la théorie de lutilité espérée ! En effet, quel que soit u, on a :

a1 = ay <= u(IM€) > 0.10 X u(5M€) + 0.89 x u(IM€) + 0.01 x u(0€)
= 0.11 x u(1M€) > 0.10 x u(5M€) + 0.01 x u(0€)

by < by < 0.11 x u(IM€) + 0.89 x u(0€) < 0.1 X u(5M€) + 0.90 X u(0€)
= 0.11 x u(1M€) < 0.10 x u(5M€) + 0.01 x u(0€)

On obtient ainsi une contradiction : la régle de l'utilité espérée est incapable de
capturer de telles préférences.

Exemple 1.13 (Paradoxe d’ELLSBERG, 1961). Une urne contient 30 boules
rouges et 60 boules issues d’un sac contenant des boules noires et/ou des boules
blanches. Le démonstrateur s’appréte a tirer une boule au hasard, et propose
au candidat d’effectuer deuxr choix : Dans un premier temps, il demande au
candidat de choisir l'une des actions suivantes :

— a3 : 100€ si la boule tirée est rouge, rien sinon

— ao : 100€ si la boule tirée est blanche, rien sinon
Dans un second temps, il lui propose de choisir l'une des actions suivantes :

— by : 100€ si la boule tirée n’est pas rouge, rien sinon

— be : 100€ si la boule tirée n’est pas blanche, rien sinon
La magjorité des candidats choisissent ay et by. Or, il n'existe aucune fonction
d’utilité et probabilité permettant de décrire de telles préférences avec la régle de
Vutilité espérée. En effet, supposons sans perte de généralité que u(100€) = 1
et u(0€) =0, alors :

a1 = ay < Pr
by > by < Pr

<~— Pr
<~ Pr

R) > Pr(B)

R,N) < Pr(B, N)

R) +Pr(N) < Pr(B) + Pr(N)
R) < Pr(B)

—~ o~~~

Ainsi, on obtient une contradiction : le candidat considérerait que Pr(R) >
Pr(B) lors du premier choixz, mais que Pr(B) > Pr(N) lors du second. La régle
de lutilité espérée est incapable de capturer ces préférences.

Exemple 1.14 (Extrait de I’étude de KAHNEMAN et TVERSKY, 1979).
Plusieurs choiz hypothétiques entre des paires d’actions ont été proposés a des
étudiants et des universitaires. Pour chaque action, les gains ou pertes mo-
nétaires possibles sont associés 4 des probabilités. On note (x1,p1;...;Tn,Dn)
Uaction qui provoque le gain ou la perte x; avec une probabilité p;, les gains nuls
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(x; = 0) ne sont pas représentés. La table 1.3 liste certains des résultats obtenus
par Kahneman et Tversky dans leur étude. On y voit que la majorité des sondés
présente une aversion au risque pour les gains de probabilité élevée (X5 < Xg)
et une « recherche » du risque pour ceux de probabilité faible (X19 = Xo0). Cette
attitude est inversée lorsqu’on considére des pertes au lieu de gains (X7 = Xs
et Xo1 < X22).

Actions Préférences Prop. Type

X3 = (2500,0.33;2400,0.66) X; < Xo 82% Aversion au risque
X, = (2400, 1)

X3 = (2500, 0.33) X3 = X4 83% ?

X, = (2400,0.34)

X5 = (4000, 0.8) X5 < X 80% Aversion au risque
X6 = (3000, 1)

X7 = (—4000,0.8) X7 = X3g 92% Recherche du risque
Xg = (—3000,1)

Xo = (4000,0.2) Xo = X1o 65% ?

X0 = (3000,0.25)

X1 = ( 4000, 0. 2) X11 < X129 58% ?

X15 = (—3000,0.25)

X135 = (6000, 0.45) Xi3 < X114 86% Aversion au risque
X14 = (3000,0.09)

X15 = (6000, 0.001) Xi5 = X6 73% Recherche du risque
X16 = (3000, 0.002)

X17 = (X5,0.25) X7 < X3 78% Aversion au risque
X5 = (X6,0.25)

X19 = (5000,0.001) X9 = Xoo 2% Recherche du risque
X209 = (5,1)

Xo1 = (—5000,0.001) X1 < Xoo 83% Aversion au risque
Xoo = (—5,1)

TABLE 1.3 — Extrait des résultats obtenus par Kahneman et Tversky, issu de
(LOOMES et SUGDEN, 1982). Pour chaque paire d’actions, les préférences majo-
ritaires, leur proportion et leur type sont indiqués.

Ces trois exemples illustrent certaines incompatibilités entre la théorie de
l'utilité espérée et les préférences réelles de décideurs. De nombreux auteurs ont
débattu les raisons de ces limitations. Ils ont noté que :

Les axiomatisations sont criticables. Les travaux fondateurs de Mor-
genstern et Von Neumann d’une part et ceux de Savage d’autre part,
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sont des axiomatisations : & partir d’axiomes supposés acceptables, ces
auteurs en dérivent la régle de I'utilité espérée. La pertinence des axiomes
peut étre mise en cause. Par exemple, le paradoxe d’Allais et les préfé-
rences majoritaires X7 < X5 et X3 > X4 de 'étude de Kahneman et
Tversky mettent en défaut I’axiome d’indépendance considéré dans un
cadre séquentiel : les préférences entre deux actions ne sont pas conser-
vées lorsqu’on les combine chacune avec une méme troisiéme action.

L’ignorance est ignorée. Le paradoxe d’Ellsberg met en évidence le fait
que la plupart des décideurs ne traitent pas de la méme maniére la varia-
bilité intrinséque des phénomeénes et leur propre ignorance de ces phéno-
ménes. Or la théorie classique postule, aprés Laplace, que I’ignorance doit
étre représentée par ’équiprobabilité. La variabilité apporte une connais-
sance précise et, dans une vision & long terme au moins, 1’espérance est
trés pertinente : les gains élevés compensent les gains faibles, et aprés de
nombreuses expériences, le gain moyen est proche de I’espérance. A I'in-
verse, I’ignorance n’apporte aucune connaissance. Méme dans une vision
a long terme, il n’y a aucune raison pour que les gains se compensent ni
ne s’approchent de 'espérance (ELLSBERG, 1961 ; FERSON et GINZBURG,
1996 ; ANDERSON et HATTIS, 1999).

L’expression du probléme n’est pas prise en compte. La théorie clas-
sique évalue les préférences de l’agent en fonction de l’état final (par
exemple, sa richesse totale aprés que la décision est prise). Or, Kahne-
man et Tversky ont montré que l’expression du probléme en termes de
gains ou de pertes impacte grandement les préférences de ’agent, méme
lorsque les états finaux sont identiques (par exemple, avoir une chance
de gagner, ou bien recevoir une somme et avoir une chance de la perdre).
Une fonction d’utilité peut décrire les préférences de ’agent dans un cas
mais pas dans 'autre, ce qui semble étonnant.

L’aversion et la recherche du risque cohabitent. Ces mémes auteurs
ont montré que la majorité des sondés présentent une aversion au risque
pour les gains et une recherche du risque pour les pertes de probabilité
élevée, mais une aversion au risque pour les pertes et une recherche du
risque pour les gains de probabilité faible. Dans la théorie classique cette
aversion est capturée par la concavité de la fonction d’utilité. Une méme
fonction d’utilité ne peut donc pas décrire deux expériences qui ont les
meémes conséquences (mais pas les mémes probabilités d’advenir), ce qui
est surprenant.

D’autres limitations ont aussi été identifiées. Certains auteurs ont remarqué, en
particulier, que dans la théorie de 1'utilité espérée :

L’utilité joue un double réle. Dans la théorie classique ’aversion a I’am-
biguité ou au risque est modélisée par une fonction d’utilité concave, et
la recherche du risque par une fonction d’utilité convexe. Or, dans une
approche psychologique, la concavité représente aussi les préférences du
décideur sous certitude (cf. utilité de Bernoulli, définition 1.12). Ces deux
effets deviennent alors indiscriminables (ALLAIS, 1953 ; KAHNEMAN et
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TVERSKY, 1979; LOOMES et SUGDEN, 1982; QUIGGIN, 1982; LOOMES
et SUGDEN, 1986).

On recherche le « meilleur » choix. La théorie classique suppose que
I’agent est absoluement maximisateur de ’utilité espérée. Or, Simon a
développé la notion de « rationalité locale » (bounded rationality, SIMON,
1955) pour capturer le fait que bien souvent, le décideur se contente de
décisions « suffisement bonnes », sans chercher le maximum absolu : la
régle de l'utilité espérée serait ainsi trop restrictive.

Il faut tout quantifier. Définir la fonction d’utilité et la loi de probabi-
lité nécessite une connaissance précise de la situation modélisée. Or sou-
vent, I'information disponible n’est pas assez riche. Les préférences et la
connaissance sont souvent exprimées de maniére qualitative, par exemple
en langage naturel. Les méthodes d’élicitation visant & les quantifier ont
montré des limites, par exemple : l’agent ne sait pas donner un prix
unique & un pari (WALLEY, 1991), ou encore le prix qu’il attribue ne re-
flete pas ses préférences (SLOVIC et LICHTENSTEIN, 1968 ; LICHTENSTEIN
et SLovic, 1971 ; LINDMAN, 1971 ; LICHTENSTEIN et SLOVIC, 1973).

Pour répondre & ces critiques et capturer le comportement effectif des déci-
deurs, plusieurs théories alternatives a 'utilité espérée ont été proposées. C’est
I’objet de la section suivante.

1.3 Théories alternatives a 1’utilité espérée

Plusieurs théories alternatives ont été proposées pour dépasser les limitations
de la théorie de l'utilité espérée. Apres avoir introduit la notion de capacité et
celle d’intégrale de Choquet, deux outils mathématiques qui nous sont utiles
dans cette section, nous présentons certaines de ces théories alternatives.

Nous abordons d’abord plusieurs théories découlant directement de celle de
I’'utilité espérée. Nous commencons avec deux modéles de décision probabilistes
alternatifs menant & la méme régle : I’ Utilité Dépendante du Rang (ou RDU,
QUIGGIN, 1982 ; SCHMEIDLER, 1989 ; DIECIDUE et WAKKER, 2001) et la théorie
des perspectives (prospect theory, KAHNEMAN et TVERSKY, 1979; TVERSKY et
KAHNEMAN, 1992), ou la probabilité et/ou 'utilité est déformée.

Nous considérons ensuite plusieurs modéles de la décision ou la connaissance
n’est pas capturée par une unique mesure de probabilité mais par I’ensemble des
mesures possibles, ce qui permet d’exprimer l'ignorance & propos des valeurs de
probabilités : les intervalles de probabilités (DE CAMPOs, HUETE et MORAL,
1994) et les familles de probabilités (BOOLE, 1854 ; KEYNES, 1921; GILBOA et
SCHMEIDLER, 1989).

Ensuite, nous nous arrétons longuement sur la théorie des fonctions de
croyances de Dempster-Shafer (DEMPSTER, 1967 ; SHAFER, 1976), généralisant
les probabilités en permettant d’exprimer ’ignorance partielle voire totale, et sur
les régles de décision de cette théorie. Nous y précisons que plusieurs opérateurs
de conditionnements sont disponibles, pour la révision et pour le focus.
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Enfin, nous évoquons le cadre des ordres de grandeurs de probabilité (WILSON,
1995) ot la connaissance n’a pas besoin d’étre aussi précise qu’avec les probabili-
tés usuelles, et celui des possibilités, qui permet de travailler avec des préférences
et des croyances purement ordinales.

1.3.1 Capacités et intégrale de Choquet

Commencons par définir deux notions que nous retrouverons tout au long
de ce chapitre : les capacités qui généralisent les mesures de probabilités; et
I'intégrale de Choquet, qui généralise le calcul de ’espérance aux capacités.

Définition 1.27 (Capacité). Une capacité sur ) est une fonction d’ensemble
w22 — [0,1] telle que u(P) = 0, () = 1 et qui est monotone au sens de
I’inclusion :

VACBCQ, pu(A)<u(B)

A Tl'inverse des mesures de probabilité, les capacités sont généralement non-
additives : pour tout paire d’événements A et B disjoints, on a possiblement
w(AUB) # u(A) + u(B). Plus précisément, :

Définition 1.28 (Sous-/Super-additivité). Une capacité p : 2 — [0, 1] est
sous-additive (ou 2-monotone) si et seulement si, VA, B disjoints :

H(AU B) < pu(A) + u(B)
Elle est super-additive (ou 2-alternating) si et seulement si :
1(AUB) = u(A) + u(B)

Une capacité est une mesure additive si elle est a la fois sous-additive et
super-additive. Dans ce cas, c’est une mesure de probabilité.
Toute capacité posseéde une fonction duale.

Définition 1.29 (Fonction duale). Soit p : 2 — [0,1] une capacité. Sa
fonction duale est la fonction p¢ définie par :

pe(A) =1 — pu(A°).

Notons que (u€)° = u : une capacité u et sa duale p° encodent la méme
information, et I’'une peut étre retrouvée a partir de ’autre. Une mesure additive
(mesure de probabilité) est sa propre fonction duale.

Toute capacité p posséde une unique fonction de masse.

Définition 1.30 (Fonction de masse). La fonction de masse d’une capacité
e 2% — [0, 1] est la fonction m,, : 29 — R vérifiant :

VACQ, p(A)=> mu(B).
BCA
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Remarque 10. Une capacité prend ses valeurs dans U'intervalle [0, 1]. Cependant,
la fonction de masse associée peut prendre des valeurs en dehors de cet intervalle,
par exemple des valeurs négatives.

Cette fonction de masse est unique (voir le théoréme 3.1) et elle peut étre cal-
culée a partir de p de différentes fagons formellement équivalentes, par exemple
grace a la transformée inverse de Moébius :

Définition 1.31 (Transformée inverse de Moébius). Soit p : 2% — [0,1]
un capacité. Sa transformée inverse de Moébius m,, : 22 5 R est définie par :

mu(A) = 37 (=)l u(B).

BCA

La capacité duale pu°© est facilement définie d’aprés la fonction de masse :
VA, u°(A) = X g1prazo Mu(B)-

Pour toute capacité, I’espérance d’une variable aléatoire v : 2 — R est
généralisée par l'intégrale de Choquet de cette variable (CHOQUET, 1954) :

Définition 1.32 (Intégrale de Choquet discréte). Soient une capacité y :
22 — [0, 1] et une fonction v : Q — R. Notons 1, ...,y les valeurs prises par v,
ordonnées telles que z; < --- < x. L’intégrale de Choquet discréte de v selon

[ oest :
k

Choquet,, (v) = z1 + Z(mz —zim1) X p({w | v(w) > ;})

=2

Pour une capacité sous-additive p, I'intégrale de Choquet discréte s’exprime
facilement sur la fonction de masse m, (GILBOA et SCHMEIDLER, 1994) :

Choquet , (v) = Z my (A) - minv(w).

A
AcQ we

1.3.2 Déformations des probabilités

Dans une approche descriptive, nous avons vu que de nombreux décideurs at-
tachent une grande importance aux pertes, méme peu probables, et parfois aux
gains élevés aussi. De plus, les décideurs ne sont majoritairement pas neutres face
au risque car ils préférent souvent les gains certains méme faibles et les pertes
évitables mémes importantes (SIMON, 1947 ; EMERSON, 1962 ; CYERT, MARCH
et al., 1963 ; MARCH et SIMON, 1993). Pour capturer ce type de préférences, il a
été proposé d’utiliser une intégrale similaire & celle de l'utilité espérée, non pas
sur u et Pr, mais sur des transformations de ces fonctions. Les approches propo-
sées par Handa (HANDA, 1977), Karmarkar (KARMARKAR, 1978, 1979) ainsi que
la version initiale de la théorie des perspectives (KAHNEMAN et TVERSKY, 1979)
reposent sur une déformation f croissante de la distribution de probabilité (et,
pour la théorie des perspectives, d’une déformation de la fonction d’utilité). La
connaissance de ’agent est toujours décrite par une mesure de probabilité mais
son attitude face au risque est capturée par la déformation de cette probabilité.
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Dans de tels cadres, un probléme de décision D est donné par une situation
de décision A, d’une probabilité Pr, d’une fonction f : [0,1] — [0, 1] croissante
(telle que = > y — f(x) > f(y)) vérifiant f(0) = 0et f(1) =1 et d’une fonction
d’utilité v : X — R, i.e.

D = (A {Pr, f},u)

La régle de décision est alors la régle de I'utilité espérée, mais calculée en fonction
de la probabilité déformeée fop :

Définition 1.33 (Régle de I’utilité espérée déformée). Pour un probléme
de décision D = (A, {Pr, f},u) ou f :[0,1] — [0, 1] est une fonction croissante
vérifiant f(0) =0 et f(1) =1, la régle dEU est :

dEUn(x) = Y f(p(w)) x u(x())

weN

Les approches présentées ci-dessus sont finalement assez limitées. D’une part,
les probabilités de deux conséquences, si elles sont égales, sont déformées de la
méme facon : ces approches ne permettent donc pas de surestimer la probabilité
d’une perte par rapport a celle d’un gain, par exemple. D’autre part, si on
souhaite éviter les violations de dominance (c’est-a-dire, par exemple, éviter que
« gagner x > 0, sinon rien % soit préféré & « gagner x > 0, sinon y > 0 » avec les
meémes probabilités), il a été montré que la seule transformation f admissible
est f(z) = « (FISHBURN, 1978). On retrouve alors la théorie de 1'utilité espérée.

Afin de dépasser ces limites, Quiggin a proposé la théorie de 'utilité dé-
pendante du rang (RDU, appelée originellement théorie de 'utilité anticipée)
ou les déformations des probabilités dépendent non seulement de la probabilité
elle-méme, mais aussi du rang de 'utilité de la conséquence associée (QUIGGIN,
1982). Cette approche sera reprise dans la théorie cumulative des perspectives
(TVERSKY et KAHNEMAN, 1992).

Considérons un acte x : €2 — X. Les conséquences possibles sont les x; €
{x(w) | w € Q}, ordonnées telles que u(x;) < u(zr;4+1). Chaque conséquence x;
est associée & une probabilité p;, les p; sont ainsi ordonnées selon 1'utilité de
la conséquence associée. L’idée de Quiggin est de transformer la probabilité p;
non pas en une valeur f(p;) ne dépendant que de p;, mais en une valeur h;(p)
calculée d’aprés la suite ordonnée p = (p1,...,p,) des probabilités. Ainsi, la
valeur de h;(p) dépend a la fois de p; et de son rang : on peut alors distinguer
les probabilités associées & des utilités faibles ou élevées.

Quiggin montre ensuite que quel que soit le nombre de conséquences (et
donc de probabilités p;), la valeur de h;(p) peut étre déduite d’actes n’ayant que
deux conséquences : en notant g(p1) = hi1(p1,1 — p1) la déformation appliquée
a la probabilité de la plus faible des conséquences, il conclut que pour toute

suite de probabilités ordonnées p = (p1,...,pn), on a hi(p) = g (Z;lej) —
g (Z;;ll pj). D’ou la regle :

Définition 1.34 (Régle de l'utilité dépendante du rang). Pour un pro-
bléme de décision D = (A, {Pr,g},u) et pour tout acte x : @ — X, soient
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Z1,...,Z, les conséquences ordonnées selon leurs utilités et p = (p1,...,pn) les
probabilités d’obtenir chaque conséquence x;. La régle de décision RDU est :

n % i—1
RDUD(x) =Y |g (D pi| =g (D pi || xul@)
i=1 =1 j=1

Cette régle revient & calculer 'intégrale de Choquet sur la capacité g o Pr. En
effet :

RDUp(x) = u(z1) + (u(xl) - u(xi,l)) X g(Pr {z | u(z) > u(xz)}))

n
=2

= Choquetgopr(u © X)

1.3.3 Probabilités imprécises

Plusieurs autres théories alternatives proposent de dépasser les limitations
de ’UE en considérant non pas une unique loi de probabilité, mais une famille de
probabilités (chaque probabilité de la famille est possible, 'une d’entre elle décrit
effectivement la variabilité des états du monde, mais ’agent (ou le modélisateur)
ne sait pas laquelle). Aprés les travaux initiaux de Schmeidler dans le cadre
d’Ascombe-Aumann appelé Horse lotteries, non présentés ici (ANSCOMBE et
AUMANN, 1963 ; SCHMEIDLER, 1986), plusieurs théories considérant des bornes,
familles ou intervalles de probabilités ont été étudiées. On trouve plusieurs jus-
tifications & ’utilisation de probabilités imprécises :

Fréquentisme On sait que les valeurs de convergence des fréquences a la

limite sont dans des intervalles donnés (WALLEY et FINE, 1982);

Ignorance L’incertitude porte sur le modéle stochastique lui-méme, que
ce soit sur certains parameétres (p.ex. variance) (BERNARD, 2005) ou de
maniére non paramétrique (BAUDRIT et DuBOIs, 2006) ;

Paris échangeables Les degrés de confiance de ’agent sont étalonnés d’aprés
des paris, pour lesquels le prix d’achat maximal que ’agent est prét a
payer pour participer au pari difféere du prix de vente minimal auquel
Pagent veut bien céder sa place (WALLEY, 1991);

Axiomatique Aprés 'axiomatisation dans le cadre d’Ascombe et Aumann,
Gilboa et Schmeidler proposent une axiomatique basée sur une relaxation
des axiomes de Savage dans le cadre classique (GILBOA et SCHMEIDLER,
1989).

Dans tous ces cas, une famille F de probabilités décrit la connaissance de
I’agent. On s’intéresse principalement & ses bornes inférieures et supérieures :

Définition 1.35 (Probabilité inférieure et supérieure). Pour toute famille
F de probabilités sur €2, les bornes inférieures et supérieures de F sont les
fonctions Pinf et Psup : 2 — [0, 1] définies par :

Pinf(B) = Pirréf}_Pr(B) Psup(B) = Ff,tgtPr(B)
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Ces deux mesures Pinf et Psup sont duales. A l'inverse des mesures de
probabilité, Pinf et Psup sont non-additives : Pinf est sous-additive, Psup est
super-additive, et Pinf = Psup est additive si et seulement si F = {Pinf} (cf.
définition 1.28).

Une famille F contenant un nombre fini de mesures de probabilité peut étre
donnée en extension (SMITH, 1961). Il est aussi possible de donner ses bornes
Pinf et Psup (GooDb, 1966). De plus, certains travaux considérent les intervalles
de probabilité : les lois de probabilités de la famille F sont décrites par les valeurs
possiblement prises par leurs distributions (DE CAMpPOS, HUETE et MORAL,
1994). A chaque état du monde w € Q est attaché un intervalle [p,(w), p*(w)]
borné par les valeurs minimales et maximales possibles pour Pr({w}).

Définition 1.36 (Intervalles de probabilité). Les intervalles décrit par deux
fonction p, :  — [0,1] et p* : © — [0,1] sont des intervalles de probabilités si
les trois conditions suivantes sont satisfaites :

— Vw e 2,0 < pi(w<p*(w) <1,
— YweaPi(W) 1< cqp'(W);
_ Vw (S Q?Z)*(w) + ZUJ’EQ\{UJ} p*(w/) S 1 S p*(w) ZUJ,EQ\{Q}} p*(w/).

La famille décrite est F = {Pr | Vw,p.(w) < Pr({w}) < p*(w)} et les
trois propriétés que vérifient p, et p* assurent respectivement que les intervalles
[ps(w), p*(w)] sont bien définis, que la famille F n’est pas vide et que les valeurs
p«(w) et p*(w) sont atteignables (reachable), c’est-a-dire que Pinf({w}) = p.(w)
et Psup({w}) = p*(w). La borne inférieure d’'un événement B C ) est donnée
par I’expression suivante :

Pinf(B) = max (Z px(w) , 1— Z p*(w)) .

weB w¢B

Ayant des bornes inférieures et supérieures pour les probabilités, il est pos-
sible de calculer les valeurs minimales et maximales possibles pour I'utilité espé-
rée (dés lors qu’une fonction d’utilité quantitative peut étre définie). La majorité
des décideurs étant « pessimistes », on s’intéresse particuliérement & la valeur
minimale. Gilboa et Schmeidler considérent ainsi la régle de décision MaziMin
Ezxpected Utility (MMEU) : un acte est préféré a un autre si et seulement si
lutilité espérée minimale de cet acte est supérieure & celle de 'autre (GILBOA,
1987 ; SCHMEIDLER, 1989). Ces mémes auteurs ont montré que lorsque Pinf est
sous-additive, cette utilité espérée minimale est égale & la valeur de Choquet sur
Pinf et proposent le jeu de mots « min of mean = mean of min » qui associe
I’espérance minimale possible et ’expression de l'intégrale de Choquet sur la
fonction de masse (GILBOA et SCHMEIDLER, 1994).

Définition 1.37 (Reégle de 'utilité espérée minimale (MMEU)). Pour
un probléme de décision D = (A, Pinf, u), I'utilité espérée minimale d’un acte
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est :
MMEU = inf EU
D(X) Plre {A,Pr,u}(X)

= Choquetpy,¢(u o x)
= Z mpint (A) X rwnin u(x(a)).

€A
ACQ

Remarque 11. En calculant la valeur de Choquet sur Psup, on obtient la valeur
maximale possible de 1'utilité espérée. Cette valeur est moins utilisée car la
majorité des décideurs sont “prudents” ou “pessimistes”.

1.3.4 Théorie des fonctions de croyances de Dempster-
Shafer

La théorie des fonctions de croyances proposée par Shafer (SHAFER, 1976)
constitue un cas particulier de familles de probabilités, dont les différentes inter-
prétations peuvent sembler plus évidentes. Mathématiquement, elle repose sur
des mesures sous-additives appelées fonctions de croyance, étudiées par Demps-
ter pour 'inférence statistique basée sur des sources imprécises et/ou contradic-
toires (DEMPSTER, 1967).

Pour un cadre de discernement €2, cette théorie considére la fonction de masse
m : 2 — [0,1]. Cette fonction de masse ne prenant pas de valeurs négatives,
c’est une distribution de probabilité sur les parties d’€2. Pour tout événement B,
m(B) n’est pas la probabilité de B, mais la croyance donnée & B et & aucun de
ses sous-ensembles (SHAFER, 1976). m(B) peut aussi étre comprise comme la
quantité de probabilité qu’il faudrait répartir entre les éléments de B, mais qui
ne peut pas étre attribuée faute de connaissance. Enfin, de maniére subjective,
m(B) peut étre vue comme la probabilité que I’agent sache uniquement w* € B.

Néanmoins, cette justification probabiliste n’est pas la plus usitée pour les
fonctions de croyances. Smets et Kennes ont méme proposé, dans le Modéle des
Croyances Transférables ( Transferable Belief Model, ou TBM), une justification
pour l'usage d’une telle fonction de masse m ne reposant pas sur les probabi-
lites (SMETS et KENNES, 1994). D’une maniére générale, certains auteurs res-
tent dans une approche probabiliste ; mais de nombreux autres s’en détachent
au moins partiellement, ce qui impactera les opérations utilisées, telles que le
conditionnement.

On suppose habituellement m()) = 0, dans le sens ot aucune croyance de
peut supporter I’événement impossible. Néanmoins, le TBM autorise qu’() ait
une masse non nulle : m()) y représente le degré de contradiction interne de m
(SMETS et KENNES, 1994).

En pratique, une fonction de masse apparait lorsqu’une connaissance pro-
babiliste n’est pas exprimée directement sur €2, mais sur un ensemble W pour
lequel on connait une fonction multi-valuée I : W — 2%

Exemple 1.15 (Fonction de masse définie par une probabilité et une
fonction multi-valuée). Le démonstrateur a vidé deux sacs de boules dans
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une urne (le sac I contient 30 boules et le sac II en contient 60). Posons W =
{1, 11}, la proportion des boules est donnée par la probabilité dont la distribution
p: W —[0,1] est :

p(I)=1/3 et p(II)=2/3

S’il tire une boule au hasard, la probabilité de tirer une boule du sac 1 est 1/3,
celle de tirer une boule du sac 11 est 2/3.

Maintenant, supposons que toutes les boules du sac 1 sont rouges (R), et
que les boules du sac 11 peuvent étre soit blanches (B) soit noires (N). Posons
Q= {R,B,N}. Cela établit le mapping multi-valué T : W — 22 suivant :

I(I)={R} et T'(Il)={B,N}
Dont découle directement la fonction de masse m définie par m(I'(z)) = p(z) :
m({R})=1/3, m({B,N})=2/3 et m(B)=0 sinon

Effectivement, il y a une chance sur trois de tirer une boule rouge (issue du sac
1), et deux chances sur trois de tirer une boule blanche ou noire (issue du sac
11), mais nous ne savons pas comment attribuer cette derniére probabilité ni aux
boules blanches, ni aux boules noires.

Une fonction de masse définit deux mesures duales (définition 1.30). La me-
sure inférieure est appelée fonction de croyance, notée Bel, et la mesure supé-
rieure est appelée mesure de plausibilité, notée Pl :

Bel(X)= >  m(Y) =1-PI(X°)
0£YCX

PI(X)= Y m(Y) =1-Bel(X°)
YNX#D

Dans I'interprétation probabiliste utilisée en introduction, Bel(B) = Pinf(B)
est la probabilité minimale de I’événement B, et P1(B) = Psup(B) sa probabilité
maximale. Ainsi, toute fonction de croyance définit une famille de probabilités
F = {Pr | VB,Bel(B) < Pr(B) < PI(B)}, alors comprise comme un cas parti-
culier de probabilités imprécises (section 1.3.3).

Bien souvent, Bel(B) et P1(B) ne sont pas vues comme les bornes d’une pro-
babilité Pr(B) inconnue, mais plutét comme des degrés de confiance non proba-
bilistes : Bel(B) est la somme des masses soutenant la proposition « w* € B »
et décrit donc & quel point cette proposition est impliquée par la connais-
sance ; P1(B) est la somme des masses non contradictoires avec la proposition
« w* € B » et décrit donc & quel point cette proposition est compatible avec la
connaissance.

Remarque 12. Les trois fonctions m, Bel et P1 sont telles que :
— Ayant 'une des trois fonctions, on peut retrouver les deux autres,
— m est la transformée de Moéebius de Bel — la retrouver & partir de Bel
(ou de P1) est une opération couteuse,
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— m est parfois « creuse » (de nombreuses valeurs sont égales a 0), sa
représentation peut étre exponentiellement moins cotiteuse en mémoire
que celles de Bel ou de Pl.

Définition 1.38 (Element focal). Les éléments focaux d'une fonction de
croyance sont les ensembles pour lesquels la fonction de masse m ne s’annule
pas. On notera S, ’ensemble des éléments focaux :

Su={X € Q| m(X)#0)

Définition 1.39 (k-additivité). Une fonction de croyance est dite k-additive
si ses éléments focaux sont au plus de taille k :

m est k-additive <= max |B| =k
BeS,,

Remarque 13. La théorie des fonctions de croyances généralise celle des probabi-
lités : toute mesure de probabilité est une fonction de croyance I-additive, c’est-
a~dire seuls les singletons sont éléments focaux : VA, |[A| #1 = m(4) = 0.
Dans ce cas, Pr(X) = Bel(X) = PI(X) est encodée par la distribution p vérifiant

p(w) = m({w}).

Exemple 1.16. Reprenons I’Exemple 1.15, dans lequel l'urne a été remplie avec
1/3 de boules issues du sac 1 (et donc rouges) et 2/8 de boules issues du sac
II (et donc noires ou blanches). On s’intéresse a la couleur de la boule que le
démonstrateur va tirer.

Interprétation crédale. Les lois de probabilités compatibles avec la connais-
sance du contenu de l'urne vérifient Pr({R}) = 1, Pr({B,N}) = £,
Pr(@) = 0 et Pr(Q) = 1. Par contre, nous n’avons pas d’information sur
les valeurs de Pr({B}) et Pr({N}), hormis que Pr({B})+Pr({N}) = 2.
Cela définit une famille de probabilité F que nous pouvons décrire en po-
sant Pr({N}) = x. La famille F = (Prm):ﬂe[o,%] est donnée en Table 1./,
ot on peut lire, pour tout B C Q les valeurs Pinf(B) = Bel(B) et
Psup(B) = P1(B).

Interprétation évidentielle. Seuls deux événements sont focaux : ce sont
les événements pour lesquels on donne une croyance non nulle sans pou-
voir donner une croyance non nulle a leurs sous-ensembles :

— {R} est focal, car on sait qu’un tiers des boules sont rouges (c’est-a-
dire que l’on croit que la boule tirée sera rouge avec un degré 1/3) ;

— {B, N} est focal, car on sait que deuz tiers des boules sont blanches
ou noires, mais on ne peut pas attribuer ces deux tiers ni aux boules
blanches (il n’y en a peut-étre aucune) ni aux boules noires (il n’y en
a peut-étre aucune non plus).

On retrouve ainsi la fonction de masse m donnée en Table 1.4, ot on peut

lire pour tout B C Q) les valeurs Bel(B) (décrivant & quel point la propo-

sition w* € B est impliquée par la connaissance) et PI(B) (décrivant a

quel point cette méme proposition est compatible avec la connaissance).
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X 0 {r} {N} {B} {R,N} {R,B} {N,B} Q
m(X) 0 1/3 0 0 0 0 2/3 0
Bel(X) 0  1/3 0 0 1/3 1/3 2/3 1
PI(X) O 1/3  2/3 2/3 1 1 2/3 1
Pr,(X) 0 1/3 x 2/3—x 1/3+=x 1—xz 2/3 1

TABLE 1.4 — Urne d’Ellsberg — Fonction de masse, de croyance, de plausibilité
et, pour l'interprétation probabiliste, la famille (Prz)ze[o’%] correspondante

La mise-a-jour des connaissances

Dans la théorie des fonctions de croyances, la distinction entre la révision
des connaissances et le focus est bien marquée. Rappelons que la révision des
connaissances vise & modifier la connaissance initiale pour la préciser ou la
corriger au vu d’une nouvelle information générique, alors que le focus constitue
un changement de référence, en déduisant une connaissance particuliére relative
aux cas ou l'information observée est vraie (cf. section 1.2.2).

L’interprétation probabiliste d’une fonction de croyance repose sur la famille
de probabilités bornée par Bel = Pinf et Pl = Psup. Or, dans une optique pu-
rement bayésienne, la révision comme le focus sont capturés par les probabilités
conditionnelles. Il s’agit alors d’identifier la famille des probabilités condition-
nelles (c’est-a-dire la famille obtenue en conditionnant toutes les probabilités
possibles). C’est le role du conditionnement de Fagin-Halpern qui donne la borne
inférieure Bel(- | C') de cette famille de probabilités conditionnelles (DEMPSTER,
1967 ; FAGIN et HALPERN, 1991 ; JAFFRAY, 1992). A l'inverse, dans les interpreé-
tations non probabilistes, le conditionnement de Fagin-Halpern ne permet que
le focus. La révision des connaissances est capturée par le conditionnement de
Dempster (DEMPSTER, 1967) ou par le conditionnement géométrique (SMETS,
1993). Ces conditionnements se distinguent par la fagon dont ils traitent les
connaissances devenues ambigiies lorsqu’une nouvelle information est apprise.

Définition 1.40 (Conditionnement de Dempster). Soient une fonction
de plausibilite P1 : 2% — [0,1] et un événement C tel que P1(C) > 0. Le
conditionnement de Dempster sachant C' est défini par :

PI(BNC)

PIB 1L 0) = i

Définition 1.41 (Conditionnement géométrique). Soient une fonction de
croyance Bel : 2© — [0, 1] et un événement C tel que Bel(C) > 0. Le condition-
nement géométrique sachant C' est défini par :

Bel(BN C)

Bel(B [[| €) = Bel(C)
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Définition 1.42 (Conditionnement de Fagin-Halpern). Soient une fonc-
tion de croyance Bel : 2% — [0,1], sa duale Pl et un événement C tel que
P1(C) > 0. Le conditionnement de Fagin-Halpern sachant C' est défini par :

Bel(ANC)

B PI(ANC)
Bel(ANC) + Pl(Ac N C) PIB|C)

Bel(B = =
B 1C) PI(ANC) + Bel(A° N C)

Remarque 14. En comparant les trois définitions précédentes avec les équa-
tions (1.1) et (1.2), il est clair que ces trois conditionnements généralisent le
conditionnement probabiliste, que ’on retrouve directement lorsque Bel = Pl =
Pr.

Ces trois conditionnements se distinguent par la fagon de traiter les connais-
sances qui deviennent ambigiies lorsqu’on apprend une information C. En effet,
supposons qu’on ait une connaissance telle que m({w;,w2}) > 0. Si on apprend
que wi est impossible, que faut-il faire ?

— Par conditionnement de Dempster, I'information qui portait sur {wy,ws}

porte maintenant sur ws ;

— Par conditionnement géométrique, 'information qui portait sur {wy,ws}

devient caduque et est supprimée ;

— Par conditonnement de Fagin-Halpern, I'information qui portait sur {wy,ws}

peut potentiellement porter sur wo et potentiellement étre caduque.
Observons cela sur I’exemple suivant :

Exemple 1.17 (Urne d’Ellsberg — Conditionnements). Reprenons l’urne
contenant 1/3 de boules rouges (issues du sac 1) et 2/8 de boules noires ou
blanches (issues du sac 11).

Considérons d’abord un focus : le démonstrateur tire une boule et déclare

« Cette boule n’est pas blanche ». C’est donc l'une des 30 boules rouges ou l’'une
des x € [0,60] boules noires. Le conditionnement de Fagin-Halpern effectue ce
focus : les « chances » d’avoir tiré une boule rouge sont de % € [3.1] et celles
d’avoir tiré une boule noire sont de 3"~ € [0, 2]. La connaissance particuliére
concernant la boule tirée, sachant qu’elle n’est pas noire, est ainsi Bel({R}) =
1/3, PI({R}) = 1, Bel{N}) =0 et PI({N}) = 2/3. Ces fonctions Bel et Pl sont
décrites par la fonction de masse m({R}) = 1/3 et m({R, N}) = 2/3. Notons
que le contenu de l'urne est toujours décrit par le prior, seules linformation
concernant la boule tirée est décrite par le posterior : ¢’est un focus.

Considérons maintenant une révision de connaissance, c’est-a-dire une cor-

rection du prior étant données de nouvelles informations. Supposons que le dé-
monstrateur annonce « Il n’y a aucune boule blanche dans l'urne ». Il faut
mettre-a-jour le prior, qui est maintenant caduque : seul le posterior sera perti-
nent pour décrire la connaissance a propos de l'urne.

— Dans une approche crédale, Bel et Pl sont les bornes de la famille de pro-
babilité qui décrivent, peut-étre, le contenu de l'urne. Si on savait quelle
mesure de probabilité de cette famille était la bonne, on la conditionnerait
« sachant qu’il n’y a pas de boules blanches ». Or, nous l’ignorons : plu-
sieurs priors sont possibles. Nous pouvons tout de méme les conditionner,



36 CHAPITRE 1. PRISE DE DECISION SOUS INCERTITUDE
et obtenons une famille de probabilités conditionnelles. C’est ce que fait
le conditionnement de Fagin-Halpern.

— Dans une approche évidentielle'® cependant, Bel et Pl ne délimitent pas
une famille de probabilité et ce raisonnement ne tient pas. Informelle-
ment, nous pouvons avoir deuzr raisonnements différents qui impliquent
qu’aucune boule blanche ne soit présente dans l'urne. D’un coté, nous
pouvons imaginer que les 60 boules issues du sac 11 sont toutes noires
(alors linformation m({N, B}) = 2/3 ne concerne plus que { N}, et nous
savons que Bel({R} = PI({R}) = 1/3 et Bel({N}) = PI({N}) = 2/3).
C’est ce que fait le conditionnement de Dempster. D’un autre coté, nous
pouvons imaginer que les 60 boules issues du sac 11 n’ont pas été ajoutées
dans Vurne (alors Uinformation m({B,N}) = 2/3 est fausse, il faut la
supprimer, et nous savons que Bel({R}) = PI({R}) = 1). C’est ce que
fait le conditionnement géométrique.

Les valeurs prises par m, Bel et Pl sont données, pour les trois conditionne-

ments, dans la table 1.5.

X 0 {r} {N} {B} (RN} {RB} {N,B} Q

Prior

m(X) 0 1/3 0 0 0 0 2/3 0

Bel(X) 0 1/3 0 0 1/3 1/3 2/3 1

PI(X) 0 1/3 2/3 2/3 1 1 2/3 1

Pr.(X) 0 1/3 23—z 1/3+z 1-=z 2/3 1

Dempster

m(X|[{R,N}) 0 1/3  2/3 0 0 0 0 0

Bel(X || {R,N}) O 1/3 2/3 0 1 1/3 2/3 1

PIX || {R,N}) 0 1/3  2/3 0 1 1/3 2/3 1

Géomeétrique

m(X ||| {R,N}) O 1 0 0 0 0 0 0

Bel(X ||| {R,N})0 1 0 0 1 1 0 1

PI(X ||| {R,N}) 0 1 0 0 1 1 0 1

Fagin-Halpern

m(X | {R,N}) 0 1/3 0 0 2/3 0 0 0

Bel(X [ {R,N}) 0 1/3 0 0 1 1/3 0 1

PI(X |{R,N}) O 1 2/3 0 1 1 2/3 1

Pro.(X |{R,N}) 0 1—=x x 0 1 11—z x 1

TABLE 1.5 — Urne d’Ellsberg aprés conditionnement « sachant {R,N} »

(Demp

ster, géométrique et Fagin-Halpern)

10. Le terme evidence est ici un anglicisme faisant écho a la theory of evidence. 11 désigne
une notion intermédiaire entre ’indice et la preuve. En s’inspirant du vocabulaire judiciaire,

nous po

urrions aussi parler de « charges ».
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Enfin, un dernier conditionnement pour les fonctions de croyance peut étre
trouvé dans la littérature, appelé conditionnement faible (Weak conditioning,
PLANCHET, 1989). Nous ne sommes pas certains de son interprétation en tant
que focus ou révision.

Définition 1.43 (Weak conditioning). Soient une fonction de croyance Bel :
2 — [0,1] et un événement C tel que P1(C) > 0. Le conditionnement faible
sachant C' est défini par :

Bel(A) — Bel(ANC°)
PI(C)

Bel(B | C) =

Ce conditionnement n’est guére utilisé. En effet, il est possible d’avoir Bel(C |
C) < 1, ou encore P1(C* | C) > 0 (c’est-a-dire qu’aprés avoir appris que C' est
vrai, la connaissance mise-a-jour ne garantit pas que C soit vrail).

Reégles de décision

Un probléme de décision, dans la théorie des fonctions de croyance, est un
triplet D = (A, m,u) ou A = (,X,A) est une situation de décision, m : 2 —
[0,1] une fonction de masse et u : X — R une fonction d’utilité quantitative.
Rappelons que m, Bel et Pl se déduisent les unes des autres, mais que m est
une représentation a priori moins cotteuse.

Nous présentons ici quatre régles de décision (les trois premiéres forment un
pré-ordre total sur les actes, la derniére un ordre partiel seulement).

La premieére considére, dans I'interprétation probabiliste, qu’une fonction de
croyance est la borne inférieure d’une famille de probabilités. On peut donc cal-
culer l'utilité espérée minimale d’un acte, en appliquant 'intégrale de Choquet
a Bel = Pinf.

Définition 1.44 (CEU — Reégle de l'utilité de Choquet). Pour tout pro-
bléme de décision D = (A, m,u), la régle de I'utilité de Choquet est :

CEUp(a) = Choquetp(uoy) = Z m(B) x Hlelg u(a,w)
BCQ ©

Ensuite, Jaffray a proposé une régle permettant de moduler le pessimisme
de ’agent, a la facon de la régle d’Hurwicz, mais localement, pour tout élément
focal (JAFFRAY, 1989). Cette régle fait intervenir une collection de paramétres
a(v,v') € [0,1] indiquant le degré de pessimisme pour toute paire de valeurs
d’utilité v < v’ et se calcule directement sur la fonction de masse m :

Définition 1.45 (JEU — Régle de Jaffray). Pour tout probléme de décision
D = (A, m,u), soient o : R? — [0, 1] une collection de paramétres et x un acte.
En notant vy = mingep u(x(w)) et vl = maxyep u(x(w)) les utilités minimale
et maximale possibles en B, la régle de Jaffray est :

JEUS() = 3 m(B) x [a(vp,vh) x v + (1 - a(vg, vh) x vf]
BCQ
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Remarque 15. Cette régle généralise celle de Choquet (que I'on retrouve lorsque
Va,y,a(x,y) = 1), et celle proposée par Strat, ou le coefficient « est constant
(STRAT, 1990).

Enfin, la derniére régle est issue du Transferable Belief Model (TBM), ou
la connaissance représentée par une fonction de croyance et mise-a-jour par le
conditionnement, de Dempster mais oi, au moment de la décision, une pro-
babilité BetP appelée probabilité pignistique est inférée par équiprobabilité :
BetP(w) = > cpcqm(B)/|B|. On considére alors la régle de 'utilité espérée
par rapport & BetP :

Définition 1.46 (TBEU — Régle du TBM). Pour tout probléme de décision
D = (A, m,u), l'utilité espérée calculée sur la probabilité pignistique BetP est
la valeur :

TBEUp(x) = Z BetP(w) x u(x(w)) = Z @ X Z u(x(w))

wen BCQ Bl wex

Remarque 16. Ces trois régles généralisent la régle de l'utilité espérée (défini-
tion 1.26), que l'on retrouve lorsque Bel = Pl = Pr. De plus, les fonctions de
croyance permettent d’exprimer l’ignorance totale par m(2) = 1. On remarque
alors que CEU généralise la régle Min (Définition 1.18), JEU généralise la régle
d’Hurwicz (Définition 1.20) et que TBEU généralise les régles de Laplace et de
Bernoulli.

Exemple 1.18 (« Paradoxe » d’Ellsberg). La théorie des fonctions de
croyance est capable de décrire les préférences majoritaires des décideurs dans
Dexpérience proposée par Ellsberg (exemple 1.13) : une urne contient 30 boules
rouges et 60 boules noires ou blanches, on propose a l’agent de choisir d’abord
entre ay et as, ensuite entre by et by :

— a1 : 100€ si la boule tirée est rouge, rien sinon

— a9 : 100€ si la boule tirée est blanche, rien sinon

— by : 100€ si la boule tirée n’est pas rouge, rien sinon

— by : 100€ st la boule tirée n’est pas blanche, rien sinon
La majorité des décideurs préféerent a1 = as et by > by, ce qui n’est pas capturé
par la régle de l'utilité espérée, mais est capturé par les réegles CEU et JEU. Sans
perte de généralité, posons u : X — R une fonction d’utilité quantitative définie
par u(100€) =1 et u(0€) = 0.
La regle de Choquet vérifie :

CEUp(xa,) = 0+ 1 x Bel({R}) =1/3
CEUp(Xa,) = 0+ 1 x Bel({ B}) =0

CEUp(xs,) = 0+ 1 x Bel({B, N}) =2/3
CEUp(xs,) = 0+ 1 x Bel({R, N'}) =1/3

On retrouve ainsi les préférences ay > as et by > bs.
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La régle de Jaffray vérifie, pour toute famille de paramétre « :

2
+ g X (]. —ao’l)

1 2 1
JEU%(X@1):§X1+§XO :g
a 1 2 2
TEUB (Xe2) = 5 X 0+ 5 ana x 0+ (1 —a0,) x 1] = 2 (1-a0a)
1 2 2
JEU%(Xbl):§XO+§X [011,1><1+(1—a171)><1} =3
1 2
JEU%(sz) = g X |:Ol171 x 1+ (]. — Ckl’l) X ].:| + g X |:O£071 x 0+ (]. — Cko’l) X ].:|
1
3

Pour un degré de pessimisme o1 > 1/2, on retrouve les préférences majoritaires
aj > ag et by > ba. Pour g1 < 1/2, on obtient les préférences inverses, et pour
ap1 = 1/2 lagent est indifférent : a1 ~ ag et by ~ bs.

La régle du TBM wvérifie :

TBEUp(xa,) =1/3 x 1 +1/3x0+1/3%0 =1/3
TBEUp(xa,) =1/3 x 0+1/3x0+1/3x 1 =1/3
TBEUp(xa,) =1/3 x 0+ 1/3x1+1/3x 1 =2/3
TBEUp (xa,) = 1/3 x 1+1/3x141/3%0 =2/3

L’agent modélisé est indifférent : a1 ~ as et by ~ bs.

Utilité de Denceux et Shenoy

Enfin, nous terminons cette section sur les fonctions de croyance en abordant
la théorie de la décision proposée par Denceux et Shenoy (DENGEUX et SHENOY,
2020). Ils arrivent, par une démarche axiomatique, & une généralisation de la
régle de Jaffray (JEU, définition 1.45), ou 'utilité d’un acte n’est pas décrite
par une valeur réelle mais par un intervalle.

Essayons d’abord de donner 'intuition de cette régle de décision, en se basant
sur I’exemple de 'urne proposée par Ellsberg. Pour cela, nous donnons d’abord
Iintuition de la régle proposée par Jaffray, ou l'utilité d’'une « conséquence
ambigué », c’est-a-dire d’'un ensemble X de conséquences possibles, est associée
a une valeur intermédiaire entre 1’utilité de la pire conséquence possible et celle
de la meilleure conséquence possible. Si X = {z,,...,z*} ou z. est la pire
conséquence et x* est la meilleure, alors l'utilité associée & X est a x u(zy) +
(1 — a) x u(x*). Pour le décideur, obtenir 'une des conséquences z € X est
équivalent & tirer au hasard une boule dans une urne contenant « boules indicées
2, et (1 — «) boules indicées z*. Denceux et Shenoy déduisent de leurs axiomes
que l'utilité d’une conséquence ambigué X est décrite par deux paramétres « et
B positifs tels que o + S < 1. Pour le décideur, obtenir I'une des conséquences
z € X est alors équivalent a tirer au hasard une boule dans une urne contenant
« boules indicées x,, B boules indicées z* et 1 — a — 8 boules indicées z, ou z*
en proportion inconnue.
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Formellement, les préférences de ’agent sont décrites par une fonction d’uti-
lité quantitative v : X — R, et sa connaissance par une fonction de croyance Bel
dont m est la fonction de masse. De plus, une famille (o y, Be,y)z,yex2 décrit le
comportement du décideur face a I’ambiguité, comme expliqué ci-dessus : toute
conséquence incertaine X = {x,,...,z*} ol z, et * sont respectivement les
pires et meilleures conséquence d’ X, est équivalente, du point de vue de l’agent,
& piocher dans une urne contenant au moins ¢, .~ = ax boules z, et au moins
B, o+ = Bx boules x* (les autres boules étant x, ou z* en proportion inconnue).
L’utilitée d’un acte x est alors 'intervalle réel [a,a + b] tel que :

a= Z m(B) x o,y X urjnelgu(x(w))

0£BCQ
b= Y m(B)x Bys) x maxu(x(w))
0£BCQ

L’agent préfere Pacte x a lacte X' si u(x) = [a,a+ 0] et u(x’) = [@/,a’ +¥'] sont
tels que a > a’ et a+b > a’ + . L’ordre correspondant est un ordre partiel : il
peut y avoir plusieurs actes qui ne sont pas comparables.

1.3.5 Ordres de grandeur de probabilité

Considérons maintenant le cadre de décision des ordres de grandeur de pro-
babilité proposée par WILSON, 1995. Dans ce formalisme, la connaissance est
décrite par une mesure de probabilité dont les valeurs ne sont pas des réels, mais
des ordres de grandeurs. Cela évite d’avoir a donner des valeurs arbitrairement
précises lorsque la connaissance dont on dispose ne le permet pas. Formellement,
une fonction d’utilité et une distribution de probabilité « en ordre de grandeur »
sont des fonction prennant leurs valeurs dans :

R°={(0,2) |z € Z,0 € {+,—,0}} U{(0,00)}.

De tels couples (o, z) € R® représentent des ordres de grandeur calibrés par un
événement donné de probabilité € : les couples (4, z) représentent les valeurs
réelles positives d’ordre de grandeur €*, telles que 2¢* ou €*/2 par exemple (et
(+,0) représente la valeur 1) ; les couples (—, z) représentent les valeurs réelles
négatives d’ordre de grandeur —e* (et (—,0) représente la valeur —1); enfin les
couples (0, z) représentent tous la valeur 0.

La somme de deux couples est définie par :

(0,2) siz <z
(0,2)®° (0',2') = ¢ (', 7)) siz >z
(cH°0’,2) siz=2

avec B° : {+,—,0}2 — {+, —, 0} laddition usuelle des signes, telle que +H°+ =
+, —H° — = — et 0 B° ¢’ = 0 sinon; et le produit de deux couples est défini
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par :
(0,2) ®° (0',2) = (c Ko’ 2+ 2)

avec X° : {4+, — 0}2 — {+, —,0} le produit usuel des signes, tel que + X° + =
—XO—=+ +K°—=-K°4+=—¢et c X°0=0K"0 =0, et avec I’addition
étendue & RU {oo} par z + 00 = 0o + & = oc.

L’ordre =%" sur R® est défini par :

(0:+)/\(Z<Z/,

e (0 =) A < 2),
@) 20 ) = G A = ) Az = ) ou

(c=0)A(z=72)

Nous pouvons alors représenter une mesure de probabilité Pr° en ordre de
grandeur par sa distribution p° sur R°. Elle est calibrée par un événement A de
probabilité € : p°(A) = (4, 1). Tout événement B tel que p°(B) = (+,n) a une
probabilité du méme ordre de grandeur que celle de n événements indépendants
de probabilité e. Similairement, une fonction d’utilité en ordre de grandeur u° :
X — R? est définie, sur laquelle ne pése aucune contrainte. Un probléme de
décision est alors un triplet D = (A, p°,u°) ou la régle de 'utilité espérée en
ordre de grandeur est définie, pour tout acte y : 2 — X, par :

UOM () = P” (@) ©° ulx(@)).
wEN

1.3.6 Théorie des possibilités

La théorie des possibilité, introduite par Zadeh en 1978, permet une repré-
sentation de I'ignorance partielle de maniére qualitative (ZADEH, 1978 ; DUBOIS
et PRADE, 1988). La connaissance est représentée par une distribution de pos-
sibilité, associant & chaque état du monde w € 2 un degré de possibilité sur une
échelle ordinale linéaire bornée A, c’est-a-dire munie d’un ordre total possédant
un élément minimal et un élément maximal (ici, nous utiliserons l'intervalle réel
[0,1]), indiquant & quel point chaque état du monde est plausible. Cette échelle
est totalement ordonnée, ce qui permet l'utilisation des opérations min et max.
De plus, elle doit aussi étre munie d’une opération de « renversement d’ordre »
r. En général, lorsque A = [0,1], (v) = 1—v. Certains auteurs considérent cette
méme théorie dans un cadre quantitatif, alors I’échelle A = [0, 1] est une échelle
de ratio (définition 1.10). Dans le cas contraire, I’échelle A = [0, 1] est ordinale,
et les valeurs numeériques n’ont aucune signification, seul l'ordre > est pris en
compte.

Définition 1.47 (Distribution de possibilité). Une distribution de possibi-
lité sur Q est une fonction 7 : Q — [0, 1].

7m(w) > m(w') indique que w est au moins aussi possible que w’. w(w) =1
indique qu’w est totalement possible, et m(w) = 0 indique qu’w est impossible.
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Une distribution de possibilité © permet de représenter les croyances d’un
agent. On dira que 7 est normalisée si au moins un état du monde w est totale-
ment possible, i.e. Jw, m(w) = 1. Les croyances de I’agent sont alors cohérentes.
Dans les cas extrémes, on représente l'ignorance totale par Vw, 7(w) = 1 (tous
les états du monde sont possibles), et la certitude par Jwp, 7(wg) = 1 A Vw #
wo, m(w) = 0 (wp est possible, tous les autres états du monde sont impossibles).

Deux mesures non-additives duales peuvent étre déduites d’une distribution
de possibilité :

Définition 1.48 (Mesure de possibilité et de nécessité). Toute distribu-
tion de possibilité 7 : Q — [0, 1] définit une mesure de possibilité IT : 2 — [0, 1]
et une mesure de nécessité N : 2¢ — [0, 1] par :

C =
VB C (, II(B) anéigw(w)

VB CQ, N(B)=1-1I(B°) = min 1 — 7(w)
w¢B

La valeur II(B) indique & quel point B est cohérent avec la connaissance ; la
valeur N(B) indique & quel point B¢ est incohérent, c’est-a-dire & quel point B
est impliqué par la connaissance.

Les mesures IT et N sont dites mawitives et minitives respectivement (par
analogies aux mesures dites additives, i.e. les mesures de probabilité). En effet,
II(BU B') = max (II(B),1I(B’)) et N(BN B’) = min (N(B),N(B’)). Notons
que N est aussi une capacité sous-additive (définition 1.28) : c’est une fonction
de croyance dont les éléments focaux sont emboités (tous éléments focaux A et
B vérifient A C BV B C A).

Plusieurs auteurs ont voulu établir une théorie alternative de la décision sous
incertitude basée sur la théorie des possibilités. Citons les approches proposées
par Pearl et Tan dans un cadre quantitatif similaire & celui des Kappa-fonctions
(PEARL, 1993; TAN et PEARL, 1994a,b), et 'approche proposée par Boutilier,
o seuls les ws les plus plausibles sont considérés (BOUTILIER, 1994). Nous
présentons ici la théorie proposée par Dubois et Prade, reposant sur une axio-
matisation dans l'esprit de celle de Von Neumann et Morgenstern (DUBOIS et
PRADE, 1995). Elle permet de rester dans un cadre purement ordinal, en faisant
I’hypothése usuelle de commensurabilité entre 1’échelle des degrés de possibilité
et celle des degrés d’utilité.

Dans cette théorie, une opération de conditionnement adaptée doit aussi
étre ordinale. On considérera la mesure de possibilité conditionnelle proposée
par Hisdal (HispAL, 1978) :

Définition 1.49 (Conditionnement possibiliste ordinal). Pour toute me-
sure de possibilité IT : 2 — [0, 1], la mesure de possibilité conditionnelle « sa-
chant C' » est définie par :

1 si [I(BNC) = 11(C)

mMBIC) = {H(B NC) sinon
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Plusieurs autres opérations de conditionnement ont été proposées (WALLEY
et DE CoOMAN, 1999), dont certaines impliquent de quitter le cadre ordinal
pour passer dans un cadre cardinal. Parmi les conditionnnements ordinaux,
celui de la définition 1.49 produit la mesure de possibilité la moins spécifique,
c’est-a-dire la moins informative : aucune hypothése supplémentaire n’est faite.

Un probléme de décision possibiliste est un triplet D = (A, m,u) ou A =
(€, X, A) est une situation de décision, 7 : Q@ — [0, 1] une distribution de pos-
sibilité et u : X — [0,1] une fonction d’utilité, les échelles [0, 1] des degrés de
possibilité et d’utilité étant commensurables. Pour de tels problémes, deux régles
de décision ont été proposées :

Définition 1.50 (Reégles de l'utilité pessimiste et optimiste). Pour tout
probléme de décision possibiliste D = (A, m,u), l'utilité pessimiste d’un acte
x: Q= Xest:

UPeS(X) — {unelirll max( 1-7m(w), u(x(w)) )

L’utilité optimiste de x est :

Opt — :
UPPH () = max min (7(w) , u(x(w)) )
Remarque 17. La régle de l'utilité pessimiste généralise la régle Min (défini-
tion 1.18) et celle de 'utilité optimiste généralise la régle Max (définition 1.19),
que l’on retrouve bien sous ignorance totale, i.e. lorsque Vw, 7(w) = 1.

1.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté différentes approches pour représenter
les préférences et la connaissance (ou les croyances) d’un agent, et pour modéliser
la prise de décision au regard de ces deux composants.

Nous avons vu, d’abord, que les préférences peuvent étre exprimées de ma-
niére plus ou moins riches par des relations binaires ou par des fonctions d’utilité.
Les premiéres décrivent des préférences qualitatives ou les éléments ne sont pas
nécessairement tous comparables. Les secondes permettent d’exprimer des pré-
férences quantitatives, qui offrent une information plus riche en permettant par
exemple de considérer des mécanismes de compensation. Cependant, elles sont
aussi moins expressives dans le sens oil tous les éléments sont nécessairement
comparables.

Ensuite, nous avons présenté les théories classiques de la décision, et en par-
ticulier la théorie de I'utilité espérée, qui repose sur l'utilisation de préférences
quantitatives et de mesures de probabilité. Cette théorie est bien connue, trés
fortement justifiée (& la fois par les axiomatisations et par ses succés pratiques).
Cependant, nous avons essayé de d’identifier les limitations de cette théorie, en
particulier le fait qu’elle nécessite une connaissance précise du probléme consi-
déré pour éliciter les utilités et les probabilités. Lorsque nous ne disposons pas



44 CHAPITRE 1. PRISE DE DECISION SOUS INCERTITUDE

d’une telle connaissance, nous ne pouvons appliquer la théorie de 'utilité es-
pérée qu’au prix d’hypothéses plus ou moins légitimes. Pour cette raison, de
nombreuses approches ont été proposées pour dépasser ces limitations.

Nous avons évoqué plusieurs théories alternatives de la décision sous incer-
titude. La plupart reposent sur 1’utilisation d’une fonction d’utilité quantitative
et d’une capacité sous-additive : les probabilités, les fonctions de croyance, les
intervalles de probabilité, etc. D’autres permettent une approche purement qua-
litative (théorie des possibilités). Toutes considérent la capacité sous-additive, sa
duale super-additive ou la fonction de masse. Ces trois fonctions, qui encodent
la méme information, peuvent étre retrouvées les unes & partir des autres.

Nous avons détaillé, en particulier, la théorie des fonctions de croyance. En
effet, ce cadre nous semble trés intéressant car il est suffisament riche pour y
exprimer la connaissance (ou les croyances) et 'ignorance. Il généralise les pro-
babilités et les possibilités, qui constituent d’aprés nous deux types de connais-
sance fondamentalement distincts : les probabilités décrivent naturellement la
connaissance précise de la variabilité des phénomeénes, les possibilités décrivent
naturellement ’ignorance partielle ou totale que ’on peut en avoir, de maniére
graduelle. Ainsi, la théorie des fonctions de croyance est adaptée pour modéli-
ser I’expérience d’Ellsberg, par exemple, car elle permet d’exprimer a la fois la
connaissance précise concernant les proportions de boules dans 'urne et l'igno-
rance concernant leurs couleurs.

Nous avons vu, en particulier, que plusieurs conditionnements sont définis
pour les fonctions de croyance, et qu’ils ne capturent pas le méme type de mise
a jour (focus et révision de connaissance) : il faut choisir le conditionnement
adapté selon la nature des informations qui sont apprises. Nous avons aussi vu
que pour cette théorie, plusieurs régles de décision ont été proposées, et qu’elles
ne capturent pas le méme type de préférences sous incertitude : il faut choisir
la régle adaptée a 'agent que ’on modélise.

Nous espérons que ce chapitre introductif donnera au lecteur une bonne idée
du foisonnement des formalismes existants. Peut-étre aura-t-il aussi remarqué
les similitudes entre ces formalismes. Nous les exploiterons, dans le chapitre 3,
pour proposer une régle de décision universelle, définie de maniére algébrique,
pour laquelle la théorie de I’incertitude sera un parameétre.

Durant tout le chapitre, nous avons considéré un agent devant prendre une
décision. Il s’agit d’un cadre « simple », dans le sens ou ’agent est seul & choisir,
et peut envisager faire le « meilleur choix ». Dans le chapitre suivant, nous nous
intéressons aux situations o plusieurs agents effectuent des choix simultané-
ment. Alors, les choix faits par les uns impactent les résultats obtenus par les
autres. La situation se complexifie : méme si ’état du monde est parfaitement
connu, il n’est pas évident pour un agent de faire le « meilleur choix », car ce
meilleur choix dépend de ce que choisissent les autres !



Chapitre 2

Prise de décision multi-agents
stratégique sous incertitude

La théorie des jeux est un sous-domaine de la théorie de la décision, dans
lequel on g’intéresse aux situations ou plusieurs agents prennent une décision,
les choix des uns impactant les résultats obtenus par les autres. Commengons
par décrire une telle situation du point de vue de I'un des participants.

Considérons pour l’exemple un garde-chasse dont ’objectif est de protéger
plusieurs parcelles du braconnage. Ce garde-chasse va prendre en compte les
préférences des braconniers pour estimer les parcelles qui risquent d’étre bra-
connées, et savoir ou se rendre. Plus important encore, il va raisonner en sachant
que les braconniers devraient tenir un raisonnement similaire : ils devraient eux
aussi estimer o1 le garde-chasse va se rendre pour choisir leur lieu de braconnage.

L’approche classique en théorie des jeux propose de définir un modéle du
comportement de chacun des intervenants (le garde-chasse et les braconniers),
et de chercher, par exemple, s’il y a certaines stratégies moins intéressantes
que d’autres pour le garde-chasse ou pour les braconniers. Avant cela, il faut
savoir quel type de modéle nous devrions considérer. Est-ce que les intervenants
décident de leur déplacement de maniére définitive 7 Est-ce que certains d’entre
eux connaitront les choix des uns avant de décider du leur ? Est-ce qu’il disposent
d’une information compléte sur les contraintes et préférences des concurrents ?
Est-ce qu’il est possible que plusieurs braconniers s’associent ?

Les premiéres études en théorie des jeux datent du XIXe siécle. Cournot,
Bertrand puis Edgeworth s’intéressent au choix des prix ou des moyens de pro-
ductions dans les oligopoles (COURNOT, 1838 ; BERTRAND, 1833 ; EDGEWORTH,
1897). Ces résultats sont encore trés spécifiques et c’est la théorie générale pro-
posée par von Neumann et Morgenstern (MORGENSTERN et VON NEUMANN,
1953), qui impacta le plus les sciences économiques. En effet, ces auteurs ont
montré que la plupart des questions économiques devraient étre analysées comme
des jeux. Nash proposa ensuite le concept d’équilibre de Nash, généralisant les
solutions proposées par Cournot et Bertrand & cette théorie générale (NASH,

45
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1950). Selten s’intéressa particuliérement aux jeux dynamiques, pour lesquels
il affine le concept d’équilibre (SELTEN, 1965). Harsanyi proposa un modéle de
jeux stratégiques a information incompléte, dans un cadre probabiliste : les jeux
bayésiens (HARSANYI, 1967).

Plus récemment, la théorie des jeux a été appliquée & d’autres domaines
que I’économie. Citons par exemple : la politique, la psychologie et la philo-
sophie, o on étudie les décisions prises par des humains (SCHELLING, 1958;
BINMORE, 1994 ; DE MESQUITA et al., 2005 ; SAAD, 2007 ; BERNE, 2011) ; 'in-
formatique et la robotique, ol des décisions doivent étre effectivement prises par
des algorithmes ou des robots, et donc calculables efficacement (ROUGHGARDEN,
TARDOS et VAZIRANI, 2008 ; SHOHAM et LEYTON-BROWN, 2008 ; HAN et al.,
2012) ; ou encore la biologie, ou les jeux sont utilisés pour modéliser les interac-
tions au sein de populations (inter-individus, inter-espéces, etc.) et 1’évolution
des populations (DAWKINS, 1976; AXELROD et HAMILTON, 1981; COLMAN,
1995 ; SANDHOLM, 2010).

Ici, nous considérons les jeuz stratégiques (ou simultanés), un modéle permet-
tant de représenter les situations ot chaque participant prend une seule décision
sans avoir connaissance de celles prises par les autres. Ce modéle permet aussi
de représenter des situations ot plusieurs décisions sont prises successivement ;
méme si ces situations sont plus aisément représentées par le modéle en forme
extensive. Dans la section 2.1, nous supposons que chaque participant a une
connaissance compléte des moyens et préférences de tous les participants (on
parle alors de jeu @ information compléte) ; puis dans la section 2.2, nous consi-
dérons le cas ou certains participants n’en ont qu’une connaissance partielle (on
parle alors de jeu & information incompléte).

2.1 Jeux & information compléte

La théorie des jeux a été grandement développée par Von Neumann et Mor-
genstern. Leur approche repose sur la théorie classique de la décision : l'utilité
des agents est représentée par une fonction quantitative a valeurs réelles, et
lorsque I'information n’est pas parfaite, I'incertitude est capturée par une loi de
probabilité.

Un jeu est un probléme de décision impliquant plusieurs agents. I1 décrit
Pensemble des participants (les joueurs), leurs choix possibles respectifs (les
actions) et leurs préférences (les utilités). La conséquence qui en découle dépend
du choix de tous les joueurs; en effet souvent aucun joueur ne peut décider de
la conséquence par son choix uniquement, mais doit considérer les choix faits
par les autres joueurs. L’espace des conséquences possibles X est habituellement
laissé implicite, et les préférences sont exprimées directement sur les décisions
jointes, c’est-a-dire sur la donnée de ’action choisie par chaque joueur.

Définition 2.1 (Jeu a information compléte). Un jeu & information com-
pléte est un n-uplet G = (N, (Ai7ui)i€1v) ou :

— N ={1,...,n} est ensemble fini des joueurs,

— A, est ’ensemble des actions du joueur i,
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— u; : Ap X -+ x A, = R est la fonction d’utilité du joueur 3.

Remarque 18. 11 est toujours possible de faire apparaitre un espace des consé-

quences X en posant X = A; X --- X A, ; ainsi toute conséquence x, = a =
(a1,...,ay,) est comprise comme « ce qu’il advient lorsque a est choisi ».
Etant donné un ensemble de joueurs N = {1,...,n} et, pour chaque joueur

1 € N, un ensemble Y;, on notera Y = Y; X --- X Y,, le produit cartésien des
Y;. Tout élément y € Y est un vecteur y = (y1,...,y,) appelé profil d’ys, ou la
i-éme composante est y; € Y;. On notera y—; = (Y1, .-, Yi—1,Yit1,---,Yn) € Y_;
le profil ou la i-éme composante a été retirée. La concaténation est notée avec
le point (.), telle que Vi € N,y = y;.y_; € Y. Enfin, pour tout e C N et tout
profil y € Y, le profil partiel constitué des y; pour i € e sera noté y. € Y, (par
exemple, y(135) = (Y1,¥3,Y5) € Yi1,35) = Y1 X Y3 x Y5).

En particulier, un profil d’actions est un vecteur a = (ay,...,a,) € A qui
décrit le choix de chacun des joueurs. On 'appelle souvent profil de stratégies
pures. Le terme « stratégie » implique qu’il s’agit de choix raisonnables faits
par les joueurs. Le terme « pure » fait opposition au terme « mixte » et signifie
qu’une action est pleinement choisie, ou pas du tout. Il n’y a alors ni incertitude
ni variabilité sur les choix réalisés par les joueurs. Ainsi, les termes « action » et
« stratégie pure » sont mathématiquement équivalents; nous parlerons plutot
d’actions dans la définition d’un jeu et de stratégies pures dans la recherche des
choix pertinents des joueurs.

Définition 2.2 (Profil de stratégies pures). Soit G = (N, (Ai,ui)ieN) un
jeu & information compléte. Un profil de stratégies pures de G est un vecteur
a=(ay,...,a,) € A=[[;cn Ai

Si G = (N, (Ai,ui)ien) est un jeu & deux joueurs (N = {1,2}) dont les
ensembles d’actions A; sont finis, alors on le représentera souvent sous forme
d’une matrice & valeurs dans R? (ou de maniére équivalente de deux matrices a
valeurs réelles), ayant |A;| lignes et |As| colonnes. A I'intersection de la ligne a;
et de la colonne as se trouve la paire (ul(al.ag), U9 (al.ag)). La matrice contient
ainsi toute l'information du jeu G, comme nous pouvons le voir dans I’exemple
suivant.

Exemple 2.1 (Jeu de conservation écologique 1). Un garde-chasse sou-
haite protéger deux parcelles Py et Py du braconnage, et un braconnier souhaite,
lui, braconner l'une de ces parcelles. Le braconnier cherche a éviter le garde-
chasse, inversement le garde-chasse cherche a se rendre sur la méme parcelle
que le braconnier. Il s’agit d’un exemple simple de jeu de conservation écolo-
gique (ou « green security game », FANG, STONE et TAMBE, 2015; FANG et
NGUYEN, 2016 ; JOURDAN, 2022), que nous représenterons graphiquement par
la figure 2.1 : les losanges représentent les parcelles, les triangles représentent
le garde-chasse (4 gauche) et le braconnier (4 droite), et les fleches en pointillé
indiquent les parcelles sur lesquelles chaque joueur peut se rendre.

La figure 2.1 décrit ainsi ’ensemble des joueurs N = {G, B} et les ensembles
de leurs actions respectives Aqg = Ap = {P1, Px}, mais pas leurs fonctions
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F1GURE 2.1 - Diagramme du jeu de conservation écologique 2.1

d’utilité. Par soucis de simplicité, nous supposerons que toutes les parcelles
contiennent le méme gibier, dont le braconnier tire une utilité de 10. Si par
ailleurs le garde-chasse trouve le braconnier, ce dernier doit s’acquitter d’une
amende, l'utilité du garde-chasse est alors de x > 0, et celle du braconnier est
diminuée de y > 0 (selon le joueur, Uutilité peut étre différente). Les fonctions
d’utilités sont donc définies par :

10 st ap # ag
10—x siap =ag

r Sstag =ap
0 siag #ap

ug(ag,ap) = { up(ag,ap) = {

Nous pouvons résumer toute linformation de ce jeu G = (N, (A;, ui)ien) dans
la matrice d’utilité donnée a la table 2.1.

B

G P Py
P | (z,10—y) (0,10
Py (0,10) (2,10 — y)

TABLE 2.1 — Matrice d’utilité du jeu de conservation écologique 2.1.

Modéliser la situation sous forme d’un jeu a information compléte permet
de bien décrire les différents scénarios possibles, selon les choix des joueurs.
Nous pouvons d’ores et déja remarquer que pour étre dissuasive, la désutilité que
lamende procure au braconnier doit étre supérieure a 10. En effet, si y < 10,
le braconnier est toujours satisfait, méme s’il se fait arréter.' Cependant, il
semble difficile d’en dire plus. Il est par exemple difficile d’identifier la parcelle
sur laquelle le garde-chasse devrait se rendre.

2.1.1 Représentation d’un jeu

Considérons un jeu G = (N, (A;,u;);en) ot les ensembles A; des actions des
joueurs sont finis. Un tel jeu est représentable de plusieurs fagons.

1. Pour pouvoir affirmer cela, il faut que 0 représente une utilité neutre (ni bonne, ni
mauvaise). C’est le cas lorsqu’on considére une échelle de ratio (définition 1.10), mais pas
nécessairement lorsqu’on considére une échelle d’intervalle (définition 1.9).
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Définition 2.3 (Forme normale standard). Un jeu en forme normale stan-
dard est représenté par sa matrice d’utilité, c’est-a-dire par un n-tenseur? dont
les rangées de chaque dimension 7 < n sont indicées par les actions du joueur .
Ce n-tenseur posséde |Aq|x |As|x - - x|A,| cellules qui contiennent chacunes un
vecteur de R™ décrivant les utilités obtenues par les n joueurs lorsqu’ils jouent
le profil dont les stratégies sont les indices de la cellule : la cellule indicée par
a=(ay,...,a,) contient ainsi les valeurs d’utilité (u;(a),...,un(a)) € R™.

Propriété 2.1 (Complexité spatiale d’un jeu en forme normale stan-
dard). La taille d’un jeu G en forme normale standard dans lequel les joueurs
ont au plus « actions est :

Taille(G) = n x |4;| x |Ag| x -+ x |4,] € O (na™)

Un jeu peut parfois étre représenté de maniére plus concise sous forme hyper-
graphique. Dans un jeu hypergraphique, les joueurs participent & un ou plusieurs
jeux locauzr qui n’impliquent qu’une partie des joueurs. Chaque joueur choisit
une seule action qu’il joue dans tous jeux locaux auxquels il participe. Il obtient
ainsi plusieurs « utilités locales ». Son utilité (globale) est alors la somme des
utilités locales obtenues.

Définition 2.4 (Forme hypergraphique). Un jeu sous forme hypergraphique
est un n-uplet (N, E,(4)ien, (uf)eeE,iee) ou :

— N est I’ensemble des joueurs;

— E C 2% est l'ensemble des jeux locaux (chaque e € E est a la fois

lidentifiant du jeu local e et ’ensemble des joueurs qui y participent) ;

— A, est 'ensemble des actions du joueur ¢,

— uf : Ac — R est la fonction d’utilité du joueur 7 dans le jeu local e.
L’utilité globale du joueur 7 est alors : u;(a) = ;e cpus(ac)

Chaque e € FE est un sous-ensemble des joueurs, lesquels participent au
jeu local G¢ = (e, (A, uf)iec). On dira que le jeu est en forme hypergraphique
standard dés lors que les jeux locaux sont en forme normale standard, c’est-a-dire
décrits par leurs matrices d’utilités.

Propriété 2.2 (Complexité spatiale d’un jeu en forme hypergraphique
standard). La taille d’un jeu G en forme hypergraphique standard dans lequel
les joueurs ont au plus « actions et oul les jeux locaux impliquent au plus k
joueurs est :

Taille(G) = 3 le| x [[14:] € O (IE| x ka*)

ecE i€e

On appelle jeu polymatriciel un jeu hypergraphique ou les jeux locaux ne
font intervenir que deux joueurs chacuns (YANOVSKAYA, 1968). La complexité
spatiale d’un jeu polymatriciel est donc en O((na)?).

2. Un n-tenseur est la généralisation en n dimensions du concept de matrice. Ainsi, une
valeur est un 0-tenseur, un vecteur est un l-tenseur, une matrice est un 2-tenseur, etc.
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Remarque 19. Il existe d’autres maniéres de représenter un jeu & information
compléte. Le lecteur intéressé pourra se reporter aux travaux de Papadimitriou
par exemple, ou il trouvera aussi les résultats de complexité (DASKALAKIS,
FABRIKANT et PAPADIMITRIOU, 2006 ; PAPADIMITRIOU et ROUGHGARDEN, 2008).

Exemple 2.2. Considérons le jeu de conservation écologique décrit informelle-
ment par la figure 2.2, ot un garde-chasse et deux braconniers peuvent se rendre
sur les parcelles Py ou Py. Comme dans l’exemple précédent, chaque braconnier
obtient une utilité de 10, qui est diminuée de y si le garde-chasse le trouve.
L’utilité du garde-chasse sera 0, x ou 2x s’il trouve respectivement aucun, un
ou les deux braconniers, c’est-a-dire :

N ={G, By, B2} Ag = Ap, = A, = {P1, P2}
2z siag =ap, = ap,
ue(a) = x  Siag =ap, 7# ap, ug, (a) = 10 st ap, # ag
“ si ag = ap, 7 4B, B 10—~y siap, =ac

0 siag #ap, =ap,

FI1GURE 2.2 — Diagramme du jeu de conservation écologique 2.2

Pour représenter ce jeu en forme normale standard, il faut donner les valeurs
d’utilité des trois joueurs pour chaque profil de stratégies pures. Il y a 23 =
8 profils de stratégies, il faut donc donner les 3 x 8 = 24 waleurs d’utilités
(table 2.2).

Ce jeu de conservation écologique peut étre représenté sous la forme hyper-
graphique G = (N, E, (A)ien, () ecpicn) oi les deuz jeuz locauz {G, B}
et {G, Ba} impliquent chacun le garde-chasse et l'un des braconniers. Alors,
E = {{G,B1},{G, B2}} et les fonctions d’utilités locales sont définies, pour
ke {1,2}, par :

{G,B} o T St ag = apg,,
Ue (anaBk) = 0 .
st ag # ap,

G,B 10 S1 ag%CLB'
u{Bk k}(anaBk) = {10 —y si ag = U,Bk
- k
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By
B; Py P,
P | (2¢,10—y,10—y) (2,10,10 —y)
Py (2,10 — y, 10) (0,10, 10)
(a) Utilités si le garde-chasse se rend en P; (ag = P1).
By
B; Py P,
P (0,10, 10) (2,10 — y, 10)

Py | (2,10,10 —y) (22,10 —y,10 — y)
(b) Utilités si le garde-chasse se rend en P (ag = P2).

TABLE 2.2 — Forme normale standard de I’exemple 2.2. Le 3-tenseur est repré-
senté « a plat », la valeur de chaque cellule est un triplet (ug(a), up, (a),up,(a)).

Nous pouvons vérifier que pour chaque joueur, l'utilité globale obtenue est égale
a la somme des utilités locales. En particulier, pour le garde-chasse, et pour tout
profil de stratégies pures a = (ag,ap,,ap,) € A :

uéG’Bl} {G,B2}

uG(aG7aBlaaBg> = (aG7aBl) +uG (aG7aBz)-

Toute linformation de ce jeu hypergraphique est décrite dans la figure 2.3. 11
a suffit de donner les valeurs d’utilité des deux jeux locaux. Dans chaque jeu
local, il y a deuz joueurs, donc 22 = 4 profils de stratégies pures. Il faut donner
2 x 4 = 8 wvaleurs par jeu local, soit 16 valeurs en tout.

B1

G P Py @
P | (z,10—y)  (0,10) !
P2 (07 10) ($, 10 — y)

(e —

G Py Py @
Py | (2,10 —y) (0,10) 2
Py (07 10) (xv 10 — y)

FIGURE 2.3 — Représentation hypergraphique de l’exemple 2.2

2.1.2 Dominance, rationalisabilité et équilibres de Nash

Une fois le probléme modélisé sous forme d’un jeu & information compléte, il
est directement possible de 1’étudier. Quel que soit le point de vue adopté (celui
d’un joueur ou alors un point de vue extérieur), on s’intéressera a identifier les
« bonnes » et les « mauvaises » stratégies des joueurs, et éventuellement les
profils de stratégies « a I’équilibre », c’est-a-dire tels qu’aucun joueur n’a intérét
a changer de stratégie.
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Remarque 20. Les concepts de dominance, de rationalisabilité et d’équilibre de
Nash présentés dans cette section sont des concepts purement ordinaux. Ainsi,
tout au long de cette section, nous pouvons considérer des jeux oil les préférences
d’un joueur sont décrites par I'une des représentations numeériques (qualitatives)
d’un pré-ordre, et non par des fonctions d’utilités quantitatives.

Dans les exemples 2.1 et 2.2, il n’est pas évident d’identifier les bons et
les mauvais choix des joueurs, car les utilités obtenues dépendent des choix
réalisés par les autres joueurs. Dans certaines situations cependant, il est possible
d’identifier de maniére absolue certaines actions comme étant des bons ou des
mauvais choix.

Exemple 2.3 (Jeu de conservation écologique 3). Considérons le jeu de
conservation écologique décrit a la figure 2.4, dans lequel deux braconniers vont
nécessairement sur la parcelle Py, un troisiéme braconnier peut aller en Py ou
en Ps, et le garde-chasse aussi. Les utilités du garde-chasse et des braconniers
sont supposées identiques aux exemples précédents : le garde-chasse gagne x par
braconnier trouvé, et chaque braconnier gagne 10, auzquels on retranche y si le

garde-chasse le trouve.

FIGURE 2.4 — Diagramme du jeu de conservation écologique 2.3

By

B

B

K\AA

Dans I'exemple 2.3, on peut observer que le meilleur choix du garde-chasse
ne dépend pas des choix des autres joueurs. En effet, quoi que choisisse le bra-
connier Bj, le garde-chasse arrétera toujours plus de braconniers en allant en
Py qu’en P, (il est certain de gagner au moins 2z en P, et au plus  en P).
C’est cette idée que capturent les concepts de dominance et de rationalisabilité
(MORGENSTERN et VON NEUMANN, 1953 ; BERNHEIM, 1984 ; PEARCE, 1984;
AUMANN, 1987 ; BRANDENBURGER et DEKEL, 1987 ; TAN et COSTA WERLANG,
1988 ; MYERSON, 1997).

Définition 2.5 (Stratégies strictement dominées et dominantes). Une
stratégie a; € A; du joueur i est strictement dominée s’il existe une stratégie
a; € A; la dominant strictement, c’est-a-dire veérifiant :

Va_; € A_;, uwi(a.a_;) > ui(a;.a_;)
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La stratégie a; est faiblement dominée s’il existe a; telle que I’équation pré-
cédente tient avec une inégalité faible, et stricte pour au moins un a_;.

Définition 2.6 (Stratégies faiblement dominées et dominantes). Une
stratégie a; € A; du joueur i est faiblement dominée s’il existe une stratégie
a; € A; la dominant faiblement, c’est-a-dire vérifiant :

Va_; € Ay, ui(ab.a_;) > ui(a;.a_;) et Ja_; € A_;, wi(al.a—;) > u;i(a;.a_;)

Un joueur 4 n’a jamais intérét a choisir une stratégie strictement dominée
a;. En effet, quels que soient les choix pris par les autres joueurs, il aura intérét
a jouer la stratégie strictement dominante a} plutot que la stratégie strictement
dominée a;. Un joueur peut raisonnablement décider de ne pas jouer non plus
une stratégie a; faiblement dominée par a}. Cependant, a; n’est pas nécessaire-
ment « pire » qu’a}. En effet, elle ne procurera jamais plus d’utilité au joueur i
que la stratégie a;, mais selon des stratégies choisies par autres joueurs, elle peut
tout de méme en procurer autant.

Il est raisonnable de penser que le joueur 7 tiendra ce raisonnement, et qu’il
ne jouera effectivement pas ses stratégies strictement dominées. Ce raisonnement
peut aussi étre tenu par les autres joueurs : tout le monde peut raisonnablement
penser que le joueur ¢ ne jouera pas ses stratégies strictement dominées. On
peut alors simplifier le jeu en « enlevant les stratégies strictement dominées »
de la définition. Or, une telle simplification peut faire apparaitre de nouvelles
stratégies strictement dominées : on applique alors la simplification & nouveau.

Ce processus est appelé élimination itérée des stratégies strictement domi-
nées, ou EISD, et permet donc de simplifier le jeu sans jamais éliminer de stra-
tégies qui pourraient raisonnablement étre jouées. Aprés (potentiellement) plu-
sieurs étapes, il n’y a plus de stratégies strictement dominées : on obtient alors
I’ensemble des stratégies qui survivent a I’EISD.

Définition 2.7 (Ensemble des stratégies qui survivent a I’EISD). Le
processus d’EISD est défini récursivement pour tout jeu G = (N, (4;, u;)ien),
pour tout ¢ € N, par :

A

©) _ 4,
Al

:k) = {ai € Agk_l) | fa’; € Agk_l), Ya_; € Aﬂ“[ll ui(as.a_;) > ui(ai.a,i)}

o0
%

L’ensemble des stratégies du joueur i qui survivent 4 PEISD est A\>) = MNieo Al(.k).
Le jeu G’ = (N, (Agw),ui)ieN) est alors une simplification de G, ou toutes
les stratégies qui peuvent étre raisonnablement jouées ont été conservées.

Intuitivement, & chaque étape k, I’ensemble Agk) contient les actions du
joueur 7 de I’étape précédente (Az(-k_l)) sauf celles qui sont strictement dominées
lorsque 1’'on se restreint aux profils d’actions de A*~1), Finalement, il y a un

rang K auquel plus aucune stratégie d’aucun joueur n’est strictement dominée,
) — ()

K
alors on conservera AZ(- i
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Remarque 21. 1l est possible d’appliquer un algorithme d’élimination similaire
en considérant les stratégies faiblement dominées. Cependant, puisque qu’une
stratégie faiblement dominée peut parfois étre un bon choix (selon les choix des
autres joueurs), 'ensemble des stratégies qui survivent a cette élimination peut
mettre de coté certaines stratégies pertinentes.

Parfois, lors de la simplification d’un jeu par EISD, il ne reste plus qu’une
seule stratégie pour chaque joueur. On dit alors qu’on a « résolu » le jeu par
dominance.

Exemple 2.4 (EISD). Appliqguons I'EISD au jeu de conservation écologique
de ezemple 2.3.

— Initialisons I’EISD avec AEO) = A; pour tout joueur i € N :
0 0 0 0
AD =AY = (P, R}, A =AY = (P}

— La stratégie P> du garde-chasse est strictement dominée par sa stratégie
Py (en effet, il est certain d’arréter au moins deuzx braconniers en P ).
Les autres joueurs n’ont pas de stratégies strictement dominées.

1 0 1 0
A = AD\ (P} = {1}, vk < 3, Af) = Af).
— En se restreignant ¢ A% = A(G}) X Agl) X ASBlg) X ASS), la stratégie P; du
braconnier Bs est maintenant strictement dominée par sa stratégie Ps
(en effet, a l’étape précédente, on a identifié que le garde-chasse devrait
se rendre en Py). Les autres joueurs n’ont pas de stratégies structement

dominées.

2 1 2 1 2 1

AG = AP\ (P ={R), AY =40, vk<245 =AY

— Plus aucun joueur n’a de stratégies strictement dominées, I'’EISD s’ar-
réte.

A = A8 =Py, ALY =4 = (P}, k<245 = (P}

Dans cet exemple, I’EISD n’a conservé qu’une seule stratégie par joueur : il est
raisonnable de penser que le garde-chasse doit/devrait/va choisir de se rendre
en Py, et le braconnier B3 en Py (les autres braconniers n’ont pas le choiz, ils
se rendent en Py ).

Remarque 22. Ici, le braconnier Bz choisit d’aller en P, parce qu’il suppose que
le garde-chasse ira en P;. C’est un raisonnement pertinent. Tous les joueurs
peuvent tenir ce raisonnement : par exemple, le garde-chasse G peut raisonna-
blement supposer que Bs ira en P;. Pour cela, G suppose que Bs suppose que G
iraen P;. Plus ’EISD nécessite d’étapes, plus la chaine de suppositions s’allonge.
Bien que le raisonnement soit valable & I’infini, il semble peu vraisemblable que
des agents raisonnent au dela de quelques étapes.
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Une autre notion trés étudiée est celle d’équilibre de Nash (NAsH, 1950).
Intuitivement, un équilibre de Nash est un profil de stratégies a = (aq,...,ay)
pour lequel aucun joueur n’a intérét a changer de stratégie : si on propose aux
joueurs de jouer les stratégies de ce profil a, alors ils devraient effectivement les
jouer. En effet, a est un équilibre de Nash si chaque joueur ¢ n’a pas de stratégie
meilleure qu’a; lorsque les autres joueurs jouent a_;.

Définition 2.8 (Meilleure réponse). Les meilleures réponses du joueur ¢
face aux choix des autres joueurs a_; € A_; sont les actions a] maximisant son
utilité, c’est-a-dire :

a; est une meileure réponse a a_; <= a; € argmaxu;(a;.a_;).
a; €A;

Définition 2.9 (Equilibre de Nash). Un profil de stratégies pures a est un
équilibre de Nash si et seulement si pour tout joueur i, a; est une meilleure
réponse a a_;, c’est-a-dire :

Vi, Bal, wi(al.a_;) > ui(a)

L’EISD conserve les équilibres de Nash : ils ne peuvent pas étre éliminés. De
plus, si le jeu est résolu par EISD, alors I'unique profil de stratégies restant est
un équilibre de Nash.

De maniére générale, dans un jeu a information compléte, il peut n’y avoir
aucun équilibre de Nash (en stratégies pures). Il peut aussi en exister plusieurs,
et PEISD ne les identifie pas nécessairement. Il n’est pas évident de savoir si
un équilibre sera atteint, ou méme simplement identifié par les joueurs : on
ne sait pas si un équilibre sera effectivement joué, ni lequel. Le concept est
pertinent, & Iinverse, lorsqu’un organisme normalisateur affirme que les choix
doivent étre pris de telle facon : si ces recommendations correspondent a un
équilibre de Nash, on peut raisonnablement penser que les joueurs suivront les
recommendations. Inversement, si elles ne correspondent pas & un équilibre de
Nash, alors au moins un joueur aura intérét a ne pas les suivre.

Exemple 2.5. Dans l’exemple 2.3, l'unique profil de stratégies survivant a
UEISD est (Py, Py, Py, P) € AR © A, C’est un équilibre de Nash. En effet :
— Les braconniers By et By n'ont pas d’autres choix que d’aller en P ;
— Le garde-chasse G n’a pas intérét a aller en Ps, car il n’arréterait qu’un
seul braconnier et non deuz;
— Le braconnier B3 n’a pas intérét a aller en Py, car il se ferait arréter.

Enfin, nous terminerons cette sous-section en évoquant le concept de ra-
tionalisabilité proposé par Aumann (AUMANN, 1987). C’est en quelque sorte
le complémentaire de la dominance. Alors que la question de la dominance est
« quelles stratégies ne seront raisonnablement jamais jouées 7 », la question de la
rationalisabilité est « quelles stratégies peuvent étre raisonnablement jouées 7 ».

Les stratégies rationalisables sont celles qui sont les meilleures réponses a I'un
des profils de stratégies possibles, c’est-a-dire qu’il est possible pour le joueur
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de penser qu'une stratégie rationalisable est le meilleur choix. En considérant
la contraposée (le joueur ne jouera raisonnablement pas de stratégie qui n’est
pas une meilleure réponse 4 au moins un profil de stratégies), on voit que le
concept est plus large que celui de dominance : une stratégie strictement dominée
n’est pas rationalisable, mais une stratégie non-rationalisable peut ne pas étre
strictement dominée.

De plus, une stratégie rationalisable a; devrait étre une meilleure réponse
a un profil a_; lui-méme constitué de stratégies rationalisables (sinon, il ne
serait pas vraiment raisonnable pour le joueur i de jouer a;, puisqu’il ne devrait
raisonnablement pas penser que les autres joueurs joueront a_;). L’ensemble des
stratégies rationalisables est obtenu par un processus itératif similaire & I’EISD,
appelé élimination des stratégies non-rationalisables (ou EISNR), qui permet
lui-aussi de simplifier un jeu en éliminant les stratégies qui ne seront jamais
jouées.

Définition 2.10 (EISNR). L’ensemble des stratégies rationalisables est défini
de maniére récursive, pour tout ¢ € N, par :

AY = 4,
Agk) = {ai c Agkil) | Ja_; € AQ“[”, Va; € Agkfl), wi(a;,a_;) > ui(a;.a,i)}

Remarque 23. Les concepts de dominance et de rationalisabilité sont trés proches.
A deux joueurs, les deux concepts sont équivalents. D’une maniére générale,
I’ensemble des stratégies rationalisables est un sous-ensemble des stratégies qui
survivent & ’EISD : 'EISNR élimine généralement plus de stratégies que I’EISD.

2.1.3 Stratégies mixtes — une forme d’incertitude dans les
jeux a information compléte

Assez rapidement, I’étude des jeux en termes de stratégies pures (c’est-a-dire
en termes d’actions) a montré ses limites. La justification initiale est pratique :
souvent, les joueurs n’ont pas de « meilleure » stratégie pure (ce qui peut étre
voulu). Alors, que doivent-ils jouer 7 Que vont-ils jouer ? Si la réponse « nous
ne pouvons pas prédire ou prescrire quoi jouer » est déja un résultat en soit, il
est souvent possible d’étre plus précis en considérant des stratégies mixtes.

En effet, en introduisant de l'incertitude et/ou de la variabilité sur les choix
faits par les joueurs (de maniére classique, donc probabiliste), on étend 'ex-
pressivité des concepts présentés précédemment et on garantit ’existence d’au
moins un équilibre de Nash.

Revenons a 'exemple 2.1, ol un garde-chasse et un braconnier doivent choisir
de se rendre en P; ouen P5. Dans cet exemple, il n’y a pas de stratégies dominées.
Toutes les stratégies sont rationalisables. Et il n’y a pas non plus d’équilibre de
Nash (en stratégies pures). C’est déja un constat pertinent. En effet, aucune
parcelle n’est « meilleure » qu’une autre, que ce soit du point de vue du garde-
chasse ou du braconnier. Tout dépend de la décision prise par 'autre joueur.
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Cependant, en considérant les stratégies miztes (probabilistes), il est possible
d’en dire plus.

Définition 2.11 (Stratégie mixte). Une stratégie mixte o; du joueur i est
une distribution de probabilité sur I’ensemble de ses actions A;, vérifiant donc
ZaieAi oi(a;) =1 et pour tout a;, 0 < o;(a;) < 1.

On notera X; ’ensemble des stratégies mixtes du joueur i et X = Xq X+ - XX,
I’ensemble des profils de stratégies mixtes.

Le concept de stratégies mixtes est plus expressif que celui de stratégies
pures, puisque ’ensemble des stratégies pures est inclus dans celui des straté-
gies mixtes (la stratégie pure a; est la stratégie mixte o; vérifiant o;(a;) =1 et
oi(a}) = 0 sinon). Son interprétation est néanmoins plus délicate : o; peut repré-
senter le fait que le joueur i choisit réellement au hasard ; de maniére subjective
0; peut représenter les croyances des autres joueurs conernant ’action que va
jouer le joueur i. De plus, Harsanyi a montré que sous certaines conditions, un
équilibre de Nash en stratégies mixtes décrit un équilibre en stratégies pures
lorsque les joueurs ont une incertitude infime concernant les utilités des autres
joueurs (théoréme de purification, HARSANYI, 1973). Enfin notons que dans cer-
tains cas un joueur peut modéliser une population d’agents (par exemple dans
les modeles de biologie, tels que les jeux évolutionnaires) ; alors une stratégie
mixte peut représenter la proportion des agents choisissant telle ou telle stratégie
pure (HAMMERSTEIN et SELTEN, 1994). Dans tous les cas, ce concept repose sur
la théorie classique de la décision : les joueurs considérent leur utilité espérée.

Remarquons d’abord qu’un profil de stratégies mixtes o = (o1, ...,0,) est un
vecteur de distributions de probabilité, qui définit une distribution de probabilité
p? sur ’ensemble des profils de stratégies pures A (en supposant l'indépendance
entre les stratégies mixtes des joueurs) :

p(a) =[] oi(as)
ieN
Cela nous permet d’évaluer 'utilité espérée d’un profil de stratégies mixtes pour
un joueur donné.

Définition 2.12 (Utilité d’un profil de stratégie mixte). Soit un jeu a
information compléte G = (N, (a;, ui)ien). Pour tout joueur i € N, l'utilité
espérée d’un profil de stratégies mixtes o € ¥ est :

EU(0) = > p°(a) x ui(a)

ac€A

Les définitions des concepts de solutions présentées auparavant sont étendues
sans difficulté aux stratégies mixtes, en considérant 1’utilité espérée au lieu de
I'utilité :

— Une stratégie mixte o; du joueur ¢ domine strictement une autre o} si et

seulement si son utilité espérée est toujours meilleure, quoi que choisissent
les autres joueurs :

VO'_Z‘, EUi(O'i.O'_i) > EUi(O';.O'_i)
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— Une stratégie mixte o} du joueur ¢ est une meilleure réponse a o_; si et
seulement si elle maximise son utilité espérée :

*
o; € argmax EU,(0;.0_;)
0,€X;

— Une stratégie mixte o du joueur ¢ est rationalisable si et seulement sii
elle est une meilleure réponse & un o_; lui-méme rationalisable :

do_;, o] € argmaxEU;(0].0_;)
T, €Y,

— Un profil de stratégies mixtes o; est un équilibre de Nash si et seulement
si aucun joueur n’a intérét & étre le seul & changer de stratégie mixte :

Vi, ﬂO’;,EUi(Jg.U_i) > EUi(O'i.O'_l')

Enfin, les processus d’élimination (EISD et EISNR) sont étendus aux stratégies
mixtes sans difficulté, en considérant, comme ci-dessus, 'utilité espérée au lieu
de 'utilité. Les ensembles des stratégies mixtes survivant & PEISD et des straté-
gies mixtes rationalisables sont donc bien définis. De plus, il est possible qu'une
stratégie mixte domine strictement une stratégie pure, I’ensemble des stratégies
survivant & ’EISD est donc plus restreint, c’est-a-dire plus informatif, en termes
de stratégies mixtes qu’en termes de stratégies pures.

Remarque 24. En considérant les stratégies mixtes, nous introduisons de la
commensurabilité entre les valeurs d’utilité et les probabilités. Pour que cela
soit possible, il faut nécessairement que les utilités soient quantitatives, c’est-a-
dire que les valeurs d’utilité forment une échelle d’intervalle (définition 1.9).

Exemple 2.6 (Stratégies mixtes). Considérons l'exemple 2.1, et supposons
que le garde-chasse décide de se rendre en Py, ou en P avec des probabilités
respectives de 1/3 et 2/3, et que le braconnier décide de s’y rendre avec des
probabilités respectives de 1/4 et 3/4. Leurs stratégies mixtes sont :

O'G(Pl)zl/g, UB(P1)=1/4,
UG(PQ):2/3, UB(PQ):3/4.

Le profil de stratégies miztes 0 = (0q,0p) définit la distribution de probabilité
jointe p° donnée en table 2.3.

P P, marg.=og

P 1/12 1/4 1/3
P, /6 1/2 2/3
marg. =op 1/4 3/4 1

TABLE 2.3 — Probabilité jointe p?, dont les marginales sont og et op.
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L’utilité espérée de ce profil de stratégies miztes o, pour le garde-chasse et le
braconnier, est calculée selon p® :

1 1 1 1 7
EUG(U):EX$+ZXO+6XO+§X$ :Tg,
1 1 1 1 50 — 7y
EU = — 10 — - x10+ = x10+ = 10 — = —>"
b(o) = 5 x 10—y + 104 Dtog Loy =2

Le profil de stratégies miztes o n’est pas un équilibre de Nash : le garde-chasse
aurait intérét a jouer une autre stratégie si le braconnier joue . Par exemple, il
pourrait aller en Py (c’est-a-dire, jouer la stratégie mizte oy, vérifiant oy, (Po) =
1), son utilité espérée EUg(o.05) = 3x/4 serait alors meilleure.

Dans ce jeu, il y a un unique équilibre de Nash o™, en stratégies mixtes :

og(P) =1/2, op(P1) =1/2,
og(P2) =1/2, op(P2)=1/2.

Cet équilibre de Nash est subtilement différent de celui que nous avons vu en
stratégies pures. En effet, si le garde-chasse joue o, alors le braconnier, quoi
qu’il joue, aura une chance sur deux de se faire arréter par le garde-chasse, et
son utilité espérée sera 10 — y/2. La stratégie mizte o est bien une meilleure
réponse & o, mais c’est aussi le cas de toutes les stratégies du braconnier. Sy-
métriqguement, si le braconnier joue oy, alors le garde-chasse, quoi qu’il joue,
aura une chance sur deux de trouver le braconnier, et son utilité espérée sera
x/2 : toutes ses stratégies (dont of,) sont des meilleures réponses & o5. Aucun
joueur n’a intérét & changer de stratégie (ils ne gagneraient pas plus d’utilité),
mais il ne semble pas non plus qu’ils aient d’intérét a choisir ces stratégies-
ci (puisqu’ils obtiennent la méme utilité quoi qu’ils jouent). Alors pourquoi les
choisiraient-ils ¢ Ils les choisiraient car ce sont les seules stratégies qui em-
péchent l'adversaire d’avoir l'avantage. En effet, si le garde-chasse choisit une
autre stratégie que o, le braconnier peut s’adapter et diminuer les chances de
se faire arréter. Symétriquement, si le braconnier joue autre chose que o}, le
garde-chasse peut s’adapter et augmenter ses chances d’arréter le braconnier

— Sur le long terme, si le garde-chasse choisit effectivement son action au
hasard, il empéche le braconnier d’adopter une stratégie gagnante ; et sy-
métriquement le braconnier empéche le garde-chasse d’adopter une stra-
tégie gagnante.

— Avec une vision épistémique (relative auz croyances des joueurs), si le
braconnier ne sait pas ce que va jouer le garde-chasse, alors il ne peut
pas adopter de stratégie gagnante. Le garde-chasse a donc intérét a ne
pas étre prévisible. Symétriquement, le braconnier n’a pas intérét a étre
prévisible non plus.

— Dans une approche « population », le joueur G peut représenter plusieurs
gardes-chasse, et le joueur B plusieurs braconniers. Dans ce cas, si c*
décrit la proportion des joueurs qui vont en P et en P», alors ni les
braconniers ni les gardes-chasse n'ont intérét a changer cette proportion.
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La notion de stratégie mixte a été aussi étudiée pour une théorie alternative
de l'incertitude : celle des possibilités. L’idée est similaire, il s’agit d’exprimer
Iincertitude sur les choix faits par les joueurs.

Stratégies mixtes possibilistes

Une stratégie mixte possibiliste d’un joueur ¢ est une distribution de pos-
sibilité sur ses actions (cf. section 1.3.6). Du point de vue du joueur 4, elle
indique un degré d’engagement sur le choix de son action. Du point de vue des
autres joueurs, elle indique un degré de vraisemblance sur le fait que le joueur
i jouera telle ou telle action (BEN AMOR, FARGIER et SABBADIN, 2017 ; HOSNI
et MARCHIONI, 2019).

Définition 2.13 (Stratégie mixte possibiliste). Une stratégie mixte possi-
biliste o; du joueur 7 est une distribution de possibilité normalisée sur ses actions,
c’est-a-dire vérifiant max,,c 4, 0;(a;) = 1 et pour tout a; € 4;, 0 < 0;(a;) < 1.

Un profil de stratégies mixtes possibilistes o définit alors une distribution de
possibilité jointe 77, elle aussi normalisée :

w7 (a) = {21}{{1 oi(a;)

Dans un cadre ordinal (lorsque les utilités du jeu G sont ordinales, et définies sur
la méme échelle de valeur [0, 1] que les possibilités), les joueurs peuvent considé-
rer les régles de décision optimistes et pessimistes (définition 1.50). Néanmoins,
dans le cadre des jeux stratégiques, l’'utilité pessimiste semble plus pertinente
que l'utilité optimiste (BEN AMOR, FARGIER et SABBADIN, 2017 ; BEN AMOR,
FARGIER, SABBADIN et TRABELSI, 2019).

Définition 2.14 (Utilité pessimiste ordinale d’un profil de stratégies
mixtes possibilistes). Pour le joueur ¢, I'utilité d’un profil o est :

Ubes (o) = gréig max (1 — 77 (a), u;(a))

Une contrepartie quantitative a été proposée par Hosni et Marchioni (HOSNI
et MARCHIONI, 2019), basée sur Iintégrale de Choquet (définition 1.37). L’in-
terprétation est plus difficile : elle fait intervenir de la compensation entre les
engagements partiellement incompatibles et leurs utilités.

Définition 2.15 (Utilité de Choquet d’une stratégie mixte possibi-
liste). Soient a(M,a®,...a(™ € A les profils de stratégies pures, ordonnés
selon Dutilité du joueur 4, i.e., tels que u;(aM) < u;(a®) < -+ < wi(al™).
Soit II : 24 — [0,1] la mesure de possibilité générée d’aprés 77, telle que
II7(X) = max,ex 77 (a). L'utilité de Choquet d’un profil de stratégies mixtes
possibilistes o, pour le joueur i, est alors :

U?h(o') = u(a(l)) + zm:Ho ({a(m) |m > k}) « [ui(a(k)) . ui(a(k_l))]
k=2
= Choquet(u;).
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Equilibres épistémiques et « stratégies mixtes non-additives »

Nous avons vu que les stratégies mixtes probabilistes et possibilistes peuvent
représenter les croyances qu’ont les joueurs sur les stratégies pures que vont choi-
sir les autres joueurs. De telles croyances ont été étudiées dans le cas plus général
des probabilités inférieures (section 1.3.3), mais aménent & un concept sensible-
ment différent de ceux considérés en stratégies mixtes : les équilibres épisté-
miques (Dow et WERLANG, 1994 ; EICHBERGER et KELSEY, 2000). Chaque
joueur ¢ a des croyances, capturées par une probabilité inférieure, sur I’ensembe
A_; des combinaisons de stratégies pouvant étre choisies par les autres joueurs.
Ainsi, un systéme de croyances est un profil de telles probabilités inférieures :

(Pinfy,...,Pinf,) € (241 = [0,1]) x --- x (24 — [0,1]).

Remarque 25. Un systéme de croyance n’est pas un profil de stratégies mixtes :
les croyances du joueur i sont définies sur A_;, alors que ses stratégies mixtes
sont définies sur A;.

Intuitivement, dans un tel systéme de croyances, tous les joueurs ont des
croyances sur ce que va jouer le joueur ¢, sauf le joueur ¢ lui-méme. Si chaque
joueur ¢ peut choisir une stratégie pure a; que tout les autres joueurs croient
possible et qui est une meilleure réponse, en terme d’intégrale de Choquet sur
ses propres croyances Pinf;,; & un profil a_; de stratégies pures que tout les
joueurs croient possibles elles aussi, alors le systéme de croyance est un équilibre
épistémique (ou équilibre sous incertitude).

Nous laissons au lecteur intéressé le loisir d’approfondir la notion d’équilibre
épistémique, qui dépasse I’objet de cette thése, par exemple dans (EICHBERGER
et KELSEY, 2000).

Nous noterons également ici que Stauber a proposé une maniére de carac-
tériser des équilibres épistémiques par des équilibres de Nash en fonctions de
croyance (STAUBER, 2019). Dans ce travail, il considére des profils de straté-
gies mixtes en fonction de croyance de la forme Bel = (Bely, ..., Bel,). Chaque
fonction de croyance Bel; : 24¢ — [0, 1] est une « stratégie mixte crédale » du
joueur 4, définie sur ensemble A; de ses propres actions. La fonction de croyance
jointe sur ’ensemble A des profils de stratégies pures est obtenue par une opéra-
tion particuliére appelée strategic product integral, définie de telle sorte que tout
équilibre de Nash en fonction de croyance décrit un équilibre épistémique, c’est-
a-dire qu’il permet de retrouver d’une part le systéme de croyances et d’autre
part les stratégies (mixtes probabilistes) a 1’équilibre. La encore, nous laissons
au lecteur intéressé le soin d’approfondir cette notion par lui-méme.

Remarque 26. Nous avons vu que les stratégies mixtes probabilistes sont parfois
vues comme des stratégies randomisées, ol le joueur choisit effectivement son
action au hasard, par exemple par un lancer de dé. Nous sommes relativement
surpris de ne pas avoir trouvé, dans la littérature, une interprétation similaire
des stratégies mixtes non-additives. En effet, il nous semble justifié de modéliser
de cette fagcon un joueur qui choisirait son action grice & un dispositif décrit
par une fonction de croyance, par exemple, en tirant une boule dans une urne
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dont le contenu est mal connu (cf. paradoxe d’Ellsberg, exemple 1.13). Un profil
de telles stratégies définirait alors directement une loi jointe, par ’opération de
combinaison de Dempster, sur laquelle les régles de décision de la théorie des
fonctions de croyance pourraient étre appliquées.

2.1.4 Equilibre corrélé

Nous présentons enfin une derniére notion, appelée équilibre corrélé. C’est un
concept de solution plus général que 1’équilibre de Nash, permettant d’identifier
de nouveaux équilibres dans un jeu & information compléte (parfois plus satis-
faisants pour les joueurs que les équilibres de Nash), ou les joueurs choisissent
leurs stratégies en fonction d’un appareil corrélateur probabiliste (AUMANN,
1974 ; MYERSON, 1986). Cet appareil corrélateur peut étre n’importe quel phé-
nomeéne (partiellement) observable par les joueurs. On peut considérer que les
joueurs décident quel appareil ils utilisent, en méme temps qu’ils choisissent
leurs stratégies : on cherchera donc ici & identifier a la fois 'appareil corrélateur
et les stratégies correspondantes.

Commencgons par introduire un ensemble d’états du monde Q = {wy,...,wy}.
Pour chaque état du monde, appareil corrélateur envoie un signal (potentiel-
lement différent) a chacun des joueurs : si le monde est w, le joueur 7 regoit le
signal 6; = 7;(w). Notons 0, I’ensemble des signaux que peut recevoir le joueur ¢
(i.e., 7 : Q = ©;). Le joueur i a |0;| ensembles d’information; ce sont les en-
sembles d’états du monde H? = {w | 7;(w) = 6;} qui lui sont indiscernables,
pour lesquels le méme signal 6, € ©; est requ. L’ensemble de ces ensembles
d’information H; = {Hf 0; € ©,} est donc une partition d’Q.

Définition 2.16 (Appareil corrélateur). Pour un jeu G = (N, (4;, u;)ien),
un appareil corrélateur est un triplet (Q,Pr, (Hi)ie N) ou Q est un ensemble
d’état du monde, Pr une probabilité sur Q et H; = {Hf 0; € ©,} est une
partition d’Q2 définie par :

H = {w | 7i(w) = 6:}.

Un appareil corrélateur, grace aux signaux qu’il envoie, permettra aux joueurs
de se coordonner. Plus généralement, les joueurs ne recevant pas nécessairement
les mémes signaux, les stratégies qu’ils jouent seront corrélées (sans étre forcé-
ment dépendantes). En effet, si le joueur i regoit le signal 7;(w) = 6;, il ne sait
pas nécessairement quel w a provoqué le signal, mais il sait que w € Hf ‘.

Les joueurs observent leur signal (mais pas ceux des autres joueurs) avant
de jouer. Ainsi, une stratégie s; du joueur i est une décision prise en fonction
du signal observé, que nous appelons stratégie signalisée.

Définition 2.17 (Stratégies pures signalisées). Soit N un ensemble de
joueurs pouvant recevoir chacun des signaux. Pour tout joueur i, soit A; 1’en-
semble de ses actions et ©; l’ensemble des signaux qu'’ils peut recevoir. Une
stratégie signalisée du joueur 7 est une fonction :

Sil@i —)Al
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Un profil de stratégies signalisées est un vecteur de telles fonctions :
(81,...,Sn) S (@1 —)Al) X - X (@n—>An)

On notera S; = ©; — A; 'ensemble des stratégies pures signalisées du
joueur i, et S = S x---x .S, ensemble des profils de stratégies pures signalisées.

Ici encore, nous nous plagons dans la théorie classique de la décision, ol les
joueurs considérent leur utilité espérée. Néanmoins, les joueurs ayant observé
leur signaux respectifs, leurs connaissances ne sont plus décrites par Pr, elles
ont été mise a jour sachant le signal recu et deviennent donc Pr(- | H"). Pour
tout profil s € S, notons s(w) = (s1(71(w)), ..., $n(Tn(w))) le profil de stratégies
qui sera effectivement joué si I’état du monde est w.

Définition 2.18 (Utilité d’un profil de stratégies signalisées). Soient
G = (N, (A;,u;)icn) un jeu a information compléte et (€2, Pr, (H;)icn) un
appareil corrélateur. L’utilité du profil s € S, pour le joueur ¢ € N, peut étre
évaluée a différents moments du jeu :

Ex-ante Avant que le joueur i n’observe son signal :

EU;(s) = Z Pr(w) x u;(s(w))

weN

Ex-interim Aprés que le joueur ¢ observe le signal §; = 7;(w) I'informant
quew € H f ¢, mais avant qu’il ne découvre le véritable état du monde (et
donc les signaux observés par les autres joueurs) :

UG (5) = 3 Priew | HY) x ug(s(w))
weN

Ex-post Aprés que le joueur i découvre le véritable état du monde w :
Ui (s) = ui(s(w))

Propriété 2.3. Un joueur maximisant son utilité espérée ex-ante maximise
aussi son utilité espérée ez-interim, quel que soit le signal qu’il regoit. Par contre,
cela n’implique pas qu’il maximise son utilité ez-post.

Définition 2.19 (Equilibre corrélé). Soit G = (N, (Ai,ui)ieN) un jeu. Un
équilibre corrélé est une paire constituée d’un appareil corrélateur (Q, Pr, (H;)ic N)
et d’un profil s € S telle qu’aucun joueur, quel que soit le signal 6; qu’il regoit,
n’a intérét & changer de stratégie, c’est-a-dire :

Vi, V0, ﬂs; EU(i,gi)(S;.S_i) > EU(i)gi)(s)
Ou de maniére équivalente, en considérant ’utilité espérée ez-ante (propriété 2.3) :

Vi, Bsi BEU;(sk.s_;) > EU,(s)



64 CHAPITRE 2. DECISION MULTI-AGENT STRATEGIQUE

Exemple 2.7 (Appareil corrélateur, stratégies et équilibre corrélé).
Considérons lexemple d’Aumann donné en table 2./.

Dans ce jeu, il y a trois équilibres de Nash. Deux équilibres sont en stratégies
pures : (U, L), dont les utilités sont (5,1), et (D, R), dont les utilités sont (1,5).
Le troisieme équilibre est en stratégies mixtes, ou les joueurs jouent avec une
probabilité 1/2 chacune de leurs actions, les utilités sont alors (2.5,2.5).

Un premier équilibre corrélé est identifié si les joueurs utilisent une piéce de
monnaie comme appareil corrélateur, et les stratégies « Pile — U, Face — D »
(resp. « Pile — L, Face — R »). L’appareil corrélateur (Q,Pr,(H;)icn) est
défini par :

— Q = {Pile, Face},

— Pr(Pile) = Pr(Face) = 1/2,

— My =Hy = { {Pile}, {Face} }.

Les stratégies s1 et sy des joueurs 1 et 2 sont les fonctions définies par :

— s1(Pile) = U et s1(Face) = D,
— so(Pile) = L et so(Face) = R.
1

L’utilité espérée ex-ante de chaque joueur est EU;(s) = 5 x 1+ % x5 = 3.
C’est mieux que l'utilité obtenu avec ’équilibre de Nash en stratégies mixtes,
et représente un bon compromis entre les deuzr équilibres de Nash en stratégies
pures. L'utilité espérée ex-interim et ['utilité ex-post sont égales a 1 ou 5, selon
le joueur et le coté visible de la piece de monnaie. C’est un équilibre corrélé :

aucun jouewr n'a intérét a changer de stratégie (ni ex-ante, ni ex-interim ).

1l est possible de trouver un équilibre corrélé encore meilleur. Considérons
Uappareil corrélateur (Q,Pr,Hi)ieN) défini par :

— Q= {SC, Y, Z})

— Pr(z) =Pr(y) =Pr(z) = 1/3,

— M ={{z}.{y.2} } et Ho = { {z,9}. {2} }.
Les joueurs recoivent alors des signaux différents : le joueur 1 est parfaitement
informé si w = x, mais il ne peut pas discerner les cas ot w = y de ceuzr ou

w = z ; le joueur 2 est parfaitement informé si w = z mais ne peut pas discerner
st les cas o w = x de ceuxr ot w = y.

Dans une telle situation, supposons que le joueur 1 adopte la stratégie sui-
vante : lorsqu’il observe qu'w = x il joue U, et joue D sinon; supposons encore
que le joueur 2 adopte la stratégie suivante : lorsqu’il observe qu'w = z il joue

J2

J1 L R
U | (5,1) (0,0)
D | (44) (1,5)

TABLE 2.4 — Matrice d’utilité de I’exemple utilisé par Aumann pour illustrer
les équilibres corrélés (AUMANN, 1974).
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R, et joue L sinon.

si(x)=U sily ouz)=D
s5(z) =R sy(x ouy)=1L

Ce profil de stratégies est lui-aussi un équilibre corrélé. Si le joueur 1 observe
quw = x, alors il sait que le joueur 2 observe w € {x,y} et qu’il jouera L : le
joueur 1 a intérét & jouer U, qui est sa meilleure réponse. S’il observe w € {y, z},
alors conditionnellement a son observation il s’attend a ce que le joueur 2 joue
L ou R avec une probabilité 1/2 : quoi qu’il choisisse son utilité espérée est
de 2.5, il n’a pas d’intérét a changer sa stratégie D. Symmétriquement, si le
Joueur 2 observe w = z, il sait que le joueur 1 observe w € {y,z} et joue D,
sa meilleure réponse est bien R. S’il observe w € {x,y}, il considére alors aussi
vraisemblable que le joueur 1 joue U ou D, et obtient une utilité espérée de 2.5
quoi qu’il choisisse : il n’a pas intérét a changer sa stratégie L.

L’utilité espérée ex-ante du profil s*, pour chaque joueur, est EU; = % x5+
% X 4+ % x 1 =3.333. C’est encore mieux que l’utilité espérée ex-ante du profil
de stratégies s ; c’est méme une utilité qui se trouve hors de l’enveloppe convexe
des utilités a U'équilibre dans le jeu original (sans appareil corrélateur)!

Les utilités espérées ex-interim des joueurs valent 5 ou 2.5 selon le signal
re¢u ; enfin les utilités ex-post valent 5, 4 ou 1 selon l’état du monde.

Par rapport a l’équilibre en stratégies mixtes, l'appareil corrélateur a permis
d’éviter de jouer le profil (U, R), pour lequel les utilités sont nulles. Par rapport
auzx équilibres en stratégies pures, ['appareil corrélateur a permis de jouer occa-
sionnellement le profil (D, L), qui n’est pas un équilibre de Nash, mais qui est
trés rentable pour les deuz joueurs a la fois.

Il existe une définition alternative de 1’équilibre correlé. En effet, supposons
que Pappareil correlateur n’envoie pas un signal 7;(w) aux joueurs (en fonction
duquel ils choisiront ensuite leurs stratégies), mais leur indique directement la
stratégie pure a; a jouer. Un tel appareil est alors simplement défini par la
probabilité qu’il indique tel ou tel profil de stratégies pures, c’est-a-dire, une
probabilité sur A = A; x --- x A,,. Notons qu’a I'inverse de la probabilité jointe
déduite d’un profil de stratégies mixtes, ici, I’hypothése d’indépendance entre
les stratégies des joueurs n’est pas faite (et c’est d’ailleurs tout 'intéreét).

Définition 2.20 (Equilibre correlé, définition alternative). Un équilibre
correlé est une distribution de probabilité p sur I’ensemble des profils de straté-
gies pures A = A; x --- x A, telle que pour tout joueur 7 € N et pour chacune
de ses actions a; € A;,

ﬂa; € A, Z pla_; | a;) X ui(aj.a_;) > Z pla—; | a;) X ui(a;.a—;)

a_;€EA_; a_;€EA_;

Ou de maniére équivalente, en considérant 1’utilité ex-ante :

fal € A, Y pla) x ulala—) = Y pla) x u(a)

acA a€A
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Nous voyons par cette définition que tout équilibre de Nash o, pur ou mixte,
est un équilibre corrélé en stratégies pures : il suffit de poser p = Pr? la distri-
bution jointe déduite de o (dans ce cas, les signaux recu par les joueurs sont
indépendants).

Nous avons considéré plusieurs concepts concernant les jeux & information
compléte (ot les joueurs, leurs actions et leurs utilités sont parfaitement connus).
Certains concepts impliquent déja de l'incertitude (les stratégies mixtes et les
équilibres corrélés), ce sont alors les stratégies effectivement jouées par les joueurs
qui sont mal connues. Dans la section suivante, nous aborderons les jeuz d in-
formation incompléte, ou 'incertitude pése directement sur la définition du jeu :
ce seront alors les joueurs, leurs actions et leurs préférences qui pourront étre
mal connus.

2.2 Jeux a information incompléte

Harsanyi a proposé en 1967 son modéle fondateur appelé jeu bayésien, per-
mettant de modéliser la prise de décision multi-agents simultanée lorsqu’il y
a de lincertitude sur les utilités, les actions voire sur les joueurs eux-mémes
(HARSANYI, 1967). Ce modéle repose lui-aussi sur la théorie classique de la
décision : la connaissance des joueurs y est représentée par une unique loi de
probabilité et leur comportement de décision est capturé par la régle de l'utilité
espérée.

La majeure partie de cette section décrit le modéle de jeu bayésien et 'ex-
tension des concepts de solutions. Le lecteur intéressé pourra se reporter aux
articles d’Harsanyi, ainsi qu’a 'un des nombreux ouvrages de théorie des jeux
(HARSANYI, 1967, 1968a,b ; KrREPS, 1990 ; FUDENBERG et TIROLE, 1991). Nous
évoquons rapidement, en fin de chapitre, une version similaire de ce modéle
récemment proposée dans le cadre de la théorie des possibilités (BEN AMOR,
FARGIER, SABBADIN et TRABELSI, 2019), que nous reprendrons dans le cha-
pitre 4. Nous reportons aussi au chapitre 4 le modéle que nous avons pro-
posé durant mon doctorat, reposant sur la théorie des fonctions de croyances
(POMERET-COQUOT, FARGIER et MARTIN-DOREL, 2022).

2.2.1 L’intuition

Considérons 'exemple 2.1, ott un braconnier et un garde-chasse doivent se
rendre en P; ou en P». Par contre, nous supposons maintenant que le garde-
chasse n’est pas certain des préférences du braconnier. Dans cette région, en
effet, il y a deux types de braconniers : un tiers des braconniers travaillent avec
la mafia locale et peuvent écouler facilement n’importe quel gibier ; et deux tiers
des braconniers travaillent a leur compte et peuvent vendre le gibier braconné en
P, mais pas celui provenant de P;. L’information concernant le braconnier est
incompléte : le garde-chasse ne peut pas donner les préférences du braconnier
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car il ignore 8’1l travaille avec la mafia locale ou pas. Le braconnier, bien en-
tendu, connait ses propres préférences. Nous supposons aussi que le garde-chasse
préfére arréter le braconnier dans les deux cas, et qu’il en tire une utilité x. Les
préférences du garde-chasse sont connues de tous : l'information le concernant
est compléte.

Comme nous l'avons fait jusqu’a présent, nous cherchons & identifier les
« bons » et les « mauvais » choix de chacun des joueurs, ceux que nous pourrions
leur conseiller de jouer ou d’éviter, et éventuellement & identifier les profils de
stratégies & I’équilibre. Nous nous demandons particuliérement :

— Quelles sont les meilleurs choix du braconnier s’il travaille avec la mafia

locale ? Et s’il travaille & son compte ?

— Quelles sont les meilleurs choix du garde-chasse alors qu’il ne sait pas si

le braconnier travaille ou non avec la mafia locale ?

Dans une premiére étape, nous pouvons identifier deux jeux possibles, selon
le type de braconnier considéré : celui ou le braconnier travaille avec la mafia
locale, décrit par les fonctions d’utilité v;, et celui ou il travaille & son compte,
décrit par les fonctions d’utilité v} (table 2.5).

B (vi) B (v)
G P1 P2 G P1 P2
Pl (z,10-y)  (0,10) Pyl (z,—y)  (0,10)
Py (0,10) (2,10 —y) Py | (0,0) (2,10 —-y)
(a) Fonctions d’utilité v; lorsque le bracon- (b) Fonctions d’utilité v} lorsque le bra-
nier travaille avec la mafia locale. connier travaille & son compte.

TABLE 2.5 — Matrices d’utilités décrivant les fonctions v; (table a) et v} (table b)
pour les deux jeux possibles.

Supposons par ailleurs que les amendes sont faibles (au regard du bénéfice
produit par le braconnage), c’est-d-dire que y < 10. Alors, si le braconnier
travaille & son compte, sa stratégie P; est strictement dominée par sa stratégie
P; : le braconnier n’a alors pas intérét & aller en P;, quoi que décide le garde-
chasse. Par contre, si le braconnier travaille avec la mafia locale, sa meilleure
stratégie dépend du choix fait par le garde-chasse : si ce dernier va en Pi, le
braconnier préfére aller en P, et inversement.

Pour le garde-chasse, il faut considérer les deux cas : si le braconnier travaille
a son compte, il devrait aller en Ps, et donc le garde-chasse préférera lui-aussi
aller en P,. Par contre, si le braconnier travaille avec la mafia locale, la meilleure
stratégie du garde-chasse dépend du choix du braconnier.

De maniére classique, dans les jeux bayésiens, on considére que les croyances
du garde-chasse sont décrites par une loi de probabilité. Puisque deux tiers des
braconniers sont & leur compte, et un tiers d’entre eux travaillent avec la mafia
locale, il semble légitime pour le garde-chasse de supposer que :

1 2
Pr(B travaille avec la mafia locale) = 3 Pr(B travaille & son compte) = 3
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De plus, les préférence sous incertitude du garde-chasse sont capturées par la
régle de l'utilité espérée. Nous avons identifié que « le braconnier travaillant
a son compte » devrait jouer P,, mais nous ne savons pas ce que jouera « le
braconnier travaillant avec la mafia locale », notons cette stratégie ap. Si le
garde-chasse joue ag € {P1, P>}, son utilité espérée est :

1 2
3 X vg(ag.ag) + 3% ve(ag.Pa).

Dans cette exemple, on peut remarquer que la stratégie ag = P; du garde-chasse
est strictement dominée par sa stratégie P». En effet, quoi que vale ap, on a :

1 2
g X vc;(Pl.aB) + g X ’U/G(Pl,Pg) <

)

w8

w‘m

% X Ug(PQ.CLB) + g X ’U/G(PQ.PQ) >
Le garde-chasse devrait donc jouer la stratégie ag = P». De plus, le braconnier
devrait aussi tenir ce raisonnement, et déduire que le garde-chasse ira en P;.
Pour cette raison, s’il travaille avec la mafia, il devrait choisir P, car il ne se
fera pas arréter par le garde-chasse.

Nous avons identifié un équilibre de Nash par EISD. Cela nous apprend, entre
autres, qu’il n’est pas rentable pour le garde-chasse d’arréter un braconnier qui
irait en Py, c’est-a-dire un braconnier qui travaille pour la mafia locale. Si un
mafieux peut se satisfaire de cette conclusion, un protecteur de la nature doit
aussi 'accepter : on peut raisonnablement penser que le garde-chasse ira en P;
et n’arrétera donc le braconnier que s’il travaille & son compte. Pour modifier
cette conclusion, il faut modifier le jeu lui-méme. Nous pourrions proposer, par
exemple, d’appliquer des amendes dissuasives (telles que y > 10) ou d’embaucher
plus de gardes-chasse.

Nous avons pu étudier cet exemple ot 'information est incompléte grace aux
relations de dominance, en raisonnant sur les deux jeux a information compléte
possibles. Il s’agit d’une étude ad-hoc. Harsanyi, dans sa série d’articles fonda-
teurs, a montré qu’il est toujours possible d’étudier de tels jeux & information
incompléte avec les outils habituels de la théorie des jeux qui ont été présentés
dans la section précédente (HARSANYI, 1967, 1968a,b). Pour cela, il est néces-
saire d’exprimer ce genre de situations comme des jeux & proprement parler, ol
les joueurs, leurs actions et leurs préférences sont parfaitement connus de tous
les joueurs. Or, dans ’exemple que nous venons de voir, les préférences du bra-
connier ne sont pas parfaitement connues du garde-chasse (ni du modélisateur).
Harsanyi appelle ce genre de modélisations des modéles a loterie initiale ( Prior
lottery models) car du point de vue du garde-chasse, le braconnier est comme
« tiré au sort » parmi une population de braconniers de différents types.

L’idée d’Harsanyi consiste a traduire cette situation dans un autre modéle
appelé modéle a vecteurs aléatoire (Random vector model). Selon ses termes,
cela consiste & compléter 'information, qui devient alors imparfaite mais com-
pléte, en ajoutant un joueur supplémentaire : la nature. On obtient ainsi un
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jeu séquentiel & deux coups, ou les joueurs, leurs actions et leurs préférences
sont complétement définis dés le début du jeu. C’est ’état du monde qui est
incertain, il est « choisi » par la nature lors du premier coup. Les joueurs ob-
servent un signal qui dépend du coup joué par la nature, en fonction duquel ils
choisissent leur action (les joueurs jouent donc des stratégies signalisées, comme
lorsque nous considérions les équilibres corrélés?). Il s’agit donc de modéliser
une situation différente mais équivalente grace au modéle a vecteurs aléatoires :
I’état du monde est un vecteur de paramétres dont dépendent la connaissance et
les préférences des joueurs. Ce modéle est clairement différent, mais équivalent
d’un point de vue mathématique : les « bonnes » et les « mauvaises » stratégies
y sont les mémes.

Exemple 2.8 (Modéle a vecteurs aléatoires). Considérons une situation
clairement différente de l’exemple introductif, ou les préférences du braconnier
sont connues de tous, mais ou l’état du monde ne [’est pas. Le gibier en P»
est présent, mais celui en Py a deuz chances sur trois d’avoir déja migré (dans
ce cas, il ne peut pas étre braconné). Le braconnier obtient 10 points d’utilité
s’il peut braconner, 0 sinon, et dans les deuz cas cette utilité est diminuée de y
points s’il se fait arréter par le garde-chasse. Par ailleurs, nous supposons que le
braconnier habite a proximité de Py et qu’il aura observé, avant de choisir son
action, si le gibier y est présent ou s’il a déja migré. Inversement, le garde-chasse
ne le sait pas et devra donc raisonner sous incertitude.

Il y a deux scénarios possibles : celui ou le gibier de Py a migré et celui ot
le gibier de Py est présent. Les utilités du garde-chasse et du braconnier sont
décrites par les mémes fonctions v; et v} considérées dans l’exemple introductif
(table 2.5). Nous pouvons donc raisonner de la méme maniére : si le gibier a
déja migré, alors le braconnier le sait et a intérét o se rendre en Py. Du point
de vue du garde-chasse, il y a deux chances sur trois que ce scénario soit le bon,
son utilité espérée est meilleure s’il se rend en Ps. Alors le braconnier, s’il a vu
le gibier en Py, a intérét a s’y rendre, car il ne s’y fera pas arréter.

C’est grace au modéle & vecteurs aléatoires qu’Harsanyi rattache les jeux a
information incompléte & la théorie des jeux classique. En effet, il s’agit d’un
jeu séquentiel bien défini : les utilités des joueurs sont connues de tous dés le
« début » du jeu (en effet, 'incertitude est décrite par les différents « choix »
que peut faire la nature). Cependant son objectif est de décrire les situations
capturées par un modéle a loterie initiale, qui correspondent & son sujet d’étude
(et a des situations trés courantes ou ’on ignore effectivement quelles sont les
caractéristiques des autres joueurs). Cela transparaitra dans les définitions ma-
thématiques.

Enfin, il décrit un troisiéme modéle qui lui aurait été proposé par Selten,
et qu'il appelle modéle a loterie finale (Posterior lottery model). Ce modéle se
différencie du modéle & loterie initiale par le fait que les différents types possibles

3. Cependant, dans un jeu bayésien les joueurs ne décident pas du cadre de discernement,
Q, qui est imposé par la situation. Par ailleurs, leurs utilités peuvent dépendre de ’état du
monde, ce qui n’était pas le cas lorsque nous considérions les équilibres corrélés.
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de chaque joueur choisissent tous une stratégie ; ensuite seulement un type par
joueur est sélectionné au hasard. Ce modéle capture encore d’autres situations,
mais est équivalent aux deux autres modeéles d’un point de vue mathématique.

Exemple 2.9 (Modéle de Selten). Considérons un jeu & trois joueurs : un
garde-chasse, un braconnier qui travaille pour la mafia locale et un braconnier
qui travaille a son compte. Leurs préférences sont parfaitement connues de tous.
Chagque joueur choisit la parcelle sur laquelle il veut se rendre. Cependant, un
braconnier uniquement ira braconner : il sera tiré au sort (le braconnier qui tra-
vaille a son compte a deux chances sur trois d’étre selectionné). Le braconnier
qui n’est pas sélectionné ne jouera pas. Ici, comme dans les deux exemple pré-
cédents, nous pouvons raisonner sur les deux cas possibles, selon le braconnier
qui sera sélectionné, ainsi nous arrivons auxr mémes conclusions.

Il semble que les situations capturées par le modéle de Selten sont moins cou-
rantes que celles capturées par les deux autres modéles. Par contre, nous verrons
que le théoréme de Howson et Rosenthal repose sur ce modéle (section 2.2.3).

Ces trois modéles sont basés sur la théorie de 'utilité espérée, et obéissent
donc aux les axiomes et hypothéses qui y sont faites. De plus, Harsanyi suppose
Iexistence d’une probabilité unique, partagée par tous les joueurs, pour décrire
la connaissance : dans le modéle & vecteurs aléatoires, tous les joueurs ont la
méme connaissance initiale; dans le modéle & loterie initiale; tous les types
de tous les joueurs ont des connaissances cohérentes entre elles, dans le sens ot
elles peuvent toutes étre déduites par conditionnement d’une probabilité initiale
unique (et potentiellement inconnue). Cette hypothése supplémentaire n’est pas
nécessaire dans le modele a loterie finale.

L’hypothése de cohérence des connaissances des joueurs peut sembler restric-
tive (dans I'approche bayésienne, cette unique probabilité devrait décrire simul-
tanément les connaissances subjectives propres a chaque joueur). Néanmoins,
Harsanyi argumente que I’étude d’une telle situation se fait habituellement du
point de vue de I'un des joueurs, disons le joueur i. Ainsi la connaissance suppo-
sée du joueur j # i est la connaissance que le joueur i attribue au joueur j : le
joueur ¢ étant supposé cohérent avec lui-méme, les connaissances qu’il attribue
A tous les joueurs seront cohérentes entre-elles.

2.2.2 Définitions

Définition 2.21. Un jeu Bayésien est un n-uplet (N, (4;,0;, ui)ieN,p) ol :
— N ={1,...,n} est 'ensemble fini des joueurs;
— A, est ’ensemble des actions du joueur i ;
— 0, ={6},... ,916”} est I’ensemble fini des types* du joueur i;
— u; : A x © = R est la fonction d’utilité du joueur 4,

4. Comme cela est souvent fait, nous parlerons de « types » quel que soit le modéle consi-
déré. Dans le modéle & loterie initiale, chaque joueur est de tel ou tel type, et dans le modéle
a vecteurs aléatoires, chaque joueur « apprend » qu’il est de tel ou tel type en observant son
signal.
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— p:© — [0,1] est la distribution de probabilité décrivant la connaissance
initiale commune.

Exemple 2.10 (Jeu bayésien). Nous modélisons formellement le jeu & in-
formation incompléte déroulé en introduction (et ceuz des exemples 2.8 et 2.9)
par un jeu bayésien a deux joueurs (N = {G, B}) ayant chacun deuz actions
(Ac = Ap = {P1, P2}). Le garde-chasse a un seul type possible (Og = {0},
c’est-a-dire que Uinformation le concernant est compléte), et le braconnier a
deux types possibles (Op = {0%,0%}, ou 0% est le type « travaillant pour la
mafia locale » et 0% est le type « travaillant a son compte »). La probabilité a
priori est définie sur © = ©1 X O5 par :

p((elGﬂelB)) = 1/37 p((elee?B)) = 2/3'

Enfin, les fonctions d’utilité du jeu bayésien sont définies par les fonctions v; et
v} de Uezemple, c’est-a-dire, pour tout Op € {0%,0%} :

uc((ag,ap), (05,08)) = va((ag, ap)) = vg((ag, ap),

ug((ag,ap), (05,08)) = {

vB((ag,aB) si 0p = 0%,
v%((ag,aB) si 0p = 0%.

Remarque 27. La donnée d’un profil de types, c’est-a-dire d’'un § = (04,...,0,) €
©, spécifie un jeu a information compléte (N, (4;,v;)gen ) dans lequels les utilités
des joueurs sont données par v;(a) = u;(a,6). Dans 'exemple, ce sont les deux
jeux décrits par les deux matrices de la table 2.5. Ainsi, © est le cadre de
discernement, chaque 6 € © est un état du monde posible.

Un joueur connaitra toujours son type avant de jouer. Il peut aussi avoir une
information concernant les types des autres joueurs, si il y a des corrélations
entre les types. La partition du cadre de discernement en ensemble d’informa-
tion, pour le joueur 7, est ainsi H; = {Hfl | 0; € 91‘}, avec Hf’i ={0"10,=06,},
c’est-a-dire que les #s sont regroupés selon leur i-éme composante.

Remarque 28. Pour arriver a cette définition commune & partir du modéle &
vecteurs aléatoires, Harsanyi suppose d’abord un ensemble d’états du monde
Q) muni d’une probabilite Pr’. Les joueurs recoivent chacun leur type par un
signal 7;(w) = 6; € O, dépendant de ’état du monde, ce qui forme une partition
d’Q) en ensembles d’information. Pour définir le probléme équivalent en fonction
des profils de types § € © = ©1 X - -+ X O, il faut considérer plusieurs cas :
— Certains profils de types 6 € © peuvent ne correspondre & aucun état du
monde ®. Ces s sont bien définis dans le jeu bayésien, mais associés & une
probabilité nulle. L’utilité correspondante est alors fixée arbitrairement
et n’impactera pas les résultats.

5. Par exemple, considérons deux joueurs i et j qui observent une méme piéce de monnaie.
Ils regoivent tous les deux le signal « pile », ou tous les deux le signal « face ». Les profils de
types 6 tels que 0; # 0; sont impossibles, ils ne correspondent & aucun état du monde.
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— Certains états du monde ne sont discernables par aucun joueur (ils cor-
respondent au méme ). La probabilité de 6 est alors la somme des proba-
bilités des états du monde concernés. Les utilités des joueurs, pour ce 6,
doivent étre calculées d’aprés les utilités des différents ws, au pro-rata de
leur probabilité, de telle sorte que cela n’impacte pas les valeurs d’utilité
espérée calculées ultérieurement.
Cette remarque est pertinente dans le cadre du modéle & vecteur aléatoires, ou
une probabilité initiale est établie sur les états du monde. Dans les modéles &
loterie initiale ou finale, la connaissance porte directement sur les types et cette
étape n’est pas nécessaire.

Dans un jeu Bayésien, comme lorsqu’un appareil corrélateur est utilisé, les
joueurs choisissent leur stratégie en fonction de leur type 6;. Ainsi, une stratégie
du joueur 7 décrit ce qu’il choisirait s’il était de tel ou tel type : les joueurs
jouent donc des stratégies signalisées, c’est-a-dire des fonctions s; : ©; — A;
(définition 2.17); Si le joueur i est de type 67, alors il jouera effectivement
si(6}). On notera comme précédemment s(6) = (s1(61), ..., s,(6,)) le profil de
stratégie qui sera joué si les types des joueurs sont 8 = (61,...,0,).

Les joueurs évaluent les profils de stratégies signalisées s en fonction de leurs
types respectifs. En effet, le type 6; d’un joueur ¢ définit d’une part ses pré-
férences ('utilité du joueur 7 dépend de 6; puisqu’elle dépend de 6), et définit
d’autre part sa connaissance ez-interim (le joueur ¢ connaissant son type, sa
connaissance devient p(- | 6;) = p(- | HY*)). Comme avec les appareils corréla-
teurs, l'utilité peut étre évaluée a différents moments (FUDENBERG et TIROLE,
1991).

Définition 2.22 (Utilité dans un jeu bayésien). Dans un jeu Bayésien G,
Iutilité d’un profil de stratégies pures signalisées s peut étre évaluée a différents
moments du jeu :

Ex-ante Avant que le joueur i n’observe son type :

EU;(s) = Y _ Pr(6) x u;(s(0),0).

0€O

Ex-interim Aprés que le joueur ¢ observe son type 6; mais avant qu’il ne
découvre les types des les autres joueurs :

EUg,0,)(8) = Z Pr(0]6;) x u;(s(6)).

6co
Ex-post Aprés que le joueur i découvre les types de tous les joueurs :
Ui (s) = ui(s(0),6).

Dans le modéle & vecteurs aléatoires, les choix de joueurs se font ex-interim
(alors ils choisissent chacun une stratégie en fonction du signal qu’ils ont regu)
ou ex-ante (alors ils choisissent une stratégie signalisée qui indique ce qu’ils
choisiront pour chaque signal possible). Dans le modéle & loterie initiale, les
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Début Réception du signal Découverte de 1’état du monde
ez-ante ez-interim ex-post
(croyances sur ©) (croyances sachant 0)) |(connaissance de 6*)
Début Découverte du type

des autres joueurs

FIGURE 2.5 — Déroulé du jeu (en haut : modéle & vecteurs aléatoires ; en bas :
modéle a loterie initiale). Sont indiquées les croyances ou la connaissance de
chaque agent i & chaque moment du jeu.

joueurs connaissent, leur propre type, et choisissent nécessairement leur action
ex-interim. Les différents moments du jeu sont illustrés par la figure 2.5.

Les joueurs évaluent leur utilité espérée au moment ou ils choisissent leur
stratégie, c’est-a~dire ex-interim et éventuellement ex-ante (ce qui leur permet
de choisir une stratégie pertinente). Une fois que les stratégies auront été jouées,
ils obtiendront finalement une utilité ex-post, puisque I'un des états du monde
uniquement adviendra.

Exemple 2.11 (Utilités des joueurs). Dans l’exzemple 2.10, nous avons iden-
tifié en introduction le profil de stratégies signalisées s* = (s&, s%) tel que :

sa(06) = P, sp(0p) = P, sp(0%) = Pa.

En notant 6 = (05,0}) et 0' = (05,0%), les utilités ex-ante de ce profil, pour
les deux joueurs sont :

EUq(s") = p(0) x ug(s*(0), (6)) + p(6") x uc(s"(6"),(6"))

1 2
:§XO+§X$:2$/3,
EUg(s™) = p(0) x up(s*(9), (0)) + p(¢) x up(s*(¢'), (¢))
1

2
= 5 X104 3 x (10— y) =10~ 2y/3.

Les utilités ex-interim de ce profil, pour les deux joueurs et pour chacun de leurs
types, sont :

EU gy (5%) =p(0 ] 66) x ug(s*(8), (0)) +p(8" | 6) x u(s*(¢"), (6))
:%xO—&—%xm:?m/&

EUp01)(s") = (0 | 05) x up(s*(6),(0)) +p(8" | 05) x up(s* ("), (¢"))
—1x10+0x (10— y) = 10,

EUpg2)(s%) = p(0 | 0F) x up(s*(6),(0)) + p(0 | 6%) x up(s*(6),(¢"))
=0x10+0x (10—y)=10—y.
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Les utilités ez-post de ce profil, si l’état réel du monde est 0* = (0%,0%), sont :
UG (s7) = ua(s™(07),(67) =0, UL (s*) = up(s*(6%), (6%)) = 10.
Si 'état réel du monde est 0* = (95, 0%), les utilités ex-post sont :
UG (s%) = ua(s*(6%), (6%) ==, U (s*) = up(s*(67),(6%)) = 10 — y.

Les concepts de la théorie des jeux sous information compléte sont appli-
cables sous information incompléte, en considérant 1’utilité espérée ex-ante ou
ex-interim (selon que l’on soit dans un modéle & vecteurs aléatoires ou dans un
modéle a loterie initiale) pour évaluer les profils de stratégies pures ou mixtes.

Les stratégies pures s; : ©; — A; ou mixtes o; : ©; — ¥; du joueur ¢
peuvent étre strictement dominées ou dominantes, selon les mémes principes
que ceux décrits pour les jeux a information compléte (définition 2.5), et les
stratégies strictement dominées peuvent étre retirées itérativement. Rappelons
tout de méme que la dominance (itérée) repose sur un raisonnement ou les
joueurs essaient de prédire ce que les autres joueurs vont jouer. Cela pose la
question quivante : est-ce que les différents types d’un joueur sont vus comme les
différents ensembles d’information d’un unique joueur (dont le choix est réalisé
ex-ante, pour tous les signaux qui peuvent étre recus, comme dans le modeéle a
vecteur aléatoires) ; ou bien est-ce que les types d’un joueur sont vus comme des
joueurs potentiels différents, dont I’'un d’eux seulement sera sélectionné pour le
jeu (son choix est réalisé ex-interim, uniquement pour son propre type, comme
dans le modéle & loterie initiale) ?

Dans le modéle & vecteurs aléatoires, I'unique joueur devrait essayer de pré-
dire ex-ante les choix que les autres joueurs feront ex-ante, ainsi tous les types
de ce joueur feront la méme prédiction. A inverse, dans le modéle a loterie
initiale, les différents types d’un joueur, qui sont alors vus comme différents in-
dividus potentiels, font leurs prédictions ex-interim, et peuvent alors faire des
prédictions différentes (FUDENBERG et TIROLE, 1991).

Définition 2.23 (Dominance ex-ante). Une stratégie s; du joueur 7 est
strictement dominée ex-ante par une stratégie s; ssi, pour tout s_; :

dop:) D> pO-i | 6:)ui(si(6:)s_i(6-),0)

0,€0; 0_,€c0_;
< D pO:) D pO | )uilsi(6:)s—i(6-:),0)
0,€0; 0_,c0_;

Définition 2.24 (Dominance ex-interim). Une stratégie s; du joueur i est
strictement dominée ex-interim par une stratégie s} ssi, pour tout s_; :

Yo p(O-i | O)uilsi(B:).s-i(0-0),0) < Y p(6—i | bi)uils](6:).5-4(6—:),0)

0_,€0_; 0_,€0_;
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La notion d’équilibre de Nash, elle aussi, est directement traduite en utilité
espérée. On parle alors parfois d’équilibre bayésien.

Définition 2.25 (Equilibre de Nash). Un profil de stratégies s est un équi-
libre de Nash ssi aucun joueur n’a intérét a étre le seul & changer de stratégie,
quel que soit son type, c’est-a-dire ssi :

Vi € N, 398; € s, VO, € @i, EU(¢791,)(81') < EU(i,gi)(S;.S,i)

2.2.3 Théoréme de Howson et Rosenthal

Le théoréme d’Howson et de Rosenthal affirme qu’il existe un jeu a infor-
mation compléte permettant d’étudier tout jeu bayésien : les deux jeux ont les
mémes valeurs d’utilités (HOWSON et ROSENTHAL, 1974). Il consiste en fait
en une implémentation du modéle & loterie finale pondérée par les probabilités
ex-interim : c’est une preuve par construction.

Howson et Rosenthal ont proposé cette contribution pour les jeux bayésiens
a deux joueurs, qui sont alors transformés en jeux polymatriciels (c’est-a-dire
en jeux sous forme hypergraphique standard dont les jeux locaux ont tous deux
joueurs uniquement, définition 2.4). Nous présentons ici directement une géné-
ralisation de ce résultat, quel que soit le nombre de joueurs considérés.

Définition 2.26 (Jeu hypergraphique équivalent). Soit un jeu bayésien
G= (N, (4;,0;, ui)ieN,p). Son jeu hypergraphique équivalent est :

HR(G) = (N, B, (Ao0) e (@00 ecr e
tel que :
— N ={(i,0;) | i € N,0; € ©;} est I'ensemble des paires joueur-type,
— E ={e? | € O} est I'ensemble des jeux locaux (e? = {(4,6;) | i € N}
est 'ensemble des n paires joueur-type compatibles avec 6),

— A(i,0,) = A; est 'ensemble des actions de la paire (i, 0;),

— ﬁf: ei)(dee) =p(0|6;) x ui(aee,e) est la fonction d’utilité locale & e?.6
Théoréme 2.1 (Théoréme de Howson et Rosenthal 4 n joueurs). Pour
tout jeu bayésien G, les utilités ex-interim du joueur ¢ de type 6; sont égales aux
utilités globales de la paire (i, ;) dans le jeu hypergraphique équivalent HR(G),
c’est-a-dire : -

HR(G) -
EUg,oi)(S) = Ug0,) (@) ;

ou a est le profil de stratégies pures de HR(G) en bijection avec s, tel que :

Vi € N, Vo, € 61-, 81(91) = &(1791)

6. Par abus de notation, nous pouvons considérer que pour tout jeu local e?, un profil de
stratégies pures a0 € A o de HR(G) est aussi un profil de stratégies pures de G. En effet, les
joueurs participant & e’ sont les n paires (1,61),...,(n,0,). Alors, tout profil de stratégies

2]

0 o A ¢ o
a = <a((21,01)7 X -vd?n,an)) € Ao est anologue & (d‘i v dn ) €4
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Démonstration. Les fonctions d’utilité locales u¢ 9 associent & tout profil de
stratégies la « part d’espérance » qui est calculée sur ’état du monde 6. L’utilité
globale de la paire (4, 0;) étant la somme des utilités locales, elle est égale 1'utilité
espérée ex-intérim pour le joueur i de type 6;. O

Les deux jeux G et HR(G) associent les mémes utilités aux profils de stra-
tégies qui sont en bijection, pour chaque type de chaque joueur. Un corollaire
direct est que les stratégies dominées ex-interim et les équilibres de Nash de G
et de HR(G) sont en bijection.

Exemple 2.12 (Jeu hypergraphique équivalent). Considérons le jeu bayé-
sien de exemple 2.10. Son jeu hypergraphique équivalent est

HR(G) = (N, B, (Ai00) e (8i))ecronee )

ol :
N = {(G7 9&‘)7 (Bv 91B)7 (B7928)} s
Aoy = Aoy = Aoz = {1, P2l
E = {(91GvelB)v (eé‘v 9]23)} )
et ou les fonctions d’utilité locales sont définies par :

G.,0L),(B,6k -
gé 05)( B)}(a) _

~{(G.65),(B,6%)}
(G PO ) =

1
§ X UG(a79é¥elB)a

S

2
g X UG(d7 05023)3

S

{(G,0 B,0g a
(g @) = 1 (@0 0h),

~{(G,6 130
g B0 @) =1 % up (3, 05.03).

S

Toute linformation du jeu hypergraphique équivalent HR(G) est exprimée par
sa forme hypergraphique standard, donnée a la figure 2.6.

(@, 60L) (B,05) ‘ P, P,
¢ @10 5 (0.10) (B,0})
P2 (Ov 10) (CC, 10 — y)
) (B,0%)
(G, 04) P P
¢ Gy 010 (B.0)
Py (070) (27, 107y)

FIGURE 2.6 — Représentation hypergraphique de I’exemple 2.2



2.2. JEUX A INFORMATION INCOMPLETE 77

2.2.4 Jeux possibilistes et jeux crédaux

Le modéle de jeu a information incompléte a été récemment proposé dans
le cadre de la théorie des possibilités (BEN AMOR, FARGIER, SABBADIN et
TRABELSI, 2019, 2020; TRABELSI, 2020). Mathématiquement et sémantique-
ment, il s’agit d’un modéle trés similaire & celui des jeux bayésiens : les utilités
des joueurs dépendent & la fois des stratégies choisies et de I’état du monde w*,
lequel est, ici aussi, exprimé comme une combinaisons de types 6 = (61, ...,0,).
Ces types sont les signaux que regoivent les joueurs, ou alors ils décrivent di-
rectement les caractéristiques des joueurs, comme pour les modéles & vecteurs
aléatoires et & loterie initiale. Ici encore, les joueurs décident de leur stratégies
en fonction leurs types respectifs, ils jouent donc des stratégies signalisées (dé-
finition 2.17). La différence réside dans la théorie de la décision considérée :
la connaissance initiale est possibiliste (définition 1.48), le conditionnement de
Hisdal est utilisé (définition 1.49), et la régle de l'utilité pessimiste est considé-
rée pour tous les agents (définition 1.50), ce qui semble naturel dans un cadre
stratégique. De plus, si on souhaite considérer les stratégies mixtes, ce seront
les stratégies mixtes possibilistes (définition 2.13).

Nous retrouvons donc des définitions similaires & celles des jeux bayésiens.

Définition 2.27 (Jeu possibiliste). Un jeu possibiliste est un triplet
G = (N, (4;,0i,u;)ien, ),

ou N est l’ensemble fini des joueurs, A; I’ensemble des actions du joueur i,
©; Pensemble fini de ses types, u; : A x © — [0,1] sa fonction d’utilité et
m: 0O — [0,1] est une distribution de possibilité sur les combinaisons de types.

Rappelons que dans la théorie des possibilité, 1’échelle [0, 1] est utilisée pour
décrire tout préordre complet (qualitatif) muni d’un opérateur de renversement.
Les possibilités et les utilités doivent étre définies sur des échelles commensu-
rables, puisque leurs valeurs sont comparées dans I’expression de 1'utilité pessi-
miste.

Définition 2.28 (Utilité pessimiste d’un profil de stratégies pures).
Pour le joueur i ayant le type 6;, I'utilité pessimiste du profil de stratégies pures
a=(ay,...,a,) € Aest:
Ul()f;l)(a) = 9};%1871 max (1 — 7'('(9,1' | 01), ui(ai, 919,»)
Les concepts présentés pour les jeux bayésiens sont souvent transposables

directement. Ainsi, un équilibre de Nash est un profil de stratégies tel qu’aucun
joueur n’a intérét & changer de stratégie (quelque soit son type).

Définition 2.29 (Equilibre de Nash dans un jeu possibiliste). Un profil
de stratégies a est un équilibre de Nash si et seulement si :

Vi € N, Vo, € @i,Va; € Ai, UE?ZJ(G) > UE‘?ZL)(G;CL_z)
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Ainsi que 'ont montré Ben Amor et al., une contrepartie possibiliste du théo-
réme de Howson et Rosenthal existe pour les jeux possibilistes & deux joueurs
(BEN AMOR, FARGIER, SABBADIN et TRABELSI, 2020). Ils sont alors transfor-
més en jeu polymatriciel, c’est-a-dire en jeu hypergraphique dont les jeux locaux
impliquent deux joueurs uniquement. Nous reviendrons sur ce résultat dans le
chapitre 4. Rappelons que les jeux polymatriciels sont des jeux & information
compléte : ce résultat, en plus de permettre une représentation succincte, rat-
tache les jeux possibilistes & la théorie des jeux classique.

Durant mon doctorat, nous avons proposé un modéle de jeu incomplet basé
sur les fonctions de croyances, appelé jeu crédal ou jeu évidentiel, selon l'in-
terprétation attachée aux fonctions de croyance, ou Bel-Game d’une maniére
générale (POMERET-COQUOT, FARGIER et MARTIN-DOREL, 2022). La encore,
il s’agit d’un modéle similaire ol la connaissance est exprimée par une fonc-
tion de croyance (plus exactement : par une fonction de masse qui représente
une fonction de croyance). Nous avons longuement discuté les conditionnements
et les régles de décision de cette théorie, dans l'article cité ainsi que dans la
section 1.3.4. Nous avons montré que tous ces conditionnements et régles de
décisions sont utilisables, et proposé trois généralisation différentes du théoréme
de Howson et Rosenthal (I'une est générale, les deux autres sont particuliéres
a un conditionnement ou & une régle de décision) et donné leurs complexité
théorique.

Nous avons montré que les régles de décision considérées dans la théorie des
fonctions de croyance peuvent étre exprimées comme un calcul d’espérance gé-
néralisée, notion qui sera reprise et détaillée dans le chapitre 3. Les définitions et
les résultats obtenus, dans le cadre des jeux évidentiels ou crédaux, seront repris
et généralisés dans le chapitre 4, et détaillés en particulier dans la section 4.5.
Nous ne les présentons donc pas ici.

2.3 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté le modéle des jeux stratégiques, qui
capture les situations ou plusieurs agents choisissent chacun une stratégie sans
connaitre les choix effectués par les autres, et les concepts usuels qui s’appliquent
a ce modéle. D’une part, la dominance (et son complémentaire la rationalisabi-
lité) permet & un joueur d’identifier des stratégies qui sont pertinentes ou non,
quoi que décident les autres joueurs. Ces stratégies sont facilement identifiées
par les joueurs eux-mémes. D’autre part, la notion d’équilibre de Nash permet,
de caractériser des profils de stratégies ou personne n’a intérét & changer sa
propre stratégie. L’existence de tels équilibres, en stratégies pures, n’est pas ga-
rantie. Surtout, il n’est pas toujours évident de savoir si les joueurs identifieront
un équilibre de Nash, et s’ils identifieront le méme. Le concept est pertinent,
en revanche, du point de vue du modélisateur. Un organisme extérieur peut
en effet chercher les équilibres de Nash et, s’ils conviennent, il peut les recom-
mander aux joueurs. Ces recommandations seront alors stirement respectées.
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Inversement, un équilibre de Nash peut aussi correspondre a une situation que
I’on souhaite éviter, alors 'organisme externe peut chercher & les modifier en
impactant les utilités des joueurs (par exemple, avec des récompenses ou des
pénalités), pour que d’autres équilibres apparaissent, ou bien pour qu’il n’y en
ait aucun.

Nous avons aussi vu, dans le cadre des jeux & information compléte, que
nous pouvons décrire une certaine incertitude ou variabilité sur les choix des
joueurs, grace aux stratégies mixtes et aux appareils corrélateurs. Puis, nous
avons abordé le modéle des jeux bayésiens, en discutant les différentes inter-
prétations que I’on peut en donner. Ce modéle permet d’exprimer l'incertitude
sur les préférences des joueurs mais aussi sur I’environnement dans lequel les
décisions sont prises; il permet, dans une certaine mesure, de modéliser le fait
que les joueurs peuvent avoir des connaissance différentes. Les concepts de do-
minance et d’équilibre de Nash y sont définis. Nous avons terminé cette seconde
section en exposant le théoréme de Howson et Rosenthal, qui permet de trans-
former un jeu bayésien en jeu & information compléte, et donc d’utiliser les outils
théoriques et algorithmiques usuels sur les jeux bayésiens.

Dans les deux sections qui composent ce chapitre, nous avons évoqué les
rares travaux qui cherchent & dépasser la théorie de I'utilité espérée, que ce soit
a propos des stratégies mixtes ou du cadre des jeux & information incompléte.
Peu de résultats concernent ’application de théories alternatives de la décision
a la théorie des jeux, qui reste trés majoritairement probabiliste. Ces travaux
sont tous trés récents : la plupart d’entre eux a été publiée au cours des cinq
derniéres années. On y trouve, en particulier, des résultats dans le cadre de la
théorie des possibilités, et ceux que nous avons proposés durant mon doctorat
dans le cadre des fonctions de croyance. Dans chacun de ces travaux, les auteurs
ont di partir des justifications initiales et tout redéfinir « & partir de zéro ».

Dans les chapitres suivants, nous présentons la contribution principale de
cette thése. Nous pensons qu’elle facilitera ’application des théories alterna-
tives de la décision & la théorie des jeux. Dans le chapitre 3, nous proposerons
une approche algébrique permettant de modéliser la prise de décision par un
modéle général : la théorie de la décision considérée sera alors simplement un
parameétre du modéle. Puis, dans le chapitre 4, nous appliquerons ce modéle al-
gébrique a la théorie des jeux. Nous verrons alors que les jeux bayésiens, comme
les jeux possibilistes et les jeux évidentiels ou crédaux que nous avons rapide-
ment évoqués en fin de chapitre, sont des instances particuliéres de ce modéle.
De maniére similaire, les stratégies mixtes probabilistes et possibilistes seront
toutes les deux capturées par ce modeéle algébrique. Pour cela, nous devrons
repartir, une fois encore, des justifications initiales. Ceci devrait étre la derniére
occurence d’un retour & ces prémisses car le modéle algébrique que nous propo-
serons permet de décrire les jeux & information incompléte dans les différentes
théories alternatives de la décision, et méme des modéles mixtes oil les joueurs
ne considérent pas la méme théorie, voire ou l'incertitude pése sur la théorie
considérée. Enfin, cela nous permettra d’exprimer des résultats généraux, par
exemple nous montrerons une version algébrique du théoréme de Howson et Ro-
senthal, dont les instances probabilistes, possibilistes, évidentielles et crédales
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correspondent aux résultats proposés par Howson et Rosenthal pour les jeux
bayésiens, par Ben Amor et. al. pour les jeux possibilistes, et par nous pour les
jeux évidentiels ou crédaux.

Pour atteindre ces objectifs, nous devons donc d’abord établir le modéle
algébrique appelé modéle d’agent avec lequel nous modéliserons chaque joueur.
Ce modéle, qui permet d’abstraire la théorie de la décision considérée, est ’objet
du chapitre suivant.



Chapitre 3

Le modéle d’agent

Nous avons vu dans les chapitres 1 et 2 que la modélisation des agents, dans
un contexte de décision sous incertitude, implique de décrire leurs préférences
(sur espace des conséquences X), leurs connaissances (sur le cadre de discer-
nement (), et les régles de décision capturant leurs préférences sur les actes
(c’est-a-dire, sur les fonctions x : € — X). Nous avons vu aussi que plusieurs
cadres de décision ont été proposés pour modéliser les agents. Dans un cadre
de décision, seuls certains types de préférences et de connaissances peuvent étre
exprimées (par exemple, dans le cadre bayésien, les préférences sont quantita-
tives et les connaissances sont probabilistes) ; les régles de décision d’un cadre
de décision donné sont alors applicables & toutes les préférences et les connais-
sances exprimables dans ce cadre (par exemple, la régle de l'utilité espérée est
applicable & toutes préférences quantitatives et toute connaissance probabiliste).

L’objectif de ce chapitre est double. Nous proposons d’une part un modéle
générique que nous appelons modéle d’agent et qui permet de bien distinguer
les composants par lesquels nous modélisons un agent donné. Nous proposons
d’autre part de représenter algébriquement les régles de décision utilisées dans
ces modeéles d’agent par deux opérateurs abstraits @ et ® et par une fonction
f qui associe une utilité & tout ensemble de conséquences possibles. Cela nous
permet de considérer, pour les régles de décision représentables, un calcul d’es-
pérance généralisé que nous appelons XEU, dont 'expression est de la forme :

XEU(v,w,x) = P mw(B)@f(vox,B).
P£BCQ

Dans cette expression qui évalue acte y, v est analogue a une fonction d’utilité
et myw & une fonction de masse. Le lecteur attentif aura remarqué la simila-
rité avec les expressions que nous avons données pour les régles de décision du
formalisme des fonctions de croyances (définitions 1.44, 1.45 et 1.46).

Des approches algébriques ont déja été proposées dans un cadre statique
(FRIEDMAN et HALPERN, 1995 ; HALPERN, 2001 ; CHU et HALPERN, 2003), ainsi
que dans un cadre dynamique (PERNY, SPANJAARD et WENG, 2005 ; PRALET,
VERFAILLIE et SCHIEX, 2007). Durant mon doctorat, nous les avons utilisées

81
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dans un cadre multi-agents (FARGIER, MARTIN-DOREL et POMERET-COQUOT,
2021b). Nous ne les réutilisons pas ici : nous proposons une nouvelle structure
de régle de décision algébrique qui nous semble plus proche des définitions clas-
siques ; elle est surtout davantage adaptée aux capacités d’une part, et au cadre
multi-agents d’autre part. Particuliérement, et a 'inverse de (CHU et HALPERN,
2003) par exemple, nous verrons que nous pouvons représenter les régles basées
sur l'intégrale de Choquet.

Dans la section 3.1, nous décrivons d’abord le modéle d’agent général. Nous
définissons ses composants : les fonctions d’utilité algébriques, les capacités al-
gébriques et les regles de décision algébriques qui décrivent respectivement les
préférences, les connaissances et les régles de décision utilisables pour modéliser
un décideur. Nous formalisons la notion de cadre de décision, ce qui permet d’ex-
primer le fait que certaines régles de décision ne sont applicables qu’a certains
types de préférences et de connaissances.

Dans la section 3.2, nous représentons les capacités algébriques par des fonc-
tions de masse algébriques, de maniére similaire & ce que nous avons présenté
pour les fonctions de croyance. Ici, 'opérateur + est remplacé par un opéra-
teur abstrait B, ce qui permet de considérer les fonctions de masse usuelles
(B = +), les distributions de possibilités (F = max) et d’autres représentations
plus exotiques.

Dans la section 3.3, nous représentons algébriquement les régles de décision
par une instance de régle de décision. Une telle instance décrit les opérateurs
@, ® et les autres composants de 'expression XEU donnée ci-dessus et permet
donc d’appliquer cette régle algébrique. Nous verrons que les régles de décision
usuelles, présentées au chapitre 1, sont toutes représentables par des instances
de régle de décision.

3.1 Le modéle d’agent

3.1.1 Fonctions d’utilité algébriques et structures de pré-
férence

Considérons les deux types de représentations des préférences présentées en
section 1.1 : les relations binaires (qualitatives) et les fonctions de gain ou d’uti-
lité (quantitatives). Notons que, d’un coté, les préférences qualitatives semblent
plus riches car elles permettent de représenter des préférences qui ne forment pas
nécessairement un pré-ordre complet. D’un autre coté, les préférences quantita-
tives peuvent également sembler plus riches car elles encodent plus d’information
en rendant possible la comparaison entre écarts de gain ou d’utilité.

Nous représentons ces deux types de préférences, lorsqu’elles sont établies
sur une collection d’objets X, par des fonctions d’utilité algébriques de type
v : X — V prenant leurs valeurs dans un domaine V' muni d’une relation
=Y. Ainsi, une fonction d’utilité algébrique modélisant un agent qui préfére
au moins autant 'objet x & l'objet y vérifiera v(x) =" v(y). Formellement,
une fonction d’utilité algébrique sur X est décrite par une structure que nous



3.1. LE MODELE D’AGENT 83

appelons structure de préférence.

Définition 3.1 (Structure de préférence). Une structure de préférences sur
un ensemble fini X est un triplet V = (V, =", v) ou :
— V est un ensemble;
— =V est une relation binaire réflexive sur V (telle que Vv, v =V v);
— v : X — V est une fonction appelée fonction d’utilité algébrique.

L’ensemble des structures de préférences sur une collection d’objets X est
noté Prefs(X). Lorsque le contexte le permet, nous confondons la structure de
préférence V = (V, =V, v) € Prefs(X) avec la fonction d’utilité algébrique v :
X — V qu’elle décrit, et notons alors v € Prefs(X).

Tout ensemble ordonné (X, =%) décrivant une relation de préférence quali-
tative (définition 1.1) est trivialement représenté par la structure de préférence
(X =X e x)

La classe des structures de préférences qualitatives sur X est notée Prefs P
C'est-a-dire Prefs, (X) = {(X, =%,z — z) | =% est reflexive}

Remarque 29. La représentation d’une relation de préférence (qualitative) n’est
pas unique : plusieurs structures sont capables de représenter les mémes pré-
férences. Par exemple, si f : X — R est une représentation numérique d’un
préordre total =% alors (R, >, f) décrit la méme relation de préférence. Cepen-
dant, nous réservons le domaine R & I’expression des préférences quantitatives.

Les préférences quantitatives sont données par une fonction de gain ou d’uti-
lité u: X — R, telle que x =% 2’ ssi u(z) > u(z’) (définition 1.11). Elles sont
donc capturées par la structure de préférence (R, >, u). Une telle structure de
préférence conserve les valeurs des gains ou des utilités, qui sont utilisées par
les régles de décision le cas échéant.

La classe des structures de préférences quantitatives sur X est notée fPrest,
c’est-a-dire Prefs, (X) = {(R,>,u) |u: X — R}.

Remarque 30. Souvent, plusieurs fonctions u : X — R peuvent décrire les mémes
préférences quantitatives. Par contre, pour chaque fonction u, la structure de
préférence (R, >, u) qui la représente est unique.

3.1.2 Capacités algébriques et structures de connaissance

Les théories permettant de représenter l'incertitude que nous avons abor-
dées dans le chapitre 1 reposent sur I'utilisation d’une paire de capacités duales
(mesure de possibilité et nécessité, fonction de croyance et plausibilité, borne
inférieure et supérieure de probabilité, etc.).

Nous représentons de telles connaissances, lorsqu’elles sont établies sur un
cadre de discernement (2, par une capacité algébrique w : 2 — W prenant ses
valeurs dans un domaine W muni d’une relation =". Cette capacité algébrique
peut correspondre & une capacité inférieure (mesure de nécessité, fonction de
croyance ou borne inférieure de probabilité, par exemple) ; la capacité supérieure,
duale, sera alors déduite le cas échéant. Une capacité algébrique modélisant la
connaissance d’un agent ayant au moins autant confiance en la réalisation de
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I'événement A qu’en celle de ’événement B vérifiera w(A4) =" w(B). Formel-
lement, une capacité algébrique est décrite par une structure que nous appelons
structure de connaissance.

Définition 3.2 (Structure de connaissance). Une structure de connaissance
sur un cadre de discernement Q est un triplet W = (W, =", w) ou :

— W est un ensemble;

— >=W est une relation binaire réflexive sur W ;

— w: 2% — T est une fonction d’ensemble appelée capacité algébrique.

L’ensemble des structures de connaissances sur un cadre de discernement §2
est noté Xn(2). Lorsque le contexte le permet, nous confondons la structure de
connaissance W = (W, =" w) € Kn(f) et la capacité algébrique w : 22 — W
qu’elle décrit. Nous notons alors w € K ().

Aprés Friedman et Halpern, nous supposons sauf mention contraire qu’une
structure de connaissance est pointée et monotone croissante et que la relation
=W est un ordre partiel (c’est-a-dire que =" est réflexive, transitive et anti-
symétrique, définition 1.7).Il s’agit de la spécification la plus générale d’une
structure de connaissance (sur les événements) que nous avons trouvé dans la
littérature (FRIEDMAN et HALPERN, 1995).

Définition 3.3 (Structure de connaissance pointée). Une structure de
connaissance W = (W, =", w) € &n(Q) est dite pointée par L et T sl existe
deux éléments particuliers 1L € W et T € W tels que les trois propositions
ci-dessous sont satisfaites :

VvweWw, T =Ww =W 1,
w(l) =1,
w(Q)=T.

Définition 3.4 (Structure de connaissance monotone). Une structure de
connaissance W = (W, =" w) € %n(2) est dite monotone croissante si pour
tout A C Qet BCQ,

ACB = w(B) =" w(A).

L’interprétation d’une structure de connaissance pointée et monotone crois-
sante est claire : le degré de vraisemblance minimal est celui associé a 1’événe-
ment impossible (w(()) = L), le degré maximal est celui associé & ’événement
certain (w(2) = T) et, pour deux événements A C B, on sait que si A est
réalisé alors B est réalisé (c’est-a-dire w* € A = w* € B), on a donc au
moins autant confiance en la réalisation de B qu’en celle de A.

Les différents types de connaissances que nous avons présentés dans le cha-
pitre 1 étaient quasiment toujours capturés par une capacité p : 2% — [0,1]
pointée et monotone croissante, qui est naturellement décrite par la structure
de connaissance ([0, 1], >, ). Nous avons précisé que la théorie des possibilités
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permet de considérer un cadre purement ordinal. Les valeurs prises par une me-
sure de nécessité N peuvent ainsi étre exprimées sur un ensemble quelconque W
muni d’un pré-ordre complet ="'. Une telle mesure de nécessité est alors décrite
par la structure de connaissance (W, =" N).

Ces différents types de connaissances définissent, pour un cadre de discerne-
ment ) donné, des classes de capacités algébriques :

— Knprns () = {([0,1], >, Pinf) | Pinf est une probabilité inférieure} est

la classe des probabilités inférieures sur €2 ;

— Knpa(Q) = {([0,1],>,Bel) | Bel est une fonction de croyance} est la

classe des fonctions de croyances sur €;

— Knn(Q) = {(W,=" N) | N est une mesure de nécessité A =" est un

préordre total} est la classe des mesures de nécessité sur € ;

— etc.

Nous distinguons la classe des mesures de nécessité a valeurs dans [0, 1], que
nous notons Knyjo,1(€2) = {([0, 1], >,N)} [ N est une mesure de nécessité}.

Enfin, la connaissance considérée pour la prise de décision sous « ignorance
totale » permet uniquement de distinguer les états du monde possibles de ceux
qui sont impossibles. Afin d’harmoniser les définitions, nous proposons de les
représenter par des mesures de nécessité catégoriques, c’est-a-dire définies par
une distribution de possibilité 7 ne prenant que les valeurs 0 et 1 (indiquant
qu'w est impossible par 7(w) = 0, ou complétement possible par 7(w) = 1). Si
A ={w | m(w) = 1} est ’ensemble des états du monde possibles, la mesure de
nécessité N est telle que Np(B) =1 <= A C B. Nous notons Ki,,(Q2) =
{({0,1}, >, N) } N Krto,17(52) 1a classe des mesures de nécessité catégoriques sur
Q) exprimant 1’« ignorance totale ».

Toutes les capacités algébriques d’'une méme classe de capacités algébriques
Knp (ot B € {Pr,Bel,Ign...} est I'identifiant de la classe) partagent, en par-
ticulier, le méme co-domaine W et le méme opérateur de comparaison =".
Alors, pour une classe Kng de capacités algébriques donnée, nous notons ces
deux composants Wpg et EE/- Ainsi, la notation w € K 3(Q2) n’est pas ambigiie :
elle implique que w : 2% — Wpg soit décrite par la structure de connaissance
(Ws, =g s w) € Kng().

Exemple 3.1 (Classe des mesures de probabilité). La classe Knp, des
mesures de probabilité est définie, pour tout cadre de discernement 2, par :

B Pr(0)=0 A Pr(2)=1A
Kop: () = { (0.1, 2:P0) | o 4 B disjoints, Pr(A U B) = Pr(A) + Pr(B)} :

Le co-domaine des capacités de la classe Knp, est Wp, = [0,1] et leur opérateur
de comparaison est =p,=>. Toute capacité w € Knp,. () de cette classe est une
mesure de probabilité w : 2% — [0,1] sur Q.

Conditionnement d’une capacité algébrique

Nous avons vu au chapitre 1 que dans un cadre dynamique, il est néces-
saire de mettre & jour la connaissance. Que ce soit pour effectuer une révision
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des connaissances ou bien un focus, la mise & jour consiste & établir la ca-
pacité conditionnelle : aprés avoir observé un événement C' C €, la capacité
w devient w(- | C'), comme expliqué a la section 1.2.2. Ce conditionnement
« sachant C' » est défini pour une classe de capacités algébriques K donnée
(8 € {Pr,Bel,Ign,...}) : il peut étre appliqué a toute capacité algébrique de
cette classe (et pour tout cadre de discernement 2). Cependant, pour étre ap-
pliqué, I’événement conditionnel C' doit souvent vérifier une précondition (par
exemple si I’événement C' est impossible, de nombreux auteurs affirment que les
probabilités conditionnelles « sachant C' » ne sont pas définies).

Définition 3.5 (Conditionnement). Pour une classe de capacités algébriques
Knz donnée, un conditionnement est un couple :

C = (cond, precond),

o1, pour tout cadre de discernement, €2,
— cond : Kng(2) x 29 — Kng(Q) est I'opérateur de conditionnement ;
— precond : Kiz(2) x 2 — {L, T} est un prédicat booléen.

On notera Cond g ’ensemble des opérations de conditionnement de la classe
de structure de connaissance Kig.

Supposons w € Kz (€2) une capacité algébrique sur le cadre de discernement
2, appartenant a la classe Kng. Alors, un conditionnenemt (cond, precond) €
Cond g de cette classe Kng définit toutes les capacités algébriques condition-
nelles w(- | C') = cond(w,C) € Kng(£2) pour tous les événements C' vérifiant
precond(w,C') = T. Ces capacités conditionnelles w(- | C') appartiennent a la
méme classe Kng que la capacité algébrique a priori w.

Exemple 3.2 (Probabilités conditionnelles). Le conditionnement probabi-
liste classique (ou bayésien) est défini par le couple Cp, = (condpy, precondp,) €
Cond p, tel que, pour tout Q :

Pr(ANn(C)

condp, (Pr,C) = ([07 1], >, A— Pr(C)

) € KnPr(Q)
precondp, (Pr,C) = (Pr(C) # 0)

Remarque 31. Aprés les travaux pionniers de De Finetti, plusieurs auteurs
ont étudié l'objet conditionnel (A | C) en tant que tel. Dans cette approche,
w(A | C) ne correspond pas a la capacité w(- | C') mise & jour, pour laquelle
on demande la valeur associée & I’événement A, mais de la capacité initiale
w pour laquelle on demande la valeur associée & 1’objet conditionnel (A | C)
(DE FiNETTI, 1936, 1937; ADAMS, 1965 ; CALABRESE, 1987; GOODMAN et
NGUYEN, 1988; DuBoIs et PRADE, 1994b). Dans notre travail, nous n’avons
pas considéré cette approche, qui pourrait cependant étre appliquée en défi-
nissant cond(w,C) = A — w(A | C) et precond(w,C) = T <= la valeur
associée a l'objet conditionnel (A | C) est définie.
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Produit de capacités algébriques

Nous avons également vu, dans le chapire 2, qu’il est parfois nécessaire de
construire une capacité algébrique jointe sur {1 x - - - x€Q,, & partir de n capacités,
respectivement sur Qq,...,, (c’est le cas en théorie des jeux, par exemple,
lorsqu’on considére les stratégies mixtes, voir la définition 2.12). Cette opération
est appelée produit (ou parfois fusion) et sert & combiner plusieurs connaissances
différentes. Cette opération est définie pour une classe de capacités algébriques
Kng donnée et pour tous cadres de discernement.

Nous abstrayons cette opération par deux fonctions x'* et x9°P_ chacune
permettant de construire une capacité algébrique jointe.

La premiére fonction, x°2'*, est appelée produit cartesien; elle fusionne deux
capacités algébriques capturant une connaissance sur des événements indépen-
dants. Pour une classe de capacités algébriques Xig donnée, le produit cartésien
de wi € Knp(1) et wo € Kng(Q22) établies respectivement sur les cadres de dis-
cernement §2; et {2, est une capacité algébrique jointe X (wy, wy) = Wixa €
Knﬁ(Ql x §23) dont le cadre de discernement est 2; x Q5. Cette capacité jointe
Wix2 appartient a la méme classe Kz que les deux capacités wy et ws.

La seconde fonction, x9P, est appelée produit dépendant, elle fusionne une
capacité algébrique sur un cadre de discernement 2, et plusieurs capacités al-
gébriques sur un cadre de discernement {25 qui capturent la connaissance sur
Q5 en fonction d’w; € ;. Formellement, x9°P met en jeu une capacité algé-
brique wy € Kng(21) sur Qi, et une fonction f : Q1 — Kng(22) associant a
tout w; € €y une capacité algébrique f(wp) sur Qy. Cette fonction f associe
ainsi des connaissances différentes sur 25 & tout état du monde wy; € Q : la
connaissance sur )y dépend® d’w; € ;. La capacité algébrique jointe issue de
wi et de f est exprimée sur 21 x ()5 et appartient & la méme classe de capacités
algébriques Kng, c’est-a-dire x 4P (w, f) = Wixs € Kng (21 x Qa).

Définition 3.6 (Produit dépendant). Pour une classe de capacités algé-
briques Kng, et pour tous cadres de discernement 2, et {23, toute opération de
produit dépendant est une fonction de type :

XdeP : '](nB(Ql) X (Ql — Knﬁ(Qg)) — Knﬂ(Ql X Qg)

Une telle fonction x9°P combine une capacité algébrique w; € Kn (1)
et une fonction f : Q1 — Kng(Q2) associant & tout w; € Q) une capacité
algébrique sur Q. Ainsi, wiy = x9P(wy, f) € Kn (21 x Q2). On notera Prod
I’ensemble des produits dépendants de la classe Kng. Le produit cartésien de
deux capacités w1 € Kng(1) et wa € Kng(§22) est le cas particulier du produit
dépendant lorsque la capacité algébrique décrivant la connaissance sur 2, est
la méme pour tout w; € i, c’est-a-dire que la fonction f est constante. La
connaissance sur ) ne dépend plus d’w; € €.

1. De telles connaissances sont parfois appelées « conditionnelles », f(w1) est alors vue
comme le conditionnement « sachant w; » d’une capacité a priori non représentée. Nous ne
souhaitons pas introduire de relation entre le produit et le conditionnement, et utilisons ici le
terme « produit dépendant ».
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Définition 3.7 (Produit cartésien). Pour une classe de capacités algébriques
Kng, et pour tous cadres de discernement (21 et (23, 'opération de produit
indépendant est la fonction de type :

Xcart : Kﬂﬁ(91> X KﬂB(Qg) — K)“Lﬁ(Ql X Qg)

définie par :
XA (W, wy) = deP(wl,w — Wa).
Pour toute famille de capacités algébriques (wi,...,w,) € Kng(Q1) x --- X
Kng (), nous notons x°*(wy,...,wy) € Kug( x --- x Q) la capacité

algébrique jointe par produits successifs, c’est & dire :

At w,)...)).

Remarque 32. 11 semble naturel de demander des propriétés sur ces opérations
« produit » (en un sens, le produit cartésien devrait étre associatif et commu-
tatif, par exemple). Cependant, nous n’en n’avons pas besoin dans ce travail et
laissons au lecteur le soin de définir des produits pertinentes. Il pourra se référer
par exemple & (WALLEY et FINE, 1982 ; DUBOIS et PRADE, 1991 ; DESTERCKE,
2013)

cart ( cart ( cart (

X Wi, ..., Wp) = X w1, X Wa, X

Exemple 3.3 (Opérations « produit » pour les probabilités). Soient
p1: Q1 = [0,1] et pa: Qo — [0,1] deuz distributions de probabilité représentant
les mesures de probabilité Pri € Knp, (1) et Pry € Knp,(Q2). La mesure jointe
Prixe = X (Pry, Pra) € Kup, (1 xQ2) est la mesure de probabilité représentée
par la distribution pixo, telle que :

Pixa(wi,wa) = pr(wr) X p2(wz).

Soit maintenant une fonction f: Q1 — Knp,(Q2) qui associe & tout wy € Q; la
mesure de probabilité f(wy) dont la distribution est p,, : Q2 — [0,1]. La mesure
de probabilité jointe Prix; = x9P(wy, f) € Knp (1 x Q2) obtenue par produit
dépendant est la mesure de probabilité définie par la distribution pixs telle que :

Pixf(wi,wa) = p1(wi) X Puy, (wa).

Bien entendu, si la fonction f est constante (c’est-a-dire sip,,, = Duwr pour tous
wi,w) € Q1), nous retrouvons le produit cartésien ci-dessus.

3.1.3 Cadres de décision

Nous formalisons dans cette section, grace & la notion de cadre de décision,
les différents paramétrages avec lesquels sont établies les théories de la décision
présentées au chapitre 1. Un cadre de décision fixe la classe des fonctions d’utilité
algébriques et celle des capacités algébriques utilisables pour modéliser un agent.
Nous avons vu par exemple le cadre de décision bayésien, ol les préférences sont
quantitatives et ou la connaissance est décrite par une mesure de probabilité ; ou
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encore le cadre de I'ignorance totale, ot les préférences peuvent étre de n’importe
quel type, et ou la connaissance est catégorique (c’est-a-dire que seul I’ensemble
des états du monde possibles est connu).

Une fonction d’utilité algébrique est définie sur un ensemble de conséquences
X, et une capacité algébrique sur un cadre de discernement 2. Elles dépendent
donc toutes les deux de la situation de décision A = (Q,X,A) considérée, qui
définit le cadre de discernement, ’ensemble des conséquences et les actes réali-
sables d’une prise de décision particuliére (définition 1.15). A I'inverse, un cadre
de décision est défini pour toute situation de décision, c’est-a-dire pour tout X
et Q. En effet, on peut considérer un méme cadre de décision dans plusieurs
situations différentes. Par exemple, le cadre de décision bayésien impose 1'utili-
sation de mesure de probabilités et de fonction d’utilités quantitatives, quelque
soit la situation de décision considérée.

Définition 3.8 (Cadre de décision). Un cadre de décision F,, g associe & tout
ensemble de conséquences X et tout cadre de discernement () la classe de fonc-
tions d’utilité algébriques Prefs (X) sur X et la classe de capacités algébriques
Knp(Q) sur Q, c’est-a-dire

Fa5(X, Q) = Prefs (X) x Kng(Q) C Prefs(X) x Kn(€2).

L’indice « est donc I’identifiant de la classe de fonctions d’utilité algébriques ;
Iindice B celui de la classe de capacités algébriques. Comme précédemment, le
co-domaine des fonctions d’utilité algébriques du cadre F, g est noté V, et le
co-domaine des capacités algébriques est noté Wp.

Les différents cadres de décision que nous avons présentés au chapitre 1
peuvent étre caractérisés de cette facon.

Exemple 3.4 (Cadre de décision bayésien). Le cadre de décision Fg py
dans lequel la théorie de l'utilité espérée est établie est celui ou les fonctions
d’utilités sont quantitatives (& valeurs réelles) et les capacités sont des mesures
de probabilité (discrétes). Pour tout X et 2, il est défini par :

Fipe(X, Q) = Prefs(X) X Knp,(Q) = {((R, > ), ([0, 1], z,Pr))}

ot Pr est une mesure de probabilité.

Les co-domaines de Fg p, sont Vg = R et Wp, = [0,1], c’est-a-dire que toute
fonction d’utilité algébrique de ce cadre est de la forme u : X — R et que toute
capacité algébrique de ce cadre est de la forme Pr: 2% — [0,1].

La table 3.1 en page suivante liste les cadres de décision usuels que nous
avons présentés au chapitre 1. Pour les cadres de décision Fy N et Fx 1gn O une
mesure de nécessité est considérée, nous donnons également leurs restrictions
aux domaines réels, respectivement Fo 1) x €t FR ign-

Il est bien connu (et souvent facilement vérifiable) que certains cadres de dé-
cision en généralisent d’autres. Par exemple, le cadre de décision des fonctions de
croyance avec utilité quantitative généralise le cadre de décision bayésien. Avec
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Cadre F, Classe Prefs (X) ! Classe Knp () 2 Va Wp
Frpnt(X, Q) {(R,2,u)} {(0,1],>,Pinf)} R (0,1]
fR,PrIntV (X7 Q) (R7 27 ’LL) ([0’ 1]7 27 PI'_)} R [0’ 1]
]:R,Bel(X7 Q) (R7 Z, u) ([07 1]7 27 Bel)} R [0’ 1]
-FR,PT (Xv Q) (Rv >, u) ([07 1]7 >, PI‘)} R [Oa 1]
‘FV,N(X7Q) {Vva tvau)} {(V,EV, )} Vv Vv
F[O,l],N(Xa Q) ([0’ 1]727u)} E([Ov 1]7—7N)} [07 1] [Ovl]
]:X,Ign(X,Q) (X7 ixvx = x)} ({Oal}’>vN>% X [0’ 1]
fR,Ign(Xa Q) (R7 Z, u)} ({0, 1}, Z, N) R [0, 1]

! Les classes de structures de préférence sont définies pour toute fonction d’utilité al-

gébrique u : X — V,.

2 Les classes de structures de connaissance sont définies pour certains types de capa-
cités algébriques uniquement, qui sont précisés ici par les notations : Pinf dénote une
probabilité inférieure, Pr™ une capacité induite par des intervalles de probabilité, Bel
une fonction de croyance, Pr une mesure de probabilité et N une mesure de nécessité.

TABLE 3.1 — Cadres de décision usuels.

nos notations, un cadre de décision F, g généralise le cadre F ;5 si et seulement
si pour tout X et Q, F, 5(X,Q) C F, 3(X, ), c’est-a-dire si 'inclusion est vé-
rifiée pour les classes de fonctions d’utilité algébriques (Trefs,y(X) C Prefs (X))
et pour les classes de capacités algébriques (Kn;(Q2) € Kng(€2)). Ces relations
d’inclusions sont illustrées par la figure 3.1, et vérifiées dans I’assistant de preuve
CoQq (voir la section 5.4).

FR,Prinf

-FR,PrIntv

F1GURE 3.1 — Diagramme d’inclusion des cadres de décision
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3.1.4 Regles de décision

Nous nous intéressons maintenant aux régles de décision. Pour tout ensemble
de conséquences X et tout cadre de discernement €2, une régle de décision in-
dique la maniére dont des préférences sur X et des connaissances sur {2 sont
combinées, ce qui produit une relation de préférence sur les actes (c’est-a-dire
sur les fonctions x : 2 — X indiquant la conséquence qui advient en fonction de
Pétat du monde). Une régle de décision n’est cependant pas toujours applicable :
il faut que les préférences et la connaissance soient exprimées dans un cadre de
décision adapté. Par exemple, la régle de l'utilité espérée est définie pour tout
X et pour tout 2, mais uniquement pour des préférences quantitatives et une
connaissance probabiliste. Une régle de décision est donc définie pour un cadre
de décision F, g donné (celui de 'utilité espérée est Fr py).

Une régle de décision est une fonctionnelle? paramétrée par une fonction
d’utilité algébrique v :  — V et par une capacité algébrique w : 2 — W. Elle
associe a tout acte x : 2 — X un degré d’utilité dans un domaine U muni d’une
relation =Y. Ainsi, la régle de décision modélisant un agent qui préfére au moins
autant lacte x a ’acte x/ vérifiera u(v, w, x) =Y u(v, w, x’). Formellement, une
régle de décision est définie par une structure que nous appelons structure de
régle de décision.

Définition 3.9 (Structure de régle de décision). Une structure de régle
de décision du cadre de décision JF, 5 est un triplet 4 = (U, =Y, u) ou :

— U est un ensemble;

— >U est une relation binaire réflexive sur U ;

— Pour tout X et tout €2, u est une fonctionnelle associant une valeur de U &
tout triplet constitué d’une fonction d’utilité algébrique, d’une capacité
algébrique et d’un acte, c’est-a-dire dont le type est u : Prefs_(X) x
Knp(Q) x (2 —X) = U.

L’ensemble des structures de régle de décision du cadre de décision F, g est
noté Dec, 3. Comme précédemment, nous confondons la structure U = (U, =U
,u) € Dec, g avec la régle de décision u lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité et notons
alors u € Dec, g.

Remargue 33. Le cadre de décision F, g pour lequel une régle de décision u €
Decy g est définie ne permet pas d’identifier ni le co-domaine U, ni I'opérateur
de comparaison =Y. Souvent, la régle de décision u a le méme co-domaine que
la fonction d’utilité algébrique v, muni du méme ordre, c’est-a-dire U = V,, et
=U= >V mais nous n’imposons pas cette contrainte.

Au chapitre 1, nous avions exprimé les régles de décision par des fonction-
nelles Up : (2 — X) — R. Elles étaient ainsi paramétrées par un probléme de
décision D = (A, u, u), lequel était défini de maniére ad-hoc par une situation de
décision A = (2, X, A), une capacité p (ou les éléments permettant de la définir)
et une fonction d’utilité u. La structure de régle de décision U correspondant a

2. Une fonctionnelle, ou fonction d’ordre supérieur, est une fonction dont au moins un des
arguments est lui-méme une fonction.
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une telle régle de décision U est U = (R, u,>) ou la fonctionnelle u est définie,
pour tout X et €, et quel que soit A, par :

u(v, w, X) = U((Q,X,A)7W,V) (X)

Exemple 3.5 (Structure de ’utilité espérée). Au chapitre 1, la régle de
Dutilité espérée était définie, pour toute situation de décision A = (2, X, A), par
EU4,pr,u)(X) = Dpeq Pr{w}) xu(x(w)) (définition 1.26). La régle de décision
correspondante est donc décrite par la structure UPY = (R, >, uEU) € Decr pr,
0w la fonctionnelle u®Y est définie, pour tout X et Q, par :

u®(v,w,x) = ) w({w}) x v(xW))

weN

3.1.5 Modele d’agent

Nous avons pu abstraire les fonctions d’utilité, les capacités et les régles
de décision, qui sont décrites formellement par des structures (de préférence, de
connaissance et de régle de décision) exprimées dans un cadre de décision donné.
Cela nous permet de modéliser un agent lors d’une prise de décision. Un agent
est modélisé dans un cadre de décision F, g d’abord par une régle de décision
(applicable a toute situation de décision), puis, pour une situation de décision
A = (Q,X, A) particuliére, par une fonction d’utilité algébrique sur X et par
une capacité algébrique sur €.

Par exemple, un agent rationnel, au sens de 1’école bayésienne, souhaite maxi-
miser son utilité espérée. Si cela correspond & nos choix de modélisation, alors
cet agent est modélisé dans le cadre Fgr p, des probabilités et des utilités quan-
titatives par la régle de décision UFY ¢ Decg py. Pour la situation de décision
A = (92,X,A) considérée, nous établirons la fonction d’utilité v € Prefs (X) et
la mesure de probabilité w € Knp, () qui décrivent ses préférences sur X et sa
connaissance sur ) pour cette situation particuliére.

Nous appelons modéle d’agent la donnée de ces composants, c’est-a-dire la
donnée de trois structures du méme cadre F, g : une structure de regle de
décision U € Dec,, g, une structure de préférence V € Prefs_ et une structure de
connaissance W € Kng.

Définition 3.10 (Modéle d’agent). Dans un cadre de décision F, g donné
et pour toute situation de décision A = (,X,A), un modeéle d’agent est un
triplet :

=U,v,w)

ol :
— U = (U,=Y,u) € Decy g est une structure de régle de décision adaptée
au cadre F, g;
— V= (V,=",v) € Prefs_(X) est une structure de préférence sur X;
— W=W, =" w) e Kn(€2) est une structure de connaissance sur €2.
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Pour un ensemble de conséquences X et un cadre de discernement € don-
nés, ’ensemble des modéles d’agents exprimables dans un cadre de décision
Fap est noté Agent B(X’ ). Comme précédemment, nous confondons les struc-
tures avec les fonctions qu’elles définissent et notons ainsi Z = (u,v,w) €
Agent , (X, Q).

Pour une situation de décision A = (Q,X,A) donnée, un modéle d’agent
Z = (u,v,w) € ﬂlgentaﬁ(X,Q) contient tous les arguments pour la régle de
décision u, et permet donc de comparer les actes x : Q@ — X (particuliérement
les actes réalisables x € A). Z modélise un agent qui préfére au moins autant
lacte x a I'acte ’ si et seulement si :

u(v,w,x) =" u(v,w,x).

Remarque 34. Un modéle d’agent permet d’établir les préférences d’un agent sur
les actes (& partir de ses préférences sur les conséquences X et de sa connaissance
sur 2). On peut donc en déduire une fonction d’utilité algébrique, non pas sur
X, mais sur ’ensemble des actes, c’est-a-dire I’ensemble des fonctions 2 — X.
Elle est décrite formellement par la structure de préférence suivante :

(U, =YV, x = u(v,w, X)) € Prefs(Q — X).

3.2 Fonctions de masse algébriques

3.2.1 Définitions

Nous souhaitons ici représenter les capacités algébriques w : 2 — W dé-
crites par des structures de connaissance (définition 3.2) grace a des fonctions de
masse algébriques, de maniére similaire & ce qui a été présenté dans le cadre de
la théorie des fonctions de croyances (section 1.3.4). Formellement, une fonction
de masse algébrique est elle aussi définie par une structure.

Définition 3.11 (Fonction de masse algébrique). Pour un cadre de discer-
nement ) donné, une structure de fonction de masse algébrique est un quadru-
plet :

M= (W*,EEl,Ow,m>

ott (W*, @, 0y ) est un monoide commutatif® sur W* et m : 2% — W* est une
fonction d’ensemble appelée fonction de masse algébrique.

Une fonction de masse algébrique a vocation & représenter une capacité al-
gébrique.

Définition 3.12 (Représentation basée sur H). Soient w : 2 — W une
capacité algébrique décrite par la structure W = (W, =" w) € &n(Q) d’une
part, et m : 2 — W* une fonction de masse algébrique décrite par la structure

3. Un monoide commutatif est tel que B est associatif (w1 B (w2 Bws) = (w1 Bwsa) Bws),
commutatif (w1 Bwe = waBw1) et posséde un élément neutre noté Oy (wHOw = Ow Bw = w)
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M = (W* B, 0w, m) d’autre part. La fonction de masse m est une représenta-
tion basée sur B de w (ou H-représentation de w) si et seulement si pour tout
ACQ:

BCA

On note mf,.f, une fonction de masse algébrique m qui B-représente la capacité
algébrique w.

Définition 3.13 (Eléments focaux d’une fonction de masse algébrique).
Les éléments focaux d’une fonction de masse algébrique m : 2% — W* décrite
par la structure M = (W* H, Oy, m) sont les éléments B C ) pour lesquels
m ne s’annule pas, c’est-a-dire tels que m(B) # Ow. L’ensemble des éléments
focaux de m est alors :

Sp = {Be2ﬂ|m§,(B)7éOW}.

Remarque 35. L’existence d’un élément neutre Oy pour 'opération H n’est pas
un axiome nécessaire pour établir une H-représentation. Nous la demandons
pour des raisons de complexité. En effet, grace a cet axiome, la sommation de la
définition 3.12 se réécrit en w(A) = Hpc 45, m(B) : seuls les éléments focaux
inclus dans A y sont considérés. B

Enfin, nous pouvons caractériser les fonctions de masses algébriques par
leur degré de (k,H)-additivité, c’est-a-dire par la cardinalité de leur plus grand
élément focal.

Définition 3.14 (Degré de (k,H)-additivité). On dit qu’une fonction de
masse algébrique m est (k,H)-additive si son plus grand élément focal est de
taille & :
m est (k,H)-additive <= max |A| = k.
AES,

Par analogie avec les cas additifs (B = +) et maxitifs (B = max), une fonc-
tion de masse (1,H)-additive (ou seuls les singletons sont focaux) sera appelée
H-distribution.

3.2.2 Construction d’une H-représentation

Une capacité algébrique n’a pas forcément de H-représentation. Elle peut
n’en avoir aucune, une seule ou plusieurs pour un monoide (W* H, Oy ) donné.
Dans le cas oit B posséde une opération inverse* B, (W* 8,8, 0y ) est un
groupe commutatif et toute capacité algébrique w : 2© — W dont le co-domaine
W est inclus dans W* posséde une unique H-représentation.

Nous proposons ici une définition récursive de 'unique H-représentation
d’une fonction w : 2 — W lorsque B posséde une opération inverse.

4. B est une inverse de B si Vw1, Yws, w1 Bws Bws = wy.
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Définition 3.15 (Fonction de masse algébrique sur un groupe). Soit une
capacité algébrique w : 2 — W prenant ses valeurs dans un groupe commutatif
(W*, 8,8, 0y ). La fonction de masse algébrique m% : 22 — W est la fonction
dont les valeurs sont définies inductivement sur la cardinalité de ’argument A :

Al =0 = my(A) = w(4)

Al =1 = my(4) =w(4)B F m§(B)
BCA

Notons que la derniére expression est bien formée : la valeur de mZ(A) est

définie d’aprés les valeurs de mE (B) pour tout B C A, donc tels que |B| < |A].

Théoréme 3.1 (Unicité de la H-représentation sur un groupe). Soit une
capacité algébrique w : 2 — W prenant ses valeurs dans un groupe commutatif
(W*, 8,8, Oy ). La fonction de masse algébrique m : 2© — W définie ci-dessus
est 'unique H-représentation de w.

Démonstration. Ce théoréme est vérifié en CoQ (section 5.3.3). O

Lorsque l'opérateur H ne posséde pas d’opération inverse, il est tout de
méme possible de chercher une H-représentation mf',?, de w. Cependant, il peut
y avoir zéro, une ou plusieurs fonctions de masse vérifiant la définition 3.12.
En s’inspirant de cette définition, nous pouvons établir les contraintes que doit
vérifier m.

Théoréme 3.2 (Conditions nécessaires et suffisantes d’une H-représen-
tation). La fonction m$ : 22 — W* est une M-représentation de w : 29 — W
si et seulement si :

4] =0 w(A) = m¥(4)
4] =1 w(A) = mE(A) B [ m3(B)

BCA

Démonstration. Partant de la définition 3.12, remarquons que Fpc 4 mE(B) =
mEB(A)BHpc, mE(B). Ce théoréme est vérifié en CoQ (section 5.3.3). O

w

Par exemple, nous pouvons voir qu’une capacité w : 2% — [0,1] pointée
par 0 et 1 et monotone croissante (définitions 3.3 et 3.4) n’a généralement pas
de min-représentation. En effet, dés qu’il existe un événement C' # 0 tel que
w(C) < 1, nous ne pouvons satisfaire les conditions exposées au théoréme 3.2.

En effet, supposons que m@i" existe. Alors :

w(2) =1 =min <mw (Q),}glcnfl2 Moy (B))

= min (m&in(Q), glég min(B), JancHé mfy“(B))

w

min (60, i () w(C) ) < w(C) < 1.
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Inversement, toute capacité w : 2% — [0,1] pointée et monotone crois-
sante posséde au moins une max-représentation : elle-méme. En effet, pour
tout A, maxpca w(B) < w(A4). Alors w(A) = max(w(A), maxpc4 w(B)).
Remarquons cependant que cette max-représentation n’est généralement pas
unique (elle ’est si w est strictement croissante). Si il existe A C B tels que
w(A) = w(B), alors la contrainte se réécrit en w(A) = max (mL**(A), w(B))
et toute valeur mX2**(A) < w(B) est admissible. Dans ce cas, nous chercherons
a réduire le nombre d’éléments focaux et préférerons la valeur min®*(A) = 0. En
effet, 0 est I’élément neutre de H = max sur W* = [0,1] et A n’est donc pas
focal.

Les H-représentations les plus courantes sont celles basées sur la somme
(B = +) et, dans une moindre mesure, celles basées sur le maximum (B = max).

Dans la littérature, elles sont appelées transformées inverses de Moébius.

3.2.3 Représentations basées sur la somme

Toute fonction d’ensemble w : 22 — R a valeurs réelles posséde une +-
représentation qui est donnée par la transformée inverse de Moebius (SHAFER,
1976, peut-étre d’aprés MOBIUS, 1832). C’est le cas, particuliérement, lorsque
W € Knpine() est une probabilité inférieure.

Définition 3.16 (Transformée inverse de Moé&bius). Soit w : 2 — R. Sa
transformée inverse de Moébius mg, : 2 — R est définie par :

mi(A) =) (-1 w(B).
BCA

Bien entendu, I’addition a une opération inverse ('opération —). Cette +-
représentation est donc unique et est également caractérisée par le théoréme 3.1.

Remarque 36. La +-représentation d’une capacité algébrique w : 22 — R* (ne
prenant que des valeurs positives) peut prendre des valeurs négatives. Considé-
rons par exemple la mesure inférieure Pr~ : 2% — [0,1] sur Q = {w;,wo, w3}
définie par les intervalles de probabilité p(w;) € [0,1]. Pr™ vérifie Pr™ () =
Pr({w;}) = 0, Pr~({wi,w;}) = 1/2 et Pr(2) = 1. Alors, nous trouvons
mg —(0) = mf _({wi}) =0, mf _({ws,w;}) = 1/2 et m _(Q) = —1/2. Nous
avons introduit le domaine W* dans la définition 3.11 pour cette raison. En
effet, ici, W = [0,1] C W™*.

3.2.4 Représentations basées sur le maximum

Toute fonction d’ensemble w : 2% — [0, +oo[ & valeurs réelles et monotone
croissante posséde une max-représentation. Cette représentation n’est générale-
ment pas unique, et w est une max-représentation d’elle-méme. Cependant, la
meilleure max-représentation de w, au sens ou elle minimise 4 la fois le nombre
d’éléments focaux et le degré de k-maxitivité, est la « transformée qualitative
de Moébius », c’est-a-dire la contrepartie qualitative de la transformée inverse
de Moébius (MESIAR, 1997 ; GRABISCH et al., 2016).
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Définition 3.17 (Transformée qualitative de M&ebius). Soit w : 2% —
[0, +00[ une fonction croissante au sens de I'inclusion. Sa transformée qualitative
de Mogbius mmax : 22 — R est définie par :

e w(A) siVwe A, w(A\{w}) <w(4);
mis(4) = 4
sinon.
Remarque 37. Si w n’est pas monotone croissante au sens de l'inclusion, elle ne
posséde pas de max-représentation.

3.3 Reégle de décision algébrique

3.3.1 Définitions

Comme nous 'avons évoqué en introduction de ce chapitre, nous cherchons
maintenant a représenter les régles de décision par une unique régle algébrique
que nous appelons XEU, dont 'expression est de la forme :

XEU(v,w,x) = P mw(B)@f(voy,B).
0£BCQ

Ainsi, cette régle de décision algébrique est définie par deux opérateurs & et
® et par une fonction d’agrégation f. Cette expression est paramétrée par une
fonction d’utilité algébrique v et par une capacité algébrique w. Cependant, ce
ne sont pas les valeurs de w qui sont prises en compte, mais celles de la fonction
de masse algébrique mé‘i. Cette expression est donc également définie par le
monoide commutatif (W*, B, 0y ) pour lequel My, = (W*,8, Oy, m3) est une
H-représentation de w.

Définition 3.18 (Instance de régle de décision). Soit F, g un cadre de
décision. Une instance de régle de décision Z de ce cadre est un n-uplet :

Z= ((W*7BE"OW)a(U7®aOU)a®7f)a

ou :
— W C W
— (W*,B,0w) et (U,®,0y) sont deux monoides commutatifs ;
— ® : W* x U — U est un opérateur pour lequel Oy, est « absorbant »,
c’est-a-dire tel que Oy ® = = Oy ;
— Pour tout cadre de discernement €, f : (Q — V,,) x 22\ {}} — U est une
fonction d’agrégation.

Remarque 38. Les opérateurs @ et ® jouent le role de I’addition et de la multi-
plication. Cependant, ici, ils ne forment pas nécessairement un (demi-)anneau.
En effet, ® n’est généralement pas une loi interne, et n’est donc généralement
ni associative, ni commutative, ni distributive par rapport & @, et n’a générale-
ment pas d’élément neutre. Méme lorsque U = V, = W*, ces propriétés ne sont
pas attendues, seul le role d’élément absorbant de Oy est demandé.
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La fonctionnelle f est une fonction d’agrégation : f(v o x, B) € U est une
valeur « représentative » de cet ensemble, au regard de la fonction d’utilité
v et de Pacte x. Par exemple, la fonction minf telle que minf(v o x, B) =
ming,ep v(x(w)) associe & tout ensemble non vide la valeur minimale prise par
Vo Y.

Dans I'expression de la XEU donnée ci-dessus, nous considérons la fonction
de masse algébrique mi.i. Il s’agit de la H-représentation de la capacité algébrique
w, décrite par la structure M = (W*, B, Oy, m2).5 Une instance de régle de
décision Z définit ainsi tous les composants de cette expression.

Définition 3.19 (Utilité espérée généralisée — XEU). Soit une instance
de régle de décision Z = (W*,B,0w), (U,®,0y),®,f) du cadre de décision
Fa,p. Pour tout X et €2, toute fonction d’utilité v : X — V,, et toute capacité
w29 Wpg, l'utilité espérée généralisée d’un acte x : Q@ — X est :

XEU(Z)(v,w,x) = @) ma(B)@f(vox,B),
0#£BCQ

ott mZ : 2% — W* est la B-représentation de w.

Remarque 39. Nous avons remarqué & la section 3.2.1 que l'existence de 1’élé-
ment neutre Oy pour H n’était pas un axiome nécessaire ; nous le demandions
pour des raisons de complexité. Ici aussi, le fait que Oy soit un élément « absor-
bant » de ® et le fait que Oy soit un élément neutre de @ ne sont pas des axiomes
nécessaires pour définir une XEU. Nous les demandons pour les mémes raisons
de complexité : tout ensemble B qui n’est pas focal pour m?f, (c’est-a-dire tel
que mE (B) = Oy) vérifie ainsi m2(B) ® v = 0y. Or, Oy étant élément neutre
de @, la sommation ci-dessus se réécrit en @Besmm mB(B)@f(vox,B) : seuls

w

les éléments focaux y sont considérés.

On dira qu’une instance de régle de décision Z représente une régle de déci-
sion u si XEU(Z) = u au sens de Leibniz, c’est-a-dire si les deux fonctionnelles
prennent les mémes valeurs lorsqu’on leur donne les mémes arguments.

Définition 3.20 (Représentation d’une régle de décision). Pour un cadre
de décision F, g donné, une instance de régle de décision Z est une représenta-
tion de la régle de décision u décrite par la structure U = (U, =Y, u) € Decq,p
si, pour tous X et €2, pour toute fonction d’utilité algébrique v € Prefs (X),
toute capacité algébrique w € Kng(f2) et tout acte x : @ — X, on a:

XEU(Z)(v,w,x) =u(v,w,x).

Ainsi, lorsqu’un agent est modélisé par une régle de décision & dont ’ins-
tance Z est une représentation, la comparaison des valeurs prises par XEU(Z)
permettra d’établir ses préférences sur les actes (quelles que soient la situation
de décision, la fonction d’utilité algébrique et la capacité algébrique considérées).

5. Lorsqu’il existe plusieurs fonctions de masse H-représentant w, il s’agit de celle qui
minimise le nombre d’éléments focaux
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Exemple 3.6. Dans le cadre de décision Fg p, des probabilités et utilités quan-
titatives, la structure de régle de décision de lutilité espérée UPY = (R, >, u®Y)
(voir Uezemple 3.5) est représentée par linstance :

qu = ((R7 +7 0)7 (R7 +’ 0)7 ><7f)7

ot f est nimporte quelle fonction vérifiant £(g,{z}) = g(z) (par exemple la
fonction minf évoquée plus haut). En effet, la +-représentation d’une probabilité
Pr est 1-additive (c’est une +-distribution), ainsi :

XEU(ZFY) (v, Pr,x) = Z m,.(B) x minf(v o x, B)
##£BCO

=3 mit,({w)) % v(x(w)) = u®V (v, Pr,y).

weN

3.3.2 Instances de régles de décision

Reégles de Choquet, de Jaffray et du Transferable Belief Model

La régle de décision basée sur l'intégrale de Choquet est proposée dans le
cadre de décision général Fr p,mm¢ des probabilités inférieures et utilités quanti-
tatives. Celle proposée par Jaffray et celle du TBM (proposée par Smets) sont
données pour le cadre de décision Fr e des fonctions de croyances et utilités
quantitatives. Nous les étendons ici au cadre de décision Fg prinf qui généralise
celui des fonctions de croyance % (voir la figure 3.1).

Exemple 3.7 (Régle MMEU et instance correspondante). La régle de
décision MMEU (MaxiMin Expected Utility, définition 1.37) associe a tout acte
la valeur minimale possible d’utilité espérée, au regard de la famille de probabilité
Pw délimitée par la probabilité inférieure w et sa duale. Elle est ainsi décrite
par la structure UMMEU — (R, >, uMMEU) € Decr print GUEC :

uMMEU(V, w,x) = min EU(Pr,vo ).

PrePyw

Pour toute capacité sous-additive (ou capacité 2-monotone, telle que VA, B C Q,
w(AUB)+w(ANB) > w(A)+w(B), définition 1.28), l'utilité espérée minimale
est égale a l’intégrale de Choquet de v par rapport a w, et se réécrit alors :

uMME (y, w ) = uN (v w ) = Y 0 m(B) x minv(x(w).
P£BCO

6. Leurs définitions sont valides d’un point de vue mathématique. Cependant, ’interpré-
tation de la régle de Jaffray hors de la théorie des fonctions de croyance reste & proposer.
Inversement, celle du TBM nous semble claire : il s’agit d’évaluer l'utilité espérée au regard
d’une probabilité « moyenne » (appelée probabilité pignistique) dans le sens ot les masses des
éléments focaux sont distribuées équitablement sur les singletons, & la maniére de la valeur
de Shapley. On revient ainsi dans le formalisme des probabilités par le principe d’indifférence
(ou principe de la raison insuffisante), ou I'ignorance est « répartie » de maniére symétrique
de facon a ne privilégier aucun état du monde.
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Ainsi, la régle MMEU est représentée par l'instance de régle de décision :
ZChoquet — (R, +,0), (R, +,0), x, minf) ,
ot minf est définie pour tout g et tout B # () par minf(g, B) = min,cp g(x).

Exemple 3.8 (Régle de Jaffray et instance correspondante). La régle de
décision proposée par Jaffray (définition 1.45) est étendue ici au cadre Fg print-
Elle est établie directement sur la fonction de masse my, et paramétrée par une
fonction a : R? — [0,1]. Elle est définie par la structure U2T" = (R, >
7uJaﬁray°) S Q)ECR’prlnf ou :

T (v wox) = > md(B) x (a(B., B*) x B. + (1 - a(B., B*)) x BY),
0£BCQ

avec B, = min,ep v(x(w)) et B* = max,ecp v(x(w)). Elle est donc représentée
par linstance :

zZIaffa” — (R, +,0), (R, +,0), x, minmax®) ,
ot minmax® est définie pour tout v, tout x et tout B # 0 par :
minmax®(v o x, B) = (B, B*) x B, + (1 — a(B,, B*)) x B*.

Remarque 40. Soit la fonction al : R? — R définie par al(z,y) = 1. Alors,
minmax®! (v o x, B) = minf(v o x, B), c’est-a-dire Zlaffrayt — ZChoquet . 15 regle
de Jaffray généralise celle basée sur 'intégrale de Choquet.

Exemple 3.9 (Régle du TBM et instance correspondante). La régle
proposée par Smets pour le Transferable Belief Model (définition 1.46), et géné-
ralisée ici au cadre Fg prinf, €st décrite par la structure UTBM — (R, >, uTBM) S
Decg prinf GVEC :

u" (v wox) = Z BetPyw (w) x x(v)(w),
weN

ot BetPy (w) = > cpcomy(B)/|B| est la probabilité pignistique déduite de
w. Elle est représentée par l'instance de régle de décision :

Z7 = (R, +,0), (R, +,0), x, moy),
ot moy est définie pour tout g et tout B # () par moy(g, B) =3 5 9(x)/|B|.

Ces trois régles de décision sont applicables dans les cadres de décision inclus
dans Fgprins. En particulier, la régle de Choquet est celle utilisée pour les
intervalles de probabilité (le cadre de décision Fg pyintv). Elle a également été
proposée pour le formalisme possibiliste quantitatif (donc, pour le cadre de
décision Fjo,1),n) et pour la théorie des fonctions de croyances (cadre de décision
Fr,Be1)- Les régles de Jaffray et du TBM sont proposées initialement pour le
cadre Fg el De plus :
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— Dans le cadre de décision Fg p, des probabilités, ces trois instances de
régle de décision représentent la régle de 1'utilité espérée. En effet, cette
derniére est représentée par toute instance ((R,+,0), (R, +,0), x,f) ou
f(g,{z}) = g(z) (propriété que vérifient minf, moy et minmax® pour
tout «);

— Dans le cadre de décision Fg 1. de I'ignorance totale avec utilités quan-
titatives, 'instance de régle de décision Zhoquet — ZJaffray”! représente la
régle UM (ou régle de Wald, définition 1.18);

— Dans ce méme cadre de décision Fg gy, I'instance de régle de décision
27" représente la régle de Hurwicz? si a(z,y) = B pour z et y les
valeurs minimales et maximales d’utilité possibles (définition 1.20);

— Dans ce méme cadre de décision Fg 1gn, I'instance de régle de décision
ZTBM yeprésente la régle de Laplace (définition 1.22);

Ces résultats, pour la plupart bien connus, sont vérifiés dans la formalisation
Coq (voir la section 5.4.2).

Reégles de I’utilité optimiste et pessimiste

Les régles de lutilité optimiste et pessimiste (définition 1.50) sont proposées
dans le cadre des possibilités.

Ici, inversement & ce que nous présentions ci-dessus, nous considérerons la
fonction de masse qui max-représente la mesure de possibilité II, et non pas
celle qui représente la mesure de nécessité N ; c’est-a-dire que m** représente
la mesure supérieure et non pas la mesure inférieure. L’opérateur considéré est
B = max, ainsi la fonction de masse m}** minimisant le nombre d’éléments
focaux est trés facilement identifiée : c’est la max-distribution de possibilité m,

c’est-a-dire la transformée de Mdebius qualitative (définition 3.17) :

VA CQ, [Al=1 = mp**({w}) = m(w)
Al #1 = mp(4) =0

Exemple 3.10 (Régle de ’utilité optimiste et instance correspondante).
La régle de décision de l'utilité optimiste, dans le cadre de décision Fp 1N de
la théorie des possibilités sur Uintervalle réel [0, 1], est décrite par la structure
UOPt = ([0,1], >,uP") € Decjg1),n avec :

u°Pt (v, w,x) = gleaémin (7w (W), v(x(w)),

max

0t Ty est la distribution de possibilité dont est issu w. Puisque Ty, = min®* est la
meilleure max-représentation de w, la régle UOPt est représentée par Uinstance :

ZOpt = (([07 1]7 max, 0)? (Ra max, 0)7 min’ f)’

ot f est n’importe quelle fonction vérifiant f(g,{x}) = g(x), par exemple la
fonction minf présentée ci-dessus.
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Exemple 3.11 (Régle de l'utilité pessimiste et instance correspon-
dante). La régle de décision de l'utilité pessimiste, dans le cadre de décision
Flo,n de la théorie des possibilités sur lintervalle réel [0, 1], est décrite par la
structure UTS = ([0, 1], >, uP*s) € Decjp,1),N aVEC

upess(v, w,x) = mig max (1 — Tw(w), v(x(w)),
we
max

0t Ty est la distribution de possibilité dont est issu w. Puisque Ty, = min®* est la
meilleure max-représentation de w, la régle UT® est représentée par linstance :

Z%s = ((]0,1], max, 0), (R, min, 1), nmax, f),

ot nmax est définie par nmax(w,v) = max(l — w,v) et f est nimporte quelle
fonction vérifiant £(g,{x}) = g(z), par exemple la fonction minf présentée ci-
dessus.

Dans le cadre de décision Fjg 1) N, les valeurs prises par la regle de décision
u sont toutes dans 'intervalle [0, 1]. Nous aurions pu donner U = [0, 1] au lieu
de U = R. Cependant, cela nous permet appliquer ces régles de décision dans
le cadre de l'ignorance totale et utilités réelles Fg 1sn. En effet, dans ce cas,
UP® = Min (ou régle de Wald) et U°P* = Max. Ces instances de régle de
décision ZUr* et ZUPt sont donc également des instances des régles Min et
Max.

Reégle de Denceux et Shenoy et régle de Wilson

Intéressons-nous maintenant & la régle de décision proposées par Denceux
et Shenoy pour le cadre de décision des fonctions de croyance (DENGEUX et
SHENOY, 2020) et a celle proposée par Wilson pour le cadre de décision des
ordres de grandeur de probabilité (WILSON, 1995). Il nous semble qu’elles ont
été peu étudiées et peu utilisées (la premiére a été proposée trés récemment).
Elles sont présentées ici pour illustrer le fait que 'approche algébrique permet
de travailler facilement hors du cadre des réels.

La régle de l'utilité de Denceux et Shenoy, que nous avons présentée en
section 1.3.4, associe un intervalle & tout acte. Cet intervalle est calculé & partir
d’une fonction d’utilité (& valeurs réelles) et d’une fonction de croyance : c’est
une régle du cadre de décision Fg ge1. Cette régle modélise un agent qui préfére
lacte y a lacte X’ si les bornes de l'intervalle associé & y sont supérieures aux
bornes de I'intervalle associé & x’. Ce n’est donc pas un ordre d’intervalle au sens
de la définition 1.6. Rappelons enfin que cette régle est définie au regard d’une
famille de coefficients (o, Bz,y)s,yex2 dont la signification est la suivante : si
un ensemble de conséquences possibles X = {z,,...,z*} est assuré (z. étant la
pire et z* la meilleure conséquence possible), alors cette régle modélise un agent
qui est indifférent entre « obtenir x € X » et « tirer dans une urne contenant
Oz, .o+ boules z,, ;. « boules z* et 1 — a, z+ — Bz, 2+ boules z, ou z*. ».
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Exemple 3.12 (Régle de décision de Denceux et Shenoy et instance
correspondante). Soient (g, Bz,y)zyex2 une famille de coefficients. La régle
de décision de Denceuz et Shenoy est décrite par la structure de régle de décision

o, a,B N
UPSEU™ — (1R, uPSEU™ 1R) € Decy poy o1 -

— IR ={[a,b] | a < b} est l’ensemble des intervalles fermés bornés de R ;

— uDSEUaﬂ(X) = [a>o bx] est définie par :

ay = Z mi . (B) X oy (p) X UIJDEIE u(x(w))
0£BCQ

b= Y. mia(B) x By x maxu(x(w))
0#£BCQ

— =® est la relation définie par [a,b] =% [c,d] <= (a>c) A (b > d).
Elle est représentée par ’instance :

ZDSEUP _ (R, +,0), (IR, &, [070]),®;fc]v3,%EU)’
ou :
z®[a,b] =[x x a,x xb] ;

[a,b] @ [c,d] = [a+c,b+d] ;

£PSEU (4 B) = [ap x minu(z), ap X minu(x x max u(x)].
DI (u, B) = [ X minu(z), ap x minu(z) + 6 X maxu(z)
Notons que l'opérateur ® est bien défini puisque dans le cadre de décision Fg e
dans lequel s’applique cette régle, les fonctions de masses basées sur + repré-
sentent des fonctions de croyance et ne prennent donc que des valeurs positivies.

Nous avons présenté la régle proposée par Wilson pour les ordres de grandeur
de probabilité & la section 1.3.5. Elle met en ceuvre une capacité algébrique
dont le co-domaine n’est pas non plus un intervalle réel. En effet, un ordre de
grandeur est décrit par un couple (o,2) € R = ({+,—,0} x Z) U{(0,00)} dont
la signification est calibrée par un événement de probabilité € :

— Les couples (+,n) représentent les valeurs réelles positives d’ordre €",

telle que 2¢™ ou €"/2 par exemple;

— Les couples (—,n) représentent les valeurs réelles négatives d’ordre —e™ ;

— Les couples (0,n) représentent tous la valeur 0.

Les opérateurs correspondant a ’addition et a la multiplication sont notés ®° et
®°; lordre total sur R? est noté »=° ; tous sont définis dans la section 1.3.5. Dans
ce cadre Fro oom, les préférences sont capturées par une fonction d’utilité v :
X — R° (associant un ordre de grandeur d’utilité & chaque conséquence possible)
et la connaissance est capturée par une distribution d’ordre de grandeur de
probabilité p° : Q — R° dont on déduit la capacité w : 22 — R par :

w(4) = P W)

wEA
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Exemple 3.13 (Régle de décision de Wilson et instance correspon-
dante). La reégle de décision proposée par Wilson est décrite par la structure

RC -
Uoom = (R?, upom, =*") € Decgo,0om, 0t :

uoom(v,w,x) = EDO w({w}) ®° v(x(w)).

weN

Elle est représentée par l’instance :
ZOOM — ((RO, @o’ (0’ OO)) , (Ro7 @O, (0’ OO)) ’®o’ fOOM)

ot f est une fonction vérifiant £(g,{z}) = g(z).

Critéres de Bernoulli et du regret de Savage : préférences et régles

Enfin, nous terminons cette section en traitant deux des « régles de décision »
les plus anciennes : l'utilité de Bernoulli (ou l’agent considére non pas le gain,
mais le logarithme du gain, voir la définition 1.12) et la régle du regret de Savage
(ot ’agent considére non pas le gain, mais le « manque a gagner » dans le pire
scénario possible, voir la définition 1.21).

La régle de décision de Bernoulli peut étre exprimée sans difficulté comme
une structure de régle de décision, puis représentée par une instance de régle de
décision (grace a la fonction f définie par f(voyx, B) = > .5 bxIn MABD
Cependant, Bernoulli se place dans une approche préférentialiste : le fait que
la satisfaction d’un agent soit proportionnelle au logarithme du gain n’est pas
lié & une quelconque prise de décision, mais aux caractéristiques propres de
l’agent (d’aprés Bernouilli, cela dépend uniquement de sa richesse). Dans notre
cadre, Bernoulli propose une structure de préférence (qui décrit les préférences
sur les conséquences, c’est-a-dire sur les gains, lorsque ’agent est certain de les
obtenir). Ensuite, si une décision doit étre prise et que les gains associés sont
mal connus, il propose d’appliquer la régle de décision de Laplace, c’est-a-dire
de supposer ’équiprobabilité et de considérer l’espérance, non pas des gains
possibles, mais de leurs utilités. Nous modélisons donc de tels agents par des
structures de préférence de la forme :

V= (]R, > x»—>bxlna+m,)
a

et par la structure Urapiace de la régle de décision de Laplace (cette derniére
étant généralisée par Urpgy, et donc représentée par I'instance Z752Y),

Nous comprenons la régle du regret de Savage de la méme facon : nous
pensons que Savage propose surtout une facon d’exprimer les préférences sous
certitude d’un agent qui préfére gagner x > y plutét que y car le regret z—z = 0
est plus faible que le regret x—y > 0. Savage se placerait donc dans une approche
préférentialiste : ces préférences existeraient en dehors de toute prise de décision.
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En effet, si par exemple une conséquence est imposée a 'agent, il peut regretter
d’avoir obtenu z alors que ¥, z, etc. étaient possibles. Dans notre compréhension
de ce critére, Savage proposerait donc d’utiliser la régle de décision Min, ou
critére de Wald (sous ignorance totale, ’agent considére le pire scénario pour
chaque acte, c’est-a-dire celui ou le regret d’un acte est maximal).

Notons que le regret de Savage n’est pas exprimable dans notre cadre par
une structure de régle de décision. En effet, une structure de régle de décision
est définie quels que soient X et €2, et n’a donc pas accés & I’ensemble des actes
réalisables A d’une situation de décision particuliére.

Cela nous semble normal et intuitif. Comme pour 1’utilité de Bernoulli, nous
pensons en effet que le regret doit étre capturé par la structure de préférence ”
et que seule 'approche pessimiste doit étre capturée par la régle de décision Min
(qui est représentée par les instances de régle de décision ZChoget et Z7ess),

Ces deux « régles de décision » indiquent donc chacune une fagon alter-
native de décrire les préférences quantitatives d’un agent. Si une décision doit
effectivement étre prise, c’est au regard de ces préférences qu’elle le sera. Ber-
noulli comme Savage proposent alors chacun de considérer une régle de décision
existante (la régle de Laplace ou la régle Min).

3.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons d’abord développé un modéle d’agent géné-
rique permettant de bien distinguer les différents composants que ’on considére
pour modéliser la prise de décision : les préférences sur les conséquences, la
connaissance et la régle de décision. Nous avons ensuite montré que les capaci-
tés algébriques peuvent étre représentées par des fonctions de masse algébriques,
particuliérement celles considérées dans les principales théories de I'incertitude.
Enfin, nous avons montré que de nombreuses régles de décision peuvent aussi
étre représentées algébriquement par la régle XEU, et avons donné les instances
des régles les plus usuelles. Cette approche algébrique nous permettra, dans le
chapitre 4 consacré a la prise de décision multi-agents, d’exprimer nos résultats
« quelle que soit la théorie de l'incertitude et la régle de décision considérées ».
Bien entendu, des hypothéses pourront étre imposées pour ne considérer que

7. Pour cela, il est nécessaire de reformuler le probléme. Si ’ensemble des gains possibles
est X C R, alors un tel agent considére que ’ensemble des conséquences est X x 2%¥ C R x 2K,
Chaque élément (z, B) € X X 2% représente la conséquence « obtenir le gain z alors qu’on
aurait pu obtenir les gains @’ € B ». Les préférences quantitatives, sur R x 2R, sont définies
par : (z, B) ERXQR (¢',B") <= mingepz—y > mingcp y —a'.

Les préférences sur X x 2% d’un tel agent seraient ainsi modélisées par la structure de préférence
VRes = (R, (z,B) — mingepz —y, >) € Prefs (X x 2%). Sous ignorance totale, un agent
suivant la « régle du regret de Savage » est alors modélisé par la structure de préférence VReg,
par une capacité catégorique et par la régle de décision Min (ou régle de Wald) décrite par la
structure H/Min

Note : avec une telle définition, il est possible, sans difficulté, de considérer les régles de Laplace
et de Hurwicz avec des préférences basées sur le regret. Dans un cadre de décision plus général,
nous pourrions par exemple également considérer le regret espéré.
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certaines de ces théories et régles (par exemple, nous considérerons dans la sec-
tion 4.4 uniquement les régles de décision qui peuvent étre représentées la régle
de décision algébrique XEU).

Notre travail fait écho, particuliérement, aux résultats proposés par Chu,
Friedman et Halpern dans un cadre statique (FRIEDMAN et HALPERN, 1995;
HALPERN, 2001 ; CHU et HALPERN, 2003, 2004). Leur ambition, comme la notre,
est de capturer par une structure universelle la diversité des théories de ’incer-
titude et/ou des régles de décision. Particuliérement, I’approche suivie pour
définir les structures de connaissance de maniére trés générale, en n’introdui-
sant des propriétés que lorsqu’elles sont nécessaires, correspond & celle suivie
par Friedman et Halpern. L’approche que nous proposons s’en distingue lorsque
nous proposons de représenter ces structures de connaissance par des fonctions
de masse. Les fonctions de masse basées sur + sont largement utilisées et celles
basées sur max peuvent se retrouver dans la littérature concernant la théorie des
possibilités. Il nous semble que la notion de fonction de masse algébrigue, basée
sur un opérateur abstrait, est nouvelle. Enfin, la représentation algébrique des
régles de décision par une régle universelle (utilité espérée généralisée, ou XEU)
a déja été proposée par Chu et Halpern (CHU et HALPERN, 2004). Cependant,
notre approche est différente : la principale différence est que 1a ou ces auteurs
travaillent sur la capacité algébrique, nous travaillons sur la fonction de masse
algébrique. Cela nous permet, en particulier, de représenter la régle de décision
basée sur l'intégrale de Choquet.

Le critére du regret de Savage, dans notre cadre, ne peut pas étre décrit par
une régle de décision et doit étre capturé par la structure de préférence. En effet,
la régle de décision est définie pour tout ensemble de conséquences X et pour
tout cadre de discernement 2, et n’a pas accés a I’ensemble des actes réalisables
A, ce qui nécessaire pour exprimer le regret. Bien qu’il soit facile d’étendre
notre définition afin qu'une régle de décision soit définie pour toute situation
de décision A = (Q,X,A), nous ne souhaitons pas faire cette extension. En
effet, nous nous plagons dans un approche préférentialiste (ou les préférences de
Pagent sur X existent en dehors de toute prise de décision) ; comme nous l’avons
expliqué, il nous semble que le critére du regret de Savage, comme 'utilité de
Bernoulli, est avant tout une description des préférences de ’agent.

Il reste par ailleurs plusieurs pistes & explorer dans le cadre mono-agent.
Nous pensons en particulier qu’il serait intéressant de chercher une « axiomati-
sation algébrique », c’est-a-dire un ensemble d’axiomes consensuels, s’il existe,
permettant de caractériser les propriétés minimales des fonctions d’utilité algé-
briques et des fonctions de masse algébriques. Cela ferait écho, particuliérement,
a la transcription des postulats de Savage proposée par Chu et Halpern dans
leur cadre (CHU et HALPERN, 2003). Cela constituerait un travail & part entiére,
qui n’a pas été ébauché dans cette thése.

Enfin, nous pensons (et nous espérons) que le modéle d’agent que nous pro-
posons, et surtout sa représentation par des fonctions de masse algébriques et
des instances algébriques de régle de décision, permettra de développer des al-
gorithmes généraux comme ceux développés d’aprés les travaux des auteurs pré-
cédemment cités (PERNY, SPANJAARD et WENG, 2005 ; PRALET, VERFAILLIE



3.4. CONCLUSION DU CHAPITRE 107

et SCHIEX, 2007). Notre cadre est au moins aussi adapté et il nous semble plus
aisé d’y caractériser les complexités liées aux calculs nécessaires aux régles de
décision. C’est en effet la fonction de masse algébrique qui détermine le nombre
d’opérations nécessaires (plus précisément, c’est le nombre et la taille des élé-
ments focaux qui dicte le nombre d’opérations, lesquels sont bornés le degré de
(k, B)-additivité).

Dans le chapitre suivant, nous nous intéresserons a la facon dont les diffé-
rentes théories de l'incertain s’appliquent dans les situations de prise de décision
multi-agents. Dans ces situations, la conséquence, et par suite 1'utilité des agents,
dépend des choix faits par tous les agents : un agent ne peut généralement pas
décider seul de son utilité. Grace au modéle d’agent que nous avons développé
dans ce chapitre, nous pourrons aborder cette problématique en toute généralité.
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Chapitre 4
Les jeux généralisés

Dans le chapitre précédent nous avons proposé un cadre trés général, le mo-
déle d’agent, qui permet de capturer les modéles les plus usuels rencontrés en
théorie de la décision. Nous avons aussi montré que la plupart des régles de
décision peuvent étre décrites par une unique régle algébrique que nous appe-
lons XEU. Nous nous intéressons maintenant aux situations de décision multi-
agents stratégiques appelées jeux simultanés, qui ont déja été présentées dans
le chapitre 2. De telles situations impliquent plusieurs agents (les choix des uns
impactant les résultats obtenus par les autres) que nous souhaitons modéliser
grace au modéle d’agent défini dans le chapitre précédent. Nous les appelons
alors jeuz généralisés.

Nous nous intéressons d’abord, dans la section 4.1, aux jeux & information
compléte, c’est-a-dire aux situations de décision multi-agents ot les conséquences
des choix des joueurs sont parfaitement connues. Dans de tels jeux tous types
de préférences peuvent étre considérés. Nous constatons que les concepts usuels
(dominance, équilibres) peuvent trés facilement s’y exprimer. Puis, nous discu-
tons les deux formes d’incertitude que I’on rencontre dans les jeux & information
compléte : les stratégies mixtes, ot 'incertitude pése sur les choix des joueurs,
et les équilibres corrélés, ou l'incertitude pése sur un appareil que les joueurs
observent pour faire leurs choix respectifs. En traitant ces deux points, nous
répondons aux deux difficultés du modele des jeux généralisés.

Puis, nous étudions dans la section 4.2 la facon dont les modéles d’agents
s’expriment dans les jeux hypergraphiques (& information compléte). Cela nous
permet d’harmoniser nos définitions tout en offrant un plus grand degré de
liberté dans les choix de modélisation. Nous précisons les contraintes permet-
tant de retrouver les jeux hypergraphiques classiques, tels que présentés dans la
section 2.1.1.

Ensuite, nous traitons dans la section 4.3 les jeux généralisés & information
incompléte (ou la conséquence des choix des joueurs n’est pas parfaitement
connue). Dans de tels jeux, les agents sont modélisés par un modéle d’agent
complet : on y représente leurs préférences, leurs connaissances et leurs régles
de décision respectives. A Iinverse de ce que propose Harsanyi pour les jeux
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bayésiens, nous exprimons notre modéle en terme de signaux et non pas en
termes de types. En effet, hors de la théorie de 'utilité espérée, la définition basée
sur les types est moins générale. Nous constatons ensuite que les principaux
concepts (dominance, équilibres) y sont bien définis et que les difficultés ont
déja été traitées en considérant des stratégies mixtes et des équilibres corrélés
dans le cas des jeux & information compléte.

Enfin, nous proposons dans la section 4.4 deux facons de transformer un
jeu a information incompléte en un jeu & information compléte équivalent, dans
le sens ou 'on peut étudier 'un en se basant sur 'autre : les deux jeux ont
par exemple les mémes stratégies dominées et les mémes équilibres de Nash.
La premiére transformation, dite de Selten, est applicable & tout jeu & infor-
mation incompléte. Le simple fait que cette transformation existe nous permet
de bénéficier de ’ensemble des résultats qui ont été proposés dans le cadre de
la théorie des jeux classique (KREPS, 1990 ; FUDENBERG et TIROLE, 1991). La
seconde transformation, dite de Howson et Rosenthal, est applicable aux jeux ol
les régles de décision des joueurs sont représentées par des instances de la régle
algébrique XEU. Alors, & la maniére de ce que ces auteurs ont proposé pour les
jeux bayésiens, le jeu a information compléte équivalent est donné sous forme
hypergraphique. Cette représentation potentiellement succincte permet 1'utili-
sation d’algorithmes en temps raisonnable (WILSON, 1971; JOURDAN, 2022).
Nous établissons la complexité spatiale et temporelle de cette transformation.

Nous terminons ce chapitre par la section 4.5, ol nous considérons les Bel-
Games (jeux évidentiels ou crédaux). Cette appellation désigne le cas par-
ticulier des jeux a information incompléte dans la théorie des fonctions de
croyance (POMERET-CoOQUOT, FARGIER et MARTIN-DOREL, 2022). Nous les
avons définis durant mon doctorat et nous avons proposé deux transformations
de Howson et Rosenthal supplémentaires, I'une adaptée & un conditionnement
particulier, 'autre & une régle de décision particuliére. Nous présentons en fin
de section les expérimentations que nous avons réalisées, qui viennent conforter
et affiner les résultats théoriques de complexité.

4.1 Jeux a information compléte généralisés

4.1.1 Situation de jeu et jeu a information compléte

Dans un jeu & information compléte, les conséquences des choix des joueurs
sont parfaitement connues. Seules les préférences des agents (sur I’ensemble des
conséquences X) ont besoin d’étre considérées. Or, nous avons vu que dans un
jeu ces conséquences sont habituellement laissées implicites (définition 2.1). Afin
de les expliciter, nous représentons d’une part la situation de jeu, qui décrit la
situation « objective » & la maniére d’une situation de décision (définition 1.15),
mais pas les préférences des joueurs, & la maniére de (GIBBARD, 1973). Dans
un jeu de société, la situation de jeu serait appelée « régle du jeu » : elle décrit
les conséquences des choix faits par les joueurs et est donc identique pour tous
les joueurs, quels qu’ils soient. D’autre part, nous représentons les préférences
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des joueurs, qui varient en fonction des joueurs considérés. Par exemple, un
joueur altruiste peut préférer laisser gagner son adversaire : il considére la méme
situation de jeu, mais ses préférences différent de celles d’un joueur compétitif.

Considérons un ensemble de joueurs N = {1,...,n}, chacun choisissant
une action a; € A;. La conséquence de leurs choix, c’est-a-dire la conséquence
du profil de stratégies pures a = (ay,...,a,) € A effectivement joué, est un
élément x € X. Nous pouvons donc poser une fonction ¢ : A — X, appelée
fonction-conséquence, qui associe a tout profil de stratégies pures a € A une
unique conséquence c(a) € X. Le choix de 'ensemble des conséquences X étant
laissé a la discrétion du modélisateur, il est possible de décrire des conséquences
simples (par exemple, « le joueur ¢ gagne la partie », alors X = N) comme des
conséquences complexes (par exemple, « chaque joueur i gagne x; euros, alors
X=R").

Définition 4.1 (Situation de jeu a information compléte). Une situation
de jeu & information compléte est un quadruplet :

CG = (N, (A)ien,. X, c)

ol :
— N est ’ensemble des joueurs;;
— A, est 'ensemble des actions du joueur i;
— X est I’ensemble des conséquences ;
— c: Ay x - x A, — X est la fonction-conséquence.

Pour tout jeu & deux joueurs, on peut expliciter la matrice des conséquences
décrivant les valeurs que peut prendre la fonction-conséquence ¢ (exemple 4.1).
Cette matrice contient toute l'information présente dans la situation de jeu,
c’est-a-dire les joueurs, leurs actions et les conséquences associées & leurs choix
potentiels.

Exemple 4.1 (Situation de jeu et matrice de conséquences). Considé-
rons le jeu de conservation écologique de l'exemple 2.1, dont le diagramme est
rappelé page suivante (figure 4.1) : un garde-chasse G et un braconnier B doivent
chacun décider d’aller en Py ou en Py (si le braconnier est seul, il braconne ; si
il est avec le garde-chasse, il se fait arréter).

FI1GURE 4.1 — Diagramme du jeu de conservation 2.1
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La situation de jeu est CG = (N, (4;)ien, X, c), avec :
N ={G, B}
Vi € N, A ={P1, P}
X = {Arrestation,P1 braconné, P2 braconné}
Arrestation siag =ap
Va € Ag x Ap, c(a) = { P1 braconné siap = P| # ag
P2 braconné siap = P # ag.

Toute l’information décrite par la situation de jeu CG est résumée dans la ma-
trice des conséquences donnée en table 4.1.

B

G P Py
P; | Arrestation P2 braconné
P, | P1 braconné Arrestation

TABLE 4.1 — Matrice des conséquences pour le jeu de conservation écologique 2.1

Pour une méme situation, plusieurs jeux & information compléte peuvent étre
définis : ils ne différent alors que par les préférences des joueurs. L’idée est que
tous les braconniers et gardes-chasse jouant & ce « jeu » considérent la situation
de jeu CG donnée ci-dessus (en effet ce sont les « régles du jeu »), mais n’ont
pas nécessairement les mémes préférences sur les conséquences. Par exemple, un
garde-chasse corrompu peut préférer laisser le braconnier braconner.

Un jeu a information compléte est donc simplement défini par une situation
de jeu et par les fonctions d’utilité algébriques décrivant les préférences des
joueurs sur ’ensemble des conséquences X.

Définition 4.2 (Jeu a information compléte). Un jeu & information com-
pléte CG est la donnée d’une situation de jeu CG = (N, (A;)ien, X, c) et des
structures de préférence V; € Prefs(X) de chaque joueur i € N, c’est-a-dire :

CG = (Cg’ (Vi)ieN) :

Remarque 41. Les types de structures de préférence des joueurs sont indépen-
dants : par exemple certaines structures peuvent décrire des préférences quali-
tatives et d’autres des préférences quantitatives.

Exemple 4.2 (Jeu avec utilités homogénes). Le jeu de conservation éco-
logique décrit a Uexemple 2.1 est modélisé par la situation de jeu CG ci-dessus
(exemple 4.1) et par les structures de préférences Vo = (R, >,vg) et Vg =
(R,>,vpg). Les fonctions d’utilités sont :

ve(Arrestation) =z vp(Arrestation) = 10—y

v (P1 braconné) =0 vp(P1 braconné) = 10

v (P2 braconné) =0 vp(P2 braconné) = 10
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Dans ce jeu, les préférences des joueurs sont homogénes : les deux fonctions
d’utilité sont quantitatives.

Exemple 4.3 (Jeu avec utilités hétérogénes). Considérons maintenant la
méme situation de jeu, mais supposons que nous ne disposons pas de l’infor-
mation quantitative concernant les préférences du garde-chasse. Nous savons
seulement qu’il préfére arréter le braconnier et, sinon, qu’il préfére que Py soit
braconnée plutot que Py. Ces préférences sont qualitatives, totalement ordonnées,
et telles que :

Arrestation >3é P2 braconné %35; P1 braconné.

Elles sont décrites formellement par la structure Vg = (X t}é, T x)E Treﬁx.
Si par ailleurs nous considérons la fonction d’utilité quantitative vp du bra-
connier donnée a [’exemple précédent, alors les préférences des joueurs sont
hétérogénes : elles n’appartiennent pas & la méme classe de fonctions d’utilité
algébriques. Le jeu CG = (CQ, (Vi)ieN> est néanmoins bien défini, nous pour-
rons l’étudier avec les outils habituels de la théorie des jeux résumés dans la
sous-section suivante..

Nous retrouvons la définition classique d’un jeu & information compléte (dé-
finition 2.1) dés lors que les préférences des joueurs sont quantitatives : il suffit
de considérer, pour tout joueur %, la composition v; oc: A — R de sa fonction
d’utilité algébrique et de la fonction-conséquence. En effet, pour le joueur i,
lutilité associée au profil de stratégies pures a € A est v;(c(a)). Ainsi le jeu a
information compléte (au sens de la définition 4.2) :

CG = ((N, (Ai)iGNv X, C) ) (Rv Vi, Z)iEN)
capture le jeu & information compléte (au sens de la définition 2.1) :

(N, (Aj,vioc)ien) -

4.1.2 Extension des concepts de solutions pour les jeux a
information compléte généralisés

Les concepts de solutions présentés dans la section 2.1 (dominance, rationa-
lisabilité et équilibres de Nash) sont des notions purement ordinales, du moins
lorsque l'on considére les stratégies pures : seules sont considérées les relations
=Y décrivant les préférences éventuellement partielles de chaque joueur 4 sur les
conséquences. Ainsi ces concepts sont bien définis dans notre cadre, quelles que
soient les fonctions d’utilité algébriques considérées. En effet la fonction d’utilité
du joueur i définit une relation comparant les conséquences c(a) € X pour tout
a € A, et donc les profils de stratégies pures a € A.

Soient CG = (N, (Ai)ien, X, ¢) une situation de jeu & information compléte,
et CG = (CG, (Vi,vi, =Y )ien) un jeu a information compléte pour cette situa-
tion. Les préférences du joueur 4 sur I’ensemble A des profils de stratégies pures
sont telles que le profil a est au moins autant préféré que le profil o’ si et seule-
ment si a améne & une conséquence au moins aussi bonne que celle provoquée
par a’, c’est-a-dire si v;(c(a)) =Y vi(c(a')).
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Une stratégie du joueur ¢ domine une autre de ses stratégies si elle lui est
toujours préférée, quoi que choisissent les autres joueurs.

Propriété 4.1 (Dominance stricte). Une stratégie pure a; du joueur i est
strictement dominée par une autre de ses stratégies pures a; si et seulement si :

Va_; € Ay, vi(claijay)) <y vi(c(aj.a_y)).

Remarque 42. Le processus d’élimination des stratégies strictement dominées
et I’ensemble des stratégies qui survivent a ce processus sont ainsi directement
définis par la définition 2.7.

Les meilleures réponses du joueur ¢ sont ses stratégies préférées lorsque qu’il
connait les choix faits par les autres joueurs.

Propriété 4.2 (Meilleure réponse). Une stratégie pure a; du joueur i est
une meilleure réponse a a_; si et seulement si :

Va; € A, vi(claja_y)) £ vi(e(d.azy)).

Les stratégies rationalisables du joueur 7 sont celles qui peuvent étre des
meilleures réponses.

Propriété 4.3 (Rationalisabilité). Une stratégie pure a; de lagent i est
rationalisable si et seulement si :

da_; € A_i, Va; S Ai, vi(c(ai.a_i)) 74:/ vi(c(a;.a_i)).

Remarque 43. Le processus d’élimination des stratégies non rationalisables et
I’ensemble des stratégies qui survivent & ce processus sont ainsi directement
définis par la définition 2.10.

Les équilibres de Nash sont des profils de stratégies ou chaque joueur joue
I'une de ses meilleures réponses.

Propriété 4.4 (Equilibre de Nash). Un profil de stratégie a est un équilibre
de Nash si et seulement si

Vi€ N, Va, € 4;, vi(c(a)) £ vi(c(a).ay)).

Tous ces concepts (propriétés 4.1 a 4.4) permettent d’étudier un jeu & infor-
mation compléte en ne considérant que les préférences des joueurs. Ils sont bien
définis dans notre cadre algébrique et conservent leur signification.

4.1.3 Incertitude dans les jeux & information compléte gé-
néralisés

Lors de notre présentation des jeux a information compléte (section 2.1),

nous avons croisé 'incertitude par deux fois : lorsque 'on considére les stratégies

mixtes (alors les choix des joueurs sont incertains), et lorsqu’on considére les
équilibres corrélés (alors les choix des joueurs dépendent d’un signal incertain).
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Stratégies mixtes

Rappelons d’abord la fagon dont nous avons considéré les stratégies mixtes
dans les jeux & information compléte au chapitre 2. Dans un jeu, chaque joueur ¢
doit choisir une stratégie pure, c’est-a-dire une action a; € A;. Cependant, en
stratégies mixtes, les joueurs ne communiquent pas leurs choix, mais ils s’en-
gagent sur les choix qu’ils pourraient faire. Tout se passe alors comme s’ils
basaient leurs choix sur un phénoméne incertain, tel qu'un lancer de dé ou un
tirage dans une urne. Ce peut étre effectivement le cas, mais ce peut étre aussi
une facon de décrire que le choix des joueurs n’est que partiel, par exemple :
« je jouerai a; ou aj, mais pas af ».

Les stratégies mixtes, c’est-a-dire les engagements pris par les joueurs, sont
ensuite partagées : tous les joueurs en prennent connaissance. Puisque tous les
joueurs connaissent leurs propres engagements et ceux pris par les autres, ils
connaissent les combinaisons des choix possiblement pris, c’est-a-dire les profils
de stratégies pures possibles. Mathématiquement, une connaissance jointe est
déduite du profil de stratégies mixtes. Cette connaissance porte sur l’ensemble
des profils de stratégies pures A = A; x --- X A, ; elle indique & quel point un
profil a € A peut effectivement advenir. Pour ce faire, on suppose que les choix
des joueurs sont indépendants (s’ils basent leur choix sur un lancer de dé, par
exemple, alors chaque joueur lancera son propre dé).

Enfin, comme nous en avons maintenant ’habitude, nous évaluons la satis-
faction que procure un profil de stratégies mixtes a un joueur, c’est-a-dire la
satisfaction que procurent les engagements des joueurs, grace & une régle de dé-
cision. Chaque joueur est donc modélisé par une régle de décision qui combine
les préférences du joueur sur I’ensemble des conséquences X avec la connaissance
(commune) déduite du profil de stratégies mixtes en question.

Dans notre cadre de jeux généralisés, nous souhaitons pouvoir considérer
tout type de stratégie mixte, c’est-a-dire tout type de capacité algébrique,
pour décrire les choix pouvant étre pris (probabilités, possibilités, fonctions
de croyance, etc.). Cependant, il faut pouvoir déduire une capacité jointe sur
A=A} x -+ x Ay, a partir des stratégies mixtes de chaque joueur i, sur A;.
Cela impose donc une certaine homogénéité des cadres de décision utilisés pour
modéliser les joueurs. Dans la littérature, I’hypothése faite impose que tous les
joueurs soient modélisés dans le méme cadre de décision, par la méme régle de
décision : 'homogénéité est totale. Cependant, nous pouvons faire une hypo-
thése moins forte et laisser un plus grand degré de modélisation. En effet, seules
les stratégies mixtes doivent étre exprimées dans la méme théorie de l'incer-
tain pour permettre de déduire la capacité jointe. Nous n’imposons pas que les
régles de décision avec lesquelles nous modélisons les joueurs soient identiques
(par exemple, un joueur pessimiste peut étre modélisé par la régle Min et un
autre joueur, optimiste, par la régle Max), ni que leurs préférences soient expri-
mées dans la méme classe (un joueur peut avoir des préférences quantitatives et
un autre des préférences qualitatives). Il faut cependant que la régle de décision
de chaque joueur soit adaptée d’une part & la théorie de l'incertain considé-
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rée pour les stratégies mixtes (commune & tous) et d’autre part & ses propres
préférences.

La contrainte d’homogénéité se résume donc ainsi :

— Les stratégies mixtes de tous les joueurs sont des capacités algébriques
appartenant a la méme classe Kng € { Knp,, Kitger, Ktign, - - - };

— La fonction d’utilité algébrique de chaque joueur ¢ appartient a la classe
Prefs,, € {Prefsy, Prefs,} éventuellement différente d’un joueur & l'autre
(c’est-a-dire, éventuellement, telle que fPrefsai + fPrefsaj) ;

— La réegle de décision modélisant le joueur ¢ est compatible avec Q’refsai et
Kig, elle appartient donc a la classe Decy, s.

Etendre un jeu & information compléte aux stratégies mixtes consistera alors
& donner la classe des capacités algébriques avec lesquelles nous exprimons les
stratégies mixtes, l'opération « produit » de cette classe permettant d’établir la
capacité algébrique jointe & partir des stratégies mixtes et la régle de décision
de chaque joueur 1.

. .

Définition 4.3 (Extension en stratégies mixtes d’un jeu a informa-
tion compléte). Soit CG = (CG, (V;),c ) un jeu a information compléte. Une
extension en stratégies mixtes de CG est un quadruplet :

MCG = (CGa ‘]Cnﬁv Xcart7 (Ui)ieN) ’

ou :

— CG = (CQ7 (Vi)ieN) est le jeu & information compléte;

— XKngp est la classe de capacités algébriques dans laquelle les stratégies
mixtes sont exprimeées;

— x ¢ Prod 5 est un produit cartésien de la classe Kng;

— U; = (Ui7 u;, EZU) € Decy, g est la structure de régle de décision décrivant
la régle u; du joueur ¢ (adaptée a la fois a sa fonction d’utilité algébrique
décrite par V; € Trefsai (X) et a la classe de capacités algébriques Kng).

Exemple 4.4 (Extension aux stratégies mixtes du jeu 4.3). Considérons
le jeu a information compléte CG = (cg7(vi)i€N) de Uexemple 4.3, o un
braconnier et un garde-chasse doivent chacun se rendre en Py ou en Ps, et ot
les préférences des joueurs sont hétérogénes (les préférences du garde-chasse sont
qualitatives et les celles du braconnier sont quantitatives).

— Les engagements des joueurs indiquent s’il est possible ou non qu’ils se
déplacent sur une parcelle donnée : la classe des stratégies mixtes est donc
celle de I’« ignorance totale » Kiyyy,, c’est-a-dire celle des connaissances
catégoriques, ot Wign = {0,1} ne permet que les valeurs 0 (impossible)
et 1 (possible) ;

— Le produit cartésien de la classe Kiyg, considérée est Xign, défini par la
multiplication :

X1gn(Wa, Wg)(B) = wa({ag | (ag, ap) € BY)-wp({ag | (ag;ap) € B}),
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c’est-a-dire que le profil (ag,ap) sera possiblement joué si et seulement
si les stratégies ag et ap sont toutes les deux possiblement choisies ;
— Le garde-chasse est modélisé par la régle Min, décrite par la structure
Ug = (X,min, tg) € Decx 1gn ;
— Le braconnier est modélisé par la régle Laplace, décrite par la structure
Up = (R, moy, >) € Decg ign.
L’extension en stratégies miztes que nous proposons est donc définie par le qua-
druplet suivant :
MCG = (CG7 Knlgnv Xlgn, (ui)iEN) .

Notons que cette extension en stratégies miztes de CG est bien définie, méme si
les préférences des joueurs sont hétérogénes : d’une part la régle de décision Min
modélisant le garde-chasse est adaptée a la classe Kny,, des stratégies miztes et
a la classe Q’refsX de ses préférences ; d’autre part la régle Laplace modélisant de
braconnier est adaptée a la classe Ky, et a la classe Trest de ses préférences.

Dans cette extension aux stratégies miztes de CG, chaque joueur a exacte-
ment trois stratégies miztes possibles (qui appartiennent a la classe Kityg, (A;))-
Ce sont les mesures de nécessité catégoriques w; : 24 — {0,1} suivantes :

— w;(B) =1 ssi Py € B : le joueur i s’engage a aller en Py ;

— w;(B) =1 ssi P, € B : le joueur i s’engage a aller en Py ;

— w;({P1, P2}) =1 et w;(B) = 0 sinon : le joueur i s’engage a aller en Py

ou en Py ;
chacune de ces capacités algébriques étant formellement décrite par la structure
de connaissances o; = ({0,1}, wy,>) € Kitygn(Ai). Par souci de lisibilité, nous
désignons ces stratégies mixtes par l’ensemble des actions possibles, c’est-a-dire
respectivement { Py}, { P2} et {Py, P2}.

Alors, pour chaque profil de stratégies mistes (og,0p), nous powvons dé-
duire les profils de stratégies pures possibles grice au produit cartésien Xig,. La
table 4.2 donne ces profils de stratégies pures possibles, déduits de la structure
de connaissance jointe ox = X1gn(0G,0R), en fonction des stratégies miztes oG
et oB.

oG {P1} {2} {P1, P2}
{P1} {(P1, P1)} {(Pr, P2)} {(Pr, P1),(P1, P2
{P2} {(P2, P1)} {(P2, P2)} {(P2, Pr), (P2, P2

)}

) )}

(Pi, Pr), PI,PQ),}
); (P2, P2)

(Pur) | (o). (Pap)) (PP earny {0 50

TABLE 4.2 — Profils de stratégies pures possibles, pour chaque profil de stratégies
mixtes o = (0g,0R), d’aprés la loi jointe oy = Xign(01,02).

Comme nous ’avons vu dans ’exemple, aprés que chaque joueur s’est en-
gagé sur une stratégie mixte, on déduit la capacité algébrique jointe décri-
vant la connaissance sur les profils de stratégies pures qui pourront étre joués.
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Une stratégie mixte du joueur i est une capacité algébrique w; sur A;, de
la classe Kng. Elle est décrite formellement par la structure de connaissance
o, = (Wa,w;, ig‘/) € Kng(A;). La connaissance jointe qui est déduite des stra-
tégies mixtes des joueurs est la capacité algébrique wy sur A = Ay x --- X A4,
obtenue par produit cartésien des stratégies mixtes, c’est-a-dire celle décrite par
la structure de connaissance :

Oy = (Wl?vWthEV) _ Xcart(gh. .. ,O'n) S Kﬂﬂ(A)

La capacité algébrique wy décrit donc la connaissance que peuvent déduire
les joueurs a propos des profils de stratégies pures qui seront peut-étre joués. Par
ailleurs, nous avons donné la fonction d’utilité algébrique v; de chaque joueur ¢
(décrite par la structure V; € Prefs , (X)) dans la définition du jeu et sa régle de
décision u; (décrite par la structure U; € Dec,, g) dans I'extension aux stratégies
mixtes. Nous disposons donc du modeéle d’agent (Z;, Vi, 0x) € Agent 5(Xv A)
de chaque joueur i. L’ensemble de conséquences de ces modéles d’ageﬁt est X,
et leur cadre de discernement est A.

Pour évaluer la satisfaction que procure le profil ¢ = (o1, ..., 0,) a un joueur,
nous allons donc évaluer la capacité jointe wy (décrite par la structure o) grace
aux régles de décision u; des joueurs. Au chapitre précédent nous évaluions des
« actes », c’est-a-dire des fonctions associant une conséquence & chaque élément
du cadre de discernement, et particuliérement les actes réalisables. Ici, le cadre
de discernement est I’ensemble des profils de stratégies pures A. Or, la fonction
qui associe a chaque profil de stratégies pures sa conséquence est la fonction-
conséquence ¢, qui jouera donc le role de I'acte.

Remarque 44. Contrairement & ce qui est présenté au chapitre précédent, en
stratégies mixtes, les joueurs ne choisissent pas l'acte (la fonction-conséquence
est imposée par la situation) mais s’engagent sur des stratégies mixtes. L’engage-
ment pris par chaque joueur impacte la connaissance qu’ont les autres joueurs,
ainsi les engagements pris par tous les joueurs fixent la connaissance. Cette
connaissance est décrite par une capacité algébrique. Ainsi, au lieu de compa-
rer les actes possibles pour une capacité algébrique donnée, nous comparons les
capacités algébriques possibles pour un « acte » donné.

Définition 4.4 (Utilité d’un profil de stratégies mixtes). Pour une ex-
tension en stratégies mixtes MCG = (CG, Kng, x“*'*, (U;),c ) d’un jeu a infor-
mation compléte CG = (cg, (Vi)ieN), I'utilité d’un profil de stratégies mixtes
o, pour le joueur i, est :

u; (Vi7 Xcart(o_)’ C).

Le joueur 7 préfére au moins autant le profil o au profil ¢’ si :
u; (v, x(0),c) =V (vi, x(0"), c).

Exemple 4.5 (Utilité d’un profil de stratégies mixtes). Dans l’ezemple 4./,
considérons le profil de stratégies mixtes o = ({ Py}, {Py1, P2}) ot le garde-chasse
s’engage a aller en Py et ou le braconnier s’engage & aller en Py ou en Ps. La
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connaissance jointe sur A = Ag X Ap déduite du profil de stratégies mixtes
o = (0g,op) indique les deuz profils de stratégies pures possibles :

oy = X (0g,08) = {(P2, P1), (P2, P2)}.
L’utilité de ce profil o, pour le garde-chasse, est :

ug(ve,ox, ¢) = min (vg(c(Py, P1)), va(c(Pe, P2)))

= min (P1 braconné, Arrestation) = P1 braconné

L’utilité de ce profil o, pour le braconnier, est :

1 1
uB(VB,O'X,C) = 5 X VB(C(PQ,Pl)) + § X VB(C(PQ,PQ))
1 1
— % (—10) 4 = x 5= -2
5 X (—10) + 5 X 5 5

Au chapitre 1, 'introduction des stratégies mixtes probabilistes a entrainé
une redéfinition (triviale) de tous les concepts de solution : les fonctions d’utilité
u; : A — R évaluant les profils de stratégies pures étant simplement rempla-
cées par les fonctions EU,, : ¥ — R évaluant les profils de stratégies mixtes
probabilistes selon la régle de 1'utilité espérée. Dans notre cadre, le passage aux
stratégies mixtes entraine les mémes redéfinitions triviales. En effet, les concepts
de dominance, de meilleure réponse et d’équilibre de Nash sont des concepts pu-
rement ordinaux, ils peuvent donc étre appliqués autant & des régles cardinales
qu’a des régles ordinales. Ainsi, nous remplacons les fonctions vioc: A — V;
évaluant les profils de stratégies pures par les fonctions évaluant les profils de
stratégies mixtes, c’est-a-dire par les fonctions :

o — w(vi, X(0), c),
et les opérateurs tl‘/ seront remplacés par tiU .

Une stratégie mixte o; du joueur ¢ domine une autre de ses stratégies mixtes
o} si les conséquences qu’ameénent o; sont toujours préférées a celles qu’aménent

o}, quoi que choisissent les autres joueurs, c’est-a-dire si :

cart (Ui'g—i)a C) 741U u; (Via Xcart (Ug'g—i)a C)'

Vo_;, u(vy, x

Une stratégie mixte o; du joueur ¢ est une meilleure réponse aux stratégies

mixtes des autres joueurs o_; si aucune autre de ses stratégies mixtes n’améne
a une conséquence qu’il préfére, c’est-a-dire si :

cart(

V(J’;7 ui(vi, X O’Z‘.O'_i), C) 745] ui(vi, Xcart(O'Z{.O'_i), C).

Un équilibre de Nash en stratégies mixtes est un profil de stratégies mixtes
ol chaque stratégie est une meilleure réponse aux autres, c’est-a-dire tel que :

Vi, Vo, ui(vi, xcart(a),c) AY ui(vi, xcart(ag.a_i),c).
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Equilibre corrélé

Nous nous intéressons maintenant a la deuxiéme forme d’incertitude que
nous avons croisée dans les jeux & information compléte : les équilibres corrélés.

L’idée présentée ici est similaire & celle proposée par Aumann (AUMANN,
1974), et présentée a la section 2.1.4 (définition 2.19). Nous quittons simple-
ment la théorie de I'utilité espérée. Les joueurs s’accordent ainsi sur le choix d’'un
appareil corrélateur, qui envoie des signaux 7;(w) € ©; a chaque joueur ¢ en fonc-
tion de ’état du monde w € 2. Ces signaux sont potentiellement différents pour
chaque joueur i et définissent ses ensembles d’information H; = {H}, HZ,...}
(c’est-a-dire la partition d’§2 en ensembles d’états du monde indiscernables par
le joueur i, définition 2.16). Chaque joueur a une connaissance sur le cadre de
discernement {2 et choisit sa stratégie en fonction du signal qu’il recoit (stratégie
signalisée, définition 2.17). Un profil de stratégies signalisées sera un équilibre
corrélé lorsqu’aucun joueur n’aura intérét a changer de stratégie (quel que soit
le signal qu’il regoit).

Exemple 4.6 (Exemple d’Aumann avec préférences hétérogénes). Consi-
dérons l'exemple 2.7 proposé par Aumann pour illustrer les équilibres corrélés.
Dans notre cadre algébrique, la situation de jeu CG = (N, (4;)ien, X, c) est 1é-
sumée dans la matrice de conséquences donnée en table 4.3 (ot nous faisons
apparaitre les conséquences triviales : X = A).

2
.

U | UL TUR

D DL DR

TABLE 4.3 — Matrice de conséquences de ’exemple utilisé par Aumann pour
illustrer les équilibres corrélés

Nowus supposons ici que les préférences du joueur 1 sont qualitatives et forment
un ordre total tel que :
UL >, DL > DR > UR.

Les préférences du joueur 2 sont quantitatives et telles que dans 'exemple 2.7 :
vo(UL) =1 vo(DL) =4 vo(DR) =5 vo(UR) =0
Ce jeu est donc défini formellement par (CG, (X, =1,z — z), (R, >,v2))).

Définition 4.5 (Appareil corrélateur). Pour toute situation de jeu a infor-
mation compléte G = (N, (4;)ien, X, €), un appareil corrélateur est un couple :

S— (97 (Hi’fam@i,Wi,Ui,Ci, X?ep>ieN>

ou :
— Q est un cadre de discernement ;
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— H; = {Hf’ ={w|7(w)=206;}]6; € @i} est une partition du cadre de

discernement 2 définie par les signaux! 7;(w) = 6; € ©; que le joueur i

peut recevoir dans chaque état du monde w € €

— Fa, 8 est le cadre de décision dans lequel le joueur 4 est modélisé (impo-
sant donc des préférences exprimées dans la classe ?refsai et des connais-
sances exprimées dans la classe Kng,) ;

— W; = (Wi, w;, tfv) € Kng () est la structure de connaissance du
joueur i, de la classe Kng, ;

— U; = (Ui,u;,=2Y) € Decy, p, est la structure de régle de décision du
joueur 7, adaptée au cadre de discernement F, g, ;

— C; = (cond;, precond;) € Cond g, est la structure de conditionnement du
joueur 7 ;

— x?e‘) € Prod 5, est un produit dépendant® pour la classe de capacités
algébriques Krng, ;

et tel que tous les conditionnements sont faisables, c’est-a-dire vérifiant :

Vi€ N, VH €#;, precond, (WH") =T.

Remarque 45. La structure de conditionnement ne dépend pas du joueur, mais
du type de mise a jour qui est effectuée (focus ou révision) et donc de la nature de
I’appareil corrélateur. De la méme facon, le produit dépendant dépend du type
de connaissance, et donc de la nature de I’appareil corrélateur. Néanmoins, nous
demandons une structure par joueur ; ainsi la définition 4.5 n’impose aucune dé-
pendance entre les cadres de décision F,, s,. A la différence des stratégies mixtes,
nous n’exigeons pas d’étre dans une théorie homogéne de la connaissance. Les
joueurs pourront avoir des connaissances différentes sur le cadre de discernement
Q, étre modélisés par des régles de décision différentes, mais aussi étre modélisés
dans des cadres de décision différents. Par exemple, un joueur peut croire qu’w*
est certain et un autre le croire impossible, ou bien encore un joueur peut avoir
une connaissance probabiliste et un autre une connaissance possibiliste.

Un appareil corrélateur S est bien défini au regard d’un jeu & information
compléte CG = (CG, (Vi)ien) si il est bien typé, c’est-a-dire si les structures
de préférence définies dans CG sont adaptées au cadre de décision F,, g, défini
dans S.

Considérons d’abord le cas des stratégies pures.

Définition 4.6 (Appareil corrélateur bien défini). Soit CG une situation
de jeu, CG = (CG, (Vs)ien) un jeu & information compléte (en stratégies pures)

1. Les fonctions 7; et les signaux 6; sont ensuite laissé implicites; nous les explicitons ici
pour faciliter la compréhension. Ayant les ensembles d’information H; = {H;, H,, H/,...},
nous pouvons les retrouver en posant ©; = H; et en définissant 7, comme la fonction associant
4 w ’ensemble H; € H,; contenant w.

2. Une opération de produit cartésien suffirait dans cette définition. Cependant, nous consi-
dérons par la suite les stratégies mixtes qui nécessitent un produit dépendant. Puisque qu’un
produit dépendant définit un produit cartésien comme cas particulier (définition 3.7), nous
l’introduisons dés maintenant afin de n’avoir qu’une unique définition.
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1EN

et § = (9 (Hi Fou 0 Wirlh, Ci, <)
que S est bien défini pour CG si :

) un appareil corrélateur. On dit

Vie N, V; € Prefs_ (X).

Exemple 4.7 (Appareil corrélateur). Pour le jeu de l’exemple 4.6 comme
pour l'exemple d’Aumann, nous proposons de considérer un appareil corréla-
teur basé sur trois états possibles du monde : Q = {x,y,z}. Le joueur 1 re-
¢oit un signal linformant que I’état du monde est x ou non (c’est-a-dire Hi =
{{z},{y, 2z}}), et le joueur 2 regoit un signal linformant que ’état du monde est
z ou non (c’est-a-dire Ha = {{z,y},{z}}). Ici, aucune information n’est donnée
sur le degré de vraisemblance des états du monde. Le joueur 1 considéere que les
trois états sont completement possibles, ce qui est capturé par la mesure de néces-
sité catégorique dont la distribution de possibilité vérifie m(x) = n(y) = w(z) = 1.
Le joueur 2, selon le principe d’indifférence de Laplace, considére la probabilité
dont la distribution vérifie p(z) = p(y) = p(z) = 1/3. Nous modélisons le joueur
1 par la régle de Vutilité pessimiste (Min) et le joueur 2 par celle de 'utilité
espérée (EU ). L’appareil corrélateur considéré est donc défini par :

S - (Q’ (Hi7faivﬂi’wi’Ui,Ci’ Xfep)iéN) ’

0w le cadre de décision du joueur 1 est Fx ign (le cadre de lignorance totale et
utilités qualitatives) et celui du joueur 2 est Fg py (celui des probabilités et uti-
lités quantitatives). Les opérateurs de conditionnement et de produit dépendant
sont les opérateurs usuels pour ces cadres.

Dans un jeu en stratégies pures, un appareil corrélateur est proposé (par
les joueurs ou par un organisme externe) et chaque joueur joue une straté-
gie pure signalisée s; : ©; — A;, c’est-ad-dire qu’il jouera une stratégie pure
selon le signal qu’il recoit de l'appareil corrélateur. Si le véritable état du
monde est w*, le joueur i jouera la stratégie pure s;(7;(w*)) € A; (ou 7;(w*)
est le signal qu’il regoit lorsque I’état du monde est w*). Un profil de stra-
tégies pures signalisées est alors un vecteur s = (s1,...,8,), et nous notons
s(w*) = (s1(11(W*)), ..., Sn(Tn(w*))) le profil de stratégies pures (non signali-
sées) effectivement joué lorsque I’état du monde est w*.

Définition 4.7 (Acte équivalent & un profil de stratégies pures signa-
lisées). Pour toute situation de jeu G = (N, (4;)ien, X, c) et tout appareil

corrélateur S = (Q, (7—[2-,.7:%5”)/\}1-,(/{2-,&, x?ep)' N), un profil de stratégies
1€

pures signalisées s définit 'acte x5 : Q — X tel que :

Xs(w) = ¢(s(w)).

En effet, un profil de stratégies signalisées pures s indique quel profil de stra-
tégies pures sera joué, selon I’état du monde. Par composition avec la fonction-
conséquence, on obtient directement la conséquence qui sera produite : si le
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profil s est choisi, alors s(w) sera joué dans ’état du monde w et la conséquence
produite sera xs(w) = c(s(w)).

Soit maintenant un jeu CG = (CG, (V;):cn) et un appareil corrélateur S bien
défini au regard de CG. La satisfaction que procure un profil s au joueur 7 est
donc celle que lui procure 'acte s ; elle est évaluée par la régle de décision du
joueur ¢ qui combine ses préférences et sa connaissance, c’est-a-dire a partir des
structures (U;, V;, W;) (la structure de préférence V; est définie par jeu CG, les
structures de connaissance et de régle de décision sont définies par ’appareil
corrélateur S). Cependant, lorsque le joueur i recoit le signal 6; = 7;(w*), il
acquiert de I'information : il sait que w* € Hf . Il met & jour sa connaissance
qui est alors capturée la capacité algébrique conditionnelle w; g, décrite par la
structure W; g, = cond; (W, HY) e K, (2). Ainsi, le joueur ¢, aprés avoir re¢u
le signal ; = 7;(w*), préfére au moins autant le profil s au profil s’ si :

w; (Vi, Wi |0, Xs) = (Vis Wi j,5 Xs7) -

Un équilibre corrélé pur est un profil de stratégies pures signalisées tel qu’au-
cun joueur n’a intérét a changer de stratégie, quel que soit le signal qu’il regoit.

Définition 4.8 (Equilibre corrélé pur). Soient CG = (N, (A4;)ien, X, ¢) une
situation de jeu, CG = (CG, (V;)ien) un jeu a information compléte en stratégies
pures et S = (Q, (Hiy Friy Wi,ui7Ci)ieN) un appareil corrélateur bien défini au
regard de CG. Un profil de stratégies pures signalisées s = (s1,...,8,) est un
équilibre corrélé si et seulement si :

Vi, V0;, Pst, w; (Vi,condi (Wi,Hfi%Xs;.Li) =V (Vi,condi (Wi,Hfi),XS) .
Exemple 4.8 (Equilibre corrélé pur). Dans le jeu défini a Uexemple 4.6,
en considérant l’appareil corrélateur de l’exemple 4.7, nous pouvons trouver un
équilibre corrélé pur similaire & celui proposé par Aumann dans la théorie de
Dutilité espérée (exemple 2.7). Considérons le profil de stratégies signalisées s*
tel que :

si(e)=U si(y ouz)=D
s5(z) =R sy(x ouy) =1L

dont lacte équivalent s« vérifie :
Xs* ({,C) =UL Xs* (y) = DL Xs* (Z) = DR

Ce profil de stratégies pures signalisées est un équilibre corrélé. En effet aucun
joueur, quel que soit le signal qu’il recoit, n’a intérét a changer de stratégie.

— Le joueur 1, s’il sait que l’état du monde est x, est alors certain que la
conséquence sera UL. C’est sa conséquence préférée, il n’a pas intérét a
changer de stratégie. S’il sait que l’état du monde est y ou z, alors les
deuz conséquences possibles sont DL et DR. S’il changeait de stratégie, les
deuz conséquences possibles seraient UL et UR. Il n’a pas donc intérét a
changer de stratégie non plus : min(DL,DR) = DR > UR = min(UL, UR).
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— Le joueur 2, s’il sait que l’état du monde est z, est certain que la consé-
quence sera DR. Son utilité est alors mazimale : ua(DR) = 5; il n’a pas
intérét a changer de stratégie. S’il sait que l’état du monde est x ou y,
alors les deux conséquences possibles sont UL et DL, et son utilité sachant
cela (au sens de la régle de Laplace) est égale a 5/2. Or, s’il choisissait
Uautre stratégie R, son utilité serait aussi égale a 5/2 : il n’a pas intérét
a changer de stratégie non plus.

Considérons maintenant les stratégies mixtes. Le principe est identique :
chaque joueur joue une stratégie mixte en fonction du signal qu’il recoit. Ce-
pendant, comme nous ’avons vu & la sous-section 4.1.3, les stratégies mixtes
imposent une contrainte d’homogénéité sur les connaissances. En effet, pour
évaluer un profil de stratégies mixtes, on déduit une capacité algébrique jointe
sur A = A; x --- X A,, grace & une opération produit. De plus, cette capacité
jointe sur A sera combinée par chaque joueur i avec sa propre connaissance
sur €2, encore une fois grace & 'opération produit. Les joueurs auront ainsi une
connaissance sur {2 X A, par exemple un joueur ayant une croyance élevée en
(w,a) € Q x A pensera qu'il est vraisemblable qu’w advienne et qu’on y joue a.

L’approche la plus simple consiste & exprimer les stratégies mixtes, les connais-
sances propres des joueurs et les opérateurs de conditionnement dans une méme
classe de connaissance Kns. La théorie de 'incertitude est alors complétement
homogéne. Cependant, I’hypothése est plus forte que nécessaire : nous pou-
vons permettre un plus grand degré de liberté dans nos choix de modélisation.
Deux conditions sont nécessaires : d’'une part les stratégies mixtes de tous les
joueurs doivent étre des capacités algébriques de la méme classe de connaissance
Kns ; d’autre part les connaissances propres a chaque joueur ¢ et 'opérateur de
conditionnement doivent étre exprimés dans une classe Kng, généralisant K
(telle que V€, Kn5(Q2) C Kng, (2)). Alors les connaissances de deux joueurs i et
j peuvent étre exprimées dans des classes de capacités algébriques différentes.
Ainsi, méme en stratégies mixtes, les joueurs peuvent avoir des connaissances
différentes (éventuellement contradictoires) exprimées dans des cadres de déci-
sion différents et peuvent étre modélisés par des régles de décision différentes.
La seule contrainte est que les stratégies mixtes (qui sont des capacités algé-
briques) soient exprimables dans chacun des cadres de décision considérés (au
moins en tant que cas particulier). Par exemple, la connaissance concernant un
appareil corrélateur peut étre exprimée par une fonction de croyance pour un
joueur et par des intervalles de probabilité pour un autre. Dans ce cas, les deux
joueurs peuvent s’engager sur des stratégies mixtes probabilistes, car ils sont
tous les deux capables de les interpréter dans leurs cadres de décision respectifs.

En eﬁet) VQ’ KnPr(Q) g KnBel(Q) et KnPr(Q) g KnPrIntv(Q)'

Définition 4.9 (Appareil corrélateur bien défini pour une extension
en stratégies mixtes). Soient CG = (N, (A;)icn, X, ) une situation de jeu,
CG = (CG,(Vi);eny) un jeu & information compléte pour la situation CG et
MCG = (CG, Kng, X, (U]

!);cn) une extension en stratégies mixtes de CG.
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On dit qu’un appareil corrélateur S = (Q, (’Hi, Foipis Wi, Ui, C, xfep) N) est
ic

bien défini pour une extension en stratégies mixtes MCG si :
Vi€ N, (7@6 c 7@&) A (ui = u;) A (vi € Prefs (X)).

Posons maintenant une situation de jeu CG = (N, (4;)ien, X, c), un jeu
CG = (CQ7 (Vi)ieN) pour cette situation, une extension en stratégies mixtes
MCG = (CG, Kng, X, (ui)z‘eN) de ce jeu, et un appareil corrélateur S =
<Q, (Hi,fai,ﬁi, Wi, Ui, Ci, X?ep) ) bien défini.

iEN
Etant donné un profil de stratégies mixtes signalisées o = (071,...,0,), on
sait, pour chaque w € Q, quel profil de stratégies mixtes (non signalisées) sera
effectivement joué. On le note o(w) = (01(11(w)),...,0n(Tn(w))). Alors, pour
tout w, on peut établir la connaissance jointe ¢ par l'opération de produit
cartésien :
0 = x"(o(w)) € Kns(A) C Kng, (A).

Par ailleurs, dans I’état du monde w, le joueur ¢ recoit le signal 7;(w) = 6;. 11
ne connait pas nécessairement w, mais sait que w € H, f ‘. Il met & jour sa propre
connaissance W;, qui devient ainsi :

Wi,‘gi = cond; (WZ,Hfl) S Kﬂﬂi (A)

Enfin, cette connaissance mise a jour et propre au joueur i doit maintenant étre
combinée avec la connaissance jointe induite par le profil de stratégies mixtes,
grace au produit dépendant :

= X5PWiga,, w s 0%) € King, (Q x A).

La connaissance du joueur ¢ est maintenant exprimée par une capacité al-
gébrique sur le cadre de discernement 2 x A. Nous disposons par ailleurs de sa
fonction d’utilité algébrique v; sur X, et de sa régle de décision avec laquelle
nous souhaitons comparer les profils de stratégies mixtes. Comme nous l’avons
vu dans la section 4.1.3, il faut définir ce qui correspond & un « acte » (au
sens de la théorie de la décision, définition 1.14), c’est-a-dire & une fonction
X : 2x A — X associant a chaque élément (w,a) €  x A sa conséquence z € X.
Or, la conséquence ne dépend pas ici de I’état du monde w, mais seulement des
actions choisies par les joueurs : la situation modélisée impose que le choix du
profil a provoque la conséquence c(a). Ici encore, en considérant les stratégies
mixtes, un seul « acte » est réalisable : x*(w,a) = c(a). L’utilité d’un profil
de stratégies mixtes, pour le joueur ¢, est ainsi 1'utilité de x* au regard de la
connaissance jointe induite d’une part par le profil de stratégie mixtes signalisées
(sur les choix potentiels des autres joueurs) et d’autre part par la connaissance
propre du joueur (sur les états du monde). Pour un joueur 4 ayant recu le signal
0;, l'utilité du profil de stratégies mixtes signalisées o est ainsi :

w; (Viy x{°P (cond; (Wi, HY), x4 (), X" )-
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Remarque 46. Ici encore, nous souhaitons comparer les différents profils de stra-
tégies mixtes. Comme nous ’avons mentionné dans la section 4.1.3, nous ne com-
parons pas des actes étant donné une capacité algébrique, mais nous comparons
des capacités algébriques étant donné I’« acte » x* = (w,a) — c(a).

Un équilibre corrélé en stratégies mixtes est un profil de stratégies mixtes
signalisées tel qu’aucun joueur, quel que soit le signal qu’il regoit, n’a intérét a
changer de stratégie.

Définition 4.10 (Equilibre corrélé en stratégies mixtes). Un profil de
stratégies mixtes signalisées o = (o1, ...,0,) est un équilibre corrélé si et seule-
ment Vi, V6;,

Pol, w (Vi, o (w,a) = c(a)) <"y (Vi, W.Xrei_'g‘i, (w,a) — c(a)),

2,04
ou, pour tout profil de stratégies mixtes signalisées o :

A x P (cond; (Wi, H), w s x@(0(w))) € King, (2 x A).

4.2 Jeux hypergraphiques généralisés

Nous proposons dans cette section une définition des jeux hypergraphiques si-
milaire & celle présentée pour les jeux & information compléte dans la section pré-
cédente. En effet, les jeux hypergraphiques sont simplement une autre maniére
de représenter les jeux a information compléte, souvent de maniére succincte.
Les joueurs participent & des jeux locaux, chaque joueur choisit une (unique)
stratégie qui impactera le résultat de tout jeu local auquel il participe. L’utilité
d’un joueur est la somme des utilités locales obtenues (voir section 2.1.1).

Afin d’unifier les définitions avec celles proposées ci-dessus pour les jeux a
information compléte généralisés, nous souhaitons d’abord définir une situation
de jeu hypergraphique. Comme pour la définition 4.1, la situation de jeu ne
décrit que les conséquences des actions, mais pas les préférences des joueurs, et
ne fait donc pas référence a leur utilité. Un jeu hypergraphique étant composé
de plusieurs jeux locaux, une conséquence locale z. adviendra dans chaque jeu
local e. La conséquence globale d’un profil de stratégies sera alors le vecteur
(ze)e des conséquences locales advenues dans chaque jeu local e.

Définition 4.11 (Situation de jeu hypergraphique). Une situation de jeu
hypergraphique est un quintuplet :

Hg = (N7 (Ai)i€N7 E7 Pa (Xe7 Ce)eEE’)

ou :
— N est I’ensemble des joueurs;
— A; est ’ensemble des actions du joueur i ;
— F est ’ensemble des jeux locaux;
— P: E — 2N est la fonction donnant les participants des jeux locaux (tout
joueur i € P(e) joue dans le jeu local e € F);
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— X¢ est ’ensemble des conséquences locales du jeu local e € F;
— ¢®: A, — X¢ est la fonction-conséquence du jeu local e € E (si le profil
partiel ? a. est joué, alors la conséquence c®(a.) advient localement).
La conséquence globale du profil du stratégie a € A est alors le vecteur constitué
des conséquences obtenues localement :

c(a) = (c(ae))eer € X = J] X°.
eelE

Remarque 47. A I'inverse de la définition 2.4, un jeu local e € E est ici un simple
identifiant. Le joueur i y participe si ¢ € P(e). Il peut donc y avoir plusieurs
jeux locaux dont les participants sont les mémes.

Une telle situation de jeu hypergraphique HG décrit la situation de jeu a
information compléte G = (N, (4;)ien, X, c) ol les mémes joueurs jouent avec
les mémes actions, ot ’ensemble des conséquences globales X est ’ensemble des
vecteurs (x.).c g de conséquences locales et ou la fonction-conséquence globale ¢
est telle que la conséquence globale du profil a est le vecteur c(a) = (c®(a®))ccE
dont les composantes sont les conséquences locales associées aux restrictions
locales a¢ du profil a.

Un jeu hypergraphique HG est un jeu a information compléte établi sur une
situation de jeu hypergraphique : cela consiste simplement & donner les préfé-
rences des joueurs sur ’ensemble des conséquences globales X. Cela n’entraine
pas de nouvelle définition : HG = (’H,g, (Vi)ieN)v avec Vi € N,V; € Prefs(X),
selon la définition 4.2.

Notre définition est bien plus générale que la définition classique (défini-
tion 2.4). D’abord, parce que les préférences globales des joueurs sont décrites
par une fonction d’utilité algébrique ne prenant pas nécessairement ses valeurs
dans R. Ensuite, parce que nous n’avons pas encore imposé que cette fonction
d’utilité algébrique soit décomposée en une somme d’utilité algébriques locales.
Enfin, parce que l'utilité globale d’un joueur dépend de toutes les conséquences
locales, et non pas uniquement des conséquences locales des jeux auxquels il
participe. Ces spécialisations seront vues comme des cas particuliers.

Soit HG = (Hg,(%,vi,ty)ieN) un jeu a information compléte sur la
situation de jeu hypergraphique HG = (N, (Ai)ien, E,P, (X4, ¢c%)ccr). Le jeu
HG est décomposable si les utilités des joueurs sur X peuvent étre exprimées
comme une sommation abstraite de leurs utilités locales (sur X¢ pour tout jeu
local e € E).

Définition 4.12 (Jeu hypergraphique décomposable). Le jeu HG est dé-
composable par (i, 0v;, (V§)eer);c si pour tout joueur i € N, (V;, @4, 0y, ) est
un monoide commutatif et si :

Ve e X, vi(z) = @i vi(z®).
eck
3. Similairement & ce qui est présenté a la définition 2.4, le profil partiel a. est la restriction
du profil a aux joueurs participant au jeu local e, c’est-a-dire le vecteur (a;);cp(e)-
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Le jeu HG est graphiquement décomposable si les joueurs obtiennent des
utilités locales uniquement dans les jeux locaux auxquels ils participent.

Définition 4.13 (Jeu hypergraphique graphiquement décomposable).
Le jeu HG est graphiquement décomposable par (©4,0v,, (V§)ecr);cn 8l il est
décomposable par (©;,0v;, (V§)ecr);cn ©t i

Vie N,Vee€e E, i¢Ple) = Va© € X% v{(z®) = 0y,.

% i

Ainsi, si un jeu hypergraphique HG est tel que

— Les joueurs ont des préférences quantitatives (HG = (HG, (R, v;, >)ien)),
— HG est graphiquement décomposable par la somme (c’est-a-dire par le
triplet (+,0,v$);en), et
— Aucun jeu local n’a les mémes participants (c’est-a-dire pour tous jeux
locaux e, e’ € E, P(e) # P(¢')),
alors HG est un jeu hypergraphique classique : au sens de la définition 2.4 il
s’agit de :

’

(N7 Ea (Ai)i€N7 (vf )eGE,iEe)-

Remarque 48. Lorsqu’un jeu hypergraphique est décomposable ou graphique-
ment décomposable, il peut étre défini simplement en donnant les fonctions
d’utilité locales, pour chaque joueur et chaque jeu local, au lieu des fonctions

d’utilité globales. Ainsi, la structure (HQ, (Vi7 (@4,0v,, (VE)ecE) s ty)ieN) deé-
finit le jeu hypergraphique décomposable :

G - (e (v o @) Vi) z¥>
1EN

eckE

Exemple 4.9 (Situation de jeu et jeu hypergraphique). Considérons le
jeu de conservation écologique de l’exemple 2.2, dans lequel un garde-chasse
G et deux braconniers By et Bo doivent chacun décider d’aller en Py ou en
P, (le diagramme est donné en figure 2.2). Les braconniers préférent éviter
le garde-chasse (alors ils peuvent braconner et gagnent 10, sinon ils doivent
payer une amende et leur utilité est 10 — y), le garde-chasse préfére étre avec le
plus de braconniers possible (alors il peut les arréter et son utilité est de x par
arrestation).

Les braconniers n’interagissent pas entre eux, mais uniquement avec le garde-
chasse. Il y a donc une forme hypergraphique intuitive, ou les deux jeuz locaux
e; décrivent chacun l'interaction entre le garde-chasse et le braconnier B; :

Hg = (Nv (Ai)i€N7 Ea Pa (Xe)€EE7 (Ce)EEE)
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définie par :
N ={G, By, B2}

A, ={P, P} Vie N
E = {61762}
P(e;) = {G, B} Ye; € E

X% = {B1 arrété, Bl braconne}
X* = {B2 arrété, B2 braconne}

et ot les fonctions-conséquence locales c® : Ag x Ap, — X* sont définies
par la situation, par exemple c{G’Bl}(Pl,PQ) = B1 braconne. Les valeurs que
prennent ces fonctions peuvent étre lues sur la figure 4.2 représentant la situation
de jeu hypergraphique.

By

G Py Py @
P Bl arrété Bl braconne 1
P> Bl braconne Bl arréteé

(o——

G P Py @
P B2 arrété B2 braconne 2
P> B2 braconne B2 arréteé

FIGURE 4.2 — Situation de jeu hypergraphique de ’exemple 4.9

L’ensemble des conséquences globales est :

X = X 5 X2 { (B1 arrété,B2 arréteé), (B1 arrété,B2 braconne), },

(B1 braconne,B2 arré&té), (Bl braconne,B2 braconne)

et la fonction-conséquence globale est telle que c(a) = (¢ (ag, ap, ), c®(ag,ap,)).
Les fonctions d’utilité des joueurs sont quantitatives et définissent le jeu
hypergraphique HG = (HG, (R, v;, >);cn) 0u les fonctions v; sont telles que :

| 2% = Bi arrété e
Vg(xel,lﬂez) _ Z {‘"E §1 X 1 arrete _ Z vg(xel)

e;€E 0 stnon e, €E

10 st % = Bl braconne
vp, (2%, x2%?) = g 10 —y si 2% =Bi arrété = E vy (z)
ex€E | 0 sinon ex€E

Ce jeu est graphiquement décomposable par (+,0,v;*). En effet, chaque bracon-
nier B; participe au jeu local e; mais pas au jeu local ey (k # i). Or, dans ey,
Vutilité locale du braconnier B; est nulle (quelle que soit la conséquence x® qui
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y advient, c’est-a-dire quel que soit les stratégies choisie par le garde-chasse et
par autre braconnier).

Exemple 4.10 (Jeu hypergraphique non graphiquement décomposable).
Reprenons la situation de jeu hypergraphique de l'exemple précédent, mais sup-

posons que les préférences du braconnier By sont telles qu’il préfére étre le seul

braconnier & braconner (par exemple, parce qu’il vendra sa chasse plus cher).

Considérons les conséquences globales x et ' € X suivantes :

x = (B1 braconne,B2 arrété)

2’ = (B1 braconne,B2 braconne)

Pour la conséquence x, le joueur 1 est le seul a braconner. Pour la conséquence
z', le braconnier By braconne aussi. Donc, By préfere x a ', c’est-a-dire :

VB, (Z‘) >_gl VB, ('T/)

Or, x et x’' ne différent que par la conséquence locale x°* # x'°2. Le joueur 1 les
distingue, elles ne peuvent donc pas avoir la méme utilité algébrique pour lui :
ce jeu hypergraphique n’est pas graphiquement décomposable.

4.3 Jeux a information incompléte généralisés

Nous nous intéressons maintenant aux jeux & information incompléte, qui
permettent de modéliser des situations de décision multi-agents ou les préfé-
rences des agents sont mal connues (voir la section 2.2.2), mais aussi ici des
situations oul leurs connaissances, leurs régles de décision et plus généralement
les cadres de décision dans lesquels ils sont modélisés sont mal connus.

De la méme facon qu’a la section précédente, nous proposons de considé-
rer d’abord la situation d’un jeu & information incompléte, qui décrit les para-
meétres « objectifs » du jeu mais ne décrit ni les préférences ni la connaissance des
joueurs. Pour une situation de jeu donnée, nous pourrons considérer pour chaque
joueur différents modéles d’agent (qui décrivent ses préférences, sa connaissance
et la régle de décision par laquelle on le modélise, voir la section 3.1). Ici encore,
les modéles d’agent des joueurs sont totalement indépendants lorsqu’on consi-
deére les stratégies pures (les joueurs peuvent avoir des connaissances différentes
exprimées dans des cadres de décision différents); une certaine homogénéité
des théories de l'incertain devient nécessaire lorsqu’on considére les stratégies
mixtes (alors les agents peuvent avoir des connaissances différentes, mais expri-
mées dans des cadres de décision compatibles).

Nous constaterons que nous avons déja répondu aux principales subtilités
dans la section 4.1 en traitant les stratégies mixtes et les équilibres signalisés
pour les jeux & information compléte.

4.3.1 Situation de jeu et jeu a information incompléte

Commencons par étendre la définition d’un jeu bayésien & notre cadre de
modélisation. Nous parlons de jeu & information incompléte pour ne pas réutili-
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ser le vocabulaire de la théorie de 'utilité espérée (les jeux bayésiens deviennent
ainsi un cas particulier des jeux & information incompléte). A I'inverse d’Harsa-
nyi et de la définition 2.21, nous basons nos définitions sur le modéle a vecteurs
aléatoire, c’est-a-dire sur l'interprétation en terme de signaux que les joueurs
recoivent. Nous verrons en fin de section que le modéle a loterie initiale (inter-
prétation en terme de types des joueurs) est moins général dés lors qu’on quitte
la théorie de 'utilité espérée.

Considérons un cadre de discernement 2, un ensemble N de joueurs et un
appareil * envoyant & chaque joueur i un signal 6; = 7;(w) en fonction de Iétat
du monde w € Q. Chaque joueur 4 choisit son action a; € A; en fonction du
signal 6; qu’il a recu : les joueurs jouent donc des stratégies signalisées. Ici, &
I'inverse du cadre des équilibres corrélés, la conséquence obtenue ne dépend pas
uniquement des stratégies choisies par les joueurs, mais aussi de I’état du monde
w.

Définition 4.14 (Situation de jeu a information incompléte). Une si-
tuation de jeu & information incompléte est un n-uplet :

G=(N,0X, (4;,0;,7)ien,c)

ou :
— N est un ensemble fini de joueurs;
— Q est un cadre de discernement ;
— X est un ensemble de conséquences;
— A, est 'ensemble des actions du joueur i € N ;
— O, est ’ensemble des signaux que peut recevoir le joueur i € N ;
— 73 : Q = 0; est la fonction-signal du joueur i ;
— c: A x---x A, x Q= X est la fonction-conséquence.

Remarque 49. Une situation de jeu a information incompléte peut étre comprise
comme une collection de situations de jeu & information compléte : une pour
chaque état du monde. En effet, si I’état du monde est w*, alors la situation de

jeu est effectivement :

5

G¥ = (N, (Ai)ien,X,a — c(a,w")).

Exemple 4.11 (Situation de jeu a information incompléte). Considérons
la situation du jeu de sécurité écologique décrite ci-dessous, dans laquelle un
garde-chasse G et un braconnier B doivent décider sur quelle parcelle se rendre :
trois parcelles Py, Py et P3 sont accessibles aux deuzr joueurs, comme indiqué
sur la figure 4.3.

Dans cet exemple, il n’y a qu’un seul troupeau, sur l'une des parcelles. C’est
donc la seule parcelle qui peut étre braconnée par le braconnier, et la seule
ot le garde-chasse peut arréter le braconnier. Cependant, ces deuzr joueurs ne

4. Cet appareil est semblable & un appareil corrélateur au sens de la définition 4.5. Cepen-
dant, il n’est pas choisi par les joueurs mais imposé par la situation modélisée : il est donc
décrit par la situation de jeu & information incompléte.
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FIGURE 4.3 — Diagramme du jeu de conservation écologique 4.11

connaissent pas exactement ’emplacement de ce troupeau : le garde-chasse est
informé de la présence ou non du troupeau en Py, le braconnier de sa présence ou
non en Py. Nous modélisons donc la situation de jeu a information incompléte :

Ig = (N’ Q7X3 (Ala 61'; Ti)i€N7c)

ot, en notant T}, le signal « le troupeau est en Py, » et Ty, ; le signal « le troupeau
est en Py ou Py » :

N:{G,B} Q:{wl,wg,wg}
X = {Rien,Braconnage, Arrestation}
Ag ={P1, P>, Ps} Ap = {Py, P>, P3}
Og = {11,123} Op = {15,113}
T sik=1 Ts st k=2
76 (wk) = : Tp(wk) = .
Tr3 sinon T3 sinon

Arrestation sib=g=k
c((Py, Py),wr) = { Braconnage sib=k+#g

Rien sinon

Une situation de jeu & information incompléte est une situation de décision
multi-agents ou les joueurs jouent des stratégies signalisées. Tout profil de stra-
tégies pures signalisées s définit un acte x5 : © — X (au sens de la théorie de
la décision, définition 1.14). Bien entendu, & l'inverse du cas mono-agent, un
joueur ne peut généralement pas décider seul de '« acte » en choisissant son
action : I’« acte » serait en quelque sotre choisi collectivement par 1’ensemble
des joueurs (sans concertation cependant, puisque nous nous intéressons aux
jeux stratégiques).

Définition 4.15 (Acte équivalent a un profil de stratégies pures signali-
sées). Soit ZG = (N,, X, (A;,0;,7;)ien, ¢) une situation de jeu & information
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incompléte. Un profil de stratégies pures signalisées s définit acte x5 : Q@ — X :

Xs(w) = c(s(w),w).

En effet, si 'état du monde est w, alors chaque joueur regoit le signal
0; = 7;(w). Le profil de stratégies pures effectivement joué est donc s(w) =
(s1(m1(w)), ..., $n(Tn(w))) € A et la conséquence obtenue est c(s(w),w).

Exemple 4.12 (Acte équivalent a un profil de stratégies pures signa-
lisées). Dans la situation de jeu décrite a lexemple 4.11, supposons que le
garde-chasse décide d’aller en Py s’il y observe le troupeau, sinon en Ps, et que
le braconnier décide d’aller en P s’il y observe le troupeau, sinon en P3. Alors,
leurs stratégies signalisées sg et sp sont telles que :

sg(Th) =P sg(Ta3) =P sp(Th) = P sp(Ti3) = Ps.

Le profil de stratégies pures signalisées correspondant est s = (sg,sp). Pour
chaque état du monde wy, € Q, la conséquence xs(wy) de ce profil est :

Xs(w1) = ¢ (s(w1), w1) = ¢ ((P1, P3),w1) =Rien;
Xs(w2) =¢ (s(wg), w2) =c ((P2,P2),w2) = Arrestation ;

xs(ws) = ¢ ((s(ws), ws) = c((P2, P3),ws) = Braconnage.

De la méme maniére que pour les jeux a information compléte, une situation
de jeu & information incompléte décrit les paramétres « objectifs » du probléme.
Nous pourrions définir plusieurs jeux & information incompléte sur cette situa-
tion : ils ne différeraient alors que par les préférences (sur X), les connaissances
(sur Q) et les régles de décisions des joueurs (c’est-a-dire par leurs modéles
d’agent respectifs) — ainsi que par le type de stratégies mixtes considérées le cas
échéant..

Comme pour les jeux bayésiens, nous souhaitons modéliser des situations ot
lincertitude pése sur les conséquences. Grace a la notion de type (discutée a
la section 2.2.1 et reprise a la section 4.3.2), cela permet également d’exprimer
I'incertitude sur les préférences des agents. Mais nous souhaitons aussi pouvoir
modéliser des situations ou l'incertitude pése sur le modéle choisi pour tel ou
tel joueur (par exemple : Quelles connaissances a-t’il? Est-il probabiliste ou
possibiliste ? Est-il optimiste ou pessimiste 7). Pour cette raison, nous ne suppo-
serons pas que la connaissance a priori est commune, ni méme qu’elle est unique
pour un joueur donné. La connaissance, et plus généralement le modéle d’agent,
dépendra du signal regu par le joueur : pour deux états du monde w et w’, un
joueur i pourra étre décrit par deux modéles d’agent différents, éventuellement
exprimés dans des cadres de décision différents (nous modélisons un tel pro-
bléme dans I'exemple 4.14 & la prochaine section). Les théories de 'incertitude
pourront ainsi étre totalement hétérogeénes. Bien entendu, lorsque ces modéles
d’agents sont similaires (par exemple, lorsque tous sont basés sur la régle de
lutilité espérée) et que leurs structures de connaissance sont obtenues par le
conditionnement d’une connaissance commune, nous retrouvons le cadre usuel.
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Définition 4.16 (Jeu a information incompléte). Soit une situation de jeu
a information incompléte ZG = (N, Q, X, (A;, ©;,7i)ien, c). Un jeu & informa-
tion incompléte IG sur ZG est une paire :

1G = (IQ, (I(i,ei))iEN,gi,e@i)

oL,y = (Z/{(iﬁi), Vii0,)» W(i’gi)) € ﬂgenta(’_ o Beion (X, Q) est le modele d’agent
sur X et €2 décrivant le joueur i € N lorsqu’il ;egoitlle signal 0; € ©;.

Dans un jeu & information incompléte, tout joueur ¢, s’il recoit le signal 6;,
est modélisé dans le cadre de décision ’Fo‘(iﬂi)*ﬂ(iﬂi)’ c’est-a-dire que sa fonction
d’utilité algébrique v(; g,) est décrite par la structure V; g,y € ‘Prefsa(iyei) (X), sa
capacité algébrique wy; g,y est décrite par la structure W, ¢,y € ‘](nﬁ(i’ei)(Q) et
sa régle de décision uy; g,y est décrite par la structure U(; o,y € Decay, ,.),8.0,) -
Ce joueur préfére alors au moins autant le profil s & s’ si et seulement si :

Ui,0,) (V(i,emw(i,ei),xs) Eg,gi) U(;,0;) (V(i79i)7W(i,0i),Xs/)

Exemple 4.13 (Jeu a information incompléte et utilités des joueurs).
Reprenons la situation donnée ci-dessus (exemple 4.11). Supposons que les pré-
férences du garde-chasse sont quantitatives, identiques quel que soit le signal
O € {T1,Ta 3} qu’il regoit, et telles que :

V(G,00)(Arrestation) = 10 v(gg.)(Rien) =0 v(g g,)(Braconnage) = —5.
Ces préférences sont décrites par la structure de préférence quantitative :

Vicoa) = (R 2. V(G.00)) € Prefsy (V).

Le garde-chasse dispose de l'information suivante : le troupeau a été vu en P
la veille, et il y a une chance sur deux qu’il se soit déplacé durant la nuit.
S’il observe la présence du troupeau en Py, sa connaissance est modélisée par
la mesure de probabilité W 1,y dont la distribution p vérifie p(wi) = 1. S’il
n’observe pas le troupeau en Py, il sait qu’il y a autant de chance qu’il soit en
Py ou en Ps, ce qu’on modélise par la mesure de probabilité w(g r,,) dont la
distribution p' vérifie p'(w2) = p'(ws) = 1/2. Formellement, nous modélisons les
connaissances du garde-chasse par deuz structures de la classe Knp. () :

W) = (0,1, 2, W) W s = (0,1, >, Wi, ,))

Enfin, nous modélisons le garde-chasse, quel que soit le signal g qu’il Tegoit,
par la régle de Lutilité espérée, décrite par la structure UPY € Decg p,.

Supposons maintenant que les préférences du braconnier sont qualitatives,
complétement ordonnées, identiques quel que soit le signal 0p € {Ts,T1 3} qu’il
regoit, et telles que :

Braconnage FEQB;QB) Rien >§§B’93) Arrestation.
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Ces préférences sont décrites par la structure de préférence qualitative :
X
V(B,o5) = (X, Z(B,og) T x) € fPrest(X).

Le braconnier ne connait rien d’autre que le signal qu’il Tecoit : soit le troupeau
est en Py (lorsqu’il regoit le signal O = T5), soit le troupeau n'y est pas (lorsqu’il
regoit 0p = T13). Ce sont des connaissances catégoriques capturées par les
mesures de nécessité suivantes :

1 si{w2} CB

0 sinon

1 si{wi,w3} CB

0 sinon.

W(B,Tz)(B) = { W(B,Tl,(})(B) = {

et décrites formellement par deux structures de la classe Knig,(Q2) :

W,n) = ({0,1}, 2, wp1,) Wi = ({0,1} > W ,))

Enfin, nous modélisons le braconnier, quel que soit le signal O qu’il recoit, par
la régle de décision Min (ou critére de Wald, définition 1.18), décrite par la
structure YM,

Nous avons effectué tous nos choixz de modélisation : pour chaque signal 0;
que peut recevoir chaque joueur i, nous avons donné le modéle d’agent L(; g,y =
(Z/[(i79i),V(i,gi)7W(i,gi)) décrivant ses préférences, sa connaissance et sa régle de
décision. Ainsi, le jeu a information incompléte que nous modélisons est :

1G = (197 (I(i,ei))iezv,eieei) :

Nous pouwvons maintenant évaluer l'utilité de tout profil de stratégies pures
signalisées, pour tout joueur, quel que soit le signal qu’il regoit. Par exemple, le
profil o de 'exemple /.12, tel que :

sq(Th) =P sg(Te3) =P sp(Th) = P sp(Ti,3) = Ps,
est associé aux utilités suivantes :
wer) (Ve Wer) Xs) = >, W {wk}) X Vi) (xs(wr))
kaQ
=1x0+0x10+0x(=5)=0

u(G,TQ‘g)(V(G,ng)?W(G,Tz,g‘,)?XS) = Z W(G,ng)({wk’}) X V(G,TQ,B)(XS(WIC))
wr €N

1 1
:0><0+§><10+§><(—5):2.5

u(B,1,) (V(B,1) W(B,T)s Xs) = Wkréligz} (vie,rs) (xs(wr)))

= min (Arrestation) = Arrestation

W, T ) (VBT ) W(B T 5) Xs) = wkefgjflw} (viB,115) (Xs(Wr)))

= min (Rien, Braconnage)

= Rien.
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Les concepts de solution présentés pour les jeux bayésiens (section 2.2.2) sont
des concepts cardinaux, dans le sens ou l'utilité espérée ne peut étre calculée
que sur des préférences quantitatives. Cependant, si ’on considére les valeurs de
I'utilité espérée comme des scores de préférence, alors les concepts de dominance
et d’équilibre de Nash sont définis uniquement par comparaison de ces scores :
ce sont bien les mémes concepts ordinaux considérés déja pour les jeux & infor-
mation compléte, que 'on applique sur des scores qui, eux, font intervenir des
valeurs cardinales. Cela étant, ’extension du concept d’« équilibre bayésien »
(c’est-a~dire du concept d’équilibre de Nash dans les jeux bayésiens) a notre
cadre algébrique est directe et triviale : un profil de stratégies pures signalisées
est un équilibre de Nash si et seulement si aucun des joueurs, quel que soit le
signal qu’il regoit, n’a intérét & changer de stratégie.

Définition 4.17 (Equilibre de Nash dans les jeux a information in-
compléte). Soient ZG = (N,Q, X, (A;,©;,7:)ien,C) une situation de jeu a
information incompléte et IG = (ZG, (I(ixei))ieNe»e@» un jeu & information
incompléte. Un profil de stratégies pures signalisées s est un équilibre de Nash
si et seulement si Vi € N,V0; € O;,

3982651'7 u(i,ei)(Vi,Wi,ngis,i) >Z,9i) u(i,ei)(Vi,Wi,Xs)-

Le lecteur aura remarqué la similitude entre la définition 4.17 ci-dessus et
la définition 2.25 d’une part, ou la fonction EU,,, remplace la fonction u;, et la
définition 4.4 d’autre part, ou la fonction v; o ¢ remplace la fonction u; (et ou la
notion de signal n’apparait pas). En effet, quelque soit le critére avec lequel un
joueur évalue un profil de stratégies (u, EU, v o ¢, etc.), il y joue une meilleure
réponse §’il n’a pas de meilleure stratégie a jouer (au sens de ce critére) ; il s’agit
d’un équilibre de Nash si chacun joue une meilleure réponse.

4.3.2 La notion de type et le modéle a loterie initiale

Harsanyi, dans son article fondateur, discute longuement la notion de type
(HARSANYI, 1967). En effet, il est trés intéressant de pouvoir modéliser des
joueurs dont on ignore les caractéristiques (chaque joueur peut étre de tel ou
tel type). Puisqu’il se place dans une approche probabiliste, Harsanyi nomme
Modéle a loterie initiale une telle approche basée sur les types potentiels des
joueurs : chaque joueur ¢ est « tiré au sort » parmi une population de joueurs i
potentiels (voir la section 2.2.1). Les préférences d’un joueur dépendent alors
bien sir du profil de stratégies joué, mais aussi de son propre type et des types
des autres joueurs. Par exemple : si un joueur peut étre de type « altruiste » ou
« égoiste », alors on ignore §’il préfére ou non les conséquences qui plaisent aussi
aux autres joueurs; si un joueur peut étre de type « appréciable » ou « détes-
table », alors on ignore si les autres joueurs préférent ou non les conséquences
qui lui plaisent aussi. Avec la notion de type, ce n’est pas la conséquence qui est
incertaine (elle ne dépend que du profil de stratégies joué), mais les caractéris-
tiques des joueurs.



4.3. JEUX A INFORMATION INCOMPLETE GENERALISES 137

Exemple 4.14 (Incertitude sur le type des joueurs). Considérons la si-
tuation de jeu & information compléte de 'exemple 4.1, ot un garde-chasse et
un braconnier doivent chacun choisir d’aller en Py ou en Py. Ici, l'information
est compléte : la conséquence obtenue ne dépend que du choix des deux joueurs.
Par contre, supposons que nous souhaitons modéliser le fait que le garde-chasse
peut étre soit intégre, soit corrompu, ce que le braconnier ignore (mais que le
garde-chasse sait évidemment). Nos choiz de modélisation sont les suivants :
— Si le garde-chasse est integre (1), alors ses préférences et celles du bra-
connier sont telles que décrites o l'exemple 4.2 :

vl (Arrestation) = vE(Arrestation) = 10 — y
vL(P1 braconné) = 0 vE(P1 braconnég) = 10
vL (P2 braconné) =0 vE (P2 braconné) = 10.

— Si le garde-chasse est corrompu (C), alors il n’a aucun intérét a arréter le
braconnier. Dans ce cas, il ne souhaite pas arréter le braconnier, et pré-
fere donc se rendre sur parcelle différente. Les préférences du braconnier
sont inchangées.

v&(Arrestation) = —z v§(Arrestation) = 10 — y
v&(P1 braconné) =0 v (P1 braconné) = 10
v& (P2 braconné) = 0 v§(P2 braconné) = 10.

Puisque le braconnier ignore le type du garde-chasse, sa décision se fera sous
incertitude. Supposons que nous hésitons sur la fagon de modéliser ce bracon-
nier. Deux types de braconniers sont possibles : soit il décide en accord avec la
régle Min, soit en accord avec la régle Laplace. Le braconnier sait quelle régle
de décision le modélise, mais le garde-chasse ignore. Alors, ce dernier décide
aussi sous incertitude et nous le modéliserons grice a la régle Min. Nous pou-
vons résumer les types de joueurs possibles, qui décrivent les différents modéles
d’agents que l’on peut considérer :

— Le garde-chasse est soit corrompu (¢ = C), soit intégre (0c = I). Ses
préférences sont mal connues du braconnier, par contre nous savons qu’il
décide sous ignorance totale selon la régle Min ;

— Le braconnier décide sous ignorance totale soit selon la régle Min (6 =
M), soit selon la régle Laplace (@ = L). Sa régle de décision est mal
connue du garde-chasse, par contre nous connaissons ses préférences.

Nous avons vu dans la section 2.2.1 qu’en considérant plusieurs types pos-
sibles pour un joueur, un probléme se pose. En effet, si les joueurs sont « tirés
au sort », alors ils ne sont pas complétement définis dés le début et le jeu n’est
pas bien formé (dans notre cadre, l'incertitude péserait sur la situation du jeu).
Harsanyi I’a résolu en remarquant que tout se passe comme si chaque joueur
recevait le signal « votre type est 6; ». Dans ce cas, il y a un cadre de discer-
nement sous-jacent, ou chaque état du monde correspond & la combinaison des
types des joueurs, c’est-a-dire w = 6 = (64, ...,6,). Nous pouvons alors étendre
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Pespace des conséquences X en X* = X x © : la conséquence (z,0) est comprise
comme <« la conséquence x advient alors que types des joueurs sont 6 ». Ainsi,
en exprimant les préférences d’un joueur i sur X* = X x O, on exprime ses
préférences sur X lorsque son propre type est 6; et celui des autres est 6_;.
Formellement, soit CG = (N, (4;)ien,X,c) une situation de jeu a infor-
mation compléte, décrivant les joueurs, leurs actions et les conséquences as-
sociées. Pour chaque joueur ¢ € N, notons O; l'’ensemble de ses types po-

tentiels. et ©® = O X --- x O, 'ensemble des combinaisons de types. L’in-
certitude ne pése que sur les types des joueurs, c’est-a-dire qu’on ignore quel
0 =(01,...,0,) € © décrit effectivement les types des joueurs. Les préférences

du joueur ¢ dépendent de son propre type et de ceux des autres : elles donc sont
connues pour un 6 € © donné. Nous pouvons donc supposer ’existence d’'une
fonction f; : © — Prefs  (X) telle que fi(0) € Prefs  (X) soit la structure de
préférence décrivant la fonction d’utilité algébrique du joueur 7 lorsque son type
est 0; et ceux des autres joueurs sont 6_;.

Pour exprimer cela sous la forme d’un jeu & signaux, posons 2 = O et
X* = X x ©. La fonction-conséquence c* est définie par c¢*(a, ) = (c(a), d). Les
préférences du joueur ¢ sur X sont telles que (z,60) =; (2/,0") < f:(0)(x) =;
f:(0")(z"). L’incertitude sur les types des joueurs s’exprime donc bien en terme
de signaux par la situation de jeu & information incompléte :

ZG = (N,0,X x 0,(4;,0,,0 — 0;)ien, (a,0) — (c(a),0)),
et par une contrainte sur les structures de préférences des joueurs :
Vie N, vi(z,0)= fi(0)(z).

Reste ensuite & terminer la modélisation des joueurs en donnant leurs structures
de connaissances et de régles de décision.

Exemple 4.15 (Incertitude sur les types des joueurs modélisée par un
jeu basé sur des signaux). Dans notre exemple, il y a deux types possibles
pour le garde-chasse : il peut étre intégre (I) ou corrompu (C). Nous ferons
comme si le garde chasse recevait un signal 0 € {I,C} qui Uinforme de son
type : le signal 0 = I est « vous étes intégre » et le signal 0 = C' est « vous étes
corrompu ». De maniére similaire, nous ferons comme si le braconnier regoit un
signal 0 € {M,L} qui linforme de son type : le signal 0p = M est « vous
décidez selon la régle Min » et le signal Op = L est « vous décidez selon la régle
de Laplace ».

O=0=0gx0p={I,C} x{M,L} ={(I,M),(I,L),(C,M),(C,L)}.
Il y a quatre états du monde : par exemple, w = (I, M) est I’état du monde

ou le garde chasse est intégre et le braconnier décide selon la régle Min. Les
conséquences sont X = {Arrestation,P1 braconné,P2 braconné}. Nous po-
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sons alors :
(Arrestation, (I, M)) (Arrestation,(C,M))
(P1 braconné, (I, M)) (P1 braconné,(C,M))
< (P2 braconné, (I, M)) (P2 braconné,(C,M))

(Arrestation, (I,L)) (Arrestation,(C,L)
(P1 braconné,(I,L)) (P1 braconné, (C,L))
(P2 braconné, (I,L)) (P2 braconné,(C,L)
Les conséquences deviennent donc des paires, par evemple (Arrestation, (I, M))
est la conséquence « arrestation d’un braconnier décidant selon la régle Min par

un garde-chasse intégre ». Nous avons déja donné les fonctions d’utilité des
joueurs dans ’exemple ci-dessus :

) ) )

V(i,@j)(x7 (Iv GB)) = VZI(I) V(i,9¢)(xv (Cv 93)) = Vlc(x)

Les deux joueurs décident sous ignorance totale. Puisque chacun connait son
propre type mais ignore celui de lautre, leurs capacités algébriques sont des
mesures de nécessité catégoriques telles que :

1 si{(0g.08) |0 ="0c} C B
0 sinon

1 si{(0g,05)|0cB=0s}CB
0 sinon

W) (B) = {

W(B,OB)(B) = {

Enfin, leur régles de décision respectives sont :
U(G:GG) = uMaX U(B,M) — uMin u(G7L) _ uLaplace

Nous avons donc donné un modéle d’agent pour chaque signal de chaque joueur :
la modélisation est terminée. Le jeu & information incompléte basé sur les si-
gnauz qui modélise ces joueurs est donc :

IG = (197 (I(iﬁi))iEN,eiE@i) :

Remarque 50. Notre définition d’un jeu & information incompléte permet de
considérer des régles de décision, voire des cadres de décision différents pour les
différents signaux que peut recevoir un joueur. Il nous semble que cela est utile
lorsqu’on modélise une situation en terme de types (alors, un joueur peut étre
incertain quant au type de connaissance d’un autre joueur, par exemple : a-t’il
une connaissance probabiliste ou possibliste 7). Inversement, lorsqu’on modélise
une situation en termes de signaux, il nous semble qu’une telle incertitude sur la
théorie de l'incertitude elle-méme sera rencontrée plus rarement (méme si nous
pouvons fabriquer de tels exemples : le joueur a-t-il lu une étude qualitative ou
quantitative avant de prendre sa décision ?).
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4.3.3 Stratégies mixtes dans les jeux a information incom-
pléte généralisés

Pour aborder le cas des stratégies mixtes dans un jeu a information incom-
pléte, nous allons tenir un raisonnement similaire & celui adopté lorsque nous
avons traité des équilibres corrélés en stratégies mixtes (section 4.1.3). En ef-
fet, il s’agit ici aussi de stratégies mixtes signalisées, qui induiront donc aussi
une structure de connaissance jointe sur ) x A. Notons deux différences® :
d’une part, les connaissances des joueurs sont données pour chacun des signaux
qu’ils peuvent recevoir (nous n’aurons donc aucun conditionnement a faire) et
d’autre part la conséquence obtenue dépend de ’état du monde. En considérant
les stratégies mixtes, nous aurons besoin ici également d’une certaine homo-
généité quant aux théories de l'incertain avec lesquelles nous modélisons les
connaissances des joueurs. Dans le cas simple, les connaissances des joueurs
sur ) et les stratégies mixtes seront exprimées dans la méme classe de capaci-
tés algébriques : ’homogénéité est alors totale. Comme nous l'avons vu, nous
pouvons permettre un plus grand degré de modélisation en affaiblissant cette
contrainte : les stratégies mixtes doivent toutes étre exprimées dans une méme
classe Kns, et les connaissances de chaque joueur 4, quel que soit son type 6;,
doivent étre exprimées dans une classe Kng,, o généralisant Kngs, c’est-a-dire
VQ,Vi,V@i, KTL(;(Q) g '](nﬁ(i‘ei)(Q).

Nous retrouvons ainsi les différents paramétrages trouvés dans la littérature :

— Dans les jeux bayésiens, les connaissances des joueurs et les stratégies
mixtes sont probabilistes, c’est-a-dire Vi, V0;, Kng,, o = Kns = Knp,
(HARSANYI, 1967) ;

— Dans les jeux possibilistes, les connaissances des joueurs et les straté-
gies mixtes sont possibilistes, c’est-a-dire Vi, V6;, Kng,, oy = Kns = Knn
(AzzaBI et al., 2020 ; TRABELSI, 2020 ; BEN AMOR, FARGIER, SABBADIN
et TRABELSI, 2022) ;

— Dans les jeux évidentiels ou crédaux, les connaissances des joueurs sont
exprimées par des fonctions de croyances et les stratégies mixtes sont
probabilistes, c’est-a-dire Kns = Knp,, et Vi,VGi,KnﬁO,gi) = Knpe, ce
qui est admissible puisque les fonctions de croyance généralisent les pro-
babilités : VQ, Knp,(2) € Knpa(2) (POMERET-COQUOT, FARGIER et
MARTIN-DOREL, 2022). Nous détaillons les jeux évidentiels et crédaux a
la section 4.5.

Reprenons les étapes détaillées dans la section 4.1.3 : d’abord, chaque joueur
s’engage sur une stratégie mixte signalisée, c’est-a-dire une capacité algébrique
de la classe Kngs, qui indique & quel point ce joueur peut choisir telle ou telle
stratégie pure signalisée. Cela étant, une connaissance jointe est déduite par
produit cartésien, c’est donc aussi une capacité algébrique de la classe %ns.
Elle indique & quel point peut advenir un profil de stratégies pures signalisées.

5. Une troisiéme différence est que les joueurs ne peuvent pas choisir I'appareil signalisa-
teur, qui est ici imposé par la situation modélisée. Cependant, cela n’a aucun impact sur le
raisonnement que nous tenons ici.
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Cette connaissance jointe décrit les choix qui peuvent étre faits en fonction des
signaux recus, donc en fonction de ’état du monde w € 2 elle est analogue &
une fonction Q — Kns(A) indiquant & quel point un profil de stratégies pures
(non signalisé) peut advenir, en fonction de ’état du monde w. Enfin, chaque
joueur ¢, s’il recoit le signal 6;, combine cette connaissance jointe avec sa propre
connaissance wy; g,y sur {2, qui est d’une classe Knﬂ(w” généralisant %n; (donc,
Kns(A) C K"ﬁg,ei)(A))’ grace & un produit dépendant de la classe Kng, - Il
obtient ainsi une connaissance sur 2 x A : §’il associe un degré élevé a la paire
(w,a), alors il lui semble vraisemblable que a € A soit choisi et que I’état du
monde soit w € €.

Enfin, nous évaluons la satisfaction que procure un profil de stratégies mixtes
signalisées a un joueur i dont le signal est 6; par la régle de décision ug; g,), qui
combine la connaissance obtenue ci-dessus, exprimée dans la classe de capacités
algébriques Krng,,. ei)(Q x A), avec les préférences sur X du joueur, exprimées
dans la classe de fonctions d’utilité algébriques fPrefsa(i 0_)(X). Cette régle de
décision doit donc étre adaptée a la fois & Knﬁ(i,sn et a LPLrefsa(iyei), c’est-a-dire
U 0,) € Deca(i,ei)nﬁ(i,ei)'

Soient ZG = (N, Q, X, (A;, ©;,7:)ien, ) une situation de jeu a information
incompléte et IG = (Ig, (I(i’ei))ieN,Oie@)
Pour considérer les stratégies mixtes dans le jeu a information incompléte IG,
nous lui attachons la classe Kns des stratégies mixtes, une opération de produit
indépendant, et les opérations de produit dépendants considérées pour tous les
signaux de tous les joueurs.

un jeu a information incompléte.

Définition 4.18 (Extension en stratégies mixtes d’un jeu a information
incompléte). L’extension en stratégies mixtes MIG de IG est décrite par la

structure : 1
M G = IG7 ) X ’ (X C ) c e ’
| < K]lé (1701) i€EN,0;,€0;

ou :
— IG est le jeu a information incompléte étudié;
— XKns est la classe de capacités algébriques considérée pour les stratégies
mixtes ;
— % ¢ Prod 5 est un produit cartésien de la classe K ;
— x?igi) € Prod g, , , est le produit dépendant pour la classe Knng, o, aveC
laquelle le joueur i est modélisé lorsqu’il regoit le signal 6, ;
et telle que Kns soit généralisée par chacune des classes de capacités algébriques
des joueurs, quel que soit les signaux qu’ils regoivent, c’est-a-dire telle que Vi €
N, Vo, € ®i7 VQ, ?(n(;(Q) - Kﬂﬁ(i,ei) (Q)

Remarque 51. Ici, comme lorsque nous avons traité des stratégies mixtes pour
les jeux & information compléte, nous pouvons remarquer que le produit dé-
pendant est donné pour tout signal de tout joueur. Pourtant, le choix de cette
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opération ne dépend pas du joueur lui-méme, mais de la nature des informa-
tions & combiner. Nous proposons cette définition afin de pouvoir modéliser des
joueurs dans des cadres de décision différents. En effet, la nature des informa-
tions & combiner dépend, entre autres, du cadre de décision dans lequel elles
sont exprimées.

Soit maintenant MIG = ( IG, Kn;, X, (xd,eg_ )
(100 ) ien.0,c0,

) une extension
en stratégies mixtes de IG.

Une stratégie mixte signalisée du joueur i est une fonction o, associant a
chacun de ses types 0; € ©; la stratégie mixte non signalisée o;(0;) € Kns(A;).
Un profil de stratégies mixtes signalisées est un vecteur o = (o1, ..., 0,) de telles
fonctions. Dans I’état du monde w, le profil de stratégies mixtes non signalisées
effectivement joué est noté o(w) = (o1(11(w)), ..., 0n (1 (w))). Pour tout w € Q,
on peut déduire de o(w) la capacité algébrique wX? décrite par la structure de
connaissance :

Wi = (W, Wi, =W) = X (03 (12 (0)), -, 0 (70 () € Kng(4).

La capacité algébrique du joueur 7 lorsqu’il regoit le signal 6;, est w;g,)-
Elle est décrite par la structure W g,) € King,, Oi)(Q) qui est donnée dans la
définition du jeu & information incompléte IG. Ce joueur peut alors combiner
cette connaissance propre W, ¢,) et celle déduite du profil de stratégies mixtes
W22, et ainsi obtenir une capacité algébrique jointe sur 2 x A décrite par la
structure de connaissance :

X w _ dep X
(Wﬁ(iﬁi)’w(z@i)’ tﬂ(i,si)) - X(i,ei) (W(iaei)’ w = Wwa) € Knﬁ(i,ei)(g X A)-

Comme nous "avons remarqué pour les jeux & information compléte, un pro-
fil de stratégies mixtes fixe la connaissance qu’ont les joueurs sur les profils de
stratégies pures qui peuvent étre joués : le cadre de discernement est 2 x A. La
fonction (analogue & un acte) qui associe a tout élément (w, a) € Q x A sa consé-
quence est unique. Elle est imposée par la situation. En effet, si a est choisi dans
létat du monde w, la conséquence est c(a,w). Ainsi, le joueur ¢, lorsqu’il recoit
le signal 6;, évaluera 'utilité de cette fonction au regard de ses préférences et de
la connaissance induite par le profil de stratégies mixtes signalisées d’une part,
et par sa propre connaissance d’autre part. En stratégies mixtes, on ne compare
pas les actes pour une connaissance donnée et constante, mais on compare les
connaissances (induites par les stratégies mixtes) pour un « acte » donné et
constant (la fonction-conséquence). Ainsi, 'utilité de o, pour le joueur i ayant
recu le signal 6;, est :

Ui, (V(i,ei),W(X{fgi)v C) = (i, (V(i,ei); X?ﬁgi) (Wii0,),w = X (0(w))) ,c) .

Les difficultés étant levées, il devient trés facile de redéfinir les concepts de
solutions usuels. En effet, comme cela fut le cas dans les sections précédentes,
nous avons simplement & réécrire la définition en utilisant I’expression ci-dessus.
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Ainsi, un équilibre de Nash mixte, dans un jeu a information incompléte, est
un profil de stratégies mixtes signalisées telle qu’aucun joueur, quel que soit le
signal qu’il regoit, n’a intérét & changer de stratégie, c’est-a-dire :

Définition 4.19 (Equilibre de Nash mixtes dans un jeu a information
incompléte). Un profil de stratégies mixtes signalisées o est un équilibre de
Nash si et seulement si :

Vz’,VGi,Vag, u; (Vi,W?;,TGi),C) 74%’91,) u; (Vi,wz(zé:;—i7c>.

4.3.4 Jeux a information incompléte particuliers

Dans la section précédente, nous avons proposé un modéle trés général de jeu
& information incompléte, ou différentes théories de la décision sous incertitude
peuvent étre considérées. Nous détaillons maintenant quelques spécialisations
de ce modéle. Cela permet d’une part une définition plus simple des jeux dans
certains cas particuliers et améne d’autre part a retrouver les jeux proposés dans
la littérature (jeux bayésiens, jeux possibilistes et jeux évidentiels ou crédaux).

Posons G = (N, ,X, (4;,0;,7)ien), c) une situation de jeu a information
incompléte.

En premier lieu, la connaissance des joueurs, lorsqu’ils regoivent un signal
particulier, est habituellement obtenue par conditionnement de leur connais-
sance a priori. Cela semble naturel dans l'interprétation en terme de signaux,
ol chaque joueur ¢ met & jour sa connaissance « sachant le signal recu ».

Définition 4.20 (Jeu conditionnel). Un jeu conditionnel est un n-uplet :
IG = (ZG,(Z;,Ci)ien) -

ol ZG est une situation de jeu a information incompléte, Z; € Agent 5, st
le modeéle a priori du joueur 7 (sa structure de préférence est dans la classe
Prefs et sa structure de connaissance dans la classe Kig,) et C; € Cond g, est

un opérateur de conditionnement adapté & la classe Kig,.

Un jeu conditionnel est correctement défini si tous les conditionnements « sa-
chant 6; » sont possibles, c’est-a-dire si :

Vi e N, Vb, € ©;, precond; W;, {w|m(w)=26;})=T.

Un jeu conditionnel définit le jeu & information incompléte suivant :

IG = (zg, (ui, Vi, cond Wi, {w | 7:(w) = 6;} ) )iEN79ieei).

Ensuite, une hypothése courante est que tous les joueurs considérent la méme
connaissance a priori. Une justification & cette hypothése est proposée dans
I’article fondateur d’Harsanyi : on modélise le jeu d’un point de vue de 1'un
des joueurs, disons le joueur z (il nous semble que 'on puisse tenir le méme
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argument du point de vue d’un modélisateur exterieur). Dans un tel cas, la
connaissance du joueur i #* x n’est pas réellement sa propre connaissance mais
celle qui lui attribue le joueur x. Si le joueur x est cohérent avec lui-méme, il
devrait attribuer & tout le monde des connaissances cohérentes entre elles que
I’'on peut obtenir par conditionnement, d’un prior commun.

Définition 4.21 (Jeu a prior commun). Un jeu & prior commun est un
quadruplet :

IG = (IG, . W.C, (Vi,Us);e ) -

ot ZG est une situation de jeu & information incompléte, W € Kngz(Q2) une
structure de connaissance décrivant la capacité algébrique commune, C € Cond g
un conditionnement adapté a la classe Kng. V; € £Prefsm (X) et U; € Decy, 5 sont
les structures décrivant la fonction d’utilité algébrique et la régle de décision du
joueur 1.

Un jeu & prior commun modélise les mémes joueurs que le jeu conditionnel :
1IG = (Ig, (U, Vi, W) ,C)ien) -

Il est bien défini si tous les conditionnements sont possibles, c’est-a-dire si le
jeu conditionnel correspondant est bien défini, et modélise alors le méme jeu a
information incompléte que ce dernier.

Exemple 4.16 (Jeu a prior commun). Considérons le jeu de sécurité éco-
logique a information incompléte de l'exemple 4.13. Un garde-chasse G et un
braconnier B doivent décider sur quelle parcelle se rendre : trois parcelles Py,
Py et Ps sont accessibles aux deux joueurs. Il n’y a qu’un seul troupeau, qui
a été vu la veille en Py. Nous savons qu’il a une chance sur deux de s’étre
déplacé. Alors la connaissance (commune) a priori sur la position actuelle du
troupeau est une fonction de croyance dont la fonction de masse est telle que
m({w2}) = m({w1,ws}) = 1/2 (I’état du monde est w; si le troupeaw est sur la
parcelle P;). Le garde-chasse est informé de la présence ou non du troupeau en
Py, le braconnier de sa présence ou non en Ps.

Nous avons déja modélisé la situation de jeu & information incompléte a
Vexemple 4.11 : TG = (N, X, (A;,0;,Ti)ien, C).

Dans ce jeu, la connaissance a priori est commune. Nous pouvons le donner

iGN,GiG(‘)i) les
Joueurs, aprés avoir observé leur signal (la présence ou non du troupeau sur la
parcelle qu’ils observent), déduisent leur connaissance en révisant la connais-
sance initiale (par le conditionnement de Dempster). Nos choix de modélisation
sont les suivants :

— W= ([0,1],w,>) € Knpa(Q2) est la structure de connaissance décrivant
la fonction de croyance w dont la fonction de masse vérifie m§ ({w2}) =
my,({wr,ws}) =1/2;

— C =CPempster ¢ condp est le conditionnement de Dempster.

comme un jeu @ prior commun 1G = (IQ,W,C, (u(i,ei),v(i’ei))
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— Les fonctions d’utilités v; g,y sont quantitatives. Elles sont décrites par
les structures de préférences V; g,) = (R,V(Z‘,gi), 2) € QPrefSR, o :

V(G,gc)(Rien) =0 V(B,GB)(Rien) =0
V(G,0.)(Braconnage) = —5 V(B,0,)(Braconnage) = 10
V(Gﬁc)(ArreStation) =10 V(B’QB)(Arrestation) = —10.

— La régle de décision de chaque joueur est la régle de Choquet : U; = UCFY.
Ce jeu est correctement défini : tous les conditionnements sont possibles. Les
capacités algébriques w; o,y « sachant 0; » sont des fonctions de croyance. Elles
sont décrites par les structures de connaissances W; g,y = ([O7 1], W0,y 2) €

Knge - Les fonctions de masse correspondantes sont :
et (B) = 1 sz:B:{wl}
0 sinon

1/2 st B= {OJQ}

mjv(G’szs)(B) =41/2 siB={ws}
0 sinon
1 si B={ws}
+ _
mw(B’T2)(B) N {0 sinon

+ —
mW<B,T1,3) ( ) 0 sinon

{1 SiB:{wl,W3}

Nous pouvons remarquer que les connaissances « sachant 0; » des joueurs sont
identiques a celles proposées dans ’ezemple 4.13 : le garde-chasse, aprés avoir
observé la parcelle Py, a maintenant une connaissance probabiliste précise (les
probabilités constituent en effet un cas particulier de fonctions de croyance) ; le
braconnier, aprés avoir observé la parcelle Py, a une connaissance catégorique
(qui constitue également un cas particulier de fonction de croyance). De plus,
nous avons considéré pour le garde-chasse la méme fonction d’utilité quantita-
tive, et pour le braconnier l'une des représentations numériques de ses préfé-
rences qui étaient supposées qualitatives dans l'exemple 4.13. Dans cet exemple
nous modélisions le garde-chasse par la régle EU et le braconnier par la régle
Min. Puisque la régle CEU généralise ces deux régles, nos choix de modélisation
sont quasiment identiques. En considérant les stratégies pures, les mémes profils
de stratégies seront préférés, ou non, par le garde-chasse et par le braconnier.
Cependant, en supposant des préférences quantitatives pour le braconnier, nous
pouvons également considérer ici des stratégies mixtes, de la classe Knp, ou des
classes incluses dans celle-ci (Knp, et Knygy,). Dans Uevemple 4.13, ce n'était
pas possible, puisque le garde-chasse était modélisé dans Knp, et le braconnier
dans Knig, et que ces deux classes sont incompatibles.

Dans la littérature, I’hypothése de prior commun est toujours faite. Nous
pouvons donc résumer :
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— Un jeu bayésien est un jeu a prior commun du cadre de décision bayésien
FRr,pr, ol le conditionnement est CP" et ol tous les joueurs sont modélisés
par la régle de Dutilité espérée : Vi, U; = UPY (HARSANYI, 1967).

— Un jeu possibiliste est un jeu & prior commun du cadre de décision pos-
sibiliste Fg,1)n ou C est le conditionnement de Hisdal et ou tous les

joueurs sont modélisés par la régle de 1'utilité pessimiste : Vi, U; = U’
(BEN AMOR, FARGIER, SABBADIN et TRABELSI, 2019).

— Un jeu évidentiel ou crédal (Bel-game) est un jeu & prior commun ¢ du
cadre des fonctions de croyance Fg ge1 0l C est I'un des conditionnements
parmi {Dempster, Fagin-Halpern, Strong, Weak} et ou tous les joueurs
sont modélisés par la régle de Choquet, la régle de Jaffray ou celle du
TBM : Vi,U; € {UCFY, YEV" YTBEVL (POMERET-COQUOT, FARGIER
et MARTIN-DOREL, 2022). Nous détaillons ces jeux dans la section 4.5.

4.4 Modéles de Selten et théoréme de Howson et
Rosenthal

Le théoréme de Howson et Rosenthal consiste & établir, pour un jeu bayésien
(& deux joueurs) donné, son modéle a loterie finale (section 2.2.3), c’est-a-dire
un jeu ou tous les couples joueur-signal choisissent une action (et o finalement
un seul couple par joueur la joue effectivement). Nous ’étendons ici aux jeux a
information incompléte généralisés. Il s’agit alors de donner une transformation
qui convertit tout jeu & information incompléte en un jeu & information compléte
dans lequel les utilités sont en correspondance (et ce, pour chaque signal que
peut recevoir chaque joueur).

Nous proposons d’abord dans la sous-section suivante une transformation
générale appelée Selten” applicable & tout jeu & information incompléte IG.
Puisque Selten(IG) est un jeu a information compléte, il pourra étre étudié
avec les outils de la théorie des jeux classiques (sans incertitude). Ensuite, nous
nous intéressons aux jeux ou les structures de régles de décision des joueurs
sont représentés par des instances algébriques et proposons une autre trans-
formation, appelée HR, généralisant celle proposée par Howson et Rosenthal.
HR(IG) est un jeu hypergraphique décomposable dont la taille dépend du degré
de (k, B)-additivité des fonctions de masse algébriques. Alors, la représentation
de HR(IG) est potentiellement succincte et des algorithmes adaptés peuvent y
étre appliqués (WILSON, 1971 ; JOURDAN, 2022). Nous illustrons ce résultat sur
un exemple de Bel-Game, c’est-a-dire de jeu & prior commun du cadre des fonc-
tions de croyance. Enfin, nous discutons la complexité de cette transformation
en fonction des instances algébriques considérées.

6. Notamment, ’exemple 4.16 est un Bel-Game.

7. Harsanyi a proposé d’appeler modéle de Selten, d’aprés une conversation privée avec
Reinhard Selten, le modéle a loterie finale ou chaque type de chaque joueur est vu comme un
joueur potentiel et choisit effectivement une stratégie. Nous nommons dans ce chapitre trans-
formation de Selten la transformation générale qui produit, & partir d’un jeu & information
incompléte, un jeu & information compléte équivalent au modéle & loterie finale du jeu initial.
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4.4.1 Jeux en correspondance et modéle de Selten

Partant d’un jeu & information incompléte IG, nous pouvons donner son
modéle a loterie finale CG = Selten(IG) : c’est un jeu & information compléte
qui est en correspondance avec 1G, dans le sens ot les deux jeux ont les mémes
valeurs d’utilité (pour chaque signal que peut recevoir chaque joueur). Il est
donc possible d’utiliser le second pour étudier le premier.

Précisons d’abord la notion de correspondance entre un jeu a information
incompléte et un jeu & information compléte. Soient une situation de jeu a
information incompléte :

G = (N, X, (A4;,0;,Ti)ien; €),
et une situation de jeu & information compléte :
CG = (N, (A)yes-%,€)

Ces deux situations sont en correspondance si les joueurs de CG représentent
tous les signaux possibles de ZG, et si les actions des joueurs de CG sont celles
des joueurs de ZG.

Définition 4.22 (Correspondance des situations de jeu). On dit que les
situations de jeu ZG et CG sont en correspondance de Selten (ou simplement en
correspondance) si :

N = {(2,91) | i€ N,0; € 91} et V(Z,QZ) S N, A(iﬂi) = A;.

Remarque 52. La correspondance entre deux situations de jeu ne fait pas inter-
venir I’ensemble des conséquences X.

Alors, nous avons une bijection entre les profils de stratégies pures signalisées
de ZG et les profils de stratégies pures (non signalisées) de CG. Un profil s de ZG
est en correspondance avec le profil a de CG lorsque les stratégies des joueurs y
sont identiques quels que soient les signaux qu’ils recoivent.

Définition 4.23 (Correspondance des profils de stratégies). On dit que
le profil de stratégies signalisées s de ZG est en correspondance avec le profil de
stratégies a de CG si les situations ZG et CG sont en correspondance et si :

Vi € N,V0; € ©,, 81(91) = d(iﬁi).

Deux jeux établis respectivement sur ZG et sur CG sont en correspondance
si leurs profils de stratégies en correspondance aménent aux mémes valeurs
d’utilité.

Définition 4.24 (Correspondance des jeux). Un jeu a information incom-
plete 1G = (ZG, (U601, Viio,), Wi e:) )ieN o,c0,) et un jeu & information com-
pléte CG = (CQ, (])(i,é’,;))(i 0, ) sont en correspondance si les conditions sui-

vantes sont toutes satisfaites :
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1. Les situations de jeu ZG et CG sont en correspondance;

2. Pour tout (i,0;) € N, la structure ]}(i’gi) = (‘7,\7,&‘7) de CG et la
structure U; g,y = (U,u, =") de IG sont telles que :

(a) Leurs co-domaines sont les mémes (V = U),

(b) Leurs opérateurs de comparaison sont les mémes (5‘7: =),

(c) Tous profils s et @ en correspondance ont les mémes utilités algé-
briques, c’est-a-dire :

w0, (Vo Wiie) Xs) = Vi) (€(@))-

Ainsi, deux jeux IG et CG en correspondance associent les mémes valeurs
d’utilité algébrique & tout profil de stratégies, pour tout joueur et tout signal.
Si un profil de stratégies s de IG est satisfaisant pour un joueur 7 ayant recu
le signal 6;, alors le profil a qui lui correspond est tout aussi satisfaisant pour
le couple (,6;) du jeu CG. 1l est donc possible d’étudier IG en étudiant CG.
En particulier, les deux jeux ont les mémes équilibres de Nash (en effet, aucun
joueur i de IG, quelque soit le signal 6; qu’il regoit, n’a intérét & changer de
stratégie si et seulement si aucun couple (i,6;) de CG n’a intérét a changer de
stratégie).

Nous pouvons dés maintenant donner la transformation de Selten, générale
et naturelle, qui associe a tout jeu IG le jeu CG = Selten(IG) en correspondance
avec IG, dans lequel I’ensemble des conséquences X est ’ensemble {w — c(a,w) |
a € A} des actes réalisables de IG :

Définition 4.25 (Transformation de Selten). Soit un jeu & information
incomplete 1G = (ZG, Ui,0,), Vii,00)s Wii o) )ieN.o.€0,)- La transformation de

Selten de IG est Selten(IG) = (cg, O}(iﬂi))(i,ei)eﬁ) ; elle est définie par :

— Sa situation de jeu CG = (N, X, (flk)keﬂ,,é), ou :

— N = {(i,6;) | i € N,6; € ©;} (ensemble des joueurs de CG est
Pensemble des couples joueur-signal de ZG);

— X = {w ~ c(a,w) | a € A} ('ensemble des conséquences de CG est
Pensemble des actes réalisables de ZG) ;

— A(i79i) = A; ('ensemble des actions du couple (i,0;) de CG est l'en-
semble des actions du joueur i de ZG ;

— & : A = X est définie par &(a) = w — c(a(w),w) (dans CG, la
conséquence du profil a est ’acte correspondant dans ZG, c’est-a-
dire la fonction associant & w la conséquence du profil de stratégies
(@1 @) 2 Bnrae)- )

— Sa famille de structures de préférences (V(iﬂi))(i,ai)ez\?’ décrivant les fonc-
tions d’utilités algébriques des joueurs (i, 0;) de Selten(IG), ou pour tout
couple (i,6;) € N et pour tout Z € X par :

V(00 (@) = ugi0,) Vi os), Wiies)s T) -
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Théoréme 4.1 (Correction de la transformation de Selten). Pour tout
jeu & information incompléte IG, IG et Selten(IG) sont en correspondance.

Démonstration. Vérifié en CoQ, cf. section 5.6. O

Exemple 4.17 (Transformation Selten). Considérons le jeu a prior commun
IG donné a lexemple 4.16. Sa transformation de Selten est

Selten(IG) = (Cg7 (f}(iﬁi))(i,ei)e]\?) ,
ot la situation CG = (N, X, (flk)ke]g,, ¢) est définie par :

N ={(G,Th), (G, Ts3), (B, T»), (B, T1 3)}
X ={wm cla,w) | aec A}
A(i,oi) ={P., P, P}

e(a(G,1,)> A(G,Ta3) UB,T2)s A(B. Ty 5)) = W = €((A(Gra(w))s U(B.7p(w)) ) W)
et les structures de préférences ‘7(1'791.) = (R,>,V(i0,)) sont définies par :

BV (1,000, W(i,0,)5 T).

V(0 (T) =u
Remarque 53. Cette transformation est trés générale : elle ne considére méme
pas la facon dont les connaissances sont représentées (en effet, les structures de
connaissance W; g,y pourraient décrire autre chose qu'une capacité algébrique
et cette transformation resterait valide). Par contre, sa complexité grandit ex-
ponentiellement avec le nombre de signaux que les joueurs peuvent recevoir.
Nous nous intéressons dans la section suivante & une autre transformation qui
ne dépend pas du nombre de signaux, mais du degré de (k,H)-additivité des
structures de connaissance.

4.4.2 Transformation hypergraphique a la Howson et Ro-
senthal

Howson et Rosenthal ont proposé une facon alternative de construire un
modéle de Selten, pour les jeux bayésiens a deux joueurs. Le jeu & information
compléte qui en résulte est alors donnée sous forme hypergraphique, ce qui est
permis par la propriété d’additivité des mesures de probabilité et la décompo-
sabilité de 'utilité espérée comme une somme. Nous étendons ici cette transfor-
mation au cadre des jeux incomplets généralisés. Pour cela, nous supposerons
que les régles de décision modélisant les joueurs du jeu & information incompléte
IG sont toutes représentées par des instances algébriques (définition 3.18), ce
qui garantit la (k,H)-additivité des capacités algébriques considérées et la dé-
composition des valeurs d’utilité espérée généralisée (XEU) par une sommation
abstraite &.
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Soit la situation de jeu a information compléte :
Ig = (Na Q7 X7 (Aw @i; Ti)i€N7 C)

et le jeu & information incompléte :

IG = (Ig, (Ui 6.): V(v:,ef,)»W(i,e,:))iewie@i) :

Supposons de plus que chaque structure de régle de décision U(; g,) est re-
présentée par 'instance algébrique :

2(i.0:) = ((Wii,e,‘,)ﬂﬂ(uei)v()(viv,oi)) ) (Uu,ei)’@(z',ei)vog,ei)) ’®(z‘,ei>vf(i,ei>) :

Chaque instance Z; g,y prescrit de représenter W, o,y par une fonction de masse
=2

algébrique mg, o

S,.B

W(i,04)

) basée sur H; 9,y dont I'ensemble des éléments focaux est

Définition 4.26 (Transformation hypergraphique HR). Soit IG un jeu a
information incompléte. Sa transformation hypergraphique est le jeu hypergra-

phique HR(IG) = (Hg, (]}(iﬂi))(i,@i)el\"f)‘ Ce jeu hypergraphique est décompo-

sable par (@(Lgi), OZ. 0,) (vfl 0i))eeE> et est défini par :
— La situation de jeu hypergraphique :

HG = (1\7, E', P7 (Ak)kej\?a (Xev ée)eEE)

avec :

— ]\:f ={(i,6;) | i € N,0; € ©,} est ensemble des couples joueur-signal ;

— A0,y = Aji sont les actions du joueur ¢ (toutes les paires (i, 6;) choi-
sissent I'une des actions du joueur 7);

— E=Ugoen Smo . est ’ensemble des identifiants des jeux locaux
i w(i,0;

(chaque jeu local est identifié par un élément qui est focal pour au
moins un type de joueur) ;

— P(e) = {(4,7:(w)) | i € N,w € e} (les joueurs participant au jeu local
e sont toutes les paires (i, 7;(w)) pour tout w € e);

— Xe¢ = 24%92 ogt I'ensemble des parties de A x (une conséquence
locale # € X¢ du jeu local e est un ensemble de paires (a,w) du jeu
initial IG) ;

— ¢(a®) = {((EL‘(QLTI(UJ)), cee &‘(enm(w))) ,w) |w e e} (la conséquence lo-
cale ¢ € X¢ d’un profil partiel a¢, dans le jeu local e, est ’ensemble
des couples décrivant un profil de stratégies pures possible étant donné
a® et I’état du monde w correspondant, pour tout w € e).

— Les fonctions d’utilité locales, pour tout joueur (i,6;) et tout jeu local

e e E, sont :

{’fi,ai)(j) = mi.i(iwgi) (e) ® f(i,ai)(V(i,ei) oc, I°).
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Cela définit les structures de préférences décrivant les fonctions d’utilité algé-
briques globales de tous les joueurs :

Voo = (Uiaon 3 B, Vi @) =l
eclE

Théoréme 4.2 (Correction de la transformation HR). Soit IG un jeu a
information incompléte. Alors, IG et HR(IG) sont en correspondance.

Démonstration. Par définition des instances algébriques, dans le jeu incomplet
IG, l'utilité du profil de stratégies signalisées s pour le joueur i ayant regu le
signal 0; est :

a5)
@(iﬂi) mw(i,si) (B) ®(ia9i) f(i,Gi) (V(iaei) © Xs» B) :
BC22\{0}

Rappelons que x;(w) = ¢(s(w),w). Or, nous pouvons remarquer que pour & en
correspondance avec s, et pour tout e € 2%, &(a¢) = {s(w),w) |w € e} € Xe.
De plus, puisqu’un ensemble B ¢ E n’est focal pour aucun (4, 6;), il est correct
d’effectuer la sommation uniquement sur £ C 2. On a donc bien, pour tout
(i,6;) et tous profils s et @ en correspondance :

(0, (V.00 W) Xs) = V(i) (€(@)) .
Ce théoréme est vérifié en CoQ, voir la section 5.6. O

Plusieurs cas particuliers de cette transformation générale peuvent étre trou-
vés dans la littérature.

Jeux bayésiens Tout jeu bayésien est un jeu a prior commun ot la connais-
sance a priori est une mesure de probabilité et ou la régle de décision de
tous les joueurs, quel que soit le signal qu’ils recoivent, est celle de 1'uti-
lité espérée. Cette régle est représentée par trois instances algébriques de
régle de décision : ZCoquet - zIaffray™ o ZTPM  Dans le cas n = 2 joueurs,
et pour chacune de ces instances algébriques, la transformation hyper-
graphique HR produit le méme jeu hypergraphique que celui proposé par
Howson et Rosenthal dans I’énoncé initial de leur théoréme (HOWSON et
ROSENTHAL, 1974);

Jeux possibilistes Tout jeu possibiliste est un jeu & prior commun ou la
connaissance a priori est une mesure de nécessité, ou le conditionnement
considéré est celui de Hisdal et ou la régle de décision de tous les joueurs,
quel que soit le signal qu’ils recoivent, est celle de 1'utilité pessimiste.
Cette régle est représentée par l'instance algébrique Z%%. Dans le cas
n = 2 joueurs, la transformation hypergraphique HR basée sur l'instance
Z%ess produit le méme jeu hypergraphique que celui proposé dans (BEN
AMOR, FARGIER, SABBADIN et TRABELSI, 2020) ;
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Jeux évidentiels et crédaux Tout jeu évidentiel ou crédal est un jeu a
prior commun ou la connaissance a priori est une fonction de croyance,
ol le conditionnement est celui de Dempster, de Fagin-Halpern, le condi-
tionnement géométrique ou le conditionnement faible et ou les régles
de décision des joueurs, quel que soit le signal qu’ils recoivent, sont
identiques : soit la régle de Choquet, soit celle de Jaffray, soit celle du
TBM. Pour un nombre quelconque de joueurs, la transformation hyper-
graphique HR basée sur linstance ZChoquet  zJaffray® oy 2T produit le
méme jeu hypergraphique que la transformation appelée transformation
conditionnée (Conditioned Transform) que nous avons proposées dans
(POMERET-COQUOT, FARGIER et MARTIN-DOREL, 2022, 2023). Dans
cet article, on trouve deux autres transformations produisant d’autres
jeux hypergraphiques (eux-aussi en correspondance avec IG). Nous les
détaillons dans la section 4.5 consacrée aux jeux évidentiels et crédaux.

Exemple 4.18 (Transformation hypergraphique). Considérons le jeu a
information incompléte 1G donné a 'exemple 4.13, dont la situation de jeu
G = (N,Q, X, (A;,0;,7:)ien, €) est définie par :

N ={G,B} Q= {w1, w2, w3}
X = {Rien,Braconnage, Arrestation}
Ag ={P1, P2, P3} Ap = {P, P, P3}
Oc¢ ={11,T>3} Op = {1, T\ 3}

T(w): T1 sik=1 T(w): T2 st k=2
Gk To 3 sinon Bk

Arrestation sig=b=k
C((Pg, P,),wy) = { Braconnage sig=k#b

T3 sinon

Rien sinon

Dans ce jeu IG, le garde-chasse peut recevoir le signal T ou le signal T 3. Sa
connaissance dépend du signal re¢u. Inversement, ses préférences et sa régle de
décision n’en dépendent pas. Il est modélisé par Tiq 1,y = (L{EU,Vg,W(GVTl))
ou par Lig,r,,) = (UEU,Vg,W(QTZYS)), dans le cadre de décision Fgp,. Sa
fonction d’utilité algébrique, décrite par Vg, est :

v (Arrestation) = 10 ve(Rien) =0 v (Braconnage) = —5,

et les distributions des mesures de probabilité wq o,y € Knp,(2) vérifient, res-
pectivement, pa ) (w1) =1 et pia,1,4)(W2) = PG, 1m.4)(W3) = 1/2.

Le braconnier peut recevoir le signal T> ou le signal T 3. Comme pour le
garde-chasse, dans cet exemple, sa connaissance dépend du signal re¢u mais
ses préférences et sa régle de décision n’en dépendent pas. Il est modélisé par
IBmy) = (UMIH,VB,W(B,E)) ou par L1, ;) = (Z/IM‘H,VB,W(B’TLS)), dans le
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cadre de décision Fx 1gn. Sa fonction d’utilité algébrique, décrite par Vg, repré-
sente les préférences qualitatives :

Braconnage tsé Rien tsé Arrestation,

pour laquelle nous pouvons considérer la représentation numérique suivante :
vp(r) = —vg(x). Les mesures de nécessité catégoriques W(p g,) € Kitrg, ()
sont telles que :

1 si{w,w3} CB

w B) =
(5.12)(B) 0 sinon.

0 sinon

{1 si {w2} C B Wit ) (B) = {

Les régles UPY et UMM considérées pour les joueurs sont toutes les deux
représentées par l’instance algébrique :
ZCﬁoquEt = ((R’ +7 O)’ (R7 +’ 0)7 X ) minf) )

Les fonctions de masse algébriques décrivant les capacités algébriques des joueurs
selon le signal qu’ils recoivent sont telles que :

mjv(G,Tl)({wl}) =1 et 0 sinon
My (02} =1/2 m o (fws}) =1/2 et 0 sinon
Wiy, ({w2}) =1 et 0 sinon
\J;rv(ByTl 3)({001,603}) =1 et 0 sinon

Alors, l'union des ensembles des éléments focauz est :

5 = {{en) o} e w2} .

et la situation de jeu hypergraphique de HR(IG) est

o= (N’ (A(Le"'))(i,et)eN’E’P’ (X6’66)66E> ’

ou :
N={(@1), (6. 2s), (B Tr), (B.T1) }
A(1791)2A1: P17P27P3}
E=5={ {wn}, {wa} {ws}, {wr,wn} }

P({wi}) =
P({w2})
P({ws})

P({wi,ws}) =

G, Tv). (B, T173)}
G, Tys), (B, TQ)}
G,T>3), (B, T1,3)}

G.T1), (G, Tos), (B.Tys) }.

S M S N

(
(
(
(
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Les fonctions-conséquences locales sont données (pour les jeux locauz & deuz
joueurs) dans la figure 4.4, Pour le jeu local {w1,w3}, auquel les trois couples
(G, Tv), (G,Tz3) et (B,T1,3) participent, la matrice des conséquences est tri-
dimensionnelle et les conséquences locales & {w1,ws} sont données en table 4.4
page suivante (ce sont les profils de stratégies pures possibles si wi ou si ws est
le vrai état du monde).

(B,leg)‘
(G, T1) P P Ps3
Pr| {((P1, Pr),w1)} {((P1, P2),w1)}  {((Pr1, Ps),w1)}
Py | {((P2, P1),w1)} {((P2, P2),w1)}  {((P2, P3),w1)}
Py | {((Ps, P1),w1)}  {((P5, P2),w1)}  {((Ps,Ps3),w1)}
(o) ez
(G,Tg,g) Py Py Ps3
Pro| {((P1, Pr),w2)} {((P1, P2),w2)}  {((P1,Ps),w2)}
Py | {((P2, P1),w2)} {((P2 P2),w2)} {((P2, Ps),w2)}
Ps | {((Ps, P1),w2)}  {((P5, P2),w2)}  {((Ps,Ps),w2)}
(B,leg)‘
(G, T»,3) P Py P3
Pro| {((P1, Pr),w3)}  {((P1, P2),w3)}  {((P1,Ps3),ws)}
Py | {((P2, P1),w3)}  {((P2; P2),w3)}  {((P2, Ps),ws)}
Ps | {((Ps, P1),w3)}  {((Ps, P2),w3)} {((Ps, P3),ws)}

{w1, w3}

FIGURE 4.4 — Situation de jeu hypergraphique

Enfin, les fonctions d’utilités locales des joueurs (i,0;), pour tout jeu local
e € I sont :

M0,y (€) X WD V(i g, (€()).

V{0 (T9) =

Nous avons donc :

glwi}

Vier){z}) = vale(z)) Va1 (B) =0 sinon

vl e =) (@) = 12 x vale(@) Vo, ,)(B) =0 sinon
v, (@) = vi(e() V.1 ({2}) = 0 sinon

vlenes) (B) = minvp(e(x))  Vipq,,({x}) =0 sinon

Nous pouvons vérifier que, pour tous profils s de IG et a de HR(IG) en
correspondance, les utilités sont égales.
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~{w1 w3} d{whwa} ~{w1,w3} jlor,ws}
(G, 1p.3) (B,T1,3) (G,T1)
Py Py Py {((Pr, Pr),w1), ((Pr, Pr),ws)}
P P P {((P17P2)7w1)7((P17 2),UJ3)}
P P Py {((Pr, P3),w1), (P1, Ps),ws)}
Py P Py {((Pr, P1),w1), (P2, P1),ws)}
P Py Py {((Pr, P2),w1), (P2, P2),ws) }
P P, Py {((Pr, P3),w1), (P2, Ps),ws) }
Py Py Py {((Pr, Pr),w1), ((Ps, P1),ws) }
P P P {((P17P2)7w1)7((P37 2),UJ3)}
Py Py Py {((Pr, P3),w1), ((P3, Ps),ws) }
P Py Py {((P2, P1),w1), ((P1, P1),ws)}
Py Py Py {((Pe, P2),w1), ((P1, P2),ws)}
Py P Py {((P2, P3),w1), ((P1, P3),ws) }
P P, Py {((PQvPl)vwl)v((P27 1),0.)3)}
Ps P P {((P27P2)7w1)7((P27 2)7W3)}
Py Py Py {((P2, P3),w1), (P2, P3),ws) }
P Py Py {((P2, P1),w1), (Ps, P1),ws) }
Py P; P, {((P2, P2),w1), (Ps, P2),ws) }
P Ps Ps {((P27P3)7w1)7((P3’P3)’w3)}
Py Py Py {((Ps, P1),w1), ((P1, P1),ws)}
Ps P P, {((Ps3, P2),w1), ((P1, P2),ws)}
Py Py Py {((Ps3, P3),w1), ((P1, P3),ws) }
P; P Py {((Ps, P1),w1), (P2, Pr),ws) }
P; P, Py {((Ps, P2),w1), (P2, P2),ws) }
Py Py Py {((Ps5, P3),w1), (P2, P3),ws) }
P; Py Py {((Ps, P1),w1), ((P3, P1),ws) }
Ps P; P, {((Ps, P2),w1), (Ps, P2),ws) }
Py Py Py {((P5, P3),w1), ((Ps, P3),ws) }

TABLE 4.4 — Conséquences pour le jeu local {w,ws}.

{,(G,Tl)(a’) = ZeeE OTG,Tl) (e“(a%))

V61 (@) = 3 Vi o (€(@))

=1 x v(c(s(wy)

_ uEU(

v(c(s(ws),ws

7w1))

W(G,T1)7 XS)

) + v(c(s(ws),ws))

_ uEU(

=1 x v(c(s(wa),

2

V, W(G,Tgy3)7 XS)

w2))

V(B.1,)(0) = ZeEE Vip,my) (€°(a%))

= uMin(V7 W(B,T2)» Xs)

V(B,T1,)(@) = ZeeE Vip1 5(€(a)) = min (v(c(s(wr),wr)), v(e(s(ws), ws)))
= uMi(v, W(B.T, 3)> Xs)

Exemple 4.19 (Méme transformation, autre instance algébrique). Nous
avons proposé deux instance algébriques représentant la régle Min : instance
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ZChoquet copsidérée ci-dessus, et linstance :
zZ% — ((]0,1], max, 0), (R, min, 1), nmax, minf),

Nous pouvons donc effectuer la transformation HR en considérant cette derniére
instance. Les fonctions de masse algébriques max-représentant W g g,) sont les
distributions de possibilité :

Mg, ({wi}) =0 mgtt ({we}) =1 mytr  (fws}) =0,

W(B,T3) W(B,Ty) W(B,T3)

m L (e =1 ml (el =0 mi (e} = 1.

Alors, Vunion des ensembles des éléments focaur est S* = {{w1}, {wa}, {ws}}-
La situation de jeu hypergraphique de HR(IG) est similaire a celle donnée en
figure 4.4, sauf que le jeu local e = {wy,ws} n’existe plus. Les fonctions d’utilité
locales du garde-chasse sont identiques, quel que soit le signal qu’il recoit. Par
contre, les fonctions d’utilité locale du braconnier deviennent :

vied (@) = nmax (mgﬁg,%) {wr)), VB(c(x)))

_ {v3<c<w>> simiges (o)) =1

1 sinon

Tous les profils s de 1G et a de HR(IG) en correspondance ont les mémes utili-
tés :

V(B,15)(@) = min.c 5 V(g r,)(€°(a°))
= min (17 nmax (1, v(c(s(w2),w2))), 1)

= v(c(s(wz),w2)) = uMin(VaW(B,T2)>Xs)

{I(Ble,3)(d) = mineEE‘ OfB,Tl,z)(ée(a’e))
= min <nmax (1,v(c(s(wr),wr))), 1, nmax (1, v(c(s(w?,),wg)))>
= min (V(c(s(o.)1),w1))7 v(c(s(w3)7w3))) = uMin(v, W(B, Ty .5)s Xs)

Grace a ces deux exemples, nous voyons que la taille du jeu hypergraphique
produit par la transformation hypergraphique HR dépend des instances algé-
briques de régle de décision considérées, en particulier de la taille des éléments
focaux des fonctions de masse qu’elles impliquent. Dans le second exemple, I’en-
semble {wy, w3} n’est pas focal et il n’y a donc pas de jeu local qui lui correspond.
Le jeu hypergraphique produit est plus succinct que celui du premier exemple.
En effet, nous définissons ces jeux hypergraphiques décomposables par les fonc-
tions d’utilité locales. Dans le second exemple, pour chacun des trois jeux locaux
{w1}, {wa} et {ws}, il y a 3 x 3 =9 valeurs & donner pour les fonctions d’utilité
locales correspondantes. Dans le premier exemple, il y a un jeu local supplémen-
taire {w1,ws} qui implique trois joueurs, il y a donc 3 x 3 x 3 = 27 valeurs a
donner pour les fonctions d’utilité locales correspondantes.
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Dans la sous-section suivante, nous établissons plus formellement la com-
plexité théorique (en temps et en espace) de cette transformation, en fonction
du jeu initial IG et des instances algébriques considérées.

4.4.3 Complexité spatiale et temporelle de la transforma-
tion hypergraphique

Partant d’un jeu & information incompléte IG, la transformation hypergra-
phique HR produit un jeu hypergraphique HR(IG) dont la taille et le nombre
d’opérations nécessaires pour le construire (c’est-a-dire la complexité spatiale et
temporelle) dépendent a la fois du jeu initial IG et des instances algébriques de
régles de décision considérées. Dans cette sous-section, nous donnons des bornes
supérieures de ces complexités en fonction de IG et des instances algébriques.
Nous utilisons pour cela les notations de Landau :

— u € O(v) <= Jk € R tel que, pour un n assez grand, u(n) < k x v(n);

—uw€BW) <= ueOW) AveO(u);

Ainsi, u € ©(n?) signifie que u est de 'ordre de n?, par exemple, u(n) = 5n?+3 €
O(n?); et u € O(n?) signifie que u est majorée par une fonction de l'ordre de
n?, par exemple, u(n) = 2n — 1 € O(n?).

Remarque 54. La notation u € ©(v) utilise le méme symbole que ’ensemble
des combinaisons de signaux © = ©; x .-+ x ©,,. Le contexte permet toujours
de différencier ces deux seignifications : si © est suivi de parenthéses, c’est la
notation de Landau.

Introduisons dés a présent quelques notations et hypothéses simplificatrices.
D’abord, nous supposons que les joueurs disposent d’exactement o = |A;| > 1
actions chacun, et qu’ils peuvent recevoir exactement § = |©;| signaux chacun.
Alors, le nombre de profils de stratégies pures est |A] = o™ et le nombre de
combinaisons de signaux est |©| = . De plus, nous supposons que la taille
w du cadre de discernement est du méme ordre de grandeur que le nombre
de combinaisons de signaux, c’est-a-dire w = || € ©(8"™), ce qui est le cas
par exemple lorsque nous modélisons une situation ou l’incertitude porte sur
les types potentiels des joueurs. Nous supposons aussi que le nombre de consé-
quences est maximal, c’est-a-dire que pour tous profils de stratégies pures a et
a' € A, et pour tous états du monde w et w’ € Q,c(a,w) # c(a’,w’). Alors,
IX| = |A] x |2] = wa™. Nous supposons encore que toutes les fonctions sont re-
présentées en extension, c’est-a-dire par une table ou une liste de valeurs. Ainsi,
une fonction f : X — Y est une table contenant |X| valeurs. Si un élément
y € Y est représenté en O(z), la taille de f est donc en ©(]X| x z). En parti-
culier, la fonction-conséquence et les fonctions d’utilité algébriques de IG sont
représentées chacunes par une table contenant wa™ € © ((a8)™) valeurs.

Ensuite, nous supposons que les fonctions de masse qui représentent les struc-
tures de connaissance sont toutes (k,H(; ,))-additives (rappelons que les opé-
rateurs H(; g,) définissant les fonctions de masses sont imposés par les instances
algébriques de régles de décision considérées), et qu’elles sont données en entrée
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(nous ne considérons pas le temps nécessaire pour les calculer, le cas échéant).
Le nombre s des éléments focaux de toutes les fonctions de masse est donc borné
par s < (’:) < wk.

Enfin, nous supposons que les relations =Y, =" et =" sont représentées
ou calculées en O(1), c’est-a-dire qu’elles n’impactent ni la taille ni le nombre
d’opérations nécessaires pour effectuer la transformation. Nous supposons que
la taille des éléments de U(; g,), de V{; g,) et de W(; g, est identique pour tous les
joueurs et tous leurs signaux, nous la notons v. Nous supposons que le nombre
d’opérations nécessaires pour effectuer un calcul avec @, g,) est identique pour
tous les joueurs et tous leurs signaux, nous le notons Tg ; la méme hypothése
est faite pour ®; g,), dont le nombre d’opération est noté Tig.

Remarquons que pour les régles de décision usuelles dont les co-domaines
sont U=V =W =R, nous avons v € O(1) et Ty, = T € O(1).

La donnée de départ est un jeu & information incompléte ZG défini pour une
situation de jeu ZG. La taille de la situation de jeu ZG est la somme des tailles
de ses composants.

Propriété 4.5 (Taille d’une situation de jeu a information incompléte).
Soit ZG = (N, Q, X, (A, ©;,T:)ien, €) une situation de jeu a information incom-
pléte. Sa taille est :

Taille (ZG) € © (wa™).

Démonstration. Les éléments des ensembles N, € et X sont des identifiants,
ces ensembles sont donc représentés en O(1) (par exemple, pour représenter
N = {1,...,n}, il suffit de stocker la valeur n). De maniére similaire, chaque
ensemble A; ou O; est représenté en O(1). Les fonctions 7; : Q@ — ©; sont
données en extension par une table contenant [{)] = w entrées, donc en O(w).
Ainsi, la famille (A;, ©;,7;)ien est représentée en O(nw). Enfin, la fonction-
conséquence ¢ : A x 0 — X est donnée en extension par une table contenant
|A] x | = a™ x w éléments, donc en O(wa™). Puisque n < a™ pour o > 1,
nous pouvons conclure que Taille(ZG) € O(wa™). O

La taille d’un jeu & information incompléte IG est donc au moins de ’ordre
de la taille de la situation de jeu Taille(ZG) € O(wa™). Il s’avére qu’elle est
supérieure.

Propriété 4.6 (Taille d’un jeu a information incompléte). La taille d'un

jeu & information incompléte IG = (IQ, (u(i,gi),v(wi), W(ivei))iENa-EG)) est :
Taille (IG) € O (nv (wa™ + 8s)) .

Démonstration. D’abord, toute structure de régle de décision U g,) est indé-
pendante du probléme considéré : sa taille est en O(1). Les nf structures de
décision sont donc représentées en O(nf).

Ensuite, la taille d’une structure de préférence V(;g,) est la taille de la
fonction v(;,) : X = V{;4,) qu’elle décrit (rappelons que nous faisons I’hypo-
thése que la relation i&gi) est représentée en O(1)). Puisqu’elle associe aux |X|
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conséquence une valeur de taille v, nous avons donc naivement Taille(v(; g,)) €
O(|X|xv) = O(vwa™). Cependant, nous pouvons représenter plusieurs fonctions
dans une seule table de cette taille. En effet, dans une table de wa™ entrées
(chaque entrée correspondant & un profil a € A et & un état du monde w € ),
nous pouvons lister les valeurs de toutes les fonctions v(; g,y du joueur i (pour
tous ses signaux 6;) puisqu'w spécifie le signal 6; qu'’il regoit : a l'entrée (a,w)
se trouve la valeur de v(; ;,(.))(a,w). Ainsi, les 3 structures de préférences d’un
méme joueur i (pour les 8 signaux qu’il peut recevoir) sont décrites par une
seule table de taille ©(vwa™). 1l faut donc seulement n tables pour représenter
les ng structures de préférence, c’est-a-dire en ©(nvwa™).

Enfin, la taille d’une structure de connaissance W, g, est la taille de sa ca-
pacité algébrique w; g, : 20 W(i,0,), naivement bornée par v2*. Or, nous
considérons des instances algébriques de régles de décision, qui impliquent 1’exis-
tence de fonction de masses. Nous pouvons considérer les tailles de ces fonctions
de masses. Chacune a moins de s éléments focaux (s étant le nombre des élé-
ments qui sont focaux pour au moins un couple (i,6;)). Les nf structures de
connaissances sont ainsi représentées en O(nfvs).

Nous pouvons conclure que la taille d’un jeu & information incompléte est
en O(nvwa™ + npvs) = O(nv(wa™ + Bs)). O

Intéressons-nous maintenant & la taille du jeu hypergraphique HR (IG).

Propriété 4.7 (Taille de la situation de jeu hypergraphique). La taille
de la situation de jeu hypergraphique HG de HR (IG) est :

Taille (HG) € O (sa*") € O (Taille (1))

Démonstration. La situation de jeu hypergraphique HG est complétement spé-
cifiée par le graphe du jeu qui décrit les ng joueurs et les s matrices de consé-
quences locales (une matrice de conséquence par jeu local). Or, chaque jeu local
e € E est un élément focal pour au moins un couple (i,6;), donc |e| < k, et
P(e) < kn (au pire, les n joueurs regoivent des signaux différents dans les k états
du monde du jeu local e, il y a alors kn couples joueur-signal qui y participent).
Il y a donc O(a*™) conséquences locales par jeu local. Nous pouvons conclure
que Taille(HG) € O(sa*™). De plus, s < w*, donc Taille(HG) € O (wka*™) =
O ((wa™)¥) C O (Taille(ZG)*). O

Enfin, nous avons vu que jeu hypergraphique HR (IG) est décomposable par
®i,0,) ('opérateur étant défini par I'instance algébrique de la régle de décision

du couple (7,6;)). 1l suffit donc de donner les fonctions d’utilité algébriques
locales pour le définir.

Propriété 4.8 (Taille du jeu HR (IG)). La taille du jeu hypergraphique
HR (IG) est :

Taille (HR(IG)) € O (snvfa*™) C O (ﬁ Taille (IG)k> .
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Si HR(IG) est graphiquement décomposable ou si n3 < n*, alors :
Taille (HR(IG)) € O (sv(na™)*) € O (Taiue (IG)’“) :

Démonstration. Les fonctions d’utilité algébriques locales définissant HR(IG)
donnent, pour tout jeu local e, 'utilité des | A¢| conséquences locales. A priori, il
faut les donner pour les 5 joueurs, et si le jeu est graphiquement décomposable
il suffit de les donner pour les x < kn joueurs participant au jeu local e. Chacune
est représentée en extension par une table listant |A°| < o™ entrées (chaque
entrée étant une valeur de U; g,y de taille v). Nous pouvons directement conclure
que

— Dans le cas général, Taille(HR(IG)) € O(snvBa*™). Or, s < w*, donc
Taille(HR(IG)) € O(vw*nBar™) = O(B(wnva™)¥) C O(B Taille(IG)*) ;

— Si nB < nF, alors Taille(HR(IG)) € O(vw*n*a*") = O(v(wna™)¥) C
O(Taille(IG)*) ;

— Enfin, si le jeu est graphiquement décomposable, alors il n’y a que x <
kn fonctions d’utilités algébriques locales & donner pour chaque jeu lo-
cal. Or kn < n*, donc comme précédemment nous pouvons réécrire
Taille(HR(IG)) € O(vw*n*a*™) = O(v(wna™)*) C O(Taille(IG)*).

O

Propriété 4.9 (Nombre d’opérations pour construire le jeu HR (IG)).
Le nombre d’opérations pour construire le jeu hypergraphique HR (IG) est :

Durée (HR(IG)) € O (Tyspnat™) € O (T® 3 Taille (IG)"“) .
Si HR(IG) est graphiquement décomposable ou si ng < n*, alors :
Durée (HR(IG)) € O (Tgs(na™)*) C O (T® Thille (IG)'“) .

Démonstration. Le nombre d’opérations nécessaires pour construire HR(IG) est
le nombre d’opérations nécesssaires pour calculer toutes les valeurs des fonctions
d’utilité locales. Nous avons vu ci-dessus qu’il y a O(sfna*™) ou O(s(na™))
valeurs dans ces tables, selon que HR(IG) est décomposable ou graphiquement
décomposable. Pour calculer 'une de ces valeurs, il suffit d’effectuer une opéra-
tion ®(;,9,) nécessitant Ty, opérations. ]

Remarque 55. Le jeu HR(IG) est trés souvent graphiquement décomposable. En
effet, pour que ce soit le cas, il suffit que la connaissance capturée par toute ca-
pacité algébrique w; g,y soit telle qu'un événement B C ) pour lequel le signal
0; est impossible ne soit pas focal pour la B-représentation (c’est-a-dire pour sa
fonction de masse algébrique m?f,(i 9_)). C’est une hypothése raisonnable : si un
joueur recoit le signal 6;, aucun élément focal ne peut supporter une assertion
B contradictoire (disant que 6; est impossible). Dans nos travaux sur les jeux
évidentiels et crédaux a prior commun, les capacités algébriques wy; 9,) étaient
des fonctions de croyances obtenus par conditionnement. Si le conditionnement
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vérifie Bel(C' | C€) = 0, alors le jeu est graphiquement décomposable. Cette pro-
priété est garantie pour les conditionnements usuels (Dempster, Fagin-Halpern
et géométrique), mais pas pour le conditionnement faible (Weak conditioning,
PLANCHET, 1989).

La complexité spatiale et temporelle de la transformation HR hypergra-
phique est donc de l'ordre du degré de (k,H; g,))-additivité des fonctions de
masses imposées par les instances algébriques de régle de décision. Particuliére-
ment, lorsque k = 1 (nous avons alors affaire & des B-distributions), la transfor-
mation se fait en temps linéaire, et le jeu obtenu HR(IG) & la méme taille que
le jeu initial IG. Pour des valeurs de k relativement petites (typiquement, k = 2
ou k = 3), la transformation semble effectivement faisable. Fort heureusement,
de petites valeurs de k permettent déja d’étre trés expressif.

4.5 Bel-games : les jeux évidentiels et crédaux

Durant mon doctorat, nous nous sommes particuliérement intéressés a la
théorie des fonctions de croyance. Nous avons d’abord proposé un modéle de
jeu & information incompléte basé sur cette théorie, ce que nous avons ap-
pelé Bel-Game, en distinguant parfois les jeux évidentiels (traduction mal-
adroite de evidential games) et les jeux crédaux (credal games), selon 'interpré-
tation que ’on donne aux fonctions de croyance (FARGIER, MARTIN-DOREL et
PoMERET-C0oQUOT, 2021a; POMERET-COQUOT, FARGIER et MARTIN-DOREL,
2022, 2023).

Ces jeux constituent un cas particulier du modéle de jeux algébriques pré-
senté dans ce chapitre : ce sont des jeux & prior commun dans le cadre Fg gel
des fonctions de croyances et utilités quantitatives. Nous les abordons plus en
détail dans cette section et illustrons ainsi une application du cadre algébrique.
La compréhension du modéle des Bel-Games, des concepts qui s’y appliquent et
des transformations de Howson et Rosenthal que nous proposons ne devrait pas
poser de difficulté au lecteur qui a pris connaissance du reste du chapitre.

Bien qu'’ils constituent un cas particulier du modéle algébrique général, les
Bel-Games sont déja trés expressifs : ils généralisent en effet les jeux bayésiens en
permettant d’exprimer des connaissances précises et imprécises. Ils sont donc
adaptés pour modéliser les jeux ol les connaissances des joueurs mélangent
variabilité et ignorance. De telles connaissances sont mal modélisées dans la
théorie des probabilités, comme l'illustre le paradoxe d’Ellsberg (exemple 1.13).
Nous revenons dans cette section sur ’exemple 4.16 ou, de maniére similaire,
la connaissance des joueurs capture & la fois la variabilité d’un phénoméne et
I’ignorance partielle qu’ils en ont.

4.5.1 Définition et interprétation d’un Bel-Game

Un Bel-game est un jeu 4 information incompléte particulier (définition 4.16),
ot la connaissance a priori est commune (définition 4.21), c’est-a-dire que tous
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les joueurs considérent la méme fonction de croyance a priori, et qu’ils la condi-
tionnent « sachant leur type » ou « sachant le signal qu’ils regoivent ».

Définition 4.27 (Bel-Game). Un Bel-Game BelG est un n-uplet :
BelG = (N7 (Aia ®i7 ui)iENv m) )

ou :
— N ={1,...,n} est ensemble fini des joueurs;
— A; est ’ensemble des actions du joueur i;
— O, est I’ensemble des types du joueur i ;
— u; : A x © = R est la fonction d’utilité quantitative du joueur i;
— m : 29 — [0,1] est la fonction de masse décrivant la connaissance com-
mune a priori Bel,,.

Nous pouvons constater la ressemblance entre cette définition et celle d’un
jeu bayésien (définition 2.21) : d’une part elle regroupe la situation de jeu et
les modéles des joueurs et d’autre part ’ensemble des conséquences possibles
X comme le cadre de discernement {2 sont laissé implicites. Cependant, nous
pouvons toujours poser 2 = O et X = A x O; la conséquence (a,w) € X est
alors comprise comme « ce qui arrive lorsque les joueurs jouent a = (aq, ..., ay)
et que leurs types sont 6 = (01,...,60,) ».

Soit un Bel-Game BelG = (N, (A;, ©;,u;)ien, m). Dans notre cadre général
présenté dans a la section 4.3, BelG décrit la situation de jeu suivante :

ZGBeIG — (N, X, (A;,0;,Ti)ien, C) ,

ot le cadre de discernement est ’ensemble des combinaisons de types (2 = ©),
I’ensemble des conséquences est X = A x O, la fonction-signal est trivialement
définie par 7;(0) = 6; et la fonction-conséquence par c(a, ) = (a, ).

Ce méme Bel-Game BelG définit seulement partiellement le jeu & information
incompléte IG :

[GBeIG _ (Ig, (I(iﬁq:))ieN,oie@i) .

ou, pour tout joueur i et chacun de ses types 6;, le modele d’agent Z; 9,) =
(U(i79i), V(iﬂgi), W(i,«%)) est tel que :
— Vi) = (R,>,u;) est la structure de préférence décrivant la fonction
d’utilité quantitative du joueur 4, quel que soit son type;
— Wiie,) = ([0,1], >, Bel,, (- | 0;)) est la structure de connaissance décrivant
la fonction de croyance « sachant 6; » déduite de m.
Les modéles des joueurs ne sont pas complétement spécifiés. D’une part leurs
régles de décision respectives ne sont pas données et d’autre part le condition-
nement utilisé dans ’expression Bel,, (- | 6;) n’est pas précisé non plus. Ce sont
deux paramétres qu’il faut définir « & c6té » du Bel-Game. Comme nous ’avons
évoqué & plusieurs reprises, le conditionnement dépend de la nature des infor-
mations apprises (des signaux regus ou des types) et sera donc naturellement
le méme pour chaque type de chaque joueur. Inversement, la régle de décision
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dépend des joueurs que I'on modélise. Dans un Bel-Game, nous faisons ’hypo-
thése que tous les joueurs considérent la méme régle de décision : la régle de
Choquet, de Jaffray ou du TBM (définitions 1.44, 1.45 et 1.46).

Comme dans tous les jeux & information incompléte, les joueurs connaissent
leurs propres types (ou signaux) respectifs. L’utilité d’un joueur ¢ est donc don-
née par la régle de décision considérée (CEU, JEU® ou TBEU) au regard de
la connaissance « sachant 6; ». Dans le cas de la régle basée sur l'intégrale de
Choquet, par exemple, I'utilité espérée généralisée d’un profil de stratégies pures
signalisées s est :

CEU0,)(8) = Z m(B | 0;) x min u;(s(9),0).
04BCQ weB

Nous résumons les trois régles de décision considérées en une unique expression,
paramétrée par une fonction fXFY, comme nous ’avons fait pour les instances
de regles de décision (section 3.3, définitions 3.7, 3.8 et 3.9)). Posons :

£FOPY — minf = (9, B) = ming(B)
FPP = minmax® = (g, B) = ap mipg(@) + (1 - ap)maxg()
B
£TBEV _ 1oy = (9,B) — Z M
= |8l

Alors, lexpression de ['utilité espérée généralisée (XEU) est la méme pour les
trois régles de décision :

XEUgo,)(s) = > m(B|0;)x £XFU(0  u;(s(6),0), B).
0#£BCQ

Remarque 56. Dans le cadre algébrique présenté & la section prédécente, cela
correspond aux instances de régle de décision Z = ((R, +,0), (R, +,0), x, f*EV)
avec fXBU ¢ {fCEU £IEU® ¢TBEUY

Les concepts usuels sont naturellement définis sur cette expression. Ainsi un
équilibre de Nash pur est un profil de stratégies pures signalisées s tel que :

Vi e N,V0,; € G)l-,ng, XEU(LQZ)(S) > XEU(i,Qi)(Sg.S_i).

Exemple 4.20 (Bel-Game). Considérons le jeu de sécurité écologique dont
la situation est donnée a lexemple .11, dans lequel un garde-chasse G et un
braconnier B doivent décider d’aller en Py, en Py ou en P3. Rappelons qu’il
n’y a qu’un seul troupeau dont l’emplacement n’est pas parfaitement connu des
joueurs : le garde-chasse est informé de la présence ou mon du troupeau en Py
et le braconnier de sa présence ou mon en P,. Nous avons donné dans notre
cadre général un jeu G prior commun (exemple 4.16) pour cette situation, et
nous le reprenons ici. En effet, puisque le prior commun est une fonction de
croyance, ce jeu peut étre modélisé par un Bel-Game (dans lequel la situation de
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jeu n’apparait pas : les conséquences possibles sont laissées implicites et le cadre
de discernement est ’ensemble des combinaisons de types).

Sans aucune difficulté, les actions des joueurs sont Ag = A = {P1, P, Ps},
et leurs « types » sont les observations qu’ils peuvent faire, c’est-a-dire pour le
garde-chasse : O = {11, 1> 3}, et pour le braconnier : ©p = {1, T1 3}. La ques-
tion est moins évidente quand a la fonction de masse m. Dans l'exemple 4.16,
nous avions donné comme prior la fonction de croyance Bel® dont la fonction
de masse m* : 2 — [0, 1] vérifie :

m*({wr,ws}) = m*({wa}) = 1/2.

Cependant la définition d’un Bel-Game est basée sur les types et Q n’y apparait
pas. Or ici nous avons une correspondance entre © et Q* : chaque combinaison
de signaux 0 € © correspond a exactement zero ou un w; € Q*. Il y a donc une
fonction partielle bijective qui relie © a € :

(T1,Tz) est impossible (T3, T2) = wo
(Th,Th3) = w1 (To,3,T1,3) = ws

Ayant établi cette bijection, la suite de la modélisation ne pose plus de difficulté.
En effet, la fonction de masse m : 2° — [0,1] équivalente & m*, mais dont le
cadre de discernement est O, est définie par :

m({(T1,T13), (To,3,T1,3)}) = m({(To3, T2)}) = 1/2.

Lorsqu’un joueur observe ou mon le troupeau sur une parcelle, il « corrige » sa
connaissance a priori grice a l'information nouvelle acquise. C’est une révision
de connaissance. FElle est donc capturée par le conditionnement de Dempster.
Selon les observations que feront les joueurs, leurs connaissances vérifieront :

1 ou
m({(To3,T13)} | To3) =1/2; et

m({(T1,T13)} | T1)
m({(T23,T2)} | T2;3)
)
)

m({(T23,12)} | T»
m({(T1,T1,3), (Te,3,T1,3)} | Th,3

1 ou
1.

Les fonctions d’utilités des joueurs sont, elles aussi, définies en fonction de la
combinaison des signauz recus. Nous pouvons simplement considérer les compo-
sitions® des fonctions d’utilité et de la fonction-conséquence de l’exemple 4.16,

8. Pour les combinaisons de types impossibles, comme ici (71, 72) ou le garde-chasse voit le
troupeau en P; et le braconnier le voit en Py, ces compositions ne sont pas définies. Cependant,
n’importe quelle valeur d’utilité peut étre donnée. En effet ces valeurs ne seront pas considérées
dans les calculs d’espérance généralisée et n’impacteront donc pas le modéle.
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c’est-a-dire :

10 siag =ap =Py N0 = wy
ug((ag,ap),0) =4 =5 siap =P, #ag N0 =w
0 sinon ;

—10 siag=ap =P, NO=wy
UB((CLG,CLB),Q): 10 s aB:Pk;éag/\HEwk
0 sinon.

Les joueurs, s’ils considérent la régle CEU, décident alors de la méme maniére
que dans les exemples 4.13 et 4.16. Le Bel-Game ainsi modélisé est donc défini
par le n-uplet BelG = (N, (A;, ©;,u;)ien,m) et par les paramétres donnés « a
coté » : le conditionnement a l’ccuvre est celui de Dempster et la régle de décision
CEU est décrite par la fonction f¢FU = minf.

4.5.2 Stratégies mixtes dans les Bel-Games

Dans les Bel-Games, nous avions considéré les stratégies mixtes probabi-
listes uniquement. Ces stratégies mixtes sont en effet bien justifiées (ce sont les
stratégies mixtes « usuelles » en théorie des jeux). Leur utilisation est possible
puisque toute probabilité est une fonction de croyance. Comme nous ’avons
déja expliqué dans ce chapitre, une loi jointe sur les actions possiblement choi-
sies est déduite des stratégies mixtes de chaque joueur, puis cette loi jointe est
combinée avec les croyances personnelles de chaque joueur « sachant 6; ». Nous
définissions la fagon de combiner ces connaissances (d’abord les stratégies mixtes
probabilistes entre elles, puis avec la fonction de croyance), ce qui correspond au
produit cartésien pour les probabilités, et & la régle de combinaison de Dempster
pour les fonctions de croyance.

Soit p = (p1,...,pn) un profil de stratégies mixtes probabilistes signalisées
(ot pour chaque composante p;, p;(6;) est une distribution de probabilité sur
A;). Nous déduisons la distribution de probabilité p? sur ’ensemble des profils
de stratégies pures signalisées suivante :

p(s) =11 TI ri(0:)(oi(0:)).

i€EN 0;,€0;

Nous pouvons alors combiner cette distribution de probabilité p? avec toute
fonction de masse m : © — [0, 1], et obtenons alors une fonction de masse m?
sur Ax ©. A tout élément X = {(a,0), (a’,6')...} C AxO sont associés  la fois
un ensemble de combinaisons de types Bx = {6 | (a,0) € X} et un ensemble de
profils compatibles Sx = {s | ¥(a,0) € X,0(f) = a}. La masse associée & X est
mP(X) = m(Bx) X >, cg, P’(0), c’est-a-dire que X est focal si Bx est focal
et qu’au moins un profil de stratégies pures est possible. Puisque chaque agent
recoit le type 6;, nous combinerons pour chacun d’entre eux p” avec m(- | 6;),
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d’ont l'utilité d’un profil de stratégies mixtes :

XEU(;.0,)(p Z(H 1T ri0)(o: 1))>

o i€EN 0,€0;

x Y m(B|0;) x £XEU(B, 0+ u;(s(6), ).
P#£BCO

4.5.3 Transformations a la Howson et Rosenthal

Nous avons proposé trois transformations a la Howson et Rosenthal pour les
Bel-Games : une transformation générale (appelée transformation conditionnée),
une transformation spécifique au conditionnement de Dempster (transformation
directe) et une spécifique a la régle de décision du TBM (transformation TBM).
Pour chacune d’entre elles, nous avons établi les complexités théoriques (en
temps et en espace) qui peuvent étre lues dans la table 4.5. Nous avons aussi
réalisé des expérimentations qui permettent de vérifier ces complexités théo-
riques d’une part et de préciser les performances relatives des transformations
en pratique d’autre part; elle sont présentées dans la section suivante.

Transformation Complexité spatiale Complexité temporelle
Tr. conditionnée O (Taille(BelG)*)  * O (k Taille(BelG)*) =
Tr. directe O (Taille(BelG)*) O (k Taille(BelG)*)
Tr. TBM O (Taille(BelG)) O (k Taille(BelG))

TABLE 4.5 — Complexité spatiale et temporelle des transformations de Howson
et Rosenthal pour les Bel-Games, en fonction de la taille du Bel-game BelG
transformé et du degré de k-additivité de la fonction de masse.

* Reésultat pour les conditionnements de Dempster, géométrique ou faible.

Ces trois transformations consistent a construire un jeu hypergraphique (au
sens classique, définition 2.4) & partir d’'un Bel-Game dans lequel les utilités y
sont en correspondance : pour tout profil de stratégies, tout joueur ¢ et chacun
de ses types 0;, les utilités sont égales (a la maniére de ce qui est présenté pour
le théoréme original de Howson et Rosenthal, définition 2.26, puis généralisé
algébriquement dans la section 4.4). Nous les donnons ci-dessous.

Transformation conditionnée

La transformation conditionnée correspond & la transformation hypergra-
phique générique présentée pour notre modéle algébrique de jeu & information
incompléte (définition 4.26), dans le cas particulier des Bel-Games. Comme pré-
cédemment, elle produit un jeu hypergraphique o chaque jeu local e vient d’'un
ensemble B, C © qui est focal & au moins une fonction de masse conditionnée
« sachant 6; », pour un type 6; d’un joueur .
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Définition 4.28 (Transformation conditionnée). La transformation condi-
tionnée d’un Bel-Game BelG = (N, (4;,0;,u;)icn,m) est le jeu hypergra-
phique :

G = (N, E, (Ai,00))(1,0,)e8 (a?i,éi))eeé‘,(i,@i)ee)
ou: R
— N ={(i,0;) | i € N,0; € ©;};
— Agio) = Ais
— E= {P(B) | B €Ugo,)en Sm(.‘gi):| est le multi-ensemble? des jeux lo-
caux et P(B) = {(4,0;) | @ € B,i € N} est 'ensemble des paires (i,06;)
compatibles avec B C O R
— Pour tout e € E, (i,6;) € e et a € A, en notant 07 (0) = u;(c(6), ),

@ p,)(@c) = m(Be | 0:) x f3e"Y(Be).

Exemple 4.21. L’hypergraphe de la transformation conditionnée du Bel-Game
de Uexemple 4.20 est donné en figure 4.5.

{1}

{(T2,3,T2)}

‘ {(T2,37T1,3)}

{(Tl, T1,3), (T2,3, T1,3)}

FIGURE 4.5 — Hypergraphe de la transformation conditionnée appliquée au Bel-
Game de ’exemple 4.20

Les complexités spatiale et temporelle données dans la table 4.5 pour cette
transformation sont O (Taille(G)") et O (k Taille(G)¥), elles sont exprimées en
fonction du degré de k-additivité de la fonction de masse m initiale. Elles sont va-
lides pour les conditionnements de Dempster, géométrique et faible. Par contre,
avec le conditionnement de Fagin-Halpern, il n’est pas possible d’établir de telles
bornes en fonction du degré de k-additivité du prior. En effet, les éléments focaux
obtenus aprés conditionnement de Fagin-Halpern peuvent étre plus nombreux
et de plus grande cardinalité que ceux du prior !” qui n’est donc pas pertinent
pour borner la taille du jeu hypergraphique ou le temps pour le construire.

9. Un multi-ensemble est un ensemble dans lequel peuvent se trouver des doublons. Son
utilisation simplifie la définition puis la preuve de complexité. Pour retrouver un ensemble
standard, il faut faire disparaitre les doublons en sommant les fonctions d’utilité locales cor-
respondantes, c’est-a-dire 71‘(31. 9‘)(66) =2 B|p(B)= M(B | 0;) X XEV(B).

10. Par exemple, considérons un cadre de discernement Q = {w1,...,wm} et une fonction



168 CHAPITRE 4. LES JEUX GENERALISES

Transformation directe

La transformation directe exploite le fait que les éléments focaux obtenus
aprés conditionnement de Dempster peuvent étre déduits de ceux du prior. En
effet, le conditionnement de Dempster « sachant C' » consiste & transférer les
masses : si B est un élément focal du prior, la masse m(B) sera transférée sur
BN C (qui devient alors focal), ou supprimée si BN C = . Ainsi, tout élément
focal de Bel(- | 6;) est nécessairement un sous-ensemble d’un élément focal de
Bel. Dans la transformation directe, chaque jeu local e du jeu hypergraphique
produit correspond & un élément focal B, du prior.

Définition 4.29 (Transformation directe). La transformation directe d’un
Bel-Game BelG = (N, (4;, 0;,u;);en, m) est le jeu hypergraphique :

G = (N, E, (AGo).00)em (afi,ei))eeé,@,ei)e@)

— N ={(i,0;) |i € N,b; € ©;};
— A(i,ei) = A;;
— E={PB)|

des paires (i,
— Pour tout e

B € 8, },0uP(B)={(i,6;) | 0 € B,i € N} est 'ensemble
0;) compatibles avec B C O ;
E, (i,0;) €ecetac A,

(s g,y (ac) = Kjg, x m(B. N {0 | 0; = 0;}) x XEU(Be),

avec 0 (0) = u;(0(0),0).

Remarque 57. Nous pouvons observer, dans I'expression des utilités locales,
une expression correspondant au conditionnement de Dempster effectué « a la
volée » : on y considére I’ensemble B, N {0’ | 0, = 6} sur lequel la masse est
transférée, et le facteur de normalisation Ky, = 1/P1({#’ | 6; = 6;}). Notons
par ailleurs que la normalisation est facultative, puisqu’une fonction d’utilité
quantitative est définie & une transformation affine prés.

Exemple 4.22. L’hypergraphe du jeu produit par la transformation directe ap-
pliquée o l'exemple 4.20 est donné en figure 4.6 (page suivante).

Par rapport a la transformation générale, la transformation directe produit
généralement moins de jeux locaux, mais qui peuvent impliquer plus de joueurs.
Cela est da au fait que les jeux locaux sont construits a partir des éléments
focaux du prior :

— Généralement, les différents conditionnements « sachant 6; » nécessaires

ont chacun transféré les masses sur des sous-ensembles différents, il y a
donc plus d’éléments focaux considérés pour la transformation générale;

de masse 2-additive telle que m({w;}) > 0 pour tout ¢ et m({w;,w;}) > 0 pour tout i # j.
Alors, pour tout @ # C C Q, chaque sous-ensemble B C C' est un élément focal de Bel(- | C).
Donc, Bel(- | C) posséde 2!€1 — 1 éléments focaux et est |C|-additive.
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{(Tl, T1,3), (T3, T1,3)}

{(Tg,g,Tz)}

FI1GURE 4.6 — Hypergraphe de la transformation directe appliquée au Bel-Game
de 'exemple 4.20

— Généralement, les différents conditionnements « sachant 6; » transférent
les masses sur des sous-ensembles stricts, et les jeux correspondants im-
pliquent donc moins de joueurs que ceux établis sur les éléments focaux
du prior.

Transformation TBM

La transformation TBM exploite le fait que la régle de décision du TBM
consiste & calculer 1'utilité espérée au regard d’une distribution de probabilité
BetP déduite des différents conditionnements « sachant 6; ». Or, ces distribu-
tions de probabilité sont 1-additives et leurs éléments focaux sont des singletons.
Nous pouvons ainsi définir une transformation linéaire (en temps et en espace),
ol tous les jeux locaux impliquent n joueurs exactement.

Notons BetP|c la distribution pignistique déduite de m(- | C'), cette der-
niére étant obtenue par conditionnement de Dempster (définition 1.46). BetP
est définie par :

m(B
BetPo({0}) = Pl(lC) X 0 ;S |B()

Définition 4.30 (Transformation TBM). La transformation TBM d’un Bel-
Game BelG = (N, (4;,0;,u;);en, m) est le jeu hypergraphique :

G = (N, B, (Ai,00))(1,0,)e8 (a?i,ei))eeé,(iﬁi)ee)

ou :
— ]Sf = {(2,92) ‘ xS N792 S Gi}E
— Age,) = Ais
— E={P({6}) |60 € ®},on P(B)={(i,0;) | 0 € B,i € N} est I'ensemble
des paires (i, 0;) compatibles avec B C O;

— Pour tout e € E, (i,0;) eeet ae A,

5, g1y (@) = BetP({0.}) x wilac,0).
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Exemple 4.23. L’hypergraphe du jeu produit par la transformation Dempster
appliquée a l’exemple 4.16 est donné en figure 4.7.

{(T17T1,3)}

{20, 12)}

{(T2,3, T1,3)}

FI1GURE 4.7 — Hypergraphe de la transformation TBM appliquée au Bel-Game
de 'exemple 4.16

Le conditionnement de Dempster est celui considéré dans le Transferable Be-
lief Model. Cependant, cette transformation peut facilement étre étendue pour
d’autres conditionnements. Il faut néanmoins quelques modifications pour le
conditionnement faible. En effet, il est possible que I'utilité d’une paire (3, ;) ne
dépende pas uniquement des 6’ tels que 6, = 6, (c’est d’ailleurs pour cette rai-
son, assez surprenante, que le condtionnement faible n’est guére utilis¢). Un
tel exemple est proposé dans la formalisation CoqQ attachée a l’article que
nous avons présenté a la conférence ITP2023, dans lequel nous généralisons
cette transformation a tout conditionnement (POMERET-COQUOT, FARGIER et
MARTIN-DOREL, 2023).

4.5.4 Expérimentations

Nous avons réalisé des expérimentations afin de mesurer les performances de
ces trois transformations en pratique. Cela nous permet d’une part de confirmer
et d’affiner les résultats de complexité théorique, et d’autre part d’identifier des
différences quant aux performances réelles.

Nous utilisons Python 3 pour générer des Bel-games aléatoires!! en forme
normale. Les trois transformations de Howson et Rosenthal présentées dans la
section précédente sont alors appliquées sur chaque Bel-Game généré, ce qui
nous permet de comparer les jeux hypergraphiques qui en résultent. Les plages
de paramétres considérées pour les jeux générés aléatoirement sont données en
table 4.6.

Pour chaque Bel-Game généré, le protocole est identique. Nous mesurons
d’abord sa taille, c’est-a-dire le nombre de valeurs utilisées dans les matrices
d’utilités (dans nos expérimentations, la représentation de la fonction de masse
est négligeable). La taille d’'un Bel-Game ou tous les joueurs ont exactement «

1

11. Le script Python est disponible sur Github & ’adresse https://github.com/pPomCo/
/belgames/experimentations/.
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Parameétre Plage de valeurs
Nombre de joueurs (2,5

Nombre d’actions par joueur (2,4]

Nombre de types par joueur (2,4]

Nombre d’éléments focaux [5,10]

Degré de k-additivité (2, 10]

TABLE 4.6 — Plages des paramétres considérés pour la génération de Bel-Games
aléatoires.

actions et (3 types est donc n(a8)™. Puis, nous appliquons les trois transforma-
tions les unes aprés les autres. Lorsque nous avons le choix, nous considérons la
régle du TBM et le conditionnement de Dempster '? afin de pouvoir comparer
les trois transformations entre elles. Pour chaque transformation, nous mesurons
d’une part le temps de calcul et d’autre part les paramétres du jeu hypergra-
phique résultant : nous nous intéressons particuliérement & sa taille, c’est-a-dire
le nombre de valeurs utilisées dans les différentes matrices d’utilité aux jeux
locaux, au nombre de jeux locaux et au nombre de maximal de participants des
jeux locaux.

Nous illustrerons ces expérimentations en donnant la taille des jeux hyper-
graphiques produits par les transformations. En effet, nous avons constaté que le
temps de calcul lui est fortement corrélé (corrélation de 0.99 pour les transforma-
tions directe et conditionnée et de 0.95 pour la transformation TBM). Surtout,
la taille d’un jeu est directement liée & la difficulté pour identifier des pro-
fils de stratégies particuliers, typiquement les équilibres de Nash (DASKALAKIS,
FABRIKANT et PAPADIMITRIOU, 2006). Il s’agit donc d’une mesure pertinente
et informative.

Transformation TBM

Considérons d’abord la transformation TBM, pour laquelle nous avons pu
montrer que la complexité temporelle et spatiale est linéaire en la taille du Bel-
Game initial. Nous tragons sur la figure 4.8 la taille du jeu hypegraphique pro-
duit en fonction de celle du Bel-Game aléatoire initial. Le degré de k-additivité
est représenté par le code couleur (plus le point est sombre, plus ce degré est
élevé). La droite y = x est tracée en bleu pour faciliter la lecture du graphique..

Nous constatons que la taille du jeu hypergraphique est inférieure ou égale &
celle du Bel-Game, ce qui confirme et précise nos résultats de complexité. Nous
observons aussi que les faibles degrés de k-additivité sont associés a des jeux de
plus petite taille, ce que nous expliquons par le fait que lorsque k est faible, il y

12. Larégle de décision n’impacte ni le temps de calcul ni la taille du jeu produit. A Pinverse,
l’algorithme de conditionnement peut impacter le temps de calcul et la taille, en particulier le
conditionnement de Fagin-Halpern est potentiellement plus coliteux que les autres condition-
nements de la théorie des fonctions de croyance.
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Degré de k-additivite

2000 ig '.:.Z'
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Teille du Bel-Game initial

FIGURE 4.8 — Taille du jeu hypergraphique produit par la transformation TBM
en fonction de la taille du Bel-Game initial. La droite y = x est tracée en bleu.

a plus de chances pour qu’une configuration de type soit impossible. Alors, dans
ce cas, le jeu local correspondant n’est pas instancié, ce qui diminue la taille du
jeu hypergraphique.

Transformations directe et conditionnée

Nous avons donné les mémes bornes de complexité (au pire cas) pour les
transformations directe et conditionnée : O(Taille(BelG)*), ot k est le degré de
k-additivité des fonctions de masse. Sans surprise, elles s’avérent toutes les deux
plus cotiteuses en temps de calcul que la transformation TBM et le jeu produit
a une taille supérieure. Nous le constatons aisément sur la figure 4.9 en page
suivante, ou les tailles de jeux produits par les différentes transformations sont
indiquées sur une échelle logarithmique.

Les transformations directe et conditionnée produisent toutes les deux des
jeux hypergraphiques dont la taille est supérieure a la taille du Bel-Game initial.
Nous constatons que cette taille est tout de méme nettement plus faible que celle
annoncée par la complexité théorique. Cependant, il est difficile de conclure
qu’il existe une meilleure borne de complexité, puisque c’est le comportement
asymptotique qui détermine la complexité. Nous observons sur les figures 4.10
et 4.11 que les tailles sont corrélées au degré de k-additivité (ce que laissaient
déja penser les résultats de complexité, mais qui est peut-étre en partie dia au
phénomeéne expliqué précédemment : lorsque k est petit, il y a plus de chance
pour que certaines combinaisons de types soient impossibles et n’entrainent pas
la création de jeux locaux). Nous tragons sur ces figures les courbes y = 2%/2
afin de faciliter les comparaisons.

La taille du jeu produit par la transformation directe est toujours supérieure
a celle du jeu produit par la transformation conditionnée. La figure 4.12, ol les
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FIGURE 4.9 — Taille des transformations directe (bleu), conditionnée (orange)
et TBM (vert) en fonction de la taille du Bel-Game initial, dans le cas n = 3
joueurs (échelle logarithmique).

025 4

led
Degré de k-additivité .u
150 1 30 .
45

e &0 .

125 4 e 75 4

_ e 90 §

[

E 100 *

1
£ 075 .

v i

" ]
]

>

+

»

4

=
(%, ]
=1
Aseenss

000

0 500 1000 1500 2000
Teille du Bel-Game initial

FIGURE 4.10 — Taille du jeu hypergraphique produit par la transformations
directe en fonction de la taille du Bel-Game initial. La courbe y = 22/2 est
tracée en bleu.

tailles des jeux hypergraphiques produits par ces deux transformations a partir
du méme Bel-Game initial sont comparées, illustre ce résultat. Pour faciliter les
comparaisons, nous tragons la droite y = = (en bleu) sous laquelle se situent
toutes les expérimentations, et la droite y = x/4 (en orange) qui traverse le
nuage de points. Il apparait donc que la transformation conditionnée produit
des jeux hypergraphiques de taille environ quatre fois plus petite que la trans-
formation directe.

Il semble clair que les meilleures performances de la transformation condi-
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FIGURE 4.11 — Taille du jeu hypergraphique produit par la transformations
conditionnée en fonction de la taille du Bel-Game initial. La courbe y = z%/2
est tracée en bleu.
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FIGURE 4.12 — Taille du jeu hypergraphique produit par la transformations
conditionnée en fonction de la taille de celui produit par la transformation di-
recte. La courbe y = x est tracée en bleu et la courbe y = z/4 en orange.

tionnée (par rapport a la transformation directe) viennent de la taille des jeux
locaux qu’elle produit. En effet, la transformation directe crée des jeux locaux
correspondant aux éléments focaux du prior et la transformation conditionnée
crée des jeux locaux qui correspondent aux éléments focaux des posteriors. Or
avec le conditionnement de Dempster, la cardinalité de ces derniers est générale-
ment plus faible et jamais plus élevée. Comme le nombre de joueurs participant a
un jeu local dépend de la cardinalité de 1’élément focal considéré, les jeux locaux
produits par la transformation conditionnée impliquent généralement moins de
participants : les matrices d’utilités sont alors de plus faible dimension, ce qui
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nécessite moins de valeurs et moins de temps pour les calculer. Nous voyons
sur la figure 4.13, ot le nombre de participants au plus grand jeu local de la
transformation conditionnée est tracé en fonction de celui de la transformation
directe. La droite z = y est tracée pour faciliter les comparaisons (notons que
nous avons légérement bruité les données afin de mieux voir les points). La cou-
leur des points indique le nombre de joueurs et le nombre de types possibles
pour chaque joueur.
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FIGURE 4.13 — Nombre de participants au plus grand jeu local pour la trans-
formation conditionnée en fonction de celui pour la transformation directe. La
droite y = z est tracée en bleu. La couleur des points indique le nombre de
joueurs et le nombre de types par joueur dans le Bel-Game initial.

Pour la quasi-totalité des Bel-Games générés, le nombre de joueurs et celui
de types par joueur détermine le nombre de participants au plus grand jeu
local dans le jeu hypergraphique obtenu aprés les transformations directe et
conditionnée. Par exemple, pour n = 3 joueurs et ¢ = 3 types par joueurs, la
transformation directe produit généralement un jeu dont le plus grand jeu local
a 9 participants alors que la transformation conditionnée en produit un dont le
plus grand jeu local n’a que 7 participants (points verts).

Remarque 58. Pour la transformation TBM présentée auparavant, la taille de
tous les jeux locaux est égale au nombre de joueurs n du Bel-Game initial.

Conclusion des expérimentations

Nous avons comparé les tailles des jeux hypergraphiques produits par les trois
transformations. Cette taille est fortement corrélée au temps de calcul nécessaire
pour effectuer la transformation. De plus, c’est cette taille qui détermine la
difficulté pour identifier les profils de stratégies d’intérét, tels que les équilibres
de Nash.
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Ces expérimentations nous aménent & penser que les transformations propo-
sées sont réalistes en pratique, méme pour des degrés de k-additivité relative-
ment élevés. En particulier, la transformation TBM est linéaire en la taille du
Bel-Game initial, et devrait étre préférée dés que 'utilité des joueurs est modé-
lisée par la régle du TBM. La transformation conditionnée est applicable aux
trois régles de décision considérées (celle de Choquet, celle de Jaffray et celle
du TBM) et a tout conditionnement. Lorsque le conditionnement considéré est
celui de Dempster, il apparait qu’elle devrait étre préférée & la transformation
directe car elle offre de meilleures performances en pratique.

4.6 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons montré comment le modéle d’agent trés général
se marie avec la théorie des jeux, tant pour les jeux a information compléte que
ceux a information incompléte. D’une part, cela permet de bien identifier les
composants qui constituent un jeu, c’est-a-dire ceux avec lesquels nous modé-
lisons les différents aspects d’une prise de décision multi-agents. D’autre part,
nous définissons et montrons que les concepts usuels de théorie des jeux sont
valides pour de nombreux types de préférences et de nombreuses théories de
Pincertitude (celles qui sont capturées par un modéle d’agent). En plus de vali-
der ces concepts pour notre cadre trés expressif, cela nous permet de proposer
des résultats généraux, & des degrés divers, selon les propriétés des modéles
d’agents qui sont nécessaires pour établir ces résultats. Par exemple, nous avons
montré qu'un modéle de Selten existe toujours, quelle que soit la théorie de la
décision considérée ; et montré qu’une transformation & la Howson et Rosenthal
est possible si les modéles d’agents algébriques peuvent étre représentés par des
instances de régle de décision..

Les transformations & la Howson et Rosenthal ont été développées dans
une section conséquente de ce chapitre, d’abord pour les jeux & information
incompléte, puis dans le cas particulier des Bel-games. En effet, nous pensons
qu’elles constituent un point pratique important, puisqu’elles produisent un jeu
hypergraphique dont la taille est potentiellement faible. Cela permet d’étudier
des jeux & information incompléte grace & des algorithmes existants, définis pour
les jeux & information compléte (par exemple pour identifier des équilibres de
Nash, WILSON, 1971 ; JOURDAN, 2022).

Plusieurs directions de recherche s’ouvrent grace a ce cadre général.

Nous pensons par exemple & ’identification des conditions nécessaires pour
obtenir certains résultats. Un résultat classique est l’existence d’équilibres de
Nash en stratégies mixtes, qui a été montrée pour les stratégies mixtes probabi-
listes et possibilistes. Nous avons vu que le jeu en stratégies mixtes catégoriques
de ’exemple 4.5 n’a aucun équilibre de Nash, et ignorons actuellement les condi-
tions nécessaires pour garantir son existence dans le cas général. Il nous semble
que la convexité de 'espace des capacités algébriques est une condition suffi-
sante, puisque s’il existe un continuum de capacités algébriques intermédiaires
entre deux capacités algébriques données nous pouvons considérer I’argument
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de point fixe utilisé par (NAsH, 1950); cependant nous ne sommes pas sirs
que ce soit une condition nécessaire : pour les jeux possibilistes par exemple,
la propriété de convexité est assurée, mais l’existence est montrée par un autre
argument par (BEN AMOR, FARGIER, SABBADIN et TRABELSI, 2022).

Nous pensons aussi a I’application du modéle algébrique & un pan conséquent
de la théorie des jeux que nous n’avons pas considéré dans cette thése : les jeux
séquentiels (ou dynamiques), c’est-a-dire les situations ou les joueurs jouent
les uns aprés les autres, éventuellement plusieurs fois (par exemple, les échecs
constituent un jeu séquentiel & deux joueurs). Cet aspect de la théorie des jeux
est d’'une grande importance, puisqu’il d’une part il permet de modéliser de
nombreuses situations réelles, et d’autre part se retrouve au sein de nombreux
algorithmes aux applications variées.

Nous pensons enfin & certains sous-domaines de la théorie de la décision, dans
lesquels ’application de la théorie des jeux est plus théorique. Un exemple connu
est le résultat annongant qu’il n’existe pas de systéme de vote qui soit « strategy-
proof », c’est-a-dire ou tous les électeurs ont intérét & donner leurs véritables
préférences (a l'inverse, ils ont souvent intérét a privilégier un candidat qui n’est
pas leur préféré, par exemple en « votant utile »). La preuve de ce résultat se
base sur une approche de théorie des jeux, ou 1’élection est capturée par un jeu
bayésien (les électeurs ont alors une croyance probabiliste sur les préférences des
autres électeurs). Une question qui nous semble importante pour les théoriciens
du vote est de savoir si cette impossibilité est intrinséque aux systémes de vote,
ou si elle découle de I’hypothése bayésienne affirmant que les électeurs ont une
représentation probabiliste de leur incertitude. En effet, comme nous ’avons vu,
de nombreuses expériences ont montré que cette hypothése n’est pas toujours
valide pour modéliser des décideurs humains. Nous ne savons actuellement pas
répondre & cette question.

Nous allons maintenant présenter la formalisation que nous avons effectuée
dans P’assistant de preuve C0Q. Ce travail de preuve assistée par ordinateur, en
plus de fournir une bibliothéque de code qui a vocation a étre réutilisée (par
exemple pour certifier des algorithmes de théorie des jeux), garantit la validité
de la quasi-totalité des résultats présentés dans ce chapitre et dans le chapitre
précédent (les résultats de complexité, non vérifiés en CoQ, ont été démontré
dans ce mémoire de thése).
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Chapitre 5

Points clés de la formalisation

CoQ

Ce chapitre est dévolu a la formalisation des résultats présentés dans les deux
chapitres précédents et que nous proposons pour ’assistant de preuve formelle
CoQ. Nous y décrivons notre implémentation du modéle d’agent et des jeux
généralisés, leurs représentations algébriques (basées sur les fonctions de masses
algébriques et les instances de régles de décision), ainsi que les transformations
que nous avons présentées (d’une part les transformations algébriques Selten et
HR et d’autre part les transformations explicitées dans le cadre des Bel-Games
a la section 4.5). L’intérét de ce travail est multiple. D’abord, puisque le logiciel
Coq vérifie automatiquement les preuves que nous écrivons, nous pouvons nous
reposer sur lui : toute preuve que CoQ valide est correcte. La revue de nos résul-
tats est ainsi simplifiée : il suffit de vérifier que les énoncés des théorémes sont
corrects et CoQ fait le reste (c’est-a-dire qu’il vérifie automatiquement que la
preuve est correcte et qu’elle prouve effectivement le théoréme énoncé). La ga-
rantie offerte est donc plus forte que celle provenant d’une simple relecture. En-
suite, nos définitions et nos preuves sont compilées en une bibliothéque de preuves
modulaire et réutilisable. Notre travail offre ainsi de nombreuses structures et de
nombreux résultats qui peuvent, au besoin, étre instanciés séparément. Ainsi,
exprimer et vérifier de nouveaux résultats sera maintenant plus facile et plus
rapide : 8’ils concernent les théories de I'incertitude, de la décision ou la théorie
des jeux, il suffira de charger le module CoQ correspondant pour bénéficier de
notre travail. Par ailleurs 'implémentation des résultats dans ’assistant CoQ
permet également d’identifier plus facilement les conditions nécessaires et/ou
suffisantes pour obtenir tel ou tel résultat, ce qui est important dans une ap-
proche algébrique telle que la notre. En effet, d’'une part, aucune hypothése
ne peut étre laissée implicite, et d’autre part, les hypothéses superflues sont
facilement identifiables (soit parce qu’elle ne sont pas utilisées du tout, alors
CoqQ les ignore, soit parce qu’elles sont plus fortes que nécessaire, alors nous
pouvons facilement les modifier et « rejouer la preuve » avec une hypothése
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affaiblie). De plus, notre travail nous a amené & montrer plusieurs résultats trés
généraux (particuliérement sur les ensembles et les fonctions ensemblistes). Ces
résultats ne concernent pas spécialement notre domaine : ils sont intéressants
pour tout utilisateur de CoQ. Certains d’entre eux ont déja été intégrés dans
la bibliothéque Mathematical Components et nous en proposons actuellement
d’autres.

Ce chapitre débute par une section introductive qui présente quelques no-
tions élémentaires au lecteur qui ne serait pas familier avec ’environnement CoQ
(section 5.1). Aprés avoir abordé la problématique de la vérification automatique
de programme et de théorémes mathématiques, nous essayons d’expliquer sur
un exemple simple et compréhensible le fonctionnement interne de CoQ : nous
souhaitons donner au lecteur une bonne intuition de ce fonctionnement, sans
pour autant aborder la théorie de la preuve sous-jacente. Cette section intro-
duit aussi quelques éléments de syntaxe qui seront nécessaires pour la suite du
chapitre.

Les sections suivantes décrivent la formalisation! que nous proposons, et
correspondent chacune & un domaine particulier et & un ou plusieurs modules
de cette formalisation (habituellement appelés théories, terme que nous éviterons
ici). Ce découpage vise a faciliter la relecture et la maintenance du code.

Dans la section 5.2, nous décrivons tout d’abord rapidement le contenu de
plusieurs modules placés dans un dossier 1ib/, qui contiennent des résultats trés
généraux concernant principalement les ensembles. Nous nous arréterons uni-
quement sur les nouveaux principes inductifs que nous proposons pour raisonner
sur les ensembles. En effet, puisque ces scripts ne contiennent que des lemmes
intermédiaires, leur revue n’est pas nécessaire. La plupart d’entre eux est ou sera
proposée pour l'intégration dans la bibliothéque Mathematical Components, et
le lecteur intéressé pourra se pencher directement sur le code.

Dans la section 5.3, nous présentons ensuite les modules setfun, massfun et
capacity ol nous formalisons les fonctions d’ensembles. Particuliérement, nous
énoncons plusieurs propriétés des fonctions d’ensemble, formalisons les notions
de fonction duale, de fonction de masse et de transformée inverse de Moébius,
ce dont nous bénificions pour établir la hierarchie des capacités que nous avons
présentée au chapitre 3.

Dans la section 5.4, nous présentons le module decision dévolu & I'implé-
mentation du modeéle d’agent. Particuliérement, nous y définissons les régles de
décision usuelles et les instances algébriques qui les représentent.

Dans la section 5.5, nous décrivons les modules game et HRtransform portant
respectivement, sur les jeux et leurs transformations de Howson et Rosenthal.
Ces modules sont basés sur le travail publié dans les actes de la conférence
ITP2023 (POMERET-COQUOT, FARGIER et MARTIN-DOREL, 2023). Ce travail
formalisait initialement les trois transformations de Howson et Rosnethal pour
les Bel-Games présentées a la section 4.5. Nous le généralisons ici aux capacités
algébriques & valeurs réelles.

Dans la section 5.6, nous décrivons le module game2 (partiellement intégré

1. La formalisation est disponible & https://github.com/pPomCo/belgames
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a cette formalisation C0Q). Il reprend certains éléments du module game pour
vérifier la correction des deux transformations algébriques (transformation de
Selten et transformation hypergraphique). Nous certifions ainsi les résultats du
chapitre 4.

Dans la section 5.7, concluons ce chapitre avant d’aborder la conclusion
générale de cette thése.

5.1 Introduction & Coq/SSReflect

5.1.1 La vérification automatique

Dans certains contextes, la fiabilité des programmes informatiques est cru-
ciale, particuliérement lorsque ces programmes aident & la décision dans des
domaines sensibles (évidemment lorsque des vies sont en jeu, mais aussi lorsque
les enjeux, quels qu’ils soient, sont importants). Or, il est trés difficile d’obtenir
une garantie de fiabilité sur un programme. En effet, pour cela, il faut exécu-
ter deux taches ardues : d’une part, écrire un programme <« zéro défauts » ;
d’autre part s’assurer que c’est le cas, quel que soit le contexte d’exécution de
ce programme.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour obtenir une garantie (plus ou
moins forte) sur la correction des programmes. Toutes commencent de la méme
facon : expliciter les spécifications du programme, c’est-a-dire le comportement
qu’il doit avoir en fonction des arguments qu’on lui donne, dans un langage non
ambigu (mathématique, logique, etc.). Ainsi, s’assurer que le programme a le
comportement attendu revient a s’assurer qu’il vérifie les spécifications.

Les spécifications sont établies par des humains, et leur expression ne peut
étre validée que par des humains : il s’agit d’exprimer les objectifs du pro-
gramme. Par contre, une fois ces spécifications exprimées, on peut envisager
d’utiliser des outils plus ou moins automatisés pour s’assurer qu’un programme
donné les respecte.

Différentes méthodes apportent des garanties plus ou moins fortes, de ma-
niére plus ou moins automatisée. Par exemple, des tests peuvent étre effectués.
Mais ces tests sont rarement exhaustifs (le nombre de facons d’appeler un pro-
gramme est souvent prohibitif). De nombreuses types de tests existent. Par
exemple, ils peuvent étre effectués en conditions normales de fonctionnement,
ou encore « aux limites » (c’est souvent dans les cas d’utilisation extrémes que
les défauts apparaissent). Dans tous les cas, des tests apportent une garantie
faible : le programme semble correct, mais on n’en est pas absolument certain.
D’autres approches, a I'inverse, permettent de raisonner rigoureusement (a ’aide
de logique mathématique) pour démontrer la validité des programmes. On parle
alors de méthodes formelles. Une premiére approche formelle consiste & utili-
ser des solveurs pour montrer qu’il est impossible de violer les spécifications
(par exemple avec un solveur SAT, BIERE et al., 1999; SHEERAN, SINGH et
STALMARCK, 2000).

C’est une autre approche formelle qui nous concerne ici, qui consiste & prou-
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ver que le programme en question vérifie les spécifications, et non pas a le véri-
fier a posteriori. Une telle preuve peut étre effectuée sur papier (alors il faut la
vérifier manuellement), mais elle sera avantageusement effectuée dans un assis-
tant de preuve formelle tel que Coq, Isabelle/HOL, etc. (NIPKOW, PAULSON et
WENZEL, 2002 ; CoQ DEVELOPMENT TEAM, 2022). Ainsi, le travail de preuve
est réalisé conjointement par 'humain et par la machine : 'humain construit
la preuve et la machine la vérifie (la machine peut aussi automatiser certaines
parties de la construction de la preuve, malheureusement assez peu). Si l’on ac-
cepte la validité de 'assistant de preuve (c’est-a-dire la validité de son principe
de fonctionnement et la validité de son implémentation), alors toute preuve qui
est vérifiée par I'assistant est valide. Cette preuve peut étre compliquée, longue,
etc., il n’y a méme pas besoin de la relire : elle est correcte par construction.
Ainsi, par exemple, le compilateur CompCert, certifié en C0oQ, est valide si la
théorie sous-jacente (le calcul des constructions inductives) et le noyau interne
de CoQ sont valides, ce qui est largement accepté (LEROY et al., 2016). Le
travail de vérification est donc grandement simplifié : il suffit aux relecteurs de
s’assurer que les spécifications sont correctes et CoQ fait le reste.

Nous verrons ci-aprés qu’un programme (fonctionnel) et ses spécifications
sont analogues & un énoncé mathématique : prouver la correction d’un pro-
gramme revient alors & prouver la correction de ’énoncé mathématique. Ainsi,
les assistants de preuve, dont C0Q, permettent de garantir des résultats mathé-
matiques (dans le sens le plus général). De nombreux résultats ont été énonceés et
prouvés en COQ, ainsi des pans entiers des mathématiques sont formalisés et vé-
rifiés. Parmi les exemples fameux, nous pouvons citer le théoréme des quatre cou-
leurs (ot on traite exhaustivement plus d’un milliers de cas différents, GONTHIER
et al., 2008) et celui de Feit-Thompson (dont la démonstration fait plus de deux
cent cinquante pages, GONTHIER et al., 2013) dont la formalisation en CoQ a
mené & P’élaboration de la bibliothéque Mathematical Component (M AHBOUBI
et Tassi, 2021). Un tel travail de formalisation permet parfois de déceler des
erreurs. Surtout, cela permet de simplifier et d’étendre de nombreux résultats et
de les réutiliser facilement. De plus, en constituant d’énormes bases de données
de preuves (qui sont des programmes informatiques), on commence aujourd’hui
& penser les exploiter, grace aux différentes techniques issues de l'intelligence
artificielle, afin d’accompagner les mathématiciens dans d’autres taches, telles
que la découverte de nouveaux résultats. La formalisation COQ que nous pro-
posons dans ce chapitre est d’abord pensée comme une vérification des résultats
mathématiques obtenus. Ses composants pourront par ailleurs étre réutilisés
pour exprimer et vérifier de nouveaux résultats ou encore pour élaborer des
programmes certifiés.

5.1.2 Comment ¢a fonctionne ?

Le fonctionnement interne de ’assistant de preuve CoQ est un sujet compli-
qué qui dépasse largement le cadre de cette thése. Nous souhaitons donner ici au
lecteur néophyte une bonne intuition sans pour autant trop entrer dans les dé-
tails de la théorie sous-jacente (le calcul des constructions inductives, COQUAND
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et HUET, 1986 ; PAULIN-MOHRING, 1996). Nous illustrerons simplement, sur un
exemple de logique propositionnelle, la correspondance de Curry, De Bruijn et
Howard (dite aussi correspondance preuve/programme ou correspondance for-
mule/type, CURRY et al., 1958 ; BRULIN, 1967 ; HOWARD, 1980), pour montrer la
facon dont une machine peut garantir qu’un énoncé mathématique est correct.

Considérons un programme fonctionnel dans lequel deux types A et B et une
fonction f : A — B sont définis. Alors, pour tout élément a de type A, I’appel
de fonction f(a) est un élément de type B : si l'on peut avoir un élément a de
type A, quel qu'il soit, alors on peut fabriquer I’élément f(a) qui est de type B.

Considérons maintenant son pendant en logique propositionnelle. Soient
deux propositions A et B et une implication A — B. Si 'on peut montrer
que la proposition A est vraie, de n’importe quelle maniére, alors I'implication
A = B permet de montrer que la proposition B est vraie.

Une fonction A — B et une implication A = B sont en correspondance.
En effet, elles ont le méme role : elles transforment les instances de A en ins-
tances de B. Ainsi, le type de la fonction f : A — B correspond & I’énoncé
mathématique (c’est I'implication), et le code de la fonction correspond a la
preuve de I’énoncé (c’est I'implémentation de cette implication qui transforme
effectivement toute preuve de A en preuve de B).

Considérons la tautologie suivante comme un exemple supplémentaire :

(A= B) = (B = () = (A = ().

Pour toutes propositions A, B et C, si 'implication A = B est vraie, alors
si 'implication B = (' est vraie elle-aussi, alors 'implication A = ' est
nécessairement vraie. En effet, en supposant les deux prémisses vraies, si l'on
donne une preuve que A est vraie, on peux utiliser la premiére implication pour
fabriquer une preuve que B est vraie, puis la seconde implication pour fabriquer
une preuve que C' est vraie & partir de la précédente : ayant les deux prémisses,
on peux montrer C' & partir de A, c’est-a-dire que A implique C.

D’un point de vue « programme », il s’agit d’une composition de fonction.
En effet, 'implication A = B est analogue au type d’une fonction f : A — B
(et le code de la fonction est analogue & une preuve de cette 'implication). De
maniére similaire, I'implication B = C est analogue au type d’une fonction
g : B — C. Alors, pour montrer A = (| il faut construire une fonction
h : A — C. La composition de f et g est une telle fonction, c’est-a-dire la
fonction définie par h(a) = ¢g(f(a)). Ainsi, une preuve de cette tautologie est
donnée par la fonction ¢ suivante :

¢c:(A-B)—»(B—-C)—A—=C
c:=frg—am g(f(a)).
Remarque 59. Toute autre fonction de méme type est une autre preuve de cette

tautologie.

Dans ce dernier exemple, la fonction c¢ attend trois arguments : une fonction
f:+A— B, une fonction g : B — C et un élément a : A, donnés successivement.
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Ainsi, ¢(f)(g)(a) est un terme de type C. Cette fonction est curryfiée, c’est-a-
dire que les arguments sont donnés les un aprés les autres. Elle est analogue &
la fonction non-curryfée ¢, dont I’appel serait ¢/(f, g, a), et dont 'usage serait
plus ordinaire en mathématiques. Cependant, nous considérerons toujours les
fonctions sous leur forme curryfiée, et pourrons ainsi effectuer des appels partiels
de fonction. Par exemple, ¢(f)(g) est la fonction définie ci-dessus, a laquelle nous
n’avons donné que les deux premiers arguments. Elle attend un argument a : A
pour produire le terme ¢(f)(g)(a) de type C. L’appel partiel ¢(f)(g) est donc un
terme de type A — C, qui est analogue & une preuve de 'implication A — C,
établie d’aprés les preuves f et g des prémisses.

Coq fonctionne sur ce principe, avec des types étendus. Ainsi, un type peut
étre une simple proposition, mais aussi correspondre & un énoncé plus complexe.
En effet, CoqQ permet le typage polymorphe et dépendant des termes (le type
d’un argument dépend alors des types des arguments précédents). Par exemple,
Vz € R, (z > 1) — (22 > z) est le type des fonctions f qui attendent un premier
argument x € R, un deuxiéme argument h de type (z > 1) et qui construisent
le terme f(x)(h) dont le type est (z? > z). En définissant une fonction f de ce
type, on montre la validité de cette implication. En effet, pour tout nombre réel
(z : R) et toute preuve (h:x > 1) que z est plus grand que 1, le terme f(x)(h)
est une preuve que z2 > .

5.1.3 Eléments de syntaxe Coq et SSReflect

Plusieurs environnements logiciels existent pour CoQ, nous utilisons le plu-
gin ProofGeneral pour Emacs. Cet environnement est composé d’un part d’un
éditeur de texte, dans lequel on écrit le « code CoQ », et d’un interpréteur en
temps réel de ce code (qui est évalué a la demande, ligne par ligne, et 'utilisateur
peut suivre l’avancée de I’évaluation).

Cette sous-section présente quelques éléments de syntaxe du « code CoQ »,
qui fait intervenir plusieurs langages : le langage Vernacular est un langage
déclaratif qui offre les primitives pour linterpréteur; le langage Gallina est un
langage fonctionnel pur qui permet la définition de fonctions totales (et sans effet
de bord) ; les langages LTac et SSReflect sont des langages impératifs qui offrent
des « tactiques » de preuve permettant la définition interactive des fonctions
par chainage arriére (backward reasoning), c’est-a-dire par étapes successives, en
partant du but (le résultat attendu). La définition d’une fonction, c¢’est-a-dire
la complétion d’une preuve, se termine alors lorsque tous les sous-buts ont été
prouvés.

Le langage Vernacular contient les primitives pour 'interpréteur. Il permet
d’importer des bibliothéques, d’ouvrir et de fermer des modules, etc. Il permet
aussi de définir et d’évaluer des expressions fonctionnelles exprimées en Gallina.
Le langage Gallina, quant a lui, permet la définition du corps des fonctions,
sa syntaxe semblera intuitive pour le lecteur habitué au langage OCaml. La
coloration syntaxique utilisée ici colore en violet les mots-clés de Vernacular.
Par exemple :
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Check fun (n : nat) (m : nat) = n + m.
(* fun (n : nat) (m : nat) = n + m : nat > nat > nat *)

Ici, la primitive Vernacular Check demande & l'interpréteur le type du terme
fun (n : nat) (m : nat) = n + mexprimé dans le langage Gallina. La com-
mande est terminée par un point. L’interpréteur affiche alors le terme, suivi de
deux points et de son type. L’affichage est donné ici en commentaire, délimité par
(x ... *x).Ici, le terme fun (n : nat) (m : nat) = n + mest une fonction
qui attend un argument n puis un argument m de type nat (entiers naturels) et
renvoie un élément de type nat. Notons que l'interpréteur est capable d’inférer
les types (lorsqu’ils sont inférables).

Check fun n m = n + m.
(* fun (n : nat) (m : nat) = n + m : nat > nat -> nat *)

Cette instruction produit le méme affichage : le type nat des termes n et m est
inféré car n et m sont utilisés avec ’addition + sur les entiers naturels.

Pour définir des fonctions, nous utilisons le mot-clé Vernacular Definition.
Plusieurs syntaxes sont possibles, les trois lignes suivantes sont équivalentes :

Definition f := fun n = fun m = n + m.
Definition f := fun nm = n + m.
Definition f n m := n + m.

Aprés I’évaluation d’une de ces trois lignes, la fonction f : nat -> nat -> nat
est définie. Nous pouvons évidemment lui appliquer des arguments de type nat :
ils sont simplement donnés & la suite, séparés par une espace. Ainsi, (f 3 5)
est un terme de type nat : c’est ’application de 3 et de 5 & £, c’est-a-dire f
avec n=3 et m=>5. Il n’est pas nécessaire d’appliquer la totalité des arguments.
Par exemple, I’application partielle (£ 3) est une fonction de type nat -> nat :
c’est la fonction £ pour laquelle 'argument n=3, elle attend le second argument
m de type nat. L’application partielle (f 3) est donc analogue a la fonction
(fun m = 3 + m).

Lorsque les types ne sont pas inférables par interpréteur, ils doivent étre
donnés explicitement. En effet, supposions que nous souhaitions définir la fonc-
tion qui a deux entiers naturels a et b associe la paire (a,b). La définition
suivante n’est pas valide :

Fail Definition g := fun a b = (a,b).
(* The command has indeed failed with message:
The following term contains unresolved implicit arguments:
(fun (a : 78) (b : ?B) = (a, b)) %)

La commande échoue car les types de a et b ne sont pas inférables. Les définitions
suivantes sont valides (et équivalentes) :

Definition g := fun (a : nat) (b : nat) = (a,b).
Definition g := fun (a b : nat) = (a,b).
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Definition g (a b : nat) := (a,b).
Check g.
(* g : nat > nat -> nat * nat *)

Tout expression bien formée a un type bien défini. Ici, il a fallu fixer le type nat
des arguments a et b. Si on souhaite définir la fonction qui crée la paire (a,b)
pour n’importe quels a et b de n’importe quel type, alors il faut passer ces types
en arguments. Ainsi, on donnera d’abord les types voulus, puis les a et b ayant
ces types : la fonction sera donc bien définie pour tout a et b de tout type.

Definition h := fun (A B : Type) (a : A) (b : B) = (a,b).
Check h.
(* VAB : Type, A > B > A * B *)

Cette fonction 2 attend deux arguments A et B de type Type, puis un argument
a de type A et un argument b de type B; elle produit la paire (a,b) de type
A x B.Ici, le typage est polymorphe : le type des derniers arguments dépend des
arguments précédents. L’application partielle (h X Y) est donc une fonction de
typeX => Y > X * Y construisant des paires d’éléments de X et Y. Par exemple,
h nat nat est analogue a la fonction g définie ci-dessus : elles attendent toutes
les deux deux arguments a et b de type nat pour construire la paire (a,b).

Il est aussi possible de définir une fonction par chainage arriére grace au lan-
gages de tactiques LTac et SSReflect : on énonce d’abord son type, puis on donne
ensuite les tactiques qui créent le corps de la fonction. C’est 'approche que ’on
utilisera principalement lorsque ’on souhaitera prouver des énoncés mathéma-
tiques (rappelons qu’un énoncé est un type, et quune preuve de cet énoncé
est une fonction ayant ce type), d’ou les deux mots-clé Vernacular équivalents
Lemma et Theorem :

Theorem h : VA B : Type, A > B > A * B.
Proof.

move=> A B a b.

exact: (a,b).

Qed.

Le mot-clé Theorem crée ici le symbole h, de type VA B, A > B -> A * B.
Néanmoins, la définition n’est pas compléte : il manque le corps de la fonction,
qui est construit grace aux tactiques donnés entre les mots-clé Proof. et Qed.
Les tactiques utilisées ici (move=> et exact:) permettent de faire évoluer le but
initial (donner une fonction du type VA B, A > B > A * B) a la maniére de
la déduction naturelle (séquents) : move=> passe les arguments dans le contexte
(le but devient alors de construire un élément de type (A * B) étant donnés
A, B, a et b), puis exact: permet de donner un élément de ce type. Avec la
primitive Print, 'interpréteur nous affiche le code de cette fonction h.

2. En Coq, la notation V_, _ généralise la notation ->. Par exemple, le type Vn : nat,
nat est une autre notation pour le type nat -> nat : c’est le type des fonctions qui & tout
entier naturel associent un entier naturel.
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Print h.
(* h = fun (A B : Type) (a : A) (b : B) = (a, b)
: VAB : Type, A > B > A * B %)

Nous avons bien construit la méme fonction h que tout a I’heure., mais interac-
tivement par chainage arriére.

Les tactiques des langages LTac et SSReflect ne sont pas détaillées ici. Le
lecteur intéressé pourra se reporter aux manuels de référence® en ligne, ainsi
qu’au livre/tutoriel (MAHBOUBI et TASSI, 2021). Dans ce chapitre, pour simpli-
fier la lecture, les énoncés des théorémes sont donnés, mais pas les preuves Coq
correspondantes. On trouve le tout & I’adresse https://github.com/pPomCo/
belgames. Il n’est pas nécessaire pour le lecteur de vérifier les preuves, puisque
le compilateur CoQ le fait pour nous.

Enfin, nous terminons cette présentation de la syntaxe en notant qu’il existe
plusieurs mécanismes permettant ’héritage multiple en CoQ (type classes et
canonical structures). Nous ne souhaitons pas décrire ces mécanismes ici, ce qui
alourdirait ce mémoire de thése sans apporter de plus-value significative a la lec-
ture. En effet, nous utilisons Hierarchical Builder, un outil qui permet de déclarer
ces relations d’héritage & un niveau « méta » avec une syntaxe dédiée, en en abs-
trayant l'implémentation (COHEN, SAKAGUCHI et TAssI, 2020). Par exemple,
nous avons vu au chapitre 1 qu’un ordre total est un quasi-ordre particulier,
qu’un quasi-ordre est un ordre partiel particulier, etc. Alors, nous dirons qu’un
ordre total hérite des propriétés des quasi-ordres, et qu’un quasi-ordre hérite des
propriétés des ordres partiels (I’héritage est transitif : un ordre total hérite donc
aussi des propriétés des ordres partiels). En CoQ, les ordres totaux et partiels
sont déja implémentés (dans la bibliotheque Mathematical Components), leurs
types sont respectivement orderType et porderType. Puisque orderType hérite
de porderType, alors tout ordre total (T : orderType _) est aussi un ordre
partiel, il peut étre utilisé comme tel. Particuliérement, tout résultat vérifié pour
les ordres partiels ’est aussi pour T. Bien entendu, la réciproque est fausse, et
les résultats vérifiés pour les ordres totaux ne sont pas applicables aux ordres
partiels.

5.2 Reésultats généraux : 1ib/*.v

La formalisation que nous décrivons dans les sections & venir est conséquente,
et a nécessité beaucoup de travail de notre part. Pour cela, il est important de
bien organiser le code, et de décomposer les théorémes en plusieurs lemmes
intermédiaires correspondant aux différentes étapes d’une preuve. Cela présente
plusieurs avantages : d’abord il est plus facile de se retrouver dans la bibliothéque
de preuves et dans les preuves elles-mémes ; ensuite la réutilisation des résultats
intermédiaires est facilitée; enfin les lemmes intermédiaires généraux peuvent
étre utilisés dans d’autres domaines.

3. Le manuel de référence est disponible & I’adresse https://coq.inria.fr/refman/.
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Nous avons montré ou étendu beaucoup de lemmes généraux, et nous les
proposons pour 'intégration dans la bibliothéque Mathematical Components. La
plupart d’entre eux peuvent étre considérés comme triviaux (au moins lorsqu’on
raisonne sur papier). Par exemple, nous montrons que pour tous ensembles A
et B, AU(B\ A) = AU B, ou encore que (AU B)\ A= B\ A. En CoqQ, nous

écrivons :

Lemma setUD A B : A :|: (B :\: A)
Lemma setDU A B : (A :|: B) :\: A =

I
w =
PP
= o

Ces lemmes sont évidemment pratiques, et donc utiles, néanmoins, nous pensons
qu’il n’est pas nécessaire de les décrire dans cette thése. Nous considérons que
la plupart sont des lemmes « manquants » dans Mathematical Components.
Ils concernent principalement les ensembles et les bigops, c’est-a-dire les grands
opérateurs, tels que ), [[, et @, (environ 60 lemmes), mais aussi les ordres
partiels, les nombres (environ 15 lemmes), les opérateurs min et max (environ
25 lemmes) et quelques autres sujets divers.

Nous détaillerons uniquement les quatre principes inductifs que nous avons
exprimé en COQ pour raisonner sur les ensembles car nous pensons qu’ils pré-
sentent un intérét en eux-mémes et parce que nous les utilisons dans certaines
de nos preuves.

Le terme induction (ou récurrence) caractérise les raisonnements ou les dé-
finitions qui se font « de proche en proche ». Ainsi s’il est possible de dé-
duire qu'un objet posséde une propriété lorsque I'un de ses « voisins » la
posséde aussi, alors il suffit de montrer cette propriété pour un objet uni-
quement et 'on peut la déduire pour tout son « voisinage ». Nombreux sont
ceux qui ont étudié la récurrence sur les entiers : pour montrer une propriété
P pour l'entier n* > ng par induction, on vérifie le cas inductif d'une part
(P(n) = P(n+1), la propriété se « transmet » de n a n+ 1), et le cas de
base d’autre part (P(ng), la propriété est vraie pour un élément). Alors pour
montrer P(n*), puisque P(n* —1) = P(n*), il suffit de montrer P(n* — 1).
Or, P(n* —2) = P(n* —1), il suffit de montrer P(n* — 2). Ainsi de suite,
on diminue le rang n jusqu’a atteindre n = ng, et P(ng) est vraie puisqu’on ’a
montré A part. Le raisonnement tient dans l’autre sens : partant de P(ng), on
construit P(ng + 1), puis P(no + 2) et ainsi de suite jusqu’'a P(n*).

Nous pouvons raisonner par induction sur la cardinalité des ensembles. En
effet, supposons que nous souhaitons montrer qu’une propriété P est vraie pour
tout ensemble. Montrons d’abord qu’elle est vraie pour I’ensemble vide : c’est
le cas de base. Ensuite, pour montrer que P(A) pour un certain ensemble A,
nous supposons que P est vérifiée pour tous les ensembles B de taille stricte-
ment inférieure & A (c’est-a-dire tels que |B| < |A|), et montrons P(A) sous
cette hypothése : c’est le cas inductif. Nous pouvons alors tenir ce raisonnement
inductif :

(@) est vraie (c’est le cas de base);
0

— P
— P(0) = Vz, P({z}) par induction;
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— P(®) AVz,P({z}) = Vaz,y, P({z,y}) par induction;

— et ainsi de suite jusqu’a atteindre la cardinalité de A.

Par ailleurs, nous pouvons remarquer que pour montrer P({)), nous pouvons
supposer que la propriété P est vérifiée pour tous les ensembles de cardinalité
inférieure a |()] = 0. En effet, il n’y en a aucun, cette propriété est nécessairement
vraie (et n’apporte aucune information). Ainsi, le cas de base P()) peut étre
réécrit comme une version triviale du cas inductif (VB, |B| < [)| = P(0)) =
P(0). Nous proposons donc le principe inductif suivant (table 5.1) :

VA, (VB,|B| < |A] = P(B)) = P(A)
VA, P(A)

TABLE 5.1 — Principe d’induction sur la cardinalité des ensembles

En Co0Q, nous définissons d’abord la fonction récursive card_rect_coq_nat,
pour tout P : {set T} - Type™. Pour cela, nous utilisons Program Fixpoint,
qui nous permet de montrer la terminaison de cette fonction inductive « a la
main » (en effet, elle n’est pas décroissante structurellement et CoQ ne peut
donc pas s’en assurer automatiquement).

Context {T : finType}. (* Supposons T un type fini *)
Context {P : {set T} - Type}. (* Supposons P A un type dépendant de A *)
Variable HA : (* Supposons le cas inductif vérifié *)

VA : {set T}, (VB : {set T}, (#I|B| < #|A|)%coq_nat > P B) > P A.

(* Alors, nous construisons P(A) pour tout A : *)

Program Fixpoint card_rect_coq_nat (A : {set T}) {measure #[A|} : P A
:= HA card_rect_coqg_nat.

Next Obligation. (* ... *) Qed.

Nous pouvons ensuite aisément utiliser cette définition pour les entiers de Ma-
thematical Components (une autre implémentation des entiers naturels).

Definition card_rect {P : {set T} - Type}
(H: VA : {set T}, (VB : {set T}, #I|B| < #|A|l > P B) > P A) A =
card_rect_coq_nat (fun A IH = H A (fun B H = IH B (elimTF 1tP H))) A.

Enfin, nous restreignons cette fonction pour les propriétés uniquement.
Definition card_ind {P : {set T} - Prop} := Qcard_rect P.

Nous utiliserons donc card_ind pour montrer une propriété par induction sur la
cardinalité d’un ensemble. Lorsque nous souhaitons prouver un but de la forme

VA : {set T}, P A, nous pourrons utiliser la tactique apply:card_ind. Dans
notre contexte de preuve, une hypothése supplémentaire apparait, affirmant

4. En Coq, lanotation {set T} désigne le type des ensembles dont les éléments sont de type
T, et pour tout ensemble 4 : {set T}, la notation #|A| désigne sa cardinalité. Les notations
ensemblistes sont listées dans la table 5.5 & la section suivante.
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que VB : {set T}, #I|B| < #|A| - P B. Nous pouvons alors utiliser cette
hypothése pour monter P A.

Nous proposons le principe d’induction « symétrique » ot ’on raisonne en
partant de Pensemble T au lieu de I’ensemble . Si la propriété P(A) peut étre
déduite lorsqu’elle est supposée vraie pour tous les ensembles de cardinalité
strictement supérieure a |A|, alors elle est vraie pour tout A. Le raisonnement
et 'implémentation en COQ sont similaires mais se font en descendant de T vers
(). Nous pouvons ici aussi exprimer le cas de base comme un cas particulier du
cas inductif (en effet, aucun ensemble n’a de cardinalité strictement supérieure
a |T|). Formellement, le principe inductif est le suivant (table 5.2) :

VA, (VB,|B| > |A] = P(B)) — P(4)
VA, P(4)

TABLE 5.2 — Principe d’induction « descendant » sur la cardinalité des en-
sembles

Enfin, nous proposons deux autres principes d’induction symétriques (de la
méme maniére, I'un est ascendant et part d’(), 'autre est descendant et part
de T'), applicables lorsque la propriété P(A) est déductible lorsque P est vraie
pour tous les sous-ensembles stricts de A, dans le cas ascendant, et pour tous
les ensembles dont A est un sous-ensemble strict, dans le cas descendant. Le rai-
sonnement et 'implémentation en COQ sont 1a aussi similaires et nous pouvons
encore exprimer le cas de base comme un cas particulier du cas inductif (en effet,
aucun sous-ensemble n’est strictement inclus dans ), et T n’est le sous-ensemble
strict d’aucun ensemble). Nous donnons uniquement les principes eux-mémes
(tables 5.3 et 5.4).

VA, (YB,BC A — P(B)) — P(4)
VA, P(4)

TABLE 5.3 — Principe d’induction « ascendant » sur les sous-ensembles stricts

VA, (YB,AC B = P(B)) = P(A)
VA, P(A)

TABLE 5.4 — Principe d’induction « descendant » sur les sous-ensembles stricts

5.3 Fonctions d’ensemble et capacités

Nous décrivons ici les résultats exprimés dans les modules setfun, massfun
et capacity, qui portent sur les fonctions d’ensembles & support fini, et en
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particulier sur les capacités algébriques et sur les capacités usuelles (a valeurs
réelles), ainsi que sur leurs représentations par des fonctions de masse. Dans
notre travail, nous faisons réguliérement des allers et retours entre les différentes
vues d’une méme connaissance : la mesure inférieure, la mesure supérieure et
la fonction de masse. En effet, certaines propriétés sont établies facilement sur
la capacité elle-méme (par exemple la monotonie au regard de 'inclusion) alors
que d’autres le sont plus naturellement sur la fonction de masse (par exemple, la
fonction de masse d’une fonction de croyance ne prend que des valeurs positives).
Nous avons découpé la formalisation des capacités et de leurs représentations
en trois parties. Les résultats généraux concernant les fonctions d’ensemble sont
d’abord formalisés de maniére classique dans le module setfun. Ensuite, nous
définissons les types et sous-types de fonctions de masse dans le module massfun.
Enfin, les capacités et leurs sous-types sont formalisés dans le module capacity.
Ces définitions nous permettent de passer facilement d’une représentation & une
autre et sont présentées dans cette section.

Le type d’une fonction d’ensembles est u : 27 — R, ou T est un ensemble
fini et R un ensemble de valeurs (souvent numérique, par exemple R = Q ou
R = R). Nous bénéficions ici des types et sous-types proposés par la biblio-
théque Mathematical Components. D’abord, un type fini T (c’est-a-dire un type
T pour lequel on peut construire la liste de ses éléments), est encapsulé dans une
structure de fintype, et est noté (T : finType). Alors, nous pouvons utiliser
un élément (t : T) normalement (en tant que terme de type T) mais nous bé-
néficions aussi des résultats communs a tous les types finis (par exemple, nous
pouvons les utiliser dans les bigops tels que les grandes sommations et produits).

En particulier, nous bénéficions du type des sous-ensembles de T qui est
noté {set T} : un ensemble A C T est dont typé (A : {set T}). Puisque
le type {set T} est lui aussi fini, nous pouvons exprimer des termes tels que
Spea f(B).

Enfin, nous utilisons les finfuns, (finite support functions, c’est-a-dire fonc-
tions & support fini), dont le type est noté {ffun _ - _}. Une fonction d’en-
semble u : 27 — R sera ainsi un terme (mu : {ffun {set T} - R}) : clest
une fonction dont le domaine est {set T} (I’ensemble des parties de T) et le
co-domaine est R. Une finfun est une fonction : nous pouvons l'utiliser comme
toute fonction. Par exemple, (mu A) est un terme bien formé (si A est de type
{set T}) dont le type est R : c’est la valeur que mu associe & I’ensemble A. De
plus, une finfun hérite de plusieurs propriétés, dont 1’égalité décidable. Nous
pouvons ainsi montrer que deux finfuns u et v sont égales en vérifiant qu’elles
prennent les mémes valeurs : (VA : {set T}, u A = v A) > u = v.

Puisque nous travaillons beaucoup sur les ensembles, il est pertinent de don-
ner I’équivalence entre les notations utilisées dans Mathematical Components et
les notations mathématiques usuelles. La table 5.5 liste les principales notations.

5.3.1 Propriétés des fonctions d’ensemble

Les fonctions d’ensemble (et en particulier les capacités) peuvent étre carac-
térisées par différentes propriétés. Nous les définissons dans le module setfun.
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Notation usuelle Notation Mathematical Components

Ensemble vide ) set0

Singleton {t} [set t]

Ensemble « plein » T setT

Cardinalité |A| #14|
Complémentaire A°ou A ~:A

Union AUB A :|:B
Intersection ANB A :&: B

Différence A\BouA-B A :\: B
Sous-ensemble ACB A \subset B
Sous-ensemble strict A C B A \proper B
Disjoint ANB=10 [disjoint A & B]
Image et sélection  {f(¢) | P(¢)} [set £t | P t]
Sommation DAt P(t) f(#) \sum_(t in A | P t) f t

Sommation abstraite GateA tq. P(t) f@) \biglop/idx]_(t in A | P t) f t

TABLE 5.5 — Notations utilisées dans Mathematical Components

Posons d’abord R le co-domaine d’une fonction d’ensemble. Selon la propriété
formalisée, R sera soit un type quelconque, soit un type ordonné, soit un anneau
intégre (c’est-a-dire qu’il n’a aucun diviseur de zéro), soit encore un type ana-
logue aux réels. Pour simplifier la lecture, nous supposerons ici que R= R (le
type des réels étant un sous-type de ceux évoqués précédemment). Posons aussi
le domaine fini T et supposons une fonction d’ensemble mu : 27 — R.

Variables (R : realDomainType) (T : finType) (mu : {ffun {set T} -> R}).

Une fonction p est monotone croissante si pour tous A, B C T, u(AUB) > pu(A) :

Definition monotonic := VA B, mu (A :|: B) > mu A.

Plusieurs définitions alternatives sont possibles pour la monotonie, selon 'opé-
ration ensembliste considérée :

Lemma monotonicl : monotonic mu <> VA B, mu (A :&: B) < mu A.
Lemma monotonicD : monotonic mu <> VA B, mu (A :\: B) < mu A.
Lemma monotonicS : monotonic mu <> VA B, A \subset B > mu A < mu B.

Une fonction d’ensemble p est 2-monotone si u(AUB)+u(ANB) > u(A)+u(B),
c’est alors une mesure inférieure. Elle est 2-alternante si 'on renverse 'inéga-
lité, c’est alors une mesure supérieure. Enfin, elle est additive si I’on remplace
Iinégalité par I’égalité, u est alors une mesure :

Definition is_2monotone :=

VAB, mu (A :|l: B) +mu (A :&: B) > mu A + mu B.
Definition is_2alternating :=

VAB, mu (A :|: B) +mu (A :&: B) < mu A + mu B.
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Definition additiveUI :=
VAB, mau (A :]: B) +mu (A :&: B) = mu A + mu B.

Les propriétés de sur-additivité, sous-additivité et d’additivité sont exprimées
pour les ensembles disjoints.

Definition superadditive :=

VA B, [disjoint A & B] > mu (A :|: B) > mu A + mu B.
Definition subadditive :=

VA B, [disjoint A & B] > mu (A :|: B) < mu A + mu B.
Definition additive :=

VA B, [disjoint A & B] > mu (A :|: B) = mu A + mu B.

Lorsque p(f) = 0, elles sont équivalentes aux définitions de 2-monotonie, 2-
alternance et d’additivité données ci-avant. Ainsi, nous montrons :

Lemma superadditiveE:

mu set0 = 0 > (is_2monotone mu <> superadditive mu).
Lemma subadditiveE :
mu set0 = 0 <> (is_2alternating mu <> subadditive mu).

Lemma additiveE :
mu set0 = 0 <> (additiveUI mu <> additive mu).

Enfin, une fonction d’ensemble est pointée si (@) = 0 et u(T) = 1.

Definition pointed := [&%& mu set0 == 0 & mu setT == 1].

La plupart des propriétés exprimées ci-dessus sont dans Prop : elles ne
peuvent étre montrées qu’en raisonnant. Une approche idiomatique avec Ma-
thematical Components et SSReflect est la réflexion vers les booléens (qui donne
son nom & SSReflect, pour Small Scale Reflection) : il s’agit d’exprimer la méme
propriété dans bool, ce qui est trés souvent possible pour les types finis. Alors,
cette propriété booléenne a pour valeurs de vérité true et false et elle peut
étre calculée. Pour toute propriété xxx, nous établissons d’abord une version
booléenne xxxb, puis nous montrons le lemme xxxP qui garantit que xxx est
vérifiée si et seulement si xxxb = true. Ainsi, par exemple :

Definition monotonicb :=
[VA : {set T}, [VB : {set T}, mu (A :|: B) > mu A]l].
Lemma monotonicP : reflect (monotonic mu) (monotonicb mu).

5.3.2 Fonction duale

Lorsque nous étudions les capacités & valeurs réelles, nous considérons deux
fonctions duales : la mesure inférieure et la mesure supérieure : chacune est la
duale de lautre. Dans les chapitre précédents, nous notions Psup(A) = 1 —
Pinf(A€). Dans cette expression, la valeur 1 représente la valeur maximale prise
par la capacité mais n’est associée & aucune propriété. Dans le cas général, nous
devons donc définir la duale de p par dual,(A) = p(T) — u(A°).
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Definition dual := [ffun A : {set T} = mu setT - mu (7: A)].

Nous montrons ensuite plusieurs lemmes concernant les fonctions duales. La
duale de la duale de p ressemble a la fonction p. Elle lui est identique si u(f) = 0
est un élément neutre de 'opérateur + (alors, la fonction dual est involutive) :

Lemma dual2E : dual (dual mu) = [ffun A : {set T} = mu A - mu setQ].

Lemma dualK : mu set0 = 0 - dual (dual mu) = mu.

La duale de p s’annule toujours pour A = (). Pour A = T, elle prend la méme
valeur que p si et seulement si p(0) = 0.

Lemma dualO : dual mu setO0O = 0.
Lemma dualT : mu set0 = 0 <> dual mu setT = mu setT.
Lemma dualTb : (mu set0 == 0) = (dual mu setT —= mu setT).

Certaines propriétés de la duale de p peuvent étre déduites des propriétés de p.
Ainsi :

Lemma dual_monotonic : monotonic mu <> monotonic (dual mu).

Lemma dual_2alternating : is_2monotone mu <> is_2alternating (dual mu).
Lemma dual_2monotone : is_2alternating mu <> is_2monotone (dual mu).
Lemma dual_additiveUI : additiveUIl mu <> additiveUI (dual mu).

Lemma dual_pointed : pointed mu <> pointed (dual mu).

5.3.3 Représentation d’une fonction d’ensemble

Nous avons vu dans la section 3.2 qu’une fonction d’ensemble peut étre
représentée par une autre fonction d’ensemble, que nous appelons fonction de
masse, au regard d’un monoide commutatif (W, Oy, H) donné (définition 3.12).

Supposons d’abord un monoide commutatif® (R, idx,op) dans notre contexte :

Context {R : eqType} {idx : R} (op : SemiGroup.com_law idx).

Alors, 41 : 2T — R est B-représentée par m : 27 — R si et seulement si la
propriété is_mass_function mu m définie c-dessous est vraie :
Definition is_mass_function mu m :=

VA, mi A = \biglop/idx]_(B : {set T} | B \subset A) m B.

Nous introduisons ensuite la notion d’élément focal (définition 3.13) et de (k, B)-
additivité (définition 3.14) :

5. En Coq, nous considérons un « semi-groupe commutatif », c’est-a-dire n’ayant pas
nécessairement d’élément neutre, et donnons I’élément neutre idx & part. Cela nous permet
de contourner une difficulté technique pour les opérateurs min et max qui, en CoqQ, sont
définis sur des ensemble non bornés (par exemple les réels) et n’ont pas d’élément neutre.
Nous imposons un monoide lorsque cela est nécessaire.
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Definition focal m A := m A '= idx.
Definition k_additivity m := \max_(A in focal m) #|A].

Lorsque idx est effectivement un élément neutre de op, nous pouvons réécrire
la sommation sur les éléments focaux uniquement :

Variable op : Monoid.com_law idx.
Lemma mass_function_focal mu m :
is_mass_function mu m
> VA, mu A = \biglop/idx]_(B in focal m | B \subset A) m B.

Dans le module massfun, nous définissons le type d’une fonction de masse
comme étant une fonction d’ensemble, laquelle est associée & son opérateur op
et son élément (potentiellement neutre) idx. Nous ne demandons pas encore
de propriétés pour le type massfun, mais les réservons pour les sous-types de
massfun. Pour établir la hiérarchie des types, nous utilisons Hierarchy Builder
qui nous permet de déclarer les types et qui, en montrant leur inclusion, construit
automatiquement les relations d’héritage (COHEN, SAKAGUCHI et TAsSI, 2020).
La définition se fait alors en deux étapes : nous donnons d’abord le mizin qui as-
socie & une fonction d’ensemble les propriétés attendues, puis ensuite déclarons
la structure batie sur ce mizin. Hierarchy Builder génére alors le type corres-
pondant. Une massfun générale n’ayant aucune propriété, nous écrivons donc :

HB.mixin Record MassFun_of Ffun R T idx op (m : {ffun {set T} -> R}) :=
{ 1.

#[short (type="massfun")]
HB.structure Definition MassFun R T idx op := {m of MassFun_of_Ffun R T
idx op m}.

Alors un terme (m : massfun T idx op) est une fonction de masse. Cela nous
permet déja de définir les mesures inférieures et supérieures correspondantes.

Definition Pinf (m : massfun T idx op) :=
[ffun A = \biglop/idx]_(B : {set T} | B \subset A) m B].

Definition Psup (m : massfun T idx op) :=
[ffun A = \biglop/idx]_(B : {set T} | ~“~[disjoint B & A]) m B].

Dans le chapitre 3, nous donnions les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’une fonction de masse algébrique représente une capacité algébrique
(théoréme 3.2). Nous le vérifions ici.

Lemma is_massfunE mu m :
(mn set0 = mu set0) A (VA, #|A] > 1 >
mu A = op (m A) (\biglop/idx]_(B | B \proper A) m B))
<> is_massfun idx op mu m.
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Nous appelons mkmassfun la fonction qui construit la fonction de masse
d’une fonction d’ensemble quelconque. Supposons une opération (inv : R >
R). Pour l'instant, nous n’imposons aucune propriété & inv. Nous définissons
d’abord mkmassfun_wf grace & un Program Fixpoint, ce qui nous permet de
montrer la terminaison de cette fonction récursive bien qu’elle ne soit pas dé-
croissante structurellement. Son expression est basée sur la définition 3.12.
Cette sommation abstraite est itérée sur les sous-ensembles B C A (la nota-
tion \proper désigne les sous-ensembles stricts). Pour montrer la terminaison
d’aprés la décroissance de la cardinalité, nous avons besoin de la propriété que
B C A. Pour cette raison, la sommation itére non pas sur les ensembles, mais
sur les éléments du X-type {BO : {set T} | BO \proper A} : le type des en-
sembles qui sont des sous-ensembles stricts de A. Cette « astuce » est nécessaire
pour contourner une difficulté technique. En effet, les bigops de Mathematical
Components permettent d’exprimer la condition B \proper A mais pas de la
réutiliser dans ’expression sous la portée du bigop. Or, pour montrer la ter-
minaison de la fonction moebius_wf, nous avons besoin de cette propriété au
niveau de appel récursif qui est sous la portée du bigop. En considérant le
Y-type, la propriété est attachée & B et reste donc accessible.

Program Fixpoint mkmassfun_wf mu A {measure #[|A|} :=
op (mu A) (inv
(\biglop/idx]_(B : {BO: {set T} | BO \proper A}) mkmassfun_wf mu B)).

Une fois la fonction mkmassfun_wf définie et sa terminaison prouvée, il ne reste
plus qu’a ’encapsuler dans une structure de finfun :

Definition mkmassfun mu := [ffun A : {set T} = mkmassfun_wf mu A].

Puis nous montrons par récurrence, grace aux principe d’induction donné en
table 5.3, le lemme mkmassfun_def qui nous permet de ne pas déplier la dé-
finition de mkmassfun_wf lorsque nous en avons besoin (en effet, le code de
mkmassfun_wf est assez compliqué car il contient aussi la preuve de la termi-
naison de la fonction).

Lemma mkmassfun_def mu A :
mkmassfun mu A = op (mu A)
(inv (\biglop/idx]_(B : {set T} | B \proper A) mkmassfun mu B)).

Enfin, dés lors que inv est une opération inverse de op (telle que Vx, op x
(inv x) = idx), la fonction mkmassfun produit I'unique fonction de masse qui
op-représente une fonction d’ensemble (théoréme 3.1). En effet, nous montrons :

Variable (massfunV : right_inverse idx inv op).
Lemma mkmassfunE mu A :
mu A = \biglop/idx]_(B : {set T} | B \subset A) mkmassfun op inv mu B.

Lemma massfun_unique (ml m2 : massfun T idx op)
Pinf m1 =1 Pinf m2 > ml =1 m2.
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Gréace a Hierarchy Builder, il est trés facile d’indiquer que (mkmassfun mu)
est une instance de fonction de masse batie sur le monoide (R,op,idx). Nous
écrivons simplement :

HB.instance Definition mu =

MassFun_of_Ffun.Build R T idx op (mkmassfun op inv mu).

Alors, nous pouvons vérifier que le type massfun peut étre inféré pour le terme
(mkmassfun idx op mu)

Check (mkmassfun op mu : massfun idx op mu).
(* ... : massfun idx op mu *)

Nous pouvons alors utiliser les définitions établies pour le type massfun, telle
que Pinf par exemple. Ainsi le lemme mkmassfunE se réécrit :

Lemma mkmassfunE mu : mu = Pinf (mkmassfun op inv mu).

Transformée inverse de Moébius et fonctions de masse basées sur
I’addition

Les fonctions de masse que nous considérons dans la théorie des fonctions
de croyance par exemple sont souvent associées & ’addition réelle, et parfois au
maximum. Nous les voyons comme des sous-types de massfun et les présentons
ci-apres.

La transformée inverse de Moébius (définition 1.31) permet de calculer la
fonction de masse basée sur ’addition lorsque la fonction d’ensemble en question
prend des valeurs réelles. C’est donc simplement une instance de mkmassfun,
puisque l'addition admet une opération inverse. En C0qQ, ’addition réelle est
notée +%R et la soustraction -%R. Nous définissons donc simplement :

Definition moebius := (mkmassfun +JR -%R).
Nous bénéficions ainsi des résultats établis pour la fonction mkmassfun. Par
exemple, le lemme mkmassfunE se réécrit :

Lemma moebiusE mu A :
mu A = \sum_(B : {set T} | B \subset A) moebius mu B.

Nous montrons ces lemmes intermédiaires concernant les valeurs prises par
moebius mu en fonction de la fonction d’ensemble mu :

Lemma moebius0 mu : moebius mu set0 = mu setO.
Lemma moebiusl mu t : moebius mu [set t] = mu [set t] - mu setO.
Lemma moebiusiE mu t : mu [set t] = moebius mu [set t] + mu setO.



198 CHAPITRE 5. POINTS CLES DE LA FORMALISATION COQ

Nous montrons ensuite plusieurs lemmes nous permettant de caractériser une
fonction d’ensemble en fonction de sa transformée inverse de Moébius, et récipro-
quement. Particuliérement, la valeur de dual mu A s’exprime comme la somme
des valeurs prises par moebius mu pour tous les ensembles qui intersectent A :

Lemma dual_moebius mu A :
dual mu A = \sum_(B | “~[disjoint B & A]) moebius mu B.

Lemma moebius_dual mu A :
mu A - mu set0 = \sum_(B | “~[disjoint B & A]) moebius (dual mu) B.

Enfin, nous pouvons utiliser moebius pour définir la propriété mpositive,
qui caractérise les fonctions d’ensemble dont la transformée inverse de Moébius
ne prend que des valeurs positives ou nulles (c’est une propriété permettant de
caractériser les fonctions de croyance, qui sont pointées et « mpositives »).

Definition mpositive mu := VA, moebius mu A > 0.

Une fonction « mpositive » est 2-monotone (super-additive) et donc monotone
croissante.

Lemma mpositive_2monotone mu : mpositive mu -> is_2monotone mu.
Lemma mpositive_monotonic mu : mpositive mu -> monotonic mu.

Les fonctions de masse basées sur l’addition réelle (comme celles produites
par la fonction moebius) sont d’usage courant. Grace & Hierarchy Builder, nous
définissons addMassufun comme un sous-type de massfun.

HB.mixin Record AddMassFun_of Mf R T m of MassFun_of Ffun R T 0 +/R m :=
{ massfun0 : m set0 = 0 ;
massfunl : \sum_(A : {set T}) m A = 1 }.

#[short (type="addMassfun")]
HB.structure Definition AddMassFun R T :=
{m of AddMassFun_of_MassFun R T m & MassFun_of_Ffun R T O +%R m}.

Les deux propriétés massfunO et massfunl impliquent que la mesure inférieure
représentée par une addMassfun est pointée (mais pas nécessairement mono-
tone). La relation d’héritage est gérée automatiquement par Hierarchy Buil-
der. Ainsi, nous pouvons utiliser les définitions et résultats concernant le type
massfun (par exemple Pinf et Psup) pour le sous-type addMassfun. Nous véri-
fions ainsi :

Lemma PinfOl (m : addMassfun R T) : pointed (Pinf m).
Lemma PsupOl (m : addMassfun R T) : pointed (Psup m).

Certaines fonctions de masse ne prennent que des valeurs positives (dans ce
cas, si la mesure inférieure déduite est pointée, elle est une fonction de croyance).
Nous les appelons bpa et les définissons comme un sous-type de addMassfun.
Enfin, les éléments focaux de certaines sont uniquement des singletons (alors,
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leurs mesures inférieures sont des mesures de probabilité). Nous les appelons
prBpa et les définissons comme un sous-type de bpa. Les sous-types de fonctions
de masse sont listés en table 5.6 en page suivante.

Transformée inverse de Moébius qualitative et fonctions de masse
basées sur le maximum

Considérons maintenant les fonctions de masse basées sur le maximum (telles
que les distributions de possibilité). La définition de la transformée qualitative
de Moébius (définition 3.17) en CoQ est plus simple que la contrepartie quan-
titative. En effet, sa définition n’est pas inductive, et peut donc étre définie
directement (et non pas par un Fixpoint) : il n’y a pas besoin de montrer sa
terminaison. Nous supposons ici un type (R : realFieldType) analogue aux
réels. En particulier, il est totalement ordonné, et I’opérateur max est bien défini.

Definition gmoebius mu : {ffun {set T} > R} :=
[ffun A : {set T} = if [Vt, (t \in A) == (mu A > mu (A :\ t))]
then mu A else mu setO].

Nous nous assurons de sa validité : ¢c’est une max-représentation pour toutes les
fonctions d’ensemble monotones.

Lemma gmoebiusE mu : monotonic mu ->
VA, mi A = \big[max/mu setO]_(B | B \subset A) gmoebius mu B.

Lemma is_mass_function_gmoebius mu : monotonic mu >
is_mass_function (mu set0) max mu (gmoebius mu).

La max-représentation produite par gmoebius n’est généralement pas unique.
En effet la fonction mu, si elle est monotone, est une max-représentation d’elle-
méme. Nous le vérifions également.

Lemma maxmassfun_id mu : monotonic mu -> is_massfun (mu set0) max mu mu.

Gréace & Hierarchy Builder, nous définissons le type maxMassfun de maniére
similaire au type addMassfun. Les deux héritent de massfun, mais n’héritent
pas 'un de lautre. Les types et sous-types de fonctions de masse sont données
dans la table 5.6 avec les propriétés correspondantes, et les relations d’héritage
sont illustrées a la figure 5.1 en page suivante.

5.3.4 Capacités : structures et hiérarchie

Nous avons défini les propriétés qui peuvent caractériser les capacités algé-
briques, et montré certains résultats qui en découlent. Nous avons aussi défini
les types usuels pour les fonctions de masse. Cela nous permet maintenant d’éta-
blir la hiérarchie des capacités les plus usuelles : les mesures de probabilité, les
fonctions de croyances et mesures de plausibilité, les mesures de nécessité et de
possibilité et les capacités définies par des intervalles de probabilité. Ce travail
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Type de m Propriétés

massfun R T idx op

addMassfun R T massfun0 : m set0 = 0
massfunl : \sum_A mA =1
maxMassfun R T massfunO : m set0 = 0
massfunl : \big[max/0]_A m A =1
bpa R T massfunO : m set0 = 0
massfunl : \sum_AmA =1
massfun_ge0 : VA, mA >0
prBpa R T massfun0 : m set0 = 0
massfunl : \sum_AmA =1
massfun_ge0 : VA, mA >0
massfun_cardl : VA, m A !'= 0 > #|A| = 1

TABLE 5.6 — Sous-types de fonction de masse et propriétés correspondantes.

‘

PrBpa

FIGURE 5.1 — Graphique d’héritage des types et sous-types de fonctions de masse
(généré automatiquement avec la commande HB.graph de Hierarchy Builder).
Une fléche 77 — T35 indique que 75 est un sous-type de 77.

se trouve dans le module capacity dans lequel nous utilisons aussi Hierarchy
Builder.

Concernant les capacités, le type le plus général auquel nous nous intéres-
sons ici est pointed_fun, qui désigne les fonctions d’ensemble pointées (mais
pas nécessairement monotones). Ce type est pertinent car il correspond aux me-
sures inférieures des addMassfun. Le type capacity qui en hérite et qui garantit
la monotonie correspond aux capacités numériques munies des propriétés mini-
males généralement requises, comme nous le faisions dans le chapitre 3. Nous
définissons ensuite les types des capacités inférieures et supérieures comme étant
des sous-types de capacité. Les capacités inférieures, par exemple, sont des ca-
pacités qui sont 2-monotones. Grace & Hierarchy Builder, nous déclarons les uns
apreés les autres les différents sous-types de capacité. Ces sous-types sont listés
dans la table 5.7, avec les propriétés nécessaires pour les définir. Nous voyons



5.3. FONCTIONS D’ENSEMBLE ET CAPACITES 201

que le type probability R T, par exemple, est attaché a deux jeux de proprié-
tés. Cela correspond aux deux fagons de construire une probabilité : soit en tant
que capacité additive, soit en tant que fonction de croyance dont les éléments
focaux sont des singletons. Il est aussi possible d’instancier une probability
R T & partir d’une distribution de probabilité, bien que cela n’apparaisse pas
dans la table ci-dessous.

Type de mu Propriétés
pointed_fun R T capa0O1l : pointed mu
capacity R T capaM : monotonic mu

capaOl : pointed mu
capa2inf R T capall : monotonic mu

capaO1l : pointed mu

capa2mon : is_2monotone mu
capa2sup R T capaM : monotonic mu

capaOl : pointed mu

capa2mon : is_2alternating mu
belief_function R T capal1l : pointed mu

massfun_ge0 : mpositive mu
plausibility R T capaO1 : pointed mu

massfunD_ge0 : mpositive (dual mu)
probability R T capall : monotonic mu

capaO1l : pointed mu

capaldd : additiveUI mu
probability R T capaO1l : pointed mu

massfun_ge0 : mpositive mu

massfun_cardl : VA, moebius mu A !'= 0 > #|A|] = 1
possibility R T has_pidist : Jp : pidist R T, VA : {set T},

mu A = \big[max/0]_(t in A) p t
necessity R T has_pidistC : Jp : pidist R T, VA : {set T},
mu A = 1-\big[max/0]_(t in ":A) p t

cat_capacity R T ' cat_dist : T > bool

cat_distE : Jt, cat_dist t

catE : VA, mi A = if [set t | cat_dist t]

\subset A then 1 else 0

TABLE 5.7 — Sous-types de capacités et propriétés correspondantes
1 Tes termes cat_capacity et les propriétés cat_xxx associées sont des abréviations de
categorical_capacity et categorical_xxx.
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Nous pouvons utiliser Hierarchical Builder pour extraire le graphique d’in-
clusion des types, qui est donné en figure 5.2. Le lecteur pourra le comparer
au graphique d’inclusion des classes et des cadres de décision donné au cha-
pitre 3 (figure 3.1 en page suivante). Il remarquera alors qu’a ’heure ou nous
écrivons ces lignes, toutes les relations d’inclusion n’ont pas été formellement
vérifiées. A ce jour, nous n’avons pas considéré les mesures déduites d’intervalles
de probabilités.

PointedFun

CONN
r@%/ ! =

BeliefF unction

@ Plausibility Possibility

\

FIGURE 5.2 — Graphique d’héritage des types et sous-types de capacités algé-
briques (généré avec la commande HB.graph de Hierarchy Builder). Une fleche
T, — T5 indique que T5 est un sous-type de T7.

Probability

Notons que pour caractériser les mesures de possibilité et de nécessité, nous
utilisons le fait qu’elles possédent une distribution de possibilité. Nous pouvons
aussi définir une probabilité de cette maniére. Pour cela, nous définissons dans
le module massfun deux types de distributions, prdist R T et pidist R T, qui
ne sont pas des fonctions d’ensemble et dont les propriétés sont données dans la
table 5.8.

Type de p Propriétés

prdist R T prdist_ge0 : Vt : T, pt >0
prdist_suml : \sum_t p t = 1

pidist R T pidist_in01 : Vt, 0 < pt <1
pidist_maxl : Jt, pt =1

TABLE 5.8 — Types de distribution et propriétés correspondantes

Enfin, nous munissons de la structure correspondante les fonctions duales
(table 5.9), qui héritent ainsi des propriétés du type en question et des types
qui le généralisent.
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Type de mu Type de dual mu
pointed_fun R T pointed_fun R T
capacity R T capacity R T
capa2inf R T capa2sup R T
capa2sup R T capa2inf R T
belief_function R T plausibility R T
plausibility R T belief_function R T
probability R T probability R T
possibility R T necessity R T
necessity R T possibility R T

TABLE 5.9 — Types des fonctions duales

Nous avons ainsi bati une bibliothéque définissant les capacités et leurs sous-
types, dont ’utilisation est trés simple. De plus, nous avons montré un certain
nombre de lemmes qui permettent de manipuler aisément ces capacités, et de
faire des allers-retours entre les capacités et leurs fonctions de masse. Cette
bibliothéque peut étre utilisée en tant que telle pour montrer des résultats
concernant les théories de I'incertitude. Nous nous en servirons, dans la section
suivante, pour formaliser la notion de modéle d’agent et de régle de décision.

5.4 Modéle d’agent et régles de décision

Dans cette section, nous décrivons le module drule ol nous reprenons en
CoQ le modeéle d’agent développé dans le chapitre 3. Dans un premier temps,
nous formalisons les structures de préférence et de connaissance, et la notion
de cadre de décision. Nous constatons que le travail est ici facilité par nos dé-
finitions précédentes, par les types existants dans la bibliothéque Mathematical
Components et par la notion de type paramétré intrinséque & CoqQ. Puis nous
formalisons la notion de régle de décision, et donnons I’implémentation des régles
de décision usuelles. Nous montrons aussi que certaines régles en généralisent
d’autre. Enfin, nous nous intéressons aux instances algébriques de régles de déci-
sion, et montrons que les instances présentées dans la section 3.3 sont correctes.

5.4.1 Structures de préférences, de connaissance et de régle
de décision

Les structures de préférence et les structures de connaissance sont définies
de maniéres similaire : elles encapsulent un co-domaine (V ou W) muni d’un
opérateur de comparaison (EV ou EW), et une fonction prenant ses valeurs
dans ce co-domaine ordonné. La différence entre les deux structures est que
la fonction d’utilité algébrique décrite dans la structure de préférence est une
fonction T' — R alors que la capacité algébrique décrite par la structure de
connaissance est une fonction d’ensemble 27 — R.
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Avec la bibliotheque Mathematical Components, nous disposons d’un type
pour les domaines (partiellement) ordonnés : c’est le type porderType. Les fonc-
tions d’utilité algébriques et capacités algébriques sont alors simplement défi-
nies :

Definition prefs d (V : porderType d) (T : finType) := {ffun T > V}.
Definition kn d (W : porderType d) (T : finType) := {ffun {set T} > W}.

Alors, tout élément (v : prefs V T) est une fonction d’utilité algébrique, dont
le co-domaine V est ordonné (le paramétre disp sert & différencier les différents
ordres que ’on peut donner pour V). De la méme fagon, tout élément (w : kn
W T) est une capacité algébrique.

Les deux classes de fonctions d’utilité algébriques se différencient par leurs
domaines respectifs : pour un ensemble de conséquences X, les fonctions d’utilité
quantitatives seront typées (v : prefs R X) et les fonctions d’utilité qualita-
tives seront typées (v : prefs X X). Dans ce dernier cas, c’est 'ordre (éven-
tuellement partiel) défini sur X par le porderType qui sera pris en compte.
Pour les fonctions d’utilité quantitatives, c’est ’ordre naturel > sur R qui est
considéré.

Les classes de capacités algébriques ont été définies dans la section précé-
dente. Puisqu’une capacité algébrique est une fonction d’ensemble typée {ffun
{set T} - R} (R étant un domaine ordonné), ce sont des structures de connais-
sance. Nous pouvons vérifier que les capacités sont convertibles en structures de
connaissance. Par exemple :

Check fun R T (mu : belief_function R T) = (mu : kn R T).
(* V(R : numFieldType) (T : finType), belief_function R T -> kn R T *)

Enfin, un cadre de décision est défini par une classe de capacités algébriques
et une classe de fonctions d’utilité algébriques. La notion de cadre nous sert
a restreindre 'application des régles de décision aux seules fonctions d’utilité
et capacités compatibles. Puisque nous pouvons les différencier par leurs types
respectifs, nous ne formaliserons pas cette notion explicitement. En définissant
une régle de décision, nous la contraindrons a sa classe par le type des arguments
qu’elle attend.

Une régle de décision est une fonctionnelle qui, pour tout X et 2, évalue un
acte au regard d’une structure de préférence et d’une structure de connaissance,
en lui associant une valeur dans un domaine ordonné U, c’est-a-dire :

u(X, Q) : Prefs(X) - Kn(Q) - (@ = X) = U.
Nous donnons la définition suivante :

Definition drule dispU (U : porderType dispU)
dispV (V : porderType dispV)
dispW (W : porderType dispW) :=

VX T, prefs VX >knWT-> (T > X) > U.
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Ainsi, par exemple, un terme u : drule R R R est une régle de décision a
valeurs réelles pour le cadre Fg g qui accepte toute fonction d’utilité et capacité
a valeurs réelles. Une telle régle de décision est alors définie pour toutes les
classes de capacités & valeurs réelles. Ainsi la régle de 'utilité espérée est :

Definition ExpectedUtility : drule R R R :=
fun X T (v : prefs RX) (w : kn R T) x =
\sum_t w [set t] * v (x t).

Cette régle peut étre appelée avec n'importe quelle capacité & valeur réelle. Bien
entendu, la valeur retournée n’est pertinente que lorsque w est une probabilité.
Cependant, nous ne l'imposons pas encore, mais nous le ferons uniquement
lorsque nous vérifierons le bien fondé des instances algébriques.

Nous donnons les régles de décision usuelles et leurs instances algébriques
dans la sous-section suivante.

5.4.2 Reégles de décision numeériques et leurs instances al-
gébriques

Nous formalisons ici les régles de décision usuelles dont les valeurs sont
réelles. Nous posons donc un type (R : realFieldType) analogue aux réels.

Nous avons déja donné la régle de I'utilité espérée. A la suite, nous définissons
les régles de décision usuelles. Pour cela, nous définissons la fonction minSb qui
renvoie la valeur minimale prise par une fonction dans un ensemble non vide, et
une valeur par défaut sinon (module 1ib/minmax).

Definition minSb disp {T : orderType disp} I i0 F (A : {set I}) :=
match [pick t in A] with
| Some x = \big[min/F x]_(i in A) F i
| None = i0
end.

La fonction maxS est définie de maniére similaire, et (maxS i0 u A) renvoie la
valeur minge 4 u(A) si A # 0 et 10 sinon.

Les régles de Choquet et de Jaffray (définitions 1.44 et 1.45) sont expri-
mées directement sur la fonction de masse (basée sur 'addition). Puisque la
transformée inverse de Moébius est unique, nous pouvons écrire :

Definition Choquet : drule R R R :=
fun X Tvwy =
\sum_A moebius w A * minSb O (fun t = v (x t)) A.

Definition Jaffray (o« : R > R > R) : drule R R R :=
fun X T vw xy = \sum_(A : {set T})
let vmin := minSb 0 (fun t = v (x t)) A in
let vmax := maxSb O (fun t = v (x t)) A in
moebius w A * ((a vO vm) * vO + (1 - o vO vm) * vm).
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La régle du TBM consiste a calculer 1'utilité espérée au regard de la proba-
bilité pignistique déduite d’une fonction de croyance. Nous donnons d’abord la
distribution pignistique puis exprimons ensuite la régle du TBM :

Definition BetP T (w : kn R T) : {ffun T -> R} =
[ffun t = \sum_(A : {set T} | t \in A) moebius w A / #|A|%:R].

Definition TBEU : drule R R R =
fun X T v w x = \sum_t (BetP w t) * (v (x t)).

Nous exprimons ensuite les deux régles possibilistes : 'utilité optimiste et
I'utilité pessimiste. Elles sont basées sur la distribution de possibilité qui est
donnée par la fonction gmoebius.

Definition Uopt : drule2 R R R :=
fun X T v w x = \big[max/0]_t min (qmoebius w [set t]) (v (x t)).

Definition Upes : drule2 R R R :=
fun X T v w x = \big[min/0]J_t max (1 - gmoebius w [set t]) (v (x t)).

Nous exprimons aussi les régles pour 'ignorance totate : la régle Min (ou régle
de Wald, définition 1.18, la régle de Laplace (définition 1.22) et la régle de
Hurwicz (définition 1.20). Dans les définitions suivantes, le terme qui est noté
[set t | cat_dist t] désigne 'ensemble des états du monde possibles.

Definition Wald : drule R R R :=
fun X T vw xy = minSb 0 (fun t = v (x t)) [set t | cat_dist t].

Definition Laplace : drule R R R :=
fun X Tvwy =
let worlds := [set t | cat_dist t] in
\sum_(t in worlds) v (x t) / #lworlds|%:R.

Definition Hurwicz (alpha : R) : drule R R R :=
fun X Tvwy=
let vmin := minSb O (fun t = v (x t)) [set t | cat_dist t] in
let vmax = maxSb O (fun t = v (x t)) [set t | cat_dist t] in
alpha * vO + (1 - alpha) * vm.

Instances algébriques de régles de décision

Nous souhaitons représenter ces régles par des instance algébriques de régles
de décision, comme nous ’avons fait & la section 3.3. Une instance algébrique
est un n-uplet :

Z= ((W*7HH7OW) 5 (Ua EBaOU) 3 ®af) .
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En CoQ, nous encapsulons tous ces éléments dans une structure. Puisque nous
n’aurons ici aucune relation d’héritage, il n’est pas nécessaire d’utiliser Hierar-
chy Builder. Aprés avoir posé les trois domaines U, V et W (chacun étant un
porderType), nous définissons directement :

Structure zinst :=
{ z_idw : W ;
z_op_mfun : Monoid.com_law z_idw ;
z_idu : U ;
z_oplus : Monoid.com_law z_idu ;
z_otimes : W >V > U ;
z_f_agg : V(X : finType), (X > V) > {set X} > V }.

Une instance algébrique Z permet le calcul d’une valeur de XEU, pour toute
fonction d’utilité v, toute capacité algébrique w et tout acte x :

XEU(Z)(v,w,x) = P mE(B) = £(v,x(B)).
0£BCQ

En CoQ, nous écrivons donc :

Definition XEU (zi : zinst W)
VX T, prefs VX > kn WT > (T > X) > U :=
fun v m x = \biglz_oplus zi/z_idu zi]_(B : {set T})
z_otimes zi (m B) (z_f_agg zi (fun t = v (x t)) B).

Nous nous intéressons ici aux trois instances algébriques ZChoguet — zJaffray™
et ZTPM (définitions 3.7, 3.8 et 3.9). Nous avons vu dans le chapitre 3 que ces
instances algébriques sont définies grace aux fonctions minf, minmax et moy.
Commencons par les définir.

Definition minf := fun T (u : T > R) B = minSb 0 u B.
Definition minmaxf alpha := fun T (u : T > R) B =
let vmin := minSb 0 u B in
let vmax := maxSb O u B in

alpha vmin vmax * vmin + (1-alpha vmin vmax) * vmax.

Definition moyf := fun T (u : T -> R) B = \sum_(x in B) u x / #|B|%:R.

L’instance Zoauet egt définie par :

Definition zChoquet : zinst R R R :=
{| z_op_mfun := +JR ;
z_oplus := +/R ;
z_otimes := *JR ;
z_f_agg := minf [}.

Elle représente la régle de Choquet, d’ot son nom. Elle représente aussi la régle
de l'utilité espérée (dans le cadre Fg p;) et la régle Min (dans le cadre Fg 1gn)-
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Lemma zChoquet_CEU v (w : capacity R T) m x :
is_mass_function (z_op_mfun zChoquet) w m
-> Choquet v w xy = XEU zChoquet v m Y.

Lemma zChoquet_EU v (w : probability R T) m x :
is_mass_function (z_op_mfun zChoquet) w m
-> ExpectedUtility v w x = XEU zChoquet v m Y.

Lemma zChoquet_Wald v (w : categorical_capacity R T) m x :
is_mass_function (z_op_mfun zChoquet) w m
> Wald v w x = XEU zChoquet v m ¥.

L’instance Z74™" est definie par :

Definition zJaffray (alpha : R > R > R) : zinst R R R =
{| z_op_mfun := +JR ;
z_oplus := +JR ;
z_otimes := *JR ;
z_f_agg := minmaxf |}.

Elle représente la régle de Jaffray, d’ott son nom. Elle généralise aussi la régle
de Choquet et la régle Min (lorsque Vz,Vy, a(z,y) = 1) et la régle de l'utilité
espérée (pour tout «). Enfin, elle généralise la régle de Hurwicz avec le parameétre
B lorsque Va, Vy, a(x,y) = 8. Nous montrons donc :

Lemma zJaffray_JEU alpha v (w : capacity R T) m x :
is_mass_function (z_op_mfun (zJaffray alpha)) w m
> Jaffray alpha v w x = XEU (zJaffray alpha) v m Y.

Lemma zJaffray CEU v (w : capacity R T) m x :
is_mass_function (z_op_mfun (zJaffray (fun _ _ =1))) wm
> Choquet v w x = XEU (zJaffray (fun _ _=1)) v m x.

Lemma zJaffray_Wald v (w : categorical_capacity R T) m x :
is_mass_function (z_op_mfun (zJaffray (fun _ _ =1))) wm
> Wald v w x = XEU (zJaffray (fun _ _=1)) v m Y.

Lemma zJaffray_Hurwicz alpha beta v (w : categorical_capacity R T) m y:
(Vx y, alpha x y = beta)
-> is_mass_function (z_op_mfun (zJaffray alpha)) w m
> Hurwicz beta v w x = XEU (zJaffray alpha) v m x.

Z’IQ?M

Enfin, I'instance est définie par :

Definition zTBM : zinst R R R :=
{| z_op_mfun := +JR ;
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z_oplus := +/R ;
Z_otimes := *YR ;
z_f_agg := moyf |}.

Elle représente la régle du TBM, d’ott son nom. Elle généralise aussi la régle de
I’'utiltié espérée et la régle de Laplace. Nous montrons donc :

Lemma zTBM_TBEU v (w : belief_function R T) m yx :
is_mass_function (z_op_mfun zTBM) w m
-> TBEU v w x = XEU zTBM v m Y.

Lemma zTBM_EU v (w : probability R T) m yx :
is_mass_function (z_op_mfun zTBM) w m
-> ExpectedUtility v w x = XEU zTBM v m .

Lemma zTBM_Laplace v (w : categorical_capacity R T) m x :
is_mass_function (z_op_mfun zTBM) w m
-> Laplace v w x = XEU zTBM v m ¥.

Les instances des deux régles possibilistes imposent des fonctions de masse ba-
sées sur le maximum. Celle de I'utilité optimiste est :

Definition zUopt : zinst R R R :=
{l z_idw := 0 ;

z_op_mfun := max ;
z_idu = 0 ;
z_oplus := max ;
Z_otimes := min ;

z_f_agg := minf [}.

Celle de I'utilité pessimiste est :

Definition zUpes : zinst R R R =
{l z_idw := 0 ;
z_op_mfun := max ;

z_idu (= 0 ;
z_oplus = min ;
z_otimes := fun x y = max (1-x) y ;

z_f_agg := minf [}.

Les deux points clé de cette premiére formalisation, concernant le modéle
d’agent, ont donc été tous présentés : d’'une part la formalisation des fonctions
de masse et des capacités offre une hiérarchie de types pour les fonctions d’en-
semble, et d’autre part les régles de décision, représentables par des instances
algébriques, sont exprimées facilement sur ces capacités. Nous allons mainte-
nant aborder la seconde partie de la formalisation qui porte sur nos résultats de
théorie des jeux.
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5.5 Théorie des jeux et théoréme.s de Howson et
Rosenthal

Dans cette section, nous présentons la formalisation CoQ des transforma-
tions de Howson et Rosenthal qui ont été définies pour les Bel-Games a la
section 4.5. Nous nous appuyons sur la formalisation publiée dans les actes
de la conférence ITP2023 (POMERET-COQUOT, FARGIER et MARTIN-DOREL,
2023), ol nous avions montré que, pour toute fonction de croyance, les trois
transformations (générale, Dempster et TBM, qui dans l’article étaient appelée
respectivement directe, conditionnée et TBM) sont valides et produisent des
jeux en correspondance. Cependant, nous avons depuis allégé les hypothéses, et
ainsi montré que ce résultat tient pour les capacités et pour des fonctions un
peu plus générales encore (les fonctions pointées, typées pointed_fun, dont les
fonctions de masse sont typées addMassfun). Cela a constitue un refactoring as-
sez important, ot plusieurs résultats ont di étre & nouveau vérifiés. En effet, en
affaiblissant les hypothéses, certains chemins de preuve n’étaient plus pertinents
et il nous a fallu considérer d’autres arguments pour garantir les résultats.

Les hypothéses considérées dans cette section impliquent que :

— Toute fonction de masse m est associée a 1’addition réelle (B = +) et

représente donc la fonction Pinf,, telle que Pinf,,(A4) = > 5, m(B);

— Les régles de décision possibles sont de type « +x » (& =+ et ® = x),

par exemple les régles de Choquet, de Jaffray ou du TBM ;

— Les fonctions d’utilité des joueurs prennent des valeurs réelles;

— Les jeux a information incompléte sont des jeux & prior commun (défini-

tion 4.21, comme les Bel-Games présentés a la section 4.5).
Nous montrons les transformations algébriques (transformation de Selten et
transformation hypergraphique) dans la section suivante.

Dans cette section, nous suivons le déroulé de cette formalisation étendue,
dans les modules decision, game puis HRtransform. Nous détaillons cette for-
malisation en cinq sous-sections qui abordent, dans ’ordre : le conditionnement
d’une fonction de masse, les XEUs de type « +x », les jeux & information com-
pléte, les jeux & information incompléte et enfin les trois transformations de
Howson et Rosenthal.

5.5.1 Conditionnement

Les Bel-Games sont des jeux a prior commun, c’est-a-dire que tous les joueurs
considérent la méme connaissance a priori et la conditionnent « sachant le signal
qu’ils regoivent ». Formellement, un conditionnement est une fonction qui trans-
forme une fonction de masse m en la fonction de masse « sachant C' » m(- | C),
pour tout événement C. Comme nous l'avons vu & la section 3.1.2, pour qu'un
conditionnement « sachant C' » soit bien défini, il faut qu’un certain prédicat,
nomeé revisable, soit vérifié (par exemple, les probabilités conditionnelles « sa-
chant C' » sont définies uniquement sur Pr(C) > 0). Enfin, nous supposons ici
que tout conditionnement vérifie Pinf(C° | C) = 0, c’est-a-dire qu’aucune masse
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ne supporte exclusivement ’événement contraire C°.

Pour tout algorithme de conditionnement cond et toute preuve Hrev que le
prédicat (revisable m C) est vérifié (c’est-a-dire que le conditionnement de m
« sachant C' » est faisable), la post-condition s’écrit :

Definition conditioning_axiom (rev : addMassfun R T -> pred {set T})
(cond : Vm C, revisable m C > addMassfun R T) :=
Vm C (Hrev : rev m C), Pinf (cond m C Hrev) (7:C) = 0.

Nous formalisons donc un conditionnement par une structure contenant ces
trois éléments : l’algorithme, la précondition et la preuve de la postcondition
conditioning_axiom, c’est-a-dire la preuve de Pinf(C¢ | C) =0:

Structure conditioning := {
revisable : addMassfun R T -> pred {set T} ;
cond_val :> Vm C, revisable m C > addMassfun R T ;
cond_ax : conditioning_axiom cond_val }.

Il nous reste ensuite & définir les quatre conditionnements que nous avons consi-
dérés : le conditionnement de Dempster, celui de Fagin-Halpern (qui n’était
pas formalisé dans I’article initial), le conditionnement géométrique (ou Strong
conditioning) et le conditionnement faible (Weak conditioning).

Le conditionnement de Dempster (définition 1.40) est applicable dés lors que
Psup(C) #0 :

Definition Dempster_rev m C := Psup m C != 0.
Definition Dempster_cond (m : addMassfun R T) (C : {set T}) :=
[ffun A : {set T} = if A == setO then 0
else \sum_(B : {set T} | (B :&: C == A)) m B / Psup m C].

Nous montrons ensuite que la fonction Dempster_cond m produit une fonction
de masse vérifiant les hypothéses de addMassfun R T puis utilisons Hierarchy
Builder afin que le type addMassfun R T puisse étre inféré.

Lemma Dempster_cond_massfunO m C (HC : Dempster_rev m C)
Dempster_cond HC set0 = 0.

Lemma Dempster_cond_massfunl m C (HC : Dempster_rev m C)
\sum_(A : {set T}) Dempster_cond HC A = 1.

HB.instance Definition _ m C (HC : Dempster_rev m C) :=
MassFun_of _Ffun.Build R T O +/R (Dempster_cond HC).

HB.instance Definition _ m C (HC : Dempster_rev m C) :=
AddMassFun_of_MassFun.Build R T (Dempster_cond HC)
(Dempster_cond_massfun0 HC) (Dempster_cond_massfunl HC).

Nous faisons de méme pour le type bpa qui caractérise les fonctions de masse de
la théorie des fonctions de croyance : si la fonction de masse en entrée est une
bpa, alors son conditionnement de Dempster produit aussi une bpa.
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Lemma Dempster_cond_geO (m : bpa R T) C (HC : Dempster_rev m C) A :
Dempster_cond HC A > 0.

HB.instance Definition _ (m : bpa R T) C (HC : Dempster_rev m C) :=
Bpa_of_AddMassFun.Build R T (Dempster_cond HC) (Dempster_cond_geO HC).

Enfin, nous montrons que la post-condition est vérifiée, puis définissons la struc-
ture Dempster_conditioning & proprement parler :

Lemma Dempster_cond_axiom :
Qconditioning_axiom Dempster_rev Dempster_cond.
Definition Dempster_conditioning : conditioning :=
{|l cond_val := Dempster_cond ; cond_ax := Dempster_cond_axiom |}.

Pour les trois autres conditionnements, nous suivons exactement le méme
chemin. Le conditionnement de Fagin-Halpern (définition 1.42) est applicable
des que Pinf(C) # 0. Nous posons donc :

Definition FH_rev (m : addMassfun R T) := fun C = Pinf m C != O.

Pour définir le conditionnement de Fagin-Halpern, nous considérons ’expression
) . s . . Pinf(ANB)

bas¢e sur Pinf et Psup, c’est-a-dire Pinf(A | C) = soranpm)—psuprarngy - £oUr

cela, nous réutilisons la fonction moebius définie & la section 5.3.3, et utilisons

dans nos preuves le principe d’induction basée sur les sous-ensembles stricts

présenté A la section 5.2. La fonction Pinf(- | C) est définie, en C0OQ, par :

Definition FH_Pinf m C A :=
Pinf m (A :&: C) / (Pinf m (A :&: C) + Psup m ((7:4) :&: C)).

Alors, la fonction FH_cond est simplement la fonction de masse de FH_Pinf
obtenue pas la transformée inverse de Moébius :

Definition FH_cond (m : addMassfun R T) (C : {set T}) :=
[ffun A : {set T} = moebius (FH_Pinf m C) A].

Puis nous vérifions que la fonction FH_cond produit une fonction de masse vé-
rifiant les hypothéses de addMassfun et 'indiquons & Hierarchy Builder. Enfin,
nous vérifions la post-condition et définissons la structure correspondante :

Lemma FH_cond_axiom :
Qconditioning_axiom FH_rev FH_cond.
Definition FH_conditioning : conditioning :=
{l cond_val := FH_cond ; cond_ax := FH_cond_axiom [}.

Ensuite, le conditionnement géométrique (Strong conditioning, définition 1.41)
est défini de maniére similaire. Il est applicable dés que Pinf(C) # 0. Nous po-
sons donc :
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Definition Strong_rev (m : addMassfun R T) := fun C = Pinf m C != 0.
Definition Strong_cond (m : addMassfun R T) (C : {set T}) :=
[ffun A : {set T} = if (A !'= set0) && (A \subset C)
then m A / Pinf m C else 0].

Ici encore, nous vérifions que la fonction Strong_cond_fun produit une fonction
de masse vérifiant les hypothéses de addMassfun et I'indiquons & Hierarchy
Builder. Aprés cela, nous vérifions la post-condition et définissons la structure
correspondante :

Lemma Strong_cond_axiom :
Qconditioning_axiom Strong_rev Strong_cond.
Definition Strong_conditioning : conditioning :=
{|l cond_val := Strong_cond ; cond_ax := Strong_cond_axiom |}.

Enfin, le conditionnement faible (Weak conditioning, définition 1.43) est dé-
fini de maniére similaire. Il est applicable dés que Psup(C) # 0, ainsi :

Definition Weak_rev (m : addMassfun R T) C := Psup m C != 0.
Definition Weak_cond (m : addMassfun R T) C :=
[ffun A : {set T} = if A :&: C != set0

then m A / Psup m C else 0]

Lemma Weak_cond_axiom :
Qconditioning_axiom Weak_rev Weak_cond.

Definition Weak_conditioning : conditioning :=
{| cond_val := Weak_cond ; cond_ax := Weak_cond_axiom |}.

5.5.2 Décision et XEU

Dans le chapitre 3, nous définissions une XEU (ou utilité espérée généralisée)
comme une somme de la forme :

XEU(v,w,x) = @ mw(B)@f(v,x(B)),
0£BCO

ou v : X — V est une fonction d’utilité définie sur ’ensemble X des conséquences
possibles, et ou x(B) C X est 'image de B C Q par acte x (c’est-a-dire la fonc-
tion qui associe la conséquence correspondant & tout état du monde). Dans cette
formalisation, nous avons deux différences notables avec cette régle de décision
algébrique. D’une part, nous nous intéressons aux XEUs a valeurs dans R, c’est-
a~direou U =V =W =R, et basées sur la somme, c’est-a-dire correspondant &
des instances de régles de décision de la forme Z = ((R, +,0), (R, +,0), x,f) ou
le seul degré de liberté est la fonction d’agrégation f. D’autre part, I’espace des
conséquences est laissé implicite, comme nous ’avons vu pour les Bel-Games
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dans la section 4.5. Les fonctions d’utilité que nous considérons sont alors des
fonctions u, : 2 — R, c’est-d-dire les fonctions qui associent & tout état du
monde la valeur d’utilité correspondante si a est choisi : u,(w) = v(xa(w)).

Alors, la fonction d’agrégation f : (2 — V) x 2% — V est bien typée et la
fonction u, peut lui étre passée en premier argument. L’expression de la XEU
se réécrit donc :

XEU(m)(uq) = Y m(B) x f(ug)(B).
BeS,,

Nous posons donc :

Definition XEUm (m : addMassfun R T) (phi_u_a : {ffun {set T} - R}) =
\sum_(B in focalset m) m B * phi_u_a B.

Les trois XEUs auquelles nous nous intéressons ici en particulier sont :

— CEU, la XEU correspondant & la régle basée sur 'intégrale de Choquet,
représentée par I'instance Z@9 (définitions 1.44 et 3.7);

— JEU?, la XEU correspondant a la régle de Jaffray, représentée par l'ins-
tance 274" (définitions 1.45 et 3.8);

— TBEU®, la XEU correspondant & la régle du Transferable Belief Model,
représentée par U'instance Z72M (définitions 1.46 et 3.9).

Pour les deux premiéres, nous utilisons les opérateurs minSb et maxSb décrits
dans la section 5.3.3 donnant les valeurs minimum et au maximum que prend
une fonction sur un ensemble. Ils renvoient la valeur minimale ou maximale
prise par une fonction sur un ensemble non vide, ou une valeur par défaut si
I’ensemble est vide.

Nous posons ainsi la définition de la CEU (régle pessimiste basée sur l'inté-
grale de Choquet, ot pour chaque élément focal on considére la valeur d’utilité
minimale) :

Definition fCEU (u_a : T - R) : {ffun {set T} -> R} =
[ffun B = minSb 0 u_a B].
Definition CEU (m : addMassfun R T) (u_a : T - R) := XEUm m (fCEU u_a).

Nous posons ensuite la définition de la JEU (régle de Jaffray, ou le coefficient «
module le pessimisme pour chaque élément focal) :

Definition fJEU (¢ : R > R > R) (u_,a : T -> R) : {ffun {set T} -> R} :=
[ffun B = let rmin := minSb O u_a B in let rmax := maxSb 0 u_a B in
alpha rmin rmax * rmin + (1-alpha rmin rmax) * rmax].
Definition JEU o« (m : bpa) (u_,a : T > R) := XEU m (£fJEU « u_a).

De maniére similaire, nous posons ensuite la définition de la TBEU (régle du
Transferable Belief Model, ou une probabilité moyenne est retrouvée, ce qui
correspond a considérer I'utilité moyenne pour chaque élément focal) :

Definition fTBEU (u_a: T -> R) := [ffun B = \sum_(w in B) u_a w / #[B]|].
Definition TBEU (m : bpa) (u_a : T > R) := XEU m (£TBEU u_a).
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Nous en profitons pour confirmer que ces trois régles de décision généralisent
l'utilité espérée (ce que nous avions déja montré dans la formalisation des capa-
cités, voir la section précédente). Dans cette formalisation, cela s’exprime tout
aussi aisément. En effet, puisque proba est un sous-type de addMassfun R T,
nous pouvons écrire simplement :

Lemma CEU_EU (p : proba) u_a : CEU p u_a = \sum_w dist p w * u w.
Lemma JEU_EU « (p : proba) u_a : JEU o p u_a = \sum_w dist p w * u w.
Lemma TBEU_EU (p : proba) u_a : TBEU p u_a = \sum_w dist p w * u w.

Nous avons maintenant fini de traiter I'aspect « décision sous incertitude »
de cette formalisation, et allons maintenant basculer vers la théorie des jeux.

5.5.3 Jeux a information compléte

La définition classique d’un jeu & information compléte ne fait pas appa-
raitre ’espace des conséquences : d’aprés la définition 2.1, un jeu & information
compléte est un triplet (N, (A4;, u;);en) ou N est ’ensemble des joueurs, et pour
chaque joueur i, A; est I’ensemble de ses actions et u; : A7 X---xX A, — R est sa
fonction d’utilité quantitative. En CoQ, un tel jeu & information compléte sera
décrit par les fonctions d’utilité, dont les ensembles N et A; sont des paramétres.
Une fonction d’utilité associe une valeur réelle a tout profil de stratégies pures.
Ces derniers attribuent une stratégie pure par agent, nous les formalisons par
des fonctions & support fini :

Definition cprofile (I: finType) (A: I -> eqType) := {ffun Vi : I, A i}.

Alors un jeu a information compléte, appelé ici cgame, est défini par ses fonctions
d’utilité :

Definition cgame (I : finType) (A : I -> eqType) := cprofile A -> I -> R.

Ainsi, 'utilité d’un profil (a : cprofile A) pour le joueur (i : i) dans un
jeu & information compléte (G : cgame A) est (G a i : R).

Un équilibre de Nash est un profil tel qu’aucun joueur n’a intérét & changer
de stratégie :

Definition change_strategy (p : cprofile A) (i : I) (a'_i : A i)
cprofile A. (*...%)
Definition Nash_equilibrium (G : cgame A) (a : cprofile A) :=
[Vi : I, [Va'_i : A i, 7 (G a i < G (change_strategy a a'_i) il].

Dans les Bel-Games, nous ne considérons que les stratégies mixtes probabi-
listes, ol les stratégies des joueurs sont des distributions de probabilité sur leurs
actions respectives. Ainsi, nous notons :
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Definition mixed_cprofile := cprofile (fun i = proba R (A i)).

La distribution de probabilité p, sur A = A; x --- x A,, déduite d'un profil de
stratégies mixtes p est définie par p,(a) = [],c pi(a:). Nous encapsulons cette
information dans une structure proba :

Definition mk_prod_proba (p : mixed_cprofile A) : {ffun cprofile A > R}
= [ffun a = \prod_i p i (a 1)].
Definition prod_proba p : proba R (cprofile A) := (*...*).

Cela nous permet de définir 'utilité d’un profil de stratégies mixtes d’aprés la
régle de l'utilité espérée (et en suivant, de caractériser les équilibres de Nash
mixtes).

Definition ms_util (G : cgame A) (p : mixed_cprofile) (i : I) : R :=
\sum_(a : cprofile A) (prod_proba p a) * (G a i).

Definition ms_Nash_equilibrium (G : cgame A) (p : mixed_cprofile) :=
V(i : I) (p; : proba (A i)),
~“ ms_util G p i < ms_util G (change_strategy p p;-) i.

Enfin, nous montrons que pour tout jeu & information compléte ou 1’on
considére les stratégies mixtes, nous pouvons batir un “jeu mixte” ou les actions
des joueurs sont leurs stratégies mixtes. Ces jeux sont équivalents : ils ont les
mémes utilités (et donc les mémes équilibres de Nash).

Definition mixed_cgame (G : cgame A) : cgame (fun i = proba R (A i)) :=
fun mp i = ms_util G mp i.
Lemma mixed_cgameE G mp i : ms_util G mp i = (mixed_cgame G) mp i.

Lemma ms_NashE (G : cgame R A) (mp : mixed_cprofile)
ms_Nash_equilibrium G mp <> Nash_equilibrium (mixed_cgame G) mp.

Enfin, notre objectif est de montrer la correction des transformations de
Howson et Rosenthal que nous proposons. Pour cela, nous nous intéressons
aussi aux jeux hypergraphiques basés sur la somme (jeux hypergraphiques clas-
siques, définition 2.4). Dans cette formalisation, nous considérons une définition
intermédiaire entre la définition classique (définition 2.4) et la définition de la
situation de jeu hypergraphique que nous proposions dans le chapitre 4 (défi-
nition 4.11) : d’un coté, espace des conséquence est implicite comme dans la
définition classique, d’un autre coté les jeux locaux sont indéxés par un type
fini (localgame : finType), leurs participants sont donnés par une fonction P
((i : I) joue participe & (1g : localgame) sile booléen (P 1lg i) est égal &
true. Nous posons donc :

Variables (localgame : finType) (P : localgame -> pred I).

Dans chaque jeu local 1g, nous considérons les profils partiels qui n’impliquent
que les joueurs de 1g (lequels sont formalisés par le o-type {1 : I | P 1g i}):
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Definition localprof (lg : localgame) :=
{ffun Vs : {i : I | P 1g i}, A (val s)}.

Comme nous ’avons vu, dans un jeu hypergraphique (basé sur la somme), 'uti-
lité d’un joueur 7 est la somme de ses utilités locales. Un jeu hypergraphique est
donc un jeu & information compléte, ou les fonctions d’utilité des joueurs sont
définies par :

Definition hg_game (u: V1g, localprof 1g > {i | P 1g i} -> R)
cgame A =
fun a i = \sum_(s : {lg : localgame | P 1g i})
u (tag s) [ffun i = a (val i)] (exist

i (tagged s)).

Dans cette expression, pour tout (s : {i : I | P 1g i}) représentant un
joueur i qui participe au jeu local 1g, le terme (tag s : I) est ce joueur i, et
le terme (tagged s : P 1lg i) est la preuve que i participe a 1g.

5.5.4 Jeux a information incompléte

Dans la formalisation C0Q présentée & la conférence ITP2023, nous nous
concentrons sur les Bel-Games uniquement. Nous considérons maintenant les
jeux ou l'incertitude est représentée par une addMassfun R T, c’est-a-dire les
jeux & information incompléte & prior commun ou les préférences sont quanti-
tatives et ou 'incertitude est décrite par une capacité pointée a valeurs réelles.

Un tel jeu, défini & la maniére des Bel-Games (définition 4.27), est un n-uplet
(N, (A;,0;,u;)ien, m) o N est I'ensemble des joueurs, pour chaque joueur i,
A; est 'ensemble de ses actions, ©; celui de ses types et u; : A x © — R
sa fonction d’utilité. Ici encore, la fonction d’utilité est paramétré par N et
par les ensembles A; et ©;. Le dernier composant du jeu est m, la fonction de
masse décrivant la connaissance commune a priori. Nous formalisons donc un
jeu & information incompléte par une couple paramétré, contenant d’une part
les fonctions d’utilité et d’autre part la fonction de masse. Par souci de lisibilité,
nous notons Tn les combinaisons de types, c’est & dire que Tn est un alias pour
le type cprofile T.

Definition igame := (addMassfun R Tn * (cprofile A > Tn > I -> R)).

Un profil de stratégies signalisé¢, dans un jeu & information incompléte, associe
a chaque joueur ¢ une fonction a; : ©; — A; indiquant I’action qu’il choisit en
fonction de son type. Nous les formalisons par :

Definition iprofile A T := cprofile (fun i = {ffun T i > A i}).

Un profil de stratégies signalisées est donc un profil dont les composantes ne
sont pas des actions mais des fonctions.

Pour tout profil signalisé s, si I’état du monde impose la combinaison de types
6 = (01,...,0,), alors le profil effectivement joué sera sp = (s1(601),...,8,(6,))-
Ce profil est construit par la fonction proj_iprofile :
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Definition proj_iprofile (s : iprofile A T) : Tn -> cprofile A :=
fun theta = [ffun i = s i (theta i)].

Dans les Bel-Games, et plus généralement dans les jeux a prior commun, les
joueurs mettent & jour la connaissance a priori par conditionnement « sachant
leur type 6; ». L’événement conditionnant est alors, formellement, I’ensemble
des combinaisons de types 6’ dont la iéme composante est 6; (tels que 6} = 0;),
c’est-a-dire :

Definition event_ti i (ti : T i) := [set t : Tn | t i == ti].

Alors, un jeu a prior commun est correctement défini si tous les conditionne-
ments nécessaires sont faisables (c’est-a~dire tous les conditionnements « sachant
0; », pour tout i et 6;). Un tel jeu vérifie le prédicat proper_igame.

Definition proper_igame (G : igame) (cond : conditioning R Tn) : bool :=
[Vi : I, [Vti : T i, revisable cond G.1 (event_ti ti)l].

Enfin, dans un igame, I'utilité d’un profil signalisé s pour le joueur i, s’il a
le type 6;, est la valeur de la XEU correspondante au regard de la connaissance
conditionnée « sachant 6; », c’est-a-dire U'intégration de u; s = 0 — u;(s(9),0) :

Definition igame_utility (G : igame) (cond : conditioning R Tn)
fXEU (HG : proper_igame G cond) (s : iprofile A T) i (ti : T i) : R :=
let kn := cond G.1 (event_ti ti) (is_revisable HG ti) in
XEUm kn (fXEU [ffun t = G.2 (proj_iprofile p t) t il).

Comme nous I'avons précédemment mentionné, un équilibre de Nash est un
profil tel qu’aucun joueur n’a intérét & changer de stratégies. Dans un igame,
cela s’exprime par :

Definition igame_Nash_equilibrium (G : igame) (cond : conditioning R Tn)
fXEU (HG : proper_igame G cond) (p : iprofile A T) : Prop :=
Vi : I, Vti : T i, Vai : A i,
~ (igame_utility fXEU HG p ti < igame_utility fXEU HG
(change_istrategy p ti ai) ti).

Nous avons maintenant défini tous les composants nécessaires pour exprimer
les trois transformations & la Howson et Rosenthal que nous proposons pour les
Bel-Games (et que nous étendons ici aux capacités pointées) et pour vérifier leur
correction.

5.5.5 Transformations a la Howson et Rosenthal

Les transformations & la Howson et Rosenthal que nous formalisons ici sont
celles que nous avons présentées en section 4.5 et que nous étendons & toute
fonction d’ensemble pointée par 0 et 1 (donc en particulier & toute capacité
usuelle).
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Ces trois transformations prennent un igame IG en entrée et produisent
un cgame HG sous forme hypergraphique en correspondance avec IG (défini-
tion 4.24). Les joueurs du jeu hypergraphique sont les couples (4, 6;) décrivant
les types possibles de tous les joueurs, et leurs actions sont celles d’origine (c’est-
a~dire fl(i’gi) = A;). Nous posons donc, pour toutes les transformations :

Definition HR_player : finType := {i : I & T i}.
Definition HR_action (i_ti : HR_player) : eqType := A (projT1 i_ti).

Un profil de stratégies signalisées s de IG et un profil de stratégies (non signali-
sées) a de HG sont en correspondance si Vi, V0;, s;(0;) = a(;,9,). Cela définit une
bijection, et le profil a correspondant a s est en quelque sorte la version « apla-
tie » de s, tel que a = (s1(601),81(01) ..., 5n(0n), Sn(6)),...). Formellement :

Definition flatten I (T : I > finType) A (s : iprofile A T) :=
[ffun i_ti = s (projTl i_ti) (projT2 i_ti)].

Transformation directe

La transformation directe est adaptée au conditionnement de Dempster et
a toute XEU (définitions et 4.29). Soient un jeu & information incompléte IG
correctement défini et une fonction £XEU pour les XEUs de tous les joueurs.

Variable G : igame R A T.
Variable proper_G : proper_igame G (Dempster_conditioning R Tn).
Variable fXEU : {ffun Tn -> R} -> {ffun {set Tn} -> R}.

Les jeux locaux sont les éléments focaux, qui sont des ensembles de combinaisons
de types :

Definition HRdirect_localgame : finType := {set Tn}.

Une paire (4, 0;) participe & un jeu local 1g si 6; est possible dans 1g :

Definition HRdirect_P : HRdirect_localgame -> pred HR_player :=
fun 1g i_ti =
[3t : Tn, [&& t \in 1lg & t (projTl i_ti) == projT2 i_til].

Les fonctions d’utilité locales sont données par une fonction intermédiaire qui
construit, & partir d’un profil '€ local & 1g et d’une conbinaison de types 6, le

cprofile a = (d%iel), e ,&%Sﬁn)). Cette fonction a pour type :

Definition HRdirect_mkprofile 1g i_ti (Hi_ti : HRdirect_P 1lg i_ti)
(a : HRdirect_localprof 1lg) (t : Tn) : profile A.

L’utilité locale, dans un jeu local 1g, est la part de la XEU qui est calculée &
partir de I’élément focal a priori 1g. Puisque le conditionnement de Demspter
consiste & transférer la masse de 1g C O sur 1g N (event ti 6;) (si linter-
section est non-vide), alors l'utilité locale définie ci-dessous correspond & un
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conditionnement de Dempster « & la volée ». Le jeu hypergraphique résultant
est finalement bati sur ces fonctions d’utilité locales.

Definition HRdirect_u lg :
HRdirect_localprof lg -> HRdirect_localagent 1lg -> R :=
fun p x = let (i_ti, Hi_ti) := x in let (i, ti) := i_ti in
G.1 1g * fXEU [ffun t = G.2 (HRdirect_mkprofile Hi_ti p t) t il
(lg :&: (event_ti ti)) / P1 G.1 (event_ti ti).

Definition HRdirect : cgame R HR_action := hg_game HRdirect_u.

Nous pouvons vérifier la correction de cette transformation en vérifiant ’égalité
des utilités. Un corollaire direct est que les deux jeux ont les mémes équilibres
de Nash.

Theorem HRdirect_correct (i : I) (ti : T i) (p : iprofile A T)
igame_utility fXEU proper_G p ti = HRdirect (iprofile_flatten p)
(existT _ i ti).

Theorem HRdirect_eqNash (p : iprofile A T)
igame_Nash_equilibrium fXEU proper_G p <> Nash_equilibrium HRdirect
(iprofile_flatten p).

Transformation conditionnée

La transformation conditionnée est adaptée a tout conditionnement et &
toute XEU (définitions 4.28).
La formalisation suit le méme chemin que pour la transformation directe.

Variable G : igame R A T.

Variable cond : conditioning R Tn.

Variable proper_G : proper_igame G cond.

Variable fXEU : {ffun Tn -> R} -> {ffun {set Tn} -> R}.

De maniére similaire, les jeux locaux de cette transformation sont les éléments
focaux.

Definition HRcond_localgame : finType := {set Tn}.

Un couple (i, 6;) participe & un jeu local si 6; y est possible.

Definition HRcond_P : HRcond_localgame -> pred HR_player :=
fun 1g it = [t : Tn , [&& t \in 1g & t (projTl it) == projT2 itl].

L’utilité locale, dans un jeu local 1g, est la part de la XEU qui est calculée
a partir de I’élément focal 1g. Pour cela, nous effectuons le conditionnement
« sachant 0; », grace au conditionnement cond. Le jeu hypergraphique résultant
est finalement bati sur ces fonctions d’utilité locales.
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Definition HRcond_u 1lg :
HRcond_localprof 1g > HRcond_localagent lg > R :=
fun 1g p x = let (i_ti, Hi_ti) := x in let (i, ti) := i_ti in
let kn := cond G.1 (event_ti ti) (is_revisable proper_G ti) in
kn 1g * xeu [ffun t = G.2 (HRcond_mkprofile Hi_ti p t) t il 1g.

Definition HRcond : cgame R HR_action := hg_game HRcond_u.

Ici également, nous vérifions la correction de cette transformation en vérifiant
I’égalité des utilités, ainsi que son corollaire direct affirmant 1’égalité des équi-
libres de Nash.

Theorem HRcond_correct (i : I) (ti : T i) (p : iprofile A T):
igame_utility xeu proper_G p ti
= HRcond (iprofile_flatten p) (existT _ i ti).

Theorem HRcond_eqNash (p : iprofile A T)
igame_Nash_equilibrium xeu proper_G p
<> Nash_equilibrium HRcond (iprofile_flatten p).

Transformation TBM

La transformation TBM est adaptée & tout conditionnement mais & une seule
régle de décision : celle du TBM (définition 4.30).

La formalisation suit encore une fois le méme chemin. Nous commencons
par poser un conditionnement et un jeu & information incompléte bien défini au
regard de ce conditionnement.

Variable G : igame R A T.
Variable cond : conditioning R Tn.
Variable proper_G : proper_igame G cond.

Les jeux locaux, ici, ne sont pas des ensembles mais des éléments §' € ©. Un
couple (i,6;) a deux raisons pour y participer : soit parce que 8; = 6, (alors, le
choix du joueur impacte le résultat du jeu local), soit parce que 6’ appartient
a un élément focal de la connaissance du joueur ¢ mise & jour « sachant 6; »
(alors, 'utilité du joueur i dépend de ce jeu local, mais ses choix n’impactent
pas nécessairement la conséquence locale implicite). Pour les conditionnements
de Dempster, de Fagin-Halpern et géométrique, ces deux cas sont identiques : 6’
peut appartenir & un élément focal de la connaissance « sachant #; » uniquement
si 0, = 6;. Pour le conditionnement faible par contre, il est possible que certaines
combinaisons de type 6’ vérifiant 6] # 6; appartiennent a de tels éléments focaux
(c’est d’ailleurs pour cette raison contre-intuitive, permettant que Bel(C' | C¢) >
0, que ce conditionnement n’est guére utilisé, et un tel exemple est disponible
dans la formalisation, & la fin du module belgames/HRtransform.v). Ainsi,
pour rester général, le prédicat P doit considérer ces deux cas :
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Definition HRTBM_localgame : finType := Tn.

Definition HRTBM_P : HRTBM_localgame -> pred HR_player :=

fun 1g i_ti = [|| 1g (projTl i_ti) == projT2 i_ti |
[3A : {set Tn}, [&& A \in focalset (m_ti i_ti), 1lg \in A &
[t : Tn, (t \in A) && (t (projTl i_ti) == projT2 i_ti)111].

L’utilité locale, dans un jeu local 1g, est calculée au regard de la probabilité
pignistique (définition 1.46)

Definition HRTBM_u 1lg :
HRTBM_localprof 1g > HRTBM_localagent lg > R :=
fun 1g p x = let (i_ti, _) := x in let (i, ti) := i_ti in
let betp := BetP_fun (m_ti i_ti) in
betp lg * G.2 (HRTBM_mkprofile p) lg i.

Definition HRTBM : cgame R HR_action := hg_game HRTBM_u.

Ici également, nous vérifions la correction de cette transformation en vérifiant
Iégalité des utilités, ainsi que son corollaire direct affirmant 1’égalité des équi-
libres de Nash.

Theorem HRTBM_correct (i : I) (ti : T i) (p : iprofile A T)
igame_utility (Q@fTBEU _ _) proper_G p ti = HRTBM (iprofile_flatten p)
(existT _ i ti).

Theorem HRTBM_eqNash (p : iprofile A T)
igame_Nash_equilibrium (@fTBEU _ _) proper_G p
<> Nash_equilibrium HRTBM (iprofile_flatten p).

5.6 Transformations algébriques

La formalisation en CoQ des transformations de Howson et Rosenthal pré-
sentées & la section précédente vérifie nos résultats dans le cadre des Bel-
Games. Plus généralement, elle vérifie ces résultats pour les jeux a prior com-
mun ou ce prior est décrit par une fonction de masse basée sur I’addition (typée
addMassfun), lorsque la régle de décision des joueurs est elle-aussi basée sur
I'addition. Or, dans la section 4.4, nous présentions deux transformations al-
gébriques appelées transformation de Selten et transformation hypergraphique,
basée sur le modele d’agent algébrique décrit au chapitre 3. Il nous semble donc
important d’évoquer le module game2 qui les vérifie. Ce module reprend en par-
tie le module game décrit dans la section précédente, et nous indiquerons ici
uniquement les différences entre ces modules.
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Jeux algébriques

Dans ce module, nous suivons exactement les définitions proposées au cha-
pitre 4. En particulier, nous faisons apparaitre, pour les jeux & information
compléte et ceux & information incompléte, la situation de jeu. Dans un jeu a
information compléte, la situation de jeu décrit les joueurs, leurs actions, et la
fonction conséquence qui associe a tout profil d’actions la conséquence corres-
pondante (définition 4.1). En C0Q, une situation de jeu & information compléte
est simplement la fonction-conséquence, dont les praramétres sont les ensembles
des joueurs I, de leurs actions A i et des conséquences possibles X.

Definition cgame_situation I (A : I -> eqType) (X : eqType) :=
cprofile A > X.

Un jeu a information compléte est alors la donnée d’une situation de jeu et des
fonctions d’utilité algébrigque des joueurs (définition 4.2). En C0Q, il s’agit aussi
d’une fonction dont les paramétres sont la situation de jeu et les co-domaines
V; des fonctions d’utilité de chaque joueur ¢ (munis d’une relation d’ordre éven-
tuellement partielle). Cette fonction associe a tout joueur et toute conséquence
la valeur d’utilité correspondante.

Definition cgame I A X (CGS : cgame_situation A X)
(disp : I - unit) (V : Vi, porderType (disp i)) :=
V@A : I, X >Vi.

Alors dans un jeu CG, I'utilité d’un profil a pour le joueur i est (CG i (CGS a)).
Un équilibre de Nash est donc défini par :

Definition Nash_equilibrium CGS (CG : cgame CGS V) (a : cprofile A) :=
Vi (ai : A i), 7 (CG i (CGS a) < CG i (CGS (change_strategy a ai))).

Nous faisons aussi apparaitre la situation de jeu dans les jeux hypergra-
phiques. Une situation de jeu hypergraphique décrit les ensembles des joueurs
I, de leurs actions A i, des jeux locaux E, ainsi que leurs participants (décrits
par le prédicat P) et les fonctions-conséquence locales qui associent & tout profil
local une conséquence locale (définition 4.11). En Co0Q, cela consiste & donner
les fonctions-conséquences locales, les autres éléments étant les paramétres de
ces fonctions.

Definition hg_situation I A E (P : E > pred I) X :=
Ve : E, local_cprofile A (P e) > X e.

Un jeu hypergraphique est un jeu a information compléte ou les préférences
des joueurs sont établies sur les conséquences globales. Une conséquence globale
est un vecteur de conséquences locales (représenté en CoQ par une fonction
{dffun Ve, X e} associant & chaque jeu local e une conséquence locale de
Pensemble X e). Nous définissons donc aisément la situation de jeu a information
compléte correspondante, puis le jeu & information compléte correspondant & un
jeu hypergraphique.
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Definition global_conseq (HGS: hg_situation A e P) a: {dffun Ve, X e} :=
[ffun e : E = HGS e (localize (P e) a)l.

Definition hggame_csituation (HGS : hg_situation A E P)
cgame_situation A {dffun Ve, X e} :=
global_conseq HGS.

Definition hggame (HGS : hg_situation A E P)
(disp : I -> unit) (V : Vi, porderType (disp i)) :=
cgame (hggame_csituation HGS) V.

Nous avons décrit les jeux hypergraphiques décomposables et graphiquement
décomposables, ot les fonctions d’utilité globales des joueurs peuvent étre ex-
primées comme une sommation (abstraite) des utilités localements obtenues
(définitions 4.12 et 4.13).

Definition hggame_decomp (HGS : hg_situation A E P) disp V idx op
(HG : hggame HGS V) (v : Vi e, X e > V i) :=
Vi x, HG i x = \biglop i/idx i]l_(e : E) vi e (x e).

Definition hggame_gdecomp (HGS : hg_situation A E P) disp V idx op
(HG : hggame HGS V) (v : Vi e, X e > V i) :=
Vi x, HG i x = \biglop i/idx i]l_(e : E | Pe i) v i e (x e).

Nous pouvons alors construire un jeu hypergraphique décomposable en donnant
de telles fonctions d’utilité locales.

Definition mkhggame (v : Vi e, X e > V i) : hggame HGS V :=
fun i x = \biglop i/idx il_(e : E) v i e (x e).

Lemma mkhggame_decomp v : hggame_decomp (mkhggame v) v.

Enfin, nous faisons aussi apparaitre la situation de jeu dans les jeux & in-
formation incompléte. Une situation de jeu a information incompléte décrit les
joueurs, le cadre de discernement FoD, les actions et signaux des joueurs et la
fonction-conséquence qui associe & tout profil d’action et tout état du monde la
conséquence correspondante (définition 4.14). En C0Q, il s’agit encore de don-
ner la fonction-conséquence, les autres éléments étant les paramétres de cette
fonction.

Definition igame_situation I FoD A T (signal : Vi, FoD > T) X :=
cprofile A > FoD > X.

Un jeu & information incompléte est alors défini par une situation de jeu a
information incompléte et, pour tout joueur (i : I) et chacun de ses signaux
(ti : T i), par le modéle d’agent qui le modélise (définition 4.16). Il s’agit
donc d’une fonction qui associe & chaque signal possible le triplet constitué de
la régle de décision, de la fonction d’utilité algébrique et de la capacité algébrique
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correspondantes. Cette fonction est paramétrée par la situation de décision et
par les co-domaines Uy; g,), V(i,0,) € W(; 0,) qui sont munis d’une relation d’ordre
éventuellement partielle.

Definition igame (IGS : igame_situation A signal X)
(dispU : Vi, T i > unit) (U : Vi ti, porderType (dispU i ti))
(dispV : Vi, T i - unit) (V : Vi ti, porderType (dispV i ti))
(dispW : Vi, T i -> unit) (W : Vi ti, porderType (dispW i ti)) :=
Vi (ti : T i), ((drule2 (U i ti) (V i i) (W i ti)) *
(X > Viti) * ({set FoD} > W i ti)).

A tout profil de stratégies signalisées correspond un acte (au sens de la
théorie de la décision, c’est-a-dire une fonction FoD -> X, définition 4.15)

Definition act_of_iprofile IGS (s : iprofile A T) : {ffun FoD -> X} :=
[ffun t = IGS (proj_iprofile s [ffun i = signal i t]) t].

L’utilité d’un profil de stratégies signalisées, pour chaque signal de chaque
joueur, est alors calculée d’apreés cet acte.

Definition iutility IGS U V W (IG : igame IGS U V W) (s : iprofile A T)
i (ti @ T i) :=
let u := (IG ti).1.1 in let v := (IG ti).1.2 in let w := (IG ti).2 in
u X FoD v w (act_of_iprofile IGS s).

Dans le module game2, les définitions des différentes sortes de jeux suivent
ainsi exactement les définitions algébriques proposées au chapitre 4. Nous pou-
vons donc maintenant exprimer et vérifier les deux transformations algébriques.
Soit un jeu a information incompléte (IG : igame IGS U V W) définit sur la
situation de jeu (IGS : igame_situation A signal X). Ces deux transforma-
tions produisent chacune un jeu équivalent & IG, dont les joueurs sont les couples
(¢,0;), leurs actions sont celles d'IG, et leurs utilités sont exprimées dans U, g,)
pour tout joueur ¢ et tout signal 6;. Nous introduisons, pour les deux transfor-
mations, les notations suivantes :

Notation HR_I := ({i : I & T i}).
Notation HR_A := (fun i_ti : HR_I = A (tag i_ti)).
Notation HR_V := (fun i_ti : HR_I = U (tagged i_ti)).

Un jeu a information compléte CG (qu’il soit hypergraphique ou non), est équi-
valent & IG si 'ensemble de ses joueurs est HR_I, les ensembles de ses actions
sont HR_A, si les utilités sont exprimées dans HR_V et si l'utilité de tout profil
signalisé de IG pour le joueur ¢ ayant regu le signal 6; est égale & 1'utilité du
profil de stratégies correspondant dans CG pour le couple (4, 6;) (définition 4.24).
En CoQ, nous notons donc :

Definition HRequiv (CGS: cgame_situation HR_A X') (CG: cgame CGS HR_V):=
Vi ti (s : iprofile A T),
iutility IG s ti = CG (existT T i ti) (CGS (iprofile_flatten s)).
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Transformation de Selten

Considérons d’abord la transformation de Selten (définition 4.25). L’espace
des conséquences du jeu Selten(IG) est I’ensemble des actes, c’est-a-dire des
fonctions FoD - X. La fonction-conséquence associe a tout profil de stratégie
lacte correspondant, et les fonctions d’utilité du jeu Selten(IG) sont simplement
définies par I’application de 'acte & la régle de décision du joueur (i, 6;).

Notation HR_X := {ffun FoD > X}.

Definition Selten_cgame_situation : cgame_situation HR_A HR_X :=
fun a : cprofile HR_A = [ffun t = IGS (projprofile a t) tI.

Definition Selten_cgame : cgame Selten_cgame_situation HR_V :=
fun (i_ti : HR_I) (x : HR.X) =
let w:i= (IG ti).1.1 in let wv:i= (IG ti).1.2 in let w:= (IG ti).2 in
u X FoD v w x.

Cette transformation produit un jeu équivalent. Pour le montrer, nous vérifions :

Theorem Selten_correct : HRequiv Selten_cgame.

Transformation hypergraphique

La transformation hypergraphique (définition 4.26) est basée sur la repré-
sentation des regles de décision par des instances Z(; g,) : I'utilité des joueurs,
pour chacun de leurs signaux, est capturée par une XEU. Nous supposons donc
Iexistence de ces instances de régles de décision ainsi que I’existence de fonctions
de masse. Nous posons donc :

Variable zi : Vi (ti : T i), zinst (U ti) (V ti) (W ti).
Variable m : Vi (ti : T i), {ffun {set FoD} -> W ti}.

Le jeu HR(IG) est un jeu hypergraphique décomposable, dans lequel les jeux
locaux correspondent aux éléments focaux des différentes fonctions de masse.
Chaque jeu local est donc un événement e C ), un couple (4, 6;) y participe si le
signal 6; y est possible et I’ensemble de ses conséquences locales est ’ensemble
des conséquences possibles au regard de cet élément focal. Nous posons donc :

Notation HR_E := {set FoD}.
Notation HR_P := (fun (e : HR_E) (i_ti : HR_I) =

[3t, (t \in e) && (tagged i_ti == signal (tag i_ti) t)1).
Notation HR_X := (fun e : HR_E = {set FoD * cprofile A}).

La conséquence locale d’un profil de stratégies local est alors I’ensemble des
couples (w, a) ou a est un profil de stratégies pures possible et w I’état du monde
correspondant. Puisqu’il n’y a pas de fonctions partielles en CoQ d’une part,
et puisqu’il nous faut accéder a la preuve (H : t \in e) pour construire un
profil local d’autre part, nous avons besoin de traiter les deux cas (t \in e et
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t \notin e) dans le corps de la fonction et de renvoyer une valeur par défaut
lorsque t \notin e. Cependant, nous appelons cette fonction dans I’ensemble
[set £ t | t \in e], la valeur par défaut ne sera donc jamais renvoyée.

Definition HRG_local_c (e: HR_E) (ae: local_cprofile HR_A (HR_P e)) :=
let £ t := match (boolP (t \in e)) with
| AltTrue H = (t, (proj_flatlocprofile ae H))
| AltFalse _ = x0 end in
[set £t | t in e].

Cela nous permet de définir la situation de jeu hypergraphique de HR(IG).

Definition HRG_hggame_situation : hggame_situation HR_A HR_P HR_X :=
fun (e : HR_E) (ae : local_cprofile HR_A (HR_P e)) =
HRG_local_c ae.

Le jeu HR(IG) est un jeu décomposable, nous le définissons & partir de
ses fonctions d’utilité locales. Ces fonctions renvoient la « part de XEU » qui
est calculée pour un élément focal e, d’aprés 'instance de régle de décision
définissant les opérateurs ®; g,y et les fonctions d’agrégations f(; g,).

Definition HRG_local_u (i_ti : HR_I) (e : HR_LE) : HR_X e -> HR_V i_ti :=
let v := (IG (tagged i_ti)).1.2 in
fun A = z_otimes (zi (tagged i_ti))
(m (tagged i_ti) e)
(z_f_agg (zi (tagged i_ti)) (fun x = v (IGS x.2 x.1)) A).

Le jeu hypergraphique est ainsi défini grace a la fonction mkhggame, en considé-
rant les opérateurs @, g,) des instances de régles de décision et leurs éléments
neutres.

Definition HRG_hggame : hggame HRG_hggame_situation HR_V :=
mkhggame HRG_hggame_situation
(fun i_ti : HR_I = z_idu (zi (tagged i_ti)))
(fun i_ti : HR_I = z_oplus (zi (tagged i_ti)))
HRG_local_u.

Nous vérifions finalement la correction de cette transformation : si les instances
de régle de décision Z(; 9,y représentent les régles de décision U(; 9,y (c’est-a-dire
que pour tout joueur, tout signal et tout acte, XEU(Z(; ,)) produit la méme
valeur que la régle de décision Uf(; g,)), alors les deux jeux sont en correspondance.

Lemma HRGeneral_correct :
(Vi (i : T 1),
let w:i= (IG ti).1.1 in let v:i= (IG ti).1.2 in let w:= (IG ti).2 in
Vx, u_ _vwyx = XEU (zi ti) v (m ti) x)
-> HRequiv HRG_hggame.
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5.7 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté les deux formalisations COQ que nous
avons successivement développées puis fusionnées pour cette thése.

La premiére concerne les capacités algébriques, en particulier les capacités
usuelles & valeurs réelles, telles que les fonctions de croyance et de plausibilité, les
mesures de possibilité et de nécessité, etc., et les régles de décisions qui leurs sont
associées. Dans ce travail, I’approche formelle permise par CoQ, la bibliothéque
Mathematical Components et Hierarchy Builder permet d’exprimer aisément les
résultats algébriques. En particulier, nous montrons d’une part que les capacités
sont représentables par des fonctions de masses, avec un intérét particulier pour
la transformée inverse de Moébius et sa contrepartie qualitative qui produisent
de telles fonctions de masse. D’autre part, nous montrons que les régles de
décision usuelles sont représentables par des instances de la régle de décision
algébrique universelle que nous appelons XEU..

La seconde formalisation est une généralisation de celle présentée lors de la
conférence ITP2023 (POMERET-COQUOT, FARGIER et MARTIN-DOREL, 2023).
Elle certifie la correction des trois transformations présentées dans le cadre des
Bel-Games, que nous généralisons ici aux fonctions d’ensembles pointées (donc,
au moins, aux capacités a valeurs réelles). Cette formalisation a aussi servi de
base pour montrer les deux transformations algébriques (transformation de Sel-
ten et transformation hypergraphique) pour les jeux a information incompléte
généralisés. Ces résultats sont importants en eux-mémes, puisque ces trans-
formations permettent d’étudier un jeu & information incompléte avec les outils
des la théorie des jeux classique développés initialement pour les jeux & informa-
tion compléte. De plus, ils constituent un exemple démontrant l'utilité de ’ap-
proche algébrique pour représenter les préférences et I'incertitude : nous forma-
lisons ainsi en une fois les résultats obtenus par plusieurs personnes (y compris
par nous-mémes) a différentes époques, depuis (HARSANYI, 1967 ; HOWSON et
ROSENTHAL, 1974) jusqu’a (POMERET-COQUOT, FARGIER et MARTIN-DOREL,
2022).

Par ailleurs, l'effort de formalisation a permis d’identifier les hypothéses
implicites des travaux formalisés sur papier et les limites de ces travaux. Par
exemple, dans notre travail sur les Bel-Games, nous n’explicitions pas les pro-
priétés nécessaires des conditionnements, ni le fait que les jeux doivent étre
bien définis au regard du conditionnement considéré. C’est aussi en cherchant
& étendre la transformation TBM & tous les conditionnements que nous avons
identifié la subtilité pour le conditionnement faible (ou aprés conditionnement
« sachant C' », un élément focal peut contenir des états du monde w contradic-
toires tels que w ¢ C).

Enfin, ce travail a impliqué de montrer de nombreux lemmes intermédiaires,
concernant principalement la théorie des ensembles. Pour la plupart d’entre
eux, ils sont ou seront intégrés a la bibliothéque Mathematical Components.
Nous sommes confiants que notre effort de formalisation pourra bénéficier & des
utilisateurs qui ne travaillent pas directement dans le méme domaine que nous.

Plusieurs directions de recherche et de travail se dessinent, suite & ces deux
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formalisations.

Tout d’abord, bien entendu, nous souhaitons vérifier et intégrer certains
résultats annexes qui n’étaient pas nécessaires pour ces travaux, mais qui en dé-
coulent naturellement. Par exemple, nous n’avons pas vérifié en CoQ que la me-
sure déduite d’intervalles de probabilité est une capacité (qui est 2-monotone).

Ensuite, dans le chapitre 4, nous avons montré la complexité théorique des
transformations, ce que nous avons confirmé expérimentalement dans la sec-
tion 4.5.4. Nous aimerions certifier ces bornes de complexité en C0oQ.

Enfin, cette formalisation a été pensée principalement comme un outil visant
a étre réutilisé, soit en partie, soit en totalité. Nous entrevoyons en effet plusieurs
applications. D’une part, comme nous l’évoquions & la fin du chapitre 4, la
théorie des jeux est parfois utilisée pour montrer des résultats théoriques dans
d’autre domaines connexes (nous donnions en exemple un résultat célébre de
théorie du vote affirmant qu’aucun systéme de vote de garantit que les électeurs
ont intérét & voter selon leurs véritables préférences, mais qu’ils ont parfois
intérét & voter utile). De tels résultats seraient « facilement » vérifies en CoQ
grace a la formalisation que nous proposons ici. D’autre part, nous pensons aux
algorithmes existants ou & venir qui reposent les théories de l'incertitude, de
la décision et/ou des jeux. Ces algorithmes se retrouvent dans de nombreux
domaines tels que l'aide & la décision, l'intelligence artificielle ou encore le vote
en ligne. Dans de nombreux cas, les enjeux de ces domaines sont importants
voire cruciaux. Nous pensons que de tels algorithmes auraient intérét & étre
certifiés « zéro défaut », que ce soit pour garantir effectivement leur correction
ou pour appuyer leur acceptation auprés des publics et des autorités concernés.
Ainsi les travaux que nous présentons dans ce chapitre pourront constituer une
premiére pierre pour la certification de ces algorithmes, préalable nécessaire a
leur mise en ceuvre au dela du monde de la recherche.
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Chapitre 6

Conclusions

Dans cette thése, nous avons d’abord proposé un modéle algébrique géné-
rique appelé modéle d’agent capturant de nombreuses théories de la décision
usuelles : la théorie classique de I'utilité espérée, celle des fonctions de croyance,
celle des possibilités, etc. qui repose sur 1'utilisation d’une capacité et d’une fonc-
tion d’utilité algébriques. Les différentes manieres d’évaluer les choix possibles
lors d’une prise de décision sous incertitude sont capturées par différentes régles
de décision. Nous avons proposé une régle de décision algébrique « universelle »
qui capture toutes les régles usuelles et des régles plus exotiques. Pour chacune
d’entre elles, nous donnons l'instance qui la représente : cette instance décrit le
type de fonction de masse, les opérateurs et la fonction d’agrégation avec lesquels
la régle est calculée. La régle de décision et les théories sous-jacentes deviennent
ainsi un parameétre du modéle d’agent : ce modéle permet ainsi d’adopter un
point de vue général mais peut aussi étre spécialisé au besoin. En distinguant les
différents composants avec lesquels un agent est modélisé (préférences, connais-
sance et régle de décision) et en offrant un cadre commun, 'utilisation d’un
modéle d’agent simplifie et accélére la tache de modélisation. De plus, cela per-
met de faire varier la théorie de la décision considérée (ou certains composants
uniquement) pour une méme situation, ce qui facilite ’étude d’une situation
donnée selon le type de 'agent considéré.

Les instances de régles de décision imposent de considérer non pas la capacité
algébrique, mais la fonction de masse, c¢’est-a-dire une fonction qui décompose la
croyance ou la connaissance en « masses » atomiques portant sur les ensembles
d’états. La capacité est alors retrouvée a partir de cette fonction en combinant
les masses avec un opérateur adapté (usuellement P’addition ou plus rarement
le maximum).

Nous avons ensuite appliqué ce modéle d’agent & la théorie des jeux & in-
formation incompléte et avons montré qu’il est adapté au cas multi-agents. Les
outils usuels de la théorie des jeux y sont définis. Cela facilite donc également la
tache de modélisation pour ce type de situations, offre un plus grand degré de
liberté que les modéles existants et permet d’étudier ces situations en fonction
des théories considérées. De plus, cela rend possible 'expression de résultats
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généraux. Nous avons montré en particulier une version algébrique du théo-
réme de Howson et Rosenthal qui rattache tout jeu & information incompléte
généralisé a la théorie des jeux classique en permettant une approche algorith-
mique. Pour se faire, nous avons proposé une preuve unique pour trois résultats
jusqu’alors considérés comme différents (HOWSON et ROSENTHAL, 1974 ; BEN
AMOR, FARGIER, SABBADIN et TRABELSI, 2020 ; POMERET-COQUOT, FARGIER
et MARTIN-DOREL, 2022) ; nous avons aussi montré la validité de la transforma-
tion dans des cadres qui, & notre connaissance, n’ont pas encore été étudiés, tels
que les jeux & information incompléte basés sur les intervalles de probabilité ou
les familles de probabilités. Nous avons établi la complexité spatiale et tempo-
relle de cette transformation qui dépend du degré de k-additivité des fonctions
de masse considérées.

Nous avons également détaillé le modéle des Bel-Games, ou l'incertitude est
capturée par une fonction de croyance et les préférences des agents par les régles
habituellement associées aux fonctions de croyances : 'intégrale de Choquet, la
régle de Jaffray et celle du Transferable Belief Model. Les Bel-Games sont ainsi
un cas d’application du modéle algébrique pour trois instances de régles de
décision. De plus, nous avons proposé deux autres transformations spécifiques
aux Bel-Games. En particulier, la transformation TBM bénéficie des propriétés
de la régle du Transferable Belief Model : elle est linéaire en temps et en espace.
Nos expérimentations ont montré qu’elle est trés efficace en pratique.

Enfin, nous avons formalisé nos contributions dans I’assistant de preuve CoQ,
ce qui apporte une trés forte garantie sur nos résultats et facilite leur revue. Pour
cela, nous avons élaboré une bibliothéque pratique et réutilisable permetant de
manipuler facilement les objets mathématiques que sont les capacités, les fonc-
tions de masse et les régles de décision, ainsi que leur sous-types. Nous avons
également développé plusieurs outils pour la théorie des jeux, & commencer par
des définitions pertinentes pour les jeux & information compléte, les jeux hyper-
graphiques et les jeux & information incompléte, et avons montré la correction
des deux transformations algébriques ainsi que celle des transformations spéci-
fiques aux Bel-Games.

Portée et limites des résultats obtenus

Nos résultats font écho a plusieurs autres travaux algébriques, tels que ceux
proposés par Friedman, Chu et Halpern dans le cadre statique (FRIEDMAN et
HALPERN, 1995; HALPERN, 2001 ; CHU et HALPERN, 2003) ou ceux proposés
par Perny, Spanjaard et Weng ou encore Pralet, Verfaillie et Schiex dans un
cadre dynamique (PERNY, SPANJAARD et WENG, 2005 ; PRALET, VERFAILLIE
et SCHIEX, 2007). Ils s’en distinguent en particulier par le fait que nous considé-
rons des fonctions de masses algébriques dans notre régle de décision universelle.
Cela permet de capturer les régles basées sur l'intégrale de Choquet par exemple.
Nous pensons et espérons que cela ménera & 1’élaboration de résultats et d’al-
gorithmes génériques comme nous ’avons fait en proposant la transformation
algébrique de Howson et Rosenthal. En effet, il nous semble que les fonctions de
masse (algébriques) constituent I’élément clé du modéle et de ses applications.
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En particulier, il apparait que la complexité liée au calcul d’une régle dépend de
la fonction de masse et plus précisément du nombre et de la taille des éléments
focaux.

Les transformations que nous avons proposées pour les jeux & information
incompléte généralisés et pour les Bel-Games peuvent étre considérées de ma-
niére théorique pour étudier n’importe quel jeu & information incompléte avec
les outils d’analyse issus de la théorie des jeux classique. On peut également
envisager de les implémenter pour générer effectivement des jeux & information
compléte équivalents et les étudier par ordinateur. La transformation TBM en
particulier est trés efficace car linéaire en temps et en espace. Il faut cependant
rappeler que la taille d’un jeu & information incompléte augmente exponentiel-
lement lorsqu’on augmente le nombre de joueurs ou de types; alors méme une
complexité linéaire peut s’avérer prohibitive.

La formalisation en C0OQ de ces contributions nous a amené & vérifier de
nombreux lemmes et théorémes répartis dans plusieurs modules. Si certains
modules sont consacrés & la vérification des transformations de Howson et Ro-
senthal, d’autres modules tels que ceux concernant les capacités, les fonctions
de masse, les régles de décision ou les jeux & information compléte et ceux a
information incompléte, ont clairement vocation & étre réutilisés. Ils offrent des
structures facilement manipulables pour les théories de l'incertitude, de la déci-
sion et des jeux, et facilitent ainsi la vérification et la certification de résultats
de ces domaines. Par ailleurs, I'utilisation de Hierarchy Builder nous fait espé-
rer que la maintenance de la bibliothéque C0Q que nous avons produite sera
simplifiée et que de nouveaux modules y seront facilement intégrés. En effet, en
se reposant sur cet outil pour déclarer les types et les relations d’héritage, nous
favorisons la compatibilité avec les futures versions de CoQ et simplifions donc
les travaux de maintenance a venir.

Perspectives et ouvertures

Le travail effectué dans cette thése ouvre plusieurs directions de recherche.

Il nous semble important de considérer ’extension des nombreux résultats
théoriques et algorithmiques qui reposent sur la théorie de l'utilité espérée et
qui sont fondamentaux dans plusieurs domaines dont 1’économie et les sciences
sociales et politiques. Ils devraient étre exprimés en fonction des théories consi-
dérées. En les considérant dans notre cadre générique, certains d’entre eux pour-
ront étre généralisés (dans ce cas, il est possible que plusieurs théorémes soient
fusionnés) et d’autres pourront étre identifiés comme n’étant valides que dans
le cadre de la théorie de l'utilité espérée. Cela apporterait un nouveau regard
sur ces résultats, en permettant de déterminer s’ils ressortent principalement
de 'hypothése bayésienne ou bien de la nature des problémes sur lesquels ils
portent. Par exemple, les théoriciens du vote savent qu’il n’existe pas de sys-
téme de vote « strategy-proof », c’est-a-dire que dans tous les systémes de vote,
il se peut que les électeurs n’aient pas intérét a voter pour leur candidat préféré
mais qu’ils aient intérét a 'inverse & voter utile par exemple. Ce théoréme repose
sur une modélisation du vote par un jeu bayésien ; nous nous demandons s’il est
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intrinséque aux systémes de vote ou s’il découle de cette hypothése.

Par ailleurs, dans nos sociétés ou les algorithmes sont de plus en plus pré-
sents, le besoin de certification est devenu crucial. Les théories de l'incertitude,
de la décision et des jeux trouvent en effet de nombreuses applications algo-
rithmiques, que ce soit pour les véhicules autonomes ou concernant la déma-
térialisation des consultations et services publics par exemple. Pour favoriser
Pacceptation de 'usage de ces algorithmes, leur certification nous semble indis-
pensable. Pour cela, la bibliothéque C0OQ que nous proposons fournira une base
de départ adaptée qu’il sera nécessaire d’étoffer selon la direction suivie.

Nous pensons aussi, bien évidemment, aux sous-domaines de la théorie des
jeux que nous n’avons pas considérés, et en particulier les jeux séquentiels ot
les joueurs jouent plusieurs coups a la suite. Ces types de jeux sont également
trés importants, autant pour les taches de modélisation que par leurs applica-
tions directes. Nous pensons que le modéle d’agent s’y appliquera sans difficulté
mais ne ’avons pas vérifié. De plus, plusieurs résultats et concepts propres aux
jeux séquentiels mériteront alors d’étre étudiés et étendus a ce cadre algébrique
générique.

Enfin, Papproche algébrique peut étre étudiée en tant que telle, et nous
nous demandons si certaines justifications ne peuvent pas étre proposées de
maniére algébrique. La théorie classique de l'utilité espérée comme plusieurs
théories alternatives sont déduites d’une axiomatisation : si I’on accepte quelques
axiomes de « rationalité », alors on doit accepter ’ensemble de la théorie. Nous
nous demandons si une axiomatisation algébrique consensuelle de la théorie de
la décision pourrait étre élaborée, et si nous pourrions en déduire la pertinence
de la régle universelle que nous proposons. En plus du résultat en lui-méme, cela
permettrait de justifier ou a I'inverse de critiquer notre approche.

A Tissue de cette thése, nous pensons avoir modestement contribué a l’enri-
chissement des connaissances liées la modélisation de la prise de décision sous
incertitude ainsi qu’a leurs applications directes et indirectes.
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Résumé : Prendre une décision, c'est souvent faire un compromis entre les bénéfices et les risques. Plusieurs théories de la décision ont été
proposées pour modéliser ces compromis, la plus connue étant celle de |'utilité espérée qui repose sur l'utilisation de la théorie des probabilités.
Beaucoup d'autres approches pour modéliser l'incertitude, qu'elle provienne de la variabilité des phénomenes ou de l'ignorance qu'on en a, reposent
sur l'utilisation de capacités (ou mesures non additives), telles que les probabilités imprécises, les fonctions de croyances, les mesures de possibilité,
les intervalles de probabilité, etc. Pour chacune d'elles, une ou plusieurs regles permettent de modéliser la prise de décision au regard du type
d'information qu'elles décrivent. Dans cette thése, nous proposons un modéle algébrique général permettant de décrire les théories basées sur
|'utilisation d'une capacité, qu'elle soit numérique ou non, grace a une régle de décision universelle que nous appelons XEU. Pour cela, nous
proposons en particulier de représenter les capacités algébriques par des fonctions de masses algébriques. Nous appliquons d'abord ce modéle aux
théories usuelles, dans un cadre mono-agent, et montrons que nous pouvons représenter toutes les régles de décision usuelles par une XEU. Nous
considérons ensuite ce modéle dans le cadre multi-agent appelé « jeux stratégiques », sous information compléte et sous information incompléte.
Nous vérifions la pertinence du modéle dans ce cadre avant d'y exprimer une généralisation du théoréme de Howson et Rosenthal. Ce théoreme
étendu permet d'étudier un jeu exprimé dans notre cadre algébrique avec les outils théoriques et algorithmiques provenant de la théorie des jeux
classique. Puis nous détaillons un cas particulier de jeu a information incompléte basé sur les fonctions de croyance (les Bel-Games), que nous avons
proposé durant cette thése, et qui constituent une instance particuliére du modéle général. Enfin, nous formalisons cette approche algébrique dans
I'assistant de preuve Coq, ce qui certifie la majorité de nos résultats d'une part et constitue une bibliothéque modulaire réutilisable d'autre part. Cette
formalisation est la réunion de deux groupes de travaux, |'un concernant les capacités et les théories de la décision en général, I'autre formalisant les
différentes preuves que nous proposons pour le théoreme de Howson et Rosenthal généralisé aux Bel-Games et aux jeux a information incompléte
en général.

Title: Individual and strategic decision under uncertainty: an algebraic and formal approach

Key words: Game theory, Decision Theory, Uncertainty, Coq, Formal proof

Abstract: Making a decision often involves a trade-off between benefits and risks. Several decision theories have been proposed to model these
trade-offs, the best known being the expected utility theory, based on the use of probabilities. Many other approaches to the modeling of
uncertainty, whether it arises from the variability of phenomena or from ignorance of them, rely on the use of capacities (or non-additive measures),
such as imprecise probabilities, belief functions, possibility measures, probability intervals and so on. For each of these, one or more rules are used
to model decision-making with respect to the type of information they describe. In this thesis, we propose a general algebraic model which captures
all these theories as particular cases. This model is based on the use of a capacity, whether numerical or not, thanks to a universal decision rule that
we call XEU. In particular, we propose to represent algebraic capacities by algebraic mass functions. We first apply the model to the usual theories, in
a single-agent framework, and show that we can represent all the usual decision rules by an XEU. We then consider this model in the multi-agent
framework of "strategic games", under complete and incomplete information. We check the validity of the approach before expressing the
generalization of Howson and Rosenthal's theorem. This theorem enables the study of a game expressed in the algebraic framework using
theoretical and algorithmic tools from classical game theory. We then turn to the Bel-Game model (incomplete-information games based on belief
functions) proposed during this thesis, which constitute a particular instance of our general model. Finally, we formalize our algebraic approach in
the Coq proof assistant. This certifies the majority of the results obtained and constitutes a reusable and modular library. This formalization is the
union of two groups of works : the first one deals with capacities and decision theories in general, the second one formalizes the various proofs we
propose for Howson and Rosenthal's theorem generalized to Bel-Games and to games of incomplete information in general.
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