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NOTATIONS

e Pour x € R, on note z* (resp. z7)

"= max{0,z}, (resp. max{0,—z}).

e Pour tout X € R? on notera X := (X1, X), les coordonnées de X dans la base cano-

nique de R2.
e Pour (X,Y) € R* x R", on note (X,Y), le produit scalaire euclidien entre X et Y.
e Pour X € R", on note | X| :=/(X, X), la norme euclidienne de X.

e Pour X := (X4,..., X,,) € R", on note | X|__ := max{|X;|, i =1,...,n}, la norme infinie
de X.

e Pour X = (X;, X,) € R? on note

sa rotation d’angle 7 /2.
e On note pour  C R™, C(2), 'ensemble des fonctions continues sur 2.
e On note pour Q C R", C'(Q), Pensemble des fonctions C!(Q2) de dérivée lipschitzienne.

e On note pour 7' > 0, BV(]0,T[), 'ensemble des fonctions a variations bornées sur |0, 77



CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Contexte et motivations

Cette section vise a donner le cadre général dans lequel s’inscrit ce mémoire : la thé-
matique du contrdle optimal, et plus particulierement 1’étude des équations de Hamilton-
Jacobi-Bellman posées sur un réseau. On fera donc un tres bref tour d’horizon de la théorie
de Hamilton-Jacobi et des solutions de viscosité. On portera une attention particuliere
sur la construction de problémes de Hamilton-Jacobi sur des structures de type réseaux.
Les problemes étudiés dans ce mémoire se trouveront étroitement liés aux probléemes de
contraintes de trajectoires, et en particulier au probléme de Skorokhod. On écrira donc
une section dans ce sens.

Dans cette these, on s’intéresse a I’approximation d’un probleme de controle optimal
posé sur un réseau de R? au sens de Y. Achdou, F. Camilli, A. Cutri et N. Tchou [1],
par une suite de problémes de contrdle optimal posés sur ’espace entier (on voit ici la
structure de réseau comme plongée dans R?). Dans [1], Achdou & al. contraignent les
trajectoires de leur probleme a évoluer sur le réseau a 'aide d’un ensemble de controles
adéquat. Dans [4], Y. Achdou et N. Tchou approchent un probléme de contréle optimal
sur un réseau en relaxant leurs trajectoires, leurs ensembles de controles ainsi que leurs
colits instantanés. Dans ce travail on se fixe un ensemble de contréles ainsi qu'un cofit
instantané, et la contrainte sur les trajectoires s’effectuera grace a un terme de pénalisation

qui ne dépendra que de la géométrie du réseau, et non de I’ensemble des controles.

1.1.1 Equations de Hamilton-Jacobi et équations de Hamilton-

Jacobi-Bellman

Les équations de Hamilton-Jacobi interviennent dans une grande variété de domaines
tels que le calcul des variations, la mécanique hamiltonienne, la théorie du controle, la

théorie des jeux, le traitement d’images (on pourra par exemple regarder [5]), la robotique,
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Introduction

la finance ou encore la biologie. Ces équations font intervenir de fortes non-linéarités sur
les dérivées mises en jeu, qui conduisent a des problemes de notion de solution, d’existence
et d'unicité. On appellera équation de Hamilton-Jacobi du premier ordre une équation de

la forme

H(X,u(X), Du(X)) =0, X € Q, (HJ)

ou {2 est un ouvert de R", H : ) x R x R™ — R une fonction continue appelée hamiltonien
de I"équation (H.J), et u : R® — R la fonction solution de 'équation (H.J) a déterminer,
“solution” en un sens a préciser. Le caractere fortement non-linéaire de I’équation provient
que 'on demande seulement a I’hamiltonien d’étre continu. Cela a pour conséquence
I’autorisation d'un large ensemble de non-linéarités sur Du.

L’exemple le plus connu est celui de ’équation Eikonale
[Vu(X)| =1, X € Q C R",

qui intervient notamment en optique géométrique (étant en dimension finie, on identifie
ici le gradient de u et sa différentielle). Cette équation donne lieu & un grand nombre de
probléemes mal posés, que cela soit au sens classique ou au sens faible.

La bonne notion de solution pour cette classe d’équations est celle des solutions de
viscosité, introduite par Crandall et Lions en 1981 dans [21, 22, 33]. Cette notion de
solution repose sur le principe du maximum ainsi que 1'utilisation d’une classe de fonctions-
test régulieres (pour donner un sens aux dérivées qui interviennent dans I’équation), dont
on va se servir pour approcher les sous-solutions (resp. sur-solutions) de 1’équation par en
dessus (resp. par au dessous). La théorie des solutions de viscosité pour les équations de
Hamilton-Jacobi du premier ordre a donné lieu a plusieurs ouvrages, parmi lesquels on
pourra citer [9, 10, 33]. On commence par donner la définition d’une solution de viscosité

continue pour (HJ).

Définition 1.1.1 (Solution de viscosité). Soit u € C(£2). On dit que u est une sous-
solution de viscosité de (H.J), si pour tout ¢ € C*(€) et tout maximum local X, € Q de

u =@,
H(Xo, U,(Xo), DQO(X())) S 0.

On dit de méme que u est une sur-solution de viscosité de (H.J), si pour tout ¢ € C*(Q)

et tout minimum local Xy € Q2 de u — ¢,
H(Xo,u(Xo), Dp(Xo)) > 0.
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Introduction

On dira alors que u est une solution de viscosité de (H.J) si elle est a la fois sous et
sur solution de (HJ).

On s’intéresse particulierement aux équations de Hamilton-Jacobi-Bellman, qui sont
issues de problemes de contréle optimal. Des méthodes particulieres liées a ce type d’équa-
tions ont été introduites par P.L Lions dans [33]. On pourra regarder en particulier [9] et
[10] qui décrivent en détail les liens entre ces deux thématiques. On décrit un probléeme de
controle optimal de la maniere suivante. On considere A C R” un sous-ensemble compact
de R™ et

A= {a:[0,400[— A, o mesurable} .

On pose pour a € A, le systeme différentiel

{(YX’“)’(t) = fY%e(t),a), t>0 (1.1.1)

YyXe) = X eR",
ou f:R" x A — R". On introduit alors le codit
+o0
J:(X,a) €R" x A / Y5 (t), a(t))e ™ dt,
0

ou A > 0 est appelé taur d’actualisation et ¢ : R™ x A — R une fonction appelée cotit

instantané. On définit la fonction valeur associée au probléeme de controle optimal par
V:X eR"— inf J(X, ).
acA
Dans tout ce travail, on fera les hypotheses suivantes :

Hypotheése 1.1.2. f est continue, bornée par M > 0 sur R" x A et il existe Ly > 0, tel
que pour tout X, Y € R" et a € A,

|f(X,a) = f(Y,a)| < Ly |X =Y. (1.1.2)

Hypothese 1.1.3. ¢ est continue sur R” x A et il existe L, > 0, tel que pour tout
X, Y eR"etae A,

{ 0, a) — ((Y.a)] < Le|X -], (113)

<
(X,0) < M.
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On associe au probleme (1.1.1) I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman
Au(X) + H(X, Du(X)) =0, X € R", (1.1.4)
ou pour (X,p) € R" x R"

H(X,p) ZSEE{—U(X,CL),M—f(X,a)}. (1.1.5)
Plus généralement, pour un ouvert 2 C R", les équations de Hamilton-Jacobi Bellman

forment une sous-classe d’équations de Hamilton-Jacobi de la forme
Au(X) + H(X,Du(X)) =0, X € Q CR", (1.1.6)

ou encore

{Gtu(t,X)+H(X>3xU(t>X)) = 0, (£,X) €)0,T[xQ (1.1.7)

u(0,X) = wug(X), X € Q.

L’équation (1.1.7) correspond au cas ou t € [0,7], dans le systéeme (1.1.1), qui est un
probléme de controle optimal dit en horizon finie.

On peut montrer grace a la transformée de Legendre-Fenchel (voir [6, 46]) que tout
probléme de controle optimal peut s’écrire sous la forme (1.1.6) ou (1.1.7).

On peut alors énoncer le théoreme suivant, dont on pourra trouver preuve et commen-
taires dans [9, 10] :

Théoréme 1.1.4. Sous les hypothéses (1.1.2) et (1.1.3), V' est l'unique solution de vis-

cosité bornée uniformément continue de ['équation (1.1.4).

On conclut ce tour d’horizon en mentionnant différentes techniques qui entrent en jeu

dans I’étude des équations de Hamilton-Jacobi.

e Les principes de comparaison, qui permettent de comparer une sous- et une sur-
solutions (voir [9, 12, 22, 33]). Cela aboutit a des résultats d’unicité pour les solutions de

viscosité.

e Le principe de programmation dynamique, introduit par Bellman dans [14] est
un outil spécifique aux équations de Hamilton-Jacobi-Bellman (voir aussi [9, 10, 33]). 11

permet en particulier d’établir dans le théoreme 1.1.4 que V' est bien solution de viscosité
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de (1.1.6).

e La notion de solution de viscosité discontinues, développée par H. Ishii (voir [30]
et [29, 31]). Cela a permis une étude d’un ensemble d’équations de Hamilton-Jacobi plus
large, et notamment d’obtenir des résultats de stabilité et d'unicité qui étaient jusqu’alors

absent dans certains cas.

e La Méthode de Perron, qui permet de construire des solutions de viscosités discon-

tinues. Elle est introduite par H. Ishii dans [30].

1.1.2 Equations de Hamilton-Jacobi sur un réseau

On décrit ici un peu plus précisément les travaux mis en jeu dans cette théorie, dans

la continuité desquels s’inscrit ce mémoire. On donne d’abord la définition d'un réseau

dans R2.

Définition 1.1.5. On appelle réseau un sous-ensemble de R? de la forme SUE, ot :
e S est un ensemble fini de points de R? appelés sommets,
e &£ est un ensemble fini de segments et de demi-droites de R?, dont les extrémités

sont des éléments de S, appelés arétes.

FIGURE 1.1 — Deux exemples de réseaux

La notion de solution de viscosité pour une équation de Hamilton-Jacobi posée sur un
domaine D C R™ implique un ensemble de fonctions-tests régulieres sur ce domaine, et

donc une notion de différentiabilité sur ce domaine. Dans le cas d’un réseau, le domaine
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est fermé, non-convexe et d’intérieur vide. Une bonne notion de solution de viscosité a la
jonction notamment sera a déterminer, ainsi que de techniques adéquates pour obtenir
des résultats de stabilités et des théoréemes de comparaison.

La principale difficulté a travailler sur les réseaux est la présence de jonctions. On se
contentera donc de travailler sur une jonction simple de R?, dont on donne la définition

ci-dessous.

Définition 1.1.6. On appelle jonction de R?, tout ensemble de la forme
I:={oyul
i=1

un ensemble

de vecteurs unitaires de R? deux a deux distincts.

sont les arétes du réseaux, de la forme J; = R ¢;, avec {e:}

i=1...n i=1...n

Jo

Ji

Ju

F1GURE 1.2 — Exemple de jonction

Les premiers travaux portant sur les équations de Hamilton-Jacobi posées sur un
réseau sont trois articles publiés en 2013 par Achdou & al [1], C. Imbert, R. Monneau,
H. Zidani [28] et D. Schieborn, F. Camilli [41]. En 2015, dans [4], Y. Achdou et N. Tchou
approximent un probléeme de controle optimal sur un réseau, comme limite de probléemes
de controle sur I'espace avec contraintes d’états. La méme année, Y. Achdou, S. Oudet et
N. Tchou généralisent dans [2] les résultats obtenus dans [1] en considérant des dynamiques

et des cofits instantanés indépendants sur chaque arrét du réseau.
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Dans [1], Achdou & al étudient des problemes de controle optimal associés a des
dynamiques contraintes a évoluer sur le réseau, et les équations de Hamilton-Jacobi-
Bellman associées. Les auteurs consideérent dans cet article le systeme (1.1.1), avec comme
donnée initiale X € I'. Pour un compact A de R?, o : R, — A, est un controle admissible
(i.e. tel que la trajectoire reste sur le réseau) et f est une fonction de R? x A dans R? qui
satisfait I'hypotheése (1.1.2). Est introduit alors de la méme fagon que pour un probléme

de controle optimal classique le cott
+oo
Jr:(X,a) eR*x A / YY), a(t))e M dt, (1.1.8)
0
avec A > 0 et £: R* x A — R qui satisfait 'hypothese (1.1.3). Ils considérent pour X € T
Ax ={a€ A 30>0,Y0<t<0,Y"(t) €T}, (1.1.9)

ainsi que
Ay = {a : R, — A, mesurable, Vt > 0, Y1) € F}, (1.1.10)

I’ensemble des controles admissibles au point X. Ils définissent alors la fonction valeur du

probleme de controle optimal associé

Vr: X e R? = inf J(X,a). (1.1.11)

aEAx

L’enjeu de 'article est d’obtenir le bon ensemble de fonctions tests définies sur I', les
bonnes hypotheses sur A pour définir une bonne notion d’équations de Hamilton-Jacobi

sur un réseau et la bonne notion de solution de viscosité associée.

Les hypotheses faites sur A sont les suivantes :

Hypotheése 1.1.7. 1l existe des sous-ensembles fermés non-vides A7, j = 1....n de A tel

que

1.

2. Pour tout j € {1,....,n},a € Aet X € J;, f(X,a) € Re; si et seulement si a € A7.
3. Ag=Uj_ {ac A : f(0,a) € Rye;} #0
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Hypothese 1.1.8. Pour tout j = 1,...,n, il existe des constantes Zj,gj > 0, tel que

e(f(0.4%) = [¢,. G ley.

ou co(F') désigne le cone convexe fermé de F.

Achdou & al prennent comme ensemble de fonctions tests admissibles R(I") 'ensemble
des fonctions ¢ : I' = R tel que
e pcC(I)NnCHT\ {0}
o Vi=1,..,n, ¢z €C'(Jy).

En définissant pour X € I' les ensembles
FL(X) = a((f(X,0), (X, a)) : a € Ax), si X £0,

et
FL(0) = L_J (@((f(0,a),£(0,a)) : a € AV)NR,e; x R),

ils introduisent la définition de solution de viscosité contrainte de I’équation

M(X)+  sup {—Du(X,()—¢&r=0, X el (1.1.12)
(¢HeFL(X)

Définition 1.1.9. Soit u : I' — R une fonction bornée, semi-continue supérieurement. u
est appelée sous-solution de (1.1.12) sur I, si pour tout ¢ € R(I") et tout maximum local
Xoel'deu— g,

Au(Xo)+  sup  {—Dy(Xo,() —¢} <0.
(¢.§)eFL(Xo)

De méme, une fonction v : I' — R bornée semi-continue inférieurement est appelée sur-

solution de (1.1.12) sur I', si pour tout ¢ € R(I') et tout minimum local X, € I' de
u—=,

Mi(Xo) + sup  {~Dp(Xo,¢) — £} > 0.
(¢:§)eFL(Xo)

Une fonction u : I' — R continue est une solution de viscosité contrainte de (1.1.12) si

c’est une sous- et une sur-solution de (1.1.12) sur I'.

Remarque 1.1.10. Lorsque X € I"\ 0, la notion de solution de viscosité contrainte pour
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(1.1.12) est équivalente a la notion de solution de viscosité classique pour I’équation

(X)) + Seuf {—({f(X,a), Du(X) — {(X,a))} =0.
a T

Sous les hypotheses 1.1.7 et 1.1.8, Achdou & al montrent a 'aide du principe de la
programmation dynamique que la fonction V' décrite par (1.1.11) est une solution de
viscosité contrainte, continue, de ’équation (1.1.12).

L’unicité s’obtient a I’aide d’un principe de comparaison. Ce principe de comparaison
est obtenu en rajoutant des hypothéses supplémentaires sur la valeur de I’hamiltonien a
la jonction. Dans [2], Y. Achdou, S. Oudet et N .Tchou parviennent a s’affranchir de ces
hypothéeses supplémentaires.

A noter que les équations de Hamilton-Jacobi posées sur les réseaux trouvent de nom-
breuses applications dans ’étude de problémes de trafic routier. L’article de C. Imbert, R.
Monneau et H. Zidani [28] découle de ces problemes. Dans [27], les auteurs s’intéressent
a des problemes avec des conditions de transmissions aux jonctions particulieres ; celles-ci
modélisent un embranchement avec différents sens de circulation. On mentionne quelques
travaux qui vont dans ce sens, sans prétendre a une exhaustivité. Dans [26], les auteurs
considerent un domaine dépendant du temps, qui modélise une voie de bus. Enfin, dans
[18], les auteurs s’intéressent a I'obtention d’un modeéle macroscopique de trafic routier a

I’aide de changement d’échelle dans des modeles microscopiques.

1.1.3 Le probleme de Skorokhod

Introduit par A. V. Skorokhod dans les années 60 (voir [42, 43]), le probléme de Sko-
rokhod est un probleme de diffusion avec réflexion. On se donne un domaine 2 C R" et
F : R, — R” continue. On cherche un couple de fonctions (Y, k) continues sur [0, +oo],
avec k € BV(]0,T|) pour tout T' > 0, satisfaisant, pour tout ¢ > 0,

Y(t) + k(t) = F(t),

et
Y(t) € Q.

Le terme k va avoir pour role de contraindre Y a demeurer dans le domaine €. L’idée
est de faire en sorte que k reste nul le plus possible, que ¢a soit principalement F' qui dicte

la dynamique de Y au sein de ).
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De nombreux auteurs se sont intéressés au cas du demi-espace ou de la demi-droite,
dans des cadres stochastiques ou déterministes, comme A. V. Skorokhod [42, 43], H. P.
McKean [39, 40], N. El Karoui [25] ou encore N. El Karoui et M. Chaleyat-Maurel [24]

ou est considéré le probleme de réflexion sur la demi-droite.
Le cas d’'un ouvert D C R™ convexe est traité par H. Tanaka dans [44].

Le travail sur le probleme de Skorokhod qui va nous intéresser ici, est celui effectué
par P. L. Lions et A. S. Sznitman [34], pour un ouvert 2 de R™. En effet, la construction
du probleme étudié dans ce manuscrit est directement inspirée du travail effectué dans
I’article de Lions et Sznitman. Lions et Sznitman s’appuient sur une méthode constructive
pour déterminer l’existence de solutions au probleme de Skorokhod dans le cas ou F' est
réguliere (C') et 2 de classe C2. Les auteurs effectuent sur 9 'hypotheése qu'il existe un

champ de vecteur n, potentiellement multi-valué, a valeurs dans 9B(0, 1), tel que :

ACy >0, VX €09, VX' €Q, Vken(X)
(X = X" kY +Co|X —X')P >0, (1.1.13)

et

VX €09, sidCy >0, et ke R":
VX' €, (X —X" k) +Co|X —X')? >0, (1.1.14)
alors il existe # > 0, tel que k € On(X).

Remarque 1.1.11. Dans le cas ou Q) est suffisamment régulier, n(X) désigne simplement
le vecteur unitaire sortant normal a €2 en X. On explique a la fin de la présente section
pourquoi on énonce le résultat de Lions et Sznitman dans le cas le plus général, ou 2 est

non régulier.

Remarque 1.1.12. Si Q est régulier et respecte la condition de sphére extérieure, alors
(1.1.13) et (1.1.14) sont vérifiées. Formellement, cette condition signifie qu’il existe une
sphere de rayon fixe, que I'on peut faire “rouler” sur le bord de €2, telle qu’elle ne soit en
contact qu’avec un et un seul point du bord, en lequel elle est tangente a ). Plus précisé-
ment, un ouvert ) régulier respecte la condition de sphere extérieure si, sous 'hypothese
qu'il existe Ry > 0 tel que, pour tout X € 99, il existe Y € R? tel que

B(Y,RQ) NQ = @, et ’X—Y| = Ro.
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Alors pour C' > % et pour tout X’ € Q,
(n(X),X - XY+ C|X — X'|>> 0.

Les auteurs définissent la notion de solution au probleme de Skorokhod comme suit :

Définition 1.1.13. Soit F' € C([0,T],R™). Un couple de fonctions Y, k € C([0,T],R™) est
dit solution sur €2 du probléeme de Skorokhod associé a F, si, pour tout ¢t > 0,

1) Y(t)+ k(t) = F(t),

2) Y(t) €Q,

3) k est & variations bornées, et satisfait que

¢ t
ke = [ Livieony dlkls et k(t) = [ €(s)dlkl., pour &(s) € n(Y (5))
ou |k|s désigne la variation totale de k sur [0, s].

Ils obtiennent alors le théoréme

Théoréme 1.1.14. Sous les hypothéses (1.1.13) et (1.1.14) il existe une unique solution

au probleme de Skorokhod associé¢ a F. De plus, [’application
F—Y

est 1/2 Holderienne sur tout compact de C([0,T], R™).

Pour l'existence d'une solution, dans le cas d'un ouvert régulier, P. L Lions et A. S

Sznitman utilisent une méthode constructive. Ils considerent le probleme

(YeY(t) = F'(t)— iw(ye@)), 0<t<T
Ye(0) = F(0),

(1.1.15)

ou d: R" — R est une fonction positive, nulle sur Q, et égale au carré de la distance a Q

sur un voisinage de €. Alors, en notant
1t
ot f/ Vd(Y<(s)) ds,
e Jo

ils démontrent la convergence locale uniforme de (Y¢, k%) vers une solution du probléme de

Skorokhod associé a F. On utilisera un procédé tres analogue pour le travail présenté dans
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ce manuscrit. De la méme maniére que dans [34], la solution Y* de (1.1.15) a vocation
a demeurer dans Q A la limite, dans notre cas € sera un réseau. Il s’agit d'un fermé de
R? d’intérieure vide, non convexe, qui ne respecte pas les conditions (1.1.13) et (1.1.14).
Plus précisément, une application n qui vérifierait ces conditions en tout point du réseau

n’existe pas. Si 'on considére un réseau
n
i=1

conformément a la définition 1.1.6 d’une jonction. Alors pour tout ¢ = 1,...,n et tout
X e J,

n(X) = {X* X"}
convient, au sens ou n(X) respecte (1.1.13) et (1.1.14). En revanche, il n’est pas forcément
possible de définir une telle application en un sommet. C’est le cas du réseau qui sera étudié

dans ce manuscrit, a savoir
I':= {O}UJNUJOUJ5UJE, (1.1.16)

oll, en notant (e, e3) la base canonique de R?,

o Jy:=Riey, oul ey = e,

e Jo:=Rjep, ol ep = —ey,
o Js:=Rieg, oueg = —ey,
o Jp:=Rieg, oueg:=e.

N

JE

Js

FIGURE 1.3 — Le réseau I’
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On travaille sur cet objet car c¢’est une illustration tres simple du fait que les structures
de réseau n’ont pas les propriétés nécessaires pour appliquer les résultats sur le probleme
de Skorokhod présentés par P. L Lions et A. S Sznitman. On raisonne par ’absurde, en

supposant qu'il existe une application n qui vérifie (1.1.13) et (1.1.14), et on considere

k.= (2 ) € n(0).

On suppose sans perdre de généralité que k; # 0. Alors en choisissant

L
X = 200 € F,
0

ou Cj est la constante dans I'hypothese (1.1.13), on obtient

_ R
4Cy
< 0.

(0— X, k) +Col0 — X|* =

1.2 Description du probleme étudié et résultats

On décrit dans cette section les questions étudiées au cours de cette these, ainsi que
les résultats obtenus. On donnera d’abord une heuristique de la question qui a initié le
travail effectué lors de ces quatre ans. On posera ensuite le probleme précis étudié, pour

enfin décrire les résultats obtenus.

1.2.1 Problématique initiale

On considére une jonction de R? au sens de la définition 1.1.6. On plonge I" dans R?
comme fait dans [4], au sens ol on considére I' comme un sous-ensemble de R? muni de
sa topologie usuelle. Dans tout le manuscrit, le terme trajectoire désignera une solution
du systeme (1.2.1) ou bien du probléme limite. Soit A un sous-ensemble compact de R
On pose

A:={a:R, — A, mesurable}.
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On considére alors pour X € R? et a € A, le systéme

(VX0 (1) = fYScn)alt) — VY EE(D)

1.2.1
yXes() = X €R? 12

ou %Vd est un terme de pénalisation, d € C1'(R?* R, ) ne dépend que de la géométrie de
I', tel que
{d=0}={Vd=0} =T. (1.2.2)

Ce terme de pénalisation a pour objectif de contraindre la trajectoire, a la limite ¢ — 0,

a évoluer sur le réseau. On pose alors
1
Ff:(Y,a) e AxR*— f(Y,a) — =Vd(Y).
€
On associe a (1.2.1) un cofit instantané
(:R*x A—R,
et on considere, pour A > 0 donné,
—+o0 A\
T(X, ) = / UYE@), at))e ™ dt. (1.2.3)
0

On pose enfin
V(X)) = O1[r€1Jf4J (X, a).

On suppose que [ et ¢ satisfont respectivement les hypotheses (1.1.2) et (1.1.3) et que
A vérifie les hypotheses 1.1.7 et 1.1.8. Sous ces hypotheses, le théoreme 1.1.4 s’applique

et V¢ est I'unique solution de viscosité de I’équation

M (X) 4 sup {— (Vu' (X), F¥(X,a)) — ((X,a)} =0, X € R% (1.2.4)

a€A

Cette approche a pour but d’obtenir les deux résultats suivants :

1. Obtenir la convergence (dans un sens qui sera a préciser) de la suite de trajectoires
(YX’Q’€)€>O solutions de (1.2.1), vers une trajectoire limite Y, tel que pour tout
t >0,
Y(t)eTl.
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2. Que la trajectoire limite Y soit associée a un probleme de controle optimal posé
sur I' au sens de [1, 28], limite (en un sens également a préciser) de la suite de
problémes de controles posés sur R? a e fixé.

On s’attend, a ce que la suite (V°)_., converge vers une fonction V' qui soit la

fonction valeur du probleme limite associé au systeme vérifié par Y.

On peut résumer les deux points ci-dessus par le diagramme suivant, ou P° est une
notation heuristique au probléme de controle optimal posé sur R?, associé¢ au systéme
(1.2.1), et P le probléeme de contrdle optimal posé sur I" au sens de [1] associé au systeme
limite vérifié par Y.

est associé au probleme de controle
YX7a75 P6

§490 , ab420U00,,
S0, 9b420100,,

est associé au probleme de controle

~
v,

On remarque que I'on s’autorise une condition initiale hors du réseau. Cela s’interprete
comme autoriser la trajectoire limite Y a “sauter” sur le réseau a t = 0, avant de se mettre

& évoluer continiment sur celui-ci.

Dans les articles [1, 3] la condition initiale est prise sur le réseau, et les controles
admissibles sont uniquement ceux permettant aux solutions de (1.1.1) d’étre telles que
pour tout ¢ > 0, Y (t) € I'. Dans [4], comme décrit dans la sous-section 1.1.2, Achdou et
Tchou approchent une trajectoire définie sur le réseau par contrainte d’état. On considere
une suite d’ouverts Q. C R?, décroissante pour I'inclusion qui converge vers I'. Pour £ > 0,
on considere A, 'ensemble des controles qui contraignent la solution de (1.1.1) a rester

dans Q.. A la limite ils obtiennent les résultats de [1].

Le but ici est d’approcher un probléeme de controle optimal posé sur un réseau, sans
avoir a se restreindre sur l’ensemble des controles admissibles, ou sur l’ensemble des
conditions initiales. On veut s’autoriser I’ensemble de controles le plus général possible.
L’idée d'un systeme de la forme (1.2.1) provient de la maniere dont Lions et Sznitman

construisent des solutions au probleme de Skorokhod, comme décrit dans la sous-section
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1.1.3. Sous les hypotheses faites sur d, le vecteur
! Vd(Y)
€

est toujours “dirigé” vers le réseau, pour tout Y € R?. Cela aura pour conséquence sur
le vecteur vitesse de la solution de (1.2.1), dés que e sera suffisamment petit, d’avoir

tendance & “ramener” Y€ vers le réseau.

1.2.2 Convergence des trajectoires pénalisées et de la suite des

fonctions valeur

Dans tout le manuscrit, on se placera dans le cas particulier du réseau définit par

(1.1.16), dont on redonne ici une illustration

N

JE

Jo 0

Js

FIGURE 1.4 — Le réseau I

Le choix de cette configuration est fait pour des raisons de simplifications de calculs.
La spécificité de ce réseau est qu’il n’a pas de demi-droite, au sens ou, pour toute aréte
J; du réseau, —J; est aussi une aréte du réseau. Cela permet de choisir une fonction

polynomiale simple pour d,

d: X € R? — X2X2.

Remarque 1.2.1. La fonction d satisfaisant (1.2.2) n’est évidemment pas unique. Dans le

cas présent on aurait pu choisir -par exemple- n’importe quelle fonction de la forme
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d: X € R? = (A X1)*(uX3)™,

avec A\, u > 0et p,g e N.

Remarque 1.2.2. Le choix des notations pour les arétes et leurs vecteurs directeurs provient

des quatre points cardinaux.

Le choix d’un tel réseau n’est a priori pas restrictif, il permet d’alléger les calculs. On
proposera dans le dernier chapitre de ce manuscrit des éléments de généralisation.

Une étude des propriétés algébriques de d ainsi que de ses trajectoires de descente de
gradient est donnée dans le chapitre 2. On donnera dans ce méme chapitre des résultats
complémentaires sur les équations différentielles ordinaires et sur ’étude de trajectoires

de descente de gradients. En particulier, on montre que la solution du systeéme

Y/(t) = —Vd(Y(t)) (125
Y(0) = X €R? ' o

admet un limite lorsque ¢ tend vers 4+o00. Plus précisément, on établit la proposition 2.3.2 :

Proposition 1.2.3. Pour tout X € R?, la limite de Y (t) existe lorsque t tend vers +oo,

et en notant
X = lim Y(¢), (1.2.6)

t——+o00

X el.

On étudie dans le chapitre 3 le systeme (1.2.1), pour « € A fixé. L’objectif de ce cha~
pitre est d’étudier asymptotique € — 0 des trajectoires Y X*¢, et d’obtenir des résultats

uniformes en a. On simplifiera alors les notations en réécrivant (1.2.1)

(VYW) = FOE.H — V(). £20
YE(0) = X eR2.

(1.2.7)

Le résultat principal du chapitre 3 est le suivant :

Théoréme 1.2.4. On suppose que l'hypothése (1.1.2) est vérifiée par f. Alors pour tout
X € R2, il existe une suite (€,)nen de réels convergeant vers 0, ainsi qu’un couple de
fonctions (Y, k), tel que
1. Si X € I, alors pour tout T > 0, la suite (Y k*), _\ converge vers (Y, k)
uniformément sur [0, T] et simplement sur [0, +o00. De plus, (Y, k) € (H'([0,T7))*
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2. Si X ¢ T, alors pour tout T > 0 et tout n > 0, la suite (Y, k" ),en converge
vers (Y, k) uniformément sur [n,T|, et simplement sur [0, +oc[. De plus, (Y, k) €
(L([0,T]) nH([n, T1))*.

3. St X ¢T, alors

Y(0"):= limY(¢) = X,

ou X est définit par (1.2.6).
4. Pour tout t > 0,
Y(t) eT. (1.2.8)

5. Pour toutt >0 .
Y(t) = X + /0 F(Y(5),5)ds — k(t). (1.2.9)

Il est important de remarquer qu’on n’est pas en mesure d’obtenir ’existence de la li-
mite, a savoir 'unicité de la trajectoire limite. La principale conséquence étant qu’il faudra
considérer lors de I’étude du probleme de contrdle dans le chapitre 5 une fonction valeur
qui minimise le colt sur 'ensemble des controles et sur les différentes trajectoires limites

possibles. La démonstration de ce théoréme repose sur des estimations L5, uniformes

2
loc

culier, le caractére H (R,) en dimension 1 donne la continuité des trajectoires limites

en € sur Y° et k%, et des estimations Li . uniformes en ¢ sur (Y¢) et (k%). En parti-
sur R% . Le troisieme point du théoréme s’obtient en montrant que toutes les sous-suites
(Y(tn))nent,>o0 convergent vers la méme limite. On montre d’abord la convergence en
norme de (]Y (,)|)nen.s, >0, puis on utilise le fait que X est sur le réseau I' pour conclure.

Une trajectoire limite Y étant continue, on peut écrire I’ensemble des instants en

lesquels elle n’est pas a la jonction de la maniere suivante :

{Y 7£ 0} = U]ak,bk[, ]ak,bk[c Ri, k € N. (1210)
keN

Il découle du point 4. du théoreme 1.2.4 que pour tout ¢ > 0, et toute trajectoire limite

Y, siY(t) #0, alors il existe k € Net i € {N,0,S,E}, tel que t €]ay, by[ et Y(t) € J;.
On obtient alors une caractérisation des trajectoires a ’intérieur des arétes, qui

est donnée par la proposition 3.4.3 que I'on écrit ici (avec e; étant la notation pour la

rotation d’angle 7 du vecteur ;) :

Proposition 1.2.5. Soit une donnée initiale X € R? et (Y, k) une valeur d’adhérence
de (Y, k). Soit m € N et i € {N,O, S, E} tel que pour tout t €lan,, by, Y (t) € J;, ot
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|@m, bin| est donné par (1.2.10). Alors si a,, = 0 pour tout t € [0, by,],

(Y(t),et) = 0

YO = (Foe)+ [ (0(s)3)e0 ds. —
et B
(k(t),e) = (X =X,e;) t -
<k(t),ef> = <X—X,ef>+/0 <f(Y(s),s),eiL> ds. o
Sty # 0, alors pour tout t € [a,, by,
(Y(t),et) = 0
' (1.2.13)
Y (t),e) = /am (F(Y (s),8),¢5) ds,
et
(k(t),e)) = (k(am),e)
(1.2.14)

(k(t),et) = <k(am),eg>+/a;<f(Y(s),s),ef> ds.

Cette proposition assure qu’au sein d’une aréte J; du réseau, la trajectoire limite est
solution d’une équation différentielle sur la composante tangentielle de la dynamique f a
Ji, 1a ou la pénalisation limite k est quant a elle déterminée par sa composante normale.
On s’apercoit donc que I’évolution d’une trajectoire limite le long d’une aréte ne dépend
pas de la pénalisation mais uniquement de la dynamique f initialement choisie.

On accorde de I'importance au fait qu’on est capable de déterminer I'expression de Y
uniquement si ’on sait a priori qu’elle se trouve dans une aréte. En effet, et c’est en parti
la raison pour laquelle on se trouve dans I'impossibilité de conclure quant a I'unicité de
la trajectoire limite, lorsqu’une trajectoire limite Y atteint la jonction en un temps ¢y, on
n’est pas en mesure de déterminer son comportement sur un intervalle du type |to, to + 6].
La trajectoire reste-t-elle en 07 Rentre-t-elle dans une branche ? Si oui, laquelle 7 Oscille-
t-elle autour de la jonction ? Ce sont des questions qui restent ouvertes.

On exhibe aussi dans le chapitre 3 des zones d’invariance pour les solutions du systéme
(1.2.7), ainsi que des temps d’atteintes de ces zones pour les trajectoires Y© solutions.

Dans le chapitre 4, on fait un parallele entre 1’étude des trajectoires limites Y© et
I’étude du probleme de Skorokhod posé sur I'. Ce probleme n’est en soit pas défini sur
[ au sens de celui définit dans [34]; T est un fermé d’intérieur vide, ne respectant pas

la condition de sphere extérieure. La technique de pénalisation utilisée dans le chapitre
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3 est la méme que celle utilisée par P.L. Lions et A.S Sznitman dans [34] pour construire
des solutions au probleme de Skorokhod sur un ouvert régulier. On obtient a la limite par

(1.2.9) que le couple (Y, k) respecte une égalité de la forme
Y(t) + k() = F(1),

ot F(t) € R? et Y(t) € T, et ot k' est orthogonal a I'. Cela fait grandement penser a
la définition donnée dans [34] de la solution au probleme de Skorokhod. Néanmoins le
probléme 3.3.1 respecté par un couple (Y, k) est mal posé, au sens ou il n’y a pas unicité
du couple solution respectant les différentes propriétés des trajectoires et pénalisations

limites exhibées dans le chapitre 3.

On étudie également dans ce chapitre plusieurs exemples de dynamiques pour 1.2.7.
On regardera en particulier le cas ou la dynamique f est constante, et ou X est un point
du réseau. On est dans ces cas précis en mesure d’établir 'unicité de la limite, ainsi que
de la déterminer. On exhibera également un exemple de dynamique pour laquelle, si le
systeme est a la jonction a ¢t = 0, la trajectoire limite Y ne rentre dans aucune branche,

au sens ou il n’existe pas J; une aréte de I' et 6; > 0, tel que pour tout ¢ €]0, ;]
Y(t) € J;.

Dans le chapitre 5, on étudie 'asymptotique du probléme de contréle optimal définit

par le systéme 1.2.1, que 'on rappelle ici :

(YXey(t) = fYVec(t),a(t) - IV S (D)
€ (1.2.15)
yXes(0) = X € R?
Le théoréme 1.2.4 permet de définir, pour a € A et X € R?
W(X,a) = {Y R, R, 32, — 0, [[y¥es v N o}, (1.2.16)
n—-+o0o LTSC(RQ)

I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite des solutions de (1.2.1).

On définit les quantités asymptotiques suivantes, qui ne sont a priori pas de “vraies”
fonctions cofit et valeur au sens de celles définit dans [1]. Pour X € R? a € A et
YA e w(X,a),

+oo
J(YXe) = / LY X9(s), als))e ™ ds, (1.2.17)
0
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et de méme pour tout X € R?

V(X):=  inf J(YXo, (1.2.18)

yXoaew(X,a)
Dans notre analyse, nous ferons les hypotheses suivantes :

Hypothese 1.2.6. Pour tout (X,a) € R? x A,
(X, a) =0(X). (1.2.19)

Hypotheése 1.2.7. Pour tout X € R?

B(0,1) C f(X, A). (1.2.20)

Remarque 1.2.8. L’hypothese (1.2.19) est restrictive mais est essentielle pour la preuve du
théoreme 1.2.10. On est incapable de s’en affranchir ici bien que cela permettrait d’avoir
un résultat plus général. On traite dans le chapitre 5 'exemple 5.2.10, dans lequel ¢ a une

dépendance selon les coordonnées de a € A, et entraine l'invalidité du théoreme 1.2.10.

Remarque 1.2.9. L’hypothese (1.2.20) est une hypothese de forte contrélabilité en tout
point de 'espace, similaire & celle effectuée dans les travaux [1, 2, 4] a l'origine. On a ici
besoin de cette hypothese en tout point de I'espace, notamment pour obtenir les résultats

de suivis de trajectoire de la section 5.1.3.

Le résultat principal de ce chapitre, qui est le résultat principal de ce manuscrit est le

suivant

Théoréme 1.2.10. On suppose que les hypothéses (1.1.2), (1.1.3), (1.2.19) et (1.2.20)
sont vérifiées. Alors

1. (V®).., converge localement uniformément vers V sur R?,

2. Pour tout X € R?, V(X) = Vp(X), ot pour tout X € R?, X est la notation donnée

par Uégalité (2.3.7), et Vi est la fonction valeur sur le réseau définit en (1.1.11).

Ce théoreme assure la convergence de la suite de fonctions valeur associées aux sys-
temes pénalisés vers la fonction valeur solution du probleme de Hamilton-Jacobi posé sur
', défini dans [1]. On n’a cependant pas la convergence de la suite des hamiltoniens.

Cela se prouve en utilisant ce qu’on appellera des résultats de suivi de trajectoires.

Plus précisément, pour X € R%, ¢ > 0 et 3 € A, on dira que I'on peut suivre la trajectoire
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YX#Fe depuis le réseau, s'il existe ag € Ax (c.f. (1.1.10)) un contrdle maintenant la

trajectoire sur le réseau, tel que l'on ait un résultat de la forme
Ve >0, Vi >, |(YNPe —yRen) ()| <,

ol 0 > 0 et t° est un temps d’ordre de grandeur €7, v > 0. On aura des résultats analogues
pour suivre une trajectoire sur réseau par une trajectoire pénalisée, ou encore pour suivre
une trajectoire pénalisée a I'aide d’une autre trajectoire pénalisée. Ce sont ces résultats
de suivi de trajectoire qui posent le plus de problemes, essentiellement techniques, dans ce
chapitre. Une fois qu’ils sont établis, la démonstration du théoréme 1.2.10 devient aisée.

Dans le chapitre 6, on discute des questions qui restent ouvertes a l’issue de ce travail,
ainsi que de certaines extensions immédiates. On discutera en particulier autour du choix
de la fonction distance pour un réseau général.

Le travail effectué au cours de cette these est original, en ce sens ot la contrainte d’état
sur les trajectoires ne se fait pas au niveau de I’ensemble des controles considérés, mais
a l'aide d'un terme de pénalisation qui dépend uniquement de la géométrie du domaine

considéré.
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CHAPITRE 2

RESULTATS PRELIMINAIRES

2.1 Quelques résultats sur les équations différentielles

Il s’agit dans cette section d’adapter les résultats classiques d’équations différentielles
ordinaires (existence et unicité des solutions, continuité du flot par rapport a un para-
metre) dans le cas ou la dynamique n’est pas continue par rapport a la variable temporelle
mais seulement mesurable. On se basera sur le travail effectué par C. Wagschal dans [45,
section 2.A], qui re-démontre les résultats classiques d’EDO (Cauchy-Lipschitz, théoreme
de sortie de tout compact et lemme de Gronwall) dans cette configuration. L’objet prin-
cipal de cette section est le théoreme 2.1.10, qui donne un résultat de régularité du flot
par rapport a un parametre.

Dans toute cette section, I désignera un intervalle de R, E un espace vectoriel de
dimension finie et  un ouvert de E. Pour F' : [ x 0 — FE, et ty € I on considere le

probleme de Cauchy

{ Y'(t) = F(Y(t).1), (2.1.1)

Y(tg) = X, €.

On appelle solution du probléme de Cauchy (2.1.1) un couple (J, ), ou J C I est un
intervalle contenant ¢y et ¢ : J — E une fonction localement absolument continue sur J

(i.e absolument continue sur tout compact de J), tel que p(ty) = Xy et pour presque tout

ted, ¢'t) = Fle(t),1).
On dira que (J, ) est mazimale si pour toute solution (J, @), J C J et ¢ = I
On dira que (J, ) est globale si J = 1.

2.1.1 Théoreme de Cauchy-Lipschitz pour des fonctions de Ca-
rathéodory

Les résultats de cette sous-section peuvent étre trouvés dans [45, chap 2.A], avec des

versions plus faibles pour certains. Ces résultats seront utilisés pour établir le théoreme
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2.1.10, ainsi que dans le chapitre 3, lors d'une discussion autour de ’existence de la limite

de la suite de solutions (Y¢).~g, du systeme 1.2.7.

Définition 2.1.1. Une fonction F': [ x Q — E est appelée fonction de Carathéodory si
1) pour tout X € €, la fonction t — F(X,t) est mesurable,
2) pour presque tout ¢ € I, la fonction X — F(X,t) est continue.

La preuve du théoréme suivant s’effectue comme dans le cas ou F est continue par
rapport a sa variable temporelle. On utilise un théoreme de point fixe, qui est rendu

possible grace a des hypotheses de locale intégrabilité sur F.

Théoréme 2.1.2 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz local). On suppose
1) Pour tout compact K C §, il existe L > 0 tel que, pour presque tout t € I et tout
(X,Y) € K2,
|F(X,t)— F(Y,t)| < Lg |X =-Y],

2) F est une fonction de Carathéodory et pour tout X € Q, t — F(X,t) est localement
intégrable.

Alors le probléeme de Cauchy (2.1.1) admet une unique solution mazimale (Ix,,Y).
On rappelle aussi un théoreme de sortie de tout compact.

Théoréme 2.1.3 (Théoreme de sortie de tout compact). Soit Y :|a,b|[C I — €, une
solution maximale de (2.1.1), ot b < +00. On suppose
1) Pour tout Y € Q il existe ¢ > 0 et r > 0, tel que pour presque tout t € [b—e,b[, et
tout X € B(Y,r),
|F(X,t)| < L,,

ou L, est une constante strictement positive.
2) F est une fonction de Carathéodory.
Alors pour tout compact K C €, il existe sk €|a,b[, tel que pour tout t € [sk,b],

Y(t) ¢ K.

Remarque 2.1.4. Dans le cas ou F' est bornée et localement uniformément Lipschitzienne
par rapport a sa deuxiéme variable, les conditions 2) du théoréeme 2.1.2 et 1) du théoréme

2.1.3 sont automatiquement vérifiées.
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Remarque 2.1.5. On peut remplacer dans le théoreme 2.1.1 la constante Ly par une
fonction

gK:I—>R+,

localement intégrable [45, Chap 2.A, Théoréme 2.2.3]. Il en va de méme pour L, dans
la proposition 2.1.3. Cela est dii au résultat suivant, qui est une version du lemme de

Gronwall plus faible que celle utilisée habituellement.

Lemme 2.1.6 (Lemme de Gronwall). Soit ¢ : [t1,t2] — R une fonction absolument

continue telle que pour presque tout t € [ty, 3],

#'(t) < a(t)p(t) + (1),

ou a et b sont intégrables. Alors

to ‘ .
Qp(tg) < 90(751)6 t a(s)ds I / 2 b(']-)eftl a(s)ds dr.

t1

2.1.2 Dépendance par rapport a un parametre

On considere dans cette section le systeme

(2.1.2)

Y'(t) = F(Y(t),t,¢)
Y(to) = Xo,

ou F' est une fonction
I xQx=—F,

ou = est un espace métrique. Pour tout € € =, on appelle solution du probleme de Cauchy
(2.1.2) un couple (J%, %), ou J° C I est un intervalle contenant ¢y et ¢ : J° — E une
fonction localement absolument continue sur J¢ (i.e absolument continue sur tout compact
de J), tel que ¢°(ty) = Xo et pour presque tout t € J¢, (¢°)'(t) = F(¢°(t),t,¢).

On effectue I'hypothese suivante sur F':

Hypothese 2.1.7.
1) Pour tout € € =,
(X,t) e Qx [ — F(X,te)

est une fonction de Carathéodory, et pour tout X € Q, t — F(X,t,¢) est locale-

ment intégrable, uniformément par rapport a e.

35



Résultats préliminaires

2) Pour tout compact K C €, il existe Ly > 0, tel que pour presque tout t € I, pour
tout € € Z et tout X, Y € K,

|F(X7t>€)_F(Y7t7€)‘ SLK‘X_Y’

Sous I'hypothese 2.1.7, le théoreme 2.1.2 s’applique a € fixé. La proposition suivante

fournit I'existence d’un intervalle d’existence de solutions pour (2.1.2), uniforme en € € =.

Proposition 2.1.8. II existe I, x,) C I indépendant de € € =, tel que pour tout € € Z,

il eziste une unique solution (I, x,),Y) de (2.1.2).

Démonstration. L’'unicité a e fixé se traite de la méme maniere que pour le théoreme de
Cauchy-Lipschitz 2.1.2. On traite ici la question d’un intervalle d’existence uniforme en
cEE.
Soit r > 0, on pose
K := B(Xy,7)

L’hypothese 2.1.7 donne l'existence de ¢, > 0, indépendant de € € =, tel que pour tout
eek=
t0+tr
/ (|F(Xo,s,€)| + Lgr) ds <.
t,

o—tr
Il suffit ensuite de refaire la preuve classique du théoreme de Cauchy-Lipschitz a ’aide
d’une méthode de point fixe pour montrer que pour tout € € = il existe une solution de
(2.1.2) définit sur |ty — ¢, to + t,[. De plus, pour tout t €]ty — t,., to + t,.[, pour tout € € =,
Y(t) e K. m

Définition 2.1.9. On appelle flot associé a (2.1.2) I'application

P(to,Xo) * (tv 5) € I(to,Xo) X = Y(t)a

olt I4, x,) est donné par la proposition 2.1.8 et Y la solution de (2.1.2) définie sur I, x,)-

On s’intéresse dans cette section a la régularité du flot sur I x,).

Lorsque F est continue et localement lipschitzienne, il est bien connu (voir [19, théo-
reme 1.11.1, p.126] et [45, théoreme 2.5.2, p.344]) que @, x,) est elle aussi continue.
Le théoreme suivant apporte la continuité de ¢, x,) lorsque I’ n’est que mesurable par

rapport au temps, en rajoutant des hypotheses.

Théoreme 2.1.10. On suppose que F respecte [’hypothése 2.1.7. On suppose de plus que
pour tout compact K C Q, il existe Dk : (t,s) € I x [0, +o00[— R, continue, tel que
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1. Wk(s,r) — 0, uniformément par rapport a s € I,
T—r

2. pour tout X € K, presque tout t € I et tout e,¢’ € =,
F(X,t,) = F(X,1, &) < aelt, e — '),

Alors (t,e) € I X E = @, x0) (L, €) est continue sur I x Z.

Démonstration. On mentionne d’abord le lemme suivant, dont on trouvera la preuve dans
[19, section II.1, lemme 1.10.3].

Lemme 2.1.11. Soit ¢ : I X = — E séparément continue par rapport at € I et ¢ € =.
On suppose que ¢(t,-) : = — E est continue uniformément par rapport a t € I. Alors u

est continue.

Dans la suite de la preuve, afin d’alléger les notations, on notera

¥ = P(to,Xo)-
A e fixé,
t— @(t,e)

est continue sur I, x,), il suffit donc d’apres le lemme 2.1.11 de montrer que pour 7 €
Iiyy,x,) €t €0 € £,

e p(T,¢€)

est continue en gy uniformément par rapport a 7. Soit r > 0 comme dans la preuve de
la proposition 2.1.8, et ¢, > 0 tel que [T —t,,7 4+ t,| C I(4,,x,). Alors la proposition 2.1.8

donne que pour tout ¢t € [T —t,, 7 + t,] et tout € € =,
o(t,e) € B(Xo,r) =: K. (2.1.3)
Donc pour presque tout t € [T —t,, 7+ t,] et tout ¢ € =,
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|§0l(t’50) - 90/(t75)| < |F(90(t750)7t750) - F
S |F(g0(t,80),t,€0) — F
+ ’F(w(tvgﬂ)vtvg) - F((,O(t,é‘),t,é‘)‘

< Wk (t,|eo —€l)

+ Li|p(t, e0) — o(t,e)].

Soit 7 > 0. L’hypothese 1. donnée dans 1’énoncé du théoreme donne 'existence de A > 0

indépendant de ¢ tel que, si | — gg| < A, alors pour tout t €7 — t,., 7+ ¢,]

- n
WK(t, ‘80 - €|) < W

Le lemme de Gronwall assure que pour tout € € =, si |e — go| < A, alors

|§0(t7 80) - (p(t, 5)' <n.

Le théoréme est donc montré. O]

Corollaire 2.1.12. Si pour tout ¢ € =, la solution mazimale du systéme (2.1.2) est

globale, alors o, x,) est définie et continue sur I x =.

Remarque 2.1.13. Dans le cas ou F' est continue, = est autorisé a seulement étre un espace
topologique. L’hypothese 2. du théoreme 2.1.10 étant une hypothese d'uniforme continuité

par rapport a ¢, on est contraint d’avoir une notion de distance sur =.

Remarque 2.1.14. L’hypotheése de mesurabilité sur F' requiert de prendre F de dimension

finie, et non un Banach quelconque, pour conserver 'intégrale de Lebesgue.

Remarque 2.1.15. L'hypotheése 4) du théoreme 2.1.10 est celle qui permet de compenser
I’absence de continuité par rapport au temps. G. Barles fait une hypothese tres semblable
dans [11], ou il étudie la convergence de solutions de viscosité d’équations paraboliques

non-linéaires avec dépendance mesurable en temps.
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2.2 Quelques résultats de descente de gradient

On donne dans cette section quelques résultats sur les systemes différentiels (2.1.1) de

la forme

F(Y,t) = -Vg(Y),

dis de descente de gradient :

{Y’(t) = —Vg(Y(t), t>0 (2.2.1)

Y(0) = X eR"
avec g : R" — R différentiable.

La littérature sur cette problématique est treés riche, on donne ici les résultats qui
seront utiles pour la suite de ce travail, ainsi que quelques références bibliographiques
générales.

Deux questions sont particulierement intéressantes ici. La premiere concerne les hypo-
theses a vérifier sur g pour qu’il y ait convergence des trajectoires vers un de ses points

critiques X . La deuxiéme concerne la régularité de I'application
X eR"— X,

ou

X := lim Y(t), Vg(X)=0,

t—+o00

en cas de convergence des trajectoires.

2.2.1 Inégalité de Lojasiewicz et convergence des trajectoires

On donne une premiére inégalité, qui prodigue une condition suffisante pour avoir la
convergence de la solution de (2.2.1). Cette inégalité est présentée dans [35], ou le contexte
général de son établissement ainsi que certaines de ses conséquences directes pourront étre

trouvés.

Définition 2.2.1 (Inégalité de Lojasiewicz).
Soit g : R™ — R telle que Vg(X) existe en tout point X de R". On dit que g satisfait

I'inégalité de Lojasiewicz dans un voisinage V, d'un point a € R", ¢il existe C' > 0 et
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0 < @ < 1 tels que, pour tout X €V,

IVg(X)| > C'lg(X) — g(a)|’.

Le résultat suivant est une conséquence de cette inégalité. La preuve de ce théoreme

est classique, et peut étre par exemple retrouvée dans [23, 37].

Théoréme 2.2.2 (Convergence des trajectoires de gradient). On suppose que
g :R™ — [0, +00[ est de classe C* et satisfait I'inégalité de Lojasiewicz. Alors
1. Pour toute donnée initiale X € R™, la solution mazximale Y de (2.2.1) est globale
sur Ry.

2. Pour toute donnée initiale X € R", il existe un point critique X de g tel que

Y(t)

t—-+o0

Démonstration. Soit X € R™ qui n’est pas un point critique de g, on suppose sans perdre
de généralité que g(X) = 0. On note T'x > 0 le temps d’existence de Y. On montre d’abord
que t — g(Y(t)) est décroissante sur [0, Tx[. On calcule pour tout t € [0, T'x[

Lo (1)) = (Vo(Y (1)), Y'(1)

= —|Vg(Y (1)

Soit t € [0, Tx[. Alors

— g Y () = — (Va(Y (1) Y (£) g (Y ()
= [Vg(Y () g~ (Y (1))
> C|Vg(Y (1)

car g respecte I'inégalité de Lojasiewicz. Donc

[l ds = [0 (@) ds € Zrgele™ () =V 0)
1

< mgl_e(X)'
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La longueur de la trajectoire {Y(s)}scjory| €st donc bornée indépendamment de t €
[0, T'x[. Cela assure que Y est bornée, et donc par le théoréme de sortie de tout compact
Y est globale, donc 1. est prouvé. On obtient de plus que {Y(s)}scr, admet des valeurs

d’adhérences. Il reste a montrer qu’il n’en existe qu'une. Soit ¢t € R, et 7 > 0. Alors

t+7
Y+ =Y < [ [V(s)l ds
¢
1
< gVt —g" (Y ().
<Seaogle WD) g @)
Or la suite (g(Y'(?))),, converge, elle est donc de Cauchy. Il en va donc de méme pour
(Y());50 et donc Y(t) converge vers X € R™. De plus, X € R" est nécessairement un
point critique de g. En effet, si ¢a n’était pas le cas, |Vg| serait minoré au voisinage de X

puisque g est C!. Plus précisément, il existerait > 0 tel que pour tout Y € B(X,n),

V()] = W

Comme Y (t) converge vers X lorsque ¢ tend vers +o0, pour tout 0 < ¢ < 7 il existe

t. > 0, tel que pour tout t > .,

Donc pour tout ¢ > t.

> 1= [ Vg(Y(s))ds| —¢
te
Vg(X),
> (t — tg) 5
Donc il existe t > t. tel que
V() -X|>¢
ce qui aboutit a une contradiction et complete la preuve. ]

On cherche maintenant a avoir des conditions suffisantes sur g afin qu’elle respecte 1'in-
égalité de Lojasiewicz. La premiere est classique et peut étre trouvée dans [35, Théoreme

4] et [36, Proposition 1, p.92]. C’est dans ce cadre que va s’inscrire ce mémoire.

Théoréme 2.2.3. Si g est analytique sur R", alors g respecte l'inégalité de Lojasiewicz.
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La proposition suivante donne des conditions suffisante plus faibles sur g. On introduit
la notion d’ensembles sous- et semi-analytiques dans R"™. On pourra, pour plus de détails

sur la géométrie sous- et semi-analytique, consulter [15, 38].
Définition 2.2.4 (Sous-analycité).

1) Soit A C R™. On dit que A est semi-analytique, si pour tout point de R", il existe un
voisinage V' de ce point et une famille de fonctions analytiques (fi;, gij),<; <p1<j<q’

définies sur V, tel que

i=1j=1

2) A est dit sous-analytique, si tout point de R™ admet un voisinage V, tel que
ANV ={X eR": X €Il1(B)},

ou B est un sous-ensemble semi-analytique borné de R™ x R™ pour un certain
m > 1, et I1;(B) sa projection sur R™.
3) Une fonction g : R™ — R est dite sous-analytique, si son graphe

{(X,9(X)), X eR"}

est un ensemble sous-analytique de R™*!,

Fxemple 2.2.5. La fonction
d: X =(X1,Xp) € R? = X7X7

est sous-analytique. On choisit cette fonction en particulier, car comme présenté dans
la section 1.2.2, c’est grace a cette derniere que 1’'on va construire la pénalisation pour

contraindre les solutions du systéeme (1.2.1) a se rapprocher du réseau I'.

Ezxemple 2.2.6. On considére un ensemble (e;);—1., un ensemble de vecteurs unitaires de

R™ ainsi que le réseau

=1
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Alors la fonction .
dr: X e R? > [ (<X ej>2 + (X, ei>)2)
i=1

est sous-analytique. Cette fonction est présentée dans la section 6.1 du chapitre 6 comme

une généralisation de la fonction distance d, dans le cas d'un réseau général.

Le théoréme suivant est démontré dans [16, Théoreme 3.1].

Théoreme 2.2.7. Soit g : R™ — R sous-analytique. Alors g respecte l'inégalité de Loja-

stewicz.

Ce théoreme permet d’appliquer le théoreme 2.2.2 aux deux fonctions des exemples
2.2.5 et 2.2.6. Cela permet de s’assurer de la convergence des trajectoires de descente
de gradient associées a celles-ci, et de pouvoir établir dans la proposition 3.4.2 que les

trajectoires limites des solution du systeme (1.2.1) sautent sur le réseau a t = 0.

2.3 Etude de la fonction distance au réseau

On rappelle que I'on considere dans tout le manuscrit le réseau

r={ju U Rie,
1€{E,O,N,S}

auquel on associe la fonction

d: R? - R

. 2.3.1
(Xl,XQ) —> X12X22 ( )

appelée -abusivement- fonction distance au réseau. Comme on ’a décrit dans I'introduc-
tion, on construit le terme de pénalisation pour contraindre la trajectoire a rester "proche”
du réseau. Dans ce chapitre on effectue une étude de la fonction d et on donne certaines

de ses propriétés qui vont étre utiles tout au long du travail décrit dans ce manuscrit.

2.3.1 Propriétés algébriques
On remarque tout d’abord que pour tout X := (X}, X5) € R?
X
Xi
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On vérifie alors immédiatement que d respecte
{d=0} ={Vd =0},

c’est-a-dire la relation 1.2.2 introduite dans 'introduction, que ’'on demande d’étre vérifiée

par la fonction d.

Les deux propositions suivantes donnent des moyens de comparer les quantités d(X)
et | X|, pour X € R

Proposition 2.3.1. Pour tout X € R2,

(X, Vd(X)) = 4d(X) (2.3.2)
IVd(X)| = 2d'*(X) | X]| (2.3.3)
IVd(X)| > 2v2d%*(X) (2.3.4)
|1X| > v2d'(X) (2.3.5)

L’inégalité (2.3.4) est une inégalité de Lojasiewiscz explicite vérifiée par d en tout point

de l’espace.

Démonstration. Les deux premieres égalités sont évidentes. L'inégalité (2.3.4) s’obtient en
calculant |Vd(X )|2 , et en utilisant I'inégalité classique 2ab < a?+b%. On obtient I'inégalité

(2.3.5) de la méme maniére. O

La figure suivante donne une illustration de I'inégalité 2.3.5.
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AV/A e

1/4

FIGURE 2.1 — Comparaison entre d(-) et ||

On remarque que la boule de taille maximale que ’on peut insérer dans un ensemble
de la forme
{d < A},

est de rayon /24,

2.3.2 Trajectoires de descente de gradient

On considere ici le systéme (2.2.1) avec g = d :

{Y’(t) = —Vd(Y(t)) (2.3.6)

Y(0) = X eR2

L’objectif de cette section est d’étudier les trajectoires de descente de gradient de la
fonction d, ainsi que les courbes algébriques associées.

Un premier résultat correspond a la proposition suivante
Proposition 2.3.2. Pour tout X € R?, la limite de la solution Y (t) du systéme (2.3.6)

lorsque t tend vers +o0 existe, et en notant

X = lim Y(¢t) e T. (2.3.7)

t—+00

Démonstration. La fonction d est analytique, positive, donc le théoréme 2.2.3 assure que
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d respecte l'inégalité de Lojasiewisz. On peut donc appliquer le théoreme 2.2.2 qui donne

I'existence de X € R?, un point critique de d, tel que

X = lim Y(¢).

t—-+o0
Comme ’ensemble des points critiques de d est exactement I, ceci complete la preuve. [

La proposition suivante donne des informations sur le point limite de la trajectoire de

descente solution de (2.3.6). On ré-écrit le systéme (2.3.6) coordonnée par coordonnées

Yit) = —24(H)Y2(0)
Yit) = —2YP(t)Ya(t) (2.3.8)
(11(0), ¥2(0)) = X.

Proposition 2.3.3. Pour tout X := (X, X5) € R?, la solution Y (t) de (2.3.8) vérifie :
1) Y2(t) = YP(t) = (X3 — X7)
(0,sign(X2)y/ (X3 — X7)), si [Xa| > |Xi]

(sign(X1)\/(XF — X7),0), si | X1] = | Xol.

On représente sur la figure ci-dessous la position de X par rapport a celle de X :

2) X —

o X

>

FIGURE 2.2 — Localisation de X

Démonstration de la proposition 2.3.3.
Montrons le premier point. On multiplie la premiere ligne de (2.3.8) par Y7 (), la deuxiéme

par Y5(t) puis on les soustrait. On obtient alors pour tout ¢ > 0
Ya(0)Y5(t) = Ya(t)Y{(t) = 0.
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Donc en intégrant entre 0 et ¢ on obtient :
(Y2 (t) = Y1'(1) = (Y2'(0) — Y{(0)).

Concernant le deuxieme point, on considere le cas 0 < X; < X,. Les autres cas se
traitent de la méme maniére. La proposition 2.3.2 et le premier point donnent que X est

I'intersection de 'aréte Jy avec 'hyperbole d’équation
Yy -V = X5 - X{.
L’expression de X s’en déduit donc immédiatement. O

Corollaire 2.3.4. L’application

XeR*— X
est 1/2-Hélderienne.
Remarque 2.3.5. Dans le cas particulier oun X; = X, (resp. X; = —X»), les trajectoires
de descentes évoluent sur les droites d’équation Y; = Y5 (resp. Y1 = —Y3) et convergent

vers 0.

On remarque que les trajectoires de gradient sont perpendiculaires aux lignes de ni-

veaux de d en tout point d’intersection. Autrement dit, considérons les lignes de niveaux
{d= )} ={XiX; =)\ (X1, X,) € R?*}

pour A > 0, et une hyperbole sur laquelle évoluent des trajectoires de descente, c’est a

dire un ensemble de la forme
Y2 Y2 =36

pour 0 > 0. Alors en tout point d’intersection de ces deux courbes, leurs vecteurs tangents
respectifs y sont perpendiculaires. Le lemme suivant établit les coordonnées de tels points
d’intersection. Il sera utile dans la section 5.1.3 du chapitre 5, pour établir des résultats

de suivi de trajectoires.

Lemme 2.3.6. Soit A > 0 et 6 > 0. Alors les quatre points d’intersection des courbes

d’équations respectives
Y717 =4
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et
Y12Y12 =\,

ont pour coordonnées
(X, X7,

ol
. £
6+ V8 + 4N

et
XA — 0+ Vo+4N

V2

Démonstration. On cherche a résoudre le systeme

X2x2 = A
X2-X2 = §
Comme les points d’intersections ne peuvent pas se situer sur les axes, on peut substituer

% a X? dans la deuxiéme ligne. Alors en multipliant par X3 il reste juste & résoudre
2
Xy —6X3 —\=0,

et on obtient le résultat. O
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CHAPITRE 3

ETUDE DU SYSTEME D’EDO PENALISE

Ce chapitre est consacré a I’étude du systeme 1.2.1

(YX,a,s)/(t) _ f(YX’a’€<t), aft)) — in(YX’a’E(t)), t>0
yXee(0) = X e R?,

ot pour X = (X1, X5), d(X) = (X1)%(X»)?, dans le cas particulier ot I'on fixe a € A. On

le ré-écrit alors sous la forme du systeme (1.2.7)

(VW) = FOE.H — SVAYE), £20
YE(0) = X eR2.

(3.0.1)

On rappelle I'expression de la fonction F*
1
FE(Ya t) = f(Ya t) - EVd(Y)7

de fagon a ré-écrire le systeme (3.0.1) sous la forme

{(Ya)’(t) = Fe(YE(1),1), 120 (3.0.2)

Y:(0) = X €R2

Sous I'hypothese (1.1.2), F* vérifie les hypothéses du théoréeme de Cauchy-Lipschitz 2.1.2,
ce qui assure l'existence et 1'unicité d’une solution maximale absolument continue sur

[0, +00[ pour (3.0.1). A noter que la constante de lipschitz est de la forme

1
Ci)
£

et explose donc a 'asymptotique € — 0.

On peut ré-écrire (3.0.1) sous forme intégrale :
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Etude du systéme d’EDO pénalisé

YE(t) = X + /Otf(ya(s),s) ds — i/ot Vd(Y<(s))ds, t>0 (3.0.3)

et on définit ainsi -
Kt / Vd(Y*(s)) ds. (3.0.4)
0

La dérivée de k° représente donc la pénalisation qui a vocation a ramener la trajectoire
Ye sur le réseau. k° doit étre étudié en parallele de Y¢. En effet, ce terme de pénalisation
va, & la limite, devenir celui qui contraindra la trajectoire limite Y de la suite (Y¢).o,
a rester sur le réseau. Il va étre intéressant de regarder comment ce terme agit sur la

trajectoire, et le lien qu’il va avoir avec la dynamique initiale f.

On regarde en particulier 'existence et 'unicité de la solution globale Y© de (3.0.1).
Ce point ne pose pas spécialement de difficulté et s’obtient grace a des estimations de

non-explosion en temps fini.

La question la plus intéressante est celle de I’étude de la convergence de (Y#)__,. On
verra que ’étude de cette suite ne peut pas se faire indépendamment de celle du terme
de pénalisation. Le but va étre de borner cette suite dans H'([0,T) pour tout 7' > 0 afin
de pouvoir appliquer le théoreme de Reillich (voir par exemple [17]) et procéder a une
extraction. La question de la convergence de toute la suite restera a l'issue de ce travail
en grande partie ouverte. Une discussion sera faite a propos de la stratégie adoptée pour
résoudre cette question. Il s’agira également de montrer qu’a la limite on récupeére bien
une trajectoire qui évolue entierement sur le réseau, c¢’est-a-dire, tel que pour tout ¢ > 0,

d(Y () = 0.

On s’attend a ce que cette trajectoire limite soit solution d’un systeme différentiel de

la forme
V()= X + /0 F(Y(5), 5)ds — k(t),

ou k est la limite de (k%).~o. C’est ce qu'il va se passer; en revanche comme expliqué
dans l'introduction, on n’est pas capable a l'issue de ce travail d’établir ’existence de la
limite de la suite (Y¢, k%). Les trajectoires limites Y seront donc uniquement caractérisées

comme étant des valeurs d’adhérence de la suite (Y¢).o.

Deux autres propriétés sont perdues a la limite : la stabilité par rapport a la position
initiale, ainsi que la propriété de semi-groupe. On utilise jusqu’a la fin de ce paragraphe
les notations

Y& et Y,
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pour spécifier la dépendance en la position initiale. Ce qu’on appelle propriété de semi-

groupe, est le fait de respecter pour toute position initiale X, et tout 0 <t <'s,
YX(t45) =Y O(s).

On exhibe un contre-exemple (qui sera complétement étudié dans le chapitre 4) a cette

propriété. On considere comme dynamique initiale

P, = ( » )

Alors dans ce cas on est en mesure d’assurer I'existence de la limite Y de la suite des

solutions (YX¢).5¢ du systeme (3.0.1). Dans le cas particulier ou

X()

( 0 ) si0<t<d,
0—t
0—t
( ), sit> 4.
0

Or, Dans le cas ot X = 0, on obtient, pour tout ¢ > 0, Y°(¢) = 0. Donc dans le cas ou

§=1,
Y¥(1+1) = ( _01 ) # ( ! ) =Y°(1) =YY" ().

avec 0 > 0, pour tout t > 0,

Y¥(t) =

0

La distinction va devoir étre faite entre le cas X € I' et X ¢ I'. Lorsque le point de
départ de Y© (et donc de Y) ne se trouve pas sur le réseau, on observe un phénoméne
de “saut” sur I' pour la trajectoire limite Y a l'instant ¢ = 0. Une fois ce saut effectué,

{Y(t), t > 0} est une trajectoire évoluant sur I

On détermine explicitement le point de saut de Y. Si on note X ¢ I' la condition
initiale, alors

Y(0+) = X,
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ot X est la notation introduite par (2.3.7) (voir aussi la figure 2.2).

3.1 Etudes des zones d’invariance pour les solutions
du systéme pénalisé

Cette section est dédiée a la recherche de zones d’invariance pour le flot associé a
(3.0.1). Les résultats établis, en particulier la proposition 3.1.11, sont uniformes par rap-
port au controle « choisit initialement. Ces derniers vont permettre d’établir la proposition
3.2.5, et interviennent dans une grande partie des résultats exposés dans le chapitre 5, en
particulier ceux concernant les suivis de trajectoires. La notion d’ensemble invariant tient

une grande place dans 1’étude des systemes d’équations ou d’inclusions différentielles (voir
F. Clarke [20] et J.P. Aubin, A. Cellina [7], J.P. Aubin, H. Frankowska [8]). On donne la

définition d’un ensemble invariant

Définition 3.1.1. Soit S C R?, régulier. On dit que S est invariant pour le flot associé a
(3.0.2), si pour tout ¢ > 0 et tout X € 95,

(F=(X,1t),n95(X)) <0,

ou ngs(X) désigne le vecteur normal unitaire sortant a 95 en X.

On s’intéresse plus spécifiquement dans la suite aux zones d’invariance introduites par

la notation suivante :

Notation 3.1.2. On définit pour tout A > 0
Z(\) = {X eR*: d(X) <A},
ainsi que pour tout € > 0 et toute position initiale X € R?,
tYf () i=inf{t>0: Y(t) € Z(\)},

le plus petit temps auquel la solution Y de (3.0.2) atteint Z(A). On prendra comme

convention t¥¢(\) = +o0 si Y natteint jamais Z(\).

On établit dans les propositions suivantes plusieurs estimations techniques concernant
d?(Y=e(t)), & > 0, t > 0. Ces estimations vont étre utiles dans la détermination de zones

d’invariance pour (3.0.1) de la forme Z(\), et plus particulierement de la forme Z(Ce?).
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Le lemme suivant est un lemme technique général qui sera tres utilisé dans ce chapitre :
Lemme 3.1.3. Pour tout g € C1(R?% R), et tout tempst > 0 en lequel g(Y*) est dérivable,

d

IO = (Va(Y=(2)), fF(Y*(1),1)) — i (Vg(Y=(1)), VA(Y*(1))) - (3.1.1)

Démonstration. 11 s’agit ici d’'un simple calcul :

;sg(ys)(t) = (Vg(Y*(1)), (Y°)'())

(Vv = (o), (=2}, 1) - 2= )

(Vg(Y=(2)), F(YE(1), 1)) — i (Vg(Y=(1)), Vd(Y*(1)))

]
Proposition 3.1.4. Pour tout 0 > 0 et presque tout t > 0, tel que d(Y=(t)) # 0,
Ld , 0-1/2 2 172
G VE0) < 2P0 0) Y] (M = SdPYE@) VL) (61

ou M désigne la borne L> de f.
Démonstration. On utilise le lemme 3.1.3 avec g := %da :

2L (ve (1) = &Y (0) (VY (), V()

0 dt
— N (YE(L) <<f(Y5(t),t),Vd(Y6(t))> - i IVd(Ys(t)NQ) :

En utilisant 1'égalité 2.3.3, on obtient

1d

G0 (V@) = d" (YVE(r) ((f(YE(t), t), VA(Y=(1))) - jd(YE(t)) \Yg(t)IQ) :

On utilise alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que ’égalité (2.3.3) une nouvelle fois

et on obtient le résultat. O

La proposition suivante donne une zone d’invariance qui sera qualifiée “d’optimale”
pour la trajectoire Y¢; optimale au sens de 'inclusion, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de

zone plus petite que celle donnée par la proposition ci-dessous.
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4/3
Proposition 3.1.5. Pour tout A > )\, := (2%) / 43 toute donnée initiale X € 0Z()
et presque tout t > 0,

(FE(X, 1), maz (X)) < 0. (3.1.3)

En conséquence :
1. Sid(X) > A, alors pour tout 0 < t; <ty < t52()\,),

A(Y* (1)) < d(Y*(1)).

Autrement dit, si d(X) > A, alors Z(d(X)) est une zone d’invariance pour Y=.
2. Z(\:) est optimale vis-a-vis de la dynamique f choisie. Dans le sens ot si A < A,

alors Z(\) n’est pas nécessairement invariante.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour tout X € 9Z(\),

Vd(X)
nozo)(X) = W

Alors grace a (2.3.3) et (2.3.5), on obtient pour A > A,

Vd(X

£ == © )
(F(X, 1), nozy (X)) = <F (X0 a0

;

R ) R

2
< M- —/d(X)|X
<M= 2\ |x
S M — 2A1/2\/§)\1/4
£

<0.

3

Prouvons maintenant les deux autres points de la proposition. Pour le premier, en

appliquant la proposition 3.1.4 avec § = 1, on obtient pour t € [0, t%<(\.)],

d €
Hd(YE(1) < 0.

Pour montrer le deuxieme point, il suffit d’exhiber un contre exemple. On définit

o= G ()
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et on prend pour condition initiale
)\1/4
X - ( |
)\1/4

1 \Y3
)\ < - 4/3’
<m> )

On se donne alors

par lequel on obtient

(V) O (X)) = 1= 225004 5 0,

f € CY (R, x R?) donc la solution Y* est C! sur son intervalle d’existence. I existe donc

n > 0 tel que pour tout ¢ €]0, 7],

YE(t) ¢ Z(d(X)),
autrement dit, pour tout ¢ €]0, 7],

d(Ye(t)) > d(X).

]

Remarque 3.1.6. Ce résultat apporte deux informations concernant la proximité de Y au
réseau. Tout d’abord, si X est un point du réseau, alors pour tout € > 0 et tout ¢ > 0, on

dispose d’une majoration de d(Y*(¢)) de la forme
d(YE(t))) < Ce*/3, (3.1.4)

ou C est une constante strictement positive ne dépendant que de la norme L% de f.
Ensuite, dans le cas ou X ¢ I', alors Y va “descendre” vers le réseau, au sens ou 1'on va

observer une stricte décroissance de d(Y?) sur |0, 55(X\.)[.

Remarque 3.1.7. Une observation importante a faire est 'uniformité par rapport a la
norme L*° de f de la zone d’invariance optimale donnée par le deuxieme point. Dans le
chapitre consacré a I’étude du probléme de contrdle que 1’on associera a (3.0.1), une zone

d’invariance uniforme par rapport au contrdle choisi s’avérera utile.

95



Etude du systéme d’EDO pénalisé

Le lemme suivant parait a premiere vue une version faible de la proposition 3.1.5. Il
donne cependant un résultat de controle de d(Y®) entre deux instants, indépendamment

de la condition initiale.

Lemme 3.1.8. Pour toute donnée initiale X € R? et tout 0 < t, < t,

2

A(YE(1)) — d(Y*(ty)) < ]\Z(t —to)e. (3.1.5)

Démonstration. Pour presque tout 0 <ty < t, le lemme 3.1.3, avec g = d, donne

id(YE(t)) = (Vd(Y*=(2)), fF(Y=(1), 1)) — i Va(y= ()l

Donc en appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz

SAVE(1) < MVAY=(e)| ~ 2 V<o)
A
<M

en regardant le sup sur R, de r — Mr — %7“2. Il suffit alors d’intégrer entre ¢y et t pour

obtenir le résultat. O

On recherche maintenant un résultat de la forme
t55 () < C€°,

ott tX<(\.) est définit par la notation 3.1.2, pour un certain § > 0, et out C' serait une
constante positive ne dépendant que de la condition initiale X et de la norme L* de f.
En d’autres termes, si 'on regarde I'objectif d’étudier le probléme de controle associé au
systéme (1.2.1), on est intéressé par un temps d’atteinte d’une zone d’invariance pour Y©

en O(e%), borné uniformément par rapport a a € A.

d
Le lemme suivant est un lemme technique qui donne une majoration de %dG(YE),

lorsque cette dérivée existe.

Lemme 3.1.9. Soit v < 4/3,0 > 1/2 et X € R?, tel que d(X) > &7. Alors pour € <
(Lf)ﬁ et pour presque tout t € [O,txﬁ(gv)L
d 4—3y

Sd(Y) <~ (8 —2v2Me) h+a)-D, (3.1.6)
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Démonstration. En appliquant la proposition 3.1.4, on obtient pour presque tout ¢t &€

[0,8%5(e)] L
éad%}/é(t)) < Qde—%(ya(t)) YE(2)] (M B 2\/§€3w474) |

puisque sur [0, t%¢(g7)],

VE(t)| > V2et, et d(Y?(t)) > €. (3.1.7)
4
Comme v < %, on a bien pour € < (%) R

(b - 2\/553”4‘4) < 0.

. 3y—4
Donc en factorisant par e 7,

1 d 4—3~ 3v—4

L2 (ve)) < —2 (22 - M) a2 (v @) [YE()] e

< -2 (2\/§ - Mgl*%) e10-2) /2 T (3.1.8)

0 dt

car § > 1/2, et en utilisant encore une fois (3.1.7). Apres simplification, le résultat est

montré. O

Remarque 3.1.10. L’hypothese 6 > %

d’avoir une minoration de d?~'/2(Y*(t)) |[Y*(t)| et donc une majoration de

est nécessaire pour obtenir (3.1.8), cela permet

—d?=Y2(Y=(t)) |Y<(t)| . L’hypothése sur & n’est pas génante; en effet, elle ne dépend que

de la borne L™ de f, et est donc uniforme par rapport a ¢ et X.

La proposition suivante donne une borne sur ¢*<(¢?) uniforme par rapport a la borne

L de f et localement uniforme par rapport a X.

Proposition 3.1.11. Soit X € R? une donnée initiale. Alors pour tout v < 1, et ¢ <

()™
M Y
d(X
55" < (2 )51_7. (3.1.9)
Démonstration. Si d(X) < &7, Y* est dans une zone d’invariance et tX°(¢7) = 0, d’oti le
résultat. Sinon, le lemme 3.1.9 donne avec § = £, que pour tout ¢ € [0,t<(e7)],
d

22 (dP (Y (1) < — (8 —2v2Me! =) 0,
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Ainsi, en intégrant entre 0 et t%X<(g7),

3

2(72 = \[d(X)) < — (8 — 2v2Me' T ) DN (),

4
Donc pour € < (%) e

2
O]
Remarque 3.1.12. La constante @ n’est bien entendu pas optimale. Pour tout 0 < m < 4,
4
sie< (%) 2 alors
m

La possibilité d’avoir un tel choix dans la constante n’apporte cependant rien pour la
suite de ce travail, c¢’est pourquoi par souci d’économie de notation on ne présente pas ce

résultat sous son caractere le plus général.

Remarque 3.1.13. L’hypothese 7 < 1 est malheureusement nécessaire. Dans 1’application

du lemme 3.1.9 on a besoin que
1

et on souhaite en parallele avoir v le plus grand possible. Pour cela, 6 doit étre le plus

petit possible, et comme nécessairement 6 > %, on doit nécessairement exiger v < 1.

En conclusion, on ne peut pas atteindre une zone d’invariance de la forme Z(C¢e") avec
v > 1, en un temps ¢t < €%, pour tout f € L*®. La figure suivante donne une illustration

de la proposition 3.1.11 :
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— {d=&)
4
— {d=¢"}, 5 <=
fd==}6<

— {d=dX)}
Ye(t)

FIGURE 3.1 — Zones d’invariance

3.2 Estimations a priori et existence de solutions pour
le systeme pénalisé

Cette section est dédiée a I’établissement d’estimations a priori sur les normes L™ et
L*deYe®, (Y)Y, k%, et (k°). Ces estimations vont permettre d’établir les résultats proposés

dans le théoreme 1.2.4, que 'on rappelle ici :

Théoréme 3.2.1. On suppose que l’hypothése (1.1.2) est vérifiée par f. Alors pour tout
T >0 et X € R?, il existe une suite (€,)nen de réels convergeant vers 0, ainsi qu’un couple
de fonctions (Y, k) tel que
1. Si X €T, alors la suite (Yo", k*), . converge vers (Y, k) uniformément sur [0, T
et simplement sur [0; +oo[. De plus, (Y, k) € (H*([0,T1]))>.
2. 81 X ¢71, alors pour tout n > 0 la suite (Y, k*),en converge vers (Y, k) unifor-
mément sur [n, T|, et simplement vers sur [0,4o00[. De plus, (Y, k) € (L>([0,T])N
1 ([, T
3. 51 X ¢T, alors
Y(01) = limY(t) = X,

t—0t

ot X est définit dans la proposition 2.3.3 du chapitre 2.
4. Pour toutt > 0,
Y(t)eTl.

5. Pour toutt >0 ,
Y(t)= X + /0 FY(5),8)ds — k(D).
5

9



Etude du systéme d’EDO pénalisé

On commence par donner une borne L2 ([0, +00[) de la suite (Y, k).

Proposition 3.2.2. Pour toute donnée initiale X € R?. e >0 et 0 <ty < T,
1Y o g7y < [V (t0)[F 70 4 M2 (T — 1) (3.2.1)

et
1B W e oy < MT — to) + [Y=(t0)[* (14 €T7%)) 4 M3 (e — 1), (3.2.2)

Démonstration. Pour presque tout ¢ € [to, T, en prenant g = 3 -|* dans le lemme 3.1.3,

s VP = (V2(0), F(V2(0),0)) — £ (V2(0), V(= (1))

Ainsi, par (2.3.2),

LS IYWP < (Y7, F(r7(0), 1)
< MIY<(r)

Le lemme de Gronwall 2.1.6 donne donc que pour tout to <t < T,
YE()]? < |YE(to))? e 1) + M2 (elt=t) — 1), (3.2.3)

d’on (3.2.1).

Pour obtenir la borne sur £, on remarque juste que
(VY = f - (k)
presque partout, et on refait les mémes calculs. O

Corollaire 3.2.3. Les estimations a priori ci-dessus donnent que pour tout € > 0, la
solution de (3.0.1) est globale.

La proposition suivante donne d’autres estimations sur d(Y®) qui seront utiles pour

obtenir des estimations L? sur (Y*) et (k°)'.
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Proposition 3.2.4. Supposons que X ¢ I'. Alors pour tout 0 <t; <ty <T ete >0,

Lot o 1re e B
g/tl A(Y*(1)dt < Ky (d3(Y¥(t) — d3 (Y¥(2)) + 82 — 1) - (3.2.4)

Démonstration. L’idée de la preuve est de faire des estimations sur d%(YE). La non déri-
vabilité de la racine en 0 nécessite de faire une disjonction de cas. On montre donc d’abord
le résultat lorsque Y© ¢ T sur [t1,t5]. En prenant g = %dlﬂ dans le lemme 3.1.3, pour

presque tout t € [ty,ts],

—id%ma» = ;<W<Y€<t>>, FOVE(E), ) d72 (YVE(E)) + 21\W<Y€<t>>12d%<w<t>>.

Donc en appliquant 'inégalité de Cauchy-Scwarz ainsi que (2.3.3) et (2.3.4),

L (ve(6) >~ VA () + Zd(ve (),

Par intégration sur [y, to]

1/” ave(e)de< (1+ A;) (3 (re(e1)) — @t (v () +/tt V(Y ()| V(1) )

g Jtq
puis en utilisant (2.3.3),

D[ e < K (3007 (0)) - aE () + (- 1)

g Jt1

ou

M €
Ky — (1 + 5 +2sup {Ily HLoo([o,T])}> ;

on rappelle que sup {||YEH Lo ([0 T})} est fini d’apres la proposition 3.2.2. Montrons main-
e>0 ’

tenant le résultat sur tout intervalle de la forme [t1,t5] avec 0 < t; < ty < T. Y*© et

d(Y®) sont au moins absolument continues sur [0, 7]. On peut écrire [t1, t5] de la maniere

suivante :
[t1,to] = {d(Y®) # 0} U U]ag, b7, (3.2.5)
d(Ye(t)) #0 sur ]ay,bil. (3.2.6)

Alors par continuité et définition de ay, by on peut écrire comme précédemment, pour r

61



Etude du systéme d’EDO pénalisé

suffisamment petit, sur [a + 7, b — 7],

/I:Z_T d(Y;(t)) dt < Kp (d2 (Y(af + 7)) — d? (Y¥(b; — 7))

+ / b IVd(Ye(t)|d 3 (Y<(t)) dt> |
Comme ,
[ VA @)la e @) de < K(t; - ).

on a, lorsque r tend vers zéro,

[F IO 4y < ke (4 (v (ai) — (v 0) + 05— a)

En sommant sur £ on obtient

1tz
S [Cay / d(Y*(t
€/t ken € Jak

< Kr (Z dz (Ye(ag)) —dz (YE(b5)) + 3 b — ak) .

keN keN

Ainsi, comme chacun des termes de la premiere somme est nul, sauf peut-étre
a2 (Y¥(t)) = d? (V*(t2)),

on obtient

/ttz d(Y;(t)) dt < K (@3 (Y¥(h)) — d3 (Yo(t2) + t2 — ).

(3.2.7)

O

On établit maintenant le fait que la suite (Y*,£%)__, est uniformément bornée dans

(HL.([0,4+00[)? si X €T et dans (H..(]0, +o0[))? si X ¢ T.

Proposition 3.2.5. 57 X € I, alors pour tout 0 <tqg < T,

2 Lo
N 2oy < MP+1) (T =
2

et
1Y o oy < 202 + 1)(T = to).
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Si X ¢ T, pour tout 0 <n < T, (Y) et (k¥) sont bornées dans L*([n,T)) uniformément

par rapport a €.

Démonstration.
1) Casou X €T
Pour presque tout t € [tg, 17,

(Y (@) = (V) (0, FYE(0), 1) = = {(Y¥) (), VA(Y*(2)))

= <f(YE(t)>t)v (YE)/<t>> -

M=o =

d €
(V¥ (1),

Par intégration sur [ty, T] on obtient

L) — v (to)) = [ [(FOrE(s) ), (VY (5) — |V ()] ds

13 to

Ainsi on a, en appliquant I'estimation (3.1.4) prodigué par la proposition 3.1.5,

1Y oy <M [ 17 ()] ds = 2@Y(T) = d(Y<(2)

. 1 M\ Y3
<M Yo (s)|ds+ = [2| —= g3
< [Ty o) ((m)
En appliquant alors I'inégalité de Young,

5 1 T . 4/3
0 gy < 5 ([ 10V as-4 220 = 1)) + 2

Donc
OV oz < MAT — ) + M1,

donc pour € < ﬁ, I'inégalité (3.2.8) est établie. De la méme maniere, pour presque tout

t € [to, T,

Y = 2 Va(r (1)

< J(YE)(t) + f(YE(), 1)
<2|(YY ()] + 2M>.
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Alinsi,
T
(k) ()P ds <2 [ |(Yo)(s)]” ds + 2M3(t — ty).

t
to to
Finalement, on obtient

/T (k) (s)” ds < 2(M? + 1)(T — to), (3.2.10)

to

ce qui donne une borne L2 (]0, +oc[) de (k%) indépendante de &, sur chaque intervalle de
10, +o0l.

2) Casou X ¢ T
La proposition 3.2.4 appliquée avec t; = 0 et £ = T, donne que

i/OT d(VE(1)) dt < Ry, (3.2.11)

ol K7 est une constante positive indépendante de . En effet, la proposition 3.2.2 ainsi

que la continuité de d> donnent que
(d2(Y*(0)) = d2(Y*(T)) +T)
est borné uniformément par rapport a €. Pour p,e > 0 on définit :
A, . ={tel0,T]: dY*(t)) > p}. (3.2.12)

Alors

P 1/ =
Cmes(A4,.) < - d(Ye(t)dt < Ky,
5meS( p,)_6 " (Y5(t))dt < K

ol mes(A) désigne la mesure de Lebesgue d’un ensemble A C R?. Finalement, pour tout

p,e >0,

mes(A,.) < Kp—. (3.2.13)
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tel que
d(Y*(t,0)) < p.

Pour presque tout ¢ € [0, 7], comme
(V) (O = (F(Y2(1),1), () (1)) — i (Vd(Y<(t)), (Y)'(2)),

il vient en intégrant sur n’importe quel sous-intervalle [t1,t5] C [0, 7], que

[l er as [T aneey ) a2 [ dee). ey @) a
<3 [Tl OF a2 )+ Laren) - dovie)
Finalement,
AfM”ﬂwF&SJG(@—h+iuaﬂh»—avwg», (3.2.14)

ot K7 est une constante positive ne dépendant que de 7. Donc pour tout €,p > 0, en

choisissant t; =t,. et to =T :

T —
/|WW@f&§KﬂT+§. (3.2.15)
tpe
Soit n > 0. On définit p := ,\L Alors par (3.2.13) il existe t,. =t/ _ < Kp— =17
Krn (1?77)
tel que
T 9 T 9 — 1
/|WW@|M3/ (Ve () dt < Kp [T+ ——). (3.2.16)
n ¢ Krn

o)
On obtient alors la borne L?([n, T]) sur (Y¢)’ recherchée. Pour obtenir la borne sur (k¢)’,

on remarque juste que
(Vo) = f — (kY
presque partout et que f est bornée.

]

On peut maintenant écrire la synthese des propositions 3.2.5 et 3.2.2, et du corollaire
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3.2.3:

Proposition 3.2.6. Soit f vérifiant I’hypothése (1.1.2) et X € R?. Alors pour tout € > 0,
la solution Y¢ de (3.0.1) est globale sur [0, +oo[. De plus, (Y, k%)c=0 satisfait
1. Si X €T, alors pour tout T > 0, la suite (Y=, k%)_., est bornée dans H'([0,T7).
2. Si X ¢ T, alors pour tout n,T > 0, la suite (Y=, k%), est bornée dans H'([n,TY).

3.3 Convergence uniforme de la suite des trajectoires

pénalisées a extraction pres

Cette courte section est dédiée a l’existence d’une valeur d’adhérence pour la suite

(Y k%) o -

Ce résultat s’obtient essentiellement en appliquant le théoreme de Rellich (voir [17]) a la
suite (Y€, k%)

e>0 "

Proposition 3.3.1. Pour tout X € R?, Il existe une suite (¢,)nen de Téels convergeant
vers 0, ainsi qu’un couple de fonctions (Y, k), tel que

1. Si X € I, alors pour tout T > 0, la suite (Y*" k*), .y converge vers (Y, k)
uniformément sur [0, T] et sur [0, +oo[. De plus, (Y, k) € (H'([0,T)))>.

2. Si X ¢ T, alors pour tout T > 0 et tout n > 0, la suite (Y k*"),en converge
vers (Y, k) uniformément sur [n,T|, et simplement sur [0, +oc[. De plus, (Y, k) €
(L>([0,T]) N HY([n, T]))*.

3. Pour toutt >0 .

Y(t) =X + /0 F(Y (), ) ds — k(t). (3.3.1)

Démonstration.
1. On raisonne par extrraction diagonale. D’apres la proposition 3.2.6, (Y, k).~ est
bornée dans H'([0, 1]). Or, le théoréme de Rellich donne l'injection compacte H'(I) de

C°(I), pour tout intervalle borné I de R. Il existe donc une suite (5@1(1)) o oup; : N—N

i

est strictement croissante, de réels convergeant vers zéro et Y1 k! € C([0,1]), tel que

Yeer() kFer) — Yt gL
i——400

uniformément sur [0, 1]. Or, H*([0,1]) est un Hilbert, donc un Banach réflexif. 11 existe
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donc (voir [17]) (Y1, k') un couple de fonctions de H([0,1]), et une suite (5“01(”)'61\1’

extraite de (5%(2-)),@1, de réels convergeant vers zéro, tel que (ngm, l{;gm(w) converge
1

faiblement vers (Y1, k'). Ainsi, quitte a extraire de nouveau, on a par identification des

limites faibles et fortes

(YL EY = (Y1, kD).

Il existe donc une suite (%1@)) o de réels convergeant vers zéro et Y1 k' € H'([0,1]),
K3

tel que (Y1) k%), o converge uniformément vers (Y, k') sur [0, 1].

La suite (Y10 k%1 @) posséde les méme propriétés que (Y°, k%), ., . Il existe donc
une application @, : N — N strictement croissante, ainsi qu’'un couple de fonctions
Y2 k* € H'([0,2]), tel que (Yeeroea kSereea@), o converge uniformément vers (Y2, k?)
Y2 k?) et (Y1 KY)

sur [0,2]. De plus, comme (Esolosoz(i)) o st extraite de (%1(1'))

ieN’ (

1€

coincident sur [0, 1].
On effectue alors ce procédé pour tout n € N. On définit alors pour tout n € N,
p(n) == @10py0---0py(n).

De méme, pour tout ¢ € [0, +oo[, on définit (Y, k) comme la limite simple de (Y™, k") ,en
sur [0, +oo[. Le couple (Y, k) est un couple d’éléments de H,. ([0, +oc[) et coincide avec
(Y™ k™) sur [0,n], pour tout n € N. Alors, en notant

En = Ep(n),

la suite

(e, )

neN

converge vers (Y, k) simplement sur [0, +-o00[, et uniformément sur tout compact de [0, 4o00].

2. Le deuxiéme point se montre exactement de la méme maniere, en travaillant sur [%, nl,

au lieu de [0,n]. La convergence simple a ¢t = 0 provient du fait que pour tout € > 0,
Y(0) = X =Y(0).
3. Pour tout t > 0, tout X € R? et tout € > 0,
W@:X+KﬂW@ﬁM&%%)
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Donc en utilisant la convergence simple sur [0, 4+00[ de (Y¢, k)0, et en appliquant le
théoréeme de convergence dominée dans ’égalité ci-dessus, on obtient bien que (X, k)

vérifie (3.3.1). O

3.4 Caractérisation de la limite au sein des arétes du

réseau

La proposition 3.3.1 ci-dessus donne l'existence d’au moins une valeur d’adhérence
pour (Y*, k%) .
de la limite de la suite (Y, k%) __,.

a toutes valeurs d’adhérence de cette suite :

On s’intéresse maintenant a un résultat d’unicité, c’est a dire I'existence

Pour cela on montre d’abord deux propriétés communes

e Y(t) € I pour presque tout ¢t > 0 (évident lorsque X € T" par le point 1) dans la
proposition 3.1.5).
e Une expression pour X et k lorsque ’on sait a priori que X appartient a une aréte,

i.e. lorsque X est hors de la jonction.

Proposition 3.4.1. Pour toute donnée initiale X € R?, pour toute valeur d’adhérence
(Y, k), et pour tout 0 <t <T,
Y(t) el.

Démonstration. Si X € I'; alors c’est évident par le lemme 3.1.8. On montre le résultat

pour X ¢ I'. La proposition 3.2.4 donne que pour tout [t1,ts] C|0,T],

/ P AYE() dt < Rye, (3.4.1)

t1

avec

Kr =Ky |2 sup d'2(Ye(t)) + T
te[0,T
e>0

La convergence simple (& extraction pres) de Y vers Y et la continuité de d permettent

d’appliquer le théoreme de convergence dominée et d’obtenir

t2

/ P avE) At — [ d(y () dt.

t1 t—0 t1
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En passant a la limite dans (3.4.1), on obtient

/tz d(Y (1)) dt = 0,

t1

et par positivité et continuité de d, pour tout t € [t, t5],
d(Y(t)) = 0.
[t1,12] étant quelconque dans |0, 7] le résultat est valable sur cet intervalle. O

On vient de montrer que 1'on avait a la limite pour tout ¢t > 0, pour tout X € R?,
Y (t) € T'. Dans le cas ou X ¢ I, on observe un phénomeéne de “saut” de la part de Y a

t = 0. On entend ici par saut

Y(0) ¢ T

et
Y(O*) = lim Y(t) erl.

t—0+
La question est donc, est-on capable de déterminer le point de saut Y(07)? On se doute
qu’il va dépendre de X, mais dépend-il aussi de f7 La proposition suivante répond a cette

question.

Proposition 3.4.2. Pour toute donnée initiale X € R?, et toute valeur d’adhérence (Y, k)
de (Y?, k)0,

tl_1>131+Y(t) =X, (3.4.2)
et
t1_1>1(])r1+k:(t) =X-X, (3.4.3)

ou X est défini par la proposition 2.3.2.

Démonstration. Si (3.4.2) est vérifiée, (3.4.3) s’en déduit immédiatement par passage a la
limite ¢t — 07 dans (3.3.1). On montre donc ici (3.4.2).

Si X €T le résultat est immédiat (X = X). On traite le cas X ¢ T'. La preuve se fait
en trois étapes :

1. Montrer que I'ensemble

n—-+00 n—-+0o

w(Y (01)) := {X’e R? 3t, —— 0, t, >0, Y(t,) —— 35}
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est non vide.
2. Montrer que w(Y'(07)) est réduit & un élément, c’est-a-dire que Y admet une limite
lorsque t tend vers 0.

3. Montrer que cet élément est X.

Etape 1. On montre que w(Y(07)) est non vide

Pour presque tout ¢ > 0, on a déja vu grace au lemme 3.1.3 (avec g = |- |?) et a I'inégalité

(2.3.2), que

1 d e 2 £ € 4 €
S VRO = (FE(0),0), Y2(1) — —d(v*(1)).

On se fixe jusqu’a la fin de la preuve T > 0. Alors pour tout 0 < t; <ty < T,

1Y=(ta) > — [Y*(00) ] < (M +4) (/j Y<(s)] ds + ‘/: d(Y;(S))ds

)

[VE(t2)[* = [YE(0) P < (M +4) (/: VE(s)] ds + Ky (d2(Y¥(t1)) — d2 (YVE(t2)) + 1o — t1)>

< Kp (d2(Yo(th)) — d2(Yo(to)) + 2 — 1) | (3.4.4)

La proposition 3.2.4 donne donc pour tout 0 < t; < to,

ou

Ky = (M +4)+ Ky + sup |Ye(t)]
te(0,7)
e>0

De plus, comme (Y¢).5¢ converge simplement vers Y sur [0, 7], on obtient en passant a
la limite dans (3.4.4)

1Y (t)P = Y (0] < Kolts — 1), (3.4.5)

puisque d(Y (t1)) = d(Y (t2)) = 0 d’apres la proposition 3.4.1. Le critére de Cauchy donne
donc que t — |Yt)|2 admet une limite lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs supérieures. Il
existe alors a > 0, tel que

lim |Y(t)| = a.

t—0+

L’ensemble

w(Y (01)) := {35 eR? Jt, ——0, t, >0, Y(t,) —— )7}

n—-+o00 n—-+0o
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est donc non vide.

Etape 2. On montre que w(Y(07)) est réduit & un unique élément

Si a = 0, alors immédiatement
w(Y'(07)) = {0}.

Supposons a # 0. Soit X, X € w(Y (07)). On suppose X # X. Comme Y est continu sur
10,7, que pour tout t > 0, Y(t) € I' et que I' est fermé, alors nécessairement X elet

X eT. Soit (tn)nen €t (¢ )nen deux suites de réels convergeant vers 0, tel que

Y(t,) —— X et V() —— X.

n—-+0o0o n—-+0o

Quitte a extraire encore, on peut supposer que pour tout n € N,

t <t

n

On remarque que X et X sont des éléments de
N (o, lal),

ou C(0, |a|) est le cercle de centre 0 et de rayon |a| . L’ensemble ci-dessus a quatre points
situés dans les quatre arétes de I'. Comme par hypothese X #* X , ces deux points sont
situés dans deux arétes distinctes. Comme Y est continu sur [0,77], il existe, d’apres le

théoreme des valeurs intermédiaires, a partir d’un certain rang,
/ "
<t <t,

tel que
Y(t) = 0.

Alors par encadrement ¢/ — 0 et donc

Y () — 0.

n n—-+o0o

Cela contredit a # 0. Donc X = X, donc Y () admet une limite lorsque ¢ tend vers 0.
Etape 3. On montre que w(Y(07)) = X
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Cette étape se fait en deux temps. On montre d’abord la convergence en norme

Y1) — |X]|.

t—0t

On conclut ensuite via un raisonnement par I’absurde similaire a celui de I’étape numéro
2. On rappelle le systeme 2.3.6 (dont on notera 'inconnue Z pour éviter la confusion avec

la trajectoire limite Y considérée) :

Z'(t) = —Vd(Z(t))
Z(0) = X eR~,

On sait d’apres le théoreme 2.2.2 que

X = lim Z(t). (3.4.6)

t—4o00

<l

£

On pose pour ¢ € [0,
YE(t) := Y¥(et).

On remarque que pour tout € > 0,

¥

Lw([o,%]) = ||Y ||L°°([0,T]) < Cr, (3'4'7)

ou C7 est une constante positive indépendante de ¢, de par la proposition 3.2.2. De plus,

Y® est solution de

{ (Yo)(t) = ef(Ye(t),et) — Vd(Y=(t) (3.4.8)

Ye(0) = X.

T
Alors pour presque tout ¢ € [0, 7],

(Vo)(t) = Z'(t)] = |ef (YZ(t),et) + Vd(Z(1)) — Vd(Y*(2))]
< Me +|Vd(Z(t)) - VA(Y<(1))] .

Les relations (3.4.6) et (3.4.7) donnent 'existence d'un compact Kx 1 ne dépendant que
de X et de T, tel que pour tout e > 0, ¢ € [0, +oc[ et s € [0, L],

}78(8) € KX,T et Z(t) S KX,T-
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Comme Vd est C' sur R?| il existe Ly > 0 ne dépendant que de Kx 7, tel que pour tout
te o, L],
Vd(Z(t)) = VA(Y<(1)| < La|[V5(t) — 2(1)|.

Ainsi

(Vo)(t) = Z'(t)] < Me + La |[Y5(t) — Z(1)| .

Le lemme de Gronwall 2.1.6 donne donc
’}N/E(t) — Z(t)‘ < Meeh,

c’est a dire

|Ye(et) — Z(t)] < Meet, (3.4.9)
On pose
1
t. = — 1 :
Ls+1 11(8)

A partir d'un certain rang, er ne dépendant que de T, t. €]0, %] pour tout 0 < € < ep.
On remarque

te. — 400 et et, — 0.
e—0 e—0

Alors d’une part
Z(t&‘) j X7
et d’autre part

1
Meeldts = MeTatT — ().
e—0

L’inégalité (3.4.9) donne donc
Ye(et.) — X.
e—0

Soit maintenant t €]0,7[ et € > 0, tel que et. < t. Alors (3.4.4) donne
[VE()* = Vo (eto)[P| < Kt —eto) + Kr (2 (Y¥(eto)) — d2(YVE(t)) -
En passant & la limite € — 0, comme X € I, on obtient

‘yY(t)E - ]Xﬂ < Ct.
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Cette inégalité étant valable pour tout ¢ > 0, on obtient

lim [Y'(£)] = [X].

t—0t

Il ne reste plus qu’a montrer que 'on a effectivement

lim Y (t) = X.

t—0+
La stratégie va étre la méme que pour montrer que w(Y (01)) était réduit a un élément.
Comme précédemment, si ‘Y’ =0, alors X = 0 et donc

limY(t) =0=X.

t—0t

On suppose ‘7‘ # (. Par I'absurde, on suppose

limY(t) = X # X.

t—0+
Alors, comme
Xl =1x[#o
X et X sont dans deux arétes différentes. Soit n > 0, tel que

B(X,n), B(X,n) et B(0,n)

soient deux a deux disjointes. La convergence de Y¢(et.) vers X donne &, > 0, tel que

pour tout ¢ < g,
Y<(et.) € B(X,n). (3.4.10)

De plus, comme

Y(t) — X,

t—0

il existe ¢, > 0, tel que pour tout 0 <t <t,,

Y(t) € B(X,n).
Soit 0 < ¢ < t,. La convergence simple de (Y¢).5o vers Y donne & > 0, tel que pour tout
€ <E,

Ye(t) € B(X,n).
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La continuité en temps de Y¢ donne donc 7. € [et., t], tel que
V(7)) € {X = (X1, X2) €R?, X1 = Xz}- (3.4.11)

Le but est de montrer que Y*¢(7.) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0 et d’aboutir a la
contradiction
<o

en utilisant une fois encore l'inégalité (3.4.4). Le lemme 3.1.8 donne

2

A(Y*(72)) < d(Y (1)) + e <),

Donc

e—0

et (3.4.11) donne donc

On applique alors I'inégalité (3.4.4) entre les temps 7. et t et on obtient alors
1Y) = [V*(r)f| < Kr(t —7.) + Kr (a3 (Y(r.)) — d2(Y¥(1))).-
Alors en passant a la limite et en utilisant le fait que 7. < ¢, on obtient
Y ()| < 2Kt

Cette inégalité étant vraie pour tout 0 < ¢ < ¢, on obtient

ce qui contredit X # 0. O

Le théoreme 1.2.4 est donc maintenant prouvé, il s’agit de la réunion des propositions
3.3.1 et 3.4.2.

La proposition suivante dit que si 'on sait a priori qu'une valeur d’adhérence (Y, k)
donnée de (Y¢, k) est dans une aréte a un instant T, alors on est en mesure d’avoir son

expression.
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Proposition 3.4.3. Soit une donnée initiale X € R? et (Y, k) une valeur d’adhérence de
(Yo, k%) . Soit m € N eti € {N,0,S,E}, tel que pour tout t €lam, by, Y(t) € J;, ou
|am, b est donné par (1.2.10). Alors si ap, = 0 pour tout t € [0, by,],

(Yet) = 0 : (3.4.12)
Y(t)he) = (Xe)+ [ (F(V(s)5).e) ds,
et
(k(t),e) = (X =X,e;) t @.413)
<k(t),ef> = <X—Y,ez¢>+/0 <f(Y(s),5),eiL> ds. o
Si ay, # 0, alors pour tout t € [ay,, by,
YO.et) -0 (3.4.14)
V(e = [ {(¥(s).9).e) ds, B
et
(k(t),e:) = (k(am),ei) t (3.415)
(k(t),et) = <k(am),ei¢>+/am (Y (s),),ef ) ds. i

Démonstration. L’expression du gradient de d donnée dans la section 2.3, permet de ré-

écrire le systeme (3.0.1) par coordonnées :

(YY) = A1), 0) = 2YF) (Y5 (1)
(Y5)(t) = f(Y=(t).t) = 2(YF(1)*Y5 (1)
Yle(o) = Xy
Y7(0) = X

soit encore

Ye) () = [Y=E(),t) — (k) (2)
(Y5)' () = faYo(t), 1) — (k3)'(t)
Yf(O) = X
Y5(0) = Xa.

On commence par montrer (3.4.14) et (3.4.15). On note (Y*, k°)__, une suite extraite
qui converge vers (Y, k). On traite le cas a,, # 0. Comme Y est continue sur |0, +oo[
et que pour t €lam, by, Y(t) € J; qui est un ouvert, Y (t) # 0, pour tout t €|a,, by,[.

Alors, comme (Y*)_., converge uniformément vers Y sur [a,,,by], il existe pour tout
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U < t1 < tg < by, €9 > 0, tel que pour tout & < gy et tout t € [t1, 2], (YE(1),e;) # 0.

Afin d’alléger les notations, on supposera -sans perdre de généralité- que ¢ = N. On a

donc ici ¢; = (0,1) et e; = (1,0). En particulier, pour tout 0 < & < &g et t € [t1, ta],
(Y(t), en) = Y5 (t) # 0.

On peut écrire

t
Vi) = Yi(am) = [ fils, Y7()) ds + kS () = K5 ().
Alors, comme (Y7 ).~o converge uniformément vers zéro sur [a,,, b,,], on obtient en passant
a la limite,

(0) = a(am) + | ; Fu(s, Y¥(s)) ds. (3.4.16)

On montre maintenant que ko = ko(a,,) sur [am,, by]. Pour tout e < &g, presque partout

sur lintervalle [t1,t5],
£ Y€ 2
() = 1)

cela s’obtient en écrivant le systeme (3.0.1) coordonnées par coordonnées. Alors, par in-

tégration,

Hit) — k() = [

t1

Ggi(kﬁ)’) (5) ds. (3.4.17)

On a le lemme évident suivant :

Lemme 3.4.4. Soit (f.)es0 une suite de L} (R%) bornée par M > 0 qui converge fai-

loc

blement vers f € L7, ., et (¢:)es0 une suite de fonctions continues sur R% qui converge

uniformément vers ¢ € C(R%). Alors pour tout sous ensemble compact K C R,

/K%(S)fa(s) ds — [ @(s)f(s)ds.

e—=0 JK

£

Comme Y € Jy sur sur [tq;s], % converge uniformément vers 0 sur [¢1;t5]. De plus,
2

(k). est bornée dans H'([t1,t5]), donc quitte & extraire encore, ((k5)').., converge

faiblement vers un certain élément h € L?([ty, t5]). Alors en appliquant le lemme avec

3]

Y £
P = Y—} et f. = (k7),
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on obtient en passant a la limite dans (3.4.17),

k?g (tl) = k?g (tg)

Comme t; et ty sont arbitrairement choisis et que k est continue sur [a,,, by|, ko(t) =
ks(ap,) sur [apm,, by]. Donc avec (3.4.16) on obtient (3.4.15). Comme Y € Jy sur |a,,, by,
et que pour tout ¢ € [, by,

t
VE() = Y5 (am) = [ falls, V() ds + k(1) = K(am)
on obtient (3.4.14) par passage a la limite.

Il reste a traiter le cas a,, = 0, c’est-a-dire lorsque Y n’est pas nécessairement continue
en 0, si X ¢ T'. On refait exactement le méme travail que pour le cas a,, # 0, en travaillant
non pas sur [0, b,,], mais sur [n, b,,], pour 0 < 7 < by,,. On passe alors a la limite n — 07"

dans les expressions obtenues et on conclut a ’aide de la proposition 3.4.2. O]

Remarque 3.4.5. On remarque ici que ’expression trouvée pour Y présente des similitudes
avec le troisieme point du théoréme 2.3 de [2]. Dans ce théoreme, Achdou, Oudet et Tchou
construisent ’ensemble des trajectoires évoluant sur un réseau, auxquelles ils associent
un probléeme de controle. Dans ce théoreme, ils démontrent qu’au sein d’une aréte les
trajectoires sont uniquement déterminées par la composante tangentielle a cette aréte de

la dynamique f.

3.5 Autour de l'existence de la limite de (Y?)

e>0

On a vu dans la deuxiéme section de ce chapitre que (Y*, k°)__, était relativement
compacte, soit dans H*([0,T7]), soit dans H'([n, T]) pour tout n > 0, suivant la position
de départ X. Il y a donc existence d’au moins une valeur d’adhérence pour cette suite,
mais la question de son unicité se pose. Il s’est avéré qu’il n’a pas été possible au cours
de ce travail de répondre pleinement a cette question. On donne dans cette section la
démarche d’étude, ainsi qu’une réponse partielle a la question de l'existence de la limite
de la suite (Y¢)_.,. La raison qui empéche ici d’affirmer ou d’infirmer l'existence de la
limite, est que ’'on comprend mal ce qui se passe au voisinage de la jonction a la limite. En
effet, selon le choix de la dynamique f, des phénomenes d’oscillations peuvent apparaitre

au niveau de la jonction. On perd alors de I'information lors du passage a la limite, ce qui
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empéche de caractériser compléetement Y.

Comme il a été vu précédemment, I’étude de la suite de trajectoires (Y¢).~o est étroi-
tement liée a celle de (k%).5¢. Le rdle de contrainte limite que k va jouer vis-a-vis de Y

afin qu’elle demeure sur I', ameéne a considérer (Y, k) et pas uniquement (Y°)

e>0" e>0 -

On se place dans un cas particulier, celui ou f ne dépend pas de la variable d’espace,
i.e., il existe a € L™(R,), tel que pour tout ¢ > 0 et tout ¥V € R?

FYt) = alt). (3.5.1)

La stratégie de recherche est la suivante. Soit X € R2 on suppose -par exemple- que
X ¢ T'. On pose alors

Vim {(V1k) € (Hb(0, 400D, 320 3 0, 11V K%)= (ViR ooy i 0

n——+o00 loc [0,400])) n——+00

I'ensemble des valeurs d’adhérences de (Y*, k%)__, . On cherche & montrer que cet ensemble

est réduit a un élément, en raisonnant par ’absurde. On pose alors
T.:=inf {t >0, 3(Y (1), k(1)), (Y (1), k(1)) € V, (Y (1), k(1)) # (Y (1), (1))}, (35.2)

le plus petit temps a partir duquel il existe deux valeurs d’adhérences distinctes. On
suppose que T, < +o0, et on cherche une contradiction avec la propriété caractéristique
de la borne inférieure vérifie par T,. Soit alors (Y, k), (Y, k) définis comme dans (3.5.2).
Il y a ici deux cas possibles, T, = 0 et T}, # 0. Si T, = 0, alors

Si T, # 0, alors comme Y et Y sont continues en T., et qu’elles coincident sur [0, %[, on
obtient

il en va de méme pour £ et k. On remarque donc que T, ne peut pas étre un min, et que
pour tout (Y, k), (37, E) eV,

On distingue donc a nouveau deux cas :
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1) Pour tout (Y, k) € V, Y(T%) se trouve dans une aréte.
2) Pour tout (Y, k) € V, Y(T.) = 0.

Traitons le premier cas. On suppose sans perdre de généralité
Y(T,) € Jg.

Y et Y sont continues et Jg est un ouvert. La propriété caractéristique de la borne

inférieure donne alors I'existence de t > T}, tel que
Y (1) # Y () ow k(t) # k(t),

et que pour tout s € [T, t]
Y(S) € Jg et }7(5) € Jg.

Or, d’une part, pour tout s € [7%,t],
Ya(s) = Ya(s) = 0;

d’autre part, la proposition 3.4.3 donne que Y et Y; satisfont le méme probleme de Cauchy

sur [T, t]. De la méme maniére, pour tout s € [T, t],
ki(s) = kui(s) = ku(T0)

et la proposition 3.4.3 donne que ks et ks satisfont le méme probleme de Cauchy sur [T, t].

On obtient finalement pour tout s € [T}, t],
Y(s) =Y (s) et k(s) = k(s),

ce qui est en contradiction avec la définition de T,. Finalement, si V n’est pas réduit a un
élément, alors pour (Y, k) € V, Y/(T,) = Oge.

On regarde donc maintenant le cas ou pour tout (Y, k) € V, Y(T.) = Ogz. Ce cas est
celui qui est problématique. La propriété caractéristique de la borne inférieure donne alors

pour tout n > 0, qu’il existe T}, < t,, < T, + n tel que

Y(t) # Y (2).

On distingue alors trois cas :
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1) Y (t,) -par exemple- est dans une aréte, et Y (t,) est & la jonction.
2) Y(t,) et Y(t,) sont dans deux arétes différentes.
3) Y(t,) et Y(t,) sont dans la méme aréte.

On montre tout d’abord que 'on peut toujours se ramener au troisieme cas. Plus précisé-
ment, on montre que si l'on se trouve dans I'un des cas 1. et 2., alors on peut construire
une troisiéme valeur d’adhérence Y de (Y¢).5 tel que Y (t,) se trouve dans la méme aréte
que Y(t,). Il n’y aura alors qu’a chercher une contradiction a I’hypothese T, < 400, en

se placant dans le cas 3.

On se place dans le cas 1. On suppose sans perdre de généralité que Y (¢,) € Jg. Soit
(1) pen €t (€2)nen deux extractions, tel que (Yen),ey et (Yr),en convergent localement
uniformément, respectivement, vers Y et Y. Quitte a ré-extraire, on peut supposer, pour
tout n € N,

0<el <&l

A n fixé, pour T suffisamment grand, la fonction
(t,e) € [0,T] x [ep,en] = Y=(1)
est continue par le théoreme 2.1.10. Il existe donc pour n suffisamment grand,

1 3 2
g, < e <en

tel que
3 1
(Y (t)ep) = 5 (V(),en)
Par encadrement
e ——0,
n—-+00o

donc quitte & extraire de la suite (Y‘fi, kei), il existe (37, E) eV tel que

et on est ramené au cas 3).

Remarque 3.5.1. Remarquons ici que le choix
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est completement arbitraire. On aurait pu définir de la méme maniere Y tel que
Y(tn) = 9Y<tn>»
pour n’importe quel 6 €]0, 1].

Considérons maintenant le cas ot Y (t,)) et Y (t,,) sont dans deux arétes différentes, par
exemple Y (t,) € Jg et Y(t,) € Jy. Alors comme pour le premier cas, il existe pour n
suffisamment grand

el <ed <,
tel que
(Yor(ty), ep) = (Yo (t,),en ) -
Encore une fois, quitte a ré-extraire, il existe (37, E) €V tel que

~

(V(ts).ez) =

=

(tn)7 6N> :

Donc comme Y (t,) € T, Y(t,) = 0 et on est ramené au cas 1) et donc au cas 3).

Faisons un récapitulatif de notre avancée. On est parti de 'hypothese T, < 400. On

en a alors déduit deux choses :

1) Pour toute valeur d’adhérence Y de (Y¢).so, Y (7%) = 0.
2) Pour tout 6 €]0,1[, on peut trouver deux couples (Y, k), (Y, k) € V et t > T, tel
que Y (t) soit dans une aréte et Y (t) = 0Y(t).
On distingue alors deux cas :
1) 1l existe 7 > 0, tel que pour tout s €]T%, T, + 7], Y(s) # 0 et Y(s) #0
2) Il existe n > 0 et une suite (¢, )nen C|T%; Tk + n[ non stationnaire qui converge vers
T., tel que pour tout n € N, Y(t,) = 0 ou Y (£,) = 0.

Si on est dans le premier cas, alors la propriété caractéristique de la borne inférieure
donne Dexistence de t, €T, T, + 7], tel que Y(t,) # Y(t,). Alors la proposition 3.4.3
donne que les composantes de Y et de Y satisfont le méme probleme de Cauchy sur
[T.,t,]. Donc finalement Y (¢,) = Y (t,) et on obtient une contradiction.

Le deuxieme cas est celui ou I'on n’arrive pas a conclure. Il peut s’interpréter comme
un phénomene d’oscillations autour de la jonction de la part d’une ou des deux valeurs
d’adhérences concernées. On ne peut alors plus utiliser les relations (3.4.14) et (3.4.15).

En effet, soit ¢t > T, tel que Y (t) # ?(t) On suppose, sans perdre de généralité, que Y (t)

82



Etude du systéme d’EDO pénalisé

et }7(25) sont dans l'aréte Jg. Comme dans la proposition 3.4.3, on définit
ty == sup {s <t, 57(3) = O} ,

et
to:=sup{s <t, Y(s)=0}.

On aimerait exploiter les relations

V(1) = [ als)ds = (k(t) = k(to))

to

et

V(1) = [ als)ds = (K1)~ F(to),

to

et en particulier que (k(t) — k(to)) et (k(t) — k(to)) sont orthogonaux & Jp.
Le probléme est qu’il n’y a a priori aucune raison pour que t, et o soient identiques,

et donc qu’aucune relation utile entre les deux égalités ci-dessus soit établie.

Remarque 3.5.2. Ce phénomene d’oscillations autour de la jonction rappelle l'effet Zéno,
décrit dans [13, 32]. Dans [32, Proposition B.2]|, O. Jerhaoui et H. Zidani gerent cet effet
en appliquant le théoréeme de Filippov (voir [20], Théoréeme 3.1.6). L’idée est d’approcher
la trajectoire par une suite de trajectoires ayant un nombre fini de passages a la jonction.
Le probleme est qu’ils utilisent la borne L* de leurs dynamiques. Si I'on essaie ici de
suivre leur stratégie, il faudrait disposer d’une borne L* sur (Y¢)' uniforme en ¢, ce qui

n’est pas possible.
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CHAPITRE 4

PROBLEME DE SKOROKHOD SUR UN
RESEAU

On a étudié dans le chapitre précédent la convergence locale uniforme de la suite de
solutions (Y¢).~o du systéme (3.0.1). On a montré qu’il n'y avait pas existence de la limite
pour cette suite, seulement existence de valeurs d’adhérence. On a établit en particulier,
certaines propriétés vérifiées par ces valeurs d’adhérences, a savoir le théoreme 3.2.1 et
la proposition 3.4.3. L’enjeu de ce chapitre est une discussion autour du probleme limite
vérifié par les valeurs d’adhérence de (Y¢).-, ainsi qu’a travers des cas concrets, illustrer
les difficultés rencontrées dans I'étude de la convergence de cette suite. On exhibera en
particulier des exemples de dynamiques qui illustrent les problemes qui se posent lors-
qu’une trajectoire limite (i.e. une valeur d’adhérence de (Y¢).5¢) atteint la jonction du

réseau.

4.1 Une trajectoire limite qui ne rentre dans aucune

branche

On a vu dans la section 3.5 que la principale difficulté qui apparaissait pour la question
de I'unicité était celle de la gestion des oscillations qui pouvaient apparaitre autour de la
jonction. On donne dans cette sous-section I’exemple d’une dynamique pour laquelle il y
a unicité de la trajectoire limite, et pour laquelle la dite trajectoire limite ne “rentre dans
aucune aréte” a t = 0. On entend ici par “rentrer dans une aréte” a un temps tq > 0,
pour une trajectoire Y : Ry — I, tel que Y (ty) = 0, 'existence de i € {N, O, S, E} et de
d; > 0, tel que pour tout t €]tg, 0;,

Y(t) € J;.
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On considére une suite (i(n)) tel que pour tout n € N;

neN»
i(n) € {N,0, S, E}.
On définit alors pour tout ¢ € [0, +ool,

0, sitel0,50],

: 1 1 1
. 6’L(n)7 sit S [2n+17 on+1 + on+2 [7
fniteRy— ) . , 1
—€i(n), site [2n+1 + on+27 on [7
0, sinon.

Pour tout n € N,
supp(fn) C [0, 1].

On pose, pour tout n € N, le probleme de Cauchy

{ ZL(t) = fa(t), t >0, (4.1.1)

Z,(0) = 0.
Alors pour tout ¢ > 0,

0, sitel0,5],

A (t) — <t B 2"%)61'(”)’ site [2n1+17 2n3+2 [:
’ (QL" B )ei(n)7 site [2n3+27 2% )
0, sinon,

est solution de (4.1.1). On donne une représentation de f,, et Z, sur les figures suivantes.
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€s

€o

EN —
0 1 3 1 f”
on+1 otz on
—en

—eo

—es

—ep

FIGURE 4.1 — f,, lorsque ¢;(,) = ey

_— Z

PN

0 1

3
on+1 omn+2

02| =

FIGURE 4.2 — Représentation de t — Z, (%)

Les fonctions f, sont a supports compacts disjoints, donc pour tout n € N,

Yn = Z Zk,
k=1
est solution du probleme de Cauchy

Yit) = X fild), t20 (4.1.2)

Pour tout n € N,
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Donc (Y,,)nen converge presque partout vers Yy, la solution du probléme de Cauchy

Yo(t) = X fiult), t20 (4.1.3)
Yoo(0) = 0.

De plus, pour tout n € N et tout ¢ € |57, +00],

donc pour tout t > 0,

Donc pour tout € > 0 et tout ¢t > 0,
1
ng(Yoo(t)) =0.

Donc pour tout € > 0, Y., coincide avec la solution Y du systeme (3.0.1), avec
FYt) =3 fu(t) et X =0.
k=0

Donc dans ce cas, la suite (Y¢).~o converge (vers Y,,) car est stationnaire. On choisit
alors (e;(n))nen tel quil 0’y ait pas convergence, c’est a dire qu'il existe j, I € {N,O, S, E'}

distincts, tel que pour tout n € N il existe n;,n; > n, tel que
€i(n,) = €j et ejn,) = €.
Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe 0 < t; < d et 0 < ¢; <9, tel que
Yoo(ts) € Je; et Yoo (ty) € Jep.

On a donc bien exhibé un exemple de trajectoire limite pour le systéme (3.0.1) qui ne
rentre dans aucune branche, ce qui correspond au cas de figure qui pose probleme dans

la section 3.5 pour I’établissement de I'existence de la limite de la suite (Y¢, k%) <.
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4.2 Autour du caractere mal posé du probleme limite

Une autre difficulté qui intervient pour I’étude des couples trajectoires/pénalisations
limites, est le fait que ces derniéres sont uniquement caractérisées comme étant des valeurs
d’adhérence de la suite (Y, k%).~¢. Plus précisément, pour un couple (Y, k), limite d’une

suite extraite de (Y, k%).~o vérifie

1. (Y, k) satisfait les cinq propriétés du théoréme 3.2.1,
2. (Y, k) satisfait la proposition 3.4.3.

Or, vérifier ces deux propriétés ne caractérise pas le couple (Y, k). En effet, on considere

~1
f(Y,t) :Z(_1>,
(1)
1

qui sera étudié plus précisément dans la prochaine section. On considere les deux couples
(Y, k) et (Y, k) définit par
0
—t

)

()

(1) wnsien
2
o= (1

I'exemple de la dynamique

avec comme position initiale

si0<t<1,

sit>1,

sit>1,

et
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Alors on vérifie aisément que (Y, k) et (57, %) vérifient les deux propriétés mentionnées
plus haut. D'une certaine maniere, ¢ca n’est pas étonnant. Si vérifier le théoreme 3.2.1
et la proposition 3.4.3 suffisait a caractériser un couple de fonctions, alors on aurait une
bonne définition d’un probléme de Skorokhod posé sur I'. Encore une fois, ce qui manque
ici est de l'information sur le comportement du couple (Y, k) aux temps ou Y atteint
la jonction. La question de comment est déterminé le comportement de la trajectoire Y

apres ces temps-la est encore ouverte.

4.3 Etude d’une dynamique particuliére

On considere dans toute cette section la dynamique

Y, t) = ( j )

On décide d’adopter dans cette section des notations plus légeres pour la trajectoire Y,

que l'on notera Y := (x.,y.). Le systeme (3.2.1) se réécrit donc dans cette situation

20 = —1- a4
y'(t) = —1—§x§(t)y€(t), (4.3.1)
Y.(0) = X

De plus, F(Y,t), pour Y = (z,y) € R? et ¢t > 0, se ré-écrit

2
S *$2y2
9
Fa(Y, t) — )
2
-1 - =z%y
9

indépendamment de ¢.

4.3.1 Etude de (4.3.1) lorsque X, € T'\ {0}.

Le but de cette section est ’établissement des propositions suivantes
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0
Proposition 4.3.1. Pour X, = ( 5 ) , avec 0 > 0, la suite (Y¢)eso de solutions de

0 .
( ), si0<t<y,
o—t

Y(t) = (4.3.2)

0—1
( ), sit > 0.
0

—t
( . si0<t<9d,

(4.3.1) converge vers

k(t) = (4.3.3)
( -0 ., sit>0.

Proposition 4.3.2. Pour X, = (

(4.3.1) converge vers

)
Proposition 4.3.3. Pour X, = ( 0 ) , avec & > 0, la suite (Y¢).so de solutions de
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(4.3.1) converge vers

, o si0<t<é,

, sit > 0.

( 0 ) si0<t<§,
—t
o—1t
( ), sit > 0.
—0

Proposition 4.3.4. Pour X, = ( ) , avec 6 > 0, la suite (Y¥)eso de solutions de

(4.3.1) converge vers

De plus, la suite (k®).., converge vers

k(t):z(i).

Les propositions 4.3.2 et 4.3.4 se démontrent aisément, elles découlent directement de

la proposition 3.4.3.

Démonstration de la proposition 4.5.2. Soit Y une valeur d’adhérence de la suite de so-
lutions du systeme (4.3.1), (Y®)_.,. Comme Y'(0) € Jg, on note T}, > 0, le premier temps

d’arrivée a la jonction, c’est a dire
T.:=inf{t >0, Y(t) =0}.
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La proposition 3.4.3 donne donc que pour tout ¢ € [0, T%],

wo-(0)

Comme Y est continue sur [0, +oo[ par le théoreme 3.2.1, Y (¢) # 0 pour tout ¢ > 0, donc
T, = +o00. Donc pour toute valeur d’adhérence Y de (Y*)

Y (1) = ( o )

pour tout ¢t > 0. Donc (Y*)__, converge, donc (k°)_., converge vers une fonction k, dont

e>0"

I’expression est donnée par la proposition 3.4.3. O

Démonstration de la proposition 4.5.4. La preuve s’effectue de la méme maniere que pour

la proposition 4.3.2. O

La proposition 4.3.3 se déduira de la proposition 4.3.1, via un changement de co-
ordonnées dans le systeme (4.3.1). La difficulté de cette section est I’établissement de la
proposition 4.3.1. L’expression de Y sur [0, 4] ne pose pas de probléme, il s’agit des mémes
arguments que pour 1’établissement de la proposition 4.3.2. Il s’agit ensuite de déterminer
le comportement de Y une fois qu’elle a atteint la jonction a ¢t = 0. En effet, comme décrit
dans la section précédente, il y a plusieurs trajectoires limite qui satisfont le théoréme
3.2.1 ainsi que la proposition 3.4.3. L’enjeu de ce qui va suivre est de trouver le “bon”
candidat limite.

Pour ce faire, il suffit juste de montrer qu’il existe 7' > 1, tel que Y(T') € Jo; on
conclura alors une nouvelle fois grace a la proposition 3.4.3. Pour avoir I'existence d’un

tel T, on montre qu’il existe dg > 0 et T > 0, tel que pour tout ¢ € [1,T] et tout € > 0,
zL(t) < —do. (4.3.4)

Alors par intégration et utilisation de la convergence uniforme de (x.).~o, on obtiendra &

la limite z(7") < 0. On établit la proposition 4.3.1 dans le cas ou
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On ne perd pas de généralité, et cela permet d’alléger les calculs.

On définit certaines courbes planes pour € > 0 :

Co = { (:L‘, _\/M> , < O} , (C:)

ver
Co, =S |x,—— |, v<0,vr<0,. (&
’ { ( \/5(—1')2) } 7

Ces courbes sont fortement liées au systeme (4.3.1) ; en effet, si Y*(¢) € C5,, alors z(t) = 0.
L’idée est donc de comparer la position de Y¢ par rapport a ces courbes et obtenir des
estimations utiles sur z., y. ainsi que sur leurs dérivées.

Afin de donner une idée du comportement de ce systeme, on montre ici des simulations
numériques. On regarde en particulier la position de la courbe Y par rapport aux courbes

décrites ci-dessus.

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

—0.2 1

—0.4

—0.6

-0.8 T T T T T T T
—-2.00 -175 -1.50 -125 —-1.00 —-0.75 —0.50 —0.25 0.00

FIGURE 4.3 — Simulation pour la dynamique f(Y,t) := ( ) ) ,sur [0,2.5], avec e = 0.1.

On s’apercoit que toutes les courbes introduites sont contenues dans la zone d’inva-
riance {d = (1/2)3¢3}, représentée en rouge sur la figure 4.3. On rappelle que cette zone
est la zone d’invariance optimale pour Y¢, donnée par la proposition 3.1.5. Il va falloir ici
des résultats plus fins, pour étre en mesure d’obtenir une estimation de la forme (4.3.4).

A la limite, on observe le comportement suivant :
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0.0 4 ——— — e X-— 0
1

—1.04

-3.0 —2.5 -2.0 —15 -1.0 -0.5 0.0

-1
FIGURE 4.4 — Simulation pour la dynamique f(Y,t) := ( ) ) ,sur [0,3] avec e = 1074

Cela donne I'intuition d’établir I'expression pour Y donnée par I'égalité (4.3.2).

La proposition suivante donne pour tout € > 0, I'existence d’un temps t. < 1, en lequel

Y¢ atteint I'axe des abscisses.

Proposition 4.3.5. Il existe une suite (t.).., de réels positifs bornée par 1, tel que pour
tout € > 0, y-(t.) = 0.

Démonstration. e Soit € > 0. On a
y:(0) =—-1<0

et
0 = ~1 = 2220 (0).

Alors, tant que y.(t) est positif, y.(¢) est strictement négatif et majoré par —1. Ainsi y.
est strictement décroissant jusqu’a atteindre 0 et il existe donc ¢. tel que y.(t.) = 0.

e De plus, pour tout € > 0 et tout ¢ € [0, t.],
y(t) < —L.
Donc par intégration, y.(tf) < 1 — t. On obtient donc
0<1 -+,
et finalement ¢, < 1. O
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La proposition suivante assure la décroissance de x., pour tout € > 0, et une premiere

zone d’invariance, plus fine que celle donnée par la proposition 3.1.5.

Proposition 4.3.6. Pour tout € > 0 et tout t > 0,

zL(t) < 0.

Démonstration. Soit X := (z,y) € C5, N{z < 0}. Alors,

(1, —M) . (4.3.5)

On calcule alors pour tout ¢t > 0,

(F(X,t),nes, (X)) = 1+

Cependant, comme C¢, est en dessous de C&,
Y x Y )

Donc
(FE(X,t),n¢:, (X)) < 0.

Ainsi, pour t > 0 tel que z.(t) = 0,
(V) (#).mes, (YE(1))) = (FE(Y*(8), 8),mes, (Y5(1))) < 0.
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Donc comme & t = 0, 22(0) < 0, on a bien pour tout ¢ > 0,

zL(t) <0.

Remarque 4.3.7. La figure 4.3 illustre la proposition précédente, on voit bien que la courbe

représentative de Y (en jaune), est contenu dans l'espace délimité par CS, (en bleu).
On définit alors, en accord avec les notations précédentes, pour tout € > 0,

(4.3.6)
I’abscisse de Y© au temps t., lorsque Y* intersecte Jo.

Proposition 4.3.8. L’ensemble

{yz:c—ne}ﬂ{yz—sél}m{ys 5}
V2(—z)2 V2(—z)

est invariant pour Y°.

Démonstration. En effectuant les mémes calculs que précédemment, on regarde pour X =
(ﬁ,y) S {Z/Zx—ns} ettZOa

2zy

<F8(X7 t)’ (17 _1)> _7775 < Oa

et on conclut de la méme maniere.

On illustre la proposition précédente sur la figure ci-dessous, en notant que 1’ensemble

=t} =

est celui délimité par les deux hyperboles (en bleu sur la figure 4.5) définissant C:,.
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0.8

0.6

0.4

021
Ci/
0.0 Y*
—0.29 Y= ="

—0.4 1

—0.6 1

-0.8 T T T T T T T
-14 -12 -10 -08 —06 -04 -02 00

FIGURE 4.5 — Zone d’invariance déterminée par la proposition 4.3.8

On dispose désormais un ensemble invariant pour Y. Cependant, ce n’est pas suffisant
pour obtenir une estimation de la forme (4.3.4). On a besoin de résultats plus fins que la

position relative de Y par rapport a C;,. On va comparer la position de Y* a celle d’'une

€

courbe “un peu plus au dessus” de C;,, C:

/,, pour un réel strictement positif v bien choisi

(voir la figure 4.3). On donne d’abord le lemme suivant :
Lemme 4.3.9. [l existe v > 0 tel que, pour tout € > 0,

ne < —(ye)'/?,

Démonstration. Pour prouver ce lemme, on considere le systeme (4.3.1) avec une position

initiale proche de la jonction. Pour € > 0, on considére le systeme, notant U® := (u.,v.) :

L 2 )
() = =1 = Zu(t)e2(t)

v(t) = —1—§u§(t)ve(t) (4.3.7)
Ua(o) = (0,51/3)

On note tY > 0 (qui existe par la proposition 4.3.5) tel que v.(tY) = 0. Le théoréme
de Cauchy-Lipschitz assure qu’il n’y pas d’intersection entre les courbes paramétrées

(2e(t), y=(t)) =0 €t (uc(t),v:(t)),50 , ainsi, pour tout € > 0,

r.(t) < uc(tY). (4.3.8)
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On travaille ici sur [0,tY]. Comme v () < —1, nécessairement

va(t) < /3.

Alinsi,
2
ul < —1-— guavf
2
<-1 T/gus

Cela donne que u, est une sous-solution de

/

L, - 1
=0+ 72 (4.3.9)
2(0) = 0.

Ainsi, en résolvant (4.3.9), on obtient pour tout ¢ € [0,tY],

2
u(t) < —e'/3 (1 — esl/st> : (4.3.10)
On veut ici minimiser t. 1l y a deux cas possibles :

B >0, Ve>0, Vte[0,t], —Be'® <u.(t) <0 (%)
VB > O, EI&TB > O, EltB € [O,tg]7 Us(tB) < _B€1/3 (**)

Le cas (xx) n'est pas possible, car (tV).~¢ est borné par 1, par la proposition 4.3.5, et
(ue).~o est bornée sur [0,1]. I existe donc B > 0, tel que pour tout € > 0 et tout
t e 0,¢],

u? (351/3)2
Le 2227
£ €
Donc, comme U*® vérifie (4.3.7), v. vérifie
/s 2B?
UV, = — m
(4.3.12)
v(0) = &'/?
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Ainsi, pour tout ¢ € [0, Y],

2 2
A 253t 1/3 21B/3t
ve(t) > —ope Tamt 7t Be'/Pe €. (4.3.13)
On pose B := B + 555. Alors, en considérant (4.3.13) a t = t¥, puisque v.(tY) =0,
2
1/3 215/)31‘,5 g/’
€ < —
donc In(258?)
U n 1/3
o= Top ©
et

In(238B%) > 0
par définition de 3. Alors, en notant

. In(25B?)
A= g

on obtient par (4.3.8) et (4.3.10) :

ne < u(tY)

1/3
19 —Ltg
S —opl—e )
61/3 oa
< —gp—e)
< —(ye)"?,

ou

yi= <<1 ;;;QA)f.

]

On est maintenant en mesure d’obtenir une estimation de la forme (4.3.4). Pour cela on
va effectuer les calculs dans une zone d’invariance légerement plus grande que celle donnée
par la proposition 4.3.8, a savoir celle délimitée par la réunion d’hyperboles définissant

CZ, et la droite d’équation y = x + (75)%, ou v est la constante donnée par le lemme 4.3.9.
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0.8

0.6 4

0.4 4

—0.2 9

—0.44

—0.6 1

—0.8 T T f T T T T
-14 -12 -10 -08 -06 -04 -02 0.0

FIGURE 4.6 —

Proposition 4.3.10. [ existe 0 < v < 1 tel que pour tout € > 0 et tout t > t.,
zl(t) < —1+2

Démonstration. Le but de la preuve est de montrer qu’il existe v > 0, tel que pour ¢

suffisamment petit, ’ensemble

S, = {QZ —m

N

(NI

}U{nyJrne}U{xSO}
est un ensemble invariant pour (Y¢(t))i>s. c>0. Pour ce faire, on effectue le méme type de

calcul que dans les propositions 4.3.6 et 4.3.8.
Soit v,e > 0, et X := (z,y) € C5,

z' v

ou on rappelle

Alors,

Donc, un vecteur normal sortant a C;, , en X est donné par

nci,m(X) = (_2\/5(—56)3’_1) .
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Comme précédemment, on souhaite obtenir pour tout ¢ > 0,
(F*(X,1),ne:, (X)) <0,
pour un élément X € C3, , bien choisi. Il faut en effet le prendre dans
o, NS
En réalité, afin de simplifier les calculs, on prend X dans
S = Cy U {y > x4+ (’}/6)1/3} U{x <0}.

En effet, la proposition 4.3.8 et le lemme 4.3.9 donnent linclusion S C S. Ainsi, si lon

dispose du résultat pour X € S, on aura montré la proposition. On calcule alors

c B 2ay? ves 2y
(F (X,t),nci,y(X)> = (—1— : ) (_2\/5(—@3) +(—1) (—1— ; >

car X € C, . Alors

On pose alors

Que(v) = . (4.3.14)

On recherche vy < 1 indépendant de ¢ tel que, pour tout x admissible, i.e tel que X € S,

Qz,E(VO) < 0.

On détermine le point d’intersection entre Cg, , et {y =+ (75)1/3}, pour 0 < v <1
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donné, noté X, . = (z,¢, Ye). On résout alors

[N

ve
()Pt = . (4.3.15)
ﬂ(_xu,s)

N

Avec le changement de variable z,. := (—z,.)2, la relation (4.3.15) se ré-écrit

2he = (7)Y — If/f; =0 (P(z0e))
On cherche les racines de (P(z,.)) de la forme
Zye = T/,
On résout donc
3 — A3 — A—Y (P(r))

V2

Comme P'(r) = 3r2 — 413, il y a existence et unicité de 0 < 7, (on a méme % <Ty),
tel que P(7,) = 0. Alors,

= _1/6
ZVSZTV€/7

)

et
T, = —T2e3, (4.3.16)

Donc, en considérant (4.3.14), pour tout = < z,,.,

1 3
€2 V2(—z)2
Qee(V) = ———5W -1 +1- v
) = sy =) .
~ 2V2F, g
Par définition de 7,
V2
Donc \/_
_ 2 2
\/im“,, = (1 _71/3)y+u ,
on note
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On remarque g(1) > 1. Ainsi, comme
— (v —1*) —0,
Zﬂ(—m)%( ) vl

et que T, est continue par rapport a v, il existe 1y < 1 tel que pour tout € > 0 et tout
T < Ty e,
(FE(X,t),nee, (X)) <0,

ou

Ainsi S est un ensemble invariant pour X¢, donc pour ¢ > t., en considérant I’expression
de 2L,
zl(t) < -1+ 5. (4.3.17)

]

On est maintenant en mesure d’établir la proposition 4.3.1, on rappelle que I'on dé-

montre cette proposition dans le cas ou

on(g)_

Démonstration de la proposition 4.53.1. Soit Y(t) := (x(t),y(t)) une valeur d’adhérence
de (Y?)
Les propositions 4.3.5 et 4.3.10 permettent d’écrire que pour tout ¢t > 1, et tout € > 0,

>0 - Alors son expression sur [0, 1] découle directement de la proposition 3.4.3.

2l (t) < =1+ 5.
Donc pour 1 < s < t, par intégration,
z(t) < @e(s) + (1 +5)(t — 5).
En laissant tendre € vers 0, et s vers 1, on obtient
z(t) < (t =1 (=1+13) <.
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Comme Y (t) € I', nécessairement y(t) = 0, et donc Y (t) € Jo. On pose
T' :=inf{s > 1, Y(s) = 0}.
Alors la proposition 3.4.3 donne que pour tout 1 < ¢ < T,

2(t) = (1—1)

et y(t) = 0. Donc T" = +o0, et pour tout ¢t > 1,

wo-(,°,)

L’expression de k découle de la proposition 3.4.3. Ceci est valable pour toute valeur

d’adhérence Y de (Y?) d’ou la convergence et le résultat recherché. ]

e>0"

On établit de méme la proposition 4.3.3.

Démonstration de la proposition 4.53.3. On peut ré-écrire (4.3.1) de la maniére suivante :

) = 1 2w (02)
g = 1= 2200
(2(0),5:00)) = (5,0)

Alors, en faisant le changement de variable (u.,v.) = (ye, ), on se rameéne au cas X =

0
( 5 ) , 0 > 0, et on obtient le résultat souhaité. O]

Remarque 4.3.11. Cet exemple fournit un exemple non trivial (c’est a dire ou (Y¢).so
n’est pas stationnaire) pour lequel il y a convergence de la suite de solutions du systéme

(3.0.1) vers une trajectoire limite évoluant sur I'.

4.3.2 Etude de (4.3.1) lorsque Xy =0

On considére maintenant le systeme (4.3.1) avec Xy = 0. On montre ici que (Y*)_,

converge uniformément vers la fonction nulle. On commence par montrer le lemme suivant.
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Lemme 4.3.12. Si X, = 0, alors pour tout € > 0, et tout t > 0,
Ye(t) € {X = (z,y) ER? = y}
Démonstration. Soit X = (x,z). L’ensemble des vecteurs normaux a

{X = (z,y) €ER? z= y}

0]

Ainsi pour tout ¢ > 0, tout ¢t > 0,

en X est

(F(X, 1), (1, 1)) = (FL(X, 1), (—1,1)) = 0.

Donc pour tout ¢t > 0 et tout € > 0, z(t) = y(t). O

On peut donc maintenant prouver la proposition principale

Proposition 4.3.13. Si X = 0, la suite (Y*®).~0, de solutions de (4.3.1) converge loca-

lement uniformément vers 0.

Démonstration. Le lemme précédent assure que pour tout € > 0, et tout £ > 0,

Te (t) = Ye (t)

On suppose qu’il existe to > 0, tel que Y () # 0 (i.e. Y(to) appartient & une aréte du
réseau). Alors par convergence locale uniforme de (Y;).~o, il existe h > 0 suffisamment

petit tel que
B(Y (to),h) N {z =y} =0,

et g, > 0 tel que pour tout € > ¢y,
Y*(tg) € B(X(to), h).

Il y a alors une contradiction avec le lemme précédent, donc Y (¢) = 0 pour tout t €
[0, +o0]. O
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4.4 Autour de l’instabilité du probleme limite

Une question naturelle qui émerge lors de I’étude de ce systeme est celle de la “stabilité”
par rapport a la condition initiale. On prend ici comme définition de la stabilité le critere

suivant :

Définition 4.4.1. On dit que 'ensemble {YX , X € RQ} des limites des suites des solu-
tions de (3.0.1) est stable par rapport & X € R? si, pour tout X, € R? et pour tout
0 <t <ty <400,

HYX —yXo 0.

—
Loo([tr,t2]) X—Xo

On montre ici qu’il n’y a pas de propriété de stabilité sur R2. L’exemple de la dyna-

Fv) = ( B )

traité dans la section précédente donne I'instabilité de I’ensemble des trajectoires. En effet,

mique

on pose t; =0, t = 1 et pour tout 6 > 0,

X(g)

Alors pour tout § > 0,

Hng _YXO — Hng —YXO
Loo([tate]) L ([0,1))
=1-4.
Alinsi,
lim ||y — y o — 1,
0—0 L>(]0,1])
alors que
o =
Le=([0,1])
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CHAPITRE 5

PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL

On rappelle que ce chapitre est consacré a ’étude du probleme de controle associé au
systeme (1.2.1)

(VX0 (1) = SV, alh) — VYD)

5.0.1
yXes(0) = X € R? >0

oua € A, ou
A :={a:[0,400[— A, a mesurable} .
On rappelle les fonctions cofit et valeur associées a (5.0.1), pour X € R® et a € A

T (X, Q) = /0 Y52 (1), a(t))e ™ dt

et
V(X)) = ;IelaJ (X, a),

avec A C R? compact. On rappelle également certains objets asymptotiques. Pour X € R?

et o € A, on note

‘YX7a7€7’L _ Y’

n—-+0o0

w(X,a) = {Y . [0, +00[— R?, Fe, —=0 — O} , (5.0.2)

Lo, (Rf‘_) n——4o00

I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite des solutions de (5.0.1), dont on justifie

I'existence dans la section 5.1.1. Pour Y% € w(X, a), on note

400
J(YXe) ::/ (Y% (s), as))e ™ ds (5.0.3)
0
et pour X € R?,
V(X):=  inf J(YXo, (5.0.4)

yXsacw(X,a)
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Le but de ce chapitre est ’établissement du théoreme 1.2.10 que 1’on rappelle ici :

Théoréme 5.0.1. On suppose que les hypothéses (1.1.2), (1.1.3), (1.2.19) et (1.2.20) sont
vérifiées. Alors
1) (V¢)..o converge localement uniformément vers V. sur R?,
2) Pourtout X € R? V(X) = Vp(X), ot pour tout X € R?, X est la notation donnée
par Uégalité (2.3.7), et Vi est définit par (1.1.11).

5.1 Etude du systéme contr6lé 5.0.1

5.1.1 Application des résultats du chapitre 3

Comme expliqué dans I'introduction et au début du chapitre 3, le but de ce dernier
était d’obtenir des propriétés sur (YX’Q’€>E>O uniformes en o € A. Tous les résultats de
ce chapitre peuvent se ré-écrire en remplagant f(Y,t) par f(Y,a(t)), sans que cela affecte
leurs preuves. Cela provient du fait que la quantité f(Y,t) est systématiquement majorée
par M -sa norme L°°- dans les estimations ou elle intervient.

On ré-écrit ici les résultats du chapitre 3, en adaptant leur écriture au fait que dans
ce chapitre le controle a est variable.

Tout d’abord les résultats concernant les zones d’invariance. On adapte la notation

3.1.2:

Notation 5.1.1. On définit pour tout A > 0, @ € A, € > 0 et toute position initiale
X € R?,
s () = inf {t > 00 YEr() € Z(V)},

le plus petit temps auquel Y ¥ atteint Z()\). On prendra comme convention
t5%(\) = +o0,

si Y5 n’atteint jamais Z(\).
La proposition 3.1.5 reste valable :

Proposition 5.1.2. Pour tout A > A\, := (£> 5%, tout o € A, toute donnée initiale

X € 0Z(e") et presque tout t > 0,
(FE(X, a(t)), nazey (X)) < 0. (5.1.1)
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En conséquence :
1. Sid(X) > A, alors pour tout 0 < t; <ty < t5%5()\,)

d(Y 5 (L)) < d(Y 5 (1)),

Autrement dit, si d(X) > X, alors Z(d(X)) est une zone d’invariance pour Y 5%,
2. Z()\.) est optimale vis-a-vis de la dynamique f choisie. Dans le sens ot si A < A,

alors Z(X\) n’est plus nécessairement invariante.
De méme, on garde la majoration de tX*¢(g7) :

Proposition 5.1.3. Soit « € A et X € R? une donnée initiale. Alors pour tout v < 1,
4
et e < (7\]\/45) e s

d(g()el—”. (5.1.2)

Remarque 5.1.4. 11 est important de faire une distinction entre deux choses :

tX,a,a (5’y> S

— le temps t%¢(£7) qui dépend du controle «
— la majoration (5.1.2) qui donne une majoration de t*¢(¢7) uniforme par rapport

aac A

Le théoréme 1.2.4 reste lui aussi valable :

Théoréme 5.1.5. On suppose que l’hypothése (1.1.2) est vérifiée par f. Alors pour tout
X € R? il existe une suite (€,)nen de Téels convergeant vers 0 ainsi qu’un couple de
fonctions (Y5, kX2) | tel que

1. §8i X € T, alors pour tout T > 0, la suite (YX’“’E",k:X”’E")neN converge vers
(Yo k%59 uniformément sur [0, T] et simplement sur [0, +o00|. De plus, (Y% k%) €
(1! ([0, 7))

2. i X ¢ T, alors pour tout T > 0 et tout n > 0, la suite (YXxen Xaen)
converge vers (Y X k%) uniformément sur [n, T, et simplement sur [0, +o0o[. De
plus, (Y5, kX) € (L([0,T]) 1 H' ([n, T2

3. Si X ¢T, alors

YXe(0h) i= lim Y*(t) = X,

t—0t

ot X est définit dans la proposition 2.3.3 du chapitre 2.
4. Pour tout t > 0,
yXet) er.
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5. Pour toutt >0
Y¥ot) = X + /Ot fYXe(s), as)) ds — EX(t). (5.1.3)

Ce théoreme justifie alors la définition de

yXeaen _

w(X, a) = {Y [0, +00[— R?, e, —— 0,

n—-+o00

—>0}.
R?)

On réécrit enfin la proposition 3.4.3,

Proposition 5.1.6. Soit une donnée initiale X € R?, a € A et (Y52 k%) une valeur
d’adhérence de (YX’O"E,k:X’“’E) . Soit m € N eti € {N,0,S,E} tel que pour tout t €
|, b [, YX0) € Jiy 0t |apm, bi| est donné par (1.2.10). Alors si a,, = 0 pour tout
t € [0,bn),

(ree.et) = 0 5.1.4
<YXO‘ ),el> = <X ez>+/0 <f(YX’°‘(s),oz(s)),ei> ds, (5.1.4)
(kK¥e(t),e) = (X —X,e) t 55
(K¥o(t),eb) = (X -X,ef)+ /0<f(yxva(s),a(s)),e§> ds.
Si a,, # 0, alors pour tout t € [ay,, by,
(Ye.e) = . (5.1.6)
(YXo(t),e;) = /am (F(Y¥2(s), a(s)), e ds, -
et
(BXe(), ) = (FY(am),e;) i

(Feet) = (F(anet)+ [ (05 ()a(9).ct) ds

5.1.2 Le cas spécifique X € T

On commence par montrer un résultat important portant sur les dérivée des trajec-
toires limites Y € w(X, a). En effet, nous avons vu dans le chapitre 3 que Y% était
élément de H} ([0, +o0) (ou H}.(]0, +0o0[)) mais il n’y a pas d’information plus précise

sur (Y%?)" hormis son caractére L2

ioc- Le lemme et la proposition suivants assurent que
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pour tout X € R? et tout controle a € A, (YY) € L>([0,4+00[). Soit o € A, X € R?
et Y% un élément de w(X, ). On définit

Tia = {t € Ry, YX(t) =0, (V) (t) existe et (Y¥°)(t) ¢ B(O,M)}.  (5.1.8)

Lemme 5.1.7. On a mes(Tx,) = 0.

Démonstration. Afin de simplifier les notations, on notera dans la preuve Y% =: Y. On

remarque tout d’abord que, Y étant absolument continue, I’ensemble
{t, Y'(t) existe}

est de mesure pleine. Soit ¢ € Tx . Comme Y'(t) ¢ B(0, M) il existe n > 0 tel que Y (s)
appartient a une aréte du réseau pour tout s €|t,t + n[, autrement dit Y ne demeure pas
a la jonction apres 'instant t. Alors il existe ¢ € {N,0, S, E} et 8 > M, tel que

Y/(t) = <Y/(t), €Z'> €; = Bei.
De plus, comme Y (t) = 0, on a pour A > 0
J— / J— .
Y(t+h)= Y(t)h—l—hgo(h) = hﬁel—l—hgo(h). (5.1.9)
Alors d’une part, il existe pour tout § > 0, hs < § tel que pour tout h € [—hs, hs],
Y (t+ h)| > Bh — ho, (5.1.10)

et d’autre part, pour tout h € [0, 7],

Y(t+h)—Y()| = [Y(t+h) = ’/fh Y'(s)ds

t+h
<[ )l ds
t

< Mh

parce que |Y'(s)| < M presque partout a l'intérieur des arétes par la proposition 3.4.3.

Alors pour tout ¢ suffisamment petit on a :
(B=0)h <|Y(t+h)| < Mh,

113



Probleme de controle optimal

ce qui n’est pas possible car § > M. O
On en déduit la proposition suivante

Proposition 5.1.8. Pour tout a € A, X € I, Y% € w(X, a) et presque tout t > 0,
(Y*)(t) € B(0, M).

Démonstration. Prenons t € R, tel que (YX%)(t) existe. Il y a alors deux cas a traiter,
celui ot YX2(t) # 0 et celui on Y*%(¢) = 0. Alors le lemme précédent nous donne le
résultat pour YX(t) = 0, et la caractérisation de Y a l'intérieur des arétes donnée

par la proposition 5.1.6 donne le résultat pour YX%(t) # 0. ]

Si 'on se place dans le cas particulier X € I'" et a € Ay, 'ensemble de contrdles
introduit dans [1], alors on obtient une trajectoire qui évolue sur le réseau. La suite

(YX ’a’e) - est alors stationnaire, ce qui donne trivialement sa convergence. La proposition
€

suivante établit ce résultat.

Proposition 5.1.9. Soit X € T et a € Ax. Alors la suite de trajectoires (YX’Q"E) .
15
est stationnaire, et en particulier converge, on notera Y la trajectoire en question. En

particulier, w(X, «) est réduit au singleton {Y**}.

Démonstration. Par définition de Ax on a :
vVt >0, VdY* ) (t) =0,

donc Y% est aussi solution de (1.2.1) et donc Y*%¢ = Y% pour tout ¢ > 0. Donc la

suite (Y®¢)__, est stationnaire. O
On en déduit le corollaire

Corollaire 5.1.10. Pour X € T" et a € Ax,
W(Xv a) = {YX@}v

et donc

JY ) = Jn(X, ),
ou J.
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5.1.3 Résultats de suivi de trajectoires

Cette section est dédiée a I’établissement de résultats de suivi de trajectoires. Ces
résultats sont motivés par I’établissement du théoréme 5.0.1. En effet, comme on le montre
dans la proposition 5.2.3, on obtient des résultats d’uniforme Lipschitziennité pour (V).5¢
en se restreignant au réseau. Cela provient essentiellement de I’hypothese de controlabilité
totale qui permet de joindre deux points (X, X ) de I" en restant sur le réseau, grace a un
controle adapté dans Ax. Cela donne que pour tout € > 0, k* = 0, et on récupere ainsi de
I'uniformité par rapport a €. Lorsque la condition initiale X n’est pas sur le réseau, ce n’est
plus valable. On a besoin d’approcher une trajectoire pénalisée quelconque Y€, par une
trajectoire controlée évoluant sur le réseau. C’est ce que 'on fait dans cette section.

Grossierement parlant, on dit disposer de résultats de suivi de trajectoire lorsque
pour X € R* ¢ > 0 et B € As (resp. A) donné, on est capable d’avoir un controle
ag. € A (resp. Ax) tel que les trajectoires Y X508 et YX0¢ (resp. Y X5.2€ et YXF) restent
“proches”; en un sens a définir (ot pour X € R? X désigne toujours la quantité définit par
(2.3.7)). En d’autres termes, on est capable de “suivre” une trajectoire pénalisée Y X< 3
I'aide d’une trajectoire controlée évoluant sur le réseau au sens de [1], et réciproquement.

L’objectif de cette section est d’établir les deux propositions suivantes :

Proposition 5.1.11. Soite >0, X € R?, 0 <y < % et p € A. Alors il existe ap. € Ax
et Cx > 0, tel que pour tout t > tX2¢(g7),

‘YX’B’E(t) _ YY,ag,s(t)‘ < Ox(te® +¢¥), (5.1.11)

ou C'x est bornée par la norme de X.

Proposition 5.1.12. Soit e > 0, X € R? et § € Ax. Alors il existe ag. € A et Cx > 0,

tel que pour tout t > X85 (£3),
Y XP(t) — Y ¥oses(t)] < Cx(te +c5). (5.1.12)

ou Cx est bornée par la norme de X.

On montre d’abord la proposition 5.1.11 dans le cas ot X € I'. Dans ce cas, X = X et
pour tout € A, YX2¢(0) = X. Cela permet d’avoir I'estimation (5.1.11) valable pour
tout ¢ > 0, avec une constante C' uniforme en X € I'. La proposition 5.1.11 se ré-écrit

donc :
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Proposition 5.1.13. Soit ¢ > 0, X € I', 5 € A. Alors il existe ag. € Ax et C > 0,
indépendant de X et € > 0, tel que pour tout t > 0,

‘YX7B,€(t> _ YX,aB,s( )) < C(tg24 + g%) (5.1.13)

Idée de preuve pour la proposition 5.1.13. La preuve de cette proposition est longue et
n’apporte pas grand chose a la compréhension du probleme, elle pourra étre trouvée en
annexe A. On en donne ici une idée générale. Il va s’agir ici de controler la vitesse de
YXBe pour B € A. En effet, pour tout élément o € Ay, la trajectoire Y@ évolue au
plus & vitesse M sur le réseau, par I'hypothese (1.1.2) faite sur f. La question est donc
de savoir si l'on est capable de rester “proche” (proche au sens de l'inégalité (5.1.13))
d’une trajectoire pénalisée en restant sur le réseau a vitesse M. Introduisons tout d’abord
certains ensembles géométriques qui vont s’avérer utiles pour la démonstration de cette
proposition.
Que = {X eR*: X; >0,X; >0},

Ce = {X eR?: |X| < é?%} NONE;
AL =C N{X = (X1, Xo) ER?: X, = e85},
AS =C°N{X = (X1, X5) €R?: X, =5},
Zy = () n{d<ei}n{x; > 0},
Zs = (o) n{d <ei}n{x, > 0}
Une représentation géométrique est donnée par la figure suivante
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ZN

c1/8 AN
Ap
ZE
>
0 c1/8
FIGURE 5.1 —

La proposition 3.1.5 assure que pour tout o € A, Y% reste dans la zone d’invariance

4
A ((;‘\%) ’ 5§> . Pour simplifier les notations, on suppose sans perdre de généralité

(25

On restreint I’étude au cas ou pour tout t > 0,

YX (1) € Qup.

En effet, on constate que I'on est capable de controler la vitesse de Y X% lorsqu’elle se
trouve hors de C*. 1l va falloir faire la distinction entre les intervalles de temps sur lesquels
YX@¢ ge trouve dans C¢, et ceux sur lesquels elle n’y est pas. Les moments ot le suivi
a l'aide d'une trajectoire évoluant sur le réseau bien choisie va étre compliqué a établir,
sont ceux ol Y€ va étre en mesure de traverser C® & une vitesse plus élevée et sur
une distance plus courte que YX* <. La o1, en prenant I'exemple de la figure 5.1, Y X5,
est contrainte de parcourir une distance de longueur 25 & vitesse maximale M , pour
passer de la zone Zy a celle Zg, YX%¢ va étre en mesure de “couper” C¢ avec une vitesse
supérieure. Il n’est donc pas nécessaire de traiter le cas général. Si 'on sait gérer le suivi

de YX%¢ par une trajectoire bien choisie YX*s< dans la zone décrite ici, la généralisation
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a l'espace entier est immédiate.

La preuve se fait en trois étapes. La premiere consistera a partitionner R, comme
union dénombrable croissante d’intervalles adéquatement choisis. La deuxieme sera 1’éta-
blissement d’estimations sur (Y %)’ au sein des domaines décrits plus haut. Enfin, la

construction de aj se fera par récurrence sur les intervalles construits a I'étape 1. O

Maintenant que 1’on dispose d’un résultat de suivi de trajectoire pour une condition
initiale X € T, il va falloir I’étendre au cas X € R2, et montrer la proposition 5.1.11. On
illustre dans la figure 5.2 I’échelle de temps sur laquelle on doit travailler pour obtenir le

résultat de suivi de trajectoire sur R2.

? ? Prop 5.1.13

L ] ]
I 1 1
t=0 t= 1Y)t =t (en)

FIGURE 5.2 —

On est capable d’avoir un suivi de trajectoire uniquement lorsque la trajectoire pé-
nalisée est rentrée dans la zone d’invariance {d < 8%}. I1 faut donc étre capable d’avoir
un résultat qui assure que a sa rentrée dans Z (5%), la trajectoire YX/%¢ ne soit pas “trop
loin” de X, pour que 'on puisse la suivre a 'aide d’une trajectoire évoluant sur I', qui

démarrerait de X. On sait par la proposition 3.1.11 que pour tout v < 1 et ¢ > @81_7,

d(YXPe(t)) < .

Si on montre que pour tout t¥4<(e7) < t < tX0<(3) qu'il existe une estimation de la
forme
X =Y ¥Pe)] < Oxe’,

alors on pourra établir la proposition 5.1.11. Il suffira de prendre comme controle sur

[0, t%54(e3)]
aBe = 0,

et de choisir un controle de la méme maniére que pour la proposition 5.1.13 sur [t*# 75(5%), +ool.
On se fixe jusqu’a la fin de cette section X := (X1, X5) € R? qu'on suppose (sans
perdre de généralité) tel que
0< X < Xy,
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et
X2X2 > 3.
On considere pour € > 0 les systemes différentiels suivants,
_ (Va)r(Y==@t)) 1 -
Y=)(t) = —(M+1) —-Vd(Y™=(t)), t=0 .
Vd(Y==(t))| e (57)
Y—¢(0) = X
et

Yy = +(M+1)
Y*+e(0) = X.

(V)" (Y*=(t)) 1
|

IVd(Y+=(t)) - ng(Y+’€(t))> t=>0 (S+)

Il y a clairement existence et unicité des solutions en temps finis pour ces deux systemes.

L’idée va étre de montrer que pour tout 8 € A et tout € > 0, la courbe

{YX72(t), t > 0}

est toujours incluse dans le domaine délimité par les courbes {Y ™¢(¢), t > 0} et {Y=(¢), ¢t >

0}. Grossiérement parlant, on montre que toute trajectoire pénalisée Y X7 se trouve tou-
jours “entre” les trajectoires Y™ et Y ¢, Le fait est qu’ici nous allons pouvoir avoir
de meilleures estimations sur Y€ et Y =¢° que sur une trajectoire Y% arbitraire. En
particulier, on va avoir pour ces deux trajectoires particulieres, un temps d’atteinte de

I’ensemble Z (5%) asymptotiquement petit en . Cela nous permettra alors de controler

X — v

sur [tX7<(e7), tXF2(¢3)], indépendamment de 8 € A. On aura alors les propriétés néces-

saires pour généraliser la proposition 5.1.13 & X € R2.
On définit ’ensemble
E:={d>ci}n{Xi <X} nE(YH)NEH (Y ), (5.1.14)

ou ET(f) désigne 1'épigraphe d’une fonction f donnée et £~ (f) son hypographe.
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— {d=<}
— {d=dx)}

FIGURE 5.3 — Ensemble d’évolution des trajectoires pénalisées

On établit maintenant le résultat suivant :

Proposition 5.1.14. En accord avec les notations précédentes, pour tout € > 0, pour tout
B € A et presque tout t € 0,55,

YXPE(t) € €.

Démonstration. On définit

Fae(Yot) = f(Y,5(t) — 7

Fuoo(Y) = (14 M) <Vd>L<Y|> (V) (¥)

V(Y| e

“ VoY) V)

(VO ()l e

La proposition 3.1.5 nous donne que nous nous trouvons dans la configuration décrite par

F_o(Y):=—(1+M)

la figure suivante :
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— {d=d(x)}
X —— Tangente a {d =d(X)} en X
Fy(X,0)

FIGURE 5.4 — Direction de (Y*#<)(0)

En refaisant le méme type de calculs que dans la proposition 3.1.5, on obtient que
F5.(X,0) (i.e (YX#£)(0)) est strictement inclus dans le cone de sommet X et dirigé
par F .(X) (i.e. (Y)(0)) et F_ (X) (i.e. (Y7°)(0)). Il existe alors ¢ty > 0 tel que pour
tout 0 <t < ¢,

YXPe(t) € €.

Notons alors
Ty =inf{t >t : YXP5(t) = YHe(1)}.

Supposons que T', < 4o00. Alors le raisonnement ci-dessus nous donne de la méme maniere
ty > 0 tel que pour tout t € [Ty, Ty + t.], YXP<(t) € £-(Y#). De la méme maniere
notons

T i=inf{t >t Y¥P5(t) =Y 4 (1)}

Supposons que T < 4o00. Alors le raisonnement ci-dessus nous donne de la méme maniere
t_ > 0 tel que pour tout t € [T_,T_ +t_], YXP2(t) € £7(Y ). Donc un argument de
bootstrap donne que pour tout t € [0, 5] YXB(t) € £. ]

On définit maintenant

4
3

ol

the(eh) =inf {t >0, d(Y ") (t) <¢

i

et

ol

tf(eh) =inf {t >0, d(Y %)) <e

Notons maintenant
Y = YR (e (e9))

3
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et
4
3

Yy =Y (),

les temps d’atteinte respectifs de Z(e3) de Y et Y <.

Nous donnons ici une estimation sur ¢7<(c3) et t~<(¢3) plus précise que celle de la
proposition 3.1.11. Le chapitre 3 nous donne que pour X ¢ I', on parvient a obtenir une
estimation sur t¥%¢(7), pour 0 < v < 1. Dans le cas particulier des systémes (S*) et
(S7) nous allons pouvoir obtenir une estimation analogue a celle de la proposition 3.1.11
pour t_’s(eg) et t_’s(sg).

Proposition 5.1.15. Pour tout 0 < 6 < 1/4, il existe Kx > 0, tel que pour € suffisam-
ment petit,
£75(e3) < Kyela™? (5.1.15)

et
tHe(e3) < Kyela ), (5.1.16)
ou Kx est bornée par la norme de X.

Démonstration. On effectue les mémes calculs que pour 1’établissement de la proposition
3.1.11. On obtient ici pour tout 0 < ¢ < ¢t+¢(£3),

Ld pie O—1(y+e( e/ He(
S d (V) = () (VY (1), V(Y ()

PR de<y+a<t>>
= (o + yw<y+6<t>>r’w<y )
R

= (e ) Ly ) o

- _j‘”(w,g(t)) el

4 4 4\1/2
< ——(e7)(eR)Y
< —4e30-D),

On conclut alors comme dans la proposition 3.1.11 par intégration entre 0 et ¢° (63) Le

résultat pour t_"f(s%) s’obtient exactement de la méme maniere. ]

Remarque 5.1.16. On gagne ici par rapport a la proposition 3.1.11. Celle-ci nous assure un

temps d’atteinte asymptotiquement petit en e, pour une trajectoire pénalisée quelconque,
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uniquement vers des zones de la forme Z(£7), avec 0 < v < 1. On peut ici, pour les trajec-
toires particulieres Y™ et Y 7¢, obtenir un temps d’atteinte de Z (5%) asymptotiquement

petit en €.
Proposition 5.1.17. [ existe une constante Kx > 0, tel que
‘Yﬁ - X‘ < Kyes
3

et

Yi©- X' < Kyes,
ou Kx est bornée par la norme de X.
Démonstration. On rappelle que dans toute la section, on a comme hypothese sur X,
0< X, < X, et X2X2 > ed.
La proposition 2.3.3 nous donne
(X1, X2) =X = (0, /(X7 — X7)).

Y - X

3
méme maniére. On ré-écrit le systéme (ST) en coordonnées, en notant, pour alléger les

On ne fera la preuve que pour , I'estimation sur se faisant de la

+,e B
=X
3

notations, Y ¢ := (x,y) :

y'(t) =2 y() - le(t)y(t) (S)

(2(0),y(0)) = (X1, Xz).

On multiplie la premiére ligne par x(t) et la deuxieme ligne par y(t). Alors par intégration,

on obtient pour 0 <t < 1:

V() — (1) = 4/; 2(8) + y2(t) ds + 2(X2 — X2).
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On définit
Cx := sup {‘YJ“E(t)’}.

0<t<1
e>0

Donc d’apres la proposition précédente, avec 6 = é, pour tout ¢ € [0, t**s(g)],
—Kxe® +2(X3 — X?) < o(t) — 2*(t) < Kxes +2(X} — X),

ot Kx :=4Cx K x. La courbe représentative de Y ¢ sur [0, ¢7(£3)] est donc incluse dans

le domaine délimité par les hyperboles d’équations
Y —2? = —Kyes +2(X2 — X?)

et
y2 — 2% = k\xsé + 2(X22 — XIQ)

On note X, := (x4, yy) (resp. X_ := (x_,y_)) le point d’intersection de I’hyperbole
y? —2? = Kyeb + 2(X2 — X2) (resp. —Kye® +2(X2 — X?)),

avec la ligne de niveau {d = £3}.

— {d=<%

— {d=d(X)}

— yte

- y—E
Y —a? = —Kyet + 2(X3 - X3
- 2? = +Kyet +2(X3 - X})
&

>

FIGURE 5.5 — Ensemble d’évolution des trajectoires pénalisées
Obtenir les estimations de la proposition sur
X - x|

et
]7 '

Y
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nous donnera donc les estimations voulues sur | X — Y,7°| . Les coordonnées de X, véri-
fient le systeme ’
(v4)%(y+)? = 5%,
(1) = (22)? = Rxet +2(X3— X),
0 < x4,
0 < wy;.

Le lemme 2.3.6, avec
§ = Kyet +2(X2 — X?) et A =3,

donne

1

y+:\/§

4
3

V(X2 = X2) + Rxeh) 4 (X3 — XB) 4 Rnch)? 1 e

et

win

V2e
Ty = .
\/((X22 — X2) 4 Kxet) + (X2 — X2) + Kxet)? + 4et

Un développement limité en € donne
Xz — | < Kxet,

ou Kx est une constante strictement positive bornée par la norme de X. De la méme

maniere, y, étant minoré par une certaine constante dépendant uniquement de X,

’E— 1’+‘ = |z

00—

=

< Kxes.

Finalement, en prenant le max entre Ky et K X,
‘vae - X‘ <Xy = X| < Kxes.
3

]

Remarque 5.1.18. La constante % peut bien stir étre optimisée ici. Son choix est arbitraire
pour éviter de faire apparaitre la constante 6 de la proposition 5.1.15 dans les calculs. La

vitesse d’atteinte des zones d’invariance ne nous intéresse que peu ici. Du moment que
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9

I'on a des temps et des estimations de distance “en £°”, on dispose des outils nécessaires

pour ¢établir par la suite le théoreme 5.0.1.

En refaisant les mémes calculs que pour établir la proposition 5.1.17, on obtient un

résultat analogue pour la zone {d = &7}, pour 0 < v < 1. Plus précisément, si on note

t95() i=inf {t > 0: d(Y"9)(t) < &7}

et
() s=inf {t > 0: d(Y9)(t) <7},
puis
Y;r,a — Y—i—,a(t-i-,a(,y))
et

YoE = Y )),
on peut écrire

Proposition 5.1.19. Il existe une constante Kx > 0, tel que
Vb =X < Kxe'

et
Vf = X| < Kxe' ™,
ou Kx est bornée par la norme de X.

Les propositions 5.1.17 et 5.1.19 permettent alors d’écrire

Proposition 5.1.20. Pour tout 8 € A et tout X € R*\T', il existe une constante Kx > 0,
tel que pour tout 0 <~y < %, e>0 et tout t € (158 (e7), 1K (e3)]

Y XPe(t) — X| < Kxe, (5.1.17)
o Kx est bornée par la norme de X.
Démonstration. On définit
& ={d>ci}n{d <} n{Xy < X} NE(Y o) NEN(Y ). (5.1.18)
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Alors pour tout t € [tX8(e7),t%<(¢3)], la proposition 5.1.14 ainsi que la définition de
X827 et t¥4<(£3)] donnent
YXPE(t) € &,

Donc
’YX’B’E(t) — X‘ < sup HY - Y‘} :
Ye&y
Cette quantité étant atteinte en Y = Y7 ou Y7, on a le résultat. ]

Remarque 5.1.21. La condition 0 < v < % qui apparait dans la proposition 5.1.20, et qui
apparait de la méme maniere dans la proposition 5.1.11 n’est pas nécessaire ici, on aurait
pu écrire le méme type de proposition pour 0 < v < 1. On rajoute cette condition pour
que Destimation de distance entre X et YX8=(¢) sur [t502(e7), 1572 (3)], reste sous la
forme

K XxX€& % .
Cela permet d’avoir une uniformité avec la proposition 5.1.13.

On peut donc maintenant donner la preuve de la proposition 5.1.11.
Démonstration de la proposition 5.1.11. Pour t € [tX:F<(7), tX:P2(e3)],
X = v¥Pe(t)| < Kyt

On choisit alors as.(t) tel que YX0(t) = X sur [0, %5 (£3)]. Pour construire ag.
sur [tX<(e3), +oo|, il suffit ensuite d’effectuer la méme étude que dans la preuve de
la proposition 5.1.13 (voir annexe A ) on obtient le résultat souhaité. Le fait que dans
I'estimation (5.1.12) la constante dépende de X, contrairement a celle de 'estimation

(5.1.11), provient du fait que les trajectoires ne démarrent pas de la méme condition
initiale X. ]

On donne un dernier résultat dans cette section, qui assure pour tout X € R? D'exis-
tence d'un contrdle ay . permettant a YyXex.ef d’atteindre la zone Z (5%) en un temps de

la forme £°. Cela va permettre de construire le contrdle az. dans la proposition 5.1.12.

Proposition 5.1.22. Pour tout X € R?, pour tout 0 < § < 1, il existe ax. € A et
Kx,g >0, tel que
tX’aX’g’E<E§) < KX 983(170).

)
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Démonstration. Si X € I', la trajectoire est déja dans la zone d’invariance 7 (53), et alors
le résultat est établit car

tX’ava’E(eg) = 0.

On rappelle pour X € R?\ T le systeme (2.2.1)

{Y’(t) = —Vd(Y (1)) (5.1.19)

Y(0) = X.

Le théoreme 2.2.2 nous donne que la solution Y est globale. L’hypothese (1.2.20) nous
donne alors un couple (YX9Xe€ ax ), onl Y 59X est une trajectoire absolument continue

sur [0, +00] et ax un élément de A, tel que pour tout t > 0,

t 1 ot
yXexes(t) = X 4 [ FOr¥enes(s) o (s)) ds — L [V ses(9)ds, >0
0 0

¢ Vd(Y(t))

y Xoxes ((8))ds = 0o

| (5): axe(s)) ds = =6z ey
(5.1.20)

Ainsi, YX2x<¢ est solution du systéme
vd(Y(t) 1
Yroxee)(t) = —0——rit — =Vd(YHxef (1), t >0

RO = gy = VI (5.1.21)

yXexes(0) = X.

Alors, en dérivant d?(YX2x.€) pour 0 < 6 < 1, et en refaisant les mémes calculs que dans

le lemme 3.1.3, on trouve

oveehy < PO sa-0)
o1+ iy
O
On peut maintenant établir la preuve de la proposition 5.1.12.
Démonstration de la proposition 5.1.12. On choisit, dans la proposition 5.1.22, § = %;

alors

X,Otxyg,&‘ 4 1/8
t (e3) < Ky 2e™/"
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Comme pour presque tout ¢ > 0, d’apres la proposition 5.1.8,
Y50y ()] < M,

il vient
4
3

‘Yi,ﬁ(tx,ax,s,a(g ) _X’ < MKy 20e'/8

732

On applique alors la proposition 5.1.20 a ax ., et donc
‘YX,aX,E,a(tX,aXYS,s(gg)) _Y‘ S KX51/8~

En gardant la notation Ky,

4

’YX’O‘X»E’S(tX’O‘X’E’S(gii)) i Yy’ﬂ(tX’aX’E’a(E%))‘ < Kxﬁl/s-

On choisit donc avg . = ax. sur [0, #59%22(¢3)], et pour construire az . pour ¢ > t¥0x(g3)
la méme étude que dans la preuve de la proposition 5.1.13 on obtient le résultat sou-
haité. ]

5.2 Propriétés et convergence de (V°).-g

On établit dans cette section le théoreme 5.0.1. On s’intéresse pour cela aux propriétés

de (V)c=0, on remarque d’abord que celle-ci est uniformément bornée par rapport a e.

Proposition 5.2.1. Sous les hypothéses (1.1.2), (1.1.3), (V).xq est bornée dans L™ (R?).

Démonstration. Soit X € R%, ¢ > 0 et o € A. Alors,

VE(X)] < [J5(X, o)
< /0 [y Xes(t), a(t)| e dt

M

< —.
A

On note également qu’a ¢ fixé, on a le résultat suivant (voir par exemple [10])
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Proposition 5.2.2. On suppose que les hypothéses (1.1.2) et (1.1.3) sont vérifiées. Alors

pour tout € > 0, V¢ est l'unique solution de viscosité au sens classique de [’équation

Muf(X) +sup {— (Vus (X), F*(X,a)) — {(X,a)} =0, X € R

acA

5.2.1 Restriction a I
On dispose d'un résultat d'uniforme lipschitziennité de (V¢).-o sur le réseau.

Proposition 5.2.3. [l existe K > 0 tel que pour tout (X, X) € ' et tout ¢ >0 on a

VX)) = VEX)| < K| X - X]|. (5.2.1)
Démonstration. On considere pour a € A le systéme (1.1.1) que l'on rappelle ici,

{YKQ = f(Y(t),a(t), t=0 (5.2.2)

Y(0) = X.

L’hypothese de controlabilité totale (1.2.20) assure l'existence de 0 < T35 < % ’X - X ‘
et ay 5 € A, tel que
e Y(0) =X,

o Vte (0,7 5], Y(t) €T,

° Y(TX,)?) = X.

Comme Y € T sur [0 ], pour tout € > 0 et tout ¢ € [0,

’ TX,% TXJ?L

iVﬂY@DZO-

Ainsi pour tout € > 0, Y satisfait le probleme de Cauchy (5.0.1) sur [0, 7, 3| et donc

coincide avec Y *x X sur cet intervalle. On définit alors pour tout § € A et tout X, X e
r

a, (1), site 0,7, %
o _teR,— xx(0) 0, 7x 5]
XX B(t =74 5), sinon.
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Soit Be A, X, X el ete>0.

€ € B
14 (X> S J (Xa aX,)?>

B
X,a” e B

Tx,X X, ~.e —)\s +oo —\s
:/0 UY 5T (), g 5(9))e ds+/ (Y x5 (s), a8 (s))e ™ ds

+oo

o? ~\E
é(yxv X,X (s+TX7j(')a o (TX7§+S))6_>\SdS

A~
- X, X -
< MTX7X +e /0 aX’X

—AT S e/
SMTx,)?+€ XX J5(X, ).
M et Tx X étant indépendants de 3, on en déduit que pour tout € > 0
VE(X) < Mry 5 + ¢ x3VE(X)
< Mry 5+ (1 — e >3 VE(X) + Vo(X)

< M7y 5+ MM, 5+ VE(X)
< M|X - X|+VE(X),

avec M indépendante de X, X ,e. X et X jouant ici des roles symétriques on obtient

VEX) = VEX)| < M|x - X

On obtient donc grace au théoreme d’Ascoli le théoreme suivant :
Corollaire 5.2.4. (V). est relativement compact dans Cy.(T).

La proposition suivante nous donne le deuxieme point du théoreme 5.0.1, dans le cas
ou X eI

Proposition 5.2.5. Pour tout X €T,
V(X) = Vr(X). (5.2.3)

Démonstration. Pour tout X € I', Ax C A. De plus, pour tout X € I' et pour tout

a € Ay, le corollaire 5.1.10 permet d’écrire
w(X,a) = {Y**}.
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Donc, pour tout a € Ax,

V(X) < J(YYe)
= JF(X, a).

et la propriété caractéristique de la borne inférieure donne donc que
V(X) < W (X).

Soit X € I'. La proposition 5.1.8 donne que pour tout a € A, (Y*) € B(0, M). Il
existe alors par I'hypothese 1.2.20 un controle S, € Ax, tel que pour tout ¢ > 0, on ait

Y& (1) = Yo ).
Alors,

Ve(X) < Jr(X, Ba)
= J(YX59).

Comme pour le point précédent, cette égalité étant vraie pour tout a € A et tout Y@ €

w(X, a), la propriété caractéristique de la borne inférieure donne

Vr(X) < V(X).

5.2.2 Convergence de (V).

On cherche a établir le premier point du théoréme 5.0.1. On montre en réalité deux
résultats. Le premier consiste a montrer que, localement uniformément par rapport a
X € R?,

— 0.
e—0

VE(X) = V(X)

Le deuxieme consiste effectivement a montrer que, localement uniformément par rapport
a X eR?
VE(X) = V(X)] — 0,

e—0
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le deuxieme point du théoreme. Cela permettra d’établir I’égalité
V(X) =V(X)

sur R?, et d’établir le deuxiéme point du théoréme 5.0.1 grace a la proposition 5.2.5.

Proposition 5.2.6. Sous les hypothéses (1.1.2), (1.1.3), (1.2.19) et (1.2.20), la suite

Ve(X converge localement uniformément par rapport a X € R? vers V(X).
e>0

Démonstration. On rappelle que la proposition 5.2.5 assure

V(X) = Vr(X).

On montre donc la convergence de V(X)) vers V(X)) et on aura le résultat souhaité.

On montre d’abord que 'on dispose d’un résultat de la forme
VE(X) < V(X)) 4 Kxe,

ou Kx est une constante positive bornée par la norme de X. Soit 8 € Ax. On choisit
alors ax . € A, comme dans la proposition 5.1.22, en choisissant § = 29/32. Alors, par la
proposition 5.1.8; a

t = tXoxes(c3),
YA exe(e5)) = X| < M- #7005 (e5) < Kyet.

La proposition 5.1.20 assure de méme que
[yxeves(rones(ed)) - X| < Koxed.

Donc, en gardant la notation Ky,

4

’}/Y,B(ISX,QX’E,‘S(&?3 )) - YX,DKX,a,E(thaX,eﬁ(g

4

5))’ S Kxg .

ool

Une adaptation immédiate de la proposition 5.1.11 donne donc un contrdle ag, € A, tel
que pour tout ¢ > tXex=€(3)),

Y XA(t) — YXSnes(t)| < Cx(te3 + 7).
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On pose alors

ag:teER, — axe(t), site [()Nix,(lx@,g(g%)]7
: i &ﬁ,é(t)a sinon.

On peut alors écrire, par définition de J¢ et Jp, (voir (1.2.3) et (1.1.8)), et par les hypo-
theses sur ¢, (1.1.3) et (1.2.19)

VE(X) < J(X, ap)
< J5(X,a5) — Jo(X, 8) + Jro(X, B)

< /0+OO (Y095 (s))e ™ ds — /0+OO (Y (s))e™ ds + J(X, ) (5:2.4)

+o0 4 _
< / Ly Xene(s) = Y X(s)] e ds + Jp (X, §) (5.2.5)
0

tX,aB,E(‘s%)
<L
0

+o0

Yy Xes(g) — Yy’ﬂ(s)‘ e M ds

L YX,QB,{-: . YY,ﬂ —As d
+ tX7aﬁ7E(€%) (S> (S>’ € S
+ Jf(yv B)
< L|X| 5005 (e3)
5724 [T A 1[0 A
+ Cx Le® / . se’sds—kCXng/ , € ds
tX,aB,s(sg) tX,aB,s(ag)

+ JF(yv 6)
< Kxes + Jr(X,5),

ou Kx > 0 est bornée par la norme X. Il existe donc Kx > 0 tel pour tout 5 € A,
VE(X) < Kxet + Jp(X, B).
La propriété de la borne inférieure et la proposition 5.2.5 (puisque X € I') assurent donc

VS(X) S Kxﬁé + VF<Y)

Il faut maintenant disposer d’un résultat de la forme
VF(Y) < VE(X) + KXg(S,
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ou Kx > 0 et ne dépend que de X. Pour cela, On applique ici le méme raisonnement que

le point précédent, en utilisant la proposition 5.1.11 et on obtient
V(X) < VE(X) + Kxes.

Finalement, de ces deux inégalités et du fait que pour X € I'; V(X)) = Vp(X), on obtient

pour tout X € R? qu’il existe une constante Kx > 0, bornée par la norme de X, tel que

ool

V(X) = VE(X)| < Kxes.

On établit maintenant le premier point du théoreme 5.0.1

Proposition 5.2.7. Sous les hypothéses (1.1.2), (1.1.3), (1.2.19) et (1.2.20), la suite

(VE).~o converge localement uniformément sur R* vers V.

Démonstration. On sait que pour tout X € R?, tout 8 € A et tout Y € w(X, ), il
existe ag € Ay, tel que pour tout ¢ > 0,

yXes(t) = yXA(1).

A partir de 14 la preuve devient exactement la méme que celle de la proposition 5.2.6, le

saut ayant lieu a t = 0 n’intervenant pas dans l'intégrale. O]

On peut donc établir par unicité de la limite :

Proposition 5.2.8. Pour tout X € R2,

Démonstration. Pour tout € > 0,
V(X)) = V(X)| < [V(X) = VEX)| + [VE(x) - V(X))

Or ces deux quantités convergent vers 0 lorsque 'on fait tendre € vers 0, par les proposi-
tions 5.2.6 et 5.2.7. Donc
V(X) =V(X).
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Le deuxieme point du théoreme 5.0.1 vient donc en corollaire :

Corollaire 5.2.9. Pour tout X € R?,

Démonstration. La proposition 5.2.5 donne
V(X) =W (X),

et la proposition 5.2.8

FExemple 5.2.10. Comme mentionné dans la remarque 1.2.8, et aux vues de son utilisation
majeur dans I’établissement des résultats du chapitre 5, I’hypothese de non-dépendance de
¢ (1.2.19) par rapport & a € A est indispensable dans ce travail. En effet, ’établissement
de T'inégalité (5.2.5) & partir de l'inégalité (5.2.4) ne pourrait pas se faire sans cette
hypothese. On utilise en effet le caractere Lipschitz de ¢ par rapport a la variable d’état,
uniformément par rapport au controle. Si ¢ dépendait a, comme dans 'inégalité (5.2.4) les
controles ag et 8 sont distincts, on ne pourrait pas établir I'inégalité suivante. On donne
ici un contre-exemple, dans lequel ¢ dépend de a € A, de maniére a invalider le théoreme
5.0.1. On choisit ici

et
(X, a):=14a1)+ (14+a2) + | X .

Remarque 5.2.11. ¢ n’est pas ici globalement bornée par rapport & X € R?, ca n’est pas
génant ici car nous allons considérer des trajectoires proches de I'axe des abscisses. Pour

étre parfaitement rigoureux il faudrait, par exemple, considérer une fonction de la forme

((X,a) = (14 a1)+ (1 + az) + min{|X>|, 100}.
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0
Le but est de montrer que pour X = ( . ) ,

V(X) < Vr(X),

et donc qu’il n’y a pas égalité entre les deux fonctions. Pour cela, on exhibe le controle

optimal ar € Ay tel que
Vr(X) = J(X, ar).

On trouve ensuite o € A tel que (YX7O"5> _, converge, c’est a dire tel que w(X,a) est
&€

réduit a un singleton
w(X,a) = {YX’O‘},

tel que
JYX) < J(X,ar).

On aura bien, ainsi,

V(X) < JY) < J(X,ar) = W (X).

On pose
0
( ) o<tz
—1
ar:t+—
-1
, t=21
0
et
_ 1
a tr—>( ‘{5)
V2
Alors,

YX,&F (t) —

De méme, I'exemple de la proposition 4.3.1 traité dans le chapitre 4, permet de d’affirmer
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que (YX"“) , converge vers
>

-3
X
Y it
9t
(\/_0 \/5) t>42

et

1

et

= /Oﬁ(?, —V2 - ;)e_’\t dt + (2 - V?2) /+°° e M dt

V2
(3v/2 — 2)A — (3+2X\)e VA
V2X2 '

La différence entre ces deux quantités vaut

(2= V2)A — V2e ™ + (34 2))e V2
V22

qui est positive pour des valeurs de A positives (c.f figure ci-dessous).

J(X,ar) — J(Y %) =

138
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31 — A= V2A(J(X, ap) — J(YEY)

FIGURE 5.6 — Différence des cofits en fonction du taux d’actualisation

Il reste maintenant a justifier que ar est bien le controle optimal. dans la configuration

de cet exemple. Soit § € Ayx. Il faut tout d’abord remarquer que, presque partout,

B162 = 0.
En effet, comme pour tout ¢t > 0,
t
YXB() = X +/ B(s)ds €T,
0

les deux composantes de /3 ne peuvent étre simultanément non-nulles (& un ensemble
de mesure nulle pres). De plus, comme 3(t) € B(0,1) pour presque tout ¢, pour tout
ie{1,2},

1< 6

presque partout. Donc en particulier, pour presque tout ¢ > 0,

(14 51(t) + (14 52(t)) > 1.

On en déduit de méme que le premier temps d’arrivée a la jonction,
inf {t > 0, Y*P(t) = 0},

est minoré par 1. Donc en particulier, pour presque tout 0 <¢ <1,
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et pour tout 0 <t <1,

‘YQXﬁ(t)‘ = '1+/()t52(3)d3 >1-—t.
Finalement,
I8 = [T, sy ar
= [+ B0 + (14500 \Y;”f H) e e
[ B0+ (14 o) + [ @) e

> /01((1+0)+(1—1)—|—1—t)eMdt

+/+ (1+(Y” De”\tdt

>/ —Atdt+/ e d

= J(X, Oép).
Donc, par propriété caractéristique de la borne inférieure,
J(X, Oq‘) = VF(X),

ce qui acheve le contre-exemple.
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CHAPITRE 6

DISCUSSION ET PERSPECTIVES

6.1 A propos d’un réseau général

Le réseau sur lequel s’est basé tout le travail exposé dans ce manuscrit est le réseau

particulier

I:={0}UJyUJoUJsUJg,

ou

Jn :=Rien, ot en := (0, 1),

o Jo:=Riep, ol ep:=(—1,0),

o Jg:=Rieg, oneg:=(0,-1),

o Jp:=Rieg, oteg:=(1,0).
Une des premieres questions est : les résultats obtenus dans les chapitres 3 et 5 restent-ils
valables dans le cas d’un réseau général 7 En plus d’avoir une forme agréable, le fait d’avoir
une formule simple et explicite pour d permettait de faire des calculs qui I’étaient aussi.
En particulier, dans la section 3.1, le fait d’avoir ’équation exacte de plusieurs courbes
spécifiques a d, a savoir les lignes de niveaux, ainsi que les trajectoires de descente de

gradient, a permis d’obtenir les estimations H)._ trajectoires.

Plus important encore, les arétes de I' nous fournissent un systéeme de coordonnées
pour R2. Travailler avec le gradient de d, exprimé dans la base canonique qui détermine
le réseau, est donc facile. Avec un réseau général constitué de “beaucoup” d’arétes, cela
va étre beaucoup plus lourd. Il faudra travailler localement, au voisinage de ’aréte ou vit

la trajectoire, et choisir le bon systeme de coordonnées.

Dans le cas d’un réseau général, il y aura des demi-droites, on ne pourra donc pas
utiliser une fonction d polynomiale ou analytique (cela provient du principe des zéros

isolés). Prenons 'exemple treés simple de la demi-droite des abscisses positives, i.e.
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Dt = {0} UR"(1,0).

FIGURE 6.1 — Demi-droite réelle positive

Alors la fonction
d: (X1, X5) — X3

ne convient pas, car on obtient comme ensemble de zéros : la droite {X, = 0}. Il faut
donc rajouter un terme pour “enlever” la demi droite {X; < 0, X5 = 0} de l'ensemble
des zéros. Pour ce faire, il y a une infinité de possibilités. Il suffit de considérer une demi
droite dans le demi plan {X; < 0} et de “’ajouter” dans la fonction. Par exemple (voir

la section Notations pour z* et ™)
d: (X1, Xo) = X2+ (X])?

convient, tout comme
d: (X1, Xs) = X2+ (Xy — X1)7)2

A noter que ces fonctions, bien que moins réguliere que la fonction d utilisée dans tout le
travail dans le cadre de I', restent sous-analytiques. On peut ainsi leur appliquer succes-
sivement les théoremes 2.2.7 et 2.2.2, et s’assurer de la convergence de leurs trajectoires

de gradients. Il est plus naturel de considérer la premiere, car
(X1, X5) = (X7)?
est exactement la fonction qui dirige la demi-droite et permet d’obtenir
D = {0} UR’(1,0).

Lorsqu’on regarde les lignes de niveaux obtenues, on observe beaucoup de similitudes avec
le cadre de I
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FIGURE 6.2 — Lignes de niveaux de (X1, X2) — X3 + (X7 )?

Pour une demi-droite quelconque dirigée par un vecteur unitaire e, on peut utiliser la
fonction

de: X €R w5 (X, M) 4 ((X,0) )

Alors,
{d. =0} ={Vd. =0} =R,e.

Pour un réseau de R? de la forme

I:={0}uURie;,

i=1

on considere alors comme fonction

dr: X €R? s f[l (<X e) + ((x, ei>)2) . (6.1.1)

dr est semi-analytique, et respecte donc l'inégalité de Lojasiewicz (voir de nouveau le
théoreme 2.2.7). La forme de la fonction laisse penser que les calculs effectués lors de ce

travail restent valables. Différentier cette fonction donne

Vdr(X) = QZR: 11 <<X, ef>2 + (X, ei>)2> (<X, ej> e + (X, e5)” ej> : (6.1.2)

Une perspective intéressante serait de remontrer les résultats du chapitre 3 pour un
réseau général, avec dr comme fonction “distance”. On s’attend a ce que les résultats
restent inchangés : en particulier le théoréme 3.2.1 et la proposition 3.4.3. De méme, on

s’attend a ce que les résultats du chapitre 5 soient conservés, en particulier les résultats
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de suivi de trajectoire.

6.2 Convergence des inégalités de Hamilton-Jacobi

On a vu dans le chapitre 5, la convergence de la suite de fonctions valeurs (V°).~q vers

la fonction V' définie par (5.0.4). On a montré de plus I’égalité sur I'
V=1,

ou Vr est définit par (1.1.11). Achdou & al ont montré dans [1] que Vi était 1'unique
solution sur I" de I’équation (1.1.12), au sens de la définition (1.1.9). L’égalité nous donne
donc que V' est aussi solution de (1.1.12) au sens de (1.1.9). Une perspective qui a été
étudiée mais qui n’a pas abouti est celle de retrouver ce résultat en faisant converger les
inégalités de viscosité (au sens classique) satisfaites par V. On présente ici la démarche
effectuée ainsi que les résultats qui en ont découlé.

On rappelle que pour tout € > 0, V¢ est I'unique solution de viscosité sur R? de

Mf(X) +sup {— (Vus(X), F*(X,a)) — {(X,a)} =0, X € R?, (6.2.1)

a€A
ol
Fe(X,a) = f(X,a) — in(X).

La premiére étape est d’étendre I’ensemble de fonctions test défini dans [1] a un en-
semble de fonctions tests définies sur R?, puisque le probléme de contrdle associé a (5.0.1)

est défini sur R2. On rappelle cet ensemble des fonctions tests :

R(T) = {p € C(T)NCHT\ {0}), o7 € C' ()} (6.2.2)

Pour étendre R(T") a R?, on définit pour i € {N,O, S, E},
Ei:={X €R*: 0< (X,e) < |X] @},
o 0 < ay < §.Pouriec {N,0,S, E} et X € E;, on note
pi(X),
la projection orthogonale de X sur J;, avec la convention p;(0) = 0. On se fixe enfin un
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angle 0 < a; < aw, qui sera utilisé par la suite. On illustre cette disposition par la figure

ci-dessous.

e EvUEpUEsU Eg

FIGURE 6.3 - En U Ep U Es U Eg

Soit ¢ € R(T). On définit pour tout X € R? :

gD(pZ(X)), si X e Ez',
0, sinon.

@(X)Z{

Pour X € R? on identifie X a ses coordonnées polaires (ry,fx) € R% x [0,27] et on

définit 'application yz de la manitre suivante, pour X € R?\ {0},

1, sife[—a, o]
_au—0x
e le2=0x> i fy € [y, g
XE(X) = B a1+0X ? 9
e To2t0xP | i Oy € [—an, —ag]

0, sinon

Ainsi, g est de classe C! sur R? \ {0}. On définit yx, yo et xs de la méme maniere. On
définit enfin

@ :=@(xe + xv +Xo + Xs),
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et ainsi, € C(Exy U Eo U EsU Eg) NCHR?\ {0}).

On regarde maintenant la convergence des inégalités de sous et sur-solutions vérifiées
par Ve vers celles vérifiées par V. On commence par regarder le cas le plus simple, dans
lequel pour une fonction test ¢ € R(I') donnée, un maximum (resp. minimum) local de

V — ¢ est atteint hors de la jonction.

Proposition 6.2.1. Soit p € R(I") et X un mazimum local strict, non-nul, de V — .
Soit r > 0 tel que
B<X+,7’) C (EN UFEoUEqgU EE) \ {0}

Soit (X®)eso une suite de mazimums locauz de (V. — @ — 2) sur B(X",r). Alors, d

extraction prés, (X¢)eso converge vers X .

Démonstration. On note dans la preuve B := B(X T, r). On a l'inégalité

d

f—p——| 2> E—{p 2.

max (V 2 5> > max (V- ¢), (6.2.3)

puisque d est identiquement nulle sur I'. Comme X est un maximum strict et que V¢

converge uniformément vers V' sur B, on obtient que max (Ve — @) est uniformément
n

borné par rapport a . Il existe donc K € R, tel que pour tout € > 0,
. . d
max (V:—p——-| > K.
B €

Donc, comme (V¢ — @)~ est bornée sur B et que d est positive, il existe K> 0, tel que

pour tout € > 0,

<K.

d(X®)
=

Donc, quitte a extraire, il existe XeBeta> 0, tel que

M) (@) - a(®) -

VE(XE) - pX7) -

£ e—0
Ainsi, I'inégalité (6.2.3) donne
V(X) = 3(X) —a > V(X)) = p(X7).

Donc, comme X est un maximum strict de V' — ¢ sur B, a = 0 et X =X". O
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Remarque 6.2.2. 1l n’est pas nécessaire que le maximum X T soit strict ; on peut considérer
la fonction

X = VEX) - @(X) — d(gX) — X - x|

Alors X¢ est un maximum strict de cette fonction et on conserve la convergence de (X¢).~

vers X T.

Proposition 6.2.3. Soit ¢ € R(T") et Xt € T' un mazimum local non nul de V— @ Alors

AV(XH) + sup {=(F(X*,0), Vo(XT)) = U(X*,a)} <0, (6.2.4)

Démonstration. Soit (X¢)_., une suite de maximums locaux de V¢ — ¢ — 4. Comme V¢

est une solution de viscosité de (6.2.1), on a

AVE(X?) + sup {— <f(X€, o)~ YD) goxe)+ V(d<X5>>> —o(xe, a)} <0,

acA
c’est a dire,

2

Vd(X.)

acA e

N <Vd(X6)

3

AVE(X®) + sup {— (f(X%,a),Vp(X®)) — (X, a) + |

, —f(X5,a) + V@(X‘f)>} <0.

On sait déja, par continuité de f et de @, et grace a la proposition 6.2.1, que pour tout
a€A,
f<X87a) — f(X+7CL)

e—0
et
VB(X?) — Ve(X).

Soit ¢ € {N,0,S,E} tel que X+ € J;. la construction de ¢ donne <V<ﬁ, ef> = 0. On

suppose sans perdre de généralité que X € jg. Alors,

g
Vg = )
d(X7)

En outre, comme == converge vers zéro et X° converge vers X*, qui est non nul, on a
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nécessairement I
(X5) — 0.
I e—0
Donc va(xe) (x5)?
-~ € _ € -~ € 2 o
(Y w00 ) —2xzone) B~ o )
Ainsi, si 'on note
5]
o Vd(XE)|
On obtient que
v — R
e—0 | 41
on note nr(X ™) sa limite. En notant z, := H% , on obtient
AVE(XT) + sup {— {f(X", 0), VR(XT)) — €(X, 0)
ac
2 _ + +
22 + z ( (n(XF), [(X*,0)) +€go(1)>} <0,

Donc pour tout € > 0 et tout a € A,

2z (= (XX ) + o 0) =~ (= (X X)) + o 1))

e—0 e—0

En prenant le sup pour a € A et en passant a la limite lorsque € — 0,

AV(XH) + sup {— (F(X*,0), V(X)) = 6(X*,a) - i (<n(X+),f(X+,a)>)2} <0.

a€A

L’hypothese de controlabilité totale garantit qu’il existe a € A, tel que
(nr(X), f(X*,0)) = 0.

Donc comme pour tout a € A,

1

5 ((nx ), £(x L)) <0,
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les quantités

sup { = (X, Tp(x1)) — €0, = § ({r (X, £)))

a€A

et
sup {— (f(XT,a), Vo(XT)) — ((X*,a)}

a€A

sont identiques. O

On s’intéresse maintenant a la convergences des inégalités de sur-solutions. Comme
dans le cas des sous-solution, on regarde d’abord la convergence de la suite des minimums

locaux.

Proposition 6.2.4. Soit ¢ € R(I') et X~ un minimum local strict, non nul, de V — .
Soit r > 0 tel que
B(X_,T) - (EN UFEoUFEqgU EE> \ {0}
d(-
Soit (X¢). une suite de minimums locaux de (V. — @ + Q) sur B(X—,r). Alors, quitte
€

a extraire, (X®)eso converge vers X .

Démonstration. On note dans la preuve B := B(X ™, r). On a l'inégalité

BNl

d
min <V€ -9+ 5) < min (V- @), (6.2.5)

puisque d est identiquement nulle sur I'. Comme X~ est un minimum strict et que V¢
converge uniformément vers V sur B, on obtient que max (Ve — @) est uniformément

borné par rapport a e. Il existe donc K € R, tel que pour tout € > 0,

d
min (Vs—cﬁ+> < K.
B €

Donc, comme (VE — @).5¢ est bornée sur B et que d est positive, il existe K> 0, tel que

pour tout € > 0,

< K.

d(X°?)
4

Donc, quitte a extraire, il existe X eBeta> 0, tel que

X)L (@)= p(X) +a.

g e—0

VE(XT) = o(X) +
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L’inégalité (6.2.5) donne donc

V(X) = @(X) +a < V(XT) —p(X7).
Donc, comme X~ est un minimum strict de V' — ¢ sur B, a = 0 et X=X O]

Remarque 6.2.5. 1l n’est pas nécessaire que le minimum X~ soit strict, on peut considérer

la fonction
d(X)

X = V(X)) — 3(X) —+ X — X"

Alors X*¢ est un minimum strict de cette fonction et on conserve la convergence de (X¢).~¢

vers X .

Proposition 6.2.6. Soit ¢ € R(I") et X~ € C minimum local non nul de V- — . Alors,

AV(X7) +sup {— (F(X™,a),Vo(X7))+ i ((n(x), f(X7 @) — e, a)} >0,
(6.2.6)

ot nr(X ™) est un vecteur unitaire normal a T en X .

Démonstration. Soit (X°®)_., une suite de minimums locaux de V° — ¢ + g. Comme V*

est une solution de viscosité de (6.2.1), on a

V(d(X))

AVE(X®) + 31615) {— <f(X€,a) - W,V@(XE) —

) - 20

c’est a dire,
2
Vd(X.)

AVE(X*®) + sup {— (f(X%,a),Vp(X®)) — (X, a) — | .

a€A

Vd(X® ~
# (T 0y + w500 ) | 2 0
En refaisant le méme travail que dans la proposition 6.2.3, on obtient en notant
- ‘M

AVE(X) + sup { — ((X7, ), VE(X?)) — ((X°, a)

a€A

21, <<n(X+),f(X+,a)> ¥ o (1))} > 0.

e—0
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Donc pour tout € > 0 et tout a € A,

—t2 41, (- (n(X*), f(X*,a)) +€So<1>) < +i (— (n(X*), f(X*,0)) + o (1))2.

e—0

Donc en prenant le sup sur a € A et en passant a la limite ¢ — 0,

AV(XT) + sup {— <f(X+,a), Vgo(X+)> — (X" a)+ i <<n(X+), f(XT, a)>)2} > 0.

a€A
]

Remarque 6.2.7. On remarque ici que contrairement au cas des sous-solutions, le terme

+i ((n(x*), f(X+,a)))"

est positif et ne pourrait étre enlevé. Avec le raisonnement fait ici, les hamiltoniens limites
pour les sous solutions sont différents de ceux obtenus pour les sur-solutions, ce qui n’était
pas envisagé. Une perspective de travail serait d’étudier plus en profondeur la convergence

des inégalités de sous et sur solutions vérifiées par V.
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ANNEXE A

PREUVE DE LA PROPOSITION 5.1.13

On montre un résultat préliminaire sur le temps minimal de traversée de C*¢ par une
trajectoire pénalisée. L’objectif est ici de minimiser le temps nécessaire a une trajectoire
YX5€ qui pénetre dans C* par une interface pour en atteindre une autre. Sans perdre de
généralité on montre le résultat pour une trajectoire qui atteindrait A% et ressortirait de

C* par l'interface A%.

Lemme A.0.1. Soit X € R2, 3 € A,0<e <1 etty>0 tel que YXP(ty) € A% Alors
en notant
5 i=inf {t > to 1 YXPE(1) € AR},

on a
¢ —to > Kye'/®, (A.0.1)

ot Ky est une constante ne dépendant que de M (on rappelle que M désigne la norme

L*> de f).

Démonstration. Afin d’alléger les notations on notera dans le reste de la preuve

YXBhe =Y = (Y1, Ys). On se place dans le cas critique, a savoir dans celui ot Y parcourt
la distance minimale & vitesse maximale. On suppose donc que Y (ty) = (£13/24,¢1/8). On
a pour presque tout t € [ty, 7¢] (i.e tant que Y € C¢), en écrivant le systeme (5.0.1) par
coordonnées,

-M <Y/t) <M

b/ =
et
M < YJ(t) < M. (A.0.2)

 l/12

On observe alors que 7¢ est minoré par le temps nécessaire a Y; pour passer de la valeur

e13/24 3 £1/8 On a donc : Us 1
6 J—

g
Tg—toz

M
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De la méme manieére on a le résultat suivant

Lemme A.0.2. Soit X € R2,3€ A,0<e <1 etty>0 tel que YX5P4(ty) € A5. Alors
en notant
7¢ :=inf {t >to: YO%(t) € Af\,} :

on a
75—t > Kye/®, (A.0.3)

ou Ky est une constante ne dépendant que de M.

Démonstration de la proposition 5.1.11. Soit € > 0 et § € A. Par souci de simplifier les

notations on notera dans la suite de la preuve, pour tout £ > 0,
YRPE() = YE() = (Y (1), Y5 (1),

et pour tout o € Ax
VX () = (Y1), Y(1)).

On fait plusieurs hypotheses afin de simplifier la preuve mais qui n’enlevent pas de géné-
ralité a celle-ci.
e On suppose que X € Jy, i.e de la forme X = (0, X,) avec X, > /8 ie. X ¢ C®
e On suppose que pour tout t > 0 Y<(t) € Qng
Ces deux hypotheses correspondent au cas illustré par la figure 5.1. On rappelle que la
preuve se fait en trois étapes. La premiere consistera a partitionner R, comme union dé-
nombrable croissante d’intervalles adéquatement choisis. La deuxiéme sera 1’établissement
d’estimations sur (Y¢)" au sein des domaines décrits plus haut. Enfin, la construction de
aj se fera par récurrence sur les intervalles construits a I'étape 1.

e Etape 1 : Partitionnement de R,

On a I C N tel que pour tout i € I¢ on puisse définir I7 := (aZ,bf) C R, tel que

e pour tout 4,7 € I¢, si ¢ < j, alors aj < b < a5 <05.

e pour tout i € I°,t € I Y¢(t) € C*,

e pour tout i € I¢, Y¢(ai) € Ay = Y°(b) € A%,

e pour tout i € I° Y¢(a5) € AL = Ye(b5) € AY.
On remarque que pour i # j, on a If N[5 = (). De plus, s’il existe ig € I° tel que by, = +00,
alors pour tout ¢t > a;, il vient que Y*(t) € C°. De la méme maniere si a;, = +00 on a

que pour t > b;,_1 Ye(t) € Z5, U Z5,. Ces intervalles de temps sont ceux pendant lesquels
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Ye “traverse” C°¢ pour passer a proximité d’une autre aréte du réseau. On a alors de la

méme maniere J° C N tel que pour tout j € J° on puisse définir J5 := (¢5,d5) C Ry tel

que

pour tout 7,7 € J¢, si i < j, alors ¢f < d; < ¢§ < d5.
e pour tout j € J°,t € J5 Y<(t) € Z5, U Z,
e pour tout j € J° Y*(c5) € Ay = Y*(d5) € Ay,
e pour tout j € J° Y*(c5) € A = Y5(d5) € A%.
Ces intervalles de temps sont ceux pendant lesquels Y “sort” de C® pour longer une aréte
avant de revenir dans C*. Notons que 'on peut avoir pour (4,7) € I° x J¢ le cas b = ¢.
Le temps minimal de passage dans C* de Y*© pour joindre deux interfaces est donné

par le lemme A.0.1 :

7%= KMel/S.

On note alors pour j € J*©

(¢5,d5) = J5 sid; — &5 > 7°,
et

(c5,d5) =: jj sidj —c <7
De la méme maniere on note pour ¢ € I¢

(a;,b5) =: I7 si b —ai > 7°,
et

(aS,b5) =: T,

9 Ve 7

si bE — S < 7.

e Etape 2 : Controle de (Y¢) dans Qnp

Il s’agit maintenant de controler la vitesse de Y© dans les différentes zones qu’elle sera

amenée a occuper. Nous avons pour tout Y := (Y1,Ys) € Z5 N {Y; > 0} lestimation de

la composante tangentielle a Jy de la pénalisation en Y :

1 2Y2Y, 2V 2e13/24
‘<Vd(Y),eN>] S Ny o 2
g

e¥3 < 9%/, (A.0.4)
£ £

Remarquons que la vitesse suivant la normale a Jy peut passer par de “grandes” valeurs
(au sens qui entraine une explosion lorsque 'on fait tendre e vers 0). Cependant, cela

n’affecte pas nos estimations, car le lemme 3.1.5 nous assure que Y° demeure dans la zone
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{d < £*/3}. L’évolution de (Y¢)' intéressante & regarder est donc celle suivant ey. On a

donc pour presque tout t > 0, si Y(t) € Z5 alors
—M — 2% < (Y5)'(t) < M. (A.0.5)

De maniere analogue, on obtient les mémes estimations pour 73, c’est-a-dire que pour
tout t > 0, si Y°(t) € Z5, alors

—M —2e% < (YF)(t) < M. (A.0.6)

Les deux inégalités précédentes nous donnent que hors de C¢, la différence entre la vitesse
Y¢ et celle d’une trajectoire Y, pour o € Ay, n’excede pas 2e%/24. Cest & dire que si 'on
se place dans le cas ot Y* et X sont -par exemple- dans Z5, on peut choisir ag, € Ax
tel que

|(Y5)' — (Yore)| < 2672

presque tout le temps. Ainsi, tant que les deux trajectoires évoluent dans 25,
(Y2 = Yoe)(t)] < v2max {2e19/24 2521}

2e1%/24 tant 1'écart maximal entre Y7 (2) et Y7"7°(¢), et 2te>/?* étant I'écart maximal entre
Y3(t) et Y3 75(1).
On définit pour presque tout ¢ > 0

(1) = { min((Y7)'(t), M), si (Y)(t) 2 0

n max((YE)(£), M), si (Y{)'(t) <0
et
(1) { min((Y5)/ (1), M), si (Y{)(£) 20
? max((Y)'(t), —M), si (Vi) (t) < 0.
On définit alors
( o ) S YE() 2 YE(),
Ve (t) =

( gzt) ) LS YE() > VP,

L’hypothese de contrdlabilité totale (1.2.20) assure l'existence de a.- € Ay tel que pour
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presque tout ¢ > 0
SR (), aqe (1)) = 77 (1)

Dans la suite de la preuve on fera donc l'identification entre ces deux quantités.

Imposer a,- comme contrdle sur les intervalles de temps sur lesquels Y évolue hors
de C° va permettre a Y* de suivre Y et “d’anticiper” au mieux son potentiel retour vers
la jonction.

Etape 3 : Existence de .

Montrons désormais le lemme par récurrence sur n € I°. On traite tout d’abord le cas

|I¢| = 0. Cela correspond au cas ou pour tout ¢ > 0,
Ye(t) € Zy UCe.

On procede alors par récurrence sur n € J°.
e Cas1:|Jf|=0.

Cela signifie que Y* effectue au plus un passage dans C° (potentiellement infini). On

note alors
te:=inf{t >0, Y5(t)<e/*},

et
to:=inf{t >t, Yi(t)>c"/*}.

e Cas 1.1:t,:= +o0.

Cela signifie que pour tout ¢t > 0 on a Y*(t) € Z%, on choisit alors ag. := 7° et par
(A.0.4) on a pour tout t > 0

[YE(t) — Yore(t)| < 22t/ (A.0.7)

e Cas 1.2 : t, < +00.
e Cas 1.2.1 : t, = +o0.
On est dans le cas ou pour tout t > ¢, Y¢(t) € C°. L’idée est de suivre V¢ tant qu’elle

n’a pas atteint C¢. Une fois C¢ atteint par Y¢, on impose a la trajectoire Y 4= d’atteindre

la jonction, ou elle restera. On a alors pour tout ¢ € [0,%.] en prenant sur [0, ] ag. =~°

[YE(t) — Yore(t)| < 22t/

Notons alors y, := Y, »*(t,). On pose alors pour tout ¢ € [te,te + ye)
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%Mw:(i>,

ag.(t) = 0.

et pour tout t > . + v,

Alors pour tout t € [te, te + ]
et pour tout t > . + v,
[YE(t) — Yore(t)| < /8 < 22t 4 /2618,

e Cas 1.2.2: t, < 4o0.

Cela correspond au cas ou Y* rentre dans C* puis en ressort pour n’évoluer ensuite que

dans Z5,. On distingue deux cas suivant la durée pendant laquelle Y* reste dans C°.

e Cas 1.2.2.1 : t, — t. > y./M.

On pose alors pour presque tout ¢ € [te, te + y./M]

%Mﬂ:(i>,

pour presque tout t € [t + y. /M, ts],
04575(25) = 0,

et pour presque tout t > ¢,
age(t) :=~°(1).

Alors on obtient pour presque tout ¢t € R,
[YE(t) — Youe ()| < 2v/2t%/ 4 /218,

e Cas 1.2.2.2: t, — t. < y./M.

On a alors ¢, > tg, tel que en posant sur [0, t.],
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et sur [t.,t,],

on ait Yy (t,) =Yy " (t,).

On pose alors pour presque tout ¢t > t,,

age(t) =7°(1),

et pour tout t € R™ on retrouve
[YE(t) — Yose(t)] < 2V2te? 4 /218,

e Cas 2: |J¢| £ 0.

On montre d’abord le résultat sur [0, ¢;] avant de le montrer sur [c;, +oo[. Il s’agit exac-

tement du cas 1.2.2 traité plus haut, et on obtient

|Y€(Cl> — Y Be (Cl)| < 2\/§C1€5/24.

On raisonne alors par récurrence sur n € J°. On note pour tout n € J¢ tel que ¢, # +o0

I’hypothese de récurrence H,

“ 11 existe ag. € Ay, tel que pour tout t € [¢y, Cpi1l,
[VE(t) — YOre(t)| < 2v/2te%/ 4+ /218,
ainsi que t,, > d,, tel que pour tout t € [t,,, ¢pi1,
[YE(t) — Yore(t)| < 22t/

Initialisation
On distingue ici 2 cas, le cas d; = ¢y et le cas d; < ¢. Par définition de J¢, si ¢; < +o00,
alors nécessairement d; < +00.

On a vu que la construction de ag . sur [0, ¢;| donnait deux possibilités pour Y %= (¢y).
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Soit Y“8= a réussi a “rattraper” Y une fois que cette derniere a atteint C¢, et alors

Y.e(c)) € Ay, soit on a Y*=(cq) € Jy N Z5. Dans tous les cas,
V(1) — Y%= (cy)| < 2v2¢,6%/%

On suppose, sans perdre de généralité, que Y*#<(c;) € AY,.
Cas .1 : dy = ¢
Alors comme Y#(0) € Jy, cela signifie que pour tout ¢ € [¢1, co], YE(t) € Z5. En posant

ape(t) :=~%(t) pour t € [c1,c2), on a donc pour tout t € [y, ¢,
[YE(t) — Yore(t)| < 22t/

Cas 1.2 : dy < ¢
Alors on a t, € [dy, +00] tel que pour tout ¢ € (dy,ts), Y4(t) € C°. On choisit alors

Qpe =7

sur [c1, dy]. La construction de ag . sur [dy, ¢a] correspond alors au cas 1.2 traité plus haut,

ce qui nous donne le résultat voulu.
Hérédité
Soit n € J¢ tel que 'on ait H,,. Alors on remarque que les calculs pour obtenir H,,

sont exactement les mémes que pour l'initialisation.

On a donc a ce stade montré que si || = 0, alors on a o € Ax tel que pour tout
teR,

V() — Ve (1)] < 2v2te%/2 4 /215,

Traitons maintenant le cas |I¢| # 0, par récurrence sur n € I. On note pour tout n € ¢

tel que a,, # +o0o I'hypothese de récurrence H,

“Il existe aj € Ax tel que pour tout t € [an, an1],
|Y€(t) _YaBe (t)‘ S 2\/§t€5/24 + \/551/8'77

On doit d’abord montrer que la propriété est vérifiée sur [0,a4]. Le cas [I¢] = 0 nous
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donne le résultat, et méme nous donne
|Y5(a1) — Y B ((11)| < 2\/5(1165/24. (AOS)

En effet, soit il existe j € J° (non nécessairement unique) tel que J5 C [0, a], et alors on
a jo € J° tel que dj, = ay, soit pour tout ¢t € [0,a4] Y°(t) € Z5. Alors dans les deux cas

les résultats précédents nous donnent A.0.8.
Initialisation

Cas I.1: a9 < +0

On doit distinguer ici plusieurs cas. On note y; = Y, **(ay).

Cas I.1.1 : by = ay

Cela correspond au cas ou Y* re-traverse C*° juste apres avoir atteint l'interface A%.

Cas1.1.2.1: b1 — ax 2 (yl - 81/8)/M

Alors on choisit sur [aq,b;] comme controle

0
( M) , pourt € [ay, a1 + (1 — /%) /M],

age(t)

0
(O)’ pour t € [ay + (y — ¥/%) /M, by].

Ainsi, pour tout t € [aq, by],

YE(t) = Yooe ()] < [Y¥(ar) — Y (ay)] + V2e'/3
< 2V2a,5% 4 /2618
< /252 4\ /28,

On a méme
V5 (a2) = Y57 (az)| = [Y5 (br) = Y57 (by)| = 0.

Cas 1.1.1.2 : by —ay < (y1 +<'/8)/M

Alors on choisit sur [aq,b;] comme controle

s (t) = ( _3\4 ) .
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Ainsi, pour tout t € [a,b;] on a

V() — X% (8)] < [Y¥(ar) = Y% (ar)| + v/2e'/°
< 20,85/ + /213
< W2 4 23,

On a méme
¥ (a2) — Y5 ()| = Y5 (b1) = Y52 ()] < 2v2(yn — /%)5/24,

Cas [.1.2 : by < ao

Alors on a deux cas possibles, soit pour tout ¢ € [by,as] on a Ye(t) € C*, soit on a

ts € [bl,az) etj € J¢ tel que ts = ¢y

Cas 1.1.2.1 : pour tout t € [by, as], Y(t) € C°.

Ce cas ne présente pas de difficulté, il correspond essentiellement au cas 1.2.2 du cas
|.J¢| = 0.

Cas 1.1.2.2 : il existe j € J° tel que ¢; € [b, as|.

On pose alors

Cs .\ — jié’lst {Cj, Cj > bl}

et
ds :==sup {d;, d; < as}.
jeJe

On remarque que par définition de ¢ et J° on a nécessairement Y°(cy), Y(ds) € A%.

Cas 1.1.2.2.1 : ¢y —a; > (yy + V%) /M

Alors on choisit comme controle sur [ay, ¢
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0
( Y ) , pour t € [ay,a; + y1],
M
age(t) == ( 0 ) , pourt € [a1 +yi a1 + (y1 + /%) /M,
0
(0)7 pour t € [a; + (y1 + /%) /M, cy).

Il reste donc a montrer que nous pouvons trouver un contrdle de Ax tel que sur [cg, as)

on ait le résultat demandé. On pose :

ds == sup{d;, dj < as}.
jeJe

Le cas |I¢| = 0, |J¢| = 0 traité précédemment nous donne 'existence d’un tel contrdle sur
[cs, ds], avec en plus
Ye(d,) — Y= (d,)| < 2v2d,e¥?.

Alors soit dg = ay et le résultat est montré, soit ds < ag et alors on a Y(t) € C° pour
tout t € [ds, as]. Dans ce cas en prenant ag(t) := (—M,0) pendant la durée adéquate on

obtient bien pour tout ¢ € [dy, as],
[YVe(d,) — Yoo (d,)| < 2V2t% 4 /2613,

Cas [.1.2.2.2 1 ¢, —ay < (y1 +Y8)/M
Cas 1.1.2.2.2.1 : dy — ay > (yy + Y8 /M

Alors on choisit comme contrdle sur [ay, a; + (y; +€'/%)/M]

0
( ) , pour t € [ay,a; + 11,

age(t) =

M
( 0 )7 pour ¢ € [ay + y1, a1 + (y1 + /%) /M],

On choisit alors implicitement le controle as . sur [a; + (y3 +£'/8) /M, d,]. En effet, si 'on

consideére 'application h(t) := (¢,0) définie sur [a; + (y; +<'/®) /M, d,], on a nécessairement
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t, € [ay + (yy +Y/®) /M, dy] tel que hy(t) = Y(t). On pose alors sur [(y; +'/8)/M, as)]

M
( 0 ) pour ¢ € [ay + (y1 +€Y8) /M, t.],

ape(t) == Ve (t), pour ¢ € [t,, ds],

0
( ) , pour t € [dg, as).
0
On a alors le résultat voulu.

Cas 1.1.2.2.2.2 : dy — ay < (yy +&/8)/M
On pose

0
( ) , pour t € [ay,a; + y1],

0

M
( ) , pour t € [ay +yi, a1 + (y1 +e'/%)/M].

On choisit alors ag(t) = w(t) sur [a1,d,] et af = 0 sur [dy, as], et on a le résultat.
Cas 1.2 : a9 = +0

Par définition de I¢ et J¢, cela signifie que pour tout ¢ > a; on a Ye(t) € Z5 U C=.
Cas 1.2.1 : Pour tout t > by, Y¢(t) € C*

Ce cas est similaire au cas [.1.2.1.
Cas 1.2.2 : On a j € J® tel que ¢; € [by, +00]

On reprend les mémes notations que précédemment :

Cs 1= jieanE {ij Cj > b1}7
et
ds := sup {d;, d; < +o00}.
jeJe

Cas 1.2.2.1 : d, < +0

Alors cela signifie que pour tout ¢t > ds on a Y¢(t) € C¢. On se retrouve alors dans un

cas similaire au cas 1.1.2.2. La différence est qu’ici il va falloir apres ¢t = d imposer comme

controle ag. = (0, —M), le temps nécessaire pour “ramener” Y*#< en 0 et la contraindre
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a y rester.
Cas 1.2.2.2 :d, = +©
Alors a partir de t = ¢, on se retrouve dans le cas |I¢| = 0, |J¢| # 0 déja traité. Vérifier

le lemme sur [aq, ¢| est déja fait dans le cas ay < +00.

Il nous faut maintenant traiter I’hérédité. Essentiellement il s’agit de montrer que si le
lemme est vérifié jusqu’a a,, € I¢, alors il l'est jusqu’a a, 1. Les calculs et les différentes
disjonctions de cas sont exactement les mémes que dans 'initialisation, nous ne les ferons

donc pas ici. O
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