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Résumé

Dans cette thése, nous étudions les régularités dans les graphes et les représentations
succinctes des graphes. Une régularité, ou structure, est un terme générique qui désigne
un ensemble de sommets du graphe ayant certaines propriétés. Parmi les régularités les
plus connues, nous pouvons citer les cliques, les sous-graphes denses, les communautés, les
modules et les splits. Une représentation succincte d’un graphe est une fagon de le décrire
qui est plus efficace que de simplement lister les différentes arétes du graphe. Chercher des
régularités permet d’obtenir des représentations succinctes. Ainsi, dans un premier temps,
nous avons développé un algorithme de compression de graphe qui cherche différentes
régularités du graphe, en sélectionne une partie et partitionne le graphe en fonction des
structures sélectionnées. Cet algorithme donne une description succincte du graphe qui
est meilleure que certains algorithmes de référence.

Dans un deuxiéme temps, nous avons créé nos propres structures, de sorte qu’elles
soient adaptées a la compression et qu’elles soient assez facile a chercher. Pour ce faire,
nous sommes partis d’une structure connue, le split, et nous ’avons généralisée en créant
le r-split, ot r est un paramétre entier fixé. Nous avons alors montré que I’ensemble des
r-splits d’un graphe a une cohérence globale, dans le sens ot seul un nombre polynomial
d’entre eux suffit a décrire I'intégralité des r-splits du graphe. Cela généralise une propriété
bien connue des splits, pour lesquels seul un nombre linéaire d’entre eux suffit & retrouver
tous les autres. Nous avons également montré que les r-splits peuvent se calculer en temps
polynomial en utilisant des algorithmes d’optimisation de fonctions sous-modulaires.

Dans un troisieme temps, nous nous sommes intéressés a la recherche de structures
particuliéres : les motifs dans les graphes ordonnés. Un graphe ordonné est un graphe
dans lequel les sommets sont ordonnés de 1 & n. Un motif est un sous-graphe ordonné
partiel, dans le sens ou chaque paire de sommets peut étre reliée soit par une aréte,
soit par une non-aréte, soit par ni I'une ni l'autre. Le but est de fixer un motif P et
de construire un algorithme capable de détecter si P est dans n’importe quel graphe
ordonné donné en paramétre. Ce probléme est polynomial en la taille du graphe via une
recherche exhaustive. Cependant, est-il possible de faire mieux ? Nous avons montré que
oui : la plupart des motifs & trois sommets peuvent étre détectés en temps linéaire 1a ot
une recherche exhaustive nécessite un temps cubique. Concernant les motifs plus grands,
nous avons exhibé des classes de motifs qui peuvent étre détectés en temps sous-cubique :
les motifs planaires extérieurs. En ajoutant des contraintes supplémentaires, nous avons
exhibé une classe de motifs qui peuvent étre détectée en temps linéaire : il s’agit des motifs
planaires extérieurs sans cycle et sans non-aréte.

Mots-clés : Graphe, compression, splits, algorithmique, graphe ordonné, motif.






Abstract

In this thesis, we investigate regularities in graphs and succinct representations of
graphs. A regularity, or structure, is a generic term that refers to a set of vertices in a
graph with certain properties. Among the most well-known regularities, we can mention
cliques, dense subgraphs, communities, modules, and splits. A succinct representation of a
graph is a way of describing it that is more efficient than simply listing the different edges
of the graph. Searching for regularities enables obtaining succinct representations. Thus, in
a first step, we developed a graph compression algorithm that searches for different graph
regularities, selects a portion of them, and partitions the graph based on the selected
structures. This algorithm provides a succinct description of the graph that is better than
some benchmark algorithms.

In a second step, we created our own structures, so they are suitable for compression
and are easy enough to search for. To do this, we started from a known structure, the
split, and generalized it to create the r-split, where r is a fixed integer parameter. We
then showed that the set of r-splits of a graph has a global coherence, in the sense that
only a polynomial number of them is sufficient to describe all r-splits of the graph. This
generalizes a well-known property of splits, for which only a linear number of them is
sufficient to recover all the others. We also demonstrated that r-splits can be computed
in polynomial time using submodular function optimization algorithms.

In a third step, we focused on searching for particular regularities: patterns in ordered
graphs. An ordered graph is a graph in which the vertices are ordered from 1 to n. A pattern
is a partial ordered subgraph, in the sense that each pair of vertices can be connected
either by an edge, a non-edge, or neither. The goal is to fix a pattern P and build an
algorithm capable of detecting if P is in any ordered graph given as an input. This problem
is polynomial in the size of the graph via exhaustive search. However, is it possible to do
better? We were able to show that yes: most three-vertex patterns can be detected in
linear time while exhaustive search requires cubic time. Regarding larger patterns, we
exhibited classes of patterns that can be detected in subcubic time: outerplanar patterns.
By adding additional constraints, we exhibited a class of patterns that can be detected in
linear time: these are outerplanar patterns without cycles and non-edges.

Keywords: Graph, compression, splits, algorithmics, ordered graph, pattern.
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14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Contexte et contributions

1.1.1 Réseau, graphe et compression

Les graphes sont des objets abstraits qui peuvent étre utilisés pour représenter de
nombreux réseaux de données tels que les réseaux sociaux ou le réseau Internet. De nos
jours, les graphes sont omniprésents et leur étude constitue un des piliers de I'informatique
contemporaine. Un des enjeux actuels est la compression de réseaux, afin (entre autres)
de réduire 'espace dédié a leur stockage ainsi que le temps nécessaire a leur transmis-
sion. Pour résoudre ces problématiques, il convient d’étudier 1’objet théorique utilisé pour
modéliser ces réseaux, a savoir le graphe, et de parvenir a le compresser.

D’une maniére générale, la compression se divise en deux catégories : la compression
sans perte et la compression avec perte. La compression sans perte consiste a représenter
les données d’une facon différente et plus optimisée afin de pouvoir stocker la méme
information avec moins d’espace. Souvent, cela est possible en analysant préalablement
le type de données a compresser, afin de dégager des spécificités qui pourraient aider a
compresser. Par exemple, dans le cas de la compression d’images, le fait de savoir que
deux pixels qui se suivent sont souvent quasiment identiques permet une compression
plus efficace d’images non-aléatoires. De 'autre coté, la compression avec perte s’autorise
a détruire partiellement I'information si celle-ci est jugée non-essentielle. Il convient alors
de juger ce qui est essentiel et ce qui ne 'est pas. Dans le cas de la compression du son
par exemple, comme on sait qu'un humain moyen ne pergoit pas les fréquence en dehors
de l'intervalle [20 Hz, 20 000 Hz|, les fréquences en dehors de cette intervalle peuvent étre
ignorées dans le cas d'une compression avec perte.

Dans le cas des graphes, ces deux catégories de compression ont beaucoup été étu-
diées. Concernant la compression sans perte, il existe une trés grande variété de techniques
[BH18|. Tout d’abord, ’analyse du réseau sous-jacent au graphe joue un réle important. Si
on veut compresser le graphe qui représente le réseau du Web (graphe dans lequel chaque
sommet représente une page web et chaque aréte un hyperlien d’une page web a 'autre),
il y a une heuristique naturelle qui aide a la compression. Il s’agit du fait que si deux
pages web ont des URL trés similaires (le méme nom de domaine par exemple), il y a de
fortes chances pour que les sommets associés dans le graphe soit aussi trés similaires en
termes de voisinage. C’est une des techniques qu’utilise WebGraph [BV04| par exemple.
Une autre facon de compresser est de transformer le graphe en une structure plus connue,
que l'on sait déja compresser. Par exemple, un graphe peut étre représenté sous forme de
texte via sa liste d’adjacence, sous forme d’image binaire via sa matrice d’adjacence ou
sous forme d’une suite binaire en considérant sa matrice d’adjacence de fagon unidimen-
sionnelle. Or, ces trois types de données (texte, image binaire et suite binaire) disposent
d’algorithmes efficaces de compression comme la compression LZ |ZL77|. L’étape difficile
de cette transformation est le choix de l'ordre des sommets du graphe. En effet, deux
ordres différents aboutissent & deux textes/images/suites différentes et il y en a toujours
une qui est plus compressible que ’autre. Finalement, une méthode propre aux graphes
consiste a repérer des motifs du graphe facilement compressibles, comme les cliques ou les
sous-graphes bipartis complets, et de les utiliser directement pour faciliter la compression
globale du graphe. On peut également repérer des structures plus générales et les utiliser
dans le cadre d’une compression hiérarchique. Dans ce cas, chaque structure détectée est
transformée en un super-noeud indexé par la structure. Cela permet alors de simplifier le
graphe global en réduisant son nombre de sommets, et la structure indexée peut indépen-
damment étre compressée de fagon directe ou récursive. Cela aboutit alors a un graphe
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hiérarchique, ot chaque niveau est constitué de graphes ayant des super-nceuds indexés
par des graphes d’un niveau inférieur.

Concernant la compression avec perte, il faut décider et justifier ce que I'on enléve.
Souvent, on ne garde que I'information nécessaire pour répondre a une ou plusieurs re-
quétes prédéterminées. Par exemple, la requéte la plus courante est ’accessibilité : étant
donné un sommet u du graphe compressé, on veut pouvoir retrouver quels sont les som-
mets accessibles depuis u. Pour répondre a cela, il n’y a pas besoin de stocker le graphe
dans son intégralité, seul un chemin dans chaque composante connexe suffit. On peut
aussi raisonner par seuillage : on associe a chaque aréte un poids qui correspond a son
importance dans le graphe (via des algorithmes de flot par exemple) et on ne garde que les
arétes au-dela d’un certain seuil. Dans tous les cas, la compression avec perte ne permet
jamais de retrouver le graphe original, mais permet en revanche de sauvegarder certaines
informations ciblées sur ce graphe.

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a la compression sans perte.

1.1.2 Compresser via structures et ordonnancement

Parmi les différentes approches et les différents aspects de la compression sans perte,
nous nous sommes focalisés sur les méthodes de compression qui consistent & choisir un
ordre des sommets et & compresser la matrice d’adjacence du graphe suivant cet ordre. En
effet, ordre & un grand impact sur la compressibilité de la matrice : une matrice ayant
des 0 et des 1 disposés de facon quasiment aléatoire ne pourra pas étre compressée, alors
qu’une matrice ayant de fortes concentrations de 1 a certains endroits et de fortes concen-
trations de 0 a d’autres endroits pourra étre plus facilement compressée en compressant
indépendamment chacune de ces régions a forte concentration. Il faut donc séparer les
0 des 1 afin d’améliorer la compressibilité de la matrice Le but est alors de chercher un
ordre des sommets qui maximise cette séparation des valeurs 0 et 1.

Comme il n’est pas envisageable d’essayer les n! ordres possibles d’'un graphe d’ordre
n, il faut trouver une fagon de générer un ordre des sommets directement a partir du
graphe. La premiére idée est de repérer des structures dans le graphe et de mettre 'un
aprés l'autre les différents sommets d’une structure ainsi repérée. Par exemple, si l'on
repére une clique dans le graphe, on veut mettre ces sommets cote a cote pour obtenir
un carré rempli de 1 dans la matrice d’adjacence, ce qui est une forte concentration de
1. De la méme maniére, un ensemble indépendant permet une forte concentration de
0. Il faut donc trouver des structures qui maximisent ce genre de segmentation. Une
facon de parvenir a ce résultat est d’utiliser des algorithmes de recherche de structures,
capables de repérer efficacement certains types de structures dans les graphes. Le fait
d’utiliser plusieurs algorithmes de recherche permet de multiplier les points de vue et
d’obtenir une grande variété de structures. Cependant, plusieurs problémes surviennent.
D’abord, il y a le probléeme du chevauchement : deux structures différentes peuvent avoir
des sommets en commun. Comme notre ordonnancement se contente de mettre cote a cote
des sommets appartenant & la méme structure, il faut trouver quoi faire de ces sommets
qui appartiennent a plusieurs structures. Ensuite, certaines structures ne produisent pas
une assez forte séparation entre les 0 et les 1, ou chevauchent trop d’autres structures.
En fait, avoir une trop grande quantité de structures n’est pas forcément positif pour la
compression. Il faut donc filtrer les différentes structures afin de ne garder que celles qui
produiront le meilleur ordonnancement des sommets. Le chapitre 3 est dédié¢ a 1’étude de
cet algorithme de compression. Cette étude a conduit a la proposition d’un algorithme
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de compression de graphes qui a donné lieu a une publication dans la conférence DaWak
2023 [PSH23| et & une version étendue en cours de révision pour la revue International
Journal of Data Science and Analytics.

Comme on cherche & minimiser le cotit de compression a l'aide de structures et d’un
ordre des sommets, la question qui s’est posé est : pourquoi ne pas construire notre propre
structure dédiée & minimiser ce cotit, puis trouver un bon ordonnancement des sommets ?
Pour ce faire, la premiére étape consiste a étudier les structures déja connues.

1.1.3 Etudier les structures connues

oooooooooo
oooooooooo
oooooooooo

oooooooooo

X

oooooooooo

(a) Deux communau-  (b) Deux cliques. (¢) Quasi-biparti. (d) Biparti complet.
tés.

FIGURE 1.1 — Schémas de matrices d’adjacence associées a différentes structures. Une
région hachurée représente une forte densité de 1, une région parsemée de points représente
une forte densité de 0, une région complétement noire représente une zone uniquement de
1, une région complétement blanche représente une zone uniquement de 0 et une région
munie d’une étoile représente une zone avec une densité quelconque.

Il existe un certain nombre de structures qui séparent les 0 des 1 ou qui produisent une
forte concentration de 1 dans la matrice d’adjacence, comme montré sur la figure 1.1. On
a déja cité les cliques, mais on peut aussi citer les communautés, qui regroupent tous les
graphes denses. Les structures denses ont tendance & produire une matrice d’adjacence de
la forme (1.1a), c’est-a-dire a regrouper les 1 dans des blocs qui sont sur la partie diagonale
et les 0 en dehors. Grace aux cliques, on peut obtenir une matrice de le forme (1.1b), avec
une concentration maximale de 1 sur la partie diagonale de la matrice d’adjacence, mais
le reste de la matrice est alors quelconque. Nous avons voulu explorer d’autres types de
structures, celles qui ont tendance & produire une matrice d’adjacence de la forme (1.1c).
La structure de ce type la plus connue est le sous-graphe biparti complet, qui produit
une matrice (1.1d). Ce principe a déja été un petit peu étendu via la notion de module,
qui décrit un ensemble de sommets ayant le méme voisinage, et la notion de split, qui
décrit une bi-partition des sommets dont les arétes reliant les deux parties forment un
sous-graphe biparti complet.

Ces structures ont pour avantage d’étre faciles & détecter. En effet, les modules et
les splits d'un graphe possédent une structure assez rigide qui fait qu’ils sont presque
tout le temps stables par les opérations ensemblistes élémentaires comme l'intersection
ou la différence. Grace a la rigidité de ’ensemble des modules ou des splits d'un graphe,
il est possible de les résumer dans une structure arborescente de taille linéaire et aussi
calculable en temps linéaire. Ainsi, on peut avoir accés a I’ensemble des modules et des
splits d’un graphe rapidement. De plus, ces structures sont trés faciles a& compresser grace
a leur rigidité interne qui offre une forte concentration de 0 et de 1. En effet, un module
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.|
X
.| .
(a) Un module. (b) Un split. (c) Un 2-split.

FIGURE 1.2 — Schémas de matrices d’adjacence associés a différentes structures. Une
région complétement noire représente une zone uniquement de 1, une région complétement
blanche représente une zone uniquement de 0 et une région munie d’'une étoile représente
une zone pouvant avoir des 0 et des 1.

étant un ensemble de sommets ayant le méme voisinage, il suffit d’encoder une seule fois
ce voisinage commun. en termes de matrice et d’ordonnancement, si on ordonne d’abord
les sommets du module, puis les voisins communs & tous ces sommets, puis les non-
voising communs aux sommets du module, on a une matrice de la forme (1.2a). De méme,
les splits permettent d’obtenir un ordonnancement favorable, en ordonnant d’abord la
premiére partie de la bi-partition et ensuite la seconde partie, et en mettant dans chaque
partie les extrémités des arétes traversantes proches de la frontiére entre les deux parties.
Cela donne une matrice de la forme (1.2b). Ainsi, en termes de contraintes, les modules
et les splits imposent une certaine forme de sous-matrice pour les blocs en dehors de la
diagonale et laissent libres les blocs diagonaux. Le chapitre 4 est consacré a 1’étude des
splits et des modules via une revue de ’état de I'art, agrémentée de preuves souvent omises
de certains résultats classiques.

Si on s’'intéresse a une compression plus générale que la compression par matrice,
alors les modules et les splits permettent également une compression hiérarchique. Un
partitionnement d’un graphe en modules ou en splits produira un ensemble de sous-
graphes dont les arétes entre sous-graphes vérifient certaines propriétés. Cela permet alors
une compression hiérarchique en transformant chaque module ou split en super-nceud.

1.1.4 Créer nos propres structures

Nous avons voulu aller plus loin et introduire une généralisation des splits appelée
r-split.

L’idée est d’avoir une structure qui puisse partitionner les sommets d'un graphe de
sorte que les arétes traversantes respectent certaines régles qui généralisent celles des splits,
afin de regrouper au maximum les 0 et les 1 et de pouvoir étre facilement compressible.
Par exemple, dans le cas des splits, on partitionne les sommets du graphes de sorte a
ce que la matrice d’adjacence qui représente les arétes qui sont entre deux parties soit
de rang au plus 1. Le but de notre nouvelle structure (les r-splits) est d’obtenir un tel
partitionnement, mais en remplagant la condition du rang au plus 1 par un rang au plus
r. Pour » = 2, on obtient une matrice d’adjacence ayant la forme (1.2c). Dans cette
optique, nous nous sommes penchés sur I’étude théorique des r-splits afin de savoir si un
tel partitionnement était facilement trouvable ou non.

Nos résultats principaux portent sur la représentation polynomiale des r-splits. En
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effet, on montre qu’'un graphe peut contenir un nombre exponentiel de r-splits. Afin
de pouvoir les manipuler, nous avons commencé par prouver qu'un nombre polynomial
d’entre eux suffisait pour pouvoir retrouver tous les autres. De plus, nous avons montré que
chacun de ces r-splits particuliers pouvait étre calculé en temps polynomial, ce qui permet
au final d’obtenir une représentation polynomiale en temps polynomial de I’ensemble des
r-splits. Le chapitre 5 est consacré a I’étude de cette nouvelle structure que sont les -
splits. Ce travail a été présenté dans la conférence ICGT 2022 et a été accepté dans la
revue DMTCS [PHST24].

1.1.5 Etudier I'ordonnancement

Vu que l'algorithme de compression fournit un ordonnancement des sommets, il pour-
rait étre utile de déduire des informations de cet ordre. J’ai ainsi été amené a étudier
les graphes ordonnés, c’est-a-dire les graphes dans lesquels les sommets sont ordonnés.
Le cadre théorique consiste a prendre un graphe ordonné et a se demander si un motif
apparait ou non dans ce graphe ordonné, ot un motif peut étre vu comme un ensemble de
contraintes sur les sommets et les arétes du graphe ordonné. Les motifs étudiés peuvent
aussi étre vus comme des sous-graphes ordonnés interdits dans le graphe ordonné. Le prin-
cipal résultat a été de construire des algorithmes efficaces de reconnaissance pour certaines
classes de motifs. On sait en effet que cela peut toujours se faire en temps polynomial,
mais le but a été de réduire au maximum le degré du polynome nécessaire.

Tout d’abord, dans la continuité de [FH21b|, nous nous sommes intéressés aux motifs
a 3 sommets. Nous avons pu montrer que la majorité des motifs & 3 sommets pouvait
étre détectée en temps linéaire. De plus, si I'on essaie de détecter un ensemble de motifs
a 3 sommets, c’est-a-dire savoir si le graphe ordonné en contient au moins un ou s’il les
évite tous, on a pu montrer que cela pouvait toujours se faire en temps linéaire & partir
du moment ou l'ensemble n’est pas réduit a un singleton. Ensuite, nous nous sommes
concentrés sur des classes de graphes. On a pu montrer que les motifs ordonnés planaires
extérieurs positifs sans cycle peuvent se détecter en temps linéaire, que la complexité
devient quadratique si ’on retire la condition positive et qu’elle devient la complexité du
produit matriciel si I'on retire la condition acyclique. Finalement, cela nous a motivés
a introduire notre propre paramétre pour quantifier la difficulté a détecter les motifs.
Ce nouveau parameétre, que nous avons appelé largeur de fusion permet de donner une
borne maximale sur la complexité de n’importe quel motif et s’avére étre exact pour les
motifs planaires extérieurs, pour lesquels on retrouve la complexité de la multiplication
de matrice. Le chapitre 6 est dédié a 1’étude de la détection de motifs dans les graphes
ordonnés. Ce travail est en cours de soumission & SIDMA.

1.2 Organisation du manuscrit

Le chapitre 2 présente des définitions et des rappels des notions qui seront utilisées
dans ce manuscrit. Tout ce qui y est présenté est globalement connu, excepté dans la
section 2.4 ou j’introduis une variante du produit tensoriel contracté. Les preuves et les
exemples présentés dans ce chapitre sont cependant tous originaux.

Dans le chapitre 3, je présente l'algorithme que j’ai développé avec 'aide de mes
encadrants Hamida Seba et Mohammed Haddad. Je détaille ce nouvel algorithme et je
présente les résultats expérimentaux que nous avons obtenus. Il s’agit de 'adaptation de la
publication dans la conférence DaWak 2023 [PSH23| et de la version étendue en cours de
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révision pour la revue International Journal of Data Science and Analytics. Ces travaux
ont également été présentés aux JGA 2020.

Dans le chapitre 4, je rappelle les notions de modules et de splits qui sont la base des
structures que j’'ai développés par la suite. Les notions ne sont pas nouvelles, mais j’ai
essayé d’unifier les différentes définitions qui existaient et j’ai refait certaines preuves qui
étaient difficiles a trouver dans des articles, notamment la preuve de stabilité des splits
par union disjointe. Cette preuve sera publiée par la suite dans une revue.

Le chapitre 5 présente la structure que j’ai introduite, les r-splits, ainsi que les théo-
rémes que j’ai pu déduire. Il s’agit d’un travail nouveau fait majoritairement seul mais avec
I’aide ponctuelle de mes encadrants Olivier Togni, Hamida Seba et Mohammed Haddad
ainsi que d’autres chercheurs tels que Michel Habib et Mamadou M. Kanté. Ce chapitre
est adapté de l'article qui a été accepté dans la revue DMTCS [PHST24|. Ce travail a
également été présenté aux conférences ICGT 2022 et JGA 2022.

Enfin, le chapitre 6 s’intéresse a la recherche de motifs dans les graphes ordonnés, qui
est un travail fait avec Michel Habib, Laurent Feuilloley et Guillaume Ducoffe. Il s’agit
d’une adaptation assez libre de Iarticle qui est en cours de soumission & SIDMA. De plus,
j’ail pu présenté une partie de ces travaux aux JGA 2023.
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Ce chapitre présente les notions qui seront utilisées tout au long de ce manuscrit.
La section 2.1 traite des définitions, conventions et notations générales utilisées dans
les différents chapitres. La section 2.2 rappelle quelques notions de compression et de
représentation des données qui seront utilisées dans le chapitre 3. La section 2.3 présente
certains outils mathématiques tels que les clotures, les relations binaires et les fonctions
de connectivités. Ils seront utilisés dans les chapitres 4 et 5 afin d’en introduire les notions
principales. Enfin, la section 2.4 introduit certaines notions élémentaires liées aux tenseurs,
a leur notation et a leur multiplication, qui seront utilisées dans le chapitre 6

2.1 Définitions générales

2.1.1 Conventions et notations mathématiques

Etant donné deux ensembles X et Y, on a les notations suivantes :
— X CY signifie que X est inclus dans Y,
— X NY désigne 'intersection de X et Y,
— X UY désigne I'union de X et Y,
— X\ Y désigne la différence X moins Y, et
— X AY désigne la différence symétrique de X et Y, c’est-a-dire X AY = (X \Y)U

Y\ X).
Les opérateurs d’intersection, d'union et de différence symétrique peuvent s’appliquer a
plus de deux ensembles. Si Xy,..., X} sont k& ensembles, ﬂle X, désigne l'intersection

de tous les ensembles X; pour ¢ allant de 1 & k. Cet ensemble est constitué des éléments
qui sont présents dans tous les X;. Comme l'intersection est associative, on a ﬂle X; =
X1N...NX,. De méme, la notation Ule X; désigne I'union de tous les ensembles X; pour
1 allant de 1 a k. Cet ensemble est constitué des éléments qui sont présents dans au moins
un X;. Comme 'union est associative, on a Ule X; =X U...UX,. Enfin, la différence
symétrique étant elle aussi associative, on peut considérer la différence symétrique de
plusieurs ensembles. L’ensemble X; A ... A X, est alors égal a I'ensemble dont les
éléments sont ceux qui sont inclus dans un nombre impairs d’ensemble parmi les X;.
Etant donné un ensemble fini X, le cardinal de X, noté | X|, est le nombre d’éléments
de X. Etant donné un ensemble X, on note 2% 'ensemble des parties de X. Etant donné
un ensemble X inclus dans un ensemble E fixe et clair d’aprés le contexte, on note X
le complémentaire de X, c’est-a-dire X := E \ X. Etant donné deux entiers i et j, on
note {i,...,7} l'ensemble des entiers entre i et j (inclus) et [i] := {1,...,i} 'ensemble
des entiers entre 1 et i.
Certains ensembles ont une notation propre. L’ensemble des entiers naturels est noté
IN, I’ensemble des entiers relatifs est noté Z et I’ensemble des nombres réels est noté R.
De plus, 'ensemble {0, 1} peut étre noté de deux fagons différentes selon la définition de
I’'addition et de la multiplication que I'on effectue sur les nombres 0 et 1 :
— Ty désigne le corps fini a deux éléments, ¢’est-a-dire 'ensemble {0, 1} muni de 1’ad-
dition modulo 2 et de la multiplication modulo 2. Ainsi, dans IFy, les additions et

les multiplications s’effectuent normalement, excepté que 1+ 1 = 0 (car 2 modulo 2
vaut 0).

— B désigne 'algébre de Boole, c’est-a-dire 'ensemble {0,1} muni du OU logique et
du ET logique. Le OU logique joue le réle de I'addition et le ET logique celui
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de la multiplication. Ainsi, dans B, les additions et les multiplications s’effectuent
normalement, excepté que 1 +1 =1 (car 1 OU 1 vaut 1).

Le terme famille fait référence a un ensemble dont les éléments sont eux-méme des
ensembles. Par exemple, 2% peut étre appelée une famille car les éléments de 2% sont des
ensembles (ceux qui sont inclus dans X). Etant donné un ensemble X, une partition est
une famille P dont les éléments sont des parties de X et telle que pour tout élément x
inclus dans X, il existe un unique ensemble de la partition P qui contient x. De plus,
une partition ne peut pas contenir I'ensemble vide. Par exemple, si X = {1,2,3,4,5,6,7},
une partition de X est P = {{1,4},{2,3,7},{5,6}}. La partition grossiére de X est la
partition P = {X}, c’est-a-dire 1'unique partition de taille |P| = 1. Une bi-partition est
une partition P de taille |P| = 2. Une partition P; de X est plus fine qu’une partition P
de X si pour tout ensemble A; € Py, il existe un ensemble Ay € Ps tel que A; C A,.

Dans l'intégralité de ce manuscrit, les logarithmes sont en base 2. Etant donné un
entier n et deux matrices A, B de taille n par n a coefficients complexes, on note w le
nombre minimum tel que la multiplication des matrices A et B se fasse en complexité
temporelle O(n*) [CW8T7|. De fagon triviale, on a 2 < w < 3. L’article [AW21] donne la
borne plus précise w < 2.3728596.

Etant donné une fonction f dont 'ensemble de départ est E et 'ensemble d’arrivé est
F, ce que 'on note : £ — F', on définit les ensembles suivants :

— Etant donné un ensemble A C E, f(A) est I'ensemble image de A et vaut f(A) =
{y e F |3z € Ajy = f(z)}, cest-a-dire que f(A) est 'ensemble des f(x) pour
r € A

— Etant donné un ensemble B C F, f~1(B) est 'ensemble pré-image de B et vaut
fTYB)={r e E|Jye B,y= f(x)}, cest-a-dire que f~!(B) est 'ensemble des x
pour lesquels f(z) € B.

2.1.2 Graphes

Un graphe G est un objet mathématique constitué d’un ensemble fini de sommets noté
V(G) et d’un ensemble d’arétes noté E(G) qui est un sous-ensemble de V(G) x V(G).
Le nombre de sommets d’un graphe est appelé sont ordre. Ainsi, un graphe d’ordre 6
est un graphe ayant 6 sommets. Si e = (z,y) € E(G) est une aréte, alors les sommets
x et y sont appelés les extrémités de e. Dans ce manuscrit, on ne considére que des
graphes sans boucle, c’est-a-dire tels que (z,x) ¢ E(G) pour tout sommet z € V(G). De
plus, on ne considére que des graphes non orientés, c’est-a-dire tels que pour toute aréte
(x,y) € E(G), on a (y,x) € E(G). L’aréte (y,z) est appelée 'aréte symétrique de (z,vy).
Un graphe peut se représenter graphiquement de la facon suivante : chaque sommet de
V(G) est représenté par un point et chaque aréte (z,y) de E(G) est représentée par un
trait reliant le point qui représente le sommet x et celui qui représente le sommet y. Un
exemple est représenté sur la figure 2.1.

FIGURE 2.1 — Un exemple de graphe d’ordre 6.
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Dans le cadre des graphes, le complémentaire d'un ensemble de sommets X fait ré-
férence a lensemble des sommets du graphe qui ne sont pas dans X, c’est-a-dire X =
V(G)\ X.

Etant donné un sommet x € V(G), le voisinage de x est 'ensemble des sommets y
tels que (x,y) € E(G). On note N(x) le voisinage de x. Vu que 'on ne considére que
des graphes sans boucle, on a systématiquement z ¢ N(z). Etant donné un ensemble de
sommets X € V(G) et un sommet = € V(G), le voisinage extérieur de x par rapport a X
est ensemble de sommets N(z)\ X. Etant donné un ensemble de sommets X € V(G),
le bord de X est ensemble des arétes qui ont une extrémité dans X et 'autre dans X.
On note 0X le bord de X. Formellement, on a 0X = {(z,y) € E(G) |x € X et y ¢ X }.

En général, quand on travaille avec des graphes, c’est la représentation graphique
qui prime pour déterminer si deux graphes sont « égaux ». Par exemple, considérons les
graphes GGy et (G5 définis par :

V(Gy) ={1,2,3}, E(
V(Gy) ={4,5,6}, E(

1) = {(
2) = {(

Ces deux graphes peuvent étre représentés de la méme facon. La seule chose qui change
est le nom des sommets, comme montré sur la figure 2.2.

G {(1,2),(2,1),(2,3),(3,2)}
G {(4,5),(5,4),(5,6),(6,5)}.

® ® o ® ® o
1 2 3 4 bt 6
(a) Graphe Gj. (b) Graphe Gs.

FIGURE 2.2 — Deux graphes différents mais ayant la méme représentation. On dit qu’ils
sont isomorphes.

On veut donc pouvoir dire que ces deux graphes sont les mémes. C’est I'idée de
I’isomorphisme de graphe. Informellement, si on peut passer d’un graphe a l'autre en
changeant uniquement le nom des sommets alors ces deux graphes sont isomorphes. For-
mellement, G et Gy sont isomorphes lorsqu’il existe une bijection f : V(G;) — V(G2)
telle que (z,y) € E(Gy) si et seulement si (f(z), f(y)) € E(G2). Ainsi, dans le cas ot on
travaille & isomorphisme de graphe prét, on peut changer I’ensemble des sommets & notre
guise. Notamment, on peut travailler avec ’ensemble de sommets V(G) = [n], ou n est le
nombre de sommets dans le graphe.

En plus d’une représentation graphique, un graphe posséde une représentation matri-
cielle. Etant donné un graphe dont I'’ensemble des sommets est V(G) = [n], la matrice
d’adjacence du graphe G est la matrice A de taille n par n tel que le coefficient A; ; vaut
1 si (4,7) est une aréte de G et vaut 0 sinon. La matrice A est donc une matrice binaire.
La figure 2.3 représente un graphe GG avec sa matrice d’adjacence.

On peut relier les notions d’isomorphisme et de matrice d’adjacence : deux graphes
(G1 et G5 de matrices d’adjacence A; et Ay sont isomorphes si et seulement s’il existe une
matrice de permutation P telle que A; = PA,. Dans le cas ol 'ensemble des sommets
de G n’est pas [n], G ne posséde pas directement de matrice d’adjacence. Plutot, on
considére un graphe G’ isomorphe a G ayant [n] comme ensemble de sommets et on peut
alors considérer la matrice d’adjacence de G’, qui est bien définie. Comme il existe n!
tels graphes G’ isomorphes & G, G a donc n! matrices d’adjacence qui le représente. On
parle alors des matrices d’adjacence de G. La figure 2.4 montre un exemple de graphe
accompagné de deux de ses matrices d’adjacence.
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0 a 12345678
e v 1 [01000 11 0]
2 10011101
a a 3 00001O0T171
4 01 00O0O0O0O
a ) 01100000
6 11000000
a‘@ 7 /10100000
8 01 10000 0f
(a) Un graphe G ayant pour ensemble de
sommets {1,2,3,4,5,6,7,8}. (b) La matrice d’adjacence de G.
FIGURE 2.3 — Un graphe et sa matrice d’adjacence.
a b c a c b
a 010 001
b 1 01 c 0 01
® ® ® 010 b 1 10
a b c
(a) Graphe G ayant pour en-  (b) Une matrice d’adja-  (c¢) Une autre matrice
semble de sommets {a,b, c}. cence de G. d’adjacence de G.

FIGURE 2.4 — Un graphe et deux de ses matrices d’adjacence.

Etant donné un graphe G et un ensemble de sommets X C V(Q), le graphe induit
par X est le graphe noté G[X] tel que V(G[X]) = X et E(G[X]) = E(G) N (X x X).
Autrement dit, il s’agit du graphe ayant X comme ensemble de sommets et ayant comme
arétes celles de G dont les deux extrémités sont des sommets de X . Etant donné un graphe
G et deux ensembles de sommets X, Y C V(G), la coupe induite par X et Y est le graphe
not¢ G[X,Y] tel que V(G[X,Y]) = XNY et BE(GX,Y]) = E(G)N((X xY)U (Y x X)).
Autrement dit, il s’agit du graphe ayant X UY comme ensemble de sommets et ayant
comme arétes celles de G dont une extrémité est un sommet de X et 'autre extrémité est
un sommet de Y.

Dans un graphe G, un chemin est un ensemble de sommets uq, ..., u; distincts de G
tel que pour tout 1 < i < k — 1, (u;, u;51) est une aréte de G. Un cycle est un chemin
Uy, ..., u de G tel que (ug,up) est une aréte de G. Un graphe est conneze lorsque pour
toute paire de sommets u, v de G il existe un chemin uq, ..., u; tel que uy = u et up = v.
Une forét est un graphe sans cycle et un arbre est une forét connexe. Quand on considére
un graphe qui est un arbre, on le note souvent 7' (pour 'anglais tree) a la place de G. De
plus, les sommets du graphe 7' sont généralement appelés neuds. Etant donné un arbre
T, on peut I'enraciner, c’est-a-dire choisir un sommet r de T" et 'appeler racine. Dans ce
cas, on peut partitionner les voisins de chaque nceud v de T :

— d’un co6té, les noeuds fils de u, qui sont les v voisins de u tels que 'unique chemin
allant de v a la racine r contienne u;

— de l'autre, le noeud pere de u, qui est le voisin v de u qui est inclus dans 'unique
chemin allant de u a la racine r.
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La racine est le seul nceud de T & ne pas avoir de pére. Un nceud sans fils est appelé une
feuille. Les nceuds ascendants d’'un noeud u sont définis récursivement :

— le pére de u est un ascendant de u,
— le pére d’un ascendant de u est un ascendant de w.

De méme, les noeuds descendants d’un noeud u sont définis récursivement de sorte qu'un
fils de u est un descendant de u et un fils d’'un descendant de u est un descendant de wu.
La figure 2.5 montre un exemple d’arbre enraciné.

FIGURE 2.5 — Un arbre T ayant pour racine le nceud 1. Les fils de 1 sont les nceuds 2, 3
et 4. Le noeud 4 a pour pére 1 et pour fils 5 et 6. Les neeuds 2,3,5 et 7 sont des feuilles.
Les descendants du nceud 4 sont les nceuds 5,6 et 7.

Une classe de graphes est une collection (en général infinie) de graphes. Par exemple,
la classe des arbres contient tous les graphes qui sont des arbres.

2.1.3 Hypergraphes

L’hypergraphe est un objet qui est globalement une famille d’ensembles. C’est aussi une
généralisation de la notion de graphe. Un hypergraphe est, comme un graphe, constitué de
sommets et d’arétes. Traditionnellement, une aréte d'un hypergraphe est appelée hyper-
aréte. Formellement, un hypergraphe H est composé d'un ensemble de sommets V(H) et
d’un ensemble d’hyper-arétes £(H) qui est un sous-ensemble de 2V(). La ot une aréte
d’un graphe a deux extrémités, I'hyper-aréte d’'un hypergraphe a n’'importe quel nombre
d’extrémités. Si ’ensemble V(H) est clair d’aprés le contexte, il arrive qu’on identifie
I'hypergraphe H et la famille £(H). Ainsi, () peut désigner '’hypergraphe sans hyper-aréte
dont I'ensemble des sommets est clair d’apreés le contexte. De méme, { A, B} peut désigner
I'hypergraphe H tel que E(H) = {A, B} et tel que V(H) se déduit a partir du contexte.
Enfin, A € H signifie que A est une hyper-aréte de H.

2.2 Compression de données

2.2.1 Suite binaire

Définition 2.1 (Notation pos,(i)). Etant donné une suite binaire s composée de n bits,
on note pos,(i) la position du i-éme 1 de la suite s, en commengant par la droite. L’entier
i est compris entre 1 et le nombre de 1 dans la suite, et pos,(i) est compris entre 0 et
n — 1. On note |s| la taille de la suite s, c’est-a-dire que |s| = n.
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On note 0™ la suite composée de n symboles 0, et on note 1" la suite composée de
n symboles 1. Etant donné deuxr suites s et sy, s1S9 désigne la concaténation des deux
suites. Pour désigner la concaténation de k suites Sy, ...SE, on note :

k
[T~
=1

Exemple 2.1. Soit s = 0%, s5 = 12, 53 = 5155. On a s; = 0000, sy = 111 et s3 = 0000111.
Exemple 2.2. Soit la suite s = 00011001. On a pos (1) = 0, pos,(2) = 3 et pos,(3) = 4.

On note e la suite vide, c’est-a-dire I'unique suite s telle que |s| = 0. Etant donné une
suite binaire s, on note 5 la suite obtenue en remplagant chaque 0 par un 1 et chaque 1
par un 0. Enfin, étant donné deux suites s; et sy, on dit que s; est préfize de so s'il existe
une suite s telle que so = s15. Autrement dit, s; est préfixe de sy si |s1] < [sof et si la
suite obtenue en ne gardant que les |s;| éléments les plus & gauche de s, donne la suite
S1.

2.2.2 Compression d’une suite binaire

N’importe quelle donnée numérique peut-étre représentée par une suite de 0 et de 1.
Le but de cette section est de regarder comment faire pour compresser une telle suite.
Il existe de nombreuses méthodes pour cela, comme les compressions de Lempel-Ziv ou
les compressions basées sur 'entropie. Je me suis intéressé a ces derniéres. L’idée est la
suivante : si la proportion de 0 et de 1 dans une suite est déséquilibrée (par exemple sl y
a 90 % de 0 pour 10 % de 1), on peut prendre en compte ce déséquilibre pour compresser
la suite. C’est le principe de I’entropie binaire et du théoréme du codage des sources de
Shannon.

Définition 2.2 (Entropie binaire). Soit un nombre réel p compris entre 0 et 1. L’entropie
binaire de p, noté h(p), est la quantité h(p) := —plogp — (1 — p) log(1 — p).

Le nombre p représente soit la densité d’une suite, c’est-a-dire le rapport entre le
nombre de 1 dans la suite et la taille de la suite, soit de fagon équivalente la probabilité
qu'un bit de la suite soit un 1. Le graphique de la fonction d’entropie binaire h(p) est
donnée dans la figure 2.6.

Définition 2.3 (Codage uniquement décodable). Un codage est uniquement décodable
lorsque dés que l’on concatene n’importe quel nombre d’encodages les uns a la suite des
autres, il existe une unique facon de les séparer a nouveau.

Par exemple, I’ensemble de codes 0, 1 et 10 n’est pas uniquement décodable, car la
concaténation 110 peut étre découpée en 1, 1, et 0 ou en 1 et 10. En revanche, I’ensemble
de codes 10, 110 et 111 est uniquement décodable.

Une facon de garantir qu’un code soit uniquement décodable consiste & imposer qu’il
soit sans préfive, ¢’est-a~-dire que dans I’ensemble de codes, aucun code n’est préfixe d'un
autre. Par exemple, I’ensemble de codes 0, 1 et 10 n’est pas sans préfixe car 1 est préfixe
de 10. En revanche, I’ensemble de codes 10, 110 et 111 est sans préfixe. Il existe des
codages uniquement décodables qui ne sont pas sans préfixe. C’est par exemple le cas de
I’ensemble de codes 11 et 101.

Ces définitions permettent d’énoncer le théoréme du codage des sources de Shannon
appliqué aux suites binaires.
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1.01

o o
o ©

I
S
L

Entropie binaire h(p)

0.2 A1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Probabilité p

FIGURE 2.6 — Graphique de la fonction d’entropie binaire h(p).

Théoréme 2.1 (Codage des sources de Shannon). Soit une suite binaire aléatoire de taille
n telle que chaque bit a une probabilité p d’étre un 1. Alors tout encodage uniquement
décodable de cette suite doit utiliser en moyenne au moins n - h(p) bits.

Le résultat du codage des sources de Shannon est un résultat négatif car il donne
une borne inférieure. Le but est alors d’approcher cette borne au maximum. Une version
compléte de ce théoréme dit également que si n tend vers l'infini, la taille de ’encodage
divisée par la taille de la suite tend vers h(p) bits.

Ezemple 2.3. Prenons une suite aléatoire s de taille n = 3 et une probabilité p = 1/4
qu’un bit vaille 1. Soit ey ’encodage de 000, e; '’encodage de 001, e; ’encodage de 010,
et de facon générale, e; est I’encodage de la suite qui représente ¢ en binaire. Alors le
théoréme de codage des sources de Shannon nous dit que :

i lei| P(s = e;) >3- h(1/4) > 2,43,

=0

On peut tendre vers cette borne, en choisissant par exemple le codage suivant :

S encodage | s encodage
000 00 100 110

001 100 101 1110

010 101 110 011

011 010 111 1111

Dans ce cas, on a :

7
> el P(s = e;) < 2.65.
1=0

Il existe plusieurs méthodes pour atteindre cette borne. Ces méthodes s’appellent
des codages entropiques. Bien que la plus connue soit le codage arithmétique [WNC87|,
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nous avons utilisé un autre codage basé sur I’entropie appelé le Systéme de numération
combinatoire. En effet, en implémentant ces deux codages, nous nous sommes apercus que
le premier était assez lent sur de grandes instances de suites binaires. Nous avons donc
opté pour le second.

Systéme de numeération combinatoire

Afin d’appliquer le Théoréme de codage des sources de Shannon, il faut se fixer une
densité p et essayer d’encoder toutes suites qui ont cette densité p de 1. Cependant, comme
il s’agit d’'un nombre réel et que l'on travaille avec des objets discrets, une approche
plus naturelle est de considérer les suites de taille n qui contiennent £ symboles 1, ce
qui implique bien de considérer une densité fixe de p = k/n. Par la suite, on note S}
I’ensemble de ces suites.

Définition 2.4 (Notation S}). On note S l'ensemble des suites binaires (c’est-a-dire
faites de 0 et de 1) de tailles n et contenant k symboles 1.

Pour commencer, on peut dénombrer ces suites. Par définition des coefficients, bino-
miaux, il y a (’;) telles suites. Ainsi, on a :

sti= ()

Une fagon assez naive d’encoder ces suites est donc d’associer a chacune d’elles un numéro
entre 0 et (Z) — 1. C’est exactement le principe du Systéme de numération combinatoire.
Avant d’aller plus loin, il est intéressant de regarder quelle est la taille en binaire du
nombre (7) — 1, car c’est alors la taille maximale du codage d’une suite de S}

Lemme 2.1 ([Cov99]). On a linégalité suivante :

log (Z) <n-h(n/k).

A premiére vue, cette inégalité contredit le Théoréme du codage des sources de Shan-
non, car ce dernier affirme qu'un tel codage prend au moins n - h(n/k) bits. La subtilité
se trouve dans le fait que ce codage n’encode que les suites de S}, alors que le théoréme
s’intéresse aux encodages de toutes les suites binaires dont la densité est en moyenne n/k.

On peut maintenant expliciter le Systéme de numération combinatoire. Pour ce faire,
il faut trouver une formule qui associe & chaque suite de §;' un entier entre 0 et (Z’) — 1.
Pour cela, on utilise la représentation de Macaulay d’un entier.

Lemme 2.2. Etant donné deux entiers k et t, il existe une unique suite strictement
croissante cy, ..., c telle que :

-£0)

Cela motive a considérer la bijection suivante entre les suites de S’ et les nombres
entre 0 et (Z) -1
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Définition 2.5 (Notation CNS(s)). Soit une suite s de S)'. L’encodage via le systéme de
numération combinatoire de cette suite est le nombre :

CNS(s) = zk: (P “;,S(i)).

=1

On rappelle que (Z) = 0 si j < i. De cette maniére, si deux suites sont différentes, on
sait que les nombres obtenus seront aussi différents grace au lemme 2.2.

Ezemple 2.4. Voici les 3 suites de §;' quand n = 3 et k£ = 1. L’encodage de 001 est (?) =0.
L’encodage de 010 est (i) = 1. L’encodage de 100 est (f) =2.

Voici I’encodage de la suite 11001 : ((1)) + (g) + (é) =T.

Maintenant, si on a une suite binaire s, on peut ’encoder a I’aide de trois nombres : le
nombre n qui correspond & la taille de la suite, le nombre k qui correspond au nombre de
1 dans la suite et le nombre CNS(s) qui correspond & ’encodage & proprement parlé des
données de la suite. Cet encodage permet de trouver la suite binaire originale s : grace a
k et m, on sait que la suite que I'on cherche appartient & &7 ; et on sait que la fonction
CNS(-) établit une bijection entre Sy et les entiers inférieurs a (7).

Si p = n/k n’est pas trop proche de 1/2; on obtient une compression de s. En effet, la
suite s’encode sans compression en n bits, alors qu’avec cette compression, elle s’encode
en moins de logk + logn + n - h(n/k) bits. Puisqu p n’est pas trop proche de 1/2, la
quantité h(n/k) = h(p) est inférieure a 1 et 'encodage peut espérer étre inférieur a n.

Exemple 2.5. Soit s la suite 00000011 00000001 00001101 00011001. On a :

CNS()_O+3+4+8+10+11+16+24+25
=1 9 3 4 5 5 6 7 8
— 04344+ 70+ 252 + 462 + 11440 + 735471 + 2042975 — 2790677.

Ainsi, la suite s est entiérement représentable par les nombres n = 32, k = 9 et CNS(s) =
2790677.

Remarque 2.1. La formule de CNS(s) ne dépend pas de la longueur n de la suite. Ainsi,
si I'on considére une suite s et la suite s’ = 0°s obtenue en ajoutant ¢ 0 devant s, pour
un certain entier ¢, alors on a CNS(s) = CNS(s’). La donnée du nombre n est donc a
la fois indispensable pour connaitre la longueur de la suite, mais ne donne au final que
I'information du nombre de zéros initiaux. On peut alors se placer dans I’ensemble S} :=
|U,, Si des suites binaires ayant k£ 1 et n’importe quel nombre de zéros. Dans cet ensemble
S;, deux suites s et s’ peuvent alors vérifier CNS(s) = CNS(s’), mais seulement si I'une est
obtenue en ajoutant des zéros initiaux a ’autre. Si I'on considére maintenant uniquement
les suites de S} sans zéro initial, on a une bijection entre cet ensemble et I’ensemble IN
des entiers via la fonction CNS(-).

2.2.3 Représentation de plusieurs suites binaires

On considére maintenant que I’on veut encoder une suite de suites binaires. Grace a la
partie précédente, on sait qu’une seule suite binaire peut étre représentée par trois entiers.
Ainsi, encoder une suite de suites binaires revient a vouloir encoder une suite d’entiers. En
général, pour encoder un seul entier, on utilise le binaire. Cependant, si on veut encoder
plusieurs entiers, il faut une facon de délimiter ot commence et ol se termine chaque
entier.
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FExemple 2.6. On veut encoder les entiers 3 et 12. En binaire, 3 s’écrit 11 et 12 s’écrit
1100. Si on se contente de juxtaposer ces deux encodages, on obtient 111100. Cependant,
comme on ne sait pas ol commence et ou finit chaque encodage, on ne sait pas si cette
suite représente 3 et 12, ou par exemple 1 et 28 (en la découpant en 1 11100), ou encore
7 et 4 (en la découpant en 111 100), ou méme 3, 1 et 4 (en la découpant en 11 1 100).

Il existe plusieurs facon de remédier & ce probléme :

— Utiliser un délimiteur entre chaque entier. Cela nécessite d’interdire une suite de bits
afin de I'utiliser comme délimiteur. Par exemple, une facon de faire est de travailler
en base 15 a la place de ’hexadécimal. Dans ce cas, on peut utiliser la suite 1111
comme délimiteur. Le probléme principal de cette approche est qu’il faut ré-encoder
tous les entiers, vu que les ordinateurs utilisent le systéme hexadécimal.

— Utiliser un code a longueur fixe. Cela consiste a encoder chaque entier en utilisant
le méme nombre de bits pour chaque entier. Pour que cette approche soit efficace,
il faut que les différents entiers aient le méme ordre de grandeur.

— Utiliser un code préfize. 11 s’agit d’'un code ou aucun encodage n’est préfixe d'un
autre. Cela garantit qu’il n’y a qu'une seule facon de décoder une suite donnée et
cela enléve I'ambigiiité présentée dans 'exemple 2.6.

J’ai décidé d’opter pour la derniére option car elle offre plus de flexibilité. Il existe
de nombreux codes préfixes. Je me suis intéressé aux représentations d’Elias [Eli75]. Plus
particuliérement, je me suis intéressé a la représentation v composée d’Elias et la re-
présentation 6 doublement composée d’Elias. Afin de les décrire, on commence par les
représentations unaires « et binaires .

Définition 2.6 (Représentation unaire). Soit n un entier. La représentation unaire de n
est a(n) := 0"1.

Définition 2.7 (Représentation binaire). Soit n un entier. La représentation binaire de
n est son écriture en base 2. Formellement, cela s’écrit :

Bn) = ﬂogﬁrlﬂ {n mod QiJ

2i—1
=1

Définition 2.8 (Représentation gamma). Soit n un entier. La représentation v composée
d’Elias est v(n) := a(|8(n)]) B(n).

Définition 2.9 (Représentation delta). Soit n un entier. La représentation 6 doublement

composée d’Elias est d(n) :=~(|8(n)]) B(n) = a(|B(IBM))]) B(B(n)]) B(n).

FExemple 2.7. Soit n valant 34 millions. On a :

a(n) = 0"1, B(n) = 10000001101100110010000000, |3(n)| = 26, a(|3(n)|) = 0%1,
~(n) = 026110000001101100110010000000, A(|3(n)]) = B(26) = 11010, a(|3(|B(n)])]) =
a(]11010]) = a(5) = 000001 et §(n) = 0000011101010000001101100110010000000.

La taille des deux représentations d’Elias est ici |y(n)| = 53 et |§(n)| = 37.

De fagon générale, on a |y(n)| =~ 2logn et |0(n)| ~ logn + 2loglogn.
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Interprétation

Le but des représentations d’Elias est d’avoir un code préfixe (de sorte a ce qu’on
puisse le décoder sans ambigiiité) qui soit le plus concis possible. En effet, il existe un
code préfixe trés simple, qui est le code unaire. Puisque ’ensemble des a(n) pour n allant
de 0 a l'infini est ’ensemble des suites 01, on voit qu’aucune suite n’est préfixe d’une
autre. Cependant, cet encodage n’est pas du tout efficace. L’idée derriére la représentation
v composée d’Elias est d’utiliser le fait que la représentation unaire soit préfixe pour
pouvoir encoder un premier nombre et ensuite utiliser ce nombre pour définir la taille de
la donnée que 'on veut encoder.

Cette idée peut étre généralisée : pour créer un nouveau codage préfixe capable d’en-
coder tout entier n, on concaténe d'une part le codage de la valeur de |3(n)| en utilisant
un ancien code préfixe et d’autre part le codage binaire de n, c’est-a-dire G(n). En faisant
cela avec le code préfixe ~y, ou obtient le code §. On pourrait continuer davantage.

Généralisation

|[Eli75] propose une version finale de cette idée en utilisant la récursivité. Il définit
la représentation w pénultieme par : w(n) = w(|F(n) — 1|) B(n) et w(1) = €. Le fait de
soustraire 1 permet de faire en sorte que 1 soit point fixe de n — |5(n) — 1|. Sinon, on
a a la fois 1 et 2 qui sont points fixes de n — |5(n)|. Un probléme qui apparait ici est
de savoir combien de fois w a été appelé récursivement, afin de savoir quand s’arréter de
décoder. Pour pallier ce probléme, on remarque que (n) commence toujours par un 1
dés que n > 1. Il suffit alors de mettre un 0 a la fin de ’encodage pour marquer la fin.

Variantes et optimisations

Une premiére optimisation vient de la remarque précédente : tout nombre strictement
positif posséde un 1 comme symbole le plus a gauche dans sa notation binaire. Puisque ce
1 est toujours présent, il n’est pas nécessaire de I’encoder. Une variante possible consiste
a entreméler les bits de la représentation unaire et de la représentation binaire de la re-
présentation gamma (et respectivement, d’entreméler les bits de la représentation gamma
et de la représentation binaire dans la représentation delta). Si on prend en compte cette
optimisation et cet entremélement, on obtient les représentations gamma et delta d’Elias
telles que décrites dans |Eli75|. Cependant, j’ai décidé d’ignorer ce détail a des fins de
simplicité, étant que ¢a ne change aucune borne pratique ou théorique.

Finalement, j’ai décidé de créer une autre variante du codage gamma. Ce qui est
problématique avec ce codage, c’est que la taille de la suite qui encode n est environ 2 log n,
soit deux fois plus que la représentation binaire habituelle. J’ai décidé de le modifier. On
rappelle que le codage gamma produit une suite de la forme s;ss, ol 51 encode la taille de
s9 et s9 le nombre n. On peut modifier cela en disant que s; encode un nombre capable
de retrouver la taille de s5. Mon approche a été de dire que s; encode le quart de la taille
de so, arrondi au supérieur. Il suffit alors de multiplier ce nombre par 4 pour trouver la
taille de s5. Un défaut qui arrive immédiatement est qu’on ne peut encoder que des tailles
de sy multiples de 4 avec ce systéme. Mon idée est alors d’ajouter des zéro en téte de la
suite de sy jusqu’a ce qu’elle soit multiple de 4. Comme sy est encodé en binaire, ajouter
des 0 au début ne modifie pas la valeur de ce qui est encodé.

Je note mes variantes v* et ™.
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Définition 2.10 (Représentation gamma modifiée). Soit n un entier. La représentation

~v modifiée est :
’7*(71) =« ([@-‘) 0(=18()]) mod 45(71).

Exzemple 2.8. On a v*(9) = 01 1001, v*(15) = 01 1111 et *(16) = 001 00010000. Les
espaces ont été ajoutés pour la lisibilité.

Ainsi, on peut définir la représentation 0* & partir de v* de la méme facon que la
représentation ¢ est définie a partir de v :

Définition 2.11 (Représentation delta modifiée). Soit n un entier. La représentation §

modifiée est 6*(n) = ~v*(|8(n)|) B(n).

On peut maintenant définir une nouvelle représentation préfixe, qui est celle que j’ai
utilisée en pratique par la suite. Le but est de combiner les représentations v* et 0* en
une seule représentation, en fonction de laquelle des deux est plus courte. En effet, quand
n est petit, on a généralement |y*(n)| < [0*(n)|, et quand n est grand, on a généralement
I'inégalité inverse. De fagon précise, on a le graphique de la figure 2.7.

—— Représentation gamma modifiée
120 - Représentation delta modifiée

=
o
o

80 A

60 A

40 A

Tailles des représentations

20 A

0 20 40 60 80 100

Taille de (n)
FIGURE 2.7 — Comparaison de |y*(n)| et |6*(n)| pour les différentes valeurs possibles de
|B(n)| = [log(n)]. On remarque que la valeur de |y*(n)| est plus petite quand n est petit

mais que celle de |0*(n)| est plus petite quand n est grand. Le point de bascule se fait
entre n = 2% et n = 2%,

Une fagon naive de combiner ces deux représentations en une seule est d’ajouter tout
a gauche un bit qui indique quelle est la représentation utilisée. Une fagon plus optimisée
consiste a remarquer que le choix de la représentation unaire utilisée est arbitraire. On
aurait tout aussi bien pu définir a(n) comme étant 1"0. On définit alors les représentations
~* et 0* complémentaires en utilisant cette version alternative de la représentation unaire.
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Définition 2.12 (Représentations gamma et delta modifiées complémentaires). Soit n
un entier. On note a(n) = 1"0. On définit alors :

7= a (| L)) oo mtsgia) et 5 () = 7805w

On remarque que v*(n) et 7*(n) sont identiques a '’exception de ’encodage unaire
initial. De méme pour 6*(n) et 0 (n). On peut maintenant définir la représentation mixte
que j’utilise en pratique par la suite. Je la note mixte(n).

Définition 2.13 (Représentation mixte). Soit n un entier. Sin < 2%°

~*(n). Sinon, on pose mizte(n) =0 (n).

, on pose mizte(n) =

Le choix de 225 s’est fait en accord avec la figure 2.7. D’aprés cette figure, n’importe
quelle valeur entre 22° et 20 semble possible.

Ezemple 2.9. On a ((26) = 11010, mixte(26) = 001 00011010 (les espaces sont ajoutées
pour la lisibilité). Avec n valant 34 millions, on a f(n) = 10000001101100110010000000,
18(n)| = 26 et mixte(n) = 110 00011010 10000001101100110010000000.

Tailles et triple composition

De fagon approximative, on a |y*(n)| ~ 5/4logn et |0*(n)| ~ logn + 5/4loglogn.
Puisque la représentation 7 (et v*) correspond & une simple composition et que la re-
présentation ¢ (et 3*) correspond & une double composition, on pourrait se demander s’il
est envisageable d’utiliser une triple composition pour encoder des entiers. Pour cela, il
faut se demander & partir de quelle taille d’entier cela devient plus efficace que la double
composition. On a pu constater que le saut entre gamma et delta se fait autour de n = 2%°.
C’est-a-dire que pour n > 2%° on a |6*(n)| — [y*(n)| > 0. Ainsi, en notant 7 la triple com-
position, on étudie la différence |n*(n)|—|6*(n)| = |6*(log n)|+log n—(|v*(logn)|+logn) =
|6*(logn)| — |7*(log n)|. Or, on sait que cette quantité devient positive quand logn > 22°,
c’est-a-dire quand n posséde plus de 22 chiffres binaires, ce qui équivaut & un nombre dont
I’écriture binaire nécessite environ un gigaoctet. De plus, a ce stade la, on n’économise
encore aucun bit. Cela justifie le fait que la triple composition n’a pas été envisagée.

2.2.4 Résumé et exemple

Finalement, d’apres les sections précédentes, il est possible d’encoder n’importe quel
tableau d’objets. Pour encoder un tableau d’objets [0y, ..., 0], on commence par trans-
former chaque objet en une suite de 0 et de 1 qui représente cet objet. En général, cela
est déja fait quand on manipule des objets informatiques. On obtient alors un tableau
de suites binaires [sq, ..., s¢|. Ensuite, chaque suite de 0 et de 1 est transformée en trois
entiers en utilisant ce qui a été vu a la section 2.2.2. On a alors transformé notre tableau
de £ objets quelconques en un tableau de 3¢ entiers [ky, n1,CNS(s1), . .., ke, ng, CNS(s¢)]. On
utilise alors ce que 'on a vu dans la section 2.2.3 pour représenter ce tableau d’entiers,
c’est-a-dire que I'on va encoder la suite suivante :

mixte(k;) mixte(n;) mixte(CNS(sy)) ... mixte(k,) mixte(n,) mixte(CNS(s/)).

Cependant, si cette représentation est utilisée au milieu d’autres données, le probléme
de fin de données se pose a nouveau : on ne sait pas quand cette représentation se ter-
mine ; ou autrement dit, on ne connait pas la taille 3¢ du tableau. Ainsi, la représentation
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compléte (et qui est bien un code préfixe) du tableau est :
mixte(3¢) mixte(k;) mixte(n;) mixte(CNS(sy)) ...
Fxemple 2.10. On a un tableau de trois objets dont les représentations binaires sont :

s1 = 1001001
s9 = 1101100110111111101101100101
s3 = 1000011110000111011011101001110110011011001100101

En utilisant le systéme de numération combinatoire :

ny = 7, kl = 3, CNS(Sl) =23

ng = 28, ko = 19, CNS(sg) = 4409015

ng = 49, ks = 27, CNS(s3) = 23233639441304
Alors on a :

mixte(9) = 01 1001

mixte(n;) = 01 0111

mixte(k;) = 01 0011

mixte(CNS(s;)) = 001 00010111

mixte(ng) = 001 00011100

mixte(ks) = 001 00010011

mixte(CNS(ss)) = 0000001 010000110100011010110111

mixte(ny) = 001 00110001

mixte(ks) = 001 00011011
(

mixte(CNS(s3)) = 110 00101101 101010010000110000000110100110110001110011000
Finalement, le tableau contenant ces trois objets s’encode :

S =011001 010111 010011 001 00010111 001 00011100 001 00010011
0000001 010000110100011010110111 001 00110001 001 00011011
110 00101101 101010010000110000000110100110110001110011000

Dans cet exemple, on a représenté trois objets avec une taille totale de |s1|+]|s2|+|s3| =
84 via un suite binaire S de taille 160. Au premier abord, on a 'impression que cette
compression produit une suite plus grande que la suite originale. Cependant, en plus
de compresser, S a aussi pour role d’introduire une délimitation entre les données. On
rappelle que la facon naive de faire cela consiste a utiliser une représentation unaire de
chaque taille |s1], |s2| et |s3|, ce qui double la taille de la représentation. On aurait donc
naivement une représentation du tableau [s, s9, s3] de 84 x 2 = 168 bits. S est donc plus
petit que la représentation naive. De plus, les objets o1, 03 et 03 ont une densité p; = k;/n;
proche de 1/2. Dans les cas réels, on cherchera a avoir des objets de densité loin de 1/2 qui
permettront une meilleure compression. L’exemple 2.11 montre un cas ou la densité de
chaque objet est environ p ~ 1/7. L’écart avec la représentation naive est alors bien plus
net, la représentation naive a une taille de 84 x 2 = 168 bits, alors que la représentation
compressée a une taille de 124 bits.
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FExemple 2.11. On a un tableau de trois objets dont les représentations binaires sont :

s1 = 1000001
59 = 1000000100000010000001000001
s3 = 1000000100000010000001000000100000010000001000001

En utilisant le systéme de numération combinatoire :

ny = 7, k‘l = 2, CNS(Sl) =15
Ng = 28, ]{ZQ = 5, CNS(SQ) = 85876
ng = 497 k‘g = 8, CNS(Sg) = 401261714

Alors on a :

I
S
)
[y
=)
S
)
—_
—
—_
S
=)

mixte(CNS(s2)) = 000001 00010100111101110100
mixte(nz) = 001 00110001
)

2.3 Quelques outils mathématiques

On présente dans cette section des outils qui sont utiles pour comprendre et définir
les notions centrales de la décomposition de graphes. Ces outils ont déja été étudiés par
le passé, mais je les présente et je les redéfinis par souci d’exhaustivité.

2.3.1 Les clotures et leurs représentations
Opérateurs de cloture

Informellement, une cléture est une facon naturelle de compléter un ensemble d’objets.
Un opérateur de cloture sur un ensemble F' est une fonction qui prend en argument une
partie A de F' et renvoie une partie de F', notée cl (A). Un opérateur de cloture doit étre
extensif, ce qui signifie que cl (A) contient A. En d’autres termes, cette condition garantit
que l'on peut toujours obtenir cl (A) en partant de A et en ajoutant des éléments. Un
opérateur de cloture doit aussi étre monotone, ce qui signifie que si on part d’un ensemble
A et de sa cloture cl (A), et que 'on décide d’ajouter des éléments a A, alors cela va aussi
ajouter des éléments a cl (A). Enfin, un opérateur de cloture doit étre idempotent, ce qui
signifie que I'appliquer plusieurs fois revient au méme que de I'appliquer une seule fois.
Formellement, cela donne la définition suivante :

Définition 2.14 (Opérateur de cloture). Soit F un ensemble. Une fonction cl(-) : 28 —
2F" est un opérateur de cloture si elle vérifie les trois conditions suivantes pour tous les
ensembles A, B C F :
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— (Extensif) A C cl(A),
— (Monotone) AC B = cl(A) C cl(B), et
— (Idempotent) cl(cl(A)) = cl(A).

FExemple 2.12. Prenons comme ensemble d’objets les entiers, c¢’est-a-dire que 1’on prend
F = IN, et prenons comme fonction f la fonction qui a un ensemble d’entiers associe le
plus petit intervalle qui contient ces entiers. On a f({1,4}) = {1,2,3,4} et f({1,4,7}) =
{1,2,3,4,5,6,7}. Cette fonction est un opérateur de cloture. En effet, cette fonction est
extensive (on obtient f(A) en ajoutant des éléments & A pour « boucher les trous »),
elle est monotone (ajouter des éléments a& A ne peut pas enlever des éléments a cl (A))
et idempotente (une fois que I'on a bouché les trous de A, appliquer f a nouveau ne va
ajouter aucun élément).

FExemple 2.13. Un autre exemple vient de ’algébre linéaire. On prend comme ensemble
d’objets 'ensemble des vecteurs d’un espace vectoriel. On considére la fonction qui a
un ensemble de vecteurs associe le plus petit sous-espace vectoriel qui contient ces vec-
teurs. Traditionnellement, cette fonction se note <->. Par exemple, avec F' = R?, et
on notant les vecteurs horizontalement, on a <{(0 0 1)}>={(0 0 A) | A € R} et
<{(0 1 0),(0 0 2)}>=4{(0 A p) |\ peR}

Créer un opérateur de cléture

Lemme 2.3. Soit P une famille de parties d’un ensemble F. Alors la fonction f qui a un
ensemble A C F' associe [\ cxep X est un opérateur de cloture (en ayant pour convention
qu’une intersection vide vaut F).

Démonstration. 11 faut montrer que f est extensive, monotone et idempotente. Pour sim-
plifier les notations, on note N(A) := {X € P | A C X}. Ainsi, f(A4) = Nyxcna X-

— (Extensive) On montre que A C f(A). Si I'ensemble N(A) est vide, f(A) = F
par convention. Sinon, chaque X € N(A) contient A, donc leur intersection aussi,
c’est-a-dire f(A).

— (Monotone) On montre que si A C B, alors f(A) C f(B). Pour cela, on remarque
que si A C B, alors N(B) C N(A). On conclut par décroissance de l'intersection.

— (Idempotente) Il suffit de montrer que f(f(A)) C f(A), puisque l'autre inclusion se
déduit par extensivité et monotonie. Pour cela, on montre que N(A) C N(f(A)).
Soit un ensemble Y € N(A). On a f(A) = (yeywa X € Y, ce qui signifie que
Y € N(f(A)). Ainsi, par décroissance de l'intersection, f(f(A)) C f(A). O

Familles de Moore

On a défini une cloture via un opérateur de cloture. Cependant, il existe plusieurs
facons de représenter une cloture. On rappelle qu’une cloture est le concept selon lequel
on compléte de fagon naturelle un ensemble d’objets. L’opérateur de cloture est une fagon
formelle de définir cette notion, mais il en existe d’autres [Vil21].

Définition 2.15 (Ensemble clos). Soit cl(-) un opérateur de cloture sur un ensemble F.
Un ensemble A C F' est un ensemble clos lorsque cl(A) = A.

Une facon de représenter une cloture est de lister tous les ensembles clos. En effet, on
peut montrer que si on a la liste des ensembles clos, alors on peut retrouver 'opérateur
de cloture cl (+).
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Lemme 2.4. Soit cl(-) un opérateur de cloture sur ’ensemble F. Soit C l’ensemble des
ensembles clos de cl(-), c’est-a-dire que C = {A C F | cl(A) = A}. Alors pour tout
ensemble AC F, on a :

cl(A) = ﬂ X.

ACXeC

Démonstration. On montre cette égalité par double inclusion. Pour simplifier, on note
N:=( Acxee X-
— ¢l (A) € N : Il suffit de montrer que pour tout ensemble X vérifiant A C X € C,
on a cl(A) C X. Cela est vrai par monotonie de 'opérateur de cloture : comme
AC X,onacl(A) Ccl(X). Ensuite, comme X est clos (X € C), cela signifie que
cl(X) = X, d’ou l'inclusion voulue.
— N C cl(A) : 1l suffit de trouver un ensemble X vérifiant A C X € C et tel que
X C cl(A). On choisit X = cl(A). Il est évident que ce X satisfait X C cl(A).
Il reste & montrer que X vérifie les conditions A C X € C. Par idempotence, on a
X =cl(A) =cl(cl(A)) = cl(X), ce qui prouve que X est clos, et que donc X € C.
De plus, par extensivité, on a A C cl(A) = X, ce qui montre que X vérifie bien les
conditions qu’il doit vérifier.

Par double inclusion, on a 1’égalité voulue. O]

Autrement dit, on peut retrouver 'opérateur de cloture a partir de la liste des éléments
clos par cet opérateur. Cette remarque améne a définir les familles de Moore, qui sont les
familles pour lesquelles on peut montrer qu’elles sont constituées des éléments clos d'un
certain opérateur de cloture.

Définition 2.16 (Famille de Moore). Une famille de Moore M sur un ensemble F est
un ensemble de parties de F telle que :

— (Majoré) F € M, et
— (Stable par intersection) pour tout ensemble A,B € M, on a AN B € M.

FExemple 2.14. L’ensemble des intervalles de IN est une famille de Moore parce que IN est
un intervalle et que 'intersection de deux intervalles est un intervalle.

Exemple 2.15. L’ensemble des sous-espaces vectoriels de R? est une famille de Moore
parce que R? est un sous-espace vectoriel de R? et que I'intersection de deux sous-espaces
vectoriels est un sous-espace vectoriel.

On montre maintenant que les familles de Moore et les opérateurs de cloture sont
en fait deux représentations d’'un méme objet - les clotures -, & condition que I’ensemble
F sous-jacent soit finie. Cela signifie qu’a chaque famille de Moore, on peut associer un
opérateur de cloture, et qu’a chaque opérateur de cloture on peut associer une famille de
Moore. Cette correspondance a été présagée par le lemme 2.4.

Lemme 2.5. Soit F' un ensemble fini. On a les deuz résultats suivants :

1. Soit cl(-) un opérateur de cloture sur un ensemble F'. Alors l’ensemble C des éléments
clos pour cl(-) est une famille de Moore.

2. Soit M une famille de Moore sur un ensemble F'. Alors la fonction f qui a un
ensemble A C F associe ﬂAgXeM X est un opérateur de cloture, et [’ensemble des
éléments clos de [ est M.
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Démonstration. On montre chacun des deux points du lemme :

1. Il suffit de montrer que F est clos, et que I'intersection de deux éléments clos est clos.
Comme cl (+) est une fonction de 2" dans 2F, on sait que cl (F) € 2F c’est-a-dire
que cl (F) C F. De plus, par extensivité de cl(+), on sait que F' C cl (F'). Ainsi, par
double inclusion, on a cl (F') = F. Prenons deux éléments clos A et B et montrons
que AN B est clos. 1l faut donc montrer que cl (AN B) = AN B. Par extensivité,
on a linclusion AN B C cl(A N B). Il reste & montrer que cl(ANB) C AN B.
Par monotonie, on a cl (AN B) Ccl(A) et cl (AN B) C cl(B). Ainsi, cl(ANB) C
cl(A)Necl(B). Comme A et B sont clos, cl (A) Ncl(B) = AN B, d'ou le résultat.

2. On sait que f est un opérateur de cloture via le lemme 2.3. Il reste & montrer que
I’ensemble des éléments clos de f est M. Soit A un élément clos, c’est-a-dire que
A = f(A). Comme F est finie, M aussi, et donc f(A) est une intersection finie
d’éléments de M. Comme M est stable par intersection de deux éléments, elle est
aussi stable par intersection d’un nombre fini d’éléments. Ainsi, f(A) € M. Dans
l'autre sens, soit A € M. On sait que A C f(A) par extensivité de f. De plus, f(A)
est I'intersection des X vérifiant A C X € M. L’ensemble A vérifie cette condition,
ce qui signifie que f(A) est l'intersection de A et d’éventuellement d’autres éléments,
ce qui montre que f(A) C A. O

Le caractére fini de F' est nécessaire pour que I’ensemble des éléments clos soit le méme
que la famille de Moore considérée.

Exemple 2.16. Soit F' = R, et soit M = {R}U{]0,1+1/n[ | n € IN}. La famille M est bien
une famille de Moore car deux ensembles de M sont toujours comparables, ce qui signifie
que leur intersection est le plus petit des deux ensembles. Or, on a f(]0,1/2[) =]0,1] ¢ M.

2.3.2 Relations et coupes
Définition

Soit F' un ensemble d’objets. On peut définir une relation R sur les éléments de F'.
Cela signifie que pour tout x,y € F, x R y est soit vrai, soit faux. On définit aussi I'inverse
de M, noté R~1, par x KR! y si et seulement si y R z. Quand deux relations R, et Ny
sont les mémes, on note R; = R,. Cela signifie que pour tout =,y € F, x Ry y si et
seulement si x Ry y

FExemple 2.17. Soit F' = Z 'ensemble des entiers relatifs. Des relations possibles sur F
sont l'égalité (R = =, cest-a~dire que = R y si et seulement si x = y), la supériorité
(R = <, cest-a-dire que z R y si et seulement si x < y), la succession (x R y si et
seulement si y = x + 1) ou la divisibilité (z R y si et seulement si z est un diviseur
de y). Dans le cas de I’égalité, R est son propre inverse (=—! = =, c’est-a-dire que R~!
représente aussi 1'égalité). Pour les autres exemples, R™1 est une autre relation, a savoir
I'infériorité, la précession et la multiplicité.

Il est possible de définir un opérateur de cléture a partir d’'une relation R [Rig48|. Pour
ce faire, définissons d’abord quelques notions intermédiaires. Etant donné une relation R
sur un ensemble d’objets F' et un objet x € F', on s’intéresse naturellement a l’ensemble
des éléments de F' qui sont en relation avec x.

Définition 2.17 (Coupe d’une relation). On appelle coupe de R suivant x, et on le note
R(x), Uensemble R(x) :={y € F |z R y}.
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On pourrait aussi avoir envie de décrire 'ensemble {z € F' | x R y}. Pour se faire, il
suffit de considérer la relation inverse R~'. Ainsi, {zx € F |2 Ry} ={x € F | y R!
v} =R (y).

FExemple 2.18. Soit F' = 7 I'’ensemble des entiers relatifs.

1. La coupe de la relation d’infériorité < suivant un entier x est ’ensemble des entiers
{y € Z | © < y}, c’est-a-dire 'ensemble des entiers plus grands que z.

2. La coupe de la relation de divisibilité suivant un entier x est '’ensemble des entiers
qui sont multiples de z, c’est-a-dire 2Z = {x - n,n € Z}.

3. La coupe de la relation d’égalité suivant un entier x est ’ensemble {z}, car le nombre
x est le seul a étre égal a lui-méme.

Afin de se familiariser avec ces notions, voici un lemme simple qui servira également
ultérieurement :

Lemme 2.6. Soit R une relation anti-symétrique (c’est-a-dire que si x Ry est vrai alors
y R x est fauz) et anti-réflezive (c’est-a-dire que x R x est fauzr pour tout x) sur F' = [n].
Alors R = < si et seulement si Vi, |R1(i)] =i — 1.

Démonstration. D’un coté, si R = <, alors pour tout i, R1(i) ={j € F | j <i} = [i—1]
et [R71(:)| = i— 1. Dans lautre sens, on le prouve par récurrence sur n. Si n = 2, les deux
seules relations anti-symétriques et anti-réflexives sont < et >. Comme [R7'(2)| = 1, on
alfR 2 et donc B = <. On suppose que 'implication est vraie pour n et on la prouve
pour n+ 1. Puisque [R™ (n+1)| = n et R est anti-réflexive, pour tout ¢ tel que 1 < i < n,
on ai R! n+ 1. Puisque R est anti-symétrique, pour tout 7 tel que 1 < i < n, on a
n+ 1917 qui est faux. Cela signifie que pour tout i tel que 1 < i < n, R(i) C [n]. On
applique 'hypothése d’induction a R restreint a [n], ce qui signifie que cette relation est
<. Vu que pour tout i tel que 1 < i <nonaiR'n+ 1, larelation R sur [n+ 1] est
bien <. O]

Il est possible d’aller au-dela d’une coupe suivant un objet en considérant une coupe
suivant un ensemble d’objets.

Définition 2.18 (Coupe de seconde espéce). Soit F' un ensemble d’objets, R une relation
sur F, et X un sous-ensemble de F. On appelle coupe de seconde espéce de R suivant
X, et on le note R[X], 'ensemble :

RIX] = ) R(x).

zeX

En francais, la coupe de seconde espéce de R suivant X est I’ensemble des objets qui
sont en relation via R avec tous les éléments de X. Le fait de prendre l'intersection de
toutes les coupes peut sembler arbitraire. De fait, remplacer cette intersection par une
union donne lieu a la coupe de premiére espéce, mais nous n’en parlerons pas ici, car les
résultats suivants ne sont valables qu’avec une coupe de seconde espéce.

FExemple 2.19. Soit ' = 7 I'ensemble des entiers relatifs.

1. La coupe de seconde espéce de la relation d’infériorité < suivant un ensemble d’en-
tiers X est 'ensemble des entiers qui sont tous plus grands que chaque élément de
X, c’est-a-dire l'intervalle [z, 400[ ot # = max X. Si max X = +o00, cet ensemble
est vide.
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2. La coupe de seconde espéce de la relation de divisibilité suivant un ensemble d’entiers
x est I’ensemble des entiers qui sont multiples de chacun des éléments de X, c’est-
a~dire 2Z = {x -n,n € Z}, ot z est le PGCD des éléments de X si cet ensemble est
fini. Sinon, il d’agit de I’ensemble vide.

3. La coupe seconde espéce de la relation d’égalité suivant un ensemble d’entiers X est
vide dés que | X| > 2.

Propriétés

On démontre ici quelques propriétés élémentaires de la coupe de seconde espéce. Ces
démonstrations ont été adaptées de [Rigd8|. Tout d’abord, on montre que la coupe de
seconde espéce est décroissante :

Lemme 2.7. Si X CY alors R[Y] C R[X].

Démonstration. Soit x € R[Y]. D’apreés la définition de la coupe de seconde espéce, = €
R[Y] si et seulement si Vy € Y,y R x. Comme X C Y, cela signifie que Vy € X,y R «x,
ce qui équivaut & z € R[X]. O

On définit ensuite la notion de rectangle d’une relation fR. Il s’agit d’une paire d’en-
sembles (X,Y") telle que pour tout objet x € X et pour tout objet y € Y, on a x R y.
La notion de rectangle peut étre caractérisée via une coupe de seconde espéce, comme le
montre le lemme suivant.

Lemme 2.8. (X,Y) est un rectangle de R si et seulement si Y C R[X].

Démonstration. On a la suite d’équivalences suivante :

Y CRX] <= YNRX]|=0 < YN [|R@) =0 < Yn|]R@) =
zeX zeX
= VyeYyé¢ | JR@) < WeY.Vre X y¢R()
rzeX
— VyeVY,Vee X,z Ry <= (X,Y) est un rectangle de R. [

En substituant X par SR7'[Y] dans cette équivalence, on obtient que (R7'[Y],Y) est
un rectangle si et seulement si Y C R[B! [Y]]. Comme le premiére partie de 1’équivalence
est toujours vraie par définition de SR71[Y], on aboutit au lemme suivant, qui correspond
a la propriété 22 de |Rig48].

Lemme 2.9. Pour toute relation R sur un ensemble d’objets F' et tout Y C F, on a
Vinclusion Y C R[R[Y]].

Comme ce lemme est vrai pour toute relation R, on a également pour tout X C F
Uinclusion X C R YR[X]] en lappliquant a la relation R~!. Grace a ce lemme, on
démontre finalement une égalité qui fait intervenir une triple composition de 'opération
de coupe de seconde espéce :

Lemme 2.10. Pour toute relation R sur un ensemble d’objets F et tout X C F', on a
Uégalité R[X] = RIRR[X]]].
Démonstration. On démontre cette égalité par double inclusion :

(C) On remplace Y par R[X]| dans linclusion Y C R[R[Y]].

(2) On applique la décroissance de la coupe de seconde espéce (lemme 2.7) & l'inclusion

X C RR[X]). 0

Grace a ces lemmes, on peut définir un opérateur de cloture a partir d’une relation fR.
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Cloture

Nous avons maintenant tous les outils pour définir un opérateur de cloture a partir
d’une relation fR.

Lemme 2.11. Soit F' un ensemble et soit R une relation sur F. La fonction f : 28 — 2F
définie par f(X) = R R[X]] est un opérateur de cloture.

Démonstration. La fonction f est extensive (via le lemme 2.9), monotone (en appliquant
deux fois le lemma 2.7) et idempotente (en considérant la coupe de seconde espéce des
deux membres de I'égalité du lemme 2.10). O

On peut donc obtenir un opérateur de cloture a partir d’'une relation. Un intérét
d’exprimer une cloture de cette fagon est la complexité algorithmique du calcul de cl (X).
Si le calcul de PR[X] est rapide, il devient facile de calculer cl (X) en 'exprimant sous la
forme R™![R[X]]. Cependant, contrairement aux familles de Moore vues dans la section
2.3.1, il n’y a pas de correspondance totale entre les deux. Cela signifie qu’il existe des
opérateurs de cloture qui ne peuvent pas s’exprimer sous la forme R™R[X]].

Lemme 2.12. Soit F' un ensemble d’au moins 12 objets. Il existe un opérateur de cloture
cl(-) : 2 — 2F tel que pour toute relation R sur F, la fonction f : 28 — 28 définie par
f(X) = RYR[X]] soit différente de cl(-).

Démonstration. On considére d’abord le cas ot F est finie, et on procéde par dénombre-
ment. On note n le cardinal de F.

— On calcule dans un premier temps une borne supérieure sur le nombre de fonctions
f. Ce nombre est borné par le nombre de relations R différentes sur F'. Pour définir
une relation R sur F, il suffit de décider pour chaque pair d’éléments (z,y) € E X E
si x R y est vrai ou faux. Il y a donc 2("*) relations différentes et au plus ce nombre
de fonctions f différentes.

— On calcule dans un second temps une borne inférieure sur le nombre d’opérateurs
de cloture. Pour cela, on dénombre seulement ceux qui ont une forme particuliére.
Soit k& un entier, on construit un opérateur de cloéture en choisissant un ensemble
de parties P de F ou chaque partie est de taille k et on construit un opérateur de
cloture en appliquant le lemme 2.3. Si 'on prend deux tels ensembles de parties P,
et P,, on obtient deux opérateurs de clotures différents. En effet, soit cl; (+) et cla (+)
les deux opérateurs de cloture associés. Vu que P; # Ps, il existe une partie A (de
taille k) qui est dans P; mais pas dans Pp. Ainsi, cl; (A) = [ cxep, X = A mais
cly (A) = Nycxep, X = F car il n’y a aucun ensemble X vérifiant A C X € Py
(vu que tous les ensembles de Py sont de taille k et que A n’en fait pas partie) et
car une intersection vide d’ensembles de F' vaut I’ par convention. Le nombre de
choix de P est égal a deux élevé a une puissance égale au nombre d’ensembles de

taille £ parmi un ensemble de taille n, c¢’est-a-dire n(%). En prenant k suffisamment

grand (par exemple de l'ordre de n/2), on obtient une borne inférieure de 1'ordre de
2(2n—2n—1/2).

Finalement, dés que n > 12, le nombre de fonctions f est strictement inférieur au nombre
d’opérateurs de cloture, ce qui montre que certains opérateurs de cloture ne peuvent pas
s’exprimer & partir d’une relation fA.

Dans le cas ou F' est infinie, on peut utiliser le méme genre de raisonnement. On
obtient qu’il a une injection entre le nombre de fonction f et 'ensemble 2 ainsi qu’une
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surjection entre 22" et le nombre d’opérateurs de cloture. Le fait qu’il n’existe pas de
bijection entre E et 2F pour tout ensemble E permet de conclure. O

2.3.3 Fonctions de connectivité

Soit E un ensemble, et soit f : 2¥ — IN une fonction qui associe a chaque sous-
ensemble de E une valeur entiére. On dit que f est une fonction de connectivité quand
elle vérifie les conditions suivantes [Cun83| :

— (normalisée) f(() = 0,
— (symétrique) pour tout ensemble X C E, on a f(E\ X) = f(X),

— (sous-modulaire) pour tous les ensembles X, Y C E,ona f(XNY)+ f(XUY) <
fFX)+ f(Y).

Rang de coupe

Définition 2.19 (Rang de coupe). Soit G un graphe. Le rang de coupe d’un ensemble
de sommets X de G, notée p, est égal au rang de la matrice d’adjacence de G[X, X].

Il existe plusieurs fagons de calculer le rang d’une matrice booléenne [HP23|. Classi-
quement, le rang d’un matrice M de taille m par n peut étre défini comme le plus petit
entier k tel qu’il existe une matrice C' de taille m par k et une matrice R de taille k par
n de sorte que M = C'R. On considére ici que le rang est calculé sur le corps fini & deux
éléments IF's.

a G a b cde f g h 1
v a 010001100

a b |1 00111010
c 000010110

Q @ (i) d |01 0000000

e 011000000

a f lt1 0000000
A g |1 01000001

(¢ @ L lo1 1000000

i 00000010 0

FIGURE 2.8 — Un graphe et 'une de ses coupes. Les sommets bleus représentent un
coté de la coupe et les sommets rouges l'autre coté. Les arétes en gras sont les arétes
qui traversent la coupe. La matrice d’adjacence du graphe est représentée en utilisant le
méme code couleur.

Ezemple 2.20. Dans le graphe de la figure 2.8, la coupe ({a,b,c,d, e}, {f, g,h,i}) a un
rang de 2 (cf. figure 2.9). Comme le rang est calculé dans le corps Iy, les additions et
les multiplications sont effectuées modulo 2. Cela signifie par exemple, que I'addition des
trois premiéres lignes de la matrice ([1 1 0 0],[1 0 1 0Jet[0 1 1 0]) fait [0 0 O 0],
vuque 1+1=0 mod 2.

On a la propriété suivante.

Proposition 2.13 (|OS06|). Le rang de coupe est une fonction de connectivité.
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f g h i
a 1100 (1) (1)
) b 1 010 1 100
AGHabede (Fahil= 0 {53 1ol =[50 ] 0]
d 00 0O 8 8
e 00 0O

FIGURE 2.9 — La coupe ({a,b,c,d,e},{f,g,h,i}) a un rang de 2.

Il est clair que le rang de coupe est une fonction normalisée et symétrique. Pour la pro-
priété de sous-modularité, diverses preuves existent, notamment des preuves utilisant des
manipulations matricielles [Tru92, Mur99|. Je propose une preuve purement algébrique.

Définition 2.20 (Notation Ix). Soit un ensemble X C [n], on note Ix la matrice
diag(1y), c’est-a-dire la matrice diagonale telle que le i-éme élément diagonal soit 1 si
1€ X et 0 sinon.

Observation 2.1. Par définition, Ixny = IxIy et Iy = [ —Ix. Puisque XUY = XNy
par les lois de De Morgan, on a Ixoy =1 — (I — Ix)(I — Ix).
Avec ces notations, le rang de coupe s’écrit p(X) =rg IxA(I —Ix), ou A est la matrice

d’adjacence du graphe G. Le rang est calculé dans le corps a deux éléments IF5.
On rappelle I'inégalité de Frobenius :

Lemme 2.14 (Inégalité de Frobenius). Soit E, F,G, H quatre espaces vectoriels de di-
mension finie et soit g1 : G — H,go : F' — G, g3 : E — F trois morphismes. Alors on
a:

Ig g1 092+ 18 g20093 <TG 07O gs+Ig go.

On se place dans le contexte suivant : E, F' sont deux espaces vectoriels de dimension
finie, f : E — F est un morphisme, p1,ps,p3 : £ — E sont trois projections telles que
pi o p; = 0 pour tout ¢ # j, et enfin ¢i,¢0, g3 : I — F sont trois projections telles que
¢i © g; = 0 pour tout ¢ # j.

Corollaire 2.15. On a :
rg @20 fo(p1+p2) +rgqeo fo(pe+ps) —rgqeo fops

+rg (1 + @) o fopa+rg (g2 +¢q3)o fopy—rgqeo fop,
<rg (1 +¢q)o fo(pi+p2)+r1g(g2+gs3)o fol(ps+ps)

Démonstration. On applique I'inégalité de Frobenius & g1 = ¢2,92 = (¢1 + q2) o f o (p1 +
p2), g3 =Dp2

1g @20 (1 +q2) o fo(pr+p2) +18 (1 +q)o fo(pr+p2)op
<1g@o(q+q2)o fo(pr+p2)ope+18 (g +q)o fol(p+p2)

Puisque ¢y est une projection, go0qa = go. Ainsi, puisque gz0q; = 0, on a g20(q1+¢2) = Go.
De méme, on a (p; + p2) © p2 = po. Finalement, cette inégalité peut étre réécrite en :

rg o fo(pr+p2)+rg(gr+q)ofops<rggaofops+rg(q+qa)ofo(p+pa)
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En faisant la méme chose avec g1 = ga, g2 = (g2 + ¢3) © f o (p2 + p3), g3 = p2, on obtient :

18 20 fo(p2+ps) +1g (2 +¢gs)o fopa<rggaofopy+rg(g2+qs)ofolp2+ps)
On obtient le résultat en additionnant les deux inégalités. O]

Lemme 2.16 (Sous-modularité du rang). On a les deuz inégalités suivantes :

1g go (p1+p2+p3) +rggops <1g go (pr+p2) +18 g0 (p2+ ps3),
g (1 +@+q@)og+rggpog<rg(p+q)og+rg(g+gs)og.

Démonstration. On rappelle qu’étant donné deux ensembles de vecteurs A, B, on arg (AU
B)+rg (ANB) < rg A+rg B. Cela peut se démontrer en utilisant la théorie des matroides :
on applique la sous-modularité du rang [Oxl06] au matroide dont 1’ensemble de base
est I’ensemble des vecteurs et dont ’ensemble des indépendants est 'ensemble des sous-
ensembles linéairement indépendants. Puisque p; o p; = 0, tous les p;’s commutent, et
ils sont donc simultanément diagonalisables. Soit P une telle base de E. Soit A et B
I'ensemble des colonnes de g o (p; + p2) et g o (p2 + p3) dans la base P, vu comme
des vecteurs. Ainsi, AU B et AN B sont respectivement les ensembles des colonnes de
go(p1+pa+ps) et gop, dans la base P, vu comme des vecteurs. Cela prouve la premiére
inégalité. Pour la seconde inégalité, on effectue le méme raisonnement sur les lignes au
lieu des colonnes. O

Corollaire 2.17. On a :

rg g0 fo(pt+p2+ps3) +128 (1 +q2+q3)o fops
<rggofo(pi+p)+rggofo(pe+ps)—rggofops
+rg (1 +q)o fopr+rg(g2+¢qs)o fopr—rggao fops.

Démonstration. On applique la premiére inégalité du lemme 2.16 avec g = g2 o f ainsi
que la seconde inégalité avec g = f o po. On obtient le résultat en additionnant les deux
inégalités. [l

Proposition 2.18. On a :

rg @20 fo(pr+p2+p3) +1g (1 +q+q3)ofop
<rg (1 +q)ofo(pi+p2)+rg(ga+gs)ofol(pr+ps)

Démonstration. On obtient le résultat en mettant bout & bout le corollaire 2.17 et le
corollaire 2.15. OJ

On peut maintenant montrer que le rang de coupe est une fonction sous-modulaire.

Corollaire 2.19. Soit A une matrice carrée n x n sur le corps K. La fonction p(X) =
rg IxA(I — Ix) est sous-modulaire.

Démonstration. Soit X,Y C [n]. Soit E = R™. Dans la base canonique, soit f : E — E le
morphisme associé a A, soit ¢ = p3 : E — E les morphismes associés a Ix(I — Iy), soit
¢z : E — FE le morphisme associé a Ix Iy, soit g3 = p; : E — E les morphismes associés
(I—1Ix)Iy,soit ps : E'— E'le morphisme associé a (I —Ix)(I—1Iy). Tous les morphismes p;
et ¢; sont des projections car ils sont diagonaux dans la base canonique, avec pour valeurs
diagonales uniquement des 0 et des 1. On vérifie facilement que p; op; =0 et gjog; =0
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en utilisant 1% = Iy, I3 = Iy et IxIy = IyIx. Ainsi, on peut appliquer la proposition
2.18 puis remplacer tous les morphismes par leur matrice dans la base canonique. Dans
cette base, p; + po a pour matrice I — Ix, ps + p3 a pour matrice I — Iy, p1 +ps + p3 a
pour matrice I — Ix Iy, ¢ + ¢» a pour matrice Ix, go + g3 a pour matrice Iy et ¢; + g2+ qs
a pour matrice I — (I — Ix)(I — Iy). Ainsi, on obtient :

S rg IxA<I — Ix) + g ]yA(I — Iy),

c’est-a-dire p(X NY) + p(X UY) < p(X) + p(Y). O

2.4 Tenseurs

2.4.1 Etiquetage des dimensions

Dans cette partie, je manipulerai des tableaux a d dimensions, aussi appelés tenseurs.

Un tenseur J d’ordre d est un tableau a d dimensions qui généralise la notion de
nombre (tenseur d’ordre 0), de vecteur (tenseur d’ordre 1) et de matrice (tenseur d’ordre
2). Je manipulerai surtout des tenseurs étiquetés, ce qui signifie que chaque dimension
posséde une étiquette.

Exemple 2.21. Soit J un tenseur d’ordre 3, étiqueté par x, y et z, ou chaque dimension
est de taille 6, tel que Tz : 4,y : j,2: k] = (i —j) x k. Ainsi, T[x : 0,y : 2,z : 5] = —10
(on peut également noter cet élément J[0,2,5] quand il n’y a pas d’ambigiité sur les
étiquettes).

Le but est de définir les opérations dont nous aurons besoin par la suite. Pour ce faire,
on commence par des rappels sur les vecteurs, qui sont des tenseurs d’ordre 1.

Définition 2.21 (Produit scalaire u - v et produit terme a terme u * v). Soit u et v deux
vecteurs de méme taille. Le produit scalaire de u et v est le nombre u - v =) uv;. Le
produit terme & terme de u et v est le vecteur u x v tel que (u * v); = u;.

En terme de tenseur, le produit scalaire prend deux tenseurs d’ordre 1 et renvoie un
tenseur d’ordre 0, et le produit terme & terme prend deux tenseurs d’ordre 1 et renvoie
un tenseur d’ordre 1.

Il existe un produit entre tenseur d’ordre quelconques, appelé produit tensoriel [KB09,

McC14].

Définition 2.22 (Produit tensoriel T3 ® JTy). Soit Ty un tenseur d’ordre dy et Ty un
tenseur d’ordre dy. Le produit tensoriel de Ty et Ty est le tenseur a dy + dy dimensions
Tl & 72 tel que (71 & Tg)[il, .. .id17j1, c. ,jd2] = Tl[il, .. .idl] X Tg[jl, c. 7jd2]'

Un des problémes des tenseurs est que les notations deviennent rapidement compli-
quées. Pour pallier ce probléme, j’utilise les étiquettes des tenseurs.

Définition 2.23 (Dictionnaire et étiquette). Un dictionnaire D est un objet qui asso-
cie a chaque étiquette une valeur. On note {étiquette-1 : valeur-1, étiquette-2 :
valeur-2,...}. L'ordre des paires étiquette : valeur d’un dictionnaire n’a pas d’impor-
tance. On peut utiliser un dictionnaire pour noter les indices d’un tenseur, de sorte que
J[D] = T[étiquette-1: valeur-1, étiquette-2: valeur-2,.. |.
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Définition 2.24 (Notations « : i et ¥ : I). Etant donné une étiquette o et un entier i, on
note « : i le dictionnaire {a : i}. Etant donné un ensemble d’étiquettes ¥ = {aq, ..., an}
et une liste d’entiers I = {iy,...i,}, on note X2 : I le dictionnaire {oy : i1,..., 0 @ ip}.

FExemple 2.22. Soit J un tenseur a 3 dimensions, étiqueté par z, y et z, ou chaque di-
mension est de taille 6, tel que Tz : i,y : j,z : k] = (i — j) X k. Soit D le dictionnaire
{:0,y:2,2:5}. Alors T[D] =T[z:0,y:2,2:5 =7T[0,2,5 = —10.

Définition 2.25 (Notation Dy, D). Soit Dy et Dy deux dictionnaires avec des étiquettes
différentes. Alors Dy, Dy est le dictionnaire obtenu en combinant les paires étiquette :
valeur de chaque dictionnaire.

Exemple 2.23. Si Dy = {x : 0,z : 5} et Dy = {y : 2}, alors D1, Dy = {x : 0,2 : 5,y : 2} =
{:0,y:2,2:5}.

Maintenant, si on a deux tenseurs avec des étiquettes toutes différentes, on peut réécrire
simplement le produit tensoriel :

Remarque 2.2. Soit J; un tenseur d’ordre d; et Ty un tenseur d’ordre dy. Soit D; un
dictionnaire qui correspond aux étiquettes de J; et Dy un dictionnaire qui correspond
aux étiquettes de J;. On a alors (T @ T3)[Dy, Da] = T1[D1] x T3[Ds).

2.4.2 Opérations

Un probléme se pose quand les tenseurs ont une étiquette en commun. Il faut alors soit
combiner cette étiquette en une nouvelle étiquette (c’est-a-dire combiner deux tenseurs
d’ordre 1 en un nouveau tenseur d’ordre 1), ou alors supprimer cette étiquette (c’est-a-dire
combiner deux tenseurs d’ordre 1 en un nouveau tenseur d’ordre 0). Pour ce faire, une
facon naturelle est d’utiliser les produits de la définition 2.21. Cela permet d’introduire
les produits contractés [McCl4| et semi-contractés de tenseurs :

Définition 2.26 (Produit contracté J7 ®, Ty et produit semi-contracté T ®, Ts). Soit
T un tenseur d’ordre dy et Ty un tenseur d’ordre dy ayant une étiquette o en commun
tels que la taille de la dimension correspondant a cette étiquette soit la méme chez T et
chez Ty. Soit D1 un dictionnaire qui correspond aux étiquettes de Ty moins [’étiquette
et Dy un dictionnaire qui correspond aux étiquettes de Ty moins I'étiquette a. On définit
alors le produit contracté sur o, qui est un tenseur d’ordre dy + dy — 2 et qui est noté
T ®a Ta, et le produit semi-contracté sur «, qui est un tenseur d’ordre di + dy — 1 et
qui est noté T, ®, To, tels que :

(71 ®a 72 Dl,DQ Z 71 Dl, : X TQ[DQ, : ]

(71 ®a 72)[2)1,2)2,& . Z] = Tl[Dl,Q . Z] X TQ[DQ,O( . Z]

On note que la somme s’effectue sur toutes les valeurs de i entre 0 et la taille de la
dimension €étiquetée av moins un.

Le produit contracté sur une étiquette de I et T est un tenseur qui a deux dimensions
de moins que J; ® T, (si on imagine que I'on change les étiquettes pour qu’elles soient
toutes différentes), 1a ou le produit semi-contracté a une dimension de moins. De plus,
ces produits généralisent les produits vus dans la définition 2.21, ainsi que le produit
matriciel.
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Remarque 2.3. Soit T, et Ty deux tenseurs d’ordre 1, ayant la méme étiquette o et de
méme taille. Alors 71 ®a 72 = 71 . 72 et 71 ®q 72 = 71 * 72.

Remarque 2.4. Soit T et Ty deux tenseurs d’ordre 2, avec T étiqueté x et y et Ty étiqueté
y et z, tels que la taille de la dimension correspondant & 1’étiquette y soit la méme chez
T et chez Ty. Alors T ©y T2 = T T, c’est-a-dire le produit matriciel entre Iy et Ts.

FExemple 2.24. Soit T et Ty deux tenseurs d’ordre 3 et 2, tels que chaque dimension soit
de taille n, et définis par :

Tix:dy:gt:kl=i+5j+k pour0<i<n—-10<j<n—-1,0<k<n-1
Dot k,z:l=k—1 pour 0 <k<n-—-10<I<n-—1.

Alors les tenseurs I, ©; Ty et T1 ®; T vérifient :

n—1
(T10¢ To)[w i,y 7,211 2271[x:i,y:i,t:k:] X Tolt i k,z ]
k=0

=Sk x (k=
:n(n—1)6(2n—1) +(i+j—l)(n_1>2(n_2)

— (14 7)(n— 1)

(Ty @ Tz i,y j,z: Lt k]l =T[x:d,y:i,t: k] xToft: k2]
=(i+75+k)(kE-1).

Il est possible de contracter sur plusieurs étiquettes a la fois. Dans ce cas, on peut vou-
loir contracter certaines étiquettes comme avec le produit contracté et d’autres étiquettes
comme avec le produit semi-contracté. Cela améne & définir le produit contracté mixte.
Avant de le faire, il nous faut définir quelques notions et quelques notations qui seront
nécessaires des lors que 'on manipule deux tenseurs dont on veut faire le produit.

Définition 2.27 (Tenseurs compatibles pour le produit). Soit Ty et Ty deuz tenseurs
ayant une ou plusieurs étiquettes en commun. On dit qu’ils sont compatibles pour le
produit lorsque la taille de la dimension correspondant a une étiquette présente chez les
deux tenseurs est la méme chez T et chez Ts.

FExemple 2.25. Soit J7 un tenseur d’ordre 3 ayant pour étiquettes z, y et z, et T, un
tenseur d’ordre 3 ayant pour étiquettes x, y et t. Afin que J; et Ty soient compatibles
pour le produit, il faut que la taille de la dimension correspondant a 1’étiquette x soit la
méme chez J; et chez T, et de méme pour I'étiquette y.

Quand on a deux tenseurs J; et Ty compatibles pour le produit, on est amené a
considérer certains dictionnaires. On note D; un dictionnaire qui correspond aux étiquettes
de T, sans les étiquettes en commun a J; et Ty. De méme, on note Dy un dictionnaire
qui correspond aux étiquettes de Ty sans les étiquettes en commun & J; et Ty, Si Il
est un ensemble d’étiquettes en commun a J; et Ty, on note D, un dictionnaire qui
correspond aux étiquettes de II. On définit maintenant le produit contracté mixte de la
facon suivante :
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Définition 2.28 (Produit mixte Iy ©Ox®pg To). Soit Ty un tenseur d’ordre dy et Ty un
tenseur d’ordre dy, compatibles pour le produit, et soit (I1, %) une partition des étiquettes
en commun. On définit le produit contracté mizte sur Il et X2, qui est un tenseur d’ordre
dy + dy — 2|%| — |II| et qui est noté T; ©Os®n T, par :

(71 ©x®n T32)[Dy1, D2, Dy = Y T1[Dy, D, $: 1] X To[Dy, D, 81 1,

I
On note que la somme s’effectue sur tous les dictionnaires 3 : 1.

FExemple 2.26. Soit J; et Ty deux tenseurs d’ordre 4, tels que chaque dimension soit de
taille n, et définis par :

Tz d,y: it ku:v|=i+j+k+v
Noly i,z Lt ku:v] = jk—lv.

Alors le tenseur J; @, ®, Ty vérifie :

(71 Ot u®y 72)[33 DY g, A l]

n—1 n—1
:ZZTl[x:i,y:i,t:k,u:v] X Toly i, z: Lt kyu: v
k=0 v=0
n—1 n—1
=3 (i+j+k+v)x (jk— )
k=0 v=0
=...=f(i,j,l,n).

Dans notre cas, nous manipulerons des tenseurs binaires, donc uniquement constitués
de 0 et de 1. Un probléme se pose alors dans le cas de I'addition, car 1 et 1 font 2. La
solution est alors de poser 1+1=1, ce qui revient a remplacer dans toutes les définitions
précédentes la notion de somme par celle de maximum. Le produit scalaire de u et v
devient alors u - v = max; u;v; et il en va de méme pour toutes les autres sommations.
Dans ce contexte, le maximum est équivalent au « ou » logique et le produit au « et »
logique. Autrement dit, on effectue nos calculs dans 1’algébre de Boole BB.

2.4.3 Complexité

Le but de cette section est de montrer la proposition suivante :

Proposition 2.20. Soit T, un tenseur d’ordre di et Ty un tenseur d’ordre do ayant
plusieurs étiquettes en commun, tels que la taille de chaque dimension de Ty et de Ty soit
n. Soit (I, X) une partition des étiquettes en commun. Soit T = T Ox®ny To, qui est
donc un tenseur d’ordre d = dy + dy — 2|S| — |II|. Soit dpmax = max(d, dy,dy). Alors il est
possible de calculer I a partir de Ty et Ty en temps O(V nwdmax).

Ce résultat est & comparer avec 'algorithme naif qui consisterait a effectuer le calcul
pour chaque entrée de J. Dans ce cas-1a, pour chacune des d entrées du tableau, il faudrait
calculer une somme impliquant n/*! termes, ce qui ferait une complexité en O(n®) avec
r=d+ |X| =d; +dy — |X| — |II|. Selon les valeurs de dy, do, |X| et |II|, 'une ou l'autre
des complexités est meilleure. Le point important est qu’il existe des cas pour lesquels la
proposition 2.20 donne de meilleurs résultats que 'algorithme naif. Notamment, dans le
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cas ou dy = 2, dy = 2, |X| =1 et |II| = 0, on se retrouve dans le cas d'une multiplication
classique de matrices. On a alors les résultats habituels, a savoir que l'algorithme naif a
une complexité en O(n?) et I'algorithmique issu de la proposition 2.20 a une complexité
en O(n®).

Préambule : multiplication de matrices rectangulaires

On rappelle que le cotit optimal pour multiplier deux matrices n par n est O(n*) De
méme, pour chaque entiers a, b, ¢, il a été définit une constante qui sert a représenter le
colit optimal de la multiplication entre une matrice n® par n® et une matrice n® par n°.
Ce coiit est O(n®(@%<)). En découpant ces matrices a priori rectangulaire en blocs et en
faisant de la multiplication de matrice bloc par bloc, on peut montrer que w(a,b,c) <
wx max(a+b,b+c,a+c)/2.

Tout d’abord, [HP98| montre les trois faits suivants :

Lemme 2.21. 1. w(a,0,¢) =a+c,
2. w(a,b,c) <w(a—m,b—m,c—m)+mw(l,1,1), ot m =min(a,b,c),
3. w(a,b,c) =w(a,c,b) =wb,a,c)=wlb,ca)=w(cab) =w(cba).

On rappelle que w(1,1,1) désigne le nombre w correspondant & la multiplication de
matrices carrées.

Pour le premier point, on fait la multiplication entre deux vecteurs. On obtient une
matrice dont chaque entrée contient le produit d'un élément du premier vecteur par un
élément du second vecteur. Le résultat étant une matrice de taille n® par n®, écrire I’entrée
demande un temps n®"¢, d’ott w(a,0,¢) > a + ¢. De plus, on peut atteindre cette borne
trivialement en calculant les n%™¢ entrées une par une.

Pour le second point, I'idée est de faire du calcul par bloc. Si m = min(a, b, ¢), on peut
découper chaque matrice en blocs de taille n™ par n". Ainsi, grace a la multiplication de
matrices par blocs, on peut voir le produit entre une matrice n® par n® et une matrice
n® par n¢ comme le produit entre une matrice n®/n™ par n’/n™ et une matrice n®/n™
par n¢/n™. Dans ce cas, le produit de deux éléments de ces matrices est un produit
de deux matrices carrées de taille n™ par n™. Le cott du produit de deux matrices
carrées de taille n™ par n™ est O((n™)*(LbY) = O(pm™ (L) et le nombre de telles
produits est O(n«(@=mb=me=m)) Dot une complexité de O(pwla—mb=me—m)pmw(lL1)) —
O(nw(a—m,b—m,c—m)+mw(l,1,1))'

Pour le troisieme point, cela vient de la représentation du nombre minimum d’opéra-
tions nécessaires pour effectuer un produit matriciel sous la forme du rang d’un tenseur a
3 dimensions (ou forme trilinéaire) [Pro73, LR83, GU18|. L’idée est que w(a, b, ¢) est égal
au rang d’une certaine forme trilinéaire. Cette forme représente la multiplication entre une
matrice M; de taille n® par n® et une matrice M, de taille n® par n¢, le tout donnant une
matrice M3 de taille n* par n°. Or, cette forme est symétrique en les variables formelles
correspondant aux termes de My, My et M3 et permet ainsi de déduire un algorithe pour
les autres permutations des nombres a, b et ¢ qui soit de la méme complexité.

Grace a ces trois points, on montre le lemme suivant :

Lemme 2.22. On a l'inégalité w(a,b,c) < w X max(a + b,b+c,a + c)/2.

Démonstration. Soit m = min(a,b,c) et M = max(a + b,b + ¢,a + ¢). On note que
a+ b+ c=m+ M, puisque pour maximiser la somme de deux valeurs parmi trois, il
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faut écarter la plus petite. On note également que m < M/2, puisque M est la somme de
deux nombres chacun plus grand que m.

D’aprés le second point du lemme 2.21, on sait que w(a,b,c) < w(a — m,b —m,c —
m) + mw. Parmi les quantités a — m, b — m et ¢ — m, l'une vaut zéro puisque m est le
minimum de a, b et c. On utilise le troisiéme point du lemme 2.21 pour mettre la quantité
qui vaut 0 au milieu et on utilise ensuite le premier point du lemme 2.21 afin d’obtenir
que w(a —m,b —m,c—m) = (a—m)+ (b—m)+ (c—m) = M —2m. On a donc
w(a,b,¢) <w(la—m,b—m,c—m)+mw=M—-2m+mw <M — M+ Mw/2, dou le
résultat. O]

Preuve de la proposition

Comme suggéré par la présence de w dans la proposition 2.20 et par le paragraphe
précédent, le but est d’utiliser une multiplication de matrices. Pour ce faire, il faut donc
convertir les différents tenseurs en matrices. Il s’agit d'une opération habituelle sur les
tenseurs [Kol06, KB09| appelée matricisation [TBR18|. Cependant, pour faciliter cette
transformation, on va considérer des matrices dont les lignes et les colonnes sont indexées
par des dictionnaires plutdot que par des entiers.

On commence par introduire quelques notations : Si I est un tenseur et o une étiquette
de T, on note n, la taille de la dimension associée & «. Si (X1, ¥2) est une partition des
étiquettes de T, D; représente un dictionnaire correspondant aux étiquettes X; et D,
représente un dictionnaire correspondant aux étiquettes Y.

Définition 2.29 (Matricisation). Soit T un tenseur. Soit (X1, %) une partition des éti-
quettes de T. On définit la matricisation de J par rapport a (31,3s) comme étant la
matrice M ayant un nombre de lignes égal a ZaeEl ne et un nombre de colonnes égal a

ZQEZQ ne et dont l’élément indexé par la ligne Dy et par la colonne Dy est T[Dy, Ds]. On
note cet élément M|[(D;), (Ds)].

Les parenthéses autour de chaque dictionnaire de M|[(D;), (D,)] permettent de bien
distinguer que M ne prend que 2 arguments et non d comme TJ.

Nous avons vu au cours de la remarque 2.4 que le produit contracté de deux tenseurs
d’ordre 2 correspondait au produit matricielle. Cela se généralise aux tenseurs de n’importe
quels ordres en considérant la matricisation des deux tenseurs. Ainsi, si J; et 5 sont deux
tenseurs compatibles pour le produit et J = Ty Oy JTo, en notant X les étiquettes en
commun a J7 et Ty, 3 les étiquettes appartenant a J; mais pas a Ty et X5 les étiquettes
appartenant a J, mais pas a Jq, et en notant M; la matricisation de J; par rapport
a (31,%), My la matricisation de Ty par rapport a (X9, %) et M la matricisation de I
par rapport a (Xq,3s), alors M = M;M,. Cela signifie que le produit contracté I =
J1 Oy Ty de deux tenseurs peut étre calculé au moyen du produit matriciel M = M, M.
Cette propriété se généralise au produit mixte J; Ox®p To, en enlevant les dimensions
correspondant aux étiquettes de II :

Lemme 2.23. Soit Ty et Ty deuz tenseurs compatibles pour le produit et soit (I1, X)) une
partition des étiquettes en commun. Soit T = T Ox®n To. Pour chaque dictionnaire D,
qui correspond aux étiquettes de 11, on définit les matrices suivantes :

M(Dﬁ)[(lDl% (DQ)] = T[IDD D2> ’Dﬂ],
MPI (D)), (S : )] = T1[Dy, Dy, S - 1],
MPI(S 2 1), (Dy)] = To[Ds, Dy, T 1 1.
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On a MP~) = Ml(D”)MQ(D”), c’est-a-dire que M P est le produit matriciel de Ml(D“) par
MP,

Démonstration. On a :

MP=)[(Dy), (Dy)] = T[Dy, Dy, D
= (71 ©s®n T2)[D1, Dy, Dy
=> T[D1, D, 2 : I] X T5[D,, Dy, % : ]

=" MPIDy), (8 1)) x M{PI(S: 1), (Dy)]

= MP M. 0

Grace au lemme 2.20, on peut calculer I'intégralité des coefficients de T' = T Ox® To
en faisant un produit matriciel pour chaque dictionnaire qui associe un indice & chaque
étiquette de II. Dans notre cas, chaque dimension est de taille n. Cela signifie qu’il y a donc
n'*! tels dictionnaires. Il reste a calculer le cotit pour effectuer un de ces produits matriciels.
Pour ce faire, on a besoin de la taille de chacune des matrices. La matrice MI(D”) possede
un nombre de lignes égal a n mis a un exposant égal au nombre d’étiquettes dans D,
c’est-a-dire le nombre d’étiquettes dans 7 mais pas dans J5. Vu que (X, IT) partitionne les
étiquettes en commun entre J; et Ty, le nombre d’étiquettes dans D; vaut d; — |X| — ||
Le nombre de colonnes de Ml(D”)

n®! et son nombre de colonnes est n

vaut n/*!. De méme, le nombre de lignes de MI(D") est
do—|5|—[11]

D’aprés le lemme 2.22, le cofit optimal pour multiplier une matrice n® par n® par une
matrice n® par n® est O(n®(@><)) et on a I'inégalité w(a, b, ¢) < wxmax(a+b,b+c,a+c)/2.
Dans notre cas, on a a = dy — |X| — |[II|, b = |X| et ¢ = dy — |X| — |II|. Ainsi, a + b =
di —II|, b+c=dy — |lI] et a+ ¢ = dy +dy — 2|E| = 2|lI| = d — |II|. On a donc que
max(a + b,b+ ¢, a + ¢) = dpax — |1

Le cotit total est alors :

T mae— ) /2. < o102 (=T /2 _ pyrmas /2 /o

On a utilisé le fait que w > 2 est la borne inférieure triviale pour calculer le produit
de deux matrices.
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Dans ce chapitre, je présente un travail qui a été public a DaWaK 2023 [PSH23|.
Etant donné un graphe G, on cherche a le compresser en une suite binaire la plus petite
possible. Il existe de nombreuses fagons de compresser un graphe, comme cela est présenté
dans la section 3.1. Une de ces facons consiste a repérer des structures dans le graphe
G, c’est-a-dire des sous-graphes de GG avec des propriétés assez fortes permettant une
compression efficace de ce sous-graphe. En partitionnant le graphe G en structures, on
peut les compresser chacune indépendamment et ainsi compresser (G. Pour compresser
une structure en une suite binaire, nous utiliserons certains des éléments présentés dans
la section 2.2. Cependant, en cas de chevauchement des structures, une partition de G
n’est plus possible. La section 3.2 présente notre méthode de compression qui répond a
cette problématique. Ensuite, la section 3.3 décrit en détail notre algorithme, dont le code
source est disponible a l'adresse https://gitlab.liris.cnrs.fr/fpitois/fgsp.git.
Finalement, les résultats obtenu avec notre algorithme sont présentés dans la section 3.4.

3.1 Etat de ’art

Il existe déja un grand nombre d’algorithmes permettant de compresser un graphe
sans perte de données. Nous citons une sélection de méthodes référencées dans [BH1§]
afin de montrer cette grande variété. Il existe deux grandes familles d’algorithmes de
compression : ceux qui compressent le graphe sans avoir besoin d’un ordre particulier
et ceux dont la qualité de la compression dépend directement de 'ordre choisi pour les
sommets du graphe. Dans le premier cas, on peut citer les techniques de compression
suivantes :

— Les super-sommets. Cette méthode consiste a regrouper plusieurs sommets ayant
un voisinage similaire en un seul nouveau super-sommet [KKVF15].

— Les nceuds virtuels. Trés similaires aux super-sommets, cette méthode consiste
a regrouper ensemble plusieurs arétes qui ont une extrémités en commun. Cela est
utilisé pour représenter succinctement des sous-graphes bipartis complets [BC08| ou
des cliques du graphes |[RZ18]. Dans les deux cas, on introduit un nouveau sommet
appelé neeud virtuel que I'on relie via des arétes orientées aux différents sommets.
Il y a une arréte entre deux sommets du graphe original si et seulement si dans le
graphe compressé, il y a une aréte allant du premier sommet vers le noeud virtuel
et une aréte allant du nceud virtuel vers le second sommet.

— La représentation implicite de graphe. Cela consiste a donner un identifiant
particulier & chaque sommet de sorte que I’on puisse déduire s’il y a une aréte entre
deux sommets uniquement en regardant 'identifiant de ces deux sommets. Il n’y a
donc plus besoin de stocker la liste des arétes du graphes mais seulement la liste des
identifiants [KNRS8S|.

Dans le second cas, il faut trouver un ordre pertinent des sommets. Pour les graphes du
web, un ordre est généralement privilégié; il s’agit de I'ordre lexicographique des URL.
Pour les autres graphes, un algorithme d’ordonnancement des sommets doit étre utilisé.
Un de ces algorithmes s’appelle SlashBurn [KF11]. Il ordonne les sommets d’un graphe de
sorte & faire apparaitre beaucoup de régions vides dans la matrice d’adjacence, en utilisant
une notion de centralité des sommets. De fait, il existe tout un pan de la recherche dédié
a trouver un ordre des sommets qui minimise une certaine quantité [DPS02|. Cela se
fait généralement en utilisant de la programmation linéaire entiére [PS98|. Une fois les
sommets ordonnés, on trouve plusieurs techniques de compression :
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— Les grammaires. L’idée est de donner une grammaire capable de reconstruire le
graphe. Par exemple, I’algorithme Re-Pair [LM00| remplace des paires d’éléments
consécutifs dans les listes d’adjacence par un seul symbole stocké dans un diction-
naire [CN10|. Un autre algorithme repére des séquences de sommets consécutifs et
les remplace par un seul nouveau symbole [GB11]. Ces deux algorithmes sont utili-
sés pour compresser les graphes du web. On peut aussi citer [MP16]| qui généralise
Re-Pair en cherchant des petits motifs fréquents dans le graphe.

— Les arbres quaternaires. On divise la matrice d’adjacence en quatre morceaux
de taille égale et on recommence récursivement sur les morceaux qui ne contiennent
pas un petit nombre de 1. Ce seuil est souvent fixé a 1 (c’est-a-dire qu’on continue
récursivement dés qu’il y a deux 1 ou plus), mais par exemple [CLL*16]| fixe un seuil
a 3.

— Les k?-arbres. Il s’agit d'une généralisation des arbres quaternaires. On divise la
matrice d’adjacence en k? morceaux de taille égale et on recommence récursivement
sur les morceaux qui ne sont pas vides. Cet algorithme est utilisé dans les graphes
du web avec 'ordre lexicographique des adresses des pages web [BLN09] ou avec un
parcours en largeur préalable [SXB*12|. L’approche est donc d’ordonner la matrice
d’adjacence via des notions liées aux graphes, puis d’encoder la matrice d’adjacence
en oubliant tout lien avec les graphes.

L’ordonnancement des sommets joue un role crucial pour chacune de ces techniques
de compression. Celui-ci ne doit donc pas étre arbitraire et doit correspondre aux mieux
a la structure du graphe. Par exemple, si le graphe contient une clique, il est important
que les différents sommets composant cette clique soient consécutifs dans 1’ordre choisi.
Le but est donc de suivre les différentes structures du graphes. Or, celles-ci peuvent se
chevaucher, rendant compliqué 'ordonnancement linéaire des sommets. Le but de notre
algorithme est alors de se focaliser sur ces chevauchements.

3.2 Notre approche

Notre idée consiste a chercher une partition P des sommets du graphe G qui soit
compatible avec les différentes structures de GG, c’est-a-dire telle que chaque structure soit
une union de certaines parties de P. Pour ce faire, on effectue du raffinement de partition
a partir des structures de G trouvées via des algorithmes de détection de structures.
Cela permet d’éliminer les chevauchements de structures, puisqu’au lieu d’avoir une liste
de structures qui peuvent se chevaucher, on a une partition des sommets (donc sans
chevauchement par définition d’une partition) dont les parties sont des sous-ensembles
des structures trouvées. Une fois P construit, on ordonne les sommets de sorte a ce que
les sommets d’une partie soient contigus. Cet ordre et cette partition permettent enfin de
compresser le graphe en utilisant des méthodes classiques de compression de données (cf.
section 2.2) sur les différentes parties du graphe.

3.2.1 Principe

Soit P une partition de I’ensemble des sommets de G. Soit p;, p; deux parties de P.
On considére le sous-graphe G[p;, p;]. Si p; = p;, alors il s’agit du sous-graphe induit par
les sommets de p; = p;. Sinon, on sait que p; et p; sont disjoints et G[p;, p;] est un graphe
biparti dont les deux parties sont p; et p;. On appelle G[p;, p;] un bloc de G. Un exemple
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de décomposition d’un graphe en blocs est représenté sur la figure 3.1. Notre méthode de
compression cherche & construire une partition des sommets de GG qui corresponde aux
structures que 'on peut trouver naturellement dans G. Le probléme principal concerne
les structures qui se chevauchent, c’est-a-dire qui ont une intersection non-vide mais ot
aucune n’est incluse dans l'autre. Ainsi, étant donné plusieurs structures, le but est de
découper chacune de ces structures de sorte a ce qu’il n’y ait plus de chevauchement.

® ®—0 O
G 3 — G s =
[Pl p1] ® [Pl Pz] ; > ©

II o o
: Glp1,ps] = O
p2 pz [1 3] ® O

e—O
G|ps, ps] Gp2, ps] o o

FIGURE 3.1 — Exemple d’une partition d’un graphe et des blocs associés. Les sommets du
graphe G sont partitionnés en trois parties : p; (les cercles avec une croix), ps (les cercles
noirs) et ps (les cercles blancs).

o |l - LV T

5 AW SR,

:©=GU(_\BuﬂUv

FIGURE 3.2 — Exemple d’une partition induite par trois structures. Le graphe G est
représenté par un carré. Il y a trois structures s;, so et s3 qui se chevauchent, représentées
chacunes par un cercle. Cela induit une partition P faite de huit parties. Chaque structure
peut étre écrite comme une union disjointe de plusieurs parties ; seul le cas de la partie s;
est représenté.

Etant donné un ensemble {s, ..., s} de structures de G, on peut déduire une partition
P des sommets de G de la fagon suivante : deux sommets u et v de V(G) sont dans la méme
partie si, et seulement si, ils appartiennent exactement aux mémes structures. En d’autres
termes, P est la partition la plus grossiére telle que chaque structure est I'union d’'une ou
plusieurs parties de P. Un apercu de cette idée est représenté dans la figure 3.2. On note

cette partition P(sy,...,sk). On peut la définir formellement de la fagon suivante :
Définition 3.1 (Notation P(sy,...,Sk)). Soit s1,..., S, des ensembles de sommets d’un
méme graphe G. On note P(sy,...,Sk) la partition la plus grossiére qui soit plus fine

que chaque bi-partition {s;, V(G) \ s;} pour chaque i. De fagon équivalente, il s’agit de la
partition définie par la relation d’équivalence suivante entre les éléments de V(G) : u est
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| |
: : P1 P2 P3
&— 1
G — [ [ M= pr |0 1 0
! Tl 11
®— l ps 011
P11 D2 I b3

FIGURE 3.3 — Exemple d’un graphe G partitionné en trois parties pi, py et ps et de la
méta-matrice M associée. Un 0 entre p; et p; dans M signifie que le bloc G[p;, p;] n’a
aucune aréte. Un 1 signifie qu’il y a au moins une aréte et que ce bloc est donc non-vide.

équivalent a v quand l’ensemble des s; qui contiennent u est le méme que [’ensemble des
s; qui contiennent v, c’est-a-dire {s; | u € s;} = {s; | v € s;}.

Pour encoder un graphe en utilisant une partition P, il suffit d’encoder chaque bloc
induit par chaque paire de parties de la partition, ¢’est-a-dire encoder G/p;, p;] pour chaque
pi,p; € P. Cela encode bien chaque aréte du graphe G.

On peut réaliser une optimisation de cet encodage : quand on considére des graphes
réels et des partitions bien choisies, on observe que la majorité des blocs ne contiennent
aucune aréte. Afin d’éviter d’utiliser de I’espace mémoire pour n’encoder aucune infor-
mation, on peut n’encoder que les blocs non-vides. Il faut alors encoder d’une fagon ou
d’une autre I’emplacement des blocs non-vides. On fait cela au moyen d’un objet que l'on
a appelé la méta-matrice. Un exemple de méta-matrice est représenté dans la figure 3.3.

3.2.2 Estimation de ’encodage

Pour compresser un graphe G en utilisant notre méthode, on doit trouver une partition
P qui minimise le cotit total d’encodage de G en utilisant cette partition. Pour encoder
toutes les informations nécessaires, on doit encoder la partition en question, la méta-
matrice ainsi que chaque bloc non-vide. Pour encoder la partition P, 'ordre des sommets
n’ayant pas d’importance, on réordonne les sommets du graphe de sorte a ce que chaque
partie de P forme un intervalle. On rappelle que I'ensemble des sommets V(G) est choisi
comme étant I’ensemble des entiers de 1 & m. Ainsi, pour encoder la partition, on a
simplement besoin d’encoder la liste des tailles des différentes parties, et non le contenu
de chacune d’elles.

Ainsi, pour encoder complétement la partition P, on encode le nombre de sommets de
G, la taille de P (c’est-a-dire le nombre de parties), et la taille de chacune des parties de
P.

Il reste a encoder la donnée principale, a savoir les différentes arétes du graphe G.
Pour ce faire, on encode la méta-matrice ainsi que chaque bloc non-vide. Pour encoder
ces données et utiliser ce qui a été vu dans la section 2.2.4 et les précédentes, il faut
pouvoir transformer la méta-matrice et chaque bloc en une suite binaire. Pour ce faire,
on commence par représenter chacune des ces données par une matrice binaire, qui est la
représentation la plus naturelle :

— La méta-matrice est représentée par une matrice binaire carrée symétrique de taille
|P|. Un 1 en position (i, j) signifie que le bloc G[p;, p;] est non-vide.

— Un bloc non-diagonal G|p;, p,] avec i # j est représenté par une matrice binaire
rectangulaire de taille |p;| par [p;|. Un 1 en position (¢, ;') signifie qu’il y a une
aréte entre le 7-iéme sommet de p; et le j’-iéme sommet de p;.
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— Un bloc diagonal G[p;, p;] est représenté par une matrice binaire carrée de taille |p;|
par |p;|. Un 1 en position (¢, j') signifie qu’il y a une aréte entre le 7/-iéme sommet
et le j'-iéme sommet de p;. Comme on ne considére que des graphes sans boucle, la
diagonale est remplie de 0.

Un exemple est représenté dans la figure 3.4.

a b = _abcd_

O y 2010 0

Clrops] =g ey ©  yloo oo
c 4z 2100 1]

a bc d

e L al0 1 1 0]
G[Pz,pz]ZI:I N b1 0 0 1
cl|l 0 0 1

¢ 4 dlo 11 0

FIGURE 3.4 — Exemple de blocs avec leur représentation matricielle.

Ensuite, on transforme une matrice binaire en une suite binaire en concaténant ses
différentes lignes. En faisant cela, on élague également les informations dupliquées ou
inutiles. Cela signifie que pour une matrice symétrique, on n’écrit pas les éléments qui
sont sous la diagonale, et pour une matrice dont on sait la diagonale nulle, on n’écrit pas
cette diagonale de zéros.

FExemple 3.1. On considére la méta-matrice M ci-dessous, la matrice N correspondant &
un bloc non-diagonal et la matrice D correspondant a un bloc diagonal. On sait qu'une
méta-matrice est symétrique, et on sait qu’une matrice correspondant & un bloc diagonal
est symétrique et a une diagonale de zéros.

010 0100 ?éé?

M=1|111/,N=1]00 0 0|,D=
011 1001 1001
0110

La matrice M se représente via la suite binaire 010 11 1 (on a concaténé les trois lignes
de M, mais en tronquant le début de chaque ligne pour ne pas répéter les éléments
identiques dus a la symétrie de la matrice). La matrice N se représente via la suite binaire
0100 0000 1001 (on a juste concaténé les trois lignes de N). La matrice D se représente
via la suite binaire 110 01 1 (on a concaténé les quatre lignes de D, mais en tronquant
le début de chaque ligne pour ne pas répéter les éléments identiques dus a la symétrie
de la matrice et on omettant le zéro de la diagonale ; cela fait que la derniére ligne de la
matrice n’est pas du tout écrite).

Pour estimer cet encodage, on utilise le Théoréme de code des sources de Shannon
pour dire qu’une suite de a zéros et b uns s’encode environ avec (a + b)h(b/(a + b)) bits.
Cela n’est qu'une borne inférieure, mais cela donne une estimation suffisamment bonne
et bien plus rapide que d’encoder réellement cette matrice via le procédé décrit dans la
section 2.2.4. On estime le cotit pour encoder un entier ¢ par 2log(i), ce qui est une borne
supérieure de la taille de mixte(q).
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Définition 3.2 (Notations inline(M), shannon-estimate(M) et count(M)). Etant
donné une matrice M qui est soit une méta-matrice soit une matrice correspondant a un
bloc, on note inline(M) la représentation de M sous forme d’une suite binaire comme
décrit dans Uexemple 3.1. Si a est le nombre de zéros de inline(M) et b son nombre
de uns, on note shannon-estimate(M) la quantité (a + b)h(b/(a + b)) qui correspond
a lestimation de nombre de bits de inline(M) via le Théoreme de code des sources de
Shannon. On note également count(M) le nombre de 1 dans inline(M).

Etant donné une partition P de sommets de G, on note estimate(G, P) la somme de
toutes ces quantités. Précisément, estimate(G,P) est défini de la fagon suivante :

Définition 3.3 (Notation estimate(G,P)). Soit P une partition de G et soit M la
méta-matrice associée. On définit :

estimate(G,P) = 2log|V(G)|
+ 2log |P|

+Z2log i

+ 2log(count(M))

+ shannon-estimate(M)

+ Z 2log(count(Glpi, pj]))
1<j
+ Z shannon—estimate(G[pz‘a pj])

i<j

3.3 Algorithme

Notre algorithme est divisé en trois étapes. Ces étapes ont été implémentées indépen-
damment, ce qui permet de modifier une étape sans impacter les deux autres.

— Etape 1 : on exécute un certain nombre d’algorithmes capables de détecter des struc-
tures dans un graphe. On a choisi d’utiliser SlashBurn [KF11]|, BigClam [YL13],
Louvain [BGLLO8| et Metis [Kar97|. Ces algorithmes sont expliqués dans la sec-
tion 3.3.1. Il s’agit principalement d’algorithmes de partitionnement de graphe, qui
peuvent trouver des communautés et plus généralement des sous-graphes denses. A
la fin de cette étape, on a une liste de structures sq, ..., Sg.

— Etape 2 : on utilise une heuristique gloutonne pour trouver une partition P de V(G).
On commence avec un ensemble de structures S = () et la partition la plus grossiére
P = {V(G)}. A chaque itération, on choisit de facon gloutonne une structure s; et
on I'ajoute a S. Cela signifie que 'on choisit s; de sorte a ce que estimate(G, P(5))
soit minimale. On s’arréte dés qu’on ne peut plus trouver de structure s; qui fasse
diminuer estimate(G,P(S5)). Cet algorithme est expliqué en détail dans la section
3.3.2.

— Etape 3 : on encode le graphe G en utilisant la partition P. Cette étape est décrite
dans la section 3.3.3.

Le code source de notre algorithme est disponible a ’adresse https://gitlab.1liris.
cnrs.fr/fpitois/fgsp.git. Les trois étapes décrites ci-dessus sont bien séparées dans le


https://gitlab.liris.cnrs.fr/fpitois/fgsp.git
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code fourni. L’étape 1 est programmée en Python afin d’utiliser des bibliothéques qui im-
plémentent la plupart des algorithmes utilisés dans cette étape. L’étape 2 est programmeée
en Java pour une question de lisibilité du code. L’étape 3 est programmée en Python.

3.3.1 Etape 1 : recherche de structures

On a utilisé les quatre algorithmes suivants pour trouver des structures denses dans
un graphe :

— SlashBurn [KF11] : SlashBurn est un algorithme d’ordonnancement des sommets
qui peut étre utilisé pour détecter des communautés ayant une forme d’étoile. Cet
algorithme choisit k£ sommets ayant la meilleure centralité, les supprime du graphe,
conserve la plus grande composante connexe et on supprime les autres composantes
connexes. L’ensemble des k£ sommets ayant la plus forte centralité est appelé un
centre. Chaque composante qui est supprimée est appelé une branche. Notre version
de SlashBurn effectue ces opérations et conserve chaque centre et chaque branche
trouvée. Il s’agit des structures trouvées par notre version de SlashBurn.

— BigClam [YL13] : BigClam est un algorithme de détection de communautés utili-
sant la factorisation de matrices positives. L’idée est de factoriser la matrice d’adja-
cence du graphe de taille n par n en une matrice F' de taille n par k et une matrice
k par n, avec k < n. La matrice F' peut alors s’interpréter comme « le sommet
i € [n] appartient a la communauté j € [k] avec une force de F; ; ». Cela permet de
détecter des structures denses se chevauchant.

— Louvain [BGLLOS] : Louvain permet de détecter des communautés qui ne se che-
vauchent pas en partitionnant le graphe. Pour ce faire, Louvain commence par la
partition la plus fine (celle ou chaque partie est constituée d’un unique sommet) et
alterne ensuite entre des changements locaux dans les parties (comme changer un
sommet de partie) et des fusions de parties (afin d’obtenir une partition moins fine).
Ces changements sont décidés en évaluant la modularité du graphe et en essayant
de 'augmenter au maximum. Dans ce contexte, la modularité est un nombre réel
entre -1/2 et 1 qui indique s’il y a plus d’arétes a Uintérieur des parties qu’entre
celles-ci [BDGT07].

— Metis [Kar97] : Metis permet de détecter des communautés qui ne se chevauchent
pas en réduisant la taille du graphe, en partitionnant le graphe réduit et en proje-
tant cette partition sur le graphe original. Le graphe est réduit en fusionnant deux
sommets en un seul et en répétant cette opération jusqu’a obtenir une taille satisfai-
sante. Les sommets fusionnés ainsi que leur ordre de fusion sont retenus de sorte a
pouvoir les séparer a nouveau plus tard dans 1’ordre inverse. Ensuite, un algorithme
de partitionnement est utilisé sur le graphe réduit. Cet algorithme divise le graphe
en k parties, ou l'entier k£ est un parameétre de 'algorithme. Puisque ce graphe est
petit, l'exécution est relativement rapide. Enfin, pour étendre cette partition au
graphe original, les sommets fusionnés sont séparés un a un. La partition est alors
légérement adaptée pour correspondre au mieux au graphe agrandi. Cette opération
est recommencée jusqu'a ce que tous les sommets soient séparés.

3.3.2 Etape 2 : sélection des structures

L’algorithme 1 décrit la partie dédiée a la sélection de structures. Cela est fait via un
algorithme glouton. L’algorithme prend en entrée un graphe G et une liste de structures L
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et il produit en sortie un ensemble de structures S qui est un sous-ensemble des structures
de la liste L. Le but est que l’ensemble S permette de compresser efficacement G en
utilisant la partition P(S). L’algorithme glouton commence en initialisant S a l’ensemble
vide. A chaque étape, il cherche la structure s € L \ S (c’est-a-dire qu’il cherche s dans
la liste des structures potentielles L qui n’ont pas déja été ajoutées a S) qui minimise
la compression estimée si on ajoute s a S. Pour ce faire, ’algorithme essaie chaque s
dans L\ S et garde celui qui produit le meilleur résultat, si tant est qu’il permet de
diminuer la compression estimée. En effet, il est possible qu’ajouter une structure qui
augmente la compression estimée, notamment parce que cela fragmente trop P(.S). Dans
le cas ot aucune structure ne permet de diminuer la compression estimée, ’algorithme
s’arréte et renvoie S. Sinon, la structure s qui a été la meilleure est définitivement ajoutée
a S et ce processus de sélection est recommencé. Pour que 'algorithme soit efficace, la
partition P(S) est mise & jour dynamiquement en utilisant du raffinement de partition.
Cela signifie que I'instruction S <= S U {s} met aussi a jour la valeur de P(S U {s}), en
utilisant la valeur de P(S). Les différents blocs de G induits par P(S) sont aussi mis a
jour dynamiquement d’une maniére similaire. A contrario, I'instruction S < S\ {s} met
a jour P(S) en mémorisant la valeur de P(S \ {s}) pour ne pas avoir a la recalculer.

Algorithme 1 : Algorithme glouton de sélection de structures.

Entrée : Un graphe G, une liste de structures L
Sortie : Un sous-ensemble de structures S C L tel que GG peut étre compressé
efficacement en utilisant la partition P(S)
150
2 meilleureCompression +— estimate(G, P(S))

3 Boucle
// Chaque exécution de la boucle ajoute une structure a S

4 meilleureStructure <— NONE // On 1’ajoutera & la fin de la boucle
Pour s € L\ S faire

// On parcourt 1l’ensemble des structures potentielles
S+ Su {8} // On ajoute s provisoirement
compressionActuelle < estimate(G, P(9))

Si compressionActuelle < meilleureCompression alors
// Si ajouter s & S donne une meilleure compression, on le stocke

dans meilleureStructure

9 meilleureCompression < compressionActuelle
10 meilleureStructure < s
11 S S\{S} // On a fini d’estimer s, on 1’enlévre
12 Si meilleureStructure # NONE alors
/* On ajoute définitivement & S la structure qui donne une meilleure

compression, si elle existe */
13 S < SU{meilleureStructure}
14 Sinon

15 L Retourner S // Sinon, on s’arréte et on retourne 1l’ensemble trouvé
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3.3.3 Etape 3 : encodage

La derniére partie de notre algorithme consiste & encoder le graphe en utilisant la
partition trouvée avec 'algorithme 1. Pour ce faire, on encode les différentes informations
nécessaires a la décompression du graphe. Il s’agit des mémes informations que celles qui
sont utilisées pour estimer la taille du graphe compressé (cf. définition 3.3), a savoir :

1. le nombre de sommets n du graphe,

le nombre de parties de la partition P(.5),

le nombre de sommets de chaque partie de P(.5),

le nombre de blocs non-vides de la méta-matrice M,
la méta-matrice M,

pour chaque bloc de M, le nombre de 1 dans la suite binaire qui représente ce bloc,

N Tt W N

pour chaque bloc de M, la suite binaire qui le représente.

La compression des données se fait comme rappelé dans la section 2.2.4. L’idée est
qu’a chaque fois que 1’on utilise la compression entropique pour encoder une suite de bits,
il faut aussi stocker la taille de cette suite non-compressée et le nombre de 1 de cette
suite. On peut vérifier que cela est bien le cas dans notre compression. Notre algorithme
compresse de fagon entropique la méta-matrice M ainsi que les différents blocs de M. On
vérifie que 'on a bien chacune des ces informations :

— On peut déduire la taille de la suite binaire correspondant a la méta-matrice M non-
compressée, car elle correspond a k(k + 1)/2, ou k est la taille de la méta-matrice,
c’est-a-dire le nombre de parties dans P(S), qui est encodé en (2). On rappelle
en effet que la méta-matrice est une matrice carrée symétrique. On n’encode alors
qu'une seule moitié¢ de la matrice et on retrouve l'autre par symétrie.

— Le nombre de 1 dans la méta-matrice est le nombre de blocs non-vides, qui est
encodé en (4).

— Pour chaque bloc de M, on peut déduire la taille de la suite binaire correspondant
au bloc non-compressé, car elle correspond soit & k;k; (si le bloc n’est pas sur la
diagonale de la méta-matrice), soit & k;(k; —1)/2 (s'il est sur la diagonale), ot k; est
la hauteur du bloc, k; sa largeur. Le nombre k; est le nombre de sommets de la i-éme
partie de P(S) et k; le nombre de sommets de la j-éme partie de P(.S). Cela est
encodé en (3). On rappelle qu'un bloc diagonal est une matrice carrée symétrique
avec une diagonale vide. On n’encode alors qu'une seule moitié de la matrice et on
retrouve l'autre par symétrie.

— Pour chaque bloc de M, le nombre de 1 dans ce bloc est encodé en (6).

Afin de s’assurer que rien ne manquait, nous avons aussi construit un algorithme de
décompression et nous avons vérifié que les graphes avant et aprés avoir effectué une
compression et une décompression étaient isomorphes.

3.4 Reésultats expérimentaux

Nous avons testé notre algorithme appelé FGSP (Fine-Grained Structural Partitio-
ning) sur divers graphes réels disponibles sur différentes bases de données : le dépot SNAP
(https://snap.stanford.edu/data/), Network Repository [RA15] et le projet MUSAE
[RAS19|. La table 3.1 résume les caractéristiques des graphes utilisés. La table 3.2 montre
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TABLE 3.1 — Jeu de données.

Graphe Nceuds  Arétes
hamming8-2 256 31,616
ia-infect-dublin 410 2,765
web-google 1,299 2,773
ia-email-univ 1,133 5,451
choc 2,899 5,467
web-BerkStan 12,305 19,500
rt_lolgop 9,765 10,324
as-oregon 13,579 37,448
as-caida 65,536 53,381
facebook_combined 4,039 88,234
musae-twitch 6,549 112,666
ca-HepPh 11,204 117,619
ca-AstroPh 17,903 196,972
web-sk-2005 121,422 334,419
enron 80,163 288,364
email-eu-all 265,214 365,570
ca-MathSciNet 332,689 820,644
roadNet-PA 1,090,920 1,541,898

TABLE 3.2 — Résultats expérimentaux. Struct est le nombre de structures Gardé est
le pourcentage de structures gardées a ’étape 2. Part est le nombre de parties dans la
partition P(S). Estimée est la taille estimée (en octets) du graphe compressé en utilisant
P(S). Taille est la taille réelle (en octets) du graphe compressé a 'étape 3. BPE est le
nombre de bits par aréte (Bits Per Edge) du graphe compressé. T est le temps total
d’exécution des 3 parties (« s » signifie « seconde », « m » signifie « minute », « h »
signifie « heure » et « j » signifie « jour »).

Graphe Struct Gardé Part Estimée Taille BPE T
hamming8-2 40  5.0% 3 835 713 0.18 4s
ia-infect-dublin 59 33.9% 32 1,302 1,420 4.11 4s
web-google 79 55.7% 79 1,429 1,597  4.61 7s
ia-email-univ 117 13.7 % 46 4,447 4,949  7.26 7s
choc 205 283 % 245 4,440 5,635 825 16
web-BerkStan 306 63.1 % 721 14,153 15,694 6.44 2 m
rt_lolgop 7322 1.7% 145 1,274 1,688 1.31 5 m
as-oregon 256 39.1 % 568 26,934 32,399 6.92 3m
as-caida 285 449 % 802 41,140 47,628 7.14 Tm
facebook_combined 292 394 % 299 31,487 32,897 298 49s
musae-twitch 551 85 % 241 95,833 102,247  7.26 4 m
ca-HepPh 602 46.8 % 2,013 61,010 73,958  5.03 10 m
ca-AstroPh 989 25.1 % 1,842 170,502 198,996 8.08 24 m
web-sk-2005 751 671 % 1,610 253,072 256,992  6.15 1h
enron 1,909 123 % 2,755 360,412 268,805  7.46 2h
email-eu-all 16,577 29 % 3,239 209,606 268,717  5.88 2]
ca-MathSciNet 1,546 409 % 16,256 1,090,035 1,254,030 12.22 2]

roadNet-PA 1,729 63.5% 19,780 1,835,527 1,894,070 9.83 8]
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les résultats de FGSP sur ces graphes. Les tests ont été effectués sur un ordinateur portable
Intel Core avec un CPU 1i5, en utilisant un seul coeur & 1.70 GHz.

3.4.1 Choix de la recherche de structures

TABLE 3.3 — Sélection des structures, représenté par le nombre de structures gardées sur
le nombre total de structures trouvées par ’algorithme indiqué en téte de colonne.

Graphe SlashBurn BigClam Louvain Metis
hamming8-2 0/26 1/1 1/2 0/11
ia-infect-dublin 6/34 0/3 6/8 8/14
web-google 4/6 0/2 26/46 14/25
ia-email-univ 2/76 1/2 12/16 1/23
choc 17/35 1/2  28/131  12/37
web-BerkStan 44 /68 0/1 83/159 66,78
rt_lolgop 3/4 0/1 109/7248 10/69
as-oregon 43/110 0/1 39/63 18/82
as-caida 54/112 1/1 50/57 7/115
facebook_combined 70/228 0/2 13/18 32/44
musae-twitch 34/468 1/2 9/24 3/57
ca-HepPh 186,/462 0/2 30/64 66/74
ca-AstroPh 128/850 0/1 32/44 88/94
web-sk-2005 65/76 0/2  234/427 205/246
enron 78/433 1/1 123/1276  81/199
ca-MathSciNet 22/536 0/1 212/602 398/407

Le but de I'étape 1 est d’utiliser des algorithmes qui détectent chacun des structures
différentes, afin de rassembler le maximum de points de vue sur le graphe. La table 3.3
montre pour chaque graphe et chaque algorithme de détection de structures le nombre de
structures détectées par cet algorithme, ainsi que le nombre et le pourcentage de structures
gardées a 'étape 2. Nous remarquons que SlashBurn, Louvain et Metis produisent de
nombreuses structures qui ont tendance a étre gardées, alors que 'impact de BigClam
est plus subtil. Cependant, bien que le nombre de structures gardées par BigClam soit
toujours 0 ou 1, nous avons remarqué que l'enlever pouvait conduire a une compression
jusqu’a 4 % moins bonne. En effet, quand une structure de BigClam est gardée par
I’algorithme glouton de la partie 2, c’est souvent dans les premiers tours de boucle :
pour ia-email-univ, il s’agit de la toute premiére structure sélectionnée ; pour as-caida
et musae-twitch, il s’agit de la deuxiéme; pour choc, c’est la 39¢ structure; et pour
enron, c’est la 158° sur un total de 1909 structures sélectionnées. En enlevant BigClam,
on obtient une compression 1 % moins bonne pour le graphe as-caida et 4 % moins
bonne pour les graphes ia-email-univ et choc. En revanche, on a obtenu une meilleure
compression pour le graphe musae-twitch (mais de seulement 1 %). Cela montre aussi
I'influence négative que peut avoir un trop grand ensemble de structures potentielles.
Ainsi, un paramétre important pour l'efficacité de notre algorithme est I’ensemble des
algorithmes de détection de structures choisis.

Un autre facteur sur lequel il est possible de jouer est celui des paramétres internes
des différents algorithmes. Par exemple, SlashBurn a besoin d’'un paramétre k£ qui influe
fortement sur les structures qu’il peut détecter. D’aprés [KF11|, il est conseillé de choisir
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une valeur de k qui dépend linéairement du nombre de sommets n du graphe. Nous avons
opté pour k = 0.001n, car cela donnait des résultats satisfaisants. Nous avons également
légérement modifié SlashBurn pour que la valeur de k& change dynamiquement avec la
taille du graphe. En effet, SlashBurn réduit le graphe au fur et & mesure, il semblait
cohérent d’adapter k en conséquence afin qu’il reste dépendant linéairement du nombre
de sommets considérés. Cependant, afin de ne pas obtenir des structures trop petites (ce
qui est globalement mauvais pour notre algorithme de compression), nous avons choisi une
valeur minimale pour k£ valant 10. Concernant Metis, nous avons suivi I'avis des auteurs
et pris y/n/2 comme nombre de communautés.

3.4.2 Précision de ’estimation de I’encodage

A Tl'étape 2, nous utilisons une fonction estimate pour estimer la taille du graphe
compressé. Cependant, comme ce n’est qu’une estimation, il peut arriver que ’algorithme
glouton (qui utilise cette estimation pour savoir s’il faut continuer d’ajouter des structures)
pense qu’il faut continuer alors que les structures ajoutées font en fait augmenter la
taille de la compression réelle. Cela améne & un point de demi-tour dans la recherche
gloutonne, c’est-a-dire un moment ou la compression devient de moins en moins bonne
alors que I'estimation nous dit le contraire. Nous avons observé ce phénoméne avec tous
les graphes. La figure 3.5 montre ce phénomene pour les graphes choc et as-oregon.

—— Reality 1 — Reality
7000 4 4
—=-- Estimate 50000 \ —=- Estimate

65001 45000

6000 1
40000 1

Size (bytes)
Size (bytes)

o
a
=3
=3

35000 1

5000 1
30000 4

4500 1

Number of structures Number of structures

(a) Choc (b) As-oregon

FIGURE 3.5 — Estimation versus réalité.

Une fagon d’y remédier serait de réellement compresser le graphe apres chaque ajout
de structure, pour vérifier que cet ajout glouton fait réellement diminuer la taille du
graphe compressé. Il ne serait pas possible de remplacer chaque appel a estimate par
un appel a& une compression réelle du graphe, car la compression réelle est bien plus
lente que la simple estimation. Pour résumer, notre algorithme actuel appelle la fonction
estimate un nombre quadratique de fois (dans chaque tour de boucle, elle est appelée
pour chaque structure potentielle) et une seule fois la fonction de compression réelle ; il
serait envisageable d’appeler un nombre linéaire de fois la fonction de compression réelle
(une fois par tour de boucle); mais il ne serait pas envisageable de remplacer le nombre
quadratique d’appels a estimate par un appel a la compression réelle du graphe.

Pour gagner encore un peu de temps, on ne pourrait appeler la fonction de compression
réelle que si le gain calculé par estimate passe sous un certain seuil. En faisant cela, on
pourrait globalement accélérer et améliorer notre algorithme global, car cela permettrait
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d’arréter la recherche gloutonne plus tot (ce qui fait gagner du temps) et avec un meilleur
résultat (car on s’est arrété avant que la compression n’augmente).

3.4.3 Evolution de la matrice d’adjacence

(a) Au début. (b) Vers la fin. (c) A la fin.

FIGURE 3.6 — Schéma de la forme globale de la matrice d’adjacence pendant la recherche
gloutonne. Une région noire représente une région dense, une région blanche représente
une région presque vide et une région hachurée représente une région au contenu plutot
aléatoire.

La figure 3.7 montre 'exécution de la recherche gloutonne de I'étape 2 sur le graphe
as-oregon. Elle représente la matrice d’adjacence du graphe aprés l’exécution de plu-
sieurs tours de la boucle principale de ’algorithme 1. On rappelle que chaque tour de
boucle permet d’ajouter une structure supplémentaire dans I’ensemble S des structures
sélectionnées. L’ordre des sommets est celui induit par la partition P(S), en triant les dif-
férentes parties par ordre décroissant. On remarque que plus on sélectionne de structures,
plus la matrice tend vers une matrice par blocs ot chaque bloc diagonal est dense et ou
les autres blocs sont vides, excepté pour une petite bande en bas et a droite, qui se fait
de plus en plus grande avec le temps. De facon générale, le méme phénomeéne est observé
avec les autres graphes. Une version schématique de ce phénomeéne est représentée sur la
figure 3.6. On a globalement trois phases :

(a) au début, le contenu est aléatoire,
(b) vers la fin, la matrice est bien organisée avec une diagonale dense,
(c) ala fin, la bande apparait.

La forme qui parait la plus facile & compresser est la forme 3.6b. Une idée serait
donc d’arréter la recherche gloutonne a ce moment-la. Cela nous fait penser au point de
demi-tour de la section 3.4.2 et nous conforte dans I'idée qu’il faut arréter la recherche
gloutonne un peu plus tot que ce que nous avons fait, typiquement a ce point de demi-tour
qui est facile & atteindre. A ce moment-1a, bien que la bande soit assez fine, elle semble
étre toujours présente. Une autre optimisation pourrait étre de ’encoder sous la forme
d’un seul bloc, car sa fragmentation n’apporte pas grand chose, voire peut étre négatif.

La figure 3.8 montre la matrice d’adjacence de certains graphes de la table 3.1, une fois
I’algorithme glouton complétement terminé. On remarque a nouveau sur ces graphes le
schéma global d’une matrice par blocs a la diagonale dense. Cependant, certaines matrices
sont légerement différentes. Une perspective serait de comprendre pourquoi on obtient ces
différences et s’il serait possible de les anticiper et d’adapter notre méthode de compression
a ces cas particuliers.
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as-oregon, after 20 iterations
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FIGURE 3.7 — Evolution de la matrice d’adjacence de as-oregon pendant la recherche

gloutonne.
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3.4.4 Comparaison avec d’autres méthodes

Nous avons comparé notre algorithme avec GraphZIP [RZ18|. Nos résultats sont résu-
més dans la table 3.4. Les résultats de compression de GraphZIP ont été obtenus & partir
de leur article [RZ18]. Comme le code de GraphZIP n’est pas disponible, nous n’avons pas
pu le comparer sur I'intégralité des graphes que nous avons utilisés pour notre algorithme.
De fagon générale, notre approche permet d’obtenir des résultats qui sont entre 5 et 10 fois
meilleurs. Le seul point négatif étant le temps d’exécution de notre algorithme, qui peut
prendre plusieurs heures voire plusieurs jours, 1a ou GraphZIP finit systématiquement en
moins d'une minute. Ce n’est pas tant un probléme, car notre algorithme se concentre sur
le résultat final plutot que le temps d’exécution. Une perspective reste cependant d’opti-
miser ce temps d’exécution, notamment en arrétant 1’étape de recherche gloutonne plus
tot.

3.5 Perspectives

Il semble possible d’améliorer davantage notre algorithme. Tout d’abord, ’étape 1 de
notre algorithme, qui consiste a utiliser d’autres algorithmes de recherche de structures,
peut étre améliorée en choisissant d’autres algorithmes supplémentaires. Le chapitre 4 est
dédié a I'étude de certains algorithmes de recherche de structures, a savoir les modules
et les splits. Nous pourrions aussi effectuer une analyse préalable du graphe afin de ne
lancer qu'un nombre restreint d’algorithmes pertinents. Par exemple, si le graphe est
plutot creux, il ne semble pas utile de lancer des algorithmes de recherche de clique. Nous
pourrions enfin essayer de construire notre propre algorithme de recherche de structures;
le chapitre 5 est dédié a cela. Concernant 1’étape 2, I’heuristique gloutonne pourrait étre
modifiée ou remplacée par une autre. Par exemple, on pourrait donner un score a chaque
structure en fonction de sa taille et de sa densité et ajouter les structures une & une
suivant ce score. Ainsi, chaque structure n’est évaluée qu’une seule fois et non une fois par
tour de boucle. De plus, puisque notre algorithme se concentre sur les chevauchements
entre structures, on pourrait construire un graphe de chevauchement que ’on analyserait
pour en déduire un ensemble de structures qui ne se chevauchent pas trop. Combinées
ensemble, on obtiendrait un graphe de chevauchement pondéré, dont le but serait de
trouver un ensemble indépendant maximal pour éviter tout chevauchement (trouver un
tel ensemble est NP-complet, mais [LSST19] propose un algorithme qui trouve de bonnes
approximations en temps raisonnable pour des cas réels), ou au moins un sous-graphe assez
creux. Enfin, il serait possible d'utiliser I'ordre ainsi trouvé pour chercher efficacement de
nouvelles structures. Le chapitre 6 est dédié a la recherche efficace de structures dans les
graphes ordonnés.
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TABLE 3.4 — Comparaison entre GraphZIP et notre algorithme FGSP. Brut correspond
au graphe donné sous forme d’une liste d’arétes.

(a) Comparaison exprimée en octets.

Graphe Brut GraphZIP FGSP
hamming8-2 226,252 110,838 713
ia-infect-dublin 20,597 13,287 1,420
web-google 22,977 12,216 1,597
ia-email-univ 41,802 32,405 4,949
web-BerkStan 199,261 135,813 15,694
ca-HepPh 1,178,601 498,661 73,958
ca-AstroPh 2,121,144 1,423,607 198,996
web-sk-2005 4,083,711 2,040,783 256,992

ca-MathSciNet 10,482,316

8,370,757 1,254,030

(b) Comparaison exprimée en BPE (nombre de bits par aréte).

Graphe Brut GraphZIP FGSP
hamming8-2 57.25 28.05 0.18
ia-infect-dublin  59.59 38.44 4.11
web-google 66.29 35.24 4.61
ia-email-univ 61.35 47.56 7.26
web-BerkStan 81.75 55.72 6.44
ca-HepPh 80.16 33.92 5.03
ca-AstroPh 86.15 57.82 8.08
web-sk-2005 97.69 48.82 6.15
ca-MathSciNet 102.19 81.60 12.22

(c) Comparaison des temps d’exécution.

Graphe GraphZIP FGSP
hamming8-2 1s 4s
ia-infect-dublin 7 ms 4s
web-google 4 ms 7s
ia-email-univ 17 ms 7s

web-BerkStan

170 ms 2m

ca-HepPh 5.6 s 10 m
ca-AstroPh 1.3 s 24 m
web-sk-2005 9s 1h

ca-MathSciNet

25 s 2 ]
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Dans ce chapitre, je reviens sur les décompositions en modules et en splits. Il s’agit
majoritairement d’un état de l’art, méme si je me suis attelé a présenter des preuves
nouvelles. Je commence par rappeler la définition d’un module et je montre les différentes
propriétés de stabilité des modules (ce sont des propriétés de la forme « si X et Y sont des
modules vérifiant certaines conditions, alors un autre ensemble construit a partir de X et
Y est aussi un module »). Il s’agit de propriétés connues des modules que je démontre
succinctement par soucis d’exhaustivité. La majeure partie de ce chapitre concerne les
splits, qui sont a la fois une généralisation des modules mais aussi l'objet que je vais
a mon tour généraliser dans la chapitre 5. Je commence par présenter six définitions
différentes des splits que j’ai pu rencontrer depuis leur introduction par Cunningham
au début des années 80 jusqu’a aujourd’hui et je montre leur équivalence. Tout comme
les modules, les splits ont des propriétés de stabilité, qui sont elles aussi bien connues.
Cependant, il peut étre difficile d’en trouver la preuve et I'une des propriétés de stabilité
en particulier n’est pas triviale. Je propose donc une nouvelle preuve de la stabilité des
splits par union disjointe qui n’utilise que des outils liés au graphe (par opposition a la
preuve des autres stabilités qui utilisent des outils empruntés a I’algébre linéaire). Je finis
enfin par présenter les familles symétriques traversantes et les familles sans croisement
qui permettent d’abstraire la notion de split. Ces familles seront par la suite généralisées
sous la forme d’hyper-graphe dans le chapitre 5, d’ou la nécessité d’en présenter la version
originale dans ce chapitre.

4.1 Décomposition modulaire

4.1.1 Module

On s’intéresse dans cette partie aux modules d’un graphe. Ils ont été introduits par
Gallai dans |Gal67]. Ils ont eu plusieurs noms et définitions. Dans ce manuscrit, je me suis
basé sur les travaux de Habib et al. [HP10].

Définition 4.1 (Sommet distinguant et sommet homogene [HP10]). Soit M C V(G) un
ensemble de sommets d’un graphe G et soit x un sommet de V(G) \ M. On dit que x
distingue M (ou que x est un sommet distinguant de M) s’il existe y € M et z € M
tels que (x,y) soit une aréte de G mais (x,z) ne soit pas une aréte de G. Dans le cas
contraire, on dit que x est homogéne par rapport a M.

Dans le cas ol x est homogéne par rapport a M, on a soit que tous les sommets de M
sont adjacents a x (c’est-a-dire que M C N(x)), soit qu'aucun d’eux ne U'est (c’est-a-dire
que N(z)N M = 0).

FExemple 4.1. On considére le graphe GG a 6 sommets représenté en figure 4.1. Si 'on
considére I'ensemble de sommets M = {4,5,6}, on a :

— le sommet 1 est homogéne par rapport & M car N(1) = {2,4,5,6} D {4,5,6} = M ;
— le sommet 2 est homogéne par rapport & M car les ensembles N(2) = {1,3} et
M = {4,5,6} sont disjoints;

— le sommet 3 distingue M car (3,6) est une aréte mais (3,5) ne l'est pas.

Définition 4.2 (Ensembles qui se chevauchent X ({J) Y et ensembles orthogonaux
X L Y). On dit de deuxr ensembles X et Y qu’ils se chevauchent quand X NY # 0,

X\Y #0 et Y\ X # 0. On note X () Y. Quand deux ensembles X et Y ne se
chevauchent pas, on dit qu’ils sont orthogonaux. On note X 1L Y.
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FIGURE 4.1 — Graphe ayant 6 sommets numérotés de 1 a 6 et ayant pour arétes
(1,2),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(3,6) et (4,5).

Observation 4.1. La notion de chevauchement permet de catégoriser les paires d’en-
sembles. Etant donné deux ensembles X et'Y différents, exactement un des cas de figure
suivant est vrai :

— XNnY =10
— XCY
— XDY

— XY

Définition 4.3 (Module |Gal67]). Un module M d’un graphe G est un ensemble de
sommets de V(G) qui n’admet pas de sommet distinguant, c’est-a-dire que tout sommet
x € V(G)\ M est homogéne par rapport a M.

Certains auteurs (comme [BLS99|) demandent en plus qu'un module M soit non-vide.
Dans ma theése, je considére qu'un module puisse étre vide. Je discuterai de la volonté de
ce choix dans les sections suivantes. Pour mieux comprendre la définition d’un module,
voici d’autres caractérisations équivalentes.

Lemme 4.1. Soit G un graphe et M un ensemble de sommets. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

1. M est un module.

2. Le complémentaire de M peut étre partitionné entre les voisins de M et les non-
voisins de M, c’est-a-dire qu’il existe deux ensembles de sommets A, B tels que
AUB =M, ANB =0 et pour tout sommet x € M on a N(z)\ M = A.

3. Tous les sommets de M ont le méme voisinage extérieur, c’est-a-dire que pour tout
z,y €M ona N(z)\ M =N(y)\ M.

Démonstration. On procéde par implication circulaire :

— (1 = 2) Comme M est un module, chaque sommet = de M est homogéne, c’est-
a-dire que soit tous les sommets de M sont adjacents a x, soit aucun ne 'est. On
définit A comme étant ’ensemble de sommets vérifiant le premier cas et B comme
étant I’ensemble des sommets vérifiant le second cas.

— (2 = 3) Tous les sommets x de M ont pour voisinage extérieur N(z)\ M = A.

— (3 = 1) On note A ce voisinage extérieur commun et on vérifie que chaque
sommet de z € A vérifie M C N(x) et que chaque sommet x € M U A vérifie
N(z)n M = 0. O
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Ainsi, un module induit une partition du graphe en trois ensembles M, A, B (avec A
et/ou B éventuellement vides), avec les contraintes suivantes :

— Il y a toutes les arétes possibles entre M et A.
— Il n’y a aucune aréte entre M et B.

Ces caractérisations sont utiles pour se représenter ce a quoi ressemble un module,
comme montré en figure 4.2. Cependant, c¢’est souvent la définition premiére d’un module
qui permet de prouver des lemmes sur les modules, a savoir qu'un module est un ensemble
sans sommet distinguant.

B

FIGURE 4.2 — Exemple du module. Il y a toutes les arétes possibles entre M et A mais il
n’y a aucune aréte entre M et B. Il est possible qu’il y ait des arétes entre A et B, elles
sont représentées en bleu sur la figure.

Dans le cas out A est vide, on observe que M est une union de composantes connexes
du graphe. Si B est vide, A est aussi un module. Ce sont les deux seuls cas ot le com-
plémentaire d'un module est aussi un module. Le cas ott A et B sont tous les deux vides
correspond au module M = V(G).

Propriétés
Les modules vérifient des propriétés de stabilité.

Lemme 4.2 ([CHMSL1|). Soit X et Y deux modules de G tels que X () Y. Alors les
ensembles de sommets X NY, X UY, X\Y, Y\ X et X AY sont aussi des modules.

Démonstration. On prouve les différents cas d’une maniére similaire : on suppose qu’il
existe un sommet s qui distingue I'ensemble dont on veut prouver qu’il est un module
et on aboutit a une contradiction, en utilisant les ensembles que 1’on sait non-vides par
hypothése et le fait que X et Y sont des modules (ce qui induit qu’ils n’ont pas de sommet
distinguant dans leur complémentaire). La figure 4.3 illustre certains de ces cas afin de
faciliter le suivi de la preuve.

— (X NY) Supposons qu’il existe un sommet s qui distingue X NY. On arrive a une
contradiction en se demandant oil se trouve s. S'il est dans X, alors s distingue X.
Sl est dans Y, il distingue Y. Ainsi, s doit étre dans X UY = X NY, ce qui est
interdit par la définition d’un sommet distinguant.

— (X UY) Supposons qu'il existe un sommet s qui distingue X U Y. Il existe donc
deux sommets x,y € X UY tels que (s, x) soit une aréte et que (s,y) n’en soit pas
une. Il n’est pas possible que z et y soient tous les deux dans X, car sinon s serait
un sommet distinguant de X. De méme pour Y. Sans perte de généralité, on peut
supposer que x € X et y € Y. On sait de plus que X NY est non-vide, il existe
donc z € X NY. On arrive & une contradiction en se demandant s’il y a une aréte
entre s et z : si oui, s distingue Y. Si non, s distingue X.
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— (X \'Y) Supposons qu’il existe un sommet s qui distingue X \ Y. Le sommet s se
trouve dans XNY, sinon, s distinguerait X . Il existe donc deux sommets x, 2" € X\Y
tels que (s, x) soit une aréte et que (s,z’) n’en soit pas une. Comme Y \ X est non-
vide, il existe y € Y\ X. On regarde quelles sont les arétes entre y et les autres
sommets : il y a une aréte entre y et x, sinon x distingue Y. De méme, il n’y a pas
d’aréte entre y et 2’. Mais dans ce cas, y distingue X, ce qui est une contradiction.

— (Y \ X) On raisonne comme pour le cas X \ Y.

— (X A'Y) Supposons qu’il existe un sommet s qui distingue X A Y. Si s se trouve
dans X UY, alors s distingue X UY. Ainsi, s se trouve dans X NY. Il existe donc
deux sommets z,y € X NY tels que (s, x) soit une aréte et que (s,y) n’en soit pas
une. Il n’est pas possible que x et y soient tous les deux dans X \ Y, car sinon s
serait un sommet distinguant de X. De méme pour Y. Sans perte de généralité, on
peut supposer que x € X \ Y et y € Y\ X. On arrive a une contradiction en se
demandant s’il y a une aréte entre x et y : si oui, y distingue X. Si non, x distingue

Y. O
‘ @
) XUY b) X\ Y ) XAY

FIGURE 4.3 — [lustration des trois cas X UY, X \ Y et X AY de la preuve du lemme
4.2. Un trait plein représente une aréte, un trait pointillé représente une non-aréte et un
trait rouge représente une aréte contradictoire (c’est-a-dire qui ne peut étre ni présente
ni absente, entrainant une contradiction).

On remarque dans la preuve de ce lemme que toutes les hypothéses ne sont pas néces-
saires a chaque fois. Pour l'intersection, il ne faut aucune hypotheése, sauf si on impose a
un module d’étre non-vide, auquel cas il suffit juste que 'intersection soit non-vide. Pour
I'union, il suffit que I'intersection soit non-vide. Pour les différences, il suffit qu’elles soient
toutes les deux non-vides : I'une pour la preuve, 'autre dans le cas o on dit que () n’est
pas un module. Pour le cas de la différence symétrique, la preuve nécessite que l'intersec-
tion soit non-vide pour la preuve, et si on demande a ce que X A Y soit non-vide, il faut
que 'une des deux différences soit non-vide.

4.1.2 Famille partitive et orthogonalité
Famille partitive

On a vu que les modules vérifiaient certaines propriétés de stabilité. On veut main-
tenant abstraire la notion de module : on définit un objet mathématique qui vérifie les
mémes propriétés de stabilité que les modules afin de voir ce que 'on peut déduire.

Définition 4.4 (Famille partitive [CHMS81|). Soit E un ensemble et soit F une famille
de sous-ensembles de E. On dit que F est partitive quand :

— les ensembles () et E appartiennent a F,
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— chaque singleton {z},x € E appartient o F

— s1 X etY sont deux ensembles appartenant a F tels que X ()Y, alors les ensembles
XUY, XNnY, X\Y,Y\X et X AY appartiennent aussi a F.

Comme pour les modules, il y a un désaccord sur l’ensemble vide entre les diffé-
rents articles, certains demandant a ce qu’une famille partitive contienne ’ensemble vide
[CHMS81], d’autres non [HP10, BXHR12|. Certains encore n’y accordent pas d’importance
[CDMR12|. Dans la continuité de mon choix pour les modules, je considére que ’ensemble
vide doive faire partie de toute famille partitive. La volonté est la suivante : étant donné
une famille quelconque, je veux pouvoir la compléter en famille partitive en ajoutant de
nouveaux ensembles, en utilisant par exemple un opérateur de cloture. Si on interdit & un
ensemble d’étre présent dans la famille, cette propriété n’est pas possible pour toutes les
familles qui le contiendraient.

Les conditions de stabilité peuvent aussi étre altérées [CHMS81|, mais cela ne change
pas la définition d’une famille partitive, comme le montre le lemme suivant :

Lemme 4.3. Soit E un ensemble et soit F une famille de sous-ensembles de E. Alors F
est une famille partitive si et seulement si elle vérifie les conditions suivantes :

— les ensembles () et E appartiennent a F,
— chaque singleton {x},x € E appartient o F
— st X etY sont deux ensembles appartenant a F, X NY appartient aussi a F.

— s1 X etY sont deux ensembles appartenant a F tels que X ()Y, alors les ensembles
XUY et X AY appartiennent aussi a F.

Démonstration. On démontre ce qui différe entre la définition 4.4 et cette caractérisation.

(=) Il suffit de considérer deux ensembles X et Y et de démontrer que X NY appartient
a F méme si on n’a pas ’hypothése X () Y. Ainsi, d’aprés 'observation 4.1, les cas
possibles pour X et Y sont X =Y, XNY =0, X CY ou X D Y. Respectivement,
XNY vaut X, 0, X, Y. Dans tous les cas, X NY € F.

(«<=) Soit deux ensembles X et Y tels que X () Y. Ona X AY € F et donc (X A
Y)NY € F, ce qui montre que X \ Y € F. On fait de méme pour montrer que
Y\X e F. O

Orthogonale d’une famille

Soit F une famille de sous-ensembles de E. La définition 4.2 définit une relation (au
sens de la section 2.3.2) sur les éléments de F par X LY «<— XNY =0V X C
Y VY C X. On peut ainsi considérer 'opérateur de cloture associé a cette relation, que
I'on note cl; (-). On rappelle que la fonction cl; () prend en argument une famille F de
sous-ensembles de E et renvoie une famille plus grande de sous-ensembles de E. Dans
notre cas, en reprenant la notation F* := {X € 2F | VY € F,X L Y} de [CDMR12],
cette fonction s’écrit cly (F) = (F1)* (cf. définition 2.11 en remarquant que la relation
1 est symétrique, c’est-a~dire que X 1 Y <= Y 1 X). Dans [CDMRI12], il est montré
que la famille de Moore associée a 'opérateur de cloture cl; (+), c’est-a-dire la famille des
¢léements de 2F tels que cly (F) = F (cf. lemme 2.5 point 1), est la famille des familles
partitives sur F.

Proposition 4.4. Soit E un ensemble et soit F un famille de sous-ensembles de E. La
famille F est partitive si et seulement F est clos pour cly (-), c¢’est-a-dire si cl; (F)=F.
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Grace a cette égalité, il est possible de calculer une représentation arborescente des
modules en temps linéaire [CDMR12| et de faire de méme pour les splits, qui sont une
généralisation des modules a laquelle la prochaine section est dédiée.

4.2 Décomposition en splits

Les splits sont une généralisation des modules. Tout comme les modules, ils peuvent
étre définis a partir de sommets distinguants ou a partir d’une partition du complémen-
taire. Cependant, ils peuvent aussi étre définis d’un point de vue purement algébrique, en
oubliant la structure de graphe sous-jacente.

4.2.1 Définitions

Les splits ont été introduits par Cunningham et Edmonds dans [CE80] d’une fagon
extrémement générale, puisqu'’ils y étaient définis dans les hyper-graphes (ou famille d’en-
semble) et dans un cadre de décomposition, qui est une généralisation abstraite & n’importe
quel type d’objets. De plus, [CE80| contient bien une application des splits aux graphes,
mais celle-ci est une notion différente de celle qui a perduré et qui nous intéresse ici,
puisque cette premiére notion de split partitionnait les arétes et non les sommets. Cepen-
dant, la notion de split telle qu’elle va étre introduite dans la définition 4.5 pouvait étre
entrevue dans [CE80| en appliquant la définition des splits d’hyper-graphes a des hyper-
graphes 2-réguliers, c’est-a-dire des graphes. C’est d’ailleurs ce qui a été fait deux ans
plus tard par Cunningham seul dans [Cun82|, ou il donne la premiére définition moderne
des splits, méme si elle s’applique aussi aux graphes dirigés. De nombreuses définitions
équivalentes ont été données par la suite, les voici :

Définition 4.5 (Split). Soit G un graphe. Un ensemble S de sommets de G est un split
quand l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

— ([Cun82]) Si (z,y) et (z',y") sont deuz arétes du bord OS de S, alors (x,y') est aussi
une aréte de 0S.

— (|GP12]) Chaque sommet de x € S qui est voisin d’un sommet de S est adjacent &
chaque sommet 3y’ € S qui est voisin d’un sommet de S.

— (JCDMR12], définition courte) L’ensemble d’arétes 0S induit un graphe biparti com-
plet.

— (/BLS99]) 1l existe A C S et A" C S tel que {(z,y) € EG) |z € Sandy € S} =

A x A, c’est-a-dire que I’ensemble des arétes entre S et S est égal a ’ensemble de
toutes les arétes possibles entre A et A'.

— ([CDMR12], définition longue) Il existe quatre ensembles A, B, A', B' tels que S =

AUB, S=A'UB, ANB=ANDB =0 etilya toutes les arétes entre A et A" et
aucune autre aréte entre S et S.

— ([PHST24]) Le rang de la coupe (S,S) est au plus 1. (cf. définition 2.19)

Démonstration. Pour que cette définition soit compléte, on prouve par implication circu-
laire que ces six définitions sont équivalentes :

— (|Cun82] = [GP12]) Soit un sommet x € S qui est voisin d'un sommet y € S
et soit un sommet y’ ¢ S qui est voisin d’un sommet x’ € S. Ainsi, (z,y) et (', y')
sont deux arétes du bord 95 de S. Donc (z,y’) est une aréte de S.
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(|[GP12] = [CDMRI12|) On doit montrer que le sous-graphe G’ constitué des
sommets qui sont les extrémités d’une aréte de 0.5 et des arétes de 95 est un graphe
biparti complet. Les deux parties sont V(G’) N S et V(G') N S. Soit un sommet
r € V(G')N S dans la premiére partie et soit un sommet 3’ € V(G') N S dans la
seconde partie. On sait que = est dans S et qu’il est extrémité d’une aréte de 95, il
a donc un voisin dans S. Il est donc adjacent & chaque sommet de S qui est voisin
d’un sommet S, notamment 3. Ainsi, G’ est bien biparti complet.

(|[CDMR12|, définition courte = [BLS99|) On pose A I’ensemble des sommets de
S qui ont un voisin dans S et A’ I'ensemble des sommets de S qui ont un voisin
dans S. On sait donc que le graphe induit par les arétes entre A et A’ est biparti
complet. Il reste & montrer qu’il n’y a pas d’autre arétes entre S et S, ce qui est
le cas par définition de A et de A’, & savoir qu'un sommet qui n’est pas dans ces
ensembles n’a pas de voisin de 'autre c6té du bord 95S.

(IBLS99] = [CDMRI12], définition longue) On pose B = S\ A et B’ = S\ A". Par
définition, S = AUB, S = A UB et AN B = A'N B’ = (. On sait que I’ensemble
des arétes entre S et S est égal & A x A, ce qui signifie qu’il y a toutes les arétes
entre A et A’ et aucune autre aréte entre S et S.

(|[CDMR12], définition longue = [PHST24|) On s’intéresse a la matrice d’adja-
cence de G[S, S]. Comme S se partitionne en A et B et S en A’ et B’ cette matrice
d’adjacence a naturellement une forme de matrice par bloc, ou les quatre blocs sont
les matrices d’adjacence de G[A, A'], G[A, B'], G|B, A’] et G[B, B']. On sait qu’il
y a toutes les arétes entre A et A’, donc le bloc G[A, A’] est rempli de 1. De plus,
il n’y a aucune autre aréte entre S et S, donc les trois blocs G[A, B'], G[B, A'] et

G[B, B'] sont remplis de 0. Ainsi, le rang de la matrice d’adjacence de G[S, S] est
au plus 1. Ce rang est 0 dans le cas ou A ou A’ est vide.

([PHST24] = [Cun82|) On prouve la contraposée, c’est-a-dire que le bord 95
contient les arétes (z,y), (z/,y') mais pas (x,%), alors le rang de la coupe (S, S) est
au moins égal a 2. En effet, dans ce cas, la matrice d’adjacence de G[{z,2'}, {y,y'}]
est la suivante, ou 1’étoile représente une valeur inconnue :

y v
x (1 0
1
Quelle que soit la valeur de I’étoile, cette matrice a rang 2. Ainsi, puisque la matrice

d’adjacence de G[S, S| contient cette matrice comme sous-matrice, son rang est au
moins 2. ]

Traditionnellement, on demande & un split que lui et son complémentaire soient de
taille au moins 2 [Cun82, GP12, BLS99| et notamment que les quatre parties A, B, A, B’
soient non-vides [CDMR12]. Cependant, la définition algébrique (|[PHST24]) n’a pas be-

soin d’imposer cette condition. En revanche, en imposant que la condition algébrique soit
« le rang de la coupe (S, S) est exactement 1 », en retrouve la condition quun split et
son complémentaire doivent étre non-vides, et plus particulierement que les ensembles A
et A’ doivent étre non-vides. On définit alors un split strict :

Définition 4.6 (Split strict). On appelle split strict un split S dont le rang de la coupe

(S,S) est exactement 1, c’est-a-dire un split tel que S est non-vide, ou encore un split
tel que A est non-vide.
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On a vu que les modules avaient une notion de chevauchent (cf. définition 4.2). Le
pendant de cette notion pour les splits est le croisement :

Définition 4.7 (Ensembles qui se croisent X (), Y et ensembles croix-orthogonaux
X Ly Y). On dit de deuzr ensembles X et Y qu’ils se croisent quand X NY # (),
X\Y 40, Y\X #0 et XUY # 0. Autrement dit, X etV se croisent quand on a a
la fois X (DY et X (DY. On note X (), Y. Quand deuz ensembles X et'Y ne se

croisent pas, on dit qu’ils sont croix-orthogonaux. On note X 1L, Y.

Tout comme les modules, les splits ont des propriétés de stabilité.

4.2.2 Stabilité
Point de vue algébrique

On utilise ici exclusivement le point [PHST24| de la définition 4.5. On a alors la
proposition suivante :

Proposition 4.5. Soit G un graphe connexe et soit X et Y deux splits de G qui se
croisent (X (D, Y ). Alors les ensembles de sommets X VY, X UY, X \Y et Y\ X
sont aussi des splits.

Démonstration. Comme X et Y sont des splits, on a p(X) < 1 et p(Y) < 1. Comme
G est connexe, on a aussi que tout ensemble Z qui n’est ni () ni V' vérifie p(Z) > 1. En
particulier, vu que X (D, Y, p(XNY) > 1, p(XUY) > 1, p(X\Y) >1let p(Y\X) > 1.
Par sous-modularité et symétrie de p, on a p(X NY) + p(X UY) < p(X) + p(Y). Ainsi,
pP(XNY)<p(X)+pY)—p(XUY)<1+1-1<1. Demeéme, p(XUY) <1. Ainsi,
XNY et XUY sont des splits. On remplace Y par Y et par symétrie de la fonction p,
onap(X\Y)+p(Y\X) <p(X)+p(Y), ce qui permet de conclure que X \ Y et Y\ X
sont des splits. O

Point de vue graphe

Dans cette partie, on adopte un point de vue purement combinatoire, c’est-a-dire
que l'on s’autorise tous les points de la définition 4.5 excepté le point [PHST24]. On va
notamment utiliser la caractérisation suivante, qui est pour les splits ce que la définition
4.3 est pour les modules.

Lemme 4.6. Soit S un split d’un graphe G. Il existe deux ensembles A et B tels que
AUB =S, ANB =10 et tels que :

— aucun sommet de S ne distingue A.
— aucun sommet de S n’est voisin avec un sommet de B.

Si S est un split strict, alors les ensembles A et B sont uniques. Dans le cas contraire,
n’importe quelle paire d’ensembles (A, B) vérifiant AUB =S et AN B =0 fonctionne.

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence directe de la définition 4.5, point [CDMR12|,
définition longue.

Concernant 'unicité, si S est un split strict, on sait par définition que 95 est non-vide.
Ainsi, S est non-vide, S est non-vide et il existe une aréte entre un sommet z € S et un
sommet y € S. Supposons que 1'on n’ait pas l'unicité de A et B, c’est-a-dire qu’il existe
deux partitions A, By et Ay, By de S qui sont différentes et qui satisfont tous les deux
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les conditions du lemme. Puisque ces partitions sont différentes, il existe un sommet z’
qui est dans A; et dans B; avec 7 # j. Puisque 2’ € B;, 2’ n’est voisin d’aucun sommet
de S et en particulier y. Ainsi, y est voisin de z mais pas de 2/, c¢’est donc un sommet
distinguant de A;, ce qui est une contradiction.

Enfin, si S n’est pas strict, c¢’est-a-dire si 05 est vide, vu qu’il n’y a aucune aréte entre
S et S, aucun sommet de S ne distingue S et aucun sommet de S n’est voisin avec un
sommet de S, ce qui signifie que tous les sommets de S vérifient & la fois la condition de
A et celle de B, ce qui montre que n’importe quelle partition convient. O

Le premier point du lemme 4.6 (« aucun sommet de S ne distingue A ») est appelé
la. A-uniformité du split S. Le second point (« aucun sommet de S n’est voisin avec un
sommet de B ») est appelé la B-uniformité du split S. On appelle cette décomposition
la (A, B)-décomposition du split S.

Cette caractérisation permet d’obtenir une propriété de stabilité supplémentaire :

Proposition 4.7. Soit G un graphe connexe et soit X et'Y deux splits de G qui se
croisent (X (0D, Y ). Alors X A'Y est aussi un split.

Cela se fait par une disjonction de cas.

Lemme 4.8. Soit G un graphe connexe et soit X et Y deux splits stricts de G qui se
croisent. Soit (A, B) la (A, B)-décomposition de X et soit (A’, B') la (A, B)-décomposition
de Y. Alors un des quatre cas suivant est vrai :

K (Cas symétrique non-dégénéré) Il y a une aréte entre X NY et ANA', et A#£ A’
K_ (Cas symétrique dégénéré) Il y a une aréte entre X NY et ANA', et A=A

K (Cas asymétrique X ) Il y a une aréte entre X NY et A'\ X.

Ky (Cas asymétrique Y') Il y a une aréte entre X NY et A\ Y.

Démonstration. Le graphe G est connexe. Il y a donc une aréte entre X N'Y et le reste
du graphe. Cependant, il ne peut pas y avoir d’aréte entre X et B par B-uniformité de
X, et il ne peut pas y avoir d’aréte entre Y et B’ par B-uniformité de Y. Ainsi, I'aréte
sortant de X N'Y ne peut aller que vers l'ensemble (BN B’) \ X NY, qui est égal a
(ANANYU A\ X)U(A\Y), d'ou les trois cas symétrique, asymétrique X et asymétrique
Y. Dans le cas symétrique, on conclut par dichotomie entre A # A’ et A = A'. O

Il est parfois difficile de se représenter ce genre de preuves. Ainsi, j'introduis un outil
permettant de suivre visuellement ces preuves. L’idée est qu'un split partitionne les som-
mets V en trois ensembles A, B et X. Ainsi, étant donné deux splits X et Y, on a deux
partitions différentes de V' : d’un coté la partition (A4, B, X) et de 'autre une partition que
'on note (A, B',Y). Il est naturel de représenter les neuf ensembles issus de l'intersec-
tion entre un des trois ensembles de la premiére partition et un des trois ensembles de la
seconde partition. On obtient ce que j'appelle un plateau d’intersections. On peut ensuite
représenter pour chacun des neuf ensembles s’il est vide ou non-vide, et on peut aussi y
représenter des existences et des absences d’arétes. Un exemple de plateau d’intersections
ainsi que la fagon dont il se lit sont représentés sur la figure 4.4.

Le but est maintenant de partir de chacun des quatre cas possibles (K, K_, Ky et
Ky) et de voir ce qui peut étre déduit comme information, en utilisant notamment les
plateaux d’intersections.

Avant de commencer, il peut étre utile de voir comment les hypothéses peuvent étre
utilisées sur le plateau d’intersection. On va considérer les quatre hypothéses suivantes :
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Une croix dans une case signifie que I’ensemble correspond est
non-vide. Ainsi, dans le plateau d’intersection ci-contre, X NY #
D, XNA #0et ANY # 0. Un trait entre deux ensembles
A" | B" | (non-vides) signifie qu’il existe au moins une aréte entre ces deux
ensembles. Ici, il existe une aréte entre un sommet de X NY et un
sommet de X N A’. De méme, il y a une aréte entre un sommet de
X NA" et un sommet de ANY. En revanche, rien n’indique qu’il
s’agit du méme sommet de X N A’ dans les deux cas. Un trait
@ en pointillés entre deux ensembles signifie qu’il n’y a pas d’arétes
entre ces deux ensembles Ainsi, il n’y a aucune aréte entre ANY
et X NY. Le symbole () dans une case signifie que I’ensemble
correspondant est vide. Ici, BN A" = ().

i
.l

| = | X

FIGURE 4.4 — Exemple et explication d'un plateau d’intersection.

la B-uniformité d’un split, la connectivité de G, la A-uniformité d’un split et le fait que
les deux splits se croisent :

— (B-uniformité) La B-uniformité du split X signifie qu’il n’y a pas d’aréte entre B
et X. Sur un plateau d’intersections, cela se traduit par absence d’aréte entre une
case de la ligne X et une case de la ligne B. De méme, la B-uniformité du split Y
se traduit par I'absence d’aréte entre une case de la colonne Y et une case de la
colonne B’. Ainsi, les seules arétes autorisées sur un plateau d’intersections sont des
arétes entre deux cases voisines.

— (Connectivité) Le fait que le graphe soit connexe signifie qu’étant donné une parti-
tion (V1,V5) des sommets du graphe, il doit y avoir une aréte entre un sommet de
Vi et un sommet de V5. Sur un plateau d’intersections, en prenant V; égal a une
seule case ¢, on déduit qu’il doit y avoir une aréte entre ¢ et une des autres cases.
Cependant, en utilisant également la propriété de B-uniformité décrite au point
précédant, cette autre case doit étre une case voisine de ¢, ce qui limite en général
grandement les arétes possibles.

— (A-uniformité) La A-uniformité du split X signifie que s’il y a une aréte entre un
sommet v de X et un sommet de A, alors il doit y avoir une aréte entre v et chaque
sommet de A, de sorte a ce que v ne distingue pas A. Sur une plateau d’intersections,
cela se traduit directement par le fait que s’il y a une aréte entre une case ¢ de la
ligne X et une case de la ligne A, alors il y a une aréte entre la case ¢ et chaque case
non-vide de la ligne A. Cependant, comme la B-uniformité interdit la présence de
certaines arétes, cette propriété peut étre utilisée avec la propriété de B-uniformité
pour montrer par l’absurde qu’une case doit étre vide ou qu'une aréte entre deux
cases est impossible.

— (Croisement) Comme les splits X et Y se croisent, certains ensembles de cases ne
peuvent pas étre tous simultanément vides. On a déja utilisé cette propriété pour
dire que la case X NY était non-vide. On peut aussi déduire que les quatre cases
en bas a droite ne peuvent pas étre toutes les quatre vides (parce que X NY # (),
que les deux cases en bas de la premiére colonne ne peuvent pas étre toutes les deux
vides (parce que X \'Y # (), et que les deux cases les plus a droite de la premiére
ligne ne peuvent pas étre toutes les deux vides (parce que Y\ X # ().
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Y | A | B Y | A B Y | A B Y A | B
X | % X | % X | x| o X | x| 2| x
A & @ A | x \x 2 A | x §< @ A | x \x @
B %) B %) B %) B %)

(1) (2) (3) (4)

Y | A | B Y | A | B Y | A | B Y A B
X | x| o |x X | x| x X | x| x X | % x
A | x §< %) A | x %) A | x & 2 A | x & %)
B @ B @ B fl@ B jl@

FIGURE 4.5 — Cas correspondant & K.

On commence par traiter le cas K. Dans ce cas-13, il y a une aréte entre entre XnYy
et ANA' et A# A'. D’abord, on montre que la case AN B’ est vide par 'absurde : si
elle ne 'est pas, on utilise la propriété de A-uniformité (s’il y a une aréte entre une case
c et une autre case de la ligne A, alors il y a une aréte entre ¢ et chaque case non-vide
de la ligne A), il doit y avoir une aréte entre X NY et AN B’, ce qui est impossible par
B-uniformité (il est impossible d’avoir une aréte entre la premiére ligne et la troisiéme
ligne). De méme, on montre que B N A’ est vide, d’ou le plateau (1) de la figure 4.5.

Ensuite, comme A # A’, cela signifie que la case ANY ou la case A’NX est non-vide.
On va montrer que si 'une est non-vide, alors 'autre aussi. Sans perte de généralité, on
considére que c’est ANY qui est non-vide et on suppose que A’ N X est vide, afin de
déduire une contradiction. Cela est représenté sur les plateaux (2) et (3). En utilisant la
propriété Croisement, les deux cases les plus & droite de la premiére ligne ne peuvent pas
étre toutes les deux vides. Ainsi, X N B’ est non-vide, comme représenté sur le plateau (4)
Finalement, par connectivité, il y a une aréte entre X N B’ et A N A’, comme représenté
sur le plateau (5), puis par A-uniformité, il y a une aréte entre X N B’ et ANY, ce qui
est interdit par B-uniformité. On aboutit & une contradiction, montrant que si ANY est
non-vide, alors A’ N X aussi. Un raisonnement similaire montre que si A’NX est non-vide,
alors ANY aussi. Ainsi, on obtient le plateau (6).

Enfin, on démontre par 'absurde qu’il n’y a pas d’aréte entre AN A’ et BNY : sl y
en a une, alors il y a aussi une aréte entre X N A’ et BNY par A-uniformité, mais une
telle aréte ne peut exister par B-uniformité, d’ott une contradiction et le plateau (7). On
raisonne de la méme maniére pour montrer qu’il n’y a pas d’aréte entre AN A’ et X N B/,
d’out le plateau (8).

On traite maintenant le cas K_. Dans ce cas-1a, il y a une aréte entre entre X NY
et AN A’ et A = A’, comme représenté sur le plateau (1) de la figure 4.6. En utilisant
la propriété Croisement, les deux cases les plus en bas de la premiére colonne ne peuvent
pas étre toutes les deux vides. Ainsi, B NY est non-vide. Puis, par connectivité, il y a
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Y| A | B Yy A | B Y A | B
X | x| o X | x| o X | x| @ |x
Al o §< 2 Al o % @ Al o @
B %) B | x1 o B | x1 o

(1) (2) (3)

FIGURE 4.6 — Cas correspondant a K_.

une aréte entre BNY et AN A’, comme représenté sur le plateau (2). Exactement de la
méme maniére, on déduit que X N B’ est non-vide et qu’il y a une aréte entre cette case
et AN A’ ce qui permet d’aboutir au plateau (3).

Y | A | B Y | A | B Y | A | B
X | x—t=x X | x—=x X | x4
A A @ A o | x
B B @ B @

(1) (2) (3)

Y| A | B Yy A | B Y A | B
x| X | o X
Alx|o|x||Aa]x|o|x]|]|A]| 1ol
B %) B @ B @

FIGURE 4.7 — Cas correspondant a K x.

Enfin, on traite le cas Ky, c’est-a-dire quand il y a une aréte entre X NY et A"\ X,
comme représenté sur le plateau (1) de la figure 4.7.

D’abord, on peut supposer la case AN A’ vide. En effet, si elle ne 'est pas, il y a une
aréte entre elle et X N X’ par A-uniformité, ce qui implique que I'on est en fait dans le
cas K. On montre que la case BN A" est vide par I’absurde : si elle ne 'est pas, il y a
une aréte entre elle et X N X’ par A-uniformité, ce qui est impossible par B-uniformité.
On obtient alors le plateau (2).

On montre maintenant par 'absurde que A N B’ est non-vide : si elle Iétait, alors
BN B’ ne peut pas étre vide par propriété de Croisement (qui dit que les quatre cases en
bas a droite d’un plateau ne peuvent pas toutes étre vides). Ensuite, par Connectivité, il
doit y avoir une aréte entre la case B N B’ et I'une des ses cases voisines. Mais celles-ci
sont toutes vides, ce qui est donc impossible, d’ou la contradiction. On obtient donc le
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plateau (3).

D’une maniére similaire, on montre par I’absurde que A N X’ est non-vide : si elle
I’était, alors B NY ne peut pas étre vide par propriété de Croisement (qui dit aussi que
les deux cases en bas de la premiére colonne ne peuvent pas étre toutes les deux vides).
Ensuite, par Connectivité, il doit y avoir une aréte entre la case BNY et I'une des ses cases
voisines. Mais celles-ci sont toutes vides, ce qui est donc impossible, d’ot la contradiction.
On obtient alors le plateau (4).

On montre maintenant par I'absurde qu’il n’y a pas d’aréte entre les cases X N B’ et
AN B iy en aune, par A-uniformité, il y a une aréte entre X N B’ et ANY, ce qui
est impossible par B-uniformité. On montre de la méme maniére qu’il n’y a pas d’aréte
entre X NY et ANY, d’ott le plateau (5).

Finalement, afin de connecter la premiére ligne du plateau au reste, on a nécessairement
la présence de deux arétes supplémentaires : une entre les cases X N A’ et ANY, et une
entre les cases X N A’ et AN B’. On obtient alors le plateau (6).

En inversant le role des deux splits du cas K x, on obtient le cas Ky . Finalement, les
quatre cas possibles sont représentés sur la figure 4.8.

Y | A | B Y | A | B Y A | B Y | A | B
X | % X X | x| o | x X K X i
Alx|¥]|e]|a]o ol Al stots]| | al bt o
B _,»’@ B| x{o B o Bl &
K. K_ Kx Ky

FIGURE 4.8 — Les quatre cas possibles.

A partir de ces quatre cas, on peut enfin démontrer la proposition 4.7.

Démonstration (de la proposition 4.7). Soit G un graphe connexe et soit X et Y deux
splits de G qui se croisent, de (A, B)-décomposition respective (A, B) et (A’, B"). On traite
les quatre cas possibles. Dans chacun des cas, on commence par définir deux ensembles
Ap et Ba, puis on montre que X AY (ou X AY) est un split de (A, B)-décomposition
(Aa, Ba). Pour cela, il suffit de montrer la A-uniformité et la B-uniformité de X A Y (ou
de X AY). Pour montrer la A-uniformité, on procéde toujours de la méme maniére : on
suppose qu’il existe un sommet qui distingue Ax et on aboutit & 'existence d’un sommet
qui distingue A ou A’, ce qui constitue une contradiction.

— (K 4) On pose Ay = AA A" et B, = B A B'. D’abord, on remarque que Ay =
(ANY)U (X N A" car les ensembles AN B’ et BN A’ sont vides. On suppose qu’il
existe un sommet s ¢ X AY qui distingue Ap. L’ensemble X A'Y représente 5
cases du plateau (celle en haut a gauche et les quatre en bas a droite), mais s ne
peut se trouver que dans X NY ou AN A’. En effet, les cases AN B’ et BN A’ sont
vides, et la case BN B’ ne peut pas avoir d’aréte vers A A A’ par B-uniformité. Par
définition d’un sommet distinguant, il existe x,y € Aa tels que (s, z) est une aréte
et (s,y) non. On se retrouve avec quatre cas possibles :

1. s€ XNY et x ety sont tous les deux (sans perte de généralité) dans ANY.
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2. s € XNY et (sans perte de généralité), z € ANY et y € X N A",
3. s€ AN A’ et z et y sont tous les deux (sans perte de généralité) dans ANY.
4. s € AN A’ et (sans perte de généralité), v € ANY et y € X N A’

Y A | B Y | A | B Y| A|B Yy A | B
Xy X s y x| |+ X
ALy Al D A ‘Z/\ A L
B B B B

Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4

FIGURE 4.9 — Les quatre cas de K.

La figure 4.9 illustre les quatre cas. Dans le cas 1, s est un sommet distinguant de Y,
ce qui est impossible. Dans le cas 2, on prend un sommet z dans AN A’ qui est non-
vide. L’aréte entre s et x implique qu’il y a une aréte entre s et z par A-uniformité,
ce qui fait de s un sommet distinguant de Y & cause de de y et z. Dans le cas 3,
on prend un sommet z dans X N A’ qui est non-vide. L’aréte entre z et s implique
une aréte entre r et z par A-uniformité, qui implique a son tour une aréte entre z
et s par A-uniformité. De méme, la non-aréte entre y et s implique une non-aréte
entre y et z par A-uniformité, ce qui fait de z un sommet distinguant de X a cause
de y et s. Dans le cas 4, 'aréte entre x et s implique une aréte entre x et y par
A-uniformité, ce qui fait de y un sommet distinguant de X a cause de x et s.

Pour la B-uniformité, le plateau montre qu’il n’y a pas d’aréte entre B et X A Y.
(K_) Onpose Ap = A= A’ et Bn = (BNB')U(XNY). On montre ici que c’est le
complémentaire de X A'Y qui a (Aa, Ba) pour (A, B)-décomposition. Pour la A-
uniformité de X AY, soit s € X A'Y un sommet distinguant de Ax. Par symétrie
et sans perte de généralité, on peut supposer que s € BNY. On a immédiatement
que s distingue A’ car Ap = A et s ¢ Y.

Pour la B-uniformité, il n’y a pas d’aréte entre les cases placées aux quatre coins
du plateau par la propriété de B-uniformité de X et Y.
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o e |

W x| X
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FIGURE 4.10 — Schéma de la preuve du cas K x.
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— (K x) On pose Ap = A" et BA = X A B'. Pour la A-uniformité, soit s ¢ X AY
un sommet distinguant de Ax. Le sommet s ne peut pas appartenir a XNY car
il s’agirait aussi d’'un sommet distinguant de X et Y. Il ne peut pas appartenir a
AN A ou BN A’ car ces ensembles sont vides. Il ne peut pas non plus appartenir
a B N B’ par B-uniformité. Ainsi, s € AN B’ et il existe x et y appartenant a
Ax = XN A’, comme montré sur le plateau (1) de la figure 4.10. Soit z € ANY qui
est non-vide. L’aréte entre x et s implique I'existence d’une aréte entre x et z par
A-uniformité. Puis 'aréte entre z et x implique I'existence d’une aréte entre z et y
par A-uniformité. Cependant, cela fait de y un sommet distinguant de A a cause de
z et s.

Pour la B-uniformité,

— (Ky) On traite ce cas comme le cas K x, en inversant le role des deux splits. [

Point de vue mixte

Au final, les splits qui se croisent sont stables par union, intersection, différence et
différence symétrique. Une question que I’on peut se poser est si I’est possible de démontrer
toutes ces propriétés avec un seul point de vue. Avec le point de vue graphe, c¢’est possible
en utilisant la disjonction de cas du lemme 4.8. Avec le point de vue algébrique, nous ne
sommes pas parvenu & prouver la stabilité par différence symétrique.

4.2.3 Famille symétrique traversante

Dans le but d’abstraire les splits, on peut définir la notion de famille symétrique
traversante, de sorte a ce que I’ensemble des splits d’un graphe connexe en soit une.

Définition 4.8 (Famille symétrique traversante, [EG77]). Soit E un ensemble et soit F
une famille de sous-ensembles de E. On dit que F est symétrique traversante quand :

— (basée) U'ensemble O et les singletons {x} pour tout x € E appartiennent a F,
— (symétrique) si X appartient a F alors E'\ X appartient a F,

— (traversante) si X et'Y sont deux ensembles appartenant a F tels que X (), Y,
alors les ensembles X UY, X NY, X \Y et Y \ X appartiennent aussi a F.

De la méme maniére que pour les modules, il existe des définitions alternatives. Par
exemple, [FJ99] demande a ce que les ensembles ) et E n’appartiennent pas a une famille
symétrique traversante. Il existe aussi des fagons équivalentes de caractériser la condition
« traversante ». Dans [FJ99], cette condition est seulement « si X et ¥ sont deux ensembles
appartenant a F tels que X (), Y, alors les ensembles X UY et X NY appartiennent
aussi a F ». En effet, grace a la condition « symétrique », si X et Y sont deux ensembles
appartenant & F tels que X (D, Y, alors X et Y = E\ Y aussi, donc X NY =
X \ Y appartient bien a F. En réalité, il est possible de simplifier encore davantage cette
condition :

Lemme 4.9. Soit E un ensemble et soit F une famille de sous-ensembles de E. Alors
F est une famille symétrique traversante si et seulement si elle vérifie les conditions
sutvantes :

— (basée) l'ensemble D et les singletons {x} pour tout x € E appartiennent a F,

— (symétrique) si X appartient & F alors E\ X appartient a F,
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— (union jointe) si X et Y sont deux ensembles appartenant a F tels que X NY # (),
alors l’ensemble X UY appartient ausst a F.

Démonstration. On démontre ce qui différe entre la définition 4.8 et cette caractérisation.

(=) Il suffit de considérer deux ensembles X et Y et de démontrer que X UY appartient &
F, méme si on n’a que '’hypothése X NY # () a la place de X (0, V. Si X \Y =0,
alors XUY =Y e F.SiY\X =0, alors XUY =X € F. Si XUY = (), alors
XUY = F € F. Si aucune de ces trois conditions n’est vraie, et vu que l'on a
I'hypotheése X NY # (), alors X et Y vérifient X (), Y par définition et on a donc
bien X UY € F via la propriété « traversante ».

(«<=) Soit deux ensembles X et Y tels que X (), Y. On montre que X UY, X NY,
X \Y et Y\ X appartiennent aussi & F. Comme X (), Y implique X NY # (),
on a déja X UY € F via la propriété « union jointe ».

Pour montrer X NY € F, on remarque que X (), Y implique X UY # (), c’est-
a-dire X NY # (). Ainsi, par propriété « union jointe », X UY € F, c’est-a-dire que
XNY € F,et donc X NY € F par propriété « symétrique ».

D’un maniére similaire, on montre X \'Y € F : X (), Y implique Y \ X # 0,
c’est-a-dire X N'Y # (). Par propriété « union jointe », on a X UY = X \ Y € F,
puis X \ Y € F par propriété « symétrique ». Le fait que Y \ X € F se montre de
la méme maniére en inversant les roles de X et Y. O]

La caractérisation des familles symétriques traversantes du lemme 4.9 m’a permis de
bien les généraliser. En effet, pour généraliser ces familles, il faut notamment généraliser
la propriété « traversante ». Or, cela n’a pas mené a des résultats concluants. En revanche,
en partant de la propriété « union disjointe » (qui est équivalente a la propriété « tra-
versante » pour les familles symétriques traversantes) et en la généralisant, on obtient
un autre genre de famille qu’en généralisant la propriété « traversante ». Cette nouvelle
famille est définie dans le chapitre 5, définition 5.4 et a mené & des résultats concluants.

4.2.4 Famille sans croisement

Parmi les familles symétriques traversantes, il en existe une catégorie particuliére, ap-
pelées familles sans croisement qui ont la particularité de vérifier trivialement la propriété
« traversante », dans le sens ou pour tout ensemble X et Y de la famille, X et Y ne se
croisent pas.

Définition 4.9 (Famille sans croisement [EG77|). Soit E un ensemble et soit F une
famille de sous-ensembles de E. On dit que F est sans croisement quand :

— (basée) l'ensemble ) et les singletons {x} pour tout x € E appartiennent a F,

— (symétrique) si X appartient & F alors E\ X appartient a F,

— (trivialement traversante) si X et Y sont deux ensembles appartenant a F, alors
X LY (X etY ne se croisent pas).

Dans ce contexte, ce n’est pas équivalent de demander que la propriété « union dis-
jointe » soit vérifiée trivialement (c’est-a-dire que X N'Y = ) pour tout X et Y de la
famille). En effet, si une famille F est symétrique et vérifie X NY = () pour tout X et Y,
alors F doit étre vide ou de la forme F = {X, X}, c’est-a-dire n’avoir que deux éléments.

Ainsi, bien que les propriétés « traversante » et « union disjointe » sont équivalentes
en ce qui concerne la définition des familles symétriques traversantes, elles ne le sont pas
dés qu’il s’agit de définir d’autres familles connexes :
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— pour généraliser les familles symétriques traversantes, il vaut mieux utiliser la pro-
priété « union disjointe »,

— mais pour restreindre les familles symétriques traversantes aux familles sans croise-
ment, il vaut mieux utiliser la propriété « traversante ».

Une famille sans croisement contient au plus un nombre linéaire d’élément (c’est-a-dire
que si |E| = n, alors une famille sans croisement sur F contient au plus O(n) éléments)
et peut ainsi étre représentée par un arbre [EG77, BXHR12].

Proposition 4.10. [EG77] Soit F une famille sans croisement sur E. Il existe un
(unique) arbre T sur E tel que :

— les feuilles de T soient les éléments de F,

— un ensemble X appartient a F si, et seulement si, il existe un neud u de T telle
que X soit l’ensemble des feuilles de zéro, un, tous sauf un ou tous les sous-arbres
connezes de T obtenus en enlevant le neud u.

En général, on trouve plutdt la deuxiéme condition formulée : un ensemble X qui
n’est ni vide ni E appartient a F si, et seulement si, il existe une aréte e de T telle
que X soit I'ensemble des feuilles d’'un des deux sous-arbres de 1" obtenu en enlevant
I’aréte e. On se convainc facilement que cette formulation est équivalente. Cependant, elle
présente certains inconvénients. Déja, I’ensemble vide et I’ensemble E ne peuvent pas étre
représentés. De plus, afin de pouvoir généraliser par le suite, le fait d’indiquer clairement
les quantités « zéro », « un », « tous sauf un » et « tous » induit une généralisation
naturelle, qui consiste a changer les quantités autorisées. Par exemple, on peut autoriser
n’importe quelle quantité de sous-arbres ou n’autoriser que les quantités inférieures a un
nombre fixé.

FExemple 4.2. La figure 4.11a représente un exemple d’arbre T' correspondant & une famille
F sans croisement sur un ensemble E = {a,b,c,d, e, f,g}. On peut retrouver la famille
F grace a la proposition 4.10. On considére chaque nceud interne (ici, uq, ug, us et uy),
on le retire de 'arbre, on regarde les différents sous-arbres connexes formés, et chaque
ensemble de 0,1,d — 1 ou d sous-arbres correspond a un élément de F, ou d est le degré
du nceud enlevé. Par exemple, en enlevant u;, on obtient la figure 4.11b. On a trois sous-
arbres connexes : 'arbre ayant a comme feuille, celui ayant b comme feuille et celui ayant
¢,d, e, f, g comme feuilles. Ainsi, les ensembles suivants font partie de F :

— Densemble () en tant qu'union de zéro sous-arbre,
— les ensembles {a}, {b} et {c,d, e, f,g} en tant qu'union d’un seul sous-arbre,

— les ensembles {a,b}, {b,c,d,e, f,g} et {a,c,d,e, f,g} en tant qu'union de tous les
sous-arbres sauf un

— et 'ensemble E en tant qu'union de tous les sous-arbres.

En enlevant ugz, on obtient la figure 4.11c, dans laquelle les sous-arbres connexes ont pour
ensemble de feuilles {a, b}, {c,d}, {e} et {f,g}. Les ensembles suivants font donc partie
de F :

— T’ensemble () en tant qu’'union de zéro sous-arbre,
— les ensembles {a, b}, {c,d}, {e} et {f, g} en tant quunion d’un seul sous-arbre,

— les quatre ensembles {a,b,c,d, e}, {c,d,e, f,g}, {a,b,e, f, g} et {a,b,c,d, f,g} en
tant qu’union de tous les sous-arbres sauf un
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— et ’ensemble F en tant qu’union de tous les sous-arbres.
En faisant de méme pour wuy et uy, on obtient finalement que ’ensemble F est égal a
I"union :

— de tous les sous-ensembles de 0,1,n — 1 et n éléments de E, ou n = |F|

— et des ensembles {a, b}, {c,d}, {f, g} ainsi que de leur complémentaire.

a ur b a b a ur b
[ L o—O—o
9 Uz Jug ug _C 9 Uz ug ug C 9 U Uy C
f e d f e d f e d
(a) Arbre T. (b) T sans uy. (c) T sans us.

FIGURE 4.11 — Les feuilles sont en noir et sont indexées par des éléments de E =
{a,b,c,d,e, f,g}. Les noeuds internes sont en blancs et sont nommés uy, ug, ug, uy.

Etant donné une famille symétrique traversante F, il est possible d’étendre cette re-
présentation en arbre. Pour cela, on a besoin de la famille sans croisement induite par F.
Il s’agit d’une famille obtenue en ne gardant que les éléments de F qui ne croisent aucun
autre élément. Ainsi, cette famille est garantie d’étre sans croisement.

Définition 4.10 (Famille sans croisement induite). Soit F une famille symétrique traver-
sante. La famille sans croisement induite par F est la famille {X € F |VY € F, X 1,
Y}.

La propriété forte est qu'une famille symétrique traversante F peut étre décomposée
en arbre et que cet arbre est le méme que celui de sa famille sans croisement induite,
auquel on ajoute une annotation et un ordre sur chaque nceud. J’ai repris la dénomina-
tion des annotations de la thése de Bui Xuan [BX08|. On trouve par exemple une autre
dénomination chez [CES0].

Proposition 4.11. [CES0] Soit F une famille symétrique traversante sur E. Il existe un
arbre T' tel que :

— les feuilles de T soient les éléments de F,
— chaque neud interne est annoté par premier, dégénéré ou circulaire,
— chaque neud interne posséde un ordre circulaire de ses voisins,

— un ensemble X appartient a F si et seulement si il existe un neud u de T tel que
l'un des cas suivants soit vérifié :

— u est annoté par premier et X est [’ensemble des feuilles de zéro, un, tous sauf
un ou tous les sous-arbres connexes de T' obtenu en enlevant le neud u.

— u est annoté par complet et X est I’ensemble des feuilles de n’importe quel
nombre de sous-arbres connezxes de T obtenus en enlevant le neud w.

— u est annoté par circulaire et X est [’ensemble des feuilles de n’importe quel
nombre de sous-arbres connexes de T qui sont contigus dans 'ordre circulaire
autour de u et obtenus en enlevant le neud u.
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De plus, cet arbre est unique st on s’autorise a changer les annotations des neeuds de
degré 3 et a tnverser les ordres circulaires des arétes autour des neeuds.

Le fait d’autoriser le changement d’annotation pour les noceuds de degré 3 vient du fait
que pour ces neceuds, les trois annotations « premier », « complet » et « circulaire » sont
équivalentes : changer I’annotation ne change pas les ensembles de sous-arbres connexes
que l'on peut choisir.
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(a) Arbre T. (b) T sans ug.

FIGURE 4.12 — Les feuilles sont en noir et sont indexées par des éléments de E =
{a,b,c,d,e, f,g,h}. Les nceuds internes sont en blancs et sont nommés wuy, us, ug et uy.
L’étiquette de chaque nceud interne est représentée par le motif au sein du noeud : vide
pour un neceud premier, avec une croix pour un nceud complet et avec deux rond concen-
triques pour un nceud circulaire. Tacitement, l'ordre circulaire des voisins d'un nceud
interne est I'ordre qui tourne dans le sens horaire autour du nceud, de sorte que les com-
posantes contigiies selon cet ordre soient celles qui sont cote a cote sur la figure. La fleche
bleue explicite cet ordre pour us.

FExemple 4.3. La figure 4.12a représente un exemple d’arbre T' correspondant a une famille
F symeétrique traversante sur un ensemble F = {a,b,c,d, e, f, g, h}. On peut retrouver la
famille F grace a la proposition 4.11. On considére chaque nceud interne (ici, uy, ug, ug
et uy), on le retire de l'arbre et on regarde les différents sous-arbres connexes formés.
En fonction de I'étiquette du noeud considéré, certaines unions de sous-arbres connexes
correspondent a un élément de F . Par exemple, en enlevant u3, on obtient la figure 4.11c.
On a quatre sous-arbres connexes : I'arbre ayant a, b, h comme feuilles, celui ayant c,d
comme feuilles, celui ayant e et celui ayant f,g. Ainsi, les ensembles suivants font partie
de F :

— Densemble () en tant qu'union de zéro sous-arbre,

— les ensembles {a, b, h}, {c,d}, {e} et {f, g} en tant qu'union d’un seul sous-arbre,

— les ensembles {a,b,c,d,h}, {c,d, e}, {e, f,g} et {a,b, f,g,h} en tant quunion de
deux sous-arbres contigus suivant [’ordre des neceuds de [’arbre,

— les ensembles {a,b,c,d, e, h}, {c,d,e, f, g}, {a,b,e, f,g,h} et {a,b,c,d, f,g,h} en
tant qu’union de tous les sous-arbres sauf un

— et ’ensemble F en tant qu’union de tous les sous-arbres.

En enlevant u;, on obtient les sous-arbres connexes qui ont pour ensemble de feuilles {a},
{b}, {h} et {c,d,e, f,g}. Les ensembles suivants font donc partie de F :
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— Densemble () en tant qu'union de zéro sous-arbre,

— les ensembles {a}, {b}, {h} et {c,d,e, f, g} en tant qu'union d’un seul sous-arbre,
— les ensembles {a, b}, {a,h}, {b,h}, {a,c,d e, f,q}, {b,c,d,e, f,g} et {c,d,e, f,q,h}

en tant qu’'union de deux sous-arbres,
— les ensembles {b,c,d,e, f,g,h}, {a,c,d e, f,g,h}, {a,b,c,d e, f,g} et {a,b,h} en

tant qu’union de tous les sous-arbres sauf un
— et ’ensemble F en tant qu’union de tous les sous-arbres.

En faisant de méme pour us et uy, on obtient finalement que ’ensemble F est égal a
I'union :
— de tous les sous-ensembles de 0,1,n — 1 et n éléments de E, ou n = |E|

— et des ensembles {a, b}, {a, h}, {b,h}, {a,b,h}, {c,d}, {c,d, e}, {e, f,q}, {f, g} ainsi

que de leur complémentaire.

L’arbre de décomposition d’une famille symétrique traversante F est appelé [’arbre de
décomposition d’Edmonds-Giles de F, en référence a [EGT77| qui présentait un arbre de
décomposition pour les familles sans croisement.

Cependant, on peut déduire que l’ensemble des splits d’un graphe connexe est une
famille symétrique traversante. En effet, on sait que ’ensemble vide et les singletons sont
des splits. De plus, le complémentaire d’un split est un split au vu de la symétrie de sa
définition (cf. définition 4.5). Enfin, la section 4.2.2 a permis d’établir le fait que dans
un graphe connexe, si X et Y sont deux splits tels que X (), Y, alors les ensembles
XUY, XNY, X\Y et Y\ X sont aussi des splits. On a méme pu obtenir la propriété
supplémentaire que X A Y est aussi un split.

Lemme 4.12. L’ensemble des splits d’un graphe connexe forme une famille symétrique
traversante.

Etant donné qu’une famille symétrique traversante peut étre représentée par un arbre,
il est naturel de vouloir représenter I’ensemble des splits dans un arbre. Comme les splits
ont une propriété supplémentaire de stabilité par rapport aux familles symétriques tra-
versantes, a savoir que la différence symétrique de deux splits qui se croisent est aussi un
split, I’arbre de décomposition des splits est plus rigide. Notamment, le cas d’'un noeud
circulaire n’est plus possible [CE80]. En revanche, il est possible de représenter a I'inté-
rieur de cet arbre, en plus de I’ensemble des splits de G, la structure méme de G. Cela
forme [’arbre de décomposition de Cunningham |GP12].
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Dans ce chapitre, j'utiliserai les concepts définis dans la section 2.3. Dans la section
5.1, je commence par introduire les r-splits qui sont les objets principaux de ce chapitre. Il
s’agit d'une généralisation des splits étudiés dans le chapitre 4. Je présente ensuite quelques
propriétés de stabilité des r-splits qui généralisent celles des splits. Ces propriétés invitent a
considérer ’ensemble des r-splits d’un graphe donné, comme cela était fait pour les splits.
On obtient alors I"hypergraphe des r-splits. On abstrait cette notion afin d’obtenir une
classe d’hypergraphe K, (n), de la méme fagon que la notion de famille de splits avait été
abstraite en la notion de famille symétrique traversante (cf. section 4.2.3). Celle-ci permet
de représenter les r-splits d’un graphe. Enfin, en suivant ce qui a été fait avec les splits,
on introduit une notion d’orthogonalité et d’hypergraphe sans r-croisement. Ces notions
permettent d’obtenir un certain nombre de théorémes qui sont tous une généralisation de
ce qui a été obtenu pour les splits. Tout d’abord, il est possible de représenter 'intégralité
des r-splits d’'un graphe dans une structure de taille polynomiale (cf. section 5.2) et de
calculer cette structure en temps polynomial (cf. section 5.4). De plus, on montre que cette
structure est quasiment optimale en exposant une borne inférieure pour les hypergraphes
sans r-croisement.

5.1 Introduction

Dans cette section, on reprend le cheminement de la décomposition en splits et on la
généralise. On introduit ainsi les r-splits et on présente diverses notions et propriétés qui
étendent celles des splits.

5.1.1 Définitions

Un split peut étre défini comme une coupe de rang au plus 1 (cf. définition 4.5).
Cette définition a I'avantage de pouvoir étre généralisée facilement et naturellement. Ainsi,
j’introduis la notion de r-split en tant que coupe de rang au plus r. On rappelle que le

range d’une coupe X est le rang de la matrice d’adjacence de G[X, X]| (cf définition 2.19).

Définition 5.1 (r-split). Soit G un graphe et X un ensemble de sommets de G. X est
un r-split si p(X) < r, c’est-a-dire si la coupe (X, X) a un rang d’au plus r.

Ezemple 5.1. Dans le graphe de la figure 5.1, 'ensemble {a, b, ¢, d, e} est un 2-split. C’est
aussi un r-split pour tout r > 2. En revanche, ce n’est ni un 1-split ni un O-split.

Correspondance avec les voisinages

Le but est d’interpréter la définition des r-splits en termes de voisinages, c¢’est-a-dire
d’obtenir une propriété de la forme « un ensemble X est un r-split si, et seulement si,
il existe r voisinages de X tels qu’une propriété soit vérifiée. » Dans cette propriété, un
voisinage de X est un ensemble de sommets de X . Dans le cas des splits (donc des 1-splits),
on peut reformuler la définition 4.5 en « un ensemble X est un split si, et seulement si, il
existe un voisinage N de X tel que tout sommet de X ait pour voisinage extérieur N ou
0. » On rappelle que le voisinage extérieur d’un sommet x de X est N(z) N X. Dans le
cas des r-splits, on a la caractérisation suivante :

Lemme 5.1. Un ensemble X est un r-split si, et seulement si, il existe r voisinages
Ny, ..., N, de X tels que tout sommet de X a pour voisinage extérieur une union disjointe
de nimporte quel nombre de voisinages Ny, ..., N,.
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e e abecde f gh.i
v a 010001100
Q b |1 00111010
c loooo10110
Q @ (i) d |01 0000000
e |01 1000000
(e) f 110000000
A g |1 01000001
(¢ @ h lo1 1000000
i 00000010 0
f g h i
« [1 100
AGHabed el fonil=" |5 71
d (0000
e 000 0

FIGURE 5.1 — Un graphe ayant une coupe de rang 2. Les sommets bleus représentent un
coté de la coupe et les sommets rouges l'autre coté. Les arétes en gras sont les arétes
qui traversent la coupe. La matrice d’adjacence du graphe est représentée en utilisant le
méme code couleur. Ainsi, 'ensemble {a, b, c,d, e} est un 2-split.

Une union disjointe de n’importe quel nombre de voisinages Ny, ..., N, est de la forme
N =N;, AN, A ... AN, avec 0 <k <r. Cela signifie qu'un sommet appartient a N
si, et seulement si, il appartient a un nombre impair de voisinages parmi N;,, N;,, ..., V;,.

Démonstration. Si X est un r-split, la matrice d’adjacence A de G[X, X] a un rang d’au
plus 7. I existe donc r vecteurs vy, . .., v, de 5 dont les sommets sont indexés par X tels
que toute colonne de A s’écrit comme une combinaison linéaire de ces vecteurs. Comme
cette combinaison linéaire s’effectue dans Iy, les seuls coefficients possibles sont 0 et 1,
et I’addition est effectuée modulo 2. Soit N; le sous-ensemble de sommets de X tel que
y € N; si et seulement si le coefficient correspondant & y dans v; est égal a 1. Il reste a
montrer que chaque sommet x de X a un voisinage extérieur N (z)NX qui peut s’exprimer
comme 'union disjointe de n’importe quel nombre de voisinages Ny, ..., N,. Soit x un
sommet de X et v le vecteur correspondant & la colonne de A indexée par x. On sait
que v peut s’écrire comme la combinaison linéaire dans Iy de vy, ..., v,, c’est-a-dire qu’il
existe v;,,...,v;, tels que v =v;, +... 4+ v;, (mod 2). Ainsi, on a la suite d’équivalences
yeNx)NX <= vy =1 <= v,y +... v,y =1 < ye N, A...AN,.
On utilise un raisonnement similaire pour montrer ’autre sens. S’il existe r voisinages
Ny, ..., N, de X tel que tout sommet de X ait pour voisinage extérieur une union disjointe
de n’importe quel nombre de voisinages Ni,..., N,, alors on définit v; pour 1 < i < r
tel que v; soit indexé par les sommets de X et tel que v;[y] = 1 si y € N; et 0 sinon.
Soit v le vecteur correspondant & une colonne de la matrice d’adjacence A de G[X, X]
et soit x l'indice de v dans A. On montre que v s’écrit comme une combinaison linéaire
dans Iy de vy,...,v,, c’est-a-dire qu’il existe v;,,...,v; tels que v = v;; + ... 4+ v;,
(mod 2). On sait que pour chaque z, il y a des voisinages extérieurs NN;,, ..., N;, tels que
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N(z)NX = N;; A ... A N,,. Par définition des v;, on a donc bien v = v;, + ...+ v;,
(mod 2). O

5.1.2 Propriétés de base

Tout d’abord, deux propriétés découlent directement de la définition d’un r-split et
des propriétés du rang de coupe p.

Lemme 5.2. Soit G un graphe et X un ensemble de sommets.
1. Si |X| <r alors X et X sont des r-splits.
2. Si X est un r-split alors V(G) \ X est aussi un r-slit.

Démonstration. On montre les deux points :

1. Comme le rang d’une matrice est toujours inférieur ou égal & son nombre de lignes
et & son nombre de colonnes, on sait que p(X) < min(|X|, | X]). Ainsi, X et X sont
des r-splits.

2. D’aprés la proposition 2.13, on sait que p(X) = p(X), d’ou le résultat. O

On voit dans cette preuve que p(X) < min(|X|,|X]). Cela nous motive & nous inté-
resser au cas oul cette inégalité est en réalité une égalité.

Définition 5.2 (r-split trivial). Un r-split X est dit trivial si p(X) = min(|X|,|X]).

En d’autres termes, le r-split X est trivial si la matrice d’adjacence de G[X, X] a rang
maximal (dans Fs).

On sait de plus que la fonction p est une fonction de connectivité (cf. proposition 2.13).
Cela signifie en particulier que p(X NY) +p(X UY) < p(X) + p(Y). On aimerait utiliser
cette propriété pour montrer que 'union et 'intersection de deux r-splits sont aussi des
r-splits. En effet, si X et Y sont des r-splits, cela signifie que p(X) < r et p(Y) < r.
Ainsi, p(X NY)+ p(X UY) < p(X) + p(Y) < 2r. Pour pouvoir conclure, il faudrait que
cette borne p(X NY) 4+ p(X UY) < 2r soit répartie équitablement entre p(X NY) et
p(X UY) (de fagon a déduire p(X NY) < r et p(X UY) < r), ce qui signifie qu'on ne
pourrait pas avoir par exemple p(X NY) >r+1et p(X UY) <r — 1. Pour ce faire, on
va imposer que p(X NY) > r et p(X UY) > r sous certaines conditions. Ainsi, si on a
p(XNY)+p(XUY) < 2ret p(XNY) > r par exemple, alors on déduit que p(XUY) <.

On peut résoudre ce probléme en se concentrant sur la motivation de 'introduction
des r-splits Un des buts des 2-splits est de pouvoir décomposer un graphe qui est premier
pour les 1-splits, c’est-a-dire qui ne contient aucun 1-split (excepté ceux qui sont triviaux).
De méme, on peut imaginer que les r-splits permettent de décomposer les graphes qui sont
premiers pour les (r — 1)-splits, ¢’est-a-dire qui ne contiennent aucun (r — 1)-split (excepté
ceux qui sont triviaux). Cela signifie que I’on peut supposer sans trop perdre de généralité
que notre graphe G ne contient aucun (r — 1)-split. Cette condition s’appelle la r-rang
connectivité. Elle est définie formellement de la fagon suivante :

Définition 5.3 (r-rang connecté [Oum23|). Un graphe G est r-rang connecté si pour tout
m < r, l'inégalité p(X) < m implique l'inégalité min(|X|, |X|) < m.

On montre facilement que cette définition est équivalente a la caractérisation suivante :

Lemme 5.3. Un graphe G est r-rang connecté si et seulement si chaque (r — 1)-split est
trivial.
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Démonstration. Pour alléger les notations, on note +(X) = min(|X|, | X]).

(=) Soit G un graphe r-rang connecté. Soit X un (r — 1)-split. Ainsi, On a p(X) < r.
Soit m = p(X) + 1. On a donc p(X) = m — 1 < m. Par r-rang connectivité, on a
t(X) < m et donc t(X) < p(X). Cependant, pour chaque ensemble X, on sait que
p(X) < t(X). Cela signifie donc que ¢(X) = k et donc que X est trivial.

(<) Soit G un graphe tel que chaque (r — 1)-split est trivial (c’est-a-dire que t(X) =
p(X)). Soit m < ret X tels que p(X) < m. Ainsi, p(X) < ret X est un (r—1)-split.
Finalement, t(X) = p(X) < m, ce qui signifie que G est r-rang connecté. O

Bien que la caractérisation d’un graphe r-rang connecté porte sur les (r — 1)-splits
triviaux, on peut déduire une propriété qui caractérise les r-splits triviaux d’un graphe
r-rang connecté.

Lemme 5.4. Soit G un graphe r-rang connecté et X un ensemble de sommets de G.
Alors X est un r-split trivial si et seulement si min(|X|, | X|) < r.

Démonstration. Soit G un graphe r-rang connecté et X un ensemble de sommets de G.

(=) On sait que X est un r-split trivial. Le coté trivial signifie que p(X) = min(| X/, | X]).
De plus, par définition d'un r-split, on a p(X) < r. Ainsi, min(|X|,|X]) < r. On
remarque que cette partie de la preuve reste vraie méme si G n’est pas r-rang
connecteé.

(<=) On sait que la taille de X vérifie min(|X|,|X|) < r. De plus, on sait que la fonction
p vérifie p(X) < min(|X], | X]), ce qui montre que p(X) < 7 et donc que X est un
r-split. Si p(X) = r, alors p(X) = min(|X|,|X]|) = 7 et X est un r-split trivial.
Sinon, p(X) < r, ce qui signifie que X est en fait un (r — 1)-split. Puisque G est
r-rang connecté, X est trivial. C’est donc un (r — 1)-split trivial et a fortiori un
r-split trivial. O]

Réciproquement, dans un graphe r-rang connecté, les ensembles X dont la taille vérifie
r < |X| < |V|—r ont forcément un rang de coupe p(X) qui vérifie p(X) > r.

Lemme 5.5. Soit G un graphe r-rang connecté et X un ensemble de sommets de G
vérifiant r < | X| < |V| —r. Alors p(X) > r.

Démonstration. Par I'absurde, supposons que p(X) < r. Ainsi, X est un (r — 1)-split.
Par r-rang connectivité, X est trivial. Par définition d’étre trivial, p(X) = min(| X[, | X]).
Ainsi, min(| X, |X]) < r, ce qui contredit le fait que r < | X| < |V] —r-. O

Ainsi, on a montré que dans un graphe r-rang connecté, dés qu’on a un ensemble de
sommets X dont la taille vérifie r < |X| < |V| — r, on peut déduire une borne inférieure
sur le rang de coupe de X. C’est exactement le genre de condition que 1’on cherchait plus
haut et qui permettait de conclure sur la stabilité des r-splits par union et intersection.

Lemme 5.6. Si X etY sont deuz r-splits d’un graphe r-rang connecté G et si | XNY| > r,
alors X UY est ausst un r-split.

Démonstration. On a trois cas possibles :
L Si|XUuY|<rou|XUY|<r alors p(XUY) <min(|XUY|,| X UY]|) <r, ce qui
signifie que X U'Y est un r-split.

2. Si|lXNY|<ryalorsona |[XUY|<|XNY]|<reton est ramené au premier cas,
ce qui montre que X UY est un r-split.
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3. Sinon, le nombre de sommets de X UY et X NY sont tous les deux entre r et
|V| — r, car on a traité le cas ou | X U Y| n’est pas dans cette fourchette dans le
premier cas, on a traité le cas ot | X NY| est trop grand dans le deuxiéme cas et on
sait que | X NY'| ne peut étre trop petit par hypothése. Ainsi, d’aprés le lemme 5.5,
p(XUY) >ret p(XNY) >r. Vuque X et Y sont des r-splits, on sait que p(X) < r
et p(Y') < r. Par sous-modularité, on déduit que p(X UY) + p(X NY) < 2r. Ainsi,
p(XUY)=p(XNY)=ret XUY est un r-split. O

Ce lemme permet d’étendre la propriété de stabilité des splits aux r-splits.

Corollaire 5.7. Soit G un graphe r-rang connecté et soit X etY deux r-splits de G. On
a:

— Si | XNY|>r, alors X UY est un r-split.
— S| XUY|>r, alors X NY est un r-split.
— Si | X\Y|>r, alors Y \ X est un r-split.
— Si Y\ X|>r, alors X \'Y est un r-split

Démonstration. Le premier point est prouvé par le lemme 5.6. En remplacant X par X
et/ou Y par Y, on obtient les trois autres points en utilisant le fait que p est symétrique.

]

Lien avec les splits

On rappelle que la définition des r-splits est telle qu'un 1-split est un split. Prenons
alors r = 1 dans le corollaire 5.7 et vérifions que l'on retrouve bien la proposition 4.5,
qui disait que dans un graphe connexe, si deux splits se croisent, alors leur union, leur
intersection et leurs différences sont aussi des splits.

Tout d’abord, un graphe G est connexe si, et seulement si, il est 1-rang connecté. En
effet, étre 1-rang connecté signifie d’aprés le lemme 5.3 que tout 0-split est trivial, c’est-
a-dire que toute coupe (X, X) de rang 0 vérifie min(X, X) = 0. Or, une coupe de rang 0
est une coupe telle que la matrice d’adjacence de G[X, X| est nulle, c’est-a-dire qu’il n'y
a pas d’aréte entre X et X, c’est-a-dire que cette coupe est faite entre deux parties de G
qui ne sont pas connectées. De plus, les seules coupes qui vérifient min(X, X) = 0 sont
(V(G),0) et (0,V(G)). Ainsi, un graphe est 1-rang connecté s’il n’a pas deux parties qui
sont déconnectées, c’est-a-dire si le graphe est connexe.

Ensuite, deux splits X et Y se croisent si [ X NY| > 1, [ XUY|>1 |[X\Y|>1
et |Y \ X| > 1. On remarque que cela correspond bien aux conditions du corollaire 5.7,
mais que toutes ces conditions sont imposées simultanément dans le cas des splits, alors
qu’elles sont demandées séparément dans le cas des r-splits. On peut donc penser qu’en
utilisant le corollaire 5.7 avec r = 1, on peut déduire davantage de splits qu’en utilisant la
proposition 4.5. Il se trouve que non. Dés qu’une condition parmi | XNY| > 1, | XUY| > 1,
|IX\Y| > 1et|Y\X]|>1n’est pas vérifice, les ensembles qui peuvent étre déduits comme
split parmi X NY, XUY, X\ Y et Y\ X via le corollaire 5.7 peuvent étre déduits comme
split via d’autres propriétés. Par exemple, si on a bien [ X UY| > 1, | X \ Y| > 1 et
Y\ X| > 1 mais que | X NY]| =0, on déduit via le corollaire 5.7 avec r = 1 que X NY,
X \Y et Y\ X sont des splits (ce qu’on n’aurait pas pu déduire via la proposition 4.5).
Cependant, X NY = ) par hypothése, X \Y = X et Y\ X =Y. On a donc déduit que
I’ensemble vide, X et Y sont des splits, ce que 1'on savait déja.

Finalement, le corollaire 5.7 pris avec » = 1 est bien équivalent a la proposition 4.5.
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5.1.3 L’hypergraphe des r-splits

Soit G un graphe r-rang connecté qui a pour ensemble de sommets V(G) = [n].
Notons H,.(G) 'hypergraphe dont les sommets sont les mémes que G (c’est-a-dire que
V(H,(G)) = [n]) et dont I'ensemble des hyper-arétes E(H,.(G)) est I’ensemble des r-splits
de G (c’est-a-dire les ensembles de sommets X C V(G) tels que p(X) < r). D’aprés les
lemmes 5.2 et 5.6, on sait que H,(G) satisfait les propriétés suivantes : (1) si A € £(H,(G)),
alors V(G)\ A € £(H,(G)); (2) pour chaque ensemble de sommets X C V(G), si | X| <,
alors X € E(H,(G)); (3) si A,B € E(H,(G)) etsi |[ANB|>r,alors AU B € £(H,(G)).
Ainsi, on considére les hypergraphes qui vérifient ces propriétés.

Dans cette section, on ne travaillera qu’avec des hypergraphes dont I’ensemble des
sommets est V(H) = [n]. Ainsi, on identifie I'hypergraphe H avec l'ensemble des ses
hyper-arétes £(H). Cela signifie par exemple que 'on écrira indifféremment A € £(H) ou
A € H pour désigner I'hyper-aréte A de H. De méme, on notera { A, B} 'hypergraphe H
tel que V(H) = [n] et E(H) = {A, B}.

Définition 5.4 (Notation KK,(n)). Soit K.(n) la classe des hypergraphes H ayant pour
ensemble de sommets V(H) = [n], tels que l’'ensemble des hyper-arétes E(H) vérifie les
trois regles suivantes :

R - : Pour chaque ensemble de sommets X C V(H), si |X| <r, alors X € E(H).
R_: SiAc&(H), alors V(H)\ Ae E(H).
R,: SiA,Be&(H) et | ANB|>r, alors AUB € E(H).

En combinant les trois régles R<, R et R, on déduit les trois propriétés suivantes :

Lemme 5.8. Soit H un hypergraphe appartenant a la classe IK,.(n). Alors H vérifie les
trois propri€tés suivantes :

P : Pour chaque ensemble de sommets X C V(H), si |X|>n—r, alors X € H.

P.: SiA/BeHet|AUB|>r, alors ANB € H.
P, : SiA,BeHet|A\B|>r, alors B\ Ac H.

Démonstration. La propriété P> est obtenue en combinant les régles R< et R, tandis
que les propriétés Pn et P\ sont obtenues en combinant les régles R et R plusieurs
fois chacune.

Tout d’abord, montrons la propriété P-. Soit X un ensemble de sommets tel que
|X| > n —r. Ainsi, X vérifie | X| < r, et d’aprés la régle R<, on a X € H. Enfin, en
appliquant larégle R4 X € H,ona X € H.

Ensuite, montrons la propriété Ppn. Soit A, B € H tels que |[AU B| > r. D’aprés la
régle R_, A € H et B € H. On sait que [ANB| = |AU B| > r, donc d’aprés la régle R,
AUB = AN B € H. Enfin, en appliquant la régle R & nouveau a I’ensemble AN B € H,
on obtient que AN B € H.

De la méme maniére, on montre la propriété P.. Soit A, B € H tels que |A\ B| > r.
D’aprés larégle R_,, B € H. On sait que |ANB| = |A\ B| > r, donc d’aprés la régle R,
AUB = B\ A € H. Enfin, en appliquant la régle R_ & nouveau & I’ensemble B\ A € H,
on obtient que B\ A € H. O

De plus, 'union de plus de deux hyper-arétes de H peut aussi étre une hyper-aréte de
H lorsque certaines conditions sont vérifiées a propos de leurs intersections.
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Lemme 5.9. Soit H € K, (n) et soit Ay,..., Ay des hyper-arétes de H. Si pour chaque
1<i<konalA;NA| >r, aors Ule A; est aussi une hyper-aréte de H.

Démonstration. On montre ce lemme par récurrence. Pour k£ = 1 il n’y a rien a prouver
et pour k = 2, le lemme correspond & la régle R . Supposons que le lemme soit vrai
pour k hyper-aréte et prouvons qu’il 'est pour k£ + 1. Soit A" = Ay U ... U Ag. A est
une hyper-aréte de H par hypothése de récurrence. Il reste & montrer que A’ U Ay 1 est
une hyper-aréte de H. Puisque A, C A’, on a A, N A1 € A’ N Ajyq, ce qui signifie que
|A" N Agy1| > |Ax N Agyq| > r. Enfin, d’aprés la régles R, A’ U Ay, est une hyper-aréte
de H. O]

On rappelle que 'on a défini la classe IK,.(n) de sorte que pour chaque graphe r-rang
connecté G d’ordre n, I'hypergraphe H,.(G) constitué de tous les r-splits de G appartient
a la classe IK,.(n).

La classe K, (n) a la propriété d’étre une famille de Moore (cf. définition 2.16). Cela
signifie donc que : (1) Phypergraphe 2" qui posséde toutes les hyper-aréte appartient a
K, (n); (2) si on prend deux hypergraphes Hy, Hy € K, (n), alors leur intersection H; N Ho
est aussi dans K,.(n). On rappelle que U'intersection de deux hypergraphes H; et Hy qui
ont le méme ensemble de sommets est 'hypergraphe H; N Hy tel que V(Hy N Hy) =
V(Hy) = V(Hs) et tel que E(Hy N Hy) = E(Hy) NE(H,). Cette définition d’intersection
est naturelle quand on identifie un hypergraphe et son ensemble d’hyper-arétes.

Lemme 5.10. La classe K,.(n) est une famille de Moore.

Démonstration. Tout d’abord, comme la définition 5.4 demande uniquement a ce que
certaines hyper-arétes soient présentes (et ne demande pas a ce que des hyper-arétes
solent absentes), on en déduit directement que 'hypergraphe 2"l qui contient toutes les
hyper-arétes est dans la classe KK,.(n). Ensuite, montrons que si Hy, Hy € IK,(n), alors
Hy N Hy € K,(n). Pour ce faire, soit A, B deux hyper-arétes de H; N Hy et soit X un
ensemble de sommets de V(H;) = V(Hs). Montrons que ces hyper-arétes vérifient les
régles R<, R, R de la définition 5.4 :

— Pour R< : Si |X| < r, alors X est une hyper-aréte de H; d’aprés la régle R<
appliquée & X de Hy € K,(n) et X est une hyper-aréte de Hy d’apres la régle R <
appliquée a X de Hy € K, (n). Ainsi, X est une hyper-aréte de Hy N Ho.

— Pour R_, : Puisque A est une hyper-aréte de H; N Hy, A est aussi une hyper-aréte
de Hy, et A est aussi une hyper-aréte de H; d’aprés la régle R appliquée a A de
H, € K,(n). De méme, A est une hyper-aréte de H,. Ainsi, A est une hyper-aréte
de H1 N HQ.

— Pour R : Si |[ANB| > r, alors AU B est une hyper-aréte de H;d’apreés la régle R
appliquée & A de H; € K, (n). De méme, AU B est une hyper-aréte de Hy. Ainsi,
AU B est une hyper-aréte de Hy N Hs.

Finalement, H; N H, satisfait bien la définition 5.4, ce qui montre que H1NH;y € K,.(n). O
Le principal intérét d’avoir une famille de Moore est que cela induit un opérateur de

cloture, comme énoncé dans le lemme 2.5. Dans notre cas, I'opérateur de cloture associé
est le suivant :

Lemme 5.11. Soit H un hypergraphe avec V(H) = [n| pour ensemble de sommets. La
cloture de H dans K,.(n), notée <H>,, est 'hypergraphe qui est l'intersection de tous
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les hypergraphes qui contiennent H et qui appartiennent & IK,.(n). Un hypergraphe H tel
que <H>, = H est appelé un hypergraphe clos pour <->,, un hypergraphe r-clos, ou
simplement un hypergraphe clos quand il n’y a aucune ambigiiité. Un hypergraphe a n
sommets est clos si, et seulement si, il appartient a K,.(n)

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence directe du deuxiéme point du lemme 2.5. [

En d’autres termes, un ensemble de sommets A est une hyper-aréte de <H>, si et
seulement si A est une hyper-aréte de chaque hypergraphe de K,(n) qui a H comme
sous-hypergraphe. Afin de mieux appréhender 'opérateur de cléture <->,., regardons un
exemple.

FExemple 5.2. Prenons n = 8 et r = 2. Soit H I'hypergraphe ayant pour ensemble de
sommets V(H) = [8] et pour ensemble d’hyper-arétes £(H) = {{1,2,3},{2,3,4,5}}.
L’hypergraphe H et sa cloture <H>, sont représentés sur la figure 5.2. Dans ce cas,
I’hypergraphe <H>, est constitué des hyper-arétes suivantes :

— tous les ensembles de 0, 1 ou 2 sommets, d’apreés la régle R <,
— tous les ensembles de 6, 7 ou 8 sommets, d’aprés la propriété P,
— {1,2,3} et {2,3,4,5}, car H est un sous-hypergraphe de <H>,,
— {4,5,6,7,8} et {1,6,7,8}, d’aprés la régle R, appliquée a chacun des ensembles du
point précédent,
— {1,2,3,4,5} d’aprés la régle R, appliquée aux ensembles {1,2,3} et {2,3,4,5},
— {6,7,8} d’aprés la régle R_ appliquée a {1,2,3,4,5}.
On prouve ainsi facilement que <H>, contenaient nécessairement toutes ces hyper-arétes.

Pour montrer que ce sont les seules, il suffit de vérifier que cet ensemble d’hyper-arétes
satisfait les regles R<, R et R .

(a) Hypergraphe H. (b) Hypergraphe <H>,. Toutes les hyper-arétes ayant 0, 1, 2,
6, 7 ou 8 sommets sont présentes mais ne sont pas représentées.

FIGURE 5.2 — Hypergraphe H & 8 sommets et sa cloture pour r = 2. Chaque hyper-aréte
est représentée par un arc de cercle qui longe les sommets qu’elle contient.

Par définition d’un opérateur de cloture (cf. définition 2.14), <->, est extensif (pour
tout hypergraphe H, on a H C <H>,), monotone (pour tout hypergraphes H, H', si
H C H', alors <H>, C <H'>,) et idempotent (pour tout hypergraphe H € K,.(n), on a
<H>,=H).

L’idée derriére cette opérateur de cloture est de pouvoir déduire toute I'information
d’un hypergraphe clos H a partir d’un plus petit hypergraphe H' en considérant la cloture
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<H'>, de H'. Dans ce cas, on dit que H' représente H, dans le sens ol on peut obtenir
toute l'information de H via H'.

Définition 5.5 ( H' représente H). Si H et H' sont deux hypergraphes tels que <H'>, =
H, on dit que H' représente H.

5.1.4 Hypergraphes sans r-croisement

On veut maintenant généraliser la notion d’orthogonalité définie dans le cas des familles
partitives (cf. définition 4.2) et des familles symétriques traversantes (cf. définition 4.7).
Cela permettra de définir des hyper-arétes r-orthogonales ainsi que des hypergraphes sans
r-croisement. La difficulté a été de comprendre comment généraliser cette notion. En effet,
des ensembles orthogonaux sont des ensembles disjoints ou inclus et des ensembles croix-
orthogonaux sont des ensembles A et B tels qu’au moins I'un des quatre ensembles AN B,
AUB, A\ B, A\ B soit vide.

Le point essentiel qui permet de mieux comprendre ces notions est celui selon lequel
ces ensembles ont comme propriété fondamentale de ne pas contribuer a leur famille,
dans le sens suivant. Dans une famille partitive, si on prend deux arétes A et B de la
famille, alors on peut déduire de nouvelles arétes (comme AU B, AN B, etc.). Cependant,
si A et B sont orthogonales, alors on ne peut déduire aucune nouvelle aréte, car il est
demandé explicitement & A et B de se chevaucher (c’est-a-dire de ne pas étre orthogonales)
pour pouvoir déduire de nouvelles arétes. De méme, dans le cas des familles symétriques
traversantes, il faut que les arétes se croisent (c’est-a-dire qu’elles ne soient pas croix-
orthogonales) pour pouvoir déduire de nouvelles arétes. C’est cette idée qui a permis de
développer une notion d’hyper-arétes r-orthogonales qui fonctionne, c¢’est-a-dire qui puisse
étre utilisée pour démontrer des théorémes similaires a ceux démontrés dans le cas des
familles partitives ou symétriques traversantes.

Dans le cas des hypergraphes clos, c’est la régle R qui permet de construire de
nouvelles hyper-arétes a partir de deux hyper-arétes qui s’intersectent en au moins r
sommets. Cependant, on sait que combinée a la régle R_, cette régle permet de déduire
les propriétés Pn et Py, avec lesquelles on peut construire de nouvelles hyper-arétes.
Afin de ne pas oublier de facon de construire de nouvelles hyper-arétes, on demande
explicitement a ce qu’il soit impossible de construire une nouvelle hyper-arétes si on omet
la regle R,.

Ainsi, étant donné deux hyper-arétes A et B telles que A U B soit aussi une hyper-
aréte. Soit A U B peut étre obtenu en utilisant uniquement les regles R< et R, soit la
régle R, est nécessaire pour construire AU B. Dans le premier cas, on dit que les hyper-
arétes A et B sont r-orthogonales. Dans le deuxiéme cas, on dit qu’elles se r-croisent.
Pour formaliser ces idées, on introduit une nouvelle classe d’hypergraphes en utilisant
uniquement les régles R< et R, :

Définition 5.6 (Notation K2(n)). Soit K2(n) la classe des hypergraphes H dont l’en-
semble des sommets est V(H) = [n] et qui vérifient :

R . : Pour chaque ensemble de sommets X C V(H), si |X| <r, alors X € H.
R : SiAecH, alors A€ H.
Un hypergraphe de la classe KK(n) vérifie donc les deux mémes premiéres régles qu'un

hypergraphe dans IK,(n), mais n’a pas besoin de vérifier la troisiéme régle R . Tout
comme la classe K, (n), la classe IK?(n) est une famille de Moore.
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Lemme 5.12. La classe K2(n) est une famille de Moore.

Démonstration. La preuve est la méme que celle du lemme 5.10, excepté qu’il n’y a pas
besoin de prouver le point qui concerne la régle R;. O

On a donc 'opérateur de cloture suivant :

Lemme 5.13. Soit H un hypergraphe avec V(H) = [n| pour ensemble de sommets. La K-
cloture de H, notée <H>;, est ['hypergraphe qui est l’intersection de tous les hypergraphes
qui contiennent H et qui appartiennent a K2(n). Un hypergraphe H tel que <H>S = H
est appelé un hypergraphe clos pour <->?.

Démonstration. 1l s’agit d'une conséquence directe du deuxiéme point du lemme 2.5. [

On peut maintenant définir la notion de r-orthogonalité :

Définition 5.7 (Arétes r-orthogonales A 1, B). Soit H un hypergraphe et soit A, B C
V(G) deux hyper-arétes de H. Les hyper-arétes A et B sont dites r-orthogonales si
<{A,B}>, = <{A,B}>?. On le note A L, B. On rappelle que {A, B} fait ici référence a
Uhypergraphe qui a [n] pour ensemble de sommets et { A, B} pour ensemble d’hyper-arétes.

En d’autres termes, deux hyper-arétes A et B d’'un hypergraphe & n sommets sont
r-orthogonales si le plus petit hypergraphe a n sommets qui les contient et qui vérifie les
regles R< et R, est le méme hypergraphe que le plus petit hypergraphe a n sommets
qui les contient et qui vérifie les regles R<, R et R. C’est une facon de garantir que
la régle R, est inutile du point de vue de A et B. Voyons quelques exemples d’arétes
r-orthogonales.

Ezxemple 5.3. Prenons un hypergraphe H avec n = 12 sommets (qui sont les entiers
de 1 a n) et fixons r = 3. Soit A = {1,2,3}, B = {2,3,4,5,6}, C = {1,2,3,4,5,6}
et D = {4,5,6,7,8,9} quatre hyper-arétes de H (cf. figure 5.3). On peut montrer que
A 1, Bet C L1, D. Notons que si on change n = 12 en n = 13, on a toujours A L, B
mais on n’a plus C' 1, D. On ne montrera pas cela dans cet exemple, car utiliser le lemme
5.13 pour faire cela est en général assez long. Ainsi, la section 5.3.1 sera dédiée a trouver
une caractérisation plus simple pour la notion de r-orthogonalité et nous prouverons cet
exemple a ce moment.

°
1
° 11
10
® 9
8
o - B
[
(a) H et ses hyper-arétes A et B. (b) H et ses hyper-arétes C et D.

FIGURE 5.3 — Hypergraphe H & 12 sommets. Chaque hyper-aréte est représentée par un
arc de cercle qui longe les sommets qu’elle contient.

On peut finalement introduire les hypergraphes sans r-croisement :

Définition 5.8 (Hypergraphe sans r-croisement). Un hypergraphe H est dit sans r-
croisement si chaque paire d’hyper-arétes (A, B) est r-orthogonale, c’est-a-dire A L, B.
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5.1.5 Principaux théorémes

La suite de ce chapitre est consacrée a la preuve des quatre théorémes suivants.

Théoréme 5.1. Soit G un graphe r-rang connecté d’ordre n. Il existe un hypergraphe H
avec O(n") hyper-arétes tel que <H>, = H,(G).

Théoréme 5.2. Soit H un hypergraphe sans r-croisement avec n sommets. Alors le
nombre d’hyper-arétes de H est au plus O(n").

Théoréme 5.3. Soit r > 0 un entier fixé. Il existe un ensemble infini d’hypergraphes
sans r-croisements { H, }, chacun avec n sommets, telle que pour chaque hypergraphe H,
et pour chaque hypergraphe H' a n sommets, si <H'>, = <H,>,, alors H' a au moins
Q(n") hyper-arétes (avec v fizé et n qui tend vers l'infini).

Théoréme 5.4. Etant donné un graphe G r-rang connecté d’ordre n, il est possible de
construire un hypergraphe H avec O(n"*1) hyper-arétes qui vérifie <H>, = H.(G) en
temps O(n? 5 logn), ot w ~ 2.37 est lié a la multiplication de matrices.

Le théoréme 5.1 montre que I'ensemble des r-splits d’un graphe (c’est-a-dire I'hyper-
graphe H,(G)) peut étre représenté (via <H>,) par un hypergraphe ayant un nombre
polynomial d’hyper-arétes. Autrement dit, si un graphe posséde un nombre exponentiel
de r-splits, seul un nombre polynomial d’entre eux est nécessaire pour en déduire tous
les autres. Cela généralise le cas des splits, ol seul un nombre linéaire d’entre eux est
nécessaire pour déduire tous les autres, via 'arbre de décomposition de Cunningham. Les
théorémes 5.2 et 5.3 permettent de déduire que les hypergraphes r-clos sans r-croisements
ont nécessairement O(n") hyper-arétes, ce qui généralise le cas des familles partitives sans
croisement. Enfin, le théoréme 5.4 permet de s’assurer que la construction de H décrite
dans le théoréme 5.1 puisse se faire en temps polynomial, comme c’est le cas pour les
splits.

5.2 Représentation polynomiale

La preuve du théoréeme 5.1 ressemble a cela : étant donné un hypergraphe H € K,
on définit une notion d’hyper-aréte essentielle de H, de sorte que le sous-hypergraphe
H' constitué uniquement des hyper-arétes essentielles ait une cloture égale a H. Une
premiére approche naive aboutit & O(n* 1) arétes essentielles. En étant plus minutieux
et en considérant une seconde définition d’une aréte essentielle, on parvient a n’avoir que
O(n"t') arétes essentielles.

Ensuite, on montre que chaque hyper-aréte de '’hypergraphe original H peut étre obte-
nue en combinant les hyper-arétes essentielle via les régles R<, R, et R,. Formellement,
cela signifie que pour chaque hyper-aréte A de H, il existe un hypergraphe H’ constitué
d’hyper-arétes essentielles tel que A est une hyper-aréte de <H'>,.

Enfin, on conclut que 'hypergraphe H’ constitué de toutes les hyper-arétes essen-
tielles vérifie H C <H'>,, et comme H' est un sous-hypergraphe de H, on a une égalité.
Finalement, comme H,(G) € K,, on peut prouver le théoréme.
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5.2.1 Arétes essentielles, premiére approche

L’intérét d'une hyper-aréte essentielle est que toute hyper-aréte puisse s’exprimer
comme une union d’hyper-arétes essentielles. On veut donc une certaine stabilité par
union des hyper-arétes essentielles. Comme les r-splits sont stables par union dés lors
qu’ils s’intersectent en au moins r éléments (régle R ), cela motive a faire en sorte qu'une
hyper-aréte essentielle contiennent au moins r éléments. Plus précisément, comme il faut
que l'intersection de deux hyper-arétes ait au moins r éléments, il faut que chaque hyper-
aréte contiennent au moins r + 1 éléments, de sorte qu’il soit possible que leur intersection
en contienne r sans que l'une soit inclue dans 'autre.

Le but serait maintenant d’associer a chaque ensemble de r + 1 éléments une unique
hyper-aréte essentielle qui les contienne. Pour que chaque hyper-aréte puisse s’exprimer
comme union d’hyper-arétes essentielles, il faut qu’une hyper-aréte essentielle soit la plus
petite possible, afin de ne pas omettre certaines hyper-arétes non-essentielles.

Il faudrait donc définir la plus petite hyper-aréte contenant un ensemble de r + 1
sommets. Pour que cela ait du sens, si X est un ensemble de r + 1 sommets, il faut que
I'intersection de deux hyper-aréte contenant X soit aussi une hyper-arétes. Il faut donc
une certaine stabilité par intersection. Cependant, on n’a pas de propriété aussi forte, on a
seulement que l'intersection de deux hyper-arétes dont 'union évite au moins r sommets
est aussi une hyper-aréte (régle Ppn). Ainsi, il faut également fixer un ensemble Y de r
sommets et considérer la plus petite hyper-aréte qui contient X et évite Y.

Lemme 5.14. Soit H € K,(n). Soit X, Y C V(H) deux ensembles de sommets tels que
Y| =r et XNY = (0. Soit A l’ensemble de toutes les hyper-arétes A de H qui satisfont
X C ACY. Alors l'intersection de toutes les hyper-arétes de A est aussi une hyper-aréte

de A.

Démonstration. Tout d’abord, A est non-vide puisque Y € A. En effet, |[Y| = n —r donc
Y est une hyper-aréte de H d’aprés la propriété P, et XNY =0 implique X C Y.
Ensuite, I'intersection de deux éléments de A est dans A : soit A, B € A. On sait que
A BEHet AUBCY donc |[AUB|<|Y|=n—r et donc |AU B| > r. Ainsi, d’aprés
la propriété Pn, ANB € H. Deplus, X CANBCY,dout ANB € A.
Ainsi, par récurrence, 'intersection de toutes les hyper-arétes de A est aussi une hyper-
aréte de A. ]

On peut maintenant définir ce qu’est une hyper-aréte essentielle.

Définition 5.9 (Hyper-aréte essentielle, premiére définition). Soit H € K,.(n). Une
hyper-aréte essentielle est une hyper-aréte de la forme o (X,Y) pour certains ensembles
de sommets X CV(H) etY CV(H), ot la fonction oy est définie de la fagcon suivante :
elle prend en argument un ensemble de sommets X C V(H) de taille | X| =r+1 et un
ensemble de sommets Y C V(H) de taille |Y| =1 tels que X NY =0 et elle renvoie une
hyper-aréte A de H telle que X C A C Y et telle que A soit la plus petite hyper-aréte
avec cette propriété.

La fonction ¢ est bien définie car la notion de « plus petite telle hyper-aréte » existe
gra¢e au lemme 5.14. La figure 5.4 montre un exemple schématique d’une hyper-aréte
essentielle.

Remarque 5.1. On s’apercoit que A est une famille de Moore sur Y et que la fonction
X = pg(X,Y) est une fonction de cloture. En effet, la preuve du lemme 5.14 montre que
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FIGURE 5.4 — En trait noir : les ensembles X, Y et A = ¢y (X,Y). En trait gris : d’autres
hyper-arétes de H qui contiennent X et évitent Y. L’hyper-aréte A est la plus petite des
hyper-arétes grises. Chaque point noir représente un sommet de H.

A contient Y et est stable par intersection (cf. définition 2.16). Ainsi, d’aprés le lemme
2.5, X = ¢ou(X,Y) est une fonction de cloture. Finalement, on se rend compte que I'on
manipule deux opérateurs de cloture :

— un qui cloture un hypergraphe : H — <H>,
— et un qui cloéture un ensemble de sommets X de H : X — pg(X,Y).

Chaque hyper-aréte est I’'union de certaines hyper-arétes essentielles

Dans cette section, on montre que si A est une hyper-aréte de H, alors il existe un
hypergraphe H' constitué de certaines hyper-arétes essentielles de H tel que A soit une
hyper-aréte de <H'>,. Si on prend une hyper-aréte A de taille |[A] < r ou de taille
|A| > n — r, on peut prendre H' = () grace a la propriété R< ou Ps. Sinon, on a
r+1 < |A| < n—r—1, ce qui signifie que 'on peut trouver des ensembles X; constitués de
r+1 sommets et inclus dans A et que ’on peut trouver un ensemble Y de taille r qui évite
A. Cela permet de considérer les arétes essentielles pr(X;,Y) qui sont toutes des sous-
ensembles de A par minimalité et dont I'union fait A. Montrons tout cela formellement.

On commence par le cas facile dans lequel |[A| <7 ou |[A| >n —r:

Lemme 5.15. Soit H € K,(n). Soit A une hyper-aréte de H telle que |A| < r ou
|A| > n—r. Alors A € <0>,., ou () représente I’hypergraphe sans hyper-aréte.

Démonstration. Si |A| < r, d’aprés la régle R < appliquée a 'hypergraphe vide ), on a
A € <(>,. Si |A| > n —r, d’aprés la propriété P> appliquée a 'hypergraphe vide @), on
aAe <>, O

Il reste le cas général dans lequel r +1 < |A| <n—r—1:

Lemme 5.16. Soit H € K,(n). Soit A une hyper-aréte de H telle que r +1 < |A] <
n —r — 1. Alors il existe une liste d’ensembles de sommets Xq,..., X, un ensemble
de sommets Y et un hypergraphe H' tels que les hyper-arétes de H' sont exactement
on(X1,Y), ..., ou(Xy,Y) et tels que A € <H">,.

Démonstration. Ecrivons A sous la forme A = {uy,. .. ,uja) }- Pour chaque 1 <4 < |A[—r,
prenons X; = {u;, ..., u;y,}. Pour chaque X;, on a donc | X;| = r+ 1. Soit Y un ensemble
de r sommets qui ne sont pas dans A.

On montre que A € <H'>, en appliquant le lemme 5.9 a 'hypergraphe <H'>, et
aux k hyper-arétes oy (X1,Y),...,op(X,Y). Pour pouvoir appliquer ce lemme, il faut
vérifier que pour tout 4, on ait bien |pg(X;,Y) N (Xit1,Y)| > r. Cela est bien le cas,
car X; C op(X;,Y) et car X; N X;11 = {wiy1,...Uir}, qui est bien un ensemble de r
sommets. Ainsi, |pg (X, Y) Ny (Xin, V)| > | X;NXq| =7 D'ou A € <H'>,. O
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Ainsi, étant donné un hypergraphe H € IK,.(n) et une hyper-aréte A de H, il existe une
liste (éventuellement vide) d’ensembles de sommets X7, ..., X}, un ensemble de sommets
Y et un hypergraphe H' tels que les hyper-arétes de H' sont exactement les hyper-arétes
en(X1,Y), ..., on(Xy,Y) et tels que A € <H'>,.

5.2.2 Arétes essentielles, seconde approche

Le probléme de notre premiére approche est qu’elle donne au plus O(n?*1) hyper-
arétes essentielles. Cela vient du fait que I'espace des entrées de pp est inclus dans V7! x
V7, oun V! représente le choix de X et V" celui de Y. On se rend compte que le choix de
Y n’est pas vraiment nécessaire. On en a eu besoin seulement pour garantir que ¢y (X,Y)
soit bien défini. Or, dans les preuves, ce sont les choix de X qui sont utilisés. Le but est
de voir s’il est possible de se passer du choix de Y et de faire en sorte que la fonction ¢y
ne prenne qu'un ensemble X de taille » + 1 comme argument.

L’astuce est d’utiliser a bon escient la régle R_. En effet, vu que le complémentaire
d’une hyper-aréte est aussi une hyper-aréte, il suffit de ne considérer que la moitié des
hyper-arétes, et plus particuliérement les hyper-arétes de taille inférieure a n/2. L’autre
moitié peut ensuite étre retrouvée en utilisant la régle R_. L’idée est désormais la sui-
vante :

On choisit un ensemble X de r + 1 sommets. S’il existe une hyper-aréte A de H qui
contient X telle que |A| < n/2, alors on associe X a la plus petite telle hyper-aréte (qui
est alors A ou un sous-ensemble de A). Sinon, cela signifie que chaque hyper-aréte de H
qui contient X a plus de n/2 sommets. On décide alors dans ce cas de n’associer X a
aucune hyper-aréte et on retire X de I’ensemble de définition de .

Dans un premier temps, on doit montrer que la notion de plus petite hyper-aréte
A de H qui contient X telle que |A| < n/2 a un sens. Pour cela, on sait que dans un
hypergraphe H € KK, (n), la propriété P garantit que l'intersection de deux hyper-arétes
A et B de H est aussi une hyper-aréte de H sous réserve que |AU B| > r. On montre
que 'on peut remplacer cette condition par le fait que A et B soient de taille inférieure
ou égale a n/2.

Lemme 5.17. Soit H € IK,.(n). Soit A et B deux hyper-arétes de H telles que |A] < n/2
et |B| <n/2. Alors AN B est une hyper-aréte de H.

Démonstration. Si|ANB| < r, alors AN B est une hyper-aréte de H d’apreés la régle R <.
Sinon, on a |[AN B| > r. Ainsi, [AUB| =|A|+ |B|—|[ANB|<n/2+n/2—r <n-—r,
c’est-a-dire |[A U B| > r. D’aprés la propriété P, AN B est une hyper-aréte de H. [

De fagon naturelle, on peut étendre ce lemme a plus de deux arétes :

Corollaire 5.18. Soit H € K,(n). Soit X C V(H) un ensemble de sommets. Soit A
Uensemble des hyper-arétes A de H qui satisfont X C A et |A| < n/2. Alors, si A est
non-vide, lintersection de toutes les hyper-arétes de A est aussi une hyper-aréte de A.

Démonstration. Soit A et B deux hyper-arétes de A. D’aprés le lemme 5.17, A N B est
une hyper-aréte of H. Comme A N B vérifie X € AN B et |AN B| < n/2, c'est une
hyper-aréte de A. On conclut par récurrence sur le nombre d’arétes de A. O

En d’autres termes, ce corollaire signifie que I’ensemble A posséde un minimum du
moment qu’il est non-vide. Grace a cela, on peut définir ce qu’est une aréte essentielle
d’aprés notre seconde approche.
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Définition 5.10 (Hyper-aréte essentielle, seconde définition). Soit H € K,.(n). Une
hyper-aréte essentielle est une hyper-aréte de la forme @ (X) pour certains ensembles
de sommets X C V', ot la fonction pg est définie de la facon suivante. Elle prend en
argument un ensemble de sommets X C V(H) de taille | X| =1+ 1. Si l'ensemble A des
hyper-arétes A de H qui satisfont X C A et |A] < n/2 est vide, py(X) n’est pas défini et
on retire X de l’ensemble de départ de pp. Si ce A est non-vide, il admet un minimum
min A d’apres le corollaire 5.18. On pose alors pg(X) = min A.

L’ensemble de départ de ¢p est donc I'ensemble des ensemble de sommets X C V(H)
de taille | X| =7+ 1 tels que {A € V(H) | X C Aet |A| <n/2} #0.

Chaque hyper-aréte est ’'union de certaines hyper-arétes essentielles

Dans cette section, on montre que si A est une hyper-aréte de H, alors il existe un
hypergraphe H' constitué de certaines hyper-arétes essentielles de H tel que A soit une
hyper-aréte de <H'>,. Pour montrer cela, on fait une disjonction de cas sur le nombre de
sommets de 'hyper-aréte A. Le cas principal concerne les hyper-arétes vérifiant r + 1 <
|A| < n/2. Dans ce cas, le fait que |A| > r + 1 garantit que I'on peut choisir un ensemble
de sommets X inclus dans A de taille 41 afin de le donner en paramétre a g, et le fait
|A| < n/2 garantit que X appartient bien au domaine de @p. Les autres cas se traitent
facilement une fois le cas principal fait.

Dans un premier temps, prouvons formellement le cas principal, quand A vérifie r+1 <
Al <n/2:

Lemme 5.19. Soit H € K, (n). Soit A une hyper-aréte de H telle que r+1 < |A| < n/2.
Alors il existe une liste d’ensembles X1, ..., Xy de sommets de H et un hypergraphe H' tel
que les hyper-arétes de H' soient exactement py(X1),...,ou(Xg) et tel que A € <H'>,.

Autrement dit, une telle hyper-aréte A peut étre engendrée a partir d’une liste d’hyper-
arétes de H qui sont toutes de la forme ¢ (X;), c’est-a-dire que se sont toutes des hyper-
arétes essentielles.

Démonstration. Ecrivons A sous la forme A = {uq,...,ua}. Pour 1 < i < |A] —r,
posons X; = {u;, ..., u;}. Pour chaque Xj;, on a |X;| = r + 1. De plus, X; est bien dans
le domaine de ¢p, car il existe une hyper-aréte de H qui contient X; et qui a au plus n/2
sommets, a savoir A.

On montre ensuite que A € <H’>, en appliquant le lemme 5.9 & I'hypergraphe <H’>,
et aux k hyper-arétes oy (X1),...,pu(Xy). Pour pouvoir appliquer ce lemme, on doit
montrer pour tout i que |y (X;) N (Xit1)| > r. Cela est vrai puisque X; C ¢y (X;) et
puisque X; N X;11 = {uit1,...uirr}, qui est un ensemble de r sommets. Ainsi, [@y(X;) N
or(Xiy)| > XN Xy =1

Finalement, on a bien A € <H'>,. O]

En utilisant la régle R, on peut déduire le cas n/2 < |A| <n—r—1:

Corollaire 5.20. Soit H € K, (n). Soit A une hyper-aréte de H telle que n/2 < |A| < n—
r—1. Alors il existe une liste d’ensembles X1, ..., Xy de sommets de H et un hypergraphe
H' tel que les hyper-arétes de H' soient exactement op(X1),...,ou(Xg) et tel que A €
<H'">,.
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Démonstration. Soit B = A. Ainsi, r+1 < |B| < n/2. D’aprés le lemme 5.19, il existe une
liste d’ensembles de sommets X, ..., X, et un hypergraphe H’ tel que les hyper-arétes
de H' sont exactement ¢y (X1),...,ou(Xk) et tel que B € <H'>,. D’aprés la régle R_,
appliquée & B,ona A =B € <H'>,. ]

Pour couvrir toutes les tailles possibles de I’hyper-aréte A, il reste le cas dans lequel
|A| <7 ou |A| > n —r. Celui-ci est déja traité dans le lemme 5.15.

Finalement, étant donné une hypergraphe H € K,.(n) et une hyper-aréte A de H,
il existe une liste (éventuellement vide) d’ensemble de sommets X7, ..., X et un hyper-
graphe H' tel que les hyper-arétes de H' sont exactement ¢y (X1),...,on(Xy) et tel que
Ae<H™>,.

5.2.3 Résultat polynomial

Pour prouver le théoréeme 5.1, il suffit d’appliquer les résultats de la section 5.2.2 a
chaque hyper-aréte de I’hypergraphe H.

Lemme 5.21. Etant donné un hypergraphe H € K, (n), il existe une liste d’ensembles
de sommets X1,..., Xy et un hypergraphe H' tel que toutes les hyper-arétes de H' sont
exactement o (X1), ..., pu(Xg) et tel que H = <H">,.

Démonstration. Pour chaque hyper-aréte A; de H, on sait d’apreés la section 5.2.2 qu’il
existe un hypergraphe H; tel que les hyper-arétes de H; sont de la forme oy (X;,), ...,
on(X;,) et tel que A; € <H;>,. Soit H' I'hypergraphe défini comme 'union de tous les
hypergraphes H;. Montrons que H = <H'>,.

Tout d’abord, on a :

- : 1

L’inclusion (1) est due a la monotonie de 'opérateur de cloture <->, (cf. définition 2.14)
appliquée & H; C H’ pour tout i. Cela signifie que pour tout i, on a <H;>, C <H'>,.
Ainsi, 'union des <H;>, est inclue dans <H'>,.

De plus, on a :

r _
H_gmé H=H.

K3
L’inclusion (2) est due a I'extensivité de I'opérateur de cloture <->,. (cf. définition 2.14).
On a donc H' C H, et par monotonie de <->,., on déduit <H'>, C <H>,, c’est-a-dire
<H'>, C H puisque H € K,.(n).
Finalement, par double inclusion, on a bien H = <H'">,. O

Corollaire 5.22. Etant donné un hypergraphe H € K, (n), il existe un hypergraphe H’
tel que le nombre d’hyper-arétes de H' soit borné par O(n™1) et tel que H = <H'>,.

Démonstration. D’aprés le lemme 5.21, il existe un hypergraphe H’ constitué d’hyper-
arétes toutes de la forme ¢g(X;). Le nombre de telles hyper-arétes est borné par la taille
du domaine de ¢g, qui est inclus dans V(H )" et donc de taille n" . ]

Remarque 5.2. La premiére approche des hyper-arétes essentielles conduit au méme genre
de résultat polynomial, mais avec une moins bonne borne. En effet, dans ce cas-l1a, les
hyper-arétes essentielles sont de la forme ¢y (X;,Y;) et le domaine est maintenant de la
forme V(H)™™ x V(H)", ce qui ne donnait qu’une borne en O(n?" ).
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On peut maintenant prouver le théoréme 5.1. On rappelle qu’il s’énonce ainsi :

Théoréme 5.1. Soit G un graphe r-rang connecté d’ordre n. Il existe un hypergraphe H
avec O(n™) hyper-arétes tel que <H>, = H,(G).

Démonstration. Soit G un graphe r-rang connecté avec n sommets. Ainsi, H,(G) € K,(n).
D’aprés le corollaire 5.22, il existe un hypergraphe H' tel que le nombre d’hyper-arétes
H' soit borné par O(n"*1) et tel que H,(G) = <H">,. O

5.2.4 Lien entre les deux approches

Il est possible de lier les deux notions d’hyper-aréte essentielle.

Lemme 5.23. Soit H € K,.(n). Soit X un ensemble de r + 1 sommets et soit Y un
ensemble de r sommets tel que XNY = 0. Si|ou(X,Y)| < n/2, alors pu(X,Y) = ou(X).

Démonstration. On fait une disjonction de cas selon si i (X)NY est vide ou non :

— Si pp(X)NY = 0, alors oy(X) = ou(X,Y) et |ou(X,Y)| < n/2. En effet,
on(X) 2 ou(X,Y) car ou(X) est une hyper-aréte de H qui contient X et qui
évite Y, et o (X,Y) est la plus petite hyper-aréte vérifiant ces propriétés. Ainsi,
lon (X, Y)| < lea(X)| < n/2. De plus, pu(X) C pu(X,Y) car oy (X,Y) est une
hyper-aréte qui contient X et de taille inférieure ou égale a n/2, et ¢y (X) est la
plus petite d’entre elles.

— Sinon, pu(X)NY # 0, et on a alors |py(X,Y)| > n/2. En effet, dans le cas
contraire, si on suppose que |og(X,Y)| <n/2, puy(X,Y) est une aréte qui contient
X et de taille inférieure ou égale & n/2. Comme ¢y (X) est la plus petite d’entre
elles, p(X) C pu(X,Y). Or, puisque g (X)NY # 0, il existe un sommet y € Y
qui appartient & ¢y (X) et donc a oy (X,Y), ce qui contredit le fait que oy (X,Y)
évite Y. [l

De plus, si tous les g (X, Y) vérifient |pg (X, Y)| > n/2, cela signifie que ¢y (X) n’est
pas défini, puisqu’il n’existe aucune hyper-aréte contenant X de taille inférieure ou égale
an/2.

5.3 Borne sur le nombre d’hyper-arétes

5.3.1 Hyper-arétes orthogonales

On rappelle la définition de deux hyper-arétes orthogonales (cf. définition 5.7) : A et
B sont orthogonales (notée A 1, B) si les deux hypergraphes <{A, B}>, et <{A, B}>?
sont égaux.

Ainsi, on commence par étudier I'opérateur de cloéture <->? et son lien avec 'opérateur
<->,. Une application directe des définitions des deux opérateurs de cloture nous donne
le lemme suivant :

Lemme 5.24. Soit V = [n] et soit () ’hypergraphe ayant V' pour ensemble de sommets
et O pour ensemble d’hyper-arétes. Alors <(>° = <>, ={ACV | |A| <r ou |A] <7r}.
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Démonstration. Soit H 'hypergraphe dont l’ensemble d’hyper-arétes est {A CV | |[A]| <
rou |A] < r}. D’aprés les régles R< et R_ appliquées a I’hypergraphe (), on sait que
H C <>, et H C <@>°. De plus, H est a la fois dans K, et K°. Ainsi, <H>, =
<H>? = H. Puisque () C H et puisque qu'un opérateur de cloture est monotone, on a
<P>, C <H>,=H et <(>° C <H>°=H. O

Lemme 5.25. Soit V = [n] et soit ACV et BCV deur ensembles de sommets. On a
<{A,B}>’ = <0>,U{A, B, A, B}.

Démonstration. Soit H = {A,B} et H = <0>, U {A, B, A, B}. D’abord, montrons
que <H>° C H’'. Puisque <H>? est le plus petit hypergraphe qui a H comme sous-
hypergraphe et qui satisfait les reégles R< et R_, il suffit de montrer que H' possede H
comme sous-hypergraphe et que H' satisfait les régles R< et R_ :

— H' posséde les hyper-arétes A et B, ce qui signifie que H' posséde H comme sous-
hypergraphe.

— H’ satisfait la régle R < puisque <()>, C H’ et puisque <{>, satisfait la régle R«
par définition.

— H’ satisfait la régle R puisque <>, satisfait la régle R, par définition et puisque
{A, B, A, B} satisfait la régle R_ par construction.

Maintenant, prouvons que H' C <H>?. On sait que A et B sont des hyper-arétes
de <H> puisque <H> posséde H comme sous-hypergraphe. Ensuite, A et B sont des
hyper-arétes de <H>° puisque <H>¢ satisfait le régle R_. Finalement, <@>, = <{>° C
<H>?. ]

Lemme 5.26. Soit H un hypergraphe. Alors <H>; C <H>,.

Démonstration. On sait que ’hypergraphe <H>, est un hypergraphe qui a H comme
sous-hypergraphe et qui satisfait les régles R< et R_ (et aussi la régle R, mais ce
n’est pas utile ici). L’hypergraphe <H>? est le plus petit hypergraphe qui a H comme
sous-hypergraphe et qui satisfait les régles R< et R_. Ainsi, <H>) C <H>,. O

Le but est maintenant d’obtenir une formule logique qui exprime sous quelles condi-
tions deux hyper-arétes sont r-orthogonales.

Lemme 5.27. Soit r >0 et V = [n]. Soit ACV et BCV deux ensembles de sommets.
On a l’équivalence suivante.

Al,B < (|JAnNB|>r = AUB=AVAUB=BV|[ANB|<7r)A
(JAnNB|>r = AUB=AVAUB=BV|ANB|<r)A
(|JANB|>r = AUB=AVAUB=BV|ANB|<r)A
(|JANB|>r = AUB=AVAUB=BVI|ANB|<r).

Démonstration. On prouve 1’équivalence par double implication.

(=) OnaA L, B, cest-a-dire <{A, B}>2 = <{A, B}>,. En combinant cette égalité
avec le lemme 5.25, on obtient <{A, B}>, = <>, U {A, B, A, B}. A partir de cette
égalité, on va pouvoir traiter les quatre implications une par une. On prouve la premiére
en détail et nous donnons seulement une ébauche pour les trois autres cas, qui se traitent
d’une fagon trés similaire. Par soucis de concision, posons H := {A, B}.
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— Si|ANB| > r, d’aprés la régle R, AUB € <H>,. Regardons les valeurs possibles
pour AUB parmi les hyper-arétes de <H>, = <(>,U{A, B, A, B}. Si AUB € <{>,,
alors d’aprés le lemme 5.24, |AUB| <rou |[AUB| <7r.Si AUB = A, alors A=)
et B =V, ce qui signifit AUB = B.Si AUB = B, alors A=V et B =), ce qui
signifie AUB = A. Sinon, AUB = Aou AU B = B. En résumé :

|JANB|>r = |[AUB|<rV|AUB|<rVAUB=AVAUB=B
— |[ANB|<rVAUB=AVAUB=B

Pour obtenir la derniére implication, on a remplacé |[AU B| < r par [ANB| <r et
on a supprimé |[AUB| <rcarsi |[ANB|>ret |[AUB| <r, alors A = B, ce qui
implique AU B = A.

— Si|[ANDB| > r, alors on a |AU B| > r. D’aprés la propriété P, ona ANB € <H>,,
et d’aprés la régle R, ona ANB = AU B € <H>,. Avec le méme raisonnement
que le point précédent, en remplacant A par A, B par B et inversement, on conclut
que (|[ANB|>r = AUB=AVAUB=BV|ANB|<r).

— Si|ANB| > r,alorson a |B\ A| > r. D’aprés la propriété P\, ona A\ B € <H>,, et
d’aprés larégle R, ona A\ B= AU B € <H>,. Avec le méme raisonnement que
le premier point, en remplacant A par Aet inversement, on conclut que (|Z NB| >
r = AUB=AVAUB=BVI|ANB|<r).

— Si|ANB| > r,alors on a |A\ B| > r. D’aprés la propriété P\, on a B\ A € <H>,, et
d’aprés larégle R, ona B\ A= AU B € <H>,. Avec le méme raisonnement que

le premier point, en remplacant B par B et inversement, on conclut que (|AN B| >
r = AUB=AVAUB=BV|ANB|<r).

(<=) On doit montrer A 1, B. On pose a nouveau H := {A, B} et on définit H' :=
<H>? = <>, U{A, B, A, B}. D’aprés le lemme 5.26, on sait que <H>° C <H>,. Il
reste a prouver que <H>, C H'. Pour cela, il suffit de montrer que H' posséde H comme
sous-hypergraphe et que H' satisfait les régles R<, R_ et R_. On sait déja que H’
posséde H comme sous-hypergraphe d’aprés les définitions de H et H' et on sait aussi
que H' satisfait les régles R< et R car H' = <H>;. Il reste donc a prouver que H’
satisfait la regle R .

Soit C' et D deux hyper-arétes de H' telles que |C'N D| > r. Montrons que C' U D est
aussi une hyper-aréte de H'.

D’abord, si C' est une hyper-aréte telle que |C| < r, alors |[C N D| < |C| < r, ce
qui implique |[C N D| =r et |C] = r, et on a donc C' C D. Ainsi, C U D = D est une
hyper-aréte de H'. De plus, si [C| > n —r, alors |CUD| > n —r, et C'U D est une
hyper-aréte de <{)>, et donc de H'. Finalement, si C' € <()>,, alors C U D € H'; et par
symeétrie, si D € <>, alors CUD € H'.

Il ne reste plus qu’a traiter les cas ott {C, D} C {A, B, A, B}. Si C = D, cela est trivial
car CUD = C € H'. Si C = D, cela signifie que {C, D} = {A, A} ou {C, D} = {B, B}
et on a donc CUD =V € H'. En prenant en compte la symétrie entre C' et D, il ne reste
plus que quatre cas a traiter, qui sont tous les quatre trés similaires :

— SiC = Aet D = B, puisque |[C N D| > r, alors |[AN B| > r. Par hypothése,
(JANB|>r = AUB=AVAUB=BVI|ANDB|<r).Si AUB = A, alors
CUD=AUB=A€¢ H.SiAUB =B,alosCUD =AUB =B € H'.Si
|ANB| <r,alors |[AUB| <r,et AUB € H' d’aprés larégle R<, et AUB € H'
d’aprés la régle R_, c’est-a-dire CUD € H'.
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— Si C = A et D = B, puisque 1€ N D[ > r, alors |AN B| > r. Par hypothése,

(IAnNB|>r = AUB=AV AUB = BV |[ANB| < r). On effectue le
méme raisonnement en remplacant A par A, B par B et inversement, ce qui donne
CuUuDeH.

— SiC = Aet D = B, puisque |C N D| > r, alors |AN B| > r. Par hypothése,
(|ANB|>r = AUB=AV AUB =BV |ANB| <r). On effectue le méme
raisonnement que pour le premier cas en remplacant A par A et inversement, ce qui
donne CUD € H'.

— SiC = Aet D = B, puisque |C N D| > r, alors |AN B| > r. Par hypothése,
(|JANB|>r = AUB=AV AUB =BV |ANB| <r). On effectue le méme
raisonnement que pour le premier cas en remplacant B par B et inversement, ce qui
donne CUD € H'.

Par double implication, on a 1’équivalence désirée. ]

Le lemme 5.27 permet de ne raisonner qu’en termes d’expression logique. Grace a lui,
on peut simplifier 'expression logique obtenue et obtenir de nouvelles équivalences a la
relation A 1, B.

Corollaire 5.28. Soit V = [n] et soit ACV et BC V. On a l’équivalence suivante.

Al, B

=
(JANB|<rVACBVBCAV|AUB|<rVI|ANB|=|AUB|=7)A
(JA\B|<rVANB=0VAUB=0V|B\A <rV|A\B|=|B\Al=r).

Démonstration. On part de 1’équivalence du lemme 5.27 et on applique les lois de De
Morgan ainsi que des équivalences basiques sur les ensembles telles que AUB = A <—
BCAet AUB=A <= AN B = . Par soucis de concision, posons R; = (|[AN B| <
rvAgB\/BgAv|AUB|<r)etR2:(|A\B|<rvAmB_(Z)v UB =
0 v |B\ A| < r). Rappelons que pour n’importe quelles propositions XY, Z, a
(X = Y) <= ("X VY)ainsique (ZVX)AN(ZVY) < ZV (X AY). A1n31
on déduit :

Al,.B

<~

(JANB|<rVACBVBCAV|AUB|<7r)A

(JAUB| <rVACBVBCAV|ANB|<7r)A
(JA\B|<rVANB=0VAUB=0V|B\Al <7r)A
(|IB\A|<rVANB=0VAUB=0V|A\B|<r)

<
(RiVIAUB|=7)AN(RiV|ANB|=7)A(RyV |B\ Al =7)A (R, V |A\ Bl =7)
<~

(R V|ANB|=[AUB|=1r) A (Ry V |A\ B| = |[B\ A = 1),

ce qui conclut. O
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Dans le cas oit r = 1 et n > 4, le corollaire 5.28 se simplifie en A 1} B <= (A C
BVBCAVANB=0V AUB = 0). En effet, dans ce cas, les relations R; et Ry de
la preuve deviennent égales et nous pouvons factoriser la proposition logique par Ry, ce
qui donne Ry V (|[ANB|=]|AUB|=|A\ B| = |B\ A| = 1). Ensuite, puisque n > 4, la
condition [ANB| = |AUB| =|A\ B| = |B\ A| = 1 est nécessairement fausse et on peut
la supprimer de I’équivalence. Ainsi, la relation |, généralise la notion d’hyper-arétes qui
ne se croisent pas, comme introduit dans [CES0].

On peut maintenant revenir a l'exemple 5.3 qui exhibait quelques hyper-arétes ortho-
gonales non-triviales et utiliser le corollaire 5.28 pour montrer facilement qu’elles sont
bien orthogonales :

Ezemple 5.4. Prenons un hypergraphe H avec n = 12 sommets (qui sont les entiers
de 1 a n) et fixons r = 3. Soit A = {1,2,3}, B = {2,3,4,5,6}, C = {1,2,3,4,5,6}
et D = {4,5,6,7,8,9} quatre hyper-arétes de H (cf. figure 5.3). On peut maintenant
montrer que A 1, B et C' L, D via le corollaire 5.28 :

— Ona|ANB|=1[{2,3}] <3et |A\ B| =|{1}] < 3, ce qui implique A L3 B.
— Onal|CND|=|CUD|=3et|C\D|=|D\C|=3, ce qui implique C' L3 D.

Changeons maintenant n = 12 en n = 13. La relation A 13 B reste vraie mais la
relation C' L3 D est désormais fausse. En effet, en ce qui concerne A 13 B, les inégalités
|ANB| < 3 et |A\ B| < 3 ne dépendent pas de n. La relation reste donc vraie. Cependant,
concernant C' L3 D, on a utilisé le fait que |C' N D| =3 et |C'U D| = 3. Or, 'opération
de complémentarité dépend de I'ensemble V' et donc de n. On a maintenant |C'U D| = 4.
Comme |[CND|={4,5,6} <3, CZ D, D Cet|CUD|=1{10,11,12,13}| > 3, il
n’est pas possible de satisfaire la premiére partie de la proposition logique du corollaire
5.28, ce qui montre que 'on n’a pas C' 13 D dans le cas ou n = 13.

A\ B cCubD °
o A [
® 1 ® 11 121 C\D
¢ 10
® 9 C
8
¢ ; D\C
o
D cnD
(a) H et ses hyper-arétes A et B. (b) H et ses hyper-arétes C et D.

FIGURE 5.5 — Hypergraphe H & 12 sommets. Chaque hyper-aréte est représentée par un
arc de cercle qui longe les sommets qu’elle contient. Les sommets colorés sont les ensembles
de sommets importants pour démontrer I’orthogonalité des deux hyper-arétes considérées.

Avant de passer a la section suivante, voici quelques propriétés basiques concernant
les hyper-arétes r-orthogonales.

Lemme 5.29. Soit H un hypergraphe, soit A et B deux hyper-arétes de H et soit r > 0.
On a :

1. Si|Al <7, alors A L, B.
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Al A

Al, A

St AL, B, alors B L, A.

Si AL, B, alors A L, B' pour A' € {A, A} et B' € {B, B}.
Si AL, B, alors A1, B.

S S o e

Démonstration. On prouve chaque point en utilisant ’équivalence du corollaire 5.28. On
rappelle qu’elle s’énonce comme suit :

Al, B < (|JANnB|<rVACBVBCAVI|AUB|<rVI|ANB|=|AUB|=r)
AN(JA\Bl<rVANB=0VAUB=0V|B\Al<rV|A\B|=|B\A4|=r).

1. 'y a trois cas. Si |AN B| = r, alors A\ B = (), ce qui signifie que A 1, B. Si
|A\ B| = r, alors AN B = (), ce qui signifie que A L, B. Sinon, |[AN B| < r et
|A\ B| < r, ce qui signifie que A 1, B.

2. Sir>0,alors AC Aet |A\ Al <r.Pourlecasr =0,ona AC Aet |[A\ 4] =
|A\ A| =r.

3. JANAl<ret ANA=0.

4. La définition 5.7 est symétrique en A et B.

5. Le corollaire 5.28 est stable par changement de B en B.

6. Si un ensemble & une taille d’au plus r, il a aussi une taille d’au plus r + 1.

Ainsi, chaque point est prouvé. O

5.3.2 Hypergraphes sans r-croisement

Le but de cette section est d’étudier les hypergraphes sans r-croisement afin de pouvoir
en déduire des bornes sur le nombre d’hyper-arétes d'un tel hypergraphe. Plus précisément,
on veut déduire des relations entre le nombre d’hyper-arétes d’'un hypergraphe sans 7-
croisement H et le nombre d’hyper-arétes de sa cloture <H>,.

On sait qu’'un hypergraphe sans r-croisement H ne contient que des hyper-arétes qui
sont orthogonales entre elles. Informellement, cela signifie qu'on peut obtenir sa cloture
sans avoir besoin d’appliquer la régle R . Ainsi, on a besoin d’appliquer que les régles
R et R_. Or, larégle R < ne peut ajouter qu'un maximum de O(n") hyper-arétes (celles
qui ont moins de r sommets et celles qui ont plus de n — r sommets) et la régle R_, peut
au maximum doubler le nombre d’hyper-arétes. Ainsi, on peut borner le nombre d’hyper-
arétes de <H>, en fonction du nombre d’hyper-arétes de H, comme on le montrera dans le
lemme 5.33. De plus, le fait que la régle R -, puisse au maximum doubler le nombre d’hyper-
arétes est présenté formellement & travers le lemme 5.34. Un dernier détail important est
le fait que prendre la cléture d’'un hypergraphe sans r-croisement n’introduit pas de r-
croisement, ce qui permet de garantir que la régle R ne peut pas devenir utile. Cela est
présenté dans le lemme 5.35.

Afin de prouver ces trois lemmes, on montre d’abord trois lemmes élémentaires.

Lemme 5.30. Soit H un hypergraphe qui a pour ensemble de sommets V(H) = [n] et
qui n'a qu’une seule hyper-aréte A, c’est-a-dire que E(H) = {A}. On rappelle que l'on
s’autorise a noter { A} Uhypergraphe H. Alors <{A}>, = <>, U{A, A}.
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Démonstration. L’hypergraphe <()>, U {A, A} est un hypergraphe qui contient {4} en
tant que sous-hypergraphe et qui satisfait les régles R<, R_, et R . Puisque <{A}>, est
le plus petit hypergraphe vérifiant ces contraintes, on a <{A}>, C <(>, U {A, A}.
Puisque () C {A}, alors <(>, C <{A}>, par monotonie. De plus, A est une hyper-
aréte de <{A}>, vu que <{A}>, contient {A} comme sous-hypergraphe. Ainsi, puisque
<{A}>, satisfait la régle R_, A est une hyper-aréte de <{A}>,, ce qui implique que
<>, U {A, A} C <{A}>,, concluant la preuve. O

Le lemme suivant est assez intéressant car il aurait pu étre une définition de la r-
orthogonalité. Il donne en effet une équivalence a la relation A 1, B en fonction uni-
quement de l'opérateur de cloture <->,. Il ne permet plus de voir directement que la
r-orthogonalité est liée a la non-utilisation de la régle R, mais il permet de lier la -
orthogonalité aux opérateurs de cloture de Kuratowski [LL12|. Un opérateur de cloture
cl(+) est dit « de Kuratowski » lorsqu’il vérifie (entre autres) la condition cl (AU B) =
cl(A) Ucl(B). Le lemme suivant montre que A L, B si et seulement si <{A, B}>, =
<{A}>, U<{B}>,. De maniére informelle, cela signifie que dans un hypergraphe sans r-
croisement, 'opérateur de cloture <->, se comporte sur les hyper-arétes en partie comme
un opérateur de Kuratowski.

Lemme 5.31. Soit V = [n]|. Soit A CV et B CV deux ensembles de sommets. On a
Uéquivalence suivante : A L, B <= <{A,B}>, = <{A}>, U <{B}>,.

Démonstration. D’aprés la définition 5.7, ona A L, B <= <{A,B}>, = <{A,B}>:.
D’apres les lemmes 5.25 et 5.30, on a les égalités suivantes :

<{A,B}>° = <0>,U{A, B, A, B}
= (<>, U{A A}) U (<0>, U {B, B})
= <{A}>, U<{B}>,.

D’ou le résultat. O

Le lemme suivant permet d’exprimer la cloture d’un hypergraphe sans r-croisement
en fonction de la cloture de chacune de ses hyper-arétes.

Lemme 5.32. Soit H un hypergraphe sans r-croisement ayant comme ensemble de som-
mets V(H) = [n] et ayant au moins une hyper-aréte. Pour chaque hyper-aréte A de H,
on note { A} Uhypergraphe ayant [n] comme ensemble de sommets et ayant uniquement A
comme hyper-aréte. Alors :

<H>, = U <{A}>,

AeH

Démonstration. On procéde par double inclusion :

(2) Pour chaque hyper-aréte A, on a {A} C H. Ainsi, par monotonie de 'opérateur
de cloture, <{A}>, € <H>, et donc |J .y <{A}>, C <H>,.

(€) Prouvons maintenant que <H>, est inclus dans 'union U := {J 4,y <{A}>,. Pour
ce faire, on prouve que U satisfait les regles R<, R_ et R.

— La reégle R < est satisfaite car H posséde au moins une hyper-aréte A et on a donc
<P>, C <A>, CU.

— La régle R_ est satisfaite car chaque aréte A de U appartient & un certain <A’>,
qui contient aussi A d’apres la régle R, appliqué a <A’>,.
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— Pour montrer que U satisfait la régle R, on prend A, B deux hyper-arétes de U

telles que |A N B| > r et on montre que AU B € U. D’aprés la définition de U, il
existe A’ € H et B’ € H telles que A € <{A'}>, et B € <{B'}>,.
D’aprés le lemme 5.30, <{A'}>, = <>, U{A", A’}. Si A € <>, d’aprés le lemme
5.24, on a |A| < rou |[A] > n—r. Si|A] < r, puisque |[ANB| > r, on a |A] =
|AN B| = r, et donc A C B, ce qui implique AUB = B € U. Si |[A| > n—r,
|JAUB| >n—ret AUB € <>, C U. Il reste le cas o A C {A"] A’}. Avec la
méme analyse appliquée & B, on peut supposer que B C {B’, B'}. Puisque H est
sans r-croisement, on sait que A 1, B. D’aprés le point 5 du lemme 5.29, on déduit
A" 1, B'. Ensuite, avec le lemme 5.31, on a <{A'}>, U <{B'}>, = <{4',B'}>,.
Ainsi, A, B € <{A’, B'}>,, et puisque |A N B| > r, d’aprés la régle R, appliqué a
<{A",B'}>,,ona AUB € <{A', B'}>,. Enfin, vu que <{4', B'}>, = <{A'}>, U
<{B'}>,,ona AUB e <{A'}>, U<{B'}>, CU.

Finalement, 'hypergraphe U satisfait les régles R<, R et R et possede H comme
sous-hypergraphe. Puisque <H>, est le plus petit de ces hypergraphes, on a l'inclusion
<H>,CU. m

On peut maintenant comprendre la structure d’un hypergraphe sans r-croisement et
donner des bornes sur son nombre d’hyper-arétes.

Lemme 5.33. Soit H un hypergraphe sans r-croisement avec n sommets. On a :

<H>, = <>, U U {A, A}

AeH
Par conséquent, on a linégalité |<H>,| < 2(r + 1)n" + 2|H|.

Démonstration. D’aprés les lemmes 5.32 et 5.30 appliqués & H, on a :

<H>, = | ) <Hs>, = | (<0>, U{A,A}) = <0>, U | J{A,A}.
AeH AeH AeH

Puis, vu que <@>, = {ACV | |A|<rou|A| <7},ona:

- n - n
|<H>r|SZ(Z_)+Z(n_i)+2|H|§2(r+1)n’“+2|H|. O
1=0 1=0

En conséquence, lorsque H est sans r-croisement, H et <H>, ont approximativement
le méme nombre d’hyper-aréte, a un terme additif en O(n") prés. Vu que H C <H>,, on
a aussi |H| < |<H>,|. On a finalement 'encadrement |H| < |[<H>,| < 2(r+1)n" +2|H|.
Cela traduit I'idée informelle que les régles R< et R ne peuvent que doubler le nombre
d’hyper-arétes et en ajouter un nombre de l'ordre de O(n"). Cet encadrement peut étre
rendu plus précis en supprimant <(>, de chaque hypergraphe présent dans I'inégalité et
ainsi formaliser 1'idée que la régle R_, ne peut que doubler le nombre d’hyper-arétes.

Lemme 5.34. Soit H un hypergraphe sans r-croisement avec n sommets. On a :

|H\ <0>,| < |<H>,\ <0>,| <2|H\ <0>,].
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Démonstration. On pose les quatre hypergraphes suivants (qui ont tous pour ensemble
de sommets celui de H) : soit H' = H \ <0>,, soit J = H N <>, soit U = J 4.4 {A4, A}
et soit U' = J {4, A}. On a alors :

U= J{AaA = J{Aaau {44 = J{A4AuU C <> 0l

AeH AeJd AeH’ AeJ

D’aprés le lemme 5.33,<H>, = <>, UU. Ainsi, <H>, C <>, UU’. Vu que U’ C U, on
a aussi <0>, UU' C <>, UU = <H>,, dou <H>, = <>, UU".

D’apres le lemme 5.24, on sait que <>, = {A CV | |A| <r ou |A| > n—r}. Vuque
H' = H \ <{>,, chaque hyper-aréte A de H' satisfait r < |A| < n — r. Puisque U’ est
constitué uniquement d’hyper-arétes A telles que A € H' ou A € H', chaque hyper-aréte A
de U’ satisfait r < |A| < n—r. Ainsi, U’ et <>, sont disjoints, ce qui implique que I'égalité
<H>, = <>, UU’ peut étre réécrite en <H>, \ <>, = U’. D’apreés la définition de U,
ona |H'| < |U'| <2|H'|, ce que Pon réécrit en |[H\ <0>,| < |<H>,\<0>,| < 2|H\<0>,|,
d’ou le résultat. O

Aprés avoir prouvé ces encadrements, on vérifie qu’étre sans r-croisement est une
propriété qui est conservée quand on ajoute ou enléve 'opérateur de cloture <->,.

Lemme 5.35. Soit H un hypergraphe avec n sommets. Alors H est sans r-croisement si
et seulement si <H>, est sans r-croisement.

Démonstration. On montre ce lemme par double implication.
(=) Si H est sans r-croisement, d’aprés le lemme 5.33, il satisfait :

<H>, = <0>, U | J{4,4}. (%)

AeH

On doit montrer que chaque paire d’hyper-arétes de <H>, est r-orthogonale. Soit A, B
deux hyper-arétes de <H>,. Si A € <>, alors d’aprés le lemme 5.24, on a |A| < r ou
|A] < 7. Ainsi, avec le point 1 du lemme 5.29, A 1, B. Le méme raisonnement permet de
déduire que B € <>, implique A L, B. Il reste donc le cas on A ¢ <>, et B ¢ <(>,.
Grace a l'égalité (), on sait qu'il existe A’ € H tel que A = A’ ou A’ et qu'il existe
B’ € H tel que B = B’ ou B'. Puisque H est sans r-croisement, A’ 1, B’. En utilisant le
point 5 du lemme 5.29, on déduit A 1, B.

(<) Si <H>, est sans r-croisement, chaque paire d’hyper-arétes de <H>, est r-
orthogonale. Puisque H C <H>,, chaque paire d’hyper-arétes de H est r-orthogonale et
H est sans r-croisement. O

5.3.3 Borne supérieure

Le but de cette section est de borner le nombre maximal d’hyper-arétes que peut avoir
un hypergraphe sans r-croisement a n sommets. En calculant la dimension de Vapnik-
Chervonenkis d'un tel hypergraphe, on obtient facilement la borne O(n**1). En utilisant
I'idée que toutes les hyper-arétes d’un hypergraphe sans r-croisement sont essentielles,
on obtient la méme borne que celle sur le nombre d’hyper-arétes essentielles d’un hy-
pergraphe clos, a savoir O(n"*1). Finalement, en étudiant précisément la définition de la
r-orthogonalité, on peut déduire la borne O(n").
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Premiére borne, via la dimension VC

La difficulté de cette approche est de se familiariser avec la dimension VC [VCT1].
Ainsi, nous introduisons cette définition progressivement et nous présentons le lemme
de Sauer-Shelah, qui permet de relier le nombre d’hyper-arétes d'un hypergraphe a sa
dimension VC.

Définition 5.11 (Restriction d’hypergraphe H|c). Soit H un hypergraphe et soit C' un
ensemble de sommets de V(H). La restriction de H & C, notée H|c, est l’hypergraphe qui
a pour ensemble de sommets C' et pour ensemble d’hyper-arétes {ANC, A€ E(H)}.

L’hypergraphe H|¢ est en fait la fagon la plus naturelle de restreindre I’hypergraphe H
a un ensemble de sommets plus petit (ici C'). Pour ce faire, on prend chaque hyper-aréte
de H est on ne garde que les sommets de 'hyper-aréte qui sont dans C'.

Définition 5.12 (Pulvériser). Soit H un hypergraphe et soit C' un ensemble de sommets
de V(H). On dit que H pulvérise C' si la restriction H|c est l'hypergraphe complet, ¢’est-
a-dire ayant les 2I€1 hyper-arétes possibles.

Définition 5.13 (Dimension de Vapnik-Chervonenkis [VCT71|). Soit H un hypergraphe.
La dimension VC de H est la taille du plus grand ensemble de sommets C' que H pulvérise.

Autrement dit, si un hypergraphe & une dimension VC d’au moins k, alors il existe
une ensemble C' de taille & que H pulvérise. En reformulant la notion de pulvérisation,
on obtient le lemme suivant :

Lemme 5.36. Soit H un hypergraphe de dimension VC au moins k. Alors il existe un
ensemble C' de taille k tel que pour toute bi-partition (Cy,C_) de C, il existe une hyper-
aréte A € E(H) vérifiant :

— Uhyper-aréte A contient C', c’est-a-dire que C. C A et

— Uhyper-aréte A évite C_, c’est-a-dire que ANC_ = ().

Démonstration. Soit H un hypergraphe. Soit d sa dimension VC. Par définition de la
dimension VC, il existe un ensemble B de taille d que H pulvérise. On remarque que si
H pulvérise un ensemble, il pulvérise aussi tout sous-ensemble de cet ensemble. Soit C
un sous-ensemble de B de taille £ < d. On montre que le fait que H pulvérise C' est bien
équivalent a la condition demandée par le lemme. Par définition de la pulvérisation, H|¢
est un hypergraphe complet, c’est-a-dire que pour tout ensemble de sommets C, C C,
C, € E(H|¢). Par définition de H|¢, il existe une hyper-aréte A € E(H) telle que ANC =
C';. Cela signifie que C'y C A. De plus, en posant C_ = C \ Cy, on a :

ANC_=AN(C\C)=AN(CNC,)=(ANC)NC, =C,NCy =10,
ce qui conclut. O

Le lemme de Sauer-Shelah permet de borner le nombre d’hyper-arétes d’un hyper-
graphe en fonction de sa dimension VC.

Proposition 5.37 (Lemme de Sauer-Shelah [Sau72, She72|). Soit H un hypergraphe a n
sommets de dimension VC au plus k. On a l'inégalité :

E(H)] < Z (”)
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Avec le lemme 5.36 et lemme de Sauer-Shelah (proposition 5.37), on peut facilement
prouver la proposition suivante :

Proposition 5.38. Soit H un hypergraphe sans r-croisement avec n sommets. Alors le
nombre d’hyper-arétes de H est au plus O(n* ).

Démonstration. Avant toute chose, cette proposition cherche a montrer un comportement
asymptotique vis-a-vis de n, avec r fixé. On peut donc supposer n grand devant r, & savoir
n > 2r + 3.

On montre d’abord par I'absurde que la dimension VC de H est au plus 2r + 1.
On suppose pour cela que H a une dimension VC d’au moins 2r + 2. D’aprés le lemme
5.36, il existe un ensemble C' de taille 2r + 2 vérifiant certaines propriétés. Sans perte de
généralité, notons C = {1,...,2 + 2}, c’est-a-dire que C' est constitué des entiers entre
1 et 2r + 2. Prenons dans un premier temps la bipartition (C, = {1,...,r + 1},C_ =
{r+2,...,2r+2}). D’aprés le lemme 5.36, il existe une hyper-aréte A € £(H) qui contient
Cy (c’est-a-dire les sommets entre 1 et r 4 1) et évite C_ c’est-a-dire les sommets entre
r+ 2 et 2r 4+ 2. Prenons dans un second temps la bipartition (C, = {2,...,r +2},C_ =
{1}u{r+3,...,2r+2}). D’apreés le lemme 5.36, il existe une hyper-aréte B € £(H) qui
contient C (c’est-a-dire les sommets entre 2 et r 4 2) et évite C_ c’est-a-dire le sommet
1 ainsi que les sommets entre r + 3 et 2r 4+ 2. La disposition des hyper-arétes A et B est
représentée sur la figure 5.6. Finalement, on montre que les hyper-arétes A et B ne sont
pas r-orthogonales :

— OnaANBD2{2,...,r+ 1} et donc |[ANB|>r.

— On a A Z B car le sommet 1 est dans A mais pas dans B.

— On a B € A car le sommet r + 2 est dans B mais pas dans A.

— Ona AUBD{r+3,...,2r+2} et donc |AN B| >r.

— Si |[AN B| = |[AUB| = r alors C est 'ensemble total de sommets de H, ce qui

signifie que n = 2r + 2, ce qui est exclu par hypothése.

Ainsi, d’aprés le corollaire 5.28, les hyper-arétes A et B ne sont pas r-orthogonales, ce qui
contredit le fait que H est sans r-croisement. Par I’absurde, on a donc que la dimension
VC de H est au plus 2r + 1.

Finalement, on conclut grace au lemme de Sauer-Shelah, qui nous dit ici que le nombre
d’hyper-arétes de H est au plus Zf:gl (TZL) = O(n2+1). 0

Deuxiéme borne, via les hyper-arétes essentielles

Il est possible d’améliorer sensiblement cette borne en utilisant les lemmes que 1’on a
prouvés dans la section 5.3.2.

Proposition 5.39. Soit H un hypergraphe sans r-croisement avec n sommets. Alors le
nombre d’hyper-arétes de H est au plus O(n"*1).

Démonstration. On considére <H>,, qui est un hypergraphe dans K, (n) par définition.
D’aprés le théoréme 5.1, il existe un hypergraphe H' ayant au plus O(n"™!) hyper-aréte
et tel que <H>, = <H'>,. D’aprés le lemme 5.35, vu que H est sans r-croisement, <H>,
est aussi sans r-croisement, de méme que H’. On peut donc appliquer le lemme 5.33 & H’,
qui donne l'inégalité |[<H'>,| < 2(r + 1)n" + 2|H’'|. Or, <H">, = <H>, et H C <H>,,
ce qui donne en l'inégalité |H| < |<H'>,|. En combinant les deux inégalités précédentes,
on obtient |H| < 2(r + 1)n" + 2|H'|. Or, on a dit que |H'| = O(n"'), ce qui permet de
déduire que |H| < O(n"*1), d’ou le résultat. O
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BNnC

FIGURE 5.6 — Ensemble C' avec les hyper-arétes A et B dont on a représenté que l'inter-
section avec C'. Les sommets de C' sont numérotés de 1 a 2r 4+ 2 et sont disposés en cercle
sur la figure, en croissant dans le sens horaire (comme sur une horloge). On ne sait pas
comment se comportent A et B en dehors de C, mais les sommets qu’elles contiennent et
évitent a l'intérieur de C' suffisent pour déduire que A et B ne sont pas r-orthogonales.

Troisiéme borne, via ’orthogonalité

On peut avoir une meilleure borne en étant plus précis. En développant le corollaire
5.28, on obtient :

Lemme 5.40. Soit V = [n] et soit ACV et BC V. On a l’équivalence suivante.

Al, B
<= ACBVBCAVANB=0VAUB=0V

(|JANB|<rAN|A\B|<r)V
(|JAnB|<rAN|B\Al<r)V
(|JAnB|<rAN|A\B|=|B\A|=r)V
(JAUB| <rA|A\B|<7)V

(JAUB| <rA|B\A| <7)V

(JAUB| <rA|A\B|=|B\A|l=7r)V
(JA\B|<rA|ANB|=|AUB|=7)V
(|IB\A|<rA|ANB|=|AUB|=7)V
|[A\B|=|B\A|=|ANnB|=]AUB|=r.

En se concentrant sur la taille des ensembles, on déduit ce qui suit.



122 CHAPITRE 5. UNE NOUVELLE STRUCTURE

Corollaire 5.41. Soit V = [n] et soit ACV et BC V. On a limplication suivante.

Al, B
= ACBVBCAVANB=0VAUB=0V
Al <2r—1V
|Bl| <2r—1vV

(JA] <2r A |B] <2r)V

|Bl| >n—2r+1V

Al >n—2r+1vV
(JAl>n—=2r AN|B|>n—2r)V
(JAl <2r A|B| >n—2r)V
(|JAl >n—2r AN |B| <2r)V

n = 4r.
Démonstration. On montre la fagon dont on déduit 'implication suivante.
(I ANB|<rAN|A\ Bl <r) = |A| <2r—1.

Puisque A= (ANB)U(A\B),ona A<|ANB|+|A\B|<(r—1)+(r—1)<2r—1.
On procéde de la méme maniére pour chaque terme de I’équivalence du lemme 5.40. [

Cette implication détaillée révéle le fait que si A et B sont r-orthogonales, alors soit
une des quatre conditions parmi A C B, B C A, ANB = 0 ou AUB = () est vraie,
soit I'un des deux ensembles A ou B est contraint en taille. Notamment, cette taille doit
étre petite (inférieur a 2r) ou grande (supérieure a n — 2r). Dés lors, si 'on s’intéresse
uniquement aux ensembles A et B de taille ni trop petite ni trop grande, on déduit le
corollaire suivant.

Corollaire 5.42. Soit V =[n] et soit ACV et BCV. Sin>dr, 2r <|A| <n-—2r et
2r < |B| <n—2r, alors on a :

Al,B <= ACBVBCAVANB=0VAUB=1.

Démonstration. On procéde par double inclusion.

(=) Si A et B sont r-orthogonales, d’aprés le corollaire 5.41, on sait que 'ona A C B,
B CA ANB =0, AU B = (0, une condition sur la taille de A ou B, ou le fait que n = 4r.
Comme on a pris pour hypothese le fait que 2r < |A| < n —2r, 2r < |B| < n —2r et
n > 4r, il ne reste que les possibilités A C B, BC A, ANB=0et AUB = 0.

(«<=) Si l'une des quatre conditions est vraies, a fortiori, I'une des conditions du
membre droit de ’équivalence du lemme 5.40 est vraie, d’ou A 1, B. O

Grace a ce corollaire, on déduit une borne sur le nombre d’hyper-arétes de chaque
taille d'un hypergraphe sans r-croisement H, si tant est que le nombre de sommets de H
est suffisamment grand devant 7.

Lemme 5.43. Soit r un entier non nul fizé et soit n > 5r. Soit V. = [n]. Soit H un
hypergraphe sans r-croisement (c’est-a-dire que pour tout A,B € E(H),A 1, B). On
définit également les cing sous-ensembles d’hyper-arétes de H suivants :

— Soit & Uensemble des hyper-arétes A de H telles que 0 < |A] < r.
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Soit E l'ensemble des hyper-arétes A de H telles que r + 1 < |A| < 2r — 1.

Soit E; l'ensemble des hyper-arétes A de H telles que 2r < |A] < n — 2r.

Soit E4 l’ensemble des hyper-arétes A de H telles quen —2r +1 < |A| <n—r—1.
Soit & Uensemble des hyper-arétes A de H telles que n —r < |A] < n.

Alors on a l'inégalité |&;| < 2n" pour chaque i.

Démonstration. On procéde en trois points, selon la valeur de i :

Pour i =1 et ¢+ = 5, & est un ensemble dont la taille est majorée par le nombre de
sous-ensembles d’un ensemble & r éléments (il s’agit des éléments que 1'on choisit
concernant & et des éléments que I'on évite concernant ), c’est-a-dire 27. A fortiori,
2" < 2n".

Pour ¢ = 2, on prouve d’abord par 1’absurde qu’étant donné un ensemble V. de r
sommets, il y au plus r — 1 hyper-arétes de & qui contiennent tous les sommets
de V.. Supposons qu’il y ait au moins r hyper-arétes de cette forme. Puisque que
chacune des hyper-arétes de £ a une taille comprise entre r + 1 et 2r — 1, au moins
deux hyper-arétes différentes de £ qui contiennent tous les sommets de V, ont la
méme taille. Appelons A et B ces deux hyper-arétes de méme taille. Par choix de
Aet B,on a|ANB| > |Vi| =r. Comme A et B sont des ensembles différents de
méme taille, ils ne peuvent pas étre inclus I'un dans l'autre. On a donc A € B et
B ¢ A. De plus, |[AUB| < |A| 4+ |B| < 4r — 2. Ainsi, [AUB| > n—4r+2 >
br—4r+42 = r+2, ce qui implique a la fois [AU B| > r et |[AU B| # r. Finalement,
ona|lANB|>rNAZBANBYZAN|AUB| >r A |AUB| # r. D’apreés le
corollaire 5.28, cela implique que A et B ne sont pas r-orthogonales, ce qui est une
contradiction. Ainsi, il y au plus » — 1 hyper-arétes de & qui contiennent tous les
sommets de V.

Comme une hyper-aréte de £ a au moins r+ 1 sommets, il existe 7+ 1 ensembles V.
différents de r sommets qui sont inclus dans une hyper-aréte de & donnée. Alors, si
on construit une liste L en concaténant pour chaque ensemble V, de r sommets la
liste des hyper-arétes de & qui contiennent V., chaque hyper-aréte apparaitra au
moins 7 + 1 fois dans L. Comme il y a (’Z) < n" choix de V,, il y a au total au plus
(r — 1)n" hyper-arétes dans L. Ainsi, le nombre d’hyper-arétes différentes dans L
est au plus (r — 1)n"/(r + 1) < 2n" et chaque hyper-aréte de & apparait bien dans
L (puisqu’elle apparait au moins r 4 1 fois). Do |E; < 2n7|.

Pour i = 4, on effectue le méme raisonnement que pour ¢+ = 2, en remplacant
I’ensemble V., de r sommets qu’il faut contenir par un ensemble V_ de r sommets
qu’il faut éviter.

Pour ¢ = 3, le corollaire 5.42 implique que ’ensemble des hyper-arétes de & ont
une structure arborescente, ce qui signifie que la taille de &5 est linéaire en n. On a
précisément |E5] < 2n < 2n'. O

Théoréme 5.2. Soit H un hypergraphe sans r-croisement avec n sommets. Alors le
nombre d’hyper-arétes de H est au plus O(n").

Démonstration. On partitionne ’ensemble des arétes de H en &, &, &3, 4, 5 comme dans
le lemme 5.43. D’aprés ce lemme, on sait que si n > 5r, on a |&| < 2n” pour chaque i.
Ainsi, on a bien |E(H)| = |&1| + & + |&] + |€4] + & = O(n") quand n tend vers
I'infini. O

Cette borne est atteinte, comme montré dans la section suivante.
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5.3.4 Borne inférieure

On sait qu'un hypergraphe sans r-croisement a au plus O(n") hyper-arétes. Dans
cette section, on prouve que certains hypergraphes sans r-croisement peuvent avoir au
moins (n") hyper-arétes. Par conséquent, grace au lemme 5.34 qui induit que le nombre
d’hyper-arétes d’un hypergraphe r-clos sans r-croisement est approximativement le méme
que le nombre nombre d’hyper-arétes de n’importe quel hypergraphe dont il est la cloture,
on montre qu’il existe des hypergraphes r-clos H qui nécessitent au moins 2(n") hyper-
arétes pour étre représentés (c’est-a-dire que tout hypergraphe dont la cloture est H
a nécessairement au moins 2(n") hyper-arétes). Ainsi, on obtient une borne inférieure
sur le nombre d’hyper-arétes nécessaires pour représenter certains hypergraphes r-clos en
utilisant les hypergraphes sans r-croisement.

Lemme 5.44. Pour tout r > 1, il existe un ensemble infini d’hypergraphes sans r-
croisements { H, } ayant chacun n sommets et un nombre d’hyper-arétes supérieur a Q(n")
(avec n qui tend vers l'infini).

Démonstration. Soit r > 1. Soit n un multiple de r + 1, c’est-a-dire qu’'on a n = k(r + 1)
pour un certain entier k. On construit un hypergraphe avec n sommets tels que chaque
paire d’hyper-arétes est r-orthogonale. Pour ce faire, on considére ’ensemble de sommets
V = 7Z/kZ x [r+ 1], ou Z/kZ dénote I'ensemble des entiers modulo k. On interpréte
I’ensemble V' ainsi : & chaque sommet est assignée une valeur entre 0 et k£ — 1 ainsi qu’une
couleur parmi r + 1 couleurs possibles. La valeur est utilisée modulo £ dans les équations
qui suivent, d’ou la nécessité de la prendre dans 'anneau Z/kZ plutot que dans I’ensemble
{0,...,k —1}. On considére maintenant 1’ensemble suivant d’hyper-arétes :

r+1
£ = {A = {(vi, ;) Yt € (r—l‘il) ‘ {e}it =[r+1] et Zvi =0 mod k;}

i=1
En francais, £ est la famille de tous les ensembles de r + 1 sommets de V' tels que :
— les sommets ont des couleurs différentes deux a deux et
— la somme de la valeur de chacun des sommets vaut 0 modulo &.

Puisqu’il y a r + 1 couleurs au total et » + 1 sommets dans une hyper-aréte, chaque
hyper-aréte contient exactement un sommet de chaque couleur. On considére maintenant
I'hypergraphe H, tel que V(H,) =V et E(H,) =E&.

D’abord, on remarque que si 'on fixe » sommets qui ont des couleurs distinctes deux
a deux, il n’y a qu’une seule hyper-aréte qui contient ces r sommets. En effet, notons ces
r sommets (v;,¢;), avec 1 < i < r. Soit (vp41,¢41) un sommet. Pour que {(v;, ¢;)}it]
soit une hyper-aréte, c,,1 doit étre la couleur qui manque dans {(v;,¢;)}_; et v, doit
étre égal & — )7, v; mod k. Puis, si A, B € £ sont deux hyper-arétes de H telles que
|AN B| =r, alors A= B. On montre maintenant que pour chaque paire (A, B) d’hyper-
arétes distinctes, A L, B. On sait que désormais |AN B| < r puisque A # B. Ensuite, on
a soit |A\ B| < r, ce qui implique A L, B avec |[AN B| < r et le corollaire 5.28, ou soit
|A\ B| = r, ce qui implique |[AN B| =1, puis |B\ A = et donc A L, B via le méme
corollaire 5.28. Par conséquent, H,, est un hypergraphe sans r-croisement.

Maintenant, calculons la cardinalité de £. Sans perte de généralité, on peut réordonner
les sommets de chaque hyper-aréte de sorte que ¢; = . Il n’y a donc aucun choix a
faire concernant les couleurs de chaque sommet d'une hyper-aréte. Pour 1 < ¢ < r, la
valeur v, peut étre choisie parmi k valeurs différentes. Pour v,,1, il n’y a qu’un seul
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choix possible : v,41 = —> ., v; mod k. Ainsi, || = k". Puisque n = k(r + 1), on a
IE| =k =(r+1)""n"=Q(n"), vu que r est fixé et n tend vers 'infini. O

Théoréme 5.3. Soit r > 0 un entier fixé. Il existe un ensemble infini d’hypergraphes
sans r-croisements { H,}, chacun avec n sommets, telle que pour chaque hypergraphe H,
et pour chaque hypergraphe H' a n sommets, si <H'>, = <H,>,, alors H' a au moins
Q(n") hyper-arétes (avec v fizé et n qui tend vers l'infini).

Démonstration. Soit {H,} l'ensemble infini d’hypergraphes définie dans le lemme 5.44.
Soit H' un hypergraphe tel que <H'>, = <H,>,. L’hypergraphe H,, est sans r-croisement,
donc d’aprés le lemme 5.35, <H,>, et H' sont aussi sans r-croisement. Ainsi, on peut
appliquer le lemme 5.34 & 'hypergraphe H', ce qui s’écrit 2|H'\ <0>.| > |<H'>,\ <0>,|.
On a donc 2|H'| > |<H'>, \ <0>,|, c’est-a~dire 2|H'| > |<H,>, \ <0>,|. De plus, H,, C
<H,>,\ <0>, puisque H,, C <H,>, et puisque chaque hyper-aréte A de H,, a une taille
vérifiant r < |A| < n—r, ce qui signifie que H,N<P>, = 0. Ainsi, |<H,>,\ <0>,| > |H,]|.
On rappelle que le nombre d’hyper-arétes de H,, satisfait Q(n"). Ainsi, puisque 2|H'| >
|H,|, le nombre d’hyper-arétes de H' est au moins Q(n"). O

Si on compare les différentes bornes sur les hypergraphes r-clos, cela signifie que cer-
tains hypergraphes r-clos nécessitent au moins 2(n”) pour étre représentés, 1a ou le co-
rollaire 5.22 garantit que 1’on peut toujours le faire en moins de O(n"™!) hyper-arétes.

5.4 Algorithmique

Afin de pouvoir utiliser les sections précédentes en pratique, on se demande quelle est
la complexité pour calculer I’ensemble des r-splits essentiels d’un graphe G. Pour cela, on
consideére la complexité de calculer un r-split essentiel. Soit X un ensemble de sommets
de G et soit H I'hypergraphe des r-splits de G, on cherche a calculer vy (X), c’est-a-dire
min{A € £(H) | X C A,|A| < n/2}. Comme une hyper-aréte de H est un ensemble de
sommets A tel que p(A) < r, avec p une fonction sous-modulaire, et que p ne peut pas
valoir moins de r sur l'ensemble {A € E(H) | X C A, |A| < n/2}, on déduit que gy (X)
est égal au plus petit ensemble A appartenant & {A € E(H) | X C A, |A] < n/2} qui
minimise p(A).

On est donc amené a un probléme de minimisation de fonction sous-modulaire (ou
SFM, pour Submodular Function Minimization), qui est un probléme trés étudié. Voir
[McCO05] pour une vue d’ensemble et [KralO|] pour des implémentations. Le probléme
SFM consiste a trouver la valeur minimale d'une fonction sous-modulaire f. De plus, il
peut-étre aussi demandé de trouver I’argument qui minimise cette valeur de f. Cependant,
étant donné deux arguments A et B qui minimisent f, par sous-modularité, AUB et ANB
minimisent aussi f. Ainsi, il existe un argument minimal et un argument maximal qui
minimisent f. On demande alors en général de trouver I'argument maximal qui minimise
f. Dans [IO09], l'algorithme SFMwave permet de trouver l’argument maximal en temps
faiblement polynomial.

Proposition 5.45 ([I009]). Soit f : 28 — IN une fonction sous-modulaire sur un en-
semble E de taille n. Soit EO la complexité pour évaluer la fonction f. Soit M la valeur
maximale que peut prendre f. Alors il est possible de calculer 'unique solution mazimale
A qui minimise f(A) en temps O((n*EO + n®)log(nM)).
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Cet algorithme est dit faiblement polynomial car il dépend de facon polynomiale de
log M ; un algorithme fortement polynomial serait un algorithme qui ne dépend pas du
tout de M ; en revanche, un algorithme qui dépend de fagon polynomiale de M est appelé
quasi-polynomial [McCO05].

Dans notre cas, M < n car une matrice de taille n par n a un rang inférieur ou égal a
n. De plus, le rang d’une matrice n par n peut étre calculé en temps O(n*) en utilisant
I'élimination Gaussienne [BH74, IMHS82|, ce qui donne une borne sur EO.

Il est possible de restreindre 'espace de recherche a un ensemble de la forme {A | X C
A CY}, ot X et Y sont deux ensembles disjoints fixés. En effet, étant donné une fonction
sous-modulaire f : 2¥ — 7Z et deux ensembles disjoints X et Y, on déduit que la fonction
g : 2PNXUY) 7 definie par g(A) = f(X U A) — f(X) est aussi sous-modulaire. Elle
est appelée le résidu de f par rapport & X et Y. Le fait de soustraire f(X) n’est pas
nécessaire pour que le résidu soit sous-modulaire. Cela permet simplement de faire en
sorte que g()) = 0, c’est-a-dire que g soit normalisée. Ainsi, en appliquant un algorithme
SFM au résidu de f, on restreint la recherche du minimum a I’ensemble {A | X € A C Y'}.

On peut donc calculer ¢y (X,Y) pour tout Y de taille r via un algorithme SFM et
ensuite calculer ¢ (X) en utilisant le lemme 5.23. Finalement, cette approche permet de
calculer un r-split essentiel oz (X) en temps O(n" ™ “logn) et permet donc de calcu-
ler Pensemble des O(n"*1) r-splits essentiels en temps O(n* ™t logn), qui est alors la
complexité pour calculer le graphe H du théoréme 5.1.

Théoréme 5.4. Etant donné un graphe G r-rang connecté d’ordre n, il est possible de
construire un hypergraphe H avec O(n"*1) hyper-arétes qui vérifie <H>, = H,(G) en
temps O(n* ™5 logn), ot w =~ 2.37 est lié a la multiplication de matrices.

5.5 Perspectives

Structure d’arbre. J’ai pu obtenir une structure polynomiale permettant de repré-
senter les r-splits. Cependant, les théorémes sur les splits indiquent qu’il est possible de
représenter les splits sous une forme arborescente. On peut donc se demander s’il en est
de méme pour les r-splits. Dans le cas des splits, I'idée est de ne représenter dans ’arbre
que les splits qui sont orthogonaux avec tous les autres splits (appelés splits forts) et de
déduire les autres splits par union de certains splits forts. Les splits forts forment une
famille sans croisement, ce qui permet de les représenter facilement sous forme d’arbre.
Dans le cas des r-splits, les r-splits forts (qui sont les r-splits r-orthogonaux avec tous les
autres r-splits du graphe) forment un hypergraphe sans r-croisement. Le corollaire 5.42
montre que ’ensemble des r-splits forts dont la taille n’est ni trop petite ni trop grande a
une structure d’arbre au méme titre que les splits. Pour en déduire une structure d’arbre
pour les r-splits, il resterait a considérer les splits forts dont la taille est inférieure a 2r
ou supérieure a n — 2r et il faudrait également pouvoir exprimer tout r-split comme une
combinaison de r-splits forts.

Application 4 la compression. Un r-split X étant associée a une coupe (X, X) dont
le rang est inférieur ou égal a r, il permet une certaine compression du graphe G. En effet,
la matrice de G[X, X| peut étre représentée par r(n — r) bits, ce qui est toujours mieux
que la représentation explicite en |X|(n — |X|) bits, étant donné que r < |X| < n —r.
Cependant, la facteur de compression dépend de la taille de X : plus celle-ci est loin de r et
n—r, meilleur est la compression. Dans le meilleur des cas, obtenu pour | X| = |X| = n/2,
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on représente avec r(n — r) bits une matrice de taille n?/4. On dit alors qu'un r-split
X est équilibré si |X| ~ |X|. L’idée est alors de chercher les r-splits équilibrés de G. Il
serait alors intéressant de voir comment la théorie développée dans ce chapitre pourrait
permettre de les chercher.

Complexité. Dans la section 5.4, j’ai présenté une facon de calculer en temps poly-
nomial une représentation de I'hypergraphe des r-splits d’'un graphe donné. Une idée
alternative pour calculer cette représentation est de s’inspirer de ce qui est fait pour la
décomposition modulaire et pour les splits. Dans ce cas, on sait que 'opérateur de clo-
ture associé a la relation orthogonale est le méme que l'opérateur de cléture qui rend
une famille partitive (cf. proposition 4.4). De méme, opérateur de cloture associé a la
relation croix-orthogonale est le méme que l'opérateur de cloture qui rend une famille
symétrique traversante. On peut se demander si I'opérateur cloture induit par la relation
de r-orthogonalité (au sens du lemme 2.11) est le méme que 'opérateur de r-cloture. On
peut montrer que non avec un exemple minimal constitué d’'un hypergraphe H ayant deux
hyper-arétes qui ne sont pas r-orthogonales. La r-cloture <H>, est strictement incluse
dans ¢l (H), qui est I'hypergraphe H auquel on a appliqué l'opérateur de cloture induit
par la relation de r-orthogonalité. On se demande alors s’il existe une relation permettant
d’exprimer la r-cloture comme 'opérateur de cloture induit par cette relation, sachant que
ce n’est pas toujours possible (cf. lemme 2.12). Si oui, est-ce qu’il permettrait de calculer
la représentation de I'’hypergraphe des r-splits d’'un graphe donné plus rapidement ?
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Dans ce chapitre, je présente un travail fait avec trois autres chercheurs : Michel Habib,
Laurent Feuilloley et Guillaume Ducoffe. Ce travail est en cours de publication a SIDMA.

Nous nous intéressons ici a la recherche de motifs dans les graphes ordonnés. Il s’agit de
la continuité de ce qui a pu étre présenté dans les chapitres précédents, excepté que nous
nous intéressons ici a des graphes ordonnés, c¢’est-a-dire qui ont leurs sommets ordonnés.
La ott nous cherchions des structures dans le chapitre 3, des modules et des splits dans
le chapitre 4 et des r-splits dans le chapitre 5, nous cherchons ici des motifs qui sont des
sous-graphes ordonnés. Ils imposent des contraintes qui sont & mi-chemin entre celles de
la recherche de sous-graphe et celles de la recherche de sous-graphe induit.

La section 6.1 présente les définitions précises d’un motif et d’un graphe ordonné puis
expose la motivation du probléme ainsi qu'un apercu de I’ensemble des résultats qui seront
prouvés dans ce chapitre. Pour commencer, la section 6.2 s’intéressera aux motifs n’ayant
que 3 ou 4 sommets afin de mieux comprendre les techniques de recherche de motif. Les
travaux de cette section ont été faits originalement par Michel Habib. Je les présente par
soucis d’exhaustivité tout en proposant des preuves légérement différentes des siennes.
La section 6.3 se concentre sur la recherche de plusieurs motifs simultanément, ce qui
est dans certains cas plus facile que la recherche d’une seul motif. Il s’agit d’un travail
fait en collaboration avec Michel Habib. Ensuite, nous regarderons les motifs de taille
arbitraire mais appartenant a une certaine classe. Cela sera fait dans la section 6.4, en
élargissant progressivement la classe de motifs considérée. Cela a été étudié avec l'aide
de Laurent Feuilloley. Enfin, la section 6.5 introduit un nouveau parameétre de graphe
permettant de mesurer la complexité nécessaire pour rechercher un motif quelconque
dans un graphe ordonné. Nous utiliserons pour cela des tenseurs, dont la définition ainsi
que la présentation de certains de leurs produits est rappelé dans la section 2.4. Ce travail
a aussi été fait en collaboration avec Laurent Feuilloley.

6.1 Introduction

6.1.1 Définitions
Graphe ordonné

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux graphes ordonnés. Dans ce cadre, I’ensemble des
sommets est muni d’une relation d’ordre total, de sorte qu’étant donné deux sommets
distincts, on puisse dire que I'un des sommets est plus grand que 'autre.

Définition 6.1 (Ordre). Soit E un ensemble fini. Un ordre 7 de E est une liste des
différents éléments de E. Si x et y sont deux éléments de F, on dit que x est plus petit
que y st x apparait avant y dans la liste 7. On note x <, y.

Ainsi, 'ordre 7 est une facon d’induire et de représenter un ordre total sur I’ensemble
E. Voici des exemples d’ordre.

Ezemple 6.1. Soit F = {1,2,3,4}. L’ordre 7 = [1,2, 3, 4] représente 'ordre habituel sur
les entiers 1,2, 3,4. Ainsi, on a les inégalités 1 <, 2 <, 3 <, 4, ainsi que l'inégalité 1 <, 3,
I'inégalité 2 <. 4 et 'inégalité 1 <, 4.

On a également besoin de la notion d’ordre miroir, d’ordre restreint et de sous-ordre :

Définition 6.2 (Ordre miroir miroir(7)). Soit E un ensemble et T ordre sur E. L’ordre
miroir de T, noté miroir(T) est Uordre tel que pour tout z,y € E, x <miroir(r) Y
Yy <,



6.1. INTRODUCTION 131

Ezxemple 6.2. Soit F = {1,2,3,4} et 7 = [1,2,3,4]. L’ordre miroir(7) est 'ordre [4, 3, 2, 1].

Définition 6.3 (Ordre restreint 7|g). Soit deux ensembles Ey C Ey. Si 1o un ordre sur
Es alors mo|g, est Uordre sur Ey obtenu en ne gardant que les éléments de E.

Définition 6.4 (Sous-ordre ou ordre étendu 7 < 7). Soit deuz ensembles By C Ey. Si
71 un ordre sur FEy et 7o un ordre Ey, on dit que l’ordre T, est un sous-ordre de [’ordre
(ou que l'ordre 7o étend l'ordre 1) si To|g, = T1, ¢’est-a-dire si on obtient la liste 71 en
prenant la liste 7o et en enlevant les éléments qui ne sont pas dans E1. On note 11 < Ty.

Exemple 6.3. Soit Fy = {2,3,4,5} et Ey = {1,2,3,4,5,6,7}. L’ordre 71 = [2,5,3,4] est
un sous-ordre de l'ordre 7 = [2,5,6,1,3,7,4] car si on enléve les éléments qui ne sont pas
dans F; (c’est-a-dire 1, 6 et 7), il reste [2,5, 6, 4,3, 7,4] = [2,5, 3,4].

Finalement, on peut définir un graphe ordonné :

Définition 6.5 (Graphe ordonné). Un graphe ordonné est une paire (G,7), ot G est un
graphe (au sens habituel) et ot T est un ordre sur les sommets de G.

Remarque 6.1. On rappelle que tous les graphes considérés dans ce manuscrit sont symé-
triques, ce qui signifie que si (z,y) est une aréte de G alors (y, ) 'est aussi. Ainsi, quand
on décrira un graphe ordonné, on se permettra de ne lister que 'une des deux arétes.

En général, quand cela est possible, on choisit comme ensemble de sommets du graphe
les entiers de 1 & n et on prend comme ordre 7 la liste des entiers de 1 a n dans 'ordre
croissant, de sorte que la relation d’ordre <. induite par 7 soit la relation d’ordre classique
sur les entiers <. Pour représenter un graphe ordonné (G, 7), en général, on aligne les
différents sommets V(G) sur une ligne et on les ordonne dans le méme ordre que 7, de
sorte a ce que le sommet le plus petit soit tout a gauche et le plus grand tout a droite. La
figure 6.1 montre un exemple de graphe ordonné.

1 2 3 4 )

FIGURE 6.1 — Exemple de graphe ordonné. Les arcs représentent les arétes du graphe.
Afin de faciliter la lecture de la représentation, les arétes reliant deux sommets consécutifs
(comme 1 et 2 sur cet exemple) sont représenté par un segment plutot qu'un arc de cercle.
Ce graphe a donc 6 arétes qui sont (1,2), (1,4),(2,4),(3,4),(3,5) et (4,5). On ne liste pas
les arétes symétriques (a savoir (2,1), (4,1), (4,2), (4,3), (5,3) et (5,4)), comme dit dans
la remarque 6.1.

Motif
Etant donné un graphe ordonné, on se demande si I’on peut y trouver des sommets qui
respectent un certain nombre de contraintes. On s’intéresse a trois types de contraintes :
— les sommets cherchés sont dans un certain ordre,
— certaines paires de sommets sont reliées par une aréte,

— et certaines paires de sommets ne sont pas reliées par une aréte.
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Ezemple 6.4. Etant donné un graphe ordonné (G, 7), on se demande s'il est possible de
trouver trois sommets a, b, ¢ tels que :

— l'ordre de ces sommets est a <, b <, c,
— il y a une aréte entre a et c,
— et il n’y a pas d’aréte entre a et b.

Ces contraintes motivent la définition d’un motif, qui est une facon concise et visuelle
de représenter un tel ensemble de contraintes. Cela est représenté en figure 6.2.

a p c

FIGURE 6.2 — Représentation visuelle des contraintes de I'exemple 6.4. L’ordre des som-
mets indique que a <, b <, c. Le trait plein entre a et ¢ demande & ce qu’il y ait une
aréte entre a et c. Le trait en pointillés entre a et b demande a ce qu’il n’y ait pas d’aréte
entre a et b.

Définition 6.6 (Motif). Un motif P est un objet constitué :

— d’un ensemble de sommets V(P),

— d’un ensemble d’arétes obligatoires M (P),

— d’un ensemble d’arétes interdites F'(P),

— d’un ordre sur les sommets T(P),
tel que M(P)N F(P) =10. On note E(P) = M(P)U F(P) l’ensemble des arétes (obliga-
toires ou interdites) du motif.

Le fait que M(P)N F(P) = () permet d’assurer qu’une aréte ne peut pas a la fois étre

obligatoire et interdite. Tout comme un graphe ordonné, un motif peut étre représenté
visuellement.

Remarque 6.2. Dans le continuité de la remarque 6.1, comme on ne considére que des
graphes symétriques, si une aréte (z,y) appartient au motif P, alors non seulement I’aréte
symétrique (y,x) appartient & P, mais surtout les arétes (z,y) et (y,z) sont du méme
type, c’est-a-dire soit toutes les deux obligatoires, soit toutes les deux interdites.

FExemple 6.5. L’exemple 6.4 donnait un ensemble de contraintes a respecter. On peut
maintenant utiliser un motif pour représenter ces contraintes :

— Comme on s’intéresse a trois sommets a, b, ¢, on prend V(P) = {a, b, c}.
— Vu que l'on veut a <, b <, ¢, on prend 7(P) = [a, b, c].

— Puisqu’on veut une aréte entre a et ¢, on prend M(P) = {(a,c)}.

— Puisqu’on ne veut pas d’aréte entre a et b, on prend F(P) = {(a,b)}.

Tout cela se représente sous forme visuelle, comme cela a été fait sur la figure 6.2. Un
trait plein représente une aréte obligatoire (c’est-a-dire dans M (P)). Un trait en pointillés
représente une aréte interdite (c’est-a-dire dans F'(P)). L’absence de trait entre b et ¢
signifie qu’il peut y avoir une aréte ou qu’il peut ne pas y en avoir entre b et c.

Etant donné un motif, on peut définir le motif miroir et le motif complémentaire de
ce motif. Le premier est le motif obtenu en prenant le miroir de 'ordre et le second est le
motif obtenu en inversant aréte et non-aréte :
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Définition 6.7 (Motif miroir miroir(P)). Soit P un motif. Le motif miroir de P,
noté miroir(P), est le motif tel que V(miroir(P)) = V(P), M(miroir(P)) = M(P),
F(miroir(P)) = F(P), T(miroir(P)) = miroir(t(P)).

Définition 6.8 (Motif complémentaire P). Soit P un motif. Le motif complémentaire de
P, noté P, est le motif tel que V(P) = V(P), M(P) = F(P), F(P) = M(P), 7(P) =
7(P).

Il ne reste plus qu’a définir formellement le fait qu'un graphe ordonné respecte les
contraintes induites par un motif, c’est-a-dire définir ce que signifie contenir ou éviter un
motif.

Définition 6.9 ((G, 7) contient ou évite P, f réalise P dans (G, 1)). Soit (G, T) un graphe
ordonné et soit P un motif. On dit que (G,T) contient P lorsqu’il existe une fonction f
des sommets V (P) du motif vers les sommets V(G) du graphe telle que :

— la fonction f conserve Uordre : pour tous sommets x,y € V(P), on a v <;p) ¥y
implique f(x) <- f(y),

— la fonction f respecte les arétes obligatoires : pour toute aréte (z,y) € M(P), on a
(f(x), f(y)) € E(G),

— la fonction f respecte les arétes interdites : pour toute aréte (z,y) € F(P), on a

(f(2), f(y) ¢ E(G).

Dans ce cas, on dit que f réalise P dans (G, 7). Quand il n’existe pas de telle fonction f,
on dit que le graphe ordonné (G, T) évite le motif P.

Ezemple 6.6. On considére le graphe ordonné (G, 7) et le motif P de la figure 6.3. On
rappelle que ces représentations signifient que :

— V(G) ={1,2,3,4,5} et V(P) = {a, b, c},
— 7=11,2,3,4,5] et 7(P) = [a, b, ¢,
7 E<G) - {<17 2)7 (174)7 (274)7 (374>7 (37 5)7 (47 5>} et E(P> - {(CL, b)? (CL, C)},
— parmi les arétes de P, il y a deux types d’arétes, qui sont M(P) = {(a,c)} et
F(P) = {(a;b)}.
On consideére la fonction f : V(P) — V(G) définie par f(a) = 1, f(b) = 3 et f(c) = 4.
On vérifie que f réalise P dans (G, 7) en vérifiant les trois points de la définition 6.9 :
— La fonction f conserve 'ordre puisque a < (py b <;p) c et f(a) <. f(b) <. f(c).
Autrement dit, la fonction f est croissante.

— La fonction f respecte les arétes obligatoires puisque la seule aréte obligatoire de P
est (a,c) et on a bien que (f(a), f(c)) = (1,4) est une aréte de G.

— La fonction f respecte les arétes interdites puisque la seule aréte interdite de P est
(a,b) et on a bien que (f(a), f(b)) = (1,3) n’est pas une aréte de G.

Ainsi, le graphe ordonné (G, 7) contient le motif P. D’ailleurs, il le contient & un autre
endroit, puisqu’il existe une autre fonction f qui réalisent P dans (G, 7), a savoir la
fonction f définie par f(a) =2, f(b) =3 et f(c) = 4.

Lemme 6.1. Si f réalise P dans (G,T) alors [ est injective.

Démonstration. Soit x,y € V(P) tels que f(z) = f(y). Si x # y, sans perte de généralité,
on a & <;pyy et donc f(x) <. f(y), ce qui contredit le fait que f(z) = f(y). O
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Vs « o

1 2 3 4 5 a b ¢
(a) Graphe ordonné (G, 7). (b) Motif P.

FIGURE 6.3 — Le graphe ordonné (G, 7) que l'on avait déja représenté en figure 6.1 et le
motif P que 'on avait déja représenté en figure 6.2.

Lemme 6.2. Si f réalise P dans (G, 1) alors v <;(pyy <= f(x) <. f(y),

Démonstration. On sait que I'implication * <,py y = f(z) <, f(y) est vraie par
définition. On montre x <,p)y y <= f(x) <; f(y) par disjonction de cas. On suppose
que l'on a f(x) <, f(y). Puisque l'ordre 7(P) est total sur V(P), on a soit x = y, soit
Y <r(p) T, soit x < py y. Le premier cas implique que f(z) = f(y) ce qui est faux. Le
deuxiéme cas implique f(y) <,(p) f(x) car f conserve l'ordre, ce qui est faux. Par principe
du tiers exclu, c’est le troisiéme cas qui est vrai. O

6.1.2 Motivation

Un graphe est cordal lorsque tout cycle de taille au moins 4 contient une corde, c’est-
a-dire une aréte reliant deux sommets qui ne sont pas adjacent dans le cycle. Une carac-
térisation des graphes cordaux et qu'un graphe G est cordal si, et seulement si, il admet
un ordre d’élimination simplicial, c’est-a-dire qu’il existe un ordre 7 des sommets de G
tel que le voisinage a gauche (suivant ’ordre 7) de chaque sommet de G forme une clique
[FG65]. Autrement dit, si I'on prend un sommet « de G ainsi que vy et vy deux voisins a
gauche de u suivant 'ordre 7 (c’est-a-dire tels que v; <, u et vy <, u), alors v et vy sont
voisins. En terme de motif, cela implique immédiatement qu'un graphe G est cordal si, et
seulement si, il existe un ordre 7 tel que le graphe ordonné (G, ) évite le motif P décrit

dans la figure 6.4 [FH21b].

(% V2 U
FIGURE 6.4 — Motif permettant de certifier qu'un graphe est cordal.

I1 est montré dans [HMPV00] qu’étant donné un graphe G, il est possible de trouver
en temps linéaire un ordre 7 tel que G est cordal si et seulement si le graphe ordonné
(G, T) évite le motif de la figure 6.4. Il s’agit de 'ordre Lez-BFS. Ainsi, il n’a pas besoin
de vérifier tous les ordres possibles pour déterminer si un graphe est cordal, il suffit de
vérifier 'ordre Lex-BFS. Enfin, étant donné un graphe ordonné (G, 7), il est montré dans
[HMPV00] que I'on peut déterminer en temps linéaire via du raffinement de partition si
(G, T) contient le motif de la figure 6.4 ou non. Finalement, [HMPV00] montre que I'on
peut détecter si un graphe est cordal en deux étapes élémentaires :

1. on commence par déterminer un ordre T,

2. puis on vérifie si le graphe ordonné (G, 7) contient ou évite ce motif.
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Le fait que chacune des ces étapes puisse étre faite en temps linéaire permet d’avoir un
algorithme efficace pour détecter si un graphe est cordal.

On peut alors se poser la méme question pour d’autres classes de graphe. Dans [FH21b|,
il est montré qu’un certain nombre de classes peuvent étre caractérisées au moyen d’un
motif interdit, comme pour la classe des graphes cordaux. Ces classes seront détaillées
dans la section 6.2.2. Deux questions se posent alors pour chacune de ces classes :

1. Quelle est la complexité pour déterminer un ordre 7 tel que G appartient a cette
classe si et seulement si le graphe ordonné (G, 7) évite le motif associé a cette classe ?

2. Quelle est la complexité pour déterminer si le graphe ordonné (G, 1) évite le motif
associé a cette classe ?

Le premier probléme a été résolu dans [FH21b|. Si la classe de graphe est caractérisée par
un motif interdit ayant trois sommets, il y a toujours un algorithme linéaire qui permet
de calculer 7. Il reste alors la seconde question, a laquelle nous nous sommes intéressés :
Etant donné un motif P, quelle est la complexité nécessaire pour détecter si un graphe
ordonné contient ou évite ce motif?

6.1.3 Etat de lart

Avant de tenter de répondre a cette question, regardons ce qui a déja état fait dans
le domaine des graphes ordonnés ainsi que la question de la détection de motifs dans
d’autres domaines.

Adaptation aux graphes ordonnés. Tout d’abord, la plupart des problémes qui sont
étudiés sur les graphes peuvent étre adaptés pour les graphes ordonnés. Par exemple,
la notion de mombre chromatique est adaptée en imposant que les différentes classes de
couleur soient des intervalles du graphe ordonné. Cela rend le nombre chromatique ordonné
plus facile & calculer que sa version non-ordonnée étant donné qu’il est calculable en temps
linéaire via un algorithme glouton [PT06|, alors que son homologue non-ordonné est connu
pour étre NP-complet. Cette notion est utilisée pour étendre la théorie extrémale aux
graphes ordonnés [Tarl8|. Cela consiste a se demander quel est le nombre d’arétes que
peut avoir au maximum un graphe qui évite un motif. Dans le cas non-ordonné, il existe
une formule qui relie ce nombre au nombre chromatique du motif & éviter [ES46]. Dans le
cas ordonné, la méme formule est obtenue [PT06], a savoir (1—1/(x—1))n?/2+40(n?), ou x
est le nombre chromatique (éventuellement ordonné) du motif & éviter. Quand le nombre
chromatique est 2, la formule donne o(n?) et une étude plus approfondie est nécessaire.
Ainsi, il est prouvé dans [Tar18| que si le motif a éviter est de nombre chromatique 2 tout
en étant un couplage, alors ce o(n?) est en réalité un O(n).

Eviter un motif : classe et ordre. Concernant les graphes qui évitent un motif
donné, il a été montré pour les petits motifs qu'une classe de graphe évitant un motif
était toujours une classe de graphe déja connue. Ainsi, [Dam90| caractérise les classes de
graphes qui évitent un motif complet & 3 sommets et [FH21b| caractérise celles qui évitent
un ensemble de motifs & 3 sommets. Cela sera utilisé par la suite pour nommer les motifs
a 3 sommets en fonction du nom de la classe de graphes induite. De plus, [FH21a] tente de
caractériser certaines classes de graphes qui évitent un motif & 4 sommets en s’intéressant
a celles obtenues par construction géométrique (c’est-a-dire une généralisation des graphes
d’intervalle).
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Une question connexe consiste, étant donné un motif fixé, & construire un algorithme
qui prend en entré un graphe non-ordonné et produit en sortie un ordre des sommets,
de sorte que s’il existe un ordre du graphe qui évite le motif, alors 'ordre produit est un
de ses ordres. Par exemple, on a vu que si le motif est celui qui caractérise la classe des
graphes cordaux, un algorithme de complexité linéaire existe en ordonnant les sommets
suivant 'ordre Lex-BFS. Cependant, il n’existe pas toujours d’algorithme polynomial
pour se faire. Par exemple, d’aprés le théoréme de Gallai-Hasse-Roy-Vitaver, un graphe
est k-colorable si, et seulement si, il existe un ordre des sommets qui évite le motif Py, 1,
c’est-a-~dire le chemin (non-induit) a k + 1 sommets. Or, dés que k > 3, il est connu qu’il
est NP-complet de savoir si un graphe est k-colorable. Ainsi, trouver un ordre qui évite
le motif P,y pour k > 3 est NP-complet.

Recherche de motifs. Bien que la recherche de motif dans les graphes ordonnés soit
assez nouvelle, elle a beaucoup été étudié dans d’autres domaines. Tout d’abord, elle I’a été
dans le cas des permutations. Dans ce contexte, a la fois le graphe GG et le motif P doivent
étre des permutations, c’est-a-dire des graphes ordonnés dans lesquels les arétes doivent
représenter un couplage ou la premiére extrémité d’une aréte doit étre parmi la premiere
moitié des sommets et la seconde extrémité parmi la seconde moitié des sommets. Dans ce
cas trés restreint, il existe toujours un algorithme en temps 2°%1°¢¥)p o1 k est le nombre
de sommets de P et n celui de G [GM14]. Ainsi, si l'on fixe le motif P, on a un algorithme
linéaire en G. Si on autorise G a étre quelconque et P & étre un couplage quelconque
(pas nécessairement une permutation), les récents papiers sur la largeur de jumeau (twin-
width en anglais) [BGOdAM ™22, BGAMT22| suggérent un algorithme quasi-quadratique
en O(n*logn).

Concernant la recherche de motifs dans les graphes non-ordonnés, il existe de nombreux
résultats. Le cas général est connu pour étre NP-complet si le motif est pris en entrée,
avec une borne triviale en O(n*). Pour certaines classes de motifs (arbres, graphes a
seuil, chaines biparties, complémentaires de chaine bipartie), il existe des algorithmes
polynomiaux [KOSU12|, ¢’est-a-dire que 'exposant ne dépend pas de la taille & du motif.
De méme, pour certaines classes de graphes, on peut rendre le probléme polynomial en n.
Ainsi, si le graphe G de taille n est planaire et le motif P de taille k est quelconque, on
peut détecter P dans G en temps 2°®)n [Dor09]. Plus généralement, si le graphe G’ a une
largeur de jumeau (twin-width) d’au plus d, il existe un algorithme en temps 2°0*108) g2y,
pourvu que l'on dispose de la décomposition associée a la largeur de jumeau [BGK™20].

Si on fixe un motif P de taille £ mais qu'on laisse le graphe G étre aussi géné-
ral que possible, on peut se demander si on peut faire mieux que O(n*). Dans le cas
général, surprenamment, oui. Il existe un algorithme en O(nf®) et, pour k > 6, en
O(mP®/2) avec B(k) = w(|k/3],[(k — 1)/3],[k/3]) et ot w(a,b,c) désigne l'expo-
sant de la multiplication de matrices rectangulaires [EG04]. Pour le cas des petits mo-
tifs, il est possible de faire mieux que ces bornes. Pour £ = 3, il y a quatre motifs
possibles : le motif triangle et son complémentaire peuvent étre détectés en O(n®) et
O(m*/@+) [AYZ97] tandis que le motif chemin et son complémentaire peuvent étre
détectés en temps linéaire O(n + m) [HKSS13|. Pour &k = 4, on peut détecter n’im-
porte quel motif en temps O(n®) et O(m*/@+1)) avec haute probabilité, excepté la
clique K, et son complémentaire [WWWY14|. De plus, un chemin induit de taille 4
peut étre détecté en temps linéaire O(n + m) en faisant un Lex-BFS [BCHPO§|. Pour
k =5, certains motifs peuvent étre détectés plus efficacement qu’en temps (’)(nﬁ(f’)) avec
B(5) =w(l1,2,2) <2w(0.5,1,1) < 2x2.046681 < 4.09 (cf. [LG12| pour la meilleure valeur
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connue de w(0.5,1,1)). De fait, dans [FKLL15], il est proposé un algorithme probabiliste
en O(n*) pour certains motifs & 5 sommets. Dans le cas des motifs plus grands, [KLL13]
propose un tableau récapitulatif pour les cycles, les chemins et les motifs de largeur arbo-
rescente bornée ou de stable maximal borné. Dans ces cas-1a, un algorithme polynomial
pour lequel 'exposant est indépendant de k existe.

6.1.4 Problématique et réponse naive

Etant donné un motif P, on s’intéresse a la complexité nécessaire pour détecter si un
graphe ordonné contient ce motif ou si au contraire il 'évite. Si on note k = |V(P)]| le
nombre de sommets de P et n = |V(G)| le nombre de sommets du graphe ordonné (G, 7)
donné en paramétre, il y a un algorithme naif qui répond a cette question en temps O(n*).

L’idée de cet algorithme est de vérifier pour chaque ensemble de k sommets 1 < i; <

. < 1 < nde G sila fonction f: V(P) — V(G) telle que f(1) = i1, f(2) = ig, et
ainsi de suite jusqu'a f(k) = ix, est une réalisation de P dans (G, 7). Cela est fait en
vérifiant que chaque aréte obligatoire du motif P est présente dans (G, 7) et que chaque
aréte interdite du motif P est absente dans (G, 7).

Algorithme 2 : Recherche naive d’un motif P de k sommets.

Entrée : Un graphe ordonné (G, 7) de n sommets
Sortie : « GG contient P » ou « G évite P »
Sans perte de généralité, on suppose V(G) ={1,...,n} et 7 =[1,...,n].

1 Pour chaque ensemble de £ entiers 1 <1 < ... <1, < n faire
2 contient < true

3 Pour chaque paire d’entiers 1 < a < b < k faire

4 Si (i4,1) € M(P) et (i4,1) ¢ E(G) alors

5 L contient < false

6 Si (i4,15) € F(P) et (iq,1) € E(G) alors

7 L contient < false

8 Si contient = true alors

9 L Retourner « G contient P »

10 Retourner « G évite P »

Correction. Si (G, 7) contient P, il existe une réalisation f : V(P) — V(G) de P
dans (G, 7). En notant f(V(P)) = {i1,ta,...,ix} avec 1 <iy < ... < i, < mn, il existe une
itération de la boucle de la ligne 1 qui vérifie I’ensemble de k£ entiers 1 < iy < ... < i < n.
Puisque f respecte l'ordre, cela signifie que f(1) = iy, f(2) = iy, et ainsi de suite jusqu’a
f(k) = ig. Il reste alors a vérifier que f respecte bien les arétes obligatoires et les arétes
interdites de P, ce qui est fait via la boucle de la ligne 3 et les conditions aux lignes 4 et
6. Si (G, ) évite P, il n’existe aucune des ces réalisations, et la boucle de la ligne 1 les
vérifient toutes.

Complexité. Concernant la complexité de l'algorithme 2, on peut supposer que k >
2 (autrement le motif P est juste un sommet et seul le graphe vide ne contient pas
le motif P). On effectue alors un pré-calcul de la matrice d’adjacence de G en temps
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quadratique afin de pouvoir effectuer les tests (iq, 1) ¢ E(G) et (iq, 1) € E(G) en temps
constant. A propos des tests (iq, i) € M(P) et (i4,1;) € F(P), I'algorithme ne prend pas
P en argument mais peut, au contraire, étre réécrit en fonction de P (on parle de méta-
algorithme). On peut alors déplier la boucle de la ligne 3 en la remplagant par une suite
de tests de la forme (i, i) ¢ E(G) ou (iq, i) € E(G), dans lesquels chaque paire (a,b)
est remplacée par une paire concréte de valeurs. Cela signifie que les tests (iq, 1) € M(P)
et (iq,1) € F(P) ne sont pas faits pendant 'exécution de l’algorithme 2, mais qu’ils sont
réalisés pendant la transformation du méta-algorithme en algorithme. On a alors bien un
algorithme avec une complexité de O(n*) puisque la boucle de la ligne 1 est effectuée (Z)
fois et puisque le contenu de cette boucle s’effectue en temps constant.

Meéta-algorithme. Ce concept de méta-algorithme va revenir tout au long de ce cha-
pitre. L’idée précise est d’avoir un méta-algorithme qui, étant donné un motif P ayant k
sommets, produit un algorithme Ap. Cet algorithme Ap prend en argument un graphe
ordonné (G, 7) ayant n sommets et renvoie un booléen indiquant si (G, 7) contient P. Ce
qui nous intéresse dans ce chapitre est la complexité de Ap en fonction de n (et éven-
tuellement du nombre d’arétes m de G). La complexité pour passer du méta-algorithme
a lalgorithme Ap n’est jamais évaluée. Dans tous les cas, cette complexité est une fonc-
tion de k£ (qui est une constante vis a vis de Ap) et ne change donc pas la complexité
asymptotique de Ap (pour laquelle c’est n et m qui tendent vers U'infini).

Motif miroir. On a le lemme suivant qui permet de passer au motif miroir en ajoutant
seulement une complexité linéaire :

Lemme 6.3. Soit A un algorithme qui permet de dire si un motif P apparait dans n’im-
porte quel graphe ordonné (G,T) donné en entrée. Soit f(n,m) la complezité de A, avec
n=|V(G)| et m = |E(G)|. Alors il existe un algorithme A’ qui permet de dire si le motif
miroir(P) apparait dans n’importe quel graphe ordonné (G,T) donné en entrée, avec une
complexité O(n +m) + f(n,m).

Démonstration. 1’algorithme A’, qui prend en argument un graphe ordonné (G, ) est
obtenu en prenant le miroir de l'ordre 7 afin obtenir (G,miroir(7)) et en appliquant A
a (G,miroir(7)). Autrement dit, au lieu de prendre le miroir de 'ordre de P, on prend
le miroir de l'ordre de (G, T), car cela est équivalent. Sans perte de généralité, on peut
supposer que V(G) = {1,...,n} et 7 = [1,...,n]. Ainsi, (G,miroir(7)) est obtenu en
remplagant dans toutes les arétes le sommet ¢ par le sommet n — i 4 1, ce qui se fait en
temps O(n +m). O

Motif complémentaire. On a aussi le lemme suivant qui permet de passer au motif
complémentaire en ajoutant une complexité quadratique :

Lemme 6.4. Soit A un algorithme qui permet de dire si un motif P apparait dans n’im-
porte quel graphe ordonné (G, T) donné en entrée. Soit f(n,m) la complexité de A, avec
n = |V(G)| et m = |E(G)|. Alors il existe un algorithme A’ qui permet de dire si le
motif P apparait dans n’importe quel graphe ordonné (G,T) donné en entrée, avec une
complexité O(n?) + f(n,m).

Démonstration. L’algorithme A’, qui prend en argument un graphe ordonné (G, ) est
obtenu en prenant le complémentaire du graphe G afin obtenir (G, 7) et en appliquant
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A a (G, 7). Autrement dit, au lieu de prendre le complémentaire de P, on prend le
complémentaire de G, car cela est équivalent. Le graphe (G, 7) est obtenu en calculant
la matrice d’adjacence de (G, ), en en prenant le complémentaire, puis en la parcourant
afin d’obtenir la liste des arétes de (G, 7). Cela se fait en temps O(n?). O

Concernant le passage au complémentaire, on verra qu’il est souvent possible d’avoir
une meilleure complexité, en adaptant directement 1’algorithme A pour qu’il travaille sur
le complémentaire de GG sans avoir besoin de le calculer, permettant ainsi de garder la
complexité de A et de ne pas ajouter un terme quadratique.

Le but des sections suivantes est d’obtenir des algorithmes plus performants que ’al-
gorithme naif dans le cas ou le motif P n’est pas quelconque.

6.1.5 Résultats

Au cours de cette thése, nous avons pu établir un certain nombre de théoréme concer-
nant la recherche de motif. Voici un apercu des théorémes qui seront démontrés dans ce
chapitre.

Petits motifs

Les premiers théorémes concernent la recherche de petits motifs, pour lesquels nous
nous sommes demandés s’il était possible d’obtenir des algorithmes linéaires. Nous avons
commencé par étudier les motifs & trois sommets. Le premier théoréme a été énoncé et
prouvé par Michel Habib. Je mentionne ce théoréme ici car j’ai participé a la rédaction
détaillée de certaines preuves. Les preuves présentées dans ce manuscrit sont donc les
miennes, méme si elles trouvent leur inspiration dans certains travaux de Michel Habib.

Théoréme 6.1. Soit P un motif a trois sommets qui n’est pas TRIANGLE, co-TRIANGLE,
COMPARABILITY ou co-COMPARABILITY. On peut décider si un graphe ordonné (G, 1) a
n sommets et m arétes contient ou évite P en temps linéaire O(n + m).

Dans ce théoréme, les motifs TRIANGLE, co-TRIANGLE, COMPARABILITY ou co-
COMPARABILITY font référence aux motifs de la figure 6.5 et appartiennent & une no-
menclature plus large définie dans [FH21b| et rappelée dans la suite de ce chapitre

c oo o6 oo o oo ool

(a) TRIANGLE (b) co-TRIANGLE (c) COMPARABILITY (d) co-COMPARABILITY

FIGURE 6.5 — Les motifs exclus par le théoréme 6.1.

Apreés avoir étudié les motifs & trois sommets, nous avons étudié ceux en ayant quatre.
Cependant, 1a ou il est possible de considérer I’ensemble des motifs & trois sommets a la
main, il n’est plus envisageable de considérer ceux a quatre sommets. Nous nous sommets
donc intéressé aux chemins, qui sont au nombre de huit quand on considére tous les ordres
possibles. Cela méne au théoréme 6.2, qui inclut également les étoiles en plus des chemins.
La figure 6.6 montre des exemples de motifs concernés par ce théoréme.

Théoréme 6.2. Soit P un motif a quatre sommets contenant trois arétes obligatoires et
aucune aréte interdite. On peut décider si un graphe ordonné (G,T) 4 n sommets et m
arétes contient ou évite P en temps linéaire O(n + m).



140 CHAPITRE 6. RECHERCHE DE MOTIFS ORDONNES
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(a) Un chemin. (b) Un autre chemin. (c) Une étoile.

FIGURE 6.6 — Exemple de motif concernés par le théoréme 6.2.

Une autre question amenée par Michel Habib concerne les ensembles de motifs. Au
lieu de se demander si un graphe ordonné contient ou évite un seul motif, on se demande
s’il contient un des motifs d’'un ensemble S ou s’il évite tous les motifs de S. L’algorithme
naif consisterait alors a tester un par un tous les motifs de S. On a voulu voir s’il était
possible de faire mieux et on s’est intéressé au cas particulier ou tous les motifs ont trois
sommets. Dans ce cas, le théoréme 6.3 indique que la réponse est affirmative. En effet,
dans le cas o S contient un des motifs exclu par le théoréme 6.1 (et rappelé en figure 6.5),
un algorithme linéaire ne semble pas possible & premiére vue. Cependant, le théoréme 6.3
montre qu’il est toujours possible d’avoir un algorithme linéaire.

L’idée est la suivante : si S = {P;, P,} est constitué d'un motif P, de la figure 6.5
ainsi que d’un autre motif P, qui n’est pas dans la figure 6.5, on peut d’abord tester en
temps linéaire si P, est présent dans (G, 7). Si oui, on sait que (G, 7) contient un motif de
S. Si non, on peut utiliser le fait que (G, 7) évite P, et appliquer un algorithme linéaire
permettant de détecter P, dans ce cas précis. De facon contre-intuitive, le théoréme marche
aussi quand les deux motifs sont dans la figure 6.5. Dans ce cas, soit P; et P, induisent une
classe de graphe finie (c’est le cas si P; est TRIANGLE et P; co-TRIANGLE, car tout graphe
ayant au moins 6 sommets contient soit TRIANGLE soit co-TRIANGLE d’apreés le théoréme
de Ramsey), soit la classe de graphe est trés rigide (c’est le cas si P; est COMPARABILITY
et P, co-COMPARABILITY, auquel cas un graphe évitant ces deux motifs simultanément
doit étre un graphe de permutation, ce qui est détectable en temps linéaire).

Théoréme 6.3. Soit S un ensemble de motifs a trois sommets qui n’est pas un singleton
constitué de TRIANGLE, co-TRIANGLE, COMPARABILITY ou co-COMPARABILITY. On
peut décider si un graphe ordonné (G,T) an sommets et m arétes contient au moins un
motif de S ou s’il les évite tous en temps linéaire O(n + m).

Motifs appartenant a une classe

Le but des théorémes précédents était surtout de se familiariser avec les algorithmes
de détection de motifs. A présent, nous pouvons énoncer des théorémes généraux qui
s’appliquent & des classes entiéres de motif. Un motif peut avoir certaines propriétés qui
aident a les détecter dans un graphe. Tout d’abord, il peut étre planaire extérieur, ce qui
signifie que dans la représentation habituelle du motif (comme sur la figure 6.7), les arétes
ne se croisent pas. Un motif peut aussi étre sans cycle, ce qui signifie que le graphe associé
(en oubliant le caractére obligatoire ou interdit des arétes) ne posséde pas de cycle. Enfin,
un motif peut étre positif, c’est-a-dire qu’il ne posséde aucune aréte interdite. Quand on
impose ces trois conditions, on peut détecter le motif en temps linéaire, comme le montre
le théoréme 6.4.

Théoréme 6.4. Soit P un motif planaire extérieur positif sans cycle. On peut décider si
un graphe ordonné (G,T) a n sommets et m arétes contient ou évite P en temps linéaire
O(n+m).



6.1. INTRODUCTION 141
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FIGURE 6.7 — Exemple d'un motif planaire extérieur positif avec 14 sommets et 17 arétes.
Chaque aréte doit étre représentée par une ligne droite ou un arc de cercle qui reste
au-dessus des sommets et aucune de ces arétes ne doit en croiser une autre.

Si on enléve la condition « positif », on peut détecter le motif en temps quadratique,
comme énoncé dans le théoréme 6.5. En effet, pour traiter les non-arétes du graphe or-
donné, on doit construire sa matrice d’adjacence, ce qui prend un temps quadratique.

Théoréme 6.5. Soit P un motif planaire extérieur sans cycle. On peut décider si un
graphe ordonné (G, T) a n sommets et m arétes contient ou évite P en temps quadratique

O(n?).

Enfin, en enlevant en plus la condition « sans cycle », on peut détecter le motif en temps
égal a celui de la multiplication de matrice, comme cela a été énoncé dans le théoréme
6.6. On rappelle qu’étant donné deux matrices de taille n par n, w représenté le nombre
minimum tel que la multiplication de ces matrices se fasse en complexité temporelle O(n®)
[CW8T|. La borne actuelle la plus précise est w < 2.3728596 [AW21]. Cette complexité
semble optimale puisqu’il faut faire une multiplication de matrices pour détecter ne serait-
ce qu'un triangle et que la classe des motifs planaires extérieurs contient le motif triangle.

Théoréme 6.6. Soit P un motif planaire extérieur. On peut décider si un graphe ordonné
(G,T) an sommets et m arétes contient ou évite P en temps sous-cubique O(n®).

Largeur de fusion d’un motif

Il reste la question des motifs quelconques. J’ai alors introduit un parametre, la largeur
de fusion (ou merge-width en anglais), permettant de mesurer la difficulté d’un motif
quelconque, dans le sens ou on peut détecter un motif de largeur de fusion borné en
temps polynomial, ou le degré du polynomial est proportionnel a la largeur de fusion du
motif. Cela est énoncé précisément dans le théoréme 6.7.

Théoréme 6.7. Soit P un motif et soit p = mw(P) sa largeur de fusion. On peut décider

si un graphe ordonné (G, T) an sommets contient ou évite P en temps polynomial O(n*+
nwr/2).

La définition exacte de la largeur de fusion sera donnée au fil de la section 6.5. Elle
ressemble a la largeur de clique dans le sens ot on construit le motif & partir de motifs
élémentaires et d’opérations entre les motifs. Ici, 'opération que 1’'on peut effectuer entre
deux motifs est la fusion. Comme pour la largeur de clique qui cherche & minimiser le
nombre de couleurs utilisées dans sa décomposition, la largeur de fusion cherche a mini-
miser le nombre d’ancres utilisées dans sa décomposition sous forme d’arbre. Une ancre
est un marqueur sur un sommet d’'un motif qui permet de préciser comment se fait la
fusion de ce motif avec un autre. Intuitivement, plus il y a d’arétes qui se croisent, plus il
faudra d’ancres par motif. Comme toujours lorsque ’on introduit un nouveau paramétre
de graphe, il convient de le comparer a d’autres parameétres existants. La largeur de fusion
est facilement comparable avec la largeur arborescente (en anglais, treewidth |[RS86], notée
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tw). La largeur arborescente d’un motif est alors définie comme la largeur arborescente du
graphe sous-jacent, c’est-a-dire en oubliant le caractére obligatoire ou interdit des arétes
et en oubliant 'ordre des sommets. On obtient alors le théoréme 6.8.

Théoréme 6.8. Pour tout motif P, tw(P) < 3mw(P) — 1, si mw(P) > 2.

Cependant, on aimerait borner supérieurement la largeur de fusion, de sorte a pouvoir
appliquer le théoréme 6.7 en calculant un parameétre de graphe plus connu (mais peut-
étre moins précis). La largeur arborescente ne fonctionne pas dans ce sens & moins de
faire intervenir un parameétre logarithmique. Nous avons donc opté pour la largeur de
chemin (en anglais, pathwidth [RS83]). Cependant, pour avoir une borne supérieure qui
ait du sens, il faut la comparer & un parameétre qui prenne en compte 1’ordre des sommets
du graphe. On modifie alors légérement la définition de la largeur de chemin. Cela se
fait naturellement car la définition de la largeur de chemin est un minimum sur tous les
ordres possibles de sommet. Il suffit d’imposer I'ordre des sommets du motif. On obtient
alors le théoréme 6.9, ou opw désigne la largeur de chemin ordonné (en anglais, ordered
pathwidth).

Théoréme 6.9. Soit P un motif. On a mw(P) < opw(P) + 2.

6.2 Recherche de petits motifs

On s’intéresse dans un premier temps aux motifs ayant 3 ou 4 sommets.

6.2.1 Algorithmique linéaire

Soit (G, 7) un graphe ordonné tel que V(G) = {1,...,n} et 7 =[1,...,n]. On com-
mence par rappeler les pré-traitement qui peuvent étre effectué sur (G, 7) en temps linéaire
O(n+m), ou m = |E(G)| est le nombre d’arétes de G.

Tri des arétes

Si G est représenté en mémoire par une liste de ses m arétes données dans un ordre
quelconque, on peut trier ses arétes en temps linéaire O(n + m). Cela est plus efficace
qu'un algorithme de tri classique qui demanderait un temps quasi-linéaire O(mlogm).
Cela permet d’avoir une liste L des m arétes de G triées dans 'ordre lexicographique.
Pour construire cette liste, on applique deux fois 'algorithme 3. Il s’agit d’un algorithme
qui s’applique normalement a une graphe orienté et qui inverse l'orientation des arétes
tout en les triant suivant la premiére composante. L’appliquer deux fois permet de trier les
arétes d’un graphe orienté. Cela fonctionne également pour un graphe non-orienté dans
lequel chaque aréte est présente dans les deux orientations possibles.

On peut ensuite ajouter une liste de taille n telle que la i-iéme case contient un pointeur
vers la premiére aréte de la liste L ayant ¢ comme extrémité gauche, c’est-a-dire vers I’aréte
(z,min N(i)). Cela revient a découper la liste L suivante les listes voisin[l]. Cela permet
d’accéder a l'aréte (i,max N (7)) en temps constant, car il s’agit de Iaréte juste avant
(14 1,min N(i+1)) dans la liste L. On peut aussi vouloir accéder a 'aréte (i, max N~ (7))
en temps constant. Pour cela, on crée une autre liste de taille n telle que la i-iéme case
contient un pointeur vers l'aréte (i, max N~ (7)). Cela permet en plus d’accéder a I'aréte
(i,min N (7)) en temps constant, car il s’agit de 'aréte juste aprés (i, max~ N(i)) dans
la liste L.
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Algorithme 3 : Demi-tri des arétes.

Entrée : Une liste L des m arétes d’'un graphe ordonné (G, 7) de n sommets
Sortie : Une liste L des arétes inversées et triées suivant I'une des composantes
Sans perte de généralité, on suppose V(G) = {1,...,n} et 7 =[1,...,n].

1 Créer n listes vides voisin[l] telle que la [-iéme liste soit de taille N (I).

2 Pour [ allant de 1 a m faire

3 L (i,7) < L[]

4 | Ajouter (j,i) a la fin de voisin[yj]

5 Retourner L qui est la concaténation des listes voisinl[l] pour [ allant de 1 a n

Ezxemple 6.7. Soit L la liste [(2,1), (2,3), (3,2), (4,1),(1,2),(1,4),(1,3),(3,1)]. En appli-
quant 1’algorithme 3, on obtient les listes :

— voisin[l] = [(1,2), (1,4), (1,3)]
— voisin[2] = [(2,3), (2,1)]

— voisin[3] = [(3,2), (3,1)]

— voisin[4] = [(4,1)].

Ce qui donne la liste & moitié trice L = [(1,2), (1,4), (1,3),(2,3),(2,1), (3,2), (3,1), (4,1)].
Aprés une deuxiéme application de 'algorithme 3, on obtient la liste trice L = [(1,2),
(1,3), (1,4),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2), (4,1)]. La liste annexe de pointeurs est Lp = [0, 3,
5, 7]. Le i-éme élément de Lp pointe vers le début de voisin[i] dans L. Cette liste Lp
peut étre construite des le début de I’algorithme en dénombrant les arétes de L qui ont
un sommet donnée comme extrémité gauche.

Pointeurs sur ’aréte symétrique

On note que chaque aréte (i, 7) est présente deux fois dans la liste L : une fois sous la
forme (i, j) et une fois sous la forme (j,4). Ainsi, il peut étre pratique pour chaque aréte
(1,7) d’avoir un pointeur vers (j,7). Il est possible de calculer I'ensemble de ces pointeurs
en temps linéaire O(n 4+ m). Pour cela, on applique a nouveau 'algorithme de demi-tri
des arétes sur la liste déja triée L, mais en ajoutant un pointeur au moment de 'inversion
de l'aréte, comme cela est montré dans 1’algorithme 4.

Algorithme 4 : Demi-tri des arétes (avec ajout de pointeur d’inversion).

Entrée : Une liste L triée des m arétes d’un graphe ordonné (G, 7) de n sommets
Sortie : Une liste L triée dans laquelle chaque aréte (7, j) a un pointeur vers
laréte (j,1)
Sans perte de généralité, on suppose V(G) ={1,...,n} et 7 =[1,...,n].
1 Créer n listes vides voisin[l] telles que la [-iéme liste soit de taille N(1).
2 Pour [ allant de 1 a m faire
3 L (i,5) <= LIl]

4 | Ajouter une structure contenant U'aréte (j,7) et entier [ a la fin de voisin[j]

5 Retourner L qui est la concaténation des listes voisin[l] pour [ allant de 1 & n

La liste L est une liste de structures possédant chacune une aréte (7,7) ainsi qu'un
entier [ qui est la position de (j,7) dans L.
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Ainsi, étant donné une liste d’arétes L dans laquelle chaque aréte (i,j) a son aréte
symétrique (j,7) présente dans L, on peut construire en temps O(n + m) une liste L’ de
couples (aréte (i, j), entier [) qui est triée suivant 'ordre lexicographique des arétes et telle
que Uentier [ est I'indice de l'aréte symétrique (j,7) dans L’. Cela se fait en appliquant
deux fois I'algorithme 3 puis une fois ’algorithme 4.

Arétes voisines

Etant donné une aréte e = (4, j) de (G, 7), on définit quatre autres arétes liées a (i, j) :

— e = (i,4), on j' est le plus petit sommet plus grand que j tel que (7,5’) est une
aréte de G.

— e~ = (i,4"), on j' est le plus grand sommet plus petit que j tel que (7,j’) est une
aréte de G.

— Te = (i,7), ou i’ est le plus petit sommet plus grand que ¢ tel que (7', 7) est une
aréte de G.

— ~e = (7,7), on i est le plus grand sommet plus petit que i tel que (7', j) est une
aréte de G.

Ces quatre arétes ont la propriété d’étre voisines de (i, j) ou (j,4) dans la liste triée L
des arétes de G, ce qui permet d’y accéder en temps constant depuis (¢, j) (car on rappelle
qu’on a accés en temps constant a (7,4) depuis (4, 7)).

Si e = (i,]) est une aréte, on note min e le plus petit sommet parmi i et j, et on note
max e le plus grand sommet parmi i et j. Cette notation est utile quand on considére une
aréte e par son nom plutot que par ses extrémités (i, j).

Finalement, les valeurs minimales et maximales des listes N~ (i), N (i) et des arétes
et, e, Te, “e peuvent étre obtenues en temps constant pour tout sommet 7 et toute aréte
e a partir d'un pré-calcul en temps linéaire O(n + m).

Non-aréte

Il est également possible d’accéder a certaines non-arétes en temps constant. Etant
donné un sommet i, on peut pré-calculer la valeur minimale et maximale des listes de
non-arétes N— (1) := {1,...,i — 1} \ N=(i) et N*(i) := {i+1,...,n} \ N*(3) en temps
respectif |[N~(7)|, | NT(i)| en parcourant ces listes d’adjacence et en repérant le premier
sommet qui n’y est pas. Ainsi, on pré-calcule en temps linéaire O(n + m) les valeurs
minimales et maximales des listes N—(i) et N*(i). On peut alors les stocker dans des

tableaux et y accéder ensuite en temps constant. De méme, on peut tester si N~ (1) ou
N+(i) est vide ou non-vide en temps constant.

Inclusion de partition

Soit f : V(G) — V(@) une fonction que l'on peut évaluer en temps constant. Il est
possible de tester en temps linéaire si pour tout ¢ € V(G) on a N (i) C N(f(i)). Pour cela,
soit j € V(G) et soit f~1(j) I'ensemble des nombres i tels que f(i) = j. Comme f n’est pas
forcément une bijection, cet ensemble n’est pas nécessairement un singleton. L’idée est de
vérifier simultanément pour tous les ¢ € f~1(j) si l'on a N(i) C N(f(i)) = N(j). Notons
N(f71(y)) = Uicp-1(5) N (). Ainsi, il suffit de tester sil'on a N(f71(4)) € N(j). Si oui, on
a bien N (i) C N(f(:)) pour tout i € f~1(5). Si non, il existe un i tel que N (i) £ N(f(7)).
Pour tester que 'on a N(f~1(j)) € N(j) pour un j donné, si on suppose que N(f~*(5))
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et N (j) sont triés, cela se fait en temps [N (f (7)) [+|N ()| < (Cics-1( IN@OD +ING)I-
Ainsi, tester N(f~1(j)) € N(j) pour tous les j se fait en temps borné par :

n

S war] s wvon] =3 5 \+iw<]‘>\

j=1 i€f~1(4) J=1lief—1
= ZIN(Z')I +Z|N(j)| =
i—1 j=1

Il reste & montrer que 'on peut calculer et trier I'ensemble des N(f~'(j)) en temps
linéaire. Pour cela, il suffit de copier la liste L des arétes en une liste L', de remplacer
chaque aréte (i,7) de L' par (f(i), ), puis de trier L’ en utilisant deux fois I’algorithme
de demi-tri. On a alors le lemme suivant :

Lemme 6.5. Soit f : V(G) — V(G) une fonction que l'on peut évaluer en temps constant.
Il est possible de tester en temps linéaire la proposition « Vi € V(G), N(i) C N(f(i)) »

Exactement de la méme facon, on prouve le lemme suivant :

Lemme 6.6. Soit f : V(G) — V(G) une fonction que 'on peut évaluer en temps constant.
Il est possible de tester en temps linéaire la proposition « Vi € V(G), N(f(i)) C N(i) »

6.2.2 Motifs a trois sommets

Cette partie est la suite du travail de Michel Habib et Laurent Feuilloley fait en [FH21b]
et reprend des éléments d’un travail commun avec Michel Habib et Laurent Feuilloley en
cours de publication [DFHP23|. Cet article montre le théoréme 6.1 :

Théoréme 6.1. Soit P un motif a trois sommets qui n’est pas TRIANGLE, co-TRIANGLE,
COMPARABILITY ou co-COMPARABILITY. On peut décider si un graphe ordonné (G, 1) a
n sommets et m arétes contient ou évite P en temps linéaire O(n + m).

Avant tout, décrivons les différents motifs a trois sommets. La figure 6.8 montre la
liste exhaustive des motifs a trois sommets, avec leur nom tel que donné par [FH21b|.

Le but est maintenant de montrer que pour chacun des motifs qui ne sont pas TRI-
ANGLE, co-TRIANGLE, COMPARABILITY et co-COMPARABILITY, ce motif peut étre dé-
tecté en temps linéaire.

Motifs ayant deux arétes ou moins

Dans le cas ou le motif considéré a deux arétes ou moins (qu’elles soient obligatoires ou
interdites), la preuve est assez simple. On sait alors qu'un sommet du motif est 'extrémité
de toutes les arétes du motif. On regarde pour chacun des sommets du graphe ordonné
(G, 7) si la liste d’adjacence contient les arétes demandées par le motif. Par exemple, pour
le motif INTERVAL, on parcourt tous les sommets ¢ du graphe ordonné (G, 7) et on regarde
si min N (i) < max N* (7). Si oui, on a trouvé une non-aréte et une aréte qui satisfont
la contrainte d’ordre imposée par le motif. Si non, il n’existe pas de réalisation du motif
INTERVAL dans (G, 7) tel que le sommet le plus a gauche de INTERVAL corresponde au
sommet 7. Le test « min N+ (i) < max N* (i) » est faisable en temps constant en utilisant
les pré-calculs exposés dans la section 6.2.1.
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‘7 ; ) 18 : INTERVAL m

19 : mirror-co-FOREST ‘*' ®

1 : mirror-CHORDAL

4 : CHORDAL

5 : co-COMPARABILITY -@-
6 : mirror-co-Cuornal, @ - @—@ 20 : mirror-STAR @
7 - co-TRIANGLE ‘/7‘7\' 21 : mirror-co-STAR @ @ - @

3 - FOREST m 22 : LINEAR FOREST m
9 : mirror-INTERVAL m 23 : co-LiNeaR Forest @ @ @

10 : mirror-co-INTERVAL @ @@ 24:51ar @@ @
11 : co-FOREST ‘/ ‘\*\' 25:co-STAR @@ @

12 : BirarTiTE @ @@
13:Seur @@ - @ 26:NoGrart @ @ @

14 : mirror-SPLIT—co-SpLiT @ - @—@

FIGURE 6.8 — Les 27 motifs a trois sommets.

Le but est maintenant d’expliciter ce test pour chaque motif, en faisant attention que
ce test soit calculable en temps constant pour chaque sommet ¢. Plus formellement, il
suffit de trouver pour chacun des motifs une fonction ¢ : V/(G) — {0,1} (ou 0 représente
la valeur booléenne « faux » et 1 la valeur booléenne « vrai »), qui puisse étre évaluée en
temps constant (moyennant éventuellement un pré-calcul linéaire).

8. FOREST : ¢(i) = « min N~ (i) < max N~ (i) »

9. mirror-INTERVAL : ¢(7) = « min N~ (i) < max N~ (i) »
10. mirror-co-INTERVAL : ¢(i) = « min N~ (i) < max N~ (i) »
11. co-FOREST : ¢(i) = « min N~ (i) < max N~ (i) »

12. BIPARTITE : ¢(i) = « N~ (i) # 0 et NT(i) # 0 »

13. SPLIT : ¢(i) = « N=(3) # 0 et NT(i) #0 »

14. mirror-SPLIT : ¢(i) = « N=(i) # 0 et NT(i) # 0 »
15. co-BIPARTITE : ¢(i) = « N=(i) # (0 et N*(i) # 0 »
16. mirror-FOREST : ¢(i) = « min NT (i) < max Nt (i) »
17. co-INTERVAL : ¢(i) = « min N*(i) < max N+ (i) »
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18. INTERVAL : ¢(i) = « min N+ (i) < max N*(i) »

19. mirror-co-FOREST : ¢(i) = « min N+ (i) < max N+ (i) »
20. mirror-STAR : ¢(i) = «i>1et NT(i) £ 0 »

21. mirror-co-STAR : ¢(i) = « i > 1 et N¥(i) # () »

22. LINEAR FOREST : ¢(i) = « max N" (i) > i+ 1 »

23. co-LINEAR FOREST : ¢(i) = « max N+ (i) > i+ 1 »

24. STAR : ¢(i) = « N (i) #Deti<n»

25. co-STAR : ¢(i) = « N=(i) #D et i <n »

26. NO GRAPH : ¢(i) = « n < 3 »

Algorithme 5 : Recherche d’un motif P ayant un numéro entre 8 et 26.

Entrée : Un graphe ordonné (G, 7) de n sommets

Sortie : « GG contient P » ou « G évite P »

Sans perte de généralité, on suppose V(G) ={1,...,n} et 7=[1,...,n].
1 Pour chaque i € V(G) faire
2 L Si ¢(i) alors

3 L Retourner « GG contient P »

4 Retourner « G évite P »

Comme ¢(7) se teste en temps constant sous réserve d'un pré-calcul en temps O(n +
m) et qu'on effectue ce test pour chaque sommet i € V(G), on a bien un algorithme
s’exécutant en temps linéaire O(n + m).

Motif ayant trois arétes

Le théoréme 6.1 que 'on cherche & montrer précise que seuls les motifs qui ne sont pas
TRIANGLE, co-TRIANGLE, COMPARABILITY ou co-COMPARABILITY peuvent étre détec-
tés en temps linéaire. Ainsi, les seuls motifs a trois sommets et trois arétes (obligatoires
ou interdites) dont on doit prouver la détection linéaire sont CHORDAL and co-CHORDAL.

La preuve est moins évidente que pour les motifs a deux arétes et est due a Michel
Habib [DFHP23|. Je propose ici algorithme par souci d’exhaustiviteé.

Algorithme 6 : Recherche linéaire du motif CHORDAL.
Entrée : Un graphe ordonné (G, 7) de n sommets
Sortie : « G contient CHORDAL » ou « GG évite CHORDAL »
Sans perte de généralité, on suppose V(G) ={1,...,n} et 7 =[1,...,n].
1 Pour : allant de 3 a n faire
Si N~ (i) # () alors
Jj =max N (i)
Si NOT(N~ (i) \j € N (j)) alors
L Retourner « G contient CHORDAL »

[, SN N VUR

6 Retourner « G évite CHORDAL »
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Correction. L’idée est la suivante : on ne va chercher le motif CHORDAL qu’a certaines
positions précises de (G, 7) et montrer que si (G, 7) contient le motif CHORDAL, il contient
forcément un motif CHORDAL & 1'une des positions cherchées. Les positions cherchées sont
les positions k < j < i de G telles que j est le plus proche voisin a gauche de 7, ¢’est-a-dire
j = max N~ (7).

Supposons maintenant qu’il existe une réalisation de ce motif CHORDAL qui ne soit
pas de cette forme. Il se réalise alors en k < j° < i avec 7/ < max N~ (7). On suppose
que cette réalisation est la plus petite possible parmi les réalisations qui ne sont pas de
la forme voulue, dans le sens ou |i — k| est minimal. On pose alors j = max N~ (7). On a
donc les arétes présentes en figure 6.9a. On discute maintenant de la présence d’une aréte
entre 7’ et j :

— S’il n’y en a pas, on a trouvé un motif CHORDAL de la forme voulue a la position
j' < j <. On a donc prouvé ce qu’on voulait.

— S’il y en a une, on obtient la figure 6.9b. On déduit qu’il n’y a pas d’aréte entre k et
j'. En effet, §’il y en avait une, on aurait trouvé un motif CHORDAL en k < j' < j,
qui aurait donc une taille |j — k| strictement plus petite que |i — k|, contredisant la
minimalité du motif CHORDAL en k < j' < i. On a donc la figure 6.9c. Dans cette
figure, k < 7 < i est un motif CHORDAL de la forme voulue.

Ainsi, pour vérifier que (G, 7) ne contient pas de CHORDAL, il suffit de vérifier pour
tout sommet i de G’ que 'on a 'implication « si (k,i) € E(G) alors (k,j) € E(G) » pour
tout k < j, avec j = max N~ (i). Si cette implication est fausse, on a trouvé une réalisation
de CHORDAL dans (G, 7) en k < j < 4. Si cette implication est vraie, aucune des positions
décrites précédemment ne contient CHORDAL et CHORDAL n’apparait pas dans (G, 7).
Cette implication pour un ¢ donné équivaut a la formule ¢(i) = « N~ (i) \{j} C N~ (j) »,
avec toujours j = max N (7). Le fait que 'on retire j de 'ensemble N~ (i) vient du fait
que 'on ne vérifie cette implication que pour £ < 7. Il ne faut donc regarder que les
voisinages dans [1, j — 1] et ainsi retirer le sommet j. Il n’y a pas besoin de retirer d’autres
sommets car j est le seul voisin & gauche de i entre ¢ et k par définition de j.

N N ko4 g

(a) Hypothéses. (b) Aréte entre j et j. (¢) Minimalité.

FIGURE 6.9 — Les différentes étapes de la démonstration qui prouve qu’il existe une
réalisation de CHORDAL qui a la forme voulue.

Complexité. Tel quel, 'algorithme 6 n’est pas linéaire mais apparait plutot quadra-
tique. Cependant, il existe plusieurs facons pour ’exécuter de facon linéaire. Il est proposé
dans [HMPV00| d’utiliser une structure de donnée adéquate et du raffinement de parti-
tion afin de ne pas parcourir plusieurs fois une méme liste d’adjacence. De mon coté, je
propose d’utiliser le lemme 6.5. En posant f(i) = max N~ (i), celui-ci nous dit que l'on
peut tester la proposition « Vi € V(G), N(i) € N(f(i)) » en temps linéaire. Dans notre
cas, on veut tester une inclusion plus faible, dans le sens ot on ne demande pas que tout
N (@) soit inclus dans N(f(i)) mais seulement N~ (i) \ f(7). Comme la complexité donnée
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par le lemme 6.5 vient de la somme des parcours des listes N (i) pour tout i, en diminuant
la taille de cette liste, on ne fait que baisser la complexité nécessaire. De méme, si on ne
demande pas Vi mais seulement Vi € {3..n} N {i | N~(i) # 0}, on ne fait que parcourir
moins de listes, ce qui ne fait que diminuer la complexité. D’oti une complexité linéaire
O(n+m).

Concernant le motif co-CHORDAL, un raisonnement similaire prouve la correction et
la linéarité de ’algorithme 7. On utilise cependant le lemme 6.6 a la place du lemme 6.5
pour prouver la linéarité. A propos de la correction, en adaptant celle de ’algorithme 6, on
montre qu’il faut maintenant vérifier 'implication « si (k, j) € E(G) alors (k,i) € E(G) »
pour tout k < j, avec j = max N~ (i), & la place de «si (k,i) € E(G) alors (k, j) € E(G) »
et 7 = max N~ (i) (on a échangé i et j et changé la définition de 7). Cela se traduit en la
formule ¢(i) = « N7 (j) C N~ (i) ».

Algorithme 7 : Recherche linéaire du motif co-CHORDAL.

Entrée : Un graphe ordonné (G, 7) de n sommets
Sortie : « G contient co-CHORDAL » ou « G évite co-CHORDAL »
Sans perte de généralité, on suppose V(G) ={1,...,n} et 7=[1,...,n].
Pour 7 allant de 3 a n faire
Si N-(i) # 0 alors
j = max N~ (1)
Si NOT(N~(j) € N~ (7)) alors
L Retourner « GG contient co-CHORDAL »

[ N VU

Retourner « G évite co-CHORDAL »

[

Le théoréme 6.1 est ainsi prouvé.

6.2.3 Quelques motifs & quatre sommets

Dans cette section, on s’intéresse aux motifs & quatre sommets contenant trois arétes
obligatoires et aucune aréte interdite. Il y a deux fagons d’agencer trois arétes sur quatre
sommets : en étoile ou en chemin. Dans le cas de I’étoile, & symétrie prés, il n'y a que
deux motifs possibles. Dans le cas du chemin, a symétrie preés, il y a huit motifs possibles.
Le but est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 6.2. Soit P un motif a quatre sommets contenant trois arétes obligatoires et
aucune aréte interdite. On peut décider si un graphe ordonné (G,T) a4 n sommets et m
arétes contient ou évite P en temps linéaire O(n + m).

Etoiles

Dans le cas des motifs en étoile, on a un sommet central et trois arétes qui partent
de ce sommet. Pour vérifier le premier cas, il suffit de regarder s’il existe un sommet 7 du
graphe tel que |[NT(i)| > 3. Pour vérifier le second cas, il suffit de regarder s’il existe un
sommet i du graphe tel que |[NT(i)| > 2 et [N~ (i)| > 1.

Chemins

Dans le cas des motifs en chemin, ils ont une aréte centrale et deux arétes qui partent
des extrémités de cette aréte centrale. Il y a huit motifs possibles. Je commence par
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¢« o 00 o o o0

i 7
(a) Sommet i & 'extrémité du motif.  (b) Sommet i au centre du motif.

FIGURE 6.10 — Les deux ordres possibles pour une étoile, en excluant les ordres miroirs.

expliquer en détails un des huit motifs, puis je montre comment adapter ’algorithme
pour les sept autres motifs. L’idée principale consiste a parcourir toutes les arétes e du
graphe et vérifier si le motif P apparait avec e comme aréte centrale. La seconde idée est
de ne vérifier qu'un seul emplacement potentiel du motif P dans le graphe ordonné (G, 1)
pour chaque aréte e, en s’assurant que si le motif n’est pas présent & cet emplacement,
alors il ne peut pas étre trouvé avec l'aréte e comme aréte centrale du motif.

Dans I'exemple ci-dessous, pour chaque aréte e, on essaie de détecter le motif qui est
extrémal dans le sens suivant :

— le sommet 3 du motif P est le sommet maxe® du graphe G,
— le sommet 4 du motif P est le sommet max N*(j) du graphe G.

On prouve que cela est suffisant.

oSOROIRG
i J max N (j)

On a donc deux cas possibles :
— Simaxe™ < max N*(j), alors G contient P.

— Simaxet > max NT(j), alors il n’y a pas de motif P dans G tel que l'aréte centrale
de P soit I'aréte e de G.

) j i/ jl

On démontre ce second cas par ’absurde. Supposons qu’il existe un tel motif P dans G
tel que maxe®™ > max N*(j). On note ¢’ et j' les deux sommets de G tel que ¢’ corresponde
au sommet 3 de P et j' corresponde au sommet 4 de P. Ainsi, d’aprés les contraintes du
motif P, cela signifie que ¢/ < j' et que (i,7') et (j, ') sont des arétes de G. Puisque
j' € NT(j), on a j < max N*(j). Puisque i’ est un sommet plus grand que j et tel que
(i,4") soit une aréte et puisque maxe™ est le plus petit sommet plus grand que j tel que
(i, maxe™) soit une aréte, on a maxe™ < i'. Ainsi, on a j' < max NT(j) < maxet < ¢/,
ce qui contredit i < j'.
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De cette maniére, le motif P peut étre détecté en considérant chaque aréte e du
graphe G et en vérifiant la condition maxe®™ < max N (). Vu que cette condition peut
étre vérifiee en temps constant (moyennant un pré-calcul en O(n + m)) et qu'il y a m
arétes a veérifier, le motif P peut étre détecté en temps linéaire O(n + m).

Afin de généraliser cette idée, notons ¢ : E(G) — B la fonction qui prend une aréte
de G en argument et qui renvoie le booléen « maxet < max N*(j) ». L’algorithme de
détection s’écrit alors :

OO _ 0 O ()= "N (i)FDand NT(j) # 0"

e
(A
Qo é(e) = “min N*(j) < max N=(i)’
(]
e
O © ® ® ()= min N < jand NU(j) £ 1"
i J
O @0 ® 4= minN(j) <iandj < max N0y
(]
(&
@ é(e) = “min N*(i) < max N=(j)’
v J
A
d(e) = “i <max N~ (j) and j < max N*(i)”
i J
e-‘r
O ® ® ® ()= muxe <maxN()
i €
e
ﬁ% #(e) = “min Te < maxe™”
i J

4

FIGURE 6.11 — Les huit ordres possible d'un chemin, en excluant les ordres miroirs.

Pour montrer que les sept autres motifs qui correspondent a un chemin sont détectables
en temps linéaire, il suffit de trouver une fonction ¢ : E(G) — B pour chacun des cas qui
puisse étre évaluée en temps constant (moyennant éventuellement un pré-calcul linéaire)
et telle qu’on ait la propriété « Si ¢(e) est faux, alors il n’y a pas de motif P dans G tel que
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Algorithme 8 : Recherche d'un motif P chemin.

Entrée : Un graphe ordonné (G, 1) de n sommets

Sortie : « G contient P » ou « G évite P »

Sans perte de généralité, on suppose V(G) = {1,...,n} et 7 =[1,...,n].
1 Pour chaque e € E(G) faire
2 L Si ¢(e) alors

3 L Retourner « GG contient P »

4 Retourner « G évite P »

I’aréte centrale de P soit 'aréte e de G. » La figure 6.11 représente une liste récapitulative
des huit motifs qui correspondent & un chemin (en incluant le motif déja traité). Les
motifs obtenus en prenant le miroir de I'ordre 7 ne sont pas représentés. Chaque motif
est accompagné de sa fonction ¢(e) correspondante. L’algorithme 8 présente ’algorithme
capable de détecter les huit chemins de la figure 6.11 en temps linéaire O(n + m), en
utilisant la fonction ¢(e) associée.

6.3 Plusieurs motifs simultanément

Au lieu de se demander si un motif est présent ou non, on se demande si un ensemble
de motifs est présent ou non. Etant donné S un ensemble de motifs et (G, 7) un graphe
ordonné, on se demande si (G, 7) contient au moins un motif de S ou s'il les évite tous.

On s’intéresse dans cette section aux ensembles S constitués de n’importe quel nombre
de motifs & 3 sommets.

6.3.1 Outils

On dit que deux ensembles S et S" de motifs sont équivalents si pour tous les graphes
ordonnés (G, 7), on a l'équivalence (G, 7) évite tous les motifs de S si et seulement si (G, 7)
évite tous les motifs de S’. Dit d’une autre maniére, S et S’ sont équivalents lorsque (G, 7)
contient au moins un motif de S si et seulement si (G, 7) contient au moins un motif de
S’. On note S ~ S’. De plus, on dit qu'un motif P se décompose en un ensemble S si
{P} ~ S. Un ensemble S est réduit s’il n’existe pas S’ tel que |S'| < |S| et S ~ 5.

Le complément terme & terme d'un ensemble de motifs S est 'ensemble S* := {P, P €
S}. On rappelle que P désigne le complément de P, c’est-a-dire le motif P’ dans lequel on
intervertit arétes obligatoires et arétes interdites, ce qui signifie que I'on a V(P') = V(P),
M(P'") = F(P), F(P') = M(P), 7(P") = 7(P). De méme, le miroir terme a terme d’un
ensemble de motifs S est I'ensemble miroir(S) := {miroir(P), P € S}, ou miroir(P)
désigne le motif P’ obtenu en renversant I'ordre de P.

On a le lemme suivant :

Lemme 6.7. Soit Sy et Sy deuzr ensembles de motifs tels que S; >~ Sy. On a alors ST ~ S5
et miroir(Sy) ~ miroir(Ss).

Démonstration. Si (G,7) est un graphe ordonné et P un motif, (G, 7) contient P si et
seulement si (G, 7) contient P. En effet, si un ensemble de sommets U C V(&) réalise
P dans (G, 7), alors en inversant arétes et non-arétes, 'ensemble U réalise P dans (G, 7)
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contient P. Ainsi, on a les équivalences :

Pour tous les graphes ordonnés (G, 1), (G, 7) évite tous les motifs de S}
<= Pour tous les graphes ordonnés (G, 7), (G, 7) évite tous les motifs de S;
<= Pour tous les graphes ordonnés (G, 7), (G, 7) évite tous les motifs de S,
<= Pour tous les graphes ordonnés (G, 1), (G, T) évite tous les motifs de S

D’ou S} ~ S5. De facon similaire, on prouve miroir(S;) =~ miroir(Ss). en utilisant le
fait que (G, 7) contient P si et seulement si (G,miroir(7)) contient miroir(P). O

6.3.2 Stratégie

Soit S un ensemble de motifs. On commence par réduire .S, ¢’est-a-dire que ’on cherche
un motif équivalent S” qui ne puisse pas étre réduit. Dans [FH21b], il a été montré qu’il
existe une liste Lg; de 87 ensembles de motifs tels que tout ensemble S est équivalent a
I'un des ensembles de Lg7, au complément terme & terme de I'un des ensembles de Lg; ou
au miroir terme a terme de 'un des ensembles de Lg7.

Si S est maintenant constitué d’un seul motif, on est ramené au cas de la section
6.2.2, & savoir qu’'un motif peut étre certifié en temps linéaire, sauf s’il s’agit d’'un motif
parmi { TRIANGLE, COMPARABILITY, co-COMPARABILITY, co-TRIANGLE}, auquel cas il
faut un temps O(n*). Sinon, S contient plusieurs motifs. Dans le cas ot aucun des motifs
TRIANGLE, COMPARABILITY, co-COMPARABILITYet co-TRIANGLE ne figure dans .S, on
peut certifier en temps linéaire chacun des motifs de S les uns apres les autres. Il ne
reste donc que le cas ou S contient plusieurs motifs dont au moins un parmi { TRIANGLE,
COMPARABILITY, co-COMPARABILITY, co-TRIANGLE}. De plus, si la classe des graphes
ordonnés évitant S est finie, il suffit de tester si (G, 7) est 'un de ces graphes, ce qui se
fait donc en temps linéaire en la taille de G (nous n’avons pas le probléme du test de
I'isomorphisme de graphe vu qu’ils sont ordonnés). On s’intéresse aux motifs de Lgr qui
contiennent au moins un de ces quatre motifs et qui n’induisent pas une classe finie. Cela
nous donne une liste plus petite, constituée de 26 ensembles. Notons cette liste Log. La
voici :

—_

{COMPARABILITY, co-COMPARABILITY }
{mirror-CHORDAL, COMPARABILITY }
{COMPARABILITY, mirror-INTERVAL}
{mirror-CHORDAL, COMPARABILITY, CHORDAL}
{COMPARABILITY, CHORDAL, mirror-INTERVAL}
{COMPARABILITY, SPLIT}

{COMPARABILITY, co-COMPARABILITY, SPLIT}
{COMPARABILITY, CHORDAL, SPLIT}

© P N O W

{COMPARABILITY, SPLIT, INTERVAL}

—_
e

{TRIANGLE, co-COMPARABILITY }

—_
—_

. {TRIANGLE, co-CHORDAL}

—_
(\)

. {TRIANGLE, co-CHORDAL, mirror-co-CHORDAL}

—
w

. {TRIANGLE, co-CHORDAL, co-COMPARABILITY }
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14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
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{TRIANGLE, co-CHORDAL, co-COMPARABILITY, mirror-co-CHORDAL}
{co-COMPARABILITY, BIPARTITE}

{co-CHORDAL, co-COMPARABILITY, BIPARTITE}

{co-CHORDAL, co-COMPARABILITY, mirror-co-CHORDAL, BIPARTITE}
{co-COMPARABILITY, mirror-FOREST}

{co-COMPARABILITY, mirror-co-CHORDAL, mirror-FOREST}
{co-CHORDAL, co-COMPARABILITY, mirror-FOREST}

{co-CHORDAL, co-COMPARABILITY, mirror-co-CHORDAL, mirror-FOREST}
{COMPARABILITY, mirror-FOREST}

{COMPARABILITY, co-COMPARABILITY, mirror-FOREST}
{co-COMPARABILITY, mirror-co-INTERVAL, mirror-FOREST}
{co-COMPARABILITY, STAR}

{co-COMPARABILITY, mirror-co-CHORDAL, STAR}

En particulier, 'ensemble { TRIANGLE, co-TRIANGLE} ne figure pas dans cette liste
car il induit une classe finie, vu que tout graphe d’ordre au moins 6 contient 'un de ces
deux motifs d’aprés le théoréeme de Ramsey.

Ainsi, tout ensemble de motifs S est soit détectable en temps linéaire, soit équivalent
a un ensemble de Log, au miroir terme a terme d’un ensemble de Log, ou au complément
terme a terme d’ensemble de Log.

Cette liste étant encore un peu longue a vérifier & la main, nous la réduisons encore
davantage. On définit 12 ensembles de deux motifs, que 'on appelle les paires fondamen-
tales, de sorte que chaque ensemble de motifs de Lqg puisse s’exprimer comme 'union de
paires fondamentales.

1.

S BRI A

—_ =
— O

S1 = {COMPARABILITY, co-COMPARABILITY }
Sy = {COMPARABILITY, CHORDAL}

S = {COMPARABILITY, mirror-CHORDAL}
S3 = {COMPARABILITY, mirror-INTERVAL}

Sy = { COMPARABILITY, SPLIT}

S; = {co-COMPARABILITY, SPLIT}

S5 = {TRIANGLE, co-COMPARABILITY }

S¢ = { TRIANGLE, co-CHORDAL}

S7 = {co-COMPARABILITY, BIPARTITE}

Ss = { COMPARABILITY, mirror-FOREST}

. 5§ = {co-COMPARABILITY, mirror-FOREST}
12.

Sg = {co-COMPARABILITY, STAR}

On prouve maintenant que chaque paire fondamentale peut étre certifiée en temps
linéaire. Pour ce faire, on commence par montrer certaines équivalences.

Lemme 6.8. Les ensembles de motifs suivants sont équivalents :

— Sy~ {SPLIT, co-INTERVAL}

— 8§ ~ {SPLIT, mirror-INTERVAL }
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— Sg =~ {mirror-FOREST, BIPARTITE }
— 8§ ~ {mirror-FOREST, mirror-INTERVAL }

— So =~ {STAR, mirror-INTERVAL }

Démonstration. Soit (G, 7) un graphe ordonné. Pour chaque équivalence S ~ S’ et pour
chaque motif P dans S, on montre que si (G, 7) contient P alors il contient un motif dans
S’. De méme pour chaque motif P dans S, on montre que si (G, 7) contient P alors il
contient un motif dans S. Puisqu’a chaque fois |S| =2 et |[S'| =2, il y a 2+ 2 = 4 motifs
P a considérer. Quand un motif apparait a la fois dans S et S’, cela est trivial et nous ne
le mentionnons pas. De plus, on remarque que si P est inclus dans P’, cela signifie que si
(G, T) contient P’ alors il contient P. On ne mentionnera pas non plus ce cas trivial. On
remarque alors que dans les cing équivalences, il y a & chaque fois parmi les 4 motifs P a
considérer deux motifs égaux et un inclus dans un autre. Il n’y a donc qu'un seul motif
P a considérer a chaque fois.

— Pour prouver que S; = {COMPARABILITY, SPLIT} ~ {SPLIT, co-INTERVAL}, il
suffit de montrer que si (G, 7) contient co-INTERVAL alors il contient un motif dans
Sy. Soit (a, b, c) les trois sommets qui réalisent le motif co-INTERVAL dans (G, 7).
Ainsi, (a,b) est une aréte de G et (a,c) n'est pas une aréte de G. Si (b,¢) est une
aréte, alors (a, b, ¢) réalise le motif COMPARABILITY. Dans le cas contraire, (a, b, ¢)
réalise SPLIT.

— Pour prouver que S; = {co-COMPARABILITY, SPLIT} ~ {SPLIT, mirror-INTERVAL},
il suffit de montrer que si (G, 7) contient mirror-INTERVAL alors il contient un motif
dans S}. Soit (a, b, c¢) les trois sommets qui réalisent le motif mirror-INTERVAL dans
(G, 7). Ainsi, (a,c) est une aréte de G et (b, c) n’est pas une aréte de G. Si (a, b) est
une aréte, alors (a, b, ¢) réalise le motif SPLIT. Dans le cas contraire, (a, b, ¢) réalise
co-COMPARABILITY.

— Pour prouver que Sy = {COMPARABILITY, mirror-FOREST} ~ {mirror-FOREST,
BIPARTITE}, il suffit de montrer que si (G, 7) contient BIPARTITE alors il contient
un motif dans Ss. Soit (a, b, ¢) les trois sommets qui réalisent le motif BIPARTITE
dans (G, 7). Ainsi, (a,b) et (b, c) sont toutes les deux des arétes de G. Si (a, ¢) est une
aréte, alors (a,b,c) réalise le motif mirror-FOREST. Dans le cas contraire, (a, b, c)
réalise COMPARABILITY.

— Pour prouver que S§ = {co-COMPARABILITY, mirror-FOREST} ~ {mirror-FOREST,
mirror-INTERVAL}, il suffit de montrer que si (G, 7) contient mirror-INTERVAL alors
il contient un motif dans S§. Soit (a,b,c) les trois sommets qui réalisent le motif
mirror-INTERVAL dans (G, 7). Ainsi, (a,c) est une aréte de G et (b, ¢) n’est pas une
aréte de G. Si (a, b) est une aréte, alors (a, b, ¢) réalise le motif mirror-FOREST. Dans
le cas contraire, (a, b, c) réalise co-COMPARABILITY.

— Pour prouver que Sy = {co-COMPARABILITY, STAR} ~ {STAR, mirror-INTERVAL},
il suffit de montrer que si (G, 7) contient mirror-INTERVAL alors il contient un motif
dans Sy. Soit (a, b, ¢) les trois sommets qui réalisent le motif mirror-INTERVAL dans
(G, 7). Ainsi, (a,c) est une aréte de G et (b, c) n’est pas une aréte de G. Si (a, b) est
une aréte, alors (a, b, ¢) réalise le motif STAR. Dans le cas contraire, (a,b, ¢) réalise
co-COMPARABILITY. O
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6.3.3 Algorithmes

Pour chaque paire fondamentale restante, soit on écrit un algorithme capable de cer-
tifier cette paire en temps linéaire, soit on montre que cette paire est équivalente & une
union d’autres paires fondamentales.

Proposition 6.9. L’ensemble S; = { COMPARABILITY, co-COMPARABILITY } peut étre
détecté en temps linéaire.

Démonstration. On introduit I'ordre < sur les sommets du graphe (G, 7) comme suit :

a<;bet (a,b) € E(G), ou

a<b <= { b<,aet(ab) ¢ EG)

On montre alors que (G, 7) évite S si et seulement si < est un ordre total sur V(G). En
effet, on sait déja que < est anti-réflexive (puisque <, est anti-réflexive), anti-symétrique
(car sinon, on aurait a la fois (a,b) € E(G) et (a,b) ¢ E(G)) et total (puisqu’on a soit
(a,b) € E(G), soit (a,b) ¢ E(G), et donc selon si on a a <, boub <, a,onaa < bou
b < a). Il reste donc a montrer que (G, 7) évite S; si et seulement si < est transitive :

— (<«=) Supposons que (G, 7) contienne COMPARABILITY en a <, b <, ¢. On a donc
(a,b) et (b,c) qui sont des arétes et (a,c) qui n’en est pas. Ainsi, on aa < b < ¢
mais a 4 ¢, ce qui contredit le fait que < est transitive. De méme, si on suppose que
(G, T) contient co-COMPARABILITY en a <, b <, ¢, on déduit que ¢ < b < a mais
¢ 4 a. Ainsi, (G, T) évite tous les motifs de 5.

— (=) On suppose que l'on a a < b < ¢ et on prouve a < c¢. On regarde les six ordres
possibles des sommets selon <, (cf. figure 6.12) :

(a) Sia <;b<;c puisque a <bet b <c ona(ab) € E(G) et (b,c) € (G)
Ainsi, puisque (G, 7) évite COMPARABILITY, on déduit que (a,c) € E(G) et
donc a < c.

(b) Sia <, ¢ <; b, puisque a < bet b < ¢, ona (ab) € E(G) et (b,c) ¢ E(G).
Ainsi, puisque (G, T) évite co-COMPARABILITY, on déduit que (a,c) € E(G)
et donc a < c.

(¢) Sib <, a<;c puisque a <betb<c, ona (a,b) ¢ E(G) et (b,c) € E(G).
Ainsi, puisque (G, 7) évite co-COMPARABILITY, on déduit que (a,c) € E(G)
et donc a < c.

(d) Sib <, c<; a,puisque a < bet b < ¢, ona (a,b) ¢ E(G) et (b,c) € E(G).
Ainsi, puisque (G, 7) évite COMPARABILITY, on déduit que (a,c) ¢ E(G) et
donc a < c.

() Sic<,a<;b, puisque a < betb<c ona (ab) € E(G) et (bc) ¢ E(G).
Ainsi, puisque (G, T) évite COMPARABILITY, on déduit que (a,c) ¢ E(G) et
donc a < c.

(f) Sic <, b <, a, puisque a < bet b < ¢, on a (a,b) ¢ E(G) et (b,c) ¢ E(G).
Ainsi, puisque (G, 1) évite co-COMPARABILITY, on déduit que (a,c) ¢ E(G)
et donc a < c.

Si on se place dans le cas on V(G) = {1,...,n} et 7 = [1,...,n], cela signifie que
(G, T) évite S si et seulement si < est 'ordre <. Grace au lemme 2.6, on peut vérifier
facilement si < est 'ordre < ou non en dénombrant <~! (i) pour chaque sommet i de G.
Or, | <71 (i) = |N~(3)| + |[NT(i)| = |[N~(i)| +n — i — |[N*(3)|. D’ott 'algorithme 9. [
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FIGURE 6.12 — Les différents cas pour 5;.

Algorithme 9 : Recherche linéaire de ’ensemble de motifs 5.

Entrée : Un graphe ordonné (G, 7) de n sommets
Sortie : « GG contient un des motifs de S; » ou « G évite tous les motifs de S; »
Sans perte de généralité, on suppose V(G) ={1,...,n} et 7 =[1,...,n].
L + une liste de taille n
Pour chaque i € V(G) faire
| L[] + N~ (i) +n—i— |[NT(i)|
Si L est une permutation de {0,...,n — 1} alors
L Retourner « G évite tous les motifs de S »

w N =

[ S

Sinon
L Retourner « GG contient un des motifs de Sy »

ICI-Y

Proposition 6.10. Les deuz ensembles So = { COMPARABILITY, CHORDAL} et Sy =
{ COMPARABILITY, mirror-CHORDAL } peuvent étre détectés en temps linéaire.

Démonstration. On traite le cas de S, le cas Sy se prouvant de la méme maniére en
inversant I'ordre. On commence par vérifier en temps linéaire si mirror-CHORDAL est dans
(G, 7) ou non via l'algorithme 6. Si oui, on a trouvé un motif de S} dans (G, 7). Si non, il
reste a vérifier que (G, 7) ne contient pas COMPARABILITY en utilisant le fait que (G, 1)
évite mirror-CHORDAL. L’idée est la suivante : on ne va chercher le motif COMPARABILITY
qu’a certains endroits de (G, 7) et montrer que si (G, 7) contient COMPARABILITY tout
en évitant mirror-CHORDAL, il contient forcément COMPARABILITY & l'une des positions
cherchées. Les positions cherchées sont les positions i < j < k de G telles que j est le
premier voisin de 7, ¢’est-a-dire j = min Nt (7).

Supposons maintenant qu’il existe une réalisation de ce motif COMPARABILITY qui
ne soit pas de cette forme. Il se réalise alors en i, j’, k avec j* > min NT(i). On suppose
que cette réalisation est la plus petite possible parmi les réalisations qui ne sont pas de
la forme voulue, dans le sens ot |k — 7| est minimal. On pose alors j = min N (7). On a
donc les arétes présentes en figure 6.13a. Comme mirror-CHORDAL n’apparait pas dans
(G, 1), il y a une aréte entre j et j', d’ou la figure 6.13b. Enfin, comme on a supposé que
la réalisation de COMPARABILITY en 1, j’, k' était minimale, il doit y avoir une aréte entre
j et k, sinon on aurait une réalisation de COMPARABILITY en j,j', k" et |k — j| < |k — 1.
On obtient donc la figure 6.13c. Cependant, la réalisation de COMPARABILITY en i, j, k
est de la forme voulue, & savoir que j = min N* (7). On a donc prouvé que s’il existe
une réalisation de COMPARABILITY dans (G, 1), alors il en existe une qui est a I'une des
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positions voulues.

A A A A A

(a) Hypothéses. (b) Sans mirror-CHORDAL. (c¢) Minimalité.

FIGURE 6.13 — Les différentes étapes de la démonstration qui prouve qu’il existe une
réalisation de COMPARABILITY qui a la forme voulue.

Ainsi, pour vérifier que (G, 7) ne contient pas de COMPARABILITY, il suffit de vérifier
pour tout sommet ¢ de G que 'on a I'implication « si (j, k) € E(G) alors (i, k) € E(G)
» pour tout k& > j, avec j = min N (7). Si cette implication est fausse, on a trouvé une
réalisation de COMPARABILITY dans (G, T) en 4,7, k. Si cette implication est vraie, au-
cun des positions décrites précédemment ne contient COMPARABILITY et par conséquent
COMPARABILITY n’apparait pas dans (G, 7). Cette implication pour un i donné équivaut
a la formule ¢(i) = « NT(j) € N*(i)\ {j} », avec toujours j = min Nt (7). En utilisant le
lemme 6.6 de la méme facon que dans la preuve de la linéarité de 1’algorithme 7, on peut
tester I'ensemble des formules ¢(i) pour tous les sommets ¢ de G' en temps linéaire.

Algorithme 10 : Recherche linéaire de I’ensemble de motifs 5.

Entrée : Un graphe ordonné (G, 1) de n sommets
Sortie : « G contient un des motifs de S; » ou « G évite tous les motifs de S5, »
Sans perte de généralité, on suppose V(G) ={1,...,n} et 7=[1,...,n].
Si (G, T) contient mirror-CHORDAL (cf. algorithme 6) alors
L Retourner « G contient un des motifs de S5 »

N =

Pour 7 allant de 3 a n faire
Si N*(i) # () alors
Jj =min N*(7)
Si NOT(N*(j) € N*(i) \ {j}) alors
L Retourner « G contient un des motifs de S} »

EN T N B N

[04]

Retourner « G évite tous les motifs de S%, »

On procéde de méme pour Sy en inversant 'ordre. On a alors j = max N~ (k) au lieu
de j = min N*(4). O

Proposition 6.11. L’ensemble S3 = { COMPARABILITY, mirror-INTERVAL} peut étre
détecté en temps linéaire.

Démonstration. On a S3 ~ {COMPARABILITY, co-COMPARABILITY, mirror-CHORDAL}
=51 U5 O

Proposition 6.12. L’ensemble S5 = { TRIANGLE, co-COMPARABILITY } peut étre détecté
en temps linéaire.
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Démonstration. D’aprés [FH21b|, G est biparti si, et seulement si, il existe un ordre 7’ tel
que (G, 7') évite tous les motifs de S5. On commence donc par tester si (G, 7) est biparti,
ce qui se fait essayant de colorier G avec deux couleurs (disons bleu et rouge) en temps
linéaire via un parcours BFS. On note Vz les sommets de G coloriés en bleu et Vi ceux
qui sont coloriés en rouge. Si G n’est pas biparti, tout ordre 7’ fait que (G, 7’) contient
au moins un motif de Ss, et en particulier, (G, 7) contient au moins un motif de Ss. Si G
est biparti, on vérifie si (G, 7) contient chacun des motifs de S5 en utilisant la coloration
en rouge et bleu de G.

Tout d’abord, un graphe biparti n’a pas de cycle impair et donc le motif TRIANGLE
ne pas apparaitre dans (G, 7). Concernant co-COMPARABILITY, on parcourt chaque aréte
e = (i, k) de G pour vérifier si elle peut étre 'aréte du motif co-COMPARABILITY. Comme
GG est biparti, une extrémité de e est bleue tandis que I'autre est rouge. Sans perte de
généralité, i est bleu et k est rouge. On teste pour chaque aréte e = (i, k) de G si la formule
¢(e) = « min N*(i1)NVxz < k ou max N—(k) NV > i » est vraie ou non. Si ¢(e) est vraie,
on a trouvé un sommet j entre ¢ et k tel que ¢ n’est pas voisin avec I'une des extrémités de
e et est de la couleur de 'autre extrémité. Ainsi, 4, j, k réalise co-COMPARABILITY. Si ¢(e)
est faux, il n’existe pas de j tel que i, j, k réalise co-COMPARABILITY. En effet, si ¢’était
le cas, selon la couleur de j, une des inégalités serait vraie. S’il est bleu, on sait que j n’est
pas voisin avec k et donc j € N—(k)NVp avec j > 4, ce qui implique max N— (k)N Vg > i.
Inversement, si j est rouge, on a min N*(i) N Vz < k. On a donc I’algorithme suivant :

Algorithme 11 : Recherche linéaire de ’ensemble de motifs S5.

Entrée : Un graphe ordonné (G, 1) de n sommets
Sortie : « GG contient un des motifs de S5 » ou « GG évite tous les motifs de S5 »
Sans perte de généralité, on suppose V(G) ={1,...,n} et 7=[1,...,n].
Si GG n’est pas biparti alors
L Retourner « GG contient un des motifs de S5 »

N =

(VB, VRr) < décomposition des sommets de G en bleu et rouge
Calculer les valeurs de min N+ (i) N Vx pour tout sommet i € V(G)
Calculer les valeurs de max N~ (k) NV pour tout sommet k € V(G)
Pour chaque e = (i, k) € E(G) faire

L Si min N*(i) N Vi < k ou max N—(k) NV > i alors

o N O o A~ W

L Retourner « GG contient un des motifs de S5 »

9 Retourner « G évite tous les motifs de S5 »

Pour que cet algorithme soit bien linéaire, il reste a vérifier que 'on peut calculer
les valeurs de min N+ (i) N Vi pour tout sommet i € V(G) en temps linéaire (et une
méthode similaire fonctionnera pour calculer les valeurs de max N~ (k) N Vp). Comme &
chaque fois que I'on veut parcourir N+ (i), on parcourt en réalité N*(i). Si on note L la
liste des éléments de N (i) et si on prend j un indice, la paire de valeur L[j], L[j + 1]
représente l'ensemble des non-voisins de i entre L[j] et L[j + 1], c’est-a-dire l'intervalle
{L[j]+1,..., L[j+1]—1}. Dés que cet intervalle est non-vide, on a trouvé I’élément minimal
de N*(i). Cependant, ici, on cherche I’élément minimal de N+ (i) N V%. Il faut donc vérifier
en temps constant si 'intervalle {L[j]+1, ..., L[j+1]—1} a une intersection non-vide avec
Vg. Pour ce faire, on pré-calcule un tableau R tel que R[j] contient le plus petit élément de
Vg qui est strictement plus grand que j. Cela se fait en temps O(n) en parcourant Vg (que
'on a préalablement trié en temps O(n +m) comme décrit en section 6.2.1). Maintenant,
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pour vérifier en temps constant si l'intervalle {L[j]+1,..., L[j+1] — 1} a une intersection
non-vide avec Vg, on regarde si L[j] + 1 € Vi (faisable en temps constant via un tableau
de booléens pré-calculé représentant V). Si oui, Uintervalle {L[j]+1,...,L[j+ 1] —1} a
une intersection non-vide avec Vx. Si non, on compare R[L[j] + 1] avec L[j + 1] — 1. Si le
premier est plus petit ou égal que le second, U'intervalle {L[j] +1,...,L[j + 1] — 1} a une
intersection non-vide avec Vi. Dans le cas contraire, l'intervalle {L[j]+1, ..., L[j+1]—1}
a une intersection vide avec V;. ]

Proposition 6.13. L’ensemble S¢ = { TRIANGLE, co-CHORDAL} peut étre détecté en
temps linéaire.

Démonstration. En utilisant I’algorithme 7, on peut vérifier en temps linéaire si (G, 1)
contient co-CHORDAL. Si oui, on a trouvé un motif de Sg dans (G, 7). Si non, on sait
que le complémentaire de G est cordal. On calcule un ordre d’élimination simplicial du
complémentaire de (G, ce qui peut se faire directement & partir de G sans passer au
complémentaire via un LexBFS [HMPVO00]. A partir de cet ordre, on peut calculer la
taille du plus grand indépendant du complémentaire de G [RTL76]. S’il est de taille 3 ou
plus, on a trouvé un indépendant de taille 3 dans le complémentaire de G et G contient
donc le motif TRIANGLE. Sinon, GG ne contient pas le motif TRIANGLE. O]

Proposition 6.14. L’ensemble S; = {co-COMPARABILITY, BIPARTITE } peut étre détecté
en temps linéaire.

Démonstration. On a S; ~ { COMPARABILITY, co-COMPARABILITY, BIPARTITE} = S; U
{BIPARTITE}. O

Ainsi, chaque paire fondamentale peut étre certifiée en temps linéaire. On montre
maintenant que le complémentaire terme a terme de chacune des ces paires peut étre
certifié en temps linéaire. D’abord, les équivalences restent vraies quand on passe au
complémentaire terme a terme, comme montré par le lemme 6.7. Il reste donc a vérifier les
complémentaires terme & terme des paires fondamentales qui n’utilisent pas d’équivalence,
a savoir les paires 57, 99, S5 et Sg. La paire S; est sa propre complémentaire terme a terme.
Il ne reste donc que Ss, S5 et Sg :

— Pour S, (et S%), le raisonnement peut étre adapté au complémentaire, de sorte que
la formule ¢(i) = « NT(j) € N*(i) », avec j = min N+ (i), permet de tester si co-
COMPARABILITY apparait dans un graphe ne contenant pas mirror-co-CHORDAL.
Le test ¢(i) est équivalent au test ¢'(i) = « NT(i) C NT(j) » Or, N*(i) =
{i+1,...,n}NN*T@E) ={1,...,i} UNT(i). De méme, N*(j) = {1,...,j}UNT(5).
Ainsi, la formule ¢/(i) est équivalente & « NT(i) C {i +1,...,7} UNT(j) » que
I'on peut tester en temps [Nt (i)| + |NT(j)| : on teste si les premiers éléments de
N*(i) sont dans {i + 1,...,7} U N*(j) en regardant simplement s’ils sont dans
{i+1,...,7}, cest-a-dire §'ils sont plus petits que j. Par la méme analyse que celle
du lemme 6.5, 'ensemble des tests ¢(i) se fait en temps linéaire.

— Concernant S5, on doit tester si le complémentaire du graphe est biparti. Or, un
tel graphe doit avoir au moins de l'ordre de n?/4 arétes. Ainsi, si le graphe a moins
d’arétes que cette borne, on sait que son complémentaire ne peut pas étre biparti
et qu’il contient donc un élément du complémentaire terme a terme de Ss. Sinon,
son nombre d’arétes est quadratique, ce qui signifie tout algorithme quadratique en
le nombre de sommets et en réalité linéaire en le nombre d’arétes. On peut donc
passer le graphe au complémentaire en temps linéaire. Il ne reste qu’a appliquer
I’algorithme 11 sur le complémentaire pour conclure.
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— Pour Sg, la preuve est la méme car les techniques utilisées raisonnent déja sur le
complémentaire (sans pour autant le calculer). On calcule donc simplement le plus
grand indépendant de G que 'on sait cordal via l'algorithme linéaire présenté dans
[RTL76].

De plus, si un ensemble de motifs peut se certifier en temps linéaire, alors son miroir terme
a terme aussi, en appliquant le lemme 6.3 & chacun des motifs de ’ensemble.
Récapitulons. Chacune des 12 paires fondamentales ainsi que son complémentaire et
son miroir terme a terme peut étre certifiée en temps linéaire. Chaque ensemble de la
liste Log peut s’écrire sous la forme d’une union de paires fondamentales. Dés lors, chaque
ensemble de la liste Log ainsi que son complémentaire et son miroir terme a terme peuvent
étre certifiés en temps linéaire. Etant donné un ensemble S de la liste Lgr, il v a deux cas :

— Soit l'ensemble S ne contient aucun motif parmi {TRIANGLE, COMPARABILITY,
co-COMPARABILITY, co-TRIANGLE}. Dans ce cas, chaque motif de S, son complé-
mentaire et son miroir terme a terme peut étre certifié en temps linéaire d’apres la
section 6.2.2.

— Sinon, S appartient a Log et lui ainsi que son complémentaire et son miroir terme a
terme peut étre certifié en temps linéaire.

Etant donné un ensemble S de motifs & trois sommets, soit il s’agit d’un singleton conte-
nant TRIANGLE, COMPARABILITY, co-COMPARABILITY ou co-TRIANGLE, auquel cas S
peut étre certifié en temps O(n®) ; soit il est équivalent & un ensemble de Lg7, au complé-
mentaire ou au miroir terme a terme d’un ensemble de Lg; et peut étre certifié en temps
linéaire.

6.4 Recherche de motifs appartenant a une classe

6.4.1 Motifs planaires extérieurs sans cycle

Dans cette section, on s’intéresse aux motifs planaires extérieurs sans cycle et plus
particulierement aux motifs planaires extérieurs positifs sans cycle

Définition 6.10 (Motif planaire extérieur, motif positif, motif sans cycle). Un motif P
est planaire extérieur positif sans cycle sl vérifie les trois conditions suivantes :

— (Positif) Le motif P n’a pas d’aréte interdite, c’est-a-dire que F(P) = (.
— (Planaire extérieur) Etant donné deuz arétes (i,7) et (i, '), on ne peut pas avoir
i <i' <j<j'. Les comparaisons se font selon l’ordre T(P).

— (Sans cycle) Le motif P n’a pas de cycle d’arétes.

St un motif ne remplit pas la condition Positif, il est seulement planaire extérieur sans
cycle.

Ainsi, 'ensemble des arétes (obligatoires ou interdites) E(P) est égal & 'ensemble des
arétes obligatoires M (P). Comme on s’intéresse également aux motifs planaires extérieurs
sans cycle qui ne sont pas positifs (E(P) # M (P)), on utilise la notation F(P) pour parler
des arétes de P afin de pouvoir couvrir a la fois les motifs positifs et non-positifs.

On montre le théoréme suivant :

Théoréme 6.4. Soit P un motif planaire extérieur positif sans cycle. On peut décider si
un graphe ordonné (G,T) a n sommets et m arétes contient ou évite P en temps linéaire
O(n+m).
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Un motif de cette classe est donc détectable en temps linéaire quelle que soit la taille
du motif. Cette classe est assez naturelle car étre planaire extérieure est une condition
souvent imposée, comme pour la coloration de graphe o1 un graphe planaire extérieur peut
toujours étre colorié avec seulement 3 couleurs. Le fait d’étre sans cycle signifie que le motif
est une forét. Enfin, le fait d’étre positif permet a la fois de simplifier la compréhension
en n’ayant qu'un seul type d’aréte et surtout de mieux exploiter la structure du graphe
d’entrée, qui est donné sous forme de sa liste d’arétes. En effet, il est plus facile de tester
si une aréte obligatoire du motif est présente a une endroit du graphe que de tester si une
aréte interdite du motif est absente a un endroit du graphe.

De plus, ces trois conditions ont I'air nécessaires pour garantir une complexité linéaire :

— Sans la planarité extérieure, le motif peut avoir des arétes qui se croisent énormé-
ment, ce qui rend notre technique de division de motif impossible & contréler. Nous
avons des exemples de motifs positifs et sans cycle que nous conjecturons difficile a
détecter (cf. conjecture 6.1).

— Sans le coté positif, on peut adapter notre algorithme pour obtenir une complexité
quadratique. On pense qu’il n’est pas possible de faire mieux dans le cas général
car travailler avec des arétes interdites revient a travailler sur le complémentaire du
graphe, qui se calcule en temps quadratique.

— Si le motif a des cycles, on peut adapter notre algorithme pour étre aussi efficace que
la multiplication de matrices (Voir section 6.4.2). On pense qu’il n’est pas possible
de pouvoir faire mieux, car le motif TRIANGLE nécessite un temps égal a celui de la
multiplication de matrices d’aprés les hypothéses de complexité usuelles [WW10].

Catégorisation des arétes

La premiére étape consiste a utiliser la planarité du motif pour ranger les arétes dans
différentes catégories, selon leur position relative. Dans la suite, toutes les comparaisons
entre sommets se font selon l'ordre 7(P) du motif P considéré. On peut supposer sans
perte de généralité que 7(P) = [1,..., k|, c’est-a-dire que l'ordre est I'ordre habituel sur
les entiers de 1 & k, ol k est le nombre de sommets de P.

Soit deux arétes (i,7), (i, j) telles que i < j, i' < j' (c’est-a-dire que les deux arétes
sont ordonnées dans le méme sens que le motif) et ¢ < ¢’ (c’est-a-dire que 'on peut
supposer sans perte de généralité que la seconde aréte a son extrémité gauche a droite de
I'extrémité gauche de la premiére aréte). Dans le cas d’un motif planaire extérieur, on a
uniquement deux possibilités :

— i <i' <7 <j.Ondit que les arétes sont emboitées.
— i < j <i' < 7. Ondit que les arétes sont cite a cote.

Dans le cas général, on pourrait aussi avoir ¢ < ¢ < j < j’, mais cela est interdit par
le caractére planaire extérieur du motif. Quand deux arétes sont cote & codte, on dit que
(1,7) est I'aréte gauche et (¢’, j) 'aréte droite. Quand deux arétes sont emboitées, on dit
que l'aréte intérieure (i, j') est emboitée a I'intérieur de l'aréte extérieure (i, 7). Dans ce
cas, on peut encore davantage caractériser l'aréte intérieure (7', j') :

— (7', j) est profondément emboitée & I'intérieur de (i, j) s’il y a une aréte (i, j”) telle
(7', j") est emboitée a l'intérieur de (i, j") et que (¢, j") est elle méme emboitée a
I'intérieur de (i, j).

— sinon, (7', 5") est directement emboité a U'intérieur de (i, 7).
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Il existe aussi des arétes qui ne sont emboitées a 'intérieur d’aucune autre. On dit que
ces arétes sont extérieures. Grace a ces catégorisations, on peut partitionner I’ensemble
des arétes emboitées a I'intérieur d’une aréte (i, j) donnée. D’abord, on peut partitionner
facilement les arétes directement emboitées a U'intérieur de (i, j) en fonction de la fagon
dont elles sont reli¢es a I'aréte (4, 7). Etant donné une aréte (7', j'), elle peut soit étre reliée
a (i,7), soit ne pas l'étre. Si elle est reliée, elle peut atteindre I’aréte (i, j) soit en passant
par 7, soit par j. Cela donne donc trois catégories :
— une aréte (7', ') directement emboitée qui n’est pas reliée a (7, 7) est appelée aréte
emboitée au centre,
— une aréte (7/,7') directement emboitée qui est reliée a (i,7) via le sommet i est
appelée aréte emboitée a gauche,

— une aréte (¢, ') directement emboitée qui est reliée a (i,j) via le sommet j est
appelée aréte emboitée a droite,

Comme nous travaillons avec des motifs sans cycle, une aréte ne peut étre a la fois reliée
a gauche et a droite.

Ensuite, concernante un aréte (i, j') profondément emboitée a l'intérieur de (i, j), on
sait qu’elle est emboitée a I'intérieur d’une aréte (i”, j”) elle-méme directement emboitée
a l'intérieur de (7,7). On donne alors a (¢, j') la méme catégorie que (i”, j”), c’est-a-dire
que (i',j") est une aréte emboitée au centre si (i”,j”) est une aréte emboitée au centre,
(7', j") est une aréte emboitée a gauche si (i, j”) est une aréte emboitée a gauche et (7', j')
est une aréte emboitée a droite si (i, j”) est une aréte emboitée a droite.

Ainsi, étant donné une aréte (i, j), chaque aréte (i, j') emboitée a U'intérieur de (i, 7)
est soit une aréte emboitée au centre a lintérieur de (4,7), soit une aréte emboitée a
gauche a U'intérieur de (4, 7), ou soit une aréte emboitée a droite a U'intérieur de (4, 7). La
figure 6.14 présente un exemple de cette catégorisation.

€1 €2 €3 €4 €

fovo oo doe

1 kl kQ k3 k4 j

FIGURE 6.14 — Classification des arétes emboitées a 'intérieur de (4, j). Excepté laréte
(7,7) qui n’est pas classifiée, les arétes représentées par un arc courbe sont directement
emboitées a U'intérieur de (i,7) et les arétes représentées par une ligne droite sont pro-
fondément emboitées a Uintérieur de (7,j). Les arétes e; et es sont emboitées a gauche
a l'intérieur de (7,7), les arétes es et ey sont emboitées au centre a U'intérieur de (i, j)
et 'aréte es est emboitée a droite a 'intérieur de (i,7). En ce qui concerne les arétes
profondément emboitées a 'intérieur de (i, j), les arétes emboitées a l'intérieur de e; ou
e; sont emboitées & gauche a l'intérieur de (7, j), les arétes emboitées a U'intérieur de e
ou ey sont emboitées au centre a l'intérieur de (7, ) et les arétes emboitées a l'intérieur
de e5 sont emboitées & droite a l'intérieur de (7, 7). Finalement, on peut résumer cette
catégorisation en disant que chaque aréte dont les deux extrémités sont entre le sommet
i et le sommet k; est emboitée a droite a l'intérieur de (4, 7), chaque aréte dont les deux
extrémités sont entre le sommet ky et le sommet k3 est emboitée au centre a 'intérieur
de (i,7) et chaque aréte dont les deux extrémités sont entre le sommet ky et le sommet j
est emboitée a droite a I'intérieur de (4, j). Il est possible de montrer qu’il existe toujours
des sommets ki, ko, k3 et k4 qui permettent un tel partitionnement.
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Décomposition d’un motif

Grace a cette classification des arétes, il est possible de décomposer un motif planaire
extérieur (positif) sans cycle. Tout d’abord, étant donné un motif P planaire extérieur
(positif) sans cycle, on définit une aréte spéciale qui va jouer le role de laréte (i, 7) de la
partie précédente et & partir de laquelle on va pouvoir parler d’aréte emboitée a gauche,
au centre ou a droite et d’aréte cote a cote a gauche ou a droite. On définit aussi une
seconde aréte spéciale qui joue un role symétrique.

Définition 6.11 (Arétes LOME et ROME). Soit P un motif planaire extérieur (positif) sans
cycle. On définit les deuz arétes spéciales suivantes :

— Soit LOME laréte extérieure la plus a gauche (Left-OuterMost Edge en anglais) du
motif P, c¢’est-a-dire une aréte (i,7) qui n’est pas emboitée a l'intérieur d’une autre
et telle que le sommet i est minimal parmi toutes les arétes extérieures (i, 7).

— Soit ROME l’aréte extérieure la plus a droite (Right-OuterMost Edge en anglais) du
motif P, c’est-a-dire une aréte (i,j) qui n’est pas emboitée a l'intérieur d’une autre
et telle que le sommet j est mazimal parmi toutes les arétes extérieures (i, 7).

Le fait que 'on impose que LOME soit extérieure signifie que le sommet j est maximal
parmi toutes les arétes (i, j) avec i le plus petit sommet & étre I'extrémité d’une aréte. De
méme, le fait que 'on impose que ROME soit extérieur signifie que le sommet ¢ est minimal
parmi toutes les arétes (i, j) avec j le plus grand sommet & étre extrémité d’une aréte.

A partir de I’aréte LOME (respectivement ROME), on peut partitionner l’ensemble des
autres arétes du motif P en trois ensembles, comme montré sur la figrue 6.15.

LOME

/Ny, N7

FIGURE 6.15 — Schéma des trois sous-motifs induits par I’aréte LOME. Chaque triangle re-
présente un sous-motif. Chacun des ces sous-motifs peut éventuellement étre vide. De plus,
les motifs P et Pp peuvent éventuellement ne pas étre connectés & LOME. En revanche,
si Pg est non-vide, d’aprés la définition d’une aréte emboitée a droite, il est forcément
connecté.

On discute d’abord du cas de LOME. Soit LOME = (irgug, jrove), aVec irgne < jrome- D aprés
la catégorisation, toute aréte (i,j) est soit cote a cote de LOME soit emboitée a l'intérieur
de LOME. Dans le cas ou (i, j) est cote a cote de LOME, elle ne peut étre qu’a droite de LOME,
car LOME est une aréte la plus a gauche du motif P. Dans le cas ou (i, j) est emboitée a
I'intérieur de LOME, on a vu que (i, j) peut étre soit emboitée & gauche, soit emboitée au
centre, soit emboitée a droite.

On définit alors les trois sous-motifs suivants :

— Le motif Pj, constitué des arétes emboitées a gauche a l'intérieur de (i ug, jrome) €t
des arétes emboitées au centre a I'intérieur de (iroug, JLome)-

— Le motif Pg constitué des arétes emboitées a droite de (iroug, jLome)-

— Le motif Py constitué des arétes cote a cote a droite de (iLomg, Jrome)-
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On a bien une partition des arétes de P autres que LOME, car chacune des ces arétes est
exactement dans I'un des sous-motifs parmi Py, Pr ou Pp. Pour définir complétement les
motifs P, Pg et Pp, il faut également parler de leur ensemble de sommets. Pour i = L,
R ou O, I'ensemble des sommets V' (P;) du sous-motif P; est U'intervalle [u, v] C v(P) avec
u le plus petit sommet qui est une extrémité d’'une aréte de E(P;) et u le plus grand
sommet qui est une extrémité d’'une aréte de E(F;). Autrement dit, V' (P;) est 'ensemble
des sommets induits par les arétes E(P;) de P;, auquel on a ajouté les éventuels sommets
isolés qui se trouveraient au milieu, de sorte & ce que V' (F;) soit un intervalle. Pour étre
complet, 'ordre 7(F;) est égal a l'ordre 7 restreint & V(F;) : 7(P;) = 7|v(p,). Dans le cas
ou P, n’a pas d’aréte, on considére qu’il est constitué d’un sommet :

— Si P n’a pas d’aréte, on pose V(Pr) = {iroue}-
— Si Pg n’a pas d’aréte, on pose V(Pgr) = {jrome}-
— Si Pp n’a pas d’aréte, on pose V(Pp) = {jrome}-

Cette convention permet d’éviter de travailler avec un ensemble de sommets vide. A partir
de ce découpage en sous-motifs, on définit 6 longueurs, qui sont représentées sur la figure
6.16 :

— La longueur ecart(i—) qui est le nombre de sommets a gauche de i gug, irone exclu.
Mathématiquement, cette longueur vaut ecart(i—) := irge — 1.

— La longueur ecart(iL) qui est le nombre de sommets entre irgy et le sommet le
plus & gauche de Py, en incluant I'un et excluant I'autre. Ce nombre vaut 0 si Pp,
est relié a 'aréte LOME (c’est-a-dire si P, contient au moins une aréte emboitée a
gauche a l'intérieur de LOME) et vaut un nombre strictement positif s’il ne I'est pas
(c’est-a-dire si Pp, ne contient pas d’aréte emboitée a gauche a U'intérieur de LOME).
Mathématiquement, cette longueur vaut ecart(iL) := min V (PL) — irome.

— La longueur ecart(LR) qui est le nombre de sommets entre le sommet le plus a
droite de Py, et le sommet le plus & gauche de Pg, en incluant I'un et excluant ’autre.
Ce nombre ne peut pas étre nul par définition. Mathématiquement, cette longueur
vaut ecart(LR) := min V (Pg) — max V(Pp).

— La longueur ecart(RO) qui est le nombre de sommets entre jioue et le sommet le
plus a gauche de Pp, en incluant I'un et excluant 'autre. Ce nombre vaut 0 si Py est
relié & 'aréte LOME et vaut un nombre strictement positif sinon. Mathématiquement,
cette longueur vaut ecart(RO) := min V(Po) — jrome-

— La longueur ecart(O+) qui est le nombre de sommets a droite du sommet le
plus a gauche de Py, ce sommet exclut. Mathématiquement, cette longueur vaut
ecart(O+) := k —max V(Pp).

— La longueur ecart(j+) qui est le nombre de sommets a droite de jioue, jroue exclut.
Mathématiquement, cette longueur vaut ecart(j+) : = k — jroue.

En ce qui concerne ROME, on a un découpage identique, excepté pour le motif Pp :

— Le motif Pj, constitué des arétes emboitées a gauche a U'intérieur de (iroug, Jrove) €t
des arétes emboitées au centre a I'intérieur de (iroug, Jrome)-

— Le motif Pg constitué des arétes emboitées a droite de (iroue, Jrove)-

— Le motif Py constitué des arétes cote a cote a gauche de (ingue, jroue)-
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LOME
1 7 J k
- - -
1— L LR RO O+

J+

FIGURE 6.16 — Les différentes longueurs ecart(-) induites par l’aréte LOME.

Sommets extrémaux

Etant donné un motif planaire extérieur positif sans cycle P et un graphe ordonné
(G, T), on s’intéresse aux sous-graphes ordonnés (H, 7|y) de (G, ) qui réalisent P, et plus
particuliérement aux sommets extrémaux de H, a savoir le plus petit sommet de H (noté
min H) et le plus grand sommet de H (noté max H). Ce minimum et ce maximum sont
calculés en fonction de 'ordre 7, que 'on peut supposer étre I'ordre habituel, ¢’est-a-dire
que 7 = [1,...,n], ot n est le nombre de sommets de G. On rappelle que 7|y désigne
I'ordre 7 restreint aux sommets de H.

Notons M p I’ensemble des paires de sommets (u, v) de (G, 7) telles qu’il existe un sous-
graphe ordonné (H, 7|y) de (G, 7) qui réalise P avec u = min H et v = max H. Idéalement,
on aimerait connaitre parfaitement I’ensemble M p. Cela permettrait de savoir ol se trouve
I'ensemble des sous-graphes qui réalisent P dans (G, 1) et donc d’avoir un algorithme de
détection de P récursif en décomposant P en sous-motifs. Cependant, nous ne pouvons
pas calculer toutes les paires (u,v) de Mp dans notre cas, car cela demanderait un temps
au moins quadratique, car Mp peut avoir une taille quadratique. Heureusement, il est
possible de calculer en temps linéaire des quantités liées & M p qui suffisent pour détecter
P.

On définit les quatre fonctions suivantes, qui associent chacune un sommet de G & un
autre sommet de G en fonction de ’ensemble Mp :

Définition 6.12 (Notations mp, mp, M7 et Mp). On définit :

— mp(u) = inf{v € V(G) | (u,v) € Mp},
— mp(v) =sup{u € V(G) | (u,v) € Mp},
u) =inf{v € V(G) | I > u, (v',v) € Mp},

— Mp(

— Mp(v) =sup{u € V(G) | ' <o, (u,v) € Mp}.

Dans notre cas, inf est synonyme de min et sup est synonyme de max, car Mp est
un ensemble fini. Il y a une exception cependant : inf () est parfaitement défini et vaut

+00, et sup () est parfaitement défini et vaut —oo. Nous utiliserons ces égalités dans notre
algorithme.

Remarque 6.3. On a :
— M () = inf{mp() | o > ),
— Mp(v) =sup{mp(v') | v' < v}.



6.4. RECHERCHE DE MOTIFS APPARTENANT A UNE CLASSE 167

Cela implique que si I'on connait les valeurs de m}(u') et mz(v') pour tout v’ € V(G)
et pour tout v' € V(G), alors on peut en déduire facilement les valeurs de M (u) et
Mp (v) pour tout u € V(G) et pour tout v € V(G).

Algorithme

On construit un tableau de taille n qui renseigne la valeur de m}(u) pour chaque
sommet u du graphe ordonné (G, 7). On fait de méme pour les fonctions mp, My et M.
Cela peut se faire récursivement de facon linéaire, en décomposant le motif P suivant LOME
ou ROME pour en déduire trois motifs P;, Pr et Pp et en répétant le calcul du tableau sur
ces trois motifs, comme cela est présenté dans le lemme 6.15.

Lemme 6.15. Soit P un motif planaire extérieur positif sans cycle avec { arétes. Soit
(G, T) un graphe ordonné avec n sommets et m arétes. Soit f une fonction qui est soit
m} ou soit mp. On peut construire un tableau T de taille n tel que T[u] = f(u) pour tout
sommet u € V(G) en temps linéaire en la taille du graphe cl(n + m), pour une certaine

constante c.

Algorithme 12 : Recherche du motif P constitué de k£ sommets et de ¢ = 0
aréte.

Entrée : Un graphe ordonné (G, 7) de n sommets

Sortie : Un tableau T tel que T[u] = m}(u)

Sans perte de généralité, on suppose V(G) ={1,...,n} et 7 =[1,...,n].
1 T est un tableau avec des indices allant 1 & n, ot chaque case est initialisé a 400
2 Pour v allant de 1 a n — k + 1 faire
3 | Tlul=u+k—1

4 Retourner T

Algorithme 13 : Recherche du motif P constitué de k sommets et de ¢ = 1

aréte.

Entrée : Un graphe ordonné (G, 7) de n sommets

Sortie : Un tableau T tel que T[u] = m}(u)

Sans perte de généralité, on suppose V(G) ={1,...,n} et 7 =[1,...,n].

On suppose aussi que V(P) ={1,...,k}, 7(P) =[1,... k]

On note (a, b) 'unique aréte de P

T est un tableau avec des indices allant 1 & n, ol chaque case est initialisé & +oo

Pour chaque (u,v) € E(G) faire
Siu>aetv—u>b—aetn—v>k—>alors

L | Tlu—a] =min(T[u—al,v+n—k+D)

S U W N =

7 Retourner T

Démonstration. On montre ce lemme par récurrence sur le nombre d’arétes ¢ du motif.
Quand ¢ = 0 ou ¢ = 1, le tableau T se construit facilement en parcourant ’ensemble
des arétes du graphe GG, comme cela est montré dans les algorithmes 12 et 13 dans le cas

f=mk.
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Algorithme 14 : Recherche récursive d’un motif P ayant k sommets et ¢ arétes.

Entrée : Un graphe ordonné (G, 7) de n sommets
Sortie : Un tableau T tel que T[u] = m}(u)
Sans perte de généralité, on suppose V(G) ={1,...,n} et 7 =[1,...,n].
1 On suppose aussi que V(P) ={1,...,k} et 7(P)=[1,... k]
2 On définit les sous-motifs P, Pr et Pp
3 On définit les longueurs ecart(i—), ecart(Li), ecart(LR), ecart(RO),
ecart(O+), ecart(j+)
a4 On calcule récursivement les tableaux T, Tx et To tels que Tp[u] = m} (u),
Talo] = mz, (v) et Tolu] = m, (u)
5 Si ecart(Li) > 0 alors
// On remplace le contenu de 77 pour que Tp[u] = M;L (u)
6 Pour v allant de n — 1 a 1 faire
7 | Tplu] = min(Ty[u], Ty [u + 1))

8 Si ecart(RO) > 0 alors
// On remplace le contenu de Tp pour que Tplu] = Z\/[;O(u)

9 Pour v allant de n — 1 a 1 faire
10 L To[u] = min(Tp[ul], To[u + 1])

11 T est un tableau avec des indices allant 1 a n, ol chaque case est initialisé a +o0
12 Pour chaque (u,v) € E(G) faire

// On fait correspondre 1’aréte (u,v) de G avec 1’aré&te LOME de P

13 Si u > ecart(i—) et Tp[u + ecart(Li)] + ecart(LR) < Tg[v] et

To[v + ecart(RO)] + ecart(O+) < n alors

14 | Tlu— ecart(i—)] = min(T[u — ecart(i—)], v + ecart(j+))

15 Retourner 7'

Algorithme 15 : Recherche d’'un motif planaire extérieur positif sans cycle P.

Entrée : Un graphe ordonné (G, 7) de n sommets
Sortie : « G contient P » ou « G évite P»
Sans perte de généralité, on suppose V(G) ={1,...,n} et 7=[1,...,n].
1 Calculer T en utilisant I'algorithme 14
2 Pour u allant de 1 & n faire
3 Si T'[u] < +o0 alors
4 L L Retourner « G contient P »

5 Retourner « G évite P »
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Pour le cas général, on suppose que le lemme est vrai pour tout motif ayant ¢ arétes
ou moins et on montre qu’il est vrai pour un motif ayant ¢ + 1 arétes. On traite d’abord
le cas f =m}. On considére la décomposition de P suivant son aréte LOME en trois sous-
motifs Pp, Pr et Py. Par récurrence, on peut obtenir toutes les valeurs de ijL en temps
c|E(Pp)|(n+m), toutes les valeurs de mp_ en temps c[E(Pg)|(n+m) et toutes les valeurs
de m}, en temps c|E(Pp)|(n+m). A partir de m}, , on peut calculer M, en temps n via
la formule m}p (u) = inf{m} (v') | v’ > u}. De méme, a partir de mj}, , on peut calculer
M} en temps n via la formule m},_(u) = inf{m}_(«') | v’ > u}. On a donc accés a toutes
ces quantités en temps c¢(|E(PL)| + |E(Pr)| + |E(Po)])(n +m) 4+ 2n = cl(n +m) + 2n.
Maintenant, comme ceci est décrit dans ’algorithme 14, on parcourt chaque aréte (u,v)
du graphe, on essaie d’identifier cette aréte avec ’aréte LOME du motif P et on utilise les
valeurs de mf, , mp,, mJISO, M et M3, pour calculer une borne sur la valeur de mj(u).
En faisant cela pour toutes les arétes, on aura déduit la valeur exacte de m}(u). On fait
un calcul par aréte, on a donc une complexité de m pour cette boucle. Finalement, la
complexité totale est ¢f(n +m) +2n+m < c¢(¢ + 1)(n + m) si tant est que ¢ > 2.

Une analyse similaire permet de traiter le cas de f = mj, en utilisant ROME au lieu de
LOME. O

On peut remarquer que la décomposition du motif P en trois sous-motifs ainsi que le
calcul des longueurs ecart(-) ne sont pas mentionné dans la complexité. En effet, le but
est ici de créer un méta-algorithme qui étant donné un motif planaire extérieur positif
sans cycle P, crée un algorithme permettant de détecter P dans un graphe (G, 7). Ainsi,
la complexité nécessaire pour créer ce méta-algorithme n’est pas a prendre en compte
dans l'algorithme de détection. Concrétement, ce méta-algorithme découpe récursivement
P en trois sous-motifs et permet de savoir pour chaque aréte de P s’il faudra la découper
selon LOME ou ROME.

L’algorithme 15 présente 'algorithme linéaire capable de détecter un motif planaire
extérieur positif sans cycle en utilisant le calcul de la fonction m}, fait en temps linéaire,
prouvant ainsi le théoréme 6.4 :

Théoréme 6.4. Soit P un motif planaire extérieur positif sans cycle. On peut décider si
un graphe ordonné (G,T) a n sommets et m arétes contient ou évite P en temps linéaire
O(n+m).

Cet algorithme fonctionne en I’état pour un motif planaire extérieur sans cycle P qui
ne serait pas positif. Seulement, la complexité change, car chaque boucle qui s’effectuait
sur toutes les arétes (interdites ou obligatoires) de G (Pour chaque (u,v) € E(G))
nécessite alors un temps quadratique et non plus linéaire. On en déduit alors le théoréme
6.5 :

Théoréme 6.5. Soit P un motif planaire extérieur sans cycle. On peut décider si un
graphe ordonné (G,T) an sommets et m arétes contient ou évite P en temps quadratique

O(n?).

6.4.2 Motifs planaires extérieurs avec cycle

On s’intéresse maintenant aux motifs planaires extérieurs. 1l s’agit d’une généralisation
des motifs présentés dans la section 6.4.1, puisque ’on n’impose plus que le motif soit sans
cycle ou positif. On rappelle la définition 6.10 qui indique qu’un motif planaire extérieur est
un motif tel qu’étant donné deux arétes (i, j) et (¢, j'), on ne peut pas avoir i < i’ < j < j'.
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Les comparaison se font selon l'ordre 7(P). De fagon visuelle, un motif planaire extérieur
est un motif P tel que si on dessine les sommets V(P) sur une ligne droite selon ordre
7(P) et si 'on dessine les arétes F(P) par des demi-cercles au-dessus de cette ligne, alors
les arétes ne se croisent pas, comme cela est montré sur la figure 6.17.

Cos

FIGURE 6.17 — Exemple d’un motif planaire extérieur avec 14 sommets et 17 arétes. Pour
simplifier la lisibilité, certaines arétes sont dessinées via des ellipses ou des lignes droites
plutét que par des demi-cercles.

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 6.6. Soit P un motif planaire extérieur. On peut décider si un graphe ordonné
(G,7) an sommets et m arétes contient ou évite P en temps sous-cubique O(n®).

Pour ce faire, on commence par prouver le lemme 6.16 qui décrit récursivement la
structure d’un motif planaire extérieur. Ensuite, le lemme 6.17 décrit 'algorithme de
détection de motif planaire extérieur en utilisant leur structure récursive.

Lemme 6.16. Un motif planaire extérieur P ayant pour ensemble de sommets V(P) =
{1,...,k}, avec k > 1, peut se décomposer d’une des deux fagons suivantes :

1. (Aréte recouvrante) 1l y a Uaréte (1,k) dans P. On écrit P\ (1, k) pour désigner le
motif P privé de cette aréte. P\ (1, k) est un motif planaire extérieur. Cf. figure 6.18.

2. (Sommet séparateur) Il y a un sommet t, avec 1 <t < k, tel qu’il n’y a aucune aréte
(i,7) avec i <t < j. On note P[1,t] et P[t, k] les deuz motifs ayant respectivement
pour ensemble de sommets {1,...,t} et {t,..., k}. Cf. figure 6.19.

1 k 1 k 1 k
(a) Motif P. (b) Motif P\ (1,k). (c) Aréte (1,k).

FIGURE 6.18 — Décomposition d’'un motif P qui a une aréte recouvrante en un motif
P\ (1,k) et en une aréte (1, k).

Démonstration. On regarde le voisinage du sommet 1. S’il y a une aréte entre 1 et k, on
est dans le cas d'une aréte recouvrante. Sinon, soit le sommet 1 n’a pas de voisin et on est
dans le cas d'un sommet séparateur avec t = 2, soit il y a une aréte entre le sommet 1 et
d’autres sommets ¢t avec 1 <t < k. On prend dans ce cas t le plus grand de ces sommets.
Il suffit alors de vérifier qu’il n’y a pas d’aréte (i,7) avec i < t < j. Pour i = 1, puisque ¢
est maximal, il n’y a pas d’aréte (1, j) avec t < j. Pour ¢ > 1, cela signifie que les sommets
vérifient 1 < i <t < j. Or, puisque P est planaire extérieur et d’aprés la définition 6.10, il
ne peut pas exister a la fois 'aréte (1,t) et I'aréte (i, j). Vu que laréte (1,t) est présente,
c’est (i,7) qui n’existe pas. Ainsi, on est dans le cas d'un sommet séparateur. ]
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(a) Motif P (b) Motif P[1,t] (c) Motif Plt, k]

FIGURE 6.19 — Décomposition d’un motif P qui a un sommet séparateur ¢t en un motif
PI1,t] et en un motif P[t, k].

Lemme 6.17. Soit P un motif planaire extérieur avec k sommets et ¢ arétes. Soit (G, 1)
un graphe ordonné avec n sommets. Soit T le tableau binaire bi-dimensionnel de taille
n x n tel que pour toute paire de sommets u,v € V(G), T[u][v] = 1 si et seulement si
(G, 1) contient P avec u qui correspond a 1 et v qui correspond a k. Cela signifie que dans
la définition 6.9, f(1) =u et f(k) =v. Alors on peut construire T en temps c(k* + {)n*,
pour une certaine constante c.

Démonstration. Tout d’abord, on peut construire la matrice d’adjacence de G' en temps
quadratique O(n?). On montre ce lemme par récurrence sur le nombre de sommets k& du
motif. Si k =1, T[u[v] = 1 pour toute paire de sommets u,v € V(G).

Pour le cas général, on suppose que le lemme est vrai pour tout motif ayant £ sommets
ou moins et pour tout motif ayant ¢ arétes ou moins et on montre qu’il est vrai pour un
motif P ayant k& + 1 sommets et ¢ + 1 arétes. D’aprés le lemme 6.16, il y a deux cas
possibles :

— Si P a une aréte recouvrante, alors on peut considérer le motif P/ = P\ (1,k + 1)
qui posséde ¢ arétes et k+ 1 sommets. Par récurrence, on peut construire le tableau
T’ qui correspond au motif P’ en temps c((k+1)? +€)n®. Si (1,k+ 1) est une aréte
obligatoire, on a T[u][v] = 0 si (u,v) n’est pas une aréte de G et T'[u][v] = T"[u][v]
dans le cas contraire. Si (1, k+1) est une aréte interdite, on a T'[u][v] = 0 si (u,v) est
une aréte de G et T'[u][v] = T"[u][v] dans le cas contraire. Dans les deux cas, pour
toute paire de sommets u,v € V(G), on peut déterminer si (u,v) est une aréte ou
non via la matrice d’adjacence de G puis calculer T[u][v] & partir de T"[u][v] en temps
constant, ce qui permet de construire 7' & partir de 7”7 en temps quadratique n?.
Finalement, on construit 7" en temps c((k+1)*+0)n“+n* < c((k+1)*+0)n“+cn® =
c((k+1)*+ 0+ 1)n~.

— si P aun sommet séparateur t avec 1 <t < k41, alors on peut considérer les motifs
Py = P[1,t] et P, = Plt,k+ 1] qui possédent respectivement k; et ky sommets avec
<k <k+1L,1<k<k+letki+k=0¢(—-1+4)+(k+1—-t+1)=k+2,
et qui possédent respectivement ¢ et {5 arétes avec {1 + ¢5 = £ 4+ 1. Par récurrence,
on peut construire le tableau T} qui correspond au motif P, en temps c(k? + ¢1)n%
et le tableau T qui correspond au motif P, en temps c(k3 + f5)n®.

Ensuite, on a T[u][v] = 1 si, et seulement si, il existe un w tel que T[ul[w] = 1
et Thlw][v] = 1. En effet, s'il existe un tel w, alors (G, 7) contient P; avec u qui
correspond au sommet 1 de P; et w qui correspond au sommet k; de P;, c¢’est-a-
dire qu’il existe une fonction f; vérifiant les conditions de la définition 6.9 telle que
fi(l) =w et fi(ky) =w; et (G, 7) contient P, avec w qui correspond au sommet 1
de P, et v qui correspond au sommet ky de P, c¢’est-a-dire qu’il existe une fonction
fa vérifiant les conditions de la définition 6.9 telle que fo(1) = w et fo(ke) = v.
Ainsi, on construit une fonction f vérifiant les conditions de la définition 6.9 telle
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que f(1) =wuet f(k+ 1) =v. Pour cela on pose :

L f1(9) sii < ky
f) = {fQ(Z'_]g1+1) sii>k

La fonction f est bien définie pour ¢ = k; car la premiére formule donne f(k;) =
fi(k1) = w et la seconde donne fo(ky — k3 + 1) = fo(1) = w. On a bien f(1 )
fill) =wet f(k+1) = falk—ki+141) = foki+k —2— k1 +141) = fo(ky) =
Il reste & montrer que f vérifie les conditions de la définition 6.9 :

— Soit x,y € V(P) tel que x <,;(py y. Siz < (p) k1 ety <.(p) k1,ona f(z) = fi(x)
et f(y) = fi(y). Comme f; respecte l'ordre, on a fi(x) <, fi(y) et donc
f(x) <+ f(y). De méme, si & >.(py ki et y >,(py ki, puisque fo respecte
lordre, on a fao(x) <, fo(y) et donc f(x) <. f(y). Si & <;(p) k1 et y >-(p) k1,
alors f(x) = f1(x) et f(y) = foly—Fr+1). On ensuite f(z) = fi(x) < flkr) =
w = fo(l) < foly — k1 +1) = f(y). Enfin, si @ >,(py k1 et y <;p) k1, on a
T >-p) ¥, ce qui contredit I'hypothese x <.p) y. A1n31 f conserve 1 ordre

— La fonction f respecte bien les arétes obligatoires et interdites parce que f;

et fo respectent les arétes obligatoires et interdites et parce qu’il n’y a aucune

aréte entre P, et Ps.
Dans l'autre sens, si T[u][v] = 1, (G, 7) contient P avec u qui correspond a 1 et v
qui correspond a k + 1. Il existe donc une fonction f qui associe les sommets de P a
certains sommets de (G, 7). Soit w le sommet de (G, 7) tel que f(t) = w. Ainsi, en
posant fi(i) = f(i), on déduit que (G, 7) contient P, avec u qui correspond a 1 et w
qui correspond a t = ky. En posant fo(i) = f(i+t—1), on déduit que (G, 7) contient
P, avec w qui correspond a 1 car fo(1) = f(1+t—1) = f(t) = w et v qui correspond
a/{ig car fg(kg) :f(k2+t—1) :f(k2+k1 —1) :f(k+2—1) :f(kf+1) = .

Cette propriété peut s’écrire sous la forme :
Tu][v] = max Th[u][w] x Ta[w][v].

Ainsi, en notant M la multiplication matricielle de T} par Ts, on a T[u][v] =
min(1, M, ). On peut donc calculer T" a partir de 77 et T en temps n*. Finalement,
on construit 7" en temps c(k3 +¢1)n” +c(k3 +¢1)n” +dn® pour une certaine constante
d correspondant & celle de la multiplication matricielle. On pose alors ¢ > d. De plus,
comme ki +ky =k+2,ona (k+1)2— (kI +k3+1) = 2(k1+ ka2 + kik2 — 1). Puisque
ki + ko + kiky > 1, 0nak2+k2+1 < (k+ ) On a alors :

c(k? 4+ 0)n® + c(k3 + €,)n® + dn*
<c(kf+ 0+ k5 + 0+ 1)n®
=c(k} + k3 +1+0)n*
< c((k+1)*+)n®

Ce qui conclut. ]

6.5 Recherche de motif quelconque

On rappelle qu'un motif planaire extérieur peut étre détecté en temps O(n“) par
divisions successives. Pour répondre a la question « Est-ce que (G, 7) contient P 7 », on
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répond & la place a n? questions plus spécifiques. Etant donné i € V(G) et j € V(G), on
se pose la question suivante : « Est-ce que (G, T) contient P si on impose que le premier
sommet de P corresponde & ¢ et le dernier sommet de P corresponde a 77 » En faisant
cela, on a certes davantage de questions, mais cela permet de diviser le motif P en motifs
Py et P, plus petits. En effet, en ayant une matrice M; qui indique pour tout (i, k) si I'on
peut trouver P; avec la condition « 7 est le plus petit sommet de P; et k le plus grand
sommet de P, » et en ayant une matrice My qui indique pour tout (k,7) si I'on peut
trouver P, avec la condition « k est le plus petit sommet de P et j le plus grand sommet
de P, », on peut construire la matrice M telle que M (i, j) réponde & la question « Est-ce
que (G, T) contient P si on impose que le premier sommet de P corresponde a i et le
dernier sommet de P corresponde a j 7 ». Pour cela, on regarde s’il existe un sommet k tel
que M, (i, k) = Msy(k,j) = 1. Si oui, on a trouvé un triplet (i, k, j) tel que P, apparaisse
dans (G, T) avec ¢ comme premier sommet et k comme dernier sommet et tel que Py
apparaisse dans (G, 7) avec k comme premier sommet et j comme dernier sommet. Ainsi,
P apparait dans (G, 7) avec ¢ comme premier sommet et j comme dernier sommet. Si
non, alors le motif P ne peut pas étre trouvé dans (G, 7) si 'on impose ¢ comme premier
sommet et 7 comme dernier sommet. Le but est maintenant de généraliser cette approche.

6.5.1 Reéalisation partielle

Si Pon a un motif P et un graphe ordonné (G, ), on peut parler d'un ensemble de
sommets de S C V(G) qui réalise P. Il s’agit informellement de '’endroit ou se trouve P
dans G. Formellement, cela signifie qu’il existe une fonction f : V(P) — V(G) qui vérifie
les conditions de la définition 6.9 et telle que f(V(P)) = S, c’est-a-dire que les sommets
du motif P sont envoyés sur les sommets S de GG. L’idée de la section précédente, c’est de
se concentrer sur des réalisations partielles, c’est-a-dire qu’on demande a ce que certains
sommets du motif P soient envoyés sur des sommets particuliers de G. Par exemple, dans
le cas précédents, on choisissait deux sommets 7,5 de GG et on voulait que le premier
sommet du motif P corresponde a ¢ et que le dernier sommet de P corresponde & j.
Autrement dit, on se demandait s’il existait une réalisation de P dans G quand on impose
une réalisation partielle qui consiste a envoyer le premier sommet de P sur ¢ et le dernier
sur 7. Une autre fagon de le voir, c’est de dire que 1’on part d’une réalisation partielle du
motif P et ’on se demande si on peut ’étendre a une réalisation compléte. La difficulté est
de formaliser ce concept d’une facon pratique et compréhensible. Afin d’avoir un aspect
visuel, nous avons opté pour la formalisation suivante.

Définition 6.13 (Motif ancré). Un motif ancré (P, A) est un motif P accompagné d’un
sous-ensemble de ses sommets A C V(P). Soit (G, T) un graphe ordonné et S un sous-
ensemble des sommets de G de méme taille que A, c’est-a-dire que |S| = |A|. Une réalisa-
tion partielle en S du motif ancré (P, A) dans un graphe ordonné (G, 1) est une fonction
f:V(P) — V(G) qui réalise P dans (G,T) (c’est-a-dire qu’elle vérifie les conditions de
la définition 6.9) et telle que f(A) = S.

Exemple 6.8. On consideére le graphe ordonné (G, 7) et le motif ordonné (P, A) de la figure
6.20. Il y a une réalisation partielle en {1} de (P, A) dans (G, 7) via la fonction f définie
par f(a) =1, f(b) = 2 et f(c) = 3. De méme, il y a une réalisation partielle en {2} de
(P, A) dans (G, 1) via la fonction f définie par f(a) =2, f(b) = 3 et f(c) = 5, mais aussi
par la fonction f définie par f(a) =2, f(b) = 4 et f(c) = 5. En revanche, il n’y a pas de
réalisation partielle en {3}, en {4} ou en {5}.
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(b) Motif ancré (P, A). Les ancres sont

(a) Graphe ordonné (G, 7). représentées par des sommets blancs.

FIGURE 6.20 — Reéalisation partielle d'un motif ancré dans un graphe ordonné.

Etant donné un motif ancré (P, A) et un graphe ordonné (G, 7), on aimerait savoir
pour quels sous-ensembles de sommets S C V(G) de taille d := |A| le motif ancré (P, A)
est une réalisation partielle en S. Il existe (Z) ensembles S possibles. Pour simplifier le
stockage informatique, on va considérer tous les tuples possibles (ay, ..., aq) de d sommets
de G et prendre S = {ay,...,aq}. Cela entraine de la redondance (car plusieurs tuples
sont associés au méme ensemble) et des ensembles inutiles (si plusieurs éléments du tuples
sont égaux, l'ensemble S a alors moins de d éléments), mais cela permet de stocker les
informations dans un tableau & d dimensions. De plus, cela n’entraine pas d’explosion
combinatoire tant que d est petit devant n, car (Z) ~ n? quand n tend vers I'infini. Ainsi,
on définit le tableau des réalisations partielles du motif ancré (P, A) par :

Définition 6.14 (Tableau des réalisations partielles). Soit (G,T) un graphe ordonné et
soit (P, A) est un motif ancré. On noten = |V (G)| et d := |A|. Le tableau des réalisations
partielles I du motif ancré (P, A) est un tenseur a d dimensions, ot chaque dimension
est de taille n et est étiquetée par une ancre a;, tel que T[ay : uq,. .., aq : ug| vaut :

— 1 s’il existe une réalisation partielle en S = {uy,...,uq} du motif ancré (P, A) dans
le graphe ordonné (G, ).

— 0 sinon.

On note ici que A = {ay,...,aq} est un ensemble de sommets du motif P alors
que {uy,...,uq} est un ensemble de sommets du graphe G. Le tableau des réalisations
partielles permet de savoir s’il est possible de réaliser le motif P si on impose que les
sommets aq, ..., as du motif P soient envoyés sur les sommets uq, ..., uy du graphe G.

Exemple 6.9. On considére a nouveau le graphe ordonné (G, 7) et le motif ordonné (P, A)
de la figure 6.20. On a vu dans I'exemple 6.8 que (P, A) avait une réalisation partielle en
{1} et en {2}, mais pas en en {3}, en {4} ou en {5}. Le tableau des réalisations partielles
T du motif ancré (P, A) dans (G, 7) est un tableau & une dimension de taille 5 qui vaut
donc I =1,1,0,0,0].

Exemple 6.10. On considére le graphe ordonné (G, 7) et le motif ordonné (P, A) de la
figure 6.21. Le tableau des réalisations partielles I du motif ancré (P, A) dans (G, T) est
un tableau & deux dimensions de taille 7. Il y a une réalisation partielle en {1,4} de (P, A)
dans (G, 7) via la fonction f définie par f(a) = 1, f(b) =2 et f(c) =3,f(d) =4. 11y
a deux réalisations partielles en {2,6} de (P, A) dans (G, 7) via la fonction f définie par
fla) =2,f(b) =3 et f(c) =4, f(d) =6 et la fonction f définie par f(a) = 2, f(b) = 3 et
f(c) =5, f(d) = 6. Enfin, il y a une réalisation partielle en {4,7} de (P, A) dans (G, T)
via la fonction f définie par f(a) = 4, f(b) = 5 et f(c) = 6, f(d) = 7. Le tableau des
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réalisations partielles J vaut donc :
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(b) Motif ancré (P, A). Les ancres sont
(a) Graphe ordonné (G, 7). représentés par des sommets blancs.

FIGURE 6.21 — Réalisation partielle d’'un motif ancré dans un graphe ordonné.

Lemme 6.18. Soit (G, 7) un graphe ordonné et soit (P, A) est un motif ancré constitué
d’une seule aréte (obligatoire ou interdite) dont l'une des deux extrémités est une ancre.
Soit d = |A|. On peut calculer le tableau des réalisations partielle I du motif ancré (P, A)
en temps O(n? + n?).

Démonstration. On note e = (a, b) 'unique aréte de P. On traite le cas ot e est une aréte
obligatoire, le cas ou c’est une aréte interdite se fait de la méme maniére. Sans perte de
généralité, le sommet a est le sommet ancré. On note dj, le nombre d’ancres & gauche de
a (exclus), on note dy; le nombre d’ancres entre a et b (exclus) et on note dg le nombre
d’ancres a droite de b (exclus). On calcule matrice d’adjacence M du graphe ordonné
(G,T) en temps quadratique. Ensuite, on supprime les arétes de la matrice d’adjacence
qui n’ont pas d; sommets a gauche de ’aréte, d;; entre les extrémités et dgr a droite. En
effet, ces arétes-la ne peuvent pas étre utilisées pour réaliser P. Dans le cas ou e est une
non-aréte, au lieu de supprimer des arétes, on supprime des non-arétes, c’est-a-dire qu’on
ajoute des arétes a la matrice d’adjacence. On note M’ cette nouvelle matrice d’adjacence.
Enfin, pour chaque sommet i de GG, on vérifie s’il est 'extrémité gauche d’une aréte de la
nouvelle matrice d’adjacence M’ de GG. Pour un sommet, cela se fait en temps linéaire en
parcourant la ligne correspondante dans M’. Cela se fait donc en temps quadratique pour
tous les sommets.

Maintenant, pour chacune des n? entrées du tableau des réalisations partielle T, on
vérifie si cette entrée doit étre un 0 ou un 1. On note uy, ..., uq U'entrée que I'on vérifie et
on pose S = {uy,...,uq}.

Dans le cas o b est une ancre de (P, A), on note u; le sommet de S qui doit corres-
pondre & a et u; le sommet de S qui doit correspondre & b. Cela signifie que ¢ = d, + 1
et j = dp + dy + 2. Si M'[u;,u;] vaut 1, il y a une aréte entre u; et u; et celle-ci a
bien d; sommets & gauche (auxquels on peut associer les ancres ay,...,aq, ), dy som-
mets entre ces extrémités (auxquels on peut associer les ancres aq, 12, - . ., G, +dy+1) €6 dr
sommets a droite (auxquels on peut associer les ancres g, +d,,43; - - -, @q). On pose alors
Tlay : up,...,aq : ugl = 1. Sinon, il n’y a pas d’aréte vérifiant ces propriétés et on pose
Tlag :uy,...,aq: ugl =0.
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Dans le cas o1 b n’est pas une ancre de (P, A), on note juste u; le sommet de S qui doit
correspondre a a, c’est-a-dire tel que ¢ = d + 1. Si u; est Uextrémité gauche d’une aréte
de M’ on a trouvé une réalisation partielle de (P, A) en S et on pose T[a; : u,...,aq :
ug) = 1. Sinon, on pose T[ay : uy,...,aq : ug] = 0. O

6.5.2 Fusion de deux motifs

On veut continuer de généraliser ce qui se faisait dans le cas des motifs planaires
extérieurs. L’étape suivante est de fusionner deux petits motifs pour en obtenir un plus
grand et de faire de méme pour les matrices qui représentent les endroits ot se trouvent
ces motifs dans le graphe ordonné. L’idée pour les motifs planaires extérieurs est que si on
a deux motifs P, et P,, on peut les fusionner en identifiant le dernier sommet de P; avec
le premier de P,. Maintenant, afin de généraliser, il faut pouvoir fusionner deux motifs
sur d’autres sommets, pas forcément aux extrémités.

Cependant, cela peut entrainer des ambigiiités. Par exemple, si on veut fusionner deux
motifs en identifiant leur premier sommet, dans quel ordre met-on les autres sommets des
deux motifs 7 On remarque qu’il y a donc des fusions qui peuvent étre ambigiies. On désire
formaliser cela.

Définition 6.15 (Fusion de motifs). Soit Py et Py deuz motifs. Un motif P est une fusion
des motifs Py et P, lorsqu’il vérifie les conditions suivantes :

— V(P)=V(R)UV(P),

— M(P)=M(P,)UM(P,),

— F(P)=F(P)UF(P),

— 7(P1) < 7(P) et T(P2) < 7(P) (cf. définition 6.4).

On rappelle qu’un motif P doit vérifier M (P) N F(P) = (. Pour que P puisse étre la
fusion de P, et P, il faut donc qu’il n’y ait pas d’arétes qui se contredisent entre P; et
Py, c’est-a~dire qu’il faut M (Py) N F(P2) =0 et F(P) N M(P,) = 0.

Ezemple 6.11. On considére un motif P; tel que V(P) = {1,2,3,4} et tel que 7(P)) =
[1,2,3,4] ainsi qu'un motif P tel que V(P2) = {3,5,6} et tel que 7(P,) = [3,5, 6]. Pour
que P soit une fusion de P; et Ps, il faut que 7(P;) < 7(P) et 7(P2) < 7(P), c’est-a-dire
que lordre 7(P) contienne 7(P;) = [1,2,3,4] et 7(P2) = [3,5, 6] comme sous-ordre. Il y a
trois ordre 7(P) qui vérifient ces propriétés, a savoir les ordres [1, 2, 3,4, 5, 6], [1,2, 3,5, 4, 6]
et [1,2,3,5,6,4]. On en déduit alors trois fusions possibles pour P; et P, une pour chacun

de ces ordres. Des exemples de motifs P; et P, ainsi que de fusion possibles sont représentés
dans la figure 6.22.

Une premiére conséquence de la condition 7(P;) < 7(P) et 7(FP2) < 7(P) est que
l'ordre des sommets en commun doit étre le méme dans P, et dans Ps.

Lemme 6.19. Soit P, et Py deux motifs et soit P un motif qui est une fusion des motifs
Py et Py. Soit I =V (P)NV(Py). Alors 7(Py)|; = 7(P2)|r-

Démonstration. Comme il existe une fusion P de P; et P,, on a un ordre 7(P) des sommets
de P qui vérifie 7(P;) < 7(P) et 7(P,) < 7(P). Par définition, on a 7(P;) = 7(P)|v(p,) et
7(P2) = 7(P)|v(py). Ainsi :

(Pl = (7(P)lvey) [t = 7(P)lvipyaviesy = (T(P)lviey) 11 = T(Po)l1- O
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(a) Motif P;. (b) Motif Px. (c) Une fusion de P; et Ps.

(d) Une deuxiéme fusion de P; et P. (e) Une troisiéme fusion de P; et Ps.

FIGURE 6.22 — Exemple de fusion de motifs.

On remarque qu’il peut exister plusieurs fusions possibles de deux motifs, tout comme
il peut ne pas en exister. On a la terminologie suivante :

Définition 6.16 (Fusion uniquement déterminée, fusion impossible, fusion ambigiie).
Une fusion des motifs P, et Py est uniquement déterminée lorsqu’il existe un seul motif
P qui est la fusion des motifs Py et P,. S’il n’existe aucun motif, la fusion est impossible.
S’il en existe plusieurs, elle est ambigiie.

Les fusions possibles pour une paire de motifs ne dépendent que de I'ordre des sommets
de chaque motif.

Lemme 6.20. Soit P;, P», P| et P, quatre motifs tels qu’il existe au moins une fusion
de Py et Py et au moins une fusion de P| et P}, et tels que pouri=1,2 :

— les sommets de P; et P! sont les mémes : V(P;) = V(P/),

2

— Dordre des sommets est le méme entre P; et P! : 7(P;) = 7(P)),

Alors la fusion entre Py et Py est uniquement déterminée si et seulement si la fusion entre
P/ et Py l'est aussi.

Démonstration. On montre la contraposée : on suppose qu’il y a deux fusions différentes
P, et B, de Py et P, et on montre qu’il existe deux fusions différentes P! et P, de P| et
Pj. Cela signifie qu'il y a deux ordres distincts 7, = 7(P,) et 7, = 7(B,) qui vérifient tous
les deux 7(P;) < 7; et 7(P;) < 7; pour i = a,b. On considére alors le motif P, défini par
V(F,) =V(P) UV(B), F(F,) = F(P)UF(P), M(F,) = M(P)) UM(F), 7(F;) = 7a.
On vérifie que l'on a bien F(P.) N M(P,) = (. C’est le cas car il existe une fusion de P;
et Py par hypothése. On vérifie aussi que 7(P]) < 7, et 7(P5) < 7,. C’est le cas puisque
T(P]) = 7(P1) < 74 et 7(Py) = 7(P2) < 7,. On définit de la méme maniére le motif P,
avec pour seule différence avec le motif P, 'ordre 7(F;) qui vaut 7,. On a donc deux motifs
différents P! et P de P et P, qui différent par leur ordre des sommets. O

On s’intéresse maintenant & la décomposition d’un motif :

Définition 6.17 (Décomposition d’'un motif P — Py, P»). Un motif P se décompose en
Py et Py sila fusion de Py et Py est uniquement déterminée et si elle donne P. On note
P — Pl, b,
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On consideére le probléme suivant : étant donné un motif P, comment le décomposer
en Py et P, 7 Le plus simple est de prendre P; et P tels que V(Py) = V(FP2) = V(P) et
7(Py) = 7(P2) = 7(P), et de partager les arétes obligatoire M (P) et les arétes interdites
F(P) entre P; et P,. Cependant, on aura besoin par la suite de minimiser la quantité
|[V(P) N V(P,)]. Avec cet exemple naif, cette quantité est maximale. Il faut donc faire
mieux. Par exemple, dans le cas des motifs planaires extérieurs, on avait |V (P) NV (P)| =
1, vu que le seul sommet en commun était le dernier sommet de P; qui était aussi le
premier sommet de P;. Il s’agit du meilleur cas possible, puisque une fusion telle que
|[V(P1) NV (P)| = 0 est forcément ambigiie. Bien que 'on est libre de choisir le partage
des arétes entre P; et P, on ne peut pas choisir les sommets de chaque motif Py, P, car
il faut absolument que chaque extrémité des arétes choisies pour P; apparaisse dans P;,
ce qui fait augmenter le nombre de sommets dans chaque P; et donc la proportion de
sommets dans V(P)) NV (B).

Décomposition de motifs

On a le lemme suivant :

Lemme 6.21. Soit P un motif qui se décompose en Py et P, (P — Py, P5). Soit T un
ordre de V(Py) UV (Py) tels que 7(Py) < 7 et 7(Py) < 7. Alors T = 7(P).

Démonstration. Si T était un ordre différent de 7(P), alors le motif P’ défini par :
—V(P) = V(P) UVI(R),
— M(P") = M(P1)UM(P),
— F(P) = F(P)UF(P),
— 7(P) =71
serait une fusion de P; et P, différente de P, puisque 7(P’) # 7(P). O

Soit P; et P, deux motifs dont P est une fusion. Soit A ’ensemble des sommets que P;
et Py ont en commun : A = V(P)NV(P;). Soit d = |A| le nombre de sommets en commun.
On note A = {ay,...,aq} avec ay < (py ... <;py aq. Pour i =1,2et j=1,...,d—1, on
note V;j I'ensemble des sommets de F; qui sont strictement entre a; et a;,, suivant I'ordre
7P;. De méme, on note V. 'ensemble des sommets de P; qui sont inférieurs strictement
a ay et V@ lensemble des sommets de P; qui sont supérieurs strictement & ag (suivant
Pordre 7P;). On peut caractériser 'unicité de la fusion en fonction des ensembles V7 et
V2j pour tout j.

Lemme 6.22. Soit P un motif qui se décompose en Py et Py (P — Py, P,). Alors pour
tout 7 =0,...,d, on a V{ =0 ou V5 = 0.

Démonstration. On suppose par 'absurde qu’il existe un j tel que Vlj # ) et VZJ # 0.
Dans un premier temps, on considére que j est compris entre 1 et d — 1 et on note V7
I'ensemble des sommets de P qui sont entre a; et a;;;, ¢’est-a-dire que V7 = Vlj U VQj :
Par définition des Vij , cette union est disjointe, c’est-a-dire que les sommets appartiennent
soit uniquement & P;, soit uniquement a P,. Par hypothése, on sait qu’il y a au moins un
sommet z; de P, et au moins un sommet x5 de P,. On considére les deux ordres suivants :

— 71 qui est le méme que 7(P), excepté dans V7 ot on met d’abord tous les sommets
de P; puis ensuite tous les sommets de Ps.



6.5. RECHERCHE DE MOTIF QUELCONQUE 179

— 7y qui est le méme que 7(P), excepté dans V7 ot on met d’abord tous les sommets
de P, puis ensuite tous les sommets de P;.

Ces deux ordres sont strictement différents car dans le premier, x; < x5 et dans le second,
re < x1. Ces deux ordres ont bien 7(P;) et 7(FP;) comme sous-ordre. Ainsi, on peut
construire P| et Pj deux motifs différents qui sont des fusions de P, et P, et donc l'ordre
des sommets est respectivement 7(P;) et 7(P,). Cela contredit le fait que la fusion de Py
et P, est uniquement déterminée. On traite le cas ot j = 0 et celui o1 j = d de la méme
facon, en considérant V7 = Vlj U VQJ O

6.5.3 Arbre de fusion

Le but est maintenant de partir d’'un motif P et de le décomposer récursivement
jusqu’a obtenir uniquement des motifs constitués de seulement deux sommets (car il est
impossible de décomposer un motif de deux sommets en motifs strictement plus petits).
Cela donne alors un arbre de décomposition (ou arbre de fusion) de P. Formellement,
cella donne la définition suivante :

Définition 6.18 (Arbre de fusion). Soit P un motif. Un arbre de fusion de P est un
arbre T' tel que :

— chaque neud de T est étiqueté par un motif,
— la racine de T est étiquetée par le motif P,
— les feuilles de T sont étiquetées par des motifs ayant une aréte,

— chaque neud interne u de T a exactement deux fils uy, us tels que le motif P qui
étiquette u se décompose en Py qui étiquette uy et Py qui étiquette Ps.

La figure 6.23 représente un exemple d’arbre de fusion d’'un motif. C’est un arbre de
fusion car les motifs qui étiquettent les feuilles contiennent bien exactement une aréte
(méme si elles contiennent aussi des sommets en plus des extrémités de l’aréte). On vérifie
également que les fusions sont uniquement déterminées. En notant P; le motif qui étiquette
le nceud u;, le motif P, se décompose bien en P3 et P,. Cela est dii & la présence du sommet
b dans P et du sommet ¢ dans P,;. Grace a eux, le seul ordre qui étende a la fois [a, b, ¢]
et [b,c,d] est [a,b,c,d]. Sans eux, on aurait eu les ordres [a, c] et [b,d], qui sont étendus
par plusieurs autres ordres tels que [a, ¢,b,d] ou [b,d, a, c].

Cet arbre permet de répondre a la question « Est-ce que (G, 7) contient P 7 » de fagon
récursive, en se demandant a la place pour chacun des deux fils P;, P, de P dans 'arbre
« Est-ce que (G, 7) contient P;? », puis en concluant a partir de la réponse a ces deux
sous-questions. Comme la fusion est uniquement déterminée, le fait de trouver P et P,
dans (G, 1) devrait permettre de déduire que P est aussi dans (G, 7). Cependant, il est
possible que P; et P, se trouvent a des endroits totalement différents de (G, 1), de sorte
que P ne soit pas dans (G, 7) malgré la présence de P; et Py, comme montré dans la figure
6.24

Remarque 6.4. Un motif P a toujours au moins un arbre de fusion. En effet, un motif
P peut systématiquement se décomposer en deux motifs P, et P,. Pour ce faire, on pose
V(P) = V(P,) = V(P) et on partitionne les arétes de P arbitrairement entre P; et
Ps. 11 est clair que la fusion de P; et P, est uniquement déterminée. En recommencant
récursivement, on obtient un arbre de fusion de P.

Ainsi, il faut avoir davantage de précisions sur la position des réalisations de P; et P,
dans (G, 7).
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FIGURE 6.23 — Exemple d’arbre de fusion 7. Chaque rectangle gris représente un nceud de
Iarbre T'. Le motif dessiné a I'intérieur d’un rectangle gris représente le motif qui étiquette
le noeud représenté par le rectangle gris. La racine de T est le noeud ug. Les feuilles de T’
sont les nceuds uq, uz et uy. Les deux fils d’un neeud u; sont dessinés en dessous et sont
reliés & u par un trait noir.

Lemme 6.23. Soit P un motif qui se décompose en Py et Py, c¢’est-a-dire que P — Py, Py
(cf. définition 6.17). Soit A =V (P) NV (P,) l'ensemble des sommets communs aur deux
motifs et d = |A| le nombre de sommets en commun. Soit Ty le tableau des réalisations
partielles de (P, A) et Ty le tableau des réalisations partielles de (Py, A) (cf. définition
6.14). Alors (G,T) contient P si, et seulement si, il existe d sommets de (G,T) (que 'on
nomme uy, . .., uq) tels que Ti[uy, ..., ugl = Taouq, ..., uqgl = 1.

La preuve du sens réciproque de ce lemme est assez longue car elle s’attelle a étre
rigoureuse vis & vis des définitions des différents éléments de ce lemme. Cependant, 'idée
est en réalité assez simple : si le graphe ordonné (G, 7) contient les motifs P, et P, de
sorte a ce que les sommets en commun a ces deux motifs se trouvent aux mémes endroits
dans (G, 1), alors on peut trouver une fusion de P; et P, dans (G, 7). Or, comme P; et
P, ont une unique fusion possible qui est P, on déduit que (G, 7) contient P.

Démonstration. On procéde par double implication :

(<) On suppose qu’il existe d sommets uy,...,uq de (G,7) tels que Tq[uq, ..., ug) =
Tolug,...,ug] = 1. On pose S = {uy,...,uq} et A = {ay,...,aq}, avec u; <,
. <r ug et ap <y(p) ... <qp) aq. Autrement dit, la numérotation des sommets

de S suit l'ordre 7 et la numérotation des sommets de A suit 'ordre 7. Comme
P — Py, Py, il existe une fusion de P; et P, en P, ce qui signifie d’aprés le lemme
6.19 que l'ordre des sommets de A est le méme dans P; et P5. On a donc aussi
a1 <r(py) - - - <r(py) aq- Par définition du tableau des réalisations partielles, il existe
une réalisation partielle en S du motif ancré (P, A) dans le graphe ordonné (G, 7) et
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(a) Graphe orienté (G, 7).

Uy Ug

(b) Motif P qui se décompose en P; et P;.

FIGURE 6.24 — Exemple de recherche improductive d’un motif P dans un graphe ordonné
(G, 7). Il y a une réalisation du motif P; dans (G, 7) via la fonction f définie par f(a) = 1,
f(b) =2et f(c) = 3. De plus, il y a une réalisation du motif P, dans (G, ) via la fonction
f définie par f(c) =4, f(d) =5 et f(e) = 6. Cependant, il n’y a pas de réalisation du
motif P dans (G, 7). Pour pouvoir en déduire une réalisation de P, il aurait fallu que la
valeur de f(c) soit la méme dans les deux réalisations de P; et Ps.

une réalisation partielle en S du motif ancré (P, A) dans le graphe ordonné (G, 7).
Par définition d’une réalisation partielle (cf. définition 6.13), il existe une fonction
f1 qui réalise P, dans G, 7 (cf. définition 6.9) telle que f1(A) = S. De méme, il existe
une fonction f; qui réalise P, dans G, 7 telle que fo(A) = S. Comme uy <, ... <, ug,
a1 <(py) --- <r(p) @a, f1(A) = S et fi conserve 'ordre, on a fi(a;) = u; pour tout
i € [d]. De méme, on a fy(a;) = u; pour tout i € [d]. Ainsi, pour tous les sommets
dans x € A, on a fi(x) = fa(x). On construit alors la fonction f : V(P) — V(G)
par :

| fz) sizeV(PR)
f) = { f@) size V(D)

Cette fonction est bien définie puisque les sommets en commun a P; et P, sont ceux
dans A = V(Py) NV (P,), pour lesquels ont a prouvé que les images par fi et fo
étaient les mémes.

Il reste & montrer que f réalise P dans (G, 7). Avant tout, on montre que f est
injective. Soit x,y € V(P) tels que f(z) = f(y). Si z et y sont des sommets du
méme P; alors f(x) = fi(x) et f(y) = fi(y), dou fi(z) = fi(y) et = = y par
injectivité de f; (cf. lemme 6.1). Sinon, sans perte de généralité, v € V(P) \ A et
y € V(Py)\ A. Supposons que = # y. Sans perte de généralité, supposons que = <, y.
D’aprés le lemme 6.22 et en en reprenant les notations, on sait qu’il ne peut pas y
avoir un j tel z € Vlj ety € sz car dans ce cas, la fusion de P; et P, n’est pas unique.
Ainsi, z € V' et y € V§* avec j; < jo. Dés lors, il existe un sommet a € V(P)
entre v et y : v <;(py a <;(py y. Comme z et a sont dans V(F;) et que I'ordre 7(F;)
est un sous-ordre de 7(P) par définition d’une fusion, on a x <,(p) a. Puisque f;
conserve 'ordre 7(Py), on a fi(x) <, fi(a). De la méme maniére, on déduit que
fa(a) <, fa(y). Par définition de f, ces égalités donnent f(x) <. f(a) <. f(y). Or,
puisque f(z) = f(y), on obtient une contradiction. Ainsi, z = y et f est injective.
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On vérifie les différents points de la définition 6.9 :

— On veut montrer que f conserve l'ordre : f étant injective, on peut considérer

pour tout sommet v de G le sommets f~'(v) de P. On construit alors 'ordre 7/
en prenant l’'ordre 7 restreint aux sommets de f(V (P;)UV (P,)) et en appliquant
f~1 a chacun de ces sommets. Cela signifie que si deux sommets de la forme
f(z) et f(y) (qui sont donc des sommets de G) vérifient f(x) <. f(y), alors on
ar <y, et réciproquement.
Par construction, 7’ est un ordre de V/(P;) UV (P;) qui a 7(P;) et 7(P,) comme
sous-ordre. En effet, soit = et y deux sommets de P; tels que x <. y. On montre
que  <r(p,y ¥y :on adonc f(x) <, f(y) puis fi(z) <, fi(y) par définition de
[ puis  <;p y d’apres le lemme 6.2. Ainsi, 7(P;) est un sous-ordre de 7'.
De méme, 7(P,) est un sous-ordre de 7/. D’aprés le lemme 6.5.2, 7/ = 7(P).
Maintenant, on considére z,y € V(P) tels que z <,;(p) y et on montre que
f(z) <; f(y). Puisque 7" = 7(P), on a © <, y. Puis, par définition de 7/, on a
f(z) <- fly).

— La fonction f respecte les arétes obligatoires : Soit (x,y) € M(P). Par défini-
tion dune fusion, on a M(P) = M(P;) U M(P,) et donc z,y € M(P;) pour
un certain ¢ € {1,2}. Puisque f; réalise P, dans (G, 1), on a (fi(z), fi(y)) =
(f(z), f(y) € E(G).

— De la méme maniére, f respecte les arétes interdites.

(=) Si (G, 7) contient P alors il existe une fonction f : V(P) — V(G) qui vérifie les
points de la définition 6.9. On pose S = {uq,...,uq} les d sommets obtenus en
prenant 'image des d sommets de A par f (on sait qu’on en a bien d distincts puisque

f est injective). La fonction f restreinte & V(P;) est une réalisation partielle en S de
(P, A) (cf. définition 6.13) et donc Ty [ug, ..., uq] = 1. De méme, Toluq, ..., ug) = 1.

]

Cette propriété permet de faire une étape de récurrence : pour répondre a la question
« Est-ce que (G, 7) contient P 7 », on répond aux questions « Quel est le tableau des
réalisations partielles de (P, A) 7 » et « Quel est le tableau des réalisations partielles de
(P2, A)? ». Pour pouvoir continuer la récurrence, il faut que la question soit la méme
avant et apres I'étape de récurrence. Cela motive donc a se poser maintenant la question
« Quel est le tableau des réalisations partielles de (P, A)? » pour chaque P de I’arbre
de fusion, avec un ensemble A d’ancres a déterminer pour chaque P. La détermination
de A est purement récursive : plus on a d’ancres a calculer, plus les fils devront apporter
d’information pour les calculer et donc plus les fils auront d’ancres a calculer. Commengons
par la racine. Dans ce cas, on n’a besoin d’aucune ancre. Pour les fils de la racine, comme
dans le lemme 6.23, les ancres sont les sommets en commun & ces deux fils. Cependant,
comme ces sommets sont ancrés, on se rendra compte qu’il faut qu’ils soient ancrés dans
tous les nceuds qui descendent de ces fils. On décide de définir ’ensemble A; de chaque
motif P; récursivement de la fagon suivante :

Définition 6.19 (Ancres associées a un arbre de fusion). Soit u un neud de l’arbre T et
soit uy et ug les deux fils de w. Soit P le motif qui étiquette u et soit A les ancres associées
a P. Soit Py et Py les motifs qui étiquettent uy et uy. Soit I = V(P) NV (P,). On définit
Ay et Ay les ancres associées a Py et Py par Ay = TU(ANV(P))) et Ay = TU(ANV(P)).
Pour que la définition récursive soit compléte, le cas de base concerne la racine u de l’arbre
T, dont le motif qui létiquette doit avoir pour ensemble d’ancres A = ().
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Autrement dit, les ancres de A; sont I'union des sommets en commun a P; et P, (de
fagon a pouvoir appliquer le lemme 6.23) et des sommets qui sont des ancres dans le pére
de P, (c’est-a-~dire les ancres de A, mais dont on a gardé que les sommets qui sont dans
Py). Ces derniers sommets servent a garantir 'aspect récursif de I'arbre de fusion. Notons
que cette union n’est pas forcément disjointe.
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FIGURE 6.25 — Exemple d’arbre de fusion T avec les ancres représentés par des sommets
blancs.

FExemple 6.12. Reprenons l'exemple de I'arbre de fusion de la figure 6.23 et appliquons la
définition 6.19 afin de calculer les ancres de chacun des motifs de cet arbre. On obtient
alors la figure 6.25. En notant P; le motif qui étiquette u; sur la figure 6.25 et A; ’'ensemble
des ancres associé a P;, on obtient :

— Ay = 0 car les ancres du motif qui étiquette la racine est toujours I’ensemble vide,

— Ay = Ay = {a,d} car les motifs qui étiquettent les nceuds fils de uy ont pour
ensemble d’ancres les sommets communs a P; et P, (c’est-a-dire a et d) plus les
sommets qui sont ancres dans Py (& savoir aucun sommet),

— Az = {a,b,c} car les motifs qui étiquettent les noeuds fils de uy ont pour ensemble
d’ancres les sommets communs & P; et Py (c’est-a-~dire b et ¢) plus les sommets qui
sont ancres dans P, (c’est-a-dire a et d, mais on ne garde que les sommets qui sont
dans Pj),

— de méme, Ay = {b, ¢, d}.

Un arbre de fusion vérifie certaines propriétés.

Tout d’abord, si on s’intéresse a un sommet ¢ de P et aux nceuds de 7' dans lequel ¢
est une ancre, on remarque que cela forme un ou deux sous-arbres de T et que, dans le
cas ol ces sous-arbres sont au nombre de deux, leur racine sont fréres.
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Lemme 6.24. Soit P un motif et T un arbre de fusion de P. Soit a un sommet de P.
Soit U ’ensemble des neuds u de T dont ’étiquette posséde a comme ancre. Soit Upyax
l’ensemble des neeuds u de T' dont [’étiquette posseéde a comme ancre et tel que le pere de
u n’ait pas a comme ancre. Alors U est une union d’au plus deux sous-arbres de T et tous
les neeuds de Uy sont freres.

Démonstration. Déja, on sait que si a est une ancre dans un motif P; associé au noeud
u;, alors a est aussi une ancre des fils de wu;, si tant est que a appartiennent a I’ensemble
des sommets des fils de P;. Ainsi, par récurrence, si on considére un sous-arbre 7" de T
dont le motif de la racine de ce sous-arbre a a comme ancre, alors pour chaque motif de
T’, soit a est une ancre de ce motif, soit a n’est pas un sommet de ce motif. Or, dés que
a n’est pas un sommet d’un motif P;, il ne peut pas étre sommet d’un fils de P;, puisque
les fils d’un motif P; doivent former une fusion donnant P;. Ainsi, U NT" est connexe et
forme donc un sous-arbre de T

Pour montrer que U est 'union de deux sous-arbres, il suffit de montrer que U,y est
de taille au plus 2. Il suffit pour cela de montrer que les noeuds de U,y sont fréres, ce qui
permet de conclure vu que T est un arbre binaire.

Soit u; et uy deux noeuds de Up,ay. Soit u leur plus petit ascendant commun. Le sommet
a est un sommet du motif étiqueté & u puisque a est un sommet d’'un descendant de wu.
Ainsi, a est sommet des deux fils de u. Par définition des ancres, a est donc une ancre
dans les deux fils de u. Puisque u; et uy sont dans Uy, cela signifie que les fils de u sont
uy et uy (dans le cas contraire, cela contredirait le fait que u; ou us soit dans upay). O

Autrement dit, I’ensemble des noeuds de 'arbre de fusion dont le sommet a est ancre
du motif étiqueté forme soit un sous-arbre, soit un sous-arbre dont on a enlevé la racine
(ce qui fait donc deux sous-arbres dont les racines sont sceurs). On peut aussi s’intéresser
a un sommet d’un motif qui n’est pas une ancre pour ce motif et voir ol ce sommet peut
apparaitre dans I’arbre de fusion et ou il peut étre une ancre.

Corollaire 6.25. Soit T' un arbre de fusion, u un neud de T', P le motif qui étiquette u
et soit b un sommet de P qui n’est pas une ancre. Alors :

— pour les motifs P’ qui étiquettent un neud ascendant de u, b est un sommet de P’
mais il ne peut pas y étre une ancre,

— pour les motifs P qui étiquettent un neeud ni ascendant ni descendant de u, b ne
peut pas étre un sommet de P, et a fortiori, il ne peut pas y étre une ancre.

Démonstration. Avant tout, puisque b est un sommet de P, b est aussi un sommet de tous
les ascendants de u. En effet, la fusion de motifs produit un motif ayant pour sommets
I'union des sommets des motifs fusionnés et les noeuds ascendants de u dans T sont
obtenus par fusions successives a partir de P. Le sommet b est donc un sommet dans tous
les ascendants de . On montre maintenant les deux points du lemme :

— Le sommet b est un sommet de P’ via la remarque précédente. Cependant, si b était
une ancre dans P’ alors il le serait aussi dans P d’aprés le lemme 6.24.

— On consideére le plus petit ascendant commun de u et u’, que 'on nomme u”. On
nomme P” le motif qui étiquette u”. Avec le point précédent, on sait que le sommet b
est un sommet de P” mais n’est pas une ancre dans P”. Ainsi, b ne peut étre présent
que dans I'un des deux fils de u”, car s’il était dans les deux, il serait une ancre.
Notons u_ le fils de u” qui est dans la direction de u et u”_ le fils de «” qui est dans
la direction de u’ (cf. figure 6.26). On sait que b est présent dans le motif associé a
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u_ d’apreés le point précédent. Il n’est donc pas présent dans le motif associé a u’_ .
Ainsi, en utilisant la remarque du début de cette preuve, b n’est pas présent dans
u’, car sinon il le serait dans son ascendant u’_. O

FIGURE 6.26 — Disposition relative des sommets u, u/, u”, u_ et v dans la preuve du
corollaire 6.25.

Ainsi, le sommet b ne peut étre éventuellement une ancre que dans les motifs qui
étiquettent un nceud qui est descendant de u. On a alors le lemme suivant :

Lemme 6.26. Soit un arbre de fusion T ayant au moins deux feuilles. Soit e une aréte
(obligatoire ou interdite) d’un motif P. On sait qu’il y a une feuille u de T" dont le motif
étiqueté contient e comme unique aréte. Alors, au moins une des deux extrémités a de e
dans u est ancrée. En outre, si l'autre extrémité b n’est pas une ancre, alors b n’est une
ancre dans aucun motif de T.

Démonstration. Supposons qu’aucune des deux extrémités de e ne soit ancrée. Comme T
a au moins deux feuilles, on sait que la feuille u a une sceur «’. Notons (P, A’) le motif
ancré associé a u'. Par définition d'un arbre du fusion, il faut que la fusion des motifs P
et P’ soit unique. Or, comme P n’a pas d’ancre, cela signifie qu’aucun des sommets de P
n’est dans P’ (puisque tout sommet en commun doit étre une ancre d’aprés la définition
6.19). Ainsi, on peut construire deux ordres 7 différents tels que 7(P) < 7 et 7(P') < 7 :
dans le premier ordre 7, on met d’abord les sommets de P puis ensuite ceux de P’, et on
fait I'inverse pour le second. La fusion de P et P’ n’est pas uniquement déterminée, ce
qui contredit la définition d’arbre de fusion.

Dans ce cas, 'autre extrémité b n’est pas une ancre et d’aprés le corollaire 6.25, b ne
peut pas étre une ancre dans les motifs qui étiquettent un noeud qui est descendant de wu.
Comme u est une feuille, il n’y a pas de tel noeud et b n’est une ancre dans aucun noeud
de T O]

On obtient finalement la proposition suivante. Les différents termes et notations im-
pliqués sont rappelés juste aprés ’énoncé.

Proposition 6.27. Soit P — Py, P,. Soit A, Ay et Ay l'ensemble des ancres de P, P;
et Py définis dans la définition 6.19. Soit I [’ensemble des sommets en commun a Py
et Po : I = V(P)NV(P). Soit T, Ty et Ty les tableaux des réalisations partielles de
(P, A), (P1, A1) et (P, As). Alors T =T1 Opa®ina Ta, ot le produit tensoriel mizte (cf.
définition 2.28) est effectué dans [’algébre de Boole B.

Cette proposition justifie la définition des ancres faite dans la définition 6.19, car les
ancres sont précisément définies de sorte & ce que J puisse étre calculable a partir de T
et Jy. Pour démontrer cette proposition, on commence par décrire I’ensemble des objets
impliqués.
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On sait que A est un ensemble de sommets de V(P) = V(P;) UV (P,) potentiellement
quelconque. En revanche, I est fixé et vaut I = V(P;) N V(P,). De méme, A; et Ay sont
fixés en fonction de A et valent A; = TU(ANV(P)) = (V(P)NV(R))U(ANV(P))) =
VIPODN(AUV(BR)) et Ay = TU(ANV(R)) = (V(P)NV(R)UANV(R))) =
V(Py)N(AUV(Py)). On rappelle que le produit tensoriel mixte s’exprime dans notre cas
par la formule suivante, dans laquelle les calculs sont effectués dans ’algebre de Boole B,
c’est-a-dire 'ensemble {0, 1} dans lequel la somme exprime en réalité un maximum :

(71 ©na®ina T2)[D1, D2, Dy = Y T1[D1, Dr, I\ A: U] x To[Dy, D, I\ A U],
I\NA:U

ou la somme (ou plutot le maximum) s’effectue sur tous les dictionnaires I'\ A : U, ¢’est-a-
dire les dictionnaires qui ont pour ensemble d’étiquettes I\ A (qui sont donc des sommets
de P) et ou U est une liste des valeurs associées a chaque étiquette, c’est-a-dire que U est
une liste de sommets de G. De plus, D; est la liste des étiquettes qui sont dans J; mais
pas dans Ty, c’est-a-dire 1’ensemble des ancres de V(P;) \ V(F,), qui vaut donc

AN (V(P)\ V(%))
=V(P)N(AUV(R)) N (V(P)\ V(PR))
= (AUV(R)) N (V(P)\ V(P))
=An(V(P)\V(PR)).

De méme, D, est la liste des étiquettes qui sont dans J5 mais pas dans J; et vaut
AN (V(P)\V(P))=AN(V(P)\V(P)). Enfin, D, est la liste des étiquettes de TN A
par définition.

Ainsi, on vérifie bien que les dictionnaires Dy, Dy et D, sont disjoints et que leurs
étiquettes forment une partition de A. De méme pour Dy, D, et I\ A : U vis-a-vis de A;
et Dy, Dy et I\ A: U vis-a-vis de A,.

Dans un premier temps, je présente la preuve de la proposition 6.27 dans le cas ol

A=0.

Démonstration (dans le cas A=0). Dans ce cas, [I\A =1, TUA =0, An (V(P)\
V(P))=0et AN (V(P)\ V(FP1)) = 0. Ainsi, les dictionnaires Dy, Dy et D, sont vides
et le produit a calculer est

S T[T U] x Tl - U,

De plus, J1 ©pa®ma T2 = T ©r Ty est un tenseur a zéro dimension, c’est-a-dire
un nombre. On note ¢t ce nombre qui correspond au contenu du tenseur T, c¢’est-a-dire
t = J[0]. Par définition de T, ¢ = 1 si et seulement si (G, ) contient P (et ¢t = 0 sinon).
D’aprés le lemme 6.23, (G, 7) contient P si, et seulement si, il existe d sommets de (G, T)
(que 'on nomme U = uy,...,uq) tels que Tifuy, ..., ug) = Talu, ..., ug) = 1, qui s’écrit
alors J1[1 : U] = J,[I : U] = 1. Pour ce U particulier, on a donc T1[1 : U] x To[l : U] =1
et donc ), T1[1 : Ul xT5[I : U] =1 (puisque la somme est un maximum sur des valeurs
valant 0 ou 1). Ainsi, t = 1 si et seulement si ) ;. ,, T1[/ : U] x T5[I : U] =1 (et ces deux
valeurs valent donc 0 dans I'autre cas puisqu’on est dans 1’algébre de Boole B). On a donc

T0)=>,5 T - Ul x Tyl : U], cest-a-dire T = Ty ©; Ts. O

Avant de passer au cas général, j’introduis quelques notations : Je note D, = INA : U’,
U”" =UUU’. Je note Uy les valeurs de D, et U, les valeurs de D,. Ainsi, les ensembles U,
U', U", Uy et Uy sont des ensembles de sommets de G.
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Démonstration (dans le cas général). On veut montrer T = T, Opa®na To. Pour ce
faire, on fixe des dictionnaires D1, Dy, D, et on montre :

T[D1, D2, Da] = > T1[D1, Da, I\ A: U] x To[Dy, Dy, I\ A: UJ.
AU

Si > paw T1[D1, Dr, I\ A U] X T2[Ds, Dy, I \ A : U] = 1, alors en particulier on a
un dictionnaire I \ A : U tel que T1[D1, D, I\ A: U] =1 et To[Dy, Dy, I\ A: U] =1
(puisqu’on rappelle que les calculs se font dans 'algébre de Boole B). On a d = |U”|
sommets de (G, 7) (qui sont ceux de U”) tels qu'il y ait une réalisation partielle en U” des
motifs ancrés (P, I) et (P, I) dans (G, 1), ou [ est toujours égal a V(P) NV (P,). Ainsi,
d’aprés le lemme 6.23, on déduit qu’il existe une réalisation partielle en U” du motif ancré
(P, I) dans le graphe ordonné (G, 7). Cependant, si on suit la preuve du lemme 6.23 et
notamment la construction de la fonction f, on note que la réalisation partielle en U”
du motif ancré (P, 1) dans le graphe ordonné (G, 7) envoie les sommets qui sont dans
V(P) \ V(P,) au méme endroit que f; et les sommets qui sont dans V(P) \ V(P;) au
méme endroit que fy. Cela signifie que les sommets dans AN (V(Py) \ V(P,)) sont envoyés
sur les mémes sommets de G que 'on considére le motif P ou le motif P;. De méme
pour P et P, vis-a-vis des sommets dans AN (V(FP) \ V(P;)). Cela donne une réalisation
partielle en U U U’' U Uy U Uy du motif ancré (P, AU U) dans le graphe ordonné (G, 7).
A fortiori, il s’agit une réalisation partielle en U’ U U; U Uy du motif ancré (P, A) dans le
graphe ordonné (G, 1) et donc J[Dy, Dy, D] = 1.

Dans l'autre sens, si J[D;, Dy, D] = 1 alors il existe une réalisation partielle en
Uy U Uy UU’ du motif ancré (P, A) dans le graphe ordonné (G, 7). A fortiori, il existe
une réalisation du motif P dans le graphe ordonné (G, 7). D’aprés le lemme 6.23, on
déduit qu’il existe d sommets de (G,7) (que 'on nomme U = uy,...,uy) tels qulil y a
une réalisation partielle en U des motifs ancrés (P, ) et (P, ) dans (G, 1), ou [ est
toujours égal & V(P;) N V(P;). Cependant, si on suit la preuve du lemme 6.23, on note
que les réalisations partielles en U des motifs ancrés (P, ) et (P2, 1) dans (G, 7) sont
des restrictions de la réalisation partielle en S du motif ancré (P, A). Cela signifie que les
sommets de V' (Py) sont envoyés sur les mémes sommets de G dans la réalisation partielle
de (P, A) et dans celle de (P, ). Ainsi, on a une réalisation partielle en U; U U” du
motif (P, (AUI)NV(FP)) = (P, A), c’est-a-dire T1[Dy,D,, I \ A : U] = 1. De méme,
Ty[Dy, Dy, I\ A: U] = 1. O

Remarque 6.5. Si on effectue le produit tensoriel mixte dans le corps (R, +, x) classique,
alors le tenseur J ne calcule plus simplement si une réalisation partielle du motif P est
présente ou non, mais permet plus précisément de dénombrer le nombre de réalisations
partielles du motif P.

6.5.4 Largeur de fusion

Etant donné un arbre de fusion 7" d’un motif P, on peut calculer la complexité néces-
saire pour déterminer si P est contenu dans un graphe ordonné (G, 7). On commence par
ajouter des ancres a chaque motif de I'arbre suivant la définition 6.19. Soit k£ le nombre
de sommets de P. On sait alors que I'arbre de fusion a une taille d’au plus k2. Si (P;, A;)
est un motif ancré qui étiquette un nceud de 'arbre de fusion, on note J; le tableau des
réalisations partielles de (P;, A;) dans (G, 7) et d; le nombre de dimensions de J;. On
note que d; = |A;| par définition du tableau des réalisations partielles. Soit dy,ay le plus
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grand des d;. Le nombre d,,,, correspond donc au plus grand nombre d’ancres d’un motif.
Soit n le nombre de sommets de G. Alors, d’aprés la proportion 2.20, on sait que l'on
peut calculer un J; de 'arbre & partir des tableaux des réalisations partielles de ses fils
en temps O(vnwdmax). De plus, une feuille étant constituée d’un motif ayant une aréte
dont I'une des extrémités est une ancre (cf. lemme 6.26), d’aprés le lemme 6.18, on peut
calculer son tableaux des réalisations partielles directement en temps O(n? +n%==x). Ainsi,
on peut construire le tableau des réalisations partielles associé au motif P récursivement

en temps O(k?(n? + v/nwdmax)).

FExemple 6.13. Reprenons le cas de I'arbre de fusion T de la figure 6.25. La valeur de d,.y
pour cet arbre de fusion 7" est 3 car c’est le nombre maximum d’ancres d’un motif qui
étiquette un nceud de 7.

Ainsi, étant donné un motif P, on veut choisir un arbre de fusion qui minimise la
quantité dp.. Cela motive la définition suivante :

Définition 6.20 (Largeur de fusion). Soit P un motif. St T' est un arbre de fusion de
P, la largeur de cet arbre de fusion est le nombre mazimum d’ancres d’un motif deT'. La
largeur de fusion de P, noté mw(P) (pour merge-width), est le plus petit entier p tel que
P admette un arbre de fusion de largeur inférieure ou égale a p. Autrement dit :

mw(P) = min max | 4.
T weT

Il est important de noter que la largeur de fusion d’un motif P dépend de l'ordre
7(P), bien que cela ne soit pas explicite. Cela vient du fait que l'arbre du fusion doit
contenir des fusions uniquement déterminées et que cette notion dépend de l'ordre des
sommets dans les deux motifs & fusionner. En revanche, si deux motifs P, et P, vérifient
M(P)UF(Py) = M(Py)UF(P,), alors mw(P;) = mw(F2). Cela vient du fait que la notion
de fusion uniquement déterminée ne dépend pas du type des arétes (cf. lemme 6.20).

Remarque 6.6. Pour tout motif P, on a mw(P) < |V(P)|. En effet, P posséde un arbre
de fusion T via la remarque 6.4. Comme I’ensemble des ancres est incluse dans I’ensemble
des sommets d'un motif et que toutes les étiquettes de T sont des motifs ayant V(P)
comme ensemble de sommets, chaque ensemble d’ancres A de chaque motif qui étiquette
un neeud de T vérifie |A| < |[V(P)], d’ou I'inégalité voulue.

On déduit enfin le théoréme principal de cette section :

Théoréme 6.7. Soit P un motif et soit p = mw(P) sa largeur de fusion. On peut décider

si un graphe ordonné (G, T) an sommets contient ou évite P en temps polynomial O(n*+
nwr/ 2.

Dés que la largeur de fusion p est supérieure ou égale a deux, cette complexité se
simplifie en O(n*?/?). On rappelle que I'algorithme de détection est créé pour un motif
P fixé. En particulier, le temps nécessaire pour calculer un arbre de fusion optimal pour
le motif P (ce qui revient & considérer le temps nécessaire pour trouver 'algorithme de
détection) n’est pas pris en compte dans la complexité temporelle O(n? + n<P/2).

6.5.5 Application

Le théoréme 6.7 peut s’appliquer & la classe des motifs planaires extérieurs. Si P est
un motif planaire extérieur, on peut montrer que mw(P) < 2. Cela se fait d’une fagon
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trés similaire & la preuve présentée dans la section 6.4.2 qui montrait que P pouvait étre
détecté en temps O(n®). En appliquant le théoréme 6.7, on obtient également la borne
O(n¥). Cela montre que ce théoréme général donne d’aussi bonnes bornes qu’'une étude
fine.

Lemme 6.28. Soit P un motif planaire extérieur. Alors mw(P) < 2.

Démonstration. D’aprés le lemme 6.16, on peut décomposer récursivement un motif pla-
naire extérieur jusqu’a n’avoir que des motifs composés d'une seule aréte. On construit
I’arbre de fusion 7" en suivant cette décomposition :

— Si P contient une aréte couvrante, il se décompose en P\ (1,k) et (1, k). L’arbre de
fusion T' est constitué de la racine u étiquetée par P, qui posséde deux sous-arbre
fils. Le premier est obtenu récursivement en décomposant P \ (1, k). Le deuxiéme
est un nceud étiqueté avec la motif (1, k).

— Si P contient un sommet séparateur ¢, il se décompose en P[1,t] et P[t, k|. L’arbre
de fusion T est constitué de la racine u étiquetée par P, qui posséde deux sous-
arbre fils. Le premier est obtenu récursivement en décomposant P[1,t] et le second
en décomposant P[t, k].

On vérifie que T est un arbre de fusion. Pour ce faire, si u est un nceud interne ayant
exactement deux fils uq, uq, il faut que le motif P qui étiquette u se décompose en P; qui
étiquette uy et Py qui étiquette P,. On vérifie cela dans les deux cas :

— Soit P, = P\ (1,k) et P, = (1,k). Dans ce cas, V(P;) = V(P) et le seul ordre
7(P) vérifiant 7(P;) < 7(P) est 7(P;). Ainsi, la fusion de P; et P, est uniquement
déterminée.

— Soit P, = PJ[1,t] et P, = PJt, k]. Dans ce cas, il n’y a qu'un seul ordre 7(P) vérifiant
7(Py) < 7(P) et 7(P2) < 7(P) a cause du sommet ¢ qui est présent dans les deux
ordres 7(P;) et 7(FP). En effet, le sommet ¢ est le plus grand sommet de 'ordre

7(Py) et le plus petit sommet de I'ordre 7(P;). Le seul ordre possible 7(P) est celui
tel que siu € V(Py) \ {t} et v e V(Py)\ {t} alors u < (p) v.

Il reste maintenant & calculer la largeur de fusion de 7. On montre récursivement que
I’ensemble des ancres A du motif P qui étiquette un nceud u de T est inclus dans
{min V(P), max V(P)}. Autrement dit, les seules ancres possibles de P sont les som-
mets qui sont aux extrémités de P. On note A; et Ay les ancres de P; et P». D’apreés
la définition 6.19, on a A; = T U (ANV(P)) et Ay = TU(ANV(F,)). On vérifie que
A C {minV(P), max V(P;)} et que Ay C {min V (F,), max V (%)} dans les deux cas :
— Soit P, = P\ (1,k) et P, = (1,k). Dans ce cas, I = {1,k} et A C {1,k} par
récurrence. Ainsi, A; C {1,k}. De plus, comme V(P,) C {1,k}, on déduit Ay C
{1, k}.
— Soit P, = P[1,t] et Py, = P|[t, k]. Dans ce cas, I = {t} et A C {1, k} par récurrence.
Ainsi, Ay CTU(ANV(P)) C {t} U{l}. De méme, Ay C {t,k}.

Finalement, pour tout ensemble d’ancres A de T, |A| < 2, ce qui conclut. O

6.5.6 Bornes

On cherche maintenant & comparer la largeur de fusion avec d’autres parameétres de
graphe classiques. La largeur arborescente d’un graphe (ou treewidth en anglais) est définie
dans [RS86]. Elle suit une logique trés similaire a la définition de la largeur de fusion.
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Définition 6.21 (Arbre de décomposition arborescente |[RS86]). Soit G un graphe. Un
arbre de décomposition arborescente de G est un arbre T' tel que :

— chaque neud de T est étiqueté par un ensemble de sommets B,
— chaque sommet de G est dans [’étiquette B d’un neeud de T,

— pour chaque aréte (x,y) de G, il existe un neeud dont ’étiquette B contient les
sommets x et y,

— pour chaque sommet x de G, 'ensemble des neeuds de T' dont I’étiquette contient x
est connexe.

Définition 6.22 (Largeur arborescente [RS86|). Soit G un graphe. Si T' est un arbre de
décomposition arborescente de G, la largeur de T est égal au cardinal mazimum d’une
étiquette de T moins 1. La largeur arborescente de G, notée tw(G), est égal a la largeur
minimum d’un arbre de décomposition arborescente de G :
tw(G@) = min max | B;| — 1.
T wu,eT

On définit la largeur arborescente d’un motif P comme étant la largeur arborescente
du graphe sous-jacent, ¢’est-a-dire du graphe G tel que V(G) = V(P) et E(G) = E(P) =
M(P) U F(P). On peut comparer la largeur de fusion avec la largeur arborescente :

Théoréme 6.8. Pour tout motif P, tw(P) < 3mw(P) — 1, si mw(P) > 2.

Démonstration. L’arbre de fusion T est presque un arbre vérifiant les conditions de la
largeur arborescente. Soit p = mw(P). Tout d’abord, chaque étiquette est élaguée pour
ne contenir plus que A;. Ensuite, il faut insérer un nceud entre chaque noeud u et ses fils
w1 et us. Le nouveau noeud v’ est étiqueté par Ay U Ay. On a donc u qui a pour fils ' qui
a pour fils u; et ug, avec les étiquettes suivantes :

— le nceud u a pour étiquette I’ensemble des ancres A associé au motif P qui étiquetait
le noeud u dans ’arbre de fusion,

— le nceud uy a pour étiquette 'ensemble d’ancres A; défini dans la définition 6.19,
a savoir A; = I U (ANV(P)), ou P; est le motif qui étiquetait u; dans l'arbre de
fusion, P celui qui étiquetait ug et I =V (P) UV (Fs),

— le neeud wuy a pour étiquette ’ensemble d’ancres Ay = I U (ANV(FP)),

— le neeud u’ a pour étiquette 'ensemble d’ancres A; U Ay = TU(ANV(P))U (AN
V(PR))=1UA.

On note ce nouvel arbre T”. La taille de A; U A; est trivialement bornée par 2p vu que A;
et A, sont tous deux de taille au plus p. Cependant, on peut obtenir une meilleur borne
de %p en introduisant x = |A; N Ay|. Pour ce faire, on partitionne A; U Ay de fagon a
obtenir [A; U Ag| = |A; \ Ao + |42\ A1|+|[A1NA| < (p—a)+ (p—x)+ 2 =2p—x. De
plus, AiUAy, = AUl et I C A NAyvuquel C A; et I C A,y par définition de A; et A,.
Ainsi, [A;UAy| < JA]+]|A1NAs| < p+z. finalement, |A; UAy| < min(2p—z,p+z) < 3p,
car le maximum est atteint quand x = p/2.

Il reste & montrer que ce nouvel arbre T” est bien un arbre de décomposition arbores-
cente de P :

— Tout d’abord, on montre que ’ensemble des noeuds dont I’ensemble associé contient
le sommet a forme un sous-arbre de 7. On sait grace au lemme 6.24 que dans T,
cela forme soit un sous-arbre, soit une union de deux sous-arbres dont les racines
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sont sceurs. Grace aux nceuds intermédiaires que 1’on a rajoutés, on a pu connecter
dans T” les deux sous-arbres dont les racines sont sceurs. Ainsi, I’ensemble des noeuds
dont 'ensemble associé contient le sommet a forme un sous-arbre de 77.

— Ensuite, on montre que pour toute aréte de P, il existe un nceud de 7" qui contient
les deux extrémités de 'aréte. D’aprés le lemme 6.26, chaque aréte e est présente
dans un noeud uw de T et il y a deux cas possibles : soit les deux extrémités a et
b sont des ancres, auquel cas les deux extrémités sont dans le nceud correspondant
dans T”; soit seule 'extrémité a est une ancre et b ne l'est pas. Dans ce cas la, on
va ajouter un nouveau noeud v’ & 'arbre 717, qui sera fils de u et qui contiendra les
deux extrémités de e. Cela ne change pas la condition de connexité précédente car
le lemme 6.26 nous assure que dans ce cas, I'extrémité manquante b n’était ancre
dans aucun motif de T'. L’ensemble des noeuds dont I'ensemble associé contient le
sommet b forme donc un sous-arbre de 7" constitué uniquement de nceud u’. De
plus, cela ne change pas la taille maximale d’un nceud de T” car on a supposé que
mw(P) > 2, ce qui signifie qu'il y avait déja au moins un nceud constitué de deux
ancres.

Ainsi, vu que chaque nceud a une taille bornée par %p, la largeur de cet arbre est %p —1.
On a donc tw(P) < 2p — 1, d’ou le résultat. O

FExemple 6.14. Le cas des graphes planaires extérieurs permet d’illustrer le cas ou cette
borne est atteinte. On a montré dans la section 6.5.5 que les motifs planaires extérieurs
ont une largeur de fusion d’au plus 2. Or, il est connu que les graphes planaires extérieurs
ont une largeur arborescente maximale valant 2. L’inégalité du théoréme 6.8 s’écrit donc
avec mw(P) = 2 et tw(P) = 2. Dans ce cas, 2(tw(P) +1) = 2 x 3/3 = 2, ce qui est égal
a mw(P).

Ezemple 6.15. La condition mw(P) > 2 n’est utile que pour le cas du motif BIPARTITE
(défini par V(G) = {1,2,3}, 7 = [1,2,3] et E(G) = {(1,2),(2,3)}). Ce motif a une largeur
arborescente de 1 et on montre facilement qu’il a une largeur de fusion de 1. Dans ce cas,
2(tw(P)+1) =2x2/3 = 3, ce qui est supérieur & mw(P) et cela contredirait le théoreme
6.8 si on n’imposait pas la condition mw(P) > 2. Ainsi, le cas mw(P) < 2 peut arriver,
mais uniquement pour un seul motif.

Un autre paramétre de graphe classique est la largeur de chemin [RS83|. Il s’agit de
la méme définition que la largeur arborescente en ajoutant la contrainte selon laquelle
I’arbre T' doit étre un chemin. Ce parameétre est équivalent au nombre sommet-séparant
|[ESTS87|, dont la définition est la suivante :

Définition 6.23 (Nombre séparant, sommet séparant, nombre sommet-séparant [EST87]).
Etant donné un graphe ordonné (G, 7), le nombre séparant d’un sommet v de (G, T) est
le nombre de sommets u <, v tel que u a un voisin w vérifiant v <, w. Les sommets u
veérifiant cette propriété par rapport a v sont appelés des sommets séparant v. Le nombre
sommet-séparant d’un graphe ordonné est le plus grand nombre séparant de l'un de ces
sommets. Le nombre sommet-séparant d’un graphe G est le plus petit nombre sommet-
séparant du graphe ordonné (G, T) parmi tous les ordres T possibles.

On remarque que la définition du nombre sommet-séparant d’un graphe fait intervenir
la notion de nombre sommet-séparant pour un graphe ordonné. C’est cette version qui
nous intéresse, étant donné que 'on travaille sur des graphes ordonnés. Afin de continuer
dans la tradition des paramétres de largeur, on appelle largeur de chemin ordonnée d’un
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graphe ordonné (G, 7) (noté opw((G, 7)) pour ordered pathwidth en anglais) le nombre
sommet-séparant de (G, 7). La largeur de chemin ordonnée d’un motif P est la largeur de
chemin ordonnée du graphe ordonné (G, 7) sous-jacent, ¢’est-a-dire tel que V(G) = V(P),
E(G) = E(P) = M(P)UF(P) et 7 = 7(P). On peut comparer la largeur de fusion avec
la largeur de chemin ordonnée :

Théoréme 6.9. Soit P un motif. On a mw(P) < opw(P) + 2.

Pour prouver ce théoréme, on introduit un arbre de fusion trivial d'un motif, appelé
Uarbre de fusion linéaire. Etant donné un motif P ayant pour sommets V (P) = {1,...k},
on définit deux familles de sous-motifs de P qui vont étre les étiquettes des noeuds de
I’arbre de fusion linéaire de P :

— pour 1 < ¢ < k, on définit P; comme étant la restriction de P & ces i premiers
sommets, avec toutes les arétes de P dont les deux extrémités sont dans {1,. ..},

— pour 2 < i < k, on définit PZ.N ~ comme étant la restriction de P aux sommets ¢ — 1,
i et aux voisins de 7 qui sont a sa gauche (c’est-a-dire les voisins de i qui sont dans
{1,...,1—1}), avec uniquement les arétes qui ont i comme extrémité droite.

Dans les deux cas, 'ordre des sommets est ’ordre croissant. Maintenant, on montre que
le motif P; se décompose en P;_; et PV ~. Comme V(P,_1) = {1,...,i—1}et {i—1,i} C
V(PN7) C {1,...,i}, le seul ordre qui étend & la fois 7(P;_;) et 7(P") est l'ordre
croissant [1,...,1].

Démonstration du théoreme 6.9. On construit I’arbre de fusion 7. Il s’agit de ’arbre ayant
des noeuds u; pour 1 < i < k, des nceuds u;, pour 2 < i < k et d’autres noeuds permettant
de décomposer les noeuds u,. Chaque nceud u; a pour étiquette P; et pour fils les noeuds
u;_1 et u}. Chaque nceud u} a pour étiquette P/~ et pour sous-arbre un arbre de fusion
quelconque de P~ qui existe d’aprés la remarque 6.4.

Enfin, on calcule la largeur de fusion de T'. Pour ce faire, on regarde quel est I’ensemble
d’ancre A; du motif P, pour tout i. Etant donné un sommet ¢, on note S; 'ensemble des
sommets séparant i. On remarque que S;.1 C S; U {i}. En effet, si on prend un sommet
u de S;11 qui n’est pas ¢, alors u < ¢+ 1 et v a un voisin w vérifiant ¢+ + 1 < w. comme
u # 1, on au <1 Deplus, i+ 1 < w implique ¢ < w. Ainsi, u est un sommet séparant i.

Tout d’abord, les ancres d’un motif PiN ~ sont inclus dans I'’ensemble de ces sommets,
qui est inclus dans S; U{i — 1,}.

On montre maintenant par récurrence décroissante que A; est inclus dans S; U {i}. Le
cas de base est trivial car A, = () C {n} U S,. On montre I’hérédité. Par définition des
ancres, A; = TU(A;4y1N{L,...,7}). Or, I est 'ensemble des sommets en commun a P; et
PNT, cest-a-dire que I C S;U{i}. De plus, A;1N{1,...,i} C (SipULi+1})N{L,... i} =
Siv1 € {i} US;. Ainsi, A; C {i} US;, ce qui conclut la récurrence.

Finalement, les motifs P; ont un ensemble d’ancres inclus dans S; U {i} et les motifs
PN~ ont un ensemble d’ancres inclus dans S; U {i — 1,i}. La taille de I’ensemble des
ancres d'un motif P est donc systématiquement inférieure ou égale a 2 plus la taille d'un
ensemble de sommets séparant un sommet i. Par définition du nombre sommet-séparant
d’un motif (qui est le maximum de sommets séparant un sommet i), on a bien I'inégalité
mw(P) < opw(P) + 2. O

On remarque que le « +2 » est lié 4 la nécessité d’avoir le sommet i — 1 dans P~ de
sorte & ce que la fusion soit uniquement déterminée. Si le sommet 7 — 1 est présent dans les
voisinages des sommets qui ont un nombre séparant égal au nombre sommet-séparant du
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motif, ce « +2 » devient un « +1 » et on peut avoir la borne mw(P) < opw(P) + 1 pour
ces motifs-la. Autrement dit, 'arbre de fusion linéaire d’un motif peut donner la borne
mw(P) < opw(P) + 1 pour certains motifs P particuliers. C’est par exemple le cas des
chemins (ordonnés naturellement) pour lesquels le nombre séparant de chaque sommet
(excepté le premier sommet) est 1 & cause de son voisin juste a gauche. Ainsi, le « +2 » qui
était nécessaire pour inclure le sommet juste a gauche en plus des voisins n’est pas utile ; un
« +1 » suffit. On conclut que la largeur de fusion d’un chemin ordonné naturellement est
au plus 2. En revanche, nous pensons que les chemins ordonnés différemment permettent
d’illustrer le cas ou cette borne est atteinte.

FExemple 6.16. Dans cet exemple, on va construire un motif ordonné dont le graphe sous-
jacent est une union de chemin mais dont l'ordre n’est pas I'ordre naturel. On commence
par définir le motif « arc-en-ciel » de taille £ comme étant le motif Ry tel que V(Ry) =
{1,...,2k}, M(Ry) = {(4,§) | i+j =k+1}, F(Rg) = 0 et 7(Rx) = [1,...,2k]. La
figure 6.27 montre un exemple de motif arc-en-ciel. Le motif qui nous intéresse dans cet
exemple est obtenu en combinant plusieurs motifs arc-en-ciel. Pour ce faire, étant donné
deux motifs P; et P, ainsi qu'un entier ¢, on appelle fusion t-jointe le motif obtenu en
identifiant les ¢ derniers sommets de P; avec les ¢ premiers sommets P, tout en conservant
I'ordre des sommets. Par exemple, la figure 6.28 montre la fusion 4-jointe de deux motifs
R4, que 'on nomme 2R,. On peut alors faire une fusions 4-jointe de R4 et 2R, pour
obtenir 3Ry, et ainsi de suite. La figure 6.29 montre le motif 4R,. D’une maniére générale,
le motif KRy a une largeur de chemin ordonné de k et nous pensons que sa largeur de
fusion est également égale a k. Nous n’avons aucune preuve de ce dernier point mais il
s’agit de I'une de nos perspectives principales.

‘oo

1 2 3 4 5 6 7 8

FIGURE 6.27 — Motif arc-en-ciel R4 de taille 4.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

FIGURE 6.28 — Motif 2R, obtenu en faisant le fusion 4-jointe de deux motifs arc-en-ciel
de taille 4.

Conjecture 6.1. Le motif kRy, a pour largeur de fusion mw(kRy) = k.
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12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

FIGURE 6.29 — Motif 4R, obtenu en faisant le fusion 4-jointe de quatre motifs arc-en-ciel
de taille 4.

Aprés avoir montré les cas ou les bornes des théoréemes 6.8 et 6.9 étaient atteintes,
il reste a discuter des cas ou 'écart est le plus grand. Concernant la comparaison entre
largeur arborescente et largeur de fusion, le cas du motif kR exhibe un écart aussi grand
que 'on veut si 'on admet la conjecture 6.1, puisque k£Rj est une union de chemins et a
donc une largeur arborescente de 1 pour tout k. Concernant la comparaison entre largeur
de fusion et largeur de chemin ordonné, les cas des arbres binaires donne un écart aussi
grand que 'on veut puisque la largeur de chemin d’un arbre binaire complet & n sommets
est de 'ordre de log(n) [Sch90]| (ce qui signifie que n’importe quel ordre de cet arbre a
une largeur de chemin ordonné de l'ordre de log(n)) alors que la largeur de fusion d’un tel
arbre (ordonné de fagon a étre planaire extérieur) est au plus 2 grace au lemme 6.28. Ces
écarts arbitrairement grands montrent la nécessité d’introduire ce nouveau parameétre de
graphe pour notre probléme car il est plus fin que ceux existants.

6.6 Perspectives

Petits motifs. Le théoréme 6.1 indique que la plupart des motifs a trois sommets
peuvent étre détectés en temps linéaire, excepté TRIANGLE et COMPARABILITY (ainsi
que leurs complémentaires). Il est généralement admis qu’il est impossible de détecter un
triangle en temps sous-quadratique [WW10|. Cependant, le cas de COMPARABILITY est
nouveau. Il n’y a aucune certitude qu’il ne puisse pas étre détecté en temps linéaire, étant
donné que le motif CHORDAL qui lui est trés similaire le peut et étant donné que la classe
des graphes évitant COMPARABILITY (qui est la classe des graphes de comparabilité) peut
étre détectée en temps linéaire en construisant un ordre qui évite COMPARABILITY dés que
cela est possible [MS97]. 1l serait donc intéressant d’approfondir ce cas et soit de trouver
un algorithme linéaire, soit de trouver d’autres motifs similaires (& quatre sommets par
exemple) pour lesquels il est impossible de trouver un algorithme linéaire et ainsi dégager
une obstruction a la linéarité.

Largeur de fusion. Un point sur lequel il reste encore beaucoup de choses a découvrir
est ce nouveau parameétre qu’est la largeur de fusion. Tout d’abord, nous aimerions prouver
la conjecture 6.1, ce qui montrerait qu’'un motif aussi simple qu'un chemin peut étre
compliqué dés que l'ordre induit plein de croisements d’arétes. Ensuite, nous voudrions
nous concentrer sur les obstructions de la largeur de fusion, c¢’est-a-dire trouver des sous-
motifs permettant d’affirmer qu'un motif les possédant a une grande largeur de fusion.
Le sous-motif kR est un bon candidat si la conjecture est vraie. Cependant, ce sous-
motif étant assez grand, il pourrait étre intéressant d’avoir des obstructions plus petites
ou plus malléables. Enfin, il serait intéressant de trouver d’autres classes « naturelles » de
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largeur de fusion bornée. Nos premiers candidats étaient les classes de motifs de largeur
arborescente bornée ou d’épaisseur de livre borné [BK79|, mais si la conjecture 6.1 est
vraie, elle fournit un contre-exemple a ces classes puisque kR a une largeur arborescente
de 1 et une épaisseur de livre de 2 pour tout k. Cela exclurait aussi la classe des motifs
planaires (pas nécessairement planaires extérieurs) puisque kR), est planaire et que, dans
tous les cas, un motif planaire a une épaisseur de livre d’au plus 4 [Yan89|.
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Chapitre 7

Conclusion

Au cours de cette thése, j’ai pu mener un travail de recherche aussi bien théorique
qu’expérimental et ainsi balayer de nombreux pans de I'informatique moderne. Les travaux
de compression ont mené au développement d'un programme informatique permettant de
compresser des graphes issus du réel d’une facon efficace et nouvelle, en cherchant diverses
structures et en prenant en compte les chevauchements entre elles. Ce programme fonc-
tionne en utilisant des algorithmes existants de recherche de structures tels que Slashburn,
BigClam, Louvain et Metis, en utilisant une heuristique gloutonne pour les sélectionner
ainsi que du raffinement de partition pour obtenir I'objet final que nous compressons
en utilisant le systéme de numération combinatoire ainsi que les représentations d’Elias.
Nous avons espoir que cet algorithme puisse étre véritablement utilisé tel quel ou dans
une version améliorée afin de compresser des données réelles. Cette idée de vouloir cher-
cher les structures les plus adaptées a la compression m’a conduit a la volonté de créer
mes propres structures dont la théorie sous-jacente pourrait étre mise au service de la
compression.

Je suis alors parti de structures connues telles que les modules et les splits et je les
ai étudiées afin d’en comprendre les moindres détails. Cela m’a amené a redémontrer la
stabilité des splits par union disjointe. J’ai ensuite pu étendre les splits & une forme plus
souple, que j’ai appelé les r-splits. Le but était alors d’étudier ces nouvelles structures
de la méme facon que les splits avaient été étudiés auparavant et de se demander si tout
ce qui valait pour les splits restait vrai pour les r-splits. Certains théorémes ont ainsi
pu étre adaptés, comme la représentation et la recherche polynomiale de ces structures.
J’ai également obtenu une borne inférieure sur le nombre d’arétes d’'un hypergraphe de
r-splits, ce qui a permis de déduire une borne inférieure sur le nombre de r-splits essentiels
d’un graphe r-rang connecté. D’autres théorémes sont encore en questionnement, comme
la possibilité d’écrire cette représentation polynomiale sous une forme arborescente ou
d’effectuer cette recherche polynomiale au moyen de relations d’orthogonalité.

Pendant ces années de thése, j’ai eu I'occasion de discuter avec Michel Habib et Laurent
Feuilloley qui avait conjointement travaillé sur la recherche de motifs dans les graphes
ordonnés, sujet qui m’intéressait beaucoup de par sa nouveauté dans le domaine de 'al-
gorithmique et de par son lien fort avec ce que j'avais déja fait. J'ai pu rejoindre leur
projet et apporter de nouvelles idées, notamment concernant la détection de motifs de
taille arbitraire, en proposant des algorithmes efficaces pour trouver des motifs ayant des
contraintes plus ou moins fortes. J’ai ainsi pu élaborer une suite d’algorithmes permettant
de détecter un motif planaire extérieur positif sans cycle en temps linéaire, de détecter un
motif planaire extérieur sans cycle en temps quadratique et de détecter un motif planaire
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extérieur en temps égal & celui de la multiplication de matrice. Cela m’a permis d’intro-
duire la largeur de fusion en m’inspirant des autres parameétres existants — notamment
la largeur arborescente — et ainsi introduire un paramétre fin adapté au probléme. J’ai
ainsi obtenu un algorithme de détection de motif quelconque paramétré par la largeur de
fusion. Cela m’a aussi permis de manipuler des tenseurs, objets abstraits que j’affectionne
particulierement et qui se sont révélés indispensables & 1’étude de la complexité temporelle
de la recherche de motifs de largeur de fusion bornée.

Bien que j’ai pu répondre a un certain nombre de questions pendant ma these, chaque
probléme résolu a fait naitre un ensemble de nouvelles questions, parmi lesquelles :

— Concernant 'algorithme de compression de graphe, quelle heuristique peut-on choi-
sir afin d’accélérer les temps de calcul tout en maintenant un résultat satisfaisant ?
Une solution peut étre d’attribuer un score a chaque structure et de les sélectionner
dans cet ordre, afin d’avoir une boucle linéaire en le nombre de structures, et non
quadratique.

— Concernant les splits, existe-t-il une preuve purement algébrique démontrant leur
stabilité par union disjointe 7 Il s’agit & priori d’'un probléme d’algébre linéaire assez
classique, mais je n’ai pu trouver de réponse. L’avantage serait alors de pouvoir
étendre facilement cette preuve aux r-splits, comme cela a été fait pour les autres
preuves de stabilité prouvées algébriquement.

— Les r-splits ont-ils une structure arborescente comme c’est le cas pour les splits?
Pour l'instant, on sait seulement qu'une famille de r-splits tous r-orthogonaux entre
eux a une telle structure et seulement si leur taille est comprise entre 2r et n — 2r.
Peut-on étendre cette structure & toute famille de r-splits ?

— A propos de la détection de motifs, peut-on trouver des obstructions pour la lar-
geur de fusion ainsi que des bornes supérieures? La fusion d’arcs-en-ciel semble
étre un bon candidat pour une obstruction par sous-graphe interdit. Pour la borne
supérieure, pouvons-nous trouver une mesure plus fine que la largeur de chemin ?

Finalement, tous ces résultats permettent de mieux comprendre la recherche de régu-
larités dans les graphes, notamment les r-splits nouvellement créés ou les motifs appar-
tenant & certaines classes, en proposant des algorithmes efficaces pour les chercher, et de
mieux comprendre la représentation succincte de graphes en proposant un algorithme de
compression basé sur la recherche de régularités.
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