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Introduction générale

Contexte de recherche

Les travaux de recherche présentés sont réalisés dans le cadre du programme PERFORM
(ProgrammE de Recherche FOndamentale et de Ressourcement sur le Manufacturing) de l'IRT
(Institut de Recherche Technologique) Jules Verne en collaboration le GeM (Génie civil et Mé-
canique).

L'IRT Jules Verne est un centre de recherche crée en 2012. Son objectif est de participer à
l'amélioration de �lières industrielles françaises telles que l'aéronautique, l'automobile, l'énergie
et le navale. Des projets scienti�ques nouveaux sont alors mis en place, allant du développement
à l'application industrielle. A�n de stimuler la recherche en France, l'IRT Jules Verne lance en
2017 le programme PERFORM. Ce programme propose un pont entre l'académie et l'industrie
en �nançant 6 thèses par an. Chaque thèse est encadrée par un laboratoire d'accueil et est suivie
à la fois par un responsable IRT et un ensemble de partenaires industriels. Chacun de ces acteurs
joue alors un rôle déterminant dans la création de la thèse : les partenaires industriels listent un
ensemble de verrous, l'IRT Jules Verne les regroupe par thématiques et formule une probléma-
tique. Finalement, le laboratoire répond à cette dernière en formulant un sujet de thèse. Cette
thèse s'inscrit dans la problématique PERFORM 2020 : �Exploiter le potentiel des technologies
de surveillance et de contrôle dans les procédés et les structures�. Elle est rattachée à l'équipe SIM
(Simulations) qui est en charge de développer et déployer des technologies innovantes portant
sur la mobilité dans l'espace industriel, la �exibilité de la production, l'assemblage, les procédés
de préformage/formage et les procédés de fabrication additive.

Dans le cadre de ces travaux, l'IRT Jules Verne collabore avec le GeM. Ce dernier est une
unité mixte de recherche composée de Centrale Nantes, Nantes Université et du CNRS (Centre
National de la Recherche Scienti�que). Il a été fondé en 2004, à partir du regroupement de
laboratoires préexistants. Son objectif était de réunir au sein d'un même laboratoire l'ensemble
des compétences de la métropole Nantes Saint-Nazaire dans le domaine du génie civil, de la
mécanique des matériaux et des procédés, de la modélisation et de la simulation en mécanique des
structures. Le GeM est divisé en plusieurs Unités Thématiques de Recherche (UTR) dont l'UTR
Mesure, Assimilation de données et Incertitudes (MELANI). Par l'optimisation des systèmes de
mesures et le développement de méthodes numériques, cette dernière vise à estimer la durée de
vie résiduelle et à aider la prise de décisions pour le maintien du fonctionnement et/ou l'intégrité
du système étudié.

Dans le cadre de développement de procédés de fabrication innovants ou bien pour la sur-
veillance des structures, la modélisation est une étape primordiale. De nos jours, de nombreuses
données sont disponibles pour enrichir cette modélisation grâce à des capteurs externes ou in-
ternes, et ce tout au long de la vie de la structure : de sa fabrication à sa mise en service.
Néanmoins, il convient de traiter e�cacement ces données a�n d'en extraire l'information per-
tinente et d'être capable d'en prédire sa qualité (précision ou durée de vie d'un capteur par
exemple). Cette thèse s'inscrit dans la thématique de construction de modèles dédiés au contrôle
de la qualité et à la �abilité.
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Contexte scienti�que

Sous l'e�et des sollicitations, la majorité des structures se dégradent au cours du temps. Ce
processus est appelé endommagement. À plus ou moins long terme, il peut mener jusqu'à la ruine.
Pour prévenir ce risque, en fonction de la structure, de son utilisation et de son environnement,
des scénarios de d'endommagement sont envisagés et étudiés. La structure est ainsi dimensionnée
en conséquence. Une fois cette étape réalisée, la structure est déployée : elle est dite en service. Des
inspections peuvent alors être réalisées tout au long de sa durée de vie. L'objectif est de détecter
un dommage su�samment tôt a�n de plani�er une opération de maintenance préventive et ainsi
garantir l'intégrité de la structure sans perte d'exploitation.

La fatigue un phénomène d'endommagement provoqué par la répétition d'une sollicitation de
faible amplitude. Elle joue notamment un rôle sur la performance d'un certain nombre de struc-
tures comme les avions, les navires ou les plateformes en mer. Compte tenu des aléas matériau,
de fabrication et de chargement, il est cependant très di�cile de déterminer avec précision ses
e�ets et de caractériser l'évolution du dommage en fatigue au cours du temps. En conséquence,
le dimensionnement et la plani�cation des opérations de maintenance en fatigue sont complexes
et sont la source de nombreux travaux de recherche. Une modélisation des incertitudes est donc
nécessaire pour intégrer le contexte incertain au sein de ces problématiques. L'instrumentation
pour la santé structurale (ou structural health monitoring) est un moyen d'obtenir une partie des
données et donc de réduire les incertitudes. Il est alors nécessaire de développer des méthodes de
calculs d'endommagements stochastiques pouvant intégrer ces informations.

A�n d'estimer le dommage au sein d'une structure sollicitée en fatigue, deux principales ap-
proches existent. Elles sont basées sur le principe de cumul du dommage mais s'opposent concer-
nant le traitement de l'in�uence de l'historique de chargement. La plus répandue (notamment
dans le milieu industriel) est basée sur un cumul linéaire du dommage. Elle présente l'avantage
d'être peu coûteuse numériquement mais ne prend pas en compte l'historique de chargement.
La seconde est basée sur un cumul non linéaire du dommage. Cette fois ci, par une approche
incrémentale, l'in�uence de l'historique de chargement est prise en compte mais implique des
coûts numériques plus élevés.

De plus, a�n de caractériser l'in�uence de l'aléa dans le calcul du dommage, l'analyse de �abi-
lité est préconisée. Cette dernière consiste notamment à calculer la probabilité de défaillance de la
structure. Ici aussi deux principales approches existent. La moins coûteuse numériquement est la
�abilité statique qui calcule la probabilité de défaillance en un instant donné. Cependant, du fait
de la dépendance au temps, cette approche est souvent insu�sante. Pour cette raison, la �abilité
dynamique (dépendant du temps) est recommandée. Dans ce cas, la probabilité de défaillance
est calculée sur un domaine temporel donné. A�n de formuler le moins d'hypothèses et de fournir
les résultats les plus complets possibles, un calcul du dommage par cumul non linéaire associé
à un traitement �abiliste dynamique est recommandé. Cependant dans un contexte industriel,
conserver des coûts numériques contrôlés est aussi un enjeu. Un compromis entre précision et
temps de calculs doit alors être trouvé.

Objectifs et annonce du plan

L'objectif de ce travail est de développer une méthode permettant d'estimer la probabilité de
défaillance d'une structure acier sollicitée en fatigue polycyclique en respectant deux critères :
prendre en compte l'in�uence de l'historique de chargement et conserver des coûts numériques
contrôlés. Pour ce faire, les travaux sont réalisés en cinq parties. Le premier chapitre est un état
de l'art des di�érents domaines de recherche qui composent cette thèse : l'analyse de �abilité
et le calcul du dommage en fatigue. Des premiers choix sont ainsi faits, notamment concernant
le modèle mécanique utilisé. Le second chapitre présente une approche permettant d'identi�er
les paramètre matériaux aléatoires du modèle et d'estimer leur distribution à partir de courbes
SN probabilistes. Dans le troisième chapitre, le modèle mécanique calibré est ensuite comparé à
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l'une des approches les plus utilisées pour traiter de la fatigue au travers de trois cas d'applica-
tions portant sur un joint soudé. Dans le quatrième chapitre, plusieurs stratégies d'approxima-
tion du dommage sont développées et comparées a�n d'estimer la probabilité de défaillance à
moindre coût. On se placera dans deux cas : le dimensionnement en fatigue et la plani�cation des
opérations de maintenance. En�n, dans le cinquième chapitre, des données issues d'une bouée
instrumentée sont utilisées pour appliquer les méthodes présentées dans le chapitre quatre. Une
estimation de l'instant optimal pour déclencher une opération de maintenance est réalisée en
prenant en compte l'historique de chargement, l'aléa matériau et l'aléa de chargement.
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Chapitre 1

Fiabilité dynamique en fatigue
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L'objectif de ce chapitre est de présenter les deux thématiques de recherche abordées dans
ces travaux : l'analyse de �abilité et le dommage en fatigue. Pour ce faire, la première partie
porte sur l'analyse de �abilité statique et l'analyse de �abilité dynamique. Di�érentes méthodes
permettant de calculer la probabilité de défaillance sont présentées. La seconde partie porte
sur le calcul du dommage en fatigue. Deux grandes familles sont présentées : l'une réalise un
cumul linéaire du dommage tandis que l'autre réalise un cumul non linéaire du dommage. La
troisième partie particularise l'analyse de �abilité dans la cadre de la fatigue des structures en
aciers. Di�érentes sources d'incertitudes sont présentées, plusieurs techniques de calibration sont
abordées et quelques fonctions de performances sont listées. Finalement, dans la quatrième partie,
les premiers choix propres aux objectifs de dimensionnement et de plani�cation des opérations
de maintenance sont énoncés et justi�és.
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1.1 Analyse de �abilité

1.1.1 Grandeurs considérées pour la �abilité

Réaliser une analyse de la �abilité, c'est s'intéresser à ce que le système mécanique considéré
remplisse ou non la fonction pour laquelle il a été conçu et ce durant un intervalle de temps donné
[1]. Pour ce faire, di�érentes sources d'incertitudes peuvent être considérées : les propriétés du
matériau, la géométrie et le chargement. Cette analyse nécessite la formulation de fonctions
décrivant chacune des performances du système. Elles sont appelées fonctions de performance et
sont notées G. Le plus souvent, elles s'expriment sous la forme G = R − S, avec R la capacité
résistante et S l'e�et de charge. Comme représenté sur la Figure 1.1, en fonction de la valeur
de G il est possible de dé�nir di�érents états : le domaine sûreté Ds pour G > 0, le domaine
défaillant Df pour G ≤ 0 et la frontière état limite Df∗ pour G = 0.

Figure 1.1 � Capacité résistante en fonction de l'e�et de charge

Dans le cas de l'étude de structures en environnement incertain et se dégradant avec le temps,
les quantités R et S peuvent être aléatoires et dépendantes du temps. La fonction de performance
s'écrit alors G(Z, t) avec Z le vecteur des variables aléatoires et t la variable temporelle. La prise
en compte du temps pouvant très fortement complexi�er l'étude de �abilité, son e�et est souvent
négligé et seul un problème statique (invariant en temps) est considéré. L'étude est alors moins
coûteuse mais aussi moins représentative de la réalité. Cela consiste à évaluer une probabilité
de défaillance instantanée Pf,i(t) dé�nie comme étant la probabilité qu'à un instant t le système
défaille.

Pf,i(t) = Prob(G(Z, t) ≤ 0) (1.1)

De façon analogue, il est aussi possible de dé�nir la probabilité de �abilité (ou probabilité de
survie) Pr,i(t), telle que Pr,i(t) = 1− Pf,i(t). Pour certaines structures, il est toutefois crucial de
considérer leur dépendance au temps. La probabilité de défaillance est alors dite cumulée Pf,c.
Pour t ∈ [tinit, tfin], elle s'exprime :

Pf,c(tinit, tfin) = Prob(∃t ∈ [tinit, tfin], G(Z, t) ≤ 0) (1.2)

avec tinit et tfin les bornes de l'intervalle de temps considéré. La Figure 1.2 représente le cas
où G(Z, t) = R(Z) − S(Z, t). Le point où S(Z, t) = R(Z) est appelé point de franchissement.
Lorsque R(Z) ≤ S(Z, t), il y a défaillance. Comme illustré avec la Figure 1.3, dans le cas parti-
culier où la fonction de performance est monotone (décroissante), les probabilités de défaillance
instantanée et cumulée sont liées par la relation suivante.

∀t ∈ [tinit, tfin], Pf,c(tinit, t) = Pf,i(t) (1.3)

Les méthodes propres à la �abilité statique sont alors su�santes pour calculer la probabilité de
défaillance cumulée.
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Figure 1.2 � Capacité résistante et e�et de
charge en fonction du temps

Figure 1.3 � Monotonie de la fonction de per-
formance

Les deux prochaines sections présentent respectivement les principales méthodes utilisées
pour calculer les probabilités de défaillance instantanée et cumulée.

1.1.2 Principes et méthodes pour la �abilité statique (ou indépendante du
temps)

Pour le calcul de la probabilité de défaillance instantanée, la méthode la plus évidente est
la méthode de Monte Carlo [2]. Elle consiste à évaluer la fonction de performance G en nMCS

réalisations Zi de Z. Cet ensemble de réalisations est appelé population de Monte Carlo. La
probabilité de défaillance se calcule alors :

Pf =
1

nMCS

nMCS∑
i=1

Ind (G(Zi)) (1.4)

avec Ind la fonction indicatrice telle que :

Ind (G(Zi)) =

{
0 si G(Zi) > 0
1 si G(Zi) ≤ 0

(1.5)

Un indicateur de l'erreur commise en fonction de la valeur de Pf et de la taille de la population
Monte Carlo nMCS est fourni par le coe�cient de variation. Il se calcule :

COV(Pf ) =

√
1− Pf

nMCS × Pf
(1.6)

Cette méthode à l'avantage d'être simple, de disposer d'un indicateur d'erreur et de ne formuler
aucune approximation sur la forme de G. Elle présente cependant un inconvénient majeur : sa
vitesse de convergence est très lente. De nombreuses évaluations de G sont donc nécessaires.
Plusieurs stratégies d'échantillonnage ont été développées a�n de palier à ce problème. Parmi
elles, il existe notamment le tirage d'importance ou Importance Sampling (IS) [3], les simula-
tions de sous-ensembles ou Subset Simulations (SS) [4] et le tirage par hypercube latin ou Latin

Hypercube Sampling (LHS) [5]. Malgré toutes ces stratégies, si l'évaluation de G est coûteuse, le
nombre de points nMCS nécessaire pour calculer Pf restera trop élevé. Deux principales alterna-
tives sont donc identi�ées. La première est basée sur une approximation de l'état limite tandis
que la seconde est basée sur une approximation de la fonction de performance.

1.1.2.1 Méthodes d'approximation de l'état limite

1.1.2.1.1 First order reliability method

La méthode First Order Reliability Method (FORM) [6] consiste à approximer linéairement la
surface d'état limite dans l'espace normal centré réduit. La probabilité de défaillance instantanée

16



Fiabilité dynamique en fatigue

se calcule alors :

Pf,i(Z, t) = Φ(OM) (1.7)

avec Φ la fonction de répartition normale et OM la distance entre l'origine de l'espace et le point
de défaillance le plus probable (point de l'état limite le plus proche de l'origine).

1.1.2.1.2 Second Order Reliability Method

La méthode Second Order Reliability Method (SORM) [7] est équivalente à la méthode FORM
à la di�érence que l'état limite est approximé par une fonction quadratique. Les méthodes FORM
et SORM ont pour principal avantage d'être extrêmement peu coûteuses. En revanche, avec ces
méthodes, il est impossible de véri�er si l'approximation (linéaire ou quadratique) réalisée est
adéquate.

1.1.2.1.3 Support Machine Vector

Les séparateurs Support Machine Vector (SVM) [8] permettent de calculer la probabilité de
défaillance en séparant l'espace en deux sous-espaces : l'espace défaillant et l'espace de sûreté.
Seul le signe de G(Z) est alors exploité. L'objectif consiste donc à rechercher la frontière séparant
les valeurs positives et négatives de G(Z). Di�érents types de séparateurs peuvent être dé�nis :
linéaire, non linéaire ou non linéaire à marge souple. De plus, à partir des ces outils, des méthodes
adaptatives (ASVM) ont été développées telle que la méthode Adaptative Support Machine Vector

and Monte Carlo Simulation (ASVM-MCS) [9]. Finalement les méthodes ASVM présentent deux
principaux avantages :

� par leur aspect adaptatif, l'erreur d'approximation commise est contrôlée et
� par la seule prise en compte du signe de G(Z), elles sont particulièrement robustes.

En revanche, puisque la tendance de G(Z) n'est pas exploitée, la convergence des méthodes
ASVM reste relativement lente.

1.1.2.2 Méthodes d'approximation de la fonction de performance

1.1.2.2.1 Petites perturbations

La méthode des petites perturbations revient à considérer que l'aléa a une faible in�uence
sur G(Z). La fonction de performance s'écrit alors comme un développement limité de Taylor
autour du point Z −E(Z) avec E(Z) l'espérance de Z. En fonction du degré du développement
limité choisi, l'approximation sera linéaire, quadratique ou de degré supérieur. Cette méthode
a l'avantage d'être peu coûteuse et de faciliter le calcul d'indices de sensibilité. Cependant, si
la forme de G(Z) est complexe, l'augmentation du degré du développement limité complexi�e
l'étude et ne garantit pas systématiquement la convergence de la méthode [10].

1.1.2.2.2 Polynomial Chaos expansion

Sous sa forme non intrusive, la méthode Polynomial Chaos expansion (PCE) [11] permet
de formuler une projection de G(Z) sur une base polynomiale orthogonale. Plusieurs choix de
bases sont possibles tels que les polynômes de Legendre pour une distribution uniforme de Z
dé�nie sur [−1, 1], les polynômes d'Hermite pour une distribution gaussienne de Z, etc [12]. Cette
méthode présente l'avantage d'être adaptée pour des dimensions stochastiques élevées. Elle n'est
cependant pas interpolante et ne fournit qu'une information globale sur l'erreur d'approximation
commise.
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1.1.2.2.3 Krigeage

Les méthodes basées sur le krigeage [13] supposent que G(Z) est la réalisation d'un processus
gaussien stationnaire :

G(Z) = µ(Z) + PG(Z) (1.8)

avec µ(Z) la moyenne du processus et PG(Z) un processus gaussien d'espérance nulle. Le kri-
geage permet à la fois de fournir un métamodèle interpolant Ĝ(Z) mais aussi une information
locale sur l'erreur d'approximation commise grâce à la variance du processus. Un grand nombre
de méthodes adaptatives (AK) ont été développées et le Tableau 1.1 liste les principales méthodes
existantes en fonction de leurs caractéristiques.

Etat limite
complexe

Faible probabilité
de défaillance

Plusieurs scénarios
de défaillance

Grande dimension
stochastique

AK-MCS [14]
AK-IS [15]
AK-SYS [16]
AK-SSI [17]
AK-LS [18]
AK-SS [19]
AK-MCSi [20]
AK-PCA [21]

Table 1.1 � Méthodes pour la �abilité statique par krigeage adaptatif

Dans le cas où di�érents niveaux de �délité (di�érents maillages, di�érentes discrétisations
temporelles ou di�érentes hypothèses) sont considérés, des méthodes de krigeage multi�délité
existent. Pour deux niveaux de �délité elle permettent d'estimer la tendance de G(Z) à l'aide
d'un modèle basse �délité GB(Z) et d'obtenir plus de precision en certains points via un modèle
haute �délité GH(Z). En introduisant une fonction erreur entre les deux niveaux de �délité G∆,
la fonction multi�délité s'écrit alors GMF (GH , GB, G∆). Plusieurs approches existent :

� Le krigeage hiérarchique [22] est la méthode la plus simple pour prendre en compte deux
niveaux de �délité. Cependant, sa formulation ne permet pas de prendre en compte la
corrélation entre les deux métamodèles.

� Le co-krigeage intercorrélé [23] est légèrement plus complexe que la méthode précédente.
Il repose sur l'hypothèse que les deux niveaux de �délité possèdent la même corrélation
spatiale.

� Le co-krigeage auto-régressif [24] est la méthode la plus complexe mais aussi la plus
générale. L'evofusion est un cas particulier de cette approche. Le rapport des variances
des processus considérés permet de quanti�er la capacité à apprendre du modèle basse
�délité pour construire le métamodèle haute �délité.

1.1.3 Principes et méthodes pour la �abilité dynamique

Pour traiter de la �abilité dépendant du temps, deux principales approches se distinguent :
l'approche par franchissements et l'approche à valeur extrême.

1.1.3.1 Approche par franchissements

Comme illustré avec la Figure 1.4, l'approche par franchissements s'intéresse au taux de
passage de la fonction de performance du domaine de sûreté au domaine défaillant [25, 26].
Ainsi en posant tf le premier temps où il y a défaillance (c'est-à-dire le temps où la fonction
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de performance est nulle pour la première fois), la probabilité de défaillance cumulée s'exprime
alors :

Pf,c(tinit, tfin) = Prob(tf < tfin) (1.9)

Dans ce contexte, il y a défaillance sur [tinit, tfin] si G(Z, tinit) ≤ 0 ou s'il se produit au moins
un franchissement avant l'instant tfin. La probabilité de défaillance cumulée se reformule alors :

Pf,c(tinit, tfin) = Prob({G(Z, tinit) ≤ 0} ∪ {N+
t (tinit, tfin) ≥ 0}) (1.10)

avec N+
t (tinit, tfin) la variable aléatoire donnant le nombre de franchissements de la surface d'état

limite pour t ∈ [tinit, tfin]. Cette expression peut de plus être majorée telle que :

Pf,c(tinit, tfin) ≤ Pf (tinit) + E[N+
t (tinit, tfin)] (1.11)

avec E[N+
t (tinit, tfin)] =

∫ tend

tinit
ν+(τ)dτ l'espérance du nombre de franchissements et ν+(t) le

taux de franchissements. En considérant un intervalle de temps �n [t, t+ h], ν+(t) se formule tel
que :

ν+(t) = lim
h→0+

Prob(N+
t (t, t+ h) = 1)

h
(1.12)

Figure 1.4 � Approche par franchissements, localisation des points de franchissements

Tout l'enjeu de cette approche est donc d'évaluer le taux de franchissements ν+(t) a�n d'es-
timer la probabilité de défaillance cumulée, ou au moins de donner une borne supérieure à
Pf,c(tinit, tfin). Cependant, ce calcul peut être complexe. Les hypothèses simpli�catrices de Rice
[27] ont alors permis d'obtenir de nombreux résultats. Pour un taux de franchissements ν+(t)
par le processus Yt d'un seuil noté a(t), la formule de Rice s'écrit :

ν+(t) =

∫ ∞

ȧ(t)
(ẏ − ȧ(t))fY Ẏ (a(t), ṡ)dṡ (1.13)

avec Y un processus scalaire dérivable, Ẏ sa dérivée temporelle et fY Ẏ (yẏ) leur densité de
probabilité jointe. Dans le cas d'un processus stationnaire et d'un seuil �xe (par exemple a = 0),
la formule se simpli�e :

ν+(t) =

∫ ∞

0
ẏfY Ẏ (0, ṡ)dṡ (1.14)

Cette approche est notamment à l'origine des méthodes PHI2 [28], PHI2+ [29] et Time

dependent Polynomial Chaos Expansion(t-PCE) [30].
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1.1.3.1.1 PHI2

La méthode PHI2 [28] permet d'estimer une borne supérieure de la probabilité de défaillance
cumulée. Pour ce faire, le taux de franchissements est approximé en faisant deux appels à la
méthode FORM : le premier pour G(Z, t) > 0 et le second pour G(Z, t + h) ≤ 0. Le taux de
franchissements se calcule alors :

ν+(t) = lim
h→0+

Prob ((G(Z, t) > 0) ∩ (G(Z, t+ h) ≤ 0))

h
(1.15)

1.1.3.1.2 PHI2+

La méthode PHI2+ [29] est une amélioration de PHI2. Elle a pour objectif de diminuer l'e�et
de la taille de l'incrément temporel h.

1.1.3.1.3 Time dependent Polynomial Chaos Expansion

La méthode t-PCE [30] construit une approximation polynomiale de G(Z, t) a�n d'en déduire
le taux de franchissements ν+(t) et donc d'estimer la probabilité de défaillance cumulée. Pour
ce faire, la fonction de performance est discrétisée en Nt temps. Elle est ensuite approximée en
chaque temps. La longueur de corrélation des processus de chargement étant généralement très
faible relativement à la taille du domaine temporel considéré, le valeur de Nt doit être très grande
pour que la discrétisation reste représentative. Le couplage de la méthode statique PCE avec la
méthode d'analyse en composantes principales (PCA) permet alors de compenser ce problème
en réduisant le coût d'approximation de G(Z, t).

La structure algorithmique de la méthode t-PCE est détaillée ci-dessous et illustrée avec le
diagramme Figure 1.5 :

1. Le nombre de valeurs propres considérées Nλ = 1 et le nombre d'itérations réalisées k = 1
sont initialisés.

2. Le temps est discrétisé en Nt points et NS réalisations de Z sont générées.

3. La fonction de performance est évaluée en chacun des points Gij et sa matrice de cova-
riance τkl est calculée.

4. L'analyse en base principale (PCA) est réalisée a�n de diagonaliser la matrice et son erreur
induite εPCA est quanti�ée. Si l'erreur est su�samment faible, la méthode continue sinon
Nλ prend la valeur Nλ + 1.

5. Si k > 1 la méthode continue, sinon le le plan d'expérience est enrichi.

6. Le critère de convergence ελm est évalué. Si il est inférieur à une valeur seuil, la méthode
continue sinon le plan d'expérience est enrichi.

7. La fonction de performance est approximée Ĝ avec la méthode PCE et son erreur globale
εPCE
j est quanti�ée. Si l'erreur est su�samment faible, l'analyse de faillibilité est réalisée

avec Ĝ sinon le plan d'expérience est enrichi.

1.1.3.2 Approches à valeur extrême

Comme illustré avec la Figure 1.6, l'approche à valeur extrême s'intéresse à la valeur extrême
de la fonction de performance ou plus précisément à son minimum global. La probabilité de
défaillance cumulée se note alors :

Pf,c(tinit, tfin) = Prob
(

min
t∈[tinit,tfin]

G(Z, t) ≤ 0

)
(1.16)

En pratique, la fonction de performance est souvent complexe à obtenir et nécessite des coûts
de calculs élevés. C'est pour cela que cette approche n'est que rarement (ou dans des cas bien
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Figure 1.5 � Diagramme de la méthode t-PCE

spéci�ques) directement appliquée au modèle. Le plus souvent, la fonction de performance est
approximée par un métamodèle a�n de réduire le coût des calculs. Dans le cadre d'un métamodèle
construit par krigeage, il existe notamment les méthodes suivantes : NERS [31], Mixed EGO [32],
SILK [33], AERS [34] et AK SYS-t [35], et dans le cadre d'un métamodèle construit par chaos
polynomial, on peut citer : ePCE, eLRA et eLRA-Ad [36]. Les Tables 1.2 et 1.3 comparent les
di�érentes méthodes évoquées.

Figure 1.6 � Approche à valeur extrême, localisation de la valeur extrême
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Coûts
numériques

élevés

Coûts
numériques
moyens

Coûts
numériques
faibles

Fonction de
performance
non linéaire

Prise en compte
de la corrélation
des processus

NERS [31]
Mixed EGO [32]
SILK [33]
AERS [34]
AK-SYS-t [35]

Table 1.2 � Méthodes pour la �abilité dynamique par krigeage

Fonction de
performance
non linéaire

Prise en compte
de la corrélation
des processus

Grandes
dimensions
stochastique

Optimisation
du choix du

rang
ePCE [36]
eLRA [36]
eLRA-Ad [36]

Table 1.3 � Méthodes pour la �abilité dynamique par PCE

Puisqu'un diagramme basé sur la méthode PCE a déjà été présenté, l'une des méthodes
basée sur le krigeage est plus précisément détaillée. D'après la Table 1.2, c'est la méthode Active
Kriging System Time dependent (AK-SYS-t) qui dispose des meilleures propriétés. Le diagramme
de cette dernière est donc reproduit sur la Figure 1.7 et détaillé ci-dessous.

1. Le temps est discrétisé en Nt points et NS réalisations de Z sont générées. La fonction
de performance est évaluée en chacun des points Gij .

2. Le temps est discrétisé enNMC
t points etNMC

S réalisations deZ sont générées. La fonction
de performance est approximée par krigeage et est évaluée en chacun des points Ĝkl.

3. Le nouveau point d'apprentissage est sélectionné en minimisant Ĝkl et la fonction d'ap-
prentissage Ul. Si le critère d'apprentissage est supérieur à une valeur seuil, la méthode
continue sinon un nouveau point est appris.

4. La probabilité de défaillance cumulée P̂f,c est estimée et sa covariance est calculée. Si la
covariance est inférieure à une valeur seuil, la méthode se termine sinon la population

Monte Carlo de taille est agrandie : NMC
S =

1−P̂f,c

0.12P̂f,c

1.1.4 Confrontation des méthodes

Pour la �abilité dynamique, les approches par franchissements ont l'avantage d'être moins
coûteuses que les approches à valeurs extrêmes. Elles sont cependant souvent basées sur des
hypothèses fortes telles que l'indépendance des franchissements où le faible degré quadratique
de la fonction de performance. Ainsi, si aucune hypothèse n'est formulée a priori sur la forme
de G(Z, t), les approches à valeur extrême sont à favoriser. Dans le Tableau 1.4, l'ensemble des
méthodes évoquées pour la �abilité est classé en fonction de deux critères : le degré polynomial
de G et sa dépendance au temps.
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Figure 1.7 � Diagramme de la méthode AK-SYS-t

Pf,i Pf,c

deg(G) ≤ 2 FORM, SORM PHI2, PHI2+, t-PCE
∀ deg(G) AK, PCE, SVM AK-SYS-t, ePCE

Table 1.4 � Méthodes pour réaliser l'analyse de �abilité statique ou dynamique en fonction du
degré polynomial de la fonction de performance

1.2 Calcul du dommage en fatigue

De nombreuses structures sont soumises à des sollicitations variables, cycliques et de faibles
amplitudes. Ces sollicitations peuvent être environnementales (c'est le cas du vent ou de la houle
sur les éoliennes en mer) ou liées à l'utilisation de la structure (c'est le cas du contact répété des
roues ferroviaires sur les rails). À plus ou moins long terme ces sollicitations peuvent avoir un
impact sur la capacité résistante de la structure. Ce phénomène est appelé fatigue. Il se traduit
par un processus d'endommagement complexe qui entraîne une altération des propriétés méca-
niques pouvant aller jusqu'à la rupture du matériau. Pour les structures métalliques, le processus
de ruine par fatigue se manifeste en trois étapes : amorçage de la �ssure, propagation de la �s-
sure puis rupture brutale. Dans le cadre de cette étude, seule la première phase est considérée :
l'amorçage. Ainsi, le système est défaillant si le dommage D(Z, t) (qui dépend notamment de
l'état de contrainte σ(Z, t) de la structure) dépasse un certain seuil d'endommagement appelé
dommage critique et noté DC . L'amplitude de la sollicitation ∆σ a un impact direct sur la durée
de vie de la structure considérée. Pour un signal centré en zéro, si l'amplitude de contrainte est
supérieure ou égale au double de la limite élastique 2σy ≤ ∆σ alors le nombre de cycles à rupture
est de l'ordre N ∈ [0, 102] : on parle de fatigue oligocyclique. En revanche si elle est inférieure au
double de la limite élastique mais supérieure ou égale au double de la limite de fatigue asymp-

23



Fiabilité dynamique en fatigue

totique 2σµ
y ≤ ∆σ < 2σy alors le nombre de cycles à rupture est de l'ordre N ∈]102, 107] : on

parle de fatigue polycyclique. Finalement, si elle est inférieure au double de la limite de fatigue
asymptotique ∆σ < 2σµ

y alors le nombre de cycles à rupture est de l'ordre N ∈]107,+∞[ : on
parle de fatigue gigacyclique.

L'enjeu de cette section est de détailler les di�érentes formulations de D(Z, t) proposées dans
la littérature. Deux grandes familles se distinguent : la première fait l'hypothèse d'un cumul
linéaire du dommage tandis que la seconde réalise un cumul non-linéaire du dommage.

1.2.1 Cumul linéaire du dommage

L'hypothèse d'un cumul linéaire du dommage permet de quanti�er l'endommagement d'un
système par un traitement du signal temporel des contraintes sans prendre en compte son histoire.
Ce signal peut être de diverses formes [37, 38], comme représenté sur la Figure 1.8. Dans le cas
le plus simple, il est d'amplitude et de période constantes ainsi que de moyenne nulle ( Figure
1.8.a). C'est cependant rarement le cas. Le plus souvent, son amplitude et sa période restent
variables au cours du temps (Figure 1.8.c).

(a) Contrainte
d'amplitude

constante et de
moyenne nulle

(b) Contrainte
d'amplitude

constante et de
moyenne non nulle

(c) Contrainte
d'amplitude
variable

(d) Contrainte
d'amplitude
aléatoire

Figure 1.8 � Formes possibles du signal temporel des contraintes

1.2.1.1 Courbes SN

Pour caractériser la résistance en fatigue d'un matériau (appelée endurance), l'essai le plus
simple consiste à soumettre des éprouvettes de ce matériau à des cycles d'e�orts périodiques et
à reporter sur une courbe le nombre de cycles au bout duquel la rupture se produit en fonction
de l'amplitude de contrainte appliquée. La Figure 1.9 représente une courbe SN idéalisée où les
di�érents domaines d'étude de la fatigue sont distingués, avec σR la contrainte à rupture, σy la
limite élastique, σµ

y la limite de fatigue asymptotique (ou limite élastique microscopique) et N
le nombre de cycles à rupture.

Figure 1.9 � Courbe SN
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Les courbes SN permettent de caractériser la durée de vie des matériaux pour des sollicitations
de moyennes nulles. Cependant, c'est rarement le cas des sollicitations rencontrées en service. Il
est alors nécessaire de prendre en compte l'in�uence de la contrainte moyenne, comme expliqué
dans la sous-section suivante.

1.2.1.2 Diagramme de Haigh

Si les moyennes des sollicitations ne sont pas nulles ou si le rapport de charge (rapport entre
la contrainte minimale et la contrainte maximale) est di�érent de −1 alors de nouveaux essais
sont nécessaires. De ces essais, il est ensuite construit un diagramme de Haigh (cf. Figure 1.10)
qui dé�nit, pour une durée de vie �xée N , la contrainte alternée admissible σ en fonction de la
contrainte moyenne σ̄. C'est grâce à l'exploitation de ce dernier que l'in�uence de la contrainte
moyenne est �nalement obtenue. Cependant, les essais requis pour générer un diagramme de
Haigh étant très couteux, plusieurs relations empiriques ont été développées a�n de relier l'am-
plitude de la contrainte alternée à la moyenne de la contrainte. Dans [37], les trois relations
suivantes sont présentées :

� La droite de Goodman : σ
σµ
y
+ σ̄

σR
= 1

� La parabole de Gerber : σ
σµ
y
+ ( σ̄

σR
)2 = 1

� Les deux droites du Centre Technique des Industriels Mécaniques (CETIM) : σµ
y = σR +

σ−σ̄
2 −

√
Rm + (σ−σ̄)2

2 − 2σσR

Figure 1.10 � Diagramme de Haigh

L'ensemble des corrections apportées aux données fournies par les courbes SN permet à
présent, pour un cycle de contraintes d'amplitude et de moyenne données, de déterminer le
nombre de répétitions de ce cycle au bout duquel la rupture se produit. Cependant pour des
chargements composés de di�érents cycles, il devient nécessaire d'utiliser des lois de cumul de
l'endommagement.

1.2.2 Formules de Palmgren et Miner

Chaque cycle de contrainte d'amplitude supérieure à la limite de fatigue asymptotique produit
un endommagement irréversible de la structure. L'endommagement Di produit par n(∆σi) cycles
d'amplitude ∆σi est relié à Ni, le nombre total de cycles entraînant la rupture par fatigue sous
la contrainte d'amplitude constante ∆σi. Dans le but d'estimer l'endommagement partiel Di,
Miner [39] propose la relation suivante :

Di =
n(∆σi)

Ni
(1.17)

Sous l'hypothèse forte que l'histoire (l'ordre d'apparition) des cycles n'a pas d'in�uence sur la
durée de vie de la structure et dans le cas où I groupes de cycles d'amplitudes de contrainte

25



Fiabilité dynamique en fatigue

di�érentes sont étudiés, l'endommagement total D est estimé par la formule de Palmgren [40] :

D =

I∑
i=1

Di (1.18)

Ainsi le cumul linéaire du dommage de Palmgren et Miner s'écrit :

D =

I∑
i=1

n(∆σi)

Ni
(1.19)

Lorsque l'amplitude des contraintes devient aléatoire, il est nécessaire de disposer de méthodes
capables d'extraire les cycles a�n d'exploiter la loi de cumul linéaire du dommage. Ces méthodes
se classent en deux deux grandes approches : les approches temporelles et les approches spectrales.
Elles sont détaillées dans la sous-section suivante.

1.2.2.1 Fatigue aléatoire

L'approche traditionnellement développée est l'approche temporelle. Elle considère la contrainte
en fonction du temps. L'une de ses méthodes les plus utilisées est le comptage Rain�ow [41, 42].
Toutefois il est aussi possible d'opter pour une approche spectrale. Cette-fois-ci la contrainte est
considérée dans le domaine fréquentiel. Il existe alors di�érentes méthodes pour calculer la durée
de vie à partir de la densité spectrale de puissance ou Power Spectral Density (PSD).

1.2.2.1.1 Signal temporel

La méthodologie développée jusqu'ici permet de traiter les problèmes de fatigue par blocs,
avec chaque bloc présentant une amplitude de contrainte constante et une contrainte moyenne
nulle. En pratique, les chargements réels sont souvent plus complexes. Le comptage Rain�ow

permet alors d'identi�er des cycles de chargement à partir d'un historique de contrainte. Di�érents
algorithmes existent. À titre d'exemple, la méthode des quatre points [43] est présentée et illustrée
Figure 1.11. Graphiquement, une boucle fermée dans le plan contraintes-déformations est décrite
pour chaque cycle Rain�ow extrait de l'historique de la contrainte. Le décomposition du signal
se déroule en cinq étapes :

� Le signal est réduit à une séquence de maxima et de minima locaux, appelée processus
des extrema.

� Les quatre premiers points successifs σ1, σ2, σ3 et σ4 sont examinés, ils forment trois
étendues σ12 = |σ2 − σ1|, σ23 = |σ3 − σ2| et σ34 = |σ4 − σ3|.

� Si σ12 ≤ σ23 et σ23 ≤ σ33, le cycle Rain�ow dé�ni par son couple d'extrema (σ1, σ3)
est extrait du signal. Respectivement, son amplitude et sa valeur moyenne valent σ23 et
σ̄ = (σ3 + σ2)/2.

� Sinon, le rang des quatre points est incrémenté d'une unité et le test précédent est de
nouveau appliqué.

� La procédure est répétée jusqu'au dernier point de la séquence des extrema.
Suite à ces di�érentes étapes, il peut arriver que certains points du signal ne soient pas extraits.
Ils forment le résidu. A�n de ne pas le négliger, il est nécessaire de le décomposer lui aussi en
cycle élémentaires. Pour cela, une nouvelle séquence de chargement est formée à partir du résidu,
à la suite duquel il est une nouvelle fois ajouté. De nouveaux cycles peuvent alors être extraits en
appliquant la procédure précédemment dé�nie. L'ensemble de la décomposition est alors terminé.

Le calcul du dommage à partir du comptage Rain�ow est ensuite aisément réalisable via les
courbes SN, du diagramme de Haigh et de la loi de cumul de Palmgren et Miner. Cette approche
est appelée approche RSN (Rain�ow et courbes SN) dans la suite du manuscrit.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.11 � Comptage de cycles Rain�ow

1.2.2.1.2 Signal spectral

Cette section s'appuie sur les travaux de synthèses réalisés dans [37] et se limite aux processus
aléatoires gaussiens stationnaires et ergodiques. Pour rappel, un processus est dit stationnaire
si sa distribution de probabilité ne dépend pas du temps (par conséquent les valeurs telles que
la moyenne et la variance sont aussi indépendantes du temps). L'hypothèse d'ergodicité, quant
à elle, permet de remplacer les moyennes d'ensembles par les moyennes temporelles estimées
à partir de la réalisation unique du processus. Une PSD représente une densité normalisée en
fonction de la fréquence ω. Elle est dé�nie comme étant la transformée de Fourier de la fonction
d'autocorrélation du signal :

Φxx(ω) =

∫ +∞

−∞
R(τ)e−jωτdτ (1.20)

avec la fonction d'autocorrélation R(τ) = E[x(t)x(t+τ)] et le nombre complexe j tel que j2 = −1.
L'analyse en fatigue d'un signal spectral nécessite la formulation de nouvelles grandeurs, voici
une liste de celles qui seront utiles par la suite :

� Le ième moment spectral, mi =
∫ +∞
−∞ |γi|Φxx(γ)dγ

� Le nombre de passage par zéro avec une pente positive, ν+0 = 1
2pi

√
m2
m0

� Le nombre moyen de maxima par unité de temps, E[MT ] =
1
2π

√
m4
m2

� Le facteur d'irrégularité, γ =
ν+0

E[MT ]

� La densité de probabilité des maximas pour un processus gaussien, pb(b) = (1− γ2)fN +
γfR

Pour un processus gaussien de moyenne nulle, l'approche classique de traitement du signal
spectral consiste à dire que chaque maximum d'amplitude b est considéré comme étant un cycle
de contrainte d'amplitude b et de moyenne nulle. Ainsi d'après l'équation de Basquin, le dommage
se formule d = C−1bβ avec C et β des paramètres matériaux. Alors, la contribution au taux de
dommages des maxima compris dans l'intervalle [b, b+ db[ s'écrit :

∆(b)db = C−1bβE[MT ]pb(b)db (1.21)

avec pb(b) = (1− γ2)fN + γfR la densité de probabilité des maxima pour un processus gaussien,
fN une distribution gaussienne et fR une distribution de Rayleigh. Il en est �nalement déduit
l'espérance du dommage par unité de temps :

E[D] =

∫ +∞

0
∆(b)db = C−1E[MT ]

∫ +∞

0
bβpb(b)db (1.22)

27



Fiabilité dynamique en fatigue

De cette dernière formulation, plusieurs méthodes ont été développées a�n d'estimer l'espérance
du dommage. Certaines d'entre elles sont évoquées dans [37]. La plus connue est l'approximation
de Rayleigh (ou approximation à bande étroite) qui consiste à poser le facteur d'irrégularité
γ = 1, impliquant pb(b) = fR et permettant de formuler l'espérance du dommage par unité de
temps comme suivant :

E[DRay] = C−1 2
β/2

2π
Γ(1 +

β

2
)m

(β−1)/2
0 m

1/2
2 (1.23)

avec Γ(x) = 2
∫ +∞
0 t2x−1e−t2dt.

1.2.3 Cumul non linéaire du dommage

Par dé�nition les approches spectrales ne peuvent prendre en compte l'historique de charge-
ment. De plus, les approches temporelles basées sur un comptage de cycles négligent l'in�uence
de l'historique de chargement. Des modèles temporels sans comptage de cycles ont donc été dé-
veloppés. Dans [44, 45, 46], les modèles sont basés sur des hypothèses fortes et ne peuvent pas
être appliqués à des chargements multiaxiaux non proportionnels. En revanche dans [47], l'auteur
s'appuie sur les principes de la thermodynamique des processus irréversibles. Le modèle est ainsi
adapté pour tous types de chargements. Ce dernier modèle est donc considéré et présenté dans
les sous-sections suivantes.

1.2.3.1 Endommagement continu

L'endommagement continu est une notion initialement introduite par Kachnov. Dans [48], il
propose une dé�nition isotrope de l'endommagement. Le dommage est égal au rapport de l'aire
des micros défauts δSD sur l'aire totale δS :

D =
δSD

δS
(1.24)

Dans le cas d'un chargement uniaxial et d'un endommagement isotrope symétrique, le contrainte
e�ective s'exprime :

σ̃ =
σ

1−D
(1.25)

En plasticité, il est fait l'hypothèse que la relation de comportement reste toujours véri�ée pour
la contrainte e�ective. Il est alors possible d'écrire :

σ̃ =
σ

1−D
= Eεe (1.26)

avec E le module d'Young et εe la déformation élastique. En posant Ẽ = E(1−D), la contrainte
s'écrit :

σ = Ẽεe (1.27)

Le module d'Young est donc directement impacté par l'endommagement. En d'autres termes,
l'endommagement a pour conséquence de diminuer la valeur de la limite d'élasticité.

1.2.3.2 Modèle d'endommagement à deux échelles

Dans [49], Lemaitre et Doghri observent que pour des structures en acier sollicitées en fa-
tigue polycyclique (N ≥ 104), l'endommagement se manifeste par l'apparition de micro �ssures
au sein du matériau [50]. Un modèle d'endommagement à deux échelles (2SD) est alors déve-
loppé. Comme son nom l'indique, deux échelles sont dé�nies : une échelle macroscopique non
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endommageable conservant un comportement élastique et une échelle microscopique suivant un
comportement élastoplastique endommageable avec écrouissage cinématique linéaire. Pour lier
ces deux échelles, plusieurs relations de localisations existent. Ici, la relation de Lin-Taylor est
considérée :

εεε = εεεµ (1.28)

avec εεε la déformation et □µ la notation indiquant une grandeur à l'échelle microscopique. Concer-
nant l'amorçage du dommage, le modèle prévoit un seuil de plasticité pD. Ce n'est qu'une fois
cette valeur atteinte par le cumul plastique pµ que le dommage microscopique est initié. Ce der-
nier peut alors ensuite croître jusqu'à atteindre une valeur critique DC . Les équations du modèle
sont les suivantes :

εεεµ = εεεµe + εεεµp (1.29)

σµ = σ̃µ(1−Dµ) (1.30)

σ̃µ =

(
E

1− 2ν
PH +

E

1 + ν
PD

)
: εεεµe (1.31)

f =

√
3

2
∥ σ̃µD −Xµ ∥ −σµ

y (1.32)

N =
σ̃µD −Xµ

∥ σ̃µD −Xµ ∥
(1.33)

dεεεµp =

√
3

2
Ndpµ (1.34)

dXµ =

√
2

3
C(1−Dµ)Ndpµ (1.35)

dDµ =

(
Y µ

S

)s

dpµ (1.36)

Y µ =
1

2
σ̃µ : εεεµe (1.37)

avec σ̃µ la contrainte e�ective microscopique, PH le projecteur hydrostatique, PD le projecteur
déviatorique, f la surface de charge, σµ

y la limite d'élasticité microscopique, N la direction de
plasticité, Xµ l'écrouissage microscopique, C le module d'écrouissage, S et s les paramètres
d'endommagement et ∥ □ ∥ la norme L2.

La Figure 1.12 est issue de [51] et sert d'aide à la compréhension des principes théoriques du
modèle 2SD dans le cas d'un écrouissage cinématique linéaire. Sur la Figure 1.12.a une inclusion
(en noir) au sein d'un volume élémentaire (en rouge) est représentée. Cela permet de distinguer
les deux échelles. La Figure 1.12.b représente l'évolution des contraintes macroscopiques (en
rouge) et microscopiques (en noir) durant un cycle de chargement OABCD.

1.2.3.3 Implémentation du modèle 2SD

A l'échelle microscopique, le calcul de la réponse elasto-plastique est réalisé par retour radial
[52]. Cette approche est incrémentale et nécessite donc une discrétisation temporelle telle que
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(a) Inclusion au sein d'un volume élémentaire
élastique

(b) Diagramme des contraintes-déformations
pour un cycle de chargement OABCD

Figure 1.12 � Illustration des principes théoriques du modèle 2SD

tn+1 = ∆t+ tn. Les équations discrétisées du modèle sont de la forme suivante :

εεεn+1 = εεεµn+1 (1.38)

εεεµn+1 = εεεµe
n+1 + εεεµp

n+1 (1.39)

σµ
n+1 = σ̃µ

n+1(1−Dµ
n+1) (1.40)

σ̃µ
n+1 =

(
E

1− 2ν
PH +

E

1 + ν
PD

)
: εεεµe

n+1 (1.41)

f =

√
3

2
∥ σ̃µD

n+1 −Xµ
n+1 ∥ −σµ

y (1.42)

N =
σ̃µD
n+1 −Xµ

n+1

∥ σ̃µD
n+1 −Xµ

n+1 ∥
(1.43)

∆εεεµp =

√
3

2
∆pµN (1.44)

∆Xµ =

√
2

3
C(1−Dµ

n+1)∆pµN (1.45)

∆Dµ =

(
Y µ
n+1

S

)s

∆pµ (1.46)

Y µ
n+1 =

1

2
σ̃µ
n+1 : εεεµe

n+1 (1.47)

À l'instant tn+1, le retour radial [52] appliqué au modèle 2SD se construit en trois étapes :
l'hypothèse élastique, la transformation élastique et la transformation plastique. Ces étapes sont
détaillées dans les paragraphes suivants.

1.2.3.3.1 Hypothèse élastique

Dans un premier temps, la transformation est supposée élastique. Tous les incréments sont
donc supposés nuls. La déformation microscopique élastique, le déviatorique de la contrainte
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e�ective et la surface de charge s'écrivent :

εεεµe
n+1 = εεεen+1 − εεεµp

n (1.48)

σ̃µeD
n+1 =

E

1 + ν
PD : (εεεen+1 − εεεµp

n ) (1.49)

f =

√
3

2
∥ σ̃µeD

n+1 −Xµ
n ∥ −σµ

y (1.50)

1.2.3.3.2 Transformation élastique

Avec (1.50), si f ≤ 0 alors la transformation est élastique. L'hypothèse élastique est vraie et
les variables internes à l'instant tn+1 se calculent :

pµn+1 = pµn
εεεµp
n+1 = εεεµp

n

Dµ
n+1 = Dµ

n

Xµ
n+1 = Xµ

n

(1.51)

1.2.3.3.3 Transformation plastique

Avec (1.50), si f > 0 alors la transformation est plastique. L'hypothèse élastique est fausse. À
partir de l'équation (1.41), toutes les variables inconnues du problème sont exprimées en fonction
des variables connues et de ∆pµ. Par mesure de clarté, le calcul est détaillé en posant s = 1.

σ̃µ
n+1 = (

E

1− 2ν
PH +

E

1 + ν
PD) : εεεµe

n+1 (1.52)

σ̃µD
n+1 =

E

1 + ν
PD : εεεµe

n+1 (1.53)

σ̃µD
n+1 =

E

1 + ν
PD : (εεεen+1−εεεµp

n+1
) (1.54)

σ̃µD
n+1 =

E

1 + ν
PD : (εεεen+1 − εεεµp

n −∆εεεµp) (1.55)

σ̃µD
n+1 = σ̃µeD

n+1 − E

1 + ν
PD : ∆εεεµp (1.56)

σ̃µD
n+1 = σ̃µeD

n+1 − E

1 + ν
∆εεεµp (1.57)

σ̃µD
n+1 −Xµ

n+1 = σ̃µeD
n+1 −Xµ

n − E

1 + ν
∆εεεµp −∆Xµ (1.58)

||σ̃µD
n+1 −Xµ

n+1||N = ||σ̃µeD
n+1 −Xµ

n ||Ne − E

1 + ν
∆εεεµp −∆Xµ (1.59)√

2

3
σµ
yN = ||σ̃µeD

n+1 −Xµ
n ||Ne −

√
3

2

E

1 + ν
∆pµN −

√
2

3
C(1−Dµ

n+1)∆pµN (1.60)

||σ̃µeD
n+1 −Xµ

n ||Ne = (

√
3

2

E

1 + ν
∆pµ +

√
2

3
C(1−Dµ

n+1)∆pµ +

√
2

3
σµ
y )N (1.61)

0 =
3

2

E

1 + ν
∆pµ + C(1−Dµ

n+1)∆pµ − f (1.62)

0 =
3

2

E

1 + ν
∆pµ + C(1−Dµ

n −
Y µ
n+1

S
∆pµ)∆pµ − f (1.63)

0 = A1Y
µ
n+1 +A2∆pµ +A3 (1.64)

0 = A1a1∆pµ4 +A1a2∆pµ3 +A1a3∆pµ2 +A2∆pµ +A3 (1.65)
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avec A1 = −CS−1, A2 =
3
2

E
1+ν +C(1−Dµ

n), A3 = −f , a1 = 3
4

E
1+ν , a2 = −

√
3
2

E
1+ν (εεε

e
n+1−εεεµp

n ) :

N et a3 = 1
2(εεε

e
n+1 − εεεµp

n ) : ( E
1−2νP

H + E
1+νP

D) : (εεεen+1 − εεεµp
n ).

Si pµn > pD alors la transformation est plastique avec dommage et l'incrément de plasticité se
calcule en résolvant (1.65). Sinon, la transformation est plastique sans dommage et l'incrément
de plasticité s'écrit :

∆pµ =
f

3
2

E
1+ν + C

(1.66)

Finalement, les variables internes à l'instant tn+1 se calculent :

pµn+1 = pµn +∆pµ

εεεµp
n+1 = εεεµp

n +
√

3
2∆pµN

Dµ
n+1 = Dµ

n + a1∆pµ
2
+a2∆pµ+a3
S ∆pµ

Xµ
n+1 = Xµ

n +
√

2
3C(1−Dµ

n+1)∆pµN

(1.67)
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1.3 Fiabilité en fatigue

1.3.1 Identi�cation des sources d'incertitudes propres à une étude du dom-
mage en fatigue

L'incertitude, en son sens large, est la zone au sein de laquelle se trouve probablement la
valeur vraie d'une quantité étudiée. Cette zone est dé�nie par une dispersion et dans le cadre
de la théorie des probabilités, se quanti�e par ses moments probabilistes (espérance, variance,
skewness, kurtosis, etc.). Il existe plusieurs façons de classer les di�érentes sources d'incertitudes
présentes dans un problème [53, 54]. L'une d'entre elles formule deux familles : les incertitudes
épistémiques et les incertitudes aléatoires. Les incertitudes épistémiques peuvent êtres de nature
géométrique, matérielle (à l'échelle macroscopique), expérimentales, etc. Elles sont causées par
un manque de connaissances. Elles peuvent donc être réduites en faisant davantage d'e�orts,
notamment sur la qualité de fabrication (pour réduire la variabilité géométrique), les techniques
de mesures, le nombre d'essais, etc. Concernant les incertitudes aléatoires, elles sont intrinsèques
aux phénomènes considérés et ne peuvent donc pas être réduites. Elles peuvent, par exemple, être
causées par la variation des conditions environnementales tels que le climat, le vent ou la houle.
Cependant, en fonction des moyens et du problème considéré, le suivi en continu ou le contrôle
ponctuels des paramètres incertains permet une meilleur prise en compte de leur variabilité.

Au cours de ce travail di�érents outils mécaniques et statistiques sont utilisés dans l'objectif
d'étudier et de prédire les phénomènes propres à la fatigue. Comme mentionné précédemment,
il est important d'étudier en amont les di�érentes sources d'incertitudes présentes au sein de
ces outils a�n de mettre en relief les résultats qu'ils permettent d'obtenir. La Figure 1.13 liste
les di�érentes étapes nécessaires à l'obtention de la valeur du dommage tout en illustrant la
propagation des incertitudes. Trois sources d'incertitudes interviennent dans notre problème :
le chargement, la géométrie et le matériau. Quelque soit le cas d'étude, à l'échelle locale, ces
sources sont classées selon deux familles : celles qui sont internes à la structure et celles qui ont
une in�uence sur la méthode de calcul du dommage en fatigue. La contrainte locale se calcule à
partir de la contrainte nominale et du coe�cient de concentration des contraintes. La contrainte
nominale dépend du chargement et le coe�cient de concentration dépend de la géométrie. Les
incertitudes de chargement et de géométrie sont donc classées comme interne à la structure.
Les incertitudes dues au matériau sont classées comme in�uentes sur la méthode de calcul du
dommage. Avec ce formalisme et à partir de l'étude bibliographique réalisée sur les méthodes de
calcul du dommage, trois cadres d'étude sont dé�nis :

� La première est basée sur un cumul linéaire du dommage. Le dommage est calculé avec
(1.19). n(∆σi) porte les incertitudes liées à la structure étudiée (en vert). Ni porte les
incertitudes internes aux éprouvettes sur lesquels les essais de fatigue ont été réalisés (en
bleu) et au matériau (en rouge).

� La seconde est basée sur un cumul non linéaire du dommage. Le dommage porte alors les
incertitudes liées à la structure étudiée (en vert) et au matériau (en rouge).

� La troisième est basée sur un cumul non linéaire du dommage où le modèle est calibré à
partir de courbes SN. Comme pour la seconde étude, le dommage porte alors les incer-
titudes liées à la structure étudiée (en vert) et au matériau (en rouge). À celles là sont
ajoutés les incertitudes internes aux éprouvettes (en bleu).

1.3.2 Calibration des incertitudes

La sortie d'un modèle est couverte d'incertitudes. Pour les réduire, il est possible de calibrer
les incertitudes en entrée à partir de mesures en sorties. Dans les sections suivantes, la calibration
bayésienne et quelques méthodes numériques sont présentées.
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Figure 1.13 � Sources d'incertitudes par le calcul du dommage en fatigue

1.3.2.1 Calibration bayésienne

1.3.2.1.1 Principe de la calibration bayésienne

Comme dé�ni dans [55, 56, 57], la calibration bayésienne est une approche permettant d'iden-
ti�er la distribution d'une ou plusieurs variables aléatoires à partir d'un ensemble de mesures
observées. Pour détailler son principe, considérons un modèle de calcul M dé�ni tel que :

Y = M(Z) (1.68)

avec Z le vecteur des variables aléatoires en entrée et Y la grandeur en sortie. En disposant
d'un ensemble de mesures indépendantes de Y dit ensemble des observations Y obs, l'équation
précédente se réécrit en introduisant un terme d'erreur ξ.

Y obs = M(Z) + ξ (1.69)

avec l'hypothèse ξ ∼ N(0,Σξ) et Σξ la matrice de covariance. le théorème de Bayes permet de
calculer la densité de probabilité a posteriori fZ(z) à partir des densités de probabilité a priori
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pZ(z) et d'un fonction de vraisemblance des observations L(z,Y obs) :

fZ(z) =
1

c
pZ(z)L(z,Y obs) (1.70)

avec c le paramètre de normalisation.

1.3.2.1.2 Application de la calibration bayésienne

En pratique, la matrice de covariance Σξ n'est que rarement connue. Par simplicité, Σξ est
souvent considérée comme une matrice diagonale telle que :

Σξ = σ2
ξI (1.71)

Puisque σ2
ξ n'est pas non plus connu, il est ajouté à l'ensemble des variables aléatoires à identi�er.

En supposant a priori que l'incertitude due au modèle et l'erreur ξ sont indépendantes, (1.70) se
réécrit :

fZ,σ2
ξ
(z, σ2

ξ ) =
1

c
pZ(z)pσ2

ξ
(σ2

ξ )L(z,Y obs) (1.72)

En raison de la dimension stochastique du problème, le calcul de c peut s'avérer coûteux. Cepen-
dant, puisque qu'il s'agit d'un facteur de normalisation, sa valeur peut dans un premier temps
être négligée. Puis, dans un second temps, elle est calculée pour un coût réduit en normalisant les
densités de probabilité à posteriori obtenues. C'est le principe d'un certain nombre de méthodes
telles que celles introduites dans le paragraphe suivant.

1.3.2.1.3 Méthodes pour la calibration bayésienne

De nombreuses méthodes numériques permettant de réaliser une calibration bayésienne existent.
À tire d'exemple, l'inférence bayésienne variationnelle (variational bayesian inference) [58] est
très utilisée. La distribution a posteriori est calculée en minimisant l'écart entre la distribution
a priori et une distribution recherchée parmi un ensemble de candidats de distributions paramé-
triques. D'autres approches plus récentes existent, telles que :

� Transport maps est introduit par [59]. Cette approche est basée sur la théorie des trans-
ports optimaux [60].

� Vraisemblance spectrale introduite dans [61]. Cette approche propose d'approximer la
fonction de vraisemblance avec un chaos polynomial. Dans ce contexte, les moments
statistiques a posteriori sont calculés analytiquement à partir des coe�cients du chaos
polynomial. Les fonctions de vraisemblance étant souvent complexes, il n'est pas simple
de les approximer. Une solution à ce problème est proposée dans [62]. L'approximation
est cette fois-ci réalisée avec un chaos polynomial par morceaux.

� Mise à jour bayésienne à partir de méthodes de �abilité structurelle est proposé dans [63].
Le problème bayésien est reformulé en un problème de �abilité structurelle.

Cependant la méthode la plus populaire pour ce type d'application reste la méthode de Monte
Carlo Markov Chain (MCMC) [64].

1.3.2.2 Méthode MCMC

Une chaîne de Markov (Zn)n est une suite de variables aléatoires Zn dé�nies telles que :

Zn+1 = ZnP
Ker (1.73)

avec PKer le noyau de transition. Ainsi, la méthode MCMC consiste à dé�nir une chaîne de
Markov telle que la loi de Zn converge vers une loi stationnaire. Pour ce faire, de nombreuses
approches existent. La plus utilisée est l'algorithme de Metropolis Hastings [65].
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1.3.2.2.1 Algorithme de Metropolis Hastings

À l'itération n, un candidat z′
n est généré aléatoirement à partir de sa distribution a priori

pZ . Sa probabilité d'acceptation α est calculée selon la formule ci-dessous.

α = min

{
1,

L(z′
n,Y

obs)pZ(zn|z′
n)

L(zn,Y obs)pZ(z′
n|zn)

}
(1.74)

avec zn le dernier candidat accepté. Une réalisation u suivant la loi U(0, 1) est générée. Si u ≤ α
alors le candidat est accepté : il est utilisé pour alimenté l'ensemble des réalisations a posteriori
zn+1 = z′

n. Si u > α alors le candidat est refusé. La méthode est répétée jusqu'à ce le nombre
de candidats acceptés atteigne un seuil dé�nit par l'utilisateur.

L'approche initiale est basée sur un choix de distribution a priori symétrique tel que pZ(zn|z′
n) =

pZ(zn|z′
n). Sous cette condition, (1.74) se réécrit :

α = min

{
1,

L(z′
n,Y

obs)

L(zn,Y obs)

}
(1.75)

L'algorithme est dit �à marche aléatoire� puisque la progression dépend de la réalisation d'une
distribution uniforme. Le principal inconvénient de l'algorithme de Metropolis Hastings est causé
par le besoin de dé�nir une distribution a priori. Idéalement cette dernière doit être le plus proche
possible de la distribution a posteriori (qui est inconnue). Avec l'algorithme adaptatif de Metro-
polis Hastings [66], la distribution a priori est modi�ée au cours du processus à partir des points
générés acceptés. La marche aléatoire peut nécessiter un grand nombre d'itérations avant que
la distribution a posteriori converge. Au lieu de s'appuyer uniquement sur une marche aléatoire
pour échantillonner la distribution a posteriori, les algorithmes de Monte Carlo Hamiltonien [67]
exploitent le gradient de la distribution a posteriori pour construire une chaîne de Markov à
l'aide de la dynamique Hamiltonienne. La plupart des algorithmes MCMC sont peu performants
lorsque la distribution cible présente une forte corrélation entre les paramètres. L'algorithme
d'ensemble a�ne invariant [68] atténue ce problème. Il a la propriété d'être invariant aux trans-
formations a�nes de la distribution cible. Cela signi�e que s'il existe une transformation a�ne de
la distribution cible di�cile à échantillonner en une distribution cible plus facile à échantillonner,
l'algorithme d'ensemble a�ne invariant échantillonne les deux distributions avec la même facilité
sans exiger explicitement cette transformation a�ne.

1.3.2.2.2 Convergence de la méthode MCMC

Un inconvénient majeur de la méthode MCMC est le nombre élevé d'itérations nécessaire
avant que la méthode ne converge. Ainsi, tant que la méthode n'a pas convergé, tous les candidats
acceptés sont à extraire de l'ensemble des réalisations a postériori. Cette phase s'appelle le burn-
in. En post-traitement, un critère seuil de corrélation Rmax est dé�ni. Le dernier instant n0 où
la valeur absolue de la corrélation R(zn) est supérieure au seuil est calculé tel que :

∃!n0 | ∀n > n0, |R(zn)| < Rmax (1.76)

Ainsi, seuls les candidates accepté après l'instant n0 sont conservés. Cette approche est illustrée
avec la Figure 1.14.

La convergence de la méthode MCMC dépend de plusieurs facteurs : le coût du modèle,
la largeur et la forme des distributions a priori, la corrélation entre les variables et le nombre
de variables aléatoires. Si le coût du modèle est élevé, il est possible de mettre en place un
métamodèle moins coûteux. Si le nombre de variables aléatoires est élevé, il peut être réduit
en ne considérant que celles qui ont une in�uence signi�cative sur la grandeur d'intérêt (cette
in�uence peut être quanti�ée au préalable avec une analyse de sensibilité). En revanche, les
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Figure 1.14 � Représentation schématique de l'évolution des corrélation et du critère de burn-in

distributions a priori doivent être choisies les plus proches possibles des distributions a postériori.
Sans information, ce choix est complexe. Les distributions a priori sont alors souvent choisies
uniformes (ce qui est la distribution la moins informative) et les variables aléatoires sont supposées
indépendantes. Ce manque de connaissances peut avoir un impact signi�catif sur la convergence
de la méthode MCMC aussi bien en temps qu'en précision.

1.3.3 Dé�nitions de la fonction de performance

Un fois les incertitudes considérées dé�nies (cf. 1.3.1) et calibrées (cf. 1.3.2), le modèle d'en-
dommagement sélectionné (cf. 1.2), il ne reste plus qu'à dé�nir la fonction de performance avant
de réaliser l'analyse de �abilité. Comme vu précédemment, les quantités R et S su�sent à dé�-
nir la fonction de performance. Cependant, en fonction du problème considéré et du choix de la
quantité d'intérêt, leur formulation peut varier.

1.3.3.1 Expression en fonction du nombre de cycles

Dans le cadre d'une étude du nombre de cycles à rupture, R et S se formulent comme suivant :
R = N(Z) et S = n(Z, t). La fonction de performance s'écrit alors :

G(Z, t) = N(Z)− n(Z, t) (1.77)

Cette formulation nécessite la modélisation stochastique des densités de probabilité des incerti-
tudes inhérentes au problème. L'une concerne la résistance en fatigue et est notée N . Tandis que
l'autre concerne les sollicitions de la structure et est notée n. La modélisation stochastique de
N est le plus souvent réalisée à partir d'essais expérimentaux [69, 70]. N dépend principalement
de la géométrie et du matériau. La modélisation stochastique de n est le plus souvent réalisée à
partir de mesures en service [71]. n dépend principalement du chargement et donc du temps.

1.3.3.2 Expression en fonction du dommage

Dans le cadre d'un étude du dommage, R et S se formulent : R = DC et S = D(Z, t). La
fonction de performance s'écrit alors :

G(Z, t) = DC −D(Z, t) (1.78)

avec respectivement DC et D les dommages critique et structurel. Le plus souvent D est une
variable aléatoire tandis que Dc est une variable déterministe [72]. Mais il arrive que l'incerti-
tude due au calcul de D soit prise en compte dans Dc, rendant aussi cette variable aléatoire. Les
formulations de ces deux quantités sont nombreuses et dépendent du choix du modèle d'endom-
magement. Dans un cadre �abiliste, la méthode la plus souvent sélectionnée est le cumul linéaire
de Palmgren et Miner.
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1.3.3.2.1 Palmgren et Miner dans un carde �abiliste

Usuellement, une courbe SN est représentée soit par une approximation bilinéaire soit par
une approximation trilinéaire. Dans le cas de l'approximation bilinéaire, le nombre de cycles à
rupture s'écrit :

log10(N) =

{
alog10(∆σ) + log10(b) si 2σµ

y ≤ ∆σ
+∞ si ∆σ < 2σµ

y
(1.79)

Dans le cas l'approximation trilinéaire, le nombre de cycles à rupture se réécrit :

log10(N) =


a1log10(∆σ) + log10(b1) si ∆σ∗ ≤ ∆σ
a2log10(∆σ) + log10(b2) si 2σµ

y ≤ ∆σ < ∆σ∗

+∞ si ∆σ < 2σµ
y

(1.80)

Avec (a, b) les paramètres SN de l'approximation bilinéaire, (a1, a2, b1, b2,∆σ∗) les paramètres SN
de l'approximation trilinéaire et σµ

y la limite de fatigue asymptotique. Dans [73], deux variables
aléatoires sont introduites. La première, ξ∆σ modélise le facteur d'erreur sur ∆σ. La seconde,
DC modélise l'incertitude sur la règle de Palmgreen et Miner. Dans le cas d'une approximation
bilinéaire, la fonction de performance s'écrit :

G = DC − bξa∆σ

I∑
i=1

∆σa
i (1.81)

Dans le cas d'une approximation trilinéaire, la fonction de performance s'écrit :

G = DC −

b1ξ
a1
∆σ

I∑
i=1,∆σ∗≤∆σi

∆σa1
i + b2ξ

a2
∆σ

I∑
i=1,∆σi<∆σ∗

∆σa2
i

 (1.82)

Il existe alors deux méthodes pour simpli�er ces fonctions de performance. La première suit les
instruction de Madsen [74] et la seconde permet de simpli�er l'expression du dommage attendu
D.

� Avec la méthode de Madsen, pour calculer la fonction de performance il est nécessaire de
calculer

∑
∆σa

i . Cependant, la distribution de cette variable aléatoire est souvent di�cile
à obtenir. Si le nombre de cycles est grand et la variation des contraintes est su�samment
faible, alors la distribution peut être approximée par une loi normale.

� Avec une approximation du dommage attendu, Straub [75] propose de remplacer la somme
des variables aléatoires par son espérance.

D =
I∑

i=1

Di ≈ IE[Di] (1.83)
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1.4 Premiers choix réalisés pour l'analyse de �abilité en fatigue

Durant ce travail bibliographique, trois grands thèmes ont été abordés : la �abilité, la fatigue
et le couplage �abilité-fatigue.

Dans la première section, il a été introduit le concept de �abilité dépendant du temps ainsi que
quelques méthodes permettant de calculer les probabilités de défaillance instantanée et cumulée.
Il a alors été souligné que l'un des enjeux premiers de ces méthodes était la gestion d'un bon
compromis entre précision et temps de calculs. En e�et, dans le cas de la �abilité dynamique,
augmenter la dimension temporelle permet de ne rater aucun point de défaillance mais revient
aussi à augmenter la dimension stochastique du problème et donc le coût de calcul. Dans la
seconde section, di�érentes méthodes de calcul du dommage ont été présentées. La première
fait l'hypothèse d'un cumul linéaire du dommage, tandis que la seconde ne formule pas cette
hypothèse mais implique des coûts de calculs plus élevés. Dans la troisième section, les notions
de �abilité et de fatigue ont été croisées. Cela a notamment permis d'étudier les di�érentes sources
d'incertitudes propres aux études en fatigue ainsi que la formulation de fonctions de performance
dépendant du dommage.

Pour la suite, deux critères sont formulés a�n d'assurer un certain niveau de précision du-
rant l'estimation de la probabilité de défaillance d'une structure sollicitée en fatigue : prendre
en compte l'historique de chargement et ne formuler aucune hypothèse a priori sur la forme
de la fonction de performance. Respecter le premier critère implique de réaliser un cumul non
linéaire du dommage. D'après l'étude bibliographique réalisée, le modèle 2SD est préconisé. Puis-
qu'il s'agit d'un modèle d'endommagement continu, la fonction de performance la plus adaptée
correspond à la formulation (1.78). Le dommage étant croissant au cours du temps et DC ne
dépendant pas du temps, G(Z, t) est alors décroissante. Toutes les méthodes évoquées pour la
�abilité peuvent donc être utilisées (qu'elles soient statiques ou dynamiques). Pour cette raison,
la probabilité de défaillance instantanée n'est par la suite plus distinguée de la probabilité de
défaillance cumulée et se note Pf (t). Respecter le second critère implique d'écarter les méthodes
SORM, FORM, PHI2 et PHI2+ puisqu'elles supposent que la fonction de performance est linéaire
ou quadratique. De ces deux critères, un nouvel enjeu se formule alors. Le modèle mécanique
préconisé est un modèle incrémental et du fait des temps longs considérés son coût numérique
est extrêmement élevé. Dans la cadre d'une analyse de �abilité, il est donc nécessaire de dé�nir
judicieusement une stratégie permettant de conserver les coûts numériques contrôlés.

Dans le chapitre suivant les paramètres matériau du modèle d'endommagement sont calibrés
à partir de courbes SN.
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Chapitre 2

Estimation des paramètres matériaux à

partir de courbes SN probabilistes
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L'objectif de ce chapitre est de calibrer les paramètres matériau du modèle 2SD, présentés en
section 1.2.3.2, à partir de courbes SN probabilistes. Il s'agit de diverses améliorations apportées
aux travaux réalisées dans [76, 51]. En d'autres termes, l'objectif est de résoudre un problème
inverse de façon à ce que le modèle 2SD permette de reconstruire des courbes SN issues d'essais
de fatigue. Pour ce faire, une stratégie en trois temps est développée. Pour réaliser la calibration,
de nombreux appels au modèle sont réalisés. Dans un premier temps, une formulation peut
coûteuse permettant de construire des courbes SN avec le modèle 2SD est dé�nie. Dans un second
temps, la méthode utilisée pour calibrer les paramètres est présentée en cinq parties : sélection
des paramètres incertains, sélection de la méthode de calibration, sélection des distributions
probabilistes a priori, sélection de la fonctionnelle à minimiser et ajout d'un critère assurant des
résultats conservatifs. Dans un dernier temps, la stratégie est appliquée à partir de courbes SN
issues d'un joint tubulaire.

La stratégie proposée est valorisée dans [77].

2.1 Reconstruction des courbes SN probabilistes

2.1.1 Courbes SN probabilistes

Det Norske Veritas (DNV) [69] fournit un jeu de coe�cients pour modéliser des courbes
SN probabilistes avec une approximation bilinéaire en coordonnées log-log. Ces coe�cients pro-
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viennent d'essais de fatigue expérimentaux. Ils dépendent de la géométrie de la structure consi-
dérée ainsi que de ses propriétés matériau. La distribution du nombre de cycles à rupture N pour
une amplitude de contrainte ∆σi se calcule avec l'équation (1.79) rappelée ci-dessous.

log10(N) =

{
alog10(∆σ) + log10(b) si 2σµ

y ≤ ∆σ
+∞ si ∆σ < 2σµ

y
(2.1)

Avec a une grandeur déterministe et log10(b) une réalisation de log10(B) ∼ N (ElogB,VlogB) (une
distribution normale d'espérance ElogB et de variance VlogB). Chaque courbe SN N(∆σi) est
obtenue pour une réalisation de B. Selon ce modèle, N(∆σi) suit donc une loi log-normale. Dans
ce format probabiliste, une courbe SN relie les points d'un quantile de la distribution de N pour
chaque ∆σi.

Dans le DNV [69], plusieurs classes sont dé�nies pour caractériser la variété des joints soudés
et leurs conditions d'exploitation (avec ou sans protection cathodique, avec ou sans exposition à
l'eau de mer, etc.). Par exemple, en considérant que la limite de fatigue asymptotique est atteinte
après 106 cycles, la classe T correspond à un joint tubulaire et la classe D est utilisée pour le calcul
au point chaud (hot spot) [78]. La valeur de a et la distribution de log10(B) sont identiques pour
ces deux classes dans le cas d'une exposition à l'eau de mer avec protection cathodique. La valeur
déterministe de la pente est a = −3. La valeur recommandée de la variance est VlogB = 0.22 dans
DNV [69] et VlogB = 0.2752 dans ARSEM [70]. Ici, VlogB = 0.272 est choisie a�n de représenter
la variabilité du matériau. Finalement, la valeur de log10(b) pour un quantile 2.3% (Q2.3) est
log10(b) = 11.764. Sachant que log10(B) suit distribution normale N (ElogB,VlogB = 2.72), il est
possible d'en déduire des courbes SN correspondantes à d'autres quantiles comme illustré avec la
Figure 2.1 pour 5% (Q5) et 25% (Q25). Dans cette Figure, la distribution de N(∆σi) est tracée
pour 10 amplitudes de contraintes ∆σi à partir de (2.1). De plus, la Figure 2.2 représente les
quantiles obtenus pour di�érentes valeurs de la variance VlogB.

Figure 2.1 � Courbes SN pour di�érents quantiles et VlogB = 7.22

Par la suite, le quantile utilisé pour dé�nir l'objectif de calibration est Q2.3. C'est le quantile
utilisé dans les véri�cations réglementaires semi-probabilistes. De plus, les courbes SN construites
avec (2.1) sont appelées courbes observées (ou courbes de référence).

2.1.2 Application 1D du modèle 2SD

Sachant que la plus part des courbes SN sont issues d'essais de traction-compression avec une
amplitude de contrainte constante et centrée en zéro, le modèle 2SD est appliqué dans ce cadre
d'étude. D'après les équations du modèle 2SD et dans le cas d'un problème 1D (une dimension),
une relation analytique entre le nombre de cycles à rupture estimé N̂ et les paramètres matériau
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Figure 2.2 � Courbes SN pour di�érents quantiles et di�érentes variances VlogB

du modèle 2SD est trouvée :

N̂(∆σi) =
2C + 3E

6(∆σi − 2σµ
y )

pD +
C(2ES)s(2s+ 1)

3
(
σ̃µ2s+1

i − (2σµ
y − σ̃µ

i )
2s+1

)DC (2.2)

Avec ∆σi l'amplitude de contrainte à l'échelle macroscopique et σ̃µ
i =

C∆σi+3Eσµ
y

2C+3E la contrainte
e�ective à l'échelle microscopique. Cette formule est une correction de celle proposée dans [51]
et est démontrée en Annexe 1. À noter que les courbes SN indiquent le nombre de cycles à
rupture N(∆σi) tandis que (2.2) indique le nombre de cycles entrainant la formation d'un �ssure
à l'échelle microscopique Dµ = DC . Par conséquent, identi�er les distributions des paramètres
matériau du modèle 2SD en utilisant les courbes SN suppose que lorsque le dommage en fatigue
atteint DC , il y a rupture après seulement quelques cycles supplémentaires.
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2.2 Identi�cation et caractérisation des paramètres matériau in-

certains

2.2.1 Sélection des paramètres matériaux incertains

Le modèle 2SD fait intervenir 8 paramètres matériau : E, ν, s, σµ
y , C, pD, S, DC . Une étude

bibliographique est réalisée a�n de distinguer les paramètres à considérer comme déterministes
de ceux à considérer comme incertains :

� D'après [79], dans le cas des aciers, les coe�cients de variation de E et ν sont inférieurs
à 5%. Par conséquent, au vu des autres variabilités, E et ν sont considérés déterministes
où E = 2.1 1011 Pa et ν = 0.30.

� D'après Lemaitre [80, 51], la valeur la plus appropriée de s est 1 .
� La limite élastique microscopique σµ

y est facilement identi�able via les courbes SN puis-
qu'elle correspond à la limite de fatigue asymptotique. Dans le cas du joint tubulaire, elle
vaut σµ

y = 41.703 MPa.
Les paramètres (E, ν, s, σµ

y ) sont donc considérés déterministes et Z = (C, pD, S,DC) aléatoires.

2.2.2 Stratégie de calibration des paramètres matériau

Comme dé�ni en section 1.3.2.1, plusieurs méthodes de calibration existent : Bayesian Infe-

rence, Transport Maps ou MCMC. Dans [51], les auteurs utilisent cette dernière méthode avec
l'algorithme de Metropolis Hastings. Ne connaissant pas la forme des distributions a posteriori,
les distributions a priori sont par défaut considérées uniformes et la fonction de vraisemblance
est dé�nie comme suivant :

L(z, N(∆σi)) =
I∏

i=1
φξ (ξi)

ξi = min
k∈J1;KK

|log10(Nk(∆σi))− log10(N̂(∆σi, z))|
(2.3)

Avec I le nombre d'amplitudes observées, K le nombre de réalisations associées à chaque am-
plitude et φξ la fonction densité de probabilité du terme d'erreur ξ. La méthode de calibration
MCMC repose sur un principe clef : le support des distributions doit être su�samment large
pour contenir l'ensemble des potentielles réalisations observées de chaque variable aléatoire et
su�samment �n pour éviter des coûts numériques élevés dus à la prise en compte de réalisations
irréalistes. Ceci est un challenge pour les sorties avec une grande variabilité. Pour cette raison,
d'après un jugement d'expert, les auteurs de [51] ont réduit manuellement la taille des supports
avant de réaliser la calibration. Dans les prochaines sections, cette méthode est améliorée selon
deux axes : en proposant une stratégie permettant de justi�er le choix des supports et en ajoutant
un critère conservatif durant l'identi�cation des distributions probabilistes.

2.2.2.1 Stratégie pour déduire des supports améliorés à partir de supports larges

La méthode MCMC avec l'algorithme de Métropolis Hastings est connue pour être à conver-
gence lente [81] et nécessite de nombreux appels au modèle. L'objectif de cette section est de
dé�nir des supports �ns aux distributions a priori de façon à éviter des coûts de calculs trop
élevés durant l'identi�cation des distributions. Dans [47, 82, 79], plusieurs jeux de paramètres
pour les aciers sont proposés. En considérant la valeur la plus faible et la plus élevée pour chaque
paramètre, avec Zj ∈ [ZLmin

j , ZLmax

j
] pour j ∈ J1, 4K, un premier support est dé�ni tel que :

Z =


C
pD
S
DC

 ZLmin

=


2 103

0
10−3

0


(MPa)

(MPa)
ZLmax

=


3 106

10
7
1


(MPa)

(MPa)
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Cependant, ces supports ne correspondent pas à un matériau donné puisqu'ils se composent
de valeurs issues de di�érentes sources bibliographiques travaillant sur di�érents types d'aciers.
En conséquence, l'objectif est de fournir des supports améliorés [Z∗min

j , Z∗max

j ] inclus dans les

supports larges [ZLmin

j , ZLmax

j
] (où L signi�e large). Leurs bornes sont déterminées de façon à ce

que la di�érence entre les courbes SN observée et estimée pour Q2.3 soit minimale. Cela revient
à résoudre le problème suivant :

(Z∗min

,Z∗max

) = argmin
(Zmin

j ,Zmax
j )∈Ω

(∣∣∣a−â(Z,Zmin,Zmax)
a

∣∣∣+ ∣∣∣ b−b̂(Z,Zmin,Zmax)
b

∣∣∣)
Ω = {(Zmin

j , Zmax
j ) ∈ [ZLmin

j , ZLmax

j ]× [Z
Lmin
j

j , Z
Lmax
j

j ] | ∀j ∈ J1, 4K, Zmin
j < Zmax

j }
(2.4)

Avec (a; log10b) = (−3; 11.764) comme indiqué en section 2.1.1 et (â, b̂) obtenus par régression
linéaire de N̂(∆σi,Z) pour Q2.3. Sachant que a et log10(b) correspondent respectivement à la
pente et à l'ordonnée à l'origine de la courbe SN, une analyse de sensibilité élastique One-At-
a-Time [83] est réalisée pour étudier l'in�uence de chacun des paramètres incertains sur (â, b̂).
La Figure 2.3 montre le nombre de cycles à rupture obtenu avec (2.2) pour I = 10 et pour trois
valeurs de Zj : ZLmin

j , ZLmax

j et ZLmoy

j = 1
2(Z

Lmin

j +ZLmax

j ). Pour chaque sous Figure, les courbes
SN avec les mêmes marqueurs sont obtenues en faisant varier le même paramètre et en �xant les
autres. Dans Figure 2.3.a, lorsque C est faible il in�ue principalement sur la pente de la courbe
SN tandis que lorsqu'il est élevé il in�ue sur l'ordonnée à l'origine. Dans Figure 2.3.c, pour des
valeurs élevées de (C, S,DC), pD in�ue uniquement sur la pente tandis que que pour des valeurs
faibles, il in�ue principalement sur l'ordonnée à l'origine. Dans les Figures 2.3.b et 2.3.d, quels
que soient les valeurs de (C, pD), S et DC in�uent uniquement sur l'ordonnée à l'origine.

(a) Analyse de sensibilité par rapport C (b) Analyse de sensibilité par rapport S

(c) Analyse de sensibilité par rapport pD (d) Analyse de sensibilité par rapport DC

Figure 2.3 � Analyse de sensibilité élastique d'une courbe SN par rapport Z
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De l'étude de sensibilité précédente, deux types de variables aléatoires sont distinguées : celles
qui in�uent sur l'ordonnée à l'origine (C,DC , S) et celles qui in�uent sur la pente (C, pD). À
partir de ces observations, l'optimisation consiste à tronquer les distributions de Z en diminuant
la taille de ses supports. Puisque la troncature des supports de (C, pD) a�ecte â et celle de
(C,DC , S) a�ecte b̂, (2.4) se réécrit :



(Z∗
min

,Z∗
max) = argmin

(Zminj
,Zmaxj )∈Ω

(θ + γ)

θ = |a−â(Z,Zmin
1 ,Zmax

1 ,Zmin
4 ,Zmax

4 )
a |

γ = | b−b̂(Z,Zmin
1 ,Zmax

1 ,Zmin
2 ,Zmax

2 ,Z
3min ,Z

max
3 )

b |
Ω = {(Zmin

j , Zmax
j ) ∈ [ZLmin

j , ZLmax

j ]× [ZLmin

j , ZLmax

j ] | ∀j ∈ J1, 4K, Zmin
j < Zmax

j }

(2.5)

2.2.2.2 Choix des paramètres I et K

Pour terminer, les valeurs (I,K) doivent être choisies. Pour atteindre un niveau de con�ance
de 99% dans la description de N(∆σi), K est �xé à 2 104. Concernant I, plus il est élevé mieux
les contraintes sont discrétisées mais plus le coût numérique est élevé. Un compromis est trouvé
pour I = 10 avec ∆σi ∈ [93.4, 493.4] MPa. L'ensemble des valeurs ∆σi considérées est indiqué
dans le Tableau ci-dessous.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∆σi (MPa) 93.4 137.8 182.3 226.7 271.2 315.6 360.1 404.5 449.0 493.4

Table 2.1 � Amplitudes de contraintes considérées

2.2.2.3 Supports améliorés obtenus

Pour (I,K) = (10, 2 104), l'optimisation est réalisée en résolvant (2.5). Les résultats suivants
sont obtenus.


C ∈ [2 106; 3 106] (MPa)
pD ∈ [0; 1]
S ∈ [10−3; 1] (MPa)
DC ∈ [0; 0.5]

(2.6)

La dé�nition des supports terminée, le choix de �xer (E, s, σµ
y ) comme déterministes peut à

présent être discuté. σµ
y est imposé lors de la construction des courbes SN de référence, il est

donc cohérent de le considérer déterministe. s doit être posé comme égale à 1 d'après l'auteur
du modèle 2SD, ce choix n'est pas remis en question. Pour E, il est indiqué que son coe�cient
de variation est inférieur à 5%. Même si son support est de petite taille, il est possible que la
variabilité de E est une in�uence sur la construction d'une courbe SN. Pour cette raison une
analyse de sensibilité est réalisée en considérant trois valeurs : Emin = E(1− 0.05), Emoy = E et
Emax = E(1+0.05). Les résultats sont présentés Figure 2.4. Les courbes de la même couleur sont
toutes superposées. Cela signi�e que quelle que soit la valeur de E considérée, cette dernière n'a
pas d'in�uence sur la courbe SN tracée. Il est donc cohérent de considérer E comme déterministe.

2.2.3 Formulation d'un critère conservatif

Le but de cette sous-section est d'améliorer la méthode d'identi�cation proposée dans [51]
pour obtenir un meilleur ajustement tout en garantissant des courbes SN conservatives : le
quantile des courbes SN construites avec le modèle 2SD doit être inférieur au quantile Q2.3 de
référence et cela quelle que soit la contrainte.
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Figure 2.4 � Analyse de sensibilité élastique d'une courbe SN par rapport E

2.2.3.1 Recherche aléatoire

Comme la méthode MCMC n'est pas une méthode déterministe, il est possible d'exploiter sa
variabilité de sortie. L×M identi�cations de Z sont e�ectuées, où L est le nombre de rééchan-
tillonnage de Nk(∆σi) et M est le nombre d'identi�cations réalisées pour chaque échantillon
Nk(∆σi). Pour l ∈ J1;LK et m ∈ J1;MK, le nombre de cycles à rupture estimé se note N̂l,m.
En conséquence, L × M courbes SN estimées sont construites pour Q2.3. En�n, l'identi�cation
la plus précise de Z est celle qui minimise l'erreur entre les courbes SN observée et estimées.
L'erreur βl,m est la somme des erreurs relatives entre N (2.1) et N̂ (2.2) pour chaque amplitude.
Elle s'écrit :

βl,m =
I∑

i=1

|b∆σi
a − N̂l,m(∆σi,Z)|

b∆σia
(2.7)

La Figure 2.5 schématise l'ensemble des courbes générées en reprenant les notations dé�nies.

Figure 2.5 � Schématisation des courbes SN de référence et estimées pour le lième échantillon
des observations
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2.2.3.2 Dé�nition du critère conservatif

Il est également souhaitable d'obtenir un résultat optimal conservatif (l∗,m∗) qui sous-estime
le nombre de cycles à rupture. Le problème s'écrit : (l∗,m∗) = argmin

(l,m)∈U
βl,m

U = {(l,m) ∈ J1;LK × J1;MK} ∩ {(l,m) ∈ N∗2 | ∀i ∈ J1; IK, b∆σi
a − N̂l,m(∆σi,Z) ≥ 0}

(2.8)

2.2.3.3 Choix des paramètres L et M

Les valeurs de (L,M) doivent être déterminées. En utilisant l'algorithme MCMC, deux études
de convergence indépendantes sont réalisées. Dans la première, M = 1 est �xé et L varie sur
l'intervalle J1; 20K. Dans la seconde, L = 1 est �xé et M varie sur l'intervalle J1; 20K. Sachant que
pour (L,M) = (1, 1) le temps moyen d'une identi�cation est d'environ 45 minutes (avec environ
2.5 105 appels au modèle) et que le temps de calcul maximum accepté est �xé à 3.5 jours (soit
5040 minutes), alors L×M doit être inférieur ou égal à 112. Le problème s'écrit : (L∗,M∗) = argmin

(L,M)∈V

(
M∑

m=1
β1,m +

L∑
l=1

βl,1

)
V = {(L,M) ∈ J1; 20K × J1; 20K} ∩ {(L,M) ∈ N∗2 | L×M ≤ 112}

(2.9)

Après le calcul de la quantité
(

M∑
m=1

β1,m +
L∑
l=1

βl,1

)
pour tous les couples (L,M) ∈ V , le couple

optimal obtenu est (L∗,M∗) = (10, 10). Cette optimisation est e�ectuée sur un maillage pour
éviter tous potentiels minimums locaux.
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2.3 Mise en ÷uvre à partir de courbes SN DNV d'un joint tubu-

laire

2.3.1 Avec prise en compte de la limite de fatigue asymptotique

Pour (I,K) = (10, 2 104), (L,M) = (10, 10), les amplitudes de contraintes de la Table 2.1
et les supports obtenus en (2.6), la stratégie précédemment dé�nie est appliquée. Le domaine
de variabilité en sortie de la méthode MCMC et les courbes SN optimales avec et sans critère
conservatif sont représentés sur la Figure 2.6. Chaque point représente le nombre de cycles à
rupture estimé pour une amplitude de contrainte donnée. Pour chaque courbe, les points estimés
sont alignés. Cette propriété n'est pas imposée lors du MCMC et con�rme l'idée que la taille des
populations générées par MCMC est su�samment grande (pour évaluer le quantile à 2.3%) et que
le modèle 2SD respecte les propriétés d'une courbe SN. La Figure 2.6 montre également qu'avec
le jeu optimal non conservatif le nombre de cycles à rupture est surestimé pour tout ∆σi ≥ 257, 6
MPa. Pour illustrer l'identi�cation, dans la Figure 2.7, le quantile Q2.3 et les distributions du
nombre de cycles à ruptures observés et estimés sont tracés. Les erreurs relatives du nombre de
cycles à rupture sont indiquées dans la Table 2.2. Les signes con�rment la remarque précédente.
Il est à noter que les erreurs sont très élevées pour ∆σ1 = 93.40 MPa. Ceci est justi�é par la
forme des courbes SN obtenues avec le modèle 2SD. En e�et, ces courbes sont de classe C1

contrairement aux courbes SN observées qui sont bilinéaires, comme illustré sur la Figure 2.8.
Ainsi, pour des chargements dont l'amplitude de contrainte est proche de la limite de fatigue
asymptotique, les deux approches ne sont plus comparables. Ce n'est cependant pas un problème
puisque le modèle 2SD n'est pas dédié à la fatigue gigacyclique, mais uniquement à la fatigue
polycyclique.

Figure 2.6 � Courbes SN avec et sans critère conservatif pour ∆σi ∈ [93.4, 493.4] MPa

Les moments statistiques deZ et ses coe�cients de variation sont donnés dans les Tables 2.3 et
2.4 pour le jeu (l∗,m∗). Le seul coe�cient de corrélation non négligeable est R(S,DC) = −0, 260
ce qui signi�e que (S,DC) sont corrélés linéairement. Ces coe�cients fournissant une information
limitée, ils sont complétés par l'étude des distributions jointes tracées sur la Figure 2.9. Aucune
corrélation non linéaire signi�cative n'est observée. Les variables aléatoires C et pD sont donc
considérées comme indépendantes et S et DC corrélées. De plus, les distributions de C et pD
sont équivalentes a des distributions uniformes.

2.3.2 Sans prise en compte de la limite de fatigue asymptotique

Comme remarqué précédemment, une courbe SN obtenue avec le modèle 2SD est de classe C1

contrairement à l'approximation bilinéaire (2.1) fournie par le DNV. Ainsi, pour des chargements
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Figure 2.7 � Courbes SN (Q2.3) et distributions observées et estimées avec le jeu optimal
conservatif pour ∆σi ∈ [93.4, 493.4] MPa

Figure 2.8 � Quantile Q.23 des courbes SN observée et estimée avec le jeu optimal conservatif
pour ∆σi ∈ [93.4, 493.4] MPa

∆σi
(MPa)

Erreur relative associée
au jeu optimal

Erreur relative associée
au jeu optimal et conservatif

93.40 −66.77 −50.34

137.8 9.62 18.33

182.3 5.42 14.29

226.7 3.55 12.50

271.2 −1.46 7.81

315.6 −1.36 6.91

360.1 −2.02 6.46

404.5 −5.09 3.43

449.0 −4.14 3.85

493.4 −5.88 1.86

Table 2.2 � Erreur relative (%) entre le nombre de cycles à rupture estimé et observé pour Q2.3

et ∆σi ∈ [93.4, 493.4] MPa

dont l'amplitude de contrainte est proche de la limite de fatigue asymptotique, les deux approches
ne sont plus comparables. Il est alors légitime de se demander si l'identi�cation de Z n'aurait pas
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C (MPa) pD S (MPa) DC

Moyenne 2.507 106 0.554 0.612 0.303

Écart-type 2.900 105 0.260 0.2313 0.116

Table 2.3 � Moyennes et écart-types de Z pour ∆σi ∈ [93.4, 493.4] MPa

R C (MPa) pD S (MPa) DC

C (MPa) 1 0.003 −0.058 −0.039
pD 0.003 1 −0.022 −0.019
S (MPa) −0.058 −0.022 1 −0.260
DC −0.039 −0.019 −0.260 1

Table 2.4 � Coe�cients de corrélation de Bravais-Pearson de Z pour ∆σi ∈ [93.4, 493.4] MPa

Figure 2.9 � Distributions jointes et marginales de Z pour ∆σi ∈ [93.4, 493.4] MPa

été de meilleurs qualité si la plage des contraintes étudiée n'était pas plus éloignée de la limite
de fatigue asymptotique. Pour cette raison, une nouvelle étude est réalisée en considérant cette
fois ci l'ensemble des contraintes listées dans la Table 2.5. À l'image de l'étude précédente, les
résultats obtenus sont tracés sur les Figures 2.10, 2.11 et 2.12.

Une très nette di�érence de concentration des courbes SN est observée entre la Figure 2.10 et
2.6. Avec ∆σi ∈ [93.4, 493.4] MPa une très forte variabilité en sortie est observée contrairement
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i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∆σi (MPa) 133.4 173.4 213.4 253.4 293.4 333.4 373.4 413.4 453.4 493.4

Table 2.5 � Nouvelles amplitudes de contraintes considérées

Figure 2.10 � Courbes SN sans critère conservatif pour ∆σi ∈ [133.4, 493.4] MPa

Figure 2.11 � Courbes SN (Q2.3) et distributions observées et estimées avec le jeu optimal pour
∆σi ∈ [133.4, 493.4] MPa

aux résultats obtenus avec ∆σi ∈ [133.4, 493.4] MPa. Puisque la principale di�érence entre
ces deux études est la valeur de l'amplitude de contrainte minimale observée. Nous pouvons
donc supposer que la forte variabilité en sortie est causée par l'amplitude ∆σ1 = 93.40 MPa.
Pour conforter cette hypothèse, le système (2.3) est considéré. Il indique que la fonction de
vraisemblance est le produit des densités de probabilité de l'écart minimal du nombre de cycles à
rupture pour chacune des amplitudes de contrainte. Or, dans le cas de l'amplitude ∆σ1 = 93.40
MPa, à cause du lissage provoqué par le modèle 2SD, le nombre de cycles à rupture estimé est
très di�érent des résultats DNV. Ainsi, l'écart minimal du nombre de cycles à rupture pour
cette amplitude est forcément calculé avec la réalisation DNV la plus élevée, c'est à dire pour
une réalisation de très faible densité de probabilité. Même si une population de 104 réalisations
permet de bien décrire le comportement d'une loi log-normale, c'est loin d'être su�sant pour
d'écrire correctement l'extrémité de la distribution. La forte variabilité est donc causée par la
trop faible taille de la population décrivant la distribution du nombre de cycles à rupture pour
l'amplitude ∆σ1 = 93.40 MPa.
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Figure 2.12 � Quantile Q.23 des courbes SN observée et estimée avec le jeu optimal pour
∆σi ∈ [133.4, 493.4] MPa

D'après Figure 2.10, puisque qu'aucune courbe SN estimée n'a une ordonnée à l'origine infé-
rieure à celle de la courbe SN de référence, il est impossible d'identi�er un résultat conservatif.
Pour cette raison, seule la fonction (2.7) est minimisée. Comme le montre la Figure 2.11, mal-
gré l'exploitation de la variabilité en sortie de MCMC, l'écart entre les courbes SN observée et
estimée est encore élevé. Les distributions estimées du nombre de cycles à rupture n'ont ni une
moyenne, ni une variance similaire aux distributions de références. Les résultats ainsi obtenus ne
sont donc pas exploitables.
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2.4 Conclusion sur la méthode de calibration des paramètres ma-

tériau

Dans ce chapitre une stratégie permettant de calibrer les paramètres incertains du modèle
2SD a été développée et appliquée au cas d'un joint tubulaire. La stratégie est en trois étape :
identi�cation des paramètres incertains, choix des distributions a priori et calibration bayésienne.
Les principaux apports par rapport aux travaux réalisés dans [51] sont la mise en place d'un
stratégie permettant de sélectionner des supports a priori, l'exploitation de la variabilité en
sortie de MCMC et l'obtention de résultats conservatifs. La stratégie développée est appliquée
en considérant deux jeux de contraintes di�érents : l'un prend en compte la limite de fatigue
asymptotique, l'autre pas. Il a été observé et justi�é que simin

i
(∆σi) ≫ 2σµ

y la variabilité en sortie

de MCMC est plus faible que si min
i
(∆σi) ≃ 2σµ

y . Puisque la stratégie développée tire son intérêt

de la variabilité en sortie de MCMC, ce sont les résultats obtenus avec le jeu où min
i
(∆σi) ≃ 2σµ

y

qui sont conservés pour la suite des travaux. Les distributions de Z = (C, pD, S,DC) ont été
estimées avec une erreur relative moyenne sur le nombre de cycles à rupture d'environ 10%. C et
pD sont indépendant et suivent une distribution pouvant être approximée par une loi uniforme
tandis que S et DC sont corrélés et suivent un distribution pouvant être approximée par une loi
log-normale.

La calibration des paramètres du modèle 2SD réalisée, le modèle peut à présent être comparé
avec une approche populaire telle que l'approche RSN.
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Durant ces travaux de thèse, nous avons fait le choix de considérer un modèle d'endomma-
gement en fatigue prenant en compte l'historique de chargement : le modèle 2SD. Durant ce
chapitre, il est comparé à l'une des approches les plus populaires lorsqu'il s'agit de quanti�er
le dommage en fatigue : l'approche RSN. Cette dernière néglige l'in�uence de l'historique de
chargement. Pour comparer ces deux méthodes de calculs, le cas d'une plaque cantilever soudée
à une plaque in�niment rigide et chargée en �exion est considéré. Deux études sont réalisées. La
première a pour objectif de comparer quantitativement les deux méthodes. Pour cela, trois char-
gements de complexité croissante et occasionnant le même dommage au sens de l'approche RSN
sont considérés. La seconde a pour objectif d'illustrer l'in�uence de l'historique de chargement.
Pour cela, deux chargements de mêmes amplitudes mais dans un ordre di�érent sont considérés.

Après la propagation des incertitudes matériau, la distribution �nale du dommage est étudiée
pour chaque chargement et une analyse de sensibilité du dommage par rapport à Z est réalisée.
Finalement les probabilités de défaillance sont estimées et comparées en fonction des chargements
et des méthodes de calcul du dommage.

La résultat obtenus sont valorisés dans [77].
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3.1 Présentation du cas d'étude

3.1.1 Joint en T

Comme illustré sur la Figure 3.1, deux plaques rectangulaires P1 et P2 soudées pour former
un joint en T dans le plan Oxy sont considérées. Puisque ce type de structure est plus sensible
en �exion, un chargement réparti suivant y est appliqué à P2 sur le bord opposé au joint soudé.

3.1.2 Géométrie

Pour simpli�er l'étude, P1 est considéré in�niment rigide et la concentration des contraintes
causée par le joint n'est pas prise en compte. Finalement P2 est isolée et modélisée par une
structure rectangulaire 2D (deux dimensions) encastrée en x = 0 et chargée sur le bord opposé.
Avec le modèle 2SD, à l'échelle macroscopique, le comportement est supposé élastique linéaire
isotrope avec E = 2.1 1011 Pa et ν = 0.30. À l'échelle microscopique, le comportement est
supposé élastoplastique endommageable isotrope avec E = 2.1 1011 Pa, ν = 0.30, s = 1 et σµ

y =
41.703 MPa les paramètres microscopiques déterministes et Z = (C, pD, S,DC) les paramètres
microscopiques stochastiques. Les distributions considérées de Z sont celles identi�ées dans le
chapitre précédent. La structure est maillée en éléments �nis rectangulaires et seul un élément
est considéré endommageable. Puisque que les �ssures s'amorcent le plus souvent au voisinage
de la soudure, le point chaud est localisé proche de l'encastrement. L'élément endommageable
est donc positionné dans cette zone (c'est l'élément en noir sur la Figure 3.1).

 

𝑃ଵ           𝑃ଶ         

𝑂 

𝐵 

𝐴 

𝐹(𝑡) 
𝑦 

𝑥 

Figure 3.1 � Modélisation, conditions aux limites et maillage de P2

3.1.3 De la force imposée à la contrainte locale

Puisque le problème est piloté par une force imposée F (t) et que le calcul du dommage est
piloté par une contrainte locale σ(x0, y0, t) au sein de l'élément endommageable centré en (x0, y0),
une relation doit être dé�nie entre F (t) et σ(x0, y0, t). Lorsque le modèle 2SD est appliqué en
2D, la contrainte locale s'écrit :

σ(x0, y0, t) =

[
σxx (x0, y0, t) σxy (x0, y0, t)
σxy (x0, y0, t) σyy (x0, y0, t)

]
(3.1)

Les distributions des paramètres incertains du modèle 2SD sont identi�ées à partir d'essais
unidirectionnels. Il est alors nécessaire de s'assurer que le cas d'application soit dans une con�gu-
ration similaire. D'après les conditions aux limites et la localisation de l'élément endommageable,
ce dernier est principalement sollicité en traction compression. L'in�uence de σyy (x0, y0, t) et
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σxy (x0, y0, t) étant faible, la contrainte de von Mises (3.2) est utilisée à la fois pour l'approche
RSN et le modèle 2SD qui est isotrope.

σ(x0, y0, t) =

√
3

2

∥∥PD : σ(x0, y0, t)
∥∥ (3.2)

Puisqu'à l'échelle macroscopique le comportement est élastique linéaire, σ(x0, y0, t) est écrit :

σ(x0, y0, t) = α(x0, y0)F (t) (3.3)

Avec α(x0, y0) qui dépend uniquement de la géométrie et des paramètres matériau macrosco-
piques.
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3.2 Confrontation avec trois chargements de complexité crois-

sante

3.2.1 Dé�nitions de trois signaux de contraintes

L'objectif de cette section est de quanti�er l'in�uence de l'historique de chargement en com-
parant le modèle 2SD à l'approche RSN. Trois chargements Fq(t) pour q ∈ {1, 2, 3} avec un
niveau de complexité croissant sont dé�nis selon deux critères :

� Un nombre de cycles n∗ équivalent pour tous les chargements
� Un dommage �nal D∗ équivalent lorsqu'il est calculé via l'approche RSN

Il ne reste à dé�nir σq(x0, y0, t) pour q ∈ {1, 2, 3} en fonction de D∗ et n∗. Le signal de contraintes
le plus simple σ1(x0, y0, t) = α(x0, y0)F1(t) est un signal sinusoïdal d'amplitude ∆σ1,1 constante
et composé de n(∆σ1,1) cycles. Pour éviter l'e�et de la contrainte moyenne, σ1(x0, y0, t) est

centré en 0. Le dommage �nal associé s'écrit alors D1 =
n(∆σ1,1)
N(∆σ1,1)

. La période T1 et l'amplitude
de contrainte ∆σ1,1 sont choisies telles que{

n(∆σ1,1)
N(∆σ1,1)

= D∗

n(∆σ1,1) = n∗ (3.4)

D'après (2.1) et sachant que le domaine temporel considéré est t ∈ [tinit; tfin] = [0; 1.06 104], le
système devient : {

∆σ1,1 =
(

n∗

bD∗

) 1
a

T1 =
tfin
n∗

(3.5)

Le second signal σ2(x0, y0, t) = α(x0, y0)F2(t) est une réalisation d'un processus gaussien avec
une corrélation gaussienne. Ses paramètres sont la variance V2, l'espérance E2 et la longueur de
corrélation L2. Comme pour σ1(t), E2 est posé égale à 0. Sachant que V2 in�ue sur ∆σi,2 tandis
que L2 in�ue sur n(∆σi,2), L2 est d'abord calculé avec (3.6) en posant arbitrairement la variance
V = 1 puis V2 est calculé avec (3.7).

L2 = argmin
L∈R+

∣∣∣∣∣n∗ −
I∑

i=1

n (∆σi,2(V),L)

∣∣∣∣∣ (3.6)

V2 = argmin
V∈R+

∣∣∣∣∣D∗ −
I∑

i=1

n (∆σi,2(V),L2)

N(∆σi,2(V))

∣∣∣∣∣ (3.7)

Le dernier signal σ3(x0, y0, t) = αxx(x0, y0)F3(t) est une réalisation d'un processus gaussien
avec une corrélation de Matérn. Il permet d'introduire de petites irrégularités par rapport à
σ2(x0, y0, t). Ces irrégularités peuvent être vues comme la conséquence d'éventuelles incertitudes
de mesures. Les paramètres de σ3(x0, y0, t) sont posés identiques à ceux utilisés pour dé�nir
σ2(x0, y0, t). Les réalisations σ2(x0, y0, t) et σ3(x0, y0, t) ont été générées par expansion de Karhu-
nen Loève [84] avec la librairie Uqlab [85]. Avec (n∗, D∗) = (104, 1) et (tinit, tfin) = (0; 1.06 104),
les paramètres obtenus pour chacun des signaux sont les suivants :

� Pour σ1(t), ∆σ1,1 = 385 MPa et T1 = 1.04
� Pour σ2(t), E2 = 0 MPa, V2 = 2.59 104 MPa2 et L2 = 0.30
� Pour σ3(t), E3 = 0 MPa, V3 = 2.59 104 MPa2 et L3 = 0.30

Finalement un extrait des signaux de contraintes locales est représenté en Figure 3.2 pour
t ∈ [4958.6; 4969.5].
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Figure 3.2 � Extrait des trois signaux de contraintes pour t ∈ [4958.6; 4969.5] ⊂ [tinit; tfin]

3.2.2 Propagation des incertitudes matériau

Deux stratégies pour calculer le dommage en fatigue sont confrontées : l'approche RSN et le
modèle 2SD. Pour propager l'aléa matériau, un échantillon P de 5000 réalisations est considéré.
C'est su�sant pour évaluer le quantile à 2.3%.

3.2.2.1 Approche RSN

3.2.2.1.1 Propagation de l'aléa matériau

Dans le cas de l'approche RSN, l'aléa du matériau est modélisé par la variable aléatoire B
dans (2.1). Une population de P réalisations de B est générée aléatoirement avec la méthode
LHS [5]. Pour chacune des réalisations b de B, le dommage �nal se calcule ainsi :

D(tfin) =
I∑

i=1

n(∆σi)

b∆σia
(3.8)

3.2.2.1.2 Distribution du dommage �nal et de la probabilité de défaillance

La Figure 3.3 indique les distributions du dommage �nal D(tfin) pour les trois chargements.
Quel que soit le chargement appliqué, la distribution du dommage est équivalente à une distri-
bution lognormale. De plus, les distributions n'ont pas de borne supérieure �nie. En e�et, un
dommage supérieur à 1 est parfois observé. Cela signi�e qu'il y a rupture par fatigue avant tfin.
C'est une conséquence de la formulation du dommage qui ne prend pas en compte le dommage
critique. Finalement et comme attendu, les distributions du dommage �nal sont équivalentes
pour les deux premier chargements.

3.2.2.2 Modèle 2SD

3.2.2.2.1 Propagation de l'aléa matériau

Avec les équations discrétisées (1.38) à (1.47), le retour radial [52] est appliqué en considérant
un pas de temps ∆t = 0.005. Un échantillon de P réalisations de Z est aléatoirement généré par
LHS [5] et Rejection Sampling [86] (pour préserver la corrélation entre les variables aléatoires)
à partir des populations identi�ées en section 2.3.1. Pour chaque réalisation, la trajectoire du
dommage est calculée avec le modèle 2SD. Dans le cas particulier où le dommage atteint la
réalisation du dommage critique avant tfin, le dommage �nal est �xé comme égale au dommage
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(a) σ1 (b) σ2 (c) σ3

Figure 3.3 � Densités de probabilité de D(tfin) calculées avec l'approche RSN

critique et le calcul est arrêté. Cette méthode est appliquée à la structure en Figure 3.1 pour
chacun des trois chargements.

3.2.2.2.2 Distribution du dommage �nal et de la probabilité de défaillance

Dans la Figure 3.4, quatre distributions sont tracées : les trois premières sont les distributions
�nales du dommage pour chacun des chargements et la quatrième est la distribution de DC . Quel
que soit le chargement, les distributions du dommage ont la même forme : asymétrique et dé�nie
sur le même support queDC , c'est à dire [0; 0.5]. Aussi, l'espérance du dommage �nal est la même
quel que soit le chargement : 0.1123±0.025. Ainsi, les distributions se distinguent principalement
par leur variance et leur queue de distribution à droite. Par exemple, le 8ème décile vaut 0.88
pour σ1(x0, y0, t), 0.87 pour σ2(x0, y0, t) et 0.80 pour σ3(x0, y0, t). De plus, les distributions de
Dµ(tfin) et DC sont très di�érentes. Cela signi�e que DC n'est pas la seule variable aléatoire
in�uente sur Dµ(tfin). Pour cette raison, l'in�uence des autres variables aléatoires est investiguée
en posant Z̄ le vecteur des variables aléatoires qui causent un dommage �nal supérieur ou égale
au dommage critique ; en d'autres termes le vecteur des variables aléatoires menant à la rupture.
Dans la Figure 3.5, les distribution de Z et Z̄ sont tracées en fonction des chargements appliqués.
Les distributions de Z sont normalisées, tandis que les distributions de Z̄ sont tracées de façon
à ce que le rapport de proportionnalité entre le nombre de réalisations défaillantes obtenu et
les P réalisations soit respecté. Quel que soit le chargement, les distributions de C̄ et C sont
approximativement les mêmes. En revanche, les distributions de (p̄D, S̄, D̄C) et (pD, S,DC) sont
très di�érentes. Pour des faibles valeurs de S et DC quasiment toutes les réalisations conduisent
à la rupture. Cela ce justi�e en reprenant les équations (1.29) à (1.37) du modèle 2SD :

� Plus S est petit, plus dDµ(t) est élevé.
� Plus DC est petit, plus tôt il y a rupture.
� Plus pD est petit, plus tôt le dommage est initié.

(a) σ1 (b) σ2 (c) σ3 (d) Quel que soit le
chargement

Figure 3.4 � Densités de probabilité de Dµ(tfin) (calculées avec le modèle 2SD) et DC
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(a) σ1 (b) σ2 (c) σ3

Figure 3.5 � Comparaison des densités de probabilité de Z et Z̄

3.2.2.2.3 Analyse de sensibilité du dommage calculé avec le modèle 2SD

Pour mieux comprendre comment le modèle 2SD se comporte par rapport aux variables
aléatoire, une analyse de sensibilité du dommage est réalisée. De nombreuses approches existent
[83]. Trois critères sont formulés pour sélectionner la méthode la plus appropriée : elle doit être
globale (c'est à dire prendre en compte tout le domaine de dé�nition des variables aléatoires),
prendre en compte la corrélation entre les variables aléatoires et être robuste. Puisque la méthode
de Borgonovo [87] répond à tous ces critères, elle est appliquée avec la librairie Uqlab [88]. L'indice
de sensibilité dépendant du temps δ(Dµ(t), Zj) de Dµ(t) par rapport à Zj est écrit :

δ(Dµ(t), Zj) =
1

2

∫ Zmax
j

Zmin
j

fZj (zj)

∫ Dmax
C

Dmin
C

∣∣∣fDµ(t)(D
µ(t))− fDµ(t)|Zj

(Dµ(t)|zj)
∣∣∣ dDµ(t)dzj (3.9)

avec fZj et fDµ(t) les fonctions densités de probabilités de Zj et Dµ(t). La Figure 3.6 trace les
sensibilités du dommage en fonction des variables aléatoires au cours du temps. La régularité des
courbes au cours du temps suggère que le nombre de réalisations considéré et que la technique
de calculs sont adaptés. Les résultats sont interprétés à partir des équations du modèle :

� DC intervient uniquement lorsque Dµ(t) = DC . Avec le temps, le nombre de trajectoires
du dommage atteignant DC augmente. Il est donc cohérent que δ(Dµ(t), DC) commence
à 0 puis croît avec le temps
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� pD intervient uniquement lorsque le dommage est initié, c'est à dire lorsque pµ(t) = pD.
Dans un premier temps, comme le nombre de trajectoires atteignant pD, δ(Dµ(t), pD)
croît avec le temps. Dans un second temps, le nombre de trajectoires atteignant pD n'est
plus su�samment élevé comparé au nombre de trajectoires qui l'ont déjà dépassé et par
conséquent δ(Dµ(t), pD) commence à décroître jusqu'à atteindre 0.

� C est utilisé lors du calcul de l'écrouissage :

Dµ(t) = 1−
√

3

2

||dXµ(t)||
Cdpµ(t)

(3.10)

Par dé�nition, Dµ(t) croît avec le temps et donc le ratio ||dXµ(t)||
dpµ(t) décroît avec le temps.

Ainsi, δ(Dµ(t), C) croît jusqu'à l'amorçage du dommage et une fois que la majorité des
trajectoires ont atteint pD, le ratio ||dXµ(t)||

dpµ(t) entraîne une diminution du poids de C,
faisant décroître δ(Dµ(t), C).

� S est utilisé lors du calcul du dommage :

dDµ(t) =
Y µ(t)

S
dpµ(t). (3.11)

Pour comprendre l'évolution de δ(Dµ(t), S), il est nécessaire d'étudier le comportement
de Y µ(t)dpµ(t) au cours du temps. Puisque (3.11) permet uniquement de conclure que ce
terme est positif, une étude numérique est réalisée. Comme illustré sur la Figure 3.7, en
considérant le premier chargement, le produit Y µ(t)dpµ(t) oscille au cours du temps et sa
courbe enveloppe croît. Par conséquent, δ(Dµ(t), S) croît rapidement jusqu'à l'amorçage
du dommage. Puis la pente de δ(Dµ(t), S) reste positive mais diminue du fait qu'elle ne
soit plus due à l'amorçage du dommage mais au terme Y µ(t)dpµ(t).

L'évolution des indices de sensibilité est similaire quel que soit le chargement. La principale
di�érence est l'instant auquel l'intersection entre δ(Dµ, DC) et δ(Dµ, pD) se produit. Cette in-
tersection a lieu lorsque le nombre de trajectoires où pµ ≥ pD est égale au nombre de trajectoires
où Dµ ≥ DC . Pour σ1(x0, y0, t), elle se produit à t1 = 6 676, pour σ3(x0, y0, t), elle se produit à
t3 = 9 382 et pour σ2(x0, y0, t), elle ne se produit pas sur l'intervalle de temps considéré. Il est
ainsi observé :

t1 ≪ t3 (3.12)

Cette inégalité s'interprète en reprenant la dé�nitions des trois signaux de contraintes. σ1(x0, y0, t)
et σ2(x0, y0, t) sont dé�nis pour causer un dommage �nal équivalent au sens de l'approche RSN
et cela pour un même nombre de cycle. t1 ≪ t2 implique donc que le dommage est initié plus
tard lorsque le chargement est d'amplitude variable (comparé à l'amplitude constante). Ensuite,
σ3(x0, y0, t) a été dé�ni équivalent à σ2(x0, y0, t) avec un bruit supplémentaire. Sur le même inter-
valle de temps, σ3(x0, y0, t) est composé d'un plus grand nombre de cycles que σ2(x0, y0, t). Par
conséquent, le dommage est amorcé plus tôt avec σ3(x0, y0, t) qu'avec σ2(x0, y0, t) d'où t3 < t2 .
Pour conclure, cette analyse de sensibilité montre que, quel que soit le chargement, le dommage
est dans un premier temps majoritairement sensible à pD puis dans un second temps à pD et
DC .

3.2.3 Confrontation des probabilités de défaillance obtenues

D'après la dé�nition du dommage les probabilités de défaillance n'ont pas la même formu-
lation. Avec l'approche RSN, le dommage est calculé avec (3.8) et la probabilité de défaillance
s'écrit :

PRSN
fq (t) = Prob (1−D(t) ≤ 0) (3.13)
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(a) σ1 (b) σ2 (c) σ3

Figure 3.6 � Analyse de sensibilité de Dµ en fonction Z : δ(Dµ,Z)

(a) Courbe enveloppe (b) Extrait de l'évolution avec
t ∈ [4958.6; 4969.5]

Figure 3.7 � Y µ(t)dpµ(t) au cours du temps en considérant σ1 avec C = 2.507 106 MPa,
pD = 0.554, S = 0.612 MPa et DC = 0.303

Avec le modèle 2SD, le dommage est calculé avec (1.38) à (1.47) et la probabilité de défaillance
s'écrit :

P 2SD
fq (t) = Prob (DC −Dµ(t) ≤ 0) (3.14)

Les probabilités de défaillance instantanées sont calculées pour chacun des trois chargements
et sont tracées sur la Figure 3.8. Les valeurs obtenues à tfin sont reportées dans la Table 3.1.
Ces résultats permettent de valider le protocole numérique mis en place dont notamment la
calibration de l'aléa matériau et la dé�nition des deux premiers chargements. La calibration des
paramètres matériau du modèle 2SD a été réalisée à partir de courbes SN. Le premier chargement
est d'amplitude constante, l'historique de chargement n'a donc pas d'in�uence sur le dommage
�nal. Ainsi quelle que soit la méthode de calcul du dommage, la probabilité de défaillance doit
être la même. Un écart de 1.2 points est obtenu entre l'approche RSN et le modèle 2SD. Cet
écart est du au choix conservatif réalisé durant la calibration. Il est relativement faible et est
considéré comme acceptable.

PRSN
f1 (tfin) ≃ P 2SD

f1 (tfin) ≃ 2.3% (3.15)

Les deux premiers chargements ont étés dé�nis de façon à occasionner le même dommage �nal
au sens de l'approche RSN. Un écart proche de 0 point est obtenu.

PRSN
f1 (tfin) ≃ PRSN

f2 (tfin) ≃ 2.3% (3.16)

Le protocole numérique à présent validé, l'in�uence de l'historique de chargement est étudiée.
Puisque le deuxième et le troisième chargement ne sont pas d'amplitude constante, les écarts sur

62



Confrontation des approches RSN et 2SD dans le cas d'un assemblage soudé sollicité en �exion

les probabilités de défaillance entre l'approche RSN et le modèle sont dus aux e�ets de l'historique
de chargement. Il est observé :

P 2SD
f2 (tfin) ≃ 2PRSN

f2 (tfin) (3.17)

P 2SD
f3 (tfin) ≃ 3PRSN

f3 (tfin) (3.18)

Pour mettre en relief ces résultats, la Figure 3.8 montre que P 2SD
f2

(t) = 2.3% est atteinte 1.17 fois
plus tôt que PRSN

f2
(t) = 2.3% et P 2SD

f3
(t) = 2.3% est atteinte 1.21 fois plus tôt que PRSN

f3
(t) =

2.3%. Il est clair que ces di�érences sont signi�catives et mettent en avant la limite d'un cumul
linéaire du dommage.

Figure 3.8 � Probabilités de défaillance calculées avec l'approche RSN et le modèle 2SD

σ1 σ2 σ3
Approche RSN 2.3 2.3 5.5

Modèle 2SD 3.5 4.3 13.1

Table 3.1 � Probabilité de défaillance Pfq(tfin) (%)
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3.3 Confrontation avec deux chargements inversés

3.3.1 Dé�nitions de deux signaux de contraintes

L'objectif de cette section est d'illustrer l'in�uence de l'historique de chargement en compa-
rant le modèle 2SD à l'approche RSN. Deux signaux de contraintes locales σFG(t) et σGF (t) sont
dé�nis à partir σ1(t). Il sont tous les deux composés de n∗ = 104 cycles. La seule caractéristique
les distinguant est l'ordre d'apparition des cycles de chargement. Il sont dé�nis tels que :

� σFG(t) est un signal sinusoïdal d'amplitude ∆σF = 0.5∆σ1,1 = 192.5MPa sur [tinit, 23 tfin]
et d'amplitude ∆σG = 1.25∆σ1,1 = 481.25 MPa sur [23 tfin, tfin].

� σGF (t) est un signal sinusoïdal d'amplitude∆σG = 1.25∆σ1,1 = 481.25MPa sur [tinit, 13 tfin]
et d'amplitude ∆σF = 0.5∆σ1,1 = 192.5 MPa sur [13 tfin, tfin].

3.3.2 Propagation des incertitudes matériau

Les mêmes réalisations qu'en section 3.2.2 de B pour l'approche RSN et de Z pour le modèle
2SD sont considérées.

3.3.3 Confrontation des probabilités de défaillance obtenues

Quatre évolutions de probabilités de défaillance sont calculées et tracées sur la Figure 3.9 :
� PRSN

fFG
est calculée avec l'approche RSN en considérant le chargement σFG

� PRSN
fGF

est calculée avec l'approche RSN en considérant le chargement σGF

� P 2SD
fFG

est calculée avec le modèle 2SD en considérant le chargement σFG

� P 2SD
fGF

est calculée avec le modèle 2SD en considérant le chargement σGF

À t = tfin avec l'approche RSN, les probabilités de défaillance sont égales :

PRSN
fFG

(tfin) = PRSN
fGF

(tfin) (3.19)

Cela est du à la formule de Palmgreen et Miner (3.8) qui néglige l'in�uence de l'historique de
chargement. En revanche, avec le modèle 2SD qui ne néglige pas l'in�uence de l'historique de
chargement, les probabilités de défaillance sont bien distinctes :

P 2SD
fFG

(tfin) ≃ 4P 2SD
fGF

(tfin) (3.20)

Par ailleurs ces résultats permettent de discuter de l'aspect conservatif ou non de l'approche
RSN. D'après sa formulation, puisqu'elle ne prend pas en compte les cycles de faibles amplitudes
(inférieures à la limite de fatigue asymptotique), il pourrait être conclu qu'elle sous-estime le
dommage et donc la probabilité de défaillance. Cependant, malgré le fait que le modèle 2SD ait
été calibré de façon à être conservatif, avec cette étude il est observé :

P 2SD
fGF

(t) < PRSN
fGF

(t) ∀t ∈ [tinit, tfin] (3.21)

Avec l'approche RSN, le dommage est initié dès le premier cycle tandis qu'avec l'approche 2SD,
le dommage n'est initié que lorsque le cumul plastique atteint le seuil de plasticité. L'approche
RSN ne sous-estime donc pas systématiquement le dommage.
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Figure 3.9 � Probabilités de défaillance calculées avec l'approche RSN et le modèle 2SD

3.4 Conclusion sur l'in�uence de l'historique de chargement

Le modèle 2SD est comparé à l'approche RSN en considérant un joint en T sollicité en
�exion. Cinq chargements ont été testés. Après propagation de l'aléa matériau, ces chargements
ont permis de formuler quatre observations. Premièrement, pour un signal avec une amplitude
de contrainte constante, l'approche RSN et le modèle 2SD donnent une probabilité de défaillance
équivalente. Deuxièmement, pour deux signaux composés des mêmes amplitudes de contraintes
mais pas dans le même ordre, le modèle 2SD donne deux probabilités de défaillance bien dis-
tinctes (contrairement à l'approche RSN). Troisièmement, pour deux signaux complexes (avec
des amplitudes de contraintes aléatoires), l'approche RSN conduit à une sous-estimation de la
probabilité de défaillance d'un facteur 2 et 3. Quatrièmement, bien que le modèle 2SD ait été
calibré de façon à être conservatif, lorsque la probabilité de défaillance est faible, il fournit une
probabilité inférieure à celle calculée avec l'approche RSN.

L'in�uence de l'historique de chargement est donc non négligeable. Le modèle 2SD présente
alors un véritable intérêt par rapport à l'approche RSN. Cependant, l'utilisation du modèle 2SD
dans un contexte probabiliste présente un inconvénient majeur : son coût numérique extrêmement
élevé. Le prochain chapitre porte donc sur le développement de stratégies permettant de maintenir
son coût numérique le plus bas possible.
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Chapitre 4

Propagation de l'aléa matériau à coût

réduit pour l'analyse de �abilité
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Pour le dimensionnement ou la plani�cation des opérations de maintenance, la connaissance
de la probabilité de défaillance instantanée Pf (t) est une source d'information majeure. Dans ce
contexte, le calcul de Pf (t) doit répondre à deux objectifs. Il doit être à la fois précis (pour que
l'opération n'ait lieu ni trop tôt, ni trop tard) et peu coûteux. Durant l'étude bibliographique,
réalisée Chapitre 1, deux sous-objectifs ont été formulés a�n d'assurer un certain niveau de
précision : prendre en compte l'historique de chargement et ne formuler aucune hypothèse sur la
forme de la fonction de performance. Le respect du premier sous-objectif est à présent assuré avec
l'utilisation du modèle d'endommagement à deux échelles. Le second implique d'écarter un certain
nombre d'approches telles que SORM, FORM, PHI2 et PHI2+. Il reste les séparateurs SVM et
les familles d'estimateurs PCE et krigeage. Les séparateurs SVM ne fournissant de l'information
que sur le signe de la grandeur d'intérêt, ils sont écartés. Contrairement aux méthodes PCE, le
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krigeage a l'avantage de fournir une information locale sur l'erreur de métamodélisation. Dans
une stratégie d'amélioration la qualité du métamodèle, le krigeage semble donc être un choix
pertinent.

Dans ce chapitre deux approches sont proposées a�n de répondre à deux enjeux di�érents.
En amont du déploiement, la structure est dimensionnée de façon à respecter un certain nombre
de critères. Le respect d'une durée de vie minimale en service en fait partie. Une première
approche est alors développée a�n d'estimer l'évolution de la probabilité de défaillance au cours
du temps. Après déploiement, le déclenchement des inspections et des réparations est aussi
un enjeu. Une seconde approche est alors développée a�n d'estimer le temps pour lequel la
probabilité de défaillance atteint une valeur critique. Ces deux approches sont introduites en
quatre parties. La première présente di�érentes méthodes d'approximation basées sur le krigeage.
La seconde introduit les di�érents éléments nécessaires à la mise en place d'un krigeage adaptatif.
La troisième particularise les méthodes de krigeage adaptatif au cas du modèle 2SD. La quatrième
présente, met en ÷uvre et analyse les approches globale et locales proposées.

4.1 Méthodes d'approximation par krigeage

4.1.1 Krigeage

Le krigeage a été développé et popularisé dans le cadre de travaux portant sur la géostatis-
tique à partir des années 1950 [89, 90, 91]. Il est également connu sous le nom �d'interpolation
par processus gaussien�. Aujourd'hui, il est très utilisé pour sa robustesse, sa propriété d'interpo-
lation et pour l'erreur locale d'approximation qu'il fournit. Dans les sous-sections suivantes, son
développement et sa formulation sont détaillés en s'appuyant sur les travaux de synthèse réalisés
dans [92].

4.1.1.1 Principe du krigeage

L'objectif du krigeage est de construire une approximation d'une fonction déterministe y à
partir de points échantillonnés x. Cette approximation est réalisée sous l'hypothèse que y est
une réalisation d'un processus gaussien stationnaire Y tel que :

Y (x) = µ(x) + PG(x) (4.1)

avec µ(x) une quantité déterministe et PG(x) un processus gaussien de moyenne nulle. L'espé-
rance et la variance de Y (x) s'écrivent :

E(Y (x)) = E(µ(x) + PG(x)) = µ(x) (4.2)

V(Y (x)) = V(µ(x) + PG(x)) = V(PG(x)) = σPG2

(4.3)

La relation de covariance entre deux points xi et xj se note :

COV (Y (xi), Y (xj)) = COV (PG(xi), PG(xj)) (4.4)

4.1.1.2 Construction du krigeage

L'ensemble des observations est constitué de nOBS observations de yi calculées en xi pour
i ∈ J1;nOBSK. Cet ensemble constitue un échantillon. À partir de ce dernier, il est possible de
déterminer un estimateur Ŷ de Y au point x sous la forme :

Ŷ (x) =

nOBS∑
i=1

λiY (xi) (4.5)
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avec (λ)i ∈ RnOBS les inconnues du problème. Elles sont déterminées selon deux critères : l'esti-
mateur doit être linéaire sans biais (4.6) et la variance (4.7) doit être minimale.

E(Y (x)− Ŷ (x)) = 0 (4.6)

V(Y (x)− Ŷ (x)) = E((Y (x)− Ŷ (x))2) (4.7)

Finalement, construire un modèle de krigeage revient à résoudre le problème de minimisation
sous contrainte suivant :{

λ = argmin
λ∈U

λTCλ− 2λTc0 + σPG2

U = {λ ∈ RnOBS |
∑nOBS

i=1 λiµ(xi)− µ(x) = 0}
(4.8)

où les notations suivantes sont utilisées :

λ =
[
λ1 · · · λnOBS

]T
(4.9)

C =

 COV (PG(x1), PG(x1)) · · · COV (PG(x1), PG(xnOBS ))
...

. . .
...

COV (PG(xnOBS ), PG(x1)) · · · COV (PG(xnOBS ), PG(xnOBS ))

 (4.10)

c0 =
[
COV (PG(x), PG(x1)) · · · COV (PG(x), PG(xnOBS ))

]T
(4.11)

4.1.1.3 Trois formulations du krigeage

Trois principaux types de krigeage existent : le krigeage simple (KS), le krigeage ordinaire
(KO) et le krigeage universel (KU). Chacun d'entre eux est présenté dans les paragraphes sui-
vants.

4.1.1.3.1 Krigeage simple

Le krigeage simple considère que la moyenne µ(x) est connue, constante et vaut β. Le
plus souvent la moyenne β est choisie comme la moyenne empirique des observations Y =
[Y (x1) · · · Y (xnOBS )]

T . Le processus gaussien est alors de la forme :

Y (x) = β + PG(x) (4.12)

Ainsi, l'estimateur Ŷ KS(x) s'écrit :

Ŷ KS(x) = β + cT0 C
−1(Y − β1) (4.13)

avec 1 une matrice colonne de taille 1× nOBS dont toutes les composantes sont égales à 1. Par
conséquent, la moyenne et la variance se formulent :

ŷKS(x) = E(Ŷ KS(x)) = β + cT0 C
−1(y − β1) (4.14)

σ̂KS2

(x) = V(Ŷ KS(x)) = σPG2

− cT0 C
−1c0 (4.15)

avec y = [y1 · · · ynOBS ]
T le vecteur des observations.

4.1.1.3.2 Krigeage ordinaire

Le krigeage ordinaire considère que la moyenne µ(x) est inconnue, constante et vaut β. Le
processus gaussien est alors de la forme :

Y (x) = β + PG(x) (4.16)
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Ainsi, l'estimateur Ŷ KO(x) s'écrit :

Ŷ KO(x) =

(
c0 +

1− 1TC−1c0
1TC−11

1

)T

C−1Y (4.17)

Par conséquent, la moyenne et la variance se formulent :

ŷKO(x) = E(Ŷ KO(x)) =

(
c0 +

1− 1TC−1c0
1TC−11

1

)T

C−1y (4.18)

σ̂KO2

(x) = V(Ŷ KO(x)) = σPG2

− cT0 C
−1c0 + uT

0 (1
TC−11)−1u0 (4.19)

avec u0 = 1TC−1c0 − 1

4.1.1.3.3 Krigeage universel

Le krigeage universel considère que la moyenne µ(x) est une combinaison linéaire de coef-
�cients de régression {β1, · · · , βnDEG} et de fonctions de bases {f1, · · · , fnDEG}. Le processus
gaussien est alors de la forme :

Y (x) =

nDEG∑
i=1

βifi(x) + PG(x) (4.20)

avec nDEG le degré polynomial. Ainsi, l'estimateur Ŷ KU (x) s'écrit :

Ŷ KU (x) =
(
c0 + F (F TC−1F )−1(f0 − F TC−1c0)

)T
C−1Y (4.21)

Par conséquent, la moyenne et la variance se formulent :

ŷKU (x) = E(Ŷ KU (x)) =
(
c0 + F (F TC−1F )−1(f0 − F TC−1c0)

)T
C−1y (4.22)

σ̂KU2

(x) = V(Ŷ KU (x)) = σPG2

− cT0 C
−1c0 + uT

0 (F
TC−1F )−1u0 (4.23)

avec u0 = F TC−1c0 − f0 et où les notations suivantes ont été utilisées :

F =

 f1(x1) · · · fnDEG(x1)
...

. . .
...

f1(xnOBS ) · · · fnDEG(xnOBS )

 (4.24)

f0 =
[
f1(x0) · · · fnDEG(x0)

]T
(4.25)

β =
[
β1 · · · βnDEG

]T
(4.26)

4.1.1.4 Covariance du krigeage

La forme de la structure de covariance de Y étant (le plus souvent) inconnue, une fonction
de covariance doit être choisie a�n de calculer C et c0. Pour xi ∈ RnDIM , elle est de la forme :

COV (Y (xi), Y (xj)) = σPG2
nDIM∏
k=1

h(xi,k, xj,k, lk) (4.27)

avec xi,k la kème composante de xi, lk la longueur de corrélation associée à la direction k et h la
fonction de corrélation unidimensionnelle. Une liste non-exhaustive de fonctions h est présentée
dans TABLE 4.1.

69



Propagation de l'aléa matériau à coût réduit pour l'analyse de �abilité

Nom h(xi,k, xj,k, lk)

Linéaire max
(
0, 1− |xj,k−xi,k|

lk

)
Gaussienne exp

(
− (xj,k−xi,k)

2

2l2k

)
Matérn 3/2

(
1 +

√
3|xj,k−xi,k|

lk

)
exp

(
−

√
3|xj,k−xi,k|

lk

)
Matérn 5/2

(
1 +

√
5|xj,k−xi,k|

lk
+

√
5(xj,k−xi,k)2

3l2k

)
exp

(
−

√
5|xj,k−xi,k|

lk

)
Table 4.1 � Fonctions de corrélation unidimensionnelles

4.1.1.5 Estimation des hyper-paramètres

La formulation du krigeage fait apparaître un certain nombre de paramètres tels que β,
σPG2

et l =
[
l1 · · · lnDIM

]
. A�n d'estimer leur valeur, di�érentes méthodes existent dont,

notamment, la validation croisée [93], le semi-variogramme [94] et le maximum de vraisemblance
[95]. Dans [92], l'auteur compare la qualité des estimations en fonction de ces méthodes. Pour
les cas numériques étudiés, l'auteur montre que le maximum de vraisemblance est la méthode
la plus robuste et ce quelle que soit la fonction de corrélation choisie. Cette dernière est donc
utilisée.

Dans le cadre d'un krigeage universel, la vraisemblance s'exprime :

L(β, σPG2

, l) = (2πσPG2

)
nOBS

2 |K(l)|−
1
2 exp

(
− 1

2σPG2 (Y − Fβ)TK(l)−1(Y − Fβ)

)
(4.28)

avec K(l) la matrice de corrélation telle que σPG2
K(l) = C. Puisqu'étudier le maximum de

vraisemblance revient aussi à étudier le minimum de l'opposée du logarithme de la fonction de
vraisemblance, le problème se formule :

(β̂, σ̂PG2

, l̂) = argmin
(β,σPG2 ,l)∈RnDIM×R∗+×(R∗+)nDIM

− logL(β, σPG2

, l) (4.29)

β et σPG2
étant explicitement dé�nis au sein de la fonction de vraisemblance, il est possible d'en

déduire les valeurs β̂(l) et σ̂PG2
(l) qui maximisent la vraisemblance.

β̂(l) = (F TK(l)−1F )−1F TK(l)−1Y (4.30)

σ̂PG2

(l) =
1

nOBS
(Y − F β̂(l))TK(l)−1(Y − F β̂(l)) (4.31)

Ainsi, (4.29) se réécrit :

l̂ = argmin
l∈(R∗+)nDIM

σ̂PG2

(l)|K(l)|1/nOBS (4.32)

avec |K| le déterminant de la matriceK. Finalement, l̂ est obtenu avec (4.32) puis β̂ et σ̂PG2
sont

déduis avec (4.30) et (4.31). Cette méthode est transposable aux krigeages simple et ordinaire
comme le montre la TABLE 4.2.

β̂(l) σ̂PG2
(l)

Krigeage simple β 1
nOBS

(Y − 1nOBSβ)
TK(l)−1(Y − 1β)

Krigeage ordianire (1TK(l)−11)−11TK(l)−1Y 1
nOBS

(Y − 1β(l))TK(l)−1(Y − 1β(l))

Krigeage universel (F TK(l)−1F )−1F TK(l)−1Y 1
nOBS

(Y − Fβ(l))TK(l)−1(Y − Fβ(l))

Table 4.2 � Estimation des hyper-paramètres pour tout type de krigeage
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4.1.2 Krigeage à gradient

Le krigeage à gradient est introduit pour la première fois dans [96]. Il est présenté dans ce
manuscrit en s'appuyant sur les travaux de synthèse réalisés dans [92].

4.1.2.1 Principe et intérêts

Dans certains cas, en plus de la valeur des points d'observation, disposer de leur gradient
permet de nettement améliorer la qualité de l'estimateur. C'est le principe du krigeage à gradient.
Considérons les processus gaussiens suivants :

Y (x) = µ0(x) + PG0(x) (4.33)

Wk(x) = µk(x) + PGk(x) ∀k ∈ J1;nDIM K (4.34)

avec Wk(x) =
∂Y
∂xk

, (µ0(x), µk(x)) des quantités déterministes et (PG0(x), PGk(x)) des proces-
sus gaussiens de moyennes nulles. L'espérance et la variance de Y (x) et Wk(x) s'écrivent :

E(Y (x)) = µ0(x) (4.35)

V(Y (x)) = σPG2

0 (4.36)

E(Wk(x)) = µk(x) ∀k ∈ J1;nDIM K (4.37)

V(Wk(x)) = σPG2

k ∀k ∈ J1;nDIM K (4.38)

(4.39)

4.1.2.2 Formulation

Y et Wk sont évalués en nOBS points. L'ensemble des observations y(xi) et wk(xi) pour
i ∈ J1;nOBSK et k ∈ J1;nDIM K constitue un échantillon. À partir de ce dernier, il est possible de
déterminer un estimateur Ŷ G(x) de Y (x) et Wk(x) sous la forme :

Ŷ G(x) = µG(x) + PGG(x) (4.40)

Au point x, ce dernier s'écrit :

Ŷ G(x) =

nOBS∑
i=1

λ0
iY (xi) +

nOBS∑
i=1

nDIM∑
k=1

λk
iWk(xi) (4.41)

avec (λ0,λk)i ∈ RnOBS×(1+nDIM ) les inconnues du problème. Ces inconnues sont déterminées
selon les deux mêmes critères que pour le krigeage : l'estimateur doit être linéaire sans biais (4.6)
et à variance minimale (4.7). Les observations se notent :

yW =
[
∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xnDIM

· · · ∂ynOBS
∂xnDIM

]T
(4.42)

yG =
[
yT yWT

]T
(4.43)
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Les matrices des fonctions de base s'écrivent :

FW =



∂f1
∂x1

(x1) · · · ∂fnDIM
∂x1

(x1)
...

. . .
...

∂f1
∂xnDIM

(x1) · · · ∂fnDIM
∂xnDIM

(x1)

...
...

∂f1
∂xnDIM

(xnOBS ) · · · ∂fnDIM
∂xnDIM

(xnOBS )


(4.44)

FG =
[
F T FWT

]T
(4.45)

fW
0 =

[
∂f1
∂x1

(x) . . .
∂fnDIM

∂x1
(x) . . .

∂fnDIM
∂xnDIM

(x)
]T

(4.46)

fG
0 =

[
fT
0 fWT

0

]T
(4.47)

Les matrices de covariance sont de la forme :

CWY =

 c11,1 . . . c11,nDIM . . . c1nOBS ,nDIM

...
. . .

...
...

cnOBS1,1 . . . cnOBS1,nDIM . . . cnOBSnOBS ,nDIM

 (4.48)

CWY
kl =

 ckl,11 . . . ckl,1nDIM

...
. . .

...
ckl,nDIM1 . . . ckl,nDIMnDIM

 (4.49)

CWW =

 CWW
11 . . . CWW

1nOBS
...

. . .
...

CWW
nOBS ,1

. . . CWW
nOBS ,nOBS

 (4.50)

CG =

[
C CWY

CWY T
CWW

]
(4.51)

cW0 =
[
c10,1 . . . c10,nDIM . . . cnOBS0,nDIM

]T
(4.52)

cG0 =
[
cT0 cW

T

0

]T
(4.53)

cij = COV (PGG(xi), PGG(xj)) (4.54)

cij,k =
∂COV

∂xk
(PGG(xi), PGG(xj)) (4.55)

cij,kl =
∂2COV

∂xk∂xl
(PGG(xi), PGG(xj)) (4.56)

Finalement, la moyenne et la variance de l'estimateur Ŷ G construit par krigeage à gradient de
type universel se formulent ainsi :

ŷKUG =
(
cG0 + FG(FGT

CG−1
FG)−1(fG

0 − FGT
CG−1

cG0 )
)T

CG−1
yG (4.57)

σ̂KUG
2

= σG2 − cG
T

0 CG−1
cG0 + uGT

0 (FGT
CG−1

FG)−1uG
0 (4.58)

avec uG
0 = FGT

CG−1
cG0 − fG

0 . Avec 4.51, il est important de remarquer que la structure de la
matrice de corrélation CG est plus complexe que celle utilisée pour un krigeage sans gradient.

4.1.2.3 Estimation des hyperparamètres

Le krigeage à gradient fait donc apparaître les hyperparamètres (βG, σG2
, lG) lors de la for-

mulation de Ŷ G. Leur estimation peut être réalisée en reprenant la méthode dé�nie dans la
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sous-section 4.1.1.5. Les estimations (β̂G, σ̂G2
, l̂G) se calculent alors comme suivant :

β̂G(lG) = (FGT
KG(lG)−1FG)−1FGT

KG(lG)−1Y G (4.59)

σ̂G2
=

1

nOBS
(Y G − FGβ̂G(lG))TKG(lG)−1(Y G − FGβ̂G(lG)) (4.60)

l̂G = argmin
l∈(R∗+)nDIM

σ̂G2
(l)|KG(l)|1/nOBS (4.61)

4.1.3 Krigeage multi�délité

Le cokrigeage est introduit par [91] a�n de prendre en compte plusieurs niveaux d'informa-
tions. Plusieurs déclinaisons existent. Dans cette section, le krigeage multi�délité auto-régressif
[24] est présenté en s'appuyant notamment sur les travaux de synthèse réalisés dans [97].

4.1.3.1 Principe et intérêts

Le calcul des points d'observation est la partie la plus coûteuse dans la mise en place d'un
estimateur. Le krigeage multi�délité permet de diminuer ce coût en considérant des points issus
de di�érents niveaux de �délité. La notion de �délité désigne ici la précision ou la �abilité d'un
résultat ou d'un modèle. Un point haute �délité est très précis mais souvent coûteux tandis qu'un
point basse �délité est peu précis mais moins coûteux. Pour simpli�er, seuls deux niveaux de
�délités sont considérés et dé�nis par les processus gaussiens suivants :

Y H(x) = µH(x) + PGH(x) (4.62)

Y B(x) = µB(x) + PGB(x) (4.63)

avec Y H(x) le processus haute �délité, Y B(x) le processus basse �délité, (µH(x), µB(x)) des
quantités déterministes et (PGH(x), PGB(x)) des processus gaussiens de moyennes nulles. Les
espérances et variances s'écrivent :

E(Y H(x)) = µH(x) (4.64)

V(Y H(x)) = σPGH
2

(4.65)

E(Y B(x)) = µB(x) (4.66)

V(Y B(x)) = σPGB
2

(4.67)

(4.68)

La relation entre les deux niveaux de �délité s'écrit :

Y H(x) = ρY B(x) + Y ∆(x) (4.69)

avec ρ un facteur d'échelle et Y ∆(x) un processus gaussien dé�ni comme l'écart entre les deux
niveaux de �délité.

4.1.3.2 Formulation

Y H et Y B sont respectivement évalués en nOBSH
et nOBSH

+ nOBSB
points. L'ensemble des

observation yH(xH
i ), yB(xB

j ) et yB(xH
i ) pour i ∈ J1;nOBSH

K et j ∈ J1;nOBSB
K constitue un

échantillon. À partir de ce dernier, il est possible de déterminer l'estimateur Ŷ MF (x) de Y H(x)
au point x sous la forme :

Ŷ MF (x) = µMF (x) + PGMF (x) (4.70)

(4.71)
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Au point x ce dernier s'écrit :

Ŷ MF (x) = ρ

nOBSB∑
i=1

λB
i Y

B(xB
i ) +

nOBSH∑
i=1

λH
i

(
Y H(xH

i )− ρY B(xH
i )
)

(4.72)

avec (λB,λH)i ∈ RnOBSB
+nOBSH les inconnues du problème. Ces inconnues sont déterminées

selon les deux mêmes critères que pour le krigeage : l'estimateur doit être linéaire sans biais (4.6)
et à variance minimale (4.7). D'après la sous-section 4.1.1.3 et en considérant un krigeage de
type universel, trois estimateurs sont dé�nis en fonction de trois échantillons d'observations.

� En considérant les observations yB(xB
i ) pour i ∈ J1;nOBSB

K, la moyenne et la variance
de l'estimateur Ŷ KUB de Y B s'expriment :

ŷKUB (x) =
(
cB + FB(FBT

CB−1
FB)−1(fB

0 − FBT
CB−1

cB0 )
)T

CB−1
yB (4.73)

σ̂KUB
2

(x) = σB2 − cB
T

0 CB−1
cB0 + uBT

0 (FBT
CB−1

FB)−1uB
0 (4.74)

avec uB
0 = FBT

CB−1
cB0 − fB

0

� En considérant les prédictions µ̂KUB (xH
i ) pour i ∈ J1;nOBSH

K, la moyenne et la variance
de l'estimateur Ŷ KUB̂ de Y B s'expriment :

ŷKUB̂ (x) =
(
cB̂0 + F B̂(F B̂T

CB̂−1
F B̂)−1(f B̂

0 − F B̂T
CB̂−1

cB̂0 )
)T

CB̂−1
yB̂ (4.75)

σ̂KUB̂
2

(x) = σB̂2 − cB̂
T

0 CB̂−1
cB̂0 + uB̂T

0 (F B̂T
CB̂−1

F B̂)−1uB̂
0 (4.76)

avec uB̂
0 = F B̂T

CB̂−1
cB̂0 − f B̂

0

� En considérant les observations y∆(xH
i ) = yH(xH

i )− ρµ̂KUB (xH
i ) pour i ∈ J1;nOBSH

K, la
moyenne et la variance de l'estimateur Ŷ KU∆ de Y ∆ s'expriment :

ŷKU∆(x) =
(
c∆0 + F∆(F∆T

C∆−1
F∆)−1(f∆

0 − F∆T
C∆−1

c∆0 )
)T

C∆−1
y∆ (4.77)

σ̂KU∆
2

(x) = σ∆2 − c∆
T

0 C∆−1
c∆0 + u∆T

0 (F∆T
C∆−1

F∆)−1u∆
0 (4.78)

avec u∆
0 = F∆T

C∆−1
c∆0 − f∆

0

À partir de ces notations, un nouvel estimateur Ŷ MF de YH est alors dé�ni. C'est l'estimateur
multi�délité de type universel dont la moyenne et la variance s'écrivent :

ŷKUMF (x) =
(
cMF
0 + FMF (FMFT

CMF−1

FMF )−1(fMF
0 − FMFT

CMF−1

cMF
0 )

)T
CMF−1

yMF

(4.79)

σ̂KU2
MF (x) = ρ2σB2

+ σ∆2 − cMFT

0 CMF−1

cMF
0 + uMFT

0 (FMFT

CMF−1

FMF )−1uMF
0 (4.80)

avec uMF
0 = FMFT

CMF−1
cMF
0 − fMF

0 et où les notations suivantes ont été utilisées :

FMF =

[
FBT

0

ρF B̂T
F∆T

]
(4.81)

fMF
0 =

[
ρf B̂T

0 f∆T

0

]T
(4.82)

CMF =

[
CB ρCB̂

ρCB̂T
ρCB +C∆

]
(4.83)

cMF
0 =

[
ρcB

T

0 ρcB̂
T

0 + c∆
T

0

]T
(4.84)

74



Propagation de l'aléa matériau à coût réduit pour l'analyse de �abilité

4.1.3.3 Estimation des hyperparamètres

Le cokrigeage à deux niveaux de �délité fait donc apparaître les hyperparamètres (βB, σB2
, lB)

lors de la formulation de Ŷ B et (β∆, σ∆2
, l∆, ρ) lors de la formulation de Ŷ ∆. D'après la condition

d'indépendance entre Y B et Y ∆, les hyperparamètres sont estimés séparément. Cette estimation
peut alors être réalisée en reprenant la méthode dé�nie dans la sous-section 4.1.1.5. Les estima-
tions (β̂B, σ̂B2

, l̂B) se calculent alors :

β̂B(lB) = (FBT
KB(lB)−1FB)−1FBT

KB(lB)−1Y B (4.85)

σ̂B2
=

1

nOBSB

(Y B − FBβ̂B(lB))TKB(lB)−1(Y B − FBβ̂B(lB)) (4.86)

l̂B = argmin
l∈(R∗+)nDIM

σ̂B2
(l)|KB(l)|1/nOBSB (4.87)

Tandis que les estimations (β̂∆, σ̂∆2
, l̂∆, ρ̂) sont obtenues telles que :

β̂∆(l∆) = (F∆T
K∆(l∆)−1F∆)−1F∆T

K∆(l∆)−1Y ∆ (4.88)

σ̂∆2
=

1

nOBSH

(Y ∆ − F∆β̂∆(l∆))TK∆(l∆)−1(Y ∆ − F∆β̂∆(l∆)) (4.89)

l̂∆ = argmin
l∈(R∗+)nDIM

σ̂∆2
(l)|K∆(l)|1/nOBSH (4.90)

ρ̂ = argmin
ρ∈R

nOBSH∑
i=1

|yHi − ρŷB(xH
i )| (4.91)

4.1.4 Krigeage sous contraintes linéaires

Dans le cas où la grandeur à estimer est monotone et/ou bornée, le cokrigeage à contraintes
linéaires [98] permet de formuler un estimateur respectant ces propriétés. Le dommage calculé
avec le modèle 2SD étant monotone au cours du temps et étant dé�ni sur le même domaine de
dé�nition que DC soit [0, 0.5], cette approche prend tout son sens. Cependant, le krigeage sous
contrainte linéaire est récent et présente trois principales limites encore non résolues. La première
est que sa formulation peut entraîner un mauvais conditionnement du système à résoudre (lors
de la minimisation sans biais). Le conditionnement est d'autant plus mauvais que le nombre
de points estimés sous contraintes est élevé. La seconde est que pour générer des estimations
en accord avec les valeurs calculées au sein de la matrice de covariance, la méthode Rejection

Sampling [86] est utilisée. Ainsi, plus le nombre de points estimés sous contraintes est élevé plus
les coûts numériques augmentent rapidement. La troisième est que la méthode ne permet pas de
calculer directement la variance du processus estimé et ne fournit donc pas d'information locale
sur l'erreur d'approximation. Pour ces raisons, le cokrigeage à contraintes linéaires n'est pas plus
détaillé et n'est pas considéré par la suite.
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4.2 Méthodes d'approximation par krigeage adaptatif

Il est possible d'améliorer la qualité d'un estimateur en ajoutant des points observés. Cette
phase s'appelle l'apprentissage. Elle peut être passive ou adaptative. L'apprentissage passif
consiste à ajouter des observations choisies au hasard. L'apprentissage adaptatif utilise une fonc-
tion d'apprentissage pour sélectionner les observations. Lorsqu'il s'agit d'estimer une probabilité
de défaillance, le krigeage adaptatif est le plus souvent construit selon quatre principaux axes :
la fonction d'apprentissage, le critère d'apprentissage et deux critères d'arrêt. Finalement, la
probabilité de défaillance est calculée à partir de nMCS points estimés en utilisant la méthode
de Monte Carlo (cf. section 1.1.2).

4.2.1 Fonction d'apprentissage

Une fonction d'apprentissage vise à identi�er le nouveau point d'apprentissage. Un très grand
nombre de formulations existent telles que EFF [99], IMSE [100], U [14], SUR [101], H [18], OBJ
[102] ou L [103]. Dans [21], ces dernières sont comparées et les fonctions H, EFF et U sont
identi�ées comme les plus e�caces. Dans ces travaux, c'est la fonction U qui est �nalement
considérée pour sa simplicité. Elle s'écrit :

U(xi) =

∣∣∣Ĝ(xi)
∣∣∣√

V(Ĝ(xi))
∀i ∈ J1;nMCSK (4.92)

avec nMCS le nombre de points où l'espérance Ĝ et la variance V(Ĝ) de l'estimation de la fonction
de performance G sont évaluées.

4.2.2 Critère d'apprentissage

D'après la dé�nition de U , sa valeur est faible lorsque Ĝ(xi) est proche de zéro ou lorsque
V(Ĝ(xi)) est élevé. En d'autres termes, chercher le minimum de cette fonction revient à sé-
lectionner le point où le signe de Ĝ(xi) est le plus incertain. Ce minimum est appelé point
d'apprentissage :

x∗ = arg min
xi∈{x1,...,xnMCS}

U(xi) (4.93)

Le critère d'apprentissage a pour but de stopper l'apprentissage lorsque la précision du métamo-
dèle est su�sante.

4.2.3 Premier critère d'arrêt

D'après (4.92), dans [104] il est démontré que si U(x∗) ≥ UC alors :{
Prob (G(xi) ≤ 0) ≤ Φ(−UC) si Ĝ(xi) > 0

Prob (G(xi) > 0) ≤ Φ(−UC) si Ĝ(xi) ≤ 0
(4.94)

Cela signi�e que la probabilité de commettre une erreur sur le signe G en un point est inférieure à
Φ(−UC). Un premier critère d'arrêt se formule donc � Si U(x∗) ≥ UC alors �n de l'apprentissage
�. Usuellement UC est posé comme égal à 2 avec Φ(−2) = 0.023 ou à 1 avec Φ(−1) = 0.159.
Comme indiqué dans [105], ce critère a cependant tendance à nécessiter l'ajout de nombreux
points d'observation après convergence de la méthode. Deux principales solutions existent : la
première relâche le critère tandis que la seconde propose un critère alternatif.

Le relâchement du critère est proposée dans [15] où le ratio PU≥UC
tel que :

PU≥UC
=

nU≥UC

nMCS
(4.95)
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avec nU≥UC
le nombre de points où U(x) ≥ UC . Le critère d'arrêt se reformule alors � Si

PU≥UC
≥ PC alors l'apprentissage prend �n �. Usuellement, PC est posé entre 0.9 et 0.999.

Le critère alternatif est proposé dans [105] où la stabilité de probabilité de défaillance estimée
est dé�nie telle que : ∣∣∣P (i)

f − P
(1)
f

∣∣∣
P

(1)
f

≤ γ ∀i ∈ J2;nγK (4.96)

avec P
(1)
f la probabilité de défaillance estimée avant l'apprentissage, P (i)

f la probabilité de dé-
faillance estimée après i − 1 phases d'apprentissage et nγ le nombres de phases d'apprentissage
nécessaires au respect du critère d'arrêt γ. Ce dernier est usuellement posé proche de 0.01.

4.2.4 Second critère d'arrêt

Une fois le premier critère d'arrêt respecté, en fonction de la taille de la population nMCS ,
le coe�cient de variation de la probabilité de défaillance Pf est calculé :

COV(Pf ) =

√
1− Pf

nMCS × Pf
(4.97)

Si le coe�cient est supérieur à un coe�cient seuil COVC alors l'échantillon des estimations est
trop petit : un nouvel échantillon de plus grande taille est généré et la méthode reprend. Sinon,
la méthode prend �n. Le second critère d'arrêt se formule donc � Si COV(Pf ) ≤ COVC alors �n
de l'apprentissage �. D'après la littérature [14, 16, 106], COVC est posé entre 10−3 et 10−1 .
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4.3 Approximation du modèle 2SD par krigeage adaptatif

Les méthodes de krigeage adaptatif permettent d'approximer une grandeur d'intérêt. Ces
dernières sont particularisées au cas d'une analyse de �abilité basée sur le modèle 2SD. Di�é-
rents leviers permettant de réduire les coûts numériques sont alors investigués. Premièrement,
l'estimateur est construit à partir d'observations issues du modèle. Une méthode est développée
a�n de diminuer le coût d'appel du modèle. Deuxièmement, le choix de la grandeur estimée a
un impact non négligeable sur le coût de construction de l'estimateur. La sélection de la gran-
deur estimée la plus adaptée est donc discutée. Troisièmement, un apprentissage multiple plutôt
qu'un apprentissage unique permet d'améliorer plus rapidement la qualité de l'estimateur mais
augmente le nombre d'appels au modèle. La mise en place d'un apprentissage multiple à moindre
coût est donc considérée.

4.3.1 Réimplémentation du modèle 2SD pour le calcul des observations

Quelle que soit l'approche itérative, lorsque le coût numérique est un enjeu, il est primor-
dial de s'assurer qu'aucun calcul n'est redondant. L'implémentation du modèle 2SD est donc
reconsidérée.

4.3.1.1 Factorisation des matrices de rigidité et de déformation

À l'échelle macroscopique, le comportement est élastique linéaire. La construction et la fac-
torisation des matrices de rigidité et de déformation peuvent donc être réalisées une unique fois
à la première itération et être réutilisées lors des itérations suivantes.

4.3.1.2 Exploitation des relations entre les variables internes du modèle 2SD

À l'échelle microscopique, le modèle est incrémental. Le calcul des variables internes à l'instant
t+∆t nécessite de connaître les valeurs de εεεµp, pµ et Xµ à l'instant t. Dans l'Annexe 2, les trois
relations suivantes sont démontrées :

εεεµp(t, Ci) =
2µ+ 2

3Cj

2µ+ 2
3Ci

εεεµp(t, Cj) ∀t ∈ [tinit, tDi ] ∩ [tinit, tDj ] (4.98)

pµ(t, Ci) =
2µ+ 2

3Cj

2µ+ 2
3Ci

pµ(t, Cj) ∀t ∈ [tinit, tDi ] ∩ [tinit, tDj ] (4.99)

Xµ(t, Ci) =

(
2µ+ 2

3Ci

)
Ci(

2µ+ 2
3Cj

)
Cj

Xµ(t, Cj) ∀t ∈ [tinit, tDi ] ∩ [tinit, tDj ] (4.100)

avec les temps où le dommage s'amorce tDi et tDj associées aux réalisations (Ci, pDi) et (Cj , pDj )
de (C, pD). D'après (4.99), le temps tDi se calcule :

tDi = arg min
t∈[tinit,tDj

]

∣∣∣∣∣pDi −
2µ+ 2

3Cj

2µ+ 2
3Ci

pµ(t, Cj)

∣∣∣∣∣ (4.101)

Si εεεµp(t, Cj), pµ(t, Cj) et Xµ(t, Cj) sont connus quel que soit t ∈ [tinit, tDj ] et si t < tDi , il est
possible d'en déduire instantanément εεεµp(t, Ci), pµ(t, Ci) et Xµ(t, Ci). En revanche, si t ≥ tDi , il
est possible de redémarrer le calcul incrémental dès l'instant tDi . Toutes les itérations où t < tDi

sont ainsi évitées.
D'après les équations du modèle, plus les valeurs de C et pD sont grandes, plus l'initialisation

du dommage est tardive. Les réalisations correspondant au maximum de chacun des supports
(Cmax, pmax

D ) constituent donc le cas où l'initialisation du dommage est la plus tardive. Pour
exploiter de façon optimale les équations (4.98), (4.99) et (4.100), il est donc conseillé de calculer
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l'évolution des variables internes avec les réalisations (Cmax, pmax
D ). Finalement l'aléa matériau

est propagé comme indiqué avec le diagramme Figure 4.1 où nMCS trajectoires du dommage
sont calculées.

Figure 4.1 � Structure algorithmique pour la propagation de l'aléa matériau avec le modèle
2SD

4.3.1.3 Mise en ÷uvre de la nouvelle structure algorithmique du modèle 2SD

L'intérêt de la factorisation des matrices macroscopiques et de la formulation en Annexe 2
est évalué. Pour cela, la probabilité de défaillance Pf (tfin) est calculée en considérant chacun
des trois chargements dé�nis en section 3.2.1. Le retour radial est appliqué en considérant un
pas de temps ∆t = 0.005 et un échantillon de nMCS = 5000 réalisations de Z est aléatoirement
généré par LHS [5] et Rejection Sampling [86] à partir des populations identi�ées en section
2.3.1. Puisque les modi�cations évoquées ne formulent aucune approximation, les probabilités
de défaillance obtenues sont rigoureusement identiques. Seuls les coûts numériques sont donc
comparés. Les temps de calculs listés dans la Table 4.3 sont obtenus avec un processeur Intel
Core i5-10400H, un CPU à 2.60 GHz et une RAM de 32 Go. La factorisation des matrices permet
de réduire les temps de calculs d'un facteur 2. En ajoutant à cela la formulation en Annexe 2, les
temps sont réduits d'un facteur 4. Finalement le calcul de 5000 trajectoires du dommage passe
d'environ 6.5 jours à 1.2 jours. Il est à noter que la formulation en Annexe 2 diminue moins
signi�cativement les temps de calculs lorsque σ1(t) est considéré. En e�et, cette formulation
n'est valable que lorsque le dommage est nul or d'après l'analyse de sensibilité réalisée en section
3.2.2.2.3, le dommage est en moyenne amorcé plus tôt avec avec σ1(t) qu'avec σ2(t) ou σ3(t).
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Implémentation
classique

Factorisation
des matrices

Factorisation des matrices et
utilisation de la formulation en Annexe 2

σ1(t) 9.90 103 5.36 103 2.69 103

σ2(t) 8.41 103 3.86 103 1.21 103

σ3(t) 9.16 103 4.64 103 1.74 103

Table 4.3 � Comparaison des coûts de calculs (min) en fonction de l'implémentation du modèle
d'endommagement

4.3.2 Approximation du dommage par krigeage

4.3.3 Dé�nition des populations observées et estimées

La mise en place d'un estimateur nécessite de dé�nir deux populations :
� La population des observations est l'ensemble des points où la grandeur d'intérêt est

observée (c'est a dire calculée en faisant appel au modèle 2SD). nt × nOBS points sont
considérés avec nt temps ti répartis sur [tinit, tfin] et nOBS réalisations Zj de Z. Les
coordonnées d'un point observé se notent :

(ti,Zj) ∀(i, j) ∈ J1;ntK × J1;nOBSK (4.102)

avec Zj = (Cj , pDj , Sj , DCj ).
� La population des estimations (ou population Monte Carlo) est l'ensemble des points où

la grandeur d'intérêt est estimée. ntMCS ×nMCS points sont considérés avec ntMCS temps
tMCS
k uniformément répartis sur [tinit, tfin] et nMCS réalisations ZMCS

l de Z. Un point
d'estimation se note :

(tMCS
k ,ZMCS

l ) ∀(k, l) ∈ J1;ntMCSK × J1;nMCSK

avec ZMCS
l = (CMCS

l , pMCS
Dl

, SMCS
l , DMCS

Cl
).

4.3.3.1 Sélection de la grandeur approximée par krigeage

Lorsqu'un estimateur est utilisé pour l'analyse de �abilité, c'est la fonction de performance
G qui est la plus souvent approximée. Elle s'écrit :

G(t,Z) = DC −Dµ(t, C, pD, S) (4.103)

avec Z = (C, pD, S,DC). Elle dépend de 5 variables : une variable temporelle et 4 variables maté-
riau. Plus le nombre de variables en entrée est élevé, plus le coût de construction de l'estimateur
est élevé. Il est donc proposé de réduire le nombre de variables en entrée en ne métamodélisant
pas G mais Dµ. L'espérance Ĝ et la variance V(Ĝ) de l'approximation de G s'écrivent :

Ĝ(tMCS
k ,ZMCS

l ) = DMCS
Cl

− D̂µ(tMCS
k , CMCS

l , pMCS
Dl

, SMCS
l ) (4.104)

V(Ĝ(tMCS
k ,ZMCS

l )) = V(D̂µ(tMCS
k , CMCS

l , pMCS
Dl

, SMCS
l )) (4.105)

avec D̂ et V(D̂µ) l'espérance et la variance du dommage estimées par krigeage. Le nombre de
variables est donc réduit de 1. Attention, il est primordial de bien veiller à ce que la corrélation
entre DC et S reste tout de même respectée.

4.3.4 Approximation du dommage par krigeage adaptatif

4.3.4.1 Formalisation des estimateurs

Di�érentes méthodes de krigeage ont été présentées : le krigeage, le krigeage à gradient et le
kirgeage multi�délité. Elles sont formalisées dans le cas d'une approximation du dommage Dµ.
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4.3.4.1.1 Approximation du modèle 2SD par krigeage

Les observations du dommage nécessaires pour construire l'estimateur par krigeage sont cal-
culées avec le modèle 2SD en utilisant la structure algorithmique présentée en Section 4.3.1.
Initialement le dommage est observé en nt temps et nOBS réalisations de Z :

Dµ(ti, Cj , pDj , Sj) ∀(i, j) ∈ J1;ntK × J1;nOBSK (4.106)

Après chaque phase d'apprentissage, nAPP observations sont ajoutées. Finalement, le dommage
est estimé en ntMCS temps et nMCS réalisations de Z :

D̂µ(tMCS
k , CMCS

l , pMCS
Dl

, SMCS
l ) ∀(k, l) ∈ J1;ntMCSK × J1;nMCSK (4.107)

4.3.4.1.2 Approximation du modèle 2SD par krigeage à gradient

Le krigeage à gradient se construit à partir des observations du dommage et de son gradient.
Ce dernier n'est pas aisément disponible. En revanche, la dérivée du dommage par rapport au
temps l'est puisque pour calculer Dµ il est nécessaire de calculer ∆Dµ. Les observations du
dommage et de sa dérivée par rapport au temps sont calculées avec le modèle 2SD. Le dommage
est calculé en utilisant la structure algorithmique présentée en Section 4.3.1 et sa dérivée en est
déduite par di�érence �nie :

dDµ

dt
(ti, Cj , pDj , Sj) =

∆Dµ(ti, Cj , pDj , Sj)

∆t
∀(i, j) ∈ J1;ntK × J1;nOBSK (4.108)

avec ∆Dµ l'incrément du dommage et ∆t le pas de temps. Après chaque phase d'apprentissage,
nAPP observations sont ajoutées. Finalement, le dommage est estimé en ntMCS temps et nMCS

réalisations de Z.

4.3.4.1.3 Approximation du modèle 2SD par krigeage multi�délité

L'estimateur par krigeage multi�délité est construit à partir de deux sources d'observations :
les observations basse �délité et haute �délité. Le dommage haute �délité est calculé en utilisant le
modèle 2SD. Le dommage basse �délité est calculé par comptage Rain�ow et avec la formulation
1D du modèle 2SD. Avec (2.2), le dommage basse �délité Dµ

B se calcule :

Dµ
B(t

B
u ,Z

B
v ) =

W∑
w=1

n(∆σw, t
B
u )

N̂(∆σW ,ZB
v )

∀(u, v) ∈ J1;ntBK × J1;nOBSB
K (4.109)

avec n(∆σw, t
B
u ) le nombre de cycles d'amplitude ∆σw comptés sur l'intervalle de temps [tinit, tBu ]

et N̂(∆σw,Z
B
v ) le nombre de cycles à rupture pour une amplitude ∆σw et un matériau ZB

v . Ini-
tialement le dommage haute �délité est observé en nt temps et nOBS réalisations de Z tandis que
le dommage basse �délité est observé en ntB temps et nOBSB

réalisations de Z. Après chaque
phase d'apprentissage, nAPP observations haute et basse �délités sont ajoutées. Finalement, le
dommage est estimé en ntMCS temps et nMCS réalisations de Z.

La Table 4.4 liste les di�érentes notations utilisées en fonctions des estimateurs.

4.3.4.2 Apprentissage unique et multiple

L'apprentissage peut se réaliser de deux façons : il peut être unique ou multiple. Un appren-
tissage unique signi�e que lors d'une phase d'apprentissage, seul un point (nAPP = 1) est ajouté
à l'ensemble des observations. En revanche, avec un apprentissage multiple, plusieurs points
(nAPP > 1) sont ajoutés simultanément à l'ensemble des observations. Cela a pour objectif faire
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Krigeage Krigeage à gradient Krigeage multi�délité
Sections 4.1.1 4.1.2 4.1.3
Observations
initiales

Dµ en nt × nOBS Dµ en nt × nOBS
dDµ

dt en nt × nOBS

Dµ en nt × nOBS

Dµ
B en ntB × nOBSB

Observations
enrichies

Dµ en nAPP Dµ en nAPP
dDµ

dt en nAPP

Dµ en nAPP

Dµ
B en nAPP

Estimations D̂µ en ntMCS × nMCS D̂µ en ntMCS × nMCS D̂µ en ntMCS × nMCS

Table 4.4 � Formalisation du krigeage, krigeage à gradient et krigeage multididélité pour un
apprentissage adaptatif appliqué au modèle 2SD

converger l'estimateur plus rapidement et donc de diminuer ses coûts de construction et de pré-
diction. Cependant, l'ajout de plusieurs points observés augmente aussi le coût des observations.
Un compromis doit être trouvé. Pour ce faire, plusieurs stratégies d'apprentissage multiple sont
investiguées sous la contrainte de ne pas augmenter le nombre d'appels au modèle par rapport à
un apprentissage unique.

4.3.4.2.1 Exploitation des valeurs où le dommage a été calculé

À partir de (4.92), la fonction d'apprentissage U s'écrit :

U(tMCS
k ,ZMCS

l ) =

∣∣∣Ĝ(tMCS
k ,ZMCS

l )
∣∣∣√

V(Ĝ(tMCS
k ,ZMCS

l ))
∀(k, l) ∈ J1;ntMCSK × J1;nMCSK (4.110)

Ainsi avec (4.93) et dans le cadre d'un apprentissage unique, le point appris est d'indices :

(k∗, l∗) = arg min
(k,l)∈J1;ntMCS

K×J1;nMCSK
U(tMCS

k ,ZMCS
l ) (4.111)

Puisque le modèle est incrémental, le calcul de Dµ(tMCS
k∗ , CMCS

l∗ , pMCS
Dl∗

, SMCS
l∗ ) nécessite de cal-

culer l'ensemble des valeurs du dommage aux points suivants :

Ω(1) =
{
(tMCS

k , CMCS
l∗ , pMCS

Dl∗
, SMCS

l∗ ) ∀k ∈ J1; k∗K
}

(4.112)

Une première stratégie d'apprentissage multiple est alors proposée : l'apprentissage uniforme.
L'ensemble des nAPP points appris sont choisis pour une même réalisation matériau Zl∗ et sont
répartis uniformément sur le domaine temporel [tinit, tMCS

k∗ ]. La Figure 4.2 présente la structure
algorithmique cette stratégie.

Figure 4.2 � Structure algorithmique pour un apprentissage multiple uniforme
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4.3.4.2.2 Exploitation des valeurs où le dommage est nul

Pour un chargement donné, l'instant où le dommage s'amorce tD dépend du matériau et plus
précisément des paramètres (C, pD). Cela revient à écrire :

Dµ(t, C, pD, S) = 0 ∀t ≤ tD(C, pD) (4.113)

D'après l'Annexe 2, l'équation (4.101) et des réalisations (Cl, pDl
), l'instant tDl

se calcule pour
un coût numérique proche de zéro. Il donc possible de connaître tous les points où le dommage
ne s'est pas amorcé c'est à dire tous les points où le dommage est nul. L'ensemble s'écrit :

Ω(2) =
{
(tMCS

k , CMCS
l , pMCS

Dl
, SMCS

l ) ∀ (k, l) ∈ J1;ntMCSK × J1;nMCSK | tMCS
k ≤ tDl

}
(4.114)

Une nouvelle population est dé�nie à partir de Ω(1) et Ω(2) telle que :

Ω(0) = Ω(1) ∪ Ω(2) (4.115)

La Figure 4.3 sert d'exemple et représente les populations Ω(1) et Ω(2) dans l'espace des variables
aléatoires (pD, C, S) à trois instants : tk∗ ,

tk∗
2 et tinit. À l'instant tk∗ , le dommage est connu en un

seul point de coordonnées (pDl∗ , Cl∗ , Sl∗) et fait partie de la population Ω(1). Pour tout instant
inférieur à tk∗ , le dommage est aussi connu en ce point. Aux instants tk∗

2 et tinit, le dommage est
connu en plusieurs autres points. Ce sont les points où le dommage est nul, ils appartiennent à
la population Ω(2).

(a) à l'instant tk∗ (b) à l'instant tk∗/2 (c) à l'instant tinit

Figure 4.3 � Représentation de la population Ω(0)

Deux nouvelles stratégies d'apprentissage multiple sont dé�nies. La première est appelée ap-
prentissage géométrique et est présentée en Figure 4.4. Elle permet de sélectionner les nAPP

points appartenant à Ω(0) où la densité des observations est la plus faible. En d'autres termes,
les points appris sont choisis de façon à maximiser leur distance avec les points déjà observés.
L'objectif est d'éviter la concentration de ces derniers et donc de conserver un bon condition-
nement numérique. La distance considérée est une distance euclidienne pondérée et se formule
comme ci-dessous :

dist
(
x(1),x(2)

)
=

√√√√nDIM∑
i=1

(
x
(1)
i − x

(2)
i

lxi

)2

(4.116)

avec x(1) et x(2) les coordonnées de deux points de dimension nDIM et lxi la taille du domaine
de dé�nition de la ième composante de x. La seconde est appelée apprentissage aux minimums
locaux de U et est présentée en Figure 4.5. Elle sélectionne les nAPP points appartenant à Ω(0)

qui correspondent aux plus petits minimums locaux de U . L'objectif est d'enrichir l'estimateur
dans les zones critiques où Ĝ est proche de 0 et où V(Ĝ) est élevé.
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Figure 4.4 � Structure algorithmique pour un apprentissage multiple géométrique

Figure 4.5 � Structure algorithmique pour un apprentissage multiple aux minimums locaux

4.4 Dé�nition et mise en place de deux approches pour l'analyse

de faibilité

Pour le dimensionnement en fatigue et la plani�cation des opérations de maintenance, deux
approches �abilistes sont proposées. La première permet d'estimer la probabilité de défaillance
sur tout le domaine temporel tandis que la seconde permet d'estimer à quel instant la probabilité
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de défaillance dépasse une valeur critique. Ces deux approches utilisent le modèle 2SD et une
approximation par krigeage adaptatif.

4.4.1 Dé�nition des approches globale et locale

4.4.1.1 Dé�nition de l'approche globale

L'objectif de l'approche globale est de calculer l'évolution de la probabilité de défaillance
sur l'entièreté du domaine temporel [tinit, tfin] tout en minimisant les coûts numériques. Pour
ce faire, l'approche exploite l'ensemble des éléments développés dans la section précédente. Sa
structure algorithmique est équivalente à celle de la méthode AK-MCS présentée dans [14]. Dans
le cas particulier d'un apprentissage unique, l'algorithme est détaillé ci-dessous et illustré Figure
4.6.

1. La population des observations est générée. Les nt temps ti sont uniformément répartis
sur [tinit, tfin] et les nOBS réalisations Zj de Z sont générées aléatoirement par LHS [5]
et Rejection Sampling [86]. Un point d'observation se note :

(ti,Zj) ∀(i, j) ∈ J1;ntK × J1;nOBSK

avec Zj = (Cj , pDj , Sj , DCj ).

2. La population des estimations est générée. Les ntMCS temps tMCS
k sont uniformément

répartis sur [tinit, tfin] et les nMCS réalisations ZMCS
l de Z sont générées aléatoirement

par LHS [5] et Rejection Sampling [86]. Un point d'estimation se note :

(tMCS
k ,ZMCS

l ) ∀(k, l) ∈ J1;ntMCSK × J1;nMCSK

avec ZMCS
l = (CMCS

l , pMCS
Dl

, SMCS
l , DMCS

Cl
).

3. Le dommage Dµ(ti, Cj , pDj , Sj) est calculé en chacun des points observés.

4. À partir des observations, un estimateur du dommage est construit. La moyenne D̂ et la
variance V(D̂) du dommage estimé sont évaluées en chacun des points MCS.

5. La moyenne Ĝ et la variance V(Ĝ) de la fonction de performance estimée sont déduites
en chacun des points MCS.

6. La fonction d'apprentissage U est évaluée en chacun des points MCS. Le point à apprendre
est de cordonnées (tMCS

k∗ , CMCS
l∗ , pMCS

Dl∗
, SMCS

l∗ ).

7. Le ratio PU≥UC
est calculé. Si PU≥UC

est supérieur au critère d'arrêt PC , la probabilité
de défaillance est calculée aux ntMCS temps. Sinon, la population observée est enrichie et
le calcul reprend à partir de la construction de l'estimateur.

4.4.1.2 Dé�nition de l'approche locale

En fonction de l'objectif, il n'est pas toujours utile de disposer de l'évolution de la probabilité
de défaillance sur l'entièreté du domaine temporel. Dans un objectif de plani�cation des opéra-
tions de maintenance, la connaissance où Pf atteint une valeur seuil su�t. Ce temps est appelé
temps critique tC et se dé�nit comme l'instant où le risque de défaillance dépasse une probabilité
critique PfC :

tC ∈ [tinit, tfin] | Pf (tC) = PfC (4.117)

Sachant que le dommage est monotone au cours du temps, G et donc Pf le sont aussi. À partir
de cette observation, l'approche locale a pour objectif d'estimer précisément la probabilité de
défaillance au voisinage de tC . A�n de dé�nir la taille de l'intervalle temporel considéré, une
estimation de l'erreur de métamodélisation sur Pf est nécessaire. Dans [107], deux estimateurs
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Figure 4.6 � Structure algorithmique de la méthode AK-MCS appliquée au modèle 2SD

sont proposés. L'un prend en compte la covariance spatiale et l'autre la néglige. D'après [104]
la prise en compte de cette covariance rend l'estimateur plus coûteux mais augmente signi�ca-
tivement la precision de l'estimateur lorsque le métamodèle est construit avec peu de points.
Dans un objectif d'optimisation des coûts de calculs, c'est l'estimateur sans prise en compte de
la corrélation spatiale qui est considéré. Pour nMCS réalisations matériau ZMCS

l , l'estimateur
d'erreur de Pf (t) s'écrit :

ξPf
(t) =

γ

nMCS

nMCS∑
l=1

√
Φ
(
−U

(
t,ZMCS

l

)) (
1− Φ

(
−U

(
t,ZMCS

l

)))
(4.118)

avec γ = 1.96 le coe�cient d'élargissement associé à un niveau de con�ance de 95% et Φ la
fonction densité de probabilité cumulée d'une variable aléatoire standard normale. Un intervalle
de con�ance [tmin

C , tmax
C ] de tC est alors proposé tel que :

∀t ∈ [tmin
C , tmax

C ], Pf (t) ∈
[
Pf (tC)− ξPf

(tC), Pf (tC) + ξPf
(tC)

]
(4.119)

Si Pf (t) et ξPf
(t) sont croissants au cours du temps alors tmin

C et tmax
C se formulent ainsi :

tmin
C = argmin

t∈[tinit,tfin]

∣∣Pf (t) + ξPf
(t)− Pf (tC) + ξPf

(tC)
∣∣ (4.120)

tmax
C = argmin

t∈[tinit,tfin]

∣∣Pf (t)− ξPf
(t)− Pf (tC)− ξPf

(tC)
∣∣ (4.121)

Les di�érentes grandeurs en jeu sont illustrées sur le schéma réalisé en Figure 4.7.
Finalement, l'approche locale consiste à initialement estimer Pf (t) sur [tinit, tfin] puis à l'aide

de (4.120) et (4.121), réduire la taille du domaine temporel. L'opération est répétée jusqu'à ce
que le domaine soit su�samment petit. La grandeur Rt est dé�nie comme le rapport entre la
taille du domaine temporel et la taille du domaine temporel initial tel que :

Rt =
tmax
C − tmin

C

tfin − tinit
(4.122)
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Figure 4.7 � Représentation schématique de Pf (t) et ξPf
(t) et localisation des grandeurs PfC ,

tC , tmin
C et tmax

C

L'approche prend �n lorsque Rt ≤ RC avec RC une valeur seuil �xée par l'utilisateur. Dans le
cas particulier d'un apprentissage unique, l'algorithme est détaillé ci-dessous et illustré en Figure
4.8.

1. La population des observations est générée. Les nt temps ti sont uniformément répartis
sur [tinit, tfin] et les nOBS réalisations Zj de Z sont générées aléatoirement par LHS [5]
et Rejection Sampling [86]. Un point d'observation se note :

(ti,Zj) ∀(i, j) ∈ J1;ntK × J1;nOBSK

avec Zj = (Cj , pDj , Sj , DCj ).

2. La population des estimations est générée. Les ntMCS temps tMCS
k sont uniformément

répartis sur [tinit, tfin] et les nMCS réalisations ZMCS
l de Z sont générées aléatoirement

par LHS [5] et Rejection Sampling [86]. Un point d'estimation se note :

(tMCS
k ,ZMCS

l ) ∀(k, l) ∈ J1;ntMCSK × J1;nMCSK

avec ZMCS
l = (CMCS

l , pMCS
Dl

, SMCS
l , DMCS

Cl
).

3. Le dommage Dµ(ti, Cj , pDj , Sj) est calculé en chacun des points observés.

4. À partir des observations, un estimateur du dommage est construit. La moyenne D̂ et la
variance V(D̂) du dommage estimé sont évaluées en chacun des points MCS.

5. La moyenne Ĝ et la variance V(Ĝ) de la fonction de performance estimée sont déduites
en chacun des points MCS.

6. La fonction d'apprentissage U est évaluée en chacun des points MCS. Le point à apprendre
est de cordonnées (tMCS

k∗ , CMCS
l∗ , pMCS

Dl∗
, SMCS

l∗ ).

7. Les probabilités de défaillance Pf (t
MCS
k ) et les erreurs commises ξPf

(tMCS
k ) sont calculées

aux ntMCS temps.

8. Les bornes inférieures Pmin
f (tMCS

k ) et supérieures Pmax
f (tMCS

k ) de Pf (t
MCS
k ) sont déduites.

9. Les bornes de la probabilité de défaillance sont lissées en imposant leur monotonie cours
du temps et sont notées P̂min

f (tMCS
k ) et P̂max

f (tMCS
k )

10. Si PfC ∈ [P̂min
f (tMCS

1 ), P̂max
f (tMCS

ntMCS
)] le domaine temporel est réduit :

(a) La probabilité de défaillance critique est bornée tel que Pf (t
MCS
k∼ ) < PfC < Pf (t

MCS
k∗ )

(b) Le temps critique est borné tel que tMCS
kmin < tC < tMCS

kmax

(c) La grandeur Rt est évaluée.
(d) Si Rt ≤ RC , le critère d'arrêt est respecté et la méthode prend �n.

87



Propagation de l'aléa matériau à coût réduit pour l'analyse de �abilité

(e) Si Rt > RC , le critère d'arrêt n'est pas respecté.

i. L'estimateur est enrichi au point d'indice (k∗, l∗)

ii. La taille du domaine temporel considérée est réduite et ntMCS nouveaux temps
sont générés uniformément sur le nouveau domaine temporel [tMCS

kmin , tMCS
kmax ].

11. Si PfC /∈ [P̂min
f (tMCS

1 ), P̂max
f (tMCS

ntMCS
)] le domaine temporel est élargi :

(a) L'estimateur est enrichi au point d'indice (k∗, l∗)

(b) La taille du domaine temporelle est agrandie et ntMCS nouveaux temps sont générés
uniformément sur le précédent domaine temporel.

Pour aider à la compréhension, la Figure 4.9 illustre les di�érents cas possibles. La probabilité de
défaillance estimée Pf (t

MCS
k ) est en noir. Les probabilités de défaillance minimale Pmin

f (tMCS
k )

et maximales Pmax
f (tMCS

k ) estimées sont en pointillés gris. Les probabilités de défaillance mi-

nimale P̂min
f (tMCS

k ) et maximale P̂max
f (tMCS

k ) approximées sous contrainte de monotonie sont
en gris. Les deux temps tMCS

k∗ et tMCS
k sont représentés par deux marqueurs noirs. Les deux

temps tMCS
kmin et tMCS

kmax dé�nissant les bornes du nouvel intervalle de temps sont représentés
par deux marqueurs gris. La Figure 4.9.a illustre le cas où deux nouvelles bornes sont iden-
ti�ées. La Figure 4.9.b illustre le cas où seule une nouvelle borne est identi�ée. La Figure
4.9.c illustre le cas où aucune nouvelle borne n'est identi�ée. La Figure 4.9.d illustre le cas
où PfC /∈ [P̂min

f (tMCS
1 ), P̂max

f (tMCS
ntMCS

)] (le domaine temporel doit donc être élargi).

4.4.2 Choix des estimateurs et de la stratégie d'apprentissage

Les approches locale et globale peuvent être appliquées pour di�érentes estimateurs (kri-
geage, krigeage à gradient ou krigeage multi�délité), di�érentes stratégies d'apprentissage (uni-
forme, géométrique ou aux minimums locaux) et di�érents nombre de points appris par itération
(nAPP ). L'objectif de cette section est sélectionner la combinaison la plus adaptée pour chacune
des approches. Plusieurs combinaisons sont testées et comparées en considérant le cas d'applica-
tion présenté en section 3.1 où le chargement appliqué est σ3(t). Les grandeurs comparées sont
notamment :

� Le nombre d'itérations nécessaire au respect de l'un des critères d'arrêt
� La valeur de l'indicateur de précision à la dernière itération (PU≥1 pour l'approche globale

et Rt pour l'approche locale)
� Le coût des observations principales Dµ

� Le coût des observations secondaires dDµ

dt et Dµ
B

� Le coût de métamodélisation (le coût d'estimation des hyper-paramètres, de construction
de l'estimateur et d'estimation du dommage)

� L'erreur commise sur la quantité d'intérêt (Pf pour l'approche globale et tC pour l'ap-
proche locale)

4.4.2.1 Applications de l'approche globale

D'après [108], le nombre d'observations initiales doit être proche du nombre de variables
en entrée multiplié par 10. Ainsi, lorsque les observations sont calculées avec le modèle 2SD,
nOBS = 30 réalisations de (C, pD, S) sont considérées en nt = 5 temps. De même, lorsque les ob-
servations sont calculées avec l'approche RSN et la formulation 1D du modèle 2SD, nOBSB

= 60
réalisations de (C, pD, S) sont considérées en ntB = 10 temps. D'après (4.97), avec COVC = 0.1
et une probabilité de défaillance minimale à 2%, nMCS = 5000 réalisations de Z sont considérées
en ntMCS = 100 temps. Finalement, après quelques tests numériques préliminaires, UC est �xé à
1, PC est �xé à 0.99 et le nombre d'itérations maximal est posé à 140.
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Figure 4.8 � Structure algorithmique pour l'estimation du temps critique tC

89



Propagation de l'aléa matériau à coût réduit pour l'analyse de �abilité

(a) Modi�cation des deux bornes (b) Modi�cation d'une borne

(d) Modi�cation d'aucune borne (e) Retour aux bornes précédentes

Figure 4.9 � Approche locale, illustration des quatre cas entrainant la modi�cation ou non de
l'intervalle de temps considéré

L'étude est en trois parties. Dans un premier temps, les estimateurs sont comparés dans
la cadre d'un apprentissage unique. Dans un second temps, les stratégies d'apprentissage sont
comparées pour un même estimateur et avec nAPP = 5. Dans un dernier temps, les résultats
obtenus en faisant varier nAPP sont comparés pour un même estimateur et une même stratégie
d'apprentissage.

La Table 4.5 compare les coûts et résultats obtenus en fonction des di�érents estimateurs dans
le cadre d'un apprentissage unique. Concernant le critère d'arrêt PC = 0.99, le seul estimateur
permettant de le respecter est celui construit par krigeage. C'est d'ailleurs avec cet estimateur
que l'erreur sur la probabilité de défaillance est la plus faible. Concernant le coût des observations
principales, bien que le nombre de points appris soit le même pour chacun des estimateurs, les
coûts sont di�érents. Cela est du au fait que les points appris lors de l'enrichissement ne sont
pas les mêmes. Concernant le coût des observations secondaires, dans le cas du krigeage, aucune
source d'observation secondaire n'est exploitée. Ce coût est donc nul. Pour le krigeage à gra-
dient, il est proche de zéro. Comme attendu, le calcul des dérivées du dommage est extrêmement
peu coûteux. Pour le krigeage multi�délité, le coût des observations secondaires est faible mais
non négligeable. Concernant le coût de métamodélisation, il est le plus faible lorsque le krigeage
est utilisé. Pour construire l'estimateur par krigeage à gradient, trois matrices supplémentaires
sont calculées. Le coût de construction et d'inversion et donc plus élevé. Entre le krigeage et le
krigeage à gradient, un facteur 2 est observé. Pour le krigeage multi�délité, deux estimateurs
sont construits avant d'en déduire l'estimateur haute �délité. Entre le krigeage et le krigeage
multi�délité, un facteur 10 est observé. En conclusion, avec le krigeage multi�délité, le coût de
métamodélisation est très élevé et le modèle basse �délité n'apporte passe su�samment d'infor-
mations pour que cela ait un véritable intérêt. L'estimateur construit par krigeage multi�délité
n'est donc pas adapté pour l'approche globale.

Les Tables 4.6 et 4.7 comparent les coûts et résultats obtenus en fonction des di�érentes
stratégies d'apprentissage multiple avec nAPP = 5. Le premier présente les résultats obtenus par
krigeage et le second par krigeage à gradient. Concernant le critère d'arrêt PC = 0.99, toutes
les stratégies d'apprentissage multiple appliquées avec le krigeage permettent de le respecter. Ce
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Krigeage
Krigeage
à gradient

Krigeage
multi�délité

Itération 68 140 140

PU≥1 (%) 99.00 98.80 98.26

Coût des observations principales (min) 32.0 37.8 40.7

Coût des observations secondaires (min) 0.0 0.0 3.9

Coût de métamodélisation (min) 9.1 37.0 178.2

Coût total (min) 41.1 76.0 226.4
1

ntMCS

∑ntMCS
k=1

∣∣∣PMCS
f (tMCS

k )− Pf (t
MCS
k )

∣∣∣ 1.48 10−3 4.34 10−3 5.45 10−3

Table 4.5 � Comparaison des coûts et résultats obtenus en fonction des estimateur utilisés dans
l'approche globale

n'est en revanche pas le cas pour l'estimateur construit pas krigeage à gradient. L'apprentissage
uniforme est la stratégie qui entraîne les coûts numériques les plus élevés. Cela s'explique par
le choix des points appris qui favorise les clusters. Le problème est moins bien conditionné et
l'estimation des hyper-paramètres est plus coûteuse. Concernant les apprentissages géométrique
et aux minimums locaux, les résultats obtenus avec le krigeage à gradient sont équivalents. L'un
ajoute des points d'observation là où la densité des observations est la plus faible et l'autre là où
l'erreur de métamodélisation est la plus forte. Or, les zones où l'information est la moins dense
sont souvent celles où l'erreur de métamodélisation est la plus forte. En revanche, l'apprentissage
aux minimums locaux possède un avantage majeur qui est observé lorsque le krigeage est utilisé.
Puisque les points ajoutés sont des minimums locaux, si moins de nAPP minimums locaux sont
identi�és alors moins de points sont appris. Cela permet de ne pas augmenter inutilement le
nombre de points observés et donc de préserver les coûts de métamodélisation. En conclusion,
quelle que soit la stratégie d'apprentissage, le krigeage permet d'aboutir aux résultats les plus
précis et les moins coûteux. De plus, l'apprentissage aux minimums locaux a montré un avantage
majeur concernant sa �exibilité sur le nombre de points appris par itération. L'estimateur par
krigeage et la stratégie d'apprentissage aux minimums locaux sont donc les plus adaptés pour
l'approche globale.

Apprentissage
uniforme

Apprentissage
géométrique

Apprentissage aux
minimums locaux

Itération 66 58 29

PU≥1 (%) 99.00 99.00 99.00

Coût des observations principales (min) 31.2 29.4 25.5

Coût des observations secondaires (min) 0.0 0.0 0.0

Coût de métamodélisation (min) 31.6 23.5 3.7

Coût total (min) 62.8 52.9 29.2
1

ntMCS

∑ntMCS
k=1

∣∣∣PMCS
f (tMCS

k )− Pf (t
MCS
k )

∣∣∣ 5.03 10−4 2.41 10−3 1.71 10−3

Table 4.6 � Comparaison des coûts et résultats obtenus pour chacune des stratégies d'appren-
tissage appliquées à un estimateur construit par krigeage

La Table 4.8 compare les coûts et résultats pour di�érentes valeurs de nAPP pour un estima-
teur construit par krigeage et une stratégie d'apprentissage aux minimums locaux. Quelle que
soit la valeur de nAPP , le coût des observations principales est équivalent. En revanche, le coût
de métamodélisation par itération augmente signi�cativement lorsque nAPP = 10 mais reste
équivalent pour nAPP = 1 et nAPP = 5. Cela ce justi�e encore un fois par le fait que le critère
n'ajoute pas nécessairement le nombre maximal de points. Fixer nAPP à 5 n'est donc pas plus
coûteux mais permet de converger plus rapidement. En conclusion, une valeur de nAPP proche
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Apprentissage
uniforme

Apprentissage
géométrique

Apprentissage aux
minimums locaux

Itération 140 140 140

PU≥1 (%) 94.02 98.37 98.23

Coût des observations principales (min) 43.8 41.95 39.5

Coût des observations secondaires (min) 0.1 0.1 0.1

Coût de métamodélisation (min) 214.6 156.9 157.3

Coût total (min) 263.9 203.8 202.3
1

ntMCS

∑ntMCS
k=1

∣∣∣PMCS
f (tMCS

k )− Pf (t
MCS
k )

∣∣∣ 2.03 10−3 9.21 10−4 9.52 10−4

Table 4.7 � Comparaison des coûts et résultats obtenus pour chacune des stratégies d'appren-
tissage appliquées à un estimateur construit par krigeage à gradient

de 5 est le choix le plus adapté pour l'approche globale.

1 5 10

Itération 68 29 18

PU≥1 (%) 99.00 99.00 99.00

Coût des observations principales (min) 32.2 25.5 24.0

Coût des observations secondaires (min) 0.0 0.0 0.0

Coût de métamodélisation (min) 9.1 3.7 22.9

Coût total (min) 41.1 29.2 46.9
1

ntMCS

∑ntMCS
k=1

∣∣∣PMCS
f (tMCS

k )− Pf (t
MCS
k )

∣∣∣ 1.48 10−3 2.41 10−3 2.48 10−3

Table 4.8 � Comparaison des coûts et résultats obtenus pour di�érentes valeurs de nAPP pour
du krigeage

Les résultats obtenus avec l'approche globale appliquée avec un estimateur construit par
krigeage, la stratégie d'apprentissage aux minimums locaux et nAPP = 5 sont présentés plus
en détails. La Figure 4.10 trace l'évolution de PU≥1 au cours des itérations. À l'itération 29,
le critère d'arrêt est respecté. Les valeurs de PU≥1 aux itérations suivantes sont représentées à
titre informatif. En réalité, l'algorithme s'arrête. PU≥1 croît au cours des itérations. Certaines
discontinuités sont cependant observées. Elles sont causées par une mauvaise estimation des
hyperparamètres. La Figure 4.11 permet de situer les points d'observation dans l'espace des
variables aléatoires. En blanc, ce sont les points initiaux observés. Il sont évalués en 5 temps
répartis uniformément sur le domaine temporel. En couleurs, ce sont les point appris durant les
phases d'apprentissage. Leur couleur varie en fonction du temps auquel ils sont associés. Il est
observé que quelle que soit la valeur de C ou S, les points sont majoritairement appris pour
de faibles valeurs de pD. La valeur de pD a donc une in�uence prédominante sur le choix du
point appris. Cela se justi�e avec l'analyse de sensibilité réalisée en section 3.2.2.2.3 qui montre
que le dommage est principalement sensible à pD. La Figure 4.12 trace trois cartes du dommage
estimé. Sur chacune des cartes une projection des points enrichis est représentée. Là où la Figure
4.11 permet d'observer la corrélation spatiale entre les points enrichis, la Figure 4.12 permet
d'observer la corrélation temporelle. Une forte corrélation entre pD et t est observée Figure
4.12.a où plus le temps est élevé plus les points sont appris pour des valeurs élevées de pD. La
Figure 4.13 compare la probabilité de défaillance estimée Pf à la probabilité de défaillance de
référence PMCS

f (où aucun estimateur n'est utilisé et où le dommage est calculé avec le modèle
2SD aux ntMCS × nMCS points). Elles sont très proches et au maximum 40 réalisations sur 5000
sont mal classées. D'après la Figure 4.12, les points sont appris pour des temps supérieurs à 4000
ce qui d'après la Figure 4.13 correspond aux temps où Pf n'est pas nulle.
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Figure 4.10 � Approche globale, évolution de PU≥1 au cours des itérations

(a) Projection des points
dans le plan (C, pD)

(b) Projection des points
dans le plan (S,C)

(d) Projection des points
dans le plan (pD, S)

(e) Visualisation des points
dans l'espace (pD, C, S)

Figure 4.11 � Approche globale, localisation des points observés

4.4.2.2 Applications de l'approche locale

Comme pour l'approche globale, les valeurs suivantes des paramètres sont considérées :
nOBS = 30, nt = 5, nOBSB

= 60, ntB = 10, nMCS = 5000 et ntMCS = 100. La probabilité
de défaillance critique est �xée à PfC = 0.02 (ce qui correspond à un temps critique exacte
tMCS
C = 6.668 103). Après quelques tests numériques préliminaires, RC est �xé à 0.06 et le
nombre d'itérations maximal est posé égal à 140.

L'approche locale permet de réduire le taille du domaine temporel considéré. L'appliquer
avec un apprentissage multiple risque de générer des clusters et donc d'entrainer un mauvais
conditionnement numérique. Pour cette raison, seule la stratégie d'apprentissage unique (nAPP =
1) est considérée. Les résultats présentés dans la Table 4.9, sont obtenus à la première itération où
RC = 0.06. Les trois estimateurs donnent des résultats précis. Le krigeage à gradient nécessite
un coût de métamodélisation plus élevé que le krigeage mais converge plus rapidement. En
conclusion, le krigeage à gradient appliqué avec un apprentissage unique sont les choix les plus
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(a) C = 2.5 106MPa
S = 0.5MPa

(b) S = 0.5MPa
pD = 0.5

(c) pD = 0.5
C = 2.5 106MPa

Figure 4.12 � Approche globale, cartes du dommage estimé

(a) Evolution de la probabilité de défaillance au
cours du temps

(b) Écart entre le nombre de trajectoires défaillantes
de référence et estimé au cours du temps

Figure 4.13 � Approche globale, probabilité de défaillance estimée

adaptés pour l'approche locale .

Krigeage
Krigeage
à gradient

Krigeage
muti�délité

Itération 140 77 89

Rt (%) 6.00 6.00 6.00

Coût des observations principales (min) 34.8 18.4 22.2

Coût des observations secondaires (min) 0.0 0.0 3.4

Coût de métamodélisation (min) 17.1 19.7 78.8

Coût total (min) 51.9 38.1 104.42

tC 6.870 103 6.661 103 6.438 103

tMCS
C −tC
tMCS
C

(%) 3.029 0.105 3.450

Table 4.9 � Comparaison des coûts et résultats obtenus pour les stratégies de métamodélisation
locales

Les résultats obtenues avec l'approche locale appliquée avec l'estimateur construit par kri-
geage à gradient pour un apprentissage unique sont présentés plus en détails. La Figure 4.14
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trace l'évolution du rapport Rt au cours des itérations. À l'itération 33 et 71, le rapport aug-
mente. Cela signi�e que tC n'est pas inclus dans le domaine temporel considéré, ce dernier est
donc élargi. Les Figures 4.15 et 4.16 sont équivalentes aux Figures 4.11 et 4.12 obtenues avec
l'approche globale. La seule di�érence est la concentration plus importante des points dans le
cas de l'approche locale. La Figure 4.17, compare la probabilité de défaillance estimée Pf à la
probabilité de défaillance de référence PMCS

f (où aucun estimateur n'est utilisé et où le dommage
est calculé avec le modèle 2SD aux ntMCS ×nMCS points). Elle sont très proches et au maximum
5 réalisations sur 5000 sont mal classées.

Figure 4.14 � Approche locale, du ratio Rt au cours des itérations

(a) Projection des points
dans le plan (C, pD)

(b) Projection des points
dans le plan (S,C)

(d) Projection des points
dans le plan (pD, S)

(e) Visualisation des points
dans l'espace (pD, C, S)

Figure 4.15 � Approche locale, localisation des points observés
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(a) C = 2.5 106MPa
S = 0.5MPa

(b) S = 0.5MPa
pD = 0.5

(c) pD = 0.5
C = 2.5 106MPa

Figure 4.16 � Approche locale, cartes du dommage estimé

(a) Evolution de la probabilité de défaillance au
cours du temps

(b) Écart entre le nombre de trajectoires défaillantes
de référence et estimé au cours du temps

Figure 4.17 � Approche locale, probabilité de défaillance estimée

4.4.3 Conclusion et mise en parallèle des deux approches

Durant ce chapitre, di�érents leviers permettant de réduire les coûts numériques ont été
étudiés et ont permis d'aboutir à la formulation de deux approches : une globale permettant
d'estimer l'évolution de la probabilité de défaillance sur l'entièreté du domaine temporel et une
locale permettant d'estimer le temps tC pour lequel la probabilité de défaillance atteint un seuil
critique. Les leviers étudiés sont axés selon quatre points : le calcul des observations, le choix de
la grandeur estimée, le choix de l'estimateur et le développement de stratégies d'apprentissage.
Finalement après plusieurs tests numériques, l'approche globale est utilisée avec l'estimateur
construit par krigeage, la stratégie d'apprentissage aux minimums locaux et nAPP = 5. L'ap-
proche locale est utilisée avec l'estimateur construit par krigeage à gradient et un apprentissage
unique. L'e�cacité du krigeage à gradient entre l'approche globale et locale est discutée. D'après
les résultats, disposer de la dérivée du dommage au cours du temps permet une meilleur estima-
tion du dommage dans le cadre d'une approche locale mais pas pour une approche globale. Cela
se justi�e par la taille du domaine temporel et la forme d'une trajectoire du dommage. Le dom-
mage est initialement nul puis commence à croître dès lors que pµ = pD. Le signe de sa dérivée
par rapport au temps alterne alors entre nul et positif. Il est nul lorsque la transformation mi-
croscopique est élastique et positif lorsque la transformation est plastique endommageable. Ainsi
en considérant un domaine temporel large, une trajectoire du dommage peut être approximée
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comme une fonction bilinéaire. La connaissance de la dérivée du dommage par rapport au temps
en plusieurs points n'apporte que très peu d'informations. En revanche, en considérant un do-
maine temporel réduit, une trajectoire du dommage est hautement non linéaire. La connaissance
de la dérivée du dommage par rapport au temps en plusieurs points est donc très utile.

Dans le chapitre suivant ces deux approches sont appliquées à un cas d'étude réel.
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Chapitre 5

Application au cas d'une station de

mesures en mer

Sommaire

5.1 Matériel et mesures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

5.1.1 Station de mesure BIOCOLMAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

5.1.2 Modélisation mécanique du tube instrumenté . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.1.3 Mesures de déformations au cours du temps . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.1.4 Ampli�cation et extrapolation des mesures de déformation . . . . . . . 102

5.2 Application des approches développées . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

5.2.1 Application de l'approche globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

5.2.2 Application de l'approche locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5.3 Prise en compte de l'aléa de chargement . . . . . . . . . . . . . . . . 107

Les approches globale et locale permettent respectivement d'estimer à moindre coût la proba-
bilité de défaillance Pf (t) et le temps critique tC en prenant en compte l'aléa matériau. L'objectif
de ce chapitre est d'exploiter ce faible coût numérique pour étudier l'in�uence de l'aléa de char-
gement sur ces grandeurs. Pour ce faire, le cas d'une station de mesures instrumentée en mer est
considéré et quatre chargements sont étudiés.

5.1 Matériel et mesures

5.1.1 Station de mesure BIOCOLMAR

Issue d'un brevet de Nantes Université, la station de mesures BIOCOLMAR a été installée au
large de la côte du Croisic (sur le site UN e-SEA de Nantes Université) dans le but de collecter des
données sur l'environnement d'un site en mer voisin d'un champs d'éoliennes. Comme représenté
sur la Figure 5.1, la station est constituée de panneaux photovoltaïques �xés sur une bouée.
Sur la partie inférieure de cette dernière, un tube immergé permet de transmettre les e�orts du
�otteur à l'ancrage. L'amarrage est réalisé par une chaîne reliant le tube à des collecteurs de
biocolonisation puis à un corps-mort. Deux jauges optiques sont soudées de part et d'autre du
tube et mesurent son allongement longitudinal.
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(a) Photographie réalisée en service par
Franck Schoefs

(b) Plan

Figure 5.1 � Station BIOCOLMAR

5.1.2 Modélisation mécanique du tube instrumenté

La station de mesure ainsi que sa chaîne sont schématisées sur la Figure 5.2. Entre son poids
et la poussée d'Archimède, la station est à l'équilibre. En fonction de la marée et de la hauteur de
la houle, la longueur de la chaîne varie et par conséquent son poids tracté aussi. Sous l'hypothèse
que la bouée reste verticale, l'e�ort de la chaîne sur le tube est uni-axial. Le tube est �nalement
modélisé par une barre 1D encastrée en une extrémité et sollicitée en traction de l'autre. Par
conséquent les mesures de déformations réalisées par les deux jauges sont attendues égales.

Figure 5.2 � Schématisation de la station BIOCOLMAR et de la modélisation du tube

5.1.3 Mesures de déformations au cours du temps

Un ensemble de mesures de déformations a été collecté notamment entre le 2 et le 4 Octobre
2017 sur des intervalles de temps variables. En moyenne, une mesure est conservée toutes les
3.5h. Les travaux réalisés dans [109] ont permis de post-traiter ces mesures. La Table 5.1 recense
les déformations moyennes mesurées sur nMES = 16 intervalles de temps. Malgré le fait que les
déformations mesurées par les deux jauges soient attendues égales, un écart moyen d'environ 40
µm.m−1 est observé. Cela est dû au fait que les jauges ont été calibrées après avoir été soudées
sur le tube mais avant le transport et la mise en mer. Des déformations plastiques ont alors pu se
produire lors de ces phases de manutention. Une recalibration des deux jauges est donc réalisée
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en considérant que la déformation moyenne enregistrée pour chaque jauge devrait être identique
(d'après l'hypothèse de la barre en traction).

Intervalle de temps (h) Jauge 1 (µm.m−1) Jauge 2 (µm.m−1)
0 97.01 141.69

3 96.78 141.50

10 97.31 141.90

12 97.14 141.78

15 97.41 142.23

18 98.24 143.15

21 99.68 144.49

24 98.01 142.71

27 97.40 142.30

34 99.98 144.99

36 100.01 145.29

39 100.29 145.24

42 99.72 144.72

45 99.28 144.35

48 97.74 142.58

51 96.35 140.81

Table 5.1 � Déformations mesurées en fonction du temps

Initialement, les déformations moyennes des jauges 1 et 2 sont notées εεεJ1 et εεεJ2. Après
recalibration, elles sont notées ε̃εεJ1 et ε̃εεJ2. L'espérance des déformations recalibrées se calcule
ainsi :

E(ε̃εεJ1) = E(ε̃εεJ2) =
E(εεεJ1) + E(εεεJ2)

2
(5.1)

Deux facteurs de recalibration δJ1 et δJ2 sont déduits tels que :

δJ1 =
E(ε̃εεJ1)

E(εεεJ1)
(5.2)

δJ2 =
E(ε̃εεJ2)

E(εεεJ2)
(5.3)

Finalement, les déformations recalibrées se calculent comme suivant et leur valeur sont listées
dans la Table 5.2.

ε̃εεJ1 = δJ1εεεJ1 (5.4)

ε̃εεJ2 = δJ2εεεJ2 (5.5)
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Intervalle de temps (h) Jauge 1 (µm.m−1) Jauge 2 (µm.m−1)
0 97.30 97.3

3 97.17 97.12

10 97.44 97.53

12 97.36 97.4

15 97.67 97.61

18 98.30 98.25

21 99.22 99.36

24 98.00 98.07

27 97.72 97.60

34 99.56 99.59

36 99.77 99.61

39 99.74 99.83

42 99.38 99.39

45 99.12 99.05

48 97.91 97.86

51 96.69 97.79

Table 5.2 � Déformations recalibrées en fonction du temps

La Figure 5.3 permet de comparer les valeurs obtenues entre les jauges 1 et 2 recalibrées.
Une courbe de tendance est tracée par régression linéaire. De plus, sachant que les déformations
mesurées par les deux jauges devraient être égales, une courbe de référence est aussi représentée.
Malgré les erreurs de mesures, la relacalibration permet d'obtenir deux courbes relativement
similaires. Par la suite, les déformations obtenues par régression linéaire sont alors supposées
exactes et les écarts εεεMES − ε̃εεJ1 et εεεMES − ε̃εεJ2 sont considérés comme des erreurs de mesures.
L'ensemble de ces valeurs est indiqué dans la Table 5.4. À partir de ces valeurs, l'espérance et la
variance des erreurs de mesures sont exprimées et calculées comme suivant :

EMES =
E(εεεMES − ε̃εεJ1) + E(εεεMES − ε̃εεJ2)

2
= −6.25 10−10 µm.m−1 (5.6)

VMES =
V(εεεMES − ε̃εεJ1) + V(εεεMES − ε̃εεJ2)

2
= 0.05 µm2.m−2 (5.7)

Ces moments statistiques permettrons par la suite de proposer un modèle d'erreur.

Figure 5.3 � Déformations mesurées par la jauge 2 en fonction de la jauge 1

101



Application au cas d'une station de mesures en mer

Intervalle de
temps (h)

Valeurs
exactes (µm.m−1)

Écart avec la
jauge 1 (µm.m−1)

Écart avec la
jauge 2 (µm.m−1)

0 97.01 −0.29 −0.29

3 96.78 −0.39 −0.34

10 97.31 −0.13 −0.22

12 97.14 −0.22 −0.26

15 97.41 −0.26 −0.20

18 98.24 −0.06 −0.01

21 99.68 0.46 0.32

24 98.01 0.01 −0.06

27 97.40 −0.32 −0.20

34 99.98 0.42 0.39

36 100.01 0.24 0.40

39 100.29 0.55 0.46

42 99.72 0.34 0.33

45 99.28 0.16 0.23

48 97.74 −0.17 −0.12

51 96.35 −0.34 −0.44

Table 5.3 � Déformations supposées exactes et erreurs de mesures

5.1.4 Ampli�cation et extrapolation des mesures de déformation

5.1.4.1 Ampli�cation des mesures de déformations

La structure étant susmentionnée, il est probable qu'aucun dommage signi�catif ne se pro-
duise avant plusieurs dizaines d'années. Par conséquent, les déformations mesurées sont ampli-
�ées a�n d'accélérer le processus d'endommagement. De façon à conserver la même espérance,
les déformations ampli�ées se calculent :

εεεAMP = AMP×
(
εεεMES − E(εεεMES)

)
+ E

(
εεεMES

)
(5.8)

avec AMP le coe�cient d'ampli�cation. À partir de (5.6) et (5.7), l'espérance et la variance des
erreurs de mesures ampli�ées s'écrivent :

EAMP = EMES (5.9)

VAMP = AMP2 × VMES (5.10)

Le choix de la valeur de AMP est réalisé dans la sous-section suivante après que les signaux de
déformations aient été extrapolés.

5.1.4.2 Extrapolation des mesures de déformations

À partir des nMES = 16 valeurs de εεεAMP , quatre types de signaux de déformations sont
dé�nis a�n de comparer l'impact de leur constitution et de l'erreur de mesure sur le dommage.

� Le premier est déterministe. Il est dé�ni à partir des mesures de déformations ampli�ées
et est supposé sans erreur. Le signal εεε(0) est une extrapolation de εεεAMP sur [tinit, tfin].
Ainsi, εεεAMP est répété nREP fois tel que :

εεε(0) =
[
ε
(0)
1 . . . ε

(0)
j . . . ε

(0)
n0

]
(5.11)

avec j ∈ J1;n0K et n0 = nMES × nREP .
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� Le second est stochastique. Il est dé�ni à partir des mesures de déformations ampli�ées et
des erreurs associées. Le signal εεε(1)k est l'addition du signal εεε(0) et d'une réalisation ξV A

k

de la variable aléatoire ξV A ∼ N (EAMP ,VAMP ) tel que :

εεε
(1)
k =

[
ε
(0)
1 + ξV A

k . . . ε
(0)
j + ξV A

k . . . ε
(0)
n0 + ξV A

k

]
(5.12)

avec k ∈ J1;nεK.
� Le troisième est stochastique. Il est aussi dé�ni à partir des mesures de déformations

ampli�ées et des erreurs associées. La seule di�érence avec le signal précédent est que,
cette fois ci, l'erreur est considérée variable au cours du temps. Le signal εεε(2)k est l'addition

du signal εεε(0) et d'une réalisation ξ
(2)
k du processus gaussien stationnaire avec corrélation

gaussienne ξPG de paramètres (EAMP ,VAMP ,LAMP ) tel que :

εεε
(2)
k =

[
ε
(0)
1 + ξPG

1,k . . . ε
(0)
j + ξPG

j,k . . . ε
(0)
n0 + ξPG

n0,k

]
(5.13)

avec LMES la longueur de corrélation posée égale à la durée moyenne entre deux mesures
soit 3.6 h.

� Le quatrième est stochastique. Il est uniquement dé�ni à partir de l'espérance et de la
variance de l'ensemble des mesures de déformations ampli�ées. Le signal εεε(3)k est une réali-
sation d'un processus gaussien stationnaire avec corrélation gaussienne εεε(3) de paramètres
(E(3),V(3),L(3)) tel que :

εεε
(3)
k =

[
ε
(3)
1,k . . . ε

(3)
j,k . . . ε

(3)
n0,k

]
(5.14)

avec E(3) l'espérance, V(3) la variance et L(3) la longueur de corrélation. Pour que ce signal
soit équivalent aux précédents, sa variance et son espérance sont posées égales à celles des
déformations ampli�ées :

E(3) = E(εεεAMP ) (5.15)

V(3) = V(εεεAMP ) (5.16)

De plus, la longueur de corrélation est choisie de façon à ce que les réalisations εεε(3)k soient
en moyenne composées du même nombre de cycles (au sens Rain�ow) que εεε(0).

5.1.4.3 Génération de quatre signaux de déformations

D'après [110], la demie durée de vie d'une éolienne en mer est estimée à une quinzaine
d'années. Un état de service de 16 ans est donc considéré avec [tinit, tfin] = [0, 1.40160 105] h. Par
conséquent, nREP est �xé à 2748. De plus, s'agissant d'un tube en acier standard de construction
navale, les caractéristiques matériau du tube sont équivalentes à celles de l'assemblage tubulaire
étudié dans le Chapitre 2. Pour que le dommage moyen soit signi�catif, le signal des déformations
est ampli�é d'un coe�cient multiplicateur AMP = 800. Un extrait des quatre modèles de signaux
est représenté en Figure 5.4. Pour les signaux aléatoires (εεε(1)k , εεε(2)k et εεε(3)k ), nε = 5 réalisations
sont tracées. Les signaux obtenus sont discontinus parce qu'ils sont tracés avec un intervalle de
temps entre chaque point égale à l'intervalle de temps des mesures (environ 3.4h).

À noter que les réalisations des processus ξPG et εεε(3) ont été générées par expansion de
Karhunen Loève [84] avec la librairie Uqlab [85].
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(a) εεε(0)

(b) εεε(1)

(c) εεε(2)

(d) εεε(3)

Figure 5.4 � Extrait des signaux de déformation pour t ∈ [0; 300]h ⊂ [tinit; tfin]
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5.2 Application des approches développées

Les approches globale et locale sont appliquées pour chacun des quatre signaux. Les résultats
obtenus sont ensuite comparés aux résultats obtenus avec la méthode de Monte Carlo. Cette
dernière consiste à n'utiliser aucun estimateur et à calculer chacun des points avec le modèle
2SD. Cette méthode étant très coûteuse, seul l'aléa matériau est considéré. Par conséquent, 5000
réalisations de Z et seule une réalisation par signal stochastique (nε = 1) sont considérées. De
plus, puisque les signaux sont des signaux de déformations, aucun problème à l'échelle macro-
scopique n'a besoin d'être traité. Via la relation de localisation (1.28), le problème à l'échelle
microscopique est donc directement résolu.

5.2.1 Application de l'approche globale

Comme il a été conclu dans le Chapitre 4, l'approche globale est appliquée avec un estima-
teur construit par krigeage, une stratégie d'apprentissage aux minimums locaux et nAPP = 5
points appris par itération. Le dommage est initialement observé pour nOBS = 30 réalisations de
(C, pD, S) en nt = 5 temps. Ces observations sont calculées avec le modèle 2SD en considérant
un pas de temps ∆t = 0.01 h. La probabilité de défaillance est calculée à partir du dommage
estimé pour nMCS = 5000 réalisations de Z en ntMCS = 100 temps. Les paramètres UC et PC

sont respectivement �xés à 1 et 0.99.
L'évolution des probabilités de défaillance est tracée sur la Figure 5.5 avec PMC

f la probabilité
de référence (Monte Carlo), Pf la probabilité estimée et PfC la probabilité critique. Le coût de
calcul de l'approche globale et la moyenne de la somme des écarts entre la probabilité estimée et
la probabilité de référence sont indiqués dans la Table 5.4. L'écart commis est relativement faible
quel que soit le signal et le coût numérique est acceptable. Si le lecteur souhaite comparer ces
résultats aux résultats obtenus au Chapitre 4, il important de préciser que le domaine temporel
considéré ainsi que le pas de temps ne sont pas les mêmes. Les signaux de contraintes traités
dans le Chapitre 4 sont discrétisés en 1.0600 104

0.05 = 2.1200 105 temps tandis que les signaux de

déformations le sont en 1.2264 105

0.01 = 1.2264 107 temps. Il est donc compréhensible que le coût
numérique soit plus élevé lorsque les signaux de déformation sont considérés.

(a) εεε(0) (b) εεε(1)
1 (c) εεε(2)

1 (d) εεε(3)
1

Figure 5.5 � Approche globale appliquée à quatre signaux de déformation
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εεε(0) εεε
(1)
1 εεε

(2)
1 εεε

(3)
1

1
ntMCS

∑ntMCS
k=1

∣∣∣PMCS
f (tk)− Pf (tk)

∣∣∣ 2.487 10−3 6.642 10−3 2.110 10−3 0.810 10−3

Coût (min) 31.8 48.8 25.5 15.2

Table 5.4 � Erreur moyenne commise sur l'estimation de Pf avec l'approche globale

5.2.2 Application de l'approche locale

Comme conclu dans le Chapitre 4, l'approche locale est appliquée avec un estimateur construit
par krigeage à gradient et une stratégie d'apprentissage unique (nAPP = 1). Le dommage est
initialement observé pour nOBS = 30 réalisations de (C, pD, S) en nt = 5 temps. Ces observations
sont calculées avec le modèle 2SD en considérant un pas de temps ∆t = 0.01 h. La probabilité
de défaillance est calculée à partir du dommage estimé pour nMCS = 5000 réalisations de Z
en ntMCS = 100 temps. La probabilité de défaillance critique PfC et le critère d'arrêt RC sont
respectivement �xés à 0.02 et 0.06.

L'évolution des probabilités de défaillance est tracée sur la Figure 5.6 avec PMC
f la probabilité

de référence (Monte Carlo), Pf la probabilité estimée moyenne, Pmin
f la probabilité estimée

minimale Pmax
f la probabilité estimée maximale et PfC la probabilité critique. Le coût de calcul

de l'approche locale et l'erreur relative sur tC sont indiqués dans la Table 5.4. L'erreur commise
ne dépasse pas les 3% et le coût numérique est acceptable.

(a) εεε(0) (b) εεε(1)
1 (c) εεε(2)

1 (d) εεε(3)
1

Figure 5.6 � Approche locale appliquée à quatre signaux de déformation

εεε(0) εεε
(1)
1 εεε

(2)
1 εεε

(3)
1

tMCS
C −tC
tMCS
C

(%) −1.12 0.61 3.68 0.11

Coût (min) 27.0 36.7 18.6 45.5

Table 5.5 � Erreur relative commise sur l'estimation de tC avec l'approche locale
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5.3 Prise en compte de l'aléa de chargement

En plus de l'aléa matériau, l'in�uence de l'aléa de chargement sur le dommage calculé avec le
modèle 2SD est étudiée. Pour propager l'aléa de chargement à moindre coût à partir des travaux
réalisés, il est possible d'appliquer les approches globale et locale (qui prennent en compte la va-
riabilité matériau) pour nε réalisations de chargements. La structure étant en service, l'approche
locale pour la plani�cation des opérations de maintenance est favorisée à l'approche globale qui
est plus adaptée pour le dimensionnement. Par conséquent, une distribution de tC est estimée
à partir des nε réalisations estimées de tC . Le coût numérique maximal est �xé à 150 heures de
calculs. D'après la Table 5.5, l'estimation de tC est réalisée pour un coût moyen de 32 min. De
plus, sachant que l'un des quatre signaux est déterministe, le nombre de réalisations considérées
pour chacun des signaux aléatoires est nε = 100. Ce nombre étant faible, la variabilité des si-
gnaux risque de ne pas être précisément caractérisée. Pour compenser ce manque d'informations,
les réalisations sont générées par par LHS [5].

Les distributions obtenues de tC sont illustrées indépendamment sur la Figure 5.7 et collec-
tivement sur la Figure 5.8. L'espérance et la variance de chaque distribution sont indiquées dans
la Table 5.6.

� Premièrement, sachant que le signal εεε(0) est déterministe, la valeur de tC associée à εεε(0)

est déterministe. Sa variance est donc nulle.
� Deuxièmement, les distributions de tC obtenues pour les signaux εεε(1) et εεε(2) ont une

espérance équivalente à celle obtenue lorsque εεε(0) est considéré. Cela semble cohérent
puisque les signaux εεε(1) et εεε(2) sont dé�nis avec une erreur d'espérance proche de zéro
(EAMP ≃ 0).

� Troisièmement, bien les signaux εεε(1) et εεε(2) aient la même variance VAMP , les variances
de tC sont bien distinctes. Elle en environ 45 fois plus élevée pour le signal εεε(1). Cela se
justi�e par la corrélation imposée dans εεε(2) qui rend certaines réalisations très rares et
réduit donc la variabilité de tC .

� Quatrièmement, bien que εεε(2) et εεε(3) aient la même espérance, la même variance et en
moyenne le même nombre de cycles, l'espérance de tC obtenue avec εεε(1) est nettement
supérieure à celle obtenue pour les trois autres signaux. En d'autres termes, malgré le
fait que εεε(2) et εεε(3) soient statistiquement équivalents, les distributions de tC sont bien
distinctes. Cela est dû à la prise en compte de l'in�uence de l'historique de chargement
par le modèle 2SD.

Pour �nir, recontextualiser ces résultats dans un objectif de surveillance permet de prendre
du recul sur l'intérêt de l'approche locale et plus précisément sur l'utilisation du modèle 2SD.
Considérons εεε(0) comme le signal des déformations exactes perçues par la station BIOCOLMAR.
Dans un contexte de SHM, εεε(1) et εεε(2) sont des signaux issues de mesures réalisées tout au long de
la durée de vie de la bouée. Au contraire, si aucune mesure n'est réalisée, εεε(3) est un signal dé�ni à
partir des connaissance de l'état de mer. Ainsi, les résultats montrent que l'approche locale permet
de correctement estimer tC si des mesures ont été réalisées et donc que l'historique de chargement
est connu. Les erreurs relatives moyennes obtenues pour εεε(1) et εεε(2) sont respectivement de 6.80
% et −0.32 %. En revanche, si aucune mesure n'est réalisée, l'historique de chargement n'est pas
connu et l'estimation de tC est entachée d'une erreur relative moyenne non négligeable : −48.80
%.

εεε(0) εεε(1) εεε(2) εεε(3)

E(tC) (années) 9.416 10.06 9.386 14.04

V(tC) (années2) 0 3.409 0.076 0.069

Table 5.6 � Espérance et variance de tC en fonction des types de signaux de déformations
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(a) εεε(1) (b) εεε(2) (c) εεε(3)

Figure 5.7 � Distributions probabilistes de tC en fonction des signaux aléatoires appliqués

Figure 5.8 � Confrontation des distributions probabilistes de tC en fonction des signaux de
déformation appliqués
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Conclusion générale

L'évaluation du dommage en fatigue est un véritable dé� : obtenir des résultats de simulation
précis implique d'importants coûts numériques. En conséquence, son estimation est généralement
réalisée avec des approximations fortes. Parmi elles, le cumul linéaire du dommage néglige l'in-
�uence de l'historique de chargement. Grâce au gain numérique induit, des approches �abilistes
ont pu être développées a�n de prendre en compte di�érentes sources d'incertitudes telles que le
chargement, la géométrie ou le matériau. Cependant, que ce soit pour le dimensionnement ou le
suivi en service de structures, le besoin de précision est grandissant. C'est selon cet axe que ce
sont orientés ces travaux.

La non prise en compte de l'historique de chargement est reconsidérée. Un modèle d'endom-
magement continu est alors sélectionné, le modèle 2SD. C'est un modèle déterministe particuliè-
rement adapté pour les structures métalliques sollicitées en fatigue polycyclique. A�n de prendre
en compte l'aléa matériau et d'accroître la précision des résultats, les paramètres du modèle 2SD
sont calibrés. À partir d'une étude bibliographique les paramètres à considérer incertains sont
sélectionnés. Ils sont au nombre de 4 : (C, S,DC , pD). Leur calibration est réalisée à partir de
courbes SN probabilistes en trois étapes : choix des supports par analyse de sensibilité élastique,
génération d'un ensemble de distributions candidates par la méthode MCMC et sélection d'un
jeu de distributions permettant de disposer de résultats conservatifs. Les variables aléatoires
(C, S) sont identi�ées comme indépendantes et suivant une loi uniforme tandis que (S,DC) sont
identi�ées comme corrélées et suivant une loi log-normale. Ces distributions sont associées à une
erreur conservative moyenne sur le nombre de cycles à rupture de 10%.

Une fois le modèle calibré et l'aléa matériau dé�ni, l'in�uence de l'historique de chargement
est étudiée. Pour cela le modèle est appliqué à un cas d'étude 2D pour cinq chargements di�é-
rents. Les résultats obtenus sont comparés à ceux obtenus avec un cumul linéaire du dommage,
c'est-à-dire en ne prenant pas en compte l'in�uence de l'historique de chargement. Di�érentes
observations sont réalisées. Premièrement, la qualité de la calibration du modèle 2SD est validée
puisqu'il permet d'obtenir la même probabilité de défaillance qu'avec un cumul linéaire du dom-
mage lorsque le chargement est d'amplitude constante (l'in�uence de l'historique de chargement
est nulle). Deuxièmement, pour deux signaux dont la seule di�érence est l'ordre d'apparition
des cycles de chargement, le modèle 2SD permet de calculer deux probabilités de défaillance
bien distinctes (contrairement à un cumul linéaire). Troisièmement, pour deux signaux d'am-
plitudes aléatoires, le cumul linéaire du dommage sous-estime la probabilité de défaillance d'un
facteur 2 et 3 par rapport au modèle 2SD sur les cas d'études choisis. L'intérêt de prendre en
compte l'in�uence de l'historique de chargement étant démontré, il s'agit ensuite de réduire le
coût numérique du modèle 2SD lorsque l'aléa matériau est considéré.

Deux approches basées sur le krigeage sont développées selon deux objectifs. Pour le dimen-
sionnement en fatigue, la connaissance de l'évolution de la probabilité de défaillance est d'une
grande aide. Une approche dite globale reprenant la structure algorithmique de la méthode AK-
MCS est développée. Après divers tests numériques, l'approche globale est considérée optimale
lorsque le dommage est estimé par krigeage avec un apprentissage adaptatif multiple. Pour la
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plani�cation des opérations de maintenance, la connaissance de l'instant où la probabilité de
défaillance dépasse une valeur critique est très utile. Une approche dite locale est développée
a�n de répondre à ce besoin. Dans sa structure algorithmique, elle est équivalente à l'approche
globale à la di�érence que le domaine temporel considéré n'est plus �xe mais variable. Après
divers tests numériques, l'approche locale est considérée optimale lorsque le dommage est estimé
par krigeage à gradient avec un apprentissage adaptatif unique. Finalement, quelle que soit l'ap-
proche, le coût numérique est d'environ 40 minutes soit un gain d'un facteur 250 par rapport à
une approche sans métamodélisation.

Les coûts numériques maintenant réduits, les deux approches sont appliquées à un cas d'étude
réel : une station de mesures en mer. À partir de mesures de déformations, quatre types de signaux
sont dé�nis : le premier est déterministe et sans erreur de mesure, le second est probabiliste
avec une erreur constante, le troisième est probabiliste avec une erreur variable au cours du
temps et le quatrième est un processus gaussien avec corrélation gaussienne. L'e�cacité des
approches globale et locale est démontrée après que les approches aient été appliquées sur chacun
des chargements. Ensuite, à partir de l'approche locale, l'intérêt du modèle 2SD est questionné
lorsque le chargement est incertain. Si l'utilisateur dispose de mesures, l'historique de chargement
est connu et les résultats obtenus sont précis. En revanche, si aucune mesure n'est disponible,
l'historique de chargement est inconnu et le modèle 2SD conduit à une estimation du dommage
peu précise.

Perspectives

Les travaux proposés dans ce manuscrit ouvrent la voie à plusieurs perspectives.
Le coût numérique des approches globale et locale peut encore être réduit. Deux pistes sont

envisagées. Premièrement, que ce soit pour le krigeage ou le krigeage à gradient, les deux estima-
teurs sont construits à partir d'un krigeage de type ordinaire. Le plan moyen estimé n'étant pas
constant, un krigeage universel pourrait donc être plus approprié. Tout l'enjeu pour judicieuse-
ment appliquer ce dernier repose alors sur le choix des fonctions d'interpolation. Deuxièmement,
les programmes sont réalisés sous Matlab. Ce logiciel est basé sur un langage interprété et ne
permet pas une gestion approfondie de la mémoire ou des ressources de calculs. Réimplémenter
les programmes avec un langage compilé tel que C++ est donc un moyen e�cace a�n de réduire
les coûts numériques en temps et en mémoires.

À plus long terme, pour améliorer la modélisation, la complexité du problème considéré peut
être accrue. Trois pistes sont envisagées. Premièrement, la seule source d'incertitude considérée
avec une stratégie d'optimisation des coûts numériques est l'aléa matériau. D'autres sources
d'incertitudes pourraient être considérées. Dans le cas des assemblages soudés, il est montré
que la variabilité géométrique a une in�uence importante sur le calcul du dommage en fatigue
[111]. On pourrait alors prendre en compte l'aléa géométrique en métamodélisant le dommage en
fonction d'un plus grand nombre de variables. D'après [108], le krigeage reste e�cace pour une
dizaine de variables en entrée. Puisque jusqu'à présent 4 variables ont été considérées, l'ajout
d'autres variables ne nécessiterait pas de modi�cations importantes des approches développées.
Ce n'est donc a priori pas un verrou. En revanche, un travail équivalent à celui présenté en
Annexe 2 doit être réalisé a�n de conserver une formulation permettant d'estimer à moindre
coût l'instant où le dommage s'amorce. Deuxièmement, pour éviter des coûts numériques trop
importants, les travaux sont réalisés en ne considérant qu'un seul élément endommageable. Même
dans l'objectif d'étudier l'évolution du dommage au sein d'un hot spot, considérer un unique
élément n'est pas réaliste. Une stratégie permettant d'appliquer les approches globale et locale
à un ensemble d'éléments doit être investiguée. Les coûts numériques alors induits peuvent être
réduits en parallélisant les calculs ou encore en mettant en place une méthode telle que k-means

clustering [112]. Cette dernière consiste à réaliser des clusters d'éléments voisins soumis à des
déformations macroscopiques équivalentes et de ne considérer qu'un seul élément microscopique
pour chacun de ces clusters. Troisièmement, les paramètres matériau du modèle sont calibrés
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à partir de courbes SN probabilistes. Cela peut être interprété comme une calibration initiale
du modèle. Dans un objectif de suivi de structures en service, cette calibration pourrait être
mise à jour à partir de mesures réalisées au cours du temps. Cela permettrait de réajuster les
estimations fournies par le modèle et d'augmenter la precision au cours du temps. Cela nécessite
donc d'investiguer des stratégies de mise à jour du modèle au cours du temps telles que celle
évoquée dans [113].
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Annexe 1 : Application du modèle 2SD en 1D avec une amplitude

de contraintes constante

Un signal d'amplitude constante ∆σ est considéré. La Figure 5.9 permet d'illuster les gran-
deurs considérées. Elle représente l'évolution des contraintes macroscopique (en rouge) et micro-
scopique (en noir) durant un cycle de chargement OABCD.

Figure 5.9 � Diagramme des contraintes-déformations pour un cycle de chargement OABCD

Avant l'initiation du dommage, avec ε = εµ et εµ = εµe + εµp, la déformation plastique
microscopique s'écrit :

εµp = ε− εµe (5.17)

Avec la loi de Hooke Eε = σ à l'échelle macroscopique et Eεµe = σ̃µ à l'échelle microscopique,
l'equation précédente devient :

Eεµp = σ − σ̃µ (5.18)

De plus, durant la transformation OA σ̃µ −Xµ > 0, la surface de charge s'écrit :

f = |σ̃µ −Xµ| − σµ
y = 0 ⇒ Xµ = σ̃µ − σµ

y (5.19)

Puisque le dommage initial vaut 0, σ̃µ = σµ et par conséquent l'expression précédente devient :

Xµ = σµ − σµ
y (5.20)

D'après la formulation de l'écrouissage cinématique linéaire et (5.20), la déformation plastique
microscopique est exprimée telle que :

dXµ =
2

3
Cdεµp ⇒ εµp =

3

2C
(σµ − σµ

y ) (5.21)
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Ainsi, avec (5.18) et (5.21), la contrainte microscopique s'écrit :

σµ =
2Cσ + 3Eσµ

y

2C + 3E
(5.22)

Et avec (5.20) et (5.22), l'écrouissage cinématique linéaire se lit :

Xµ =
2C(σ − σµ

y )

2C + 3E
(5.23)

De plus, puisqu'un cycle correspond à un cumul plastique microscopique ∆pµ = 4εµp, avec (5.21)
l'équation précédente devient :

∆pµ =
12(σ − σµ

y )

2C + 3E
(5.24)

Finalement, l'expression du nombre de cycles ND nécessaire pour initier le dommage est obtenue :

ND∆pµ = pD (5.25)

ND =
2C + 3E

12(σ − σµ
y )

pD (5.26)

D'après la dé�nition de l'énergie élastique libérée et de la loi de Hooke, Y µ s'exprime :

Y µ =
1

2
σ̃µεµe (5.27)

Y µ =
σ̃µ2

2E
(5.28)

Avec (5.19), l'incrément d'écrouissage se formule dXµ = dσ̃µ. Ainsi, avec (5.21), l'incrément de
la déformation plastique microscopique se formule :

dεµp =
3

2C
dσ̃µ (5.29)

À partir de la dé�nition du dommage et des deux equations précédentes, l'incrément du dommage
s'écrit :

dDµ =

(
Y µ

S

)s

dpµ (5.30)

dDµ =

(
σ̃µ2

2ES

)s
3

2C
|dσ̃µ| (5.31)

Le dommage associé à un cycle s'exprime alors comme suivant :

∆Dµ =

∫
OABCD

dDµ (5.32)

∆Dµ =
3

2C(2ES)s

∫
OABCD

σ̃µ2s |dσ̃µ| (5.33)

∆Dµ =
3

C(2ES)s

∫
DOA

σ̃µ2s
dσ̃µ (5.34)

Puisque en A, σ̃µ
A = σ̃µ et en D, σ̃µ

A = σµ
y − (σ̃µ

A − σµ
y ) = 2σµ

y − σ̃µ alors les bornes de l'intégrale
sont :

∆Dµ =
3

C(2ES)s

∫ σ̃µ

2σµ
y−σ̃µ

σ̃µ2s
dσ̃µ (5.35)

∆Dµ =
3
(
σ̃µ2s+1 − (2σµ

y − σ̃µ)2s+1
)

C(2ES)s(2s+ 1)
(5.36)
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Finalement, sachant que dN∆Dµ = dDµ, la formulation du nombre de cycle menant à la rupture
est :

dN =
C(2ES)s(2s+ 1)

3
(
σ̃µ2s+1 − (2σµ

y − σ̃µ)2s+1
)dDµ (5.37)∫ N

ND

dN =
C(2ES)s(2s+ 1)

3
(
σ̃µ2s+1 − (2σµ

y − σ̃µ)2s+1
) ∫ DC

0
dDµ (5.38)

N = ND +
C(2ES)s(2s+ 1)

3
(
σ̃µ2s+1 − (2σµ

y − σ̃µ)2s+1
)DC (5.39)

Annexe 2 : Relations entre les variables internes microscopiques

du modèle 2SD

Si pµn ≤ pD, alors la transformation est sans dommage et l'incrément de plasticité s'écrit :

∆pµ =
fn

3µ+ C
(5.40)

avec µ = E
2(1+ν) . À partir de cette expression, la déformation microscopique plastique εεεµp

n+1 est
exprimé en fonction de C :

εεεµp
n+1 =

2µPD : εεεen+1 −
√

2
3σ

µ
yNn+1

2µ+ 2
3C

(5.41)

Pour Ci et Cj deux réalisations de C, les déformations εεεµp
n+1(Ci) et εεε

µp
n+1(Cj) s'écrivent :

εεεµp
n+1(Ci) =

2µPD : εεεen+1(Ci)−
√

2
3σ

µ
yNn+1(Ci)

2µ+ 2
3Ci

(5.42)

εεεµp
n+1(Cj) =

2µPD : εεεen+1(Cj)−
√

2
3σ

µ
yNn+1(Cj)

2µ+ 2
3Cj

(5.43)

Puisque εεεen+1 est une grandeur macroscopique, elle ne dépend pas de C. La relation suivante est
obtenue :(

2µ+
2

3
Ci

)
εεεµp
n+1(Ci) +

√
2

3
σµ
yNn+1(Ci) =

(
2µ+

2

3
Cj

)
εεεµp
n+1(Cj) +

√
2

3
σµ
yNn+1(Cj)

(5.44)

Sous l'hypothèse que Nn+1 ne dépende pas non plus de C, la relation se réécrit :

εεεµp
n+1(Ci) =

2µ+ 2
3Cj

2µ+ 2
3Ci

εεεµp
n+1(Cj) (5.45)

Il en est déduit deux relations similaires pour pµn+1 et X
µ
n+1 :

pµn+1(Ci) =
2µ+ 2

3Cj

2µ+ 2
3Ci

pµn+1(Cj) (5.46)

Xµ
n+1(Ci) =

(
2µ+ 2

3Ci

)
Ci(

2µ+ 2
3Cj

)
Cj

Xµ
n+1(Cj) (5.47)

La proposition � si pµn ≤ pD, alorsNn+1 ne dépend pas de C � est démontrée par récurrence :
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� Soit n = 1, la première itération où il y a plasticité sans dommage à l'échelle microsco-
pique. À l'itération n = 0, εεεµp

0 , Xµ
0 et pµ0 sont donc nuls et le vecteur N1 s'écrit :

N1 =
PD : σ̃µe

1 −Xµ
0∥∥∥PD : σ̃µe

1 −Xµ
0

∥∥∥ (5.48)

=
2µPD :

(
εεεe1 − εεεµp

0

)
−Xµ

0∥∥2µPD :
(
εεεe1 − εεεµp

0

)
−Xµ

0

∥∥ (5.49)

=
2µPD : εεεe1

∥2µPD : εεεe1∥
(5.50)

N1 dépend uniquement de εεεe1 qui est un grandeur macroscopique et ne dépend donc pas
de Z. Par conséquent N1 ne dépend pas de Z. La proposition est donc vraie pour n = 1.

� Soit n, la nème itération où il y a plasticité sans dommage à l'échelle microscopique. Les
variables internes microscopiques s'écrivent :

fn =
√

3/2
∥∥2µPD :

(
εεεen − εεεµp

n−1

)∥∥− σµ
y

pµn = pµn−1 +∆pµ = pµn−1 +
f2

3µ+C

εεεµp
n = εεεµµpµn−1 +∆εεεµp = εεεµp

n−1 +
√

3
2∆pNn

Xµ
n = Xµ

n−1 +∆Xµ = Xµ
n−1 +

√
2
3C∆pNn

(5.51)

Le vecteur Nn s'écrit :

Nn =
PD : σ̃µe

n −Xµ
n−1∥∥PD : σ̃µe

n −Xµ
n−1

∥∥ (5.52)

Pour simpli�er les expressions, seul le numérateur est considéré :

PD : σ̃µe
n −Xµ

n−1 = 2µPD :
(
εεεen − εεεµp

n−1

)
−Xµ

n−1 (5.53)

= 2µPD : εεεen − 2µεεεµp
n−1 −Xµ

n−1 (5.54)

= 2µPD : εεεen − 2µ

√
3

2
∆pNn−1 −

√
2

3
C∆pNn−1 (5.55)

= 2µPD : εεεen − 2µ

√
3

2

fn
3µ+ C

Nn−1 −
√

2

3
C

fn
3µ+ C

Nn−1 (5.56)

= 2µPD : εεεen −
√

2

3
fnNn−1 (5.57)

= 2µPD : εεεen −
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2

3
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Le vecteur Nn se réécrit donc :

Nn =
2µPD : εεεen −

∥∥2µPD :
(
εεεen − εεεµp

n−1

)∥∥Nn−1 +
√

2
3σ

µ
yNn−1∥∥∥2µPD : εεεen −

∥∥2µPD :
(
εεεen − εεεµp

n−1

)∥∥Nn−1 +
√

2
3σ

µ
yNn−1

∥∥∥ (5.59)

Sous l'hypothèse que Nn−1 ne dépende pas de Z alors εεεµp
n−1 ne dépend pas non plus de

Z. De même pour εεεen qui est une grandeur macroscopique. Par conséquent si Nn−1 ne
dépend pas de Z alors Nn n'en dépend pas non plus. La proposition est donc héréditaire.

� La proposition est vraie pour n = 1 et est héréditaire, par récurrence elle est donc vraie
pour tout n ∈ N∗
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Titre : Approximation stochastique du dommage en fatigue pour le suivi en service de structure 
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Résumé : L'endommagement par fatigue est un phénomène s'initiant à l'échelle microscopique. 
Sous l'effet de sollicitations répétées et de faibles amplitudes, de microfissures apparaissent 
jusqu'à générer l'amorçage d'une fissure à l'échelle macroscopique. Cette dernière peut alors se 
propager et mener jusqu’à la ruine de la structure. Pour prévenir ce risque, la modélisation et la 
simulation de ce phénomène sont une nécessité. Du fait des dizaines de milliers de cycles 
considérés, l’estimation précise du dommage en fatigue est un véritable défi. En conséquence, le 
calcul du dommage est généralement réalisé en négligeant l'influence de l'historique de 
chargement. Cette approximation a l'avantage de grandement diminuer les coûts numériques. 
Grâce à ce gain, des approches fiabilistes ont pu être développées afin de prendre en compte 
différentes sources d'incertitudes telles que le chargement, la géométrie ou le matériau. 
Cependant, dans un objectif d'optimisation de la durée vie et de la fiabilité des structures, le 
besoin d'une représentation réaliste de l'historique et des incertitudes matériau est grandissant. 
Ceci constitue le ressort des travaux présentés dans ce mémoire. Un modèle d’endommagement 
prenant en compte l’historique de chargement est sélectionné et calibré à partir de courbes SN 
probabilistes. Son coût numérique est réduit par la mise en place de métamodèles. Il en résulte 
deux approches numériques prenant en compte la variabilité matériau. La première permet 
d’estimer l’évolution de la probabilité de défaillance au cours du temps lors du dimensionnement 
de structures. La seconde permet d’estimer l’instant auquel la probabilité de défaillance dépasse 
une valeur critique et peut servir d’aide à la planification des opérations de maintenance. Ces deux 
approches sont appliquées sur un cas d’étude réel : la station de mesures. 

 

Title: Stochastic fatigue damage approximation for in-service monitoring 

Keywords: Reliability, Fatigue, Damage model, Surrogate model, Kriging 

Abstract:  Fatigue damage is a phenomenon beginning at the microscopic scale. Under the effect 
of repeated low-amplitude stresses, micro-cracks appear and initiate a crack at the macroscopic 
scale. This crack may spread and lead to the failure of the structure. To prevent this risk, it is 
crucial to model and simulate this phenomenon. Considering that thousands of cycles are 
involved, computing the damage evolution accurately is a numerical challenge. As a result, the 
influence of the loading history is usually neglected, which greatly reduces computational costs. 
Therefore, reliability approaches can be applied to consider different sources of uncertainty, such 
as loading, geometry or material. However, optimizing lifetime and reliability requires an accurate 
computation of the damage history. This work aims at answering these questions. First, a damage 
model that takes into account the loading history is selected and calibrated with probabilistic SN 
curves. Second, computational costs are managed by using a kriging-based approximation of the 
damage.  It results in two numerical strategies that take material variability into account. The first 
one is used to estimate the probability of failure over time at the design stage. The second one is 
used to estimate the moment when the probability of failure exceeds a critical value and may 
guide the planning of maintenance operations. These two approaches are applied to an offshore 
measurement station. 
 


