
HAL Id: tel-04731823
https://theses.hal.science/tel-04731823v1

Submitted on 11 Oct 2024

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Lois d’échelle pour le transport de chaleur dans les
écoulements turbulents : applications géophysiques et

astrophysiques
Gabriel Hadjerci

To cite this version:
Gabriel Hadjerci. Lois d’échelle pour le transport de chaleur dans les écoulements turbulents : appli-
cations géophysiques et astrophysiques. Dynamique des Fluides [physics.flu-dyn]. Université Paris-
Saclay, 2024. Français. �NNT : 2024UPASP072�. �tel-04731823�

https://theses.hal.science/tel-04731823v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


TH
ES
E
D
E
D
O
CT
O
RA

T
N
N
T
:2
02
4U

PA
SP
07
2

Lois d’échelle pour le transport de
chaleur dans les écoulements

turbulents : applications
géophysiques et astrophysiques

Scaling Laws for Heat Transport in Geophysical and
Astrophysical Turbulent Flows

Thèse de doctorat de l’université Paris-Saclay

École doctorale n◦564, Physique en Île-de-France (PIF)
Spécialité de doctorat : Physique

Graduate School : Physique. Référent : Faculté des sciences d’Orsay

Thèse préparée dans l’unité de recherche SPEC (université Paris-Saclay, CEA, CNRS), sous
la direction de Sébastien AUMAÎTRE, directeur de recherche, le co-encadrement de

Basile GALLET, directeur de recherche.

Thèse soutenue à Paris-Saclay, le 24 septembre 2024, par

Gabriel HADJERCI

Composition du jury
Membres du jury avec voix délibérative

Présidente

Rapporteur & Examinateur

Rapporteur & Examinateur

Examinateur

Caroline MULLER
Professeure, Institute of Science and Technology  
Michael LE BARS
Directeur de recherche CNRS, Université Aix-Marseille
Antoine VENAILLE  
Chargé de recherche CNRS, HDR, Université de Lyon
Alexandros ALEXAKIS
Directeur de recherche CNRS, ENS Paris
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Résumé : Les écoulements turbulents à la sur-
face des planètes et dans les intérieurs stel-
laires, de par leur nature chaotique et les mul-
tiples échelles spatiales et temporelles impli-
quées, défient toute caractérisation complète
de leur dynamique. Pourtant, leur compréhen-
sion, cruciale tant pour la modélisation clima-
tique que pour l’étude des astres, exige une
quantification précise de leurs propriétés de
transport.

Dans une première partie, nous nous in-
téressons à l’écoulement turbulent émergeant
dans les océans en réponse à l’instabilité baro-
cline. Nous commençons par analyser sa dyna-
mique dans un modèle simplifié d’océan com-
posé de deux couches de fluide superposées.
Une étude approfondie de la taille des vortex
générés par l’instabilité nous permet d’affiner
la théorie du gaz de vortex, une théorie pro-
posant des lois d’échelle quantifiant l’amplitude
du flux de chaleur méridien dans la limite des
faibles frictions au niveau du plancher océa-
nique. Nous étendons ensuite cette théorie à
des modèles océaniques plus réalistes, pour fi-
nalement aboutir à un modèle pleinement 3D,

validant ainsi la robustesse de la théorie du gaz
de vortex.

Dans une seconde partie, nous étudions
le transport turbulent par convection dans un
système tournant rapidement sur lui-même,
un processus clé de la dynamique stellaire.
Étant donné que ces écoulements sont très
turbulents, on s’attend à ce que leurs pro-
priétés à grande échelle soient indépendantes
des petites diffusivités moléculaires. Ce ré-
gime théorique, connu sous le nom de turbu-
lence géostrophique, est difficilement obser-
vable dans les expériences de convection clas-
siques (Rayleigh-Bénard en rotation). Pour sur-
monter cette difficulté, nous utilisons un dis-
positif de convection par chauffage radiatif, où
un fluide est chauffé en volume près de la pa-
roi inférieure. Dans un premier temps, nous
démontrons pourquoi ce système est propice
à l’observation du régime de turbulence géo-
strophique. Puis, grâce à une étude hybride
expérimentale-numérique, nous validons les
lois d’échelle théoriques pour le transport de
chaleur, le champ de vitesse, les fluctuations de
température et la structure de l’écoulement.



Title : Scaling Laws for Heat Transport in Geophysical and Astrophysical Turbulent Flows
Keywords : Turbulent mixing, Coriolis force, Thermal convection, Geostrophic turbulence, Geo-
physical fluid dynamics

Abstract : Turbulent flows on planetary sur-
faces and within stellar interiors, characterized
by their chaotic nature and the variety of spa-
tial and temporal scales they encompass, pose
significant challenges to overall predictability.
Understanding these flows is crucial for both
climate modeling and stellar dynamics, and re-
quires accurate quantification of their trans-
port properties.

In the first part of this thesis, we focus on
the turbulent flow that arises in the ocean due
to baroclinic instability. We begin by analyzing
its dynamics in a simplified two-layer oceanmo-
del. A detailed study of the size of the eddy
generated by the instability allows us to refine
the vortex gas theory - a theory providing sca-
ling laws that quantify the amplitude of theme-
ridional heat flux under low seafloor friction.
We then extend this theory to more realistic
ocean models, ultimately to a fully 3D model,
thereby validating the robustness of the vortex

gas theory.
In the second part, we study turbulent

transport by convection in a rapidly rotating
system, a process that arises, for example, in
stars. Due to the highly turbulent nature of
these flows, their large-scale properties are ex-
pected to be independent of small molecular
diffusivities. This regime, known as geostrophic
turbulence, is difficult to observe in conventio-
nal convection experiments (such as Rayleigh-
Bénard convection under rotation). To address
this, we use a radiative heating convection se-
tup, where a fluid layer is internally heated
over a small region near the bottom boun-
dary. First, we show why this system is conve-
nient for observing the geostrophic turbulence
regime. Then, through a hybrid experimental-
numerical study, we validate the theoretical
scaling laws for heat transport, velocity field,
temperature fluctuations, and flow structure.
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Contexte et motivations

Lorsqu’un fluide est mis en mouvement, il est susceptible de transporter divers tra-
ceurs comme des particules ou de la chaleur. Pour cette dernière, on appelle convection
thermique le processus de transport correspondant. Avec la conduction et le rayonne-
ment, ils constituent les trois modes principaux de transfert de chaleur. La chaleur pos-
sède en plus la particularité d’être un traceur actif de l’écoulement car, grâce à la poussée
d’Archimède, elle peut engendrer et maintenir son propre transport. En effet, la densité
d’une particule de fluide dépend de sa température. Ainsi, un gradient de température
verticale peut créer une force ascendante qui s’oppose à la gravité, et si cette force est suf-
fisamment grande, un écoulement convectif apparaît. Dans ce cas, on parle de convection
thermique naturelle. Lorsqu’on discutera de convection dans la suite, il s’agira de ce mé-
canisme en particulier.

On retrouve ce processus dans les étoiles, où la chaleur générée par les réactions
thermonucléaires au cœur est transportée de l’intérieur vers l’extérieur par un écoule-
ment convectif, avant d’être rayonnée. De plus, comme le plasma stellaire conduit l’élec-
tricité, ce mouvement convectif engendre un champ magnétique par un processus d’in-
stabilité appelé effet dynamo. Des écoulements convectifs similaires se produisent dans
les noyaux planétaires, où ils sont également responsables de la génération de champs
magnétiques. Sur Terre, la convection se manifeste aussi dans le manteau, jouant un rôle
crucial dans la tectonique des plaques. Elle se produit également dans l’atmosphère, où
l’absorption du rayonnement solaire par le sol chauffe l’air environnant, qui s’élève et se
refroidit en altitude en émettant des infrarouges. Cette convection atmosphérique est à
l’origine de la formation des nuages et de différents courants atmosphériques.

En fait, la majorité des écoulements à la surface des planètes et dans les étoiles sont,
de près ou de loin, liés au mécanisme de convection thermique. Par exemple, l’instabilité
barocline, qui génère des tourbillons méso-échelles dans l’océan, implique elle aussi un
gradient de température et est parfois appelée "convection inclinée". Contrairement à la
convection thermique classique, le gradient de température qui alimente cette instabilité
n’est pas aligné avec la gravité mais s’étend le long de l’axe méridien (Nord-Sud). Ce gra-
dient peut être maintenu par le chauffage différentiel dû au rayonnement d’une étoile
proche ou par le cisaillement imposé à la surface par les vents atmosphériques. En plus
de ce forçage thermique, la force de Coriolis, résultant de la rotation de la planète, joue
un rôle essentiel et nécessaire à l’apparition de l’instabilité barocline.

L’instabilité barocline comme la convection thermiquenaturelle, sont desmécanismes
d’instabilité. Dans les deux cas, le paramètre responsable de la transition vers un état
instable est lié à l’amplitude du forçage thermique. Plus on s’éloigne du seuil d’instabi-
lité, plus l’écoulement émergent est susceptible de devenir turbulent en raison de l’excès
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d’énergie injectée. Les écoulements turbulents sont particulièrement efficaces pour mé-
langer les traceurs, et par la même occasion, ils peuvent réduire le gradient de tempéra-
ture, moteur de l’écoulement. Ainsi, connaître l’état d’équilibre d’un système convectif tur-
bulent n’est pas une mince affaire, sans compter la nature chaotique qui rend complexe
toute caractérisation complète de l’écoulement. Or, de nombreux écoulements géophy-
siques et astrophysiques se situent dans une région de l’espace des paramètres où les ré-
gimes attendus sont turbulents. Par conséquent, une question centrale dans ce domaine
de la physique est celle de la caractérisation du transport par les écoulements turbulents.
Comment le système s’équilibre-t-il ? Quelle est l’amplitude du flux de chaleur dans l’état
équilibré? Quelles sont les caractéristiques des champs de vitesse et de température?

L’objectif de cette thèse est de répondre à ces questions pour la turbulence baro-
cline et la convection thermique en rotation. L’approche adoptée repose sur une étude
asymptotique de ces deux systèmes dans la limite des rotations fortes et d’une turbulence
pleinement développée. Cette méthode nous permet d’établir des lois d’échelle caracté-
risant les propriétés de ces écoulements, avec un intérêt particulier pour leurs propriétés
de transport. La première partie se concentre sur la turbulence barocline, où nous dé-
veloppons une fermeture diffusive pour le transport de chaleur, essentielle pour la pa-
ramétrisation des tourbillons méso-échelles dans les modèles climatiques. La seconde
partie traite de la convection thermique en rotation. À l’aide d’un système expérimental
original utilisant un forçage radiatif comme moteur de la convection, on évalue la vali-
dité des prédictions asymptotiques. Cette nouvelle configuration a permis, il y a quelques
années, la première observation expérimentale du régime de turbulence géostrophique.
Dans cette étude, nous approfondissons la caractérisation de ce régime et proposons une
description expérimentale et numérique allant au-delà du simple transport de chaleur.
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1 - Introduction à la quasi-géostrophie

1.1 . Une paramétrisation de la turbulence barocline?

Les océans et les atmosphères planétaires sont des couches de fluide fines, stratifiées
en densité et soumises à la rotation rapide de leur planète. Dans les atmosphères, le fluide
estmis enmouvement par le chauffage différentiel méridien (nord-sud) qui peut être pro-
voqué par le rayonnement d’une étoile proche [1, 2] ou par un processus de chauffage in-
terne provenant du cœur de la planète [3-5]. Dans les océans, c’est le forçage mécanique
par les courants atmosphériques principalement zonaux (est-ouest) qui joue un rôle si-
milaire. Dans les deux cas, ces mécanismes créent un gradient de flottabilité méridien qui
coexiste avec un cisaillement vertical de l’écoulement zonale, formant l’équilibre de vent
thermique [6-8]. Cependant, cet état est sujet à l’instabilité barocline, capable de rendre
l’écoulement turbulent. L’instabilité barocline est, par exemple, responsable de l’émer-
gence de tourbillons méso-échelles dans l’océan terrestre, dont le rayon varie entre 10 et
100 kilomètres [9-11]. Ces tourbillons jouent un rôle crucial dans le transport de la chaleur,
du sel et d’autres traceurs comme le carbone [12-14]. Ils contribuent aussi à la stratification
de différents bassins océaniques et à la circulation méridienne de retournement [15-17].
Le même constat s’applique aux atmosphères planétaires, comme celle de Jupiter, où la
turbulence barocline joue un rôle majeur dans la régulation du climat [18, 19]. Ainsi, la
caractérisation de la turbulence barocline est indispensable pour une meilleure compré-
hension des écoulements géophysiques. Et de même, son intégration dans les modèles
climatiques est essentielle pour garantir leur fidélité [20].

Le pas de grille moyen des modèles de climat du CMIP6 1 est de 58 km [20]. Les avan-
cées numériques réalisées jusqu’à présent permettent donc déjà de résoudre certains
tourbillonsméso-échelles, mais ce n’est pas suffisant pourmodéliser l’ensemble de la tur-
bulence barocline dans l’océan. Ainsi, pour limiter les erreurs, la majorité des modèles cli-
matiques paramétrisent la turbulence barocline, c’est-à-dire qu’ils modélisent son impact
sur le transport sans résoudre les tourbillons. Pour construire une telle paramétrisation,
on peut exploiter la séparation d’échelles dans l’océan et modéliser le transport turbulent
à l’échelle du pas de grille par un processus diffusif [21-23]. Notre étude s’inscrit alors dans
la continuité des travauxmenés par Thompson et Young [24, 25] et Chang et Held [26, 27],
et vise à quantifier l’amplitude du flux de chaleur associé à la turbulence barocline en ré-
ponse à un gradient de température uniforme imposé. Cette question constitue une pre-
mière étape dans la construction d’une paramétrisation des tourbillons méso-échelles.

Gallet et Ferrari [28] ont récemment introduit un modèle théorique, nommé la théo-

1. Le CMIP6 (Coupled Model Intercomparison Project Phase 6) est le programme international
regroupant les modèles de climat les plus avancées.
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rie du gaz de vortex, qui s’est révélé particulièrement efficace pour quantifier le trans-
port par la turbulence barocline. Cette théorie a été validée grâce à un modèle d’océan
idéalisé constitué de deux couches de fluide horizontales de densités constantes et de
profondeurs égales. Dans notre étude, nous débuterons par une brève présentation de
la théorie du gaz de vortex, puis nous en proposerons une modification afin de raffiner
les lois d’échelle prédites. Ensuite, nous étendrons cette théorie à un modèle océanique
à deux couches de fluide de profondeurs distinctes, correspondant davantage à la confi-
guration océanique réelle. Enfin, nous examinerons lemodèle Boussinesq d’Eady, unmo-
dèle tridimensionnel de patch océanique, et démontrerons que la théorie du gaz de vor-
tex décrit également le transport par la turbulence barocline dans ce modèle. Dans cette
dernière partie, nous aborderons aussi les questions de l’orientation du flux induit par
les tourbillons et de la structure verticale du transport, ces deux aspects étant des étapes
successives cruciales pour la paramétrisation du transport par la turbulence barocline.

Avant cela, nous présentons dans ce chapitre les outils fondamentaux nécessaires à
la compréhension des écoulements géophysiques au sein des couches de fluide externes
des planètes. Nous débuterons en examinant l’approximation quasi-géostrophique, une
méthode clé pour analyser les couches de fluides en rotation rapide. Ensuite, nous déve-
lopperons unmodèle à deux couches de fluides basé sur cette approximation. Cemodèle,
bien que simpliste, nous permettra d’explorer l’instabilité barocline ainsi que les écoule-
ments turbulents qui en résultent.

1.2 . L’approximation quasi-géostrophique

La majorité des informations de ce chapitre provient des trois ouvrages de référence
sur l’étude des écoulements géophysiques, rédigés par Pedlosky [6], Salmon [7], et Val-
lis [8].

1.2.1 . Approximation du plan f
Commençons par mettre de côté les effets visqueux et écrivons les équations d’Eu-

ler dans un référentiel tournant à une vitesse Ω par rapport à un référentiel galiléen de
référence. On note d/dt la dérivée temporelle dans ce référentiel et d/dt′ celle dans le
référentiel de référence. La relation entre les deux dérivées s’exprime :

d

dt′
=

d

dt
+Ω× . (1.1)

L’équation de la quantité de mouvement dans le référentiel tournant s’écrit alors :

Du

Dt
+ 2Ω× u+Ω× (Ω× r) = −1

ρ
∇p−∇ΦG , (1.2)

où u est le vecteur vitesse, ρ la masse volumique, p la pression et ΦG le potentiel gravi-
tationnel. Il apparaît alors deux nouveaux termes, l’accélération de Coriolis : 2Ω × u et
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l’accélération centrifuge : Ω × (Ω × r) = ∇Φc avec Φc = −(1/2) r2Γ Ω2 où rΓ est la dis-
tance à l’axe de rotation. Sur Terre, les deux potentiels Φc et ΦG contribuent à construire
l’accélération de la pesanteur g. Le système d’équations qui nous intéresse est donc le
suivant :

∂tρ+∇ · (ρu) = 0 (1.3)

∂tu+ (u ·∇)u+ 2Ω× u = −1

ρ
∇p+ g (1.4)

Plaçons nous dans le repère de coordonnées sphériques (er, eϕ, eθ) représenté sur
la figure 1.1. Les composantes des différents vecteurs sont alors indicées respectivement
par r, ϕ ou θ. Une approximation classique consiste à négliger la composante Ωθ de la
vitesse de rotation. On note alors f = 2Ωr le paramètre de Coriolis.

𝛀

𝒙1

𝒙2

𝒙3

𝒆𝑟
𝒆𝜃

𝒆𝜙

Figure 1.1 – Coordonnées sphériques pour une planète en rotation.

Considérons une parcelle d’atmosphère oud’océan suffisamment restreinte pour être
traitée enpremière approximation commeétant plane. Dans ce cas, le repère local (eϕ, eθ, er)
peut être approché par un repère cartésien (ex, ey, ez). On note H , la profondeur de la
parcelle. À l’intérieur de cette parcelle, l’équation de la quantité de mouvement projetée
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sur chaque direction peut s’exprimer comme suit :

Du

Dt
− f v = −1

ρ
∂xp (1.5)

Dv

Dt
+ f u = −1

ρ
∂yp (1.6)

Dw

Dt
= −1

ρ
∂zp− g (1.7)

où u = u ex + v ey + w ez . Pour tout de même tenir compte des effets de la courbure de
la Terre, il est possible de réaliser le développement de Taylor du paramètre de Coriolis
et de conserver ses deux premiers termes de sorte à écrire :

f ≈ f0 + βy . (1.8)

Cette approche est connue sous le nom d’approximation du plan β . Un paramètre β non
nul est crucial pour observer des phénomènes caractéristiques tels que la formation de
jets zonaux dans l’atmosphère des planètes [25, 29-31]. Dans notre analyse, nous nous
limiterons à l’approximation du plan f , où β est nul dans la parcelle de fluide. Cette ap-
proximation est en effet suffisante à l’apparition de l’instabilité barocline. Toutefois, il est
important de garder en tête que d’autres approximations moins restrictives existent et
sont nécessaires pour examiner certains mécanismes géophysiques importants.

1.2.2 . Géostrophie et équilibre de vent thermique
L’approximation quasi-géostrophique est un cadre théorique simple permettant de

décrire la dynamique des écoulements géophysiques en rotation rapide, ce qui est per-
tinent pour l’océan. Soit L l’échelle horizontale caractéristique et U la vitesse typique de
l’écoulement. Dans la quasi-géostrophie, nous sommes amenés à envisager unparamètre
de Coriolis largement supérieur à la fréquence caractéristique du mouvement U/L. Cela
se traduit par :

Ro
def
=

U

Lf
≪ 1 , (1.9)

où Ro est le nombre de Rossby. De plus, la quasi-géostrophie repose sur une seconde
hypothèse. À l’instar des équations de Saint-Venant, le rapport d’aspect affiné (H/L≪ 1)
des systèmes océaniques et atmosphériques nous amène à supposer que le gradient
vertical de pression satisfait l’équilibre hydrostatique :

∂zp = −ρg . (1.10)

Cette hypothèse revient à négliger Dw/Dt face au gradient de pression et à la gravité
dans l’équation sur la quantité de mouvement verticale (1.7).

Avant d’établir les équations quasi-géostrophiques, il est nécessaire de parler de géo-
strophie. Dans la limite d’un faible nombredeRossby, unepremière approximation consiste
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à négliger le terme de dérivé particulaire devant la force de Coriolis et les forces de pres-
sion dans les équations (1.5) et (1.6). Dans le cadre de cette approximation, les solutions
satisfont l’équilibre géostrophique :

ρf ez × u⊥ = −∇⊥ p , (1.11)

où u⊥ et∇⊥ sont le vecteur vitesse et le gradient projetés sur le plan (ex, ey). Combiner
l’équilibre hydrostatique (1.10) à l’équilibre géostrophique (1.11) permet d’obtenir une re-
lation qui relie l’émergence d’un écoulement cisaillé à la structure de la stratification en
densité : {

f∂z(ρv) = −g∂xρ ,
f∂z(ρu) = g∂yρ .

(1.12)

Dans l’océan, la densité ρ ne varie que de quelques pourcents, c’est pourquoi on peut
écrire de manière approchée :

∂u⊥
∂z

=
g

ρ0f

(
∂ρ

∂y
,−∂ρ

∂x

)
, (1.13)

où ρ0 est la densité nominale dans la parcelle. Dans le cadre de notre étude, nous suppo-
sons que la température est le principal facteur de stratification. On peut par exemple,
adopter l’approximation de Boussinesq, où le rapport ρ/ρ0 est décrit par une fonction af-
fine de la température. Dans ce cas, la relation (1.13) définit l’état d’équilibre entre le gra-
dient de température et le cisaillement vertical dans le fluide, d’où son nom d’équilibre
de vent thermique. Ainsi, si on impose un gradient de température méridien (selon ey),
l’écoulement résultant est zonal (selon ex), et vice versa. Cette relation d’équilibre est es-
sentielle pour la compréhension et l’analyse des données géophysiques. Cependant, elle
ne permet pas d’explorer l’aspect dynamique de l’écoulement, notamment le transport
turbulent qui est le cœur de notre étude. Par conséquent, pour progresser dans notre
analyse, il est crucial d’aller au-delà de l’équilibre géostrophique et de prendre en compte
les termes de dérivées particulaires dans les équations (1.5) et (1.6).

1.2.3 . Modèle quasi-géostrophique à une couche de fluide
Pour débuter par un cadre simple, nous commençons par développer l’approximation

quasi-géostrophique dans le cas idéal d’une couche de fluide de densité constante et uni-
forme. Nous suivrons la méthode exposée par Salmon [7]. Toutefois, d’autres approches
équivalentes peuvent être envisagées, telles que le développement asymptotique des
champs solutions avec le nombre de Rossby comme petit paramètre (voir [32] et la sec-
tion 4.2).

Soit une couche de fluide demasse volumique constante ρ0 reposant sur un fond plat.
Cette couche est en rotation à la fréquence Ω = f/2 et est soumise à l’accélération de la
pesanteur g. La surface du fluide est libre et se trouve à l’altitude z = η(x, y, t). De plus,
on suppose que le fond se trouve à la profondeur z = −H , où H désigne la profondeur
de la couche lorsque la surface est plane. Ainsi, la profondeur totale à la position (x, y)
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H

𝜌0

𝒈

𝛀

𝜂 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝒆𝒙

𝒆𝒚

𝒆𝒛

𝑧 = 0

ℎ 𝑥, 𝑦, 𝑡

Figure 1.2 – Une couche de fluide de masse volumique ρ0 uniforme se situe au-dessus
d’un fond plat. L’origine de l’axe z est choisi de sorte que le fond se trouve en z = −H . La
position de la surface à la position (x, y) et à l’instant t est en z = η(x, y, t).

à l’instant t s’écrit h(x, y, t) = H + η(x, y, t). Une illustration de cette configuration est
présentée sur la figure 1.2. On fera en plus l’hypothèse que les variations de hauteur à
l’interface sont petites devant la profondeur de la couche de fluide, i.e. |η/H| ≪ 1.

Tout d’abord, l’équilibre hydrostatique vertical (1.10) , que nous avons discuté précé-
demment, demeure une hypothèse clé de l’approximation quasi-géostrophique. Sa réali-
sation dans le cas particulier d’une densité constante implique :

p(x, y, z, t) = ρ0g[η(x, y, t)− z] , (1.14)

où nous avons considéré la pression extérieure nulle pour simplifier, puisque la pression
n’intervient que sous la forme d’un gradient dans les équations dumouvement. Les équa-
tions (1.5) et (1.6), ainsi que la conservation de la masse (1.3) s’écrivent alors :

∂tu⊥ + (u⊥ ·∇)u⊥ + fez × u⊥ = −g∇⊥η . (1.15)

∇⊥ · u⊥ + ∂zw = 0 , (1.16)

À ce système s’ajoute les conditions aux limites au fond et à la surface qui s’écrivent : w(z = −H) = 0 ,

w(z = η) =
Dh

Dt
.

(1.17)
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Dans l’équation (1.15), l’hypothèse d’équilibre hydrostatique impose un gradient hori-
zontale de pression invariant verticalement. Il est donc naturel de supposer que la vitesse
horizontale u⊥ est également indépendante de z. Cette hypothèse est en plus confortée
par le théorème de Taylor-Proudman, qui stipule que dans un écoulement en rotation
rapide de densité uniforme, la vitesse u tend à s’uniformiser dans la direction de l’axe
de rotation [33, 34]. Cependant, il convient de noter que dans notre cas, seule la vitesse
horizontale u⊥ est invariante verticalement, puisque la conservation de la masse (1.16)
exige que la vitesse verticale w soit linéaire en z. En somme, nous choisissons d’étudier
des solutions pour lesquelles l’écoulement correspond aux mouvements de colonnes de
fluide. Cette hypothèse peut également être justifiée par une analyse d’ordre de grandeur
plus rigoureuse réintégrant la composante non-hydrostatique de la pression, mais nous
ne détaillerons pas ce raisonnement ici (voir Salmon [7]).

Le système d’équation quasi-géostrophique (1.15,1.16,1.17) peut être réécrit sous une
forme plus pertinente. La première étape consiste à prendre le rotationnel de l’équation
(1.15) afin d’écrire l’équation sur la vorticité :

∂tζ + u⊥ ·∇⊥ζ = −(f + ζ)∇⊥ · u⊥ , (1.18)

où ζ(x, y, t) = ∂xv − ∂yu est la vorticité verticale. La seconde étape consiste à intégrer
l’équation (1.16) afin de reformuler la conservation de la masse :

∂th+ u⊥ ·∇⊥h = −h∇⊥ · u⊥ . (1.19)

En injectant cette nouvelle expression de∇⊥ ·u⊥ dans l’équation (1.18), on obtient l’équa-
tion de conservation suivante :

D

Dt

(
f + ζ

h

)
= 0 . (1.20)

La quantité (f + ζ)/h, appelée vorticité potentielle, revêt une importance capitale dans
l’analyse des écoulements géophysiques. La relation (1.20) traduit la façon dont une co-
lonne de fluide ajuste sa forme et sa vitesse lors de son déplacement, du fait de la conser-
vation du moment cinétique.

Finalement, nous n’avons pas encore exploité l’hypothèse de faible nombredeRossby.
Ainsi, un dernier raisonnement consiste à écrire qu’à l’ordre principal enRo, les champsde
vitesse et de pression satisfont l’équilibre géostrophique (1.11). Dans ce cadre,∇ ·u⊥ ≈ 0,
ce qui implique que u⊥ puisse être décrite par une fonction de courant Ψ(x, y, t) telle
que :

u⊥(x, y, t) = −∇× (Ψez) et ∇⊥Ψ(x, y, t) =
1

ρ0
∇⊥p . (1.21)

Cette approche permet d’exprimer la vorticité verticale comme ζ = ∆Ψ. De plus, comme
Ψ est défini à une constante près on peut choisir Ψ = gη/f . On peut alors reformuler la
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vorticité potentielle en fonction de Ψ puis effectuer le développement limité suivant :

f + ζ

h
=

1

H

f +∆Ψ

1 + η/H

≈ 1

H

(
f +∆Ψ− f2Ψ

gH

)
. (1.22)

Enfin, en injectant cette expression de la vorticité potentielle dans l’équation traduisant sa
conservation (1.20), nous obtenons les équations du modèle quasi-géostrophique à une
couche de fluide :

∂tQ+ J(Ψ, Q) = 0 , (1.23)

Q = ∆Ψ− 1

λ2
Ψ, (1.24)

où Q est la vorticité potentielle quasi-géostrophique, λ =
√
gH/f le rayon de déforma-

tion de Rossby et J(ϕ, ψ) = ∂xϕ∂yψ−∂yϕ∂xψ l’opérateur jacobien. La première équation
exprime la conservation de la vorticité potentielle puisque pour un champ indépendant
de z :D/Dt = ∂t + ∂xΨ∂y − ∂yΨ∂x. La seconde équation définit la vorticité potentielle en
termes de la fonction de courant Ψ. Ce système d’équations sert de base à notre étude,
mais seul, il ne suffit pas à caractériser l’instabilité barocline que nous cherchons à com-
prendre. En effet, cette instabilité nécessite une stratification en densité pour se manifes-
ter, ce que nous avons négligé jusque là. Cependant, en superposant plusieurs couches
de fluide de densité uniforme différentes, nous pouvons créer desmodèles géophysiques
simples présentant un gradient de densité discret. Nous allons donc recourir à cette ap-
proche pour élaborer un modèle permettant d’étudier le transport de chaleur par la tur-
bulence barocline. On décrit une telle démarche dans la section suivante.

1.3 . Modèle quasi-géostrophique à deux couches de fluide

1.3.1 . Équations
Le modèle à une couche de fluide ne prend pas en compte la stratification en densité

de l’océan et de l’atmosphère. Comme cette stratification est nécessaire à l’apparition de
l’instabilité barocline, nous allons étendre cemodèle à deux couches de fluide. Le modèle
à deux couches de fluide que nous allons utiliser a été introduit pour la première fois par
Phillips en 1954 [35]. Il a fait depuis l’objet de nombreuses études [24-27, 36-43].

Considérons deux couches de fluide de densités ρ1 et ρ2, avec ρ2 > ρ1. Pour la couche
i avec i ∈ {1, 2}, notons Hi son épaisseur au repos et hi(x, y, t) son épaisseur au point
(x, y) à l’instant t. Définissons également ηi = hi−Hi, la variation d’épaisseur de la couche
i. Un schéma de cette configuration est représenté en figure 1.3 . Nous supposons que les
équations du modèle quasi-géostrophique (1.15) et (1.19) sont vérifiées dans chacune des
deux couches. On suppose de plus qu’il existe dans chacune des couches une fonction
de courant Ψi vérifiant la relation (1.21). Les équations du mouvement dans la couche i
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H
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𝒈

𝑓
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𝒆𝑧

𝒆𝒙

𝒆𝒚
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𝐻2

𝐻1

Figure 1.3 – Deux couches de fluides de densités ρ1 et ρ2 sont superposées. Au repos,
les deux couches ont une profondeur respective H1 et H2. Le système est en rotation
par rapport à un référentiel galiléen à la fréquence f/2 et soumis à l’accélération de la
pesanteur g.

s’écrivent :
∂tui;⊥ + (ui;⊥ ·∇)ui;⊥ + fez × ui;⊥ = −∇⊥pi . (1.25)

∂thi +∇ · (hi ui;⊥) = 0 (1.26)

où i = 1, 2 indique la couche considérée et pi la pression hydrostatique dans cette couche.
Le rotationnel d’un gradient étant toujours nul, on retrouve la conservation de la vorticité
potentielle (1.20) dans chacune des couches :

D⊥
Dt

(
f + ζi
hi

)
= 0 , (1.27)

où ζi = ∂xvi − ∂yui est la vorticité horizontale dans la couche i.

La différence par rapport au modèle à une seule couche de fluide réside dans le fait
que l’équilibre hydrostatique entraîne un couplage à travers l’expression des pressions
dans les deux couches :

p = −ρ1g(z − h1 − h2) dans la couche 1,
p = −ρ2g(z − h2) + ρ1gh1 dans la couche 2. (1.28)

En injectant ces pressions dans l’équation (1.21), on exprime les fonctions de courants dans
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chaque couche en fonction des variations d’épaisseur η1 et η2 :

Ψ1 =
g

f
(η1 + η2) ,

Ψ2 =
g

f

(
ρ1
ρ2
η1 + η2

)
,

(1.29)

puis on inverse ces relations :
η1 =

f

g′
(Ψ1 −Ψ2)

η2 =
f

g′
(Ψ2 −Ψ1) +

f

g
Ψ1

(1.30)

où g′ = (ρ2−ρ1) g/ρ2 est l’accélération de la pesanteur effective. On suppose, de plus, que
les écarts de densité sont faibles entre les deux couches et donc que (ρ2 − ρ1)/ρ2 ≪ 1.
On peut donc faire l’approximation suivante :

η2 ≈
f

g′
(Ψ2 −Ψ1) . (1.31)

Dans le cadre de cette approximation, on constate que la hauteur totale de fluide au point
(x, y) est à peu près constante. Elle s’écrit h1(x, y, t) + h2(x, y, t) et vaut approximative-
ment la hauteur totale de fluide au reposH = H1 +H2.

Enfin, en faisant le même développement limité de la vorticité potentielle que pour le
modèle à une couchedefluide, onpeut écrire les équations dumodèle quasi-géostrophique
à deux couches de fluide : {

∂tQ1 + J(Ψ1, Q1) = 0

∂tQ2 + J(Ψ2, Q2) = 0
(1.32)

{
Q1 = ∆Ψ1 + F1(Ψ2 −Ψ1)

Q2 = ∆Ψ2 + F2(Ψ1 −Ψ2)
(1.33)

avec F1 = f2/(g′H1) et F2 = f2/(g′H2). Le système (1.32) exprime la conservation de la
vorticité potentielle dans chacune des couches. Le couplage entre les deux couches existe
car la définition de la vorticité potentielle Qi , telle qu’exprimée dans (1.33), fait intervenir
les fonctions de courant des deux couches. En somme, le modèle à deux couches de
fluide est décrit par quatre équations simples qui possèdent en plus l’avantage d’intégrer
facilement des éléments géophysiques essentiels tels que la rotation et la stratification,
via les paramètres F1 et F2.

1.3.2 . Instabilité barocline
Maintenant que nous avons formulé les équations de la dynamique pour notre mo-

dèle à deux couches présentant une stratification en densité discrète, nous sommes prêts
à examiner l’instabilité barocline. Et puisqu’il est question d’instabilité, il faut au préalable
s’intéresser à un état d’équilibre dont on s’écarterait. L’état en question est évidemment
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Figure 1.4 – Schéma de l’équilibre de vent thermique dans le modèle quasi-géostrophique
à deux couches de fluide. L’état se caractérise par un écoulement cisaillé d’amplitude U
dans la direction zonale. L’interface entre les deux couches est inclinée dans la direction
méridienne pour équilibrer le cisaillement. Ainsi, sur le schéma, une colonne de fluide est
en moyenne plus lourde à droite qu’à gauche, ce qui correspond à un fluide plus froid.

l’équilibre de vent thermique que nous avons identifié en (1.13). Dans notremodèle à deux
couches conçu pour modéliser l’océan ou l’atmosphère d’une planète, nous postulons
l’existence d’un gradient de température dans la direction méridienne ey , résultant du
chauffage différentiel entre l’équateur et les pôles. Ainsi, si l’unique agent stratifiant est
la température alors l’équilibre du vent thermique (1.13) implique l’existence d’un écou-
lement cisaillé dans la direction zonal ex. On transpose ce résultat dans notre modèle à
deux couches en considérant un écoulement uniforme U1ex dans la couche du haut et
U2ex dans la couche du bas. En termes de fonction de courant, cela correspond à :

Ψ̊1 = −U1 y et Ψ̊2 = −U2 y , (1.34)

où l’on a choisit la notation ·̊ afin de désigner les solutions de l’équilibre de vent ther-
mique. En injectant ces fonctions de courant dans (1.32) et (1.33), on peut vérifier que
l’équilibre de vent thermique défini de la sorte est bien solution des équations du mo-
dèle quasi-géostrophique à deux couches de fluide. Pour simplifier les équations, on tire
profit de l’invariance Galiléenne et on se place dans le référentiel se déplaçant à la vitesse
(U1+U2)/2 ex de telle sorte que le cisaillement du vent thermique se réduise à+Uex dans
la couche supérieure et −Uex dans la couche inférieure, avec U = (U1 − U2)/2. Ainsi, les
variables du problème vérifient :

Ψ̊1 = −Uy , Ψ̊2 = Uy ,

Q̊1 = 2F1 Uy , Q̊2 = −2F2 Uy .
(1.35)
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Un schéma de l’équilibre de vent thermique dans le modèle à deux couches de fluide est
représenté sur la figure 1.4 . La relation (1.31) nous indique que l’interface entre les deux
couches est un plan incliné dans la direction méridienne avec une pente proportionelle
à U . Puisque dans notre modèle l’unique agent stratifiant est la température, la tempé-
rature moyenne d’une colonne est fixée par la position de l’interface. Plus l’interface est
haute, plus une colonne de fluide est lourde et plus sa température est froide. On en dé-
duit que le gradient méridien de température moyennée verticalement dans l’équilibre
de vent thermique est proportionnel à −U .

Notre attention se porte désormais sur les écarts par rapport à cette solution de ré-
férence : {

ψi = Ψi − Ψ̊i

qi = Qi − Q̊i

i = 1, 2. (1.36)

En injectant cette définition dans le système (1.32,1.33), on écrit les équations sur les écarts
au vent thermique : ∂tq1 + U∂xq1 + 2F1 U∂xψ1 + J(ψ1, q1) = 0 ,

∂tq2 − U∂xq2 − 2F2 U∂xψ2 + J(ψ2, q2) = 0 ,
(1.37)

q1 = ∆ψ1 + F1(ψ2 − ψ1) ,

q2 = ∆ψ2 + F2(ψ1 − ψ2) .
(1.38)

Une analyse de stabilité linéaire de ce système d’équations indique que la solution qui
satisfait l’équilibre de vent thermique est inconditionnellement instable [8]. L’écoulement
émergent peut être turbulent pouvant ainsi considérablement modifier les propriétés de
transport. C’est la turbulence barocline. Dans le cadre de l’approximation du plan β, qui
prend en compte les variations du paramètre de Coriolis en fonction de la latitude, le pa-
ramètre β peut avoir un effet stabilisateur, mais nous avons choisi de ne pas le prendre
en compte ici.

Enfin, pour la suite de l’étude, on introduit les deux paramètres suivants :

α =
H1

H1 +H2
=

F2

F1 + F2
et λ =

√
g′H

2f
. (1.39)

Le paramètre α est la hauteur relative de la couche supérieure, tandis que λ est le rayon
de Rossby relatif au modèle à deux couches de fluide. Flierl [39] propose une méthode
pour calibrer le modèle à deux couches de fluide et notamment déterminer la valeur
du paramètre α. Dans l’océan, qui constitue notre principal champ d’étude, la couche
supérieure serait environ cinq à six fois plusmince que la couche inférieure [40, 44], ce qui
correspond à un paramètre α compris entre 1/7 et 1/6. En revanche, dans l’atmosphère,
la couche supérieure serait une à deux fois plus épaisse que la couche inférieure [38, 45],
soit un paramètre α compris entre 1/2 et 2/3.
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1.3.3 . Décomposition modale
L’approche traditionnelle pour examiner lemodèle quasi-géostrophique àdeux couches

de fluide implique l’introduction de deux fonctions de courant spécifiques : la fonction
de courant barotrope ψ, représentant la fonction de courant de l’écoulement moyenné
verticalement, et la fonction de courant barocline τ , qui reflète le cisaillement vertical
[24, 40]. Ces fonctions sont définies par les expressions ψ = αψ1 + (1 − α)ψ2 et τ =√
α(1− α)(ψ1 − ψ2). La relation (1.31) établit que τ est proportionnelle aux variations de

hauteur de l’interface, ce qui en fait une mesure de la température moyennée vertica-
lement. Dans la suite, on fera souvent référence à τ comme la température. Avec ces
variables le système d’équations (1.37) devient :

∂t(∇2ψ) + J(ψ,∇2ψ) + J(τ,∇2τ) +AU∂x(∇2τ) = 0 , (1.40)

∂t

(
∇2τ − τ

A2λ2

)
+ J

(
ψ,∇2τ − τ

A2λ2

)
+ J(τ,∇2ψ) (1.41)

+AU∂x

(
∇2ψ +

ψ

A2λ2

)
+ T = 0 ,

où T = 2(1−2α)
A

[
J(τ,∇2τ) +AU∂x(∇2τ)

]
avec la notation A = 2

√
α(1− α).

1.3.4 . Dissipation d’énergie et friction
On suppose des conditions aux limites périodiques pour les écarts ψ et τ . En multi-

pliant par ψ l’équation (1.40) et par τ l’équation (1.41) puis en intégrant sur tout le domaine,
on peut écrire le bilan d’énergie du modèle à deux couches de fluide :

d

dt

∫
1

2

[
|∇ψ|2 + |∇τ |2 + τ2

A2λ2

]
dx =

U

A2λ2

∫
τ∂xψdx . (1.42)

Le cisaillement du vent thermique influe sur l’écoulement via le terme de droite. Il agit
comme un réservoir d’énergie pour la turbulence barocline. L’énergie de l’écoulement
émergent peut être divisée endeux composantes distinctes : l’énergie barotrope

∫
|∇ψ|2/2dx

(purement cinétique) et l’énergie barocline
∫
|∇τ |2/2 + τ2/(2A2λ2)dx (dont le premier

terme correspond à une énergie cinétique barocline et le second à une énergie potentielle
barocline). Une analyse spectrale de Salmon [40] révèle que l’instabilité barocline injecte
de l’énergie barocline dans le système à une échelle relativement grande, qui transite en-
suite vers les échelles plus petites. À des échelles de l’ordre du rayon de déformation de
Rossby λ, cette énergie barocline est en grande partie convertie en énergie barotrope. La
nature bidimensionnelle de l’écoulement barotrope entraîne alors des transferts inverses
d’énergie vers les échelles plus grandes. Dans des systèmes réels cette énergie barotrope
à grande échelle serait dissipée par de la friction au niveau du sol. C’est pourquoi on dé-
cide d’ajouter un terme de friction dans nos équations.

Nous allons examiner deux modèles de friction distincts : une friction linéaire et une
friction quadratique. Nous optons pour une friction qui n’agit que dans la couche in-
férieure en contact avec le sol en accord avec différentes études [41, 42]. Ce choix est
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en outre conforté par Chang et Held [26], qui comparent une friction symétrique (iden-
tique dans les deux couches) à une friction asymétrique (uniquement dans la couche in-
férieure). Ils montrent notamment que, dans la limite de faibles frictions qui constituera
le cœur de notre étude, les deux modèles présentent des statistiques identiques. Cette
friction est représentée par un terme supplémentaire drag ajouté à la seconde équation
du système (1.37) dans le membre de droite. Ce terme est formulé comme suit :

drag =

{
−2κ∇2ψ2 friction linéaire,
−µ[∂x(|∇ψ2|∂xψ2) + ∂y(|∇ψ2|∂yψ2)] friction quadratique, (1.43)

où κ et µ sont les coefficients de friction linéaire et quadratique, respectivement. Ce terme
de friction va permettre de dissiper l’énergie injectée par la turbulence barocline et assu-
rer l’existence d’un régime statistiquement stationnaire.

Ainsi, en réécrivant les équations pour les fonctions de courant barocline et barotrope
en prenant en compte le terme de friction dans la couche inférieure, on trouve :

∂t(∇2ψ) + J(ψ,∇2ψ) + J(τ,∇2τ) +AU∂x(∇2τ) = (1− α) drag , (1.44)

∂t

(
∇2τ − τ

A2λ2

)
+ J

(
ψ,∇2τ − τ

A2λ2

)
+ J(τ,∇2ψ) (1.45)

+AU∂x

(
∇2ψ +

ψ

A2λ2

)
+ T = −A

2
drag ,

où, pour rappel, A = 2
√
α(1− α) et T = 2(1−2α)

A

[
J(τ,∇2τ) +AU∂x(∇2τ)

]
. Ces équa-

tions serviront de fondement aux deux chapitres suivants. Elles nous permettront d’ana-
lyser le transport de chaleur induit par la turbulence barocline que nous cherchons à
quantifier.

1.3.5 . Diffusivité méridienne
On souhaite caractériser l’amplitude du transport de chaleur par la turbulence baro-

cline dans le régime statistiquement stationnaire qui émerge en réponse au gradient de
température méridien imposé. Sous réserve qu’il existe une séparation d’échelle entre
l’écoulement de vent thermique et la turbulence émergente, le flux de chaleur méridien
peut être relié au gradient de température dans l’état de base par une diffusivité tur-
bulente D [21, 41, 43]. Or, une telle séparation d’échelle existe toujours dans notre mo-
dèle homogène horizontalement. La définition d’un tel coefficient dans le modèle quasi-
géostrophique à deux couches de fluide est donnée par Thompson et Young [24] :

D =
⟨τ∂xψ⟩
AU

(1.46)

où ⟨·⟩ représente une moyenne spatiale et temporelle. Cette quantité exprime le rapport
entre le fluxméridien de chaleur ⟨τ∂xψ⟩ et le gradientméridien de température dans l’état
de base −AU . Toutefois, en raison de la périodicité du domaine considéré, nous avons
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quelque soit la valeur de α : D = ⟨ψ1∂xψ2⟩/(2U). Cette formulation, que l’on préférera
à la précédente, nous permet de nous affranchir de α dans l’expression de la diffusivité.
L’objectif de notre étude est donc de quantifierD en fonction des paramètres de contrôle :
U , λ, α et du coefficient de friction κ ou µ.
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2 - Le modèle du gaz de vortex

2.1 . Les lois d’échelle du gaz de vortex

Dans ce chapitre, on s’intéresse au transport de chaleur dans lemodèle à deux couches
de fluide quasi-géostrophique dans le cas particulier où les deux couches sont de même
profondeur. Cette configuration simplifie grandement le problème et est celle qui a sus-
cité le plus d’études [24, 26, 27, 40, 42, 46-48]. Elle correspond à un paramètre α valant
1/2, ce qui permet de simplifier les équations sur les fonctions de courant barotrope et
barocline de la façon suivante :

∂t(∇2ψ) + J(ψ,∇2ψ) + J(τ,∇2τ) + U∂x(∇2τ) = drag/2 , (2.1)

∂t

(
∇2τ − τ

λ2

)
+ J

(
ψ,∇2τ − τ

λ2

)
+ J(τ,∇2ψ) (2.2)

+U∂x

(
∇2ψ +

ψ

λ2

)
= −drag/2 .

Le cas où α est quelconque est discuté dans le chapitre suivant. On adimensionne ces
équations en utilisant λ comme longueur caractéristique et λ/U comme temps caractéris-
tique. En particulier, on introduit les quantités sans dimensionD∗ = D/(Uλ), κ∗ = κλ/U

et µ∗ = µλ. Avec cette adimensionnement, U et λ disparaissent des équations et la pro-
blématique se reformule plus simplement : Que vautD∗ en fonction de κ∗ ou µ∗ ?

Depuis l’introduction du modèle à deux couches de fluide par Phillips en 1954 [35],
de nombreux chercheurs ont entrepris de répondre à cette problématique. L’approche
conventionnelle consiste à analyser l’écoulement dans le domaine spectral, puis à utiliser
des arguments liés à la cascade turbulente de Kolmogorov [26, 27, 40, 42, 46-48]. Cepen-
dant, Thompson et Young [24] ont montré que pour des faibles coefficients de friction,
l’écoulement barotrope se décompose en un ensemble de vortex intenses et de petites
tailles par rapport à la distance qui les sépare. Cette structure, comparable à un gaz dilué
de vortex, semble mieux décrite dans l’espace physique que dans l’espace spectral. En se
basant sur cette représentation spatiale de l’écoulement, Gallet et Ferrari [28] (GF dans
la suite) ont introduit une théorie quantitative permettant de déterminer la diffusivitéD∗
en fonction de κ∗ ou µ∗ dans la limite asymptotique où ceux-ci tendent vers zéro. Les pré-
dictions obtenues se sont révélées être en meilleur accord avec les données numériques
que les théories précédentes basées sur l’étude spectrale de l’écoulement [26].

La théorie du gaz de vortex consiste à modéliser l’écoulement comme un ensemble
de vortex de circulation±Γ interagissant les uns avec les autres. Un schéma du champ de
vorticité barotrope, ζ = ∆ψ, est représenté en figure 2.1. La distance inter-vortex carac-
téristique est notée ℓiv et le rayon des cœurs de vortex est désigné par rcore. On notera
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Champ de la vorticité barotrope 𝛥𝜓 dans une simulation Représentation idéalisée du gaz de vortex

Figure 2.1 – Dans la théorie du gaz de vortex, l’écoulement barotrope est décrit comme un
gaz de tourbillons idéalisés de circulation ±Γ. Le rayon de tous les tourbillons est iden-
tique et vaut rcore. Dans cette représentation idéalisée, le champde température conserve
des valeurs élevées dans la région inter-vortex, tandis que la vorticité barotrope s’annule
à l’extérieur des cœurs de tourbillon. L’amplitude typique de la vorticité et de la tempéra-
ture dans le cœur des tourbillons sont notées ζcore et τcore. La distance typique entre les
tourbillons est ℓiv , et les cœurs de tourbillon errent avec une vitesse typique V ∼ Γ/ℓiv
résultant de l’induction mutuelle.

le rayon des cœurs de vortex sans dimension : r∗ = rcore/λ. Le modèle du gaz de vortex
décrit un régime dilué, c’est-à-dire qui vérifie ℓiv ≫ rcore. Dans ce modèle, la vorticité est
supposée nulle en dehors des cœurs de vortex tandis que la température, elle, peut varier
significativement entre les tourbillons. Enfin, en raison de l’induction mutuelle, les vortex
se déplacent à une vitesse caractéristique V ∼ Γ/ℓiv.

Pour caractériser le transport par le gaz de vortex, GF commencent par étudier le
transport induit par un dipôle de tourbillons dont les circulations sont de signes oppo-
sées. Cette configuration idéalisée représente le scénario le plus simple permettant de
générer un flux de chaleur. En effet, un seul vortex ne serait pas suffisant pour induire
du transport. Les vortex sont espacés d’une distance ℓiv et se déplacent en tandem à une
vitesse constante Γ/ℓiv en raison de l’induction mutuelle. Ce mouvement de translation
engendre et advecte des fluctuations de température. En simulant ce mécanisme, GF dé-
montrent que le transport méridional induit par un dipôle vérifie la loi d’échelle :

D ∼ ℓivV . (2.3)

32



Ce résultat est généralisé à l’ensemble du gaz de vortex et constitue le premier argument
de la théorie. La relation s’applique en fait à tous les traceurs passifs. Toutefois, il convient
de souligner que cela ne signifie pas que la température est un traceur passif, car la vi-
tesse caractéristique V dépend des fluctuations de température.

Deux relations supplémentaires sont nécessaires afin de caractériser ℓiv et V . Une
première relation peut être déduite à l’aide d’un raisonnement qui s’apparente à un ar-
gument de chute libre. On considère le mouvement d’une colonne de fluide située dans
l’espace inter-vortex. Initialement au repos, cette colonne se déplace librement sur un
libre parcours moyen comparable à la distance inter-vortex ℓiv , convertissant de l’énergie
potentielle en énergie cinétique [49]. La variation de densité massique d’énergie poten-
tielle disponible (contenue dans l’écoulement de base) entre la position initiale et finale
vaut U2ℓ2iv/λ

2. De plus, la vitesse qui est initialement nulle, devient de l’ordre de V à la
fin du déplacement. Ainsi, en égalisant les variations d’énergie potentielle et d’énergie
cinétique, on trouve :

V ∼ Uℓiv/λ . (2.4)
La dernière relation est dérivée à partir du bilan d’énergie du système :

d

dt

∫
1

2

[
|∇ψ|2 + |∇τ |2 + τ2

λ2

]
dx =

U

λ2

∫
τ∂xψdx+

1

2

∫
(drag × ψ2) dx . (2.5)

En moyennant temporellement dans le régime statistiquement stationnaire, le terme de
dérivé temporelle s’annule, révélant ainsi l’égalité suivante :

DU2

λ2
=

 κ⟨u2⟩ pour la friction linéaire ,
µ

2
⟨|u|3⟩ pour la friction quadratique .

(2.6)

Le terme de gauche représente le taux d’énergie potentielle libérée par l’instabilité baro-
cline, tandis que le terme de droite est le taux de dissipation de l’énergie cinétique par
la friction. Ici, u = −∇ × (ψez) correspond à la vitesse barotrope. En réalité, la vitesse
à considérer devrait être celle de la couche inférieure puisque la friction agit exclusive-
ment sur cette couche. Toutefois, dans la limite des très basses frictions où l’écoulement
est majoritairement barotrope [8, 40, 50], l’utilisation de la vitesse barotrope est une ap-
proximation justifiée.

Les moments d’ordre 2 et d’ordre 3 du champ de vitesse barotrope dans (2.6) sont
évalués en utilisant la représentation du gaz de vortex. Considérons un vortex isolé au
centre d’un disque de rayon ℓiv , la vitesse azimutale au voisinage de celui-ci est±Γ/(2πr),
où r est la distance à son centre. Sachant que le vortex est isolé au centre d’un disque de
rayon d’ordre ℓiv , on peut estimer lesmoments du champ de vitesse de la façon suivante :

⟨u2⟩ ∼ 1

ℓ2iv

∫ ℓiv

rcore

Γ2

r
dr ∼ V 2 log

(
ℓiv
rcore

)
, (2.7)

⟨|u|3⟩ ∼ 1

ℓ2iv

∫ ℓiv

rcore

Γ3

r2
dr ∼ V 3 ℓiv

rcore
. (2.8)
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En effet, même si nous ne savons pas exactement comment le champ de vitesse est ré-
gularisé en dessous du rayon rcore, cela n’a pas vraiment d’effet sur les moments d’ordres
faibles puisque rcore ≪ ℓiv. Ainsi, nous pouvons utiliser le rayon des cœurs de vortex
comme valeur seuil pour l’intégration spatiale.

Finalement, en injectant l’estimation des moments (2.7) et (2.8) dans l’équation (2.6),
puis en la combinant avec les lois d’échelle (2.3) et (2.4), on trouve la relation suivante pour
la diffusivité :

D∗ ∼ r2∗ exp
(

C
κ∗

)
pour la friction linéaire , (2.9)

D∗ ∼ r∗/µ∗ pour la friction quadratique , (2.10)

où C est un paramètre ajustable de la théorie. Cette loi, valable pour des valeurs faibles de
κ∗ et µ∗, constitue le fondement de la théorie du gaz de vortex. L’étape suivante consiste
à déterminer une prédiction pour le rayon des cœurs de vortex r∗.

2.2 . Rôle du rayon des tourbillons dans le transport par le gaz de vortex

2.2.1 . Hypothèse de Gallet et Ferrari : rcore ∼ λ

Une prédiction intuitive pour le rayon des cœurs de vortex est celle adoptée par GF.
Près du seuil, l’instabilité barocline génère des structures dont la taille typique correspond
au rayon de déformation de Rossby [6, 8]. Une première approche consiste alors à sup-
poser que, dans le régime turbulent, le rayon moyen des cœurs de vortex ne s’écarte que
peu de l’échelle d’injection de l’énergie du régime linéaire. Ainsi, nous avons :

rcore ∼ λ . (2.11)

Dans ce cas, les lois (2.9) et (2.10) deviennent :

D∗ ∼ exp
(

C
κ∗

)
pour la friction linéaire , (2.12)

D∗ ∼ 1/µ∗ pour la friction quadratique . (2.13)

Sur la figure 2.2, nous représentons la diffusivité D∗ obtenue à partir de simulations nu-
mériques directes (DNS), détaillées dans la section 2.4, en fonction des coefficients de
friction adimensionnés. On trace également les prédictions de GF. La prédiction pour la
friction linéaire (2.12) montre un accord excellent avec les simulations. Celui-ci est légère-
ment moins satisfaisant pour la loi quadratique (2.13). En particulier, grâce à de nouvelles
simulations à plus basses frictions, on constate que l’accord ne semble pas s’améliorer
lorsqu’on diminue fortement la valeur de µ∗. Se pose alors la question : un autre diagnos-
tic pour le rayon des cœurs de tourbillons pourrait-il fournir une meilleure loi dans le cas
quadratique tout en conservant un accord aussi solide dans le cas linéaire?
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Figure 2.2 – Diffusivité sans dimension en fonction du coefficient de friction sans dimen-
sion. Les données proviennent de DNS dont les détails sont donnés dans la section 2.4.
En pointillé et en tireté sont tracées les prédictions de GF, (2.12) et (2.13), avec c1 = 1.71,
c2 = 0.764 et c3 = 2.0. Les constantes c1 et c2 ont été déterminées avec une régression
linéaire tandis que c3 est la valeur donnée par GF.

2.2.2 . Un rayon typique au-delà du rayon de déformation de Rossby : rcore ≫
λ

La littérature indique que le rayon des cœurs des tourbillons peut devenir bien plus
grand que λ à mesure que les transferts inverses d’énergie s’intensifient [24, 47]. De plus,
d’autres modèles phénoménologiques fondés sur des gaz de vortex permettant des col-
lisions et des fusions [51, 52] confirment que le rayon typique des vortex dans ce genre
de configuration est plus grand que l’échelle d’injection de l’énergie (et plus grand que la
taille des vortex à l’instant initial pour un système en déclin). Ainsi, une piste d’améliora-
tion consiste à évaluer s’il existe une prédiction plus robuste pour le rayon des cœurs de
tourbillons, qui prédirait notamment une croissance du rayon lorsqu’on réduit la friction
et augmente les transferts inverses d’énergie. Un tel constat nous incite à supposer que
r∗ croît avec ℓiv/λ, ou de manière équivalente avec D∗ puisque D∗ ∼ (ℓiv/λ)

2. Dans la
section suivante, nous présentons des arguments en faveur de r∗ ∼ Dγ

∗ avec γ = 1/4.

Dans un premier temps, regardons ce que cela implique pour un exposant γ quel-
conque. Si on injecte cet ansatz dans la loi générale pour la friction linéaire (2.9), on trouve :

D∗ ∼ exp

(
C̃
κ∗

)
, (2.14)

avec C̃ = C/(1 − 2γ). Or cette constante, tout comme C, est un paramètre ajustable de
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la théorie. Par conséquent, notre nouvelle prédiction dans le cas linéaire est strictement
équivalente à la prédiction (2.12) donnée par GF, et cela quelle que soit la valeur du para-
mètre γ.

Dans le cas de la friction quadratique les choses se passent différement. En effet, en
injectant l’ansatz dans (2.10), on trouve la loi de puissance :

D∗ ∼ µ
1/(γ−1)
∗ , (2.15)

dont l’exposant est une fonction de γ. Bien entendu, on retrouve la loi de GF (2.13) lorsque
γ = 0. Cependant, si γ ̸= 0, l’exposant de la loi de puissance n’est plus lemême. Ce résultat
sur la friction linéaire et la friction quadratique est cohérent avec les observations.

2.3 . Une loi d’échelle pour le rayon des cœurs de tourbillons

Tentons désormais d’établir la valeur de l’exposant γ . Soit ζcore = ∆ψcore, la vorticité
caractéristique d’un cœur de vortex. La circulation d’un vortex s’exprime alors comme
Γ ∼ ζcorer

2
core. Comme on connaît le comportement de Γ, une approche pour déterminer

rcore consiste à estimer d’abord ζcore.

Pour ce faire, on peut commencer par invoquer la conservation de la vorticité po-
tentielle totale dans chacune des couches en négligeant les effets dissipatifs. La vorticité
potentielle totale vaut q1+Uy/λ2 dans la première couche et q2−Uy/λ2 dans la seconde.
Ainsi, les fluctuations de vorticité potentielle sur un libre parcours moyen ℓiv dans la di-
rection méridionale sont estimées par q1;2 ∼ Uℓiv/λ

2. De plus, on a par définition :

q1 = ∆(ψ + τ)− τ/λ2 , (2.16)
q2 = ∆(ψ − τ) + τ/λ2 . (2.17)

Or le champ de température τ a pour échelles caractéristiques ℓiv dans la région inter-
vortex et rcore dans le cœur des vortex. Dans la limite qui nous intéresse où ℓiv ≫ λ et
r∗ ≫ 1, ces deux échelles sont beaucoup plus grande que λ. Cela signifie que le terme
∆τ peut être négligé face à τ/λ2 dans (2.16) et (2.17). Enfin, puisque la vorticité potentielle
dans chacune des couches est un invariantmatériel, c’est-à-dire qu’une particule de fluide
conserve sa vorticité potentielle le long d’une trajectoire, q1 et q2 maintiennent le même
ordre de grandeurUℓiv/λ2 à l’intérieur et endehors des cœurs de vortex. Ainsi, en écrivant
q1 et q2 à l’intérieur d’un cœur de vortex, on trouve :

ζcore − τcore/λ
2 ∼ Uℓiv/λ

2 , (2.18)
ζcore + τcore/λ

2 ∼ Uℓiv/λ
2 . (2.19)

En combinant ces deux estimations, on conclut que ζcore ∼ Uℓiv/λ
2. Puis en constatant

que Γ ∼ ℓivV ∼ Uℓ2iv/λ, on trouve :

r∗ ∼ (ℓiv/λ)
1/2 ∼ D

1/4
∗ , (2.20)
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soit un exposant γ = 1/4. Comme discuté dans la section précédente, cet exposant non
nul nemodifie pas la loi d’échelle de GF pour le transport dans le cas de la friction linéaire,
mais change la loi dans le cas quadratique en suivant la relation (2.15). En somme, les lois
d’échelle du régime de gaz de vortex, qui relient la diffusivité aux coefficients de friction
linéaire et quadratique, s’expriment respectivement :

D∗ = c1 exp

(
c2
κ∗

)
pour la friction linéaire, (2.21)

D∗ = c3 µ
−4/3
∗ pour la friction quadratique, (2.22)

où c1, c2 et c3 sont des constantes.

2.4 . Évaluation numérique

Afin d’évaluer la validité des nouvelles prédictions, nous avons réalisé des DNS du
système (2.1, 2.2) dans un domaine périodique (x, y) ∈ [0, L]2. Nous avons focalisé notre
attention sur le cas de la friction quadratique, car celui de la friction linéaire ne présente
pas de changement par rapport à GF. Nous avons exploré une gammedeµ∗ allant de 10−4

à 1. Afin de dissiper les petits filaments de vorticité nous avons ajouté des termes d’hy-
perviscosité−ν∇10ψ et−ν∇8[∇2τ−λ−2τ ] à droite des équations (2.1) et (2.2), respective-
ment. Le coefficient d’hyperdiffusivité sans dimension a été fixé à ν∗ = ν/(Uλ7) = 10−13,
permettant ainsi d’atteindre le régime de très faible friction tout en garantissant des lois
d’échelles indépendantes de ν∗. De plus, nous avons opté pour des tailles de domaine très
grandes afin que D∗ se rapproche autant que possible de sa valeur asymptotique pour
un domaine de taille infinie. À ce sujet, nous avons estimé que nos valeurs de D∗ pré-
sentaient une marge d’erreur de 10% par rapport à leurs valeurs asymptotique lorsque
L→ +∞.

2.4.1 . Des estimateurs du rayon des cœurs de vortex
Le point central de cette nouvelle théorie réside dans l’idée que le rayon des cœurs

de tourbillons augmente à mesure que les transferts inverses s’intensifient. Ainsi, mesu-
rer r∗ pour différentes valeurs de µ∗ s’impose comme la première vérification intuitive. Il
n’est cependant pas aisé d’extraire r∗ de nos simulations puisque celui-ci n’a pas de dé-
finition mathématique explicite. Pour répondre à ce problème, nous avons construit des
estimateurs se comportant comme r∗ dans la limite des faibles coefficients de frictions.
Ces estimateurs sont construits à partir des moments du champ de vorticité barotrope
dont la définition est donnée par ζn = ⟨ζn⟩1/n pour le moment d’ordre n. Dans le modèle
du gaz de vortex, la vorticité vaut ζcore à l’intérieur des cœurs de vortex et zéro en dehors.
Par conséquent, une estimation de ces moments est donnée par :

ζn ∼
(
ζncore

r2core
ℓ2iv

)1/n

∼ ζcorer
2/n
∗ D

−1/n
∗ ∼ U

λ
r
2( 1

n
−1)

∗ D
1− 1

n
∗ , (2.23)

où nous avons utilisé la relationD ∼ ℓivV ∼ Γ ∼ ζcorer
2
core pour exprimer ζcore en fonction

de D∗ et r∗. À partir de cette estimation, on définit l’estimateur rn associé au moment
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d’ordre n de la vorticité, vérifiant rn ∼ r∗ dans la limite du gaz de vortex :

rn =

(
λζn
U

) n
2(1−n)

D
1/2
∗ . (2.24)
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Figure 2.3 – Les estimateurs (rn)n∈{2,4,6,8,10} du rayon de cœur des tourbillons en fonction
de la diffusivité D∗. Tous les estimateurs avec n > 2 présentent un accord excellent avec
la prédiction (2.20) comme illustré par la figure compensée à droite.

Afin d’étudier le comportement du rayon typique des cœurs de vortex, on trace sur la
figure 2.3 les estimateurs rn, pour n pair allant de 2 à 10, en fonction de D∗. On constate
que pour n > 2, le comportement des estimateurs concorde parfaitement avec la prédic-
tion (2.20). Cependant, pour n = 2, l’exposant de la loi d’échelle est légèrement inférieur
à la prédiction. Cette divergence peut être attribuée au fait que la théorie du gaz de vor-
tex offre une bonne description des vortex les plus intenses peuplant l’écoulement. Les
moments d’ordres élevés sont sensibles à ces vortex, mais les moments d’ordres faibles
capturent aussi les événements de plus faible intensité se produisant entre ces vortex.

2.4.2 . Validité des nouvelles lois pour la diffusivité
Maintenant que nous avons confirmé que l’exposant traduisant la dépendance du

rayon des cœurs de vortex vérifiait γ ≈ 1/4, on affiche sur la figure 2.4 la diffusivité D∗
en fonction de µ∗. À droite, on représente aussiD∗ compensée par les deux prédictions :
celle de GF (γ = 0) et la nouvelle prédiction (γ = 1/4). La loi de GF montre un accord
satisfaisant pour les frictions modérément faibles situées autour de µ∗ ∈ [3 × 10−3, 0.3].
Toutefois, pour des frictions très faibles,µ∗ ≲ 3×10−3, les données numériques s’écartent
de cette prédiction pour converger vers la loi ajustée (2.22). Il est intéressant de noter que
cette plage de friction correspond à celle où nos points numériques concordent avec la
prédiction pour le rayon des cœurs de tourbillons (voir figure 2.3). Enfin, une régression
linéaire sur cet intervalle révèle que le meilleur ajustement pour les données numériques
est donné par : D∗ ∼ µ−1.303

∗ , présentant ainsi un écart relatif inférieur à 3% par rapport
à l’exposant théorique.
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Figure 2.4 – La diffusivité D∗ en fonction du coefficient de friction quadratique µ∗. Les
points sont raisonnablement en accord avec la théorie de GF (2.13) pour des frictions mo-
dérément faibles. Pour des frictions asymptotiquement faibles, le comportement observé
devient celui de la nouvelle prédiction (2.22), comme illustré sur la figure compensée à
droite.

2.4.3 . Distance intervortex et longueur de mélange
La théorie que nous avons établie fournit aussi une prédiction pour la dépendance de

ℓiv par rapport au coefficient de friction. Pour la friction quadratique, elle s’écrit :

ℓiv
λ

∼ µ
−2/3
∗ . (2.25)

Comme pour le rayon des cœurs de vortex, des estimateurs peuvent être introduits afin
d’estimer la distance inter-vortex. Cette fois-ci, on utilise les moments du champ de tem-
pérature : τn = ⟨|τ |n⟩1/n. D’ailleurs, la longueur de mélange ℓ2 = τ2/(Uλ) est communé-
ment utilisée comme estimateur pour la longueur inter-vortex sans dimension ℓiv/λ [24,
28]. C’est en effet la longueur caractéristique la plus simple associée aux fluctuations de
température. Sur la figure 2.5 est tracée ℓ2 en fonction de µ∗. On constate que le com-
portement asymptotique de ℓ2 pour µ∗ ≪ 1 est raisonnablement bien capturé par la loi
(2.25). Cependant, l’exposant mesuré sur la dernière décade est légèrement plus faible
que −2/3, une régression linéaire fournit un exposant de l’ordre de −0.56. Ce résultat
est déjà très satisfaisant et pourrait s’améliorer à mesure que l’on réduit µ∗. Toutefois,
comme discuté précédemment, la théorie du gaz de vortex décrit principalement les vor-
tex intenses peuplant l’écoulement. Ainsi, on peut se demander si un estimateur plus sen-
sible à ces vortex ne fournirait pas une meilleure estimation de la distance inter-vortex.
Cela nous amène à définir l’estimateur alternatif ℓ∞ = τ∞/(Uλ), où τ∞ = limn→∞ τn. En
effet, défini de la sorte, τ∞ est aussi la moyenne temporelle du maximum spatiale de la
valeur absolue de τ . Il capture alors la température au cœur du vortex le plus intense et
fournit par la même occasion un estimateur pour la température typique τcore. Ainsi, en
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utilisant encore une fois les estimations (2.18) et (2.19), on vérifie bien que :

ℓ∞ ∼ ℓiv
λ
, (2.26)

dans la limite des faibles frictions. Sur la figure 2.5, on trace ℓ∞ en fonction de µ∗ vérifiant
ainsi la validité de la prédiction (2.25). En effet, les données numériques montrent un
accord excellent avec la théorie, et cela même sur la dernière décade où l’exposant de fit
est de l’ordre de −0.69.
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Figure 2.5 – Les deux estimateurs ℓ2 et ℓ∞ de la longueur inter-vortex sans dimension en
fonction du coefficient de friction quadratique. L’accord avec la prédiction asymptotique
(2.25) est très bon, comme illustré sur la figure compensée à droite.

2.5 . Conclusion

En résumé, nous avons formulé uneprédiction pour le rayon caractéristiquedes cœurs
de tourbillon dans le régime de faible friction de la turbulence barocline. En combinant
cette prédiction avec le travail de GF, nous avons établi une loi d’échelle reliant la diffu-
sivité D∗ aux coefficients de friction linéaire et quadratique κ∗ et µ∗. Dans le cas de la
friction linéaire, la loi dérivée est équivalente à celle de GF. Toutefois, pour la friction qua-
dratique, l’exposant de la loi de puissance estmodifié et conduit à unmeilleur accord avec
les données numériques, en particulier pour les très basses frictions.

Même si la théorie de la spirale d’Ekman préconise l’utilisation d’une friction linéaire,
la dissipation dans les couches limites est plus fréquemment modélisée par une friction
quadratique afin de prendre en compte la rugosité du fond marin [38, 53]. Certains mo-
dèles adoptent même une condition de friction mixte, formulée comme un produit de
deux vitesses, mais équivalente à une friction linéaire pour des vitesses au fond faibles
[54]. Il est donc particulièrement satisfaisant d’un point de vue physique qu’une même
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théorie puisse englober à la fois la friction linéaire et la friction quadratique. Cela est cru-
cial pour une compréhension complète de la dynamique océanique, qui nécessite a priori
la maîtrise des deux types de frictions.
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3 - Profils de stratification quelconques

3.1 . Problématique

Lemodèle à deux couches defluide demêmeprofondeurmodélise uneportion d’océan
ou d’atmosphère stratifiée uniformément en densité, c’est-à-dire, dont la densité croît li-
néairement avec la profondeur. Dans la section précédente, nous avons développé une
théorie visant à quantifier la diffusivité effective la turbulence barocline dans ce système,
avec pour objectif final de paramétriser les propriétés de transport des tourbillons méso-
échelles dans l’océan. Cependant, la plupart des environnements réels divergent de ce
modèle idéalisé. Par exemple, dans l’océan qui représente notre principal champ d’étude,
la couche supérieure serait cinq à six fois plus mince que la couche inférieure [40, 44]. En
revanche, dans l’atmosphère, elle serait plutôt une à deux fois plus épaisse [38, 45]. Ainsi,
un modèle à deux couches de profondeurs inégales reflète mieux les systèmes réels et
est donc un meilleur candidat pour paramétriser le transport de chaleur méridien par les
tourbillonsméso-échelles. Cependant, l’introduction de couches de fluide de profondeurs
arbitraires ajoute de nouveaux termes aux équations, complexifiant considérablement le
problème [36, 37, 39, 44, 55, 56]. En particulier, ces nouveaux termes pourraient réduire le
degré de barotropisation du système. Par conséquent, prédire le transport global induit
par la turbulence barocline dans un modèle à deux couches de fluide avec des profon-
deurs arbitraires constitue à la fois un défi pour tester la robustesse de la théorie du gaz
de vortex récemment développée, et la prochaine étape logique pour l’étendre à des si-
tuations plus réalistes.

Comme dans la section précédente, nous adimensionnons les équations sur les fonc-
tions de courant barotrope et barocline (1.44) et (1.45) avec U et λ, ce qui réduit le nombre
de paramètres de contrôle à deux. Le premier est le coefficient de friction sans dimension
κ∗ = κλ/U ou µ∗ = µλ. Le second est la taille relative de la couche supérieure α = H1/H .
Ainsi, le problème revient à déterminer les fonctions Dlin et Dquad telles que :

D∗ =

{
Dlin(α, κ∗) pour la friction linéaire,
Dquad(α, µ∗) pour la friction quadratique, (3.1)

où D∗ = D/(Uλ) est la diffusivité sans dimension. Afin d’évaluer D∗, nous avons réa-
lisé des DNS des équations (1.44) et (1.45) dans un domaine périodique (x, y) ∈ [0, L]2.
Comme pour le système avec des couches de profondeurs égales, nous avons considéré
des termes d’hyperviscosité afin de dissiper les petits filaments de vorticité. Leurs expres-
sions dans les équations (1.44) et (1.45) est équivalente à une dissipation hypervisqueuse
−ν∆q1;2 à droite des équations de conservation de la vorticité potentielle dans chacune
des deux couches (1.37). Le code utilisé est un code pseudo-spectral similaire à celui dé-
crit dans la partie 2.4. Nous avons choisi quatre valeurs différentes de α : 1/7, 1/3, 1/2 et
2/3, ce qui nous a permis de couvrir une gamme variée de structures, allant de celle de
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l’océan à celle de l’atmosphère terrestre. Pour le coefficient de friction, nous avons pris
κ∗ ∈ [0.06, 1] pour la friction linéaire et µ∗ ∈ [6 × 10−4, 1] pour la friction quadratique.
Cela nous a permis d’obtenir des valeurs de D∗ atteignant environ 104, quel que soit α.
Comme pour l’étude précédente, nous avons choisi l’hyperviscosité ν et la taille du do-
maine L de manière à ce que leur impact sur les propriétés de transport de l’écoulement
soit négligeable.

Sur la figure 3.1, nous avons représenté la diffusivitéD∗ en fonction du coefficient de
friction pour quatre valeurs différentes de α. Nous observons que D∗ varie de manière
significative avec α, que ce soit pour la friction linéaire ou pour la friction quadratique.
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Figure 3.1 – Diffusivité en fonction des coefficients de friction linéaire (à gauche) et qua-
dratique (à droite) pour différentes valeurs de α.

3.2 . Renormalisation en un système à deux couches de même profon-
deur

La compréhension du comportement asymptotique dans le cas très particulier où les
deux couches de fluide ont la même profondeur peut nous aider à saisir le cas plus gé-
néral où α est quelconque. Pour ce faire, on commence par introduire les quantités re-
normalisées Û = AU et λ̂ = Aλ. On peut ainsi réécrire les équations pour les modes
barotrope et barocline, (1.44) et (1.45), de la façon suivante :

∂t(∇2ψ) + J(ψ,∇2ψ) + J(τ,∇2τ) + Û∂x(∇2τ) = d̂rag/2 , (3.2)

∂t

(
∇2τ − τ

λ̂2

)
+ J

(
ψ,∇2τ − τ

λ̂2

)
+J(τ,∇2ψ) + Û∂x

(
∇2ψ +

ψ

λ̂2

)
+ T = −

√
α

1− α
d̂rag/2 ,

(3.3)
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où d̂rag = 2(1− α)drag.

Commençons par supposer que le terme T est négligeable, une approximation que
l’on justifiera a posteriori. Dans ce cas, les membres de gauche des deux équations sont
exactement les mêmes que ceux du cas particulier avec des profondeurs égales (voir (2.1)
et (2.2)). La seule différence est que ce sont maintenant les paramètres renormalisés Û et
λ̂ qui interviennent. Ainsi, on peut s’attendre à ce que le transport dans le système renor-
malisé soit contrôlé par la théorie du gaz de vortex, où le terme de friction correspondant
reste à déterminer en analysant les membres de droite.

Après renormalisation, les termes de droite des équations (3.2) et (3.3) sont identiques
à ceux du cas particulier où α = 1/2, à l’exception du terme de friction dans l’équation
sur le mode barocline, pour lequel apparaît un préfacteur dépendant de α. Cependant,
comme expliqué dans la section précédente, pour des faibles frictions, l’écoulement régi
par la théorie du gaz de vortex se barotropise, et c’est la friction agissant sur le mode
barotrope qui dissipe l’énergie injectée par l’instabilité barocline. C’est ce constat qui nous
avait amené à écrire le bilan d’énergie (2.6) avec la vitesse barotrope au lieu de la vitesse
dans la couche du fond. Ainsi en partant du même constat, on en déduit que dans la loi
d’échelle du gaz de vortex, il faut considérer la friction agissant sur le mode barotrope.
Celui-ci correspond au terme de friction de l’équation (3.2), duquel on peut négliger la
partie faisant intervenir la fonction de courant barocline τ , soit un coefficient de friction
renormalisé κ̂ = 2(1−α)κ ou µ̂ = 2(1−α)µ. Tout çamis bout à bout, nous permet d’écrire
que le coefficient de diffusivité sans dimension du système renormalisé est indépendant
de α et suit la même loi que le système à deux couches de fluide de même profondeur.
Soit, pour la friction linéaire et quadratique respectivement :

D

λ̂Û
=

{
Dlin(α = 1/2, κ̂ λ̂/Û)

Dquad(α = 1/2, µ̂ λ̂)
(3.4)

Or, on connaît l’expression de Dlin et Dquad dans le cas particulier où α = 1/2 puisqu’il
s’agit des prédictions dérivées dans la partie précédente. Elle sont données par les équa-
tions (2.21) et (2.22). En substituant dans (3.4), on trouve la diffusivité pour la friction li-
néaire et la friction quadratique avec α quelconque :

Dlin(α, κ∗) = c1 4α(1− α) exp

[
c2

2(1− α)κ∗

]
, (3.5)

Dquad(α, µ∗) = c3
α1/3

41/3(1− α)µ
4/3
∗

, (3.6)

où c1, c2 et c3 sont des constantes, les mêmes que dans les lois d’échelle (2.21) et (2.22).

Les lois (3.5) et (3.6) nous renseignent sur la dépendance de la diffusivité en fonction
de la taille relative de la couche supérieure α. Leur avantage réside dans le fait qu’elles
n’introduisent pas de nouveaux paramètres de calibration par rapport au système à deux
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couches demême profondeur. Cependant, pour les obtenir nous avons supposé que l’on
pouvait négliger le terme T dans l’équation (3.3). Pour évaluer cette hypothèse, nous nous
appuyons sur la dynamique supposée être celle d’un gaz de vortex. Cette théorie implique
deux processus majeurs dans l’équation de la température (3.3) : la déformation du gra-
dient méridien moyen de température par la vitesse barotrope, et surtout, le transport
des fluctuations de température par l’écoulement barotrope. Ce dernier processus est
porté par le terme J

(
ψ,∇2τ − τ/(A2λ2)

)
. Pour une valeur donnée de la taille relative

α = O(1), les deux termes présents dans T correspondent à l’advection de ∇2τ par
la vitesse barocline −∇ × (τez) et par l’écoulement de base U . Ces deux vitesses sont
bien plus petites que la vitesse barotrope −∇ × (ψez) en raison de la barotropisation
de l’écoulement. Autrement dit, ces deux termes advectifs sont sous-dominants par rap-
port au terme d’advection J

(
ψ,∇2τ − τ/(A2λ2)

)
, régissant la théorie du gaz de vortex.

Par conséquent, cette estimation suggère que T est négligeable dans la limite de friction
faible, conférant ainsi une cohérence intrinsèque aux lois d’échelle (3.5) et (3.6).

3.3 . Évaluation numérique
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Figure 3.2 – Diffusivité renormalisée en fonction des coefficients de friction linéaire (à
gauche) et quadratique (à droite) renormalisés pour différentes valeurs de α. Les sym-
boles et couleurs sont lesmêmes que dans la figure 3.1. Les courbes en tiret et en pointillé
sont les prédictions (3.5) et (3.6) avec c1 = 1.7128, c2 = 0.7644 et c3 = 0.3436.

Les prédictions théoriques (3.5) et (3.6), nous suggèrent de tracer la diffusivité renor-
malisée D∗/[4α(1 − α)] en fonction du coefficient de friction renormalisé 2(1 − α)κ∗ ou
4
√
α(1−α)3/2µ∗. Une telle courbe est affichée en figure 3.2. On constate alors que dans la

limite des faibles coefficients de friction, les points numériques s’alignent sur une courbe
maîtresse dont le comportement est capturé par les prédictions du cas α = 1/2 dérivées
dans la partie précédente.
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Figure 3.3 – Diffusivité renormalisée par sa valeur pour deux couches de même profon-
deur pour un coefficient de friction agissant sur le mode barotrope constant (friction li-
néaire,K = 5× 10−2 ; friction quadratique,M = 5× 10−4). Les lignes sont les prédictions
(3.7) et (3.8), qui ne font pas intervenir de paramètre de calibration.

Une approche alternative pour valider les prédictions consiste à faire varier α, tout en
maintenant fixe la valeur du coefficient de friction sans dimension agissant sur le mode
barotrope, que nous noterons K = (1 − α)κ∗ ou M = (1 − α)µ∗. En se basant sur les
équations (3.5) et (3.6), on peut anticiper que les rapports ci-dessous seront déterminés
par les prédictions suivantes, dépourvues de tout paramètre ajustable :

Dl(α,K/[(1− α)])

Dl(1/2, 2K)
= 4α(1− α) , (3.7)

Dq(α,M/[(1− α)])

Dq(1/2, 2M)
= [4α(1− α)]1/3 , (3.8)

pour la friction linéaire et quadratique respectivement. On choisit alors de tracer ces rap-
ports en fonction de α sur la figure 3.3 pour une valeur deK et une valeur deM données.
On constate que les données numériques sont en excellent accord avec la théorie pour
les deux types de friction.

3.4 . Conclusion

Dans cette section, nous avons développé une théorie permettant de quantifier la dif-
fusion induite par la turbulence barocline dans le modèle à deux couches de fluide avec
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des profondeurs arbitraires. L’approche adoptée repose sur la renormalisation des équa-
tions gouvernant les modes barotrope et barocline, que nous avons combinée avec les
lois d’échelle du gaz de vortex, traduisant le comportement asymptotique de la diffusi-
vité dans la limite des faibles frictions. Les prédictions obtenues ont la particularité de ne
nécessiter aucun paramètre de calibration supplémentaire par rapport au cas particulier
où les couches de fluide sont de même profondeur. Enfin, pour valider quantitativement
cette théorie, nous avons réalisé des DNS démontrant la robustesse de la théorie du gaz
de vortex.

Cette théorie représente un premier pas significatif vers la projection d’une parcelle
océanique 3D sur ses deux principaux modes [57, 58]. L’objectif serait de mieux com-
prendre les propriétés du transport dans une parcelle d’océan en analysant le modèle à
deux couches qui lui correspond.
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4 - Modèle d’Eady

4.1 . Modèle tridimensionnel d’Eady

4.1.1 . Cadre du modèle
La stratification en densité discrète induite par la superposition de deux couches de

fluide de masses volumiques distinctes, fait du modèle à deux couches de fluide la repré-
sentation la plus élémentaire permettant de modéliser l’instabilité barocline. Cependant,
ce modèle peut paraître assez grossier et il est raisonnable de se demander si les lois
d’échelle obtenues dans les parties précédentes s’étendent à une parcelle d’océan tridi-
mensionnelle. C’est la question à laquelle nous tenterons de répondre dans ce chapitre.

Pour ce faire, on étudie le modèle d’Eady Boussinesq, consistant en un patch d’océan
3D où coexistent un gradient méridien uniforme de flottabilité et un cisaillement vertical
uniforme de l’écoulement zonal [10]. On commence par écrire les équations de Bous-
sinesq pour un fluide en rotation stratifié en densité dans un domaine 3D (x, y, z) ∈
[0, L]× [0, L]× [0, H], avec la gravité et la rotation orientées suivant la verticale :

∂tu+ (u ·∇)u+ fez × u = −∇p+ αgTez + ν⊥∆⊥u+ νz∂zzu , (4.1)
∂tT + u ·∇T = νb;⊥∆⊥T + νb;z∂zzT , (4.2)

∇ · u = 0 . (4.3)

où u(x, y, z, t) et T (x, y, z, t) sont les champs de vitesse et de température potentielle. Le
champ p(x, y, z, t) désigne le rapport entre la pression et la valeur nominale de la masse
volumique. Les paramètres de contrôle intervenant dans les équations sont le coefficient
de dilatation thermique α, l’accélération de la pesanteur g, le paramètre de Coriolis f , les
viscosités ν⊥ et νz , et les diffusivités thermiques νb;⊥ et νb;z . On sépare les diffusivités en
une composante horizontale (indice ⊥) et une composante verticale (indice z) car le pro-
blème fait intervenir des longueurs caractéristiques différentes dans ces deux directions.
Pour des raisons de simplicité, la température T est l’unique agent stratifiant considéré.

Notre recherche se focalise sur les océans et les atmosphères planétaires, qui sont
des couches de fluides peu profondes en rotation rapide et fortement stratifiées. Pour
rappel, ce cadre a motivé l’utilisation de l’approximation quasi-géostrophique dans les
sections précédentes. Dans ce chapitre, nousmaintenons cemême contexte d’application
et visons à déterminer si la théorie du gaz de vortex reste pertinente pour décrire les
propriétés de transport dans le modèle pleinement 3D d’Eady.

4.1.2 . Vent thermique et équations
Comme dans les chapitres précédents, on s’intéresse aux perturbations par rapport

à un écoulement de base induit par l’équilibre de vent thermique. Cet état de base peut
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Figure 4.1 – Schéma de l’état de base dumodèle d’Eady. Une couche de fluide plane, strati-
fiée en densité, dans un référentiel tournant à la fréquence f/2, est soumise à un gradient
méridien de flottabilité. Un écoulement uniformément cisaillé dans la direction zonale co-
existe avec le gradient méridien de flottabilité, du fait de l’équilibre de vent thermique.

être décrit par un écoulement zonal uniformément cisaillé, impliquant un gradient de
température uniforme dans la direction méridienne :

U = Sz ex, αgτ = −fSy +N2z. (4.4)

Le gradient de température méridien donné par l’équilibre de vent thermique est pro-
portionnel au cisaillement zonal S. Nous avons aussi considéré un terme de stratification
verticale uniforme dont le gradient est proportionnel au paramètre N2, où N est la fré-
quence de Brunt-Väisälä dans l’état de base. Un schéma de l’état de base est affiché en
figure 4.1 .

On décompose notre solution en deux composantes : la composante de vent ther-
mique et l’écart à cet état de base, soit :

u(x, y, z, t) = U(z) + v(x, y, z, t) , (4.5)
αgT (x, y, z, t) = αgτ(y, z) + b(x, y, z, t), (4.6)

où b est l’écart à l’état de base de la flottabilité. Dans le cadre de l’approximation de Bous-
sinesq, le champ de vitesse relatif aux écarts, v = (u, v, w), est à divergence nulle. En
injectant (4.5) et (4.6) dans les équations (4.1) et (4.2), on obtient les équations sur les
écarts :

∂tv + S z∂xv + S wex + (v ·∇)v + fez × v = −∇p+ bez + ν⊥∂⊥v + νz∂zzv, (4.7)

∂tb− fS v +N2w + S z∂xb+ v ·∇b = νb;⊥∂⊥b+ νb;z∂zzb, . (4.8)

En ce qui concerne les conditions aux limites, on considérera que les champs relatifs aux
écarts, v et b, sont périodiques dans la direction horizontale. De plus, on imposera une
condition de flux nul à la surface et au fond :

∂zb|z=0 = ∂zb|z=H = 0 . (4.9)
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De la même manière, on considérera que le champ de vitesse v est "stress-free" à la
surface :

w|z=0 = 0, ∂zv|z=H = 0 . (4.10)
Et enfin, en ce qui concerne la condition aux limites cinématique au fond, l’idéal serait
d’adopter une condition "no-slip", v|z=0 = 0. Cependant, ce type de condition entraîne
une forte friction, en raison de l’apparition d’une couche limite d’Ekman dont la taille ty-
pique est

√
νz/f . Résoudre numériquement cette couche limite semble impossible pour

des valeurs réalistes des paramètres. De plus, avoir une couche limite laminaire près d’un
plancher océanique parfaitement plat ne paraît pas très réaliste. C’est pourquoi nous op-
tons plutôt pour une condition aux limites frictionnelle, formulée de la manière suivante :

w|z=0 = 0, ∂zv|z=0 =
κH

νz
v|z=0 . (4.11)

De cette manière, nous pouvons réguler l’intensité de la friction en ajustant le coefficient
κ. Il s’agit d’une friction linéaire au fond, un type de friction déjà étudié précédemment
pour lemodèle à deux couches de fluide. Il est intéressant de remarquer que la dissipation
d’énergie effective dans le cœur de l’écoulement en lien avec cette condition aux limites
correspond à un coefficient de friction effectif :

κeff =

√
2νz

H +
√
2fνz
κ + fHνz

κ2

×
(
1

2
+

√
fνz
2

1

κH

)
, (4.12)

qui implique aussi la diffusivité verticale νz . Ce résultat est détaillé dans l’annexe A . Il est
également démontré que κeff correspond à la friction de pompage relative à la spirale
d’Ekman de telle sorte que w|0+ = κeffζ|0+ , où 0+ désigne la valeur de la coordonnée
verticale z juste au dessus de la couche limite d’Ekman.

On adimensionne les équations avec H et f−1 comme longueur et temps caractéris-
tiques.

(x♯, y♯, z♯) = (x, y, z)/H, (u♯, v♯, w♯) = (u, v, w)/(fH), t♯ = ft, (4.13)
b♯ = b/(f2H), p♯ = p/(f2H2), Ei = νi/(fH

2), κ♯ = κ/f. (4.14)
Dans une optique de simplifier les équations, on abandonne la notation ♯. Les équations
sans dimension s’écrivent alors :

∂tv +Ro z∂xv +Rowex + (v ·∇)v + ez × v = −∇p+ bez + E⊥∂⊥v + Ez∂zzv, (4.15)

∂tb−Rov +

(
N

f

)2

w +Ro z∂xb+ v ·∇b = Eb;⊥∂⊥b+ Eb;z∂zzb, (4.16)

∇ · v = 0 , (4.17)
où Ro = S/f est le nombre de Rossby. Enfin, les conditions aux limites sans dimension
s’écrivent :

w|z=1 = 0, ∂zv⊥|z=1 = 0, (4.18)

w|z=0 = 0, ∂zv⊥|z=0 =
κ

Ez
v⊥|z=0, (4.19)

∂zb|z=0 = ∂zb|z=1 = 0. (4.20)
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4.1.3 . Objectifs
On souhaite quantifier le transport de chaleur méridien dans le régime statistique-

ment stationnaire atteint par les solutions du système (4.15,4.16,4.17) avec les conditions
aux limites (4.18,4.19,4.20). L’objectif est demontrer que la théorie du gaz de vortex permet
aussi de quantifier le transport de chaleur méridien dans le modèle d’Eady. On étudiera
alors le flux de flottabilité ⟨vb⟩, où ⟨·⟩ représente une moyenne spatiale et temporelle.

Dans cette optique, nous avons réalisé des DNS de ce système en utilisant le solveur
pseudo-spectral Coral [59], qui a été testé et validé à l’aide de résultats analytiques [60], et
comparé avec Dedalus Software, un autre solveur pseudo-spectral [61]. Le solveur Coral
utilise une décomposition spatiale de Fourier dans les directions horizontales et de Che-
byshev dans la direction verticale. Les conditions aux limites au fond et à la surface sont
imposées grâce à la méthode de "basis recombination". Les simulations sont initialisées
soit à partir d’un bruit de faible amplitude, soit à partir de la solution d’une simulation
précédente. Comme dans les chapitres précédents, nous nous intéressons à la situation
où la taille horizontale du domaine L est très grande devant la longueur de mélange et
l’échelle typique contenant l’énergie. Cela nous garantit des propriétés de transport in-
dépendantes de la largeur du domaine L. De même, les diffusivités horizontales sont
choisies suffisamment faibles pour ne pas affecter les propriétés de transport dans le ré-
gime statistiquement stationnaire.

Le rôle des diffusivités verticales quant à lui, est plus délicat. En effet, elles sont cru-
ciales pour satisfaire les conditions aux limites (4.18), (4.19), et (4.20). Les couches limites
se développant alors près des parois peuvent induire des effets agéostrophiques, non-
caractérisés par le modèle du gaz de vortex. Dans notre étude, on s’intéresse à la limite
où les diffusivités verticales sont très faibles. Dans ce cas, elles ne devraient a priori pas
influencer le cœur de l’écoulement autrement que par le coefficient de friction effectif
κeff . Cette hypothèse est confortée par une analyse plus approfondie de l’impact des dif-
fusivités verticales, que nous discutons dans Gallet et al. [32]. Nous n’approfondirons pas
davantage cette question ici, mais nous admettrons que pour les valeurs de diffusivités
choisies, les propriétés de transport de l’écoulement sont entièrement dominées par la
dynamique du cœur, n’impliquant Ez et Eb;z que via le coefficient de friction effectif κeff .

Enfin, on s’intéresse également au rayon de déformation de Rossby, dont la défi-
nition est moins évidente que dans le modèle à deux couches de fluide. Dans le mo-
dèle d’Eady, la stratification totale de flottabilité est donnée par l’expression adimension-
née (N/f)2z + b(z), où l’opérateur · indique une moyenne horizontale combinée à une
moyenne temporelle. Contrairement au modèle à deux couches de fluide, où la strati-
fication était entièrement dictée par l’état de base, dans le modèle d’Eady, l’écoulement
émergent peut également contribuer à la stratification via le terme b(z). Nous pouvons
alors tenter d’introduire un rayon de déformation de Rossby qui lorsqu’il est normalisé
par H , exprime le rapport entre la fréquence de Brunt-Väisälä totale N =

(
∂z αgT

)1/2 et
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le paramètre de Coriolis f . Ainsi, en supposant que la stratification émergente est à peu
près uniforme, nous définissons le rayon de déformation de Rossby λ comme suit :

λ =

√(
N

f

)2

+ b(1)− b(0). (4.21)

Pour rappel, dans cette définition λ est adimensionné par la profondeur de la couche de
fluideH .

4.1.4 . Premiers résultats
Sur la figure 4.2, plusieurs grandeurs sont tracées pour rendre compte des aspects

qualitatifs des solutions du modèle d’Eady dans le régime statistiquement stationnaire.
Dans un premier temps, sur la visualisation 3D du champ de flottabilité totale, on ob-
serve que l’écoulement reste fortement stratifié, avec une pente typique des isopycnes
très faible. Dans un second temps, on compare deux simulations. On appelle simulation
(1), la simulation correspondant aux trois premières représentations, et simulation (2),
celle correspondant aux deux dernières. La simulation (1) a été réalisé avec une rotation
plus lente et une stratification plus faible que la simulation (2). De plus, le coefficient de
friction sans dimension est plus faible dans la simulation (1) que dans la simulation (2).
Dans la simulation (1), la vorticité au cœur de l’écoulement ressemble a un gaz de vor-
tex dilué mais celui-ci présente une asymétrie cyclone-anticyclone. Cette asymétrie est
probablement liée à la formation de structures agéostrophiques fines proche de la sur-
face [62-65]. La simulation (2) quant à elle présente un gaz de vortexmoins dilué en raison
du coefficient de friction plus fort. Cependant, la symétrie cyclone-anticyclone typique de
la quasi-géostrophie est, elle, bien vérifiée.

Sur la figure 4.3, on trace le flux méridien de flottabilité ⟨vb⟩ en fonction du coefficient
de friction κ. Le flux mesuré varie de plus de quatre ordre de grandeur sur l’entièreté de
nos simulations. De plus, on constate que le transport croît à mesure que l’on réduit le
coefficient de friction, et décroît rapidement lorsqu’on réduit le nombre de Rossby.

4.2 . Quasi-géostrophie dans le modèle d’Eady

4.2.1 . Limite quasi-géostrophique du modèle d’Eady
En raison du contexte géophysique de notre étude et des coupes de vorticité tracées

sur la figure 4.2, on anticipe une dynamique quasi-géostrophique dans le cœur de l’écou-
lement. On se propose donc d’examiner la limite quasi-géostrophique des équations du
modèle d’Eady afin d’identifier les caractéristiques spécifiques de cette dynamique. En
procédant ainsi, on espère établir une loi théorique permettant d’expliquer les données
brutes de la figure 4.3. De plus, cette approche nous permettra de déterminer si les pro-
priétés de transport observées sont effectivement régies par la quasi-géostrophie ou si
les phénomènes agéostrophiques exercent une influence non-négligeable.
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Figure 4.2 – Représentation de différents champs dans le régime statistiquement station-
naire pour deux simulations distinctes. La simulation (1) correspond aux paramètres sui-
vants : Ro = 2.5, (N/f)2 = 30000 et κ∗ = 0.139 (défini en équation (4.37)). Quant à la
simulation (2), elle est définie par les paramètres suivants : Ro = 0.0255, (N/f)2 = 40000
et κ∗ = 0.595. La figure (a) illustre le champ de flottabilité totale. On souligne la différence
d’échelles entre la direction horizontale et la direction verticale, ainsi que la faible pente
des isopycnes. Les figures (b) et (d) présentent une coupe horizontale de la vorticité dans
le cœur de l’écoulement, tandis que les figures (c) et (e) montrent une coupe de la vorticité
à la surface.

La procédure standard pour obtenir la limite quasi-géostrophique du modèle d’Eady
est de réaliser un développement asymptotique des équations (4.15) et (4.16) avec Ro
commepetit paramètre [8]. Il est nécessaire aussi de supposer que la pente des isopycnes
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Figure 4.3 – Flux de flottabilité méridien sans dimension en fonction du coefficient de
friction adimensionné. Le nombre de Rossby et la stratification de l’état de base (N/f)2

sont variés sur plusieurs ordres de grandeur.

est très petites Ro/λ2 ≪ 1. Ici, on reproduit ce développement en supposant que la stra-
tification est uniforme 1 et que λ = O(1). On considère donc un développement de la
forme :

ṽ = Rov(0) +Ro2 v(1) + . . .

p̃ = Rop(0) +Ro2 p(1) + . . .

b̃ = Ro b(0) +Ro2 b(1) + . . .

(4.22)

où le tilde représente les écarts par rapport aux champs moyennés horizontalement.
Nous supposons que ces écarts dépendent de l’espace mais varient lentement avec une
variable de temps t̂ = Ro t. Les termes diffusifs dans le cœur du domaine sont négligés.
De plus, le coefficient de friction présent dans la condition aux limites de pompage au
fond, w|0+ = κeff ζ|0+ , est supposé être de l’ordre de Ro , c’est-à-dire κeff = Ro κ̂, où κ̂
est de l’ordre de l’unité. Ainsi, à l’ordre 1 en Ro, on a :

ez × v(0) = −∇p(0) + b(0)ez , (4.23)

avec les conditions aux limites : w(0)|0+ = w(0)|1 = 0. On retrouve ainsi l’équilibre géo-
strophique et l’équilibre hydrostatique, dont la solution est :

v(0) = −∇× (p(0)ez), b
(0) = ∂zp

(0). (4.24)

1. Cette hypothèse est valable sous réserve que la stratification émergente soit uniforme ou
négligeable. Dans Gallet et al. [32] , nous allons au-delà de la quasi-géostrophie et confirmons que
c’est bien le cas.
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À cet ordre la vitesse verticale disparaît et la vorticité verticale s’écrit ζ(0) = ∆⊥p
(0). À

l’ordre suivant, les équations sur la vorticité et sur la flottabilité, deviennent :

∂t̂∆⊥p
(0) + z∂x∆⊥p

(0) + J(p(0),∆⊥p
(0)) = ∂zw

(1), (4.25)
∂t̂∂zp

(0) − ∂xp
(0) + z∂xzp

(0) + J(p(0), ∂zp
(0)) = −λ2w(1), (4.26)

En dérivant l’équation (4.26) par rapport à z, puis en y ajoutant l’équation (4.25) multipliée
par λ2, on élimine le terme w(1). On trouve alors le système d’équation :

∂t̂q + J(p(0), q) + z∂xq = 0, (4.27)

q = ∆⊥p
(0) +

∂zzp
(0)

λ2
, (4.28)

où q est la vorticité potentielle dans le modèle d’Eady. La première équation traduit la
conservation de la vorticité potentielle dans notre couche de fluide. Les conditions aux
limites pour clore le système sont les suivantes :w(1)|0+ = κ̂∆⊥p

(0)|0+ etw(1)|1 = 0. Il faut
évaluer (4.26) en z = 0+ et en z = 1 pour les rendre applicables :

∂t̂∂zp
(0)|1 − ∂xp

(0)|1 + ∂xzp
(0)|1 + J(p(0)|1, ∂zp(0)|1) = 0, (4.29)

∂t̂∂zp
(0)|0+ − ∂xp

(0)|0+ + J(p(0)|0+ , ∂zp(0)|0+) + λ2 κ̂∆⊥p
(0)|0+ = 0. (4.30)

La dynamique quasi-géostrophique de notre portion d’océan est régie par l’équation
de conservation (4.27) de la vorticité potentielle (4.28), avec les conditions aux limites (4.29)
et (4.30). Cette équation de conservation met en lumière le lien entre les variations de la
vorticité verticale, ζ = ∆p̃, et les mouvements verticaux des isopycnes. Pour illustrer ce
mécanisme, considérons une colonne de fluide cylindrique entre deux isopycnes. Lorsque
cette colonne se contracte ou s’étend à cause du rapprochement ou de l’éloignement des
isopycnes, la vorticité verticale de la colonne varie de manière analogue au principe de
conservation du moment cinétique.

4.2.2 . Variables quasi-géostrophiques
Les coefficients κ et Ez n’influent sur la dynamique quasi-géostrophique que par le

biais du coefficient de friction effectif associé au pompage d’Ekman. Ainsi, on peut res-
treindre le nombre de paramètres sans dimension, en introduisant le changement de
variables quasi-géostrophique :

t̂ =
λ

Ro
T, x = λX, y = λY, (4.31)

p̃ = RoλP (X,Y, z, T ), q =
Ro

λ
Q(X,Y, z, T ). (4.32)

Avec ce changement de variables, les équations quasi-géostrophiques deviennent :

∂TQ+ JX(P,Q) + z∂XQ = 0, (4.33)

Q = ∆X;⊥P + ∂zzP, (4.34)
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∂T∂zP |1 − ∂XP |1 + ∂XzP |1 + JX(P |1, ∂zP |1) = 0, (4.35)

∂T∂zP |0+ − ∂XP |0+ + JX(P |0+ , ∂zP |0+) +
κeffλ

Ro
∆X;⊥P |0+ = 0, (4.36)

où JX(f, g) = ∂Xf∂Y g−∂Y f∂Xg et∆X;⊥ = ∂XX+∂Y Y . Ce système d’équations présente
une particularité notable. En effet, il ne dépend que d’un seul paramètre de contrôle :

κ∗ =
κeffλ

Ro
. (4.37)

Ce paramètre joue un rôle similaire au coefficient de friction adimensionné du modèle à
deux couches de fluide, tel qu’introduit et utilisé dans les sections précédentes. Ainsi, une
fois le régime statistiquement stationnaire atteint, les solutions de ce système d’équa-
tions exhibent un transport méridien de flottabilité, D∗ = ⟨∂XP∂ZP ⟩ = ⟨vb⟩/(Ro2λ), ne
dépendant que de κ∗, soit :

D∗
def
=

⟨vb⟩
Ro2λ

= F
(
κ∗ =

κeffλ

Ro

)
, (4.38)

où F est la fonctionnelle décrivant la dépendance de la diffusivité méridienne quasi-
géostrophique par rapport au coefficient de fiction sans dimension. Le changement de
variables quasi-géostrophique nous a permis de mettre en évidence de manière rigou-
reuse la quantité significative D∗ et son unique paramètre de contrôle κ∗. Cependant,
une analogie avec le modèle à deux couches de fluide aurait également abouti au même
résultat. En effet, dans lemodèle d’Eady, le nombre de Rossby est l’équivalent de la vitesse
de cisaillement du modèle à deux couches de fluide. Ainsi, de la mêmemanière que pour
le modèle à deux couches de fluide,D∗ représente le flux méridional divisé par le produit
entre la vitesse de cisaillement au carré et le rayon de déformation de Rossby, tandis que
κ∗ équivaut au produit du coefficient de friction au fond et du rayon de déformation de
Rossby, le tout divisé par la vitesse de cisaillement.

La théorie du gaz de vortex vise à quantifier les propriétés de transport d’un écoule-
ment quasi-géostrophique dans la limite de basse friction en modélisant son champ de
vorticité dans l’espace réel par une représentation idéalisée de gaz de vortex. Ici, elle nous
permet d’obtenir une expression théorique pour la fonctionnelleF . Comme on considère
une stratification uniforme avec une friction linéaire, il s’agit de la prédiction dérivée dans
le chapitre 2 et donnée par :

D∗ = c1 exp

(
c2
κ∗

)
(4.39)

où c1 et c2 sont des paramètres ajustables qui dépendent a priori du modèle considéré.
Finalement, si la dynamique quasi-géostrophique du cœur de l’écoulement gouverne ef-
fectivement le transport de flottabilité, alors la loi (4.39) doit également s’appliquer aux
solutions du modèle d’Eady complet.

57



4.2.3 . Dynamique effective bidimensionnelle
Le système d’équations quasi-géostrophique (4.33,4.34, 4.35,4.36) peut être résolu ef-

ficacement en utilisant la méthode suivante.

On commence par constater queQ = 0 est une solution triviale de (4.33). La conserva-
tion de la vorticité potentielle nous indique alors que siQ = 0 à l’instant initial alorsQ = 0

tout le temps. Supposons que c’est le cas. On décompose P en une série de Fourier dans
les directions horizontales :

P (X,Y, z, T ) =
∑
k

P̂k(z, T )× eik·X, (4.40)

où X = (X,Y ) et où le vecteur d’onde horizontal k prend les valeurs discrètes compa-
tibles avec les conditions aux limites horizontales. On en profite pour introduire les nota-
tions suivantes pour les séries de Fourier de P et de sa dérivée verticale aux frontières :

P |0+ =
∑
k

{P |0}k(T )× eik·X, (4.41)

P |1 =
∑
k

{P |1}k(T )× eik·X, (4.42)

∂zP |0+ =
∑
k

{∂zP |0}k(T )× eik·X, (4.43)

∂zP |1 =
∑
k

{∂zP |1}k(T )× eik·X. (4.44)

En injectant (4.40) dans l’équation de conservation de la vorticité potentielle (4.33) avec
Q = 0, on trouve pour chaque vecteur d’onde :

−k2P̂k + ∂zzP̂k = 0, (4.45)

avec k = |k|. La solution de cette équation s’exprime en fonction de {∂zP |0}k et {∂zP |1}k :

P̂k(z, T ) = la
−{∂zP |0}k cosh[k(z − 1)] + {∂zP |1}k cosh(kz)

k sinh(k)
. (4.46)

En évaluant cette expression de la solution en z = 0 et en z = 1, on établit deux relations
d’inversion reliant {P |0}k et {P |1}k aux dérivées verticales {∂zP |0}k et {∂zP |1}k :

{P |0}k =
−{∂zP |0}k cosh(k) + {∂zP |1}k

k sinh(k)
, (4.47)

{P |1}k =
−{∂zP |0}k + {∂zP |1}k cosh(k)

k sinh(k)
. (4.48)

On constate donc que les inconnues indépendantes du système d’équations quasi-
géostrophiques (4.33,4.34,4.35,4.36) se réduisent à deux champshorizontaux dépendants
du temps. En d’autres termes, si l’on connaît P |0+ et P |1 à un instant T , on peut déduire la
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solution complète dans tout le domaine en utilisant les relations d’inversion (4.47,4.48) et
l’expression de la solution dans l’ensemble du domaine (4.46). D’un point de vue numé-
rique, il nous suffit de résoudre les équations sur les conditions aux limites ((4.35),(4.36))
à chaque pas de temps, les relations d’inversions introduisant un couplage entre les deux
équations via les dérivées verticales ∂zP |0+ et ∂zP |1. La quasi-géostrophie nous a donc
permis de transformer un problème pleinement 3D en un problème 2D. Le code utilisé
pour résoudre ce problème 2D est similaire à celui décrit dans la partie 2.4. De plus, nous
avons ajouté un terme d’hyperviscosité−ν∆4

X;⊥∂zP |1 et−ν∆4
X;⊥∂zP |0+ à droite de (4.35)

et (4.36), afin de dissiper l’enstrophie à petite échelle. La valeur du coefficient d’hypervis-
cosité sans dimension ν a été choisi suffisamment faible afin de ne pas affecter les pro-
priétés de transport dans le régime statistiquement stationnaire. De même, la taille du
domaine a été choisie suffisamment grande pour éviter tout effet de taille finie.

En conclusion, en plus d’avoir découvert uneméthode simple et peu coûteuse pour si-
muler la limite quasi-géostrophique dumodèle d’Eady, nous avons démontré que la dyna-
mique quasi-géostrophique dans ce modèle est décrite par deux équations 2D couplées
(comme pour le modèle à deux couches de fluide mais avec des équations différentes).

4.3 . Évaluation numérique

4.3.1 . Diffusivité méridienne dans le modèle d’Eady
Dans cette partie, on cherche à évaluer la validité de la loi (4.39). Pour cela, on réa-

lise des DNS du modèle d’Eady complet et de sa version quasi-géostrophique. Ainsi, on
trace sur la figure 4.4, la diffusivité D∗ en fonction du coefficient de friction κ∗, à la fois
pour le modèle d’Eady 3D et pour sa version quasi-géostrophique. Dans cette représen-
tation, l’ensemble de nos données s’aligne sur une courbe maîtresse en accord avec la
prédiction (4.39) avec des coefficients mesurés par régression linéaire valant c1 = 0.32 et
c2 = 0.61. Ce résultat va dans le sens d’une annulation de la vorticité potentielle dans le
cœur de l’écoulement, comme supposé dans la sous-section 4.2.3. De plus, cela signifie
que, malgré la présence de processus agéostrophiques, le transport de flottabilité dans
le modèle d’Eady 3D est bien dominé par une dynamique quasi-géostrophique. Finale-
ment, la théorie du gaz de vortex permet effectivement de quantifier le transport de cette
dynamique quasi-géostrophique. Cela valide en particulier le fait que le raisonnement
construit en utilisant l’intuition physique fournie par le modèle à deux couches de fluide
quasi-géostrophique se prolonge à desmodèles pleinement 3D comme lemodèle d’Eady.

4.3.2 . Un flux méridien verticalement uniforme
La limite quasi-géostrophique dumodèle d’Eady permet d’obtenir une prédiction pour

la dépendance verticale du flux de flottabilité. En effet, en reprenant l’idée que la vorticité
potentielle s’annule dans le modèle quasi-géostrophique, alors à toutes profondeurs on
a :

0 = vq = pxpxx + pxpyy +
1

λ2
pxpzz =

1

λ2
∂zvb. (4.49)
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Figure 4.4 – Diffusivité D∗ en fonction du coefficient de friction renormalisé κ∗ dans le
modèle d’Eady. Les couleurs sont lesmêmes que sur la figure 4.3. Les croix correspondent
aux simulations des équations quasi-géostrophiques. La courbe pleine correspond à la
prédiction du gaz de vortex (4.39) avec c1 = 0.32 et c2 = 0.61.

En d’autres termes, dans la limite quasi-géostrophique, le flux méridien de flottabilité de-
meure uniforme verticalement. Cette prédiction est illustrée sur la figure 4.5, où nous
avons tracé le profil du flux de flottabilité méridien pour les simulations (1) et (2) de la fi-
gure 4.2. Nous constatons ainsi que cette prédiction quasi-géostrophique est en très bon
accord avec les simulations réalisées à l’aide du modèle d’Eady. Dans les deux cas, nous
observons que le flux de flottabilitéméridien reste constant dans le cœur de l’écoulement,
s’écartant très légèrement de cette constante au niveau du fond et de la surface.

Dans cette étude, nous nous sommes principalement concentrés sur le flux méridien
de flottabilité. Cependant, un résultat classique est que le flux total suit la direction des
isopycnes [22, 66-68]. Cela se traduit par l’égalité ⟨wb⟩ = Ro

λ2 ⟨vb⟩, où Ro/λ2 représente la
pente des isopycnes. Ainsi, sur la figure 4.5, nous avons tracé λ2wb en plus deRo vb. Nous
observons alors que dans le cœur de l’écoulement, ces deux termes sont effectivement
à peu près égaux, confirmant ainsi ce résultat. À la surface et au fond, les effets visqueux
induisent un léger écart par rapport à la valeur au centre. Dans l’article Gallet et al.[32]
nous proposons une analyse plus approfondie du flux vertical de flottabilité dans le mo-
dèle d’Eady et nous mettons également l’accent sur l’examen détaillé de la stratification
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Figure 4.5 – Profils verticaux des flux méridien et vertical normalisés. Les simulations (1)
et (2) correspondent à celles de la figure 4.2.

4.4 . Conclusion

En résumé, nous avons étudié le modèle Boussinesq d’Eady, qui se distingue du mo-
dèle à deux couches de fluide quasi-géostrophique par le fait qu’il est complètement 3D.
Nous avons montré que le transport de chaleur méridien est gouverné par la dynamique
quasi-géostrophique du cœur de l’écoulement dans la limite où la vitesse de rotation et
la stratification sont fortes. En examinant la limite quasi-géostrophique des équations du
modèle d’Eady, nous avons déterminé le coefficient de diffusivité méridien pertinent D∗
ainsi que l’unique paramètre de contrôle κ∗. Enfin, en appliquant la théorie du gaz de vor-
tex, nous avons établi une loi d’échelle reliant D∗ et κ∗, laquelle a été confirmée par des
DNS.

De manière plus générale, ce résultat est particulièrement satisfaisant car il indique
que la théorie du gaz de vortex, élaborée et validée à partir de modèles partiellement
3D, est également capable de fournir des prédictions valides pour le transport de chaleur
dans des modèles totalement 3D.
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5 - Conclusion et perspectives

Dans cette partie, nous avons établi une loi d’échelle pour la diffusivité méridienne
de chaleur par la turbulence barocline à l’aide du modèle quasi-géostrophique à deux
couches de fluide dans la limite de friction faible au fond. En nous appuyant sur la théorie
du gaz de vortex de Gallet et Ferrari [28] et en étudiant en profondeur le rayon des cœurs
de tourbillons, nous avons étendu la théorie et affiné la prédiction dans le cas d’une fric-
tion quadratique. Nous avons testé et validé cette nouvelle prédiction dans un modèle
à deux couches de profondeurs égales. La seconde étape de notre travail a consisté à
étendre nos lois d’échelle pour le transport de chaleur à un modèle à deux couches de
fluide avec des profondeurs arbitraires, le but étant de se rapprocher d’un modèle océa-
nique plus réaliste. Pour ce faire, nous avons renormalisé les variables et paramètres
du problème, nous ramenant ainsi, dans la limite asymptotique de faible friction, à un
modèle à deux couches de profondeurs identiques. Enfin, nous avons étudié le modèle
d’Eady, un modèle tridimensionnel de patch d’océan. Nous avons démontré que les lois
établies dans les deux premières parties pouvaient également être utilisées pour décrire
le transport de chaleur dans ce modèle, étendant ainsi encore davantage la pertinence
de la théorie du gaz de vortex.

Mon travail sur lemodèle à deux couches de fluide quasi-géostrophique a été compilé
en deux articles publiés dans Physical Review Fluids en 2023 [69] et 2024 [70]. Mon travail
sur la limite quasi-géostrophique du modèle d’Eady a contribué à l’écriture d’un article
sur les propriétés de transport dans le modèle d’Eady 3D. L’article en question est une
collaboration entre notre équipe au CEA et des membres de l’équipe CliMA au MIT, et a
été publié dans Journal of Fluid Mechanics en 2022 [32].

Les prochaines étapes vers une paramétrisation de la turbulence barocline sont mul-
tiples. Tout d’abord, il est nécessaire de considérer un paramètre β non nul pour prendre
en compte la courbure de la planète, qui peut avoir une influence significative sur les
propriétés de transport. Ensuite, il faut revoir la structure verticale uniforme du modèle
d’Eady abordée dans la partie 4. En effet, dans le contexte du courant circum-polaire An-
tarctique, par exemple, une description précise du transport par les tourbillons méso-
échelles nécessiterait un état de base avec un cisaillement vertical non uniforme et une
inversion du gradient de vorticité potentielle à une certaine profondeur [6, 71-73]. En ce
qui concerne le modèle à deux couches de fluide, Gallet et Ferrari [74] ont étendu la théo-
rie du gaz de vortex pour inclure l’effet β, dans le cas particulier où les couches sont de
mêmes profondeurs. En parallèle, Meunier et al. [57, 58] ont étudié un modèle plus gé-
néral de patch d’océan, en prenant en compte un paramètre β non nul et un cisaillement
non uniforme. En utilisant des arguments basés sur la dynamique quasi-géostrophique
de l’écoulement, ils ont retrouvé analytiquement la forme de la paramétrisation de Gent-
McWilliams/Redi, prédominante dans les modèles de climat [20, 22, 23]. De plus, ils ont
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établi une théorie quantitative permettant de prédire la structure verticale du transport
de flottabilité, remettant ainsi en question la pratique courante d’utiliser des coefficients
de diffusion verticalement invariants. Il leur manque cependant une théorie quantifiant
l’amplitude du flux de chaleur pour obtenir une paramétrisation complète basée sur des
arguments physiques. La théorie du gaz de vortex, qui fournit cette information, nécessite
une adaptation supplémentaire pour inclure β et un cisaillement non uniforme. Un rai-
sonnement analogue à celui présenté dans le chapitre 3 permettrait peut-être d’étendre le
résultat de Gallet et Ferrari [74] à unmodèle avec des couches de profondeurs arbitraires.
Une telle démarche pourrait ainsi nous fournir la loi d’échelle manquante et permettre
de conclure dans la situation d’intérêt pratique.
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chauffage radiatif
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6 - Les régimes ultimes de convection

6.1 . Introduction

La convection désigne l’ensemble des mouvements internes d’un fluide qui ont pour
effet de transporter des éléments comme des particules, de la chaleur ou de l’humidité.
Ce phénomène peut être forcé artificiellement, par exemple avec un ventilateur d’ordi-
nateur qui génère un écoulement pour advecter la chaleur. Mais la convection peut éga-
lement émerger naturellement lorsqu’il y a un gradient de température dans le fluide.
En effet, comme la densité d’une particule de fluide dépend de sa température, une inho-
mogénéité thermique peut engendrer desmouvements sous l’effet de la poussée d’Archi-
mède. On parle alors de convection thermique naturelle. Cet écoulement tend àmélanger
le fluide, et si le gradient de température n’est pas maintenu par une source externe, le
champ de température finit par s’homogénéiser complètement.

La convection thermique naturelle constitue le thème principal de cette partie. Elle
présente un intérêt important puisqu’elle est omniprésente dans les contextes géophy-
siques et astrophysiques. Par exemple, les étoiles possèdent une zone dite "convective"
où la stratification en densité est instable, permettant à la chaleur d’être transportée
par convection de l’intérieur vers l’extérieur avant d’être rayonnée ou transférée à une
autre zone [1, 2]. De plus, en raison de la conductivité électrique du plasma stellaire, cet
écoulement peut amplifier le champ magnétique de l’étoile par effet dynamo [2, 3]. Un
rôle similaire est joué par la convection thermique dans le noyau terrestre, où le mou-
vement du métal liquide dans le noyau externe entretient le champ géomagnétique [4,
5]. D’autres exemples de convection se trouvent à la surface de la Terre et sur d’autres
planètes. Dans les océans, les profondeurs et la surface sont habituellement isolées l’une
de l’autre, mais dans des régions spécifiques comme la mer du Labrador ou la mer du
Groenland, la convection permet un mélange entre les deux [6]. Dans l’atmosphère hu-
mide, la convection est responsable de la formation des nuages, où l’évaporation et la
condensation de l’eau peuvent influencer la dynamique atmosphérique [7, 8].

Lorsqu’on analyse ces phénomènes, on constate que leurs longueurs et vitesses ca-
ractéristiques sont particulièrement grandes, surtout lorsqu’on compare leur produit à la
viscosité cinématique des fluides impliqués. Autrement dit, le nombre de Reynolds de ces
écoulements est extrêmement élevé, ce qui implique sans aucun doute une turbulence
intense, particulièrement efficace pour mélanger les fluides. Cependant, la quantification
exacte d’un tel mélange est complexe en raison de la nature désordonnée des écoule-
ments turbulents. Pour comprendre les phénomènes géophysiques et astrophysiques
qui peuplent l’univers, il est donc nécessaire de caractériser les écoulements turbulents
qu’ils impliquent. De nombreux chercheurs ont tenté de développer des théories per-
mettant de prédire les propriétés de la convection turbulente [9-14]. La théorie la plus
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reconnue se base sur la loi zéro de la turbulence, selon laquelle les petites diffusivités
moléculaires ne devraient pas influencer les quantités à grande échelle. Le régime turbu-
lent décrit dans cette théorie est parfois appelé régime "ultime" puisque, dans ce régime
de turbulence pleinement développée, aucun état "encore plus" turbulent ne peut être
atteint.

Nous ne cachons pas notre intérêt pour les écoulements géophysiques et astrophy-
siques, c’est pourquoi un ingrédient essentiel que nous prendrons en compte dans cette
étude est la force de Coriolis, résultant de la rotation de la planète ou de l’étoile consi-
dérée. En général, ces vitesses de rotation sont beaucoup plus élevées que la fréquence
caractéristique du mouvement convectif. Ce constat, en plus de la nature turbulente dis-
cutée précédemment, nous conduit à étudier le régime ultime de convection en rotation
rapide, également appelé régimede "turbulence géostrophique". Ce régime a été identifié
pour la première fois par Stevenson en 1979 [13], puis formalisé mathématiquement par
Julien et al. [15] à l’aide d’un développement asymptotique dans la limite des vitesses de
rotation élevées. Pendant longtemps, ce régime n’a pas pu être observé dans une confi-
guration de convection réaliste, ni expérimentalement ni numériquement. Cependant,
Bouillaut et al. [16] ont récemment rapporté l’observation de la loi d’échelle du régime de
turbulence géostrophique pour le transport de chaleur, dans une expérience innovante
de convection en rotation par chauffage radiatif. Ce type de configuration avait déjà porté
ses fruits quelques années auparavant pour le régime ultime de convection sans rotation
[17]. L’objectif de notre travail est de caractériser plus en profondeur le régime de turbu-
lence géostrophique, en allant au-delà de la simple étude du flux de chaleur. Pour cela,
nous poursuivons l’étude expérimentale de Bouillaut et al. [16], tout en la complétant par
une étude numérique du même système, ce qui nous permet d’accéder à des grandeurs
inaccessibles en laboratoire. Cette approche nous permet d’examiner la validité des pré-
dictions du régimede turbulence géostrophique pour le champde vitesse, les fluctuations
de température et la structure de l’écoulement, le tout dans une configuration réaliste de
système convectif.

Avant de discuter ces résultats, nous introduisons dans ce chapitre les outils et notions
nécessaires à l’étude de la convection turbulente.

6.2 . La convection de Rayleigh-Bénard

Les premières études physiques sur la convection thermique remontent à un peu plus
d’un siècle. En 1900, Henri Bénard décrit les mouvements convectifs qui se produisent
dans une fine couche de fluide avec une surface libre, dont la paroi inférieure est en
contact avec une plaque de métal traversée par un flux de chaleur vertical uniforme [18].
Quelques années plus tard, Lord Rayleigh formalise analytiquement les observations de
Bénard en étudiant la stabilité linéaire d’une couche de fluide bidimensionnelle comprise
entre deux plaques espacées d’une distance H [19]. La plaque inférieure est maintenue
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à une température T0 + ∆T , tandis que la plaque supérieure est à la température T0.
Rayleigh adopte des conditions aux limites cinématiques correspondant à des conditions
de glissement aux parois. Il montre que pour un certain écart de température ∆T , des
rouleaux de convection apparaissent, améliorant considérablement le transport de cha-
leur. Cette configuration avec un fluide compris entre deux plaques à température fixée,
a été nommée en hommage à ces deux chercheurs : la convection de Rayleigh-Bénard.
Depuis lors, la convection de Rayleigh-Bénard a été étudiée sous tous les angles possibles,
expérimentalement et numériquement, dans des configurations bidimensionnelles et tri-
dimensionnelles, avec des conditions aux limites d’adhérence ou de glissement, avec ou
sans rotation, etc... Aujourd’hui, la grande majorité des études sur la convection ther-
mique se concentre sur cette configuration classique [14, 20-25].

𝑇0

𝑇0 + Δ𝑇

𝐻 𝑃

𝒈
𝛀

Figure 6.1 – Un schéma illustrant la convection de Rayleigh-Bénard, où une couche de
fluide est confinée entre deux plaques horizontales. La différence de température ∆T
entre la plaque inférieure chaude et la plaque supérieure froide induit un écoulement
convectif dans le fluide, qui contribue au flux de chaleur P entre les deux plaques.

Sur la figure 6.1 est représenté un schéma de la configuration de Rayleigh-Bénard. On
suppose que le dispositif complet est en rotation par rapport à un référentiel galliléen à la
vitesseΩez et que le fluide est soumis à l’accélération de la pesanteur−gez . Pour étudier,
la dynamique de l’écoulement émergent on peut utiliser les équations de Navier-Stokes.
Cependant, il faut bien faire attention au fait que la densité n’est pas constante puisque ce
sont ses variations avec la température qui sont le moteur de la convection thermique.
Pour prendre en compte les variation de la densité ρ , l’approche usuelle est de consi-
dérer l’approximation de Boussinesq [26]. Cette approximation consiste à supposer que
les variations de densité agissent dans les équations uniquement au travers du terme de
poussée d’Archimède. En dehors de ce terme, la masse volumique est prise constante et
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vaut ρ0 , la masse volumique à la température T0 . Dans le terme de poussée d’Archimède
on suppose qu’elle varie linéairement avec la température :

ρ(T ) = ρ0(1− α(T − T0)) , (6.1)

où α est le coefficient de dilatation thermique supposé constant. Ainsi nous pouvons
écrire les équations du mouvement dans le référentiel tournant, en négligeant les effets
centrifuges :

∇ · u = 0 , (6.2)

∂tu+ (u ·∇)u+ 2Ω× u = − 1

ρ0
∇P − ρ(T )

ρ0
g ez + ν∇2u , (6.3)

∂tT + u ·∇T = κ∇2 .T (6.4)

oùu = (u, v, w), P et T sont respectivement les champs de vitesse, de pression et de tem-
pérature. Dans l’approximation de Boussinesq, la viscosité cinématique ν et la diffusivité
thermique κ sont supposées constantes. On prend comme référence de l’axe verticale z
la plaque inférieure de sorte que les conditions aux limites thermiques s’expriment :

T (z = 0) = T0 +∆T et T (z = H) = T0 , (6.5)

avecH la taille verticale de la couche de fluide.

Il existe une solution purement conductive correspondant à un écoulement immobile.
En injectant u = 0 dans les équations, on peut expliciter cette solution :{

∇P̂ = ρ(T̂ )g ,

T̂ (z) = T0 +∆T (1− z/H) ,
(6.6)

où le chapeau désigne la solution purement conductive. Les écarts à cette solution repré-
sentent la contribution convective de l’écoulement. On les notera θ = T − T̂ et p = P − P̂ .
Les équations pour ces nouvelles variables s’écrivent :

∇ · u = 0 , (6.7)

∂tu+ (u ·∇)u+ 2Ω× u = − 1

ρ0
∇p+ αθg ez + ν∇2u , (6.8)

∂tθ + u ·∇θ = κ∇2θ + w
∆T

H
. (6.9)

On peut adimensionner les équations avec H comme longueur caractéristique, H2/κ

comme temps caractéristique, ρ0H3 commemasse caractéristique et∆T comme tempé-
rature caractéristique. Cela revient à considérer les variables sans dimension suivantes :

x∗ =
x

H
, t∗ = t

κ

H2
, u∗ = u

H

κ
, θ∗ =

θ

∆T
et p∗ = p

H2

ρ0κ2
. (6.10)
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Les équations du mouvement sans dimension sont :

∇∗ · u∗ = 0 , (6.11)

∂t∗u
∗ + (u∗ ·∇∗)u∗ +

Pr

E
ez × u∗ = −∇∗p∗ +RaPr θ∗ ez + Pr (∇∗)2u∗ , (6.12)

∂t∗θ
∗ + u∗ ·∇∗θ∗ = (∇∗)2θ∗ + w∗ , (6.13)

où ∇∗ désigne l’opérateur gradient adimensionnés par H . Dans la suite la notation (·)∗
sera abandonnée pour préserver la clarté des équations. Trois paramètres sans dimen-
sion naturels apparaissent dans ce systèmed’équations. Le premier est le nombre de Ray-
leigh :Ra = αg∆TH3/(κν). Il caractérise l’amplitude du forçage thermique par rapport à
la dissipation par diffusion. Le second paramètre est le nombre de Prandtl : Pr = ν/κ. Il
compare la diffusion de quantité de mouvement par la viscosité à la diffusion de chaleur.
Enfin, le dernier paramètre est le nombre d’Ekman :E = ν/(2ΩH2). Il quantifie le rapport
entre les effets des forces visqueuses et ceux de la force de Coriolis.

On souhaite caractériser les propriétés de l’écoulement émergent. Pour ce faire, on
peut définir différents nombres adimensionnés formalisant chacun une propriété. Le plus
étudié en convection est le nombre de Nusselt : Nu = PH/(ρ0Cκ∆T ), avec C la capa-
cité thermique massique du fluide et P le flux de chaleur surfacique moyen à travers
n’importe qu’elle surface horizontale dans le régime statistiquement stationnaire. Ce pa-
ramètre permet de quantifier l’efficacité du transport de chaleur par la convection. En
effet, il s’agit du rapport entre le flux total P et le flux purement conductif ρ0Cκ∆T/H .
Ainsi, le nombre de Nusselt vaut 1 pour un état purement conductif et devient supérieur
lorsque la convection est enclenchée. L’objectif du travail présenté dans ce chapitre est
d’aller au-delà de la simple considération du transport de chaleur et de caractériser le ré-
gime statistiquement stationnaire du système en explorant d’autres grandeurs telles que
les fluctuations de températures, le champ de vitesse ou la taille horizontale typique ℓ⊥.
C’est pourquoi, on introduit le nombre de Reynolds Re, le nombre de Rayleigh construit
avec les fluctuations Ra(θ) et la longueur horizontale sans dimension ℓ⊥∗ :

Re =

√〈
u2
〉
H

ν
, Ra(θ) =

αgH3θstd
νκ

, ℓ⊥∗ =
ℓ⊥

H
, (6.14)

où ⟨·⟩ désigne une moyenne spatiale, · désigne une moyenne temporelle et où θstd =√
(θ − θ)2 représente l’écart type de θ à un z donné (voir la section sur les mesures expé-

rimentales dans le chapitre suivant 7.2).

Nous nous intéressons aux régimes pleinement turbulents atteints en réponse à un
forçage thermique intense, c’est-à-dire pour des nombres de Rayleigh très élevés. Ces ré-
gimes sont parfois qualifiés de "régimes ultimes de convection". On recherche des lois
d’échelle pour ces régimes asymptotiques reliant les grandeurs émergentes aux para-
mètres de contrôle sous la forme de lois de puissance. Par exemple, pour le nombre de
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Nusselt, cela revient à écrire que dans la limite où Ra≫ 1, nous avons :

Nu ∼ RaβPrγEχ, (6.15)

où β, γ etχ sont des constantes. Dans ce chapitre, nous discuterons du régimeultime sans
rotation et du régime ultime en rotation rapide, également appelé régime de turbulence
géostrophique. Nous écrirons les lois d’échelle pour les différentes quantités adimension-
nées d’intérêt dans ces deux limites.

6.3 . La convection sans rotation

6.3.1 . Le régime ultime
La prédiction théorique du régime ultime sans rotation est attribuée à Kraichnan et

Spiegel [1, 11, 12] . En raison de la nature turbulente des écoulements naturels, il est géné-
ralement admis que les diffusivités moléculaires κ et ν ne devraient pas affecter le com-
portement des grandeurs à grande échelle telles que le nombre de Nusselt [6, 12]. Cet
argument d’indépendance vis-à-vis des diffusivités moléculaires, trouve son origine dans
la loi zéro de la turbulence. Dans la convection sans rotation, les grandeurs sont évidem-
ment indépendantes du nombre d’Ekman. Ainsi, en supposant que les lois de puissance
du régime ultime ne font pas intervenir ν et κ, onmontre qu’il n’existe qu’une seule combi-
naison d’exposants possible pour chacun des paramètres d’intérêt [11, 12]. Pour le nombre
de Nusselt, la seule relation entre P et∆T qui ne fait pas intervenir ν et κ conduit à :

Nu ∼ Ra1/2Pr1/2 . (6.16)

En appliquant la même méthode on trouve les lois d’échelle pour les autres grandeurs :

⟨u2⟩1/2H
ν

∼ Ra1/2Pr−1/2 , (6.17)

ℓ⊥

H
∼ 1, (6.18)

θstd
∆T

∼ 1 . (6.19)

6.3.2 . Le régime classique
Ce régime ultime est cependant compliqué à observer dans la convection de Rayleigh-

Bénard puisque l’apparition de couches limites au niveau des parois est susceptible de
réintroduire les diffusivités moléculaires dans les lois d’échelle.

Un autre régime théorique, appelé "régime classique" de convection, décrit un état où
les couches limites dominent le transport de chaleur. Ce régime a été proposé simultané-
ment parMalkus [10] et Priestley [9] en 1954. Une approche dimensionnelle, proposée par
Howard en 1966 [27], permet de retrouver simplement les prédictions de ce régime. Un
schéma du profil de températuremoyen dans l’expérience de Rayleigh-Bénard, illustré en
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Figure 6.2 – Ce schéma représente le profil de température moyen dans le régime clas-
sique de convection. Le mélange assure que, en moyenne, le cœur de l’écoulement reste
isotherme. Les couches limites, caractérisées par leur épaisseur δ, restreignent le mou-
vement du fluide, nécessitant ainsi une diffusion de la chaleur à travers elles. Cette
contrainte limite considérablement le flux de chaleur P et réintroduit une dépendance
en ν et κ.

figure 6.2, vient soutenir ce raisonnement. Si le transport de chaleur est principalement
gouverné par la diffusion au sein des couches limites, alors, en moyenne temporelle et
horizontale, le cœur de l’écoulement reste isotherme en raison du mélange turbulent in-
tense, tandis que les variations de température verticales se concentrent dans les couches
limites. L’idée centrale est que ces couches limites sont marginalement stables, c’est-à-
dire que le nombre de Rayleigh de la couche limite est égal au nombre de Rayleigh critique
pour la convection :

Ra(δ) = αg∆Tδ3/κν ≈ Rac (6.20)

où δ est l’épaisseur de la couche limite et Rac le nombre de Rayleigh critique pour la
convection. Cet argument repose sur le fait que, si ce nombre de Rayleigh est inférieur à
Rac , la taille de la couche limite peut croître par diffusion jusqu’à atteindre Ra(δ) = Rac.
En revanche, s’il est supérieur, la couche limite serait instable et s’éroderait spontanément
pour diminuer δ. Comme Rac est une constante, on peut déduire de ce raisonnement la
taille de la couche limite :

δ

H
∼ Ra−1/3 . (6.21)

Or le flux de chaleur est uniquement déterminé par la diffusion dans les couches limites,
soit :

P ∼ ρ0Cκ∆T

δ
. (6.22)
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Finalement, on peut en déduire la loi d’échelle du régime classique pour le nombre de
Nusselt :

Nu ∼ Ra1/3 . (6.23)

Les expériences de convection de Rayleigh-Bénard standard fournissent des expo-
sants se situant entre 0.26 et 0.38 [20, 21, 23-25, 28-31]. Les valeurs les plus élevées de
l’exposant β = 0.38, obtenues pour des nombres de Rayleigh de l’ordre de 1014, pour-
raient être compatibles avec une transition vers un régime ultime, moyennant les correc-
tions logarithmiques de Kraichnan [11]. Cependant, ces exposants restent tous inférieurs
à l’exposant β = 1/2 du régime ultime tel que prédit par Spiegel [1, 12]. On en conclut
que la convection de Rayleigh-Bénard classique n’est pas le dispositif le plus adapté pour
observer en convection sans rotation un régime complètement indépendant des diffusi-
vités, principalement en raison de la présence de couches limites aux parois qui limitent
le transport de chaleur.

6.4 . Régime de turbulence géostrophique

Intéressons-nous désormais à la convection en rotation. Dans cette configuration, éta-
blir des lois d’échelle asymptotiques est plus complexe que pour le cas sans rotation en
raison de la dépendance au nombre d’Ekman. Cette dépendance empêche de détermi-
ner une unique combinaison d’exposants en se basant uniquement sur l’indépendance
vis-à-vis des diffusivités. Par conséquent, un argument supplémentaire est nécessaire
pour parvenir à une conclusion. Bien que la recherche d’une telle relation soit complexe
pour des vitesses de rotation quelconques, il est possible de développer un raisonnement
lorsque la rotation est très rapide, c’est-à-dire lorsque E ≪ 1.

Tout d’abord, dans cette limite, le nombre de Rayleigh critique de la convection en
rotation Rac croît avec la vitesse de rotation selon la relation Rac ∼ E−4/3. En d’autres
termes, à Ra fixé, plus la vitesse de rotation augmente, plus on se rapproche du seuil,
et donc moins l’écoulement est turbulent. Pour que l’écoulement redevienne turbulent, il
faut alors augmenter le nombre de Rayleigh, ce qui atténue l’impact de la rotation [32] , et
ainsi de suite. Le régime turbulent en rotation rapide, aussi appelé régime de turbulence
géostrophique, est donc contraint par le seuil de la convection, imposant une interdépen-
dance entre les deux limites Ra≫ 1 et E ≪ 1. En 1979, Stevenson [13] a proposé pour la
première fois de nouvelles relations, dont la plupart sont basées sur l’analyse de stabilité
linéaire de la convection en rotation rapide. Plus tard, Julien et al. [15] ont proposé une
autre méthode pour obtenir les mêmes relations à l’aide d’un développement asympto-
tique des équations en puissances de E1/3. Ce raisonnement permet de construire un
système d’équations réduit impliquant un nombre limité de paramètres sans dimension.
En particulier, dans ce système, la dépendance en E et Ra ne s’exprime plus qu’à travers
un paramètre de supercriticalité R̃a = RaE4/3 ∼ Ra/Rac. Une analyse approfondie de ce
modèle réduit permet de diagnostiquer que le nombre de Nusselt tel qu’on l’a défini, ne
dépend que de R̃a et de Pr. Enfin, combiner ce résultat à l’argument d’indépendance vis
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à vis des diffusivités permet de conclure sur la dépendance du nombre de Nusselt dans
le régime de turbulence géostrophique.

Dans cette section, nous proposons une méthode alternative pour retrouver les lois
d’échelle du régime de turbulence géostrophique pour n’importe quelle quantité. Cette
approche repose sur l’observation que la limiteE ≪ 1 fournit un système d’équations ré-
duit, valable tant dans le régime de turbulence géostrophique que proche du seuil. La pre-
mière étape consiste donc à décrire le comportement des grandeurs relatives au mode
le plus instable à l’aide d’une analyse de stabilité linéaire [33]. Ainsi, dans la limite E ≪ 1,
l’état marginal est décrit par les relations asymptotiques suivantes :

Longueur horizontale : ℓ⊥ ∼ HE1/3 (6.24a)

Longueur verticale : ℓz ∼ H (6.24b)

Rapport entre les fluctuations de
température et de vitesse : θstd ∼ ∆TH

κ ⟨w2⟩1/2E2/3 (6.24c)

Relation entre les composantes
de la vitesse : ⟨u2⟩ ∼ ⟨v2⟩ ∼ ⟨w2⟩ . (6.24d)

On peut généraliser ces relations à une distance finie du seuil R̃a = O(E0), en rempla-
çant le signe ∼ dans chacune d’entre elles par un signe égal et en les multipliant par une
fonction génériqueF(R̃a, Pr) (qui a priori diffère pour chacune de ces relations). En effet,
au seuil R̃a est une constante ce qui permet de retrouver la dépendance en E.

Toujours dans la limite E ≪ 1, l’analyse de stabilité linéaire fournit aussi le taux de
croissance du mode le plus instable, à un R̃a fixé au dessus du seuil :

σ ∼ κ

H2
E−2/3 . (6.25)

La saturation des différents champs est déterminée par les non-linéarités dominantes
[13] qui sont de type advectives et issues de l’expression de la dérivée particulaire :

∂t + (u ·∇) = ∂t + u⊥ ·∇⊥ + w∂z . (6.26)

Dans le régime linéaire où les perturbations sont encore faibles et où l’instabilité croît
exponentiellement, le terme de dérivée temporelle ∂t est de l’ordre du taux de crois-
sance σ, tandis que les non-linéarités sont négligeables. La saturation commence donc
lorsque les non-linéarités deviennent comparables au taux de croissance. En utilisant, les
lois d’échelle de l’état marginal (6.24a-6.24d), on montre que dans le régime linéaire le
terme d’advection vertical est négligeable devant l’advection horizontale :

w∂z ∼
w

H
∼ u⊥

H
∼ ℓ⊥

H
× u⊥
ℓ⊥

∼ E1/3 u⊥ ·∇⊥ ≪ u⊥ ·∇⊥ . (6.27)
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On en conclut que la saturation commence lorsque u⊥ ·∇⊥ ∼ ⟨u2⟩1/2/ℓ⊥ devient compa-
rable à σ. En injectant ce résultat dans les relations relatif au régime linéaire (6.24a-6.24d),
on trouve la loi d’échelle pour la vitesse à saturation :

⟨u2⟩1/2 = κ

H
E−1/3F(R̃a, Pr) , (6.28)

qu’on peut écrire de manière équivalente pour le nombre de Reynolds :

⟨w2⟩1/2H
ν

∼ ⟨u2⟩1/2H
ν

= E−1/3F(R̃a, Pr) . (6.29)

En tenant compte du fait que le flux de chaleur P/(ρ0C) se comporte loin du seuil
comme le flux convectif ⟨wθ⟩ ∼ ⟨w2⟩1/2θstd, nous pouvons utiliser des combinaisons des
relations (6.24) et (6.28) pour établir les lois d’échelle de toutes les autres grandeurs d’in-
térêt à une distance finie du seuil. On a donc :

Nu = F(R̃a, Pr) , (6.30a)
ℓ⊥

H
= E1/3F(R̃a, Pr) , (6.30b)

ℓz
H

= F(R̃a, Pr) , (6.30c)

θstd
∆T

= E1/3F(R̃a, Pr) , (6.30d)

où F désigne toujours une fonction générique qui diffère entre chaque relation. Ces re-
lations fournissent la forme du développement asymptotique adopté par Julien et al. [15] .

En convection en rotation, la turbulence s’intensifie à mesure que le nombre de Ray-
leigh augmente, mais elle est amortie lorsque le nombre d’Ekman diminue. Par consé-
quent, l’existence d’un régime pleinement turbulent indépendant des diffusivités dans
la région de l’espace des paramètres où les relations (6.30) sont vérifiées n’est pas ga-
rantie. Cependant, faisons l’hypothèse audacieuse qu’un tel régime existe. L’hypothèse
d’indépendance vis-à-vis des diffusivités permet alors de conclure sur les dépendances
asymptotiques des différentes fonctions F . En effet, les exposants des lois de puissance
devront être choisis de manière à exclure ν et κ. On construit alors les lois d’échelle du
régime de turbulence géostrophique :

Nu ∼ R̃a
3/2

Pr1/2
∼ Ra3/2E2Pr−1/2 , (6.31)

ℓ⊥

H
∼ E1/3

√
R̃a

Pr
∼ E

√
Ra

Pr
, (6.32)

ℓz
H

∼ 1 , (6.33)

⟨u2⟩1/2H
ν

∼ E−1/3 R̃a

Pr
∼ RaE

Pr
, (6.34)

θstd
∆T

∼ E1/3

√
R̃a

Pr
∼ E

√
Ra

Pr
. (6.35)
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Comme pour la convection de Rayleigh-Bénard classique, les expériences et simula-
tions de convection de Rayleigh-Bénard en rotation rencontrent des difficultés pour ob-
server le régime de turbulence géostrophique. Les exposants de la loi sur le nombre de
Nusselt mesurés sont souvent bien plus grands que β = 3/2 à faible nombre de Ray-
leigh (proche du seuil de la convection) et trop petits à grand nombre de Rayleigh [32, 34,
35]. En laboratoire, pour atteindre de grands nombres de Rayleigh tout enmaintenant un
faible nombre d’Ekman, une approche naturelle consiste à utiliser des cuves cylindriques
hautes de petit rayon afin de limiter les effets centrifuges [34-37]. Cependant, ces cuves
en forme de cigare présentent un problème car ce rapport d’aspect est favorable à l’émer-
gence de modes de bords influençant le transport de chaleur [38-41]. En ce qui concerne
les simulations, lorsque des conditions de glissement aux parois sont considérées, la loi
pour le nombre deNusselt affiche l’exposant 3/2 du régime de turbulence géostrophique.
Toutefois, dans une configuration plus réaliste avec des parois adhérentes introduisant
des couches limites, l’exposant β est plus proche de 3, correspondant au régime classique
de Malkus en rotation rapide [42, 43]. Néanmoins, Song et al. ont récemment réalisé des
simulations numériques directes (DNS) avec des conditions d’adhérence aux parois à très
grand nombre de Rayleigh, qui montrent la loi du régime de turbulence géostrophique
pour leur valeur la plus faible du nombre d’Ekman [44].

6.5 . Motivations

La majeure partie de la littérature sur la convection thermique se concentre sur la
configurationdeRayleigh-Bénard. Cela peut s’expliquer par sa simplicité demise enœuvre,
tant d’un point de vue théorique qu’expérimental. Cependant, comme nous l’avons vu,
cette configuration n’est pas toujours la plus adaptée pour décrire des écoulements géo-
physiques ou astrophysiques, en raison de l’influence prépondérante qu’ont les couches
limites aux parois sur le transport de chaleur. Autrement dit, il peut être intéressant de
s’écarter de la configuration traditionnelle de Rayleigh-Bénard si l’on souhaite étudier les
régimes ultimes de convection.

Pour ce faire, plusieurs stratégies peuvent être adoptées. Tout d’abord, on peut étu-
dier la convection dans un canal vertical très étroit reliant un réservoir de fluide chaud en
bas à un réservoir de fluide froid en haut [45-48]. Un régime indépendant des diffusivités
a été observé dans cette configuration, mais celui-ci dépend explicitement de la largeur
du canal. Bien que cette observation constitue un accomplissement significatif dans le do-
maine de la convection, elle n’est pas nécessairement pertinente pour les écoulements
géophysiques et astrophysiques qui ne font pas intervenir cette largeur. Ensuite, il est
également possible de perturber la couche limite qui freine la convection en utilisant des
parois rugueuses [49-54]. Dans certaines expériences sans rotation utilisant ce type de
parois, un exposant β = 1/2 a été observé sur une certaine gamme de Ra. Cependant,
il a également été démontré que cet exposant diminue à mesure que le nombre de Ray-
leigh augmente et que la couche limite commence à épouser la rugosité des parois. Ainsi,
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la taille caractéristique de la rugosité joue un rôle crucial dans ce type de configuration, li-
mitant le domaine d’observation d’un régime ultime. Une rugositémulti-échelles (fractale)
serait peut-être une méthode efficace pour observer un tel régime pour des nombres de
Rayleigh arbitrairement grands[55].

Enfin, laméthode étudiée dans cette thèse consiste à utiliser un procédé de chauffage
par absorption de lumière visible dans un fluide coloré. À l’instar du travail numérique
présenté par Barker et al. [56], cette approche expérimentale repose sur l’utilisation d’un
chauffage interne pour contourner les effets contraignants des couches limites. En com-
binant un chauffage radiatif avec un refroidissement interne effectif, il devient possible
d’observer un régime dominé par la dynamique turbulente du cœur de l’écoulement [16,
17, 57-59]. Cetteméthode a permis de confirmer expérimentalement les prédictions théo-
riques du régime ultime concernant le transport de chaleur en convection, aussi bien sans
rotation qu’en rotation rapide. L’objectif de ce chapitre est d’approfondir la compréhen-
sion de la dynamique turbulente de la convection en rotation rapide induite par chauffage
radiatif en allant au-delà de la simple considération du transport de chaleur. Il s’agit alors
de confirmer la validité des prédictions du régime de turbulence géostrophique concer-
nant les fluctuations de température, la vitesse et la taille caractéristique de l’écoulement.
Une difficulté inhérente aux expériences de convection par chauffage radiatif est l’opacité
du fluide qui rend compliquées les mesures de vitesses (voir [59] pour le cas sans rota-
tion). Ainsi, nous exposons ici une approche hybride, alliant une analyse approfondie des
données expérimentales de Bouillaut et al. [16] à une étude numérique du champ de vi-
tesse et de la structure de l’écoulement en convection par chauffage radiatif.
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7 - Convection en rotation par chauffage radiatif

7.1 . Théorie de la convection par chauffage radiatif

7.1.1 . Équations
Dans cette section, nous exposons les concepts théoriques de la convection induite

par chauffage radiatif. Considérons une couche de fluide de profondeur H , thermique-
ment isolée sur toutes ses frontières et éclairée par dessous par une source lumineuse.
Ce fluide absorbe uniformément toutes les longueurs d’onde de la lumière, avec une lon-
gueur d’absorption ℓ. Si l’on note P le flux lumineux par unité de surface appliqué à la
frontière inférieure du fluide en z = 0 , la loi de Beer-Lambert nous indique que l’absorp-
tion de la lumière induit un chauffage interne dont l’amplitude décroît avec la hauteur
z :

QH(z) =
P

ℓ
e−z/ℓ . (7.1)

En plus de ce chauffage radiatif, on considère également un refroidissement interne ho-
mogène :

QC = −
(
1− e−H/ℓ

) P
H
< 0 , (7.2)

dont l’intégrale spatiale sur tout le domaine est l’opposée de celle du chauffage radiatif.
Expérimentalement, ce refroidissement aura pour origine le chauffage séculaire de l’en-
semble du fluide (voir section 7.2.1). La totalité de la chaleur injectée est ainsi compensée
par le refroidissement, garantissant l’existence d’un régime statistiquement stationnaire
pour les champs de vitesse et de température. La figure 7.1 propose une représentation
schématique du cadre théorique de la convection par chauffage radiatif.

La couche de fluide est soumise à l’accélération de la gravité −gez et tourne à la fré-
quence Ωez par rapport à un référentiel galiléen. Nous limitons notre étude à la gamme
de paramètres où l’accélération centrifuge est négligeable [60, 61]. Dans le cadre de l’ap-
proximation de Boussinesq, les propriétés du fluide sont supposées indépendantes de la
température, à l’exception de la masse volumique ρ , dont les variations sont conservées
dans la poussée d’Archimède et supposées proportionnelles à la température. On note
p(x, t) le champ de pression réduite, u(x, t) le champ de vitesse et θ(x, t) la variable de
température. Ainsi, les équations de la dynamique s’écrivent :

∂tu+ (u ·∇)u+ 2Ωez × u = −∇p+ αgθez + ν∇2u , (7.3)
∇ · u = 0 , (7.4)

∂tθ + u ·∇θ = κ∇2θ +
QH(z) +QC

ρ0C
, (7.5)

où C désigne la capacité thermique massique du fluide, α son coefficient de dilatation
thermique, κ sa diffusivité thermique, ν sa viscosité cinématique, et ρ0 la masse volu-
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Figure 7.1 – Schéma représentant la configuration théorique de la convection en rotation
induite par chauffage radiatif. Une couche de fluide se trouve dans une cuve thermique-
ment isolée de hauteurH . Elle est soumise à l’accélération de la gravité −gez et tourne à
la fréquenceΩez par rapport à un référentiel galiléen. Elle reçoit un flux lumineuxP par sa
surface inférieure, ce qui induit un chauffage interne décroissant exponentiellement avec
la profondeur sur une longueur caractéristique ℓ. Un refroidissement volumique homo-
gène est aussi considéré afin de compenser la chaleur injectée et de garantir l’existence
d’un régime statistiquement stationnaire.

mique de référence.

L’adimmensionnement du système d’équations (7.3,7.4,7.5) tel que décrit en (6.10)
permet de nous restreindre à quatre paramètres sans dimension :

E =
ν

2ΩH2
, P r =

ν

κ
, Ra(P ) =

αgPH4

ρ0Cκ2ν
et ℓ̃ =

ℓ

H
. (7.6)

En convection par chauffage radiatif, nous retrouvons les nombres d’Ekman et de Prandtl,
déjà introduits pour la convection de Rayleigh-Bénard. Cependant, dans ce contexte, le
paramètre clé lié au forçage thermique est le flux sans dimension, que l’on appellera
Rayleigh-flux Ra(P ). De plus, cette forme de convection implique un nouveau paramètre,
la longueur d’absorption sans dimension ℓ̃ , qui caractérise la structure du chauffage in-
terne.
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La plupart des travaux de recherche se concentre sur l’étude des propriétés du trans-
port de chaleur en convection. Dans notre cas, cela revient à évaluer la différence de tem-
pérature∆T qui émerge entre le bas et le haut de la cuve en réponse au chauffage radia-
tif. En d’autres termes, pour un Rayleigh-flux fixé Ra(P ) on souhaite connaître le nombre
de Rayleigh usuel Ra , ou de manière équivalente, le nombre de Nusselt Nu , dont les
définitions sont données par :

Ra =
αg∆TH3

νκ
, Nu =

Ra(P )

Ra
=

PH

ρ0Cκ∆T
. (7.7)

En d’autres termes, en convection par chauffage radiatif, le nombre de Rayleigh est une
grandeur émergente de l’écoulement qui est reliée au nombre de Nusselt par le Rayleigh-
flux.

L’objectif du travail présenté dans ce chapitre est d’aller au-delà de la simple considé-
ration du transport de chaleur et de caractériser le régime statistiquement stationnaire
du système en explorant d’autres grandeurs telles que les fluctuations de température, le
champ de vitesse ou la taille horizontale typique ℓ⊥. C’est pourquoi on étudiera le nombre
de ReynoldsRe , le nombre de Rayleigh construit avec les fluctuationsRa(θ) et la longueur
horizontale sans dimension ℓ⊥∗ , que nous avons introduits dans le chapitre précédent et
qui sont définis par (6.14).

7.1.2 . Lois d’échelle du régime de turbulence géostrophique
Dans le chapitre précédent, nous avons établi les lois d’échelle du régime de turbu-

lence géostrophique pour la configuration de Rayleigh-Bénard (voir section 6.4). Ces lois
peuvent être traduites en termes de Rayleigh-flux en utilisant la relation (7.7), qui relie
le nombre de Nusselt, le nombre de Rayleigh et le Rayleigh-flux. Cette adaptation est
pertinente, car l’analyse de stabilité linéaire de la convection par chauffage radiatif est
similaire à celle de Rayleigh-Bénard [59]. En effet, le Rayleigh-flux critique suit une rela-
tion identique à celle du nombre de Rayleigh : Ra(P )

c ∼ E−4/3. Cela permet de construire
un paramètre de supercriticalité, R̃a

(P )
= Ra(P )E4/3 , analogue à R̃a pour la convection

de Rayleigh-Bénard en rotation. Ainsi, pour les paramètres de contrôle de la convection
par chauffage radiatif, les lois du régime de turbulence géostrophique s’expriment sous
la forme :

Nu ∼
(
Ra(P )

)3/5
E4/5Pr−1/5 , (7.8)

ℓ⊥

H
∼

(
Ra(P )

)1/5
E3/5Pr−2/5 , (7.9)

ℓz
H

∼ 1 , (7.10)

⟨u2⟩1/2H
ν

∼
(
Ra(P )

)2/5
E1/5Pr−4/5 , (7.11)

Ra(θ) ∼
(
Ra(P )

)3/5
E−1/5Pr−1/5 . (7.12)
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Pour mettre en valeur la nature indépendante des diffusivités du régime de turbu-
lence géostrophique, une approche consiste à introduire des paramètres sans dimen-
sion qui ne font pas intervenir ν et κ. À l’aide de multiplications par des combinaisons du
nombre d’Ekman et du nombre de Prandtl, on peut réécrire les lois d’échelle du régime
de turbulence géostrophique de sorte à faire disparaître ν et κ à droite et à gauche. Le
paramètre de contrôle privilégié devient alors :

R =
Ra(P )E3

Pr2
. (7.13)

Ce paramètre correspond à la version sans diffusivité du Rayleigh-flux. On notera avec
une étoile en indice, la formulation indépendante des diffusivités pour les paramètres
émergents d’intérêt, qui sont :

Nu∗ =
NuE

Pr
, Ra

(θ)
∗ =

Ra(θ)E2

Pr
, Re∗ = ERe , ℓ⊥∗ =

ℓ⊥

H
. (7.14)

Grandeur Paramètre sans Forme indépendante Prédiction du
dimensionnelle dimension des diffusivités régime GT

∆T Nu = PH
ρCκ∆T

Nu∗ = EPr−1Nu Nu∗ ∼ R 3
5

θstd Ra(θ) = αgH3θstd
κν

Ra
(θ)
∗ = E2Pr−1Ra(θ) Ra

(θ)
∗ ∼ R 3

5

⟨u2⟩1/2 Re = ⟨u2⟩
1/2

H
ν

Re∗ = E Re Re∗ ∼ R 2
5

ℓ⊥ ℓ⊥

H
ℓ⊥∗ = ℓ⊥

H
ℓ⊥∗ ∼ R 1

5

Table 7.1 – Lois d’échelles pour les différentes grandeurs émergentes d’inté-
rêt dans le régime de turbulence géostrophique (GT), exprimée en fonction du
Rayleigh-flux sans diffusivitéR = Ra(P )E3/Pr2.

Les nouvelles lois d’échelle dans leur formulation sans diffusivité présentent une struc-
ture plus compacte et élégante. Elles sont détaillées dans le tableau 7.1 . Dans la suite,
nous présenterons les approches expérimentales et numériques qui nous ont permis
d’étudier ces grandeurs. Ensuite, nous analyserons les données obtenues afin de vérifier
si les prédictions énoncées dans le tableau 7.1 sont confirmées ou non.

7.2 . Dispositifs

7.2.1 . Montage expérimental
Le dispositif expérimental, élaboré par Bouillaut et al. [16], constitue une version en

rotation de l’expérience de convection par chauffage radiatif initialement conçue par Le-
pot et al. [17]. Une représentation schématique est proposée sur la figure 7.2. Un réser-
voir cylindrique contenant un mélange d’eau et d’encre noire tourne à une vitesse Ω au-
tour de l’axe vertical. Un projecteur puissant illumine la cuve par en dessous. La lumière
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Figure 7.2 – Réalisations expérimentale (à gauche) et numérique (à droite) de la convection
en rotation induite par chauffage radiatif. L’absorption d’un flux lumineux ascendant par
le fluide coloré crée une source de chaleur interne qui diminue exponentiellement avec
la hauteur sur une longueur d’absorption typique ℓ. Le réchauffement séculaire du fluide
engendre un refroidissement effectif correspondant à un refroidissement uniforme dans
tout le volume, compensant la source de chaleur radiative en moyenne verticale.

traverse une couche d’eau froide, filtrant ainsi les rayonnements infrarouges avant d’at-
teindre la plaque inférieure transparente de la cuve. L’absorption de la lumière visible par
l’encre engendre une source de chaleur interne conforme à l’équation (7.1), où la longueur
d’absorption ℓ est directement conditionnée par la concentration d’encre, supposée uni-
forme. La longueur d’absorption sans dimension ℓ/H est choisie constante tout au long
de cette étude. Plus précisément, nous optons pour ℓ/H = 0.048 , valeur s’avérant suffi-
sante pour contourner les couches limites inférieures et instaurer un régime de convec-
tion thermique indépendant des diffusivités [16].

Une particularité du dispositif et qu’il n’inclut pas de mécanisme de refroidissement.
Cependant, il est possible de se ramener à un ensemble de variables soumis à un refroi-
dissement homogène en tirant profit du chauffage séculaire dans l’ensemble du fluide.
En effet, si on considère notre montage expérimental sans refroidissement, cela revient
à imposer QC = 0 dans l’équation (7.5) :

∂tT + u ·∇T = κ∇2T +
QH(z)

ρ0C
, (7.15)
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où T (x, t) désigne la température à l’intérieur de la cuve. En intégrant cette équation dans
tous l’espace et en tirant profit des conditions aux limites adiabatiques, on trouve :

d⟨T ⟩
dt

=
P

ρCH

(
1− e−H/ℓ

)
, (7.16)

ce qui indique que la température moyenne dans la cuve ⟨T ⟩ croît linéairement avec le
temps. C’est le chauffage séculaire. Ce résultat théorique est valable expérimentalement
tant que les pertes et échanges avec l’extérieur sont négligeables, ce qui constitue une ap-
proximation valide tant que ⟨T ⟩ reste à quelques degrés de la température ambiante (voir
figure 7.3). On introduit alors la variable θ(x, t) = T (x, t) − ⟨T ⟩(t). Il s’avère que l’équa-
tion d’évolution pour cette variable est exactement l’équation (7.5), avecQH etQC inclus.
De plus, la poussée d’Archimède dans l’équation (7.3) peut être écrite de manière équi-
valente αgTez ou αgθez , puisque la différence entre ces deux termes peut être absorbé
par le gradient de pression. En conclusion, le système d’équations (7.3,7.4,7.5) modélise
bien notre dispositif expérimental.

La surface du fluide est laissée libre, ce qui permet de faire varier facilement la hau-
teur H entre 10 et 25 cm. Notre second paramètre de contrôle est la vitesse de rotation
Ω , que l’on fait varier entre 10 et 85 tours parminute (RPM). L’espace des paramètres sans
dimension sondé dans l’étude est représenté en figure 7.4. Nous nous sommes assurés
que les effets centrifuges n’impactent pas les mesures, tout comme dans Bouillaut et al.
[16].

Pour caractériser le champ de température, nous utilisons trois thermocouples placés
le long de l’axe vertical à des profondeurs de z = 0 , z = 0.25H et z = 0.75H . La cuve est
d’abord remplie à une hauteur préciseH avec unmélange d’eau et d’encre noire à environ
10◦C . Ensuite, le moteur est mis en marche à une vitesse de rotation Ω . Après avoir
attendu au moins dix minutes pour permettre l’établissement d’une rotation solide, on
allume le spot lumineux. À l’issue d’un régime transitoire, les trois sondes mesurent une
dérive linéaire de température commune avec une pente donnée par l’équation (7.16) .
Un exemple de séries temporelles est affiché en figure 7.3 . Suite à l’analyse ci-dessus,
toute différence de température entre deux sondes présente un signal statistiquement
stable à condition que (i) la phase transitoire initiale soit terminée et (ii) la température du
fluide soit raisonnablement proche de la température ambiante (généralement±5◦C). De
même, les fluctuations de température autour de la dérivemoyenne sont statistiquement
stationnaires lorsque les conditions (i) et (ii) sont remplies. Les données expérimentales
consistent en l’écart de température∆T déjà mesuré dans Bouillaut et al. [16] , que nous
complétons par une mesure des fluctuations de température. La méthode utilisée pour
calculer les fluctuations consiste à retirer la dérive linéaire d’un signal de température puis
à calculer la valeur RMS du signal statistiquement stationnaire résultant. On analysera les
fluctuations en z = 0.25H .

7.2.2 . Implémentation numérique
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Figure 7.3 – Exemple de séries temporelles des températures au sein de l’expérience de
convection par chauffage radiatif. Les trois courbes en couleur représentent les mesures
brutes de température fournies par les trois thermocouples. La courbe grise indique la
température ambiante. La courbe noire montre l’écart de température ∆T = T (z =
0) − T (z = 0.75H). L’encadré représente l’intervalle de temps utilisé pour effectuer les
différentesmoyennes, choisi demanière à ce que la température dans la cuve soit proche
de la température ambiante, afin de minimiser l’effet des échanges thermiques avec l’ex-
térieur.

Afin de caractériser le système au-delà des seules quantités accessibles en labora-
toire, on réalise en plus des DNS du système d’équations (7.3,7.4,7.5) dans un domaine
horizontalement périodique. On utilise le solveur pseudo-spectral Coral [62], validé à la
fois par des résultats analytiques [58] et par des solutions calculées à l’aide du solver
Dedalus [63]. Coral utilise une décomposition spatiale Chebyshev-Fourier-Fourier et un
schéma temporel implicite-explicite. Dans cette étude, les frontières supérieures et infé-
rieures sont isolées (∂zθ = 0) et impénétrables (w = 0). Pour reproduire l’expérience le
plus fidèlement possible, les conditions aux limites cinématiques sont "no-slip" en bas
(u = v = 0) et "stress-free" en haut (∂zu = ∂zv = 0).

Notre étude numérique se focalise sur le voisinage de la région de l’espace des para-
mètres où les résultats expérimentaux de Bouillaut et al. sont en accord avec la prédiciton
du régime de turbulence géostrophique pour le nombre de Nusselt (voir l’espace des pa-
ramètres en figure 7.4). Ainsi, on a choisi des valeurs du nombre d’Ekman entre 5× 10−7

et 10−4 , et des valeurs du Rayleigh-flux entre 1011 et 1012. Le nombre de Prandtl quant à
lui est fixé à 7 pour toutes les simulations. Le rapport d’aspect est choisi entre [0.35, 1] ,
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Figure 7.4 – Espace des paramètres couvert par l’ensemble des points de données pré-
sents dans l’étude. Les cercles représentent les données expérimentales (Pr ≈ 7), tandis
que les triangles représentent les DNS (Pr = 7).

ce qui permet d’avoir au moins quatre longueurs d’onde du mode le plus instable dans la
direction horizontale pour chaque simulation numérique.

Les simulations sont initialisées soit à partir d’un bruit de faible amplitude, soit à
partir d’un checkpoint d’une simulation précédente. Une fois que le régime transitoire
est terminé, nous calculons les différents paramètres sans dimension en réalisant des
moyennes dans le régime statistiquement stationnaire. En raison des conditions pério-
diques dans la direction horizontale, le système numérique est invariant par translation
horizontale. Par conséquent, lors de la réalisation d’une moyenne temporelle q d’une
quantité q extraite des simulations, nous ajoutons unemoyenne spatiale horizontale pour
accélérer la convergence.

Autant que possible, nous essayons d’extraire des simulations les quantités équiva-
lentes aux mesures expérimentales. Par exemple, pour calculer l’écart de température
∆T , nous commençons par moyenner horizontalement et temporellement θ aux posi-
tions z = 0 et z = 0.75H , puis nous déterminons la différence entre ces deux valeurs.
Ensuite, pour obtenir le nombre de Rayleigh basé sur les fluctuations de température,
Ra(θ) , nous évaluons θstd à z = 0.25 . Pour calculer le nombre de Reynolds émergent,
absent des mesures expérimentales, nous calculons la vitesse rms ⟨u2⟩1/2 . Et enfin, nous
choisissons de calculer une longueur horizontale caractéristique ℓ⊥ , définie de la façon
suivante :

ℓ⊥ =


〈
ψ2
〉

〈
u2
〉
1/2

, (7.17)

où ψ(x, y, z, t) est la fonction de courant toroidale calculée en prenant le laplacien hori-
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Figure 7.5 – Tranches verticales de température extraites des DNS avec Ra(P ) =
1012. De gauche à droite, le nombre de Rayleigh-flux sans diffusivité (7.13) est R =
1.31× 10−6, 1.63× 10−7, 2.04× 10−8, 2.55× 10−9. L’écoulement développe des struc-
tures colonnaires plus fines à mesure que le taux de rotation augmente (de gauche à
droite).

zontal inverse de la vorticité verticale ζ.

Dans la figure 7.5 , on trace quatre tranches verticales du champ de température pour
un nombre de Rayleigh-flux fixé à Ra(P ) = 1012 et des valeurs décroissantes du nombre
d’Ekman, correspondant à une augmentation de la vitesse de rotation. On observe des
structures plus fines avec une forte cohérence verticale à mesure que la vitesse de rota-
tion augmente. Au-delà de cette observation qualitative, nous discutons dans la section
suivante des prédictions caractérisant les champs de vitesse et de température dans le
régime de turbulence géostrophique.

7.3 . Résultats expérimentaux et numériques

7.3.1 . Transport de chaleur
Comme discuté précédemment, une question centrale en convection turbulente est

la loi d’échelle reliant le flux de chaleur à la différence de température verticale ∆T . La
loi d’échelle du régime de turbulence géostrophique pour le transport de chaleur a été
validée par Bouillaut et al. pour la convection par chauffage radiatif, en traçant Nu∗ en
fonction deR pour les données expérimentales. En effet, comme résumé dans le tableau
7.1, l’intérêt de la formulation sans diffusivité est que les données, présentées de cette
manière, s’alignent sur une courbe maîtresse si les propriétés à grande échelle sont in-
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Figure 7.6 – Nombre de Nusselt sans diffusivité Nu∗ en fonction du Rayleigh-flux sans
diffusivité R. Les symboles sont identiques à ceux de la figure 7.4. La ligne en pointillés
indique l’exposant 3/5 de la loi d’échelle du régime de turbulence géostrophique . La ligne
en tirets correspond à la prédiction du régime ultime non-rotatif, caractérisé par un ex-
posant de 1/3 dans cette représentation. L’encart montre Nu∗/R3/5 en fonction deR.

dépendantes de ν et κ. Nous reproduisons cette représentation dans la figure 7.6 en y
ajoutant les données numériques. On confirme de nouveau l’accord entre les données
expérimentales et la prédictionNu∗ ∼ R3/5 pourR ≤ 3× 10−7. De plus, les données nu-
mériques montrent également un excellent accord avec cette prédiction. La représenta-
tion compensée souligne particulièrement bien cet accord, nous indiquant que les préfac-
teurs des lois d’échelle pour les données expérimentales et numériques sont totalement
compatibles, le préfacteur numérique étant supérieur d’environ 15%.

7.3.2 . Fluctuations de température
Nous nous tournons maintenant vers les fluctuations de température, que nous me-

surons à la fois expérimentalement et numériquement. Pour évaluer la validité de la pré-
diction du régime de turbulence géostrophique, nous traçons sur la figure 7.7 le nombre
de Rayleigh basé sur les fluctuations de température, dans sa version sans diffusivités
Ra

(θ)
∗ , en fonction de R. Cette représentation conduit à une très bonne superposition

des données, indiquant une dynamique indépendante des diffusivités. Les données ex-
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Figure 7.7 – Nombre de Rayleigh basé sur les fluctuations dans sa version sans diffusivité
Ra

(θ)
∗ en fonction de R. Les symboles sont identiques à ceux de la figure 7.4. La ligne en

pointillés représente la prédiction du régime de turbulence géostrophique R3/5 , tandis
que la ligne en tirets indique la loi d’échelle du régime ultime sans rotationR2/3. L’encart
montre Ra(θ)∗ /R3/5 en fonction deR.

périmentales montrent un peu plus de dispersion que les données numériques, ces der-
nières bénéficiant d’une moyenne horizontale en plus de la moyenne temporelle lors du
calcul des fluctuations de température rms (voir section 7.2.2). Néanmoins, la prédiction
théorique R3/5 est validée sur quatre décades de R pour les deux types de données,
avec un préfacteur supérieur d’environ 20% pour les données expérimentales. De ma-
nière quelque peu surprenante, la validité de la prédiction semble s’étendre au-delà de
R = 3× 10−7. Ainsi, la prédiction pour Ra(θ) est validée sur une plage plus étendue deR
que celle pour Nu∗.

7.3.3 . Vitesse convective

Contrairement aux expériences en laboratoire, les simulations numériques directes
permettent d’évaluer facilement le champ de vitesse. Cela nous permet de vérifier la va-
lidité de la prédiction sur la vitesse RMS dans le fluide. Sur la figure 7.8, nous traçons le
nombre de Reynolds sans diffusivitéRe∗ en fonction deR. Nous obtenons à nouveau une
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Figure 7.8 – Nombre de Reynolds dans sa version sans diffusivité Re∗ en fonction de R.
Les symboles sont identiques à ceux de la figure 7.4. La ligne en pointillés représente
la prédiction du régime de turbulence géostrophique R2/5 , tandis que la ligne en tirets
indique la loi d’échelle du régime ultime sans rotationR1/3. L’encart montreRe∗/R2/5 en
fonction deR.

excellente superposition des données numériques sur une courbe maîtresse, indiquant
une dynamique indépendante des diffusivités. Cette courbe est en excellent accord avec
la prédiction du régime de turbulence géostrophiqueR2/5 , comme le montre le guide vi-
suel sur la figure principale et la représentation compensée dans l’encadré. La figure pré-
sente également la prédiction R1/3 associée au régime ultime de convection thermique
sans rotation (6.17), qui est incompatible avec les points de données en rotation rapide.
De plus, la prédiction du régime de turbulence géostrophique pour Re∗ semble être va-
lide sur une plage plus étendue de R que celle pour Nu∗. Cela pourrait s’expliquer par
la proximité des exposants 2/5 et 1/3 des lois d’échelle pour les régimes rotatif et sans
rotation, induisant possiblement une région de transition très douce et étendue entre les
deux comportements en loi de puissance.

7.3.4 . Longueur horizontale caractéristique
Afin de caractériser davantage l’écoulement convectif, nous nous tournons mainte-

nant vers son échelle horizontale caractéristique, extraite des simulations numériques
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Figure 7.9 – Échelle horizontale caractéristique ℓ⊥∗ en fonction de R. Les symboles sont
identiques à ceux de la figure 7.4. La ligne en pointillés représente la prédiction du régime
de turbulence géostrophiqueR1/5. L’encart montre ℓ⊥∗ /R1/5 en fonction deR.

directes selon la définition (7.17). Sur la figure 7.9, nous traçons ℓ⊥∗ en fonction deR pour
l’ensemble de données numériques. Une fois de plus, cette représentation conduit à une
bonne superposition des données, bien que la dispersion soit plus importante que pour
les quantités précédentes. Cela est probablement dû à la loi d’échelle du régime de tur-
bulence géostrophique moins prononcée, en R1/5, pour cette quantité. Le guide visuel
dans la figure principale indique un bon accord avec cette prédiction, ce qui est confirmé
par la représentation compensée dans l’encadré.

Concernant la définition (7.17), il est intéressant de se questionner sur la pertinence
de cet estimateur pour la longueur horizontale caractéristique. En effet, des études anté-
rieures ont observé diverses lois d’échelle en utilisant différentes définitions, mais seules
quelques-unes concordent avec le régime de turbulence géostrophique [64, 65]. Une ex-
plication à ce constat réside dans le fait que la plupart de ces autres estimateurs sont
directement liés aux échelles dissipatives et, par conséquent, à la viscosité. Par exemple,
pour étudier la dynamique indépendante des diffusivités, il est inapproprié d’utiliser une
variable construite à partir de l’échelle de Kolmogorov ou de Taylor. De la mêmemanière,
la vorticité verticale est une grandeur fortement influencée par les phénomènes visqueux,
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comme on peut l’observer avec les filaments de vorticité. Ainsi, il est peu pertinent de
construire un estimateur basé sur le moment d’ordre 2 de la vorticité. C’est pour cette
raison que nous avons jugé la fonction de courant toroïdale particulièrement pertinente
pour décrire la dynamique à grande échelle de l’écoulement.

7.4 . Conclusion

En se basant sur une étude hybride expérimentale et numérique, nous avons validé
les prédictions théoriques du régime de turbulence géostrophique pour la convection en
rotation rapide par chauffage radiatif. Les lois d’échelle pour les fluctuations de tempéra-
ture, la vitesse et l’échelle horizontale de l’écoulement sont observées sur de nombreuses
décades du Rayleigh-flux sans diffusivité, R. Ces prédictions semblent décrire l’écoule-
ment sur une gamme de paramètres plus grande que la prédiction pour le transport de
chaleur.

La même observation semble s’appliquer au système de Rayleigh-Bénard en rotation,
où des études numériques indiquent que l’observation de la prédiction du régime de tur-
bulence géostrophique pour le transport de chaleur nécessite des valeurs de paramètres
plus extrêmes que les prédictions pour la vitesse et la structure de l’écoulement [44, 66].
Au niveau expérimental, Vogt et al. [67] ont rapporté des mesures de vitesse en accord
avec la loi d’échelle du régime de turbulence géostrophique, mais la prédiction pour le
transport de chaleur reste difficile à observer. De même, Guervilly et al. [68] dans une
étude numérique de convection en rotation dans une coquille sphérique, rapportent des
lois d’échelles indépendantes des diffusivités pour le nombre de Reynolds et l’échelle azi-
mutale de l’écoulement. Cependant le nombre de Nusselt n’a pas encore atteint le régime
de turbulence géostrophique. Ces observations semblent donc confirmer que la loi pour
le nombre deNusselt semanifeste plus tard dans le régime asymptotique des paramètres
de contrôle relatifs à la turbulence géostrophique.

Le travail présenté dans ce chapitre a été compilé dans un article accepté pour publi-
cation dans Journal of Fluid Mechanics, mais il n’est pas encore paru. Pour l’instant, il peut
être consulté sur Arxiv [69].

En conclusion, la convection par chauffage radiatif est une méthode efficace et ro-
buste pour observer et quantifier les régimes indépendants des diffusivités, avec ou sans
rotation. Pour approfondir l’étude des écoulements géophysiques et astrophysiques sans
diffusivité, la prochaine étape serait d’ajouter des éléments d’intérêt, tels qu’un champ
magnétique, qui joue un rôle significatif dans les intérieurs stellaires et planétaires.
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8 - Perspectives

8.1 . Cascade inverse d’énergie

Figure 8.1 – Figure provenant de Favier et al. [70], représentant l’espace des paramètres
explorés dans leur étude. Le nombre de Taylor est défini par la relation Ta = E−2. Les
points entourés en bleu indiquent les cas où une circulation à grande échelle a été ob-
servée. Cette représentation permet de visualiser les limites d’un régime où une cascade
inverse d’énergie est présente. Ces limites sont illustrées par la courbe noire, dont la sec-
tion en pointillés représente une délimitation hypothétique. La zone grisée correspond à
l’état stable, dont la frontière suit la relation Ra ∝ E−4/3.

Plusieurs études numériques sur la convection en rotation rapportent l’existence d’une
région de l’espace des paramètres où se forme un écoulement à grande échelle invariant
verticalement [70-74]. Cette structure condensée à l’échelle de la boîte est réminiscente
de la dynamique bidimensionnelle, favorisée par la rotation, impliquant des transferts
inverses d’énergie vers les nombres d’onde les plus faibles. Si le nombre d’Ekman est suf-
fisamment faible et que le nombre de Rayleigh se situe dans un intervalle précis, une
transition vers un état condensé peut être observée. Favier et al. [70] suggèrent que les
frontières délimitant un tel régime suivent une loi en Ra ∼ E−4/3 pour la limite infé-
rieure, et Ra ∼ E−2 pour la limite supérieure (voir figure 8.1 représentant l’espace des
paramètres sondé dans leur étude). À nombre d’Ekman fixé, les expériences [32], ainsi
que les résultats présentés dans cette thèse, montrent que pour des nombres de Ray-
leigh très élevés, on retrouve le régime de convection sans rotation. Ainsi, si un régime
de condensation existe, il doit se situer entre le régime de turbulence géostrophique et
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le régime ultime sans rotation.
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Figure 8.2 – Nombre de Reynolds et longueur horizontale dans leur version indépendante
des diffusivités en fonction du Rayleigh-flux sans diffusivitéR. La couleur code le Rayleigh-
flux de manière similaire à la figure 7.4 . Les points pleins sont les simulations du cha-
pitre 7.1 . Les points creux ont été réalisés pour les mêmes valeurs des paramètres, mais
avec une condition de glissement aux parois au lieu d’une condition d’adhérence. Pour
le nombre de Reynolds, à gauche, nous avons distingué la composante horizontale et
la composante verticale en isolant la vitesse RMS horizontale et la vitesse RMS verticale.
Pour la longueur horizontale, la ligne en pointillés représente la prédiction du régime de
turbulence géostrophique enR1/5. La ligne pleine correspond à la taille horizontale de la
boite pour le rapport d’aspect des points violets (divisée par 2πH pour coller à la défini-
tion de ℓ⊥/H). L’encadré délimite les trois cas tests de la figure 8.3.

Cependant, les études numériques portant sur l’émergence de structures à l’échelle
de la boîte partagent une caractéristique commune : l’application de conditions de glisse-
ment aux parois. En effet, les conditions d’adhérence ont pour effet de générer un pro-
cessus de friction au niveau du fond, limitant ainsi l’énergie des grandes échelles. Pour ap-
profondir cette question, nous avons réalisé des simulations similaires à celles présentées
dans le chapitre 7.1, à Ra(P ) = 1012, mais avec des conditions de glissement aux parois.
Les séries temporelles obtenues révèlent une première observation marquante : la pré-
sence d’un régime transitoire caractérisé par une croissance lente de l’énergie cinétique,
contraste notable par rapport aux simulations habituelles avec conditions d’adhérence.
Après un long transitoire, un état d’équilibre est finalement atteint. Ce phénomène est
bien documenté dans la littérature [70], où on l’explique par le temps pris par les trans-
ferts inverses d’énergie pour opérer pleinement et atteindre la taille de la boîte. Une fois
les transferts contraints par la taille de la boite, une saturation de l’énergie cinétique s’en-
suit. Sur la figure 8.2, nous présentons le nombre de Reynolds sans diffusivité diagnos-
tiqué dans l’état statistiquement stationnaire dans nos simulations du chapitre 7.1, ainsi
que dans nos nouvelles simulations avec des conditions aux limites de glissement. Cette
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fois-ci, nous faisons le choix de distinguer le nombre de Reynolds basé sur la vitesse hori-
zontale de celui basé sur la vitesse verticale. Pour des faibles Rayleigh-flux sans diffusivité
R, les points sont superposées pour les conditions aux limites "stress-free" et "no-slip".
Cependant, au-delà d’un certain R, la courbe pour le nombre de Reynolds horizontal se
séparent, tandis que celle du nombre de Reynolds vertical demeure presque inchangée.
Ce résultat indique l’apparition d’un écoulement horizontal intense dans les simulations
"stress-free", en accord avec une condensation de l’énergie dans les modes horizontaux
les plus faibles. Ce résultat est confirmé par la courbe de ℓ⊥∗ en fonction deR sur laquelle
on observe aussi une déviation des points "stress-free" par rapport au régime de turbu-
lence géostrophique vérifié par les points "no-slip". L’échelle caractéristique horizontale
croît avecR jusqu’à atteindre la taille horizontale de la boite.

Figure 8.3 – Coupes horizontales de la fonction de courant toroïdale à z = 0.1H et z =
0.5H dans le régime statistiquement stationnaire, pour trois simulations avecR ≈ 4.7×
10−7. Les trois cas correspondent aux trois simulations dans l’encadré de la figure 8.2 :
- Cas 1 : triangle orange plein, Ra(P ) = 1011, "No-Slip".
- Cas 2 : triangle violet plein, Ra(P ) = 1012, "No-Slip".
- Cas 3 : triangle violet creux, Ra(P ) = 1012, "Stress-Free".

Sur la figure 8.3, nous présentons des coupes horizontales de la fonction de courant
toroïdale ψ = ∆−1

⊥ ζ pour trois simulations différentes dans l’état statistiquement sta-
tionnaire. Le cas 3, correspondant à une simulation avec des conditions de glissement,
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présente clairement une structure condensée à l’échelle de la boîte. En revanche, le cas
1, avec des conditions d’adhérence et un Rayleigh-flux modéré, révèle plusieurs petites
structures sans cohérence verticale. Cet état est totalement différent de celui observé
dans le cas 3. En comparaison, le cas 2, avec un Ra(p) légèrement plus élevé, semble re-
présenter un état intermédiaire. Peut-on alors envisager un état partiellement condensé
dans les simulations avec conditions d’adhérence, sans que cela affecte notablement les
lois d’échelle pour le nombre de Reynolds ou la longueur horizontale caractéristique? Il
est important de garder à l’esprit que ψ, par sa nature, met en valeur les grandes échelles
d’un écoulement. Une analyse de la vorticité verticale ζ ne permet pas de tirer de conclu-
sions aussi claires.

Sur la figure 7.6 du chapitre précédent, qui montre le nombre de Nusselt sans dif-
fusivité en fonction de R, on constate un alignement imparfait des points pour des va-
leurs intermédiaires de R, soit entre 6 × 10−6 et 10−5. Il est intéressant de noter que
les points correspondant à de faibles valeurs de Ra(P ) suivent la loi du régime de turbu-
lence géostrophique enR3/5 plus longtemps que ceux avec Ra(P ) ≈ 1012. Cette absence
d’alignement suggère que les diffusivités jouent un rôle dans la dynamique observée.
Cela soulève les questions suivantes : serait-il possible que le transport de chaleur dans
la convection en rotation avec parois adhérentes soit affecté par des transferts inverses
d’énergie, réminiscents d’un état condensé observable lorsque des conditions de glisse-
ment aux parois sont considérées? Ce phénomène pourrait-il être attribué à la friction
qui freine ces transferts, réintroduisant ainsi la viscosité dans les lois d’échelle régissant
le transport de chaleur dans la zone de rotation intermédiaire?

Nous avons cherché à caractériser l’émergence d’un écoulement à grande échelle
dans nos expériences à l’aide d’une caméra thermique mesurant la température à la sur-
face. Pour calculer une vitesse de rotation d’ensemble à la surface, nous avons mesuré la
corrélation entre deux images successives dans le référentiel en rotation, en appliquant
une rotation à l’une des deux images. En déterminant l’angle de rotation maximisant la
corrélation, nous avons pu calculer la vitesse d’une circulation horizontale à l’échelle de
la cuve. Nos résultats tendent à montrer l’existence d’un mouvement de rotation d’en-
semble à la surface, dont la vitesse est faible comparée à la fréquence de rotation de la
cuve. Cemouvement rotatif, présent dans l’ensemble de nos données, est toujours anticy-
clonique. Cependant, dans le cadre d’une condensation de l’énergie aux grandes échelles,
on ne s’attend pas à observer une circulation d’ensemble pour la totalité des points réa-
lisés, ce qui nous amène à nous questionner sur l’influence potentielle de phénomènes
parasites sur cette circulation. En particulier, dans la limite où la circulation d’ensemble
est faible, il est difficile de distinguer ce qui relève d’une éventuelle condensation de ce
qui pourrait être dû aux effets centrifuges ou aux modes de bord. De plus, la technique
ne permet pas une mesure précise lorsqu’il n’y a pas de structures de température faci-
lement identifiables à la surface. À de faibles R̃a

(P )
, les colonnes de température claire-

ment identifiables permettent des corrélations significatives entre deux images. Cepen-
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dant, pour des R̃a
(P )

plus élevés, les structures colonnaires cèdent la place à des filaments
de température à la dynamique plus rapide, rendant le processus de corrélation moins
fiable.

En conclusion, une étude numérique apparaît comme une approche plus appropriée
pour déterminer l’existence de transferts inverses d’énergie en convection en rotation
avec des conditions d’adhérence aux parois, ainsi que leur impact potentiel sur le trans-
port de chaleur.

8.2 . Influence de la longueur d’absorption

Le principe de la convection par chauffage radiatif repose sur l’idée que les couches
limites perturbent ou entravent le transport de chaleur. En injectant l’énergie au-delà des
couches limites, on réduit leur influence, permettant ainsi d’observer les régimes ultimes
de convection, régis par la dynamique indépendante des diffusivités au cœur de l’écou-
lement. Dans le cas de la convection sans rotation, Lepot et al. [17] et Bouillaut et al. [57]
ont démontré qu’une réduction de la longueur d’absorption induit une transition vers le
régime classique de convection enRa1/3. Cela paraît cohérent puisqu’on retrouve la dyna-
mique de Rayleigh-Bénard lorsque la longueur d’absorption est bien inférieure à la taille
des couches limites. Cela soulève une question importante : qu’en est-il de la convection
en présence de rotation?

Nous avons alors entrepris de tester la dépendance en ℓ/H dans nos expériences. Ce-
pendant, le nombre de points de données requis pour une analyse concluante est consi-
dérable, car il est nécessaire de réaliser presque autant de mesures que celles effectuées
dans l’étude du chapitre 7.1, et ce, pour plusieurs valeurs de ℓ/H . À ce stade, le nombre de
mesures réalisées ne permet pas encore de formuler une conclusion définitive. Les me-
sures supplémentaires à venir devraient nous permettre de clarifier cette dépendance.
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Bilan

Dans cette thèse, nous avons étudié deux phénomènes majeurs responsables du
transport de la chaleur dans des contextes géophysiques et astrophysiques, chacun im-
pliquant des écoulements turbulents.

Le premier phénomène étudié est la turbulence barocline. Présente dans les océans
et les atmosphères planétaires, elle est d’une importance capitale pour la régulation du
climat sur Terre. Notre étude s’est concentrée sur la théorie du gaz de vortex développée
par Gallet et Ferrari, qui permet de prédire l’amplitude du flux de chaleur dans des condi-
tions de faible friction au niveau du fond. En analysant le rayon des cœurs de vortex dans
le modèle à deux couches de fluide quasi-géostrophique, nous avons proposé une amé-
lioration de cette théorie. Plus précisément, notre proposition affine la loi d’échelle dans
le cas où la friction est quadratique. Nous avons ensuite utilisé ce résultat pour étendre
la théorie du gaz de vortex à un modèle à deux couches de fluide avec des profondeurs
différentes. Enfin, nous avons vérifié que les lois du gaz de vortex décrivent également
les propriétés de transport d’un modèle entièrement 3D : le modèle d’Eady.

Le second phénomène étudié est la convection turbulente en rotation, particulière-
ment le régime de turbulence géostrophique, pertinent pour décrire des mécanismes
naturels tels que les zones convectives des étoiles en rotation rapide. Puisque ce régime
est difficile à observer dans les expériences classiques de Rayleigh-Bénard, nous avons
proposé une méthode alternative pour mettre en évidence ses différentes lois d’échelle.
Nous avons poursuivi l’étude expérimentale de Bouillaut et al. sur la convection en ro-
tation par chauffage radiatif et l’avons complétée par une étude numérique, permettant
d’accéder à des données inaccessibles en laboratoire. Cette approche nous a permis de
valider les prédictions du régime de turbulence géostrophique pour le champ de vitesse,
les fluctuations de température et la structure de l’écoulement dans une configuration
qui peut effectivement être réalisée en laboratoire.

Les résultats de cette thèse ont été publiés dans quatre articles, dont trois sur la tur-
bulence barocline et un sur la convection thermique. Mon travail sur le modèle à deux
couches de fluide quasi-géostrophique a abouti à la publication de deux articles dans
Physical Review Fluids en 2023 [1] et 2024 [2]. De plus, mes recherches sur la limite quasi-
géostrophique dumodèle d’Eady ont contribué à un article sur les propriétés de transport
dans le modèle d’Eady 3D. Cet article, fruit d’une collaboration entre notre équipe au CEA
et des membres de l’équipe CliMA auMIT, a été publié dans Journal of Fluid Mechanics en
2022 [3]. Enfin, mon travail sur la convection thermique par chauffage radiatif a abouti à
la publication d’un article dans Journal of Fluid Mechanics. Bien que cet article ne soit pas
encore paru, il peut être consulté sur Arxiv [4]. Enfin, un article de revue sur la convection
engendrée par forçage radiatif est en cours de révision.
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Annexes

Annexe A : Coefficient de friction effectif associé au pompage d’une spirale
d’Ekman tronquée

La condition aux limites de friction exprimée en (4.11) induit une dissipation
en deux étapes. Premièrement, elle entraîne une dissipation frictionnelle directe-
ment à la frontière en z = 0. Deuxièmement, elle génère un cisaillement vertical
proche de la paroi, engendrant ainsi une dissipation visqueuse. En effet, une spi-
rale d’Ekman tronquée relie le cœur de l’écoulement à la condition frictionnelle
au fond. Cette dissipation visqueuse additionnelle extrait également de l’énergie
du cœur de l’écoulement. Nous nous intéressons donc à la dissipation effective
d’énergie provoquée par la condition frictionnelle (4.11).

Soit un écoulement horizontal dans le coeur (U, V, 0), raccordé à la condition
aux limites (4.11) par une spirale d’Ekman. Au voisinage de la frontière, les équa-
tions adimensionnées de la couche limite s’écrivent :

V − v = Ez∂zzu , (8.1)
u− U = Ez∂zzv , (8.2)

où u et v sont les vitesses horizontales dans la couche limite. Les termes U et
V correspondent au gradient de pression horizontal. La solution qui vérifie les
conditions aux limites s’écrit sous la forme complexe :

u+ iv = (U + iV )F (z), (8.3)

avec

F (z) = 1−
exp

(
− 1 + i√

2Ez

z

)
1 + (1 + i)

√
Ez√
2κ

. (8.4)

Commeexpliquédans le paragraphe introductif, la friction effective sur le cœur
de l’écoulement peut être séparée en deux contributions : la contribution au ni-
veau de la paroi, notée κ1, et la contribution visqueuse dans la couche limite, notée
κ2. Ainsi, le coefficient de friction effectif s’exprime par κeff = κ1 + κ2. D’un point
de vue énergétique, ce coefficient de friction effectif peut être défini comme le
rapport entre la puissance totale dissipée et l’énergie cinétique du cœur de l’écou-
lement. Par conséquent, κ1 est donné par :

κ1 =
κ|u(z = 0) + iv(z = 0)|2

|U + iV |2 = κ|F (0)|2 , (8.5)
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tandis que κ2 est donné par :

κ2 =
Ez

∫ 1

0
(∂zu)

2 + (∂zv)
2dz

|U + iV |2

≈ Ez

∫ ∞

0

|F ′(z)|2dz =

√
Ez/2(

1 +

√
Ez

2

1

κ

)2

+
Ez

2κ2

(8.6)

Une autre méthode pour déterminer κeff consiste à calculer le coefficient de
friction associé au pompage d’Ekman dans le cœur de l’écoulement, où la vitesse
n’est pas tout à fait uniforme horizontalement. Si l’on note ζ la vorticité dans le
cœur, alors la vitesse verticale au-dessus de la spirale d’Ekman est donnée par
W |0+ = κ3ζ|0+ , où κ3 devrait théoriquement être égal à κeff . Pour simplifier, consi-
dérons un écoulement purement barotrope U(y) qui varie lentement avec y. La
vorticité dans le cœur de l’écoulement s’écrit alors ζ = −U ′(y).

L’écoulement dans la couche limite s’exprime :

u+ iv = U(y)F (z) , (8.7)

et avec la condition d’incompressibilité, la vitesse verticale dans la couche limite
devient :

∂zw = −U ′(y)Im{F (z)} . (8.8)

En intégrant de part et d’autre de la couche limite et en appliquant la condition
au limite au fond (4.11), on trouve :

W |0+ = ζ|0+
∫ ∞

0

Im{F (z)}dz . (8.9)

On en conclut que :

κ3 =

√
2Ez(

1 +

√
2Ez

κ

)2

+
Ez

κ2

×
(
1

2
+

√
Ez

2

1

κ

)
. (8.10)

On peut vérifer que les deux approches fournissent lemême résultat : κeff = κ3 =
κ1 + κ2.
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