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THÈSE
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jamais perdre sa bonne humeur. Je n’oublie pas les discussions et les bons moments passés en pause
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et votre maitrise technique ont été précieuses pour mes travaux et je ne remercierai jamais assez tous

3



ceux qui ont donné de leur temps afin de m’aider. Mais je retiendrai surtout les moments de détentes,
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Résumé

L’analyse du comportement vibratoire est essentielle pour la conception optimale de certaines struc-

tures assemblées complexes. L’intégration de phénomènes non linéaires, en particulier aux interfaces

entre les sous-structures, permet la réalisation de simulations numériques haute fidélité. Cependant, le

coût de calcul rend inenvisageable l’utilisation de méthodes classiques d’optimisation paramétrique

globale sur des structures non linéaires industrielles. L’objectif de ces travaux est d’étudier une stratégie

complète permettant la conduite d’une optimisation paramétrique sous contraintes, en dynamique

vibratoire, sur des structures industrielles présentant des non-linéarités localisées. La stratégie proposée

repose principalement sur deux outils. D’abord, un solveur mécanique dédié, basé sur la méthode

de l’équilibrage harmonique et un processus de continuation par pseudo-longueur d’arc permet la

réalisation des simulations en dynamique vibratoire. Ensuite, ce solveur mécanique est utilisé pour la

construction et l’enrichissement d’un métamodèle de type processus gaussien au sein d’une démarche

d’optimisation bayésienne afin de limiter le nombre d’appels au solveur. La stratégie est appliquée pour

l’optimisation sans contraintes d’un oscillateur de Duffing puis pour l’optimisation avec une contrainte

d’inégalité d’un portique de levage présentant des non-linéarités de contact. Les résultats obtenus

montrent les possibilités d’utilisation de la stratégie dans un contexte industriel.

Mots-clés : Dynamique non linéaire, Optimisation bayésienne, Méthode de l’équilibrage harmonique,

Processus gaussien, Sous-structuration, Contact
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Abstract

Vibration analysis can be critical for the optimal design of complex assembled structures. Integrating

nonlinear phenomenon, especially at the interfaces between substructures, allows for high-fidelity numeri-

cal simulations. However, the computational cost makes it impractical to use classical global parametric

optimization methods for industrial nonlinear structures. The work aims to study a comprehensive

strategy for constrained parametric optimization applied to industrial vibrating structures exhibiting

local nonlinearities. The proposed strategy mainly relies on two tools. First, a dedicated mechanical

solver based on the Harmonic Balance Method and a pseudo-arclength continuation procedure is

used for the dynamic simulations. Then, this mechanical solver is employed for the construction and

enrichment of a Gaussian Process surrogate model within a Bayesian Optimization framework in order

to limit the number of solver calls. The strategy is applied to unconstrained optimization of a Duffing

oscillator and the constrained optimization of a gantry crane with contact nonlinearities. The results

obtained suggest the feasibility of deploying the strategy in an industrial setting.

Keywords : Nonlinear dynamics, Bayesian Optimization, Harmonic Balance Method, Gaussian

Process, Substructuring, Contact.
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4.1 Synthèse et implémentation de la stratégie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

4.2 Optimisation sans contraintes : oscillateur de Duffing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

4.2.1 Présentation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

4.2.2 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

4.3 Optimisation sous contraintes : portique de levage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4.3.1 Présentation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4.3.2 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

Conclusion 143

11



TABLE DES MATIÈRES
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Annexe C Méthode de l’équilibrage harmonique avec déplacement imposé 179
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1.1 Différents types d’optimisation illustrés sur l’exemple de la minimisation de la masse

d’une plaque en traction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.2 Exemple de minima globaux (■) et locaux (•) sans contraintes en dimension np = 1. . 27

1.3 Exemple de minima globaux (■) et locaux (•) avec contraintes en dimension np = 2
pour la fonction Peaks sur [−2,5; 2,5]2 (cf. (1.5)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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1.7 Représentation schématique d’un oscillateur de Duffing. . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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tangente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

1.16 Diagramme représentatif de la stratégie mise en place pour l’optimisation globale sous

contraintes de structures en dynamique non linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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2.3 Réponse fréquentielle de l’oscillateur de Duffing pour différentes valeurs de knl. . . . . 88
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2.5 Influence de la normalisation sur la réponse fréquentielle de l’oscillateur de Duffing. . . 90

2.6 Comparaison des réponses fréquentielles de l’oscillateur de Duffing obtenues par intégra-

tion temporelle et par HBM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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Introduction

En ingénierie, la phase de dimensionnement est une étape essentielle dans le processus de conception

de structures complexes. Il s’agit de déterminer les formes, dimensions et matériaux qui permettent à

chaque pièce d’assurer sa fonction tout au long de sa vie. L’identification de configurations menant à

des performances mécaniques optimales est un enjeu crucial afin d’accroitre la rentabilité, de diminuer

la consommation énergétique ou encore de répondre à des normes de plus en plus exigeantes et en

permanente évolution. Si les essais répétés sur des prototypes réels (ou des maquettes à échelle réduite)

offrent des solutions généralement trop coûteuses en termes de temps et de budget, des méthodes

prédictives peuvent être mises en place grâce à la simulation numérique. Un modèle mathématique basé

sur les équations de la mécanique peut être créé afin de simuler le comportement des structures dans

chaque configuration. Pour déterminer les structures optimales, des algorithmes d’optimisation sont de

plus en plus employés au sein des bureaux d’études. Cette démarche nécessite cependant de trouver

un compromis entre deux objectifs contradictoires : le besoin d’un modèle numérique détaillé afin de

réaliser des simulations haute fidélité et la capacité à mettre en place une stratégie d’optimisation

offrant un coût de calcul raisonnable malgré les appels répétés à la simulation numérique.

Dans le contexte de la dynamique vibratoire des structures, c’est-à-dire lors de l’étude des mouve-

ments oscillatoires d’un système mécanique, les simulations numériques sont généralement réalisées à

partir d’une modélisation linéaire ou linéarisée. L’hypothèse de linéarité permet en effet l’utilisation

d’outils de résolution efficaces basés par exemple sur l’analyse modale. Cependant, certaines structures

peuvent comporter des non-linéarités ayant des effets importants sur le comportement dynamique

qui ne peuvent pas être prévus par un modèle linéaire. Les phénomènes localisés de contact et de

friction à l’interface entre différentes sous-structures en sont un exemple. Pour assurer la fiabilité des

structures pouvant présenter des non-linéarités malgré une modélisation linéaire, d’importantes marges

de sécurité doivent être utilisées lors des calculs par simulation numérique. Par exemple, les normes

Eurocodes de dimensionnement en génie civil parviennent à garantir la fiabilité des structures, mais

peuvent parfois conduire à d’importants surdimensionnements [Teichgräber et al. 2023]. De plus, les

effets non linéaires sont difficilement quantifiables et peuvent fortement varier d’une structure à l’autre

ou en fonction du type de non-linéarité. Un des enjeux industriels actuel consiste à prendre en compte

des non-linéarités dans les simulations en dynamique vibratoire afin de prédire de manière plus sûre le

comportement des structures et de réduire, entre autres, le surdimensionnement. Cette problématique
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(a) Support de charge utile du lanceur
Ariane 5 agrémenté de 4 satellites Gali-
leo [Burri 2020 ; Burri et Legay 2023].
Crédits photo : European Space Agency.

(b) Soufflante d’un turboréacteur CFM56. Crédits photo : Mi-
chael Krahe, licence CC BY-SA 3.0.

(c) Portique de levage sur site nucléaire. Crédits photo : Mc

Levage - RÉEL

Figure 1 – Exemples de structures dans les secteurs spatial, aéronautique et nucléaire.

intervient par exemple lors des études de réduction de masse ou de réajustement de structures existantes

avec l’objectif d’améliorer la consommation d’énergie ou de réduire les coûts [Kusakana 2021]. De

nombreux secteurs sont concernés, à l’image du domaine spatial pour lequel la réduction de la masse est

un aspect crucial [Y.-C. Chen et al. 2016]. L’industrie des transports, qui doit améliorer son efficacité

énergétique pour répondre aux enjeux climatiques actuels, constitue un autre exemple [Corlu et al.

2020]. Il est aussi possible de citer le secteur du nucléaire dont les normes ont fortement évolué après

l’accident de Fukushima en 2011 [Furuta et Kanno 2017 ; Munoz Garcia et al. 2022], ce qui a

nécessité le réajustement des structures présentes sur les sites nucléaires. Des exemples de structures

dans ces domaines sont présentés à titre illustratif en Figure 1. Le principal obstacle à l’utilisation

de modèles non linéaires réside dans le coût de calcul élevé, étant donné que les méthodes efficientes

employées en dynamique linéaire deviennent inopérantes. En plus de cet aspect, la modélisation non

linéaire nécessite la prise en considération de phénomènes complexes tels que les bifurcations, les

oscillations quasi-périodiques ou encore des comportements chaotiques.

Pour répondre aux problématiques de ses clients, Ingeliance Technologies développe plusieurs outils

avancés d’analyse en dynamique des structures, dont le logiciel PRIMODAL, co-développé avec l’entre-

prise TOP MODAL. Ce logiciel repose sur une approche modale se limitant à des modèles linéaires. Afin

de pouvoir contribuer à la conception optimale de structures en s’appuyant sur des simulations haute
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INTRODUCTION

fidélité, la recherche de nouveaux outils pour l’optimisation de structures en dynamique vibratoire

non linéaire présente un intérêt important. En effet, les logiciels de résolution mécanique actuellement

commercialisés proposent peu de solutions en ce qui concerne de tels outils à l’échelle industrielle.

Les travaux présentés dans ce mémoire s’inscrivent dans le cadre de la convention CIFRE 2020/0272

entre Ingeliance Technologies, le Laboratoire de Mécanique des Structures et des Systèmes Couplés

(LMSSC) et l’Association Nationale de la Recherche et de la Technologie (ANRT). Les structures étudiées

sont supposées résulter de l’assemblage de sous-structures linéaires, reliées entre elles par des interfaces

pouvant présenter des non-linéarités (contact, friction, joint élastomère, etc.). L’objectif principal est

ainsi de proposer une stratégie générale permettant de traiter de l’optimisation paramétrique globale

sous contraintes de structures localement non linéaires en dynamique vibratoire. Dans cette perspective,

deux défis clés émergent :

(i) un solveur dynamique robuste, capable de résoudre des problèmes non linéaires et de traiter les

phénomènes complexes sous-jacents, doit être mis en place ;

(ii) le nombre de simulations mécaniques haute fidélité coûteuses doit être limité dans le processus

d’optimisation.

Dans le cadre de ces travaux, les développements réalisés ciblent principalement le secteur du nucléaire,

mais restent extensibles à d’autres domaines, tant du point de vue mécanique que de celui de l’opti-

misation (spatial, défense, aéronautique, naval, énergie, etc.). En particulier, l’optimisation offre des

solutions à la problématique du réajustement des structures existantes suite à l’évolution des normes.

La finalité est d’aboutir à des modifications optimales en termes de budget, de délai de réalisation, ou

de faisabilité technique par exemple. Les structures considérées sont constituées d’un assemblage de

sous-structures linéaires liées entre elles par des interfaces pouvant comporter des non-linéarités.

La stratégie explorée au cours de ces travaux repose ainsi sur le développement et l’association

de deux outils. D’abord, les équations du problème dynamique non linéaire sont résolues grâce à un

solveur mécanique dédié. Ce dernier tire profit de la localisation des non-linéarités aux interfaces entre

des sous-structures linéaires pour créer un modèle réduit en utilisant la méthode de condensation de

Craig-Bampton. La résolution se fait ensuite en employant la méthode de l’équilibrage harmonique

(HBM ou Harmonic Balance Method) associée à la méthode d’alternance fréquence/temps (AFT)

ainsi qu’à une procédure de suivi de branche par continuation numérique. Le coût de calcul de la

résolution mécanique reste néanmoins trop élevé pour envisager l’emploi d’algorithmes conventionnels

d’optimisation globale. Ainsi, dans le but de réduire le nombre de simulations mécaniques à réaliser, le

solveur mécanique est ensuite intégré au sein d’une stratégie d’optimisation bayésienne (BO ou Bayesian

Optimization) sous contraintes basée sur la construction et l’enrichissement d’un modèle de substitution

de type processus gaussien (GP ou Gaussian Process). La mise en place de la stratégie s’accompagne

du développement d’un démonstrateur en langage Python pour en examiner les performances. Le

développement du solveur dynamique non-linéaire est entrepris sans utiliser de base existante, offrant

ainsi une maitrise complète de chaque paramètre d’ajustement et la possibilité de mesurer leur influence.

L’implémentation de la stratégie d’optimisation bayésienne et la création des modèles de substitution

se basent en revanche sur des librairies éprouvées.
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Le mémoire se compose de quatre chapitres. Le Chapitre 1 (page 23) présente succinctement le

contexte de l’optimisation de structures et de la dynamique non linéaire. Une revue des stratégies

d’optimisation ainsi que des méthodes de résolution en dynamique non linéaire est proposée, puis

une synthèse de précédents travaux de recherche dans le domaine de l’optimisation de structures en

dynamique non linéaire est présentée. Le chapitre se clôt par une présentation plus détaillée de la

stratégie retenue.

Dans le Chapitre 2 (page 75), le solveur mécanique mis en place est étayé. Les principes théoriques

permettant le calcul en dynamique vibratoire non linéaire sont détaillés. Son utilisation est ensuite

présentée au travers de deux systèmes dynamiques non linéaires : dans un premier temps sur l’exemple

académique d’un oscillateur de Duffing, puis, dans un second temps, sur un portique de levage industriel

soumis à des phénomènes de contact. Ces illustrations permettent d’étudier l’influence des paramètres

du solveur sur ses performances. La capacité du solveur à restituer les phénomènes non linéaires ainsi

que son coût de calcul comparé à d’autres méthodes sont ainsi évalués.

Le Chapitre 3 (page 103) est consacré à l’explication de la stratégie d’optimisation bayésienne.

Les éléments théoriques de la construction de modèles de substitution par processus gaussien puis de

leur intégration dans une démarche d’optimisation bayésienne sont exposés. Des exemples illustratifs

d’optimisation de fonctions mathématiques sont proposés. L’efficacité de la méthode dans la réduction

du nombre d’appels au solveur mécanique peut ainsi être montrée sur des problèmes d’optimisation

avec ou sans contraintes. Une discussion relative au choix des paramètres de construction des modèles

de substitution est aussi proposée.

Finalement, l’application de la stratégie complète d’optimisation en dynamique vibratoire non

linéaire est effectuée dans le Chapitre 4 (page 123). La stratégie est d’abord validée en résolvant

le problème académique de l’optimisation sans contraintes d’un oscillateur de Duffing. Pour finir,

l’optimisation sous contraintes d’une structure industrielle est réalisée en traitant du réajustement

optimal d’un portique de levage en considérant des phénomènes de contact. Ces exemples permettent

de valider, sur des problèmes complets d’optimisation en dynamique vibratoire non linéaire, les gains

affichés par les différents éléments de la stratégie dans les deux chapitres précédents.
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Chapitre 1
Optimisation de structures en dynamique
vibratoire non linéaire

Ce chapitre propose une mise en contexte et une revue de la littérature existante au sujet de

l’optimisation de structures mécaniques en dynamique vibratoire non linéaire. L’optimisation est

d’abord abordée en tant que discipline mathématique. La dynamique vibratoire est ensuite évoquée

en mettant l’accent sur les outils d’analyse en dynamique non linéaire. Après cela, une revue des

travaux d’optimisation de structures en dynamique non linéaire est présentée. Finalement, la stratégie

d’optimisation proposée est détaillée.
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1.2.4 Continuation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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1.1. OPTIMISATION

1.1 Optimisation

L’optimisation est une discipline mathématique visant à la sélection du meilleur élément, selon

un certain critère, parmi un ensemble de choix disponibles. Cela se traduit mathématiquement par la

résolution de problèmes qui consistent à maximiser ou minimiser une ou plusieurs fonctions sur un

ensemble. De telles fonctions sont appelées fonctions objectif et notées y dans la suite. En ingénierie,

une démarche d’optimisation repose sur l’utilisation des outils mathématiques dédiés durant la phase

de conception des structures.

1.1.1 Stratégies d’optimisation

Dans le contexte du dimensionnement optimal de structures, un problème d’optimisation est défini

par trois données : un modèle qui permet d’analyser le comportement mécanique de la structure (par

exemple une équation provenant d’une modélisation par éléments finis), un critère (éventuellement

plusieurs) à maximiser ou minimiser, et un ensemble admissible de variables d’optimisation qui régissent

les diverses configurations possibles de la structure, tout en tenant compte d’éventuelles contraintes qui

leur sont imposées [Allaire 2006]. Il est possible de distinguer trois types de stratégies d’optimisation.

L’optimisation paramétrique (Figure 1.1a) a pour but de trouver la meilleure solution selon le

critère d’optimisation en faisant varier certains des paramètres décrivant le système étudié. Pour

l’optimisation de structures, il est possible de prendre en compte des paramètres géométriques qui vont

influencer la forme de la structure, mais aussi d’autres paramètres inhérents à la structure comme les

caractéristiques des matériaux par exemple. C’est ce type d’optimisation qui est mise en œuvre au sein

de ces travaux.

L’optimisation de forme géométrique (Figure 1.1b) consiste à définir une forme initiale pour la

structure paramétrée par un ensemble de variables (par exemple des coefficients de splines ou de

polynômes interpolant des nœuds de contrôle). Les différentes configurations admissibles sont ensuite

obtenues par variation des frontières de la forme sans en changer la topologie au sens mathématique. Au

sein d’un espace de dimension deux, cela signifie que le nombre de composantes connexes de la frontière

(soit le nombre de ”trous”) n’est pas modifié, mais en dimension trois, la notion de topologie est plus

compliquée. Cette stratégie peut être vue comme un cas particulier d’optimisation paramétrique ne

jouant que sur la géométrie de la structure, mais le nombre de variables d’optimisation est en général

plus important [Allaire 2006].

L’optimisation de forme topologique (Figure 1.1c) permet la recherche de la forme optimale d’une

structure tout en autorisant la modification de sa topologie initiale. La forme n’est alors plus paramétrée

par la position de sa frontière, mais par des variables de conception permettant de définir la répartition

de matière. Cette stratégie permet ainsi d’obtenir la meilleure forme sans avoir d’idée a priori de la

topologie optimale et permet d’envisager une large classe de formes admissibles.

Ces différentes approches sont illustrées en Figure 1.1 avec l’optimisation d’une structure encastrée

au niveau de son bord gauche et soumise à un effort sur une partie de son bord droit. La mise en place

d’une stratégie d’optimisation paramétrique est abordée plus en détail dans la suite.
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(a) Optimisation paramétrique. (b) Optimisation géométrique. (c) Optimisation topologique.

Figure 1.1 – Différents types d’optimisation illustrés sur l’exemple de la minimisation de la masse
d’une plaque en traction. En haut la configuration initiale avec les variables de conception en rouge, en
bas la configuration optimisée.

1.1.2 Formulation d’un problème d’optimisation paramétrique

Les principaux aspects d’un problème d’optimisation paramétrique sont présentés dans cette partie.

Un formalisme mathématique est donné afin d’expliquer les principes les plus importants sans se vouloir

exhaustif.

1.1.2.1 Problème d’optimisation paramétrique

Un problème d’optimisation paramétrique est régi par un nombre np de paramètres de conception

appelés variables d’optimisation (les termes de variables de conception ou de variables de décision

peuvent aussi être employés). Ces variables sont regroupées au sein d’un vecteur x ∈ D appelé jeu

de paramètres. L’espace de conception D (ou espace de design) est un sous espace de Rnp qui définit

les valeurs admissibles pour chacune des variables d’optimisation. Certains problèmes d’optimisation

requièrent que ces paramètres prennent des valeurs parmi un ensemble dénombrable, par exemple

des entiers. Ce genre de problème se retrouve surtout dans le domaine de la recherche opérationnelle

et entre dans la catégorie des problèmes d’optimisation discrète. Il est aussi possible de définir des

problèmes d’optimisation mixte lorsque certains paramètres varient sur des ensembles discrétisés tandis

que d’autres varient sur des ensembles non dénombrables. Dans le cadre de ces travaux, les problèmes

d’optimisation considérés sont dits continus, c’est-à-dire que l’espace de conception D est formé du

produit cartésien d’intervalles de R.

Le but de l’optimisation paramétrique consiste à trouver le minimum ou les minima x∗ de la

fonction objectif y : D → R, également appelée fonction coût. Lorsque qu’aucune autre contrainte

que celles sur les bornes admissibles n’est présente sur les paramètres de conception, le problème de
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minimisation se résume à résoudre :

x∗ = arg min
x∈D

y(x). (1.1)

Si le but est de maximiser y, il est possible de se ramener à un problème de la forme (1.1) en cherchant

à minimiser −y. Dans la suite, seuls des problèmes de minimisation sont ainsi considérés. Il est aussi

possible de vouloir minimiser plusieurs fonctions objectif à la fois, ce qui caractérise un problème

d’optimisation multiobjectif. Cette catégorie d’optimisation n’est pas abordée dans ces travaux ; pour

une présentation approfondie, il est suggéré de se référer au livre de Collette et Siarry (2003).

Généralement, des contraintes additionnelles reliant les paramètres de conception sont prises en

compte. Celles-ci sont définies par des fonctions contraintes hi : D → R qui se classent en deux

catégories : les nE contraintes d’égalités pour les indices i ∈ E (avec E un sous espace de N), et
les nI contraintes d’inégalités, pour les indices i ∈ I (avec I un sous espace de N disjoint de E).
Les notations hE(x) et hI(x) sont utilisées pour désigner les vecteurs contenant respectivement les

contraintes d’égalités et d’inégalités. Le problème d’optimisation paramétrique sous contraintes s’écrit

alors :
x∗ = arg min

x∈D
y(x),

sous la contrainte (s.l.c.) : ∀i ∈ E , hi(x) = 0,
∀i ∈ I, hi(x) ≤ 0.

(1.2)

Les problèmes d’optimisation sous contraintes peuvent être classés selon la nature des fonctions

objectif et contraintes.

— Les problèmes de programmation linéaire correspondent à des problèmes où la fonction objectif

et toutes les fonctions contraintes sont linéaires.

— Les problèmes de programmation quadratique sont caractérisés par des fonctions contraintes

linéaires et une fonction objectif quadratique.

— Les problèmes de programmation non linéaire désignent les problèmes pour lesquels au moins

l’une des fonctions contraintes est non linéaire.

— Les problèmes de programmation convexe prennent en compte une fonction objectif convexe,

des fonctions contraintes d’égalités linéaires et des fonctions contraintes d’inégalités concaves.

1.1.2.2 Solutions du problème d’optimisation

Il est possible de définir deux types de minima, solutions du problème d’optimisation d’équation (1.2) :

les minima locaux et les minima globaux.

Soit X = {x ∈ D | ∀i ∈ E , hi(x) = 0 et ∀i ∈ I, hi(x) ≤ 0} l’espace admissible. Un point x∗ de Rnp

est un point de minimum global de y sur X si et seulement si :

x∗ ∈ X et ∀x ∈ X , y(x∗) ≤ y(x). (1.3)

La quantité y(x∗) est alors un minimum global de y sur X .

Un point x∗ de Rnp est un point de minimum local de y sur X si et seulement si :

x∗ ∈ X et ∃V ∈ V(x∗) tel que ∀x ∈ V ∩ X , y(x∗) ≤ y(x), (1.4)
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(b) Fonction y : x ↦→ cos(x) sur D = [−1; 15].

Figure 1.2 – Exemple de minima globaux (■) et locaux (•) sans contraintes en dimension np = 1.

où V(x∗) désigne l’ensemble des voisinages de x∗ dans Rnp . La quantité y(x∗) est alors un minimum

local de y sur X .

Quelques exemples de minima globaux et locaux, inspirés des travaux de Laurent (2013), sont

donnés en dimension np = 1 sans contraintes (Figure 1.2) et en dimension np = 2 avec et sans

contraintes (Figure 1.3). La fonction objectif peut ainsi avoir plusieurs minima locaux atteints en des

points différents. Il est également possible que le minimum global soit atteint pour différents jeux de

paramètres, comme le montre la Figure 1.2b. Il est à noter que la restriction de l’espace de conception

D à un espace borné est susceptible de conduire à l’apparition de minima sur les bords de cet espace

(Figures 1.2a, 1.2b et 1.3b). La recherche des minima des fonctions de la Figure 1.2 sur un espace non

borné n’a d’ailleurs pas de solution, car la fonction de la Figure 1.2a possède une infinité de minima

locaux et aucun minimum global sur R tandis que la fonction de la Figure 1.2b possède une infinité de

minima globaux sur R. La Figure 1.3 permet d’illustrer l’effet des contraintes sur la fonction Peaks

définie par :

y : R2 → R

(x1, x2) ↦→ 3(1− x1)2e−x2
1−(x2+1)2 − 10(1

5x1 − x1
3 − x2

5)e−x12−x22 − 1
3e−(x1+1)2−x22 . (1.5)

La présence de contraintes dans le problème d’optimisation a une influence importante sur la recherche

des minima. Par exemple, les Figures 1.3c et 1.3d montrent que les contraintes introduites entrainent

un changement du minimum global ainsi que l’apparition de nouveaux minima locaux.

Comme le montrent les exemples précédents, l’existence et l’unicité de la solution à un problème

d’optimisation ne sont pas toujours assurées. Il est néanmoins possible de définir des conditions

d’optimalité qui garantissent l’existence de solutions lorsque certaines propriétés de la fonction objectif
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(d) Minima de la fonction Peaks avec la contrainte
d’égalité h(x1,x2) = −12x2 − x1

2 − 6x1 − 9 = 0.

Figure 1.3 – Exemple de minima globaux (■) et locaux (•) avec contraintes en dimension np = 2
pour la fonction Peaks sur [−2,5; 2,5]2 (cf. (1.5))

ou des fonctions contraintes sont connues. Ces conditions ont été déterminées pour chaque type de

problème (sans contraintes, avec contraintes d’égalités, avec contraintes d’inégalités ou avec les deux

types de contraintes). Dans le cadre général d’un problème d’optimisation présentant à la fois des

contraintes d’égalités et d’inégalités ces résultats d’existence sont nommés conditions de Karush-

Kuhn-Tucker (KKT) [Karush 1939 ; Kuhn et Tucker 1951]. L’ensemble de ces conditions n’est pas

détaillé ici, mais peut se trouver dans l’ouvrage de Nocedal et S. J. Wright (2006) par exemple. La

convergence de certains algorithmes d’optimisation a pu être prouvée à partir de ces conditions.

Dans le cadre de l’optimisation de structures, les fonctions contraintes et objectif sont généralement
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évaluées à partir du résultat d’un calcul mécanique, par exemple une simulation par éléments finis.

Ainsi, pour des structures complexes, la relation entre les paramètres de conception et les valeurs des

fonctions objectif et contraintes n’est pas explicite et il est souvent difficile de connâıtre une expression

mathématique de ces fonctions. Il n’est donc pas possible, a priori, de connâıtre les propriétés de

ces fonctions. En particulier, leur caractère linéaire, différentiable ou convexe demeure généralement

inconnu, de même que l’éventuelle existence de minima globaux ou locaux. Au sein de ces travaux,

les fonctions associées aux problèmes d’optimisation de structures traités sont évaluées à partir de

simulations numériques dont les résultats sont supposés déterministes. Aucune incertitude n’est donc

prise en compte quant aux valeurs des fonctions objectif et contraintes.

1.1.3 Algorithmes d’optimisation

Afin de résoudre les problèmes d’optimisation d’équations (1.1) ou (1.2), des stratégies numériques

ont été développées. Dans cette section, les algorithmes les plus classiques de résolution d’un problème

d’optimisation déterministe sont succinctement présentés. En général, ces algorithmes fonctionnent de

manière itérative : à partir d’un point de départ x(0) dans l’espace de conception D, une suite d’itérés

(x(m)) est générée en suivant une loi d’évolution jusqu’à convergence vers une solution selon un critère

propre à chaque algorithme. Dans un premier temps, les algorithmes pour la recherche des minima

locaux et globaux d’un problème d’optimisation sans contraintes sont évoqués, puis dans un second

temps, la prise en compte de fonctions contraintes est traitée. La liste des méthodes évoquées n’est

pas exhaustive et une revue plus détaillée est par exemple dressée dans les travaux de Nocedal et

S. J. Wright (2006).

1.1.3.1 Optimisation locale

Les algorithmes d’optimisation locale explorent peu l’espace de conception, ils exploitent au

maximum les informations disponibles sur l’évolution de la fonction objectif pour tenter de converger

vers le minimum local le plus proche du point initial x(0) grâce à des règles d’évolution. Un choix

judicieux du point initial est ainsi nécessaire pour atteindre le minimum global. Les algorithmes sont ici

décrits dans le cadre d’un problème d’optimisation sans contraintes. Il est à noter que pour certaines

méthodes, la restriction à un domaine de conception D borné doit être traitée comme l’ajout d’un

ensemble de contraintes d’inégalités et faire l’objet d’un traitement spécifique.

Les méthodes de recherche directe [M. H. Wright 1996 ; Lewis et al. 2000] utilisent uniquement

les valeurs de la fonction objectif pour localiser le minimum.

• Les méthodes de recherche par motifs généralisés visent à faire évoluer la recherche vers la

zone où se trouve le minimum en suivant un ensemble d’instructions prédéfinies contrôlant la

direction de recherche. Les algorithmes evolutionary operation [Box 1957], s’inspirant de la

sélection naturelle, pattern search method [Hooke et Jeeves 1961] ou encore multidirectional

search algorithm [Torczon 1989 ; Dennis et Torczon 1991], dont la convergence est prou-

vée [Torczon 1991] appartiennent à cette catégorie. Une unification des méthodes de recherche

par motifs, avec une preuve de convergence, a été établie sous le nom de generalized pattern
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search method [Torczon 1997].

• Les méthodes des directions conjuguées [Rosenbrock 1960 ; Powell 1964, 1998 ; Frimannslund

et Steihaug 2007] utilisent les informations sur la courbure de la fonction objectif afin de

redéfinir la direction de recherche à chaque itération.

• L’algorithme de Nelder-Mead [Nelder et Mead 1965] et ses variantes [Walters et al. 1991]

forment une autre classe de méthodes de recherche directe basées sur des simplexes. Ces

algorithmes utilisent une figure géométrique (un simplexe) et définissent un ensemble de règles

faisant subir au simplexe une série de transformations (expansion, contraction ou rétrécissement).

Ces évolutions ont pour but d’adapter le simplexe au comportement local de la fonction objectif

jusqu’à ce que les sommets de celui-ci se rapprochent d’un minimum.

Les méthodes de recherche directe ont l’avantage d’être robustes et faciles à mettre en place. En

revanche, à l’exception des méthodes de recherche par motifs généralisés, il n’existe pas de propriétés

théoriques de convergence.

Les méthodes de descente de gradient cherchent à converger vers un minimum local en exploitant

les valeurs de la fonction objectif et de ses dérivées. Le principe consiste à converger vers un minimum

en itérant selon un pas et une direction de descente calculés par l’algorithme. Lors de l’itération m+ 1,
le jeu de paramètres suivant est calculé de sorte que :

x(m+1) = x(m) + dmum, (1.6)

où dm et um sont respectivement le pas et la direction de descente qui doivent vérifier :

∇y(x(m))Tum < 0 et y(x(m) + dmum) < y(x(m)). (1.7)

Différentes méthodes sont classiquement employées.

• L’algorithme du gradient à pas constant assigne une direction de descente opposée à la direction

du gradient : um = −∇y(x(m)). Le pas de descente dm est fixe et doit être choisi judicieusement,

car un pas trop faible entraine une convergence trop lente tandis qu’un pas trop grand engendre

un risque de dépassement et des difficultés de convergence.

• Afin d’obtenir une meilleure convergence, il est préférable d’adapter le pas de descente à chaque

itération. L’algorithme de gradient à pas optimal, aussi appelé algorithme de la plus grande

pente (ou steepest descent) [Cauchy 1847], consiste à choisir le pas qui permet d’obtenir la

descente la plus performante. Cet algorithme constitue une méthode dite de recherche linéaire,

où la direction de descente est d’abord déterminée de sorte que um = −∇y(x(m)), puis le pas

optimal dm est cherché comme la solution du problème de minimisation :

dm = arg min
d≥0

y(x(m) + dum). (1.8)

En pratique, la recherche de la valeur exacte du pas optimal à chaque itération est trop coûteuse

et non nécessaire. Certaines conditions ont ainsi été définies pour en obtenir une approximation,

comme les conditions de Wolfe ou de Goldstein [Nocedal et S. J. Wright 2006].

• L’algorithme de gradients conjugués [Hestenes et Stiefel 1952], initialement prévu pour la

résolution de systèmes linéaires, peut aussi être utilisé dans le cadre de l’optimisation [Fletcher
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et Reeves 1964]. Cette approche consiste à considérer à l’itérationm > 0 la direction de descente

um de sorte que :

um = −∇y(x(m))− ∥∇y(x(m))∥2

∥∇y(x(m−1))∥2
um−1. (1.9)

Le pas optimal (1.8) peut ensuite être déterminé en utilisant les méthodes de recherche linéaire.

Les méthodes de Newton permettent la recherche des solutions de l’équation ∇y(x) = 0. Ces
solutions correspondent aux points critiques de la fonction objectif, mais ne sont pas toujours des

minima locaux, comme c’est le cas des points selles 1 par exemple. Pour cela, cette classe de méthode

utilise le hessien ∇2y de la fonction objectif, et nécessite que y soit de classe C2 sur D et que la matrice

hessienne ∇2y(x) soit inversible ∀x ∈ D.
• L’algorithme de Newton s’appuie sur une approximation quadratique de la fonction objectif au

voisinage du point obtenu à l’itération m à partir d’un développement de Taylor :

y(x(m) + ∆x(m)) ≃ y(x(m)) + ∇y(x(m))∆x(m) + 1
2∆x(m)T∇2y(x(m))∆x(m). (1.10)

Le gradient de l’approximation (1.10) s’annule pour ∆x(m) = −[∇2y(x(m))]−1∇y(x(m)). Ainsi,
l’algorithme cherche à converger vers la solution en itérant de la manière suivante :

x(m+1) = x(m) − [∇2y(x(m))]−1∇y(x(m)). (1.11)

Il faut cependant être capable de calculer l’inverse de la matrice hessienne à chaque itération.

Ce calcul est coûteux en temps et peut même être délicat en cas de mauvais conditionnement,

en particulier lorsque le nombre de paramètres de conception est important.

• Les algorithmes quasi-Newton reprennent le principe de l’algorithme de Newton, mais remplacent

le calcul de l’inverse de la matrice hessienne par une approximation numérique de celle-ci. En

posant Hm ≃ [∇2y(x(m))]−1, l’approximation de l’inverse de la matrice hessienne à l’itération

m, ainsi que δm = x(m+1)−x(m) et γm = ∇y(x(m+1))−∇y(x(m)), la méthode DFP [Davidon

1959 ; Fletcher et Powell 1963] propose :

Hm+1 = Hm + δmδm
T

δm
Tγm

− Hmγmγm
THm

γm
THmγm

. (1.12)

Une autre méthode quasi-Newton couramment employée est la méthode BFGS [Broyden 1970 ;

Fletcher 1970 ; Goldfarb 1970 ; Shanno 1970], pour laquelle l’approximation est :

Hm+1 = Hm +
(︄

1 + γm
THmγm

δmγm
T

)︄
δmδm

T

δm
Tγm

− δmγm
THm + Hmγmδm

T

δm
Tγm

. (1.13)

Ainsi ces méthodes ne nécessitent que le calcul du gradient de la fonction objectif ce qui permet

de mettre en place l’algorithme de Newton avec de très bonnes performances.

1. Soient E et F deux ensembles et une fonction f : E × F → R, un point (x0, y0) ∈ E × F est un point selle (ou point
col) de f sur E × F si ∀(x, y) ∈ E × F, f(x0, y) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x, y0) ou ∀(x, y) ∈ E × F, f(x, y0) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x0, y)
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Les méthodes de région de confiance [Sorensen 1982 ; Shultz et al. 1985] constituent un autre

type de méthodes de descente. Ces algorithmes se basent aussi sur une approximation locale de la

fonction objectif autour d’un point itéré et définissent une région autour de ce point dans laquelle le

modèle approxime suffisamment bien la fonction. L’itération suivante se fait en déterminant le minimum

du modèle approché au sein de cette région. Ainsi, contrairement à la recherche linéaire pour laquelle

le pas optimal est recherché après avoir déterminé une direction de descente, les méthodes de région de

confiance identifient simultanément la direction et le pas. À l’itération m, l’approximation quadratique

donne :

y(x(m) + ∆x(m)) ≃ y(x(m)) + ∇y(x(m))∆x(m) + 1
2∆x(m)T

Bm∆x(m), (1.14)

où Bm est une matrice symétrique. Si Bm = ∇2y(x(m)), l’approximation correspond au développement

de Taylor d’ordre 2, comme pour la méthode de Newton. L’incrément ∆x(m) est ensuite recherché

comme solution du problème :

∆x(m) = arg min
∆x∈Rnp

y(x(m)) + ∇y(x(m))∆x + 1
2∆xTBm∆x,

avec : ∥∆x∥ −∆m ≤ 0,
(1.15)

où ∆m est le rayon de la région de confiance. La résolution du problème d’équation (1.15) peut

être délicate dans certains cas, mais la solution peut généralement être trouvée avec un coût de

calcul abordable, d’autant qu’une valeur approchée suffit à garantir la convergence et de bonnes

performances [Nocedal et S. J. Wright 2006]. La taille de la région de confiance ∆m est un

paramètre crucial pour l’efficacité de la méthode : s’il est trop petit la convergence de l’algorithme

est lente tandis que s’il est trop grand, le minimum du modèle approché risque de se trouver loin du

minimum réel de la fonction, il convient alors de recommencer la procédure avec un pas plus petit. En

pratique, l’implémentation de ces méthodes se fait en adaptant la taille de la région en fonction des

performances de l’algorithme lors des itérations précédentes.

Les méthodes de gradient stochastique (stochastic gradient descent) [Ketkar 2017] permettent la

minimisation d’une fonction objectif qui s’écrit comme une moyenne de N fonctions différentiables :

y(x) = 1
N

N∑︂
i=1

yi(x). (1.16)

Ce type de problème se retrouve couramment dans les domaines de l’estimation statistique et de

l’apprentissage automatique. En utilisant un algorithme de descente de gradient classique, à l’itération

m+ 1 le calcul s’écrit (équation (1.6)) :

x(m+1) = x(m) − dm∇y(x(m)) = x(m) − dm
N∑︂
i=1

∇yi(x(m)). (1.17)

L’algorithme du gradient stochastique propose de remplacer le calcul du gradient de la fonction objectif

par le calcul du gradient d’une de ses composantes, tirée aléatoirement, uniquement (ou éventuellement

d’un sous-ensemble réduit de composantes). Ainsi, si la composante i est choisie, l’itération m + 1
devient :

x(m+1) = x(m) − dm∇yi(x(m)). (1.18)
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Cette démarche permet de réduire le coût de calcul de manière important lorsque N est très grand.

Plusieurs variantes existent telles que les méthodes AdaGrad [Duchi et al. 2011] ou ADAM [Kingma et

Ba 2017]. Ce dernier algorithme est utilisé au sein de ces travaux pour l’ajustement des hyperparamètres

des modèles de substitution créés avec la librarie python BOTorch (voir section 3.3.2 (page 106)).

Dans le cadre de l’optimisation locale sans contrainte, les méthodes de descente de gradient et

les méthodes quasi-Newton sont généralement les plus utilisées. Cependant, pour des fonctions non

convexes, le minimum local obtenu dépend du point d’initialisation choisi.

1.1.3.2 Optimisation globale

Dans le cadre des problèmes d’optimisation de structures considérés dans ces travaux, le minimum

global est recherché. Les propriétés de la fonction objectif ne sont généralement pas connues au préalable,

ainsi l’emploi de méthodes d’optimisation locale n’est pas réalisable en pratique. En effet, il peut s’avérer

impossible de choisir judicieusement le jeu de paramètres initial, ou cela peut engendrer un nombre

trop important de calculs couteux. Il est alors nécessaire d’utiliser un algorithme dédié spécifiquement

à la recherche du minimum global. En effet, cet algorithme doit offrir un compromis intéressant entre

l’exploration de l’espace de conception, afin de localiser toutes les zones où des minima peuvent être

présents, et l’exploitation d’une région candidate, pour obtenir les minima avec précision. Les méthodes

d’optimisation globale les plus couramment employées sont présentées dans cette section.

Les méthodes de recherche aléatoire [Rastrigin 1963 ; Solis et Wets 1981] consistent à évaluer

la fonction objectif pour des jeux de paramètres tirés aléatoirement. À chaque évaluation, la valeur

obtenue est comparée à la meilleure valeur déjà obtenue et le processus se répète. La recherche aléatoire

pure finit forcément par converger vers le minimum global lorsque le nombre de points évalués tend vers

l’infini, mais un nombre très important d’évaluations de la fonction objectif est nécessaire pour obtenir

un résultat suffisamment précis. Cette méthode se révèle tout de même meilleure que la recherche sur

une grille complète de l’espace de design D lorsque np est grand [Anderssen et Bloomfield 1975].

Ces méthodes peuvent aussi être couplées à des méthodes d’optimisation locale en prenant les points

tirés aléatoirement comme les itérés initiaux de l’algorithme. Ces procédures sont désignées sous le nom

de méthodes avec redémarrages multiples (ou méthodes multistart). Ces stratégies sont plus efficaces

que la recherche aléatoire pure, mais elles peuvent converger plusieurs fois vers les mêmes minima

locaux et il est difficile de mettre en place un critère d’arrêt idéal. Ainsi, un nombre assez important

d’évaluations de la fonction objectif est généralement requis, surtout si celle-ci possède une multitude

de minima locaux.

Les méthodes énumératives cherchent à détecter les zones de l’espace de conception D qui ne

contiennent pas de minimum en se basant sur une discrétisation de celui-ci. Par exemple, la méthode

DIRECT (DIviding RECTangles) [Jones, Perttunen et al. 1993] permet de résoudre le problème

d’optimisation pour des fonctions lipschitziennes 2 en construisant itérativement un pavage de D. Les
rectangles du pavage pouvant potentiellement contenir le minimum sont progressivement divisés en

cherchant à offrir un bon compromis entre la valeur de la fonction objectif au centre du pavage et la

2. Soient (E, dE) et (F, dF ) des espaces métriques, l’application f : E → F est lipschitzienne si ∃k ∈ R+ tel que
∀(x1, x2) ∈ E2, dF (f(x1), f(x2)) ≤ kdE(x1, x2).
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taille des pavés. Ce type de méthodes peut nécessiter un nombre important d’évaluations de la fonction

objectif afin de localiser le minimum global.

Les méthodes de regroupement (ou clustering) [Becker et Lago 1970 ; Törn 1977 ; Boender

et al. 1982 ; Rinnooy Kan et Timmer 1987] commencent par réaliser un échantillonnage de l’espace de

conception et évaluent la fonction objectif aux points échantillonnés. Une procédure permet ensuite de

former un sous-ensemble des points échantillonnés qui sont prometteurs. Un algorithme d’optimisation

locale est ensuite appliqué au départ de chacun des points du sous-ensemble et les recherches qui

convergent vers une zone déjà explorée sont abandonnées. Si l’ensemble des minima locaux obtenus ne

satisfait pas un certain critère d’arrêt, la stratégie est reproduite avec un nouvel échantillonnage. Ce

type de méthodes nécessite néanmoins un nombre important d’échantillons lorsque la fonction objectif

possède de nombreux minima.

Les méthodes de descente généralisées s’appuient sur le principe des méthodes de descente utilisées

dans le cadre de l’optimisation locale [Törn et Žilinskas 1989]. Ce type de méthodes cherche à

poursuivre la recherche dans une autre zone, potentiellement meilleure, après qu’un minimum local a

été atteint. Une première approche consiste à modifier la trajectoire de descente afin que le processus ne

s’arrête pas lorsqu’un minimum local est atteint [Branin et Hoo 1972 ; Griewank 1981]. Une autre

approche consiste à éliminer les minima locaux détectés en pénalisant la fonction objectif. Par exemple

la stratégie de Levy et Montalvo (1985) cherche un nouveau point d’initialisation de l’algorithme

de descente après avoir convergé, en tenant compte des minima déjà obtenus. En considérant que

nm minima ont déjà été atteints, le nouveau point x(0)
nm+1, qui doit vérifier y

(︂
x(0)
nm+1

)︂
≤ y

(︁
x∗
nm

)︁
, est

recherché comme un minimum non positif d’une fonction T, appelée fonction tunnel. La fonction T
peut par exemple s’écrire :

T(x) =
y (x)− y

(︁
x∗
nm

)︁
nm∏︂
i=1
∥x− x∗

i ∥2αi

, (1.19)

où les αi sont ici des paramètres de répulsion contrôlant l’éloignement du nouveau jeu de paramètres

aux points de minimum déjà atteints.

Les méthodes classiquement regroupées sous le terme de métaheuristique désignent des algorithmes

directs d’optimisation globale (qui ne nécessitent pas le calcul du gradient), capables de s’adapter

facilement à un grand nombre de problèmes différents sans grande modification. Il est possible de

classer les méthodes métaheuristiques en deux catégories : les méthodes basées sur une métaphore du

monde réel et les autres [Abdel-Basset et al. 2018]. Une profusion de méthodes de ce type ont été

développées, seules les plus courantes sont évoquées ici.

• Les méthodes basées sur une métaphore s’inspirent de mécanismes présents dans les phénomènes

naturels ou les comportements sociaux par exemple.

— Les méthodes évolutionnaires [Back et al. 1997] cherchent à reproduire la théorie de la

sélection naturelle de Darwin [Darwin 1859], selon laquelle les individus les plus performants

d’une population ont de meilleures chances de survivre et d’engendrer des descendants

encore plus performants. Les algorithmes évolutionnaires respectent un processus itératif.

Une population initiale, dont les individus sont des jeux de paramètres xi tirés aléatoirement,
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est considérée. La performance des individus est mesurée par évaluation de la fonction

objectif y(xi). À chaque itération, le processus se déroule en trois phases : sélection, croi-

sement et mutation. D’abord, certains individus de la population sont choisis pour leurs

performances. Puis par croisement de ces individus, de nouveaux individus sont créés et

finalement une perturbation aléatoire de ces individus permet d’obtenir la nouvelle généra-

tion de la population. La démarche est répétée sur la nouvelle population jusqu’à ce qu’un

critère de convergence soit satisfait. Les méthodes évolutionnaires peuvent se classer selon

trois catégories : les algorithmes génétiques [Holland 1962, 1975 ; Goldberg 1989], les

stratégies d’évolution [Rechenberg 1973 ; Schwefel 1995 ; Storn et Price 1997] et la

programmation évolutive [L. J. Fogel 1962 ; D. B. Fogel 1994].

— Le recuit simulé (ou simulated annealing) [Kirkpatrick et al. 1983 ; Černý 1985] s’inspire

du procédé du recuit utilisé en métallurgie : les caractéristiques d’un matériau métallique sont

améliorées en le chauffant graduellement puis en le refroidissant de manière contrôlée. Les

phénomènes thermodynamiques se produisant lors du recuit conduisent à la minimisation de

l’énergie du système à l’issue du procédé. L’algorithme itératif du recuit simulé vise à repro-

duire numériquement ces phénomènes en employant l’algorithme de Metropolis [Metropolis

et al. 1953] conçu pour reproduire le phénomène aléatoire de réagencement des atomes au

sein d’un matériau à partir de la distribution de Boltzmann. Par analogie un paramètre fictif

de température T , initialement fixé de manière empirique à une valeur élevée, est introduit et

la fonction objectif à minimiser est analogue à l’énergie d’un système thermodynamique. Un

point initial x(0) est choisi (aléatoirement par exemple) au sein de l’espace de conception D.
À l’itération m, un point x(m)′

est choisi dans un voisinage du jeu de paramètres x(m) et la

variation d’énergie ∆y(m), correspondant à la différence entre y(x(m)′) et la meilleure valeur

de la fonction objectif obtenue jusqu’à présent, est calculée. Si la variation ∆y(m) est négative

(la solution est meilleure), l’algorithme avance vers le nouveau point (x(m+1) = x(m)′
). Sinon,

l’algorithme avance vers le nouveau point avec une probabilité égale à exp(−∆y(m)

T (m) ). Dans

le cas où la condition probabiliste n’est pas rencontrée, l’algorithme reste au même point

(x(m+1) = x(m)). Le paramètre T décroit progressivement au cours des itérations selon une

loi prédéfinie. Ainsi, la capacité d’exploration de l’algorithme est assurée en acceptant des

mouvements même lorsqu’ils conduisent à une solution de moins bonne qualité. Cependant,

la liberté de recherche de l’algorithme est progressivement limitée par la décroissance du

paramètre de température, ce qui permet une exploitation satisfaisante.

— Les méthodes reposant sur l’intelligence en essaims [Bonabeau et al. 1999] visent à imiter

les interactions sociales et coopératives de certaines espèces animales vivant en colonies. En

effet, au sein de ces groupes, chaque individu semble avoir un comportement autonome, basé

sur son expérience personnelle et les informations partagées avec ses voisins, mais celui-ci

œuvre en faveur de l’intérêt général du groupe. Parmi les méthodes les plus utilisées, les

algorithmes de colonies de fourmis (ou Ant Colony Optimization) [Dorigo 1992 ; Dorigo

et Gambardella 1997 ; Dorigo, Birattari et al. 2006], initialement conçus pour des

problèmes discrets comme la recherche de chemins optimaux dans un graphe, se basent sur le

comportement des fourmis lorsqu’elles cherchent de la nourriture. Au cours de la recherche,
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lorsqu’une fourmi trouve une source de nourriture, elle en rapporte à la fourmilière tout

en laissant sur son trajet des phéromones volatiles. Dans le cas où plusieurs sources sont

trouvées, le trajet vers la source la plus proche est parcouru par un nombre plus important

de fourmis que les autres trajets durant le même temps. Ainsi le dépôt de phéromones est

plus important sur le trajet optimal. Finalement, cela pousse toutes les fourmis à choisir

ce trajet et à délaisser les autres, pour lesquels le taux de phéromones finit par devenir

quasi-nul. Les algorithmes de colonies de fourmis simulent numériquement ce comportement

en tenant compte du phénomène de dépôt de phéromones et de leur volatilité ainsi que du

caractère aléatoire de la recherche. Ce type d’algorithmes a par la suite été étendu afin de

traiter des problèmes d’optimisation continus [Socha et Dorigo 2008]. Les algorithmes par

essaims particulaires [Kennedy et Eberhart 1995] forment une autre famille de méthodes

classiquement employées. L’algorithme pilote le déplacement d’un ensemble de particules

(xi) formant l’essaim en agissant sur leurs positions et leurs vitesses. L’objectif est de faire

converger l’essaim vers le minimum global. Comme pour les algorithmes de colonies de

fourmis, chaque individu n’a qu’une vision locale du problème, mais les interactions entre les

individus permettent d’obtenir la meilleure solution. À l’itération m+ 1, la vitesse v
(m+1)
i

de la particule i de position x(m)
i est calculée en tenant compte de :

— la vitesse v
(m)
i de la particule i à l’instant m ;

— la position de la particule x(m)
b ayant la meilleure performance (la valeur de la fonction

objectif la plus faible) parmi les particules voisines ;

— la meilleure position x∗
i atteinte par la particule au cours des différentes itérations.

La vitesse de la particule i à l’instant m+ 1 suit alors la formule :

v
(m+1)
i = c1v

(m)
i + c2

(︂
x∗
i − x(m)

i

)︂
+ c3

(︂
x(m)
b − x(m)

i

)︂
, (1.20)

où c1 est fixé arbitrairement et c2 et c3 sont choisis aléatoirement. Finalement, la nouvelle

position de la particule i est calculée de la manière suivante :

x(m+1)
i = x(m)

i + v
(m+1)
i . (1.21)

Un critère de convergence permet alors l’arrêt du processus itératif. Il est aussi possible de

scinder l’essaim en plusieurs sous-groupes.

• Parmi les méthodes métaheuristiques qui ne sont pas basées sur une métaphore, la recherche

tabou (ou tabu search) [Glover 1986 ; Glover et al. 1993] est la plus populaire. Cette méthode

cherche à améliorer les performances des méthodes de recherche locales. Contrairement à ces

dernières, à chaque itération l’algorithme de recherche taboue autorise l’avance vers une solution

plus mauvaise lorsque aucune meilleure solution n’existe dans le voisinage (lorsqu’un minimum

local a été atteint). De plus des restrictions sont introduites pour empêcher la recherche d’avancer

vers des solutions déjà calculées (certains déplacements sont tabous, d’où le nom de la méthode).

Cette démarche permet d’éviter l’arrêt de l’algorithme lorsqu’un minimum local est rencontré et

favorise l’exploration du domaine de conception pour trouver d’autres minima.

Ces méthodes peuvent se révéler très efficaces pour traiter certains problèmes, mais leurs performances

dépendent notablement de certains paramètres internes dont le réglage est délicat sans connaissance a
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priori sur le problème. Ainsi un nombre important d’évaluations de la fonction objectif est souvent

nécessaire.

Dans le but de réduire le nombre d’appels à la fonction objectif dont l’évaluation peut être coûteuse,

des stratégies d’optimisation utilisant un métamodèle de la fonction objectif ont été développées [Queipo

et al. 2005]. Un métamodèle, aussi appelé modèle de substitution, est un modèle mathématique construit

par apprentissage à partir d’observations et fournissant en un temps négligeable une approximation

d’une quantité d’intérêt couteuse à évaluer (ici la fonction objectif). Il existe plusieurs types de modèles

de substitution : régression polynomiale, méthode de surfaces de réponses, processus gaussien, fonction

de base radiale (RBF ou Radial Basis Function ), forêt d’arbres décisionnels (random forest), machine

à vecteurs de support (SVM ou Support Vector Machine) ou encore réseau de neurones artificiels

par exemple. Les méthodes d’optimisation globales peuvent alors être employées sur le métamodèle

sans se soucier du nombre d’itérations, car l’approximation de la fonction objectif par métamodèle

est obtenue presque instantanément. Cependant, afin d’obtenir un résultat suffisamment précis, les

modèles de substitution doivent fournir une approximation de bonne qualité au niveau des minima,

ce qui nécessite un nombre assez important d’observations dans ces zones lors de la construction

du modèle (c’est-à-dire un nombre élevé d’évaluations de la fonction objectif). De plus, les régions

comportant des minima n’étant pas connues, des observations sur un échantillonnage dense de tout

l’espace de conception D sont souvent nécessaires ce qui est très coûteux. Les stratégies d’optimisation

bayésienne étendent l’utilisation des modèles de substitution [Mockus et al. 1978 ; Jones, Schonlau

et al. 1998 ; Frazier 2018 ; Le Riche et Picheny 2021]. Elles s’appuient sur un critère de décision,

appelé fonction d’acquisition, pour enrichir itérativement le métamodèle en cherchant à détecter les

zones de minima potentiels à partir des informations fournies par le métamodèle. Il est ainsi possible

de démarrer la procédure d’optimisation avec un premier modèle de substitution grossier comportant

peu d’observations, et de converger vers le minimum global en rajoutant un nombre raisonnable

d’observations. Cette stratégie permettant de réduire le nombre d’évaluations de la fonction objectif,

elle est mise en place dans le cadre de ces travaux en utilisant un métamodèle de type processus gaussien.

Les développements théoriques sur la construction du modèle et le déroulement de l’optimisation se

retrouvent en chapitre 3 (page 103).

1.1.3.3 Optimisation sous contraintes

Les algorithmes d’optimisation précédemment décrits permettent de résoudre des problèmes d’opti-

misation sans contraintes. Afin de prendre en compte des problèmes avec des contraintes hE = 0 et

hI ≤ 0, des stratégies spécifiques, dont les plus courantes sont expliquées dans cette section, doivent

être employées.

Les méthodes de pénalisation consistent à altérer la fonction objectif de manière à ce qu’elle prenne

des valeurs importantes lorsque les contraintes ne sont pas vérifiées. La nouvelle fonction objectif s’écrit

alors :

yp(x) = y(x) + 1
ε

p(x), (1.22)

où p : D → R est une fonction de pénalité prenant des valeurs importantes lorsque les contraintes
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sont violées. Ce type de méthodes permet ainsi de transformer un problème d’optimisation sous

contraintes en un problème d’optimisation sans contraintes qu’il est possible de résoudre avec les

méthodes précédemment évoquées. Les méthodes de pénalisation peuvent néanmoins conduire à des

problèmes mal conditionnés qu’il est difficile de résoudre numériquement. De plus le choix du paramètre

ε est délicat et joue un rôle prépondérant dans la résolution du problème d’optimisation.

Les méthodes lagrangiennes permettent de résoudre un problème d’optimisation avec des contraintes

d’égalités en utilisant une fonction L, nommée Lagrangien, qui combine la fonction objectif et les

fonctions contraintes en faisant intervenir de nouveaux coefficients, les multiplicateurs de Lagrange

λ ∈ RnE . Le Lagrangien s’écrit alors :

L(x,λ) = y(x) + λThE(x). (1.23)

Si x∗ est une solution du problème d’optimisation sous contraintes, il existe un vecteur λ∗ tel que la

fonction L admet une différentielle nulle au point (x∗,λ∗). Les solutions du problème d’optimisation

sous contraintes peuvent alors se trouver en cherchant les points critiques du Lagrangien. Ce type

de méthodes peut être étendu à des problèmes comportant aussi des contraintes d’inégalités si les

conditions KKT sont vérifiées. Le problème revient alors à un problème de recherche de point selle qui

peut par exemple être résolu par la méthode d’Uzawa [Uzawa 1958 ; Bacuta 2006]. Il est aussi possible

de transformer le problème initial pouvant être fortement non linéaire en une suite de problèmes

quadratiques sous contraintes linéaires, plus faciles à résoudre, grâce à la technique de Sequential

Quadratic Programming [Boggs et Tolle 1995]. Cette stratégie repose sur une approximation

quadratique du Lagrangien grâce à la méthode de Newton ou une méthode quasi-Newton.

Les méthodes de points intérieurs [Forsgren et al. 2002] permettent la résolution d’un problème

d’optimisation sous contraintes d’inégalités en le transformant en un problème de minimisation d’une

fonction barrière. Il est par exemple possible d’utiliser la fonction barrière logarithmique B définie par :

B(x) = y(x)− µB
nI∑︂
i=1

ln(−hi(x)), (1.24)

où µB est un paramètre réel positif. Lorsque ce paramètre est petit, la fonction B a un comportement

similaire à la fonction objectif y sauf dans les zones où les contraintes sont proches de 0. En cherchant

à minimiser B pour une séquence de valeurs de µB tendant vers 0, les solutions obtenues convergent

vers un minimum du problème sous contraintes original. Ce type de méthode peut aussi être adapté

pour prendre en compte des contraintes d’égalités.

De nombreuses autres manières de prendre en compte les contraintes, spécifiques à certains algo-

rithmes, ont été développées. Certaines approches incluent la méthode de Nelder-Mead [Luersen et al.

2004], les méthodes de descente de gradients [X. B. Chen et Kostreva 1999] ou encore les méthodes

de régions de confiance [Byrd et al. 1987] pour n’en mentionner que quelques-unes, sans prétendre à

l’exhaustivité. Dans le cadre de la stratégie d’optimisation bayésienne déployée dans ces travaux, la

prise en compte des contraintes d’inégalités est réalisée au travers de la fonction d’acquisition utilisée

pour l’enrichissement du métamodèle [Schonlau et al. 1998 ; Gardner, Kusner et al. 2014]. De plus

amples détails sont donnés en section 3.4.2 (page 112).
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Pour l’optimisation de structures, l’évaluation de la fonction objectif et des éventuelles fonctions

contraintes du problème d’optimisation se fait à partir de la résolution d’un problème mécanique. Dans

le cadre de ces travaux, il s’agit de résoudre un problème de dynamique vibratoire.

1.2 Dynamique vibratoire des structures

Un système dynamique est un système dont l’état varie dans le temps. Ainsi, l’étude des structures

mécaniques en dynamique nécessite la détermination de grandeurs évoluant dans le temps (déplacements,

vitesses, accélérations, etc.) qui caractérisent l’évolution temporelle des structures. Dans le cadre de ces

travaux, seules les réponses forcées de structures soumises à des excitations vibratoires harmoniques

sont considérées.

1.2.1 Dynamique vibratoire linéaire

Un phénomène est dit linéaire si les effets sont proportionnels aux causes. Ainsi, dans un système

linéaire, la réponse à toute combinaison linéaire d’entrées est la même combinaison linéaire de réponses.

Il est courant de modéliser les structures mécaniques de manière linéaire. Dans de nombreux problèmes

courant d’ingénierie, il s’agit en effet d’une hypothèse qui permet d’aboutir à un modèle suffisamment

représentatif de la réalité. L’intérêt d’une modélisation linéaire est qu’elle permet l’utilisation de

méthodes efficaces de résolution par simulation numérique. Ces dernières sont brièvement présentées

dans la suite.

1.2.1.1 Équation de la dynamique linéaire

Cette section présente succinctement les développements permettant de formuler le problème de

dynamique d’une structure linéaire élastique dans un référentiel galiléen. De plus amples détails peuvent

se trouver dans les ouvrages de Bonnet et Frangi (2007) ou Legay (2022) par exemple. Le problème

de référence en mécanique des milieux continus consiste en l’étude d’un solide déformable défini par un

domaine Ωs, un sous-espace de R3, de frontière extérieure fermée ∂Ωs. Chaque point est caractérisé par

un matériau ayant pour propriétés mécaniques une masse volumique ρ et un tenseur d’élasticité C
(d’ordre 4). Le solide subit une force volumique f dans Ωs et une force surfacique fd sur la frontière

∂f Ωs. Un déplacement ud est imposé sur la frontière ∂uΩs. Les frontières ∂uΩs et ∂f Ωs forment une

partition de ∂Ωs :

∂Ωs = ∂uΩs ∪ ∂f Ωs, et ∂uΩs ∩ ∂f Ωs = ∅. (1.25)

Une représentation illustrative en dimension 2 est fournie en Figure 1.4.

Le principal objectif d’une étude en dynamique est de déterminer l’évolution dans le temps du

champ de déplacement u et du champ de contraintes σ en tout point M de Ωs. La variable de temps

est notée t et évolue dans un intervalle [0; tf ] de R+. Les propriétés mécaniques ρ et C sont supposées

constantes dans le temps. Le déplacement d’un point de Ωs est décrit par un vecteur de R3, comprenant

39



1.2. DYNAMIQUE VIBRATOIRE DES STRUCTURES
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Figure 1.4 – Problème de référence.

une composante pour chaque direction de l’espace. L’ensemble U des déplacements dans le solide est

ainsi défini de la manière suivante :

U =
{︄

u : Ωs × [0; tf ] → R3

(M, t) ↦→ u(M, t)

}︄
. (1.26)

Le champ de contraintes est décrit par un tenseur d’ordre 2 représentant une forme bilinéaire sur R3.

L’ensemble S des contraintes dans le solide est défini par :

S =
{︄

σ : Ωs × [0; tf ] → L2(R3)
(M, t) ↦→ σ(M, t)

}︄
. (1.27)

En pratique, l’objectif est de déterminer les 9 coefficients de la matrice représentant le tenseur σ dans

une base de R3 donnée.

Le formalisme de la mécanique des milieux continus permet de définir les relations intervenant dans

le solide. Les conditions cinématiques imposent :

∀M ∈ ∂uΩs, ∀t ∈ [0; tf ], u(M, t) = ud(M, t). (1.28)

Les équations d’équilibre de la dynamique s’écrivent :

∀M ∈ Ωs, ∀t ∈ [0; tf ], divσ(M, t) + f(M, t) = ρ(M)∂
2u
∂t2

(M, t), (1.29)

∀M ∈ ∂f Ωs, ∀t ∈ [0; tf ], σ(M, t) · n(M, t) = fd(M, t), (1.30)

avec n le vecteur normal à ∂f Ωs au point M. L’opérateur � · � désigne le produit tensoriel contracté.

Les conditions initiales sont définies par :

∀M ∈ Ωs, u(M, 0) = u0(M) et
∂u
∂t

(M, 0) = u̇0(M). (1.31)
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En élasticité linéaire, la loi de comportement s’écrit :

∀M ∈ Ωs, ∀t ∈ [0; tf ], σ(M, t) = C(M) : ϵ(u(M, t)), (1.32)

où ϵ est le tenseur des déformations. L’opérateur � : � désigne le produit tensoriel doublement contracté.

Dans l’hypothèse de petites déformations, ce tenseur correspond au tenseur de Green-Lagrange linéarisé :

∀M ∈ Ωs, ∀t ∈ [0; tf ], ϵ(u(M, t)) = 1
2
(︂
∇u(M, t) + ∇Tu(M, t)

)︂
. (1.33)

Les équations (1.28) à (1.33) constituent ce qui est appelé la formulation forte du problème d’équilibre

en élasticité. Les conditions aux limites (1.28) et (1.30) assurent l’existence et l’unicité de la solution

en contrainte et en déformation. D’autres conditions aux limites sont également possibles, comme

des conditions de périodicité ou de symétrie. L’hypothèse est faite que le solide se déforme en restant

continu. De plus, afin d’éviter des cas pathologiques correspondant peu à la physique, une certaine

régularité est exigée. Dans le cadre de la formulation forte précédemment présentée, il est ainsi exigé que

le déplacement soit deux fois continument différentiable par morceaux. En revanche pour la formulation

par éléments finis qui est introduite dans la suite et utilisée tout au long de ces travaux, l’hypothèse que

u et ∇u sont de carré intégrable sur Ωs est suffisante. L’ensemble Uud
des déplacements admissibles

est alors défini par :

Uud =
{︂

u ∈ U | u continu et régulier sur Ωs et u = ud sur ∂uΩs × [0; tf ]
}︂
. (1.34)

Il est aussi utile d’introduire l’ensemble U0 des déplacements admissibles à zéro :

U0 = {u ∈ U | u continu et régulier sur Ωs et u = 0 sur ∂uΩs × [0; tf ]} . (1.35)

L’équation de la dynamique (1.29) peut aussi être exprimée sous une forme faible équivalente par

multiplication par un champ virtuel w ∈ U :

∀w ∈ U , ∀t ∈ [0; tf ],
∫︂

Ωs
σ(M, t) : ϵ(w(M, t)) dV +

∫︂
Ωs
ρ(M)∂

2u
∂t2

(M, t)w(M, t) dV

=
∫︂

Ωs
f(M, t)w(M, t) dV +

∫︂
∂Ωs

σ(M, t) · n(M, t)w(M, t) dS. (1.36)

L’équation (1.36) correspond au principe des puissances virtuelles lorsque w est homogène à une vitesse.

En incorporant les autres équations du problème dynamique, et en restreignant le champ virtuel sur

l’ensemble U0, il vient la formulation faible du problème de dynamique en déplacement qui consiste à

trouver u ∈ Uud
tel que :

∀w ∈ U0, ∀t ∈ [0; tf ],
∫︂

Ωs
ϵ(u(M, t)) : C(M) : ϵ(w(M, t)) dV +

∫︂
Ωs
ρ(M)∂

2u
∂t2

(M, t)w(M, t) dV

=
∫︂

Ωs
f(M, t)w(M, t) dV +

∫︂
∂f Ωs

fd(M, t)w(M, t) dS, (1.37)

∀M ∈ Ωs, u(M, 0) = u0(M) et
∂u
∂t

(M, 0) = u̇0(M). (1.38)
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Sauf cas particuliers, il n’est pas possible de déterminer une solution analytique du problème d’équations

(1.37) et (1.38).

La méthode des éléments finis [Zienkiewicz et al. 1967] cherche à approcher la solution en

déplacement u dans un espace de dimension finie. L’approximation uh est ainsi recherchée sur un

sous-espace vectoriel de dimension finie n de U , noté Uh. Le domaine Ωs est approché par un domaine

Ωh appelé maillage. L’espace Uh est engendrée par une base de n fonctions, appelées fonctions de

formes. Cette base est construite de sorte que la projection du champ de déplacement corresponde

au déplacement de chacun des nœuds du maillage. Ainsi, le mouvement en fonction du temps t

d’une structure mécanique discrétisée par la méthode des éléments finis est décrit par une fonction

position q : [0; tf ]→ Rn, ainsi que ses dérivées successives par rapport à t formant les fonctions vitesse

q̇ et accélération q̈. Le vecteur q(t) correspond à la projection du champ de déplacement dans la base

des fonctions de formes et chacune de ses composante correspond à un degré de liberté (ddl) de la

structure à l’instant t. La substitution de l’approximation par éléments finis dans l’équation (1.37)

conduit à un système différentiel linéaire de la forme :

Mq̈(t) + Kq(t) = fext(t). (1.39)

Les notations M et K désignent respectivement les matrices de masse et de raideur de la structure. Ce

sont des matrices carrées constantes, réelles et symétriques de dimension (n× n) qui proviennent de la

modélisation. La matrice de masse M est de plus supposée inversible. La fonction fext : [0; tf ]→ Rn

correspond à la force excitatrice extérieure agissant sur chacun des degrés de liberté (ddls) de la

structure. Des phénomènes dissipatifs (frottements, liaisons, etc.) sont néanmoins souvent présents.

Ces derniers sont pris en compte par ajout d’un amortissement visqueux. L’équation de la dynamique

linéaire est alors de la forme :

Mq̈(t) + Cq̇(t) + Kq(t) = fext(t). (1.40)

La matrice C correspond à la matrice d’amortissement, réelle, symétrique de dimension (n× n). Dans

le cas d’une excitation vibratoire harmonique de pulsation ω telle qu’apparaissant dans ces travaux, la

force excitatrice peut s’écrire :

fext(t) = f0 cos(ωt+ ψ0), (1.41)

avec f0 ∈ R+
n et ψ0 ∈ [0; 2π] respectivement l’amplitude et le déphasage de l’excitation.

La solution de l’équation (1.40) est la somme d’une solution homogène (calculée pour fext = 0)
et d’une solution particulière. La solution homogène, relative au régime transitoire, a une amplitude

décroissant exponentiellement dans le temps, ce qui rend sa contribution négligeable après un certain

temps. La solution particulière correspond au régime permanent et c’est sa détermination qui est

recherchée dans le cadre de ces travaux. Pour un système linéaire, la réponse en régime permanent à

une sollicitation harmonique (1.41) est un signal harmonique de même pulsation ω.

Le passage dans l’ensemble des nombres complexes permet de résoudre plus facilement l’équation

(1.40). La force excitatrice (1.41) peut en effet aussi s’écrire :

fext(t) = ℜ
(︂
f0ejωt

)︂
, (1.42)
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où j désigne l’unité imaginaire, ℜ la partie réelle et f0 = f0ejψ0 ∈ Cn. Soit q : [0; tf ]→ Cn une solution

complexe en régime permanent de l’équation :

M q̈(t) + Cq̇(t) + Kq(t) = f0ejωt. (1.43)

Une solution q de l’équation (1.40) peut alors s’écrire :

q(t) = ℜ (q(t)) . (1.44)

La résolution de l’équation (1.43) suffit donc à déterminer la solution de l’équation de la dynamique

(1.40).

La solution en régime permanent q de l’équation (1.43) est harmonique de pulsation ω et peut donc

se mettre sous la forme :

q(t) = q0ejωt. (1.45)

La réécriture de l’équation (1.43) à l’aide de l’expression (1.45) permet d’éliminer la dépendance en

temps et d’aboutir au système linéaire suivant dans Cn :

(−ω2M + jωC + K)q0 = f0. (1.46)

Le module complexe |q0| correspond à l’amplitude du déplacement des ddls et l’argument arg(q0) à

leur déphasage. Le système linéaire (1.46) peut être résolu numériquement de manière relativement

efficace par l’emploi de solveurs linéaires directs (utilisation de la factorisation LU, de la factorisation

de Cholesky, etc.) ou itératifs (méthode de Jacobi, méthode de Gauss-Seidel, méthode du gradient

conjugué, etc.). Un panorama détaillé des méthodes de résolution des systèmes linéaires se trouvent

dans le livre de Dureisseix (2008, Chapitre 1). De plus les matrices M , C et K ne comportent

en général que peu de termes non nuls, elles sont dites creuses. Il est alors possible de les stocker

informatiquement sous forme creuse ce qui permet une importante économie de mémoire et des temps

de calculs réduits pour certaines opérations matricielles [Tewarson 1973]. En dynamique vibratoire,

l’objectif est en général de caractériser la réponse des structures en fonction de la fréquence d’excitation.

Ainsi, plutôt que de résoudre le système (1.46) pour une fréquence donnée, un outil plus puissant est

souvent employé : l’analyse modale.

1.2.1.2 Projection modale

L’approche modale consiste dans un premier temps à caractériser les modes propres de la structure,

qui correspondent aux couples comprenant les fréquences (ou pulsations) de résonances pour lesquelles

l’amplitude de la réponse vibratoire de la structure est maximale ainsi que la solution associée. Les

modes propres correspondent aux solutions complexes non-nulles de l’équation sans amortissement ni

excitation :

M q̈(t) + Kq(t) = 0. (1.47)

Les solutions sont recherchées sous la forme :

q(t) = ϕejΩt, (1.48)
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avec ϕ ∈ Rn et Ω ∈ R+. En injectant l’expression (1.48) dans l’équation (1.47), il s’agit alors de

déterminer les couples (Ω; ϕ) solutions de l’équation :

−Ω2Mϕ + Kϕ = 0, (1.49)

ce qui peut être reformulé sous la forme de l’équation aux valeurs propres généralisée :

(K − Ω2M)ϕ = 0. (1.50)

Les matrices M et K sont réelles symétriques et si la structure n’admet pas de modes de corps rigides

(lorsque les conditions aux limites en déplacement ne lui permettent pas de se déplacer sans se déformer),

la matrice M est aussi définie positive. Dans cette situation, le problème d’équation (1.50) admet n

valeurs propres réelles non-nulles indépendantes (Ω2
i )i∈J1;nK associées à n vecteurs propres (ϕi)i∈J1;nK

formant une base orthogonale. Les valeurs Ωi sont les pulsations propres, les vecteurs ϕi sont les formes

propres et les couples (Ωi; ϕi), classés par ordre croissant des Ωi, définissent les modes propres. Le

problème aux valeurs propres généralisé d’équation (1.50) peut être résolu numériquement de différentes

manières (méthode des puissances, méthode de Householder, méthode de Lanczos, etc.) [Dureisseix

2008, Chapitre 2].

Dans un second temps, les matrices sont projetées sur la base modale formée par les vecteurs

(ϕi)i∈J1;nK. Ces vecteurs propres, qui sont définis à une multiplication par un scalaire près, sont

généralement choisis pour que la projection modale de la matrice de masse M soit unitaire (normalisation

par la masse). Il vient ainsi :

∀i ∈ J1;nK , ϕi
TMϕi = 1, (1.51)

et alors :

∀i ∈ J1;nK , ϕi
TKϕi = Ω2

i . (1.52)

La matrice d’amortissement C est couramment choisie pour représenter un amortissement modal, de

sorte que sa projection modale peut s’écrire :

∀i ∈ J1;nK , ϕi
TCϕi = 2ξiΩi. (1.53)

Les taux d’amortissement modaux ξi sont déterminés en fonction des propriétés des matériaux ou

d’essais expérimentaux afin de correspondre au mieux à l’amortissement réel de la structure. La

projection de la matrice C dans la base modale est alors diagonale. Il existe d’autres choix pour

la matrice d’amortissement qui donnent aussi une projection diagonale comme l’amortissement de

Rayleigh [Rayleigh 1877] ou les séries de Caughey [Caughey 1960] qui reposent sur des combinaisons

linéaires des matrices M et K.

L’équation (1.46) peut finalement être résolue par superposition modale. La projection sur la base

modale donne :

q0 = Φqm =
n∑︂
i=1

qmiϕi, (1.54)

avec Φ =
[︂
ϕ1 · · · ϕn

]︂
la matrice des formes propres de taille (n× n) et qm =

[︂
qm1 · · · qmn

]︂T
le

vecteur projeté de taille n. La projection de l’équation (1.46) s’écrit alors :

ΦT(−ω2M + jωC + K)Φqm = ΦTf0. (1.55)
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Les matrices projetées dans la base modale étant diagonales, le problème d’équation (1.55) forme un

système de n équations indépendantes. En utilisant les expressions des projections (1.51), (1.52) et

(1.53), il résulte :

∀i ∈ J1;nK , qmi = ϕi
Tf0

−ω2 + 2jξiΩi + Ω2
i

. (1.56)

Il est ainsi possible d’obtenir la solution de l’équation (1.46) par superposition modale à partir de

l’expression (1.54) :

q0 =
n∑︂
i=1

ϕi
Tf0

−ω2 + 2jξiΩi + Ω2
i

ϕi. (1.57)

Grâce à cette méthode, il suffit d’un seul calcul lourd (la résolution du problème aux valeurs propres

(1.50)) pour ensuite obtenir rapidement la réponse dynamique de la structure à n’importe quelle

fréquence ou amplitude d’excitation. De plus pour les problèmes de grande taille, la base modale est

généralement tronquée à un ordre p (dans ce cas, Φ =
[︂
ϕ1 · · · ϕp

]︂
). La solution obtenue est alors

une approximation dont l’erreur diminue lorsque p augmente. Le choix de la valeur de p se fait par des

considérations empiriques en fonction du type de structure, du chargement, et du type d’analyse [Li et

Gunter 1982].

1.2.1.3 Réponse fréquentielle

La réponse en fréquence décrit la réponse forcée en régime permanent d’une structure en fonction

de la fréquence de l’excitation harmonique qu’elle subit. Ce type d’analyse permet de caractériser le

comportement des structures et est couramment utilisé en phase de conception. Avec une modélisation

linéaire, l’amplitude de la réponse est proportionnelle à l’amplitude de l’excitation. Dans ce cas, la

Fonction de Réponse en Fréquence (FRF), qui décrit l’amplitude de la réponse d’un système normalisée

par l’amplitude de l’excitation, est utilisée.

La FRF est illustrée avec l’exemple d’un oscillateur mécanique amorti à 1 ddl constitué d’un système

masse-ressort-amortisseur excité par une force harmonique, comme représenté en Figure 1.5. L’équation

du mouvement de ce système reprend la forme de l’équation (1.40) pour n = 1 et s’écrit :

m1q̈(t) + c1q̇(t) + k1q(t) = f0 cos(ωt). (1.58)

Le passage dans l’ensemble des nombres complexes revient à déterminer q0 solution de :

(−ω2m1 + jωc1 + k1)q0 = f0, (1.59)

avec f0 = f0, car il n’y a pas de déphasage au niveau de l’excitation dans cet exemple. L’oscillateur

possède une pulsation propre Ω0 =
√︄
k1
m1

associée à la forme propre normalisant la masse ϕ0 = 1
√
m1

.

L’amortissement modal est tel que :
c1
m1

= 2ξ0Ω0, (1.60)
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k1

c1

m1

q(t)

f0 cos(ωt)

Figure 1.5 – Représentation schématique d’un oscillateur amorti à 1 dégré de liberté.

ce qui donne un taux d’amortissement ξ0 = c1
2m1Ω0

. L’amplitude complexe de la solution s’exprime

alors :

q0 = f0/m1
−ω2 + j2ξ0Ω0ω + Ω2

0
. (1.61)

Finalement l’expression analytique solution permanente de l’équation (1.58) s’écrit :

q(t) = |q0| cos(ωt+ arg(q0)), (1.62)

avec :

|q0| =
f0/m1√︂

(Ω2
0 − ω2)2 + (2ξ0Ω0ω)2

et arg(q0) = arctan
(︃ 2ξ0Ω0ω

Ω2
0 − ω2

)︃
. (1.63)

La réponse de l’oscillateur amorti est présentée en Figure 1.6 pour m1 = 1 kg et k1 = 1 N·m−1

en faisant varier l’amortissement et le niveau d’excitation. Le tracé de la FRF en Figure 1.6a met

en évidence le phénomène de résonance avec un pic d’amplitude autour de la pulsation propre

Ω0 = 1 rad·s−1. L’expression analytique (1.63) permet de déterminer qu’un maximum d’amplitude

apparait à la pulsation ω = Ω0

√︂
1− 2ξ2

0 si ξ0 <
1√
2
. La Figure 1.6 permet aussi de mettre en évidence

le fait que pour un système linéaire, la FRF ne dépend pas de l’amplitude de l’excitation. Enfin, la

Figure 1.6b montre le déphasage provoqué par l’amortissement, tel qu’indiqué par l’expression (1.62).

1.2.2 Dynamique vibratoire non linéaire

La modélisation linéaire permet une représentation réaliste pour des structures élastiques avec

de petits déplacements. Cependant, hors de ce cadre, ou lorsque que certains phénomènes tels que

le contact et le frottement doivent être pris en compte, des effets non linéaires peuvent avoir une

influence importante sur le comportement des structures. Pour prendre en compte ces phénomènes, il
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(b) Réponse temporelle en régime permanent pour
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Figure 1.6 – Réponse dynamique d’un oscillateur harmonique amorti pour différents niveaux d’amor-
tissement et d’excitation avec m1 = 1 kg et k1 = 1 N·m−1.

est possible d’en faire une approximation linéaire afin de garder un système d’équations linéaires, mais

cela augmente l’erreur de modélisation de manière difficilement quantifiable et il devient nécessaire

d’utiliser d’importantes marges de sécurité dans le dimensionnement. À l’inverse, une modélisation

non linéaire peut être adoptée dans l’objectif de réaliser des simulations numériques haute fidélité afin

d’approcher plus précisément le comportement réel ou de réduire les marges de sécurité. Un terme

non linéaire s’ajoute alors à l’équation (1.40) et la dynamique d’une structure est ainsi régie par un

système non linéaire qui peut se mettre sous la forme :

Mq̈(t) + Cq̇(t) + Kq(t) + fnl(q(t), q̇(t)) = fext(t). (1.64)

Le terme fnl contient les efforts non linéaires qui ne dépendent généralement que des déplacements

et vitesses (c’est le cas pour les phénomènes considérés dans ces travaux). Une non-linéarité est dite

régulière lorsque la fonction fnl est de classe C∞. Dans le cadre de la dynamique non linéaire, il

n’est plus possible de parler de fonction de réponse en fréquence, car la réponse normalisée n’est

plus indépendante de l’amplitude d’excitation (voir section 1.2.2.3 (page 49)). Les termes � réponse

fréquentielle � ou � courbe de réponse en fréquence � [Coläıtis 2021] sont alors utilisés tout au long

de ce document pour désigner la représentation d’une quantité d’intérêt (maximum de déplacement

ou d’accélération, amplitude d’un harmonique, etc.) en fonction de la fréquence ou de la pulsation

d’excitation.
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1.2.2.1 Sources de non-linéarités en mécanique des solides

Dans cette section, les mécanismes physiques pouvant être à l’origine de phénomènes non linéaires

en mécanique des solides sont succinctement détaillés.

Les non-linéarités matérielles sont engendrées par la présence de matériaux à loi de comportement

non linéaire. La relation entre contraintes et déformations n’est alors plus linéaire ce qui amène un

terme non linéaire lors de la modélisation par éléments finis. Parmi les types de matériaux non linéaires,

se retrouvent par exemple les matériaux élasto-plastiques [R. Hill 1950 ; Hashiguchi 2009], les

élastomères hyperélastiques [Khaniki et al. 2022], les matériaux à mémoire de forme [Cartmell et al.

2012 ; Moussa 2011] ou encore certains matériaux composites [Castañeda et Suquet 1997].

Les non-linéarités géométriques proviennent des grands déplacements des structures. Lorsque

l’hypothèse des petites perturbations n’est plus valide, il n’est plus possible de justifier la linéarisation

du tenseur des déformations de Green-Lagrange qui lie déformation et déplacement dans la modélisation

par éléments finis. Un des exemples les plus classiques de système mécanique présentant une non-linéarité

géométrique est le pendule pesant, dont l’approximation à l’ordre 3 donne un oscillateur de Duffing qui

fait l’objet d’une présentation plus détaillée en section 1.2.2.2 (page 49), et qui sera utilisé en tant que

cas académique pour les méthodes développées dans cette thèse. Les non-linéarités géométriques sont

également présentes dans certains instruments de musique [Thomas 2001] et dans les grandes structures

industrielles telles que les bâtiments élancés [J. Lee et al. 2013], les ponts [Lazer et McKenna 1990],

les ailes d’avions [Patil et Hodges 2004] ou pour les pales de machines tournantes [Vakakis 1992 ;

Thomas et al. 2016]. Ce type de non-linéarité est aussi utilisé pour le contrôle de vibrations dans les

absorbeurs dynamiques non linéaires (NES ou Nonlinear Energy Sink) [Ding et L.-Q. Chen 2020].

Les phénomènes de contacts et de frottements secs sont sources de non-linéarités non régulières.

Il s’agit de phénomènes localisés à l’interface entre deux systèmes en contact qui entrainent une

évolution non linéaire de la raideur. Ce type de non-linéarités se retrouve dans de nombreux systèmes

mécaniques dans tous les domaines de l’industrie comme les roulements à billes [Harris 1986], les

engrenages [Ambarisha et Parker 2007], les butées mécaniques [Detroux, Renson et al. 2015],

la modélisation de liaisons boulonnées [Gaul et Nitsche 2001], les systèmes de freinage [Chargin

et al. 1997], les générateurs de vapeur [Alcorta Galvan 2021], les roues aubagées (interface en pied

d’aube [Legrand et al. 2010] et contact rotor/stator [Petrov et Ewins 2003]) ou encore lors de

l’entrechoquement entre bâtiments [Anagnostopoulos 1988] entre autres. Il s’agit du principal type

de non-linéarités qui est envisagé pour les applications industrielles de ces travaux.

Le couplage multiphysique peut aussi avoir une forte incidence sur la réponse d’une structure

lorsque le comportement non linéaire d’un système couplé non solide influence celui de la structure. Il

est possible de citer par exemple les phénomènes aéroélastiques [Dowell et al. 2003], les couplages

piézoélectriques [Agnes et Inman 1996 ; Lossouarn et al. 2018], ou les isolateurs sismiques actifs et

semi-actifs [Teodorescu 2013].
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Figure 1.7 – Représentation schématique d’un oscillateur de Duffing.

1.2.2.2 Oscillateur de Duffing

Afin d’illustrer les effets non linéaires, un oscillateur de Duffing est étudié. Il s’agit d’un système à

1 ddl possédant une non-linéarité géométrique sous la forme d’une raideur cubique. Introduit en 1918

par l’ingénieur allemand Georg Duffing pour l’étude des larges oscillations des pendules [Duffing

1918], cet oscillateur constitue un problème bien étudié dans la littérature scientifique qui correspond

à la modélisation de différents systèmes mécaniques ou électriques [Kovacic et Brennan 2011].

Une représentation de l’oscillateur de Duffing est montrée en Figure 1.7 et l’équation du mouvement,

nommée équation de Duffing, reprend l’équation de l’oscillateur amorti (1.58) en y ajoutant une raideur

cubique knl :

m1q̈(t) + c1q̇(t) + k1q(t) + knlq
3(t) = f0 cos(ωt). (1.65)

Cela décrit un système qui s’assouplit (knl < 0) ou se durcit (knl > 0) au cours de son mouvement.

Bien que l’oscillateur de Duffing puisse être considéré comme l’un des mécanismes non linéaires les plus

élémentaires, avec une non-linéarité régulière à l’expression analytique relativement simple, il permet

d’exhiber un vaste registre de phénomènes non linéaires.

1.2.2.3 Effets non linéaires

La présence de non-linéarités dans les structures conduit à l’apparition de phénomènes particuliers

qui ne peuvent s’expliquer avec une modélisation linéaire. L’oscillateur de Duffing (1.65) est utilisé

tout au long de cette section pour illustrer ces phénomènes.

Des bifurcations peuvent intervenir dans la réponse dynamique des systèmes non linéaires. Elles

correspondent au cas où une petite variation d’un paramètre entrâıne un changement majeur. Une
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posées à la réponse fréquentielle.

Figure 1.8 – Phénomène de saut dans la réponse dynamique d’un oscillateur de Duffing pourm1 = 1 kg,
c1 = 0,1 kg·s−1, k1 = 1 N·m−1, knl = 0,04 N·m−3, f0 = 1 N.

branche de solutions correspond à la courbe reliant l’ensemble des solutions pour un paramètre λ

variant continument (la fréquence ou la pulsation dans le cas d’une réponse fréquentielle) et le passage

d’une branche à l’autre se fait au niveau des points de bifurcations. Une branche peut être qualifiée de

stable ou d’instable si toutes les solutions la constituant sont respectivement stables ou instables. Une

bifurcation peut donner lieu à l’apparition de sauts dans la réponse fréquentielle. La Figure 1.8 montre

ce phénomène lors d’une bifurcation de type repliement (ou col-nœud). Les branches stables et instables

de la réponse fréquentielle de référence sont calculées par la méthode de l’équilibrage harmonique

(HBM ou Harmonic Balance Method) détaillée en section 2.1.1 (page 76). Sur la Figure 1.8a, un schéma

d’intégration temporelle (détaillé en section 1.2.3.3 (page 55)) est utilisé pour calculer le maximum

de la réponse temporelle en régime permanent pour une fréquence d’excitation donnée. La réponse

fréquentielle est ensuite obtenue en balayant progressivement une plage de fréquences d’excitation.

À chaque nouvelle fréquence, les conditions initiales choisies pour initialiser l’intégration temporelle

correspondent aux conditions initiales de la réponse permanente obtenue à la fréquence précédente.

Lorsque les fréquences sont balayées dans le sens croissant, un saut est visible entre les points A

et B de la Figure 1.8a tandis que lorsque les fréquences sont balayées dans un sens décroissant, le

comportement est différent et le saut se produit entre les points C et D. Ce résultat met aussi en avant

le phénomène d’hystérésis présent dans les systèmes non linéaires : la réponse d’une structure dépend

de son historique d’excitation. Ces effets se retrouvent sur la Figure 1.8b où une excitation en sinus

balayé est appliquée. Il s’agit d’une excitation temporelle qui, à chaque instant, est équivalente à une

excitation sinusöıdale dont la fréquence est fonction du temps. Ce type d’excitation permet donc de

reproduire une réponse fréquentielle à partir de la réponse temporelle obtenue et est largement utilisé

lors d’essais vibratoires.

Un autre effet non linéaire important est la dépendance de la réponse fréquentielle à l’amplitude

50



1.2. DYNAMIQUE VIBRATOIRE DES STRUCTURES

0,5 1 1,5 2 2,5

100

101

ω [rad·s−1]

m
ax
q/
f 0

[m
·N

−
1 ]

f0 = 1 N
f0 = 2 N
f0 = 5 N

Figure 1.9 – Influence de l’amplitude de l’excitation dans la réponse fréquentielle d’un oscillateur de
Duffing pour m1 = 1 kg, c1 = 0,1 kg·s−1, k1 = 1 N·m−1, knl = 0,01 N·m−3, et différentes valeurs de f0.

d’excitation. Dans le cas d’un système linéaire, la FRF reste identique pour toute amplitude d’excita-

tion comme l’illustre la Figure 1.6a. En revanche, en présence de non-linéarités, lorsque l’amplitude

d’excitation varie, le niveau d’amortissement de la réponse fréquentielle diffère et la fréquence de

résonance se trouve décalée. Ces phénomènes sont pleinement mis en valeur dans le cas de l’oscillateur

de Duffing en Figure 1.9 sur laquelle les réponses ont été obtenues par la HBM.

Comme il l’a été montré en section 1.2.1 (page 39), pour un système linéaire, la réponse à une

excitation harmonique est un signal harmonique de même fréquence. Dans le cas d’une structure

non linéaire la réponse à une telle excitation peut en revanche comporter des harmoniques d’ordres

supérieurs. Dans ce cas le signal de réponse reste périodique de fréquence identique à l’excitation,

mais son spectre fréquentiel est plus riche. La Figure 1.10 donne un exemple de réponse dynamique

comportant des harmoniques d’ordres supérieurs (calcul effectué par intégration temporelle). C’est aussi

la présence de ces harmoniques d’ordres supérieurs qui entraine l’apparition de pics à basse fréquence

dans la réponse fréquentielle de la Figure 1.9 pour une amplitude d’excitation de 5 N.

Des phénomènes de bifurcation par doublement de période peuvent aussi intervenir au sein des

structures non linéaires. Ils se produisent lorsque qu’une petite variation d’un paramètre entraine une

réponse possédant une période deux fois supérieure à celle d’origine. Ce phénomène peut s’enchainer

en cascade donnant des réponses dont la période est un multiple de la période de l’excitation. La

Figure 1.11a montre une réponse dont la période est quatre fois supérieure à la période d’excitation,

toujours calculée par intégration temporelle. Le doublement de période se manifeste aussi dans l’étude

du spectre fréquentiel qui contient des sous-harmoniques, c’est-à-dire des pics d’amplitude associés

à des fractions de la fréquence fondamentale. Ainsi pour le signal de la Figure 1.11 dont la période

est quadruplée, les harmoniques présentes dans le spectre fréquentiel représenté en Figure 1.11b

correspondent aux multiples du quart de la fréquence d’excitation.
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Figure 1.10 – Harmoniques d’ordres supérieurs dans la réponse temporelle d’un oscillateur de Duffing
pour m1 = 1 kg, c1 = 0,1 kg·s−1, k1 = 1 N·m−1, knl = 0,01 N·m−3, f0 = 5 N, ω = 0,39 rad·s−1.
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Figure 1.11 – Dédoublement de période dans la réponse temporelle d’un oscillateur de Duffing pour
m1 = 1 kg, c1 = 0,3 kg·s−1, k1 = −1 N·m−1, knl = 1 N·m−3, f0 = 0,29 N, ω = 1,2 rad·s−1.

Finalement, une structure non linéaire peut présenter un comportement chaotique et il y a alors

perte de la périodicité de la réponse. La Figure 1.12 expose la réponse d’un oscillateur de Duffing

dans une configuration lui donnant un comportement chaotique (calcul par intégration temporelle). Ce

régime étant difficile à prévoir, les structures sont généralement conçues de manière à éviter la présence
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Figure 1.12 – Réponse chaotique d’un oscillateur de Duffing pour m1 = 1 kg, c1 = 0,3 kg·s−1,
k1 = −1 N·m−1, knl = 1 N·m−3, f0 = 0,5 N, ω = 1,2 rad·s−1.

de comportements chaotiques.

La plage d’étude de ces travaux de thèse se limite à des structures présentant une réponse vibratoire

périodique, de période identique à l’excitation (pouvant éventuellement comporter des harmoniques

d’ordres supérieurs). Les méthodes de résolution présentées dans la suite tiennent compte de cette

hypothèse.

1.2.3 Méthodes de résolution en dynamique non linéaire

Dans cette partie, les principales méthodes de recherche des solutions périodiques de l’équation (1.64)

sont évoquées. Le terme de solveur dynamique non linéaire est utilisé pour désigner ces méthodes.

1.2.3.1 Résolution de systèmes algébriques non linéaires

De manière générale, il n’est pas possible d’obtenir une expression analytique de la solution d’une

équation non linéaire. Des méthodes numériques peuvent alors être utilisées afin d’approximer la solution.

Certaines des méthodes numériques introduites dans cette section pour résoudre le système (1.64)

proposent de rechercher la solution sous une forme prédéfinie. La résolution consiste alors à tenter

d’annuler le résidu correspondant à la différence entre la solution approchée et la solution exacte. Cela

se traduit par un système algébrique non linéaire de la forme :

r(η) = Aη + fnl(η)− fext = 0, (1.66)

où η correspond au vecteur contenant les termes de la solution approchée, A est la matrice correspondant

à la partie linéaire du résidu, fnl est le vecteur contenant les termes non linéaires, et fext le vecteur
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contenant les termes de la force excitatrice extérieure.

Le système (1.66) est généralement résolu en utilisant des algorithmes itératifs tels que la méthode

de Newton-Raphson [Deuflhard 2004] ou des méthodes dérivées de celle-ci comme les méthodes

dites quasi-Newton [Fletcher et Powell 1963 ; Broyden 1965] ou encore la méthode de Newton-

Krylov [Knoll et Keyes 2004]. Une alternative, davantage appliquée en mécanique des fluides, consiste

à utiliser des méthodes de résolution en pseudo-temps [Gopinath et Jameson 2005 ; Sicot et al.

2008 ; Salles et al. 2011 ; H. Huang et Ekici 2014]. Les solveurs dynamiques présentés dans cette

section sont développés en utilisant l’algorithme de Newton-Raphson pour résoudre les équations du

type (1.66), mais d’autres algorithmes itératifs peuvent aussi être employés pour la résolution de ce

type d’équation.

1.2.3.2 Méthodes de perturbation

Les méthodes de perturbation forment un ensemble de méthodes analytiques visant à la recherche de

solutions approchées sous la forme d’un développement asymptotique (généralement tronqué à quelques

termes) faisant intervenir un paramètre de perturbation ϵ [Nayfeh 1973]. La solution approximative

établie est supposée se rapprocher de la solution exacte lorsque le paramètre ϵ tend vers 0. Dans le cas

de l’équation de la dynamique non linéaire (1.64), les termes non linéaires sont considérés proportionnels

à un tel paramètre de perturbation :

fnl(q(t), q̇(t)) = ϵˆ︃fnl(q(t), q̇(t)). (1.67)

Cette forme peut apparâıtre naturellement dans l’équation ou être introduite de manière artificielle. La

solution q est recherchée sous la forme d’un développement en série de puissances croissantes de ϵ :

q(t) = q0(t) + ϵq1(t) + ϵ2q2(t) + · · ·+ ϵpqp(t) +O(ϵp+1). (1.68)

Un ensemble de p équations différentielles est obtenu en injectant l’expression (1.68) dans l’équa-

tion (1.64) et en isolant les termes de même puissance de ϵ. La détermination des termes qi, i ∈ J0; pK
peut alors se faire par la résolution analytique en cascade de ces équations. Cependant, les intégra-

tions successives peuvent faire apparâıtre dans la solution approchée des termes dits séculiers, qui

tendent vers l’infini lorsque le temps t augmente, par exemple des expressions de la forme t sin(ωt).
L’approximation est alors uniquement valide sur une plage de temps limitée. Afin de palier le problème

des termes séculiers, plusieurs variations de la méthode ont été proposées telles que la méthode des

moyennes [Bogoliubov et Mitropolsky 1961], la méthode de Lindstedt-Poincaré [Poincaré 1892]

ou encore la méthode des échelles multiples [Nayfeh et Mook 1979].

Les méthodes de perturbation permettent ainsi une résolution analytique de l’équation de la

dynamique non linéaire, et bien qu’elles soient historiquement limitées à de faibles non-linéarités,

certains travaux ont permis de les étendre à de plus fortes non-linéarités [Razzak et al. 2018 ;

Pakdemirli et al. 2009]. Cependant, le travail analytique devient conséquent dès qu’un développement

d’un ordre supérieur ou égal à 2 est considéré, ce qui limite l’application de ces méthodes à des systèmes

de petite taille.
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1.2.3.3 Méthodes d’intégration temporelle

L’équation de la dynamique non linéaire (1.64) peut aussi être résolue numériquement par intégration

temporelle. Cela permet de reconstituer pas à pas l’évolution de la solution dans le temps à partir d’un

jeu de conditions initiales. Il n’y a aucun a priori sur la forme de la réponse ce qui permet de pouvoir

traiter tout type de non-linéarité avec tout type d’excitation et le calcul des solutions quasi-périodiques

ou chaotiques est possible. Dans le cas de la recherche d’une réponse périodique en régime permanent,

il est néanmoins nécessaire de calculer l’intégralité de la solution transitoire avant d’atteindre le régime

permanent.

Afin de mettre en place un schéma d’intégration, le temps est discrétisé en nt + 1 instants ti et

les notations qi, q̇i et q̈i sont introduites pour désigner respectivement les déplacements, vitesses et

accélérations à l’instant ti (qi = q(ti), etc.). Pour tout i ∈ J0;ntK, l’équation de la dynamique non

linéaire s’écrit :

Mq̈i + Cq̇i + Kqi + fnl(qi, q̇i) = fext(ti). (1.69)

Le pas de temps est noté hi, de sorte que hi = ti− ti−1, i ∈ J1;ntK. Un schéma d’intégration numérique

peut être explicite, lorsque le calcul des termes à l’instant ti+1 ne fait intervenir que des termes calculés

aux instants précédents, ou bien implicite, si ce n’est pas le cas [Dokainish et Subbaraj 1989 ;

Subbaraj et Dokainish 1989]. Les schémas d’intégration se distinguent par trois propriétés.

— La consistance assure que l’erreur de troncature introduite par la discrétisation tend vers 0
lorsque le pas de temps hi tend vers 0.

— La stabilité signifie que la solution du problème discrétisé (1.69) reste bornée.

— La convergence vérifie que la différence entre la solution exacte et la solution numérique tend

vers 0 lorsque hi tend vers 0. Le théorème de Lax [Lax et Richtmyer 1956] prévoit que pour

un schéma numérique consistant, la stabilité est une condition nécessaire et suffisante pour

assurer sa convergence.

Les schémas les plus répandus pour résoudre directement l’équation différentielle du second

ordre (1.64) dans les logiciels industriels de calcul par éléments finis se basent sur le schéma d’intégration

de Newmark [Newmark 1959]. Dans sa version générale, ce schéma utilise un développement de Taylor

au premier ordre des déplacements et des vitesses sous la forme suivante :

qi+1 = qi + hq̇i + h2(1
2 − β)q̈i + h2βq̈i+1, (1.70)

q̇i+1 = q̇i + h(1− γ)q̈i + hγq̈i+1. (1.71)

Le pas de temps est ici considéré constant, ∀i ∈ J0;ntK , hi = h. Les paramètres de quadrature β et

γ permettent d’ajuster les caractéristiques du schéma d’intégration voulu. Le schéma de Newmark

est explicite lorsque β = 0. Si γ ≤ 1
2 , le schéma est instable tandis que si 1

2 ≤ γ et 2β ≤ γ, le schéma

est conditionnellement stable et si 1
2 ≤ γ ≤ 2β, il est inconditionnellement stable. Plusieurs valeurs

du couple (β; γ) sont classiquement utilisées. Ainsi, (β = 0; γ = 1
2) donne le schéma des différences

finies centrées, (β = 1
4 ; γ = 1

2) correspond au schéma de l’accélération moyenne, souvent utilisé en

dynamique des structures parce qu’il est inconditionnellement stable, (β = 1
12 ; γ = 1

2) donne le schéma

de Fox-Goodwin ou encore (β = 1
6 ; γ = 1

2) correspond à celui de l’accélération linéaire. En injectant les

55



1.2. DYNAMIQUE VIBRATOIRE DES STRUCTURES

expressions (1.70) et (1.71) dans l’équation (1.69) à l’instant ti+1, il vient :

(M + hγC + h2βK)q̈i+1 = fext(ti+1)−Cˆ︁q̇i −Kˆ︁qi − fnl(ˆ︁qi + h2βq̈i+1, ˆ︁q̇i + hγq̈i+1), (1.72)

où les notations ˆ︁qi = qi + hq̇i + h2(1
2 − β)q̈i et ˆ︁q̇i = q̇i + h(1 − γ)q̈i sont employées pour une

meilleure lisibilité. Dans le cas linéaire, l’accélération q̈i+1 s’obtient par simple résolution du système

linéaire, car les termes ˆ︁qi et ˆ︁q̇i ne dépendent que de quantités déjà évaluées à l’instant précédent. En

revanche, le terme non linéaire fait intervenir des quantités à l’instant tn+1, une procédure itérative de

Newton-Raphson est alors utilisée dans le but d’annuler le résidu :

r(q̈i+1) = (M +hγC +h2βK)q̈i+1 + Cˆ︁q̇i+ Kˆ︁qi+ fnl(ˆ︁qi+h2βq̈i+1, ˆ︁q̇i+hγq̈i+1)−fext(ti+1). (1.73)

À partir d’une valeur initiale q̈
(0)
i+1, la valeur de q̈i+1 est approchée par itérations successives de sorte

qu’à l’itération (m) :

q̈
(m+1)
i+1 = q̈

(m)
i+1 + ∆q̈

(m)
i+1, (1.74)

avec :

r(q̈(m)
i+1) + Jr(q̈(m)

i+1)∆q̈
(m)
i+1 = 0. (1.75)

La matrice Jr correspond à la jacobienne de r :

Jr(q̈(m)
i+1) = ∂r

∂q̈i+1
(q̈(m)
i+1) = M + hγC + h2βK + ∂fnl(ˆ︁qi + h2βq̈i+1, ˆ︁q̇i + hγq̈i+1)

∂q̈i+1
(q̈(m)
i+1). (1.76)

Par théorème de dérivation des fonctions composées, il vient :

∂fnl(ˆ︁qi + h2βq̈i+1, ˆ︁q̇i + hγq̈i+1)
∂q̈i+1

(q̈(m)
i+1) = ∂fnl

∂q
(ˆ︁qi + h2βq̈

(m)
i+1,

ˆ︁q̇i + hγq̈
(m)
i+1)h2β

+ ∂fnl
∂q̇

(ˆ︁qi + h2βq̈
(m)
i+1,

ˆ︁q̇i + hγq̈
(m)
i+1)hγ. (1.77)

Finalement, la jacobienne s’écrit :

Jr(q̈(m)
i+1) = M + hγ

(︃
C + ∂fnl

∂q̇
(q(m)
i+1, q̇

(m)
i+1)

)︃
+ h2β

(︃
K + ∂fnl

∂q
(q(m)
i+1, q̇

(m)
i+1)

)︃
, (1.78)

avec :

q
(m)
i+1 =ˆ︁qi + h2βq̈

(m)
i+1, (1.79)

q̇
(m)
i+1 =ˆ︁q̇i + hγq̈

(m)
i+1. (1.80)

Les expressions des dérivées partielles de fnl peuvent généralement être connues analytiquement, il

faut sinon les évaluer numériquement. L’incrément ∆q̈
(m)
i+1 est alors obtenu par résolution du système

linéaire (1.75) et les corrections suivantes sont appliquées à chaque itération :

q̈
(m+1)
i+1 =q̈

(m)
i+1 + ∆q̈

(m)
i+1, (1.81)

q̇
(m+1)
i+1 =q̇

(m)
i+1 + hγ∆q̈

(m)
i+1, (1.82)

q
(m+1)
i+1 =q

(m)
i+1 + h2β∆q̈

(m)
i+1. (1.83)
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Le processus itératif est initié en choisissant q̈
(0)
i+1 = 0, q̇

(0)
i+1 = ˆ︁q̇i et q

(0)
i+1 = ˆ︁qi et s’arrête lorsque la

norme euclidienne du résidu est inférieure à un petit paramètre ε. Plusieurs extensions de la méthode

de Newmark ont été développées en ajoutant de l’amortissement numérique sans dégrader la précision

donnant lieu aux schémas de type α-généralisé [Chung et Hulbert 1993].

La méthode de Newmark telle que décrite dans cette section est d’ordre 2, ce qui signifie que l’erreur

de troncature introduite est en O(h3). Pour une meilleure précision, des schémas d’ordres supérieurs

peuvent être employés, comme ceux issus des familles de méthodes de Runge-Kutta [Butcher 2003] ou

d’Adams-Bashforth [Bashforth 1883] qui permettent la résolution d’équations différentielles d’ordre 1

en temps. Il faut alors reformuler l’équation (1.64) sous la forme de l’équation d’état :

q⋆̇(t) = g(q⋆, t) = Lq⋆(t)− f⋆
nl(q

⋆(t)) + f⋆
ext(t), (1.84)

avec :

q⋆ =
[︄
q
q̇

]︄
, L =

[︄
0n In

−M−1K −M−1C

]︄
, f⋆

nl =
[︄

0
−M−1fnl

]︄
, f⋆

ext =
[︄

0
−M−1fext

]︄
. (1.85)

La taille du système est ainsi doublée entrainant un coût de calcul plus important, ce qui fait que la

méthode de Newmark est généralement privilégiée pour les systèmes de grande taille.

Les méthodes d’intégration temporelle sont assez simples à mettre en place et permettent le calcul

de tout type de solutions en prenant en compte tout type de non-linéarités. Le calcul de la solution

pour un incrément de temps peut se faire de manière relativement rapide selon le système, mais le pas

de temps h doit être assez petit pour bien décrire la solution en présence de fortes non-linéarités comme

le contact. De plus, lors de la recherche de solutions périodiques, il est nécessaire de calculer la solution

jusqu’à l’apparition d’un régime permanent. Or le moment où les effets transitoires sont suffisamment

faibles pour être négligés devant les effets du régime permanent n’est pas connu a priori. Dans le cas

de systèmes faiblement amortis, cette transition peut se produire après un temps t assez long dans

la réponse temporelle, ce qui entraine une durée de résolution importante. Un exemple est donné en

Figure 1.13, pour lequel une phase transitoire d’environ 30 périodes perdure avant de voir l’oscillateur

de Duffing s’établir en un régime permanent. Il faut donc effectuer le calcul sur une longue plage

de temps afin d’assurer l’obtention d’une solution périodique, ce qui donne une résolution coûteuse,

surtout lorsqu’un très petit pas de temps doit être employé. Afin d’obtenir une réponse fréquentielle, le

processus est répété en balayant séquentiellement la plage de fréquences étudiée. Une autre solution

consiste à prendre une excitation sous la forme d’un sinus balayé qui à chaque instant équivaut à une

excitation sinusöıdale d’une fréquence dépendante du temps. Dans ce cas, la vitesse de balayage des

fréquences doit être assez faible et le pas de temps très petit sans qu’il existe de règle générale pour

déterminer ces valeurs. Finalement, quelle que soit la technique utilisée, l’obtention d’une réponse

fréquentielle par des méthodes d’intégration temporelle est coûteuse en ressources informatiques. Par

ailleurs, en présence de non-linéarité, plusieurs solutions peuvent exister pour une même fréquence

d’excitation, comme il l’est montré en section 1.2.2 (page 46). La solution procurée par les méthodes

d’intégration à ces fréquences va ainsi dépendre des conditions initiales utilisées et seule une solution

stable peut être obtenue ce qui explique les phénomènes de sauts observés en Figure 1.8.
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Figure 1.13 – Réponse transitoire d’un oscillateur de Duffing pour m1 = 1 kg, c1 = 0,05 kg·s−1,
k1 = 1 N·m−1, knl = 0,01 N·m−3, f0 = 1 N, ω = 0,9 rad·s−1.

Les méthodes d’intégration temporelle constituent le principal outil pour les calculs dynamiques non

linéaires dans la majorité des logiciels de calculs industriels par éléments finis. Cependant, lorsqu’il s’agit

d’utiliser ce type de méthode au sein d’une boucle d’optimisation pour laquelle la réponse fréquentielle

doit être calculée plusieurs dizaines de fois, le coût de calcul devient prohibitif pour des structures

de grande taille. Un solveur dynamique non linéaire plus efficace et capable de prendre en compte

des bifurcations est recherché pour cette thèse. Le schéma de Newmark ayant l’avantage de ne pas

nécessiter d’hypothèses sur la forme de la solution, il est néanmoins utilisé afin d’obtenir une solution

de référence à laquelle sont comparés les résultats obtenus par d’autres solveurs.

1.2.3.4 Méthode de tir

La méthode de tir propose un schéma numérique pour la résolution de problèmes différentiels

aux conditions aux limites. Elle peut être employée pour la recherche de solutions périodiques en

dynamique en transformant l’équation d’état (1.84) en un problème aux limites grâce à la condition

de périodicité [Peeters et al. 2009]. En faisant l’hypothèse que la solution q⋆ de conditions initiales

q⋆(0) = q⋆
0 est périodique de période T = 2π

ω , il faut annuler :

h(q⋆
0, T ) = q⋆

q⋆
0
(T )− q⋆

0, (1.86)

où q⋆
q⋆

0
correspond à la solution de l’équation d’état (1.84) pour les conditions initiales q⋆

0. La fonction

non-analytique h est appelée fonction de tir. Elle est évaluée en calculant la solution q⋆ sur une

période par une méthode d’intégration temporelle comme celles évoquées en section 1.2.3.3 (page

55). L’intégration ne s’effectuant que sur une période, le coût de calcul est réduit. Le problème

d’équation (1.86) est résolu en itérant sur les conditions initiales par la méthode de Newton-Raphson.
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En partant d’une valeur initiale q⋆
0

(0), l’itération (m) donne :

q⋆
0

(m+1) = q⋆
0

(m) + ∆q⋆
0

(m), (1.87)

avec :

h(q⋆
0

(m), T ) + Jh(q⋆
0

(m), T )∆q⋆
0

(m) = 0. (1.88)

La matrice jacobienne Jh = ∂h
∂q⋆

0
n’a pas d’expression analytique et doit donc être évaluée numériquement,

par différences finies par exemple, ce qui demande alors au moins 2n+ 1 évaluations de la fonction de

tir h et donc 2n+ 1 intégrations temporelles.

Dans le cas d’un système forcé, la période de la solution recherchée est connue, mais la méthode

de tir peut aussi être employée en considérant la période comme une inconnue supplémentaire, pour

une structure en oscillations libre par exemple. Pour cela, les corrections se font aussi sur la période à

chaque itération en rajoutant une condition afin de fermer le système d’équations.

La méthode de tir permet ainsi directement l’obtention de solutions périodiques dans le domaine

temporel sans calcul du régime transitoire. La durée de résolution est ainsi réduite comparée à

l’intégration temporelle directe. Elle autorise de plus la mise en place de méthodes de continuation

pour le calcul des différentes branches de la réponse fréquentielle (ces méthodes sont expliquées en

section 1.2.4 (page 61)). La méthode tir est ainsi appliquée pour l’analyse en dynamique non linéaire

dans certaines études (par exemple [Sundararajan et Noah 1997 ; Ribeiro 2004 ; Kerschen,

Peeters, Golinval et Stéphan 2013 ; Stoykov et Margenov 2014]). Cependant, l’évaluation de

la jacobienne devient très coûteuse pour des structures de grande taille ce qui est problématique dans

le cadre d’une optimisation paramétrique.

1.2.3.5 Méthodes de collocation

Afin de résoudre l’équation (1.64), les méthodes de type Galerkin cherchent une approximation de

la solution sous la forme d’une combinaison linéaire de fonctions de base BG = (υi)i∈J0;NK :

q(t) =
N∑︂
i=0

αiυi(t). (1.89)

En injectant l’expression (1.89) dans l’équation de la dynamique (1.64), il vient le résidu :

r(α,BG) =
N∑︂
i=0

(Mαiυï(t) + Cαiυi̇ (t) + Kαiυi(t)) + fnl(α,BG)− fext(t). (1.90)

Le principe de la méthode de Galerkin est de rendre ce résidu orthogonal à une base de fonctions

tests (ζi)i∈J0;NK. Dans le cas de la recherche de solutions périodiques, la base de Fourier, contenant les

fonctions trigonométriques, est généralement utilisée comme base de fonctions d’approximation :

υ0(t) = 1, ∀i ∈ J1;nhK , υ2i−1(t) = cos(iωt), υ2i(t) = sin(iωt). (1.91)
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La méthode de collocation trigonométrique [Samoilenko et Ronto 1979] permet la recherche de

solutions dans le domaine fréquentiel en déterminant les coefficients de Fourier associés à cette base en

utilisant des fonctions de Dirac comme fonctions tests :

∀i ∈ J0; 2nh + 1K , ζi(t) = δ(t− ti). (1.92)

Cela permet d’évaluer le résidu r en 2nh + 1 instants différents ti appelés points de collocation et

aboutit à la résolution d’un système algébrique de taille 2nh + 1 dont les inconnues sont les coefficients

de Fourier. Ce système peut être résolu par les méthodes évoquées en section 1.2.3.1 (page 53). La

méthode de collocation trigonométrique a été utilisée dans certaines études pour la recherche de

réponses dynamiques de structures non linéaires [Jean et Nelson 1990 ; J. Y. Zhao et al. 1994 ;

C.-S. Chen et al. 1997].

La méthode de collocation orthogonale [de Boor et Swartz 1973 ; Doedel 2007] cherche à

approximer la solution sous la forme d’une fonction périodique polynomiale par morceaux. La période

T = 2π
ω , est divisée en nt intervalles [ti; ti+1], i ∈ J0;nt − 1K. Sur chaque intervalle, la solution est

recherchée sur la base des polynômes de Lagrange de degré p, notés ℓk,i, k ∈ J0; pK :

∀i ∈ J0;nt − 1K , ∀t ∈ [ti; ti+1], q(t) =
p∑︂

k=0
qk,iℓk,i(t). (1.93)

Les inconnues à déterminer sont alors les (p+ 1)nt termes qk,i correspondant à la valeur de la solution

aux points d’interpolation. Les fonctions de Dirac sont encore une fois utilisées comme fonctions tests

afin que sur chaque intervalle, les points de collocation correspondent aux p points de Gauss-Legendre.

Ces derniers sont définis comme les racines du polynôme de Legendre d’ordre p ramené sur l’intervalle

[ti; ti+1] ajoutés au point en ti. Cela donne un système algébrique de pnt équations pour (p + 1)nt
inconnues qui est complété par les conditions de continuité (nt − 1 équations) :

∀i ∈ J1;nt − 1K ,
p∑︂

k=0
qk,iℓk,i(ti) = q(ti) =

p∑︂
k=0

qk,i−1ℓk,i−1(ti), (1.94)

et la condition de périodicité (1 équation) :

q(t0) = q(tnt). (1.95)

Comme pour les autres méthodes décrites précédemment, le système est ensuite résolu par un des

algorithmes cités en section 1.2.3.1 (page 53). Plusieurs programmes informatiques intégrant la méthode

de collocation orthogonale sont diponibles [Ascher et al. 1979 ; Doedel et Oldeman 2007 ; Dhooge

et al. 2008 ; Dankowicz et Schilder 2020, 2013], mais cette méthode reste généralement utilisée sur

des problèmes de petite taille et est peu appliquée en mécanique des structures [Karkar et al. 2014].

1.2.3.6 Méthode de l’équilibrage harmonique

La méthode de l’équilibrage harmonique se classe aussi parmi les méthodes de Galerkin (1.89) et

permet la recherche de solutions périodiques du problème d’équation (1.64) dans le domaine fréquentiel.
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Cette technique a d’abord été introduite en tant que méthode de résolution analytique [Kryloff et

Bogoliuboff 1950 ; Nakhla et Vlach 1976 ; Nayfeh et Mook 1979] puis a été améliorée, la rendant

bien adaptée à une résolution numérique [Lau et Cheung 1981 ; Pierre et al. 1985 ; Cameron et

Griffin 1989 ; Cheung et al. 1990]. Comme pour la méthode de collocation trigonométrique, la base

de Fourier est utilisée comme base de fonctions d’approximation et c’est cette même base qui est

exploitée pour les fonctions tests.

La HBM permet de traiter une large variété de non-linéarités tout en gardant un coût de calcul

raisonnable par rapport aux autres méthodes de résolution en dynamique non linéaire. De récents

développements ont associé la HBM avec des procédures de continuation et des techniques de réduction

afin d’obtenir la réponse fréquentielle de structures non linéaires à l’échelle industrielle [Sarrouy et

Sinou 2011]. Il est possible de citer par exemple l’étude de phénomènes de contacts et frottements

sur des turbomachines [Poudou et Pierre 2003 ; Mabilia et al. 2019 ; Vadcard et al. 2022], des

générateurs de vapeur [Moussi 2013 ; Alcorta Galvan 2021] et des engins spatiaux [Detroux,

Renson et al. 2015], mais aussi la prise en compte de matériaux non linéaires, pour des isolateurs

de vibrations en élastomères par exemple [Jaumouillé et al. 2011]. La HBM est désormais proposée

au sein de plusieurs logiciels dont une liste non exhaustive est disponible dans le livre de Krack et

Gross [Krack et Gross 2019]. En raison des avantages qu’elle propose et de sa popularité commençant

à sortir du monde académique, la HBM est utilisée au sein du solveur mécanique mis en place dans

cette thèse. Le principe détaillé de la méthode est ainsi fourni en section 2.1.1 (page 76).

1.2.4 Continuation

Dans la section précédente, certaines méthodes permettant la recherche d’une solution périodique

dans une configuration donnée ont été présentées. Cependant, comme évoqué en section 1.2.2.3

(page 49), la détermination de branches de solutions suivant l’évolution d’un paramètre de contrôle

λ sur un intervalle [λmin;λmax] est généralement souhaitée afin de bien décrire la dynamique des

structures étudiées. Ce paramètre de contrôle est typiquement la pulsation ω lors de la recherche de

réponses fréquentielles, mais peut aussi être différent lors de certaines analyses, par exemple l’énergie

cinétique du système, la vitesse de rotation d’une machine tournante, une variable intervenant dans

les efforts non linéaires, une variable du problème d’optimisation paramétrique, etc. Les techniques

de continuation [Allgower et Georg 1990 ; Beyn et al. 2002], ou de suivi de branche (de l’anglais

path following), offrent des outils pour le calcul de branches de solutions de systèmes algébriques non

linéaires de la forme :

r(z, λ) = 0. (1.96)

La fonction r : Rneq × R→ R décrit le résidu d’un système algébrique de neq équations d’inconnues

z =
[︂
z1 · · · zneq

]︂T
auxquelles s’ajoutent le paramètre de contrôle λ. À titre d’exemple, pour la

méthode de tir, z correspond au vecteur q⋆
0 des conditions initiales de la solution périodique, tandis que

pour les méthodes de Galerkin, z s’identifie au vecteur
[︂
α0

T · · · αN
T
]︂T

contenant les coefficients

de la combinaison linéaire des fonctions de base. Il s’agit alors de rechercher dans Rneq+1 la solution

η =
[︂
zT λ

]︂T
du système (1.96). Comme ce système ne comporte que neq équations, il convient
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de l’augmenter d’une équation de paramétrisation. Les techniques de continuation fournissent des

itérés initiaux pour les méthodes de résolution itératives du système (1.96) en utilisant le fait que,

pour un paramètre donné, la solution reste généralement proche d’une solution déjà obtenue dans un

voisinage de ce paramètre. Ainsi, en plus de permettre le suivi des branches de solutions, les techniques

de continuation améliorent la convergence des algorithmes itératifs employés pour la résolution des

équations sur les résidus. Il existe deux grandes familles de techniques de continuation qui sont présentées

par la suite : les méthodes par prédiction-correction et la méthode asymptotique numérique (MAN).

1.2.4.1 Continuation par prédiction-correction

Les méthodes de prédiction-correction proposent une résolution en deux étapes. D’abord une

prédiction est effectuée à partir des informations connues sur les solutions calculées précédemment.

Cette prédiction sert d’itération initiale à l’algorithme itératif (typiquement la méthode de Newton-

Raphson déjà évoquée). Finalement, les itérations successives constituent les corrections qui se font selon

une direction contrôlée par la paramétrisation. Plusieurs variantes peuvent ainsi exister en combinant

différentes stratégies de prédiction, de paramétrisation et de résolution itérative.

En notant ηk =
[︂
zk

T λk
]︂T
, la kème solution déjà calculée sur une branche, la solution suivante

sur la branche, notée ηk+1 est obtenue de manière itérative. Les prédicteurs fournissent la valeur de

l’itération initiale η
(0)
k+1 où les termes η

(m)
k+1 désignent les itérations successives permettant de converger

vers ηk+1. Les prédictions se font selon un pas de prédiction ∆sk+1, qui correspond à la distance

euclidienne entre η
(0)
k+1 et ηk en dimension neq +1. Le choix du pas ∆sk+1 est discuté plus loin. Différents

types de prédicteurs sont couramment utilisés.

— Une prédiction sécante (Figure 1.14a) se positionne sur la droite formée par les deux précédentes

solutions :

η
(0)
k+1 = ηk + ∆sk+1

ηk − ηk−1
∥ηk − ηk−1∥

. (1.97)

Cette méthode nécessite d’avoir préalablement obtenu au moins deux solutions.

— Une prédiction tangente (Figure 1.14b) est formée sur la droite tangente à la dernière solution

calculée :

η
(0)
k+1 = ηk + ∆sk+1tk. (1.98)

Le vecteur tangent tk =
[︄
tz

tλ

]︄
est l’unique solution du système linéaire :

[︄
Jz(ηk) Jλ(ηk)

0T 1

]︄ [︄
tz

tλ

]︄
=
[︄
0
1

]︄
, (1.99)

où Jz = ∂r
∂z et Jλ = ∂r

∂λ désignent respectivement les matrices jacobiennes du résidu r par

rapport à z et λ. Plutôt que de résoudre le système (1.99), d’autres stratégies peuvent être

employées, comme l’algorithme de Keller [Keller 1983 ; Cardona et al. 1998].

— Les prédictions polynomiales d’ordre p (Figure 1.14c) sont construites sur l’unique polynôme

d’interpolation de Lagrange interpolant l’abscisse curviligne des p + 1 dernières solutions
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obtenues :

η
(0)
k+1 =

i∑︂
i=k−d

ℓi(∆sk+1)ηi, (1.100)

où ∀i ∈ J0; pK, ℓi désigne les polynômes de Lagrange interpolant l’abscisse curviligne s(ηk−i) des

p+ 1 précédentes solutions. L’abscisse curviligne s est centrée en ηk de sorte que :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
s(ηk) = 0,
s(ηk−i) = s(ηk−i+1)− ∥ηk−i+1 − ηk−i∥, ∀i ∈ J1; pK ,
s(η(0)

k+1) = ∆sk+1.

(1.101)

La prédiction sécante correspond en réalité à une prédiction polynomiale d’ordre 1.

— Il est aussi possible d’obtenir le prochain itéré initial en incrémentant une des composantes de

η tout en laissant les autres fixes :

η
(0)
k+1 = ηk + ∆sk+1ei, (1.102)

où ei correspond au vecteur de la base canonique de Rneq+1 dont la ième composante vaut 1

tandis que toutes les autres sont nulles. Ce type d’initialisation est plutôt utilisé lorsqu’il n’y pas

vraiment de stratégie de continuation mise en place, car cette méthode ne demande pas d’effort

calculatoire supplémentaire. Cependant, elle n’utilise pas d’informations sur l’évolution de la

solution (il est donc discutable de vraiment parler de prédiction), ce qui donne généralement un

itéré initial de moins bonne qualité.

Étant donné que ces prédicteurs se basent sur un certain nombre de solutions déjà calculées, il faut

pouvoir déterminer les premières solutions. Une stratégie classique consiste à trouver le premier point

η0 en choisissant la solution du système linéaire dérivé de (1.96) (pour fnl = 0) comme itéré initial et

d’effectuer les corrections pour λ0 = λmin fixé. La convergence pouvant être difficile, une alternative

consiste à calculer la solution par une autre méthode, par exemple une intégration numérique. Si

d’autres solutions sont nécessaires pour initialiser la méthode de prédiction, le procédé peut être répété

en incrémentant λ, mais ces solutions peuvent aussi être obtenues par continuation avec prédiction

tangente qui ne nécessite qu’une solution préalable.

ηk
ηk−1

η
(0)
k+1

∆sk+1

λ

z

(a) Prédicteur sécant.

ηk

η
(0)
k+1

∆sk+1

λ

z

(b) Prédicteur tangent.

ηk
ηk−1ηk−2

η
(0)
k+1

∆sk+1

λ

z

(c) Prédicteur polynomial d’ordre 2.

Figure 1.14 – Illustrations de différentes méthodes de prédiction pour neq = 1.
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Une fois la prédiction réalisée, les corrections s’effectuent grâce un algorithme itératif tel que ceux

évoqués en section 1.2.3.1 (page 53). Dans la suite les itérations sont décrites pour la méthode de

Newton-Raphson classique.

La paramétrisation permet de fixer une direction de descente pour les corrections de l’algorithme de

résolution utilisé. Le système (1.96) est alors agrémenté d’une équation de paramétrisation pk+1(z, λ)
ce qui donne le système étendu : {︄

r(z, λ) = 0,
pk+1(z, λ) = 0.

(1.103)

Plusieurs choix de paramétrisation peuvent être effectués.

— La paramétrisation séquentielle (Figure 1.15a), aussi appelée paramétrisation naturelle, consiste

à garder le paramètre de contrôle λ constant au cours des itérations. C’est de cette manière

que sont décrites les méthodes en section 1.2.3 (page 53). L’équation de paramétrisation s’écrit

alors :

pk+1(z, λ) = λ− λ(0)
k+1 = 0. (1.104)

Les itérations de la méthode de Newton-Raphson donnent ainsi :

η
(m+1)
k+1 =

[︄
z

(m)
k+1 + ∆z

(m)
k+1

λ
(0)
k+1

]︄
, avec Jz(z(m)

k+1, λ
(0)
k+1)∆z

(m)
k+1 = −r(z(m)

k+1, λ
(0)
k+1). (1.105)

Au niveau des points de bifurcations, la matrice jacobienne Jz devient singulière. La paramétri-

sation séquentielle échoue en ces points ce qui ne permet pas le changement de branche en cas

de repliement par exemple.

— La paramétrisation sélective (ou locale) fixe à tour de rôle une composante de η :

pk+1(z, λ) = η,i − η
(0)
k+1,i = 0, (1.106)

où η,i désigne la ième composante du vecteur η. L’indice i est généralement choisi comme

l’indice du terme ayant subi la plus grande variation relative ∆ηk,i entre les deux solutions

précédemment calculées :

i = arg max
i∈J1;neq+1K

(∆ηk,i), avec ∆ηk,i = |ηk,i − ηk−1,i|
ηk,i

. (1.107)

— La paramétrisation par longueur d’arc (Figure 1.15b) impose que la longueur d’arc entre ηk et

chacune des corrections reste identique et égale à ∆sk+1. La solution recherchée doit donc se

situer dans une hypersphère de Rneq+1 de rayon ∆sk+1 centrée en ηk :

pk+1(z, λ) = ∥z − zk∥2 + (λ− λk)2 −∆s2
k+1 = 0. (1.108)

Les corrections simultanées s’écrivent :

η
(m+1)
k+1 = η

(m)
k+1+

[︄
∆z

(m)
k+1

∆λ(m)
k+1

]︄
, avec

⎡⎣ Jz(η(m)
k+1) Jλ(η(m)

k+1)
2(z(m)

k+1 − zk)
T

2(λ(m)
k+1 − λk)

⎤⎦[︄∆z
(m)
k+1

∆λ(m)
k+1

]︄
=
[︄
−r(η(m)

k+1)
−pk+1(η(m)

k+1)

]︄
,

(1.109)

car :
∂pk+1
∂z

(z, λ) = 2(z − zk) et
∂pk+1
∂λ

(z, λ) = 2(λ− λk). (1.110)
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— La paramétrisation orthogonale (Figure 1.15c), ou par pseudo-longueur d’arc, consiste à imposer

que la direction de descente reste orthogonale à la direction de la prédiction (η(0)
k+1 − ηk).

L’équation de paramétrisation fixe alors que la solution recherchée doit se trouver sur un

hyperplan de Rneq+1 normal à la direction de prédiction :

pk+1(z, λ) = (η(0)
k+1 − ηk)

T
(η − η

(0)
k+1) = 0. (1.111)

Les itérations de la méthode de Newton-Raphson deviennent alors :

η
(m+1)
k+1 = η

(m)
k+1 +

[︄
∆z

(m)
k+1

∆λ(m)
k+1

]︄
, avec

⎡⎣ Jz(η(m)
k+1) Jλ(η(m)

k+1)
(η(0)

k+1 − ηk)
T

⎤⎦[︄∆z
(m)
k+1

∆λ(m)
k+1

]︄
=
[︄
−r(η(m)

k+1)
−pk+1(η(m)

k+1)

]︄
,

(1.112)

car l’expression de la dérivée de pk+1 est connue :

∂pk+1
∂η

= (η(0)
k+1 − ηk)

T
. (1.113)

— La paramétrisation de Moore-Penrose, ou de Gauss-Newton, ne repose pas sur une équation

de paramétrisation, mais suit la logique de la méthode de Newton-Raphson en utilisant le

pseudo-inverse de Moore-Penrose [Rakha 2004] de la matrice jacobienne rectangulaire Jr,

définie par :

J+
r = Jr

T(JrJr
T)−1. (1.114)

Les itérations successives s’écrivent alors :

η
(m+1)
k+1 = η

(m)
k+1 +

[︄
∆z

(m)
k+1

∆λ(m)
k+1

]︄
, avec

[︄
∆z

(m)
k+1

∆λ(m)
k+1

]︄
= −J+

r (η(m)
k+1)r(η(m)

k+1). (1.115)

Le point obtenu après convergence correspond au point de la branche de solution qui est le plus

proche du point prédit au sens des moindres carrés.
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(a) Paramétrisation séquentielle.
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(b) Paramétrisation par longueur
d’arc.
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(m)
k+1

η
(0)
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z

(c) Paramétrisation orthogonale.

Figure 1.15 – Illustrations de différentes méthodes de paramétrisation pour neq = 1 avec une prédiction
tangente.
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Un aspect important de la procédure de continuation réside dans le choix du pas ∆s. En effet,

un pas trop grand mène vers une prédiction trop éloignée ce qui demande un nombre important

de corrections avant convergence et peut même parfois entraver la convergence. De plus certains

phénomènes non linéaires peuvent ne pas être observés si le pas est trop grand. À l’inverse, un pas trop

petit conduit à une discrétisation excessive ce qui donne un coût de calcul élevé. Ainsi, le contrôle du

pas ∆s joue un rôle primordial dans l’efficacité de la résolution. Afin d’optimiser le coût de calcul, il est

préférable d’adapter le pas à chaque nouvelle solution, d’où la notation ∆sk+1 employée [Allgower et

Georg 1990]. Cette adaptation se fait selon des règles empiriques selon le problème étudié, sans qu’il

semble exister de loi générale [Krack et Gross 2019]. Une stratégie courante consiste à multiplier le

pas employé pour la solution précédente par un coefficient ask
dépendant du nombre nit

k d’itérations

effectuées jusqu’à convergence pour le calcul de la précédente solution [Sarrouy et Sinou 2011] :

∆sk+1 = ask
∆sk. (1.116)

Le coefficient ask
est déterminé en comparant nit

k avec un nombre ciblé d’itérations ncib fixé ar-

bitrairement. Différentes alternatives ont été proposées comme ask
= 2

ncib−nit
k

ncib [Peletan 2012],

ask
=
√︄
ncib

nit
k

[Cardona et al. 1998], ou encore ask
= ncib

nit
k

[Demailly 2003]. Il est aussi souhai-

table de borner ∆s dans un intervalle [∆smin; ∆smax] afin d’éviter les problèmes décrits au début de

ce paragraphe. Si le pas atteint la valeur ∆smin, cela signifie que le correcteur éprouve des difficultés

de convergence et il devient préférable de stopper l’exécution de la procédure. Lorsque le nombre

d’itérations en cours dépasse un certain seuil, il peut aussi être avantageux de recommencer à l’étape

de prédiction avec une valeur de ∆s plus faible, par exemple en le réduisant de moitié.

Lorsque l’écart d’ordres de grandeurs entre z et λ est important, une mise à l’échelle peut être

effectuée afin d’améliorer l’efficacité de la continuation. Des coefficients pondérateurs sont alors introduits

dans l’équation de paramétrisation. Par exemple, pour une paramétrisation par longueur d’arc, un

coefficient ζpk+1 ∈ ]0; 1[ peut être utilisé de sorte que :

pk+1(z, λ) = ζpk+1∥z − zk∥2 + (1− ζpk+1)(λ− λk)2 −∆s2
k+1 = 0. (1.117)

Une autre pondération possible consiste à introduire un coefficient σpk+1 = ∥zk∥
λk

[Blair et al. 1997] :

pk+1(z, λ) = 1
σpk+1

2 ∥z − zk∥2 + (λ− λk)2 −∆s2
k+1 = 0. (1.118)

Cette mise à l’échelle a aussi une influence importante sur la rapidité du calcul des branches de solutions

par le solveur.

1.2.4.2 Méthode asymptotique numérique

La méthode asymptotique numérique (MAN) [Cochelin, Damil et al. 2007] s’inspire des méthodes

de perturbation afin de proposer une alternative semi-analytique aux méthodes par prédiction-correction.
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Le principe est de rechercher par morceaux les solutions sur une branche sous la forme de séries entières

d’un paramètre de chemin a tronquées à l’ordre p. Au voisinage d’un point η0 connu, la solution a

pour expression :

η(a) = η0 +
p∑︂
i=1

aiηi. (1.119)

En injectant cette expression dans l’équation (1.96), il vient la forme :

r(η(a)) =
p∑︂
i=1

airi = 0, (1.120)

ce qui implique que :

∀i ∈ J1; pK , ri = 0. (1.121)

Pour chaque ordre i, l’équation (1.121) est un système linéaire en ηi :

Jr(η0)ηi = fMAN
i , (1.122)

où le second membre fMAN
i ne dépend que des inconnues d’ordre inférieur à i. L’expression (1.122)

forme un système de neq équations pour neq + 1 inconnues, il faut donc le fermer avec une équation

provenant du choix du paramètre de chemin a. En choisissant ce paramètre comme la pseudo-longueur

d’arc, il vient :

a = (η − η0)Tη1, (1.123)

ce qui à chaque ordre donne les équations supplémentaires :{︄
∥η1∥2 = 1
η1

Tηi = 0 si i ∈ J2; pK.
(1.124)

Le système (1.122) augmenté de l’équation correspondante peut alors être résolu en cascade.

La solution obtenue vérifie le critère ∥r(η(a))∥ < ε sur un intervalle fini [0, amax]. En supposant

que le résidu soit dominé par le terme d’ordre p+ 1 de la série (le premier négligé), une approximation

de amax s’écrit :

amax =
(︄

ε

∥fMAN
p+1 ∥

)︄ 1
p+1

. (1.125)

La procédure est ensuite répétée en partant du dernier point valable, c’est-à-dire avec η0 = η(amax),
jusqu’à ce que l’intégralité de la branche soit déterminée. Si toutefois le résidu est trop grand, le critère

de tolérance n’est plus vérifié et il convient alors d’appliquer des corrections à la solution trouvée en

η(amax) par un algorithme de résolution itérative. La MAN peut ainsi être vue comme une extension

des méthodes de prédiction-correction utilisant un prédicteur d’ordre élevé qui fournit généralement

une prédiction suffisamment bonne pour rendre inutile l’étape de correction.

La MAN possède plusieurs avantages. D’abord, une seule inversion de matrice est nécessaire à

chaque pas de continuation, ce qui implique que le temps de calcul n’est que légèrement supérieur à

celui d’un prédicteur tangent. Ensuite, la taille du pas s’adapte automatiquement en fonction de la

67



1.2. DYNAMIQUE VIBRATOIRE DES STRUCTURES

tolérance ε recherchée. Finalement, la MAN fournit une description analytique (continue par morceaux)

des branches de solutions, à l’inverse des méthodes de prédiction-correction qui ne fournissent qu’une

discrétisation des branches. En revanche, une reformulation des équations du système (1.96) sous forme

quadratique est requise ce qui peut être fastidieux suivant la complexité du terme non linéaire. La

MAN a été tout de même utilisée avec plusieurs types de non-linéarités (voir par exemple [Abichou

et al. 2002 ; Duigou et al. 2003 ; Cochelin et Vergez 2009 ; Karkar et al. 2013 ; Moussi et al.

2015 ; Medale et Cochelin 2015]), notamment grâce à la résolution proposée par le programme

MANLAB [Guillot, Cochelin et al. 2018], mais le traitement des non-linéarités non-régulières

comme le contact nécessite d’effectuer une régularisation. Une étude comparative [Woiwode et al.

2020] des deux approches montre ainsi une meilleure efficacité des méthodes par prédiction-correction

par rapport à la MAN pour les non-linéarités de contact.

1.2.5 Stabilité

Les méthodes de résolution précédemment détaillées permettent d’obtenir les solutions qui vérifient

mathématiquement l’équation de la dynamique (1.64). Néanmoins, afin de cerner plus précisément le

comportement dynamique de la structure étudiée, il est intéressant de pouvoir caractériser la stabilité

de ces solutions. En effet, certaines solutions mathématiques peuvent ne jamais être observées en réalité,

car une infime perturbation suffit à déstabiliser une structure répondant par une solution instable pour

l’amener vers un autre état stable. Un changement de la stabilité d’une solution suite à la variation

d’un paramètre correspond à une bifurcation du système examiné, l’étude de la stabilité permet ainsi

la détection de certaines bifurcations. Dans le cadre de cette thèse, l’accent est surtout mis sur la

résolution de l’équation du mouvement dans le cadre d’une stratégie d’optimisation paramétrique,

l’étude de la stabilité se présente comme un complément qui peut être intégré au solveur dynamique,

mais ne fait pas l’objet d’une exploration poussée ici. Les méthodes d’analyse de la stabilité sont ainsi

succinctement évoquées dans cette section, de plus amples détails peuvent se trouver au sein des thèses

de Peletan (2012) ou Coläıtis (2021).

Il existe plusieurs manières de définir la stabilité. La stabilité au sens de Lyapunov, la stabilité

lagrangienne, la stabilité asymptotique ou encore la stabilité orbitale forment des notions de stabilité

globale. Toutefois, il est plus courant en dynamique d’examiner la stabilité locale des solutions

périodiques. Cela consiste à déterminer l’influence d’une petite perturbation sur un système suivant

une solution périodique. Si la perturbation s’atténue au cours du temps, la solution est considérée

comme stable, sinon, elle est instable. En dynamique non linéaire, il n’est pas possible d’analyser a

priori la stabilité d’une solution, mais il est possible de la déterminer par un calcul supplémentaire une

fois la solution déterminée.

La théorie de Floquet [Floquet 1883] permet l’étude de la stabilité dans le domaine temporel. Elle

s’appuie sur le calcul d’une matrice de monodromie M de taille 2n associée à une solution périodique

dont les valeurs propres complexes ϱi sont appelées multiplicateurs de Floquet. Si au moins un de ces

multiplicateurs possède un module inférieur à 1, la solution est instable.

La méthode de Hill [G. W. Hill 1886] étend la théorie de Floquet au domaine fréquentiel. Cette

démarche fait intervenir la recherche des valeurs d’une matrice de Hill tronquée ˜︂H de taille 2n(2nh + 1),
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avec nh le nombre d’harmoniques dans la réponse. Il est ensuite possible d’approcher les 2n multipli-

cateurs de Floquet à partir des 2n valeur propres de ˜︂H possédant la plus petite partie imaginaire.

Les autres valeurs propres n’ont pas de sens physique. Cette méthode est intéressante lorsque que

les solutions sont obtenues avec la méthode de l’équilibrage harmonique associée à une procédure de

continuation, car la matrice ˜︂H est alors un sous-produit des calculs effectués et sa détermination ne

demande pas d’efforts supplémentaires. Des applications de la méthode de Hill-Floquet avec la HBM

peuvent se trouver dans divers travaux, voir par exemple [Detroux, Renson et al. 2015 ; Wu et al.

2022 ; Xie et al. 2017 ; Guillot, Lazarus et al. 2020].

1.2.6 Réduction de modèle

Les structures industrielles possèdent généralement un très grand nombre de ddls ce qui rend

coûteuse l’application des méthodes de résolution en dynamique non linéaire sur une structure complète.

Afin de réduire la taille du système non linéaire à résoudre, des méthodes de réduction de modèles sont

couramment mises en place [de Klerk et al. 2008]. Certaines de ces méthodes pouvant offrir un gain

pour le calcul de la réponse fréquentielle en dynamique non linéaire sont présentées dans cette section.

1.2.6.1 Condensation sur les degrés de liberté non linéaires

La condensation consiste à partitionner les ddls linéaires et non linéaires. Pour une structure

comportant un nombre nl de ddls linéaires notés ql, et un nombre nnl de ddls non linéaires notés qnl,

cette partition s’effectue grâce à une matrice de passage P :

q = P

[︄
ql

qnl

]︄
. (1.126)

Pour un système algébrique de la forme (1.66), obtenu par une méthode de type Galerkin par exemple,

cela donne : [︄
All Alnl

Anll Anlnl

]︄ [︄
ηl

ηnl

]︄
+
[︄

0
fnl

nl (ηnl)

]︄
−
[︄
f l

ext
fnl

ext

]︄
= 0. (1.127)

La première ligne du système (1.127) permet d’obtenir la relation :

ηl = All−1 (︂
f l

ext −Alnlηnl
)︂
, (1.128)

qui peut ensuite être injectée dans la seconde ligne :(︂
Anlnl −AnllAll−1

Alnl
)︂

ηnl + fnl
nl (ηnl)−

(︂
fnl

ext −AnllAll−1
f l

ext

)︂
. = 0 (1.129)

La résolution non linéaire se fait alors sur l’équation (1.129) de taille nnl.

La technique de condensation sur les ddls non linéaires permet donc de diminuer la taille du système

pour lequel les méthodes coûteuses de résolution non linéaire sont employées. Cette condensation

permet donc d’améliorer l’efficacité du calcul de solutions en dynamique non linéaire et a notamment

été utilisée avec une résolution par HBM [Sarrouy et Sinou 2011]. Il faut néanmoins déterminer
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l’inverse All−1
ce qui est coûteux pour des structures de grande taille, d’autant plus que l’opération

doit être répétée à chaque fréquence d’excitation évaluée lors du calcul d’une réponse fréquentielle. Il

peut alors être avantageux de coupler cette technique avec une procédure de sous-structuration.

1.2.6.2 Sous-structuration

Les méthodes de sous-structuration sont des méthodes de synthèse modale permettant de déterminer

le comportement dynamique d’une structure assemblée lorsque le comportement de chacune des sous-

structures qui la composent est connu. De la même manière que pour la superposition modale détaillée

en section 1.2.1.2 (page 43), il s’agit de projeter l’équation de la dynamique sur une base réduite. La

solution approchée dans le sous-espace réduit est notée qr et le changement de base se fait grâce à une

matrice de passage P :

q = P qr. (1.130)

Parmi les différents types de sous-structuration existants, la méthode de Craig-Bampton [Craig Jr

et Bampton 1968] est largement répandue en mécanique des structures. Cette méthode est une

amélioration de celle proposée par Hurty (1960), et est parfois dénommée méthode de Hurty/Craig-

Bampton. Il s’agit d’une approche à interface fixe : pour chaque sous-structure, la base de réduction

est formée d’un ensemble tronqué de modes propres linéaires à interface fixe, complétée par des modes

statiques de liaison. Cette projection a l’avantage de laisser inchangés les ddls d’interface, seuls les

ddls internes aux sous-structures sont condensés. En revanche, les modes propres du modèle complet

ne sont pas exactement conservés dans le modèle réduit. Le principe de la procédure est détaillé en

section 2.2 (page 83).

Des méthodes à interface libre ont aussi été développées comme les méthodes de MacNeal [MacNeal

1971] ou de Craig-Chang [Craig Jr et Chang 1976]. Dans ce cas, la base de réduction est constituée

d’un ensemble de modes propres linéaires à interface libre, auxquels sont ajoutés des vecteurs de

flexibilité résiduelle. Le modèle réduit conserve exactement les modes propres du modèle complet, mais

les ddls d’interface n’apparaissent plus directement dans la projection et l’application d’un chargement

ou d’un déplacement n’est pas directe ce qui fait que ces méthodes sont peu aisées à mettre en œuvre.

Les méthodes à interface hybride proposent un compromis intéressant en prenant en compte des

modes propres obtenus avec certains ddls d’interface fixe et d’autres d’interface libre. Ce type de

méthode est implémenté dans le code de calcul par éléments finis (EF) ABAQUS et fait l’objet un

brevet [M. Kim et al. 2013]. Pour cet algorithme, les modes statiques de liaison sont ajoutés à l’ensemble

des modes propres à interface hybride pour former la base de réduction. Cela a l’avantage de conserver

les ddls d’interface dans le modèle réduit tout en permettant un comportement dynamique plus proche

du modèle complet.

Les méthodes de sous-structuration permettent ainsi une réduction importante de la taille du

système à résoudre lorsque que les non-linéarités sont localisées à l’interface de sous-structures linéaires.

Il est alors avantageux d’employer une méthode conservant les ddls d’interface, car le terme non linéaire

dans l’équation de la dynamique reste alors inchangé.
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1.2.6.3 Techniques de décomposition

La méthode de Proper Orthogonal Decomposition (POD) [Kosambi 1943 ; Karhunen 1947 ;

Loève 1948] permet d’obtenir une base réduite contenant les composantes principales d’un système

à partir d’observations sur le modèle complet. Cette technique trouve des applications dans de

nombreux domaines, par exemple pour la caractérisation d’écoulements turbulents [Berkooz et

al. 1993], en traitement d’images [Kirby et Sirovich 1990], ou encore pour la compression de

données [Andrews et al. 1967]. La POD permet la formation de modèles réduits de structures en

dynamique en utilisant une décomposition des variables de temps et d’espace [Kerschen, Golinval

et al. 2005]. Cette approche requiert néanmoins d’effectuer d’abord un calcul coûteux sur le modèle

complet afin d’obtenir suffisamment d’observations pour permettre la création d’une base réduite

représentative du comportement de la structure. La méthode de Proper Generalized Decomposition

(PGD) [Chinesta et al. 2011] utilise aussi une décomposition des variables afin de décrire la solution

comme la somme d’un nombre réduit de produits de fonctions. Les fonctions constituant chaque terme

de la somme sont obtenues de manière itérative. Le modèle réduit ainsi créé est enrichi progressivement,

sans connaissance a priori sur la solution.

1.2.6.4 Modes non linéaires

Par analogie avec la projection modale pour les systèmes linéaires, des approches de synthèse

modale basées sur des modes non linéaires ont été développées. Comme pour les modes propres, les

modes non linéaires sont des solutions aux propriétés particulières de l’équation homogène :

Mq̈(t) + Kq(t) + fnl(q(t), q̇(t)) = 0. (1.131)

Les modes normaux non linéaires ont d’abord été définis par Rosenberg (1960) comme les solutions

entrainant une vibration à l’unisson, c’est-à-dire une vibration synchrone de tous les ddls du système.

Afin de tenir compte de possibles résonances internes, Shaw et Pierre (1991, 1993) étendent cette

définition en décrivant ces modes comme des variétés invariantes de dimension 2 dans l’espace des phases.

Il est possible de se référer aux travaux de Vakakis et al. (1996) et Kerschen, Peeters, Golinval et

Vakakis (2009) pour un panorama de ces concepts. Afin de traiter des systèmes dissipatifs, les modes

normaux non linéaires ont été étendus grâce au concept de mode complexe non linéaire [Laxalde

et Thouverez 2009], qui correspond à une solution périodique ou quasi-périodique d’un système

dynamique non linéaire autonome.

Cependant, ces modes non linéaires ne sont pas aussi pratiques à l’emploi que leurs analogues

linéaires. D’abord, leur calcul est beaucoup plus difficile, mais surtout, les propriétés d’orthogonalité

et de superposition modale ne sont plus vérifiées. Des méthodes de réduction de modèle utilisant des

modes non linéaires ont néanmoins été développées d’abord sur des systèmes de petite taille [Jezequel

et Lamarque 1991 ; Chong et Imregun 2001 ; Gibert 2003], puis plus récemment sur des structures

de plus grande taille [Krack, Panning-von Scheidt et Wallaschek 2013 ; Krack, Panning-von

Scheidt, Wallaschek et al. 2013 ; Joannin 2017 ; X.-R. Huang et al. 2018 ; Mabilia 2020].
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1.3 Optimisation de structures en dynamique

L’optimisation de structures en dynamique se révèle bien plus complexe qu’en statique. En effet,

les contraintes évoluent dans le temps et l’espace admissible peut être amené à être fortement non

convexe, voire disjoint [E. H. Johnson 1976]. De plus le coût de calcul de la fonction objectif et des

fonctions contraintes est bien plus important, ce qui rend l’utilisation de méthodes d’optimisation

globale très couteuse sur des structures de grande taille, car elles demandent souvent un nombre

important d’évaluations de la fonction objectif. Des études d’optimisation sous contraintes de structures

en dynamique ont néanmoins été menées, en considérant généralement des problèmes d’optimisation

locale [Kang et al. 2006], bien que certains travaux aient adoptés une approche globale [Pantelides

et Tzan 1997 ; Baumal et al. 1998 ; Bucher 1998 ; Kocer et Arora 1999 ; Liao et J. Wang 2013].

La considération d’une modélisation non linéaire de la structure rend encore plus ardue l’optimisation

des structures, le coût de calcul devenant prohibitif avec des méthodes d’optimisation globale classiques

sur des structures industrielles. L’application de stratégies d’optimisation de structures en dynamique

non linéaire forme ainsi un vaste champ de recherche. Dans ce cadre, l’optimisation topologique fait

notamment l’objet d’un nombre important d’études, voir par exemple [Buhl et al. 2000 ; Denimal,

El Haddad et al. 2021 ; Denimal, Renson et al. 2022 ; Jung et Gea 2004 ; H.-A. Lee et Park 2015 ;

Lin et al. 2022 ; Raponi, Bujny, Olhofer, Boria et al. 2021 ; Raponi, Bujny, Olhofer, Aulig

et al. 2019 ; Shobeiri 2020 ; Ren et al. 2019]. De manière générale, des techniques d’optimisation sont

utilisées dans certains travaux afin d’ajuster des absorbeurs dynamiques de vibrations [Boroson et

Missoum 2017 ; Dou et Jensen 2015 ; Jordanov et Cheshankov 1988 ; Borges et al. 2010]. Des

approches traitant spécifiquement des phénomènes de contact, avec ou sans frottement, peuvent se

trouver dans les travaux de Zhang et Niu (2018), Myśliński et Wróblewski (2017), Klarbring

(1992) et Beremlijski et al. (2002). L’optimisation est aussi utilisée dans le contexte de la résistance

des structures au crash et a fait l’objet de plusieurs développements visant à améliorer l’efficacité des

stratégies employées [Choi et Cho 1998 ; Raponi, Bujny, Olhofer, Boria et al. 2021 ; Raponi,

Bujny, Olhofer, Aulig et al. 2019 ; Liu et al. 2017]. Une revue des techniques d’optimisation dans

la construction de structures parasismiques a aussi été récemment proposée. Afin de contourner la

difficulté posée par la coûteuse résolution du problème dynamique non linéaire, certaines stratégies

d’optimisation se reposent sur des chargements statiques équivalents [Y.-I. Kim et Park 2010 ; Park

2011 ; H.-A. Lee et Park 2015 ; Ren et al. 2019].

La méthode de l’équilibrage harmonique, utilisée dans cette thèse pour le calcul de réponses

fréquentielles en dynamique non linéaire (voir Chapitre 2 (page 75)), a été employée lors de plusieurs

études d’optimisation. La HBM a notamment été combinée à des méthodes de descente de gradient [Dou

et Jensen 2015 ; Dou, Strachan et al. 2015]. Elle a aussi été employée pour le calcul de modes

normaux non linéaires au sein d’autres travaux d’optimisation [Krack, Tatzko et al. 2014 ; Detroux,

Noël et al. 2021]. Finalement, la HBM a été utilisée pour la création et l’enrichissement de métamodèles

au sein de procédures d’optimisation bayésienne [Denimal, Renson et al. 2022 ; Yuan et al. 2021].

La résolution de problèmes d’optimisation en dynamique non linéaire constitue ainsi un domaine

de recherche actif. Les travaux de cette thèse s’inscrivent dans le développement d’une stratégie
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générale d’optimisation paramétrique globale sous contraintes de structures non linéaires en dynamique

vibratoire. La stratégie développée doit pouvoir être appliquée sur des structures de tailles industrielles

présentant des non-linéarités localisées.

1.4 Description de la stratégie mise en place

Afin de répondre à la problématique de l’optimisation sous contraintes de structures en dynamique

avec une prise en compte du comportement non linéaire, une stratégie spécifique est mise en place. Le

déroulement de cette stratégie est représenté en Figure 1.16. Elle repose sur l’utilisation de la méthode

de l’équilibrage harmonique pour la création et l’enrichissement d’un métamodèle de type processus

gaussien dans le cadre d’une procédure d’optimisation bayésienne.

Les évaluations de la fonction objectif et des fonctions contraintes pour un jeu de paramètres

donné se font grâce à un calcul mécanique sur un modèle par éléments finis de la structure dans la

configuration ainsi définie. Les valeurs des fonctions sont déterminées à partir du calcul de la réponse en

fréquence réalisé grâce un solveur mécanique dédié qui fait intervenir la HBM associée à une procédure

de continuation par pseudo-longueur d’arc. Ce solveur mécanique est détaillé en Chapitre 2 (page 75)

et est implémenté au travers d’un programme en Python développé pour l’occasion.

Le solveur mécanique est ensuite intégré un sein d’une procédure d’optimisation bayésienne sous

contraintes. Dans un premier temps, un échantillonnage initial peu dense de l’espace de design D est

réalisé. La fonction objectif et les fonctions contraintes sont alors évaluées aux points x(i) échantillonnées

en faisant appel au solveur mécanique. Des métamodèles indépendants de type processus gaussiens sont

ensuite construits pour chaque fonction à partir des échantillons et des réponses associées. Ces processus

gaussiens permettent de générer des prédictions moyennes ˆ︁y et i ∈ I, correspondant respectivement

aux approximations de la fonction objectif y et des fonctions contraintes d’inégalités hi. Les processus

gaussiens permettent aussi d’obtenir conjointement les valeurs de variance s2
y et s2

hi
qui leur sont

associées, ce qui fournit une indication sur le niveau de confiance à accorder à l’approximation. Dans un

second temps les modèles de substitution sont enrichis intelligemment de manière itérative avec pour

objectif de détecter la région du minimum global et d’affiner la prédiction dans cette zone. À chaque

itération, la détection du point suivant se fait grâce à la fonction d’acquisition de l’amélioration espérée

contrainte (CEI ou Constrained Expected Improvement) . Cette fonction combine les informations

obtenues par appel au métamodèle et les informations sur les points déjà calculés afin d’associer à

chaque point de l’espace de conception une valeur représentative de la possibilité que ce point soit

un meilleur minimum global de la fonction objectif qui respecte les contraintes. Le point à ajouter

se détermine alors par recherche du maximum de la fonction d’acquisition, ce qui peut être fait de

manière peu couteuse, car l’évaluation de la fonction d’acquisition implique uniquement des appels au

métamodèle, avec un coût de calcul négligeable. Une fois le nouvel échantillon déterminé, les valeurs

de la fonction objectif et des fonctions contraintes sont calculées en ce point par appel au solveur

mécanique et les processus gaussiens sont reconstruits pour tenir compte de ce nouvel échantillon. Le

processus est répété itérativement jusqu’à ce qu’un critère d’arrêt soit satisfait. La solution finalement

obtenue correspond au point dont la valeur de la fonction objectif est la plus basse parmi les points
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Figure 1.16 – Diagramme représentatif de la stratégie mise en place pour l’optimisation globale sous
contraintes de structures en dynamique non linéaire

échantillonnés qui respectent les contraintes. La création des processus gaussiens et le déroulement de

l’optimisation bayésienne sont détaillés en Chapitre 3 (page 103). L’implémentation de ces opérations

se fait en Python en utilisant la librairie BOTorch.

La stratégie est appliquée sur deux systèmes dynamiques non linéaires dans le Chapitre 4 (page

123). Une optimisation sans contraintes est d’abord menée sur le cas académique d’un oscillateur de

Duffing avant de traiter l’optimisation sous contraintes d’un portique de levage industriel.
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Chapitre 2
Méthode de résolution en dynamique
vibratoire non linéaire

Dans ce chapitre, le solveur mécanique mis en place pour le calcul de structures en dynamique non

linéaire est développé. L’objectif est de pouvoir déterminer la réponse fréquentielle d’une structure

présentant des non-linéarités localisées aux interfaces. Tout d’abord, la méthodologie de résolution est

détaillée. Cette dernière repose sur la méthode de l’équilibrage harmonique associée à une procédure

d’alternance fréquence/temps. Une procédure de continuation par prédiction tangente et correction

orthogonale est ensuite mise en place pour le calcul des réponses fréquentielles. Par la suite, la méthode

de sous-structuration aux interfaces de Craig-Bampton est présentée. Cette méthode permet de profiter

de la localisation des non-linéarités afin de travailler avec des modèles condensés occasionnant un

coût de calcul moins important. Enfin, l’utilisation du solveur mécanique est illustrée à travers son

application, d’abord sur un système académique, puis sur une structure à l’échelle industrielle.
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2.1 Solveur dynamique non linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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2.1. SOLVEUR DYNAMIQUE NON LINÉAIRE

2.1 Solveur dynamique non linéaire

Comme énoncé en section 1.2.2 (page 46), pour une structure discrétisée par éléments finis en n

ddls soumise à une excitation harmonique de pulsation ω, fréquence f et période T , la position q de

chacun des degrés de liberté est régie par l’équation (1.64) retranscrite ici :

Mq̈(t) + Cq̇(t) + Kq(t) + fnl(q(t), q̇(t)) = fext(t). (2.1)

Le solveur mécanique doit être capable de déterminer une solution périodique de l’équation (2.1) en

régime permanent (lorsqu’une telle solution existe) sur une plage de fréquences d’excitation (variation

de ω).

Le solveur mécanique mis en place consiste en l’utilisation de la méthode de l’équilibrage harmonique

pour la résolution de l’équation (2.1) associée à une procédure de continuation pour le suivi des

bifurcations de type repliement.

2.1.1 Méthode de l’équilibrage harmonique

La méthode de l’équilibrage harmonique [Kryloff et Bogoliuboff 1950 ; Nakhla et Vlach

1976 ; Nayfeh et Mook 1979 ; Lau et Cheung 1981 ; Pierre et al. 1985 ; Cameron et Griffin

1989 ; Cheung et al. 1990] a pour objectif la recherche d’une solution périodique de pulsation ω au

système (2.1) dans le domaine fréquentiel. Une telle solution q est approchée par sa décomposition en

séries de Fourier tronquée à l’ordre nh :

q(t) ≃ a0 +
nh∑︂
i=1

(ai cos(iωt) + bi sin(iωt)) , (2.2)

avec ai et bi les vecteurs contenant les coefficients de Fourier de q, respectivement associés aux termes

en cosinus et en sinus, qui constituent les inconnues dans le domaine fréquentiel. De la même manière,

les vecteurs des coefficients de Fourier de fnl et fext sont respectivement notés (anl
i , b

nl
i ) et (aext

i , bext
i ) :

fnl(q(t), q̇(t)) ≃ anl
0 +

nh∑︂
i=1

(︂
anl

i cos(iωt) + bnl
i sin(iωt)

)︂
, (2.3)

fext(ω, t) ≃ aext
0 +

nh∑︂
i=1

(︂
aext

i cos(iωt) + bext
i sin(iωt)

)︂
. (2.4)

La décomposition employée pour l’expression (2.2) permet d’obtenir des solutions de fréquence identique

à l’excitation, en incluant des harmoniques d’ordres supérieurs jusqu’à l’ordre nh. Le choix de nh
peut se faire de manière empirique lorsque le nombre d’harmoniques dans la réponse de la structure

a pu être évalué au préalable, ou la valeur de nh peut être choisie de manière à offrir un certain

compromis entre précision et coût de calcul. Afin de pouvoir calculer des branches de solution après

bifurcations par dédoublement de période et de prendre en compte les sous-harmoniques comme abordé

en section 1.2.2.3 (page 49), il est nécessaire d’introduire un paramètre entier ν correspondant à l’ordre

de la sous-harmonique considéré et de remplacer ω par
ω

ν
dans l’expression (2.2). La présence de
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sous-harmoniques n’étant pas considérée dans ces travaux, la paramètre ν n’est pas inclus dans la suite

afin de simplifier l’écriture. L’ensemble des développements exposés restent cependant valables pour le

calcul de solutions possédant une période multiple de la période d’excitation, en remplaçant ω par
ω

ν
,

mais une méthode spécifique de détection et suivi des bifurcations est requise pour calculer la réponse

fréquentielle en prenant en compte ce phénomène [Alcorta et al. 2019].

Les coefficients de Fourier sont regroupés au sein de vecteurs de taille ˜︁n = n(2nh + 1) :

˜︁q =
[︂
a0

T a1
T b1

T · · · ai
T bi

T · · · anh
T bnh

T
]︂T
, (2.5)

˜︁fnl =
[︂
anl

0
T

anl
1

T
bnl

1
T · · · anl

i
T

bnl
i

T · · · anl
nh

T
bnl

nh

T
]︂T
, (2.6)

et ˜︁fext =
[︂
aext

0
T

aext
1

T
bext

1
T · · · aext

i
T

bext
i

T · · · aext
nh

T
bext

nh

T
]︂T
. (2.7)

En substituant les expressions, (2.2), (2.3) et (2.4) dans le système (2.1), il vient le résidu r, devant

tendre vers la fonction nulle de R vers Rn :

r(t) =Ka0 + anl
0 − aext

0

+
nh∑︂
i=1

[︂
(K − (iω)2M)ai + (iωC)bi + anl

i − aext
i

]︂
cos(iωt)

+
nh∑︂
i=1

[︂
(K − (iω)2M)bi − (iωC)ai + bnl

i − bext
i

]︂
sin(iωt). (2.8)

Afin d’éliminer la dépendance temporelle, l’équation (2.8) est projetée sur la base formée des fonctions

trigonométriques (projection de Galerkin [Urabe 1965]). Il en résulte un système algébrique non

linéaire de taille ˜︁n dont le résidu ˜︁r : R˜︁n × R→ R˜︁n s’écrit :

˜︁r(˜︁q, ω) = Z(ω)˜︁q + ˜︁fnl(˜︁q, ω)− ˜︁fext. (2.9)

En adoptant le symbole ⊗ pour désigner le produit de Kronecker, la matrice ˜︁n× ˜︁n diagonale par blocs

Z s’écrit :

Z(ω) = ω2∇2 ⊗M + ω∇⊗C + I˜︁n ⊗K, (2.10)

où I˜︁n est la matrice identité de taille ˜︁n et ∇ est l’opérateur différentiel défini par :

∇ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
(0)

. . .

. . .

(0)

∇1

∇i

∇nh

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.11)
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avec :

∇i =
[︄

0 i
−i 0

]︄
. (2.12)

Le système (2.9) peut être résolu par l’intermédiaire des méthodes citées en section 1.2.3.1 (page 53)

(méthode de Newton-Raphson, méthodes quasi-Newton, etc.). La force d’excitation étant harmonique,

ses coefficients de Fourier ˜︁fext sont connus. En revanche, la détermination du vecteur ˜︁fnl pose plus

de difficultés. Il est en effet rare de pouvoir déterminer de manière analytique les efforts non linéaires

dans le domaine fréquentiel et ces derniers sont alors déterminés numériquement par un algorithme

d’alternance fréquence/temps.

2.1.2 Méthode d’alternance fréquence/temps

La méthode d’alternance fréquence/temps (AFT) [Cameron etGriffin 1989] permet de déterminer˜︁fnl(˜︁q, ω) à chaque itération en alternant entre les domaines fréquentiels et temporels grâce aux

transformations de Fourier discrètes directe et inverse (voir Annexe A (page 169)). Le processus est

illustré en Figure 2.1 où l’application de la transformation de Fourier discrète directe (DFT ou Discrete

Fourier Transform) est désignée par la fonction F tandis que la notation F −1 est utilisée pour la

transformation de Fourier discrète inverse (DFT-1).

Connaissant le terme ˜︁q, la DFT-1 permet une évaluation de q et q̇ en nt instants tj = j
nt

2π
ω , j ∈ J1;ntK

uniformément répartis sur une période :

q =
[︂
q(t1)T · · · q(tnt)

T
]︂T

= F −1(˜︁q), (2.13)

q̇ =
[︂
q̇(t1)T · · · q̇(tnt)

T
]︂T

= F −1(ω∇˜︁q). (2.14)

Les efforts non linéaires peuvent alors être évalués dans le domaine temporel aux instants tj :

fnl(q, q̇) =
[︂
fnl(q(t1), q̇(t1))T · · · fnl(q(tnt), q̇(tnt))

T
]︂T
. (2.15)

L’utilisation de la DFT permet ensuite de revenir dans le domaine fréquentiel et d’obtenir le terme ˜︁fnl.

Finalement, la méthode alternance fréquence/temps (AFT) se résume par l’expression :

˜︁fnl(˜︁q, ω) = F (fnl(F −1(˜︁q),F −1(ω∇˜︁q))). (2.16)

Le choix du nombre de pas de temps nt lors de la discrétisation temporelle est un paramètre important

dans la résolution. Afin d’éviter les erreurs dues au repliement du spectre, le critère de Nyquist-Shannon

[Shannon 1949] impose une borne inférieure : nt > 2nh (voir Annexe A (page 169)), mais une valeur

bien plus grande est souvent nécessaire pour disposer d’une estimation suffisamment précise des termes

non linéaires, surtout en cas de non-linéarités non régulières [Coläıtis 2021 ; Krack, Salles et al.

2017]. Certaines règles empiriques ont été élaborées afin de déterminer un nombre d’échantillons nt
idéal en fonction du type de système mécanique étudié (par exemple nt = min(500 + 25nh, 2000)),
mais il ne semble pas exister de consensus sur une pratique générale [Woiwode et al. 2020]. Dans ces
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Figure 2.1 – Principe de la méthode d’alternance fréquence/temps.

travaux, le choix de ce nombre est réalisé de manière empirique afin d’offrir un bon compromis entre

précision et coût de calcul.

La méthode AFT permet ainsi de rendre possible la résolution de l’équation (2.9) pour tout type

de non-linéarité. La méthode devant être répétée à chaque itération de la résolution, elle peut faire

augmenter le coût de calcul de façon assez importante pour de grandes valeurs de nt, l’algorithme Fast

Fourier Transform (FFT) [Cooley et Tukey 1965] permet d’exécuter efficacement la DFT ce qui

rend la méthode viable.

2.1.3 Méthode de Newton-Raphson

Pour une pulsation d’excitation ω donnée, le système non linéaire (2.9) est résolu en utilisant la

méthode de Newton-Raphson [Deuflhard 2004]. Cet algorithme consiste à rechercher itérativement

la solution ˜︁q(m+1) en s’appuyant sur le développement de Taylor du résidu au premier ordre en ˜︁q(m) :

˜︁r(˜︁q(m+1), ω) = ˜︁r(˜︁q(m) + ∆˜︁q(m), ω) = ˜︁r(˜︁q(m), ω) + J˜︁q(˜︁q(m), ω)∆˜︁q(m) + o(∥∆˜︁q(m)∥2), (2.17)
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où ∆˜︁q(m) correspond à la correction effectuée à l’itération (m) et J˜︁q désigne la jacobienne de ˜︁r par

rapport à ˜︁q telle que :

J˜︁q(˜︁q, ω) = ∂˜︁r
∂ ˜︁q (˜︁q, ω) = Z(ω) + ∂ ˜︁fnl

∂ ˜︁q (˜︁q, ω). (2.18)

La méthode AFT permet de déterminer la jacobienne J˜︁q de manière semi-analytique ce qui permet un

gain de temps significatif par rapport à une évaluation purement numérique par différences finies par

exemple. Le calcul est détaillé en Annexe B (page 177). Il résulte de l’expression (2.17) les relations de

récurrence : ˜︁q(m+1) = ˜︁q(m) + ∆˜︁q(m), (2.19)

et :

J˜︁q(˜︁q(m), ω)∆˜︁q(m) = −˜︁r(˜︁q(m), ω), (2.20)

En partant d’une valeur initiale ˜︁q(0), les corrections ∆˜︁q(m) sont successivement appliquées en résolvant

le système linéaire (2.20). Les itérations sont répétées tant que la norme euclidienne du résidu ˜︁r(˜︁q(m), ω)
reste supérieure à un petit paramètre positif ε choisi arbitrairement en fonction de la précision voulue.

Lorsque la méthode converge, cela se fait en général avec peu d’itérations. Cette convergence n’est

en revanche assurée que sur un intervalle autour de la racine recherchée. Si l’estimation initiale ˜︁q(0) est

trop éloignée de la solution, la méthode peut diverger ou converger vers une autre racine. Un choix

usuel pour ˜︁q(0) consiste à prendre la solution linéaire du système (2.9) (pour ˜︁fnl = ˜︁0) ou à approcher

la solution non linéaire par une autre méthode. Lors du calcul d’une réponse fréquentielle les solutions

précédemment calculées pour d’autres pulsations peuvent être utilisées pour déterminer une meilleure

estimation initiale. C’est ce mécanisme qu’utilisent notamment les techniques de continuation.

2.1.4 Continuation

Lors de la résolution du système (2.9) sur une plage de pulsations d’excitation l’utilisation de la

méthode de Newton-Raphson telle que décrite en section 2.1.3 (page 79) en balayant séquentiellement

l’intervalle des pulsations peut être délicate. En effet, comme il l’a été évoqué, le choix de l’estima-

tion initiale est important dans l’efficacité de la convergence. De plus, comme il l’a été montré en

section 1.2.2.3 (page 49), lorsque des bifurcations apparaissent, plusieurs solutions peuvent coexister

pour une même fréquence d’excitation en fonction de l’historique de chargement. La matrice jacobienne

J˜︁q est alors singulière aux points de repliement et la méthode de Newton ne peut plus être appliquée.

Une méthode de continuation est mise en place afin de pouvoir suivre la réponse fréquentielle le long

des différentes branches ainsi que de détecter et surmonter les bifurcations de repliement.

2.1.4.1 Continuation par pseudo-longueur d’arc

Dans le cadre du solveur mécanique élaboré dans cette section, une continuation de type prédiction-

correction est implémentée, car cela convient mieux pour de fortes non-linéarités telles que celles

engendrées par du contact unilatéral [Woiwode et al. 2020]. Un prédicteur tangent est utilisé afin

de déterminer l’itération initiale, puis les corrections sont réalisées de manière orthogonale (ou par
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˜︁ηk

˜︁ηk+1
˜︁η(m)
k+1

˜︁η(0)
k+1

∆sk+1

ω

˜︁ q

Figure 2.2 – Illustration de la continuation mise en place.

pseudo-longueur d’arc). Une illustration schématique de la méthode dans un espace de dimension

1 est proposée en Figure 2.2 et les éléments théoriques sont abordés dans le paragraphe suivant en

considérant la variation du paramètre ω conformément à la recherche de la réponse fréquentielle, mais

les développements restent valables pour le calcul des branches de solution suivant l’évolution de

n’importe quel paramètre λ [Grenat et al. 2019].

L’objectif est de calculer de proche en proche l’ensemble des points ˜︁η =
[︂˜︁qT ω

]︂T
de R˜︁n+1 qui

annulent le résidu ˜︁r(˜︁η) = ˜︁r(˜︁q, ω) pour ω dans un intervalle [ω1;ω2]. À partir de la kème solution˜︁ηk =
[︂˜︁qkT ωk

]︂T
déjà calculée, la solution suivante ˜︁ηk+1 est déterminée de manière itérative. La

notation ˜︁η(m)
k+1 correspond à la valeur obtenue à l’itération m. Dans un premier temps, l’itération initiale

˜︁η(0)
k+1 est définie grâce à une prédiction tangente. Le vecteur tangent tk =

[︂
t˜︁qk

T tωk

]︂T
est évalué grâce

à l’algorithme de Keller [Keller 1983 ; Cardona et al. 1998]. Le vecteur tk est de taille ˜︁n+ 1 avec

t˜︁qk
∈ R˜︁n et tωk

∈ R. Le développement de Taylor au premier ordre donne :

˜︁r(˜︁qk + t˜︁qk
, ωk + tωk

) = ˜︁r(˜︁qk, ωk) + J˜︁q(˜︁qk, ωk)t˜︁qk
+ Jω(˜︁qk, ωk)tωk

, (2.21)

avec Jω la jacobienne de ˜︁r par rapport à ω dont l’expression est détaillée en Annexe B (page 177). En

introduisant ˆ︃t˜︁qk
tel que t˜︁qk

= tωk
ˆ︃t˜︁qk

, il vient :

tωk
J˜︁q(˜︁qk, ωk)ˆ︃t˜︁qk

+ Jω(˜︁qk, ωk)tωk
= ˜︁0. (2.22)

Le terme ˆ︃t˜︁qk
est donc évalué par résolution du système linéaire :

J˜︁q(˜︁qk, ωk)ˆ︃t˜︁qk
= −Jω(˜︁qk, ωk). (2.23)
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Le vecteur tangent tk est cherché de façon à être unitaire :

∥tk∥2 = t2
ωk
ˆ︃t˜︁qk

Tˆ︃t˜︁qk
+ t2

ωk
= 1, (2.24)

soit :

tωk
= ςk

1√︃ˆ︃t˜︁qk

Tˆ︃t˜︁qk
+ 1

, (2.25)

où ςk ∈ {−1; 1} contrôle le sens du vecteur tangent. La prédiction ˜︁η(0)
k+1 s’effectue le long du vecteur

tangent tk sur une hypersphère de rayon ∆sk+1 :

˜︁η(0)
k+1 = ˜︁ηk + ∆sk+1tk. (2.26)

La direction de la prédiction, contrôlée par le signe ςk, doit changer lorsque des bifurcations de

repliement sont rencontrées. La méthode pour détecter ces bifurcations, et donc définir la valeur de ςk,

est expliquée dans la sous-section suivante (section 2.1.4.2 (page 82)).

Une fois l’itéré initial ˜︁η(0)
k+1 déterminé, les corrections correspondent aux itérations de la méthode

de Newton-Raphson en rajoutant au système d’équation (2.9) la condition que les points doivent se

trouver dans un hyperplan orthogonal au vecteur tangent tk afin de fermer le système. De manière

identique à la section 2.1.3 (page 79), l’itéré ˜︁η(m)
k+1 est incrémenté de ∆˜︁η(m)

k+1 =
[︂
∆˜︁q(m)

k+1
T

∆ω(m)
k+1

]︂T
. La

condition d’orthogonalité se traduit par l’expression :

t˜︁qk

T∆˜︁q(m)
k+1 + tωk

∆ω(m)
k+1 = 0. (2.27)

La correction ∆˜︁η(m)
k+1 est alors déterminée par la résolution du système linéaire :[︄

J˜︁q(˜︁η(m)
k+1) Jω(˜︁η(m)

k+1)
t˜︁qk

T tωk

]︄ [︄
∆˜︁q(m)

k+1
∆ω(m)

k+1

]︄
=
[︄
−˜︁r(˜︁η(m)

k+1)
0

]︄
. (2.28)

Comme expliqué précédemment, la valeur du prochain point ˜︁ηk+1 est fixé à convergence lorsque

∥˜︁r(˜︁η(m)
k+1)∥ < ε.

2.1.4.2 Détection des bifurcations de repliement

Afin de détecter les bifurcations de repliement, et ainsi de fixer la valeur de ςk lors de la prédiction,

une fonction test est utilisée [Beyn et al. 2002]. Un repliement intervient lorsque la matrice jacobienne

J˜︁q a une unique valeur propre nulle. Le calcul de det(J˜︁q(˜︁ηk)) permet donc de détecter les bifurcations.

Pour suivre les branches dans la continuation, ςk doit avoir le même signe que ce déterminant :

ςk = sgn
(︂
det(J˜︁q(˜︁ηk))

)︂
. (2.29)

La matrice jacobienne du système augmenté (2.28) n’est plus singulière aux points de bifurcation et la

solution peut ainsi être déterminée dans tout l’espace.
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2.1.4.3 Contrôle automatique du pas de continuation

Comme évoqué en section 1.2.4.1 (page 62), la mise en place d’un contrôle automatique du pas ∆s
permet des gains importants en coût de calcul. Voici les stratégies d’adaptation de ∆s mises en place

au sein du solveur mécanique implémenté dans ces travaux.

— Une pondération telle qu’introduite par Blair et al. (1997) est mise en place lorsque ∥˜︁qk∥ > 1
afin de maitriser les écarts d’ordres de grandeur. L’équation (2.25) devient alors :

tωk
= ςk

1√︃
1

σpk+1
2
ˆ︃t˜︁qk

Tˆ︃t˜︁qk
+ 1

, (2.30)

avec σpk+1 = ∥
˜︁qk∥
ωk

.

— Les valeurs que peut prendre le pas ∆s sont restreintes à un intervalle [∆smin,∆smax]. Lorsque
la valeur prévue pour ∆s dépasse ∆smax, celle-ci reste fixée à ∆smax afin de garantir un balayage

suffisamment dense de la plage de fréquences. Si la valeur prévue devient inférieure à ∆smin, le

solveur éprouve des difficultés à converger et il est préférable d’interrompre l’exécution et de

retenter avec d’autres paramètres, voire avec une autre méthode.

— Pour le calcul de la (k + 1)ème solution de la réponse fréquentielle, l’adaptation du pas est

réalisée selon la formule :

∆sk+1 = 2
ncib−nit

k
ncib ∆sk, (2.31)

avec nit
k le nombre d’itérations nécessaire lors du calcul de la solution précédente et ncib le

nombre d’itérations ciblé. Initialement, la valeur ∆s0 = ∆smax
5 est choisie arbitrairement, il

pourrait aussi être demandé à l’utilisateur de définir cette valeur initiale comme un paramètre

supplémentaire.

— Lors de la phase de correction, si le nombre d’itérations dépasse ncib, le processus est arrêté

et une nouvelle prédiction est effectuée avec un pas ∆s diminué, par exemple en le divisant

par 5. Ainsi, la formule (2.31) ne sert que pour augmenter le pas, car avec cette règle, nit
k est

toujours inférieur ou égal à ncib. En effet, les différents tests ont montré qu’il était généralement

plus efficace de directement recommencer tout le processus de continuation avec une valeur plus

petite de ∆s lorsque le nombre d’itérations devient trop important. L’ampleur de la réduction

est ici totalement arbitraire et pourrait certainement faire l’objet d’améliorations.

Les paramètres ∆smin, ∆smax et ncib sont à définir par l’utilisateur de manière empirique. La structure

étudiée ainsi que la précision ε désirée ont une influence importante sur le choix de ces paramètres,

mais il ne semble pas exister de règle universelle permettant d’obtenir une efficacité optimale du solveur.

Une discussion plus détaillée de l’influence de ces paramètres est présentée en section 2.3.1 (page 87).

2.2 Sous-structuration de Craig-Bampton

Dans le cas où les non-linéarités présentes dans la structure sont localisées, la mise en place de la

méthode de sous-structuration de Craig-Bampton [Craig Jr et Chang 1976] présente un fort intérêt.
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Cette méthode est intégrée à de nombreux logiciels de calculs par éléments finis et est régulièrement

utilisée lors de calculs de structures en dynamique. Dans un premier temps, le principe de la sous-

structuration est développé dans le cas d’une seule sous-structure, puis la méthode est étendue au cas

d’un assemblage de plusieurs sous-structures.

Pour une sous-structure, les ddls sont réorganisés afin de regrouper les ns ddls internes à la sous-

structure, notés qs, et les nf ddls d’interface (ou de frontière), notés qf . La dépendance au temps est

volontairement omise pour plus de clarté.

q =
[︄
qs

qf

]︄
. (2.32)

Les ddls d’interface comprennent notamment les ddls sur lesquels sont appliqués une force ou un

déplacement et les ddls situés à la jonction entre deux structures. Dans le cadre de ces travaux, les

non-linéarités sont supposées localisées. Ainsi, les ddls intégrant un comportement non linéaire sont

aussi inclus dans les ddls d’interface. Il n’y a donc aucune force extérieure ni aucun effort non linéaire

qui s’exercent sur les ddls internes. L’équation de la dynamique s’écrit alors :[︄
M ss M sf

M fs Mff

]︄ [︄
q̈s

q̈f

]︄
+
[︄
Css Csf

Cfs Cff

]︄ [︄
q̇s

q̇f

]︄
+
[︄
Kss Ksf

Kfs Kff

]︄ [︄
qs

qf

]︄
+
[︄

0
f f

nl

]︄
=
[︄

0
f f

ext

]︄
. (2.33)

Comme énoncé en section 1.2.6.2 (page 70), l’objectif est de projeter l’équation (2.33) sur une base

réduite. La solution approchée dans le sous-espace réduit, notée qr, s’obtient grâce à une matrice de

passage P :

q = P qr. (2.34)

Pour la méthode de Craig-Bampton, la matrice P est obtenue à partir de modes propres linéaires à

interface fixe et de modes statiques de liaison.

Les modes propres linéaires à interface fixe sont les couples (Ω,ϕ) tels que :

(Kss − Ω2M ss)ϕ = 0. (2.35)

Ils correspondent aux modes propres de la sous-structure non amortie lorsque tous les ddls d’interface

sont encastrés. Il existe ns solutions à l’équation (2.35), mais seules les p premières (selon les valeurs

croissantes des pulsations propres Ω) sont conservées. Les p formes propres correspondantes ϕ sont

normalisées pour que la projection de la matrice M ss soit la matrice identité et ces vecteurs sont

assemblés afin de former une matrice notée Φ. Le nombre p de modes conservés est généralement

conditionné par un critère fréquentiel dépendant du problème considéré. Il est usuel de garder les

modes dont la fréquence propre est inférieure à deux ou trois fois la fréquence maximale de la plage

considérée pour l’étude [Girard et Roy 2003].

Un mode statique de liaison est obtenu en calculant le déplacement statique de la sous-structure

lorsque le déplacement d’un ddl d’interface est imposé à 1 tandis que les déplacements de tous les autres

ddls d’interface sont fixés à 0. L’opération est répétée pour chaque ddl de qf et les modes statiques de

liaison obtenus sont assemblés au sein d’une matrice notée Ψ. Cette matrice correspond au résultat de

l’équation :

Ψ = −Kss−1Ksf , (2.36)
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mais en pratique, Ψ est calculée en fixant tour à tour les ddls d’interface. En effet, il s’agit de résoudre

nf fois un système linéaire, avec nf généralement assez petit, ce qui est numériquement moins coûteux

que d’inverser la matrice Kss, dont la taille ns peut être très importante.

La matrice de passage P , de taille (ns + nf)× (p+ nf), s’écrit :

P =
[︄

Φ Ψ
0nf ,p Inf

]︄
. (2.37)

Les ddls d’interface ne sont pas condensés et le vecteur position réduit peut s’écrire :

qr =
[︄
qc

qf

]︄
, (2.38)

où les ddls condensés associés à qc n’ont pas de sens physique. Les matrices s’écrivent dans la base

réduite :

Mr = P TMP =
[︄

Ip MΦΨ
MΨΦ MΨ,

]︄
(2.39)

Cr = P TCP , (2.40)

Kr = P TKP =
[︄

KΦ 0p,nf

0nf ,p KΨ.

]︄
(2.41)

Les matrices KΦ et KΨ sont diagonales et donc la matrice Kr est, elle aussi, diagonale. Les effets non

linéaires et les forces extérieures ne s’exercent que sur les ddls d’interface, ainsi la projection ne change

pas la valeur des termes non-nuls des vecteurs des efforts extérieurs et non linéaires :

P T
[︄

0
f f

ext

]︄
⏞ ⏟⏟ ⏞

(ns+nf)×1

=
[︄

0
f f

ext

]︄
⏞ ⏟⏟ ⏞

(p+nf)×1

= fextr , (2.42)

P T
[︄

0
f f

nl

]︄
⏞ ⏟⏟ ⏞

(ns+nf)×1

=
[︄

0
f f

nl

]︄
⏞ ⏟⏟ ⏞

(p+nf)×1

= fnlr . (2.43)

Les notations fextr et fnlr désignent respectivement les efforts extérieurs et les efforts non linéaires

dans la base réduite (ce sont des vecteurs de Rp+nf ). Finalement, l’équation du mouvement projetée se

ramène à un système de taille p+ nf :

Mrq̈r + Crq̇r + Krqr + fnlr = fextr . (2.44)

La méthode s’étend pour un assemblage de na sous-structures. Le vecteur contenant la position des

ddls internes de la sous-structure numérotée i est noté qs
i tandis que le vecteur qf contient la position

de tous les ddls d’interface de l’assemblage. Pour chaque sous-structure, la matrice des modes propres à

interface fixe tronquée à l’ordre pi, notée Φi, ainsi que la matrice des modes statiques de liaisons, notée

Ψi, sont calculées. Comme dans le cas d’une sous-structure, les ddls de l’assemblage sont réorganisés
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afin de regrouper les ddls internes de chaque sous-structure et les ddls d’interface, puis une projection

sur une base réduite est réalisée à l’aide d’une matrice de passage P :

q =
[︂
qs

1
T · · · qs

i
T · · · qs

na
T qf T

]︂T
= P qr. (2.45)

La matrice de passage est construite de la manière suivante :

P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Φ1 Ψ1
. . .

...
Φi Ψi

. . .
...

Φna Ψna

Inf

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (2.46)

La projection des matrices dans la base réduite donne :

Mr = P TMP =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ip1 MΦΨ1
. . .

...
Ipi MΦΨi

. . .
...

Ipna MΦΨna
MΨΦ1 · · · MΨΦi · · · MΨΦm MΨ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.47)

Cr = P TCP , (2.48)

et

Kr = P TKP =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

KΦ1
. . .

KΦi

. . .

KΦna
KΨ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.49)

avec Kr diagonale. La projection de l’équation du mouvement dans la base réduite donne un système

de taille nf +
na∑︂
i=1

pi similaire à l’équation (2.44).

La méthode de sous-structuration de Craig-Bampton est très avantageuse lorsque peu de ddls

d’interface sont présents. Le comportement peut en effet généralement être approché avec une précision

suffisante en ne gardant que quelques modes propres à interface fixe dans la base de réduction. La taille

du système réduit est ainsi considérablement inférieure à celle de l’assemblage complet. Cette méthode

peut être complétée par une condensation sur les ddls non linéaires du système réduit telle qu’évoquée

en section 1.2.6.1 (page 69). Toutefois, cette approche n’est généralement pas optimale lorsque les ddls

d’interface sont en nombre restreint, car les avantages de la condensation sont annulés par le coût de

calcul nécessaire à celle-ci.
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2.3 Illustration

Le solveur mécanique précédemment détaillé est implémenté par l’intermédiaire d’un programme

en Python développé pour l’occasion. Il est ainsi possible de maitriser les différents éléments du solveur

afin de l’adapter au mieux et de tester l’influence de certaines des variables. Dans cette section, les

résultats obtenus par le solveur sur quelques exemples de problèmes dynamiques non linéaires sont

présentés afin d’illustrer les caractéristiques de la méthode. Différentes valeurs des paramètres inhérents

à la méthode sont testés afin de discuter de leur influence.

2.3.1 Application 1 : Oscillateur de Duffing

L’exemple académique de l’oscillateur de Duffing, déjà présenté en section 1.2.2.2 (page 49), est

d’abord utilisé afin d’illustrer le solveur dynamique non linéaire. Pour rappel, l’équation du mouvement

de ce système à un ddl soumis à une force excitatrice harmonique s’écrit :

m1q̈(t) + c1q̇(t) + k1q(t) + knlq
3(t) = f0 cos(ωt). (2.50)

La Figure 2.3 montre l’utilisation du solveur dynamique non linéaire pour la résolution de l’équation

de Duffing (2.50) avec différents niveaux de non-linéarité. Ce résultat met en avant la capacité de la

méthode utilisée à obtenir la réponse fréquentielle de structures non linéaires. Les bifurcations de type

repliement sont bien prises en compte et visibles au travers du retournement des courbes, que ce soit

dans le cas d’un système assouplissant knl < 0 ou durcissant knl > 0.

Afin de montrer l’intérêt de la stratégie d’adaptation du pas ∆s, la Figure 2.4 compare différentes

réponses fréquentielles, obtenues avec un pas de continuation fixe ou avec la stratégie de contrôle du

pas détaillée en section 2.1.4.3 (page 83). Dans chaque cas le nombre de pas de fréquences engendrés

par la procédure de continuation est indiqué et constitue le principal outil de comparaison. Le temps

d’exécution est aussi donné à titre indicatif, mais il convient de noter que l’implémentation du solveur

pourrait sans doute être optimisée. Cela fournit néanmoins un ordre de grandeur intéressant pour

comparer les différentes configurations du solveur. Les problèmes liés à l’utilisation d’un pas ∆s fixe sont
clairement mis en avant. Un trop grand pas résulte en un coût de calcul diminué, mais le résultat obtenu

ne permet pas de représenter l’intégralité du comportement dynamique du système. La Figure 2.4a

montre que pour l’exemple de l’oscillateur de Duffing, certaines petites résonances à basses fréquences

sont ignorées par rapport à la réponse fréquentielle obtenue en Figure 2.4b. À l’opposé, un trop petit

pas permet d’obtenir une réponse fréquentielle plus complète, mais engendre un nombre très important

de pas de fréquences et donc un coût de calcul conséquent (Figure 2.4b). La Figure 2.4c illustre

tout l’intérêt de la stratégie d’adaptation : la réponse fréquentielle obtenue décrit un comportement

similaire à la Figure 2.4b alors que le nombre de pas de fréquences reste assez réduit. La taille du

pas est automatiquement réduite dans les zones problématiques, ce qui permet, par exemple, de bien

représenter les petites résonances à basses fréquences. Dans les autres zones, ∆s peut rester assez grand

sans que cela ne pose problème. Au-delà des problématiques d’efficacité, garder un pas de continuation

fixe peut poser des problèmes de convergence en cas de fortes non-linéarités. En effet, un pas trop

grand peut aussi empêcher le solveur de converger dans certaines zones critiques, il est alors primordial
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Figure 2.3 – Réponse fréquentielle de l’oscillateur de Duffing pour différentes valeurs de knl avec
m1 = 1 kg, c1 = 0,1 kg·s−1, k1 = 1 N·m−1 et f0 = 10 N. Les paramètres nh = 20, nt = 60 et ε = 1×10−4

sont utilisés pour la HBM avec un pas ∆s variable contrôlé par ∆smax = 0,1 et ncib = 5.

d’avoir une manière de réduire ce pas. Par exemple sur la Figure 2.4d, la réponse fréquentielle pour

une valeur de knl cinq fois plus importante est obtenue en 14 s avec 140 pas de fréquences. En fixant

à 50 itérations la limite pour la convergence, il faut utiliser un pas fixe ∆s = 0,005 afin de réussir à

obtenir cette réponse, ce qui demande 193 s d’exécution et 2053 pas de fréquences.

Lorsque la valeur de ∥˜︁qk∥ est d’un ordre de grandeur bien supérieur à ωk, la prédiction tangente

sans pondération conduit à devoir calculer la solution pour un nombre très important de pas de

fréquences. La Figure 2.5 illustre ce phénomène en représentant la réponse fréquentielle obtenue sans

pondération (Figure 2.5a) et avec la pondération présentée en section 2.1.4.3 (page 83) (Figure 2.5b).

La pondération se traduit par une réduction considérable du nombre de pas de fréquences nécessaire

pour le calcul de la réponse fréquentielle (d’un facteur supérieur à 7). Le temps de calcul est divisé

par 3, ce qui constitue un gain significatif, mais montre que le calcul de la solution à chaque pas de

fréquence est alors plus long, car il faut un nombre plus important d’itérations avant convergence. La

stratégie de pondération et d’adaptation du pas permet donc un gain important sur le coût de calcul.

Des améliorations sont en revanche encore certainement possibles, mais il est difficile de mettre en

place une règle générale performante pour tout problème.

Finalement, la réponse fréquentielle obtenue par le solveur HBM est comparée avec des réponses

obtenues par intégration temporelle avec le schéma de Newmark (présenté en section 1.2.3.3 (page 55)).

Sur la Figure 2.6a, la réponse temporelle pour une fréquence d’excitation donnée est calculée sur 30

périodes afin de s’assurer d’atteindre le régime permanent. Ce nombre a été déterminé empiriquement

pour cette configuration du système étudié, mais il est difficile de l’estimer à l’avance. Une détection
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(a) Pas fixe ∆s = 0,2. Total de 47 pas de fréquences
et 5 s d’exécution.
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(b) Pas fixe ∆s = 0,02. Total de 485 pas de fréquences
et 40 s d’exécution.
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(c) Pas adaptatif avec ∆smax = 0,2 et ncib = 5. Total
de 64 pas de fréquences et 8 s d’exécution.
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(d) Pas adaptatif pour une plus forte non-linéarité
avec ∆smax = 0,08 et ncib = 5. Total de 140 pas de
fréquences et 14 s d’exécution.

Figure 2.4 – Influence du contrôle du pas ∆s sur la réponse fréquentielle de l’oscillateur de Duffing.
Les valeurs m1 = 1 kg, c1 = 0,1 kg·s−1, k1 = 1 N·m−1 et f0 = 0,5 N restent fixes. Les paramètres
nh = 20, nt = 60 et ε = 1× 10−4 sont utilisés pour la HBM.

du régime permanent au cours du calcul pourrait éventuellement être mise en place afin d’améliorer les

performances de l’intégration temporelle, mais ce n’est pas l’objet de ces travaux. Le calcul est ensuite

répété en incrémentant la fréquence d’excitation afin de construire la réponse fréquentielle. Différents

pas de temps (proportionnels à la période d’excitation) sont comparés. Sauf mention contraire, les

conditions initiales (CI) pour le calcul d’une réponse temporelle à une fréquence donnée sont choisies
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(b) Avec pondération. Total de 198 pas de fréquences
pour 62 s d’exécution

Figure 2.5 – Influence de la normalisation sur la réponse fréquentielle de l’oscillateur de Duffing avec
m1 = 1 kg, c1 = 0,1 kg·s−1, k1 = 1 N·m−1, knl = 0,005 N·m−3 et f0 = 10 N. Les paramètres nh = 20,
nt = 60 et ε = 1× 10−4 sont utilisés pour la HBM avec un pas ∆s variable contrôlé par ∆smax = 0,1
et ncib = 5.

pour correspondre aux CI de la réponse calculée pour la fréquence précédente. L’utilisation de CI nulles

signifie en revanche qu’à chaque fréquence, la réponse temporelle est calculée en fixant initialement

le déplacement et la vitesse à 0. La Figure 2.6a met en avant le phénomène de saut dans la réponse

fréquentielle, déjà évoqué en section 1.2.2.3 (page 49), et montre qu’un pas de temps h trop grand

entraine une imprécision dans la réponse fréquentielle. Le choix des conditions initiales n’a pas d’influence

sur le régime permanent lorsqu’une seule solution stable est possible (mis à part éventuellement le

temps nécessaire avant d’atteindre ce régime permanent). En revanche, pour les fréquences où plusieurs

solutions stables coexistent, le choix des conditions initiales détermine vers laquelle des solutions le

régime permanent converge. Ainsi, pour la courbe obtenue avec des CI nulles sur la Figure 2.6a, le

phénomène de saut ne se produit pas à la même fréquence.

Une autre manière d’obtenir la réponse fréquentielle de structures avec un schéma d’intégration

temporelle consiste à utiliser une excitation en sinus balayé. Cette excitation temporelle balaye une

plage de pulsation [ω1,ω2] sur un temps Tf en étant équivalente à chaque instant à une excitation

sinusöıdale. Cette excitation a pour expression :

fext(t) = f0 sin
(︄
ω1t+ ω2 − ω1

2Tf
t2
)︄
. (2.51)

À chaque instant t, la pulsation correspondante vaut
ω2 − ω1
Tf

t + ω1. La vitesse de balayage est ici

linéaire et vaut vs = ω2 − ω1
Tf

. C’est ce type d’excitation qui est généralement utilisé pour obtenir

expérimentalement les réponses fréquentielles des structures. Lorsque le sinus balayé est utilisé en
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d’excitation

0 0,5 1 1,5 2 2,5

−2

−1

0

1

0

ω [rad·s−1]

q
[m

]

HBM

Sinus balayé

(b) Sinus balayé avec vs = 3 × 10−5 rad·s−1

(Tf = 13 209,8 s) et h = 0,1 s

Figure 2.6 – Comparaison des réponses fréquentielles de l’oscillateur de Duffing obtenues par intégration
temporelle et par HBM. Les simulations sont réalisées pour m1 = 1 kg, c1 = 0,1 kg·s−1, k1 = 1 N·m−1,
knl = 1 N·m−3 et f0 = 0,5 N.

simulation numérique, un seul calcul par intégration temporelle est nécessaire pour obtenir la réponse

fréquentielle. Cependant, pour obtenir une précision satisfaisante, une vitesse de balayage assez lente (et

donc un temps Tf grand) ainsi qu’un pas de temps suffisamment petit sont souvent nécessaires. Sur la

Figure 2.6b, une réponse satisfaisante a pu être obtenue avec ce sinus balayé pour vs = 3× 10−5 rad·s−1

et h = 0,1 s ce qui correspond à un total de 131 400 pas de temps. Le choix d’un pas de temps plus

grand ou d’une vitesse de balayage plus rapide entraine une baisse de la précision de la réponse

obtenue. L’utilisation d’un sinus balayé avec une vitesse de balayage logarithmique pourrait permettre

de meilleures performances sans perte de précision pour les basses fréquences, mais cela n’est pas

l’objectif de ces travaux.

Les temps CPU de calcul pour obtenir les courbes de la Figure 2.6 (ainsi que deux autres calculs

par sinus balayé non représentés) sont comparés dans la Table 2.1. Il est important de rappeler que les

temps sont donnés à titre indicatif afin de comparer les ordres de grandeurs. L’efficacité de chacune des

méthodes peut être influencée par leurs implémentations ainsi que par les paramètres choisis pour le

calcul. Il est tout de même possible de remarquer que le solveur mécanique basé sur la HBM avec un

pas de continuation adaptatif propose une meilleure efficacité que les méthodes d’intégration temporelle,

tout en permettant la prise en compte de bifurcations et le suivi des différentes branches de la réponse

fréquentielle.

91



2.3. ILLUSTRATION

Table 2.1 – Temps de calcul de la réponse fréquentielle de l’oscillateur de Duffing pour différentes
méthodes. Les simulations sont réalisées pour m1 = 1 kg, c1 = 0,1 kg·s−1, k1 = 1 N·m−1, knl = 1 N·m−3

et f0 = 0,5 N.

Méthode Paramètres
Nombre de pas
de fréquences

Nombre total de
pas de temps

Temps
d’exécution

HBM

nh = 20,
nt = 60,

ε = 1× 10−4,
∆smax = 0,05,

ncib = 5

210 17 s

Newmark par
incréments

Tf = 30T ,
h = T

60 ,
CI solution
précédente

200 360 000 645 s

Newmark par
incréments

Tf = 30T ,
h = T

20 ,
CI solution
précédente

200 120 000 227 s

Newmark par
incréments

Tf = 30T ,
h = T

60 ,
CI nulles

200 360 000 490 s

Newmark avec
sinus balayé

Tf = 13 209,8 s,
vs = 3×10−5 rad·s−1,

h = 0,1 s
131 400 174 s

Newmark avec
sinus balayé

Tf = 13 209,8 s,
vs = 3×10−5 rad·s−1,

h = 0,25 s
52 560 88 s

Newmark avec
sinus balayé

Tf = 3962,9 s,
vs = 1×10−4 rad·s−1,

h = 0,1 s
39 420 55 s

2.3.2 Application 2 : Portique de levage industriel

La méthode de résolution du problème mécanique est ensuite appliquée au cas industriel d’un

portique de levage dont le modèle est représenté en Figure 2.7. Il s’agit d’une structure mobile

(généralement sur rails, mais parfois sur pneus) conçue pour porter de lourdes charges.

2.3.2.1 Description du système

La structure étudiée est constituée d’un portique roulant se déplaçant sur des rails dans une

direction transversale à sa longueur (axe X sur la Figure 2.7). Un chariot reposant sur deux rails
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Figure 2.7 – Modèle du portique de levage.

circule au sommet de l’ensemble dans le sens de la longueur (axe Z). Ce chariot supporte le matériel de

levage permettant le transport de la charge utile. Le portique étudié possède une longueur d’environ

13 m, pour une largeur d’environ 5 m et une hauteur d’environ 10 m. Les portiques de levage évoluent

régulièrement dans des environnements à risques (par exemple sur des sites nucléaires) ce qui les

contraint à respecter des normes particulièrement exigeantes. L’une des principales préoccupations est

d’empêcher le renversement de la structure lorsqu’elle subit un déplacement à sa base, comme cela

peut se produire lors d’épisodes sismiques.

Le modèle éléments finis de la structure représenté en Figure 2.7 est constitué de 44 335 éléments

coques en acier avec un comportement élastique linéaire. Les liaisons boulonnées sont modélisées à l’aide

de 302 éléments ressorts. Le modèle comporte aussi 42 éléments poutres et 12 masses ponctuelles afin

de modéliser les roues et leurs axes. Afin de simplifier la modélisation, la charge utile est modélisée par

une masse ponctuelle placée au centre du chariot, ce qui permet d’éviter d’avoir à prendre en compte

les effets complexes induits par le balancement d’un câble souple. La simulation est ainsi effectuée

selon l’hypothèse des petites perturbations. Au total, le modèle complet comporte 43 722 nœuds ce

qui correspond à environ 260 000 ddls . La plage de fréquences d’intérêt est comprise de 0 Hz à 35 Hz,
typique d’une excitation sismique.

2.3.2.2 Sous-structuration

Le logiciel PRIMODAL, co-développé par Ingeliance et Top Modal, offre des outils avancés d’analyse

en dynamique. Il permet notamment d’obtenir les opérateurs de la sous-structuration de Craig-Bampton

à partir d’une simulation d’analyse modale avec MSC Nastran. Ce logiciel est ainsi utilisé afin de

réaliser une condensation par sous-structuration de Craig-Bampton du modèle de portique de levage.
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Figure 2.8 – Création d’un modèle condensé par sous-structuration. Les points • représentent les
nœuds d’interface.

Le modèle condensé est créé en fixant le chariot au centre du portique et en considérant l’ensemble

comme une unique sous-structure. Cette sous-structure comporte alors 8 nœuds d’interfaces (48 ddls )

situés au niveau des roues (Figure 2.8). Les 87 modes propres à interfaces fixes dont la pulsation propre

est inférieure à 70 Hz (deux fois le maximum de la plage de fréquences d’intérêt) sont conservés au sein

de la matrice ϕ. Le modèle condensé comporte alors un total de 135 ddls .

Le comportement dynamique du modèle condensé est comparé à celui du modèle complet en

calculant les réponses fréquentielles pour une excitation sinusöıdale d’amplitude 2 mm de la base dans

la direction X. Cela correspond à un déplacement imposé sur le ddl de translation selon X de chacun

des 8 nœuds d’interface. Les autres ddl de ces nœuds sont encastrés. Le déplacement de la masse

ponctuelle modélisant la charge utile selon l’axe X, noté qMx , est analysé. La Figure 2.9 représente

ainsi la courbe de réponse fréquentielle de la valeur maximale de qMx sur la plage [0 ;35] Hz pour les

deux modèles. Les simulations sont ici effectuées avec le logiciel MSC Nastran. Ce résultat montre que

le modèle condensé permet d’obtenir un comportement dynamique proche de celui du modèle original

sur la plage de 0 Hz à 35 Hz. De légères différences sont visibles pour les plus hautes fréquences, mais

l’approximation obtenue est suffisamment satisfaisante pour utiliser ce modèle.

La mise en place d’une procédure de sous-structuration permet ainsi de réduire considérablement le

nombre de ddls du système à résoudre, en le faisant passer d’environ 260 000 à une centaine. Le solveur
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Figure 2.9 – Déplacement maximal qMx de la charge utile selon l’axe X pour les différents modèles
avec un déplacement sinusöıdal d’amplitude 2 mm imposé à la base selon la direction X.

mécanique peut ainsi être utilisé directement sur ces modèles condensés afin de calculer la réponse

fréquentielle du portique de levage tout en considérant les effets non linéaires pouvant être présents sur

les ddls d’interface.

2.3.2.3 Dispositif anti-basculement

Afin d’éviter le renversement du portique, le dimensionnement d’un dispositif anti-basculement est

étudié. Une illustration schématisée d’un tel dispositif est présentée en Figure 2.10. Le système est

constitué d’une poutre ancrée à la base dont le bord supérieur est placé à quelques centimètres d’un

pied du portique afin de bloquer son déplacement vertical.

Un tel mécanisme laisse apparâıtre des phénomènes de contact dans deux zones : après le décollement

d’une roue, la structure peut heurter le dispositif anti-basculement, puis lors de la retombée un contact

se produit entre la roue et le rail (ou directement le sol si le portique est équipé de pneumatiques).

De manière à simplifier la modélisation pour cet exemple, chaque bogie (Figure 2.11a) muni d’un

dispositif anti-basculement est remplacé par une simple roue. Une telle roue est modélisée par un nœud

dont le ddl de translation verticale (selon l’axe Y ), est sujet à du contact dans les deux directions

(Figure 2.11b). La modélisation de ce contact est détaillée dans la suite sur un nœud dont la position

du ddl de translation verticale est désignée par qdab.

La prise en compte du contact est représentée en Figure 2.11c et s’inspire d’une méthode de

pénalisation [Weyler et al. 2012]. Dans cette méthode, la manifestation du contact correspond

à l’ajout d’une raideur de pénalisation au niveau du ddl en contact. Plus cette raideur est faible,

plus l’interpénétration entre les solides en contact est importante. Lorsque la raideur de pénalisation

s’approche de l’infini, la modélisation tend à dépeindre un contact unilatéral, mais une valeur trop

grande implique un mauvais conditionnement de la matrice de raideur de la structure, ce qui peut
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Figure 2.10 – Représentation d’un dispositif anti-basculement.
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Figure 2.11 – Modélisation du contact en un pied du portique

compliquer la résolution numérique. Dans le cadre de la modélisation du dispositif anti-basculement,

l’objectif n’est pas de modéliser un contact unilatéral, il faut plutôt voir le nœud en contact comme un

sous-modèle du bogie pouvant se déformer (tout comme le dispositif anti-basculement). Le contact

avec la base (le sol ou un éventuel rail) entraine l’ajout d’une raideur kA sur le ddl en contact, sans
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Figure 2.12 – Représentation de la force de contact pour kA = 5× 107 N·m−1, kB = 1× 108 N·m−1,
g = 4 mm et différentes valeurs de ϵ1 et ϵ2.

jeu initial. Pour ce qui est du contact avec le dispositif anti-basculement, une raideur kB est ajoutée

avec un jeu initial noté g. Ces raideurs traduisent en réalité des propriétés matérielles et géométriques.

L’effort non linéaire fdab
nl s’exerçant alors sur le ddl en contact s’écrit ainsi :

fdab
nl (g, kA, kB) =

⎧⎪⎨⎪⎩
kAq

dab si qdab ≤ 0,
0 si 0 < qdab < g,

kB(qdab − g) si qdab ≥ g.
(2.52)

Afin d’améliorer la robustesse de la résolution mécanique, la loi de contact (2.52) est régularisée en

suivant la proposition de Coläıtis (2021) :

fdab
nl (g, kA, kB) = kAq

dab

2 −

⌜⃓⃓⎷(︄kAqdab

2

)︄2

+ ϵ12 + kB(qdab − g)
2 +

⌜⃓⃓⎷(︄kB(qdab − g)
2

)︄2

+ ϵ22. (2.53)

Les paramètres ϵ1 et ϵ2 permettent d’ajuster la régularisation de la loi de contact. Lorsqu’ils sont nuls,

l’expression (2.53) équivaut à la loi non régularisée (2.52). La force de contact régularisée est illustrée

en Figure 2.12 pour différents paramètres de régularisation.

2.3.2.4 Simulation

Le solveur mécanique non linéaire est utilisé pour le calcul de la réponse fréquentielle de ce portique

de levage muni d’un dispositif anti-basculement. Afin d’illustrer le comportement du portique de levage

et les effets induits par l’ajout du dispositif anti-basculement, le portique est soumis à un déplacement

forcé sinusöıdal d’amplitude 2 mm à sa base selon la direction X (la plus critique pour le basculement).

L’hypothèse forte qu’un seul pied du portique ne se décolle à la fois est posée. Ainsi, seul un des 4 pieds

peut se décoller et être sujet à des phénomènes de contact, tandis que les 3 autres restent ancrés à la
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base. La simplification du bogie se fait uniquement sur le pied subissant du contact, dont la position

est désigné par qdab. Le modèle condensé utilisé pour cette étude se base alors sur 80 modes propres

à interfaces fixes et 42 ddls d’interface soit un total de 122 ddls . L’étude se fait pour une fréquence

d’excitation variant sur la plage de 0 Hz à 35 Hz.

La Figure 2.13 montre les courbes de réponses en fréquence obtenues pour le déplacement vertical

qdab du pied en contact, la vitesse transversale q̇Mx
au centre du chariot et la force de contact fdab

nl
dans différentes configurations. Les simulations sont menées avec nh = 20, nt = 2048 et un pas de

continuation adaptatif. La régularisation du contact se fait en prenant à chaque calcul ϵ1 = 2× 10−2kA
et ϵ2 = 2 × 10−2kB. Ces valeurs proviennent d’observations empiriques et permettent d’obtenir un

compromis satisfaisant entre une loi de contact représentative et une résolution numérique efficace.

Par rapport à un pied totalement libre, l’ajout du contact avec la base (cas kB = 0) entraine un

décalage des fréquences de résonances ainsi que l’apparition de pics supplémentaires, surtout à basses

fréquences, bien visibles sur la Figure 2.13b. Il est aussi possible de noter que l’amplitude de la

vitesse q̇Mx
augmente significativement. Lorsque le dispositif anti-basculement est présent, les réponses

fréquentielles suivent celle du cas kB = 0 jusqu’à ce que le déplacement vertical du pied dépasse la

valeur du jeu g (Figures 2.13a et 2.13b). La Figure 2.13d permet d’illustrer les fréquences d’excitation

conduisant à un contact avec le dispositif. Le contact avec le dispositif anti-basculement entraine des

bifurcations de type repliement ainsi qu’un décalage du pic de résonance comme illustré notamment par

les grossissements sur les Figures 2.13a et 2.13c. La Figure 2.13c permet aussi de remarquer que l’ajout

de la non-linéarité a une influence complexe et difficile à anticiper sur la vitesse transversale q̇Mx
.

Les réponses temporelles obtenues pour une fréquence d’excitation de 13,41 Hz sont comparées sur

la Figure 2.14 à celles obtenues avec une intégration temporelle faisant office de référence dans trois

configurations (linéaire, contact avec la base uniquement et présence d’un dispositif anti-basculement).

Les résultats obtenus avec le solveur mécanique se superposent parfaitement avec ceux de l’intégration

temporelle sur les Figures 2.14a et 2.14b. L’effet de la non-linéarité se retrouve sur ces deux figures

où, pour une même excitation, l’amplitude des réponses diffère de manière notable. La Figure 2.14c

représentant l’effort non linéaire fdab
nl permet de distinguer les phases de contact avec la base (fdab

nl < 0),
celles où aucun contact n’a lieu (fdab

nl ≃ 0), et enfin les éventuelles phases de contact avec le dispositif

anti-basculement (fdab
nl > 0). Les résultats obtenus par HBM semblent se superposer à ceux de référence,

mais les vues plus détaillées des efforts non linéaires fournies en Figure 2.15 mettent en avant la présence

du phénomène de Gibbs [Gibbs 1898, 1899]. Il s’agit d’un effet de bord inhérent aux séries de Fourier

qui se traduit par la présence de fortes oscillations au voisinage des points de discontinuité de la dérivée

d’un signal de classe C1 par morceaux. Le phénomène de Gibbs peut être atténué en augmentant les

coefficients ϵ1 et ϵ2 dans la régularisation de l’effort de contact donnée par l’équation (2.53) ou en

implémentant un filtrage des harmoniques [Coläıtis et Batailly 2021].

L’illustration ainsi présentée montre la capacité du solveur mécanique à traiter des structures

industrielles présentant des phénomènes de contact localisés. La procédure de condensation de Craig-

Bampton permet de réduire la taille du système résolu par HBM tout en conservant une très bonne

représentation du comportement de la structure sur la plage de fréquences considérée. Les résultats

obtenus sont conformes à la référence calculée par intégration temporelle et la réponse fréquentielle du
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(a) Déplacement vertical maximal du pied en contact (selon l’axe Y ).
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(b) Déplacement vertical maximal du pied en contact focalisé sur la plage de 0 Hz à 4,5 Hz

Figure 2.13 – Courbes de réponses en fréquence du portique de levage.
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(d) Force de contact maximale au niveau du dispositif anti-basculement (selon l’axe Y ), restreinte à la
plage de fréquences sur laquelle le contact se produit.

Figure 2.13 – Courbes de réponses en fréquence du portique de levage (suite).

portique de levage a pu être déterminée en incluant les bifurcations par repliement. La gestion de la

non-linéarité de contact peut s’avérer délicate numériquement en cas de très fortes raideurs de contact,

mais la stratégie de régularisation mise en place permet d’en faciliter la résolution. La détermination des

paramètres de régularisation ϵ1 et ϵ2 n’est néanmoins pas évidente et relève de constatations empiriques.

Les paramètres de la HBM ont aussi un rôle important dans la convergence du solveur mécanique en

cas de fortes non-linéarités. Il est notamment nécessaire d’affiner largement la discrétisation temporelle
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(c) Force de contact au niveau du dispositif anti-
basculement (selon l’axe Y ).

Figure 2.14 – Réponses temporelles du portique de levage pour une excitation de 13,41 Hz.

nt lors de la méthode AFT pour que le solveur puisse traiter des phénomènes de contact les plus forts,

ce qui a un impact important sur le temps de calcul.

Le solveur mécanique mis en place au sein de cette thèse est basé sur la méthode de l’équilibrage

harmonique avec une procédure d’alternance fréquence/temps, associée à une procédure de continuation

par pseudo-longueur d’arc. Ce solveur permet de déterminer les branches de solutions d’une structure non

linéaire au cours de la variation de la fréquence de l’excitation qu’elle subit. Pour de grandes structures
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anti-basculement pour kA = 1 × 104 N·m−1,
kB = 1× 105 N·m−1 et g = 10 mm.

Figure 2.15 – Phénomène de Gibbs apparaissant lors du calcul de la force de contact.

présentant des non-linéarités localisées, une condensation de Craig-Bampton peut préalablement être

réalisée afin de réduire considérablement la taille du système à résoudre sans altérer le comportement

dynamique. Les illustrations présentées permettent de montrer les résultats obtenus par la méthode sur

des cas académiques et industriels. L’influence des paramètres de la méthode est aussi succinctement

explorée. Il est montré que ces paramètres peuvent avoir une influence significative sur les performances

de la méthode ainsi que sur sa capacité à traiter des fortes non-linéarités. Il reste difficile de formuler des

généralités sur le choix optimal pour ces paramètres qui dépendent du problème étudié et sont déterminés

empiriquement pour les cas traités dans ces travaux. Par conséquent, une analyse approfondie des

performances du solveur mécanique, ainsi que sa comparaison avec d’autres méthodes, s’avèrent ardues.

Il ressort tout de même que les temps de calculs, bien que trop importants pour mettre en place une

stratégie d’optimisation classique, semblent rendre possible le déploiement d’une stratégie d’optimisation

bayésienne. En outre, la capacité du solveur mécanique à prendre en compte les bifurcations dans la

réponse fréquentielle permet d’obtenir une meilleure compréhension du comportement des structures

étudiées comparé à d’autres méthodes. La méthode de résolution en dynamique non linéaire présentée

dans ce chapitre est ainsi utilisée au sein d’une stratégie d’optimisation bayésienne dans la suite de ces

travaux.
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Chapitre 3
Stratégie d’optimisation Bayésienne sous
contraintes

Ce chapitre est consacré à la description de la stratégie d’optimisation bayésienne mise en place. Les

éléments relatifs à la création de modèles de substitution de type processus gaussien sont détaillés. Leur

utilisation dans le cadre d’une stratégie d’optimisation bayésienne est ensuite présentée. La stratégie

est illustrée avec la résolution de problèmes d’optimisation de fonctions mathématiques avec et sans

contraintes.
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3.1. RAPPEL DU PROBLÈME D’OPTIMISATION

3.1 Rappel du problème d’optimisation

Pour rappel, l’ambition est ici de résoudre un problème d’optimisation paramétrique sous contraintes

d’inégalités pouvant se mettre sous la forme :

x∗ = arg min
x∈D

y(x),

s.l.c. : ∀i ∈ I, hi(x) ≤ 0.
(3.1)

Il s’agit ainsi de trouver le jeu de paramètres x∗ ∈ D, oùD ⊂ Rnp est l’espace de conception, qui minimise

une fonction objectif y, tout en respectant d’éventuelles contraintes d’inégalités hi(x∗) ≤ 0, ∀i ∈ I
(avec hi : D → R). Pour un jeu de paramètres x ∈ D donné, les fonctions objectif et contraintes sont

évaluées à partir d’un calcul mécanique de réponse fréquentielle grâce au solveur dynamique non linéaire

développé au Chapitre 2 (page 75).

La stratégie d’optimisation bayésienne implique dans un premier temps la création d’un modèle de

substitution de la fonction objectif et des fonctions contraintes afin d’obtenir une approximation de

ces dernières. Ce métamodèle est ensuite utilisé au sein d’une démarche d’enrichissement intelligente,

permettant de converger vers le minimum global x∗.

3.2 Modèles de substitution

Un modèle de substitution (ou métamodèle) est un modèle mathématique cherchant à approximer une

fonction à partir d’un nombre limité de données d’observation. Plusieurs utilisations des métamodèles

peuvent se trouver dans l’ingénierie. Par exemple, ils peuvent servir à gérer des données bruitées

ou manquantes, à fournir une connaissance des relations entre les variables, ou encore à interpoler

les résultats provenant d’évaluations coûteuses, comme c’est le cas dans le cadre de l’optimisation

bayésienne [Forrester et al. 2008]. La littérature scientifique au sujet des modèles de substitution est

vaste et de nombreuses méthodes ont été développées lors des quarante dernières années. En particulier,

il est possible de trouver des travaux comparant les modèles de substitution dans un objectif général

d’approximation [Giunta et Watson 1998 ; Jin et al. 2001 ; Simpson, Poplinski et al. 2001 ; B.-S.

Kim et al. 2009 ; D. Zhao et Xue 2010 ; Y. Zhao et al. 2023], dans le cadre de l’optimisation [Simpson,

Mistree et al. 1998 ; Stander et al. 2004 ; Fang et al. 2005 ; Barton et Meckesheimer 2006 ; Paiva

et al. 2010 ; Eisenhower et al. 2012 ; Viana et al. 2013 ; Leifsson et Koziel 2016 ; Chatterjee

et al. 2019 ; Delazeri et al. 2022 ; Mukhtar et al. 2023], pour la quantification des incertitudes [Ju

et al. 2016 ; C. Wang et al. 2022], au sein d’approches multifidélité [Fernández-Godino 2023] ou

encore pour l’analyse de sensibilité [Cheng et al. 2020]. Parmi les méthodes répertoriées, les processus

gaussiens [Rasmussen et C. K. I. Williams 2005 ; Gramacy 2020] se montrent être des métamodèles

robustes pouvant être utilisés pour des applications variées. Ce type de métamodèle n’est pas toujours

le meilleur pour certaines applications, mais il offre une bonne polyvalence, même avec un faible nombre

de données d’observation, ainsi qu’un estimateur d’erreur basé sur un cadre probabiliste rigoureux

permettant de définir des critères d’enrichissement dans le cadre d’une optimisation bayésienne. La

stratégie d’optimisation développée dans ces travaux emploie ainsi des modèles de substitution de type
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3.3. CRÉATION D’UN MODÈLE DE SUBSTITUTION DE TYPE PROCESSUS
GAUSSIEN

processus gaussien dont le principe est détaillé dans la section suivante.

3.3 Création d’un modèle de substitution de type processus gaussien

Afin de détailler la méthode d’élaboration des processus gaussiens utilisés dans le cadre de l’optimi-

sation bayésienne, une fonction y : D → R est considérée. En pratique des métamodèles indépendants

sont créés pour chacune des fonctions objectif et contraintes.

3.3.1 Échantillonnage

La construction d’un modèle de substitution se base sur un ensemble d’échantillons de l’espace de

conception x(i), i ∈ J1;neK et sur les réponses associés y(x(i)). Pour obtenir cet échantillonnage, il est
nécessaire de mettre en place un plan d’expériences numériques [Sacks et al. 1989]. Dans le cadre de

cette thèse les résultats des simulations numériques sont supposés déterministes, aucune variabilité

n’est ainsi prise en compte dans les observations y(x(i)). Le développement de plans d’expériences

numériques forme un domaine de recherche à part entière, et de nombreuses méthodes ont été étudiées,

dont une synthèse peut se trouver dans la thèse de Franco (2008).

Dans ces travaux, une distribution par hypercube latin (LHS ou Latin Hypercube Sampling) [McKay

et al. 1979] est utilisée afin de réaliser l’échantillonnage. Cette méthode permet de fournir de manière

relativement simple et quasi aléatoire des échantillons non redondants assez bien répartis. La stratégie

LHS repose sur un découpage de chacun des np axes de D en ne segments de même longueur ce qui

résulte en maillages de ne
np cellules. Parmi ce maillage, ne cellules sont choisies de manière à ce qu’en

projection sur chacun des axes de D, chaque cellule soit sélectionnée exactement une fois. Pour finir,

un point est retenu dans chacune des cellules choisies en réalisant un tirage aléatoire suivant une

distribution uniforme. Ainsi les points x(i), i ∈ J1;neK d’un hypercube [0, 1]np sont obtenus par la

formule :

∀k ∈ J1;npK , ∀i ∈ J1;neK , x(i)
k = σk(i)− U

(i)
k

ne
, (3.2)

où les σk sont np permutations distinctes (choisies aléatoirement) de J1;neK et U
(i)
k est une valeur

aléatoire de distribution uniforme sur [0, 1]. Les ensembles (σ1(i), . . . , σnp(i)) et (U (i)
1 , . . . , U

(i)
np) repré-

sentent alors respectivement la cellule dans laquelle se trouve le point x(i) et l’endroit où se situe

ce point dans la cellule. Cependant, les permutations retenues peuvent laisser certaines zones sans

points lorsque le nombre d’échantillons est faible. Afin d’obtenir un échantillonnage de bonne qualité

pour la création des modèles de substitution, plusieurs tirages LHS sont générés et le meilleur est

sélectionné selon un critère adapté. Parmi les différentes stratégies existantes [Laurent 2013], le

critère maximin [M. E. Johnson et al. 1990] est ici utilisé. Cette stratégie vise à maximiser la distance

minimale entre deux points échantillonnés.

La Figure 3.1 permet de comparer un tirage par LHS à d’autres méthodes en dimension 2. Un

échantillonnage suivant une grille (Figure 3.1a) permet une bonne répartition dans l’espace, mais

demande un nombre d’échantillons important, qui croit exponentiellement avec la dimension np. De plus,
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(c) Échantillonnage par LHS.

Figure 3.1 – Illustration de différentes méthodes pour tirer 25 échantillons dans [0, 1]2.

avec un maillage trop grossier, d’importantes zones vides d’échantillons apparaissent. L’échantillonnage

présenté en Figure 3.1b est obtenu en effectuant un tirage complètement aléatoire selon une loi uniforme.

L’inconvénient de cette méthode est que deux points très proches l’un de l’autres peuvent être tirés

tandis que de grandes zones sont laissées vides. Finalement, le tirage effectué par LHS avec un critère

maximin montré en Figure 3.1c propose une meilleure répartition. La représentation d’une grille 25×25
sur la Figure 3.1c permet de vérifier qu’exactement un point est tiré sur chaque ligne et chaque colonne.

3.3.2 Processus gaussien

Un processus gaussien est un processus stochastique pour lequel chaque collection finie de variables

aléatoires suit une loi normale multidimensionnelle. Une régression par processus gaussien est un modèle

statistique qui utilise ce type de processus aléatoire pour la création de modèles de substitution à partir

d’observations [Rasmussen et C. K. I. Williams 2005 ; Forrester et al. 2008 ; Gramacy 2020]. La

prédiction par processus gaussien a d’abord été utilisé par Krige (1951) dans le domaine géostatistique,

où la méthode se nomme désormais krigeage (ou kriging en anglais) [Matheron 1963], ainsi qu’en

météorologie [Thompson 1956]. La méthode a ensuite été étendue pour l’approximation de réponses

déterministes dans un contexte de simulations numériques [Sacks et al. 1989], ce qui a inspiré la

stratégie Efficient Global Optimization (EGO) [Jones, Schonlau et al. 1998] à la base de l’optimisation

bayésienne telle que formulée dans ces travaux. Les processus gaussiens sont désormais largement

utilisés dans de nombreux domaines du fait de leur robustesse et de leur qualité d’approximation pour

un faible nombre d’observations. En outre, ils fournissent une estimation de l’erreur sur les prédictions

effectuées, ce qui s’avère particulièrement utile pour la propagation d’incertitudes, ou, comme cela est

développé par la suite, dans l’objectif d’enrichir le métamodèle de manière judicieuse. Les observations

obtenues par simulation numérique étant supposées déterministes, l’estimation de l’erreur ne tient alors

compte que de la distance par rapport aux points échantillonnés.

La création d’un métamodèle de la fonction y par processus gaussien suppose que cette fonction est

la réalisation d’un processus aléatoire Y décrit par sa fonction moyenne µ et sa fonction de covariance

κ. Pour tout x ∈ D, la variable aléatoire Y(x) suit une loi normale N (µ(x), κ(x,x)) de sorte que
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Y(x) = µ(x) + Z(x), avec Z(x) une variable aléatoire de moyenne nulle vérifiant ∀(i, j) ∈ J1;neK2,

cov(Z(x(i)),Z(x(j))) = κ(x(i),x(j)). Ainsi, l’espérance E et la variance σ2 de Y(x) s’écrivent :

E(Y(x)) = E(µ(x) + Z(x)) = µ(x), (3.3)

σ2
Y(x) = Var(Y(x)) = Var(µ(x) + Z(x)) = Var(Z(x)) = σ2

Z(x). (3.4)

La fonction moyenne µ est ici recherchée sous la forme d’une régression linéaire (ce qui correspond

au krigeage universel) :

µ(x) =
p∑︂

k=1
βkfk(x). (3.5)

Les (fk)k∈J1;pK sont p fonctions de base (généralement choisies polynomiales) et les (βk)k∈J1;pK sont les

coefficients de régression associés. De nombreuses fonctions de covariance κ ont été développées afin

de représenter la structure de covariance du processus gaussien Y [Rasmussen et C. K. I. Williams

2005]. La fonction Matérn 5/2 [Matérn 1960] est retenue pour les applications de cette thèse, car

elle est reconnue comme un choix général intéressant pour l’optimisation bayésienne [Le Riche et

Picheny 2021]. Pour deux jeux de paramètres échantillonnés x(i) et x(j), la fonction de covariance

prend alors la forme :

κ(x(i),x(j)) = σ2
Y

(︃
1 +
√

5d+ 5
3d

2
)︃

exp(−
√

5d), (3.6)

où d = (x(i) − x(j))TΘ−2(x(i) − x(j)) correspond à la distance entre x(i) et x(j) normalisée par les

paramètres de longueurs de corrélation formant la matrice Θ.

Les hyperparamètres β =
[︂
β1 . . . βk . . . βp

]︂T
, Θ et σ2

Y sont ajustés afin que le processus gaussien Y
corresponde aux ne observations. Cela se fait en utilisant des méthodes d’optimisation pour maximiser

le logarithme de la vraisemblance marginale L. La vraisemblance est une fonction d’un jeu d’hyperpa-

ramètres qui correspond à la probabilité que le processus Y donne les résultats observés sachant le jeu

d’hyperparamètres considéré. La fonction opposée à minimiser − logL s’écrit [Forrester et al. 2008 ;

Laurent 2013] :

− logL(β, σ2
Y,Θ) = ne

2 log(2π) + ne
2 log(σ2

Y) + 1
2 log(det(K)) + 1

2σ2
Y

(y − F β)TK−1 (y − F β) , (3.7)

avec y le vecteur des réponses observées (y =
[︂
y(x(1)) · · · y(x(ne))

]︂T
), F la matrice des fonctions

de régression de taille ne × p telle que ∀i ∈ J1;neK , ∀k ∈ J1; pK , (F )ik = fk(x(i)), et K la matrice de

covariance de taille ne × ne telle que ∀(i, j) ∈ J1;neK2 (K)ij = κ(x(i),x(j)). La matrice K dépend ainsi

des hyperparamètres σ2
Y et Θ, bien que cette dépendance ne soit pas représentée afin d’améliorer la

lisibilité. En dérivant analytiquement la fonction L, il est possible d’obtenir la relation suivante entre

les valeurs β∗, σ2
Y

∗
et Θ∗ qui maximisent la vraisemblance :

β∗ =
(︂
F TK−1F

)︂−1
F TK−1y, (3.8)

où la matrice de covariance K est ici associée à la fonction de covariance pour les paramètres σ2
Y

∗
et

Θ∗ ajustés. Dans cette thèse, les hyperparamètres sont optimisés en utilisant la méthode de gradient
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stochastique ADAM [Kingma et Ba 2017], particulièrement adaptée à ce genre de problème, avec de

multiples redémarrages afin de favoriser l’exploration.

Afin de former un métamodèle de la fonction y, une prédiction en un point x(0) ∈ D est obtenue en

construisant le meilleur prédicteur linéaire non biaisé ˆ︁Y(x(0)) de la variable aléatoire Y(x(0)) [Gramacy

2020]. La prédiction moyenne ˆ︁y(x(0)) et la variance s2
y(x(0)) de ce prédicteur s’écrivent :

ˆ︁y(x(0)) = f (0)T
β∗ + κ(0)TK−1 (y − F β∗) , (3.9)

s2
y(x(0)) = σ2

Y
∗ −

[︄
κ(0)

f (0)

]︄T[︄
K F

F T 0p

]︄−1 [︄
κ(0)

f (0)

]︄
, (3.10)

avec f (0) =
[︂
f1(x(0)) . . . fk(x(0)) . . . fp(x(0))

]︂T
le vecteur contenant les fonctions de régressions évaluées

en x(0) et κ(0) le vecteur des covariances croisées tel que ∀i ∈ J1;neK , (κ(0))i = κ(x(i),x(0)). Il est ainsi
possible d’obtenir une approximation ˆ︁y de y en tout point de D, correspondant à la valeur moyenne

fournie par l’estimateur ˆ︁Y en chaque point. Un modèle de substitution de y est ainsi créé. De plus,

l’information sur la variance de l’estimateur ˆ︁Y permet de quantifier l’erreur d’approximation. Comme

les données d’observation sont supposées déterministes, la variance est uniquement dépendante de

la distance aux points échantillonnés et celle-ci s’annule en ces points. Ce renseignement sur l’erreur

d’approximation peut alors être utilisé pour ajouter intelligemment des données d’observation, dans le

but d’améliorer la qualité du métamodèle.

Un exemple de métamodèle est montré en Figure 3.2 pour approcher sur D = [−1; 15] la fonction

y : x ↦→ exp(− 1
10x) cos(x)+ 1

10x, déjà présentée en Figure 1.2 dans le Chapitre 1 (page 23). Le processus

gaussien est construit à partir de 6 échantillons. Avec ce faible nombre d’observations, la prédiction

représentée en Figure 3.2a est logiquement assez éloignée de la fonction réelle, mais les propriétés

des processus gaussiens font que la fonction est exactement interpolée au niveau des échantillons.

L’information sur la variance, représentée en Figure 3.2b permet de bien mettre en évidence les endroits

où l’approximation peut être améliorée.

3.4 Optimisation bayésienne

Après avoir construit des modèles de substitution des fonctions objectif et contraintes, il est possible

d’utiliser un algorithme d’optimisation globale sous contraintes classique sur les fonctions approchées

fournies par les métamodèles. En effet, leur coût d’évaluation est négligeable par rapport au coût

du calcul mécanique et il n’y a donc pas de difficulté à effectuer un nombre important d’itérations.

Cependant, afin d’obtenir le résultat optimal avec une bonne précision, il faut que la région du minimum

global, inconnue a priori, soit fidèlement représentée par le métamodèle. Lorsque aucune information

n’est connue sur le comportement des fonctions, cela requiert alors de construire les modèles de

substitution en utilisant un échantillonnage relativement dense de l’espace de conception D, ce qui

implique donc un nombre important d’évaluations des fonctions objectif et contraintes. Dans le cadre

de l’optimisation paramétrique de structures en dynamique non linéaire, le coût de calcul associé à ces

évaluations est trop important pour rendre la stratégie d’optimisation sur les métamodèles intéressante.
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Figure 3.2 – Illustration d’un métamodèle par processus gaussien de la fonction y d’expression
y : x ↦→ exp(− 1

10x) cos(x) + 1
10x sur D = [−1; 15].

Les stratégies d’optimisation bayésienne [Mockus et al. 1978 ; Jones, Schonlau et al. 1998 ;

Frazier 2018 ; Le Riche et Picheny 2021] ont pour but de rendre possible l’optimisation de fonctions

onéreuses à calculer en cherchant à réduire le plus possible le nombre d’évaluations. Le principe général

de l’optimisation bayésienne est représenté en Figure 3.3. La première étape consiste à construire

des métamodèles des fonctions objectif et contraintes à partir d’un faible nombre ne d’échantillons

x(i), i ∈ J1;neK tirés avec une méthode LHS (section 3.3.1 (page 105)). Ces premiers métamodèles,

peu représentatifs des fonctions qu’ils approximent au vu du faible nombre de données d’observations,

sont ensuite enrichis itérativement. Les informations obtenues grâce aux modèles de substitution sont

ainsi utilisées afin de déterminer des zones potentiellement intéressantes dans l’espace de conception

en utilisant un critère, appelé fonction d’acquisition. La recherche du maximum de cette fonction

d’acquisition à chaque itération permet de déterminer les zones aux potentiels les plus intéressants. Les

métamodèles sont alors enrichis itérativement par ajout de nouveaux échantillons dans ces zones, ce

qui évite une densification de tout l’espace D. L’objectif est qu’à la fin de processus d’enrichissement,

les modèles de substitution fournissent une approximation de très bonne qualité autour du minimum

global (la précision de l’approximation loin de cette zone n’a pas d’importance). La notation x(ne+m)

est utilisée pour désigner le mème point ajouté. De nombreuses fonctions d’acquisitions ont été élaborées

afin de déterminer un point d’enrichissement d’un modèle de substitution [Fuhg et al. 2021]. La

stratégie d’optimisation bayésienne utilisée dans cette thèse est détaillée dans la suite, d’abord dans

le cadre d’un problème d’optimisation sans contraintes, puis pour de l’optimisation sous contraintes

d’inégalités.
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Figure 3.3 – Principe général de l’optimisation bayésienne

3.4.1 Optimisation sans contraintes

Comme cela a déjà été énoncé au sein du Chapitre 1 (page 23), dans le cadre d’un problème

d’optimisation sans contraintes, l’objectif est de trouver le jeu de paramètres x∗ qui minimise la

fonction objectif y sur D sans aucune autre considération :

x∗ = arg min
x∈D

y(x). (3.11)

La stratégie d’optimisation bayésienne mise en place pour résoudre le problème d’équation (3.11)

suit la stratégie EGO [Jones, Schonlau et al. 1998] en utilisant le critère de l’amélioration espérée

(EI ou Expected Improvement) [Schonlau 1997] comme fonction d’acquisition pour l’enrichissement
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d’un métamodèle de type processus gaussien. Ce critère offre un très bon compromis entre l’exploration

et l’exploitation en pondérant les zones où le modèle de substitution prédit un minimum et les zones

où l’erreur de prédiction est importante. Lors de l’itération m+ 1 du processus d’enrichissement, la

fonction objectif a été évaluée pour les ne jeux de paramètres de l’échantillonnage initial, puis sur les

m points ajoutés. Un estimateur ˆ︁Y d’un processus gaussien Y, ajusté à partir des ne +m observations,

est construit. Ce métamodèle fournit ainsi une prédiction moyenne ˆ︁y et la variance associée sy. En tout

point x de D, la fonction d’acquisition αEI, associée au critère de l’EI, s’écrit :

αEI(x) =E(I(x|ymmin))
= (ymmin − ˆ︁y(x)) Φ(z(x)) + sy(x)ϕ(z(x)). (3.12)

Le terme I(x|ymmin) = max(ymmin− ˆ︁Y(x); 0) correspond à l’amélioration statistique par rapport à ymmin, le

minimum observé sur les ne +m échantillons. Les notations ϕ et Φ désignent respectivement la densité

de probabilité et la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. La fonction z est définie

telle que ∀x ∈ D, z(x) = ymmin − ˆ︁y(x)
sy(x) . L’enrichissement se fait au point pour lequel le critère de l’EI

est maximal :

x(ne+m+1) = arg max
x∈D

αEI(x). (3.13)

Pour des données déterministes, comme c’est le cas ici, la fonction d’acquisition s’annule aux points

déjà évalués, ce qui présente l’avantage d’empêcher l’ajout de nouveaux points aux endroits où des

observations sont déjà disponibles. La détermination de la fonction αEI ne fait intervenir que les

estimations fournies par le modèle de substitution de la fonction objectif. Son coût de calcul est donc

faible. Lorsque la dimension np n’est pas trop grande, il est ainsi possible de calculer αEI sur une grille fine

de l’espace D afin d’en déterminer le maximum. En revanche, en plus grande dimension, un algorithme

d’optimisation est préféré afin de résoudre le problème d’équation (3.13). La fonction d’acquisition

possède généralement un nombre important de maxima locaux, ce qui rend difficile l’obtention du

maximum global. Cela n’est néanmoins pas critique, car un point de maximum local demeure un point

d’enrichissement intéressant. Dans ces travaux, l’optimisation de la fonction d’acquisition se fait par une

méthode de descente de gradient avec plusieurs redémarrages. Cette méthode est directement intégrée

dans le module python BoTorch, utilisé dans ces travaux pour exécuter la stratégie d’optimisation.

Le modèle de substitution de la Figure 3.2a est repris pour illustrer le critère de l’amélioration

espérée. Ainsi, sur la Figure 3.4, la fonction αEI est superposée à la représentation de ce métamodèle.

Cet exemple est révélateur de l’intérêt de la fonction d’acquisition choisie qui prend en compte la zone

du minimum prédit (ici autour de x = 9), afin de permettre l’exploitation, mais aussi les zones pour

lesquelles la variance associée à l’estimateur construit est maximale, afin de ne pas négliger l’exploration.

Ce critère propose donc un moyen efficace pour définir comment enrichir le métamodèle afin de réussir

à approcher de manière précise le minimum global.

À la fin du processus itératif, le jeu de paramètres optimal x∗ obtenu est le point correspondant à

la valeur la plus faible de la fonction objectif parmi les points échantillonnés (y(x∗) = ymmin). Le choix

d’une condition d’arrêt des itérations permettant une bonne convergence vers le minimum global de la

fonction objectif est délicat et aucun consensus ne semble exister sur un critère général [Le Riche
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Figure 3.4 – Illustration du critère de l’amélioration espérée.

et Picheny 2021]. Une stratégie courante consiste à définir un budget : l’algorithme est stoppé soit

lorsqu’un nombre maximum d’évaluations de la fonction objectif est atteint, soit lorsqu’un temps total

de calcul est dépassé. D’autres critères utilisant les valeurs de la fonction d’acquisition ont aussi été

développés. Par exemple, dans le cadre d’un problème d’optimisation sans contraintes, la méthode

EGO compare le rapport entre la valeur maximale de αEI et ymmin à un petit paramètre δEGO. Ainsi,

l’enrichissement est arrêté lorsque :

cEGO = max
x∈D

αEI(x)
|ymmin|

< δEGO. (3.14)

La valeur de δEGO est fixée empiriquement, généralement autour de 1%.

3.4.2 Optimisation sous contraintes d’inégalités

Lorsque des contraintes d’inégalités sont présentes, le problème d’optimisation s’écrit sous la

forme (3.1) rappelée ici :

x∗ = arg min
x∈D

y(x),

s.l.c. : ∀i ∈ I, hi(x) ≤ 0.
(3.15)

La stratégie d’optimisation bayésienne reste similaire à celle d’un problème d’optimisation sans

contraintes. En plus de celui de la fonction objectif, des métamodèles indépendants sont construits
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pour chaque fonction contrainte à partir des mêmes échantillons x(i). Dans le cadre de ces travaux,

les évaluations des fonctions objectif et contraintes se font à partir du résultat du même calcul

dynamique non linéaire. Ainsi, pour un jeu de paramètres x(i), les observations sur chacune des fonctions

correspondent à un appel au solveur mécanique. La différence majeure vient d’une modification de la

fonction d’acquisition utilisée afin d’éviter un enrichissement dans une région non admissible. Le critère

de l’amélioration espérée contrainte (CEI ou Constrained Expected Improvement) [Schonlau et al.

1998 ; Gardner, Kusner et al. 2014] est alors utilisé. Il consiste à pondérer l’EI par les probabilités de

satisfaire les nI contraintes d’inégalités P (ˆ︂Hj(x) ≤ 0), où ˆ︂Hj désigne l’estimateur associé aux fonctions

contraintes hj , pour j ∈ I. Étant donné que ∀x ∈ D, ˆ︂Hj(x) suit une loi normale N (ˆ︂hj(x), s2
hj

(x)),
cette probabilité a pour expression :

P (ˆ︂Hj(x) ≤ 0) =
∫︂ 0

−∞

1
shj

(x)
√

2π
e

− 1
2

(t−ˆ︁hj (x))2

s2
hj

(x)
dt. (3.16)

La fonction d’acquisition αCEI associée au critère CEI s’écrit :

αCEI = E(I(x|ymmin))
∏︂
j∈I

P (ˆ︂Hj(x) ≤ 0). (3.17)

Dans ce cas, ymmin correspond au minimum des observations qui se trouvent dans la région admissible

X = {x ∈ D | ∀j ∈ I, hj(x) ≤ 0}.

La suite de la démarche d’optimisation bayésienne est identique à celle décrite pour la résolution

d’un problème d’optimisation sans contraintes. L’enrichissement se fait au point qui maximise αCEI, et

ymmin converge itérativement vers le minimum global du problème d’optimisation sous contraintes.

3.5 Illustration

La stratégie d’optimisation bayésienne est implémentée au sein d’un programme python en utilisant

le module BoTorch [Balandat et al. 2020]. Ce module manipule des métamodèles par processus

gaussien provenant du module GPyTorch [Gardner, Pleiss et al. 2018] et intègre directement des

outils pour le calcul et la recherche du maximum des fonctions d’acquisitions. Ces deux modules

sont basés sur la bibliothèque PyTorch [Paszke et al. 2019]. Le module pyDOE [pyDOE 2013] est

employé afin de réaliser le tirage initial des échantillons par la méthode LHS. La stratégie d’optimisation

bayésienne est illustrée sur des fonctions tests purement mathématiques en petite dimension afin de

pouvoir visualiser le mode opératoire. Un problème d’optimisation sans contraintes en dimension 1

et un problème avec une contrainte d’inégalité en dimension 2 sont étudiés. Les performances de la

stratégie d’optimisation sont étudiées en fonction du nombre ny d’appels à la fonction objectif y, car
dans un contexte d’optimisation de structures en dynamique non linéaire, l’évaluation de cette fonction

représente la quasi-intégralité du coût de calcul lors de la résolution d’un problème d’optimisation.
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3.5.1 Optimisation sans contraintes d’une fonction dans un espace de dimension 1.

Dans un premier temps, la fonction de la Figure 1.2a est à nouveau prise pour un exemple

d’optimisation sans contraintes. Le problème d’optimisation s’écrit :

x∗ = arg min
x∈[−1;15]

(︃
exp(− 1

10x) cos(x) + 1
10x

)︃
. (3.18)

La Figure 3.5 présente le déroulement des premières itérations de l’optimisation bayésienne à partir

du métamodèle précédemment construit qui sert d’exemple sur les Figures 3.2 et 3.4. Le métamodèle

initial est donc construit sur la base de six observations. La Figure 3.5 montre que pour la première

itération, l’enrichissement se fait au niveau du minimum local (x = 9,2 environ) mais que le critère de

l’amélioration espérée permet, dès la deuxième itération, d’enrichir le métamodèle dans une zone proche

du minimum global, pour laquelle le manque d’observations résulte en une mauvaise approximation de

la fonction réelle. Les itérations suivantes permettent d’affiner la prédiction et d’obtenir rapidement une

valeur assez précise du minimum global. La Figure 3.6 représente l’évolution de différentes quantités

jusqu’à 10 itérations de ce processus d’optimisation bayésienne. La Figure 3.6a montre que le minimum

des observations ymmin converge rapidement vers une valeur proche du minimum global obtenu avant de

s’affiner très légèrement lors des dernières itérations. Ce résultat est confirmé par la Figure 3.6b sur

laquelle est représenté l’écart relatif entre ymmin et un minimum global de référence obtenu numériquement

en calculant la fonction objectif sur un maillage extrêmement fin de son voisinage. Finalement, le

critère (3.14) est représenté en Figure 3.6c. Il est possible de voir que le critère cEGO devient inférieur à

une valeur δEGO = 1% après 4 itérations (soit 10 évaluations de y) ce qui permet d’obtenir le minimum

global avec un écart relatif de 1,2× 10−6 si ce critère est utilisé pour arrêter le processus itératif.

Afin de mieux mesurer les performances de la stratégie d’optimisation, 50 expériences de résolution

du problème d’équation (3.18) sont réalisées pour un nombre différent d’échantillons de départ, avec à

chaque fois un nouveau tirage initial. Cela permet d’obtenir l’évolution moyenne du minimum ymmin,

de l’écart relatif et du critère cEGO ainsi que les variances associées en fonction du nombre d’appels

ny. Ces courbes sont représentées en Figure 3.7 pour un nombre d’échantillons initiaux ne valant 3, 6,

puis 10. Les résultats obtenus montrent que pour ne = 6 et ne = 10, l’algorithme converge rapidement

vers le minimum global avec une bonne précision. En revanche, pour ne = 3, la variance de la série des

ymmin reste assez élevée, même après plusieurs itérations, mais l’algorithme finit par converger avec un

écart relatif satisfaisant. Cela peut s’expliquer par le fait qu’avec seulement 3 observations initiales, le

métamodèle fournit une trop mauvaise approximation de la fonction objectif et pour certains tirages

défavorables l’algorithme va se concentrer pendant plusieurs itérations sur des minima locaux avant

que le critère ne permette l’exploration vers le minimum global. L’évolution moyenne du critère cEGO
présentée en Figure 3.7d montre que, pour ne = 6 et ne = 10, son utilisation en tant que critère d’arrêt

avec une valeur δEGO = 1% permet d’obtenir un minimum global avec une bonne précision après très

peu d’itérations. En revanche, pour ne = 3, le critère cEGO passe en moyenne une première fois sous la

valeur de 1% alors que l’écart relatif moyen est encore assez élevé, tout comme la variance sur les valeurs

des minima obtenus. Le critère cEGO peut ainsi être piégeux pour un faible nombre d’échantillons

initiaux, mais semble bien fonctionner lorsque qu’une valeur ne suffisamment grande est choisie. Dans
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Figure 3.5 – Illustration du processus d’enrichissement pour la résolution du problème d’équation (3.18)
à partir du métamodèle initial présenté en Figure 3.4.
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min.

0 2 4 6 8 10 12 14 16
10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

ny

É
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Figure 3.6 – Résultats de la stratégie d’optimisation appliquée au problème d’équation (3.18) après
10 itérations

leur publication sur la stratégie EGO, Jones, Schonlau et al. (1998) recommandent de choisir un

nombre initial d’échantillons égal à 10 fois la dimension de l’espace de conception : ne = 10np.
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Figure 3.7 – Répétition de 50 expériences de résolution du problème d’optimisation d’équation (3.18)
pour différentes valeurs de ne.

3.5.2 Optimisation sous contraintes d’une fonction dans un espace de dimension 2.

Dans un second temps, le problème d’optimisation avec une contrainte d’inégalité de la fonction

Peaks, donné en exemple en Figure 1.3c, est traité. Le problème s’écrit :

x∗ = arg min
(x1,x2)∈[−2,5;2,5]2

y(x1,x2),

s.l.c. : h(x1,x2) ≤ 0.
(3.19)
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Figure 3.8 – Représentations de référence des fonctions du problème d’optimisation d’équation (3.19)
sur D = [−2,5; 2,5]2

∀(x1,x2) ∈ D = [−2,5; 2,5]2, les fonctions objectif et contrainte s’écrivent :

y(x1,x2) = 3(1− x1)2e−x2
1−(x2+1)2 − 10(1

5x1 − x1
3 − x2

5)e−x12−x22 − 1
3e−(x1+1)2−x22

, (3.20)

et

h(x1,x2) = −12x2 − x1
2 − 6x1 − 9. (3.21)

La représentation surfacique de la fonction Peaks sur un maillage de référence, ainsi que les représenta-

tions en lignes de niveaux de y et h sur D sont rappelées en Figure 3.8.

Quelques itérations d’une résolution du problème d’équation (3.19) sont présentées en Figure 3.9 afin

d’illustrer le déroulement de la stratégie dans le cas d’une optimisation sous contraintes. Les modèles

de substitution sont initialisés avec 10 échantillons (Figure 3.9a) et le processus d’enrichissement est

répété sur 35 itérations. Jusqu’à l’itération 10 (Figure 3.9c), de nombreux points sont ajoutés autour

du minimum local situé au bord de la frontière vers (0,68 ;−1,13). À l’itération 12 (Figure 3.9d) la zone

du minimum global est atteinte par le processus d’enrichissement. Les itérations suivantes se consacrent

à l’exploitation de cette zone, ce qui permet d’affiner assez précisément le résultat obtenu (Figure 3.9e).

Pour un nombre total de 35 évaluations de la fonction objectif et de la fonction contrainte, le processus

d’enrichissement permet de former un métamodèle qui fournit une approximation satisfaisante des

zones critiques pour le problème d’optimisation d’équation (3.19). En effet, outre l’exploitation réussie

du minimum global, des échantillons ont été ajoutés dans des régions comportant des minima locaux,

ce qui permet de s’assurer que le minimum global ne peut pas être localisé dans ces zones. De nombreux

points sont aussi ajoutés à la frontière du domaine admissible. Les représentations de la fonction

d’acquisition en Figure 3.9 lors des différentes itérations montre que αCEI est généralement fortement
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irrégulière et présente une multitude de maxima locaux. Un effort important est ainsi nécessaire afin

d’en détecter le maximum. Les évolutions complètes du minimum admissible ymmin et de la valeur

maximale de la fonction d’acquisition tout au long du processus d’optimisation sont présentées en

Figure 3.10. Dans cet exemple, la stratégie d’optimisation converge rapidement vers le minimum global

avec une bonne précision. La valeur maximale de la fonction d’acquisition décroit globalement, mais

peut localement présenter quelques hausses entre deux itérations successives.

Comme pour le problème d’équation (3.18), les performances de la stratégie dans la résolution du

problème d’optimisation sous contraintes d’équation (3.19) sont étudiées en effectuant 30 expériences

de résolution pour différentes valeurs de ne, avec un budget total de 50 évaluations des fonctions

objectif et contrainte. Les résultats moyens sont présentés en Figure 3.11. Ces résultats montrent que

la stratégie d’optimisation mise en place est généralement capable de trouver le minimum global avec

une précision satisfaisante lorsque le nombre initial d’échantillons est parmi les plus importants des cas

Échantillons initiaux Échantillons ajoutés Nouveau point

ymmin max αCEI ˆ︁h > 0
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(b1) Prédictions ˆ︁y et ˆ︁h.
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(b2) Fonction d’acquisition αCEI.

(b) Itération 1.

Figure 3.9 – Illustration du processus d’enrichissement pour la résolution du problème d’équation (3.19)
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(e) Itération 25.

Figure 3.9 – Illustration du processus d’enrichissement pour la résolution du problème d’équation (3.19)
(suite)
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Figure 3.10 – Résultats de la stratégie d’optimisation appliquée au problème d’équation (3.19) après
25 itérations
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Figure 3.11 – Répétition de 30 expériences de résolution du problème d’optimisation d’équation (3.19)
pour différentes valeurs de ne.

étudiés (ne > 20). Il faut néanmoins noter que lors de certaines expériences, le processus d’enrichissement

n’est pas capable d’explorer tout le domaine et reste toujours coincé autour du minimum local après

les 50 évaluations. Ce comportement apparait surtout pour les valeurs de ne les plus faibles, lorsque

de grandes régions de l’espace de conception ne sont pas couvertes par l’échantillonnage initial. Ce

type de difficulté est attendu lors de l’optimisation de fonctions délicates et est cohérent avec les

résultats présentés par Bagheri et al. (2017). La Figure 3.11b montre que la valeur maximale de
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la fonction d’acquisition décroit tout au long des itérations. Il pourrait ainsi être envisagé un critère

d’arrêt similaire au critère (3.14) dans le cas de l’optimisation sous contraintes.

L’application de l’optimisation bayésienne à l’optimisation de fonctions mathématiques montre sa

capacité à résoudre un problème d’optimisation globale, avec ou sans contraintes, tout en ne demandant

que très peu d’évaluations de la fonction objectif. Cette stratégie d’optimisation est ainsi bien adaptée

à la résolution de problème d’optimisation possédant une fonction objectif coûteuse, comme c’est le cas

des problèmes envisagés dans ces travaux de thèse. Les performances de la méthode sont comparables

avec celles de précédents travaux traitant de l’optimisation bayésienne [Gardner, Kusner et al. 2014 ;

Ungredda et Branke 2021]. Les exemples présentés en dimension 1 et 2 permettent de visualiser et

d’identifier les points clés de la stratégie d’optimisation bayésienne, qui fonctionne de manière similaire

à plus haute dimension. En particulier le choix du nombre initial d’échantillons a un rôle prépondérant

dans l’efficacité de la méthode. Comme souligné dans les travaux de Le Riche et Picheny (2021),

un nombre relativement faible peut conduire aux meilleures performances, mais si ce nombre est

trop faible, la stratégie peut éprouver des difficultés à explorer tout le domaine de conception. Le

meilleur choix est fortement dépendant du problème traité, mais la valeur ne = 10np semble être

un compromis intéressant pour la plupart des problèmes, même dans le cas d’une optimisation sous

contraintes. La sélection de la fonction d’acquisition ainsi que du critère d’arrêt peut aussi avoir une

influence importante et mériterait une exploration plus détaillée. Aucune étude comparative poussée de

différents algorithmes d’optimisation globale sous contrainte, incluant différentes variations de stratégies

d’optimisation bayésienne, n’a été identifiée dans la littérature.
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Chapitre 4
Application de la stratégie

La démarche d’optimisation bayésienne détaillée dans le Chapitre 3 (page 103) est utilisée dans

un contexte d’optimisation paramétrique de structures en dynamique non linéaire. Cela permet la

recherche des paramètres optimaux d’un système mécanique dont les fonctions objectif et contraintes

sont évaluées grâce au solveur mécanique défini dans le Chapitre 2 (page 75). Dans un premier temps,

une synthèse de la stratégie mise en place est proposée, puis, dans un second temps, la stratégie est

appliquée à deux problèmes d’optimisation paramétrique en dynamique non linéaire : l’optimisation

sans contraintes d’un oscillateur de Duffing, et l’optimisation sous contraintes d’un portique de levage.
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4.1. SYNTHÈSE ET IMPLÉMENTATION DE LA STRATÉGIE

4.1 Synthèse et implémentation de la stratégie

La stratégie mise en place pour ces travaux de thèse repose sur une démarche d’optimisation

bayésienne réalisée par un programme python utilisant des modules partagés par la communauté. Un

échantillonnage de l’espace de conception D est réalisé avec la méthode LHS en s’appuyant sur le

module pyDOE [pyDOE 2013]. Des modèles de substitution indépendants de la fonction objectif et des

fonctions contraintes sont créés au travers d’un objet SingleTaskGP du module BoTorch [Balandat

et al. 2020]. Les hyperparamètres de ce métamodèle sont ajustés en maximisant le logarithme de la

vraisemblance marginale grâce à l’optimiseur ADAM de PyTorch [Kingma et Ba 2017 ; Paszke et al.

2019]. Un processus itératif d’enrichissement de ces métamodèles est ensuite appliqué. La maximisation

d’une fonction d’acquisition permet de déterminer le point d’enrichissement. Les fonctions d’acquisition

présentées en section 3.4 (page 108) sont intégrées au sein des modèles de BoTorch. Le module inclut

aussi un optimiseur de ces fonctions basé sur une méthode de descente avec redémarrages. À la fin

du processus itératifs, le résultat de l’optimisation correspond au minimum parmi les observations se

situant dans l’espace admissible .

L’évaluation des fonctions objectif et contraintes se fait à partir d’un calcul dynamique non linéaire

de la réponse fréquentielle de la structure étudiée. Le solveur mécanique permettant ce calcul correspond

à la méthode détaillée au Chapitre 2 (page 75). Le solveur est implémenté au travers d’un programme

python développé de manière autonome spécifiquement pour ces travaux. La réponse fréquentielle

est ainsi obtenue en utilisant la méthode de l’équilibrage harmonique couplée à une procédure de

continuation par prédiction tangente et corrections employant une paramétrisation par pseudo-longueur

d’arc [Sarrouy et Sinou 2011]. Le programme développé donne la possibilité de configurer toutes les

variables de la méthode dont l’influence a été discuté au Chapitre 2 (page 75), notamment le nombre

d’harmoniques nh, la discrétisation en temps nt lors de l’utilisation des transformations de Fourier

discrètes ou encore la stratégie d’adaptation automatique du pas de continuation.

Lorsque cela est possible, une réduction du modèle de la structure par une procédure de sous-

structuration de Craig-Bampton [Craig Jr et Bampton 1968] est effectuée. Une analyse modale de

la structure à interface fixe est réalisé à l’aide des logiciels de calcul par éléments finis MSC Nastran

ou Abaqus. Le logiciel PRIMODAL [PRIMODAL 2020] permet ensuite d’obtenir les opérateurs du

modèle réduit à partir du résultat de ce calcul. Pour les applications considérées dans ces travaux, les

paramètres du problème d’optimisation n’ont d’influence que sur l’interface entre les sous-structures.

Ainsi, il n’est pas nécessaire de créer un modèle réduit pour chaque jeu de paramètres évalué. Seule

une condensation est nécessaire et le processus d’optimisation complet peut être conduit sur le modèle

réduit. Un appel au solveur mécanique avec un jeu de paramètres différent induit alors une modification

au niveau des ddls d’interfaces, qui ne sont pas condensés avec la méthode de Craig-Bampton. Il peut

néanmoins être envisagé de reconstruire un modèle réduit à chaque appel au solveur mécanique afin

de résoudre un problème d’optimisation pour lequel les paramètres ont aussi une influence sur les

sous-structures.
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4.2. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES : OSCILLATEUR DE DUFFING

4.2 Optimisation sans contraintes : oscillateur de Duffing

Afin de valider la stratégie sur un problème mécanique non linéaire académique, l’optimisation

sans contraintes des paramètres d’un oscillateur de Duffing, présenté en section 1.2.2.2 (page 49), est

étudiée.

4.2.1 Présentation du problème

Pour rappel, l’oscillateur de Duffing est un système à un ddl qui possède une non-linéarité cubique.

Un oscillateur forcé par une excitation harmonique en force est considéré. L’équation du mouvement

s’écrit :

m1q̈(t) + c1q̇(t) + k1q(t) + knlq
3(t) = f0 cos(ωt). (4.1)

Le problème d’optimisation étudié est inspiré de l’article de Balaram et al. (2012). La quantité

d’intérêt à optimiser est la valeur quadratique moyenne (RMS) de l’accélération de l’oscillateur, notée

q̈RMS, qui s’écrit dans le cas d’un signal de période T :

q̈RMS =

√︄
1
T

∫︂ T

0
q̈2(t)dt. (4.2)

Cette quantité peut s’obtenir directement à partir des coefficients de Fourier ˜︁q de la réponse de

l’oscillateur :

q̈RMS =

⌜⃓⃓⎷2nh+1∑︂
i=1

1
2(ω2∇2 ˜︁q)2

i , (4.3)

où ∇ est l’opérateur différentiel tel que défini par l’équation (2.11). Les paramètres de conception sont

le coefficient d’amortissement c1 variant sur une plage de 0,1 kg·s−1 à 1 kg·s−1 ainsi que la raideur

non linéaire knl variant sur une plage de 0,1 N·m−3 à 2 N·m−3. Les paramètres de masse, de raideur

linéaire et d’amplitude d’excitation sont respectivement fixés aux valeurs m1 = 1 kg, k1 = 1 N·m−1

et f0 = 0,3 N. Avec ces valeurs, les réponses de l’oscillateur de Duffing sont périodiques, de période

identique à l’excitation, sur tout l’espace de conception. La fonction objectif y : [0,1; 1]× [0,1; 2]→ R
du problème d’optimisation correspond au maximum atteint par q̈RMS sur une plage de pulsation

d’excitation de 0,01 rad·s−1 à 2,5 rad·s−1 :

y(c1, knl) = max
ω∈[0,01;2,5]

q̈RMS(c1, knl, ω). (4.4)

Le problème d’optimisation s’écrit alors :

(c1
∗, knl

∗) = arg min
c1∈[0,1;1]
knl∈[0,1;2]

y(c1, knl). (4.5)

4.2.2 Résultats

Afin d’étudier l’influence des paramètres de conception, les courbes de réponse fréquentielle de q̈RMS
pour différents couples de valeurs (c1, knl) sont tracés en Figures 4.1 et 4.2. Les résultats sont obtenus
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Figure 4.1 – Courbes de réponse fréquentielle pour quelques couples (c1, knl).

en utilisant les paramètres nh = 20, nt = 60, ε = 1 × 10−4, ∆smax = 0,05 et ncib = 8 pour la HBM.

Ces valeurs sont conservées lors de tous les calculs réalisés dans cette section. L’analyse paramétrique

tirée de ces deux Figures permet de conjecturer que lorsque le paramètre c1 augmente, l’accélération

q̈RMS diminue, tandis que lorsque knl augmente, q̈RMS augmente.

Étant donné que le coût d’évaluation de la fonction objectif y reste raisonnable pour ce système à

un ddl (un peu moins d’une seconde en moyenne), il est possible de calculer y sur un maillage assez fin

de l’espace de conception D = [0,1; 1]× [0,1; 2] afin d’utiliser ce résultat comme référence. La dimension

de l’espace de conception permet de tracer la fonction objectif de référence sur la Figure 4.3. Cette

simulation confirme que le minimum sur l’espace de conception est atteint pour c1
∗ = 1 kg·s−1 et

knl
∗ = 0,1 N·m−3 et vaut environ y(c1

∗, knl
∗) = 0,2451 m·s−2. La Figure 4.3 semble aussi montrer que

la fonction objectif est convexe et ne possède qu’un minimum global sur D. Par conséquent, pour ce
cas précis, des algorithmes d’optimisation locale seraient sans doute plus efficaces, mais l’objectif est ici

de valider la stratégie générale d’optimisation en dynamique non linéaire sur un exemple relativement

simple. Il est néanmoins important de noter que y semble comporter une région de très faible pente qui

est presque un plateau, ce qui peut poser problème à certaines méthodes, notamment celles basées sur

la descente de gradient.

L’application de la stratégie d’optimisation pour la résolution du problème d’équation (4.5) est

illustrée en Figure 4.4. Le modèle de substitution initial est créé à l’aide de 15 échantillons (Figure 4.4a).

Le critère cEGO devient inférieur à δEGO = 0.01 après 33 itérations, soit 48 appels au solveur mécanique

(Figure 4.4d). Les évolutions du minimum et du critère cEGO sont représentées sur la Figure 4.5. La

comparaison des Figures 4.3 et 4.4d montre bien que le métamodèle n’approche pas parfaitement la

fonction objectif sur tout l’espace D, mais qu’une approximation de très bonne qualité est proposée dans

la zone dans laquelle se trouve le point de minimum global. Dès la première itération, l’enrichissement

se fait au point de minimum global, avec un écart inférieur à la précision machine (Figure 4.4b). Cela
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(d) c1 = 1,0 kg·s−1.

Figure 4.2 – Étude paramétrique de l’accélération valeur quadratique moyenne (RMS ou Root Mean
Square) de l’oscillateur de Duffing. Voir aussi Figure 4.1.

peut s’expliquer par le fait que la fonction objectif est convexe et que la taille de l’échantillonnage de

départ est suffisante pour que le métamodèle fournisse une approximation fiable du comportement de

celle-ci. Cependant, le processus d’enrichissement se poursuit pendant un nombre encore important

d’itérations avant que la condition cEGO < 0.01 ne soit satisfaite. En effet, après les premières itérations,

la variance dans la prédiction fournie par le métamodèle reste importante et il est nécessaire d’ajouter

plus de points afin qu’elle diminue. De plus, la fonction objectif présente une zone se rapprochant d’un

plateau au sein de laquelle la valeur de y reste très proche de celle du minimum global. Ainsi, il est

nécessaire que l’approximation fournie dans cette région soit de bonne qualité pour que cEGO diminue.

La Figure 4.4d montre ainsi que de très nombreux points sont ajoutés sur la bordure c1 = 1 kg·s−1. La
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Figure 4.3 – Référence pour la fonction objectif d’expression (4.4)

Figure 4.5b permet aussi de voir que le critère cEGO diminue lentement, mais progressivement au cours

de l’enrichissement. Ce critère d’arrêt permet donc d’assurer l’obtention du minimum global de manière

fiable, car de nombreuses observations sont faites dans la zone de faible pente. Cependant, dans ce cas

précis, un critère d’arrêt basé sur un budget, même assez faible, permet d’obtenir le résultat avec un

nombre réduit d’évaluations de la fonction objectif.

La résolution du problème d’équation (4.5) est effectuée pour différents nombres d’échantillons

initiaux avec la répétition de 30 expériences à chaque fois. L’analyse de l’évolution du minimum

des échantillons ymmin ainsi que du critère cEGO est présentée en Figure 4.6. Ces résultats montrent

que le minimum global est à chaque fois observé après quelques itérations seulement du processus

d’enrichissement. En revanche, comme pour l’exemple présenté précédemment, cEGO diminue progres-

sivement et lentement dans tous les cas. La Table 4.1 résume le nombre moyen d’appels au solveur

mécanique en fonction de ne. La synthèse de tous ces résultats laisse apparaitre que le plus faible

nombre d’échantillons de départ étudié (ne = 10), permet les meilleures performances, quel que soit

le critère d’arrêt considéré. En effet, c’est ce cas qui permet de voir converger le critère cEGO le plus

rapidement, et c’est aussi ce cas qui permet de voir la valeur ymmin atteindre le minimum global avec le

moins d’évaluations de la fonction objectif. De manière générale, plus ne est grand et moins la résolution

semble performante. Cela rejoint les conclusions de Le Riche et Picheny (2021) montrant qu’un faible

nombre d’échantillons de départ est préférable. Il faut néanmoins veiller à ne pas prendre un nombre

trop bas, car les expériences de la section 3.5 (page 113) montrent qu’un trop mauvais métamodèle

initial peut nécessiter un effort supplémentaire important lors de l’enrichissement pour atteindre une

approximation globale de qualité suffisante. Ainsi pour cet exemple spécifique le choix ne = 10np (donc

ne = 20 ici) n’est pas le plus performant, car la fonction objectif ne présente pas de particularités qui

rendraient son approximation plus délicate. Cette option offre néanmoins des performances correctes et

représente un choix par défaut judicieux en l’absence d’informations préalables sur la topologie de la

fonction objectif.
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La pertinence d’utiliser le critère d’arrêt cEGO pour cet exemple peut être remise en question.

Celui-ci amène en effet à réaliser un nombre important d’évaluations de la fonction objectif, alors que

le minimum global est observé dès les premières itérations. Par conséquent, pour les spécificités de ce

problème d’optimisation, telles que la convexité de la fonction objectif avec la présence d’un plateau,

un critère basé sur un faible budget semble plus approprié. Le critère permet néanmoins de s’assurer

qu’un minimum global ne peut pas exister ailleurs, ce qui demande un effort d’enrichissement cohérent,

compte tenu de la faible pente de la fonction objectif.

Cet exemple académique d’optimisation d’un oscillateur de Duffing montre que la stratégie dé-

veloppée permet ainsi de résoudre un problème d’optimisation sans contraintes en dynamique non

linéaire, tout en limitant le nombre d’appels au solveur mécanique. Les choix effectués pour le modèle

de substitution et pour le critère d’enrichissement se montrent ainsi pertinents. Le solveur mécanique

reposant sur la HBM permet de plus d’évaluer la fonction objectif de manière relativement efficace, tout
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Figure 4.4 – Résolution du problème d’équation (4.5) avec 15 échantillons initiaux.
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Figure 4.4 – Résolution du problème d’équation (4.5) avec 15 échantillons initiaux (suite).

Table 4.1 – Nombre moyen ny d’évaluations de la fonction objectif avec le critère d’arrêt cEGO < 0,01
pour différentes valeurs de nombre d’échantillons initiaux ne.

ne Itérations ny
10 35 45
15 47 62
20 59 79
25 58 83
30 59 89

en prenant en compte les effets non linéaires. Un programme permettant de reproduire cet exemple est

accessible sur Zenodo [Ragueneau, Laurent et Legay 2023].
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Figure 4.5 – Résultats de la stratégie d’optimisation appliquée au problème d’équation (4.5) avec un
budget de 100 évaluations de y.

4.3 Optimisation sous contraintes : portique de levage

La stratégie d’optimisation est désormais appliquée à un problème d’optimisation sous contraintes

de la structure industrielle du portique de levage, présenté en section 2.3.2 (page 92).

4.3.1 Présentation du problème

Au cours de leur cycle de vie, les conceptions des portiques de levage peuvent nécessiter une

réévaluation avec des critères plus stricts, que ce soit en raison d’une évolution des normes ou du

fait de leur réutilisation au sein d’un programme différent dans un autre environnement (voir par

exemple les travaux de D. Williams et Lang (1980)). Le problème traité dans cette section concerne

le réajustement d’une telle structure évoluant dans un environnement nucléaire en se concentrant sur

la conception optimale d’un dispositif anti-basculement tel qu’étudié en section 2.3.2.3 (page 95). La

modélisation de ce dispositif est à nouveau présentée en Figure 4.7. Trois des pieds du portique restent

fixés à la base tandis que le quatrième peut être sujet à du contact tel que défini en section 2.3.2.3

(page 95). Pour rappel l’effort non linéaire de contact, donné en équation (2.53), s’écrit :

fdab
nl (g, kA, kB) = kAq

dab

2 −

⌜⃓⃓⎷(︄kAqdab

2

)︄2

+ ϵ12 + kB(qdab − g)
2 +

⌜⃓⃓⎷(︄kB(qdab − g)
2

)︄2

+ ϵ22. (4.6)

Le problème consiste à dimensionner de manière optimale le dispositif anti-basculement, afin d’éviter

le renversement de la structure. Pour cela, la vitesse du centre de masse du portique de levage doit être

limitée tandis que la force de contact f+
c = max(0, fdab

nl ) s’exerçant sur le dispositif anti-basculement

doit être suffisamment faible pour assurer la résistance de l’ancrage. Afin de simplifier l’étude, la vitesse

est examinée au niveau de la masse ponctuelle au centre du chariot, bien que ce ne soit pas exactement

la position du centre de masse. Seule la composante selon la direction X est considérée, car la direction
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min.

0 20 40 60 80 100
10−35

10−24

10−13

10−2

ny

σ
2 ym m

in

ne = 10
ne = 15
ne = 20
ne = 25
ne = 30

(b) Variance du minimum des échantillons ym
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Figure 4.6 – Répétition de 30 expériences de résolution du problème d’équation (4.5) pour différentes
valeurs de ne avec un budget ny = 100.

transversale est la plus critique pour le basculement. Cette quantité est notée q̇Mx
et peut prendre des

valeurs positives ou négatives selon le sens du mouvement.

Un déplacement harmonique, noté uBase, est imposé à la base du portique dans la direction

transversale (axe X), de sorte que l’amplitude de l’accélération de la base üBase varie selon la fréquence

d’excitation f pour être représentative d’un spectre d’excitation sismique :

üBase(t) = ABase(f) cos(2πft). (4.7)

L’amplitude ABase est défini sur la plage de fréquences de 0 Hz à 35 Hz par le spectre présenté en

Figure 4.8. Celui-ci est défini à partir des spectres de plusieurs accélérogrammes sismiques générés

aléatoirement selon la norme Eurocode 8 [AFNOR 2010] pour les sites nucléaires. Ainsi, l’amplitude

ABase considérée possède une valeur maximale constante pour les basses fréquences (entre 1 Hz et 6 Hz)
et décroit légèrement pour les fréquences supérieures.
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Figure 4.7 – Modèle du portique de levage.
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Figure 4.8 – Spectre d’accélération appliqué à la base du portique de levage.

Les paramètres de conception retenus sont la raideur kB, variant de 0 N·m−1 à 1 × 108 N·m−1,

et le jeu g, variant de 5 mm à 40 mm, du contact avec le dispositif anti-basculement. La raideur du

contact avec la base est fixé à kA = 1× 107 N·m−1. L’objectif est ainsi de définir de manière optimale

les paramètres influant le contact avec le dispositif anti-basculement sans présumer de la solution

technologique retenue. Le paramètre kB notamment est dérivable de la géométrie et des matériaux

utilisés. Les paramètres de régularisation sont pris tels que ϵ1 = 200 N et ϵ2 = 2× 10−5kB (ajusté à

chaque nouveau jeu de paramètres). Ces valeurs, provenant d’une brève analyse empirique, permettent

généralement une meilleure convergence du solveur mécanique sans dégrader la solution de manière trop
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importante. Comme annoncé précédemment, la quantité à minimiser est l’accélération transversale q̇Mx

du centre du chariot. Une analyse sommaire faite à l’aide du logiciel Hilti PROFIS Engineering [Hilti

2022] permet de définir la valeur maximale de la force de contact assurant l’intégrité de l’ancrage du

dispositif anti-basculement selon la norme Eurocode 2 [AFNOR 2019]. Il en résulte que la force de

contact ne doit pas dépasser une valeur f+
c max = 200 kN, ce qui constitue une contrainte d’inégalité du

problème d’optimisation.

Afin de transcrire mathématiquement le problème d’optimisation, les paramètres de conception

considérés sont :

x = (g, kB) ∈ D, (4.8)

où l’espace de conception D est défini tel que :

D = [5× 10−3; 40× 10−3]× [0; 1× 108]. (4.9)

La fonction objectif a pour expression :

y(g, kB) = max
f∈[0;35] Hz

q̇Mx
(g, kB, f), (4.10)

et la fonction contrainte s’écrit :

h(g, kB) = max
f∈[0;35] Hz

f+
c (g, kB, f)− f+

c max. (4.11)

Finalement le problème d’optimisation étudié s’écrit :

(g∗, kB
∗) = arg min

(g,kB)∈D
y(g, kB),

s.l.c. h(g, kB) < 0.
(4.12)

4.3.2 Résultats

La première étape consiste à créer un modèle condensé du portique en considérant l’ensemble du

portique et du chariot comme une sous-structure, d’une manière identique à la condensation présentée

en section 2.3.2.2 (page 93).

Les Figures 4.9a et 4.9b représentent les courbes de réponses fréquentielles du déplacement ver-

tical qdab du pied sujet au contact et de la vitesse transversale q̇Mx
du centre du chariot, obtenues

avec le solveur mécanique. Le jeu de paramètres utilisé pour ce calcul correspond à g = 5 mm et

kB = 1× 108 N·m−1, qui est le cas présentant les plus fortes non-linéarités dans l’espace de conception.

Le solveur mécanique est employé avec nh = 20, nt = 2048 et un pas de continuation adaptatif. La

résolution demande environ 40 minutes et 649 pas de fréquences ont étés générés. Les Figures 4.9a

et 4.9b montrent que seul le premier pic de résonance peut provoquer un contact avec le dispositif

anti-basculement. Ainsi, lors de la résolution du problème d’optimisation, la solution n’est calculée

que sur la plage [0 ;3] Hz afin d’éviter un long calcul inutile. Les Figures 4.9c et 4.9d représentent

les réponses fréquentielles sur cette plage réduite en les comparant au cas où aucun dispositif anti-

basculement n’est présent. Ce dernier cas correspond aux jeux de paramètres pour lesquels kB = 0 et
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Figure 4.9 – Réponses fréquentielles du portique de levage. Les paramètres de la HBM sont : nh = 20,
nt = 2048, ∆smax = 0,25, ncib = 9.

reste un problème non linéaire, car le contact entre le pied et la base est toujours pris en compte. La

Figure 4.9c permet de remarquer que le déplacement vertical maximal du pied vaut environ 36 mm,

ainsi les jeux de paramètres pour lesquels g est supérieur à cette valeur ne présentent pas non plus

de contact avec le dispositif anti-basculement et entrainent une réponse fréquentielle identique au cas

kB = 0. Les Figures 4.9c et 4.9d mettent aussi en avant le fait que le contact avec le dispositif conduit

à une bifurcation de type repliement et à un décalage de la fréquence du pic de résonance.

La stratégie d’optimisation globale sous contraintes est appliquée à la résolution du problème

d’équation (4.12) avec un nombre initial de 20 échantillons et un budget de 50 appels au solveur

mécanique (soit 30 itérations). Quelques étapes du processus d’enrichissement sont représentées en

Figure 4.10. La stratégie mise en place est capable de détecter un minimum global qui n’est pas

135



4.3. OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES : PORTIQUE DE LEVAGE

intuitif avec relativement peu d’évaluations de la fonction objectif. Le minimum obtenu se trouve sur la

frontière du domaine admissible formée par la contrainte. Ce constat n’est pas surprenant étant donné

que plus le dispositif cherche à diminuer la vitesse transversale, plus le contact devient intense. De

nombreux points sont ajoutés le long de la frontière, ce qui montre que la fonction d’acquisition est bien

adaptée à la résolution de ce type de problème. En effet, la frontière du domaine admissible est ainsi

approchée avec une très bonne précision, ce qui permet de détecter la meilleure valeur de la fonction

objectif le long de cette frontière de manière fiable. Les évolutions du minimum et de la fonction

d’acquisition au cours des itérations sont représentées en Figure 4.11. La Figure 4.11a montre que de

meilleurs jeux de paramètres sont progressivement détectés au cours du processus d’enrichissement et le

minimum global finit par être détecté après 16 itérations. La Figure 4.11b permet de voir que la valeur

de la fonction d’acquisition décroit globalement, mais peut parfois s’accroitre entre deux itérations,

notamment lorsqu’une meilleure valeur de ymmin est évaluée.

Les paramètres optimaux obtenus suite à la résolution du problème d’optimisation d’équation (4.12)

sont g∗ = 21,47 mm et kB
∗ = 7,1281 × 107 N·m−1. Cette configuration donne lieu à une vitesse

transversale maximale de 484,34 mm·s−1 et une force de contact maximale de 199,992 kN. Les résultats

de la simulation du portique de levage dans cette configuration optimale sont présentés en Figure 4.12.

La Figure 4.12a montre que la courbe de réponse fréquentielle de q̇Mx
est similaire à celle obtenue en

Figure 4.9, avec une bifurcation de type repliement pour les fréquences où le contact avec le dispositif

anti-basculement peut se produire. La représentation temporelle pour une fréquence d’excitation au

niveau du pic à 1,11 Hz est tracé en Figure 4.12c. Le signal semble sinusöıdal, mais des harmoniques

d’ordre supérieur sont bien présentes dans la réponse. La Figure 4.12b confirme que le contact avec le

dispositif anti-basculement se produit seulement sur une petite plage de fréquences. La représentation

temporelle de la force de contact fdab
nl au niveau du pic (Figure 4.12d) montre clairement l’alternance

de contacts intermittents entre le sol et le dispositif anti-basculement. La Figure 4.12d met aussi en

avant le phénomène de Gibbs inhérent aux séries de Fourier.

La résolution du problème d’équation (4.12) est répétée pour différentes valeurs de ne en réalisant

30 expériences à chaque fois. Le critère d’arrêt du processus d’enrichissement est fixé en définissant

un budget de 30 itérations pour chaque expérience. La valeur moyenne du minimum ymmin ainsi que

la variance associée sont représentés en Figure 4.13. Ces résultats montrent que la stratégie proposée

permet d’obtenir une valeur fiable du minimum global avec un nombre d’évaluations de la fonction

objectif réduit. Quel que soit le nombre d’échantillons de départ, la valeur du minimum admissible des

points échantillonnés décroit rapidement dès les premières itérations, ce qui signifie que la région dans

laquelle se trouve le minimum est rapidement identifiée. Les dernières itérations réalisent l’exploitation

de cette zone afin de fournir le minimum le plus précis possible avec le budget alloué. Comme pour le

problème précédent, les meilleures performances sont atteintes avec un faible nombre d’échantillons de

départ. La règle ne = 10np n’est donc pas le choix idéal dans ce cas, ce qui peut s’expliquer par le fait

que les fonctions objectif et contrainte sont suffisamment régulières pour que la stratégie d’optimisation

fonctionne avec un nombre initial d’échantillons bien inférieur.

L’exemple traité dans cette section montre que la stratégie d’optimisation proposée rend envisageable

la résolution de problèmes d’optimisation paramétrique sous contraintes de structures présentant des
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non-linéarités localisés. Les paramètres optimaux pour la réalisation d’un dispositif anti-basculement

peuvent être obtenus avec un nombre réduit d’appels au solveur mécanique, ce qui donne un temps de

résolution acceptable. Pour donner un ordre d’idée, avec l’implémentation réalisée, il faut compter en

moyenne environ dix heures pour obtenir les paramètres optimaux de manière précise avec un nombre

initial de 10 échantillons. Cet exemple industriel laisse entrevoir certaines limites de la stratégie comme

le choix des quantités ne, nh, nt, n
cib qui sont très dépendantes du problème et pour lesquelles il est

difficile de formuler une pratique générale.

La résolution du problème d’optimisation sans contraintes sur l’oscillateur de Duffing permet de

valider la stratégie et d’examiner le déroulement de chacune des étapes, de la détermination du plan

d’expérience initial jusqu’à la validation de la condition d’arrêt, en passant par le calcul de la réponse

fréquentielle pour chaque jeu de paramètres échantillonné, la création des modèles de substitution et la
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Figure 4.10 – Quelques itérations de la résolution du problème d’optimisation du portique de levage
d’équation (4.12) avec 20 échantillons initiaux.
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(c) Itération 15.
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(d) Itération 30.

Figure 4.10 – Quelques itérations de la résolution du problème d’optimisation du portique de levage
d’équation (4.12) avec 20 échantillons initiaux (suite).

démarche d’enrichissement. Après cet exemple académique, la transition vers l’échelle industrielle se fait

au travers de l’illustration du réajustement d’un portique de levage dans un environnement nucléaire. La

procédure de sous-structuration aux interfaces permet l’obtention d’un modèle réduit de cette structure

de taille industrielle tout en conservant la modélisation du contact présent à l’interface. Le solveur

mécanique est alors capable de fournir la réponse fréquentielle du portique en un temps raisonnable

bien que la gestion numérique du contact soit assez délicate et nécessite un ajustement empirique des

paramètres internes à la méthode. La stratégie parvient ainsi à fournir les paramètres optimaux pour

la conception d’un dispositif anti-basculement avec des performances satisfaisantes, tout en respectant

la contrainte. Les expériences répétées montrent la robustesse de la stratégie et la répétabilité du

résultat obtenu. Ainsi, les exemples présentés dans cette section laissent entrevoir la possibilité d’une

application industrielle de la stratégie mise en œuvre dans ces travaux. L’aptitude à résoudre un

problème d’optimisation sous contraintes en respectant l’objectif de réduire le nombre de résolutions

mécaniques est mise en évidence, de même que la capacité à prendre en compte des phénomènes non

linéaires localisés. Les performances de la stratégie peuvent néanmoins être notablement influencés
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Figure 4.11 – Résultats de la stratégie d’optimisation appliquée au problème du portique de levage
avec un budget de 50 évaluations de y.

par les paramètres internes à chaque méthode (nombre d’harmoniques, discrétisation temporelle de

la DFT, taille de l’échantillonnage initial, etc.). La sélection des valeurs idéales pour ces derniers est

généralement dépendante du problème considéré et doit alors se faire de manière empirique.

139



4.3. OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES : PORTIQUE DE LEVAGE

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

100

101

102

f [Hz]

m
ax
q̇ M

x
[m

m
·s−

1 ]

(a) Vitesse transversale - Réponse fréquentielle.
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Figure 4.12 – Réponse dynamique du portique de levage dans sa configuration optimale. Les réponses
temporelles sont tracés sur 3 périodes pour la fréquence d’excitation maximale (1,11 Hz).
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Figure 4.13 – Répétition de 30 expériences de résolution du problème d’optimisation du portique de
levage d’équation (4.12) pour différentes valeurs de ne, avec un budget de 30 itérations.
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Conclusion générale

Ces travaux de thèse s’inscrivent dans le cadre du développement d’outils numériques avancés pour

la conception de structures. Une stratégie d’optimisation globale sous contraintes de structures en

dynamique vibratoire non linéaire est proposée. Cette approche vise à concilier la nécessité de mener

des simulations haute fidélité avec la mise en œuvre d’une procédure d’optimisation peu coûteuse

et applicable sur des structures de tailles industrielles. Un solveur mécanique dédié permet le calcul

par éléments finis des réponses dynamiques de structures assemblées présentant des non-linéarités

aux interfaces. Une condensation de Craig-Bampton est effectuée afin de construire un modèle réduit

de la structure étudiée. Les équations dynamiques non linéaires sont ensuite résolues sur le modèle

réduit grâce à la HBM associée à une procédure d’AFT. Le suivi des branches de solution selon

l’évolution de la fréquence d’excitation est assuré par une procédure de continuation numérique par

prédiction tangente et corrections orthogonales (ou par pseudo-longueur d’arc). Le solveur mécanique

est ensuite utilisé au sein d’une procédure d’optimisation bayésienne sous contraintes visant à réduire le

nombre d’appels à ce dernier. Les fonctions objectif et contraintes sont approchées par des modèles de

substitution de type processus gaussien qui sont itérativement enrichis de manière intelligente. Le critère

de l’amélioration espérée contrainte est utilisé en tant que fonction d’acquisition afin de déterminer les

points d’enrichissement qui permettent de converger vers une approximation fine autour du minimum

global du problème d’optimisation. La stratégie ainsi mise en œuvre fait l’objet d’un programme en

langage Python basé sur une implémentation originale du solveur mécanique et l’utilisation de librairies

existantes pour la boucle d’optimisation bayésienne. Ces travaux ont fait l’objet d’une publication dans

une revue à comité de lecture [Ragueneau, Laurent, Legay, Larroque et al. 2024], de présentations

lors de conférences nationales et internationales [Ragueneau, Laurent, Legay, Larroque et al.

2022, 2023a,b], ainsi que d’un dépôt de code sur Zenodo [Ragueneau, Laurent et Legay 2023].

Le solveur fréquentiel en dynamique non linéaire permet de traiter des problèmes non linéaires

avec des performances intéressantes, bien que la comparaison précise de son coût de calcul avec des

méthodes d’intégration temporelle demeure délicate en raison de l’influence des paramètres d’ajustement

de chacune des méthodes. Le solveur développé permet notamment d’incorporer des phénomènes de

bifurcations, fréquents en dynamique non linéaire, ce qui dépasse les possibilités offertes par les méthodes

143



CONCLUSION

couramment utilisées dans l’industrie. La stratégie de condensation permet de traiter des structures

de tailles industrielles qui présentent des non-linéarités localisées. L’étude d’influence des paramètres

internes au solveur sur ses performances montre que leur choix peut avoir un impact significatif, mais

celui-ci dépend fortement du problème traité sans qu’il existe d’approches permettant de les définir de

manière idéale.

La stratégie d’optimisation bayésienne atteint son objectif de résolution de problèmes d’optimisation

sous contraintes en réduisant le nombre d’évaluations des fonctions objectif et contraintes. L’utilisation

de processus gaussien avec une fonction de covariance Matérn 5/2 semble un choix robuste pour la

création de modèles de substitution, bien que d’autres alternatives puissent être envisageables. La

fonction d’acquisition de l’amélioration espérée contrainte permet de gérer les contraintes du problème

d’optimisation de manière satisfaisante. Lorsque les fonctions à optimiser sont suffisamment régulières,

un nombre d’échantillons de départ très faible permet généralement les meilleures performances, mais

cela peut poser des difficultés à converger vers le minimum global sur certaines fonctions problématiques,

comme les fonctions présentant un nombre très important de minima locaux. Le choix d’un nombre

d’échantillons de départ égal à dix fois la dimension de l’espace de conception semble un bon compris

lorsque qu’aucune information n’est connue a priori sur les fonctions du problème d’optimisation, ce qui

est généralement le cas des problèmes rencontrés dans l’industrie. La sélection d’un critère d’arrêt de

l’enrichissement reste à préciser. Si un critère basé sur un budget permet une planification et un contrôle

utiles dans l’industrie, la mise en œuvre de critères basés sur les données du modèle de substitution

pourrait permettre de réduire le coût de calcul.

La stratégie est appliquée pour la résolution du problème académique d’optimisation sans contraintes

d’un oscillateur de Duffing, puis pour le réajustement optimal sous contraintes d’un portique de levage

industriel. Les résultats obtenus montrent la capacité de la stratégie à traiter des structures de

grandes tailles (au sens de la discrétisation par éléments finis) présentant des non-linéarités localisées.

Le problème d’optimisation peut être résolu avec un nombre limité d’appels coûteux au solveur

mécanique, tout en respectant les éventuelles contraintes. La répétition de la stratégie avec des nombres

différents d’échantillons de départ montre sa robustesse ainsi que la constance des résultats obtenus.

Le démonstrateur développé constitue un outil intéressant pour l’implémentation de la stratégie

d’optimisation et permet d’envisager le développement de solutions industrielles. La stratégie mise en

place parait ainsi pertinente pour mener à bien l’optimisation paramétrique de structures industrielles, en

veillant à maintenir un coût de calcul viable tout en conservant une fiabilité élevée dans la modélisation

des phénomènes non linéaires en dynamique vibratoire.

Perspectives

Plusieurs perspectives découlent de ces travaux. En premier lieu, le passage à l’échelle industrielle

peut être examiné de manière plus approfondie en appliquant la stratégie sur des problèmes d’optimisa-

tion en dynamique non linéaire plus complets. Cela implique la prise en compte d’un nombre plus élevé

de variables de conception, ainsi que la considération de multiples contraintes. La complexification

du modèle mécanique avec l’ajout de plusieurs ddls non linéaires ainsi que la prise en compte de
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différents types de non-linéarités s’intègre aussi dans cette optique. Par exemple, le modèle du portique

de levage peut être amélioré en prenant en compte la possibilité du décollement de chacun des pieds.

Des phénomènes de contact entre les galets du chariot et le portique peuvent aussi être ajoutés, tandis

que le grand déplacement de la masse suspendue au câble peut faire l’objet d’une modélisation par un

élément s’apparentant à un oscillateur de Duffing.

La recherche autour de l’application de la HBM à l’échelle industrielle est active. Les récents

développements ne sont pas intégrés au sein du solveur mécanique utilisé dans ces travaux, car l’objectif

principal est l’exploration de la stratégie complète d’optimisation. Il est ainsi possible d’améliorer

les performances du solveur mécanique en implémentant par exemple une démarche de sélection

automatique des harmoniques [Jaumouillé et al. 2010] ou un processus de filtrage de l’effet de

Gibbs [Coläıtis et Batailly 2021]. La détection et le suivi d’autres types de bifurcations ainsi que

l’étude de la stabilité des branches calculées [Detroux, Renson et al. 2015] permettraient de rendre

le solveur plus robuste tout en enrichissant ses capacités à fournir une analyse des comportements

dynamiques non linéaires complexes. Les stratégies d’adaptation automatique du pas de continuation

mériteraient plus de considération. Ces dernières sont peu détaillées dans la littérature et aucune étude

comparative n’a été identifiée. Pourtant, l’adaptation du pas influe de manière prépondérante sur le

temps de calcul de la réponse fréquentielle et de meilleures stratégies semblent pouvoir être mises en

place. Les développements autour de l’utilisation de la HBM pour le calcul de modes normaux non

linéaires [Chong et Imregun 2001 ; Joannin et al. 2017 ; Ferhatoglu et al. 2020] peuvent aussi être

pertinents dans le cadre de l’optimisation. Il est ainsi envisageable d’utiliser ces modes pour l’évaluation

de la fonction objectif.

Dans le but d’améliorer le processus d’optimisation bayésienne, la comparaison détaillée de différentes

fonctions d’acquisition et différents critères d’arrêt de l’enrichissement pourrait faire émerger de

meilleures pratiques. Le calcul analytique des gradients des fonctions du problème d’optimisation

permet l’utilisation de modèles de substitution améliorés par gradients, conduisant à une optimisation

plus performante [Laurent et al. 2019]. La détermination d’une expression analytique de ces gradients

avec la HBM constitue ainsi une perspective séduisante en vue d’améliorer les performances.

Finalement, pour les applications présentées dans ce mémoire comme pour de nombreux autres

problèmes en dynamique vibratoire, l’évaluation des fonctions du problème d’optimisation fait seulement

intervenir les valeurs maximales des réponses fréquentielles calculées. Ainsi, des méthodes capables de

directement déterminer le pic de résonance sur la plage de fréquence considérée [Denimal, Renson

et al. 2022] ou de suivre ce pic lors de la variation d’un paramètre du problème d’optimisation [Xie

et al. 2016 ; Grenat et al. 2019] présentent un fort intérêt. Cependant, le choix de calculer l’intégralité

de la réponse fréquentielle a été fait au sein de ces travaux afin de pouvoir prendre en considération

d’éventuels problèmes d’optimisation nécessitant la connaissance du comportement dynamique complet

de la structure pour l’évaluation des fonctions objectif et contraintes. De plus, les quantités d’intérêt

pour l’évaluation des fonctions objectif et contrainte n’atteignent pas nécessairement leurs valeurs

maximales aux mêmes fréquences. L’exploration d’une méthode capable de suivre simultanément les

pics des toutes les quantités d’intérêt lors de la variation des paramètres de conception présenterait

alors un intérêt important pour l’amélioration de la stratégie d’optimisation.
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Ferhatoglu, E., E. Cigeroglu et H. N. Özgüven. � A novel modal superposition method with
response dependent nonlinear modes for periodic vibration analysis of large MDOF nonlinear
systems �. In : Mechanical Systems and Signal Processing 135 (2020), p. 106388. issn : 0888-3270.
doi : 10.1016/j.ymssp.2019.106388 (cf. p. 145).

Fernández-Godino, M. G. � Review of multi-fidelity models �. In : Advances in Computational
Science and Engineering 1.4 (2023), p. 351-400. issn : 2837-1739. doi : 10.3934/acse.2023015
(cf. p. 104).

Fletcher, R. � A new approach to variable metric algorithms �. In : The Computer Journal 13.3
(1970), p. 317-322. issn : 0010-4620. doi : 10.1093/comjnl/13.3.317 (cf. p. 31).

Fletcher, R. et M. J. D. Powell. � A Rapidly Convergent Descent Method for Minimization �. In :
The Computer Journal 6.2 (1963), p. 163-168. issn : 0010-4620. doi : 10.1093/comjnl/6.2.163
(cf. p. 31, 54).

Fletcher, R. et C. M. Reeves. � Function minimization by conjugate gradients �. In : The Computer
Journal 7.2 (1964), p. 149-154. issn : 0010-4620. doi : 10.1093/comjnl/7.2.149 (cf. p. 30).
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Loève, M. � Fonctions Aléatoires du Second Ordre. Suivi d’une Note de Michel Loève �. In : Lévy, P.
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Annexe A
Analyse de Fourier

A.1 Séries de Fourier

Les séries de Fourier sont un outil mathématique performant d’analyse de fonctions périodiques.

Afin de rester en cohérence avec l’utilisation faite dans ce manuscrit, les développements de cette

section s’effectuent en considérant une fonction g de R dans Rn :

g : R → Rn
t ↦→ (g1(t), · · · ,gn(t)) . (A.1)

La fonction g est supposée périodique de période T :

∀t0 ∈ R, g(t0) = g(t0 + T ). (A.2)

De plus, chaque fonction composante de g est supposée continue sur R et de classe C1 par morceaux.

Les fonctions gk, k ∈ J1;nK sont ainsi intégrables sur toute période et la notation

∫︂
g(t)dt est utilisée

pour désigner le vecteur de Rn qui contient l’intégrale de chacune des fonctions composantes :∫︂
g(t)dt =

[︃∫︂
g1(t)dt · · ·

∫︁
gn(t)dt

]︃T
. (A.3)

Dans ce cas, g admet une décomposition en série de Fourier :

∀t ∈ R, g(t) =
∞∑︂

i=−∞
ciejiωt, (A.4)

où ω désigne la pulsation associée à T (ω = 2π
T

). Les coefficients ci ∈ Cn, ∀i ∈ Z, appelés coefficients

de Fourier complexes, ont pour expression :

∀i ∈ Z, ci = 1
T

∫︂ T

0
g(t)e−jiωt dt. (A.5)
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Dans le cas de fonctions à valeurs réelles, ∀i > 0, les termes de ci sont les conjugués des termes de

c−i. La série de Fourier peut alors aussi s’écrire sous la forme trigonométrique avec des coefficients

réels :

∀t ∈ R, g(t) = a0 +
∞∑︂

i=−1
(ai cos(iωt) + bi sin(iωt)) , (A.6)

avec :

a0 = 1
T

∫︂ T

0
g(t) dt, (A.7)

∀i > 0, ai = 2
T

∫︂ T

0
g(t) cos(iωt) dt, (A.8)

∀i > 0, bi = 2
T

∫︂ T

0
g(t) sin(iωt) dt. (A.9)

Le lien entre les coefficients réels et complexes se fait grâce à la formule d’Euler :

c0 = a0, ∀i > 0, ci = 1
2(ai − jbi) et c−i = 1

2(ai + jbi), (A.10)

a0 = c0 , ∀i > 0, ai = ci + c−i = 2ℜ(ci) et bi = j(ci − c−i) = −2ℑ(ci). (A.11)

A.2 Transformation de Fourier discrète

La transformation de Fourier est une opération qui étend pour les fonctions non périodiques le

développement en série de Fourier. Cette transformation associe toute fonction intégrable à une autre

fonction appelée transformée de Fourier. Cette transformée de Fourier décrit le spectre fréquentiel de

la fonction d’origine. La transformation de Fourier discrète directe (DFT) est un outil permettant

d’obtenir la transformée de Fourier de signaux finis et discrets, ce qui est le cas de tous les signaux

obtenus par traitement numérique. La DFT permet de représenter dans le domaine fréquentiel une

suite d’échantillons d’une fonction uniformément répartis dans le temps. La période d’échantillonnage

est notée Te et la fréquence associée fe. Pour une suite de nt échantillons (gj)j∈J0;nt−1K de la fonction g.
La transformée de Fourier discrète de ces échantillons correspond aux coefficients (g̃i)i∈Z définis par :

F
(︂
(gj)j∈J0;nt−1K

)︂
= (g̃i)i∈Z, (A.12)

avec :

∀i ∈ Z, g̃i = 1
nt

nt−1∑︂
j=0

gje
−j2π

ij

nt . (A.13)

Les propriétés de la fonction exponentielle donnent :

∀i ∈ Z, g̃nt+i = g̃i et g̃nt−i = g̃−i. (A.14)

Les termes g̃i décrivent la contribution de la fréquence f i = i
fe
nt

, ce qui est applicable uniquement

lorsque i est compris dans un intervalle I =
s⌊︃
−nt2

⌋︃
+ 1;

⌊︃
nt
2

⌋︃{
en raison des relations de l’équation
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(A.14). L’ensemble des (|g̃i|)i ∈ I correspond au spectre en amplitude de la fonction g et l’ensemble

des (Arg(g̃i))i ∈ I correspond à son spectre de phase. Étant donné que seules les fréquences comprises

entre −fe2 et
fe
2 peuvent être représentées, il est nécessaire de respecter le critère de Shannon-

Nyquist [Shannon 1949] afin de représenter correctement un signal discrétisé :

Théorème 1 La représentation discrète d’un signal exige des échantillons régulièrement espacés à une

fréquence d’échantillonnage supérieure au double de la fréquence maximale fmax présente dans ce

signal.

De plus, lorsque la fonction g est à valeurs réelles, g̃−i est le conjugué de g̃i pour tout i. Il suffit ainsi

de calculer les valeurs de g̃i pour i ∈
s

0;
⌊︃
nt
2

⌋︃{
afin d’obtenir le spectre maximal.

Dans la suite, il est choisi de réordonner les termes g̃i sur l’intervalle J0;nt − 1K, afin de se rapprocher

de la manière dont les termes sont traités informatiquement et parce qu’il est plus compréhensible de

manipuler des indices positifs. Ainsi, avec cette convention :

— si nt est pair :

— ∀i ∈
r

0; nt2

z
, g̃i décrit la contribution de la fréquence i

fe
nt

(fréquences positives) ;

— ∀i ∈
rnt

2 + 1;nt − 1
z
, g̃i décrit la contribution de la fréquence (i − nt)

fe
nt

(fréquences

négatives) ;

— si nt est impair :

— ∀i ∈
s

0; nt − 1
2

{
, g̃i décrit la contribution de la fréquence i

fe
nt

(fréquences positives) ;

— ∀i ∈
s
nt + 1

2 + 1;nt − 1
{
, g̃i décrit la contribution de la fréquence (i− nt)

fe
nt

(fréquences

négatives).

La transformation de Fourier discrète inverse (DFT-1) permet de retransformer les termes fréquentiels

dans le domaine temporel. À partir d’une suite de termes (g̃i)i∈J0;nt−1K, correspondant à la représentation

fréquentielle d’une fonction g en utilisant la convention précédemment énoncée, la DFT-1 permet de

retrouver les coefficients (gj)j∈N :

F −1((g̃i)i∈J0;nt−1K) = (gj)j∈N, (A.15)

avec :

∀j ∈ N, gj =
nt−1∑︂
i=0

g̃ie
j2π

ij

nt . (A.16)

Les coefficients gj correspondent à la valeur de la fonction g aux points tj = j

fe
. Comme pour la

transformation directe, les propriétés de l’exponentielle font que seuls les termes pour j ∈ J0;nt − 1K

présentent un intérêt, car ceux-ci se répètent. La normalisation par le facteur
1
nt

peut s’effectuer

au choix lors de la transformation directe ou lors de la transformation inverse. D’autres facteurs de

normalisation peuvent également être utilisés. Avec le choix effectué ici, le terme g̃0 correspond à
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la valeur moyenne de la fonction et certains termes de la transformée de Fourier discrète peuvent

s’identifier à la décomposition en série de Fourier lorsque le pas de fréquence
fe
nt

divise la fréquence de

la fonction g.

La Figure A.1 donne un exemple d’application de la DFT sur la fonction g définie par :

∀t ∈ R+, g(t) = 10 + 5 cos(2π × 50× t) + 2 sin(3× 2π × 50× t) + 8 cos(5× 2π × 50× t− π

4 ) (A.17)

La fonction g est périodique de fréquence fondamentale f0 = 50 Hz et est échantillonnée en 105 points

entre t = 0 s et t = 0,10 s, soit une fréquence d’échantillonnage de 1050 Hz (Figure A.1a). La composante

maximale présente dans le signal possède une fréquence de 250 Hz donc le critère de Shannon est bien

respecté. La transformée de Fourier du signal discrétisé comporte alors 105 termes représentant la

contribution des fréquences entre −520 Hz et 520 Hz avec un pas de 10 Hz. Seules les contributions des
fréquences comprises entre 0 Hz à 300 Hz sont représentées sur les spectres des Figures A.1b et A.1c.

Trois sommets sont présents, montrant la contribution de la composante continue (0 Hz), ainsi que
celle des fréquences 50 Hz, 150 Hz et 250 Hz. Un déphasage de −π

2 est observé pour la composante à

150 Hz tandis qu’un déphasage de −π
4 est observé pour la composante à 250 Hz, ce qui correspond bien

à la définition du signal donné par l’expression (A.17).

Dans le cas de fonctions à valeurs réelles, l’expression (A.16) peut se mettre sous la forme trigono-

métrique.

— Si nt est impair :

gj =

nt−1
2∑︂
i=0

g̃ie
j2π ij

nt +
nt−1∑︂
i= nt+1

2

g̃ie
j2π ij

nt ,

=

nt−1
2∑︂
i=0

g̃ie
j2π ij

nt +
1∑︂

i= nt−1
2

g̃nt−ie
−j2π ij

nt (changement de variable i′ = nt − i),

= g̃0 +

nt−1
2∑︂
i=1

(ℜ(g̃i) + jℑ(g̃i))e
j2π ij

nt +

nt−1
2∑︂
i=1

(ℜ(g̃i)− jℑ(g̃i))e
−j2π ij

nt

(g̃nt−i est le conjugué de g̃i),

= g̃0 +

nt−1
2∑︂
i=1

(ℜ(g̃i) + jℑ(g̃i))(cos(2π ij
nt

) + j sin(2π ij
nt

))

+ (ℜ(g̃i)− jℑ(g̃i))(cos(2π ij
nt

)− j sin(2π ij
nt

)),

= g̃0 +

nt−1
2∑︂
i=1

2ℜ(g̃i) cos(2π ij
nt

)− 2ℑ(g̃i) sin(2π ij
nt

). (A.18)
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Figure A.1 – Représentation temporelle et fréquentielle du signal g défini par l’expression (A.17).

— Si nt est pair :

gj =

nt
2∑︂
i=0

g̃ie
j2π ij

nt +
nt−1∑︂

i= nt
2 +1

g̃ie
j2π ij

nt ,

=

nt
2∑︂
i=0

g̃ie
j2π ij

nt +
1∑︂

i= nt
2 −1

g̃nt−ie
−j2π ij

nt (changement de variable i′ = nt − i),

= g̃0 + g̃ nt
2

e−jπj +

nt
2∑︂
i=1

2ℜ(g̃i) cos(2π ij
nt

)− 2ℑ(g̃i) sin(2π ij
nt

),

= g̃0 + g̃ nt
2

cos(πj) +

nt
2∑︂
i=1

2ℜ(g̃i) cos(2π ij
nt

)− 2ℑ(g̃i) sin(2π ij
nt

) (g̃ nt
2

est réel pur). (A.19)

Ainsi la transformation de Fourier discrète inverse peut s’écrire sous la forme trigonométrique :

gj = a0 +
⌊ nt

2 ⌋∑︂
i=0

ai cos(2π ij
nt

) + bi sin(2π ij
nt

), (A.20)
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avec :

a0 = g̃0,

∀i ∈ N tel que 0 < i <
nt
2 , ai = 2ℜ(g̃i) et bi = −2ℑ(g̃i),

Si nt est pair, a nt
2

= ℜ(g̃ nt
2

) = g̃ nt
2

et b nt
2

= ℑ(g̃ nt
2

) = 0. (A.21)

Réciproquement :

g̃0 = a0,

∀i ∈ N tel que 0 < i <
nt
2 , g̃i = 1

2(ai − jbi) et g̃nt−i = 1
2(ai + jbi),

Si nt est pair, g̃ nt
2

= a nt
2
. (A.22)

La DFT directe de l’équation (A.13) peut aussi se mettre sous forme trigonométrique. La transformée

de Fourier discrète correspond alors à la suite des coefficients réels (ai, bi)i∈J0;⌊ nt
2 ⌋K définis par :

a0 = 1
nt

nt−1∑︂
j=0

gj et b0 = 0,

∀i ∈ N tel que 0 < i <
nt
2 , ai = 2

nt

nt−1∑︂
j=0

gj cos(2π ij
nt

) et bi = 2
nt

nt−1∑︂
j=0

gj sin(2π ij
nt

),

Si nt est pair, a nt
2

= 1
nt

nt−1∑︂
j=0

gj cos(πj) et b nt
2

= 0. (A.23)

Il est aussi possible de garder uniquement la contribution des fréquences comprises entre −nh
fe
nt

et nh
fe
nt

avec nh <

⌊︃
nt
2

⌋︃
. Dans le cadre de la méthode d’AFT, nh correspond à l’ordre de troncature

fixé. Il est ainsi possible d’alléger les calculs en considérant de faibles valeurs de nh, mais le spectre

fréquentiel obtenu est moins riche. Un compromis est donc nécessaire afin de pouvoir représenter le

signal de manière satisfaisante. Dans le cas d’une fonction à valeurs réelles, la transformation inverse

s’écrit alors :

gj =
nh∑︂
i=0

g̃ie
j2mypi ij

nt +
nh−1∑︂

i=nt−nh

g̃ie
j2π ij

nt =
nh∑︂
i=0

ai cos(2π ij
nt

) + bi sin(2π ij
nt

). (A.24)
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Les transformations de Fourier discrètes directe et inverse reviennent à une multiplication matricielle :⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a0
a1
b1
...

ai

bi
...

anh

bnh

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= F

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g0
...

gj
...

gnt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
et

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g0
...

gj
...

gnt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= F̃

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a0
a1
b1
...

ai

bi
...

anh

bnh

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (A.25)

avec :

F = 2
nt

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 . . . 1

2 . . . 1
2

cos(2π 1
nt

) . . . cos(2π j
nt

) . . . cos(2π (nt−1)
nt

)
sin(2π 1

nt
) . . . sin(2π j

nt
) . . . sin(2π (nt−1)

nt
)

...
...

...

cos(2π i
nt

) . . . cos(2π ijnt
) . . . cos(2π i(nt−1)

nt
)

sin(2π i
nt

) . . . sin(2π ijnt
) . . . sin(2π i(nt−1)

nt
)

...
...

...

cos(2π nh
nt

) . . . cos(2π nhj
nt

) . . . cos(2π nh(nt−1)
nt

)
sin(2π nh

nt
) . . . sin(2π nhj

nt
) . . . sin(2π nh(nt−1)

nt
)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊗ In, (A.26)

et

F̃ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 cos(2π 1
nt

) sin(2π 1
nt

) · · · cos(2π i
nt

) sin(2π i
nt

) · · ·
...

...
...

...
...

1 cos(2π j
nt

) sin(2π j
nt

) · · · cos(2π ijnt
) sin(2π ijnt

) · · ·
...

...
...

...
...

1 cos(2π nt−1
nt

) sin(2π nt−1
nt

) · · · cos(2π i(nt−1)
nt

) sin(2π i(nt−1)
nt

) · · ·
· · · cos(2π nh

nt
) sin(2π nh

nt
)

...
...

· · · cos(2π nhj
nt

) sin(2π nhj
nt

)
...

...

· · · cos(2π nh(nt−1)
nt

) sin(2π nh(nt−1)
nt

)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊗ In. (A.27)

In est la matrice identité de taille n, la dimension des coefficients.

Si nh = nt
2 , l’avant-dernière ligne de F est multipliée par un facteur

1
2 (et la dernière ne comporte

que des termes nuls).

L’algorithme � näıf � de la transformée de Fourier discrète demande nt(2nh + 1) opérations, mais

un algorithme plus performant, appelé Fast Fourier Transform (FFT), a été mis au point par Cooley

et Tukey (1965) et possède une complexité en O(nt lognt) ce qui rend l’outil très intéressant.
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A.3. LA MÉTHODE D’ALTERNANCE FRÉQUENCE/TEMPS (AFT)

A.3 La méthode d’alternance fréquence/temps (AFT)

La méthode d’AFT, détaillé en section 2.1.2 (page 78), utilise la transformation de Fourier discrète

directe et inverse pour transiter entre les domaines fréquentiel et temporel. Le vecteur ˜︁q, contenant
les 2nh + 1 premiers termes trigonométriques (ai, bi) de la décomposition en série de Fourier selon

l’expression (A.6), est initialement connu. Afin d’utiliser la méthode d’AFT, ces termes doivent être

identifiés aux coefficients obtenus par la transformation de Fourier discrète d’équation (A.23). Cela

signifie que les fréquences f i = i
fe
nt

associées à la transformée de Fourier discrète doivent être égales aux

fréquences i
ω

2π des harmoniques de la décomposition en série de Fourier. La fréquence d’échantillonnage

doit ainsi suivre la relation :

fe = ωnt
2π . (A.28)

En pratique, la nombre nt d’échantillons dans le domaine temporel constitue le paramètre d’ajustement

la HBM. Le critère de Shannon impose :

fe > 2fmax = nhω

2π , (A.29)

et par conséquent :

nt > 2nh. (A.30)

Ainsi, tant que le critère d’équation (A.30) est respecté, la méthode d’AFT permet la détermination

dans le domaine fréquentiel des termes non linéaires provenant de la HBM.
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Annexe B
Calcul semi-analytique des jacobiennes

Lorsque la méthode d’AFT est utilisée pour déterminer les termes non linéaires de la HBM, il

est possible d’obtenir une expression semi-analytique des jacobiennes J˜︁q et Jω intervenant dans

l’équation (2.21) de la section 2.1.4.1 (page 80). Ces matrices doivent ainsi être calculées à chaque

itération de la méthode de Newton-Raphson et interviennent aussi lors de la réalisation des prédictions

tangentes. La HBM aboutit au système matriciel d’inconnues (˜︁q, ω) ∈ R˜︁n × R :

˜︁r(˜︁q, ω) = Z(ω)˜︁q + ˜︁fnl(˜︁q, ω)− ˜︁fext, (B.1)

et le terme ˜︁fnl est déterminé par la méthode d’AFT :

˜︁fnl(˜︁q, ω) = F (fnl(F −1(˜︁q),F −1(ω∇˜︁q))), (B.2)

. = Ffnl(F̃˜︁q, ωF̃∇˜︁q).

Les notations q, q̇ et fnl sont reprises de la section 2.1.2 (page 78) et correspondent aux vecteurs de

taille nt respectivement obtenus après passage dans le domaine temporel.

La jacobienne J˜︁q de ˜︁r par rapport à ˜︁q s’écrit :

J˜︁q(˜︁q, ω) = ∂˜︁r
∂ ˜︁q (˜︁q, ω) = Z(ω) + ∂ ˜︁fnl

∂ ˜︁q (˜︁q, ω), (B.3)

et par théorème de dérivation des fonctions composées :

∂ ˜︁fnl
∂ ˜︁q (˜︁q, ω) = F∂fnl

∂q
(q, q̇)F̃ + ωF∂fnl

∂q̇
(q, q̇)F̃∇. (B.4)

La jacobienne Jω de ˜︁r par rapport à ω s’écrit :

Jω(˜︁q, ω) = ∂˜︁r
∂ω

(˜︁q, ω) = ∂Z

∂ω
(ω) + ∂ ˜︁fnl

∂ω
(˜︁q, ω), (B.5)

avec :
∂Z

∂ω
(ω) = 2ω∇2 ⊗M + ∇⊗C. (B.6)
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Toujours par théorème de dérivation des fonctions composées, il vient :

∂ ˜︁fnl
∂ω

(˜︁q, ω) = F∂fnl
∂q̇

(q, q̇)F̃∇˜︁q. (B.7)

Ce calcul semi-analytique utilisant les termes déjà calculés par la méthode d’AFT permet un gain de

temps significatif comparé à un calcul numérique, tel qu’un calcul par différences finies par exemple.
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Annexe C
Méthode de l’équilibrage harmonique avec
déplacement imposé

Lorsqu’un déplacement est imposé sur certains ddls , une modification est apportée au résidu

d’équation (2.9), que la HBM cherche à annuler. Les ddls de la structure peuvent être réarrangés et

séparés entre les nimp ddls qimp sur lesquels le déplacement est imposé et les nlib ddls libres qlib dont

le déplacement est inconnu et recherché :

q =
[︄

qlib

qimp

]︄
. (C.1)

Les matrices M , C et K peuvent ainsi se décomposer sous la forme :

K =
[︄
Kll Kli

Kil Kii

]︄
. (C.2)

Les mêmes notations sont adoptées pour M et C.

Les termes de la décomposition en séries de Fourier suivent aussi le réarrangement de l’équa-

tion (C.1) :

a0 =
[︄

alib
0

aimp
0

]︄
, ∀i ∈ J1;nhK , ai =

[︄
alib

i

aimp
i

]︄
et bi =

[︄
blib

i

bimp
i

]︄
. (C.3)

Le déplacement imposé est supposé périodique donc les termes aimp
i et bimp

i sont connus. L’expression
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du résidu s’écrit alors :

˜︁r(˜︁q, ω) = Z(ω)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

alib
0

aimp
0

alib
1

aimp
1

blib
1

bimp
1
...

alib
nh

aimp
nh

blib
nh

bimp
nh

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ ˜︁fnl(˜︁q, ω)− ˜︁fext. (C.4)

En regroupant les termes, il vient :

˜︁r(˜︁q, ω) =
[︄
Zll(ω) Zli(ω)
Zil(ω) Zii(ω)

]︄ [︄ ˜︁qlib˜︁qimp

]︄
+
[︄ ˜︁f lib

nl˜︁f imp
nl

]︄
−
[︄ ˜︁f lib

ext˜︁f imp
ext

]︄
, (C.5)

avec :

˜︁qlib =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

alib
0

alib
1

blib
1
...

alib
nh

blib
nh

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
et ˜︁qimp =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

aimp
0

aimp
1

bimp
1
...

aimp
nh

bimp
nh

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (C.6)

Le terme ˜︁qlib étant l’inconnue à déterminer, seule la première ligne de l’équation (C.5) est conservée.

Le problème de la HBM avec déplacement imposé revient alors à chercher le couple (˜︁qlib, ω) dans

Rnlib × R qui annule le résidu :

˜︁rlib(˜︁qlib, ω)Zll(ω)˜︁qlib + Zli(ω)˜︁qimp + ˜︁f lib
nl − ˜︁f lib

ext, (C.7)

avec :

Zll(ω) = ω2∇2 ⊗M ll + ω∇⊗Cll + I˜︁n ⊗Kll, (C.8)

et :

Zli(ω) = ω2∇2 ⊗M li + ω∇⊗Cli + I˜︁n ⊗Kli, (C.9)

La seconde ligne de l’équation (C.5) peut alors éventuellement être utilisée pour déterminer les forces

de réaction ˜︁f imp
ext , mais celles-ci ne sont pas recherchées dans ces travaux.
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Annexe D
Calcul de la valeur RMS

Il est possible de déterminer analytiquement la valeur quadratique moyenne (RMS) d’un signal

décomposé en série de Fourier. Les développements décrits dans cette annexe considèrent un signal

q à valeurs dans R, mais les éléments présentés peuvent s’adapter à un signal à valeurs dans Rn en

réalisant les opérations sur chaque terme. Ainsi, la fonction q : R+ → R, T -périodique de pulsation

ω = 2π
T , s’écrit sous la forme d’une série de Fourier tronquée à l’ordre nh :

∀t ∈ R+, q(t) = a0 +
nh∑︂
i=1

ai cos(iωt) + bi sin(iωt),

= a0 +
nh∑︂
i=1

ci cos(iωt+ ψi), (D.1)

avec ci =
√︁
ai2 + bi2 et ψi = arctan(− bi

ai
).

La valeur RMS qRMS a pour définition :

qRMS =

√︄
1
T

∫︂ T

0
q2(t) dt. (D.2)

Le développement de l’intégrale donne :

∫︂ T

0
q2(t) dt =

∫︂ T

0
a0

2 dt+
∫︂ T

0
2a0

nh∑︂
i=1

ci cos(iωt+ ψi) dt+
∫︂ T

0

(︄
nh∑︂
i=1

ci cos(iωt+ ψi)
)︄2

dt,

= Ta0
2 + 2a0

nh∑︂
i=1

ci

∫︂ T

0
cos(iωt+ ψi) dt⏞ ⏟⏟ ⏞

=0

+
∫︂ T

0

nh∑︂
i=1

(ci cos(iωt+ ψi))2 +
∑︂

1≤i<j≤nh

ci cos(iωt+ ψi)cj cos(jωt+ ψj) dt,
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= Ta0
2 +

nh∑︂
i=1

ci
2
∫︂ T

0
cos2(iωt+ ψi) dt⏞ ⏟⏟ ⏞

= T
2

+
∑︂

1≤i<j≤nh

cicj

∫︂ T

0

1
2 (cos((i+ j)ωt+ ψi + ψj) + cos((i− j)ωt+ ψi − ψj)) dt⏞ ⏟⏟ ⏞

=0

,

= Ta0
2 + T

2

nh∑︂
i=1

ci
2. (D.3)

Ainsi l’expression analytique de la valeur RMS est :

qRMS =

⌜⃓⃓⎷a02 +
nh∑︂
i=1

ci2

2 =

⌜⃓⃓⎷a02 +
nh∑︂
i=1

1
2 (ai2 + bi2). (D.4)

Il est possible d’en déduire les valeurs RMS des dérivées successives de q :

q̇RMS =

⌜⃓⃓⎷ nh∑︂
i=1

(iω)2

2 (ai2 + bi2), (D.5)

et

q̈RMS =

⌜⃓⃓⎷ nh∑︂
i=1

(iω)4

2 (ai2 + bi2). (D.6)
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Liste des acronymes

AFT Alternance fréquence/temps ou Alternating Frequency/Time.

ANRT Association Nationale de la Recherche et de la Technologie.

BO Optimisation bayésienne ou Bayesian Optimization.

CEI Amélioration espérée contrainte ou Constrained Expected Improvement .

CI Conditions initiales.

CPU Processeur ou Central Processing Unit .

ddl Degré de liberté.

DFT Transformation de Fourier discrète directe ou direct Discrete Fourier Transform.

DFT-1 Transformation de Fourier discrète inverse ou Inverse Discrete Fourier Transform.

EF Éléments finis.

EGO Efficient Global Optimization.

EI Amélioration espérée ou Expected Improvement .

FFT Fast Fourier Transform.

FRF Fonction de Réponse en Fréquence.

GP Processus gaussien ou Gaussian Process.

HBM Méthode de l’équilibrage harmonique ou Harmonic Balance Method .

KKT Conditions de Karush-Kuhn-Tucker.

LHS Échantillonnage par hypercube latin ou Latin Hypercube Sampling .

LMSSC Laboratoire de Mécanique des Structures et des Systèmes Couplés.

MAN Méthode Asymptotique Numérique.
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Liste des acronymes

NES Absorbeur dynamique non linéaire ou Nonlinear Energy Sink .

PGD Proper Generalized Decomposition.

POD Proper Orthogonal Decomposition.

RBF Fonction de base radial.

RMS Moyenne quadratique ou Root Mean Square.

SVM Machine à vecteurs de support ou Support Vector Machine.
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Liste des symboles

0k Matrice carrée nulle de taille k.

0k,l Matrice nulle de taille k × l.˜︁0 Vecteur nul de taille ˜︁n.
A Matrice générale d’un système algébrique non linéaire.

ABase Amplitude de l’accélération à la base du portique.

BG Base de fonctions d’approximation de la méthode de Galerkin : BG = (υi)i∈J0;NK.

Bk Vecteurs formant la base canonique de Rk : Bk = (ei)i∈J0;kK.

Bm Matrice symétrique pour l’approximation quadratique.

B Fonction barrière.

C Tenseur d’élasticité (tenseur d’ordre 4).

C Matrice d’amortissement.

Cr Matrice d’amortissement réduite.

C1 Classe des fonctions dont les dérivées partielles sont continues.

C2 Classe des fonctions dont les dérivées partielles d’ordre 2 sont continues.

C∞ Classe des fonctions indéfiniment dérivables.

D Espace de conception.

E Ensemble des indices des fonctions contraintes d’égalité.

F Matrice des fonctions de régression évaluées aux points échantillonés.

F Matrice de la DFT.

F Transformation de Fourier discrète directe.

F̃ Matrice de la DFT-1.

F −1 Transformation de Fourier discrète inverse.˜︂H Matrice de Hill tronquée à l’ordre nh.ˆ︂Hi Estimateur associé à la fonction contrainte h.

Hm Approximation de l’inverse de la matrice hessienne à l’itération m.

I Processus aléatoire de l’amélioration statistique : ∀x ∈ D, I(x|ymmin) = max(ymmin − ˆ︁Y(x); 0).
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Liste des symboles

I Ensemble des indices des fonctions contraintes d’inégalité.

Ik Matrice identité de taille k.

ℑ Partie imaginaire.

Jh Jacobienne de la fonction de tir h.

J˜︁q Jacobienne du résidu par rapport à ˜︁q.
Jr Jacobienne du résidu r.

J+
r Pseudo-inverse de Jr.

Jz Jacobienne du résidu par rapport à z.

Jλ Jacobienne du résidu par rapport à λ.

Jω Jacobienne du résidu par rapport à ω.

K Matrice de raideur.

K Matrice de corrélation.

Kr Matrice de raideur réduite.

L Lagrangien.

L Matrice d’état.

L Vraisemblance marginale.

Lp(E) Ensemble des formes p-linéaires sur E.

M Matrice de masse.

M Matrice de monodromie.

Mr Matrice de masse réduite.

N Nombres de fonctions de base.

N Loi de probabilité normale.

P Matrice de passage.

P Probabilité.

ℜ Partie réelle.

S Ensemble des contraintes dans un solide déformable.

T Période (en s).
T Fonction tunnel.

T Paramètre de température.

Te Période d’échantillonnage (en s).
Tf Temps total de calcul d’une solution temporelle.

U Ensemble des déplacements dans un solide déformable.

U Variable aléatoire de distribution uniforme sur [0, 1].
U0 Ensemble des déplacements admissibles à zéro.

Uh Ensemble de dimension fini des déplacements approchés par la méthode des éléments finis.

Uud
Ensemble des déplacements admissibles.

V Ensemble des voisinages.
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Liste des symboles

V Voisinage.

X Espace admissible.

Y Processus gaussien.ˆ︁Y Estimateur du processus gaussien Y.

Z Matrice du système d’équation de la HBM.

Z Processus aléatoire.

C Ensemble des nombres complexes.

E Espérance.

N Ensemble des nombres entiers naturels.

R Ensemble des nombres réels.

R+ Ensemble des nombres réels positifs.

Z Ensemble des nombres entiers relatifs.

∆s Pas de continuation.

Θ Matrice des paramètres de longueurs de corrélation de la fonction kernel Matérn 5/2.

Φ Matrice de la base modale.

Φ Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite de R dans R+ telle que ∀x ∈ R,
Φ(x) = 1

2(1 + erf( x√
2

)).

Ψ Matrice des modes statiques de liaison.

Ω Pulsation propre.

Ωh Maillage approchant Ωs.

Ωs Corps solide déformable continu.

a Paramètre de chemin de la MAN.

ai Vecteur des coefficients de Fourier réels de q associé au terme en cosinus.

aext
i Vecteur des coefficients de Fourier réels de fext associé au terme en cosinus.

aimp
i Vecteur des coefficients de Fourier réels de qimp associé au terme en cosinus.

alib
i Vecteur des coefficients de Fourier réels de qlib associé au terme en cosinus.

anl
i Vecteur des coefficients de Fourier réels de fnl associé au terme en cosinus.

ask
Coefficient d’adaptation du pas de prédiction ∆s.

bi Vecteur des coefficients de Fourier réels de q associé au terme en sinus.

bext
i Vecteur des coefficients de Fourier réels de fext associé au terme en sinus.

bimp
i Vecteur des coefficients de Fourier réels de qimp associé au terme en sinus.

blib
i Vecteur des coefficients de Fourier réels de qlib associé au terme en sinus.

bnl
i Vecteur des coefficients de Fourier réels de fnl associé au terme en sinus.

c1 Coefficient d’amortissement (en kg·s−1).

cEGO Critère d’arrêt des itérations de l’optimisation bayésienne dans la méthode EGO.
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Liste des symboles

ci Vecteur des coefficients de Fourier complexes.

ci Vecteur défini par ci =
√︁

ai
2 + bi

2..

d Paramètre de distance de la fonction kernel Matérn 5/2.

dE Distance sur l’espace métrique E. L’application dE : E × E → R+ vérifie les propriétés de :

— Symétrie : ∀(x1, x2) ∈ E2, dE(x1, x2) = dE(x2, x1);
— Séparation : ∀(x1, x2) ∈ E2, dE(x1, x2) = 0 ⇐⇒ x1 = x2;

— Inégalité triangulaire : ∀(x1, x2, x3) ∈ E3, dE(x1, x2) ≤ dE(x1, x3) + dE(x3, x2).
Un espace métrique est un ensemble auquel est associé une telle distance.

dm Pas de descente.

∂f Ωs Surface subissant une force surfacique fd.

∂uΩs Surface sur laquelle un déplacement ud est imposé.

∂Ωs Surface extérieure d’un corps solide déformable Ωs.

e Nombre d’Euler. e ≃ 2, 718281828459045.

erf Fonction d’erreur de R dans [−1; 1] telle que ∀x ∈ R, erf(x) = 2√
π

∫︂ x

0
e−t2dt.

f Force volumique en mécanique des milieux continus.

fd Force surfacique en mécanique des milieux continus.

f Fréquence (en Hz).
f0 Amplitude de l’excitation.

f0 Amplitude complexe de l’excitation.

f (0) Vecteur des p termes fk(x(0)) de la base de régression exprimés au point x(0).

f+
c Force de contact s’exerçant sur le dispositif anti-envol.

fe Fréquence d’échantillonnage (en Hz).
fext Force excitatrice extérieure.˜︁fext Vecteur regroupant les coefficients de Fourier de fext.

f⋆
ext Force excitatrice extérieure dans l’espace d’état.

fextr Vecteur réduit de la force excitatrice extérieure.

fk Fonctions de base (de D dans Rnp) de la fonction moyenne µ.

fMAN Second membre dans les équations de la MAN.

fnl Termes non linéaires.˜︁fnl Vecteur regroupant les coefficients de Fourier de fnl.

fnl Efforts non linéaires discrétisés en nt instants.ˆ︃fnl Approximation de fnl dans les méthodes de perturbations.

f⋆
nl Termes non linéaires dans l’espace d’état.

fdab
nl Force de contact.

fnlr Vecteur réduit des termes non linéaires.

g Fonction T -périodique quelconque de R dans Rn.
g Fonction d’état.
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Liste des symboles

g̃ Transformée de Fourier de la fonction g.
g Jeu initial entre le ddl en contact et le dispositif anti-envol.

h Fonction de tir.

h Pas de temps.

hi Fonctions contraintes.

hE Vecteur des fonctions contraintes d’égalité.

hI Vecteur des fonctions contraintes d’inégalité.

j Unité imaginaire (j2 = −1).
k1 Raideur (en N·m−1).

kA Raideur de contact avec le sol/le rail.

kB Raideur de contact avec le dispositif anti-envol.

knl Raideur non linéaire.

ℓk Polynômes d’interpolation de Lagrange.

m1 Masse (en kg).
n Vecteur normal.

n Nombre de ddls.˜︁n Taille du vecteur des coefficients de Fourier : ˜︁n = n(2nh + 1).
nE Nombre de contraintes d’égalité.

nI Nombre de contraintes d’inégalité.

na Nombres de sous-structures dans un assemblage.

ncib Nombre d’itérations ciblées d’un algorithme de résolution itérative.

ne Nombre d’échantillons.

neq Taille de la solution z d’un système d’équations algébriques général.

nf Nombres de ddls d’interface.

nh Ordre de troncature de la décomposition en séries de Fourier.

nimp Nombre de ddls dont le déplacement est imposé.

nit Nombre d’itérations jusqu’à convergence d’un algorithme de résolution itérative.

nl Nombre de ddls linéaires.

nlib Nombre de ddls libres.

nm Nombre de minima locaux atteints au sein d’un processus itératif.

nnl Nombre de ddls non linéaires.

np Nombre de paramètres de conception.

ns Nombres de ddls interne d’une sous-structure.

nt Taille de la discrétisation en temps.

ny Nombre d’évaluations de la fonction objectif y..
p Fonction de pénalisation.

p Paramétrisation.
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q Fonction position des ddls.

q̇ Fonction vitesse des ddls.

q̈ Fonction accélération des ddls.

q Position complexe.

q Position discrétisée en nt instants.

q⋆ Vecteur d’état : q⋆ =
[︄
q
q̇

]︄
.

˜︁q Vecteur regroupant les coefficients de Fourier de q.

q0 Amplitude complexe du déplacement.

q⋆
0 Conditions initiales du vecteur d’état q⋆.

qc Position des degrés de liberté condensés.

qdab Position d’un ddl subissant du contact.

qf Position des degrés de liberté d’interface.

qimp Position des degrés de liberté dont le déplacement est imposé.

ql Degrés de liberté linéaires.

qlib Position des degrés de liberté � libres �.

qm Projection modale de q.

qMx Déplacement de la charge utile selon l’axe X.

qnl Degrés de liberté non linéaires.

q⋆
q⋆

0
Solution de l’équation d’état pour les conditions intiales q⋆

0.

qr Position projetée sur un espace réduit.

q̈RMS Accélération quadratique moyenne..

qs Position des degrés de liberté internes d’une sous-structure.

r Résidu.˜︁r Résidu dans le domaine fréquentiel.

s Abscisse curviligne.

sy Écart type associé à la prédiction moyenne ˆ︁y.
t Variable de temps (en s).
t Vecteur tangent.

tf Temps final définissant l’intervalle temporel de l’étude dynamique.

u Déplacement.

u0 Déplacement initial.

u̇0 Vitesse initiale.

uBase Déplacement (imposé) à la base du portique.

ud Déplacement imposé.

uh Déplacement approché par la méthode des éléments finis.

um Direction de descente.
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v Vitesse.

vs Vitesse de balayage d’un sinus balayé.

w Déplacement virtuel.

x Jeu de paramètres.

y Fonction objectif.

y Fonction de D dans R.

y Réponses associées aux échantillons x(i), i ∈ J1;neK : y =
[︂
y(x(1)) · · · y(x(ne))

]︂T
.

ymmin Minimum observé de y respectant les éventuelles contraintes hI parmi un échantillon de ne +m

points : ymmin = min
i∈J1;ne+mK

y(x(i))|hI(x(i)) ≤ 0.

z Solution de taille neq d’un système général d’équations algébriques : z =
[︂
z1 · · · zneq

]︂T
.

z Fonction de D dans R telle que ∀x ∈ D, z(x) = ymmin − ˆ︁y(x)
sy(x) .

αCEI Fonction d’acquisition de l’amélioration espérée contrainte.

αEI Fonction d’acquisition de l’amélioration espérée.

α Coefficients de la méthode de Galerkin : α =
[︂
α0

T · · · αN
T
]︂T

.

β Paramètre du schéma de Newmark.

β Vecteur des coefficients de régression de la fonction moyenne µ.

βk Coefficients de régression de la fonction moyenne µ.

γ Paramètre du schéma de Newmark.

γm Vecteur pour les méthodes quasi-newton : γm = ∇y(x(m+1))−∇y(x(m)).
δ Fonction de Dirac.

δEGO Petit réél positif, paramétrant le critère d’arrêt cEGO dans la méthode EGO.

δm Vecteur pour les méthodes quasi-newton : δm = x(m+1) − x(m).

ϵ Tenseur des déformations (tenseur d’orde 2).

ε Petit paramètre réel positif.

ϵ Paramètre de perturbation.

ϵ1 Premier paramètre de régularisation de la loi de contact.

ϵ2 Second paramètre de régularisation de la loi de contact.

ζ Base de fonctions test de la méthode de Galerkin : ζ = (ζi)i∈J0;NK.

ζpk+1 Coefficient pondérateur de la paramétrisation.

η Vecteur constitué des inconnues d’un système algébrique.˜︁η Vecteur regroupant la solution dans le domaine fréquentiel et un paramètre de continuation :˜︁η =
[︂˜︁qT λ

]︂T
.

κ Fonction de covariance (ou fonction kernel) de D2 dans R+
np .

κ(0) Vecteur des covariances croisées entre le point x(0) et les échantillons x(i), i ∈ J1;neK.
λ Multiplicteurs de Lagrange.
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λ Paramètre variable d’une branche de solution.

µB Paramètre de la fonction barrière.

µ Fonction moyenne de D dans Rnp .

ν Ordre des sousharmoniques prises en compte.

ξ Taux d’amortissement modal.

π Rapport constant de la circonférence d’un cercle à son diamètre. π ≃ 3, 141592653589793.
ρ Masse volumique.

ϱi Mutiplicateurs de Floquet.

σ Tenseur des contraintes (tenseur d’ordre 2).

σ Permutation de J1;neK.
ς Signe du vecteur tangent.

σX Écart type d’une variable aléatoire X.

σpk+1 Coefficient pondérateur de la paramétrisation.

ϕ Forme propre.

ϕ Fonction densité de probabilité de la loi normale centrée réduite de R dans R+ telle que ∀x ∈ R,
ϕ(x) = 1√

2π
e− 1

2x
2
.

ψ Déphasage.

ψ0 Déphasage de l’excitation.

ω Pulsation (en rad·s−1).

∇ Opérateur différentiel.

□T Transposée.
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Quentin RAGUENEAU

Méthodologie d’optimisation paramétrique
appliquée à la dynamique vibratoire intégrant

des non-linéarités localisées

Résumé : L’analyse du comportement vibratoire est essentielle pour la conception optimale de certaines
structures assemblées complexes. L’intégration de phénomènes non linéaires, en particulier aux interfaces
entre les sous-structures, permet la réalisation de simulations numériques haute fidélité. Cependant,
le coût de calcul rend inenvisageable l’utilisation de méthodes classiques d’optimisation paramétrique
globale sur des structures non linéaires industrielles. L’objectif de ces travaux est d’étudier une stratégie
complète permettant la conduite d’une optimisation paramétrique sous contraintes, en dynamique
vibratoire, sur des structures industrielles présentant des non-linéarités localisées. La stratégie proposée
repose principalement sur deux outils. D’abord, un solveur mécanique dédié basé sur la méthode de
l’équilibrage harmonique et un processus de continuation par pseudo-longueur d’arc permet la réalisation
des simulations en dynamique vibratoire. Ensuite, ce solveur mécanique est utilisé pour la construction et
l’enrichissement d’un métamodèle de type processus gaussien au sein d’une démarche d’optimisation
bayésienne afin de limiter le nombre d’appels au solveur. La stratégie est appliquée pour l’optimisation
sans contraintes d’un oscillateur de Duffing puis pour l’optimisation sous contrainte d’un portique de
levage présentant des non-linéarités de contact. Les résultats obtenus montrent les possibilités d’utilisation
de la stratégie dans un contexte industriel.

Mots clés : Dynamique non linéaire, Optimisation bayésienne, Méthode de l’équilibrage harmo-
nique, Processus gaussien, Sous-structuration, Contact

Abstract : Vibration analysis can be critical for the optimal design of complex assembled structures.
Integrating nonlinear phenomenon, especially at the interfaces between substructures, allows for
high-fidelity numerical simulations. However, the computational cost makes it impractical to use classical
global parametric optimization methods for industrial nonlinear structures. The work aims to study a
comprehensive strategy for constrained parametric optimization applied to industrial vibrating structures
exhibiting local nonlinearities. The proposed strategy mainly relies on two tools. First, a dedicated
mechanical solver based on the Harmonic Balance Method and a pseudo-arclength continuation procedure
is used for the dynamic simulations. Then, this mechanical solver is employed for the construction and
enrichment of a Gaussian Process surrogate model within a Bayesian Optimization framework in order
to limit the number of solver calls. The strategy is applied to unconstrained optimization of a Duffing
oscillator and the constrained optimization of a gantry crane with contact nonlinearities. The results
obtained suggest the feasibility of deploying the strategy in an industrial setting.

Keywords : Nonlinear dynamics, Bayesian Optimization, Harmonic Balance Method, Gaussian
Process, Substructuring, Contact
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