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INTRODUCTION

Contexte

La simulation numérique d’écoulements a surface libre génere depuis plusieurs di-
zaines d’années beaucoup de travaux de recherche au sein de la communauté scientifique
de la mécanique des fluides. De nos jours, il est possible de modéliser un large choix
d’écoulements comportant une variété de phénomenes physiques, a différentes échelles.
Ces problématiques touchent plusieurs domaines d’application, comme la biologie, le na-

vale, ’aéronautique, ’astrophysique... .

FIGURE 1 — Frégate naviguant dans un état de mer agité.

En hydrodynamique navale, la simulation d’écoulements a surface libre est d’'un grand
intérét, en complément des essais, pour estimer les efforts hydrodynamiques agissant sur
les structures navales, et finalement les dimensionner correctement. L’estimation de la
résistance a 'avancement d’'un navire est particulierement étudiée, elle correspond par
définition a D'effort nécessaire qu’il faut exercer sur ce dernier pour le déplacer d’'un mou-
vement rectiligne uniforme a vitesse constante, sur une mer complétement calme. Plu-
sieurs phénomeénes d’origine physique différente contribuent & créer cette résistance (par
exemple : la résistance visqueuse et la résistance de vagues). Lorsque les engins mari-
times se déplacent dans un état de mer agité (voir Fig. 11), ils géneérent une résistance

supplémentaire, appelée résistance ajoutée due a la houle. Cette derniére, pouvant re-

1. https ://i.ytimg.com/vi/Rql16_ BTdIk /maxresdefault.jpg



Introduction

présenter jusqu’a 40% de la résistance totale, est souvent trés mal prise en compte et
nécessite le développement d’outils numériques adaptés. De nos jours, les outils numé-
riques se basent essentiellement sur les approches potentielles d'une part, et les approches
RANSE (Reynolds-Averaged Navier—Stokes) d’autre part. L’approche potentielle, rapide
en temps de calcul, repose sur un modele linéaire ou second ordre, avec des difficultés pour
la prise en compte de la vitesse d’avance. L’approche RANSE s’appuie communément sur
une formulation Volumes-Finis des équations de Navier-Stokes et un traitement Volume-
Of-Fluid de l'interface. Bien que présentant des atouts indéniables de conservativité, ces
méthodes restent d’ordre faible en espace (< 2) et en temps, et sont souvent cofiteuses en

temps de calcul.

Objectif principal

Les travaux effectués dans cette thése contribuent au développement d’un outil de
simulation numérique permettant d’étudier, a terme, le comportement d’une structure
flottante dans la houle, avec ou sans vitesse d’avance. L’outil numérique se base sur une
formulation Eléments-Finis afin de discrétiser le jeu d’équations, et d’autoriser 'utilisa-
tion de schémas numériques robustes et d’ordres élevés. C’est 1'usage de cette méthode
de résolution qui constitue I'originalité et 1’enjeu principal de cette these, puisque les mé-
thodes actuelles se basent généralement sur des formulations Volumes-Finis, limitées sur
le choix des ordres d’intégration. Le recours aux schémas d’ordres élevés permet pourtant

d’obtenir une grande précision des résultats, et de gagner en temps de calcul.

Méthodologie

Plusieurs méthodes sont actuellement dédiées a la simulation d’écoulements a surface
libre. Généralement, ces approches sont construites de maniere identique, reposant sur

quatre éléments fondamentaux, qui sont :
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1 - La modélisation de 1’écoulement (une ou plusieurs phases).

2 - La modélisation de la surface libre, par suivi explicite ou impli-
cite.

3 - La discrétisation des équations décrivant 1’écoulement et la sur-
face libre.

4 - Le traitement numérique du couplage.

Il existe une variété de méthodes numériques pour la discrétisation et la résolution
des systemes d’équations servant a modéliser les mouvements des fluides. L'une des plus
anciennes est la Méthode des Différences-Finies (MDF). Cette approche est connue pour
étre tres simple a mettre en ceuvre, cependant elle est limitée a I'utilisation de maillages
structurés ou structurés par blocs. La Méthode des Volumes-Finis (MVF), apparue plus
tard, s’est rapidement popularisée au sein de la communauté CFD (Computational Fluid
Dynamics) puisque son formalisme est applicable aux maillages non-structurés. En re-
vanche, elle a le principal inconvénient d’étre limitée sur le choix de l'ordre spatial. A
I'inverse, la Méthode des Eléments-Finis (MEF), apparue peu de temps apres la MDF,
est facilement implémentable aux ordres élevés. De nos jours, cette approche est encore
peu exploitée en CFD, puisque pendant longtemps, elle présentait des instabilités numé-
riques pour résoudre des problemes physiques dominés par ’advection. Dans ce travail,
nous avons recours a la méthode des Eléments-Finis afin de ne pas étre restreint aux

schémas spatiaux d’ordre inférieur a deux.

Concernant le traitement de la surface libre, il existe un large choix de méthodes dans
la littérature dédiées a sa modélisation. Parmi elles, on distingue deux grandes approches
communément appelées « front tracking » et « front capturing ». La premiere s’intéresse
au suivi explicite de la surface libre, en s’appuyant par exemple sur des pointeurs pour la
représenter, comme les méthodes PIC [28] et MAC [29]. La seconde approche repose sur
une capture implicite de la surface libre, qui est déterminée a I'aide d’un champ scalaire.
Parmi les méthodes les plus utilisées, on peut citer les méthodes Volume-Of-Fluid [30] et
Level-Set [53]. Dans ce travail, nous mettons en ceuvre une approche de type Level-Set,
ou le formalisme standard est enrichi d’algorithmes complémentaires (redistanciation). En
adoptant une discrétisation éléments-finis, cette derniere est naturellement implémentable
aux ordres élevés. De plus, elle offre 'avantage de représenter simplement la surface libre

de facon continue.
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Ces travaux de theése ont contribué a 1’élaboration de deux outils numériques. Le pre-
mier étant destiné a la modélisation des écoulements potentiels monofluides a surface libre,
et le second aux écoulements bifluides incompressibles et non-visqueux. En raison de plu-
sieurs limitations du premier modele pour aller chercher un comportement non-linéaire de
la surface libre, nous nous sommes finalement restreints au développement de la seconde
formulation. Cette derniere s’appuie sur plusieurs hypotheses, supposant 1’écoulement a

phases :

° instationnaires,
° incompressibles,
° non-visqueuses,
° sans effet de tension de surface.

La résolution du probleme mathématique dans ce contexte se réduit a la résolution
des équations d’Euler, ou les champs de pression et de vitesse doivent étre déterminés. Le
recours a la méthode des Eléments-Finis pour y parvenir demande une approche particu-
liere afin de stabiliser les schémas numériques. Il existe pour cela différentes alternatives,
comme l'utilisation d’éléments-finis stables, comme ceux de Taylor-Hood [67] ot I'espace
fonctionnel des vitesses est enrichi par rapport a celui de la pression. Ces éléments sont
utilisés dans certains travaux pour résoudre un écoulement de Stokes [18] ou un probleme
de Navier-Stokes incompressibles [26][55]. Il est aussi possible d’avoir recours aux mé-
thodes d’Eléments-Finis stabilisés, a 'instar de ce qui est fait dans les travaux [47][19], ou
le formalisme initial demande a étre modifié pour la résolution d’un probléme de Navier-
Stokes incompressible/compressible. Enfin, il est possible de se baser sur des méthodes de
projection [9][10], que I'on retrouve par exemple dans les travaux [15][66][18][73][25], ou
les champs de pression et de vitesse sont résolus séparément. Dans ce travail, le choix est
fait de développer une méthode de projection afin de résoudre les équations d’Euler. Ce-
pendant, le simple recours a cette derniere ne suffit pas a stabiliser le schéma numérique,
puisque les termes advectifs présents dans les équations de transport nécessitent également
une méthode de stabilisation particuliere. Dans le cadre de cette these, 'ensemble de ces
termes sont stabilisés a ’aide d’une approche Galerkin Discontinu [13][12] qui consiste a
décentrer le schéma classiquement utilisé. Cette méthode est appliquée aussi bien au for-

malisme Level-Set, a Uinstar de [54][19][47], qu’aux équations de I’écoulement, de la méme
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maniere que [4][3][11] qui traitent des problemes d’Euler/Navier-Stokes compressibles.

Dans la littérature, on retrouve les travaux [25][55] qui développent, comme nous,
une approche Galerkin Discontinu pour discrétiser spatialement a la fois les équations de
I'écoulement et le formalisme Level-Set. Dans [55], les équations de Navier-Stokes incom-
pressibles sont résolues dans différents espaces fonctionnels (Taylor-Hood). Les auteurs
[25] ont développé une approche plus similaire & nos travaux, basée sur une méthode de
projection pour résoudre les équations de Navier-Stokes incompressibles. Leur méthode
repose sur un schéma explicite-implicite en temps, traitant les termes advectifs explicite-
ment et les termes visqueux implicitement. Nos recherches portent ici sur des probléemes
instationnaires caractérisés par une forte dynamique des fluides, ou les effets de viscosité
sont négligeables. L’utilisation d'un schéma temporel implicite permettant d’utiliser de
grands pas de temps n’est pas requis dans ce contexte, puisque l'on veut garantir une
représentation précise de la physique sous-jacente (par exemple pour des problemes de
sloshing/dam-break). Ainsi, nous envisageons une discrétisation temporelle entierement
explicite. Ce choix ne pose pas de probleme particulier car nous ne traitons pas les termes
visqueux de I’écoulement, qui pourraient entrainer une forte restriction sur le choix du
pas de temps. L’objectif de cette these est de développer une méthode numérique com-
binant des schémas d’ordre élevé en espace et en temps. Sous leur forme classique, les
méthodes de projection (versions explicite et semi-implicite) reposent sur un schéma tem-
porel d’ordre un. Dans ce travail, nous développons une nouvelle méthode de projection,

totalement explicite, afin d’autoriser 1'utilisation de schémas temporels d’ordre élevé.

Un algorithme de type Runge-Kutta 2 (point milieu) est implémenté dans ce travail
afin de coupler la discrétisation temporelle des équations d’Euler au formalisme Levet-
Set. Il convient de préciser que le schéma pourra se préter, a ’avenir, a d’autres méthodes

explicites d’ordre plus élevé en temps (Runge-Kutta d’ordre 3, 4...).

Enfin, un dernier point essentiel a 1’élaboration de notre méthode s’appuie sur le
traitement spécifique des coefficients discontinus a l'interface (i.e. la masse volumique
dans cette étude). Pour assurer la continuité des fonctions dans les schémas de dérivation,
il est possible d’utiliser une approche diffuse de l'interface, ou les quantités évoluent de
facon continue lors du passage d’un fluide a 'autre. A I'inverse, les méthodes Ghost Fluid

[17] permettent d’éviter la diffusion de I'interface. Ces derniéres sont souvent employées

13



Introduction

au sein du formalisme Différences-Finies [37][15][66]. Les méthodes d’interface diffuse sont
connues pour étre simples a mettre ceuvre lorsqu’elles sont couplées au formalisme Level-
Set, on les retrouve par exemple dans les travaux MEF [65][64][73][25][55]. Par ailleurs,
elles sont facilement implémentables aux ordres élevés. Pour ces principales raisons, nous

nous basons sur cette approche dans le cadre de ce travail.

Plan du manuscrit

Le Chapitre 1 de ce manuscrit présentera différents modeles mathématiques et numé-
riques nécessaires a la modélisation d’écoulements a surface libre. Il définira finalement les
deux approches mathématiques retenues dans ce travail, puis il justifiera le choix d’une

méthode Eléments-Finis pour la discrétisation et la résolution des jeux d’équations.

Le Chapitre 2 présentera la méthode des Eléments-Finis a travers un probleme ellip-
tique en une dimension d’espace. Afin de se concentrer sur la modélisation des écoule-
ments a surface libre, et dans 'optique d’éviter d’implémenter en totalité le formalisme
des Eléments-Finis, il a été convenu dans ce travail de s’appuyer sur une librairie MEF
existante. Ce chapitre sera aussi consacré a la présentation de la bibliotheque sélectionnée,

en expliquant les raisons qui ont motivé ce choix.

Le Chapitre 3 s’intéressera aux méthodes destinées a modéliser la surface libre. Plu-
sieurs approches seront présentées afin de justifier le choix d’'une méthode Level-Set. Cette
derniere sera ensuite détaillée pour comprendre son principe et sa mise en ceuvre dans le

contexte de ces travaux.

Dans le Chapitre 4, nous nous concentrerons sur le développement de la méthode
Level-Set par le biais du formalisme Eléments-Finis, et nous y détaillerons la méthode
Galerkin Discontinu qui est essentielle pour garantir la stabilité du schéma numérique.
Nous présenterons également la discrétisation temporelle du schéma en décrivant plusieurs
approches explicites en temps (i.e. les méthodes d’Euler et de Runge-Kutta). La méthode

sera finalement validée pour deux cas-tests bien référencés dans la littérature.

Le Chapitre 5 sera dévolu a la modélisation 2D d’un écoulement potentiel a surface

libre, en considérant une seule phase. Il passera en revue la description du modele mathé-
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matique ainsi que la discrétisation spatiale et temporelle des équations a résoudre. Un cas
de ballottement (sloshing) linéaire sera ensuite présenté afin de discuter de la précision de
la méthode. Bien que ces résultats soient intéressants, le choix de ce modele n’a finalement
pas été retenu dans ce travail puisqu’il est fortement limité aux comportements linéaires

de la surface libre.

Le Chapitre 6 sera consacré a la présentation du modele 2D retenu pour ces travaux,
qui repose sur la résolution des équations d’Euler incompressibles pour la modélisation
d’écoulements bifluides. Il abordera les deux grandes difficultés numériques rencontrées
pour ce type de probleme dans le cadre du formalisme Eléments-Finis, qui conduisent
généralement a des instabilités numériques. Par ailleurs, il sera expliqué pourquoi une
formulation potentielle n’est pas maintenue dans ce nouveau contexte. La méthode de
projection développée dans ce travail pour déterminer les champs de pression et de vi-
tesse sera ensuite expliquée, en présentant les discrétisations spatiale et temporelle des
équations. Enfin, les résultats numériques issus de plusieurs cas représentatifs des pro-
blématiques navales seront traités afin de discuter de la robustesse du schéma. Ils seront
présentés du cas le plus simple au plus complexe : équilibre hydrostatique, ballottement
(sloshing) en régime linéaire puis non-linéaire, effondrement d’une colonne d’eau (dam

break) avec reconnexion d’interface.
Pour finir, les conclusions inspirées par ce travail de these seront présentées dans la

derniere partie de ce manuscrit, ainsi que les perspectives envisagées pour la suite de ces

travaux.
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Valorisation des travaux

Les travaux réalisés dans cette these ont donné lieu aux communications et aux pu-

blications suivantes.

Communications lors de congres et séminaires

— Simulation numérique d’écoulements a surface libre avec la Méthode des Eléments-
Finis. Séminaire IRDL, 12 mai 2022, Brest.

— Simulation numérique du sloshing a ’aide d’'une Méthode Eléments-Finis bifluide.
18emes Journées de I’'Hydrodynamique, JH18, 24 novembre 2022, Chasseneuil-du-
Poitou.

— Simulation numérique d’écoulements a surface libre avec la Méthode des Eléments
Finis. Séminaire ENSTA-Bretagne, 5 juin 2023, Brest.

Liste des publications

— L. Salomon et P-M. Guilcher. Simulation numérique du sloshing a 1’aide d’une
Méthode Eléments-Finis bifluide. Two-phase flow simulation of sloshing, by finite
element method. Proceeding JH18 2022.

— L. Salomon and P-M. Guilcher. Fully higher-order coupling of finite element and
level set methods for two-phase flow with a new explicit projection method. Com-
puters & Fluids, 275 :106245, 2024.
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CHAPITRE 1

METHODES NUMERIQUES POUR LA
MODELISATION DES FLUIDES

La modélisation des écoulements passe généralement par la résolution d'un systeme
d’équations aux dérivées partielles (EDP). Cela demande dans un premier temps de dé-
finir un modele mathématique selon le type d’écoulement traité, puis de sélectionner un

modele numérique dévolu a la discrétisation puis a la résolution des équations.

Ce chapitre commencera par présenter différents modeles mathématiques qui dépen-
dront des hypotheses formulées au départ (écoulement incompressible, non-visqueux, irro-
tationnel). Il présentera ensuite trois grandes méthodes numériques destinées a résoudre

les EDP, dans le but de justifier le choix d’'une méthode Eléments-Finis.

1.1 Modeles mathématiques

Cette section s’intéresse aux systemes d’EDP destinés a décrire le mouvement d’un
ou plusieurs fluides dans un domaine borné de R2. La résolution des équations s’appuie
généralement sur différentes hypotheses. Dans ce travail, nous supposons tout d’abord
que les écoulements sont incompressibles, la masse volumique et la viscosité des fluides
sont alors supposées constantes. Par la suite, nous émettrons d’autres hypotheses dans le

but d’obtenir différentes formulations mathématiques.

1.1.1 Equations de Navier-Stokes

Dans un premier temps, nous écrivons les équations de Navier-Stokes en appliquant
la relation de conservation a la masse (1.1) et a la quantité de mouvement (QDM) (1.2)
pour un fluide newtonien. La conservation de 1’énergie, découplée du systeme ci-dessous,

n’est pas prise en compte dans cette étude.
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Chapitre 1 — Méthodes numériques pour la modélisation des fluides

V-u=0 (1.1)

(,%—i—(u~V)u:—vpp—|—1/V2u—|—g (1.2)

Chaque fluide est caractérisé par sa masse volumique p et sa viscosité cinématique v. Le
terme t représente la variable temps, p désigne la pression et les vecteurs u, g désignent

respectivement la vitesse du fluide et 1'accélération de la pesanteur.

La résolution des équations de Navier-Stokes permet de simuler une variété d’écou-
lements a caractére visqueux, comme les phénomenes d’instabilité entre deux fluides de
viscosité et densité différentes (ex : instabilité de Rayleigh-Taylor [55][34][47][73]). Dans
d’autres contextes, elle permet de décrire par exemple la dynamique des fluides dans un
réservoir (sloshing) [47][55] ou lors d’un effondrement d’une colonne d’eau (dam-break)
[47][73][70]. Bien que ces deux exemples peuvent étre traités en passant par la résolu-
tion de ce type d’équations, il peuvent toutefois étre résolus plus efficacement par des
approches non-visqueuses, car la physique sous-jacente s’y préte bien. Pour finir sur un
dernier exemple, la résolution des équations de Navier-Stokes peut aussi étre utilisée en

génie biologique dans le but de simuler des écoulements sanguins [69].

1.1.2 Equations d’Euler

Dans un second temps, nous supposons que le fluide est non-visqueux. Cette hypothese
permet de simplifier 1’équation de bilan de la QDM (1.2) afin d’obtenir les équations
d’Euler :

V-u=0 (1.3)
ou Vp

a%—(u-V)u:—?%-g (1.4)

La résolution des équations d’Euler est réservée aux écoulements ou les forces vis-
queuses sont négligeables. Ainsi, elle est majoritairement utilisée pour la simulation d’écou-
lements compressibles. Cependant, Guzmdn et al. [27] et Gawlik [21] ont récemment publié
des travaux dans le cadre de la méthode des Eléments-Finis sur la résolution des équations

d’Euler incompressibles.

18



1.1. Modeéles mathématiques

1.1.3 Formulation potentielle

Pour terminer, nous supposons que le champ de vitesse est irrotationnel. De cette
condition, nous pouvons déduire qu’il existe un potentiel scalaire ¢ tel que le vecteur u

satisfasse la relation suivante :

Vo=u (1.5)

L’équation de conservation de la masse devient alors une équation de Laplace appliquée au
potentiel des vitesses ¢ (1.6). Le bilan de la quantité de mouvement est lui réécrit en s’ap-
puyant sur I’équation de Bernoulli (1.7), avec C' désignant une constante (éventuellement

dépendante du temps).

A¢ =0 (1.6)
dg p 1 2 _
E—i—;—l—g(Vqﬁ) +gz=0C (1.7)

Les écoulements potentiels occupent une place importante au sein des problémes clas-
siques traités en hydrodynamique navale, ou les effets de viscosité sont négligeables sur
I’écoulement. Au vu des nombreuses hypotheses pouvant étre établies, il est possible de
calculer analytiquement les solutions dans certains problemes étudiés (houle d’Airy, slo-
shing linéaire, modele de Wagner linéaire...). La théorie potentielle est généralement mise
en pratique lors des études liées a la propagation de la houle, mais elle permet aussi de
s'intéresser a des phénomenes comme le sloshing, étudié par exemple dans les travaux de

Scolan [59], ou encore I’étude d'un dam break, retrouvée chez Cong et Teng [14].

1.1.4 Choix des méthodes retenues

Dans ce travail de these, nous voulions au départ nous baser sur une théorie potentielle,
car nous souhaitons, a terme, nous intéresser a la propagation de la houle. Pour cela, un
premier code de calcul a été congu afin de traiter des écoulements monofluides a surface
libre, basés sur cette théorie. Cependant, ce travail a fait face a de nombreuses difficultés,
d’un point de vue théorique et numérique. Il a donc été réorienté dans le but de déve-
lopper un outil numérique pour la simulation d’écoulements bifluides. Dans le contexte
de cette étude, la mise en ceuvre d’'une méthode de résolution pour traiter les équations
potentielles (1.6) (1.7) est complexe. Pour cela, nous avons suspendu I’hypothese d’irrota-

tionalité du champ de vitesse, nous ramenant donc a la résolution des équations d’Euler.
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Chapitre 1 — Méthodes numériques pour la modélisation des fluides

Actuellement, peu de travaux sont présents dans la littérature sur la résolution des équa-

tions d’Euler incompressibles en bifluide, ce qui est un véritable challenge pour cette étude.
En résumé, deux approches mathématiques sont retenues dans le cadre de cette these :

- La théorie potentielle pour des écoulements monofluides a surface libre ;

- La résolution des équations d’Euler incompressibles pour des écoulements bi-
fluides.

1.2 Modeles numériques

La résolution des équations aux dérivées partielles décrites dans la section précédente
nécessite 1'utilisation d’une méthode numérique spécifique, permettant le passage d’un
milieu continu a un milieu discret. Selon les domaines d’applications, plusieurs approches
sont dévolues a discrétiser et résoudre le probleme numériquement. Parmi celles-ci figurent
les méthodes des Différences-Finies, des Volumes-Finis et des Eléments-Finis. Cette sec-
tion présente le principe de ces trois formalismes afin de justifier le choix d’une approche

Eléments-Finis pour cette étude.

1.2.1 Meéthode des Différences-Finies (MDF)

La méthode des Différences-Finies est apparue des ’arrivée des premiers ordinateurs,
c’est 'une des plus anciennes permettant la discrétisation des EDP. Elle est désormais
connue pour étre en partie tres simple a mettre en ceuvre. Pour présenter la méthode,
nous nous appuyons sur I'exemple de la discrétisation de I’équation de Poisson (en une
dimension) ci-dessous :

2
o¢ =5 (1.8)
Ox?
ol les quantités ¢ et S désignent respectivement I'inconnue et le terme source. On utilise ici
un maillage régulier, comme présenté sur la Figure 1.1. Pour résoudre I’équation (1.8), il est
nécessaire de calculer le gradient de ¢ (dérivée premiere) puis la divergence de ce dernier
(dérivée seconde). L’opérateur différentiel est défini comme une combinaison linéaire des
valeurs de ¢ en certains points. Il existe alors une infinité de schémas possibles, tous

dépendant du nombre de points utilisés. Pour estimer la dérivée premiere de la fonction
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1.2. Modeéles numériques

[ L ]
Ti—1 T; Tit1

FIGURE 1.1 — Deux mailles régulieres (pas d’espace h constant) pour une discrétisation
différences-finies.

¢ au point x;, nous utilisons par exemple le développement en série de Taylor de ¢;.4

autour du point x; :

e 0% 3
Giy1 = ¢Z+h<8z>l+ (8932> + O(h”) (1.9)

L’équation (1.9) peut étre réécrite sous la forme suivante :

99 Gis1— i h [0
(ax) 3 () o

erreur de troncature

+ O(h)

(1.10)

Giv1 — Gi

-

Dans le second membre de I’équation (1.10), le premier terme désigne 'approximation
par différences-finies de la dérivée (0¢/0x); et les autres termes représentent 'erreur liée
a cette approximation, que 'on appelle erreur de troncature. La valeur approchée de la

dérivée premiere (0¢/0x); a 'ordre 1 s’écrit alors :

¢ ¢H—1 — ¢%
(1) o o

Ce schéma exprime la dérivée décentrée en aval, mais il est possible d’utiliser le dévelop-

pement en série de Taylor de ¢;_; autour du point z; afin de décentrer en amont.

Pour estimer la dérivée (0¢/0z); a ordre 2, nous utilisons le développement en série

de Taylor de ¢;,1 et ¢;_1 autour du point z; :

¢ 26\ hP (% \
Gip1 = ¢z+h<ax> +5 ((92)‘*‘3, (W)—l—(?(h ) (1.12)

(9 o 0%
o= (52) + 5 (55) ~ 5 (5) +our) (1.13)
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Chapitre 1 — Méthodes numériques pour la modélisation des fluides

En soustrayant 1’équation (1.13) de (1.12), nous obtenons :

90\ i1 — i1 h? (0% 5
(ax)—%w(axs)iw(“

erreur de troncature

+ O(h?)

(1.14)
. sz'-l—l - Qbi—l
N 2h

On obtient ainsi une approximation de la dérivée premiere (0¢/0x); a 'ordre 2, selon un

schéma centré :

00\ _ dit1 — ¢ina
(5) =2t (1.15)

En additionnant maintenant ’équation (1.13) & (1.12), nous pouvons exprimer la dérivée

seconde (0%¢/dx?); nécessaire a la résolution du probleme (1.8) :

+O(h?) (1.16)

PO\ Piv1 — 20 + dia
ox? ), h?

L’approximation de la dérivée (0%¢/0z?); par la MDF & l'ordre 2 s’écrit alors :

(%) ~ Giy1 — 2¢; + i1 (1.17)

0z? h?

La dérivée spatiale (1.11) calculée au point x; est d’ordre 1 et fait intervenir un seul
voisin de z;. En revanche, les dérivées (1.15) et (1.17) sont d’ordre 2 et font intervenir deux
voisins. In fine, la montée en ordre spatial du schéma s’accompagne d’une augmentation

du nombre de voisins nécessaires au calcul des dérivées.

La méthode des Différences-Finies est facilement implémentable en raison de la sim-
plicité de son formalisme mathématique. De plus, il est possible de monter naturellement
en ordre d’espace. Le formalisme décrit dans cette section en 1D est facilement applicable
au cas multidimensionnel, cela demande simplement de reprendre les différentes étapes
décrites jusqu’ici en fonction des autres dimensions de I'espace. Le principal inconvénient
de cette méthode réside dans le choix de la géométrie du maillage, qui limite son utili-
sation aux maillages structurés. Ce critére peut devenir rapidement limitant au sein des
études numériques, et notamment en hydrodynamique navale. En effet, si le domaine de

calcul comprend par exemple une forme de carene, sa géométrie peut rapidement devenir
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1.2. Modeéles numériques

complexe (voir Fig. 1.21).

FIGURE 1.2 — Maillage d’un domaine de calcul comprenant une carene de frégate.

1.2.2 Méthode des Volumes-Finis (MVF)

La méthode des Volumes-Finis est apparue pour la premiere fois dans les années 1980
dans un contexte de géométries simples. Dix ans plus tard, le formalisme s’est étendu aux
géométries complexes qui ne pouvaient pas étre traitées par la méthode des Différences-
Finies, ce qui fut une véritable avancée scientifique dans le domaine de la mécanique des
fluides numérique. La MVF consiste a intégrer les équations aux dérivées partielles dans
chaque cellule du maillage, appelée également volume de controle. Le formalisme s’appuie
généralement sur le théoreme de la divergence (Green-Ostrogradski) et s’applique parti-
culierement bien aux équations faisant apparaitre 'opérateur divergence. Pour présenter
la méthode, nous nous appuyons sur 'exemple de la discrétisation de I’équation (1.18)
en deux dimensions, ou (c¢) et S désignent respectivement un flux advectif et un terme
POUTCE: V- (cp) =S (1.18)
L’équation (1.18) est intégrée dans un volume de controle que 'on note V', ot le flux (c¢)

est désigné par la notation F(¢,c) :

Avw@@wzﬁsm (1.19)

1. https ://info.pointwise.com/hubfs/Webinars/Past%20Webinars/1024x614 Webinar%20...
- %E2%80%93%20Structured %20Mesh %20Low %20Speed %20Ship%20-%202012.png
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Chapitre 1 — Méthodes numériques pour la modélisation des fluides

Le théoreme de Green-Ostrogradski est ensuite appliqué au membre de gauche de I’équa-
tion (1.19) dans le but d’obtenir une intégrale surfacique. Pour un volume V' borné par

des faces notées f, on obtient alors :

/fF((b,c)-nds:/dev (1.20)

En s’appuyant sur la Figure 1.3, on note le volume concerné Vi et les faces qui ’entourent

fi, avec i = 1,2, 3,4. L’équation ci-dessus s’écrit alors sous la forme suivante :

4
Z/f_ F(6,0)-nds= [ Sdv (1.21)
i=1/fi K

La MVF fait I'hypothese que dans un volume de controle V', une fonction est constante
et égale a la valeur qu’elle prend au centre de ce dernier, c¢’est la regle du point milieu.
Cette regle peut également s’appliquer sur les faces f du volume : la valeur de la fonction
sur une face est constante et égale a la valeur qu’elle prend au centre de cette derniere.
En appliquant cette régle aux intégrales de volume et de surface de 1’équation (1.21), la

formulation discrete peut alors s’écrire :

4

S (F(6,¢)i-mi)fi = SV (1.22)

i=1
Le flux au centre des faces est remplacé par un flux numérique dépendant du volume de
controle considéré et/ou de ses voisins, il est noté G(¢, c,n). Ce flux est choisi de maniere

a garantir la consistance et la conservation des quantités transportées. En considérant

Ja
P
/3 f1, G1(9Kk, op)
® ° ¢ P
K7 ¢K Pa ng
s | h2
°
fo

FIGURE 1.3 — Volume de controle Vi et son voisin Vp pour un maillage régulier (pas
d’espace h constant).
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1.2. Modeéles numériques

la face fi (voir Fig. 1.3), le flux numérique au centre de cette derniere dépend alors des
volumes K et P. Il peut étre déterminé en interpolant les solutions ¢ depuis leurs valeurs
aux centres de K et P. En considérant un maillage régulier, G(¢,c,n) peut s’écrire par

exemple sous les formes suivantes :

F F
( (fK) + (;bp)) n; (a) schéma centré
G1(F(bx), F(dp),n,) = 1.23
{(F(@x). F(op).m) F(éx) ny (b) schéma décentré amont (1.23)
F(ép) my (c) schéma décentré aval

Dans ce cas particulier, le flux sur f; peut étre approximé par un schéma centré d’ordre
2. Cependant, les fonctions d’interpolation utilisées sur des maillages non-structurés ne
permettent pas d’obtenir la formulation (1.23)(a) puisque le point f; n’est pas aligné
(et centré) a K et P (voir Fig. 1.4). De ce fait, le recours aux maillages non-structurés
complexifie considérablement I'implémentation des schémas d’ordres k£ > 1. Par exemple,
il est possible d’utiliser une reconstruction locale au sens des moindres carrés, ou bien des

corrections pour modifier le schéma cartésien initial.

FI1GURE 1.4 — Volume de controle Vi et son voisin Vp pour un maillage non-structuré.

Tout comme le formalisme Différences-Finies, 'augmentation de 'ordre spatial né-
cessite d’avoir recours aux voisins du volume de controle considéré. Pour s’affranchir de
cette dépendance, il est possible de se restreindre a 'ordre 1 (schéma décentré). Ce choix
contraint toutefois a rendre diffusif le schéma, il est alors peu souvent retenu. L’estimation
des flux aux faces est donc généralement exprimée en fonction de plusieurs volumes. I1
existe cependant des situations pathologiques lorsque le maillage est distordu. Pour cette

raison, l'ordre 2 dans le formalisme Volumes-Finis est difficilement atteignable pour des
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Chapitre 1 — Méthodes numériques pour la modélisation des fluides

maillages non-structurés.

Malgré la complexification du formalisme mathématique par rapport a la MDF, la
méthode des Volumes-Finis est plus facilement applicable aux géométries complexes, ce
qui est un véritable atout. De plus, elle impose la conservation des quantités transpor-
tées par les équations aux dérivées partielles. Dans le cadre de la mécanique des fluides,
cela présente un avantage pour la résolution des équations de conservation (masse, quan-
tité de mouvement, énergie...). Pour ces raisons, la MVF est devenue trés populaire au
sein de la communauté CFD. En effet, la majeure partie des codes de calcul industriels
(Ansys-Fluent, Star-CCM+, Phoenics, FIoEFD...) ou des codes collaboratifs (OpenFoam,
Saturne, Basilisk...) sont basés sur cette approche. Bien que la méthode dispose de plu-
sieurs avantages, I’augmentation de l'ordre spatial faisant intervenir les voisins des vo-
lumes de controle devient rapidement fastidieuse. Pour cela, les schémas spatiaux restent

généralement inférieurs a l'ordre 2.

1.2.3 Meéthode des Eléments-Finis (MEF)

La méthode des Eléments-Finis est relativement ancienne, elle est apparue peu de
temps apres la MDF. A cette époque, elle fut initialement conc¢ue pour traiter des pro-
bléemes de mécanique des solides déformables. La MEF fut longuement écartée pour ré-
soudre des problemes de mécanique des fluides puisqu’elle présentait des instabilités numé-
riques pour la résolution des problémes physiques dominés par la convection. Néanmoins,
depuis quelques années, le recours a des méthodes de décentrement issues de la commu-

nauté des Volumes-Finis rend possible, par exemple, la simulation d’écoulements a surface
libre.

De la méme maniere que le formalisme Volumes-Finis, la méthode des Eléments-Finis
repose sur des approximations intégrales. Cette derniere résout toutefois une formulation
faible (variationnelle) des équations, en introduisant la notion de fonction test définie sur
un espace fonctionnel. Afin de présenter rapidement la méthode, nous nous appuyons sur
I'exemple de la discrétisation de I’équation de Poisson (1.24) en deux dimensions. Une

étude plus détaillée de la MEF sera présentée dans le chapitre suivant.

V- (Vo) =S (1.24)
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L’équation (1.24) est multipliée par une fonction test w(x,y), choisie suffisamment
réguliere, avant d’étre intégrée dans un élément que 'on note E. On obtient alors la

formulation suivante :

/EV (Vo)wdv = /ESw dv (1.25)

Le théoreme de Green est ensuite appliqué au membre gauche de 1’équation (1.25), nous

obtenons ainsi la formulation faible de I’équation de Poisson :

—/ V¢-dev+/w(v¢-n)ds:/ Sw dv (1.26)
E F E

La notation F' désigne ici les faces de I’élément. Sous cette forme, les contraintes sur la
solution ¢ sont affaiblies puisque nous passons d'une dérivée seconde dans la formulation
forte (1.24) a une dérivée premiere. La prochaine étape consiste a définir un espace fonc-
tionnel afin d’approximer la fonction test et la solution ¢ de I’équation (1.26). Il existe
pour cela diverses possibilités. Classiquement, on se propose d’approcher les solutions par
des polynémes de Lagrange, ou leur degré d’interpolation correspond a 1’ordre du schéma
spatial, que I'on note k. A la différence de la méthode des Volumes-Finis, les noceuds sont
disposés aux sommets de 1’élément, et non au centre (voir Fig. 1.5 (a)). Pour augmenter
I'ordre du schéma spatial, il convient simplement de rajouter des nocuds supplémentaires
aux éléments afin d’avoir recours a des polyndémes de degré plus élevé. Ceci peut se faire
de différents moyens, I'un d’eux est représenté sur la Figure 1.5. En augmentant le degré

d’interpolation des polyndémes, la solution ¢ peut étre approchée de plusieurs fagons :

- Pour k£ = 0 la solution ¢ est constante par élément (comme la MVF).
- Pour k£ =1 la solution ¢ est linéaire par élément.
- Pour k£ = 2 la solution ¢ est quadratique par élément.

- Pour k£ = 3 la solution ¢ est cubique par élément.

Cette approche, tout comme la méthode des Volumes-Finis, est adaptée aux maillages
de géométries complexes. Par ailleurs, le recours aux schémas spatiaux d’ordre élevé s’ob-
tient naturellement en ajoutant directement des nceuds sur les éléments, contrairement
a la MVF qui nécessite de rechercher les voisins de chaque volume de contrdle. De cette
facon, la MEF n’est pas limitée sur le choix de l'ordre spatial, ce qui est un véritable

atout.
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Chapitre 1 — Méthodes numériques pour la modélisation des fluides

(a) (b) ()

FIGURE 1.5 — Augmentation de 'ordre spatial & dans un élément E triangulaire. (a)
k=1,(b) k=2, (c) k=3.

1.2.4 Choix de la méthode retenue

Le Tableau 1.1 ci-dessous synthétise les avantages et les inconvénients des trois mé-

thodes numériques présentées précédemment.

Différences-Finies | Volumes-Finis | Eléments-Finis
. ) Relati t
Mise en oeuvre Simple cratvemen Complexe
complexe
Formalisme . Relativement
, . Simple Complexe
mathématique complexe
— I
Géométrie 'Comp oxe Tres limité Possible Possible
du maillage
(?rdr,e Possible Tres limité Possible
élevé
Ié
Se ema‘ Difficile Oui Possible
conservatif

TABLE 1.1 — Comparaison des différentes méthodes numériques.

Au sein de la communauté scientifique de la mécanique des fluides numérique, la
premiére place est actuellement attribuée a la méthode des Volumes-Finis. Contrairement
a la méthode des Différences-Finies, cette approche est facilement adaptée aux maillages
non-structurés et sa mise en ceuvre est relativement simple par rapport a la méthode
des Eléments-Finis. De plus, elle impose la conservation des quantités transportées par
les EDP. Au cours de nombreuses années, la résolution des équations en mécanique des
fluides a 'aide du formalisme Eléments-Finis fut considérablement complexe en raison des
instabilités des schémas numériques. Cependant, des méthodes particulieres permettent de

nos jours de stabiliser les schémas, en modifiant la formulation variationnelle discrete. Ces
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1.3. Conclusion

méthodes seront détaillées dans un prochain chapitre. Bien que la méthode des Volumes-
Finis fassent encore de 'ombre a la méthode des Eléments-Finis au sein de la communauté
CFD, cette derniere présente 'avantage d’étre compatible aux maillages non-structurés
sans étre restreinte sur le choix de I'ordre spatial, ce qui permet de gagner en précision et
en temps de calcul. Pour cette raison, nous avons choisi d’utiliser une approche Eléments-
Finis dans ce travail afin de résoudre les différents jeux d’équations dans le but de simuler

des écoulements a surface libre.

1.3 Conclusion

Ce chapitre s’est consacré a la présentation des équations aux dérivées partielles per-
mettant de simuler différentes variétés d’écoulement, puis aux méthodes numériques per-

mettant leur résolution.

Deux formulations mathématiques sont retenues ici : la premiére considere des écou-
lements potentiels et la seconde des écoulements non-visqueux (équations d’Euler incom-
pressibles). L’outil numérique développé dans le cadre de cette these se base sur une formu-
lation Eléments-Finis afin de discrétiser les différents systemes d’équations, et d’autoriser

I'utilisation de schémas numériques d’ordres élevés sur des maillages non-structurés.
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CHAPITRE 2

METHODE DES ELEMENTS-FINIS POUR
LA RESOLUTION DES EDP

Dans la premiere section de ce chapitre, nous introduirons les grandes lignes de la
méthode des Eléments-Finis a travers un probleme elliptique en une dimension d’espace,
qui repose sur un formalisme de Galerkin particulier. Cette approche est couramment
utilisée et nous permettra de décrire les principales étapes de résolution des EDP dans
un cadre général. Dans ce travail, nous avons choisi de nous appuyer sur une bibliotheque
scientifique MEF préexistante afin de nous aider a implémenter I’ensemble du formalisme
Eléments-Finis. La seconde section de ce chapitre présentera la bibliotheque choisie et

expliquera les raisons de ce choix.

2.1 Résolution d’un probléme de Poisson en une di-

mension d’espace

L’équation de Poisson relie une fonction inconnue ¢(z) a un terme source f(x), comme

suit :
6
0x?

La fonction est définie dans le domaine 2 € [zg; z,,] (voir Fig. 2.1), ot n désigne le nombre

+f=0 (2.1)

d’éléments discrétisant ). Deux conditions aux limites sont imposées pour résoudre ce
probléeme : une condition de Neumann en x, sur la dérivée de la fonction ¢, et une

condition de Dirichlet en x,, sur ¢ :

% =Cpy sur zg

Ox (2.2)

¢=Cp surzx,
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Chapitre 2 — Méthode des Eléments-Finis pour la résolution des EDP

Zo Z; Ti+1 T

FIGURE 2.1 — Domaine 2 discrétisé en une dimension.

2.1.1 Formulation faible discrétisée

Pour rappel, la méthode des Eléments-Finis consiste a intégrer, dans le domaine €2, la

fonction choisie multipliée par une fonction test suffisamment réguliere, notée w(z) :

2
/Q<ax2+f>w:0 (2.3)

L’équation ci-dessus est réécrite en utilisant une intégration par parties, la formulation

faible de I’équation de Poisson (2.1) s’écrit alors :

dwds [ 0o -

Le domaine €) est discrétisé en plusieurs éléments E appartenant a l’ensemble des
éléments &, constituant le maillage. Chaque élément représente un segment compris entre
deux coordonnées x; et z;11. On se propose ici d’approcher la solution ¢ dans un espace
fonctionnel polynomial (éléments-finis de type Lagrange). Dans ce cas, 'espace approché

des solutions est le suivant :

W = {én € H'(Q); n|E € Pu(E),VE € &,}

ot H'(Q2) désigne un espace complet de Hilbert :

HY(Q) = {f € L*(Q),Vf € (L*())"}

avec f la fonction que l'on souhaite approcher et L?(2) I'espace des fonctions de carré
intégrable. H'(Q) présente Pavantage de garantir la continuité de la solution & I'intérieur
de chaque élément ainsi qu’entre les éléments adjacents. Il est ensuite nécessaire de res-
treindre la forme de la fonction test w. Pour ce faire, il est courant d’utiliser la méme base

de fonctions polynomiales que celle utilisée pour I'inconnue ¢.
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2.1. Résolution d’un probleme de Poisson en une dimension d’espace

Le probleme discret peut étre formulé localement dans un élément E sous la forme

suivante :

/$i+1 8wh 8th [ EMS;L} it

b U U PP
ox

Tit1
' 9r On — / whf =0 VYw,€ W}? (25)

En choisissant par exemple d’approximer linéairement la solution ¢ dans chaque élé-
ment, c’est a dire a k = 1, la solution approchée ¢, peut alors s’écrire sous la forme d’un

polynoéme de premier degré :

on(z) = ax + (2.6)

Pour un segment quelconque, on note la valeur que peut prendre ¢ aux deux extrémités :

{ )< 9o >0

Iz‘+1) = ¢i+1

Le but est de déterminer ¢; et ¢;11, appelées valeurs nodales. I’équation (2.6) est réécrite

pour chaque nceud du segment [z;; x;11] :

{ d(x;) = ax; + 6= ¢; (2.8)

O(Tiy1) = azip1 + B = dip1
Les constantes « et 3 peuvent donc s’écrire : « = (¢j1 — ¢;) /(i1 —x;) et 5= (Psxins —
Gir17;)/(xi41—x;). On suppose ici que le maillage est régulier, on obtient alors (x;11—x;) =
h, avec h le pas d’espace. En substituant « et [ dans I’équation (2.6), nous obtenons :

on(z) = @i + <¢th_¢z> (z — i)

L’équation est réécrite de maniere a différencier les deux valeurs nodales a déterminer :

on(x) = ¢ (1 S ;xz) + Qiv1 (I ;sz> (2.9)

r—x; T —x;
et

h h
respectivement N; et Ny dans ce travail. L’équation ci-dessus est réécrite une nouvelle fois

Les quantités [ 1 — sont appelées fonctions de forme, nous les notons
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Chapitre 2 — Méthode des Eléments-Finis pour la résolution des EDP

sous forme vectorielle, en fonction des valeurs nodales :

b = (N1 Nz) ( # ) (2.10)

Pour obtenir la dérivée premiére (en espace) de la fonction ¢, il suffit alors de dériver Ny

et N2 :
0 i
O T b
Pour ce cas unidimensionnel d’ordre k& = 1, les dérivées des fonctions de forme sont

constantes et valent : Ny, = —(1/h) et Ny, = 1/h. Selon I'approximation de Galerkin,

on et wy, utilisent les mémes fonctions de forme, on peut alors écrire :

wn = (w; wis1) (g;) (2.12)

Oow N,
20— o) () 213

A ce stade, les fonctions ¢ et w sont approchées par des polyndémes de premier degré
composés de fonctions de forme (dépendantes de la dimension x) et de valeurs nodales
a déterminer. La prochaine étape consiste a résoudre I'équation (2.5) a l'aide de ces

différentes approximations.

2.1.2 Systeme de résolution pour un élément

Afin de déterminer le systeme de résolution associé a un élément du maillage, il
convient de substituer les équations (2.10) (2.11) (2.12) et (2.13) dans la formulation

faible (2.5). Par souci de clarté, la résolution se fera ici terme par terme.

Dans un premier temps, nous traitons la premiére intégrale de I’équation (2.5) :

/ 0w On / o (wi w) Le S %) g (2.14)
Ti Oz Ox Ti Nl,zNQ,J: NQZJ ¢i+1

En ayant connaissance des fonctions de forme, la matrice présente dans 1’équation ci-dessus
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2.1. Résolution d’un probleme de Poisson en une dimension d’espace

s’exprime ainsi :

Nﬁm NooNiz\ 1/h?  —1/h?
N1,1N2,x N22,x —1/h2 1/h2
Dans ce cas particulier, cette derniere est constante et peut étre extraite de l'intégrale.

Apres intégration, I'équation (2.14) s’écrit sous la forme suivante :

Tit1 Quy, 8¢h o 1/h —1/h Qﬁl
/mi O On dz = (wi wi+1) (—1/h 1/h ) (@H) (2.15)

Dans un second temps, nous traitons l'intégrale comprenant le terme source :

_ /:M wpfdr = — (wi Wz‘—f—l) /%+1 (xl) fdx (2.16)

i T 2

La fonction source est restreinte a une forme linéaire, de type f(x) = azx + b, avec a et b
deux constantes données par le probleme. Apres intégration, on obtient donc I’expression

suivante :

w1 [N R '
/ Y fde = (2.17)
T NQ a 3 ]_ 9 9 b — ax;
; ( i+l iUz)

Pour plus de simplicité, le membre de droite de I’équation ci-dessus est noté {f}. L’équa-

tion (2.16) s’écrit alors :

- /:M wpfdr = — (wi wz‘+1> {1} (2.18)

Pour finir, nous traitons les termes de bord du segment :

Titt . » 96 (x)/0
] ) B0 (2600 )

En regroupant les équations (2.15) (2.18) et (2.19), le systeme peut alors s’écrire
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Chapitre 2 — Méthode des Eléments-Finis pour la résolution des EDP

(quelque soit les valeurs w; et w;yq) :

L 1/h —1/h Cbz o o s 8@5(%)/39: _
(wl 1+1) (—1/h 1/h ) (sz‘-}-l) ( % z+1> {f} + ( ? ZJrl) (—&b(%ﬂ)/@x) 0

(2.20)
Apres simplification de I’équation (2.20), le systeme final s’écrit alors :
a X 1 ) ) b— ax;
( 1/h —1//1) ( i | _37h($i+1_xi)+§<xi+l_xi)(a_ i ) + bz
—1/h 1/h ¢i+1 B a . 1 b—axi
37h('r?+1 — ;) + 5(%2“ - x?)(T) — ba;
—0¢p(x;)/0
N O RIS
09(xi41)/Ox

Ce systeme d’équations permet de déterminer les valeurs nodales d’un segment, il est
ensuite réécrit pour chaque segment discrétisant le domaine de calcul. La prochaine étape

consiste a formuler le systeme global a résoudre.

2.1.3 Systeme de résolution global

Il s’agit ici d’assembler I’ensemble des systeémes correspondant aux différents segments
de la discrétisation. Dans cette formulation, nous considérons que chaque élément possede
au moins un neeud en commun avec ses voisins (voir Fig. 2.1). Pour n éléments et (n+ 1)

nceuds, on écrit alors :

1/h —1/h 0 0 0 b0
~1/h 2/h —1/h 0 0 o

0 —1/h 2/h —1/h ... 0 :

0 0 : : : : o |
: : : 2/h —1/h| ]| *

0 0 0 ... —=1/h 1/h ) \¢n
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2.1. Résolution d’un probleme de Poisson en une dimension d’espace

fo —0¢(xg)/0x
[l f2 0¢(x1)/0x — Op(x1)/0x

. =0
R (s : (2.22)
ﬁ+ﬁ“) 0

I 0(x,) /O

ou la notation ¢ = 0,1,..,n indique : I'élément lorsqu’elle est exprimée en exposant et
le nceud lorsqu’elle est exprimée en indice. Notons que les termes de bord sur les nceuds
internes du maillage s’annulent dans ce cas-ci grace a 'utilisation du formalisme de Ga-

lerkin, ce qui n’est pas le cas pour les méthodes discontinues (ex : Galerkin Discontinu).

2.1.4 Conditions aux limites

La derniére étape consiste a définir les conditions aux limites (2.2) afin de rendre le
probléme complet. La formulation (2.22) fait apparaitre naturellement deux conditions de
Neumann au bord du domaine. Dans ce cas, la condition au point xy peut étre imposée en
substituant le terme 0¢(xy)/0x par la valeur Cy. La valeur de la fonction ¢ au point x,,
est fournie ici par une condition de Dirichlet que ’on souhaite imposer fortement. Pour
cela, il est nécessaire de modifier directement le systéme linéaire (2.22), par exemple en y
remplacant la derniere ligne de fagon a obtenir ¢,, = Cp. Dans ce cas-ci, le systéme final

s’écrit alors :
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Chapitre 2 — Méthode des Eléments-Finis pour la résolution des EDP

Jo —Cn
fi + [t 0
iy }KHU + (‘) (2.23)
Cp 0

La matrice présente dans la formulation (2.23) n’est plus définie symétrique. Il existe
toutefois des méthodes particulieres pour qu’elle le redevienne, ce qui est généralement

nécessaire pour résoudre des systemes d’équations de grande taille.

Seule la condition de Dirichlet est imposée de fagon explicite ici, on parle de condition
forte. La condition de Neumann, de son coté, est imposée faiblement, on parle de condition

naturelle.

2.1.5 Résolution du systeme final

Le systeme (2.23) peut étre réécrit plus généralement sous la forme suivante :

Afo} = {b} (2.24)

avec A une matrice carrée de taille (n 4+ 1) x (n + 1), {¢} le vecteur inconnu de taille
(n+ 1) comprenant les valeurs nodales a déterminer, et le second membre {b} un vecteur
de taille (n+1), incluant les termes sources et les termes de bord. La résolution du systéme
(2.24) permet de déterminer les valeurs nodales afin de les reporter dans 1’équation (2.9),
et obtenir ainsi une solution linéaire de ¢ dans chaque élément du maillage. Les solutions
approchées issues de différents maillages sont tracées sur la Figure 2.2 et comparées a la
solution analytique de ’équation de Poisson. Ces résultats permettent de noter que plus
le nombre d’éléments est important pour décrire la fonction ¢, plus celle-ci est proche des
valeurs de référence. Au passage, on peut noter que la condition de Dirichlet est bien im-
posée fortement : ¢(x,) = 3. De plus, les solutions aux nceuds des éléments se retrouvent
en totalité sur la solution analytique, cette observation témoigne a premiere vue de la

puissance de la méthode.

Le systeme linéaire (2.24) est résolu ici par une méthode directe (algorithme de Gauss).
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2.1. Résolution d’un probleme de Poisson en une dimension d’espace

La Figure 2.3 représente 1’évolution du temps de résolution en fonction du nombre d’élé-
ments discrétisant le domaine. Ces résultats indiquent une croissance cubique du temps

de calcul avec I'augmentation de n, ce qui limite ainsi le choix du nombre d’éléments

(a)

—— Analytique - - - Discrete

(b)

—— Analytique - -e - Discrete

200t -200
—~
3 -400 -400
<
-600 | -600
-800 : : -800 .
0 5 10 15 20 5 10 15 20
x x
(c) (d)
—— Analytique - - - Discrete —— Analytique --e - Discrete
Or 0r
-200 | -200 |
B 00} -400
<
-600 | -600 |
-800 : : -800 .
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
x x

FIGURE 2.2 — Solutions discrétisées de la fonction ¢ pour différents maillages : (a) n = 2,
(b)y n =4, (¢) n =28, (d) n = 16. Les constantes sont imposées a : a = —0,5; b= —0, 1;
CN =1let CD = 3.
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décrivant le maillage.

180
160 -
140+
120+
0
~ 100+
-
Ay 80F
o
60
40|

20+ e

0.1 0.5 1 1.5 2
n x10%

FIGURE 2.3 — Temps CPU pour la résolution du systeme (2.24), a différentes discrétisa-
tions : m = 1000, 5000, 10000, 15000 et 20000.

Dans cette section, nous avons discrétisé le probléeme sur un maillage régulier en une
dimension pour un ordre spatial £k = 1, ce qui nous a permis d’obtenir le systéeme linéaire
(2.24) sans difficulté particuliere, et d’implémenter facilement une méthode de résolution.
Le formalisme Eléments-Finis devient beaucoup plus complexe lorsqu’il est appliqué aux
maillages non-structurés en plusieurs dimensions, et lorsque les solutions sont approchées
par des polynomes d’ordre élevé. Pour cette raison de complexité, il a été convenu de
s’appuyer sur une bibliotheque Eléments-Finis afin de nous aider a coder I’ensemble du

formalisme.

2.2 Librairie scientifique pour la Méthode des Eléments-
Finis

De nos jours, plusieurs bibliotheques Eléments-Finis sont disponibles pour développer
des codes de calcul basés sur la MEF, il a donc fallu choisir celle qui convenait le mieux
au contexte de ce travail. Cette section présentera la bibliotheque choisie, puis résumera
les principales contributions de cette derniere au développement du code de calcul cong¢u

dans cette these, a savoir la formulation et la résolution des systemes d’équations.
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2.2. Librairie scientifique pour la Méthode des Eléments-Finis

2.2.1 Choix de la librairie scientifique Eléments-Finis

Le choix de la bibliotheque s’est basé sur plusieurs criteres indispensables. Tout d’abord,
le choix de la licence. Certaines d’entre-elles mettent en ceuvre la notion de copyleft, de-
mandant a toute personne utilisant la librairie de retranscrire publiquement son code, afin
de pouvoir étre utilisé, étudié, ou encore modifié. L’exemple le plus connu est la licence
GNU GPL (General Public License). Dans ce travail, nous souhaitions sélectionner une
librairie s’affranchissant de cette clause de copyleft, ce qui est possible par exemple avec
les licences BSD, MIT, ou encore GNU LGPL. Le deuxieme choix tres important fut le
langage de programmation car nous souhaitions développer en langage de haut niveau
C++. Le tableau 2.1 regroupe différentes librairies prenant en compte les deux criteres
venant d’étre cités. Un troisieme choix tres important fut le type de discrétisation : nous

voulions avoir recours aux élements-finis continus et discontinus d’ordre élevé.

Eléments-finis Ordre Outil de
Librairie Dim continus et /r r, Parallélisation | visualisation Doc
) . élevé i
discontinus inclus
deal IT 1,23 D Oui Oui Possible Non Assez
complexe
libMesh || 1,2,3 D Oui Oui Possible Non Complexe
GetFEM | 1,23 D Oui Oui Possible Non Asse
complexe
MFEM || 1,2,3 D Oui Oui Possible Oui (GLVis) | Simple

TABLE 2.1 — Comparaison de plusieurs bibliotheques scientifiques MEF.

Nous avons finalement retenu la bibliotheque scientifique MFEM car elle satisfait plei-
nement les criteres de sélection. Par ailleurs, elle offre 'avantage d’étre tres bien documen-
tée et propose des exemples de résolution pour différents types de problémes, permettant
ainsi de faciliter la prise en main de la méthode. Enfin, MFEM fournit un outil de visua-
lisation nommé GLVis, permettant une représentation précise des solutions numériques
aux ordres élevés. Ce dernier point est avantageux car il est parfois difficile de trouver un

visualisateur externe compatible avec une librairie.
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2.2.2 Aide apportée par la librairie MFEM

La résolution des EDP dans le cadre de travail consiste a résoudre des systemes d’équa-
tions équivalents au systeéme (2.24). Prenons le cas général d’un systéme de résolution pour

déterminer une fonction v :

Afyy = {b} (2.25)

Pour rappel, la matrice A et le second membre {b} sont connus et le vecteur {1} a pour

composantes les valeurs nodales de la solution a approcher.

Formulation d’un systeme d’équations

Généralement, I’assemblage du systéme de résolution (2.25) peut se faire sans trop de

difficultés pour le cas suivant :

- probleme en une dimension,
- maillage régulier (pas d’espace constant),

- fonctions d’interpolation d’ordre k£ = 1.

En deux dimensions, les fonctions polynomiales approchant la solution 1 deviennent
plus complexes. Pour un triangle composé de trois noeuds, la solution 1 peut étre appro-

chée dans I’élément sous la forme suivante (pour k = 1) :

-1

U Loz U
Y= (Nl Ny NS) Yo | = (1 T y) Lz s (& (2.26)
P 1 zy ys Vs

Le calcul des fonctions de forme N;, Ny et N3 dans ce cas est plus difficile qu’en une
dimension. Classiquement, on se propose de passer dans un référentiel de référence (voir
Fig. 2.4) afin de calculer plus efficacement les intégrales dans le systéme de résolution.
Pour cela, le lien entre 1’élément « réel » et ’élément de « référence » se fait par le biais

d’une transformation géométrique.

Pour augmenter 'ordre spatial k, il est nécessaire de rajouter des nceuds supplémen-
taires sur les éléments, ce qui accroit le nombre d’inconnues au probleme. Dans ce cas, les
fonctions polynomiales approchant les solutions se complexifient davantage : au passage

de l'ordre k = 1 a 2 puis a 3, les fonctions linéaires deviennent quadratiques puis cubiques.
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2.2. Librairie scientifique pour la Méthode des Eléments-Finis

Par conséquent, la détermination des fonctions de forme N;, avec ¢ = 0,1,...,n et n le

nombre de degrés de liberté d'un élément, devient plus complexe.

FIGURE 2.4 — Passage d'un élément réel a un élément de référence en deux dimensions :
(a) référentiel réel, (b) référentiel de référence.

En résumé, la bibliotheque MFEM apporte une aide considérable dans la construction
des systemes d’équations (2.25), en passant du changement de référentiel a I'intégration

des fonctions de formes, méme les plus complexes.

Résolution d’un systéeme d’équations

Le systéme linéaire (2.24) établi dans la section précédente a pu étre résolu par mé-
thode directe. Ces méthodes deviennent souvent mal adaptées lorsque la taille du systeme
a résoudre devient trop importante, puisque cela améne a des temps de calcul relativement
conséquents (voir Fig. 2.3). Dans ce travail, les systémes d’équations (2.25) nécessaires
a la modélisation des écoulements a surface libre peuvent atteindre des tailles considé-
rables. Pour cela, nous souhaitons avoir recours aux méthodes itératives de résolution.
Par comparaison aux méthodes directes, elles sont moins cofiteuses en temps de calcul et

nécessitent moins de stockage.

Les méthodes itératives sont basées sur la conception d’'une suite de solutions {¢}™
censées converger vers la solution recherchée {¢)} au cours d’un processus itératif. Apres
m itérations, nous obtenons une solution approchée {1}™ qui ne satisfait pas tout a fait
I'équation (2.25). En effet, {¢}™ vérifie plutdt :

Af™ = {b} = {r}™ (2.27)
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Chapitre 2 — Méthode des Eléments-Finis pour la résolution des EDP

ou {r}™ = {b} — A{yp}™ désigne le résidu a l'itération m. En soustrayant ’équation (2.27)

de (2.25), nous obtenons :

Al —¢™) ={r}" (2.28)
< 2
{e}m

Le terme {e}™ désigne l'erreur entre la solution espérée {1} et la solution obtenue {¢}™
a l'itération m. Le processus itératif est stoppé a l'aide d’un critére d’arrét sur l'erreur,
autrement dit sur le résidu minimal souhaité. Les méthodes itératives les plus connues
sont les algorithmes de Jacobi, de Gauss-Seidel, ou encore du gradient conjugué. La bi-
bliotheque MFEM propose une méthode encore plus efficace, de type Gradient Conjugué
Préconditionné (GCP) pour traiter les systemes de résolution (2.25). Le précondition-
nement peut s’avérer essentiel lorsque la matrice A dans (2.25) est mal conditionnée.
En effet, un mauvais conditionnement affecte généralement le taux de convergence de la

méthode.

2.3 Conclusion

Ce chapitre s’est consacré a la description des principales étapes de résolution des
EDP par le biais de la méthode des Eléments-Finis. Pour cela, nous nous sommes basés
sur I’exemple de la résolution d’une équation de Poisson en une dimension d’espace. Ce
chapitre a permis de se familiariser avec les notions suivantes : formulation faible des équa-
tions, fonctions de forme et valeurs nodales des solutions, construction et assemblage du
systeme global de résolution... Afin de se concentrer sur la modélisation des écoulements
a surface libre, et dans I'optique d’éviter de redévelopper une nouvelle bibliotheque MEF,
il a été convenu dans ce travail de s’appuyer sur une librairie MEF existante. Apres avoir

examiné plusieurs options, notre choix s’est finalement porté sur la bibliotheque MFEM.

Dans ce manuscrit, deux chapitres seront consacrés a la description de la dicrétisation
Eléments-Finis des équations de ’écoulement, dans un contexte monofluide et bifluide.
Néanmoins, avant de s’y intéresser davantage, il est nécessaire de traiter le probleme de

surface libre, demandant 'utilisation d’'une méthode particuliére.
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CHAPITRE 3

METHODES NUMERIQUES POUR LE SUIVI
DE SURFACE LIBRE

Pour simuler des écoulements & surface libre/interface mobile, il est essentiel d’obtenir
des informations sur les fluides considérés, mais aussi sur I’évolution de la surface libre

dans le temps.

Ce chapitre commencera par présenter différentes méthodes permettant de modéliser
une interface mobile. Deux grandes approches se distinguent dans la littérature : les
méthodes dites « front tracking » et celles dites « front capturing ». Nous passerons
en revue les avantages et les inconvénients de différentes méthodes appartenant a ces
deux approches pour sélectionner celle qui convient le mieux au contexte de ce travail,
a savoir la méthode Level-Set. Cette derniere est également désignée comme la méthode
des lignes de niveau. La derniere section de ce chapitre, avant de conclure, sera consacrée

a sa description.

3.1 Les méthodes « front tracking »

Les méthodes « front tracking » font partie d'une catégorie de suivi d’interface basée
sur une approche lagrangienne. Elles permettent de suivre explicitement 1’évolution de

I'interface a l'aide de pointeurs, pouvant étre des marqueurs, des particules...

L’une de ces approches se base sur des maillages mobiles ou la géométrie des éléments
s’adapte a la forme de l'interface. Elle demande alors de remailler ou de déformer systéma-
tiquement I’ensemble du domaine de calcul, ce qui peut accroitre le temps de simulation.
Cette méthode, purement lagrangienne, permet de prendre en compte correctement les
conditions de saut a l'interface dans un contexte d’écoulement multiphasique. Cependant,

elle se révele peu efficace pour traiter des géométries complexes d’interface, notamment
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Chapitre 3 — Méthodes numériques pour le suivi de surface libre

lorsque cette derniére doit se reconnecter (ex : vague déferlante).

D’autres méthodes s’affranchissent de 1'utilisation d’un maillage mobile, nous en pré-
senterons trois dans cette section : les approches Particle-In-Cell (PIC), Marker-And-Cell
(MAC) et la méthode des marqueurs. A la différence d'un formalisme purement lagran-

gien, seuls les pointeurs se voient déplacés afin de suivre 'interface.

3.1.1 Les méthodes PIC et MAC

Les méthodes PIC et MAC s’appuient sur un maillage eulérien fixe, elles sont considé-
rées plus précisément comme des approches « volume tracking », ou les particules/marqueurs
sont répartis a l'intérieur des cellules du maillage pour y marquer la présence du fluide

considéré. L’interface est suivie de fagon explicite ici, en tragant le chemin des marqueurs.

La méthode PIC est relativement ancienne, elle apparalt pour la premiere fois en 1955
dans les travaux d’Harlow et al. [28], ou le fluide considéré est décrit par un ensemble de
particules se déplacant a travers les cellules, chaque particule ayant une masse constante.
Si I'une d’elles traverse une face cellulaire, sa masse est alors soustraite a la cellule « don-
neuse » puis ajoutée a celle « réceptrice ». Le domaine de calcul est constitué de mailles
rectangulaires de taille uniforme, ot la solution recherchée est définie au centre de ces der-
nieres tandis que les vitesses sont définies aux sommets. Initialement, les particules sont
réparties uniformément a 'intérieur des cellules, puis a chaque pas de temps, une pseudo-
vitesse est calculée pour chacune des particules a I’aide d’un schéma de pondération, basé
sur les valeurs de la vitesse aux sommets et la valeur de la solution au centre. Ainsi, dans
une étape purement lagrangienne, les particules sont déplacées vers de nouvelles positions.
De nos jours, cette méthode n’est plus couramment utilisée, elle a cependant joué un role

important dans le développement de nouvelles techniques numériques.

En 1965, Harlow et Welch [29] modifient la méthode PIC en remplagant les particules
par des marqueurs, n’ayant alors aucune masse. Cette méthode devient connue sous le
nom de Marker-And-Cell pour la résolution des équations de Navier-Stokes appliquée aux
problemes d’écoulements a surface libre. Le domaine de calcul est similaire a celui de
la méthode PIC, on y distingue trois catégories de mailles : celles qui sont remplies de
marqueurs, celles qui en sont dépourvues, et celles qui sont supposées enfermer 'interface,
notée I' (voir Fig. 3.1).
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3.1. Les méthodes « front tracking »

P : cellules pleines

<
w| <
<
<

/| S : cellules comprenant

. :' — N — n 'interface
R .S o .S..' "S-' V : cellules vides
) P;.: * P.. .P. .: * f).: I' : interface

FIGURE 3.1 — Présentation de la méthode MAC « volume tracking ».

Dans le cadre d’une discrétisation différences-finies des équations de Navier-Stokes, les
vitesses sont définies sur les faces des cellules et la pression au centre. La vitesse d’'un
marqueur est ensuite déterminée par interpolation a partir des valeurs aux faces, permet-
tant alors de le déplacer a chaque pas de temps. En suivant le chemin des marqueurs,
il est donc possible de connaitre 1’évolution de l'interface. Toutefois, la répartition des
marqueurs dans I’écoulement doit étre suffisamment dense pour permettre une localisa-
tion précise de l'interface, ce qui implique un cotit important en termes de ressources

informatiques et de temps de calcul, notamment en trois dimensions.

3.1.2 Méthode des marqueurs

En 1967, Daly [16] propose une approche « surface tracking » similaire a la méthode
MAC, qui consiste a disposer des marqueurs non pas dans I’ensemble d’un domaine fluide
mais uniquement sur l'interface. La forme la plus répandue de cette méthode est proposée
plus tard dans les travaux de Tryggvason [68], ou I'interface est repérée par des marqueurs

advectés par I’équation différentielle suivante :

dx

dt

= us(xs,t), X, €T (3.1)

Chaque marqueur s est représenté par sa coordonnée x, qui vérifie I'équation (3.1), ou
u, désigne sa vitesse. La méthode est illustrée de maniere simple sur la Figure 3.2. Elle
se révele tres précise lorsque la distance entre deux marqueurs consécutifs reste faible et
réguliere. Cependant, cette approche a I'inconvénient de ne pas gérer naturellement les

changements topologiques de 'interface (ex : reconnexion). Dans ce cas particulier, il est
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S|
'/./k‘\T\I T“: X
T
—— Interface a ¢ - Interface a (t + At)

FIGURE 3.2 — Présentation de la méthode des marqueurs « surface tracking ».

nécessaire d’ajouter ou d’enlever des marqueurs. Enfin, cette méthode est cotiteuse en

temps de calcul en trois dimensions.

3.2 Les méthodes « front capturing »

Les méthodes « front capturing » font partie d'une catégorie de capture d’interface
basée sur une approche purement eulérienne. L’interface est capturée grace a un champ
scalaire qui la définit implicitement sur un maillage fixe. Ce champ est noté f(x,t), avec
x l’espace en une, deux ou trois dimensions et ¢ le temps. Une équation de transport est
ensuite utilisée pour le mouvoir et connaitre ainsi 1’évolution de l'interface. La fonction
f(x,t) est advectée selon une équation d’advection classique, dépendante d’un champ de
vitesse u :

of(x,t)

0 +u-Vf(x,t)=0 (3.2)

Nous aborderons ici les deux approches les plus connues, a savoir les méthodes Volume-
Of-Fluid (VOF) et Level-Set (LS), qui se différencient par le choix de la fonction f(x,t)

et/ou le choix du champ de vitesse.

3.2.1 La méthode Volume-Of-Fluid

En 1976, Noh et Woodward [52] introduisent le concept de « fraction volumique »
pour connaitre le taux de remplissage d'un fluide dans chaque cellule du maillage. Plus
tard, en 1981, Hirt et Nichols [30] mettent en place la méthode VOF en renforcant les
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3.2. Les méthodes « front capturing »

concepts préexistants. La fonction f(x,t) de I’équation (3.2) est choisie pour étre une
fonction discrete taux de présence. Elle est généralement notée a(x,t) et représente la

fraction volumique d’un fluide dans chaque volume de contrdle (voir Fig. 3.3).

D Fluide considéré ---- Interface
FIGURE 3.3 — Présentation de la méthode Volume-Of-Fluid.

La fraction volumique peut varier théoriquement de 0 a 1 pour le fluide considéré :

- Si a(x,t) = 0 le volume de contréle ne contient pas ce fluide.
- Si ax,t) = 1 le volume de controle ne contient que ce fluide.

- 51 0 < a(x,t) < 1 le volume de controle contient un mélange des deux fluides.

Une cellule « mixte », qui contient un mélange des deux fluides, marque alors la pré-
sence de l'interface sans préciser toutefois sa position exacte. Dans le cadre d’une approche
VOF, I'équation de transport utilisée pour advecter la quantité o est généralement écrite

sous sa forme conservative :

da(x,t)
ot

A Tinverse des méthodes « front tracking », les méthodes « front capturing » per-

+ V- (ua(x,t)) =0 (3.3)

mettent de modéliser les écoulements sans connaitre avec précision la position de 1'in-
terface, puisque cette dernieére n’est pas suivie explicitement. Pour la reconstruire, la
méthode VOF nécessite 1'utilisation d’algorithmes supplémentaires, plus ou moins com-
plexes a mettre en ceuvre. Sans étre exhaustif, nous pouvons citer les deux méthodes de

reconstruction suivantes :
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- La méthode SLIC (Simple Line Interface Calculation), ou I'interface est représentée
par un segment dans chaque volume de controle (voir Fig. 3.4 (b)). Les segments sont
paralleles horizontalement ou verticalement au maillage en fonction de la direction du

vecteur vitesse.

- La méthode PLIC (Piecewise Linear Interface Calculation) qui conduit a des
interfaces non alignées avec le maillage (voir Fig. 3.4 (c)). Leur direction se calcule grace au
gradient de la fonction a(x,t) qui donne la normale & l'interface. Bien que cette technique

soit plus complexe, elle s’avere plus précise.

SR I

(b)

Interface reconstruite —— Sens de ’écoulement

Interface

FIGURE 3.4 — (a) Position de l'interface. Reconstruction de I'interface par méthodes (b)
SLIC et (c) PLIC.

Le recours aux méthodes conservatives (ex : formalisme Volumes-Finis) pour résoudre
I'équation (3.3) permet de conserver naturellement la fraction volumique des fluides trans-
portés, ce qui est un véritable avantage pour la méthode VOF. On note cependant que
son principal inconvénient réside dans la reconstruction de l'interface, qui se complexifie

davantage en trois dimensions.
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3.8. Méthode sans maillage : Smoothed Particle Hydrodynamics

3.2.2 La méthode Level-Set

La méthode Level-Set (méthode des lignes de niveau) a été introduite en 1988 par
Osher et Sethian [53]. La fonction qui définit implicitement I'interface dans cette ap-
proche est appelée fonction Level-Set, nous la notons x(x,t) dans ce travail. En réalité,
cette fonction désigne une variété d’iso-contours situés a une certaine distance de l'inter-
face. Lorsque cette distance est nulle alors 1’iso-contour concerné définit l'interface. Cette
derniére est ensuite advectée de maniere passive par un champ de vitesse u. L’équation

de transport dans ce cas-ci s’écrit alors sous la forme suivante :

ox(x,1)
ot

La position de l'interface est déterminée a posteriori en recherchant les valeurs nulles

Fu-Vx(x,t) =0 (3.4)

de la fonction x(x,t). Afin d’approfondir la compréhension de cette méthode, elle sera

expliquée plus en détails dans une prochaine section.

A Dinverse de la fraction volumique utilisée dans I'approche VOF, la fonction x(x,t)
n’est pas assimilable & une propriété du fluide. Ainsi, la méthode Level-Set n’admet gé-
néralement pas de bonnes propriétés de conservation. Malgré ce dernier aspect, elle offre
I’avantage de représenter facilement l'interface de facon continue. Par ailleurs, elle est
facilement implémentable aux ordres élevés, lorsque la méthode de résolution le permet,

en deux et trois dimensions.

3.3 Meéthode sans maillage : Smoothed Particle Hy-

drodynamics

Certaines méthodes n’utilisent pas de maillage, elles font partie de la catégorie « Me-
shless Methods ». Ces dernieres présentent 'avantage d’étre particulierement bien adap-
tées aux géométries complexes d’interface. Parmi ces approches, on retrouve la méthode
Smoothed-Particle-Hydrodynamics (SPH), introduite en 1977 par Lucy [44] et Gingold et
Monaghan [22] dans un contexte astrophysique. Par la suite, elle a été utilisée en méca-

nique des fluides pour la simulation d’écoulements a surface libre.

Dans ce contexte, le domaine de calcul € est discrétisé par un ensemble de parti-

cules dont la connectivité peut évoluer au cours de la simulation. Chacune des particules
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transporte des attributs comme la masse, la position, 1’énergie... L’idée de base de la mé-
thode SPH est fondée sur 1'utilisation d’une interpolation intégrale basée sur des noyaux
(kernels) qui sont définis dans plusieurs sous-domaines. Un sous-domaine §2; regroupe un
ensemble de particules autour d’une seule, il est caractérisé par une taille kh, ou générale-
ment k = 2 (voir Fig. 3.5). La position de 'interface peut étre déterminée en s’intéressant
aux emplacements des particules qui sont réparties uniquement dans le fluide considéré.
Pour une particule i, si plusieurs voisines I’entourent alors 'interface n’est pas présente
dans 'espace €2;. Au contraire, si I’on note une absence de particule autour de cette der-
niere, comme la particule j de la Figure 3.5, on peut y supposer la présence de l'interface.
Le probleme apparait de maniere évidente ici : si les particules ne sont pas réparties de

facon homogene dans le fluide alors la description de 'interface peut étre imprécise.

FIGURE 3.5 — Sous-domaines €); et €2; de deux particules pour la méthode SPH.

Le succes de la méthode dépend du nombre de particules utilisé. Une grande partie du
temps de calcul est consacrée a la recherche des voisines qui définissent le sous-domaine
(); d’une particule donnée. Cependant, il n’est pas nécessaire de calculer ou de stocker des
données dans ’espace non occupé par le fluide considéré, ce qui est un avantage lors des

simulations.

3.4 Méthode numérique choisie

Le Tableau 3.1 présente succinctement les avantages et inconvénients des méthodes

lagrangiennes (L) et eulériennes (E) présentées dans les sections précédentes.
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Méthodes Avantages Inconvénients
MAC _ Trés bonne précision - 'Exigence'z élevée en ressources
. informatiques pour un grand
(L) - Gere les changements .
1965 topologiques de 'interface nombre de particules
- Temps de calcul élevé en 3D
- Tres bonne précision
- Nécessite moins de ressources - Difficulté pour gérer les
Marqueurs . . .
(L) informatiques que changements topologiques
1067 les méthodes MAC et SPH de l'interface
(particules uniquement sur - Temps de calcul élevé en 3D
l'interface)
- Son succes dépend
SPH _ Bonne précision du nf)mbre ,de p/articules utilisé
. - Exigence élevée en ressources
(L) - Gere les changements : .
. . informatiques pour un grand
1977 topologiques de l'interface .
nombre de particules
- Temps de calcul élevé en 3D
o - Nécessite un algorithme
- Bonne précision , . L.
VOF . supplémentaire pour décrire
- Gere les changements "
(E) : .. 'interface
topologiques de l'interface oL . .
1981 . - Description discontinue
- Naturellement conservative e
de l'interface
- Bonne précision
- Gere les changements
Level- logi Iinterf ) o
evel-Set topo OBIques de mt'er ace - Mauvaises propriétés de
(E) - Description continue conservation
1988 de l'interface
- Naturellement implémentable aux
ordres élevés

TABLE 3.1 — Comparaison des différentes méthodes de modélisation d’interface.

Dans le cadre de cette these, nous souhaitions pouvoir gérer d’importantes défor-

mations de l'interface, comme par exemple des phénomenes de reconnexion (ex : vague

déferlante), sans que le cott de calcul ne soit trop élevé. En toute logique, notre choix

s’est donc porté vers une méthode type « front capturing ». Parmi les deux approches

de cette catégorie, nous avons retenu la méthode Level-Set car elle semblait se préter au

mieux au contexte de ce travail. En effet, 'interface est représentée plus simplement et

plus précisément qu’avec la méthode VOF. De plus, elle est reconnue pour gérer naturel-

lement les changements topologiques. Enfin, elle est facilement implémentable aux ordres
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Chapitre 3 — Méthodes numériques pour le suivi de surface libre

élevés lorsque la méthode de résolution le permet (ex : formalisme Eléments-Finis).

3.5 Présentation de la méthode Level-Set

De nos jours, la méthode Level-Set est devenue 1'une des plus populaires dans la
catégorie « front capturing », avec la méthode VOF. Cette section se consacrera a une
description plus détaillée de cette approche, introduite précédemment. Nous verrons que
la résolution de I’équation de transport, telle que définie dans la partie 3.2.2, ne permet pas
de conserver les propriétés de la fonction Level-Set. Pour y remédier, il est généralement

nécessaire d’utiliser des algorithmes spéciaux dit de « redistanciation ».

3.5.1 Principe

La méthode est présentée pour un cas simple en deux dimensions. La Figure 3.6 illustre
un domaine borné de R? composé de deux milieux fluides €, et €5, on note I' I'interface
entre les deux fluides. L’objectif est d’étudier ’évolution de I'interface qui est induite par

un champ de vitesse u au cours du temps.

]‘y

N

FIGURE 3.6 — Domaine de calcul pour une interface circulaire en deux dimensions.

On qualifie l'interface I' comme la courbe de niveau zéro d’une fonction réguliere

Lipschitzienne, notée x(z,y,t). Autrement dit, a 'instant ¢ :

['(t) = {z,y tels que x(x,y,t) =0} (3.5)
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3.5. Présentation de la méthode Level-Set

Pour rappel, la fonction Level-Set x(z,y,t) désigne dans son ensemble une variété d’iso-
contours situés a une certaine distance de 'interface. En définitive, I'interface est implici-
tement déterminée par la fonction x(x,y,t), c’est donc I’évolution dans le temps de cette

fonction qui est étudiée ici.

3.5.2 Fonction distance signée

Dans la littérature, x(z,y,t) est généralement initialisée par une fonction distance
signée, notée d(z,y). Par convention, nous désignons x < 0 dans le domaine €, et x > 0
dans le domaine €y (voir Fig. 3.6). Ainsi, la fonction Level-Set prend initialement la forme

suivante :

—d(fl},y) siz,y € M
x(@,y,0) =1 d(z,y) si 2,y € (3.6)
0 siz,yel

La fonction y(z,y, 0) est illustrée sur la Figure 3.7 pour un domaine carré z,y € [0; 10]

m, ou l'interface est centrée en z. = y. = 5 m avec un rayon r = 2 m.

10
0 x [m]

FIGURE 3.7 — Fonction Level-Set pour une interface circulaire en deux dimensions.

-2.22e-16

10

Pour une fonction x(z,y,t) ayant un caractéere distance signée, alors la norme de son

gradient peut s’écrire sous la forme de I’équation eikonale suivante :

Vx| = [Vd] =1 (3.7)
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3.5.3 Equation de transport

A T'instant initial, la position de I'interface I' est connue, la fonction Level-Set est alors
initialisée en déterminant la plus courte distance entre les coordonnées du domaine et I'.
Le déplacement de l'interface est obtenu naturellement en transportant y par un champ
de vitesse noté u :

2%

5, TuVx=0 (3.8)

Pour la résolution des écoulements multiphasiques, la vitesse u au niveau de 'interface se
trouve étre la solution des équations de 'écoulement (Navier-Stokes, Euler, Potentiel...).
Une fois la fonction Level-Set advectée, les valeurs de x vont permettre de connaitre la

nouvelle composition du domaine de calcul €2 :

Si x(z,y) < 0 alors z,y €
Pour un point (z,y){ Si x(x,y) > 0 alors z,y €
Si x(z,y) =0 alors z,y € T

3.5.4 Propriétés de la fonction Level-Set

La fonction x permet d’accéder a la normale a l'interface et la courbure moyenne,

notées respectivement n et x, définies comme suit :

_ Vx

n_7|VX‘ (3.9)
_v. [(YX\_v.,
=V <|Vx|> \V4 (3.10)

La monotonie de la fonction Level-Set a I’approche de I'interface permet de calculer préci-
sément les gradients, ce qui est essentiel pour déterminer correctement les quantités (3.9)
et (3.10). Ces derniéres permettent de déterminer, par exemple, les effets de tension de
surface, a U'instar de ce qui est fait dans les travaux de Maarouf [45] et Howard [31].
Durant la simulation, il est important que la fonction y ne soit pas trop bruitée, car les
perturbations sur cette derniére s’accroitront a chaque dérivation effectuée au cours des

calculs : une premiere fois pour la normale, puis une seconde fois pour la courbure.

Dans le cadre d’un écoulement bifluide régi par les équations de Navier-Stokes, chaque
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fluide est caractérisé par sa masse volumique p et sa viscosité v. La fonction Level-Set

permet de déterminer ces quantités de fagon globale :

p(x) = p1+ (p2 — p1)H(X) (3.11)

v(x) =vi+ (va — 1) H(x) (3.12)

ou H(x) désigne une fonction de Heaviside :

Hx) = { 0 six <0 (3.13)

1 sixy >0

Pour s’affranchir de la discontinuité des quantités p et v a travers l'interface, une

solution possible consiste a lisser la fonction de Heaviside. Les auteurs Tanguy [15] et

Dalmon [66] redéfinissent la fonction H(x) (3.13) de la fagon suivante :

H(x)

0 sl oy < —e€

1 1 T

<1+X+Sin (X)) si|x|<e (3.14)
2 € T €

1 sixy > €

Les sauts sont alors imposés sur une épaisseur d’interface fictive. Pour assurer que cette

derniere soit constante dans le temps et dans ’espace, il est nécessaire que la fonction

Level-Set respecte sa propriété de distance signée. D’apres la définition (3.14), I’épaisseur

de l'interface est égale a 2¢, ou € est classiquement défini comme suit :

0.8

~— 0.6

T 0.4

0.2

—Discontinue - --€ = 2h € = h

’,

. . . 1 I I I
7 8 9 10 1 12 13 14 15

FIGURE 3.8 — Fonction Heaviside H(m) en fonction de z(m). x < 0si x < 10 et x > 0 si

z>10, h =1 m.
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Chapitre 3 — Méthodes numériques pour le suivi de surface libre

e=ah avec: 1<a<?2 (3.15)

avec h la taille de maille. La Figure 3.8 illustre la différence entre la fonction de Heaviside
discontinue (3.13) et sa version continue (3.14), pour deux épaisseurs d’interface. Nous
verrons a la suite de ce manuscrit qu’il existe d’autres fonctions pour lisser la distribution

de Heaviside.

3.5.5 Redistanciation

Le fonction Level-Set est connue pour perdre son caractére de distance signée lors-
qu’elle est advectée au cours du temps. En effet, aucune regle n’est appliquée pour conser-
ver cette propriété. Jesper Grooss [24] illustre ce phénomeéne dans sa theése en prenant
I'exemple d’une goutte qui tombe dans un canal (voir Fig. 3.9). A ¢t = 0, U'interface est
circulaire, elle est ensuite déformée par I’écoulement (voir t; et ¢5). Pour ¢ > g, les courbes
de niveau ne sont plus équidistantes de l'interface, ce qui témoigne bien que la fonction
Level-Set a perdu sa propriété de distance signée. Pour pallier ce probleme, il est né-
cessaire d’utiliser des techniques dites de redistanciation ou de réinitialisation. L’objectif
étant de redonner un caractere distance signée a la fonction Level-Set, quand celle-ci la
perd au cours de son évolution dans le temps. En principe, I'iso-contour zéro représentant
Iinterface est maintenu, ce sont les autres courbes de niveau, situées a une certaine dis-

tance de I', qui sont difficilement conservées. Le probleme a résoudre est donc le suivant :

Soit  xp définissant implicitement une interface T =
{z,y € @/ xo(z,y) =0} et telle que |Vxo| # 1, déterminer
la fonction x définissant I' = {z,y € Q / x(x,y) = 0} et telle que
Vx| = 1.

Le formalisme Level-Set est souvent associé a des algorithmes de redistanciation dans
la littérature, bien que ces derniers puissent étre difficiles a implémenter. Il est donc im-
portant de comprendre pourquoi ils sont considérés comme nécessaires. En principe, si

I’on ne redistancie pas :

- Il est possible que le gradient Vx ne soit pas correctement calculé, ce qui peut en-

trainer des instabilités numériques lors de la résolution de ’équation de transport (3.8).
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| |Fluide 1 M Fluide 2 — Interface — Courbes de niveau

FIGURE 3.9 — Déformation d’une goutte dans un canal.

Cela peut également affecter le calcul de la normale (3.9) ainsi que celui de la courbure
(3.10).

- Dans le cadre d’un écoulement bifluide, il est possible que les quantités globales (i.e.
la masse volumique et la viscosité) ne soient pas correctement déterminées lorsque 'on

épaissit fictivement I'interface a I'aide de la fonction Level-Set.

- L’estimation des iso-contours peut étre altérée, ce qui peut conduire a un aplatisse-
ment excessif de la fonction Level-Set au niveau de l'interface, et évaluer ainsi de fagon

erronée sa position. Ceci se traduit généralement par une perte/gain de masse.

Pour contourner I’étape de redistanciation, on ne souhaite donc pas recourir aux trois
points venant d’étre cités. Pour éviter de déterminer le gradient V', il est possible de dé-
finir I’équation de transport (3.8) sous sa forme conservative. De ce fait, 1'utilisation d’une
formulation faible permet de relacher la contrainte sur la fonction Level-Set : I’équation
ne dépend plus du gradient Vy, mais seulement de la fonction x. Dans le cadre d’un écou-
lement bifluide, les discontinuités sur les caractéristiques du milieu physique peuvent étre
conservées lorsque l'on a recours a des méthodes particulieres (ex : la méthode Ghost-
Fluid, qui sera introduite plus loin dans ce manuscrit). De cette fagon, I'interface n’a
pas besoin d’étre épaissie sur quelques mailles pour déterminer globalement la masse
volumique et la viscosité. Enfin, la localisation de 'interface doit étre recherchée en post-
traitement, sans faire partie du processus de résolution. Généralement, il est difficile de

rassembler I’ensemble de ces criteres pour modéliser les écoulements a surface libre.
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3.6 Meéthodes de redistanciation

Plusieurs méthodes sont disponibles pour redistancier /réinitialiser la fonction Level-
Set dans la littérature. La résolution numérique de ce type de probleme nécessite d’ajouter
un ou plusieurs algorithmes au formalisme classique de la méthode LS. Dans cette section,

nous présenterons les trois approches les plus connues, a savoir :

- La résolution de I’équation de redistanciation :

O SV~ 1) =0 (3.16)
Pour une fonction Level-Set yo ayant perdu sa propriété de distance signée, la simulation
de I'écoulement est figée pour un instant donné afin de procéder a une relaxation de la
fonction x sur un pseudo-temps. Ce dernier est noté 7 et doit étre suffisamment important
pour converger vers un état stationnaire. En effet, a convergence, le caractere de distance
signée est bien retrouvé : |Vy| = 1. Cette technique peut cotter cher en temps de calcul,

de plus, elle est connue pour faire osciller la position de l'interface.

- La méthode Fast-Marching : On suppose que 1’on dispose d’un champ de référence
X qui n’est plus caractérisé par une distance signée mais qui définit implicitement une
interface I' sur un domaine de calcul €2. Dans ce cas, on souhaite directement déterminer

x solution de I’équation eikonale :

{ Vy| =1 ¥(z,y)€Q 317

x =0 sur ' donnée

Le calcul de la fonction distance est réalisé des points contenant les valeurs y les plus
faibles (c’est-a-dire proche de I') vers les valeurs plus élevées. Cet algorithme est connu
pour sa rapidité grace a un tri par tas. A I'inverse de I’équation de redistanciation, cette
méthode conserve la position de 'interface. Cette approche est généralement utilisée sur
des maillages structurés dans le formalisme Différence-Finies mais reste peu exploitée dans

le formalisme Eléments-Finis.

- Les algorithmes destinés a recalculer les courbes de niveau : Ici l'interface est
reconstruite dans un premier temps afin de recalculer dans un second temps la distance

minimale entre les coordonnées du domaine et cette derniere. Cette étape peut étre tres
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coliteuse en temps de calcul, pour cela, un tri par tas est généralement utilisé. Cette
méthode a le principal avantage de s’affranchir d’une résolution supplémentaire liée a
I’équation eikonale. De plus, elle permet, au méme titre que la méthode Fast-Marching,
de conserver la position de l'interface. Enfin, ces algorithmes sont retrouvés dans différents
travaux MEF.

3.6.1 Equation de redistanciation

En 1994, Sussman et al. [65] publient un article sur I’équation de redistanciation. Pour
chaque fonction xo n’étant plus une distance signée, un pseudo-temps (7) est introduit

pour résoudre 1’équation suivante :

9x
or

ou S(xo) désigne la fonction signe suivante :

= S(xo)(1 = [Vx]) (3.18)

1 si Xo > 0
S(xo0) = 0 si xo =0 (3.19)
—1 si Xo < 0

A Tinstant initial 7 = 0, la solution y vaut yg. L’information se propage ici dans la
direction normale, de part et d’autre de l'interface, des plus petites valeurs de x vers les
plus grandes. Il n’y a donc pas besoin de conditions aux limites sur les bords du domaine.
Si I’équation (3.18) atteint un état stationnaire, alors on retrouve la propriété |Vy| = 1
témoignant du caractere distance signée de x. Les auteurs utilisent dans leurs travaux
une fonction signe lissée afin de stabiliser les calculs en déterminant plus précisément le
gradient Vx nécessaire a la résolution de I’équation (3.18). Cette fonction est définie sous

la forme suivante :

X0

Le terme € permet de paramétrer la largeur de la zone de transition entre les valeurs

S(xo) = (3.20)

positives et négatives de la fonction signe. Les auteurs emploient dans leurs travaux un

schéma différences-finies de type « upwind » pour discrétiser I’équation (3.18).

La résolution de ’équation (3.18) entraine communément un décalage du niveau zéro

de la fonction Level-Set. Pour remédier a ce probleme, il existe des corrections d’algo-
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Xi,j+1
®
Xi—1,j X Xi+1,5
@ L 4 @
r
o
Xij—1

FIGURE 3.10 — Interface passant entre deux nceuds du maillage.

rithmes de réinitialisation. Russo et Smereka [57] reprennent les travaux entrepris dans
[65] en ayant pour objectif de résoudre plus précisément 1’équation (3.18). Les auteurs
soulevent un point important dans leur article : lorsquun noeud z; ; et I'un de ses voisins
(Tit14, Ti1j, Tij41, Tij—1) se situent de part et d’autre de l'interface I' (voir Fig. 3.10),
alors la direction de propagation ne pourra pas se faire d'un co6té ou de I'autre de cette

derniere, comme expliqué plus haut. Le schéma n’est donc pas réellement « upwind », ils

-5 0 5 -5 0 5
a) Méthode Sussman et al. b) Méthode Russo et Smereka

FIGURE 3.11 — Résultats présentés dans les travaux de Russo et Smereka [57] pour les
deux méthodes de redistanciation. Les lignes de niveau 0 sont tracées pour les nombres
d’itération N = 0, 160, 320, 480, 640, 800. Domaine 2 = [-5,5]x[-5,5] avec At= 0,5Ax et
Az = 10/16.
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proposent alors de le redéfinir lorsqu'un noeud z;; a l'un de ses voisins de 'autre coté
de l'interface. Leurs résultats sont comparés a ceux de Sussman et al. [65] sur la Figure
3.11, pour une interface circulaire qui doit rester fixe durant la simulation. Leur correction

d’algorithme permet effectivement de I'immobiliser au cours des itérations.

En résumé, cette méthode de redistanciation sous sa forme classique présente le prin-
cipal désavantage de déplacer la position de I'interface. Pour cette raison, il est nécessaire
d’avoir recours a des algorithmes particuliers, pouvant complexifier I'implémentation de la
méthode. De plus, le temps d’itérations durant I’étape de relaxation peut parfois s’avérer
conséquent, puisque les valeurs de x sont recalculées a chaque itération dans I’ensemble

du domaine, tant que la solution ne converge pas vers un état stationnaire.

3.6.2 La méthode Fast-Marching

Cette méthode ne demande pas de résoudre une équation de redistanciation au cours
d’un temps de relaxation, mais plutot de recalculer directement une distance signée. J. A
Sethian [60][61] introduit cette méthode principalement dans deux de ses articles. Il définit
des schémas numériques afin de résoudre les équations eikonales non-linéaires associées
aux équations Hamilton-Jacobi. En effet, ’équation (3.7) est caractéristique d’une fonction
distance signée x(z,y), faisant partie d’une classe plus large d’équations Hamilton-Jacobi

H (X, Xy, 2, y) = 0. On peut alors écrire :

H=|Vxl—1 (3.21)

Le but de cette méthode est d’obtenir x solution de ’équation (3.7) pour que la fonction
Level-Set puisse retrouver sa propriété de distance signée. L’auteur utilise pour cela un

schéma de type différences-finies valable pour un maillage régulier, décrit ci-dessous :

2 2 2 2
Xij — Xi—l,j) (Xi—i—l,j - Xi,j) <Xi,j - Xi,j—l) <Xi,j+1 — Xi,j)
a AL, L AL I U, L a
max K 3 B 3 N + max A R A .

L’algorithme Fast-Marching se déroule en deux étapes distinctes, avec :

- Une premiere phase d’initialisation : On dispose d’'un ensemble de nceuds adjacents a I"
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qui vont servir de « région initiale » pour démarrer la résolution et propager le calcul vers
les zones éloignées. On définit ensuite une « Narrow-Band » (NB) constituée des nceuds
voisins de la région initialement définie, ou I’équation (3.22) est résolue uniquement en

cet endroit du domaine.

- Une seconde phase itérative : On cherche la plus petite valeur de y dans la Narrow-Band

afin de reconstruire cette derniére et de la propager dans I’ensemble du domaine de calcul.

Les prochains paragraphes de cette section résument l'algorithme de la méthode en

s’appuyant sur la Figure 3.12.

%\\&7_0 F(\\:_Ql/‘/ ‘

Sens de

a .
ropagation Xmi VOISINS
I pdb(lt Xmin oigi
"ol<‘]ll;'

| i l.'/ .l
7 e recalculer

o—©¢ o I o—e o

® Valeurs ALIVE B Valeur TRIAL
® Valeurs CLOSE o

FIGURE 3.12 — Illustration de ’algorithme Fast Marching.

On suppose que le fonction Level-Set définit implicitement 'interface I, elle est repré-
sentée en bleue sur la Figure 3.12. La phase d’initialisation consiste a rechercher dans un
premier temps les cellules en présence de I'interface. Intuitivement, on cherche les régions
ou y change de signe. Les valeurs attribuées aux points de ces cellules sont supposées dési-
gner la distance a l'interface. Elles sont alors fixées et nommeées « Alive » (points oranges
sur la Figure 3.12) et ne seront plus recalculées. Les plus proches voisins des points Alive
(%it1,4, Tiz1,j, Tij—1, i j41) sont notés « Close » et forment la Narrow-Band, ce sont les
points verts sur la Figure 3.12. Les valeurs en ces points sont calculées par résolution de

I'équation quadratique induite par (3.22). Pour terminer cette phase, on note les autres
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points « Far » en leur attribuant la valeur +oo, ils sont représentés en gris sur la Figure
3.12.

Une seconde phase itérative est effectuée pour rechercher la plus petite valeur de la
Narrow-Band, elle est notée « Trial ». Ce point est désigné par un carré rose sur la Figure
3.12. L’ensemble de ses voisins est désormais considéré comme Close. Pour un voisin qui
est Alive, il reste tel quel, si il est Far, il devient alors Close. La valeur Trial est basculée
dans la catégorie Alive et les valeurs des voisins Close sont obtenues en résolvant I’équa-
tion (3.22) (voir la grille droite sur la Figure 3.12). L’opération est ensuite réitérée en
recherchant une nouvelle fois la plus petite valeur de la Narrow-Band, et ainsi de suite.
De cette maniere, la NB avance et parcourt ’ensemble du domaine, permettant alors

d’obtenir une distance signée x sur chaque point.

La Narrow-Band se propage toujours dans un sens, puis dans 'autre. Sur la Figure
3.12, elle est définie a proximité de I'interface et va se propager dans le domaine §2,. Par la
suite, le méme processus est réitéré dans le sens du domaine €2;. L’algorithme est résumé

sur la Figure 3.13.

.....................................................................................................

Recherche des cellules ou passe l'interface I’

|

Les valeurs aux nceuds adjacents a I' désignent une distance signée,
elles sont fixées et notées Alive

|

Formation de la NB : nocuds les plus proches des Alive, ils sont nommés Close. Leurs valeurs
sont obtenues en résolvant I’équation eikonale

|

Recherche de la valeur minimale de la NB, ce nceud est noté Trial \

l Nouvelle NB

f

Trial passe dans la catégorie Alive, ses voisins sont basculés dans Close, on recalcule leur valeur
a l'aide de I’équation eikonale

FIGURE 3.13 — Résumé de 'algorithme Fast-Marching.
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La valeur minimale de la NB est recherchée a chaque itération dans le but de calculer
les valeurs de x dans un ordre croissant, ce qui est essentiel pour obtenir une approxima-
tion consistante de ’équation eikonale. J. Sethian démontre dans son article que chaque
point admis comme Trial I'est par ordre croissant des valeurs y. Autrement dit, sur la
Figure 3.12, les valeurs de x qui sont recalculées sur les voisins du point Trial ne peuvent
pas étre inférieures a la valeur de ce dernier. La propagation de l'information, des valeurs
les plus faibles aux valeurs les plus fortes lors de la résolution de I’équation (3.22), est

alors respectée.

Cette technique de redistanciation a le sérieux avantage de ne pas décaler 'interface
puisque les valeurs Alive sont fixées. L’opération qui requiert le plus de temps dans cet
algorithme s’avere étre la recherche de x,.,, dans la NB. Pour cela, J Sethian utilise
une structure de tas pour gérer I'’ensemble des données et optimiser le temps de calcul.
De plus, les valeurs Alive ne sont jamais recalculées, ce qui est un gain de temps supplé-
mentaire. L’algorithme Fast-Marching est donc connu pour étre rapide. Cette méthode est

principalement utilisée sur des maillages structurés, dans le formalisme Différences-Finies.

3.6.3 Réévaluation des courbes de niveau

A T'inverse des méthodes présentées dans les sections précédentes, cette approche ne
s’appuie par sur ’équation eikonale (3.7) pour définir x comme étant une fonction dis-
tance signée. La premiere étape consiste ici a reconstruire l'interface en recherchant les
valeurs nulles de la fonction Level-Set. Il s’agit ensuite de calculer directement la distance
minimale entre les points du domaine et l'interface reconstruite. Cette étape demande
rigueur et précision, et peut étre cotiteuse en temps de calcul. Afin de minimiser les cofits

de calcul, elle peut étre associée a un algorithme d’arbre enraciné.

Cette méthode de redistanciation est utilisée dans les travaux Eléments-Finis de Mar-
chandise [A7] et Pochet et al. [55]. Les auteur-rice-s divisent les éléments du maillage en
sous-éléments de maniére récursive (voir Fig. 3.14) et effectuent une approximation linéaire
sur les bords de ces derniers pour trouver les points appartenant a I' (lorsque y = 0). Les
coordonnées des points discrétisant I'interface sont ensuite répertoriées dans une structure
d’arbre enraciné en se basant sur un algorithme Approximate-Nearest-Neighbor (ANN)
[50]. La derniére étape consiste a s’aider de cet arbre afin de calculer la distance la plus

courte entre les nceuds du maillage et I'interface discrétisée.
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FIGURE 3.14 — Algorithme présenté dans les travaux [47] pour localiser et discrétiser
I'interface. En noir, le maillage initial. En gris, les éléments raffinés a quatre niveaux. En
vert, I’ensemble des points discrétisant 'interface.

Ces méthodes de redistanciation peuvent étre complexes a mettre en ceuvre. Cepen-
dant, lorsqu’elles sont correctement développées, elles peuvent se révéler tres précises et

rapides.

3.6.4 Méthode de redistanciation choisie

Le Tableau 3.2 résume les méthodes de redistanciation présentées dans les sections
précédentes. Dans ce travail, nous ne souhaitions pas nous baser sur 1’équation de re-
distanciation pour la principale raison que la position de I'interface oscille au cours de la
simulation. Bien qu’il existe de nos jours des algorithmes améliorant la méthode, leur mise
en ceuvre peut rapidement devenir complexe. L’algorithme Fast-Marching est exempt de
ce probléme mais reste toutefois peu utilisé dans le formalisme Eléments-Finis pour des
maillages non-structurés. Par ailleurs, la recours a 1’équation eikonale pour ces deux mé-
thodes demande de calculer le gradient de la fonction x. Cette étape peut s’avérer délicate
lorsque l'interface contient des singularités géométriques telles que des angles a 90 degrés.
Par exemple, dans le cas d’'un dam break ou la colonne d’eau décrit initialement un rec-
tangle. Ces situations entrainent finalement des singularités dans le calcul du gradient,
qui doivent étre traitées avec précaution. Pour ces différentes raisons, nous avons souhaité
développer un algorithme similaire a celui de Marchandise [A7] et Pochet et al. [55], qui

consiste a discrétiser 'interface afin de recalculer directement la distance minimale entre
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les noeuds du maillage et cette derniere. A la différence des auteur-rice-s, I’algorithme

développé dans ce travail n’est pas optimisé a I'aide d’une structure d’arbre enraciné.

, Reco.n— I’{e cour‘s 2 | Oscillation Temps de Implémen-
Méthodes | struction | I’équation .
. de I’ calcul tation
de I eikonale
Equation de
redistan- Non Oui Oui Elevé Simple
ciation
Fast- Non Oui Non Rapide Complexe
Marching p P
Calculs ,Rapld? St .
: I'on utilise Relativement
des courbes Oui Non Non )
. un algo. d’arbre complexe
de niveau .
enraciné

TABLE 3.2 — Résumé des principales méthodes de redistanciation.

3.7 Redistanciation dans le contexte de I’étude

Dans ce travail, nous avons mis en ceuvre deux méthodes de redistanciation afin de
permettre a la fonction Level-Set de conserver son caractere distance signée au cours de

la simulation. Ces approches sont basées sur trois étapes, résumées ci-dessous :

La premiere consiste a rechercher les éléments qui contiennent l'interface I'. Pour cela,
on s’intéresse au signe de la fonction x sur les nceuds de chaque maille. Si le signe pour
I’ensemble de ces derniers n’est pas identique, alors la maille est mixte et contient un

mélange des deux fluides, I'interface y est alors présente.

La deuxiéme étape consiste ensuite a reconstruire I' dans les mailles mixtes, selon les

deux approches suivantes :

- Discrétisation linéaire de l'interface (ex : segments en 2D) en se basant sur un

algorithme de Marching-Squares.

- Discrétisation point par point de l'interface en se basant sur un algorithme de

dichotomie afin de ne pas se limiter au cas linéaire.
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Enfin, la troisieme étape se résume a balayer les noeuds présents dans le domaine de
calcul afin de calculer la distance la plus courte entre ces derniers et l'interface venant

d’étre reconstruite.

Cette section est consacrée a la présentation des deux méthodes de redistanciation
concues dans le cadre de cette these, qui se différencient principalement par ’étape de

reconstruction de 'interface (algo. Marching-Squares ou dichotomie).

3.7.1 Méthode basée sur I’algorithme de Marching-Squares

On considere, en deux dimensions, que l'interface a en tout 16 possibilités de couper
une maille rectangulaire en segment. Ces différentes possibilités sont représentées sur la
Figure 3.15, et varient en fonction du signe de la Level-Set sur les quatre sommets de
I’élément. Connaissant les valeurs de x aux sommets, une interpolation linéaire est alors
utilisée afin de déterminer y = 0 sur les faces. De cette fagon, l'interface est ensuite

reconstruite linéairement dans chaque maille mixte du domaine de calcul.

ufiuiet=infofula
afujeial=iviein

F1GURE 3.15 — Configurations pour 'algorithme de Marching-Squares.

L’étape suivante consiste a redéfinir les courbes de niveau de la fonction Level-Set en
calculant la distance minimale entre les nceuds du domaine et I'. Pour décrire cette étape,
nous prenons l'exemple d'un nceud P € €2, et d'un segment compris entre deux points
P,P, € I'. En fonction des coordonnées spatiales des points P, P; et Ps, il existe trois
configurations possibles (voir Fig. 3.16) pour calculer la plus courte distance, notée d,
entre P et PP, :

- Si (PP; An)(PP2An) < 0 alors le point P se situe a U'intérieur de la zone délimitée

par les normales n aux points P; et P, comme illustré sur la Figure 3.16 (a). Dans ce
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cas, d correspond a la distance entre P et le segment, selon la normale n.

- Si (PP An)(PPy; An) > 0 alors le point P est a l'extérieur de la zone, comme
illustré sur la Figure 3.16 (b) et (c). Dans ce cas, on calcule la distance entre les points P

et Pp, puis les points P et P, afin de retenir la plus courte.

Le nceud P balaye ensuite 1’ensemble des segments i appartenant a l'interface afin de
calculer les distances d;. La valeur y en ce point correspondra finalement a la distance
d; minimale calculée dans cette boucle. Cette procédure est ensuite réitérée pour chaque
noeud du domaine. Le signe initial de la Level Set (+/—) est conservé afin de maintenir

une distance signée.

P, g B

d

(a) (b) (c)

FIGURE 3.16 — Trois configurations (a)(b)(c) pour calculer la distance d minimale entre
un nceud € €) et un segment € I'.

Nous verrons plus tard dans ce manuscrit que cette méthode offre 'avantage d’étre
rapide pour redistancier la fonction y. Elle a cependant 'inconvénient de discrétiser I'in-
terface uniquement par des segments (cas linéaire). Ainsi, lorsque I’équation de transport
Level-Set est résolue aux ordres spatiaux £ > 1, cette méthode ramene systématique-
ment la fonction y a l'ordre 1, ce qui peut détériorer la qualité des résultats numériques.
L’algorithme développé dans cette étude est concu pour des maillages quadrangulaires.
Toutefois, une version similaire peut facilement étre adaptée pour des maillages triangu-

laires.
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3.7.2 Méthode basée sur I’algorithme de dichotomie

Cette méthode permet de reconstruire I'interface sans étre limité au cas linéaire. Cette
derniere est discrétisée dans ce cas point par point, noté P;, avec i = 1, .., m et m désignant
le nombre de points. Pour cela, les mailles mixtes sont balayées par des segments verticaux
(et/ou horizontaux) ou les valeurs x = 0 sont recherchées a I’aide d’un algorithme de di-
chotomie. Cette étape se déroule dans le référentiel de référence, ou ’ensemble des mailles
forment un carré dans lequel x,y € [0; 1]. Il est possible de choisir le nombre de segments
qui détermineront, in fine, les m points discrétisant I'interface (voir Fig. 3.17). Dans cette
approche, on suppose qu'un segment n’admet qu'une seule valeur y = 0, et qu'’il est donc
coupé une seule fois par l'interface. Si il est coupé deux fois, le signe de la fonction y a

ses deux extrémités est identique, l'algorithme considere dans ce cas que le segment ne

— T ® Interface discrétisée

(a) (b) (c)

FIGURE 3.17 — Discrétisation par dichotomie, maille balayée (verticalement) par : (a) 2
segments, (b) 3 segments, (¢) 5 segments.

— T ® Interface discrétisée

\

.\

(a) (b)

FIGURE 3.18 — (a) Maille balayée horizontalement par 5 segments. (b) Maille balayée
verticalement par 5 segments (reconnexion).
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traverse qu’un seul fluide. Pour une forte déformation de l'interface, il est donc important
de balayer la maille mixte verticalement et horizontalement, puisque d’une configuration
a I'autre, on peut y considérer la présence ou l’absence de l'interface. Cette remarque est
illustrée sur la Figure 3.18. Dans ce cas, si la maille est balayée horizontalement, 1’al-
gorithme permet la discrétisation de I'. En revanche, si elle est balayée verticalement,

I’algorithme ne « voit » pas l'interface et considere ainsi qu’il y a reconnexion du fluide.

A la suite de cette étape, la distance la plus courte, notée d, d’un noeud x € Q aux

points P; s’obtient comme suit :

d(x) = min(dist(x, P;)) (3.23)

7
Cette procédure est ensuite réitérée pour chaque noeud du domaine. De la méme ma-
niére que la méthode précédemment décrite, le signe initial de la Level Set (4/—) est

conservé afin de maintenir une distance signée.

Cette méthode a le sérieux avantage de ne pas étre limitée a une description linéaire
de l'interface. De plus, elle est développée pour des maillages quadrangulaires et triangu-
laires. Néanmoins, nous verrons plus loin dans ce manuscrit que cette méthode devient

rapidement cofliteuse en temps de calcul lorsque l'interface est discrétisée tres finement.

3.8 Conclusion

Ce chapitre s’est intéressé aux méthodes numériques dévolues au traitement de l'in-
terface. Deux principales catégories ont pu étre abordées : la premiere repose sur une
représentation explicite de l'interface, tandis que la seconde utilise un champ scalaire

pour une représentation implicite.

L’approche retenue dans ce travail est la méthode Levet-Set, ou U'interface I' est repré-
sentée et suivie implicitement par une fonction distance signée, notée x. Dans le contexte
de cette étude, cela revient finalement a initialiser x en calculant la distance la plus courte
entre les nceuds du maillage et I'. Cette fonction est ensuite advectée par un champ de

vitesse qui se trouve étre généralement la solution des équations de I’écoulement.

Cette méthode permet de décrire facilement l'interface tout en gérant naturellement
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les changements topologiques. Ce dernier aspect se révele tres intéressant si I’on souhaite
s’intéresser, par exemple, au déferlement d’une vague. De plus, elle est facilement implé-
mentable aux ordres élevés en deux et trois dimensions, ce qui est alors compatible avec
le formalisme Eléments-Finis d’ordre élevé. La méthode a cependant le désavantage de ne
pas conserver le caractére de distance signée de la fonction Level-Set. Pour remédier a ce
probleme, il est alors nécessaire d’avoir recours a une technique particuliere de redistan-
ciation. Dans ce travail, les algorithmes développés consistent a reconstruire I'interface
afin de recalculer correctement la distance la plus courte entre les nceuds du domaine
et cette derniere. Selon le cas étudié, la fonction Level-Set doit étre redistanciée plus ou
moins fréquemment. Nous verrons d’ailleurs dans ce travail qu’il est parfois nécessaire de

redistancier a chaque pas de temps

La prochaine étape consiste désormais a mettre en ceuvre une méthode de type Level-

Set dans le cadre d’'une formulation Eléments-Finis.

73






CHAPITRE 4

MODELISATION DE LA SURFACE LIBRE

Ce chapitre est consacré a la mise en ceuvre de la méthode Level-Set dans le cadre du

formalisme Eléments-Finis.

Tout d’abord, la premiere section présentera deux grandes approches destinées a la
discrétisation spatiale de I'équation Level-Set, a savoir les méthodes (W)ENO et Galerkin
Discontinu (GD). Nous justifierons finalement notre choix d’opter pour le formalisme GD
dans le cadre de ce travail. Par la suite, nous présenterons la résolution d’une équation de
transport 1D en utilisant un schéma centré (Galerkin) puis décentré (GD). Cet exemple
permettra de justifier la nécessité d’adopter un schéma décentré afin de garantir la stabi-
lité du schéma, pour ce type d’équation. Pour résoudre la partie temporelle de I'équation
Level-Set, nous avons recours a des méthodes explicites de type Runge-Kutta (RK). Les
troisieme et quatrieme sections de ce chapitre détailleront alors 'approche GD-RK em-
ployée pour résoudre I’équation de transport (3.8). Enfin, les résultats numériques issus

de deux cas-tests seront présentés afin de valider la méthode.

Dans ce chapitre, la fonction Level-Set est advectée par des champs de vitesse analy-
tiques et la résolution de I’équation de transport (3.8) ne nécessite ni le calcul du gradient
Vx, ni la reconstruction de I'interface. Pour ces raisons, aucun algorithme de redistancia-

tion n’est utilisé.

4.1 Modeles numériques pour ’équation de trans-

port Level-Set

La résolution de I’équation de transport (3.8) est connue pour développer des insta-
bilités numériques lorsqu’elle est discrétisée spatialement par des schémas centrés, ce qui

nécessite alors l'utilisation de schémas numériques adaptés. Dans cette section, nous in-
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troduirons deux méthodes couramment utilisées dans la littérature :

- Les méthodes ENO/WENO combinées aux schémas TVD Runge-Kutta.

- Les méthodes Galerkin Discontinu combinées aux schémas Runge-Kutta.

4.1.1 Les méthodes ENO/WENO

En 1988, Shu et Osher [62] se basent sur des schémas de type ENO (Essentially Non
Oscillatory) pour discrétiser les lois hyperboliques. Par la suite, Liu et al. [42] améliorent
la méthode en proposant des schémas WENO (Weighted Essentially Non Oscillatory), ces
deux approches sont fréquemment utilisées pour résoudre I’équation de transport (3.8).
Elles sont initialement basées sur une discrétisation de type différences-finies et sont es-

sentiellement utilisées sur des maillages structurés.

Les méthodes ENO se basent sur I'utilisation d'un stencil d’interpolation adaptatif qui
obtient systématiquement les informations provenant de la région ou la solution est loca-
lement la plus réguliere. Ces schémas sont généralement précis jusqu’au troisieme ordre.
La méthode est présentée a l'ordre 3 selon la définition de Tanguy [66], en s’appuyant
sur la discrétisation différences-finies 1D de 'équation de transport (3.8). Pour résoudre
I’équation au point x;, la procédure consiste a calculer x;1q/2 (voir Fig. 4.1) selon diffé-

rentes étapes :

- Etape 1 : schéma « upwind » d’ordre 1 :

X(l) —y avec 1. — 1 si Uit1/2 > 0
+1/2 " ! 1+ 1 si Uitr1/2 < 0

- Etape 2 : schéma d’ordre 2 :

h i Jaa] < |ba] 0 = Xmi = Xmy—1
2 1 . ai; Sl (a1 < |01 1=
o = e 2 —ier 1 = { ot 3
1 sinon Xmi+1 — Xma
b = —

On définit le coefficient suivant :
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— 3 Ti-1/2 Tit1/2
® L * L L @ L J

Ti—2 Ti—1 Ty Tit1 Tit2
FIGURE 4.1 — Discrétisation d’'un domaine 1D régulier pour la méthode ENO.

m1—1 si |(11|§|b1|
Mo =
my sinon

- Etape 3 : schéma d’ordre 3 :

h2
3 2 )
XE-&-)l/Z = Xz(—i-)l/Q — 3(3(m2 — 2)2 _ 1)02
avec :

) a Xma—1 = 2Xmo T Xmo+1

ay sl |as| < 2=

Cy = 2 "2!_\2| ot h?

by sinon Xma = 2Xma+1 T Xma+2

by =

2
En employant la méthode d’Euler explicite pour l'intégration temporelle, le schéma

ENO3 s’obtient alors sous la forme suivante :

Xﬁ(3) _XT}(3)
= —At( e /) u (4.1)

Les méthodes WENO sont formulées a partir des schémas ENO pondérés, dans les-
quelles il existe une combinaison des différentes approximations ENO possibles. Si 'une
des approximations ENO est interpolée a travers une discontinuité, on lui attribue alors
un poids minimum de fagon a ce que sa contribution, et donc les erreurs numériques qui
en résultent, soient minimisées. Initialement d’ordre 4, la précision de cette méthode a été

augmentée jusqu’a 'ordre 5, qui est généralement la version la plus utilisée.

Les méthodes (W)ENO sont généralement couplées aux schémas temporels explicites
de type TVD (Total-Variation-Diminishing) Runge-Kutta, que I’on retrouve par exemple
dans les travaux [15][69]. Les méthodes TVD sont congues pour préserver la variation
totale de la solution et éviter la production d’oscillations parasites. En comparaison aux

méthodes Runge-Kutta, il est plus courant d’utiliser des approches TVD lorsqu’elles sont
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combinées aux schémas (W)ENO, car elles offrent une meilleure stabilité et une meilleure

résolution des discontinuités dans la solution.

Les méthodes (W)ENO sont connues pour étre difficilement implémentables puisque
leur formalisme devient rapidement tres complexe. De plus, elles sont principalement
utilisées dans le cadre de la MDF sur des maillages structurés. Récemment, Liu et Jiao
[41] ont étendu la méthode WENO au formalisme volumes-finis sur des maillages non-
structurés. Toutefois, cette mise en ceuvre demande de complexifier davantage I’approche

initiale.

4.1.2 Les méthodes Galerkin Discontinu

La méthode Galerkin Discontinu a été introduite par Reed et Hill [56], puis étudiée
par Lesaint et Raviart [39][38] pour les équations d’advection linéaires. Plus récemment,
Cockburn et Shu [13][12] ont travaillé sur la résolution des problémes spatio-temporels
en s’appuyant sur ce formalisme, couplé aux méthodes explicites Runge-Kutta. Pour une
discrétisation de type éléments-finis, ces approches permettent de décentrer le schéma clas-
sique (Galerkin) en introduisant un flux numérique sur les faces des éléments du maillage,
dans le but de le stabiliser. Il existe pour cela différentes fonctions de flux numérique,
telles que les fonctions upwind, Lax-Friedrichs, Roe... Le formalisme de cette méthode

sera expliqué plus en détails dans la section suivante.

Depuis ces dernieres années, les méthodes GD ont beaucoup gagné en notoriété, puis-
qu’a l'inverse des approches (W)ENO, elles sont facilement implémentables. Leur forma-
lisme s’applique sans difficulté aux maillages non-structurés et I'augmentation de ’ordre
spatial se fait naturellement dans le cadre de la MEF. De plus, ces approches assurent
de bonnes propriétés de conservation. Ainsi, pour ces nombreuses raisons, nous avons
choisi d’utiliser une méthode Galerkin Discontinu afin de résoudre ’équation de transport
Level-Set, a l'instar des travaux [54][19][47][55][25].

4.2 Résolution d’une équation de transport 1D

Cette section est destinée en partie a familiariser les lecteur-rice-s au formalisme GD,

tout en le comparant a la méthode Galerkin. Le formalisme discontinu est présenté en
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s’appuyant sur I’exemple de la résolution de I’équation suivante :

ou  O(uc)
ot Ox (4.2)

ou u désigne la solution a approcher, ¢ la vitesse d’advection (constante), et (uc) le flux

que 'on note F(u,c). On intégre dans le domaine Q I’équation (4.2) multipliée par une

fonction test suffisamment réguliére, notée w(z) :

ou OF (u,c)
vt /Q 0y v (4.3)

Le membre de droite de I’équation ci-dessus est décomposé en utilisant une intégration

par parties, la formulation faible de I’équation (4.2) s’écrit alors :

/—F (u, ) — [F(u, c)w]aq (4.4)

4.2.1 Formalisme Galerkin pour I’équation de transport

Le domaine 2 est discrétisé en plusieurs éléments (segments) E appartenant a 1’en-
semble des éléments &, constituant le maillage. Dans un premier temps, on se propose

d’approcher la solution u dans I’espace fonctionnel polynomial suivant :

Wi = {u, € H'(Q);un|E € Py(E),VE € &,}

ou H'(Q) assure la continuité de la solution dans chaque élément, puis d’un élément &
lautre. Le probleme discret peut étre formulé localement dans E sous la forme suivante :
8uh &uh

E Ot E Ox

La solution u et la fonction test w sont approchées dans cet exemple par des polynomes

——F(up, c) — [F(un, c)wplz*? Yy, € W (4.5)

de premier degré :

up = (Nl N2) ( i ) y o Whp = (Wi wi—i—l) (%;) (4.6)

Ui41
ou les fonctions de forme N; et N sont définies précédemment dans la section 2.1.1.

Les formes polynomiales (4.6) sont reportées dans ’équation 4.5 pour obtenir le systeme

suivant :
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/ N12 N1N2 Uj t / Nl,a:Nl Nl,mN2 U; _F(uiv C) (4 7)
= C - .
E \N,N;  N? Uit1y B \Ng:Ni NopNo| \uiy F(uiy1,c)

La notation du systeme (4.7) peut étre simplifiée sous la forme :

d()r)-Gem) e
Ui1,t U1 F(Uiﬂ, C)

ou M et T désignent respectivement les matrices de masse et de transport.

Ul El U9 E2 us
[ L L]
T T2 T3

FIGURE 4.2 — Discrétisation d’'un domaine 1D régulier en deux éléments E' et E?, pour
la méthode Galerkin.

Afin de faciliter la présentation du probleme, le domaine 2 est discrétisé en deux
éléments, nécessitant alors trois noeuds x1, x5 et z3 (voir Fig. 4.2). Le systeme global dans

ce cas s’écrit :

M My 0 U T i 0 U1
My, Mgy + M7 My | ugy | = [T, To +T7 Th | | ue
0 M3 M3 ) \us, 0 T3 T3) \us
M T
_F(uh C)
F(ug, ) — F(us,c) (4.9)
-0
F(ug,c)

Flux aux frontieres de

Les indices des termes M et T' correspondent au numéro de la ligne/colonne des matrices,
et les exposants au numéro de 1'élément. M et T désignent les matrices globales de masse
et de transport, apres ’assemblage des sous-systémes associés au différents éléments de

la discrétisation. Le dernier vecteur du systeme ci-dessus désigne le flux aux extrémités
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des éléments. Dans cette configuration, le flux entre deux segments adjacents s’annule, le

vecteur ne contient alors que les conditions d’entrée/sortie.

4.2.2 Formalisme Galerkin Discontinu pour I’équation de trans-

port

Dans un second temps, on se propose d’approcher la solution u dans I’espace fonction-

nel polynomial suivant :

W72 = {uy € L*(Q);un|E € Pu(E),VE € &,}

L’espace L?(€2) assure la continuité de la solution dans chaque élément, tout en autorisant
une discontinuité de cette derniere entre deux éléments adjacents. Pour deux segments
discrétisant €2, on compte alors quatre solutions a approcher : u}, ul, u3 et u2, ou I'indice

et 'exposant désignent respectivement le noeud et 1’élément (voir Fig. 4.3).

1 1 12 2 2
uy E Uy , Uy E uj
[ ° °
L1 L2 L3

FIGURE 4.3 — Discrétisation d’un domaine 1D régulier en deux éléments E' et E?, pour
la méthode Galerkin Discontinu.

Les fonctions u et w sont approchées ici par des polynémes (4.6) identiques au cas

précédent. Le systeme d’équations est écrit une premiere fois pour I'élément FE; :

/ N12 N1N2 U%t / NIJNl NLJ;NQ U% 0 —F(U%,C>
) — c _ _
e \ Ny IV, N22 Uit El NQ,le N271-N2 u% F(U%, C) 0
(

La notation du systéme ci-dessus peut étre simplifiée sous la forme suivante :

1 u%,t _ gl Uy _ 0 _ —F(ug, 0)
S R ) G B

ot M' désigne la matrice de masse et T} la contribution de Galerkin de la matrice

transport. Le systeme d’équations est écrit une seconde fois pour ’élément Ej :
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2 u%,t 2 uj _ —F(u3, c) _ 0
g3 Rl B i O B

La prochaine étape consiste a assembler les deux sous-systéemes (4.11) et (4.12) :

My, M 0 0 uj, 5, T&, O 0 uj
My, My 0 0 uy, | | T4, Té,, O 0 ud
0 0 My M|« | [0 o T2, TE.||u
0 0 M3 Ms) \uj, 0 0 Tg, T&,) \u3
0 —F(uj,c)
F(uj,c) B 0 (4.13)
—F(u,c) 0
0 F(u3,c)

Le vecteur désignant le flux aux extrémités des éléments est décomposé en deux par-
ties distinctes : I'une représentant les flux aux frontieres du domaine et permettant ainsi
d’imposer des conditions d’entrée/sortie, et 'autre exprimant les flux entre les deux seg-

ments adjacents.

Pour poursuivre, il est nécessaire de remplacer le flux au nceud z5 par un flux numé-

rique, noté G(ud,u3, c), dépendant des solutions uj et u3. Pour rappel, ce flux est choisi

de fagon a étre consistant et conservatif. Le systeme (4.13) s’écrit alors sous la forme

suivante :
M}, M, 0 0 uj, 5, T&, O 0 o
My My 0 o ||u| |7i, Th, 0 0 ||u
0 0 My M| |u3, 0 0 T2, T&.||u3
0 0 M M) \u2, o o0 12, 12,) \u2
0 —F(ui, c)
—G(@,u%,c) 0
0 F(u3, c)

Dans le cadre de ce travail, nous choisissons une formulation de type « upwind »

permettant d’une part de décentrer le schéma, et d’autre part de conserver les quantités
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transportées au passage d’un élément a I’autre. Le calcul du flux entre deux éléments prend

en compte le flux le plus proche en amont de l'interface, en se basant sur la direction de

2

I’écoulement. Par conséquent, il y a deux possibilités de définir G(ul, u3, c¢) au noeud xy :

G(uy,u3,c) = uyc sic>0

(4.15)
G(ub,u3,c) =usc sic<0
Le systeme (4.14) peut donc s’écrire selon deux manieres différentes :
Casouc>0:
My My, 0 0\ (ul,\ (T4, T, 0 0 [
My My oo ||ub,| [T T, —c 0 0 ||u
0 0 My ML||du,| | O ¢ TE. TZ. ||}
0 0 M3Z Mz u%yt 0 0 13, T¢,) \u3
M T
_F(uic)
0
- 4.16
X (4.10
F(u3, )
—_——
Flux aux frontieres de Q2
Casouc<O0:
My My 00 0\ (ul,\ (T4, T, 0 0\ [ul
0 0 My ML||ud,| | 0 0 T2 +c T2, ||u
0 0 M3 M; u%vt 0 0 1%,  Té,,) \43
M T
_F(uic)
0
- 4.17
X (@17
F(u3, )
—_——

83

Flux aux frontiéres de 2



Chapitre 4 — Modélisation de la surface libre

Dans cette configuration, la matrice de masse renferme des valeurs identiques a celles
utilisées dans la méthode de Galerkin, a la différence qu’il n’y a pas de couplage au nceud
ZTo, commun aux deux éléments. La matrice de transport dans ce cas-ci contient bien
la contribution de Galerkin standard mais avec un terme supplémentaire, désignant le
décentrement upwind. Par comparaison avec la premiere approche, la taille du systéme
d’équations a résoudre dans le cadre du formalisme GD est plus importante puisqu’il

requiert plus de degrés de liberté, ce qui se traduit par un cofit de calcul plus élevé.

4.2.3 Résultats numériques

L’équation (4.2) est résolue pour deux cas simples qui différent par I'initialisation de
la fonction u : continue ou discontinue. Ces études permettront de comparer la stabilité
des schémas issus des deux formalismes. Les systemes d’équations sont résolus ici par
méthode directe (algorithme de Gauss), et 'avance temporelle est basée sur une méthode

d’Euler explicite.
On considere dans un premier temps une fonction initialement continue :

u(z,0) =z (4.18)

définie dans le domaine z € [0; 1], ou le flux aux frontieres vaut :

Flu,c) = { uEO,t)c en x =0 (4.19)

L’évolution temporelle de la fonction u(x,t) au point x = 0 est tracée sur la Figure 4.4
pour les deux méthodes, en considérant ¢ = —1. Ces résultats permettent de noter que la
solution diverge pour un schéma centré, a l'inverse du formalisme upwind qui assure un

schéma stable.

Dans le deuxiéme cas, la fonction initiale est caractérisée par une discontinuité, elle

est décrite comme suit :

{0 sE<1B (120)
u(z,0) = :
1 sizx>1/3
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4.2. Résolution d’une équation de transport 1D

o Galerkin - GD upwind — Analytique

40 —
&

35}

30+ %8

25+ @O@

u
N
=}
O

15+ OO
10+
(o]
5r o
o
0 ®
0 5 10 15 20 25 30 35
t

FIGURE 4.4 — u(0,t) en fonction du temps pour 15 éléments. At = h/10, t; =40, k = 1.

Le domaine de calcul est identique au cas précédent. On impose une vitesse ¢ = 1, la

marche est donc déplacée vers la droite du domaine. Le flux aux frontieres vaut :

F(u,c) = { 0 en =0 (4.21)
u(l,t)c en x =1

La fonction u(z,t) est représentée graphiquement en fonction de la variable x sur les
Figures 4.54.6 pour les deux méthodes, a différents instants. Dans les deux cas, le saut
initial de la fonction n’est pas correctement conservé au cours de la simulation, comme
ce qui a pu étre observé dans les travaux de Cockburn et Shu [13] et Marchandise [47].
Le schéma upwind est toutefois plus stable, puisqu’a I'inverse du schéma centré, nous ne
voyons pas apparaitre d’oscillations parasites en amont de la marche. On retrouve égale-

ment cette observation dans [47].

Les deux exemples présentés dans cette section ont pu souligner I'importance de dé-
centrer le schéma pour résoudre une équation incluant des termes advectifs. En effet,
I'utilisation d’un schéma centré peut entrainer ’apparition d’oscillations numériques al-

lant jusqu’a faire diverger la solution.
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(a) (0) (c)
o Discrete Analytique —e—Discrete Analytique —e— Discrete Analytique
1 e OEEE 1 Z}Qm e N 1 e S
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
S 04 S 04 S 04
0.2 0.2 0.2
-0.2 -0.2 %i 0.2 Xé CuJ
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x x

FIGURE 4.5 — u en fonction de « pour un schéma centré (30 éléments) aux temps : (a)
t =0, (b) t = 500At, (c) t = 1000AL. At = h/100, k = 1.

(a) (b) ()
o Discrete Analytique —e— Discrete Analytique —e— Discrete Analytique
S
1 et 1 ] 1
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O rereeend ogesseesssEEEa =
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FIGURE 4.6 — u en fonction de = pour un schéma décentré upwind (30 éléments) aux
temps : (a) t =0, (b) t = 500At, (c) t = 1000At. At = h/100, k = 1.

4.3 Discrétisation Galerkin Discontinu de I’équation
Level-Set

La simulation d’écoulements incompressibles assure un champ de vitesse u a divergence

nulle, ’équation de transport (3.8) peut alors étre réécrite sous sa forme conservative :

dx B
5 " V-(uy)=0 (4.22)
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4.8. Discrétisation Galerkin Discontinu de I’équation Level-Set

Sous cette forme, 1'équation (4.22) est caractérisée par son flux (uy) et se préte bien
a une discrétisation de type Galerkin Discontinu. La prochaine étape consiste a intégrer
I'équation (4.22) dans le domaine 2, en la multipliant par une fonction test w(x) choisie

suffisamment réguliere. On obtient alors :

ox B
e + /Q V- (uy)w=0 (4.23)

Le théoreme de Green est ensuite appliqué a la deuxieme intégrale afin d’obtenir la for-
mulation faible de 1’équation (4.22) :

; aa);w = /Qx(u -Vw) — /89 x(u-n)w (4.24)

Notons F un élément appartenant a ’ensemble des éléments &, constituant le maillage.

Sur chaque élément E € &, les fonctions tests et la solution y sont approchées par des

fonctions polynomiales d’ordre k£ > 0, continues sur chaque élément mais discontinues

d’une maille a autre (voir Fig. 4.7).

FIGURE 4.7 — Exemple d'une fonction f(x,y) discontinue entre deux éléments F; et Es.

Dans ce cas, l'espace fonctionnel (scalaire) des solutions est le suivant :
Wi = {xn € L*(Q); xn| E € Px(E),VE € &} (4.25)

Nous nous concentrerons dans un premier temps sur la discrétisation locale de I’équa-
tion (4.24) pour un élément du maillage. Cette étape permettra de mieux concevoir le

décentrement upwind, introduit précédemment au sein d’une maille en une dimension.
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Chapitre 4 — Modélisation de la surface libre

Par la suite, nous présenterons la discrétisation générale dans I’ensemble du domaine (2,

servant de modele de référence pour I'implémentation de ’équation de transport Level-Set.

4.3.1 Discrétisation de ’équation de transport dans un élément

Le probleme discret peut étre formulé localement dans un élément E sous la forme

suivante :

0
X /EXh(u'th)— > /thG(Xh,u,n) Vwy, € Wy (4.26)

— Wh =
B Ot FedE
ou les fonctions approchées xy, et w, sont définies par des polynémes de Lagrange :

n

Xn(x) = ZNi(X)Xi et wp(x) = Z N;(x)w, (4.27)

=1 j=1
n indique ici le nombre de degré de liberté dans I’élément. La notation F' dans I’équation
(4.26) désigne une face d’un élément appartenant a ’ensemble des faces F;, du maillage.
Elle est notée F; si elle est interne au maillage (séparation de deux éléments) et Fyq si

elle appartient au bord du domaine (voir Fig. 4.8).

u
—
e
Nryg
Ey Ey
Nryg ng,
4_
X1 | X2

l Ny

FIGURE 4.8 — Domaine de calcul (2D) constitué de deux éléments pour une discrétisation
de type Galerkin Discontinu.

Pour rappel, la formulation Galerkin Discontinu utilisée dans ce travail remplace le
flux imposé initialement sur les faces F, par un flux numérique G(xp,u,n) de type «
upwind ». Selon la direction de I’écoulement, le flux aux faces F' € F; peut s’écrire sous

la forme suivante :
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4.8. Discrétisation Galerkin Discontinu de I’équation Level-Set

G(xn,u,n) = xyp(u-np) (4.28)

ou xyp (voir Fig. 4.8) s’obtient ainsi :

X siu-np >0
XUP:{ ! . F (429)
X2 siu-ngp<0

Il s’agit simplement de la généralisation de la notion de décentrement upwind en 2D, in-
troduite précédemment en une dimension. Ce formalisme est classiquement retrouvé dans
le cadre de la méthode des Volumes-Finis. Le flux G(xp,u,n) peut s’écrire mathémati-

quement sous une forme plus globale :

1
G(xn,wyn) = (u-np){xn} + glu-np|[[xal] (4.30)
ou {} et [[ ]] désignent respectivement la moyenne et le saut :

fi+ fa
2

{/}= et [[fl=/fi—f (4.31)

4.3.2 Discrétisation de I’équation de transport dans le domaine

Le probleme discret peut étre formulé plus généralement dans le domaine €2 sous la

forme suivante :

. a(;?wh = /Qxh(u -Vwp) — /BQ wp(u-n)xp
=% [Aoueney el v eWs o (432)
fumn} = (wene)fud + g lunel o] (433

Dans 1'équation (4.32), les deux premiéres intégrales du membre de droite corres-
pondent aux contributions de Galerkin, alors que la troisieme désigne les termes de dé-
centrage upwind, nécessaires a la stabilité du schéma numérique. La formulation mathé-
matique (4.32) retenue dans cette étude est issue des travaux [47][19][54]. Le probleme

approché peut étre réécrit sous une forme matrice-vecteur, comme suit :
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Chapitre 4 — Modélisation de la surface libre

MEDG =T0d + () (4.34)

Les composantes du vecteur {x} dans l’équation ci-dessus correspondent aux valeurs
nodales de la fonction Level-Set, au temps t. Le vecteur {c} contient les termes de bord,
les matrices M et T' désignent respectivement les matrices de masse et de transport dont

les i,j-iemes éléments sont donnés par :

M;; = / NN, (4.35)
Q

Ty = [ Ni(w- V) = 3 [ (N ne} ] (4.36)

FeF;

Cj = 00 Nj (u . n)XCL (437)

Le terme x ¢, présent dans 'intégrale de bord désigne la condition a imposer sur la fonction
x aux frontieres du domaine. Lorsque ce dernier est borné par des parois fixes, I'intégrale
sur 02 est supposée nulle, du fait de la condition de non-pénétration du fluide. La dérivée
partielle par rapport au temps dans 1’équation (4.34) devient une dérivée totale, car les
neeuds du maillage restent fixes. Le systeme linéaire (4.34) est résolu par une méthode
itérative du gradient conjugué. Pour améliorer la rapidité de convergence, la méthode

s’appuie sur I'utilisation d’un préconditionneur de Jacobi.

4.4 Discrétisation temporelle de I’équation Level-Set

La formulation GD de I’équation de transport (4.22) est couplée dans ce travail avec
une avance temporelle explicite de type Euler/Runge-Kutta. Le schéma le plus classique et
le plus facile & implémenter est basé sur la méthode d’Euler explicite (ordre 1). Cependant,
il est généralement préférable d’opter pour une approche de type Runge-Kutta. Pour un
méme pas de temps, les schémas RK sont congus pour réduire les erreurs numériques
et obtenir des résultats plus précis. Le couplage GD/RK est également utilisé dans les
travaux [13][47][19][54].
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4.4. Discrétisation temporelle de [’équation Level-Set

4.4.1 Meéthodes explicites Euler/Runge-Kutta

Pour une variable inconnue notée y(t), sa dérivée temporelle s’exprime de la fagon

suivante :

31; = f(t.y) (4.38)

En supposant que nous connaissons la solution y a I'instant initial, nous disposons alors de
I'information y(t,,) = y,, ou n représente 'itération temporelle. L’objectif consiste alors a

déterminer la valeur de y au temps n + 1. Pour ce faire, nous procédons comme suit :

(C]
Yni1 = U + ALY bk avec O le nombre de sous-étapes (4.39)
i=1

Les termes k; désignent des coefficients dépendant directement de la dérivée (4.38). Dans ce
chapitre, nous utilisons des méthodes inférieures ou égales au quatrieme ordre, disponibles
avec la bibliotheque MFEM. Les quatre premiers coefficients k sont alors exprimés ci-

dessous :

ki = f(tn yn),

ko = f(tn + coAt, yn + At(aaik

ks = f(tn + c3At, y, + At(asi kg + aseks

ky = f(tn + caAt, yn + At(asks + asnks + +assks

?

(4.40)

~—  ~—

)
)
),
)

Les coefficients a, b et ¢ sont définis selon le tableau de Butcher [8] (voir Tab. 4.1).
Le nombre de coefficients ainsi que la taille du Tableau 4.1 dépendent de la méthode
utilisée. Ce dernier est réexprimé en fonction des méthodes de Euler (voir Tab. 4.2), de

Runge-Kutta 2 (voir Tab. 4.3), de Runge-Kutta 3 (voir Tab. 4.4 et 4.5) et de Runge-Kutta,
4 (voir Tab. 4.6).

Ci | a1 a2 a1z aug
Co | 21 a22 a3 A4
C3 | a31 232 a3z a34
Cq | @41 Q42 Q43 QAyq

by by bg by

TABLE 4.1 — Tableau de Butcher.
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Euler explicite :

TABLE 4.2 — Méthode d’Euler explicite, ordre 1.

RK2 :

010 0
a |« 0
| 1-(1/20) 1/2cx

TABLE 4.3 — Méthode de Runge-Kutta 2.

Le coefficient o dépend ici de la version choisie :

a = 1/2 pour la méthode explicite du point milieu.
a =1 pour la méthode de Heun.

a = 2/3 pour la méthode de Ralston.

RK3 :
0O [0 0 0
1/2(1/2 0 0
1 (-1 2 0
| 1/6 2/3 1/6

TABLE 4.4 — Méthode du troisieme ordre de Kutta.

0 [0 0 0
1 |1 0 0
1/21/4 1/4 0

| 1/6 1/6 2/3

TABLE 4.5 — Méthode SSP (Strong Stability Preserving) Runge-Kutta 3.
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4.5. Résultats numériques

RK4 :
0 0 0 0 0
12112 0 0 0
/210 1/2 0 0
1 0 0 1 0
1/8 3/8 3/8 1/8

TABLE 4.6 — Méthode classique du quatrieme ordre.

4.4.2 Choix du pas de temps

L’avance temporelle étant explicite dans ce travail, il est nécessaire de déterminer
judicieusement le pas de temps At. Pour éviter que la solution numérique ne devienne
instable, on compare la distance parcourue par I'information au cours d’un pas de temps,
a la taille de maille h. En somme, cette analyse de stabilité a pour but de restreindre le

choix du pas de temps. On définit alors :

At = CFL min ( hu ) (4.41)

e e \[|ull;
ou le terme CFL désigne le nombre de Courant (adimensionnel), dépendant de 'ordre
en temps et en espace, et h; correspond a la mesure de la taille de I’élément i. Cockburn
et Shu [13] montrent dans leurs travaux que la combinaison d’un schéma Runge-Kutta
d’ordre (k+1) avec une méthode Galerkin Discontinu de degré d’interpolation k est stable

dans L? pour la relation suivante :

1
FL <
¢ T 2k+1

Une étude plus détaillée sur le choix du pas de temps sera présentée dans la prochaine

(4.42)

section.

4.5 Reésultats numériques

Dans cette section, 1’équation de transport est résolue pour deux cas-tests (en 2D)
classiquement utilisés dans la littérature. Les résultats numériques issus de ces études
permettront de discuter des performances de la méthode. Pour rappel, la discrétisation

s’appuie sur une approche Galerkin Discontinu pour résoudre les termes advectifs de
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I'équation (4.22), et sur une discrétisation explicite du terme temporel, dépendante de

l'ordre (en temps) choisi :

- Ordre 1 : Méthode Euler explicite.

- Ordre 2 : Méthode RK2 Ralston.

- Ordre 3 : Méthode SSP-RK3.

- Ordre 4 : Méthode classique d’ordre 4.

4.5.1 Rotation d’un cercle dans un champ de vitesse non-déformant

Ce cas-test est présenté dans les travaux [47][19][54], ou les auteur-rice-s utilisent éga-
lement un couplage GD/RK dans le cadre du formalisme Eléments-Finis. L’interface,
initialement circulaire, forme progressivement un « serpentin » a fine queue qui nécessite
une certaine précision pour étre capturée correctement. A la moitié de la simulation, le
champ de vitesse est inversé et la solution est déformée en retour. Au temps final, le champ
scalaire x peut alors étre comparé aux conditions initiales afin d’estimer la précision de

la méthode.

Le domaine de calcul 2 est un carré de [0;1]x[0;1] m. L’interface initiale, notée I', est
un cercle séparant deux milieux €2y et )y, centrée en x =z, = 0,5 met y = y. = 0,75
m, de rayon r = 0, 15 m. La fonction Level-Set x est initialisée selon la fonction distance

signée suivante :

X(@,9,0) = d(z,y) = /(x — 2.2 + (y —y)2 — 7 (4.43)

Les lignes de niveau ainsi que la position de l'interface au départ de la simulation sont

présentées sur la Figure 4.9. Le champ de vitesse analytique u est décrit ci-dessous :

t
u(z,y,t) = cos (;) sin(27y) sin®(7z)

=’ (4.44)

v(x,y,t) = — cos (T) sin(27x) sin?(y)

La période d’'inversement est prise égale a T' = 8 s. On vérifie facilement que la vitesse u

est a divergence nulle, et qu’elle s’annule sur les frontieres de 2.

94



4.5. Résultats numeériques

0.527

0.3026

0.07814

-0.1463
0 x [m] 1

F1GURE 4.9 — Fonction distance signée a t = 0 pour la rotation d’un cercle dans un champ
de vitesse non déformant, I' est représentée en noire.

Etude sur le choix du pas de temps

Comme expliqué dans la section précédente, le nombre de Courant permet de don-
ner un ordre de grandeur au pas de temps At pour lequel la simulation fonctionne, il
existe alors une valeur CFL,., pour laquelle les calculs deviennent instables. Cockburn et
Shu [13] recherchent par méthode heuristique cette valeur pour différentes combinaisons
d’ordres spatial et temporel, leurs résultats sont présentés dans le Tableau 4.7 pour des

maillages réguliers 1D. Nous souhaitons réaliser une étude similaire pour ce cas-test, ou

k=1|k=2| k=3
Euler - - -
RK2 || 0,33 - -
RK3 || 0,409 | 0,209 | 0,13
RK4 || 0,464 | 0,235 | 0,145

TABLE 4.7 — Résultats de Cockburn et Shu [13] : CFLy,,x obtenus par méthode heuristique.

k=1|k=2|k=3
Euler || 0,15 | 0,05 | 0,02
RK2 |[ 0,31 | 0,14 | 0,0
RK3 || 0,37 | 0,18 | 0,11
RK4 || 041 | 02 | 0,12

TABLE 4.8 — CFLy.x obtenus par méthode heuristique pour des maillages réguliers.
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les résultats sont présentés dans le Tableau 4.8.

Les résultats issus du Tableau 4.8 suivent ceux des auteurs : lorsque 'ordre spatial
augmente, le CFL,,., diminue, a I'inverse, lorsque 1'ordre temporel augmente, le CFL,,.
augmente. Les cases non renseignées dans le Tableau 4.7 témoignent d’une simulation
instable. Dans notre cas, les valeurs CFL,,,, indiquées dans le Tableau 4.8 assurent un
bon déroulement de la simulation. Pour des maillages réguliers a ’ordre spatial k et 'ordre

temporel (k 4 1), la relation (4.42) est redéfinie dans ce travail sous la forme suivante :

0,9
FL <
¢ T 2k+1

Les résultats présentés dans la suite de ce chapitre sont obtenus en se basant sur le nombre

(4.45)

de Courant défini ci-dessus.

Etude de convergence sur ’ordre spatial

Afin d’évaluer la précision de la méthode, nous estimons a la fin de la simulation

I’erreur Er sur la position de 'interface :

d;

n

SN

o

i=1

(4.46)

avec n le nombre de points discrétisant l'interface. Les coordonnées (z;,y;) de ces points
sont obtenues a l’aide d’un algorithme de dichotomie recherchant les valeurs xpum = 0. Le
terme d; s’obtient finalement en calculant la distance entre les points (z;, y;) et I'interface

exacte :

di = /(@i — 22 + (g — )2 — 7 (4.47)

La distance d; devient nulle lorsque les points (z;,y;) se situent sur I'interface exacte.
L’erreur Er correspond en fait a la norme L? adimensionnalisée de la fonction distance d;,
elle est tracée sur la Figure 4.10 pour différentes tailles de maille h, aux ordres spatiaux

k = 1,2 et 3. Les maillages utilisés pour cette étude sont réguliers.

Bien que 'augmentation de 'ordre spatial permette aux solutions d’étre plus précises
et de converger plus rapidement, 'ordre de convergence de l'erreur Er pour k = 3 est

limité a 2,4 dans ce cas-ci. Pour rappel, la fonction Level-Set perd son caractere de fonction
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10t

k=1
k=2
-+-k=3
----------- Ordre 1,2
---Ordre 2
—Ordre 2,4

10—2 L

|

101
h/r

FIGURE 4.10 — Erreur Er en fonction du maillage pour différents ordres spatiaux. Les
ordres de convergence sont tracés en rouge.

distance signée au cours de la simulation, elle n’est donc plus assurée d’étre réguliere. Cette
limitation pourrait donc venir de la mauvaise régularité de la fonction x. Ce phénomene
est également observé dans les travaux [54], ou la convergence des erreurs est limitée a

I'ordre 2 pour ce cas-test.

Visualisation des résultats

A la fin de la simulation, le champ scalaire x permet de reconstruire 'interface en
recherchant les valeurs yuum = 0. Les Figures 4.11 et 4.12 représentent la position de l'in-
terface I' au temps final ¢;/7 = 1, pour différents maillages a différents ordres spatiaux.
Réduire la taille de maille h et/ou augmenter I'ordre spatial & permet de mieux coincider
les positions initiales et finales de I'interface. Ces figures sont accompagnées du Tableau

4.9 qui indique l'erreur Er et le temps de calcul pour les différentes catégories.
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(a) (b)
—r/h=17,5—1r/h=10—1r/h=18,75 —1r/h=3,95—1r/h=7,5—1r/h =10
1 T T T T T 1
0.95 1 0.95 |
09+¢ 09¢
0.85 0.85
0.8 1 0.8 1
é 0.75 \E/ 0.75
> >
0.7 0.7
0.65 0.65
0.6 0.6
0.55 0.55
0.5 . ! . . : 0.5 . ! . . -
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
x (m) z (m)

FIGURE 4.11 — Positions finales de 'interface en fonction du maillage aux ordres (a) k = 1
et (b) k = 2, pour la rotation d'un cercle. La position initiale de I'interface (référence) est
tracée en noire.

(a) (b)
—r/h=3,95—1r/h="1,5—1r/h =10 —k=1—k=2——k=3
1 T T T T T 1
0.95 1 0.95
0.9+ 0.9+
0.85 0.85
0.8+ 0.8+
é 0.75 é 0.75
SN SN
0.7 0.7
0.65 0.65
0.6 0.6
0.55 0.55
0.5 s ! . - ! 0.5 s s s s L
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
z (m) z (m)

FIGURE 4.12 — Positions finales de I'interface (a) en fonction du maillage a l'ordre k = 3,
(b) en fonction de l'ordre k pour r/h = 7,5, pour la rotation d’un cercle. La position
initiale de l'interface est tracée en noire.
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k=1 k=2 k=3

h(m) | 0,02 | 0,015 | 0,008 | 0,038 | 0,02 | 0,015 | 0,038 | 0,02 | 0,015
r/h 75 10 | 18,75 | 3,95 | 7.5 10 | 395 | 75 10
DDL | 10000 | 18496 | 63504 | 6084 | 22500 | 41616 | 10816 | 40000 | 76984
Er | 0,222 | 0,128 | 0,059 | 0,123 | 0,054 | 0,03 | 0,067 | 0,016 | 0,009
CPU(s) | 38 95 | 575 | 38 | 270 | 676 | 171 | 1270 | 3197

TABLE 4.9 — Erreur Er sur la position de I'interface et temps de simulation pour différents
maillages : 7/h = 3,95; 7,5; 10; 18,75 ce qui correspond respectivement a 676, 2500, 4624
et 15876 éléments, pour la rotation d’un cercle.

Le raffinement du maillage et/ou la montée de l'ordre spatial s’accompagne d’une
augmentation du temps de calcul, ce qui est attendu puisque 'on enrichit le domaine 2
avec des degrés de liberté (DDL) supplémentaires. Le temps CPU est tracé en fonction

des DDL pour les différents ordres k sur la Figure 4.13.

103 L

— k=1
= k=2
E -+-k=3
© pe —pente 1.5

102 L

10*

Nombre de DDL

FI1GURE 4.13 — Temps CPU en fonction du nombre de degrés de liberté du maillage.

La Figure 4.14 représente la fonction Level-Set dans le domaine de calcul €2 au temps
t;/T =1 pour un maillage fixé (r/h = 10) aux ordres spatiaux k = 1, 2 et 3. Ces sorties
graphiques permettent de confirmer qu’en augmentant ’ordre des éléments pour un h fixé,
on obtient une solution plus précise : 'interface retrouve davantage sa position initiale et

les iso-contours sont mieux définis.

L’évolution temporelle de la fonction Level-Set est illustrée sur la Figure 4.15. Ces

résultats sont issus d’un maillage raffiné (r/h = 18,75) afin de pouvoir capturer précisé-
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9

FIGURE 4.14 — (a) Fonction Level-Set au temps initial ou le maillage est représenté
(r/h = 10). Fonction Level-Set a tf/T =1 pour (b) k=1, (c) k=2, (d) k = 3, pour la
rotation d’un cercle. L’interface est représentée en noire.

A |

@]

—

t/T 0 b) t/T =0,1125 ¢) t)T = 0,425 () t/T =1

- O

va> .

)

(e) t/T =0 () /T =0,1125  (g) t/T = 0,425 (h) t/T =1

FIGURE 4.15 — (a)(b)(c)(d) Evolution dans le temps de la fonction x. (e)(f)(g)(h) Evolu-
tion dans le temps de l'interface, pour la rotation d'un cercle. r/h = 18,75 ; k = 3, RK4.



4.5. Résultats numériques

ment l'interface. Apres s’étre déformée en « serpentin », I'interface retrouve bien sa forme
initiale (i.e. un cercle). Les résultats obtenus peuvent étre mis en parallele avec les travaux
[19][47] pour souligner leur similitude. Le temps de calcul requis pour cette simulation est
important puisque le maillage est dense, et s’éleve a 4h50. En comparant les aires initiale

et finale de l'interface, nous estimons une perte de 0,02 % de masse pour ce cas de figure.

4.5.2 Disque de Zalesak

Le cas-test de Zalesak [72] consiste & suivre la rotation d'un corps rigide formant ini-
tialement un disque fendu rectangulairement. La fonction Level-set désignant la distance
entre ce disque et les noeuds du domaine est advectée par un champ de vitesse indépen-
dant du temps. La principale difficulté dans ce cas-test est de conserver les angles vifs
de l'interface, qui tendent a disparaitre lorsque la dissipation numérique est trop élevée.
Nous nous en tiendrons ici a une étude qualitative des résultats, moins approfondie que

I’étude précédente.

Le domaine de calcul © est un cercle de rayon R = 50 m, centré en (50;50). A
I'instant initial, 'interface sépare deux milieux 2; et €2y en formant un disque fendu

rectangulairement, centré en (50;75), de rayon r = 15 m. Le champ de vitesse analytique

43.63

26.95

10.27

-6.402

0 x [m] 100
FIGURE 4.16 — Fonction distance signée a t = 0 pour le test de Zalesak. L’interface est
représentée en noire.
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u (a divergence nulle) permettant d’advecter la fonction Level-Set est défini ci-dessous :

u(a,y) = (577) (50— y)

o(e.) = (577) (@ =50 e

Le temps final de la simulation est imposé a t; = 628 s, il correspond au temps
nécessaire pour que le disque réalise une rotation complete autour de 'origine. Le domaine
étant circulaire, les maillages utilisés ici sont d’ordre 2 (voir Fig. 4.17). De cette fagon, les
éléments peuvent épouser parfaitement la frontiere du domaine, évitant alors les effets de

bord lors des simulations.

(a) (b)
FIGURE 4.17 — Domaine 2 discrétisé par un maillage : (a) d’ordre 1, (b) d’ordre 2.

La discrétisation de l'interface au temps final est représentée sur les Figures 4.18 et
4.19, pour deux types de maillage, aux ordres £k = 1, 2 et 3. La montée en ordre d’es-
pace permet une nouvelle fois d’améliorer les résultats : la position de I'interface coincide
davantage avec la forme initiale du disque et les angles de la fente sont moins lissés. Le
Tableau 4.10 indique 'erreur Er et le temps de calcul en fonction des parametres h et k.
L’erreur Er correspond toujours & la norme L? adimensionnalisée de la distance entre les

points discrétisant I' et la position de I'interface de référence.

La Figure 4.20 illustre 1’évolution temporelle de la fonction Level-Set dans €). Les
résultats présentés ici sont issus d'un maillage relativement fin (r/h = 28,8; 23114 élé-
ments) et le temps de calcul s’éleve a 1h40. Les positions initiale et finale de l'interface
sont comparées sur la Figure 4.21. Bien qu’a I'instant final les angles de 'interface soient

encore légerement lissés, on note une tres forte similarité avec la position initiale du disque.
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(a) (b)
—k=1—k=2—k=3 —k=1—k=2—k=3
100 T T T T T 100
95 | 1 95+
90 [ 1 90
85| " 85 ?T
-~
80 [ \ 80
—~ ( —~
;a/ 75 E/ 75
) SN
70 | 1 70
65 [ 1 65
60 [ 1 60
55 1 55+
50 - - - - : 50 : - : - -
30 40 50 60 70 30 40 50 60 70
z (m) z (m)

FIGURE 4.18 — Positions finales de l'interface en fonction de l'ordre spatial pour (a)
r/h="7,9 et (b) r/h = 15, pour le test de Zalesak. L’interface de référence est tracée en
noire.

(a) (b)
—k=1—k=2—k=3 —k=1—k=2—k=3
85.5 . 65 . . . .
64| ’
asl — N\
= \
B eas|
>
84
83.5 . 59 . . : :
45 50 55 40 42 44 46 48 50

z (m) z (m)

FIGURE 4.19 — (a) Haut de la fente et (b) coin inférieur gauche, en fonction de 'ordre
spatial pour r/h = 15. L’interface de référence est tracée en noire.
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r/h=17,9 r/h =15
(1764 éléments) (6400 éléments)
k 1 2 3 1 2 3

DDL | 7056 | 15867 | 28224 | 25600 | 57600 | 102400
Er 0,038 | 0,01 | 0,003 | 0,013 | 0,002 | 0,001
CPU(s) 3 20 115 15 132 800

TABLE 4.10 — Erreur Er sur la position de l'interface et temps de simulation pour diffé-
rents parametres h et k, pour le test de Zalesak.

)t=314s )t =1628s

DN N DN

\. /A\@>/\ /

d)t= )t=314s )t =628 s

FIGURE 4.20 — (a)(b)(c) Evolution dans le temps de la fonction x. (d)(e)(f) Evolution
dans le temps de U'interface, pour le test de Zalesak. r/h = 28,8 ; k = 3, RK4.

Les résultats issus de ces deux cas-tests sont probants et confirment la fiabilité du
schéma numérique. Pour consulter davantage de résultats provenant de la littérature,
nous invitons les lecteur-rice-s a se référer aux travaux de Marchandise [47], Di Pietro et

al. [54] ou encore Billaud-Friess [19] pour ces deux cas d’étude.
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(a) (b)

—t=0—t=628s  t=0—1t=628s
100 T T T : - g5l ' ' ' '
95
90 . | 80 .
85 —
. 80 [ 1 g 75
;a/ 75 ~—
>
= 70 | 1 70
65
60 | ] 65
55
50 . , . . . 60 F , 3
30 40 50 60 70 47 48 49 50 51 52 53
z (m) z (m)

FIGURE 4.21 — (a) Positions de I'interface en fonction du temps, (b) zoom sur la fente.
r/h=28,8; k=3, RK4.

4.6 Conclusion

Ce chapitre s’est consacré a la résolution de I’équation de transport Level-Set permet-

tant de suivre implicitement 1’évolution de 'interface, et d’y capturer sa position.

Dans ce travail, nous utilisons une approche de type Galerkin Discontinu/Runge-Kutta
afin de discrétiser la fonction Level-Set. Cette méthode, facilement implémentable a I'in-
verse des formalismes (W)ENO, a su faire ses preuves dans plusieurs travaux MEF afin
d’assurer la stabilité du schéma numérique. Par ailleurs, elle permet de maintenir de

bonnes propriétés de conservation.

Ce chapitre a porté sur ’étude de deux cas-tests, fréquemment étudiés dans la litté-
rature, afin de discuter de la précision de la méthode. Dans ces cas particuliers, il n’était
pas nécessaire de préserver le caractere distance signée de la fonction Level-Set, puisque
la résolution de I’équation de transport (4.22) ne dépendait ni du gradient Vy, ni de la
reconstruction de l'interface. De plus, les champs de vitesse présents dans le terme ad-
vectif étaient analytiques, et donc indépendants de la fonction y. Ces études n’ont donc

pas nécessité d’algorithme de redistanciation. Les résultats issus de ces deux cas-tests ont
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Chapitre 4 — Modélisation de la surface libre

permis de démontrer la stabilité du schéma numérique, tout en confirmant la conserva-

tion de l'iso-contour zéro de la Level-Set (i.e. I'interface), sans méthode de redistanciation.
Le probleme de surface libre étant désormais traité, il s’agit maintenant de s’intéresser

a la modélisation des fluides afin de pouvoir y simuler leurs mouvements, pour différentes

configurations.
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CHAPITRE 5

MODELISATION D’UN ECOULEMENT
MONOFLUIDE A SURFACE LIBRE EN DEUX
DIMENSIONS

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux écoulements potentiels instationnaires a
surface libre, constitués d’une seule phase. Notons € un domaine de R? borné par une
frontiere 02, ce dernier est représenté sur la Figure 5.1. La surface libre est traitée a l'aide
de la méthode Level-Set, décrite dans le Chapitre 4.

Surface
libre

o

FIGURE 5.1 — Domaine de calcul €2 en deux dimensions pour des écoulements monofluides.

La premiere partie de ce chapitre présentera les différentes équations nécessaires pour
résoudre ce type d’écoulement, ainsi que le traitement des conditions limites a appliquer
sur la frontiere libre du domaine. La deuxieme section détaillera les discrétisations spa-
tiale et temporelle du probleme, avant de traiter le couplage avec la méthode Level-Set.
Les résultats numériques issus d’un cas de sloshing linéaire seront ensuite présentés, et
pourront étre comparés a une solution connue du probléeme en théorie potentielle. Enfin,
nous expliquerons pourquoi nous avons décidé de ne pas poursuivre le développement de

la méthode pour ce type d’écoulement.
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Chapitre 5 — Modélisation d’un écoulement monofluide a surface libre en deux
dimensions

5.1 Présentation du probleme

La formulation mathématique pour un écoulement potentiel se résume a définir dans

un premier temps une équation de Laplace sur le potentiel des vitesses ¢ :

A¢p =0 dans (5.1)

L’écoulement est constitué d’une phase liquide séparée d’une phase vide par une fron-
tiere libre, notée I'. Pour rendre le probleme complet, il est nécessaire d’imposer certaines
conditions sur les frontieres du domaine. Le comportement du fluide est décrit par 1’équa-
tion (5.1), cependant, il n’y a aucune information pour décrire le comportement du vide.
La surface libre est alors matérialisée en supposant que le fluide ne puisse pas la traver-
ser. Cela revient finalement a considérer que la vitesse d’un point x a l'interface vaut la
vitesse du fluide : c’est la condition cinématique de surface libre. Dans ce contexte, rappe-
lons que la vitesse de I’écoulement vaut le gradient du potentiel des vitesses. On suppose
également 1’équilibre des contraintes a l'interface, ce qui concerne uniquement la pression
pour ce type d’écoulement. La pression sur I vaut donc la pression py extérieure, c’est la
condition dynamique de surface libre. Enfin, les parois en contact avec la phase liquide
sont considérées fixes et imperméables au fluide. Cela équivaut a imposer une condition
de Neumann sur la dérivée spatiale du potentiel ¢. Les différentes hypotheses concernant

les conditions aux limites venant d’étre citées sont résumées ci-dessous :

0
(a) —X—l—ngS-Vx:ngS vxel
(b) p=po sur I' '
(¢c) Vo-n=0 sur 02

Notons que la position de la frontiere libre I" constitue une inconnue du probléme. Par
ailleurs, la condition dynamique de surface libre nécessite de passer par la pression. En
pratique, on va chercher a substituer cette derniere condition par une condition limite

équivalente, plus simple a prendre en compte.

Dans le cadre de la théorie potentielle, il est courant de désigner la localisation de
la surface libre par son élévation y = n(x,t), rendant alors la surface libre monovaluée
(voir Fig. 5.2). Dans ce cas, la condition (5.2)(a) est reformulée et le systeme (5.2) s’écrit

comme suit :
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5.1. Présentation du probléeme

Surface
libre

y=n (

Y

FIGURE 5.2 — Surface libre monovaluée dans un domaine 2D.

on d¢
(a) —+Vo-Vn——=0 surypy

ot dy (5.3)
(b) »=po sur 1) '
(c) Vo-n=0 sur 0f)

La condition cinématique (5.3)(a) porte en partie sur I’élévation de la surface libre 7.
Cependant, dans le cadre de cette étude, 1 ne constitue pas une inconnue du probléme
et on préférera reformuler la condition en fonction du potentiel des vitesses ¢ et de la
fonction Level-Set y. Sur la surface libre, la fonction Level-Set désigne l'iso-valeur zéro :
x = 0. Par ailleurs, il est également possible de noter que la condition y — n = 0 est

vérifiée a cet endroit, on peut alors établir la relation suivante :

n=y—x suryn (5.4)

En substituant la définition ci-dessus dans 'équation (5.3)(a), on obtient :

Ox
ot

La condition cinématique de surface libre revient finalement a résoudre 1’équation Level-

+Vep-Vx=0 surn (5.5)

Set sur 77, en considérant que le champ advectif correspond au gradient du potentiel des
vitesses de I’écoulement. Par extension, 1’équation ci-dessus est résolue dans tout le do-

maine de calcul.

La condition dynamique de surface libre (5.3)(b) est elle aussi réexprimée selon les

inconnues du probleme. Pour cela, on établit une relation entre la pression p et le potentiel
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des vitesses ¢, selon I’équation de Bernoulli instationnaire. En imposant py = 0, on obtient

alors :

p=-p (ggf + ;(VW + gn) =0 surpy (5.6)

L’équation (5.6) fait intervenir la dérivée temporelle du potentiel ¢ sur la surface libre.
En ayant connaissance de cette quantité a l'instant initial, on peut alors établir une loi
d’évolution pour mettre a jour ¢ sur n au cours du temps. La condition initiale portant
sur la pression est donc remplacée par une condition de Dirichlet portant sur le potentiel,

que ’on note :

¢=¢p surn (5.7)

Pour mettre a jour le potentiel des vitesses sur la surface libre, on utilise I’équation de

Bernoulli (5.6) afin d’écrire la loi d’évolution suivante :

dop _ 96p
dt ot

ou la vitesse d’advection u correspond au gradient du potentiel des vitesses de 1’écoule-

FuVop = (Voo —gn sury (5.8)

ment.

Une possibilité pour appliquer directement ¢p sur 7 est de faire correspondre le
maillage a la géométrie de la surface libre, cette méthode est retrouvée par exemple
dans les travaux de Cong et Teng [14]. Pour résoudre I’équation (5.1) dans le cadre du
formalisme Eléments-Finis, les auteurs utilisent une approche de type « cut cell », ou
les cellules mixtes qui contiennent la surface libre sont découpées de manieére a créer
un maillage adapté au domaine fluide. Cette méthode semble assez restrictive puisque
les auteurs utilisent uniquement des cellules triangulaires, ou différents cas de découpe
doivent étre traités (voir Fig. 5.3). De plus, la surface libre est assimilée uniquement
a une représentation linéaire (segment) au sein des cellules mixtes. Enfin, il convient de

souligner que le passage en trois dimensions représente un défi majeur pour cette méthode.

Dans le cadre de ce travail, nous souhaitions plutot utiliser un maillage eulérien fixe,
ou la surface libre évolue a l'intérieur du domaine de calcul. Dans ce cas, le domaine {2
incluant le fluide est étendu pour former un domaine de substitution, noté 2. Ce dernier

inclut désormais une partie de la phase vide. L'une des difficultés ici concerne alors la
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5.1. Présentation du probléeme

D

— Surface libre

FIGURE 5.3 — Méthode « cut cell » [14] ou le fluide est représenté par les parties grisées
de la cellule. En fonction de la position de la surface libre : (a) la cellule est découpée en
un seul triangle, ou bien (b) la cellule est découpée en deux triangles.

condition limite & imposer sur la frontiére qui n’est pas en contact avec le fluide, puis-

qu’elle est inconnue. Ce probléme est illustré sur la Figure 5.4.

=== Nouvelles frontieres :

1

1

1

1

L] oy . .

' Condition limite
I .

' inconnue
1

1

1

FIGURE 5.4 — Probléeme de condition limite dans le domaine de substitution §2.

Pour surmonter cette difficulté, nous nous appuyons sur une méthode de frontiere
intégrée (Embedded Boundary Method), ou la condition de Dirichlet ¢p n’est pas direc-
tement imposée sur 7 (qui évolue au cours du temps), mais de fagon « équivalente » sur le
maillage fixe. Au sein de cette étude, les équations sont discrétisées et résolues uniquement
dans le domaine physique, les cellules entierement composées de vide sont alors exclues

du calcul.
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Dans ce chapitre, nous partons du principe que la surface libre subit de tres faibles
perturbations. Cette hypothese permet d’émettre certaines simplifications. La condition
dynamique de surface libre (5.8) est alors reformulée en utilisant une technique de pertur-
bation combinée au développement limité de Taylor en y = 0. Pour cela, nous définition

un petit parametre € afin d’écrire les décompositions suivantes :

n=en @ 4 (5.9)
0 _ 000 ,00® 4 )P0
9o _ 99 oo 1
o ot T TN gy (5.10)
Vo = eVl 4 2@ + 62n<1>§yv¢<1> + .. (5.11)

L’équation (5.8) est reformulée en tenant compte de ces différentes décompositions.

On souhaite ici se restreindre au probleme linéaire d’ordre 1, on obtient dans ce cas :

6¢D ® o (1)

o 9 eny= 0 (5.12)

C’est finalement 1'équation (5.12) qui permet de mettre a jour la condition de Di-
richlet ¢p. Dans un contexte de faibles déformations de la surface libre, celle-ci évolue
toujours dans les mémes cellules du maillage. On cherche donc a désigner une condition
de Dirichlet sur la frontiere supérieure du domaine, notée 1:, ol les mailles mixtes a cet
endroit contiennent l'interface séparant le fluide du domaine extérieur. Cette frontiere est
positionnée a la coordonnée y = Ymar- On cherche a imposer une condition limite sur
r garantissant ¢p en y = 0. Il est évident que cette condition équivalente doit différer
de la solution ¢p. Cependant, dans une premiere approche, nous imposons directement
la condition ¢p sur r (voir Fig 5.5). Cette approximation entraine une erreur, plus ou
moins importante si la frontiere fixe est plus ou moins éloignée de la surface libre. On

peut finalement écrire :

8¢D(x707t) _ env =0
ot gn y=

(5.13)
Pour une application plus générale de la méthode (déformations de la surface libre plus
importantes), il est nécessaire de mettre au point une approche particuliére pour sélection-

ner, a chaque pas de temps, les mailles contenant le fluide et les mailles mixtes. De cette
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-
3
-

- ¢(Qf, Ymaz, t) = ¢D(x7 O, t)
Fluide

I v¢(x7y7t)n:0
N2

€N

FIGURE 5.5 — Conditions limites sur les frontiéres du domaine ().

facon, la surface libre est maintenue le plus proche possible de la frontiere I' ou ’on impose

la condition de Dirichlet ¢p, ce qui permet alors d’obtenir une approximation plus précise.

L’élévation de la surface libre n, présente dans I’équation (5.13), est déterminée selon
la valeur que prend la fonction Level-Set sur la frontiére supérieure I'. L’équation (5.13)

est donc réexprimée sous la forme suivante :

0 ~
gtD = _g<yma:c - X) sur F

o= ¢p sur T

ou Y représente une fonction distance. Pour de faibles déformations de la surface libre,

(5.14)

la distance minimale entre cette derniere et la frontiere I' dépend uniquement de la coor-

donnée y, comme illustré sur la Figure 5.6.

N ;
7Y By S ——
IX (x s Ymaz)
T](ZC) = Yrhax — X(Zl;v i m,aq:)
0 'ZL'

FIGURE 5.6 — Calcul de n(z) en fonction de x(, Ymar) pour une faible déformation de la
surface libre.
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Il est nécessaire ici de formuler la condition limite sur I' de maniére consistante, sur
les noeuds de la grille. Au sein du formalisme Eléments-Finis, cela peut se faire en 'appli-

quant faiblement, par exemple au moyen d’une formulation de Nitsche [51].

5.2 Discrétisation spatiale et temporelle de 1’équa-

tion de Laplace

Cette section se concentre d’une part sur la description de la discrétisation spatiale
de I'équation (5.1), qui constitue classiquement un probleme elliptique. Le formalisme
Eléments-Finis utilisé a cet effet a été introduit auparavant dans le Chapitre 2 pour ce
type de probleme, en une dimension. D’autre part, cette section aborde la description
explicite du schéma temporel, choisi de maniere similaire a celui employé pour résoudre

I’équation de transport Level-Set.

5.2.1 Discrétisation spatiale

L’équation (5.1) est multipliée par une fonction test w(z,y) choisie suffisamment ré-

guliere, puis intégrée dans le domaine de calcul €2 :

/Ezv (V)w =0 (5.15)

Le théoreme de Green est ensuite appliqué a 1’équation ci-dessus afin d’obtenir la formu-

lation faible de I’équation de Laplace :

/E2V¢-Vw—/abw(v¢-n)—/Fw(v¢-n):O (5.16)

La condition de glissement du fluide aux parois suppose que les intégrales sur les
frontieres latérales et au fond du domaine sont nulles. Il reste a imposer la condition de
Dirichlet, qui pour rappel est appliquée faiblement sur la frontiere supérieure du domaine.
Une approche envisageable consiste a utiliser la formulation de Nitsche, qui se traduit sous

la forme suivante :

114



5.2. Discrétisation spatiale et temporelle de l’équation de Laplace

/SEng-Vw—/Fw(ng-n)—/I:¢(Vw-n)+%/Fw¢
—_—

consistance symétrie coercivité (5 1 7)

:—/;ng(VOJ'H)—F%/FWQSD

Plus spécifiquement, la définition ci-dessus se réfere a la forme symétrique de la formu-
lation de Nitsche. A la différence de la méthode présentée pour résoudre équation de
Laplace 1D dans le Chapitre 2, la condition de Dirichlet n’est pas définie de maniere
forte. En effet, le systéme linéaire n’est pas directement modifié afin de forcer la solution
¢p sur T. La formulation faible de la condition de Dirichlet fait intervenir un parametre
de pénalisation/stabilisation, noté «, associé a la taille de maille h. Pour faire référence
a ce formalisme, nous pouvons nous appuyer sur les travaux de Johansson et al. [35], ou
les auteur-rice-s se basent sur une formulation de Nitsche afin de simuler des écoulements

potentiels électro-hydrodynamiques, dans le contexte des méthodes de frontiere intégrées.

Pour chaque élément E € &, les fonctions tests et la solution ¢ sont approximées par
des fonctions polynomiales d’ordre k£ > 0, continues sur chaque élément puis d’un élément

a l'autre. L’espace fonctionnel des solutions est le suivant :

W? = {¢), € H'(Q); ¢u|E € PL(E),VE € &} (5.18)

La formulation discrete de I’équation (5.17) s’écrit alors :

/5V¢h-th—/FWh(Vcbh-n)—/;%(th'n)Jr%/;whcbh

(5.19)
:—/Nng(th-n)Jrg/Nwhqu thEW,ff
r h Jr

Les fonctions approchées ¢y, et wy, présentes dans ’équation ci-dessus sont définies par des

polynomes de Lagrange :

only) = 3 Nila )b et wyleg) = YNy, (5.20)

i=1 j=1

avec n le nombre de degré de liberté dans I’élément. Le probleme approché (5.19) peut
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finalement s’exprimer sous la forme matrice-vecteur suivante :

A{o} = {b} (5.21)

ou le vecteur {¢} contient les valeurs nodales a déterminer. La matrice A et le vecteur

{b} sont eux connus et leurs i,j-iemes éléments sont donnés par :

[0
Ay :/EZVNi-VNj—/FNj(VNi-n) _/E Ni(VNj-n)+E/FNiNj (5.22)

b, = — /F ¢p(VN; -n) + = /; Niép (5.23)

Le systeme linéaire (5.21) est résolu par une méthode du Gradient Conjugué avec un

préconditionneur de Gauss-Seidel.

5.2.2 Discrétisation temporelle

Pour mettre & jour la condition de Dirichlet (5.14) sur le potentiel des vitesses, il
est nécessaire de définir un schéma temporel. La résolution de 1’équation de transport
Level-Set (4.22) étant basée sur des schémas temporels explicites, nous optons pour le
méme type de discrétisation afin de traiter le probleme (5.14). Précisons que la dérivée
temporelle du potentiel ¢p est résolue spatialement de fagon ponctuelle, sans recourir a
une discrétisation éléments-finis. Nous privilégions une méthode de type Runge-Kutta 2
(point milieu) a la méthode d’Euler afin d’assurer la stabilité du schéma numérique. La

restriction sur le pas de temps At s’effectue toujours selon le choix du nombre de Courant
CFL.

5.3 Couplage avec la méthode Level-Set

Nous venons de présenter la méthode de résolution de I’équation de Laplace permet-
tant de mettre en mouvement le fluide étudié. La méthode Level-Set, utilisée pour suivre
I’évolution de la surface libre, est quant a elle détaillée dans le Chapitre 4. Il reste toutefois

a spécifier la condition limite & imposer sur la solution y aux frontieres du domaine.

Le bord inférieur et les parois latérales sont considérés fixes, les intégrales sur ces fron-
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tieres dans ’équation (4.32) sont alors nulles, du fait de la condition de non-pénétration
du fluide. Il reste a spécifier la condition limite sur la frontiere supérieure I'; ou la vitesse
du fluide est autorisée a entrer ou sortir du domaine. Il est donc nécessaire de définir une

condition d’entrée/sortie a cet endroit.

Si (u-n) < 0 sur la frontiere IN“, alors le flux est entrant (voir Fig. 5.7(a)) et x doit
étre correctement spécifiée car la solution est advectée dans le domaine. Pour cela, on
se propose généralement de rechercher une solution physique qui convient au probleme
étudié. En revanche, si (u-n) > 0 sur f, le flux est sortant (voir Fig. 5.7(b)) et n’affecte
pas la solution. Dans ce cas, il est habituel d’'imposer la solution numérique au bord. La
frontiere r étant tres proche de la surface libre, il est essentiel de ne pas imposer une
condition d’entrée inappropriée, au risque de perturber le mouvement de cette derniere.
Par conséquent, la recherche d’une condition d’entrée pour la fonction Level-Set devient
complexe. Dans ce travail, nous proposons d’utiliser la solution numérique a la frontiere
X(Z, Ymaz, t) lorsque le flux est sortant, mais aussi entrant. Il convient de prendre garde
car ce choix peut favoriser I'apparition d’instabilités numériques. En effet, la moindre per-
turbation a ’entrée risque d’étre propagée dans I’ensemble du domaine de calcul, et peut
ainsi contaminer rapidement la solution. En choisissant cette option, on évite toutefois
d’imposer une condition d’entrée inappropriée qui risquerait de nuire a la précision des

résultats.

Il s’agit désormais de coupler les deux méthodes de résolution (surface libre/fluide)
puisque la vitesse servant a advecter la fonction Level-Set se trouve étre le gradient du

potentiel des vitesses, ol ¢ est déterminé selon ’équation (5.1). De plus, la position de la

(a) (b)
FIGURE 5.7 — Représentation d'un flux (a) entrant et (b) sortant.
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surface libre 7, nécessaire au calcul de la condition de Dirichlet, est déterminée en fonction
de la valeur y sur la frontiere supérieure du domaine. Dans ce chapitre, nous développons
une méthode RK2 (point milieu) afin d’associer 1'avance temporelle des équations (4.22)

et (5.14). L’algorithme 1 résume le couplage Laplace/Level-Set afin de simuler numéri-

Algorithme 1 Calculer ¢ et x

/* Initialisation
t<—t07X<_X0a ¢D<_¢%
Calculer At = CFL min(h/||ul]);

while ¢ < t™** do

1" X < X", ¢p < ¢h.

/* Résolution dans I'espace continu H' (approximation Galerkin)

Calculer ¢ : A¢p =0

Calculer K1(¢p) = 0¢p/0t = —g(Ymaz — x) sur I';

/* Résolution dans I'espace discontinu L? (approximation GD)

Projection des solutions ¢ dans 1’espace L?

Calculer u = Vo¢;

Calculer K;(x) = 0x/0t ==V - (ux);

/* Calculer ¢p et x au temps t = t" + At/2 (Euler explicite)
b2 = 0+ (At/2)Ka(6p)

X =X+ (A2) K (X)

t — tn-&-l/27 Y Xn+1/27 bp ¢%+1/2'

/* Résolution dans I'espace continu H'! (approximation Galerkin)

Calculer ¢ : Ap =0;

Calculer Ky(¢p) = 0¢p/0t = —g(Ymaz — x) sur I';

/* Résolution dans I'espace discontinu L? (approximation GD)

Projection des solutions ¢ dans ’espace L?

Calculer u = Vo;

Calculer K5(x) = dx/0t = =V - (uy);

/* Calculer ¢p et x au temps t = t" + At (Runge-Kutta 2)
= 6+ ALK ()

X" = X"+ AtKs (X)) ;

Algorithme de redistanciation

t 4+ "

end while
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quement des écoulements monofluides.

A la différence du chapitre précédent, nous utilisons ici une méthode de redistanciation.

Le champ de vitesse n’étant plus analytique, cette étape se révele essentielle pour assurer
la stabilité du schéma numérique. La méthode utilisée dans cette section s’appuie sur

I’algorithme de dichotomie décrit dans le Chapitre 3.

5.4 Etudes d’un cas de sloshing linéaire

Nous traitons dans cette section un cas de sloshing ou I'on considere de tres faibles

mouvements du fluide. Rappelons que cette hypothese permet en partie de considérer que

la surface libre ne puisse pas traverser les cellules du maillage.

[a)
A\ 4

)

1,5m

d:

v

A

L=1m

FIGURE 5.8 — Domaine de calcul Q pour un cas de sloshing monofluide.

Les résultats de cette étude sont obtenus a partir de maillages réguliers, ou le domaine
de calcul est illustré sur la Figure 5.8. Dans ce chapitre, nous menons une analyse quali-

tative des résultats dans le but de discuter de la précision de la méthode de maniére non
exhaustive, tout en soulignant ses limites.

La surface libre est centrée en y = 0 et initialisée selon le premier mode linéaire de

déformation :
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n(x,t =0) = Acos(kz) (5.24)

avec A = 0,005 m l'amplitude d’oscillation et x le nombre d’onde (k = w/L), ou L =1
m désigne la largeur du réservoir. On peut considérer ici une faible déformation de la
surface libre car sa cambrure reste inférieure a 1% (2A/A = 0,5%). Pour ce cas-test, le
champ de vitesse est nul dans Q & Vinstant initial, la surface libre doit alors naturellement
osciller avec la gravité. On considére ici u = /gL la valeur de référence pour la vitesse

de I’écoulement. Le probleme complet est résumé ci-dessous :

(a) Ap =0 dans Q

~

(b) u=V¢ dans

dép N s
(C) W — _g(ymaz - X) sur I’

(d) ¢=dp surT
(e) Vop-n=0 sur 9

(f) Z+V~(ux):0 dans

(5.25)

La méthode de redistanciation utilisée pour ce cas-test se base sur 'algorithme de
dichotomie. Les mouvements de la surface libre sont considérés tres faibles pour ce bal-
lottement, seuls quelques points sont alors nécessaires a la discrétisation de cette derniere
afin de recalculer une fonction y distance signée. Pour un ordre spatial k = 1, les valeurs
x = 0 sont recherchées sur les bords gauche et droit de chaque maille mixte. A I'ordre
k = 2, on recherche une valeur nulle supplémentaire, au centre des mailles. Enfin, pour
k = 3, les valeurs xy = 0 sont recherchées sur les bords gauche et droit, au quart, au milieu
et au trois quarts de chaque maille mixte (voir Fig. 3.17). Il n’est pas nécessaire d’enrichir
davantage la discrétisation de la surface libre ici, cela augmenterait le temps de simulation

sans y gagner considérablement en précision.

5.4.1 Solution analytique

Il existe une solution analytique de I’équation de Laplace pour le ballottement d’un
fluide dans une cuve, basée sur une théorie linéaire en profondeur finie. L’expression

analytique du potentiel des vitesses ¢ est la suivante :
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5.4. Etudes d’un cas de sloshing linéaire

Galx,y,t) = Ifw cos(kx) sin(wt) (5.26)

ou d désigne ici la profondeur du fluide, selon la hauteur moyenne de la surface libre. La

pulsation w est donnée par la relation de dispersion ci-dessous :

w? = gk tanh(kd) (5.27)

Par ailleurs, la période d’oscillation s’obtient en fonction de la pulsation :

27
T=— 5.28
& (5.29)
En théorie linéaire, la variable n(z,t) s’écrit sous la forme suivante :
1 0o
n(z,t) =—— — 5.29
@ 0==7 %) (529

En combinant les équations (5.26) et (5.29), nous obtenons alors une solution analytique

pour I’élévation de la surface libre :

Na(z,t) = —Acos(kz) cos(wt) (5.30)

5.4.2 Résultats numériques

Cette section présente les résultats numériques issus du code de calcul développé dans
ce travail. L’avance temporelle se base ici sur une méthode RK2 (point milieu) ot le pas de
temps pour les différents ordres spatiaux k est paramétré par les nombres adimensionnels

suivants :

1 pour k =1
CFL =14 0.75 pour k =2 (5.31)
0.45 pour k=3

Influence du parametre de stabilisation

Dans la formulation de Nitsche (5.17), le parametre a joue un role important dans
la stabilité du schéma. Cette section se concentre sur 'influence de ce parametre sur la

précision des résultats numériques. Les simulations sont effectuées pour un maillage de
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taille L/h = 16, a différents ordres spatiaux k et pour différents «. La frontiére supérieure
" est positionnée initialement a ¥4 = 0,01 m (A/Ymee = 0,5). La Figure 5.9 représente
I’évolution temporelle de la surface libre n de t = 2,57 a t = 3T. Les variables n et ¢ sont

adimensionnalisées ici par 'amplitude A et la période T' d’oscillation, respectivement.

(a) (b) (c)
2 10 ——20 —<—100 ——150 ——5 ——10 ——20 ——90.1 =510 ——20
I ) I — G
0.5 0.5
3
0 = 0
-0.5 -0.5
- -1 -1
2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3
t/T t/T t/T

F1GURE 5.9 — Elévation de la surface libre sur la frontiére droite du domaine, en fonction
du temps, pour (a) k =1, (b) k =2 et (¢) k = 3. La solution 7, est tracée en noire. L /h
=16 (A/h = 008), A/ymax = 0, 5.

Classiquement, on se propose de définir de maniere heuristique la valeur o minimale
pour laquelle la simulation fonctionne. Cette derniere représente le seuil en dessous duquel
les solutions numériques divergent. Dans ce travail, cette valeur est notée ayy,in, selon 'ordre

spatial du schéma nous retenons les valeurs suivantes :

2 pour k=1
Omin = 5  pour k =2 (5.32)
9,1 pour k=3

A mesure que l'on augmente lordre k, i augmente également. Pour k = 1, laugmenta-
tion du parametre de stabilisation permet aux résultats de tendre vers une méme solution
(a partir de @ = 100). A l'ordre k = 2, les résultats tendent vers une méme solution,
différente de la précédente, pour un parametre bien inférieur (« = 10) & celui retenu
pour k = 1. Pour k£ = 3, les solutions sont pratiquement équivalentes pour I’ensemble des
valeurs « utilisées. Ces résultats mettent en évidence une corrélation entre 1'ordre spatial

du schéma et le choix du parametre de stabilisation.
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La méthode de Nitsche peut présenter des limitations lorsque les cellules du maillage
sont composées d’'une légere quantité du fluide considéré. Afin de vérifier cet aspect, nous
étudions le comportement des solutions numériques lorsque la frontiere E est éloignée de
I'interface. Pour cela, nous fixons ¢me: = 0.03 m (A/Ymae = 0,17), les cellules situées
en haut du domaine contiennent alors moins de fluide que dans le cas précédent (pour
A/Ymaz = 0,5). La Figure 5.10 représente I’évolution temporelle de n & 'ordre k = 1 pour
ce nouveau cas. Alors que les résultats précédents ne divergeaient pour aucune valeur
du parametre de stabilisation, les solutions divergent ici pour a > 10. Ces observations
permettent de conclure que le taux de remplissage des cellules par le fluide a un impact

significatif sur le choix du parametre «, et donc sur la stabilité du schéma numérique.

a=2-+a=10—-—a =15-a = 20—Theo

T

0.5

n/A

-0.5

|
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

t/T

FIGURE 5.10 — Elévation de la surface libre sur la frontiere droite du domaine, en fonction
du temps, pour différents parametres de stabilisation. k = 1, L/h = 16 (A/h = 0.08),
A/Ymaz = 0,17.

Augmentation de ’ordre spatial

Nous effectuons ici trois simulations aux ordres spatiaux & = 1,2 et 3. Afin de rap-
procher la surface libre de la frontiere supérieure du domaine, nous fixons cette derniere
A Ymaz = 0.01 m. D’apres ’étude précédente, le parametre o est défini selon 1'ordre des

éléments :
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100  pour k=1
a=1¢ 20 pour k=2 (5.33)
10 pour k=3

Les Figures 5.11 et 5.12 présentent les évolutions temporelles des variables ¢ et 7. Le
potentiel des vitesses est adimensionnalisé et noté ¢* = ¢(w/Ag). Les résultats montrent
que la période d’oscillation pour ¢ et n a 'ordre k = 1 est sensiblement inférieure a celle
de référence (5.28). En augmentant 'ordre spatial, les solutions se rapprochent davantage
d’une méme solution. Il toutefois important de noter que I’on ne tend pas vers la période de
référence, mais plutot vers une solution qui s’en rapproche. Sur la Figure 5.11, remarquons
que l'amplitude d’oscillation de la solution ¢ a l'ordre k& = 1 se décale de la hauteur
moyenne au cours de la simulation. Ce phénomene de déviation est moins observable aux
ordres supérieurs. A I'inverse, le mouvement de la surface libre ne parait pas étre impacté
par cette déviation (voir Fig. 5.12), cela peut provenir de la dérivation du potentiel ¢,
nécessaire pour obtenir le champ de vitesse. La déviation observée sur la Figure 5.11
viendrait donc d'une constante présente dans le champ scalaire ¢. Pour les deux figures, les
solutions numériques issues des ordres spatiaux k = 2 et 3 sont globalement équivalentes
et proches des solutions attendues (5.26)(5.30).

k=1ek=2-+k=3—Theo

80 T

60

40

20

Px

20 %
-40

-60

-80

FIGURE 5.11 — Potentiel des vitesses en fonction du temps sur la frontiére droite du
domaine (y = -0.052 m), pour différents ordres spatiaux. L/h = 16 (A/h = 0.08),

A/ymaa} - D.
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k=1-ek=2-+k=3—Theo

0.8
0.6
0.4}
0.2

-0.2+
_0.4
-0.6
_0‘8,

FI1GURE 5.12 — Elévation de la surface libre en fonction du temps sur la frontiere droite
du domaine, pour différents ordres spatiaux. L/h =16 (A/h = 0.08), A/Ymaez = 0, 5.

Position de la frontiére I

L’objectif de cette section est d’étudier 'influence de la position f‘ sur les simulations.
Dans le but d’optimiser la précision des résultats, les calculs sont effectués a 1'ordre 2 en
espace et en temps. La Figure 5.13 présente les solutions numériques pour une frontiére
T située & différentes positions (Ymaz = 0,03 m, 0,01 m et 0,0051 m). Remarquons que les
solutions tendent vers la solution théorique 7, lorsque la distance entre la surface libre et
IN“ diminue. Cette observation est cohérente puisque cela revient finalement a se rapprocher

du cas attendu ou la condition de Dirichlet ¢p est imposée en y = 0.

En imposant la condition ¢p sur T et non en y = 0, on affecte donc la convergence
des résultats en raison de I'approximation effectuée. Pour pallier ce probléme, il pourrait
étre envisageable de réaliser un développement limité des valeurs ¢ sur la frontiere r par
rapport aux valeurs ¢p en y = 0. En réalité, nous effectuons ici un développement limité
d’ordre 0, il serait donc judicieux d’utiliser des ordres > 0 pour obtenir des résultats plus

précis.
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FI1GURE 5.13 — Elévation de la surface libre sur la frontiére droite du domaine, en fonction
du temps, pour différentes positions de la frontiere I'. k =2, L/h = 16 (A/h = 0.08).

Résultats numériques pour dix périodes

La simulation est finalement effectuée pour dix périodes d’oscillation (t; = 107") sur
un maillage moins grossier (voir Fig. 5.16 (a)) ot A/ymae: = 0,98. Le schéma spatial est
d’ordre 2 afin d’optimiser la précision des résultats, tout en évitant un temps de calcul

trop long.

Les Figures 5.14 et 5.15 présentent I’évolution temporelle de 1’élévation de la surface
libre et la position de cette derniere au temps final. Les résultats numériques issus de ce
cas-test sont en bon accord avec la solution de référence (5.30). La régularité de 'ampli-
tude d’oscillation observée sur la Figure 5.14 pour dix périodes témoigne que le schéma
est tres peu dissipatif. On remarque toutefois une différence d’amplitude entre les so-
lutions numérique et théorique sur la Figure 5.15, ceci s’explique par le déphasage de la
période d’oscillation, observé sur la Figure 5.14. Il convient de rappeler que ces différences
viennent de la condition de Dirichlet ¢p qui n’est pas directement imposée en y = 0, et
qu’elles ne peuvent étre corrigées davantage dans ce cas car la frontiere T est rapprochée

au maximum du fluide (A/Yma: =~ 1).

Les solutions numériques de la fonction Level-Set, du champ de vitesse et du potentiel
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—~Num —Theo

FIGURE 5.14 — Elévation de la surface libre sur la frontiere droite du domaine, en fonction
du temps. k =2, L/h =34 (A/h = 0.17).

--Num —Theo

FIGURE 5.15 — Position de la surface libre dans Q & ty = 10T. k = 2, L/h = 34
(A/h =0.17).

des vitesses sont représentées dans le domaine €2, sur les Figures 5.16, 5.17 et 5.18, au
temps t; = 107". Ces sorties graphiques permettent de confirmer le bon déroulement de la
simulation numérique puisque I’écoulement ne présente aucune anomalie particuliere au

temps final.
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(a) (b)

°E

-0.2143

-0.4286

-0.6429

-0.8571

-1.071

-1.286

1,5 15
x [m] z [m]

FIGURE 5.16 — (a) Maillage L/h = 34, (b) fonction Level-Set a t;.

(a) (b)
u [m.s™!]
0.01376
0.01032
£ 0.0068 -
= >
0.003436
-4.693e-0t
-1,5 -1,5
@ [m]

FIGURE 5.17 — (a) Composante u a tf, (b) composante v a ty.

1

v [m.s™
0.01376

0.006917

6.89e-05

-0.00677

-0.01363

x [m]
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FIGURE 5.18 — (a) Champ de vitesse a t; ou la barre de couleurs indique la norme de u,
(b) potentiel des vitesses a ;.

5.5 Conclusion

Ce chapitre s’est consacré a la mise en ceuvre d’un outil numérique spécialement congu
pour la simulation d’écoulements potentiels monofluides a surface libre. Les résultats issus
d’un cas de sloshing linéaire ont été présentés afin de valider la méthode pour des faibles

mouvements.

Le choix est fait pour cette méthode d’utiliser un maillage fixe ot la surface libre évolue
a l'intérieur de ce dernier. Le domaine de calcul €2 comprenant initialement le fluide est
alors étendu afin d’obtenir un domaine de substitution Q. Celui-ci comprend les mailles
mixtes contenant l'interface fluide/domaine extérieur (vide). Par conséquent, la condition
dynamique de surface libre n’est pas imposée directement sur 7, mais sur la frontiere f
étant en contact avec le domaine extérieur. Pour cela, la condition est imposée faible-
ment a ’aide d’une formulation de Nitsche. Cette méthode est basée sur le choix d'un
parametre de stabilisation demandant a étre choisi judicieusement. D’apres plusieurs tra-

vaux [46][35][40], cette approche est connue pour souffrir d’'instabilités lorsque les mailles
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mixtes contiennent seulement une petite fraction du domaine physique, le parametre de
stabilisation devient alors inadapté (trop grand) dans ces zones. Les résultats présentés
dans ce chapitre ont pu montrer que le taux de remplissage des cellules mixtes par le
fluide joue effectivement un role sur le choix du parametre «, et donc sur la stabilité du

schéma.

Il existe d’autres approches permettant de s’affranchir de ces instabilités, comme la «
Shifted Boundary Method » de Main et Scovazzi [46]. Les auteurs proposent de déplacer la
frontiere f de fagon a ce que les mailles mixtes ne soient plus comprises dans le domaine
de calcul (voir Fig 5.19). Le potentiel ¢ et les fonctions test de I’équation (5.17) sont

redéfinis dans ce cas a l'aide d’un développement limité de Taylor :

¢(n) + Vo(n) -d+O(|[d]|*)
w(n) + Vw(n) - d + O(||d||?) (5.34)

o(T)
()

ou d désigne la distance (selon les dimensions de I'espace) entre la surface libre et la
frontiere de substitution. La condition de Dirichlet sur ¢ est toujours imposée a l'aide
d’une formulation de Nitsche. Cette méthode, bien que prometteuse, s’avere cependant

complexe a mettre en ceuvre numériquement. Elle demande de réadapter la formulation

l

Fluide Fluide

FI1GURE 5.19 — Position de la frontiere f pour (a) la méthode développée dans ce travail,
et pour (b) la Shifted Boundary Method.
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5.5. Conclusion

MEF en impliquant des développements relativement conséquents, pour cela, elle n’est

pas retenue pour la suite de ce travail.

Pour rappel, notre objectif est de traiter des non-linéarités de la surface libre. Pour y
parvenir, il serait alors nécessaire d’améliorer les performances de 'outil numérique dé-
veloppé dans ce chapitre. Dans un premier temps, il conviendrait de traiter les termes
non-linéaires présents dans 1’équation de Bernoulli. Ces derniers peuvent étre assimilés a
une composante advective de I’équation, demandant certainement 1'utilisation d’une ap-
proche particuliere pour les résoudre. A ce stade de I'avancée des travaux, poursuivre le
développement de la méthode semblait complexe pour différentes raisons. En effet, nous
supposions que la surface libre ne pouvait pas traverser les éléments du maillage. Cette
hypothése n’est plus envisageable lorsque ’écoulement subit de fortes déformations. Pour
appliquer faiblement la condition de Dirichlet sur I'une des frontieres du domaine, il se-
rait alors nécessaire de redéfinir le maillage a chaque fois que la surface libre traverse les
éléments, de facon a ce que la frontiere r ne soit jamais trop éloignée du fluide. Bien que
I’'on ne souhaiterait pas faire correspondre le maillage a la géométrie de la surface libre, il
serait toutefois contraignant de le redéfinir régulierement. De plus, il parait assez évident
que l'utilisation d’'une méthode de Nitsche sous sa forme classique nous confronterait a

des instabilités numériques lorsque nous souhaiterons traiter des cas a forte dynamique.

Apres réflexions et discussions, il a donc été convenu de revoir le modele en traitant un
autre cas de figure : les écoulements bifluides, ou la partie vide comprise dans le domaine 2
est remplacée par un second fluide aux propriétés connues. Les conditions de surface libre
peuvent alors s’appliquer naturellement, sans avoir recours a la formulation de Nitsche,

et sans nécessairement redéfinir le maillage du domaine de calcul.
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CHAPITRE 6

MODELISATION D’UN ECOULEMENT
BIFLUIDE EN DEUX DIMENSIONS

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux écoulements incompressibles instation-
naires, constitués désormais de deux fluides séparés par une interface mobile, et soumis a
la gravité. Notons €2 un domaine de R? borné par une frontiére 952, ce dernier se décom-
pose en deux sous-domaines §2; et €y associés aux deux fluides (voir Fig. 6.1). L’interface

est traitée une nouvelle fois par le biais d'une approche Level-Set, décrite précédemment.

o002

Fluide 2
92

Interface
mobile

FIGURE 6.1 — Domaine de calcul €2 en deux dimensions pour des écoulements bifluides.

La premiere section de ce chapitre abordera les deux grandes difficultés rencontrées lors
de la résolution d'un probleme incompressible dans le cadre de la MEF, qui conduisent
généralement a des instabilités numériques. Nous aborderons ensuite les méthodes de
stabilisation retenues pour y remédier. La deuxieme partie de ce chapitre présentera le
modele dévolu a la description des deux phases de I’écoulement, ramenant finalement le
choix du modele mathématique aux équations d’Euler incompressibles. La discrétisation
spatiale et temporelle de ces équations sera ensuite traitée, avant d’aborder le couplage

avec la méthode Level-Set. Enfin, la derniére section présentera les résultats numériques
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issus de plusieurs cas représentatifs des problématiques navales, pour lesquels on dispose

de solutions de référence.

6.1 Difficultés numériques pour les écoulements in-

compressibles dans le cadre de la MEF

La résolution d’un probleme incompressible fait face a deux difficultés d’ordre numé-
rique. La premiere concerne la discrétisation des termes de pression et de vitesse, lorsque
ces deux variables sont résolues a I'aide d'un seul systeme d’équations. La seconde concerne
la discrétisation des termes advectifs lorsque ces derniers sont prédominants dans I’écou-
lement. Afin de clarifier ces difficultés, nous nous appuyons sur la résolution monofluide

des équations de Navier-Stokes, rappelées ci-dessous :

V-u=0 (6.1)
Ou ~Vp 9
E-I—(U-V)u— p +vViu+g (6.2)

Les champs de pression et de vitesse sont approchés dans deux espaces d’éléments-
finis distincts, conduisant a une formulation mixte du probléme. La formulation faible
de I'équation de conservation de la masse est multipliée par une fonction test notée ¢ et
I’équation de conservation de la quantité de mouvement par une autre fonction notée v.
En prenant p = 1 kg.m™3, les formulations faibles et continues des équations (6.1) et (6.2)

s’écrivent sous la forme suivante :

/Q(v w)g =0 (6.3)

Qaaltl-v+/ﬂ(u-V)u-v—/QVVQu-VJr/QVp'V:/Qg'V (6.4)

Pour une dimension d, nous définissons les espaces Sb, TF de L*(Q), et SP, T)* de
HY(Q)4 et HY(Q)4, respectivement. Ces derniers sont utilisés dans les travaux [47] pour
résoudre un probléme de Navier-Stokes, ou H'(Q) et H}(Q2) désignent deux espaces de

Hilbert, définis comme suit :
HY(Q) ={f € L*(Q), V[ € (L*())*}
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6.1. Difficultés numériques pour les écoulements incompressibles dans le cadre de la MEF

Hy(Q) = {f € L*(Q),Vf € (L*(Q))? f = 0 sur 90}

Le terme f utilisé dans les définitions ci-dessus désigne la fonction que ’on souhaite ap-

procher. Le probleme discret peut alors s’écrire sous la forme suivante :
Trouver (uy, py) € S}t x S7 tels que (v, qn) € TP x T} -

/Q(V “up)gn =0 (6.5)

8uh

Qﬁ-wﬁ—/gz(uh-V)uh-vh%—y/QVuh:Vvh—/Qph(V-vh):/Qg-vh (6.6)

La méthode de Galerkin conduit a résoudre le systeme suivant :

A(g):(sgn 3)(5)=(§) (6.7

U et P désignent ici les vecteurs comprenant les valeurs nodales des champs de vitesse et
de pression. Le terme S(U) est lui composé des deux parties suivantes : S(U) = (M/At) +
L(U), avec M la matrice de masse et L la matrice d’advection-diffusion comprenant les
termes advectifs et visqueux. Les termes G et D représentent les opérateurs discrets
gradient et divergence. Enfin, F = g désigne les forces extérieures (i.e. la gravité ici). Le
probleme réside ici dans le fait que la matrice A soit définie comme étant non-symétrique

et parfois singuliere, ce qui peut compromettre la stabilité du schéma numérique.

6.1.1 Discrétisation des termes de pression et de vitesse

La résolution du systéme (6.7) pour déterminer les quantités p et u amene régulie-
rement a des difficultés d’ordre numérique. Si les espaces approchés de la pression, des
vitesses et des fonctions tests associées ne sont pas correctement choisis, des oscillations
non-physiques de pression peuvent alors apparaitre dans la solution. La condition de
Babuska-Brezzi [2] permet de vérifier la bonne compatibilité des espaces approchés. Gé-
néralement, elle n’est pas satisfaite lorsque l'interpolation vitesse-pression est identique
(voir Fig. 6.2). Les autrices Marchandise [47] et Billaud Friess [19] présentent dans leurs
travaux ces instabilités numériques obtenues sur le champ de pression pour la simulation

d’un écoulement de Stokes.
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Chapitre 6 — Modélisation d’un écoulement bifluide en deux dimensions

Pour satisfaire la condition de Babuska-Brezzi, il est possible d’utiliser des éléments-
finis stables, ou généralement I'espace des vitesses est enrichi par rapport a la pression.
Plusieurs types d’éléments respectent cette condition, dont ceux de Taylor-Hood [67] (voir
Fig. 6.3), utilisés dans les travaux [1] pour la résolution d’un écoulement de Stokes, et

dans [26] pour résoudre les équations de Navier-Stokes incompressibles.

Pression Vitesse

][]

FIGURE 6.2 — Eléments-Finis incompatibles P; /P;.

Pression Vitesse

1]

FIGURE 6.3 — Eléments de Taylor-Hood P /Ps.

Stabilisation de la matrice A

Il est possible de contourner la condition de Babuska-Brezzi en ajoutant au systeme
(6.7) une matrice, notée C, renforgant la positivité de A afin de la stabiliser. Le systeme

(6.7) se réécrit alors sous la forme suivante :

AT(E)_<SEJ> _c?)(g)‘@) (6.5)

Cette modification revient finalement a introduire un terme de stabilisation, noté 7, dans
I'équation de continuité (6.1). Il existe différentes méthodes pour cela, comme la méthode

Pressure Stabilization [6] ou I’équation (6.1) est réécrite sous la forme suivante :
V-u=171V% (6.9)
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6.1. Difficultés numériques pour les écoulements incompressibles dans le cadre de la MEF

Le terme 7 désigne un coefficient de stabilisation qui demande d’étre choisi judicieusement
afin d’assurer la convergence et la précision de la méthode. Cette approche a le principal
inconvénient d’étre inconsistante. Afin de 'améliorer, Hughes et al. [33] développent une
méthode similaire, appelée Pressure Stabilization Petrov-Galerkin (PSPG), qu’ils utilisent
dans leurs travaux pour la résolution d’un écoulement de Stokes. Le probléme discret pour

ce type d’écoulement peut s’écrire classiquement sous la forme suivante :

Trouver (uy, py) € Sit x S} tels que (v, qn) € TP x T}

/Q(V “up)gn =0 (6.10)

1// Vuh:Vvh—/ph(V-vh):/ f-vy, (6.11)
Q Q Q

La quantité f désigne ici un terme source. La méthode PSPG consiste a modifier la
formulation Galerkin standard, présentée ci-dessus, en ajoutant une perturbation aux

fonctions tests :

v, = vy + 7V, (6.12)

De la méme fagon que la méthode Pressure Stabilization, on retrouve finalement un terme
supplémentaire dans I’équation de continuité. Afin d’assurer la consistance de la méthode,
la perturbation est multipliée dans ce cas-ci par le résidu de I'équation de quantité de
mouvement. Le probleme discret présenté plus haut pour un écoulement de Stokes est

réécrit en s’appuyant sur une formulation PSPG :

/Q(V Sup)qn + /Q(Tvqh)R =0 (6.13)

l//QVuh:Vvh—/ﬂph(v-vh):/ﬂf-vh (6.14)

avec R = (Vp, —vV?uy, — f) le résidu de I’équation de bilan de la QDM et 7 le coefficient

de stabilisation défini sur chaque élément du maillage.

Méthode de projection

La condition de Babuska-Brezzi peut se contourner d’une seconde facon en se basant
sur une méthode de projection. Plutot que de définir un systeme général pour résoudre

les équations (6.1)(6.2), cette approche se base sur la résolution de plusieurs équations
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familieres et simples a résoudre. Selon les travaux de Chorin [9][10], le principe de la
méthode repose sur la décomposition de Hodge de tout champ vectoriel en la somme
d’un champ a divergence nulle et d’'un champ a rotationnel nul (dérivant d’un potentiel

scalaire). Par conséquent, on peut écrire :

Vi=V+A avec: V-V=0 et: VAA=0 (A=V9) (6.15)

De cette fagon, la vitesse et la pression peuvent étre résolues séparément. Dans une version
de sa formulation, Chorin propose une discrétisation explicite en temps qui s’exprime sous

la forme suivante :

V.ou"tt =0 (6.16)

un+1 —u" \V4 n+1
e Vu E

— V"' —g=0 (6.17)

ol les champs de vitesse et de pression de I’écoulement sont inconnus a l'instant t"*!. La
premiere étape dite de prédiction consiste a calculer un champ de vitesse intermédiaire,

noté u*, ou I'on omet le terme de pression :

* n

u —u

A7 + (u" - V)u" —vVi" —g =0 (6.18)

Une étape de soustraction (6.17) - (6.18) est réalisée afin d’obtenir I’équation suivante :

\V4 n+1
ut =u"t At < P ) (6.19)
p
Selon la définition (6.15), le champ vectoriel (6.19) peut se décomposer en deux com-
posantes : I'une a divergence nulle et I’autre a rotationnel nul. En considérant la masse

volumique constante, on peut écrire :

At n+1
u =u"t + Vo avec : ¢ = 2P (6.20)
P

On retrouve bien la décomposition du champ u* en une composante a divergence nulle
(V -u"™! = 0) et une composante dérivant d’un potentiel scalaire ¢. En appliquant
l'opérateur divergence a 1’équation (6.19), on obtient alors une équation de Poisson sur la
pression (PPE) :
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6.1. Difficultés numériques pour les écoulements incompressibles dans le cadre de la MEF

n+1 L1t
V. <Vpp ) _ VA: (6.21)

1

Apres résolution de ce systeme linéaire, I'inconnue p"*! est déterminée dans 1’ensemble

du domaine, et la vitesse u"*! est finalement calculée selon la décomposition (6.19) :

vpn—i-l
)

U, 1 =u" — At ( (6.22)

6.1.2 Discrétisation des termes d’advection

La deuxieme difficulté numérique réside dans la discrétisation des termes liés a 1'ad-
vection. Le formalisme classique Galerkin présente des instabilités numériques lors de
la résolution d’un probleme ou les termes advectifs sont prépondérants par rapport aux
termes visqueux. Ceci est dii a 'utilisation d’un schéma centré lors de ’avance en temps.
Billaud Friess [19] illustre dans ses travaux l'instabilité de la méthode Galerkin pour
la résolution d’une équation d’advection-diffusion, ou la solution numérique oscille vio-
lemment lorsque 'advection domine. Le probleme discret pour ce type d’équation peut

s’écrire classiquement sous la forme suivante :

Trouver u;, € Si tel que vy, € T -

/th(a'Vuh) —l—/QVUh - (kVuyp) = /vah (6.23)

Les termes a, k et f désignent respectivement le champ d’advection, le coefficient de
diffusion et le terme source. Il existe plusieurs approches afin de stabiliser le schéma
numérique ici, dont la méthode Streamline-Upwind [32]. Cette derniere repose sur la
construction d’un opérateur de diffusion artificielle agissant uniquement dans la direction

de I’écoulement. L’équation (6.23) est alors réécrite de cette fagon :

/th(a -Vuy) + /Q Vup, - (kVuy) +/vih : ([N(Vuh) = /vah (6.24)

avec K le tenseur de diffusion, noté :

(6.25)

IN(_EQ_%<a®a>

[

Le terme k désigne le terme de diffusion artificielle. En étant multiplié par @, la diffusion
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Chapitre 6 — Modélisation d’un écoulement bifluide en deux dimensions

se fait uniquement dans les directions des lignes de courant. Comme la méthode Pressure
Stabilization, cette approche a le désavantage de ne pas étre consistante. Pour pallier
ce probléme, Brooks et Hughes [7] développent une méthode Streamline Upwind Petrov-
Galerkin (SUPG), ou les fonctions test vy, sont modifiées en ajoutant une perturbation de

type Streamline Upwind qui agit uniquement dans la direction de I’écoulement :

v = v, + 7(a- Voy) (6.26)

L’équation (6.23) est alors réécrite en se basant sur ce formalisme :

/th(a-Vuh) +/QVvh - (kVuy) + /QT(a-Vvh)R = /vah (6.27)

avec R = (a-Vuy — V- (kVuy) — f) le résidu de I’équation d’advection-diffusion et 7 le

coefficient de stabilisation défini sur chaque élément du maillage.

6.2 Meéthodes de stabilisation

Dans le cadre de ce travail, il est donc nécessaire de sélectionner une méthode permet-
tant de :

- discrétiser correctement les termes de pression et de vitesse,
- stabiliser le schéma lorsqu’il y a une prédominance des termes advectifs dans le

probléeme.

6.2.1 Nouvelle méthode de projection explicite d’ordre élevé

Pour circonvenir la condition de Babuska-Brezzi, nous nous appuyons sur une méthode
de projection afin de résoudre les équations régissant ’écoulement. Cette section servira
simplement d’introduction a la méthode développée dans cette these. Une explication dé-
taillée, appliquée a la formulation mathématique retenue dans ces travaux, sera fournie

dans une section suivante.

Dans la version décrite précédemment 6.1.1, la vitesse et la pression sont résolues au
pas de temps suivant selon une approche explicite. La décomposition de Hodge dans ce
cas de figure est appliquée directement sur la vitesse, ce qui restreint le choix de ’avance

temporelle & la méthode d’Euler explicite. Utiliser cette formulation dans le cadre de
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6.2. Méthodes de stabilisation

notre travail constituerait une limitation majeure, car nous serions contraints a utiliser
un schéma temporel du premier ordre. L’objectif principal de la these, consistant a déve-
lopper une méthode d’ordre élevé en espace et en temps, ne serait donc pas atteint. Pour
surmonter cette limitation, nous développons une nouvelle méthode de projection, ou la

décomposition de Hodge est appliquée sur la dérivée (en temps) de la vitesse.

A T'instant initial, la quantité u est connue et vérifie bien la condition d’incompressibi-
lité (6.1). Dans ce travail, nous faisons I’hypothese que la divergence du champ de vitesse
est nulle & l'instant " et t"7© avec © € [0, 1] un parameétre dépendant des différentes

étapes de 'avance temporelle. On peut alors considérer :

v () - o

L’équation (6.17) est réécrite dans ce cas sans la décomposition d’Euler :

V22

<831251> + (u™ - V)u" + VS — vV —g=0 (6.29)

La premiere étape consiste a déterminer une dérivée temporelle intermédiaire, ou le gra-

dient de pression est omis :

a *
((;:) + (" V)u" — vV —g =0 (6.30)
L’étape de soustraction (6.29)-(6.30) est réalisée afin d’obtenir :
ou\” ou\" Vpn
— | =\ = 6.31
<8t> <3t> i (031

On retrouve bien la décomposition du champ (0u/0t)* en une composante a divergence

nulle (V - (0u/0t)" = 0) et une composante irrotationnelle dérivant d’'un potentiel sca-
laire ¢ = p™/p. En appliquant 'opérateur divergence a cette décomposition, on obtient

I’équation de Poisson suivante :

v. (V§”> _v. @?)* (6.32)

Apres résolution de cette équation, I'inconnue p” est déterminée dans ’ensemble du do-

maine. La dérivée temporelle (Ou/0t)" est finalement calculée selon la décomposition
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Chapitre 6 — Modélisation d’un écoulement bifluide en deux dimensions

(6.31) :

G)-(3) -7

A cette étape, il est possible de choisir le schéma temporel explicite que I'on souhaite

(Euler, RK2, RK3...) afin de déterminer en une ou plusieurs étapes u™*.

Cette méthode a le principal avantage de ne pas étre restreinte au premier ordre pour
le schéma temporel. Néanmoins, a la différence du schéma de Chorin, I'hypotheése d’in-
compressibilité (6.28) est imposée seulement sur le schéma spatial. Ceci peut conduire a
une valeur epsilonesque de la divergence du champ de vitesse, venant des erreurs numé-

riques associées a 'intégration temporelle.

6.2.2 Méthode Galerkin Discontinu pour résoudre les termes

advectifs

Afin de résoudre les équations fluides dépendantes d’une partie advective, nous uti-
lisons dans ce travail une approche Galerkin Discontinu, de la méme fagon que pour
résoudre 1’équation de transport Level-Set. A l'inverse de la méthode Petrov-Galerkin
(SUPG) décrite plus haut, cette derniére ne dépend pas d’un parametre de stabilisation,
qui pour rappel doit étre choisi judicieusement afin d’assurer la convergence et la précision
de la méthode. De plus, les espaces d’approximation des fonctions tests sont identiques
a ceux des solutions, ce qui permet de simplifier I'implémentation du schéma numérique.
Certains auteurs se sont eux aussi penchés sur une approche Galerkin Discontinu pour
résoudre a la fois ’équation de transport Level-Set et les équations fluides, a 'instar des

travaux réalisés par Pochet et al. [55] et Grooss et Hesthaven [25].

6.3 Description de l’'interface pour le traitement bi-

phasique de ’écoulement

Pour modéliser un écoulement bifluide, il est nécessaire de décrire chaque phase cor-
respondant aux domaines €2; et €2, a 'aide d'un modele mathématique approprié. Les

équations de Navier-Stokes offrent 'avantage de pouvoir représenter 1’écoulement dans
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une approche globale. Ainsi, nous commencgons par exprimer la formulation incompres-

sible des équations de Navier-Stokes pour chacune des phases €2; :

V-u=0 dans (6.34)

(f;‘;+<u V) ):—pr QuD) dans®  (635)

ou p; et p; désignent la viscosité dynamique et la masse volumique associées au fluide
i, et D(u) = 1/2(Vu + Vu?l). Pour rappel, les quantités p et p peuvent étre définies a
I’aide d’une distribution de Heaviside, pouvant étre paramétrée au moyen de la fonction
Level-Set :

p(x) = p1(1 = H(x)) + p2H(x)

(6.36)
pw(x) = (1 — H(x)) + p2H(x)
: 0 sixy <0
H(x) = { X Gy (6.37)

On considere un volume V', occupé par les deux fluides, dont la taille est infime par
rapport au rayon de courbure local de I'interface. Ce volume est décomposé en deux parties
distinctes V; et V,, représentant les volumes associés a chaque phase de I’écoulement (voir
Fig. 6.4). Dans un premier temps, les équations (6.34)(6.35) sont intégrées dans chacun

des deux volumes V; et Vs, ce qui permet d’écrire :

V- -u + V uy, =0 (6.38)
Vi
Vs
H—
U2 , P2

FIGURE 6.4 — Décomposition d’un volume V' en deux volumes V; et V5.
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[ (Gt o)+ [ oo (G P )
AL / Vps (6.39)
+ [ V- @mD(uw) + [ V- (2mD(us)

Pour obtenir une formulation plus globale, la fonction de Heaviside (6.37) définie plus
haut est utilisée pour intégrer les équations de Navier-Stokes dans le volume V' (V; U V3).
Cette derniere agit comme une fonction indicatrice permettant de déterminer le fluide a

traiter. On peut alors écrire :
/V Vow(l— H(Y) + V- uwH(x) =0 (6.40)

/Vp1(1 — H(x)) (%‘? +(u - V)u; — g) + p2H(x) (8(;2 + (uy - V)u, — g)
__ /V Vpi(1— H(x)) + VpaH(X) (6.41)

+/Vv-(2u1(1 — H(x))D(w)) + V - (2u2H (x) D (1))

A ce stade, plusieurs hypotheses peuvent étre formulées au sein du volume V' pour
simplifier le systeme d’équations ci-dessus. La premiere suppose ’absence de glissement
entre les deux fluides, ce qui implique que les composantes normales et tangentielles de
la vitesse restent continues a travers l'interface. La seconde hypothese considere que les
contraintes visqueuses sont négligeables par rapport a la pression, ce qui conduit également

a la continuité de la pression a l'interface. Pour un petit volume, on peut alors écrire :

w,=u et p=0p (6.42)

En supposant la définition (6.36) et I'approximation (6.42) dans la formulation (6.40)(6.41),
le systéeme d’équations (6.34)(6.35) peut étre réécrit sous une forme globale, exprimée

comme suit :

V-u=0 dans (6.43)
p(x) ( +(u-V)u-— g) =-Vp+ V- (2u(x)D(u)) dansQ (6.44)
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Il s’agit désormais de traiter la discontinuité de la viscosité et de la masse volumique
entre les deux fluides. Pour cela, le traitement de l'interface doit se faire de fagon ap-
propriée. Au sein de la littérature, deux méthodes peuvent étre utilisées a cet effet. La
premiere se base sur une approche diffuse de 'interface, ou la viscosité et la masse vo-
lumique évoluent de facon continue lors du passage d’un fluide a 'autre. La deuxieme,
quant a elle, se base sur une approche ponctuelle de I'interface, ou les discontinuités sur
les caractéristiques du milieu physique sont conservées. Deux méthodes issues de chacune

de ces deux approches sont présentées dans cette section.

6.3.1 Meéthode d’interface diffuse

Pour éviter la discontinuité de la viscosité et de la masse volumique au travers de
Iinterface, il est possible d’avoir recours aux fonctions lissées afin d’approximer numéri-
quement la distribution de Heaviside (6.37). Ce concept a été introduit auparavant dans
la section 3.5.4. L’interface dans ce cas de figure est épaissie artificiellement sur quelques
mailles afin de prendre en compte les conditions de saut et d’imposer naturellement les

conditions de surface libre (6.42).

En définitive, un seul systeme d’équations est résolu pour simuler le mouvement de
deux fluides. Cette approche est généralement bien adaptée lorsque les mailles comprenant
le mélange des fluides sont plus petites que le rayon de courbure local de I'interface. Cette

méthode peut se retrouver par exemple dans les travaux MEF [65][64][73][25][55].

6.3.2 Méthode d’interface ponctuelle

La Méthode Ghost Fluid (MGF) est une approche d’interface ponctuelle souvent re-
trouvée dans la littérature. Elle a été introduite par Fedkiw et al. [17] pour résoudre des
écoulements compressibles non-visqueux avec discontinuité de I’entropie. De fagon géné-
rale, cette approche conserve la discontinuité sur les caractéristiques du milieu physique,
ce qui demande alors de modifier les schémas de dérivation intersectés par l'interface.
Pour cela, la méthode nécessite de connaitre précisément la position de cette derniere. A
partir de chaque région des fluides, les solutions discontinues sont extrapolées de I'autre
coté de l'interface, en ayant connaissance du saut. Ces nouvelles valeurs sont communé-
ment appelées « ghost values », et remplacent les valeurs réelles situées de l'autre coté

de l'interface. Cette méthode permet ainsi d’assurer la continuité des fonctions dans les
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schémas de dérivation. La MGF est habituellement utilisée dans le cadre de la méthode
des Différences-Finies, on la retrouve par exemple dans les travaux de Tanguy [66] et

Dalmon [15] pour la résolution des équations de Navier-Stokes.

Nous nous appuyons ici sur le formalisme utilisé par ces deux auteurs afin de présenter
les grandes lignes de la méthode. A titre d’exemple, nous discrétisons une équation de
Laplace portant sur la pression, en une dimension, dans laquelle la masse volumique varie

de maniere discontinue d’une région a l'autre :

()

Le domaine de calcul est représenté sur la Figure 6.5, il est composé de deux fluides ayant
chacun sa propre masse volumique. Ces derniéres sont notées p~ et p™ et appartiennent
respectivement aux domaines 2; et {25. Pour une interface située entre deux noeuds z; et

xiv1, la discrétisation différences-finies s’écrit :

(j))% (W) B C})i_; (T)} (6.46)

Le terme (1/,0)1.7% est constant dans la maille [x;_; ; x;] et vaut (1/p)~. A l'inverse, (1/p)i+%

1

Azx

n’est pas constant dans [z; ; ;1] car la maille est composée des deux fluides. En supposant

la continuité du flux a l'interface I', on peut écrire :

0 Qs P
Ti o Tit1
[ @ o o
0Ax
)
r

FIGURE 6.5 — Discontinuité de la masse volumique dans un domaine de calcul 1D.
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1 (pz‘-l—l_pi): 1 " pie1 —pr _ (! (pr—pi>
P) i1 Az P (1-0)Ax p O0Ax
ou 6 désigne une variable dépendante de la fonction Level-Set :
|Xi]

N Ixa| + X1

La pression sur l'interface peut alors étre estimée selon la continuité du flux :

_— Opi1(L/p)" + (1 = 0)pi(1/p)~
(1/p)t0+ (1/p)~(1—6)

La pression pr est ensuite introduite dans I’équation (6.47) pour obtenir :

(1) W)
0) s W0+ (- 0)(1/p)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

(6.50)

Le coefficient 1/p est redéfini dans la maille mixte [z; ; 2;41], il est désormais continu et

le schéma de dérivation (6.46) ne présente plus de discontinuité. La méthode présentée ici

est valable pour les schémas différence-finies. Dans un contexte MEF, son implémentation

devient plus délicate car les schémas de dérivation sont plus complexes.

Ti—1 Z; Tit1

@ @ * @ L J
fluide 1 fluide 2

) W

i—1 X Ti+1

@ @ * @ L J

fluide 1 fluide 1 fluide 2
fantome

Ti-1 &y (b) Lit+1

@ @ *® @ L J
fluide 1  fuide 2 fluide 2

fantome

()

FIGURE 6.6 — (a) Maille mixte [x;; z;+1] (b) Extension du fluide 1 (¢) Extension du fluide

2.
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Billaud Friess [19] présente dans son travail une version MGF/MEF pour la résolution
des équations de Navier-Stokes compressible/incompressible. Elle suppose qu'une maille
mixte est finalement composée d'un seul des deux fluides, ou le fluide réel présent dans
I'élément est complété par un fluide fantéme de méme nature (voir Fig. 6.6). Chaque
nceud d’une maille mixte se voit attribuer la pression et la vitesse du fluide réel, mais
la masse volumique et la viscosité du fluide fantome. L’autrice montre que la MGF dans
ce cas de figure dégénere mal en pratique lorsque l'interface s’approche d’un nceud du
maillage. Pour remédier a ce probleme, elle s’appuie sur une fonction couleur qui calcule
la proportion de chaque fluide dans les mailles afin de définir des valeurs moyennes pour
les quantités discontinues. Malgré sa robustesse, la mise en ceuvre de cette méthode est
complexe car elle nécessite de réorganiser les systemes matriciels permettant de résoudre

les différents systemes linéaires.

6.3.3 Meéthode choisie

La mise en ceuvre d’'une méthode Ghost Fluid peut s’avérer complexe lorsqu’elle est
associée a une discrétisation de type éléments-finis. De plus, son application aux ordres
élevés n’est pas triviale. A I'inverse, les méthodes d’interface diffuse sont simples a mettre
en oeuvre, tout en étant facilement applicables aux ordres élevés. Pour cela, nous avons

retenu ce type d’approche pour ce travail.

I1 convient de noter que la formulation globale (6.43)(6.44) repose sur plusieurs ap-
proximations, ce qui limite le choix du modele mathématique pour décrire I’écoulement.
La poursuite des travaux visant a simuler des écoulements potentiels est difficilement en-
visageable dans un contexte de formulation globale. En effet, la résolution de I’équation
de Laplace sur le potentiel des vitesses ne permet pas de distinguer les deux fluides, puis-
qu’elle ne fait pas intervenir la masse volumique p(x). Afin de différencier les fluides, il est
alors nécessaire de traiter également ’équation de Bernoulli. Ceci est peu conventionnel
dans le cadre de la théorie potentielle, puisque cette derniere est généralement résolue
en post-traitement, pour déterminer le champ de pression. De plus, trouver une formu-
lation globale appropriée pour 1’équation de Bernoulli constitue un défi majeur, puisque
I'on suppose que les fluides sont irrotationnels et qu’il y a glissement a l'interface. Pour
ces raisons, il a été convenu de modifier le modele mathématique en se ramenant aux
équations d’Euler. Dans ce cas, il n’est plus nécessaire de considérer I’hypothese d’irrota-

tionalité et la résolution de I’équation de Bernoulli n’est plus requise.
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Le systéme d’équations (6.43)(6.44) est alors simplifié en omettant les termes visqueux.
Le recours aux équations d’Euler entraine implicitement la présence de glissement a l'in-
terface, ce qui s’écarte de I’hypothése formulée initialement pour obtenir la formulation
globale des équations de Navier-Stokes. Cette derniere suppose, en effet, 'absence de glis-
sement & l'interface. A Pavenir, il est envisageable de corriger cette limitation en prenant
en compte la viscosité de I’écoulement. Cependant, cela peut entrainer d’autres difficul-

tés puisqu’il est nécessaire de traiter un terme supplémentaire dans le systeme d’équations.

Bien que les méthodes d’interface diffuse offrent indéniablement ’avantage d’étre fa-
cilement implémentables, elles sont connues pour générer des courants parasites autour
de la surface libre en raison du lissage de la fonction de Heaviside, ce qui constitue leur
principal inconvénient. Ces vitesses parasites doivent alors étre caractérisées afin d’étre

contrdlées, de fagon a ce qu’elles n’influent pas sur la stabilité du schéma numérique.

6.4 Résolution des équations d’Euler incompressibles
avec une nouvelle méthode de projection d’ordre

élevé

Dans le cadre de cette these, 'outil numérique développé pour la simulation d’écoule-

ments bifluides repose sur I'utilisation des équations d’Euler incompressibles.

Cette section débutera par la présentation de la formulation globale des équations ré-
gissant I’écoulement, qui permet de s’affranchir de la discontinuité de la masse volumique
a l'interface en utilisant un seul systeme d’équations. Nous résumerons ensuite les diffé-
rentes étapes de résolution, qui s’appuient sur la méthode de projection mise en ccuvre
dans cette these, pour calculer les champs de pression et de vitesse séparément. Cette
section présentera enfin la discrétisation spatiale et temporelle des équations a résoudre,

avant d’aborder le couplage avec la méthode Level-Set.
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6.4.1 Formulation globale des équations d’Euler

L’écoulement est supposé étre a phases incompressibles et non-visqueuses, le modele

mathématique se réduit ici aux équations d’Euler, rappelées ci-dessous :

V-u=0 dans Q (6.51)
ou Vp
—+(u-V)u=———+g dans 6.52
or (V) p(x) (6:52)

ou p(x) désigne la masse volumique globale, définie selon la fonction Level-Set :

p(x) = p1+ (p2 — p1)H(X) (6.53)

Dans ce travail, la fonction H () est spécifiquement choisie pour étre continue a ’in-

terface. Cette derniére est définie comme suit :

H(x) = ; (1 + tanh (g)) (6.54)

€
La définition ci-dessus est utilisée dans les travaux de Zhao et al. [73] afin de caractériser

globalement la masse volumique et la viscosité des fluides, dans le but de résoudre les

équations de Navier-Stokes incompressibles.

Pour rendre le probleme complet, il est essentiel de fournir une condition initiale pour
le champ de vitesse, puis de spécifier les conditions aux frontieres du domaine sur la vitesse
et la pression. Pour rappel, les conditions a l'interface sont naturellement prises en compte

dans la formulation globale des équations d’Euler.

Conditions aux limites

Le domaine de calcul €2 est supposé borné par des parois fixes ou I'on impose une
condition de non pénétration des fluides. On obtient donc une vitesse normale nulle aux
parois :

u-n=0 sur o (6.55)

Dans le cadre de ce travail, nous résolvons une équation de Poisson pour obtenir le

champ de pression. Cette derniere nécessite de spécifier des conditions aux limites du
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domaine. Nous faisons le choix ici d’imposer une condition de Neumann sur la pression,
définie selon les équations (6.52) et (6.55) :

Vb

e ‘n=—[(u-V)ul-n+g-n sur df) (6.56)

Conditions a ’interface

Pour deux fluides non-visqueux et sans effet de tension de surface, les conditions de

saut a l'interface impliquent la continuité :

- des vitesses normales :

u-n=uy-n surl (6.57)

- de la pression :
pr=p2 surl (6.58)

Pour rappel, l'utilisation d’une interface diffuse impose non seulement la continuité
de la vitesse normale, mais également celle de la vitesse tangentielle, sous-entendant qu’il
n’y a pas de glissement a l'interface. Cette hypothese est réductrice dans le cadre de ce
travail, car elle suppose que I’écoulement est visqueux. Cette limitation pourra étre levée

par la suite, si la formulation évolue vers les équations de Navier-Stokes.

6.4.2 Résumé des étapes de résolution

Dans le contexte de cette étude, nous optons pour une méthode de résolution explicite
en temps. Les évaluations des dérivées temporelles et spatiales dans ce cas peuvent alors
étre découplées. Le systeme d’équations a résoudre est basé sur la méthode de projection
présentée dans la section 6.2.1 de ce manuscrit, ou le terme de viscosité est omis. Dans

cette approche, la dérivée temporelle du champ de vitesses est évaluée en deux étapes :

(- Vutg- 2
=—(u-Vu+g— ——
u p(x) (6.59)
ot 3u1 8u2
Ot * ot

Par identification a 1’équation (6.30) (en omettant le terme de viscosité), les dérivées

Ouy /Ot et Quy /0t peuvent se définir sous la forme suivante :
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8u1 . ou * .
8u2 Vp
2 _ & 6.61
ot p(X) (661

Afin de simplifier la notation, nous utiliserons les termes u; ; et uy; pour désigner respec-
tivement du, /0t et Ouy/0t. L’équation de Poisson sur la pression est ensuite obtenue en

considérant la contrainte d’incompressibilité (V - (0u/dt) = 0) :

v (o) = v (6.62)

La prise en compte d'une masse volumique globale pour 1’écoulement conduit a ré-
soudre une équation de Poisson anisotrope sur la pression. Pour chaque pas de temps, les

différentes étapes de résolution peuvent se résumer de la fagon suivante :

- Etape 1 : Résoudre (6.60) afin d’obtenir la composante uy ;.
- Etape 2 : Résoudre (6.62) pour déterminer la pression.

- Etape 3 : Résoudre (6.61) afin d’obtenir la composante ug ;.
- Etape 4 : Enfin, résoudre (6.59) pour déterminer (Ou/0t).

- Etape 5 : Avance temporelle (explicite).

L’équation (6.60) (étape 1) est résolue dans un espace discontinu afin d’y appliquer le
formalisme Galerkin Discontinu, qui est nécessaire pour stabiliser le schéma numérique.
Une premiére option envisageable pour résoudre 1’équation de Poisson (6.62) (étape 2)
serait d’utiliser un espace discontinu similaire a I'étape précédente, comme ce qui est
retrouvé dans les travaux [25]. Cependant, il est important de préciser que le forma-
lisme Discontinu Galerkin n’a pas été initialement cong¢u pour résoudre des problemes
elliptiques. Dans ce contexte, 'une des principales difficultés est d’imposer des conditions
limites de type Dirichlet. De plus, il est nécessaire de spécifier un flux numérique aux faces
internes du maillage. Dans cette these, nous décidons d’utiliser des méthodes spécifique-
ment adaptées a chaque probléme traité afin de tirer parti des avantages de la méthode
Elément-Finis, et ainsi exploiter au maximum ses capacités. Pour cela, I’équation de Pois-

son (6.62) est résolue dans un espace continu a 'aide d’un formalisme classique de type
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Galerkin.

II est important de noter que l’équation de continuité (6.51) est résolue de fagon

implicite dans cette étude, a travers ’équation de Poisson (6.62).

6.4.3 Discrétisation spatiale

Cette section détaille la discrétisation spatiale des équations (6.60)(6.61)(6.62), en
suivant l'ordre des étapes mentionné précédemment. Chaque étape implique 'utilisation

d’outils numériques adaptés pour traiter au mieux les spécificités des équations a résoudre.

Terme d’advection

Nous résolvons dans un premier temps ’équation (6.60). Celle-ci contient la partie
advective de la dérivée temporelle (6.59), on adopte alors une formulation de type Ga-
lerkin Discontinu afin de décentrer le schéma. Nous prenons également soin de choisir un
espace fonctionnel commun pour la vitesse et la fonction Level Set, car cette derniere est

advectée par le champ de vitesse de I'écoulement.

L’équation (6.60) est résolue dans ce travail composante par composante, la formula-

tion faible qui en résulte est alors exprimée en deux parties :

/Qulyt w= —/Qw(u -Vu) (6.63)

/QUM w= —/Qw(u -Vv) — gw (6.64)

Les deux composantes du vecteur u;,; sont discrétisées selon la méme méthode. Afin de
ne pas alourdir la description, nous présenterons uniquement la discrétisation de la com-

posante uq 4.

Sur chaque élément E € &, les fonctions tests et la solution u;; sont approchées par
des fonctions polynomiales d’ordre £ > 0, continues sur chaque élément mais discontinues
d’une maille a autre. L’espace fonctionnel (scalaire) des solutions est identique a celui

de la fonction Level-Set y, il est rappelé ci-dessous :

Wi = {uym € L*(Q);urm|E € Py(E),VE € &,} (6.65)
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Remarquons que les équations de transport des composantes de vitesse (6.63) et (6.64)
sont écrites sous forme convective, a l'inverse de I’équation de transport Level-Set (4.23)
qui est sous forme conservative. La contribution GD appliquée sur les faces des éléments
pour décentrer le schéma fait intervenir ici un terme supplémentaire, venant de l'intégra-
tion par parties des termes advectifs. Le probleme discret peut étre formulé généralement

dans le domaine 2 sous la forme suivante :

/Qul,th wp, = /Qwh u- Vuy) — Z /{whu np}[[ug]] Yw, € Wy (6.66)

FeF;

{wn - np = —(u-np){wn} + ;|u g [wn]] (6.67)

Dans la définition (6.66), la premiére intégrale du membre de droite désigne la contri-
bution de Galerkin. Les termes surfaciques correspondent au décentrement appliqué aux
faces internes F;, entre éléments. La formulation ne fait pas intervenir de termes de bord

puisque 'on suppose la non pénétration des fluides sur les parois fixes.

Les fonctions approchées w4, up et wy, présentes dans I’équation (6.66) sont définies
par des polynomes de Lagrange. Le probléeme approché peut finalement s’écrire comme

suit :

MA{uy .} = T{u} (6.68)

Les vecteurs {uy+} et {u} contiennent les valeurs nodales des solutions et M, T' désignent

les matrices de masse et de transport dont les i,j-iemes éléments sont donnés par :
M;; = / NN (6.69)

/ NU(u- VN!) - py / (N [NY] (6.70)

L’équation (6.64) est résolue de la méme maniére en ajoutant le terme de gravité. Le
systeme (6.68) peut étre réexprimé sous une forme plus générale en prenant en compte

les deux composantes des champs vectoriels u;; et u

M{u;} = T{u} +g (6.71)
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Le terme g désigne ici un vecteur source représentant 1’accélération de pesanteur. L’espace

fonctionnel (vectoriel) de la solution uy 4, est défini de la fagon suivante :

WY = {uim € (L*()* ui;m|E € (Pu(E))* VE € &} (6.72)
Le systeme linéaire (6.71) est résolu par une méthode itérative du gradient conjugué
utilisant un préconditionneur de Jacobi.
Champ de pression

L’équation de Poisson (6.62) peut étre résolue puisque le membre de droite (terme
source) est désormais connu. Ici, nous avons recours a une formulation classique de type
Galerkin, qui est initialement congue pour la résolution de ce type de probléme. La for-

mulation faible de I’équation (6.62) peut s’écrire sous la forme suivante :

/Q v. (;}g) W= /Q (V- uy ) (6.73)

Le théoreme de Green est appliqué dans ce cas aux deux membres de I’équation :

Lo S () e o

Pour chaque élément E € &, les fonctions tests et la solution p sont approximées par
des fonctions polynomiales d’ordre k£ > 0, continues sur chaque élément puis d’un élément

a un autre. L’espace fonctionnel des solutions est défini comme suit :

WP ={pn € H (Q);pu|E € Px(E),VE € &,} (6.75)

La formulation discrete de I'équation (6.74) s’écrit :

/th /th ult—/ wp(ugs - n) + wh<vm-n>
oo \p(x) (6.76)
Ywy, € W}I;

pour u; solution de (6.71). Les fonctions approchées p, et wy, présentes dans I'équa-

tion (6.76) sont définies par des polynémes de Lagrange. Le probléme approché s’obtient
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finalement sous la forme suivante :

Afp} = {0} (6.77)

Le vecteur {p} contient les valeurs nodales de la pression a déterminer, et les i,j-iémes

éléments de la matrice A et du vecteur {b} sont donnés par :
Ay = / L ognr. v (6.78)
ToJapo Y

v
b; = /Q VN -uy, — /a NZ(um) 4 [ N7 <p(>i))~n> (6.79)

Le terme (% -n) présent dans b; désigne la condition de Neumann (6.56) définie se-

lon la condition de non pénétration des fluides sur les parois fixes. L’utilisation seule de
ce type de condition limite conduit a une solution de pression définie a une constante
pres (éventuellement dépendante du temps). Pour fixer cette constante, nous imposons

sur un neeud du maillage une condition forte de type Dirichlet sur p (classiquement p = 0).

La variation de la masse volumique influe sur les performances de la méthode de résolu-
tion choisie. Lorsque le ratio (py/p;1) devient tres faible, la matrice A est mal conditionnée
et la méthode du gradient conjugué voit ses performances considérablement chuter. Il
est alors essentiel d’appliquer ici un préconditionnement du systeme pour s’affranchir du
mauvais conditionnement de A. Pour résoudre le systéme (6.77), on utilise une méthode
du gradient conjugué avec un préconditionneur de Gauss-Seidel. Ce dernier s’avere plus
adapté pour ce type de résolution que le préconditionneur de Jacobi, utilisé pour résoudre

les équations de transport.

Précisons que la fonction 1/p(x) présente dans les termes (6.78)(6.79) n’est pas ana-
lytique puisqu’elle dépend directement de la discrétisation éléments-finis de la fonction
Level-Set. Cette derniere étant obtenue dans ’espace discontinu des solutions, une étape
de projection est nécessaire pour déterminer 1/p(y) dans I'espace continu de la pression.
En revanche, le vecteur u;; (présent dans le terme source) qui est préalablement calculé
dans 'espace discontinu des vitesses W)Y ne nécessite pas d’étape de projection pour ré-
soudre le probleme. Dans le but de clarifier davantage ces deux derniéres remarques, nous
proposons de discrétiser un probleme simplifié en 1D, similaire a celui (6.62), exprimé

sous la forme suivante :
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0 op\
o (Cay> Sy (6.80)

ou C et S désignent respectivement un coefficient et un terme source, discrétisés dans un
espace discontinu des solutions. Pour un domaine de calcul Q (voir Fig. 6.7) défini en une

dimension ou y € [y;;ys], on impose les conditions aux limites suivantes :

dp
ay 9 um (6.81)
p=20 sur s
p=20
Ys @ S3
Ey

Yo @ So(Eq), So(Es)

£y

91@51

dp __
Co =—9

FIGURE 6.7 — Domaine de calcul €2 en une dimension pour résoudre le probleme (6.80).

Pour une fonction test w(y) choisie suffisamment réguliere, la formulation faible et

continue de I’équation (6.80) s’écrit :

[ g‘;cgz — /Q WS+ [wcgﬂm (6.82)

Le domaine 2 est discrétisé en deux éléments F; et Ey. Chacun de ces éléments repré-
sente un segment compris entre deux coordonnées y; et y;,1. La solution p est approchée
dans lespace fonctionnel continu W} (6.75) et les quantités C' et S sont définies initia-
lement dans 'espace fonctionnel discontinu W; (6.65). Une premiére étape consiste ici
a projeter le coefficient C' dans le méme espace (continu) que la solution p. L’équation
(6.82) est réécrite sous sa forme discrétisée pour un élément (segment) compris entre deux

neeuds y; et Y -
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Yi+1

— /y”l wpShH + lth’haph] Ywy, € Wf (683)
Y

/yi+1 awh C aph
Y Ay

ooy Moy

Yi

avec Cy, € WP et S, € Wg. Pour chaque élément du maillage, on considére que les
quantités p, w, C et S sont définies par des fonctions polynomiales (éléments de type

Lagrange) d’ordre k = 1. Ces derniéres s’écrivent sous la forme suivante :

Pn = (N1 NQ) ( bi ) ,  Whp = (u}z‘ Wz‘—H) (x;) (6.84)

Chp = (N1 N2) (CC ) LSy, = (N1 N2) (SS ) (6.85)

Le membre gauche de 'équation (6.83) est reformulé en considérant les définitions

ci-dessus :

Yit1 Ouwy, Opn, virr [ Np y C; Di
Pon 3, IPh _ / ) (N, N N, N
/y" oy " oy vi <N2,y) ( 1 2) (Cz‘+1 ( Y 2’y> Pit1

Coefficient C discret

/yi“ Ninlci + NﬁyNzciﬂ Ny NoyN1C;i + N1y Noyy NoCiipg Di
Y N27yN17yN10i + N27yN1’yNQCZ‘+1 N227yN10i + N227yNQCZ‘+1

i

Pi+1
(6.86)

La matrice (2,2) obtenue dans I’équation ci-dessus désigne 1'opérateur du laplacien aniso-
trope discret. Lorsque 'on définit le coefficient C' comme étant une constante C' = 1, on

vérifie facilement que la matrice désigne 'opérateur du laplacien discret :

/yi-H Niy Nl,yNQ,y (6 87)
. 2 ’
Yi N27yN1’y N2,y

L’intégrale présente dans le membre droit de I’équation (6.83), désignant le terme source,

est reformulée en considérant les définitions (6.84)(6.85) :

yi Yi N S; Yi N2S; + N1 N,S;
/ " oSy = / T () _ / A 1o (6.88)
Yi Yi N2 Si+1 Yi Nglei -+ NZ Sz'—i—l

Terme source S discret
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Enfin, les termes de bord pour un élément du maillage s’écrivent :

Opn
vis1 —Ci——(yi)
lwhchaph] - 0y (6.89)
dy Vi Opn

Cina aiy(yi—i—l)

En partant de I’équation (6.83) et en se basant sur les définitions (6.86)(6.88)(6.89),

le systeme d’équations pour les deux éléments E; et Fy s’écrivent :

/y2 ( Nf,leCl + NﬁyNQCQ Nl’yNg,leCl + Nl’yNQ’yN2CQ) (pl)
Y

1 NZle,leCl + N27yN1’yN202 N227yN101 + N227yN202 D2
Al
C Ipn
- /y2 NiSy+ NiNaSa(B) |~ 15, W) (6.90)
s \NeNiSy + N3Sy(En) Ipn ‘
Czai(yz)
Fl Y
et :
/y3 N12,yN102 + NﬁyNQCg Nl,yNgnyng + Nl’yNQ,yNQCZg D2
Y2 N27yN1’yN102 + N27yN1’yN203 N227yN102 + N227yN203 D3
A2
C Ph
o /y3 NESa(Bn) + NiNaSi) |~ 25y ¥2) 691)
Y2 N2N152(E2) + N2253 8ph .

03@(.@3)

F2

Les opérateurs du laplacien anisotrope sont notés A' et A% pour les éléments E; et
E,, respectivement. Les vecteurs du terme source sont notés F'' et F?. Le terme source
étant discrétisé dans un espace discontinu, il existe alors deux valeurs de S au nceud ys»,
comme illustré sur la Figure 6.7. Pour les différencier, on note entre parenthese 1’élément

auquel la valeur correspond.

Le systeme global a résoudre pour les deux éléments Fy et F, s’écrit comme suit :
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—018(9&@1)
Ajy Af 0 DP1 Fy C%( )_ycgm< )
Ay A+ A | e | == B R +] oy T 0y | (6.92)
0 A%l Ag2 P3 FQ2 8:0

Cs G (ys)

Le systeme d’équations ci-dessus est obtenu en conservant les valeurs du terme source
telles que définies initialement dans ’espace fonctionnel discontinu. Toutefois, pour s’assu-
rer que les termes de bord sur les noeuds internes du maillage s’annulent, il est nécessaire
que le coefficient C' soit continu d’un élément a 'autre. C’est pourquoi nous avons effec-
tué une étape de projection afin de définir C' dans ’espace continu de la solution p. En

appliquant les conditions aux limites (6.81), le systéme final s’écrit :

A%l A%z 0 b1 F11 g
AL AL+ A2 A I p | =— | FS+F2|+]0 (6.93)
0 0 1 D3 0 0

Cet exemple, qui peut étre assimilé au probleme de Poisson (6.62) (ou C' = 1/p(x)
et S =V -uy,), démontre qu’il est possible d’utiliser un formalisme Galerkin pour ré-
soudre 'équation (6.62), tout en conservant le vecteur u;, dans I'espace discontinu des
vitesses Wy, Ainsi, aucune étape de projection n’est requise pour traiter le terme source.
Néanmoins, il est nécessaire de projeter la fonction discrete 1/p(x) dans l'espace de la
pression W} pour s’assurer que les termes aux faces internes du maillage s’annulent. La
fonction x est initialement définie comme étant une fonction distance signée, garantis-
sant alors d’étre continue. Bien que cette derniére soit résolue a l'aide d’un formalisme
Galerkin Discontinu, nous utilisons, a la fin de chaque pas de temps, un algorithme de
redistanciation pour conserver la caractere distance signée de la fonction y, ce qui assure
alors la continuité de la solution au cours du temps. Ainsi, ’étape de projection n’admet

aucune approximation pour définir 1/p(x) dans 'espace de la pression.

Gradient du champ de pression

La pression étant désormais connue dans I’ensemble du domaine de calcul €2, la com-
posante uy; peut alors étre déterminée. La formulation faible de 1’équation (6.61) peut

s’écrire :
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\%
/Qu%-W:—/Qp(f)-w (6.94)

Sur chaque élément E € &, les fonctions tests et les solutions uy; sont approchées par

des fonctions polynomiales d’ordre £ > 0, continues sur chaque élément mais discontinues
d’une maille a 'autre. L’espace fonctionnel est identique a celui des solutions u;; (6.72).

La formulation discrete de I'équation (6.94) peut alors s’écrire :

\%
/ U ¢h - W = —/ P w,  Yw, e Wy (6.95)
Q 2 p(x)

pour pp, solution de I’équation (6.77). La formulation utilisée ici est de type mixte car
elle fait intervenir deux espaces fonctionnels différents pour les quantités us; et p. Cette
étape permet ainsi de relier ces deux espaces distincts. Une nouvelle fois, les fonctions
approchées uy, et wj, présentes dans 1'équation (6.95) sont définies par des polyndmes

de Lagrange. Le probleme approché s’obtient finalement sous la forme suivante :

M{u,,} = G{p} (6.96)

avec M la matrice de masse, identique a celle utilisée dans le probleme (6.71), et G la

matrice gradient, dont les i,j-iemes éléments sont donnés par :

M,; = /Q NYNY (6.97)

|
Gy=— [ — N'VN? 6.98
’ ap(x) 7 (6:98)

Le systeéme linéaire (6.96) est résolu par une méthode itérative du gradient conjugué

utilisant un préconditionneur de Jacobi.

Recomposition du champ de vitesse

La derniere étape consiste a déterminer le champ de vitesse dans I’ensemble du domaine

2 selon la décomposition (6.59) :

fu) = {u) + {ua,) = MOU(T{u} +g) + MG} (6.99)

Ainsi, le systeme global peut se présenter sous la forme suivante :
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th{u} — T{u} + g+ G{p} (6.100)

La dérivée partielle par rapport au temps dans I’équation ci-dessus devient une dérivée

totale, car les noeuds du maillage restent fixes.

6.4.4 Discrétisation temporelle

La résolution des équations d’Euler dans ce travail repose sur 'utilisation d’une mé-
thode de projection explicite. Pour résoudre un probleme de Navier-Stokes incompressible,
Franco et al. [18] et Grooss et Hesthaven [25] privilégient une méthode de projection basée
sur un schéma d’intégration temporelle implicite-explicite, afin de discrétiser les termes
visqueux et advectifs, respectivement. Puisque la viscosité n’est pas prise en compte ici,
cela ne pose pas de probleme particulier pour utiliser un schéma temporel purement ex-
plicite. Ce choix est cohérent avec la résolution de I’équation de transport Level-Set, qui

utilise également une avance temporelle explicite.

Nous privilégions dans cette étude une méthode de type Runge-Kutta a la méthode
d’Euler afin de recourir a des pas de temps plus grands, et de gagner ainsi en temps de
calcul. Pour rappel, Cockburn et Shu [11] et Bassi et Rebay [4][3] s’appuient eux-aussi sur
des schémas Runge-Kutta (couplés a la discrétisation DG) afin de résoudre numériquement
les équations d’Euler/Navier-Stokes compressibles. La restriction sur le pas de temps At
s’effectue toujours selon le choix du nombre de Courant, qui sera étudié dans une prochaine

section.

6.5 Couplage avec la méthode Level-Set

Les précédentes sections de ce chapitre ont décrit les différentes étapes de résolution
pour mettre en mouvement deux fluides distincts, séparés par une interface mobile. La
méthode Level-Set présentée dans le Chapitre 4 est utilisée pour traiter le probleme d’in-

terface. Cette section vise donc a coupler ces deux méthodes de résolution.

Le couplage entre les deux méthodes se manifeste de plusieurs fagons. Tout d’abord,
I’équation de Poisson sur la pression est résolue en calculant la masse volumique globale de

I’écoulement, qui est elle-méme définie en fonction de la fonction Level-Set y. Par ailleurs,
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6.5. Couplage avec la méthode Level-Set

la vitesse advectant la fonction Level-Set x se trouve étre le champ de vitesse de 1’écou-

lement, qui est déterminé en résolvant I’équation de bilan de la quantité de mouvement.

Dans le cadre de cette these, nous développons un algorithme RK2 (point milieu) afin
de coupler 'avance temporelle des équations d’Euler et Levet-Set. Précisons que le schéma
numérique peut se préter a d’autres méthodes d’ordre temporel plus élevé, qu’il sera, a
terme, possible de développer. L’algorithme 2 présente le couplage Euler/Level-Set. Les
sous-étapes temporelles permettant de déterminer la pression et la vitesse au pas de temps
suivant sont représentées sur la Figure 6.8.

n thr% tn+1
n u”+%| u™ti

: u
:pn |pn+§ |pn+1

FIGURE 6.8 — Sous-étapes temporelles pour calculer les champs de pression et de vitesse.
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Algorithme 2 Calculer u, p et x

/* Initialisation
t 1% u+u’, y

while ¢ < t™%* do

t—th, u+u”, xy < x".

Calculer At = CFL min(h/||ul|);

/* Résolution dans I'espace discontinu L? (approximation GD)

Calculer u;; = —(u-V)u+g;

/* Résolution dans I'espace continu H! (approximation Galerkin)

Projection des solutions y dans l'espace H';

Caleuler p(x) = p+ (p2 — po) H(Y):

Calculer p™ : V - (%) =V - (uy);

/* Résolution dans I'espace discontinu L? (approximation GD)
Vp

Calculer ug; = — 775 ;

Calculer K;(u) = 0u/0t = uy; + ugy;

Calculer K;(x) = 0x/0t = =V (xu);

/* Calculer u et y au temps t = t" + At/2 (Euler explicite)
u" 2 = u" + (At/2)K;(u);

XM = x4 (A2) K (x) 5

t «— tn+1/2’ u <« un+1/2’ X Xn+1/2‘

/* Résolution dans I'espace discontinu L? (approximation GD)
Calculer uy; = —(u-V)u+g;

/* Résolution dans I'espace continu H' (approximation Galerkin)
Projection des solutions y dans l'espace H';

Calculer p(x) = p1 + (p2 — p1)H(X);

Calculer p"*tY/2: Vv . (%) =V (a1y);
/* Résolution dans I'espace discontinu L? (approximation GD)

Calculer uy; = _% ;

Calculer Ky(u) = 0u/0t = uy; + ugy;

Calculer Ky(x) = 0x/0t = —=V(xu);

/* Calculer u et x au temps t = " + At (Runge-Kutta 2)
u"t =u" 4+ AtKy(u);

X" = X"+ AtK(x) ;

Algorithme de redistanciation

et

end while
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6.6 Reésultats numériques

Cette section présente plusieurs probléemes de référence afin de valider 'outil numé-

rique et d’évaluer la précision et la capacité de la méthode proposée.

Les différentes problématiques seront présentées du cas le plus simple au plus complexe
et chacune d’elles sera comparée a une solution de référence. On commencera par traiter
un cas d’équilibre hydrostatique, ou la surface libre est au repos. Cette étude permettra
de s’intéresser particulierement aux vitesses parasites qui surviennent pres de l'interface.
Ensuite, deux cas de sloshing seront traités, I'un en régime linéaire et I'autre en régime
non-linéaire. L’écoulement dans ce second cas sera dominé par ’advection, il permettra
donc de discuter de la stabilité du schéma numérique. Enfin, une étude de dam break sera

présentée afin de considérer un cas a forte dynamique avec reconnexion d’interface.

Les maillages consacrés aux simulations numériques dans ce chapitre sont composés

de quadrangles.

6.6.1 Equilibre hydrostatique

Le domaine de calcul €2 est représenté sur la Figure 6.9, ou les deux fluides sont
caractérisés par leur masse volumique : p; = 10 kg.m™3 et py = 1000 kg.m™3, avec
un ratio » = 1/100. Initialement, la surface libre est positionnée horizontalement a une
altitude y = 0, et I'on impose un champ de vitesse nul dans €2. Le principe de ce cas-test
est de maintenir I’équilibre entre les deux fluides en s’assurant que la force résultante de

I’accélération de pesanteur s’équilibre avec les forces de pression.

Solutions analytiques

Pour ce probleme, il est possible de déterminer la pression analytique pf,, indépendante

du temps, en tenant compte de I'épaisseur de l'interface :

po(y) = —glps — p1) {g —¢eln (2cosh (i))} —gmy+C

, ) (6.101)
avec : C = g(p2 — p1) {ZD —¢€ In <2 cosh (;Z))] + 91D

165



Chapitre 6 — Modélisation d’un écoulement bifluide en deux dimensions

Fluide 1 g
AY
T
O :
Fluide 2 .
L=1m

FIGURE 6.9 — Domaine de calcul 2 pour deux fluides au repos, en deux dimensions.

I est aussi possible de déterminer la pression analytique réelle (physique) issue de

chacun des fluides, elle est notée p, et se définie sous la forme suivante :

— d le fluide 1
pa<y>:{’“g(” )  dans e fluide (6.102)

g(p1yp — poy) dans le fluide 2

Afin de garantir I’équilibre entre les deux fluides, les quantités u et p ne doivent pas
évoluer dans le temps. Le champ de vitesse analytique vaut alors la valeur du champ de

vitesse initial :

u, =0 (6.103)

Calcul d’erreur sur la pression a t =0

Nous comparons dans un premier temps la pression numérique obtenue avec une masse
volumique globale, a la pression analytique (6.101) attendue dans ce cas. Nous estimons

pour cela l'erreur Ef, définie comme suit :

6]2

= pnum
R L=

=1

(6.104)
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avec n le nombre de degrés de liberté présents dans le domaine de calcul. L'erreur EJ
correspond en fait & la norme L? adimensionnalisée de la pression. Cette derniére est dé-
terminée dans cette section pour deux types de maillages : structurés et non-structurés,

ou la zone de transition est constante et paramétrée par ¢/L = 0, 035.

1072 F , ]
103+ 1
4l
10 A
oa . -4-k=3

10 3 E Ordre 2
---Ordre 4
—Ordre 5

100 F 1

107 F 1

108

10t

FIGURE 6.10 — Erreur EJ en fonction de h /L pour des maillages non-structurés quadran-
gulaires. Les ordres de convergence sont tracés en rouge.

La Figure 6.10 présente I’évolution de I'erreur £ pour différents ordres spatiaux k sur
des maillages non-structurés quadrangulaires. Les ordres de convergence correspondants
sont également indiqués. Les résultats montrent que les solutions a £k = 1 convergent a
Pordre (k + 1) tandis que celles & k = 2 et 3 convergent a l'ordre (k + 2). L'erreur Ej
est ensuite tracée sur la Figure 6.11 pour des maillages réguliers. Dans ce cas, les solu-
tions convergent aux mémes ordres que les maillages non-structurés. A 'ordre & = 3, on
remarque bien une zone de convergence suivie d'une zone de saturation, ou les solutions

atteignent une précision maximale.
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1072F " —
| , _
104} 7 k:1
w :“ --’- k : 3
105} = I—— b=3
- _Ordre 4
— _Ordre 5
106 _
107k 7
108 ‘
1072 |
h/L

FIGURE 6.11 — Erreur Ef en fonction de h/L pour des maillages structurés quadrangu-
laires. Les ordres de convergence sont tracés en rouge.

Les résultats obtenus témoignent de la robustesse du schéma numérique utilisé pour
résoudre 1’équation de Poisson sur la pression. En effet, les solutions convergent plus ra-
pidement que 'ordre spatial qui leur est attribué. Nous verrons dans la section a venir

que 'utilisation d’un maillage régulier permet d’optimiser la précision des résultats.

Dans ce travail, 'interface est épaissie fictivement pour permettre une évolution conti-
nue de la masse volumique entre les deux fluides. Comme mentionné en début de chapitre,
I'utilisation d’une interface diffuse peut conduire a la formation de courants parasites. Ce

phénomene sera étudié dans les prochaines sections.
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Vitesses parasites dans la zone de transition a t =ty + At

A Tinstant initial, le champ de vitesse est imposé nul dans I’ensemble du domaine, pour
qu’il le soit toujours au pas de temps suivant, il est nécessaire que sa dérivée du /0t le soit
aussi. Nous nous concentrons ici sur le comportement de la dérivée temporelle du champ
de vitesse, afin d’éviter le calcul direct de la vitesse qui nécessiterait 1'utilisation d’un
schéma temporel. La composante dv/0t est tracée sur la Figure 6.12, pour tout z =1 m
a la fin du pas de temps initial. La fonction 1/p varie rapidement sur environ sept mailles.
Dans cette zone, on remarque une anomalie des termes de vitesse. En augmentant ’ordre
spatial du schéma, ces oscillations numériques peuvent toutefois étre réduites de maniere
significative. Ceci s’explique par le fait que le gradient de pression est résolu avec une plus
grande précision dans les éléments proches de 'interface, ce qui permet ainsi d’obtenir

des solutions moins bruitées.

(a)
-a-k=1-ek=2-—-+k=3—Theo

FIGURE 6.12 — (a) Composante dv/0t sur la frontiere droite du domaine €2 et (b) zone
de transition de la fonction 1/p, aux ordres k = 1,2 et 3, pour L/h = 18 et € = h.
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Calcul d’erreur sur la dérivée du champ de vitesse a t =t; + At

Dans cette section, nous menons une étude plus détaillée sur le comportement des
courants parasites dans I’écoulement. On désigne F,; la norme L? adimensionnalisée de

la composante (0v/0t), estimée a la fin du premier pas de temps. Elle est définie sous la

forme suivante :

E, = ; \l znj 00/ )t a;)’“””]? (6.105)

En réalité, I'erreur calculée sur le champ de vitesse ou sa dérivée temporelle dérive
directement des vitesses parasites. Rappelons que pour résoudre le terme Vp/p(x) pré-
sent dans 1’équation de bilan de la quantité de mouvement, nous utilisons une formulation
mixte d’éléments-finis. En effet, les solutions sont calculées dans I'espace des vitesses, tout
en utilisant les valeurs nodales et fonctions de forme obtenues dans I'espace de la pression.

Il est donc possible ici d’utiliser des ordres spatiaux différents pour résoudre p et u.

Dans un premier temps, nous déterminons l'erreur £, ; pour des maillages non-structurés

composés de quadrangles (voir Fig. 6.13 (a)), ou la zone de transition entre les deux fluides

(b) (c)
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FIGURE 6.13 — Exemples d’un maillage (a) quadrangulaire non-structuré, (b) régulier et

(c) triangulaire.
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est constante (¢/L = 0,035). La Figure (6.14) présente I’évolution de l'erreur £, ; en fonc-

tion de la taille de maille, pour deux catégories :
- Catégorie 1 : la pression et la vitesse sont résolues au méme ordre k,

- Catégorie 2 : la vitesse est résolue a 'ordre k et la pression a l'ordre k + 1.

| - _,.- ]

—oplk=1)etvk=1)]
—p(k =2) et v(k =2) |Cat. 1
. —+pk=3)etv(k=3) ]
o plk=2)etvk=1)]
=-p(k = 3) et v(k =2) |Cat. 2
+-p(k =4) et v(k =3) |
; Ordre 1
----Ordre 2
—Ordre 3
1 —=-Ordre 4

10t

h/L

FIGURE 6.14 — Erreur E,; en fonction de h/L pour des maillages non-structurés qua-
drangulaires. Les ordres de convergence sont tracés en rouge.

Tout d’abord, il est observé que les vitesses parasites tendent vers zéro a mesure que
la taille de maille A diminue. Par ailleurs, leur formation et leur comportement different
selon la catégorie 1 ou 2. En effet, lorsque 1'on résout la pression avec un ordre de plus
que la vitesse, 'erreur E, ; est réduite, ce qui indique que les vitesses parasites sont moins
présentes dans le domaine 2. Cette observation est attendue puisque 1’équation de bilan
de la quantité de mouvement fait intervenir le gradient de la pression. En augmentant
I'ordre sur p, 'ensemble des termes de 1’équation de CQDM sont d’ordre k, ce qui permet
alors d’améliorer les résultats. Les ordres de convergence sont indiqués et permettent de

noter que les solutions convergent a 1’ordre k pour la premiere catégorie, et a 'ordre (k+1)
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pour la seconde, ce qui nous amene a conclure que les solutions convergent a ’ordre de la

pression.

Dans un second temps, lerreur E,; est tracée pour des maillages réguliers (voir Fig.
6.13 (b)) sur la Figure 6.15, pour trois catégories, on rajoute ici la résolution de la vitesse
avec un ordre supplémentaire (Catégorie 3). Dans ce cas, les solutions convergent toujours
a l'ordre k£ pour la catégorie 1. On remarque par ailleurs que les résultats sont peu modifiés
pour la catégorie 3, lorsque la vitesse est calculée avec un ordre de plus. En revanche, les
courants parasites deviennent négligeables, indépendamment du maillage et de l'ordre

considérés, pour la catégorie 2.

107 ¢ 3
plk=1)etv(k=1)]
107 T —ep(k=2) et v(k = 2) |Cat. 1
—p(k=3) et v(k=3) |
plk=1)et v(k=2)]
103+ | e=p(k=2) et v(k=3)|Cat. 3
= +-p(k=3) et v(k=4) |
R eplk=2)etvk=1)]
=-p(k = 3) et v(k = 2) |Cat. 2
10¢ 1 -+plk=4) et v(k=23)]
---------- Ordre 1
----Ordre 2
105l | —Ordre 3
10°

10t

FIGURE 6.15 — Erreur E, ; en fonction de h/L pour des maillages structurés quadrangu-
laires. Les ordres de convergence sont tracés en rouge.

L’erreur E,; est estimée une derniere fois pour un troisieme type de maillage, dans
lequel les éléments des maillages réguliers sont divisés en deux pour former des triangles
(voir Fig. 6.13 (c)). L’objectif ici est de vérifier si le comportement des vitesses parasites,

lorsque la pression est calculée avec un ordre supplémentaire, est similaire a celui observé
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6.6. Résultats numériques

pour les maillages réguliers. Les résultats sont présentés sur la Figure 6.16. Remarquons
qu’ils suivent un comportement similaire a ceux issus de la Figure 6.14. En effet, en
augmentant 1'ordre sur la pression, l'erreur F,; est réduite et converge plus rapidement.

A la différence de la Figure 6.15, cette derniere n’est toutefois pas négligeable.

102} .
wpk=1)etv(k=1)]
103k 1 —+p(k=3) et v(k=3) ]
»-p(k=2) et v(k=1)
= G—p(k = 3) et y(k = 2) Cat. 2
S +-p(k=4) et v(k =3) |
10_4 | e | ...,..Ordre ]_
----Ordre 2
—Ordre 3
—=-Ordre 4
107 F E
10°® r
1072 10t
h/L

FIGURE 6.16 — Erreur £, ; en fonction de h/L pour des maillages triangulaires. Les ordres
de convergence sont tracés en rouge.

La résolution de la pression avec un ordre supplémentaire, sur des maillages régu-
liers, permet donc de rendre négligeables les courants parasites présents au début de la
simulation. Ainsi, ils ne peuvent pas affecter la stabilité du schéma, ce qui constitue un
avantage significatif. Une étude sur papier (détaillée en Annexe A) a pu étre réalisée afin

de confirmer cette analyse.

Influence de I’épaisseur de l’interface

Introduire une épaisseur de l'interface dans ce travail n’est pas justifiable physique-

ment. L’objectif de cette section vise a vérifier s’il existe une valeur optimale pour le
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Chapitre 6 — Modélisation d’un écoulement bifluide en deux dimensions

parametre €, qui régule sa largeur.

La pression réelle physique (6.102) est calculée dans un premier temps pour les deux

fluides, afin d’estimer 'erreur £, suivante :

E, L Ji[ mum — Pal? (6.106)

- pgL\ o n

L’erreur E, est tracée sur la Figure 6.17 pour un maillage régulier, en fonction du para-
metre spatial €. Les résultats numériques sont comparés a une solution analytique ot I'in-
terface est considérée sans épaisseur. Cependant, nous introduisons dans notre approche
un épaississement fictif de cette derniere, les solutions ne peuvent donc pas converger vers
la solution analytique physique (6.102), mais plutdt vers la solution (6.101). Dans ce cas,

I’ordre de convergence des solutions issues de la Figure 6.17 est identique pour les trois

k=1
100 |wk=2
) 1 —-k=3
—Ordre 1,5
10+ .
1073 107

¢/L

FIGURE 6.17 — Erreur E, en fonction de €/L pour un maillage régulier, L/h = 50. L’ordre
de convergence est tracé en rouge.
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ordres spatiaux et vaut 1, 5. Par ailleurs, les résultats convergent jusqu’a une certaine va-
leur du parametre €, dépendante de 1'ordre k. En dessous, I’erreur commence a augmenter.
La valeur optimale approximative €, est répertoriée dans le Tableau 6.1, en fonction de

I'ordre d’interpolation. On note ici une assez bonne approximation pour €,,:/h = 1/k.

Loi empirique
k Eopt 6opt/h (]_/k)
1| 0.03 1.5 1
21 0.01 0.5 0.5
3| 0.006 0.3 0.33
41 0.0035 | 0.175 0.25

TABLE 6.1 — Parameétre €,, en fonction de I'ordre spatial k.

En réduisant 1’épaisseur de l'interface, on se rapproche du cas réel, ce qui permet aux
solutions de tendre vers la solution théorique (6.102). Toutefois, si la valeur attribuée a
e rend cette épaisseur trop mince par rapport a la taille de maille h, alors les solutions
numériques ne peuvent pas étre calculées avec précision. En effet, a 'ordre £ = 1 (solution
linéaire), si I’épaisseur de U'interface est plus fine que la maille, alors la fonction 1/p entre
les deux fluides ne pourra pas étre correctement décrite. Par conséquent, on obtient une
mauvaise description de la pression. En augmentant 1’ordre spatial du schéma, le domaine
de calcul est enrichi avec des nceuds supplémentaires. Les quantités 1/p et p peuvent alors
étre calculées plus précisément dans les cellules situées proche de l'interface, a ’aide de
polynémes d’interpolation aux degrés plus élevés. Pour ces raisons, les valeurs €,,; peuvent

étre réduites lorsque 1’on augmente 'ordre k.

L’erreur E,; est tracée dans un second temps sur la Figure 6.18 jusqu’aux différentes
valeurs €.y, dépendantes de k. Lorsque 'on réduit 1'épaisseur de la surface libre dans ce
cas-ci, nous augmentons la formation de courants parasites. Ce phénomene est justifiable
puisqu’en réduisant €, on force les quantités 1/p et p a varier plus rapidement dans la
zone de transition, ce qui rend le calcul du terme Vp/p(x) plus délicat dans les éléments
proches de l'interface. L’augmentation de I'ordre spatial permet cependant de réduire une

nouvelle fois les vitesses parasites dans ce cas-ci.

Le choix du parameétre € nécessite donc de trouver un compromis : suffisamment petit

pour calculer la pression avec précision, mais suffisamment grand pour éviter une forte
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influence des vitesses parasites. Pour cela, nous établissons la loi suivante :

e=h/k (6.107)

k=1
k=2
i-o-k=3
ok =4

| ---Ordre -1,5
—Ordre -2,5
—-&-Ordre -3,5

100 "o o

107

e/L

FIGURE 6.18 — Erreur E,; en fonction de ¢/L pour un maillage régulier, L/h = 50. Les
ordres de convergence sont tracés en rouge.

Avance temporelle

Nous effectuons une simulation jusqu’au temps final ¢y = 10 s, pour un maillage de
taille L/h = 14, ou I’épaisseur de l'interface est paramétrée par ¢ = h/k. Afin de s’assurer
de la stabilité du schéma numérique, I'interface est initialisée a y = 0.005 m, de fagon
a ne pas étre confondue avec le maillage. Par ailleurs, la pression est calculée pour un
ordre de plus que la vitesse. Bien que ce cas-test soit simple a mettre en ceuvre, il peut
étre délicat a valider. En effet, tout déséquilibre de l'interface peut rapidement affecter

les résultats. Dans ce cas d’étude, ce sont les vitesses parasites qui sont directement en
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6.6. Résultats numériques

lien avec la stabilité du schéma.

Une étude préliminaire a permis de définir un pas de temps At, en fonction de 'ordre
spatial k£, pour lequel les courants parasites sont négligeables au temps ¢t = 10 s. L’avance
temporelle se base sur une méthode RK2 ou At = 0.11 s pour £ = 1 et At = 0.03
s pour £k = 2. A la fin de chaque pas de temps, la fonction Level-Set est redistanciée
en reconstruisant I'interface par méthode de dichotomie. Le mouvement de cette derniere
étant négligeable ici, seuls deux ou trois points par maille suffisent a sa discrétisation, pour

k =1 et 2 respectivement. La solution y est représentée dans €2 sur la Figure 6.19 aux

(a)

X [m]
0.995
0.8617
0.7283
0.595
0.4617
[ ]0.3283
[ ]o.195

| |0.06167
-0.07167
-0.205
L|-0.3383
-0.4717
-0.605
-0.7383
-0.8717
-1.005

X [m]
0.995
0.8617
0.7283
0.595
0.4617
[]0.3283
[ ]o.195
[|0.06168
-0.07165
-0.205
-0.3383
-0.4717
-0.605
-0.7383
-0.8717
-1.005

FIGURE 6.19 — (a) Maillage : L/h =14. (b) x 2ty =0. (c) x at; =10s pour k=1 (91
itérations). (d) x & ty = 10 s pour k = 2 (333 itérations).
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Chapitre 6 — Modélisation d’un écoulement bifluide en deux dimensions

instants ¢y et t;. On remarque bien ici que le systeme n’a pas évolué et que les solutions

finales sont identiques a celles initiales, 1’équilibre hydrostatique a bien été bien conservé.

Conclusion

La simulation des écoulements nécessite la résolution des équations d’Euler, ou les
champs de pression et de vitesse doivent étre déterminés. Les études menées pour ce cas-
test ont montré dans un premier temps que le schéma numérique converge quel que soit
I'ordre spatial utilisé. Le Tableau 6.2 résume les différents ordres de convergence pour les
quantités a déterminer. Il convient de noter que lorsque la pression est résolue avec un
ordre de plus que la vitesse sur des maillages réguliers, alors les courants parasites au
début de la simulation tendent drastiquement vers zéro. Pour cette raison, nous nous ba-
serons sur cette configuration afin d’obtenir les solutions numériques issues des prochains
cas-tests. Désormais, lorsque 1'on indiquera 'ordre du schéma spatial k, on considérera

que la pression est résolue a k + 1.

Maillage (NS) (S) (NS) (S)
Ordre p et u Egaux Egaux +1 pour p | +1 pour p
o (k+1) o (k+1)
Convergence de ak=1 ak=1
la pression o (k+2) o (k+2) i i
ak=2et3|ak=2et3
Convergence de Pas de
la vitesse k k (k+1) bruit
(bruit parasite) parasite

TABLE 6.2 — Récapitulatif des ordres de convergence pour les champs de pression et de vi-
tesse, pour des maillages structurés (S) et non-structurés (NS), composés de quadrangles.

Ces études se sont intéressées dans un second temps a 'influence de 'épaisseur de
Iinterface sur les solutions numériques, afin de déterminer une loi de paramétrisation sur

la grandeur € (6.107). Cette derniere servira de référence aux prochains cas d’étude.

6.6.2 Sloshing linéaire (faibles déformations)

Le domaine de calcul 2 pour ce second cas-test est similaire au précédent (voir Fig.
6.9). La position de la surface libre, désignée par n(z,t) dans cette section, est initialisée

selon le premier mode linéaire de déformation :
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n(x,t =0) = Acos(kz)+ 0,01 (6.108)

avec A = 0,005 m l'amplitude d’oscillation et s le nombre d’onde (k = /L), L =1
m désigne la largeur du réservoir. L’interface est centrée en y = 0,01 m afin de ne pas
étre confondue avec le maillage. Les fluides sont caractérisés par les mémes densités que
le cas précédent et le champ de vitesse est toujours nul a I'instant initial. Dans ce cas-
test, I'interface doit naturellement osciller avec la gravité, on considére u = /gL la valeur

de référence pour la vitesse de 1’écoulement, afin de définir les pas de temps de simulation.

La méthode de redistanciation utilisée ici est similaire a celle utilisée pour 1’équilibre
hydrostatique, ainsi que pour le ballotement linéaire dans le contexte d’écoulement mo-
nofluide. Les mouvements de la surface libre étant considérés tres faibles, seuls quelques
points sont alors nécessaires a la discrétisation de cette derniere afin de recalculer une

fonction x distance signée.

Solution analytique

La solution analytique pour I’élévation de la surface libre, en théorie potentielle linéa-

risée, est rappelée ci-dessous pour ce cas de figure :

Na(x,t) = Acos(kx)cos(wt) + 0,01 (6.109)

ou la pulsation w est définie ici pour un écoulement bifluide :

w =/gk tanh(kd) R (6.110)
\/

avec d la hauteur du fluide 2, et R un parameétre dépendant du ration de la masse volu-

mique, défini comme suit :

(1—r)

= (1+7)

(6.111)

La solution (6.109) servira de référence pour comparer les résultats numériques issus de

ce cas-test.
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Etude du schéma temporel

L’étude sur I'équilibre hydrostatique a permis de vérifier la bonne convergence des

schémas spatiaux, cette section s’intéresse ici a la convergence des schémas temporels.

Dans un premier temps, nous réalisons une étude préliminaire afin d’estimer le compor-
tement de I'interface selon les deux types d’avance temporelle suivants : Euler et Runge-
Kutta 2 (point milieu). Le pas de temps est défini selon la relation At = CFL(h//gL).
Deux simulations sont effectuées pour ces deux méthodes sur un maillage relativement
grossier (L/h = 14), ou le nombre de Courant est fixé & CFL =1. La Figure 6.20 présente
I’élévation de la surface libre sur la frontiere droite du domaine de calcul, en fonction du
temps t. Les variables 7 et ¢ sont adimensionnalisées par 'amplitude A et la période T

d’oscillation, respectivement.

-o-Fuler = RK2 —Theo

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

t)T

FIGURE 6.20 — Evolution temporelle de 1’élévation de la surface libre sur la frontiere
droite du domaine, pour deux schémas temporels. k =1, L/h = 14 (A/h = 0,07).

On remarque a partir de ces résultats que le choix de la méthode influe sur 'amplitude
d’oscillation, pour un pas de temps fixe. L’erreur maximale entre 'amplitude numérique
et théorique, lors de la simulation, est alors estimée sur la frontiere droite du domaine (2.
Elle est notée E4 et se définie de la fagon suivante :

o max(Anum) - Atheo

Ey= 6.112
4 Atheo ( )
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L’erreur E 4 est calculée pour trois périodes d’oscillation, puis tracée sur les Figures
6.21 6.22 6.23 pour différents nombres de Courant, aux ordres spatiaux k£ = 1,2 et 3,
respectivement. Le Tableau 6.3 répertorie les valeurs F4 en fonction des différents cas de
figure. Les nombres CFL maximaux, utilisés dans ce tableau et sur les Figures 6.21 6.22

6.23, correspondent aux valeurs seuils nécessaires au bon déroulement de la simulation.

—e—FEuler
-8-RK2

........... Ordre 1,2
—Ordre 3,5

CFL

FIGURE 6.21 — Erreur E4 en fonction du nombre CFL pour k=1. L/h = 14 (A/h =
0,07). Les ordres de convergence sont tracés en rouge.

Pour £ = 1 (voir Fig. 6.21), la méthode d’Euler converge a l'ordre 1,2 lorsque la
méthode RK2 converge a 1'ordre 3,5. Dans ce cas, la vitesse de convergence de la méthode
RK2 est bien plus rapide et permet d'utiliser des valeurs CFL plus élevées, ce qui est
un véritable avantage pour la simulation. Pour £ = 2 et £ = 3 (voir Fig. 6.22 et 6.23),
les valeurs seuils du nombre de Courant diminuent pour chacune des méthodes. Cette
observation est cohérente avec les résultats issus du cas-test du « serpentin », présenté dans

la partie 4.5.1 de ce manuscrit. Par ailleurs, remarquons que le schéma RK2 converge moins
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—o—FEuler
-a-RK2
| — Ordre 1,1
] —Ordre 2,5

FIGURE 6.22 — Erreur E4 en fonction du nombre CFL pour k =2. L/h = 14 (A/h =
0,07). Les ordres de convergence sont tracés en rouge.

rapidement lorsque l'ordre spatial k£ augmente. Pour conserver l'ordre de convergence
initial, tout en augmentant k, il serait stirement nécessaire d’avoir recours a des méthodes
Runge-Kutta d’ordres plus élevés. Cependant, il est important de noter que pour k = 3, le
schéma RK2 converge a I'ordre de la méthode (i.e. 2), ce qui justifie son utilisation pour

les simulations d’ordre £ = 1,2 ou 3.
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—e—FEuler
-8-RK2
i Ordre 1,1
—Ordre 2

10-2 J- 1

CFL

FIGURE 6.23 — Erreur E4 en fonction du nombre CFL pour k =3. L/h = 14 (A/h =
0,07). Les ordres de convergence sont tracés en rouge.

La méthode RK2 permet donc d’utiliser, pour tout ordre spatial k, un pas de temps
bien supérieur a la méthode d’Euler, ce qui réduit alors considérablement le temps de
calcul. Pour une erreur fixée a £, = 0,1, le ratio moyen du nombre de Courant vaut
CFLgrk2/ CFLgyer = 32. Cette étude a permis de confirmer le choix de la méthode RK2
pour les prochaines simulations a venir, ou le pas de temps At sera paramétré par les

nombres de Courant suivants :

1 pour k=1
CFL=¢ 0.75 pour k=2 (6.113)
0.45 pour k=3
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EULER k=1 | RK2k=1 | EULERk=2| RK2k=2 |EULEREK=3| RK2k=3
CFL Ey CFL | Eg4 CFL Ey CFL | Ej4 CFL Ey CFL | Ej4
3 15.620 8 2.500 || 0.75 | 1.111 4.2 | 0.286 || 0.6 | 0.844 3.2 | 0.156
2 5.385 6 0.875 | 0.5 | 0.651 3.5 | 0.187 || 0.4 | 0.510 2.5 | 0.086
1 1.517 5 0.449 || 0.25 | 0.292 || 2.75 | 0.102 || 0.25 | 0.300 2 0.054
0.5 0.580 4 10.209 || 0.15 | 0.171 || 2.25 | 0.054 || 0.12 | 0.143 1.5 | 0.032
0.2 0.195 3 0.088 || 0.08 | 0.094 1.5 | 0.028 || 0.05 | 0.066 1 0.022
0.1 0.089 2 0.024 || 0.04 | 0.052 1.2 | 0.022 - - 0.5 | 0.017
0.05 | 0.039 1 0.010 || 0.02 | 0.032 || 0.75 | 0.015 - - 0.25 | 0.016
0.025 | 0.016 0.5 | 0.009 - - 0.4 | 0.013 - - 0.1 | 0.015
- - 0.2 | 0.009 - - 0.15 | 0.012 - - - -

TABLE 6.3 — Erreur E4 en fonction du nombre de Courant CFL pour différents schémas
numeériques.

Etudes sur le maillage/ordre spatial

Jusqu’a présent, nous avons pu vérifier les bonnes propriétés de convergence des sché-
mas spatiaux et temporels. L’objectif de cette section consiste a étudier I'influence du

maillage ainsi que de 1'ordre spatial sur la précision des résultats.

Dans un premier temps, plusieurs simulations sont effectuées pour trois périodes d’os-
cillation (ty = 37"), pour différents maillages aux ordres spatiaux k = 1,2 et 3. L’épaisseur
de P'interface est toujours paramétrée selon la relation (6.107), et le pas de temps est
défini selon les nombres CFL (6.113). La Figure 6.24 présente ’évolution de ’élévation de
la surface libre sur la frontiere droite du domaine, pour la troisieme période. Ces résul-
tats témoignent que le choix du maillage ainsi que 'ordre du schéma spatial influent sur
la période d’oscillation. Le raffinement du maillage et/ou 'augmentation de 1'ordre spa-
tial permet aux solutions de tendre vers la solution théorique (6.109). Afin de comparer
quantitativement ces résultats, nous déterminons 'erreur Er entre la période d’oscillation
numérique et celle attendue :

By = Fnam ;WQ”/ w)w (6.114)

ol w est rappelée dans la définition (6.110). La Figure 6.25 présente ’évolution de I’erreur

Er en fonction du maillage. Cette derniére est estimée pour la troisieme période. Les
résultats montrent que les solutions convergent aux ordres 1,6; 1,9 et 2,2 pour k =1, 2 et

3 respectivement. La pression étant résolue en considérant une masse volumique globale,
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L/h=14~L/h =18 ~L/h = 28~ L/h = 34—Theo

3 3 3

2.5 2.5 2.5

1.5 15 15

1 1 1
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
t/T t/T t/T
(a) (b) (c)

FIGURE 6.24 — Elévation de la surface libre sur la frontiere droite du domaine, en fonction
du temps (troisieme période), pour différents maillages aux ordres : (a) k =1, (b) k = 2
et (c) k=3.

10
k=1
&~ 5| | -4- k — 3
= 10 —-Ordre 1,6
---Ordre 1,9
—Ordre 2,2
-3 I I I
100.02 0.04 0.06 0.08 0.1

h/L

FIGURE 6.25 — Erreur Er en fonction de h/L pour des maillages réguliers. Les ordres de
convergence sont tracés en rouge.
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les résultats ne convergent pas vers la solution physique attendue, mais vers une solution
prenant en compte la continuité de la masse volumique dans le domaine. Le lissage des
discontinuités a l'interface limite alors l'ordre de convergence de la méthode numérique.
La Figure 6.25 met en évidence cette remarque. En effet, la convergence de l'erreur E7
semble se limiter a un ordre proche de deux. Ce type d’observation est également retrouvé
dans les travaux MEF [55], ou la convergence de l'erreur sur le champ de vitesse pour un

écoulement de Poiseuille bifluide est limitée au premier ordre.

Dans un second temps, trois simulations sont effectuées pour un maillage fixe aux
ordres k = 1,2 et 3, jusqu’au temps final ¢; = 37. La masse volumique globale est re-
présentée sur la Figure 6.26 au départ de la simulation. Remarquons que I'augmentation
de l'ordre k permet bien de réduire la zone de transition entre les deux fluides. La Figure
6.27 présente 1’élévation de la surface libre en fonction du temps, sur la frontiere droite
du domaine de calcul. Ces résultats permettent de constater une nouvelle fois que I'aug-
mentation de I'ordre spatial k£ permet aux solutions numériques de tendre vers la solution
de référence. Pour quantifier cette remarque, le Tableau 6.4 indique 'erreur Ep sur la
derniere période, en fonction de l'ordre d’interpolation. Par ailleurs, le volume du fluide

2 est controlé au cours de la simulation afin de vérifier la conservation de la masse. Pour

(b) ()

p [kg.m™?]
1000

752.5

[ 5t s [ et 505

257.5

10

-1 -1

@ [m] @ [m]

FIGURE 6.26 — Masse volumique globale dans le domaine de calcul pour : (a) k =1, (b)
k=2 (c) k=3.L/h=14 (A/h =0,07).
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k=1-ek=2-+k=3—Theo

0 0.5 1 1.5 2 2.5

t)T

FIGURE 6.27 — Evolution temporelle de 1’élévation de la surface libre sur la frontiere
droite du domaine, pour différents ordres spatiaux. L/h = 14 (A/h = 0,07).

cela, la variation AV est déterminée a chaque pas de temps, elle est définie sous la forme
suivante :
Vy =V

AVY = ——+ avec : n=12..1,. (6.115)
V;fot

ol t,, désigne le nombre d’itérations temporelles, V) et V" le volume du fluide 2 & I'instant
initial et a 'itération n, et V, le volume total des deux fluides. Pour ces trois simulations,
les variations AVJ" restent inférieures aux valeurs indiquées dans le Tableau 6.4. Bien que
le schéma numérique ne soit pas intrinsequement conservatif, on note (AVJ")nax &= 0 quel
que soit l'ordre choisi, ce qui témoigne d’une bonne propriété de conservation de la masse.

La derniere colonne du Tableau 6.4 renseigne finalement le temps de calcul pour les trois

simulations.
k|l Er | (AV)max | Temps CPU (s)
117,3%| 2,6.107° 10
21 2,3% 5.107 43
31 1,1% 7.10° 215

TABLE 6.4 — Erreur sur la derniére période d’oscillation, variation maximale du volume
V4, et temps de simulation. L/h = 14 (A/h = 0,07).

La position de I'interface dans le domaine €2 est représentée sur la Figure 6.28 au temps

final, pour les différentes simulations. Lorsque 1'ordre spatial £ est augmenté, la solution
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k=1--k =2--k =3—Theo

0.015

0.005
0

FIGURE 6.28 — Position de l'interface dans €2 au temps final pour différents ordres spa-
tiaux. L/h =14 (A/h = 0,07).

numérique se rapproche davantage de la position 7 attendue. Dans le but de visualiser
I'influence de 'ordre k sur les solutions au sein des éléments, la composante u du champ

de vitesse est représentée sur la Figure 6.29, au temps final. Au passage de l'ordre k =1

(b)
u [m.s™
0.0123
0.01075
0.009206
0.007662
\S%—_/ 0.006117

0.004573
0.003028
0.001484
-6.041e-05
-0.001605
-0.003149
-0.004694
-0.006238
-0.007783
-0.009327
-0.01087

(a)

0,67 0,67
\ u [m.s™!

l 0.02382
0.02098
0.01814
0.0153
0.01246
0.009625
0.006786
0.003947
0.001108 0
-0.001731
-0.00457
-0.007409 &
0.01025
-0.01309
-0.01593
-0.01877

[}

-0,67 -0,67

@ [m] z [m]

FIGURE 6.29 — Composante u du champ de vitesse au temps final pour : (a) k = 1, (b)
k=2 L/h=14 (A/h =0,07).
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a k = 2, on observe que la nature de la solution a l'intérieur de chaque élément évolue de

facon linéaire a quadratique.

Les études menées dans cette section permettent de confirmer que 'augmentation de
I'ordre spatial ainsi que le raffinement du maillage conduisent a une meilleure précision
des solutions numériques. Cependant, cela s’accompagne d’une augmentation du temps

de calcul.

Nous réalisons une derniere étude afin de vérifier s’il est plus avantageux, en termes
de précision et de cotit de calcul, d’augmenter 1’ordre spatial ou de raffiner le maillage. La
Figure 6.30 présente I’évolution de 'erreur E7 en fonction du temps CPU, pour différents
maillages aux ordres k = 1, 2 et 3. Tout d’abord, remarquons que pour une erreur fixée,
il est plus intéressant d’effectuer une simulation en utilisant un maillage grossier a I'ordre
k > 1 plutot qu'un maillage fin a k£ = 1. Cela permet de gagner en temps de calcul. Cette
remarque est moins évidente entre les ordres k = 2 et 3. Les simulations effectuées a k = 3
permettent d’obtenir une tres bonne précision, cependant elles sont tres cofiteuses en

temps de calcul. Pour éviter une utilisation trop gourmande en ressources informatiques,

k=1-ok=2+k=3BEr=2%
0.08 T T T T T

0.07 1
0.06 .
0.05

oy 0.04
0.03

0.02

0.01

L/h=22 oeSs=sseeeooooo oo

O 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600

CPU (s)

FI1GURE 6.30 — Erreur E7 en fonction du temps CPU, pour différents maillages aux ordres
k=1,2et 3.
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il est donc judicieux d’effectuer les simulations a l'ordre £ = 2. Pour une erreur fixée a
2%, on évalue le temps CPU a 174 s pour l'ordre k = 1, tandis qu’a 'ordre k = 2 il est

estimé a 72 s, on évalue alors un ratio d’environ 2,4.

Résultats numériques pour dix périodes

La simulation est désormais effectuée pour dix périodes d’oscillation sur un maillage
plus fin (voir Fig. 6.31). Le schéma spatial est d’ordre 2 afin d’optimiser la précision des
résultats, tout en évitant un temps de calcul excessif. La Figure 6.32 présente 1’élévation
de la surface libre en fonction du temps, sur la frontiere droite du domaine de calcul. Les
résultats numériques sont en tres bon accord avec la solution théorique. L’amplitude et
la période d’oscillation varient peu lors de la simulation, ce qui témoigne que le schéma
est tres peu dissipatif. La position de la surface libre est représentée sur la Figure 6.33,
au temps final. La solution numérique est une nouvelle fois tres proche de la valeur théo-
rique. La différence d’amplitude entre les deux solutions vient du déphasage de la période
d’oscillation. Pour minimiser cette différence, il est nécessaire de raffiner le maillage ou

d’augmenter 'ordre spatial k, de facon a s’approcher davantage du cas réel ou € — 0.

-1

@ [m]

FIGURE 6.31 — Maillage : L/h = 34.
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—~Num —Theo

N
[N}
T

FIGURE 6.32 — Evolution temporelle de 1’élévation de la surface libre sur la frontiere
droite du domaine. L/h =34 (A/h =0,17), k = 2.

- -Num —Theo

vvvvv

0.005
0

FIGURE 6.33 — Position de la surface libre dans €2 au temps final t; = 107. L/h = 34
(A/h =0,17), k = 2.

Les Figures 6.34 6.35 6.36 représentent les solutions numériques de la fonction Level-
Set, ainsi que des champs de vitesse et de pression a la fin de la simulation. Ces sorties
graphiques permettent de vérifier qu’il n’y a aucune anomalie particuliere dans I’écoule-
ment. L’'instant final ¢; = 107" correspond au moment ot le champ de vitesse s’inverse,
les composantes tendent alors vers une valeur nulle. Afin d’éviter de décrire cet instant, le

champ de vitesse est représenté a t = 9, 8T sur la Figure 6.35. Par ailleurs, nous vérifions
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1 7=
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FIGURE 6.34 — (a) Champ de vitesse & t¢, ou la barre de couleur désigne la norme de u.
(b) Divergence du champ de vitesse a t;.
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0.01372 0.01541
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FIGURE 6.35 — (a) Composante u a t = 9,87. (b) Composante v a t = 9,87
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(a)

1
x [m] p [kg.m™.s7?]
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-3.002

-1

x [m]

FIGURE 6.36 — (a) Fonction Level-Set a ¢y, I'interface est tracée en noire. (b) Champ de
pression a ty.

la contrainte d’incompressibilité puisque 1’équation de continuité est résolue de fagon im-
plicite dans ce travail. La divergence du champ de vitesse est représentée sur la Figure 6.34
(b), ou les solutions sont tres proches d’une valeur nulle dans I'ensemble du domaine, ce
qui permet de valider a posteriori I’hypothese d’incompressibilité. Pour cette simulation,

les variations (AV3') restent inférieures & 1,6.107° et le temps de calcul s’éléve & 1h16.

Conclusion

Les études menées pour ce cas-test ont montré que le schéma numérique converge pour
deux avances temporelles de type Euler et RK2. Les résultats ont toutefois démontré la
puissance de la méthode RK2 face a la premiere. En effet, les schémas convergent plus
rapidement pour ’ensemble des ordres spatiaux k. De plus, il est possible d'utiliser des
pas de temps plus grands, ce qui permet de réduire considérablement le temps requis pour
la simulation. Une nouvelle fois, 'augmentation de 1’ordre spatial a conduit les solutions
numériques a se rapprocher davantage de la solution de référence. Nous avons également
constaté qu’il est plus avantageux d’augmenter 1’ordre spatial du schéma que de raffiner

le maillage, cela permet de gagner en précision et en temps de calcul. Finalement, nous
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avons effectué une simulation sur plusieurs périodes d’oscillation afin de vérifier la stabi-

lité du schéma numérique.

L’interface pour ce sloshing en régime linéaire oscillait tres faiblement. Par conséquent,
I’écoulement était peu impacté par la présence des termes advectifs dans 1’équation de
bilan de la quantité de mouvement. On vise maintenant a valider la stabilité du schéma

lorsque 1’écoulement est dominé par ’advection.

6.6.3 Sloshing non-linéaire

Le domaine €2 et l'initialisation de la surface libre sont similaires au cas précédent.
L’amplitude d’oscillation est toutefois imposée a A = 0,05 m, conduisant a ’apparition
de non-linéarités de la surface libre. Les fluides sont caractérisés par les mémes densités que
le cas précédent, et le champ de vitesse est toujours nul a I'instant initial. Dans ce cas de

figure, nous gardons la méme valeur de référence u = /gL pour la vitesse de I’écoulement.

Contrairement au cas de ballottement précédent, 'interface suit des mouvements non-
linéaires ici, la méthode de redistanciation demande alors de discrétiser cette derniere
plus finement. Pour rappel, deux méthodes sont mises en ceuvre dans ce travail afin de
permettre a la fonction Level-Set de conserver son caractere distance signée. La premiére
se base sur un algorithme de Marching-Squares, qui reconstruit 'interface de fagon li-
néaire (par segments) dans chaque maille mixte du domaine 2. La seconde, pour sa part,
balaye chaque maille mixte par m segments verticaux afin d’y retrouver les valeurs y = 0
par dichotomie. En augmentant le nombre m de segments, l'interface est discrétisée plus

précisément sans étre limitée par une description linéaire.

Les solutions numériques pour ce cas-test seront comparées aux résultats issus du code

de calcul totalement non-linéaire FSID, basé sur un modele potentiel bifluide [58].

Choix de la méthode de redistanciation

Cette section s’intéresse a l'influence des deux algorithmes de redistanciation sur la
précision des résultats numériques. La discrétisation par méthode de dichotomie balaye
chaque maille mixte par un nombre m de segments, dépendant de l'ordre spatial du

schéma :
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50 pour k=1
m =4 150  pour k =2 (6.116)
250 pour k =3

Les Figures 6.37 6.38 et 6.39 présentent 1’élévation de la surface libre en fonction du
temps, pour les deux algorithmes aux ordres spatiaux & = 1,2 et 3. A l'ordre k& = 1,
les résultats numériques issus des deux méthodes sont identiques. Cette observation est
attendue puisque la discrétisation par dichotomie décrit une interface linéaire, de la méme
facon que l'algorithme Marching-Squares. A I'ordre k = 2, la méthode de dichotomie offre
une meilleure précision par rapport a I'approche Marching-Squares, ce qui est d’autant
plus observable a l'ordre k = 3. En effet, lorsque 1’équation de transport Level-Set est
résolue aux ordres k = 2 et 3, I'algorithme Marching-Squares ramene systématiquement
les valeurs de y a 'ordre k = 1, ce qui affecte les résultats au cours de la simulation. Ce-
pendant, ce dernier présente l'avantage d’étre plus rapide (voir Tab. 6.5). Pour chacune
des deux méthodes de redistanciation, le Tableau 6.6 indique la répartition du temps de
calcul pour une sous étape de l'algorithme Runge-Kutta, a l'ordre & = 1. En utilisant
I’algorithme de dichotomie, le coiit de calcul de I'étape de redistanciation constitue une
proportion significative du temps de calcul total, représentant environ 67%. En revanche,

la méthode de Marching-Squares ne représente qu'une petite partie du temps de calcul,

-=-Dichotomie -e-Marching-Squares —FSID

1.5
t)T

FIGURE 6.37 — Evolution temporelle de 'élévation de la surface libre sur la frontiere

droite du domaine, pour k =1. L/h =14 (A/h =0,7).
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soit environ 11%.

-=-Dichotomie -=-Marching-Squares —FSID

0 0.5 1 1.5 2 2.5

FIGURE 6.38 — Evolution temporelle de I'élévation de la surface libre sur la frontiere
droite du domaine, pour k =2. L/h =14 (A/h =0,7).
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FIGURE 6.39 — Evolution temporelle de 1’élévation de la surface libre sur la frontiére
droite du domaine, pour k =3. L/h =14 (A/h =0,7).

L’utilisation de I'algorithme Marching-Squares présente le principale avantage d’étre
plus rapide que la discrétisation par dichotomie. Cependant, il affecte la qualité des ré-

sultats lorsque la fonction Level-Set n’est plus approchée par des polynémes du premier

196



6.6. Résultats numériques

Marching-Squares Dichotomie

k | Temps CPU (s) | k | Temps CPU (s)
1 9 1 23

2 45 2 146

3 218 3 671

TABLE 6.5 — Temps de simulation pour les deux méthodes de redistanciation.

Marching-Squares Dichotomie
Etapes | CPU(s) % CPU(s) | %
PPE 0,0196 427 0,0143 | 15,5

Bilan QDM | 0,0138 30 0,0119 | 12,8
Eq. LS 0,0073 16 0,0046 )
Redis. 0,0052 11,3 0,0616 | 66,7

| Total | 00459 | 100 | 0,0924 | 100 |

TABLE 6.6 — Répartition du temps de calcul pour les différentes étapes de résolution a
I'ordre k = 1, pour un demi pas de temps.

degré (approximation linéaire). Pour cela, il conviendra d’utiliser cet algorithme pour ef-
fectuer des simulations a l'ordre k = 1. Pour des ordres supérieurs, la discrétisation par

dichotomie sera privilégiée.

Augmentation de 'ordre spatial

Cette section s’intéresse de nouveau a l'influence de 'ordre spatial sur la précision des
résultats numériques. La méthode de redistanciation pour les schémas d’ordre & = 1 se
base ici sur 'algorithme de Marching-Squares. Pour les ordres plus élevés, elle s’appuie
sur la méthode de dichotomie, ot le nombre de points m discrétisant l'interface est défini
plus haut (6.116). Trois simulations sont effectuées pour £k = 1,2 et 3, jusqu’au temps
final t; = 37T. La Figure 6.40 présente 1’élévation de la surface libre en fonction du temps.
Remarquons une nouvelle fois que 'augmentation de 'ordre spatial £ permet aux solu-
tions numériques de tendre vers la solution de référence. Pour confirmer cette observation,
le Tableau 6.7 indique l’erreur sur la premiere période d’oscillation, selon 'ordre d’inter-
polation. Au cours de la simulation, la variation (AV]") est toujours controlée et reportée
dans le Tableau 6.7. Par comparaison au précédent cas de sloshing linéaire, les valeurs
maximales (AV)")max indiquées ici sont plus importantes. La dynamique étant plus pré-
sente dans le cadre d’un régime non-linéaire, les mouvements des fluides y sont donc plus

importants et peuvent favoriser I'apparition d’erreur sur la conservation des volumes de
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k=1-k=2+k=3—FSID

0 0.5 1 15 2 2.5

t)T

FIGURE 6.40 — Evolution temporelle de 'élévation de la surface libre sur la frontiere
droite du domaine, pour différents ordres spatiaux. L/h =14 (A/h =0,7).

k ET (A‘/gn>max Temps CPU (S)
1(5,5% | 3,6.10°% 9

2 1,5% | 7,5.10°% 146
310,8% | 4,9.10°% 671

TABLE 6.7 — Erreur sur la premiere période d’oscillation, variation maximale du volume
V5 et temps de simulation. L/h =14 (A/h =0,7).

chaque fluide. Toutefois, le schéma assure toujours une bonne propriété de conservation
de la masse. L’interface entre les deux fluides est reconstruite dans le domaine de calcul a
la fin des trois simulations. Les résultats sont présentés sur la Figure 6.41 et permettent
de noter qu’en augmentant I’'ordre spatial du schéma, la position de I'interface s’approche

de celle attendue.

La Figure 6.42 présente 1’élévation de la surface libre en fonction du temps, pour trois
maillages a l'ordre & = 2. Le nombre de points discrétisant l'interface au cours de la
redistanciation varie en fonction de 'ordre spatial, mais aussi de la taille de maille. Nous
prenons ici m = 100, 150 et 250 pour L/h = 8,14 et 34, respectivement. A nouveau, le

raffinement du maillage conduit les solutions a converger vers la solution de référence.
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k=1--k=2--k=3—FSID

-0.05

FIGURE 6.41 — Position de la surface libre dans €2 au temps final pour différents ordres
spatiaux. L/h =14 (A/h =0,7).

L/h=8=L/h=14—~L/h=34—FSID

1.5 T T T T
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FIGURE 6.42 — Evolution temporelle de 'élévation de la surface libre sur la frontiere
droite du domaine, pour différents maillages a l'ordre k£ = 2.

Résultats numériques pour six périodes

Dans cette section, nous effectuons une simulation pour six périodes d’oscillation
(t; = 67") afin de confirmer la stabilité du schéma numérique. Cette derniere est réa-
lisée sur un maillage relativement fin (L/h = 34).

Les Figures 6.43 et 6.44 présentent I’évolution temporelle de 1’élévation de la surface
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—~Num —FSID

FIGURE 6.43 — Evolution temporelle de 'élévation de la surface libre

droite du domaine. L/h =34 (A/h =1,7), k = 2.
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FIGURE 6.44 — Position de la surface libre dans Q a t; = 67. L/h = 34 (A/h = 1,7),

k= 2.

libre et la position de cette derniere au temps final. Les résultats numériques issus de

ce cas-test sont toujours en bon accord avec la solution de référence. Les Figures 6.45

6.46 et 6.47 présentent les solutions numériques dans ’ensemble du domaine a la fin de

la simulation. On vérifie de cette fagcon qu’il n'y a pas de singularité dans ’écoulement.

On remarque ici que les non-linéarités de la surface libre influent sur la symétrie des

composantes du champ u. Par ailleurs, I’hypothése d’incompressibilité est toujours vérifiée

sur la Figure 6.46 (b). Les variations (AVJ') restent inférieures a 6,85.107% pour cette
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FIGURE 6.45 — (a) Composante u a t = 5,77T. (b) Composante v a t =5,7T.
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FIGURE 6.46 — (a) Champ de vitesse a t = 5,77, ou la barre de couleur désigne la norme
de u. (b) Divergence du champ de vitesse a t;.
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FIGURE 6.47 — (a) Fonction Level-Set a ¢, I'interface est tracée en noire. (b) Champ de
pression a ty.

simulation, et le temps de calcul s’éleve a 3h43.

Conclusion

Ce cas-test a permis de confirmer une nouvelle fois la robustesse du schéma numérique,
méme lorsque I'écoulement est dominé par ’advection. Rappelons que ce phénomeéne peut
agir fortement sur la stabilité du schéma, c¢’est pourquoi nous avons recours a une méthode
spécifique de type Galerkin Discontinu. Il a également été constaté qu’il faut préter une
attention particuliere sur la méthode de redistanciation utilisée, puisqu’elle peut avoir un
impact significatif sur la précision des résultats. Cette remarque a pu étre observée avec
I’algorithme de Marching Squares. Bien que cette méthode soit adaptée aux simulations
d’ordre k = 1 et qu’elle soit plus rapide que la discrétisation par dichotomie, elle altere la
qualité des résultats pour des ordres k > 1. Ce cas d’étude a finalement permis de prendre
conscience du coit numérique de la méthode de redistanciation (par dichotomie) déve-
loppée dans ce travail, qui peut rapidement devenir une limitation lorsque ’on souhaite

travailler avec des maillages tres fins, aux ordres élevés.
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Les études menées pour ces deux cas de sloshing (régimes linéaire et non-linéaire)
ont su montrer de tres bons résultats, bien que les maillages utilisés étaient relative-
ment grossiers. A notre connaissance, il est peu courant de trouver dans la littérature
des méthodes numériques en CFD qui utilisent ce type de maillages. Dans la plupart
des cas, les maillages sont tres denses, ce qui entraine inévitablement des temps de cal-
cul tres longs. Pour étayer cette remarque, on peut se référer aux travaux [23][5][71], ou
les auteur-rice-s traitent numériquement un cas de sloshing dans le cadre d’'une méthode
Volumes-Finis/VOF.

Jusqu’a présent, les mouvements des fluides ne subissaient pas de grandes déforma-
tions. Nous souhaitons désormais valider le schéma numérique pour des écoulements pré-
sentant de forts changements topologiques de surface libre, avec reconnexion de cette

derniére.

6.6.4 Dam-break

......

est soudainement retiré afin de libérer le fluide. Au sein de la littérature, ce probleme fait
I'objet de nombreuses études, notamment & travers des travaux expérimentaux [49] [43],
numériques [48][73][70][63], ainsi que des travaux combinant une approche numérique et
expérimentale [36][20]. Dans ce travail, I’écoulement est divisé en deux phases, représen-
tées par de l'air et de I’eau. Chacune de ces phases est définie par les masses volumiques
suivantes : pgir = 1 kgm™3 et pequ = 1000 kg.m 3. Le domaine de calcul est borné par

des parois fixes et imperméables aux fluides.

Les résultats issus de ce cas-test sont obtenus en réinitialisant la fonction Level-Set a
I’'aide de l'algorithme de Marching-Squares, afin de gagner considérablement en temps de
calcul. Pour étre cohérent avec la méthode, la fonction Level-Set et le champ de vitesse
sont obtenus a l'ordre £ = 1 en espace. La pression est toujours résolue avec un ordre
de plus. Comparativement aux cas-tests précédents, la dynamique des fluides est plus
importante dans cette étude, ce qui permet d’utiliser une épaisseur d’interface plus fine
(e = h/2 pour k = 1). En effet, les vitesses parasites a proximité de l'interface sont moins

significatives que la vitesse du fluide.
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Chapitre 6 — Modélisation d’un écoulement bifluide en deux dimensions

Colonne d’eau verticale

Dans un premier temps, la simulation est effectuée pour une colonne d’eau verticale
(hauteur > largeur). Le domaine 2 est représenté sur la Figure 6.48, il correspond a
la configuration utilisée dans les travaux de Wen [70] (a lexception de la hauteur du
réservoir), ou 'auteur utilise une discrétisation de type volumes-finis pour traiter numé-

riquement ce cas-test.

4a

air

3a

(N
0

12a

HV

FIGURE 6.48 — Domaine de calcul 2 pour un cas de dam-break (colonne d’eau verticale)
at=0.a=0,05715 m.

Le champ de vitesse est initialement nul, la colonne d’eau doit alors naturellement
s’effondrer sous I'influence de la gravité, puis frapper le mur droit de la cuve. Par la suite,
I'eau doit glisser le long de cette paroi avant de retomber sous l'effet de la gravité en
formant une bosse verticale. Cette derniere évolue jusqu’a former une vague, qui par la
suite doit se reconnecter avec l’eau présente dans le fond de la cuve. Cette étape conduit
a enfermer une poche d’air dans 'eau, et a former ensuite une langue du front qui doit
s’élargir tout en se propageant vers la gauche, jusqu’a heurter la paroi. La vitesse maximale
de I'écoulement varie fortement en fonction des différentes étapes venant d’étre décrites,

pour cela, la pas de temps At est adaptatif et vaut :

h
At=03 —— (6.117)

" | [t
La Figure 6.49 présente le maillage utilisé pour la simulation (a/h = 32), ainsi que
la masse volumique globale et la fonction Level-Set a l'instant initial. Martin et Moyce
[49] ont réalisé une expérience de laboratoire, qui sert actuellement de référence dans la
littérature pour ce type d’écoulement. Par conséquent, les résultats numériques obtenus

pour cette simulation sont comparés aux premieres étapes de cette expérience, avant que
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6.6. Résultats numériques

1000 (b) X [m] 0.1807
0,17
750.2 0.1213
E 500.5 0.06179
>
250.8 0.002319
0
2 [m)] 0,238, x [m] 0,23 B 05715

FIGURE 6.49 — Colonne d’eau verticale : (a) Initialisation de la masse volumique dans
(2, sur un maillage a/h = 32. (b) Initialisation de la fonction Level-Set dans €, I'interface
est tracée en noire.

I’eau n’atteigne la paroi droite du réservoir. L’évolution temporelle de 'interface sur les

parois inférieure et gauche de la cuve est tracée sur la Figure 6.50. Les grandeurs spa-

tiales et temporelle sont adimensionnalisées ici, selon le parametre a et l'accélération de

(a) (b)

- Num ~ Martin & Moyce - Num ~ Martin & Moyce
4 T T T T :
3.5
3
S
~25
8
2,
1.5+
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 1 4 5

t\/2g/a 275\/976j

FIGURE 6.50 — (a) Evolution temporelle de l'interface au fond de la cuve. (b) Evolution
temporelle de I'interface sur la paroi gauche de la cuve. Les quantités sont adimensionna-
lisées.
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Chapitre 6 — Modélisation d’un écoulement bifluide en deux dimensions

la pesanteur. Les résultats présentés sur ces figures sont cohérents avec les données expé-
rimentales. Cependant, I’expérience prédit une vitesse de propagation du front plus lente.
Cette observation est généralement retrouvée au sein des études numériques présentes dans
la littérature [73]. Cela est dii en partie aux conditions limites de glissement libre impo-

sées sur les surfaces du réservoir, qu’il n’est pas possible de reproduire expérimentalement.

FIGURE 6.51 — Position de la surface libre a différents moments de la simulation : (a)
t* = 1,70, (b) t* = 3,28, (c) t* = 4,85, (d) t* = 5,6, (e) t* = 6,16, (f) t* = 6,55, (g)
t*=7,2, (h) t* = 8,26, (i) t* = 8,52. Résultats issus de la méthode développées dans ce
travail de these.
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6.6. Résultats numériques

L’évolution temporelle de I'interface est représentée sur la Figure 6.51, ou les résultats
décrivent bien les différentes étapes attendues du probléme, mentionnées plus haut dans
cette section. On se référe ici au temps adimensionnalisé, défini par t* = t/g/a. La vitesse
de I’écoulement dans ce cas de figure peut amener a définir de tres petites valeurs du pas
de temps At, il est alors cohérent de penser qu'une redistanciation a chaque itération ne
semble pas nécessaire. Suite a une étude préliminaire, nous avons constaté que redistancier
a chaque pas de temps, avec 'algorithme de Marching-Squares, ameéne a ’apparition de
singularités sur 'interface. Ainsi, nous avons effectué plusieurs tests dans lesquels nous
avons modifié le nombre de redistanciation en fonction de la vitesse de 1’écoulement. Pour
obtenir les résultats présentés sur la Figure 6.51, il a fallu redistancier tous les 10 pas de
temps jusqu’a t* = 3, 28, puis tous les 20 pas de temps jusqu’a t* = 4, 85, et enfin tous les
8 pas de temps jusqu’au temps final. Ces résultats peuvent étre comparés a ceux obtenus
a partir d'un code de calcul SPH, présentés sur la Figure 6.52, ou le nombre de particules

est équivalent au maillage utilisé pour cette simulation. Dans I’ensemble, les résultats issus

FIGURE 6.52 — Position de la surface libre a différents moments de la simulation : (a)
t*=1,70, (b) t* = 3,28, (¢c) t* = 4,85, (d) t* = 6,55, (e) t* = 7,2, (f) t* = 8, 26. Résultats
issus d'une méthode SPH.
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Chapitre 6 — Modélisation d’un écoulement bifluide en deux dimensions

des deux codes de calcul suivent une tendance similaire. Afin d’obtenir une comparaison
supplémentaire, nous invitons les lecteur-rice-s a comparer nos résultats numériques aux
travaux MVF de Wen [70], qui sont en bon accord avec ce travail. Le temps de calcul
est relativement conséquent pour ce cas-test puisqu’il s’éleve a 9h15. Il reste cependant
bien inférieur a celui du code SPH présenté sur la Figure 6.52, qui est estimé a 180h.
Pour finir, nous vérifions I’hypotheése d’incompressibilité en déterminant la divergence du
champ de vitesse au temps final (voir Fig. 6.53). Dans ce cas-ci, les valeurs maximales de la
divergence sont plus importantes que pour les autres cas-tests, ce phénomene est attendu
puisque qu’ici I’écoulement subit de fortes déformations, amenant donc plus facilement a
des erreurs d’approximation. Toutefois, les solutions sont toujours proches d’une valeur

nulle dans 'ensemble du domaine.

0.0003401

Vou[ls™1]
0,17 i
0.0001367
E g . -6.679e-05
SN
e -0.0002702
0 2 [m)] 0,23

-0.0004737

FI1GURE 6.53 — Divergence du champ de vitesse au temps final de la simulation.

Colonne d’eau horizontale

Dans un second temps, la simulation est effectuée pour une colonne d’eau horizontale
(largeur > hauteur). Dans cette section, deux domaines spécifiques sont établis & partir de
deux études distinctes de la littérature. Ces configurations nous permettent de confronter

nos résultats numériques a d’autres données expérimentales et numériques.

Tout d’abord, le domaine €2 est représenté sur la Figure 6.54, il correspond a celui
utilisé dans U'expérience de Lobousky et al. [43]. On cherche a étudier ici I'évolution de la

pression a la base de la frontiére gauche du domaine. La Figure 6.55 présente le maillage
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6.6. Résultats numériques

air

o\ A 2a

Calcul de la al:
pression—’o" Y= af 100 ! eau

T

FIGURE 6.54 — Domaine de calcul 2 pour un cas de dam-break (colonne d’eau horizontale
)at=0.a=0,3m; L=1,61 m.

1000 1.054

X [m
75020,6 0.7152
500.5 E 0.3768
>
250.8 0 0.0384
x [m] 1,61

-0.3

(a) p [kg.m

 [m] 1,61

FIGURE 6.55 — Colonne d’eau horizontale : (a) Initialisation de la masse volumique dans
2, sur un maillage a/h = 28. (b) Initialisation de la fonction Level-Set dans €2, I'interface
est tracée en noire.

utilisé pour la simulation (a/h = 28), ainsi que la masse volumique globale et la fonction
Level-Set a l'instant initial. La fonction Level-Set ainsi que le champ de pression sont
représentés dans le domaine €2 sur la Figure 6.56, pour deux étapes de la simulation. On
remarque une surpression dans le coin inférieur gauche du domaine lorsque 'eau glisse
sur la paroi. Afin de mesurer quantitativement ce phénomene, I'historique de pression
est tracé sur la Figure 6.57, au point [x = 0; y = a/100] pour différents maillages. Ces
résultats mettent en évidence un pic de pression lorsque I'eau atteint la paroi. A mesure
que l'on raffine le maillage, ce pic de pression converge vers une solution proche de celle
issue de l'expérience de Lobousky et al. [43] (voir Fig. 6.58). Cependant, remarquons que
la pression numérique, une fois atteint son pic, décroit moins fortement par rapport aux
données expérimentales. Cette observation est également retrouvée dans les travaux de

Garoosi et al. [20] (voir Fig. 6.58), ou les auteur-rice-s traitent numériquement ce cas-test
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Chapitre 6 — Modélisation d’un écoulement bifluide en deux dimensions

0.6999 2503

X [m] p [kgm1.s7?]

(b)

0.4588 1877
0,6

0.2176 —— 1251

-0.0235 624.2
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03598 (0,6

3237

01681 g

2126
=2

-0.02356

Oh
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FIGURE 6.56 — (a) Fonction Level-Set (interface tracée en noire) et (b) champ de pression

a t* = 1,80. (c) Fonction Level-Set (interface tracée en noire) et (d) champ de pression a
t =2,80. a/h = 28.

avec OpenFOAM (méthode Volumes-Finis/VOF). Bien que notre maillage soit beaucoup
plus grossier (13680 éléments) que celui utilisé dans les travaux MVF/VOF [20] (154560
éléments), il est important de noter que le pic de pression obtenu avec notre méthode se

rapproche davantage des valeurs expérimentales que les résultats numériques issus de [20].
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a/h =15

a/h=20—a/h =28

—a/h =36

-

3 35
t\/g/a

4.5

FIGURE 6.57 — Pression en fonction du temps sur la paroi gauche du domaine, a y =
a/100. Les quantités sont adimensionnalisées.

—— Résultats numériques ==s=ss Résultats Garoosi (Volumes-Finis)
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FIGURE 6.58 — Pression en fonction du temps sur la paroi gauche du domaine, a
y = a/100. Les quantités sont adimensionnalisées. Comparaison des résultats numériques
(a/h = 36) aux résultats issus de I'expérience de Lobovsky et al. [43] (courbe noire) et aux

résultats numériques de Garoosi et al. [20] (courbe bleue).

Le domaine €2 est représenté une nouvelle fois sur la Figure 6.59, il correspond a celui

utilisé dans les travaux de Simsek et Islek [63]. A la différence du domaine 6.54, la co-

lonne d’eau s’étend ici sur plusieurs metres, ce qui conduit a définir un domaine de calcul

relativement grand. On cherche a comparer ici le temps de calcul entre notre approche

numeérique et une méthode Volumes-Finis.
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4,65 m 4,25 m

---------------------- air

INE!
eau T
.

0 T

0,35 m

FIGURE 6.59 — Domaine de calcul €2 pour un cas de dam-break (colonne d’eau horizontale
2)at=0.a=0,25m.

La Figure 6.60 présente le profil de la colonne d’eau a t* = 1,13 pour trois maillages.
Le temps de calcul s’éléve ici & 56 s, 10 minutes et 2h43 pour 3576 (a/h = 8,5), 14256
(a/h = 17) et 58656 (a/h = 34) éléments, respectivement. Simsek et Islek [63] réalisent la
méme étude pour trois maillages plus fins, ot le temps de calcul s’éleve a 1h12, 2h30 et 3h36
pour 62000, 93000 et 140000 éléments, respectivement. Le temps CPU de notre méthode
est supérieur a celui de la méthode Volumes-Finis/VOF des auteurs [63]. Rappelons que
notre schéma est d’ordre k = 2 pour résoudre spatialement la pression. D’apres le tableau
6.6 présenté précédemment, ’équation de Poisson (PPE) est I'étape de simulation qui
requiert le plus de temps. Par conséquent, le temps de calcul pour ces maillages denses
devient rapidement élevé. Toutefois, remarquons que les solutions convergent ici pour 3576
éléments. Dans leurs travaux, les auteurs [63] observent une convergence des résultats a

partir de 93000 éléments. Bien que le temps CPU de notre méthode soit plus important

3576 éléments — -14256 éléments === 58656 éléments —3576 éléments — 14256 éléments — 58656 éléments
1 , , | 0.4Ff ! T ' '
0.8+ 03l
s 0.6 1 3
~ L
Soa ] =02
0.2 0.1}
0 s : : s ' 0
-4 -3 2 -1 0 1 2 0.2

z/a

FIGURE 6.60 — Positions de l'interface obtenues avec différents maillages, a t* = 1,13.
Les quantités sont adimensionnalisées.
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6.6. Résultats numériques

pour un méme nombre d’éléments, elle nous permet d’utiliser des maillages moins fins et

donc de gagner considérablement en temps de calcul.

Conclusion

Ce cas-test a permis de confirmer dans un premier temps la robustesse du schéma nu-
mérique pour des écoulements caractérisés par une forte dynamique des fluides. De plus, il
a validé la capacité de la méthode a traiter des déformations complexes d’interface (phé-
nomene de reconnexion). Dans un second temps, ce cas-test a permis de réaliser plusieurs
études comparatives avec d’autres méthodes numériques. En comparaison avec une mé-
thode SPH, qui est spécifiquement adaptée aux écoulements a surface libre ou la topologie
des fluides évolue de manieére significative, notre méthode s’est avérée considérablement
plus rapide en termes de temps de calcul. Pour un méme nombre d’éléments discrétisant
le domaine, elle est toutefois moins rapide qu'une approche Volumes-Finis [63]. Cepen-
dant, elle converge plus rapidement et permet d’utiliser des maillages plus grossiers, ce
qui amene finalement a des temps de simulation nettement inférieurs a ceux de la mé-
thode [63]. Par ailleurs, notre méthode s’est révélée particulierement précise pour calculer
le champ de pression de I’écoulement. En comparaison avec une méthode Volumes-Finis
[20], elle décrit un pic de pression (sur la paroi gauche) plus proche des valeurs expéri-

mentales [43], et ce pour un maillage plus grossier.

Pour rappel, la méthode de redistanciation basée sur I’algorithme de dichotomie pour
le cas du sloshing non-linéaire s’avérait tres cotiteuse en temps de calcul pour des maillages
fins et /ou pour des schémas d’ordre spatial k£ > 1. Pour cela, nous avons souhaité nous
restreindre dans un premier temps a l'algorithme Marching-Squares dans cette étude,
nous limitant alors a résoudre spatialement la Level-Set et la vitesse a l'ordre £ = 1
en espace, et la pression a l'ordre £ = 2. Pour résoudre le probleme aux ordres plus
élevés, il serait nécessaire d’utiliser 'algorithme de dichotomie, puisque nous avons vu
précédemment que le Marching-Squares est peu compatible aux ordres k£ > 1. Il convient
toutefois de noter que le nombre de degrés de liberté devient rapidement tres élevé dans ce
cas-ci, en particulier pour des ordres spatiaux supérieurs a 1. La méthode de dichotomie
demande alors une discrétisation tres précise de 'interface pour étre robuste, amenant
inévitablement a des temps de simulation excessivement élevés. Par ailleurs, il est essentiel
de préciser que l'utilisation de 'algorithme de dichotomie peut présenter une limitation

pour des fortes déformations de I'interface a 1’échelle de la maille. En effet, I'interface
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Chapitre 6 — Modélisation d’un écoulement bifluide en deux dimensions

peut dans ce cas traverser la maille plusieurs fois et les segments qui la balayent sont
alors interceptés par plusieurs valeurs y = 0. La maille mixte voit alors une reconnexion
des fluides, ce qui entraine une mauvaise représentation des phénomenes physiques. Afin
d’éviter cette situation pathologique, il serait nécessaire de se restreindre a l'utilisation
de maillages fins ou de subdiviser les éléments en sous-éléments dans 1’algorithme. Cette
étude a donc permis de confirmer la principale limitation de la méthode : ’algorithme
de redistanciation. A ce stade, il serait donc nécessaire de passer le code en parallele afin
d’optimiser le temps de simulation pour la méthode de dichotomie, tout en veillant a ce
que l'algorithme puisse gérer efficacement les fortes déformations de l'interface a toute
échelle. Sinon, il serait nécessaire de modifier la méthode Marching-Squares afin d’étre

applicable aux ordres élevés.

214



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Conclusion

L’ensemble des travaux présentés dans cette these ont contribué au développement
d’un outil numérique consacré a la modélisation d’écoulements a surface libre. Cet outil
est destiné, a terme, a I’étude du comportement d’une structure flottante dans la houle. La
simulation numérique passe nécessairement par la résolution d’un systéme d’équations aux
dérivées partielles, qui demande d’étre discrétisé a ’aide d’une méthode numérique. Dans
ce travail, nous avons développé un code de calcul basé sur une formulation Eléments-
Finis afin d’autoriser 'utilisation de schémas numériques d’ordres élevés en espace et en
temps. C’est 'usage de cette méthode de résolution qui constitue la principale originalité
de cette these, puisque les approches actuelles se basent généralement sur des formulations

Volumes-Finis, limitées sur le choix des ordres d’intégration (< 2).

Deux outils numériques ont pu étre développé au cours de ces travaux : le premier
modélisant des écoulements monofluides a surface libre, et le second des écoulements bi-
fluides. Bien que les résultats issus du premier modele furent intéressants pour un cas
de sloshing linéaire, I'implémentation de ce dernier aux cas non-linéaires fut complexe
pour plusieurs raisons : prise en compte des termes non-linéaires dans les équations, refor-
mulation d’une méthode (Nitsche) plus robuste et reconstruction réguliere du maillage.
Pour cela, nous nous sommes finalement restreints au développement du second modele,
ou les écoulements sont supposés étre a phases instationnaires, incompressibles et non-

visqueuses.

Pour élaborer une telle approche, il a été nécessaire de concevoir une méthode particu-
liere pour modéliser I'interface mobile entre les deux fluides. Dans ce travail, nous avons
mis en ceuvre une méthode de type Level-Set [53], out I'interface est capturée implicitement
a I’aide d’une fonction particuliere. Cette derniere désigne une variété d’iso-contours situés
a une certaine distance de 'interface, qui est représentée par 1'iso-contour nul. Cette mé-

thode est discrétisée selon une approche Galerkin Discontinu/Runge-Kutta inspirée des
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travaux [54][47][19]. L’approche standard a pu étre enrichie d’algorithmes complémen-
taires de redistanciation. Le recours a l'équation de redistanciation [65], classiquement
utilisée, entraine généralement une quantité excessive de gain/perte de masse. Dans ce
travail, deux méthodes spécifiques de redistanciation inspirées des travaux [47][55] ont pu
étre développées, ou 'objectif consiste a reconstruire directement l'interface afin de recal-
culer la distance séparant les noeuds du maillage et cette derniere. La premiere s’appuie
sur un algorithme de Marching-Squares, ou I'interface est représentée par des segments, et
la seconde sur un algorithme de dichotomie, ou l'interface est discrétisée point par point.
Ces méthodes de redistanciation ont su assurer a plusieurs reprises une bonne propriété

de conservation de la masse.

La modélisation des écoulements implique la résolution des équations d’Euler incom-
pressibles, ou les champs de pression et de vitesse doivent étre déterminés. Dans ce travail,

la stabilité du schéma numérique est assurée par :

- L’utilisation d’une méthode Galerkin Discontinu [13][12] afin de résoudre la partie
advective de I’équation de bilan de la quantité de mouvement, a 'instar de ce qui est fait
dans les travaux [4][3][11].

- L'utilisation d’une méthode de projection explicite [9][10], consistant a résoudre sépa-

rément les champs de pression et de vitesse, comme retrouvé dans les travaux [18][73][25].

La méthode de projection [9][10] sous sa forme classique vise a utiliser une décompo-
sition de Hodge sur le champ de vitesse, ce qui restreint le choix de ’avance temporelle
a une méthode d’ordre 1. Dans cette these, nous avons développé une nouvelle méthode
de projection, ou la décomposition de Hodge est appliquée sur la dérivée (en temps) de
la vitesse, ce qui permet d’autoriser 'utilisation de schémas temporels d’ordre élevé. Par
conséquent, la méthode mise en ceuvre dans ce travail de these est basée en totalité sur des
schémas numériques d’ordre élevé (en espace et en temps). Cette méthode de projection
a le principal avantage de ne pas étre restreinte au premier ordre sur le schéma temporel,
tout en reposant sur une implémentation simple. Elle a toutefois 'inconvénient d’impo-
ser I’hypothese d’incompressibilité seulement sur le schéma spatial. Nous avons donc pris
soin de vérifier pour I’ensemble de nos simulations que la divergence du champ de vitesse

vérifiait bien une valeur négligeable, tres proche de zéro.

Cette étude s’est basée sur l'utilisation d’avances temporelles totalement explicites
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afin de garantir une représentation précise de la physique sous-jacente. Dans le cadre de
cette these, nous avons développé deux algorithmes basés sur les méthodes d’Euler et
de Runge-Kutta 2 (point milieu), afin de coupler la modélisation de 1’écoulement et de

I'interface.

Une approche diffuse de I'interface a été sélectionnée a l'occasion de ce travail, ou la
masse volumique peut évoluer de facon continue lors de la transition d’un fluide a I'autre.
Ce choix revient finalement a épaissir fictivement l'interface. Bien que cette méthode soit
simple a mettre en ceuvre, elle est connue pour générer des vitesses parasites a proximité

de l'interface. Il a donc été nécessaire de les caractériser afin de les controler.

Les travaux [25][55] sont eux aussi basés sur un formalisme Galerkin Discontinu pour
résoudre a la fois les équations de ’écoulement (Navier-Stokes incompressible) et 1’équa-
tion de transport Level-Set. Leur approche repose, comme nous, sur l'utilisation d’une
épaisseur d’interface fictive pour résoudre les équations de I’écoulement. A la différence de
nos travaux, les auteurs [55] résolvent un seul systéme d’équations pour résoudre la partie
traitant de I’écoulement (équations de continuité et de conservation de la quantité de mou-
vement), ou la variable de pression se situe dans ’espace fonctionnel d’ordre réduit k — 1,
tandis que le champ de vitesse se situe dans I'espace fonctionnel d’ordre k (Taylor-Hood).
L’approche utilisée par les auteurs [25] est plus similaire & la notre puisqu’elle est basée
sur une méthode de projection pour résoudre les équations de 1’écoulement. Leur schéma
repose sur une méthode explicite-implicite en temps, pour traiter les termes advectifs ex-
plicitement et les termes visqueux implicitement. Cette approche est couramment utilisée
pour la résolution des problemes de Navier-Stokes incompressibles. Les auteurs présentent
ce schéma sous sa forme classique, ou I’équation de Poisson sur la pression est obtenue en
utilisant une méthode Euler explicite d’ordre 1 (en omettant les termes visqueux). L’étape
de correction pour obtenir la vitesse et prendre en compte les termes visqueux utilise une
approximation implicite, de type BDF (Backward-Differentiation-Formula) pouvant étre
d’ordre élevé, et une extrapolation des termes advectifs. La décomposition temporelle
explicite d’ordre faible et implicite d’ordre élevé ameéne généralement a des erreurs qui
viennent détruire l'ordre de convergence de la méthode. Cette remarque, généralement
retrouvée au sein de la littérature, est mise en avant dans leur papier. Pour pallier ce
probleme, les auteurs ont recours a une méthode particuliere de correction. Dans cette

these, nous nous sommes basés sur une nouvelle méthode de projection, ou le schéma
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repose sur une discrétisation purement explicite et simple a mettre en ceuvre. Contraire-
ment a la méthode précédemment décrite, I’équation de Poisson sur la pression n’est pas
obtenue en utilisant une approximation Euler explicite, ce qui permet d’obtenir, in fine,
un schéma temporel d’ordre élevé en totalité. Par ailleurs, ce formalisme explicite permet
d’étre cohérent avec la résolution de 1’équation de transport Level-Set, qui est basée sur
le méme schéma temporel. Contrairement a notre approche, les auteurs [25] choisissent
de résoudre I’équation de Poisson sur la pression dans un espace fonctionnel discontinu
(DG). Pourtant, I’équation de Poisson représente un probléme elliptique pour lequel la
méthode Galerkin Discontinu n’est pas initialement concue, ce qui demande une tech-
nique particuliere de résolution. Tout d’abord, les conditions limites de type Dirichlet ne
peuvent pas, contrairement a notre méthode, étre imposées de maniere forte. Pour définir
les conditions limites, les auteurs ont recours a une méthode de pénalisation, introduisant
un terme de pénalité. Par ailleurs, il est nécessaire de spécifier un flux numérique entre
les éléments internes du maillage, ou les auteurs proposent de définir un flux centré. Dans
cette these, nous avons décidé d’utiliser des méthodes spécifiques, adaptées a chaque pro-
bleme traité. Pour cela, nous avons résolu ’équation de Poisson dans un espace continu
a I'aide d’un formalisme classique de type Galerkin. Bien que les vitesses soient résolues
dans un espace discontinu, nous avons pu démontrer que cette méthode ne pose pas de

probleme particulier pour la résolution.

Plusieurs cas représentatifs des problématiques navales ont pu étre traités au cours
de cette these, afin de valider 1'outil numérique tout en évaluant ses performances. Les
études menées pour un cas simple d’équilibre hydrostatique ont montré dans un premier
temps que le schéma numérique converge quel que soit 1'ordre spatial utilisé. Ce cas-
test a permis dans un second temps de caractériser les courants parasites survenant des
le premier pas de temps. Pour les controler, il est possible d’augmenter 'ordre spatial
afin de résoudre plus précisément les gradients de pression et de vitesse. Nous avons
également constaté que la résolution de la pression avec un ordre de plus que la vitesse
sur des maillages réguliers offre le sérieux avantage de rendre négligeable les courants
parasites au départ de la simulation. Enfin, ce cas-test s’est intéressé a l'influence de
I’épaisseur de l'interface sur les solutions numériques, ou nous avons pu établir une loi
de paramétrisation pour la définir. L’interface doit étre suffisamment fine pour résoudre
la pression avec précision, mais suffisamment épaisse pour éviter une forte influence des

vitesses parasites. Les résultats obtenus pour un cas de sloshing linéaire ont montré que
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le schéma numérique converge pour deux avances temporelles de type Euler explicite
et Runge-Kutta 2 (point milieu). Les résultats ont toutefois démontré 'avantage de la
seconde approche, puisqu’elle permet d’utiliser des pas de temps plus grands. Par ailleurs,
I’augmentation de l'ordre spatial a permis aux solutions numériques de converger plus
facilement vers la solution théorique. Il a été démontré qu’il est plus avantageux, en
termes de précision et temps de calcul, d’augmenter 'ordre spatial que de raffiner le
maillage. Les études menées pour un cas de sloshing non-linéaire ont permis de confirmer
la robustesse du schéma numérique, méme lorsque I’écoulement est dominé par ’advection.
Une nouvelle fois, 'augmentation de 'ordre spatial a permis d’améliorer la précision
des solutions numériques afin de mieux converger vers la solution de référence. Ce cas-
test a permis d’étudier, en outre, l'influence de la méthode de redistanciation sur les
résultats numériques. Il s’est avéré que l'algorithme de Marching-Squares est fortement
limité aux simulations numériques du premier ordre (en espace). Au dela, 'algorithme de
dichotomie est recommandé de fagon a ne plus restreindre la description de l'interface par
des segments. Cependant, cette derniére peut devenir trés coiiteuse en temps de calcul
pour des maillages fins, ainsi qu’aux ordres élevés. Enfin, les études menées sur le dam
break ont permis de valider la méthode pour un écoulement fortement dynamique, tout
en confirmant sa capacité a gérer des déformations complexes d’interface. Par exemple,
lorsque la vague se forme et se reconnecte avec 1’eau présente au fond du réservoir. Les
comparaisons effectuées entre différentes méthodes numériques et ’approche développée
dans cette these ont confirmé lefficacité et la précision de la méthode, méme lorsqu’elle
est utilisée sur des maillages grossiers. Ceci se traduit alors par un gain significatif en

termes de temps de calcul.

Perspectives

L’outil numérique développé dans le cadre de cette these a été congu pour résoudre,
a terme, des problémes de tenue a la mer. Ce type de probléme nécessite de prendre en
compte la houle, pouvant étre fortement non-linéaire, et de traiter des géométries com-
plexes telles que la carene d'un bateau. Par conséquent, plusieurs aspects du code actuel

nécessitent des améliorations.

Le code est actuellement dédié a une résolution en deux dimensions. Pour résoudre des

problématiques industrielles, il est nécessaire d’envisager une extension en trois dimen-
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sions. Ce point d’amélioration peut étre effectué naturellement via la librairie MFEM, qui
est adaptée aux simulations 1D, 2D et 3D. Les simulations en trois dimensions nécessitent
toutefois beaucoup de ressources informatiques, de puissance et de temps de calcul. A ce
stade, il serait alors nécessaire d’adapter les schémas numériques au calcul paralléle (par
ex : MPI) afin de répartir la charge de calcul sur plusieurs coeurs. Cette étape est parfai-

tement réalisable avec la bibliotheque MFEM puisqu’elle offre cette fonctionnalité.

Les problématiques navales présentées dans ce travail ont été traitées par une ap-
proche non-visqueuse (équations d’Euler), car la physique sous-jacente s’y prétait bien.
Pour étudier le comportement d’une structure flottante dans la houle, il est important
de considérer les termes visqueux a proximité de cette derniere afin de modéliser plus
précisément les phénomenes physiques associés. Cependant, il n’est pas nécessaire de les
prendre en compte loin de la structure. A titre d’exemple, rappelons que la résistance a
I’avancement d’un navire peut étre décomposée en deux parties : la résistance de vagues
et la résistance visqueuse. La viscosité de 1’écoulement dans ce cas doit alors étre prise en
compte. Pour traiter une physique plus complexe, incluant la viscosité, il est alors néces-
saire de résoudre les équations de Navier-Stokes. La méthode de résolution telle qu’elle
est développée ne présente pas de difficulté particuliere pour adapter le formalisme ma-
thématique. Cependant, il pourrait étre utile d’adapter la méthode de projection a un
schéma explicite-implicite, pour résoudre les termes advectifs et visqueux respectivement,

comme dans les travaux [25][18].

L’étude du sloshing en régime non-linéaire a permis de mettre en évidence la principale
limitation de notre méthode : I'algorithme de redistanciation. Le recours a l’algorithme
de dichotomie, dans sa version actuelle, peut s’avérer trop cotiteux en temps de calcul
lorsque I'on emploie des maillages fins, ou lorsque 'on effectue des simulations aux ordres
élevés (en espace). En effet, dans ces deux cas de figure, il est nécessaire de discrétiser tres
finement l'interface de fagon a recalculer précisément la fonction distance signée. Pour
améliorer la version actuelle, il serait possible de stocker les points discrétisant l'interface
au sein d’une structure d’arbre enraciné, a 'instar des travaux [47][55], ce qui optimise-
rait grandement le temps de calcul. Sinon, il serait possible d’adapter une nouvelle fois la

méthode au calcul parallele.

L’adaptation du code au calcul parallele permettrait d’autres possibilités dans le cadre
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de ces travaux. En effet, le temps de simulation jusqu’a présent n’est pas excessivement
long puisque nous utilisons des maillages réguliers, ou le choix des ordres spatiaux pour
résoudre la pression et la vitesse permet de réduire fortement les courants parasites. Sur
des maillages non-structurés, il est nécessaire d’avoir recours aux maillages fins, en parti-
culier au niveau de 'interface, et/ou aux schémas d’ordre élevé afin de limiter ’apparition
de ces courants. Pour s’en affranchir totalement, il serait envisageable de développer une
méthode de type Ghost Fluid, ou l'interface dans ce cas de figure est représentée ponc-
tuellement. Sinon, il serait possible de s’inspirer de la méthode utilisée dans les travaux
[19], ou les mailles traversées par 'interface sont traitées par 'intermédiaire de grandeurs
moyennes définies sur chaque élément. Ces derniéres étant pondérées par une fonction
couleur, représentant la proportion du fluide considéré dans une maille. A noter toutefois
que ces deux approches représentent 'interface linéairement, et que leur implémentation
aux ordres élevés n’est pas triviale. Le recours a ces méthodes demanderait finalement
de modifier judicieusement les systémes linéaires permettant de résoudre les champs de

pression et de vitesse.
La version actuelle de 1'outil numérique constitue une base solide pour modéliser a

I’avenir des problématiques de tenue a la mer. Dans son état actuel, il n’y a pas de

limitations majeures pour réaliser les différentes perspectives mentionnées précédemment.
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ANNEXE A

RESOLUTION A LA MAIN D’UN SYSTEME
D’EQUATIONS EQUIVALENT AU BILAN DE
LA QDMEN 1D

On souhaite résoudre a la main un systéeme d’équations équivalent a 1’équation de
Poisson sur la pression et a I’équation de bilan de la quantité de mouvement, afin de
souligner I'avantage de résoudre la pression et la vitesse a 'ordre k + 1 et k (en espace),

respectivement.

Dans cette section, I’équation de Poisson est redéfinie afin de simplifier sa résolution.
Pour cela, le coefficient non-contant initial 1/p(x) est modifié et vaut simplement y. La
« pression » p et la dérivée temporelle Jv/0t sont déterminées a la fin du premier pas
de temps, en tenant compte du champ de vitesse initial, imposé nul. Cela conduit ainsi
a la résolution d’une équation de Laplace (et non de Poisson) sur la « pression ». Les

formulations fortes des équations a résoudre s’écrivent alors :

0 op\
ov dp
= Yoy (#.2)

Pour un domaine de calcul €2 défini en une dimension o y € [y; yn], avec n désignant

le nombre de nceuds, on impose les conditions aux limites suivantes :

y@fy =g sur yp (A.3)
p= sur Yy

Selon les conditions exprimées ci-dessus, les solutions analytiques pour les quantités p et
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Ov/0t s’obtiennent sous les formes suivantes :

Pa = g(1n<ymam> - ln(y)) (A4)

(gz) =0 (A.5)

avec Ymaz 1la coordonnée du noeud yy,.

A.1 Résolution a 'ordre spatial £ =1

Dans cette section, les quantités p et dv/0t sont résolues pour un méme ordre spatial

(k =1). Le domaine de calcul établi pour cette étude est présenté sur la Figure A.1.

p=20

Yz (@)y =2
h

Y2 ‘y:175

y (®y=1
y3E = —g

FIGURE A.1 — Domaine de calcul €2 en une dimension, pour k = 1.

A.1.1 Equation de Laplace

Pour une fonction test w(y) choisie suffisamment réguliere, la formulation faible de

I'équation (A.1) s’écrit :

Op Ow
= d A6
/yayayy 89y P ody (A.6)
Le domaine 2 est discrétisé en deux éléments E; et Ey de taille h. Chacun de ces

éléments représente un segment compris entre deux coordonnées y; et y;11. La solution p
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est approchée dans un espace fonctionnel polynomial (éléments-finis de type Lagrange),

défini comme suit :

WE = {pn € Hl(Q);ph!E € Pr(E),VE € &}

L’équation (A.6) est réécrite sous sa forme discrétisée pour un élément (segment) compris

entre deux nceuds y; et ;41 :

vit1  Opp, Owp, Op, vt
— —dy = |y— Y WP A7
/w Yoy oy " [y oy " n & W (A7)

Yi
Pour chaque élément du maillage, la fonction test w et la solution p sont approchées
par des fonctions polynomiales d’ordre k£ = 1. Ces dernieres peuvent s’écrire sous la forme

suivante :

Di+1

Pn = (N1 NQ) ( b ) y Wh = (Wz' W¢+1> (x:) (A.8)

A Tordre k = 1, les fonctions de forme ci-dessus valent :

h h
et leur premiere dérivée spatiale s’écrit :
1 1
Niy=—5  Ney=- (A.10)

L’équation (A.7) est alors reformulée en considérant les approximations (A.8), (A.9)
et (A.10) :

dp
N2 NN D\ v —Yi5- (i)
17y 1’y2 2,1/ p / - y dy — ay (A].l)
NayNiy Ny, Dit+1) Jvi dp
?/i+1a*y(yi+1)

La notation du systéme linéaire ci-dessus est simplifiée en posant :

Py
. —Yi7\Yi
NP = Ay (A.12)
Di+1 . @( )
Yi+1 y Yit+1

226



avec :

N? Ny, N- 2 g2
N = R = (A.13)
NZyNLy N2,y 2

Ce systeme matriciel est ensuite écrit pour chaque élément E; et E,. L’étape suivante
consiste a assembler les différents systemes correspondant aux deux éléments constituant
le maillage. Afin de garantir la continuité de la solution d’un élément a 'autre, le noeud s
(voir Fig. A.1) est commun aux segments E; et Es. Le systeme d’équations pour ’ensemble

des éléments peut donc s’écrire :

dp
N}Ei N}f 0 D —yla*y(yl)
NZ NZ+NYE N2||p|= 0 (A.14)
0 Nzl Nz ) \ps ap
_ygﬁiy(y?’)

Pour rendre le probleme complet, il est nécessaire d’'imposer des conditions aux limites
avant de procéder a ’étape de résolution. Pour cela, on impose la condition de Neumann

suivante : —ylg—Z(yl) = g, et la condition de Dirichlet suivante : p(y3) = 0. Nous obtenons

finalement :
Ny Ng 0\ ( m 9
Nzl N2+ NiL N p | =1 0 (A.15)
0 0 1 D3 0

Le systeme ci-dessus est résolu par une méthode directe de Gauss, afin de déterminer les
valeurs nodales. La solution est ensuite comparée a la solution analytique et aux valeurs
numériques obtenues par notre code de calcul. La Figure A.2 montre que les résultats
obtenus par résolution éléments-finis a la main sont similaires a ceux issus du code, tout

en étant en bon accord avec la solution analytique.

A.1.2 Dérivée temporelle 0v/0t

La deuxieme étape de résolution consiste a déterminer la dérivée temporelle de la

solution v aux nceuds du maillage. La formulation faible de I'équation (A.2) s’écrit ici :

ov op
oy = — 2o — 1
0 ot” /anyw /ng (4.16)
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—Theo o Code de calcul x Résolution & la main
7 T T

6 N
5- ~ .
4+ S~ 7
N
a ~_
3 o
2+ = T~ =
1 | - . -
0 1 Il L Il \\
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
Yy

FIGURE A.2 — Discrétisations de p a l'ordre k = 1.
La solution dv/0t est approchée dans 1'espace fonctionnel polynomial suivant :

WP = {(Bv)ot), € L2(Q); (0v/0t),|E € Py(E),VE € &,}

L’équation (A.16) est réécrite sous sa forme discrétisée pour un élément compris entre

deux noeuds y; et y; 11 :

vit1 [ Ov /yi+1 8ph /y“'l v /ot
/y 1- ( BN )h h . Y y h . 9Wh h h ( )

Les fonctions tests ainsi que les solutions p et (Jv/0t) sont approchées par des fonctions

polynomiales d’ordre £ = 1, on obtient alors le systeme ci-dessous :

8’07;
. 2 , .
/yz+1 Nl Nl];]é dy 8t _ _/yz+ly NINLZ/ NlNQ,y dy Di _/y1+1 Nl gdy
Yi NQNl N2 8vi+1 Yi NQNl,y N2N27y Di+1 Yi NQ
ot
(A.18)
La notation du systeme (A.18) est simplifiée sous la forme suivante :
Gvi
M| o | =—x "] - (A.19)
Ovis1 Dit+1
ot
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avec M, K et {b} définis comme suit :

vier [ N2 N;N.
M_/ B e I (A.20)
Yi N2N1 N22
i N1 N N1 N.
K:/y“y 1y 2y ) g (A.21)
Yi NQNl,y NQNQ’y

=" (ﬁ) g dy (A.22)

Les solutions ici sont discontinues de ’élément F; a Fs. L’étape d’assemblage est donc

différente de celle de I’équation de Laplace :

31}1
11 12 ot 11 12

MR ME 0 o || 5B KR KR 0 0 || m(E)|_|w(E)
0 0 Méﬁ M%Ji aU2E 0 0 K}El? K%;i P2(E2) b2(E2)
0o o az oaz)| e 0 0 K% KZ)\ p b

8’03

ot
(A.23)

Le systeme d’équations ci-dessus est lui aussi résolu par une méthode de Gauss. La solution
est ensuite comparée a la solution analytique et aux valeurs numériques obtenues par notre
code de calcul. La Figure A.3 permet de souligner que les résultats obtenus par résolution
éléments-finis & la main sont équivalents aux résultats numériques. Pour les deux cas, les

solutions discrétisées ne correspondent pas a la solution analytique attendue.

A.2 Résolution pour des ordres spatiaux différents

Dans cette section, I’équation (A.7) est résolue avec un ordre supplémentaire que

I'équation (A.17). Le domaine de calcul a l'ordre k = 2 est présenté sur la Figure A.4.
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—Theo o Code de calcul x Résolution & la main

2 T (%9) T
1.5F ®
1
0.5
+~>
S,
S
-0.5+ B
1 4
15 @
_2{< 1 | | | I
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
)

FIGURE A.3 — Discrétisations de dv/0t a l'ordre k = 1, avec p résolue a l'ordre k = 1.

p=0

Ys y =2
hlve ¢ y=175
Y3 y:175
Y2 y=1,25
Y1 y=1
Y3 = —g

FIGURE A.4 — Domaine de calcul € en une dimension, pour k = 2.

A.2.1 Equation de Laplace a 'ordre k = 2

Pour chacun des éléments E; et Ey compris entre deux coordonnées y; et y;11, on
rajoute ici un noeud 311/, situé au centre du segment (voir Fig. A.4). La fonction test w
et la solution p sont désormais approchées par des fonctions polynomiales d’ordre k = 2,

écrites sous la forme suivante :
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Di Ty
Prn = (T1 T2 T3) pi+1/2 s Wh = (wi wi+1/2 W/L'+1> TQ (A24)
Pit+1 Ts

A Tordre k = 2, les fonctions de forme ci-dessus valent :

we () L)
iy
w ()

et leur premiere dérivée spatiale s’écrit :

4 3 4 8 4 8 4 1 4
o= g = (5 qam) T = = (5 ) B = o= ()

(A.26)

Le systeme de résolution de I’équation (A.7) pour un élément s’écrit dans ce cas-ci :

0
D; _yia];(yi)
T pit1je | = 0 (A.27)
Dit1 Op
Yi+1 %(yi+1)

avec

2
T].,’y T179T27y T17yN3vy

Yi+1
T:/ y| ToyTyy, T3, ToyTsy | dy (A.28)
Yi
T3,N1y 13,15, T32,y

On procede ensuite a 1’étape d’assemblage en imposant la condition de Neumann
suivante : —yl%(m) = g, et la condition de Dirichlet suivante : p(ys) = 0. Le systéme

d’équations pour I'ensemble des éléments peut donc s’écrire :
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Ty T Ty 0 0\ (m g
orE T 0 0 ||p| o
T8 TR TH T TR TE||ps| = |0 (A.29)
o o 1 1 1E||m| |0
0 0 0 0 1 D5 0

La solution obtenue via le systéme (A.29) est comparée a la solution analytique et
aux valeurs numériques issues de notre code. Sur la Figure A.5, les résultats obtenus
par résolution a la main sont une nouvelle fois similaires aux résultats numériques. Par
ailleurs, remarquons que les solutions discrétisées a 'ordre k = 2 sont plus précises qu’a

l'ordre k = 1 puisqu’elles se confondent davantage avec la solution analytique.

—Theo o Code de calcul x Résolution a la main

\\\
~
6 \\
L
5 \\\®\ i
4+ \ -
.
ISH S
3r \@\\ 8
2 L - -
\\@\\
1 L
0 1 Il | Il 1 - —
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

Y

FIGURE A.5 — Discrétisations de p a l'ordre k = 2.

A.2.2 Dérivée temporelle 0v/0t a I’ordre k =1

La résolution de I’équation (A.17) est de type mixte. Elle utilise ici les fonctions de
forme de la solution p a 'ordre k£ = 2 pour déterminer la solution dv/0t a l'ordre k = 1.
Dans cette section, les fonctions polynomiales approchant les quantités p et dv/dt, ainsi

que les fonctions tests, sont notées respectivement :
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(%i

_ " CAT ot _ M
Prn = (T1 Ty Tg) Pit1/2 ) ot | (Nl NQ) o y Wh = (wi wi+1> N
Pit1 " % N ;0)

ou les termes N et T désignent les fonctions de formes a 'ordre k£ = 1 et 2. Le systéme

de résolution de I’équation (A.17) s’écrit, pour un élément :

8vi
Yit1 N2 N1N2
/ : o | o | =
Yi N2N1 N2 a’l]i+1
ot
. pi _
Yit+1 NlTl,y N1T27y N1T37y Yi+1 Nl
—/ Y dy | Pis1/2 —/ gdy
Yi NQley N2T27y N2T37y p Yi N2
i+1

La notation du systéme (A.31) est simplifiée sous la forme suivante :

Ovi Di
M ot =—K Pit1/2 | — {o}
8Uz‘+1
ot Pi+1

ou les matrices M et K, ainsi que le vecteur {b} sont définis de cette fagon :

= (05
Yi N2N1 N22

K _ /y¢+1 y NlTl,y NlTQ’y N1T3,y dy
Y N2T1,y N2T2,y N2T3,y

{o} = /y jﬁH (%;) g dy

%

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

Les valeurs nodales de la quantité dv/0t peuvent alors étre déterminées grace a la

résolution du systéme final suivant :
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ot
ME ME 0 00 | g,
ME ME 00 || 5B

0 0 MY} MZ av2<E )
2
0 0 MH ME)|a

87)3

ot

D1
i KR KR 00 0| o .

_ | BB KR KR 0 00 | ps(E)| | ba(B) (A.36)

0 0 0 Ki K@ Kg||ps(Es) b(Es) |
0 0 0 KZ Kg KiJ)| bps bs

Y23

La solution obtenue via le systeme (A.36) est comparée a la solution analytique et
aux valeurs numériques issues de notre code, sur la Figure A.6. Les solutions discrétisées
tendent cette fois-ci vers les valeurs analytiques : les résultats obtenus par résolution a la
main sont nuls et les résultats numériques sont de 'ordre de 107 (précision maximale).

Lorsque la quantité p est résolue avec un ordre supplémentaire, alors la dérivée

temporelle Jv/0t est bien nulle sur les nceuds du maillage.

—Theo o0 Code de calcul x Résolution a la main
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FIGURE A.6 — Discrétisations de 0v/0t a 'ordre k = 1, avec p résolue a 'ordre k = 2.
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Simulation numérique d’écoulements a surface libre avec la Méthode des Eléments-Finis.

Mot clés : Ecoulement a surface libre, méthode des Eléments-Finis, méthode Level-Set, Galerkin

Discontinu, méthode de projection explicite d’ordre élevé.

Résumé : Cette thése est consacrée au développement
d'un outil de simulation numérique permettant d'étudier, a
terme, le comportement d’un navire sur houle fortement non-
linéaire. Ce travail se concentre spécifiquement sur la simula-
tion numérique d’écoulements a interface mobile, a caractéres
instationnaires, incompressibles et non-visqueux. La méthode
repose sur la modélisation des écoulements bifluides, décrits
par les équations d’Euler incompressibles. Une approche Level-
Set est utilisée pour capturer l'interface entre les deux fluides.
Ce formalisme offre I'avantage de représenter I'écoulement
dans une approche globale, permettant ainsi de s’affranchir des
discontinuités présentes a l'interface. A la différence des codes
CFD classiques employés en hydrodynamique navale, qui sont
généralement basés sur des formulations Volumes-Finis/VOF
limitées sur le choix des ordres d’intégration, la discrétisation
spatiale se fait a I'aide d’'une méthode Eléments-Finis. Cette

derniére autorise I'utilisation de schémas numériques robustes
et d’'ordre élevé afin d’améliorer la précision des résultats, tout
en réduisant le temps de calcul. La stabilit¢ du schéma nu-
mérique est assurée en partie par I'utilisation d’'une approche
Galerkin Discontinu, qui permet de décentrer les schémas de
résolution en présence de termes advectifs, et aussi par I'uti-
lisation d’'une méthode de projection, qui consiste a résoudre
séparément les champs de pression et de vitesse. Pour garan-
tir un schéma numérique d’'ordre élevé en espace et en temps,
une nouvelle méthode de projection explicite est proposée, ou
la décomposition de Hodge est appliquée a la dérivée de la vi-
tesse. Finalement, les résultats numériques obtenus, issus de
plusieurs cas représentatifs des problématiques navales, per-
mettent de valider I'outil numérique tout en confirmant la puis-
sance de la méthode développée.

Numerical simulation of free surface flows with a Finite Element Method.

Keywords: Free surface flow, Finite Element method, Level-Set method, Discontinuous Galerkin, pro-

jection method.

Abstract: This thesis is dedicated to the devel-
opment of a solver for the subsequent study of
ship behavior in nonlinear waves. This disserta-
tion specifically focuses on the numerical simula-
tion of unsteady, incompressible and inviscid free
surface flows. The method is based on a two-phase
flow, described by incompressible Euler equations.
A Level-Set approach is used to capture the in-
terface between the two fluids. This formalism of-
fers the advantage of representing the flow in a
global approach, thereby eliminating any disconti-
nuities at the interface. Unlike classical CFD codes
commonly employed in the field of naval hydro-
dynamics, which are usually founded on finite-
volume/VOF formulations and have limited options
for the interpolation order, the proposed method

uses a finite-element discretization. This approach
allows the implementation of robust, high-order nu-
merical schemes. Numerical scheme stability is
ensured in part by the use of a Discontinuous
Galerkin method, which allows the use of non-
centered schemes, but also by the use of a projec-
tion method, which consists in solving separately
the pressure and the velocity fields. To ensure a
high-order numerical scheme in space and time, a
new explicit projection method is proposed, where
the Hodge decomposition is applied to the velocity
derivative. Finally, the numerical results from sev-
eral representative naval problem cases validate
the solver and confirm the effectiveness of the de-
veloped method.
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