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Résumé

Dans cette thèse nous étudions la géométrie de la réduction de certaines
variétés de Shimura modulo un nombre premier p. Plus précisément on considère
la réduction modulo p des modèles entiers des variétés de Shimura de type PEL
construits par Pappas et Rapoport. Dans le cas dŠune donnée PEL de type Hilbert,
on montre que la stratiĄcation induite par le polygone de Hodge est une bonne
stratiĄcation (lŠadhérence dŠune strate est une union disjointe de strates). Ensuite
nous calculons les G-orbites de la Ąbre spéciale du modèle local de Pappas-
Raporport dans le cas Hilbert, où G est le groupe associé à la donnée PEL.
Ces orbites induisent une bonne stratiĄcation de la Ąbre spéciale de la variété
de Shimura, que lŠon appelle stratiĄcation de Kottwitz-Rapoport (analogue à la
stratiĄcation de Kottwitz-Rapoport des modèles entiers de Kottwitz). Dans un
travail récent, Xu Shen et Yuqiang Zheng ont déĄni une stratiĄcation dŠEkedahl-
Oort des modèles entiers de Pappas-Rapoport. Dans le cas Hilbert nous montrons
que ń lŠintersection ż de leur stratiĄcation avec la straitiĄcation de Kottwitz-
Rapoport est une bonne stratiĄcation.

Dans la seconde partie de cette thèse nous nous intéressons aux modèles
locaux dans le contexte de la théorie de Hodge p-adique. Nous déĄnissons un
plongement en niveau entier des modèles locaux de Pappas-Rapoport dans une
certaine Grassmannienne affine de type Beilinson-Drinfeld, analogue au plongement
déĄnit Scholze et Weinstein pour les modèles entiers de Kottwitz.

Abstract

In this thesis we study the geometry of the reduction of certain Shimura
varieties modulo a prime number p. More precisely, we consider the reduction
modulo p of the integral models of PEL-type Shimura varieties constructed by
Pappas and Rapoport. In the case of Hilbert-type PEL data, we show that the
stratiĄcation induced by the Hodge polygon is a good stratiĄcation (the adherence
of a stratum is a disjoint union of strata). Next, we compute the G-orbits of the
special Ąber of the Pappas-Raporport local model in the Hilbert case, where
G is the group associated with the PEL datum. These orbits induce a good
stratiĄcation of the special Ąber of the Shimura variety, which we call Kottwitz-
Rapoport stratiĄcation (analogous to the Kottwitz-Rapoport stratiĄcation of
integral Kottwitz models). In a recent work, Xu Shen and Yuqiang Zheng have
deĄned an Ekedahl-Oort stratiĄcation of integer Pappas-Rapoport models. In
the Hilbert case we show that Şthe intersectionŤ of their stratiĄcation with the
Kottwitz-Rapoport straitiĄcation is a good stratiĄcation.

In the second part of this thesis, we focus on local models in the context of
p-adic Hodge theory. We deĄne an integer-level embedding of Pappas-Rapoport
local models into a certain affine Grassmannian of Beilinson-Drinfeld type, analogous
to the embedding deĄned by Scholze and Weinstein for Kottwitz local models.
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Chapitre 1

Introduction et présentation des
résultats

1.1 Introduction

Cette thèse en mathématiques fondamentales sŠinscrit dans le domaine de la géométrie
arithmétique et plus précisément dans celui de lŠétude des variétés de Shimura. Introduites
par G.Shimura en 1963 dans dans les articles [Shi63] [Shi70], les variétés de Shimura1

et leur formalisme tel quŠon le connaît actuellement ont été déĄnies par Deligne à
travers deux papiers fondateurs [Del71][Del79]. Ces variétés jouent un rôle central
en arithmétique et plus particulièrement dans le cadre du programme de Langlands.
La géométrie de ces variétés est très riche et contient des informations arithmétiques
qui ont eu de nombreuses applications en théorie des nombres. Les congruences entre
formes modulaires peuvent par exemple se lire sur la réduction modulo p des courbes
modulaires, qui sont des cas particuliers de variétés de Shimura. Dans cette thèse on
étudiera la géométrie la réduction modulo p dŠune certaine classe de variétés de Shimura,
appelées variétés de Shimura de type PEL. Le dernier chapitre de cette thèse sŠéloigne
un peu du sujet initial et porte sur des applications des travaux fondateurs de Scholze
et Weinstein [SW20] en théorie de Hodge p-adique, dans le cadre des modèles locaux
des variétés de Shimura de type PEL.

Avant de présenter les résultats de cette thèses, je vais tenter de faire une courte
introduction à la géométrie arithmétique, et essayer de donner quelques motivations
concernant les travaux de recherche que nous effectuons tous les jours. Ce qui suit est
très approximatif et je vais volontairement mettre sous le tapis des détails techniques.
LŠobjectif est de rendre la lecture accessible à un public large.

Problème de la somme de quatre carrés. Commençons par un petit calcul :

2023 = 12 + 22 + 132 + 432

1Il me semble que lŠappellation ń variété de Shimura ż apparait pour la première fois dans [Lan76].
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Le nombre 2023 peut donc sŠécrire comme la somme de 4 carrés entiers. On peut trouver
dŠautres écritures de cette forme, par exemple :

2023 = 192 + 192 + 252 + 262

Deux questions viennent alors à lŠesprit :

(1) Est ce que tout nombre entier positif peut sŠécrire comme la somme de 4 carrés
entiers ?

(2) Combien de décompositions existe-t-il pour un entier ?

La réponse à la première question est positive : pour tout entier n ∈ N il existe quatre
entiers a, b, c, d ∈ N tels que :

n = a2 + b2 + c2 + d2

Ce résultat est plus connu sous le nom de théorème de Lagrange et a été démontré par
Lagrange en 1770 ([Lag70]). Pour la deuxième question, on aimerait avoir une formule
explicite en fonction de n ∈ N pour la quantité :

r4(n) = #¶(a, b, c, d) ∈ Z4 ♣n = a2 + b2 + c2 + d2}

Jacobi a démontré en 1834 ([Jac34]) que pour tout entier n ∈ N on avait lŠégalité
suivante :

r4(n) = 8
∑

d♣n,
4∤d

d (1.1.1)

Par exemple pour n = 2023 = 7× 172 on trouve quŠil y a

r4(2023) = 8(1 + 7 + 17 + 119 + 289 + 2023) = 19 648

possibilités dŠécrire 2023 comme somme de quatre carrés entiers. Pour comprendre
comment on peut arriver à démontrer lŠégalité (1.1.1), considérons la série suivante :

Θ(z) =
∑

n∈Z

e2πin2z =
∑

n∈Z

qn
2

, q = e2πiz

Cette série converge absolument sur le demi-plan de Poincaré complexe :

H = ¶z ∈ C ♣ Im(z) > 0}

Pour faire le lien avec les nombres r4(n), considérons la série génératrice :

F (q) =
∑

n∈N

r4(n)qn = 1 + 8q + 24q2 + 32q3 + 24q4 + 48q5 + 96q6 + . . .

La formule de sommation de Cauchy pour les produits de séries montre que lŠon a
lŠégalité :

F (q) = Θ(z)4

8



Par conséquent pour connaître les entiers r4(n) il suffit de connaître les coefficients
apparaissant dans la série Θ(z)4. Cela suggère donc dŠétudier la série Θ(z). On peut
montrer que cette série satisfait les équations fonctionnelles suivantes :

Θ(z + 1) = Θ(z), Θ
−1

4z


=
√
−2izΘ(z)

Il en découle que pour toute matrice

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) telle que c ≡ 0 (mod 4) la série

Θ(z)4 satisfait lŠéquation :

Θ

(
az + b

cz + d

)4

= (cz + d)2Θ(z)4

Formes modulaires. Cela nous amène à la déĄnition de formes modulaires. Avant
de donner une déĄnition précise, Ąxons quelques notations. Le groupe SL2(Z) agit sur
le demi-plan de Poincaré H par homographie

(
a b
c d

)
· z =

az + b

cz + d
(1.1.2)

Un sous groupe de congruence est un sous groupe Γ ⊂ SL2(Z) qui contient un sous-
groupe Γ(N) pour un certain entier N ≥ 0, où Γ(N) ⊂ SL2(R) est le sous-groupe déĄni
par

Γ(N) =

{
γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣
(
a b
c d

)
≡
(

1 0
0 1

)
(modN)

}

Par exemple le groupe Γ0(4) utilisé pour la série Θ(z)4 est un sous-groupe de congruence
car il satisfait :

Γ(4) ⊂ Γ0(4) =

{
γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣
(
a b
c d

)
≡
(
a b
0 d

)
(mod 4)

}

On peut maintenant donner la déĄnition dŠune forme modulaire. Fixons Γ un sous
groupe de congruence est k ∈ Z un entier. Une forme modulaire de niveau Γ et de poids
k est une fonction complexe sur le demi plan de Poincaré :

f : H→ C

qui satisfait les conditions suivantes :

(1) f est holomorphe sur H

(2) pour toute matrice

(
a b
c d

)
∈ Γ et tout z ∈ H on a la lŠégalité

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)kf(z)
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(3) f est holomorphe aux pointes.2

On notera Mk(Γ) lŠensemble des formes modulaires de poids k et de niveau Γ. Une
fonction satisfaisant les hypothèses (1) et (2) est appelée forme faiblement modulaire.
Un exercice élémentaire montre que lŠéquation fonctionnelle satisfaite par une forme
modulaire f de niveau Γ et de poids k impose lŠégalité suivante pour tout z ∈ H :

f(z + h) = f(z)

où h ∈ N est un certain entier qui dépend du niveau Γ. Autrement dit f est horizontalement
périodique. En particulier f se factorise par lŠapplication :

H −→ D∗ = ¶z ∈ C : 0 < ♣z♣ < 1}
z 7−→ q = e2iπz/h

et admet un développement en série de Fourier :

f =
∑

n∈Z

an(f)qn, q = e2iπz/h

Pour le groupe Γ(1) = SL2(Z) la condition ń f est holomorphes aux pointes ż est
équivalente à ce que la fonction induite sur le disque épointé D∗ se prolonge en une
fonction holomorphe sur le disque tout entier D (ou autrement dit que les coefficients
an(f) soient nuls pour tout n < 0). Puisque ♣q♣ = e−2πIm(z)/h, on voit que ♣q♣ → 0
lorsque Im(z) → ∞. La condition 3 est donc une condition sur le comportement de
f lorsque Im(z) → ∞. Le développement en série de Fourier de f est aussi appelé le
ń q-développement ż de f .

Revenons à notre problème des sommes de quatre carrés. Nous avons vu que la série
Θ(z)4 était une forme modulaire de poids 2 et de niveau Γ0(4). Une étude approfondie
de lŠespaceM2(Γ0(4)) des formes modulaires de poids 2 et de niveau Γ0(4) montre que
cŠest un C-espace vectoriel de dimension 2. Trouver une base de M2(Γ0(4)) ainsi que
les coordonnées de Θ(z)4 dans cette base nous permettrait dŠobtenir une formule pour
les coefficients r4(n). Pour ce faire, introduisons les séries dŠEisenstein de niveau k, où
k ≥ 4 est un entier pair :

Gk(z) =
(k − 1)!
2(2πi)k

∑

(c,d)∈Z2\¶(0,0)}

1
(cz + d)k

CŠest une forme modulaire de poids k et de niveau Γ(1) dont le q-développement est :

Gk(q) = −Bk

2k
+
∑

n≥1

σk−1(n)qn (1.1.3)

2pour tout


a b
c d


∈ SL2(Z) la quantité ♣(cz + d)−kf( az+b

cz+d )♣ est bornée lorsque Im(z)→∞
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où Bk désigne le k-ème nombre de Bernoulli et σk−1(n) désigne la fonction arithmétique :

σk−1(n) =
∑

d♣n,
d>0

d k−1

Notons que pour k = 2 la formule (1.1.3) fait sens et nous permet donc de déĄnir G2(q),
bien que cette dernière ne soit pas une forme modulaire. Il est commode dŠintroduire
les séries dŠEisenstein normalisées :

Ek = − 2k
Bk

Gk = 1− 2k
Bk

∑

n≥1

σk−1(n)qn

de sorte à ce que le coefficient constant soit égal à 1. Voici quelques exemples :

E2(q) = 1− 24
∑

n≥1

σ1(n)qn = 1− 24q − 72q2 − 96q3 − 168q4 − 144q5 + . . .

E4(q) = 1 + 240
∑

n≥1

σ3(n)qn = 1 + 240q + 2160q2 + 6720q3 + 17520q4 + . . .

E6(q) = 1− 504
∑

n≥1

σ5(n)qn = 1− 504q − 16632q2 − 122976q3 − 532728q4 + . . .

Bien que E2 ne soit pas une forme modulaire, on peut montrer que les séries E2(q) −
2E2(q2) et E2(q)−4E2(q4) sont des formes modulaires de poids 2 et de niveau Γ0(4) qui
forment un base de M2(Γ0(4)). Il ne reste plus quŠa trouver les coordonnées de Θ(z)4

dans cette base. En comparant les premières valeurs des q-développements respectifs
on obtient la relation :

Θ(z)4 = F (q) = −1
3

(E2(q)− 4E2(q2))

et Ąnalement lŠégalité souhaitée en identiĄant les coefficients des deux séries ci-dessus :

r4(n) = 8
∑

d♣n,
4∤d

d

Cet exemple explique lŠune des caractéristique des formes modulaires : ce sont des
objets analytiques qui possèdent, de par lŠéquation fonctionnelle quŠils satisfont, des
propriétés arithmétiques remarquables.

Congruences entre formes formes modulaires. Nous avons vu plus haut que les
formes modulaires E4 et E6 avaient des coefficients de Fourier entiers. Voici un autre
exemple de forme modulaire dont les coefficients de Fourier sont entiers :

∆ = q
∏

n≥1

(1− qn)24 =
∑

n≥1

τ(n)qn

11



où τ désigne la fonction tau de Ramanujan. CŠest une forme modulaire de niveau
Γ(1) et de poids 12, appelée discriminant modulaire. Voici les premiers termes de sa
q-expansion :

∆ = q − 24q + 252q2 − 1472q3 + 4830q4 − 6048q5 + . . .

Ramanujan a démontré en 1916 ([Ram16]) que lŠon avait la congruence suivante :

τ(n) ≡ σ11(n) (mod 691) (n ≥ 1)

Donnons quelques éléments de preuve. Les deux fonctions arithmétiques τ(n) et σ11(n)
apparaissent respectivement dans les séries ∆ et E12. Le premier coefficient de Fourier
de ∆ est nul, on dit que cŠest une forme cuspidale. On peut montrer que lŠespace
S12(Γ(1)) des formes cupsidales de poids 12 et de niveau Γ(1) est un C-espace vectoriel
de dimension 1. Le série dŠEisenstein E12 est de poids 12 mais nŠest pas une forme
cupsidale, son premier coefficient étant égal à 1 :

E12(q) = 1 +
65520
691

∑

n≥1

σ11(n)qn = 1 +
65520
691

q +
134250480

691
q2 +

11606736960
691

q3 + . . .

LŠidée est de considérer la forme modulaire E12 − E2
6 . CŠest une forme modulaire

cupsidale de poids 12 par construction. DŠaprès ce qui précède elle est donc proportionnelle
à ∆. Une inspection des premiers coefficients montre que lŠon a lŠégalité :

E12 − E2
6 =

762048
691

∆

En identiĄant chacun des coefficients (après avoir multiplié des deux cotés par 691 pour
enlever les dénominateurs) et en réduisant modulo 691 on obtient la congruence :

65520σ11(n) ≡ 762048τ(n) (mod 691)

Le résultat en découle car 65520 ≡ 762048 ≡ 566 (mod 691) est inversible modulo
691. La congruence de Ramanujan découle donc dŠune congruence entre deux formes
modulaires3 :

691E12 ≡ ∆ (mod 691)

Les congruences de Ramanujan ont été généralisées par la suite avec les travaux de
Serre et Deligne [Ser06], [Del06], [Ser67], Swinnerton-Dyer [SD73], et Katz [Kat75].

Courbes modulaires. Une courbe elliptique E sur C est un tore complexe de dimension
1, cŠest-à-dire un quotient E = C/Λ où Λ ⊂ C est un réseau. De façon plus concrète,
un résultat sur les fonctions elliptiques de Weierstrass nous garantit que toute courbe
elliptique peut être vue comme lŠensemble des solutions de lŠéquation complexe4 :

y2 = x3 + ax+ b (x, y) ∈ C2

3plus précisément : entre les coefficients de Fourier de même indices.
4où plus rigoureusement comme lŠensemble des solution [x : y : z] ∈ P2

C de lŠéquation homogène
associée

12



Quitte à composer avec une homothétie, on peut supposer que le réseau Λ est de la
forme Λ = Z ⊕ Zτ , où τ ∈ H désigne un point du demi-plan de Poincaré supérieur.
Etant donné τ, τ ′ ∈ H un petit calcul montre que les courbes elliptiques Eτ et Eτ ′ sont
isomorphes si et seulement si il existe une matrice γ ∈ SL2(Z) telle que γ · τ = τ ′ (ici
SL2(Z) agit sur H par homographie (1.1.2)). Autrement dit on dispose dŠune bijection :

SL2(Z)\H −→ ¶E courbes elliptiques sur C}/ ∼
[τ ] 7−→ Eτ = C/(Z⊕ Zτ)

où le membre de droite désigne lŠensemble des courbes elliptiques complexes à isomorphismes
près. Ce quotient est appelé courbe modulaire. Il est naturel de se demander ce quŠil se
passe lorsque lŠon remplace SL2(Z) par un sous-groupe de congruence. Pour les groupes
Γ(N) on obtient une bijection :

Γ(N)\H −→
{

(E, η)
∣∣∣ E courbe elliptique sur C
η : (Z/NZ)2 ≃ E[N ]

}

où E[N ] désigne les points de N -torsion. Ce quotient est appelé courbe modulaire de
niveau Γ(N). On dispose dŠune description similaire pour les quotients par les sous-
groupes de congruence généraux. On notera YΓ = Γ\H la courbe modulaire de niveau
Γ. Intéressons nous aux 1-formes différentielles sur YΓ. Elles sont de la forme

ω(z) = f(z)dz

où f est une fonction holomorphe déĄni sur H. Pour que ω soit bien déĄni sur le quotient
Γ\H elle doit satisfaire lŠéquation :

ω

(
az + b

cz + d

)
= f

(
az + b

cz + d

)
d

(
az + b

cz + d

)

= f

(
az + b

cz + d

)
ad− bc

(cz + d)2
dz

= f

(
az + b

cz + d

)
1

(cz + d)2
dz = ω(z)

Autrement dit f doit satisfaire lŠéquation fonctionnelle dŠune forme modulaire de poids
k = 2 et de niveau Γ. Un raisonnement analogue pour un entier k ∈ Z quelconque
permet de réinterpréter les formes (faiblement) modulaires de poids 2k et de niveau
Γ comme des k-formes différentielles sur YΓ. Pour résumer les formes (faiblement)
modulaires de poids 2k et de niveau Γ peuvent sŠinterpréter comme des éléments du
groupe de cohomologie

H0(YΓ, (Ω1
YΓ

)⊗k) (1.1.4)

Remarque 1.1.1. Pour parler de formes modulaires il faut introduire la compactiĄcation
XΓ de la courbe modulaire YΓ. Le bord D = XΓ−YΓ sŠinterprète comme lŠensemble des

13



pointes et la relation 2iπdz = dq/q nous permet de réinterpréter les formes modulaires
de poids 2k et de niveau Γ comme des k-formes différentielles sur XΓ avec un pôle
dŠordre au plus k le long du bord D (condition dŠholomorphicité aux pointes). En
résumé les formes modulaires de poids 2k et de niveau Γ peuvent sŠinterpréter comme
des éléments du groupe :

H0(XΓ, (Ω1
XΓ

)⊗k(−kD))

Pour simpliĄer la lecture nous omettrons cette condition au bord et nous appellerons
forme modulaire ce quŠil faudrait appeler forme faiblement modulaire.

Version schématique des courbes modulaires. La discussion ci-dessus nous fournit
un point de vue géométrique sur les formes modulaires. De nombreux outils de géométrie
complexes peuvent notamment être utilisés pour démontrer des propriétés sur les espaces
de formes modulaires (dimensions des espaces Mk(Γ), opérateurs de Hecke...). Pour
pouvoir étudier les congruences modulo un entier, il faut pouvoir parler de formes
modulaires à coefficients (de Fourier) entiers, ce qui nŠest pas possible puisque nous
travaillons pour le moment sur C. Pour résoudre ce problème il est nécessaire de passer
dans le monde des schémas. Pour simpliĄer, plaçons nous dans le cadre du sous-groupe
de congruence Γ(N). On déĄnit le foncteur

YΓ(N) : SchZ[ 1
N

] −→ Set

S 7−→
{

(E, η)
∣∣∣
E → S courbe elliptique
η : (Z/NZ)2

S
≃ E[N ]

}
/ ∼

où η est une similitude symplectique5 SchZ[ 1
N

] désigne la catégorie des schémas sur
Spec(Z[ 1

N
]). Un résultat de Serre [Gro61] (Appendice) montre que pour N ≥ 3 ce

foncteur est représentable par un schéma, que lŠon continue de noter YΓ(N). Ce schéma
vient avec une courbe elliptique universelle :

Euniv YΓ(N)

e

où e : YΓ(N) → Euniv désigne la section unité. On déĄnit le Ąbré de Hodge comme le
faisceau :

ω = e∗Ω1
Euniv/YΓ(N)

qui est un faisceau localement libre de rang 1. Soit R un anneau sur Z[ 1
N

]. On appelle
forme modulaire de poids k de niveau Γ(N) à coefficients dans R les éléments du groupe :

H0(YΓ(N), ω
⊗k ⊗Z[ 1

N
] R)

Pour faire le lien avec la déĄnition dans le cas complexe il est nécessaire dŠintroduire
lŠisomorphisme de Kodaira-Spencer :

ω⊗
2 ≃ Ω1

YΓ(N)

qui redonne pour les poids pairs la déĄnition géométrique (1.1.4) dans le cas complexe.

5où E[N ] est muni de lŠaccouplement de Weil et (Z/NZ)
2

S
de lŠaccouplement symplectique standard.
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Dans [Kat75] Katz utilise ce point de vue géométrique pour étudier de façon systématique
les congruences entres formes modulaires modulo un nombre premier p. Dans ces travaux
il utilise de façon cruciale une forme modulaire appelée invariant de Hasse, construite
comme suit :

1. Si S est un schéma de caractéristique p et f : E → S est une courbe elliptique on
dispose du morphisme de Frobenius (relatif) F : E → E(p). Le Frobenius induit
une application :

F ∗ : (R1f∗OE)(p) = (R1f∗OE)⊗p → R1f∗OE

Le dual de cette application est une section dŠune puissance du Ąbré de Hodge :

Ha ∈ H0(S, ω⊗(p−1)
E/S )

appelée invariant de Hasse de la courbe elliptique E/S.

2. On applique cette construction à la courbe elliptique universelle sur Fp :

Euniv ⊗ Fp → YΓ(N) ⊗ Fp

Le q-développement de lŠinvariant de Hasse est 1. Un résultat de Deligne montre que
pour tout p ≥ 5 la q expansion de la série dŠEisenstein Ep−1 est congru à 1 modulo p.
Autrement dit on a la congruence :

Ha ≡ Ep−1 (mod p)

et la forme modulaire Ep−1 apparaît alors comme un relèvement de lŠinvariant de
Hasse en caractéristique 0. CŠest cette congruence qui à permis à Katz de retrouver
(et généraliser) géométriquement des résultats de congruences modulo p (resp. modulo
des puissance de p) de Swinnerton-Dyer [SD73].

Stratification des variété de Shimura. On rappelle quŠune courbe elliptique E/Fp
est dite ordinaire (resp. supersingulière) si le groupe des points de p-torsion E[p](Fp)
contient p éléments (resp. contient un seul élément). Cette distinction permet de construire
une décomposition de la Ąbre spéciale :

YΓ(N) ⊗ Fp = Yordinaire

⊔
Ysupersingulier (1.1.5)

où Yordinaire (resp. Ysupersingulier), appelé lieu ordinaire (resp. lieu supersingulier), correspond
aux points dont la courbe elliptique est ordinaire (resp. supersingulière). LŠune des
propriétés élémentaires de lŠinvariant de Hasse construit ci-dessus est que son lieu
dŠinversibilité correspond précisément au lieu ordinaire, et son lieu dŠannulation au
lieu supersingulier. On dit que cette décomposition est une ń stratiĄcation ż car le lieu
ordinaire est dense dans la Ąbre spéciale. LŠutilisation de lŠinvariant de Hasse et du lieu
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ordinaire a eu de nombreuses applications arithmétiques, notamment dans lŠétude des
congruences entre formes modulaires (voir par exemple [Hid86]).

Les courbes modulaires sont des cas particulier de ce que lŠon appelle des variétés de
Shimura. Dans cette thèse on sŠintéresse aux variétés de Shimura de type PEL. Ce sont
des espaces de modules de variétés abéliennes munies de certaines données. Ces variétés
permettent de déĄnir des objets analogues aux formes modulaires (formes modulaires
de Hilbert, formes modulaires de Siegel etc). Comme pour les courbes modulaires,
certaines propriétés arithmétiques de ces objets sont encodées dans la géométrie de la
Ąbre spéciale de la variété de Shimura correspondante. Malheureusement il se peut que
le lieu ordinaire de ces variétés (déĄni comme le lieu des variétés abéliennes de p-rang
maximal) soit vide, ce qui pose problème notamment lorsque lŠon souhaite généraliser les
travaux de Hida [Hid86][Hid02] à des groupes plus généraux que GL2. Dans ce cas il faut
alors remplacer le lieu ordinaire par le lieu µ-ordinaire, qui est un ouvert déĄni par une
certaine condition sur la variété abélienne (et qui coïncide avec le lieu ordinaire lorsque
ce dernier est non-vide). Il faut également déĄnir un invariant de Hasse qui détecte
ce lieu µ-ordinaire. De tels invariants ont été construits dans [GN13][Her16] lorsque la
donnée PEL est non ramiĄée, et dans [BH16] dans le cas ramiĄé. A lŠexception dŠune
donnée PEL de type (AR) (voir 2.2.1 pour une déĄnition précise), le lieu µ-ordinaire est
toujours un ouvert dense de la Ąbre spéciale. Ce résultat a été démontré par Wedhorn
[Wed99] dans le cas non ramiĄé et par Bijakowski et Hernandez dans [BH22b].

DŠautres stratiĄcations généralisant (1.1.5) ont également été déĄnies pour des
variétés de Shimura plus générales que les courbes modulaires, voir par exemple [Oor01]
(cas Siegel) [GO00] (cas Hilbert) [VW13] (cas PEL non-ramiĄé). Parmi elles on trouve la
stratiĄcation dŠEkedahl-Oort, dont les strates correspondent aux classes dŠisomorphismes
des sous-groupes de p-torsion des variétés abéliennes. Comme pour le cas de la courbe
modulaire on peut déĄnir certaines sections du Ąbré de Hodge, appelés invariants
de Hasse généralisés, dont les lieux de non-annulation correspondent exactement aux
strates dŠEkedahl-Oort (voir [Gor01][GK15]). Ces stratiĄcations et ces invariants de
Hasse ont eu de nombreuses applications arithmétiques, notamment pour des calculs
en cohomologie cohérente (voir par exemple [Box15a],[GK15]).

Les stratiĄcation dŠEkedahl-Oort des variétés de Shimura de type PEL ont été
construites uniquement dans le cas non-ramiĄé6. LŠobjectif de cette thèse est de construire
des stratiĄcations de type Ekedahl-Oort pour des variétés de Shimura de type PEL dont
la donnée PEL est ramiĄée.

1.2 Présentation des résultats

La déĄnitions des variétés de Shimura et des variétés de Shimura de type PEL sont
assez techniques, en particulier lorsque lŠon souhaite déĄnir les modèles entiers. Nous
allons donc nous placer dans le cas le plus simple, le cas Hilbert PEL. Bien sûr nous

6Au cours de cette thèse Xu Shen et Yuqiang Zheng ont construit une stratiĄcation dŠEkedahl-Oort
dans le cas dŠune donnée PEL ramiĄée.
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préciserons pour chaque résultat sŠil est vrai dans le cas PEL général.

Modèles entiers de Kottwitz Pour ne pas compliquer les déĄnitions, nous allons
directement nous placer sur Zp. Soit F/Q une extension totalement réelle de degré
d = [F : Q]. Notons D la donnée Hilbert PEL associée (de type (C) et g = 1, voir
section 3.2.2.1). On se place en niveau K = KpK

p ⊂ GL2(A
f
F ) parahorique maximal

en p. Notons Shnaïf
(D ,Kp) le schéma sur Z(p) représentant le foncteur qui a un schéma S

associe les tuples (A, λ, ι, κ) où A/S est une variété abélienne de dimension d, λ est une
polarisation première à p, ι est une action de lŠanneau dŠentiers OF sur A, et κ est une
structure de niveau première à p. On demande également à ce que la donnée satisfasse la
condition de déterminant de Kottwitz (voir 2.3.5, 2.3.4). Le schéma Shnaïf

(D ,Kp) est appelé
modèle entier de Kottwitz de la donnée D . Sur Zp on dispose dŠune décomposition :

OF ⊗Z Zp =
⊕

v♣p

OFv

où Fv désigne la complétion de F le long de la place v au dessus de p. Comme nous
allons nous intéresser à la réduction modulo p du schéma Shnaïf

(D ,Kp), on peut regarder le
changement de base de Shnaïf

(D ,Kp) sur Zp. La donnée dŠune action ι sur un schéma abélien
sur Zp est alors équivalente à une action des anneaux OFv pour toute place v au dessus
de p. Pour ne pas alourdir les notations, on suppose quŠil nŠy a quŠune seule place au
dessus de p dans F , et on fait lŠabus de noter F/Qp lŠextension associée. On continue
également de noter Shnaïf

(D ,Kp) le changement de base du modèle de Kottwitz sur Zp.
Soit S un schéma sur Zp et (A, λ, ι, κ) ∈ Shnaïf

(D ,Kp)(S). On dispose de la Ąltration de
Hodge :

0→ ωA/S → H1
dR(A/S)→ LieA∨/S → 0

Le OS-module H1
dR(A/S) est muni par fonctorialité dŠune action de lŠanneau OF et est

localement libre de rang 2 en tant que OF ⊗OS-module. Notons G, le schéma en groupe
sur Zp des automorphismes du réseau Λ = O2

F et µ le cocaractère de Hodge de G associé
à la donnée D . Il est bien connu que lŠon dispose dŠun ń diagramme de modèle local ż :

Shnaïf,□
(D ,Kp)

Shnaïf
(D ,Kp) Mnaïf

(G,µ)

φ ψ

où φ désigne le G-torseur paramétrant les trivialisations du faisceau H1
dR(A/S), Mnaïf

(G,µ)

est le schéma paramétrant les sous OF ⊗OS-modules F ⊂ Λ⊗OS localement libre de
rang d (en tant que OS-module) satisfaisant la condition de déterminant de Kottwitz,
et ψ est induit par la Ąltration de Hodge. Le schéma Mnaïf

(G,µ) est appelé modèle local
(naïf) pour la donnée (D , Kp). Le groupe G agit sur le schéma Mnaïf

(G,µ) et induit une
décomposition en orbites de la Ąbre spéciale

Mnaïf
(G,µ) ⊗Zp Fp =

∐

w∈AdmK(µ)

Mw
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appelée stratiĄcation de Kottwitz-Rapoport. Ces orbites correspondent aux classes
dŠisomorphismes de Ąltration F ⊂ Λ. LŠensemble AdmK(µ) est appelé ensemble admissible
(de niveau K)7. Il est partiellement ordonné et possède un élément maximal w0 ∈
AdmK(µ). La stratiĄcation ci-dessus est une bonne stratiĄcation dans le sens où pour
tout w ∈ AdmK(µ) on a la relation dŠadhérence :

Mw =
⊔

w′≤w

Mw′

La strate maximale Mw0 est un ouvert dense de Mnaïf
(G,µ)⊗Fp et coïncide avec le lieu lisse.

Le morphisme ψ étant lisse, cette décomposition en orbites induit une stratiĄcation :

Shnaïf
(D ,Kp) ⊗Zp Fp =

∐

w∈AdmK(µ)

Sw

également appelée stratiĄcation de Kottwitz-Rapoport (KR). Par déĄnition les strates
paramétrisent les classes dŠisomorphismes de Ąltration de Hodge ωA ⊂ H1

dR(A).
Fixons une extension Ąnie K/Qp contenant la clôture galoisienne de F . Soit S un

schéma sur OK . Si lŠextension F/Qp est non ramiĄée on dispose dŠune décomposition
en somme directe :

ωA/S =
⊕

φ:OF→OK

ω(φ) (1.2.1)

où ω(φ) désigne la sous-espace où OF agit via le plongement φ : OF → OK . La
stratiĄcation KR est alors composée dŠune seule orbite et par conséquent la Ąbre spéciale
Shnaïf

(D ,Kp) ⊗Zp Fp est lisse. Si lŠon suppose lŠextension F/Qp ramiĄée on ne dispose pas
de décomposition en somme directe du faisceau ωA/S et la stratiĄcation KR est alors
non-triviale. En particulier dans le cas ramiĄée la Ąbre spéciale nŠest pas lisse.

Modèles entiers de Pappas-Rapoport Pour remédier à ce problème de lissité
8 Pappas et Rapoport ont déĄni dans [PR02] un modèle entier qui est lisse. Pour
simpliĄer les notations, on suppose lŠextension F/Qp totalement ramiĄée. Fixons une
numérotation ¶φ1, . . . , φe} des plongements de F dans K. Pappas et Rapoport on
construit dans [PR02] un modèle entier ShPR

(D ,Kp) qui dont les S-points classiĄent les
tuples (A, λ, ι, κ, ω(•)) où (A, λ, ι, κ) ∈ Shnaïf

(D ,Kp)(S) et ω(•)) est une Ąltration du Ąbré de
Hodge de A/S :

0 = ω(0) ⊂ ω(1) ⊂ · · · ⊂ ω(e) = ωA/S (1.2.2)

satisfaisant pour tout 1 ≤ i ≤ e :

7Pour être rigoureux, il faudrait faire la distinction entre la décomposition en orbites de la Ąbre
spéciale du modèle naïf Mnaïf

(G,µ) ⊗ Fp qui nŠest pas plat, et celle du ń vrai ż modèle local (la clôture

schématique de la Ąbre générique Mnaïf
(G,µ)⊗Qp dans Mnaïf

(G,µ)) qui est plat. Dans la littérature, lŠensemble
admissible désigne lŠensemble des orbites dans le ń vrai ż modèle local. Dans le cas Hilbert les deux
schémas coïncident et il nŠy a donc pas besoin de faire de distinction.

8Les travaux de Pappas-Rapoport portaient plutôt sur les problèmes de platitude.
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• ω(i) est localement facteur direct de rang i sur S

• pour tout a ∈ OF on a lŠinclusion :

(a⊗ 1− 1⊗ φi(a)) · ω(i) ⊂ ω(i−1)

Si S est un schéma sur K, alors la décomposition en somme directe (1.2.1) est toujours
valide et nous fournit une Ąltration canonique satisfaisant les propriétés ci-dessus.
LŠoubli de cette Ąltration induit un morphisme :

π : ShPR
(D ,Kp) −→ Shnaïf

(D ,Kp) ⊗Zp OK
qui est un isomorphisme en Ąbre générique. Il est naturel de se demander si la Ąltration
KR de la Ąbre spéciale du modèle de Kottwitz induit, en tirant en arrière le long
du morphisme π, une bonne stratiĄcation du modèle de Pappas-Raport. La réponse est
non en général comme lŠont montré Bijakowski et Hernandez dans [BH22b] (Proposition
3.9). On note k le corps résiduel de K. Dans le cas Hilbert on montre le théorème suivant

Théoreme 1.2.1 (Théorème 3.4.5). Soit D une donnée PEL de type Hilbert. La
décomposition :

ShPR
(D ,Kp) ⊗OK k =

∐

λ∈AdmK(µ)

SPR
λ , SPR

λ := π−1(Snaïf
λ )

est une bonne stratification de ShPR
(D ,Kp) ⊗OK k. Pour tout λ ∈ AdmK(µ), la strate SPR

λ

est quasi-projective lisse de dimension :

dim(SPR
λ ) = ⟨ρ, ♣µ•♣+ λ⟩

Dans le théorème ci-dessus µ• = (µφ)φ:F→Qp
désigne le cocaractère de Hodge de la

donnée Hilbert et ♣µ•♣ =
∑
φ µφ (voir la section 3.4 pour plus de détails).

On se place maintenant dans le cas dŠune donnée PEL quelconque. Notons Shcan
(D ,Kp)

le sous-schéma de Shnaïf
(D ,Kp) déĄnit comme lŠimage schématique de la composée :

ShPR
(D ,Kp) → Shnaïf

(D ,Kp) ⊗Zp OK → Shnaïf
(D ,Kp)

Dans le cas Hilbert ce schéma coïncide avec Shnaïf
(D ,Kp)

9. On montre le résultat suivant
concernant la géométrie du morphisme π en restriction aux strates KR.

Théoreme 1.2.2 (Théorème 3.2.19). Soit D une donnée PEL ne faisant intervenir que
des facteurs de type (AL) ou (C). Pour tout λ ∈ AdmK(µ) la restriction du morphisme
π :

π♣λ : SPR
λ −→ Scan

λ

est un morphisme plat.

9Dans le cas Hilbert se morphisme est surjectif et le schéma Shnaïf
(D,Kp) est plat, voir [PR00] ou 3.2.7.
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En particulier en restriction aux strates KR le morphisme est ouvert. Dans le
cas ramiĄé, de nombreuse stratiĄcation ont été déĄnies pour les modèles Shnaïf

(D ,Kp)

et Shcan
(D ,Kp) et ont toutes pour point commun de raffiner la stratiĄcation KR. Ce

théorème implique que les stratiĄcations dŠune strate Sλ remontent bien en une bonne
stratiĄcation de SPR

λ (voir la discussion 4.1.2.2 pour plus de détails).

Comme pour le modèle entier de Kottwitz on dispose dŠun diagramme de modèle
local

ShPR,□
(D ,Kp)

ShPR
(D ,Kp) MPR

(G,µ)

φ ψ

où MPR
(G,µ) désigne le schéma paramétrant les Ąltrations F (•) ⊂ Λ satisfaisant les mêmes

conditions que (1.2.2). Le schéma MPR
(G,µ) est également muni dŠune action du groupe

G mais la description des orbites dans la Ąbre spéciale semble compliquée en générale.
Ces orbites correspondent aux classes dŠisomorphismes de Ąltration F (•) ⊂ Λ. Dans
[Bij22] le calcul des ces classes dŠisomorphismes et fait pour le cas Hilbert-Siegel et le
cas unitaire, pour des indices de ramiĄcations e ≤ 3. On montre le résultat suivant dans
le cas Hilbert :

Théoreme 1.2.3 (ğ3.5.4). Pour une donnée PEL de type Hilbert d’indice de ramification
e ≤ 5 le nombre de Gk-orbites dans la fibre spéciale MPR

(G,µ) ⊗OK k est fini et induit une
bonne stratification :

MPR
(G,µ) ⊗OK k =

∐

w∈A (µ•)

Mw

où A (µ•) est un certain ensemble partiellement ordonné explicite indexant les orbites.

La description des ensembles A (µ•) pour e ≤ 4 est donnée dans la section 3.5.3.

Stratification Ekedahl-Oort Dans le cas de la courbe modulaire, on peut déĄnir
une stratiĄcation de la Ąbre spéciale en distinguant les courbes elliptiques ordinaires et
les courbes elliptiques supersingulières. Cette distinction correspond aux (deux) classes
dŠisomorphismes des sous-groupes de p-torsion des courbes elliptiques. Dans le cas
Siegel, si A est une variété abélienne principalement polarisée, on peut regarder la
classe dŠisomorphisme du sous-groupe de p-torsion A[p] (muni de sa polarisation). Ce
processus induit une stratiĄcation de la Ąbre spéciale, appelée stratiĄcation dŠEkedahl-
Oort, qui généralise la stratiĄcation ordinaire/supersingulière de la courbe modulaire.
Initialement introduite par Oort dans [Oor01], les stratiĄcations dŠEkedahl-Oort des
variétés de Shimura ont été généralisées aux variétés de Shimura de type abéliennes
de bonne réduction. La théorie des modules de Dieudonné permet de réinterpréter
cette stratiĄcation en classes dŠisomorphismes comme une stratiĄcation induite par un
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morphisme lisse vers un champ algébrique :

Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ Fp → GFp-Zip

où GFp-Zip est un champ paramétrisant des modules de Dieudonné munis dŠune GFp-
structure (voir [PWZ12] pour plus de détails concernant la théorie des F -zip). Dans
[SZ22] les auteurs ont déĄni une stratiĄcation de type Ekedahl-Oort de la Ąbre spéciale
des modèles entiers de Pappas-Rapoport. Cette stratiĄcation est induite par un morphisme
lisse vers un certain champ de F -zip :

ζ : ShPR
(D ,Kp) ⊗OK k −→ Gsplit

k -Zip (1.2.3)

où Gsplit est un certain groupe réductif sur OK qui coincide avec G ⊗OK si lŠextension
F/Qp est non-ramiĄée. Le champ Gsplit

k -Zip est le champ des F -zip avec Gsplit
k -structure

comme déĄni dans [PWZ12]. Le morphisme (1.2.3) induit une bonne stratiĄcation de
la Ąbre spéciale :

ShPR
(D ,Kp) ⊗OK k =

∐

z∈EO

Sz

où EO est un certain ensemble partiellement ordonné indexant les strates. On dispose
donc de deux morphismes de champs algébriques :

ShPR
(D ,Kp) ⊗ k

[
(MPR

(G,µ))k/Gk
]

Gsplit
k -Zip

ψ ζ

induisant respectivement les stratiĄcations KR et EO. Il est naturel de se demander si
ń lŠintersection ż de ces deux stratiĄcation est une bonne stratiĄcation. On montre le
théorème suivant :

Théoreme 1.2.4 (Théorème 4.4.2). On suppose que D est une donnée de type Hilbert
et que e ≤ 4. Dans ce cas la stratification :

ShPR
(D ,Kp) ⊗OK k =

∐

(z,w)∈EO×A (µ•)

S(z,w), S(z,w) = ψ−1(w) ∩ ζ−1(z)

est une bonne stratification : les strates sont non vides et pour tout (z, w) ∈ EO×A (µ•)
on a la relation d’adhérence :

S(z,w) =
⊔

(z′,w′)≤(z,w)

S(z′,w′)

où (z′, w′) ≤ (z, w) si et seulement si z′ ≤ z et w′ ≤ w.
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Modèles locaux et diamants. Classiquement lŠétude de la Ąbre spéciale des modèles
locaux se fait en plongeant ces derniers dans des grassmanniennes affines pour des
groupes adaptés au modèle local étudié. Dans le cas (AL) par exemple Pappas et
Rapoport utilisent dans [PR02] [PR00] une immersion fermée sur Fp (pour simpliĄer
on suppose que le corps réĆexe est Qp) :

ιnaïf : Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ) ⊗Zp Fp −֒→ GrGLd (1.2.4)

où GrGLd désigne la grassmannienne affine classique pour le groupe GLd paramétrant les
réseaux Λ ⊂ Fp[[u]]d. Dans [SW20] Scholze et Weinstein ont déĄni une grassmannienne
affine de type Beilinson-DrinĄeld sur la ń courbe ż SpdZp, ce qui leur permet de
déĄnir une immersion fermée du modèle local directement sur Zp. Donnons quelques
explications sur leur construction. Soit S = Spa(R,R+) ∈ PerfFp un espace perfectoïde
sur Fp et ϖ ∈ R+ une pseudo-uniformisante. Notons

YZp(S) = SpaW (R+)\V ([ϖ]) (1.2.5)

CŠest un espace adique analytique sur Spa(Zp,Zp). Rappelons quŠun morphisme S →
SpdZp correspond à un untilt S♯ → SpaZp, et que ce dernier induit un diviseur de
Cartier

ι : S♯ −֒→ YZp(S)

(voir la section 5.3 pour des rappels de géométrie de Hodge p-adique). Si G est un groupe
parahorique sur Zp, la grassmannienne affine de Scholze-Weinstein est le foncteur qui à
S ∈ PerfFp associe :

Gr(YZp ,G,SpdZp)(S) ∼=





(S♯,E , β)

∣∣∣∣∣

S♯ → SpaZp untilt de S
E ∈ Tors(YZp(S),G),
β : E ♣YZp (S)\ι(S♯)

∼−−→ E0♣YZp (S)\ι(S♯)




/ ∼

avec β méromorphe le long de ι(S♯). Ci-dessus Tors(YZp(S),G) désigne la catégorie des
G-torseurs sur YZp(S) pour la topologie étale. Lorsque le groupe G est le groupe associé
à une donnée PEL quelconque, cette grassmannienne affine leur permet de déĄnir une
immersion fermée de (petits) v-faisceaux sur SpdZp :

ιSW : Mnaif,♢
(G,µ) −֒→ Gr(YZp ,G,SpdZp)

où Mnaif,♢
(G,µ) désigne le v-faisceau associé au schéma Mnaïf

(G,µ) comme dans [SW20], cŠest-
à-dire le v-faisceau associé à lŠanalytiĄcation de Mnaïf

(G,µ) sur Spa(Zp,Zp) en appliquant
le foncteur diamant (·)♢ de [SW20] (voir 5.3 pour plus de détails). Dans le cas du
groupe G = ResOF /ZpGLd par exemple, la grassmannienne affine dŠarrivée est celle pour
le groupe ResOF /ZpGLd, et non pas pour le groupe GLd comme cŠest le cas avec le
plongement de Pappas-Rapoport (1.2.4).

On aimerait pouvoir construire un plongement analogue pour les modèles de Pappas-
Rapoport MPR

(G,µ). La première étape est de construire un plongement sur Zp du modèle
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local naif Mnaïf
(G,µ) dans une grassmannienne affine pour le groupe GLd (utilisé par Pappas

et Rapoport) et non pas pour le groupe ResOF /ZpGLd (utilisé par Scholze-Weinstein).
Pour effectuer ce changement de groupe, on étudie le morphisme entre ń courbes ż :

π : YOF → YZp (1.2.6)

où YOF est lŠespace analogue à (1.2.5) déĄni en utilisant les vecteurs de Witt ramiĄés
WOF . Si H est un groupe réductif sur OF , on déĄnit alors la grassmannienne affine
suivante, qui à S ∈ PerfFp associe :

Gr(YOF
,H,SpdZp)(S) =





(S♯,E , β)

∣∣∣∣∣

S♯ → SpaZp untilt de S
E ∈ Tors(YOF (S), H),
β : E ♣YOF

(S)\π−1(S♯)
∼−−→ E0♣YOF

(S)\π−1(S♯)




/ ∼

avec β méromorphe le long de π−1(S♯) ⊂ YOF (S). On dispose dŠun morphisme canonique
de v-faisceaux sur SpdZp :

Gr(YZp ,ResOF /Zp
H,SpdZp) −→ Gr(YOF

,H,SpdZp)

(P, β) 7−→ (ε∗π∗P, ε∗π
∗β)

où ε : π∗π∗H → H désigne le morphisme dŠadjonction. Li-Huerta a prouvé dans [LH22]
(Proposition 4.1) que ce morphisme est un isomorphisme en Ąbre générique. On montre
que cŠest également un isomorphisme en niveau entier :

Théoreme 1.2.5 (Théorème 5.4.24). Le morphisme de petits v-faisceaux sur SpdZp :

Gr(YZp ,ResOF /Zp
H,SpdZp) −→ Gr(YOF

,H,SpdZp)

est un isomorphisme.

La preuve de ce théorème est différente de celle de [LH22]. En Ąbre générique le
morphisme (1.2.6) est étale et le résultat en découle directement. En Ąbre spéciale le
morphisme est ramiĄé et la preuve de Li-Huerta ne sŠapplique plus. En fait le théorème
ci-dessus est un résultat standard sur les morphismes Ąnis en géométrie algébrique
classique, remontant aux travaux de Giraud [Gir71].

Le théorème ci-dessus nous permet de travailler avec le groupe H qui est réductif,
contrairement au groupe ResOF /ZpH qui nŠest pas réductif si F/Qp est ramiĄée10. On
montre alors le résultat suivant pour le groupe G = ResOF /ZpGLd :

10Dans le cas du groupe ResOF /Zp
Gm par exemple on a la suite exacte suivante :

0→ ¶g ≡ 1 (mod π)} → (Fp[π]/(πe))
× x7→0−−−→ F×

p → 0

où ¶g ≡ 1 (mod π)} est un sous-groupe unipotent.
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Théoreme 1.2.6 (Proposition 5.5.4, Proposition 5.5.5). On dispose d’une immersion
fermée de petits v-faisceaux sur SpdZp :

ιnaïf
v : Mnaïf,♢

(ResOF /Zp
GLn,µ•) −֒→ Gr(YOF

,GLn,SpdZp)

De plus cette immersion fermée est compatible avec ιSW dans le sens où on dispose du
diagramme commutatif suivant :

Mnaif,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ)

Gr(YZp ,ResOF /Zp
GLn,SpdZp) Gr(YOF

,GLn,SpdZp)

ιSW ιnaïf
v

∼=

où la flèche horizontale du bas désigne l’isomorphisme du théorème précédent.

En dŠautres termes lŠimmersion fermée ιnaïf
v ne nous apporte rien de nouveau. Elle

nous permet néanmoins de travailler avec une grassmannienne affine pour le groupe
GLn qui est réductif, ce qui nous permettra notamment de décrire son image en termes
de variétés de Schubert (voir 5.7.2).

Dans [PR02] les auteurs montrent que la Ąbre spéciale du modèle local MPR
(ResOF /Zp

GLd,µ•)

sŠidentiĄe à un produit de convolution de cellules de Schuberts dans des grassmanniennes
affines pour le groupe GLd. Pour obtenir un résultat similaire en niveau entier on
introduit la grassmannienne affine suivante qui à S ∈ Perfk associe :

G̃r(YOF
,H,SpdOK)(S) =





(S♯,Ei, βi)i∈¶1,...,e}

∣∣∣∣∣

S♯ → SpaOK untilt de S
Ei ∈ Tors(YOF (S), H),
βi : Ei♣YOF

(S)\S♯i

∼−−→ Ei−1♣YOF
(S)\S♯i




/ ∼

avec βi méromorphe le long de S♯i ⊂ YOF (S). Ci-dessus les untilts S♯i → SpaOF sont
les untilts induits par les morphismes

S♯ → SpaOK φi−→ SpaOF

En composant les modiĄcations βi on obtient un morphisme de convolution :

m : G̃r(YOF
,H,SpdOK) −→ Gr(YOF

,H,SpdZp)♣SpdOK

(S♯,Ei, βi) 7−→ (S♯,Ee, βe ◦ · · · ◦ β1)
(1.2.7)

Pour le groupe H = GLd et G = ResOF /ZpGLd on montre le théorème suivant :

Théoreme 1.2.7 (Théorème 5.6.12). Il existe une immersion fermée naturelle de petits
v-faisceaux sur SpdOK

ιPR
v : MPR,♢

(ResOF /Zp
GLn,µ•) −֒→ G̃r(YOF

,GLn,SpdOK)
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telle que le diagramme suivant soit commutatif :

MPR,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•) G̃r(YOF
,GLn,SpdOK)

Mnaif,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ)♣OK Gr(YOF
,GLn,SpdZp)♣OK

ιPR
v

ιnaïf
v

m

Le théorème ci-dessus devrait sŠétendre sans difficulté à des données PEL de type
(AL) et (C) sans hypothèse sur le niveau (cŠest-à-dire en niveau parahorique quelconque).
Il sŠagirait essentiellement de réécrire les preuves en introduisant lŠaccouplement symplectique
et les chaînes de réseaux auto-duale comme cela est fait dans [PR02].
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Notations

• Si S est un schéma on notera LNSch/S la catégorie des schémas localement
noethériens sur S.

• J2g désigne la matrice de lŠaccouplement symplectique standard.

Définition 1.2.8. Soit S un espace topologique. Une stratification de S par rapport à un
ensemble partiellement ordonné (I,≤) est une décomposition en sous-espaces localement
fermés :

S =
∐

i∈I

Si

telle que pour tout i ∈ I on ait la relation d’adhérence :

Si ⊂
∐

j≤i

Sj

Une stratification est appelée bonne stratification si de plus elle satisfait pour tout i ∈ I :

Si =
∐

j≤i

Sj
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Chapitre 2

Modèle de Pappas-Rapoport des
variétés de Shimura

Dans ce premier chapitre nous allons déĄnir les objets qui nous intéressent dans cette
thèse : variétés de Shimura, leurs modèles entiers et les modèles locaux. Pour les variétés
de Shimura, les références standards sont les deux papiers de Deligne [Del71], [Del79].
Pour les modèles entiers et les modèles locaux, nous allons essentiellement suivre les
références [Kot92],[PR02] et [PRS11]. Pour faciliter la lecture jŠai fais le choix de réécrire
en détails et avec des exemples tout le matériel classique concernant les variétés de
Shimura et leurs modèles entiers. Le lecteur déjà familier avec ces notions peut donc
passer les premières sections de ce chapitre sans problème.

2.1 Variété de Shimura de type PEL

Nous allons ici (et dans tout le reste de cette thèse) nous concentrer sur les variétés de
Shimura de type PEL qui sont des cas particuliers de variétés de Shimura au sens de
Deligne [Del79].

2.1.1 Donnée de Shimura de type PEL

Soit p > 0 un nombre premier. Nous allons directement donner la déĄnition dŠune
donnée PEL entière en p, bien que cela ne soit pas nécessaire pour déĄnir les différents
objets de cette section qui vivent tous en Ąbre générique.

Soit D = (B, ∗, V, ⟨ · , · ⟩,OB,Λ, h) une donnée PEL entière en p et G le groupe
réductif sur Q associé. CŠest-à-dire :

• B est une Q-algèbre semi-simple de dimension Ąnie, munie dŠune involution positive
∗1.

1i.e. Tr(x∗x) > 0 pour tout x ∈ B\¶0}, où Tr : B → Q désigne la trace de la multiplication
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• V est un B-module Ądèle de type Ąni,

• ⟨ · , · ⟩ : V × V → Q est une forme symplectique telle que ⟨bv, w⟩ = ⟨v, b∗w⟩ pour
tout b ∈ B et v, w ∈ V ,

• OB est un Z(p)-ordre dans B stable par ∗, tel que OB ⊗Z(p)
Zp est un Zp-ordre

maximal dans B ⊗Q Qp

• (Λ, ⟨ · , · ⟩) est un OB-réseau dans (V, ⟨ · , · ⟩) de type PEL ([Lan13] déĄnition
1.2.1.3)2

• G est le groupe algébrique sur Q des automorphismes de (V, ⟨ · , · ⟩), i.e. pour tout
R ∈ Alg/Q :

G(R) = ¶ (g, c(g)) ∈ GLB(VR)×Gm(R) ♣ ⟨gv, gw⟩ = c(g)⟨v, w⟩ pour tout v, w ∈ V }

• h : S = ResC/R(Gm)→ GR est un morphisme de groupe qui déĄnit une structure
de Hodge de type ¶(−1, 0), (0,−1)} sur VR et tel que ⟨ · , h(

√−1)· ⟩ soit une forme
bilinéaire symétrique déĄnie positive.

On notera R le centre de B, et F = R∗=1 les invariants par ∗.
Remarque 2.1.1. Une donnée PEL est un tuple D = (B, ∗, V, ⟨ · , · ⟩, h) qui satisfait
les mêmes hypothèses que ci-dessus.

Remarque 2.1.2. On adopte ici la déĄnition et les conventions de [Lan13]. Elles
diffèrent dŠautres références comme [VW13]. Dans ces références les auteurs déĄnissent
directement les espaces de modules sur Zp, et non pas sur Z(p) (ce qui ne change rien
si lŠon souhaite juste étudier la Ąbre spéciale). CŠest pourquoi dans leur contexte la
déĄnition dŠune donnée PEL entière en p utilise un réseau Λ directement sur Zp, et
non pas sur Z(p) comme ci-dessus. Leur hypothèse sur le fait que lŠaccouplement ⟨ · , · ⟩
induit un accouplement parfait Λ × Λ → Zp (ici Λ est un Zp-module) se déduira de
lŠhypothèse ń p est un bon nombre premier ż que lŠon fera plus tard (voir hypothèse
2.2.1)

On note µh : Gm,C → GC le cocaractère tel que µh(z) agisse via z sur V (−1,0) et via
1 sur V (0,−1). On notera cette décomposition

VC = V0 ⊕ V1 (2.1.1)

avec V0 = V (−1,0) et V1 = V (0,−1). On note [µ] la classe de G(C)-conjugaison de µh. Le
cocaractère µh sŠappelle le cocaractère de Hodge associé à la donnée D . On fera souvent
lŠabus de noter µ la classe de conjugaison [µ], que lŠon voit comme un élément

[µ] ∈ Hom(Gm,C, GC)/Int(G(C)) ∼= X∗(T )+

2En particulier (Λ, ⟨ · , · ⟩)⊗Z Q ∼= (V, ⟨ · , · ⟩).
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après avoir Ąxé une chambre dominante. Le Z-module X∗(T )+ est muni dŠune action du
groupe de Galois Gal(Q/Q). Le corps de déĄnition de [µ] ∈ X∗(T )+ sŠappelle le corps
réflexe et est noté E(D) = E (cŠest un corps de nombre). Par déĄnition la décomposition
(2.1.1) est déĄnie sur E. Il découle des déĄnitions que lŠaccouplement ⟨ · , · ⟩ induit un
isomorphisme :

V0 ≃ V ∨1 = HomE(V1, E) (2.1.2)

et que V0 et V1 sont totalement isotropes pour ⟨ · , · ⟩ (voir [Lan13] section 1.2.5 par
exemple). Attention, pour que lŠisomorphisme ci-dessus soit un isomorphisme de B-
modules, il faut munir le module HomE(V1, E) de lŠaction de B via ∗ : B → Bopp 3.
EnĄn on notera G le schéma en groupe sur Z déĄnit par :

G(R) = ¶ (g, c(g)) ∈ GLB(ΛR)×Gm(R) ♣ ⟨gx, gy⟩ = c(g)⟨x, y⟩ pour tout x, y ∈ Λ}

CŠest un modèle entier de G sur Z, qui nŠest pas nécessairement lisse (voir [Lan13]
Remarque 1.2.1.6).

Remarque 2.1.3. Il découle des déĄnitions que lŠon a les égalités :

dimC(V0) = dimC(V1) =
1
2

dimQ(V )

Les sous espaces V0 et V1 sont donc totalement isotropes de dimension maximales, et
par conséquent

V ⊥0 = V0, V ⊥1 = V1

Ce sont donc des sous-espaces Lagrangien de V .

2.1.2 Variété de Shimura associée

Si D = (B, ∗, V, ⟨ · , · ⟩, h) est une donnée PEL, on noteraX la classe deG(R)-conjugaison
de h : S → GR. La proposition suivante justiĄe le lien entre donnée PEL et variété de
Shimura au sens de Deligne [Del79].

Proposition 2.1.4. Soit D une donnée PEL et (G,X) la donnée associée. Alors (G,X)
satisfait les axiomes (SV1), (SV2) et (SV4) de [Del79] (§ 2.1.1).

Remarque 2.1.5. En général il se peut quŠune donnée (G,X) associée à une donnée
PEL D ne satisfasse pas lŠaxiome (SV3). Lorsque (G,X) satisfait lŠaxiome (SV3) on dit
que cŠest une donnée de Shimura de type PEL. Il arrive cependant que lŠon sŠintéresse à
des espaces de modules faisant intervenir des données PEL ne satisfaisant pas lŠaxiome
(SV3). Ces espaces de modules sont intéressants en tant que tels, même si le formalisme
de Deligne sur les données de Shimura ne peut pas leur être appliqué.

3cela vient du fait que ⟨b, ·⟩ = ⟨·, b∗⟩ pour tout b ∈ OB .
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Définition 2.1.6. Soit (G,X) une donnée de Shimura et K ⊂ G(Af ) un sous-groupe
compacte ouvert, on note :

ShK(G,X) := G(Q)\[X ×G(Af )/K]

où K agit sur G(Af ) par translation à droite, et G(Q) agit sur X×G(Af ) par translation
à gauche sur les deux facteurs (simultanément). Si la donnée de Shimura (G,X) provient
d’une donnée PEL D on notera également Sh(D ,K) la variété de Shimura associée.

Composantes connexes. Soit X+ ⊂ X une composante connexe. Le stabilisateur
de X+ dans G(Q) est G(Q) = G(R)+ ∩ G(Q). Par densité4, G(Q) agit transitivement
sur les composantes connexes de X et par conséquent :

ShK(G,X) ≃ G(Q)+\[X+ ×G(Af )/K]

Le quotient G(Q)\G(Af )/K est Ąni ([Bor63] Théorème 5.1). On Ąxe (gi)i∈I un système
de représentants et on déĄnit les groupes Γi = G(Q)+ ∩ giKgi−1. Les groupes Γi ⊂
G(Q)+ sont des sous-groupes arithmétiques. On dispose dŠune décomposition en composantes
connexes :

ShK(G,X) =
∐

i∈I

Γi\X+

Structure complexes. Soit µ ∈ [µ] un cocaractère de Hodge. Soit Pµ ⊂ GC le sous
groupe parabolique de type µ déĄnit par

Pµ = ¶g ∈ GC ♣ lim
←−
t→0

Ad(µ(t)) · g existe}

Notons Flag(GC,µ) la variété de drapeaux paramétrant les sous-groupes paraboliques de
GC de type µ, qui est une variété complexe. Bien que le parabolique Pµ dépende du
choix du représentant µ ∈ [µ], la variété de drapeau Flag(GC,µ) nŠen dépend pas. On
dispose du plongement de Borel :

X −֒→ Flag(GC,µ)

h 7−→ Pµh

qui permet de munir X dŠune structure de variété complexe ([GN20] Proposition 4.2).
On peut montrer que la variété ShK(G,X) possède une structure de variété complexe,
dès lors que le sous-groupe K est assez petit5. En fait par un théorème de Baily-Borel,
lorsque K est assez petit, les variétés ShK(G,X) sont algébriques. Plus précisément, se
sont les analytiĄés de variétés algébriques SK quasi-projectives sur C ([BB66]) :

SK(C) = ShK(G,X)
4cŠest le théorème dŠapproximation faible pour les groupes algébriques, voir [Del71] ğ 0.4 ou [PRR93]

Section 7 pour plus de détails.
5On se ramène au cas des composantes connexes Γi\X+, qui sont des quotients dŠun domaine

hermitien symétrique par des groupes sans torsion : on peut donc les munir dŠune structure complexe
telle que le morphisme quotient soit un holomorphisme (notez que les groupes Γi sont sans torsion
puisque K est assez petit).
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2.1.3 Modèles canoniques

La variété de drapeaux Flag(GC,µ) est une variété algébrique déĄnie sur le corps réĆexe
E = E(G,X). Il est donc naturel de se demander si les variétés algébriques SK peuvent
être déĄnies sur E. En dŠautres termes on cherche ici un modèle, appelés modèle
canonique6 pour les variétés algébriques SK . On a le théorème suivant

Théoreme 2.1.7 ([Del71],[Del79], [Mil83]). Soit (G,X) une donnée de Shimura et
E le corps réflexe associé. Pour tout K ⊂ G(Af ) compact ouvert assez petit il existe
une variété algébrique SK → SpecE telle que SK(C) = ShK(G,X). De plus pour tout
K ′ ⊂ K compact ouvert assez petit l’application canonique

ShK′(G,X)→ ShK(G,X)

est l’analytifié d’un morphisme SK′ → SK fini étale et défini sur E.

Remarque 2.1.8. LŠavantage de la description adélique de Deligne est que lŠon dispose
dŠune action naturelle de G(Af ) sur la limite projective :

Sh(G,X) := lim
←−

K⊂G(Af )

ShK(G,X)

où K ⊂ G(Af ) parcourt les sous groupes compacts ouverts. Cette action est appelée
action par correspondance de Hecke. DŠaprès le théorème précédent, on dispose donc
dŠune action de G(Af ) sur les groupes de cohomologies étales lim←−K H

i
ét(SK ,Qℓ), où ℓ un

nombre premier. Par ailleurs, les variétés algébriques SK étant déĄnies sur un corps de
nombre E, elles sont naturellement munies dŠune action du groupe de Galois Gal(Q/E).
Il nŠest pas difficile de voir que cette action est compatible avec lŠaction de Hecke. CŠest
le point de départ dŠune longue route vers le programme de Langlands. Notez que rien
de toute cela nŠest possible si lŠon travaille uniquement avec les composantes connexes
Γi\X, car il nŠy a pas de raison à priori pour quŠelles soient déĄnies sur le même corps
de nombre.

Exemple 2.1.9 (Courbes modulaires). LŠexemple le plus simple de variété de Shimura
(après les tores...) est donné par les courbes modulaires. On considère la donnée PEL
D = (B, ∗, V, ⟨ · , · ⟩, h) donnée par :

B = Q, ∗ = id, V = Q2, ⟨ · , · ⟩ =

(
0 1
−1 0

)

Le groupe algébrique pour cette donnée est G ∼= GL2 = GSp2, et on suppose que h est
donné par

h(a+ ib) =

(
a b
−b a

)
, a+ ib ∈ S(R) = C×

6Pour une déĄnition rigoureuse du modèle canonique, voir [Del79] 2.2.5).
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Le stabilisateur de h est K∞ ≃ SO2(R) · R× et par conséquent on dispose dŠune
identiĄcation :

X ≃ GL2(R)/SO2(R) · R×

Par ailleurs le groupe GL2(R) agit transitivement sur C\R = H± par homographie, avec
H± = H+ ⊔H− et H = ¶z ∈ C ♣ Im(z) > 0} désigne le demi-plan de Poincaré supérieur
(resp. H− le demi plan de Poincaré inférieur). Le stabilisateur de i pour cette action
est également égal à K∞. Cela nous fournit une identiĄcation X ≃ H±. En particulier
X nŠest pas connexe. Ajoutons maintenant une structure de niveau. On note K(N) le
sous groupe compact ouvert de GL2(Af ) déĄni par :

K(N) = Ker(GL2(Ẑ)→ GL2(Z/NZ))

Un petit calcul montre que lŠapplication déterminant induit une bijection :

GL2(Q)+\GL2(Af )/K(N) ≃ Ẑ×/det(K(N)) ≃ (Z/NZ)×

Le sous groupe GL2(Q)+ ∩ K(N) = Γ(N) ⊂ SL2(Z) est normal et par conséquent
Γi = Γ(N) pour tout i ∈ I. Finalement on obtient donc la description suivante de la
variété de Shimura de niveau K(N) :

ShK(N)(GL2,H
±) =

∐

(Z/NZ)×

Γ(N)\H+

où lŠon reconnaît la courbe modulaire de niveau Γ(N) usuelle Y (N)+ = Γ(N)\H+. Il
est bien connu que lŠapplication

Γ(N)\H+ −→
{

(E, η)
∣∣∣ E courbe elliptique sur C
η : (Z/NZ)2 ≃ E[N ]

}

[τ ] 7−→ (Eτ , ητ )

est une bijection, où lŠon note :

Eτ = C/(Zτ + Z), ητ : (Z/NZ)2 −→ Eτ [N ]
(a, b) 7−→ a

N
τ + b

N

(2.1.3)

En dŠautres termes les points Y (N)+ paramétrisent des courbes elliptiques munies dŠune
structure de niveau N . Pour être plus précis, une structure de niveau N sur une courbe
elliptique E sur C est un couple (η, φ) avec

η : (Z/NZ)2 ≃ E[N ], φ : Z/NZ ≃ µN

tels que le diagramme suivant soit commutatif

(Z/NZ)2 × (Z/NZ)2 Z/NZ

E[N ]× E[N ] µN

⟨ · , · ⟩

φη

eN
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où eN désigne lŠaccouplement de Weil. Dans la bijection (2.1.3) on a Ąxé lŠisomorphisme
φ0 : a 7→ e2iaπ/N , de sorte à ce que la formule pour ητ soit bien compatible avec
lŠaccouplement de Weil. Notons Y (N) lŠensemble des triplés (E, η, φ) où E est une
courbe elliptique sur C est (η, φ) une structure de niveau. LŠoubli de φ est un (Z/NZ)×-
torseur et le choix dŠune section φ0 induit un isomorphisme

Y (N)+ × (Z/NZ)× −→ Y (N)

((E, η, φ0), α) 7−→ (E, η, φ0 · α)

Finalement on trouve donc que la variété ShK(N)(GL2,H
±) = Y (N) paramétrise les

triplés (E, η, φ) où E est une courbe elliptique sur C et (η, φ) est une structure de niveau.
Pour ce qui est du modèle canonique de ShK(N)(GL2,H

±), un simple calcul montre que
le corps réĆexe est E = Q. DŠaprès le Théorème 2.1.7 il existe donc un modèle SK
de déĄni sur SpecQ. Nous verrons plus loin que dans cette situation lŠexistence de SK
découle en fait directement de la représentabilité de l’espace de module associé à la
donnée PEL D (avec un niveau K assez petit).

Remarque 2.1.10. Notez que les variétés Y (N)+ sont déĄnies sur SpecQ(ζN) (on a
besoin dŠune racine de lŠunité pour déĄnir φ0) et par conséquent la limite lim←−N Y (N)+

est déĄnie uniquement sur SpecQab. Travailler avec les composantes connexes Y (N)+

nous fait donc ici perdre lŠaction du groupe de Galois Gal(Q/Q) en cohomologie étale,
ce qui est problématique lorsque lŠon travaille dans le contexte du programme de
Langlands.

2.1.4 Points complexes

Nous avons vu avec lŠexemple de la courbe modulaire que certaines données de Shimura
donnent lieu à des variétés de Shimura ayant une interprétation modulaire. Nous allons
voir que les variétés de Shimura de type PEL paramétrisent des variétés abéliennes
munies dŠune polarisation, dŠune structure dŠendomorphisme et dŠune structure de
niveau (level). Si lŠon veut généraliser la notion de ń structure de niveauN ż de lŠexemple
2.1.3 à dŠautres niveau K ⊂ G(Af ), il faut déĄnir une notion ń adélique ż de structure
de niveau K sur une variété abélienne. Cela est possible en considérant le module de
Tate de la variété abélienne comme nous allons le voir.

Par ailleurs pour certaines raisons arithmétiques, il arrive que lŠon préfère travailler
avec des variétés abéliennes à isogénie près, qui ont lŠavantage de former une catégorie
semi-simple. Par exemple dans [Kot92], Kottwitz compte les points des variétés de
Shimura sur des corps Ąnis7 en réduisant ce problème à un calcul de classe dŠisogénies.
Il faut alors faire attention à deux points :

7Cela donne des informations sur la cohomologie étale de la Ąbre spéciale via la formule des traces.
Dans le cas de bonne réduction la cohomologie de la Ąbre spéciale et de la Ąbre générique coïncident.
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1. La notion de polarisation nŠest pas stable par isogénie. Pour y remédier Deligne
déĄnit la notion de polarisation homogène (voir [Del71] 4.3). Une polarisation
homogène est un élément [λ] ∈ (Homsym(A,A∨) ⊗ Q)/Q× qui est la classe dŠune
polarisation λ : A→ A∨. Cette notion est équivalente la notion de Q×-polarisation
de [Lan13].

2. Le foncteur sur la catégorie des variétés abéliennes complexes A 7→ H1
ét(A, Ẑ)

induit par le module de Tate nŠest pas invariant par isogénie. Il faut donc considérer
le module de Tate rationnel H1

ét(A,Af ) qui est lui invariant par isogénie.

La proposition suivante due à Delinge [Del71] décrit les données paramétrisées par
les points complexes des variétés de Shimura de type PEL dans le cas dŠun niveau K
non nécessairement principal8.

Proposition 2.1.11 ([Del71] 4.11). Soit D = (B, ∗, V, ⟨ · , · ⟩, h) une donnée PEL et
(G,X) la donnée de Shimura associée. On dispose d’une bijection entre l’ensemble

ShK(G,X) = G(Q)\
[
X ×G(Af )/K

]

et l’ensemble des quadruplets (A, ι, λ, κ) à isogénie9 près avec :

1. A est une variété abélienne sur C,

2. λ : A→ A∨ est une Q×-polarisation,

3. ι : B →֒ EndC(A)⊗ZQ est un morphisme de Q-algèbres compatible avec l’involution
de Rosati,

4. η est une structure de niveau K, c’est-à-dire une K-orbite d’isomorphismes B⊗Q

Af -linéaires
κ : V ⊗Q Af

∼−−→ H1
ét(A,Af )

telle qu’il existe un isomorphisme φ : Af ≃ Af (1) faisant commuter le diagramme
suivant :

V ⊗Q Af × V ⊗Q Af Af

H1
ét(A,Af )×H1

ét(A,Af ) Af (1)

⟨ · , · ⟩

φκ

⟨ · , · ⟩λ

5. Lie(A) est isomorphe à VR en tant que BC-modules,

8CŠest-à-dire de la forme K = K(N) avec N > 0 un entier.
9Si lŠon veut travailler avec les classes dŠisomorphismes, alors il faut voir A comme une variété

abélienne à isogénie près.
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6. Les (B, ∗)-modules symplectiques (V, ⟨ · , · ⟩) et (H1(A,Q), ⟨ · , · ⟩λ) sont isomorphes
à un facteur de similitude près10

Démonstration. Voir [Del71] Théorème 4.11. Pour faciliter la lecture nous allons tout
de même décrire la bijection. On commence par Ąxer un isomorphisme (B, ∗)-linéaire

f : V ≃ H1(A,Q)

qui envoi Q · ⟨ · , · ⟩ sur Q · ⟨ · , · ⟩λ (ceci est possible dŠaprès lŠhypothèse (6)). Alors

f ◦ η : V ⊗ Af
κ−→ Vf (A,C) ≃ H1(A,Q)⊗Q Af

f−→ V ⊗Q Af

déĄnit un élément de G(Af ). La K-orbite η déĄnit donc un élément η ∈ G(Af )/K. Le
morphisme

J : V ⊗Q R
f−→ H1(A,R) ≃ Lie(A) i−→ Lie(A) ≃ H1(A,R)

f−→ V ⊗Q R

déĄnit une structure complexe (B, ∗)-linéaire sur (VR, ⟨ · , · ⟩) telle que les BC-modules
(VR, J) et (VR, I) soient isomorphes (ici on utilise lŠhypothèse (5)), i.e. hJ ∈ X = G(R)·h
(ici I désigne la structure complexe induite par h). Finalement lŠélément (hJ , η) ∈
X × G(Af )/K est bien déĄni modulo le choix dŠune trivialisation V ≃ H1(A,Q). Par
conséquent lŠélément :

[hJ , η] ∈ G(Q)\
[
X ×G(Af )/K

]

est bien déĄni. Réciproquement, étant donné [hJ , η] on déĄnit le tore complexe A =
(VR, J)/Λ, où Λ désigne nŠimporte quel réseaux sur lequel ⟨ · , · ⟩ est à valeur dans Z11.
LŠaccouplement ⟨ · , · ⟩ de (VR, J) fait de A une variété abélienne. EnĄn la structure
de B-module de V induit un morphisme ι : B → End(A) ⊗ Q, et η = g déĄnit une
structure de niveau K. Le reste des conditions se vériĄe sans difficulté.

Exemple 2.1.12 (Courbes modulaires (suite)). Nous allons maintenant vériĄer que la
description des points complexes de la Proposition 2.1.11 coïncide avec celle que nous
avons donnée pour la courbe modulaire dans lŠexemple 2.1.3.

On se place donc de nouveau dans le cadre du groupe G = GL2 et dŠun sous
groupe de niveau K(N) = Ker(GL2(Ẑ)→ GL2(Z/NZ)). Soit (E, η) avec E une courbe
elliptique sur C et η une structure de niveau N (au sens de 2.1.3), cŠest-à-dire un
isomorphisme

η : (Z/NZ)2 ≃ E[N ]

compatible avec lŠaccouplement de Weil à un (Z/NZ)×-facteur près. On doit montrer
que la structure de niveau η se prolonge en une structure de niveau K(N) (au sens de
2.1.11). Pour construire un isomorphisme

(Af )2 ≃ H1
ét(E,Af )

10I.e. il existe un isomorphisme de (B, ∗)-module f : V ≃ H1(A,Q) tel que f∗⟨ · , · ⟩λ = α · ⟨ · , · ⟩
pour un certains α ∈ Q×

11Pour un autre choix de réseau Λ′, il existe un entier n tel que 1
n Λ′ ⊂ Λ ⊂ nΛ′, par conséquent Λ′

fournit une variété abélienne dans la même classe dŠisogénie.
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nous allons montrer lŠexistence dŠun isomorphisme en pointillé faisant commuter le
diagramme suivant :

Ẑ2 H1
ét(E, Ẑ)

(Z/NZ)2 E[N ]η

κ

et qui soit compatible avec la réduction de lŠaccouplement de Weil en un sens évident.
Mais lŠexistence de κ est clair car le morphisme de réduction :

GL2(Ẑ) −→ GL2(Z/NZ)

est surjectif (voir la Remarque 2.1.14). Bien sûr κ nŠest pas unique, il nŠest bien déĄni
que modulo K(N). Il sŠen suit que la K(N)-orbites de κ⊗Q ∈ GL2(Af ) est bien déĄnie
et nous fournit une structure de niveau K(N). Si lŠon note E ⊗Q le plongement de E
dans la catégorie des courbes elliptiques à isogénie près, lŠapplication

(E, η) 7−→ (E ⊗Q, κ⊗Q)

est la bijection annoncée12

Remarque 2.1.13. Dans lŠexemple précédent nous nous somme placés au niveau
C-points, mais les arguments sont très généraux et fonctionnent pour les espaces de
modules sur Q déĄnit de façon évidente via les description 2.1.3 et 2.1.11.

Remarque 2.1.14. Une structure de niveau N au sens de lŠexemple 2.1.3 est ce que
lŠon appelle une structure de niveau naïve ([Lan13] 1.3.6). Pour comprendre pourquoi
elle est ń naïve ż il faut revenir à la construction de lŠexemple précédent. Le point clé
réside dans la surjectivité pour G = GL2 de lŠapplication :

G(Ẑ) −→ G(Z/NZ)

CŠest cette surjectivité qui nous a permis de relever la structure de niveau naïve en une
structure de niveau K(N). Mais la surjectivité de ce morphisme nŠest pas automatique !
Notez quŠici on utilise le fait que GL2 soit lisse, ce qui nŠest pas vrai pour G en
général. On consultera [Lan13] Remarque 1.2.1.6, Corollaire 1.2.3.12, pour plus de
détails concernant la lissité de G.

2.2 Modèle entier de Kottwitz

Dans cette section nous allons déĄnir les modèles entiers des variétés de Shimura de
type PEL déĄnit par Kottwitz dans [Kot92]. Ces modèles entiers sont déĄnis sur OE,(p)

ce qui nous permettra dans la suite de cette thèse dŠétudier la fibre spéciale de ces
modèles, cŠest-à-dire leur réduction modulo p.

12Il faut tout de même un peu travailler pour montrer que cŠest une bijection. LŠinjectivité découle
essentiellement du fait que H1

ét(·, Ẑ) est pleinement Ądèle. Pour la surjectivité, voir [Del71] 4.2. ou
[Lan13] 1.3.5.
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2.2.1 Hypothèses

Pour déĄnir ces modèles entiers nous aurons besoins de certaines conditions sur la
donnée D et sur le nombre premier p. Les problèmes concernant la réduction modulo
p de ces modèles se trouvent essentiellement à deux niveaux : la structure de niveau K
et la ramiĄcation dans la donnée D . Généralement on parle de condition de ń bonne
réduction ż lorsque lŠon suppose le niveau maximal en p et lorsque la donnée D est non
ramiĄée : dans ce cas les schémas ainsi déĄnis sont lisses sur OE,(p). Dans cette thèse
on se place dans le cas où le niveau est maximal en p, mais on autorise la ramiĄcation.
Plus précisément dans tout le reste de cette thèse nous ferons les hypothèses suivantes :

Hypothèses.

1. On suppose que le groupe G est connexe.

2. On suppose que BQp est isomorphe à un produit d’algèbres de matrices sur des
extensions finies de Qp (possiblement ramifiées).

3. On suppose que p est un bon nombre premier (voir [BH22b] § 2.4), c’est-à-dire :

p ∤ [Λ♯ : Λ], Λ♯ = ¶x ∈ V ♣ ⟨x, y⟩ ∈ Z, ∀y ∈ Λ}

Donnons quelques explications concernant ces hypothèses.

• Soit B = B1 × · · · × Br une décomposition de B en facteurs simples. Puisque
lŠinvolution est positive, chacun des facteurs est stable par ∗13. On suppose donc pour
simpliĄer que B est simple. Notons R son centre et F = R∗=1 les invariants sous
∗, qui est un corps totalement réel. On sait dŠaprès le théorème de Wedderburn que
B est de la forme Mn(D) où D est une algèbre à division sur Q. La classiĄcation
des algèbres à divisions munies dŠune involution positive (due à Albert, voir [Lan13]
Proposition 1.2.1.13) nous donne à isomorphismes près 3 possibilités (voir [Lan13]
DéĄnition 1.2.1.15) :

(A) [R : F ] = 2 avec F est une extension totalement imaginaire. Dans ce cas B ⊗Q R

est un produit de [F : Q] copies de Mn(C) munies de leur involution X 7→ X
t
.

(C) R = F avec B ⊗Q R un produit de [F : Q] copies de Mn(R) munies de leur
involution X 7→ X t.

(D) R = F avec B ⊗Q R un produit de [F0 : Q] copies de Mn(H) munies de leur
involution X 7→ X

t
.

Ici H désigne lŠalgèbre des quaternions dŠHamilton. Un calcul montre que le groupe G
est connexe si et seulement si aucun des facteurs Bi nŠest de type (D). La première
hypothèse exclut donc les facteurs de type (D) de notre donnée PEL.

13B∗
i est également un facteur simple donc si B∗

i = Bj ̸= Bi alors BiBj = 0, ce qui contredit la
positivité de ∗.
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• DŠaprès la seconde hypothèses on dispose dŠune décomposition sur Qp :

B ≃
r∏

i=1

Bi =
r∏

i=1

Mmi(Ri)

Supposons pour simpliĄer que B = Bi est simple. Il y a alors 4 possibilités :

(C) (symplectique) : R = F et ∗ = id.

(AL) (linéaire) : F = R×R et ∗ : (a, b) 7→ (b, a)

(AU) (unitaire non-ramiĄé) : R/F non ramiĄée de degré 2 avec ∗ ∈ Gal(R/Qp) dŠordre
2.

(AR) (unitaire ramiĄé) :R/F ramiĄée de degré 2 avec ∗ ∈ Gal(F/Qp) dŠordre 2.

• On dit que p est un bon nombre premier si il satisfait la condition :

p ∤ [Λ♯ : Λ], Λ♯ = ¶x ∈ V ♣ ⟨x, y⟩ ∈ Z, ∀y ∈ Λ}

Cette condition diffère de la DéĄnition 1.4.1.1 de [Lan13] car ici on autorise la ramiĄcation
et on a exclu les facteurs de type (D). Si p ∤ [Λ♯ : Λ] alors Λ ⊗Z Zp est auto-dual pour
lŠaccouplement ⟨ · , · ⟩. On peut alors montrer que p ne contribue pas au niveau (voir la
discussion avant la Proposition 2.2.7 pour plus de détails).

Remarque 2.2.1. Il découle également de la dernière hypothèse que le groupe G est
lisse sur Zp, voir [Lan13] Corollaire 1.2.3.12.

Exemple 2.2.2. (Hilbert-Siegel)
Soit F/Q une extension totalement réelle. Une donnée PEL de la forme :

B = F, ∗ = id, V = F 2g, ⟨ · , · ⟩ = TrF/Q ◦ ( · , · )

où ( · , · ) désigne lŠaccouplement F -linéaire symplectique standard sur F 2g (i.e. donné
par la matrice J2g), est appelée donnée de type Hilbert-Siegel. Dans ce cas on a :

B ⊗Q Qp =
⊕

v♣p

Fv

où Fv désigne la complétion v-adique de F . En dŠautres termes I est lŠensemble des
places v au dessus de p dans F .
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2.2.2 L’espace de module

Nous avons vu avec la Proposition 2.1.11 que les points complexes dŠune variété de
Shimura de type PEL paramétrisent des variétés abéliennes munies dŠune polarisation,
dŠune structure dŠendomorphisme et dŠune structure de niveau satisfaisant certaines
conditions. Si lŠon veut déĄnir un modèle entier sur Z(p) il faut faire attention à plusieurs
points :

1. La condition (5) de 2.1.11 nŠa pas de sens si A nŠest pas une variété abélienne sur
C.

2. La condition (6) de 2.1.11 nŠa pas de sens pour un schéma abélien général.

3. On ne peut pas autoriser tous les sous-groupes Kp ⊂ G(Zp) pour la déĄnition
des sous-groupes KpK

p ⊂ G(Af ). Par exemple pour le sous groupe compact
ouvert K = Ker(G(Ẑ)→ G(Z/pZ)), une structure de niveau K correspond à une
trivialisation de la p-torsion de la variété abélienne. Mais cela nŠa pas de sens en
caractéristique p.

La solution trouvée par Kottwitz pour le point (1) dans [Kot92] est la condition de
déterminant (voir déĄnition ci-dessous) qui est une condition qui ń relève ż la condition
(5). Pour le point (2) la condition (6) est oubliée, ce qui implique que la Ąbre générique
du modèle entier ainsi déĄni est un union de copies du modèle canonique (voir la
Proposition 2.2.7). EnĄn pour le point (3), on contourne le problème en travaillant en
niveau ń parahorique maximal ż en p, i.e. Kp = G(Zp). On dit que lŠon travaille avec
des structures de niveau ń en dehors de p ż. Informellement, dans le cadre de structures
de niveaux N naïves, cela revient à demander à ce que p ̸ ♣N .

Définition 2.2.3. Soit D = (B, ∗, V, ⟨ · , · ⟩,OB,Λ, h) une donnée PEL entière en p
satisfaisant les hypothèses 2.2.1. Soit Kp ⊂ G(Ap

f ) un sous groupe compact ouvert. On
note Shnaïf

(D ,Kp) la catégorie fibrée en groupoïde sur LNSch/OE,(p)
dont la fibre au dessus de

(S → SpecOE,(p)) est la catégorie Shnaïf
(D ,Kp)(S) dont les objets sont les tuples (A, λ, ι, ηp)

satisfaisant les propriétés suivantes :

• A→ S est un schéma abélien,

• λ : A→ A∨ est une Z×(p)-polarisation,

• ι : OB →֒ EndS(A) ⊗Z Z(p) est un morphisme de Z(p)-algèbres compatible avec
l’involution de Rosati

• ηp est une structure de niveau Kp, c’est-à-dire pour un point géométrique dans
chaque composante connexe s, une Kp-orbite stable sous l’action de π1

ét(S, s),
d’isomorphismes B ⊗Q Ap

f -linéaires

ηp : V ⊗Q Ap
f
∼−−→ H1

ét(As,Af )
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tels qu’il existe un isomorphisme φ : Ap
f ≃ Ap

f (1) faisant commuter le diagramme
suivant :

V ⊗Q Ap
f × V ⊗Q Ap

f Ap
f

H1
ét(As,Af )×H1

ét(As,Af ) Ap
f (1)

⟨ · , · ⟩

φκ

⟨ · , · ⟩λ

• (A, ι) satisfait la condition de déterminant de Kottwitz :

det(a ♣ωA/S) = det(a ♣V0) ∀ a ∈ OB

(voir [Lan13] Définition 1.3.4.1 pour plus de détails).

Un morphisme entre deux objets (A, λ, ι, η) et (A′, λ′, ι′, η′) est la donnée d’une Z×(p)-
isogénie f : A→ A′ telle que

• λ = r · f∨ ◦ λ′ ◦ f pour un certains r ∈ Z×(p),

• f ◦ i = i′ ◦ f

• f ∗η′p = ηp (voir [Lan13] Définition 1.4.2.1 pour plus de détails)

Ci-dessus une Z×(p)-polarisation λ : A→ A∨ est un élément λ ∈ Hom(A,A∨)⊗Z Z(p)

donné par une classe dŠéquivalence (N,α) , telle que N soit un entier premier avec p, et
α : A→ A∨ une polarisation telle que le rang du schéma en groupe Ąni plat Ker(α) soit
premier avec p. Deux couples (N,α) , (N ′, α′) sont équivalents si Nα′ = N ′α. De façon
informelle, on écrira λ = [N ]−1α (noter que cette égalité a un sens dans la catégorie à
Z×(p)-isogénies).

Remarque 2.2.4. Dans la déĄnition de la structure de niveau ηp utilise le groupe
fondamental étale π1

ét(S, s). Pour que la déĄnition ci-dessus est un sens lorsque S nŠest
pas connexe, il faut que lŠon puisse travailler sur chacune des composantes connexes
séparément. CŠest pourquoi on se restreint à la catégorie des schémas localement noethériens
car les composantes connexes des schémas localement noethériens sont ouvertes (et
fermées).

Remarque 2.2.5. Pour la condition sur le déterminant ci-dessus il existe en fait deux
conventions. Le caractère de Hodge induit une décomposition de BC-module VC = V0⊕
V1. De lŠautre coté, si A est une variété abélienne sur C, on dispose de la décomposition
de Hodge

H1(A,C) ∼= H1
dR(A/C) ∼= H1(A,OA)⊕H0(A,Ω1

A)

où H0(A,Ω1
A) = Lie(A)∨ est le dual de lŠalgèbre de Lie de A et H1(A,OA) = ωA

est le faisceau des différentielles invariantes. La condition ci-dessus sur le déterminant
impose que V0 et ωA soient isomorphes en tant que BC-modules. LŠautre convention
demande à ce que pour tout a ∈ OB on ait det(a ♣Lie(A)) = det(a ♣V1), ce qui impose
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lŠexistence dŠun isomorphisme de BC module V1 ≃ Lie(A). Dans [Kot92] Kottwitz déĄnit
la condition sur le déterminant en comparant V1 et Lie(A). Les deux conventions sont
bien sûr équivalentes.

La proposition suivante est standard lorsque lŠon connaît un peu de théorie des
schémas de Hilbert.

Proposition 2.2.6 ([MFK94], [Kot92] Section 5). Shnaïf
(D ,Kp) est un champ algébrique de

Deligne-Mumford. De plus si Kp est assez petit, alors il est représentable par un schéma
quasi-projectif sur SpecOE,(p).

2.2.3 Comparaison avec le modèle canonique

On se place dans le cas dŠun sous-groupe de niveau K = G(Zp)Kp avec Kp assez petit.
Nous allons comparer la Ąbre générique Shnaïf

(D ,Kp) ⊗ E du schéma déĄni par Kottwitz
avec le modèle canonique SK .

On commence par comparer lŠensemble des points complexes SK(C) et Shnaïf
(D ,Kp)(C).

Soit donc (A, λ, ι, ηp) ∈ Shnaïf
(D ,Kp)(C). Les seules conditions à analyser sont les conditions

(4), (5) et (6) de la description 2.1.11. La condition (5) découle directement de la
condition imposée sur le déterminant (voir Remarque 2.2.5). Pour la condition (6) nous
devons calculer les classes dŠisomorphismes de B-modules symplectiques. Ces classes
sont classiĄées par lŠensemble H1(Q, G). Pour calculer cet ensemble Kottwitz utilise
un raisonnement du type local-global. Notons H = H1(A,Q) et ξH ∈ H1(Q, G) (resp.
ξV ∈ H1(Q, G)) la classe de H (resp. de V ) en tant que B-modules symplectiques. On
a :

• Sur R. Il découle également de la condition sur le déterminant que HR et VR,
munis de leur structure complexe, sont isomorphes en tant que BC-modules. On
peut alors montrer que (HR, ⟨ · , · ⟩λ) et (VR, ⟨ · , · ⟩) sont en fait isomorphes en
tant que BR-modules symplectiques ([Kot92], Lemme 4.2). Par conséquent on a
lŠégalité ξV = ξH ∈ H1(R, G).

• Sur Qℓ ̸= Qp. La structure de niveau η implique directement que les BQℓ-modules
symplectiques (VQℓ , ⟨ · , · ⟩) et (HQℓ , ⟨ · , · ⟩λ) sont isomorphes. On a donc lŠégalité
ξV = ξH ∈ H1(Qℓ, G) pour tout ℓ ̸= p.

• Sur Qp. Puisque lŠon considère des variétés abéliennes à Z×(p)-isogénie, le Zp-module
ΛH = H1(A,Zp) est bien déĄni. CŠest un OB-réseau auto-dual dans HQp . Soit ξ tel
que V ≃ V (ξ). DŠaprès [Kot92] Lemme 7.2 il existe un isomorphisme symplectique
φ : V (ξ)

Qp ≃ HQp tel que φ(Λp) = ΛH , où Λp = Λ⊗Z Zp.

Par conséquent :

ξV − ξH ∈ ker1(Q, G) := Ker
(
H1(Q, G)→

∏

v

H1(Qv, G)
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DŠaprès un résultat de Borel et Serre le groupe ker(Q, G) est Ąni ([BS64] Théorème 7.1).
On Ąxe un représentant V (ξ) pour chaque ξ ∈ (ξV + ker1(Q, G)). Par déĄnition les V (i)

sont des B-modules symplectiques isomorphes à VQv (avec structure symplectique) pour
toutes places v. On note G(ξ) le groupe dŠautomorphismes du B-module symplectique
V (ξ). Soit ξ tel que V ≃ V (ξ).Comme expliqué plus haut, il existe un isomorphisme
symplectique φ : V (ξ)

Qp ≃ HQp tel que φ(Λp) = ΛH . Par conséquent ΛH induit un élément
bien déĄni dans g ∈ G(Qp)/Kp (on rappelle que Kp = G(Zp) désigne les éléments qui
stabilisent Λ). On obtient Ąnalement un élément :

η := (g, ηp) ∈ G(Qp)/Kp ×G(Ap
f )/K

p = G(Af )/K

et on a donc étendu la structure de niveau Kp en une structure en niveau K. Il découle
alors de la Proposition 2.1.11 que lŠon a lŠégalité :

Shnaïf
(D ,Kp)(C) =

⊔

ξ∈ker1(Q,G)

ShK(G(ξ), X)

Ci-dessus ShK(G(ξ), X) classiĄe les tuples (A, λ, ι, η) tels que H soit isomorphes à V (ξ)

(voir la Proposition 2.1.11). Si lŠon note S(ξ)
K le modèle canonique de ShK(G(ξ), X), une

inspection des différents espaces de modules montre que lŠon a en fait la proposition
suivante :

Proposition 2.2.7 ([Kot92] ğ7). Il existe un isomorphisme de schémas sur E :

Shnaïf
(D ,Kp) ⊗Z(p)

E =
⊔

ξ∈ker1(Q,G)

S
(ξ)
K

En dŠautres termes la Ąbre générique du modèle entier construit par Kottwitz est
une union de copies de modèles canoniques pour des formes intérieures de G qui sont
isomorphes à G en toutes les places. DŠaprès cette proposition lŠobstruction à ce que
Shnaïf

(D ,Kp) soit un modèle entier au sens strict du terme est mesurée par le groupe
ker1(Q, G), cŠest-à-dire le groupe qui mesure le défaut du principe de Hasse pour G. La
proposition suivante nous assure que cette situation nŠarrive pas souvent :

Proposition 2.2.8 ([Kot92]). Le groupe ker1(Q, G) est trivial dans les situations suivantes :

1. G est de type (C)

2. G est de type (A) avec n pair14

2.3 Modèle local PEL

Dans cette section nous allons déĄnir les modèles locaux associés aux données PEL
entière, comme cela est fait dans [RZ96]. Ces modèles locaux vont nous permettre
dŠétudier les propriétés locales des modèles entier de Kottwitz des variété de Shimura
de type PEL par lŠintermédiaire des ń diagrammes de modèles locaux ż.

14i.e. le diagramme de Dykin de G est de type (An−1) avec n pair.
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2.3.1 Notations

Soit D une donnée PEL entière en p. A partir de maintenant et pour toute la suite de
cette thèse on se place dans le cadre p-adique, i.e. on fait les changements de bases :

D ⊗Z Zp := (B ⊗Q Qp, ∗, V ⊗Q Qp, ⟨ · , · ⟩,OB ⊗Z Zp,Λ⊗Z Zp, h) (2.3.1)

Par hypothèse après changement de base sur Qp on dispose dŠune décomposition

BQp ≃
r∏

i=1

Bi =
r∏

i=1

Mmi(Ri) (2.3.2)

On note I = ¶1, . . . , r}. Par équivalence de Morita, cette décomposition induit une
décomposition de V sur Qp :

VQp =
⊕

i∈I

V mi
i (2.3.3)

où chaque Vi est un Ri-module libre15 de rang :

di = rankRi Vi

En particulier on a :

dimQp(Vi) =





2nidi si i est de type (AL) ou (AU)

nidi si i est de type (C)

On notera Gi le groupe réductif sur Qp associé à Vi :

Gi(R) = ¶(gi, ci(gi)) ∈ GLRi(Vi⊗R)×Gm(R) ♣ ⟨giv, giw⟩ = ci(gi)⟨v, w⟩ pour tout v, w ∈ Vi}

Par déĄnition le groupe GQp peut être retrouvé à partir des Gi via le produit Ąbré :

GQp

∏
i∈I Gi

Gm
∏
i∈I Gm

c

∆

(ci)i∈I

En dŠautres termes cŠest le sous groupe du produit des Gi où tous les facteurs de
similitudes sont égaux. On Ąxe un isomorphisme C ≃ Qp. Soit v♣p la place au dessus
de p donnée par le plongement ainsi Ąxé Q →֒ Qp. Cela nous permet de considérer la
classe de G(Qp)-conjugaison [µ] avec :

µ : Gm,Qp
→ GQp

15Dans les cas (C), (AU) et (AR) lŠassertion est évidente. Dans le cas (AL) cela découle lŠexistence
de la forme symplectique ∗-linéaire ⟨ · , · ⟩.
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le changement de base de µ sur Qp. Si on note Ev la complétion v-adique du corps
réĆexe, alors Ev contient le corps de déĄnition de [µ]. Par abus de notation on continue
de noter E = Ev. Pour tout i ∈ I la projection de G sur Gi induit un cocaractère :

µi : Gm,E → Gi,E

En niveau entier on dispose également dŠune décomposition du réseau Λ :

ΛZp =
⊕

i∈I

Λmi
i

où chaque Λi est un ORi-réseau dans Vi. On notera Gi/Zp le sous-groupe parahorique
de Gi associé au réseau Λi. De la même manière GZp est le sous groupe du produit des
Gi où tous les facteurs de similitudes sont égaux.

On appelle donnée PEL p-adique une donnée comme en (2.3.1)16. Par la suite nous
serons amener à étudier des modules avec ń D-structure ż, i.e. munis dŠune action de B,
dŠun accouplement symplectique etc. Comme ci-dessus, par équivalence de Morita si on
note Di = (Ri, ∗, Vi, ⟨ · , · ⟩,ORi ,Λi) pour tout i ∈ I, on a lŠéquivalence de catégories :

{
Modules avec D-structure

}
∼−−→

⊕

i∈I

{
Modules avec Di-structure

}

F 7−→ (Fi)i∈I⊕

i∈I

F
mi
i ←− [ (Fi)i∈I

On appellera donnée PEL p-adique simple une donnée D où I = ¶∗} est un singleton
et m∗ = 1. LŠéquivalence ci-dessus est donc une décomposition en facteurs simples. Par
déĄnition les objets Gi,Gi, µi sont les objets associés au facteur simple Di.

Remarque 2.3.1. Par la suite nous allons travailler avec un ensemble I quelconque
mais comme expliqué ci-dessus tous les objets ne seront que des sommes directes sur I
dŠobjets avec Di structures. Nous invitons donc le lecteur à lire les déĄnitions dans le
cas I = ¶∗}, i.e. avec D donnée PEL p-adique simple.

Donnée PEL non ramifiée Soit D une donnée PEL p-adique. Il est naturel de se
demander quelles sont les conditions pour que le groupe G soit réductif. Pour répondre
à cette question, on peut supposer que la donnée D est simple. On a alors la proposition
suivante :

Proposition 2.3.2 ([BC79] 1.10.2). Soit G un groupe réductif sur Qp. Alors G admet
un modèle réductif G sur Zp si et seulement si G est quasi-déployé et se déploie sur une
extension non ramifiée de Qp.

16Bien sûr on demande à ce quŠelle satisfasse les hypothèses 2.2.1
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Démonstration. Pour plus de détails voir [Con14] Corollaire 5.2.14, et [hc].

On dira quŠune donnée PEL p-adique D est non ramifiée si le groupe G associé est
réductif (cŠest le cas hyperspécial).

Donnons un exemple pour bien comprendre le rôle de la ramiĄcation.

Exemple 2.3.3. Le groupe ResOF /ZpGLn nŠest pas réductif si F/Qp est ramiĄée. Pour
le voir, il suffit de regarder la suite exacte suivante permettant de calculer le quotient
réductif Grdt

0 de la Ąbre spécial G0 = G ⊗ Fp :

0→ U → Res(Fp[x]/xe)♣FpGLn
x 7→0−−→ GLn → 0

où U est le sous groupe unipotent17 déĄni par :

U(R) = ¶g ∈ GLn(R[x]/xe) ♣ g ≡ id (modx)}

En dŠautres termes Grdt
0 = GLn et lŠindice de ramiĄcation emesure précisément lŠobstruction

à ce que G soit réductif.

Remarque 2.3.4. LŠexemple ci-dessus du calcul du quotient réductif est en fait très
général et est valable pour nŠimporte quel groupe de la forme G = ResOF /ZpH (voir
[Oes84] Appendice 3 pour une preuve).

2.3.2 Définition

La déĄnition suivante est due à Rapoport et Zink dans [RZ96]. Comme nous nous somme
placé dans le cas parahorique maximal, la ń chaîne auto-duale de réseaux polarisés (L) ż
([RZ96], section 3) est réduite à un seul réseau auto-dual Λ ⊂ V .

Définition 2.3.5. Soit D une donnée PEL p-adique. Le modèle local naïf pour la donnée
D , noté Mnaïf

D , est la catégorie fibrée en groupoïde sur LNSch/OE dont la fibre au dessus
de (S → SpecOE) est la catégorie Mnaïf

D (S) des sous OB⊗ZpOS-modules F ⊂ Λ⊗ZpOS
• F est localement sur S un OS-facteur direct de ΛS

• Pour tout a ∈ OB on a l’égalité polynomiale suivante

det(a ♣F ) = det(a ♣V0)

• F est totalement isotrope pour ⟨ · , · ⟩.
17Pour montrer que U est unipotent il suffit de le montrer au niveau des points ([?] Corollaire 15.12).

Pour tout élément g ∈ U on a g − id qui est nilpotent par déĄnition. Il sŠen suit que g est unipotent,
et Ąnalement que U est un groupe algébrique unipotent.
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Remarque 2.3.6. Soit S un schéma sur OE et F ∈ Mnaïf
D (S). Par déĄnition on a

lŠinclusion F ⊂ F⊥ où F⊥ = Ker(ΛS = Λ∨S → F∨). Il découle de la condition sur le
déterminant que lŠon a lŠégalité :

rankOS(F ) = dimE(V0) =
1
2

rank(Λ)

et par conséquent F⊥ et F ont le même OS-rang. Puisque ces deux OS-modules sont
des OS-facteurs directs de ΛS de même rang, ils sont donc égaux. En dŠautres termes
F est isotrope maximal (Lagrangien).

Remarque 2.3.7. Comme expliqué précédemment, si on note (Di)i∈I les facteurs
simples de D alors on a un isomorphisme canonique :

Mnaïf
D
∼=
⊕

i∈I

Mnaïf
Di

Dans la pratique cette identiĄcation va nous permettre de nous ramener au cas dŠune
donnée PEL p-adique simple.

2.3.3 Lien avec le modèle entier de Kottwitz

Soit D une donnée PEL p-adique et Kp ⊂ G(Ap
f ) un sous groupe compact ouvert. Nous

allons maintenant expliquer le lien entre le modèle entier Shnaïf
(D ,Kp) et le modèle local

Mnaïf
D .
Soit S un schéma sur OE, et (A, λ, ι, ηp) ∈ Shnaïf

(D ,Kp)(S). Il y a une suite exacte de
OB ⊗Zp OS-modules

0→ ωA/S → H1
dR(A/S)→ LieA∨/S → 0 (2.3.4)

appelée filtration de Hodge18. On considère Shnaïf,□
(D ,Kp) la catégorie Ąbrée en groupoïde sur

LNSch/OE dont la Ąbre au dessus de (S → SpecOE) est la catégorie Shnaïf,□
(D ,Kp)(S) des

tuples (A, λ, ι, ηp, γ) où (A, λ, ι, ηp) ∈ Shnaïf
(D ,Kp) et

γ : H1
dR(A/S) ≃ Λ⊗Zp OS

est une trivialisation du premier groupe de cohomologie de DeRham de A. Bien sûr on
demande à ce que cet isomorphisme soit OB-linéaire et compatible avec ⟨ · , · ⟩19. Notez
que Shnaïf,□

(D ,Kp) est muni dŠune action du groupe G, où ce dernier agit sur la trivialisation
γ. LŠoubli de cette trivialisation fournit un morphisme :

φ : Shnaïf,□
(D ,Kp) −→ Shnaïf

(D ,Kp)

LŠun des résultats majeurs de [RZ96] est le suivant

18ń Hodge ż vient du fait quŠelle est induite par la dégénération de la suite spectrale de Hodge
19CŠest un isomorphisme de ń chaînes auto-duales de réseaux polarisées ż dans le cas particulier où

Kp est maximal parahorique.
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Proposition 2.3.8 ([RZ96] Théorème 3.16). Le morphisme φ : Shnaïf,□
(D ,Kp) → Shnaïf

(D ,Kp)

est un G-torseur.

Par ailleurs, la trivialisation γ nous fournit un morphisme vers le modèle local

ψ : Shnaïf,□
(D ,Kp) −→ Mnaïf

D

(A, λ, ι, γ) 7−→ γ(ωA/S) ⊂ ΛS

Le fait que ce morphisme soit bien déĄni découle essentiellement des déĄnitions des
espaces de modules Shnaïf

(D ,Kp) et Mnaïf
D . On a alors la proposition suivante qui résulte de

la théorie de Grothendieck-Messing et du théorème de Serre-Tate :

Proposition 2.3.9 ([dJ91] [RZ96]). Le morphisme ψ : Shnaïf,□
(D ,Kp) −→ Mnaïf

D est lisse,
G-équivariant, et de dimension relative dimG.

Démonstration. Le fait que le morphisme soit G-équivariant est évident. La lissité
découle de Grothendieck-Messing, voir [dJ91] Proposition 4.5.

En dŠautres termes on dispose dŠun diagramme de modèle local au sens de [RZ96] :

Shnaïf,□
(D ,Kp)

Shnaïf
(D ,Kp) Mnaïf

D

φ ψ

Ce qui correspond à un morphisme de champs algébriques

Shnaïf
(D ,Kp) −→

[
Mnaïf

D /G
]

(2.3.5)

lisse de dimension relative dimG. Ce morphisme permet dŠétudier les propriétés locales
(lissité, platitude...) de Shnaïf

(D ,Kp) à partir des propriétés locales de Mnaïf
D qui est un objet

plus simple à manipuler.

Remarque 2.3.10. Soit S un schéma sur OE, et (A, λ, ι, ηp) ∈ Shnaïf
(D ,Kp)(S). LŠaction

de OB sur A et la décomposition de OB (2.3.2) induisent des décompositions :

ωA/S =
⊕

i∈I

ωmii , H1
dR(A/S) =

⊕

i∈I

Hmi
i , LieA∨/S =

⊕

i∈I

Lmii

compatibles à la Ąltration de Hodge (2.3.4) dans le sens où pour tout i ∈ I on a une
suite exacte

0→ ωi → Hi → Li → 0

On obtient pour tout i ∈ I un morphisme :

ψi : Shnaïf,□
(D ,Kp) −→ Mnaïf

Di

(A, λ, ι, γ) 7−→ γ(ωi) ⊂ Λi,S

Bien sûr ψ =
⊕

i∈I ψi, en accord avec la Remarque 2.3.7.
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2.3.4 La condition de déterminant

Pour mieux comprendre le modèle local Mnaïf
D nous allons expliciter la condition de

déterminant. On suit en partie les explications de [VW13] et [Lan13] Lemme 1.2.5.19.
On peut supposer que D est une donnée PEL p-adique simple, i.e. B = R. Soit S un

schéma sur OE et F ⊂ ΛS un sous OB⊗ZpOS-module totalement isotrope et localement
un facteur direct en tant que OS-module. Pour le moment on ne fait aucune hypothèse
sur la ramiĄcation de F . Supposons pour commencer que S est le spectre dŠun corps
algébriquement clos C de caractéristique 0. Dans ce cas on a une décomposition :

Λ⊗Zp C = V ⊗Qp C =
⊕

φ:R→C

V (φ), où V (φ) = V ⊗R,φ C (2.3.6)

En particulier la donnée de F ⊂ ΛC est équivalente à la donnée dŠun tuple (Fφ)φ. On
a donc pour tout a ∈ OB :

det(a ♣F ) =
∏

φ

det(a ♣Fφ) =
∏

φ

φ(a)dim(Fφ)

Par conséquent Fφ satisfait la condition de déterminant si et seulement si dim(Fφ) =
dim(V (φ)

1 ) pour tout plongement φ : R → C. Si on note P = StabG(F ⊂ ΛS) le
stabilisateur de F , on a donc que F satisfait la condition de déterminant si et seulement
si P est un parabolique de type µ avec :

µ : Gm,C → GC ⊂ GLB(VC) ⊂
∏

φ:R→C

GL(V (φ))

le cocaractère de Hodge que lŠon voit comme un produit µ = (1rφ , 0d−rφ)φ où rφ =
dimC(W (φ)) et d = rankR(V ). Comme ces deux conditions peuvent être testées au
niveaux des points géométriques, on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.3.11. On a un isomorphisme en fibre générique :

Mnaïf
D ⊗OE E ∼= G/Pµ

Si lŠon ne suppose plus que S est au dessus de E, la situation est plus compliquée.
Cependant si lŠon suppose que F/Qp est non ramiĄée, alors la décomposition (2.3.6)
ci-dessus reste valable même si C est de caractéristique p car on a lŠégalité au niveau
des plongements

HomZp(OR,Qp) = HomZp(OR,Fp)
On a alors le résultat suivant avec les notations évidentes :

Proposition 2.3.12. Si la donnée D est non ramifiée, alors on a un isomorphisme :

Mnaïf
D
∼= G/Pµ

En particulier Mnaïf
D est lisse sur OE.

Ci-dessus Pµ ⊂ G est le sous-groupe parabolique sur OE induit par le cocaractère µ.
Notez que si la donnée D est non ramiĄée, alors le groupe G est réductif (Proposition
2.3.2).

48



Si on ne suppose plus la donnée D non ramiĄée, la décomposition (2.3.6) ne reste
valable quŠen Ąbre générique et la proposition précédente est donc fausse. En Ąbre
spéciale si lŠon suppose lŠextension F/Qp totalement ramiĄée par exemple, la somme
directe sur tous les plongements φ est triviale et la condition sur le déterminant ne nous
donne que la dimension de F (voir aussi la Remarque 2.4.2). Le problème vient du fait
que si F/Qp est ramiĄée et S est un schéma de caractéristique p, alors F ∈ Mnaïf

D (S)
nŠest pas nécessairement projectif en tant que OF ⊗Zp OS-module.

2.3.5 Fibre spéciale

On sŠintéresse maintenant à la Ąbre spéciale du modèle local Mnaïf
D . On note κ le corps

résiduel de E, et Gκ = G ⊗Zp κ. Dans [RZ96], les auteurs ont calculé les Gκ-orbites
dans la Ąbre spéciale Mnaïf

D := Mnaïf
D ⊗OE κ. Dans leurs travaux ils se placent en niveau

parahorique K quelconque, ce qui rend la combinatoire des relations dŠadhérences entre
orbites un peu complexe. En niveau parahorique maximal, qui est le cas qui nous
intéresse, la situation est plus simple. Notons Admnaïf

K (µ) lŠensemble de ces orbites,
appelé ensemble admissible de niveau K naïf (notation non standard). Par déĄnition
on dispose dŠune décomposition du modèle local naïf en Gκ-orbites :

Mnaïf
D =

∐

w∈Admnaïf
K (µ)

Mw

LŠensemble Admnaïf
K (µ) est muni dŠune relation dŠordre partielle. On a la proposition

suivante :

Proposition 2.3.13 ([RZ96], [PR02],[PR00]). Cette stratification est une bonne stratification
dans le sens où pour tout w ∈ Admnaïf

K (µ) on a la relation d’adhérence :

Mw =
⊔

w′≤w

Mw′

Nous expliciterons la combinatoire de lŠensemble Admnaïf
K (µ) ainsi que la géométrie

des strates dans le prochaine chapitre.

Remarque 2.3.14. On fera attention à ne pas confondre Admnaïf
K (µ) lŠensemble admissible

naïf de niveau K et AdmK(µ) lŠensemble admissible de niveau K (2.6.3). La notation
Admnaïf

K (µ) est non standard.

DŠaprès la proposition précédente on dispose dŠun homéomorphisme

♣[Mnaïf
D /Gκ]♣ ≃ Admnaïf

K (µ)

où ♣ · ♣ désigne lŠespace topologique sous-jacent et AdmK(µ) est muni de la topologie
induite par lŠordre partiel ≤ (cŠest un espace T0). En combinant cet homéomorphisme
avec le morphisme de champs algébriques :

Shnaïf
(D ,Kp) ⊗OE κ→ [Mnaïf

D /Gκ] (2.3.7)
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on obtient une décomposition en sous-schémas localement fermés (structure réduite) :

Shnaïf
(D ,Kp) ⊗OE κ =

∐

w∈Admnaïf
K (µ)

Sw

Puisque le morphisme (2.3.7) est lisse, donc en particulier ouvert, cette stratiĄcation
est une bonne stratiĄcation, i.e. pour tout w ∈ Admnaïf

K (µ) on a la relation dŠadhérence :

Sw =
⊔

w′≤w

Sw

Cette stratiĄcation est appelée stratiĄcation de Kottwitz-Rapoport (KR).

2.3.6 Exemples

Pour Ąnir cette section donnons quelques exemples de modèles locaux.

Exemple 2.3.15 (Courbe modulaire, niveau hyperspécial). On se place dans le cas de
la courbe modulaire en niveau hyperspécial , i.e :

OB = Zp, Λ = Z2
p, ⟨ · , · ⟩ =

(
0 1
−1 0

)

et K = KpK
p ⊂ GL2(Af ) avec Kp = GL2(Zp) maximal hyperspécial20. Dans ce cas le

groupe G = GL2,Zp est réductif. Soit F ∈ Mnaïf
D . Il est simple de voir que pour cette

donnée la condition sur le déterminant est équivalente à ce que F soit de rang 1, et
que la condition sur lŠisotropie est triviale. Par conséquent Mnaïf

D = P1
Zp , est lisse, et le

morphisme (2.3.5) est donné par :

Shnaïf
(D ,Kp) −→

[
P1
Zp/GL2,Zp

]

En Ąbre spéciale, lŠaction de GL2,Fp sur P1
Fp étant transitive, la stratiĄcation (KR) de

Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ Fp est triviale. Notez que dans le cas de la courbe modulaire µ = (1, 0) et

ot bien en Ąbre générique GL2/P(1,0) = P1
Qp .

Exemple 2.3.16 (Hilbert). Pour simpliĄer, plaçons nous dans le cas dŠune extension
F/Qp totalement ramiĄée et dŠune donnée PEL de type Hilbert :

OB = OF , Λ = O2
F , ⟨ · , · ⟩ = TrF/Qp ◦

(
0 1
−1 0

)

On commence par la Ąbre générique. Soit donc S un schéma sur Qp. Il est simple de
voir que la décomposition de F ∈Mnaïf

D (S) :

F =
⊕

φ:F→Qp

Fφ

20ń Hyperspécial ż veut dire que le groupe G sur Zp associé est réductif
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implique que F est un OF ⊗Zp OS-module localement libre car chacun des facteurs Fφ

est de rang 1 sur OS. On trouve donc

Mnaïf
D ⊗Zp Qp

∼= (ResF/QpGL2)/(ResF/QpP(1,0)) ∼= ResF/QpP
1

Il nŠy a pas de contradiction avec la Proposition 2.3.11 car lŠinclusion G →֒ ResF/QpGL2

induit un isomorphisme :

G/Pµ
∼−−→ (ResF/QpGL2)/(ResF/QpP(1,0))

où G = (ResF/QpGL2)det∈Q×
p est le groupe associé à la donnée PEL et µ = (1, 0)[F :Qp]

désigne le cocaractère de Hodge.
En Ąbre spéciale cette fois-ci la situation est non triviale. Soit F ∈ Mnaïf

D (k). Par
déĄnition cŠest un sous module OF ⊗ k-module :

F ⊂ k[π]
(πe)

⊕ k[π]
(πe)

qui est localement libre de rang e en tant que k-espace vectoriel (ici on a Ąxé une
uniformisante π 7→ x). Par les diviseurs élémentaires, il existe une base (e1, e2) de
(OF ⊗ k)2 telle que

F = πie1 ⊕ πje2 j ≤ i, i+ j = e

Notez quŠil est alors automatiquement isotrope. Nous allons montrer dans le chapitre
suivant que la stratiĄcation (KR) coïncide avec la stratiĄcation par les couples (i, j)
ci-dessus (Proposition 3.3.3), et que le lieu lisse de Mnaïf

D coïncide avec la strate (e, 0),
appelée lieu de Rapoport dans [DP94].

Remarque 2.3.17. Nous verrons dans le chapitre suivant que le passage du groupe G
au groupe ResF/QpGL2 fonctionne en toute généralité (voir (3.2.1), (3.2.8)).

2.4 Modèle local de Pappas-Rapoport

LŠexemple précédent met en avant un phénomène général : lorsque la donnée PEL
est ramiĄée, le modèle entier Shnaïf

(D ,Kp) nŠest pas lisse (même en niveau parahorique
maximal). Dans [PR02] Pappas et Rapoport ont déĄni un modèle local qui est lisse et
que nous allons maintenant décrire.

2.4.1 Notations

2.4.1.1 Donnée rationnelle

Soit D une donnée PEL p-adique. On garde les notations de 2.3.1. On dispose donc de
décompositions :

BQp =
r∏

i=1

Mmi(Ri), VQp =
⊕

i∈I

V mi
i
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et on note Fi les invariants de Ri sous lŠinvolution ∗. Soit K une extension galoisienne
contenant tous les plongements de Qp-algèbres Ri → Qp. On note OK lŠanneau dŠentiers
de K et k son corps résiduel. DŠaprès la preuve de [Lan13] 1.2.5.7 , on a lŠinclusion
E ⊂ K. Pour tout i ∈ I on note Σi = HomQp(Ri,Qp). Sur K on peut continuer la
décomposition 2.3.3 :

V ⊗Qp K =
⊕

i∈I

⊕

φ∈Σi

V
(φ)
i , V

(φ)
i = Vi ⊗Ri,φ K (2.4.1)

De la même manière la Ąltration de Hodge V = W ⊕W ′ se décompose sur K :

W ⊗Qp K =
⊕

i∈I

⊕

φ∈Σi

W
(φ)
i , W ′ ⊗Qp K =

⊕

i∈I

⊕

φ∈Σi

W
′(φ)
i

où comme précédement W
(φ)
i et W

′(φ)
i désignent les sous-espaces où Ri agit via le

plongement φ : Ri → K. Pour tout i ∈ I et tout φ ∈ Σi on déĄnit les entiers :

r
(φ)
i := dimKW

(φ)
i

Avec cette notations, on peut écrire pour tout i ∈ I :

µi = ¶(1rφ , 0di−rφ)}φ∈Σi

où lŠon voit µi comme un élément du produit :

µi : (Gm)Qp → (Gi)Qp ⊂ GLRi(Vi ⊗Qp Qp) ⊂
∏

φ∈Σi

GL(V ⊗Ri,φ Qp)

Notez que lŠinvolution ∗ agit sur chacun des Σi comme un permutation. On notera
φ 7→ σ · φ cette permutation. Notez que pour tout i ∈ I et tout φ ∈ Σi on a lŠégalité :

r
(σφ)
i + r

(φ)
i = di

Pour tout i ∈ I on Ąxe une numérotation :

Σnr
i = HomQp(F

nr
i , K) = ¶φi,1, . . . , φi,fi}

Notons Σi,j ⊂ Σi le sous-ensemble des plongements φ : Ri → Qp dont la restriction à
F nr
i coïncide avec φi,j : F nr

i → Qp. CŠest un sous-ensemble de cardinal :

Ni := #Σi,j =




ei si i est de type (C)

2ei si i est de type (AL), (AU), (AR)

On Ąxe une numérotation :
Σi,j = ¶φ1

i,j, . . . , φ
Ni
i,j}

qui satisfait la propriété suivante : deux plongements ayant la même restriction à Fi
sont successifs. En dŠautres termes on demande à ce que φ et σφ soient successif pour
tout φ ∈ Σi,j. Notons Li = ¶1, . . . , Ni} Les objets déĄnis précédemment peuvent donc
être indexés par i ∈ I, j ∈ Ji, l ∈ Li :

W l
i,j := W

(φli,j)

i , rli,j := dimKW
l
i,j
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2.4.1.2 Donnée entière

En niveau entier la situation est différente. Pour comprendre ce quŠil se passe, plaçons
nous dans le cas simple I = ¶∗}. On travaille donc avec une seule extension Ąnie F/Qp.
La théorie de Galois nous fournit un morphisme naturel :

OF ⊗Zp OK −→
∏

φ:F→K

OK (2.4.2)

a⊗ b 7−→ (φ(a)b)φ (2.4.3)

Bien sûr en Ąbre générique, cŠest-à-dire après avoir appliqué · ⊗Zp K, ce morphisme est
un isomorphisme. En niveau entier la situation dépend de la ramiĄcation :

Lemme 2.4.1. Le morphisme ci-dessus est un isomorphisme si et seulement si F/Qp

est non ramifiée.

Démonstration. CŠest une version algébrique du fait géométrique bien connu : la catégorie
des revêtements Ąnis étales dŠun anneau Hensélien est équivalente à celle de son corps
résiduel. Voici une autre preuve bien plus élémentaire qui mŠa été donnée par Andrea
Marrama que je remercie. Soit (e1, . . . , en) une Zp-base de OF . Cette base nous fournit
une OK-base du OK-module OK⊗ZpOF . Dans cette base le déterminant du morphisme
(2.4.2) est donné par le discriminant DF/Qp de lŠextension F/Qp. Il est alors bien connue
que F/Qp est non ramiĄée si et seulement si le discriminant DF/Qp est inversible. Le
résultat en découle.

Par conséquent, contrairement à (2.4.1), on ne dispose pour Λ que dŠune décomposition

Λ⊗Zp OK ∼=
⊕

i∈I

Λmi
i , Λi

∼=
fi⊕

j=1

Λi,j (2.4.4)

induite par la décomposition

OFi ⊗Zp OK =
fi⊕

j=1

OFi ⊗OFnr
i
,φi,j OK

(au dessus Λi,j désigne donc le sous-espace où OFnr
i

agit via φi,j, conformément à la
décomposition de OFi ci-dessus). Mais on ne peut pas raffiner cette décomposition via
les plongements φli,j ∈ Σi,j. En Ąbre spéciale sur κ la situation devient encore plus
claire :

OFi ⊗Zp k ≃



kfi si Fi est non ramiĄée

k[πi]/(π
ei
i ) si Fi est totalement ramiĄée

Remarque 2.4.2. Comme expliqué dans [BH22b] Exemple 2.20, les k-modules ke et
k[π]/(πe) sont de mêmes dimensions, tous deux munis dŠune action de OF (action
triviale pour le premier), de déterminant égaux, mais ne sont pas isomorphes en tant
que OF ⊗Zp k-modules.
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Remarque 2.4.3. Comme expliqué avec la Remarque 2.3.7, les objets que nous allons
étudier sont des modules muni dŠune D structure. Les différentes décompositions ci-
dessus sont inoffensives et le lecteur est invité à se placer dans le cas I = ¶∗} et J = ¶∗}
(on rappelle que Ji = ¶1, . . . , fi}), i.e. dans le cas dŠune seule extension totalement
ramiĄée F/Qp.

2.4.2 Définition

Si S est un schéma sur Zp et si x ∈ OB, on notera [x] son action sur ΛS, i.e. [x] =
x⊗ 1 ∈ OB ⊗Zp OS.

Définition 2.4.4. Le modèle local de Pappas-Rapoport pour la donnée D , noté MPR
D , est

la catégorie fibrée en groupoïde sur LNSch/OK dont la fibre au dessus de (S → SpecOK)
est la catégorie MPR

D (S) des données pour tout i ∈ I, j ∈ Ji de filtrations de OB ⊗OS-
modules :

0 = F
(Ni+1)
i,j ⊂ F

(Ni)
i,j ⊂ F

(Ni−1)
i,j ⊂ · · · ⊂ F

(1)
i,j ⊂ Λi,j

1. F
(1)
i,j est totalement isotropes,

2. Pour tout a ∈ OB on a l’égalité polynomiale suivante :

det(a ♣F (1)
i,j ) = det(a ♣Wi,j)

3. F
(l)
i,j et Λi,j/F

(l)
i,j sont localement sur S des OS-modules libres,

4. Le gradué F
(l)
i,j /F

(l−1)
i,j est un OS-module localement libre de rang r li,j

5. Pour tout a ∈ ORi on a l’inclusion :

([a]− φ l
i,j(a)) ·F (l)

i,j ⊂ F
(l−1)
i,j

6. (a) Si Ri = Fi (c’est-à-dire i est de type (C) et Ni = ei), pour tout a ∈ ORi et
pour tout l = 1, . . . , ei on a l’inclusion

([a]− φ 1
i,j(a)) · · · ([a]− φ l

i,j(a)) ·
(
F

(l+1)
i,j

⊥ ⊂ F
(l+1)
i,j

(b) Si Ri ̸= Fi (c’est-à-dire i est de type (AL) ou (AU) et Ni = 2ei), pour tout
a ∈ ORi et pour tout l = 1, . . . , ei on a l’inclusion

([a]− φ 1
i,j(a)) · · · ([a]− φ 2l

i,j(a)) ·
(
F

(2l+1)
i,j

⊥ ⊂ F
(2l+1)
i,σ(j)

En plongeant ce foncteur dans un produit de grassmanniennes classiques on obtient
la proposition suivante :

Proposition 2.4.5. Le foncteur MPR
D est représentable par un schéma projectif sur

OK.

Remarque 2.4.6. La déĄnition de MPR
D que lŠon utilise ici est celle de [PR02]. Nous

ferons le lien avec la déĄnition de [BH22b] dans les sections 3.2.1.1 et 3.2.2.1.
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2.4.3 Propriétés

Pour toute la suite de cette thèse nous ferons lŠhypothèse suivante :

Hypothèses. On exclut les facteurs de type (AR) de la donnée D

Cette hypothèse va nous assurer que le modèle local de Pappas-Rapoport MPR
D est

bien lisse (voir proposition 2.4.8).

Soit S un schéma sur OK et F ∈Mnaïf
D (S). Comme pour Λ, on a une décomposition

(voir (2.4.4))
F =

⊕

i∈I

⊕

j∈Ji

Fi,j

où Fi,j est le sous espace où OFnr
i

agit via φi,j. Il découle de la déĄnition de MPR
D que

le morphisme suivant est bien déĄni :

MPR
D −→Mnaïf

D ⊗OE OK
(F (•)

i,j )i,j 7−→
⊕

i∈I

⊕

j∈Ji

F
(1)
i,j

Proposition 2.4.7. Ce morphisme induit un isomorphisme en fibre générique :

MPR
D ⊗OK K

∼−−→Mnaïf
D ⊗OE K

Démonstration. Soit F = (Fi)i∈I ∈ Mnaïf
D (K). Comme en (2.4.1), sur K on a une

décomposition en somme directe :

Fi ⊗Qp K =
⊕

φ∈Σi

F
(φ)
i =

⊕

i∈I

⊕

j∈Ji

Ni⊕

l=1

F
(φli,j)

i

où F
(φ)
i désigne le sous espace où Ri agit via le plongement φ. Pour tout (i, j, l) on

pose :

F
(l)
i,j :=

l⊕

k=1

F
(φki,j)

i

En faisant varier l on obtient une Ąltration F
(•)
i,j de Fi,j. Il est alors simple de voir

que cette Ąltration ainsi déĄnie est la seule Ąltration possible de Fi,j satisfaisant les
conditions 2.4.4.

LŠun des résultats majeurs de [PR02] (voir [SZ22] Proposition A.8 pour le cas général)
est que le modèle local MPR

D est une sorte de produit de convolution de modèle locaux
naïfs non ramiĄés. Plus précisément, pour tout (i, j, l)on déĄnit le OK-module :

Λl
i,j := Λi ⊗ORi ,φli,j OK
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On peut le munir dŠun accouplement ⟨ · , · ⟩l ([PR02] Proposition 9.3, voir aussi [BH22b]
section 2) .On note Gli,j le groupe des automorphismes de (Λl

i,j, ⟨ · , · ⟩l). Par construction
cŠest un groupe réductif sur OK . On déĄni alors Mnaïf

D(i,j,l)
comme le foncteur qui à un

schéma S sur OK associe les sous OS-modules F ⊂ (Λl
i,j)S tels que :

1. F est localement un OS-facteur direct de (Λl
i,j)S de rang rli,j.

2. F est totalement isotrope pour lŠaccouplement ⟨ · , · ⟩l.

En dŠautres termes Mnaïf
D(i,j,l)

est le modèle local ń non ramiĄé ż pour le groupe Gli,j et le
cocaractère µli,j. On a alors le résultat crucial suivant :

Proposition 2.4.8 ([PR02]). Il existe un diagramme

MPR,□
D

MPR
D

∏
(i,j,l) M

naïf
D(i,j,l)

p1 p2

où p1 et p2 sont des
∏
i,j,l≥2 Gli,j-torseurs (pour des actions différentes). En particulier

MPR
D est lisse sur OK.

Donnons quelques explications concernant ce résulat. Soit S un schéma sur OK et
(F (l)

i,j )(i,j,l) ∈MPR
D (S). On déĄnit pour tout (i, j, l) le OS-module suivant :

Υl
i,j := Ker

(
[πi]− πli,j ♣Λi,j/F

(l−1)
i,j


≃ Ker

(
[πi]− πli,j ♣ (F (l−1)

i,j )⊥/F (l−1)
i,j



Notez que par déĄnition de MPR
D on a lŠinclusion :

F
(l)
i,j /F

(l−1)
i,j −֒→ Υl

i,j (2.4.5)

Le sous-module F
(l)
i,j /F

(l−1)
i,j est totalement isotrope pour lŠaccouplement ⟨ · , · ⟩l ([PR02],

Proposition 9.3). On déĄnit Ąnalement MPR,□
D

(S) est lŠensemble des tuples (F (l)
i,j , τ

(l)
i,j )(i,j,l)

comme (F (l)
i,j )(i,j,l) ∈MPR

D (S) et pour tout (i, j, l) une trivialisation

τ
(l)
i,j : Υl

i,j
∼−−→ Λl

i,j

Le morphisme p1 correspond au morphisme dŠoubli de (τ (l)
i,j )(i,j,l) et le morphisme p2 est

induit par les Ąltrations (2.4.5) :

MPR,□
D

−→
∏

(i,j,l)

Mnaïf
D(i,j,l)

(F (l)
i,j , τ

(l)
i,j )(i,j,l) 7−→ (τ (l)

i,j (F (l)
i,j /F

(l−1)
i,j ))
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Le fait que p2 soit bien déĄni découle essentiellement de la déĄnition de MPR
D . La

difficulté dans le résultat ci-dessus se trouve donc dans le fait de prouver que localement
il existe une trivialisation de Υl

i,j (ce qui montre que p1 et p2 sont des
∏
i,j,l≥2 Gli,j-

torseurs). EnĄn lŠassertion sur la lissité découle de lŠexistence de ce diagramme de
torseurs et du fait que les modèles locaux non ramiĄés Mnaïf

D(i,j,l)
sont lisses car on a

exclut les facteurs de type (AR).

Remarque 2.4.9. En Ąbre spéciale la situation est plus simple : dans ce cas on a
lŠégalité

Υl
i,j = π−1

i F
(l−1)
i,j /F

(l−1)
i,j

et la Ąltration (2.4.5) se lit simplement :

F
(l)
i,j /F

(l−1)
i,j −֒→ π−1

i F
(l−1)
i,j /F

(l−1)
i,j (2.4.6)

Nous reviendrons sur ces gradués et ce diagramme de modèles locaux dans le chapitre
sur les stratiĄcation dŠEkedahl-Oort, lorsque lŠon déĄnira les invariants de Hasse primitifs.

2.5 Modèle entier de Pappas-Rapoport

On dispose maintenant dŠun modèle local MPR
D qui est lisse sur OK et qui possède la

même Ąbre générique que le modèle local Mnaïf
D . Cela nous permet de déĄnir de façon

abstraite le modèle de Pappas-Rapoport via le carré cartésien :

ShPR
(D ,Kp)

[
MPR

D /GOK
]

Shnaïf
(D ,Kp)

[
Mnaïf

D /GOK
]

(2.5.1)

Plus explicitement on a la déĄnition suivante :

Définition 2.5.1. ShPR
(D ,Kp) est la catégorie fibrée en groupoïde sur LNSch/OK dont la

fibre au dessus de (S → SpecOK) est la catégorie ShPR
(D ,Kp)(S) dont les objets sont les

tuples (A, λ, ι, ηp, ω) où (A, λ, ι, ηp) ∈ Shnaïf
(D ,Kp)(S) et ω est la donnée pour tout (i, j) d’

une filtration de OB ⊗Zp OS-modules :

0 = ω
(Ni+1)
i,j ⊂ ω

(Ni)
i,j ⊂ ω

(Ni−1)
i,j ⊂ · · · ⊂ ω

(1)
i,j = ωi,j ⊂ Hi,j

1. ω(l)
i,j et Hi,j/ω

(l)
i,j sont localement sur S des OS-modules libres,

2. ω(l)
i,j/ω

(l−1)
i,j est un OS-module localement libre de rang r li,j

3. Pour tout a ∈ ORi on a l’inclusion :

([a]− φ l
i,j(a)) · ω(l)

i,j ⊂ ω
(l−1)
i,j
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4. (a) Si Ri = Fi (c’est-à-dire i est de type (C) et Ni = ei), pour tout a ∈ ORi et
pour tout l = 1, . . . , ei on a l’inclusion

([a]− φ 1
i,j(a)) · · · ([a]− φ l

i,j(a)) ·
(
ω

(l+1)
i,j

⊥ ⊂ ω
(l+1)
i,j

(b) Si Ri ̸= Fi (c’est-à-dire i est de type (AL) ou (AU) et Ni = 2ei)), pour tout
a ∈ ORi et pour tout l = 1, . . . , ei on a l’inclusion

([a]− φ 1
i,j(a)) · · · ([a]− φ 2l

i,j(a)) ·
(
ω

(2l+1)
i,j

⊥ ⊂ ω
(2l+1)
i,σ(j)

On dispose dŠun morphisme dŠoubli naturel

ShPR
(D ,Kp)

∼−−→ Shnaïf
(D ,Kp) ⊗OE OK

(A, λ, ι, ηp, ω) 7−→ (A, λ, ι, ηp)

Il découle directement des résultats de la section précédente sur le modèle local MPR
D

que lŠon a les propositions suivantes :

Proposition 2.5.2. Si Kp est assez petit, le foncteur ShPR
(D ,Kp) est représentable par un

schéma quasi-projectif sur OK. De plus en fibre générique on a un isomorphisme :

ShPR
(D ,Kp) ⊗OK K

∼−−→ Shnaïf
(D ,Kp) ⊗OE K

Démonstration. Découle de 2.4.7 et 2.5.1.

Proposition 2.5.3. Le schéma ShPR
(D ,Kp) est lisse sur OK.

Démonstration. Découle de 2.4.8 et 2.5.1.

2.6 Modèle canonique

On suit [PR02] section 15. On déĄnit le modèle local canonique Mcan
D de la donnée D

comme lŠimage schématique :

Mcan
D := Im

(
MPR

D

π−→Mnaïf
D ⊗OE OK →Mnaïf

D



Proposition 2.6.1 ([PR02]). Le schéma Mcan
D est un sous schéma fermé de Mnaïf

D tel
que :

1. Mcan
D est plat sur OE,

2. En fibre générique on a Mcan
D ⊗OE E ∼= Mnaïf

D ⊗OE E

3. La fibre spéciale Mcan
D ⊗OE κ est réduite.

Par conséquent Mcan
D est la clôture schématique de la fibre générique G/Pµ dans Mnaïf

D .
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Démonstration. Le point (1) découle de la proposition 2.4.8 et le point (2) de la
proposition 2.4.7. Pour le point (3), voir [PR02] Théorème 12.2 et 7.3.

Remarque 2.6.2. En fait on aurait pu directement déĄnir le modèle local canonique
Mcan

D comme la clôture schématique de la Ąbre générique G/Pµ dans le modèle local
naïf Mnaïf

D . Mais il serait alors difficile dŠétudier les propriétés géométrique de la Ąbre
spéciale.

Par construction lŠaction du groupe G sur Mnaïf
D stabilise Mcan

D . Il est naturel de
se demander si lŠon peut avoir une description explicite de la Ąbre spéciale M can

D =
Mcan

D ⊗OE κ en termes de strate KR de Mnaïf
D .

Proposition 2.6.3 ([RZ96],[Lev16],[PR02],[HR20]). Il existe un sous-ensemble partiellement
ordonné

AdmK(µ) ⊂ Admnaïf
K (µ)

et une décomposition en union disjointes de sous-schémas localement fermés

M can
D =

∐

w∈AdmK(µ)

M can
w

telle que les propriétés suivantes soient satisfaites pour tout w ∈ AdmK(µ) :

1. Mw est une Gκ-orbite lisse quasi-projective,

2. On a la relation d’adhérence :

Mw =
⊔

w′≤w

Mw′

3. Le lieu lisse de M can
D coïncide avec la strate Mw0 où w0 ∈ AdmK(µ) désigne

l’élément maximal.

En particulier c’est une bonne stratification de M can
D . L’ensemble AdmK(µ) s’appelle

l’ensemble admissible de niveau K.

On renvoie à [RZ96] section 3 pour la déĄnition de AdmK(µ). On explicitera cette
proposition dans les (C) et (AL) dans le chapitre suivant (voir les propositions 3.2.3,
3.2.10). La seule assertion à prouvé ici cŠest que lŠensemble AdmK(µ) correspond bien à
lŠensemble des éléments admissibles de niveau K déĄnit dans [RZ96]. Nous donnerons
une preuve de ce résultat dans les cas (AL) et (C).

Remarque 2.6.4. Nous verrons que dans le cas (C) lŠinclusion AdmK(µ) ⊂ Admnaïf
K (µ)

est en fait une égalité. Dans le cas (AL), nous verrons que cette inclusion peut être
stricte, et dépend de la donnée µ (voir 3.2.9 pour un exemple).
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Ce modèle local canonique nous permet, comme dans le cas du splitting modèle, de
déĄnir un modèle entier de notre variété de Shimura via le produit cartésien :

Shcan
(D ,Kp)

[
Mcan

D /GOE
]

Shnaïf
(D ,Kp)

[
Mnaïf

D /GOE
]

Malheureusement nous nŠavons pas de description de Shcan
(D ,Kp) comme un espace

de module (de même pour Mcan
D ) ce qui peut rendre lŠétude de sa géométrie un peu

compliquée. Par construction Shcan
(D ,Kp) est muni dŠun ń diagramme de modèle local ż

Shcan
(D ,Kp) −→

[
Mcan

D /GOE
]

(2.6.1)

qui est lisse par construction. Par conséquent, comme pour Shnaïf
(D ,Kp)⊗κ, la décomposition

en orbites du modèle local nous fournit une stratiĄcation :

Shcan
(D ,Kp) ⊗OE κ =

∐

w∈AdmK(µ)

Sw

Puisque le morphisme (2.6.1) est lisse, donc en particulier ouvert, cette décomposition
bénéĄcie des propriétés suivantes :

1. CŠest une bonne stratiĄcation, i.e. pour tout w ∈ AdmK(µ) on a la relation
dŠadhérence :

Sw =
⊔

w′≤w

Sw

2. Le lieu lisse de Shcan
(D ,Kp) ⊗OE κ coïncide avec la strate Sw0 où w0 ∈ AdmK(µ)

désigne lŠélément maximal.

Cette stratiĄcation est également appelée stratiĄcation de Kottwitz-Rapoport (KR).
Nous expliciterons les stratiĄcations KR de Shnaïf

(D ,Kp) et Shcan
(D ,Kp) dans les cas (AL) et

(C) dans le chapitre suivant.

Pour résumé la Ąn de ce chapitre sur les modèles locaux, on a le diagramme commutatif
suivant aux carrés cartésiens :

ShPR
(D ,Kp) Shcan

(D ,Kp) ⊗OE OK Shnaïf
(D ,Kp) ⊗OE OK

[
MPR

D /GOK
] [

Mcan
D /GOK

] [
Mnaïf

D /GOK
]

(2.6.2)
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Chapitre 3

Stratification de Hodge

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser à la stratiĄcation (KR) des Ąbres spéciales
des modèles entiers déĄnis dans le chapitre précédent, et son comportement vis-à-vis
des morphismes :

π : ShPR
(D ,Kp) ⊗OK k −→ Shcan

(D ,Kp) ⊗OE k −֒→ Shnaïf
(D ,Kp) ⊗OE k

où k désigne le corps résiduel de K. Il est naturel de se demander si la stratiĄcation :

ShPR
(D ,Kp) ⊗OK k =

∐

λ∈AdmK(µ)

SPR
λ , SPR

λ = π−1(Sλ)

est une bonne stratiĄcation. On sait que la réponse est négative en générale voir comme
lŠont montré Bijakowski et Hernandez dans [BH22b] (Proposition 3.9). Nous allons
démontrer que la réponse est affirmative dans le cas Hilbert. Par ailleurs, il existe de
nombreuses stratiĄcations de Shcan

(D ,Kp) ⊗ κ qui raffinent la stratiĄcation (KR) (voir
4.1.2.2) dans le sens où pour tout λ ∈ AdmK(µ) il existe une stratiĄcation :

Sλ =
∐

w∈W

Sλ,w

où W est un certain ensemble partiellement ordonnée. Il est donc naturel dŠétudier la
restriction du morphisme π à une strate (KR) :

π : SPR
λ −→ Sλ

pour comprendre le comportement des stratiĄcations des strates Sλ vis à vis du morphisme
π. Nous allons montrer quŠen restriction à une strate (KR) le morphisme π est en fait
plat, et donc en particulier préserve les relations dŠadhérences.

Pour démontrer tous ces résultats, nous allons traduire toutes ces questions en termes
de produit de convolution de grassmanniennes affines. Dans ce contexte on dispose des
travaux de Haines [Hai06] qui vont nous faciliter la tâche. Ce point de vue va également
nous permettre dŠinterpréter géométriquement les polygones de Hodge et de Pappas-
Rapoport déĄnis dans [BH16].
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Le problème avec la stratiĄcation (KR) de ShPR
(D ,Kp)⊗k est quŠelle est induite par une

décomposition de M can
D en Gκ-orbites. Elle est donc induite par le ń mauvais ż modèle

local. Il est plus naturel dŠétudier la stratiĄcation induite par le morphisme vers le
ń bon ż modèle local :

ShPR
(D ,Kp) ⊗OK k → [MPR

D /Gk]
Par construction la décomposition en Gk-orbites de MPR

D est en bijection avec les classes
dŠisomorphismes de Ąltration de Pappas-Rapoport (voir [Bij22]). Il semble difficile de
calculer ces orbites en général car leur nombre peut être inĄni. La Ąn de ce chapitre est
dédiée au calcul de ces orbites dans le cas Hilbert.

3.1 Grassmanniennes affines

3.1.1 Rappels

Le début de cette section est constitué essentiellement de rappels sur la géométrie des
grassmanniennes affines que lŠon peut retrouver dans [Xin16] par exemple.

Soit G un groupe réductif connexe déployé lisse sur un corps k. On Ąxe un tore
déployé T ⊂ G sur k et un borel B le contenant On notera ⟨, ⟩ : X•(T ) × X•(T ) → Z
le produit scalaire, X•(T )+ lŠensemble des cocaractères B-dominants et 2ρ ∈ X∗(T ) la
somme des racines positives. On note Algk la catégorie des k-algèbres. On déĄnit le
groupes de lacets LG et le groupe dŠarcs L+G comme les foncteurs Algk → Sets qui à
une k algèbre R associent :

LG(R) = G(R((u))), L+G(R) = G(R[[u]])

On déĄnit la grassmannienne affine pour le groupe G comme le quotient (pour la
topologie étale ou fppf puisque G est lisse)

GrG = LG/L+G

Ce quotient est ind-représentable par un schéma propre sur Spec k. En utilisant le fait
que G soit supposé lisse on peut montrer que lŠon a en fait une description explicite de
ce quotient :

GrG(R) =

{
(E , β)

∣∣∣∣∣
E est un G torseur sur DR,
β : E ♣D∗

R
≃ E 0♣D∗

R
est une trivialisation

}
/ ∼

où DR = SpecR[[u]] désigne le disque unité, D∗R = SpecR((u)) le disque unité épointé et
E 0 le G-torseur trivial sur DR. Dans la déĄnition ci dessus E est un G-torseur pour la
topologie fppf ou étale (encore une fois puisque G est supposé lisse). Par la suite nous
noterons E 99K E 0 la trivialisation β : E ♣D∗

R
≃ E 0♣D∗

R
.

Par la suite nous aurons besoin du lemme facile suivant :
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Lemme 3.1.1. Soit G1, G2 deux groupes réductifs connexes déployés lisses sur k. On
dispose d’un isomorphisme canonique

GrG1×G2 ≃ GrG1 ×GrG2

Démonstration. Il suffit de voir que le résultat est vrai au niveau des foncteurs :

L(G1 ×G2)(R) = (G1 ×G2)(R((u))) = G1(R((u)))×G2(R((u)))

3.1.2 Champ de Hecke

On dispose dŠune action à gauche :

L+G×GrG −→ GrG
(g, (E , β)) 7−→ (E , g · β)

dont le quotient est appelé champ de Hecke

HckG = [L+G\LG/L+G]

Par construction il associe à une k algèbre R

HckG(R) =

{
(E ,E ′β)

∣∣∣∣∣
E ,E ′ sont des G torseurs sur DR,
β : E ♣D∗

R
≃ E ′♣D∗

R
est un isomorphisme

}
/ ∼

Lorsque le contexte est clair, on notera simplement Hck et Gr les objets HckG et GrG.
On rappelle que par la décomposition de Cartan, on peut associer à une modiĄcation
β : E 99K E ′, sa position relative Inv(β) ∈ X•(T )+ via la bijection

G(k[[u]])\G(k((u)))/G(k[[u]]) −→ X•(T )+

[g] 7−→ Inv(g)
[uλ] ←− [ λ

où uλ = λ(u) ∈ T (k((u))). Pour tout élément λ ∈ X•(T )+ on déĄnit les sous-foncteur
Gr≤λ ⊂ GrG resp. Grλ ⊂ GrG par la propriété suivante : pour tout R ∈ Algk, un
morphisme SpecR → GrG donné par un couple (E , β) se factorise par Gr≤λ resp. Grλ
si pour tout point géométrique x→ SpecR le couple induit (Ex, βx) satisfait :

Inv(βx) ≤ λ, resp. Inv(βx) = λ

On peut montrer que Gr≤λ est fermé dans GrG, et que Grλ ⊂ Gr≤λ est ouvert. On
le muni Gr≤λ de la structure de sous-schéma réduit et Grλ de la structure canonique
dŠouvert.
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Remarque 3.1.2. On fera attention au fait que Grλ et Gr≤λ nŠont a priori pas de
description modulaire.

De la même manière on déĄnit Hckλ et Hck≤λ. La proposition suivante résume la
plupart des propriétés de la décomposition de GrG en L+G-orbites.

Proposition 3.1.3. 1. Pour tout λ ∈ X•(T )+ on a Grλ = L+G · uλ est une L+G-
orbite.

2. Grλ est une variété quasi-projective lisse de dimension ⟨2ρ, λ⟩

3. On dispose d’une décomposition de GrG en L+G-orbites

Gr =
∐

λ∈X•(T )+

Grλ

4. Pour tout λ ∈ X•(T )+ on a la relation d’adhérence

Grλ =
⋃

λ′≤λ

Grλ′

5. L’ouvert dense Grλ ⊂ Gr≤λ coïncide avec le lieu lisse de Gr≤λ.

Démonstration. Les points (1), (2), (3), (4) sont démontrés dans [Xin16] (Proposition.
2.1.5). Pour (5) on pourra trouver une preuve dans [MOV03] (Corollary B)

Remarque 3.1.4. La proposition précédente nous fournit une description de lŠespace
topologique sous-jacent au champ de Hecke borné :

♣Hck≤λ♣ ≃ ¶λ′ ∈ X•(T )+ ♣ λ′ ≤ λ}

LŠidentiĄcation ci-dessus est un homéomorphisme où la topologie du membre de droite
est celle induite par la relation dŠordre sur X•(T )+.

Remarque 3.1.5. Si µ ∈ X•(T )+ est minuscule alors on dispose dŠune identiĄcation

Grµ ≃ G/Pµ

où Pµ désigne le sous groupe parabolique associé à µ. En effet on dispose de deux
morphismes dont on montre quŠils sont réciproques lŠun de lŠautre :

Grµ −→ G/Pµ
g · uµ 7−→ [ev(g)]

,
G/Pµ −→ Grµ

[g] 7−→ g · uµ

où ev : L+G → G, g 7→ g (mod u) et G →֒ L+G désigne le groupe des lacets
ń constants ż.
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3.1.3 Produit de convolution

On déĄnit le produit de n-convolution Gr×̃ . . . ×̃Gr comme étant le champ paramétrant
les modiĄcations (βi,Ei)1≤i≤n :

En 99K En−1 99K · · · 99K E1 99K E
0

En composant ces modiĄcations on obtient un morphisme

Gr×̃ . . . ×̃Gr −→ Gr
(En 99K · · · 99K E 0) 7−→ (En 99K E 0)

appelé morphisme de convolution. Ce procédé fournit également pour tout 1 ≤ i ≤ n
un morphisme :

mi : Gr×̃ . . . ×̃Gr −→ Gr
(En 99K · · · 99K E 0) 7−→ (Ei 99K E 0)

Ces morphismes mis ensemble nous fournissent un isomorphisme :

n∏

i=1

mi : Gr×̃ . . . ×̃Gr ∼−→ Gr× · · · ×Gr

En particulier le produit de convolution Gr×̃ . . . ×̃Gr est ind-représentable. De la même
manière que pour Gr, on dispose dŠune uniformisation du produit de convolution :

Gr×̃ . . . ×̃Gr ≃ LG×L+G · · · ×L+G LG×L+G Gr

Via cet isomorphisme le morphisme de convolution devient le morphisme de multiplication :

LG×L+G · · · ×L+G LG×L+G Gr −→ LG/L+G
(gn, . . . , [g1]) 7−→ [gn . . . g1]

Par la suite pour alléger les notations et lorsque le nombre n est explicite nous
noterons le produit de n-convolution G̃r = Gr×̃ . . . ×̃Gr. Pour tout n-uplet de cocaractères
λ• = (λ1, . . . , λn) ∈ (X•(T )+)n on déĄnit les sous schémas localement fermés du produit
de convolution :

G̃rλ• :=
{
(Ei, βi) ∈ G̃r ♣ Inv(βi) = λi

}
, G̃r≤λ• :=

{
(Ei, βi) ∈ G̃r ♣ Inv(βi) ≤ λi

}

(3.1.1)
Il nŠest pas difficile de montrer quŠon dispose alors dŠune bonne stratiĄcation pour tout
µ• ∈ (X∗(T )+)n :

G̃r≤µ• =
⋃

λ•≤µ•

G̃rλ•

où λ• ≤ µ• ⇔ λi ≤ µi pour tout 1 ≤ i ≤ n. Notez que si chacun des µi est minuscule
cette stratiĄcation est constituée dŠune seule strate à savoir G̃r≤µ• = G̃rµ• . Par la suite
si λ• = (λ1, . . . , λn) est un n-uplet de cocaractères on notera ♣λ•♣ := λ1 + · · ·+ λn.
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Proposition 3.1.6. G̃rµ• est lisse. En particulier si µi est minuscule pour tout i =
1, . . . n, alors G̃r≤µ• est lisse.

Démonstration. On commence par regarder le morphisme de projection

G̃r(µ1,µ2) −→ Grµ1

(E2 99K E1 99K E 0) 7−→ (E1 99K E 0)

En termes de groupes de lacets, ce morphisme correspond à la projection sur la première
coordonnée :

LGµ1 ×L
+G Grµ2 → Grµ1

où LGµ1 = p−1(Grµ1) ⊂ LG avec p : LG → Gr la projection. Par déĄnition ce
morphisme est une Ąbration avec pour Ąbre Grµ2 (identiĄcation non canonique) et
est donc lisse. EnĄn puisque Grµ1 est lisse, il sŠen suit que G̃r(µ1,µ2) lŠest également. Le
résultat sŠen déduit par récurrence.

Remarque 3.1.7. En particulier si µ• = (µ1, . . . µn) avec chacun des µi minuscule,
alors le morphisme de convolution

mµ• : G̃rµ• → Gr≤♣µ•♣

est une résolution des singularités. Elle est parfois appelé résolution de Demazure en
référence à [Dem74]. Dans le cas G = GL2 et µi = (1, 0), la preuve précédente nous
dit que le produit de convolution est obtenu par des Ąbrations successives en Grµi =
G/Pµi ≃ P1

k.

On rappelle le résultat standard suivant concernant ce morphisme de convolution :

Proposition 3.1.8. Le morphisme mµ• est propre et birationnel. Plus précisément il
est propre et induit un isomorphisme en restriction à l’ouvert dense Gr♣µ•♣ ⊂ Gr≤♣µ•♣ :

mµ• : m−1
µ•

(Gr♣µ•♣)
∼−−→ Gr≤♣µ•♣

Démonstration. Voir par exemple [PR06] 9.6.

Le théorème suivant décrit la géométrie du morphisme de convolution :

Théoreme 3.1.9 (T.Haines, [Hai06]). Soit µ• = (µ1, . . . µn) un n-uplet de cocaractères
quelconques. Alors

1. Le morphisme mµ• : G̃r≤µ• → Gr≤♣µ•♣ est une fibration localement triviale en
restriction à Grλ ⊂ Gr≤♣µ•♣ pour tout λ ≤ ♣µ•♣.

2. Si chacun des µi est minuscule alors pour tout y ∈ Grλ la fibre m−1
µ•

(y) est
équidimensionnelle de dimension ⟨ρ, ♣µ•♣ − λ⟩.

Démonstration. Le point (1) correspond au Lemme 2.1 de [Hai06] et le point (2)
correspond au Théorème 1.1 de loc cit.
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Remarque 3.1.10. Le point (1) découle directement dŠun fait plus général : si p :
X → Y est un morphisme G-équivariant tel que G agit transitivement sur Y , alors en
choisissant un point de base y0 ∈ Y on obtient un isomorphisme G-équivariant :

G×H p−1(y0) ≃ X

où H = StabG(y0). Sous cette forme il nŠest pas difficile de voir que si la projection G→
G/H admet une section localement, alors p admet également une section localement.
Dans notre situation le morphisme m : m−1(Grλ)→ Grλ est bien L+G équivariant, Grλ
est une L+G-orbite par déĄnition, et Haines prouve que le morphisme de projection

L+G −→ L+G/(L+G ∩ tλ · L+G · t−λ)

admet localement une section.

Remarque 3.1.11. On obtient une formule pour calculer la dimension des strates
m−1
µ•

(Grλ) avec λ ≤ ♣µ•♣ :

dim(m−1
µ•

(Grλ)) = dim(m−1
µ•

(y) + dim(Grλ)

= ⟨ρ, ♣µ•♣ − λ⟩+ ⟨2ρ, λ⟩
= ⟨ρ, ♣µ•♣+ λ⟩

voir [Hai03], section 2.2 (ici on est dans le cas où tous les µi sont minuscules).

3.1.4 Exemples

3.1.4.1 Cas linéaire

En utilisant le fait quŠun GLn-torseur E sur DR (où R est une k-algèbre) correspond
à un R[[u]]-module Λ localement libre de rang n, on obtient une description de la
grassmannienne affine pour GLn en termes de réseaux :

GrGLn(R) =

{
Λ ⊂ R((u))n

∣∣∣∣∣
Λ R[[u]]-module localement libre,
Λ⊗R[[u]] R((u)) ≃ R((u))n

}

En prenant T = Gn
m le tore des matrices diagonales la décomposition de Cartan prend

la forme :

(Zn)+ −→ GLn(k[[u]])\GLn(k((u)))/GLn(k[[u]])
λ = (λ1, . . . , λn) 7−→ uλ = diag(uλ1 , . . . uλn)

En termes de réseaux cela se traduit comme suit : pour tout réseau Λ ⊂ k((u))n il
existe une base (e1, . . . , en) de Λ0 = k[[u]]n et λ = (λ1, . . . , λn) ∈ (Zn)+ tels que
(uλ1e1, . . . , u

λnen) soit une base de Λ. Ici on a utilisé la notation

(Zn)+ = ¶(λ1, . . . , λn) ♣ λ1 ≥ · · · ≥ λn }
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Remarque 3.1.12. Concrètement pour GLn si Λ ⊂ k((u))n est un réseau alors pour N
assez grand uNΛ0 ⊂ Λ et lŠinvariant Inv(Λ,Λ0) = (a1, . . . , an) est caractérisé par :

Λ/uNΛ0 ≃
n⊕

i=1

k[u]/(uN−ai)

Désormais nous noterons Λ0 := k[[u]]n le réseau associé au GLn-torseur trivial E 0.

Exemple 3.1.13. Voici quelques exemples :

1. Pour µ = (1d, 0n−d) on obtient en termes de réseaux :

Gr(1d,0n−d)(k) = ¶Λ ⊂ Λ0 := k[[u]]n ♣ uΛ0 ⊂ Λ ⊂ Λ0, dimkΛ0/Λ = d }

Notons V = Λ0/uΛ0, cŠest un k-module libre de rang n. Le sous-module Λ/uΛ0

est par hypothèse libre de rang n− d. On dispose donc dŠune bijection :

Gr(1d,0n−d)(k) ∼−−→ Grass(V, n− d)
Λ 7−→ (Λ/uΛ0 ⊂ V )

où Grass(V, d) est la grassmannienne classique paramétrant les sous-espaces de V
de dimension d. En fait, en accord avec la remarque 3.1.5, on peut montrer que
cette bijection est un isomorphisme de schémas.

2. Pour GL2 et µ = (e, 0) on trouve :

Gr≤(e,0)(k) = ¶Λ ♣ ueΛ0 ⊂ Λ ⊂ Λ0, dimkΛ0/Λ = e }

Soit Λ ∈ Gr≤(e,0)(k). Il existe un plus petit entier i ≤ e tel que uiΛ ⊂ ueΛ0.
Notons N(Λ) ce nombre (notation non standard). On obtient alors la description
suivante des différentes strates

Gr(i,e−i)(k) = ¶Λ ♣ N(Λ) = i, dimkΛ0/Λ = e }

3. On sŠintéresse au produit de e-convolution pour le groupe GLd . Pour des cocaractères
µi = (1si , 0d−si) on a la description suivante

Gr(1s1 ,0d−s1 )×̃ . . . ×̃Gr(1se ,0d−se )(k) = ¶Λe ⊂ · · · ⊂ Λ1 ⊂ Λ0 ♣ uΛi−1 ⊂ Λi, dimkΛi−1/Λi = si }

Le morphisme de convolution prend la forme

m : Gr(1s1 ,0d−s1 )×̃ . . . ×̃Gr(1se ,0d−se ) −→ Gr≤♣(1si ,0d−si )i♣

(Λe ⊂ . . .Λ1 ⊂ Λ0) 7−→ Λe

On peut prolonger une Ąltration (Λe ⊂ . . .Λ1 ⊂ Λ0) comme ci-dessus en posant
pour tout 0 ≤ i ≤ e :

Λ2e−i := ue−iΛi
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On obtient une Ąltration :

ueΛ0 = Λ2e ⊂ · · · ⊂ Λe ⊂ . . .Λ1 ⊂ Λ0

telle que uΛi ⊂ Λi+1 et dont les gradués sont pour tout 1 ≤ i ≤ e de rangs :

dimk Λi−1/Λi = si, dimk Λ2e−i/Λ2e−(i−1) = d− si
La Ągure suivante permet je lŠespère de mieux visualiser la dimension des gradués :

· · · Λe+2 Λe+1 Λe Λe−1 Λe−2 · · ·

d−se se se−1d−se−1

On pose V0 = Λ0/u
eΛ0. Soit (Λ2e ⊂ · · · ⊂ Λe ⊂ · · · ⊂ Λ0) une Ąltration comme

ci-dessus. Cette Ąltration induit une Ąltration de V0 :

0 = V2e ⊂ · · · ⊂ Ve ⊂ · · · ⊂ V0, Vi := Λi/u
eΛ0

On déĄnit FilPR(V0, (s1, . . . , se)) comme lŠensemble des Ąltrations :

0 = F
(0) ⊂ · · · ⊂ F

(e) ⊂ · · · ⊂ F
(2e) = V0

dont les gradués sont de rangs :

dimk F
(i)/F (i−1) =




d− si si i ≤ e

si si i > e

et telles que :

(i) u ·F (i) ⊂ F (i−1) pour tout 1 ≤ i ≤ 2e

(ii) (ue−i)−1(F (i)) = F (2e−i) pour tout 1 ≤ i ≤ e

Par construction la Ąltration construite ci-dessus satisfait (à un changement dŠindices
près) :

(V2e ⊂ · · · ⊂ Ve ⊂ · · · ⊂ V0) ∈ FilPR(V0, (s1, . . . , se))

Réciproquement , puisque ueΛ0 ⊂ Λe, la Ąltration V• détermine entièrement la
Ąltration Λ•. Plus précisément si on note p : Λ0 → Λ0/u

eΛ0 le morphisme de
projection alors on a une bijection :

Gr(1s1 ,0d−s1 )×̃ . . . ×̃Gr(1se ,0d−se )(k) ∼−−→ FilPR(V0, (s1, . . . , se))

(Λ2e ⊂ · · · ⊂ Λ0) 7−→ p(Λ2e ⊂ · · · ⊂ Λ0)

p−1(F1 ⊂ · · · ⊂ F2e)←− [ (F1 ⊂ · · · ⊂ F2e)

Remarque 3.1.14. Bien sûr le prolongement des Ąltrations est ici artiĄciel et on peut
donc sŠen passer lorsque lŠon travaille uniquement avec G̃rµ• . Mais pour faire le lien
entre MPR

D et G̃rµ• , il est plus simple de prolonger les Ąltrations dans leurs déĄnitions
respectives, comme nous lŠavons fait ci-dessus.
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Dans le dernier exemple ci-dessus concernant le produit de convolution, on peut être
plus explicite concernant lŠimage du morphisme de convolution :

♣(1si , 0d−si)i♣ =
e∑

i=1

(1si , 0d−si)

= (#¶si ≥ 1},#¶si ≥ 2}, . . . ,#¶si ≥ d})

On trouve donc la partition duale de (s1, . . . , se).

3.1.4.2 Cas symplectique

On se place maintenant dans le cas du groupe G = GSp2g. Soit R ∈ Algk. Soit
(e1, . . . , eg, f1, . . . , fg) la base standard de R((u))2g. On note ⟨ · , · ⟩ lŠaccouplement R[[u]]-
linéaire symplectique standard déĄnit par :

⟨ei, ej⟩ = 0, ⟨fi, fj⟩ = 0, ⟨ei, fj⟩ = δi,j

On note Λ0 = R[[u]]2g le réseau standard. Pour tout réseau Λ ⊂ R((u))2g on déĄnit le
réseau dual :

Λ∨ := ¶x ∈ R((u))2g ♣ ⟨x, y⟩ ∈ R[[u]] pour tout y ∈ Λ}

On dit que Λ est auto-dual si Λ = Λ∨. Dans ce cas lŠaccouplement ⟨ · , · ⟩ est parfait, en
restriction à Λ, i.e. induit un isomorphisme avec le dualR[[u]]-linéaire Λ ≃ HomR[[u]](Λ, R[[u]]).
Le réseau Λ0 est auto-dual. Comme pour le cas de GLn, le dictionnaire entre GSp2g-
torseurs et modules symplectiques nous donne la description suivante :

GrGSp2g
(R) =





Λ ⊂ R((u))2g

∣∣∣∣∣

Λ R[[u]]-module localement libre,
Λ⊗R[[u]] R((u)) ≃ R((u))2g

Λ = a · Λ∨ pour un certain a ∈ R((u))×





On note T le tore standard de GSp2g, etB le Borel des matrices triangulaires supérieures.
La décomposition de Cartan est similaire à celle pour le groupe GLn, où cette fois-ci la
chambre dominante est donnée par :

X•(T )+ =

{
(λ1, . . . , λ2g, c) ∈ Z2g+1

∣∣∣ λi + λ2g+1−i = c pour tout i
λ1 ≥ . . . λg ≥ λg+1 ≥ . . . λ2g

}

Exemple 3.1.15. 1. Dans le cas µ = (eg, 0g) pour un entier e ∈ N≥1 on trouve :

Gr(eg ,0g)(k) =

{
Λ ⊂ k((u))2g

∣∣∣∣∣
ueΛ0 ⊂ Λ ⊂ Λ0, dimkΛ0/Λ = eg
Λ = a · Λ∨ pour un certain a ∈ k((u))×

}

En particulier si Λ ∈ Gr(eg ,0g)(k) alors ⟨Λ,Λ⟩ ⊂ uek[[u]] et par conséquent Λ/ueΛ0

est totalement isotrope pour lŠaccouplement sur V = Λ0/u
eΛ0 induit par ⟨ · , · ⟩.
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Réciproquement, soit W ⊂ V est de dimension eg et totalement isotrope pour
⟨ · , · ⟩. On note p : Λ0 → Λ0/u

eΛ0 la projection. On déĄnit le réseau Λ :=
p−1(W ) ⊂ Λ0. On vériĄe à la main sans difficulté que lŠon a Λ = u−eΛ∨, i.e. Λ ∈
GrGSp2g

(k). EnĄn puisque W est de dimension eg il sŠen suit que Λ ∈ Gr(eg ,0g)(k).
Autrement dit on a une bijection :

Gr(eg ,0g)(k) ∼−−→ ¶W ⊂ V, ♣W⊥ = W}
Λ 7−→ Λ/ueΛ0

Le membre de droite est la grassmannienne paramétrant les sous-espaces Lagrangien
dans Λ0/u

eΛ0.

2. On sŠintéresse au produit de e-convolution. Pour µ• = (1g, 0g)e on trouve :

Grµ•(k) =

{
Λe ⊂ · · · ⊂ Λ1 ⊂ Λ0

∣∣∣ uΛi−1 ⊂ Λi, dimkΛi−1/Λi = g
Λi = ai · Λ∨i pour un certain ai ∈ k((u))×

}

Comme pour le cas de GLn, on peut prolonger cette Ąltration en posant Λe+k =
ukΛe−k. En réduisant modulo ue on obtient une Ąltration de k[u]/(ue)-modules :

0 = V2e ⊂ V2e−1 ⊂ . . . Ve ⊂ . . . V1 ⊂ V0 = Λ0/u
eΛ0

qui pour tout 1 ≤ i ≤ 2e satisfait uVi−1 ⊂ Vi. Pour tout Λ ⊂ k((u))2g on déĄnit
Λ(⊥=k ) = ¶x ∈ R((u))2g ♣ ⟨x,Λ⟩ ⊂ ukk[[u]]}. Par construction ukΛe−k = Λe+k, et
donc on a :

V ⊥e+k = Λ(⊥=e )
e+k ⊗ k[u]/(ue) = Λ(⊥=e−k )

e−k ⊗ k[u]/(ue)

Or par déĄnition de la Ąltration on a Λe−k ⊂ Λ(⊥=e−k )
e−k , on a donc lŠinclusion

Ve−k ⊂ V ⊥e+k. En comparant les rangs respectif, on obtient Ąnalement lŠégalité
Ve−k = V ⊥e+k. Si on déĄnit FilPR(V0, ⟨ · , · ⟩, (g, . . . , g)) comme lŠensemble des Ąltrations :

0 = F
(0) ⊂ · · · ⊂ F

(e) ⊂ · · · ⊂ F
(2e) = V0

dont les gradués sont de rangs :

dimk F
(i)/F (i−1) = g

et telles que :

(i) u ·F (i) ⊂ F (i−1) pour tout 1 ≤ i ≤ 2e

(ii) (ue−i)−1(F (i)) = F (2e−i) pour tout 1 ≤ i ≤ e

(iii) F (2e−i) = (F (i))⊥ pour tout 1 ≤ i ≤ e
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alors dŠaprès ce qui précède la Ąltration construite ci-dessus satisfait (à un changement
dŠindice près) :

(V2e ⊂ · · · ⊂ Ve ⊂ · · · ⊂ V0) ∈ FilPR(V0, ⟨ · , · ⟩, (g, . . . , g)

Comme pour le cas de GLd on obtient une bijection :

Gr(1g ,0g)×̃ . . . ×̃Gr(1g ,0g)(k) ∼−−→ FilPR(V0, ⟨ · , · ⟩, (g, . . . , g))
(Λ2e ⊂ · · · ⊂ Λ0) 7−→ p(Λ2e ⊂ · · · ⊂ Λ0)

p−1(F1 ⊂ · · · ⊂ F2e)←− [ (F1 ⊂ · · · ⊂ F2e)

3.2 Applications

Nous allons maintenant plonger les Ąbres spéciales des modèles locaux Mnaïf
D et MPR

D

dans certaines grassmanniennes affines, de sorte à pouvoir appliquer les différents résultats
de la section précédente.

3.2.1 Le cas (AL)

3.2.1.1 Notations

On se place dans le cas dŠune donnée de type (AL) simple. Soit F/Qp une extension
Ąnie de Qp, B = F × F munie de son involution (x, y)∗ = (y, x), OB = OF × OF . On
suppose pour simpliĄer que F/Qp est totalement ramiĄée. Soit V = Bd = V1 ⊕ V2 et
Λ = OdB = Λ1⊕Λ2. On Ąxe une base (e1

1, . . . , e
1
d) de Λ1 et (e2

1, . . . , e
2
d) de Λ2. On déĄnit

lŠaccouplement :

⟨e1
i , e

1
j⟩ = 0 = ⟨e2

i , e
2
j⟩, ⟨e1

i , e
2
j⟩ = δi,j = −⟨e2

i , e
1
j⟩

Par construction ⟨ · , · ⟩ induit un isomorphisme de OF -modules Λ∨1 ≃ Λ2. Un petit
calcul montre que le groupe G associé à cette donnée est :

G = ¶(g, c(g) · (gt)−1) ♣ g ∈ GLF (V1), c(g) ∈ Gm} ⊂ GLF (V1)×GLF (V2)

= ResF/QpGLd ×Gm

et de même G = ResOF /ZpGLd ×Gm. Sur Qp on a une décomposition :

Vi,Qp =
⊕

φ:F→Qp

V
(φ)
i , i = 1, 2

où F agit sur V (φ)
i via φ. Dans cette situation on a pour tout plongement φ : F → Qp :

rankB⊗FQpV
(φ) = dimQp

V
(φ)

1 = dimQp
V

(φ)
2 = d
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Par ailleurs on a une décomposition induite par le cocaractère de Hodge :

VQp = W ⊕W ′, W = W1 ⊕W2, W ′ = W ′
1 ⊕W ′

2

De nouveau on peut raffiner ces décompositions :

Wi =
⊕

φ:F→Qp

W
(φ)
i , W ′

i =
⊕

φ:F→Qp

W
′,(φ)
i i = 1, 2

où F agit sur W (φ)
i via le plongement φ. On note rφ = dimQp

W
(φ)
1 et sφ = dimQp

W
(φ)
2 .

LŠidentiĄcation W∨ ≃ W ′ étant compatible avec lŠaction de OF × OF , il sŠen suit que
pour tout φ on a lŠégalité :

dimQp
W

(φ)
1 = dimQp

W
′,(φ)
2

Par conséquent on a lŠégalité :

rφ + sφ = dimQp
V

(φ)
2 = d

Avec ces notations le cocaractère de Hodge est donné par :

µ = (µ1, µ2)

=
(
(1dimW

(φ)
1 , 0dimW

′,(φ)
1 ), (1dimW

(φ)
2 , 0dimW

′,(φ)
2 )


φ

=
(
(1rφ , 0sφ), (1sφ , 0rφ)


φ

où lŠon voit µ comme un cocaractère à valeurs dans GLF (V1)×GLF (V2). Soit maintenant
S un schéma sur OE et F ∈Mnaïf

D (S). On a :

F = F1 ⊕F2 ⊂ Λ1,S ⊕ Λ2,S = ΛS

Par hypothèse F est isotrope maximal ie F⊥ = F . Or on a lŠégalité :

(F1 ⊕F2)⊥ = F
⊥
2 ⊕F

⊥
1

En dŠautres termes lŠun des deux facteurs détermine entièrement lŠautre. On obtient
donc un isomorphisme :

Mnaïf
D

∼−−→Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ1) (3.2.1)

(F = F1 ⊕F2) 7−→ (F1 ⊂ Λ1) (3.2.2)

où Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ1) le modèle local naïf pour le groupe ResOF /ZpGLd et le cocaractère µ1

([PR02] Partie 1), i.e. le foncteur qui à un schéma S sur OE associe les sous OF ⊗ZpOS-
modules F ⊂ Λ1,S tels que :

1. F est localement un OS-facteur direct de rang r =
∑
φ rφ.

2. F satisfait la condition de déterminant relatif au cocaractère µ1.
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Comme en 2.4.4 on Ąxe une extension Ąnie K contenant la clôture galoisienne de F ,
et on Ąxe une numérotation Hom(F,Qp) = ¶φ1, . . . , φe}. Le même raisonnement que
dans le paragraphe ci-dessus montre que lŠon a un isomorphisme :

MPR
D

∼−−→MPR
(ResOF /Zp

GLd,µ1)

(F (i) = F
(i)
1 ⊕F

(i)
2 )1≤i≤2e 7−→ (F (1+2i)

1 )0≤i≤e

où MPR
(ResOF /Zp

GLd,µ1) le modèle local de Pappas-Rapoport pour le groupe ResOF /ZpGLd
et le cocaractère µ1 ([PR02] Partie 1), i.e. le foncteur qui à un schéma S sur OK associe
les Ąltrations

0 = F
(0) ⊂ F

(1) ⊂ · · · ⊂ F
(e) ⊂ Λ1,S (3.2.3)

telles que pour tout 1 ≤ i ≤ e :

1. F (i) est un OS-module stable par OF .

2. F (i) est localement un OS-facteur direct de rang r1 + · · ·+ ri.

3. Pour tout a ∈ OF on a lŠinclusion

([a]− φi(a)) ·F (i) ⊂ F
(i−1)

A partir de maintenant nous ferons lŠabus de notations de noter Λ et µ ce qui devrait
être Λ1 et µ1. Par ailleurs pour se souvenir que µ est un tuples de cocaractères nous
noterons :

µ• := µ = (1rφ , 0n−rφ)φ ∈ X•(ResF/QpG
d
m)+ =

∏

φ

(Zd)+

On notera les Ąbres spéciales géométriques de ces modèles par :

Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•) = Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•) ⊗OE κ,
MPR

(ResOF /Zp
GLd,µ•) = MPR

(ResOF /Zp
GLd,µ•) ⊗OE κ

Les isomorphismes précédents entre les modèles locaux sont compatibles dans le sens
où les carrés suivants est cartésien :

MPR
D Mcan

D Mnaïf
D

MPR
(ResOF /Zp

GLd,µ•) Mcan
(ResOF /Zp

GLd,µ•) Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•)

≃ ≃≃ (3.2.4)

où Mcan
(ResOF /Zp

GLd,µ•) est également déĄnit comme lŠimage schématique du morphisme

MPR
(ResOF /Zp

GLd,µ•) →Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•) ⊗OE OK →Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•)
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De plus, ces carrés sont compatibles avec les actions de G et ResOF /ZpGLd dans le sens
où les morphismes verticaux sont compatibles avec lŠaction de G à gauche et lŠaction de
ResOF /ZpGLd à droite. En particulier on a une bijection au niveau des orbites :

Mnaïf
D (κ)/G(κ) ≃Mnaïf

(ResOF /Zp
GLd,µ•)(κ)/ResOF /ZpGLd(κ)

Cela induit en particulier un homéomorphisme au niveau des espaces topologiques sous-
jacents :

♣[Mnaïf
D /Gκ]♣ ≃ ♣[Mnaïf

(ResOF /Zp
GLd,µ•)/ResOF /ZpGLd ⊗ k]♣

Le même résultat est vrai pour les Gκ-orbites dans M can
D et MPR

D .

Remarque 3.2.1. On fera attention au fait que lŠisomorphisme ci-dessus est ensembliste
(topologique) et est bien sûr faux au niveau des champs quotients1.

Dans le cas (AL) nous travaillerons avec les modèle locaux pour GLd car ils permettent
de faire plus facilement le lien avec les grassmannienne affines.

Remarque 3.2.2. Si lŠon ne suppose plus que F/Qp est totalement ramiĄée, alors il
faut prendre la somme directe sur lŠensemble J = ¶1, . . . , f} des isomorphismes (3.2.4).
Plus précisément sur OK on a :

ResOF /ZpGLd ⊗Zp OK ∼=
⊕

φ:Fnr→K

ResOF /OFnr GLd ⊗OFnr ,φ OK (3.2.5)

et le cocaractère µ• est donné par :

µ• = (1rψ , 0d−rψ)ψ:F→Qp

=
∏

φ:Fnr→Qp

∏

ψ♣φ

(1rψ , 0d−rψ)

=
∏

φ:Fnr→Qp

µφ•

avec
µφ• = (1rψ , 0d−rψ)ψ♣φ =

∏

ψ♣φ

(1rψ , 0d−rψ)

La notation ψ♣φ utilisée ci-dessus veut dire que ψ : F → K est un plongement
dont la restriction à F nr coïncide avec φ, i.e. ψ ∈ HomFnr,φ(F,K). Avec ces notations
lŠisomorphisme (3.2.5) induit une décomposition du modèle local naïf :

Mnaïf
D ⊗OE OK

∼−−→
⊕

φ:Fnr→K

Mnaïf
(ResOF /OFnr GLd, µ

φ
• ) ⊗OFnr OK

Par la suite nous aurons également besoin du caractère µ2 que nous noterons :

µ∨• = (1sφ , 0d−sφ)φ:F→Qp
= (1d−rφ , 0rφ)φ:F→Qp

pour se souvenir quŠil est donné par la partition (s1, . . . , se) = (d− r1, . . . , d− re).
1De la même manière que pour un groupe G quelconque le champ [∗/G] est topologiquement juste

un point !
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3.2.1.2 Plongement du modèle local naïf

Désormais nous ferons lŠabus de noter Λ = OdF (ce qui correspond à Λ1 dans 3.2.1.1).
Le choix dŠune uniformisante π ∈ OF nous fournit une identiĄcation :

OF ⊗Zp κ ≃ κ[[u]]/(ue), π ⊗ 1 7→ u

Cela induit un isomorphisme de OF ⊗Zp κ-modules :

Λ⊗Zp κ ≃ Λ0 ⊗κ[[u]] κ[[u]]/(ue)

où Λ0 := κ[[u]]d désigne le réseau standard de rang d. On note p la projection :

p : Λ0 → Λ0 ⊗κ[[u]] κ[[u]]/(ue)

Soit (S → Specκ) un schéma sur κ et F ∈ Mnaïf
(ResOF /Zp

GLn,µ•)(S). LŠidentiĄcation
précédente permet de voir F comme un sous module de Λ0⊗κ[[u]]OS[[u]]/(ue). On déĄnit
le OS[[u]]-module ΛF comme étant

ΛF := p−1

(
F ⊂ Λ0 ⊗κ[[u]] OS[[u]]/(ue)

)
(3.2.6)

Ce procédé induit un monomorphisme :

ι : Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•) ↛֒ GrGLd

Puisque Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•) est propre, ι est une immersion fermée. Par construction on
dispose des inclusions de réseaux

ueΛ0,S ⊂ ΛF ⊂ Λ0,S

dont les gradués sont des OS-modules localement libres de rang r. Ces informations
caractérise complément lŠimage de ι. On a la proposition suivante :

Proposition 3.2.3. L’immersion fermée ι est équivariante pour l’action de ResOF /ZpGLd⊗
κ à gauche et L+GLd à droite. Elle induit un isomorphisme

(
Mnaïf

(ResOF /Zp
GLd,µ•)


red
≃

⊔

λ⩽λmax

Grλ

où λmax ∈ X•(Gd
m)+ est le cocaractère

λmax = (e, . . . , e︸ ︷︷ ︸
c

, f, 0, . . . , 0)

avec ed− r = ce+ f la division euclidienne de ed− r par e.
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Démonstration. Soit F ∈ Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•)(κ). Par les diviseurs élémentaires, il existe
des entiers (a1, . . . , ad) et une base (e1, . . . , ed) de Λ⊗ κ tels que :

F =
d⊕

i=1

κ[u]/(ue) · uaiei −֒→
d⊕

i=1

κ[u]/(ue) · ei = Λ⊗ κ

La condition sur le rang de F implique que (e − a1) + · · · + (e − ad) = r. Le réseau
associé à F est

ΛF =
d⊕

i=1

κ[[u]] · uaiei −֒→ κ[[u]]d = Λ0

On trouve donc Ąnalement (quitte à faire une permutation) :

Inv(ΛF ,Λ0) = (a1, . . . , an) ∈ ¶λ ∈ X•(Gd
m)+ ♣λ ≤ λmax}

On conclut alors comme pour lŠexemple 3.1.13.

La stratiĄcation (KR) de Mnaïf
D est donc donnée par :

Mnaïf
D =

∐

λ≤λmax

Mλ, Mλ = ι−1(Grλ)

En dŠautres termes lŠensemble des cocaractères µ•-admissibles naïfs de niveau Kp =
GLd(OF ) (parahorique maximal) est ici tout à fait explicite :

Admnaïf
K (µ•) = ¶λ ⩽ (e, . . . , e, f, 0 . . . , 0)}

3.2.1.3 Plongement du modèle de Pappas-Rapoport

Soit maintenant (F (1), ...,F (e)) ∈ MPR
(ResOF /Zp

GLd,µ•). Comme pour lŠexemple 3.1.13 on

commence par prolonger la Ąltration (F (1), ...,F (e)) en posant F (e+i) = (πi)−1F (e−i).
La proposition suivante découle directement de lŠexemple 3.1.13.

Proposition 3.2.4. Le morphisme

ιPR : MPR
(ResOF /Zp

GLd,µ•) −→ Gr×̃ . . . ×̃Gr

(F (1) ⊂ · · · ⊂ F
(e)) 7−→ (ΛF (e) ⊂ · · · ⊂ ΛF (2e−1))

est une immersion fermée équivariante pour l’action de ResOF /ZpGLn ⊗ k à gauche et
L+GLn à droite. Il induit un isomorphisme :

MPR
(ResOF /Zp

GLd,µ•) ≃ G̃rµ∨
•

Démonstration. Clairement le morphisme ιPR est un monomorphisme et puisque le
schémaMPR

(ResOF /Zp
GLd,µ•) est propre, ιPR est une immersion fermée. Il découle de lŠexemple

3.1.13 que lŠon a un isomorphisme de schémas :
(
MPR

(ResOF /Zp
GLd,µ•)


red
≃ G̃rµ∨

•

DŠaprès 2.4.8 le schéma MPR
(ResOF /Zp

GLd,µ•) est lisse et donc en particulier réduit. Le
résultat en découle.
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3.2.1.4 Plongement du modèle canonique

Les deux plongements décrits ci-dessus sont compatibles dans le sens où carré suivant
est commutatif :

MPR
(ResOF /Zp

GLd,µ•) G̃r

Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•) Gr

ιPR

mp

ι

Il est maintenant beaucoup plus simple de décrire la Ąbre spéciale du modèle local M can
D .

DŠaprès la proposition précédente elle est donnée par lŠimage du morphisme mµ∨
•

:
(
M can

(ResOF /Zp
GLd,µ•)


red
≃ Im(mµ∨

•
) =

⊔

λ≤♣µ∨
• ♣

Grλ (3.2.7)

La stratiĄcation (KR) de M can
(ResOF /Zp

GLd,µ•) est donc donnée par :

M can
(ResOF /Zp

GLd,µ•) =
⊔

λ≤♣µ∨
• ♣

Mλ, Mλ = ι−1(Grλ)

LŠensemble des cocaractères µ• admissible est donc donné par :

AdmK(µ) = ¶λ ∈ (Zd)+ ♣ λ ≤ ♣µ∨• ♣ }

Proposition 3.2.5. Le morphisme ι induit un isomorphisme de schémas :

M can
(ResOF /Zp

GLd,µ•) ≃
⊔

λ≤♣µ∨
• ♣

Grλ

Démonstration. Découle de (3.2.7) et du fait que la Ąbre spéciale M can
(ResOF /Zp

GLd,µ•) est

réduite (puisque MPR
(ResOF /Zp

GLd,µ•) est réduit).

Remarque 3.2.6. LŠinclusion AdmK(µ) ⊂ Admnaïf
K (µ) découle de lŠinégalité ♣µ∨• ♣ ≤

λmax et cette inégalité découle des égalités suivantes (voir 3.1.13) :

ed− r = (d− r1) + · · ·+ (d− re) = s1 + · · ·+ se

♣µ∨• ♣ = ♣(1si , 0d−si))i♣ = (#¶si ≥ 1}, . . . ,#¶si ≥ d})

Il est naturel de se demander quand est ce que le schéma Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•) est plat ?

En dŠautres termes, quand-est ce que Mcan
(ResOF /Zp

GLd,µ•) = Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•) ? Si lŠon
analyse la condition en Ąbre spéciale, une première condition est donnée par lŠégalité :

♣µ∨• ♣ = λmax
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car les Ąbres spéciales M can
(ResOF /Zp

GLd,µ•) et Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•) sont (topologiquement) des

unions dŠorbites indexées par les ensembles Admnaïf
K (µ) et AdmK(µ). Si cette condition

est satisfaite alors on a lŠégalité en tant quŠespaces topologiques :

♣M can
(ResOF /Zp

GLd,µ•)♣ = ♣Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•)♣

Pour obtenir lŠégalité en tant que schéma, il suffit de montrer que Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•) est
réduit (puisque le membre de gauche est réduit). DŠaprès [PR00], cette condition est
équivalente à ce que le schéma (sur κ) :

Nr,e = ¶A ∈ Matr×r ♣Ae = 0, det(T · I− A) = T r}

soit réduit. Lorsque r ≤ e, cŠest un résultat de Kostant2. On sait depuis les travaux
[MWY19] (Théorème 3.8) que Nr,e est également réduit lorsque r ≥ e.

Corollaire 3.2.7 ([PR00] Corollaire 5.9). Le modèle local naïf Mnaïf
(ResOF /Zp

GLd,µ•) est plat
si et seulement si ♣µ∨• ♣ = λmax.

On a :
♣µ∨• ♣ = λmax ⇔ les (si)i≤e diffèrent dŠau plus 1

Remarque 3.2.8. La condition ♣µ∨• ♣ = λmax est équivalente à la condition r = rmin de
[PR00].

Exemple 3.2.9. Donnons un exemple ou lŠinclusion M can
D ⊂ Mnaïf

D est stricte. On se
place dans le cas d = e = 3. On considère la partition (s1, s2, s3) = (1, 2, 3) donnant
lieux aux cocaractères :

µ∨• = (1si , 0d−si)

= ((1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1))

Dans ce cas on a :
♣µ∨• ♣ = (3, 2, 1), λmax = (3, 3, 0)

et donc lŠinclusion M can
D ⊂Mnaïf

D est stricte.

Pour résumer dans le cas (AL) on a le diagramme commutatif suivant aux carrés
cartésiens :

MPR
D MPR

(ResOF /Zp
GLd,µ•) G̃rµ∨

•

M can
D Mnaïf

(ResOF /Zp
GLd,µ•) Gr≤♣µ∨

• ♣

ιPR

ι

et où les Ćèches horizontales sont des isomorphismes respectant les orbites respectives.

2Je nŠai malheureusement pas trouvé de référence précise, voir [PR00] Conjecture 5.8
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3.2.2 Le cas (C)

3.2.2.1 Notations

On se place maintenant dans le cas dŠune donnée de type (C) simple. Soit donc B = F ,
muni de son involution triviale ∗ = id, OB = OF , avec F/Qp extension Ąnie de Qp. On
suppose pour simpliĄer que F/Qp est totalement ramiĄée. Soit V = F 2g. On Ąxe une
F -base (e1, . . . , eg, f1, . . . , fg) de V . On déĄnit lŠaccouplement symplectique à valeur
dans F :

¶ei, ej} = 0 = ¶fi, fj}, ¶ei, fj} = δij

On obtient un accouplement symplectique à valeurs dans Q en composant avec la trace :

⟨ · , · ⟩ : V × V −→ Q

(v, w) 7−→ TrF/Q(¶v, w})

Le OF -réseau engendré par la base ci-dessus nŠest pas auto-dual pour lŠaccouplement.
Soit donc δ ∈ D

−1
F/Zp

un générateur de lŠinverse de la différente. On déĄnit :

Λ := SpanOF (e1, . . . , eg, δf1, . . . , δfg)

qui est bien auto-dual par déĄnition de la différente. Le groupe réductif sur Qp associé
à cette donnée PEL est :

G(R) = ¶g ∈ GSp2g(R⊗Qp F ) ♣ det(g) ∈ R×}
= (ResF/QpGSp2g)

det∈Q×
p

qui est un sous-groupe de ResF/QpGSp2g. Le groupe parahorique pour cette donnée PEL
est :

G = (ResOF /ZpGSp2g)
det∈Z×

p

et le cocaractère de Hodge est µ• = (1g, 0g)φ. Soit Mnaïf
D le modèle local naïf associé

(DéĄnition 2.3.5). On suit les travaux de [Har12]. On déĄnit lŠaccouplement OF -linéaire
⟨ · , · ⟩′ : Λ × Λ → OF par ⟨ · , · ⟩′ = δ−1¶ , }. Il est parfait et est représenté par la
matrice J2g. On déĄnit alors Mnaïf

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•) comme le foncteur qui à un schéma S

sur OE = Zp associe les sous OS ⊗OF -modules F ⊂ ΛS tels que :

1. F est localement sur S un OS-facteur direct de ΛS

2. Pour tout a ∈ OF on a lŠégalité polynomiale suivante

det(a ♣F ) = det(a ♣V0)

3. F⊥⟨ · , · ⟩′

= F
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i.e. on a juste changé la condition dŠisotropie sur ⟨ · , · ⟩ en une condition dŠisotropie sur
⟨ · , · ⟩′. Soit S un schéma sur Zp. DŠaprès [Har12] Corollaire 5.3.2, si F ⊂ ΛS on a :

F
⊥⟨ · , · ⟩′

= F
⊥⟨ · , · ⟩

Par conséquent, aux vues de la Remarque 2.3.6 on a un isomorphisme canonique

Mnaïf
D
∼= Mnaïf

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•) (3.2.8)

Le groupe G agit sur Mnaïf
D , et le groupe ResOF /ZpGSp2g agit sur Mnaïf

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•). Il

découle de [Har12] Proposition 5.6.8 que lŠon a une bijection au niveau des orbites :

Mnaïf
D (k)/G(κ) ≃Mnaïf

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•)(κ)/ResOF /ZpGSp2g(κ)

Cela induit en particulier un homéomorphisme au niveau des espaces topologiques sous-
jacents :

♣[Mnaïf
D /G]♣ ≃ ♣[Mnaïf

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•)/ResOF /ZpGSp2g ⊗ κ]♣

3.2.2.2 Plongement du modèle local naïf

On note (Λ0 := κ[[u]]2g, ⟨ · , · ⟩0) le réseau symplectique standard de dimension 2g sur
κ (voir 3.1.15). Notons (x1, . . . , xg, y1, . . . , yg) la base symplectique standard de Λ0.
Comme pour le cas (AL) le choix dŠune uniformisante π ∈ OF nous fournit un isomorphisme
de OF ⊗Zp κ-modules symplectiques :

(Λ⊗Zp κ, ⟨ · , · ⟩′) ∼−−→ (Λ0 ⊗κ[[u]] κ[[u]]/(ue), ⟨ · , · ⟩0)
ei 7−→ xi

δfi 7−→ yi

On note p la projection :
p : Λ0 → Λ0 ⊗κ[[u]] κ[[u]]/(ue)

Soit (S → Specκ) un schéma sur κ et F ∈ Mnaïf
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•)(S). LŠidentiĄcation
précédente permet de voir F comme un sous module de Λ0⊗κ[[u]]OS[[u]]/(ue). On déĄnit
le OS[[u]]-module ΛF comme étant

ΛF := p−1

(
F ⊂ Λ0 ⊗κ[[u]] OS[[u]]/(ue)

)
(3.2.9)

Ce procédé induit une immersion fermée :

ι : Mnaïf
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) ↛֒ GrGSp2g

Par construction on dispose des inclusions de réseaux

ueΛ0,S ⊂ ΛF ⊂ Λ0,S

dont les gradués sont des OS-modules localement libres de rang eg. Ces informations
caractérisent complément lŠimage de ι (voir lŠExemple 3.1.15). On a donc la proposition
suivante :
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Proposition 3.2.10. L’immersion fermée ι est équivariante pour l’action de ResOF /ZpGSp2g⊗
κ à gauche et L+GSp2g à droite. Elle induit un isomorphisme

(
Mnaïf

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•)


red
≃

⋃

λ⩽λmax

Grλ

où λmax = (eg, 0g).

Démonstration. Soit F ∈Mnaïf
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•)(κ). Par les diviseurs élémentaires, il existe
des entiers (a1, . . . , ag, b1, . . . , bg) et une base symplectique (e1, . . . , eg, f1, . . . , fg) de Λ⊗
κ tels que :

F =
g⊕

i=1

(uaiei)
(ue)

g⊕

i=1

(ubifi)
(ue)

−֒→
g⊕

i=1

κ[u]
(ue)

ei

g⊕

i=1

κ[u]
(ue)

fi = Λ⊗ κ

La condition sur le rang et lŠisotropie de F implique que pour tout 1 ≤ i ≤ g on ait
lŠégalité :

ai + bi = e

Le réseau associé à F est :

ΛF =
g⊕

i=1

(κ[[u]] · uaiei ⊕ κ[[u]] · ue−aifi) −֒→ κ[[u]]2g = Λ0

On trouve donc Ąnalement (quitte à faire une permutation) :

Inv(ΛF ,Λ0) = (a1, . . . , ag, e− a1, . . . , e− ag) ∈ ¶λ ∈ X•(T )+ ♣λ ≤ λmax}

(voir 3.1.15 pour les détails concernant les notations). On conclut alors comme pour
lŠexemple 3.1.15.

La stratiĄcation (KR) de Mnaïf
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) est donc donnée par :

Mnaïf
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) =
⊔

λ≤(eg ,0g)

Mλ, Mλ = ι−1(Grλ)

LŠensemble des cocaractères µ•-admissibles naïfs de niveau Kp = ResF/QpGSp2g(Zp)
(parahorique maximal) est ici tout à fait explicite :

Admnaïf
K (µ•) = ¶λ ≤ (eg, 0g)}

3.2.2.3 Plongement du modèle de Pappas-Rapoport

De la même manière que pour GLd, on dispose dŠune immersion fermée pou le modèle de
Pappas-RapoportMPR

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•) dans un produit de convolution de grassmanniennes

affines. Notez que dans le cas de GSp2g la situation est symétrique :

µ• = (1g, 0g)1≤i≤e = µ∨•
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ce qui se lit sur les Ąltrations de Pappas-Rapoport :

F
(1) ⊂ · · · ⊂ F

(e) ⊂ · · · ⊂ F
2e = Λ⊗Zp k

comme le fait que la dimensions des gradués F (i+1)/F (i) est la même pour i ≤ e et
i ≥ e.

Proposition 3.2.11. Le morphisme

ιPR : MPR
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) −→ Gr×̃ . . . ×̃Gr

(F (1) ⊂ · · · ⊂ F
(e)) 7−→ (ΛF (e) ⊂ · · · ⊂ ΛF (2e−1))

est une immersion fermée équivariant pour l’action de ResOF /ZpGSp2g ⊗ k à gauche et
L+GSp2g à droite. Il induit un isomorphisme :

MPR
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) ≃ G̃rµ•

Démonstration. Exactement comme pour le cas de GLd, voir 3.2.4.

3.2.2.4 Plongement du modèle canonique

Les deux plongements décrits ci-dessus sont compatibles dans le sens où le carré suivant
est commutatif :

MPR
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) G̃r

Mnaïf
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) Gr≤♣µ•♣

ιPR

mp

ι

Il est maintenant beaucoup plus simple de décrire la Ąbre spéciale modèle localM can
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•).
DŠaprès la proposition précédente elle est donnée par lŠimage du morphisme mµ• :

(
M can

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•)


red
≃ Im(mµ•) =

⊔

λ≤♣µ•♣

Grλ (3.2.10)

La stratiĄcation (KR) de M can
(ResOF /Zp

GLd,µ•) est donc donnée par :

M can
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) =
⊔

λ≤♣µ∨
• ♣

Mλ, Mλ = ι−1(Grλ)

LŠensemble des cocaractères µ• admissibles est donc donné par :

AdmK(µ) = ¶λ ≤ (eg, 0g)}

Proposition 3.2.12. Le morphisme ι induit un isomorphisme de schémas :

M can
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) ≃
⊔

λ≤♣µ•♣

Grλ
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Démonstration. Exactement comme pour le cas de GLd : cela découle de (3.2.10) et du
fait que la Ąbre spéciale M can

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•) est réduite (puisque MPR

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•) est

réduit).

Remarque 3.2.13. Cette fois ci on a lŠégalité :

AdmK(µ) = Admnaïf
K (µ)

Cela se traduit géométriquement par le fait que les schémas M can
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) et

Mnaïf
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) contiennent les mêmes ResOF /ZpGSp2g ⊗ κ-orbites, i.e. les mêmes

strates KR. Ensemblistement les schémas Mnaïf
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) et Mcan,
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) ont
donc la même Ąbre générique et la même Ąbre spéciale. Il est naturel de se demander si
Mnaïf

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•) est plat, ce qui est équivalent à ce que lŠon ait lŠégalité entre schémas

(et non pas juste en tant quŠespaces topologiques) :

Mcan,
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•) = Mnaïf
(ResOF /Zp

GSp2g ,µ•)

Comme pour le cas de GLd, cette égalité peut être reformulée en termes de platitude
dŠun certain espace de matrices (voir [PR02] remarque 12.5). Contrairement au cas de
GLd, je nŠai pas trouvé de résultat concernant cette conjecture.

Pour résumer dans le cas (C) on a le diagramme commutatif suivant aux carrés
cartésiens :

MPR
D MPR

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•) G̃rµ•

M can
D M can

(ResOF /Zp
GSp2g ,µ•) Gr≤♣µ•♣

ιPR

ι

et où les Ćèches horizontales sont des isomorphismes respectant les orbites respectives.

3.2.3 Applications

Nous allons maintenant appliquer les résultats connus sur les grassmanniennes affines
et leurs produits de convolution à nos modèles locaux. On en déduira des corollaires
sur la géométrie de la Ąbre spéciale des modèles entiers des variétés de Shimura.

Hypothèses. Dans tout ce qui suit D désigne une donnée PEL p-adique simple de type
(AL) ou (C).

LŠhypothèse sur la simplicité de D peut-être enlevée, elle permet uniquement de
ne pas alourdir les notations. LŠhypothèse sur les facteurs de type (AL) et (C) permet
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dŠutiliser les plongements des modèles locaux dans les grassmanniennes affines déĄnis
dans les sections précédentes 3.2.1.1, 3.2.2.1 :

MPR
D G̃rµ•

M can
D Gr≤♣µ•♣

ιPR

mµ•p

ι

(3.2.11)

où Gr désigne la grassmannienne affine pour le groupe GLn dans le cas (AL) et pour le
groupe GSp2g dans le cas (C).

Remarque 3.2.14. Le carré cartésien ci-dessus, ainsi que la Proposition 3.1.3, donnent
une preuve de la Proposition 2.3.13 dans le cas dŠune donnée PEL ne faisant intervenir
que des facteurs de type (AL) ou (C).

Proposition 3.2.15. Soit w0 l’élément maximal de AdmK(µ). Le morphisme p :
MPR

D →M can
D est un isomorphisme en restriction à Mw0.

Démonstration. Découle du carré cartésien 3.2.11 et de la Proposition 3.1.8 car par
déĄnition w0 = ♣µ∨• ♣.

Proposition 3.2.16. Pour tout λ ∈ AdmK(µ) on a

1. p : p−1(M can
λ )→M can

λ est une fibration localement triviale

2. Pour tout y ∈M can
λ la fibre p−1(y) est équidimensionnelle de dimension

dim(p−1(y)) = ⟨ρ, ♣µ•♣ − λ⟩

3. La strate p−1(M can
λ ) est quasi-projective lisse de dimension :

dim(p−1(Mλ)) = ⟨ρ, ♣µ•♣+ λ⟩

Démonstration. Découle du Théorème 3.1.9 et de la Remarque 3.1.11.

On peut maintenant appliquer tous ces résultats à la stratiĄcation de ShPR
(D ,Kp) ⊗ k :

ShPR
(D ,Kp) ⊗ k =

∐

λ∈AdmK(µ)

SPR
λ , SPR

λ = π−1(Scan
λ )

pour comprendre son comportement vis à vis du morphisme π : ShPR
(D ,Kp) → Shcan

(D ,Kp).
Le diagramme de modèle local (2.3.7) nous fournit directement les résultats suivants :

Corollaire 3.2.17. Pour tout λ ∈ AdmK(µ) la strate SPR
λ , est quasi-projective lisse de

dimension :
dim(SPR

λ , ) = ⟨ρ, ♣µ•♣+ λ⟩
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Démonstration. Découle directement du diagramme de modèle local (2.3.7) et de la
Proposition 3.2.16.

Corollaire 3.2.18. Soit w0 l’élément maximal de AdmK(µ). Le morphisme

π : ShPR
(D ,Kp) → Shcan

(D ,Kp)

est un isomorphisme en restriction à la strate ouverte Scan
w0

.

Pour les autres strates KR, on a le théorème suivant :

Théoreme 3.2.19. Pour tout λ ∈ AdmK(µ) la restriction du morphisme π :

π♣λ : SPR
λ −→ Scan

λ

est un morphisme plat.

Démonstration. En restriction à une strate KR dŠinvariant λ ∈ AdmK(µ) le carré
cartésien (2.6.2) devient :

SPR
λ

[
MPR

λ /Gk
]

Scan
λ

[
M can

λ /Gk
]

pπ

qui est lui aussi cartésien. Il suffit de montrer que le morphisme p est plat. Ce dernier
sŠinscrit dans un carré cartésien

MPR
λ M can

λ

[
MPR

λ /Gk
] [

M can
λ /Gk

]
p

q

p

Or dŠaprès le théorème 3.1.9 et la proposition 3.2.16 le morphisme p est localement
trivial et donc en particulier plat (le schéma de base Spec k est un corps). Le morphisme
q étant Ądèlement plat, on conclut par [Sta18], Lemme 100.25.4.

3.3 Comparaison entre les stratifications KR et Hodge

Dans cette section on explique le lien entre les stratiĄcations de Hodge et KR de la
Ąbre spéciale de Shnaïf

(D ,Kp). LŠobjectif est de donner une interprétation géométrique
des différents objets déĄnis dans [BH16] (polygone de Hodge, polygone de Pappas-
Rapoport...).
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3.3.1 Polygone de Hodge

On suit les travaux de [BH16]. Soit donc G un groupe p-divisible sur un corps parfait
k de caractéristique p. On note σ le Frobenius de W (k). Soit F/Qp une extension Ąnie
de degré n = ef avec e lŠindice de ramiĄcation et f le degré résiduel. On suppose que
k contient le corps résiduel et OF . Soit π ∈ OF une uniformisante. Soit (M(G), F ) le
module de Dieudonné de G sur k. CŠest un W (k)-module libre de rang h, avec h la
hauteur de G. On suppose que G est muni dŠune action de OF :

ι : OF → EndZp(G)

On note F nr lŠextension maximale non ramiĄée dans F . LŠaction de OF sur M(G) induit
une décomposition :

M(G) =
⊕

φ:Fnr→Qp

Mφ

où Mφ désigne le sous W (k)-module où OFnr agit via le plongement φ : OFnr → W (k).
Puisque lŠendomorphisme F est σ-linéaire, on a :

F (Mσ−1·φ) ⊂Mφ

Pour tout φ : F nr → Qp on note

WOF ,φ(k) = OF ⊗OFnr ,φW (k)

lŠanneau des vecteurs de Witt ramiĄés. CŠest un anneau de valuation discrète avec
pour uniformisante π. Par construction Mφ est un WOF ,φ(k)-module libre de rang Ąni
indépendant de φ ([BH16], Proposition 1.1.6). Par les diviseurs élémentaires pour tout
φ ∈ J il existe des entiers a1,φ, . . . , ah,φ ∈ N tels que :

Mφ/F (Mσ−1·φ) =
h⊕

i=1

WOF ,φ(k)/(πai,φ)

On peut supposer que les valuations sont ordonnées : a1,φ ≥ . . . ,≥ ah,φ (ici notre
convention est lŠopposée de celle de [BH16]), i.e. (a1, . . . , an) ∈ (Zh)+. On déĄnit le
polygone de Hodge relativement à φ : F nr → Qp comme étant le polygone à abscisses
de rupture entières sur [0, h] déĄnit par HodgeOF ,φ(M(G), F, ι)(0) = 0 pour tout 1 ≤
i ≤ h :

Hodgeφ(M(G), F, ι)(i) = a1,φ + · · ·+ ai,φ

Le polygone de Hodge de (M(G), F, ι) est alors déĄnie comme la moyenne sur tous les
plongements :

HodgeOF (M(G), F, ι)(i) =
1
f

∑

φ:Fnr→Qp

Hodgeφ(M(G), F, ι)(i)

pour tout 0 ≤ i ≤ h. Notez que le polygone Hodgeφ(M(G), F, ι) détermine entièrement
les entiers a1,φ, . . . , ah,φ ∈ N, ce qui est faux pour le polygone HodgeOF (M(G), F, ι).
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3.3.2 Combinatoire

On considère GrGLn la grassmannienne affine pour le groupe GLn déĄnie sur un corps
k. Soit x ∈ Gr(e,...,e) un point déĄni sur k, donné par un réseau Λ ⊂ k((u))n. Ce réseau
doit satisfaire les inclusions :

ueΛ0 ⊂ Λ ⊂ Λ0

De la même manière pour tout cocaractère λ = (b1, . . . , bn) ∈ (Zn)+ et tout réseau
Λ ∈ Grλ(k), si bi ≤ e pour tout 1 ≤ i ≤ e alors les inclusions ci-dessus doivent être
satisfaites. On déĄnit lŠensemble :

(Zn≤e)
+ = ¶λ = (b1, . . . , bn) ∈ (Zn)+ ♣ bi ≤ e pour tout 1 ≤ i ≤ e}

Notez que cet ensemble est très différent de ¶λ ≤ (e, . . . , e)} donné par lŠordre de
Bruhat. Soit λ = (b1, . . . , bn) ∈ (Zn≤e)

+ et Λ ∈ Grλ(k) un réseau. Par la décomposition
de Cartan, il existe une base (e1, . . . , en) de Λ0 tels que :

Λ =
n⊕

i=1

k[[u]] · ubiei −֒→
n⊕

i=1

k[[u]] · ei = Λ0

Pour faire le lien avec le Polygone de Hodge on doit sŠintéresser au quotient :

Λ/ueΛ0 ≃
n⊕

i=1

k[[u]]/(ue−bi) · ei

LŠanalogue du polygone de Hodge pour la Ąltration Λ ⊂ Λ0 est donné par les invariants :

(e− b1, . . . , e− bn) = (e, . . . , e)− (b1, . . . , bn)

= (e, . . . , e)− Inv(Λ,Λ0)

Définition 3.3.1. (Non standard) Soit Λ ⊂ k((u))n un réseau défini par un point x ∈ Gr
satisfaisant les inclusions :

ueΛ0 ⊂ Λ ⊂ Λ0

On définit l’invariant de Hodge de x :

Hodge(x) = Hodge(Λ) := (e, . . . , e)− Inv(Λ,Λ0) ∈ (Zn)+

Remarque 3.3.2. Ici on fait lŠabus de notation de noter (e, . . . , e) − Inv(Λ,Λ0) le
représentant dans la chambre dominante. Avec les notations de lŠexemple avant la
déĄnition, cela revient à réarranger les entiers dans lŠordre décroissant :

(e, . . . , e)− (b1, . . . , bn) = (e− bn, . . . , e− b1)

Par construction lŠinvariant Hodge(x) ne dépend que de la L+G-orbite de x. Pour
tout λ ∈ (Zn≤e)

+ on obtient donc une application bien déĄnie :

Hodge : ♣Hck≤λ♣ −→ (Zn)+

x 7−→ Hodge(x)

Bien sûr cette application dépend de lŠentier e.
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3.3.3 Stratification de Hodge

Soit D une donnée PEL p-adique de type (AL) ou (C). Soit x ∈ Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ k un point

déĄni sur un corps κ(x), et G le groupe p-divisible associé. Notez que G est muni dŠune
polarisation λ et dŠune structure dŠendomorphisme ι. On suppose pour commencer que
κ(x) est un corps parfait. En suivant les notations des sections 3.2.1.1 et 3.2.2.1, on
distingue deux situations :

(AL) Dans ce cas OB = OF ×OF avec (x, y)∗ = (y, x). Cela induit une décomposition
G = H × HD. Le groupe p-divisible H est de hauteur h = nd. La donnée de
(G, λ, ι) est équivalente à la donnée de (H, ι). Dans ce cas (M(H), F, ι) est un
W (κ(x))-module libre de rang h muni dŠune action de OF (sans polarisation). On
peut alors associer à x les polygones suivants :

Hodgeφ(x) = Hodgeφ(M(H), F, ι), HodgeOB(x) = HodgeOF (M(H), F, ι)

(C) Dans ce cas OB = OF et (G, λ, ι) est un groupe p-divisible polarisé de hauteur
h = 2ng. Par conséquent (M(G), F, ι) est un W (κ(x))-module symplectique libre
de rang 2ng muni dŠune action de OF . On peut alors associer à x les polygones
suivants :

Hodgeφ(x) = Hodgeφ(M(G), F, ι), HodgeOF (x) = HodgeOF (M(G), F, ι)

Si maintenant κ(x) nŠest pas parfait, alors on déĄnit les polygones ci-dessus après avoir
fait le changement de base κ(x) → κ(x)perf . Ces polygones nous permettent de déĄnir
deux stratiĄcations des espaces topologiques sous-jacents :

♣Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ k♣ −→ ((Qh)+)[F :Qp], ♣Shnaïf

(D ,Kp) ⊗ k♣ −→ (Qh)+

x 7−→ (Hodgeφ(x))φ x 7−→ HodgeOF (x)

La relation dŠordre pour la stratiĄcation de gauche est la relation ń produit ż, i.e. la
relation dŠordre donnée par :

(Hodgeφ(x))φ ≤ (Hodgeφ(y))φ ⇔ Hodgeφ(x) ≤ Hodgeφ(y) ∀φ ∈ Σnr

La stratiĄcation par le polygone HodgeOF est appelée stratification de Hodge dans
[BH22b].

Proposition 3.3.3. La stratification de Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ κ induite par l’application x 7→

(Hodgeφ(x))φ coïncide avec la stratification (KR).

Démonstration. Puisque les deux stratiĄcations sont des stratiĄcations ń produit ż sur
tous les φ ∈ J et que leurs relations dŠordres sont des relations dŠordres ń produit ż
sur tous les φ ∈ J , on peut supposer que J = ¶∗} (voir 3.2.2). Il découle des différents
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résultats dans les cas (AL) et (C) que la stratiĄcation (KR) de Shnaïf
(D ,Kp)⊗κ est induite

par la composition des morphisme

ζ : ♣Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ κ♣ → ♣[Mnaïf

D /Gκ]♣ → ♣HckAdmnaïf
K (µ)♣

ici Hck désigne le champ de Hecke pour le groupe GLd dans le cas (AL) et GSp2g dans
le cas (C). Il suffit donc de montrer que le diagramme suivant est commutatif :

♣Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ k♣ ♣HckAdmnaïf

K (µ)♣

(Qh)+

ζ

Hodge(·)
Hodgeφ(·)

Notez que lŠon a bien lŠinclusion Admnaïf
K (µ) ⊂ (Zn≤e)

+ donc lŠapplication de droite est
bien déĄnie. Soit x ∈ ♣Shnaïf

(D ,Kp) ⊗ κ♣ déĄnit sur un corps k. Soit G le groupe p-divisible
sur k associé (noté H dans le cas (AL)). Pour calculer ζ(x) on commence par Ąxer
une trivialisation Λ ⊗ k ≃ H1

dR(G). Avec les notations de (5.2.1), ζ(x) est alors donné
par Inv(ΛωG ,Λ0) où ΛωG désigne le réseau associé au faisceau ωG via (5.2.1). Notez
que cet invariant ne dépend pas du choix de la trivialisation. Dans ce cas lŠinvariant
(a1, . . . , ah) := Hodge(ΛωG) satisfait par construction :

ωG = ΛωG/u
eΛ0 ≃

h⊕

i=1

k[u]/(uai)

Le résultat découle alors des identiĄcations

ωG = M(G)/FM(G), M(G)/pM(G) = H1
dR(G)

Remarque 3.3.4. La proposition ci-dessus dit simplement que si lŠon a

ωG ≃
h⊕

i=1

k[u]/(uai)

Alors la stratiĄcation de Hodge est donnée par lŠinvariant (a1, . . . , an), et la stratiĄcation
KR est donnée par lŠinvariant (e− an, . . . , e− a1).

Le corollaire suivant concernant la stratiĄcation induite par le polygone de Hodge
HodgeOF (·) est immédiat.

Corollaire 3.3.5. Les strates de Hodge de Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ κ sont des unions de strates

(KR). Si f = 1, alors ces deux stratifications coincides.

Remarque 3.3.6. Bien sûr les deux résultats ci-dessus restent valables si lŠon ne
suppose pas que la donnée D est simple (voir remarque 2.3.7).
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3.3.4 Polygone de Pappas-Rapoport

Soit D une donnée PEL p-adique de type (AL) ou (C). On conserve les notations de
3.2.1.1 et 3.2.2.1. Soit µ• le cocaractère de Hodge associé (dans le cas (AL) cŠest le
cocaractère µ1, voir 3.2.1.1). Ce caractère est de la forme :

µ• = (1rψ , 0d−rψ)φ:F→Qp
=

∏

φ:Fnr→Qp

(1rψ , 0d−rψ)ψ♣φ =
∏

φ:Fnr→Qp

µφ•

Dans [BH16] les auteurs déĄnissent le polygone de Pappas Rapoport de cette donnée
comme étant :

PR(µ•) =
1
f

∑

φ:Fnr→Qp

PR(µφ• ), PR(µφ• ) =
∑

ψ♣φ

PR(µψ)

où PR(µψ) est le polygone de pente 1/e avec multiplicité rψ et pente 0 avec multiplicité
d− rψ. A partir de maintenant on voit ces polygones comme des tuples dŠentiers.

e · PR(µφ• ) =
∑

ψ♣φ

e · PR(µψ)

=
∑

ψ♣φ

(1rψ , 0d−rψ)

= ♣µφ• ♣
= (#¶rψ ≥ 1}, . . . ,#¶rψ ≥ d})

On rappelle que lŠon a déĄni en 3.2.1.1 le cocaractère :

µ∨• = (1sψ , 0d−sψ)ψ:F→Qp
, sψ + rψ = d

et que lŠordre de bruhat sur (Zd)+ : (n1, . . . , nd) ≤ (m1, . . . ,md) si et seulement si le
système dŠéquations suivant est satisfait :

(1) : n1 ≤ m1

(2) : n1 + n2 ≤ m1 +m2

. . .

(d− 1) : n1 + · · ·+ nd−1 ≤ m1 + · · ·+md−1

(d) : n1 + · · ·+ nd = m1 + · · ·+md

Lemme 3.3.7. Pour tout φ : F nr → Qp on a (pour l’ordre de bruhat) :

(a1, . . . , an) ≤ ♣µφ• ♣ ⇔ (e− ad, . . . , e− a1) ≤ ♣(µφ• )∨♣

Démonstration. On peut omettre lŠindice φ. Par symétrie, il suffit de prouver une
implication. Soit donc (a1, . . . , ad) ≤ ♣µ•♣. Pour simpliĄer notons (b1, . . . , bd) = (e −
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ad, . . . , e− a1). Dans ce cas on a dŠaprès lŠéquation (d) ci-dessus :

a1 + · · ·+ ad =
d∑

k=1

#¶rψ ≥ k}

=
d∑

k=1

#¶rψ = k} · k

=
∑

ψ

rψ

Par conséquent :

d∑

i=1

(e− ai) = ed−
d∑

i=1

ai

= ed−
∑

ψ

rψ

=
∑

ψ

sψ

=
d∑

k=1

#¶sψ ≥ k}

En dŠautres termes lŠéquation (d) de lŠinégalité (b1, . . . , bd) ≤ ♣(µ•)∨♣ est satisfaite.
Montrons que lŠéquation :

(d− 1) :
d−1∑

k=1

bk ≤
d−1∑

k=1

#¶sψ ≥ k}

est également satisfaite. Puisque lŠéquation (d) est satisfaite, lŠéquation (d − 1) est
équivalente à ce que :

bd ≥ #¶sψ ≥ d}
Puisque rψ + sψ = d, cette inégalité est équivalente à ce que :

e− a1 ≥ #¶rψ = 0} = e−#¶rψ = 1}

ce qui est vrai dŠaprès lŠéquation (1) pour lŠinégalité (a1, . . . , ad) ≤ ♣µ•♣. Les autres
inégalités se démontre par récurrence de la même manière.

Corollaire 3.3.8. Pour tout x ∈ ♣ShPR
(D ,Kp) ⊗ κ♣ on a les inégalités :

Hodgeφ(x) ≤ PR(µφ• ), HodgeOB(x) ≤ PR(µ•)

Démonstration. Découle du lemme 3.3.7 et de la proposition 3.3.3.
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Remarque 3.3.9. Dans [BH16] les auteurs déĄnissent le polygone de Pappas-Rapoport
dŠune donnée µ• pour répondre à la question suivante : étant donnée une Ąltration de
Pappas-Rapoport (F (i))1≤i≤e de type µ•, quels sont les polygones de Hodge possibles
pour F (e) ? Géométriquement cela revient à se demander quelle est lŠimage du morphisme
de convolution :

mµ• : G̃rµ• → Gr

Par conséquent lŠinégalité Hodge(x) ≤ PR(µ•) est une simple reformulation du fait que
lŠimage de mµ• est lŠunion des strates Grλ pour λ ≤ ♣µ∨• ♣.

Les corollaires suivants découlent directement de tout ce qui précède.

Corollaire 3.3.10. Soit w0 ∈ AdmK(µ) l’élément maximal. Alors x ∈ SPR
w0

si et
seulement si HodgeOB(x) = PR(µ•).

Corollaire 3.3.11. Le morphisme π : ShPR
(D ,Kp)⊗k → Shcan

(D ,Kp)⊗k est un isomorphisme
en restriction sous-schéma :

¶x ∈ ♣Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ k♣ ♣ HodgeOB(x) = PR(µ•)}

Démonstration. Cela découle de ce qui précède et du corollaire 3.2.18.

Remarque 3.3.12. Le corollaire ci-dessus dit que le lieu de Rapoport généralisé [BH22b]
(déĄnition 2.28) coïncide avec la strate KR dense (donnée par lŠélément w0 ∈ AdmK(µ)
maximal).

Remarque 3.3.13. Il est naturel de se demander si le lieu de Rapoport, cŠest-à-dire le
lieu où le Ąbré de Hodge ω du schéma abélien universel est libre en tant que OF ⊗Zp κ-
module, est dense ou non dans Shcan

(D ,Kp) ⊗ κ (ou de la même manière pour ShPR
(D ,Kp)).

Attention ici la question porte sur le lieu de Rapoport, et non sur le lieu de Rapoport
généralisé de [BH22b], ce dernier désignant le lieu où le polygone de Hodge coïncide avec
le polygone de Pappas-Rapoport. Premièrement, si le lieu de Rapoport dans Shnaïf

(D ,Kp)⊗κ
est vide, alors il en est de même pour Shcan

(D ,Kp) ⊗ κ. On peut donc supposer que le lieu
de Rapoport de Shnaïf

(D ,Kp) ⊗ κ est non vide. Dans ce cas on a nécessairement :

λmax = (e, . . . , e, 0, . . . , 0)

où λmax ∈ Admnaïf
K (µ) désigne lŠélément maximal. Cette condition est équivalente à ce

que e divise r = r1 + · · ·+ re (3.2.3). Ensuite le lieu de Rapoport Shcan
(D ,Kp) ⊗ κ est non

vide si et seulement si AdmK(µ) = Admnaïf
K (µ). Cette dernière condition est équivalente

à ce que r1 = · · · = re. Dans le cas (C) cette condition est toujours satisfaite. Dans le
cas (AL), lŠexemple 3.2.9 montre que ce nŠest pas vrai en général : pour le cocaractère

µ• = ((1, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 0))

le lieu de Rapoport de Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ κ est dense, et vide dans Shcan

(D ,Kp) ⊗ κ.
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3.3.4.1 Formulation abstraite du polygone de Hodge

On a vu dans les sections 3.2.1.1 et 3.2.2.1 que pour calculer la stratiĄcation (KR) on
pouvait se placer dans le cadre dŠun groupe réductif G = ResF/QpH où H est un groupe
hyperspécial sur F , et dŠun niveau maximal parahorique K = (ResOF /ZpH)(Zp) =
H(OF ) (puisque H est non-ramiĄé on fait lŠabus de notation de noter également H son
modèle réductif sur OF ). Soit S ⊂ H un tore maximal. Alors T = ResF/QpS est un tore
maximal de G. On note Γ0 = Gal(Qp/Q̆p). LŠensemble µ-admissible de niveau K est
un sous-ensemble du double quotient :

AdmK(µ) ⊂ WK\W̃/WK ≃ X•(T )Γ0/W0

déĄnit par Kottwitz et Rapoport (voir [KR00],[RZ96] pour une déĄnition précise). Cet
ensemble paramétrise les orbites dans le modèle local canonique ([Lev16] Théorème
2.3.5). LŠisomorphisme de droite est dû au fait que lŠon se place ici dans le cas K
maximal parahorique. Sur Qp et Q̆p on a les décompositions

T (Qp) =
∏

φ:F→Qp

S(Qp), T (Q̆p) =
∏

φ:Fnr→Q̆p

S(F̆ ) =
∏

φ:Fnr→Q̆p

T ′(Q̆p)

où T ′ = ResF/FnrS. Par conséquent :

X•(T ) ≃
∏

φ:F→Qp

X•(S), X•(T )Γ0 ≃
∏

φ:Fnr→Q̆p

X•(T ′)Γ0

LŠégalité de droite découle du fait que le groupe de Galois Γ0 agit trivialement sur les
plongements φ : F nr → Q̆p. Cela nous permet de déĄnir une application :

Σ : X•(T )Γ0 ≃ (X•(T ′)Γ0)f −→ X•(T )Γ0,Q

(λ1, . . . , λf ) 7−→
1
f

(λ1 + · · ·+ λf )

LŠavantage de cette déĄnition est quŠelle est écrite purement dans un langage de théorie
des groupes et ne fait appel à aucune interprétation modulaire. En particulier, en
restreignant cette application au lieu µ-admissible de niveauK, on obtient une application
bien déĄnie :

Hdg : ♣Shcan
(D ,Kp) ⊗OE κ♣ −→ X•(T )Γ0,Q

Le schéma Shcan
(D ,Kp) nŠayant pas dŠinterprétation modulaire en général , cette application

permet de déĄnir la stratiĄcation de Hodge de ce dernier purement en termes de théorie
des groupes.

3.4 Le cas Hilbert

On se place maintenant dans le cas dŠune donnée PEL de type Hilbert, i.e. une donnée
PEL de type (C) avec g = 1 (voir 3.2.2.1). Le groupe réductif associé à cette donnée
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est G = GL2 = GSp2. Nous allons montrer que dans ce cas la stratiĄcation de Hodge
est une bonne stratiĄcation de ShPR

(D ,Kp)⊗ κ. DŠaprès la section précédente, cela revient
à se demander si le morphisme de convolution

mµ• : G̃rµ• → Gr≤♣µ•♣

préserve les relations dŠadhérences de la stratiĄcations en cellules de Schubert :

Gr≤♣µ•♣ =
⊔

λ≤♣µ•♣

Grλ

On a le résultat suivant :

Proposition 3.4.1. Si µi = (1, 0) pour tout i = 1, ..., e, alors ¶m−1(Grλ)}λ≤♣µ♣ définit
une bonne stratification de Gr(1,0)×̃ . . . ×̃Gr(1,0). En d’autres termes si on note Xλ :=
m−1(Grλ) alors pour tout λ ≤ ♣(e, 0)♣

Xλ =
⋃

λ′≤λ

Xλ′

Démonstration. On rappelle que dŠaprès lŠexemple 3.1.13, si (Λe ⊂ · · · ⊂ Λ0) ∈ Gr(1,0)×̃ . . . ×̃Gr(1,0),
on peut prolonger cette Ąltration :

ueΛ0 = Λ2e ⊂ · · · ⊂ Λe ⊂ · · · ⊂ Λ0

en posant Λe+k = ukΛe−k. La Ąltration (Λ2e−1 ⊂ · · · ⊂ Λe) détermine entièrement la
Ąltration (Λe ⊂ · · · ⊂ Λ1). Dans ce qui suit, pour que la preuve soit compréhensible
aux lecteurs voulant uniquement travailler avec les Ąltrations (F (1) ⊂ · · · ⊂ F (e)) de
MPR

D , nous allons travailler avec la Ąltration :

(Λ1 ⊂ · · · ⊂ Λe) := (Λ2e−1 ⊂ · · · ⊂ Λe)

i.e. on fait le changement dŠindice k ↔ 2e − k. Avec ces notations la Ąltration (Λ1 ⊂
· · · ⊂ Λe) correspond bien à la Ąltration (F (1) ⊂ · · · ⊂ F (e)) de (3.2.3).

Soit λ = (i, j) < (e, 0) = ♣µ•♣ (pour λ = (e, 0) il nŠy a rien à démontrer). Soit
x ∈ Xλ un point de corps résiduel k. Notons (Λ1 ⊂ · · · ⊂ Λe) la Ąltration associée.
Soient v1, . . . , ve ∈ Λ0 des éléments tels que Λk = Λk−1⊕ (k · vk) (somme directe en tant
que k-espaces vectoriels). On déĄnit des entiers pour tout 1 ≤ k ≤ e :

sk = min¶s ♣ usΛk ⊂ ueΛ0} = N(Λk)

où N(Λk) est lŠentier déĄnit en (3.1.13). On a :

Inv(Λk,Λ0) = (e− k + sk, e− sk)
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On note k0 = max¶k ♣ sk = sk−1}. Notez que k0 ̸= 0 car on a supposé (i, j) < (e, 0).
Notons (a, b) = Inv(Λk0 ,Λ0) avec a ⩾ b. On a alors par hypothèse (a + 1, b) =
Inv(Λk0−1,Λ0). Soit (e1, e2) une base de Λ0 telle que :

Λk0−1 = ⟨ua+1e1, u
be2⟩

Puisque u · vk0 ∈ Λk0−1, on peut écrire dans cette base :

vk0 = xuae1 + yub−1e2

On a nécessairement y = 0 car sinon on aurait usk0 ·vk0 /∈ ueΛ0. Par conséquent on peut
écrire

vk0 = uae1, Λk0 = Λk0−1 ⊕ (k · uae1) = ⟨uae1, u
be2⟩

Ensuite par déĄnition pour tout n ≥ 1 on a :

u · vk0+n ∈ Λk0+n−1 = Λk0−1

n−1⊕

ℓ=0

(k · vk0+ℓ)

On peut donc Ąxer une décomposition par récurrence :

vk0+n =
wn
u

+
n−1∑

ℓ=0

xn,ℓ
vk0+ℓ

u
, wn ∈ Λk0−1, xn,ℓ ∈ k

Nous allons maintenant déĄnir une déformation sur R = kJtK de notre Ąltration initiale.
Soit J := ¶n ♣xn,n−1 = 0 }. On travaille dans :

Λ0 ⊗k R = (k[[u]])2 ⊗k kJtK

On commence par déformer trivialement la Ąltration pour tout ℓ ≤ k0 − 1 :

Λ̃ℓ := Λℓ ⊗k kJtK

Pour ℓ = k0 on déĄnit

ṽk0 = uae1 + tub−1e2 = vk0 + tub−1e2

et on pose
Λ̃k0 = Λ̃k0−1 ⊕ (k · ṽk0)

Ensuite on déforme par récurrence sur n en fonction de si n ∈ J ou n /∈ J :

1. (n ∈ J) Dans ce cas on déĄnit

ṽk0+n = vk0+n + t
ṽk0+(n−1)

u
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2. (n /∈ J) Dans ce cas on déĄnit

ṽk0+n =
wn
u

+
n−1∑

ℓ=0

xn,ℓ
ṽk0+ℓ

u

Dans les deux situations on déĄnit la déformation de Λk0+n comme étant :

Λ̃k0+n = Λ̃k0+(n−1) ⊕ (R · ṽk0+n)

Il faut vériĄer que lŠéquation u · ṽk0+n ∈ Λ̃k0+(n−1) est bien satisfaite. Pour la situation
(2) cŠest évident. Pour la situation (1) il faut voir que par hypothèse on a

u · ṽk0+n = wn +
n−2∑

ℓ=0

xn,ℓṽk0+ℓ + tṽk0+(n−1) ∈ Λ̃k0+(n−2) ⊕ (k · ṽk0+(n−1)) = Λ̃k0+(n−1)

Au point fermé t = 0 on a ṽk0 = vk0 et par suite ṽk0+n = vk0+n pour tout n ≥ 1.
Par conséquent cette Ąltration correspond bien à une déformation de notre Ąltration
initiale. Au point générique Frac(R), pour calculer Inv(Λ̃e[1

t
],Λ0[1

t
]), il faut voir que par

construction on a pour tout n ≥ 1 :

s̃k0+n = s̃k0+n + 1

et que par conséquent puisque s̃k0 = sk0 + 1 on trouve

s̃e = s̃k0+e−k0 = s̃k0 + e− k0 = sk0 + 1 + e− k0 = se + 1

On a donc bien en Ąbre générique :

Inv


Λ̃e

1
t


,Λ0

1
t


= (i+ 1, j − 1)

En dŠautres termes on a construit une Ąltration Λ̃1 ⊂ · · · ⊂ Λ̃e qui déĄnit un R-
point :

¶x, η} = SpecR→ Gr(1,0)×̃ . . . ×̃Gr(1,0)

(ci-dessus x désigne le point fermé et η le point générique) tel que η ∈ X(i+1,j−1). En
particulier x ∈ ¶η} ⊂ X(i+1,j−1) et le résultat en découle.

Remarque 3.4.2. LŠidée de la preuve est la suivante.

1. Si Λe = ⟨uie1, u
je2⟩ alors on aimerait déformer sur kJtK en prenant lŠélément

ṽe = uie1+tuj−1e2. Le problème est que cet élément ne satisfait pas nécessairement
u · ṽe ∈ Λe−1. Il faut donc déformer Λe−1 également. Le problème est que cette
déformation doit de nouveau satisfaire lŠéquation u · Λ̃e−1 ⊂ Λe−2...
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2. Il existe un rang k0 tel que la déformation Λ̃k0 existe. Autrement dit on peut
trouver un élément ṽk0 de la ń bonne valuation ż, cŠest-à-dire celle de vk0 moins
1.

3. Ensuite on déforme par récurrence les vk0+n en à ń divisant par u żà chaque étape
de sorte à faire apparaître du uj−1 dans la décomposition de ṽe.

Donnons un exemple explicite de déformation. On considère la Ąltration

Λ1 = ⟨u3e1, u
2e2⟩, Λ2 = ⟨u2e1, u

2e2⟩, Λ3 = ⟨u2e1, ue2⟩

que lŠon réécrit avec les notations de la preuve :

Λ1 = ⟨u3e1, u
2e2⟩, Λ2 = Λ1 ⊕ ⟨u2e1⟩, Λ3 = Λ2 ⊕ ⟨ue2⟩

La déformation construire dans la preuve est :

Λ̃1 = ⟨u3e1, u
2e2⟩

Λ̃2 = Λ̃1 ⊕ ⟨u2e1 + tue2⟩
Λ̃3 = Λ̃2 ⊕ ⟨ue2 + t(ue1 + te2)⟩

où lŠon a bien :

u · (ue2 + tue1 + te2) = u2e2 + t(u2e1 + tue2)Λ̃2

Remarque 3.4.3. Le théorème ci-dessus nŠest pas vrai dans le cas général (voir [BH22b]
Proposition 3.9 pour un contre exemple). En fait dans la preuve ci dessus on utilise un
fait spéciĄque au cas G = GL2 : si Λ ∈ Gr≤(e,0) alors avec les notations de 3.1.13 :

Λ ∈ Gr(i,j) ⇔ N(Λ) = i

LŠinvariant N(Λ) est égal à lŠindice de nilpotence de u ∈ End(Λ/ueΛ0) ce qui rend
le calcul de Hodge(Λ) = Inv(Λ,Λ0) beaucoup plus simple à calculer en pratique. La
preuve du Théorème 3.4.1 consiste simplement à déformer une Ąltration Λ1 ⊂ · · · ⊂ Λe

de sorte à faire apparaître le bon indice de nilpotence en Ąbre générique.

Corollaire 3.4.4. Si D est une donnée de type Hilbert, alors la décomposition :

MPR
D =

∐

λ∈AdmK(µ)

MPR
λ , MPR

λ := p−1(M can
λ )

est une bonne stratification de MPR
D .
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On rappelle que si D une donnée Hilbert quelconque, i.e. I et J ne sont pas réduits
à un élément, alors lŠensemble µ-admissible de niveau K est un produit sur I et J :

AdmuK(µ•) =
∏

i∈I

∏

φ:Fnr
i →Qp

AdmKi(µ
(i,φ)
• ) ⊂

∏

i∈I

∏

φ:Fnr
i →Qp

(Z2)+

On étend la forme bilinéaire ⟨ · , · ⟩ de chacune des copies de (Z2)+ en posant :

⟨(x(i,φ)), (y(i,φ))⟩ =
∑

i∈I

∑

φ:F→Qp

⟨x(i,φ), y(i,φ)⟩

Avec ces notations pour tous λ = (λ(i,φ)) ∈ AdmK(µ) on a :

⟨ρ, ♣µ•♣+ λ⟩ =
∑

i∈I

∑

φ:Fnr→Qp

⟨ρ, ♣µ(i,φ)
• ♣+ λ(i,φ)⟩

On peut maintenant énoncer le principal résultat de ce chapitre :

Théoreme 3.4.5. Soit D une donnée PEL de type Hilbert. La décomposition :

ShPR
(D ,Kp) ⊗ k =

∐

λ∈AdmK(µ)

SPR
λ , SPR

λ := π−1(Scan
λ )

est une bonne stratification de ShPR
(D ,Kp)⊗ k. Pour tout λ ∈ AdmK(µ), la strate SPR

λ est
quasi-projective lisse de dimension :

dim(SPR
λ ) = ⟨ρ, ♣µ•♣+ λ⟩

Démonstration. On peut supposer D simple. DŠaprès la proposition 3.4.1 on dispose
dŠune bonne stratiĄcation du produit de convolution

G̃rµ• =
⋃

λ∈Adm(µ)K

m−1(Grλ)

Puisque le morphisme de convolution m : G̃rµ• → Gr≤♣µ•♣ est L+G-équivariant, cette
stratiĄcation est stable sous lŠaction de L+G. Autrement dit chacune des strates est
une union de L+G-orbites. Par conséquent cette stratiĄcation descend au quotient en
une bonne stratiĄcation du champ Heckeµ• =

[
L+G\Grµ•

]
:

Heckeµ• =
⋃

λ∈Adm(µ)K

[
L+G\m−1(Grλ)

]

Comme pour le cas 2.3.7 en utilisant que le morphisme

ζ : ShPR
(D ,Kp) ⊗OK k →

[
MPR

D /Gk
]
→ Heckeµ•
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est lisse, et donc en particulier préserve les relations dŠadhérences, on obtient le résultat
concernant la stratiĄcation. EnĄn puisque ζ est lisse de dimension relative dimG on a :

dimSPR
λ = dim

[
MPR

λ /G
]

+ dimG
= dimMPR

λ + dimG − dimG
= dimm−1(Grλ)

= dim Grλ + dimm−1(y)

= ⟨2ρ, λ⟩+ ⟨ρ, ♣µ•♣ − λ⟩
= ⟨ρ, ♣µ•♣+ λ⟩

Remarque 3.4.6. Encore une fois on peut être plus explicite concernant la dimension
des strates. Pour λ = (i, j) ≤ (e, 0) on a :

dimSnaïf
(i,j) = ⟨2ρ, (i, j)⟩ dimSPR

(i,j) = ⟨ρ, (e, 0) + (i, j)⟩
= e− 2j = e− j

3.5 Stratification en orbites

Comme expliqué dans lŠintroduction de ce chapitre, la stratiĄcation (KR) nŠest pas
la stratiĄcation ń naturelle ż à considérer sur le splitting modèle ShPR

(D ,Kp) ⊗ k. La
stratiĄcation naturelle est celle induite par le morphisme :

ShPR
(D ,Kp) ⊗ k → [MPR

D /G]

et par la décomposition en G-orbites de MPR
D . Nous allons ici expliquer comment calculer

ces orbites et leurs relations dŠadhérences dans le cas dŠune donnée PEL de type (AL).

3.5.1 Stratégie

Pour calculer ces orbites nous allons utiliser un raisonnement similaire à [PR00]. On
commence par Ąxer un k-espace vectoriel V de dimension r. Soient (r1, . . . , re) une
partition de r en e entiers. On note Flag(r1, . . . , re) le schéma dont les R-points, pour
R ∈ Algk, classiĄent les Ąltrations :

0 = V0 ⊂ · · · ⊂ Ve = VR

dont les gradués sont de dimension rangR(Vi/Vi−1) = ri. On considère le faisceau N

qui à R ∈ Algk associe :

N (R) = ¶(u, V•) ∈ EndR(VR)× Flag(r1, . . . , re) ♣ u · Vi ⊂ Vi−1}
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Notons N le cone nilpotent de GL(V ) le morphisme de projection

N −→ N

est appelé résolution de Springer du cone nilpotent. Les Ąbres de ce morphisme sont
appelés fibres de Springer et jouent un rôle crucial en théorie des représentations (voir
[Yun16] pour une introduction au sujet). On considère également le foncteur MPR,□

D
qui

à R ∈ Algk associe les couples (F (•), φ) où F (•) ∈MPR
D (R) et :

φ : F
(e) ≃ VR

est une trivialisation. Le morphisme dŠoubli de la trivialisation :

MPR,□
D

→MPR
D

est un GL(V )-torseur. Par ailleurs on dispose dŠun morphisme :

MPR,□
D

→ N

(F (•), φ) 7−→
(
φ∗π, φ(F (•))



qui est GL(V )-équivariant et lisse dŠaprès [PR00] Théorème 5.4. Ce morphisme est
également invariant par lŠaction groupe Gk sur MPR,□

D
:

g · (F (•), φ) = (g ·F (•), φ · g−1)

Pour résumé on obtient un carré cartésien :
[
MPR,□

D
/Gk

]
N

[
MPR

D /Gk
] [

N /GL(V )
]

ψ□

ψ

où les Ćèches horizontales sont des morphismes lisses et les Ćèches verticales sont
des GL(V )-torseurs. Puisque ψ est lisse, il se comporte bien vis-à-vis des relations
dŠadhérences. Il reste à vériĄer que ψ permet de calculer les G-orbites.

Proposition 3.5.1. Le morphisme ψ est injectif au niveau des k-points.

Démonstration. Il suffit de prouver lŠassertion pour le morphisme ψ□. Soit donc deux
éléments (F (•), φ), (F ′(•), φ′) ∈ MPR,□

D
(k) qui ont la même image par ψ□. Alors g =

φ−1◦φ′ ∈ Isomk(F (e),F ′(e)). De plus g commute avec π car φ∗π = φ′∗π. Par conséquent
g est en fait un isomorphisme de k[π]/(πe)-modules. Il suffit maintenant de prouver que
lŠon peut étendre g en un élément de G. Soient (a1, . . . , ad), (a′1, . . . , a

′
d) des entiers et

(e1, . . . , ed), (e′1, . . . , e
′
d) deux k[π]/(πe)-base de Λ⊗ k tels que :

F
(e) =

d⊕

i=1

k[u]
(ue)

· πaiei, F
′(e) =

d⊕

i=1

k[u]
(ue)

· πa′
ie′i
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Soit I ⊂ ¶1, . . . , d} (resp I ′) les indices tels que ai ≤ e − 1 (resp. a′i ≤ e − 1). Puisque
g commute avec π on a :

g
(⊕

i∈I

k[u]
(ue)

· πaiei


=
⊕

i∈I′

k[u]
(ue)

· πa′
ie′i

Quitte à faire une permutation, on peut donc supposer que I = I ′. Notons g1 (resp g2)
la restriction de g à la somme directe sur les indices i ∈ I (resp i /∈ I). Pour tout i ∈ I
on Ąxe un élément yi ∈ Λ⊗ k tel que

πaiyi = g(uaiei)

On note g̃1 et g̃2 les morphisme de k[u]/(ue)-modules déĄnis par

g̃1 :
⊕

i∈I

k[u]
(ue)

· ei −→
⊕

i∈I

k[u]
(ue)

· ei, g̃2 :
⊕

i/∈I

k[u]
(ue)

· ei −→
⊕

i∈I

k[u]
(ue)

· ei

ei 7−→ yi ei 7−→ ei

Notons g̃ = g̃1 ⊕ g̃2. Clairement g̃ coïncide avec g sur F (e). Il est également clair que
g̃2 est un isomorphisme, donc si on prouve que g̃1 est également un isomorphisme, il en
découlera que g̃ ∈ G convient. On peut donc supposer que I = ¶1, . . . , d}. Il suffit de
prouver que g̃ est injectif. Le point clé est le suivant : pour tout x ∈ Λ ⊗ k, il existe
N ≥ 0 tel que πNx ∈ F (e) et πNx ̸= 0. Cela découle de lŠhypothèse I = ¶1, . . . , d}
(en travaillant avec la base (e1, . . . , ed) par exemple). Mais alors g̃ est nécessairement
injectif et le résultat en découle.

Il découle donc de ce qui précède que le morphisme de champs algébriques :
[
MPR

D /Gk
]
−→

[
N /GL(V )

]

permet de calculer les G-orbites dans MPR
D (Proposition précédente) et leurs relations

dŠadhérences (le morphisme est lisse et donc en particulier ouvert).

3.5.2 Orbites dans la résolution de Springer

Pour calculer les orbites dans N , on peut regarder les projections suivantes :

N

Flag(r1, . . . , re) N

p q

où N désigne le cone nilpotent. On peut alors

1. Calculer les Ąbres de q au dessus de chaque GL(V )-orbite dans N . Cela revient à
Ąxer un xλ dans chaque orbiteNλ ⊂ N et voir quelles sont les (classes dŠisomorphismes)
de Ąltrations V• compatibles avec xλ.
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2. Calculer les Ąbres de p au dessus de chaque GL(V )-orbite dans Flag(r1, . . . , re).
PuisquŠil y a une seule orbite dans Flag(r1, . . . , re), cela revient à Ąxer une Ąltration
V• et voir quels sont les (classes dŠisomorphismes) de x ∈ N compatibles avec V•.

Nous allons adopter la deuxième stratégie. Soit donc V• ∈ Flag(r1, . . . , re) une Ąltration.
On note G = GL(V ), et P ⊂ G le sous-groupe parabolique induit par cette Ąltration.
Par déĄnition la Ąbre de p au dessus de V• est :

p−1(V•) ≃ Lie(Pu)

où Pu désigne le radical unipotent de P , et le sous-groupe qui agit sur cette Ąbre est
P . Par conséquent on dispose dŠune bijection (au niveau des k-points) :

N /G ≃ Lie(Pu)/P

Remarque 3.5.2. Pour faire le lien avec le modèle local MPR
D , notons MPR,□□

D
le

foncteur qui paramétrise les couples (F (•), φ) où F (•) ∈MPR
D et ψ : F (•) ≃ V• est une

trivialisation de la Ąltration. Le morphisme dŠoubli de la trivialisation :

MPR,□□
D

−→MPR
D

est un P -torseur et le carré suivant est cartésien :

MPR,□□
D

Lie(Pu)

MPR
D

[
Lie(Pu)/P

]

où la Ćèche horizontale du haut envoit un couple (F (•), φ) sur lŠélément φ∗u ∈ Lie(Pu).

LŠétude du quotient Lie(Pu)/P est un vaste problème qui devient rapidement compliqué
lorsque la dimension de V augmente. Dans le cas G = GL(V ) par exemple on a le
théorème suivant :

Théoreme 3.5.3 ([HR97] Théorème 1.2). Soit k un corps infini, V un k espace vectoriel
et P ⊂ GL(V ) un sous groupe parabolique. Alors le nombre de P -orbites dans Lie(Pu)
est fini si et seulement si ℓ(Pu) ≤ 4.

Ci-dessus ℓ(Pu) désigne la classe de nilpotence de Pu. En particulier dans le cas où
P = B est un sous-groupe de Borel, le nombre dŠorbites est inĄni lorsque dim(V ) ≥ 6.

Remarque 3.5.4. Même si le nombre de P -orbites dans Lie(Pu) est inĄni, il est possible
que le nombre de G-orbites dans MPR

D soit Ąni dans certains cas de petites dimension.
En effet lŠimage du morphisme

MPR,□□
D

−→ Lie(Pu)

est stricte en générale. Il est donc possible que le nombre de P -orbites dans cette image
soit Ąni, bien que le nombre de P -orbites dans Lie(Pu) soit inĄni.
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3.5.3 Exemples

Nous allons donner des exemples de calculs dŠorbites dans le cas Hilbert pour des indices
de ramiĄcations e ≤ 4. Tout ce qui suit est largement inspiré des travaux [BV17].

On sŠintéresse au groupe G = GLe et B-orbites dans Lie(Bu). Notez que les orbites
qui nous intéressent sont celles contenues dans le sous-ensemble :

¶x ∈ Lie(Bu) ♣ dim(Ker(x)) = 1 ou 2 } (3.5.1)

Fixons quelques notations. On peut supposer que B est sous-groupe des matrices
triangulaires supérieures. On note Eij ∈ Lie(GLe) la matrice avec que des 0 et un
1 en coordonnée (i, j). On a une décomposition du radical nilpotent :

Lie(Bu) =
⊕

i<j

Ei,j · k

Cela nous fournit une identiĄcation :

Lie(Bu)
∼−→ An(k)

où n = e(e − 1)/2. On notera xij les coordonnées sur An. Travailler avec An nous
permettra de lire plus facilement les relations dŠadhérences entre orbites. Dans tout ce
qui suit si x ∈ k[xij]i<j on notera V (x) (resp. D(x)) le fermé (resp. lŠouvert) déĄni par
x.

Invariants de MPR
D

Sur MPR
D on dispose de plusieurs invariants : le polygone de Hodge 3.3.3 et les invariants

de Hasse partiels 4.2.3.2. Dans la situation que lŠon considère ici, les invariants de Hasse
partielsm(2), . . . ,m(e) sont donnés par les applications ń multiplication par π ż au niveau
des gradués :

m(i) : F
(i)/F (i−1) ·π−−→ F

(i−1)/F (i−2) (3.5.2)

(voir la section 4.2.3.2 pour plus de détails). Il est simple de calculer ces invariants sur
Lie(Bu). En effet si x ∈ Lie(Bu) est représenté par la matrice :




0 x12 · · · x1e

. . . . . .
...

. . . xe(e−1)

0




Alors les invariants m(2), . . . ,m(e) sont donnés respectivement par x12, . . . , xe(e−1) et le
polygone de Hodge est donné par le tableau de Young associé à cette matrice.
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Cas e = 2

On sŠintéresse au groupe GL2. Nous allons particulièrement détailler cet exemple pour
que les exemples suivant, plus lourds en notations, soient tout aussi compréhensibles.
Dans ce cas les matrices x ∈ Lie(Bu) sont de la forme

(
0 x12

0 0

)

Il est simple de voir quŠil y a deux orbites :

A1 = V (x12) ⊔D(x12)

où V (x12) est lŠorbite de 0 et D(x12) est lŠorbite de nŠimporte quelle matrice telle que
x12 ̸= 0 (la matrice E12 par exemple). On représente les relations dŠadhérence par le
diagramme suivant :

O(E12)

O(0)

Dans ce diagramme O(0) désigne lŠorbite de 0, O(E12) désigne lŠorbite de E12, i.e.
lŠorbite où x12 est non nul. La Ćèche A → B veut dire que lŠorbite A est contenu
dans lŠadhérence de lŠorbite B. Dans le cas e = 2 la condition (3.5.1) est triviale.
Par conséquent les G-orbites dans MPR

D sont bien listées ci-dessus. On continue de
noter O(E12) et O(0) les orbites correspondantes dans MPR

D . On donne ci-dessus un
représentant dans chacune de ces orbites :

[
0 ⊂ ⟨ue2⟩ ⊂ ⟨ue1, ue2⟩ ⊂ Λ⊗ k

]
∈ O(0)

[
0 ⊂ ⟨ue2⟩ ⊂ ⟨e2⟩ ⊂ Λ⊗ k

]
∈ O(E12)

où la notation ⟨ ⟩ veut dire ń engendré en tant que k[u]/(u2)-module ż. Dans ce cas on
a :

Hodge(O(E12)) = (2, 0), Hodge(O(0)) = (1, 1)

Par conséquent le polygone de Hodge détermine complètement la stratiĄcation en
orbites de MPR

D . Notez que lŠinvariant de Hasse partiel m(2) est également complètement
déterminé par le polygone de Hodge dans ce cas.

Remarque 3.5.5. Ici on suit les notations de [BV17] pour désigner les orbites. On fera
attention au fait que ces notations nŠutilisent pas des conditions fermées comme cela
est fait généralement dans le cadre de stratiĄcation.
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Cas e = 3

On se place maintenant dans le cas du groupe GL3. Dans ce cas le diagramme représentants
les B-orbites dans Lie(Bu) et leur relations dŠadhérences est le suivant :

O(E12 + E23)

O(E12) O(E23)

O(E13)

O(0)

Ci-dessus la notation O(E12 +E23) désigne lŠorbite de E12 +E23, i.e. lŠorbite où x12 et
x23 sont non nuls. Pour une preuve de ce résultat voir [BV17]. Notez que lŠorbite O(0)
ne satisfait pas la condition (3.5.1). Par conséquent il nŠy a que 4 orbites dans MPR

D .
Le tableau suivant donne la valeur des différents invariants sur chacune de ces orbites :

O(E12 + E23) O(E12) O(E23) O(E13)
Hodge (3, 0) (2, 1) (2, 1) (2, 1)
m(3) 1 0 1 0
m(2) 1 1 0 0

On voit donc ici que le polygone de Hodge ne permet pas de déterminer les orbites
dans MPR

D . Par conséquent la stratiĄcation en G-orbite de MPR
D est plus Ąne que la

stratiĄcation de Hodge.

Remarque 3.5.6. Dans le cas e = 3 on trouve donc que les invariants de Hasse partiels
m(2),m(3) et le polygone de Hodge déterminent entièrement la classe dŠisomorphisme
de la Ąltration de Pappas-Rapoport (en fait dans le cas Hilbert les invariants de Hasse
partiels déterminent également le polygone de Hodge comme on peut le voir dans le
tableau ci-dessus). On retrouve donc un cas particulier de [Bij22].

Cas e = 4

On se place maintenant dans le cas du groupe GL4. On peut montrer quŠil y a 16 B-
orbites dans Lie(Bu) (voir [BV17]). Le diagramme suivant représente les B-orbites dans
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Lie(Bu) satisfaisant la condition (3.5.1), et leurs relations dŠadhérences :

O(E12 + E23 + E34)

O(E12 + E23) O(E12 + E24 + E34) O(E23 + E34)

O(E12 + E24) O(E12 + E34) O(E34 + E13)

O(E23 + E14)

O(E13 + E24)

(3.5.3)

Il y a donc 9 orbites dans MPR
D . Le tableau suivant donne la valeur des différents

invariants sur chacune de ces orbites :

Hodge m(2) m(3) m(4)

O(E12 + E23 + E34) (4, 0) 1 1 1
O(E12 + E24 + E34) (3, 1) 1 0 1
O(E12 + E23) (3, 1) 1 1 0
O(E23 + E34) (3, 1) 0 1 1
O(E12 + E34) (2, 2) 1 0 1
O(E12 + E24) (3, 1) 1 0 0
O(E23 + E14) (2, 2) 0 1 0
O(E34 + E13) (3, 1) 0 0 1
O(E13 + E24) (2, 2) 0 0 0

Remarque 3.5.7. Les relations dŠadhérences décrites par le diagramme ci-dessus ont
déjà été obtenu dans [Ber23] de façon différente (voir section 7.3.1). Cependant, le fait
que la liste des strates soit exhaustive, i.e. correspond bien aux G-orbites, est un résultat
nouveau nouveau.

Lorsque le nombre dŠorbite est Ąni, on notera A (µ•) lŠensemble (partiellement
ordonné) de ces orbites. La stratiĄcation KR de la Ąbre spéciale MPR

(G,µ) ⊗ k est la
stratiĄcation induite par cette décomposition en orbites :

MPR
(G,µ) ⊗OK k =

∐

w∈A (µ•)

Mw (3.5.4)

CŠest une bonne stratiĄcation et les calculs précédent décrivent complètement les relations
dŠadhérences entre strates.
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Remarque 3.5.8. Le lecteur intéressé par le cas e = 5 pourra trouver la liste des
B-orbites dans Lie(Bu) dans [BV17]. Pour obtenir les G-orbites dans MPR

D , il suffit de
voir quelles orbites satisfont la condtion (3.5.1). Il serait intéressant de voir dans le cas
e = 6, qui est le premier cas où le nombre de B-orbites dans Lie(Bu) est inĄni, si le
nombre de G-orbites est toujours Ąni.
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Chapitre 4

Stratification d’Ekedahl-Oort

Ce chapitre est consacré aux stratiĄcation dŠEkedahl-Oort (EO) des Ąbres spéciales
des modèles entiers de Pappas-Rapoport des variétés de Shimura. Les stratiĄcations
EO des variété de Shimura est un vaste sujet dont lŠorigine remonte aux travaux
de Oort [Oor01]. Dans son article, Oort déĄnit une stratiĄcation de la Ąbre spéciale
des variété de Siegel en classiĄant les classes dŠisomorphismes des sous-groupes de p-
torsion des variétés abéliennes. Ces travaux ont été généralisés aux variétés de Shimura
de type abélien de bonne réduction (ce qui inclus les variétés de Shimura de type
PEL non ramiĄé), voir [Zha18],[SZ21]. Lorsque la donnée PEL est non ramiĄée, la
stratiĄcation EO de la Ąbre spéciale est très bien comprise et a eu de nombreuses
applications (voir [GK15] par exemple). La situation est plus complexe dans le cas
dŠune donnée PEL ramiĄée. La première section de ce chapitre donne un aperçu des
différents travaux sur les stratiĄcation la Ąbre spéciale du modèle naif dans le cas ramiĄé
([SYZ21],[AG03],[YCO20]). Avant lŠarticle [SZ22], il nŠy avait pas encore de déĄnition
de stratiĄcation EO lorsque la donnée PEL est ramiĄée. Dans cet article Xu Shen et
Yuqiang Zheng déĄnissent un groupe réductif Gsplit sur OK et un morphisme de champs
algébriques :

ShPR
(D ,Kp) ⊗OK k −→ Gsplit

k -Zip

où Gsplit
k -Zip est le champ des F -zip avec Gsplit

k -structure comme déĄnit dans [PWZ12],[VW13].
Les auteurs montrent que ce morphisme est lisse, induisant donc une bonne stratiĄcation
quŠils appellent stratiĄcation EO de la Ąbre spéciale des modèles de Pappas-Rapoport.
Dans ce chapitre nous allons nous intéresser à lŠinteraction entre les stratiĄcations de
la Ąbre spéciale des modèles de Pappas-Rapoport induites par les deux morphismes :

ShPR
(D ,Kp) ⊗ k

Gsplit
k -Zip

[
MPR

D /Gk
]

Nous allons montrer que dans le cas Hilbert pour un indice de ramiĄcation e ≤ 4
lŠintersection de ces deux stratiĄcation est également une bonne stratiĄcation.
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4.1 Problèmes et stratégies

4.1.1 Le cas non ramifié

On se place ici dans le cas dŠune donnée D non ramiĄée. Dans ce cas la variété de
Shimura associée est de bonne réduction et les modèles Shnaïf

(D ,Kp), ShPR
(D ,Kp), Shcan

(D ,Kp)

coïncident. Nous allons rappeler la déĄnition de la stratiĄcation EO de la Ąbre spéciale
Shnaïf

(D ,Kp) ⊗ k. Il y a deux interprétations de cette stratiĄcation :

• Deux points x, y ∈ ♣Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ k♣ sont dans la même strate EO si et seulement

si il existe un isomorphisme Ax[p] ≃ Ay[p] (compatible avec la D-structure). On
peut montrer quŠil existe un nombre Ąni de classes dŠisomorphismes (et donc un
nombre Ąni de strates).

• Il existe un champ algébrique Gκ-Zipµ, et un morphisme lisse :

ζ : Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ k −→ Gκ-Zipµ

LŠespace topologique sous-jacent ♣Gκ-Zipµ♣ est un espace T0 avec un nombre Ąni
de point. On déĄnit alors la stratiĄcation EO comme le tiré en arrière de la
stratiĄcation naturelle de ♣Gκ-Zipµ♣.

Le lien entre les deux déĄnitions est fait par la théorie de Dieudonné comme suit. Soit
x ∈ ♣Shnaïf

(D ,Kp) ⊗ k♣ et A la variété abélienne associée. On note M(A[p]) = (M,F, V ) le
module de Dieudonné de A[p]. Il y a deux Ąltrations :

0 ⊂ Ker(F ) ⊂M, 0 ⊂ Ker(V ) ⊂M

qui satisfont Ker(F ) = Im(V ) et Ker(V ) = Im(F ). On obtient en particulier deux
isomorphismes :

φ0 : (M/Ker(F ))(p) ∼−→ Ker(V ), φ1 : (Ker(F ))(p) ∼−→ (M/Ker(F ))

On peut montrer que la donnée (M,Ker(F ),Ker(V ), φ0, φ1) (avec sa D-structure)
permet de retrouver (M,F, V ) (avec sa D-structure). Le champ Gκ-Zipµ est précisément
le champ qui classiĄe (à isomorphisme près) ces données. LŠindice Gκ est la pour indiquer
que ces objets sont munis dŠune D-structure. Puisque le foncteur A[p] 7→M(A[p]) induit
par la théorie de Dieudonné est une équivalence de catégorie, il en découle que les deux
déĄnitions de la stratiĄcation EO ci-dessus coïncident

4.1.2 Le cas ramifié

On se place maintenant dans le cas dŠune donnée D ramiĄée. Pour plusieurs raisons
arithmétiques, il est préférable de travailler avec ShPR

(D ,Kp) (resp. Shcan
(D ,Kp)) qui est lisse

(resp. plat) .
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4.1.2.1 Stratification EO

Lorsque lŠon tente de déĄnir une stratiĄcation EO de ShPR
(D ,Kp) ⊗ k on rencontre les

problèmes suivants :

• En présence de ramiĄcation le nombre de classes dŠisomorphismes de groupe A[p]
(avec D-structure) peut être inĄni (voir lŠappendice de [AG03]).

• En présence de ramiĄcation le groupe Gk nŠest pas réductif et le champ Gk-Zipµ

ne se comporte pas bien.

On rencontre exactement les mêmes problèmes avec Shcan
(D ,Kp)

1. Il y a alors deux stratégies
pour tenter de contourner ces problèmes :

• Même si le nombre de classes dŠisomorphismes est inĄni, peut-être quŠil est possible
de ń regrouper ż certaines classes dŠisomorphismes ensemble pour déĄnir une
stratiĄcation avec un nombre Ąni de strates. Il faut alors trouver une ń bonne ż
manière de regrouper ces classes dŠisomorphismes.

• Trouver le bon analogue du champ Gk-Zipµ, adapter au modèles de Pappas-
Rapoport.

La deuxième approche a été suivie par Xu Shen et Yuqiang Zheng dans [SZ22] et leur
a permis de déĄnir une stratiĄcation EO de la Ąbre spéciale ShPR

(D ,Kp)⊗k qui bénéĄcie de
toutes les propriétés géométriques attendues. Nous reviendrons sur leurs travaux dans
la section 4.3.

Concernant la première approche, il est déjà difficile de faire fonctionner cette idée
dans le cas le plus simple dŠune donnée Hilbert dŠindice de ramiĄcation e = 2. Pour le
moment je nŠai pas trouvé de façon intelligente de regrouper les classes dŠisomorphismes.
Cependant, dans [How20] lŠauteur parvient a rassembler les classes dŠisomorphismes
dans le cas de courbes de Shimura, par lŠintermédiaire de lŠapplication de Hodge-Tate
déĄnie par Scholze-Weinstein.

4.1.2.2 Autres stratifications

Dans le cas ramiĄé, plusieurs stratiĄcation des Ąbres spéciales des modèles Shnaïf
(D ,Kp) et

Shcan
(D ,Kp) ont été déĄnie (la stratiĄcation KR par exemple). On distingue de type de

stratiĄcation : celles faisant intervenir des données dŠalgèbre linéaire et celles faisant
intervenir des données dŠalgèbres Frobκ-linéaire, où Frobκ désigne le Frobenius de κ.
La stratiĄcation KR et la stratiĄcation de Hodge font intervenir des données dŠalgèbres
linéaires via le modèle local Mnaïf

D . Les stratiĄcations EO et de Newton par exemple font
intervenir des données dŠalgèbres Frobκ-linéaire via la théorie de Dieudonné. Dans le

1même si Shcan
(D,Kp) nŠa pas dŠinterprétation modulaire, on peut tenter de déĄnir une stratiĄcation

EO comme cela a été fait dans le cas des variétés de Shimura de type abélien.
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chapitre précédent nous nous sommes intéressé à des stratiĄcation de ShPR
(D ,Kp), Shcan

(D ,Kp),
Shnaïf

(D ,Kp) provenant de leurs modèles locaux respectifs. Il est naturel de se demander si il
existe des stratiĄcation faisant intervenir des données Frobκ-linéaires dans le cas dŠune
donnée D qui est ramiĄée. Voici quelques exemples de stratiĄcations déĄnies dans le
cas ramiĄé.

1. Dans [SYZ21] les auteurs déĄnissent un raffinement de la stratiĄcation KR appelé
stratiĄcation EKOR. Pour chaque strate Sλ ⊂ Shcan

(D ,Kp) ⊗ κ ils déĄnissent un
morphisme lisse :

ζλ : Sλ −→ Grdt
0 -ZipJλ

où Grdt
0 désigne le quotient réductif de G0 = G ⊗Zp Fp et Grdt

0 -Zipλ désigne le
champ des Grdt

0 -Zip de type Jλ (voir [SYZ21] DéĄnition 1.1.5 et Proposition 4.2.6).
La stratiĄcation est alors déĄnie comme étant celle induite par celle du champ
Grdt

0 -ZipJλ via le morphisme ζλ. Leur construction est beaucoup plus générale et
sŠapplique aux variétés de Shimura de type abélien sans hypothèse sur le niveau
en p

2. Dans [AG03] les auteurs calculs explicitement dans le cas Hilbert les polygones
de Newton sur chacune des strates KR. Plus précisement en suivant les notations
de [AG03], pour tout λ = (i, j) ∈ AdmK(µ) et tout x ∈ S(i,j) il existe une
(OF ⊗W (k))- base du module de Dieudonné (ici k désigne nŠimporte quel corps
algébriquement clos de caractéristique p) associé dans laquelle le Frobenius est
donné par la matrice ([AG03], Propositon 4.10) :

F =

(
πm cπi

πj 0

)

où m ≥ j et c ∈ (OF ⊗W (k))×. Ils déĄnissent ensuite les quantités :

n =




m si m ≤ i

i sinon
λ(n) = min

{
n

g
,
1
2

}

La stratiĄcation de Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ κ est alors déĄnie via cet invariant n :

Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ κ =

∐

i+ j = e
i ≤ n ≤ j

S
(n)
(i,j)

Cet invariant leur permet de calculer explicitement le polygone de Newton sur
chacune des strates S(n)

(i,j). Plus précisément si x ∈ S(n)
(i,j) alors ([AG03], Théorème

9.2) :
Newt(x) = ¶λ(n), . . . , λ(n), 1− λ(n), . . . , 1− λ(n)}

(chacune des pentes avec multiplicité e).
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3. Toujours dans le cas Hilbert dans [YCO20] les auteurs associent à tout point
x ∈ Shnaïf

(D ,Kp) ⊗ κ un invariant c(x) = (cτ (x))τ∈Σnr , où Σnr = HomQp(F,Qp),
appelé invariant de congruence qui mesure la position relative des Ąltrations (voir
la [YCO20] DéĄnition 5.2 pour être plus précis) :

F (Mσ−1τ ) ⊂Mτ , V (Mστ ) ⊂Mτ

où (M,F, V ) désigne le module de Dieudonné associé à x et où les (Mτ )τ∈Σnr

désignent les facteurs directs dans la décomposition

M ≃
⊕

τ∈Σnr

Mτ , F : Mσ−1τ →Mτ , V : Mστ →Mτ

LŠinvariant c(x) = (cτ (x))τ∈Σnr permet de déĄnir une stratiĄcation qui permet de
raffiner la stratiĄcation KR ([YCO20] DéĄnition 6.1) :

Shnaïf
(D ,Kp) ⊗ κ =

∐

λ∈AdmK(µ)

Sλ, Sλ =
∐

c∈τL

Qc(Sλ)

où Qc(Sλ) désigne lŠensemble des points dŠinvariant de congruence c ∈ τL et τL
est un certain ensemble déĄni dans [YCO20] DéĄnition 3.2.1.

Chacune de ces stratiĄcation est un raffinement de la stratiĄcation KR. On peut
espérer quŠun tel processus soit possible pour les modèles de Pappas-Rapoport ShPR

(D ,Kp).
La stratiĄcation a raffiner devrait alors être la stratiĄcation KR, cŠest-à-dire celle induite
par le modèle local MPR

D , car comme nous lŠavons la stratiĄcation de Hodge, cŠest-à-
dire celle induite par le modèle local Mnaïf

D , nŠest pas une bonne stratiĄcation. Dans la
section 4.4 on présente un analogue de la stratiĄcation EKOR pour ShPR

(D ,Kp) dans le
cas Hilbert e ≤ 4.

4.2 Rappels de théorie de Dieudonné

Cette section est composée essentiellement de rappels sur la théorie de Dieudonné
cristalline. Nous présentons tous les outils nécessaires pour pouvoir déformer un groupe
p-divisible le long dŠun morphisme k[[t]] → k où k est un corps de caractéristique p.
Nous aurons besoin de la théorie de Dieudonné cristalline [BBM82], de la théorie des
display de Zink et Lau [Zin02], [Lau09], [Lau14] et de Grothendieck-Messing [Mes72].
En fait, nous pourrions nous contenter de la théorie des display car elle englobe les
anneaux locaux complet de corps résiduels parfait comme kperf [[t]] (où kperf désigne la
perfection de k), ce qui nous suffit amplement pour nos problèmes de déformations.

4.2.1 Théorie de Dieudonné cristalline

4.2.1.1 Cristal de Dieudonné

Soit k un corps parfait de caractéristique p et S un schéma sur k. Soit A→ S un schéma
abélien. On note G = A[p∞] le groupe p-divisible associé. On note Σ = Spec (W (k)),
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et G le faisceau sur le site cristallin Cris(S/Σ) induit par G. En suivant les notations
de [BBM82] on note :

E (G) := E xt1
S/Σ(G,OS/Σ)

le cristal de Dieudonné contravariant de G. CŠest un OS/Σ-cristal localement libre de
rang h où h désigne la hauteur de G ([BBM82], Corollaire 1.4.7). Notez quŠavec cette
convention, les applications :

F : E (G)(p) → E (G), V : E (G)→ E (G)(p)

(où ( · )(p) désigne le twist par le Frobenius) sont induites respectivement par :

F : G→ G(p), V : G(p) → G

Si lŠon évalue ce cristal sur lŠépaississement (S id−→ S) on obtient une Ąltration de OS-
modules localement libres ([BBM82], Corollaire 3.3.5)

0 −→ ωG −→ E (G)
(S

id−→S)
−→ ω∨GD −→ 0 (4.2.1)

appelée Ąltration de Hodge. DŠaprès [BBM82] Proposition 3.3.7 on dispose dŠun isomorphisme

E xt1
S/Σ(A,OS/Σ) ≃ E xt1

S/Σ(G,OS/Σ)

reliant le cristal de A/S et celui de son groupe p-divisible, compatible aux Ąltrations de
Hodge respectives. En combinant maintenant avec lŠisomorphisme ([BBM82], Proposition
2.5.8) :

E xt1
S/Σ(A,OS/Σ)(S→S) ≃ H1

dR(A/S)

on retrouve la Ąltration de Hodge induit par la suite spectrale de Hodge bien connue :

0 −→ ωA −→ H1
dR(A/S) −→ ω∨At −→ 0

Toujours dŠaprès [BBM82] (Proposition 4.3.10) on dispose dŠun isomorphisme :

ω
(p)
G ≃ E (G)(S→S)/F (E (G)(p)

(S→S))

Les morphismes F et V deG induisent un diagramme commutatif aux lignes horizontales
exactes :

0 ωG E (G)(S→S) ω∨GD 0

0 ω
(p)
G E (G)(p)

(S→S) (ω∨GD)(p) 0

0 ωG E (G)(S→S) ω∨GD 0

V V V

F F F
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Les composées verticales sont nulles car égales à p. Puisque F est nul sur ω
(p)
G le

morphisme F se factorise en :

F : (ω∨GD)(p) −→ E (G)(S→S)

De même V est nul sur ω∨GD (utiliser que VG = FD
GD) donc on obtient une factorisation :

V : E (G)(S→S) → ω
(p)
G (4.2.2)

Nous aurons besoin de cette factorisation pour déĄnir lŠinvariant de Hasse primitif dans
la section 4.2.3.2.

4.2.1.2 Module de Dieudonné

Plaçons nous maintenant dans le cas où S = Spec(k) est le spectre dŠun corps k parfait
de caractéristique p. On note :

D(G) := HomS(G,CW )

le module de Dieudonné contravariant au sens de Fontaine ([Fon77] ou [BBM82] Section
4.2). En évaluant notre cristal le long de lŠépaississement (W (k) ↠ k) on obtient un
isomorphisme de W (k) module compatible avec F et V des deux cotés :

E (G)(W (k)↠k) ≃ D(G)(p)

(voir [BBM82] Théorème 4.2.14). La réduction modulo p de cet isomorphisme permet
lŠidentiĄcation de la p-torsion :

E xt1
S/Σ(G[p],OS/Σ) ≃ D(G[p])(p) ≃ (D(G)/pD(G))(p)

où E xt1
S/Σ(G[p],OS/Σ) est le cristal associé au groupe Ąni plat de p-torsion G[p]. Par

déĄnition E (G) étant un cristal, il commute aux changement de bases et par conséquent
la réduction modulo p ci dessus redonne lŠidentiĄcation bien connue entre le module de
Dieudonné de la p-torsion et le premier groupe de cohomologie de De Rham :

E (G)(W (k)↠k) ⊗W (k) k ≃ E (G)(k→k) ≃ H1
dR(A/k)

4.2.1.3 Structure d’endomorphisme

On sŠintéresse au cas où A/S est muni dŠune action de OF où F/Qp est une extension
de degré Ąni. DŠaprès [Far06] on dispose du résultat suivant :

Proposition 4.2.1 ([Far06], Lemme B.1). Soit E un F -cristal en OS/Σ-modules localement
libre de rang fini sur Cris(S/Σ) muni d’une action de OF . Alors E est un OS/Σ⊗ZpOF -
module localement libre sur Cris(S/Σ).

Remarque 4.2.2. DŠaprès [BBM82] on dispose dŠun isomorphisme :

ωG ≃ E xt1(G,JS/Σ)(S→S)

où JS/Σ est le faisceau dŠidéal à puissances divisées. Or E xt1(G,JS/Σ) nŠest à priori pas
un cristal et donc la proposition ci-dessus ne sŠapplique pas.
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4.2.2 Déformations

4.2.2.1 Grothendieck-Messing

Nous allons maintenant rappeler quelques résultats sur les déformations des groupes de
Barsotti-Tate.

Soit S0 →֒ S une immersion fermée nilpotente munie dŠune structure de puissances
divisées (PD-structure), avec p localement nilpotent. On dispose dŠun morphisme sur
le site Cris(S0/Σ) :

(S0 → S0, γ0) −→ (S0 →֒ S, γ)

Si F est un cristal en OS0/Σ-module alors par déĄnition on dispose dŠun isomorphisme
de OS0-modules canonique :

F(S0 →֒S) ⊗OS OS0 ≃ F(S0→S0)

On note BT(S) la catégorie des groupes de Barsotti-Tate sur S. Soit G ∈ BT(S) un tel
groupe. On note E (G) le cristal associé et G♣S0 = G×S S0 le changement de base. On
a alors un isomorphisme canonique de OS-module :

E (G)(S→S) ≃ E (G♣S0)(S0 →֒S)

En effet dŠun coté on dispose dŠun isomorphisme :

E (G♣S0)(S0 →֒S) ≃ E (G)(S0 →֒S)

provenant essentiellement de la déĄnition du cristal E (G) ([PW79], (2.3)). De lŠautre
coté puisque E (G) est un cristal, le morphisme (S0 → S) → (S → S) dans Cris(S/Σ)
induit un isomorphisme :

E (G)(S0 →֒S) ⊗OS OS = E (G)(S→S)

et le résultat en découle. Cet isomorphisme est compatible aux Ąltrations de Hodge :

ωG E (G)(S→S) E (G♣S0)(S0 →֒S)

ωG♣S0
E (G♣S0)(S0→S0) E (G♣S0)(S0 →֒S) ⊗OS OS0

≃

≃

dans le sens où le diagramme est commutatif et la ligne du bas correspond à la réduction
de la ligne du haut.

Définition 4.2.3. Soit G0 ∈ BT(S0) un groupe de Barsotti-Tate sur S0. Une filtration
Fil1 ⊂ E (G0)(S0 →֒S) est dite admissible si c’est un OS-module localement facteur direct
de E (G0)(S0 →֒S) qui relève ωG0 ⊂ E (G0)(S0→S0).
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DŠaprès ce qui précède si G ∈ BT(S) relève G0 ∈ BT(S0) alors ωG ⊂ E (G)(S→S) ≃
E (G♣S0)(S0 →֒S) est une Ąltration admissible. On note DefBT(S0 →֒ S) la catégorie dont
les objets sont les couples (G0,Fil1) où G0 ∈ BT(S0), Fil1 ⊂ E (G0)(S0 →֒S) est une
Ąltration admissible et où les morphismes (G0,Fil1) → (G′0,Fil1

′

) sont les morphismes
G0 → G′0 compatibles avec les Ąltrations respectives. On peut maintenant énoncer le
théorème de Grothendieck-Messing :

Théoreme 4.2.4 ([Mes72] V.1.6). Le foncteur

BT(S) −→ DefBT(S0 →֒ S)
G 7−→

(
G♣S0 , ωG ⊂ E (G♣S0)(S0 →֒S)



est une équivalence de catégorie.

4.2.2.2 Applications

Dans cette section nous allons voir comment appliquer le théorème de déformation de
Grothendieck-Messing le long de lŠimmersion fermée k[[t]] → k, qui nŠest pas munie
de PD-structure. Cela nous sera utile lorsque nous voudrons calculer des relations
dŠadhérences entres strates de nos variétés de Shimura (voir Proposition 4.2.8).

Soit R un anneaux de caractéristique p et I un idéal tel que I2 = 0. On peut munir
I dŠune PD-structure faisant du morphisme SpecR/I → SpecR une immersion fermée
nilpotente avec PD-structure. En effet il suffit de poser γ1(x) = x et γn(x) = 0 pour
tout n ≥ 2 et tout x ∈ I. Nous allons appliquer cette remarque à la suite dŠimmersions
fermées :

· · · → k[t]/(tn+1)→ k[t]/(tn)→ k[t]/(tn−1)→ · · · → k[t]/(t2)→ k

Pour tout n ≥ 1 on note Rn = k[t]/(tn), In = Ker
(
k[t]/(tn) → k[t]/(tn−1)


et

Sn = SpecRn. Chaque immersion fermée Sn−1 →֒ Sn est déĄnie par un idéal In =
(tn−1)/(tn) satisfaisant I2

n = 0. DŠaprès ce qui précède on peut donc munir chacune de
ces immersions fermées dŠune PD-structure. Le résultat suivant fonctionne pour tout
anneau R local complet de corps résiduel parfait.

Proposition 4.2.5 ([Lau09], Lemme 2.10). Soit G1 ∈ BT(k) et Fil1 ⊂ E (G1)(k→k) ⊗k
k[[t]] un relèvement de ωG1 ⊂ E (G1)(k→k) qui est localement un facteur direct. Alors il
existe G ∈ BT(k[[t]]) tel que :

1. G est un relèvement de G1 le long de Spec k → Spec k[[t]]

2. E (G)(k[[t]]→k[[t]]) ≃ E (G)(k→k) ⊗k k[[t]]

3. ωG ≃ Fil1 (via l’identification ci dessus)
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Démonstration. Nous allons utiliser la théorie des display de Zink et Lau. Posons R =
k[[t]] et S = SpecR. Notez que se donner un groupe p-divisible G ∈ BT(S) cŠest se
donner un système compatible de groupes p-divisibles (Gn)n≥1 où Gn ∈ BT(Sn) ([Lau14]
Lemme 2.15). Nous allons donc construire pour tout n ≥ 2 un groupe p-divisible Gn ∈
BT(Sn) satisfaisant les propriétés souhaitées. Puisque pour tout n ≥ 2 lŠanneau Rn

est un anneau local artinien sur lequel p est nilpotent et de corps résiduel parfait,
on dispose donc dŠune équivalence de catégorie BT(Sn) ∼= Disp(Rn). On note P1 =
(P1, Q1, F1, V

−1
1 ) le display associé à G1 par Lau ([Lau14], Théorème A). Toujours

dŠaprès loc cit, Théorème A, on dispose dŠun isomorphisme canonique entre le cristal
de Dieudonné de G1 et le cristal associé à P1 par Zink ([Zin02] ou [Lau14]) :

E (G1) ≃ D(P1)

Le cristal D(P1) étant déĄni sur le site Crisadm(R) ⊂ Cris(R) des épaississements
avec pd-structure (B → A, δ) avec A admissible (i.e. si le nilradical NR est ń bounded
nilpotent ż et queRred = R/NR est un anneau parfait de caractéristique p), lŠisomorphisme
ci-dessus est un isomorphisme de cristaux sur le site Crisadm(R) et on fait ici lŠabus de
notation dŠégalement noter E (G1) la restriction du cristal E (G1) au site Crisadm(R).
En particulier en évaluant sur lŠépaississement tautologique (S1 → S1) on obtient un
isomorphisme canonique de R1-modules :

E (G1)(S1→S1) ≃ P1 ⊗W(R1) R1 (4.2.3)

DŠaprès la remarque précédente, R2 → R1 est muni dŠune PD-structure nilpotente,
et par conséquent se donner un relèvement P2 ∈ Disp(R2) de P1 cŠest se donner un
relèvement Fil1(2) ⊂ D(P1)(R2↠R1) (voir [Lau14], Corollaire 2.10, ou [Lau09] Lemme 4.2).
On pose P2 = P1 ⊗W(R1) W(R2) (notez quŠon dispose pour tout n ≥ 2 dŠun morphisme
R1 → Rn). DŠaprès [Lau14], Section 2.6, on a par construction du cristal D(P1) un
isomorphisme :

D(P1)(R2↠R1) ≃ P2 ⊗W(R2) R2 = P1 ⊗W(R1) R2

Via lŠisomorphisme (4.2.3) on obtient :

E (G1)(S1→S1) ⊗R1 R2 ≃ D(P1)(R2↠R1)

On déĄnit le relèvement de la Ąltration de Hodge de P1 comme étant :

Fil1(2) := Fil1 ⊗R R2 ⊂ E (G1)(S1→S1) ⊗R1 R2 ≃ D(P1)(R2↠R1)

Ce relèvement déĄnit une display P2 ∈ Disp(R2) et donc un groupe p-divisible G2 ∈
BT(S2). On dispose de nouveau dŠune identiĄcation entre cristaux E (G2) ≃ D(P2).
Puisque G2 est un relèvement de G1 le long de S1 →֒ S2 on a :

E (G2)(S2→S2) ≃ E (G1)(S1 →֒S2)

≃ D(P1)(R2↠R1)

≃ E (G1)(S1→S1) ⊗R1 R2

≃ E ⊗R R2
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où lŠon a posé E := E (G1)(S1→S1) ⊗R1 R. On continue le processus par induction en
posant pour tout n ≥ 3 :

Pn := P1 ⊗W(R1) W(Rn), Fil1(n) := Fil1 ⊗R Rn ⊂ D(Pn−1)(Rn↠Rn−1)

ce qui nous fournit à chaque étape un display Pn ∈ Disp(Rn) et un groupe p-divisible
Gn ∈ BT(Sn) satisfaisant les équations :

ωGn ≃ Fil1(n), E (Gn)(Sn→Sn) ≃ E ⊗R Rn

Par passage à la limite on obtient un groupe p-divisible G ∈ BT(S) satisfaisant par
construction :

E (G)(S→S) ≃ lim
←−
n

E ⊗R Rn ≃ E

ωG ≃ lim
←−
n

Fil1(n) ≃ lim
←−
n

Fil1 ⊗R Rn ≃ Fil1

ce qui démontre les points (1), (2), (3).

Remarque 4.2.6.

1. En fait la proposition ci-dessus est une reformulation en termes de cristaux de
Dieudonné des lemmes 2.15 et 2.16 de [Lau14]. Cette reformulation est possible
grâce à lŠidentiĄcation entre le cristal de Dieudonné E (G) et le cristal associé à un
display D(P). Nous aurions très bien pu nous passer de la théorie de Dieudonné
cristalline et simplement utiliser la théorie des displays.

2. LŠun des apports de la théorie des displays dans la preuve ci-dessus est quŠelle
rend explicite le calcul du faisceau E (Gn)(Rn+1↠Rn) : il suffit de prendre nŠimporte
quel Pn+1 qui relève le display Pn (voir [Zin02] Théorème 3). Cela découle du
fait que le morphisme de ń frame ż(DRn+1/Rn → DRn) est cristallin (voir [Lau14]
Proposition 2.8). Dans la preuve ci-dessus à chaque étape nous avons déĄni la
display Pn+1 comme étant le changement de base de P1 le long de la section
R1 → Rn+1. La proposition ci-dessus nŠest donc quŠun passage à la limite dŠun
fait bien connu.

Énonçons pour Ąnir un lemme dont nous aurons besoin dans la section 4.2.3.2 :

Lemme 4.2.7. Soit S0 = SpecR/I →֒ S = SpecR une immersion fermée telle que
I2 = 0. Soit G0 ∈ BT(S0) un groupe p-divisible sur S0. Soit Fil1(1),Fil1(2) ⊂ E (G0)(S0 →֒S)

deux filtrations admissibles. Dans E (G0)
(p)
(S0 →֒S) on dispose de l’égalité :

(Fil1(1))
(p) = (Fil1(2))

(p)

En particulier le faisceau ω
(p)
G ne dépend pas du relèvement G ∈ BT(S).
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Démonstration. CŠest un simple résultat dŠalgèbre commutative. On poseM = E (G0)(S0 →֒S).
CŠest unR-module. Puisque E est un cristal on dispose de lŠidentiĄcation E (G0)(S0→S0) =
M/IM . Soit donc N1, N2 ⊂ M tels que N1/IM = N2/IM . On veut montrer que
N

(p)
1 = N

(p)
2 ⊂ M ⊗R,σ R où σ : R → R désigne le Frobenius. Mais cŠest clair puisque

0 = IM (p) ⊂M ⊗R,σ R (voir que im⊗ 1 = m⊗ σ(i) et que σ(i) = 0 car par hypothèse
I2 = 0).

4.2.2.3 Relations d’adhérences

On termine cette section en par un résultat dont nous aurons besoin par la suite
lorsque nous nous intéresserons aux relations dŠadhérences entre strates de nos variétés
de Shimura. Ce résultat est certainement bien connu et est notamment utiliser dans
[BH22a] (Preuve du théorème 4.11) mais à défaut dŠavoir trouvé une preuve, nous allons
en proposer une ci-dessous.

Proposition 4.2.8. Soit X un un schéma noethérien de caractéristique p > 0 et Y ⊂ X
un sous schéma localement fermé. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. x ∈ Y

2. Il existe y ∈ Y tel que y ⇝ x

3. Il existe une extension de corps k/κ(x) et un morphisme de schémas Spec k[[t]]→
X qui envoi le point fermé sur x et le point générique sur y.

Démonstration. (3) ⇒ (1) découle de la continuité du morphisme. (1) ⇒ (2) découle
du lemme 4.2.9 ci dessous et du fait que lŠespace topologique sous-jacent à un schéma
soit sobre et quŠun espace topologique noethérien sobre soit spectral (dans un espace
topologique noethérien tout sous-ensemble est quasi-compact). Montrons que (2) ⇒
(3). DŠaprès le lemme 4.2.10 ci dessous, il existe un anneau de valuation discrète R
satisfaisant les propriétés du point (3). Le théorème de structure de Cohen nous assure
que R̂ ≃ k[[t]] où R̂ désigne la complétion le long de lŠidéal maximal m ⊂ R et k = R/m
désigne le corps résiduel. Le morphisme Spec R̂→ X satisfait les propriétés souhaitées.

Lemme 4.2.9. Soit X un espace topologique spectral, et Y ⊂ X un sous ensemble
constructible. Alors

Y =
⋃

y∈Y

¶y}

Démonstration. Voir [Sta18] Lemme 5.23.6.

Lemme 4.2.10. Soit X un schéma noethérien et y ⇝ x une spécialisation. Alors il
existe un anneau de valuation discrète R et un morphisme SpecR → X qui envoie le
point fermé sur x et le point générique sur y.

Démonstration. Voir [Sta18] Lemme 28.5.10.
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4.2.3 Invariant de Hasse partiels

Suivant les travaux [RX14],[BH16], nous allons maintenant déĄnir les invariants de
Hasse partiels pour les modèles entiers de Pappas-Rapoport. Comme nos résultats ne
concerne que le cas Hilbert, nous allons uniquement déĄnir ces invariants de le cas de
donnée où le cocaractère de Hodge µ satisfait rφ = r0 est constant pour tout φ ∈
HomQp(F,Qp). Le lecteur intéressé par le cas général pourra consulter [BH16].

4.2.3.1 Invariant de Hasse classique

SoitG un groupe de Barsotti-Tate sur un schéma S de caractéristique p. Le Verschiebung
Ver : G(p) → G induit un morphisme :

Ver∗ : ωG −→ ω
(p)
G

En prenant le déterminant de ce morphisme on obtient une section

Ha(G) ∈ H0(S, (detωG)⊗(p−1)) (4.2.4)

appelée invariant de Hasse. On a alors la proposition bien connue suivante :

Proposition 4.2.11. Soit G un groupe p-divisible sur un corps k de caractéristique
p > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. G est ordinaire

2. On a l’égalité de polygones Newton(G) = Hodge(G)

3. Ha(G) est inversible

Démonstration. Voir [Kat79] section 1.6 par exemple.

En dŠautres termes lŠinvariant de Hasse permet de comparer les polygones de Newton
et de Hodge de G.

4.2.3.2 Invariants de Hasse primitifs

Soit (G, ι) un groupe p-divisible sur S muni dŠune action ι : OF → EndS(G). On dispose
de décompositions :

E (G) =
⊕

φ:Fnr→Qp

Eφ, ωG =
⊕

φ:Fnr→Qp

ωφ

On suppose que (G, ι) est muni dŠune Ąltration de Pappas-Rapoport pour la donnée µ,
i.e. dŠune Ąltration pour tout φ ∈ Σnr = HomQp(F,Qp) :

0 = ω(0)
φ ⊂ ω(1)

φ ⊂ · · · ⊂ ω(e)
φ = ωφ

telles que pour tout 1 ≤ i ≤ e :
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• ω(i)
φ est localement un sous-OS-facteur directe de ωφ

• π · ω(i)
φ ⊂ ω(i−1)

φ

• les gradués ω(i)
φ /ω

(i−1)
φ sont localement libre de rang r0.

CŠest le cas par exemple si G provient dŠun S-point de ShPR
(D ,Kp).

Pour tout 2 ≤ i ≤ e on déĄnit lŠapplication M (i)
φ comme étant la multiplication par

π au niveau des gradués :

M (i)
φ : ω(i)

φ /ω
(i−1)
φ −→ ω(i−1)

φ /ω(i−2)
φ

Ce morphisme induit une section appelée invariant de Hasse primitif :

m(i)
φ (G) ∈ H0

(
S, det

(
ω(i−1)
φ /ω(i−2)

φ


⊗ det

(
ω(i)
φ /ω

(i−1)
φ

)

Puisque lŠon a supposé que rφ = r0 pour tout φ ∈ HomQp(F,Qp), on a dŠaprès 3.3.13
que la strate KR maximale de ShPR

(D ,Kp) ⊗ k coïncide avec le lieu de Rapoport, cŠest-à-
dire le lieu où le faisceau ωG est localement libre en tant que OF ⊗OK OS-module. La
proposition suivante montre que les invariants de Hasse primitifs permettent de détecter
cette strate.

Proposition 4.2.12. On suppose que S = Spec k. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Hodgeφ(G, ι) = (e, . . . , e, 0, . . . , 0) = PRφ(µ)

2. m(i)
φ ̸= 0 pour tout 2 ≤ i ≤ e

3. ωφ est un OF ⊗Zp k-module libre de rang r0.

Démonstration. LŠéquivalence entre (1) et (3) a déjà été vu 3.3.13. Supposons (2).
Soient v1, . . . , vr0 ∈ ω(e)

φ des vecteurs tels que leur réduction forme une k-base du gradué
ω(e)
φ /ω(e−1)

φ . Par déĄnition des invariants de Hasse primitifs (v1, . . . , vr0) est une OF ⊗k-
base de ω(e)

φ .

Par ailleurs il découle de (4.2.2) que le Verschiebung V : G(p) → G induit une
application :

Vφ : Eφ → ω
(p)
σ−1φ = (ω(e)

σ−1φ)(p)

et donc On considère la composée :

Eφ[π] ≃ Eφ/Eφ[πe−1]
Vφ−→ (ω(e)

σ−1φ/ω
(e−1)
σ−1φ )(p)
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Autrement dit si x ∈ Eφ[π] il existe y ∈ Eφ tel que x = πe−1 · y et on lui associe
alors Vφ(y). En restreignant ce morphisme à ω

(1)
G,φ ⊂ Eφ[π] on obtient Ąnalement un

morphisme :
Haφ : ω(1)

φ → (ω(e)
σ−1φ/ω

(e−1)
σ−1φ )(p) (4.2.5)

et donc une section

haφ(G) ∈ H0

(
S, det

(
ω

(e)
σ−1φ/ω

(e−1)
σ−1φ

⊗p ⊗ det
(
ω(1)
φ

−1
)

Cette section est appelée est également appelée invariant de Hasse primitif.

4.2.3.3 Invariant de Hasse partiel

Le Verschiebung de G induit également une application au niveau des gradués :

V (i)
φ : ω(i)

φ /ω
(i−1)
φ −→ (ω(i)

σ−1φ/ω
(i−1)
σ−1φ)⊗p

et donc une section

v(i)
φ ∈ H0

(
S, det

(
ω

(i)
σ−1φ/ω

(i−1)
σ−1φ

⊗p ⊗ det
(
ω(i)
φ /ω

(i−1)
φ

−1
)

appelée invariant de Hasse partiel.

Remarque 4.2.13. Les invariants de Hasse partiels ont dŠabord été introduits dans le
cadre non ramiĄé par Goren et Oort dans [GO00]. Dans ce cas il nŠy a pas de Ąltration
de Pappas-Rapoport et il découle directement des déĄnitions que lŠon a lŠégalité (cf.
[GO00] Théorème 2.1)

Ha(G) =
∏

φ

vφ ∈ H0(S, (detωG)⊗(p−1))

Les invariants de Hasse partiels ń factorisent ż donc lŠinvariant de Hasse classique, ce
qui justiĄe leur appélation.

Il découle des différentes construction que lŠon a lŠégalité pour tout 2 ≤ i ≤ e :

V (i)
φ = (M (i+1)

φ )(p) ◦ . . . (M (e)
φ )(p) ◦ Haφ ◦M (1)

φ ◦ · · · ◦M (i)
φ (4.2.6)

Les invariants primitifs haφ,m(2)
φ , . . . ,m(e)

φ factorisent donc les invariants de Hasse partiels.
Pour uniformiser les notations on déĄnit m(1)

φ := haφ. LŠéquation (4.2.6) montre que les
invariants primitifs permettent de tester lŠordinarité de G :

Proposition 4.2.14 ([BH16]). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. G est ordinaire.

2. Pour tout φ ∈ Σnr et tout 1 ≤ i ≤ e la section m(i)
φ est inversible.

Remarque 4.2.15. La proposition précédente reste valable pour une donnée D plus
générale comme lŠon montré Bijakowski et Hernandez dans [BH16], mais il faut alors
prendre le lieu µ-ordinaire et redéĄnir les invariants de Hasse primitifs. Comme nos
résultats concernent uniquement le cas Hilbert, nous nŠaurons pas besoin de ces travaux.
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4.3 Travaux de Xu Shen et Yuqiang Zheng

Dans la section précédente nous avons déĄni les invariants de Hasse primitifs et vu quŠils
permettait de détecter le lieu µ-ordinaire. Dans le cas non ramiĄé, chronologiquement,
les invariants de Hasse ont été déĄnis après la stratiĄcation EO, dans lŠobjectif de
pouvoir détecter les strates EO [Box15b]. Dans le cas ramiĄé, les invariants de Hasse
primitifs ont été déĄnis avant les stratiĄcation EO des modèles ShPR

(D ,Kp).

Etant donné que la stratiĄcation EO des modèles de Pappas-Rapoport a déjà été
déĄnie dans [SZ22], je vais ici tenter dŠexpliquer pourquoi leur déĄnition est tout à fait
naturelle. Ces explications constitues ma stratégie initiale pour la construction dŠune
stratiĄcation EO des modèles de Pappas-Rapoport.

Pour simpliĄer plaçons nous dans le cas dŠune donnée D de type Hilbert-Siegel i.e.
dŠune donnée de type (C) (3.2.2.1). On peut supposé que la donnée PEL est simple ie
I = ¶∗}. Soit donc S un schéma sur k et (A, ι, λ, ηp, ω) ∈ ShPR

(D ,Kp)(S). On note G = A[p]
le sous groupe de p-torsion. On conserve les notations de la section 2.4. Comme nous
lŠavons-vu en 2.4.8 localement il existe un isomorphisme de OS-module :

Υ(l)
j = π−1

(
ω

(l−1)
j


/ω

(l−1)
j ≃ Λ(l)

j = Λ⊗OF ,φlj OS

où φlj : OF → OK est un plongement (avec une numérotation Ąxée en 2.4). A partir de
maintenant on note pour tout (i, j, l) :

M split :=
⊕

1≤l≤e

⊕

1≤j≤f

M
(l)
j , M

(l)
j = Υ(l)

j

LŠidée est cette décomposition devrait être lŠanalogue de la décomposition du module
de Dieudonné de A[p] dans le cas non ramiĄé :

M(G) =
⊕

φ:F→Qp

Mφ

On déĄnit le réseau :
Λsplit :=

⊕

1≤l≤e

⊕

1≤j≤f

Λ(l)
j

et on note Gsplit le groupe des automorphismes (compatibles avec la donnée D). Par
construction le groupe Gsplit est réductif car cŠest le produit des groupes réductifs
associés aux Λ(l)

j (lŠaction de OF est triviale sur Λ(l)
j ). Si lŠon fait lŠabus de notation

de noter G = ResOF /ZpH (voir 3.2.2.1) alors en Ąbre spéciale on a :

Gκ = Res(κ[u]/(ue)/FpH, Gsplit
κ = Resκ/FpH

e

le groupe Gsplit
κ se comporte donc comme si la donnée était non ramiĄée. DŠaprès ce qui

précède le faisceau :
Isom(M split,Λsplit)
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est un Gsplit
k -torseur sur ShPR

(D ,Kp)⊗k. On aimerait donc trouver une structure de Gsplit
k -zip

sur M split. Pour poursuivre dans cette direction, il faut donc déĄnir des morphismes F
et V sur M split. LŠidée est alors de déĄnir F et V de sorte à ce que les invariants de Hasse
primitifs mesurent la position relative des Ąltrations sur le ń module de Dieudonné ż
M . On distingue deux situations :

• Pour tout 2 ≤ l ≤ ei le module M (l)
j est muni de deux Ąltrations :

C
(l)
j := ω

(l)
j /ω

(l−1)
j ⊂M

(l)
j , D

(l)
j := π−1

(
ω

(l−2)
j


/ω

(l−1)
j ⊂M

(l)
j

Par construction les invariants m
(l)
j mesurent la position relative de ces deux

Ąltrations. On déĄnit pour tout 2 ≤ l ≤ e le morphisme :

V
(l)
j : M (l)

j −→M
(l−1)
j

x 7−→ πx

et le morphismes F (l)
j : M (l−1)

j →M
(l)
j comme celui induit par lŠinclusion π−1(ω(l−1)

j ) ⊂
π−1(ω(l)

j ). Par construction on a les égalités :

Ker(V (l)
j ) = D

(l)
j = Im(F (l)

j ), Ker(F (l)
j ) = C

(l)
j = Im(V (l)

j )

• Pour l = 1 on dispose de deux morphismes :

V
(1)
j : M (1)

j −→M
(e)
j−1, F

(1)
j : M (e)

j−1 −→M
(1)
j

x 7−→ V (π1−ex) x 7−→ F (x)

qui sont respectivement σ−1-linéaire et σ-linéaire. Le problème est quŠen général
Ker(V (1)

j ) ̸= Im(F (1)
j ). La solution trouvé par les auteurs dans [SZ22] est la

suivante : il existe un isomorphisme canonique

gj : M (1)
j −→M

(1)
j

qui envoi Ker(V (1)
j ) sur Im(F (1)

j ).

On sŠintéresse donc au triplet (M,F, V ) où F et V sont les sommes directes des
morphismes déĄnis ci-dessus. On aimerait pouvoir donner une structure de Gsplit

k -zip
sur cette donnée, le problème est que les morphismes F et V ne sont pas σ-linéaire
resp. σ−1-linéaire en général. Notons µsplit le cocaractère :

µsplit :=
∏

j,l

µ
(l)
j : Gm → Gsplit

k

On note (P+, P−) les sous-groupes paraboliques induits, (U−, U+) les sous-groupes unipotents
induits et L = P+∩P− le sous-groupe de Levi. On notera (Λsplit, C0, D0, φ0, φ1) le Gsplit

k -
zip de type µsplit trivial. DŠaprès tout ce qui précède on a la proposition suivante :
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Proposition 4.3.1 ([SZ22] Proposition 3.8). On considère l’isomorphisme de groupe :

φ : Gsplit
κ −→ Gsplit

κ

(g1, . . . , ge) 7−→ (g2, . . . , ge, g
p
1)

Alors :

1. I := Isom(M split,Λsplit) est un Gsplit
k -torseur sur ShPR

(D ,Kp) ⊗ k

2. I+ := Isom(0 ⊂ C ⊂M split, 0 ⊂ C0 ⊂ Λsplit) est un P+-torseur sur ShPR
(D ,Kp) ⊗ k.

3. I+ := Isom(0 ⊂ D ⊂M split, 0 ⊂ D0 ⊂ Λsplit) est un Pφ
−-torseur sur ShPR

(D ,Kp) ⊗ k.

4. Il existe un isomorphisme Lφ-équivariant ι : (I+/U+)φ ≃ I−/U
φ
−

Démonstration. Découle des déĄnitions en observant que les seuls morphismes σ-linéaires
ont pour indice l = 1.

Pour obtenir un objet de Gsplit
k -Zip(µsplit), lŠastuce trouvée dans [SZ22] est de considérer

le morphisme de groupes :

φ′ : Gsplit
κ −→ Gsplit

κ

(g1, . . . , ge) 7−→ (ge, g
p
1 . . . , g

p
e−1)

Ce morphisme satisfait φ ◦ φ′ = φ′ ◦ φ = σ. Par conséquent Iφ
′

− est un P σ
−-torseur sur

ShPR
(D ,Kp) ⊗ k et on déduit du point 4. en faisant le changement de base (·)φ′

lŠexistence
dŠun isomorphisme :

ιφ
′

: (I+/U+)(p) ≃ Iφ
′

− /U
(p)
−

La donnée (I, I+, I
φ′

− , ι
φ′

) nous fournit un morphisme de champs algébriques sur k :

ζsplit : ShPR
(D ,Kp) ⊗ k −→ Gsplit

k -Zip(µsplit) (4.3.1)

Comme dans le cas de bonne réduction, les auteurs déĄnissent la stratiĄcation EO
comme la stratiĄcation induite par le morphisme ζsplit. Il montre alors que cŠest un
morphisme lisse (la preuve est identique au cas non ramiĄée), et donc que cette stratiĄcation
est une bonne stratiĄcation.

4.4 Stratification de type EKOR : le cas Hilbert

On se place désormais dans le cas dŠune donnée D de type Hilbert simple (cŠest-à-dire
dŠune donnée de type (C) avec g = 1 et I = ¶∗}). On dispose de deux morphismes de
champs algébriques :

ShPR
(D ,Kp) ⊗ k

Gsplit
k -Zip

[
MPR

D /Gk
]

ζsplit ψ
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La Ćèche de gauche correspond au morphisme (4.3.1) construit dans [SZ22] et induisant
la stratiĄcation EO, et le second est le morphisme induit par le diagramme de modèle
local (2.5.1) induisant la stratiĄcation KR. Dans la section 3.5.3 nous avons calculé les
Gk-orbites dans MPR

D . Comme le montre le tableau 3.5.3, dans le cas e = 4 les invariants
m(2), m(3), m(4) ne permettent pas de détecter chaque orbite. Le morphismes ci-dessus
donnent donc lieu à des stratiĄcations différentes. Il est naturelle de se demander si la
stratiĄcation ń produit ż :

ShPR
(D ,Kp) ⊗ k =

∐

(z,w)∈EO×A (µ•)

S(z,w), S(z,w) := (ζsplit)−1(z) ∩ (ψ)−1(w)

est une bonne stratiĄcation et si oui quelles sont ses relations dŠadhérences entre strates.
Bien sûr ici on demande à ce que le nombre dŠorbites dans MPR

D soit Ąni, ce qui inclut
les cas e ≤ 5 (voir 3.5.8). Nous allons répondre à cette question dans le cas Hilbert. On
commence par la remarque suivante :

Proposition 4.4.1 ([SZ22] Exemple 4.4). Dans le cas Hilbert la stratification d’Ekedahl-
Oort de ShPR

(D ,Kp) ⊗ k coïncide avec la stratification induite par les invariants de Hasse
primitifs.

Cette proposition est lŠanalogue du fait que dans le cas Hilbert non ramiĄé les
strates sont indexées par le groupe de Weyl (Z/2Z)n et que les invariants de Hasse
partiels permettent de détecter chacune de ces strates. En dŠautres termes du point de
vu de la stratiĄcation EO dans le cas non ramiĄée les variétés de Hilbert se comporte
comme un ń produit ż de courbes modulaires.

Cette proposition va nous permettre de montrer le théorème suivant :

Théoreme 4.4.2 ([Ber23]). On suppose que D est une donnée de type Hilbert et que
pour tout i ∈ I on ai ei ≤ 4. Dans ce cas la stratification :

ShPR
(D ,Kp) ⊗ k =

∐

(z,w)∈EO×A (µ•)

S(z,w)

est une bonne stratification : les strates sont non vides et pour tout (z, w) ∈ EO×A (µ•)
on a la relation d’adhérence :

S(z,w) =
⊔

(z′,w′)≤(z,w)

S(z′,w′)

où (z′, w′) ≤ (z, w) si et seulement si z′ ≤ z et w′ ≤ w.

Démonstration. Pour les cas e ≤ 3, il nŠy a rien a montrer car dans ces cas la stratiĄcation
EO de ShPR

(D ,Kp) est plus Ąne que la stratiĄcation KR de ShPR
(D ,Kp). DŠaprès la proposition

précédente et le tableau (3.5.3), si x ∈ S(z,w), le couple (z, w) est entièrement déterminé
par les invariants

(m1(x),m2(x),m3(x),m4(x),Hodge(x))
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En dŠautres termes la stratiĄcation ci-dessus peut se réécrire :

ShPR
(D ,Kp) ⊗ k =

∐

w∈A (µ•)

S(m1)
w

∐

w∈A (µ•)

Sw

où S(m1)
w (resp. Sw) est le lieu de SPR

w où m1 est nul (resp. inversible). Soit w′ ≤ w
deux éléments de A (µ•). Pour prouver le théorème, il suffit de montrer les assertions
suivantes :

1. Si x ∈ Sw′ , alors il existe y ∈ Sw tel que x ∈ ¶y}.

2. Si x ∈ S(m1)
w , alors il existe y ∈ Sw tel que x ∈ ¶y}.

3. Si x ∈ S(m1)
w′ , alors il existe y ∈ S(m1)

w tel que x ∈ ¶y}.
La première condition est évidente car la condition ń m1 inversible ż est stable par
générisation. Il suffit donc de montrer les assertions (2) et (3).

Assertion (2) Nous allons montrer que lŠassertion (2) est vraie sans hypothèse sur
lŠindice de ramiĄcation e. Soit donc x ∈ S(m1)

w un point déĄnit sur un corps k(x).
Pour ne pas alourdir les notations, on notera k = k(x) ce corps. On note E le cristal
associé à x. Nous allons construire une déformation sur R = k[[t]] de ce cristal telle
quŠen Ąbre générique on ait m1 ̸= 0, et sans que les autres invariants ne soient modiĄés.
Soit F (1) := F ((ω(e+1))(p)) où ω(e+1) := π−1(ω(e−1)). DŠaprès [Bij16] Proposition 3.12,
il existe un isomorphisme

E [π]/F (1) ≃
(
ω(e)/ω(e−1)

(p)

faisant commuter le diagramme suivant :

ω(1) E [π]/F (1)

(
ω(e)/ω(e−1)

(p)

≃m1

où le morphisme du haut est celui induit par lŠinclusion ω(1) ⊂ E [π]. Puisque les gradués
sont de dimension 1, la condition m1 = 0 est équivalente à lŠégalité ω(1) = F (1) dans
E [π]. Dans tout ce qui suit on notera E(n),F

(1)
(n) , ω

(k)
(n) etc les objets déĄnis sur Rn =

k[t]/(tn). DŠaprès le lemme 4.2.7 on dispose dŠun relèvement F
(1)
(2) sur R2 qui ne dépend

pas du choix des relèvements ω(e)
(2) et ω(e−1)

(2) sur R2. Soit Λ(1)
(1) ⊂ · · · ⊂ Λ(e)

(1)) la Ąltration

associée à 0 ⊂ ω
(1)
(1) ⊂ · · · ⊂ ω

(e)
(1) via 3.2.3. Comme pour la preuve de 3.4.1, on fait lŠabus

de notation de voir cette Ąltration comme un élément de G̃rµ•(R1). Soit (g1, . . . , ge) ∈
GL2(R1((u))) tel que :

Λ(i)
(1) = gi · Λ(i−1)

(1) , Λ(0)
(1) = ue · Λ0
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Soit Λ
F

(1)

(2)

le R2[[u]]-réseau associé à F
(1)
(2) . On déĄnit :

Λ(i+1)
(2) = gi+1 · Λ(i)

(1), Λ(1)
(2) ̸= Λ

F
(1)

(2)

où chacun des gi+1 ∈ GL2(R2((u))) est vu ici via la section R1 → R2 et Λ(1)
(2) désigne

nŠimporte quel R2[[u]]-réseau relevant Λ(1)
(1) et satisfaisant la condition Λ(1)

(2) ̸= Λ
F

(1)

(2)

. Si on

note gF ∈ GL2(R2((u))) le lacet déĄnissant Λ
F

(1)

(2)

alors il suffit par exemple de choisir

Λ(1)
(2) = (g · gF ) · ueΛ0 avec g ∈ GL2(R2[[u]]) relevant 1 ∈ GL2(R1[[u]]) et g ̸= 1. Par

réduction modulo (ue) on obtient une Ąltration 0 ⊂ ω
(1)
(2) ⊂ · · · ⊂ ω

(e)
(2) satisfaisant

ω
(1)
(2) ̸= F

(1)
(2) . On continue le processus par récurrence sur n ≥ 2. Supposons donnés

E(n), ω
(k)
(n) etc sur Rn. On déĄnit alors la déformation sur Rn+1 comme étant (avec les

notations similaires au cas n = 2) :

Λ(i+1)
(n+1) = gi+1 · Λ(i)

(n+1), Λ(1)
(n+1) ⊗Rn+1 Rn = Λ(1)

(n)

où Λ(1)
(n+1) désigne nŠimporte quel relèvement de Λ(1)

(n) sur Rn+1. Cette propriété de

relèvement nous assure que la condition Λ(1)
(n+1) ̸= Λ

F
(1)

(n+1)

est satisfaite (car elle lŠest

après réduction à Rn). De nouveau après réduction module (ue) on obtient une Ąltration
0 ⊂ ω

(1)
(n+1) ⊂ · · · ⊂ ω

(e)
(n+1) sur Rn+1 satisfaisant ω(1)

(n+1) ̸= F
(1)
(n+1). On obtient par

passage à la limite une Ąltration 0 ⊂ ω
(1)
(∞) ⊂ · · · ⊂ ω

(e)
(∞) qui satisfait ω(1)

(∞) ̸= F
(1)
(∞). Par

Gronthendieck-Messing et Serre-Tate ce processus nous fournit un morphisme :

SpecR→ ShPR
(D ,Kp) ⊗ k

Par construction le point générique y ∈ SpecR satisfait m1(y) ̸= 0. Par ailleurs
puisque lŠon a utilisé les mêmes éléments g1, . . . , ge ∈ GL(R[[u]]) pour construire cette
déformation, il en découle que x et y sont dans la même strate KR. Le point y satisfait
donc les propriétés souhaitées.

Assertion (3) Soit x ∈ S(m1)
w′ . LŠinvariant w′ est entièrement déterminé par le quadruplé

(Hodge(x),m2(x),m3(x),m4(x)) (voir (3.5.3)). Notons T = ¶m2,m3,m4}. Si λ ∈
AdmK(µ) et T ⊂ T on notera (λ, T ) ∈ A (µ•) lŠélément induit via le tableau (3.5.3).
Par déĄnition :

(λ′, T ′) = w′ ≤ w = (λ, T ) ⇔ λ′ ≤ λ et T ⊂ T ′

Notons w′ = (λ′, T ′) et w = (λ, T ). Puisque la stratiĄcation EO est une bonne stratiĄcation
il existe y ∈ S(m1)

(?,T ) tel que x ∈ ¶y} (voir 4.2.9), où ? ∈ AdmK(µ) est un élément à priori
indéterminé. On a gagné si ? = λ. En analysant le diagramme (3.5.3), on trouve que
les seuls cas qui posent problèmes sont :

S
(m1,m2,m3,m4)
(2,2) ⊂ S

(m1,m3)
(2,2) , S

(m1,m3)
(2,2) ⊂ S

(m1,m3)
(3,1)

Nous allons montrer ces relations dŠadhérences séparément.
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1. S(m1,m2,m3,m4)
(2,2) ⊂ S

(m1,m3)
(2,2) . Soit S ∈ S(m1m2,m3,m4)

(2,2) et 0 ⊂ ω
(1)
(1) ⊂ ω

(2)
(1) ⊂ ω

(3)
(1) ⊂ ω

(4)
(1)

la Ąltration associée. Par déĄnition on a les égalités :

ω
(1)
(1) = F

(1)
(1) , ω

(2)
(1) = E(1)[u]

ω
(3)
(1) = u−1(ω(1)

(1)), ω
(4)
(1) = u−1(ω(2)

(1)) = E(1)[u2]

On Ąxe des bases :
⟨v(1)

(1)⟩ = ω
(1)
(1), ⟨v(1)

(1), v
(2)
(1)⟩ = ω

(2)
(1)

Comme dans la preuve de lŠassertion (2), dŠaprès le Lemme 4.2.7, on dispose dŠun
relèvement F

(1)
(2) de F

(1)
(1) sur R2. On Ąxe un relèvement v(1)

(2) sur R2 de v(1)
(1) tel

que F
(1)
(2) = ⟨v(1)

(2)⟩ et un élément α(2) ∈ u−1(F (1)
(2) )\E(2)[u]. On choisit également

un élément v(2)
(2) ∈ E(2)[u] qui relève v(2)

(1). On déĄnit alors la déformation sur R2

comme suit :
E(2) = E ⊗R1 R2 ω

(1)
(2) = ⟨v(1)

(2)⟩ = F
(1)
(2)

ω
(2)
(2) = ω

(1)
(2) ⊕ ⟨v

(2)
(2) + tα(2)⟩, ω

(3)
(2) = u−1(ω(1)

(2)), ω
(4)
(2) = E(2)[u2]

Par construction on a bien u · (v(2)
(2) + tα(2)) ̸= 0. On continue le processus par

récurrence sur n ≥ 2 . Supposons donnés E(n), ω
(k)
(n) etc sur Rn. DŠaprès le lemme

4.2.7 on dispose dŠun relèvement canonique F
(1)
(n+1) surRn+1. On déĄnit la déformation

sur Rn+1 comme suit :

E(n+1) = E ⊗R1 Rn+1 ω
(1)
(n+1) = F

(1)
(n+1)

ω
(3)
(n+1) = u−1(ω(1)

(n+1)), ω
(4)
(n+1) = E(n+1)[u2]

et on prend nŠimporte quel relèvement ω(2)
(n+1) ⊂ u−1(F (1)

(n+1)) de ω(2)
(n), la condition

ω
(2)
(n+1) ̸= E(n+1)[u] étant assurée par cette propriété de relèvement. Comme dans

le cas de lŠassertion (2) on obtient par passage à la limite un élément y ∈ S(m1,m3)
(2,2)

qui satisfait les propriétés souhaitées.

2. S(m1,m3)
(2,2) ⊂ S

(m1,m3)
(3,1) . Soit x ∈ S(m3)

(2,2) et 0 ⊂ ω
(1)
(1) ⊂ ω

(2)
(1) ⊂ ω

(3)
(1) ⊂ ω

(4)
(1) la Ąltration

associée. Par déĄnition on a les égalités :

ω
(1)
(1) = F

(1)
(1) , ω

(3)
(1) = u−1(ω(1)

(1)), ω
(4)
(1) = E(1)[u2]

Soit v(4)
(1) ∈ ω

(4)
(1) tel que ω(4)

(1) = ω
(3)
(1) ⊕ ⟨v

(4)
(1)⟩. Comme dans la preuve de lŠassertion

(2), dŠaprès le Lemme 4.2.7, on dispose dŠun relèvement F
(1)
(2) de F

(1)
(1) sur R2. On

déĄnit la déformation sur R2 comme suit :

E(2) = E ⊗R1 R2 ω
(1)
(2) = F

(1)
(2) , ω

(3)
(2) = u−1(ω(1)

(2))
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Ensuite on choisit un élément α(2) ∈ u−1(ω(3)
(2))\E(2)[u2] et un élément v

(4)
(2) ∈

u−1(ω(3)
(2) ∩ E(2)[u] qui relève v(4)

(1). On déĄnit alors :

ω
(4)
(2) = ω

(3)
(2) ⊕ ⟨v

(4)
(1) + tα(2)⟩

On continue le processus par récurrence sur n ≥ 2 . Supposons donnés E(n), ω
(k)
(n)

etc sur Rn. DŠaprès le lemme 4.2.7 on dispose dŠun relèvement canonique F
(1)
(n+1)

sur Rn+1. On déĄnit la déformation sur Rn+1 comme suit :

E(n+1) = E ⊗R1 Rn+1, ω
(1)
(n+1) = F

(1)
(n+1), ω

(3)
(n+1) = u−1(ω(1)

(n+1))

et on prend nŠimporte quel relèvement ω(2)
(n+1), ω

(4)
(n+1). Les propriétés ω(2)

(n+1) ̸=
E(n+1)[u] et ω(2)

(n+1) ̸= E(n+1)[u2] sont assurées par cette propriété de relèvement.
Comme dans le cas de lŠassertion (2) on obtient par passage à la limite un élément
y ∈ S(m1,m3)

(3,1) qui satisfait les propriétés souhaitées.

Nous allons maintenant montrer que les strates sont non vides. DŠaprès les calculs
de déformations précédents il suffit de montrer que la strate fermée S(m1,m2,m3,m4)

(2,2) est
non vide. Nous allons utiliser les travaux de Goren et Andreatta [AG03]. Soit x ∈ Snaïf

(2,2)

(la strate KR deShnaïf
(D ,Kp) donnée par le polygone de Hodge (2, 2)) un point déĄni sur un

corps k algébriquement clos et G le groupe p-divisible associé. DŠaprès la Proposition
4.10 de loc cit il existe une base (e1, e2) de E (G) telle que la Ąltration de Hodge soit
donnée par :

ωG = ⟨u2e1, u
2e2⟩

et que le Frobenius soit donné dans cette base par :

F =

(
um cu2

u2 0

)

où m ≥ 2 et c ∈ (OL ⊗ k)×. On déĄnit la Ąltration de Pappas Rapoport comme suit :

ω(1) = ⟨u3e2⟩, ω(2) = ⟨u3e1, u
3e2⟩, ω(3) = ⟨u3e1u

2e2⟩, ω(4) = ⟨u2e1, u
2e2⟩

Cela déĄnit un point x̃ ∈ ShPR
(D ,Kp). Un simple calcul montre que pour cette Ąltration

on a :
F

(1) := F (u−1(ω(3))(p)) = ⟨cu3e2⟩
En particulier ω(1) = F (1) et par conséquent m1(x̃) = 0. Il est également simple de voir
que m2(x̃) = m3(x̃) = m4(x̃) = 0. Par conséquent x̃ ∈ S(m1,m2,m3,m4)

(2,2) et cette dernière
strate est donc non vide.

Remarque 4.4.3. Le théorème ci-dessus nous dit essentiellement que lŠon peut inverser
lŠinvariant m1 sans toucher aux autres invariants et réciproquement. Ce qui est assez
surprenant dans la preuve de ce théorème cŠest que lŠon change une donnée σ-linéaire
(lŠinvariantm1) via une déformation dŠune donnée linéaire (Ąltration de Pappas-Rapoport).
CŠest le Lemme 4.2.7 qui rend ce processus possible. Si nous avions voulu déformer
directement sur k[[t]], il aurait été difficile de calculer le faisceau F (1).
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Dans la preuve de ce théorème, étant donné que lŠassertion (2) est vraie sans hypothèse
sur lŠindice de ramiĄcation, nous avons utilisé le fait que e = 4 uniquement pour prouver
lŠassertion (3). Il est donc naturel de faire la conjecture suivante :

Conjecture 4.4.4. Le théorème 4.4.2 est vrai dans le cas e = 5.

Pour des indices de ramiĄcation e ≥ 6, il nŠest pas clair si la stratiĄcation KR
de ShPR

(D ,Kp) possède un nombre Ąni de strate et si cŠest une bonne stratiĄcation, la
conjecture ci-dessus nŠest donc pas bien déĄnie pour de tels indices.
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Chapitre 5

Modèles locaux et diamants

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser aux modèles locaux dans le cadre des
travaux de Scholze-Weinstein [SW20] en géométrie de Hodge p-adique. Soit D une
donnée PEL et K une structure de niveau. On note (G, µ) la donnée associée. Dans
leurs travaux les auteurs déĄnissent une immersion fermée du (v-faisceau associé au)
modèle local naïf dans une grassmannienne affine de type Beilinson-Drinfeld :

ιSW : Mnaif,♢
(G,µ) −֒→ GrG,SpdOE (5.0.1)

Contrairement au cas schématique où nous avons construit une immersion fermée de
la Ąbre spéciale dans une grassmannienne affine locale classique (3.2.3, 3.2.10), le
morphisme construit par Scholze et Weinstein est au dessus de (du v-faisceau associé à)
OE, cŠest-à-dire en niveau entier. Pour le modèle local de Pappas-Rapoport MPR

(G,µ) nous
avons construit une immersion fermée de sa Ąbre spéciale dans un produit de convolution
de grassmanniennes affines. LŠobjectif de ce chapitre est de construire pour les modèles
locaux de Pappas-Rapoport un analogue du plongement de Scholze-Weinstein (5.1.1),
cŠest-à-dire un plongement en niveau entier pour les v-faisceaux associés aux schémas
MPR

(G,µ).

LŠobjectif de ce chapitre est également de manipuler les différents outils développés
en théorie de Hodge p-adique dans [SW20] et [FS21], avec des exemples très concrets
provenant des modèles locaux des variétés de Shimura. De nombreux rappels seront
donc fait tout le long du chapitre pour faciliter la lecture.

5.1 Présentation du problème

5.1.1 Modèle local naïf

Plaçons nous dans le cadre dŠune donnée (G, µ) = (ResOF /ZpGLn, µ) où F/Qp est une
extension Ąnie. Supposons pour simpliĄer que le corps réĆexe est E = Qp. Dans [SW20]
les auteurs déĄnissent une immersion fermée du (v-faisceau associé au) modèle local
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naïf dans une grassmannienne affine de type Beilinson-Drinfeld :

ιSW : Mnaïf,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•) −֒→ Gr(ResOF /Zp
GLn,SpdZp) (5.1.1)

Le faisceau Gr(ResOF /Zp
GLn,SpdZp) paramétrise des modiĄcations de ResOF /ZpGLn-torseurs

sur un espace analytique YZp = Y[0,∞) construit dans [SW20]. Si S = Spa(R,R+)
est un espace perfectoïde affinoïde de caractéristique p et ϖ ∈ R+ est une pseudo-
uniformisante, alors

YZp = SpaW (R+)\V ([ϖ])

(voir section 5.3.2 pour plus de détails). Dans [PR02] (voir aussi 3.2.3) les auteurs ont
construit une immersion fermée de la Ąbre spéciale du modèle local :

ιnaïf : Mnaïf
(ResOF /Zp

GLn,µ•) ⊗Zp Fp −֒→ GrGLn (5.1.2)

On ne peut pas directement comparer ιnaïf et la Ąbre spéciale de ιSW car ces deux
morphismes ne sont pas dans la même catégorie (ιSW est un morphisme de v-faisceaux).
On peut cependant remarquer que les deux grassmanniennes affines dŠarrivées ne sont
pas pour les mêmes groupes. En ce sens lŠimmersion fermée ιSW nŠest donc pas un
ń prolongement ż sur SpdZp du morphisme ιnaïf ie :

ιSW♣SpdFp ̸= (ιnaïf)♢

Dans ce chapitre nous allons construire une grassmannienne affine de type Beilinson-
Drinfeld notée Gr(YOF

,GLn,SpdZp) paramétrant des modiĄcations de GLn-torseurs sur
lŠespace analytique YOF (version sur OF de lŠespace YZp). Cette grassmannienne affine
nous permet de construire une version ń v-faisceautique ż du morphisme ιnaïf , cŠest-à-
dire une immersion fermée de v-faisceaux sur SpdZp :

ιnaïf
v : Mnaïf,♢

(ResOF /Zp
GLn,µ•) −֒→ Gr(YOF

,GLn,SpdZp) (5.1.3)

Cette immersion fermée permet notamment de travailler avec le groupe GLn qui est
réductif (contrairement au groupe ResOF /ZpGLn qui nŠest pas réductif si F/Qp est
ramiĄée). Ce sera un point important lorsque nous voudrons calculer lŠimage de cette
immersion fermée.

5.1.2 Modèle local de Pappas-Rapoport

Comme nous lŠavons vu au chapitre 3 si lŠextension F/Qp est non ramiĄée le schéma
Mnaïf

(ResOF /Zp
GLn,µ•) nŠest pas lisse. Soit K un corps contenant la clôture galoisienne de

F , dŠanneau dŠentier OK et de corps résiduel k. Dans [PR02] (voir aussi 3.2.4) les
auteurs ont construit un modèle local MPR

(ResOF /Zp
GLn,µ•) qui est lisse sur OK , ainsi quŠune

immersion fermée de sa Ąbre spéciale :

ιPR : MPR
(ResOF /Zp

GLn,µ•) ⊗OK k −֒→ GrGLn×̃ . . . ×̃GrGLn
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dans un produit de convolution de grassmanniennes affines pour le groupe GLn. Cette
immersion fermée induit un diagramme commutatif :

MPR
(ResOF /Zp

GLn,µ•)♣Spec k GrGLn×̃ . . . ×̃GrGLn

Mnaïf
(ResOF /Zp

GLn,µ•)♣Spec k GrGLn
ιnaïf

ιPR

où le morphisme de droite est le morphisme de convolution usuel. Nous allons construire
dans ce chapitre une grassmannienne affine de convolution de type Beilinson-Drinfeld
sur SpdOK pour le groupe GLn, notée G̃r(YOF

,H,SpdOK), ainsi quŠun morphisme de
convolution :

G̃r(YOF
,H,SpdOK) −→ Gr(YOF

,H,SpdZp)♣SpdOK

Cette grassmannienne affine nous permet de construire un analogue ń v-faisceautique ż
de ιPR en niveau entier sur SpdOK :

ιPR
v : MPR,♢

(ResOF /Zp
GLn,µ•) −֒→ G̃r(YOF

,H,SpdOK)

Cette immersion fermée est compatible avec ιnaïf
v dans le sens où le carré suivant est

commutatif :

MPR,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•) G̃r(YOF
,H,SpdOK)

Mnaïf,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•)♣SpdOK Gr(YOF
,H,SpdZp)♣SpdOK

ιnaïf
v

ιPR
v

5.2 Notations et rappels

Pour ne pas alourdir le chapitre, nous allons travailler dans le cas (AL) en niveau
parahorique maximal, i.e. avec le groupe G = ResOF /ZpGLn. Nous ferons quelques
remarques à la Ąn du chapitre concernant le cas PEL général.

5.2.1 Notations

Soit F/Qp une extension de degré [F : Qp] = e que lŠon suppose totalement ramiĄée
pour simpliĄer les notations. Soit K/Qp une extension contenant la clôture galoisienne
de F . On note OF lŠanneau dŠentiers de F et on Ąxe π ∈ F une uniformisante. On note
OK lŠanneau dŠentier de K et k son corps résiduel. On note Σ = HomQp(F,K). On
dispose dŠun morphisme de OK-algèbres :

OF ⊗Zp OK −→
∏

φ∈Σ

O(φ)
K

a⊗ b 7−→ (φ(a)b)φ
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où O(φ)
K désigne lŠanneau OK muni de sa structure de OF -algèbre via le morphsime

φ : OF → OK . Ce morphisme nŠest pas un isomorphisme car on a supposé lŠextension
F/Qp (totalement) ramiĄée. On notera pφ la projection sur la composante φ. De la
même manière si R est une OK-algèbre alors on dispose dŠun morphisme :

R⊗Zp OF = R⊗OK (OK ⊗Zp OF ) −→
∏

φ∈Σ

R(φ)

On notera également pφ la projection sur la composante φ de ce morphisme.

Si X est un schéma et G est un schéma groupe sur X on écrira Tors(X,G) pour
désigner la catégorie des G torseurs sur X pour la topologie étale.

5.2.2 Grassmannienne affine locale classique

Soit k un corps et G un schéma en groupe lisse sur k. La grassmannienne affine locale1

(classique) pour le groupe G est le foncteur qui à une k-algèbre R associe lŠensemble :

GrG(R) =

{
(E , β)

∣∣∣∣∣
E ∈ Tors(DR, G),
β : E ♣D∗

R

∼−−→ E0♣D∗
R

}
/ ∼

où E0 désigne le torseur trivial, DR = SpecR[[t]] le disque unité surR, et D∗R = SpecR((t))
le disque unité épointé. Lorsque G = GLn, via lŠidentiĄcation entre GLn-torseurs et
modules localement libres on obtient la description suivante

GrG(R) =

{
Λ ⊂ R((t))n

∣∣∣∣∣
Λ R[[t]]-module localement libre,
Λ[1

t
] = R((t))n

}

5.2.3 Modèle local naif

Nous allons déĄnir le modèle local naïf pour une donnée PEL correspondant au groupe
ResOF /ZpGLn, comme cela a été fait en 3.2.1.1.

Soit V un F -espace vectoriel de dimension n. On Ąxe une base (e1, . . . , en) de V .
On note Λ le OF -module libre de base (e1, . . . , en). Pour tout plongement φ ∈ Σ on Ąxe
un entier 0 ≤ rφ ≤ n. Avec ces entiers on déĄnit le cocaractère :

µ• := (1rφ , 0n−rφ)φ∈Σ : (Gm)Qp → (ResF/QpGLn)Qp
∼=
∏

φ∈Σ

GLn

On note E le corps de déĄnition de µ (appelé corps réĆexe), OE son anneau dŠentier
et κ son corps résiduel. Le modèle local PEL naïf pour le groupe ResOF /Zp GLn et
le cocaractère µ• = (1rφ , 0n−rφ)φ∈Σ noté Mnaïf

(ResOF /Zp
GLn,µ•), est le schéma sur SpecOE

représentant le foncteur qui à (S → SpecOE) associe lŠensemble Mnaïf
(ResOF /Zp

GLn,µ•) des
OF ⊗Zp OS-sous modules F ⊂ ΛS := Λ⊗Zp OS tels que

1le terme ń locale ż est là pour rappeler que cette grassmannienne affine vit au dessus du point
∗ = Spec k, contrairement aux grassmanniennes affines globales de type Beilinson-Drinfeld qui vivent
au dessus dŠune courbe.
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• F est localement sur S (pour la topologie Zariski) un OS-facteur direct de ΛS de
rang r =

∑
φ rφ.

• F satisfait la condition de déterminant de Kottwitz relative à µ :

∀ a ∈ OF , det(a ♣F ) =
∏

φ∈Σ

φ(a)rφ

Par construction G = ResOF /ZpGLn est le schéma en groupe sur SpecZp des automorphismes
de Λ (vu comme un Zp-module) compatibles avec lŠaction de OF .

5.2.4 Plongement de Pappas-Rapoport

Classiquement le plongement de la Ąbre spéciale de Mnaïf
(ResOF /Zp

GLn,µ•) utilisé dans [PR02]
est déĄni comme suit. Soit R ∈ Algk. Le choix dŠune uniformisante π ∈ OF nous fournit
une identiĄcation :

OF ⊗Zp R ≃ R[[u]]/(ue), π ⊗ 1 7→ u

Cela induit un isomorphisme de OF ⊗Zp R-modules :

Λ⊗Zp R ≃ Λ̃R ⊗R[[u]] R[[u]]/(ue)

où Λ̃R = (R[[u]])n désigne le réseau trivial. On note p la projection :

p : Λ̃R → Λ̃R ⊗R[[u]] R[[u]]/(ue)

Soit F ∈Mnaïf
(ResOF /Zp

GLn,µ•)(R). On déĄnit le réseau :

ΛF := p−1

(
F ⊂ Λ̃R ⊗R[[u]] R[[u]]/(ue)

)
(5.2.1)

Proposition 5.2.1. On dispose d’une immersion fermée :

ιnaïf : Mnaïf
(ResOF /Zp

GLn,µ•) ⊗OE κ →֒ GrGLn

F 7−→ ΛF

Démonstration. Voir 3.2.3.

Remarque 5.2.2. Le plongement ci-dessus a été déĄni via la projection R[[u]] →
R[u]/(ue) et la variable considérée dans la décomposition de Cartan est donc la variable
ń u = π ż. On a le diagramme commutatif aux lignes horizontales exactes :

0 F Λ⊗Zp (R[u]/ue)

Ker(p) = (ue) ΛF Λ̃R

pp p
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5.2.5 Travaux de B.Levin

Les travaux de B.Levin dans [Lev16] permettent de déĄnir un modèle local plat dans le
cas de groupes déĄnis par une restriction de Weil. Ces travaux sont bien plus généraux
que le cas PEL et on se propose ici de voir le lien entre ces travaux et ceux de [PR02].

Pour simpliĄer les notations on se place dans le cas dŠun groupe H réductif sur Zp.
On fait lŠabus de notation de continuer de noter H = H⊗ZpZp[u] lŠextension constante.
Soit E(u) ∈ Zp[u] le polynôme minimal de π ∈ OF (cŠest un polynôme dŠEisenstein).
On note D ⊂ A1

Zp le diviseur déĄnit par lŠéquation E(u) = 0.

Définition 5.2.3 ([Lev16] DéĄnition 2.2.3). Pour tout Zp-algèbre R on définit :

GrE(u)
H (R) =

{
(E , β)

∣∣∣∣∣
E ∈ Tors(A1

R, H),
β : E ♣A1

R\D
∼−−→ E 0♣A1

R\D

}
/ ∼

Exemple 5.2.4. Lorsque F = Qp le polynôme minimal est simplement E(u) = u− p.
Dans ce cas la grassmannienne affine GrE(u)

H coïncide avec la grassmannienne affine
construite par Pappas et Zhu dans [PZ11] (5.11).

Après changement de base à une extension de Qp dans laquelle le polynôme E(u)
possède e = [F : Qp] racines distinctes (par exemple lŠextension K/Qp) le diviseur D
devient la somme de e points distincts. A lŠinverse en Ąbre spéciale E(u) = ue et par
conséquent le diviseur D est réduit à un point (attention il nŠest pas réduit au sens de
la géométrie algébrique !). Géométriquement on a la proposition suivante :

Proposition 5.2.5 ([Lev16] Proposition 2.2.8). Le foncteur GrE(u)
H est représentable

par un ind-schéma qui est ind-projectif sur SpecZp. De plus :

1. En fibre générique on dispose d’un isomorphisme :

GrE(u)
H ×SpecZp SpecQp

∼−−→ GrResF/Qp (HF )

2. En fibre spéciale on dispose d’un isomorphisme :

GrE(u)
H ×SpecZp SpecFp

∼−−→ GrHFp

Définition 5.2.6. Soit µ : Gm → (ResF/Qp (HF ))Qp une classe de conjugaison de
cocaractères minuscules. On note E le corps réflexe de µ. Le modèle local pour le
couple (ResOF /Zp(HOF ), µ), noté MLevin

(ResOF /Zp
(HOF

),µ) est définie comme étant la clôture
schématique du sous schéma :

Gr⩽µResF/Qp (HF ) →֒ (GrE(u)
H )OE
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Exemple 5.2.7. Explicitons cette déĄnition pour le groupe H = GLn et pour un
cocaractère µ = (1rφ , 0n−rφ)φ∈Σ. Par construction siR est uneOE-algèbre alors GrE(u)

GLn (R)
est lŠensemble des R[u]-modules projectifs M ⊂ (M0 ⊗ R)[ 1

E(u)
] tels que M [ 1

E(u)
] =

(M0⊗R)[ 1
E(u)

], oùM0 = (OE[u])n désigne le réseau trivial. Notons p : R[u]→ R[u]/E(u)
la projection. En écrivant OF ⊗Zp R ≃ R[u]/E(u) et en utilisant un procédé similaire à
5.2.1, si F ∈Mnaïf

(ResOF /Zp
GLn,µ•)(R) on construit un réseau MF := p−1(F ) ∈ GrE(u)

GLn (R).
Ce procédé nous fournit une immersion fermée sur OE :

ιLevin : Mnaïf
(ResOF /Zp

GLn,µ•) →֒ (GrE(u)
GLn )OE (5.2.2)

Par construction en Ąbre spéciale sur κ on a lŠégalité E(u) = ue et par conséquent
les deux réseaux ΛF et MF coïncident. Dit autrement, le morphisme ιLevin ci-dessus
coïncide en Ąbre spéciale avec le plongement ιnaïf (5.2.1).

Proposition 5.2.8. L’immersion fermée ιLevin induit un isomorphisme de schémas :

Mnaïf
(ResOF /Zp

GLn,µ•) ≃MLevin
(ResOF /Zp

GLn,µ) (5.2.3)

si et seulement si les (rφ)φ∈Σ diffèrent d’au plus 1.

Démonstration. La condition sur les entiers (rφ)φ∈Σ est équivalente à ce que le schéma
Mnaïf

(ResOF /Zp
GLn,µ•) soit plat dŠaprès [PR00] Corollaire 4.3 (voir aussi 3.2.7), et est donc

égale à la clôture schématique de sa Ąbre générique. Le résultat en découle car la Ąbre
générique de Mnaïf

(ResOF /Zp
GLn,µ•) sŠidentiĄe à Gr⩽µResF/Qp (HF ) via le morphisme ι.

Remarque 5.2.9. Les travaux de [Lev16] et [PR02] utilisent le même procédé pour
passer de ResOF /ZpGLn-torseurs à des GLn-torseurs : ils changent la base sur laquelle
sont les torseurs. Plus précisément si S est un schéma sur SpecOE, via lŠéquivalence de
catégorie entre ResOF /ZpGLn-torseurs et OF ⊗Zp OS-modules localement libres de rang
n, le ResOF /ZpGLn-torseur trivial E0 sur S correspond au OF ⊗Zp OS-module :

E0 = (OF ⊗Zp OS)n

En utilisant la présentation OF = Zp[u]/E(u) on obtient via la projection Zp[u] →
Zp[u]/E(u) le GLn-torseur trivial sur A1

S :

Ẽ0 = OS[u]n

On a donc ń intégré ż lŠaction de lŠanneau OF ń dans la courbe A1
OE

ż via la variable
formelle u = π. Nous utiliserons le même procédé dans la Section 5.5.

5.3 Préliminaire de géométrie p-adique

Dans cette partie nous allons faire quelques rappels de géométrie p-adique. Je suppose
le lecteur familier avec les différents concepts de [SW20] et [Sch22].
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5.3.1 Le foncteur diamant

On note Perfk la catégorie des espaces perfectoïdes de caractéristique p sur k, que lŠon
munit de la v-topologie. On note P̃erfk le topos associé. On suit les explications de
[AGLR22] ğ2.2 et [PR23] ğ2.1.

5.3.1.1 Pour les espaces (pré)-adique

Soit X un espace pré-adique sur Spa(Zp) ([SW20], Appendice lecture 3). Le v-faisceau
X♢ sur Spd(Zp) est le foncteur qui à S ∈ PerfFp associe les classes dŠisomorphismes de
triplets (S♯, ι, x) avec :

(1) (S♯, ι) est un untilt de S sur Spa(Zp).

(2) x : S♯ → Y est un morphisme dŠespaces pré-adiques au dessus de Spa(Zp).

5.3.1.2 Pour les schémas

Pour les schémas on dispose de deux constructions pour associer à un schéma sur Zp
un v-faisceau.

• Soit X → SpecZp un schéma de type Ąni séparé. On peut associer à X un espace
adique sur SpaZp :

Xan := X ×SpecZp SpaZp

où le produit Ąbré est au sens de Huber ([Hub94] Proposition 3.8). On déĄnit
alors le v-faisceau sur Spd(Zp) :

X♢ := (Xan)♢

Au niveau des points, ce foncteur coïncide avec la faisceautisation du préfaisceau
qui à un objet S = Spa(R,R+) ∈ PerfFp associe les classes dŠisomorphismes de
triplets (Spa(R♯, R♯+), ι, x) où (Spa(R♯, R♯+), ι) est un untilt de Spa(R,R+) et
x : Spec(R♯) → X est un morphisme de schémas au dessus de Spec(Zp), i.e.
x ∈ X(R♯).

• Soit X → SpecZp un schéma de type Ąni séparé. Notons X̂ → Spf(Zp) le schéma
formel donné par la complétion p-adique de X, et X̂ad → Spa(Zp) lŠespace adique
associé. On déĄnit le v-faisceau sur Spd(Zp) :

X♦ := (X̂ad)♢

Au niveau des points, ce foncteur coïncide avec la faisceautisation du préfaisceau
qui à un objet S = Spa(R,R+) ∈ PerfFp associe les classes dŠisomorphismes de
triplets (Spa(R♯, R♯+), ι, x) où (Spa(R♯, R♯+), ι) est un untilt de Spa(R,R+) et
x : Spec(R♯+) → X est un morphisme de schémas au dessus de Spec(Zp), i.e.
x ∈ X(R♯+).
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LŠinclusion de schémas Spec(R♯)→ Spec(R♯+) induit un morphisme de v-faisceaux
au dessus de Zp :

X♦ −֒→ X♢ (5.3.1)

qui est une immersion ouverte (on a supposé que X était séparé et de type Ąni sur Zp).
Ce morphisme de v-faisceau est induit par le morphisme dŠespaces adiques au dessus
de Spa(Zp) :

X̂ad −֒→ Xan

en appliquant le foncteur (·)♢. Il découle du critère valuatif de propreté que ces morphismes
sont des isomorphismes lorsque X est propre sur Spec(Zp) (pour plus de détails voir
[Hub94] 4.6).

5.3.2 Les courbes

Soit E une extension Ąnie de Qp, dŠanneau dŠentiers OE et de corps résiduel k. Par la
suite E désignera F ou Qp. On Ąxe une uniformisante π ∈ E. Soit S = Spa(R,R+) ∈
Perfk un espace perfectoïde et ϖ ∈ R+ une pseudo-uniformisante. Comme dans [FS21]
(Section II.1.1) on déĄnit :

Y [0,∞]
OE

(S) := SpaWOE(R+)\V (π, [ϖ])

CŠest un espace adique analytique sur OE. LŠindice (·)OE est là pour rappeler que
les coefficients utilisées sont les vecteurs de Witt ramiĄés WOE(·). On dispose dŠune
application continue sur lŠespace topologique sous-jacent :

κ : ♣Y [0,∞]
OE

(S)♣ −→ [0,∞]

qui envoie un point x ∈ YOE(S) sur log ♣[ϖ](x̃)♣/log ♣π(x̃)♣ où x̃ est la générisation de
rang 1 de x. Pour tout intervalle I = [a, b] ⊂ [0,∞] avec a, b ∈ Q on déĄnit lŠouvert :

YIOE := ¶♣π♣b ≤ ♣[ϖ]♣ ≤ ♣π♣a} ⊂ κ−1(I)

Ce sont des ouverts rationnels de SpaWOE(R+) et par conséquent sont des espaces
adiques affinoides :

YIOE = Spa (BI
OE

(S), BI,+
OE

(S))

On déĄnit également les espaces adiques suivants :

Y [0,∞)
OE

(S) = SpaWOE(R+) \V ([ϖ])
Y(0,∞]
OE

(S) = SpaWOE(R+) \V (π)

Pour ne pas alourdir les notations nous noterons par la suite YOE(S) = Y [0,∞)
OE

(S).
Attention cette notation diffère de [SW20] où Y = Y[0,∞], mais elles coïncident avec
celles de [FS21]. On a le théorème suivant dû à Kedlaya et dont nous aurons besoin par
la suite :
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Théoreme 5.3.1 ([SW20] Théorème 13.1.3, [Ked15] Théorème 4.10). Soit Spa (C,C+) ∈
Perfk avec C algébriquement clos. L’espace adique YOE(C,C+) est fortement noethérien.

Remarque 5.3.2. Ce résultat est crucial car il nous permettra par la suite dŠutiliser les
travaux de Huber [Hub96] qui sont démontrés dans le cadre dŠespaces adiques fortement
noethériens.

On peut maintenant passer au lien entre YOE(S) et les untilts de S.

Proposition 5.3.3 ([?] Proposition II.1.2). Il existe un isomorphisme naturel :

YOE(S)♢ ∼= SpdOE × S

EnĄn la proposition suivante caractérise les untilts de S :

Proposition 5.3.4 ([?] Proposition II.1.4). Les objets suivants sont en bijections naturelles :

1. Sections de la projection YOE(S)♢ → S,

2. Morphismes S → SpdOE,

3. Untilts S♯ → SpaOE de S.

De plus, étant donné un untilt S♯ → SpaOE de S, l’immersion fermée naturelle

S♯ →֒ YOE(S)

fait de S♯ un diviseur de Cartier sur YOE(S).

Par la suite nous serons amenés à travailler avec des modiĄcations de torseurs sur
lŠespace adique YOE et il sera utile de pouvoir comparer ces objets avec des objets
classique dans le monde des schémas. Soit S = Spa (R,R+) ∈ Perfk, on déĄnit donc
une version algébrique de YOE(S) :

Yalg
OE

(S) := SpecWOE(R+) \V (π, [ϖ])

Il découle des déĄnitions que lŠon dispose dŠun morphisme dŠespaces localement annelés :

f : YOE(S)→ Yalg
OE

(S)

Kedlaya et Liu ont alors démontré le Théorème suivant de type GAGA :

Théoreme 5.3.5 ([Ked19] 3.8, [Gle20] 2.1.12). Soit S = Spa (R,R+) ∈ Perfk. Le
foncteur image inverse f ∗ : Vect(Yalg

OE
) → Vect(YOE) induit une équivalence exacte de

catégories entre la catégorie des fibrés vectoriels sur Yalg
OE

et celle des fibrés vectoriels
sur YOE .

EnĄn le corollaire suivant nous assure que les notions de modiĄcations de Ąbrés
vectoriels sur YOE et Yalg

OE
coïncident :
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Corollaire 5.3.6. Le foncteur image inverse induit une équivalence

f ∗ : Vect(Yalg
OE

)→ Vect(YOE)

entre la catégorie dont les objets sont les fibrés vectoriels sur Yalg
OE

(resp. fibrés vectoriels
sur YOE) et dont les morphismes sont les fonctions sur Yalg

OE
\V (ξ) (resp. fonctions

méromorphes le long de l’idéal (ξ)).

Démonstration. [Gle20] Corollaire 2.1.14

5.3.3 Préparations aux restrictions de Weil

5.3.3.1 Morphismes entre courbes

Soit S = Spa (R,R+) ∈ PerfFp un espace perfectoïde. On dispose des deux espaces
analytiques :

YOF (S) = SpaWOF (R+) \V ([ϖ])
YZp(S) = SpaW (R+) \V ([ϖ])

Le morphisme canonique W (R+) → WOF (R+) induit un morphisme au niveau des
espaces adiques :

π : YOF (S) −→ YZp(S)

Définition 5.3.7. Pour tout entier d > 0 on définit les petits v-faisceaux sur PerfFp :

DivdYOF
:= (SpdOF )d/Σd

DivdYZp := (SpdZp)d/Σd

5.3.3.2 Théorème de factorisation

Soit S → SpdZp un morphisme donné par un untilt S♯ = Spa(R♯, R♯+) → SpaZp. On
dispose du morphisme de Fontaine :

θ : W (R+) −→ R♯+

∑

i≥0

[ai]pi 7−→
∑

a♯ip
i

dont le noyau est engendré par un élément ξ ∈ W (R+) primitif de degré 1 au sens de
la déĄnition suivante :

Définition 5.3.8 ([?] 1.4.3). Un élément ξ ∈ W (R+) est dit primitif de degré d > 0 :

1. a0 ∈ R◦◦ ∩R×

2. a1, . . . , ad−1 ∈ R◦◦
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3. ad ∈ R◦×

On dispose du théorème de factorisation de Fargues-Fontaine :

Théoreme 5.3.9 ([FFpdPC18] Théorème 2.4.1). Soit Spa(C,C+) ∈ PerfFp un corps.
On suppose C algébriquement clos. Soit ξ ∈ W (C+) primitif de degré d > 0. Alors il
existe ξ1, . . . , ξd ∈ W (C+) primitifs de degré 1 tels que l’on ait la factorisation :

ξ = ξ1 · · · ξd ∈ W (C+)

DŠaprès la remarque VI.1.3 de [FS21], il découle du théorème de factorisation ci-
dessus que le v-faisceau DivdYZp paramétrisant les éléments primitifs de degré d. Bien sûr
les résultats ci-dessus restent valables si lŠon prend lŠanneau de coefficients OF plutôt
que Zp.

Remarque 5.3.10. Malheureusement je nŠai pas trouvé de preuve de la remarque
VI.1.3 de [FS21]. Notons D̃iv

d

YZp
le v-faisceau sur PerfFp paramétrisant les éléments

primitifs de degré d. On dispose dŠun morphisme canonique :

(SpdOF )d −→ D̃iv
d

YZp

(ξ1, . . . , ξd) 7−→ ξ1 · · · ξn
qui est un isomorphisme au niveau des points géométriques dŠaprès le théorème de
factorisation. Pour conclure que cŠest un isomorphismes de (petits) v-faisceaux, il faudrait
prouver que ce morphisme est quasi-compact quasi-séparé, ce que je nŠai pas réussi à
faire.

On a le lemme suivant :

Lemme 5.3.11. Soit ξ ∈ W (R+) primitif de degré 1. Alors ξ ∈ WOF (R+) est primitif
de degré e = [F : Qp].

Démonstration. Il suffit de voir que via lŠapplication canonique W (R+) → WOF (R+)
lŠélément ξ =

∑
i≥0[ai]p

i sŠenvoie sur
∑
i≥0[ai]π

ie.

Il résulte de ce lemme que lŠon dispose dŠun morphisme de petits v-faisceaux :

π−1 : Div1
YZp
−→ DiveYOF

(5.3.2)

qui envoie un élément ξ ∈ W (R+) primitif de degré 1 sur lŠélément ξ ∈ WOF (R+)
primitif de degré e.

Remarque 5.3.12. Ce morphisme est lŠanalogue de lŠapplication ń Ąbre ż pour un
morphisme π : X → Y Ąni surjectif de degré d entre courbes propres lisses sur un corps
k :

π−1 : Div1
Y −→ DivdX
y 7−→ π−1(¶y}) (5.3.3)
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Au niveau des points, si S est un schéma cette application envoie un diviseur de Cartier
relatif D ⊂ YS sur le diviseur (D ×YS XS ⊂ XS). On fera attention au fait que dans le
cadre des schémas le faisceau des diviseurs de Cartier de degré 1 sur Y (resp. de degré
d sur X) est représenté par Y (resp. par la d-ème puissance symétrique de X). Cette
correspondance envoie un point y ∈ Y (S) sur le diviseur D = Γy ⊂ Y ×k S donné par
le graphe de y (ce qui justiĄe la notation (5.3.3)). La situation est différente pour YZp

où le faisceau des diviseurs de degré 1 (resp. de degré d sur YOF ) est donné par SpdZp
qui nŠest quŠun v-faisceau (resp. par (SpdOF )d/Σd). Dans notre contexte lŠapplication
Ąbre est donnée par le produit cartésien :

π−1(S♯) YOF (S)

S♯ YZp(S)

où S♯ ⊂ YZp(S) joue le rôle analogue du graphe Γy ⊂ Y ×k S associé à un point
y : S → Y .

5.3.4 Études des fibres

Nous allons décrire lŠimage du morphisme Ąbre π−1 (5.3.2) au niveau des points géométriques.
Soit S = Spa(C,C+) ∈ PerfFp où C est un corps perfectoïde que lŠon suppose algébriquement
clos et S → SpdZp un morphisme vu comme un point de Div1

YZp
(S). On note S♯ →

SpaZp lŠuntilt associé. On dispose dŠun morphisme canonique de OF -algèbres :

W (C+)⊗Zp OF = WOF (C+) θ⊗1−−→ C♯+ ⊗Zp OF →
∏

φ∈Σ

C♯+
φ (5.3.4)

où Σ = HomZp(OF , C♯+). Notons θφ = pφ ◦ (θ⊗1) la composée avec la projection sur la
composante indexée par φ ∈ Σ. On déĄnit pour tout φ ∈ Σ lŠélément ξφ := π−[φ(π)♭] ∈
WOF (C+), qui est un élément primitif de degré 1. Par construction on a :

Ker(θφ) = (ξφ)

et ces éléments satisfont lŠégalité :

ξ = u
∏

φ∈Σ

ξφ ∈ WOF (C+)

où ξ = p− [p♭] ∈ W (C+) est un générateur de Ker(θ) et u ∈ WOF (C+)× est un élément
inversible. En effet si C est de caractéristique p, alors ξφ = π pour tout φ ∈ Σ et
ξ = p et donc cela découle de lŠégalité dŠidéaux (πe) = (p). Si C est caractéristique
0, alors la Ćèche de droite dans lŠéquation (5.3.4) est injective (cŠest un isomorphisme
après changement de base à C♯), et par conséquent on a lŠégalité au niveau des noyaux
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Ker(θ ⊗ 1) = Ker(
∏
φ θφ), cŠest-à-dire (ξ) = (

∏
φ ξφ) dans WOF (C+). Géométriquement

cela se traduit par lŠégalité dans DiveYOF
(S) :

π−1(S♯) =
∑

φ

Dφ,S♯

où Dφ,S♯ ⊂ YOF (S) désigne le diviseur associé à ξφ ∈ WOF (C+). On a donc distingué
deux situations :

1. S → SpdQp. Dans ce cas les ξφ sont deux à deux distincts car les plongements
φ : OF → C+ sont deux à deux distincts. En termes de diviseurs on a donc :

π−1(S♯) =
∐

φ

Dφ,S♯

avec tous les Dφ,S♯ ∈ Div1
YOF

(S) distincts.

2. S → SpdFp. Dans ce cas les ξφ = π sont tous égaux car donnés par lŠunique
morphisme φ : OF → Fp → C+. En termes de diviseurs cela se traduit par
lŠégalité dans DiveYOF

(S)

π−1(S♯) = e ·Dφ,S♯

où Dφ,S♯ est le diviseur déĄni par ξφ = π ∈ WOF (C+) (le même pour tout φ ∈ Σ).

Pour résumer la situation on a le diagramme commutatif suivant :

SpdFp Div1
YZp

SpdQp

∆ DiveYOF
DiveYOF

\∆(e)

π−1 (5.3.5)

où ∆(e) désigne lŠensemble des diagonales dans DiveYOF
= (Div1

YOF
)e/Σd (cŠest-à-dire le

lieu où les points sont deux à deux distincts) et ∆ le lieu où tous les points sont égaux.

Remarque 5.3.13. Dans [LH22] Huerta travaille en Ąbre générique sur SpdQp, alors
quŠici nous travaillons en niveau entier sur SpdZp. La différence est que le morphisme
YOF → YZp est étale en Ąbre générique, ce qui se traduit par la Ćèche verticale de
droite dans le diagramme ci-dessus. La ramiĄcation en Ąbre spéciale amène quelques
complications, en particulier lorsque lŠon souhaite comparer les torseurs sur YOF et YZp

(comparer [LH22] 1.7 et la preuve du Théorème 5.4.24)

5.4 Différentes grassmanniennes affines

Dans cette section nous allons rappeler les déĄnitions des différentes grassmanniennes
affines introduites par Scholze et Weinstein dans [SW20] et dont nous auront besoin
pour déĄnir les plongement des modèles locaux.
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5.4.1 Notations

Soit S ∈ PerfFp et S → SpdZp un morphisme. On note π−1(S♯) ∈ DiveYOF
le diviseur

associé via le morphisme (5.3.2), et I(π−1(S♯)) le faisceau dŠidéal de déĄnition. On
notera B+

D(S♯) lŠanneau des sections globales de la complétion de OYOF
(S) le long de

I(π−1(S♯)), et BD(S♯) = B+
D(S♯)[ 1

I(π−1(S♯))
]. Plus explicitement dans le cas affinoïde

avec (ξ) = Ker(θ) alors :

B+
D(S♯) = lim←−

n

WOF (R+)[ϖ−1]/(ξ)n

Notez que OF étant Ąni plat sur Zp (ou simplement en prenant la présentation OF =
Zp[u]/E(u)) et que (WOF (C♯)[ϖ−1]/(ξn))n∈N est un système projectif surjectif, on dispose
dŠun isomorphisme canonique

B+
D(S♯) ∼= B+

dR(S♯)⊗Zp OF
où B+

dR(S♯) dénote lŠanneau des sections globales de la complétion de OYZp (S) le long de
IS♯ .
Remarque 5.4.1.

1. Si F = Qp on retrouve lŠanneau des périodes de de Rham B+
dR(R♯, R♯+) :

B+
dR(S♯) = lim←−

n

W (R+)[ϖ−1]/(ξ)n

2. Si S♯ = S → SpaFp est de caractéristique p alors ξ = p et :

B+
D(S♯) = lim←−

n

WOF (R+)[ϖ−1]/(p)n = WOF (R)

On suppose maintenant que lŠon a un morphisme S = Spa(R,R+) → SpdOK .
Notons S♯ = Spa(R♯, R♯+) → Spa(OK ,OK) lŠuntilt associé. On continue de noter
B+
D(S♯) lŠanneau des sections globales de la complétion deOYOF

(S) le long de I(π−1(S♯)),
où lŠon voit S♯ → SpaOK → SpaZp comme un S-point de SpdZp. Ensuite pour tout
plongement φ ∈ Σ la composition

S♯ → SpaOK φ−→ SpaOF
induit un S-point de SpdOF , que lŠon notera S♯φ. On notera B+

dR,OF
(S♯φ) lŠanneau

lŠanneau des sections globales de la complétion de YOF (S) le long de S♯φ. Plus explicitement
dans le cas affinoïde avec les notations de 5.3.4 si (ξφ) = Ker(θφ) alors :

B+
dR,OF

(S♯φ) = lim←−
n

WOF (R+)[ϖ−1]/(ξφ)n

Il découle de lŠégalité (ξ) = (
∏
φ ξφ) que lŠon dispose dŠun isomorphisme :

B+
D(S♯)∧ξφ ∼= B+

dR,OF
(S♯φ)

où B+
D(S♯)∧ξφ dénote la complétion de B+

D(S♯) le long de lŠidéal (ξφ).
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Exemple 5.4.2. Si S♯ = S → Spa k est de caractéristique p alors ξφ = π pour tout
φ ∈ Σ et par conséquent :

B+
dR,OF

(S♯φ) = lim←−
n

WOF (R+)[ϖ−1]/(π)n = WOF (R)

pour tout φ ∈ Σ.

5.4.2 Grassmannienne affine des vecteurs de Witt

Soit E un corps de valuation discrète complet de caractéristique 0, OE son anneau
dŠentier, k son corps résiduel, et π ∈ OE une uniformisante. On note Algperf

k la catégorie
des k-algèbres parfaites. Soit G un groupe réductif sur E, et G un modèle parahorique
sur OE.

Définition 5.4.3 ([Zhu17]). La grassmannienne affine des vecteurs de Witt à coefficient
dans OE est le pré-faisceau sur Algperf

k qui à une k-algèbre parfaite R associe :

Gr
WOE
G (R) =

{
(E , β)

∣∣∣∣∣
E ∈ Tors(SpecWOE(R),G),
β : E ♣SpecWOE

(R)[ 1
π

]
∼−−→ E0♣SpecWOE

(R)[ 1
π

]

}
/ ∼

On a alors la proposition suivante :

Proposition 5.4.4 ([BS16]). Le foncteur Gr
WOE
G est ind-représentable par une limite

inductive de perfections de variétés projectives.

Par la suite nous aurons besoin du lemme suivant sur le comportement de ces
grassmanniennes affines vis-à-vis des restrictions de Weil :

Lemme 5.4.5. Soit H un groupe réductif sur OF . On dispose d’un isomorphisme
canonique :

Gr
WOF
H ≃ GrWResOF /Zp

H

Démonstration. Si R est un k-algèbre parfaite on a les égalités suivantes au niveau des
groupes de lacets :

L+
WOF

H(R) = H(WOF (R))

= H(W (R)⊗Zp OF )

= ResOF /Zp H(W (R))

= L+ResOF /Zp H(R)

Le résultat découle alors de la description des grassmanniennes affines des vecteurs de
Witt en termes de groupes de lacets (voir [Zhu17] Lemme 1.3)
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5.4.3 Grassmannienne affine de Scholze-Weinstein

Soit E un corps de valuation discrète complet de caractéristique 0, OE son anneau
dŠentier, k son corps résiduel, et π ∈ OE une uniformisante. Soit G un groupe réductif
sur E et G un modèle parahorique sur OE. Si S → SpdOE est un morphisme donné par
un untilt S♯, on notera B+

dR(S♯) la complétion de YOE(S) le long de ι : S♯ →֒ YOE(S),
et BdR(S♯) = B+

dR[1/I(S♯)] où I(S♯) est lŠidéal déĄnissant S♯.

5.4.3.1 Avec une patte

Définition 5.4.6. La grassmannienne affine de Scholze-Weinstein est le foncteur sur
Perfk qui à S associe :

Gr(YOE
,G,SpdOE)(S) ∼=





(S♯,E , β)

∣∣∣∣∣

S♯ → SpaOE untilt de S
E ∈ Tors(YOE(S),G),
β : E ♣YOE

(S)\ι(S♯)
∼−−→ E0♣YOE

(S)\ι(S♯)




/ ∼

avec β méromorphe le long de ι(S♯)

Remarque 5.4.7. Dans tout ce qui suit nous utiliserons la notation Gr(X,G,C) pour se
souvenir que lŠon regarde un espace de module des modiĄcations de G-torseurs sur une
courbe X, Ąbrée au dessus de C.

Notez que par déĄnition ce foncteur vient avec un morphisme :

Gr(YOE
,G,SpdOE) −→ Div1

YOE
= SpdOE

La description suivante de la grassmannienne affine de Scholze-Weinstein découle du
théorème de Beauville-Lazlo et du théorème de Kedlaya-Liu 5.3.6 ([Ked19] 3.8) :

Proposition 5.4.8 ([SW20] Proposition 20.3.2). Pour tout S = Spa (R,R+) ∈ Perfk
on a :

Gr(YOE
,G,SpdOE)(S) =





(S♯,E , β)

∣∣∣∣∣

S♯ → SpaOE untilt de S
E ∈ Tors(SpecB+

dR(R♯),G),
β : E ♣SpecBdR(R♯)

∼−−→ E0♣SpecBdR(R♯)




/ ∼

Démonstration. Voir par exemple la discussion après la déĄnition 2.1.21 de [Gle20].

Remarque 5.4.9. Cette description a lŠavantage dŠêtre plus simple à manipuler car
les torseurs sont des torseurs sur des schémas (et non pas des espaces adiques) et nous
évite dŠutiliser la notion de méromorphicité.

Proposition 5.4.10 ([SW20] Proposition 20.3.2, 21.2.1). Le préfaisceau Gr(YOE
,G,SpdOE)

est un petit v-faisceau. De plus le morphisme structural

Gr(YOE
,G,SpdOE) −→ Div1

YOE

est ind-propre et ind-représentable en diamant localement spatial.
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Soit S → SpdOE un morphisme donné par un untilt S♯ → SpaOE. Si S♯ = S =
Spa(R,R+) est de caractéristique p alors on a lŠégalité :

B+
dR(R) = WOE(R)

La proposition suivante est alors essentiellement formelle :

Proposition 5.4.11 ([SW20] 20.3). En fibre spéciale sur Spd k on dispose d’un isomorphisme
de v-faisceaux :

Gr(YOE
,G,SpdOE)♣Spd k

∼= (Gr
WOE
G )♢

Démonstration. Découle de la remarque précédente et de la description de la grassmannienne
affine Gr(YOE

,G,SpdOE) via le théorème de Beauville-Lazlo, voir Proposition 5.4.8.

5.4.3.2 Avec plusieurs pattes

Nous allons maintenant rappeler la déĄnition des grassmanniennes affines à plusieurs
pattes.

Définition 5.4.12. Soit d un entier positif. La grassmannienne affine à d-pattes est le
foncteur sur Perfk qui à S associe :

Gr(YOE
,G,(SpdOE)d)(S) ∼=





((S♯i ),E , β)

∣∣∣∣∣

S♯i → SpaOE untilt de S,
E ∈ Tors(YOE(S),G),
β : E ♣YOE

(S)\∪iS
♯
i

∼−−→ E0♣YOE
(S)\∪iS

♯
i




/ ∼

avec β méromorphe le long de ∪di=1S
♯
i .

Proposition 5.4.13 ([SW20] Proposition 20.5.2, 20.5.4). Le préfaisceau Gr(YOE
,G,(SpdOE)d)

est un petit v-faisceau. De plus si G est réductif le morphisme structural

Gr(YOE
,G,(SpdOE)d) −→ (SpdOE)d

est ind-propre et ind-représentable en diamant localement spatial

Remarque 5.4.14. Comme dans [SW20] ğ 21.2, il devrait être possible dŠétendre la
proposition précédente au cas G parahorique en prouvant que si ρ : G →֒ GLn est une
immersion fermée, alors le morphisme induit :

Gr(YOE
,G,(SpdOE)d) −→ Gr(YOE

,GLn,(SpdOE)d)

est une immersion fermée.

Remarque 5.4.15. Donnons un analogue dans le cas classique (i.e. des schémas). Soit
X/k une courbe propre lisse où k est un corps, et G un groupe lisse sur X. On dispose
de la grassmannienne affine de Beilinson-DrinĄeld classique :

Gr(G,Xd) → Xd (5.4.1)
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dont la Ąbre au dessus de (x1, . . . , xd) ∈ X(S) paramétrise les G-torseurs sur X ×k S
munis dŠune trivialisation sur (X×kS)\∪iΓxi avec Γxi ⊂ X×kS le graphe de xi : X → S.
Il est bien connu que le morphisme structural (5.4.1) est un isomorphisme sur Xd\∆(d)

où ∆(d) désigne lŠensemble des diagonales, et une grassmannienne affine locale classique
sur ∆ avec ∆ le lieu où x1 = · · · = xd (fermé).

Proposition 5.4.16. On a les assertions suivantes :

1. Au dessus de ∆ ⊂ (SpdOE)d on a un isomorphisme naturel

Gr(YOE
,G,(SpdOE)d)♣∆ ∼= Gr(YOE

,G,SpdOE)

2. Au dessus de (SpdOE)d\∆(d) on a un isomorphisme naturel :

(
Gr(YOE

,G,(SpdOE)d)


♣(SpdOE)d\∆(d)

∼=
( d∏

i=1

Gr(YOE
,G,SpdOE)


♣(SpdOE)d\∆(d)

Démonstration. La preuve est exactement la même que dans le cadre de grassmannienne
affines classiques Gr(G,Xd). Pour faciliter la lecture nous allons détailler la preuve dans
le cas d = 3. La preuve générale est complètement analogue. LŠisomorphisme au dessus
du lieu ∆ est évident. Montrons celui au dessus de (SpdOE)3\∆(3). Soit S ∈ Perfk un
espace perfectoïde. On se donne donc des untilts (S♯1, S

♯
2, S

♯
3) ∈ (SpdOE)(S)3 deux à

deux distincts, ainsi quŠune trivialisation de G-torseurs :

β : E ♣YOE
(S)\¶S♯1,S

♯
2,S

♯
3}

∼−→ E0♣YOE
(S)\¶S♯1,S

♯
2,S

♯
3}

On déĄnit les G-torseurs suivants :

E
(1) = Glue

(
E ♣YOE

(S)\¶S♯2,S
♯
3}
,E0♣YOE

(S)\¶S♯1}
, β


E
(2) = Glue

(
E ♣YOE

(S)\¶S♯1,S
♯
3}
,E0♣YOE

(S)\¶S♯2}
, β


E
(3) = Glue

(
E ♣YOE

(S)\¶S♯1,S
♯
2}
,E0♣YOE

(S)\¶S♯3}
, β


où Glue(F1♣U1 ,F2♣U2 , β) désigne le faisceau sur U1 ∪ U2 obtenu par recollement des
faisceaux F1♣U1 et F2♣U2 (faisceaux sur U1 et U2 respectivement) via lŠisomorphisme β
sur lŠintersection U1 ∩U2. Par construction ces faisceaux sont munis de trivialisations :

βi : E
(i)♣YOE

(S)\¶S♯i }

∼−→ E0♣YOE
(S)\¶S♯i }

, i = 1, 2, 3

ce qui nous fournit donc un élément (E (i), βi, S
♯
i )i=1,2,3 ∈

∏3
i=1 Gr(YOE

,G,SpdOE). Réciproquement

soit (E (i), βi, S
♯
i )i=1,2,3 ∈

∏3
i=1 Gr(YOE

,G,SpdOE). On déĄnit

E
′ = Glue

(
E

(1)♣YOE
(S)\¶S♯2,S

♯
3}
,E (2)♣YOE

(S)\¶S♯1,S
♯
3}
, β−1

2 ◦ β1
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qui est un G-torseur sur YOE(S)\¶S♯3}, muni dŠune trivialisation :

β′ : E
′♣YOE

(S)\¶S♯1,S
♯
2,S

♯
3}

∼−→ E0♣YOE
(S)\¶S♯1,S

♯
2,S

♯
3}

Pour étendre ce torseur à YOE(S) tout entier on recolle ensuite avec E (3) :

E = Glue
(
E
′,E (3)♣YOE

(S)\¶S♯1,S
♯
2}
, β−1

3 ◦ β′


qui est lui aussi muni dŠune trivialisation au dessus de YOE(S)\¶S♯1, S♯2, S♯3}. Il est simple
de vériĄer que les deux constructions sont réciproques lŠune de lŠautre.

5.4.3.3 Version symétrique

La grassmannienne affine à d-pattes peut être ń symétrisée ż en ne regardant pas le
champ sur (SpdOE)d mais sur DivdYOE

. Plus précisément :

Définition 5.4.17. Soit d un entier positif. On définit le foncteur sur Perfk qui à S
associe :

Gr(YOE
,G,DivdYOE

)(S) ∼=





(D,E , β)

∣∣∣∣∣

D ∈ DivdYOE
(S),

E ∈ Tors(YOE(S),G),
β : E ♣YOE

(S)\D
∼−−→ E0♣YOE

(S)\D




/ ∼

avec β méromorphe le long de D ⊂ YOE(S).

Le carré suivant est cartésien et permet de faire le lien entre la grassmannienne
affine à d-pattes et sa version symétrique :

Gr(YOE
,G,(SpdOE)d) Gr(YOE

,G,DivdYOE
)

(SpdOE)d DivdYOF

Le v-faisceau Gr(YOE
,G,DivdYOE

) a été étudié par Fargues et Scholze dans [FS21]. Ils

montrent en particulier le résultat suivant :

Proposition 5.4.18 ([FS21] Proposition III.1.3, VI.1.7). Le préfaisceau Gr(YOE
,G,DivdYOE

)

est un petit v-faisceau. De plus si G est réductif le morphisme structural

Gr(YOE
,G,DivdYOE

) −→ DivdYOE

est ind-propre et ind-représentable en diamant localement spatial.

Remarque 5.4.19. Encore une fois la proposition précédente devrait sŠétendre au cas
G parahorique quelconque. En effet si la proposition 5.4.13 sŠétend au cas G parahorique
alors le résultat découle par exemple de [LH22] Lemme 2.5 pour la propreté et de [Sch22]
Proposition 13.4 pour lŠassertion représentable en diamant localement spatial.
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5.4.4 Grassmannienne affine à la B.Levin

Nous allons maintenant déĄnir une grassmannienne affine adaptée aux schémas en
groupes donnés par des restrictions de Weil. LŠidée est très similaire aux travaux de
B.Levin [Lev16].

Soit H un groupe réductif sur OF . On note π : SpecOF → SpecZp et G =
ResOF /ZpH = π∗H la restriction de Weil. On fera lŠabus de notation de noter également
G et H les objets Gan et Han qui sont des espaces adiques en groupe sur SpaZp et
SpaOF respectivement. Soit S ∈ PerfFp un espace perfectoïde. Puisque le diagramme
suivant est cartésien (voir la preuve du Théorème 5.4.24) :

YOF (S) YZp(S)

SpaOF SpaZp

f ′

π

f

π′

on a un isomorphisme canonique :

ResYOF
/YZp

HYOF

∼= GYZp

où HYOF
:= f ′−1H et GYZp = f−1G. Par conséquent et pour simpliĄer les notations, H

désignera le groupe sur SpecOF , SpaOF , YOF et G celui sur SpecZp, SpaZp et YZp . On
notera également π pour désigner le morphisme entre les objets sur OF et les objets sur
Zp. Cette remarque nous assure que ces notations sont cohérentes et que dans chacun
des cas on a bien G = π∗H.

Définition 5.4.20. On définit le foncteur sur PerfFp qui à S associe :

Gr(YOF
,H,SpdZp)(S) =





(S♯,E , β)

∣∣∣∣∣

S♯ → SpaZp untilt de S
E ∈ Tors(YOF (S), H),
β : E ♣YOF

(S)\π−1(S♯)
∼−−→ E0♣YOF

(S)\π−1(S♯)




/ ∼

avec β méromorphe le long de π−1(S♯) ⊂ YOF (S).

De nouveau par Beauville-Lazlo et 5.3.6 on a la description suivante :

Proposition 5.4.21. Pour tout S ∈ Perfk on a :

Gr(YOF
,H,SpdZp)(S) =





(S♯,E , β)

∣∣∣∣∣

S♯ → SpaZp untilt de S
E ∈ Tors(SpecB+

D(S♯), H),
β : E ♣SpecBD(S♯)

∼−−→ E0♣SpecBD(S♯)




/ ∼

Proposition 5.4.22. Le préfaisceau Gr(YOF
,H,SpdZp) est un petit v-faisceau. De plus le

morphisme structural
Gr(YOF

,H,SpdZp) −→ SpdZp

est ind-propre et ind-représentable en diamant localement spatial.
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Démonstration. Le fait que Gr(YOF
,H,SpdZp) soit un petit v-faisceau découle des arguments

de [FS21] Proposition III.1.3. Ensuite par déĄnition on a le carré cartésien suivant :

Gr(YOF
,H,SpdZp) Gr(YOF

,H,DiveYOF
)

SpdZp DiveYOF

π−1

(5.4.2)

où le morphisme de droite est ind-propre et ind-représentable en diamant localement
spatial (Proposition 5.4.18). Être représentable en diamant localement spatial est une
propriété stable par changement de base ([Sch22] Proposition 13.4.), le résultat en
découle.

Remarque 5.4.23. On suit les notations de la Remarque 5.3.12. Soit donc π : X → Y
un morphisme Ąni entre courbes propres lisses sur un corps k. Soit H un groupe réductif
sur Y et G = π∗H sa restriction de Weil. On dispose la version ń symétrique ż de la
grassmannienne affine à d-pattes :

Gr(H,DivdY ) −→ DivdY

qui à un schéma S sur k associe lŠensemble des triplets (D,E , β) où D ⊂ Y ×k S est un
diviseur de Cartier relatif effectif sur Y ×k S et β est une trivialisation du H-torseur E

sur (Y ×k S)\D. En faisant le lien avec le morphisme ń Ąbre ż de la Remarque 5.3.12,
on peut maintenant déĄnir une grassmannienne affine à 1 patte sur X en prenant le
produit Ąbré :

Gr(Y,H,Div1
X) Gr(Y,H,DivdY )

Div1
X DivdY

π−1

Par déĄnition si S est un schéma sur k alors Gr(Y,H,Div1
X)(S) paramétrise les triplets

(x,E , β) où x ∈ X(S), E est un H-torseurs sur Y ×k S et β est une trivialisation sur
(Y×kS)\π−1(x). Le v-faisceau Gr(YOF

,H,SpdZp) est lŠanalogue de la grassmannienne affine
Gr(Y,H,Div1

X) pour le morphisme π : YOF → YZp . Puisque lŠon a supposé le morphisme π
Ąni, il est bien connu (voir la discussion qui suit) que lŠon dispose dŠun isomorphisme
canonique de schémas :

Gr(X,G,Div1
X)
∼= Gr(Y,H,Div1

X)

Nous allons voir dans la section qui suit que ce résultat est également vrai pour les
v-faisceaux Gr(YOF

,H,SpdZp) et Gr(YZp ,ResOF /Zp
H,SpdZp).

5.4.5 Lien entre les deux

Dans cette section nous allons comparer les grassmannienne affines Gr(YZp ,ResOF /Zp
H,SpdZp)

et Gr(YOF
,H,SpdZp).
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On dispose dŠun morphisme dŠadjonction :

ε : π∗π∗H −→ H

qui nous fournit un morphisme de groupoïdes :

ψ : Tors(YZp , π∗H) −→ Tors(YOF , π∗π∗H) −→ Tors(YOF , H)
P 7−→ π∗P 7−→ ε∗π

∗P
(5.4.3)

Puisque ε est un morphisme de groupe, ε∗ envoie le torseur trivial sur le torseur trivial,
et par conséquent on obtient un morphisme canonique de petits v-faisceaux :

Gr(YZp ,ResOF /Zp
H,SpdZp) −→ Gr(YOF

,H,SpdZp)

(P, β) 7−→ (ε∗π∗P, ε∗π
∗β)

Théoreme 5.4.24. Le morphisme de petits v-faisceaux

Gr(YZp ,ResOF /Zp
H,SpdZp) −→ Gr(YOF

,H,SpdZp)

est un isomorphisme.

Remarque 5.4.25. Avant de donner la preuve de cette proposition, expliquons lŠanalogue
dans le cadre des schémas. Soit donc f : X → Y un morphisme entre schémas, G un
groupe sur X que lŠon suppose dans un premier temps commutatif. On dispose de la
suite spectrale de Leray :

Ep,q
2 = Hp(Yét, R

qf∗(G))⇒ Hp+q(Xét, G)

et en particulier de la suite exacte en petits degrés :

1 −→ H1(Yét, f∗G) −→ H1(Xét, G) −→ H0(Xét, R
1f∗G) −→ . . .

En utilisant lŠidentiĄcation entre le premier groupe de cohomologie et les torseurs on
obtient le carré commutatif suivant :

H1(Yét, f∗G) H1(Xét, G)

Tors(Yét, f∗G) Tors(Xét, G)

∼=

ψ

∼=

En particulier ψ est un isomorphisme si et seulement siH0(Xét, R
1f∗G) = 0. Si maintenant

G nŠest pas commutatif, on ne dispose pas de la suite spectrale de Leray mais Giraud
a tout de même construit dans [Gir71] (Proposition 3.1.3) une suite exacte :

1 −→ H1(Yét, f∗G) −→ H1(Xét, G) −→ H0(Xét, R
1f∗G) (5.4.4)

qui bien sûr coïncide avec celle donnée par la suite spectrale de Leray lorsque G est
commutatif. Par conséquent pour prouver que ψ est un isomorphisme il suffit de prouver
que R1f∗G = 0. On a alors le résultat suivant en cohomologie étale :
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Proposition 5.4.26 ([AGV71], Exposé VIII Proposition 5.5, Remarque 5.8). Soit f :
X → Y un morphisme fini, et G un faisceau en groupe sur X. Alors R1f∗G = 0.

Proof of the Theorem 5.4.24. Les deux petits v-faisceaux sont ind-propre (Proposition
5.4.22 et 5.4.10) donc il suffit de vériĄer lŠassertion au niveau des (C,C+)-points où C est
un corps algébriquement clos. Dans ce cas dŠaprès le Théorème 5.3.1 les espaces adiques
YZp(C,C

+) et YOF (C,C+) sont fortement noethériens. On dispose dŠun théorème analogue
à 5.4.26 pour les espaces adiques fortement noethérien ([Hub96], Proposition 2.6.3). Par
conséquent il suffit de montrer que le morphisme π est Ąni. Mais cŠest très général : soit
S ∈ PerfFp , le diagramme suivant est cartésien2 :

YOF (S) YZp(S)

SpaOF SpaZp

π

(Pour ne pas alourdir les notations nous ne noterons plus (S)). En effet les morphismes
SpaOF → SpaZp et YZp → SpaZp sont analytiques ([SW20] DéĄnition 5.1.4) et on peut
donc calculer simplement le produit Ąbré ([SW20] Proposition 5.1.5). Plus précisément,
notons :

B
[0,n]
OF

= WOF (R+)⟨ π
n

[ϖ]
⟩[ 1

[ϖ]
], B

[0,n]
Zp = W (R+)⟨ p

n

[ϖ]
⟩[ 1

[ϖ]
]

LŠespace analytique YOF (resp. YZp) est recouvert par les espaces adiques Y [0,n]
OF

=

Spa (B[0,n]
OF

, B
[0,n],+
OF

) (resp. Y [0,n]
Zp = Spa (B[0,n]

Zp , B
[0,n],+
Zp )) où B

[0,n],+
OF

désigne la clôture

intégrale de WOF (R+)⟨ πn
[ϖ]
⟩ dans B

[0,n]
OF

(resp. clôture intégrale de W (R+)⟨ pn
[ϖ]
⟩ dans

B
[0,n]
Zp ) (voir 5.3.2 ou pour plus de détails [FS21] Proposition II.1.1). Il suffit de montrer

que pour tout n ∈ N le diagramme suivant est cartésien dans la catégorie des paires de
Huber complètes :

Spa (B(n)
OF
, B

(n),+
OF

) Spa (B(n)
Zp , B

(n),+
Zp )

SpaOF SpaZp

Mais cela découle de lŠégalité :

B
(n)
OF

= B
(n)
Zp ⊗Zp OF

et de [Sta18] Lemme 10.147.4, car OF est une Zp algèbre lisse et donc on a également
lŠégalité B(n),+

OF
= B

(n),+
Zp ⊗Zp OF . Par changement de base le morphisme π : YOF → YZp

est donc Ąni et par conséquent R1π∗G = 0. Le résultat découle alors de la suite exacte
de Giraud (5.4.4).

2Notez que cŠest évident après passage aux diamants (bien que ce ne soit pas exploitable ici car le
foncteur (·)♢ nŠest pas pleinement Ądèle sur la catégorie des espaces analytiques)
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Remarque 5.4.27. Comme expliqué en 5.3.13, les travaux [LH22] se passent en Ąbre
générique et sur SpaQp le morphisme YOF → YZp est étale. La preuve du Théorème
5.4.24 est donc plus simple en Ąbre générique (voir [LH22] Proposition 4.1).

Remarque 5.4.28. Le théorème précédent peut également être démontré en utilisant
la description schématique des grassmanniennes affines données par le théorème de
Beauville-Lazlo et le fait que le morphisme B+

dR → B+
D est Ąni (voir 5.4.1).

On déduit du théorème précédent une extension à SpdZp dŠun résultat de Li-Huerta
[LH22] (Proposition 4.1) valable sur SpdQp :

Corollaire 5.4.29. Le carré suivant est cartésien :

Gr(YZp ,ResOF /Zp
H,SpdZp) Gr(YOF

,H,DiveYOF
,)

SpdZp DiveYOF
,

Le théorème précédent permet également de comprendre pourquoi la grassmannienne
affine Gr(YOF

,H,SpdZp) est lŠanalogue ń v-faisceautique ż de la grassmannienne affine
construite dans [Lev16] (voir 5.2.5). Plus précisément on a le corollaire suivant :

Corollaire 5.4.30. 1. En fibre générique sur SpdQp on dispose d’un isomorphisme :

Gr(YOF
,H,SpdZp)♣SpdQp ≃ Gr(YZp ,ResF/Qp H,SpdZp)♣SpdQp

2. En fibre spéciale sur SpdFp on dispose d’un isomorphisme :

Gr(YOF
,H,SpdZp)♣SpdFp ≃ (Gr

WOF
H )♢

Démonstration. En Ąbre générique lŠassertion est évidente. En Ąbre spéciale le résultat
découle du lemme 5.4.5.

5.5 Modèles locaux

Cette section est dédiée aux plongements des modèles locaux Mnaïf
(ResOF /Zp

GLn,µ•) dans les
différentes grassmanniennes affines déĄnies dans la section précédente.

5.5.1 Plongement de Scholze-Weinstein

Le plongement de Scholze-Weinstein ([SW20] 21.6.10) est déĄni comme suit. Soit S =
Spa (R,R+) ∈ PerfFp . Par déĄnition Mnaïf,♢

(ResOF /Zp
GLn,µ•)(S) = ¶(S♯,F )} où S♯ est un

untilt de S et F ∈Mnaïf
(ResOF /Zp

GLn,µ•)(R
♯). On a alors un morphisme :
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Mnaïf,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•)(R,R
+) −→ Gr(YZp ,ResOF /Zp

GLn,SpdZp)(R,R+)

(S♯,F ) 7−→ (S♯,ΛSW
F )

où ΛSW
F est déĄnit comme étant

ΛSW
F = Ker(Λ⊗Zp B

+
dR(R♯) θ−→ Λ⊗Zp R

♯ → (Λ⊗Zp R
♯)/F ))

= θ−1(F )

Proposition 5.5.1 ([SW20] 21.6.10). Ce procédé induit une immersion fermée de petits
v-faisceaux sur SpdOE :

ιSW : Mnaïf,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•) −֒→ Gr(YZp ,ResOF /Zp
GLn,SpdZp)♣SpdOE

Remarque 5.5.2. Supposons que S♯ = S est de caractéristique p. Dans ce casB+
dR(R♯) =

W (R) et la variable considérée dans la décomposition de Cartan est donc la variable
ξ = p. On a le diagramme commutatif aux lignes horizontales exactes :

0 F Λ⊗Zp R

Ker(θ) = (p) ΛF Λ⊗Zp W (R)

θθ θ

5.5.2 Plongement de Pappas-Rapoport

Nous allons déĄnir un analogue du plongement de Pappas-Rapoport (voir Proposition
5.2.1) en niveau entier. Soit S = Spa (R,R+) ∈ PerfFp et (S♯,F ) ∈Mnaïf,♢

(ResOF /Zp
GLn,µ•)(S).

On dispose dŠune surjection :

θF : WOF (R+)
 1
ϖ


= W (R+)

 1
ϖ


⊗Zp OF −→ R♯ ⊗Zp OF

Le morphisme θF sŠétend à la complétion le long de (ξ) = Ker(θ) :

θ̂F : B+
D(R♯) −→ R♯ ⊗Zp OF

et en termes de réseaux :

θ̂F : B+
D(R♯)n −→ (R♯ ⊗Zp OF )n = R♯ ⊗Zp Λ

On déĄnit alors :
ΛF := θ̂−1

F (F )

Par construction on a le diagramme commutatif au lignes horizontales exactes :

0 F (R♯ ⊗Zp OF )n

Ker(θ̂F ) = (ξ) ΛF (B+
D(R♯))n

θ̂Fθ̂F θ̂F
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Remarque 5.5.3. Si S♯ = S est de caractéristique p alors ξ = p est le diagramme
ci-dessus devient :

0 F (R♯ ⊗Zp OF )n

Ker(θ̂F ) = (πe) ΛF (WOF (R))n

θ̂Fθ̂F θ̂F

Cette construction est donc bien lŠanalogue de la construction 5.2.1 car la variable
considérée est la variable π ∈ WOF (R).

Proposition 5.5.4. On dispose d’une immersion fermée de petits v-faisceaux sur SpdOE :

ιnaïf
v : Mnaïf,♢

(ResOF /Zp
GLn,µ•) −֒→ Gr(YOF

,GLn,SpdZp)♣SpdOE

F 7−→ ΛF

(5.5.1)

Démonstration. Identique à la preuve de [SW20] Corollaire 21.6.10 : Mnaïf,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•)

est propre et Gr(YOF
,GLn,SpdZp) est ind-propre donc le morphisme est propre également.

Un monomorphisme propre est une immersion fermée (même dans le monde des v-
faisceaux ! Voir [SW20] 17.4.8).

Proposition 5.5.5. Le diagramme suivant est commutatif :

Mnaif,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•)

Gr(YZp ,ResOF /Zp
GLn,SpdZp) Gr(YOF

,GLn,SpdZp)

ιSW ιnaïf
v

∼=

Démonstration. Soit (R,R+) ∈ PerfFp et (R♯, R♯+) un untilt au dessus de Zp. On dispose
du diagramme commutatif suivant :

B+
dR(R♯)⊗Zp Λ B+

D(R♯)n

R♯ ⊗Zp Λ
θ⊗1 θ̂F

où la Ćèche du haut est un isomorphisme (voir 5.4.1). Le résultat découle alors des
déĄnitions des réseaux ΛF et ΛSW

F comme lŠimage inverse de F par les applications θ̂F
et θ ⊗ 1 respectivement.

Remarque 5.5.6. En dŠautres termes la Proposition 5.5.4 ne nous donne rien de
nouveau comparé aux travaux de Scholze-Weinstein [SW20]. Le plongement ιnaïf nous
sera plus utile pour deux raisons :
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• GLn est réductif (contrairement au groupe ResOF /ZpGLn) et la description de
lŠimage de ιnaïf

v en termes de variétés de Schubert est plus simple à calculer (voir
section 5.7.2).

• La déĄnition du modèle local de Pappas-Rapoport MPR
(ResOF /Zp

GLn,µ•) fait intervenir
des Ąltrations correspondant à des modiĄcations successives de GLn-torseurs, et
non de ResOF /Zp GLn-torseurs. Nous verrons dans la section 5.6.3 que le morphisme
naturel MPR,♢

(ResOF /Zp
GLn,µ•) →Mnaïf,♢

(ResOF /Zp
GLn,µ•) pourra sŠinterpréter comme un certain

produit de convolution au-dessus de Gr(YOF
,H,SpdZp).

5.6 Modèle de Pappas-Rapoport

Dans cette section nous allons nous intéresser au modèle local de Pappas-Rapoport
MPR

(ResOF /Zp
GLn,µ•). On garde les notations de 5.4.

5.6.1 Produit de convolution

On commence par déĄnir le produit de convolution de grassmanniennes affines.

Définition 5.6.1. Soit d > 0 un entier et I = ¶1, . . . , d}. Le d-produit de convolution
est le foncteur sur Perfk qui à S associe :

G̃r(YOE
,G,(SpdOE)d)(S) =





(S♯i ,Ei, βi)i∈I

∣∣∣∣∣

S♯i → SpaOE untilt de S
Ei ∈ Tors(YOE(S),G),
βi : Ei♣YOE

(S)\S♯i

∼−−→ Ei−1♣YOE
(S)\S♯i




/ ∼

avec βi méromorphe le long de S♯i ⊂ YOE(S).

De nouveau par Beauville-Lazlo et 5.3.6 on a la description suivante :

Proposition 5.6.2. Pour tout S ∈ Perfk on a :

G̃r(YOE
,G,(SpdOE)d)(S) =





(S♯i ,Ei, βi)

∣∣∣∣∣

S♯i → SpaOE untilt de S
Ei ∈ Tors(SpecB+

dR(S♯i ),G),
βi : Ei♣SpecBdR(S♯i )

∼−−→ Ei−1♣SpecBdR(S♯i )




/ ∼

Dans [SW20] les auteurs montrent un certains nombre de résultats concernant le
bon comportement de cette grassmannienne affine de convolution :

Proposition 5.6.3 ([SW20] Proposition 20.5.2, 20.5.4). Le préfaisceau G̃r(YOE
,G,(SpdOE)d)

est un petit v-faisceau. De plus si G est réductif le morphisme structural

G̃r(YOE
,G,(SpdOE)d) −→ (SpdOE)d

est ind-propre et ind-représentable en diamant localement spatial.
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On dispose dŠun morphisme de convolution :

m : G̃r(YOE
,G,(SpdOE)d) −→ Gr(YOE

,G,DivdYOE
)

(S♯i ,Ei, βi)i∈I 7−→ (S♯1 + · · ·+ S♯d,Ed, βd ◦ · · · ◦ β1)
(5.6.1)

Remarque 5.6.4. La situation est ń dé-symétrisée ż dans le sens où le produit de
convolution vit au dessus du produit (SpdOE)d et non pas du produit symétrique
DivdYOE

:

G̃r(YOE
,G,(SpdOE)d) Gr(YOE

,G,DivdYOE
)

(SpdOE)d DivdYOE

Attention ce diagramme nŠest pas cartésien (bien sûr il est commutatif).

En fait ce morphisme de convolution se factorise par un autre produit de convolution,
qui lui est un morphisme v-faisceaux sur (SpdOE)d :

m : G̃r(YOE
,G,(SpdOE)d) −→ Gr(YOE

,G,(SpdOE)d)

(S♯i ,Ei, βi)i∈I 7−→ ((S♯i )i∈I ,Ed, βd ◦ · · · ◦ β1)
(5.6.2)

où le membre de droite est la grassmannienne affine à d pattes.

Proposition 5.6.5. Le morphisme de convolution (5.6.2) satisfait les propriétés suivantes :

1. Sur (SpdOE)d\∆(d) c’est un isomorphisme.

2. Sur ∆ ⊂ (SpdOE)d il coïncide avec le morphisme de v-faisceaux sur SpdOE :

Gr(YOE
,G,SpdOE)×̃ . . . ×̃Gr(YOE

,G,SpdOE) −→ Gr(YOE
,G,SpdOE)

où le membre de gauche désigne le foncteur qui à S → SpdOE associe les tuples
(S♯, (Ei, βi)i∈I) avec S♯ un untilt de S sur OE, (Ei)i∈I un d-uplet de G-torseurs sur
YOE(S), et (βi : Ei♣YOE

(S)\S♯
∼−−→ Ei−1♣YOE

(S)\S♯)i∈I des modifications successives
de torseur trivial E0.

Démonstration. LŠassertion (2) découle des déĄnitions. Pour lŠassertion (1), comme
pour Proposition 5.4.16, nous allons donner une preuve dans cas d = 3. Encore une fois
la preuve générale nŠest pas plus compliquée. Soient (S♯1, S

♯
2, S

♯
3) ∈ (SpdOE)3 deux à

deux distincts. On se donne une suite de modiĄcations de G-torseurs sur YOE(S) :

β2 : E3♣YOE
(S)\¶S♯3}

∼−→ E2♣YOE
(S)\¶S♯3}

β1 : E2♣YOE
(S)\¶S♯2}

∼−→ E1♣YOE
(S)\¶S♯2}
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β3 : E1♣YOE
(S)\¶S♯1}

∼−→ E0♣YOE
(S)\¶S♯1}

Son image par le morphisme de convolution est donnée par la composition :

β : E3♣YOE
(S)\¶S♯1,S

♯
2,S

♯
3}

∼−→ E0♣YOE
(S)\¶S♯1,S

♯
2,S

♯
3}

Il suffit de voir que lŠon peut retrouver les (Ei, βi) par recollement et par induction :

E1 = Glue
(
E3♣YOE

(S)\¶S♯2,S
♯
3}
,E0♣YOE

(S)\¶S♯1}
, β


E2 = Glue
(
E3♣YOE

(S)\¶S♯3}
,E1♣YOE

(S)\¶S♯2}
, β′


où β′ : E3♣YOE
(S)\¶S♯2,S

♯
3}

∼−→ E1♣YOE
(S)\¶S♯2,S

♯
3}

est lŠisomorphisme obtenu par construction
de E1. Ces recollements ainsi déĄnis sont naturellement munis des trivialisation β1, β2, β3.
Il est simple de voir que les deux constructions sont réciproques lŠune de lŠautre.

Remarque 5.6.6. Attention pour énoncer un résultat analogue pour le morphisme de
convolution (5.6.1) il faut faire attention à lŠaction du groupe symétrique Σd (cŠest un
Σd-torseur sur le complémentaire de lŠensemble des diagonales).

5.6.2 Produit de convolution pour le modèle local

Pour déĄnir le produit de convolution adapté au splitting modèle MPR
(ResOF /Zp

GLn,µ•)

nous devons ń dé-symétriser ż la situation de façon similaire à 5.6.4. Pour ce faire
on commence par Ąxer une numérotation Σ = ¶φ1, . . . , φe}. Soit S → SpdOK un
morphisme donné par un untilt S♯ → SpaOK . Pour tout i ∈ I = ¶1, . . . , e} on peut
regarder la composition :

S♯ → SpaOK φi−→ SpaOF
qui est un S-points de SpdOF que lŠon notera S♯φi . Ce procédé nous fournit un morphisme
petits v-faisceaux :

SpdOK −→ (SpdOF )e

S♯ 7−→ (S♯φ1
, . . . , S♯φe)

On a le diagramme commutatif suivant (mais pas cartésien) :

SpdOK (SpdOF )e

SpdZp (SpdOF )e/Σe
π−1

Avant de nous concentrer sur le groupe ResOF /ZpGLn, on se place dans le cas dŠun
groupe réductif H sur OF comme pour la section 5.4. On déĄnit G̃r(YOF

,H,SpdOK) via le
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carré cartésien suivant :

G̃r(YOF
,H,SpdOK) G̃r(YOF

,H,(SpdOF )e)

SpdOK (SpdOF )e

(5.6.3)

Plus explicitement :

Définition 5.6.7. On définit le foncteur sur Perfk qui à S = Spa (R,R+) associe :

G̃r(YOF
,H,SpdOK)(S) =





(S♯,Ei, βi)

∣∣∣∣∣

S♯ → SpaOK untilt de S
Ei ∈ Tors(YOF (S), H),
βi : Ei♣YOF

(S)\S♯φi

∼−−→ Ei−1♣YOF
(S)\S♯φi




/ ∼

avec βi méromorphe le long de S♯φi ⊂ YOF (S).

De nouveau par Beauville-Lazlo et 5.3.6 on a la description suivante :

Proposition 5.6.8. Pour tout S ∈ Perfk on a :

G̃r(YOF
,H,SpdOK)(S) =





(S,Ei, βi)

∣∣∣∣∣

S♯ → SpaOK untilt de S
Ei ∈ Tors(SpecB+

D(S♯), H),
βi : Ei♣SpecB+

D[ 1
Ii

]
∼−−→ Ei−1♣SpecB+

D[ 1
Ii

]




/ ∼

où Ii désigne l’idéal associé à l’untilt S♯φi

Proposition 5.6.9. Le préfaisceau G̃r(YOF
,H,SpdOK) est un petit v-faisceau. De plus le

morphisme structural
G̃r(YOF

,H,SpdOK) −→ SpdOK
est ind-propre et ind-représentable en diamant localement spatial.

Démonstration. Découle du carré cartésien (5.6.3) et du résultat analogue pour la
grassmannienne affine de convolution G̃r(YOF

,H,(SpdOF )e) → (SpdOF )e (Proposition
5.6.3).

On dispose dŠun morphisme de convolution :

m : G̃r(YOF
,H,SpdOK) −→ Gr(YOF

,H,SpdZp)♣SpdOK

(S♯,Ei, βi) 7−→ (S♯,Ee, βe ◦ · · · ◦ β1)
(5.6.4)

compatible avec (5.6.1) dans le sens où le diagramme suivant est commutatif :

G̃r(YOF
,H,SpdOK) G̃r(YOF

,H,(SpdOF )e)

Gr(YOF
,H,SpdZp)♣SpdOK Gr(YOF

,H,DiveYOF
)
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En fait sur SpdOK le morphisme SpdOK → (SpdOF )d nous fournit une section :

Gr(YOF
,H,SpdOF )e)♣SpdOK

Gr(YOF
,H,SpdZp)♣SpdOK Gr(YOF

,H,DiveYOF
)♣SpdOK

s

Plus explicitement ce morphisme envoie un triplet (S♯,E , β) sur le triplet ((S♯φi)i,E , β)
où les S♯φi → SpaOF sont obtenus en composant S♯ → SpaOK avec les morphismes
φi : SpaOK → SpaOF . Cette section induit un diagramme cartésien :

G̃r(YOF
,H,SpdOK) G̃r(YOF

,H,(SpdOF )e)♣SpdOK

Gr(YOF
,H,SpdZp)♣SpdOK Gr(YOF

,H,(SpdOF )e)♣SpdOK
s

(5.6.5)

La proposition suivante permet de faire le lien avec la grassmannienne affine de convolution
déĄnie dans [SW20] (voir 5.6.1).

Proposition 5.6.10.

1. En fibre spéciale sur Spd k on dispose d’un isomorphisme de v-faisceaux :

G̃r(YOF
,H,SpdOK)♣Spd k ≃ (Gr

WOF
H )♢×̃ . . . ×̃(Gr

WOF
H )♢

2. En fibre générique sur SpdK le morphisme de convolution est un isomorphisme :

m : G̃r(YOF
,H,SpdOK)♣SpdK

∼−−→ Gr(YOF
,H,SpdZp)♣SpdK

Démonstration. De façon similaire à (5.3.5), on a le diagramme commutatif suivant :

Spd k SpdOK SpdK

∆ (SpdOF )e (SpdOF )e\∆(e)

Le résultat découle alors du carré cartésien (5.6.5) et de la Proposition 5.6.1.

5.6.3 Splitting local modèle

On rappelle que lŠon a Ąxé une numérotation Σ = ¶φ1, . . . , φe}. Le cocaractère µ• est
donc de la forme µ• = (1ri , 0n−ri) pour un e-uplé dŠentiers (r1, . . . , re). On considère
le foncteur MPR

(ResOF /Zp
GLn,µ•) qui à un schéma (S → SpecOK) associe lŠensemble des

Ąltrations (Fi)i de OF ⊗Zp OS-sous modules de ΛS :

Fe ⊂ Fe−1 ⊂ · · · ⊂ F1 ⊂ Λ⊗Zp OS
telles que :
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• Les Fi sont Zariski-localement des OS-facteurs directs de ΛS de rang ri

• Pour tout a ∈ OF et pour tout i = 1, ..., e

(a⊗ 1− 1⊗ φi(a)) ·Fi ⊂ Fi+1

Remarque 5.6.11. Attention : la déĄnition ci-dessus diffère de la déĄnition dans
[PR02]. Mais cette différence est sans conséquence, voir [PR02] Paragraphe 6.3, ou
encore [Ber23] (Exemple 3.9 (4) et Proposition 4.8). Nous adoptons la déĄnition ci-
dessus pour ne pas alourdir les notations.

Finalement on arrive au résultat annoncé dans lŠintroduction :

Théoreme 5.6.12. Il existe une immersion fermée naturelle de petits v-faisceaux sur
SpdOK

ιPR
v : MPR,♢

(ResOF /Zp
GLn,µ•) → G̃r(YOF

,GLn,SpdOK) (5.6.6)

telle que le diagramme suivant soit commutatif :

MPR,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•) G̃r(YOF
,GLn,SpdOK)

Mnaif,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ)♣SpdOK Gr(YOF
,GLn,SpdZp)♣SpdOK

ιPR
v

ιnaïf
v

m (5.6.7)

Démonstration. Soit S = Spa (R,R+) ∈ Perfk et (S♯,F ) ∈ MPR,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•)(S). On
dispose dŠune surjection :

θF : WOF (R+)
 1
ϖ


= W (R+)

 1
ϖ


⊗Zp OF −→ R♯ ⊗Zp OF

Le morphisme θF sŠétend à la complétion le long de (ξ) = Ker(θ) :

θ̂F : B+
D(R♯) −→ R♯ ⊗Zp OF

et en termes de réseaux :

θ̂F : B+
D(R♯)n −→ (R♯ ⊗Zp OL)n = R♯ ⊗Zp Λ

On déĄnit alors :
Λ
i

:= θ̂−1
F (Fi)

Par construction on a donc une Ąltration :

Λe ⊂ · · · ⊂ Λ1 ⊂ B+
D(R♯)n

Si on prend ξi = π − [τi(π)♭] ∈ WOF (R) on a lŠégalité :

θF (ξi) = π ⊗ 1− 1⊗ τi(π)
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Par conséquent, par déĄnition des (Fi)i, pour tout i = 1, . . . , e on a lŠinclusion :

ξi · Λi ⊂ Λi+1

En particulier on dispose de lŠégalité :

Λi ⊗B+
D(R♯) B

+
D(R♯)

[
1
ξi

]
= Λi+1 ⊗B+

D(R♯) B
+
D(R♯)

[
1
ξi

]

Ce procédé nous fournit donc un élément de G̃r(YZp ,ResOF /Zp
GLn,SpdZp)(S) et par fonctorialité

de la construction cela nous fournit un morphisme de v-faisceaux sur SpdOK :

MPR,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•) −→ G̃r(YZp ,ResOF /Zp
GLn,SpdZp)

(Fe ⊂ · · · ⊂ F1) 7−→ (Λe ⊂ · · · ⊂ Λ1)

Ce morphisme est une immersion fermée car la source est propre et la cible ind-propre
dŠaprès 5.6.9. Le fait que le diagramme (5.6.7) soit cartésien découle directement des
descriptions des objets quŠils paramétrisent et des construction des morphismes ιPR

v

(voir (5.6.6)) et ιnaïf
v (voir 5.5.4)

Remarque 5.6.13. La construction ci-dessus devrait sŠétendre sans trop de difficulté à
des chaînes de réseaux polarisées quelconques comme cela est fait dans [SW20] (section
21).

5.7 Description des images

On rappelle que le modèle local canonique est déĄni comme lŠimage schématique :

Mcan
D := Im

(
MPR

D

π−→Mnaïf
D ⊗OE OK →Mnaïf

D



On notera ιcan
v lŠimmersion fermée de v-faisceaux sur SpdZp obtenue par composition

Mcan,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•) −→Mnaïf,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•)

ιnaïf
v−−→ Gr(YOF

,GLn,SpdZp)

Dans cette section nous allons décrire lŠimage des plongements ιPR
v et ιcan

v en termes
de variétés de Schubert. Cette description est rendue possible par le fait que nous
travaillons avec des grassmanniennes affines pour le groupe GLn qui est réductif (contrairement
au groupe ResOF /Zp GLn).

5.7.1 Cellules de Schubert

On commence par quelques rappels sur les cellules de Schubert comme déĄnies dans
[FS21] ğVI.2. Soit donc G un groupe réductif sur OE que lŠon suppose déployé. On Ąxe
un tore déployé et un Borel T ⊂ B ⊂ G. On note X•(T )+ le Z-module des cocaractères
B-dominants.

166



Soit S = Spa(C,C+)→ Div1
YOE

un morphisme donné par un untilt S♯ = Spa(C♯, C♯+).
Supposons C algébriquement clos. Dans ce cas B+

dR(C♯) est un anneau de valuation
discrète dŠuniformisante ξ et de corps de fraction BdR(C♯). On dispose alors de la
décomposition de Cartan :

X•(T )+ ∼−−→ G(B+
dR(C♯))\G(BdR(C♯))/G(B+

dR(C♯)) (5.7.1)

µ 7−→ [µ(ξ)] (5.7.2)

où µ(ξ) ∈ T (BdR(C♯)) désigne lŠimage de ξ par le cocaractère µ : Gm → T .

Maintenant soient E1 et E2 deux G-torseurs sur SpecB+
dR(C♯), et β un isomorphisme

entre E1 et E2 sur SpecBdR(C♯). LŠanneau B+
dR(C♯) est un anneau complet de valuation

discrète avec un corps résiduel algébriquement clos et par conséquent les G-torseur
E1 et E2 sont triviaux. Fixons des trivialisations β1 : E1 ≃ E0 et β2 : E2 ≃ E0 sur
SpecB+

dR(C♯). La composition β1 ·β ·β−1
2 est un automorphisme du G-torseur trivial E0

sur SpecBdR(C♯), i.e. un élément du groupe G(BdR(C♯)). Cet élément est bien déĄni
modulo le choix des trivialisations β1 et β2, cŠest-à-dire modulo la multiplication par
un élément de G(B+

dR(C♯)) à gauche et à droite. On notera

Inv(β) ∈ X•(T )+

lŠélément induit via la décomposition de Cartan (5.7.1), que lŠon appelle abusivement
la position relative de E1 et E2. On obtient pour tout point géométrique S → Div1

YOE

une application bien déĄnie :

Gr(YOE
,G,Div1

YOE
)(S) −→ X•(T )+

(S♯,E , β) 7−→ Inv(β)

Cas d = 1

En suivant [FS21] VI.2.2, on déĄnit pour tout µ ∈ X•(T )+ :

Grµ
(YOE

,G,Div1
YOE

)
⊂ Gr(YOE

,G,Div1
YOE

)

comme le sous-foncteur des points S → Gr(YOE
,G,Div1

YOE
) donnés par des triplets (S♯,E , β)

tels que pour tout point géométrique Spa(C,C+) → S la position relative de E et E0

en Spa(C♯, C♯+) est égale à µ. On déĄnit ensuite le foncteur :

Gr≤µ
(YOE

,G,Div1
YOE

)
:=

⊔

µ′≤µ

Grµ
′

(YOE
,G,Div1

YOE
)

Le foncteur Gr≤µ
(YOE

,G,Div1
YOE

)
est un petit v-faisceau qui est propre sur Div1

YOE
([FS21]

Proposition VI.2.3). De plus on a lŠégalité :

Gr(YOE
,G,Div1

YOE
) = lim←−

µ

Gr≤µ
(YOE

,G,Div1
YOE

)
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Cas général

On passe maintenant au cas dŠun entier d > 0 quelconque. De nouveau on suit les
explications de [FS21]. Soit S → DivdYOE

un point donné par un diviseur de Cartier
DS ⊂ YOE(S) de degré d. En un point géométrique Spa(C,C+)→ S le diviseur D(C,C+)

est lŠunion disjoint de d diviseurs de Cartier (non ordonnés) de degré 1, correspondant
à un I-uplet dŠuntils non ordonnés Spa(C♯

i , C
♯+
i ) avec ♣I♣ = d.

Suivant [FS21] VI.2.2, on déĄnit pour tout d-uplet non ordonné µ• = (µj)j∈J
dŠéléments µj ∈ X•(T )+ avec ♣J ♣ = d

Gr≤µ•

(YOE
,G,DivdYOE

)
⊂ Gr(YOE

,G,DivdYOE
)

comme le sous-foncteur des points S → Gr(YOE
,G,DivdYOE

) donnés par des triplets (DS,E , β)

tels que pour tout point géométrique Spa(C,C+)→ S, si lŠon note (Spa(C♯
i , C

♯+
i ))i∈I le

I-uplet dŠuntilts non ordonnés associé à DS avec ♣I♣ = d, il existe une bijection ψ : J ≃ I
telle que la position relative de E et E0 en Spa(C♯

i , C
♯+
i ) est bornée par

∑

j∈J

C
♯
i

=C
♯
ψ(j)

µj

Produit de convolution

On sŠintéresse maintenant au produit de convolution. Suivant [SW20] 20.5.3, on déĄnit
pour tout d-uplet de cocaractère µ• = (µ1, . . . , µd) ∈ (X•(T )+)d on déĄnit

G̃r
µ•

(YOE
,G,(SpdOE)d) ⊂ G̃r(YOE

,G,(SpdOE)d)

comme le sous-foncteur des points S → G̃r(YOE
,G,(SpdOE)d) donnés par des d-uplets

(S♯i ,Ei, βi)i∈¶1,...,d} tels que pour tout point géométrique Spa(C,C+) → S, si lŠon note
Spa(C♯

i , C
♯+
i ) les untilts induits, la position relative de Ei et Ei−1 en Spa(C♯

i , C
♯+
i ) est

égale à µi pour tout i = 1, . . . , d. On déĄnit ensuite le sous-foncteur :

G̃r
≤µ•

(YOE
,G,(SpdOE)d) =

⊔

µ′
•≤µ•

G̃r
µ′

•

(YOE
,G,(SpdOE)d)

Pour les restrictions de Weil

On peut maintenant déĄnir les variétés de Schubert pour nos grassmanniennes affines
Gr(YOF

,H,SpdZp) et G̃r(YOF
,H,SpdOK), où H est un groupe réductif déployé sur OF . Soit

µ• = (µφ)φ∈Σ : Gm → ResF/Qp H(Qp) =
∏

φ∈Σ

H(Qp)

un cocaractère.
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Définition 5.7.1.

1. On définit le sous-foncteur

Gr≤µ•

(YOF
,H,SpdZp) ⊂ Gr(YOF

,H,SpdZp)

comme l’image inverse de Gr≤µ•

(YOF
,H,DiveYOF

) ⊂ Gr(YOF
,H,DiveYOF

) par le morphisme

de v-faisceaux Gr(YOF
,H,SpdZp) → Gr(YOF

,H,DiveYOF
) (voir (3.2.11)).

2. On définit le sous-foncteur :

G̃r
µ•

(YOF
,H,SpdOK) ⊂ G̃r(YOF

,H,SpdOK)

comme l’image inverse de G̃r
µ•

(YOF
,H,(SpdOF )e) ⊂ G̃r(YOF

,H,(SpdOF )e) par le morphisme

de v-faisceaux G̃r(YOF
,H,SpdOK) → G̃r(YOF

,H,(SpdOF )e) (voir (5.6.3)).

On a la proposition suivante :

Proposition 5.7.2 ([SW20] 20.5.4). L’image de G̃r
≤µ•

(YOF
,H,SpdOK) par le morphisme de

convolution
m : G̃r(YOF

,H,SpdOK) → Gr(YOF
,H,SpdZp)♣SpdOK

est égale à Gr≤µ•

(YOF
,H,SpdZp)♣SpdOK .

Démonstration. Le résultat découle de lŠassertion analogue pour le morphisme de convolution
G̃r(YOF

,H,(SpdOF )e) → Gr(YOF
,H,DiveYOF

) ([SW20] Proposition 20.5.4).

5.7.2 Images des modèles locaux

Comme pour la section 3.2.1.1, étant donné un cocaractère

µ• = (µφ)φ∈Σ = (1rφ , 0n−rφ)φ∈Σ ∈ X•(ResOF /ZpG
d
m)+ =

∏

φ∈Σ

(Zd)+

on notera
µ∨• = (µ∨φ)φ∈Σ = (1n−rφ , 0rφ)φ∈Σ

On peut maintenant énoncer le résultat principal de cette section :

Théoreme 5.7.3. (1) L’immersion fermée ιcan
v induit un isomorphisme de v-faisceaux

sur SpdZp :
Mcan,♢

(ResOF /Zp
GLn,µ•)

∼−−→ Gr≤µ
∨
•

(YOF
,GLn,SpdZp)
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(2) L’immersion fermée ιPR
v induit un isomorphisme de v-faisceaux sur SpdOK :

MPR,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•)
∼−−→ G̃r

µ∨
•

(YOF
,GLn,SpdOK)

En résumé on a le diagramme cartésien suivant

MPR,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•) G̃r
µ∨

•

(YOF
,GLn,SpdOK)

Mcan,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•)♣SpdOK Gr≤µ
∨
•

(YOF
,GLn,SpdZp)♣SpdOK

m

où les flèches horizontales sont des isomorphismes.

Démonstration. Commençons par le point (1). Puisque les deux v-faisceaux sont propres
sur SpdZp, il suffit de montrer que cŠest un isomorphisme au niveau des points géométriques.
Soit donc S = Spa(C,C+) → SpdZp un point géométrique donné par un untilt
S♯ = Spa(C♯, C♯+). On distingue deux situations :

• C♯ est de caractéristique 0. Dans ce cas comme nous lŠavons vu en 5.3.4 le S-
point de DiveYOF

induit par le morphisme π−1 est donné par un Σ-uplet dŠuntilts
(S♯φ)φ∈Σ sur OF deux à deux distincts. Dans ce cas avec les notations de 5.4.1 on
dispose dŠun isomorphisme :

B+
D(C♯) =

∏

φ∈Σ

B+
dR,OF

(C♯
φ) (5.7.3)

provenant de lŠégalité dŠidéaux (ξ) = (
∏
φ ξφ) et du fait que les idéaux (ξφ) sont

deux à deux distincts. Si M est un B+
D(C♯)-module on notera

M =
⊕

φ∈Σ

Mφ

la décomposition de M induite par (5.7.3). Notons M0 = B+
D(C♯)n le B+

D(C♯)-
réseau trivial de rang n. Par déĄnition Gr≤µ

∨
•

(YOF
,GLn,SpdZp)(C,C

+) paramétrise les

B+
D(C♯)-réseaux M ⊂M0[1

ξ
] tels que la position relative de Mφ et M0,φ soit bornée

par µ∨φ. Plus explicitement pour un cocaractère µ∨φ = (1n−rφ , 0rφ) cette condition
est équivalente aux conditions ξφ·M0,φ ⊂Mφ ⊂M0,φ et dimC♯(M0,φ/Mφ) = n−rφ.

De lŠautre coté puisque C♯ est sur Qp on a lŠégalité

Mnaïf,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•)(C
♯) = Mcan,♢

(ResOF /Zp
GLn,µ•)(C

♯)

et il est donc équivalent de prouver lŠassertion pour Mnaïf,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•)(C
♯). Soit

donc F ⊂ (C♯ ⊗Zp OF )n est un élément de ∈ Mnaïf,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•)(C,C
+) alors la

décomposition :
C♯ ⊗Zp OF =

∏

φ∈Σ

C♯
φ
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induit une décomposition
F =

⊕

φ∈Σ

Fφ

La condition de Kottwitz est équivalente à ce que dimC♯(Fφ) = rφ pour tout
φ ∈ Σ (voir la discussion 2.3.4). Pour Ąnir on a le carré commutatif suivant :

B+
D(C♯) C♯ ⊗Zp OF

B+
dR,OF

(C♯
φ) C♯

φ

∧ξφ

θ̂F

θ̂φ

pφ

où θ̂φ désigne lŠapplication de Fontaine usuelle associée à lŠuntilt C♯
φ. Il est maintenant

simple de voir que la construction :

Mnaïf,♢
(ResOF /Zp

GLn,µ•)(C,C
+) −→ Gr≤µ•

(YOF
,GLn,SpdZp)(C,C

+)

(F =
⊕

φ∈Σ

Fφ) 7−→ (ΛF =
⊕

φ∈Σ

ΛFφ)

est une bijection, où ΛFφ := θ̂−1
φ (Fφ).

• C♯ est de caractéristique p. Dans ce cas les untilts (C♯
φ)φ∈Σ sont tous égaux.

Notons M0 = WOF (C♯)n. Il sŠen suit que Gr≤µ•

(YOF
,GLn,SpdZp)(C,C

+) paramétrise les

WOF (C)-réseaux M ⊂M0[ 1
p
] tels que la position relative de M et M0 soit bornée

par ∑

φ∈Σ

µ∨φ

LŠassertion découle alors de 3.2.5.

Le point (2) se démontre de la même manière, en observant que les conditions

ξi · Λi ⊂ Λi+1, dimC(Λi/Λi+1) = ri

(avec les notations de la preuve du théorème 5.6.12) sont équivalentes à ce que la
position relative de Λi et Λi+1 soit égale à µ∨i = (1n−ri , 0ri) au point S♯φi .
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Titre : Stratification des modèles de Pappas-Rapoport des variétés de Shimura 

Mots clés : Géométrie arithmétique, formes modulaires, variétés de Shimura 

Résumé : Dans cette thèse nous étudions la de Kottwitz-Rapoport (analogue à la stratification de 
géométrie de la réduction de certaines variétés Kottwitz-Rapoport des modèles entiers de Kottwitz). 
de Shimura modulo un nombre premier p. Plus Dans un travail récent, Xu Shen et Yuqiang Zheng ont 
précisément on considère la réduction modulo p des défini une stratification d'Ekedahl- Oort des modèles 
modèles entiers des variétés de Shimura de type entiers de Pappas-Rapoport. Dans le cas Hilbert nous 
PEL construits par Pappas et Rapoport. Dans le cas montrons que « l'intersection ;:,, de leur stratification 
d'une donnée PEL de type Hilbert, on montre que la avec la straitification de Kottwitz- Rapoport est une 
stratification induite par le polygone de Hodge est une bonne stratification. Dans la seconde partie de cette 
bonne stratification (l'adhérence d'une strate est une thèse nous nous intéressons aux modèles locaux 
union disjointe de strates). Ensuite nous calculons dans le contexte de la théorie de Hodge p-adique. 
les G-orbites de la fibre spéciale du modèle local Nous définissons un plongement en niveau entier 
de Pappas- Raporport dans le cas Hilbert, où G des modèles locaux de Pappas-Rapoport dans une 
est le groupe associé à la donnée PEL. Ces orbites certaine Grassmannienne affine de type Beilinson
induisent une bonne stratification de la fibre spéciale Drinfeld, analogue au plongement définit Scholze et 
de la variété de Shimura, que l'on appelle stratification Weinstein pour les modèles entiers de Kottwitz. 

Title : Stratification of Pappas-Rapoport models of Shimura varieties 

Keywords : Arithmetic geometry, modular forms, Shimura varieties 

Abstract : ln this thesis we study the geometry of the 
reduction of certain Shimura varieties modulo a prime 
number p. More precisely, we consider the reduction 
modulo p of the integer models of PEL-type Shimura 
varieties constructed by Pappas and Rapoport. ln 
the case of Hilbert-type PEL data, we show that 
the stratification induced by the Hodge polygon is a 
good stratification (the adherence of a stratum is a 
disjoint union of strata). Next, we compute the G
orbits of the special fiber of the Pappas-Raporport 
local model in the Hilbert case, where G is the group 
associated with the PEL datum. These orbits induce 
a good stratification of the special fiber of the Shimura 
variety, which we call Kottwitz- Rapoport stratification 

Institut Polytechnique de Paris 
91120 Palaiseau, France 

(analogous to the Kottwitz-Rapoport stratification of 
integer Kottwitz models). ln a recent work, Xu Shen 
and Yuqiang Zheng have defined an Ekedahl-Oort 
stratification of integer Pappas-Rapoport models. ln 
the Hilbert case we show that "the intersection" of their 
stratification with the Kottwitz-Rapoport straitification 
is a good stratification. ln the second part of this 
thesis, we focus on local models in the context 
of p-adic Hodge theory. We define an integer-level 
embedding of Pappas-Rapoport local models into 
a certain affine Grassmannian of Beilinson-Drinfeld 
type, analogous to the embedding defined by Scholze 
and Weinstein for Kottwitz local models. 
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