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Résumé

Dans cette thése nous étudions la géométrie de la réduction de certaines
variétés de Shimura modulo un nombre premier p. Plus précisément on considere
la réduction modulo p des modeles entiers des variétés de Shimura de type PEL
construits par Pappas et Rapoport. Dans le cas d’une donnée PEL de type Hilbert,
on montre que la stratification induite par le polygone de Hodge est une bonne
stratification (I’adhérence d’une strate est une union disjointe de strates). Ensuite
nous calculons les G-orbites de la fibre spéciale du modele local de Pappas-
Raporport dans le cas Hilbert, ou G est le groupe associé a la donnée PEL.
Ces orbites induisent une bonne stratification de la fibre spéciale de la variété
de Shimura, que I'on appelle stratification de Kottwitz-Rapoport (analogue a la
stratification de Kottwitz-Rapoport des modeles entiers de Kottwitz). Dans un
travail récent, Xu Shen et Yuqgiang Zheng ont défini une stratification d’Ekedahl-
Oort des modeles entiers de Pappas-Rapoport. Dans le cas Hilbert nous montrons
que « l'intersection » de leur stratification avec la straitification de Kottwitz-
Rapoport est une bonne stratification.

Dans la seconde partie de cette thése nous nous intéressons aux modeles
locaux dans le contexte de la théorie de Hodge p-adique. Nous définissons un
plongement en niveau entier des modeles locaux de Pappas-Rapoport dans une
certaine Grassmannienne affine de type Beilinson-Drinfeld, analogue au plongement
définit Scholze et Weinstein pour les modeles entiers de Kottwitz.

Abstract

In this thesis we study the geometry of the reduction of certain Shimura
varieties modulo a prime number p. More precisely, we consider the reduction
modulo p of the integral models of PEL-type Shimura varieties constructed by
Pappas and Rapoport. In the case of Hilbert-type PEL data, we show that the
stratification induced by the Hodge polygon is a good stratification (the adherence
of a stratum is a disjoint union of strata). Next, we compute the G-orbits of the
special fiber of the Pappas-Raporport local model in the Hilbert case, where
G is the group associated with the PEL datum. These orbits induce a good
stratification of the special fiber of the Shimura variety, which we call Kottwitz-
Rapoport stratification (analogous to the Kottwitz-Rapoport stratification of
integral Kottwitz models). In a recent work, Xu Shen and Yuqiang Zheng have
defined an Ekedahl-Oort stratification of integer Pappas-Rapoport models. In
the Hilbert case we show that “the intersection” of their stratification with the
Kottwitz-Rapoport straitification is a good stratification.

In the second part of this thesis, we focus on local models in the context of
p-adic Hodge theory. We define an integer-level embedding of Pappas-Rapoport
local models into a certain affine Grassmannian of Beilinson-Drinfeld type, analogous
to the embedding defined by Scholze and Weinstein for Kottwitz local models.
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Chapitre 1

Introduction et présentation des
résultats

1.1 Introduction

Cette these en mathématiques fondamentales s’inscrit dans le domaine de la géométrie
arithmétique et plus précisément dans celui de I’étude des variétés de Shimura. Introduites
par G.Shimura en 1963 dans dans les articles [ShiG3] [Shi70], les variétés de Shimura'
et leur formalisme tel qu’on le connait actuellement ont été définies par Deligne a
travers deux papiers fondateurs [Del71][Del79]. Ces variétés jouent un role central
en arithmétique et plus particulierement dans le cadre du programme de Langlands.
La géométrie de ces variétés est tres riche et contient des informations arithmétiques
qui ont eu de nombreuses applications en théorie des nombres. Les congruences entre
formes modulaires peuvent par exemple se lire sur la réduction modulo p des courbes
modulaires, qui sont des cas particuliers de variétés de Shimura. Dans cette these on
étudiera la géométrie la réduction modulo p d’une certaine classe de variétés de Shimura,
appelées variétés de Shimura de type PEL. Le dernier chapitre de cette these s’éloigne
un peu du sujet initial et porte sur des applications des travaux fondateurs de Scholze
et Weinstein [SW20] en théorie de Hodge p-adique, dans le cadre des modéles locaux
des variétés de Shimura de type PEL.

Avant de présenter les résultats de cette theses, je vais tenter de faire une courte
introduction a la géométrie arithmétique, et essayer de donner quelques motivations
concernant les travaux de recherche que nous effectuons tous les jours. Ce qui suit est
tres approximatif et je vais volontairement mettre sous le tapis des détails techniques.
L’objectif est de rendre la lecture accessible a un public large.

Probleme de la somme de quatre carrés. Commencons par un petit calcul :

2023 = 12 + 22 + 132 4+ 43?2

Tl me semble que I'appellation « variété de Shimura » apparait pour la premiére fois dans [Lan76].
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Le nombre 2023 peut donc s’écrire comme la somme de 4 carrés entiers. On peut trouver
d’autres écritures de cette forme, par exemple :

2023 = 19% 4 19? + 257 + 26°
Deux questions viennent alors a l’esprit :

(1) Est ce que tout nombre entier positif peut s’écrire comme la somme de 4 carrés
entiers ?

(2) Combien de décompositions existe-t-il pour un entier ?

La réponse a la premiere question est positive : pour tout entier n € N il existe quatre
entiers a, b, c,d € N tels que :

n=a®>+b+c+d

Ce résultat est plus connu sous le nom de théoreme de Lagrange et a été démontré par
Lagrange en 1770 ([Lag70]). Pour la deuxiéme question, on aimerait avoir une formule
explicite en fonction de n € N pour la quantité :

ry(n) = #{(a,b,c,d) € Z*|n = a* + b* + & + d°*}

Jacobi a démontré en 1834 ([Jac34]) que pour tout entier n € N on avait I’égalité

suivante :
ra(n) =8> d (1.1.1)

d|n,
atd

Par exemple pour n = 2023 = 7 x 172 on trouve qu'il y a
r4(2023) = 8(1 + 7+ 17+ 119 + 289 + 2023) = 19648

possibilités d’écrire 2023 comme somme de quatre carrés entiers. Pour comprendre
comment on peut arriver a démontrer I’égalité (1.1.1), considérons la série suivante :

@(Z) — Z 627rin22 — Z an’ q= 627riz
nez ne”L

Cette série converge absolument sur le demi-plan de Poincaré complexe :
H={zeC|Im(z) >0}
Pour faire le lien avec les nombres 74(n), considérons la série génératrice :

F(q) =Y ra(n)q” =1+ 8¢+ 24¢” + 32¢° + 24q¢"* + 48¢° + 96¢° + . ...
neN

La formule de sommation de Cauchy pour les produits de séries montre que 1'on a
I'égalité :



Par conséquent pour connaitre les entiers r4(n) il suffit de connaitre les coefficients
apparaissant dans la série ©(z)%. Cela suggere donc d’étudier la série ©(z). On peut
montrer que cette série satisfait les équations fonctionnelles suivantes :

_1) — V2iz6(2)

O(z+1)=06(2), © (42

b) € SLy(Z) telle que ¢ =0 (mod 4) la série

Il en découle que pour toute matrice (CCL d

O(2)? satisfait 1’équation :

4

az+b

) = (cz +d)*0(z)*
(cz + d) ( )°O()

Formes modulaires. Cela nous amene a la définition de formes modulaires. Avant

de donner une définition précise, fixons quelques notations. Le groupe SLy(Z) agit sur

le demi-plan de Poincaré H par homographie

a b az+b
- 1.1.2
(C d) - cz+d ( )

Un sous groupe de congruence est un sous groupe I' C SLy(Z) qui contient un sous-
groupe I'(N) pour un certain entier N > 0, ou I'(N) C SLy(R) est le sous-groupe défini

T b e 2 8= (22 woa)

Par exemple le groupe I'g(4) utilisé pour la série ©(z)* est un sous-groupe de congruence
car il satisfait :

T(4) C Ty(4) = {7 _ (CC‘ 2) € SLu(Z) | (Z 2) = (g Z) (mod4)}

On peut maintenant donner la définition d’une forme modulaire. Fixons [' un sous
groupe de congruence est k € Z un entier. Une forme modulaire de niveau I' et de poids
k est une fonction complexe sur le demi plan de Poincaré :

fTH—-C
qui satisfait les conditions suivantes :

(1) f est holomorphe sur H

(2) pour toute matrice <CCL 2) € I' et tout z € H on a la I'égalité




(3) f est holomorphe aux pointes.”

On notera My (I") 'ensemble des formes modulaires de poids k et de niveau I'. Une
fonction satisfaisant les hypotheses (1) et (2) est appelée forme faiblement modulaire.
Un exercice élémentaire montre que ’équation fonctionnelle satisfaite par une forme
modulaire f de niveau I et de poids k impose 1’égalité suivante pour tout z € H :

fz+h) = f(2)

ou h € N est un certain entier qui dépend du niveau I'. Autrement dit f est horizontalement
périodique. En particulier f se factorise par ’application :

H—D={zeC:0<|2] <1}
2 q= €2i7rz/h
et admet un développement en série de Fourier :

f _ Z &n(f)qn, qg= €2i7rz/h

nel

Pour le groupe I'(1) = SLy(Z) la condition « f est holomorphes aux pointes » est
équivalente a ce que la fonction induite sur le disque épointé D* se prolonge en une
fonction holomorphe sur le disque tout entier D (ou autrement dit que les coefficients
an(f) soient nuls pour tout n < 0). Puisque |q| = e 2™/ on voit que |g] — 0
lorsque Im(z) — oo. La condition 3 est donc une condition sur le comportement de
f lorsque Im(z) — oo. Le développement en série de Fourier de f est aussi appelé le
« g-développement » de f.

Revenons a notre probleme des sommes de quatre carrés. Nous avons vu que la série
O(2)* était une forme modulaire de poids 2 et de niveau I'y(4). Une étude approfondie
de l'espace M3(I'g(4)) des formes modulaires de poids 2 et de niveau I'g(4) montre que
c’est un C-espace vectoriel de dimension 2. Trouver une base de My (I'y(4)) ainsi que
les coordonnées de ©(2)* dans cette base nous permettrait d’obtenir une formule pour
les coefficients r4(n). Pour ce faire, introduisons les séries d’Eisenstein de niveau k, ou
k > 4 est un entier pair :

(k — 1)!
2(2mi)F

1
2 (cz+d)k

(c,d)eZ2\{(0,0)}

Gk(z) =

C’est une forme modulaire de poids k et de niveau I'(1) dont le g-développement est :

Gr(q) = =5+ D ona(n)q" (1.1.3)

n>1

2pour tout (Ccl b) € SLy(Z) la quantité |(cz + d) =% f(22£2)| est bornée lorsque Im(z) — oo

d cz+d
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ou By, désigne le k-éme nombre de Bernoulli et oy,_1(n) désigne la fonction arithmétique :

O'k_1<77,) = Z dk_l

d|n,
d>0

Notons que pour k = 2 la formule (1.1.3) fait sens et nous permet donc de définir G(q),
bien que cette derniere ne soit pas une forme modulaire. Il est commode d’introduire
les séries d’Eisenstein normalisées :

2k 2k

EF,=——G,=1— — _ "
k B k Bknzzgak 1(n)q

de sorte a ce que le coefficient constant soit égal a 1. Voici quelques exemples :

Ey(q) =1—24) o1(n)q" =1—24q — 72¢* — 96¢" — 168¢"* — 144¢° + . ..

n>1
Ey(q) =1+240 " 03(n)q" = 1 + 240q + 2160¢> + 6720¢° + 17520¢* + . ..
n>1
Es(q) =1 —504 Z 05(n)¢" = 1 — 504q — 16632¢* — 122976¢> — 532728¢* + . ..
n>1

Bien que F5 ne soit pas une forme modulaire, on peut montrer que les séries Es(q) —
2F5(q%) et Fy(q) —4FE5(q*) sont des formes modulaires de poids 2 et de niveau I'g(4) qui
forment un base de My(T'o(4)). Il ne reste plus qu’a trouver les coordonnées de O(z)*
dans cette base. En comparant les premieres valeurs des g-développements respectifs
on obtient la relation :

1

O(2)! = F(q) = —3(Ba(q) - 4E5(q%))

et finalement 1’égalité souhaitée en identifiant les coefficients des deux séries ci-dessus :

ry(n) =8> d

d|n,
44d
Cet exemple explique 1'une des caractéristique des formes modulaires : ce sont des

objets analytiques qui possedent, de par I'équation fonctionnelle qu’ils satisfont, des
propriétés arithmétiques remarquables.

Congruences entre formes formes modulaires. Nous avons vu plus haut que les
formes modulaires E,; et Eg avaient des coefficients de Fourier entiers. Voici un autre
exemple de forme modulaire dont les coefficients de Fourier sont entiers :

A=q[[A—=g)*=> 7(n)q"

n>1 n>1

11



ou 7 désigne la fonction tau de Ramanujan. C’est une forme modulaire de niveau
['(1) et de poids 12, appelée discriminant modulaire. Voici les premiers termes de sa
g-expansion :

A = q — 24q + 252¢° — 1472¢> + 4830¢* — 6048¢° + . . .
Ramanujan a démontré en 1916 ([Ram16]) que I'on avait la congruence suivante :
7(n) =o11(n) (mod 691) (n>1)

Donnons quelques éléments de preuve. Les deux fonctions arithmétiques 7(n) et o11(n)
apparaissent respectivement dans les séries A et Ei5. Le premier coefficient de Fourier
de A est nul, on dit que c’est une forme cuspidale. On peut montrer que l’espace
S12(I'(1)) des formes cupsidales de poids 12 et de niveau I'(1) est un C-espace vectoriel
de dimension 1. Le série d’Eisenstein Fi5 est de poids 12 mais n’est pas une forme
cupsidale, son premier coefficient étant égal a 1 :

65520 65520 134250480 , 11606736960
Ei(q) =14+ ——— "=1 ? ’
12(9) = 1+ == > on(n)g oo 1T o1 T o1 7T

n>1

L’idée est de considérer la forme modulaire Eiy — Eg. C’est une forme modulaire
cupsidale de poids 12 par construction. D’apres ce qui précede elle est donc proportionnelle
a A. Une inspection des premiers coefficients montre que 1’on a 1’égalité :
762048

691

En identifiant chacun des coefficients (apres avoir multiplié des deux cotés par 691 pour
enlever les dénominateurs) et en réduisant modulo 691 on obtient la congruence :

655200711 (n) = 7620487 (n) (mod 691)

Elg—Eg: A

Le résultat en découle car 65520 = 762048 = 566 (mod 691) est inversible modulo
691. La congruence de Ramanujan découle donc d’'une congruence entre deux formes
modulaires” :

Les congruences de Ramanujan ont été généralisées par la suite avec les travaux de
Serre et Deligne [Ser06], [Del06], [Ser67], Swinnerton-Dyer [SD73], et Katz [[Kat75].

Courbes modulaires. Une courbe elliptique E sur C est un tore complexe de dimension
1, c’est-a~dire un quotient £ = C/A ou A C C est un réseau. De facon plus concréte,
un résultat sur les fonctions elliptiques de Weierstrass nous garantit que toute courbe
elliptique peut étre vue comme 'ensemble des solutions de ’équation complexe® :

v=2"+tar+b (z,y) €C?

3plus précisément : entre les coefficients de Fourier de méme indices.
4ou plus rigoureusement comme I’ensemble des solution [z : y : 2] € IP’% de I'équation homogene
associée

12



Quitte a composer avec une homothétie, on peut supposer que le réseau A est de la
forme A = Z & Z7, ou 7 € H désigne un point du demi-plan de Poincaré supérieur.
Etant donné 7, 7" € H un petit calcul montre que les courbes elliptiques E, et E., sont
isomorphes si et seulement si il existe une matrice v € SLy(Z) telle que v - 7 = 7’ (ici
SLs(Z) agit sur H par homographie (1.1.2)). Autrement dit on dispose d’'une bijection :

SLy(Z)\H — {E courbes elliptiques sur C}/ ~
[7] — E. =C/(Z & Z7)
ol le membre de droite désigne I’ensemble des courbes elliptiques complexes a isomorphismes
pres. Ce quotient est appelé courbe modulaire. Il est naturel de se demander ce qu’il se

passe lorsque 'on remplace SLy(Z) par un sous-groupe de congruence. Pour les groupes
['(N) on obtient une bijection :

FE courbe elliptique sur C
e — { | 2 s © |

ou E[N] désigne les points de N-torsion. Ce quotient est appelé courbe modulaire de
niveau ['(N). On dispose d'une description similaire pour les quotients par les sous-
groupes de congruence généraux. On notera Yr = I'\H la courbe modulaire de niveau
I". Intéressons nous aux 1-formes différentielles sur Yr. Elles sont de la forme

w(z) = f(z)dz

ou f est une fonction holomorphe défini sur H. Pour que w soit bien défini sur le quotient
[\H elle doit satisfaire 'équation :

az+b y az+b d az+b
w cz+d) cz+d cz+d

:f<az+b> ad — be d

cz+d) (cz+d)? :
az+0b 1
=/ <cz + d) (cz + d)QdZ = w(z)

Autrement dit f doit satisfaire I’équation fonctionnelle d’une forme modulaire de poids
k = 2 et de niveau I'. Un raisonnement analogue pour un entier k& € Z quelconque
permet de réinterpréter les formes (faiblement) modulaires de poids 2k et de niveau
I' comme des k-formes différentielles sur Yp. Pour résumer les formes (faiblement)
modulaires de poids 2k et de niveau I' peuvent s’interpréter comme des éléments du

groupe de cohomologie
HO (Y, (Q4)%%) (1.14)

Remarque 1.1.1. Pour parler de formes modulaires il faut introduire la compactification
Xr de la courbe modulaire Yr. Le bord D = Xt — Y7 s’interprete comme 1’ensemble des
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pointes et la relation 2irdz = dg/q nous permet de réinterpréter les formes modulaires
de poids 2k et de niveau I' comme des k-formes différentielles sur Xr avec un pole
d’ordre au plus k le long du bord D (condition d’holomorphicité aux pointes). En
résumé les formes modulaires de poids 2k et de niveau I peuvent s’interpréter comme
des éléments du groupe :
H°(Xr, (%) (—kD))

Pour simplifier la lecture nous omettrons cette condition au bord et nous appellerons
forme modulaire ce qu’il faudrait appeler forme faiblement modulaire.

Version schématique des courbes modulaires. La discussion ci-dessus nous fournit
un point de vue géométrique sur les formes modulaires. De nombreux outils de géométrie
complexes peuvent notamment étre utilisés pour démontrer des propriétés sur les espaces
de formes modulaires (dimensions des espaces My (I'), opérateurs de Hecke...). Pour
pouvoir étudier les congruences modulo un entier, il faut pouvoir parler de formes
modulaires & coefficients (de Fourier) entiers, ce qui n’est pas possible puisque nous
travaillons pour le moment sur C. Pour résoudre ce probléme il est nécessaire de passer
dans le monde des schémas. Pour simplifier, placons nous dans le cadre du sous-groupe
de congruence I'(N). On définit le foncteur

YF(N) : SChZ[%] — Set

E — S courbe elliptique
S {(E’”)‘ n: (Z/NZ)* ~ E[N] }/

oll n est une similitude symplectique’ Schy 1 désigne la catégorie des schémas sur
Spec(Z[+]). Un résultat de Serre [Gro61] (Appendice) montre que pour N > 3 ce
foncteur est représentable par un schéma, que 'on continue de noter Yr(yy. Ce schéma

vient avec une courbe elliptique universelle :

S KTe
[univ YF(N)

ot e : Yp(ny — E"™ désigne la section unité. On définit le fibré de Hodge comme le
faisceau :
_ x0l
w=e€ QEuniv/YF(N)
qui est un faisceau localement libre de rang 1. Soit R un anneau sur Z[+|. On appelle
forme modulaire de poids k& de niveau I'( V) & coefficients dans R les éléments du groupe :

k
H*(Yr(ny, w™ ®z1) R)
Pour faire le lien avec la définition dans le cas complexe il est nécessaire d’introduire

I’isomorphisme de Kodaira-Spencer :

®? o Ol

WY

qui redonne pour les poids pairs la définition géométrique (1.1.4) dans le cas complexe.

Sott E[N] est muni de I'accouplement de Weil et (Z/N Z)z de I'accouplement symplectique standard.
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Dans [Kat75] Katz utilise ce point de vue géométrique pour étudier de fagon systématique
les congruences entres formes modulaires modulo un nombre premier p. Dans ces travaux
il utilise de facon cruciale une forme modulaire appelée invariant de Hasse, construite
comme suit :

1. Si S est un schéma de caractéristique p et f : E — S est une courbe elliptique on
dispose du morphisme de Frobenius (relatif) F': E — E®. Le Frobenius induit
une application :

F*: (RY.05)P = (R'f,05)%P = R £,05
Le dual de cette application est une section d’une puissance du fibré de Hodge :
Ha € H(S, w%%fl))
appelée invariant de Hasse de la courbe elliptique E/S.

2. On applique cette construction a la courbe elliptique universelle sur IF), :

Erniv &® ]Fp — YF(N) & ]Fp

Le g-développement de l'invariant de Hasse est 1. Un résultat de Deligne montre que
pour tout p > 5 la ¢ expansion de la série d’Eisenstein F,_; est congru a 1 modulo p.
Autrement dit on a la congruence :

Ha = E,_; (mod p)

et la forme modulaire £, ; apparait alors comme un relevement de l'invariant de
Hasse en caractéristique 0. C’est cette congruence qui a permis a Katz de retrouver
(et généraliser) géométriquement des résultats de congruences modulo p (resp. modulo
des puissance de p) de Swinnerton-Dyer [SD73].

Stratification des variété de Shimura. On rappelle qu'une courbe elliptique E/F,
est dite ordinaire (resp. supersinguliere) si le groupe des points de p-torsion E[p](F,)
contient p éléments (resp. contient un seul élément). Cette distinction permet de construire
une décomposition de la fibre spéciale :

YF(N) ® ]Fp - Y;)rdinaire |_| }/Supersingulier (115)

OU Yordinaire (1€SP. Yaupersingutier ), appelé lieu ordinaire (resp. lieu supersingulier), correspond
aux points dont la courbe elliptique est ordinaire (resp. supersinguliere). L'une des
propriétés élémentaires de linvariant de Hasse construit ci-dessus est que son lieu
d’inversibilité correspond précisément au lieu ordinaire, et son lieu d’annulation au
lieu supersingulier. On dit que cette décomposition est une « stratification » car le lieu
ordinaire est dense dans la fibre spéciale. L’utilisation de 'invariant de Hasse et du lieu
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ordinaire a eu de nombreuses applications arithmétiques, notamment dans I’étude des
congruences entre formes modulaires (voir par exemple [Hid&0]).

Les courbes modulaires sont des cas particulier de ce que 1’on appelle des variétés de
Shimura. Dans cette theése on s’intéresse aux variétés de Shimura de type PEL. Ce sont
des espaces de modules de variétés abéliennes munies de certaines données. Ces variétés
permettent de définir des objets analogues aux formes modulaires (formes modulaires
de Hilbert, formes modulaires de Siegel etc). Comme pour les courbes modulaires,
certaines propriétés arithmétiques de ces objets sont encodées dans la géométrie de la
fibre spéciale de la variété de Shimura correspondante. Malheureusement il se peut que
le lieu ordinaire de ces variétés (défini comme le lieu des variétés abéliennes de p-rang
maximal) soit vide, ce qui pose probléme notamment lorsque ’on souhaite généraliser les
travaux de Hida [Hid&6][Hid02] a des groupes plus généraux que GLy. Dans ce cas il faut
alors remplacer le lieu ordinaire par le lieu p-ordinaire, qui est un ouvert défini par une
certaine condition sur la variété abélienne (et qui coincide avec le lieu ordinaire lorsque
ce dernier est non-vide). Il faut également définir un invariant de Hasse qui détecte
ce lieu p-ordinaire. De tels invariants ont été construits dans [GN13][Her16] lorsque la
donnée PEL est non ramifiée, et dans [BH16] dans le cas ramifié. A Pexception d’'une
donnée PEL de type (AR) (voir 2.2.1 pour une définition précise), le lieu p-ordinaire est
toujours un ouvert dense de la fibre spéciale. Ce résultat a été démontré par Wedhorn
[Wed99] dans le cas non ramifié et par Bijakowski et Hernandez dans [BH22b].

D’autres stratifications généralisant (1.1.5) ont également été définies pour des
variétés de Shimura plus générales que les courbes modulaires, voir par exemple [Oor(1]
(cas Siegel) [GOO00] (cas Hilbert) [VW13] (cas PEL non-ramifié). Parmi elles on trouve la
stratification d’Ekedahl-Oort, dont les strates correspondent aux classes d’isomorphismes
des sous-groupes de p-torsion des variétés abéliennes. Comme pour le cas de la courbe
modulaire on peut définir certaines sections du fibré de Hodge, appelés invariants
de Hasse généralisés, dont les lieux de non-annulation correspondent exactement aux
strates d’Ekedahl-Oort (voir [Gor01][GIK15]). Ces stratifications et ces invariants de
Hasse ont eu de nombreuses applications arithmétiques, notamment pour des calculs
en cohomologie cohérente (voir par exemple [Box15a],[GI15]).

Les stratification d’Ekedahl-Oort des variétés de Shimura de type PEL ont été
construites uniquement dans le cas non-ramifié’. L’objectif de cette thése est de construire
des stratifications de type Ekedahl-Oort pour des variétés de Shimura de type PEL dont
la donnée PEL est ramifiée.

1.2 Présentation des résultats

La définitions des variétés de Shimura et des variétés de Shimura de type PEL sont
assez techniques, en particulier lorsque I'on souhaite définir les modeles entiers. Nous
allons donc nous placer dans le cas le plus simple, le cas Hilbert PEL. Bien stir nous

6 Au cours de cette thése Xu Shen et Yugiang Zheng ont construit une stratification d’Ekedahl-Oort
dans le cas d’'une donnée PEL ramifiée.
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préciserons pour chaque résultat s’il est vrai dans le cas PEL général.

Modeles entiers de Kottwitz Pour ne pas compliquer les définitions, nous allons
directement nous placer sur Z,. Soit F/QQ une extension totalement réelle de degré
d = [F : Q]. Notons Z la donnée Hilbert PEL associée (de type (C) et g = 1, voir
section 3.2.2.1). On se place en niveau K = K,K? C GLy(A}) parahorique maximal
en p. Notons Shn}‘fm) le schéma sur Z, représentant le foncteur qui a un schéma S
associe les tuples (A, A, ¢, k) o A/S est une variété abélienne de dimension d, A est une
polarisation premiere a p, ¢ est une action de 'anneau d’entiers O sur A, et k est une
structure de niveau premiere a p. On demande également a ce que la donnée satisfasse la
condition de déterminant de Kottwitz (voir 2.3.5, 2.3.1). Le schéma Sh?;‘fm est appelé

modele entier de Kottwitz de la donnée Z. Sur Z,, on dispose d'une décomposition :

Or ®2Zy, = P Ok,
vlp
ou F, désigne la complétion de F' le long de la place v au dessus de p. Comme nous
allons nous intéresser a la réduction modulo p du schéma Sh(;‘ Kv), ON peut regarder le

changement de base de Sh?%‘pr) sur Z,. La donnée d'une action ¢ sur un schéma abélien

sur Z, est alors équivalente a une action des anneaux O, pour toute place v au dessus
de p. Pour ne pas alourdir les notations, on suppose qu’il n’y a qu’une seule place au
dessus de p dans F', et on fait 'abus de noter F'/Q, I'extension associée. On continue

également de noter Shnjlfm,) le changement de base du modele de Kottwitz sur Z,.

Soit S un schéma sur Z, et (A, \, 1, k) € Sh“j‘pr (S). On dispose de la filtration de
Hodge :
0— wa/s — HéR(A/S) — LieAV/S — 0

Le Og-module Hlz(A/S) est muni par fonctorialité d'une action de I'anneau OF et est
localement libre de rang 2 en tant que Or ® Og-module. Notons G, le schéma en groupe
sur Z, des automorphismes du réseau A = O% et u le cocaractére de Hodge de G associé
a la donnée . Il est bien connu que I'on dispose d’un « diagramme de modele local » :

naif,[J
Sh(@ KPr)

/ &
naif naif
Shi5 kv MG
oll o désigne le G-torseur paramétrant les trivialisations du faisceau Hiz (A/S), Mr(lgalz)
est le schéma paramétrant les sous O ® Og-modules . C A ® Og localement libre de
rang d (en tant que Og-module) satisfaisant la condition de déterminant de Kottwitz,
et 1 est induit par la filtration de Hodge. Le schéma M?&“Z) est appelé modele local
(naif) pour la donnée (2, K?). Le groupe G agit sur le schéma M?g‘li) et induit une
décomposition en orbites de la fibre spéciale

Mnalf ®Zp F — H Mw

weAdm g (1)
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appelée stratification de Kottwitz-Rapoport. Ces orbites correspondent aux classes
d’isomorphismes de filtration .# C A. L’ensemble Adm g (p) est appelé ensemble admissible
(de niveau K)'. Il est partiellement ordonné et posséde un élément maximal wy €
Admpg (p). La stratification ci-dessus est une bonne stratification dans le sens ou pour
tout w € Admg(p) on a la relation d’adhérence :

M, = || My
w! <w
La strate maximale M,,, est un ouvert dense de M‘(lglfn ®F, et coincide avec le lieu lisse.
Le morphisme ) étant lisse, cette décomposition en orbites induit une stratification :

Sh?_;{i{p) @z, F,= ] Se

weAdm g (1)

également appelée stratification de Kottwitz-Rapoport (KR). Par définition les strates
paramétrisent les classes d’isomorphismes de filtration de Hodge wa C Hlg(A).
Fixons une extension finie £ /Q, contenant la cloéture galoisienne de F. Soit S un
schéma sur Of. Si l'extension F/Q, est non ramifiée on dispose d'une décomposition
en somme directe :
was= P w® (1.2.1)

gDZOF—>OK

ot w® désigne la sous-espace ot Op agit via le plongement ¢ : Op — Ok. La
stratification KR est alors composée d’une seule orbite et par conséquent la fibre spéciale
Sh‘(l%{fm) ®z, Fp est lisse. Si 'on suppose I'extension F'/Q, ramifiée on ne dispose pas
de décomposition en somme directe du faisceau wa,g et la stratification KR est alors
non-triviale. En particulier dans le cas ramifiée la fibre spéciale n’est pas lisse.

Modeles entiers de Pappas-Rapoport Pour remédier a ce probleme de lissité
® Pappas et Rapoport ont défini dans [PR0O2] un modeéle entier qui est lisse. Pour
simplifier les notations, on suppose 'extension F/Q, totalement ramifiée. Fixons une
numérotation {py,...,¢.} des plongements de I’ dans K. Pappas et Rapoport on
construit dans [PR0O2] un modele entier Shg: xvy qui dont les S-points classifient les
tuples (A, \, ¢, K, w®) ot (A, \, 1, k) € Shig (S) et w®) est une filtration du fibré de
Hodge de A/S :

0=w® cw® c- - Cw® =wyg (1.2.2)

satisfaisant pour tout 1 <i <e:

"Pour étre rigoureux, il faudrait faire la distinction entre la décomposition en orbites de la fibre
spéciale du modele naif M?gfi) ® F, qui n’est pas plat, et celle du « vrai » modele local (la cl6ture

schématique de la fibre générique M‘(lg"i) ®Q, dans M’E‘gii)) qui est plat. Dans la littérature, I’ensemble
admissible désigne ’ensemble des orbites dans le « vrai » modele local. Dans le cas Hilbert les deux
schémas coincident et il n’y a donc pas besoin de faire de distinction.

8Les travaux de Pappas-Rapoport portaient plutét sur les problemes de platitude.

18



o w® est localement facteur direct de rang i sur S
e pour tout a € O on a l'inclusion :

(a®1—-1®¢i(a) w? c -V

Si S est un schéma sur K, alors la décomposition en somme directe (1.2.1) est toujours
valide et nous fournit une filtration canonique satisfaisant les propriétés ci-dessus.
L’oubli de cette filtration induit un morphisme :

T ShF;Kp) — Sh?%i;pr) ®z, Ok

qui est un isomorphisme en fibre générique. Il est naturel de se demander si la filtration
KR de la fibre spéciale du modele de Kottwitz induit, en tirant en arriere le long
du morphisme 7, une bonne stratification du modele de Pappas-Raport. La réponse est
non en général comme 'ont montré Bijakowski et Hernandez dans [BH22b] (Proposition
3.9). On note k le corps résiduel de K. Dans le cas Hilbert on montre le théoréme suivant

Théoreme 1.2.1 (Théoreme 3.4.5). Soit 9 une donnée PEL de type Hilbert. La
décomposition :

ShF@RJ{P) ®OK k = H SF\)R’ SER — W—l(s;a’if)
AeAdm (12)

est une bonne stratification de Sh%)@Pij) Ro, k. Pour tout X € Admg (p), la strate SY®
est quasi-projective lisse de dimension :

dim(S3™) = (p, [uel +A)

Dans le théoreme ci-dessus pe = (1) . @, désigne le cocaractere de Hodge de la
donnée Hilbert et |ue| = >, pt, (voir la section 3.4 pour plus de détails).

On se place maintenant dans le cas d’'une donnée PEL quelconque. Notons Sh‘(’i‘; Kr)
le sous-schéma de Sh?g"’fm,) définit comme I'image schématique de la composée :

Sh(zwer) = SWiGxn) ©2, Ok = Shfr)
Dans le cas Hilbert ce schéma coincide avec Sh?%{pr)”. On montre le résultat suivant
concernant la géométrie du morphisme 7 en restriction aux strates KR.

Théoreme 1.2.2 (Théoreme 3.2.19). Soit P une donnée PEL ne faisant intervenir que
des facteurs de type (AL) ou (C). Pour tout X € Admg (p) la restriction du morphisme
T

can

Tl SYF — S5

est un morphisme plat.

N}

9Dans le cas Hilbert se morphisme est surjectif et le schéma Sh?_%"pr) est plat, voir [PR00] ou 3.2.7.
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En particulier en restriction aux strates KR le morphisme est ouvert. Dans le
cas ramifié, de nombreuse stratification ont été définies pour les modeles Sh‘(l%{fm)
et Sh‘(’/%j‘jm) et ont toutes pour point commun de raffiner la stratification KR. Ce
théoreme implique que les stratifications d’une strate S remontent bien en une bonne
stratification de SY® (voir la discussion 4.1.2.2 pour plus de détails).

Comme pour le modele entier de Kottwitz on dispose d’un diagramme de modeéle
local

PR,0
Sh(@’m)

/ K
PR PR
Shig. kr Mg,

ol Mf’gﬁ”ﬂ) désigne le schéma paramétrant les filtrations .Z(®) C A satisfaisant les mémes
conditions que (1.2.2). Le schéma M?Q,u) est également muni d’'une action du groupe
G mais la description des orbites dans la fibre spéciale semble compliquée en générale.
Ces orbites correspondent aux classes d’isomorphismes de filtration .#® C A. Dans
[Bij22] le calcul des ces classes d’isomorphismes et fait pour le cas Hilbert-Siegel et le
cas unitaire, pour des indices de ramifications e < 3. On montre le résultat suivant dans

le cas Hilbert :

Théoreme 1.2.3 (§3.5.4). Pour une donnée PEL de type Hilbert d’indice de ramification
e <5 le nombre de Gy-orbites dans la fibre spéciale M&fﬂ) Koy k est fini et induit une
bonne stratification :
PR
M(Q,u) Qox k= H M,

weA (o)

ot o (11e) est un certain ensemble partiellement ordonné explicite indexant les orbites.

La description des ensembles o7 (j1) pour e < 4 est donnée dans la section 3.5.3.

Stratification Ekedahl-Oort Dans le cas de la courbe modulaire, on peut définir
une stratification de la fibre spéciale en distinguant les courbes elliptiques ordinaires et
les courbes elliptiques supersingulieres. Cette distinction correspond aux (deux) classes
d’isomorphismes des sous-groupes de p-torsion des courbes elliptiques. Dans le cas
Siegel, si A est une variété abélienne principalement polarisée, on peut regarder la
classe d’isomorphisme du sous-groupe de p-torsion A[p] (muni de sa polarisation). Ce
processus induit une stratification de la fibre spéciale, appelée stratification d’Ekedahl-
Oort, qui généralise la stratification ordinaire/supersinguliere de la courbe modulaire.
Initialement introduite par Oort dans [Oor01], les stratifications d’Ekedahl-Oort des
variétés de Shimura ont été généralisées aux variétés de Shimura de type abéliennes
de bonne réduction. La théorie des modules de Dieudonné permet de réinterpréter
cette stratification en classes d’isomorphismes comme une stratification induite par un
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morphisme lisse vers un champ algébrique :
Shigr @ F, — Gr,-Zip

ol Gp,-Zip est un champ paramétrisant des modules de Dieudonné munis d’une Gr,-
structure (voir [PWZ12] pour plus de détails concernant la théorie des F-zip). Dans
[5722] les auteurs ont défini une stratification de type Ekedahl-Oort de la fibre spéciale
des modeles entiers de Pappas-Rapoport. Cette stratification est induite par un morphisme
lisse vers un certain champ de F-zip :

¢ Sy g ®oy k — GP-Zip (1.2.3)

ol G%Plit est un certain groupe réductif sur Ok qui coincide avec G ® O si 1'extension
F/Q, est non-ramifiée. Le champ GP*-Zip est le champ des F-zip avec GiP'"-structure
comme défini dans [PWZ12]. Le morphisme (1.2.3) induit une bonne stratification de
la fibre spéciale :

ShQKP ®0Kk: H Sz

z€EO

ou EO est un certain ensemble partiellement ordonné indexant les strates. On dispose
donc de deux morphismes de champs algébriques :

Shig g @ k
% \
(M) )x/ G G zip

induisant respectivement les stratifications KR et EO. Il est naturel de se demander si
« I'intersection » de ces deux stratification est une bonne stratification. On montre le
théoreme suivant :

Théoreme 1.2.4 (Théoreme 1.4.2). On suppose que 9 est une donnée de type Hilbert
et que e < 4. Dans ce cas la stratification :

Sh (2,KP) ®(9K k= H S(z,w)7 S(z,w) = wil(w) N §71(2>

(z,w)EEO X% (o)

est une bonne stratification : les strates sont non vides et pour tout (z,w) € EO X o7 (11q)
on a la relation d’adhérence :

Sewy = I Seraw

(2" w)<(z,w)

ot (2, w') < (z,w) si et seulement si 2’ < z et w' < w.
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Modeles locaux et diamants. Classiquement I’étude de la fibre spéciale des modeles
locaux se fait en plongeant ces derniers dans des grassmanniennes affines pour des
groupes adaptés au modele local étudié. Dans le cas (AL) par exemple Pappas et
Rapoport utilisent dans [PRO2] [PRO0] une immersion fermée sur F, (pour simplifier
on suppose que le corps réflexe est Q,) :

(paif . M?ﬁgs%/z GLg,p) ®z, Fp 3 GrGLd (124)

ou Grqr,, désigne la grassmannienne affine classique pour le groupe GL4 paramétrant les
réseaux A C F,Ju]¢. Dans [SW20] Scholze et Weinstein ont défini une grassmannienne
affine de type Beilinson-Drinfield sur la « courbe » SpdZ,, ce qui leur permet de
définir une immersion fermée du modele local directement sur Z,. Donnons quelques
explications sur leur construction. Soit S = Spa(R, R") € Perfg, un espace perfectoide
sur F, et w € RT une pseudo-uniformisante. Notons

V2, (S) = Spa W (RT)\V([w]) (1.2.5)

C’est un espace adique analytique sur Spa(Z,,Z,). Rappelons qu'un morphisme S —
Spd Z,, correspond a un untilt St — Spa Zy,, et que ce dernier induit un diviseur de
Cartier

) f —> yzp (S )

(voir la section 5.3 pour des rappels de géométrie de Hodge p-adique). Si G est un groupe
parahorique sur Z,, la grassmannienne affine de Scholze-Weinstein est le foncteur qui a
S € Perfy, associe :

S* — SpaZ, untilt de S
Gr(y,, G.5paz,) (S) = 4 (5,6, 8) | & € Tors(Vg, (5),9), / ~
B2 Ely,, snusty — Golyz, (s

avec 8 méromorphe le long de ¢(S*). Ci-dessus Tors()z,(S), G) désigne la catégorie des
G-torseurs sur Yz (S) pour la topologie étale. Lorsque le groupe G est le groupe associé
a une donnée PEL quelconque, cette grassmannienne affine leur permet de définir une
immersion fermée de (petits) v-faisceaux sur Spd Z,

SW naif
: Mg — Grey, g.spdz,)

ou Mg nai <> désigne le v-faisceau associé au schéma M?gif) comme dans [SW20], c’est-

a—dlre le v-faisceau associé a l'analytification de M?ga‘ft sur Spa(Z,,Z,) en appliquant

le foncteur diamant (-)¢ de [SW20] (voir 5.3 pour plus de détails). Dans le cas du
groupe G = Resp,./z, GLq par exemple, la grassmannienne affine d’arrivée est celle pour
le groupe Resp, z,GLg, et non pas pour le groupe GL; comme c’est le cas avec le
plongement de Pappas-Rapoport (1.2.4).

On aimerait pouvoir construire un plongement analogue pour les modeles de Pappas-
Rapoport M{Z',). La premiére étape est de construire un plongement sur Z, du modele
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local naif M?ga‘/i) dans une grassmannienne affine pour le groupe GL, (utilisé par Pappas
et Rapoport) et non pas pour le groupe Resp,./z, GLy (utilisé par Scholze-Weinstein).
Pour effectuer ce changement de groupe, on étudie le morphisme entre « courbes » :

e yoF — yzp (126)

ou Vo, est l'espace analogue & (1.2.5) défini en utilisant les vecteurs de Witt ramifiés
Wo,. Si H est un groupe réductif sur Op, on définit alors la grassmannienne affine
suivante, qui a S € Perfy, associe :

S* — SpaZ, untilt de S
Gr(yOF,H,SPde)(S> = (Su, (ga, ﬁ) éa (S T01"S<y(9F (S), HZ, / ~
B Elyo, (snm1(st) = E0lyo, (s)\a-1(5%)

avec 3 méromorphe le long de 771(S*) C Vo,.(S). On dispose d"un morphisme canonique
de v-faisceaux sur Spd Z,, :

Gr(yZP,ResoF/Zp HSpdZ,) — Gr(yoF ,H,Spd Zp,)

(2,8) — (e.m" P, eumf)

ou e : n*m,H — H désigne le morphisme d’adjonction. Li-Huerta a prouvé dans [[LH22]
(Proposition 4.1) que ce morphisme est un isomorphisme en fibre générique. On montre
que c’est également un isomorphisme en niveau entier :

Théoreme 1.2.5 (Théoreme 5.4.24). Le morphisme de petits v-faisceauz sur SpdZ, :

Gr(yy, Reso 2, HSpd Zy) — GI(o,,.H.5pdz,)
est un isomorphisme.

La preuve de ce théoreme est différente de celle de [LH22]. En fibre générique le
morphisme (1.2.6) est étale et le résultat en découle directement. En fibre spéciale le
morphisme est ramifié et la preuve de Li-Huerta ne s’applique plus. En fait le théoreme
ci-dessus est un résultat standard sur les morphismes finis en géométrie algébrique
classique, remontant aux travaux de Giraud [Gir71].

Le théoreme ci-dessus nous permet de travailler avec le groupe H qui est réductif,
contrairement au groupe Resp,z, H qui n'est pas réductif si F//Q,, est ramifiée'’. On
montre alors le résultat suivant pour le groupe G = Resp,,;z,GLq :

%Dans le cas du groupe Resp,, /2, Gm par exemple on a la suite exacte suivante :

0 — {g=1(modm)} — (Fy[x]/(x*))* L5 F =0

ot {g=1(modm)} est un sous-groupe unipotent.
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Théoreme 1.2.6 (Proposition 5.5.4, Proposition 5.5.5). On dispose d’une immersion
fermée de petits v-faisceaur sur SpdZ, :

naif naif,<>
by . (ResoF/ZpGLn,u.) 7 Gr(yoF,GLn,Sdep)

De plus cette immersion fermée est compatible avec SV dans le sens ot on dispose du
diagramme commutatif suivant :

naif,
(ReSOF /Zp GL» 7M)

SV xﬂ

Gr(yzp Reso 2, GLn,Spd Zp) = Gr(y@F ,GLn,Spd Zp)

ot la fleche horizontale du bas désigne lisomorphisme du théoréme précédent.

En d’autres termes 'immersion fermée (**f ne nous apporte rien de nouveau. Elle
nous permet néanmoins de travailler avec une grassmannienne affine pour le groupe
GL,, qui est réductif, ce qui nous permettra notamment de décrire son image en termes

de variétés de Schubert (voir 5.7.2).

PR
(R‘eSOF/Zp GLd7/”")
s’identifie a un produit de convolution de cellules de Schuberts dans des grassmanniennes

affines pour le groupe GLg4. Pour obtenir un résultat similaire en niveau entier on
introduit la grassmannienne affine suivante qui a S € Perf;, associe :

Dans [PR02] les auteurs montrent que la fibre spéciale du modele local M

S* — Spa O untilt de S
Grp, ispd0) (S) = (5%, &, Biieq,..ey | i € Tors(Vor(S), H), / ~
Bi: Eilyo,nst — Gimtlyo, (st

avec 3; méromorphe le long de Sf C Yo, (S5). Ci-dessus les untilts Sf — Spa O sont
les untilts induits par les morphismes

S* = Spa Ox 25 Spa Op
En composant les modifications 3; on obtient un morphisme de convolution :

m: Gry, HSpdox) — Gr(.’)/oF,H,Sdep)|Spd0K (1.2.7)
(Sﬁ,éiwgz) — (Sﬁ?g&ﬁffon.()ﬁl)

Pour le groupe H = GLg4 et G = Resp,,/z, GLq on montre le théoréme suivant :

Théoreme 1.2.7 (Théoreme 5.6.12). [l existe une immersion fermée naturelle de petits
v-faisceaur sur Spd O

PR . PR,O ~
by - M(RGSOF/ZPGLmMo) 5 Gr(yOF:GLnysdeK)

v
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telle que le diagramme suivant soit commutatif :

PR, Wi G
(Reso,. /2, GLnpe) L (Vop,GLa,Spd Ok)

| |

naif
naif ,$ by
(Resey /2, GLny)| 06— GT(0o,,,GLy Spa2,) [0k

Le théoréme ci-dessus devrait s’étendre sans difficulté a des données PEL de type
(AL) et (C) sans hypothese sur le niveau (c’est-a-dire en niveau parahorique quelconque).
Il s’agirait essentiellement de réécrire les preuves en introduisant 1’accouplement symplectique
et les chaines de réseaux auto-duale comme cela est fait dans [PR02].
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Notations

e Si S est un schéma on notera LNSch/g la catégorie des schémas localement
noethériens sur S.

o Jy, désigne la matrice de I’accouplement symplectique standard.

Définition 1.2.8. Soit S un espace topologique. Une stratification de S par rapport a un
ensemble partiellement ordonné (I, <) est une décomposition en sous-espaces localement

fermés :
iel
telle que pour tout ¢ € I on ait la relation d’adhérence :
Si 1S
J<i

Une stratification est appelée bonne stratification si de plus elle satisfait pour toutt € I :

Si=119

J<i
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Chapitre 2

Modele de Pappas-Rapoport des
variétés de Shimura

Dans ce premier chapitre nous allons définir les objets qui nous intéressent dans cette
these : variétés de Shimura, leurs modeles entiers et les modeles locaux. Pour les variétés
de Shimura, les références standards sont les deux papiers de Deligne [Del71]; [Del79].
Pour les modeles entiers et les modeles locaux, nous allons essentiellement suivre les
références [[Kot92],[PRO2] et [PRS11]. Pour faciliter la lecture j’ai fais le choix de réécrire
en détails et avec des exemples tout le matériel classique concernant les variétés de
Shimura et leurs modeles entiers. Le lecteur déja familier avec ces notions peut donc
passer les premieres sections de ce chapitre sans probléeme.

2.1 Variété de Shimura de type PEL

Nous allons ici (et dans tout le reste de cette theése) nous concentrer sur les variétés de
Shimura de type PEL qui sont des cas particuliers de variétés de Shimura au sens de
Deligne [Del79].

2.1.1 Donnée de Shimura de type PEL

Soit p > 0 un nombre premier. Nous allons directement donner la définition d’une
donnée PEL entiere en p, bien que cela ne soit pas nécessaire pour définir les différents
objets de cette section qui vivent tous en fibre générique.

Soit 2 = (B,*,V,(-,-),0p,A,h) une donnée PEL entiére en p et G le groupe
réductif sur Q associé. C’est-a-dire :

e B est une Q-algebre semi-simple de dimension finie, munie d’une involution positive

*!.

Y.e. Tr(x*z) > 0 pour tout = € B\{0}, ot Tr : B — Q désigne la trace de la multiplication
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V est un B-module fidele de type fini,

(-,-):V xV — Q est une forme symplectique telle que (bv, w) = (v, b*w) pour
tout b€ Betv,weV,

Op est un Z,-ordre dans B stable par x, tel que Op Rz, Zy, est un Zy-ordre
maximal dans B ®q Q,

(A, (-, -)) est un Op-réseau dans (V,(-, -)) de type PEL ([Lanl3] définition
1.2.1.3)°

G est le groupe algébrique sur Q des automorphismes de (V, (-, -)), i.e. pour tout

G(R) = {(g,c(g9)) € GLg(Vr)XG(R) | (gv, gw) = ¢(g){v,w) pour tout v,w € V}

h:S = Resc/r(Gy) — Gr est un morphisme de groupe qui définit une structure
de Hodge de type {(—1,0), (0, —1)} sur Vg et tel que (-, h(v/—1)-) soit une forme
bilinéaire symétrique définie positive.

On notera R le centre de B, et F' = R*~! les invariants par *.

Remarque 2.1.1. Une donnée PEL est un tuple = (B, x,V, (-, -),h) qui satisfait
les mémes hypotheses que ci-dessus.

Remarque 2.1.2. On adopte ici la définition et les conventions de [Lanl3]. Elles
different d’autres références comme [VW13]. Dans ces références les auteurs définissent
directement les espaces de modules sur Z,, et non pas sur Z,) (ce qui ne change rien
si l'on souhaite juste étudier la fibre spéciale). C’est pourquoi dans leur contexte la
définition d'une donnée PEL entiere en p utilise un réseau A directement sur Z,, et
non pas sur Z, comme ci-dessus. Leur hypothese sur le fait que 'accouplement (-, -)
induit un accouplement parfait A x A — Z, (ici A est un Z,-module) se déduira de
I'hypotheése « p est un bon nombre premier » que 'on fera plus tard (voir hypothese
2.2.1)

On note iy, : G, c — Gc le cocaractere tel que juy,(z) agisse via z sur V710 et via
1 sur V=D On notera cette décomposition

Ve=Vo® W (2.1.1)

avec Vo = VLD et V) = VO=D_ On note [1] la classe de G(C)-conjugaison de . Le
cocaractere uy, s’appelle le cocaractére de Hodge associé a la donnée &. On fera souvent
I'abus de noter p la classe de conjugaison [u], que 1'on voit comme un élément

1] € Hom(Gom.c, Ge) /Int(G(C)) 2 X, (T)*

2En particulier (A, (-, ) @z Q= (V, (-, )).
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apres avoir fixé une chambre dominante. Le Z-module X, (7)™ est muni d’une action du
groupe de Galois Gal(Q/Q). Le corps de définition de [u] € X, (T)T s’appelle le corps
réflexe et est noté E(Z) = E (c’est un corps de nombre). Par définition la décomposition
(2.1.1) est définie sur E. Il découle des définitions que 'accouplement (-, -) induit un
isomorphisme :

Vo ~ V)Y = Homg(V3, E) (2.1.2)

et que Vj et V] sont totalement isotropes pour (-, -) (voir [Lanl3] section 1.2.5 par
exemple). Attention, pour que l'isomorphisme ci-dessus soit un isomorphisme de B-
modules, il faut munir le module Hompg(Vy, E) de l'action de B via * : B — B°PP 7.
Enfin on notera G le schéma en groupe sur Z définit par :

G(R) ={(g,c(9)) € GLp(Ar) X G (R) | {97, gy) = c(g){z,y) pour tout x,y € A}

C’est un modele entier de G sur Z, qui n’est pas nécessairement lisse (voir [Lanl3]
Remarque 1.2.1.6).

Remarque 2.1.3. Il découle des définitions que l'on a les égalités :

1

dim¢(Vp) = dime(Vh) = 5

Les sous espaces Vj et V; sont donc totalement isotropes de dimension maximales, et

par conséquent
Vo=V, Vi=W

Ce sont donc des sous-espaces Lagrangien de V.

2.1.2 Variété de Shimura associée

Si% = (B,*,V,(-,-),h)est une donnée PEL, on notera X la classe de G(R)-conjugaison
de h : S — Gg. La proposition suivante justifie le lien entre donnée PEL et variété de
Shimura au sens de Deligne [Del79].

Proposition 2.1.4. Soit 2 une donnée PEL et (G, X) la donnée associée. Alors (G, X)
satisfait les axiomes (SV1), (SV2) et (SV4) de [Del79] (§ 2.1.1).

Remarque 2.1.5. En général il se peut qu'une donnée (G, X) associée a une donnée
PEL Z ne satisfasse pas I'axiome (SV3). Lorsque (G, X) satisfait 'axiome (SV3) on dit
que c’est une donnée de Shimura de type PEL. 1l arrive cependant que 1’on s’intéresse a
des espaces de modules faisant intervenir des données PEL ne satisfaisant pas I’axiome
(SV3). Ces espaces de modules sont intéressants en tant que tels, méme si le formalisme
de Deligne sur les données de Shimura ne peut pas leur étre appliqué.

3cela vient du fait que (b, -) = (-, b*) pour tout b € Op.
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Définition 2.1.6. Soit (G, X) une donnée de Shimura et K C G(Ayf) un sous-groupe
compacte ouvert, on note :

Shi (G, X) == GQ\[X x G(Af)/ K]

ou K agit sur G(Ay) par translation a droite, et G(Q) agit sur X xG(Ay) par translation
d gauche sur les deux facteurs (simultanément). Si la donnée de Shimura (G, X) provient
d’une donnée PEL 2 on notera également Sh g iy la variété de Shimura associée.

Composantes connexes. Soit X; C X une composante connexe. Le stabilisateur
de XT dans G(Q) est G(Q) = G(R) . N G(Q). Par densité’, G(Q) agit transitivement
sur les composantes connexes de X et par conséquent :

Shi (G, X) = G(Q)4\[ Xy x G(Af)/K]

Le quotient G(Q)\G(Ay)/K est fini ([Bor63] Théoréme 5.1). On fixe (g;);e; un systeme
de représentants et on définit les groupes I'; = G(Q), N g;Kg;—1. Les groupes I'; C
G(Q) sont des sous-groupes arithmétiques. On dispose d'une décomposition en composantes
connexes :

Sh (G, X) = [TT\X+

i€l

Structure complexes. Soit p € [p1] un cocaractere de Hodge. Soit P, C G¢ le sous
groupe parabolique de type p définit par
P,={g € Gc | lim Ad(u(t)) - g existe}
t—0

Notons Flag ¢, ) la variété de drapeaux paramétrant les sous-groupes paraboliques de
Gc de type p, qui est une variété complexe. Bien que le parabolique P, dépende du
choix du représentant u € [u], la variété de drapeau Flag ., n'en dépend pas. On
dispose du plongement de Borel :

X — Flag(GCw)
hv— P,

qui permet de munir X d’une structure de variété complexe ([GN20] Proposition 4.2).
On peut montrer que la variété Shy (G, X) possede une structure de variété complexe,
deés lors que le sous-groupe K est assez petit’. En fait par un théoréme de Baily-Borel,
lorsque K est assez petit, les variétés Shy (G, X) sont algébriques. Plus précisément, se
sont les analytifiés de variétés algébriques Sg quasi-projectives sur C ([BB66)) :

Sk(C) = Shk(G, X)

4c’est le théoréme d’approximation faible pour les groupes algébriques, voir [Del71] § 0.4 ou [PRR93]
Section 7 pour plus de détails.

50On se rameéne au cas des composantes connexes I';\ X+, qui sont des quotients d'un domaine
hermitien symétrique par des groupes sans torsion : on peut donc les munir d’une structure complexe
telle que le morphisme quotient soit un holomorphisme (notez que les groupes I'; sont sans torsion
puisque K est assez petit).
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2.1.3 Modeles canoniques

La variété de drapeaux Flag,. ) est une variété algébrique définie sur le corps réflexe
E = E(G, X). 1l est donc naturel de se demander si les variétés algébriques Sy peuvent
étre définies sur E. En d’autres termes on cherche ici un modele, appelés modéle
canonique’ pour les variétés algébriques Si. On a le théoréme suivant

Théoreme 2.1.7 ([Del71],[Del79], [Mil83]). Soit (G,X) une donnée de Shimura et
E le corps réflexe associé. Pour tout K C G(Ay) compact ouvert assez petit il existe
une variété algébrique Sk — Spec E' telle que Sk (C) = Shg (G, X). De plus pour tout
K' C K compact ouvert assez petit l'application canonique

est Uanalytifié d’un morphisme Sk — Sk fini étale et défini sur E.

Remarque 2.1.8. L’avantage de la description adélique de Deligne est que I'on dispose
d’une action naturelle de G(Ay) sur la limite projective :

Sh(G, X):= lim Sh(G,X)
KCG(Af)

ou K C G(Ay) parcourt les sous groupes compacts ouverts. Cette action est appelée
action par correspondance de Hecke. D’apres le théoreme précédent, on dispose donc
d’une action de G(Ay) sur les groupes de cohomologies étales lim H, 4 (Sk,Qy), ot £ un
nombre premier. Par ailleurs, les variétés algébriques Sk étant définies sur un corps de
nombre F, elles sont naturellement munies d’une action du groupe de Galois Gal(Q/E).
Il n’est pas difficile de voir que cette action est compatible avec ’action de Hecke. C’est
le point de départ d’une longue route vers le programme de Langlands. Notez que rien
de toute cela n’est possible si I’on travaille uniquement avec les composantes connexes
[\ X, car il n’y a pas de raison a priori pour qu’elles soient définies sur le méme corps
de nombre.

Exemple 2.1.9 (Courbes modulaires). L’exemple le plus simple de variété de Shimura
(apres les tores...) est donné par les courbes modulaires. On considére la donnée PEL
9 = (B,*,V,(-,-),h) donnée par :

B-Q +-=id, V=@ <-,->=<_Olé>

Le groupe algébrique pour cette donnée est G = GLy = GSp,, et on suppose que h est
donné par
a

, 2) o+ ib € S(R) = C*

h(a+ib):<

SPour une définition rigoureuse du modele canonique, voir [Del79] 2.2.5).
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Le stabilisateur de h est K, =~ SO2(R) - R* et par conséquent on dispose d’une
identification :
X ~ GLy(R)/SO2(R) - R*

Par ailleurs le groupe GLy(RR) agit transitivement sur C\R = H* par homographie, avec
H* =H'UH™ et H= {2 € C|Im(z) > 0} désigne le demi-plan de Poincaré supérieur
(resp. H™ le demi plan de Poincaré inférieur). Le stabilisateur de ¢ pour cette action
est également égal & K. Cela nous fournit une identification X ~ H*. En particulier
X n’est pas connexe. Ajoutons maintenant une structure de niveau. On note K(N) le
sous groupe compact ouvert de GLy(A[) défini par :

K(N) = Ker(GLy(Z) — GLy(Z/NZ))
Un petit calcul montre que I'application déterminant induit une bijection :
GL2(Q)+ \GLs(Af)/K(N) = Z* /det(K (N)) = (Z/NZ)"

Le sous groupe GLy(Q); N K(N) = I'(N) C SLy(Z) est normal et par conséquent
I'; = I'(N) pour tout ¢ € I. Finalement on obtient donc la description suivante de la
variété de Shimura de niveau K (N) :

Shycon(GLe HF) = ][ T(N)\H*
(Z/NZ)*

ou l'on reconnait la courbe modulaire de niveau I'(N) usuelle Y(N)* = ['(N)\H*. 11
est bien connu que 'application

FE courbe elliptique sur C
r0\E — { (5| ptid |

n:(Z/NZ)* ~ E[N]
(7] — (Er,7r)

est une bijection, ou 1’on note :

E.=C/(ZT+7), n,:(Z/NZ)?? —s E.[N]

(a,b) — %7’—1—% (2.1.3)

En d’autres termes les points Y (N)* paramétrisent des courbes elliptiques munies d’'une
structure de niveau N. Pour étre plus précis, une structure de niveau /N sur une courbe
elliptique E sur C est un couple (1, ¢) avec

n:(Z/NZ)* ~ E[N], ¢:Z/NZ~ puy
tels que le diagramme suivant soit commutatif

(Z/NZ)? x (Z/NZ? ~>L 7/NZ.

] |

E[N] x E[N] ———— py
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ou ey désigne I'accouplement de Weil. Dans la bijection (2.1.3) on a fixé I'isomorphisme
0o : a — e¥/N de sorte a ce que la formule pour 7, soit bien compatible avec
I'accouplement de Weil. Notons Y (N) I'ensemble des triplés (E,7n,¢) ou E est une
courbe elliptique sur C est (7, ¢) une structure de niveau. L’oubli de ¢ est un (Z/NZ)*-
torseur et le choix d’une section g induit un isomorphisme

Y(N)* x (Z/NZ)* —s Y(N)
((E,n, o), a) — (E, 1,90 - a)

Finalement on trouve donc que la variété Shy(ny(GLo, HF) = Y(N) paramétrise les
triplés (E, n, @) ou E est une courbe elliptique sur C et (7, ¢) est une structure de niveau.
Pour ce qui est du modele canonique de Shg(n)(GLo, H*), un simple calcul montre que
le corps réflexe est £ = Q. D’apres le Théoreme 2.1.7 il existe donc un modele Sk
de défini sur Spec Q. Nous verrons plus loin que dans cette situation I’existence de Sk
découle en fait directement de la représentabilité de [’espace de module associé a la
donnée PEL Z (avec un niveau K assez petit).

Remarque 2.1.10. Notez que les variétés Y (N)* sont définies sur Spec Q((y) (on a
besoin d’une racine de I'unité pour définir ¢g) et par conséquent la limite Hm Y(N)*
est définie uniquement sur Spec Q*". Travailler avec les composantes connexes Y (N)*
nous fait donc ici perdre l'action du groupe de Galois Gal(Q/Q) en cohomologie étale,
ce qui est problématique lorsque l'on travaille dans le contexte du programme de
Langlands.

2.1.4 Points complexes

Nous avons vu avec ’exemple de la courbe modulaire que certaines données de Shimura
donnent lieu a des variétés de Shimura ayant une interprétation modulaire. Nous allons
voir que les variétés de Shimura de type PEL paramétrisent des variétés abéliennes
munies d’une polarisation, d'une structure d’endomorphisme et d’une structure de
niveau (level). Sil’on veut généraliser la notion de « structure de niveau N » de l'exemple
2.1.3 a d’autres niveau K C G(Ay), il faut définir une notion « adélique » de structure
de niveau K sur une variété abélienne. Cela est possible en considérant le module de
Tate de la variété abélienne comme nous allons le voir.

Par ailleurs pour certaines raisons arithmétiques, il arrive que 1'on préfere travailler
avec des variétés abéliennes a isogénie pres, qui ont 'avantage de former une catégorie
semi-simple. Par exemple dans [Kot92], Kottwitz compte les points des variétés de
Shimura sur des corps finis’ en réduisant ce probléme a un calcul de classe d’isogénies.
Il faut alors faire attention a deux points :

"Cela donne des informations sur la cohomologie étale de la fibre spéciale via la formule des traces.
Dans le cas de bonne réduction la cohomologie de la fibre spéciale et de la fibre générique coincident.
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1. La notion de polarisation n’est pas stable par isogénie. Pour y remédier Deligne
définit la notion de polarisation homogéne (voir [Del71] 4.3). Une polarisation
homogene est un élément [A] € (Hom™" (A, AY) ® Q)/Q* qui est la classe d'une
polarisation A : A — AY. Cette notion est équivalente la notion de Q*-polarisation
de [Lanl13].

2. Le foncteur sur la catégorie des variétés abéliennes complexes A — HA(A,Z)
induit par le module de Tate n’est pas invariant par isogénie. Il faut donc considérer
le module de Tate rationnel H} (A, Ay) qui est lui invariant par isogénie.

La proposition suivante due & Delinge [Del71] décrit les données paramétrisées par
les points complexes des variétés de Shimura de type PEL dans le cas d’un niveau K
non nécessairement principal®.

Proposition 2.1.11 ([Del71] 4.11). Soit ¥ = (B,*,V,(-, -),h) une donnée PEL et
(G, X) la donnée de Shimura associée. On dispose d’une bijection entre [’ensemble

Shy (G, X) = GQ\[X x G(Ay)/K|
et l'ensemble des quadruplets (A, i, \, k) a isogénie’ prés avec :
1. A est une variété abélienne sur C,

2. X: A— AV est une Q*-polarisation,

3. t: B — Endc(A)®zQ est un morphisme de Q-algébres compatible avec l'involution
de Rosati,

4. m est une structure de niveau I, c’est-a-dire une K-orbite d’isomorphismes B ®q
Ag-linéaires
k:V ®Q Af —N—) Hélt(A, Af)
telle qu’il existe un isomorphisme ¢ : Ay ~ A¢(1) faisant commuter le diagramme
sutvant :

V@ghAyxVagh — L A

il E

Hélt(AvAf) X Hé}t(Aa Af) ﬁ Af(l)

5. Lie(A) est isomorphe a Vg en tant que Be-modules,

8(Cest-a-dire de la forme K = K(N) avec N > 0 un entier.
9Si l'on veut travailler avec les classes d’isomorphismes, alors il faut voir A comme une variété
abélienne a isogénie pres.

34



6. Les (B, *)-modules symplectiques (V, (-, -)) et (H1(A,Q), (-, - )») sont isomorphes
a un facteur de similitude prés'’

Démonstration. Voir [Del71] Théoréme 4.11. Pour faciliter la lecture nous allons tout
de méme décrire la bijection. On commence par fixer un isomorphisme (B, *)-linéaire

f:V~H(AQ)
qui envoi Q- (-, ) sur Q- (-, - ) (ceci est possible d’apres 'hypothese (6)). Alors
Fon: VoA 5 V(A C)~ Hi(AQ) ®gh; LV ey A

définit un élément de G(Ay). La K-orbite n définit donc un élément n € G(Af)/K. Le
morphisme

J:V&gR L Hi(AR) ~ Lie(A) 5 Lie(A) ~ H(A,R) L V @y R

définit une structure complexe (B, x)-linéaire sur (Vg, (-, -)) telle que les Be-modules
(Vk, J) et (Vg, I) soient isomorphes (ici on utilise I'hypothese (5)), i.e. hy € X = G(R)-h
(ici I désigne la structure complexe induite par h). Finalement 1'élément (h;,n) €
X x G(Ay)/K est bien défini modulo le choix d'une trivialisation V' ~ H;(A, Q). Par
conséquent 1’élément :

[hs,m) € G\ [X x G(Ag)/K]

est bien défini. Réciproquement, étant donné [hy,n] on définit le tore complexe A =
(Vg, J)/A, out A désigne n’importe quel réseaux sur lequel (-, -) est & valeur dans Z''.
L’accouplement (-, -) de (Vg,J) fait de A une variété abélienne. Enfin la structure
de B-module de V' induit un morphisme ¢ : B — End(4) ® Q, et n = g définit une
structure de niveau K. Le reste des conditions se vérifie sans difficulté. ]

Exemple 2.1.12 (Courbes modulaires (suite)). Nous allons maintenant vérifier que la
description des points complexes de la Proposition 2.1.11 coincide avec celle que nous
avons donnée pour la courbe modulaire dans 'exemple 2.1.3.

On se place donc de nouveau dans le cadre du groupe G = GLy et d’un sous
groupe de niveau K (N) = Ker(GLy(Z) — GLy(Z/NZ)). Soit (E,n) avec E une courbe
elliptique sur C et 7 une structure de niveau N (au sens de 2.1.3), c’est-a-dire un

isomorphisme
n:(Z/NZ)* ~ E[N]

compatible avec 'accouplement de Weil & un (Z/NZ)*-facteur pres. On doit montrer
que la structure de niveau 7 se prolonge en une structure de niveau K (V) (au sens de
2.1.11). Pour construire un isomorphisme

(Ay)* ~ HL(E, Ay)

107 e. il existe un isomorphisme de (B,*)-module f : V ~ Hi(A,Q) tel que f*(-, )x =a- (-, )
pour un certains o € Q*

UPour un autre choix de réseau A’, il existe un entier n tel que %A’ C A C n/, par conséquent A’
fournit une variété abélienne dans la méme classe d’isogénie.
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nous allons montrer 'existence d’un isomorphisme en pointillé faisant commuter le
diagramme suivant, :

22 e HA(E,D)

| |

(Z/NZ)* —— E[N]

et qui soit compatible avec la réduction de I'accouplement de Weil en un sens évident.
Mais l'existence de k est clair car le morphisme de réduction :

GLy(Z) — GLy(Z/NZ)

est surjectif (voir la Remarque 2.1.14). Bien stir x n’est pas unique, il n’est bien défini
que modulo K (N). Il s’en suit que la K (N)-orbites de k@ Q € GLo(Ay) est bien définie
et nous fournit une structure de niveau K (V). Si 'on note F ® Q le plongement de E
dans la catégorie des courbes elliptiques a isogénie pres, 'application

(E,n)— (E®Q,r®Q)
est la bijection annoncée'”

Remarque 2.1.13. Dans l'exemple précédent nous nous somme placés au niveau
C-points, mais les arguments sont tres généraux et fonctionnent pour les espaces de
modules sur Q définit de fagon évidente via les description 2.1.3 et 2.1.11.

Remarque 2.1.14. Une structure de niveau N au sens de 'exemple 2.1.3 est ce que
I'on appelle une structure de niveau naive ([Lanl3] 1.3.6). Pour comprendre pourquoi
elle est « naive » il faut revenir a la construction de I'exemple précédent. Le point clé
réside dans la surjectivité pour G = GLy de I'application :

G(Z) — G(Z/NZ)

C’est cette surjectivité qui nous a permis de relever la structure de niveau naive en une
structure de niveau K (N). Mais la surjectivité de ce morphisme n’est pas automatique !
Notez qu’ici on utilise le fait que GLy soit lisse, ce qui n’est pas vrai pour G en
général. On consultera [Lanl3] Remarque 1.2.1.6, Corollaire 1.2.3.12, pour plus de
détails concernant la lissité de G.

2.2 Modéle entier de Kottwitz

Dans cette section nous allons définir les modéles entiers des variétés de Shimura de
type PEL définit par Kottwitz dans [[<ot92]. Ces modeles entiers sont définis sur Op, )
ce qui nous permettra dans la suite de cette these d’étudier la fibre spéciale de ces
modeles, c’est-a-dire leur réduction modulo p.

121] faut tout de méme un peu travailler pour montrer que c’est une bijection. L’injectivité découle
essentiellement du fait que H) (-,Z) est pleinement fidele. Pour la surjectivité, voir [Del71] 4.2. ou
[Lan13] 1.3.5.
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2.2.1 Hypotheses

Pour définir ces modeles entiers nous aurons besoins de certaines conditions sur la
donnée Z et sur le nombre premier p. Les problemes concernant la réduction modulo
p de ces modeles se trouvent essentiellement a deux niveaux : la structure de niveau K
et la ramification dans la donnée Z. Généralement on parle de condition de « bonne
réduction » lorsque ’on suppose le niveau maximal en p et lorsque la donnée & est non
ramifiée : dans ce cas les schémas ainsi définis sont lisses sur Op ). Dans cette these
on se place dans le cas ou le niveau est maximal en p, mais on autorise la ramification.
Plus précisément dans tout le reste de cette these nous ferons les hypotheses suivantes :

Hypotheses.
1. On suppose que le groupe G est connexe.

2. On suppose que Bg, est isomorphe da un produit d’algebres de matrices sur des
extensions finies de Q, (possiblement ramifiées).

3. On suppose que p est un bon nombre premier (voir [BH22b] § 2.4), c’est-a-dire :

pHA Al N={zeV|(ry) €Z Vyec A}
Donnons quelques explications concernant ces hypotheses.

e Soit B = By x --- x B, une décomposition de B en facteurs simples. Puisque
I'involution est positive, chacun des facteurs est stable par *'*. On suppose donc pour
simplifier que B est simple. Notons R son centre et ' = R*=! les invariants sous
%, qui est un corps totalement réel. On sait d’apres le théoreme de Wedderburn que
B est de la forme M, (D) ou D est une algebre a division sur Q. La classification
des algebres a divisions munies d’une involution positive (due & Albert, voir [Lanl3]
Proposition 1.2.1.13) nous donne & isomorphismes pres 3 possibilités (voir [Lanl3]
Définition 1.2.1.15) :

(A) [R: F] =2 avec F est une extension totalement imaginaire. Dans ce cas B ®g R
est un produit de [F : Q] copies de M,,(C) munies de leur involution X X'

(C) R = F avec B ®g R un produit de [F' : Q] copies de M,(R) munies de leur
involution X +— X*.

(D) R = F avec B ®g R un produit de [Fy : Q] copies de M, (H) munies de leur
involution X — X'.
Ici H désigne 1'algebre des quaternions d’Hamilton. Un calcul montre que le groupe G

est connexe si et seulement si aucun des facteurs B; n’est de type (D). La premiére
hypothese exclut donc les facteurs de type (D) de notre donnée PEL.

13B% est également un facteur simple donc si B} = B; # B; alors B;B; = 0, ce qui contredit la
positivité de .
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e D’apres la seconde hypotheses on dispose d'une décomposition sur Q, :
B~ ][ B =[] Mu,(R))
i=1 i=1

Supposons pour simplifier que B = B; est simple. Il y a alors 4 possibilités :
(C) (symplectique) : R = F et % = id.
(AL) (linéaire) : F = R x R et *: (a,b) — (b,a)

(AU) (unitaire non-ramifié) : R/F non ramifiée de degré 2 avec * € Gal(R/Q,,) d’ordre
2.

(AR) (unitaire ramifié) :R/F ramifiée de degré 2 avec x € Gal(F'/Q,) d’ordre 2.

e On dit que p est un bon nombre premier si il satisfait la condition :
pH[AF AL A ={zeV|(ry) €Z VyeA}

Cette condition differe de la Définition 1.4.1.1 de [LLan13] car ici on autorise la ramification
et on a exclu les facteurs de type (D). Si p{ [A* : A] alors A ®7 Z,, est auto-dual pour
l'accouplement (-, -). On peut alors montrer que p ne contribue pas au niveau (voir la
discussion avant la Proposition 2.2.7 pour plus de détails).

Remarque 2.2.1. Il découle également de la derniere hypothese que le groupe G est
lisse sur Z,, voir [Lanl3] Corollaire 1.2.3.12.

Exemple 2.2.2. (Hilbert-Siegel)
Soit F'/Q une extension totalement réelle. Une donnée PEL de la forme :

B=F, x=id, V=F% (-, -)=Trggo(", ")

ou (-, -) désigne 'accouplement F-linéaire symplectique standard sur £'% (i.e. donné
par la matrice Jo ), est appelée donnée de type Hilbert-Siegel. Dans ce cas on a :

B®QQPZ@FU
Ip

ou F), désigne la complétion v-adique de F'. En d’autres termes I est I'ensemble des
places v au dessus de p dans F.
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2.2.2 L’espace de module

Nous avons vu avec la Proposition 2.1.11 que les points complexes d’une variété de
Shimura de type PEL paramétrisent des variétés abéliennes munies d’une polarisation,
d’une structure d’endomorphisme et d’une structure de niveau satisfaisant certaines
conditions. Sil’on veut définir un modele entier sur Z,) il faut faire attention a plusieurs
points :

1. La condition (5) de 2.1.11 n’a pas de sens si A n’est pas une variété abélienne sur

C.
2. La condition (6) de 2.1.11 n’a pas de sens pour un schéma abélien général.

3. On ne peut pas autoriser tous les sous-groupes K, C G(Z,) pour la définition
des sous-groupes K,K? C G(Ay). Par exemple pour le sous groupe compact
ouvert K = Ker(G(Z) — G(Z/pZ)), une structure de niveau K correspond & une
trivialisation de la p-torsion de la variété abélienne. Mais cela n’a pas de sens en
caractéristique p.

La solution trouvée par Kottwitz pour le point (1) dans [Kot92] est la condition de
déterminant (voir définition ci-dessous) qui est une condition qui « reléve » la condition
(5). Pour le point (2) la condition (6) est oubliée, ce qui implique que la fibre générique
du modele entier ainsi défini est un union de copies du modele canonique (voir la
Proposition 2.2.7). Enfin pour le point (3), on contourne le probléme en travaillant en
niveau « parahorique maximal » en p, i.e. K, = G(Z,). On dit que l'on travaille avec
des structures de niveau « en dehors de p ». Informellement, dans le cadre de structures
de niveaux N naives, cela revient a demander a ce que p fN.

Définition 2.2.3. Soit 9 = (B,*,V, (-, -),0p,A,h) une donnée PEL entiére en p
satisfaisant les hypothéses 2.2.1. Soit KP C G(AI}) un sous groupe compact ouvert. On
note Sh?%{pr) la catégorie fibrée en groupoide sur LNSCh/@E’(p) dont la fibre au dessus de

(S — Spec O ()) est la catégorie Sh?;‘;g(p)(S) dont les objets sont les tuples (A, A, ¢, nP)
satisfaisant les propriétés suivantes :

o A — S est un schéma abélien,
o \: A— AV est une Z(Xp) -polarisation,

o . : Op — Endg(A) ®z Zy) est un morphisme de Z)-algebres compatible avec
l'involution de Rosati

e 1P est une structure de niveau KP, c’est-a-dire pour un point géométrique dans
chaque composante connexe s, une KP-orbite stable sous laction de w3 (S,3),
d’isomorphismes B ®q A}-linéaires

T}p Vv ®Q AI} L) Hélt(Ag, Af)
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tels qu’il existe un isomorphisme  : Al ~ A?(l) faisant commuter le diagramme
sutvant :

V @g A% x V @g A — 0 AP

il E

Hélt(Agv Af) X Hé}t(Agj Af) ﬁ AI;‘(l)
N

e (A, 1) satisfait la condition de déterminant de Kottwitz :
det(a|wass) = det(a| Vo) Vae Op
(voir [Lanl3] Définition 1.3.4.1 pour plus de détails).

Un morphisme entre deux objets (A, X\, t,m) et (A, N J,n) est la donnée d’une Z(Xp)—
isogénie f : A — A’ telle que

e \=1-fYoXNof pour un certains r € Z(Xp),

e foi=1iof
o f*n'" =nP (voir [Lanl3] Définition 1.4.2.1 pour plus de détails)

Ci-dessus une Z,-polarisation A : A — A est un élément A\ € Hom(A4, AY) ®z Z,
donné par une classe d’équivalence (N, «) , telle que N soit un entier premier avec p, et
a: A — AY une polarisation telle que le rang du schéma en groupe fini plat Ker(«) soit
premier avec p. Deux couples (N, a) , (N',a’) sont équivalents si No/ = N'a. De fagon
informelle, on écrira A = [N]'a (noter que cette égalité a un sens dans la catégorie a
Z(,)-isogénies).

Remarque 2.2.4. Dans la définition de la structure de niveau nP utilise le groupe
fondamental étale 7}, (S,5). Pour que la définition ci-dessus est un sens lorsque S n’est
pas connexe, il faut que 'on puisse travailler sur chacune des composantes connexes
séparément. C’est pourquoi on se restreint a la catégorie des schémas localement noethériens
car les composantes connexes des schémas localement noethériens sont ouvertes (et
fermées).

Remarque 2.2.5. Pour la condition sur le déterminant ci-dessus il existe en fait deux
conventions. Le caractere de Hodge induit une décomposition de Be-module Ve = Vo @

V1. De l'autre coté, si A est une variété abélienne sur C, on dispose de la décomposition
de Hodge
Hl(Aa (C) = HéR(A/C) = Hl(Av OA) ® HO<A7 Q,lél)

ot HY(A, QL) = Lie(A)Y est le dual de l'algebre de Lie de A et HY(A,O4) = wa
est le faisceau des différentielles invariantes. La condition ci-dessus sur le déterminant
impose que V{ et w, soient isomorphes en tant que Bc-modules. L’autre convention
demande a ce que pour tout a € Op on ait det(a | Lie(A)) = det(a| V1), ce qui impose
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'existence d’'un isomorphisme de B¢ module V; ~ Lie(A). Dans [Kot92] Kottwitz définit
la condition sur le déterminant en comparant V; et Lie(A). Les deux conventions sont
bien siir équivalentes.

La proposition suivante est standard lorsque l'on connait un peu de théorie des
schémas de Hilbert.

Proposition 2.2.6 ([MFK94], [Kot92] Section 5). Sh?;‘;pr) est un champ algébrique de
Deligne-Mumford. De plus si KP est assez petit, alors il est représentable par un schéma
quasi-projectif sur Spec Og ().

2.2.3 Comparaison avec le modele canonique

On se place dans le cas d'un sous-groupe de niveau K = G(Z,)K? avec K? assez petit.
Nous allons comparer la fibre générique Sh‘(l%""fm) ® F du schéma défini par Kottwitz
avec le modele canonique Sk .

On commence par comparer I'ensemble des points complexes Sg(C) et Sh?%";flﬂ)((j).
Soit donc (A, A, ¢, 77) € Shg,)(C). Les seules conditions & analyser sont les conditions
(1), (5) et (6) de la description 2.1.11. La condition (5) découle directement de la
condition imposée sur le déterminant (voir Remarque 2.2.5). Pour la condition (6) nous
devons calculer les classes d’isomorphismes de B-modules symplectiques. Ces classes
sont classifiées par ensemble H'(Q, G). Pour calculer cet ensemble Kottwitz utilise
un raisonnement du type local-global. Notons H = H,(A,Q) et £y € HY(Q,G) (resp.
&y € HY(Q, @)) la classe de H (resp. de V) en tant que B-modules symplectiques. On
a:

e Sur R. Il découle également de la condition sur le déterminant que Hg et Vg,
munis de leur structure complexe, sont isomorphes en tant que Bc-modules. On
peut alors montrer que (Hg, (-, -)x) et (Vg, (-, -)) sont en fait isomorphes en

tant que Bg-modules symplectiques ([[<0t92], Lemme 4.2). Par conséquent on a
Pégalité & = €y € HY(R, Q).

e Sur Qy # Q,. La structure de niveau 7 implique directement que les Bg,-modules
symplectiques (Vi,, (-, -)) et (Hg,, (-, -)x) sont isomorphes. On a donc 1'égalité
& = &n € H'(Qy, G) pour tout ¢ # p.

e Sur Q,. Puisque 'on considere des variétés abéliennes a Z(Xp)—isogénie, le Z,-module
Ay = H (A, Z,) est bien défini. C’est un Op-réseau auto-dual dans Hg,. Soit £ tel
que V ~ V©_ Daprés [[K0t92] Lemme 7.2 il existe un isomorphisme symplectique
@ : VQ%) ~ Hg, tel que p(A,) = Ay, ou A, = A ®z Zy,.

Par conséquent :

fv — g € ker'(Q,G) = Ker(Hl(@,G) — HHI(@v, G))

v
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D’apres un résultat de Borel et Serre le groupe ker(Q, G) est fini ([BS64] Théoréme 7.1).
On fixe un représentant V€ pour chaque & € (& + ker' (Q, G)). Par définition les V(®
sont des B-modules symplectiques isomorphes a Vg, (avec structure symplectique) pour
toutes places v. On note G© le groupe d’automorphismes du B-module symplectique
V(© . Soit £ tel que V ~ V© Comme expliqué plus haut, il existe un isomorphisme
symplecthue ¢ : Vo, ) ~ Hg, tel que p(A,) = Ay. Par conséquent Ay induit un élément
bien défini dans g E G(Q,)/K, (on rappelle que K, = G(Z,) désigne les éléments qui
stabilisent A). On obtient ﬁnalement un élément :

n:=(9,m") € G(Qp)/K, x G(A}) /K" = G(As)/ K

et on a donce étendu la structure de niveau K? en une structure en niveau K. Il découle
alors de la Proposition 2.1.11 que l'on a I'égalité :

Shit, (C) = || Shx(G9,X)
EEkerl(Q,G)
Ci-dessus Shx(G©), X) classifie les tuples (A, ), 1,1) tels que H soit isomorphes a V()

(voir la Proposition 2.1.11). Si I'on note SK) le modele canonique de Sh(G©), X), une
inspection des différents espaces de modules montre que 1’'on a en fait la proposition
suivante :

Proposition 2.2.7 ([Kot92] §7). 1l existe un isomorphisme de schémas sur E :

Shiat @z, E = || 8¢
¢eker! (Q,G)

En d’autres termes la fibre générique du modele entier construit par Kottwitz est
une union de copies de modeles canoniques pour des formes intérieures de G qui sont
isomorphes a GG en toutes les places. D’apres cette proposition ’obstruction a ce que
Sh“_?ijp soit un modele entier au sens strict du terme est mesurée par le groupe

ker' (Q, G), c’est-a-dire le groupe qui mesure le défaut du principe de Hasse pour G. La
proposition suivante nous assure que cette situation n’arrive pas souvent :

Proposition 2.2.8 ([IK0t92]). Le groupe ker' (Q, G) est trivial dans les situations suivantes :

1. G est de type (C)

2. G est de type (A) avec n pair'

2.3 Modele local PEL

Dans cette section nous allons définir les modeles locaux associés aux données PEL
entiere, comme cela est fait dans [R7Z96]. Ces modeles locaux vont nous permettre
d’étudier les propriétés locales des modeles entier de Kottwitz des variété de Shimura
de type PEL par 'intermédiaire des « diagrammes de modeles locaux ».

14 e. le diagramme de Dykin de G est de type (A4, _1) avec n pair.
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2.3.1 Notations

Soit Z une donnée PEL entiere en p. A partir de maintenant et pour toute la suite de
cette these on se place dans le cadre p-adique, i.e. on fait les changements de bases :

9 @z Ly = (B ®q Qp, %,V ®q Qp, (-, ), Op ®z Zy, A ®7 Zy, h) (2.3.1)

Par hypothese apres changement de base sur Q, on dispose d'une décomposition

Bg, ~ [ Bi = [[ Mm:(R:) (2.3.2)
i=1 i=1
On note I = {1,...,r}. Par équivalence de Morita, cette décomposition induit une
décomposition de V sur Q, :
Vo, = @ Vi (2.3.3)
iel

ot chaque V; est un R;-module libre'” de rang :
d; = rankp, V;
En particulier on a :

dimg, (V) = 2n,;d; s? z est de type (AL) ou (AU)
nid;  siiest de type (C)
On notera G; le groupe réductif sur Q,, associé a V; :

Gi(R) = {(gi,ci(g:)) € GLg,(V;QR)XG,,(R) | (g:v, gsw) = ¢;(g;){v, w) pour tout v,w € V;}

Par définition le groupe Gg, peut étre retrouvé a partir des G; via le produit fibré :

G@p » [lier G

{ J(Cz‘)iel

Gm # Hie] Gm

En d’autres termes c’est le sous groupe du produit des G; ou tous les facteurs de
similitudes sont égaux. On fixe un isomorphisme C ~ Q,. Soit v|p la place au dessus
de p donnée par le plongement ainsi fixé Q — Q,. Cela nous permet de considérer la

classe de G(Q,)-conjugaison [u] avec :

JU Gm,@p — G@p

5Dans les cas (C), (AU) et (AR) l'assertion est évidente. Dans le cas (AL) cela découle Pexistence
de la forme symplectique x-linéaire (-, - ).
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le changement de base de p sur @p. Si on note F, la complétion v-adique du corps
réflexe, alors F, contient le corps de définition de [u]. Par abus de notation on continue
de noter £ = FE,. Pour tout ¢ € I la projection de G sur G; induit un cocaractere :

i Gm,E — Gi,E

En niveau entier on dispose également d’une décomposition du réseau A :

Az, = P AT

i€l
ou chaque A; est un Op,-réseau dans V;. On notera G;/Z, le sous-groupe parahorique
de G associé au réseau A;. De la méme maniere Gz, est le sous groupe du produit des
G; ou tous les facteurs de similitudes sont égaux.

16 Par la suite nous

On appelle donnée PEL p-adique une donnée comme en (2.3.1)
serons amener a étudier des modules avec « Z-structure », i.e. munis d’une action de B,
d’un accouplement symplectique etc. Comme ci-dessus, par équivalence de Morita si on

note %; = (R;,*, Vi, (-, -}, Og,, A\;) pour tout i € I, on a 1’équivalence de catégories :

{Modules avec @—structure} = @ {Modules avec _@i—structure}
icl
F — (Fi)ier

@yz’m 1 (Fi)ier

iel
On appellera donnée PEL p-adique simple une donnée 2 ou I = {*} est un singleton
et m, = 1. L’équivalence ci-dessus est donc une décomposition en facteurs simples. Par
définition les objets G;, G;, u; sont les objets associés au facteur simple ;.

Remarque 2.3.1. Par la suite nous allons travailler avec un ensemble I quelconque
mais comme expliqué ci-dessus tous les objets ne seront que des sommes directes sur [
d’objets avec Z; structures. Nous invitons donc le lecteur a lire les définitions dans le
cas I = {x}, i.e. avec & donnée PEL p-adique simple.

Donnée PEL non ramifiée Soit ¥ une donnée PEL p-adique. Il est naturel de se
demander quelles sont les conditions pour que le groupe G soit réductif. Pour répondre
a cette question, on peut supposer que la donnée Z est simple. On a alors la proposition
suivante :

Proposition 2.3.2 ([BC79] 1.10.2). Soit G un groupe réductif sur Q,. Alors G admet
un modéle réductif G sur Z, si et seulement si G' est quasi-déployé et se déploie sur une
extension non ramifiée de Q,.

16Bien siir on demande & ce qu’elle satisfasse les hypotheses 2.2.1
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Démonstration. Pour plus de détails voir [Conl4] Corollaire 5.2.14, et [hc]. O

On dira qu’une donnée PEL p-adique Z est non ramifiée si le groupe G associé est
réductif (c’est le cas hyperspécial).

Donnons un exemple pour bien comprendre le role de la ramification.

Exemple 2.3.3. Le groupe Resp,./z, GL, n’est pas réductif si F//Q, est ramifi¢e. Pour
le voir, il suffit de regarder la suite exacte suivante permettant de calculer le quotient
réductif G54 de la fibre spécial Gy = G @ F, :

0 — U — Res, b)/ae)r, GLn 2% GL, — 0
ol U est le sous groupe unipotent'’ défini par :

U(R) ={g € GL,(R]z]/z°) | g =id (modz)}

En d’autres termes Gi4 = GL,, et I'indice de ramification e mesure précisément 1'obstruction

a ce que G soit réductif.

Remarque 2.3.4. L’exemple ci-dessus du calcul du quotient réductif est en fait tres
général et est valable pour n'importe quel groupe de la forme G = Resp, /z, H (voir
[Oes84] Appendice 3 pour une preuve).

2.3.2 Définition

La définition suivante est due a Rapoport et Zink dans [RZ96]. Comme nous nous somme
placé dans le cas parahorique maximal, la « chaine auto-duale de réseaux polarisés (L) »
([RZ96], section 3) est réduite & un seul réseau auto-dual A C V.

Définition 2.3.5. Soit Z une donnée PEL p-adique. Le modéle local naif pour la donnée
D, noté MBI est la catégorie fibrée en groupoide sur LNSch/o, dont la fibre au dessus
de (S — Spec Og) est la catégorie M (S) des sous Op Rz, Os-modules F C A®yz, O

o F est localement sur S un Og-facteur direct de Ag

e Pour tout a € Op on a l’égalité polynomiale suivante

det(a|.F) = det(a| Vp)

e .7 est totalement isotrope pour (-, -).

1"Pour montrer que U est unipotent il suffit de le montrer au niveau des points ([?] Corollaire 15.12).
Pour tout élément g € U on a g — id qui est nilpotent par définition. Il s’en suit que g est unipotent,
et finalement que U est un groupe algébrique unipotent.
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Remarque 2.3.6. Soit S un schéma sur Op et .# € MEE(S). Par définition on a
Iinclusion # C .Z+ ot F+ = Ker(Ag = Ay — ZV). 1l découle de la condition sur le
déterminant que 'on a I'égalité :

rankp, (F) = dimg(Vp) = ;rank(A)

et par conséquent .Z 1 et .Z ont le méme Og-rang. Puisque ces deux Og-modules sont
des Og-facteurs directs de Ag de méme rang, ils sont donc égaux. En d’autres termes
F est isotrope maximal (Lagrangien).

Remarque 2.3.7. Comme expliqué précédemment, si on note (%;);c; les facteurs
simples de & alors on a un isomorphisme canonique :

v QM

iel
Dans la pratique cette identification va nous permettre de nous ramener au cas d’une
donnée PEL p-adique simple.

2.3.3 Lien avec le modéle entier de Kottwitz

Soit Z une donnée PEL p-adique et K? C G (AP ) un sous groupe compact ouvert. Nous

allons maintenant expliquer le lien entre le modele entier Sh?%‘pr) et le modele local

Mréai'f.
Soit S un schéma sur Op, et (A, A\, ¢,nP) € Sh“%lpr (S). I y a une suite exacte de
Op ®z, Os-modules

0— wa/s — HéR(A/S) — LieAV/S — 0 (234)

appelée filtration de Hodge'. On considére Shn;lfKDp la catégorie fibrée en groupoide sur

LNSch/p, dont la fibre au dessus de (S — Spec Op) est la catégorie Shn;’fKDp (S) des
tuples (A, A, 4,7%,7) out (A, \,1,n) € Sh{a, et

v HéR(A/S) ~ A ®z, Og

est une trivialisation du premier groupe de cohomologie de DeRham de A. Bien sfir on
demande a a ce que cet isomorphisme soit Op-linéaire et compatible avec (-, -)'". Notez
que Shn;1 Jcpy €t muni d’une action du groupe G, ou ce dernier agit sur la tr1v1ahsat10n
v. L7 oubh de cette trivialisation fournit un morphisme :

X naif,[] if
¢ : Sh (2,kpy — Shn%}m,

L’un des résultats majeurs de [RZ96] est le suivant

18« Hodge » vient du fait qu’elle est induite par la dégénération de la suite spectrale de Hodge
19C’est un isomorphisme de « chaines auto-duales de réseaux polarisées » dans le cas particulier ol
K, est maximal parahorique.
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Proposition 2.3.8 ([RZ96] Théoréme 3.16). Le morphisme ¢ : ShnglfKDp — Shig,
est un G-torseur.

Par ailleurs, la trivialisation v nous fournit un morphisme vers le modele local
naif,[] nai
(A7 )\7 L, 7) — V(MA/S) C AS

Le fait que ce morphisme soit bien défini découle essentiellement des définitions des

espaces de modules Shn;fm,) et M. On a alors la proposition suivante qui résulte de

la théorie de Grothendieck-Messing et du théoreme de Serre-Tate :

Proposition 2.3.9 ([dJ91] [RZ96]). Le morphisme v : Shn;‘fKDp) — M est Jisse,
G-équivariant, et de dimension relative dim G.

Démonstration. Le fait que le morphisme soit G-équivariant est évident. La lissité
découle de Grothendieck-Messing, voir [d.J91] Proposition 4.5. O

En d’autres termes on dispose d'un diagramme de modele local au sens de [RZ96] :

naif,[J
Sh(9 i)

PN

Sh?%{pr ) Mréa'if
Ce qui correspond a un morphisme de champs algébriques
Shigher — [MET/G] (2.3.5)

lisse de dimension relative dim G. Ce morphisme permet d’étudier les propriétés locales
lissité, platitude...) de Shrai ») A partir des propriétés locales de M2 qui est un objet
P (2,Kr) &P prop q J
plus simple a manipuler.

Remarque 2.3.10. Soit S un schéma sur O, et (A, \, 1, ") € Shn}‘fm (S). L’action
de Op sur A et la décomposition de Op (2.3.2) induisent des decomp051t10ns :

(,L)A/S:@wimi, H5R<A/S):®Hzml, LieAV/S:@LZm"

el il il

compatibles a la filtration de Hodge (2.3.4) dans le sens ou pour tout ¢ € I on a une
suite exacte
0—w —H —L;—0

On obtient pour tout ¢ € I un morphisme :

Yo Shighe, — Mt
(A, A 0,7) — y(wi) C Aigs

Bien stir ¢ = @;c; ¥, en accord avec la Remarque 2.3.7.
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2.3.4 La condition de déterminant

Pour mieux comprendre le modele local MZ nous allons expliciter la condition de
déterminant. On suit en partie les exphcatlons de [VW13] et [Lan13] Lemme 1.2.5.19.
On peut supposer que Z est une donnée PEL p-adique simple, i.e. B = R. Soit S un
schéma sur O et F C Ag un sous Op®z, Os-module totalement isotrope et localement
un facteur direct en tant que Og-module. Pour le moment on ne fait aucune hypothese
sur la ramification de F'. Supposons pour commencer que S est le spectre d’un corps
algébriquement clos C' de caractéristique 0. Dans ce cas on a une décomposition :

A®y, C=V&y C= @ V¥, ot V¥ =Vegg,C (2.3.6)
©:R—C

En particulier la donnée de .# C A¢ est équivalente a la donnée d’un tuple (%,),. On
a donc pour tout a € Op :

det(a | F H det(a H o(a)dmF

Par conséquent .#,, satisfait la condition de déterminant si et seulement si dim(.#,) =

dim(V(“p)) pour tout plongement gp : R — C. Si on note P = Stabg(.%# C Ag) le
stabilisateur de .%, on a donc que .% satisfait la condition de déterminant si et seulement
si P est un parabohque de type u avec :

j:Gpo — Ge CGLp(Ve) € J[ CGL(V®)

p:R—C

le cocaractere de Hodge que 1'on voit comme un produit g = (1”#0,0‘1_”“’)@ our, =
dima(W®) et d = rankg(V). Comme ces deux conditions peuvent étre testées au
niveaux des points géométriques, on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.3.11. On a un isomorphisme en fibre générique :
M2 @0, E = G/P,
Si ’on ne suppose plus que S est au dessus de E, la situation est plus compliquée.
Cependant si I'on suppose que F'/Q, est non ramifiée, alors la décomposition (2.3.6)
ci-dessus reste valable méme si C' est de caractéristique p car on a ’égalité au niveau

des plongements B B
Homgz, (Og,Q,) = Homgz, (Og, F))

On a alors le résultat suivant avec les notations évidentes :

Proposition 2.3.12. Si la donnée & est non ramifiée, alors on a un isomorphisme :
Mg" = G/P,

En particulier MET est lisse sur Og.

Ci-dessus P, C G est le sous-groupe parabolique sur O induit par le cocaractere p.
Notez que si la donnée 2 est non ramifiée, alors le groupe G est réductif (Proposition
2.3.2).
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Si on ne suppose plus la donnée Z non ramifiée, la décomposition (2.3.6) ne reste
valable qu’en fibre générique et la proposition précédente est donc fausse. En fibre
spéciale si 'on suppose l'extension F/Q, totalement ramifiée par exemple, la somme
directe sur tous les plongements ¢ est triviale et la condition sur le déterminant ne nous
donne que la dimension de .% (voir aussi la Remarque 2.4.2). Le probléme vient du fait
que si F/Q, est ramifiée et S est un schéma de caractéristique p, alors # € MZI(S)
n’est pas nécessairement projectif en tant que Or ®z, Og-module.

2.3.5 Fibre spéciale

On s’intéresse maintenant a la fibre spéciale du modele local ME. On note & le corps
résiduel de E, et G, = G ®z, . Dans [RZ90], les auteurs ont calculé les G,-orbites
dans la fibre spéciale M2 := M2 @4, k. Dans leurs travaux ils se placent en niveau
parahorique K quelconque, ce qui rend la combinatoire des relations d’adhérences entre
orbites un peu complexe. En niveau parahorique maximal, qui est le cas qui nous
intéresse, la situation est plus simple. Notons Admnalf(u) I’ensemble de ces orbites,
appelé ensemble admissible de niveau K naif (notation non standard). Par définition
on dispose d’une décomposition du modele local naif en G.-orbites :

Mnalf H Mw

wGAdmrI’?if (w)

L’ensemble Adm (1) est muni d’une relation d’ordre partielle. On a la proposition
suivante :

Proposition 2.3.13 ([RZ906], [PRO2],[PRO0]). Cette stratification est une bonne stratification
dans le sens ou pour tout w € Adm¥™ (1) on a la relation d’adhérence :

|_| M,
w! <w

Nous expliciterons la combinatoire de I'ensemble Adm}(

des strates dans le prochaine chapitre.

@) ainsi que la géométrie

Remarque 2.3.14. On fera attention & ne pas confondre Adm}* (1) 'ensemble admissible

naif de niveau K et Admg(u) I'ensemble admissible de niveau K (2.6.3). La notation
Adm} (1) est non standard.
D’apres la proposition précédente on dispose d’'un homéomorphisme

M /G| = Admi 1)

ou | - | désigne l'espace topologique sous-jacent et Admyg (p) est muni de la topologie
induite par 'ordre partiel < (c’est un espace 7). En combinant cet homéomorphisme
avec le morphisme de champs algébriques :

Shiae ®o, Kk — [M5 /G, (2.3.7)
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on obtient une décomposition en sous-schémas localement fermés (structure réduite) :

Sh?%'{f[(p) Rop K = 11 Sw

wEAdm‘I’?ﬁf (w)

Puisque le morphisme (2.3.7) est lisse, donc en particulier ouvert, cette stratification

est une bonne stratification, i.e. pour tout w € Adm% (1) on a la relation d’adhérence :
Sw=|] Sw
w!'<w

Cette stratification est appelée stratification de Kottwitz-Rapoport (KR).

2.3.6 Exemples
Pour finir cette section donnons quelques exemples de modeles locaux.

Exemple 2.3.15 (Courbe modulaire, niveau hyperspécial). On se place dans le cas de
la courbe modulaire en niveau hyperspécial |, i.e :

0 1
On=7,  A=Z2 <Hq:<_10>

et K = K,K? C GLy(Ay) avec K, = GLy(Z,) maximal hyperspécial”’. Dans ce cas le
groupe G = GLyz, est réductif. Soit F € M2 11 est simple de voir que pour cette
donnée la condition sur le déterminant est équivalente a ce que .# soit de rang 1, et
que la condition sur lisotropie est triviale. Par conséquent M2 = ]P’%p, est lisse, et le
morphisme (2.3.5) est donné par :

Shigher — [P}, /GLag, |

En fibre spéciale, I'action de GLy, sur IP’%FP étant transitive, la stratification (KR) de
Sh‘(l_?;fm) ® IF, est triviale. Notez que dans le cas de la courbe modulaire ;1 = (1,0) et
ot bien en fibre générique GLy/ P 0) = I%p.

Exemple 2.3.16 (Hilbert). Pour simplifier, plagons nous dans le cas d’une extension
F/Q, totalement ramifiée et d’'une donnée PEL de type Hilbert :

0 1
Op = O, A= OF, @w)zﬂﬂ%°<—1o>

On commence par la fibre générique. Soit donc S un schéma sur Q,. Il est simple de
voir que la décomposition de .# € ME(S)
F= P 7
@:F%@p

204 Hyperspécial » veut dire que le groupe G sur Z,, associé est réductif
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implique que .# est un Op ®7, Os-module localement libre car chacun des facteurs .7,
est de rang 1 sur Og. On trouve donc

MZE" ®7 Q, = (Resp/g,GL2)/(Resp/g, Pao)) = Respg, P!

Il n’y a pas de contradiction avec la Proposition 2.3.11 car I'inclusion G — Resg/q, GL
induit un isomorphisme :

G/P# L> (RGSF/QPGL2>/(RGSF/QPP(L()))

ou G = (ResF/@pG?Lg)detEQPX est le groupe associé & la donnée PEL et pu = (1,0)@]
désigne le cocaractere de Hodge.

En fibre spéciale cette fois-ci la situation est non triviale. Soit .# € M (k). Par
définition c’est un sous module Or ® k-module :

ki) o Kl
) D )

or

qui est localement libre de rang e en tant que k-espace vectoriel (ici on a fixé une
uniformisante 7 +— x). Par les diviseurs élémentaires, il existe une base (e, ey) de
(OF @ k)? telle que
F =r1'e; ®ley j<i, i+j=e

Notez qu’il est alors automatiquement isotrope. Nous allons montrer dans le chapitre
suivant que la stratification (KR) coincide avec la stratification par les couples (i, 7)
ci-dessus (Proposition 3.3.3), et que le lieu lisse de M2 coincide avec la strate (e, 0),
appelée lieu de Rapoport dans [DP94].

Remarque 2.3.17. Nous verrons dans le chapitre suivant que le passage du groupe G
au groupe Resp/g, GL2 fonctionne en toute généralité (voir (3.2.1), (3.2.8)).

2.4 Modele local de Pappas-Rapoport

L’exemple précédent met en avant un phénomene général : lorsque la donnée PEL
est ramifiée, le modele entier Sh?_%lpr) n’est pas lisse (méme en niveau parahorique

maximal). Dans [PR02] Pappas et Rapoport ont défini un modele local qui est lisse et
que nous allons maintenant décrire.

2.4.1 Notations

2.4.1.1 Donnée rationnelle

Soit Z une donnée PEL p-adique. On garde les notations de 2.3.1. On dispose donc de
décompositions :

BQP = H Mmi(Ri)a VQP = @V;mz
i=1

el
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et on note Fj les invariants de R; sous l'involution . Soit K une extension galoisienne
contenant tous les plongements de Q,-algebres R; — @p. On note Ok 'anneau d’entiers
de K et k son corps résiduel. D’apres la preuve de [Lanl3] 1.2.5.7 | on a Iinclusion
E C K. Pour tout ¢ € I on note ¥; = Home(Ri,@p). Sur K on peut continuer la
décomposition 2.3.3 :
Veag, K=@ @ V¥, V¥9=Viep,K (2.4.1)
el pexs;

De la méme maniere la filtration de Hodge V' =W @& W' se décompose sur K :

Weg K= P WY, WegkKk=w"¥

i€l L,DEEZ' i€l L,DEEZ'

ol comme précédement W et W/ désignent les sous-espaces ot R; agit via le
plongement ¢ : R; — K. Pour tout 7 € [ et tout ¢ € X; on définit les entiers :

TZ@) = dimKVVi(‘p)
Avec cette notations, on peut écrire pour tout i € I :

Hi = {(1W’ Odi_w)}wezi
ou l'on voit u; comme un élément du produit :
it (Gu)g, = (Gi)g, € GLa (Vi ®g, Q) € ] CL(V ®r,, Q)
pEY;

Notez que l'involution * agit sur chacun des »; comme un permutation. On notera
p — o - @ cette permutation. Notez que pour tout ¢ € I et tout ¢ € ¥; on a 'égalité :

1) ) g,
Pour tout 7 € I on fixe une numérotation :
X" = Homg, (F{", K) = {@i1,-- -, @if}
Notons ¥;; C ¥; le sous—ensenible des plongements ¢ : R; — @p dont la restriction a
F}" coincide avec @; ; : F™ — Q,. C’est un sous-ensemble de cardinal :
N 43, = e s? z est de type (C)
2¢; siiest de type (AL), (AU), (AR)

On fixe une numérotation :

Zi,j = {‘pz‘lg’v R 902[]1}
qui satisfait la propriété suivante : deux plongements ayant la méme restriction a F;
sont successifs. En d’autres termes on demande a ce que ¢ et oy soient successif pour
tout ¢ € ¥, ;. Notons L; = {1,..., N;} Les objets définis précédemment peuvent donc
étre indexésparve€ I, j€ J;,, l € L;:

!
. (‘Pi,j) A P 1
Wi,j o I/I/Z 9 T’i,j - dlme’J
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2.4.1.2 Donnée entiére

En niveau entier la situation est différente. Pour comprendre ce qu’il se passe, plagons
nous dans le cas simple I = {*}. On travaille donc avec une seule extension finie F'//Q,,.
La théorie de Galois nous fournit un morphisme naturel :

OF ®Zp OK — H OK (2.4.2)
p:F—K
a®b—s (p(a)b), (2.4.3)

Bien sfir en fibre générique, c’est-a-dire apres avoir appliqué - ®z, K, ce morphisme est
un isomorphisme. En niveau entier la situation dépend de la ramification :

Lemme 2.4.1. Le morphisme ci-dessus est un isomorphisme si et seulement si F'/Q,
est mon ramifiée.

Démonstration. C’est une version algébrique du fait géométrique bien connu : la catégorie
des revétements finis étales d’'un anneau Hensélien est équivalente a celle de son corps
résiduel. Voici une autre preuve bien plus élémentaire qui m’a été donnée par Andrea
Marrama que je remercie. Soit (ey,...,e,) une Z,-base de Op. Cette base nous fournit
une Og-base du Og-module O ®z, Op. Dans cette base le déterminant du morphisme
(2.4.2) est donné par le discriminant Dy q, de I'extension F/Q,. Il est alors bien connue
que F/Q, est non ramifiée si et seulement si le discriminant Dp/q, est inversible. Le
résultat en découle. O

Par conséquent, contrairement a (2.4.1), on ne dispose pour A que d'une décomposition

el

Ji
A®z, Ok = @ AT N = @Ai,j (2.4.4)
j=1
induite par la décomposition

i
Or, ®z, Ok = @ OF, @0 01, Ok

j=1

(au dessus A;; désigne donc le sous-espace ot Opnr agit via ¢;;, conformément a la
décomposition de Op, ci-dessus). Mais on ne peut pas raffiner cette décomposition via
les plongements goaj € X;;. En fibre spéciale sur x la situation devient encore plus
claire :

ki si F; est non ramifiée

k[m]/ (7))  si F; est totalement ramifiée

OFZ- ®Zpk’2 {

Remarque 2.4.2. Comme expliqué dans [BH22b] Exemple 2.20, les k-modules k° et
k[r]/ (7€) sont de mémes dimensions, tous deux munis d'une action de O (action
triviale pour le premier), de déterminant égaux, mais ne sont pas isomorphes en tant
que Of ®z, k-modules.
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Remarque 2.4.3. Comme expliqué avec la Remarque 2.3.7; les objets que nous allons
étudier sont des modules muni d’une & structure. Les dlfferentes décompositions ci-
dessus sont inoffensives et le lecteur est invité a se placer dans le cas I = {x} et J = {x}

(on rappelle que J; = {1,..., f;}), i.e. dans le cas d’une seule extension totalement
ramifiée F'/Q,.

2.4.2 Définition

Si S est un schéma sur Z, et si x € Op, on notera [x] son action sur Ag, i.e. [z] =
r®1 EOB®ZPOS~

Définition 2.4.4. Le modéle local de Pappas-Rapoport pour la donnée 2, noté MLR | est
la catégorie fibrée en groupoide sur LNSch/o,. dont la fibre au dessus de (S — Spec Ok)
est la catégorie MER(S) des données pour touti € 1,5 € J; de filtrations de Op @ Og-
modules :

O_fNH CﬁN) ﬁi(’évi_l) CH-Cegzi(,;)CAz‘,j

1. ﬂz(;) est totalement isotropes,

2. Pour tout a € Op on a l’égalité polynomiale suivante :

det(a| ZY) = det(a| W)

co

zlj) et A”/L%(lj) sont localement sur S des Og-modules libres,

a*(l)/ﬁ(l 1)

~

. Le gradué # est un Og-module localement libre de rang ri{j

S

Pour tout a € Og, on a l'inclusion :
l -1
([a] — ‘Pz‘l,j(a)) : yi(,j) - 321(; )

(a) Si R; = F; (c’est-a-dire i est de type (C) et N; = e;), pour tout a € Op, et
pour tout L =1,...,e; on a l'inclusion

(la] = 9}5(@) - (la] = oLy(@)) - (ZLV)"  ZLD

(b) Si R; # F; (c’est-a-dire i est de type (AL) ou (AU) et N; = 2e;), pour tout
a € Og, et pour toutl =1,...,e; on a l'inclusion

(la] — p5(@) -+ (la] - 2(@) - (FE) " c 72D

En plongeant ce foncteur dans un produit de grassmanniennes classiques on obtient
la proposition suivante :

R

Proposition 2.4.5. Le foncteur MUR est représentable par un schéma projectif sur
Ok.

Remarque 2.4.6. La définition de ML® que l'on utilise ici est celle de [PR02]. Nous
ferons le lien avec la définition de [BH22b] dans les sections 3.2.1.1 et 3.2.2.1.
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2.4.3 Propriétés

Pour toute la suite de cette these nous ferons '’hypothese suivante :
Hypotheses. On ezclut les facteurs de type (AR) de la donnée 2

Cette hypothése va nous assurer que le modeéle local de Pappas-Rapoport MDR est
bien lisse (voir proposition 2.4.8).

Soit S un schéma sur Ok et F € M2 (S). Comme pour A, on a une décomposition

(voir (2.4.4))
7 =DD 7,

i€l jeJ;

ol ., ; est le sous espace ott Opnr agit via ¢; ;. Il découle de la définition de My* que
le morphisme suivant est bien défini :

MPR N Mnai’f ®OE OK
‘gz(; 1] — @ @ ‘g(l)
i€l jed;

Proposition 2.4.7. Ce morphisme induit un isomorphisme en fibre générique :
MY ®o, K = M @0, K

Démonstration. Soit F = (F)ic; € MEI(K). Comme en (2.4.1), sur K on a une
décomposition en somme directe :

Fioo k=@ 7 - D@D

pEeY; i€l jed; =1

ou ffi(“’) désigne le sous espace ou R; agit via le plongement . Pour tout (i,7,1) on
pose :
(1) l (o5 )
Ty =D F
k=1
En faisant varier [ on obtient une filtration L%(;) de #; ;. Il est alors simple de voir
que cette filtration ainsi définie est la seule filtration possible de .%; ; satisfaisant les
conditions 2.4.4. O

L’un des résultats majeurs de [PR02] (voir [SZ22] Proposition A.8 pour le cas général)
est que le modele local MIDR est une sorte de produit de convolution de modele locaux
naifs non ramifiés. Plus précisément, pour tout (z, 7, l)on définit le Ox-module :

AL = A ®0, s Ok

l
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On peut le munir d’un accouplement ( -, -); ([PR02] Proposition 9.3, voir aussi [BH22b)]
section 2) .On note G; ; le groupe des automorphlsmes de (AL, (-, -):). Par construction

c’est un groupe reductlf sur Og. On défini alors Mna‘f .,y comme le foncteur qui a un

schéma S sur Ok associe les sous Og-modules .# (Ai’j>g tels que :
1. .7 est localement un Og-facteur direct de (Al ;)s de rang r! ;
2. .F est totalement isotrope pour l'accouplement (-, -);.

En d’autres termes Mnalf est le modele local « non ramifié » pour le groupe g et le

cocaractere juk ;- Ona alors le résultat crucial suivant :

Proposition 2.4.8 ([PR02]). Il existe un diagramme

PR,O
My

y {)
PR naif
Mg H(i,j,l) Mg(i,j,l)

ou p1 et py sont des []; o gfvj—torseurs (pour des actions différentes). En particulier
MER est lisse sur Ok-.

Donnons quelques explications concernant ce résulat. Soit S un schéma sur Ok et

(?é?)(@il) € MUR(S). On définit pour tout (4, j,1) le Og-module suivant :

-1 (-1
!, = Ker([m] — 7l | Ay /Z5Y) ~ Ker (] — | (F5)H257Y)
Notez que par définition de MDR on a linclusion :

l -1
73175

T e T;j (2.4.5)

Le sous-module gﬂ(? / ﬁél[l) est totalement isotrope pour 'accouplement (-, - ); ([PR02],
Proposition 9.3). On définit finalement M "7(S) est Iensemble des tuples (. g\(l) T(l))(i7j7l)

INEREN
comme (ﬁ( ))(i,j,l) € MYR(S) et pour tout (i, 7,1) une trivialisation

Tl —>Al

Le morphisme p; correspond au morphisme d’oubli de (7; ¢ ))(Z ;1) et le morphisme p, est
induit par les filtrations (2.4.5) :

PR O naif
— M7
H D(i,3.0)
(4,4,1)

(F8 7 Dasn — CHFGIF5)

%77 %]
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Le fait que py soit bien défini découle essentiellement de la définition de MEE. La
difficulté dans le résultat ci-dessus se trouve donc dans le fait de prouver que localement
il existe une trivialisation de Tli,j (ce qui montre que p; et py sont des [; ;>0 Qf’j—
torseurs). Enfin l'assertion sur la lissité découle de l'existence de ce diagramme de
torseurs et du fait que les modeles locaux non ramifiés I\\/JInalf sont lisses car on a

)
exclut les facteurs de type (AR).

Remarque 2.4.9. En fibre spéciale la situation est plus simple : dans ce cas on a
I’égalité 1)) )
T -1 -1 -1
Tij=m Fiy | Fi

et la filtration (2.4.5) se lit simplement :

FO)FE s 7 gD gD (2.4.6)

2

Nous reviendrons sur ces gradués et ce diagramme de modeles locaux dans le chapitre
sur les stratification d’Ekedahl-Oort, lorsque I’on définira les invariants de Hasse primitifs.

2.5 Modele entier de Pappas-Rapoport

On dispose maintenant d’un modele local MER qui est lisse sur O et qui posseéde la
méme fibre générique que le modele local M2, Cela nous permet de définir de fagon
abstraite le modele de Pappas-Rapoport via le carré cartésien :

Shpng) [M;R/QOK]
l l (2.5.1)
R —

Plus explicitement on a la définition suivante :

Définition 2.5.1. ShF;K,,) est la catégorie fibrée en groupoide sur LNSch/p,. dont la
fibre au dessus de (S — Spec Ok ) est la catégorie Shiy} i, (S) dont les objets sont les
tuples (A, A\, 1, mP,w) ot (A, A, 1, nP) € Sh“}‘pr)(S) et w est la donnée pour tout (i,7) d’
une filtration de Op ®z, Og-modules :

(Ni)

C W

(N;—1)
i?j

(1)

0_ (N+1) chz,]

5.j Cuw

=w;; C Hij
1. wl(l]) et Hw/wl(l]) sont localement sur S des Og-modules libres,

2. w”/w (1) est un Og-module localement libre de rang Ti{j

3. Pour tout a € Og, on a linclusion :
-1
([a] = o)) - wij C iy
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4. (a) Si R; = F; (c’est-a-dire i est de type (C) et N; = e;), pour tout a € Op, et
pour tout L =1,...,e; on a l'inclusion

1 L1 1
(la] = oly(@) -+ (la] = ol;(@)) - (i) C i
1 R; i (c’est-a-dire 1 est de type ou et N; = 2e;)), pour tout
b) Si R; # F; (c’est-a-dire i d AL AU) et N; =2
a € Og, et pour toutl =1,...,e; on a l'inclusion
! 1 l
(la] = @li(a)) -~ (la] = 25(@)) - (W5 V) " Cwif)
On dispose d'un morphisme d’oubli naturel

Sh(3 gery — Sh{5 ) Q0 Ok
(A7A7L7T’ ,Q) (A7)\’L’n )

Il découle directement des résultats de la section précédente sur le modele local MER
que l'on a les propositions suivantes :

Proposition 2.5.2. 5i K? est assez petit, le foncteur Shpg”m, est représentable par un
schéma quasi-projectif sur Ok . De plus en fibre générique on a un isomorphisme :

Sh{y r) @0, K = Sh{G'xr) ®0, K
Démonstration. Découle de 2.4.7 et 2.5.1. O
Proposition 2.5.3. Le schéma Sht} (2.kcpy €5t lisse sur Of.

Démonstration. Découle de 2.4.8 et 2.5.1. OJ

2.6 Modele canonique

On suit [PRO2] section 15. On définit le modele local canonique M%"* de la donnée &
comme 'image schématique :

M(;]an . Im <MPR Mnalf ®0E OK N Mnalf)

Proposition 2.6.1 ([PR02]). Le schéma ME™ est un sous schéma fermé de MET tel
que :

1. MZ* est plat sur O,
2. En fibre générique on a ME" @, E =M% @4, E
3. La fibre spéciale MG" @0, Kk est réduite.

Par conséquent MG™ est la cloture schématique de la fibre générique G/ P, dans Mt
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Démonstration. Le point (1) découle de la proposition 2.4.8 et le point (2) de la
proposition 2.4.7. Pour le point (3), voir [PR02] Théoreme 12.2 et 7.3. O

Remarque 2.6.2. En fait on aurait pu directement définir le modele local canonique

%" comme la cloture schématique de la fibre générique G/P, dans le modele local
naif M. Mais il serait alors difficile d’étudier les propriétés géométrique de la fibre
spéciale.

Par construction P'action du groupe G sur M2 stabilise M%". 11 est naturel de
se demander si 'on peut avoir une description explicite de la fibre spéciale Mg " =
M%" ®0,, k en termes de strate KR de M2,

Proposition 2.6.3 ([RZ96],[Lev16],[PRO2],[HR20]). Il existe un sous-ensemble partiellement
ordonné )
Admg (p) C Adm™ (p)

et une décomposition en union disjointes de sous-schémas localement fermés

M%an — H Ms}an

weAdm g (1)
telle que les propriétés suivantes soient satisfaites pour tout w € Admg (p) :
1. M, est une G.-orbite lisse quasi-projective,

2. On a la relation d’adhérence :

My= || Mu

w!' <w

3. Le lieu lisse de MG"™ coincide avec la strate M,, ou wy € Admpg(u) désigne
l’élément mazximal.

En particulier c’est une bonne stratification de MG™. L’ensemble Admy (u) s’appelle
l’ensemble admissible de niveau K.

On renvoie a [RZ96] section 3 pour la définition de Admg (p). On explicitera cette
proposition dans les (C) et (AL) dans le chapitre suivant (voir les propositions 3.2.3,
3.2.10). La seule assertion a prouvé ici c’est que I’ensemble Admy (p) correspond bien &
I'ensemble des éléments admissibles de niveau K définit dans [RZ96]. Nous donnerons
une preuve de ce résultat dans les cas (AL) et (C).

Remarque 2.6.4. Nous verrons que dans le cas (C) inclusion Admg (1) € Adm3 (1)
est en fait une égalité. Dans le cas (AL), nous verrons que cette inclusion peut étre
stricte, et dépend de la donnée p (voir 3.2.9 pour un exemple).
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Ce modele local canonique nous permet, comme dans le cas du splitting modele, de
définir un modele entier de notre variété de Shimura via le produit cartésien :

Shi sy —— [MZ"/Go,]
Shiglhery —— [ME"/Go, |

Malheureusement nous n’avons pas de description de Sh(%“Kp) comme un espace

de module (de méme pour M%") ce qui peut rendre 1'étude de sa géométrie un peu

compliquée. Par construction Shfa@“Kp) est muni d'un « diagramme de modele local »

Shi' sy — [MS"/Go, | (2.6.1)

naif

qui est lisse par construction. Par conséquent, comme pour Sh (9.57) K, la décomposition
en orbites du modele local nous fournit une stratification :

Shy' ) @0, K = H Sw

weAdm g (1)

Puisque le morphisme (2.6.1) est lisse, donc en particulier ouvert, cette décomposition
bénéficie des propriétés suivantes :

1. C’est une bonne stratification, i.e. pour tout w € Admpg(u) on a la relation
d’adhérence :

2. Le lieu lisse de Sh‘g%jfm) ®o, K coincide avec la strate S, ot wy € Admpg(p)
désigne 1’élément maximal.

Cette stratification est également appelée stratification de Kottwitz-Rapoport (KR).
Nous expliciterons les stratifications KR de Shl(l;‘;fm) et Sh{y i) dans les cas (AL) et
(C) dans le chapitre suivant.

Pour résumé la fin de ce chapitre sur les modeles locaux, on a le diagramme commutatif
suivant aux carrés cartésiens :

ShEng) _ ShC%nKp) ®op O —— S na1pr) R0, Ox

J J l (2.6.2)

[ME}R/QOK} N [M(ﬁn/gOK} E— [Mrojif/goff}
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Chapitre 3

Stratification de Hodge

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser a la stratification (KR) des fibres spéciales
des modeles entiers définis dans le chapitre précédent, et son comportement vis-a-vis
des morphismes :

7 : Shi gr) Qo k — Sh{Y kny ®0, k — Shigr) ®o, k
ou k désigne le corps résiduel de K. Il est naturel de se demander si la stratification :

Sh (217 Q0x k= IT S SR =x1(Sy)

AEAdm g (1)

est une bonne stratification. On sait que la réponse est négative en générale voir comme
I'ont montré Bijakowski et Hernandez dans [BH22b] (Proposition 3.9). Nous allons
démontrer que la réponse est affirmative dans le cas Hilbert. Par ailleurs, il existe de
nombreuses stratifications de Sh{f'y,) ® £ qui raffinent la stratification (KR) (voir
[.1.2.2) dans le sens ot pour tout A € Admpg () il existe une stratification :

S)\ = H S)\,w
weW
ou W est un certain ensemble partiellement ordonnée. Il est donc naturel d’étudier la
restriction du morphisme 7 a une strate (KR) :

WISER—>S,\

pour comprendre le comportement des stratifications des strates Sy vis a vis du morphisme
7. Nous allons montrer qu’en restriction a une strate (KR) le morphisme 7 est en fait
plat, et donc en particulier préserve les relations d’adhérences.

Pour démontrer tous ces résultats, nous allons traduire toutes ces questions en termes
de produit de convolution de grassmanniennes affines. Dans ce contexte on dispose des
travaux de Haines [HaiO6] qui vont nous faciliter la tache. Ce point de vue va également
nous permettre d’interpréter géométriquement les polygones de Hodge et de Pappas-
Rapoport définis dans [BIH16].
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Le probléme avec la stratification (KR) de Sh(PgRy kr) @k est qu’elle est induite par une
décomposition de MG™ en G,-orbites. Elle est donc induite par le « mauvais » modele
local. Il est plus naturel d’étudier la stratification induite par le morphisme vers le
« bon » modele local :

Sh(5 kry @0, k — [M5" /Gy

Par construction la décomposition en Gy-orbites de MR est en bijection avec les classes
d’isomorphismes de filtration de Pappas-Rapoport (voir [Bij22]). II semble difficile de
calculer ces orbites en général car leur nombre peut étre infini. La fin de ce chapitre est
dédiée au calcul de ces orbites dans le cas Hilbert.

3.1 Grassmanniennes affines

3.1.1 Rappels

Le début de cette section est constitué essentiellement de rappels sur la géométrie des
grassmanniennes affines que I'on peut retrouver dans [Xinl6] par exemple.

Soit G un groupe réductif connexe déployé lisse sur un corps k. On fixe un tore
déployé T C G sur k et un borel B le contenant On notera (,) : X*(7T) x X,(T') — Z
le produit scalaire, X¢(7)* I'ensemble des cocaractéres B-dominants et 2p € X*(T) la
somme des racines positives. On note Alg, la catégorie des k-algebres. On définit le
groupes de lacets LG et le groupe d’arcs LTG comme les foncteurs Alg, — Sets qui &
une k algebre R associent :

LG(R) = G(R((w)), L"G(R) = G(R[u])

On définit la grassmannienne affine pour le groupe G comme le quotient (pour la
topologie étale ou fppf puisque G est lisse)

GI"G = LG/L+G

Ce quotient est ind-représentable par un schéma propre sur Spec k. En utilisant le fait
que G soit supposé lisse on peut montrer que 1'on a en fait une description explicite de
ce quotient :

B & est un G torseur sur Dg,
Gra(R) = {(5’ f) ‘ B: &y, = &0 p+, est une trivialisation }/

ou Dp = Spec R[u] désigne le disque unité, D}, = Spec R((u)) le disque unité épointé et
&P le G-torseur trivial sur Dg. Dans la définition ci dessus & est un G-torseur pour la
topologie fppf ou étale (encore une fois puisque G est supposé lisse). Par la suite nous
noterons & --» &° la trivialisation 3 : &'|ps ~ &

D% -

Par la suite nous aurons besoin du lemme facile suivant :
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Lemme 3.1.1. Soit G, Gy deuz groupes réductifs connexes déployés lisses sur k. On
dispose d’un isomorphisme canonique

GrG1XG2 ~ GI‘GI X GI‘GQ
Démonstration. 11 suffit de voir que le résultat est vrai au niveau des foncteurs :

L(G1 x G3)(R) = (G x Ga)(R((w)) = Gi(R((w))) x Ga(R((w)

3.1.2 Champ de Hecke

On dispose d'une action a gauche :

LTG x Gl”G — GI"G

dont le quotient est appelé champ de Hecke
Hckg = [LTG\LG/L*G|
Par construction il associe a une k algebre R

&, &' sont des G torseurs sur Dp
_ / ) ) ~
Heka(R) = {(@@’ &) ’ B: &by, ~ &' p:, €st un isomorphisme }/

Lorsque le contexte est clair, on notera simplement Hck et Gr les objets Hckg et Grg.
On rappelle que par la décomposition de Cartan, on peut associer a une modification
p:& --» &', sa position relative Inv(f) € X (T)* via la bijection

G(k[uD\G(k(w)/G(k[u]) — X (T)*
lg] — Inv(g)
[ur] +— A

ott u* = ANu) € T(k((u)). Pour tout élément X\ € X (T)" on définit les sous-foncteur
Gr<) C Grg resp. Gry C Grg par la propriété suivante : pour tout R € Alg,, un
morphisme Spec R — Grg donné par un couple (&, 3) se factorise par Grey resp. Gr)
si pour tout point géométrique x — Spec R le couple induit (&, 3,) satisfait :

Inv(B,) < A, resp. Inv(5,) = A

On peut montrer que Gr<y est fermé dans Grg, et que Gry C Grc<y est ouvert. On
le muni Grc<y de la structure de sous-schéma réduit et Gry de la structure canonique
d’ouvert.
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Remarque 3.1.2. On fera attention au fait que Gry et Gr<) n’ont a priori pas de
description modulaire.

De la méme maniere on définit Hck) et Hck<y. La proposition suivante résume la
plupart des propriétés de la décomposition de Grg en LT G-orbites.

Proposition 3.1.3. 1. Pour tout A € Xo(T)" on a Gry = LG - u* est une LTG-
orbite.

2. Gry est une variété quasi-projective lisse de dimension (2p, \)

3. On dispose d’une décomposition de Grg en LtG-orbites

Gr = H Gl")\

AeXo(T)+

4. Pour tout A € Xo(T)* on a la relation d’adhérence

Gy = | Gy

N <A

5. L'ouvert dense Gry C Gr<y coincide avec le lieu lisse de Gry.

Démonstration. Les points (1), (2),(3), (4) sont démontrés dans [Xinl6] (Proposition.
2.1.5). Pour (5) on pourra trouver une preuve dans [MOV03] (Corollary B) O

Remarque 3.1.4. La proposition précédente nous fournit une description de ’espace
topologique sous-jacent au champ de Hecke borné :

|Hekay| ~ {N € X(T)" | N < A}

L’identification ci-dessus est un homéomorphisme ou la topologie du membre de droite
est celle induite par la relation d’ordre sur Xq(7")*.

Remarque 3.1.5. Si p € X,(7T)" est minuscule alors on dispose d’une identification
Gr, ~G/P,

ou P, désigne le sous groupe parabolique associé¢ a p. En effet on dispose de deux
morphismes dont on montre qu’ils sont réciproques 1'un de 'autre :

Gr, — G/P, G/P, — Gr,
g-ut — fev(g)]’ lg] — g-u

ouev: LTG — G, g — g (mod u) et G — LTG désigne le groupe des lacets
« constants ».
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3.1.3 Produit de convolution

On définit le produit de n-convolution Grx ... x Gr comme étant le champ paramétrant
les modifications (5;, &;)1<i<n :

B But > e > B -2 8
En composant ces modifications on obtient un morphisme

Grx...xGr — Gr
(Ep -3+ =2EY) — (&, --+ &Y

appelé morphisme de convolution. Ce procédé fournit également pour tout 1 < ¢ < n
un morphisme :
m; : Grx ... xGr — Gr
(0= &%) > (8o 8)

Ces morphismes mis ensemble nous fournissent un isomorphisme :

Hmi:Gr>~<...>~<Gri>Gr><-~-><Gr

i=1

En particulier le produit de convolution Grx ... xGr est ind-représentable. De la méme
maniere que pour Gr, on dispose d’une uniformisation du produit de convolution :

Grx...xGr~ LG x¥"¢ ... x¥"G LG x*"C Gr
Via cet isomorphisme le morphisme de convolution devient le morphisme de multiplication :

LG xV'6G ... <TG LG xF'6 Gr — LG/LTG
(Gns -5 [o]) > [gn-- a1

Par la suite pour alléger les notations et lorsque le nombre n est explicite nous
noterons le produit de n-convolution Gr = Grx ... xGr. Pour tout n-uplet de cocaractéres
Ae = (A1, ..., An) € (X (T)1)™ on définit les sous schémas localement fermés du produit
de convolution :

Gra, = {(&,8) € Gr | Inv(B;) = \; |, Grey, == {(&, ) € Gr | Inv(B;) <\ |}

(3.1.1)
Il n’est pas difficile de montrer qu’on dispose alors d’une bonne stratification pour tout
fe € (Xu(T)F)™ B N

GTSH. = U Gl")u
AOSM.

ol A < lte & A; < p; pour tout 1 <4 < n. Notez que si Chgvcun des i est minuscule
cette stratification est constituée d'une seule strate a savoir Gr<,, = Gr,,. Par la suite
si Ao = (A1,...,Ay) est un n-uplet de cocaractéres on notera || :== A\ + -+ + \,.
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Proposition 3.1.6. é‘vrru. est lisse. En particulier si p; est minuscule pour tout 1 =
1,...n, alors Gr<,, est lisse.

Démonstration. On commence par regarder le morphisme de projection

(?r(uhm) — Gry,
(& -+ & -+ EY) — (& --+ &)

En termes de groupes de lacets, ce morphisme correspond a la projection sur la premiere
coordonnée :
LG
LG, x Gr,, — Gr,,

o LG,, = pY(Gr,,) C LG avec p : LG — Gr la projection. Par définition ce
morphisme est une fibration avec pour fibre Gr,, (identification non canonique) et
est donc lisse. Enfin puisque Gr,, est lisse, il s’en suit que 51"(#1,#2) I'est également. Le
résultat s’en déduit par récurrence. O

Remarque 3.1.7. En particulier si pe = (f1,...p,) avec chacun des p; minuscule,
alors le morphisme de convolution

m#o : Gr#o — GI‘S‘N"

est une résolution des singularités. Elle est parfois appelé résolution de Demazure en
référence a [Dem74]. Dans le cas G = GLy et pu; = (1,0), la preuve précédente nous
dit que le produit de convolution est obtenu par des fibrations successives en Gr,, =
G/P, ~Pj.

On rappelle le résultat standard suivant concernant ce morphisme de convolution :

Proposition 3.1.8. Le morphisme m,, est propre et birationnel. Plus précisément il
est propre et induit un isomorphisme en restriction d l'ouvert dense Gr|,, C Gre|y,| -

Mye = My (Gpy)) = Grep,
Démonstration. Voir par exemple [PR06G] 9.6. O
Le théoreme suivant décrit la géométrie du morphisme de convolution :

Théoreme 3.1.9 (T.Haines, [Hai00]). Soit pte = (fi1, - - . ftn) un n-uplet de cocaractéres
quelconques. Alors

1. Le morphisme m,, : @Su. — Gr<jy,| est une fibration localement triviale en
restriction a Gry C Gr<j,,| pour tout A < |ja].

2. Si chacun des p; est minuscule alors pour tout y € Gry la fibre m;.l(y) est
équidimensionnelle de dimension (p, |ie| — A).

Démonstration. Le point (1) correspond au Lemme 2.1 de [Hai06] et le point (2)
correspond au Théoreme 1.1 de loc cit. O
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Remarque 3.1.10. Le point (1) découle directement d’un fait plus général : si p :
X — Y est un morphisme G-équivariant tel que G agit transitivement sur Y, alors en
choisissant un point de base yy € Y on obtient un isomorphisme G-équivariant :

Gx"pty) = X

ou H = Stabg(yo). Sous cette forme il n’est pas difficile de voir que si la projection G —
G/H admet une section localement, alors p admet également une section localement.
Dans notre situation le morphisme m : m~1(Gry) — Gr, est bien LG équivariant, Gr)
est une LT G-orbite par définition, et Haines prouve que le morphisme de projection

LYG — LTG/(LTGNnt - LTG - t™)
admet localement une section.

Remarque 3.1.11. On obtient une formule pour calculer la dimension des strates
m,}(Gry) avec X < | :

dim(m;}(Gr}\)) = dim(m;.1 (y) + dim(Gr))
= (ps[1e] = A) +(2p, A)
= (P |pel +A)

voir [Hai03], section 2.2 (ici on est dans le cas ou tous les y; sont minuscules).

3.1.4 Exemples
3.1.4.1 Cas linéaire

En utilisant le fait qu'un GL,-torseur & sur Dg (ou R est une k-algebre) correspond
a un R[u]-module A localement libre de rang n, on obtient une description de la
grassmannienne affine pour GL,, en termes de réseaux :

GrGLn (R) == {A - R((u))n

A R]u]-module localement libre, }
A ®@rpy R((w)) =~ R((u)"

En prenant 7' = G}, le tore des matrices diagonales la décomposition de Cartan prend
la forme :

(2" — GLy(E[uD\GLn(k () /GLn (k[u])
A=A, .. ) — ut =diag(uM, .. utn)

En termes de réseaux cela se traduit comme suit : pour tout réseau A C k((w)™ il
existe une base (e1,...,e,) de Ag = kfu]® et A = (A1,...,\) € (Z™)7T tels que

(uMey, ..., uMe,) soit une base de A. Ici on a utilisé la notation

(Zn)+:{()‘1a>/\n)’)‘122)‘n}
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Remarque 3.1.12. Concréetement pour GL,, si A C k((u))" est un réseau alors pour N
assez grand v’V Ay C A et Uinvariant Inv(A, Ag) = (ay, .. .,a,) est caractérisé par :

Afu Ag ~ é Flu] /(=)

Désormais nous noterons Ag := kfu]™ le réseau associé¢ au GL,-torseur trivial &°.

Exemple 3.1.13. Voici quelques exemples :

1. Pour pu = (19,07 4) on obtient en termes de réseaux :
Gr(jagn-ay(k) = {A C Ao := kfu]” | uhg C A C Ap, dimpAg/A =d }

Notons V' = Ag/uly, c’est un k-module libre de rang n. Le sous-module A/ul
est par hypothese libre de rang n — d. On dispose donc d’une bijection :

Gr(1a,gn-ay(k) — Grass(V,n — d)
A s (AJuho C V)

ou Grass(V, d) est la grassmannienne classique paramétrant les sous-espaces de V'
de dimension d. En fait, en accord avec la remarque 3.1.5, on peut montrer que
cette bijection est un isomorphisme de schémas.

2. Pour GL; et 1 = (e,0) on trouve :
Grg(ejo)(k‘) = {A | u‘Ng C A C AQ, dlmkAo/A =e }

Soit A € Gre(eo) (k). Il existe un plus petit entier ¢ < e tel que u'A C u®A,.
Notons N(A) ce nombre (notation non standard). On obtient alors la description
suivante des différentes strates

Griie_ny(k) = {A | N(A) =i, dimpAg/A = e }

3. On s’intéresse au produit de e-convolution pour le groupe GL, . Pour des cocaracteéres
i = (1%,097%) on a la description suivante

Gr(15170d751)>~< . >~<GI'(155704—56)(1€> = {Ae c---C Al C Ao | UAz'—l C Ai7 dlmkAz_l/A, =S }
Le morphisme de convolution prend la forme

m . Gr(15170d731)>~< e >~<Gr(15€,0dfse) — Grg|(1si70d7si)i|
(Aec...A1CAO) — Ae

On peut prolonger une filtration (A, C ...A; C Ag) comme ci-dessus en posant
pour tout 0 < < e:
Noei = u" Ay
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On obtient une filtration :
uAhg=~Nope C---CA.C...A{ CAp
telle que uA; C A;y1 et dont les gradués sont pour tout 1 < i < e de rangs :
dimy, Ai—l/Ai = Si, dimy, A2e—i/A26—(i—1) =d—s;
La figure suivante permet je I’espere de mieux visualiser la dimension des gradués :

dsel

/\ Y /\, /\ /\ /\
Ae+2 Ae+1 Ae Ae 1 Ae—

On pose Vo = Ag/ucAg. Soit (Age C -+ C Ae C -+ C Ag) une filtration comme
ci-dessus. Cette filtration induit une filtration de Vj :

O=VoeC---CVoC---CVy, Vii=A/uAy
On définit Fil"®(Vp, (s1, ..., s.)) comme l'ensemble des filtrations :
dont les gradués sont de rangs :

dimy, FO / F0-D = d—s; sii<e
S; sii>e
et telles que :

(1) u-.F® c ZF0=D pour tout 1 <i < 2e
(ii) (u)"H(FW) = .2 pour tout 1 < i <e

Par construction la filtration construite ci-dessus satisfait (& un changement d’indices
pres) :
(Vae C---CV.C---CVp) € Fil"®(Vy, (51, ..., 5.))

Réciproquement , puisque u°Ag C A, la filtration V, détermine entierement la
filtration A,. Plus précisément si on note p : Ag — Ag/uAg le morphisme de
projection alors on a une bijection :

Gr(15170d—sl) ;< e %Gr(lsex)d—se)(k) _’\% FIIPR(%, (8]_, ey 86))
(AQeC CAQ)'—>]?<A2€C CAo)
p_l(ﬁl c--- Cﬁ}e)(—'(ﬁl c--- Cﬁge)
Remarque 3.1.14. Bien sir le prolongement des filtrations est ici artificiel et on peut
donc s’en passer lorsque l'on travaille uniquement avec Gr,,. Mais pour faire le lien

entre MUR et (?r”,, il est plus simple de prolonger les filtrations dans leurs définitions
respectives, comme nous l'avons fait ci-dessus.
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Dans le dernier exemple ci-dessus concernant le produit de convolution, on peut étre
plus explicite concernant I'image du morphisme de convolution :

€

|(1s¢, Odfsi)i‘ — Z(lsi’ Od*si)

i=1

= (#{si > 1}, #{s;i > 2},..., #{s; > d})

On trouve donc la partition duale de (s1, ..., S.).

3.1.4.2 Cas symplectique

On se place maintenant dans le cas du groupe G = GSp,,. Soit R € Alg. Soit
(e1,...,€g, f1,-- ., fy) la base standard de R((u))*?. On note (-, - ) Paccouplement R[u]-
linéaire symplectique standard définit par :

<ei7€j> =0, (fu fg> =0, (ez’, f]> = 5%'73‘

On note Ag = R[u]* le réseau standard. Pour tout réseau A C R((u))? on définit le
réseau dual :

A = {z € R((u)*|(z,y) € R[u] pour tout y € A}

On dit que A est auto-dual si A = AY. Dans ce cas I'accouplement (-, -) est parfait, en
restriction a A, i.e. induit un isomorphisme avec le dual Ru]-linéaire A ~ Hompgp,j(A, R[u]).
Le réseau Ag est auto-dual. Comme pour le cas de GL,, le dictionnaire entre GSp,,-
torseurs et modules symplectiques nous donne la description suivante :

A R]u]-module localement libre,
A gy R((w) ~ R((u)*

Grasp,, (1) = (A C R(u)*
A =a-AY pour un certain a € R((u))*

On note T' le tore standard de GSp,,, et B le Borel des matrices triangulaires supérieures.
La décomposition de Cartan est similaire a celle pour le groupe GL,,, ou cette fois-ci la
chambre dominante est donnée par :

A 4\ _; = ¢ pour tout ¢
+ 29+1 i 2g+1—1
X.(T) —{()\17"'7>\2Q7C)GZ AlZ"')\gz)\g+12"')\29 }

Exemple 3.1.15. 1. Dans le cas u = (e?,09) pour un entier e € N>, on trouve :

Ctern () — {A < k()

uANg C A C Ay, dimpAg/A =eg
A =a-AY pour un certain a € k((u))*

En particulier si A € Gr(es g0)(k) alors (A, A) C u®k[u] et par conséquent A/uAq
est totalement isotrope pour 'accouplement sur V' = Ag/u¢Aq induit par (-, ).
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Réciproquement, soit W C V est de dimension eg et totalement isotrope pour
(-,). On note p : Ag — Ag/u®Ag la projection. On définit le réseau A :=
p Y (W) C Ag. On vérifie & la main sans difficulté que 'on a A = u™°AY, ie. A €
Grasp,, (k). Enfin puisque W est de dimension eg il s’en suit que A € Gr(es,09) (k).
Autrement dit on a une bijection :
Gr(eo 00y (k) = {W C V,| Wt =W}
A — AJutA

Le membre de droite est la grassmannienne paramétrant les sous-espaces Lagrangien
dans Ag/uer.

. On s’intéresse au produit de e-convolution. Pour e = (19,09)¢ on trouve :

Gr,., (k) = {Ae CorrC Ay C Ay | Wit A dimehia/Ai =g }

A; = a; - AY pour un certain a; € k((u))*™

Comme pour le cas de GL,, on peut prolonger cette filtration en posant A.,; =
uFA._x. En réduisant modulo u¢ on obtient une filtration de k[u]/(u®)-modules :

0="Voe CVoey C...VeC... V1 CVy=Ao/uAy

qui pour tout 1 < i < 2e satisfait uV;_; C V. Pour tout A C k((u))* on définit
AE=R) = Lo € R(u)® | (x,A) C u*Kk[u]}. Par construction u¥A,_p = Aoy, et
donc on a :
v =AY k AL g ) e
=Nk ' ® [u] /(u®) = A}, ® Klu]/(u®)
Or par définition de la filtration on a A._p C A L - k), on a donc l'inclusion

Vo C V& - En comparant les rangs respectif, on obtlent finalement 1’égalité
V. = V-, Sion définit Fil"™(V, (-, ), (g, .., g)) comme I'ensemble des filtrations :

0=20 c...c C...Cﬁ(%):vo
dont les gradués sont de rangs :
dimy, O ) 7D = ¢
et telles que :

i) u-FO c f(i_l) pour tout 1 < i < 2e

(ii) (ue™)"HFD) = .FC) pour tout 1 <i<e
111 = pour tout 1<e
() rg-(Qe 1) (rg-(z)) 1 <i<
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alors d’apres ce qui précede la filtration construite ci-dessus satisfait (& un changement
d’indice pres) :

(‘erC C‘/EC C%) EFilPR(%a('a >7(gaag>
Comme pour le cas de GL4 on obtient une bijection :

Gr(19’09)>~< Ce ;(Gl'(lg,()g)(k) ;> FﬂPR(‘/O, < ty >, (g, . ,g))
(Age C -+ C Ag) —> p(Aoe C-+- C Ay)
p_l(ﬁlC"'nggtg)(—i(le"'CﬁQe)

3.2 Applications

Nous allons maintenant plonger les fibres spéciales des modeles locaux M et MER
dans certaines grassmanniennes affines, de sorte a pouvoir appliquer les différents résultats
de la section précédente.

3.2.1 Le cas (AL)
3.2.1.1 Notations

On se place dans le cas d'une donnée de type (AL) simple. Soit F'/Q, une extension
finie de Q,, B = F' x F' munie de son involution (z,y)* = (y,z), Op = Op x Op. On
suppose pour simplifier que F//Q, est totalement ramifiée. Soit V = B¢ =V, @ V; et
A = 0% = A, & Ay. On fixe une base (e},...,el) de Aj et (¢2,...,€3) de Ay. On définit

I’accouplement :

(eire)) =0={(elsef),  (ei,€f) = iy = —(e].€))

Par construction (-, -) induit un isomorphisme de Op-modules A} ~ A,. Un petit
calcul montre que le groupe G associé a cette donnée est :

G ={(g,c(g9)- (¢")") |9 € GLr(V1), c(9) € Gn} C GLp(V1) x GLp(V2)
= Resp/@pGLd X Gm

et de méme G = Resp,,/z,GLg X Gy,. Sur Q, on a une décomposition :

_ () C
‘/;7@;;_ @ ‘/i<p7 2—1,2

gp:F%@p
ou F' agit sur VZ-W) via . Dans cette situation on a pour tout plongement ¢ : F' — @p :

rankB®F@pV(‘P) = dlm@p‘/l(@) — dlm@p‘/;‘ﬁ) —d
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Par ailleurs on a une décomposition induite par le cocaractere de Hodge :
V@p =WeaeW, W=W,eW,, W =W oW,
De nouveau on peut raffiner ces décompositions :

W= @ w¥ wi= @ WY i=12

Lp:F—)@p @:F—)@p

ou F' agit sur W ) via le plongement ¢. On note r, = dlm@ Wﬁa) et s, = dlmQ WQ@.
L’identification WY ~ W’ étant compatible avec ’action de OF x Op, il s’en suit que
pour tout ¢ on a 1’égalité :

dim@prso) = dim@pWQI’(W
Par conséquent on a 1’égalité :

Ty + S, = dlmQ V =d
Avec ces notations le cocaractere de Hodge est donné par :

= (p, p2)
_ (<1dimW1(“'°>7 Odimwll’(‘p))’ (1dimW2<“’) 7 Odimw;‘“” ))

= ((17%,0%), (1%,077))

ou l'on voit © comme un cocaractere a valeurs dans GLgr(V1) x GLg(V2). Soit maintenant
S un schéma sur Op et F € MZ(S). On a :

©

@

F=F1DFCANs®Ns=Ag
Par hypotheése .Z est isotrope maximal ie .+ = .%. Or on a 1'égalité :
(F1® Fo)t = ﬁ; © Fi

En d’autres termes 'un des deux facteurs détermine entierement 'autre. On obtient
donc un isomorphisme :

n. 1f naif
M 3 M(EQSOF/ZPGLd,,ul) (321)
(F = F1 8 F) — (F1 C A1) (3.2.2)
ou M?ﬁg% 12y GLaan) le modele local naif pour le groupe Resp,./z, GLq et le cocaractere jiq
F

([PRO2] Partie 1), i.e. le foncteur qui a un schéma S sur O associe les sous O ®7, Og-
modules .# C A; g tels que :

1. .F est localement un Og-facteur direct de rang r = 3=, 7.

2. ¥ satisfait la condition de déterminant relatif au cocaractere ji;.
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Comme en 2.4.4 on fixe une extension finie K contenant la cléture galoisienne de F,
et on fixe une numérotation Hom(F,Q,) = {¢1,...,¢}. Le méme raisonnement que
dans le paragraphe ci-dessus montre que ’on a un isomorphisme :

PR ~ PR
M5" — Mirese, ), GLa)

(FO = 79 @ ﬁz(i))lgigze — (ﬁl(lﬂi))ﬂﬁiﬁ@

ou MFRRQS(’)F/ZPGLdvﬂl) le modele local de Pappas-Rapoport pour le groupe Resp,./z,GLg
et le cocaractere py ([PRO2] Partie 1), i.e. le foncteur qui a un schéma S sur O associe
les filtrations

0=V cgWc...c 7O A (3.2.3)

telles que pour tout 1 <i<e:
1. Z® est un Og-module stable par Op.
2. F est localement un Og-facteur direct de rang r{ + - - -+ r;.

3. Pour tout ¢ € O on a l'inclusion

(la] - pu(a)) - FO ¢ F6D

A partir de maintenant nous ferons I’abus de notations de noter A et u ce qui devrait
étre Ay et pp. Par ailleurs pour se souvenir que p est un tuples de cocaractéres nous
noterons :

po 1= o= (17, 0"77¢),, € Xo(Respq,G) " = [[(29)*
%)

On notera les fibres spéciales géométriques de ces modeles par :

naif _ naif
(Reso /2, GLa,pe) = " (Resop 7, GLastte

PR _ PR
(Reso /7, GLape) ™ M(RGSOF/ZPGLd7HO) Bop K

) ®OE R,

Les isomorphismes précédents entre les modeles locaux sont compatibles dans le sens
ou les carrés suivants est cartésien :

ME}’R Mg]an Mréa'if
% :J l: (3.2.4)
PR Mcan naif

—
(Reso /2, GLd,pe) (Reso .z, GLa,pe) (Reso /7, GLa,tte)

s ncan . oo . o :
ou M(Res@F/ZpGLd, o) €st également définit comme I'image schématique du morphisme
PR naif naif
MReso,. 2, GLaie) ™ MiReso, 1z, GLae) @08 O = MiRese, 0 GLyp)
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De plus, ces carrés sont compatibles avec les actions de G et Resp,./z,GLg dans le sens
ou les morphismes verticaux sont compatibles avec I'action de G a gauche et I'action de
Reso,./z,GLg a droite. En particulier on a une bijection au niveau des orbites :

M (k) /G (k) ~ (n]EE{LéiOF/Z GLagie) (F)/Resoy 2, GLa(k)

Cela induit en particulier un homéomorphisme au niveau des espaces topologiques sous-
jacents :

nalf nal'f
H /gHH - H (RGSOF/ZPGLd,;,L.)/R’eSOF/ZpGLd ® k]‘
Le méme résultat est vrai pour les G,-orbites dans M&™ et MER.

Remarque 3.2.1. On fera attention au fait que I'isomorphisme ci-dessus est ensembliste
(topologique) et est bien siir faux au niveau des champs quotients’.

Dans le cas (AL) nous travaillerons avec les modele locaux pour GL, car ils permettent
de faire plus facilement le lien avec les grassmannienne affines.

Remarque 3.2.2. Si l'on ne suppose plus que F/Q, est totalement ramifiée, alors il

faut prendre la somme directe sur 'ensemble J = {1, ..., f} des isomorphismes (3.2.1).
Plus précisément sur Ok on a :
ReSOF/ZpGLd ®Zp OK = @ Res@F/@Fm GLd ®(9Fm’¥, OK (325)
Qe Fr— K

7 d—r

= H H(lwaod—w)

e Frr—Q, Yl
= I w

P Fr—=Q,

avec
e = (179,07, = [T, 0)
Yl

La notation | utilisée ci-dessus veut dire que ¥ : F — K est un plongement
dont la restriction a F™ coincide avec ¢, i.e. 1 € Hompn ,(F, K). Avec ces notations
I'isomorphisme (3.2.5) induit une décomposition du modele local naif :

naif naif
M Qop OK @ M (Reso 1 /0 ponr GLias 1 J) QOpnr Ok
p:Fr— K

Par la suite nous aurons également besoin du caractere po que nous noterons :

Iu\./ — (1s¢,70d—s ) (1d Ty 0“’)

@: F*)Q ‘P:F%@p

pour se souvenir qu’il est donné par la partition (sy,...,8.) = (d —711,...,d —Te).

'De la méme maniére que pour un groupe G quelconque le champ [x/G] est topologiquement juste
un point !
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3.2.1.2 Plongement du modele local naif

Désormais nous ferons I'abus de noter A = 0% (ce qui correspond a A; dans 3.2.1.1).
Le choix d’une uniformisante m € O nous fournit une identification :

Op ®z, k ~ k[u]/(u®), 7®1—u
Cela induit un isomorphisme de O ®z, k-modules :
A @z, Kk~ Ny @) £[u]/(u)
olt Ag := sfu]? désigne le réseau standard de rang d. On note p la projection :
P Ao = Ao ®ppug £u]/(u®)

Soit (S — Speck) un schéma sur k et F € M(nfifsoF/szLn,u.)(S)- L’identification

précédente permet de voir .# comme un sous module de Ay ® .y Osu]/(u®). On définit
le Ogu]-module Az comme étant

Az = pfl <gg C Ao O wlu] (95[[u]]/(ue)> (3.2.6)

Ce procédé induit un monomorphisme :

L Mna'l'f

(Reso . /2, GLd ke ) ~ Grar,

. nalf . . ’ .
Puisque M(Res@F/szLm 1oy €St propre, ¢ est une immersion fermée. Par construction on
dispose des inclusions de réseaux

UeA()’S CAzC A07S

dont les gradués sont des Og-modules localement libres de rang r. Ces informations
caractérise complément I'image de ¢. On a la proposition suivante :

Proposition 3.2.3. L immersion fermée v est équivariante pour l’action de Reso, jz, GL4®
k 4 gauche et L™GLg a droite. Elle induit un isomorphisme

naif ~
(M(RBSOF/ZP CTLd"u'))red - )\<|/\—| GI')\

0l Amax € Xo(G2)T est le cocaractére

avec ed —r = ce + f la division euclidienne de ed — r par e.
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Démonstration. Soit .# € M(ngéfs oL (k). Par les diviseurs élémentaires, il existe
Op/Lp d7l’l’.)

des entiers (ay,...,aq) et une base (e1,...,e4) de A ® £ tels que :
d
F =P klu)/(w) - u el<—>@ )i =A®K

i=1
La condition sur le rang de %

associé a % est

implique que (e —a1) + --- + (e — ag) = . Le réseau
d
=P xlu] - ute; — Ku]” = Ao
=1
On trouve donc finalement (quitte a faire une permutation) :
Inv(Az, Ao) = (a1, ..., a,) € {N € Xo(GL)T | X < Apax }

On conclut alors comme pour 'exemple 3.1.13. O]

La stratification (KR) de M est donc donnée par :
nalf H M)\, M,\ — L71<GI'/\)
A< Amax

En d’autres termes l’ensemble des cocaractéres pe,-admissibles naifs de niveau K? =
GL4(OpF) (parahorique maximal) est ici tout a fait explicite :

Admnalf(u.)—{)\ (e,...,e, f,0...,0)}

3.2.1.3 Plongement du modele de Pappas-Rapoport

Soit maintenant (ZF ), ..., . #)) ¢ M( Comme pour 'exemple 3.1.13 on
commence par prolonger la filtration (% (1), ..., F©)) en posant .F(¢+) = (77)~L.F (=),

La proposition suivante découle directement de Iexemple 3.1.13.

Reso . /7, GLd,te )

Proposition 3.2.4. Le morphisme

PR . PR
L (Resoy. /2, GLd, k)

(ﬂ(l) c---C ﬁ(e)) — (Ay(e) C - C Ay(2e71))

— Grx...xQGr

est une immersion fermée équivariante pour l'action de Resop,,z,GL, ® k d gauche et
L*TGL, a droite. Il induit un isomorphisme :

PR
(Resor, sz, GLd, k)

PR

~ Gr,y

Démonstration. Clairement le morphisme (" est un monomorphisme et puisque le
’ PR PR . . 7 7 bl
schéma M, (Reso /2, GLasfie) est propre, ¢ " est une immersion fermée. Il découle de I’exemple

3.1.13 que l'on a un isomorphisme de schémas :

PR ~ (e
(M(ReSOF/ZpGLd’“')>er - GI'#Y
Dapres 2.1.8 le schéma Mgl c1,,,) est lisse et donc en particulier réduit. Le
F D He
résultat en découle. O
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3.2.1.4 Plongement du modeéle canonique

Les deux plongements décrits ci-dessus sont compatibles dans le sens ou carré suivant

est commutatif :

PR
(Reso . /2, GLd te)

| "

— s Cr

PR~
—— Gr
naif

(Reso .z, GLd,te)

Il est maintenant beaucoup plus simple de décrire la fibre spéciale du modele local Mg™".
D’apres la proposition précédente elle est donnée par I'image du morphisme m,,y

(M(CI%ESOF/ZPGLEI’“J)red Il’Il m“ |_| Gr)‘ (327)
A< pd |
La stratification (KR) de Mg, 2y GLae) OS5t donc donnée par :
M(Clgrels@F/ZpGLd,,u.) - I_I MA? M)\ = L_1<Gr)\)

A<l |
L’ensemble des cocaracteres u, admissible est donc donné par :
Admg(p) = {X € (Z)" | A < ||}

Proposition 3.2.5. Le morphisme v induit un isomorphisme de schémas :

can ~
(Resoy. /2, GLa,pe) — I—l Gy
AL |pd |

Démonstration. Découle de (3.2.7) et du fait que la fibre spéciale M e ) est

Reso . /2, GLa;1te

réduite (puisque M( est réduit). O

Reso . /2, GLa,tte)

Remarque 3.2.6. L’inclusion Admg(p) € Adm}¥ (i) découle de l'inégalité |pY| <
Amax €t cette inégalité découle des égalités suivantes (voir 3.1.13) :

ed—r=(d—r)+-+(d—r) =8+ + s

| = 1(17,07°0)i = (#{si 2 1}, ... #{si > d})

4 naif ?
Il est naturel de se demander quand est ce que le schéma M(ReSoF/zp GLyue) €St plat
’ _ can _ naif 2 QP
En d’autres termes, quand-est ce que M(Res@F/szLd,u.) = M(Res@F/szLd,u.) ¢ Si T'on

analyse la condition en fibre spéciale, une premiere condition est donnée par 1’égalité :

|/LY| = /\max
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car les fibres spéciales M(CP%ESOF/ZPGLdv o) €1 M g“gngOF/ZpGLd, ey SONE (topologiquement) des

unions d’orbites indexées par les ensembles Adm}¥ (1) et Admg (p). Si cette condition
est satisfaite alors on a 1’égalité en tant qu’espaces topologiques :

can _ naif
|M(ResoF/ZpGLd,,u,.)| - |M(ResOF/ZpGLd,,u.)|

T sz ’ . naif
Pour obtenir ’égalité en tant que schéma, il suffit de montrer que M (Resop /2, GLasiie

réduit (puisque le membre de gauche est réduit). D’apres [PRO0], cette condition est
équivalente & ce que le schéma (sur k) :

) est

Mo = {A € Mat,, | A =0, det(T-1— A) =17}

soit réduit. Lorsque r < e, c’est un résultat de Kostant’. On sait depuis les travaux
[MWY19] (Théoreme 3.8) que A, est également réduit lorsque r > e.

Corollaire 3.2.7 ([PRO0] Corollaire 5.9). Le modéle local naz’fM‘(lﬁgSO 1 GLaye) ST plat
F/Zp e

si et seulement si |p)| = Amax-

Ona:
|d] = Amax & les (8;)i<c different d’au plus 1

Remarque 3.2.8. La condition |u)| = Amax est équivalente a la condition r = ry;, de
[PROO].

Exemple 3.2.9. Donnons un exemple ou l'inclusion M C M est stricte. On se
place dans le cas d = e = 3. On considére la partition (si, s2,53) = (1,2,3) donnant

lieux aux cocaracteres :

pa = (1%,007%)
= ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1))

Dans ce cas on a :
’ll’[/:/’ = (37 27 1)7 )\max - (3737 0)

et donc linclusion Mg™ C M est stricte.

Pour résumer dans le cas (AL) on a le diagramme commutatif suivant aux carrés
cartésiens :

PR~
PR PR L
Mf) M(Resop/zp GLa;pe) Grld

J J J

can naif L
MZ" —— MReso, s GLape) — Gr<ly]

et ou les fleches horizontales sont des isomorphismes respectant les orbites respectives.

2Je n’ai malheureusement pas trouvé de référence précise, voir [PR00] Conjecture 5.8
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3.2.2 Le cas (C)
3.2.2.1 Notations

On se place maintenant dans le cas d’une donnée de type (C) simple. Soit donc B = F,
muni de son involution triviale x = id, Op = Op, avec F//Q,, extension finie de Q,. On
suppose pour simplifier que F/Q, est totalement ramifiée. Soit V' = F*. On fixe une
F-base (eq,...,eq, f1,...,fy) de V. On définit 'accouplement symplectique a valeur
dans F':

{eiej} =0={fi, f;}, e, fi} =3
On obtient un accouplement symplectique a valeurs dans Q en composant avec la trace :
(+,):VxV—0Q
(v, w) — Trpyo({v, w})

Le Op-réseau engendré par la base ci-dessus n’est pas auto-dual pour I'accouplement.
Soit donc § € @;}Zp un générateur de l'inverse de la différente. On définit :

A :=Spang_(e1,...,€4,0f1,...,0f,)

qui est bien auto-dual par définition de la différente. Le groupe réductif sur @, associé
a cette donnée PEL est :

G(R) = {g € GSpy,(R ®q, F') [det(g) € R*}

= (RGSF/QPGszg)detEQg

qui est un sous-groupe de Resg/q, GSpy,. Le groupe parahorique pour cette donnée PEL

est :
g = (Res@F/ZpGSpZQ)detEZP

et le cocaractere de Hodge est pe = (19,09),. Soit M le modele local naif associé
(Définition 2.3.5). On suit les travaux de [[Har12]. On définit 'accouplement O p-linéaire
(-, : Ax A — Op par (-,-) = 61, }. Il est parfait et est représenté par la

: 4 : naif I 4
matrice Jo,. On définit alors M(RGSOF/ZPGSP297 1e) Comme le foncteur qui a un schéma S

sur Op = Z, associe les sous Og ® Op-modules .# C Ag tels que :
1. .7 est localement sur S un Og-facteur direct de Ag

2. Pour tout a € Op on a I’égalité polynomiale suivante

det(a|.F) = det(a| Vo)

3. gLV g
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i.e. on a juste changé la condition d’isotropie sur (-, -) en une condition d’isotropie sur
(-, ). Soit S un schéma sur Z,. D’apres [Harl2] Corollaire 5.3.2, si .% C Ag on a :

ﬁL@")’ _ LG/\L<"'>

Par conséquent, aux vues de la Remarque 2.3.6 on a un isomorphisme canonique

Mg = MIfRn (3.2.8)

(Res@F /Zp GSpy, )

Le groupe G agit sur M, et le groupe Resp, z, GSpy, agit sur M?ﬁgSOF/ZPGSPQQ%). Il

découle de [Harl2] Proposition 5.6.8 que 'on a une bijection au niveau des orbites :

M%) /G(R) ~ M3t )(R)/Resoy. 2, GSpyy (F)

(Reso . /2, GSPag tie

Cela induit en particulier un homéomorphisme au niveau des espaces topologiques sous-
jacents :
(M5 /G| = [[Me )/Reso, /2, GSpy, ® K|

(Reso .z, GSPag;tie

3.2.2.2 Plongement du modele local naif

On note (A := s[u]?, (-, -)o) le réseau symplectique standard de dimension 2g sur
k (voir 3.1.15). Notons (x1,...,%4,¥y1,.-.,Y,) la base symplectique standard de A,.
Comme pour le cas (AL) le choix d’une uniformisante 7 € O nous fournit un isomorphisme
de Of ®z, k-modules symplectiques :
(A ®Zp R, < Tyt >/> — (AO ®n[[u]] "i[[u]]/<ue)7 < N >0)
e, — I;

Ofi—>yi

On note p la projection :
P Ao = Ao ®ppug £[u]/(u®)

Soit (S — Speck) un schéma sur k et ¥ € M&%gsOF/szszg,u-)w)' L’identification
précédente permet de voir .# comme un sous module de Ag @,y Os[u]/(u®). On définit
le Og[u]-module Az comme étant

ANz = p_l (ﬂ C Ay Oklu] OS[[U]]/(UE)> (329)

Ce procédé induit une immersion fermée :

naif

b M(Reso . /2, GSpagotte)

el GrGSPzg
Par construction on dispose des inclusions de réseaux
uNos C Az CAys

dont les gradués sont des Og-modules localement libres de rang eg. Ces informations
caractérisent complément I'image de ¢ (voir ’'Exemple 3.1.15). On a donc la proposition
suivante :

81



Proposition 3.2.10. L’immersion fermée v est équivariante pour l'action de Resp,./z, GSpy,®
K a gauche et L+GSp29 a droite. Elle induit un isomorphisme

naif ~
(M(RGSOF/ZPGSI)?g’“‘))red - N &J GI")\
< max

0l Apax = (€9,09).

Démonstration. Soit .7 € MEL Gs (k). Par les diviseurs élémentaires, il existe
O /Zp DPaghte)
des entiers (ay,...,a4,b1,...,b,) et une base symplectique (eq, ..., eg4, f1,..., fy) de A®

k tels que :

La condition sur le rang et l'isotropie de .%# implique que pour tout 1 < i < g on ait
Iégalité :
a; + bz =€

Le réseau associé a .% est :
g
Az = D(r[u] - ue; ® klu] - ™" f;) — w[u]* = Ay
i=1

On trouve donc finalement (quitte a faire une permutation) :
Inv(Az,No) = (a,...,ag,e —ay,...,e —ay) € {N € Xo(T)" | A < Amax }
(voir 3.1.15 pour les détails concernant les notations). On conclut alors comme pour

I'exemple 3.1.15. O

La stratification (KR) de M(nP%gs@F/szSpgg,u-) est donc donnée par :

naif _ _ -1
MRese,,. /2, GSpagie) = ] M, My =17 (Gry)
A< (e9,09)

L’ensemble des cocaracteres ji,-admissibles naifs de niveau K? = Resp/q, GSpy,(Z))
(parahorique maximal) est ici tout & fait explicite :

Adm3 (pe) = {\ < (9,09}

3.2.2.3 Plongement du modele de Pappas-Rapoport

De la méme maniere que pour GL4, on dispose d'une immersion fermée pou le modele de

PR . . .
Pappas-Rapoport M, (Resop /2, GSPagtie) dans un produit de convolution de grassmanniennes

affines. Notez que dans le cas de GSp,, la situation est symétrique :
fro = (19,0%)1<i<e = 1y
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ce qui se lit sur les filtrations de Pappas-Rapoport :
FO c...cz@ ... CLG/\QEZA(@ZPIC

comme le fait que la dimensions des gradués .Z(+1) /. Z(® est la méme pour i < e et
1> e.
Proposition 3.2.11. Le morphisme

PR . PR
b MResop 2, GSpag e

(32(1) Cc.--C y(e)) — (Agz(e) c.---C Ag;;(ze—l))

)—>Gr>~<...>~<Gr

est une immersion fermée équivariant pour l'action de Resp,,/z,GSpy, ® k d gauche et
L+GSp29 a droite. Il induit un isomorphisme :

PR ~ (o
M(RBSOF/ZPGSp2g7U') =~ Gry,

Démonstration. Exactement comme pour le cas de GLg, voir 3.2.4. O]

3.2.2.4 Plongement du modeéle canonique

Les deux plongements décrits ci-dessus sont compatibles dans le sens ot le carré suivant

est commutatif :
PR —
PR L
M(ReSoF/szszg,u-) Gr

/| me

naif
L Grg‘ﬂ- |

(Resoy. /2, GSPag;ite)

Il est maintenant beaucoup plus simple de décrire la fibre spéciale modele local M (Clggs@F/szszg, o)

D’apres la proposition précédente elle est donnée par I'image du morphisme m,, :

(M(CSESOF/ZPGSPQQ’“')>red = Im(m“') - |—| GI’)\ (3210)
A< pro]
La stratification (KR) de M$E" est donc donnée par :

(Reso .z, GLd )

Mg y= L M, My = 7 (Gr))

(Reso . /7, GSPay e
A<|pd|
L’ensemble des cocaracteres p, admissibles est donc donné par :
Admp () = {A < (e?,07)}

Proposition 3.2.12. Le morphisme ¢ induit un isomorphisme de schémas :

can ~
(Reso .2, GSPag.ite) — L] Gr,
A< e
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Démonstration. Exactement comme pour le cas de GL; : cela découle de (3.2.10) et du

fait que la fibre spéciale M(Cl%'IelSOF/Zstl)ng ) €5t Téduite (puisque M&%SOF/ZPGSPQQ, e €5t
réduit). O
Remarque 3.2.13. Cette fois ci on a 1’égalité :

Admi(pr) = Adm3 (1)
Cela se traduit géométriquement par le fait que les schémas MRE" et

(Reso . /2, GSPag hte)

naif ) contiennent les mémes Reso,/z,GSp,y, ® k-orbites, i.e. les mémes

(Resoy. /2, GSPag tie
. / naif can,
strates KR. Ensemblistement les schémas M(RQSOF/ZPGSP297,U") et M(ReSoF/szszg,u-) ont
donc la méme fibre générique et la méme fibre spéciale. Il est naturel de se demander si
naif . 7 . N 5 L 192 ., ,
(Reso,. 2, GSpagoite) est plat, ce qui est équivalent a ce que l'on ait 1’égalité entre schémas
(et non pas juste en tant qu’espaces topologiques) :
can, — naif
(Reso . /2, GSPaghie) (Reso . /2, GSpag,hie)

Comme pour le cas de GLg4, cette égalité peut étre reformulée en termes de platitude
d’un certain espace de matrices (voir [PR02] remarque 12.5). Contrairement au cas de
GLg4, je n’ai pas trouvé de résultat concernant cette conjecture.

Pour résumer dans le cas (C) on a le diagramme commutatif suivant aux carrés
cartésiens :

PR —
PR PR L ,
M@ M(RBS@F /Zp GSpQg au.) Gru.

| | |

can can L
MZ™ = Migeso /0, GSpapme) 7 GT<lual

et ou les fleches horizontales sont des isomorphismes respectant les orbites respectives.

3.2.3 Applications

Nous allons maintenant appliquer les résultats connus sur les grassmanniennes affines
et leurs produits de convolution a nos modeles locaux. On en déduira des corollaires
sur la géométrie de la fibre spéciale des modeles entiers des variétés de Shimura.

Hypotheses. Dans tout ce qui suit 9 désigne une donnée PEL p-adique simple de type
(AL) ou (C).

L’hypothese sur la simplicité de & peut-étre enlevée, elle permet uniquement de
ne pas alourdir les notations. L’hypothese sur les facteurs de type (AL) et (C) permet
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d’utiliser les plongements des modeles locaux dans les grassmanniennes affines définis
dans les sections précédentes 3.2.1.1, 3.2.2.1 :

PR —
MR ——— Gr,,,

pJ lm (3.2.11)

can
M@ 4“ Grgw.‘

ou Gr désigne la grassmannienne affine pour le groupe GL,, dans le cas (AL) et pour le
groupe GSp,, dans le cas (C).

Remarque 3.2.14. Le carré cartésien ci-dessus, ainsi que la Proposition 3.1.3, donnent
une preuve de la Proposition 2.3.13 dans le cas d’'une donnée PEL ne faisant intervenir
que des facteurs de type (AL) ou (C).

Proposition 3.2.15. Soit wy [’élément mazimal de Admpg(pn). Le morphisme p :
MER — MS™ est un isomorphisme en restriction a M,,.

Démonstration. Découle du carré cartésien 3.2.11 et de la Proposition 3.1.8 car par
définition wy = || O

Proposition 3.2.16. Pour tout A € Admg(p) on a
1. p:p Y (M) — M est une fibration localement triviale

2. Pour tout y € M la fibre p~'(y) est équidimensionnelle de dimension
dim(p™'(y)) = (p. [ue| = A)
3. La strate p~1 (M) est quasi-projective lisse de dimension :
dim(p™" (Mx)) = {p, [te] + )
Démonstration. Découle du Théoreme 3.1.9 et de la Remarque 3.1.11. O]

On peut maintenant appliquer tous ces résultats a la stratification de Sh?; Kr) ® k

Sy ok= 1 SR SPt=ai(spn)
AeAdmp ()

pour comprendre son comportement vis a vis du morphisme 7 : Shf}; Ky Shf%j‘jm).
Le diagramme de modele local (2.3.7) nous fournit directement les résultats suivants :

Corollaire 3.2.17. Pour tout A € Admp (1) la strate SY®, est quasi-projective lisse de
dimension :
dim(S3™,) = (p, [pe| + )
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Démonstration. Découle directement du diagramme de modele local (2.3.7) et de la
Proposition 3.2.16. O

Corollaire 3.2.18. Soit wy [’élément maximal de Admpg (p). Le morphisme
o ShF@R’Kp) — S ?%ITKP)
est un isomorphisme en restriction a la strate ouverte Sp".
Pour les autres strates KR, on a le théoreme suivant :

Théoreme 3.2.19. Pour tout A € Admg (p) la restriction du morphisme 7 :

can

Tl YN — S
est un morphisme plat.

Démonstration. En restriction a une strate KR d’invariant A\ € Admg(p) le carré
cartésien (2.6.2) devient :

S —— [MI/Gy]
TI'J lﬁ
S/c\an [N [Mian/gk}

qui est lui aussi cartésien. Il suffit de montrer que le morphisme p est plat. Ce dernier
s'inscrit dans un carré cartésien

PR p can
S
M, My

| I
6] — [
Or d’apres le théoreme 3.1.9 et la proposition 3.2.16 le morphisme p est localement

trivial et donc en particulier plat (le schéma de base Spec k est un corps). Le morphisme
q étant fidelement plat, on conclut par [Stal8], Lemme 100.25.4. O

3.3 Comparaison entre les stratifications KR et Hodge

Dans cette section on explique le lien entre les stratifications de Hodge et KR de la
fibre spéciale de Shl(l%{fm,). L’objectif est de donner une interprétation géométrique
des différents objets définis dans [BHI16] (polygone de Hodge, polygone de Pappas-
Rapoport...).
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3.3.1 Polygone de Hodge

On suit les travaux de [BH16]. Soit donc G un groupe p-divisible sur un corps parfait
k de caractéristique p. On note o le Frobenius de W (k). Soit F'//Q, une extension finie
de degré n = ef avec e l'indice de ramification et f le degré résiduel. On suppose que
k contient le corps résiduel et Op. Soit 7 € Op une uniformisante. Soit (M(G), F) le
module de Dieudonné de G sur k. C’est un W(k)-module libre de rang h, avec h la
hauteur de GG. On suppose que G est muni d’une action de Op :

t: Op — Endg, (G)

On note F™ l'extension maximale non ramifiée dans F'. L’action de Op sur M (G) induit
une décomposition :

M(G) = @ M,

P FPr—Q,

ou M, désigne le sous W (k)-module ott Opnr agit via le plongement ¢ : Opnr — W (k).
Puisque I'endomorphisme F' est o-linéaire, on a :

F(My-1.,) C M,
Pour tout ¢ : F™" — @p on note

I’anneau des vecteurs de Witt ramifiés. C’est un anneau de valuation discrete avec
pour uniformisante 7. Par construction M, est un Wy, ,(k)-module libre de rang fini
indépendant de ¢ ([BH16], Proposition 1.1.6). Par les diviseurs élémentaires pour tout
¢ € J il existe des entiers a4, ...,an, € N tels que :

Mo/ E(My-1.5) = D Woro (R)/ (7°)

On peut supposer que les valuations sont ordonnées : aj, > ...,> ap, (ici notre
convention est 1'opposée de celle de [BH16]), i.e. (a1,...,a,) € (Z")*. On définit le
polygone de Hodge relativement a ¢ : F™ — @p comme étant le polygone a abscisses
de rupture entieres sur [0, h] définit par Hodgep,. ,(M(G), F,¢)(0) = 0 pour tout 1 <
1< h:

Hodge¢(M(G), Foo)(@i)=a1p+ -+ aiy
Le polygone de Hodge de (M(G), F, ) est alors définie comme la moyenne sur tous les

plongements :

HodgeoF(M(G),F,L)(z')—ch S Hodge, (M(G), F.1)(i)

P —Q,

pour tout 0 <4 < h. Notez que le polygone Hodge (M (G), F, ) détermine entierement
les entiers ay g, ..., an, €N, ce qui est faux pour le polygone Hodge, (M (G), F,¢).
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3.3.2 Combinatoire

On considere Grgr, la grassmannienne affine pour le groupe GL,, définie sur un corps
k. Soit x € Gr(,, ) un point défini sur k, donné par un réseau A C k((u))". Ce réseau
doit satisfaire les inclusions :

u‘ANg C A C Ay

De la méme maniere pour tout cocaractére A = (by,...,b,) € (Z")" et tout réseau
A € Gry(k), si b; < e pour tout 1 < i < e alors les inclusions ci-dessus doivent étre
satisfaites. On définit I’ensemble :

(ZZ)" ={X=(b1,...,by) € (Z")" | b; < e pour tout 1 <i < e}

Notez que cet ensemble est tres différent de {\ < (e,...,e)} donné par lordre de
Bruhat. Soit A = (b1,...,b,) € (Z2,)" et A € Gry(k) un réseau. Par la décomposition
de Cartan, il existe une base (eq,...,e,) de Aq tels que :

n

A=Pklu] - u'e; — Pklu] - e; = Ao
i=1

=1

Pour faire le lien avec le Polygone de Hodge on doit s’intéresser au quotient :
AjuNg ~ P ku] /(u¢") - ¢
i=1
L’analogue du polygone de Hodge pour la filtration A C Ay est donné par les invariants :
(e—0b1,...,e—=b,)=1(e,...;e) — (b1,...,by)
=(e,...,e) —Inv(A, Ay)

Définition 3.3.1. (Non standard) Soit A C k((w))™ un réseau défini par un point x € Gr
satisfaisant les inclusions :
uAg C A C Ay

On définit l'invariant de Hodge de x :
Hodge(x) = Hodge(A) := (e, ...,e) — Inv(A, Ag) € (Z™)"

Remarque 3.3.2. Ici on fait 'abus de notation de noter (e,...,e) — Inv(A, Ay) le
représentant dans la chambre dominante. Avec les notations de 'exemple avant la
définition, cela revient a réarranger les entiers dans ’ordre décroissant :

(e,...,e) = (b1,...,by) =(e—Dbp,...,e —by)

Par construction l'invariant Hodge(z) ne dépend que de la L*G-orbite de z. Pour
tout A € (ZZ,)" on obtient donc une application bien définie :

Hodge : |Hck<y| — (Z")F
x — Hodge(r)

Bien stir cette application dépend de I'entier e.
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3.3.3 Stratification de Hodge

Soit 2 une donnée PEL p-adique de type (AL) ou (C). Soit = € Shn;‘pr) ® k un point
défini sur un corps k(z), et G le groupe p-divisible associé. Notez que G est muni d’une
polarisation A et d'une structure d’endomorphisme ¢. On suppose pour commencer que
k(z) est un corps parfait. En suivant les notations des sections 3.2.1.1 et 3.2.2.1, on
distingue deux situations :

(AL) Dans ce cas Op = Op x Op avec (z,y)* = (y,z). Cela induit une décomposition
G = H x HP. Le groupe p-divisible H est de hauteur h = nd. La donnée de
(G, A\, 1) est équivalente a la donnée de (H,t). Dans ce cas (M(H), F,¢) est un
W (k(z))-module libre de rang h muni d’une action de O (sans polarisation). On
peut alors associer a x les polygones suivants :

Hodge,,(z) = Hodge (M (H), F,¢), Hodgee,(r) = Hodgep, (M(H), F, )

(C) Dans ce cas Op = OF et (G, A\, 1) est un groupe p-divisible polarisé de hauteur
h = 2ng. Par conséquent (M (G), F, ) est un W (x(x))-module symplectique libre
de rang 2ng muni d’une action de Op. On peut alors associer a = les polygones
suivants :

Hodge,(z) = Hodge, (M (G), F,¢), Hodgep, (r) = Hodgep, (M (G), F, 1)

Si maintenant k(z) n’est pas parfait, alors on définit les polygones ci-dessus apres avoir
fait le changement de base x(z) — x(z)P®. Ces polygones nous permettent de définir
deux stratifications des espaces topologiques sous-jacents :

[Shign) © k| — (@), [ Shi ry © k| — (Q")7
T — (Hodgew(@)gJ x — Hodgey ()

La relation d’ordre pour la stratification de gauche est la relation « produit », i.e. la
relation d’ordre donnée par :

(Hodge,(z)), < (Hodge,(y)), < Hodge,(z) < Hodge,(y) Ve € X™

La stratification par le polygone Hodgep, est appelée stratification de Hodge dans
[BH22D)].

Proposition 3.3.3. La stratification de Shn§1Kp) ® Kk induite par ['application x >
(Hodge,(z)), coincide avec la stratification (KR).

Démonstration. Puisque les deux stratifications sont des stratifications « produit » sur
tous les o € J et que leurs relations d’ordres sont des relations d’ordres « produit »
sur tous les ¢ € J, on peut supposer que J = {x} (voir 3.2.2). Il découle des différents
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résultats dans les cas (AL) et (C) que la stratification (KR) de Shl(l;‘;pr) ® K est induite
par la composition des morphisme

¢ |Shigikny @ k| = [[MEY /G| — |[Hek pqupsit ]

ici Hck désigne le champ de Hecke pour le groupe GLg dans le cas (AL) et GSp,, dans
le cas (C). 1l suffit donc de montrer que le diagramme suivant est commutatif :

nafi ¢
‘Sh(%ff(p) ® k| — ‘HCkAdmnKatf(u)’

lHodge(-)
Hodge,, ()

(@)*

Notez que 1'on a bien l'inclusion Adm3#™ (1) € (Z2,)* donc I'application de droite est
bien définie. Soit x € ]Sh?;{%p) ® k| définit sur un ‘corps k. Soit G le groupe p-divisible
sur k associé (noté H dans le cas (AL)). Pour calculer {(z) on commence par fixer
une trivialisation A ® k ~ H} (G). Avec les notations de (5.2.1), {(z) est alors donné
par Inv(A,.,Ag) ou A, désigne le réseau associé au faisceau wg via (5.2.1). Notez
que cet invariant ne dépend pas du choix de la trivialisation. Dans ce cas 'invariant
(a1,...,ap) == Hodge(A,,) satisfait par construction :

wg = Ny JuNo >~ @k[u]/(ua’)

Le résultat découle alors des identifications

we =M(G)/FM(G), M(G)/pM(G) = Hyr(G)

]
Remarque 3.3.4. La proposition ci-dessus dit simplement que si 'on a
h
we ~ P klu]/(u™)
i=1
Alors la stratification de Hodge est donnée par l'invariant (ay, .. ., a,), et la stratification

KR est donnée par l'invariant (e — a,,,...,e — ay).
mny )

Le corollaire suivant concernant la stratification induite par le polygone de Hodge
Hodgep () est immédiat.

Corollaire 3.3.5. Les strates de Hodge de Shl(’%ipr) ® Kk sont des unions de strates
(KR). Si f =1, alors ces deux stratifications coincides.

Remarque 3.3.6. Bien siir les deux résultats ci-dessus restent valables si 'on ne
suppose pas que la donnée 2 est simple (voir remarque 2.3.7).
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3.3.4 Polygone de Pappas-Rapoport

Soit Z une donnée PEL p-adique de type (AL) ou (C). On conserve les notations de
3.2.1.1 et 3.2.2.1. Soit ue le cocaractére de Hodge associé (dans le cas (AL) c’est le
cocaractere i, voir 3.2.1.1). Ce caractere est de la forme :

He = (1%7 Od_w)gozFa@p - ]._.[ (1%7 Od_w)wh@ = H 4
P Fr—Q, P Fr—Q,

Dans [BHI16] les auteurs définissent le polygone de Pappas Rapoport de cette donnée
comme étant :

PRGI) = X PR(E.  PR(:S) =3 PR(u)
P FT—Q, Yle

ou PR (py) est le polygone de pente 1/e avec multiplicité 7, et pente 0 avec multiplicité
d — ry. A partir de maintenant on voit ces polygones comme des tuples d’entiers.

¢ PR(uf) = Y e PR(uy)
Plo

= Z(y‘wj 04w

Pl
= |l
= (#{Tw > 1}7 .- ‘7#{rw 2> d})

On rappelle que 'on a défini en 3.2.1.1 le cocaractere :
Iu:/ = (1811;7 Od—sw)w:F_)@p7 Sy + Ty = d

et que lordre de bruhat sur (Z)* : (ny,...,ng) < (my,...,mq) si et seulement si le
systeme d’équations suivant est satisfait :

(1) n1§m1

(2): n1+n2§m1+m2
(d—l)i n1+'--+nd,1§m1+---+md,1
(d) n1+...+nd:m1+...+md

Lemme 3.3.7. Pour tout ¢ : F™ — Q, on a (pour Uordre de bruhat) :
(a1, .. an) < |ul] & (e —ag,...,e—a1) < |(ud)"|

Démonstration. On peut omettre 'indice ¢. Par symétrie, il suffit de prouver une
implication. Soit donc (ay,...,aq) < |pe|. Pour simplifier notons (by,...,bs) = (e —
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ag,...,e —ay). Dans ce cas on a d’apres 'équation (d) ci-dessus :
d
ar+ -t ag =Y #{ry >k}
k=1

I;#{rwzk}'k

Par conséquent :

En d’autres termes I'équation (d) de l'inégalité (by,...,bq) < |(1e)Y] est satisfaite.
Montrons que 'équation :

d—1 d—1
@=1):  Sbe<Y #{sy >k}
k=1 k=1

est également satisfaite. Puisque I'équation (d) est satisfaite, I’équation (d — 1) est
équivalente a ce que :

by > #{sy > d}
Puisque ry, + sy = d, cette inégalité est équivalente a ce que :

e—ay > #{ry =0 =e—#{r, =1}

ce qui est vrai d’apres I'équation (1) pour 'inégalité (a,...,aq) < |ue|. Les autres
inégalités se démontre par récurrence de la méme maniere. O

Corollaire 3.3.8. Pour tout x € |Shg"m) ® K| on a les inégalités :
Hodge, (z) < PR(uf), Hodgep, (r) < PR(pu.)

Démonstration. Découle du lemme 3.3.7 et de la proposition 3.3.3. O
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Remarque 3.3.9. Dans [BH16] les auteurs définissent le polygone de Pappas-Rapoport

d’une donnée p, pour répondre a la question suivante : étant donnée une filtration de

Pappas-Rapoport (% (i))lgige de type e, quels sont les polygones de Hodge possibles

pour .Z (¢) ? Géométriquement cela revient a se demander quelle est 'image du morphisme
de convolution :

my, : Gr,, — Gr

Par conséquent I'inégalité Hodge(z) < PR(ie) est une simple reformulation du fait que
I'image de m,,, est I'union des strates Gry pour A < |u/|.

Les corollaires suivants découlent directement de tout ce qui précede.

Corollaire 3.3.10. Soit wy € Admg(u) Uélément mazimal. Alors © € SLY si et
seulement si Hodgep . () = PR(ua).

Corollaire 3.3.11. Le morphisme 7 : Shngp)@)k — Shf?j‘pr)@Jk est un isomorphisme
en restriction sous-schéma :

{z € [Sh{Z ks @ k| | Hodgeo, () = PR(a)}
Démonstration. Cela découle de ce qui précede et du corollaire 3.2.18. O]

Remarque 3.3.12. Le corollaire ci-dessus dit que le lieu de Rapoport généralisé [BH22D)]
(définition 2.28) coincide avec la strate KR dense (donnée par I'élément wy € Admg (p)
maximal).

Remarque 3.3.13. Il est naturel de se demander si le lieu de Rapoport, c’est-a-dire le
lieu ou le fibré de Hodge w du schéma abélien universel est libre en tant que Or ®z, -
module, est dense ou non dans Sh{f';,) ® £ (ou de la méme maniere pour Shgj K0))-
Attention ici la question porte sur le lieu de Rapoport, et non sur le lieu de Rapoport
généralisé de [BH22b], ce dernier désignant le lieu oti le polygone de Hodge coincide avec
le polygone de Pappas-Rapoport. Premierement, si le lieu de Rapoport dans Sh?;‘pr)

est vide, alors il en est de méme pour Sh{7' ;) ® £. On peut donc supposer que le lieu

de Rapoport de Sh“%lfm, ® k est non vide. Dans ce cas on a nécessairement :
Amax = (€,...,€,0,...,0)

OU Apax € Admnalf( ) désigne 1’élément maximal. Cette condition est équivalente a ce
que e divise r = r; + - -+ + 1, (3.2.3). Ensuite le lieu de Rapoport Sh‘(:i‘jm) ® K est non

vide si et seulement si Admyg (1) = Adm} (1), Cette derniére condition est équivalente
ace que rp = --- = .. Dans le cas (C) cette condition est toujours satisfaite. Dans le
cas (AL), 'exemple 3.2.9 montre que ce n’est pas vrai en général : pour le cocaracteére

He = ((L L, 0)7 (17 0, O)’ (07 0, 0))

le lieu de Rapoport de Sh“}‘pr ® K est dense, et vide dans Shf‘;‘j‘? Kry ® K.
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3.3.4.1 Formulation abstraite du polygone de Hodge

On a vu dans les sections 3.2.1.1 et 3.2.2.1 que pour calculer la stratification (KR) on
pouvait se placer dans le cadre d'un groupe réductif G = Resp g, ou H est un groupe
hyperspécial sur F', et d’un niveau maximal parahorique K = (Resop,/z,H)(Z,) =
H(OpF) (puisque H est non-ramifié on fait I’abus de notation de noter également H son
modele réductif sur Op). Soit S C H un tore maximal. Alors T' = Resp/g,S est un tore
maximal de G. On note Ty = Gal(Q,/ Q,). L’ensemble p-admissible de niveau K est
un sous-ensemble du double quotient :

Admg (1) € Wi\W /Wy ~ Xo(T)r,/Wo

définit par Kottwitz et Rapoport (voir [[XR00],[RZ96] pour une définition précise). Cet
ensemble paramétrise les orbites dans le modele local canonique ([L.ev16] Théoréme
2.3.5). L’isomorphisme de droite est di au fait que 'on se place ici dans le cas K
maximal parahorique. Sur @p et @p on a les décompositions

T@Q)= [I s@), 7TW@Q)= II s&= I 7@
SO:F*)@;; @:F"r%@p @:Fnr—)@p
ot T" = Resp)pn:S. Par conséquent :
X(D= [ %), X [[ X
@:F%@p <p:F“r—>@p

L’égalité de droite découle du fait que le groupe de Galois 'y agit trivialement sur les
plongements ¢ : F™ — Q,. Cela nous permet de définir une application :

2 Xe(T)ry = (Xe(T)ry) — Xe(Tro0

()\1,...,)\f)»—>ch(>\1+---—|—)\f)

L’avantage de cette définition est qu’elle est écrite purement dans un langage de théorie
des groupes et ne fait appel a aucune interprétation modulaire. En particulier, en
restreignant cette application au lieu p-admissible de niveau K, on obtient une application
bien définie :

Hdg : |Sh{G xr) ®op k| — Xe(T)ro

Le schéma & h{% k») n’ayant pas d’interprétation modulaire en général , cette application

permet de définir la stratification de Hodge de ce dernier purement en termes de théorie
g

des groupes.

3.4 Le cas Hilbert

On se place maintenant dans le cas d'une donnée PEL de type Hilbert, i.e. une donnée
PEL de type (C) avec g = 1 (voir 3.2.2.1). Le groupe réductif associé a cette donnée
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est G = GLy = GSp,. Nous allons montrer que dans ce cas la stratification de Hodge
est une bonne stratification de Sh?g kry @ k. D’apres la section précédente, cela revient
a se demander si le morphisme de convolution

m/—‘o : C/S&‘#o — GI‘S‘I/‘-‘
préserve les relations d’adhérences de la stratifications en cellules de Schubert :

Grep, = || Gra

>\§|#0|
On a le résultat suivant :

Proposition 3.4.1. Si p; = (1,0) pour tout i = 1, ..., e, alors {m~(Gry)} <)y définit
une bonne stratification de Gr(170)>~< . >~<Gr(170). En d’autres termes si on note X, :=
m~1(Gry) alors pour tout A < |(e, 0)]

Y)\: U X/\/

M\

Démonstration. On rappelle que d’apres I'exemple 3.1.13,si (A, C -+ C Ag) € Gr(1,0) X
on peut prolonger cette filtration :

uNg=Aye C---CA. C---CAy

en posant Ao, p = uA. ;. La filtration (Age_; C -+ C A.) détermine entierement la
filtration (A, C --- C A;). Dans ce qui suit, pour que la preuve soit compréhensible
aux lecteurs voulant uniquement travailler avec les filtrations (#FM) c --- c .F(©) de

MPR nous allons travailler avec la filtration :
(Al cC - CAe) = (Agefl cC - CAe)

i.e. on fait le changement d’indice k <> 2e — k. Avec ces notations la filtration (A; C
.-+ C A,) correspond bien a la filtration (FM C ... C .F©)) de (3.2.3).

Soit A = (i,7) < (e,0) = |ue| (pour A = (e,0) il n’y a rien a démontrer). Soit
r € X, un point de corps résiduel k. Notons (A; C --- C A) la filtration associée.

Soient vy, ...,v. € Ay des éléments tels que A, = Ax_; @ (k- vg) (somme directe en tant
que k-espaces vectoriels). On définit des entiers pour tout 1 < k <e:

sy =min{s | Ay CuAo} = N(Ag)
ou N(Ag) est Pentier définit en (3.1.13). On a :

Inv(Ag, Ao) = (e — k + s, e — sg)
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On note kg = max{k|sy = sg_1}. Notez que ky # 0 car on a supposé (i,7) < (e,0).
Notons (a,b) = Inv(Ag,Ag) avec @ > b. On a alors par hypothese (a + 1,b) =
Inv(Ag,—1, o). Soit (eq,e2) une base de Aq telle que :

A1 = (u ey, ubey)

Puisque u - vy, € Ag,—1, on peut écrire dans cette base :

Vg, = xu’e; + yub’IeQ
On a nécessairement y = 0 car sinon on aurait u®o - vy, & u®Ay. Par conséquent on peut
écrire
a a a b
Uk, = uer,  Apy = Ngy—1 @ (k- uey) = (ueq, u’eq)
Ensuite par définition pour tout n > 1 on a :

n—1

u- /Uk0+n € Ak0+n71 = Ak0,1 @(k : Uk0+€)
=0

On peut donc fixer une décomposition par récurrence :

Wy, R Ugre
n 0
Vkgtn = — T Z T, ) Wy, € Ako—l? Tne € k
u —0 u

Nous allons maintenant définir une déformation sur R = k[t] de notre filtration initiale.
Soit J :={n|z,n,—1 = 0}. On travaille dans :

Ao @y R = (k[u])? s k[t]
On commence par déformer trivialement la filtration pour tout £ < kg — 1 :
]\g = Ay @ k[t]
Pour ¢ = ky on définit
b-1e,

U, = uer + tulley = Uk + tu

et on pose 3 3
Ako = AkO*l D (k : f}ko)

Ensuite on déforme par récurrence sur n en fonction desin € Joun ¢ J :
1. (n € J) Dans ce cas on définit

. Vkot-(n—1)
Ukgtn = Vkgtn +1———
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2. (n ¢ J) Dans ce cas on définit

Uko4t
u

w n—1

- n

Vkog4n = — + E Tne
o

Dans les deux situations on définit la déformation de Ay, comme étant :
Ak0+n = ]\ko—ﬁ-(n—l) S (R ’ ®k0+n>

Il faut vérifier que I'équation w - Ugy4p € ]\ko-i-(n—l) est bien satisfaite. Pour la situation
(2) c’est évident. Pour la situation (1) il faut voir que par hypothese on a

n—2

U Dgpn = Wn + O T tOhott + kot (n-1) € Migrn2) ® (K * Dot (n-1)) = Mot (n1)
=0

Au point fermé t = 0 on a Uy, = v, et par suite Ug,1n = Ugy4n pour tout n > 1.
Par conséquent cette filtration correspond bien a une déformation de notre filtration
initiale. Au point générique Frac(R), pour calculer Inv(]&e[%], Ao[1]), il faut voir que par
construction on a pour tout n > 1 :

Sko+n = Sko+n + 1
et que par Conséquent puisque §I<:0 = Sk + 1 on trouve
ge:§ko+e—ko :§k0—|—€—k’0:$k0+1+6—k0286+1

On a donc bien en fibre générique :
~ 1 1
tov (A 7] 2o [5]) =G 15 - )

En d’autres termes on a construit une filtration /~\1 C - C /~\e qui définit un R-
point :
{z,n} = Spec R — Gr(10)% ... XGr(1 9

(ci-dessus x désigne le point fermé et n le point générique) tel que n € X(i11,-1). En
particulier € {n} C X(;+1,-1) et le résultat en découle.

m
Remarque 3.4.2. L’idée de la preuve est la suivante.

1. Si A, = (u'e;,u’ey) alors on aimerait déformer sur k[t] en prenant I'élément
U = u'e;+tu’"lesy. Le probléme est que cet élément ne satisfait pas nécessairement
u -V, € Ae_q. Il faut donc déformer A._; également. Le probleme est que cette
déformation doit de nouveau satisfaire 1’équation w - /~\e_1 CAisg...
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2. Il existe un rang kg tel que la déformation /~\k0 existe. Autrement dit on peut
trouver un élément v, de la « bonne valuation », c’est-a-dire celle de vy, moins

1.

3. Ensuite on déforme par récurrence les vy, 1, en a « divisant par u »a chaque étape
de sorte & faire apparaitre du u/~! dans la décomposition de 7.

Donnons un exemple explicite de déformation. On considere la filtration
A1 = (uPer,uPey), Ay = (uer,u’es), A3 = (uPer,uey)
que 'on réécrit avec les notations de la preuve :
A = (uPer,uPey), Ay =A@ (uPer), As = Ay @ (uey)
La déformation construire dans la preuve est :

A1 (u er, u262>

A2 = A1 D <U e + tue2>

As = Ay @ (uey + t(uey + teg))
ou l'on a bien :

u - (uey + tue; + teg) = ueq + t(ule; + tueg)ﬂg

Remarque 3.4.3. Le théoreme ci-dessus n’est pas vrai dans le cas général (voir [BH22b]
Proposition 3.9 pour un contre exemple). En fait dans la preuve ci dessus on utilise un
fait spécifique au cas G = GLj : si A € Gr(c) alors avec les notations de 3.1.13 :

A€ Gl"(m) = N(A) =

L’invariant N(A) est égal a l'indice de nilpotence de u € End(A/u®Ag) ce qui rend
le calcul de Hodge(A) = Inv(A, Ag) beaucoup plus simple a calculer en pratique. La
preuve du Théoreme 3.4.1 consiste simplement a déformer une filtration Ay C --- C A,
de sorte a faire apparaitre le bon indice de nilpotence en fibre générique.

Corollaire 3.4.4. Si & est une donnée de type Hilbert, alors la décomposition :

MgR _ H M)l\DR’ MfR — (Mcan)

A€Admg (p)

est une bonne stratification de ML®.
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On rappelle que si Z une donnée Hilbert quelconque, i.e. I et J ne sont pas réduits
a un ¢lément, alors I'ensemble p-admissible de niveau K est un produit sur [ et J :

Admug(pe) =] ] Adwmg, i)l I @

i€l Fzm_>@ i€l o F;ﬂ_,@p
On étend la forme bilinéaire (-, - ) de chacune des copies de (Z?)" en posant :

((z (,so) ,so) Z Z >

i€l p: F%Qp

Avec ces notations pour tous A = (A;,)) € Admg(p) on a :

ol +2) =32 30 (o ]+ M)

i€l o prrQ,
On peut maintenant énoncer le principal résultat de ce chapitre :

Théoreme 3.4.5. Soit  une donnée PEL de type Hilbert. La décomposition :

,Sh(9 Kry ®k = 1 SYR = (S5

AEAdm g (1)

est une bonne stratification de Shix (7 kv @ k. Pour tout A € Admyc(p), la strate SR est
quasi-projective lisse de dzmenswn

dim(S3™) = (p, [ual + )

Démonstration. On peut supposer ¥ simple. D’apres la proposition 3.4.1 on dispose
d’une bonne stratification du produit de convolution

(?1"“. = U m™!(Gry)

AeAdm(u) x

Puisque le morphisme de convolution m : CTrm — Grejy,| est LT G-équivariant, cette
stratification est stable sous l'action de LTG. Autrement dit chacune des strates est
une union de LT G-orbites. Par conséquent cette stratification descend au quotient en
une bonne stratification du champ Hecke,, = [LJFG\Gru.}

Hecke,, = | [LJFG\m_l(Gr,\)}
AEAdm(p)
Comme pour le cas 2.3.7 en utilisant que le morphisme

¢:Shi} (9.kv) o k — {M;R/Qk} — Hecke,,,
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est lisse, et donc en particulier préserve les relations d’adhérences, on obtient le résultat
concernant la stratification. Enfin puisque ( est lisse de dimension relative dim G on a :

dim SY* = dim [M®/G] + dim G
= dim M;® +dimG — dim G
= dimm*(Gry)
= dim Gr) + dimm ™ (y)
= (20, A) + (P, [pte] = A)
= (P, [pe] + A)

O

Remarque 3.4.6. Encore une fois on peut étre plus explicite concernant la dimension
des strates. Pour A = (i,7) < (e,0) on a :

dim S = (2p, (i, 7)) dim Si5 = (p, (e, 0) + (4, 7))
=e—2) =e—7
3.5 Stratification en orbites

Comme expliqué dans l'introduction de ce chapitre, la stratification (KR) n’est pas
la stratification « naturelle » a considérer sur le splitting modele Sh(P@R’Kp) ® k. La
stratification naturelle est celle induite par le morphisme :

Sh}gﬁm) ®k — [MZR/G)

et par la décomposition en G-orbites de M. Nous allons ici expliquer comment calculer
ces orbites et leurs relations d’adhérences dans le cas d'une donnée PEL de type (AL).

3.5.1 Stratégie

Pour calculer ces orbites nous allons utiliser un raisonnement similaire a [PR0O0]. On
commence par fixer un k-espace vectoriel V' de dimension r. Soient (ry,...,7.) une
partition de 7 en e entiers. On note Flag(ry,...,r.) le schéma dont les R-points, pour

R € Alg,,, classifient les filtrations :
OZ%C"‘C%:VR

dont les gradués sont de dimension rangp(V;/Vi—1) = r;. On considere le faisceau A4
qui & R € Alg;, associe :

‘A/(R) = {(U, ‘/0) € EndR(VR) X Flag(rla s ,T’e) | u- ‘/Z - ‘/i—l}
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Notons N le cone nilpotent de GL(V') le morphisme de projection
N — N

est appelé résolution de Springer du cone nilpotent. Les fibres de ce morphisme sont

appelés fibres de Springer et jouent un rdle crucial en théorie des représentations (voir
PR,0)

[Yun16] pour une introduction au sujet). On considere également le foncteur M, "~ qui
a R € Alg, associe les couples (F®) o) ou .F®) € MIR(R) et :

@ F ~Vy
est une trivialisation. Le morphisme d’oubli de la trivialisation :

My™ — MER
est un GL(V')-torseur. Par ailleurs on dispose d’un morphisme :

MERD Ly
(F,0) — (pum 0(FY))

qui est GL(V)-équivariant et lisse d’apres [PRO0] Théoreme 5.4. Ce morphisme est

, i . . PR,0
également invariant par 'action groupe G sur M@R’ :

g (F® p)=(g-F®,p-g7"

Pour résumé on obtient un carré cartésien :

(MERSG ] — s

| J

[MER/G] —"— [ JGL(V))]

ou les fleches horizontales sont des morphismes lisses et les fleches verticales sont
des GL(V)-torseurs. Puisque ¢ est lisse, il se comporte bien vis-a-vis des relations
d’adhérences. Il reste a vérifier que ¥ permet de calculer les G-orbites.

Proposition 3.5.1. Le morphisme v est injectif au niveau des k-points.

Démonstration. 11 suffit de prouver 'assertion pour le morphisme ¥". Soit donc deux
éléments (F©®), @), (F'®) ) € MP* (k) qui ont la méme image par ¢7. Alors g =
0 loy’ € Isomy(F©),.Z"9). De plus g commute avec 7 car o, = ¢ 7. Par conséquent
g est en fait un isomorphisme de k[r]/(7¢)-modules. 1l suffit maintenant de prouver que
I'on peut étendre g en un élément de G. Soient (ay,...,aq), (@, ...,a);) des entiers et
(e1,...,€eq), (€),...,€)) deux k[n]/(m¢)-base de A ® k tels que :

d d
o) _ @ Z{;[;L% L ie;, Fe) — @ ]({;Eg . ﬂaéeg

i=1 i=1
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Soit I C {1,...,d} (resp I') les indices tels que a; < e — 1 (resp. a < e — 1). Puisque
g commute avec T on a :

klu a; Elu a1
g(@ (1561 - lei) = @ (1[&% -mhie;

icl iel’

Quitte a faire une permutation, on peut donc supposer que I = I’. Notons g; (resp ¢»)
la restriction de g a la somme directe sur les indices ¢ € I (resp i ¢ I). Pour tout i € I
on fixe un élément y; € A ® k tel que

Ty = g(u”e;)
On note §; et go les morphisme de k[u|/(u¢)-modules définis par

g1 : c e — e g2 : c € — €
D« Dy D) D)
e —> Y; € —> €

Notons § = §; @ Go. Clairement § coincide avec g sur .Z (). I est également clair que
Jo est un isomorphisme, donc si on prouve que g; est également un isomorphisme, il en
découlera que § € G convient. On peut donc supposer que I = {1,...,d}. Il suffit de
prouver que § est injectif. Le point clé est le suivant : pour tout x € A ® k, il existe
N > 0 tel que 7¥z € F© et 7¥a # 0. Cela découle de I'hypothése I = {1,...,d}
(en travaillant avec la base (ey,...,eq) par exemple). Mais alors § est nécessairement,
injectif et le résultat en découle. O

Il découle donc de ce qui précede que le morphisme de champs algébriques :
[MJR/Gi| — [ /GL(V))]
permet de calculer les G-orbites dans MJ® (Proposition précédente) et leurs relations

d’adhérences (le morphisme est lisse et donc en particulier ouvert).

3.5.2 Orbites dans la résolution de Springer

Pour calculer les orbites dans .4”, on peut regarder les projections suivantes :
N
/ X‘
Flag(ry,...,7e) N

ou N désigne le cone nilpotent. On peut alors

1. Calculer les fibres de ¢ au dessus de chaque GL(V')-orbite dans N. Cela revient a
fixer un x, dans chaque orbite N, C N et voir quelles sont les (classes d’isomorphismes)
de filtrations V, compatibles avec x).
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2. Calculer les fibres de p au dessus de chaque GL(V')-orbite dans Flag(ry,...,r.).
Puisqu’il y a une seule orbite dans Flag(ry, ..., r.), cela revient a fixer une filtration
Ve et voir quels sont les (classes d’isomorphismes) de © € N compatibles avec V.

Nous allons adopter la deuxieme stratégie. Soit donc V, € Flag(ry, ..., r.) une filtration.
On note G = GL(V), et P C G le sous-groupe parabolique induit par cette filtration.
Par définition la fibre de p au dessus de V, est :

p ' (Va) ~ Lie(P,)

ou P, désigne le radical unipotent de P, et le sous-groupe qui agit sur cette fibre est
P. Par conséquent on dispose d’'une bijection (au niveau des k-points) :

NG =~ Lie(P,)/ P

Remarque 3.5.2. Pour faire le lien avec le modeéle local MER, notons M;R’DD le
foncteur qui paramétrise les couples (F(®) @) ot F &) € MIR et ¢ : F ) ~ V, est une
trivialisation de la filtration. Le morphisme d’oubli de la trivialisation :

PR,0C PR
est un P-torseur et le carré suivant est cartésien :

MR s Lie(P,)

| |

MER ——— [Lie(P,)/P)

ott la fléche horizontale du haut envoit un couple (F (), ) sur I'élément ¢,u € Lie(P,).

L’étude du quotient Lie(P,)/ P est un vaste probléme qui devient rapidement compliqué
lorsque la dimension de V' augmente. Dans le cas G = GL(V') par exemple on a le
théoreme suivant :

Théoreme 3.5.3 ([HR97] Théoreme 1.2). Soit k un corps infini, V un k espace vectoriel
et P C GL(V) un sous groupe parabolique. Alors le nombre de P-orbites dans Lie(P,)
est fini si et seulement si ((P,) < 4.

Ci-dessus ¢(P,) désigne la classe de nilpotence de P,. En particulier dans le cas ou
P = B est un sous-groupe de Borel, le nombre d’orbites est infini lorsque dim (V') > 6.

Remarque 3.5.4. Méme si le nombre de P-orbites dans Lie(P,) est infini, il est possible
que le nombre de G-orbites dans ME® soit fini dans certains cas de petites dimension.
En effet 'image du morphisme

MJFEY s Lie(P,)

est stricte en générale. Il est donc possible que le nombre de P-orbites dans cette image
soit fini, bien que le nombre de P-orbites dans Lie(P,) soit infini.
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3.5.3 Exemples

Nous allons donner des exemples de calculs d’orbites dans le cas Hilbert pour des indices
de ramifications e < 4. Tout ce qui suit est largement inspiré des travaux [BV17].

On s’intéresse au groupe G = GL, et B-orbites dans Lie(B,). Notez que les orbites
qui nous intéressent sont celles contenues dans le sous-ensemble :

{z € Lie(B,) | dim(Ker(z)) =1ou2} (3.5.1)

Fixons quelques notations. On peut supposer que B est sous-groupe des matrices
triangulaires supérieures. On note E;; € Lie(GL.) la matrice avec que des 0 et un
1 en coordonnée (i, 7). On a une décomposition du radical nilpotent :

Lle(Bu) = @Ei,j -k

i<j
Cela nous fournit une identification :
Lie(B,) — A" (k)

ou n = e(e —1)/2. On notera x;; les coordonnées sur A". Travailler avec A" nous
permettra de lire plus facilement les relations d’adhérences entre orbites. Dans tout ce
qui suit si x € k[x;j];<; on notera V(z) (resp. D(z)) le fermé (resp. I'ouvert) défini par
x.

Invariants de MJR

Sur MR on dispose de plusieurs invariants : le polygone de Hodge 3.3.3 et les invariants
de Hasse partiels 4.2.3.2. Dans la situation que ’on considere ici, les invariants de Hasse
partiels m® | ..., m(® sont donnés par les applications « multiplication par 7 » au niveau

des gradués :
m® . g0 ) z=h) T, gi-1)/ g2 (3.5.2)

(voir la section 4.2.3.2 pour plus de détails). Il est simple de calculer ces invariants sur
Lie(B,). En effet si x € Lie(B,) est représenté par la matrice :

0 212 --- Tle
Te(e—1)
0
Alors les invariants m®, ..., m(® sont donnés respectivement par zjs, . .. , Te(e—1) € le

polygone de Hodge est donné par le tableau de Young associé a cette matrice.
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Case=2

On s’intéresse au groupe GLs. Nous allons particulierement détailler cet exemple pour
que les exemples suivant, plus lourds en notations, soient tout aussi compréhensibles.
Dans ce cas les matrices x € Lie(B,) sont de la forme

0 z12
0 0

Il est simple de voir qu’il y a deux orbites :
Al = V(l?lg) L D(.ﬁlﬁlg)

ou V(x9) est Uorbite de 0 et D(x2) est orbite de n’importe quelle matrice telle que
r12 # 0 (la matrice Ej5 par exemple). On représente les relations d’adhérence par le
diagramme suivant :

O(E2)

T

O(0)

Dans ce diagramme O(0) désigne l'orbite de 0, O(FE1,) désigne l'orbite de Eja, i.e.
Iorbite ou 15 est non nul. La fleche A — B veut dire que l'orbite A est contenu
dans 'adhérence de l'orbite B. Dans le cas e = 2 la condition (3.5.1) est triviale.
Par conséquent les G-orbites dans MgR sont bien listées ci-dessus. On continue de
noter O(E13) et O(0) les orbites correspondantes dans MER. On donne ci-dessus un
représentant dans chacune de ces orbites :

{O C (ueg) C (uey,ues) C A® k:} € 0(0)

[0.C (uez) C {e2) CA® K| € O(En)

oll la notation () veut dire « engendré en tant que k[u]/(u*)-module ». Dans ce cas on
a:
Hodge(O(FE12)) = (2,0), Hodge(O(0)) = (1,1)

Par conséquent le polygone de Hodge détermine complétement la stratification en
orbites de MLR. Notez que l'invariant de Hasse partiel m(?) est également complétement
déterminé par le polygone de Hodge dans ce cas.

Remarque 3.5.5. Ici on suit les notations de [BV17] pour désigner les orbites. On fera
attention au fait que ces notations n’utilisent pas des conditions fermées comme cela
est fait généralement dans le cadre de stratification.

105



Cas e =3

On se place maintenant dans le cas du groupe GL3. Dans ce cas le diagramme représentants
les B-orbites dans Lie(B,,) et leur relations d’adhérences est le suivant :

O(Eu + E23)

/
O(Ess)
\

S
S5

Ci-dessus la notation O(FE}y + Es3) désigne 'orbite de Eys + Eos, i.e. Uorbite ou x5 et
T3 sont non nuls. Pour une preuve de ce résultat voir [BV17]. Notez que l'orbite O(0)
ne satisfait pas la condition (3.5.1). Par conséquent il n’y a que 4 orbites dans MIR.
Le tableau suivant donne la valeur des différents invariants sur chacune de ces orbites :

O(Ey; + Ey) | O(E12) | O(Ey) | O(E13)
Hodge (3,0) (2,1) (2,1) (2,1)
m® 1 0 1 0
m® 1 1 0 0

On voit donc ici que le polygone de Hodge ne permet pas de déterminer les orbites
dans MER. Par conséquent la stratification en G-orbite de MR est plus fine que la
stratification de Hodge.

Remarque 3.5.6. Dans le cas e = 3 on trouve donc que les invariants de Hasse partiels
m®, m® et le polygone de Hodge déterminent entiérement la classe d’isomorphisme
de la filtration de Pappas-Rapoport (en fait dans le cas Hilbert les invariants de Hasse
partiels déterminent également le polygone de Hodge comme on peut le voir dans le
tableau ci-dessus). On retrouve donc un cas particulier de [31j22].

Cas e=14

On se place maintenant dans le cas du groupe GL4. On peut montrer qu’il y a 16 B-
orbites dans Lie(B,,) (voir [BV17]). Le diagramme suivant représente les B-orbites dans
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Lie(B,) satisfaisant la condition (3.5.1), et leurs relations d’adhérences :

O(Eg + Egs + Esy)

O(E12 + Ea3) O(E12 + Eoy + E34) O(Eq3 + E34)

(9(E1j+ Esy) O(E1j+ Esy) O(E3j+ Ey3) (3.5.3)
O(Ess + Euy)
(’)(Ellr Esy)

Il y a donc 9 orbites dans MIR. Le tableau suivant donne la valeur des différents
invariants sur chacune de ces orbites :

Hodge | m® | m® | m®
OEw+Ep+Ey) | (4,00 | 1 | 1 | 1
OB+ Eu+Eu) | 31) | 1 | 0 | 1
O(Ey5 + Es3) (3,1) | 1 11 0
O(Eys + Esy) G| o | 1] 1
O(E12 + E34) (2, 2) 1 0 1
O(E1s + Fy) (3,1) 1 0 0
O(Ea3 + Ev4) (2,2) | © 1 0
O(E34 + Ei3) (3,1) 0 0 1
O(E13 + Eo) (2,2) 0 0 0

Remarque 3.5.7. Les relations d’adhérences décrites par le diagramme ci-dessus ont
déja été obtenu dans [Ber23] de fagon différente (voir section 7.3.1). Cependant, le fait
que la liste des strates soit exhaustive, i.e. correspond bien aux G-orbites, est un résultat
nouveau nouveau.

Lorsque le nombre d’orbite est fini, on notera 7 (u,) 1’ensemble (partiellement
ordonné) de ces orbites. La stratification KR de la fibre spéciale MFEM) ® k est la
stratification induite par cette décomposition en orbites :

Mgty ®oc k= 1 M, (3.5.4)
wEM(,u.)

C’est une bonne stratification et les calculs précédent décrivent compléetement les relations
d’adhérences entre strates.
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Remarque 3.5.8. Le lecteur intéressé par le cas e = 5 pourra trouver la liste des
B-orbites dans Lie(B,) dans [BV17]. Pour obtenir les G-orbites dans MJR, il suffit de
voir quelles orbites satisfont la condtion (3.5.1). Il serait intéressant de voir dans le cas
e = 6, qui est le premier cas ou le nombre de B-orbites dans Lie(B,) est infini, si le
nombre de G-orbites est toujours fini.
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Chapitre 4

Stratification d’Ekedahl-Oort

Ce chapitre est consacré aux stratification d’Ekedahl-Oort (EO) des fibres spéciales
des modeles entiers de Pappas-Rapoport des variétés de Shimura. Les stratifications
EO des variété de Shimura est un vaste sujet dont l'origine remonte aux travaux
de Oort [Oor01]. Dans son article, Oort définit une stratification de la fibre spéciale
des variété de Siegel en classifiant les classes d’isomorphismes des sous-groupes de p-
torsion des variétés abéliennes. Ces travaux ont été généralisés aux variétés de Shimura
de type abélien de bonne réduction (ce qui inclus les variétés de Shimura de type
PEL non ramifi¢), voir [Zhal8],[SZ21]. Lorsque la donnée PEL est non ramifiée, la
stratification EO de la fibre spéciale est trés bien comprise et a eu de nombreuses
applications (voir [GIK15] par exemple). La situation est plus complexe dans le cas
d’une donnée PEL ramifiée. La premiere section de ce chapitre donne un apergu des
différents travaux sur les stratification la fibre spéciale du modele naif dans le cas ramifié
([SYZ21],[AGO3],[YCO20]). Avant 'article [SZ22], il n’y avait pas encore de définition
de stratification EO lorsque la donnée PEL est ramifiée. Dans cet article Xu Shen et
Yugiang Zheng définissent un groupe réductif G*1"* sur O et un morphisme de champs
algébriques :
ShiR ) ®o, k — GP-Zip

ot GiP"-Zip est le champ des F-zip avec GiP'"-structure comme définit dans [PWZ12],[VW13].
Les auteurs montrent que ce morphisme est lisse, induisant donc une bonne stratification
qu’ils appellent stratification EO de la fibre spéciale des modeles de Pappas-Rapoport.
Dans ce chapitre nous allons nous intéresser a l'interaction entre les stratifications de

la fibre spéciale des modeles de Pappas-Rapoport induites par les deux morphismes :

Shig n @k

TN

-z (ME"/Gi]

Nous allons montrer que dans le cas Hilbert pour un indice de ramification e < 4
I'intersection de ces deux stratification est également une bonne stratification.
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4.1 Problémes et stratégies

4.1.1 Le cas non ramifié

On se place ici dans le cas d’'une donnée & non ramifiée. Dans ce cas la variété de

Shimura associée est de bonne réduction et les modeles Sh?%if}(p), Shi gerys ShiG gen

coincident. Nous allons rappeler la définition de la stratification EO de la fibre spéciale
Shigpy @ k. Iy a deux interprétations de cette stratification :

e Deux points z,y € |Sh?%";fm) ® k| sont dans la méme strate EO si et seulement

si il existe un isomorphisme A,[p] ~ A,[p] (compatible avec la Z-structure). On

peut montrer qu’il existe un nombre fini de classes d’isomorphismes (et donc un

nombre fini de strates).

e [l existe un champ algébrique G.-Zip*, et un morphisme lisse :
¢ : Shigry ® k — G.-Zip"

L’espace topologique sous-jacent |G,-Zip#| est un espace Ty avec un nombre fini
de point. On définit alors la stratification EO comme le tiré en arriere de la
stratification naturelle de |G.-Zip*|.

Le lien entre les deux définitions est fait par la théorie de Dieudonné comme suit. Soit
x € |Sh?%"'7pr) ® k| et A la variété abélienne associée. On note M(A[p]) = (M, F,V) le
module de Dieudonné de A[p|. Il y a deux filtrations :

0CKer(F)c M, O0cCKer(V)CM

qui satisfont Ker(F) = Im(V) et Ker(V) = Im(F'). On obtient en particulier deux
isomorphismes :

0o : (M/Ker(F))(p) = Ker(V), 01 (Ker(F))(p) = (M /Ker(F))

On peut montrer que la donnée (M, Ker(F'),Ker(V),¢o, 1) (avec sa Z-structure)
permet de retrouver (M, F, V') (avec sa Z-structure). Le champ G.-Zip* est précisément
le champ qui classifie (& isomorphisme pres) ces données. L'indice G, est la pour indiquer
que ces objets sont munis d’une Z-structure. Puisque le foncteur Alp| — M (A[p]) induit
par la théorie de Dieudonné est une équivalence de catégorie, il en découle que les deux
définitions de la stratification EO ci-dessus coincident

4.1.2 Le cas ramifié

On se place maintenant dans le cas d’'une donnée & ramifiée. Pour plusieurs raisons
arithmétiques, il est préférable de travailler avec Shgj KP) (resp. Shf?jfm)) qui est lisse
(resp. plat) .
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4.1.2.1 Stratification EO

Lorsque l'on tente de définir une stratification EO de Shgj kv»y @ k on rencontre les

problemes suivants :

e En présence de ramification le nombre de classes d’isomorphismes de groupe A[p]
(avec Z-structure) peut étre infini (voir I'appendice de [AGO3]).

e En présence de ramification le groupe Gy n’est pas réductif et le champ Gi-Zip#
ne se comporte pas bien.

On rencontre exactement les mémes problemes avec Sh?"‘@Il KP) ! Il y a alors deux stratégies

pour tenter de contourner ces problemes :

e Méme si le nombre de classes d’isomorphismes est infini, peut-étre qu’il est possible
de « regrouper » certaines classes d’isomorphismes ensemble pour définir une
stratification avec un nombre fini de strates. Il faut alors trouver une « bonne »
maniere de regrouper ces classes d’isomorphismes.

e Trouver le bon analogue du champ G,-Zip*, adapter au modeles de Pappas-
Rapoport.

La deuxiéme approche a été suivie par Xu Shen et Yuqgiang Zheng dans [S722] et leur
a permis de définir une stratification EO de la fibre spéciale S hg{’ k) @k qui bénéficie de
toutes les propriétés géométriques attendues. Nous reviendrons sur leurs travaux dans
la section 4.3.

Concernant la premiere approche, il est déja difficile de faire fonctionner cette idée
dans le cas le plus simple d’une donnée Hilbert d’indice de ramification e = 2. Pour le
moment je n’ai pas trouvé de facon intelligente de regrouper les classes d’isomorphismes.
Cependant, dans [How20] l'auteur parvient a rassembler les classes d’isomorphismes
dans le cas de courbes de Shimura, par I'intermédiaire de I'application de Hodge-Tate
définie par Scholze-Weinstein.

4.1.2.2 Autres stratifications

Dans le cas ramifié, plusieurs stratification des fibres spéciales des modeles Sh?%‘;fm,) et
Sh?_ingp) ont été définie (la stratification KR par exemple). On distingue de type de
stratification : celles faisant intervenir des données d’algebre linéaire et celles faisant
intervenir des données d’algebres Frob,-linéaire, ou Frob, désigne le Frobenius de k.
La stratification KR et la stratification de Hodge font intervenir des données d’algebres
linéaires via le modele local ME. Les stratifications EO et de Newton par exemple font

intervenir des données d’algebres Frob,-linéaire via la théorie de Dieudonné. Dans le

Iméme si Sh‘fa@n K7 n’a pas d’interprétation modulaire, on peut tenter de définir une stratification

EO comme cela a été fait dans le cas des variétés de Shimura de type abélien.
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chapitre précédent nous nous sommes intéressé a des stratification de Shi} (2.1c0y SN(G ko),
Shnglpr) provenant de leurs modeles locaux respectifs. Il est naturel de se demander si il
existe des stratification faisant intervenir des données Frob,-linéaires dans le cas d’une
donnée & qui est ramifiée. Voici quelques exemples de stratifications définies dans le
cas ramifié.

1. Dans [SYZ21] les auteurs définissent un raffinement de la stratification KR appelé
stratification EKOR. Pour chaque strate Sy C Shfyx,) @ & ils définissent un
morphisme lisse :

(S — ggdt—ZIP

ou ggdt désigne le quotient réductif de Gy = G ®z, F, et g{)dt—ZipA désigne le
champ des Gr4-Zip de type Jy (voir [SYZ21] Définition 1.1.5 et Proposition 4.2.6).
La stratification est alors définie comme étant celle induite par celle du champ
Grdt-Zip/» via le morphisme (). Leur construction est beaucoup plus générale et
s’applique aux variétés de Shimura de type abélien sans hypothese sur le niveau
en p

2. Dans [AGO03] les auteurs calculs explicitement dans le cas Hilbert les polygones
de Newton sur chacune des strates KR. Plus précisement en suivant les notations
de [AGO3], pour tout A = (i,5) € Admg(p) et tout x € S il existe une
(Or @ W(k))- base du module de Dieudonné (ici k désigne n’importe quel corps
algébriquement clos de caractéristique p) associé dans laquelle le Frobenius est
donné par la matrice ([AG03], Propositon 4.10) :

™ et
- 3)

oum > jetce (Op @ W(k))*. Ils définissent ensuite les quantités :

im <i 1
[ e

] S11101

La stratification de Sh?}‘fm ® k est alors définie via cet invariant n :

S on- 11 st
1+g7=e€
i<n<j

Cet invariant leur permet de calculer exphclternent le polygone de Newton sur
chacune des strates S . Plus précisément si x € S ) alors ([AGO3], Théoreme
9.2) :

Newt(x) = {A(), ., A(m), 1 = A(n),.... 1 = A(m)}

(chacune des pentes avec multiplicite e).
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3. Toujours dans le cas Hilbert dans [YCO20] les auteurs associent a tout point
v € Shigh,) ® k un invariant c(z) = (c;(2))rexnr, ot ¥ = Homg,(F,Q,),
appelé invariant de congruence qui mesure la position relative des filtrations (voir
la [YCO20] Définition 5.2 pour étre plus précis) :

F<M0'717') C M’ra V(Mcm') C M;

ou (M, F,V) désigne le module de Dieudonné associé & x et ou les (M, ) exnr
désignent les facteurs directs dans la décomposition

M ~ @ M., F:M,~.— M, V.M, — M,
TEXNY

L’invariant ¢(z) = (¢;(x))rexn permet de définir une stratification qui permet de
raffiner la stratification KR ([YCO20] Définition 6.1) :

Shighm@r= [ S Sy=[] Q.(S))
)\EAde(/,L) CcET],
ou Q.(S,) désigne 'ensemble des points d’invariant de congruence ¢ € 7, et 7,
est un certain ensemble défini dans [YCO20] Définition 3.2.1.

Chacune de ces stratification est un raffinement de la stratification KR. On peut
espérer qu’un tel processus soit possible pour les modeles de Pappas-Rapoport S hg{’ Kp)-
La stratification a raffiner devrait alors étre la stratification KR, c¢’est-a-dire celle induite
par le modele local MR, car comme nous Pavons la stratification de Hodge, c’est-a-
dire celle induite par le modele local M n’est pas une bonne stratification. Dans la
section 4.4 on présente un analogue de la stratification EKOR pour Sh?g’ kvy dans le
cas Hilbert e < 4.

4.2 Rappels de théorie de Dieudonné

Cette section est composée essentiellement de rappels sur la théorie de Dieudonné
cristalline. Nous présentons tous les outils nécessaires pour pouvoir déformer un groupe
p-divisible le long d’un morphisme k[t] — &k ou k est un corps de caractéristique p.
Nous aurons besoin de la théorie de Dieudonné cristalline [BBMS82], de la théorie des
display de Zink et Lau [Zin02], [Lau09], [Laul4] et de Grothendieck-Messing [Mes72].
En fait, nous pourrions nous contenter de la théorie des display car elle englobe les
anneaux locaux complet de corps résiduels parfait comme AP[t] (ou kP! désigne la
perfection de k), ce qui nous suffit amplement pour nos problemes de déformations.

4.2.1 Théorie de Dieudonné cristalline
4.2.1.1 Cristal de Dieudonné

Soit k un corps parfait de caractéristique p et S un schéma sur k. Soit A — S un schéma
abélien. On note G = A[p™] le groupe p-divisible associé. On note ¥ = Spec (W (k)),
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et G le faisceau sur le site cristallin Cris(S/X) induit par G. En suivant les notations
de [BBMS&2] on note :
E(G) = Extls(G, Og)

le cristal de Dieudonné contravariant de G. C’est un Og/s-cristal localement libre de
rang h ou h désigne la hauteur de G ([BBMNS&2], Corollaire 1.4.7). Notez qu’avec cette
convention, les applications :

F:E(G)P = &(Q), V:E(G) = EG)W
(ot (-)® désigne le twist par le Frobenius) sont induites respectivement par :

F:G— GW, V:GP @G

Si l'on évalue ce cristal sur I’épaississement (S SN S) on obtient une filtration de Og-
modules localement libres ([BBM&2], Corollaire 3.3.5)

appelée filtration de Hodge. D’apres [BBM&2] Proposition 3.3.7 on dispose d'un isomorphisme
Extys (A, Osyx) = Extys (G, Ogyx)

reliant le cristal de A/S et celui de son groupe p-divisible, compatible aux filtrations de
Hodge respectives. En combinant maintenant avec l'isomorphisme ([BBM82], Proposition
2.5.8) :

Exts (A, Osys)(s—s) = Hyr(A/S)

on retrouve la filtration de Hodge induit par la suite spectrale de Hodge bien connue :
0 — wa — Hig(A/S) — Wi — 0
Toujours d’apres [BBM&2] (Proposition 4.3.10) on dispose d’un isomorphisme :
Wl ~ E(G)(5-5)/F(E(G) &, s)

Les morphismes F' et V' de GG induisent un diagramme commutatif aux lignes horizontales
exactes :

0 wa (oﬁ(G)(s_}S) E— wép — 0
1% VJ Vl

0 wg E(G) gy — (WEp)® —— 0
F Fl FJ{

0 wa E(G)(5mg) — Wiy ——— 0



(»)
G

Les composées verticales sont nulles car égales a p. Puisque F est nul sur wg’ le

morphisme F se factorise en :
F:(win)? — &(G)sss)
De méme V est nul sur wy,p (utiliser que Vi = F4)) donc on obtient une factorisation :
V:E(G)sms) — wd (4.2.2)
Nous aurons besoin de cette factorisation pour définir 'invariant de Hasse primitif dans

la section 4.2.3.2.

4.2.1.2 Module de Dieudonné

Plagons nous maintenant dans le cas ou S = Spec(k) est le spectre d’un corps k parfait
de caractéristique p. On note :

D(G) := Homg(G,CW)

le module de Dieudonné contravariant au sens de Fontaine ([Fon77] ou [BBMS82] Section
4.2). En évaluant notre cristal le long de I'épaississement (W (k) — k) on obtient un
isomorphisme de W (k) module compatible avec F et V' des deux cotés :

g(G)(W(k)—»k) ~ ]D)(G)(p)

(voir [BBMS&2] Théoreme 4.2.14). La réduction modulo p de cet isomorphisme permet,
I'identification de la p-torsion :

Exty(Glp), Og/s) = D(G[p))W ~ (D(G)/pD(G))¥)

olt &xtg s (G[p], Os/x) est le cristal associé au groupe fini plat de p-torsion G[p]. Par
définition & (G) étant un cristal, il commute aux changement de bases et par conséquent
la réduction modulo p ci dessus redonne l'identification bien connue entre le module de
Dieudonné de la p-torsion et le premier groupe de cohomologie de De Rham :

E(G)wk)-rk) Ow) k = E(G) sk =~ Har (A/k)

4.2.1.3 Structure d’endomorphisme

On s’intéresse au cas ot A/S est muni d’'une action de O ot F//Q, est une extension
de degré fini. D’apres [[Far06] on dispose du résultat suivant :

Proposition 4.2.1 ([Far06], Lemme B.1). Soit & un F-cristal en Og)s-modules localement

libre de rang fini sur Cris(S/X) muni d’une action de Op. Alors & est un Og/sx ®z, Op-
module localement libre sur Cris(S/X).

Remarque 4.2.2. D’apres [BBME2] on dispose d’un isomorphisme :
we ~ ExtNG, Ts/s)(5-s)

ot Jg/x: est le faisceau d’idéal & puissances divisées. Or &xt' (G, Js/x) n'est a priori pas
un cristal et donc la proposition ci-dessus ne s’applique pas.
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4.2.2 Déformations
4.2.2.1 Grothendieck-Messing

Nous allons maintenant rappeler quelques résultats sur les déformations des groupes de
Barsotti-Tate.

Soit Sy < S une immersion fermée nilpotente munie d’une structure de puissances

divisées (PD-structure), avec p localement nilpotent. On dispose d’un morphisme sur
le site Cris(Sy/%) :
(So = S0,7) — (So = S.7)

Si 7 est un cristal en Og,/s-module alors par définition on dispose d'un isomorphisme
de Og,-modules canonique :

‘9\(50‘—}5) ®OS OSO = ’92.(50%50)

On note BT(S) la catégorie des groupes de Barsotti-Tate sur S. Soit G € BT(S) un tel
groupe. On note &(G) le cristal associé et G|s, = G xg Sy le changement de base. On
a alors un isomorphisme canonique de Og-module :

(g’(G)(SaS) = g(G|So)(SoHS)

En effet d’'un coté on dispose d’un isomorphisme :

&(Glsy)s05) = E(G)(599)

provenant essentiellement de la définition du cristal &(G) ([PW79], (2.3)). De lautre
coté puisque &(G) est un cristal, le morphisme (Sy — S) — (S — S) dans Cris(S/%)
induit un isomorphisme :

E(G)(s05) ®og Os = E(G)(555)

et le résultat en découle. Cet isomorphisme est compatible aux filtrations de Hodge :

wg —— é‘D(G)(S%S) — g(G‘SO)(So‘%S)

| J

wars, — E(Glsy) (5050 —— E(Glsy)(sp=5) ®os Os,

dans le sens ot le diagramme est commutatif et la ligne du bas correspond a la réduction
de la ligne du haut.

Définition 4.2.3. Soit Gy € BT(Sy) un groupe de Barsotti-Tate sur Sy. Une filtration
Fil! ¢ &(Go)(syss) est dite admissible si c’est un Og-module localement facteur direct
de &(Go)(syss) qui reléve wg, C E(Go)(Sp—50)-

116



D’apres ce qui précede si G € BT(S) releve Gy € BT(Sy) alors wg C &(G)(s8) ~
&(Glsy)(sos) est une filtration admissible. On note DefBT(Sy — .S) la catégorie dont
les objets sont les couples (G, Fil') ot Gy € BT(Sy), Fil' C &(Go)(syss) est une
filtration admissible et ot les morphismes (Go, Fil') — (G}, Fil'") sont les morphismes
Gy — G} compatibles avec les filtrations respectives. On peut maintenant énoncer le
théoreme de Grothendieck-Messing :

Théoreme 4.2.4 ([Mes72] V.1.6). Le foncteur

BT(S) — DefBT(Sy — S)
G — (G|So7 CLJG C g(G|SO>(SO‘—>S))

est une équivalence de catégorie.

4.2.2.2 Applications

Dans cette section nous allons voir comment appliquer le théoréeme de déformation de
Grothendieck-Messing le long de I'immersion fermée k[t] — k, qui n’est pas munie
de PD-structure. Cela nous sera utile lorsque nous voudrons calculer des relations
d’adhérences entres strates de nos variétés de Shimura (voir Proposition 4.2.8).

Soit R un anneaux de caractéristique p et I un idéal tel que I? = 0. On peut munir
I d’une PD-structure faisant du morphisme Spec R/I — Spec R une immersion fermée
nilpotente avec PD-structure. En effet il suffit de poser v;(z) = x et v,(x) = 0 pour
tout n > 2 et tout x € I. Nous allons appliquer cette remarque a la suite d’immersions
fermées :

co = K[/ () = K[/ = K[E]/() = = K[/ () = k

Pour tout n > 1 on note R, = k[t]/(t"), I, = Ker(k[t]/(t”) — k[t]/(t”*1)> et
S, = Spec R,,. Chaque immersion fermée S, _; <— S, est définie par un idéal I, =
(t"~1) /(™) satisfaisant I? = 0. D’aprés ce qui précede on peut donc munir chacune de
ces immersions fermées d’'une PD-structure. Le résultat suivant fonctionne pour tout
anneau R local complet de corps résiduel parfait.

Proposition 4.2.5 ([Lau09], Lemme 2.10). Soit Gy € BT(k) et Fil' C &(G1)@or) @»
E[t] un relevement de wg, C &(G1)k—r) qui est localement un facteur direct. Alors il
existe G € BT(k[t]) tel que :

1. G est un relévement de Gy le long de Spec k — Spec k[t]
2. E(Q) =) = E(G) k) @k k1]

3. we ~ Fil' (via Uidentification ci dessus)
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Démonstration. Nous allons utiliser la théorie des display de Zink et Lau. Posons R =
k[t] et S = Spec R. Notez que se donner un groupe p-divisible G € BT(S) c’est se
donner un systeme compatible de groupes p-divisibles (G},),>1 ou Gy, € BT(S,,) ([Laul4]
Lemme 2.15). Nous allons donc construire pour tout n > 2 un groupe p-divisible G,, €
BT(.S,) satisfaisant les propriétés souhaitées. Puisque pour tout n > 2 l'anneau R,
est un anneau local artinien sur lequel p est nilpotent et de corps résiduel parfait,
on dispose donc d’une équivalence de catégorie BT(S,) = Disp(R,). On note &7, =
(P, Q1, Fi,ViY) le display associé a Gy par Lau ([Laul4], Théoréme A). Toujours
d’apres loc cit, Théoreme A, on dispose d’un isomorphisme canonique entre le cristal
de Dieudonné de G et le cristal associé a &7, par Zink ([Zin02] ou [Laul4]) :

E(Gh) ~D(2)

Le cristal D(&7;) étant défini sur le site Crisaam(R) C Cris(R) des épaississements
avec pd-structure (B — A, d) avec A admissible (i.e. si le nilradical Ny est « bounded
nilpotent » et que Ryeq = R/N est un anneau parfait de caractéristique p), 'isomorphisme
ci-dessus est un isomorphisme de cristaux sur le site Cris,gm(R) et on fait ici 'abus de
notation d’également noter &(G;) la restriction du cristal &(G1) au site Crisyam(R).
En particulier en évaluant sur I’épaississement tautologique (S; — Si) on obtient un
isomorphisme canonique de R;-modules :

g(Gl)(Sl—%SH) ~ P Qw(ry) 1 (4.2.3)

D’apres la remarque précédente, Ry — R; est muni d’'une PD-structure nilpotente,
et par conséquent se donner un relevement &, € Disp(Rs) de &7 c’est se donner un
relevement Fﬂé) C D(P1) (Ry—py) (voir [Laul4], Corollaire 2.10, ou [Lau09] Lemme 4.2).
On pose P, = P; ®@w(r,) W(R2) (notez qu’'on dispose pour tout n > 2 d'un morphisme
Ry — R,). D’apres [Laul4], Section 2.6, on a par construction du cristal D(Z?;) un
isomorphisme :

D(21)(Ry—Ry) = P2 @w(ry) Ra = P1 @w(r,) Ra

Via l'isomorphisme (4.2.3) on obtient :
6@(G1)(5’1—>5’1) Qp, Ro ~ ]D)(gzl)(lb—»Rl)
On définit le relevement de la filtration de Hodge de &7, comme étant :
Fﬂé) = Filt ®pr Ry C éa(G1>(Sl_>gl) XR, Ry ~ D<,@1)(R2_»Rl)

Ce relevement définit une display &7, € Disp(Rs) et donc un groupe p-divisible Gy €
BT(.S2). On dispose de nouveau d’une identification entre cristaux &(Gy) ~ D(Ss).
Puisque G5 est un relevement de G le long de S7; < S5 on a :

E(Ga)(sy-50) = E(G1)(5,5)
~ D(P1)(RyR1)
~ E(Gh)(s1-9) Or, 2
~ & Rr Ry
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olt I'on a posé & = &(G1)(s,-s,) @r, R. On continue le processus par induction en
posant pour tout n > 3 :

Pn = P1 ®W(R1) W(Rn)a Fﬂ%n) = Flll ®R Rn C D('gznfl)(Rn_”Rnfl)

ce qui nous fournit a chaque étape un display &, € Disp(R,,) et un groupe p-divisible
G, € BT(S,) satisfaisant les équations :

wa, ~ Fﬂ%n), E(Gn)(suss,) = & Qr Ry,

Par passage a la limite on obtient un groupe p-divisible G € BT(S) satisfaisant par
construction :

=

g(G)(S—)S) ~ i £®R Rn ~ &

—
we ™~ LiinFil%n) ~ LiLnFﬂl ®r R, ~ Fil!
ce qui démontre les points (1), (2), (3). O

Remarque 4.2.6.

1. En fait la proposition ci-dessus est une reformulation en termes de cristaux de
Dieudonné des lemmes 2.15 et 2.16 de [Laul4]. Cette reformulation est possible
grace a l'identification entre le cristal de Dieudonné &(G) et le cristal associé a un
display D(Z). Nous aurions tres bien pu nous passer de la théorie de Dieudonné
cristalline et simplement utiliser la théorie des displays.

2. L’'un des apports de la théorie des displays dans la preuve ci-dessus est qu’elle
rend explicite le calcul du faisceau &(Gy)(r,..,—r,) : il suffit de prendre n’importe
quel &, 1 qui releve le display &2, (voir [Zin02] Théoreme 3). Cela découle du
fait que le morphisme de « frame »(Zg, /g, — Zr,) est cristallin (voir [Laul4]
Proposition 2.8). Dans la preuve ci-dessus a chaque étape nous avons défini la
display &, 11 comme étant le changement de base de &, le long de la section
Ry — R, 1. La proposition ci-dessus n’est donc qu'un passage a la limite d'un
fait bien connu.

Enoncons pour finir un lemme dont nous aurons besoin dans la section 4.2.3.2 :

Lemme 4.2.7. Soit Sy = Spec R/I < S = Spec R une immersion fermée telle que
I? = 0. Soit Gy € BT(Sy) un groupe p-divisible sur Sy. Soit Fﬂ%l), Filé) C E(Go)(sy—5)

deux filtrations admissibles. Dans £<G0)E?O;>S) on dispose de l’égalité :
(Fil{y))® = (Filfy))®

(p

G

En particulier le faisceau w ) ne dépend pas du reléevement G € BT(S).
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Démonstration. C’est un simple résultat d’algebre commutative. On pose M = &(Go)(sys5)-
C’est un R-module. Puisque & est un cristal on dispose de I'identification & (Go) (s,—s0) =
M/IM. Soit donc Ny, Ny C M tels que N;/IM = Ny/IM. On veut montrer que
N® = NP c M ®po R ot 0 : R — R désigne le Frobenius. Mais c’est clair puisque
0=IM®P C M ®p, R (voir que im® 1 = m ® o(i) et que o(i) = 0 car par hypothese
I’ =0). O

4.2.2.3 Relations d’adhérences

On termine cette section en par un résultat dont nous aurons besoin par la suite
lorsque nous nous intéresserons aux relations d’adhérences entre strates de nos variétés
de Shimura. Ce résultat est certainement bien connu et est notamment utiliser dans
[BH22a] (Preuve du théoréme 4.11) mais a défaut d’avoir trouvé une preuve, nous allons
en proposer une ci-dessous.

Proposition 4.2.8. Soit X un un schéma noethérien de caractéristiquep > 0 etY C X
un sous schéma localement fermé. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1.xeY
2. 1l existe y € Y tel que y ~ x

3. Il existe une extension de corps k/k(x) et un morphisme de schémas Spec k[t] —
X qui envoi le point fermé sur x et le point générique sur y.

Démonstration. (3) = (1) découle de la continuité du morphisme. (1) = (2) découle
du lemme 4.2.9 ci dessous et du fait que I'espace topologique sous-jacent a un schéma
soit sobre et qu'un espace topologique noethérien sobre soit spectral (dans un espace
topologique noethérien tout sous-ensemble est quasi-compact). Montrons que (2) =
(3). D’apres le lemme 4.2.10 ci dessous, il existe un anneau de valuation discrete R
satisfaisant les propriétés du point (3). Le théoréme de structure de Cohen nous assure
que R ~ k[t] ot R désigne la complétion le long de I'idéal maximal m C R et k = R/m
désigne le corps résiduel. Le morphisme Spec R — X satisfait les propriétés souhaitées.

m

Lemme 4.2.9. Soit X un espace topologique spectral, et Y C X wun sous ensemble
constructible. Alors o
Y= {y}

yey
Démonstration. Voir [Stal8] Lemme 5.23.6. O

Lemme 4.2.10. Soit X un schéma noethérien et y ~ x une spécialisation. Alors il
existe un anneau de valuation discrete R et un morphisme Spec R — X qui envoie le
point fermé sur x et le point générique sur y.

Démonstration. Voir [Stal8] Lemme 28.5.10. O
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4.2.3 Invariant de Hasse partiels

Suivant les travaux [RX14],[BH16], nous allons maintenant définir les invariants de
Hasse partiels pour les modeles entiers de Pappas-Rapoport. Comme nos résultats ne
concerne que le cas Hilbert, nous allons uniquement définir ces invariants de le cas de
donnée ot le cocaractere de Hodge pu satisfait r, = 7y est constant pour tout ¢ €
Homyg, (F,Q,). Le lecteur intéressé par le cas général pourra consulter [BH16].

4.2.3.1 Invariant de Hasse classique

Soit G un groupe de Barsotti-Tate sur un schéma S de caractéristique p. Le Verschiebung
Ver : G®) — @ induit un morphisme :

Ver® : wg — wg’ )
En prenant le déterminant de ce morphisme on obtient une section
Ha(G) € H(S, (det wg)®P~Y) (4.2.4)

appelée invariant de Hasse. On a alors la proposition bien connue suivante :

Proposition 4.2.11. Soit G un groupe p-divisible sur un corps k de caractéristique
p > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. G est ordinaire
2. On a Uégalité de polygones Newton(G) = Hodge(G)
3. Ha(G) est inversible
Démonstration. Voir [Kat79] section 1.6 par exemple. O
En d’autres termes 'invariant de Hasse permet de comparer les polygones de Newton
et de Hodge de G.
4.2.3.2 Invariants de Hasse primitifs

Soit (G, ¢) un groupe p-divisible sur S muni d’une action ¢ : O — Endg(G). On dispose
de décompositions :

E(G) = @ Ep, wg = @ Wy

¢:Fnr—>@p @:Fnr%@p

On suppose que (G, ) est muni d’une filtration de Pappas-Rapoport pour la donnée y,
i.e. d'une filtration pour tout ¢ € ¥ = Homg, (F,Q,) :
() M~ ... (e) —
0=w, Cuw,’ C Cwy’ = wy

telles que pour tout 1 <17 <e:
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° wg) est localement un sous-Og-facteur directe de w,
® T - wg) - wg_l)
o les gradués wg) /wg’l) sont localement libre de rang 7.

Cest le cas par exemple si G provient d’'un S-point de Sh{7' ..

Pour tout 2 < i < e on définit I'application Mg) comme étant la multiplication par
m au niveau des gradués :

Mg) : wg)/wgfl) — wg(;*l)/wg*?)

Ce morphisme induit une section appelée invariant de Hasse primitif :

©

(G € B 5.t (w072 @ et (1)

Puisque 'on a supposé que r, = o pour tout ¢ € Homg, (F, @p), on a d’apres 3.3.13
que la strate KR maximale de Shgj Kr) ® k coincide avec le lieu de Rapoport, c¢’est-a-
dire le lieu ot le faisceau w¢ est localement libre en tant que Op ®o,, Os-module. La
proposition suivante montre que les invariants de Hasse primitifs permettent de détecter
cette strate.

Proposition 4.2.12. On suppose que S = Spec k. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Hodge,(G,t) = (e,...,€,0,...,0) = PR,(p)
2. mg)#Opourtout2§i§e
3. wy, est un Op @z, k-module libre de rang r.

Démonstration. L’équivalence entre (1) et (3) a déja été vu 3.3.13. Supposons (2).

Soient vy, ..., v, € wfpe) des vecteurs tels que leur réduction forme une k-base du gradué
wl Jwle=Y. Par définition des invariants de Hasse primitifs (vy, ..., vy,) est une Op ® k-
base de wgf). O]

Par ailleurs il découle de (4.2.2) que le Verschiebung V : G® — @ induit une
application :
Vi &y — w?, = (w(e) 2

o1y o~ lp

et donc On consideére la composée :

e— VﬁP e e—
Eolr] = 6,/ E,[n* Y] =5 (Wl fwlT)®)
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Autrement dit si z € &,[n] il existe y € &, tel que z = 7! -y et on lui associe

alors V,(y). En restreignant ce morphisme & wg’)@ C &,[n] on obtient finalement un

morphisme :
Hay : wl — (wl, /i3 ))®) (4.2.5)

et donc une section

o1y

e e— ® -1
ha,(G) € H" (S, det (w((j,)lw/w( 1)) P 2 det (wfj)) )
Cette section est appelée est également appelée invariant de Hasse primitif.

4.2.3.3 Invariant de Hasse partiel

Le Verschiebung de G induit également une application au niveau des gradués :

i i)/ (i— i i—1
Vw() : wé)/wfp n_ (w(gzl@/wﬁ,l(z)@p

et donc une section

, - , . . —1
vf;) c H (S, det (wé’llw/w“_l))@p ® det <wg‘)/w$_1)) >

oLy
appelée invariant de Hasse partiel.

Remarque 4.2.13. Les invariants de Hasse partiels ont d’abord été introduits dans le
cadre non ramifié par Goren et Oort dans [GO00]. Dans ce cas il n'y a pas de filtration
de Pappas-Rapoport et il découle directement des définitions que l'on a ’égalité (cf.
[GOO00] Théoreme 2.1)

Ha(G) = [J v, € H(S, (det wg)®®~V)
©
Les invariants de Hasse partiels « factorisent » donc l'invariant de Hasse classique, ce

qui justifie leur appélation.

Il découle des différentes construction que 'on a 1’'égalité pour tout 2 <i < e :

Vsp(i) = (Méi+1))(p) o... (Ms(pe))(p) o Ha, o MS) 0--:0 Mg) (4.2.6)
Les invariants primitifs ha,, mg), e mgf) factorisent donc les invariants de Hasse partiels.

Pour uniformiser les notations on définit mfol) := ha,,. L’équation (4.2.6) montre que les
invariants primitifs permettent de tester l'ordinarité de G :

Proposition 4.2.14 ([BHI16]). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. G est ordinaire.

2. Pour tout ¢ € X" et tout 1 < i < e la section mg) est inversible.

Remarque 4.2.15. La proposition précédente reste valable pour une donnée & plus
générale comme 'on montré Bijakowski et Hernandez dans [BH16], mais il faut alors
prendre le lieu p-ordinaire et redéfinir les invariants de Hasse primitifs. Comme nos
résultats concernent uniquement le cas Hilbert, nous n’aurons pas besoin de ces travaux.
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4.3 Travaux de Xu Shen et Yuqiang Zheng

Dans la section précédente nous avons défini les invariants de Hasse primitifs et vu qu’ils
permettait de détecter le lieu p-ordinaire. Dans le cas non ramifié, chronologiquement,
les invariants de Hasse ont été définis apres la stratification EO, dans 1'objectif de
pouvoir détecter les strates EO [Box15b]. Dans le cas ramifié, les invariants de Hasse
primitifs ont été définis avant les stratification EO des modeles Sh{y' .

Etant donné que la stratification EO des modeles de Pappas-Rapoport a déja été
définie dans [S722], je vais ici tenter d’expliquer pourquoi leur définition est tout a fait
naturelle. Ces explications constitues ma stratégie initiale pour la construction d’une
stratification EO des modeles de Pappas-Rapoport.

Pour simplifier plagons nous dans le cas d’'une donnée Z de type Hilbert-Siegel i.e.
d’une donnée de type (C) (3.2.2.1). On peut supposé que la donnée PEL est simple ie
I = {#}. Soit donc S un schéma sur k et (A, 1, A, 7", w) € Sh{7 1) (S). On note G = A[p]
le sous groupe de p-torsion. On conserve les notations de la section 2.4. Comme nous
I’avons-vu en 2.4.8 localement il existe un isomorphisme de Og-module :

J

l — -1 -1 l
TP =7t (wf7) fwf Y = AP = A @, 0 Os

ol <p§ : O — Ok est un plongement (avec une numérotation fixée en 2.4). A partir de
maintenant on note pour tout (,7,1) :

plit _ 0 O _ A
MPY = @ D My, M=

1<I<e 1<j<f

L’idée est cette décomposition devrait étre ’analogue de la décomposition du module
de Dieudonné de A[p] dans le cas non ramifié :

M(G) = @ M,
¢:F—>@p

On définit le réseau :
lit . O]
AP = B P A
1<i<e 1<5<f

et on note G le groupe des automorphismes (compatibles avec la donnée 2). Par
construction le groupe G*PU* est réductif car c’est le produit des groupes réductifs
associés aux Ag.l) (l'action de O est triviale sur Agl)). Si 'on fait ’abus de notation
de noter G = Resp,,/z,H (voir 3.2.2.1) alors en fibre spéciale on a :

gl{ = Res(n[u}/(ue)/ﬂ?p H7 gZplit — ReS,{/FP H¢

le groupe G se comporte donc comme si la donnée était non ramifiée. D’apres ce qui
précede le faisceau :
split split
Isom (M"PH ) ASPHY)

124



spht

lit :
PP _torseur sur ShER (7 xn ®@k. On aimerait donc trouver une structure de G;”"-zip

est un G,
sur Mt Pour poursuivre dans cette direction, il faut donc définir des morphismes F
et V sur M1t 1’idée est alors de définir F et V de sorte a ce que les invariants de Hasse
primitifs mesurent la position relative des filtrations sur le « module de Dieudonné »
M. On distingue deux situations :

e Pour tout 2 <[ < ¢; le module M;l) est muni de deux filtrations :

OO =)D MO, DY () D € MO

. : . ! . .
Par construction les invariants mg-) mesurent la position relative de ces deux

filtrations. On définit pour tout 2 <[ < e le morphisme :

vO MY — pmY

J
r+—> T

(1-1)

et le morphismes Fj(l) MY 5 M J(l) comme celui induit par I'inclusion ﬂfl(wj

J
W‘l(w](-l)). Par construction on a les égalités :

Ker(V\") = DY = m(F"),  Ker(F\") = " = tm(V,")

e Pour [ =1 on dispose de deux morphismes :
@ . s () @ . e e9)
x— V(r' %) x+— F(x)

qui sont respectivement o~ !-linéaire et o-linéaire. Le probléme est qu’en général
Ker(Vj(l)) # Im(Fj(l)). La solution trouvé par les auteurs dans [S7Z22] est la
suivante : il existe un isomorphisme canonique

1 1
g;: MY — MY

qui envoi Ker(Vj(l)) sur Im(F-(l)).

J

On s’intéresse donc au triplet (M, F,V) ou F et V sont les sommes directes des
morphismes définis ci-dessus. On aimerait pouvoir donner une structure de QSpht-zip
sur cette donnée, le probleme est que les morphismes F et V' ne sont pas o-linéaire

resp. o~ !-linéaire en général. Notons P le cocaractére :

spht . H,u]l) G N gspht
]’

On note (P, P_) les sous-groupes paraboliques induits, (U_, U, ) les sous-groupes unipotents

induits et L = P, N P_ le sous-groupe de Levi. On notera (ASpllt Co, Do, o, 1) le GP-
zip de type pP1 trivial. D’aprés tout ce qui préceéde on a la proposition suivante :
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Proposition 4.3.1 ([SZ22] Proposition 3.8). On considére l’isomorphisme de groupe :
©: gsplit N gsplit
(gla"-age) — (g%"')geagf)
Alors :

1. I := Isom (M1t AP est un GIPY_torseur sur Shig} gn @ k
2. I, :==Isom(0 C C C M*™t 0 C Cy C AP est un P, -torseur sur Sh@R’Kp) ® k.
3. I :=TIsom(0 C D C M*",0 C Dy C AP™) est un P?-torseur sur Shiy! gy @ k.

4. Il existe un isomorphisme L?-équivariant v : (I, /U, )? ~1_JU?
Démonstration. Découle des définitions en observant que les seuls morphismes o-linéaires
ont pour indice [ = 1. O

spht

Pour obtenir un objet de GiP'-Zip®™™), I'astuce trouvée dans [S722] est de considérer

le morphisme de groupes :
SOI . gsplit N gsplit
(917 s 798) — (gevgzlj s 79571)

Ce morphisme satisfait p o ¢’ = ¢’ 0 p = 0. Par conséquent I¥" est un Po-torseur sur
ShiR (7.k0) @k et on déduit du point 4. en faisant le changement de base (:)¥" I'existence
d’un 1somorphisme ;

(LU ~ 17 )W
La donnée (I, 1, If/, L‘P') nous fournit un morphisme de champs algébriques sur k :
Cbpllt . Sh(@ K?) ® k— g3pht (Mspht) (431)

Comme dans le cas de bonne réduction, les auteurs définissent la stratification EO
comme la stratification induite par le morphisme ¢**'*. 11 montre alors que c’est un
morphisme lisse (la preuve est identique au cas non ramifiée), et donc que cette stratification
est une bonne stratification.

4.4 Stratification de type EKOR : le cas Hilbert

On se place désormais dans le cas d’'une donnée Z de type Hilbert simple (c’est-a-dire
d’une donnée de type (C) avec g = 1 et [ = {x}). On dispose de deux morphismes de
champs algébriques :

Sthp)®k:

2

spht “Zip [MgR/gk}
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La fleche de gauche correspond au morphisme (4.3.1) construit dans [S722] et induisant
la stratification EQO, et le second est le morphisme induit par le diagramme de modele
local (2.5.1) induisant la stratification KR. Dans la section 3.5.3 nous avons calculé les
Gr-orbites dans MER. Comme le montre le tableau 3.5.3, dans le cas e = 4 les invariants
m®, m®, m® ne permettent pas de détecter chaque orbite. Le morphismes ci-dessus
donnent donc lieu a des stratifications différentes. Il est naturelle de se demander si la
stratification « produit » :

Shipm@k= " I Sew»  Sew = (") )N @) (w)

(z,w)EEO X (10)

est une bonne stratification et si oui quelles sont ses relations d’adhérences entre strates.
Bien sfir ici on demande a ce que le nombre d’orbites dans MER soit fini, ce qui inclut
les cas e < 5 (voir 3.5.8). Nous allons répondre a cette question dans le cas Hilbert. On
commence par la remarque suivante :

Proposition 4.4.1 ([S722] Exemple 4.4). Dans le cas Hilbert la stratification d’Ekedahl-
Oort de Sh](ngp) ® k coincide avec la stratification induite par les invariants de Hasse
primitifs.

Cette proposition est I'analogue du fait que dans le cas Hilbert non ramifié les
strates sont indexées par le groupe de Weyl (Z/2Z)" et que les invariants de Hasse
partiels permettent de détecter chacune de ces strates. En d’autres termes du point de
vu de la stratification EO dans le cas non ramifiée les variétés de Hilbert se comporte
comme un « produit » de courbes modulaires.

Cette proposition va nous permettre de montrer le théoreme suivant :

Théoreme 4.4.2 ([Ber23]). On suppose que P est une donnée de type Hilbert et que
pour tout i € I on ai e; < 4. Dans ce cas la stratification :

Shigin®k= " I Sew
(z,w)EEO X (10)

est une bonne stratification : les strates sont non vides et pour tout (z,w) € EO x o7 ()
on a la relation d’adhérence :

Sewy = L St

(2" w")<(z,w)
ou (2, w') < (z,w) si et seulement si 2’ < z et w' < w.

Démonstration. Pour les cas e < 3, il n’y a rien a montrer car dans ces cas la stratification
EO de Shfg”’ Kxv) €st plus fine que la stratification KR de Sh?gj Kp)- D’apres la proposition
précédente et le tableau (3.5.3), si « € S, ), le couple (z,w) est entierement déterminé
par les invariants

(ma(x), ma(x), ms(x), ma(z), Hodge(z))
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En d’autres termes la stratification ci-dessus peut se réécrire :

Sh(@ KPr) ® k= H Sl(uml) H Sw

wE (o) we (o)

ot SU™) (resp. S,) est le lieu de SP® on my est nul (resp. inversible). Soit w' < w
deux éléments de o7 (1,). Pour prouver le théoreme, il suffit de montrer les assertions

suivantes :
1. Siz e S,, alors il existe y € S,, tel que x € @

2. Si x € i) alors il existe y € S, tel que x € {y}.

3. Size S alors il existe y € S(™) tel que z € {y}.

La premiere condition est évidente car la condition « m; inversible » est stable par
générisation. Il suffit donc de montrer les assertions (2) et (3).

Assertion (2) Nous allons montrer que 'assertion (2) est vraie sans hypothese sur
I'indice de ramification e. Soit donc z € S(™) un point définit sur un corps k(z).
Pour ne pas alourdir les notations, on notera k = k(x) ce corps. On note & le cristal
associé a x. Nous allons construire une déformation sur R = k[t] de ce cristal telle
qu’en fibre générique on ait m; # 0, et sans que les autres invariants ne soient modifiés.
Soit .FW = F((wE)®)) o wet) = 7=1(wle=V). D’apres [1Bij16] Proposition 3.12,
il existe un isomorphisme

S/ FD = (w® fute1) P
faisant commuter le diagramme suivant :

wV) —— &[]/ F W

N

() futeD) )

ol le morphisme du haut est celui induit par I'inclusion w) C &[r]. Puisque les gradués
sont de dimension 1, la condition m; = 0 est ec%ulvalente a 'égalité w® = ZO dans

&[r]. Dans tout ce qui suit on notera &), 7, n),w (n) €tc les objets définis sur R, =
(1)

k[t]/(¢"). D’apres le lemme 4.2.7 on dispose d'un relévement .7,/ sur B> qui ne dépend

pas du choix des relévements w((gg et wg; Y sur R,. Soit AEB C--C Ag;) la filtration

(1) (e)

associée a 0 C Wiy C -+ Cwyy via 3.2.3. Comme pour la preuve de 3.4.1, on fait ’abus

de notation de voir cette filtration comme un élément de C}H.(Rl). Soit (g1,--.,9) €
GL2(R1((w))) tel que :
1 1 0 e
A =gi- ALY, AL = A
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Soit A o) le Ry [u]-réseau associé a J( ) On définit
)
i+1 i 1)
AEQ—)‘F ) = Gi+1 - AEl))v AEQ) 7é Ag(l)

ou chacun des g;41 € GLa(Ra((w))) est vu ici via la section Ry — Ry et A&g désigne
n’importe quel Ry[u]-réseau relevant AEB et satisfaisant la condition Agg # A - Si on
7@
note gz € GLa(R2((w)) le lacet définissant A .« alors il suffit par exemple de choisir
&)
Agg = (g9 97) - uNy avec g € GLy(Rz[u]) relevant 1 € GLy(R;[u]) et g # 1. Par

réduction modulo (u®) on obtient une filtration 0 C wglg C - C wgeg satisfaisant

;é J . On continue le processus par récurrence sur n > 2. Supposons donnés

co“’(n),w((ig etc sur R,. On définit alors la déformation sur R,,;; comme étant (avec les

notations similaires au cas n = 2) :

(i+1) _ (4) (1 ENCY
A(n+1) = Git1 - A(nJrl)’ A(n+1) ®Rn+1 R, = A(n)

ol An (n+1) désigne n’importe quel relevement de A sur R,.,. Cette propriété de

relévement nous assure que la condition A 1) #+ A¢<1) est satisfaite (car elle l'est
(n+1)
apres réduction a R, ). De nouveau apres reductlon module (u°) on obtient une filtration

(e)

0cuwV c.C Wina1) SUT Ly satisfaisant W((n+1 #+ f(n+1) On obtlent par
1)

(n+1)
passage a la limite une filtration 0 C Wiy € +++ C wg )) qui satisfait w 7é J . Par
Gronthendieck-Messing et Serre-Tate ce processus nous fournit un morphlsme

SpecR—>Sh9Kp ® k

Par construction le point générique y € Spec R satisfait m;(y) # 0. Par ailleurs
puisque l'on a utilisé les mémes éléments gy, ..., g. € GL(R[u]) pour construire cette
déformation, il en découle que x et y sont dans la méme strate KR. Le point y satisfait
donc les propriétés souhaitées.

Assertion (3) Soitx € Syl). L’invariant w’ est entierement déterminé par le quadruplé
(Hodge(z), ma(x), mg(x), my(z)) (voir (3.5.3)). Notons 7 = {mg,m3,my}. Si A €
Admpg(p) et T'C 7 on notera (A, 1) € o7 (jte) 1'élément induit via le tableau (3.5.3).
Par définition :

NTh=vw<w=\NT) & N<AetTcCT

Notons w’ ()\’ T") et w = (A, T). Puisque la stratification EO est une bonne stratification

il existe y € S ) tel que z € {y} (voir 4.2.9), ou 7 € Adm () est un élément a priori

indéterminé. On a gagné si 7 = A. En analysant le diagramme (3.5.3), on trouve que

les seuls cas qui posent problemes sont :

(’I’)’L ;12,1 7m4 (m 7m') (m P mi,m.
Seay T C S, S2.2) Y C5311) Y

Nous allons montrer ces relations d’adhérences séparément.
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mi,mas,m3,m mi,ms . mimo,m3,m 1
1. 5221) 2mama) o 5(25) 2 S/01t .S.G S((2721) : 3/ 4).ej: 0C Wé1; C w(( )) C w(( )) C w(( ))
la filtration associée. Par définition on a les égalités :

1 1 2
o = 9((1))’ Wflg = &y
G _,-17,0) 4 1, (2 _

winy = U (W) Wy = (@) = ]

On fixe des bases : o " Y o o
1 1 1) (@2 2

<U(1)> = w(l)’ <U(1),’U(1)> = w(l)
Comme dans la preuve de l'assertion (2), d’apres le Lemme 41.2.7, on dispose d'un

relévement % (2) de J()) sur Rs. On fixe un reléevement v((;)) sur Ry de v((i)) tel

que J((Q)) = <U((2;> et un élément o) € uil(ﬂ((gl)))\éa(g) [u]. On choisit également

un élément U(Q) € &2)[u] qui releve vg; On définit alors la déformation sur Ry
comme suit :

1 1 1
= on s = (i) =28
2 1 () (3) -1¢,,(1) (4)
Par construction on a bien u - (v ((2; + tagg)) # 0. On continue le processus par

récurrence sur n > 2 . Supposons donnés &, ((ng etc sur R,,. D’aprées le lemme

4.2.7 on dispose d'un relevement canonique ,@ (nt1) SUT R, 1. On définit la déformation
sur R, 1 comme suit :

W 1)
éﬂ(n-ﬁ-l) = éa ®R1 Rn+1 (n+1) z/,((n'i‘l)

3 _ 1 (4
w((n)—i—l) =u l(w((n)-s-l))a w(n)—i—l) = (ga(n-&-l)[uQ]

et on prend n’importe quel relevement wgn)ﬂ) C u’l(ﬁ&lil)) de w((z)), la condition
W((721)+1) # &ny1ylu] étant assurée par cette propriété de relevement. Comme dans

le cas de I'assertion (2) on obtient par passage a la limite un élément y € S((;n 21)’m3)

qui satisfait les propriétés souhaitées.

2. S((ml)’m C S5, Soit 7 € S35 et 0 C wl) € ) € W € W la filtration
associée. Par définition on a les égalités :

1 1 (3 1 (4
W((l)) = y((l))7 c"(1)) =u (W((1§)» W(1)) = g(l)[lﬂ]

Soit 0(4)) € w((l) tel que w((l)) = wg’)) D <v((4)) Comme dans la preuve de ’assertion

(2), d’apres le Lemme 4.2.7, on dispose d’un relevement J(Q) de J ) sur Ry. On
définit la déformation sur R2 comme suit :

1 1 3 1
by =& Om e wy =Ty oy = (W)
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Ensuite on choisit un élément o) € u‘l(w((;’)))\é"(g) [u?] et un élément vg)) €
ufl(w((;’)) N &2)lu] qui releve v((f)). On définit alors :
(4) (3 4
Wiy = Wiy ® (v(y) + o)
On continue le processus par récurrence sur n > 2 . Supposons donnés &, w((fg

etc sur R,. D’apres le lemme 4.2.7 on dispose d'un reléevement canonique J( )

(n+1)
sur R,.1. On définit la déformation sur R, ; comme suit :
_ 1) 1) 3 _ . -1..1)
éa(n-i-l) =& ®R1 Rn+17 w(nJrl) Lg\(nJrlﬁ w(n+1) =u 1<w(ﬂ+1))

et on prend n’importe quel relevement w? (4) )- Les propriétés w®? ) #*

(n+1)r Y(n+1 (n+1
Ent1)lu] et wgilrl) # Enyn)[u?] sont assurées par cette propriété de relevement.
Comme dans le cas de 'assertion (2) on obtient par passage a la limite un élément
y €Sy (ml ™) qui satisfait les propriétés souhaitées.

Nous allons maintenant montrer que les strates sont non vides. D’apres les calculs
de déformations précédents il suffit de montrer que la strate fermée S (;n 21)’m2’m3’m4) est

non vide. Nous allons utiliser les travaux de Goren et Andreatta [AGO3]. Soit x € S&ag
(la strate KR deShn;pr) donnée par le polygone de Hodge (2,2)) un point défini sur un
corps k algébriquement clos et GG le groupe p-divisible associé. D’apres la Proposition
4.10 de loc cit il existe une base (e1,e2) de &(G) telle que la filtration de Hodge soit
donnée par :

wa = (uler, u’ey)

et que le Frobenius soit donné dans cette base par :

u™  cu?
F= <u2 0
oum >2etcée (Op®k)*. On définit la filtration de Pappas Rapoport comme suit :

w = (Pey), w?® = (Wler,ues), wW® = (Wejues), W = (uler,u’es)

Cela définit un point & € Sh(9 kv)- Un simple calcul montre que pour cette filtration
on a:

FU = Fu ™ (w®)P) = (cu’ey)

En particulier w® = .Z et par conséquent m, (%) = 0. Il est également simple de voir

ml,ﬂm m3,my)

que ma(%) = m3(Z) = ma(Z) = 0. Par conséquent = € S, et cette derniere

strate est donc non vide.

[]

Remarque 4.4.3. Le théoreme ci-dessus nous dit essentiellement que I’on peut inverser
I'invariant m; sans toucher aux autres invariants et réciproquement. Ce qui est assez
surprenant dans la preuve de ce théoreme c’est que I'on change une donnée o-linéaire
(I'invariant m;) via une déformation d’une donnée linéaire (filtration de Pappas-Rapoport).
C’est le Lemme 4.2.7 qui rend ce processus possible. Si nous avions voulu déformer
directement sur k[t], il aurait été difficile de calculer le faisceau .7 ().
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Dans la preuve de ce théoreme, étant donné que 1’assertion (2) est vraie sans hypothese
sur l'indice de ramification, nous avons utilisé le fait que e = 4 uniquement pour prouver
l'assertion (3). Il est donc naturel de faire la conjecture suivante :

Conjecture 4.4.4. Le théoréme /./.2 est vrai dans le cas e = 5.

Pour des indices de ramification e > 6, il n’est pas clair si la stratification KR
de Sh(PngKp) possede un nombre fini de strate et si c¢’est une bonne stratification, la
conjecture ci-dessus n’est donc pas bien définie pour de tels indices.
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Chapitre 5

Modeéles locaux et diamants

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser aux modeles locaux dans le cadre des
travaux de Scholze-Weinstein [SW20] en géométrie de Hodge p-adique. Soit & une
donnée PEL et K une structure de niveau. On note (G, u) la donnée associée. Dans
leurs travaux les auteurs définissent une immersion fermée du (v-faisceau associé au)
modele local naif dans une grassmannienne affine de type Beilinson-Drinfeld :

LSW : Mr(lgi’)o — Grg,sdeE (501)

Contrairement au cas schématique ot nous avons construit une immersion fermée de
la fibre spéciale dans une grassmannienne affine locale classique (3.2.3, 3.2.10), le
morphisme construit par Scholze et Weinstein est au dessus de (du v-faisceau associé a)
Op, c¢’est-a-dire en niveau entier. Pour le modele local de Pappas-Rapoport Mfgpju) nous
avons construit une immersion fermée de sa fibre spéciale dans un produit de convolution
de grassmanniennes affines. L’objectif de ce chapitre est de construire pour les modeles
locaux de Pappas-Rapoport un analogue du plongement de Scholze-Weinstein (5.1.1),
c’est-a-dire un plongement en niveau entier pour les v-faisceaux associés aux schémas
MFQF}AL)'

L’objectif de ce chapitre est également de manipuler les différents outils développés
en théorie de Hodge p-adique dans [SW20] et [FS21], avec des exemples trés concrets
provenant des modeles locaux des variétés de Shimura. De nombreux rappels seront
donc fait tout le long du chapitre pour faciliter la lecture.

5.1 Présentation du probleme

5.1.1 Modéle local naif

Plagons nous dans le cadre d’une donnée (G, i) = (Reso,/z,GLy, 1) ou F/Q, est une
extension finie. Supposons pour simplifier que le corps réflexe est £ = Q,,. Dans [SW20]
les auteurs définissent une immersion fermée du (v-faisceau associé au) modele local
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naif dans une grassmannienne affine de type Beilinson-Drinfeld :

SW . naif <>
t ) M(Res@F/ZPGLn,y.) ? Gr(ResoF/ZpGLn,Spd Zp) (511)

Le faisceau Gr (ges 02, GLi,Spd Z,) paramétrise des modifications de Resp,,/z, GL,-torseurs
sur un espace analytique Yz, = Vo) construit dans [SW20]. Si S = Spa(R,R")
est un espace perfectoide affinoide de caractéristique p et @w € RT est une pseudo-
uniformisante, alors

Yz, = Spa W (RT)\V([w])

(voir section 5.3.2 pour plus de détails). Dans [PRO2] (voir aussi 3.2.3) les auteurs ont
construit une immersion fermée de la fibre spéciale du modele local :

Lna'l'f . Mna'if ®Zp ]Fp s GrGLn (512)

’ (ReSOF/ZpGLml/'-)
On ne peut pas directement comparer (™! et la fibre spéciale de SV car ces deux
morphismes ne sont pas dans la méme catégorie (:5V est un morphisme de v-faisceaux).
On peut cependant remarquer que les deux grassmanniennes affines d’arrivées ne sont
pas pour les mémes groupes. En ce sens I'immersion fermée (SW
« prolongement » sur Spd Z, du morphisme (it e

LSW | SpdF, % (Lna'l'f) &

n’est donc pas un

Dans ce chapitre nous allons construire une grassmannienne affine de type Beilinson-
Drinfeld notée Grey,, GL,spdz,) paramétrant des modifications de GL,-torseurs sur
'espace analytique Vo, (version sur O de I'espace Vz,). Cette grassmannienne affine
nous permet de construire une version « v-faisceautique » du morphisme (**¥, c’est-a-
dire une immersion fermée de v-faisceaux sur Spd7Z, :

naif naif,<$>
; ' (ReSOF/ZpGLm“') Gr(yOFvGanspd Zp) (513>

v

Cette immersion fermée permet notamment de travailler avec le groupe GL,, qui est
réductif (contrairement au groupe Resp, 7z, GL, qui n’est pas réductif si F/Q, est
ramifiée). Ce sera un point important lorsque nous voudrons calculer I'image de cette
immersion fermée.

5.1.2 Modele local de Pappas-Rapoport

Comme nous 'avons vu au chapitre 3 si 'extension F'/Q, est non ramifiée le schéma

na'l'f 9 . . A o .
(Resoy /2, Gl pie) 1 est pas lisse. Soit K un corps contenant la cléture galoisienne de

F, d’anneau d’entier Ok et de corps résiduel k. Dans [PRO2] (voir aussi 3.2.1) les

. N PR . . . y
auteurs ont construit un modele local M(RGSOF/ZPGan o) dui est lisse sur O, ainsi qu'une

immersion fermée de sa fibre spéciale :

PR . PR

L . M(RQSOF/ZPGL'MM') ®OK k: — GrGLn X ... XGI‘GLTL
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dans un produit de convolution de grassmanniennes affines pour le groupe GL,,. Cette
immersion fermée induit un diagramme commutatif :

PR | ™, Grgr, ... xGr
(ReSOF/ZpGLn’HO) Speck GLy A - - GLy,

| J

Lnalf

¢
(Re Ispeck ————— Grar,

(RCSOF/Zp GLp, ke
ou le morphisme de droite est le morphisme de convolution usuel. Nous allons construire
dans ce chapitre une grassmannienne affine de convolution de type Beilinson-Drinfeld
sur Spd Ok pour le groupe GL,,, notée évrr(yoF,Hspd@K), ainsi qu'un morphisme de
convolution : -

Gr(yo,..13pd 0x) — GI(Yo,.,H,5pd2,)|spd Ok

Cette grassmannienne affine nous permet de construire un analogue « v-faisceautique »
de (P} en niveau entier sur Spd O :

PR . prPR.O A

by MiRese,, o, GLuie) T GT0, 1,804 Ok )
Cette immersion fermée est compatible avec (" dans le sens ol le carré suivant est
commutatif :

PR, R i
b (%
(ReSOF/ZpGLm.Uw) r(yoF,H,Spd OK)

| |

naif,< ’ Lgaif a ’
(Reso /7, GLin.ue) 1SPd Ok 7 (Vo H,Spd ) [Spd Ok

5.2 Notations et rappels

Pour ne pas alourdir le chapitre, nous allons travailler dans le cas (AL) en niveau
parahorique maximal, i.e. avec le groupe G = Resp,/z,GL,. Nous ferons quelques
remarques a la fin du chapitre concernant le cas PEL général.

5.2.1 Notations

Soit F'/Q, une extension de degré [F' : Q,] = e que l'on suppose totalement ramifiée
pour simplifier les notations. Soit K/Q, une extension contenant la cloture galoisienne
de F'. On note Op 'anneau d’entiers de F' et on fixe m € F' une uniformisante. On note
Ok l'anneau d’entier de K et k son corps résiduel. On note ¥ = Homg, (F, K). On
dispose d'un morphisme de Og-algebres :

Or ®z, Ok — [] @%p)

a®br— (p(a)b),
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ou Oﬁf) désigne I'anneau Ok muni de sa structure de Op-algebre via le morphsime
¢ : Op — Og. Ce morphisme n’est pas un isomorphisme car on a supposé l’extension
F/Q, (totalement) ramifiée. On notera p, la projection sur la composante ¢. De la
méme maniere si R est une Og-algebre alors on dispose d’un morphisme :

R®z, Op = R®o, (Ok ®z, Op) — [ R¥

pEX

On notera également p,, la projection sur la composante ¢ de ce morphisme.

Si X est un schéma et G est un schéma groupe sur X on écrira Tors(X,G) pour
désigner la catégorie des G torseurs sur X pour la topologie étale.

5.2.2 Grassmannienne affine locale classique

Soit k un corps et G' un schéma en groupe lisse sur k. La grassmannienne affine locale'
(classique) pour le groupe G est le foncteur qui a une k-algebre R associe 1’ensemble :

Grg(R) = {(5,5) ‘ gzegT;js%’ng)’ }/ ~

Dy

ou & désigne le torseur trivial, D = Spec R[t] le disque unité sur R, et D% = Spec R((t))
le disque unité épointé. Lorsque G = GL,, via 'identification entre GL,-torseurs et
modules localement libres on obtient la description suivante

A R[t]-module localement libre, }
Alz] = R()"

t

Gro(R) - {A c R(t)"

5.2.3 Modéle local naif

Nous allons définir le modele local naif pour une donnée PEL correspondant au groupe
Reso,./z,GLy, comme cela a été fait en 3.2.1.1.

Soit V' un F-espace vectoriel de dimension n. On fixe une base (ej,...,e,) de V.
On note A le Op-module libre de base (eq, ..., e,). Pour tout plongement ¢ € X on fixe
un entier 0 < r, < n. Avec ces entiers on définit le cocaractere :

[le i= (]_T(P;On_ﬁp)cpez : (Gm)@p — (ReSF/QpGLn)@p = H GLn

peEX

On note E le corps de définition de p (appelé corps réflexe), Op son anneau d’entier
et k son corps résiduel. Le modele local PEL naif pour le groupe Resp,/z, GL, et

> _ T n—r 4 naif 4
le cocaractere po = (17¢,0"7"¢) ex nOté M(Res@F/szLn,u-)’ est le schéma sur Spec O

représentant le foncteur qui a (S — Spec Op) associe 'ensemble M?ggSO 12, GL ) des
F/LpTHmaite
Or ®z, Og-sous modules .7 C Ag := A ®z, Oy tels que

1e terme « locale » est 1a pour rappeler que cette grassmannienne affine vit au dessus du point
* = Speck, contrairement aux grassmanniennes affines globales de type Beilinson-Drinfeld qui vivent
au dessus d’une courbe.
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o .Z est localement sur S (pour la topologie Zariski) un Og-facteur direct de Ag de
rang r =, Ty

o .7 satisfait la condition de déterminant de Kottwitz relative a p :

Vae Op, det(a]F) =[] ¢la)

pEX

Par construction G = Resp,./z,GL, est le schéma en groupe sur Spec Z,, des automorphismes
de A (vu comme un Z,-module) compatibles avec I'action de Op.

5.2.4 Plongement de Pappas-Rapoport

Classiquement le plongement de la fibre spéciale de M?ggSOF/ZpGLna ) utilisé dans [PRO2]

est défini comme suit. Soit R € Alg,.. Le choix d’une uniformisante 7 € Op nous fournit
une identification :
Op ®z, R~ Ru]/(u®), 7®1—u

Cela induit un isomorphisme de O ®z, R-modules :
A®z, R~ Ag ®@ g Ru]/(u)

ot Ag = (R[u])" désigne le réseau trivial. On note p la projection :
p:Ap — Ag Q[ Rlu]/(u)

Soit F € M?I?{ESO 12 GLup )(2). On définit le réseau :
F D nyHe

Ay :=p! <35 C Ag QR[u] R[[u]]/(ue)> (5.2.1)

Proposition 5.2.1. On dispose d’une immersion fermée :
naif . naif
L . M(RGSOF/ZPGanﬂ‘) ®OE K — GrGLn
F Ay‘
Démonstration. Voir 3.2.3. O

Remarque 5.2.2. Le plongement ci-dessus a été défini via la projection R]u] —
Rlu]/(u®) et la variable considérée dans la décomposition de Cartan est donc la variable
« u=m». On a le diagramme commutatif aux lignes horizontales exactes :

0 F A ®z, (R[u]/u®)

Ker(p) = (u¢) —— Ay ——— Ap
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5.2.5 Travaux de B.Levin

Les travaux de B.Levin dans [L.ev16] permettent de définir un modele local plat dans le
cas de groupes définis par une restriction de Weil. Ces travaux sont bien plus généraux
que le cas PEL et on se propose ici de voir le lien entre ces travaux et ceux de [PR02].

Pour simplifier les notations on se place dans le cas d'un groupe H réductif sur Z,.
On fait I’abus de notation de continuer de noter H = H ®z, Zy[u] 'extension constante.
Soit E(u) € Z,[u] le polynéme minimal de 7 € Op (c’est un polynoéme d’Eisenstein).
On note D C Ay le diviseur définit par 'équation E(u) = 0.

Définition 5.2.3 ([Lev16] Définition 2.2.3). Pour tout Z,-algébre R on définit :

Gl"g(u)(R) _ {((g)’ﬁ) | & e TOI"S(A]IR,H), } N

CE £|A}¥\D — £O|A}2\D

Exemple 5.2.4. Lorsque F' = Q, le polynéme minimal est simplement E(u) = u — p.

Dans ce cas la grassmannienne affine Gri™ coincide avec la grassmannienne affine
construite par Pappas et Zhu dans [PZ11] (5.11).

Apres changement de base a une extension de Q, dans laquelle le polynéme E(u)
possede e = [F' : Q] racines distinctes (par exemple l'extension K/Q,) le diviseur D
devient la somme de e points distincts. A I'inverse en fibre spéciale E(u) = u® et par
conséquent le diviseur D est réduit a un point (attention il n’est pas réduit au sens de
la géométrie algébrique!). Géométriquement on a la proposition suivante :

Proposition 5.2.5 ([Lev16] Proposition 2.2.8). Le foncteur Grg(u) est représentable
par un ind-schéma qui est ind-projectif sur SpecZ,. De plus :

1. En fibre générique on dispose d’un isomorphisme :
E(u ~
GI‘H( ) ><Spec Zp Spec Qp — GrResF/@p (Hp)

2. En fibre spéciale on dispose d’un isomorphisme :

Grg(“) X $pecz, SpecF, — Grp,

Définition 5.2.6. Soit yn : G,, — (Resp/q, (Hr))g wune classe de conjugaison de
P
cocaractéres minuscules. On note E le corps réflexe de p. Le modele local pour le
/ Levi o . A
couple (Resop,/z,(Hoy), 1), noté M(ﬁe;ZF/ZP(HOF)vN) est définie comme étant la cloture
schématique du sous schéma :

< E(u)
GngsF/Qp ey < (Gry o
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Exemple 5.2.7. Explicitons cette définition pour le groupe H = GL, et pour un
cocaractere = (17¢,0""%) 5. Par construction si R est une Og-algebre alors Grg(ﬁi) (R)
est 'ensemble des R[u]-modules projectifs M C (M ® R)[ﬁ] tels que M[%] =
(M()@R)[ﬁ], ou My = (Oglu])™ désigne le réseau trivial. Notons p : R[u] — R[u]/E(u)
la projection. En écrivant Op ®z, R ~ R[u]/E(u) et en utilisant un procédé similaire a

521,81 F € M?ggSOF/ZpGLn7MO)(R) on construit un réseau Mgz := p~'(F) € Grg&)(R).

Ce procédé nous fournit une immersion fermée sur Op :

Levin . naif E(u)

L : M(ReSOF/ZpGLn,,u.) — (GrGLn)OE (522)
Par construction en fibre spéciale sur k on a 1'égalité F(u) = u® et par conséquent
les deux réseaux Az et My coincident. Dit autrement, le morphisme (V" ci-dessus
coincide en fibre spéciale avec le plongement (™ (5.2.1).

Levin

Proposition 5.2.8. Limmersion fermée ¢ induit un isomorphisme de schémas :

Mna’l’f ~ MLeVin (5 9 3)

(Reso . /7, GLin, pe) (Reso . /7, GLn, 1)
si et seulement si les (r,),ex différent d’au plus 1.

Démonstration. La condition sur les entiers (r,),ex est équivalente a ce que le schéma
I(If{"efSOF/ZpGLm 1) SOit plat d’apres [PRO0] Corollaire 4.3 (voir aussi 3.2.7), et est donc
égale a la cloture schématique de sa fibre générique. Le résultat en découle car la fibre

o naif 9. . \ <p . .
générique de M(Res@F/szLn, o) S identifie a GrReSF/Qp( Hy) Vid le morphisme ¢. O

Remarque 5.2.9. Les travaux de [Lev16] et [PRO2] utilisent le méme procédé pour
passer de Resp, z, GL,-torseurs a des GLj,-torseurs : ils changent la base sur laquelle
sont les torseurs. Plus précisément si S est un schéma sur Spec Og, via ’équivalence de
catégorie entre Resp,,/z, GL,-torseurs et Op ®z, Os-modules localement libres de rang
n, le Resp,/z, GLy-torseur trivial & sur S correspond au O ®z, Og-module :

Ey = (Op ®z, Og)"

En utilisant la présentation Op = Z,[u]/E(u) on obtient via la projection Z,u] —
Zy|u]/E(u) le GL,-torseur trivial sur A} :

Ey = Og[u]"
On a donc « intégré » l'action de 'anneau Op « dans la courbe A}, » via la variable
formelle u = 7. Nous utiliserons le méme procédé dans la Section 5.5.
5.3 Préliminaire de géométrie p-adique

Dans cette partie nous allons faire quelques rappels de géométrie p-adique. Je suppose
le lecteur familier avec les différents concepts de [SW20] et [Sch22].
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5.3.1 Le foncteur diamant

On note Perfy, la catégorie des espaces perfectoides de caractéristique p sur k, que I'on
munit de la v-topologie. On note Perf; le topos associé. On suit les explications de
[AGLR22] §2.2 et [PR23] §2.1.

5.3.1.1 Pour les espaces (pré)-adique

Soit X un espace pré-adique sur Spa(Z,) ([SW20], Appendice lecture 3). Le v-faisceau
X© sur Spd(Z,) est le foncteur qui a S € Perfy, associe les classes d’isomorphismes de
triplets (S%, ¢, z) avec :

(1) (S*,1) est un untilt de S sur Spa(Z,).

(2) z: 5% = Y est un morphisme d’espaces pré-adiques au dessus de Spa(Z,).

5.3.1.2 Pour les schémas

Pour les schémas on dispose de deux constructions pour associer a un schéma sur 7Z,
un v-faisceau.

e Soit X — SpecZ, un schéma de type fini séparé. On peut associer a X un espace
adique sur SpaZ, :
X = X Xgpecz, Spa Ly,

ou le produit fibré est au sens de Huber ([Hub94] Proposition 3.8). On définit
alors le v-faisceau sur Spd(Z,,) :

X9 = (X*)¢

Au niveau des points, ce foncteur coincide avec la faisceautisation du préfaisceau
qui a un objet S = Spa(R, R") € Perfy, associe les classes d’isomorphismes de
triplets (Spa(R*, R*"),1,z) ou (Spa(Rf, R**),1) est un untilt de Spa(R, RT) et
z : Spec(R*) — X est un morphisme de schémas au dessus de Spec(Z,), i.e.
r € X(RY).

e Soit X — SpecZ, un schéma de type fini séparé. Notons X — Spf(Z,) le schéma
formel donné par la complétion p-adique de X, et X* — Spa(Z,,) 'espace adique
associé. On définit le v-faisceau sur Spd(Z,) :

X* = (X24)0

Au niveau des points, ce foncteur coincide avec la faisceautisation du préfaisceau
qui a un objet S = Spa(R, R") € Perfp, associe les classes d’isomorphismes de
triplets (Spa(R*, R*t),1,x) ou (Spa(R* R*t),1) est un untilt de Spa(R, RT) et
z : Spec(R*") — X est un morphisme de schémas au dessus de Spec(Z,), i.e.
r € X(R).
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L’inclusion de schémas Spec(R*) — Spec(R**) induit un morphisme de v-faisceaux
au dessus de Z,, :
X4 — X© (5.3.1)

qui est une immersion ouverte (on a supposé que X était séparé et de type fini sur Z,,).
Ce morphisme de v-faisceau est induit par le morphisme d’espaces adiques au dessus
de Spa(Z,) :

Xad <y xan
en appliquant le foncteur (-)¢. Il découle du critere valuatif de propreté que ces morphismes

sont des isomorphismes lorsque X est propre sur Spec(Z,) (pour plus de détails voir
[Hub94] 4.6).

5.3.2 Les courbes

Soit £ une extension finie de @Q,, d’anneau d’entiers Of et de corps résiduel k. Par la
suite £ désignera F' ou Q,. On fixe une uniformisante 7 € E. Soit S = Spa(R, R") €
Perf}, un espace perfectoide et w € R* une pseudo-uniformisante. Comme dans [F'S21]
(Section II.1.1) on définit :

Vor(S) = Spa Wo, (RH\V (1, [w])

C’est un espace adique analytique sur Og. L’indice (-)p, est la pour rappeler que
les coeflicients utilisées sont les vecteurs de Witt ramifiés Wep,(-). On dispose d'une
application continue sur ’espace topologique sous-jacent :

k| VEN(S)] — [0, 0]

qui envoie un point z € Yo, (S) sur log |[@](Z)|/log|m(Z)| ou & est la générisation de
rang 1 de z. Pour tout intervalle I = [a,b] C [0, 0] avec a,b € Q on définit 'ouvert :

Yo, =Alrl" <=l < |7} € x7'(1)

Ce sont des ouverts rationnels de SpaWe,(R™) et par conséquent sont des espaces
adiques affinoides :

Yo, = Spa(Bp,(S), B, (S))

On définit également les espaces adiques suivants :

0,00
Yor~!(S) = SpaWo,(RN)\V([=])
Yor(8) = SpaWo, (RF)\ V()
Pour ne pas alourdir les notations nous noterons par la suite Yo, (S) = ([;);EOO)(S).
Attention cette notation differe de [SW20] on Y = V0,00, mais elles coincident avec
celles de [F'S521]. On a le théoreme suivant di & Kedlaya et dont nous aurons besoin par
la suite :
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Théoreme 5.3.1 ([SW20] Théoréme 13.1.3, [I[Xed 15] Théoréme 4.10). Soit Spa (C,C™) €
Perfy, avec C' algébriquement clos. L’espace adique Yo, (C, CT) est fortement noethérien.

Remarque 5.3.2. Ce résultat est crucial car il nous permettra par la suite d’utiliser les
travaux de Huber [Hub96] qui sont démontrés dans le cadre d’espaces adiques fortement
noethériens.

On peut maintenant passer au lien entre Vo (S) et les untilts de S.
Proposition 5.3.3 ([?] Proposition 11.1.2). Il eziste un isomorphisme naturel :
Yo, (5)? 2 Spd O x S
Enfin la proposition suivante caractérise les untilts de S':
Proposition 5.3.4 ([?] Proposition I1.1.4). Les objets suivants sont en bijections naturelles :
1. Sections de la projection Yo, (S)® — S,
2. Morphismes S — Spd Og,
3. Untilts S* — Spa O de S.

De plus, étant donné un untilt S* — Spa Og de S, Uimmersion fermée naturelle
Sﬂ — yoE (S)
fait de S* un diviseur de Cartier sur Yo, (S).

Par la suite nous serons amenés a travailler avec des modifications de torseurs sur
I'espace adique Yo, et il sera utile de pouvoir comparer ces objets avec des objets
classique dans le monde des schémas. Soit S = Spa (R, R™) € Perfy, on définit donc
une version algébrique de Yo (S5) :

Vor(S) 1= SpecWo, (R) \ V(. [=])
Il découle des définitions que I'on dispose d’'un morphisme d’espaces localement annelés :
f: Yo.(8) = Vo (5)
Kedlaya et Liu ont alors démontré le Théoreme suivant de type GAGA :

Théoreme 5.3.5 ([Ked19] 3.8, [Gle20] 2.1.12). Soit S = Spa(R,R"T) € Perfy. Le
foncteur image inverse f* : Vect(y(agli) — Vect(Vo,,) induit une équivalence exacte de

7 . s’ . s’ . 1 s, .
catégories entre la catégorie des fibrés vectoriels sur ygi et celle des fibrés vectoriels
sur Yoy, -

Enfin le corollaire suivant nous assure que les notions de modifications de fibrés
. 1 . .
vectoriels sur Yo, et V5% coincident :
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Corollaire 5.3.6. Le foncteur image inverse induit une équivalence
fr: Vect(y(agli) — Vect(Voy,)

entre la catégorie dont les objets sont les fibrés vectoriels sur ygli (resp. fibrés vectoriels

sur Yo, ) et dont les morphismes sont les fonctions sur ygg\\/(g) (resp. fonctions
méromorphes le long de l'idéal (£)).

Démonstration. [Gle20] Corollaire 2.1.14 O

5.3.3 Préparations aux restrictions de Weil
5.3.3.1 Morphismes entre courbes

Soit S = Spa (R, R") € Perfr, un espace perfectoide. On dispose des deux espaces

analytiques :
Yor(S) = SpaWo.(R")\V([=])
Yz, (S) = SpaW(R")\V([=])

Le morphisme canonique W(R") — Wy, (R*') induit un morphisme au niveau des
espaces adiques :

T Vo (S) — Vz,(5)

Définition 5.3.7. Pour tout entier d > 0 on définit les petits v-faisceauz sur Perfg, :
Divg,oF = (Spd Op)?/%,

Divgl,zp .= (Spd Z,)? /%4

5.3.3.2 Théoréme de factorisation

Soit S — Spd Z, un morphisme donné par un untilt S* = Spa(R*, R**) — SpaZ,. On
dispose du morphisme de Fontaine :

0:W(R") — R

Z[ai]ﬁ — Z agpi

>0

dont le noyau est engendré par un élément & € W(R") primitif de degré 1 au sens de
la définition suivante :

Définition 5.3.8 ([?] 1.4.3). Un élément & € W(R™) est dit primitif de degré d > 0 :
1. ag € R°°N R*

2. ai,...,0q—1 € R®°
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3. aqg € R°*
On dispose du théoreme de factorisation de Fargues-Fontaine :

Théoreme 5.3.9 ([F'I'pdPC18] Théoreme 2.4.1). Soit Spa(C,C") € Perfy, un corps.
On suppose C' algébriquement clos. Soit & € W(C™T) primitif de degré d > 0. Alors il
existe &, ..., & € W(C™T) primitifs de degré 1 tels que l'on ait la factorisation :

E=& - &eW ()

D’apres la remarque VI.1.3 de [[FS21], il découle du théoreme de factorisation ci-
dessus que le v-faisceau Divgl,Z paramétrisant les éléments primitifs de degré d. Bien siir
P
les résultats ci-dessus restent valables si I’'on prend 'anneau de coefficients Op plutot
que Zy.

Remarque 5.3.10. Malheureusement je n’ai pas trouvé de preuve de la remarque
—
VIL.1.3 de [I'S21]. Notons Divy, le v-faisceau sur Perfr, paramétrisant les éléments
P
primitifs de degré d. On dispose d’un morphisme canonique :

(Spd Op)* — Divy,
(517"‘7£d) '—>$1€n

qui est un isomorphisme au niveau des points géométriques d’apres le théoreme de
factorisation. Pour conclure que c¢’est un isomorphismes de (petits) v-faisceaux, il faudrait
prouver que ce morphisme est quasi-compact quasi-séparé, ce que je n’ai pas réussi a
faire.

On a le lemme suivant :

Lemme 5.3.11. Soit £ € W(R") primitif de degré 1. Alors & € Wo . (R*1) est primitif
de degré e = [F' : Q,].

Démonstration. 11 suffit de voir que via Iapplication canonique W(R") — Wo,.(R™)
Pélément € = 3,50[a;]p’ s’envoie sur 3 q[a;]m*. O

Il résulte de ce lemme que 1'on dispose d’un morphisme de petits v-faisceaux :
R N | .
m " Divy,  — Dlvi,oF (5.3.2)
qui envoie un élément & € W(R") primitif de degré 1 sur 1'élément & € Wo, (R)
primitif de degré e.

Remarque 5.3.12. Ce morphisme est I’analogue de l'application « fibre » pour un

morphisme 7 : X — Y fini surjectif de degré d entre courbes propres lisses sur un corps
k-

1.1yl . d
7w  : Divyy — Div'y

y— 1 {y}) (5:3.3)
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Au niveau des points, si S est un schéma cette application envoie un diviseur de Cartier
relatif D C Yy sur le diviseur (D Xy, Xg C Xg). On fera attention au fait que dans le
cadre des schémas le faisceau des diviseurs de Cartier de degré 1 sur Y (resp. de degré
d sur X)) est représenté par Y (resp. par la d-éme puissance symétrique de X ). Cette
correspondance envoie un point y € Y'(S) sur le diviseur D =T'y C Y xS donné par
le graphe de y (ce qui justifie la notation (5.3.3)). La situation est différente pour Y,
ou le faisceau des diviseurs de degré 1 (resp. de degré d sur Vo,.) est donné par SpdZ,
qui n’est qu'un v-faisceau (resp. par (Spd Or)?/3,). Dans notre contexte I'application
fibre est donnée par le produit cartésien :

7T_1<Sﬁ> E— yOF(S)

| |

Sﬁ i d yZP(S)

ot S* C Yz,(S) joue le réle analogue du graphe Iy C Y x; S associé a un point
y: 5 —=Y.

5.3.4 Etudes des fibres

Nous allons décrire I'image du morphisme fibre 7! (5.3.2) au niveau des points géométriques.
Soit S = Spa(C, C") € Perfg, ot C' est un corps perfectoide que I'on suppose algébriquement
clos et S — SpdZ, un morphisme vu comme un point de Divi,zp (S). On note S* —

Spa Z, I'untilt associé. On dispose d'un morphisme canonique de Op-algebres :

W(CF) ®z, Op = Wo, (CF) %25 C* @y, Op — [[ CF (5.3.4)

peEX

ou ¥ = Homg, (Op, C*"). Notons 0, = p, o (0 ®1) la composée avec la projection sur la
composante indexée par ¢ € . On définit pour tout ¢ € X I'élément &, := m—[p(7)"] €
Wo,(CT), qui est un élément primitif de degré 1. Par construction on a :

Ker(H@) = (&0)

et ces éléments satisfont 1’égalité :

gz u H 5@ S W0F<C+)

peD

ot & = p— [p’] € W(C™) est un générateur de Ker() et u € Wo,.(C*)* est un élément
inversible. En effet si C' est de caractéristique p, alors §, = 7 pour tout ¢ € ¥ et
¢ = p et donc cela découle de I'égalité d’idéaux (7€) = (p). Si C' est caractéristique
0, alors la fleche de droite dans 1’équation (5.3.1) est injective (c’est un isomorphisme
apreés changement de base a C*), et par conséquent on a 1’égalité au niveau des noyaux
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Ker(6 ® 1) = Ker([1, 0,), c’est-a-dire (§) = ([1,&,) dans Wo, (C™T). Géométriquement
cela se traduit par ’égalité dans Divg,oF (S) :

W_I(Sﬁ) = Z -D%Sﬁ
©

ot D, g: C Vo, (S) désigne le diviseur associé a &, € Wo,(C*). On a donc distingué
deux situations :

1. § = SpdQ,. Dans ce cas les £, sont deux a deux distincts car les plongements
¢ : Op — C7 sont deux a deux distincts. En termes de diviseurs on a donc :

7T_1(Sﬁ) = H D%Sﬁ
¥

.1 ..
avec tous les Dy, 52 € Divy, (S) distincts.

2. S — SpdF,. Dans ce cas les {, = 7 sont tous égaux car donnés par l'unique
morphisme ¢ : Op — F, — C*. En termes de diviseurs cela se traduit par
'égalité dans Divg,oF (9)

7'('71<Sﬁ) =€- vasu
ot D, g: est le diviseur défini par £, = 7 € W, (C™) (le méme pour tout ¢ € X).

Pour résumer la situation on a le diagramme commutatif suivant :

SpdF, —— Divi,zp «—— SpdQ,

J l”*l l (5.3.5)

A ——— Divg,oF o Divﬁ,@F \A®

ot Al®) désigne I’ensemble des diagonales dans DiVﬁ,OF = (DiV%,OF)e /X4 (C’est-a-dire le
lieu ou les points sont deux a deux distincts) et A le lieu o tous les points sont égaux.

Remarque 5.3.13. Dans [LH22] Huerta travaille en fibre générique sur Spd Q,, alors
qu’ici nous travaillons en niveau entier sur Spd Z,. La différence est que le morphisme
Yo, — Yz, est étale en fibre générique, ce qui se traduit par la fleche verticale de
droite dans le diagramme ci-dessus. La ramification en fibre spéciale amene quelques
complications, en particulier lorsque I'on souhaite comparer les torseurs sur Yo, et Vz,
(comparer [[LH22] 1.7 et la preuve du Théoreme 5.4.24)

5.4 Différentes grassmanniennes affines

Dans cette section nous allons rappeler les définitions des différentes grassmanniennes
affines introduites par Scholze et Weinstein dans [SW20] et dont nous auront besoin
pour définir les plongement des modeéles locaux.
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5.4.1 Notations

Soit S € Perfr, et S — SpdZ, un morphisme. On note 7 '(5%) € Divy,, le diviseur
associé via le morphisme (5.3.2), et Z(71(S¥)) le faisceau d’idéal de définition. On
notera BA(S*) I'anneau des sections globales de la complétion de Oyo,.(s) le long de
Z(7=1(S%), et Bp(S¥) = BE(Sﬁ)[m]. Plus explicitement dans le cas affinoide
avec (§) = Ker(0) alors :

Bp(S%) = lim Wo, (R")[w']/(&)"
Notez que Op étant fini plat sur Z, (ou simplement en prenant la présentation O =

Zplu)/E(u)) et que (Wo, (C*)[c™1]/(£™))nen est un systéme projectif surjectif, on dispose
d’un isomorphisme canonique

B (S) 2 Bi(S%) ®z, OF

ot Bjz(S*) dénote "anneau des sections globales de la complétion de Oy, (s) le long de
ISﬁ .

Remarque 5.4.1.

1. Si F =Q, on retrouve I'anneau des périodes de de Rham Bji (R, R*t) :
B (%) = lim W(R")[=™']/(&)"

2. Si §* =S — SpaT, est de caractéristique p alors € = p et :
Bp(SF) = lim Wo, (R")[@w ']/ (p)" = Wo,(R)

On suppose maintenant que 'on a un morphisme S = Spa(R, Rt) — Spd Ok.
Notons S* = Spa(Rf, R*") — Spa(Og,Ok) l'untilt associé. On continue de noter
B} (S*) 'anneau des sections globales de la complétion de Oyo,.(s) le long de T (7=1(S%)),
ott 'on voit S* — SpaOx — SpaZ, comme un S-point de Spd Z,. Ensuite pour tout
plongement ¢ € 3 la composition

S% = Spa Ok % Spa Op

induit un S-point de Spd Op, que 'on notera Sg. On notera B(YR,OF(SS&) I’anneau
I'anneau des sections globales de la complétion de Vo ,.(S) le long de Sg,. Plus explicitement
dans le cas affinoide avec les notations de 5.3.4 si (§,) = Ker(f,,) alors :

B0, (55) = lim Wo, (R")[w™']/(&,)"
Il découle de I'égalité (&) = (I, &,) que I'on dispose dun isomorphisme :
B (SF)"e = BchrR,oF (53;)
ot B} (S%)"%¢ dénote la complétion de Bf(S?) le long de l'idéal (&,).
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Exemple 5.4.2. Si S* = S — Spak est de caractéristique p alors §, = m pour tout
@ € X et par conséquent :

By 0,.(S5) = lim Wo, (R)[@ '] /()" = Wo,(R)

pour tout ¢ € 2.

5.4.2 Grassmannienne affine des vecteurs de Witt

Soit E un corps de valuation discréete complet de caractéristique 0, O son anneau
d’entier, k son corps résiduel, et 7 € Op une uniformisante. On note Alg?®" la catégorie
des k-algebres parfaites. Soit G un groupe réductif sur E, et G un modele parahorique
sur Op.

Définition 5.4.3 ([Zhul7]). La grassmannienne affine des vecteurs de Witt a coefficient
dans O est le pré-faisceau sur Algh®™ qui d une k-algébre parfaite R associe :

Wog

Gro o (R) = {(&B) | & € Tors(Spec Wo,(R),G), } N

/6 : g|SpecWoE(R)[%] — (gaO|SpeCWoE(R)[%]
On a alors la proposition suivante :

Proposition 5.4.4 ([BS16]). Le foncteur Grg/OE est ind-représentable par une limite
inductive de perfections de variétés projectives.

Par la suite nous aurons besoin du lemme suivant sur le comportement de ces
grassmanniennes affines vis-a-vis des restrictions de Weil :

Lemme 5.4.5. Soit H un groupe réductif sur Op. On dispose d’un isomorphisme
canonique :

WOF w
Gry " =~ GrResoF jzp H

Démonstration. Si R est un k-algebre parfaite on a les égalités suivantes au niveau des
groupes de lacets :

Liv H(R) = HWo, (R))
= H(W(R) ®z, OF)
= Resop/z, H(W(R))
= L*Reso,/z, H(R)

Le résultat découle alors de la description des grassmanniennes affines des vecteurs de
Witt en termes de groupes de lacets (voir [Zhul7] Lemme 1.3) O
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5.4.3 Grassmannienne affine de Scholze-Weinstein

Soit E un corps de valuation discrete complet de caractéristique 0, O son anneau
d’entier, k£ son corps résiduel, et m € O une uniformisante. Soit G' un groupe réductif
sur F et G un modele parahorique sur Og. Si S — Spd O est un morphisme donné par
un untilt S*, on notera Bj; (S*) la complétion de Vo, (S) le long de ¢ : S* — Vo, (9),
et Bar(S*) = Bir[1/Z(S%)] ot Z(S¥) est I'idéal définissant S*.

5.4.3.1 Avec une patte

Définition 5.4.6. La grassmannienne affine de Scholze- Weinstein est le foncteur sur
Perfy, qui a S associe :

S* — Spa Op untilt de S
Gr(yo, G.spd0p) (S) =S (S5, 6,8) | € € Tors(Vo, (5), G), / ~
B 1 Elyospush — Golyo, (s)nush)

avec 3 méromorphe le long de 1(S*)

Remarque 5.4.7. Dans tout ce qui suit nous utiliserons la notation Gr(x,g,c) pour se
souvenir que 1’on regarde un espace de module des modifications de G-torseurs sur une
courbe X, fibrée au dessus de C.

Notez que par définition ce foncteur vient avec un morphisme :
Gr(yOE7g,Spd(9E) — DiVi;OE = Spd OE

La description suivante de la grassmannienne affine de Scholze-Weinstein découle du
théoreme de Beauville-Lazlo et du théoreme de Kedlaya-Liu 5.3.6 ([[<ed19] 3.8) :

Proposition 5.4.8 ([SW20] Proposition 20.3.2). Pour tout S = Spa (R, R") € Perfy
on a :

St — Spa O untilt de S
Gr(yoE,QSPdOE)(S) = (Sﬂ> &, 6) S Tors(Spec B:{E(Rﬁ)’ g>> / ~
ﬁ : éa‘SpechR(Rﬁ) — £0|SpechR(R’i)

Démonstration. Voir par exemple la discussion apres la définition 2.1.21 de [Gle20]. O

Remarque 5.4.9. Cette description a 'avantage d’étre plus simple a manipuler car
les torseurs sont des torseurs sur des schémas (et non pas des espaces adiques) et nous
évite d’utiliser la notion de méromorphicité.

Proposition 5.4.10 ([S\W20] Proposition 20.3.2, 21.2.1). Le préfaisceau Gr(y, 6 spd o)
est un petit v-faisceau. De plus le morphisme structural

1
Gryo,.g.8paop) — Divy,

est ind-propre et ind-représentable en diamant localement spatial.
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Soit S — Spd O un morphisme donné par un untilt S* — SpaOg. Si S* = S =
Spa(R, R") est de caractéristique p alors on a 1’égalité :

Bir(R) = Wo,(R)
La proposition suivante est alors essentiellement formelle :

Proposition 5.4.11 ([SW20] 20.3). En fibre spéciale sur Spd k on dispose d’un isomorphisme

de v-faisceaux :
~ Wo
Gr(yo, 6.5pd0p)lspar = (Grg 77)¢

Démonstration. Découle de la remarque précédente et de la description de la grassmannienne
affine Gr(y, _gspd0p) Via le théoreme de Beauville-Lazlo, voir Proposition 5.4.8. m
5.4.3.2 Avec plusieurs pattes

Nous allons maintenant rappeler la définition des grassmanniennes affines a plusieurs
pattes.

Définition 5.4.12. Soit d un entier positif. La grassmannienne affine a d-pattes est le
foncteur sur Perfy qui a S associe :

Sf — Spa Op untilt de S,
Cr(yp, .5pa 05 () = § ((5), &,8) | & € Tors(Vo,(S5),9), / ~
B g|yoE(5)\UiS§ — gjo|37(9E(S)\UZ'S§i
avec 8 méromorphe le long de UleSf.

Proposition 5.4.13 ([SW20] Proposition 20.5.2, 20.5.4). Le préfaisceau Gf(yoE,g,(Spd Op)d)
est un petit v-faisceau. De plus si G est réductif le morphisme structural

Gr(yo, G.(spd0g)e) — (Spd Op)*
est ind-propre et ind-représentable en diamant localement spatial

Remarque 5.4.14. Comme dans [SW20] § 21.2, il devrait étre possible d’étendre la
proposition précédente au cas G parahorique en prouvant que si p : G — GL,, est une
immersion fermée, alors le morphisme induit :

Gr(yo,.6,8pd0p)) — GI(Yo,,GLa,(Spd Op)?)
est une immersion fermée.

Remarque 5.4.15. Donnons un analogue dans le cas classique (i.e. des schémas). Soit
X/k une courbe propre lisse ou k est un corps, et G un groupe lisse sur X. On dispose
de la grassmannienne affine de Beilinson-Drinfield classique :

GI‘(nyd) — Xd (541)
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dont la fibre au dessus de (x1,...,24) € X(S5) paramétrise les G-torseurs sur X xj S
munis d’une trivialisation sur (X x;S)\U;I'y, avec I';,, C X xS le graphede z; : X — S.
Il est bien connu que le morphisme structural (5.4.1) est un isomorphisme sur X%\ A
ott A désigne 'ensemble des diagonales, et une grassmannienne affine locale classique
sur A avec A le lieu ou x; = -+ = x4 (fermé).

Proposition 5.4.16. On a les assertions suivantes :

1. Au dessus de A C (Spd Og)? on a un isomorphisme naturel

Gr(yoEyngpdoE)dﬂA = GI(yp,,,9,90d Op)

2. Au dessus de (Spd Og)"\A@D on a un isomorphisme naturel :
d

(Gr(y@E,g,(SdeE)d)) ’(SdeE)d\A(d) = (H Gr(yoE,g,SdeE)) |(SdeE)d\A(d)
=1

Démonstration. La preuve est exactement la méme que dans le cadre de grassmannienne
affines classiques Gr(¢, xa). Pour faciliter la lecture nous allons détailler la preuve dans
le cas d = 3. La preuve générale est compléetement analogue. L’isomorphisme au dessus
du lieu A est évident. Montrons celui au dessus de (Spd Og)3\A®). Soit S € Perf), un
espace perfectoide. On se donne donc des untilts (S¥, 5%, 5%) € (Spd Og)(S)? deux a
deux distincts, ainsi qu'une trivialisation de G-torseurs :

By, snstststy = G0lye, (s)\(st.58.5%)

On définit les G-torseurs suivants :
1
EW = Glue(81,,_ (s sisty Solyo, snisiy: B)

(2) _
&\ = Glue(£|yoE (S)\{s¥,5%} éa0|yoE(5)\{Sg}7 B)

(3) —
&= Gl“e(éo Yo (s1\15,521 G0lyo s\ (52} 5)
ou Glue(:Z|v,, 2|y, B) désigne le faisceau sur U; U Uy obtenu par recollement des
faisceaux Z1|y, et Fa|y, (faisceaux sur U; et Uy respectivement) via I'isomorphisme (3
sur 'intersection U; N U,. Par construction ces faisceaux sont munis de trivialisations :

. (i) ~ .
pi:é& |yoE(S)\{s§} — £0|yOE(5)\{S§}, 1=1,2,3

ce qui nous fournit donc un élément (&%, 3;, Sf)i:m,g eI, Gr(yo,,.6,5pd 05)- Réciproquement
soit (5(1), Bi, Sf)izl,zg S H?:l Gr(yoE,g,Spd Op)- On définit

;7 (1) (2) -1
& _Glue(éa \yoE@)\{sg,sg}»@@ |yoE(S)\{S§75§}’62 Oﬁl)
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qui est un G-torseur sur Vo, (S)\{S%}, muni d'une trivialisation :

/. ! ~
B E y snqstststy = Golyo, (058551

Pour étendre ce torseur & Vo, (S) tout entier on recolle ensuite avec &©® :
_ ! o(3) -1 /
& = Glue(&", 6Dy, (ggstspy i 0 )

qui est lui aussi muni d’une trivialisation au dessus de Vo, (S)\{S%, S5, S3}. Il est simple
de vérifier que les deux constructions sont réciproques 1'une de 'autre. O

5.4.3.3 Version symétrique

La grassmannienne affine a d-pattes peut étre « symétrisée » en ne regardant pas le
champ sur (Spd Op)?¢ mais sur Divgl, o, - Plus précisément :

Définition 5.4.17. Soit d un entier positif. On définit le foncteur sur Perfy qui a S
associe :
. d
D € Divy,, (S),
Gr(yOE,g,DivSl}OE)(S) = (D7 g? B) & € TOI'S(:)}OE(S;)7 g)’ / ~
B Elyo,snp — olyo, )\
avec 3 méromorphe le long de D C Yo, (S).
Le carré suivant est cartésien et permet de faire le lien entre la grassmannienne

affine a d-pattes et sa version symétrique :

Gr(yo,.6.80a05)1) — Gy, 6.0ig, )

J |

(Spd Op)? ————— Divh,

Le v-faisceau Gr(yOE:gvDivfzoE) a été étudié par Fargues et Scholze dans [[F'S21]. Ils

montrent en particulier le résultat suivant :

Proposition 5.4.18 ([I'521] Proposition I11.1.3, VI.1.7). Le préfaisceau Gr(yy, .gDive )
) k) OE

est un petit v-faisceau. De plus si G est réductif le morphisme structural

. d
Gr(yOE,g,DivgﬁoE) — DlVyoE

est ind-propre et ind-représentable en diamant localement spatial.

Remarque 5.4.19. Encore une fois la proposition précédente devrait s’étendre au cas
G parahorique quelconque. En effet si la proposition 5.4.13 s’étend au cas G parahorique
alors le résultat découle par exemple de [[LH22] Lemme 2.5 pour la propreté et de [Sch22]
Proposition 13.4 pour I'assertion représentable en diamant localement spatial.
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5.4.4 Grassmannienne affine a la B.Levin

Nous allons maintenant définir une grassmannienne affine adaptée aux schémas en

groupes donnés par des restrictions de Weil. L’idée est tres similaire aux travaux de
B.Levin [Lev16].

Soit H un groupe réductif sur Op. On note m : SpecOp — SpecZ, et G =
Reso,./z,H = 7, H la restriction de Weil. On fera I’abus de notation de noter également
G et H les objets G* et H*" qui sont des espaces adiques en groupe sur SpaZ, et
Spa Op respectivement. Soit S € Perfr, un espace perfectoide. Puisque le diagramme
suivant est cartésien (voir la preuve du Théoreme 5.4.24) :

Yor () —— Yz,(S)

s I

s
SpaOp —— SpaZ,
on a un isomorphisme canonique :

Resyo, /v, Hyo, = Gy,

ou Hy, = f1H et Gyzp = f~1@. Par conséquent et pour simplifier les notations, H
désignera le groupe sur Spec Op, Spa Of, Vo,. et G celui sur Spec Z,, Spa Z, et Vz,. On
notera également 7 pour désigner le morphisme entre les objets sur O et les objets sur
Z,. Cette remarque nous assure que ces notations sont cohérentes et que dans chacun
des cas on a bien G = 7, H.

Définition 5.4.20. On définit le foncteur sur Perfr, qui a S associe :

S* — SpaZ, untilt de S
Gt sz (5) = { (5.6,5) | € € Torso,(5), 1), /~
B 1 Elyo, (s\a-1(5) — Golyo, (s)\m1(s1)
avec 3 méromorphe le long de m=1(S¥*) C Vo, (S).
De nouveau par Beauville-Lazlo et 5.3.6 on a la description suivante :

Proposition 5.4.21. Pour tout S € Perf; on a :

S* — SpaZ, untilt de S
Gr(yoF,H,sdep)(S) = { (S5, &,8) ‘ & € Tors(Speché(Sﬁ),H), / ~
B : (gD|SpecBD(Sﬁ) — gO'SpeCBD(Sﬁ)

Proposition 5.4.22. Le préfaisceau Gr(yoF,H,Sdep) est un petit v-faisceau. De plus le
morphisme structural
Gr(yoF,H,Sdep) — Spd Zp

est ind-propre et ind-représentable en diamant localement spatial.
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Démonstration. Le fait que Gr(yoF, H,Spd z,) S0it un petit v-faisceau découle des arguments
de ['S21] Proposition I11.1.3. Ensuite par définition on a le carré cartésien suivant :

Gryop. mspaz,) — GIo. mDivg, )

J J (5.4.2)

SpdZ, S S Divi,OF

ou le morphisme de droite est ind-propre et ind-représentable en diamant localement
spatial (Proposition 5.4.18). Etre représentable en diamant localement spatial est une
propriété stable par changement de base ([Sch22] Proposition 13.4.), le résultat en
découle. m

Remarque 5.4.23. On suit les notations de la Remarque 5.3.12. Soit donc 7 : X — Y
un morphisme fini entre courbes propres lisses sur un corps k. Soit H un groupe réductif
sur Y et G = m,H sa restriction de Weil. On dispose la version « symétrique » de la
grassmannienne affine a d-pattes :

.o d
Gr(H, Div?,) — DIVY

qui & un schéma S sur k associe I’ensemble des triplets (D, &, 3) ou D C Y xS est un
diviseur de Cartier relatif effectif sur Y x .S et 5 est une trivialisation du H-torseur &
sur (Y xx S)\D. En faisant le lien avec le morphisme « fibre » de la Remarque 5.3.12,
on peut maintenant définir une grassmannienne affine a 1 patte sur X en prenant le
produit fibré :

GT(Y,H,Divg() - Gr(y,m Divd)

| J

-1
Divi — T Div{

Par définition si S est un schéma sur k alors Gry, g pit )(S) paramétrise les triplets
(x,&,5) ou x € X(5), & est un H-torseurs sur Y X, S et [ est une trivialisation sur
(Y xpS)\7~ (). Le v-faisceau Gr(y,,  #spaz,) est 'analogue de la grassmannienne affine
Gry, H.Divl,) Pour le morphisme 7 : Vo, — Vz,. Puisque I'on a supposé le morphisme 7
fini, il est bien connu (voir la discussion qui suit) que 'on dispose d'un isomorphisme
canonique de schémas :

[
Gr(X,G,Divk) = Gr(Y,H,Divk)
Nous allons voir dans la section qui suit que ce résultat est également vrai pour les
v-faisceaux Gr(yOF7H7SdeP) et Gr(yvaReSOF/Zp H,SpdZp)-

5.4.5 Lien entre les deux

Dans cette section nous allons comparer les grassmannienne affines Gl"(yzp,Res o2y HSPAZy)
et Gryo,.,H,5pdz,)-
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On dispose d'un morphisme d’adjonction :
e:nm'mH — H
qui nous fournit un morphisme de groupoides :

Y Tors(Vg,, mH) —  Tors(Vo,,mn.H) — Tors(Vo,,H)

P — TP — g P (5.4.3)

Puisque € est un morphisme de groupe, ¢, envoie le torseur trivial sur le torseur trivial,
et par conséquent on obtient un morphisme canonique de petits v-faisceaux :

Gf(yZP,ResoF/Zp HSpdZ,) —7 Gl“(y@F ,H,Spd Zy)

(2,8) — (e.m* P, e.7*p)
Théoreme 5.4.24. Le morphisme de petits v-faisceauz

Gr(yzpvReSoF/szvsdep) ; Gr(yoF,Hysdep)
est un isomorphisme.

Remarque 5.4.25. Avant de donner la preuve de cette proposition, expliquons I’analogue
dans le cadre des schémas. Soit donc f : X — Y un morphisme entre schémas, G un
groupe sur X que l'on suppose dans un premier temps commutatif. On dispose de la
suite spectrale de Leray :

EY? = H? (Y, RUf.(G)) = HPT( Xy, G)
et en particulier de la suite exacte en petits degrés :
1 — H' Yy, f.G) — H' (X&, G) — H' (X4, R f.G) — ...

En utilisant I'identification entre le premier groupe de cohomologie et les torseurs on
obtient le carré commutatif suivant :

H1<)/ét7 f*G) A Hl(XétJ G)

% F

Tors(Yz, f+G) v, Tors(Xe, G)

En particulier ¢ est un isomorphisme si et seulement si H°( X, R' f.G) = 0. Si maintenant
G n’est pas commutatif, on ne dispose pas de la suite spectrale de Leray mais Giraud
a tout de méme construit dans [Gir71] (Proposition 3.1.3) une suite exacte :

1 — H' (Y, [.G) — H' (X, G) — H (X, R f.G) (5.4.4)

qui bien stir coincide avec celle donnée par la suite spectrale de Leray lorsque G est
commutatif. Par conséquent pour prouver que v est un isomorphisme il suffit de prouver
que R'f.G = 0. On a alors le résultat suivant en cohomologie étale :
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Proposition 5.4.26 ([AGV71], Exposé VIII Proposition 5.5, Remarque 5.8). Soit f :
X — Y un morphisme fini, et G un faisceau en groupe sur X. Alors R'f,G = 0.

Proof of the Theorem 5./.2/. Les deux petits v-faisceaux sont ind-propre (Proposition
5.4.22 et 5.4.10) donc il suffit de vérifier I'assertion au niveau des (C, C*)-points ot C' est
un corps algebrlquement clos. Dans ce cas d’apres le Théoreme 5.3.1 les espaces adiques
Vz,(C,C*) et Yo, (C,C*) sont fortement noethériens. On dispose d'un théoréme analogue
a 5.4.26 pour les espaces adiques fortement noethérien ([Hub96], Proposition 2.6.3). Par
conséquent il suffit de montrer que le morphisme 7 est fini. Mais c’est tres général : soit
S € Perfy,, le diagramme suivant est cartésien” :

Yor(5) —— Vz,(5)

| J

SpaOp —— SpaZ,

(Pour ne pas alourdir les notations nous ne noterons plus (.5)). En effet les morphismes
Spa Op — Spa Z, et Yz, — Spa Z, sont analytiques ([S\W20] Définition 5.1.4) et on peut
donc calculer simplement le produit fibré ([SW20] Proposition 5.1.5). Plus précisément,
notons : o1 noq
0,n p
il B = W(R

(]

BS™ = Wo, (R) (2

(] (]

L’espace analytique Yo, (resp. )z,) est recouvert par les espaces adiques y([g}"] =
Spa (B}Sf],BO"”) (resp. yg“” = Spa (B[0 " Bl nH)) ou B[O’"]’Jr désigne la cloture
intégrale de WOF(R+)< ) dans B@ (resp. cloture intégrale de W(R+)< ) dans

B[ZOP ) (voir 5.3.2 ou pour plus de détails ['521] Proposition 11.1.1). II suffit de montrer
que pour tout n € N le diagramme suivant est cartésien dans la catégorie des paires de
Huber completes :

Spa (BG,), BG,)") —— Spa(By), Bi)

| l

Spa O Spa Zj,

Mais cela découle de I’égalité :
B = ng ®z, OF

et de [Stal8] Lemme 10.147.4, car Op est une Z, algebre lisse et donc on a également
I’égalité ngg’* = B%Z)”L ®z, Op. Par changement de base le morphisme 7 : Vo, — Yz,
est donc fini et par conséquent R'7w,G = 0. Le résultat découle alors de la suite exacte
de Giraud (5.4.4). O

2Notez que c’est évident aprés passage aux diamants (bien que ce ne soit pas exploitable ici car le
foncteur (-)¢ n’est pas pleinement fidéle sur la catégorie des espaces analytiques)
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Remarque 5.4.27. Comme expliqué en 5.3.13, les travaux [LLH22] se passent en fibre
générique et sur SpaQ, le morphisme Yo, — Yz, est étale. La preuve du Théoreme
5.4.24 est donc plus simple en fibre générique (voir [LLH22] Proposition 4.1).

Remarque 5.4.28. Le théoreme précédent peut également étre démontré en utilisant
la description schématique des grassmanniennes affines données par le théoreme de
Beauville-Lazlo et le fait que le morphisme Bjz — B}, est fini (voir 5.4.1).

On déduit du théoréme précédent une extension a Spd Z,, d'un résultat de Li-Huerta
[LH22] (Proposition 4.1) valable sur Spd Q,, :

Corollaire 5.4.29. Le carré suivant est cartésien :

Gy, Reso, 2, H8pdZ,) — GIop HDIv5,, )

| |

Spd Z, Divg,OF ,

Le théoreme précédent permet également de comprendre pourquoi la grassmannienne
affine Gr(y,  mspaz,) est l'analogue « v-faisceautique » de la grassmannienne affine
construite dans [Lev16] (voir 5.2.5). Plus précisément on a le corollaire suivant :

Corollaire 5.4.30. 1. En fibre générique sur Spd Q, on dispose d’un isomorphisme :
Gr(yo,. . Hspd Zp)$pd @, = GT(,, Respq, HSpdZ,)|Spd @,

2. En fibre spéciale sur SpdF, on dispose d’un isomorphisme :

W,
Gr(yo, H.Spd Z,)|spar, = (Gry 7" )¢

Démonstration. En fibre générique I'assertion est évidente. En fibre spéciale le résultat
découle du lemme 5.4.5. O

5.5 Modéles locaux

naif
(Reso . /z,
différentes grassmanniennes affines définies dans la section précédente.

Cette section est dédiée aux plongements des modeéles locaux M GLn o) dans les

5.5.1 Plongement de Scholze-Weinstein
Le plongement de Scholze-Weinstein ([SW20] 21.6.10) est défini comme suit. Soit S =

Spa (R, R") € Perfy,. Par définition Mp® o 1(S) = {(5% %)} on S* est un
F/Zp e
untilt de S et .F € M?ﬁgSOF/ZPGLn’#.)(Rﬁ). On a alors un morphisme :
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Mnaif,() (R, R+)

4
(ReSOF/ZpGL”wu') Gr(yZp 7ReSOF/Zp GLr,Spd Zp) (R’ R )

—
(S%,.7) — (S%,A%Y)

ott ABWV est définit comme étant

9
A = Ker(A ®z, Bip(R*) = A ®z, R* — (A ®z, R")/.F))
=07(7)
Proposition 5.5.1 ([SW20] 21.6.10). Ce procédé induit une immersion fermée de petits
v-faisceauzr sur Spd O :
SW . naif <
SV M(;LesoF/Z GLn,pe) — Gr(yzp7ResoF/ZpGLn,Sdep)|SdeE

Remarque 5.5.2. Supposons que S* = S est de caractéristique p. Dans ce cas Bi (R*) =
W (R) et la variable considérée dans la décomposition de Cartan est donc la variable
& =p. On a le diagramme commutatif aux lignes horizontales exactes :

0 F A Xz, R
11
Ker(0) = (p) Az A ®z, W(R)

5.5.2 Plongement de Pappas-Rapoport

Nous allons définir un analogue du plongement de Pappas-Rapoport (voir Proposition
5.2.1) en niveau entier. Soit S = Spa (R, R") € Perfy, et (S*, #) € M?ﬁgsg 12y GL, RICHE
On dispose d'une surjection :

1} — W(R")

w

1
9F : W@F(RJr) w:| ®Zp OF — Rﬁ ®Zp OF

Le morphisme 0 s’étend a la complétion le long de (§) = Ker(6) :
Or : BH(R) — Rf @y, O
et en termes de réseaux :
Or : BH(R)" — (R* @z, Op)" = R* @z, A
On définit alors :

Ay =051 (F)
Par construction on a le diagramme commutatif au lignes horizontales exactes :
0 F (R ®z, Op)"
T 94 or |
Ker(Or) = (€) Az (B (R))"
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Remarque 5.5.3. Si S* = S est de caractéristique p alors € = p est le diagramme
ci-dessus devient :

0 (Rﬁ Xz, Op)n

F
i
Ay

Ker(0z) = (7°) (Wor(R))"

Cette construction est donc bien I'analogue de la construction 5.2.1 car la variable
considérée est la variable m € Wo,.(R).

Proposition 5.5.4. On dispose d’une immersion fermée de petits v-faisceauz sur Spd O :
Lna’l’f . Mnfﬁf,o — QGr |
v . (ReSOF/ZpGLTL“U'.) (yOF7GLTL78deP) Spd O (551)
F Ag
naif,<
(ReS@F/Zp GLn,Mo)
est propre et Gr(yOF,GLn,Spd z,) est ind-propre donc le morphisme est propre également.

Un monomorphisme propre est une immersion fermée (méme dans le monde des v-
faisceaux ! Voir [SW20] 17.4.8). O

Démonstration. Identique a la preuve de [SW20] Corollaire 21.6.10 : M

Proposition 5.5.5. Le diagramme suivant est commutatif :

naif,<
(Reso .z, GLn, pe)

naif
SW X

Gr(y,, Reso,. /2, GLn Spd Zy) ~ Gr(yo,, ,GLy,Spdz,)

Démonstration. Soit (R, RT) € Perfy, et (R*, R*") un untilt au dessus de Z,. On dispose
du diagramme commutatif suivant :

Bir(RF) ®z, A B (1)

o1 4

R @z, A

ou la fleche du haut est un isomorphisme (voir 5.4.1). Le résultat découle alors des
définitions des réseaux Az et ASY comme I'image inverse de .# par les applications fp
et 0 ® 1 respectivement. O

Remarque 5.5.6. En d’autres termes la Proposition 5.5.4 ne nous donne rien de
nouveau comparé aux travaux de Scholze-Weinstein [SW20]. Le plongement /" nous
sera plus utile pour deux raisons :
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e GL, est réductif (contrairement au groupe Reso, z,GL,) et la description de

I'image de (" en termes de variétés de Schubert est plus simple & calculer (voir

section 5.7.2).

PR

(Resor, /2, GLn, e
des filtrations correspondant a des modifications successives de GL,-torseurs, et

non de Resp,./z, GL,-torseurs. Nous verrons dans la section 5.6.3 que le morphisme
PR, naif,$

Mi(reso, /2, GLuie) > MiReso, /2,

produit de convolution au-dessus de Gr(yOF’ H,SpdZ,)-

e La définition du modele local de Pappas-Rapoport M ) fait intervenir

3 . .
naturel GLn,ue) POUWITAS Interpreter comme un certain

5.6 Modele de Pappas-Rapoport

Dans cette section nous allons nous intéresser au modele local de Pappas-Rapoport

FFEE%S@F/ZPGLm )+ On garde les notations de 5.4.

5.6.1 Produit de convolution

On commence par définir le produit de convolution de grassmanniennes affines.

Définition 5.6.1. Soit d > 0 un entier et I = {1,...,d}. Le d-produit de convolution
est le foncteur sur Perfy, qui a S associe :

N Sf — Spa Op untilt de S
Gr(y,, 6,(3pd0p)1) (S) = (SE, &, Bi)ier | & € TOFS(yOE(SL g), ] ~
Bit Gilye snst = Gi-tlyo, (o8t

avec B; méromorphe le long de S* C Yo, (S).
De nouveau par Beauville-Lazlo et 5.3.6 on a la description suivante :

Proposition 5.6.2. Pour tout S € Perfy, on a :

Gr(yOEvgr(SdeE)d)(S) = (va &, 51) &; € TorS(SpeC B;&(Sf% g)7 / -
51‘ : éaz‘|SpechR(Sf) — éﬂi_l|speCBdR(S§)

Dans [SW20] les auteurs montrent un certains nombre de résultats concernant le
bon comportement de cette grassmannienne affine de convolution :

Proposition 5.6.3 ([S\W20] Proposition 20.5.2, 20.5.4). Le préfaisceau @(yOE7g7(Spd 0n))
est un petit v-faisceau. De plus si G est réductif le morphisme structural

Gr(yoE,G,(Spd(’)E)d) — (Spd Op)*

est ind-propre et ind-représentable en diamant localement spatial.
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On dispose d'un morphisme de convolution :

M Gryo, 6600 7 Gloo, g, )

(Sia(’g;aﬁi)iel — (Sl‘f‘"“f‘sd,(gad,ﬁdo---oﬂl)

Remarque 5.6.4. La situation est « dé-symétrisée » dans le sens ou le produit de
convolution vit au dessus du produit (SpdOg)? et non pas du produit symétrique
Div¢

Yoy

Gr(yo, . (Spd0Op)t) — Gf(yoE,g,DivgoE>
. d
(Spd Op)¢ ———— Divy,,
Attention ce diagramme n’est pas cartésien (bien sir il est commutatif).

En fait ce morphisme de convolution se factorise par un autre produit de convolution,
qui lui est un morphisme v-faisceaux sur (Spd Og)? :

m: Gr(yOEg:(SdeE)d) — Gr(yoE,g,(SdeE)d) (562)
(va &, Bi)ier +— ((Sf)ig, &y, Bao -0 )

ou le membre de droite est la grassmannienne affine a d pattes.
Proposition 5.6.5. Le morphisme de convolution (5.6.2) satisfait les propriétés suivantes :
1. Sur (Spd Op)\AW c’est un isomorphisme.

2. Sur A C (Spd Og)? il coincide avec le morphisme de v-faisceauz sur Spd O :

Gryo, ,6.5pd0p) X - - XGr(o G.5pd0r) — Gy, ,6,5pd Op)

ot le membre de gauche désigne le foncteur qui a S — Spd Of associe les tuples
(S%, (&, Bi)ier) avec S* un untilt de S sur O, (&;)icr un d-uplet de G-torseurs sur
Yo, (S), et (5 : gi|yoE(S)\S” - ébi—1|y@E(S)\Sﬁ)ieI des modifications successives
de torseur trivial &.

Démonstration. L’assertion (2) découle des définitions. Pour 'assertion (1), comme
pour Proposition 5.4.16, nous allons donner une preuve dans cas d = 3. Encore une fois
la preuve générale n’est pas plus compliquée. Soient (S, 5%, S%) € (Spd Og)? deux &
deux distincts. On se donne une suite de modifications de G-torseurs sur Vo, (S5) :

Ba: Eilyo sty = Slyo sy

P £2|yOE(s)\{S§} - gl|yoE(S)\{S§}
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53 : £1|yOE(S)\{S§} - go‘yoE(S)\{Sg}

Son image par le morphisme de convolution est donnée par la composition :

G gS|yoE(5)\{sf,s§,s§} = go|yOE (S)\{s},85,55}

11 suffit de voir que 'on peut retrouver les (&, 5;) par recollement et par induction :

& = Clue(&ly, s\ qst.siy Golyo s isty: )

— /
& = Glue(&ly,, s sty Elyosnisty )

Y ! . ~ 9 . .
ou 3" : & Yo (S\{sh.st) — é"l|yoE (S)\{sk,s8} est 'isomorphisme obtenu par construction
de &1. Ces recollements ainsi définis sont naturellement munis des trivialisation (3, £s, (3.
Il est simple de voir que les deux constructions sont réciproques I'une de I'autre. O

Remarque 5.6.6. Attention pour énoncer un résultat analogue pour le morphisme de
convolution (5.6.1) il faut faire attention a I’action du groupe symétrique ¥, (c’est un
Yg-torseur sur le complémentaire de I'ensemble des diagonales).

5.6.2 Produit de convolution pour le modele local

PR
(RGSOF /Zp GLn, 7“')

nous devons « dé-symétriser » la situation de fagon similaire a 5.6.4. Pour ce faire
on commence par fixer une numérotation ¥ = {py,...,¢.}. Soit S — Spd Ox un
morphisme donné par un untilt S* — Spa Of. Pour tout i € I = {1,...,e} on peut
regarder la composition :

Pour définir le produit de convolution adapté au splitting modele M

S* — Spa Ox 25 Spa Op

qui est un S-points de Spd O que ’on notera Sfoz_. Ce procédé nous fournit un morphisme
petits v-faisceaux :

Spd O — (Spd Or)°
St —s (Sﬁ ..,Sﬁ,e)

P17

On a le diagramme commutatif suivant (mais pas cartésien) :

Spd O —— (Spd Op)®

| |

SpdZ, —— (Spd Op)¢/S.

Avant de nous concentrer sur le groupe Resp, /7, GL,, on se place dans le cas d'un
groupe réductif H sur Or comme pour la section 5.4. On définit GI‘(yOF7 HSpd0g) Via le
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carré cartésien suivant :

Gryo,. mspd0x) — GT(o, H,(SpdOr)e)

l l (5.6.3)

Spd Ox ————— (Spd Op)*

Plus explicitement :

Définition 5.6.7. On définit le foncteur sur Perfy, qui a S = Spa (R, R") associe :
St — Spa Ok untilt de S
&; € Tors(Vo,.(S), H), / ~

GI (v, HSpd0)(S) = { (5%, &, ;) X
Bi Eilyg snst, = Cimtlyo, snst,

avec 3; méromorphe le long de Sﬁ,i C Vo, (5).
De nouveau par Beauville-Lazlo et 5.3.6 on a la description suivante :
Proposition 5.6.8. Pour tout S € Perf;, on a :

S* — Spa Ok untilt de S
Gryo, Hspd0x)(S) = { (S, &, ;) &; € Tors(Spec BZZ(Sﬁ),H), / ~
61' : éai‘SpecBE[%i] — gji*l’SpecBg[%i]
ou Z; désigne l'idéal associé a ['untilt Sﬁ,i

Proposition 5.6.9. Le préfaisceau (A}/l“(yoF7H75pd@K) est un petit v-faisceau. De plus le
morphisme structural N
Gr(yoF7H7SPd Og) — Spd Ok

est ind-propre et ind-représentable en diamant localement spatial.

Démonstration. Découle du carré cartésien (5.6.3) et du résultat analogue pour la

grassmannienne affine de convolution Grgy,  wspaog)) — (SpdOr)® (Proposition
5.6.3). 0

On dispose d'un morphisme de convolution :

m . Gr(yoF,H,SdeK) — Gr(yoF,H7Sdep)|Spd(’)K (564)
(S%,&,8) — (S8&.,Beo---0p)

compatible avec (5.6.1) dans le sens ou le diagramme suivant est commutatif :

Gr o, Hspd0g) — GI(Vo, ,H,(SpdOF))

| |

Gr(y@F,H,sdep)|spdoK B Gl“(yoF,H,Divg, )
Op
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En fait sur Spd Ok le morphisme Spd O — (Spd Or)? nous fournit une section :

Gr (Yo, H,5pd Op)°)

,,,,,,,f,,,/,,,,,) l

Gr (o, H,5pd7,) [spd 0 — Gryo,,. 1 Divs, )|Spd 0x
F

Spd O

Plus explicitement, ce morphisme envoie un triplet (5%, &, 8) sur le triplet ((S% );, &, )
ou les Sfoi — Spa Op sont obtenus en composant S* — Spa O avec les morphismes
;- Spa Ok — Spa Op. Cette section induit un diagramme cartésien :

Gr (o HSpd0x) — GI(o,.,H,(3pd 0p)e) Spd Ok

l l (5.6.5)

S
Gr (o, 1,507, [spd 0 — GI(¥o,.,H,Spd 0r))[Spd Ok

La proposition suivante permet de faire le lien avec la grassmannienne affine de convolution
définie dans [SW20] (voir 5.6.1).

Proposition 5.6.10.
1. En fibre spéciale sur Spd k on dispose d’un isomorphisme de v-faisceaux :
Cr(yo,.Hspd0x)lspar = (Gry 770X ... X (Gry°F)®
2. En fibre générique sur Spd K le morphisme de convolution est un isomorphisme :
m: CTI“Q@F,H,spdoK)!sde - Gr(yoF,H,sdep)\sde

Démonstration. De fagon similaire a (5.3.5), on a le diagramme commutatif suivant :

Spdk ——— SpdOg «+—— Spd K

| | |

A — (Spd OF>€ — (Spd OF)Q\A(E)

Le résultat découle alors du carré cartésien (5.6.5) et de la Proposition 5.6.1. O

5.6.3 Splitting local modele

On rappelle que l'on a fixé une numérotation ¥ = {¢1, ..., }. Le cocaractére p, est
donc de la forme pe = (1™,0" ") pour un e-uplé d’entiers (ry,...,r.). On considere
PR

le foncteur M ) qui & un schéma (S — Spec Ok) associe 1’ensemble des

(RESOF/ZPGanﬂ'
filtrations (.%;); de Op ®z, Og-sous modules de Ag :

Fe C Feq C--- CF CA®y Og

telles que :
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o Les .%; sont Zariski-localement des Og-facteurs directs de Ag de rang r;
o Pour tout a € O et pour tout 1 =1, ..., ¢

(a®1—=1®¢i(a)) - Fi C Fin

Remarque 5.6.11. Attention : la définition ci-dessus differe de la définition dans
[PRO2]. Mais cette différence est sans conséquence, voir [PR02] Paragraphe 6.3, ou
encore [Ber23] (Exemple 3.9 (4) et Proposition 4.8). Nous adoptons la définition ci-
dessus pour ne pas alourdir les notations.

Finalement on arrive au résultat annoncé dans l'introduction :

Théoreme 5.6.12. [l existe une immersion fermée naturelle de petits v-faisceaux sur

Spd Ok
PR . ngPR,O —~
b (Reso /7, GLn,pe) — Gr(yoF,GLn,SdeK) (5.6.6)

telle que le diagramme suivant soit commutatif :

PR,$ R

_
(Reso /2, GLinjte) Gr(yoF,GLn,Spd Ok)

J Jm (5.6.7)

naif, | upait G |
(Reso ./, GLin, ) 1SPd Oxc ? UTI(Yo,,GLy,Spd Zy) [Spd O

Démonstration. Soit S = Spa (R, R*) € Perf; et (S*, .7) € M(F)Plj”e’S;F/ZPGLmN_)(S). On

dispose d’une surjection :

1 1
} = W(R+) [} Qz, O — R Xz, Or
w

w

9F . W@F(R+)

Le morphisme 6 s’étend a la complétion le long de (£) = Ker(6) :
fr : BH(R') — R' @y, Op
et en termes de réseaux :
Op : BH(R)™ — (R* @y, O1)" = R* @, A

On définit alors : A
A, = 07 ()

Par construction on a donc une filtration :
A, C---C Ay C BL(RH"
Si on prend & = 7 — [7;(7)°"] € Wo,(R) on a I'égalité :

Op(&) =m7®1—1Q® 7(m)
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Par conséquent, par définition des (.%;);, pour tout ¢ = 1,..., e on a l'inclusion :
§i- Ny C Aigy

En particulier on dispose de I'égalité :

1
Ni ®p+ sy BH(RF) L

i

1
] =Nyt ®B§(Rﬁ) BB(Rﬁ> L%}
Ce procédé nous fournit donc un élément de /le"(yZWRes 02y GLi,Spd Zy) (S9) et par fonctorialité
de la construction cela nous fournit un morphisme de v-faisceaux sur Spd Oy :
PR,$ -
(Resoy 2y Glpie) 7 GL(z, Reso 1z, GLnSpd Z,)
(FeC---CF) — (AeC - CAy)

Ce morphisme est une immersion fermée car la source est propre et la cible ind-propre
d’apres 5.6.9. Le fait que le diagramme (5.6.7) soit cartésien découle directement des
descriptions des objets qu’ils paramétrisent et des construction des morphismes ([F%

(voir (5.6.6)) et (2 (voir 5.5.4) O

Remarque 5.6.13. La construction ci-dessus devrait s’étendre sans trop de difficulté a

des chaines de réseaux polarisées quelconques comme cela est fait dans [SW20] (section
21).

5.7 Description des images

On rappelle que le modele local canonique est défini comme I'image schématique :
Mg" = Im(ME* 5 MY @0, Ok — Mg™)

On notera (i I'immersion fermée de v-faisceaux sur Spd Z,, obtenue par composition

naif
can,$> naif, Ly
M(ResoF/ZpGLn,,u.) ’ M(ResoF/ZpGLn,u.) — Gr(yoF,GLmSdep)

Dans cette section nous allons décrire I'image des plongements (F® et 12" en termes

de variétés de Schubert. Cette description est rendue possible par le fait que nous
travaillons avec des grassmanniennes affines pour le groupe GL,, qui est réductif (contrairement
au groupe Resp, /7, GLy,).

5.7.1 Cellules de Schubert

On commence par quelques rappels sur les cellules de Schubert comme définies dans
[F'521] §VI.2. Soit donc G un groupe réductif sur O que 'on suppose déployé. On fixe
un tore déployé et un Borel T'C B C G. On note X(7")" le Z-module des cocaracteres
B-dominants.
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Soit S = Spa(C,C*) — Div%,oE un morphisme donné par un untilt S* = Spa(C*, C*+).
Supposons C' algébriquement clos. Dans ce cas Bix(C*) est un anneau de valuation
discréte d'uniformisante ¢ et de corps de fraction Bgr(C*). On dispose alors de la
décomposition de Cartan :

Xo(T)" == G(B{(CH)\G(Bar (C) /G (B (CF))
p— [p(8)]
ot (&) € T(Bgr(C*)) désigne I'image de £ par le cocaractere u: G,,, — T

Maintenant soient & et & deux G-torseurs sur Spec Bjz (C*), et 3 un isomorphisme
entre & et & sur Spec Bqr(C*). L’anneau Bjg (C*) est un anneau complet de valuation
discrete avec un corps résiduel algébriquement clos et par conséquent les G-torseur
& et & sont triviaux. Fixons des trivialisations (5, : & ~ &y et [Py : & =~ & sur
Spec Biz (C*). La composition ;- 3- 85" est un automorphisme du G-torseur trivial &
sur Spec Bqr(C*), i.e. un élément du groupe G(Baqr(C*)). Cet élément est bien défini
modulo le choix des trivialisations [y et 3, ¢’est-a-dire modulo la multiplication par
un élément de G(BJ;(C*)) a gauche et a droite. On notera

Inv(8) € Xo(T)"

I'élément induit via la décomposition de Cartan (5.7.1), que I'on appelle abusivement
la position relative de &) et &. On obtient pour tout point géométrique S — DiV%;OE
une application bien définie :

Gy iy, )(S) — XalT)*

(8%, &, ) — Inv(B)

Casd=1
En suivant [F521] VI.2.2, on définit pour tout u € X (T)* :
Gr“ C Gr(

.1 7gy])- 1
Yoy ,g,DlvyoE) Yoy IVyOE)

comme le sous-foncteur des points S — Gry, OEvg:DivlyoE) donnés par des triplets (S¥, &, 3)

tels que pour tout point géométrique Spa(C,CT) — S la position relative de & et &
en Spa(C*, C*F) est égale a y. On définit ensuite le foncteur :

<w e w
Gr )= |_| Gr(yo

Di 1 Di 1
(yOE7g7 IVyOE H’SM E’g’ IVyOE)

<p

Le foncteur Gr(yOEg’DiVizoE) est un petit v-faisceau qui est propre sur DlVyoE ([FS21]

Proposition VI.2.3). De plus on a I’égalité :

_ 1 <u
Gr(yOE’g’Di"ii@E) = 1%11 Gr(yoE7g7Div§,oE)
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Cas général

On passe maintenant au cas d’un entier d > 0 quelconque. De nouveau on suit les
explications de [F521]. Soit S — Divgl,OE un point donné par un diviseur de Cartier
Ds C Yo,(S) de degré d. En un point géométrique Spa(C,C*) — S le diviseur D¢ c+)
est I'union disjoint de d diviseurs de Cartier (non ordonnés) de degré 1, correspondant
A un J-uplet d’untils non ordonnés Spa(C*, C*") avec |I] = d.

Suivant [F'521] VI.2.2, on définit pour tout d-uplet non ordonné pe = (1;)jecs
d’éléments p; € Xo(T)* avec |J| =d

SH.
GI'(yOE ngv E C Gr(yOEygyDng;oE)

comme le sous-foncteur des points S — Gry, 05 GDIv, ) donnés par des triplets (Dg, &, 3)

tels que pour tout point géométrique Spa(C,CT) — S, si 'on note (Spa(Cf, C’f’L))ieI le
I-uplet d’untilts non ordonnés associé a Dg avec |I| = d, il existe une bijection ¢ : J ~ I

telle que la position relative de & et &, en Spa(C’%j , C’er) est bornée par

>

“i=% )

Produit de convolution
On s’intéresse maintenant au produit de convolution. Suivant [SW20] 20.5.3, on définit
pour tout d-uplet de cocaractere jig = (pi1, ..., ptq) € (Xo(T) )¢ on définit

e

Gr(yo, 6.p4 0% C CT(vo, 0.(5pd 05))
comme le sous-foncteur des points S — (/j/r(yoE7g’(SpdoE)d) donnés par des d-uplets
(Sf,éi,ﬁi)ie{17.,,,d} tels que pour tout point géométrique Spa(C,CT) — S, si 'on note
Spa(C?, C*) les untilts induits, la position relative de & et &_; en Spa(C¥,CF) est

égale a p; pour tout ¢ = 1,...,d. On définit ensuite le sous-foncteur :
~ <yie
Gr(yo, guspdop = L GfozoE, G,(Spd Op))
He<tie

Pour les restrictions de Weil

On peut maintenant définir les variétés de Schubert pour nos grassmanniennes affines
Gryo, Hspdz,) €6 GI(yo, HSpd0k), 00 H est un groupe réductif déployé sur Op. Soit

fte = (K )pes : G — Respyg, H(@p) = H H(@p)

peEX

un cocaractere.
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Définition 5.7.1.

1. On définit le sous-foncteur
<ie
Gr(yoF,H,sdep) - Gr(yoF,H,Sdep)

oy ; <tie . ;
comme limage inverse de Gr(yopH,Dng}O y C Gr(yOFvaDweyOF) par le morphisme

de v-faisceaux Gl"(y@F,H,sdep) — Gr(yOWH,DiV%OF) (voir (3.2.11)).

2. On définit le sous-foncteur :

e N
Gr()}oF,H,SdeK) - Gr(yoF,H,SdeK)

, , e ~ .
comme l'image inverse de Gr(yonHy(Spd 0re) C Gro, H,(Spd OF)e) par le morphisme

de v-faisceaur Gr(y,  mspaox) = GI(o,. i spaop)e) (voir (5.6.3)).
On a la proposition suivante :

~ <ie
Proposition 5.7.2 ([SW20] 20.5.4). L’image de GIJOF,H,SdeK) par le morphisme de
convolution -

m: Gr(y,, H5pd0x) = GT(vo, 1 Spdz,)|spd O

5 \ <te
est égale a Gr(yoF,H,sde,,)|Spd0K-

Démonstration. Le résultat découle de 'assertion analogue pour le morphisme de convolution
Gr(yoF’Hy(SpdoF)e) — Gr(yoF,H,DiV§,O y ([SW20] Proposition 20.5.4). O
F

5.7.2 Images des modeles locaux

Comme pour la section 3.2.1.1, étant donné un cocaractere

fe = (pp)pex = (17¢,0"7"%)ex € Xo(Reso,z,Go) " = [[ (297

peEX

on notera

e = (/d)«pez = (1"7"%,0")pen

On peut maintenant énoncer le résultat principal de cette section :

Théoreme 5.7.3. (1) L’immersion fermée (& induit un isomorphisme de v-faisceaux
sur Spd Z,, :

can, ¢ ~ <pd
(RGSOF/ZPGLH’HO) Gr(yOFvGLmSPd Zp)
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(2) L’immersion fermée (o® induit un isomorphisme de v-faisceaux sur Spd Oy :

PR, ¢ —
(Reso 1, /2, GLn, tte) GI‘ (Yo ,GLn,Spd Ok)

En résumé on a le diagramme cartésien suivant

PR, (’i’rﬂ.
_—
(Res@F/ZpGLn,,u.) (Yo ,GLn,Spd Ok)

J I

can, v

Ste
(Reso /2, GLinshte) |spd o ” Gr(yoF,GLmSpd Zp) |Spd ok

ou les fleches horizontales sont des isomorphismes.

Démonstration. Commengons par le point (1). Puisque les deux v-faisceaux sont propres
sur Spd Z,, il suffit de montrer que c’est un isomorphisme au niveau des points géométriques.
Soit donc S = Spa(C,C*) — SpdZ, un point géométrique donné par un untilt
S*% = Spa(C*, C*"). On distingue deux situations :
o (% est de caractéristique 0. Dans ce cas comme nous 'avons vu en 5.3.4 le S-
point de Divy, on induit par le morphisme 7! est donné par un X-uplet d untilts

(S}L)Sﬂeg sur Op deux & deux distincts. Dans ce cas avec les notations de 5.4.1 on
dispose d'un isomorphisme :

BAH(CY = ] Biro,(C (5.7.3)

peX

provenant de I'égalité d’idéaux (§) = ([, &,) et du fait que les idéaux ({,) sont
deux a deux distincts. Si M est un Bj(C*)-module on notera

M=@ M,
peY
la décomposition de M induite par (5.7.3). Notons My = BAL(C*)™ le B}(C*)-
\
réseau trivial de rang n. Par définition GréﬁgF’GLmspd Zp)(C', C™) paramétrise les
B}(C*)-réseaux M C MO[%] tels que la position relative de M, et M, soit bornée
par /1. Plus explicitement pour un cocaractere y; = (1"7"¢,07%) cette condition
est équivalente aux conditions &,-Mq , C M, C Mo, et dimes (Mo ,/M,) = n—r,.
De l'autre coté puisque C* est sur @, on a I'égalité

Mo [(CF) = M ,(C)

(ReSOF/ZpGLTHMO (ReSOF/ZpGL’VMM'
. , . ; . naif,<$> 1 .
et il est donc équivalent de prouver l'assertion pour My..” e GLML.)(C’ ). Soit

donc .F C (C* ®z, Op)" est un élément de € M?ggng/szLmu.)(C’ CT) alors la

décomposition :
C*®g, Op = [[ CF

peX
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induit une décomposition
F =6 Z,
peEX
La condition de Kottwitz est équivalente a ce que dime:(.%,) = r, pour tout
¢ € X (voir la discussion 2.3.4). Pour finir on a le carré commutatif suivant :

B(CY) — s CF @y, Op

| |-

Binop (CE) ——=—— C:
©

ou ép désigne I'application de Fontaine usuelle associée a I'untilt C’ﬁ,. Il est maintenant
simple de voir que la construction :

MRRIEO (C,CT) — Gre (C,CF)

(Reso /7, GLin, e (Yo ,GLn,Spd Zp)
(ﬁ = @ glp) — (Ag = @ A(%p)
peY peY

est une bijection, ott Az, := 5;1(3%).

C* est de caractéristique p. Dans ce cas les untilts (C&)Qpeg sont tous égaux.
Notons My = Wp,.(C*)". 1l s’en suit que Gréﬁ‘(;FyGLmSdep)(C’, C™") paramétrise les
Wo, (C)-réseaux M C My|-] tels que la position relative de M et M, soit bornée

1
p
par
vV
> 1y
peEX

L’assertion découle alors de 3.2.5.

Le point (2) se démontre de la méme maniére, en observant que les conditions

&N C ANy, dime(Aj/Ai) =1y

(avec les notations de la preuve du théoreme 5.6.12) sont équivalentes a ce que la
position relative de A; et A;;; soit égale a uy = (1", 0™) au point S?ai.

]
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Titre : Stratification des modéles de Pappas-Rapoport des variétés de Shimura
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Résumé Dans cette thése nous étudions la
géométrie de la réduction de certaines variétés
de Shimura modulo un nombre premier p. Plus
précisément on considére la réduction modulo p des
modeles entiers des variétés de Shimura de type
PEL construits par Pappas et Rapoport. Dans le cas
d’une donnée PEL de type Hilbert, on montre que la
stratification induite par le polygone de Hodge est une
bonne stratification (I'adhérence d’une strate est une
union disjointe de strates). Ensuite nous calculons
les G-orbites de la fibre spéciale du modéle local
de Pappas- Raporport dans le cas Hilbert, ou G
est le groupe associé a la donnée PEL. Ces orbites
induisent une bonne stratification de la fibre spéciale
de la variété de Shimura, que I'on appelle stratification

de Kottwitz-Rapoport (analogue a la stratification de
Kottwitz-Rapoport des modeles entiers de Kottwitz).
Dans un travail récent, Xu Shen et Yugiang Zheng ont
défini une stratification d’Ekedahl- Oort des modeles
entiers de Pappas-Rapoport. Dans le cas Hilbert nous
montrons que < lintersection > de leur stratification
avec la straitification de Kottwitz- Rapoport est une
bonne stratification. Dans la seconde partie de cette
thése nous nous intéressons aux modeles locaux
dans le contexte de la théorie de Hodge p-adique.
Nous définissons un plongement en niveau entier
des modeles locaux de Pappas-Rapoport dans une
certaine Grassmannienne affine de type Beilinson-
Drinfeld, analogue au plongement définit Scholze et
Weinstein pour les modéles entiers de Kottwitz.

Title : Stratification of Pappas-Rapoport models of Shimura varieties

Keywords : Arithmetic geometry, modular forms, Shimura varieties

Abstract : In this thesis we study the geometry of the
reduction of certain Shimura varieties modulo a prime
number p. More precisely, we consider the reduction
modulo p of the integer models of PEL-type Shimura
varieties constructed by Pappas and Rapoport. In
the case of Hilbert-type PEL data, we show that
the stratification induced by the Hodge polygon is a
good stratification (the adherence of a stratum is a
disjoint union of strata). Next, we compute the G-
orbits of the special fiber of the Pappas-Raporport
local model in the Hilbert case, where G is the group
associated with the PEL datum. These orbits induce
a good stratification of the special fiber of the Shimura
variety, which we call Kottwitz- Rapoport stratification

(analogous to the Kottwitz-Rapoport stratification of
integer Kottwitz models). In a recent work, Xu Shen
and Yugiang Zheng have defined an Ekedahl-Oort
stratification of integer Pappas-Rapoport models. In
the Hilbert case we show that “the intersection” of their
stratification with the Kottwitz-Rapoport straitification
is a good stratification. In the second part of this
thesis, we focus on local models in the context
of p-adic Hodge theory. We define an integer-level
embedding of Pappas-Rapoport local models into
a certain affine Grassmannian of Beilinson-Drinfeld
type, analogous to the embedding defined by Scholze
and Weinstein for Kottwitz local models.
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