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PREFACE

Dans ce mémoire, je présente une synthese des résultats mathématiques que j’ai obtenus depuis la
soutenance de ma these de doctorat en juin 2013. Ces résultats sont le fruit de plusieurs collaborations
et ont été publiés dans une douzaine d’articles en anglais avec Thierry Lévy (7), David Wilson (3),
David Cimasoni (2), Dmitry Chelkak (1), Ewain Gwynne (1) et Jason Miller (1). La liste détaillée de ces
publications se trouve un peu plus loin. Je présente en quelques mots dans cette courte préface un survol
du cadre dans lequel s’inscrit ce travail et des motivations qui le sous-tendent.

Un graphe est un ensemble de sommets dont certaines paires distinguées sont appelées arétes
et auxquelles on pense comme a des chemins reliant les sommets a leurs extrémités. Sur cet espace
discret, on considere des fonctions, que 'on peut voir comme associant un spin (c’est-a-dire une
variable que 'on visualise comme un petit vecteur ayant une liberté de « rotation ») a chaque
sommet. Les graphes, finis ou infinis, constituent un cadre mathématique naturel et privilégié
pour I’étude de mesures de probabilité sur des ensembles discrets de spins corrélés.

Ces mesures de probabilité sont issues de modeles idéalisés de la matiere en physique théo-
rique appelés communément modéles de physique statistique. C’est de cet héritage historique que
provient 'usage du mot spin. La raison d’étre premieére de ces modeles est de mettre en lumiere
les mécanismes conduisant aux phénomenes physiques de transition de phase. Dans le cadre des
modeles de ferromagnétisme par exemple, le graphe reproduit le réseau cristallin des atomes d’un
morceau de métal.

Des exemples de tels modeles sont le modéle d’Ising du ferromagnétisme (qui porte le nom de
I’étudiant de son concepteur en 1925, Lenz) pour lequel les spins valent +1, et plus généralement
la famille des modéles de Potts (1951) pour laquelle les spins sont & valeurs dans un ensemble
aq > 2 éléments (le modele d’Ising correspond a q = 2), ainsi que le tas de sable abélien (introduit
formellement par Dhar en 1990, sur la base du modele de criticité auto-organisée proposé par
Bak, Tang et Wiesenfeld en 1987).

Ces modeles de spins peuvent parfois étre traduits en configurations aléatoires d’arétes avec
contraintes topologiques, comme des arbres couvrants ou d’autres sous-graphes aléatoires. Leurs
fonctions de partition sont des polyndmes en plusieurs variables importants en combinatoire
algébrique, comme le polynome de Tutte. C’est notamment le cas pour la famille des modéles de
Fortuin—Kasteleyn, qui généralise les modeles de Potts—Ising mentionnés plus haut.

Lorsque les variables de ces polyndmes sont attachées aux arétes du graphe, elles déterminent
également une structure euclidienne sur ’espace des fonctions sur les sommets et les arétes du
graphe. La compréhension du lien structurel, déterminé par un modele de physique statistique
donné, entre : cette géométrie euclidienne, les mesures de probabilité sur les sous-graphes, et les
polynémes multivariés, conduit a des questions d’ordre purement mathématique en géométrie
combinatoire. Certains auteurs parlent dans ce cas de « combinatoire physique », ou de maniere
peut-étre plus paradoxale, de « physique combinatoire ».

Dans les familles de modeles de physique statistique mentionnées, certains modeles sont
plus & méme d’étre étudiés que les autres car leurs fonctions de partition et leurs fonctions
de corrélation s’expriment a l'aide d’identités explicites, calculables en temps polynomial (en
la taille du graphe); on dit qu’ils sont intégrables. C’est par exemple le cas des modeles dits
déterminantaux ou ces identités font intervenir le déterminant de matrices associées au graphe.
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En étudiant ces modeles intégrables, aux propriétés algébriques trés particulieres, on s’éloigne
sans doute un peu des systemes physiques réels, beaucoup plus complexes, mais on a acces a
de riches structures mathématiques. Du point de vue de la physique statistique, on parle de
« modeles-jouet », mais du point de vue mathématique, ces objets sont fondamentaux.

Si 'on voit un graphe comme un espace géométrique discret, la physique théorique des in-
teractions (et sa notion de spins & valeurs dans un groupe de jauge), ainsi que la géométrie
différentielle (et ses notions de fibré, connexion, transport paralléle et holonomie), invitent a y
considérer des structures additionnelles, comme la donnée de variables sur les arétes a valeurs
dans un groupe de matrices. On cherche alors & étudier de nouveaux modeles aléatoires sur le
graphe qui incorporent cette symétrie de jauge.

Les contributions principales présentées dans ce mémoire sont les suivantes. Je présente le
calcul de certaines observables du modele d’Ising planaire et du tas de sable abélien planaire.
J'introduis de nouveaux modeéles aléatoires : la famille des arbres couvrants actifs, certaines fa-
milles de sous-graphes aléatoires déterminantauz, les foréts couvrantes quantiques, ainsi que les
soupes de boucles tordues par I’holonomie d’une connexion et leurs théoremes dits « d’isomor-
phisme » avec des champs de vecteurs gaussiens tordus. Je définis ce faisant une généralisation
des polynéomes de Symanzik et en donne une interprétation probabiliste. Ces polynémes sont a ce
jour surtout étudiés en physique mathématique d’ou ils émanent et ont été utilisés en géométrie
tropicale ; peu semble-t-il en théorie des probabilités.

Lorsque 'on consideére une suite croissante de graphes finis dont la taille tend vers I'infini, on
observe de nouvelles propriétés pour les modeles associés. Dans la limite dite thermodynamique,
la structure limite est un graphe discret infini et I'on peut observer des transitions de phase. Dans
la limite d’échelle continue, ou la maille des graphes tend vers zéro, on trouve des géométries
aléatoires continues.

Un aspect fascinant du domaine des mathématiques que j’ai succinctement présenté ci-dessus
est la facon dont les familles de modeles discrets possédent des analogues continus ayant une
structure en famille similaire. On peut ainsi conjecturer I'existence d’objets continus aléatoires
compliqués a partir de propriétés algébriques sur des structures finies, et ceci a donné lieu a de
nombreux travaux dans les derniéres décennies. En dimension 2, ceci ouvre sur le monde de la
géométrie conforme aléatoire dont les objets centraux sont le mouvement brownien, 1’ évolution de
Schramm-—Loewner et le champ libre gaussien. Les travaux récents dans ce domaine ont montré a
quel point les deux mondes (discrets et continus) sont liés. J’énonce une conjecture supplémentaire
dans ce sens (la convergence des arbres couvrants actifs vers I’évolution de Schramm-Loewner),
ainsi qu'un théoreme qui énonce une variante de cette convergence dans le cas ou le graphe
planaire est lui-méme aléatoire (on parle de carte aléatoire).

Pour résumer, je m’attache dans ce mémoire a mettre en exergue des liens entre struc-
ture et aléa par ’étude de modeles de physique statistique discrets, avec comme motivation la
construction hypothétique a long terme d’objets géométriques continus (lignes, surfaces, champs)
aléatoires dont on pourrait comprendre la structure algébrique profonde grace a ’observation de
leurs analogues discrets.

A la suite du travail présenté ici, une piste que j'espere explorer davantage consiste a rem-
placer les graphes par des complexes simpliciaux, et par leurs versions métriques qui sont des
espaces métriques de complexité intermédiaire entre le discret et le continu.

Remerciements. Je remercie tous mes coauteurs, Thierry Lévy, David Wilson, David Cimasoni,
Dmitry Chelkak, Ewain Gwynne, et Jason Miller, pour tout ce qu’ils m’ont appris et pour le travail
effectué en commun, qui constitue la matiere de ce mémoire. Avec eux j’ai pu m’émerveiller, avec humour,
de la profondeur des objets simples. Je tiens a remercier tout particulierement Thierry Lévy pour de tres
nombreux échanges qui ont donné lieu a des travaux qui occupent une place majeure dans ce mémoire.
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1.1 Un arbre plan & 50 sommets.

1.2 A gauche, le chemin de Dyck associé au mot de Dyck aaabbabb correspondant au bon
parenthésage ((()) (). A droite, Parbre plan enraciné associé. L’arbre est obtenu en contractant
horizontalement ’aire grisée sous la courbe du chemin de Dyck. Réciproquement, le chemin de
Dyck donne la distance a la racine des sommets explorés par la fonction de contour de 'arbre.

1.3 Arbres couvrants et couplages parfaits.

1.4 Approximation discréte du mouvement brownien plan par une marche aléatoire sur le réseau
carré Z2. La trajectoire plane au centre a pour coordonnées deux mouvements browniens
unidimensionnels (représentés de part et d’autre) qui peuvent étre indépendants (pour le cas
canonique, comme ici) ou corrélés (pour un processus plus général ; voir le théoréme [1.26]).

1.5 Deux représentations d’un graphe fini connexe a 6 sommets : & gauche, ses arétes géométriques ;
a droite, ses arétes (orientées).

1.6 Résumé des propriétés basiques des matroides circulaires et bicirculaires.
1.7 Dynamiques de I’équation de Schramm-Loewner pour k < 4 & gauche, et k > 4 & droite.

1.8 Approximation discréte d’'un champ libre gaussien en dimension 2.

2.1 Stabilisation d’un tas de sable, lorsque le puits est le bord d’un graphe donné par une grille
carrée 3 x 3.

2.2 Chaine de Markov sur les arbres couvrants et unicycles couvrants.

2.3 L’intersection d’une marche aléatoire dans Z? avec le « simplifié » de sa trajectoire passée.
L’unique boucle simple ainsi créée est représentée en orange.

2.4 Un arbre couvrant actif d’une grille carrée 15 x 15, représenté par sa courbe de contour, avec ses
arétes actives marquées en rouge.

2.5 Correspondance non bijective entre sous-graphes couvrants et arbres couvrants actifs : a tout
arbre couvrant T est associé 2%(T) sous-graphes couvrants, obtenus en changeant le statut
(ouverte/fermée, i.e. présente/absente) des arétes de G actives pour T

2.6 Activités (notées par une étoile) d’un arbre couvrant selon le point base et le sens de ’exploration
de contour.

2.7 Variance du nombre de tours de la courbe de contour en fonction de y, comparée a la valeur
théorique pour SLE,;, donnée dans [MS17b|, ou x est relié & y par . Les deux courbes
(empirique : points bleus; et théorique : courbe continue en rouge) sont presque indistinguables.

2.8 En haut & gauche : une carte planaire enracinée (M, eg) décorée par un arbre couvrant 7' (en
gras). En haut a droite : la carte duale M* (en pointillés) décorée par l'arbre couvrant dual T*
(en gras). En bas a gauche : la quadrangulation @ (en blanc) dont les sommets sont 'union des
sommets de M et de M* (son dual planaire est le graphe médial de M). En bas a droite : la
courbe de contour « de Peano » A (en vert).

2.9 Le mot et le chemin associés & une carte planaire enracinée décorée par un arbre couvrant.

2.10 A gauche : la paire d’excursions qui forme le patron de la carte planaire enracinée boisée
de la figure 2.8]; cette derniére est obtenue par recollement le long de la courbe verte et des
doubles-fleches (bleues et rouges) horizontales. La courbe verte est la courbe de contour de
'arbre couvrant, dite « courbe de Peano ». A droite : une approximation de la paire d’excursions
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browniennes qui forme le processus limite obtenu lorsque le nombre d’arétes tend vers ’infini. En
effectuant le méme recollement on trouve la « Peanosphére ».

3.1 Mlustration du théoréme de projection moyenne pour les processus déterminantaux. L’espace
aléatoire Fx est un estimateur non biaisé de H.

3.2 Plongement de Pliicker et coordonnées associées : & gauche, un cube unité dans un sous-espace
vectoriel H de E'; au milieu, ses ombres projetées sur les plans de coordonnées dans la
base (€;)1<i<d; & droite, le vecteur unité engendrant la droite A"H, représentant H dans A"E.
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que 2) de ce sous-graphe est représenté en gras. Ici le graphe G est une grille 15 x 15. L’échantillon
est tiré selon la loi déterminantale associée & un choix aléatoire de 1-formes 6;.

4.3 Une forét couvrante (c’est-a-dire, un sous-graphe couvrant acyclique) a 5 composantes connexes,
représentées en différentes couleurs. Ici le graphe G est une grille 15 x 15. L’échantillon est tiré
selon la loi déterminantale (40) associée a un choix aléatoire de 1-formes ¢;.
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Chaiken, Forman, Kenyon.
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aréte.

6.2 Quatre échantillons (un par colonne) d’un champ de vecteurs libre gaussien, sur un fibré de rang
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6.3 Un graphe pondéré tres simple : un sommet interne, une boucle, un puits.

6.4 Calcul des fonctions de corrélation en plusieurs sommets d’un champ de vecteurs aléatoire par
transport paralléle le long de chemins aléatoires. En gris clair, la soupe de boucles; en gris foncé,
les chemins aléatoires qui apparient les sommets {x1, 22, x3} avec les sommets {y1, 2, ys}-

6.5 Ilustration du calcul de la dérivée covariante discréte associée a une connexion h pour une
section f le long d’une aréte e.

6.6 Foréts couvrantes quantiques sur un fibré de rang N = 2 et N = 3 ou le graphe G est une grille
de taille 15 x 15. La connexion h est elle-méme aléatoire, tirée selon la mesure de Yang—Mills

planaire.

6.7 Ligne du haut : les marginales d’une forét couvrante quantique associée & une connexion spéciale
unitaire en rang N = 2. Ligne du bas : deux échantillons i.i.d. de la mesure Q-déterminantale,
sur les foréts couvrantes d’unicycles, associée a cette méme connexion.

6.8 Le probleme de Kirchhoff dans un réseau électrique avec champ de jauge.

6.9 Une grille carrée avec ses conditions au bord fermées (& gauche) et libres (& droite).
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons le cadre dans lequel s’inscrit notre travail, en incluant
quelques définitions et résultats importants par d’autres auteurs, puis inventorions nos contribu-
tions personnelles (qui, elles, figurent dans les chapitres suivants, et en encadré).

La question principale qui nous a intéressé peut se résumer de la fagon suivante : Quels liens
existent-ils entre la structure géométriqgue d’un espace et les processus aléatoires qui y vivent ¢
Cette question est classique et ambitieuse et nous ne I’abordons que dans un cadre bien particulier
et assez élémentaire, néanmoins riche de surprises et d’enseignements.

1. Contexte

Le travail présenté dans ce mémoire se trouve a l'intersection de plusieurs domaines : la
combinatoire algébrique, la théorie des probabilités, la physique statistique, I'informatique théo-
rique. Historiquement, ces domaines se sont développés, principalement depuis le XIXe siecle et
au cours du XXe siecle, en lien les uns avec les autres. Pour autant, chacun des domaines ayant
ses motivations propres, ils portent tous un regard différent sur les mémes notions, par exemple
celles de graphes, d’arbres et de polynémesﬂ

FIGURE 1.1. Un arbre plan & 50 sommets.

Donnons maintenant un petit panorama de ces domaines a travers quelques exemples choisis.

1.1. Combinatoire. Le but principal de la combinatoire est I’étude de classes finies d’objets
discrets. La question primordiale est le dénombrement, exact ou approximatif, de ces classes, et
I’étude des relations fonctionnelles entre différentes classes, au moyen notamment de bijections
constructives.

1.1.1. Arbres étiquetés. Une des familles d’entiers les plus connuesEL apres celle des coeffi-
cients binomiaux, est la suite des nombres de Catalan, définis pour tout entier n > 0, par

1 2n
(1) Cn:n—i—l(n)’

et référencée sous l'entrée A000108 dans l’encyclopédie en ligne des suites d’entiers (OEIS) de
N. Sloane. Ces nombres ont de multiples interprétations, voir [Stal5s] qui en présente plus de

1. La notion mathématique d’arbre joue un réle central dans ce mémoire et 'illustration de la figure montre
que la ressemblance avec une branche d’arbre naturelle n’est pas fortuite.
2. Voir 'opinion sentencieuse de D. Zeilberger a ce sujet lici: https://sites.math.rutgers.edu/~zeilberg/Opinion49.html.
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deux-cent. L'une d’elles est que C),, compte le nombre d’expressions bien parenthésées obtenues
a partir de n paires de parentheses ouvrantes-fermantes, aussi connues sous le nom de mots de
Dyck : un mot de Dyck en deux lettres {a,b} de longueur 2n est un mot contenant n fois la
lettre a et n fois la lettre b de telle sorte que tout préfixe contienne au moins autant de a que
de b.

Un mot de Dyck se représente par un chemin de Dyck, c’est-a-dire le graphe d’une excursion
de marche au plus proche voisin de longueur 2n sur N partant de 0, voir la figure [[.2] Compter
ces chemins peut se faire au moyen d’une astuce de symétrie qui permet de déterminer parmi
tous les (*") mots contenant n fois a et n fois b, ceux qui ne sont pas de Dyck : il y en a ().
Le nombre de mots de Dyck de longueur 2n est donc bien : (%) — (2*))= C,.

Un chemin de Dyck de longueur n peut, a son tour, étre vu comme la courbe de contour d’un
arbre enraciné a n arétes (donc n+ 1 sommets) plongé dans le plan, dit arbre plan enraciné ; voir
la figure En conséquence, le nombre d’arbres plans enracinés a n sommets est le nombre de
Catalan C,,_1. Voir la figure pour un arbre plan aléatoire pour n = 50.

1 2 3 4 5 6 7 8

FIGURE 1.2. A gauche, le chemin de Dyck associé au mot de Dyck aaabbabb corres-
pondant au bon parenthésage ((()) ()). A droite, 'arbre plan enraciné associé. L’arbre
est obtenu en contractant horizontalement l’aire grisée sous la courbe du chemin de Dyck.
Réciproquement, le chemin de Dyck donne la distance a la racine des sommets explorés
par la fonction de contour de ’arbre.

Un résultat bien connu de Cayley [Cay88| donne une formule simple pour le nombre d’arbres
a n sommets étiquetés de 1 & n (non plan, cette fois), appélés arbres de Cayley, et dont nous
notons A, ’ensemble.

THEOREME 1.1 (A. Cayley, 1888). Le nombre d’arbres couvrants étiquetés a n sommets vaut
(2) [An| = n"72.

Une démonstration bijective élégante de cette formule a été donnée par A. Joyal [Joy81],
voir [AZ10, chapitre 30]. Elle utilise le fait que le nombre de graphes fonctionnelsﬂsur n sommets
vaut n", et que tout graphe fonctionnel dont deux sommets (qui peuvent étre égaux) sont marqués
est en bijection avec un arbre sur n sommets étiquetés. Le nombre de ces derniers, c’est-a-dire
le cardinal de A,,, vaut donc n™/n? = n"~2.

3. Un graphe fonctionnel représente une fonction f de {1,...,n} dans {1,...,n}. A tout sommet %, on associe
Paréte reliant ¢ & f(i) dans le graphe « vraiment complet » & n sommets, c’est-a-dire le graphe complet auquel
on a ajouté une boucle en chaque sommet. Pour cette raison, un graphe fonctionnel est aussi connu sous le nom
de pseudo-forét, ou forét couvrante d’unicycles. Compter le nombre de graphes fonctionnels dont les cycles sont

non-orientés est difficile, voir
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1.1.2. Graphes, cycles eulériens et arbres couvrants. On fait remonter 'origine de la théorie
des graphes a L. Euler et a sa résolution en 1735 du probleme des sept ponts de Konigsberg. Un
cycle eulérien d’un graphe est une succession d’arétes bien enchailnées qui revient a son point de
départ et qui passe par toutes les arétes du graphe exactement une fois. Une condition néces-
saire et suffisante d’existence d’un tel chemin est que le degré de chaque sommet soit pair : c’est
par cette observation qu’Euler répondit a la négative au probleme de 'existence d’une prome-
nade passant exactement une fois par tous les ponts de Konigsberg au-dessus du fleuve Pregel ;
voir [HWO04]. On rencontrera des cycles eulériens plus tard & nouveau (au paragraphe [2§5), sous
la forme de la courbe de contour d’un arbre couvrant d’un graphe planaire.

Un arbre couvrant d’un graphe est un sous-ensemble minimal d’arétes qui relie tous les
sommets entre eux. G. Kirchhoff, né a Konigsberg, utilisa les arbres couvrants pour résoudre en
1847 le probleme du calcul du courant induit dans un réseau électrique par un générateur.

La formule de Cayley peut se réinterpréter comme donnant le nombre d’arbres couvrants
d’un graphe complet sur n sommets. On peut la déduire du théoréeme plus ancien de Kirchhoff
associé a son travail sur 1'électricité [Kir47] qui donne le nombre d’arbres couvrants enracinés
d’un graphe fini connexe comme le produit des valeurs propres non nulles du laplacien combi-
natoire du grapheﬂ; voir le théoréeme L’expression n’est pas aussi simple que dans le cas de
la formule de Cayley, mais elle est trés pratique et robuste puisqu’elle est valable pour tous les
graphes. Elle souligne aussi le fait que I’énumération de ces arbres dépend de la géométrie du
graphe sous-jacent, par le biais du spectre de son laplacien. Une démonstration élégante de ce
théoréme est donnée dans [Zei85], et nous la généralisons dans [KL20].

Le nombre d’arbres couvrants d’un graphe fini connexe est souvent appelé la complexité
du graphe. Il est vrai que ce nombre est rapidement tres grand méme pour un graphe a peu
de sommets dés lors qu’il contient suffisamment de cycles. La figure [1.3|(a) représente un arbre
couvrant d’une grille carrée 5x 5, qui contient 557'568'000 arbres couvrants ; voir la suite A007341
dans 'encyclopédie en ligne des suites d’entiers (OEIS).

] N I
| ]

— 11

—

e e e

(a) L'un des 557'568'000 arbres couvrants d'une (b) L’un des 6'728 couplages parfaits d’une grille
grille carrée de taille 5 x 5. carrée de taille 6 x 6.

FIGURE 1.3. Arbres couvrants et couplages parfaits.

1.1.3. Couplages parfaits. D’autres objets combinatoires sont plus difficiles a énumérer que
les arbres couvrants. C’est le cas notamment des couplages parfaits d'un graphe fini connexe;
voir la figure (b) Rappelons qu’un couplage d’un graphe est un sous-ensemble d’arétes tel
que tout sommet est contenu dans au plus 'une de ces arétes. Le couplage est dit parfait si tout
sommet est inclus dans exactement 'une de ces arétes. Contrairement au cas des arbres couvrants,
un graphe fini (méme s’il possede bien un nombre pair de sommets) n’admet pas toujours de
couplage parfait. Dans le cas d’un graphe biparti, on peut réécrire, de fagon presque tautologique,
le nombre de couplages parfaits d’un graphe fini comme la racine carrée du permanent de sa

4. Le laplacien combinatoire est la matrice A = D — A définie comme étant égale a la matrice diagonale des
degrés des sommets a laquelle on retranche la matrice d’adjacence.
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matrice d’adjacence. Enumérer les couplages parfaits, ou calculer le permanent d’une matrice a
coefficients {0, 1} sont des problemes difficiles, au sens de la théorie de la complexité, et ont donné
lieu a la définition par L. Valiant [Val79] d’une classe de complexité appelée #P. Ce qui rend
cette classe intéressante, entre autres, c’est que le probléme de décision associé (vérifier qu'une
collection d’arétes est bien un couplage parfait) se résout en temps polynomial en le nombre de
sommets (on dit que ce probléeme de décision est dans la classe P).

Dans le cas ou le graphe est planaire, la formule de P. Kasteleyn [Kas67] permet en revanche
de calculer le nombre de couplages parfaits aisément, puisqu’elle exprime ce nombre comme un
déterminant, que I'on peut calculer en temps polynomial (avec un ordinateur) par les algorithmes
de résolution de systémes linéaires du type pivot de Gauss.

THEOREME 1.2 (P. Kasteleyn, 1967). Soit G un graphe fini conneze planaire. Il y a un choizx
(localﬂ) de signes T = (7¢). sur les aréte de G tel que si A; désigne la matrice d’adjacence signée
de G, le nombre de couplages parfaits de G vaut

[P(G) = /[ det A

Une premiere version de ce théoreme dans le cas d’une grille carrée a été trouvée indépen-
damment par Kasteleyn et Temperley—Fisher en 1961 ; voir la suite |[A099390| dans I’OEIS.

Encore plus que pour le cas des arbres couvrants, le nombre de couplages parfaits d’un
graphe est treés variable selon la géométrie du graphe. Ce phénomene s’illustre dans I’étude des
couplages parfaits aléatoires, dont les phases dépendent de la forme du bord des graphes planaires
considérés ; voir par exemple [Kas16] pour une introduction imagée.

1.1.4. Cartes planaires et cartes boisées. Dans les années 1960, W. Tutte entama une étude
combinatoire des cartes planaires, définies comme la classe combinatoire des graphes planaires
plongés, modulo homéomorphisme [Tut63]. Une carte planaire est dite enracinée lorsqu’une
aréte est distinguée. Tutte obtint notamment une expression pour le nombre de cartes planaires
enracinées a n arétes : il y en a

n
a,
n+ 2

ou (), est le n-iéme nombre de Catalan défini par 1’équation .

R. Mullin généralisa I’énumération des arbres plans a ’énumération de cartes planaires dé-
corées par un arbre couvrant [Mul67], dite carte boisée ; voir la figure

Si la carte est enracinée, une carte boisée est déterminée par la structure de I'arbre couvrant T’
et de son arbre dual 7™ (obtenu comme le complémentaire de ses arétes duales). Ces deux arbres
plans enracinés pouvant étre génériques et mélangés de toutes les facons possibles, on voit, en
vertu de la formule pour le nombre d’arbres plans enracinés rappelée au début de ce chapitre,
que le nombre de cartes boisées enracinées a n arétes est

2n om
Z Ckcn—k = Cncn—i-l )
= 2k

ou CY est le k-ieme nombre de Catalan ; voir [BerQ7] pour une explication détaillée.
1.2. Physique mathématique. Comme le montrent les exemples ci-dessus (Kirchhoff;

Kasteleyn), la résolution de certains problemes d’énumération combinatoire a été motivée par
des questions de physique (courant dans un réseau électrique; cristal en solution).

5. Le qualificatif « local » dans ’énoncé signifie que le choix de signes est déterminé par des conditions sur les
faces du graphe planaire.
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1.2.1. Mécanique statistique. La physique statistique a pour but d’étudier des systémes consti-
tués d'un grand nombre de particules en interaction, dont on suppose qu’elles suivent une loi
de probabilité. A partir de lois simples a 1’échelle microscopique, on cherche & comprendre si
des phénomenes macroscopiques peuvent émerger, qu’ils soient déterministes ou aléatoires, et
le cas échéant, a décrire leur loi. Le but est de décrire, ou reproduire par la modélisation, des
observations physiques. Par exemple, on cherche a retrouver le comportement de transition de
phase dans le cadre idéalisé d’un systéme constitué d’une infinité de spins en interaction.

En combinant la formule pour 'entropie S = kp In 2 énoncée par Boltzmann en 1877, ou kp
est la constante de Boltzmann et ) désigne le nombre d’états microscopiques du systeéme de
particules, et la relation entre I’énergie F, la température T et I'entropie S, la distribution
canonique d’un ensemble a 1’équilibre thermodynamique est donnée par la mesure trouvée par
L. Boltzmann (1868) et formalisée par J. W. Gibbs (1902), dite mesure de Botzmann-Gibbs :

(3) P(o) x exp(—FE(0)) do,

ou [ est I'inverse de la température multipliée par la constante de Boltzmann. Voir par exemple
le cours [DGLRO1, chapitre V] pour une explication détaillée.

1.2.2. Modéles aléatoires. Comme on ’a dit, I'un des buts principaux des modeles de physique
statistique est d’expliquer les mécanismes de passage du microscopique au macroscopique dans les
phénomenes de transition de phase et de mettre en lumiere les phénomenes de brisure spontanée
de symétrie. Parmi les modeéles réalistes, seuls un petit nombre ont été découverts qui se prétent
a des résolutions calculatoires exactes.

Parmi les modeles sur réseaux, on distingue le modele d’Ising, introduit par Lenz en 1925,
puis sa généralisation au modele de Potts, et enfin au modele de Fortuin—Kasteleyn. Il y a aussi
un lien avec les modeles a 6 sommets (modele de glace) [BKWT76].

Comme dans I'exemple introductif sur les arbres plans et les chemins de Dyck, de nombreuses
bijections et correspondances combinatoires ou probabilistes ont été élaborées pour relier les
modeles entre eux et déduire des propriétés par transfert.

C’est par exemple le cas de la bijection de Temperley qui relie le modele de dimeres et le
modele d’arbres couvrants, ou de la bijection de Fisher [Fis66] qui relie le modele d’Ising planaire
et le modele de dimeres. C’est aussi le cas de la bijection « ardente » (burning bijection) de Dhar—
Majumdar [MD92] entre le tas de sable abélien et les arbres couvrants. C’est aussi le cas de la
correspondance d’Edwards—Sokal entre le modele de Potts et le modele de Fortuin—Kasteleyn.
Ce dernier modele est aussi en correspondance avec le modele de glace carrée (dit modele a 6
sommets — 6 vertezr model) de Baxter-Kelland—-Wu.

Nous verrons d’autres exemples de correspondances entre modeéles :

— la correspondance (bijection de Mullin et burger bijection de Sheffield) entre cartes boisées

et marches dans Z? contraintes & rester dans un quadrant, au chapitre ;

— les théorémes d’isomorphisme entre champs gaussiens et soupes de boucles, au chapitre [6]

1.2.3. Théorie quantique des champs, et invariance conforme des modéles critiques 2D. La
théorie quantique des champs s’intéresse aux champs de particules suivant des lois quantiques.
C’est le cas des particules élémentaires au coeur des atomes. Les calculs d’interaction entre
ces particules ont été formalisés par R. Feynman et font intervenir des « intégrales de chemin ».
Lorsque I'on opére un changement de variable mathématique appelé rotation de Wick, les théories
deviennent euclidiennes et les intégrales peuvent étre formalisées a 1'aide de processus stochas-
tiques comme le mouvement brownien.

Dans les années 1970 et 1980, le développement de la théorie quantique des champs en dimen-
sion 2 et la théorie du flot de renormalisation conduisirent les physiciens, notamment Belavin,
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Polyakov et Zamolodchikov, & conjecturer que les modeéles de physique statistique planaires, a
leur point critique, étaient invariants par transformations conformes [BPZ84al, BPZ84b].

1.2.4. Champs de jauge. La physique théorique modélise les interactions fondamentales de la
matiere (a I’exception de la gravité) comme des champs de jauge a valeurs dans les groupes U (1)
(interaction électromagnétique), U(2) (interaction électrofaible), SU(3) (interaction forte), sur un
espace-temps donné par une variété lorentzienne de dimension 4. La théorie de Yang—Mills [YM54]
généralise les interactions a des champs de jauge a valeurs dans des groupes plus généraux, comme
les groupes orthogonaux réels O(N), complexe unitaire U(N) ou symplectique (au sens de qua-
ternion unitaire) Sp(N).

Depuis les années 1970, il est reconnu que la notion de champ de jauge est équivalente ma-
thématiquement a la notion de connexion d’un fibré vectoriel ou fibré principal, une théorie déve-
loppée indépendamment depuis le début du XXe siecle par des géometres et topologues [Yan14].
De maniére heuristique, la mesure de Yang-Mills est une mesure sur les connexions A(F) d'un
fibré F dont la densité par rapport & une mesure de Lebesgue (qui n’existe pas sur cet ensemble
de dimension infinie) serait définie par I’équation

P(A) x exp (—B'E(Fy)) dA,

ou F4 est le tenseur de courbe associé a la connexion A, ou £(F4) est une certaine forme
quadratique que I'on interpréte comme 1’« énergie » de la connexion, et ol 3’ est une constante
d’interaction qui joue le role de I'inverse d’une « température ».

Une approche a I’étude de ces mesures passe par la discrétisation : c’est la théorie de jauge
sur réseau, introduite par K. Wilson [Wil74] ; voir également [Shr88].

1.2.5. Gravité quantique. Afin de concilier gravitation et interactions quantiques, A. Polyakov
proposa un programme dans le cadre des théories quantiques de dimension 2. Dans deux articles
célebres [Pol81a, [Pol81b] il appelait de ses veeux le développement d’un calcul de surfaces
aléatoires, semblable au calcul des chemins aléatoires intervenant dans les intégrales de Feynman
et formalisé comme des processus aléatoires (notamment le mouvement brownien) par la suite.

1.2.6. Couplages champs—matiére. En physique quantique, les champs de matiére se classent
en deux grandes catégories : les fermions et les bosons. Une question importante est de com-
prendre linteraction des champs de matiere et des champs d’interaction (champs de jauge, ou
gravité quantique).

Dans le cadre des modeles présentés plus haut, un champ de matiére correspondrait a une
configuration de dimeéres ou d’arbres couvrants (cas fermioniques), ou a un champ libre gaussien
(cas bosonique). Et un champ d’interaction pourrait étre une métrique aléatoire ou une connexion
aléatoire.

Dans le cas de modéles couplés a une métrique aléatoire, la relation dite de KPZ (pour
Knizhnik, Polyakov et Zamolodchikov) établit une correspondance entre exposants critiques du
modele sur espace métrique déterministe et modele sur espace métrique aléatoire ; voir [Gar13].

1.3. Théorie des probabilités et lois universelles. Le but de la théorie des probabilités
est I’étude mathématique du hasard. En particulier, on y cherche a comprendre des relations
entre variables aléatoires notamment en décrivant, par des algorithmes, la génération de lois de
probabilités complexes & partir de variables aléatoires dont la loi est simple (variable de Bernoulli,
variable gaussienne, etc.).

Un des succes de la théorie des probabilités a été d’identifier des lois de probabilités dites
universelles, puisqu’elles apparaissent comme limite de nombreux processus lorsque la taille du
systeme tend vers l'infini. Ceci fait écho a la théorie des classes d’universalité en physique et
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a des notions comme celle de point fixe du groupe de renormalisation en physique mathéma-
tique [WET2].

Le théoréme le plus ancien dans ce sens est le théoréme-limite central (de Moivre, Laplace). La
loi universelle dans ce cas est la loi gaussienne. Plus tard, ce théoreme a été étendu au théoreme
d’invariance de Donsker qui donne la convergence de marches aléatoires vers le mouvement
brownien ; voir figure

100000
100000

FIGURE 1.4. Approximation discréte du mouvement brownien plan par une marche
aléatoire sur le réseau carré Z2. La trajectoire plane au centre a pour coordonnées deux
mouvements browniens unidimensionnels (représentés de part et d’autre) qui peuvent
étre indépendants (pour le cas canonique, comme ici) ou corrélés (pour un processus plus
général ; voir le théoreme .

Des exemples plus modernes d’universalité sont les suivants :
— L’évolution de Schramm-Loewner (2000) est la limite des interfaces des modeles critiques
planaires :
« arbre couvrant uniforme [Sch00, LSW04],
« modeéle de dimeéres et double-dimeéres [Ken11l, Dub19), BC21],
« percolation critique sur les sommets du réseau triangulaire [Smi01],
« modeéle d’Ising et FK-Ising [Smil0al, [CS12b].
— La loi de Tracy—Widom (1994) est la limite de plus grandes valeurs de certains modéles
contraints :
« la plus grande valeur propre d’une matrice Hermitienne aléatoire du GUE (Gaussian
Unitary Ensemble, convenablement normalisée [TW96/,
« la plus grande part d’une partition aléatoire selon la mesure de Plancherel, convena-
blement normalisée [BDJ99] ; voir [MS14] également.
— La classe d’universalité de KPZ (identifiée par Kardar, Parisi et Zhang) est la limite des
modeles d’interfaces de croissance [Corl2].

1.4. Informatique théorique, théorie du signal et apprentissage statistique. Nous
I’avons vu au paragraphe les questions de dénombrement ménent aux questions de com-
plexité : évaluer la difficulté de compter des classes d’objets trés nombreux. Compter le nombre
d’arbres couvrants d’'un graphe ou compter le nombre de couplages parfaits d’'un graphe planaire
sont des problémes « faciles » (Kirchhoff, Kasteleyn) : on dit que ces problémes sont dans la
classe FP. Compter le nombre de couplages parfaits d’un graphe général est « difficile » (Valiant) :
on dit qu'il est dans la classe #P. Nous mentionnons d’autres exemples au paragraphe [A§4.3

Pour plus de détails sur les classes de complexité, nous nous référons a [Vaz01]; voir aussi
le texte de Knuth [Knu76| sur 'importance des nombres finis et une approche heuristique et
illustrée au concept de complexité.

La complexité d’une classe d’objet a aussi des liens avec la difficulté d’échantillonner la
mesure uniforme sur cet ensemble. Méme lorsque 1’on ne peut pas compter facilement de maniere
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exacte, on peut parfois compter facilement de maniére approchée, et ceci & l'aide d’algorithmes
d’échantillonnages en temps polynomial [Jer03]. Un exemple intéressant est donné par les foréts
couvrantes d’unicycles, voir 4§4.3

Les graphes sont utiles a la modélisation ailleurs qu’en physique mathématique. Ils servent a
modéliser des jeux de données structurées, ou des réseaux d’agents qui interagissent. Des questions
comme la propagation d’opinions et la formation de communauté d’affinités sont étudiées. Le
laplacien discret covariant (qui joue un réle central dans ce mémoire et qui sera introduit au
paragraphe suivant) apparait aussi dans des questions de synchronisation [BSS13, [SW12b].
Les processus déterminantaux ont trouvé des applications en apprentissage statistique [KT™12]
et en algebre linéaire randomisée [DM21].

Apres cette bréve introduction au contexte tres général dans lequel s’inscrit notre recherche,
entrons dans le vif de notre sujet. Les parties et introduisent des définitions et résultats
importants en géométrie combinatoire, et en géométrie aléatoire, respectivement, auxquels il nous
sera utile de nous référer dans les chapitres suivants.

2. Géométries combinatoires

On s’intéressera dans les chapitres suivants a des géométries discretes aléatoires, mais avant
méme de considérer un aléa, on présente les objets combinatoires déterministes sous-jacents.

2.1. Graphes finis. La structure basique la plus importante de tout ce mémoire est donnée
par la notion de graphe, et nous commencons par en donner une définition formelle.

DEFINITION 1.3. Un graphe est un quintuplet G = (V,E, s,t,i) ou
e V et E sont deuxr ensembles non vides,
e 5,t: E — V sont deuzr applications telles que pour tout v € V, les ensembles s~ (v) et
t=1(v) sont finis,
e i est une involution sans point fize de E, telle que toi = s.

Si V est fini on dit que le graphe est fini. Les éléments de V sont les sommets du graphe
et les élements de E sont ses arétes (orientées). Toute aréte e est dirigée et relie sa source s(e)
a son but t(e). On utilisera les notations e = s(e), € = t(e) et e~! = i(e) pour la source, le
but et l'inverse d’une aréte. On note généralement un graphe G = (V,E) sans mentionner les
applications s, t, 1.

L’involution ¢ induit une relation d’équivalence sur E et on définit I’ensemble des arétes
géométriques du graphe comme le quotient

[E] = E/i.

On écrit [e] pour I'aréte géométrique correspondant & I'aréte e : [e] = {e,e 1} = [e7!].

Dans ce mémoire, nous considérons, sauf explicitement dit, des graphes non dirigés (la théorie
des graphes dirigés méne a d’autres questions ; par exemple la notion de connexité y est différente,
voir . Nous pensons & chaque aréte géométrique comme a une aréte non orientée. Parfois,
il est utile d’avoir un représentant de chaque aréte géométrique sous une forme orientée, et nous
noterons ET I’ensemble des arétes correspondant & un tel choix.

La figure montre un graphe tel que nous '’entendons dans ce mémoire. Nous autorisons
en général les arétes multiples (c’est-a-dire e # €’ € E telles que s(e) = s(€') et t(e) = t(e')) et
les boucles (e € E telle que s(e) = t(e)).

Dans ce texte, nous considérons des sous-graphes couvrants d’un graphe G. Il s’agit des
graphes avec pour ensemble de sommets V et pour arétes un sous-ensemble de E stable par
inverse; autrement dit un sous-ensemble d’arétes géométriques, qui viennent avec les arétes
orientées des deux orientations correspondantes.
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FIGURE 1.5. Deux représentations d’un graphe fini connexe & 6 sommets : a gauche,
ses arétes géométriques; a droite, ses arétes (orientées).

2.2. Chaines et cochaines. On aura besoin de notions élémentaires d’homologie et coho-
mologie des graphes. Soit G un graphe fini.

Soit Cy(G, Z) le Z-module libre sur I’ensemble V des sommets de G, et soit C1(G, Z) le quotient
du Z-module libre sur E par le sous-module engendré par {e+e~! : e € E}; ce sont les groupes de
chaines du graphe. On note aussi C°(G,Z) = Hom(Cy(G,Z),Z) et C1(G,Z) = Hom(C1(G,Z), Z)
les groupes abéliens dits de cochaines.

L’application de bord 0 : C1(G,Z) — Cy(G,Z) est définie par

(4) de=¢—e,
et I'application de cobord & : C°(G,Z) — C*(G,Z) (appelée aussi dérivée discréte) par

ov = Z e.

ecEe=v

On définit les deux groupe abéliens libres suivants :
71(G,Z) = kerd et B'(G,Z) = im54.
On appelle cycles les élements de Z1(G,Z) et coupures ceux de B(G,Z).

2.3. Arbres couvrants et bases intégrales fondamentales. Supposons G connexe. Un
arbre couvrant de G est un sous-graphe couvrant 7' de G qui est connexe et tel que Z1(T,Z) = 0.

Etant donné un arbre couvrant 7', on définit pour toute aréte e ¢ T, le cycle fondamen-
tal v(T,e) comme le cycle minimal déterminé par l'ajout de [e] a T, et orienté par e. De
méme, pour toute aréte e € T, on définit la coupure fondamental (T, e) comme étant 1’élé-
ment de BY(G,Z) associé.

Un résultat bien connu énonce que pour tout arbre couvrant 7' de G, 'ensemble {(T\e) :
e € TNET} est une base intégrale de Z1(G,Z), et que I'ensemble {x(T,¢e) : e € ET \ T} est une
base intégrale de B1(G,Z).

Ces résultats sont a la base de la théorie algébrique des graphes. On peut notamment en
déduire les formules de type matrix-tree (voir ﬁ

2.4. Polynéme de Tutte. Le polynéme de Tutte d'un graphe fini est un polynéme en
deux variables important que I’on retrouvera plus loin dans ce texte. Une version de ce polynéme
en plusieurs indéterminées (indicées par les arétes), notée Zg(z) est naturelle aussi, puisqu’elle
se spécialise au polynéme de Kirchhoff d’énumération des arbres couvrants, et joue le réle de
fonction de partition du modele FK; voir [Sok05] et le chapitre [2l Rappelons que le polynome
de Tutte d’un graphe fini [Tut54), [Tut04], dans son expression due & Whitney qui généralise

6. Le lien avec des objets comme le groupe jacobien d’un graphe et le groupe du tas de sable sont brievement
expliqués dans [KL22bl §2.3].
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au cas de deux variables le polynéme univarié dit chromatiquem de Birkhoff [Whi32], est un
invariant de graphe donné par le polynéme en deux variables suivant.

DEFINITION 1.4. Le polynéme de Tutte d’un graphe fini G est défini par

(5) Za(x,y) = Y (x — HH RO (y 1) [ECI=IVE)FR(H)
H<G

ot la somme porte sur les sous-graphes couvrants H de G, k(H) désigne le nombre de composantes
connezes de H et |[E(H)]| est le nombre d’arétes géométriques de H.

Le polynéme de Tutte d’un graphe fini non connexe est le produit des polynémes de Tutte
de ses composantes connexes. On supposera donc dorénavant que le graphe G dont on consideére
le polynéme de Tutte est connexe.

Le polynéme de Tutte possede une définition récursive, a l'origine de son étude par Tutte.
Pour toute aréte e, on note G\ {e} le graphe obtenu & partir de G en supprimant e, et on
note G/, le graphe obtenu & partir de G en y contractant I'aréte e. Si G n’a pas d’aréte, on pose
Z6(x,y) = 1. Puis pour tout graphe G possédant au moins une aréte, on a :

* Z6(x,y) =xZg,,(x,y) si e est un isthme, c’est-a-dire une aréte telle que k(G \ {e}) > k(G)
(autrement dit, 1, — 1.-1 est une coupure);
* Z6(%,y) = yZq\ie} (X, y) si e est une boucle, c’est-a-dire que s(e) = t(e) (autrement dit, e
est un cycle) ;
* Z6(x,y) = Za\{e} (X, ¥) + Zg,, (x,y) si e n’est ni une boucle ni un isthme.
Cette définition récursive fait écho a ’expression , plus bas, du polynéme de Tutte d’un graphe
fini connexe en fonction de 'activité de ses arbres couvrants; expression donnée originellement
par Tutte.

Lorsque le graphe G est planaire et que G* désigne le dual d’'un plongement de G dans la
sphere, on a Zg(x,y) = Zg=(y, X).

En utilisant la définition récursive ci-dessus, on peut calculer le polynéme de Tutte en pra-
tique. Par exemple, on trouve aisément que le polynéme de Tutte d’un graphe cyclique sur n
sommets vaut Zg(x,y) =y + >.¢_; x*. Le polynéme de Tutte du graphe de la figure (en y
ignorant les orientations des arétes) vaut Zg(x,y) = x + 2x? +x3 +y + 2xy + y2.

2.5. Fibrés et espaces euclidiens de formes. Soit K = R ou C. On considere l'es-
pace vectoriel C1(G,K) = C1(G,Z) ® K des chaines & coefficients dans K, et son dual Q'(G) =
OY(G,K) = Hom(C1(G,K),K), appelées aussi cochaines ou 1-formes, et que I'on identifie avec
I’espace des fonctions antisymétriques sur les arétes. De méme on considere ’espace de chaines
Co(G,K) et son dual Q°(G), I'espace des fonctions sur les sommets, appelées aussi 0-formes.

Etant donné un entier N > 1, supposons qu’a chaque sommet soit associé un K-espace
euclidien F, de dimension N et a chaque aréte e, un espace vectoriel F, de méme dimension,
tel que F.-1 = F.. On appelle cette donnée un fibré vectoriel F de rang N au-dessus du graphe.
On étend alors naturellement les définitions des formes & des espaces de formes a valeurs dans le
fibré : QO(F) et QL(F).

On munit ces espaces vectoriels de structures euclidiennes qui dépendent d’un choix de
poids z = (x¢)cck tels que z,-1 = x, > 0. Pour tout sommet v € V, on pose

Ay = Z Ze

ecE:e=v

7. Un polynome xc(A) en une variable associé au graphe dont I’évaluation sur un entier n > 1 donne le nombre
de coloriages propres (les sommets sont coloriés de telle sorte que deux sommets adjacents n’aient pas la méme
couleur) & n couleurs du graphe.
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et on pense & (\y)yecy comme & une mesure de référence sur V. Les produits scalaires sont définis,
pour tous f,g € QU(F) et ¥, w € Q(F), par

(6) (fvg) = Z)‘U<fv>gv>v’ et (¢7w) = Z Ie@/’e»“e)e‘

veV ecEt

Une « justification » pour le choix de tels produits scalaires pondérés par les poids z est donnée
dans [KL21].|§

2.6. Connexion, holonomie et dérivée discréte covariante. Etant donné un fibré, on
peut lui associer une connexion, c’est-a-dire un ensemble d’isomorphismes hy, ¢, he o, pour v ~ e,
de sorte que hey = h,, L. Voir la figure pour une illustration. On utilisera souvent la définition
suivante.

DEFINITION 1.5. Etant donné une connexion sur un fibré au-dessus d’un graphe, et ~y
(o0, €0,T1,€1,...,n—1,Tn) un chemin, on appelle holonomie et on note holy,(v) € Hom(F4,, Fx
la composée des isomorphismes holp(y) = ha, e,y ©Pey 1m0 Pegzp-

J

La dérivée discréte covariante est définie comme I'opérateur linéaire dj, : Q°(F) — Q(F) qui
a tout f € Q°(F) et tout e € E associe

dhf(e) = he,Ef(é) - he,gf(g) .

Voir la figure pour une illustration de cette définition.
On définit le laplacien (discret) covariant pour tout f € Q°(F) et tout v € V, par

(7) (Anf)(W) = Y @e(f(e) — haef(e))-
ecE:e=v
Soit G un graphe fini connexe. On utilisera la décomposition orthogonale de ’espace des 1-
formes en formes exactes et formes fermées

(8) QY(G) = imdj, @ ker dj,

ou dj désigne 'adjoint de d, et qui s’interprete comme une divergence discrete.

2.7. Polynémes en plusieurs variables. La formule de Cayley présentée au début
de ce chapitre est un cas particulier du théoreme suivant. Etant donné un sous-ensemble de
sommets W, on appelle forét couvrante enracinée sur W ou des cycles, I’ensemble des sous-graphes
couvrants, dont chaque composante connexe est soit un arbre contenant un unique sommet de W,
soit un unicycle ne contenant aucun sommet de W. Notons Uy (G) I’ensemble de ces sous-graphes.

THEOREME 1.6 (G. Kirchhoff 1847; T. Zaslavsky 1982; S. Chaiken, 1982 ; R. Forman,1993;
R. Kenyon, 2011). Supposons qu’un graphe fini connexe G soit muni d’un fibré F de rang 1 et
d’une connexion unitaire h sur F. Alors pour tout W C V, on a

(9) det(Ap)we = >z J[ 11 —holx(c)]?,

Feuw (G) ¢ cycle de F

ot holy(c) est ’holonomie de la connexion h le long du cycle ¢ (pour un choix arbitraire d’orien-
tation) et (Ah)VWVZ désigne la compression, sur l’espace des 0-formes nulles sur W, du laplacien
covariant associé a h.

8. Dans [KL22Db]|, nous insistons de plus sur I'idée que si 'on souhaite munir de surcroit les espaces de chaines
de structures euclidiennes, alors il est naturel de considérer sur les 1-chaines un produit scalaire dépendant des
inverses des poids, %, selon le principe inventé : « Les chaines résistent, les cochaines conduisent ».
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Ce théoreme a été démontré, depuis sa forme premiere et par raffinements successifs jusqu’a
la version énoncée ici, par Kirchhoff, Zaslavsky, Chaiken, Forman et Kenyon [Kir47, [Zas82),
Cha82, For93), Kenll]. On y revient au chapitre

Dans une autre direction, la formule de Cayley est aussi un cas particulier du théoreme
suivant ; voir [Pit99, Eq. (39)] et [Sta99l Theorem 5.3.4]. Il donne une interprétation d’un
développement multinomial en termes de foréts couvrantes enracinées d’'un graphe complet.

THEOREME 1.7 (J. Pitman, R. Stanley, 1999). On considére le graphe complet G sur les
sommets {1,...,n}. Pour toute forét couvrante F munie d’un sommet-racine par composante
connexe, on note deg;(F') le nombre de sommets qui sont connectés a i dans F et a distance de
la racine 1 de plus que la distance de i a la racine. Pour tout k € {1,...,n}, on a

e e —1 n-
Z xiigl(F)."xggn(F):<Z_1>(:L‘1+..-+xn) k?
FeFR(G)

ot la somme porte sur lensemble F3(G) des foréts couvrantes a k composantes, donc chaque
composante est enracinée.

2.8. Complexes simpliciaux. Comme il n’est question de complexes simpliciaux que de
maniére marginale dans ce texte, nous en donnons la définition la plus simple.

Un complexe simplicial de dimension m > 1 sur un ensemble fini de sommets V est la donnée
d’un ensemble de m-faces, qui sont des sous-ensembles de cardinal m+1 de V. On considere pour
tout k > 1, I’ensemble des k-faces comme étant les sous-ensembles de cardinal k£ 4 1 inclus dans
une m-face. On dit que la dimension d'une k-face est km On note X, 'ensemble des k-faces
de X. Chaque k-face, pour k > 1, possede deux orientations.

Un complexe simplicial est un complexe de chaines au sens suivant : pour tout k& € {1,...,m},
on définit les groupes abéliens de chaines Cy(X,Z) comme les combinaisons a coefficients en-
tiers des k-faces orientées. On définit les opérateurs de bord 0 : Ci(X,Z) — Ck_1(X,Z) par
une généralisation de I'opérateur de bord 9 qui associe a une aréte la différence de ses som-
mets (voir 1'équation (4))). Deux sous-groupes de Ci(X,Z) sont notables : le sous-groupe des
cycles Z(X,Z) = ker 0, et le sous-groupe des bords By(X,Z) = im O1. Puisque 9 0 Jx41 = 0,
on a Bi(X,Z) C Z1(X,Z) et on définit les groupes d’homologie comme le quotient Hy(X,Z) =

On dit qu’un sous-complexe simplicial de dimension k est Q-acyclique si ses groupes d’ho-
mologie (relative) a coefficients dans Q sont nuls. On note A® Pensemble des sous-complexes de
dimension k, couvrants au sens ou ils contiennent tout X;_1, Q-acycliques et maximaux, d’un

simplexe X,, sur n sommets étiquetés; et on appelle les élements de .A%k) des arbres de Kalai
puisqu’ils ont été introduits par Kalai, qui démontra le théoréme suivant [Kal83].

THEOREME 1.8 (G. Kalai, 1983). On a

S He (K, 2))? = a0,
KeAﬁf)

Le théoréme de Cayley (théoreme correspond au cas k = 0 du théoreme de Kalai.
Duval-Klivans—Martin [DKMO09], puis Lyons [Lyo09] et Catanzaro—Chernyak—Klein [CCK15|

9. Dans le cas m = 1, la définition présentée ici n’est pas aussi générale que la notion de graphe présentée plus
haut, qui elle, autorise par exemple les boucles et les arétes multiples.
10. On voit en ce sens que la notion de complexe simplicial n’est pas aussi générale que I’on pourrait le souhaiter :
pour un complexe simplicial, les faces de dimension 2 sont nécessairement des triangles par exemple.
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ont généralisé cette identité au cas de complexes plus généraux, et munis de poids. Elle fut aussi
utilisé par [RV15].

2.9. Matroides. La théorie des matroides a été introduite par H. Whitney [Whi35] et
indépendamment T. Nakasawa [NKO09], comme une abstraction de la notion d’indépendance
combinatoire observée dans un graphe ; voir [Ard18, [Ard21), /OxI11]. G. Rota proposa d’appeler
les matroides des « géométries combinatoires » ; terminologie non retenue (voir [Cunl2|) mais
que nous trouvons tres évocatrice et qui motive le choix de titre de cette partie et du mémoire.

DEFINITION 1.9. Un matroide M = (S,I) sur un ensemble fini S est la donnée d’une col-
lection non vide T de parties de S, appelées sous-ensembles indépendants, telle que
esiJCI,etl€X, alorsJ el
e sil,JeTet|J| <|I|, il existei € I\ J tel que JU{i} € T.

On appelle base un élément de Z maximal pour 'inclusion, et on note B ’ensemble des bases
de M. Les bases ont toutes le méme cardinal, appelé rang du matroide. La fonction de rang 74
définie par razq(J) = max{|I|: I C J,I € I} associe a J le rang du matroide M restreint a .J.

Les circuits de M sont les parties non-indépendantes (on dit dépendantes) minimales. Les
parties génératrices (ou couvrantes), sont les sous-ensembles de S qui contiennent une base (c’est-
a-dire un élément de B).

2.10. Matroides circulaire et bicirculaire. On a déja rencontré plus haut dans le théo-
reme deux familles de sous-graphes couvrants : les arbres couvrants, et les foréts couvrantes
d’unicycles. Les arbres couvrants et les foréts couvrantes d’unicycles d’'un graphe sont, respec-
tivement, les bases des matroides circulaires et bicirculaires. 11 s’agit de matroides définis sur
I’ensemble des arétes géométriques du graphe. Les noms de ces matroides proviennent de la
nature de leurs circuits qui sont les cycles simples et les 2-cycles, respectivement.

Dans [SP72], il est démontré que ce sont les deux seuls matroides sur ’ensemble des arétes
d’un graphe pour lesquelles les circuits sont une classe d’isomorphisme de graphes connexes.

Les matroides circulaires et bicirculaires ont des similarités mais se comportent aussi tres
différemment ; voir notamment le paragraphe [4§4.3 Dans le tableau de la figure on recense
leurs propriétés de base. On y utilise les notations suivantes. Pour I C [E], on note k() le nombre
de composantes connexes du sous-graphe couvrant (V,I). On note ko(I) < k(I) le nombre de
composantes connexes acycliques du graphe (V, ), c’est-a-dire le nombre de ses composantes
connexes qui sont des arbres. On suppose de plus que G est connexe et qu’il contient au moins
un cycle, de sorte que ko(G) =0 et k(G) = 1.

MATROIDE H CIRCUITS ‘ INDEPENDANTS ‘ BASES ‘ FONCTION DE RANG ‘ RANG ‘
circulaire cycles foréts couvrantes arbres couvr. V| — k(I) V| -1
bicirculaire || bicycles | u. d’arbr. et d’unicycl. | for. couvr. d’unicycl. V| — ko(T) [V|

FIGURE 1.6. Résumé des propriétés basiques des matroides circulaires et bicirculaires.

2.11. Polyndémes générateurs et stabilité. Les polyndémes en plusieurs indéterminées
sont utilisés comme fonction génératrice de suites combinatoires, ou de mesures de probabilités.E]
Un exemple important pour nous est le polynéme donné par 1’équation @D Il s’agit en général
de polynomes a coefficients positifs, entiers ou réels.

11. On peut faire remonter cet usage au moins a I’étude des arbres généalogiques aléatoires par Bienaymé (1845)
et Galton—Watson (1875).
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L’étude des propriétés des polyndémes en plusieurs indéterminées a de fortes implications
sur les propriétés des coefficients, et donc des mesures de probabilité associées [Pem12|. Par
exemple, des recherches sur les notions d’unimodalité de suites d’entiers [Sta89], ou de dépen-
dance négative [Pem00, (Gri06] ont connu des développements grace a 1’étude des polynomes
et des matroides [Bralsl, BBL09, [SS14, [Sok05, [BH20].

Introduisons la notion importante de stabilité d’un polynéme en plusieurs indéterminées.

DEFINITION 1.10. Un polynéme en plusieurs variables est stable si pour tout z € C* on a
p(#1,...,dq) # 0 lorsque Im(z) > 0 pour tout i € {1,...,d}.

L’utilité de cette notion pour nous vient du théoréme suivant.

THEOREME 1.11 (Borcea-Brandén-Liggett, 2009). Le polynome générateur d’une mesure
déterminantale associée a un noyau auto-adjoint est stable.

En particulier, une mesure déterminantale associé a un noyau auto-adjoint a la propriété de
Rayleigh forte, et est négativement associée ; voir le paragraphe

2.12. Intégrales de Feynman et polynémes de Symanzik. Un exemple important de
polynomes stables (au sens de la déﬁnition sont les polynémes de Symanzik, qui apparaissent
en théorie quantique des champs dans des calculs d’intégrales de Feynman associées a un graphe.
Nous renvoyons a 'introduction de [ABBGF16] pour une présentation mathématique de ces
intégrales.

En adaptant les notations de [ABBGF16], 'amplitude associée & un graphe G (non pondéré)
muni d’un « moment externe » ¢ € (R”)V satisfaisant la conditionH >vev Tv = 0, est définie
par

(2)
Uiz dze

(10) 16(@) = [ o | il | Hest e,
(R+) Vo' (@) | oD ()

ou 'argument de I’exponentielle dans I'intégrande fait intervenir les deux premiers polynémes de
Symanzik, définis par

Wa= ¥ o w ww= Y GV TV B
TeT(G) - F:{T7TI}EJ:Q(G)

ot (-,-) désigne une norme de Minkowski sur R”, et §(V(T)) = 3 ,cv ¢ v- L'entier D représente
la dimension de ’espace-temps de la théorie physique sous-jacente.

Lors de la démonstration d’'un théoreme sur les processus déterminantaux associés a ces
polynoémes [KL22b]|, exposée au chapitre [3| nous calculons, dans le cas D = 1 (« non-réaliste
physiquement ») et en utilisant la norme euclidienne au lieu d’une norme de Minkowski, le

ratio ‘I/(GQ)T;’ / \I/(Gl) comme un produit scalaire :

vy (@)

1
ve ()
ol & est la fonction de Green associé aux poids z~'. Il s’agit d’une forme quadratique, version
combinatoire de « I’accouplement de hauteur » de [ABBGF16].
Le théoreme de stabilité d’Amini [Amil9, Theorem 1.1] stipule que ce ratio, fonction des

parametres z, a une variation bornée a I'infini. Cette variation correspond & une déformation de
la géométrie euclidienne associée au graphe pondéré comme lillustre le cas particulier suivant.

(11) = (¢, 8q) 1,

12. Cette condition est appelée « loi de conservation » des moments extérieurs § = (gs)vev dans [ABBGF16].
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THEOREME 1.12 (O. Amini, 2016). Pour tout g € Q°(G) tel que 3 ,cy q(v) = 0, et pour toute
collection de poids réels strictement positifs xq, la fonction rationnelle Fy : (]R’_j_)E+ - Ry,z—
(q,8q) . vérifie Fy(z + 20) — Fy(z) = Ox(1) lorsque x — oo.

La démonstration d’Amini utilise une analyse combinatoire fine de la structure du graphe
d’échange des arbres couvrants d’un graphe. Il s’agit du méme graphe qui apparait dans la
chaine de Markov utilisée pour échantillonner les arbres actifs au paragraphe et I’étude de
ce graphe pourrait donner des informations précises sur le temps de mélange de cette chaine.

2.13. Différentes interprétation des graphes décorés. La notion de graphe décoré est
protéiforme et on la retrouve dans des domaines tres variés des mathématiques :
— combinatoire algébrique énumérative : arbres, cartes planaires, etc. [Tut63), Tut04] ;
— approximation discréte d’une géométrie continue [Ken97, [Sch00, [Smi0O1, LSWO04,
Miel3, Lup19a, BLR20] ;
— graphes isoradiaux et analyse complexe discrete [BATR17] ;
— graphes comme outils de calcul : diagrammes de Feynman en physique théorique des inter-
actions fondamentales et calculs de moments de matrices aléatoires [FGZJ95, MW23] ;
— graphes signés et décorés pour engendrer des revétements de graphes [Zas82), (GT77] ;
— suites infinies de graphes croissants et propriétés d’expansion [Bor20, BC19];
— géométrie tropicale d’un graphe métrique vu comme limite de surfaces dégénérées [AN20] ;
— outils de classification en géométrie algébrique : représentations de carquois [Bril2],
graphes duaux de courbes nodales [BE91), [Cha21] ;
Le travail présenté dans ce mémoire se rapproche plutot des premiers points de vue sur les graphes
donnés dans cette liste, mais nous aimerions a ’avenir élargir notre point de vue et nous inspirer
des autres.

3. Géométries aléatoires

Dans cette partie, nous introduisons des objets probabilistes importants auxquels nous faisons
référence dans la suite du mémoire.

3.1. Processus déterminantaux. Soit .S un espace métrique séparable complet et A une
mesure de Radon sur S.

Un processus ponctuel sur S est un ensemble discret aléatoire de points de S. Ses fonctions
de corrélations donnent la densité de probabilité de voir un nombre fini de points a des endroits
fixés. Le formalisme précis dans le cas d’un ensemble S continu utilise la notion de mesure de
comptage aléatoire ; voir [Kall7].

DEFINITION 1.13. Un processus déterminantal sur S est un processus ponctuel dont les fonc-
tions de corrélations (pm)m>1 existent et sont données par les mineurs d’un noyau. Plus précisé-
ment, cette deuziéme condition signifie qu’il existe une fonction mesurable K : S* — C, appelée
noyau du processus, telle que pour tout m > 1 et z1,...,2, € S, on ait

(12) pm(21, -y 2m) = det (K (2, Zj))Ki,jgm :

La condition sur les noyaux K qui définissent de tels processus est encore mystérieuse
dans le cas général. Dans le cas auto-adjoint en revanche, on a la caractérisation compléte sui-
vante [Mac75, [Sos00, [STO03].

THEOREME 1.14 (O. Macchi, A. Soshnikov, Shirai-Takahashi). Un opérateur a noyau de
classe trace engendre un processus déterminantal si et seulement si son spectre est dans [0, 1].
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Un des premiers exemples de processus déterminantaux provient de la théorie des matrices
aléatoires ; voir [AGZ10].

THEOREME 1.15 (Dyson-Gaudin-Mehta). Le spectre d’une matrice hermitienne aléatoire
gaussienne (dite GUE, pour Gaussian Unitary Ensemble) de taille N x N est un processus
ponctuel, associé au noyau de projection sur les polynémes de degré N — 1 dans L*(R, e_x2/4)\).

Un autre exemple important est la mesure de probabilité uniforme sur les arbres couvrants.

THEOREME 1.16 (Burton-Pemantle, 1993). La mesure de probabilité uniforme sur les arbres
couvrants d’un graphe fini est déterminantale, associée au noyau de projection sur les 1-formes
exactes.

R. Kenyon [Kenll| a étendu ce résultat plus tard au cas des foréts couvrants d’unicycles,
et une version dans le cas quaternion existe aussi [Kas15] ; voir chapitre

THEOREME 1.17 (R. Kenyon, 2009). La mesure de probabilité sur les foréts couvrantes d’uni-
cycles d’un graphe fini donnant un poids 1. cyce |1 — hol(c)|?, ot h est une connexion unitaire
de rang 1, est déterminantale associée au moyau de projection sur les 1-formes exactes pour la
dérivée discréte covariante.

Une autre mesure déterminantale importante obtenue par une version discrete des polynémes
orthogonaux permet d’étudier des partitions d’entier aléatoires (travaux de Baik, Borodin, Ol-
shanski, Okounkov, Deift, Johannsson). Dans le cas du GUE et de ces mesures (qui asympto-
tiquement sont proches de la mesure de Plancherel sur les partitions, venant de la théorie des
représentations), on voit apparaitre un processus ponctuel universel associé au noyau d’Airy.
C’est ainsi que la loi de Tracy—Widom mentionnée au paragraphe fait son apparition.

Il v a aussi des processus déterminantaux a noyaux non auto-adjoints. En voici un exemple
dans le cas fini, cas particulier du modeéle de dimeres ; voir [Kas16] pour une introduction imagée.

THEOREME 1.18 (R. Kenyon, 1997). La mesure uniforme sur les couplages parfaits d’un
graphe fini est déterminantale, de noyau mon symétrique.

La démonstration de Kenyon [Ken97|] repose sur le théoreme de Kasteleyn (théoréeme
et un usage de la formule de Jacobi pour le calcul de mineurs de l'inverse d’une matrice.

Un exemple frappant de processus déterminantal infini sur le disque unité du plan complexe
a été trouvé par Y. Peres et B. Virdg [PV05].

THEOREME 1.19 (Peres—Virdg, 2001). Le processus ponctuel des zéros de la fonction ana-
lytique aléatoire gaussienne > ;2 anz", ot les (an)n>0 sont i.i.d. gaussiennes complexes stan-
dard, est déterminantal, associé a la projection sur ’espace de Bergman des fonctions analy-
tiques L*(D, ).

Citons deux résultats intéressants propres au cas infini [Lyo03].

THEOREME 1.20 (R. Lyons, 2003). La loi d’un processus déterminantal sur un ensemble
discret ordonné S a une filtration asymptotique triviale.

On retrouve ainsi I’énoncé de la « loi du 0 ou 1 » de Kolmogorov pour les suites de variables
aléatoires indépendantes, ici dans un cas de variables négativement corrélées.

THEOREME 1.21 (R. Lyons, 2003). Soit S un ensemble discret et H un sous-espace fermé
de (2(S). Soit X un sous-ensemble aléatoire de S tiré selon la loi déterminantale associée a H.
Alors, presque sirement, l’adhérence de la projection orthogonale de H sur £2(X) est égale a £ (X).

Cet énoncé est beaucoup plus facile & démontrer dans le cas de rang fini (voir le lemme [3.6]),
et il est alors complémenté par le théoréme de projection moyenne (voir théoreme [3.7)).
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3.2. Association négative et positive. Une propriété importante satisfaite par les proces-
sus déterminantaux est l’association négative. Celle-ci implique en particulier que les corrélations
sont négatives. Si X est un sous-ensemble aléatoire de S, on dit que sa loi vérifie ’association
négative si pour toutes fonctions f, g : 2% — R croissantes et tout sous-ensemble R de S, on a

(13) E[fXNR)g(XN(S\R))] <E[f(XNR)]E[g(XN(S\R)].

Une maniere de démontrer cette propriété est d’utiliser la propriété plus forte dite de « Ray-
leigh forte » suivante, qui porte sur la fonction génératrice. Une mesure de probabilité sur 2%
vérifie la propriété de Rayleigh forte lorsque sa fonction génératrice E(]];cx 2i) est stable. Il
est démontré dans [BBLO09, Defs 2.9-2.10, Prop. 3.5] qu'une mesure déterminantale vérifie la
propriété de Rayleigh forte.

La propriété d’association négative fait écho a la propriété d’association positive, qui est
vérifiée par une mesure de probabilité sur 2° lorsque pour toutes f, g : 25 — R croissantes, on a

(14) E[f(X)g(X)] 2 E[f(X)]E[g(X)] -

THEOREME 1.22 (Fortuin-Kasteleyn—Ginibre, 1971). Le modéle FK pour q > 1 satisfait la
propriété d’association positive.

Nous nous référons a I’appendice de [Gri06|] pour I’histoire de ce résultat fondamental qui
a permis de grandes avancées dans la compréhension du modele FK pour q > 1. Il se démontre
maintenant par I'inégalité démontrée par Holley. Le cas du modele FK pour q € [0, 1] est bien
moins étudié et compris en ’absence d’un tel résultat. Voir [GW04, [Gri06] pour des conjectures
a ce sujet. Voir aussi les progres récents grace a la géométrie algébrique des matroides [BH18].

3.3. Foréts couvrantes uniformes. La mesure uniforme sur les arbres couvrants d’un
graphe fini possede deux limites en volume infini lorsque la suite de graphes finis est une ex-
haustion d’un graphe fini, avec conditions aux bords libres ou fermées, notées WSF et FSF pour
wired et free spanning forest.

THEOREME 1.23 (I. Benjamini, R. Lyons, Y. Peres, O. Schramm, 2001). Soit d > 2. Sur 74,
on a WSF = FSF. De plus, si d < 4, la forét est presque stirement connexe, et si d > 4, elle
contient une infinité de composantes connexes. Chaque composante connexe est infinie et posséde
un unique bout["),

Un des outils utilisés par [BLPS01] pour démontrer ce théoréme est I’algorithme trouvé par
D. B. Wilson [Wil96] dans sa theése qui échantillonne un arbre couvrant uniforme par le biais de
marches aléatoires a boucles effacées (un type de marche auto-évitante introduite par G. F. Lawler
en 1980 [Law80| pour trouver une alternative au modele de marche auto-évitante du chimiste,
spécialiste des polymeres, P. J. Flory qu’il est difficile d’étudier par manque d’intégrabilité du
modele).

THEOREME 1.24 (D. B. Wilson, 1996). On peut échantillonner la mesure uniforme sur les
arbres couvrants par le biais de marches aléatoires a boucles effacées.

11 existe d’autres algorithmes (dus notamment & Aldous et Broder) pour échantillonner cette
mesure. Ils sont tous reliés de maniére plus ou moins directe au théoreme « Markov chain tree

13. La notion de bout a été introduite par R. Halin en théorie des graphes, suivant la définition donnée par
H. Freudenthal dans le contexte des groupes topologiques. Le fait d’avoir un unique bout pour un arbre infini T’
signifie que pour toute aréte e, 7'\ {e} posséde une unique composante connexe infinie. Ceci est équivalent au fait
que pour toute paire de chemins infinis sans rebroussements dans I’arbre, les deux chemins different seulement par
un nombre fini de sommets.
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theorem » dont Aldous dit qu’il est « peut-étre I'un des résultats les plus souvent redécouverts
en théorie des probabilités » [Ald90] ; voir [PT18, Theorem 3.1] et les références qui y figurent.

Une des démontrations de l'algorithme de Wilson repose sur une méthode combinatoire
reliée a la théorie des empilements de pieces de X. Viennot, comme 1’a montré P. Marchal
[Mar00]. Cet algorithme fait partie d’une famille d’algorithmes de rejet partiel identifiée par M.
Jerrum [Jer21] récemment. Un autre cas particulier échantillonne les foréts couvrantes d’uni-

cycles [KK17, Kas15), (GJ21].

3.4. Evolution de Schramm-Loewner. L’évolution de Schramm-Loewner (SLE) est une
famille de courbes continues aléatoires sans croisement (mais avec possible auto-intersection)
qui possedent une propriété d’invariance par transformations conformes. Il en existe plusieurs
variantes, mais décrivons celle appelée « évolution chordale » ; pour plus de détails, voir par
exemple 'appendice de [MP10] par O. Schramm et W. Werner.

Pour tout domaine simplement connexe du plan D muni de deux points marqués sur son
bord, notés a et b, I'’évolution de Schramm-Loewner 7(¢) de a & b dans D est caractérisée par
la propriété de « Markov conforme » : pour tout temps ¢ > 0, le futur de la trajectoire est
une évolution de Schramm-Loewner dans le domaine D \ Ky, qui va de y(¢) a b, on K; est le
complémentaire dans D de la composante connexe de D \ 7[0, ] contenant b; voir la figure

Qt \ K,

¢ :

0 wy 0 wy

FIGURE 1.7. Dynamiques de I’équation de Schramm-Loewner pour x < 4 & gauche, et
k = 4 a droite.

Puisqu’en vertu du théoréeme d’uniformisation de Riemann [dSG10], tous les domaines sim-
plement connexes propres du plan sont conformément équivalents, il suffit de décrire le processus
sur le demi-plan supérieur H. Pour cela, on considere I’équation différentielle de Loewner chordale
sur une famille d’applications conformes (g;), définie, pour tous ¢ > 0 et z € H par

02
8tgt gt(2) —wy’

ot go(2) = z. En définissant 7, = inf{t > 0 : g;(2) n’est plus défini}, et en posant K; = {z € H :
7, < t}, Papplication g; est un homéomorphisme conforme entre H \ K; et HE]

L’évolution de Schramm-Loewner est le processus stochastique de compacts croissants (K;);>o
ainsi obtenu en considérant £ > 0 et prenant pour (wy);>o le processus (W;)i=0 = (Bgt)t=0, OU
(Bt)t>0 est un mouvement brownien sur R partant de 0 au temps ¢ = 0. S. Rohde et O. Schramm
[RS05] ont montré que I’évolution de Schramm-Loewner peut bien étre décrite par une courbe
continue (7;);>0, méme si elle est définie implicitement, confirmant ainsi ’heuristique ci-dessus.

Cette courbe est fractale et V. Beffara [BefO8] donna sa dimension de Hausdorff de son
image : min(1 + x/8,2). Lorsque k < 4, la courbe est simple ; pour x € [4, 8] la courbe rebondit
sur le passé de sa trajectoire; et pour x > 8, elle remplit tout I’espace. Il y a une dualité entre
SLE, et SLE,s lorsque ' = 16/k. De facon simplifiée : le bord du compact K; engendré par
SLE,s avec k' > 8 est une courbe SLE, avec k = 16/x’.

(15)

14. K. Loewner trouva cette équation en 1923 dans son travail sur la conjecture de Bieberbach (1916) portant
sur la croissance des coefficients des fonctions univalentes, maintenant théoreme de L. de Branges (1985).
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Schramm introduisit cette famille de processus aléatoires afin de construire la limite d’échelle
des courbes aléatoires discretes apparaissant dans les modeles de physique statistique planaire
critiques. Des résultats dans ce sens ont été obtenus, voir le paragraphe

Il existe d’autres variantes de SLE que la version chordale : la version radiale qui relie le
centre du disque avec son bord ; la version planaire ou sur la sphere de Riemann ; et des variantes
branchantes et qui remplissent ’espace (voir théoréme .

3.5. Soupes de boucles et CLE. Etant donné un espace polonais S muni d’une mesure
sigma-finie A et d’un processus de Markov de noyau de transition p;(u, v), il y a une mesure infinie
naturelle sur les boucles paramétrées de S, que nous notons u, voir [LJ11]. Elle est obtenue en
normalisant une mesure d’excursion Markovienne sur les chemins paramétrés par [0,t] partant
et arrivant en u :

(16) pO = [ [ BLLOmlaw axw.
S JR4 t

Dans le cas ott S = R? et le processus de Markov est le mouvement brownien, G. Lawler
et W. Werner [LW04] ont défini la « soupe de boucle brownienne » d’intensité ¢ > 0 comme le
processus de Poisson d’intensité cj/2.

On peut fixer un domaine simplement connexe du plan D et considérer la restriction du
processus de Poisson aux boucles de ce domaine. Pour ¢ < 1, la soupe ne recouvre pas tout le
domaine et on peut considérer les composantes connexes de ces amas de boucles. Leur frontiere
est un processus de boucles qui peuvent se toucher, mais ne se croisent pas. Ce processus est
invariant conforme et appelé CLE (pour conformal loop ensemble). Il a été défini ainsi par S.
Sheffield et W. Werner [SW12al. Ces boucles sont localement des SLE de parametre x ou la
relation entre c et K est

(3k — 8)(6 — k)

2K ’
La quantité c est aussi égale a la charge centrale de la théorie quantique des champs conforme
correspondante [Nie82], qui a une interprétation en termes de représentations de ’algebre de
M. Virasoro d’opérateurs différentiels.

Au niveau discret, une soupe de boucles de marches aléatoires est définie de maniére ana-
logue : cela correspond au cas ou S est un graphe et le processus de Markov est une marche aléa-
toire [LJ11]. Lupu a démontré que la soupe discréte converge vers la soupe continue [Lup19a).

Un fait important est que ’ensemble des boucles (correctement définies et réarrangées) effa-
cées par 'algorithme de Wilson (voir théoréme est une soupe de boucles de marche aléatoire
d’intensité ¢ = 1; voir [LJ11, Law18, WP21]. Par afﬁnementlﬂ du processus de Poisson corres-
pondant afin d’en réduire I'intensité, on peut ainsi obtenir une soupe de boucles de toute intensité
c < 1. C’est ainsi que les simulations spectaculaires de CLE par D. Wilson ont été obtenues; on
peut les consulter en temps réel sur les sites webs suivants : cled.org et [cled.org.

(17) c=

3.6. Champ libre gaussien. Le champ libre gaussienlﬂ dans un domaine du plan avec
condition zéro au bord est, de fagon heuristique, une fonction aléatoire gaussienne dont les corré-
lations sont données par la fonction de Green. De facon équivalente, il s’agirait d’une gaussienne

15. Cela a aussi permis a Lawler, Schramm et Werner d’identifier le bord externe d’un cluster de trajectoire
de mouvement brownien planaire comme étant SLEg,3 et de calculer ainsi sa dimension fractale, égale & 4/3,
démontrant ainsi la conjecture de B. Mandelbrot.

16. On pourrait dire écrémage, dans le cas d’une soupe.

17. La terminologie est redondante : en physique, 'objet analogue est appelé champ libre, car il n’y a pas
d’interactions, comme celle donnée par un potentiel quartique souvent considéré. D’un point de vue mathématique,
il s’agit d’un processus gaussien. L’usage a fait qu’en théorie des probabilités on utilise les deux qualificatifs.


http://cle3.org
http://cle4.org
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dont la densité par rapport & une mesure de Lebesgue A sur I'espace des fonctions continues (qui
n’existe pas), serait définie par 1’équation
1
(18) P(®)  exp (—2\\0@”2) A®).

Cette définition aurait un sens si I’on regarde une approximation discrete, ce que 'on appelle le
champ libre discret, et c’est une manieére de définir le champ libre continu par passage a la limite.

FIGURE 1.8. Approximation discréte d’un champ libre gaussien en dimension 2.

Cette « fonction » est en fait trop irréguliere pour étre définie ponctuellement (voir la fi-
gure [1.8) et il faut en fait la considérer comme une distribution de Schwartz, vivant dans un
espace de Sobolev. On peut néanmoins aussi définir le processus par ses valeurs moyennes sur
des cercles, qui elles définissent bien des valeurs finies [WP21].

3.7. Théorémes d’isomorphisme. Il y a des liens profonds entre SLE, CLE, et le champ
libre gaussien, voir par exemple [WP21]. Ces liens ont notamment leurs origines dans les théo-
remes dits d’isomorphisme qui relient la loi du temps local d’'un processus de Markov et la loi
du carré des valeurs d’une fonction gaussienne de covariance donnée par I'inverse du noyau du
processus de Markov ; voir le paragraphe [6§1]

Voir pour des généralisations des théorémes d’isomorphisme au cas ou les spins
sont a valeurs dans des espaces non euclidiens.

3.8. Espaces métriques aléatoires. Les cartes aléatoires possedent des limites discretes
en volume infini, ot la convergence a lieu au sens local de Benjamini—Schramm, par des résultats
de Krikun et Angel-Schramm.

Lorsque 'on s’intéresse plutot a la limite d’échelle continue, I’étude des modeles de physique
statistique bi-dimensionnels critiques ont donné naissance a la géométrie conforme aléatoire.

La limite des arbres aléatoires finis est décrite par I’arbre continu aléatoire d’Aldous [AId91].
Cet arbre se construit aussi par recollement d’une excursion brownienne, vue comme sa fonction
de contour (voir la figure . C’est un espace métrique aléatoire. Notons que les graphes fonc-
tionnels qui apparaissent dans la bijection de Joyal mentionnée en introduction de ce chapitre
ont aussi une limite d’échelle similaire [AMPO05].

La théorie des cartes aléatoires et ses développements probabilistes ont fourni une réponse
partielle au souhait de Polyakov évoqué au paragraphe Un résultat fondamental a été

démontré indépendamment dans [Miel3, LG13].

THEOREME 1.25 (J.-F. Le Gall, G. Miermont, 2011). Les cartes planaires aléatoires convergent
vers la sphére brownienne.
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Ce résultat a été généralisé a toutes les surfaces compactes par J. Bettinelli et G. Mier-
mont [BM22]. Par une approche tres différente, une métrique aléatoire sur la spheére, dépendant
d’un parameétre v, a aussi été définie dans [DIMS21].

THEOREME 1.26 (Duplantier—Miller—Sheffield, 2014). Le recollement de deuz excursions brow-
niennes corrélées (vues comme deux arbres réels continus aléatoires) crée un espace métrique
aléatoire qui a la méme loi qu’une sphére munie d’une métrique aléatoire de Liouville décorée
par un SLE qui remplit ’espace.

Lorsque le paramétre v vaut /8/3, la sphére aléatoire ainsi construite correspond a la sphére
brownienne, ainsi que démontré par J. Miller et S. Sheffield [MS20].

D’autres approches aux métriques aléatoires planaires existent, notamment celles utilisant les
empilements de cercles, le chaos multiplicatif gaussien, etc. On se référe au texte de survol [She22]
pour une introduction illustrée a ce résultat et au domaine tres vaste de recherche associé en
géométrie conforme aléatoire.

3.9. Champs d’holonomie. En dimension 2, la mesure de Yang-Mills (voir[1.2.4]) est défi-
nie implicitement comme un champ d’holonomie aléatoire [Sen97, [Lév10]; voir aussi [Chel9].
Si le groupe de jauge est un groupe unitaire, cette mesure donne a tout cycle simple une holono-
mie égale au mouvement brownien sur le groupe unitaire, évalué au temps égal a l'aire entouré
par le cycle. Deux cycles disjoints ont des holonomies indépendantes. C’est ainsi que nous avons
échantillonné 'environnement de jauge aléatoire pour les simulations de la figure

La loi d’un champ d’holonomie est caractérisée par ses boucles de Wilson, c¢’est-a-dire, 'espé-
rance des produits de trace d’holonomies le long d’un nombre fini de lacets. Dans le cas planaire,
ces observables peuvent se calculer au moyen d’équations qui réduisent ’amas de lacets a des
boucles simples; ce sont les équations de Makeenko—Migdal. Ces dernieres sont reliées aux équa-
tions de Schwinger—Dyson et a la formule d’intégration par parties par rapport a la mesure de
Haar sur le groupe de jauge compact considéré; voir [Lév20].

La limite ou la taille des matrices dans le groupe de jauge tend vers 'infini a été étudiée par
T. Lévy. L’objet limite déterministe est le champ maitre sur le plan [Lév10].

Dans d’autres développements récents, le cas de la sphere et d’autres surfaces compactes de
genre arbitraire a été étudié [DN20]. La théorie des processus markoviens d’holonomie a aussi
été étendue [CDG17]. En dimension supérieure et dans la version discrétisée des théories de
jauge sur réseau, S. Chatterjee a obtenu de nouveaux résultats, voir [Chal9].

Construire des couplages de champs d’holonomie avec un modeéle de physique statistique est
une question encore ouverte. C’est une des motivations derriere nos travaux [KL21l, KL23c]. Il
y a d’autres travaux dans cette direction [CC22] par une approche treés différente.

4. Organisation du texte

Dans le chapitre [2, nous présentons nos résultats spécifiques aux graphes planaires; ce cha-
pitre est basé sur les articles [CCK17, KW16bl, Kas15, KW16a, GKMW18|. Dans le cha-
pitre[3|nous présentons nos résultats sur les processus déterminantaux issus de [KL22al, [KT.23a),
KL22b|. Dans le chapitre 4| nous introduisons des familles de sous-graphes déterminantaux dé-
finis dans [KL22b|. Dans le chapitre [5| nous rassemblons différentes formules déterminantales
et les étudions du point de vue des polynémes en plusieurs indéterminées et des revétements
de graphes; ceci correspond aux articles [KL20, [KL23b, [CK23|. Dans le chapitre [6] nous
présentons les résultats relatifs a la présence d’une connexion et & ses incarnations aléatoires;
ceci repose sur [KL21, [KL23c]. Enfin, dans le court chapitre [7| nous présentons quelques pers-
pectives pour la suite de notre travail ou nous nous appuyons sur certaines formules issues de
IKL20, ICK23, Kas15].
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1. INTRODUCTION

Inventaire des contributions personnelles

Les contributions exposées dans ce mémoire figurent en encadré dans le texte avec le code couleur suivant :

définition, remarque, lemme, proposition, théoreme,

Chapit

Chapit

Chapit

Chapit

re

théoréme [2.1]: les mineurs-pfaffiens de I'inverse
de la matrice de Kac—Ward sont les observables
fermioniques & plusieurs points

théoréme [2.2) : expression déterminantale de la
fonction de partition du modele XOR-Ising
théoreme 23] : densité du tas de sable abélien
pour les réseaux planaires périodiques
définition 24] : modele d’arbre couvrant actif
conjecture [2.5] : convergence de la courbe de
contour d’un arbre couvrant actif vers I’évolu-
tion de Schramm-Loewner

remarque [2.6[ : mélange de la chaine d’échange
pondérée sur les bases

théoréeme [2.7] : convergence dans le cas des
cartes planaires

re

lemme [3.1] : caractérisation de processus déter-
minantaux par leur fonction de partition
définition [3.2]: processus déterminant. linéaires
proposition [3-3] : algorithme d’échantillonnage
d’un processus déterminantal linéaire
théoréme[3.4]: théoréme de projection moyenne
corollaire : version duale du théoréme de
projection moyenne

lemme[3.6]: définition de la projection aléatoire
associée a un processus déterminantal dans le
cas continu

théoréme[3.7]: théoréme de projection moyenne
continu et calcul de la variance

lemme [3.8] : processus déterminantaux condi-
tionnels

proposition [3.9]: inégalités polymatroidales
théoreme [3.10] : interprétation physique d’un
processus déterminantal comme une mesure
quantique

définition [3.11] : processus Q-déterminantaux
re[d

théoréme [I.1]: foréts couvrantes d’unicycles Q-
déterminantales

théoréeme[4:2): sous-graphes couvrants connexes
déterminantaux

théoréme : sous-graphes couvrants acy-
cliques déterminantaux

question [4] : existence d’un modele dual aux
foréts couvrantes d’unicycles

proposition [L.5] : identités multilinéaires
question [L.6] : nombre de sous-graphes cou-
vrants connexes & nombre de Betti fixé
remarque [£.7] : mesure uniforme non-dét. sur
les foréts couvrantes d’unicycles

re

définition [5.]]
connexe
définition [5.2 : polynémes d’énumération acy-
clique

corollaire [5.3] : stabilité des polynémes d’énu-
mération acyclique et connexe

polynémes d’énumération

» 9

Chapit

Chapit

uestion.

proposition [5.4] : quotients de polynémes
lemme [5.5]: lemme de Schur

question [5.6] : généralisation du théoréme de
stabilité d’Amini

définition : définition du 7-déterminant
théoréme [5.8] : formules matrix-tree classiques
théoreme [5.9] : nouvelles formules matrix-tree
proposition : formule invariante de jauge
lemme [5.11] : produit eulérien
théoreme[p.12lautre formule invariante de jauge
théoréme [5.13|: revétements de graphes et opé-
rateurs tordus

corollaire [5.14] : revétements de graphes et di-
visibilité de polyndémes

proposition [5.15]: coefficients invariants positifs
re [6}

lemme [6.1] : inégalité de Kato discrete
définition [6.2) : champs de vecteurs gaussiens
définition [6.3] : holonomie tordue

proposition [6.4] : formule de Feynman—Kac co-
variante

définition [6.5] : soupe de boucles covariante
théoréme [6.6] : théoréme d’isomorphisme
théoréme [6.7] : théoréme d’isomorphisme dans
le cas d’une connexion a holonomies de traces
positives

définition[6.8]: champ de vecteurs aléatoire non-
gaussien en environnement aléatoire
théoréme[6.9]: identité de Symanzik covariante
définition [6.10] : forét couvrante quantique
théoréme : trace et superposition de foréts
d’unicycles

proposition : le cas de SU(2)

théoreme [6.13] : connexions infinitésimales
théoréme : théoréeme de transfert élec-
trique de Kirchhoff

lemme [6.15]: inégalité de monotonicité de Ray-
leigh

définition [6.16] : régularité géométrique
théoreme : mesures en volume infini
re[7}

définition [7-1] : forét couvrante quantique sim-
pliciale

théoréme : formule matrix-tree sur un com-
plexe simplicial

théoréme: revétement de complexes simpli-
ciaux et divisions de polynémes

question [74] : formule pour '’énumération de
certains complexes simpliciaux acycliques
question [7:5] : bijection de Joyal étendue
remarque [7.6] : mesure canonique sur un fibré
question [7.7] : modeles « FK » et de forét cou-
vrante d’unicycles active dans le cas bicircu-
laire

remarque : SLE sur les surfaces compactes
remarque [7.9] : mesure sur les graphes de SLE




Chapitre 2

Cas des graphes planaires

Dans ce chapitre nous présentons quelques résultats sur des modeles de physique statistique
dans le cadre d’'un graphe planaire : le modele d’Ising et sa version XOR (dont le nom vient
de Pacronyme anglais pour désigner le « ou » exclusif en logique booléenne), le modele du tas
de sable abélien, et le modele des arbres couvrants actifs (que nous avons introduit avec David
Wilson). Tous ces modeéles sont reliés entre eux, et une manifestation de ce fait est que leurs
fonctions de partition sont des spécialisations du polynéme de Tutte, voir la définition

Rappelons qu'un graphe est dit planaire s’il peut étre dessiné sur le plan (ou la sphere) de
telle sorte que ses arétes ne se croisent pas.

C’est un fait maintes fois observé que la planarité d’un graphe entraine des simplifications
drastiques dans la complexité du calcul de certaines quantités lui étant associées (voir le théo-
réme par exemple).

Notons que tout graphe fini peut se dessiner sur une surface orientée de genre suffisamment
élevé. Parfois, comme dans le cas du modeéle d’Ising ou de dimeres, les techniques de calcul
d’observables propres aux graphes planaires se généralisent au cas d’un tel graphe surfacique,
mais les expressions font intervenir plus de termes, dont le nombre augmente avec le genre.

1. Modele d’Ising

Le modele d’Ising ferromagnétique sur un graphe fini G = (V, E) est une mesure de probabilité
sur les configurations de « spins » +1 affectés aux sommets de G qui favorise I’alignement (c’est-
a-dire 1’égalité des valeurs) des spins voisins plus la température, dont l'inverse est noté 3, est
basse. Plus précisément, la probabilité d’une configuration de spins o € {—1,1}V est donnée par
la relation de proportionnalité

P(o) e PH(0) ,

ou I'énergie Hy(o) d'une configuration de spins o est définie par

Hl(a) == Z JeUgU€7

ecE+

ou Je > 0 est la constante d’interaction de l'aréte e, qui satisfait J. = J.-1. Le facteur de
normalisation, appelé fonction de partition du modele, est égal a

ZIsing(G,l7 /B) = Z e*,BHl(o') '
oe{-1,1}V

Dans le cas ou le graphe G est planaire, le modele est dit intégrable, notamment car sa
fonction de partition peut étre calculée explicitement (ce résultat célebre et classique remonte a
L. Onsager en 1944 dans le cas du réseau carré).

Une approche pratique au calcul de cette fonction de partition consiste a traduire cette
derniere en termes de fonction génératrice de sous-graphes : nous allons voir que la fonction de
partition du modeéle est proportionnelle & la fonction génératrice des sous-graphes dont chaque
sommet est de degré pair (une union de cycles) dont nous notons I’ensemble £(G). Afin d’établir
la correspondance entre ces deux fonctions de partition, on introduit une fonction de poids
z = (x¢)ecE sur les arétes qui est symétrique : z, = x,-1 pour tout e € E. Pour tout C' € £(G),

23
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notons z¢ le produit des poids des arétes de C. Considérons la fonction génératrice de ces sous-
graphes « pairs » :

(19) Zoair(Gyz) = > 2@,
CeE(G)

Les fonctions de partitions Zising(G,J,5) et Zpair(G,z) sont proportionnelles pour un choix
adapté de x. en fonction de g et J., pour tout e € E. Plus précisément, B. L. van der Waerden
démontra en 1941 que 'on a

ZIsing(G7la B) - 2|V|Zpair(G7§) H COSh(ﬁJe) 5

ecE+

lorsque x, = tanh(3.J,) pour tout e € ET.

Pour des raisons historiques (et calculatoires), le polynéme Zp.i:(G,z) s’appelle aussi po-
lynéme du « développement en haute température » du modele d’Ising. Il existe un polynoéme
associé, appelé polynéme du « développement en basse température », mais nous ne l'utilise-
rons pas ici; voir [CCK17, Introduction]. Dans le cas planaire qui nous intéresse ici, ces deux
polynoémes sont de toute fagon essentiellement les mémes.

1.1. Formule de Kac—Ward. En 1952, Kac et Ward [KW52] ont donné une formule pour
exprimer le polynéme Zp.i:(G,z) comme le déterminant d’une matrice d’adjacence modifiée,
appelée matrice de Kac—Ward. Pour définir la matrice de Kac—Ward il faut d’abord choisir un
plongement du graphe dans le plan. Rappelons que pour une aréte orientée e, on note s(e) sa
source et t(e) son but, et e~ I'aréte avec I'orientation opposée. Pour deux arétes orientées e et e’
telles que t(e) = s(€’) (c’est-a-dire, bien enchainées), on note w(e, ¢’) angle entre leurs vecteurs
tangents au sommet commun. La matrice de Kac—Ward est une matrice carrée indexée par les
arétes orientées du graphe, définie par
(20) KW(G,z) =1-T,

ou I est la matrice identité et T est définie par

T expiw(e, €')] - (wewe)V/? sitle) = s(e)) et € #eL;
““ 0 sinon.

La célebre formule de Kac—Ward [KW52| stipule que
(21) det[KW(G, 2)] = [Zpain (G, 2)?,

et ce fut une longue histoire [She60), [Vdo65, DZM™99, KLM13), Hel14] pour en donner une
démonstration rigoureuse pour un graphe planaire général ; voir 'article récent de M. Lis [Lis16]
pour une présentation courte et affinée de cette démonstration.

Avec Dmitry Chelkak et David Cimasoni nous avons donné une démonstration différente
et tres courte de cette formule classique [CCK17]. Elle repose sur I'observation simple que la
matrice K, obtenue a partir de VW en permutant les lignes correspondant a une aréte et son
aréte inverse, est hermitienne.

Sur cette base, article [CCK17] explore de maniére approfondie la combinatoire du modéle
d’Ising sur un graphe fini avec poids (symétriques) (x.). quelconques, et genre arbitraire (pas
nécessairement planaire). Il n’est pas possible d’aborder tous les points développés dans cet article
ici, et nous isolons deux résultats intéressants dans la suite.
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1.2. Observables fermioniques a plusieurs points. Notre approche nous permet par
ailleurs de donner une formule combinatoire pour des observables « a plusieurs points » qui jouent
un role dans les preuves de convergence des corrélations entre spins dans la limite d’échelle [CHI15].
Pour cela nous opérons une autre modification élémentaire sur la matrice K afin d’obtenir une
matrice réelle antisymétrique K.

Il est & ce jour bien connu que les entrées de la matrice inverse de Kac-Ward (modifiée) sont
égales aux observables combinatoires a deux points proposées par Smirnov comme outil pratique
pour étudier la limite d’échelle du modele critique d’Ising dans des domaines planaires arbitraires.
Depuis les travaux pionniers de Smirnov, ces observables sont généralement définies directement,
sans référence a la matrice de Kac—Ward, mais il est intéressant de noter que leur définition est
née de considérations faites par Smirnov conjointement avec Kenyon [SmilObl Remark 4] sur
des techniques matricielles propres au modele de dimeres.

Avant de pouvoir formuler notre résultat, nous avons besoin d’une définition supplémentaire.
Soit (G®,z) le graphe pondéré obtenu & partir de (G,z) en ajoutant un sommet z, au milieu
de chaque aréte e de G, et en donnant le poids z.'/2 & chacune des deux arétes résultantes
de G®. Etant donné une collection {e1,...,ea,} d’arétes orientées de G, soit C(ey,...,ea,) l'en-
semble des sous-graphes P de G® qui ne contiennent pas les arétes (s(ex), 2, ), contiennent les
arétes (ze,,t(er)) siep ™t & {e1,...,ean}, et tels que tout sommet de G¥ distinct de ze,, . . . , Ze,,
soit de degré pair dans P. L’ensemble C(&) n’est autre que I’ensemble £(G) des sous-graphes
pairs de G mentionné plus haut.

L’énoncé suivant provient de [CCK17, Theorem 1.2].

THEOREME 2.1. Soit G un graphe planaire muni d’une fonction de poids x sur les arétes.
Considérons un ensemble d’arétes orientées eq, ..., eq,. Alors on a
-1 12 =1 P
PEK L )1 = [Zoan(G ) Y- 7(P)2”,
PeC(et,...,ean)

ot Pf désigne le pfaffien et 7(P) est un certain signe défini en fonction de la topologie
de P sur un revétement a deux feuillets du graphe.

Le cas n = 1 de cette formule redonne la définition combinatoire standard des observables
a deux points comme somme sur l'ensemble C(e, €’), dont on sait qu’elle est I'entrée de l'inverse
de la matrice de Kac—Ward modifiée. Pour n > 2, on retrouve la définition combinatoire des
observables « & plusieurs points » comme des sommes sur C(ey, ..., e2,). Le théoréme affirme
que ces dernieres sont le pfaffien d’'une matrice dont les coefficients sont les premieres.

Avec Dmitry Chelkak et David Cimasoni, nous pensons que cette formule, valable dans un
cadre général, devrait pouvoir s’appliquer a la démonstration de la convergence, dans la limite
d’échelle lorsque la maille des graphes tend vers zéro, des corrélations de spins dans des domaines
plus généraux que ceux traités dans [CHI15].

1.3. Modele XOR-Ising. Nous avons étendu les formules du paragraphe au cas
du modele XOR-Ising défini comme le produit sommet par sommet de deux modeles d’Ising
faiblement corrélés.

Dans le cas d'un graphe plan G = (V, E) dont les spins au bord sont conditionnés a étre +1,
nous définissons une matrice K qui joue le réle d’'une matrice de Kac—Ward pour ce nouveau

modele. Soit Zgp11(G, ) la fonction de partition de ce modele. L’énoncé suivant figure dans
[CCK17, Theorem 1.4].
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THEOREME 2.2. On a B
Za(G,z) = (—1)El det K.

Un des intéréts de ce modele XOR-Ising (qui est un cas particulier du modele d’Ashkin—Teller
de spins a 4 couleurs [AT43]) vient de son lien avec la « bosonisation » du modele d’Ising et
d’une conjecture de Wilson [Willl] qui prédit la convergence des interfaces entre clusters de
spins +1 et clusters de spins —1 vers une variante de SLE4.

Une question ouverte est de savoir si ’on peut utiliser notre formule combinatoire pour suivre
un programme analogue & celui de Smirnov et ses coauteurs [Smil0al, [CS12bl, CDCH™" 14| qui
montreérent la convergence des interfaces du modele d’Ising critique vers SLE3. C’est la question
qui nous a poussé a écrire [CCK17]|, voir la remarque 1.5 dans cet article, ou nous pensions
pouvoir suivre une approche similaire a celle de Kenyon [Kenl4| et Dubédat [Dubl9] pour
le modele de double-dimeéres, mais qui ne semble pas fonctionner directement pour le modeéle
XOR-Ising (voir aussi la remarque au début du paragraphe @ de ce mémoire).

Il est & noter que bien que le modele d’Ising soit centenaire [DC22], il continue de connaitre
d’importants développements, comme par exemple dans le travail récent de Chelkak [Che20]
qui établit un lien de ce modele avec la géométrie lorentzienne et les surfaces minimales.

2. Tas de sable abélien

La criticité auto-organisée est un concept popularisé par Bak, Tang et Wiesenfeld [BTW87]
qui désigne des systémes qui se stabilisent d’eux-mémes & un point critique caractérisé par des
corrélations & longue portée. Le tas de sable abélien est un modele de criticité auto-organisée
introduit par Deepak Dhar en 1989 [Dha90]. Il est défini a partir d’une chaine de Markov comme
suit.

Une configuration de sable sur un graphe fini connexe G = (V, E) muni d’un sommet distingué
— appelé le « puits »— est une fonction o : V — Z a valeurs entieres sur les sommets du graphe
dont la valeur en tout sommet distinct du puits est positive; on dit que o(v) est le nombre de
grains de sable au sommet v. La configuration est dite instable s’il existe un sommet v distinct
du puits ot la fonction excede le degré deg, du sommet dans le graphe. Dans ce cas de figure, un
éboulement peut se produire, qui entraine la perte de deg, grains de sables en v et ’ajout d’'un
grain de sable a chaque sommet voisin de v. Une suite d’éboulements est appelée une avalanche.

En partant d’une configuration instable, il existe toujours une avalanche qui la stabilise
puisque les grains de sable en exces sont absorbés tét ou tard par le puits, par connexité du
graphe G. Le fait que la configuration stable finale ne dépende pas de l'ordre d’occurrence des
éboulements explique le qualificatif d’abélien donné au modele, et fut initialement démontré par
D. Dharﬂ La figure montre un exemple de stabilisation.

® Srove ] y 3
+@+ ® ¢ 1

f

FIGURE 2.1. Stabilisation d’un tas de sable, lorsque le puits est le bord d’un graphe
donné par une grille carrée 3 x 3.

1. L’argument qui permet de le démontrer est proche de celui démontrant la validité de 1’algorithme de Wilson,
voir théoréme [[.24] L. Levine et ses co-auteurs ont inscrit ces deux exemples au sein d’une théorie des réseaux
abéliens [BL16]
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La stabilisation d’une pile de sable en I'origine de Z? donne lieu & de beaux motifs. Il y a
méme une structure fractale lorsque la taille de cette pile tend vers 'infini et que I'on passe a
une limite d’échelle [LPS16].

2.1. Configurations récurrentes. En partant d’une configuration de sable, une étape de
la chaine de Markov qui définit le modele consiste a choisir uniformément un sommet distinct
du puits, & ajouter un grain de sable au tas en ce sommet, et a stabiliser la configuration. Il
existe une unique mesure stationnaire pour cette dynamique qui est la mesure uniforme sur un
sous-ensemble de configurations stables appelées configurations récurrentes. L’étude probabiliste
du tas de sable abélien consiste en I’étude de cette mesure.

Notons que ’ensemble des configurations stables hérite de la structure de monoide abélien
de ZV, et que I'ensemble des configurations récurrentes est 1’idéal minimal de ce monoide : ¢’est
donc un groupe. Ce groupe abélien est appelé groupe du tas de sable. L’élément identité de ce
groupe n’est pas facile a identifier et donne lieu a de riches motifs, lorsque le graphe sous-jacent
est une grille carrée de grande taille, voir [CP18), [K1i19)].]]

Sur un graphe infini, la mesure peut étre définie par un processus limite en approchant le
graphe infini par une suite exhaustive de graphes finis [JW14].

Les avalanches jusqu'a stabilisation ont été étudiées par Gabrielov [Gab93| et leur géomé-
trie est reliée & la combinatoire des foréts couvrantes a deux composantes. Dans le cas d’un
graphe planaire, quelques résultats sur la loi de la taille de la coupure de G déterminée par
ces foréts [KKW15]| et sur les fluctuations d’occurrence de motifs dans le tas de sable abélien
[KW15a] sont obtenus dans nos travaux de these antérieurs, voir aussi [Kas15] pour un survol.

On se réfere aux textes [HLM™ 08|, [CP18] pour plus de détails sur le modeéle du tas de sable
abélien.

2.2. Densité stationnaire. Une question restée longtemps ouverte a été le calcul de la
densité o du tas de sable sur un réseau régulier du plan, c’est-a-dire le nombre moyen de grains
de sable par sommet dans le régime stationnaire de la chaine de Markov ci-dessus.

Par une formule de Criel Merino Lépez [ML97T], obtenue dans sa theése sous la direction de
Dominic Welsh a Oxford, cette densité s’exprime comme un rapport d’évaluations du polynéme
de Tutte (ceci était auparavant une conjecture due a N. Biggs qui avait introduit le modele de
« chip firing », analogue du modele du tas de sable [Big99]). Des démonstrations bijectives de
ce fait ont été données dans [CLBO03], puis dans [Ber08].

Pour le réseau carré, le physicien Peter Grassberger avait conjecturé sur la base de simulations
numériques non publiées dans les années 1990 que la densité est & = 17/8. Ceci n’a été démontré
que récemment, presque deux décennies plus tard, par trois groupes indépendants [KW15b,
PPR11, [(CS12a].

Avec David Wilson [KW16b], nous avons donné une démonstration beaucoup plus élémen-
taire de ce résultat qui s’applique également & tout autre réseau plan Z2-périodique. De plus, la
démonstration a le mérite d’expliquer « pourquoi » 1’on trouve une densité rationnelle pour les
trois réseaux réguliers du plan.

Dans le théoreme suivant, nous donnons quelques valeurs exactes ainsi obtenues. Nous ne
sommes pas certains de la nomenclature frangaise pour les réseaux réguliers du plan et préférons
utiliser celle en anglais pour étre précis. Nous renvoyons & [KW16bl Table 1] pour plus de valeurs
exactes.

2. Lorsque l'on considere ce groupe sur un graphe aléatoire, il satisfait [’heuristique de Cohen—
Lenstra [CKL™15] comme cela a été démontré récemment par M. Matchett Wood [Wool7].
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THEOREME 2.3. La densité du tas de sable d’un des trois réseaux réguliers (carré, trian-
gulaire, hexagonal) du plan, dont on note deg le degré des sommets et deg, le degré des

faces, est égale a
d 1
g==2(1+-—).
2 degy

Pour les réseaux « trihexagonal », « rhombille », « truncated hexagonal » et « triakis tri-
angular », les valeurs sont respectivement : 13/6, 17/8, 959/600 et 167/50. Pour le réseau
« square-octagon », la densité est le nombre transcendant

25  arsec(3)  3arsec(3)?

16 8\/571' 1672 ’

La démonstration repose sur le calcul explicite du nombre de foréts couvrantes a deux com-
posantes d’'une approximation finie du graphe infini par un graphe fini planaire G, dont nous
notons l'ensemble F3(G), en le comparant au polynéome générateur des arbres couvrants de G
dont nous notons 7 (G) 'ensemble. Pour cela, on simplifie des résultats de [LC81l, Myr92] en
s’appuyant aussi sur [LP14]. Plus précisément la démonstration repose sur I’équation [KW16b),
Eq. (2)] qui, pour un graphe sans aréte multiple, stipule que

Y FeFa(G) z
(22) o = D wa (AR - ADY)? - ARALY)
ZTGT(G) QT uz,\;u ( ) ) ) ) )
ou Aq(ﬂ)) = (A(w));b — (A(”j’));}} et A est le laplacien discret et w un sommet distingué. La

fonction A s’appelle noyau potentiel de Green.

Il est intéressant de comparer cette formule avec celle pour les quotients de polyndémes de
Symanzik (voir le paragraphe . Dans les deux cas, le ratio s’exprime comme une forme
quadratique.

2.3. Boucles effacées. Lorsqu’une marche aléatoire parcourt le graphe, elle engendre une
chaine de Markov sur les arbres couvrants orientés, dont les pas intermédiaires sont des unicycles
orientés, voir figure [2.2] Cette chaine de Markov permet de faire le lien entre la densité du tas
de sable et le taux d’effacement de boucles d’'une marche aléatoire.

sl O L

FIGURE 2.2. Chaine de Markov sur les arbres couvrants et unicycles couvrants.

Etant donné un chemin orienté v de longueur finie dans un graphe, on appelle « simplifié »
de ~y, le chemin simple obtenu en effacant chronologiquement les boucles de ~.
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Une quantité reliée a la densité stationnaire du tas de sable est le « taux d’effacement de
boucles », c’est-a-dire le taux auquel une marche aléatoire partant d’'un sommet fixé repasse
pour la premiere fois sur le « simplifié » de sa trajectoire passée.

FIGURE 2.3. L’intersection d’une marche aléatoire dans Z? avec le « simplifié » de sa
trajectoire passée. L’'unique boucle simple ainsi créée est représentée en orange.

Ce lien entre tas de sable et unicycles a été mis a profit pour étudier le tas de sable et la mesure
uniforme sur les unicycles couvrants d’une carte aléatoire par X. Sun et D. Wilson [SW16]. En
retour, cette approche a aussi motivé le fait de démontrer la conjecture dans le cadre des
cartes aléatoires, voir théoreme

3. Arbres couvrants actifs

Un des points communs a la plupart des modeles présentés plus haut (arbres couvrants, tas de
sable abélien, modele d’Ising) est d’avoir une fonction de partition donnée (a des transformations
élémentaires pres) par une spécialisation du polynéme de Tutte (voir la définition .

Le modele de Potts a q couleurs, qui généralise le modele d’'Ising (q = 2) a été mis en
correspondance avec un modele de sous-graphes aléatoires par Fortuin et Kasteleyn dans les
années 1960. Rappelons que le modele de Fortuin et Kasteleyn (dit modele FK) de para-
metres (p,q) € [0,1] x Ry est une mesure de probabilité sur les sous-graphes couvrants H de G
tirés avec une probabilité proportionnelle a

|[E(H)]]
(23) P(H) o <p) Gt
1-p
Sa fonction de partition,
(24) Zrk(G,poq) = > (p/(1 — p)) EMIghH) |
H<G

est essentiellement égale au polynéme de Tutte puisque, par , on trouve :

Z(x,y) = (x — 1)7HO (y — )7V S (y — DIEMI((x — 1) (y — 1))k
H<G

= (x = 1)7FOy — )"V 3 Zpk (G, p, ),
H<G

lorsque (p,q) et (x,y) sont liés par les relations g = (x — 1)(y — 1) et p/(1 —p) =y — 1.

Un modele relié au modele de Fortuin-Kasteleyn, le modele de boucles O(n) avec n = ,/q
(dans sa phase dense, pour la correspondance avec le modele FK) a été étudié par les physi-
ciens, notamment Nienhuis et Cardy méme pour des valeurs de n négatives, ot l'interprétation
probabiliste n’a plus de sens.
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Rappelons que si G est un graphe planaire, plongé dans la sphere, et que G* désigne son dual
planaire, alors Zg+(x,y) = Zg(y,x). On en déduit que si x =y > 1, I’évaluation du polynéme de
Tutte donne la fonction de partition du modeéle de Fortuin—Kasteleyn de paramétre q = (y — 1)2
a son point auto-dual

p=+va/(1+Va),

c’est-a-dire, la valeur pour laquelle la loi du complémentaire du dual d’un sous-graphe couvrant H
de G tiré sous la loi FK de parametres (p,q) a la loi FK sur G* de parametres (p,q). Dans les
cas d’intérét les plus courants, ce point auto-dual correspond bien au point critique [BDC12].

3.1. Définition. Avec David Wilson [KW16a], nous avons introduit un nouveau modele
probabiliste dans le cas d’un graphe fini connexe planaire G : les arbres couvrants actifs. Il s’agit
d’une généralisation de ’arbre couvrant uniforme qui étend le modele de Fortuin—Kasteleyn au
cas de poids négatifs g > —1. Le modele dépend d’un parametre y € R : il attribue a tout arbre
couvrant un poids proportionnel a y* ol a est l'activité totale de I'arbre (somme des activités
interne a; et externe ae, voir plus bas).

%

s

FIGURE 2.4. Un arbre couvrant actif d’une grille carrée 15 x 15, représenté par sa courbe
de contour, avec ses arétes actives marquées en rouge.

[1]1

DEFINITION 2.4 (Arbre couvrant actif). Soit G un graphe fini connexe planaire, plongé
dans le plan. L’arbre couvrant actif de parametrey > 0 est la mesure de probabilité sur les
arbres couvrants de G qui attribue a T € T (G) une probabilité proportionnelle a ylD) | on
a(T) = a;(T) + ae(T) est lactivité (d’exploration) totale de l'arbre T

La définition du modele provient du fait que le polynéme de Tutte s’exprime comme une
somme sur les arbres couvrants d’un certain poids x%y% ou a; est I’activité interne de I'arbre
et a. Pactivité externe de 'arbre :

(25) Ze(xy) = Y xuMyeD,
TeT(G)
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L’équation est d’ailleurs ’expression originelle donnée par Tutte pour définir son polynéme
éponyme ; voir l'article de survol historique de Tutte a ce sujet [Tut04].

Notons que, bien que 'activité d’un arbre couvrant dépende du graphe G, on ne consigne pas
explicitement cette dépendance dans la notation.

Il existe plusieurs notions d’activité qui ménent & la méme identité (25)), voir [Coul4), Bac22].
Ces notions d’activité dépendent d’un choix d’ordre sur les arétes. Une aréte de 1" est dite active si
elle est d’indice maximal dans la coupure fondamentale associée a T'. Une aréte du complémentaire
de T est dite active si elle est maximale dans le cycle fondamental déterminé par son ajout a
I’arbre. Une aréte active est dite interne si elle appartient a 'arbre, et externe sinon.

Dans le cas de la définition originelle de Tutte, cet ordre est fixé et ne dépend pas de 'arbre.
La formule dans le cas de cette notion d’activité se vérifie alors aisément a ’aide de la ca-
ractérisation récursive du polynéme de Tutte rappelée au chapitre[l], juste apres la définition [T.4]
On peut aussi donner une autre démonstration bijective en utilisant la correspondance entre
sous-graphes couvrants et arbres couvrants illustrée sur la figure 2.5); voir [Ber08].

|
I
|
~ 4

-_——— -0 o= = ==

FIGURE 2.5. Correspondance non bijective entre sous-graphes couvrants et arbres cou-
vrants actifs : & tout arbre couvrant T' est associé 2%(T) sous-graphes couvrants, obtenus
en changeant le statut (ouverte/fermée, i.e. présente/absente) des arétes de G actives
pour T'.

Une autre notion d’activité, mise en lumiére par Olivier Bernardi [Ber08], est particuliere-
ment utile dans le cas des graphes planaires et c’est celle que nous utilisonsﬂ L’ordre sur les
arétes qui définit la notion d’activité de Bernardi dépend de ’arbre.

En regardant le contour de l’arbreﬂ et partant d’'un sommet marqué sur le graphe, il y a
un ordre de parcours des arétes qui détermine la notion d’activité que nous utilisons (selon la
regle énoncée plus haut relative & un ordre sur les arétes). La figure montre, pour un arbre
couvrant choisi, les arétes actives par un point rouge. La méme convention est utilisée dans les
figures [2.5] et [2.6] ot les arétes actives sont marquées par une étoile rouge.

En d’autres termes, une aréte est active si I’exploration du sous-arbre jusqu’au moment de son
exploration détermine si I’aréte doit étre ou non dans ’arbre couvrant total. L’activité d’un arbre
dépend en fait du point base et du sens de 'exploration ; voir la figure [2.6] pour une illustration
de ce fait.

3.2. Conjecture. Une conjecture de Nienhuis bien connue [KINO04| classe les modeles FK
et O(n) selon leur classe d’universalité de Schramm-Loewner, notée x, par la relation :

(26) n=,/q=—2cos (4:> .

3. Nous utilisons la méme & une petite modification de convention pres.
4. Le contour de I'arbre peut s’apparenter & un cycle eulérien sur le graphe médial de G.
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FIGURE 2.6. Activités (notées par une étoile) d’un arbre couvrant selon le point base
et le sens de ’exploration de contour.

En nous appuyant sur les prédictions d’invariance conforme des travaux de Nienhuis [Nie82] et
Cardy [Car05] et au vu de la propriété de Markov spatiale de notre modele, nous étendons cette
conjecture a notre modele.

Afin de formuler cette conjecture, appelons « courbe de Peano » la courbe de contour qui
serpente entre un arbre couvrant et son dual sur un graphe planaire plongéﬂ

CONJECTURE 2.5 (Converges des arbres couvrants actifs vers I’évolution de Schramm-—
Loewner). Soity € [0,1). Si un domaine simplement connexe du plan est approché par
une portion du réseau carré, la courbe de Peano d’un arbre couvrant y-actif converge,
dans la limite ou la maille tend vers zéro, vers une évolution de Schramm—Loewner de
parameétre K = 4 donné par

(27) % = —cos (f) .

\. J

Le cas y = 1 de cette conjecture est en fait le théoreme de Lawler—Schramm-Werner [LSW04]
qui stipule la convergence de la courbe de contour de I’arbre couvrant uniforme vers 1’évolution
de Schramm-Loewner de parametre x = 8.

Insistons sur le fait que la définition d’activité que nous utilisons dépend de l'ordre d’ex-
ploration et en particulier du sens d’exploration. La conjecture [2.5 est ainsi compatible avec la
non-réversibilité de 1’évolution de Schramm-Loewner SLE, pour s > 8, contrairement a la réver-
sibilité pour les valeurs de x plus petites, ainsi que ce fut démontré par D. Zhan pour 0 < k < 4,
par Miller—Sheffield pour x € [4, 8] et par Lawler—Schramm—Werner pour x = 8.

Nous avons testé notre conjecture grace a des simulations numériques poussées utilisant une
chaine de Markov simple sur les arbres couvrants. Les résultats sont trés convaincants, voir les
résultats de simulation dans [KW16a| dont I'un est donné dans la figure

Le cas y = 0 correspond & la mesure de probabilité uniforme sur les arbres couvrants ayant un
nombre minimal d’arétes actives. Bernardi [Ber08] a construit une bijection entre ces arbres et
les orientations bipolaires du graphe; une orientation bipolaire est une orientation des arétes du
graphe de telle sorte qu’il y ait exactement une source et un puits (une bijection avait été donnée
précédemment par Gioan et Las Vergnas [GLV05] pour la notion d’activité de Tutte). Grace a
la bijection de Bernardi, notre conjecture [2.5|implique qu’une certaine courbe de Peano bipolaire
définie dans [KMSW19] devrait converger vers SLE1s et les branches de 'arbre vers SLE, 3.
Cette variante de notre conjecture fut démontré récemment dans le cadre (que nous verrons plus
bas) des cartes planaires aléatoires [KMSW19].

5. Le nom de G. Peano est associé a cette courbe puisque sa limite d’échelle est une courbe qui remplit ’espace,
comme la fameuse courbe éponyme qu’il exposa en 1890.
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FIGURE 2.7. Variance du nombre de tours de la courbe de contour en fonction de y,
comparée a la valeur théorique pour SLE,, donnée dans [MS17b], ou k est relié a y
par . Les deux courbes (empirique : points bleus; et théorique : courbe continue en
rouge) sont presque indistinguables.

3.3. Chaine de Markov sur le graphe d’échange du matroide circulaire. La chaine
de Markov utilisée dans [KW16a] pour échantillonner les arbres couvrants actifs de fagon ap-
proximative utilise le pas suivant : choisir une aréte aléatoire, I’ajouter a ’arbre si elle n’est pas
dedans, ou la retirer sinon, puis 6ter ou ajouter une aréte uniforme du cycle fondamental, ou de
la coupure fondamentale respectivement. Lorsque y = 1, cette chaine de Markov mélange rapide-
ment comme démontré dans [FIM92]. Une généralisation de ce théoreme a la chaine de Markov
d’échange de bases d’'un matroide a été démontré récemment dans [ALGV19]. Lorsque y # 1,
on ne sait pas si la chalne mélange rapidement, mais avec David Wilson, nous avons vérifié
empiriquement que c’était le cas pour nos simulations.

REMARQUE 2.6. Comme observé en discussion avec Omid Amini suite o la lecture de ce
mémoire, il est naturel de se demander si la méthode de [ALGV19| ne permettrait pas
d’étendre le résultat de mélange rapide au cas de cette marche pondérée, ou plus générale-
ment d’une marche pondérée par le poids matroidal x“i(T)yae(T) pour T € B.

4. Cartes planaires décorées

Les résultats de convergence de modeles discrets sur réseau déterministe vers 1’évolution de
Schramm-Loewner (SLE) sont assez rares. Dans le modele FK, seuls ont été traités rigoureuse-
ment les cas y = 1 (arbre couvrant uniforme) [LSW04] et y = 1 + /2 (FK-Ising) [CDCHT 14|,
KS19].

Sheffield a le premier établi une forme de convergence répondant a la conjecture dans le
cadre ou le graphe est lui méme aléatoire, et le nombre d’arétes tend vers I'infini. Le modele discret
est alors celui d’une carte aléatoire a nombre fixé d’arétes, choisie avec un poids proportionnel a la
fonction de partition du modele FK. Utilisant une bijection de Mullin—Bernardi, Sheffield montre
comment décorer une carte planaire par un modele FK critique de parameétre q € [0, 4] revient a
la décorer par un arbre couvrant actif (méme s’il n’utilise pas ce terme) de poids y € [1, 3]. Voir
la figure pour une illustration d’une carte décorée par un arbre, dite carte boisée.

Pour expliquer son résultat de maniere plus précise, il nous faut expliquer la notion de « spheére
quantique » due a Duplantier, Miller et Sheffield [DMS21]. En effet, le fait que le graphe soit
lui-méme aléatoire signifie que la limite est portée par une surface aléatoire, appelée « gravité
quantique de Liouville ».
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FIGURE 2.8. En haut & gauche : une carte planaire enracinée (M, eg) décorée par un
arbre couvrant T (en gras). En haut & droite : la carte duale M* (en pointillés) décorée
par l'arbre couvrant dual T* (en gras). En bas a gauche : la quadrangulation @ (en
blanc) dont les sommets sont 'union des sommets de M et de M* (son dual planaire est
le graphe médial de M). En bas & droite : la courbe de contour « de Peano » A (en vert).

Une sphére quantique est intuitivement une sphére munie d’une métrique riemannienne dont
le facteur conforme par rapport a la métrique euclidienne est exp(y®), out ® est un champ libre
gaussien et v € (0,2) (ceci n’est pas bien défini au sens strict puisque ® est une distribution de
Schwartz (aléatoire) dont on ne peut pas prendre ’exponentielle).

Duplantier, Miller et Sheffield ont démontré qu’une sphére quantique (respectivement un cone
quantique) de parametre 7y décorée par un SLE remplissant toute la sphére de parameétre k =
16/42 contient la méme information qu'une certaine excursion brownienne bi-dimensionnelle (sur
un intervalle fini, respectivement infini) de corrélation — cos(47/k) entre ses coordonnées (voir
le théoreme .

Le théoréme de convergence de Sheffield établit la convergence de I’excursion discrete vers
cette excursion brownienne. On parle de convergence « au sens de la Peanosphere ».

Avec Ewain Gwynne, Jason Miller et David Wilson [GKMW18| nous avons démontré la
convergence au sens de la Peanosphére de cartes aléatoires décorées par un modele d’arbre cou-
vrant aléatoire a deux parameétres (y = 0 et z > 0) qui généralise le modele d’arbre couvrant
actif de la section précédente. On parle de cartes aléatoires boisées. Nous donnons a ce modele

le nom d’arbres couvrants actifs avec énergie de pliage puisque le parametre z prend en compte
les plis dans la courbe de contour de ’arbre.
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THEOREME 2.7. Une carte planaire uniforme a m arétes, pondérée par un arbre cou-
vrant actif avec énergie de pliage de parameétre (y,z), converge au sens de la Peanosphére,
lorsque m tend vers l’infini, vers un cone quantique décoré de paramétre ~ ou -y est déter-
miné par les valeurs de y et z.

La démonstration repose sur une généralisation de la bijection de Sheffield [Shel6], qui elle-
méme est une version probabiliste de la bijection de Mullin revue par Bernardi. Ce résultat étend
le résultat de [Shel6l, DMS21] qui établit cette convergence dans le casz =1,y € [1,3). Le lien
entre les parametres (y, z) et la valeur de k de la géométrie aléatoire limite n’est pas parfaitement
élucidé ; voir la légende de la figure 8 dans [GKMW18|.

Donnons un peu plus d’explications sur I'idée de la démonstration du théoréme en utili-
sant un exemple illustré (figures et . Cet exemple est décrit en volume fini, mais notre
résultat de convergence porte bien sur des cartes infinies. L’analogue que nous décrivons porte-
rait sur la convergence vers une sphere quantique décorée au lieu d’un céne quantique décoré.
Ce résultat est connu dans le cas z =1 et y € [1,3) par [GS15]. Dans notre cadre général, cela
n’a pas été démontré mais cela semble probable bien que plus technique & démontrer a cause de
la contrainte du volume fini (qui brise I'indépendance des marches aléatoires) ; néanmoins, les
illustrations en volume fini sont plus faciles & comprendre et c¢’est pour cela que nous choisissons
d’illustrer la démonstration dans ce cadre.

0 At
0 1 2 3

(a) Mot associé a la carte décorée de la figure (b) Trace du chemin parcouru par les préfixes

Les cordes représentent ’appariement entre les croissants du mot hchhHccHHCchhhCHCHCH. Ce

« commandes » et les « burgers ». chemin donne le nombre de « hamburgers » et
« cheeseburgers » disponibles au « comptoir » a
chaque instant.

FIGURE 2.9. Le mot et le chemin associés & une carte planaire enracinée décorée par
un arbre couvrant.

Etant donné une carte planaire M, on considére la carte duale M* et Q la quadrangulation
associée (dont le dual planaire est le graphe médial) ; voir la figure Formellement, étant donné
un arbre couvrant 7" de M, la courbe de Peano X est une suite d’arétes bien enchainées de @*. Le
triplet (M, eg, T') peut étre encodé par une excursion de marche aléatoire simple bi-dimensionnelle
dans le premier quadrant, avec 2n pas.
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Rappelons qu'un mot de Dyck en deux lettres {a, A} est un mot tel que tout préfixe contient
au moins autant de a que de A. L’excursion de marche aléatoire dans le premier quadrant de Z?2
peut se représenter par un mot dans ’alphabet {h,c, H, C}El qui correspond a deux mots de Dyck
(I'un en les lettres {h, H}, autre en les lettres {c,C}) dont les lettres sont entremélées; voir la
figure 2.9

L’idée de Sheffield [Shel6] est que I'on peut échantillonner une carte décorée par un arbre
couvrant actif en enrichissant I’alphabet de sorte que certaines lettres prennent en considération
la pondération y“(T). Cette description, et notre généralisation, sont un peu techniques, et nous
renvoyons a l'article [GKMW18] pour les détails. Ce que l'on peut retenir, c’est qu’il y a une
maniere, a partir d’échantillons i.i.d. dans un alphabet, de construire de maniére déterministe
un chemin aléatoire dans le premier quadrant dont les coordonnées ont la corrélation voulue.

FIGURE 2.10. A gauche : la paire d’excursions qui forme le patron de la carte planaire
enracinée boisée de la figure [2.§]; cette derniére est obtenue par recollement le long de
la courbe verte et des doubles-fleches (bleues et rouges) horizontales. La courbe verte
est la courbe de contour de l'arbre couvrant, dite « courbe de Peano ». A droite : une
approximation de la paire d’excursions browniennes qui forme le processus limite obtenu
lorsque le nombre d’arétes tend vers I'infini. En effectuant le méme recollement on trouve
la « Peanosphere ».

Une fois ces bijections établies, le coeur de la démonstration du théoréme [2.7] consiste en
la démonstration de la convergence d’une paire d’excursions de marche aléatoire corrélées, vers
une paire d’excursions browniennes corrélées; voir la figure L’interprétation en termes
d’espace métrique aléatoire repose ensuite sur le théoreme de Duplantier—Miller—Sheffield (voir
théoreme qui voit une excursion brownienne dans le premier quadrant du plan comme le
recollement de deux arbres aléatoires continus, et donc une sphere aléatoire munie d’une courbe
aléatoire remplissant ’espace : la « Peanosphere ».

Dans le cadre de volume infini du théoréme[2.7] les excursions sont remplacées par des marches
positives infinies, et I’espace limite est un cone quantique. Par un abus de language popularisé
par Sheffield et ses coauteurs, on parle encore de convergence au sens de la Peanosphére dans ce
cas.

6. L’origine de ces lettres provient d’'une métaphore culinaire de Sheffield [Shel6], qui voyait les lettres comme
des commandes et services de hamburgers et cheeseburgers & un comptoir.



Chapitre 3

Mesures de probabilité déterminantales

Dans ce chapitre, nous rassemblons quelques faits utiles sur les mesures de probabilité dé-
terminantales. Nous ne considérons principalement que le cas discret, mais mentionnons le lien
avec le cas continu dans le cas d’un noyau de projection de rang fini au paragraphe

Les processus déterminantaux [Lyo03| sont apparus dans le travail de thése d’Odile Macchi
en optique quantique [Mac75| et ont été nommés ainsi par Borodin et Olshanski au tournant
du siecle [Bor11]. Ils apparaissent notamment comme loi du spectre de matrices aléatoires her-
mitiennes gaussiennes (GUE). Dans le cas discret, ils sont utilisés pour étudier la mesure de
Plancherel sur les partitions d’entiers (une mesure de probabilité non déterminantale, issue de
la théorie des représentations linéaires du groupe symétrique). Nous n’abordons aucun de ces
aspects ici et nous concentrons sur le cas discret général inspiré de Lyons [Lyo03] et ses spécia-
lisations a des modeles de graphes aléatoires.

1. Existence et linéarisation

Soit K = R ou C. Soit £ un espace euclidien de dimension finie et H un sous-espace de E.
Soit (e;)ics une base orthonormée de E.

1.1. Mesures déterminantales sur un ensemble fini. Un sous-ensemble aléatoire X
de S est déterminantal associé & H dans la base (e;);cg si pour tout sous-ensemble J C S, on a

(28) P(J C X) = det(N*) 7,

ott M est la projection orthogonale sur H et (M7 )gj sa compression sur le sous-espace vectoriel
Ej = ®;c;Ke;, dit « sous-espace de coordonnées ».

La probabilité d'un sous-ensemble I = {i; < iz < ... <ip} de S de cardinal n, est le carré de
la projection de tg sur Key, ot er =e;, A...Ae;, et ou g est le produit extérieur des éléments
d’une base orthonormée de H, appelé plongement de Pliicker de H. Le fait que la somme des
probabilités vaille 1 est une ré-interprétation du théoréme de Pythagore dans la n-ieme puissance
extérieure de E appliqué au vecteur ¢t et sa décomposition dans la base orthonormée de A"F,
(6[)16(5), déterminée par la base orthonormée (e;);cs de E.

1.2. Construction routiniére. Le lemme suivant énonce le fait que pour démontrer
qu’un sous-espace aléatoire est déterminantal associé a une projection auto-adjointe il suffit de
démontrer une égalité polynomiale de type « matrix-tree ». Ce lemme est utile pour démontrer
les théorémes du chapitre

Etant donnés des poids z = (x;)ies strictement positifs, on considere le produit scalaire
sur F, que l'on dit « tordu » par z, défini, pour tous u,v € E, par

(29) (u,v)z = Z TiU;Vi

€S
ou u;, resp. v;, sont les coefficients de u, resp. v, dans la base (e;);es. L’expression (29) donne la
forme générale d’un produit scalaire pour lequel la base (e;);cg soit orthogonale.

On note C' = diag(z; : i € S) la matrice diagonale des (x;);es. Le lemme suivant est démontré
dans [KL22b| lemme 3.1]. Un tel résultat qui est utilisé sous des formes ad hoc dans plusieurs

37



38 3. MESURES DE PROBABILITE DETERMINANTALES

exemples fait sans doute partie du folklore, mais nous ne ’avons pas trouvé énoncé sous cette
forme précise dans la littérature.

~ )

LEMME 3.1. Soit w : 25 — R, une fonction positive non identiquement nulle. Soit a
une application linéaire injective d’un espace euclidien dans E. Supposons que pour tout
z €]0,00[%, on ait
(30) det(a*a) = Z 2B w(B),

BCS
o, a* est ladjoint de a par rapport au produit scalaire tordu sur E. Alors, pour
tout z €10, oo[S, la mesure de probabilité sur 25 qui donne & B une probabilité
(31) P(B) x zBw(B)

est déterminantale, associée a la projection orthogonale sur ima, ou la notion d’orthogo-
nalité se réféere au produit scalaire tordu (29)).

J

Le lemme précédent permet notamment de démontrer les théoremes de Burton—Pemantle
(théoréeme sur les arbres couvrants uniformes et de Kenyon (théoreéme @ sur les foréts
couvrantes d’unicycles aléatoires, a partir de la formule matrix-tree du théoréme [I.6]

Nous verrons au paragraphe une maniere d’obtenir des identités de la forme (30)).

1.3. Linéarisation. L’idée de ce paragraphe est simple mais s’avere conceptuellement utile.
On peut voir un sous-ensemble X de S comme un sous-espace de coordonnées Ex = @, x Ke;,
et si I'ensemble S est partitionné en S = L _, S,, on peut moyenner sur le choix de base (e;);cs,
de 'espace vectoriel Eg,. Ceci permet d’obtenir un espace aléatoire qui ne « voit » pas le détail
a l'intérieur de chaque élément S, de la partition de S. Ce processus de moyenne rappelle celui
bien connu dans le cadre de la théorie des processus déterminantaux qui permet d’étendre la
construction des processus déterminantaux définis par un noyau de projection, a ceux définis
par une contraction positive (un barycentre de projections) en voyant ces derniers comme des
mélanges statistiques des premiers; voir [HKPV09]. Notre point de vue est de considérer cela
aussi du point de vue du processus ponctuel lui-méme. L’idée de remplacer les points par des
espaces est assez classique, et apparait notamment dans [Oko05l §1.3]. Expliquons les choses
plus précisément maintenant.

Soit E un espace euclidien de dimension finie d. On appelle scindement ¢ de E une décom-
position orthogonale £ = @,;cq E;. La grassmannienne de E est I'ensemble des sous-espaces
vectoriels de E. On considere le sous-ensemble Gr(E, o) de la grassmannienne défini comme
I’ensemble des sous-espaces vectoriels () de E qui sont adaptés au scindement : il s’agit de 1’en-
semble des @ € Gr(E) tels que Q = @,c5(Q N E;). Cette grassmannienne est naturellement
stratifiée par les vecteurs de dimensions (n;)ics = (dim(Q N E;))ics, et on note Gr,(E, o) les
sous-grassmanniennes correspondantes.

Pour tout entier n € {0,...,d}, la grassmannienne Gr,(E) des sous-espaces de E de dimen-
sion n est munie de I'unique mesure de Haar v/” de volume total égal au coefficient binomial (Z)
Pour tout n = (n;)ics € [L;es{0,...,dim E;}, on définit ensuite la mesure v27 sur Gr,(E,0)
comme image du produit des mesures V,% On définit enfin v*7 = 3" v et on I'appelle la me-
sure de référence sur Gr(E, o). Si dim E; = 1 pour tout ¢ € S, il s’agit de la mesure de comptage
sur 2°, de sorte que 'on peut aussi appeler v¥7 une mesure de « comptage continu ».

Dans la suite, on appelle noyau sur E, un opérateur k € End(F) qui est auto-adjoint et dont
le spectre est dans U'intervalle [0, 1]; symboliquement, on a donc 0 < k = k* < 1.
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DEFINITION 3.2 (Processus déterminantal linéaire). Le processus déterminantal linéaire
associé d un noyau k et un scindement o de E est la mesure de probabilité uZ, sur Gr(E, o)

dont la densité est Q — det(kN® + (id — k)I_IQL) par rapport a la mesure de référence v .

L’article [KL22a| est consacré a la définition précise de ces mesures et & 1'étude de leurs
propriétés de base dans le cas ou E est de dimension finie ou infinie.

1.4. Algorithme d’échantillonnage. Voici un algorithme pour échantillonner un tel pro-
cessus.

~ a

PROPOSITION 3.3. Soit (E,0) un espace euclidien scindé. Soit k un noyau sur E. Dans
tout élément F; du scindement o, on tire une base orthonormée uniformément aléatoire.

L’union de ces bases forme une base orthonormée aléatoire (e,...,eq) de E. Soit K la
matrice de k dans cette base. On échantillonne un processus déterminantal de noyau K
sur {1,...,d}. Ceci produit un sous-ensemble aléatoire X de {1,...,d}. Le sous-espace

aléatoire Q = Ex = Vect(e; : i € X) de E a la loi ugk.

J

Donnons brievement une description de I'algorithme qui permet d’échantillonner un processus
ponctuel déterminantal X sur {1,...,d} associé au noyau K. Cet algorithme récursif (partant de
X = @) généralise [HKPV09, Algorithm 18] au cas ou le noyau n’est pas nécessairement une
projection :

 on écrit K = <K11 R) comme une matrice par blocs de taille (1, (d—1)) x (1, (d—1)),

C K

e on ajoute 1 a X avec probabilité K1,

o si 1 a été choisi (de sorte que K31 > 0), on échantillonne un sous-ensemble aléatoire X’
de {2,...,d} associé¢ au noyau K’ — K;;?*CR et on pose X = {1} UX/,

« si 1 n’a pas été choisi (et donc K71 < 1), on échantillonne un sous-ensemble aléatoire X’
de {2,...,d} associé au noyau

Ij1— (I — K')— (1 - K1) 'CR) =K'+ (1 - K1) !'CR,

et on pose X = X/,

Le fait que cet algorithme soit correct est une conséquence de la formule du complément de
Schur (voir le lemme [5.5).

Cet algorithme requiert seulement 1’échantillonnage de variables de Bernoulli et quelques opé-
rations d’algebre linéaire. Choisir une base orthonormée uniformément aléatoire peut se faire en
utilisant une variable aléatoire gaussienne et le procédé d’orthonormalisation de Gram—Schmidt,
voir [Dia05].

Cet algorithme permet d’échantillonner concretement un processus déterminantal linéaire et
c’est ainsi que les simulations de mesures déterminantales de ce mémoire, comme par exemple la
figure ont été échantillonnées.

1. Dans la littérature, la méthode d’échantillonnage privilégiée semble étre celle qui consiste a écrire le processus
comme un mélange de processus associé a des projections, mais la méthode décrite ici est plus directe. Voir

aussi [LGD20).
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2. Théoréme de projection moyenne

Dans la suite, nous allons utiliser le langage de ’algeébre extérieure. Nous renvoyons a [KL22al
§ 5] pour des explications. Les propriétés des processus déterminantaux proviennent de la géo-
métrie euclidienne associée a la puissance extérieure de sous-espaces d’un espace vectoriel donné.

Dans un travail récent [KL23al avec Thierry Lévy, nous avons étendu au cas continu un
énoncé pour les processus déterminantaux sur un ensemble discret. Ce théoreme nous a permis
de faire des calculs de fonctions de partition (voir chapitre [4).

Nous rappelons tout d’abord ’énoncé dans le cas discret, avant d’expliquer sa généralisation
au cas continu.

2.1. Cas discret. Soit E un espace euclidien de dimension finie d, et (e;)1<i<q une base
orthonormée de E. On pose S = {1, ...,d} et on considére H un sous-espace de E de dimension n.

Soit X le processus ponctuel déterminantal sur S associé a la matrice K = ( (e;, Me ) ,
1) 1<i j<d

ot M# est la projection orthogonale sur H. Pour tout X C S, soit Ex = @.cx Ce, le sous-espace
de coordonnées correspondant.

L’énoncé suivant est démontré dans [KL22a]. Le cas de degré 1 de cette égalité ('algebre
extérieure de E est graduée) était connu au moins depuis le travail de Lyons [Lyo03]. Voir aussi
[CCK13|, [ICCK15]. Nous l'appelons « théoréme de projection moyenne ».

THEOREME 3.4. Presque sirement E = H @ Ef(, et en notant Px la projection sur H
parallélement a Ei, on a

E[APx] = AN¥.

Autrement dit, dans une base fixée de FE, 'espérance de tout mineur de la matrice de la
projection aléatoire Px est égale au mineur correspondant de la matrice de M*.

H: Ex

Ex

FI1cURE 3.1. Tllustration du théoréme de projection moyenne pour les processus déter-
minantaux. L’espace aléatoire Fx est un estimateur non biaisé de H.

En passant a I’adjoint, on déduit une version duale du théoréme précédente sous la forme :
E H

Ex

|1H+
Le corollaire suivant nous est utile dans la démonstration des résultats du chapitre [

et du théoréme de Kirchhoff généralisé (théoreme [6.14) au chapitre [6] Ce corollaire découle du

ou P est la projection sur Fx parallelement & H, qui est 'adjoint de la projection Px.
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théoreme en utilisant le fait que 'orthogonal du sous-espace Ex a la méme loi que le sous-
espace aléatoire Fx/, ou X' est un sous-ensemble aléatoire de S de loi déterminantale associée
a H* et & la base orthonormée (e;);cs.

COROLLAIRE 3.5. Presque surement, on a
Ht Ht

ot Pﬁg( est la projection sur H- parallélement ¢ Ex.

Nous expliquons maintenant comment étendre cet énoncé a tout processus ponctuel déter-
minantal associé & une projection orthogonale de rang fini sur un espace polonais quelconque S,
de sorte qu’il s’applique par exemple & tout « ensemble polynomial orthogonal », voir [Lyol4,
§3.8]. Cette extension est le contenu du Théoréme Une extension du Théoréme au cas
d’une projection de rang infini (dans le cas o S est discret ou continu) serait intéressante.
Un exemple de cette situation est étudié dans [BQ22], ou les auteurs étudient, entre autres,
I’analogue continu de Px dans le cas du noyau de Bergman.

2.2. Cas continu. On suppose maintenant que S est un ensemble polonais, muni d’une
mesure de Radon positive A. On pose E = L2(S, \), on note C(S) I'espace des fonctions continues
sur S, et on consideére un sous-espace H de E N C(S) de dimension finie n.

Soit Conf,,(S) 'ensemble des collections de n points distincts de S, et u la mesure de proba-
bilité déterminantale sur Conf, (S) associée a la projection orthogonale sur H. Cela signifie qu’en
choisissant une base orthonormée (y;)i<j<n de H, on a pour toute fonction continue bornée,
symétrique en les variables, T': S™ — C, I’égalité

1
(32) / T(X)du(X):fl/ T(z1,...,20) |det (0;(2:)1cijen) 2 NE (@1, . . am)
Conf,(5) n'! .Jsn

ol le membre de droite ne dépend pas du choix de la base orthonormée. On note X un sous-espace
aléatoire de S distribué selon la loi u, et on note E[T'(X)] la quantité égale aux deux membres de
I’égalité .

Il découle de que p-presque tout X est un ensemble d’unicité pour H, dans le sens ou
deux éléments de H qui coincident sur X sont égaux. Cela nous permet de définir une projection
aléatoire sur H associée a X, de la fagon suivante.

LEMME 3.6. Pour u-presque tout X € Conf,(S), on a la décomposition
C(Sy=HaC(S;X),
ou C(S;X) ={f €C(5): fix = 0}.

En vertu de ce lemme, on définit Px comme étant la projection sur H parallelement a C(S; X).
Si S est en fait discret, cette projection est égale a la projection sur H parallelement a E)L( définie
plus haut.

Pour g1,...,9m € ENC(S), on définit g1 A ... A gn € L*(S™, %Xgm) N C(S™) en posant,
pour tous y1,...,Ym € 5,

(33) (A A gm) Wi - ym) = det (95(yi)1<ij<m) -

On définit aussi, pour tout m > 1 et k € {1,...,m}, la quantité MNg(g1 A ... A gp) comme la
somme de toutes les fonctions obtenues a partir de g1 A ... A g, en remplacant k des g; par leur
projection sur H', et les (m — k) autres par leur projection sur H.
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On étend maintenant le théoréme [3.4) au cas d’un espace S continu. Nous renforgons aussi le
théoréme [3.4] dans le cas discret, en précisant le calcul de la variance.

s )

THEOREME 3.7. Pour tout m > 1, et toutes f1,..., fm € ENC(S), on a
E[Pxfi A...APxfm] =2 fi A ATIHf,

Var(Pxfi A ... A Pxfm) = Z "TEEIR(FL A A F)]P

Des résultats dans I'esprit des théoremes et ont également été obtenus dans le contexte
de la résolution de systémes d’équations linéaires singuliers, par exemple dans [Ber86al, BTT90),
[EZ60] et plus récemment dans le contexte des méthodes d’intégration numérique par algorithme
de Monte-Carlo [GBV19] et de '« échantillonnage actif » pour la régression linéaire [DW18],
Thms 5, 6, 7] ; voir également [AB13|, MS17a, DWH22]. En particulier, notre énoncé généralise
directement [EZ60, (GBV19].

Dans [DLM20, Def. 4], les auteurs définissent la classe des matrices aléatoires pour lesquelles
I'espérance de tout mineur est égale au mineur correspondant de ’espérance de la matrice,
donnent des propriétés de base, et fournissent quelques exemples. Le théoreme et [KL22al
Thm 5.9] donnent des familles d’exemples de telles matrices aléatoires, a savoir les matrices Px.
Une étude systématique de cette classe de matrices aléatoires serait certainement intéressante.

3. Matroides et polymatroides

Nous avons rappelé la définition d’un matroide au chapitre [I} définition [I.9]; voir aussi

|Ard18, |Ard21, IOxI11].

3.1. Support. Par définition, le support d’'une mesure déterminantale associée a une pro-
jection orthogonale sur un sous-espace H de dimension n d’un espace euclidien E de dimension
finie d (muni d’une base orthonormée (e;)1<i<q), est un matroide, voir [Lyo03].

FIGURE 3.2. Plongement de Pliicker et coordonnées associées : & gauche, un cube unité
dans un sous-espace vectoriel H de E'; au milieu, ses ombres projetées sur les plans de
coordonnées dans la base (e;)1<i<a; & droite, le vecteur unité engendrant la droite A\"H,
représentant H dans \"E.

En effet, si vy désigne le plongement de Pliicker de H dans A™E, alors ses coordonnées dans
la base {e;; A...Aej, 191 < ... < i,} sont appelées coordonnées de Plicker de H et représentent
les multivecteurs associés aux « ombres projetées » d'un cube unité dans H ; voir la figure [3.2]

Comme déja évoqué au paragraphe le théoréme de Pythagore dit que la somme des
modules au carré de ses coefficients est égale a 1. Le calcul déterminantal nous montre alors
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que ces modules au carré sont la probabilité pour qu'un ensemble aléatoire X sous la mesure
déterminantale associée a H dans la base (e;)1<i<q soit égal a {i1,...,i,}. En résumé :

PX={iy <...<in}) = |(tar,e, A... Neg,) |

= det ((eik’ nH€i¢)> = VO]2 (P [I‘IH(eil), ce HH(BZn)}) s

1<k <n

ou P [I'IH (€i),...,NH (eil)} est le polytope engendré par les projections orthogonales des vec-
teurs {e;, : 1 <k <n}sur H.

3.2. Représentation. Les matroides qui apparaissent dans ce contexte sont, par construc-
tion, représentables sur le corps K (et tout corps de caractéristique nulle) : dire que le ma-
troide M = (S,Z) est représentable signifie qu’il existe une application linéaire R de E vers
un espace vectoriel cible F', tel que les éléments de Z soient les I C S pour lesquels la famille
{R(e;) : i € I} est linéairement indépendante. Ainsi, le sous-espace Z = ker R encode la dépen-
dance linéaire du matroide M. Soit b la dimension de Z. Par le théoréme du rang en algebre
linéaire, le rang du matroide est donc n = dimimR = dim £ — dimZ = d — b.

De nombreux matroides intéressants sont représentables, et le point de vue des matroides
aide & comprendre leur structure (méme si ’on pourrait penser a premiere vue qu’il suffirait de
les étudier du point de vue de l’algebre linéaire).ﬂ

3.3. Exemples. Au chapitre suivant, nous verrons des exemples de mesures déterminantales
sur les graphes. Par I'observation du paragraphe leurs supports sont donc des matroides
sur I'ensemble des arétes géométriques [E]. Détaillons ici ces exemples :

— le matroide circulaire M.i;.(G) dont les parties indépendantes sont les foréts couvrantes;

— le matroide bicirculaire Mp;circ(G) dont les parties indépendantes sont les foréts cou-
vrantes d’arbres et d’unicycles;

— pour toute connexion unitaire h, le matroide « h-bicirculaire », dont les parties indé-
pendantes sont les foréts couvrantes d’arbres et d’unicycles d’holonomie non triviale par
rapport & h;

— pour tout k > 1, le matroide Mgi’fc(G) dont l’ensemble des bases est Ci(G); ses circuits
sont les sous-graphes minimaux de premier nombre de Betti égal a k + 1;

— pour tout k > 1, le matroide Mf{PC(G) dont ’ensemble des bases est Fj41(G) ; ses circuits

sont les cycles simples et les foréts couvrantes a k composantes connexes ;

— comme dans le cas bicirculaire plus haut, on peut définir des sous-matroides des deux

derniers a l'aide de chaines ¢1, ..., ¢y et cochaines 61, ..., 0y ; voir le chapitre [4]

3.4. Stratification. Cette interprétation probabiliste se prolonge au cas de la stratification
matroidale de la grassmannienne due & [GGMS8T]|. En effet, on peut comprendre cette derniére
comme partitionnant Gr,(E) sous la forme | |, Gaq, obtenue en associant a tout matroide M
sur S de rang n, ’ensemble G des sous-espaces H € Gr,(E) dont la mesure déterminantale
associée Py dans la base (e;);cs a pour support ’ensemble des bases B(M) de M.

Dans le cas complexe K = C, il y a une action naturelle du tore (C*)?/C* sur Gr,(E)
par multiplication dans chaque direction des vecteurs de coordonnées (e;);cs, modulo facteur
multiplicatif global. Cette action est hamiltonienne par rapport a la structure symplectique na-
turelle sur la grassmannienne et engendre une application moment, qui se trouve étre une version

2. Pourtant, c’est une exception, car en vertu d’un théoréme récent de Nelson, « presque tous » (en un sens
quantitatif mathématique) les matroides ne sont pas représentables [Nell§|.
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vectorielle de la mesure d’incidence pp, restreinte aux singletons, de la mesure de probabilité
déterminantale correspondante :

d d
1 Gro(E) - RY  Hw— Yo Pu(X=T)(D e) => Pu(i€X)e;=> pu({i})e; .
=1

TeB(M) ieT i=1

De plus, pour tout matroide M de rang n, I’adhérence de I'image de G4 par 'application
moment p est le polytope des bases du matroide M, défini comme étant I’enveloppe convexe
dans R" de la collection de vecteurs {} ;,cpe; : T € B(M)}; voir [GGMS87, [Ard21].

Une autre stratification plus pratique (dont les strates sont plus lisses) a été construite par
Postnikov dans le cas de la grassmannienne réelle positive [Pos06].

3.5. Conditionnement. On a déja rencontré, lors de la présentation de I’algorithme d’échan-
tillonnage au paragraphe les processus déterminantaux conditionnés a contenir un point,
ou a ne pas contenir un point. Plus généralement, on peut décrire le processus conditionné a
rester dans un sous-ensemble.

Le support d’'une mesure déterminantale conditionné a rester dans un sous-ensemble K, est
I’ensemble des bases du matroide restreint M g, c’est-a-dire le matroide sur K dont la collection
des sous-ensembles indépendants est I’ensemble des éléments de Z qui sont dans K.

LEMME 3.8. Soit H un sous-espace vectoriel de E. Soit X le sous-espace aléatoire de S

de loi déterminantale associée a M dans la base orthonormée (e;)ics. Soit K C S tel que

P(X C K) > 0. Le sous-espace aléatoire X conditionné a rester dans K est distribué selon la

loi déterminantale sur 25 associée a la projection orthogonale sur le sous-espace MEK (H),

Oll EK = @iGK Kei.

Notons que I'’hypothése P(X C K) > 0 est équivalente & ExcNH = {0}, oua Ex +H+ = E.
Ce lemme est démontré dans [KL22b, Lemma 3.3]. L’idée de la démonstration est d’utiliser le
théoreme de Pythagore dans la n-iéme puissance extérieure de E de fagon associative.

3.6. Polynéme de Tutte d’un matroide. Le polynéme de Tutte d’un matroide M sur S
est défini par

(34) Zp(x,y) = Z (x — 1)rmE=rm) (y ) I=rm(D)
Jcs

ou rq est la fonction de rang de M définie au paragraphe [I§2.9 Cette expression coincide bien
avec ’expression du polynome de Tutte classique dans le cas du matroide circulaire d’un
graphe fini connexe, et donne donc, a des facteurs pres, la fonction de partition du modele FK
et du modele des arbres couvrants actifs comme on I'a expliqué au chapitre 2| Cette définition
était présente dans la these de Tutte mais fut publiée par Crapo.

Comme le polynéme de Tutte classique, le polynéme de Tutte d’un matroide admet une
caractérisation récursive en termes de contraction et suppression (voir . Elle est identique
a celle pour le matroide circulaire, une fois que 'on a défini les notions équivalentes. Une boucle
de M est un point de S qui n’est contenu dans aucune base ; un isthme est un point de S contenu
dans toute base, et :

« siip € S n’est pas une boucle, on définit le matroide M /;; sur S\ {ig} dont les ensembles
indépendants sont {I \ {ig} :ip € I € Z};

e siig € S n’est pas un isthme, on définit le matroide M\ {ip} sur S\{ip} dont les ensembles
indépendants sont {I € Z :ig ¢ I}.
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Par un résultat de Crapo [Cra69], on a

(35) Zm(x,y) Z x@i(T)yae(T)
TeB

pour une notion adaptée d’activité dépendant d’un ordre sur S.

Certaines évaluations du polynéme de Tutte ont une interprétation facile :

— Zym(2,2) = 215! par (34) ;

— Zu(2,1) = || par ()

— Zm(1,2) =[S, ou S est 'ensemble des parties couvrantes/génératrices de M, par :

— Zm(1,1) = |B| par (35).
Il existe une notion de matroide dual a un matroide M, noté M™*, qui est le matroide sur
I’ensemble S dont les bases sont les sous-ensembles de la forme S\ 7', ot T" est une base de M.
C’est I'analogue de la dualité planaire pour les graphes planaires. Il découle de la définition de
I'activité et de I’expression symétrique que 'on a

ZM* (Xu y) = Z./\/l (y7 X) )

une propriété que nous avons utilisée dans le cas des graphes planaires au chapitre [2]

3.7. Exemple du matroide bicirculaire. D’apres I’expression pour la fonction de rang du
matroide bicirculaire donnée au paragraphe on trouve que pour le matroide bicirculaire,
on a

Z My (G) (%0 Y) = Z (x — 1)ko(H)=1(y _ 1)IEEII=[VIF+ko(H)
H<G

— =1y~ DM S (y — DIEWI 1)y — 1))

H<G

ou ko(H) est le nombre de composantes connexes du sous-graphe couvrant H qui sont des arbres.
On peut aussi calculer le polynéme de Tutte du matroide h-bicirculaire pour toute connexion
unitaire h.

3.8. Polymatroides. Dans le cadre des processus déterminantaux linéaires, le support de
la trace (n;)ies = (dim(Q N E;));cs d'un espace aléatoire Q € Gr(E, o) est un polymatroide.

Un polymatroide est une généralisation d’un matroide, ou l'on autorise le rang d’une partie
a étre plus grand que le cardinal de cette partie. De la méme facon qu’'un matroide représen-
table (et représenté) correspond a une configuration de vecteurs (ou de maniére équivalente,
une configuration d’hyperplans), un polymatroide représentable (et représenté) correspond & une
configuration de sous-espaces de dimension arbitraire.

Nous montrons dans [KL22al Proposition 4.9] que le support de la mesure M(];;: . est déterminé
par le support de sa trace. En particulier, le support est caractérisé par les inégalités suivantes,
voir [KL22al Proposition 4.12].

PROPOSITION 3.9. Soit (E, o) un espace euclidien scindé ; on note d = (dim E;);eg. Soit H
un sous-espace vectoriel de E. Soit n = dim H. Soit n = (n1,...,ns) < d tel que ny +
.+ ns =mn. On a alors équivalence entre les propriétés suivantes :

1. ugnH(Grﬂ(E,a)) > 0.
2. Pour tout T C {1,...,s}, on a l'inégalité : 3 ,cpne > dim(H N Pyer Ey).
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Dans certains cas comme le modele de forét couvrante quantique du chapitre [6] le matroide
est transverse, et les inégalités de la proposition [3.9] sont alors équivalentes aux inégalités de
Hall-Rado—Welsh généralisant le théoreme des appariements de Hallﬂ

4. Interprétation physique

Expliquons maintenant comment un processus déterminantal linéaire (DLP, voir la défi-
nition peut s’interpréter comme 1’observation de 1’état physique d’un systeme quantique.
L’état physique est lui-méme une superposition d’états « purs », déterminée par un endomor-
phisme auto-adjoint positif de trace 1, appelé « densité d’états » et noté px € End(AF) associé
A Topérateur k. Lorsque k < id, on a py = det(id — k)A(k(id — k)~1).

Contrairement & 1’état (qui dépend seulement de k), l'observable, quant a elle, dépend du
scindement o ; on peut ainsi voir la symétrie du systéme comme associée a une certaine précision
de I'observation (qui ne voit pas les détails « plus fins » que le scindement & I'intérieur des blocs F;
qui le constituent). On le sait bien d’un point de vue probabiliste : si le scindement est adapté
a k, on voit un processus i.i.d. sur S, alors que sinon on a des corrélations négatives strictement.

Un processus déterminantal est un exemple de mesure a valeurs dans les opérateurs positifs
(POVM pour positive operator valued measure) comme 'atteste le théoréme suivant.

On considere « 'observable uniforme » associée a un scindement o :

Oy : B s / N4Q gy (Q),
B

ot ¢(Q) est le plongement de Pliicker de Q.

THEOREME 3.10. Pour tout noyau admissible k € End(FE) et tout borélien B de Gr(E, o),
on a

P B) = Trp5(0n(B)p)

5. Cas quaternion

Les processus déterminantaux se généralisent au cas ou le corps de base est 'anneau a
division des quaternions; voir [KL22al §6]. Rappelons que l'algebre des quaternions réels est
définie comme

H={a+bi+c¢+dt|a,b,c,deR}
ou les éléments i, j, € satisfont les relations
2 =i =¢ =ije=—1.

Il s’agit d’une algebre & division réelle de dimension 4. Le coefficient ¢ de ¢ = a + bi + ¢j + d¢
est appelé partie réelle de ¢ et noté Re(g). On définit de plus une involution par la conjugaison
g=a+bi+c+dt—G=a—bi—c—dt;on aen particulier ¢ + g = 2Re(q).

On appelle espace vectoriel quaternionique tout module a droite sur H. Comme H est une
algebre a division, il y a bien une notion de base et de dimension, de sorte que parler d’espace
vectoriel n’est pas incohérent, méme si la notion est différente que dans le cas réel ou complexe.

Sur un espace vectoriel quaternionique E, un produit scalaire est une application (-,-) :
E x E — H qui est additive en chaque variable, et quaternion-sesquilinéaire au sens ou pour
tous v,w € F et tous ¢q,r € H, on ait

(vq, wr) = g(v, w)r.

3. Le théoreme de Hall avait d’abord été généralisé par Tutte avant d’étre étendu par Rado et Welsh. Les
contributions de Tutte & la théorie des graphes et matroides sont trés nombreuses, voir [Mul03].
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De plus, on suppose que (v,v) est un réel positif pour tout v € E, et qu’il vaut 0 seulement
si v = 0. Sur P’espace vectoriel quaternionique H¢, il y a un produit scalaire standard

d
(g1, qq); (r1, .o ma)) = Y @i

On appelle noyau un endomorphisme auto-adjoint d’espace vectoriel quaternionique muni
d’un produit scalaire, dont les valeurs propres (a droite) sont réelles et entre 0 et 1.

DEFINITION 3.11 (Processus Q-déterminantal). Etant donné un espace vectoriel eucli-
dien quaternionique scindé (E, o) et un noyau k sur E, il existe une unique mesure Q-
déterminantale associée.

Cette mesure est équivariante sous 1'action du groupe U(FE, o) ~ [[%, U(E;) des isométries
de E, appelées transformations symplectiques, qui préservent le scindement o = (F1, ..., Ey).

Un exemple de mesure de probabilité Q-déterminantale est donné dans le théoréme [4.1]
Notons que l'algorithme d’échantillonnage de la proposition s’applique aussi aux processus
Q-déterminantaux, et c’est ainsi que les figures et ont été obtenues.

Les processus quaternion déterminantaux sont un cas particulier de processus pfaffiens qui
eux correspondent aux cas de processus quaternion-complexes, voir Kas13|, Kar14].
Les processus pfaffiens se comportent tres différemment et en particulier ils ne satisfont pas de
propriété d’association négative (et méme de corrélation négative) en général.






Chapitre 4

Sous-graphes aléatoires

Dans ce chapitre, nous présentons certaines mesures de probabilité déterminantales sur des
familles particuliéres de sous-graphes couvrants d’un graphe fini connexe G. On suppose que ce
graphe est muni de poids réels strictement positifs sur les arétes z = (z¢)ecg, qui sont symé-
triques : x, = x,-1 > 0, pour tout e € E.

1. Arbres couvrants et foréts couvrantes d’unicycles

Il est bien connu (depuis Burton et Pemantle, 1993, [BP93]| ; voir le théoréme que la
mesure de probabilité uniforme sur les arbres couvrants d’un graphe fini connexe G, vue comme
un sous-ensemble aléatoire d’arétes, est déterminantale. Elle est associée au sous-espace im(d) des
1-formes exactes, ou d est la dérivée discrete sur le graphe (appelée aussi opérateur de cobord) ;
voir les paragraphes [I§2.9 et [1§2.6

Plus récemment, Kenyon [Kenll] a trouvé une mesure déterminantale sur les foréts cou-
vrantes d’unicycles d’un graphe, associée a I'espace im(dp,), ou dj, est la dérivée discrete cova-
riante associée & une connexion unitaire h sur un fibré de rang 1 (voir le théoréme [1.17). Une
forét couvrante d’unicycles est un sous-graphe contenant tous les sommets et dont chaque com-
posante connexe contient autant de sommets que d’arétes (donc un unique cycle). On note U(G)
lensemble de ces foréts d’unicycles et pour toute forét F' € U(G), on note € (F') 'ensemble de
ses cycles.

| L

N
| |

o=

ST
I

FIGURE 4.1. Une forét couvrante d’unicycles dont les composantes connexes sont re-
présentées en différentes couleurs et les cycles sont représentés en gras. Ici le graphe G

est une grille 15 x 15. L’échantillon est tiré selon la loi déterminantale (37]) associée & un
choix aléatoire de connexion h.
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Etant donné une connexion unitaire h sur un fibré réel, complexe, ou quaternion de rang 1,
on définit la mesure de probabilité sur U(G) par la relation de proportionnalitélﬂ

(37) Fyocz® [ 1= holu(c).
cEC(F)
Le théoréme suivant étend le résultat de Kenyon au cas quaternion, comme démontré dans [Kas13|.

Une autre démonstration de ce fait est donnée dans [Kas15] et la théorie des processus quater-
nion déterminantaux est exposée de maniere plus générale dans [KL22a].E|

THEOREME 4.1. La mesure de probabilité sur U(G) définie par est (quaternion) dé-
terminantale, associée au sous-espace imdy, de Q(F).

Une stratégie pour démontrer ces résultats (théoreme de Burton—Pemantle, théoréme de
Kenyon, théoreme consiste a trouver une expression déterminantale pour la fonction de
partition, puis a utiliser le lemme Dans [KL20]| nous donnons une démonstration unifiée
pour le calcul des fonctions de partition des mesures ci-dessus (voir chapitre |5)).

En utilisant le théoréme [3.4] on peut calculer d’autres fonctions de partition déterminantales
associées & un graphe, ce qui permet d’obtenir les résultats que nous exposons dans la suite de
ce chapitre (et qui sont démontrés dans [KL22b]).

Rappelons la décomposition orthogonale de Despace des 1-formes en formes exactes et
formes fermées

(38) QY(G) = imd @ ker d*,

ou d* désigne ’adjoint de d. Dans la suite, on va considérer des sous-espaces qui « altérent »
cette décomposition en « déplacant le curseur », c’est-a-dire en augmentant ’espace im d ou en
le diminuant.

2. Sous-graphes couvrants connexes

Pour tout & > 1, soit Cx(G) l'ensemble des sous-graphes couvrants connexes de G dont
le premier nombre de Betti est égal a k, autrement dit ’ensemble des sous-graphes connexes
contenant tous les sommets et avec exactement |V| — 1+ k arétes, ou |V| désigne le nombre de
sommets de G.

Etant données des 1-formes 01, . .., 0; linéairement indépendantes dans ker d*, on définit la
mesure de probabilité sur Cx(G) par la relation de proportionnalité

2
(39) P(K) X ’ det (Hz’(')/j))lgi,jgk ‘ &K )
ot pour tout K on a choisi une base intégrale (1, ...,7%) du groupe abélien libre Z1(K,Z), le
groupe des cycles de K (voir le paragraphe [1§2.9).

1. A la lecture de ce mémoire, Kilian Raschel nous a suggéré d’étudier d’autres mesures de probabilité que
celles-ci, par exemple celle o I'exposant 2 serait remplacé par un parametre 8 > 0 :

(36) P(F)ocz” [ 11 =holn(e))”,

€6 (F)
ce qui rappelle 1’étude des (-ensembles discrets [BGG17]. On pourrait tout aussi bien tenter d’étudier les me-
sures de probabilité sur #/(G) donnant & F une probabilité proportionnelle & z exp @chg Re(hol(c ))]

Néanmoins, nous ne connaissons aucun résultat d’intégrabilité exacte pour ces mesures.
2. Pour ces raisons, nous incluons néanmoins ce résultat dans ce mémoire (qui porte sur le travail apreés la
these de doctorat).
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FIGURE 4.2. Un sous-graphe couvrant connexe avec 4 cycles indépendants; le « 2-
coeur » (c’est-a-dire le sous-graphe obtenu en effacant itérativement les sommets de va-
lence strictement plus petite que 2) de ce sous-graphe est représenté en gras. Ici le graphe G

est une grille 15 x 15. L’échantillon est tiré selon la loi déterminantale associée a un
choix aléatoire de 1-formes 0;.
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THEOREME 4.2. La mesure de probabilité sur Cr(G) définie par est déterminantale,
associée au sous-espace imd @ Vect(1,. .. ,0;) de QH(G).

Un échantillon de cette mesure de probabilité est donné sur la figure 4.2}

La démonstration du théoréeme donnée dans [KL22b| repose sur 'utilisation du théo-
réme de projection moyenne (dans sa version du corollaire afin d’obtenir le coefficient de
normalisation (la fonction de partition) de la mesure sous la forme d'un déterminant ; nous
utilisons ensuite le lemme [3.11

Lorsque la connexion h du paragraphe converge vers une connexion triviale (h = e’
avec t — 0), la mesure de probabilité déterminantale se concentre sur les unicycles couvrants
et la mesure de probabilité limite est celle du cas £ = 1 du théoreme [4.2| avec 61 = 6. Cette
observation a déja été faite par Kenyon [Kenll| (qui ne mentionnait cependant pas l’espace
im(d) ® K@) et nous la généralisons au paragraphe

t0

3. Sous-graphes couvrants acycliques

Pour tout k > 1, soit F(G) 'ensemble des foréts couvrantes a k composantes connexes,
c’est-a-dire des sous-graphes couvrants acycliques a k composantes connexes.
Etant données des 1-chaines ¢1, ..., ¢ linéairement indépendantes telles que

Vect(¢y, . .., o) N Z1(G,K) = {0},
on définit une mesure de probabilité sur Fj.1(G) par la relation de proportionnalité
2
(40) P(F) x ‘det (“i(¢j))1gi,j<k ‘ o

ol (K1, ..., Ky) est une base du groupe abélien libre B!(F,Z), le groupe des coupures déterminées

par F' (voir le paragraphe [1§2.2).
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FIGURE 4.3. Une forét couvrante (c’est-a-dire, un sous-graphe couvrant acyclique) a 5
composantes connexes, représentées en différentes couleurs. Ici le graphe G est une grille

15 x 15. L’échantillon est tiré selon la loi déterminantale associée a un choix aléatoire
de 1-formes ¢;.

THEOREME 4.3. La mesure de probabilité sur F1(G) définie par est déterminantale,
associée au sous-espace imd N Vect(¢1,. .., ¢r)" de Q1(G).

Un échantillon de cette mesure de probabilité est donné sur la figure [£.3]

Comme pour le théoreme la démonstration du théoréme donnée dans [KL22b] repose
sur l'utilisation du théoréme de projection moyenne (dans sa version du corollaire afin
d’obtenir le coefficient de normalisation (la fonction de partition) de la mesure sous la forme
d’un déterminant ; nous utilisons ensuite le lemme [3.1]

Nous montrons dans [KL22b] pourquoi ces deux énoncés sont les deux faces duales d’une
spécialisation d’un théoreme plus général valable pour les matroides représentables ; voir [KL22b|
Theorem 6.17].

La remarque qui suit le théoreme suggere la question suivante.

QUESTION 4.4. FEuxiste-t-il une mesure déterminantale naturelle sur un ensemble de sous-
graphes de G, telle que dans la limite d’un paramétre, on retrouve la mesure sur Fa2(G)
considérée plus haut 2 Si G est planaire, par dualité, on peut considérer le complémentaire
du dual d’une forét couvrante d’unicycles, mais qu’en est-il en général ?

Plus généralement, on peut poser la question d’identifier toutes les mesures déterminantales
ci-dessus (pour tout k£ > 1, pas uniquement k£ = 1) comme des limites au bord d’un ensemble
de mesures déterminantales naturelles paramétrées par des connexions ou des généralisations de
connexions. Un exemple dans ce sens est donné au chapitre []; voir le théoréme

Une autre piste dans cette direction serait de considérer les mesures a ’ordre k£ comme obte-
nues par développement limité d’une fonction de partition dépendant d’une « superconnexion »
déterminée par les (6;)1<i<k. Pourrait-on construire une dérivée covariante associée a la puissance
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extérieure d'un fibré de rang 1 dans l'esprit de [Wit82] (cette question provient d’une discussion
avec Alain-Sol Sznitman il y a plusieurs années) ?

4. Identités multilinéaires et complexité

La démonstration des théorémes et repose sur des identités multilinéaires qui géné-
ralisent le théoréme classique dit « matrix-tree » et attribué a Kirchhoff. Afin de les manipuler
plus aisément, nous avons utilisé, dans [KL22b]|, le langage de 1’algebre extérieure, qui permet
en quelque sorte de « linéariser la multilinéarité ».

Dans [KL22bl §6] nous avons montré comment ces identités sont plus largement valables
dans le cadre des matroides, et avons donné une généralisation des théoremes [£.2] et [4.3] dans ce
cadre (voir [KL22bl Theorem 6.17]).

4.1. Une version vectorielle du matrix-tree theorem. Donnons ici I'une de ces iden-
tités (voir [KL22bl corollaire 2.2] pour la démonstration) et illustrons-la sur un exemple tres
simple. C’est une version vectorielle d’une identité de polynémes déterminantaux qui apparait
par exemple dans [Amil9, Lemma 3.1].

Etant donné un sous-ensemble d’arétes A C [E], dont nous notons A¢ le complémentaire
dans [E], appelons 74 la projection sur le premier facteur de la décomposition C1(G,Z) =
C1(A,Z) ® C1(A°,Z). Rappelons que by désigne le premier nombre de Betti de G, c’est-a-dire le
rang de son groupe des cycles Z1(G,Z).

PROPOSITION 4.5. Sur A" Z1(G,Z) on a l’égalité d’endomorphismes
(41) > Alape =id,

TeT(G)
ot la somme porte sur tous les arbres couvrants de G.

Notons qu’une telle égalité serait incorrecte sans ’exposant b;.

4.2. Un exemple simple. Considérons 'exemple simple du graphe de la figure [£.4] pour
lequel by = 2, comme lillustre ’exemple suivant. Nous en avons choisi une orientation pour
chaque aréte géométrique : E* = {a,b, c,d, e}. Ce graphe posséde 8 arbres couvrants dont la liste
des sous-graphes complémentaires s’écrit {ae, be, ce, de, ac, ad, be, bd}.

FIGURE 4.4. Un graphe & deux cycles avec un choix d’orientation pour chaque aréte.

Une base intégrale du groupe libre de ses cycles Z1(G,Z) est donnée par {a+b+e,c+d+e}.
En développant le produit extérieur suivant, on obtient

(a+b+e)AN(c+d+e)=ahc+aNd+are+bAc+bANd+bANe—che—dANe,

et cette égalité illustre I’équation appliquée & I'élément (a+b+e) A(c+d+e) de A» Z1(G).
En calculant } pcrg) mre appliqué a a+b+ e on trouve 3a+3b+4e # a+b+ e, ce qui confirme
la nécessité, déja mentionnée plus haut, de ’exposant b; dans I’équation (41)).
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4.3. Complexité. Le fait qu’il y ait des identités multilinéaires impliquant le caractére dé-
terminantal de la mesure uniforme sur les arbres couvrants, est un témoin du fait que dénombrer
les arbres couvrants d’un graphe fini connexe G, c’est-a-dire calculer |7(G)|, est un « probléeme
facile » (on dit de classe FP).

Comme on I’a rappelé au chapitre [1} il n’en va pas de méme pour toutes les classes de sous-
graphes. Faisons un bref tour d’horizon des classes de graphes que nous avons considérées plus
haut, a la lumiére de la théorie de la complexité.

4.3.1. Dénombrement facile. Nous avons déja vu que dénombrer Fj(G) est facile (de classe FP),
car il existe une formule explicite sous la forme d’une combinaison linéaire de déterminants de
taille polynomiale due & Myrvold [Myr92] ; I'exemple du cas k = 2 est donné a I’équation .

La question (duale, en un certain sens) de dénombrer Ci(G) n’a pas été traitée dans la
littérature semble-t-il, et nous conduit a la question suivante.

QUESTION 4.6. FExiste-t-il une formule pour dénombrer les sous-graphes connexes a nombre
de cycle fixé d’un graphe fini connexe ¢

Apres avoir soutenu ce mémoire, nous avons trouvé article [Cho92| (peu connu puisqu’il
ne semble pas cité a ce jour) qui semble répondre en partie a cette question. L’auteur y donne
une méthode récursive pour compter les sous-graphes connexes a nombre de Betti fixé en se
ramenant a des sous-graphes planaires. Il ne détaille pas la formule finale ainsi obtenue, mais si
cette méthode termine en temps polynomial, elle donnerait en principe une réponse affirmative
a la question.

4.3.2. Dénombrement difficile. Présentons maintenant des problemes de comptage dont on
sait qu’ils sont difficiles (#P-difficiles) :

— Compter les unicycles couvrants d’un graphe, par un résultat de Giménez et Noy [GNOG6,

§30:

— Compter les foréts couvrantes (c’est-a-dire les ensembles indépendants du matroide circu-
laire de G, qui est I’évaluation Zg(2,1) du polynéme de Tutte, Voir, par un résultat
de Welsh [Wel93] ;

— Compter les sous-graphes connexes (c’est-a-dire les parties génératrices du matroide cir-
culaire, qui est ’évaluation Zg(1,2) du polynéme de Tutte), par un résultat de Provan et
Ball [PB83].

Puisqu’il n’existe pas de formule explicite, il est intéressant de consulter les suites de cardi-
naux de ces ensembles pour des suites de graphes particuliers. Dans ’encyclopédie en ligne des
suites d’entiers (OEIS), le nombre de foréts couvrantes d’unicycles sur un graphe complet est
accessible sous 'entrée |A137916| et celui du nombre d’unicycles couvrants sur un graphe complet
est référencé sous IA001429.

Comme suggéré par Kilian Raschel, on peut s’interroger sur la nature des séries génératrices
(simples ou exponentielles) de ces suites de nombre. Nous ne savons pas s'il existe des résultats
dans cette direction; il est a noter que pour la suite des nombres (a priori plus simples, surtout
que l'on en a une expression explicite) d’arbres enracinés du graphe complet (donc, d’apres la
formule de Cayley (2)), la suite (n""'),>1), des résultats de cette nature n’ont été obtenus que
récemment [BJP20].

3. La démonstration de ces auteurs utilise une courte réduction, en deux étapes, & un probléme de comptage
de couplages parfaits, dont on sait qu’il s’agit d’un probléme #P-difficile par un travail célebre de Valiant [Val79],
dans lequel cette classe de complexité est en fait introduite.


https://oeis.org/A137916
https://oeis.org/A001429
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4.3.3. Dénombrement approché. Pour les foréts couvrantes d’unicycles (les éléments de U (G)),
il existe un algorithme d’échantillonnage exact en temps polynomial (& base de marches aléatoires
a boucles effacées) des mesures de probabilité de la forme

P, (U) x 2V H (a(c) +a(c_1)) ,

ce€(U)

ou «a est une fonction sur les cycles telle que a(c) € [0, 1] pour tout cycle ¢ de G; voir [KK17),
Kasl5, |(GJ21]. Cet algorithme généralise I’algorithme de Wilson (voir le théoreme E|

Cet algorithme permet en particulier d’échantillonner de maniére exacte en temps polynomial
la mesure de probabilité uniforme sur (G). Ceci a permis a H. Guo et M. Jerrum de donner
un algorithme aléatoire en temps polynomial (dont l'acronyme anglais est FPRAS pour fully
polynomial randomized approzimation scheme) pour le dénombrement approximatif des unicycles
couvrants [GJ21].

4.3.4. Inégalités de corrélations. Associées aux questions de complexité de dénombrement,
il y a des questions d’inégalités de corrélations; voir par exemple les conjectures de Grimmett—
Winkler [GW04] concernant les mesures de probabilité uniformes sur F(G) et C(G) qui auraient
des corrélations négatives.

La mesure de probabilité uniforme sur les arbres couvrants est déterminantale. En particulier
cette mesure satisfait la propriété de Rayleigh forte (la forme la plus forte connue & ce jour de
dépendance négative) [BBL0O9]. Cette propriété n’a pas été démontrée pour tout matroide, mais
une forme plus faible de corrélation négative a été démontrée récemment dans [BH20].

D’autres exemples de mesures déterminantales sur les structures discretes sont les arbres
couvrants simpliciaux définis dans [Lyo03]. Kenyon a trouvé une mesure déterminantale naturelle
sur les foréts couvrantes d’unicycles dans [Ken11] (celle évoquée au début de ce chapitre et dans
le théoreme . Néanmoins, ceci ne permet pas d’en déduire directement des propriétés sur la
mesure de probabilité uniforme sur U (G), d’apres la remarque suivante.

REMARQUE 4.7. La mesure de probabilité uniforme sur U(G) n’est pas déterminantale en
général.

Justifions cette remarque. Un matroide est dit unimodulaire s’il est représentable sur R par
une matrice dont toutes les sous-matrices carrées ont un déterminant & valeur dans {—1,0,1}
(on dit que la matrice est totalement unimodulaire).ﬂ

Le fait qu'un matroide unimodulaire ait un nombre de bases calculable par un déterminant
a été observé par Maurer [Mau76]. En vertu du théoreme de Giménez et Noy cité plus haut,
le matroide bicirculaire n’est donc pas unimodulaire. Comme observé par Lyons [Lyo03, Co-
rollary 5.5], qui cite [Whi87, Theorem 3.1.1], 'unimodularité est équivalente a la régularité
(c’est-a-dire, le fait d’étre représentable sur tout corps, ce qui est équivalent, par un résultat de
Tutte, au fait d’étre représentable a la fois sur Fy et F3). Le matroide bicirculaire n’est donc
pas représentable a la fois sur o et 3, ce qui est bien connu. Pourtant, comme tout matroide
transversal, le matroide bicirculaire est représentable sur tout corps infini. La question de trouver
sur quels corps finis il est représentable a été étudiée en partie par Zaslavsky.

4. D’autres généralisations de 'algorithme de Wilson ont été données dans des travaux antérieurs au notre,
notamment dans [BBGJO0T], [GP14] et sans doute dans d’autres travaux dont nous n’avons pas connaissance. Cet
algorithme a des liens profonds avec les empilements de piéces & la Viennot [Mar00], et une version qui subsume
les précédentes fait ’'objet de lalgorithme de rejet partiel de Guo et Jerrum [Jer21].

5. Une caractérisation des matroides unimodulaires est donnée dans [Sey80].






Chapitre 5

Polynomes en plusieurs indéterminées

On a déja rencontré le polynéme de Tutte dans le cadre du modele de Fortuin—-Kasteleyn et
des arbres couvrants actifs. Les modeles de graphes aléatoires du chapitre [4] donnent aussi lieu,
par le biais de leurs fonctions génératrices, a des polyndémes a plusieurs variables intéressants qui
généralisent le polynéme de Kirchhoff.

Dans ce chapitre, nous reprenons certaines des formules déterminantales des précédents cha-
pitres et en introduisons de nouvelles. Nous les étudions du point de vue des polynémes en
plusieurs indéterminées.

Certains de ces polyndémes ont des interprétations claires comme fonctions génératrices de
mesures de probabilité (définitions et . D’autres, dont on ne voit pas directement que
leurs coefficients sont positifs, sont plutét considérés pour leur intérét algébrique et combinatoire
(théorémes [5.12)).

Dans la suite, G est un graphe fini connexe et ’on considere des polynoémes en des variables
indicées par les arétes z = (7e)cc[g-

1. Polynémes de Kirchhoff et Symanzik

1.1. Polyndémes d’énumération des arbres couvrants. Considérons le polynéme d’énu-
mération des arbres couvrants d’un graphe fini connexe G, dit polynéme de Kirchhoff :

(42) Te@w= Y o

TeT(G)

Il s’agit d’une limite d’évaluations du « polynéme de Tutte en plusieurs variables »

(43) Zpk(G,z,q) = Y zlEMlight)
H<G

qui est une généralisation a plusieurs variables de la fonction de partition Zpk (G, p,q) du modele
de Fortuin—Kasteleyn (24) (que l'on retrouve en prenant x. = p/(1 — p) pour tout e € [E]). Plus
précisément, pour tout 0 < a < 1, on a

To(z) = lim q V=01 Z00 (G, 2q%, q) .

Voir [Sok05|] pour une étude détaillée de ce polynéme en plusieurs variables et sa généralisation
aux matroides.

Le polynéme de Kirchhoff étant la fonction génératrice d’une mesure de probabilité détermi-
nantale (la mesure de probabilité uniforme sur les arbres couvrants de G), il s’agit d’un polynome
stable, c’est-a-dire qu’il ne s’annule pas lorsque toutes ses variables ont une partie imaginaire

strictement positive ; voir le paragraphe [1§2.11 et [BBLO09].

1.2. Polyndémes d’énumération acyclique et connexe uniformes. Comme on I'a vu
dans le cas du polyndéme de Tutte associé & un matroide au paragraphe certaines spécialisa-
tions du polyndéme de Tutte donnent le cardinal de ’ensemble des foréts couvrantes (c’est-a-dire
Pensemble des parties indépendantes du matroide circulaire) et le cardinal de I’ensemble des
sous-graphes couvrants connexes (c’est-a-dire ’ensemble des parties génératrices du matroide
circulaire). Dans le cas multivarié, on a une généralisation correspondante [Sok05] comme suit :

57
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— Le polynoéme

Co(z)= D zf= lig})q*lZ(G,g,q)
KeC(G) d

est le polynome générateur de ’ensemble C(G) des sous-graphes couvrants connexes de G.

— Le polynoéme
Ag(z) = >
FEF(G)

F _ jim ¢~ VI
z }];nloq Z(G,zq,q)

est le polynome générateur de 'ensemble F(G) des sous-graphes couvrants acycliques,
c’est-a-dire des foréts couvrantes, de G.

Ces polynémes sont un peu mystérieux notamment car I’évaluation du cardinal de C(G)
et F(G), c’est-a-dire les évaluations Cg(1) et Ag(1l), sont #P-difficiles comme on l’a rappelé au
paragraphe (voir en particulier les conjectures de [GWO04| qui portent sur les corrélations
sous la mesure de probabilité uniforme sur C(G) et F(G)).

Nous allons introduire des variantes des polynomes Cg(z) et Ag(z) en restreignant la somme

aux ensembles Cy(G) et F(G) et en attribuant un poids déterminantal (non uniforme en général)
aux éléments de ces ensembles.

1.3. Polynémes d’énumération acyclique et connexe déterminantaux. Tout d’abord,
on définit les polyndmes générateurs des sous-graphes couvrants a premier nombre de Betti (a
nombre de cycles indépendants) fixé. Chacun de ces polynoémes prend en parameétre un élément,
noté 19, de la puissance extérieure correspondante des 1-formes.

~

DEFINITION 5.1 (Polynémes d’énumération connexe). Soit k > 1 et 9 € QY(G)"*. On
définit les polynomes d’énumération connexe

k
Cé )(ﬁvi) = Z ‘ det (ei(’}/j))lgi,jgk
K€Ci(G)
ot (V1,...,7k) est une base intégrale du groupe abélien libre Z1(F,Z).

K

2
| =

J

On définit également les polyndémes générateurs des foréts couvrantes (non enracinées) a
nombre de composantes connexes fixé. Chacun de ces polyndémes prend en parametre un élément,
noté ¢, de la puissance extérieure correspondante des 1-chaines.

DEFINITION 5.2 (Polynémes d’énumération acyclique). Soit k > 1 et p € C1(G,K)"*. On
définit les polynomes d’énumération acyclique

5 2
A(G )(%l) = Z ‘det (’%(ﬁbj))mi,jgk‘ iF
FE]'—kJrl(G)
ot (K1,...,KE) est une base intégrale du groupe abélien libre BY(F,Z).

J

Si l'on pose k = 0 dans les définitions ci-dessus, on retrouve le polynéme de Kirchhoff Tg(z).
Au chapitre [4] précédent, nous avons vu que des évaluations particuliéres de ces polynémes
sont les fonctions génératrices de mesures déterminantales (voir théoréme et théoreme .
Il en découle (par [BBLO09], comme pour le polynéome de Kirchhoff ci-dessus) ’énoncé suivant.



1. POLYNOMES DE KIRCHHOFF ET SYMANZIK 59

COROLLAIRE 5.3. Soit k > 1. Soit 61,...,0, € kerd* et ¢1,...,¢r € imd. Posons ¥ =
Oy N...NO et o= d1 A...N\¢r. Les polynomes réels en plusieurs indéterminées C(Gk) (9, z)
et A(Gk)(go,g) sont stables en tant qu’éléments de Rz].

1.4. Quotients de polyndémes. Au cours de la démonstration des théorémes et
(qui figure dans [KL22b]), nous avons démontré les identités suivantes.

THEOREME 5.4 (Quotients de polynomes). On a

C(Gk)(ﬁal)_ kker(d*) q(2
(44) Te@ = A" Cil
et

(k)

As (P, ) pkpim(d) 2
(45) Te@ = A" () |

ot Jg : C1(G,C) — QY(G,C) associe a toute aréte e la cochaine 71 (1o — 1,-1).

Donnons une description concrete du membre de droite de I’équation . Etant donné des
1-formes 61, ..., 0, on définit 'application multilinéaire wy : K*F — QYG) par we(re,..., 1) =
11014 . ..+ 740). Avec cette notation, si ) = 01 A. .. Af, on a ||AFNET@)9)|2 = det (w;ﬂkerd*wg).

La démonstration du théoreme repose sur le théoreme de projection moyenne, dans sa
version du corollaire B.5]

La démonstration des théorémes et utilise le théoréme [£.4] combiné avec la formule
du complément de Schur, écrite de la fagon suivante.ﬂ Ceci permet en effet d’écrire les poly-
noémes Cék)(ﬂ, z) et A(Gk)(go, z) comme des déterminants de la forme det(a*a) pour une application
linéaire a adaptée et d’utiliser le lemme [3.1]

LEMME 5.5 (Complément de Schur). Soit a : Ey — Ey une application linéaire injective
entre espaces euclidiens de dimension finie. Soit H un sous-espace de Ey. Alors

J_ *
det(a*a) = det (1HLCL*G1HL) det <1Ha*l'lker(1H @ )a1H> .

Le déterminant det(a*a) est le carré du volume dans F; de I'image par a d’un parallélotope
unité de Ey. Le lemme [5.5 exprime ce volume comme un produit de deux volumes de dimensions
inférieures associés a une décomposition de Ey en somme directe orthogonale.

1.5. Polynémes de Symanzik. Nous faisons maintenant le lien entre les polynémes in-
troduits plus haut et les polynémes de Symanzik dont nous avons parlé dans 'introduction (voir

le paragraphe [1§2.19).

Dans le cas k = 1, le poids dans A(Gl)(gp,g) associé & F' € Fo(G) est |k1(41)|? ot ¢ € imd*
et 11 engendre B'(F,Z). La cochaine ¢; est I'image par d* d’une fonction sur V. Notons q=
(@o)vev cette fonction, avec une notation qui rappelle une collection de moments vectoriels en

1. La formule du complément de Schur det M = det Adet(D — CA™'B) s’obtient en multipliant & gauche une

. A B 1 0
matrice par blocs M = (C D) par <—C’Al D)'
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mécanique. Comme ¢ est orthogonale a kerd, qui est la droite des fonctions constantes sur V,
on a donc la propriété : 3, oy g = 0.

Pour toute forét couvrante F' € F5(G), soit 7" un des deux arbres de la forét F et considérons
la coupure #1 = §(3,ey(r) Lv). Alors k() est égal au signe prés & ¢(V(T)) = X ,ev(r) o, et le
carré de cette quantité ne dépend pas du choix de I’arbre. Avec cette notation, en sommant sur
tous les F' possibles, on trouve

(46) v = Y [TV B
F={TT'}eF>(G)

qui porte le nom de second polynome de Symanzik dans la littérature, voir [BW10, ABBGF16,

Ami19].[

Plus généralement, pour tout k > 2, et F' € Fj11(G) on choisit 71, . . ., T, une énumération des
arbres de la forét F sauf un, et I'on considére une base intégrale du groupe abélien libre B'(F,Z)
composée des coupures Kk; = 6(21)6\/@) 1,),i€{1,...,k}. Soit ¢1,..., ¢, € imd* et choisissons

des ¢; tels que ¢; = d*q;. Le poids de la forét F' € Fi11(G) donné par se réécrit

2 F 2 F
| det(r;(60))1<igar| 2" = | det (@(V(T))), oy ;0 2"

La fonction de partition correspondante, en utilisant la convention sur les monémes en x suggérée
par (46)), est donc égale a

k1 2
(47) v @)= Y ] det (qi(V(Tj)))Ki’jgk‘ LEVF]
FeFi41(G)

et 'on peut considérer ce polyndme, & valeurs dans R[z. : e € [E]], comme une généralisation du
second polyndéme de Symanzik aux ordres supérieurs k + 1 > 3.
De ce qui précede, on obtient, en posant ¢ = ¢1 A ... A ¢, la relation

k _
wg;”qk (z) = zFAg(p,z7").

Réécrivons le ratio apparaissant dans I'exponentielle de 'intégrale de Feynman avec nos
notations. Il s’agit d’une fonction rationnelle des variables z. de degré 1, que I'on peut écrire, en

factorisant le numérateur et le dénominateur par zF, comme

2
Y6r@  AD(pa)

v Telz™)

Le théoreme d’Amini (voir théoréme du chapitre introductif|1)) stipule que ce ratio a une
variation bornée en les parametres . La démonstration d’Amini utilise une analyse combinatoire
fine de la structure du graphe d’échange.ﬁ

On peut se demander 8’il y a des théoréemes de stabilité (au sens plus fort d’Amini) pour
les polynémes de rang plus élevé, et pour les polynémes de Symanzik associés aux sous-graphes
connexes, étant donné qu’il y a des familles de polynémes dont les quotients ont des expressions
similaires.

2. En physique théorique, pour chaque sommet v, le moment extérieur go prend ses valeurs dans RP avec D > 2,
ol D = Despace + 1 représente la dimension d’un « espace-temps » (muni d’une métrique de Minkowski). Le cas
D =1 considéré ici n’a donc pas vraiment de signification physique.

3. Il semble que ce soit le méme graphe qui apparaisse dans la chaine de Markov utilisée pour échantillonner
les arbres actifs au paragraphe et I’étude de ce graphe pourrait donner des informations plus précises sur le
temps de mélange de cette chalne ; voir aussi JALGV19] ot une propriété d’expansion de ces graphes est démontrée
(conjecture de Mihail-Vazirani) qui implique des bornes sur le temps de mélange de la marche aléatoire.
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QUESTION 5.6. Les quotients de polynomes (45) et (44) vérifient-ils un théoréme de sta-
bilité comme dans le théoréme 112 d’Amini ?

Il y a des travaux de M. Piquerez [Piq19] qui démontrent de tels résultats pour des générali-
sations des polynomes de Symanzik dans le cadre des matroides. Piquerez montre une propriété
de stabilité en étudiant le graphe d’échange d’un matroide. Dans I'introduction de cet article, le
lien entre polynémes de Symanzik (généralisés) et processus déterminantaux est aussi briévement
évoqué.

D’autres généralisations des polynémes de Symanzik sont proposées dans [KRTW10, Tan21]
mais elles sont différentes semble-t-il. Par ailleurs, ces auteurs montrent comment les polyndémes
sont des limites d’évaluation de polynémes de Tutte multivariés. Avec notre approche, nous pou-
vons aussi définir ces polynémes comme des limites d’autres polynémes (voir le théoréme .

2. Développements en boucles de Wilson

Une question centrale qui nous a occupé a été de trouver des généralisations de la formule
matrix-tree pour le déterminant d’autres opérateurs que le laplacien discret classique.

Une premiere tentative infructueuse, en prélude a la collaboration avec Dmitry Chelkak et
David Cimasoni [CCK17], a été le calcul du Q-déterminant d’une matrice de Kac-Ward tordue
par une connexion dans SLy(C), comme Kenyon pour le modele de double-dimeres [Ken14]. Nous
pensions ainsi obtenir une fonction de partition pour le modele XOR-Ising, présenté au chapitre 2]
Cette tentative n’a pas donné le résultat escompté (le Q-déterminant d’un tel opérateur compte
des configurations plus générales, car certaines annulations qui ont lieu dans le cas classique ne
se produisent pas dans le cas tordu) et nous l’avons abandonnée pour le moment. Néanmoins
il serait intéressant d’analyser en détail le développement combinatoire ainsi obtenu, méme s’il
n’est pas directement relié au modele d’Ising.

Pour 'opérateur laplacien tordu, les choses se présentent mieux et avec Thierry Lévy nous
avons obtenu plusieurs formules [KL20), KL23cl, KL.23b|] qui répondent & la question :

det Ay =7 € Clz].

C’est d’ailleurs cette question combinatoire qui nous a aussi poussé a étudier les versants
probabilistes pour lesquelles une puissance de ce déterminant est la fonction de partition ; ceux-
ci sont exposés au chapitre 6] avec notamment : les champs gaussiens tordus, les soupes de boucles
tordues, et les foréts couvrantes quantiques.

Mais revenons d’abord a la question algébrique de calculer ce déterminant en lui donnant
une « interprétation combinatoire ».E| Un point qui a été au centre de notre motivation a été de
trouver des expressions les plus invariantes de jauge possible, en particulier ou le déterminant
du laplacien covariant est exprimé a l’aide de traces d’holonomie de cycles. En théorie de jauge
discrete, ’espérance de produits de traces de I’holonomie de cycles par rapport a une connexion
aléatoire est une observable centrale qui s’appelle une « boucle de Wilson » (du nom de K. Wilson,
créateur de cette théorie [Wil74]), ce qui justifie 'expression usitée dans le titre de cette partie.

2.1. Théoréme « matrix-tree » en rang 1. Dans [KL20| nous avons donné une dé-
monstration courte de théorémes matrix-tree classiques (calcul du déterminant du laplacien avec
connexion sur un fibré de rang N = 1). Celle-ci suit une approche picturale due a Zeilber-
ger [Zei85] et résumée sur la figure

Nous 'avons obtenue dans le cadre d’une généralisation (théoreme pour laquelle il nous
faut introduire quelques notations, et en particulier le concept de 7-déterminant.

4. Voir lavis illustré d’I. Pak sur cette notion [Pak22].
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2.1.1. 7-déterminant. Soit R un anneau et S un anneau commutatif. Soit 7 : R — S un
morphisme de Z-modules, c’est-a-dire une fonction additive. On dit que 7 est une trace si 7 est
centrale, au sens ou pour tous r,7’ € R, on a 7(rr") = 7(r'r).

DEFINITION 5.7 (7-déterminant). Soit T une trace sur un anneau R. On définit pour toute
matrice M € My(R) son T-déterminant par
detT(M) = Z 6(0') H T(MiligMiQig 000 Miril) y

ASICH] ¢ cycle de o
c=(11...ir)

ot &y est le groupe symétrique sur d éléments.

\. J

Ce déterminant se spécialise au déterminant usuel dans le cas réel ou complexe, et au Q-
déterminant de Moore dans le cas quaternion. Ce déterminant n’a pas de bonnes propriétés en
général, mais il vérifie cependant certaines propriétés intéressantes (voir les propositions 6.7 et 6.9
de [KL22al).

2.1.2. Matrice de type laplacien. Soit n > 2 un entier et soit V = {1,...,n} Uensemble des
sommets d’un graphe complet. Soit E I’ensemble des arétes de ce graphe, c’est-a-dire I’ensemble
des couples ordonnés de sommets distincts : E = {(4,j) € V2 : i # j}. Nous pensons a 'aréte (i, j)
comme allant de ¢ a j E|

Soit H un anneau, que nous ne supposons pas commutatif. Les exemples que nous avons en
téte sont R, C, ou H. Soit R = Hx;; : (¢,7) € E] 'anneau de polynémes en n(n—1) indéterminées
a coefficients dans H. On considere n(n — 1) éléments de H, {h;j, (i,7) € E}. Comme le suggere
la notation, on pense a x;; et h;; comme étant attachés a I'aréte (i, j).

On définit la matrice A € M,,(R) en posant, pour tout (¢,7) € E,

(48) Ai]’ = —h,l-jxij
et, pour tout i € V,

JeV\{i}

L’utilisation de la couleurlﬂ joue un role dans I'explication de la démonstration en permettant de
se souvenir de l'origine des coefficients dans les développements de déterminants.

On choisit un anneau commutatif K et un morphisme central de Z-modules 7 : H — K. Ici,
les exemples que nous avons en téte pour K sont R ou C, et pour 7 I'application identité ou la
partie réelle. On pose S = Klz;j : (4,5) € E]. Le morphisme 7 s’étend en un morphisme de R
dans S que 'on note encore 7.

Soit m € {1,...,n}. On consideére la sous-matrice principale m x m, notée A,,), de A obtenue
en effacant les lignes et colonnes d’indices supérieurs strictement & m. Nous donnons plus bas un
développement combinatoire pour le T-déterminant de A,

5. Comme nous allons munir les arétes de poids, les résultats peuvent se réinterpréter afin de prendre en compte
des graphes avec des arétes multiples (et pondérées). Nous pouvons aussi traiter le cas de graphes avec des boucles
en ajoutant des termes diagonaux x; (1 — hss).

6. Notons que le membre de droite de I’équation est colorié en rouge, ce qui est utile dans la démonstration
du théoréeme illustré & la figure
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2.1.3. Foréts couvrantes enracinées sur des sommets ou des cycles. On définit le bord du
graphe, ou son puits, comme étant le sous-ensemble W = {m+1,...,n} C V. On définit également
U={1,...,m} =V \W, 'ensemble des sommets internes.

On dit qu'un sous-ensemble F' C E est une forét couvrante enracinée sur des cycles et le puits
(avec pour puits W) s’il contient exactement m arétes, une aréte sortant de chaque sommet i € U
(voir la figure ﬁ On note U, (G) 'ensemble des foréts couvrantes enracinées sur des cycles et
le puits W. La fleche dans cette notation est 1a pour nous rappeler que tout élément de U, (G)
est une configuration d’arétes dirigées.

2.1.4. Formule et démonstration graphique. Soit F' € U, (G). On pose z! = H(z‘,j)eF z;j. En
utilisant la décomposition en composantes connexes du graphe non dirigé sous-jacent a (V, F),
on peut partitionner le graphe dirigé (V, F') en morceaux disjoints, chacun étant : ou bien un
arbre enraciné en un sommet de W dont toutes les arétes pointent vers cette racine, ou bien un
arbre enraciné sur un cycle (aussi appelé unicycle) dont tous les sommets sont dans U. A F on
associe la collection € (F') des cycles de ses unicycles : ¢’est une famille (potentiellement vide) de
cycles simples disjoints dans U.

Pour tout cycle ¢, dont les sommets sont iy, ...,i, dans cet ordre cyclique, on associe (de
fagon non déterminée; et déterminée a conjugaison pres) le produit h. = hj i, ... hi € H, et
surtout la quantité bien définie 7(h.) = 7(hiyiy - - - hiyiy) € K.

THEOREME 5.8 (Formule de type « matrix-tree »). Dans Uanneau S = Klx;j, (i,]) € E],

on a l’égalité
detTA[m] = Z @F H (1 - T(hc)) ;
Felu,, (G) cEC(F)

(¢]

(¢]

FIGURE 5.1. Démonstration picturale « a la Zeilberger » des théorémes « matrix-tree »
de Kirchhoff, Zaslavsky, Chaiken, Forman, Kenyon.

Notre démonstration de ce théoreme est illustrée sur la figure [5.1] Elle suit les étapes sui-
vantes :

(1) on développe le 7-déterminant de Ay comme somme sur des permutations; tout
cycle non-trivial de chaque permutation est représenté par un cycle rouge du graphe
et affublé du poids —7(h.)z¢; les points fixes i de chaque permutation ont un poids
Aji =D jev\{i} Tij 5

7. Ces objets combinatoires ou leurs variantes sont aussi appelées graphes fonctionnels, pseudo-foréts, ou bases
du matroide bicirculaire dans la littérature.
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(2) pour tout point fixe ¢ de toute permutation, on développe graphiquement A;; comme
une somme sur le choix d’une aréte sortante (7,j) d’'un sommet (différent du puits) que
I'on représente en noir, affublé du poids z;; ;

(3) on a alors a ce stade une somme sur les configurations de la figure En oubliant les
couleurs, on peut rassembler les termes de la somme et on trouve bien une somme sur
les foréts couvrantes enracinées sur des cycles et le puits F', affublées d’un poids égal
a 2 multiplié par le produit sur les cycles de 1 — 7(h,), cqfd.

Ce théoreme se spécialise aux énoncés de Kirchhoff, Zaslavsky, Chaiken, Forman, Kenyon ;
voir [Cha82, Zas82, [For93), Kenl1].

Dans le cas du théoréme de Kenyon, on retrouve en effet la version SLy de son énoncé (et pas
uniquement le cas spécial unitaire SUs). Une démonstration dans le cas unitaire (réel, complexe
ou quaternion) a aussi été donnée dans [Kas15] basée sur une décomposition par boucles effacées
comme dans l'algorithme de Wilson.

2.2. Matrices de matrices. En ayant pour motivation I’étude du laplacien discret cova-
riant sur un graphe, défini par I’équation , on considére maintenant un cas matriciel, ou a
toute aréte (4,j) € E est associée une matrice de taille N x N, h;; € My(H). On définit la
matrice A a partir des équations (48) et (49), ot 'on comprend maintenant a;; comme x;;In
dans . C’est une matrice de taille n x n, dont les coefficients sont des matrices N x N et on
la voit par conséquent comme une matrice Nn X Nn a coeflicients dans H.

Dans le théoréme on calcule le 7-déterminant de la matrice Ay, de taille Nm x Nm,
obtenue a partir de A en effacant les lignes et colonnes d’indices strictement supérieurs a Nm.

Dans ce but, nous introduisons, au-dessus du graphe G = (V, E), un autre graphe que nous
notons G*V. L’ensemble de ses sommets est V x {1,..., N}. Ainsi, un sommet de G*¥ est un
couple (i,k) oui € {1,...,n} est un sommet de Get k € {1,..., N} peut-étre utilisé pour indexer
une ligne ou colonne d’une matrice N x N. Les arétes de G*V sont tous les couples ((i, k), (j,1))
tels que (4,7) soit une aréte de G et (k,1) € {1,..., N}2. Notons que dans le graphe G*V il n’y a
pas d’aréte « verticale » (c’est-a-dire une aréte de la forme ((4, k), (7,1)) avec i = j)lﬂ

GX5

G

FIGURE 5.2. Graphe « papillon » de rang N = 5 de G, vu au-dessus d’une aréte. Ce
graphe a N? arétes orientées au-dessus de chaque aréte orientée du graphe G.

A toute aréte ((i,k),(j,1)) de G, on associe d'une part la variable x;; et d’autre part
I’élément h%(i k).G0) = (hij)r de H, c’est-a-dire le (k,1)-iéme coefficient de la matrice h;;.

On définit le puits du graphe G*¥ comme étant I’ensemble W x {1, ..., N} de tous les sommets

situés ‘au-dessus’ d’'un sommet de W. La formule que nous donnons dans le théoreme fait

8. Cette construction ne semble pas avoir de nom standard et nous l’appelons informellement « le graphe

papillon » de rang N de G. Comme nous 'a suggéré I'un-e des rapporteurs de larticle [KL20], on pourrait dire

GXN

que est le produit lexicographique de G et du graphe & N sommets sans aréte.
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apparaitre un sous-ensemble particulier de I’ensemble Z/{n_;’ n des foréts couvrantes enracinées sur
des cycles et le puits de G*N. Pour décrire cet ensemble, on dit qu'une aréte est horizontale si
elle est de la forme ((7, k), (5,1)) avec k = [. On dit alors quun élément F' de U,, y est horizontal
si toute aréte de F' qui n’est pas dans un cycle est horizontale. On note HL{;L ~ le sous-ensemble
correspondant de U, y. De plus, on dit qu'un cycle de F' est horizontal si toutes ses arétes sont
horizontales. A I'inverse, on dit qu'un cycle est incliné s’il n’est pas horizontal. On note 7 (F) la
collection des cycles horizontaux de F', et par . (F’) la collection de ses cycles tordus. Pour tout
cycle c of I, on définit A% comme étant le produit des nombres h%(i’ ) associés aux arétes du

cycle c.
THEOREME 5.9. Dans l’anneau S = K[xw, (1,7) € E], on a l’égalité
det; Ay = Y.z [ @—-7®d)) [I (—7h)-
FG’HZ/{;’N(G) ceH (F) ceS(F)

2.3. Une premieére formule invariante de jauge. Avec Thierry Lévy, nous avons obtenu
d’autres formules pour le déterminant du laplacien tordu par une connexion qui sont détaillées
dans [KL23b].

Afin d’en énoncer une, il nous faut quelques notations. Tout cycle ¢ de G s’écrit de maniere
unique comme la puissance (pour la concaténation) d’un cycle primitif : ¢ = 1 ; on note val(c) = k
cette puissance, que ’on appelle valuation de c.

On note € (G, N) la collection des multi-ensembles (c’est-a-dire des familles d’éléments avec
répétition possible) de cycles (orientés et non basés) de G, dont le nombre de visites total en
chaque sommet n’excéde pas N. Si C € €(G,N), on note C! le produit des factorielles des
multiplicités des éléments distincts de C'. On note aussi ||C|| le cardinal de C' ou les éléments de
ce multi-ensemble sont comptés avec leur multiplicité.

Dans I’énoncé suivant, pour simplifier la formule, on utilise le laplacien discret covariant
normalisé Ly, (défini plus bas a 1’équation (52))).

THEOREME 5.10. On a

—_plel
dwn= Y CUT]

Ce%(G,N) ’ ceC

Tr(holy(c))
val(c)

p(e),

ot p(c) = [loc. pe est la probabilité qu’une marche aléatoire réalise les pas contenus dans c.

. J

Dans le cas de rang N = 1, on retrouve la formule de Chaiken-Forman-Kenyon [Cha82),
For93, [Ken11] a laide de la resommation expliquée dans [KL20].

Nous avons donné deux démonstrations de ce résultat [KL23b]. La premiére est purement
combinatoire et basée sur un calcul de matrices par blocs et 'usage d’un argument de comptage
qui rappelle I'algorithme du « restaurant chinois » de Pitman [Pit06] pour échantillonner une
permutation aléatoire uniforme.

Une autre approche a cette formule utilise le produit infini suivant (cet argument qui utilise
le produit infini pour obtenir une identité polynomiale est inspiré de la formule d’Amitsur et
de [RS87]).

2.4. Produit Eulérien. En utilisant I’identité exp Trlog = det, et le calcul de la trace par
blocs, on trouve aussi la formule suivante ; cette formule est connue sous une forme proche par
les travaux d’Amitsur [Ami80| et Reutenauer—Schiitzenberger [RS87).
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LEMME 5.11. On a
det Ly, = H det(id — p(c)holx(c)),
ceP(G)
ot le produit porte sur les cycles (non basés) primitifs du graphe (c’est-a-dire qui ne sont
pas la puissance de concaténation d’un cycle plus court).

\. J

Ce produit rappelle le développement d’Euler de la fonction zeta de Riemann en produit
indexé par les nombres premiers, et des analogies en ce sens sont bien connues; voir [For98al.

2.5. Une deuxieme formule invariante de jauge. Dans un travail récent avec Thierry
Lévy [KL23b], nous avons obtenu une autre formule invariante. Elle est valable (ainsi en fait que
les deux derniers énoncés ci-dessus) dans le cadre un peu plus général suivant (la généralisation
vient du fait que l'on ne considére plus des fibres de dimension égale sur les sommets). On

considere le graphe complet G sur {1,...,p}, et on se donne des entiers n, > 1 pour tout
a € {1,...,p}. De plus, on se donne des poids complexes x,p, pour tout a # b € {1,...,p} et des
matrices complexes Uy, de taille n, X np pour tout a #b € {1,...,p}.

On forme la matrice par blocs A = A, iy définie par

Do = (Z ZTap)In, et Agp = —xg,Ugp pour tout a # b € {1,...,p}.
b#a
Cette matrice est une variante du laplacien discret covariant adapté & un « fibré » dont les fibres
sont de dimensions variables (on pourrait parler de maniére un peu pédante de « représentation
de carquois » : un graphe dirigé dont les arétes dirigées sont munies d’applications linéaires de
dimensions compatibles aux sommets).

On définit pour tous a € {1,...,p} les ensembles I, = {n; + ... +ne—1+1,...,n1 4+ ...+
Na—1+nq}. On pose n = >F_, n, et pour tout i € {1,...,n}, on définit a(i) € {1,...,p} comme
étant 'indice a tel que 7 € I,.

Considérons ’ensemble

E={¢:{1,...,n} = E telleque Viec {1,...,n}, £(i) € By}

que 'on interprete comme ’ensemble des configurations de n, fleches sortantes ordonnées en
chaque sommet a € {1,... ,p}.ﬂ On définit alors, pour tout £ € =, 'ensemble

%) ={oeGn:Ve=(ir-+ir) S 0,a(ir) = ... = a(iy) ou Vs € [r], £(is) = (alis), a(o(is))) }

que l'on interprete comme ’ensemble des permutations des fleches-arétes de £ dont les cycles
sont de deux types :

1. soit le cycle permute des fleches de £ issues du méme sommet a;

2. soit le cycle permute des fleches de £ qui sont bien enchainées de sorte qu’elles forment un
cycle véritable du graphe.

On note C'(0) I'ensemble des cycles de o du deuxieme type.

Enfin, pour tout cycle ¢ du graphe, on définit ’holonomie holi/(¢) comme le produit des
matrices Uy le long du cycle : ce produit n’est défini qu’a conjugaison pres (c’est-a-dire, a
changement du point base du cycle prés; ce qui donne des matrices de tailles variables si les n,
ne sont pas tous égaux), mais sa trace est bien définie.

9. Deux fleches différentes peuvent correspondre a la méme aréte de G, c’est pour cela que I'on parle de fleches,
pour ne pas devoir parler de multi-ensemble d’arétes.
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THEOREME 5.12. On a

1
detA,y = ——— zt —Tr(holy(c)) .
== 38 5 I ~Tilholo(e)
{eE oeX(§) 0eC(o)
A nouveau, lorsque l'on spécialise cette formule au cas n; = ... = n, = 1, on retrouve

aisément la formule de Chaiken-Forman (c’est-a-dire I’énoncé du théoreme lorsque m = 0 et
le 7-déterminant est le déterminant usuel).

3. Revétements de graphes et factorisations

Avant de considérer 1'étude de fibrés vectoriels de rang supérieur au chapitre [6}, nous consi-
dérons dans cette partie le cadre plus combinatoire des revétements de graphes (auxquels on
peut penser comme a un fibré dont les fibres sont des ensembles finis), un sujet bien connu en
combinatoire.

Une de nos motivations pour étudier les revétements de graphes finis est qu’ils sont notam-
ment utiles lorsque 'on cherche & approcher un graphe infini possédant beaucoup de symétries
(comme le graphe de Cayley d’une présentation d’un groupe de type fini). C’est par exemple le
cas des réseaux Z%périodiques, comme le réseau carré planaire si d = 2 ou ses généralisations
hypercubiques en dimension d, qu’il est courant, en physique statistique par exemple, d’appro-
cher par des tours de revétements de graphes sur le tore. Si ’on cherche & approcher des graphes
hyperboliques (comme des pavages hyperboliques du disque de Poincaré), il faut approcher par
des graphes surfaciques dont le genre tend vers 'infini, et la situation est plus compliquée.

3.1. Revétements de graphes. Donnons la définition d’un revétement de graphes (voir
par exemple [CK23| définition 2.3] pour plus de détails). Soit G un graphe fini connexe. Un
revétement de G par un graphe fini connexe G est un morphisme de graphe p : G—G (c’est-a-
dire une application envoyant les sommets sur les sommets, et les arétes sur les arétes, de sorte
que les relations d’incidence soient préservées) qui est surjectif et tel que pour tout sommet o
de (~§, le voisinage immédiat de ¥ dans G soit isomorphe & celui de p(0) dans G. Le degré du
revétement est le cardinal commun des fibres p~!(v), pour v € V.

Etant donné un graphe fini G, on note 71(G,v) son groupe fondamental basé en un som-
met v, c’est-a-dire le groupe des chemins orientés basés en v, dont la loi de composition est la
concaténation. Dans la suite, on omettra la mention du sommet v et on écrira simplement 71 (G),
sachant que les résultats présentés ne dépendent pas du choix de point-base. N

Un revétement de graphes p : G — G induit un morphisme injectif de groupes p, : m1(G) —
71(G) par projection des chemins de G sur leur trace dans G.

Un revétement est dit normal lorsque son groupe d’automorphismes Aut(p), défini comme le
sous-groupe du groupe d’automorphismes de G qui commutent a la projection p, agit transitive-
ment sur chaque fibre p~!(v) pour tout v € V.H

Un résultat de Gross et Tucker [GT77| énonce que tout revétement de degré d d’un graphe G
peut s’obtenir en décorant les arétes de G par des permutations dans &4. Ce résultat permet de
faire le lien entre graphes décorés et revétements. Nous n’utilisons pas ce résultat, mais il nous a
permis par exemple d’engendrer des exemples de revétements et de vérifier sur des exemples la
conjecture [CDH™22, Conjecture 1.7].

10. Le revétement est dit normal, car cette condition est équivalente au fait que p«(71(G)) soit un sous-groupe

normal de 71 (G). Dans ce cas, le groupe d’automorphismes Aut(p) est isomorphe au quotient m1(G)/p«(71(G)), de
cardinal égal au degré du revétement, et s’appelle le groupe de Galois.
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3.2. Revétements de graphes et opérateurs tordus. Une connexion sur G associée
au fibré trivial G x W, ou W est un espace vectoriel de dimension finie, est la donnée d’un
automorphisme de W sur chaque aréte orientée, de telle sorte qu’inverser l'orientation d’une
aréte transforme I’automorphisme en son inverse. Une connexion induit naturellement une re-
présentation linéaire du groupe fondamental dans le groupe linéaire GL(W) (en composant les
automorphismes le long des arétes du lacet), et réciproquement, toute représentation de m(G)
peut se réaliser a partir d’une connexion. N

On considére un revétement de G par un graphe fini G. Ce revétement induit une injection
du groupe fondamental 7 (G) dans 71(G). Pour toute représentation p de 71(G), notons p# la
représentation induite sur 7 (G). En choisissant des connexions sur G et G qui réalisent ces
représentations, on peut tordre les matrices d’adjacence correspondantes, que I’on notera

#
A% et AL,
étant entendu que ces opérateurs sont bien définis modulo conjugaison (diagonale par blocs).

3.3. Représentation et conjugaison. Le résultat principal de [CK23| théoréme 3.6] est
le suivant.

. S . # . 2 . .
THEOREME 5.13. Les matrices A% et A’é sont conjuguées et tous leurs mineurs principaur
sont égau.

La formulation ci-dessus est un peu plus précise que celle de [CK23), théoreme 3.6] puisqu’elle
mentionne les mineurs principaux. Ce raffinement découle en effet de la démonstration de [CK23]
puisque la conjugaison est ‘diagonale’ (en un sens adapté); et on peut aussi obtenir ce résultat
plus précis en appliquant le résultat & des mineurs de graphes (i.e. des sous-graphes).

3.4. Fonctions de partition. Il existe plusieurs modeles de physique statistique sur un
graphe fini, dont les fonctions de partition Z sont données par le déterminant det Ag d’un opé-
rateur d’adjacence d’un graphe associé au graphe initial :

Z =det Ag .

C’est notamment le cas du modeéle d’arbre couvrant uniforme, du modele d’Ising planaire, ou du
modele de dimeéres planaire, comme on 1’a rappelé aux chapitres ] et [2|

On parle de fonction de partition tordue lorsque, dans ce calcul de déterminant, 'opérateur
d’adjacence est tordu par une représentation p du groupe fondamental 71(G) comme précédem-
ment.

Soient z = (x.).cg des variables associées aux arétes du graphe. On peut pondérer la matrice
d’adjacence par ces poids et considérer les fonctions de partition tordues associées, det Aé, comme
des polynomes en les variables z. a coefficients complexes.

Sil’on est dans la situation d’'un revétement de graphe comme précédemment, on peut déduire
certaines propriétés de la fonction de partition det Az d’un modele sur G, de celle det Ag du

modele correspondant sur G.E
Si p est la représentation triviale, la représentation induite p# a un facteur trivial, et la

fonction de partition de G divise alors celle de G (dans Clz. : e € E], ou méme dans Z[z. : e € E]
sous certaines hypotheses). Lorsque le revétement est normal, c’est-a-dire que l'injection du

11. Bien qu’ayant un but (la construction de suites de graphes qui sont des « expanseurs » de Ramanujan)
différent du nétre, Particle [HPS18], sur lequel Omid Amini attira notre attention & la lecture de ce mémoire,
traite de notions similaires a celles de ce chapitre. Il serait intéressant d’étudier les liens existants du point de vue
des polynomes qui apparaissent dans ce travail.
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groupe 71 (G) dans 71 (G) définit un sous-groupe distingué, on a méme une décomposition explicite
de p7 en somme de représentations irréductibles, ce qui permet d’exprimer la fonction de partition
sur G comme un produit de fonctions de partition tordues sur G.

3.5. Exemples de factorisation. Donnons deux exemples d’utilisation de cette factorisa-
tion des représentations en facteurs irréductibles.

3.5.1. Nombre d’arbres couvrants. Si G est un graphe & un sommet et deux arétes, et G une
grille torique n X m, nous sommes dans le cas d’un revétement normal, dont le groupe de Galois
est Z/nZ x Z/mZ. Les représentations irréductibles de ce groupe abélien sont de degré 1, et,
puisque le groupe est un produit de groupe cycliques, sont déterminées par un couple de racines
de 'unité (z,w) # (1,1). D’apres la décomposition explicite mentionnée plus haut, on trouve que
le nombre d’arbres couvrants de G est égal a

(50) nm H 4—z—-1/z—w—-1/w)

Z"=1,z#1

wMm=1w#1
ou chaque facteur 4 — z—1/z —w—1/w est une fonction de partition tordue sur G, et on retrouve
la une formule bien connue (voir par exemple oeis.org/A212800).

3.5.2. Bouteille de Klein. David Cimasoni [Cim22] a utilisé le théoréme pour calculer
précisément le développement asymptotique de la fonction de partition du modele de dimeéres
et du modele d’Ising sur la bouteille de Klein, lorsque celle-ci est approchée par une suite de
graphes (Gp)n>1, et que n tend vers U'infini. Contrairement au cas plus classique du tore (qui
correspond par exemple & une suite de graphes (G,),>1 exhaussant Z? avec conditions au bord
périodiques), les représentations irréductibles du groupe fondamental de la bouteille de Klein ne
sont pas toutes abéliennes, et certaines sont de dimension 2.

3.6. Exemple de divisibilité. Donnons un exemple d’application du théoréme[5.13] Consi-
dérons le polyndéme de Kirchhoff Tg(z) défini en qui donne la fonction de partition des arbres
couvrants de G. Ce polynoéme se calcule comme le déterminant d’une sous-matrice du laplacien
discret a ’aide du matriz-tree theorem. Combiné & la factorisation évoquée plus haut, une appli-
cation du lemme de Gauss dans 'anneau Z[z] permet d’obtenir le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.14. Le polynome Tg(z) divise le polynome Tz(z) dans Z[z.,e € E]. De
plus, les coefficients du quotient (qui est un polynéme homogéne d coefficients entiers)
sont positifs.

En particulier, on retrouve le résultat suivant, dit & Berman [Ber86b] : le nombre d’arbres
couvrants de G divise le nombre d’arbres couvrants de G.

Illustrons le corollaire [5.14] sur un exemple simple. Soit G un graphe complet sur 3 sommets
dont on note 1, xs, x3 les poids sur les arétes. Considérons un revétement connexe G de degré 2
de G, ou G est un cycle sur 6 sommets. On calcule alors facilement :

Te(z) = wows + xix3 + 2172 et Tg(z) = 2(x12373 + wiwexd + xivdus) = 2r1w013To(2),

si bien que 'on vérifie la divisibilité de Tx(z) par Tg(z) dans Z[z] dans ce cas, ainsi que la
positivité des coefficients du quotient.
Notons que pour cet exemple, on peut aussi calculer les polynémes de Tutte de G et G et l'on
trouve :
Zo(x,y) =x+x>+y et Za(x,y) =x+x2+x3+x+x° +y,
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si bien que le premier polynoéme ne divise pas le second. Par contre Zg(x, 1) divise bien Za(x, 1).
Nous ne savons pas s’il y a des résultats de divisibilité pour le polynéme de Tutte, ou sa version
multivariée, en général ; voir cependant des travaux récents sur un cas particulier [Ver21].

3.7. Positivité des coefficients du quotient. On peut exprimer explicitement le quotient
des polynomes du corollaire ci-dessus; il s’agit du déterminant d’un laplacien tordu, dont des
expressions sont calculées plus haut, voir le paragraphe 5§73 Il s’agit de fonctions de partitions de
CRSF (en rang 1) et de fonctions de partitions de foréts couvrantes quantiques (voir le chapitre |§|
suivant) en rang plus élevé, ou alors d’autres expressions polynomiales discutées plus haut.

La positivité des coefficients énoncée dans le corollaire [5.14] découle du théoréme de Pytha-
gore dans une puissance extérieure de ’espace des 1-formes. En effet, ce théoréme implique la
décomposition suivante (voir [KL23c| ou [CK23| appendice A]).

e 1

PROPOSITION 5.15. Soit h une connexion réguliére (c’est-a-dire telle que kerd, = {0})
sur un fibré de rang N d’un graphe (non dirigé) fini connexe muni de poids x. On a

(51) det(Ar) = S an(h)a®
n€ell(G,N)

ol ap(h) est un nombre réel positif, qui est invariant par transformation de jauge sur h.

La somme, quant d elle, porte sur les configurations d’entiers I1(G, N) C {1,..., N}EJr sur
les arétes qui sont les traces de l'union de N foréts couvrantes d’unicycles.

J

La condition sur les entiers (n € II(G, N)) est un cas particulier du théoréme ci-dessus,
ainsi que du théoréme [6.11] exposé au chapitre [6] suivant. Ce dernier théoréme est équivalent a
une variante de la proposition ci-dessus (en considérant des mineurs principaux) qui donne
plus d’information lorsque I’on autorise la connexion h & étre singuliere (i.e. ker dj, # {0}), auquel
cas le déterminant ci-dessus vaut 0.

En rédigeant ce mémoire, nous avons découvert qu'un article récent [CDH™ 22| avait obtenu
indépendamment le méme énoncé que le corollaire (il ’énonce plus généralement dans le
cadre des graphes dirigés, ce que I'on peut aussi obtenir par notre méthode). Ces auteurs men-
tionnent que les ratios de ces fonctions de partition apparaissent dans la théorie des algebres
amassées, voir [GP19]. Ils posent la question de la positivité des coefficients dans le cas général
des graphes dirigés.

Notre démonstration de la positivité des coefficients dans le cadre non-dirigé (voir [CK23|
appendice A] qui utilise la proposition [5.15|) repose sur une propriété de symétrie et ne s’étend
pas directement au cas dirigé.

Rappelons que sur un graphe dirigé, la notion d’arbre couvrant est remplacée par celle d’ar-
borescence, c’est-a-dire un arbre couvrant enraciné dont toutes les arétes sont dirigées vers la
racine, et compatible avec l'orientation du graphe sous-jacent. La conjecture est démontrée par
ses auteurs dans le cas des revétements de degré 2, mais pas dans le cas général, ou elle demeure
plus mystérieuse.

Les auteurs de [CDH™22| suggerent de chercher une correspondance bijective entre une
arborescence du graphe G, muni d’'un N-uplet de foréts couvrantes d’unicycles orientés, et une
arborescence de G afin de démontrer directement que les coefficients sont des nombres entiers
positifs. Cette approche, si elle était fructueuse, serait tres instructive et permettrait sans doute
de traiter le cas dirigé aussi.




Chapitre 6

Incarnations aléatoires d’une connexion

Dans ce chapitre, nous traitons de fibrés vectoriels sur les graphes avec connexion, et discu-
tons des processus aléatoires associés. Une des motivations est 1’étude de processus ayant une
« symétrie de jauge » (plus précisément, qui sont équivariants par transformation de jauge).

On a dit dans lintroduction (voir comment les décorations de graphe apparaissent
dans différents contextes, et au chapitre précédent, on a vu comment elles apparaissent naturel-
lement dans I’étude des revétements. Dans ce chapitre, on prend le point de vue qu’'un graphe
avec fibré et connexion est une approximation discrete d’une géométrie continue, et on pense a
I’holonomie de cette connexion comme un transport parallele.

Le chapitre suit le plan suivant : on introduit d’abord l'idée des théorémes d’isomorphisme
entre champs gaussiens et temps locaux, et on se sert de ce point de vue pour introduire les
analogues de ces objets et résultats dans le cadre des graphes avec fibré et connexion. C’est le
versant « bosonique » de I’histoire qui voit les processus sur les graphes comme des modeles
jouets de particules élémentaires [LJ11]. On s’intéresse ensuite au versant « fermionique » de
cette histoire : on introduit les foréts couvrantes quantiques, et établissons le lien avec les réseaux
électriques avec champ de jauge, et mentionnons ’extension au cas des graphes infinis.

1. Philosophie des théorémes d’isomorphisme

Vers 1980, E. Dynkin [Dyn80] initia 1’étude mathématique des liens profonds qui existent
entre un champ markovien et un processus markovien lorsque ces deux partagent le méme géné-
rateur. Il suivait en cela les travaux pionniers de K. Symanzik [Sym69]E] qui avait établi, pour
les besoins de la théorie euclidienne des champs, une correspondance heuristique entre champs
aléatoires et trajectoires aléatoires.

I’étude simultanée de champs aléatoires sur un espace et de trajectoires aléatoires sur le
méme espace peut étre interprétée comme une incarnation probabiliste du principe général selon
lequel la géométrie d’un espace peut étre étudiée en considérant non seulement ses points, mais
aussi les fonctions qui sont définies sur cet espace.

La situation décrite par Symanzik, Dynkin, et d’autres apres eux, provient de 'existence d’un
opérateur différentiel (disons un laplacien) qui donne naissance d’une part & un champ aléatoire
(le champ libre gaussien), et d’autre part & une dynamique aléatoire (le mouvement brownien).
Les deux objets aléatoires disent chacun quelque chose de la géométrie de I'espace sous-jacent,
et le probléme général est de comprendre comment les propriétés de 1'un refletent les propriétés
de 'autre.

Un cadre général pour étudier ce probleme consiste a se placer sur une variété riemannienne
et a considérer le laplacien associé. Plus généralement, on peut considérer un fibré euclidien ou
hermitien muni d’une connexion unitaire sur une variété riemannienne. Dans ce cas, il y a un
laplacien Ly qui agit sur les sections du fibré, et le champ aléatoire est un champ de vecteurs
aléatoire.

Avec Thierry Lévy [KL21] nous avons étudié un cadre discret de ce probléme en remplacant
la variété par un graphe fini. Dans ce cadre fini, on évite des considérations analytiques de
renormalisation, et on peut se concentrer sur ce que la structure de fibré et de connexion apporte

1. 1l s’agit bien du méme Symanzik que celui dont le nom est porté par les polynémes rencontrés plus t6t dans
ce mémoire.
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72 6. INCARNATIONS ALEATOIRES D’UNE CONNEXION

de nouveau. Nous avons étendu plusieurs théoremes d’isomorphisme classiques dii & Dynkin,
Eisenbaum, Le Jan, Sznitman et Symanzik. Dans le cas classique, le champ gaussien est relié¢ a
des temps d’occupation de trajectoires aléatoires. Dans notre cas, le champ de vecteurs gaussien
est relié a des holonomies (le transport paralléle le long de la connexion, voir les définitions
et de trajectoires aléatoires. Les démonstrations de ces résultats présentées dans [KL21]
sont autonomes, et permettent de donner un éclairage plus géométrique aux énoncés classiques.

2. Champs de vecteurs gaussiens

On considére un fibré (réel, complexe ou quaternionique) vectoriel F de rang (fini, que 1'on
notera N < o) arbitraire au-dessus d’un graphe fini G, muni d’une connexion (isométrique).
Considérons le cas réel, il s’agit du choix d’une matrice orthogonale sur chaque aréte orientée;
voir la figure L’holonomie d’un chemin ~y, notée holy, (), est le produit ordonné des matrices
le long du chemin.

\ \
he
Rt
Fu F,
\ \

u=ce e v==¢€

FIGURE 6.1. Un fibré vectoriel discret F au-dessus d’un graphe, muni d’une connexion h,
vu au-dessus d’une aréte.

Dans cette partie, on considére a nouveau que G est muni de poids z, = x.-1 > 0 symétriques
et strictement positifs sur ses arétes. On considere les produits scalaires sur les O-formes et 1-
formes définis aux équations @ du chapitre

On fixe aussi un sous-ensemble non vide W de sommets que ’on appelle puits; les sommets
de V \ W sont appelés sommets propres.

On définit Popérateur Ly, pour toute O-forme f € QO(F) a valeurs dans le fibré par

Tnf(v) = j > alf©) = hef o)

et sa compression Lj, sur espace Q°(V \ W, F) des 0-formes du fibré qui sont nulles sur W. On
appelle 'opérateur Ly, le laplacien discret covariant normalisé (pour le distinguer du laplacien
discret covariant A plus combinatoire considéré au chapitre . On a

(52) Ly = A_lAh ,

ou A est 'opérateur qui agit de maniére scalaire sur chaque fibre F,, en y multipliant les vecteurs
par A,.
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LEMME 6.1 (Lemme de Kato). L’opérateur Ly est auto-adjoint et positif et sa plus petite
valeur propre est bornée inférieurement par la plus petite valeur propre du laplacien discret
associé au poids x compressé sur l'espace des fonctions nulles sur le puits W.

En vertu de ce lemme, et puisque le puits W est supposé non vide, Lj, est bien strictement
positif et la connexion A induit une forme quadratique définie positive sur Q°(V \ W, F) :

1 _
(53) Enf) = 5 3 e Ife = he fell? = (F, L)
ecE
sur l'espace des champs de vecteurs sur les sommets du graphe, nuls sur le puits, la somme portant
ici sur toutes les arétes. A cette forme quadratique, on associe un vecteur gaussien centré ®, que
Pon appelle le champ de vecteurs libre gaussien (voir la figure [6.2)).
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FIGURE 6.2. Quatre échantillons (un par colonne) d’un champ de vecteurs libre gaus-
sien, sur un fibré de rang N = 2 au-dessus d’un réseau carré associé a une connexion
périodique.

DEFINITION 6.2. Le champ de vecteurs libre gaussien sur un graphe muni d’une connexion
unitaire est le vecteur gaussien centré ® associé a la forme quadratique (53)).
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Informellement, ® est la fluctuation gaussienne canonique autour des sections d’énergie de
Dirichlet minimale. Lorsque ’holonomie le long d’un cycle est non triviale, il n’est pas possible
de trouver une section horizontale (dont la dérivée covariante soit nulle). Ainsi, le long d'un
cycle dont I’holonomie est éloignée de I’identité, la valeur absolue du champ aura tendance a étre
plus faible. Cette heuristique est compatible avec le théoréme d’isomorphisme plus bas (voir le
théoreme et I'exemple de .

La loi du champ @ est équivariante sous ’action du groupe de jauge [[,cyv U(Fy), au sens ou
sij € [[,evU(Fy), et j - h désigne la connexion obtenue par conjugaison des h, par j, :

(j-h)e=jeoheoj ',

la loi du champ associé a j - h est la méme que celle de j(®) = (ju(Py)),cy- Ceci découle du fait
que par (53), on a &.4(j - f) = E(f) pour tout f.

En théorie constructive des champs, un tel champ gaussien associé a une connexion est appelé
« champ de Higgs » et fut notamment étudié dans [BES79|. Plus récemment, il apparait aussi
dans le travail [CC22].

3. Chemins aléatoires

On considere, partant de tout sommet interne v € V' \ W, la marche aléatoire partant de v,
dont les pas sont distribués parmi les plus proches voisins proportionnellement aux poids ., et
qui est arrétée lorsqu’elle touche le puits. On note P, sa loi.

La covariance du champ de vecteurs libre gaussien a une expression en termes de marche
aléatoire. En effet, si u et v sont des sommets et si € et 1 sont des vecteurs de la fibre au-dessus
de u et v, alors

64 BI(6, ) (@0, m)] = (€ hola(2) (1) 4w ().

ol 1y, est une mesure finie sur Pensemble des chemins entre u et v (voir [KL21, définition 1.10]).
Plus précisément, la mesure v, , est définie, pour tous sommets u,v € V\ W, et F' fonction
mesurable bornée sur l'espace des chemins P(G), par la formule

1
55 / F(7)dvy.. :/ F 1 ——dPy(7)dt .
(55) b (V) dvuo (V) ()X 0 Mo L{ye=o} " (7)

Le membre de droite de 'expression (54)) fait apparaitre la section de Green Gy, définie pour
tous sommets u, v par :

(56> (Gh)u,v - /h0|h(7)71d’/u,v('7) € Hom(FU, Fu):

qui est I'inverse de Ay, = ALh.H

Par la formule d’Isserlis—Wick, on peut transformer en une expression pour les moments
du champ ®, c’est-a-dire les quantités de la forme E [(f1,®) - (fx, ®)], ou f1,..., fr sont des
champs de vecteurs. Cette expression est une intégrale de produits de coefficients de matrices le
long de chemins par rapport & une mesure finie.

On appelle potentiel sur le fibré, la donnée d’un endomorphisme auto-adjoint positif H, €
End(F,) de la fibre en chaque sommet, que ’on suppose nul sur les sommets du puits. Etant
donné un potentiel H = (Hy),cv, on définit une notion d’holonomie tordue, notée holy, #(7),
pour les chemins 7 a paramétrisation continue (ces chemins passent un temps positifs en chaque
sommet, et traversent les arétes instantanément).

2. Les notations different de [KL21] pour les besoins d’harmonisation des notations de ce mémoire.
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DEFINITION 6.3. Soit v = ((20,70), €1, -+ €n, (Tn, ™)) un chemin continu sur G, ou
désigne le temps passé au sommet i pour tout i € {0,...,n}. On suppose que 7, < 00
ou Hy, = 0. L’holonomie de h tordue par le potentiel H le long de ~v est l'application
linéaire

holy, g (7y) = e~ Hen o he, o0 e~ Hz1 g he, © e~ 0z Ty = T

J

Tous les résultats obtenus dans [KL21|] découlent plus ou moins directement de formules un
peu plus générales mais similaires & (54)). On étend notamment des résultats de Le Jan [LJ11]
et Sznitman [Szn12]. Ils découlent notamment d’une formule de Feynman—Kac covariante pour
le laplacien covariant normalisé auquel on ajoute un potentiel :

(57) Lng=A1Ay+H,

que nous énoncons dans la proposition suivante.

PROPOSITION 6.4. On a, pour tout f € Q°(V\ W), tout v e V\W, ett >0 :
58 ~thnH = / hol o dPy (7).
(58) (e7En5 f) (v) o) "ol (V) £ ) dPu(7)

Comme dans le cas de la formule de Feynman—Kac classique, la formule ci-dessus donne une
expression pour I’évaluation, en une section f, du semi-groupe e *‘rH engendré par I'opéra-
teur Lj, gy comme une moyenne par rapport a la trajectoire d'une marche aléatoire de la valeur
de f au point visité par la marche au temps ¢. Ici, cette moyenne prend de plus en compte tout le

passé de la trajectoire jusqu’au temps ¢ par le biais de I’holonomie holj, g (’yﬁol t[) qui transporte
la valeur de f au point 7, dans la fibre au-dessus de x.

4. Soupes de boucles

4.1. Théorémes d’isomorphisme. Rappelons qu’il y a une mesure de référence p sur
les boucles paramétrées d’un graphe (pondéré), voir . Voir aussi les définitions 1.11 et 1.12
dans [KL21]. Cette mesure est infinie, et sigma-finie, et elle donne naissance a un processus de
Poisson d’intensité cu pour tout ¢ > 0. On appelle la réalisation d’un tel processus une « soupe
de boucles ». On verra plus généralement qu’il est pertinent de considérer des soupes de boucles
associées a d’autres mesures absolument continues par rapport a pu.

DEFINITION 6.5. Soit h une connexion unitaire. On définit u;{ et pu, comme les parties
positives et négatives de la mesure Re[Tr(holy(+))]u(:), ot u est la mesure de référence sur
les boucles paramétrées du graphe.

On définit le temps local d’'un chemin comme étant la fonction associant a tout sommet
la durée totale de temps passée par le chemin en ce sommet. Le temps local d’'un ensemble
de chemins est la somme des temps locaux de chaque chemin. Etant donné un ensemble de
chemins £, on notera

(59) (£o(£))pev

le champ d’occupation total correspondant.
Le théoréme suivant généralise le théoréme d’isomorphisme de Le Jan [LJ11].
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THEOREME 6.6. Soit ® un champ de vecteurs libre gaussien associé d une connexion uni-
taire (ou orthogonale) h. Soit o = dimg (K). Soit L_ une soupe de boucles d’intensité

et L une soupe de boucles d’intensité $u;f . Le champ d’occupation (%||‘I>v||2 4= 7y (E,)) v
v

a la méme loi que le champ d’occupation (£,(Ly)),cy, ce que l'on écrit :

(60) (el +e0e0) @@Ly

veV

Une version plus raffinée de ce résultat, et qui inclut de plus la généralisation du théoreme
d’isomorphisme de Sznitman [Szn12|, se trouve dans [KL21l Theorem 6.6].

4.2. Illustration sur un cas tres simple. Considérons le graphe de la figure [6.3] : il
contient deux sommets, dont un puits W = {w}, et deux arétes dont une boucle [e]. Sur ce
graphe, toute boucle n’a de temps local qu’en v.

FIGURE 6.3. Un graphe pondéré tres simple : un sommet interne, une boucle, un puits.

Commengons par le cas, ot ’holonomie sur la boucle est triviale égale & 1 (c¢’est comme si 1’on
avait enlevé la boucle). Un calcul simple montre que la loi d’une variable aléatoire exponentielle Y
de parametre x peut s’écrire comme la somme des valeurs d’un processus ponctuel de Poisson
sur Ry d’intensité p = e‘“t% que nous notons (Z;);>1. En effet, on calcule la transformée de
Laplace de ce processus de Poisson a ’aide de la formule de Campbell et, pour tout o > 0, on

trouve :
E (e—o‘Zf; Zi) = exp (/(e“t — 1)6’“"56?) = exp(log(k) — log(k + «))

K —ay ,—KY —aY
= = dy =E (e™Y) .
o K,/O e e Y (6 )

2:

De plus, si X désigne une variable aléatoire réelle gaussienne de variance o k1 et de moyenne

nulle, on a
e = .
K+«

On en conclut que la loi de la somme des valeurs du processus ponctuel de Poisson d’intensité

moitié (donc p/2), noté (Z;);>1, est égale a la moitié du carré de la variable aléatoire réelle
gaussienne de variance o2 = k1. On écrit ceci de facon symbolique sous la forme :

(61) C Wy,

Traitons maintenant le cas en présence de la boucle et plagons-nous sur un fibré de rang N sur
K = R ou C, avec une holonomie h. € O(N) ou U(N), respectivement. On note a = dimg(K).




4. SOUPES DE BOUCLES 7

Soit X une variable gaussienne sur KV de moyenne nulle et de variance

(62) %2 = (2o(2In — he — hY) + KoIn) L.

Soit (Z;)i>1 un processus de Poisson de boucles d’intensité au; /2, et (Z; )i>1 un processus de
Poisson de boucles d’intensité ayi;, /2, ot pu, est la mesure sur les boucles définie en pondérée
par Re[Tr(hol,(+))], et p;f = max(up,0) et pu; = min(up,0) désignent ses parties positives et
négatives. Alors, par un calcul similaire a celui plus haut, on trouve

X1

>, (loi) 2.
(63) St 4 = X4
i=1 i=1

Le théoréeme d’isomorphisme, théoreme , généralise (considérablement) les équa-
tions et au cas de graphes arbitraires, mais 1’'idée de notre démonstration est similaire.
En rang N > 1, on voit sur I’exemple du graphe simple de la figure que la covariance
peut étre choisie arbitraire dans O(N), resp. U(N), en ajustant les parametres.

4.3. Cas des holonomies de trace positive. Une maniere de s’affranchir du temps local
apparaissant dans le membre de gauche de est de considérer une connexion qui a la propriété
que la trace de toute boucle est positive. Ainsi la mesure puj, est positive.

THEOREME 6.7. Le temps local d’une soupe de boucles d’intensité a/2|Tr(-)|>u a la méme
loi que le champ des normes au carré d’un champ de vecteurs libre gaussien associé a la

connezion h ® h* sur un fibré de rang N2.

Dans [Lup19b], T. Lupu applique cet énoncé au cas ou le fibré est donné par celui des
matrices hermitiennes de taille N x N et analyse en détail les corrélations de ce champ en faisant
apparaitre des somme sur des cartes planaires. Ce faisant il réalise la prouesse de généraliser a
la fois les théorémes d’isomorphisme de Dynkin—Le Jan [Dyn80, [LJ11] et les développements
d’intégrales de matrices en termes de cartes de Brézin—Itykson—Parisi—Zuber [tH74, BIPZT78].

4.4. Identité de Symanzik covariante. Dans son travail sur le sujet, Symanzik souhai-
tait étudier les corrélations de champs plus généraux que le champ libre gaussien. La méthode
suivante permet, en prenant une espérance sous une connexion aléatoire, de modifier la loi de ®.
Pour autant, les techniques des théorémes d’isomorphisme s’appliquent encore, et on obtient
alors des expressions pour les corrélations de cette loi non gaussienne en termes d’espérances de
traces d’holonomies de chemins aléatoires par rapport a une connexion aléatoire. Afin de pou-
voir énoncer le théoreme nous avons besoin de quelques notations supplémentaires que nous
introduisons maintenant.

On note A(F) I'ensemble des connexions unitaires sur F. On note H(F) l'espace vectoriel des
potentiels, c’est-a-dire des éléments H € [],cy End(F,) tel que H, est auto-adjoint et positif,
et H, = 0 lorsque w appartient au puits W. L’espace A(F) est un espace topologique compact
et H(F) est un espace vectoriel de dimension finie. On munit ces deux espaces de leur tribu
borélienne.

Rappelons que la notation a désigne la dimension dimg(K).
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DEFINITION 6.8. Soit P une mesure de probabilité de Borel sur A(F) x H(F). On définit
la mesure de probabilité PP sur Q°(V \ W, F), pour toute fonction mesurable bornée F
sur Q°(V\ W, F), par
1
Lo FUD AP = 5 [ F(f)e 30800 dLeboo(f)dP(g, K):
QO(V\W,F) ZF Jao(V\W,F) x A(F) x H(F)
ot
ar| _a
(64) ZP = 3 / det A, 2 dP(g, K).
A(F)xH(F) ’
Si P est la masse de Dirac en (h, H), alors PP = P™H. Dans ce cas on note ZF sim-

plement par Z"H au lieu de Z°¢m . Insistons sur le fait qu'en général PP n’est pas égal a
JaE)xue) P9K dP(g, K), mais plutot a

1
65 PP = — / Z9KpaK 4P (g, K) .
(65) Z® ) A(F)xH(F) (9, K)

L’énoncé suivant est démontré dans [KL21l, Theorem 7.3].
On note v = 3 ,cvi\w 2vev\w YupAv la mesure sur les chemins entre paires de sommets,

ol 1, est la mesure mentionnée dans ’équation (voir [KL21l Definition 1.10}).

THEOREME 6.9. Soit G un graphe fini connexe pondéré avec un puits. Soit F un fibré

vectoriel compleze (K = C) sur G de rang N muni d’une connexion unitaire h.

Soit P une mesure de probabilité borélienne sur A(F)x H(F) et soit L une soupe de boucles

d’intensité Noay/2.

Pour tout choix de 2k sections fi,..., fx, f1,-.., f}, de F, on a

k k
(66) EF [H(fi,fm H(@,fi’)] =

i=1 1=1

k

EQE® [ e [ IT tr(holg (=) D TT M (i), holg e (v 1) £y (T2)) s

veL o =1

E®IE[ 11 tr(hOIg,K(V_l)):| |

yeL

ot la somme porte sur les toutes les permutations de {1,...,k}.

Une illustration du théoréme|[6.9)est donnée par la figure[6.4l On y représente le cas k = 3 pour
un choix de sections particuliéres fi, fo, f3 dont les supports consistent en un unique sommet noté
respectivement w1, z2, 3 ; on fait la méme hypotheése sur les sections f1, f3, f5 dont les supports
respectifs sont les sommets y1, y2, y3.

5. Foréts couvrantes quantiques

On considere un fibré F = @, oy Fy @, cg+ Fe sur un graphe fini G, une connexion unitaire h,
un opérateur de dérivée covariante dj et son adjoint dj pour des produits scalaires naturels
appropriés définis a I’équation @ du chapitre |1} Ici, F, désigne la fibre au-dessus du sommet v
et F¢ la fibre au-dessus de ’aréte e; ces espaces vectoriels sont tous de dimension N, le rang du
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Y2 T2

T

Y1

FIGURE 6.4. Calcul des fonctions de corrélation en plusieurs sommets d’'un champ
de vecteurs aléatoire par transport parallele le long de chemins aléatoires. En gris
clair, la soupe de boucles; en gris foncé, les chemins aléatoires qui apparient les som-
mets {x1, 22,3} avec les sommets {y1, Y2, ys}-

fibré. Le calcul de la dérivée covariante discrete d’'une section est illustré sur la figure [6.5[; voir
le chapitre [T] pour la définition.

\ dnf(e)
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\
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»
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FIGURE 6.5. Illustration du calcul de la dérivée covariante discréte associée & une
connexion h pour une section f le long d’une aréte e.

Avec Thierry Lévy [KL23c|, nous avons proposé une généralisation des processus détermi-
nantaux classiques sur les graphes (arbre couvrant uniforme [BP93] et foréts couvrantes d’uni-
cycles déterminantales de Kenyon [Kenll]) au cas ou le graphe est muni d’un fibré vectoriel
de rang N > 2 et d’une connexion unitaire. L’idée est d’associer un tel processus au sous-
espace im(dy) de Q'(F) (des 1-formes & valeurs dans le fibré). Il s’agit d’un processus linéaire
déterminantal, au sens de la définition donnée au chapitre (3| (définition .

5.1. Graphes finis. On définit tout d’abord le modele de foréts couvrantes quantiques sur
un graphe connexe fini.

DEFINITION 6.10. Une forét couvrante quantique (QSF, pour quantum spanning forest)
est un sous-espace aléatoire de lespace QY (F) qui est adapté, autrement dit de la forme
Q=,.Qc, 0t Q. C Fe, et dont la loi est déterminantale, associée a im dp,.
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Presque stirement, 'espace aléatoire Q est « h-acyclique » au sens out Q Nkerd; = {0}, et il
est maximal pour cette propriété.

On appelle trace de Q le champ d’entiers (dim Qe ).cg+. La trace vérifie la propriété énoncé
dans le théoréme suivant.

THEOREME 6.11. Soit k = dimkerdy, la dimension de l’espace des sections horizontales
du fibré. Presque sturement, il existe alors k arbres couvrants et N — k foréts couvrantes
d’unicycles tels que la trace de la forét couvrante quantique Q soit le champ d’occupation
de l'union de ces k arbres et N — k foréts d’unicycles.

Une question sur laquelle nous travaillons encore est de déterminer (supposons que k = 0
pour simplifier) une loi de probabilité sur les N-uplets de foréts couvrantes d’unicycles et un
algorithme qui permette, en partant de ces foréts, d’engendrer ’espace aléatoire Q. Une difficulté
provient du fait que les N foréts ne sont pas déterminées de maniére unique par I'espace Q.

La figure [6.6] montre un échantillon d’une forét couvrante quantique associée a un échantillon
de la mesure de Yang-Mills planaire, voir [Lév20].
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FIGURE 6.6. Foréts couvrantes quantiques sur un fibré de rang N = 2 et N = 3 oti le
graphe G est une grille de taille 15 x 15. La connexion h est ellee-méme aléatoire, tirée
selon la mesure de Yang—Mills planaire.

Le cas ot la connexion a des holonomies & valeurs dans SU(2) est spécial. Dans ce cas, il existe

un processus Q-déterminantal associé, et on a une factorisation, donnée dans ’énoncé suivant,
et illustrée sur la figure

PROPOSITION 6.12. La loi de la trace d’une forét couvrante quantique associée & une
connezion dans SU(2) est égale d la loi de la somme de deux foréts couvrantes d’unicycles
1.4.d. tirées selon la loi Q-déterminantale associée.

5.2. Polymatroides. Dans le cas £k = 0, le théoréme [6.11] reflete le fait que le support
du processus déterminantal dans une base orthogonale adaptée au fibré associé a imdy, est un

matroide N-transverse [EF65, PW70, Wel69].
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FIGURE 6.7. Ligne du haut : les marginales d’une forét couvrante quantique associée a
une connexion spéciale unitaire en rang N = 2. Ligne du bas : deux échantillons i.i.d. de
la mesure Q-déterminantale, sur les foréts couvrantes d’unicycles, associée a cette méme
connexion.

Des inégalités plus précises décrivant la trace sont données par la proposition (valable
pour tout processus déterminantal linéaire). On peut voir que celles-ci correspondent alors au
théoréme de Hall-Rado; voir aussi [Tan15].

5.3. Limite lorsque la connexion devient triviale. Nous avons étudié dans le
cas ott la connexion A est de la forme 4 olt A est une 1-forme & valeurs dans I’algebre de Lie u(N)
des matrices anti-hermitiennes, et ¢ tend vers 0. On appelle A une connexion infinitésimale.

Nous trouvons un développement asymptotique de la fonction de partition et démontrons
que la suite de mesures de probabilité déterminantales associée converge. Dans une base fixée, le
processus déterminantal converge vers une généralisation de la mesure définie au paragraphe [4§3
que 'on va décrire maintenant.

Soit C(G, N) l'ensemble des N-uplets de sous-graphes couvrants connexes dont le premier
nombre de Betti total vaut N. Autrement dit,

C(G,N) = || (G N)
1'1+..‘+7‘N=N

ou (G, N) =Cp, (G) x ... x Cpy(G) et C,(G) désigne I’ensemble des sous-graphes connexes de G
a r cycles indépendants (dont il a été question au chapitre |4).
Etant donné K = (K7,...,Kx) € C(G,N), on choisit pour tout i € {1,..., N}, une base

intégrale ('yp, e ’715?( Ki)) du groupe abélien libre Z; (K, Z). On définit alors la matrice N x N
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suivante, en spécifiant ses colonnes :

(67) M(A) = A (1) A (W) - Ax (1) - Av (i) -

Ici A;i(y) désigne la i-eme colonne de la matrice A(y) = 3 ., Ae.
Le module du déterminant de cette matrice ne dépend que de K et on le notera | det M (A, K)|.
On définit alors la mesure de probabilité sur C(G, N) par la relation de proportionnalité

(68) P(K) o |det M (A, K)|? 2% .

THEOREME 6.13. La mesure de probabilité sur C(G, N) définie par est déterminantale,
associée d la projection orthogonale sur le sous-espace imd @ Vect(Ay, ..., Ax) de Q'(F).
C’est la limite lorsque t tends vers 0 de la suite de mesures déterminantales associées a la
projection orthogonale sur le sous-espace im dy, lorsque hy = exp (tA).

Lorsque N = 1, I’énoncé du théoréme devient I’énoncé du théoréme [£.2] pour k£ = 1. En
principe, on peut étendre cet énoncé au cas k > 2 en suivant la méme méthode de démonstration ;
les formules deviennent plus compliquées néanmoins.

Notons que le théoréme [6.13] peut s’interpréter comme une variante de généralisation du
théoréme « matrix-tree » (théoréme [1.6). En général, nous disposons d’une formule intégrale
(par rapport & la mesure de Haar dv(Q) sur la sous-grassmannienne Gr(Q!(F), o1)) pour le déter-
minant det Ay, dont l'intégrande (le déterminant de (dhdZ)g) est a priori compliqué. Lorsque h
tend vers l'identité le long de A comme ci-dessus, cette expression se simplifie drastiquement :

(69) }%t—mdemht: > |det M(A,K)|* .
KeC(G,N)

5.4. Réseaux électriques avec champ magnétique. La figure illustre le probleme
suivant : étant donné un courant « imposé a un réseau électrique, trouver le courant induit ¢ de
la forme ¢ = du tel que la « loi des noeuds » d*i = d*« soit vérifiée. Si ’on se place sur un graphe
avec connexion, on peut voir ce probléme comme un probléme de méme nature, mais en présence
d’un champ de jauge (qui pourrait, dans le cas de rang 1, étre un champ magnétique). On cherche
a résoudre la méme question mais avec d remplacé par la dérivée covariante discrete dy,.

a z

FIGURE 6.8. Le probléme de Kirchhoff dans un réseau électrique avec champ de jauge.

Dans le cas classique, une solution probabiliste est donnée par I’espérance d’un estimateur du
courant déterminé par une branche de I’arbre couvrant aléatoire (ce qui est la méme chose qu’une
marche aléatoire a boucles effacées, par un résultat célebre de Pemantle). C’est le théoreme de
Kirchhoff, dans sa reformulation probabiliste moderne. La solution du probleme de Kirchhoff
généralisé s’obtient en moyennant un courant aléatoire associé a une forét couvrante quantique.
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THEOREME 6.14. Pour tout o € QY(F), soit i ['unique élément de imd C QY (F) satisfaisant
pi=dya. Alors
. ker dy
1= E[PQ hOC] 5

ou Q est une forét couvrante quantique.

\ J

Il ne s’agit que d’une réécriture du cas de degré 1 du théoréme de projection moyenne (voir
corollaire|3.5)). On peut voir la projection aléatoire comme un estimateur non biaisé de la solution
(dont on connait de plus une formule pour sa variance, voir le théoréme [3.7)).

5.5. Inégalités électriques. On peut étudier l'effet d’une variation monotone des résis-
tances du réseau.

~ a'

LEMME 6.15 (Loi de monotonicité de Rayleigh). Soit r = (re)ecg+ €t 1’ = (rL)ece+ deuz
familles de résistances, telles que pour toute aréte e, on ait r. < r.. Soient Ry, et R}, les
sections de transfert d’impédance correspondantes. Pour tout e € E, on a

Fe Fe
(Rh)Fe < (R;L)FE )
ot l'inégalité est au sens des endomorphismes auto-adjoints de l’espace euclidien F.. Ceci

implique en particulier que pour tout e € E, on a
(70) (Rn)Ee < reidk, -

J

En d’autres termes, ’équation montre que dans notre modele de réseau électrique avec
holonomie, la résistance effective diminue par rapport au cas classique, et donc que 1’électricité
conduit mieux en présence d’un champ de jauge.

Une autre inégalité de ce type est la suivante. D’apres notre expression pour la section de
Green en fonction des holonomies de marches aléatoires (voir ou [KL21l Proposition 3.5])
et par unitarité des holonomies, on voit que cette derniére (qui peut aussi s’interpréter comme
une résistance effective) décroit en présence d’un champ de jauge, par rapport au cas trivial.

Cette propriété est parfois appelée « inégalité diamagnétique » dans le cadre continu. Lorsque
la connexion est dans U(1), Popérateur laplacien covariant s’appelle opérateur de Schrodinger
magnétique et en effet par notre formule de Feynman—Kac , I’inégalité diamagnétique est
équivalent & une inégalité de semi-groupes (reliée & une forme de I'inégalité de Kato) qui stipule :

et fl < e g,

ou L; est le laplacien (probabiliste, c’est-a-dire, normalisé) classique (c’est-a-dire correspondant
aucas N =1let h=1).

Dans [KL23cl, §8], nous donnons aussi une expression pour l’espérance de 1’holonomie de fuite
d’une marche aléatoire en fonction d'un opérateur de conductance effective, généralisant ainsi un
résultat qui donne la probabilité de fuite d’une marche aléatoire en fonction de la conductance
effective (voir [LP16l Eq. (2.5)]).

5.6. Graphes infinis. Sur un graphe infini, il existe deux mesures déterminantales natu-
relles qui sont les limites de foréts couvrantes quantiques sur une suite de graphes finis approchant
le graphe infini, avec des conditions au bord libres ou fermées (ces conditions sont illustrées sur
la figure . On les note WQSF et FQSF pour wired et free.

Considérons I’hypothese technique suivante sur une connexion A sur un graphe infini, que
nous appelons régularité géométrique. Rappelons que ’on note holy(¢) ’holonomie d’un cycle c.
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FIGURE 6.9. Une grille carrée avec ses conditions au bord fermées (& gauche) et libres
(& droite).

DEFINITION 6.16 (Régularité géométrique). On dit que le graphe muni de la connezion h
est géométriquement régulier si la propriété suivante est vérifiée : il existe un choix, pour
tous sommets v € V, d’un cycle ¢, basé en v, tel que :

— toute aréte soit contenue dans un nombre borné uniformément de ces cycles;

— lopérateur Re(id — holy,(cy)) soit strictement positif pour tout v € V ;

— la norme de l'opérateur |c,| Re(id — holy,(c,)) 2 soit uniformément bornée supérieu-

rement pour tout v € V ;
— une telle borne uniforme existe aussi pour XeA, pour tout v et e € ¢,.

\. J

Cette hypothese de régularité géométrique est notamment satisfaite dans le cas du réseau
hypercubique Z? avec une connexion non triviale, périodique dans chaque direction [KL23c,

Con23al.

THEOREME 6.17. Lorsque la connezion est géométriquement réguliére (au sens de la défi-

nition , les mesures WQSF' et FQSF sont égales.

La démonstration de ce théoréme découle du fait que I'on a la décomposition
Qp2(F) = K2 ® du(HD) @ Opz
ot HD = {f € Q0 : df € Q%Q etd; (dpf) = 0} est I'espace des sections harmoniques de Dirichlet.
Les processus WQSF et FQSF sont respectivement associés aux sous-espaces fermés s ,2 et 02-2
de Q%Q(F). L’hypothese implique que l'espace des sections harmoniques dont la dérivée
covariante est d’énergie de Dirichlet finie, HD, est nul, de sorte que les deux espaces plus hauts,
et donc les processus déterminantaux associés, sont égaux.

Sous cette méme hypothese [6.16] on montre de plus que le laplacien covariant discret est
strictement positif, et on en déduit aisément que les corrélations a grande distance des foréts
couvrantes quantiques décroissent exponentiellement. Ceci contraste avec le cas de ’arbre cou-
vrant uniforme dont les corrélations & grande distance décroissent polynomialement [BP93], ce
qui est aussi le cas de certaines mesures déterminantales sur les foréts d’unicycles de graphes
planaires infinis [Ken19].

Dans sa these de doctorat [Con23al, [Con23b], Héloise Constantin a obtenu des expressions
intégrales (de type coefficients de Fourier) pour le noyau de cette mesure déterminantale dans le
cas d’un graphe infini Z%périodique, muni d’une connexion périodique. Elle avait déja démon-
tré par cette méthode explicite la décroissance exponentielle a grande distance des corrélations
lorsque la connexion est non triviale. Ceci confirme des résultats de [Bal83].



Chapitre 7

Perspectives de recherche

Nous présentons dans ce court chapitre quelques perspectives de recherche sur la base de
pistes déja entamées.

1. Au-dela des graphes discrets

1.1. Complexes simpliciaux. Soit X = (Xy,...,X,,) un complexe simplicial fini pon-
déré de dimension m > 1 (voir la définition au paragraphe [1§2.8). Pour tout 0 < k& < m,
soit QF(X,R) I'espace réel des k-formes, c’est-a-dire des fonctions réelles antisymétriques sur les

k-faces orientées. Il y a une structure de complexe de cochaines induite par les applications de
cobord d : QF1(X,R) — QF(X,R) vérifiant[]

dod=0.

Par dualité par rapport a des produits scalaires naturels sur ces espaces (similaires & ceux dé-
finis aux équations @), il y a une collection d’applications duales associées d* : Qk(X ,R) —
QF1(X,R).

La structure de complexe permet de définir des sous-espaces particuliers de QF (X,R): *F =
im(d), 'espace des formes exactes, O*¥ = ker(d*), I'espace des cycles (ou formes fermées); et
aussi %** = im(d*) et ¢** = ker(d). Puisque le complexe simplicial est fini, on trouve les
décompositions orthogonales suivantes : Qk(X, R) = *F @Ok = O @ k.

On considere de plus le sous-espace (qui peut étre trivial) des formes harmoniques H* =
ker(d o d* + d* o d), et en observant que O¥ = HF¥ @ %**, on obtient un raffinement de la
décomposition précédente

OF(X,R) = k" @ H* © k™
qui est une variante discrete de la décomposition de Hodge des formes différentielles en géométrie,
telle que considérée en premier lieu par Beno Eckmann [Eck45].

Pour toute k-face non-orientée 7, soit w, la k-forme associée, définie au signe pres, si {71, 72}
dénote I’ensemble des deux k-faces orientées correspondantes, par 1, — 1.,. La droite L; = Rw,
est indépendante de ce choix de signe, et il y a un scindement naturel ¢ donné par

Qk(XvR) = @ Lr,
TEX)

ou X}, est la collection des k-faces non-orientées de X.

Comme dans le cas des graphes, il est naturel de généraliser la situation précédente en mu-
nissant le complexe simplicial d’une structure de fibré vectoriel de rang N > 1 et en tordant le
complexe par la donnée d’isomorphismes linéaires (dont la collection est appelée « connexion »)
pour toute paire de faces incidentes (c’est-a-dire, un isomorphisme pour toute aréte de la sub-
division barycentrique du complexe simplicial, voir par exemple [RV15]). Les scindements et
décompositions sont transformés en conséquence.

Dans le cas m = 1, on retrouve la notion de fibré sur un graphe avec connexion (voir [1§2.5).

1. Il y a une application différente pour chaque 1 < k < m, mais on omet la dépendance de d en k.

85
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1.2. Foréts couvrantes. Une définition des foréts couvrantes quantiques sur un complexe
simplicial est donnée dans [KL22al, §2.5]. Rappelons-la ici.

Le processus déterminantal linéaire associé a H = *F (respectivement H = **k) et au
scindement de QF(X,R) associé au ﬁbré est un sous-espace vectoriel aléatoire Q de QF(X,R)
qui est un supplémentaire de H = @ K = OF (respectivement de H- = & @ HF = O*F).

Ceci définit une notion générale de forét couvrante quantique en dimension k et rang N.
Dans le cas de rang N = 1, ces processus déterminantaux ont été introduits par Lyons [Lyo09|
(ce sont les mesures matroidales dites « hautes » et « basses », duales I'une de l'autre, définie
pour tout complexe de chaines).

DEFINITION 7.1. Une forét simpliciale quantique est le processus linéaire déterminantal as-
socié auz formes exactes %* dans l’espace des d-chaines QF (X, F) muni de son scindement
déterminé par le fibré.

1.3. Polyn6émes. La fonction de partition d’une forét simpliciale quantique est donnée par
un mineur principal du laplacien A = d*d sur Q*~!'(X,F). Comme dans le cas des graphes, on
peut chercher & donner des expressions combinatoires pour ce laplacien et a étudier ses propriétés.

1.3.1. Développement en boucles de Wilson. L’identité suivante est démontrée dans [KL20,
Theorem 6.1]. On introduit le graphe d’adjacence G de X%, ott deux (d—1)-faces sont adjacentes
si elles font partie de la méme d face de X. On étend la connexion h a ce graphe. On suppose
que les sommets de G sont ordonnés de sorte que A, est un mineur principal de A comme au

paragraphe

THEOREME 7.2. On a

1 @
detTA[m] = dim Z F H dg( ECT(h ))

FEUZ(G)  ceC(F)

ot h. est I’holonomie de ¢ par rapport a la connexion h, et €. est un certain signe.

Cette expression fait penser a celle obtenue par [BK16|, bien qu’elle soit différente. Com-
prendre I’équivalence combinatoire de ces deux expressions serait intéressant. Il existe aussi
d’autres résultats sur ce type de formules [McD21]. Un lien est établi dans [RV15), [CCK15|
avec la torsion de Reidemeister. Un concept unificateur pour comprendre ces différentes formules
pourrait étre la théorie de Morse discréte de Forman [For98b].

1.3.2. Revétements. L’énoncé suivant est dans [CK23|.

THEOREME 7.3. Etant donné un revétement fini de complezes simplicz’auw}? — X, la
fonction de partition des foréts enracinées (pondérées) de X divise celle de X dans Z[zx].

Ce théoreme s’obtient a partir du théoreme [5.13| appliqué au graphe d’adjacence G associé
au complexe simplicial comme plus haut.

1.4. Bijections. Nous posons deux questions concernant la généralisation au cas des com-
plexes simpliciaux de propriétés intéressantes sur les graphes.
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QUESTION 7.4. Peut-on généraliser la formule pour 'énumération de Fi(G) au cadre
des complexes simpliciaux ? Il s’agirait de compter certains types de foréts simpliciales,
éventuellement pondérées par un poids de torsion « d la Kalai ».

Dans le cas des graphes, la démonstration utilise le matrix-tree theorem et une bijection.

QUESTION 7.5. Ezxiste-t-il une bijection « d la Joyal » (voir §1§1.1) entre arbres couvrants
et paires de sommets marqués et foréts d’unicycles dans le cadre des complexes simpli-
ciauzx ?

Cette question est plus spéculative car la bijection de Joyal dans le cas des graphes nécessite
de se placer sur le graphe complet avec poids égaux a 1. Elle ne semble pas pouvoir s’étendre
facilement a une bijection entre configurations sur des graphes pondérés généraux (une telle
généralisation serait par ailleurs intéressante).

1.5. Versions métriques. On pourrait aussi définir les foréts quantiques sur des versions
métriques des graphes et complexes simpliciaux. O. Amini et N. Nicolussi [AN20], §5.1] étudient
la mesure canonique de Zhang [Zha93] associée & un graphe métrique (c’est-a-dire que les arétes e
sont représentées par des segments I, de longueur x, 1) et la relient au processus déterminantal de
I’arbre couvrant uniforme. Il s’agit d’une mesure sur le graphe, vu comme un espace topologique
de dimension 1. Celle-ci prend alors la forme :

e = Z Ple ¢ T)xeAe,

ecE+

oit T est un arbre couvrant aléatoire tiré sous la loi P(T") &< 27, et A est la mesure de Lebesgue
sur 'aréte e, vue comme le segment /.

Nous proposons une définition inspirée de la leur, au cas d’un graphe ou complexe simplicial
muni d’un fibré et connexion, mettant a profit notre définition des foréts couvrantes quantiques
(définition et définition qui généralisent I’arbre couvrant uniforme.

Dans le cas d’un graphe, nous associons & chaque aréte e, un simplexe X (¢ de dimension N.
De plus, toute face o de ce simplexe est munie d’'une mesure de Lebesgue \,, et on lui attribue
une aire totale z, > 0.

REMARQUE 7.6. Nous pensons que la mesure suivante sur un graphe métrique avec fibré
et connexion pourrait étre un analogue intéressant de la mesure canonique de Zhang :

(71) Wiy = Z Z P(dim QF = dim o)z, ),
e€ET geXx(e)
ou Q est une forét couvrante quantique sur le graphe G muni d’une connexion unitaire h.

J

Pour vérifier si cette mesure est pertinente, il s’agirait de trouver une mesure canonique sur
une structure géométrique (fibrés de rang N sur une surface) dont elle serait la limite lorsque la
surface dégénere vers le graphe.

Nous aimerions étudier les liens entre nos travaux et les travaux récents portant sur la géomé-
trie et les processus aléatoires sur les graphes métriques [AN22], [DF22]. Dans [Lup22],
T. Lupu étudie une version du champ de vecteurs gaussien tordu par une connexion réelle sur un
fibré de rang 1, au-dessus d’un graphe métrique, et en utilisant ’équivalence avec un revétement
a deux feuillets du graphe, détermine la loi de conditionnements sur des événements topologiques
compliqués pour ce champ et la soupe de boucles associée.
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2. Structures algébriques
2.1. Décomposition de chemins en boucles.

2.1.1. Déterminants non commutatifs. Un des sujets abordés dans ce mémoire est I’étude de
matrices dont les coefficients sont des matrices, ou plus généralement des élements d’un anneau
non commutatif. Dans ce contexte, il existe d’autres approches au calcul déterminantal, et nous
en avons vu un exemple, avec la définition du 7-déterminant (voir la définition .

Certaines propriétés des mesures déterminantales sont valables pour les 7-déterminants gé-
néraux : voir par exemple la note de bas de page numéro 12 de [KL22a]. Ce qui fait défaut pour
donner un sens probabiliste & ces mesures, c’est la positivité, mais il est tout de méme assez
remarquable que des identités soient vraies dans une grande généralité.

Les déterminants non-commutatifs de Gelfand-Retakh [GGRWO05]| sont définis comme des
produits de quasidéterminants qui sont des analogues de quotients de mineurs principaux. Cette
décomposition nous amene a la question abordée dans le paragraphe suivant.

2.1.2. Identités de Wilson. Grace & [Mar00), [Law18|, nous savons écrire I'inverse du déter-
minant du laplacien comme un produit télescopique de rapports de mineurs principaux de la
fonction de Green (avec conditions au bord fermées) de tailles croissantes. Chacun de ces quasi-
déterminants a une interprétation en termes de marche aléatoire a boucles effacées, provenant
du développement en série de (I — P)~! ot P est la matrice de transition de la marche aléatoire.

1l serait intéressant de vérifier si cette propriété est valable aussi pour une matrice de transi-
tion a poids non commutatifs. Par exemple dans [Kas15| §2.3], cette propriété est vérifiée pour
les quaternions. Un point a vérifier serait de savoir si 'on a une identité de Jacobi pour pou-
voir interpréter le quasi-déterminant d’une sous-matrice du laplacien comme une entrée d’une
sous-matrice de la fonction de Green.

Au vu du lien entre marche aléatoire a boucles effacées et empilements de pieéces de Viennot
[Mar00], et vu que l'algorithme de Wilson est valable pour des poids assez généraux (voir le
paragraphe , il serait intéressant d’étudier plus en détail les identités qui découlent de la
propriété « magique » d’indépendance de 'ordre d’échantillonnage dans l’algorithme de Wilson.

2.1.3. Marches non-rebroussantes. Dans une autre direction, il serait intéressant de voir si
la notion de 7-déterminant permettrait d’obtenir des identités du type formule d’Thara pour
les marches non-rebroussantes. Celles-ci interviennent notamment dans 1’étude de mots en des
matrices qui ne commutent pas [BC23].

2.2. Séries génératrices...

2.2.1. ...de marches. On a rencontré des marches confinées & un quart de plan au chapitre
dans le cadre de la bijection de Mullin. On sait, voir [CMMRI17], que les séries génératrices
associées a des chemins confinés ont des propriétés algébriques intéressantes, qui plus est lorsque
ceux-ci sont pondérés. Dans ce mémoire on a aussi rencontré des chemins pondérés par des traces
d’holonomies par rapport a une connexion (au chapitre [5| et au chapitre |§| notamment).

Peut-on étudier les séries génératrices de marches confinées pondérées par I’holonomie d’une
connexion périodique sur un réseau ? Si oui, quels phénomenes nouveaux observe-t-on par rapport
au cas classique ?

2.2.2. ...de nombres. Comme déja évoqué a la fin du paragraphe il serait intéressant
d’étudier les séries génératrices (simples ou exponentielles) de suites de nombres associées aux
structures de ce mémoire, comme les unicycles ou foréts couvrantes d’unicycles, ou d’autres bases
de matroides, dans 'esprit de [BJP20] qui étudie les propriétés algébriques de séries génératrices
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associées a la suite (n"!),,>1 donnant le nombre d’arbres couvrants enracinés du graphe complet
a n sommets.

2.3. Processus déterminantaux. Il serait intéressant de trouver d’autres exemples de
processus déterminantaux linéaires (voir définition [3.2). Y a-t-il d’autres exemples venant de la
théorie des représentations, en lien avec les processus de Schur [Oko05] ?

Peut-on en explorer plus les liens avec la théorie des polymatroides, et les grassmanniennes,
dans Pesprit par exemple du calcul de Schubert probabiliste de [BL20] ? Quelles structures sup-
plémentaires peut-on observer en étudiant la grassmannienne positive [Pos06] dans ce contexte ?

Comme mentionné au paragraphe il y a une riche théorie des processus déterminantaux
continus. Sachant que les processus déterminantaux continus peuvent étre approchés par des
processus déterminantaux discrets, y a-t-il une notion adaptée de processus linéaire continu, et
des exemples intéressants ? Puisqu’un processus ponctuel est une mesure aléatoire, une fagon
d’envisager un tel processus serait sous la forme d’une mesure aléatoire a valeurs dans I'espace
des sections du fibré grassmannien d’un fibré vectoriel donné.

2.4. Limite grand N. Avec Thierry Lévy, nous nous posons la question de la limite
lorsque N — oo dans le cadre des processus aléatoires sur un fibré de rang N. Ceci pourrait
étre étudié au prisme de la théorie des grandes matrices aléatoires et des probabilités libres.

2.5. Graphes hyperboliques et groupes de surfaces. Nous aimerions étudier des mo-
deles de dimeres ou d’arbres sur des graphes hyperboliques planaires. Pour ce faire, il est naturel
d’approcher le graphe par une tour de revétements consistant en des graphes dont le genre tend
vers 'infini. Avec David Cimasoni, nous avons un peu étudié cette question mais avons buté sur
des difficultés analytiques liées a la théorie des représentations.

Au vu de la factorisation d’une représentation en facteurs irréductibles évoquée au para-
graphe notre question est la suivante : lorsqu’un groupe G est approché par des quotients
successifs G1 = G/N; < G2 = G/N2 < ..., < G, la mesure de probabilité de Plancherel sur I'en-
semble G}* des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles unitaires de G; converge-
t-elle vers une mesure raisonnable sur G ?

Une situation bien comprise est celle ot G = Z?, et ou l'on a convergence vers la mesure
de Lebesgue sur le tore T¢. Ce fait est trés couramment utilisé en physique statistique pour le
calcul de ’énergie libre ou des corrélations de modeles intégrables comme les modeles d’arbres
couvrants sur les réseaux Z%-périodiques, ou de dimeéres sur les réseaux Z2-périodiques.

Nous nous demandons si un phénomeéne analogue pourrait se produire dans d’autres cas,
en particulier dans le cas ou G est un groupe de surface, ce qui nous permettrait d’obtenir des
expressions pour ’énergie libre des modeles de physique statistique comme le modele de dimeéres
sur le graphe d’un pavage du disque hyperbolique.

3. Géométrie aléatoire

3.1. Polynéme de Tutte du matroide bicirculaire et processus aléatoires associés.
On a vu apparaitre au paragraphe une fonction de partition sur des sous-graphes associée
au matroide bicirculaire.

La mesure de probabilité correspondante définit une « variante bicirculaire » du modele de
Fortuin—Kasteleyn. De la méme maniere, on peut aussi définir un modele de foréts couvrantes
d’unicycles « actives » aléatoires en utilisant pour une bonne notion d’activité. Ces mesures
de probabilité n’ont & notre connaissance pas été étudiées.
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QUESTION 7.7. Peut-on dire quelque chose sur la structure de ces modéles bicirculaires ¢
Que dire de leurs limites d’échelles potentielles dans le cas planaire ¢

Méme si ’analogie avec le cas circulaire donne du crédit a une telle question, une remarque
s’'impose : il est facile de voir (par I'algorithme de Wilson généralisé évoqué au paragraphe
que les composantes connexes d’une forét couvrante d’unicycles aléatoire, tirée sous la mesure
uniforme, sont de taille bornée, méme sur une suite de graphes tres grands (par exemple si le
degré maximal et la maille — c’est-a-dire la longueur minimale d’un cycle — sont bornés). Du
point de vue de la physique statistique, les sous-graphes aléatoires ainsi obtenus seraient donc a
priori loin de correspondre & un modele critique comme peut 1’étre I'arbre couvrant uniforme, qui
joue le role de mesure de référence pour le polynéme de Tutte du matroide circulaire. Il s’agirait
plutét d’'une phase surcritique.

3.2. Polynémes de Tutte sur les surfaces. Soit G un graphe fini connexe. On suppose
qu’il est plongé dans une surface orientable, c’est-a-dire qu’il est dessiné sur la surface de telle
sorte que ses arétes ne se croisent pas et que le complémentaire du graphe dans la surface soit
une union disjointe de composantes connexes homéomorphes a des disques. Un tel plongement
détermine une orientation cyclique des demi-arétes en chaque sommet et ’on appelle le graphe
muni de cette structure un graphe ruban que I'on notera G. Tout sous-graphe couvrant H de G
hérite d’une structure de graphe ruban que I’on note H ; on note k(H) son nombre de composantes
connexes. Le genre d’un graphe ruban g(H) est défini par la formule d’Euler :

(72) IVH)| = [EM)] + [[F(G)]] = 2k(H) — 2g(H) .

Le polynoéme de Bollébas—Riordan de G est défini par ’expression suivanteH :

Zre(x,y,2z) = Z (x — D)FH=L(y — 1) IEEII=IVH)RH) Z9(H)
H<G

ou la somme porte sur les sous-graphes couvrants H de G. En prenant x — 1 =y —1 = n et
z =n"2, et en utilisant la formule d’Euler pour H, on trouve

(73) Zerg(n+1,n+1,n"%) =Y nFEIL
H<G

En voyant la collection des faces de H comme tragant le « contour » de H sur le graphe médial, on
peut donc interpréter ce polyndéme comme la fonction de partition d’'un modele de boucles O(n)
(dans une configuration « dense »), comme au chapitre

Il existe un développement de ce polynéme en quasi-arbres qui fait intervenir une notion
d’activité [CKSll]H ce qui suggere, comme dans le cas planaire, de définir le contour du quasi-
arbre, qui serait 'analogue de la courbe de Peano étudiée au chapitre [2|

REMARQUE 7.8. Nous pensons que la mesure sur les courbes induites par la fonction de
partition (73)) pourrait avoir une limite d’échelle sur les surfaces, qui serait un analogue
de ’évolution de Schramm—Loewner dans ce contexte.

2. La paramétrisation de Bollébas et Riordan est légérement différente dans leur article originel [BR02| mais
nous préférons choisir la paramétrisation la plus proche de .

3. Notons qu’il y aussi un point de vue matroidal sur ce développement du polynéme en quasiarbres, qui
rappelle celui de Tutte-Crapo [MS18, [GLV19, [Gio22].
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Notons que Zhan [Zha04] a donné une définition de SLE sur des surfaces non simplement
connexes. Néanmoins la définition n’est pas canonique puisque sur une surface, des choix dans les
paramétrisations conformes d’une potentielle équation de Loewner (voir (15])) sont nécessaires.

3.3. Napperons de SLE et SLE dépendant d’une connexion. Il existe une mesure
canonique sur les boucles simples paramétrées du plan; elle a été construite par W. Wer-
ner [Wer08|. La masse des boucles qui font le tour d’'un anneau donné est finie, et si l'on
consideére une boucle aléatoire sous la mesure normalisée correspondante, on trouve une boucle
de SLE de parametre = 8/3. S. Benoist et J. Dubédat [BD16] ont donné une construction
similaire correspondant & x = 2. La figure [£.2] nous suggeére d’étendre cette construction a des
graphes métriques planaires, si ’on voit une boucle comme un graphe métrique planaire a un
sommet et une aréte.

REMARQUE 7.9. Nous pensons qu’il existe une mesure infinie sur les graphes finis connexes
métriques planaires telle que si l’'on conditionne les faces a entourer une famille de disques
dans le plan, les arétes sont des (variantes absolues continues de) segments de SLEs.

Nous pensons qu’'un argument basé sur la méthode de [BD16] permettrait de construire
de telles mesures. De maniere beaucoup plus spéculative, nous aimerions bien mettre a profit
les identités démontrées dans [Wanl9|, qui semblent pouvoir se généraliser au cas des fibrés
vectoriels, afin de proposer un analogue de type SLE pour décrire une limite d’échelle des foréts
couvrantes quantiques lorsque un fibré sur une surface serait approché par une suite de graphes
finis munis d’un fibré et connexion unitaire.
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Notations

Alphabet grec

« dimension du corps K sur R : dimg (K)
B température inverse
B’ inverse d’une température auxiliaire
~v parametre de Liouville d’'une métrique aléatoire
sur la sphere
A laplacien discret classique
Ay, laplacien discret covariant
§ opérateur de cobord
0 opérateur de bord
A opérateur de multiplication par A,
Ay somme des poids xz. des arétes incidentes au
sommet v : mesure de référence sur les sommets
Ae mesure de Lebesgue sur le segment . associé a
l’aréte e d'un graphe métrique
K parameétre diffusif de 1’évolution de Schramm-—
Loewner
1, 1y, mesures infinie sur les boucles
e mesure canonique sur un graphe métrique
,uﬁ « mesure déterminantale associée a (F, o, k)
vE mesure invariante de référence sur la grassma-
nienne Gr, (E)
Vf '7 mesure invariante de référence sur la grassma-
nienne Gry(E, o)
vP? mesure invariante de référence sur la grassma-
nienne Gr(E, o)
Vu,» mesure sur les chemins entre les sommets u
et v
m1(G, v) groupe fondamental du graphe G basé au
sommet v
II(G, N) configurations d’entiers sur les arétes de G
qui s’écrivent comme le nombre d’occupation de NV
foréts couvrantes d’unicycles
N projection orthogonale sur le sous-espace H
p représentation linéaire d’un groupe
p? représentation induite
o configuration de spins ou de hauteur
7 densité du tas de sable o
o scindement d’un espace euclidien F
® champ de vecteurs libre gaussien
\IJ(GD(Q) premier polynéme de Symanzik
\11(2%@) second polynoéme de Symanzik

k+1
Ve
Q°(G) espace vectoriel des 0-formes du graphe G
G) espace vectoriel des 1-formes du graphe G
F) espace des O-formes du fibré F
F) espace des 1-formes du fibré F

(z) k-iéme polynome de Symanzik
Q(
Q°(
QY(

Alphabet latin

a(T) activité de ’arbre couvrant T

a;(T') activité interne de ’arbre couvrant T

ae(T) activité externe de arbre couvrant T'

A connexion infinitésimale

AZ opérateur d’adjacence tordu par une représen-
tation
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Ac(z) polynéme d’énumération uniforme de F(G)
Aék)(go, z) polyndémes d’énumération des sous-
graphes acycliques de G & k > 2 composantes
A(F) espace des connexions unitaires du fibré F
A, ensemble des arbres & n sommets étiquetés, dits
arbres de Cayley

A%k) ensemble des arbres simpliciaux sur n som-
mets étiquetés, dits arbres de Kalai

Aut(p) groupe d’automorphismes d’un revéte-
ment p : GG

B collection des bases d’un matroide

B'(G,Z) groupe abélien libre des coupures du
graphe G

Co(G,Z) groupe abélien des 0-chaines

C1(G,Z) groupe abélien des 1-chaines

C,, nombre de Catalan d’ordre n

C(G) sous-graphes connexes couvrants du graphe G
C-(G) sous-graphes connexes couvrants du
graphe G a r cycles

Cr(G,N) ensemble des N-uplets de sous-graphes
couvrants connexes de premier nombre de Betti
égaux ar = (r1,...,TN)

C(G,N) ensemble des N-uplets de sous-graphes
couvrants connexes de premier nombre de Betti to-
tal égal & N

C(Gk) (9,z) polynémes générateurs d’énumération
des sous-graphes connexes de G a k > 1 cycles
Ce(z) polyndéme d’énumération uniforme de C(G)
@ (F) ensemble des cycles de F'; ¥(U) ensemble
des cycles de U

¢ (G, N) ensemble des multi-ensembles de cycles
de G dont le nombre total de visites en chaque som-
met n’excede pas N

Conf,(S) ensemble des configurations de n points
distincts dans un espace métrique S

C(S;X) ensemble des fonctions continues sur S qui
s’annulent sur X

dy, dérivée covariante discréte

D dimension de I’espace des moments externes g,
deg,;(F) nombre d’antécédents du sommet ¢ dans
la forét enracinée F'

det, le T-déterminant associé & une fonction tra-
ciale 7

e une aréte orientée

e~! Iinverse d’une aréte orientée

e = s(e) le sommet source d’une aréte

e = t(e) le sommet but d’une aréte

[e] = {e,e™ '} une aréte géométrique

FE espace euclidien

E espérance

E espérance auxiliaire

E ensemble des arétes orientées d’un graphe G

E" ensemble d’arétes du graphe qui représente
chaque aréte géométrique par I'une de ses orien-
tations

[E] ensemble des arétes géométriques

Er(f) énergie de Dirichlet d’une section f
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NOTATIONS

E(G) ensemble des sous-graphes dont chaque som-
met est de degré pair

F fibré vectoriel

FP classe de complexité de comptage (Function
Polynomial-time)

F(G) ensemble des faces orientées d’un graphe ru-
ban orienté

F*(G) ensemble des faces d'un graphe ruban
orienté avec choix d’orientation

Fa2,F3 corps finis a 2 et 3 élements

F(G) ensemble des foréts couvrantes de G

Fi(G) ensemble des foréts couvrantes du graphe G
a k composantes

F1 (G) ensemble des foréts couvrantes du graphe G
a k composantes, dont chacune est enracinée

G un graphe fini connexe

9* dual planaire d’un graphe planaire plongé G

G revétement fini du graphe G

G graphe papillon associé au graphe G

G graphe ruban

® fonction de Green

Gr(FE) grassmannienne de F

Gry (E) sous-grassmannienne de E des sous-espaces
de dimension n

Gr(FE, o) grassmannienne de I'espace scindé (E, o)
Grn(E,0) grassmannienne des sous-espaces adap-
tés de dimensions n

h connexion

g connexion auxiliaire

H(o) énergie d’une configuration de spins o

H algebre des quaternions (réels)

H sous-graphe ruban de G

H sous-graphe couvrant de G

H sous-espace vectoriel d'un espace euclidien F
H potentiel

H(F) espace des potentiels sur le fibré F

€ (F) ensemble des cycles horizontaux de F
Is(q) intégrale de Feynman

I. segment représentant aréte e d’un graphe mé-
trique

(i,), ) base réelle des quaternions imaginaires

T collection des sous-parties indépendantes d’un
matroide

J = (Je)ece constantes d’interaction du modele
d’Ising

K corps de base

k opérateur auto-adjoint

ko(G) nombre de composantes connexes acycliques
du graphe G

k(G) nombre de composantes connexes de G

KW matrice de Kac-Ward

K potentiel auxiliaire

Ly, laplacien covariant discret normalisé

Ly, g opérateur laplacien covariant discret norma-
lisé avec un potentiel : Ly, gy = Ly + H

M matroide

M™ matroide dual

M matroide restreint & K C S

n paramétre du modele de boucles O(n)

N rang du fibré F

p parameétre du modele de Fortuin—Kasteleyn (FK)
P mesure de probabilité

P mesure de probabilité auxiliaire

P projection non nécessairement orthogonale

P(G) ensemble des chemins du graphe G

#P classe de complexité de comptage

P(G) ensemble des cycles primitifs de G

Pf pfaffien

q parameétre du modeéle de Fortuin—Kasteleyn

G = (qu)wev collection de moments extérieurs

Q forét couvrante quantique

rm fonction de rang du matroide M

S ensemble de base d’'un matroide

S Vensemble des parties couvrantes/génératrices
d’un matroide

#(F) ensemble des cycles penchés de F

s(e) = e le sommet source d’une aréte

t(e) = € le sommet but d’une aréte

T (G) ensemble des arbres couvrants de G

Te(z) polynéme de Kirchhoff d’énumération des
arbres couvrants de G

U ensemble des sommets internes

U(G) ensemble des foréts couvrantes d’unicycles
de G

Uw(G) ensemble des foréts couvrantes mixtes,
d’arbres enracinés en W et d’unicycles de G\ W
U~ (G) ensemble des foréts couvrantes d’unicycles
orientées

U,, (G) ensemble des foréts couvrantes enracinées
sur le puits ou les cycles (orientés) de G

Z/[;, ~ (G) ensemble des foréts couvrantes enracinées
sur le puits ou les cycles (orientés) de GV
HU(G) sous-ensemble de U, x(G) dont les
branches sont « horizontales »

V ensemble des sommets d’un graphe G

val(c) valuation d’un cycle ¢

W ensemble des sommets du puits

z = (xc)ece variables sur les arétes

X sous-ensemble aléatoire de S

x variable du polynéme de Tutte

y parametre d’activité des arbres couvrants

z parametre d’énergie de pliage de la courbe de
contour des arbres couvrants

z variable du polynéme de Boll6bas—Riordan
Zpair (G, z) polyndéme générateur des sous-graphes
de degré pairs aux sommets

Zi1sing (G, J, B) fonction de partition du modéle
d’Ising

Zav1-1(G, z) fonction de partition du modéle XOR-
Ising

Zrk (G, p,q) fonction de partition du modele de
Fortuin—Kasteleyn (FK)

Zrk (G, z,q) variante multivariée de la fonction de
partition du modele FK

Z6(x,y) polynéme de Tutte de G

Zs(z) polyndme de Tutte multivarié de G
Zpm(x,y) polyndme de Tutte du matroide M
ZR,c(X,Y,2) polynéme de Bollébas-Riordan d’un
graphe ruban G

Z1(G,Z) groupe abélien libre des cycles du
graphe G

-y Yvy (-, -)e produits scalaires des fibres F,, Fe

— (-,-) produits scalaires sur Q°(F) et Q*(F)
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Dirichlet
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