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Préface

Dans ce mémoire, je présente une synthèse des résultats mathématiques que j’ai obtenus depuis la
soutenance de ma thèse de doctorat en juin 2013. Ces résultats sont le fruit de plusieurs collaborations
et ont été publiés dans une douzaine d’articles en anglais avec Thierry Lévy (7), David Wilson (3),
David Cimasoni (2), Dmitry Chelkak (1), Ewain Gwynne (1) et Jason Miller (1). La liste détaillée de ces
publications se trouve un peu plus loin. Je présente en quelques mots dans cette courte préface un survol
du cadre dans lequel s’inscrit ce travail et des motivations qui le sous-tendent.

Un graphe est un ensemble de sommets dont certaines paires distinguées sont appelées arêtes
et auxquelles on pense comme à des chemins reliant les sommets à leurs extrémités. Sur cet espace
discret, on considère des fonctions, que l’on peut voir comme associant un spin (c’est-à-dire une
variable que l’on visualise comme un petit vecteur ayant une liberté de « rotation ») à chaque
sommet. Les graphes, finis ou infinis, constituent un cadre mathématique naturel et privilégié
pour l’étude de mesures de probabilité sur des ensembles discrets de spins corrélés.

Ces mesures de probabilité sont issues de modèles idéalisés de la matière en physique théo-
rique appelés communément modèles de physique statistique. C’est de cet héritage historique que
provient l’usage du mot spin. La raison d’être première de ces modèles est de mettre en lumière
les mécanismes conduisant aux phénomènes physiques de transition de phase. Dans le cadre des
modèles de ferromagnétisme par exemple, le graphe reproduit le réseau cristallin des atomes d’un
morceau de métal.

Des exemples de tels modèles sont le modèle d’Ising du ferromagnétisme (qui porte le nom de
l’étudiant de son concepteur en 1925, Lenz) pour lequel les spins valent ±1, et plus généralement
la famille des modèles de Potts (1951) pour laquelle les spins sont à valeurs dans un ensemble
à q > 2 éléments (le modèle d’Ising correspond à q = 2), ainsi que le tas de sable abélien (introduit
formellement par Dhar en 1990, sur la base du modèle de criticité auto-organisée proposé par
Bak, Tang et Wiesenfeld en 1987).

Ces modèles de spins peuvent parfois être traduits en configurations aléatoires d’arêtes avec
contraintes topologiques, comme des arbres couvrants ou d’autres sous-graphes aléatoires. Leurs
fonctions de partition sont des polynômes en plusieurs variables importants en combinatoire
algébrique, comme le polynôme de Tutte. C’est notamment le cas pour la famille des modèles de
Fortuin–Kasteleyn, qui généralise les modèles de Potts–Ising mentionnés plus haut.

Lorsque les variables de ces polynômes sont attachées aux arêtes du graphe, elles déterminent
également une structure euclidienne sur l’espace des fonctions sur les sommets et les arêtes du
graphe. La compréhension du lien structurel, déterminé par un modèle de physique statistique
donné, entre : cette géométrie euclidienne, les mesures de probabilité sur les sous-graphes, et les
polynômes multivariés, conduit à des questions d’ordre purement mathématique en géométrie
combinatoire. Certains auteurs parlent dans ce cas de « combinatoire physique », ou de manière
peut-être plus paradoxale, de « physique combinatoire ».

Dans les familles de modèles de physique statistique mentionnées, certains modèles sont
plus à même d’être étudiés que les autres car leurs fonctions de partition et leurs fonctions
de corrélation s’expriment à l’aide d’identités explicites, calculables en temps polynomial (en
la taille du graphe) ; on dit qu’ils sont intégrables. C’est par exemple le cas des modèles dits
déterminantaux où ces identités font intervenir le déterminant de matrices associées au graphe.
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En étudiant ces modèles intégrables, aux propriétés algébriques très particulières, on s’éloigne
sans doute un peu des systèmes physiques réels, beaucoup plus complexes, mais on a accès à
de riches structures mathématiques. Du point de vue de la physique statistique, on parle de
« modèles-jouet », mais du point de vue mathématique, ces objets sont fondamentaux.

Si l’on voit un graphe comme un espace géométrique discret, la physique théorique des in-
teractions (et sa notion de spins à valeurs dans un groupe de jauge), ainsi que la géométrie
différentielle (et ses notions de fibré, connexion, transport parallèle et holonomie), invitent à y
considérer des structures additionnelles, comme la donnée de variables sur les arêtes à valeurs
dans un groupe de matrices. On cherche alors à étudier de nouveaux modèles aléatoires sur le
graphe qui incorporent cette symétrie de jauge.

Les contributions principales présentées dans ce mémoire sont les suivantes. Je présente le
calcul de certaines observables du modèle d’Ising planaire et du tas de sable abélien planaire.
J’introduis de nouveaux modèles aléatoires : la famille des arbres couvrants actifs, certaines fa-
milles de sous-graphes aléatoires déterminantaux, les forêts couvrantes quantiques, ainsi que les
soupes de boucles tordues par l’holonomie d’une connexion et leurs théorèmes dits « d’isomor-
phisme » avec des champs de vecteurs gaussiens tordus. Je définis ce faisant une généralisation
des polynômes de Symanzik et en donne une interprétation probabiliste. Ces polynômes sont à ce
jour surtout étudiés en physique mathématique d’où ils émanent et ont été utilisés en géométrie
tropicale ; peu semble-t-il en théorie des probabilités.

Lorsque l’on considère une suite croissante de graphes finis dont la taille tend vers l’infini, on
observe de nouvelles propriétés pour les modèles associés. Dans la limite dite thermodynamique,
la structure limite est un graphe discret infini et l’on peut observer des transitions de phase. Dans
la limite d’échelle continue, où la maille des graphes tend vers zéro, on trouve des géométries
aléatoires continues.

Un aspect fascinant du domaine des mathématiques que j’ai succinctement présenté ci-dessus
est la façon dont les familles de modèles discrets possèdent des analogues continus ayant une
structure en famille similaire. On peut ainsi conjecturer l’existence d’objets continus aléatoires
compliqués à partir de propriétés algébriques sur des structures finies, et ceci a donné lieu à de
nombreux travaux dans les dernières décennies. En dimension 2, ceci ouvre sur le monde de la
géométrie conforme aléatoire dont les objets centraux sont le mouvement brownien, l’évolution de
Schramm–Loewner et le champ libre gaussien. Les travaux récents dans ce domaine ont montré à
quel point les deux mondes (discrets et continus) sont liés. J’énonce une conjecture supplémentaire
dans ce sens (la convergence des arbres couvrants actifs vers l’évolution de Schramm–Loewner),
ainsi qu’un théorème qui énonce une variante de cette convergence dans le cas où le graphe
planaire est lui-même aléatoire (on parle de carte aléatoire).

Pour résumer, je m’attache dans ce mémoire à mettre en exergue des liens entre struc-
ture et aléa par l’étude de modèles de physique statistique discrets, avec comme motivation la
construction hypothétique à long terme d’objets géométriques continus (lignes, surfaces, champs)
aléatoires dont on pourrait comprendre la structure algébrique profonde grâce à l’observation de
leurs analogues discrets.

À la suite du travail présenté ici, une piste que j’espère explorer davantage consiste à rem-
placer les graphes par des complexes simpliciaux, et par leurs versions métriques qui sont des
espaces métriques de complexité intermédiaire entre le discret et le continu.

Remerciements. Je remercie tous mes coauteurs, Thierry Lévy, David Wilson, David Cimasoni,
Dmitry Chelkak, Ewain Gwynne, et Jason Miller, pour tout ce qu’ils m’ont appris et pour le travail
effectué en commun, qui constitue la matière de ce mémoire. Avec eux j’ai pu m’émerveiller, avec humour,
de la profondeur des objets simples. Je tiens à remercier tout particulièrement Thierry Lévy pour de très
nombreux échanges qui ont donné lieu à des travaux qui occupent une place majeure dans ce mémoire.
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons le cadre dans lequel s’inscrit notre travail, en incluant
quelques définitions et résultats importants par d’autres auteurs, puis inventorions nos contribu-
tions personnelles (qui, elles, figurent dans les chapitres suivants, et en encadré).

La question principale qui nous a intéressé peut se résumer de la façon suivante : Quels liens
existent-ils entre la structure géométrique d’un espace et les processus aléatoires qui y vivent ?
Cette question est classique et ambitieuse et nous ne l’abordons que dans un cadre bien particulier
et assez élémentaire, néanmoins riche de surprises et d’enseignements.

1. Contexte

Le travail présenté dans ce mémoire se trouve à l’intersection de plusieurs domaines : la
combinatoire algébrique, la théorie des probabilités, la physique statistique, l’informatique théo-
rique. Historiquement, ces domaines se sont développés, principalement depuis le XIXe siècle et
au cours du XXe siècle, en lien les uns avec les autres. Pour autant, chacun des domaines ayant
ses motivations propres, ils portent tous un regard différent sur les mêmes notions, par exemple
celles de graphes, d’arbres et de polynômes. 1

Figure 1.1. Un arbre plan à 50 sommets.

Donnons maintenant un petit panorama de ces domaines à travers quelques exemples choisis.

1.1. Combinatoire. Le but principal de la combinatoire est l’étude de classes finies d’objets
discrets. La question primordiale est le dénombrement, exact ou approximatif, de ces classes, et
l’étude des relations fonctionnelles entre différentes classes, au moyen notamment de bijections
constructives.

1.1.1. Arbres étiquetés. Une des familles d’entiers les plus connues 2, après celle des coeffi-
cients binomiaux, est la suite des nombres de Catalan, définis pour tout entier n > 0, par

(1) Cn = 1
n+ 1

(
2n
n

)
,

et référencée sous l’entrée A000108 dans l’encyclopédie en ligne des suites d’entiers (OEIS) de
N. Sloane. Ces nombres ont de multiples interprétations, voir [Sta15] qui en présente plus de

1. La notion mathématique d’arbre joue un rôle central dans ce mémoire et l’illustration de la figure 1.1 montre
que la ressemblance avec une branche d’arbre naturelle n’est pas fortuite.

2. Voir l’opinion sentencieuse de D. Zeilberger à ce sujet ici: https://sites.math.rutgers.edu/∼zeilberg/Opinion49.html.

1

https://oeis.org/A000108
https://sites.math.rutgers.edu/~zeilberg/Opinion49.html
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deux-cent. L’une d’elles est que Cn compte le nombre d’expressions bien parenthésées obtenues
à partir de n paires de parenthèses ouvrantes-fermantes, aussi connues sous le nom de mots de
Dyck : un mot de Dyck en deux lettres {a,b} de longueur 2n est un mot contenant n fois la
lettre a et n fois la lettre b de telle sorte que tout préfixe contienne au moins autant de a que
de b.

Un mot de Dyck se représente par un chemin de Dyck, c’est-à-dire le graphe d’une excursion
de marche au plus proche voisin de longueur 2n sur N partant de 0, voir la figure 1.2. Compter
ces chemins peut se faire au moyen d’une astuce de symétrie qui permet de déterminer parmi
tous les

(2n
n

)
mots contenant n fois a et n fois b, ceux qui ne sont pas de Dyck : il y en a

( 2n
n−1

)
.

Le nombre de mots de Dyck de longueur 2n est donc bien :
(2n
n

)
−
( 2n
n−1

)
= Cn.

Un chemin de Dyck de longueur n peut, à son tour, être vu comme la courbe de contour d’un
arbre enraciné à n arêtes (donc n+1 sommets) plongé dans le plan, dit arbre plan enraciné ; voir
la figure 1.2. En conséquence, le nombre d’arbres plans enracinés à n sommets est le nombre de
Catalan Cn−1. Voir la figure 1.1 pour un arbre plan aléatoire pour n = 50.

1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

Figure 1.2. À gauche, le chemin de Dyck associé au mot de Dyck aaabbabb corres-
pondant au bon parenthésage ((())()). À droite, l’arbre plan enraciné associé. L’arbre
est obtenu en contractant horizontalement l’aire grisée sous la courbe du chemin de Dyck.
Réciproquement, le chemin de Dyck donne la distance à la racine des sommets explorés
par la fonction de contour de l’arbre.

Un résultat bien connu de Cayley [Cay88] donne une formule simple pour le nombre d’arbres
à n sommets étiquetés de 1 à n (non plan, cette fois), appélés arbres de Cayley, et dont nous
notons An l’ensemble.

Théorème 1.1 (A. Cayley, 1888). Le nombre d’arbres couvrants étiquetés à n sommets vaut

(2) |An| = nn−2 .

Une démonstration bijective élégante de cette formule a été donnée par A. Joyal [Joy81],
voir [AZ10, chapitre 30]. Elle utilise le fait que le nombre de graphes fonctionnels 3 sur n sommets
vaut nn, et que tout graphe fonctionnel dont deux sommets (qui peuvent être égaux) sont marqués
est en bijection avec un arbre sur n sommets étiquetés. Le nombre de ces derniers, c’est-à-dire
le cardinal de An, vaut donc nn/n2 = nn−2.

3. Un graphe fonctionnel représente une fonction f de {1, . . . , n} dans {1, . . . , n}. À tout sommet i, on associe
l’arête reliant i à f(i) dans le graphe « vraiment complet » à n sommets, c’est-à-dire le graphe complet auquel
on a ajouté une boucle en chaque sommet. Pour cette raison, un graphe fonctionnel est aussi connu sous le nom
de pseudo-forêt, ou forêt couvrante d’unicycles. Compter le nombre de graphes fonctionnels dont les cycles sont
non-orientés est difficile, voir 4§4.3.
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1.1.2. Graphes, cycles eulériens et arbres couvrants. On fait remonter l’origine de la théorie
des graphes à L. Euler et à sa résolution en 1735 du problème des sept ponts de Königsberg. Un
cycle eulérien d’un graphe est une succession d’arêtes bien enchaînées qui revient à son point de
départ et qui passe par toutes les arêtes du graphe exactement une fois. Une condition néces-
saire et suffisante d’existence d’un tel chemin est que le degré de chaque sommet soit pair : c’est
par cette observation qu’Euler répondit à la négative au problème de l’existence d’une prome-
nade passant exactement une fois par tous les ponts de Königsberg au-dessus du fleuve Pregel ;
voir [HW04]. On rencontrera des cycles eulériens plus tard à nouveau (au paragraphe 2§3), sous
la forme de la courbe de contour d’un arbre couvrant d’un graphe planaire.

Un arbre couvrant d’un graphe est un sous-ensemble minimal d’arêtes qui relie tous les
sommets entre eux. G. Kirchhoff, né à Königsberg, utilisa les arbres couvrants pour résoudre en
1847 le problème du calcul du courant induit dans un réseau électrique par un générateur.

La formule de Cayley (2) peut se réinterpréter comme donnant le nombre d’arbres couvrants
d’un graphe complet sur n sommets. On peut la déduire du théorème plus ancien de Kirchhoff
associé à son travail sur l’électricité [Kir47] qui donne le nombre d’arbres couvrants enracinés
d’un graphe fini connexe comme le produit des valeurs propres non nulles du laplacien combi-
natoire du graphe 4 ; voir le théorème 1.6. L’expression n’est pas aussi simple que dans le cas de
la formule de Cayley, mais elle est très pratique et robuste puisqu’elle est valable pour tous les
graphes. Elle souligne aussi le fait que l’énumération de ces arbres dépend de la géométrie du
graphe sous-jacent, par le biais du spectre de son laplacien. Une démonstration élégante de ce
théorème est donnée dans [Zei85], et nous la généralisons dans [KL20].

Le nombre d’arbres couvrants d’un graphe fini connexe est souvent appelé la complexité
du graphe. Il est vrai que ce nombre est rapidement très grand même pour un graphe à peu
de sommets dès lors qu’il contient suffisamment de cycles. La figure 1.3(a) représente un arbre
couvrant d’une grille carrée 5×5, qui contient 557′568′000 arbres couvrants ; voir la suite A007341
dans l’encyclopédie en ligne des suites d’entiers (OEIS).

(a) L’un des 557′568′000 arbres couvrants d’une
grille carrée de taille 5× 5.

(b) L’un des 6′728 couplages parfaits d’une grille
carrée de taille 6× 6.

Figure 1.3. Arbres couvrants et couplages parfaits.

1.1.3. Couplages parfaits. D’autres objets combinatoires sont plus difficiles à énumérer que
les arbres couvrants. C’est le cas notamment des couplages parfaits d’un graphe fini connexe ;
voir la figure 1.3(b). Rappelons qu’un couplage d’un graphe est un sous-ensemble d’arêtes tel
que tout sommet est contenu dans au plus l’une de ces arêtes. Le couplage est dit parfait si tout
sommet est inclus dans exactement l’une de ces arêtes. Contrairement au cas des arbres couvrants,
un graphe fini (même s’il possède bien un nombre pair de sommets) n’admet pas toujours de
couplage parfait. Dans le cas d’un graphe biparti, on peut réécrire, de façon presque tautologique,
le nombre de couplages parfaits d’un graphe fini comme la racine carrée du permanent de sa

4. Le laplacien combinatoire est la matrice ∆ = D − A définie comme étant égale à la matrice diagonale des
degrés des sommets à laquelle on retranche la matrice d’adjacence.

https://oeis.org/A007341
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matrice d’adjacence. Énumérer les couplages parfaits, ou calculer le permanent d’une matrice à
coefficients {0, 1} sont des problèmes difficiles, au sens de la théorie de la complexité, et ont donné
lieu à la définition par L. Valiant [Val79] d’une classe de complexité appelée #P. Ce qui rend
cette classe intéressante, entre autres, c’est que le problème de décision associé (vérifier qu’une
collection d’arêtes est bien un couplage parfait) se résout en temps polynomial en le nombre de
sommets (on dit que ce problème de décision est dans la classe P).

Dans le cas où le graphe est planaire, la formule de P. Kasteleyn [Kas67] permet en revanche
de calculer le nombre de couplages parfaits aisément, puisqu’elle exprime ce nombre comme un
déterminant, que l’on peut calculer en temps polynomial (avec un ordinateur) par les algorithmes
de résolution de systèmes linéaires du type pivot de Gauss.

Théorème 1.2 (P. Kasteleyn, 1967). Soit G un graphe fini connexe planaire. Il y a un choix
(local 5) de signes τ = (τe)e sur les arête de G tel que si Aτ désigne la matrice d’adjacence signée
de G, le nombre de couplages parfaits de G vaut

|P(G)| =
√
| detAτ | .

Une première version de ce théorème dans le cas d’une grille carrée a été trouvée indépen-
damment par Kasteleyn et Temperley–Fisher en 1961 ; voir la suite A099390 dans l’OEIS.

Encore plus que pour le cas des arbres couvrants, le nombre de couplages parfaits d’un
graphe est très variable selon la géométrie du graphe. Ce phénomène s’illustre dans l’étude des
couplages parfaits aléatoires, dont les phases dépendent de la forme du bord des graphes planaires
considérés ; voir par exemple [Kas16] pour une introduction imagée.

1.1.4. Cartes planaires et cartes boisées. Dans les années 1960, W. Tutte entama une étude
combinatoire des cartes planaires, définies comme la classe combinatoire des graphes planaires
plongés, modulo homéomorphisme [Tut63]. Une carte planaire est dite enracinée lorsqu’une
arête est distinguée. Tutte obtint notamment une expression pour le nombre de cartes planaires
enracinées à n arêtes : il y en a

2 3n

n+ 2 Cn ,

où Cn est le n-ième nombre de Catalan défini par l’équation (1).
R. Mullin généralisa l’énumération des arbres plans à l’énumération de cartes planaires dé-

corées par un arbre couvrant [Mul67], dite carte boisée ; voir la figure 2.8.
Si la carte est enracinée, une carte boisée est déterminée par la structure de l’arbre couvrant T

et de son arbre dual T ∗ (obtenu comme le complémentaire de ses arêtes duales). Ces deux arbres
plans enracinés pouvant être génériques et mélangés de toutes les façons possibles, on voit, en
vertu de la formule pour le nombre d’arbres plans enracinés rappelée au début de ce chapitre,
que le nombre de cartes boisées enracinées à n arêtes est

2n∑
k=0

(
2n
2k

)
CkCn−k = CnCn+1 ,

où Ck est le k-ième nombre de Catalan (1) ; voir [Ber07] pour une explication détaillée.

1.2. Physique mathématique. Comme le montrent les exemples ci-dessus (Kirchhoff ;
Kasteleyn), la résolution de certains problèmes d’énumération combinatoire a été motivée par
des questions de physique (courant dans un réseau électrique ; cristal en solution).

5. Le qualificatif « local » dans l’énoncé signifie que le choix de signes est déterminé par des conditions sur les
faces du graphe planaire.

https://oeis.org/A099390
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1.2.1. Mécanique statistique. La physique statistique a pour but d’étudier des systèmes consti-
tués d’un grand nombre de particules en interaction, dont on suppose qu’elles suivent une loi
de probabilité. À partir de lois simples à l’échelle microscopique, on cherche à comprendre si
des phénomènes macroscopiques peuvent émerger, qu’ils soient déterministes ou aléatoires, et
le cas échéant, à décrire leur loi. Le but est de décrire, ou reproduire par la modélisation, des
observations physiques. Par exemple, on cherche à retrouver le comportement de transition de
phase dans le cadre idéalisé d’un système constitué d’une infinité de spins en interaction.

En combinant la formule pour l’entropie S = kB ln Ω énoncée par Boltzmann en 1877, où kB
est la constante de Boltzmann et Ω désigne le nombre d’états microscopiques du système de
particules, et la relation entre l’énergie E, la température T et l’entropie S, la distribution
canonique d’un ensemble à l’équilibre thermodynamique est donnée par la mesure trouvée par
L. Boltzmann (1868) et formalisée par J. W. Gibbs (1902), dite mesure de Botzmann–Gibbs :
(3) P(σ) ∝ exp(−βE(σ)) dσ ,
où β est l’inverse de la température multipliée par la constante de Boltzmann. Voir par exemple
le cours [DGLR01, chapitre V] pour une explication détaillée.

1.2.2. Modèles aléatoires. Comme on l’a dit, l’un des buts principaux des modèles de physique
statistique est d’expliquer les mécanismes de passage du microscopique au macroscopique dans les
phénomènes de transition de phase et de mettre en lumière les phénomènes de brisure spontanée
de symétrie. Parmi les modèles réalistes, seuls un petit nombre ont été découverts qui se prêtent
à des résolutions calculatoires exactes.

Parmi les modèles sur réseaux, on distingue le modèle d’Ising, introduit par Lenz en 1925,
puis sa généralisation au modèle de Potts, et enfin au modèle de Fortuin–Kasteleyn. Il y a aussi
un lien avec les modèles à 6 sommets (modèle de glace) [BKW76].

Comme dans l’exemple introductif sur les arbres plans et les chemins de Dyck, de nombreuses
bijections et correspondances combinatoires ou probabilistes ont été élaborées pour relier les
modèles entre eux et déduire des propriétés par transfert.

C’est par exemple le cas de la bijection de Temperley qui relie le modèle de dimères et le
modèle d’arbres couvrants, ou de la bijection de Fisher [Fis66] qui relie le modèle d’Ising planaire
et le modèle de dimères. C’est aussi le cas de la bijection « ardente » (burning bijection) de Dhar–
Majumdar [MD92] entre le tas de sable abélien et les arbres couvrants. C’est aussi le cas de la
correspondance d’Edwards–Sokal entre le modèle de Potts et le modèle de Fortuin–Kasteleyn.
Ce dernier modèle est aussi en correspondance avec le modèle de glace carrée (dit modèle à 6
sommets – 6 vertex model) de Baxter–Kelland–Wu.

Nous verrons d’autres exemples de correspondances entre modèles :
— la correspondance (bijection de Mullin et burger bijection de Sheffield) entre cartes boisées

et marches dans Z2 contraintes à rester dans un quadrant, au chapitre 2 ;
— les théorèmes d’isomorphisme entre champs gaussiens et soupes de boucles, au chapitre 6.

1.2.3. Théorie quantique des champs, et invariance conforme des modèles critiques 2D. La
théorie quantique des champs s’intéresse aux champs de particules suivant des lois quantiques.
C’est le cas des particules élémentaires au coeur des atomes. Les calculs d’interaction entre
ces particules ont été formalisés par R. Feynman et font intervenir des « intégrales de chemin ».
Lorsque l’on opère un changement de variable mathématique appelé rotation de Wick, les théories
deviennent euclidiennes et les intégrales peuvent être formalisées à l’aide de processus stochas-
tiques comme le mouvement brownien.

Dans les années 1970 et 1980, le développement de la théorie quantique des champs en dimen-
sion 2 et la théorie du flot de renormalisation conduisirent les physiciens, notamment Belavin,
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Polyakov et Zamolodchikov, à conjecturer que les modèles de physique statistique planaires, à
leur point critique, étaient invariants par transformations conformes [BPZ84a, BPZ84b].

1.2.4. Champs de jauge. La physique théorique modélise les interactions fondamentales de la
matière (à l’exception de la gravité) comme des champs de jauge à valeurs dans les groupes U(1)
(interaction électromagnétique), U(2) (interaction électrofaible), SU(3) (interaction forte), sur un
espace-temps donné par une variété lorentzienne de dimension 4. La théorie de Yang–Mills [YM54]
généralise les interactions à des champs de jauge à valeurs dans des groupes plus généraux, comme
les groupes orthogonaux réels O(N), complexe unitaire U(N) ou symplectique (au sens de qua-
ternion unitaire) Sp(N).

Depuis les années 1970, il est reconnu que la notion de champ de jauge est équivalente ma-
thématiquement à la notion de connexion d’un fibré vectoriel ou fibré principal, une théorie déve-
loppée indépendamment depuis le début du XXe siècle par des géomètres et topologues [Yan14].
De manière heuristique, la mesure de Yang–Mills est une mesure sur les connexions A(F) d’un
fibré F dont la densité par rapport à une mesure de Lebesgue (qui n’existe pas sur cet ensemble
de dimension infinie) serait définie par l’équation

P(A) ∝ exp
(
−β′E(FA)

)
dA ,

où FA est le tenseur de courbe associé à la connexion A, où E(FA) est une certaine forme
quadratique que l’on interprète comme l’« énergie » de la connexion, et où β′ est une constante
d’interaction qui joue le rôle de l’inverse d’une « température ».

Une approche à l’étude de ces mesures passe par la discrétisation : c’est la théorie de jauge
sur réseau, introduite par K. Wilson [Wil74] ; voir également [Shr88].

1.2.5. Gravité quantique. Afin de concilier gravitation et interactions quantiques, A. Polyakov
proposa un programme dans le cadre des théories quantiques de dimension 2. Dans deux articles
célèbres [Pol81a, Pol81b] il appelait de ses vœux le développement d’un calcul de surfaces
aléatoires, semblable au calcul des chemins aléatoires intervenant dans les intégrales de Feynman
et formalisé comme des processus aléatoires (notamment le mouvement brownien) par la suite.

1.2.6. Couplages champs–matière. En physique quantique, les champs de matière se classent
en deux grandes catégories : les fermions et les bosons. Une question importante est de com-
prendre l’interaction des champs de matière et des champs d’interaction (champs de jauge, ou
gravité quantique).

Dans le cadre des modèles présentés plus haut, un champ de matière correspondrait à une
configuration de dimères ou d’arbres couvrants (cas fermioniques), ou à un champ libre gaussien
(cas bosonique). Et un champ d’interaction pourrait être une métrique aléatoire ou une connexion
aléatoire.

Dans le cas de modèles couplés à une métrique aléatoire, la relation dite de KPZ (pour
Knizhnik, Polyakov et Zamolodchikov) établit une correspondance entre exposants critiques du
modèle sur espace métrique déterministe et modèle sur espace métrique aléatoire ; voir [Gar13].

1.3. Théorie des probabilités et lois universelles. Le but de la théorie des probabilités
est l’étude mathématique du hasard. En particulier, on y cherche à comprendre des relations
entre variables aléatoires notamment en décrivant, par des algorithmes, la génération de lois de
probabilités complexes à partir de variables aléatoires dont la loi est simple (variable de Bernoulli,
variable gaussienne, etc.).

Un des succès de la théorie des probabilités a été d’identifier des lois de probabilités dites
universelles, puisqu’elles apparaissent comme limite de nombreux processus lorsque la taille du
système tend vers l’infini. Ceci fait écho à la théorie des classes d’universalité en physique et
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à des notions comme celle de point fixe du groupe de renormalisation en physique mathéma-
tique [WF72].

Le théorème le plus ancien dans ce sens est le théorème-limite central (de Moivre, Laplace). La
loi universelle dans ce cas est la loi gaussienne. Plus tard, ce théorème a été étendu au théorème
d’invariance de Donsker qui donne la convergence de marches aléatoires vers le mouvement
brownien ; voir figure 1.4.
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Figure 1.4. Approximation discrète du mouvement brownien plan par une marche
aléatoire sur le réseau carré Z2. La trajectoire plane au centre a pour coordonnées deux
mouvements browniens unidimensionnels (représentés de part et d’autre) qui peuvent
être indépendants (pour le cas canonique, comme ici) ou corrélés (pour un processus plus
général ; voir le théorème 1.26).

Des exemples plus modernes d’universalité sont les suivants :
— L’évolution de Schramm–Loewner (2000) est la limite des interfaces des modèles critiques

planaires :
• arbre couvrant uniforme [Sch00, LSW04],
• modèle de dimères et double-dimères [Ken11, Dub19, BC21],
• percolation critique sur les sommets du réseau triangulaire [Smi01],
• modèle d’Ising et FK–Ising [Smi10a, CS12b].

— La loi de Tracy–Widom (1994) est la limite de plus grandes valeurs de certains modèles
contraints :
• la plus grande valeur propre d’une matrice Hermitienne aléatoire du GUE (Gaussian
Unitary Ensemble, convenablement normalisée [TW96],

• la plus grande part d’une partition aléatoire selon la mesure de Plancherel, convena-
blement normalisée [BDJ99] ; voir [MS14] également.

— La classe d’universalité de KPZ (identifiée par Kardar, Parisi et Zhang) est la limite des
modèles d’interfaces de croissance [Cor12].

1.4. Informatique théorique, théorie du signal et apprentissage statistique. Nous
l’avons vu au paragraphe 1§1.1, les questions de dénombrement mènent aux questions de com-
plexité : évaluer la difficulté de compter des classes d’objets très nombreux. Compter le nombre
d’arbres couvrants d’un graphe ou compter le nombre de couplages parfaits d’un graphe planaire
sont des problèmes « faciles » (Kirchhoff, Kasteleyn) : on dit que ces problèmes sont dans la
classe FP. Compter le nombre de couplages parfaits d’un graphe général est « difficile » (Valiant) :
on dit qu’il est dans la classe #P. Nous mentionnons d’autres exemples au paragraphe 4§4.3.

Pour plus de détails sur les classes de complexité, nous nous référons à [Vaz01] ; voir aussi
le texte de Knuth [Knu76] sur l’importance des nombres finis et une approche heuristique et
illustrée au concept de complexité.

La complexité d’une classe d’objet a aussi des liens avec la difficulté d’échantillonner la
mesure uniforme sur cet ensemble. Même lorsque l’on ne peut pas compter facilement de manière
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exacte, on peut parfois compter facilement de manière approchée, et ceci à l’aide d’algorithmes
d’échantillonnages en temps polynomial [Jer03]. Un exemple intéressant est donné par les forêts
couvrantes d’unicycles, voir 4§4.3.

Les graphes sont utiles à la modélisation ailleurs qu’en physique mathématique. Ils servent à
modéliser des jeux de données structurées, ou des réseaux d’agents qui interagissent. Des questions
comme la propagation d’opinions et la formation de communauté d’affinités sont étudiées. Le
laplacien discret covariant (qui joue un rôle central dans ce mémoire et qui sera introduit au
paragraphe 1§2 suivant) apparaît aussi dans des questions de synchronisation [BSS13, SW12b].
Les processus déterminantaux ont trouvé des applications en apprentissage statistique [KT+12]
et en algèbre linéaire randomisée [DM21].

Après cette brève introduction au contexte très général dans lequel s’inscrit notre recherche,
entrons dans le vif de notre sujet. Les parties 1§2 et 1§3 introduisent des définitions et résultats
importants en géométrie combinatoire, et en géométrie aléatoire, respectivement, auxquels il nous
sera utile de nous référer dans les chapitres suivants.

2. Géométries combinatoires

On s’intéressera dans les chapitres suivants à des géométries discrètes aléatoires, mais avant
même de considérer un aléa, on présente les objets combinatoires déterministes sous-jacents.

2.1. Graphes finis. La structure basique la plus importante de tout ce mémoire est donnée
par la notion de graphe, et nous commençons par en donner une définition formelle.

Definition 1.3. Un graphe est un quintuplet G = (V,E, s, t, i) où
• V et E sont deux ensembles non vides,
• s, t : E → V sont deux applications telles que pour tout v ∈ V, les ensembles s−1(v) et
t−1(v) sont finis,

• i est une involution sans point fixe de E, telle que t ◦ i = s.
Si V est fini on dit que le graphe est fini. Les éléments de V sont les sommets du graphe

et les élements de E sont ses arêtes (orientées). Toute arête e est dirigée et relie sa source s(e)
à son but t(e). On utilisera les notations e = s(e), e = t(e) et e−1 = i(e) pour la source, le
but et l’inverse d’une arête. On note généralement un graphe G = (V,E) sans mentionner les
applications s, t, i.

L’involution i induit une relation d’équivalence sur E et on définit l’ensemble des arêtes
géométriques du graphe comme le quotient

[E] = E/i .
On écrit [e] pour l’arête géométrique correspondant à l’arête e : [e] = {e, e−1} = [e−1].

Dans ce mémoire, nous considérons, sauf explicitement dit, des graphes non dirigés (la théorie
des graphes dirigés mène à d’autres questions ; par exemple la notion de connexité y est différente,
voir 5§3.6). Nous pensons à chaque arête géométrique comme à une arête non orientée. Parfois,
il est utile d’avoir un représentant de chaque arête géométrique sous une forme orientée, et nous
noterons E+ l’ensemble des arêtes correspondant à un tel choix.

La figure 1.5 montre un graphe tel que nous l’entendons dans ce mémoire. Nous autorisons
en général les arêtes multiples (c’est-à-dire e 6= e′ ∈ E telles que s(e) = s(e′) et t(e) = t(e′)) et
les boucles (e ∈ E telle que s(e) = t(e)).

Dans ce texte, nous considérons des sous-graphes couvrants d’un graphe G. Il s’agit des
graphes avec pour ensemble de sommets V et pour arêtes un sous-ensemble de E stable par
inverse ; autrement dit un sous-ensemble d’arêtes géométriques, qui viennent avec les arêtes
orientées des deux orientations correspondantes.
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Figure 1.5. Deux représentations d’un graphe fini connexe à 6 sommets : à gauche,
ses arêtes géométriques ; à droite, ses arêtes (orientées).

2.2. Chaînes et cochaînes. On aura besoin de notions élémentaires d’homologie et coho-
mologie des graphes. Soit G un graphe fini.

Soit C0(G,Z) le Z-module libre sur l’ensemble V des sommets de G, et soit C1(G,Z) le quotient
du Z-module libre sur E par le sous-module engendré par {e+e−1 : e ∈ E} ; ce sont les groupes de
chaînes du graphe. On note aussi C0(G,Z) = Hom(C0(G,Z),Z) et C1(G,Z) = Hom(C1(G,Z),Z)
les groupes abéliens dits de cochaînes.

L’application de bord ∂ : C1(G,Z)→ C0(G,Z) est définie par
(4) ∂e = e− e ,
et l’application de cobord δ : C0(G,Z)→ C1(G,Z) (appelée aussi dérivée discrète) par

δv =
∑

e∈E:e=v
e .

On définit les deux groupe abéliens libres suivants :
Z1(G,Z) = ker ∂ et B1(G,Z) = im δ .

On appelle cycles les élements de Z1(G,Z) et coupures ceux de B1(G,Z).

2.3. Arbres couvrants et bases intégrales fondamentales. Supposons G connexe. Un
arbre couvrant de G est un sous-graphe couvrant T de G qui est connexe et tel que Z1(T,Z) = 0.

Étant donné un arbre couvrant T , on définit pour toute arête e /∈ T , le cycle fondamen-
tal γ(T, e) comme le cycle minimal déterminé par l’ajout de [e] à T , et orienté par e. De
même, pour toute arête e ∈ T , on définit la coupure fondamental κ(T, e) comme étant l’élé-
ment de B1(G,Z) associé.

Un résultat bien connu énonce que pour tout arbre couvrant T de G, l’ensemble {γ(T, e) :
e ∈ T ∩ E+} est une base intégrale de Z1(G,Z), et que l’ensemble {κ(T, e) : e ∈ E+ \ T} est une
base intégrale de B1(G,Z).

Ces résultats sont à la base de la théorie algébrique des graphes. On peut notamment en
déduire les formules de type matrix-tree (voir 4§4.1). 6

2.4. Polynôme de Tutte. Le polynôme de Tutte d’un graphe fini est un polynôme en
deux variables important que l’on retrouvera plus loin dans ce texte. Une version de ce polynôme
en plusieurs indéterminées (indicées par les arêtes), notée ZG(x) est naturelle aussi, puisqu’elle
se spécialise au polynôme de Kirchhoff d’énumération des arbres couvrants, et joue le rôle de
fonction de partition du modèle FK ; voir [Sok05] et le chapitre 2. Rappelons que le polynôme
de Tutte d’un graphe fini [Tut54, Tut04], dans son expression due à Whitney qui généralise

6. Le lien avec des objets comme le groupe jacobien d’un graphe et le groupe du tas de sable sont brièvement
expliqués dans [KL22b, §2.3].
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au cas de deux variables le polynôme univarié dit chromatique 7 de Birkhoff [Whi32], est un
invariant de graphe donné par le polynôme en deux variables suivant.

Definition 1.4. Le polynôme de Tutte d’un graphe fini G est défini par
(5) ZG(x, y) =

∑
H6G

(x − 1)k(H)−k(G)(y − 1)|[E(H)]|−|V(G)|+k(H) ,

où la somme porte sur les sous-graphes couvrants H de G, k(H) désigne le nombre de composantes
connexes de H et |[E(H)]| est le nombre d’arêtes géométriques de H.

Le polynôme de Tutte d’un graphe fini non connexe est le produit des polynômes de Tutte
de ses composantes connexes. On supposera donc dorénavant que le graphe G dont on considère
le polynôme de Tutte est connexe.

Le polynôme de Tutte possède une définition récursive, à l’origine de son étude par Tutte.
Pour toute arête e, on note G \ {e} le graphe obtenu à partir de G en supprimant e, et on
note G/e le graphe obtenu à partir de G en y contractant l’arête e. Si G n’a pas d’arête, on pose
ZG(x, y) = 1. Puis pour tout graphe G possédant au moins une arête, on a :

• ZG(x, y) = xZG/e(x, y) si e est un isthme, c’est-à-dire une arête telle que k(G\{e}) > k(G)
(autrement dit, 1e − 1e−1 est une coupure) ;

• ZG(x, y) = yZG\{e}(x, y) si e est une boucle, c’est-à-dire que s(e) = t(e) (autrement dit, e
est un cycle) ;

• ZG(x, y) = ZG\{e}(x, y) + ZG/e(x, y) si e n’est ni une boucle ni un isthme.
Cette définition récursive fait écho à l’expression (25), plus bas, du polynôme de Tutte d’un graphe
fini connexe en fonction de l’activité de ses arbres couvrants ; expression donnée originellement
par Tutte.

Lorsque le graphe G est planaire et que G∗ désigne le dual d’un plongement de G dans la
sphère, on a ZG(x, y) = ZG∗(y, x).

En utilisant la définition récursive ci-dessus, on peut calculer le polynôme de Tutte en pra-
tique. Par exemple, on trouve aisément que le polynôme de Tutte d’un graphe cyclique sur n
sommets vaut ZG(x, y) = y +

∑n
k=1 xk. Le polynôme de Tutte du graphe de la figure 4.4 (en y

ignorant les orientations des arêtes) vaut ZG(x, y) = x + 2x2 + x3 + y + 2xy + y2.

2.5. Fibrés et espaces euclidiens de formes. Soit K = R ou C. On considère l’es-
pace vectoriel C1(G,K) = C1(G,Z) ⊗ K des chaînes à coefficients dans K, et son dual Ω1(G) =
Ω1(G,K) = Hom(C1(G,K),K), appelées aussi cochaînes ou 1-formes, et que l’on identifie avec
l’espace des fonctions antisymétriques sur les arêtes. De même on considère l’espace de chaînes
C0(G,K) et son dual Ω0(G), l’espace des fonctions sur les sommets, appelées aussi 0-formes.

Étant donné un entier N > 1, supposons qu’à chaque sommet soit associé un K-espace
euclidien Fv de dimension N et à chaque arête e, un espace vectoriel Fe de même dimension,
tel que Fe−1 = Fe. On appelle cette donnée un fibré vectoriel F de rang N au-dessus du graphe.
On étend alors naturellement les définitions des formes à des espaces de formes à valeurs dans le
fibré : Ω0(F) et Ω1(F).

On munit ces espaces vectoriels de structures euclidiennes qui dépendent d’un choix de
poids x = (xe)e∈E tels que xe−1 = xe > 0. Pour tout sommet v ∈ V, on pose

λv =
∑

e∈E:e=v
xe ,

7. Un polynôme χG(λ) en une variable associé au graphe dont l’évaluation sur un entier n > 1 donne le nombre
de coloriages propres (les sommets sont coloriés de telle sorte que deux sommets adjacents n’aient pas la même
couleur) à n couleurs du graphe.
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et on pense à (λv)v∈V comme à une mesure de référence sur V. Les produits scalaires sont définis,
pour tous f, g ∈ Ω0(F) et ψ, ω ∈ Ω1(F), par

(6) (f, g) =
∑
v∈V

λv〈fv, gv〉v , et (ψ, ω) =
∑
e∈E+

xe〈ψe, ωe〉e .

Une « justification » pour le choix de tels produits scalaires pondérés par les poids x est donnée
dans [KL21]. 8

2.6. Connexion, holonomie et dérivée discrète covariante. Étant donné un fibré, on
peut lui associer une connexion, c’est-à-dire un ensemble d’isomorphismes hv,e, he,v, pour v ∼ e,
de sorte que he,v = h−1

v,e. Voir la figure 6.1 pour une illustration. On utilisera souvent la définition
suivante.

Definition 1.5. Étant donné une connexion sur un fibré au-dessus d’un graphe, et γ =
(x0, e0, x1, e1, . . . , en−1, xn) un chemin, on appelle holonomie et on note holh(γ) ∈ Hom(Fx0 ,Fxn)
la composée des isomorphismes holh(γ) = hxn,en−1 ◦ hen−1,xn−1 · · · ◦ he0,x0.

La dérivée discrète covariante est définie comme l’opérateur linéaire dh : Ω0(F)→ Ω1(F) qui
à tout f ∈ Ω0(F) et tout e ∈ E associe

dhf(e) = he,ef(e)− he,ef(e) .

Voir la figure 6.5 pour une illustration de cette définition.
On définit le laplacien (discret) covariant pour tout f ∈ Ω0(F) et tout v ∈ V, par

(7) (∆hf)(v) =
∑

e∈E:e=v
xe
(
f(e)− he,ef(e)

)
.

Soit G un graphe fini connexe. On utilisera la décomposition orthogonale de l’espace des 1-
formes en formes exactes et formes fermées

(8) Ω1(G) = im dh ⊕ ker d∗h ,

où d∗h désigne l’adjoint de d, et qui s’interprète comme une divergence discrète.

2.7. Polynômes en plusieurs variables. La formule de Cayley (2) présentée au début
de ce chapitre est un cas particulier du théorème 1.6 suivant. Étant donné un sous-ensemble de
sommets W, on appelle forêt couvrante enracinée sur W ou des cycles, l’ensemble des sous-graphes
couvrants, dont chaque composante connexe est soit un arbre contenant un unique sommet de W,
soit un unicycle ne contenant aucun sommet de W. Notons UW (G) l’ensemble de ces sous-graphes.

Théorème 1.6 (G. Kirchhoff 1847 ; T. Zaslavsky 1982 ; S. Chaiken, 1982 ; R. Forman,1993 ;
R. Kenyon, 2011). Supposons qu’un graphe fini connexe G soit muni d’un fibré F de rang 1 et
d’une connexion unitaire h sur F. Alors pour tout W ⊂ V, on a

(9) det(∆h)Wc

Wc =
∑

F∈UW (G)
xF

∏
c cycle de F

|1− holh(c)|2 ,

où holh(c) est l’holonomie de la connexion h le long du cycle c (pour un choix arbitraire d’orien-
tation) et (∆h)Wc

Wc désigne la compression, sur l’espace des 0-formes nulles sur W , du laplacien
covariant associé à h.

8. Dans [KL22b], nous insistons de plus sur l’idée que si l’on souhaite munir de surcroît les espaces de chaînes
de structures euclidiennes, alors il est naturel de considérer sur les 1-chaînes un produit scalaire dépendant des
inverses des poids, x−1, selon le principe inventé : « Les chaînes résistent, les cochaînes conduisent ».
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Ce théorème a été démontré, depuis sa forme première et par raffinements successifs jusqu’à
la version énoncée ici, par Kirchhoff, Zaslavsky, Chaiken, Forman et Kenyon [Kir47, Zas82,
Cha82, For93, Ken11]. On y revient au chapitre 5.

Dans une autre direction, la formule de Cayley (2) est aussi un cas particulier du théorème
suivant ; voir [Pit99, Eq. (39)] et [Sta99, Theorem 5.3.4]. Il donne une interprétation d’un
développement multinomial en termes de forêts couvrantes enracinées d’un graphe complet.

Théorème 1.7 (J. Pitman, R. Stanley, 1999). On considère le graphe complet G sur les
sommets {1, . . . , n}. Pour toute forêt couvrante F munie d’un sommet-racine par composante
connexe, on note degi(F ) le nombre de sommets qui sont connectés à i dans F et à distance de
la racine 1 de plus que la distance de i à la racine. Pour tout k ∈ {1, . . . , n}, on a∑

F∈F•
k

(G)
x

deg1(F )
1 . . . xdegn(F )

n =
(
n− 1
k − 1

)
(x1 + . . .+ xn)n−k ,

où la somme porte sur l’ensemble F•k (G) des forêts couvrantes à k composantes, donc chaque
composante est enracinée.

2.8. Complexes simpliciaux. Comme il n’est question de complexes simpliciaux que de
manière marginale dans ce texte, nous en donnons la définition la plus simple. 9

Un complexe simplicial de dimension m > 1 sur un ensemble fini de sommets V est la donnée
d’un ensemble de m-faces, qui sont des sous-ensembles de cardinal m+1 de V. On considère pour
tout k > 1, l’ensemble des k-faces comme étant les sous-ensembles de cardinal k + 1 inclus dans
une m-face. On dit que la dimension d’une k-face est k. 10 On note Xk l’ensemble des k-faces
de X. Chaque k-face, pour k > 1, possède deux orientations.

Un complexe simplicial est un complexe de chaînes au sens suivant : pour tout k ∈ {1, . . . ,m},
on définit les groupes abéliens de chaînes Ck(X,Z) comme les combinaisons à coefficients en-
tiers des k-faces orientées. On définit les opérateurs de bord ∂k : Ck(X,Z) → Ck−1(X,Z) par
une généralisation de l’opérateur de bord ∂ qui associe à une arête la différence de ses som-
mets (voir l’équation (4)). Deux sous-groupes de Ck(X,Z) sont notables : le sous-groupe des
cycles Zk(X,Z) = ker ∂k et le sous-groupe des bords Bk(X,Z) = im ∂k+1. Puisque ∂k ◦ ∂k+1 = 0,
on a Bk(X,Z) ⊂ Z1(X,Z) et on définit les groupes d’homologie comme le quotient Hk(X,Z) =
Zk(X,Z)/Bk(X,Z).

On dit qu’un sous-complexe simplicial de dimension k est Q-acyclique si ses groupes d’ho-
mologie (relative) à coefficients dans Q sont nuls. On note A(k)

n l’ensemble des sous-complexes de
dimension k, couvrants au sens où ils contiennent tout Xk−1, Q-acycliques et maximaux, d’un
simplexe Xn sur n sommets étiquetés ; et on appelle les élements de A(k)

n des arbres de Kalai
puisqu’ils ont été introduits par Kalai, qui démontra le théorème suivant [Kal83].

Théorème 1.8 (G. Kalai, 1983). On a∑
K∈A(k)

n

|Hk−1(K,Z)|2 = n(n−2
k ) .

Le théorème de Cayley (théorème 1.1) correspond au cas k = 0 du théorème de Kalai.
Duval–Klivans–Martin [DKM09], puis Lyons [Lyo09] et Catanzaro–Chernyak–Klein [CCK15]

9. Dans le cas m = 1, la définition présentée ici n’est pas aussi générale que la notion de graphe présentée plus
haut, qui elle, autorise par exemple les boucles et les arêtes multiples.
10. On voit en ce sens que la notion de complexe simplicial n’est pas aussi générale que l’on pourrait le souhaiter :

pour un complexe simplicial, les faces de dimension 2 sont nécessairement des triangles par exemple.



2. GÉOMÉTRIES COMBINATOIRES 13

ont généralisé cette identité au cas de complexes plus généraux, et munis de poids. Elle fut aussi
utilisé par [RV15].

2.9. Matroïdes. La théorie des matroïdes a été introduite par H. Whitney [Whi35] et
indépendamment T. Nakasawa [NK09], comme une abstraction de la notion d’indépendance
combinatoire observée dans un graphe ; voir [Ard18, Ard21, Oxl11]. G. Rota proposa d’appeler
les matroïdes des « géométries combinatoires » ; terminologie non retenue (voir [Cun12]) mais
que nous trouvons très évocatrice et qui motive le choix de titre de cette partie et du mémoire.

Definition 1.9. Un matroïde M = (S, I) sur un ensemble fini S est la donnée d’une col-
lection non vide I de parties de S, appelées sous-ensembles indépendants, telle que

• si J ⊂ I, et I ∈ I, alors J ∈ I ;
• si I, J ∈ I et |J | < |I|, il existe i ∈ I \ J tel que J ∪ {i} ∈ I.

On appelle base un élément de I maximal pour l’inclusion, et on note B l’ensemble des bases
deM. Les bases ont toutes le même cardinal, appelé rang du matroïde. La fonction de rang rM
définie par rM(J) = max{|I| : I ⊂ J, I ∈ I} associe à J le rang du matroïdeM restreint à J .

Les circuits de M sont les parties non-indépendantes (on dit dépendantes) minimales. Les
parties génératrices (ou couvrantes), sont les sous-ensembles de S qui contiennent une base (c’est-
à-dire un élément de B).

2.10. Matroïdes circulaire et bicirculaire. On a déjà rencontré plus haut dans le théo-
rème 1.6 deux familles de sous-graphes couvrants : les arbres couvrants, et les forêts couvrantes
d’unicycles. Les arbres couvrants et les forêts couvrantes d’unicycles d’un graphe sont, respec-
tivement, les bases des matroïdes circulaires et bicirculaires. Il s’agit de matroïdes définis sur
l’ensemble des arêtes géométriques du graphe. Les noms de ces matroïdes proviennent de la
nature de leurs circuits qui sont les cycles simples et les 2-cycles, respectivement.

Dans [SP72], il est démontré que ce sont les deux seuls matroïdes sur l’ensemble des arêtes
d’un graphe pour lesquelles les circuits sont une classe d’isomorphisme de graphes connexes.

Les matroïdes circulaires et bicirculaires ont des similarités mais se comportent aussi très
différemment ; voir notamment le paragraphe 4§4.3. Dans le tableau de la figure 1.6, on recense
leurs propriétés de base. On y utilise les notations suivantes. Pour I ⊂ [E], on note k(I) le nombre
de composantes connexes du sous-graphe couvrant (V, I). On note k0(I) 6 k(I) le nombre de
composantes connexes acycliques du graphe (V, I), c’est-à-dire le nombre de ses composantes
connexes qui sont des arbres. On suppose de plus que G est connexe et qu’il contient au moins
un cycle, de sorte que k0(G) = 0 et k(G) = 1.

matroïde circuits indépendants bases fonction de rang rang

circulaire cycles forêts couvrantes arbres couvr. |V| − k(I) |V| − 1
bicirculaire bicycles u. d’arbr. et d’unicycl. for. couvr. d’unicycl. |V| − k0(I) |V|

Figure 1.6. Résumé des propriétés basiques des matroïdes circulaires et bicirculaires.

2.11. Polynômes générateurs et stabilité. Les polynômes en plusieurs indéterminées
sont utilisés comme fonction génératrice de suites combinatoires, ou de mesures de probabilités. 11

Un exemple important pour nous est le polynôme donné par l’équation (9). Il s’agit en général
de polynômes à coefficients positifs, entiers ou réels.

11. On peut faire remonter cet usage au moins à l’étude des arbres généalogiques aléatoires par Bienaymé (1845)
et Galton–Watson (1875).
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L’étude des propriétés des polynômes en plusieurs indéterminées a de fortes implications
sur les propriétés des coefficients, et donc des mesures de probabilité associées [Pem12]. Par
exemple, des recherches sur les notions d’unimodalité de suites d’entiers [Sta89], ou de dépen-
dance négative [Pem00, Gri06] ont connu des développements grâce à l’étude des polynômes
et des matroïdes [Brä15, BBL09, SS14, Sok05, BH20].

Introduisons la notion importante de stabilité d’un polynôme en plusieurs indéterminées.
Definition 1.10. Un polynôme en plusieurs variables est stable si pour tout z ∈ Cd on a

p(z1, . . . , dd) 6= 0 lorsque Im(z) > 0 pour tout i ∈ {1, . . . , d}.
L’utilité de cette notion pour nous vient du théorème suivant.
Théorème 1.11 (Borcea–Brändén–Liggett, 2009). Le polynôme générateur d’une mesure

déterminantale associée à un noyau auto-adjoint est stable.
En particulier, une mesure déterminantale associé à un noyau auto-adjoint a la propriété de

Rayleigh forte, et est négativement associée ; voir le paragraphe 1§3.2.

2.12. Intégrales de Feynman et polynômes de Symanzik. Un exemple important de
polynômes stables (au sens de la définition 1.10) sont les polynômes de Symanzik, qui apparaissent
en théorie quantique des champs dans des calculs d’intégrales de Feynman associées à un graphe.
Nous renvoyons à l’introduction de [ABBGF16] pour une présentation mathématique de ces
intégrales.

En adaptant les notations de [ABBGF16], l’amplitude associée à un graphe G (non pondéré)
muni d’un « moment externe » #»q ∈ (RD)V satisfaisant la condition 12 ∑

v∈V
#»q v = 0, est définie

par

(10) IG( #»q ) =
∫

(R+)E
exp

−iΨ(2)
G, #»q (x)

Ψ(1)
G (x)

 ∏
e∈E dxe√
Ψ(1)

G (x)
,

où l’argument de l’exponentielle dans l’intégrande fait intervenir les deux premiers polynômes de
Symanzik, définis par

Ψ(1)
G (x) =

∑
T∈T (G)

xE\T et Ψ(2)
G, #»q (x) =

∑
F={T,T ′}∈F2(G)

−
〈

#»q (V(T )), #»q (V(T ′))
〉
xE\F ,

où 〈·, ·〉 désigne une norme de Minkowski sur RD, et #»q (V(T )) =
∑
v∈V

#»q v. L’entier D représente
la dimension de l’espace-temps de la théorie physique sous-jacente.

Lors de la démonstration d’un théorème sur les processus déterminantaux associés à ces
polynômes [KL22b], exposée au chapitre 3, nous calculons, dans le cas D = 1 (« non-réaliste
physiquement ») et en utilisant la norme euclidienne au lieu d’une norme de Minkowski, le
ratio Ψ(2)

G, #»q /Ψ
(1)
G comme un produit scalaire :

(11)
Ψ(2)

G, #»q (x)

Ψ(1)
G (x)

= 〈〈q,Gq〉〉x−1 ,

où G est la fonction de Green associé aux poids x−1. Il s’agit d’une forme quadratique, version
combinatoire de « l’accouplement de hauteur » de [ABBGF16].

Le théorème de stabilité d’Amini [Ami19, Theorem 1.1] stipule que ce ratio, fonction des
paramètres x, a une variation bornée à l’infini. Cette variation correspond à une déformation de
la géométrie euclidienne associée au graphe pondéré comme l’illustre le cas particulier suivant.

12. Cette condition est appelée « loi de conservation » des moments extérieurs #»q = ( #»qv)v∈V dans [ABBGF16].
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Théorème 1.12 (O. Amini, 2016). Pour tout q ∈ Ω0(G) tel que
∑
v∈V q(v) = 0, et pour toute

collection de poids réels strictement positifs x0, la fonction rationnelle Fq : (R∗+)E+ → R+, x 7→〈〈
q,Gq

〉〉
x−1 vérifie Fq(x+ x0)− Fq(x) = Ox(1) lorsque x→∞.

La démonstration d’Amini utilise une analyse combinatoire fine de la structure du graphe
d’échange des arbres couvrants d’un graphe. Il s’agit du même graphe qui apparaît dans la
chaîne de Markov utilisée pour échantillonner les arbres actifs au paragraphe 2§3.3 et l’étude de
ce graphe pourrait donner des informations précises sur le temps de mélange de cette chaîne.

2.13. Différentes interprétation des graphes décorés. La notion de graphe décoré est
protéiforme et on la retrouve dans des domaines très variés des mathématiques :

— combinatoire algébrique énumérative : arbres, cartes planaires, etc. [Tut63, Tut04] ;
— approximation discrète d’une géométrie continue [Ken97, Sch00, Smi01, LSW04,

Mie13, Lup19a, BLR20] ;
— graphes isoradiaux et analyse complexe discrète [BdTR17] ;
— graphes comme outils de calcul : diagrammes de Feynman en physique théorique des inter-

actions fondamentales et calculs de moments de matrices aléatoires [FGZJ95, MW23] ;
— graphes signés et décorés pour engendrer des revêtements de graphes [Zas82, GT77] ;
— suites infinies de graphes croissants et propriétés d’expansion [Bor20, BC19] ;
— géométrie tropicale d’un graphe métrique vu comme limite de surfaces dégénérées [AN20] ;
— outils de classification en géométrie algébrique : représentations de carquois [Bri12],

graphes duaux de courbes nodales [BE91, Cha21] ;
Le travail présenté dans ce mémoire se rapproche plutôt des premiers points de vue sur les graphes
donnés dans cette liste, mais nous aimerions à l’avenir élargir notre point de vue et nous inspirer
des autres.

3. Géométries aléatoires

Dans cette partie, nous introduisons des objets probabilistes importants auxquels nous faisons
référence dans la suite du mémoire.

3.1. Processus déterminantaux. Soit S un espace métrique séparable complet et λ une
mesure de Radon sur S.

Un processus ponctuel sur S est un ensemble discret aléatoire de points de S. Ses fonctions
de corrélations donnent la densité de probabilité de voir un nombre fini de points à des endroits
fixés. Le formalisme précis dans le cas d’un ensemble S continu utilise la notion de mesure de
comptage aléatoire ; voir [Kal17].

Definition 1.13. Un processus déterminantal sur S est un processus ponctuel dont les fonc-
tions de corrélations (ρm)m>1 existent et sont données par les mineurs d’un noyau. Plus précisé-
ment, cette deuxième condition signifie qu’il existe une fonction mesurable K : S2 → C, appelée
noyau du processus, telle que pour tout m > 1 et z1, . . . , zm ∈ S, on ait

(12) ρm(z1, . . . , zm) = det (K(zi, zj))16i,j6m .

La condition sur les noyaux K qui définissent de tels processus est encore mystérieuse
dans le cas général. Dans le cas auto-adjoint en revanche, on a la caractérisation complète sui-
vante [Mac75, Sos00, ST03].

Théorème 1.14 (O. Macchi, A. Soshnikov, Shirai–Takahashi). Un opérateur à noyau de
classe trace engendre un processus déterminantal si et seulement si son spectre est dans [0, 1].
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Un des premiers exemples de processus déterminantaux provient de la théorie des matrices
aléatoires ; voir [AGZ10].

Théorème 1.15 (Dyson–Gaudin–Mehta). Le spectre d’une matrice hermitienne aléatoire
gaussienne (dite GUE, pour Gaussian Unitary Ensemble) de taille N × N est un processus
ponctuel, associé au noyau de projection sur les polynômes de degré N − 1 dans L2(R, e−x2/4λ).

Un autre exemple important est la mesure de probabilité uniforme sur les arbres couvrants.
Théorème 1.16 (Burton–Pemantle, 1993). La mesure de probabilité uniforme sur les arbres

couvrants d’un graphe fini est déterminantale, associée au noyau de projection sur les 1-formes
exactes.

R. Kenyon [Ken11] a étendu ce résultat plus tard au cas des forêts couvrants d’unicycles,
et une version dans le cas quaternion existe aussi [Kas15] ; voir chapitre 4.

Théorème 1.17 (R. Kenyon, 2009). La mesure de probabilité sur les forêts couvrantes d’uni-
cycles d’un graphe fini donnant un poids

∏
c cycle |1 − holh(c)|2, où h est une connexion unitaire

de rang 1, est déterminantale associée au noyau de projection sur les 1-formes exactes pour la
dérivée discrète covariante.

Une autre mesure déterminantale importante obtenue par une version discrète des polynômes
orthogonaux permet d’étudier des partitions d’entier aléatoires (travaux de Baik, Borodin, Ol-
shanski, Okounkov, Deift, Johannsson). Dans le cas du GUE et de ces mesures (qui asympto-
tiquement sont proches de la mesure de Plancherel sur les partitions, venant de la théorie des
représentations), on voit apparaître un processus ponctuel universel associé au noyau d’Airy.
C’est ainsi que la loi de Tracy–Widom mentionnée au paragraphe 1§1.3 fait son apparition.

Il y a aussi des processus déterminantaux à noyaux non auto-adjoints. En voici un exemple
dans le cas fini, cas particulier du modèle de dimères ; voir [Kas16] pour une introduction imagée.

Théorème 1.18 (R. Kenyon, 1997). La mesure uniforme sur les couplages parfaits d’un
graphe fini est déterminantale, de noyau non symétrique.

La démonstration de Kenyon [Ken97] repose sur le théorème de Kasteleyn (théorème 1.2)
et un usage de la formule de Jacobi pour le calcul de mineurs de l’inverse d’une matrice.

Un exemple frappant de processus déterminantal infini sur le disque unité du plan complexe
a été trouvé par Y. Peres et B. Virág [PV05].

Théorème 1.19 (Peres–Virág, 2001). Le processus ponctuel des zéros de la fonction ana-
lytique aléatoire gaussienne

∑∞
n=0 anz

n, où les (an)n>0 sont i.i.d. gaussiennes complexes stan-
dard, est déterminantal, associé à la projection sur l’espace de Bergman des fonctions analy-
tiques L2(D, λ).

Citons deux résultats intéressants propres au cas infini [Lyo03].
Théorème 1.20 (R. Lyons, 2003). La loi d’un processus déterminantal sur un ensemble

discret ordonné S a une filtration asymptotique triviale.
On retrouve ainsi l’énoncé de la « loi du 0 ou 1 » de Kolmogorov pour les suites de variables

aléatoires indépendantes, ici dans un cas de variables négativement corrélées.
Théorème 1.21 (R. Lyons, 2003). Soit S un ensemble discret et H un sous-espace fermé

de `2(S). Soit X un sous-ensemble aléatoire de S tiré selon la loi déterminantale associée à H.
Alors, presque sûrement, l’adhérence de la projection orthogonale de H sur `2(X) est égale à `2(X).

Cet énoncé est beaucoup plus facile à démontrer dans le cas de rang fini (voir le lemme 3.6),
et il est alors complémenté par le théorème de projection moyenne (voir théorème 3.7).
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3.2. Association négative et positive. Une propriété importante satisfaite par les proces-
sus déterminantaux est l’association négative. Celle-ci implique en particulier que les corrélations
sont négatives. Si X est un sous-ensemble aléatoire de S, on dit que sa loi vérifie l’association
négative si pour toutes fonctions f, g : 2S → R croissantes et tout sous-ensemble R de S, on a
(13) E [f(X ∩R)g(X ∩ (S \R))] 6 E [f(X ∩R)]E [g(X ∩ (S \R)] .

Une manière de démontrer cette propriété est d’utiliser la propriété plus forte dite de « Ray-
leigh forte » suivante, qui porte sur la fonction génératrice. Une mesure de probabilité sur 2S
vérifie la propriété de Rayleigh forte lorsque sa fonction génératrice E(

∏
i∈X zi) est stable. Il

est démontré dans [BBL09, Defs 2.9–2.10, Prop. 3.5] qu’une mesure déterminantale vérifie la
propriété de Rayleigh forte.

La propriété d’association négative fait écho à la propriété d’association positive, qui est
vérifiée par une mesure de probabilité sur 2S lorsque pour toutes f, g : 2S → R croissantes, on a
(14) E [f(X)g(X)] > E [f(X)]E [g(X)] .

Théorème 1.22 (Fortuin–Kasteleyn–Ginibre, 1971). Le modèle FK pour q > 1 satisfait la
propriété d’association positive.

Nous nous référons à l’appendice de [Gri06] pour l’histoire de ce résultat fondamental qui
a permis de grandes avancées dans la compréhension du modèle FK pour q > 1. Il se démontre
maintenant par l’inégalité démontrée par Holley. Le cas du modèle FK pour q ∈ [0, 1[ est bien
moins étudié et compris en l’absence d’un tel résultat. Voir [GW04, Gri06] pour des conjectures
à ce sujet. Voir aussi les progrès récents grâce à la géométrie algébrique des matroïdes [BH18].

3.3. Forêts couvrantes uniformes. La mesure uniforme sur les arbres couvrants d’un
graphe fini possède deux limites en volume infini lorsque la suite de graphes finis est une ex-
haustion d’un graphe fini, avec conditions aux bords libres ou fermées, notées WSF et FSF pour
wired et free spanning forest.

Théorème 1.23 (I. Benjamini, R. Lyons, Y. Peres, O. Schramm, 2001). Soit d > 2. Sur Zd,
on a WSF = FSF. De plus, si d 6 4, la forêt est presque sûrement connexe, et si d > 4, elle
contient une infinité de composantes connexes. Chaque composante connexe est infinie et possède
un unique bout 13.

Un des outils utilisés par [BLPS01] pour démontrer ce théorème est l’algorithme trouvé par
D. B. Wilson [Wil96] dans sa thèse qui échantillonne un arbre couvrant uniforme par le biais de
marches aléatoires à boucles effacées (un type de marche auto-évitante introduite par G. F. Lawler
en 1980 [Law80] pour trouver une alternative au modèle de marche auto-évitante du chimiste,
spécialiste des polymères, P. J. Flory qu’il est difficile d’étudier par manque d’intégrabilité du
modèle).

Théorème 1.24 (D. B. Wilson, 1996). On peut échantillonner la mesure uniforme sur les
arbres couvrants par le biais de marches aléatoires à boucles effacées.

Il existe d’autres algorithmes (dus notamment à Aldous et Broder) pour échantillonner cette
mesure. Ils sont tous reliés de manière plus ou moins directe au théorème « Markov chain tree

13. La notion de bout a été introduite par R. Halin en théorie des graphes, suivant la définition donnée par
H. Freudenthal dans le contexte des groupes topologiques. Le fait d’avoir un unique bout pour un arbre infini T
signifie que pour toute arête e, T \ {e} possède une unique composante connexe infinie. Ceci est équivalent au fait
que pour toute paire de chemins infinis sans rebroussements dans l’arbre, les deux chemins diffèrent seulement par
un nombre fini de sommets.
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theorem » dont Aldous dit qu’il est « peut-être l’un des résultats les plus souvent redécouverts
en théorie des probabilités » [Ald90] ; voir [PT18, Theorem 3.1] et les références qui y figurent.

Une des démontrations de l’algorithme de Wilson repose sur une méthode combinatoire
reliée à la théorie des empilements de pièces de X. Viennot, comme l’a montré P. Marchal
[Mar00]. Cet algorithme fait partie d’une famille d’algorithmes de rejet partiel identifiée par M.
Jerrum [Jer21] récemment. Un autre cas particulier échantillonne les forêts couvrantes d’uni-
cycles [KK17, Kas15, GJ21].

3.4. Évolution de Schramm–Loewner. L’évolution de Schramm–Loewner (SLE) est une
famille de courbes continues aléatoires sans croisement (mais avec possible auto-intersection)
qui possèdent une propriété d’invariance par transformations conformes. Il en existe plusieurs
variantes, mais décrivons celle appelée « évolution chordale » ; pour plus de détails, voir par
exemple l’appendice de [MP10] par O. Schramm et W. Werner.

Pour tout domaine simplement connexe du plan D muni de deux points marqués sur son
bord, notés a et b, l’évolution de Schramm–Loewner γ(t) de a à b dans D est caractérisée par
la propriété de « Markov conforme » : pour tout temps t > 0, le futur de la trajectoire est
une évolution de Schramm–Loewner dans le domaine D \ Kt, qui va de γ(t) à b, où Kt est le
complémentaire dans D de la composante connexe de D \ γ[0, t] contenant b ; voir la figure 1.7.

gt

γt

wt0

gt

wt0

Kt

Figure 1.7. Dynamiques de l’équation de Schramm–Loewner pour κ < 4 à gauche, et
κ > 4 à droite.

Puisqu’en vertu du théorème d’uniformisation de Riemann [dSG10], tous les domaines sim-
plement connexes propres du plan sont conformément équivalents, il suffit de décrire le processus
sur le demi-plan supérieur H. Pour cela, on considère l’équation différentielle de Loewner chordale
sur une famille d’applications conformes (gt), définie, pour tous t > 0 et z ∈ H par

(15) ∂

∂t
gt(z) = 2

gt(z)− wt
,

où g0(z) = z. En définissant τz = inf{t > 0 : gt(z) n’est plus défini}, et en posant Kt = {z ∈ H :
τz 6 t}, l’application gt est un homéomorphisme conforme entre H \Kt et H. 14

L’évolution de Schramm–Loewner est le processus stochastique de compacts croissants (Kt)t>0
ainsi obtenu en considérant κ > 0 et prenant pour (wt)t>0 le processus (Wt)t>0 = (Bκt)t>0, où
(Bt)t>0 est un mouvement brownien sur R partant de 0 au temps t = 0. S. Rohde et O. Schramm
[RS05] ont montré que l’évolution de Schramm–Loewner peut bien être décrite par une courbe
continue (γt)t>0, même si elle est définie implicitement, confirmant ainsi l’heuristique ci-dessus.

Cette courbe est fractale et V. Beffara [Bef08] donna sa dimension de Hausdorff de son
image : min(1 + κ/8, 2). Lorsque κ < 4, la courbe est simple ; pour κ ∈ [4, 8[ la courbe rebondit
sur le passé de sa trajectoire ; et pour κ > 8, elle remplit tout l’espace. Il y a une dualité entre
SLEκ et SLEκ′ lorsque κ′ = 16/κ. De façon simplifiée : le bord du compact Kt engendré par
SLEκ′ avec κ′ > 8 est une courbe SLEκ avec κ = 16/κ′.

14. K. Loewner trouva cette équation en 1923 dans son travail sur la conjecture de Bieberbach (1916) portant
sur la croissance des coefficients des fonctions univalentes, maintenant théorème de L. de Branges (1985).
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Schramm introduisit cette famille de processus aléatoires afin de construire la limite d’échelle
des courbes aléatoires discrètes apparaissant dans les modèles de physique statistique planaire
critiques. Des résultats dans ce sens ont été obtenus, voir le paragraphe 1§1.3. 15

Il existe d’autres variantes de SLE que la version chordale : la version radiale qui relie le
centre du disque avec son bord ; la version planaire ou sur la sphère de Riemann ; et des variantes
branchantes et qui remplissent l’espace (voir théorème 1.26).

3.5. Soupes de boucles et CLE. Étant donné un espace polonais S muni d’une mesure
sigma-finie λ et d’un processus de Markov de noyau de transition pt(u, v), il y a une mesure infinie
naturelle sur les boucles paramétrées de S, que nous notons µ, voir [LJ11]. Elle est obtenue en
normalisant une mesure d’excursion Markovienne sur les chemins paramétrés par [0, t] partant
et arrivant en u :

(16) µ(·) =
∫
S

∫
R+

Ptu,u(·) pt(u, u) dt
t
dλ(u) .

Dans le cas où S = R2 et le processus de Markov est le mouvement brownien, G. Lawler
et W. Werner [LW04] ont défini la « soupe de boucle brownienne » d’intensité c > 0 comme le
processus de Poisson d’intensité cµ/2.

On peut fixer un domaine simplement connexe du plan D et considérer la restriction du
processus de Poisson aux boucles de ce domaine. Pour c 6 1, la soupe ne recouvre pas tout le
domaine et on peut considérer les composantes connexes de ces amas de boucles. Leur frontière
est un processus de boucles qui peuvent se toucher, mais ne se croisent pas. Ce processus est
invariant conforme et appelé CLE (pour conformal loop ensemble). Il a été défini ainsi par S.
Sheffield et W. Werner [SW12a]. Ces boucles sont localement des SLE de paramètre κ où la
relation entre c et κ est

(17) c = (3κ− 8)(6− κ)
2κ .

La quantité c est aussi égale à la charge centrale de la théorie quantique des champs conforme
correspondante [Nie82], qui a une interprétation en termes de représentations de l’algèbre de
M. Virasoro d’opérateurs différentiels.

Au niveau discret, une soupe de boucles de marches aléatoires est définie de manière ana-
logue : cela correspond au cas où S est un graphe et le processus de Markov est une marche aléa-
toire [LJ11]. Lupu a démontré que la soupe discrète converge vers la soupe continue [Lup19a].

Un fait important est que l’ensemble des boucles (correctement définies et réarrangées) effa-
cées par l’algorithme de Wilson (voir théorème 1.24) est une soupe de boucles de marche aléatoire
d’intensité c = 1 ; voir [LJ11, Law18, WP21]. Par affinement 16 du processus de Poisson corres-
pondant afin d’en réduire l’intensité, on peut ainsi obtenir une soupe de boucles de toute intensité
c 6 1. C’est ainsi que les simulations spectaculaires de CLE par D. Wilson ont été obtenues ; on
peut les consulter en temps réel sur les sites webs suivants : cle3.org et cle4.org.

3.6. Champ libre gaussien. Le champ libre gaussien 17 dans un domaine du plan avec
condition zéro au bord est, de façon heuristique, une fonction aléatoire gaussienne dont les corré-
lations sont données par la fonction de Green. De façon équivalente, il s’agirait d’une gaussienne

15. Cela a aussi permis à Lawler, Schramm et Werner d’identifier le bord externe d’un cluster de trajectoire
de mouvement brownien planaire comme étant SLE8/3 et de calculer ainsi sa dimension fractale, égale à 4/3,
démontrant ainsi la conjecture de B. Mandelbrot.
16. On pourrait dire écrémage, dans le cas d’une soupe.
17. La terminologie est redondante : en physique, l’objet analogue est appelé champ libre, car il n’y a pas

d’interactions, comme celle donnée par un potentiel quartique souvent considéré. D’un point de vue mathématique,
il s’agit d’un processus gaussien. L’usage a fait qu’en théorie des probabilités on utilise les deux qualificatifs.

http://cle3.org
http://cle4.org
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dont la densité par rapport à une mesure de Lebesgue λ sur l’espace des fonctions continues (qui
n’existe pas), serait définie par l’équation

(18) P(Φ) ∝ exp
(
−1

2‖dΦ‖2
)
λ(Φ) .

Cette définition aurait un sens si l’on regarde une approximation discrète, ce que l’on appelle le
champ libre discret, et c’est une manière de définir le champ libre continu par passage à la limite.

Figure 1.8. Approximation discrète d’un champ libre gaussien en dimension 2.

Cette « fonction » est en fait trop irrégulière pour être définie ponctuellement (voir la fi-
gure 1.8) et il faut en fait la considérer comme une distribution de Schwartz, vivant dans un
espace de Sobolev. On peut néanmoins aussi définir le processus par ses valeurs moyennes sur
des cercles, qui elles définissent bien des valeurs finies [WP21].

3.7. Théorèmes d’isomorphisme. Il y a des liens profonds entre SLE, CLE, et le champ
libre gaussien, voir par exemple [WP21]. Ces liens ont notamment leurs origines dans les théo-
rèmes dits d’isomorphisme qui relient la loi du temps local d’un processus de Markov et la loi
du carré des valeurs d’une fonction gaussienne de covariance donnée par l’inverse du noyau du
processus de Markov [LJ11, Szn12] ; voir le paragraphe 6§1.

Voir [BHS21] pour des généralisations des théorèmes d’isomorphisme au cas où les spins
sont à valeurs dans des espaces non euclidiens.

3.8. Espaces métriques aléatoires. Les cartes aléatoires possèdent des limites discrètes
en volume infini, où la convergence a lieu au sens local de Benjamini–Schramm, par des résultats
de Krikun et Angel–Schramm.

Lorsque l’on s’intéresse plutôt à la limite d’échelle continue, l’étude des modèles de physique
statistique bi-dimensionnels critiques ont donné naissance à la géométrie conforme aléatoire.

La limite des arbres aléatoires finis est décrite par l’arbre continu aléatoire d’Aldous [Ald91].
Cet arbre se construit aussi par recollement d’une excursion brownienne, vue comme sa fonction
de contour (voir la figure 1.2). C’est un espace métrique aléatoire. Notons que les graphes fonc-
tionnels qui apparaissent dans la bijection de Joyal mentionnée en introduction de ce chapitre
ont aussi une limite d’échelle similaire [AMP05].

La théorie des cartes aléatoires et ses développements probabilistes ont fourni une réponse
partielle au souhait de Polyakov évoqué au paragraphe 1.2.5. Un résultat fondamental a été
démontré indépendamment dans [Mie13, LG13].

Théorème 1.25 (J.-F. Le Gall, G. Miermont, 2011). Les cartes planaires aléatoires convergent
vers la sphère brownienne.
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Ce résultat a été généralisé à toutes les surfaces compactes par J. Bettinelli et G. Mier-
mont [BM22]. Par une approche très différente, une métrique aléatoire sur la sphère, dépendant
d’un paramètre γ, a aussi été définie dans [DMS21].

Théorème 1.26 (Duplantier–Miller–Sheffield, 2014). Le recollement de deux excursions brow-
niennes corrélées (vues comme deux arbres réels continus aléatoires) crée un espace métrique
aléatoire qui a la même loi qu’une sphère munie d’une métrique aléatoire de Liouville décorée
par un SLE qui remplit l’espace.

Lorsque le paramètre γ vaut
√

8/3, la sphère aléatoire ainsi construite correspond à la sphère
brownienne, ainsi que démontré par J. Miller et S. Sheffield [MS20].

D’autres approches aux métriques aléatoires planaires existent, notamment celles utilisant les
empilements de cercles, le chaos multiplicatif gaussien, etc. On se réfère au texte de survol [She22]
pour une introduction illustrée à ce résultat et au domaine très vaste de recherche associé en
géométrie conforme aléatoire.

3.9. Champs d’holonomie. En dimension 2, la mesure de Yang–Mills (voir 1.2.4) est défi-
nie implicitement comme un champ d’holonomie aléatoire [Sen97, Lév10] ; voir aussi [Che19].
Si le groupe de jauge est un groupe unitaire, cette mesure donne à tout cycle simple une holono-
mie égale au mouvement brownien sur le groupe unitaire, évalué au temps égal à l’aire entouré
par le cycle. Deux cycles disjoints ont des holonomies indépendantes. C’est ainsi que nous avons
échantillonné l’environnement de jauge aléatoire pour les simulations de la figure 6.6.

La loi d’un champ d’holonomie est caractérisée par ses boucles de Wilson, c’est-à-dire, l’espé-
rance des produits de trace d’holonomies le long d’un nombre fini de lacets. Dans le cas planaire,
ces observables peuvent se calculer au moyen d’équations qui réduisent l’amas de lacets à des
boucles simples ; ce sont les équations de Makeenko–Migdal. Ces dernières sont reliées aux équa-
tions de Schwinger–Dyson et à la formule d’intégration par parties par rapport à la mesure de
Haar sur le groupe de jauge compact considéré ; voir [Lév20].

La limite où la taille des matrices dans le groupe de jauge tend vers l’infini a été étudiée par
T. Lévy. L’objet limite déterministe est le champ maître sur le plan [Lév10].

Dans d’autres développements récents, le cas de la sphère et d’autres surfaces compactes de
genre arbitraire a été étudié [DN20]. La théorie des processus markoviens d’holonomie a aussi
été étendue [CDG17]. En dimension supérieure et dans la version discrétisée des théories de
jauge sur réseau, S. Chatterjee a obtenu de nouveaux résultats, voir [Cha19].

Construire des couplages de champs d’holonomie avec un modèle de physique statistique est
une question encore ouverte. C’est une des motivations derrière nos travaux [KL21, KL23c]. Il
y a d’autres travaux dans cette direction [CC22] par une approche très différente.

4. Organisation du texte

Dans le chapitre 2, nous présentons nos résultats spécifiques aux graphes planaires ; ce cha-
pitre est basé sur les articles [CCK17, KW16b, Kas15, KW16a, GKMW18]. Dans le cha-
pitre 3 nous présentons nos résultats sur les processus déterminantaux issus de [KL22a, KL23a,
KL22b]. Dans le chapitre 4 nous introduisons des familles de sous-graphes déterminantaux dé-
finis dans [KL22b]. Dans le chapitre 5 nous rassemblons différentes formules déterminantales
et les étudions du point de vue des polynômes en plusieurs indéterminées et des revêtements
de graphes ; ceci correspond aux articles [KL20, KL23b, CK23]. Dans le chapitre 6 nous
présentons les résultats relatifs à la présence d’une connexion et à ses incarnations aléatoires ;
ceci repose sur [KL21, KL23c]. Enfin, dans le court chapitre 7 nous présentons quelques pers-
pectives pour la suite de notre travail où nous nous appuyons sur certaines formules issues de
[KL20, CK23, Kas15].
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Inventaire des contributions personnelles

Les contributions exposées dans ce mémoire figurent en encadré dans le texte avec le code couleur suivant :
définition, remarque, lemme, proposition, théorème, conjecture, question.

Chapitre 2.
— théorème 2.1 : les mineurs-pfaffiens de l’inverse

de la matrice de Kac–Ward sont les observables
fermioniques à plusieurs points

— théorème 2.2 : expression déterminantale de la
fonction de partition du modèle XOR-Ising

— théorème 2.3 : densité du tas de sable abélien
pour les réseaux planaires périodiques

— définition 2.4 : modèle d’arbre couvrant actif
— conjecture 2.5 : convergence de la courbe de

contour d’un arbre couvrant actif vers l’évolu-
tion de Schramm–Loewner

— remarque 2.6 : mélange de la chaîne d’échange
pondérée sur les bases

— théorème 2.7 : convergence dans le cas des
cartes planaires

Chapitre 3.
— lemme 3.1 : caractérisation de processus déter-

minantaux par leur fonction de partition
— définition 3.2 : processus déterminant. linéaires
— proposition 3.3 : algorithme d’échantillonnage

d’un processus déterminantal linéaire
— théorème 3.4 : théorème de projection moyenne
— corollaire 3.5 : version duale du théorème de

projection moyenne
— lemme 3.6 : définition de la projection aléatoire

associée à un processus déterminantal dans le
cas continu

— théorème 3.7 : théorème de projection moyenne
continu et calcul de la variance

— lemme 3.8 : processus déterminantaux condi-
tionnels

— proposition 3.9 : inégalités polymatroïdales
— théorème 3.10 : interprétation physique d’un

processus déterminantal comme une mesure
quantique

— définition 3.11 : processus Q-déterminantaux
Chapitre 4.

— théorème 4.1 : forêts couvrantes d’unicycles Q-
déterminantales

— théorème 4.2 : sous-graphes couvrants connexes
déterminantaux

— théorème 4.3 : sous-graphes couvrants acy-
cliques déterminantaux

— question 4.4 : existence d’un modèle dual aux
forêts couvrantes d’unicycles

— proposition 4.5 : identités multilinéaires
— question 4.6 : nombre de sous-graphes cou-

vrants connexes à nombre de Betti fixé
— remarque 4.7 : mesure uniforme non-dét. sur

les forêts couvrantes d’unicycles
Chapitre 5.

— définition 5.1 : polynômes d’énumération
connexe

— définition 5.2 : polynômes d’énumération acy-
clique

— corollaire 5.3 : stabilité des polynômes d’énu-
mération acyclique et connexe

— proposition 5.4 : quotients de polynômes
— lemme 5.5 : lemme de Schur
— question 5.6 : généralisation du théorème de

stabilité d’Amini
— définition 5.7 : définition du τ -déterminant
— théorème 5.8 : formules matrix-tree classiques
— théorème 5.9 : nouvelles formules matrix-tree
— proposition 5.10 : formule invariante de jauge
— lemme 5.11 : produit eulérien
— théorème 5.12 autre formule invariante de jauge
— théorème 5.13 : revêtements de graphes et opé-

rateurs tordus
— corollaire 5.14 : revêtements de graphes et di-

visibilité de polynômes
— proposition 5.15 : coefficients invariants positifs

Chapitre 6.
— lemme 6.1 : inégalité de Kato discrète
— définition 6.2 : champs de vecteurs gaussiens
— définition 6.3 : holonomie tordue
— proposition 6.4 : formule de Feynman–Kac co-

variante
— définition 6.5 : soupe de boucles covariante
— théorème 6.6 : théorème d’isomorphisme
— théorème 6.7 : théorème d’isomorphisme dans

le cas d’une connexion à holonomies de traces
positives

— définition 6.8 : champ de vecteurs aléatoire non-
gaussien en environnement aléatoire

— théorème 6.9 : identité de Symanzik covariante
— définition 6.10 : forêt couvrante quantique
— théorème 6.11 : trace et superposition de forêts

d’unicycles
— proposition 6.12 : le cas de SU(2)
— théorème 6.13 : connexions infinitésimales
— théorème 6.14 : théorème de transfert élec-

trique de Kirchhoff
— lemme 6.15 : inégalité de monotonicité de Ray-

leigh
— définition 6.16 : régularité géométrique
— théorème 6.17 : mesures en volume infini

Chapitre 7.
— définition 7.1 : forêt couvrante quantique sim-

pliciale
— théorème 7.2 : formule matrix-tree sur un com-

plexe simplicial
— théorème 7.3 : revêtement de complexes simpli-

ciaux et divisions de polynômes
— question 7.4 : formule pour l’énumération de

certains complexes simpliciaux acycliques
— question 7.5 : bijection de Joyal étendue
— remarque 7.6 : mesure canonique sur un fibré
— question 7.7 : modèles « FK » et de forêt cou-

vrante d’unicycles active dans le cas bicircu-
laire

— remarque 7.8 : SLE sur les surfaces compactes
— remarque 7.9 : mesure sur les graphes de SLE



Chapitre 2

Cas des graphes planaires

Dans ce chapitre nous présentons quelques résultats sur des modèles de physique statistique
dans le cadre d’un graphe planaire : le modèle d’Ising et sa version XOR (dont le nom vient
de l’acronyme anglais pour désigner le « ou » exclusif en logique booléenne), le modèle du tas
de sable abélien, et le modèle des arbres couvrants actifs (que nous avons introduit avec David
Wilson). Tous ces modèles sont reliés entre eux, et une manifestation de ce fait est que leurs
fonctions de partition sont des spécialisations du polynôme de Tutte, voir la définition 1.4.

Rappelons qu’un graphe est dit planaire s’il peut être dessiné sur le plan (ou la sphère) de
telle sorte que ses arêtes ne se croisent pas.

C’est un fait maintes fois observé que la planarité d’un graphe entraîne des simplifications
drastiques dans la complexité du calcul de certaines quantités lui étant associées (voir le théo-
rème 1.2 par exemple).

Notons que tout graphe fini peut se dessiner sur une surface orientée de genre suffisamment
élevé. Parfois, comme dans le cas du modèle d’Ising ou de dimères, les techniques de calcul
d’observables propres aux graphes planaires se généralisent au cas d’un tel graphe surfacique,
mais les expressions font intervenir plus de termes, dont le nombre augmente avec le genre.

1. Modèle d’Ising

Le modèle d’Ising ferromagnétique sur un graphe fini G = (V,E) est une mesure de probabilité
sur les configurations de « spins » ±1 affectés aux sommets de G qui favorise l’alignement (c’est-
à-dire l’égalité des valeurs) des spins voisins plus la température, dont l’inverse est noté β, est
basse. Plus précisément, la probabilité d’une configuration de spins σ ∈ {−1, 1}V est donnée par
la relation de proportionnalité

P(σ) ∝ e−βHJ (σ) ,

où l’énergie HJ(σ) d’une configuration de spins σ est définie par

HJ(σ) = −
∑
e∈E+

Jeσeσe ,

où Je > 0 est la constante d’interaction de l’arête e, qui satisfait Je = Je−1 . Le facteur de
normalisation, appelé fonction de partition du modèle, est égal à

ZIsing(G, J, β) =
∑

σ∈{−1,1}V

e−βHJ (σ) .

Dans le cas où le graphe G est planaire, le modèle est dit intégrable, notamment car sa
fonction de partition peut être calculée explicitement (ce résultat célèbre et classique remonte à
L. Onsager en 1944 dans le cas du réseau carré).

Une approche pratique au calcul de cette fonction de partition consiste à traduire cette
dernière en termes de fonction génératrice de sous-graphes : nous allons voir que la fonction de
partition du modèle est proportionnelle à la fonction génératrice des sous-graphes dont chaque
sommet est de degré pair (une union de cycles) dont nous notons l’ensemble E(G). Afin d’établir
la correspondance entre ces deux fonctions de partition, on introduit une fonction de poids
x = (xe)e∈E sur les arêtes qui est symétrique : xe = xe−1 pour tout e ∈ E. Pour tout C ∈ E(G),

23
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notons xC le produit des poids des arêtes de C. Considérons la fonction génératrice de ces sous-
graphes « pairs » :

(19) Zpair(G, x) =
∑

C∈E(G)
xC .

Les fonctions de partitions ZIsing(G, J, β) et Zpair(G, x) sont proportionnelles pour un choix
adapté de xe en fonction de β et Je, pour tout e ∈ E. Plus précisément, B. L. van der Waerden
démontra en 1941 que l’on a

ZIsing(G, J, β) = 2|V|Zpair(G, x)
∏
e∈E+

cosh(βJe) ,

lorsque xe = tanh(βJe) pour tout e ∈ E+.
Pour des raisons historiques (et calculatoires), le polynôme Zpair(G, x) s’appelle aussi po-

lynôme du « développement en haute température » du modèle d’Ising. Il existe un polynôme
associé, appelé polynôme du « développement en basse température », mais nous ne l’utilise-
rons pas ici ; voir [CCK17, Introduction]. Dans le cas planaire qui nous intéresse ici, ces deux
polynômes sont de toute façon essentiellement les mêmes.

1.1. Formule de Kac–Ward. En 1952, Kac et Ward [KW52] ont donné une formule pour
exprimer le polynôme Zpair(G, x) comme le déterminant d’une matrice d’adjacence modifiée,
appelée matrice de Kac–Ward. Pour définir la matrice de Kac–Ward il faut d’abord choisir un
plongement du graphe dans le plan. Rappelons que pour une arête orientée e, on note s(e) sa
source et t(e) son but, et e−1 l’arête avec l’orientation opposée. Pour deux arêtes orientées e et e′
telles que t(e) = s(e′) (c’est-à-dire, bien enchaînées), on note w(e, e′) l’angle entre leurs vecteurs
tangents au sommet commun. La matrice de Kac–Ward est une matrice carrée indexée par les
arêtes orientées du graphe, définie par

(20) KW(G, x) = I− T ,

où I est la matrice identité et T est définie par

Te,e′ =
{

exp[ i2w(e, e′)] · (xexe′)1/2 si t(e) = s(e′) et e′ 6= e−1 ;
0 sinon.

La célèbre formule de Kac–Ward [KW52] stipule que

(21) det[KW(G, x)] = [Zpair(G, x)]2 ,

et ce fut une longue histoire [She60, Vdo65, DZM+99, KLM13, Hel14] pour en donner une
démonstration rigoureuse pour un graphe planaire général ; voir l’article récent de M. Lis [Lis16]
pour une présentation courte et affinée de cette démonstration.

Avec Dmitry Chelkak et David Cimasoni nous avons donné une démonstration différente
et très courte de cette formule classique [CCK17]. Elle repose sur l’observation simple que la
matrice K, obtenue à partir de KW en permutant les lignes correspondant à une arête et son
arête inverse, est hermitienne.

Sur cette base, l’article [CCK17] explore de manière approfondie la combinatoire du modèle
d’Ising sur un graphe fini avec poids (symétriques) (xe)e quelconques, et genre arbitraire (pas
nécessairement planaire). Il n’est pas possible d’aborder tous les points développés dans cet article
ici, et nous isolons deux résultats intéressants dans la suite.
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1.2. Observables fermioniques à plusieurs points. Notre approche nous permet par
ailleurs de donner une formule combinatoire pour des observables « à plusieurs points » qui jouent
un rôle dans les preuves de convergence des corrélations entre spins dans la limite d’échelle [CHI15].
Pour cela nous opérons une autre modification élémentaire sur la matrice K afin d’obtenir une
matrice réelle antisymétrique K̂.

Il est à ce jour bien connu que les entrées de la matrice inverse de Kac–Ward (modifiée) sont
égales aux observables combinatoires à deux points proposées par Smirnov comme outil pratique
pour étudier la limite d’échelle du modèle critique d’Ising dans des domaines planaires arbitraires.
Depuis les travaux pionniers de Smirnov, ces observables sont généralement définies directement,
sans référence à la matrice de Kac–Ward, mais il est intéressant de noter que leur définition est
née de considérations faites par Smirnov conjointement avec Kenyon [Smi10b, Remark 4] sur
des techniques matricielles propres au modèle de dimères.

Avant de pouvoir formuler notre résultat, nous avons besoin d’une définition supplémentaire.
Soit (G♦, x) le graphe pondéré obtenu à partir de (G, x) en ajoutant un sommet ze au milieu
de chaque arête e de G, et en donnant le poids xe1/2 à chacune des deux arêtes résultantes
de G♦. Étant donné une collection {e1, . . . , e2n} d’arêtes orientées de G, soit C(e1, . . . , e2n) l’en-
semble des sous-graphes P de G♦ qui ne contiennent pas les arêtes (s(ek), zek), contiennent les
arêtes (zek , t(ek)) si ek−1 6∈ {e1, . . . , e2n}, et tels que tout sommet de G♦ distinct de ze1 , . . . , ze2n
soit de degré pair dans P . L’ensemble C(∅) n’est autre que l’ensemble E(G) des sous-graphes
pairs de G mentionné plus haut.

L’énoncé suivant provient de [CCK17, Theorem 1.2].

Théorème 2.1. Soit G un graphe planaire muni d’une fonction de poids x sur les arêtes.
Considérons un ensemble d’arêtes orientées e1, . . . , e2n. Alors on a

Pf[K̂−1
ej ,ek

]2nj,k=1 = [Zpair(G, x)]−1 ·
∑

P∈C(e1,...,e2n)
τ(P )xP ,

où Pf désigne le pfaffien et τ(P ) est un certain signe défini en fonction de la topologie
de P sur un revêtement à deux feuillets du graphe.

Le cas n = 1 de cette formule redonne la définition combinatoire standard des observables
à deux points comme somme sur l’ensemble C(e, e′), dont on sait qu’elle est l’entrée de l’inverse
de la matrice de Kac–Ward modifiée. Pour n > 2, on retrouve la définition combinatoire des
observables « à plusieurs points » comme des sommes sur C(e1, . . . , e2n). Le théorème 2.1 affirme
que ces dernières sont le pfaffien d’une matrice dont les coefficients sont les premières.

Avec Dmitry Chelkak et David Cimasoni, nous pensons que cette formule, valable dans un
cadre général, devrait pouvoir s’appliquer à la démonstration de la convergence, dans la limite
d’échelle lorsque la maille des graphes tend vers zéro, des corrélations de spins dans des domaines
plus généraux que ceux traités dans [CHI15].

1.3. Modèle XOR-Ising. Nous avons étendu les formules du paragraphe 2§1.2 au cas
du modèle XOR-Ising défini comme le produit sommet par sommet de deux modèles d’Ising
faiblement corrélés.

Dans le cas d’un graphe plan G = (V,E) dont les spins au bord sont conditionnés à être +1,
nous définissons une matrice K̃ qui joue le rôle d’une matrice de Kac–Ward pour ce nouveau
modèle. Soit Zdbl-I(G, x) la fonction de partition de ce modèle. L’énoncé suivant figure dans
[CCK17, Theorem 1.4].
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Théorème 2.2. On a
Zdbl-I(G, x) = (−1)|[E]| det K̃ .

Un des intérêts de ce modèle XOR-Ising (qui est un cas particulier du modèle d’Ashkin–Teller
de spins à 4 couleurs [AT43]) vient de son lien avec la « bosonisation » du modèle d’Ising et
d’une conjecture de Wilson [Wil11] qui prédit la convergence des interfaces entre clusters de
spins +1 et clusters de spins −1 vers une variante de SLE4.

Une question ouverte est de savoir si l’on peut utiliser notre formule combinatoire pour suivre
un programme analogue à celui de Smirnov et ses coauteurs [Smi10a, CS12b, CDCH+14] qui
montrèrent la convergence des interfaces du modèle d’Ising critique vers SLE3. C’est la question
qui nous a poussé à écrire [CCK17], voir la remarque 1.5 dans cet article, où nous pensions
pouvoir suivre une approche similaire à celle de Kenyon [Ken14] et Dubédat [Dub19] pour
le modèle de double-dimères, mais qui ne semble pas fonctionner directement pour le modèle
XOR-Ising (voir aussi la remarque au début du paragraphe 5§2 de ce mémoire).

Il est à noter que bien que le modèle d’Ising soit centenaire [DC22], il continue de connaître
d’importants développements, comme par exemple dans le travail récent de Chelkak [Che20]
qui établit un lien de ce modèle avec la géométrie lorentzienne et les surfaces minimales.

2. Tas de sable abélien

La criticité auto-organisée est un concept popularisé par Bak, Tang et Wiesenfeld [BTW87]
qui désigne des systèmes qui se stabilisent d’eux-mêmes à un point critique caractérisé par des
corrélations à longue portée. Le tas de sable abélien est un modèle de criticité auto-organisée
introduit par Deepak Dhar en 1989 [Dha90]. Il est défini à partir d’une chaîne de Markov comme
suit.

Une configuration de sable sur un graphe fini connexe G = (V,E) muni d’un sommet distingué
– appelé le « puits »– est une fonction σ : V → Z à valeurs entières sur les sommets du graphe
dont la valeur en tout sommet distinct du puits est positive ; on dit que σ(v) est le nombre de
grains de sable au sommet v. La configuration est dite instable s’il existe un sommet v distinct
du puits où la fonction excède le degré degv du sommet dans le graphe. Dans ce cas de figure, un
éboulement peut se produire, qui entraîne la perte de degv grains de sables en v et l’ajout d’un
grain de sable à chaque sommet voisin de v. Une suite d’éboulements est appelée une avalanche.

En partant d’une configuration instable, il existe toujours une avalanche qui la stabilise
puisque les grains de sable en excès sont absorbés tôt ou tard par le puits, par connexité du
graphe G. Le fait que la configuration stable finale ne dépende pas de l’ordre d’occurrence des
éboulements explique le qualificatif d’abélien donné au modèle, et fut initialement démontré par
D. Dhar. 1 La figure 2.1 montre un exemple de stabilisation.

Figure 2.1. Stabilisation d’un tas de sable, lorsque le puits est le bord d’un graphe
donné par une grille carrée 3× 3.

1. L’argument qui permet de le démontrer est proche de celui démontrant la validité de l’algorithme de Wilson,
voir théorème 1.24. L. Levine et ses co-auteurs ont inscrit ces deux exemples au sein d’une théorie des réseaux
abéliens [BL16]
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La stabilisation d’une pile de sable en l’origine de Z2 donne lieu à de beaux motifs. Il y a
même une structure fractale lorsque la taille de cette pile tend vers l’infini et que l’on passe à
une limite d’échelle [LPS16].

2.1. Configurations récurrentes. En partant d’une configuration de sable, une étape de
la chaîne de Markov qui définit le modèle consiste à choisir uniformément un sommet distinct
du puits, à ajouter un grain de sable au tas en ce sommet, et à stabiliser la configuration. Il
existe une unique mesure stationnaire pour cette dynamique qui est la mesure uniforme sur un
sous-ensemble de configurations stables appelées configurations récurrentes. L’étude probabiliste
du tas de sable abélien consiste en l’étude de cette mesure.

Notons que l’ensemble des configurations stables hérite de la structure de monoïde abélien
de ZV, et que l’ensemble des configurations récurrentes est l’idéal minimal de ce monoïde : c’est
donc un groupe. Ce groupe abélien est appelé groupe du tas de sable. L’élément identité de ce
groupe n’est pas facile à identifier et donne lieu à de riches motifs, lorsque le graphe sous-jacent
est une grille carrée de grande taille, voir [CP18, Kli19]. 2

Sur un graphe infini, la mesure peut être définie par un processus limite en approchant le
graphe infini par une suite exhaustive de graphes finis [JW14].

Les avalanches jusqu’à stabilisation ont été étudiées par Gabrielov [Gab93] et leur géomé-
trie est reliée à la combinatoire des forêts couvrantes à deux composantes. Dans le cas d’un
graphe planaire, quelques résultats sur la loi de la taille de la coupure de G déterminée par
ces forêts [KKW15] et sur les fluctuations d’occurrence de motifs dans le tas de sable abélien
[KW15a] sont obtenus dans nos travaux de thèse antérieurs, voir aussi [Kas15] pour un survol.

On se réfère aux textes [HLM+08, CP18] pour plus de détails sur le modèle du tas de sable
abélien.

2.2. Densité stationnaire. Une question restée longtemps ouverte a été le calcul de la
densité σ̄ du tas de sable sur un réseau régulier du plan, c’est-à-dire le nombre moyen de grains
de sable par sommet dans le régime stationnaire de la chaîne de Markov ci-dessus.

Par une formule de Criel Merino López [ML97], obtenue dans sa thèse sous la direction de
Dominic Welsh à Oxford, cette densité s’exprime comme un rapport d’évaluations du polynôme
de Tutte (ceci était auparavant une conjecture due à N. Biggs qui avait introduit le modèle de
« chip firing », analogue du modèle du tas de sable [Big99]). Des démonstrations bijectives de
ce fait ont été données dans [CLB03], puis dans [Ber08].

Pour le réseau carré, le physicien Peter Grassberger avait conjecturé sur la base de simulations
numériques non publiées dans les années 1990 que la densité est σ = 17/8. Ceci n’a été démontré
que récemment, presque deux décennies plus tard, par trois groupes indépendants [KW15b,
PPR11, CS12a].

Avec David Wilson [KW16b], nous avons donné une démonstration beaucoup plus élémen-
taire de ce résultat qui s’applique également à tout autre réseau plan Z2-périodique. De plus, la
démonstration a le mérite d’expliquer « pourquoi » l’on trouve une densité rationnelle pour les
trois réseaux réguliers du plan.

Dans le théorème suivant, nous donnons quelques valeurs exactes ainsi obtenues. Nous ne
sommes pas certains de la nomenclature française pour les réseaux réguliers du plan et préférons
utiliser celle en anglais pour être précis. Nous renvoyons à [KW16b, Table 1] pour plus de valeurs
exactes.

2. Lorsque l’on considère ce groupe sur un graphe aléatoire, il satisfait l’heuristique de Cohen–
Lenstra [CKL+15] comme cela a été démontré récemment par M. Matchett Wood [Woo17].
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Théorème 2.3. La densité du tas de sable d’un des trois réseaux réguliers (carré, trian-
gulaire, hexagonal) du plan, dont on note deg le degré des sommets et deg∗ le degré des
faces, est égale à

σ̄ = deg
2

(
1 + 1

deg2
∗

)
.

Pour les réseaux « trihexagonal », « rhombille », « truncated hexagonal » et « triakis tri-
angular », les valeurs sont respectivement : 13/6, 17/8, 959/600 et 167/50. Pour le réseau
« square-octagon », la densité est le nombre transcendant

25
16 −

arsec(3)
8
√

2π
+ 3 arsec(3)2

16π2 .

La démonstration repose sur le calcul explicite du nombre de forêts couvrantes à deux com-
posantes d’une approximation finie du graphe infini par un graphe fini planaire G, dont nous
notons l’ensemble F2(G), en le comparant au polynôme générateur des arbres couvrants de G
dont nous notons T (G) l’ensemble. Pour cela, on simplifie des résultats de [LC81, Myr92] en
s’appuyant aussi sur [LP14]. Plus précisément la démonstration repose sur l’équation [KW16b,
Eq. (2)] qui, pour un graphe sans arête multiple, stipule que

(22)
∑
F∈F2(G) x

F∑
T∈T (G) x

T
=
∑
u∼v

xuv
(
(A(w)

u,v −A(w)
v,u )2 −A(w)

u,vA
(w)
v,u

)
,

où A
(w)
u,v = (∆(ŵ))−1

u,u − (∆(ŵ))−1
u,v et ∆ est le laplacien discret et w un sommet distingué. La

fonction A s’appelle noyau potentiel de Green.
Il est intéressant de comparer cette formule avec celle pour les quotients de polynômes de

Symanzik (voir le paragraphe 5§1.4). Dans les deux cas, le ratio s’exprime comme une forme
quadratique.

2.3. Boucles effacées. Lorsqu’une marche aléatoire parcourt le graphe, elle engendre une
chaîne de Markov sur les arbres couvrants orientés, dont les pas intermédiaires sont des unicycles
orientés, voir figure 2.2. Cette chaîne de Markov permet de faire le lien entre la densité du tas
de sable et le taux d’effacement de boucles d’une marche aléatoire.

Figure 2.2. Chaîne de Markov sur les arbres couvrants et unicycles couvrants.

Étant donné un chemin orienté γ de longueur finie dans un graphe, on appelle « simplifié »
de γ, le chemin simple obtenu en effaçant chronologiquement les boucles de γ.
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Une quantité reliée à la densité stationnaire du tas de sable est le « taux d’effacement de
boucles », c’est-à-dire le taux auquel une marche aléatoire partant d’un sommet fixé repasse
pour la première fois sur le « simplifié » de sa trajectoire passée.

Figure 2.3. L’intersection d’une marche aléatoire dans Z2 avec le « simplifié » de sa
trajectoire passée. L’unique boucle simple ainsi créée est représentée en orange.

Ce lien entre tas de sable et unicycles a été mis à profit pour étudier le tas de sable et la mesure
uniforme sur les unicycles couvrants d’une carte aléatoire par X. Sun et D. Wilson [SW16]. En
retour, cette approche a aussi motivé le fait de démontrer la conjecture 2.5 dans le cadre des
cartes aléatoires, voir théorème 2.7.

3. Arbres couvrants actifs

Un des points communs à la plupart des modèles présentés plus haut (arbres couvrants, tas de
sable abélien, modèle d’Ising) est d’avoir une fonction de partition donnée (à des transformations
élémentaires près) par une spécialisation du polynôme de Tutte (voir la définition 1.4).

Le modèle de Potts à q couleurs, qui généralise le modèle d’Ising (q = 2) a été mis en
correspondance avec un modèle de sous-graphes aléatoires par Fortuin et Kasteleyn dans les
années 1960. Rappelons que le modèle de Fortuin et Kasteleyn (dit modèle FK) de para-
mètres (p, q) ∈ [0, 1] × R+ est une mesure de probabilité sur les sous-graphes couvrants H de G
tirés avec une probabilité proportionnelle à

(23) P(H) ∝
( p

1− p

)|[E(H)]|
qk(H) .

Sa fonction de partition,

(24) ZFK(G, p, q) =
∑
H6G

(p/(1− p))|[E(H)]| qk(H) ,

est essentiellement égale au polynôme de Tutte puisque, par (5), on trouve :

ZG(x, y) = (x − 1)−k(G)(y − 1)−|V|
∑
H6G

(y − 1)|[E(H)]|((x − 1)(y − 1))k(H)

= (x − 1)−k(G)(y − 1)−|V|
∑
H6G
ZFK(G, p, q) ,

lorsque (p, q) et (x, y) sont liés par les relations q = (x − 1)(y − 1) et p/(1− p) = y − 1.
Un modèle relié au modèle de Fortuin–Kasteleyn, le modèle de boucles O(n) avec n = √q

(dans sa phase dense, pour la correspondance avec le modèle FK) a été étudié par les physi-
ciens, notamment Nienhuis et Cardy même pour des valeurs de n négatives, où l’interprétation
probabiliste n’a plus de sens.
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Rappelons que si G est un graphe planaire, plongé dans la sphère, et que G∗ désigne son dual
planaire, alors ZG∗(x, y) = ZG(y, x). On en déduit que si x = y > 1, l’évaluation du polynôme de
Tutte donne la fonction de partition du modèle de Fortuin–Kasteleyn de paramètre q = (y− 1)2

à son point auto-dual
p = √q/(1 +√q) ,

c’est-à-dire, la valeur pour laquelle la loi du complémentaire du dual d’un sous-graphe couvrant H
de G tiré sous la loi FK de paramètres (p, q) a la loi FK sur G∗ de paramètres (p, q). Dans les
cas d’intérêt les plus courants, ce point auto-dual correspond bien au point critique [BDC12].

3.1. Définition. Avec David Wilson [KW16a], nous avons introduit un nouveau modèle
probabiliste dans le cas d’un graphe fini connexe planaire G : les arbres couvrants actifs. Il s’agit
d’une généralisation de l’arbre couvrant uniforme qui étend le modèle de Fortuin–Kasteleyn au
cas de poids négatifs q > −1. Le modèle dépend d’un paramètre y ∈ R+ : il attribue à tout arbre
couvrant un poids proportionnel à ya où a est l’activité totale de l’arbre (somme des activités
interne ai et externe ae, voir plus bas).

Figure 2.4. Un arbre couvrant actif d’une grille carrée 15×15, représenté par sa courbe
de contour, avec ses arêtes actives marquées en rouge.

Definition 2.4 (Arbre couvrant actif). Soit G un graphe fini connexe planaire, plongé
dans le plan. L’arbre couvrant actif de paramètre y > 0 est la mesure de probabilité sur les
arbres couvrants de G qui attribue à T ∈ T (G) une probabilité proportionnelle à ya(T ), où
a(T ) = ai(T ) + ae(T ) est l’activité (d’exploration) totale de l’arbre T .

La définition du modèle provient du fait que le polynôme de Tutte s’exprime comme une
somme sur les arbres couvrants d’un certain poids xaiyae où ai est l’activité interne de l’arbre
et ae l’activité externe de l’arbre :

(25) ZG(x, y) =
∑

T∈T (G)
xai(T )yae(T ) .
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L’équation (25) est d’ailleurs l’expression originelle donnée par Tutte pour définir son polynôme
éponyme ; voir l’article de survol historique de Tutte à ce sujet [Tut04].

Notons que, bien que l’activité d’un arbre couvrant dépende du graphe G, on ne consigne pas
explicitement cette dépendance dans la notation.

Il existe plusieurs notions d’activité qui mènent à la même identité (25), voir [Cou14, Bac22].
Ces notions d’activité dépendent d’un choix d’ordre sur les arêtes. Une arête de T est dite active si
elle est d’indice maximal dans la coupure fondamentale associée à T . Une arête du complémentaire
de T est dite active si elle est maximale dans le cycle fondamental déterminé par son ajout à
l’arbre. Une arête active est dite interne si elle appartient à l’arbre, et externe sinon.

Dans le cas de la définition originelle de Tutte, cet ordre est fixé et ne dépend pas de l’arbre.
La formule (25) dans le cas de cette notion d’activité se vérifie alors aisément à l’aide de la ca-
ractérisation récursive du polynôme de Tutte rappelée au chapitre 1, juste après la définition 1.4.
On peut aussi donner une autre démonstration bijective en utilisant la correspondance entre
sous-graphes couvrants et arbres couvrants illustrée sur la figure 2.5 ; voir [Ber08].

*

*

*

*

Figure 2.5. Correspondance non bijective entre sous-graphes couvrants et arbres cou-
vrants actifs : à tout arbre couvrant T est associé 2a(T ) sous-graphes couvrants, obtenus
en changeant le statut (ouverte/fermée, i.e. présente/absente) des arêtes de G actives
pour T .

Une autre notion d’activité, mise en lumière par Olivier Bernardi [Ber08], est particulière-
ment utile dans le cas des graphes planaires et c’est celle que nous utilisons 3. L’ordre sur les
arêtes qui définit la notion d’activité de Bernardi dépend de l’arbre.

En regardant le contour de l’arbre 4, et partant d’un sommet marqué sur le graphe, il y a
un ordre de parcours des arêtes qui détermine la notion d’activité que nous utilisons (selon la
règle énoncée plus haut relative à un ordre sur les arêtes). La figure 2.4 montre, pour un arbre
couvrant choisi, les arêtes actives par un point rouge. La même convention est utilisée dans les
figures 2.5 et 2.6 où les arêtes actives sont marquées par une étoile rouge.

En d’autres termes, une arête est active si l’exploration du sous-arbre jusqu’au moment de son
exploration détermine si l’arête doit être ou non dans l’arbre couvrant total. L’activité d’un arbre
dépend en fait du point base et du sens de l’exploration ; voir la figure 2.6 pour une illustration
de ce fait.

3.2. Conjecture. Une conjecture de Nienhuis bien connue [KN04] classe les modèles FK
et O(n) selon leur classe d’universalité de Schramm–Loewner, notée κ, par la relation :

(26) n = √q = −2 cos
(4π
κ

)
.

3. Nous utilisons la même à une petite modification de convention près.
4. Le contour de l’arbre peut s’apparenter à un cycle eulérien sur le graphe médial de G.
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*

*

*

*
*

*
* *

*

*

Figure 2.6. Activités (notées par une étoile) d’un arbre couvrant selon le point base
et le sens de l’exploration de contour.

En nous appuyant sur les prédictions d’invariance conforme des travaux de Nienhuis [Nie82] et
Cardy [Car05] et au vu de la propriété de Markov spatiale de notre modèle, nous étendons cette
conjecture à notre modèle.

Afin de formuler cette conjecture, appelons « courbe de Peano » la courbe de contour qui
serpente entre un arbre couvrant et son dual sur un graphe planaire plongé. 5

Conjecture 2.5 (Converges des arbres couvrants actifs vers l’évolution de Schramm—
Loewner). Soit y ∈ [0, 1). Si un domaine simplement connexe du plan est approché par
une portion du réseau carré, la courbe de Peano d’un arbre couvrant y-actif converge,
dans la limite où la maille tend vers zéro, vers une évolution de Schramm–Loewner de
paramètre κ > 4 donné par

(27) y − 1
2 = − cos

(4π
κ

)
.

Le cas y = 1 de cette conjecture est en fait le théorème de Lawler–Schramm–Werner [LSW04]
qui stipule la convergence de la courbe de contour de l’arbre couvrant uniforme vers l’évolution
de Schramm–Loewner de paramètre κ = 8.

Insistons sur le fait que la définition d’activité que nous utilisons dépend de l’ordre d’ex-
ploration et en particulier du sens d’exploration. La conjecture 2.5 est ainsi compatible avec la
non-réversibilité de l’évolution de Schramm–Loewner SLEκ pour κ > 8, contrairement à la réver-
sibilité pour les valeurs de κ plus petites, ainsi que ce fut démontré par D. Zhan pour 0 6 κ 6 4,
par Miller–Sheffield pour κ ∈ [4, 8] et par Lawler–Schramm–Werner pour κ = 8.

Nous avons testé notre conjecture grâce à des simulations numériques poussées utilisant une
chaîne de Markov simple sur les arbres couvrants. Les résultats sont très convaincants, voir les
résultats de simulation dans [KW16a] dont l’un est donné dans la figure 2.7.

Le cas y = 0 correspond à la mesure de probabilité uniforme sur les arbres couvrants ayant un
nombre minimal d’arêtes actives. Bernardi [Ber08] a construit une bijection entre ces arbres et
les orientations bipolaires du graphe ; une orientation bipolaire est une orientation des arêtes du
graphe de telle sorte qu’il y ait exactement une source et un puits (une bijection avait été donnée
précédemment par Gioan et Las Vergnas [GLV05] pour la notion d’activité de Tutte). Grâce à
la bijection de Bernardi, notre conjecture 2.5 implique qu’une certaine courbe de Peano bipolaire
définie dans [KMSW19] devrait converger vers SLE12 et les branches de l’arbre vers SLE4/3.
Cette variante de notre conjecture fut démontré récemment dans le cadre (que nous verrons plus
bas) des cartes planaires aléatoires [KMSW19].

5. Le nom de G. Peano est associé à cette courbe puisque sa limite d’échelle est une courbe qui remplit l’espace,
comme la fameuse courbe éponyme qu’il exposa en 1890.
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Figure 2.7. Variance du nombre de tours de la courbe de contour en fonction de y,
comparée à la valeur théorique pour SLEκ, donnée dans [MS17b], où κ est relié à y
par (27). Les deux courbes (empirique : points bleus ; et théorique : courbe continue en
rouge) sont presque indistinguables.

3.3. Chaîne de Markov sur le graphe d’échange du matroïde circulaire. La chaîne
de Markov utilisée dans [KW16a] pour échantillonner les arbres couvrants actifs de façon ap-
proximative utilise le pas suivant : choisir une arête aléatoire, l’ajouter à l’arbre si elle n’est pas
dedans, ou la retirer sinon, puis ôter ou ajouter une arête uniforme du cycle fondamental, ou de
la coupure fondamentale respectivement. Lorsque y = 1, cette chaîne de Markov mélange rapide-
ment comme démontré dans [FM92]. Une généralisation de ce théorème à la chaîne de Markov
d’échange de bases d’un matroïde a été démontré récemment dans [ALGV19]. Lorsque y 6= 1,
on ne sait pas si la chaîne mélange rapidement, mais avec David Wilson, nous avons vérifié
empiriquement que c’était le cas pour nos simulations.

Remarque 2.6. Comme observé en discussion avec Omid Amini suite à la lecture de ce
mémoire, il est naturel de se demander si la méthode de [ALGV19] ne permettrait pas
d’étendre le résultat de mélange rapide au cas de cette marche pondérée, ou plus générale-
ment d’une marche pondérée par le poids matroïdal xai(T )yae(T ) pour T ∈ B.

4. Cartes planaires décorées

Les résultats de convergence de modèles discrets sur réseau déterministe vers l’évolution de
Schramm–Loewner (SLE) sont assez rares. Dans le modèle FK, seuls ont été traités rigoureuse-
ment les cas y = 1 (arbre couvrant uniforme) [LSW04] et y = 1 +

√
2 (FK–Ising) [CDCH+14,

KS19].
Sheffield a le premier établi une forme de convergence répondant à la conjecture (26) dans le

cadre où le graphe est lui même aléatoire, et le nombre d’arêtes tend vers l’infini. Le modèle discret
est alors celui d’une carte aléatoire à nombre fixé d’arêtes, choisie avec un poids proportionnel à la
fonction de partition du modèle FK. Utilisant une bijection de Mullin–Bernardi, Sheffield montre
comment décorer une carte planaire par un modèle FK critique de paramètre q ∈ [0, 4] revient à
la décorer par un arbre couvrant actif (même s’il n’utilise pas ce terme) de poids y ∈ [1, 3]. Voir
la figure 2.8 pour une illustration d’une carte décorée par un arbre, dite carte boisée.

Pour expliquer son résultat de manière plus précise, il nous faut expliquer la notion de « sphère
quantique » due à Duplantier, Miller et Sheffield [DMS21]. En effet, le fait que le graphe soit
lui-même aléatoire signifie que la limite est portée par une surface aléatoire, appelée « gravité
quantique de Liouville ».
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Figure 2.8. En haut à gauche : une carte planaire enracinée (M, e0) décorée par un
arbre couvrant T (en gras). En haut à droite : la carte duale M∗ (en pointillés) décorée
par l’arbre couvrant dual T ∗ (en gras). En bas à gauche : la quadrangulation Q (en
blanc) dont les sommets sont l’union des sommets de M et de M∗ (son dual planaire est
le graphe médial de M). En bas à droite : la courbe de contour « de Peano » λ (en vert).

Une sphère quantique est intuitivement une sphère munie d’une métrique riemannienne dont
le facteur conforme par rapport à la métrique euclidienne est exp(γΦ), où Φ est un champ libre
gaussien et γ ∈ (0, 2) (ceci n’est pas bien défini au sens strict puisque Φ est une distribution de
Schwartz (aléatoire) dont on ne peut pas prendre l’exponentielle).

Duplantier, Miller et Sheffield ont démontré qu’une sphère quantique (respectivement un cône
quantique) de paramètre γ décorée par un SLE remplissant toute la sphère de paramètre κ =
16/γ2 contient la même information qu’une certaine excursion brownienne bi-dimensionnelle (sur
un intervalle fini, respectivement infini) de corrélation − cos(4π/κ) entre ses coordonnées (voir
le théorème 1.26).

Le théorème de convergence de Sheffield établit la convergence de l’excursion discrète vers
cette excursion brownienne. On parle de convergence « au sens de la Peanosphère ».

Avec Ewain Gwynne, Jason Miller et David Wilson [GKMW18] nous avons démontré la
convergence au sens de la Peanosphère de cartes aléatoires décorées par un modèle d’arbre cou-
vrant aléatoire à deux paramètres (y > 0 et z > 0) qui généralise le modèle d’arbre couvrant
actif de la section précédente. On parle de cartes aléatoires boisées. Nous donnons à ce modèle
le nom d’arbres couvrants actifs avec énergie de pliage puisque le paramètre z prend en compte
les plis dans la courbe de contour de l’arbre.



4. CARTES PLANAIRES DÉCORÉES 35

Théorème 2.7. Une carte planaire uniforme à m arêtes, pondérée par un arbre cou-
vrant actif avec énergie de pliage de paramètre (y, z), converge au sens de la Peanosphère,
lorsque m tend vers l’infini, vers un cône quantique décoré de paramètre γ où γ est déter-
miné par les valeurs de y et z.

La démonstration repose sur une généralisation de la bijection de Sheffield [She16], qui elle-
même est une version probabiliste de la bijection de Mullin revue par Bernardi. Ce résultat étend
le résultat de [She16, DMS21] qui établit cette convergence dans le cas z = 1, y ∈ [1, 3). Le lien
entre les paramètres (y, z) et la valeur de κ de la géométrie aléatoire limite n’est pas parfaitement
élucidé ; voir la légende de la figure 8 dans [GKMW18].

Donnons un peu plus d’explications sur l’idée de la démonstration du théorème 2.7, en utili-
sant un exemple illustré (figures 2.9 et 2.10). Cet exemple est décrit en volume fini, mais notre
résultat de convergence porte bien sur des cartes infinies. L’analogue que nous décrivons porte-
rait sur la convergence vers une sphère quantique décorée au lieu d’un cône quantique décoré.
Ce résultat est connu dans le cas z = 1 et y ∈ [1, 3) par [GS15]. Dans notre cadre général, cela
n’a pas été démontré mais cela semble probable bien que plus technique à démontrer à cause de
la contrainte du volume fini (qui brise l’indépendance des marches aléatoires) ; néanmoins, les
illustrations en volume fini sont plus faciles à comprendre et c’est pour cela que nous choisissons
d’illustrer la démonstration dans ce cadre.

h Hh Hh H h Hh Hh Hc Cc Cc Cc C

(a) Mot associé à la carte décorée de la figure 2.8.
Les cordes représentent l’appariement entre les
« commandes » et les « burgers ».

0 1 2 3

0

1

2

3

(b) Trace du chemin parcouru par les préfixes
croissants du mot hchhHccHHCchhhCHCHCH. Ce
chemin donne le nombre de « hamburgers » et
« cheeseburgers » disponibles au « comptoir » à
chaque instant.

Figure 2.9. Le mot et le chemin associés à une carte planaire enracinée décorée par
un arbre couvrant.

Étant donné une carte planaire M , on considère la carte duale M∗ et Q la quadrangulation
associée (dont le dual planaire est le graphe médial) ; voir la figure 2.8. Formellement, étant donné
un arbre couvrant T deM , la courbe de Peano λ est une suite d’arêtes bien enchaînées de Q∗. Le
triplet (M, e0, T ) peut être encodé par une excursion de marche aléatoire simple bi-dimensionnelle
dans le premier quadrant, avec 2n pas.
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Rappelons qu’un mot de Dyck en deux lettres {a,A} est un mot tel que tout préfixe contient
au moins autant de a que de A. L’excursion de marche aléatoire dans le premier quadrant de Z2

peut se représenter par un mot dans l’alphabet {h, c,H,C} 6 qui correspond à deux mots de Dyck
(l’un en les lettres {h,H}, l’autre en les lettres {c,C}) dont les lettres sont entremêlées ; voir la
figure 2.9.

L’idée de Sheffield [She16] est que l’on peut échantillonner une carte décorée par un arbre
couvrant actif en enrichissant l’alphabet de sorte que certaines lettres prennent en considération
la pondération ya(T ). Cette description, et notre généralisation, sont un peu techniques, et nous
renvoyons à l’article [GKMW18] pour les détails. Ce que l’on peut retenir, c’est qu’il y a une
manière, à partir d’échantillons i.i.d. dans un alphabet, de construire de manière déterministe
un chemin aléatoire dans le premier quadrant dont les coordonnées ont la corrélation voulue.

Figure 2.10. À gauche : la paire d’excursions qui forme le patron de la carte planaire
enracinée boisée de la figure 2.8 ; cette dernière est obtenue par recollement le long de
la courbe verte et des doubles-flèches (bleues et rouges) horizontales. La courbe verte
est la courbe de contour de l’arbre couvrant, dite « courbe de Peano ». À droite : une
approximation de la paire d’excursions browniennes qui forme le processus limite obtenu
lorsque le nombre d’arêtes tend vers l’infini. En effectuant le même recollement on trouve
la « Peanosphère ».

Une fois ces bijections établies, le cœur de la démonstration du théorème 2.7 consiste en
la démonstration de la convergence d’une paire d’excursions de marche aléatoire corrélées, vers
une paire d’excursions browniennes corrélées ; voir la figure 2.10. L’interprétation en termes
d’espace métrique aléatoire repose ensuite sur le théorème de Duplantier–Miller–Sheffield (voir
théorème 1.26) qui voit une excursion brownienne dans le premier quadrant du plan comme le
recollement de deux arbres aléatoires continus, et donc une sphère aléatoire munie d’une courbe
aléatoire remplissant l’espace : la « Peanosphère ».

Dans le cadre de volume infini du théorème 2.7, les excursions sont remplacées par des marches
positives infinies, et l’espace limite est un cône quantique. Par un abus de language popularisé
par Sheffield et ses coauteurs, on parle encore de convergence au sens de la Peanosphère dans ce
cas.

6. L’origine de ces lettres provient d’une métaphore culinaire de Sheffield [She16], qui voyait les lettres comme
des commandes et services de hamburgers et cheeseburgers à un comptoir.



Chapitre 3

Mesures de probabilité déterminantales

Dans ce chapitre, nous rassemblons quelques faits utiles sur les mesures de probabilité dé-
terminantales. Nous ne considérons principalement que le cas discret, mais mentionnons le lien
avec le cas continu dans le cas d’un noyau de projection de rang fini au paragraphe 3§2.2.

Les processus déterminantaux [Lyo03] sont apparus dans le travail de thèse d’Odile Macchi
en optique quantique [Mac75] et ont été nommés ainsi par Borodin et Olshanski au tournant
du siècle [Bor11]. Ils apparaissent notamment comme loi du spectre de matrices aléatoires her-
mitiennes gaussiennes (GUE). Dans le cas discret, ils sont utilisés pour étudier la mesure de
Plancherel sur les partitions d’entiers (une mesure de probabilité non déterminantale, issue de
la théorie des représentations linéaires du groupe symétrique). Nous n’abordons aucun de ces
aspects ici et nous concentrons sur le cas discret général inspiré de Lyons [Lyo03] et ses spécia-
lisations à des modèles de graphes aléatoires.

1. Existence et linéarisation

Soit K = R ou C. Soit E un espace euclidien de dimension finie et H un sous-espace de E.
Soit (ei)i∈S une base orthonormée de E.

1.1. Mesures déterminantales sur un ensemble fini. Un sous-ensemble aléatoire X
de S est déterminantal associé à H dans la base (ei)i∈S si pour tout sous-ensemble J ⊂ S, on a

(28) P(J ⊂ X) = det(ΠH)EJEJ ,

où ΠH est la projection orthogonale sur H et (ΠH)EJEJ sa compression sur le sous-espace vectoriel
EJ =

⊕
i∈J Kei, dit « sous-espace de coordonnées ».

La probabilité d’un sous-ensemble I = {i1 < i2 < . . . < in} de S de cardinal n, est le carré de
la projection de ιH sur KeI , où eI = ei1 ∧ . . .∧ ein et où ιH est le produit extérieur des éléments
d’une base orthonormée de H, appelé plongement de Plücker de H. Le fait que la somme des
probabilités vaille 1 est une ré-interprétation du théorème de Pythagore dans la n-ième puissance
extérieure de E appliqué au vecteur ιH et sa décomposition dans la base orthonormée de

∧
nE,

(eI)I∈(Sn), déterminée par la base orthonormée (ei)i∈S de E.

1.2. Construction routinière. Le lemme 3.1 suivant énonce le fait que pour démontrer
qu’un sous-espace aléatoire est déterminantal associé à une projection auto-adjointe il suffit de
démontrer une égalité polynomiale de type « matrix-tree ». Ce lemme est utile pour démontrer
les théorèmes du chapitre 4.

Étant donnés des poids x = (xi)i∈S strictement positifs, on considère le produit scalaire
sur E, que l’on dit « tordu » par x, défini, pour tous u, v ∈ E, par

(29) 〈u, v〉x =
∑
i∈S

xiuivi ,

où ui, resp. vi, sont les coefficients de u, resp. v, dans la base (ei)i∈S . L’expression (29) donne la
forme générale d’un produit scalaire pour lequel la base (ei)i∈S soit orthogonale.

On note C = diag(xi : i ∈ S) la matrice diagonale des (xi)i∈S . Le lemme suivant est démontré
dans [KL22b, lemme 3.1]. Un tel résultat qui est utilisé sous des formes ad hoc dans plusieurs

37
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exemples fait sans doute partie du folklore, mais nous ne l’avons pas trouvé énoncé sous cette
forme précise dans la littérature.

Lemme 3.1. Soit w : 2S → R+ une fonction positive non identiquement nulle. Soit a
une application linéaire injective d’un espace euclidien dans E. Supposons que pour tout
x ∈]0,∞[S, on ait

(30) det(a∗a) =
∑
B⊆S

xB w(B) ,

où a∗ est l’adjoint de a par rapport au produit scalaire tordu (29) sur E. Alors, pour
tout x ∈]0,∞[S, la mesure de probabilité sur 2S qui donne à B une probabilité
(31) P(B) ∝ xBw(B)
est déterminantale, associée à la projection orthogonale sur im a, où la notion d’orthogo-
nalité se réfère au produit scalaire tordu (29).

Le lemme précédent permet notamment de démontrer les théorèmes de Burton–Pemantle
(théorème 1.16) sur les arbres couvrants uniformes et de Kenyon (théorème 1.17) sur les forêts
couvrantes d’unicycles aléatoires, à partir de la formule matrix-tree du théorème 1.6.

Nous verrons au paragraphe 5§2.1 une manière d’obtenir des identités de la forme (30).

1.3. Linéarisation. L’idée de ce paragraphe est simple mais s’avère conceptuellement utile.
On peut voir un sous-ensemble X de S comme un sous-espace de coordonnées EX =

⊕
i∈X Kei,

et si l’ensemble S est partitionné en S = tpa=1Sa, on peut moyenner sur le choix de base (ei)i∈Sa
de l’espace vectoriel ESa . Ceci permet d’obtenir un espace aléatoire qui ne « voit » pas le détail
à l’intérieur de chaque élément Sa de la partition de S. Ce processus de moyenne rappelle celui
bien connu dans le cadre de la théorie des processus déterminantaux qui permet d’étendre la
construction des processus déterminantaux définis par un noyau de projection, à ceux définis
par une contraction positive (un barycentre de projections) en voyant ces derniers comme des
mélanges statistiques des premiers ; voir [HKPV09]. Notre point de vue est de considérer cela
aussi du point de vue du processus ponctuel lui-même. L’idée de remplacer les points par des
espaces est assez classique, et apparaît notamment dans [Oko05, §1.3]. Expliquons les choses
plus précisément maintenant.

Soit E un espace euclidien de dimension finie d. On appelle scindement σ de E une décom-
position orthogonale E =

⊕
i∈S Ei. La grassmannienne de E est l’ensemble des sous-espaces

vectoriels de E. On considère le sous-ensemble Gr(E, σ) de la grassmannienne défini comme
l’ensemble des sous-espaces vectoriels Q de E qui sont adaptés au scindement : il s’agit de l’en-
semble des Q ∈ Gr(E) tels que Q =

⊕
i∈S(Q ∩ Ei). Cette grassmannienne est naturellement

stratifiée par les vecteurs de dimensions (ni)i∈S = (dim(Q ∩ Ei))i∈S , et on note Grn(E, σ) les
sous-grassmanniennes correspondantes.

Pour tout entier n ∈ {0, . . . , d}, la grassmannienne Grn(E) des sous-espaces de E de dimen-
sion n est munie de l’unique mesure de Haar νEn de volume total égal au coefficient binomial

(d
n

)
.

Pour tout n = (ni)i∈S ∈
∏
i∈S{0, . . . ,dimEi}, on définit ensuite la mesure νE,σn sur Grn(E, σ)

comme image du produit des mesures νEini . On définit enfin νE,σ =
∑
n ν

E,σ
n et on l’appelle la me-

sure de référence sur Gr(E, σ). Si dimEi = 1 pour tout i ∈ S, il s’agit de la mesure de comptage
sur 2S , de sorte que l’on peut aussi appeler νE,σ une mesure de « comptage continu ».

Dans la suite, on appelle noyau sur E, un opérateur k ∈ End(E) qui est auto-adjoint et dont
le spectre est dans l’intervalle [0, 1] ; symboliquement, on a donc 0 6 k = k∗ 6 1.
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Definition 3.2 (Processus déterminantal linéaire). Le processus déterminantal linéaire
associé à un noyau k et un scindement σ de E est la mesure de probabilité µEσ,k sur Gr(E, σ)
dont la densité est Q 7→ det(kΠQ+(id−k)ΠQ⊥) par rapport à la mesure de référence νE,σ.

L’article [KL22a] est consacré à la définition précise de ces mesures et à l’étude de leurs
propriétés de base dans le cas où E est de dimension finie ou infinie.

1.4. Algorithme d’échantillonnage. Voici un algorithme pour échantillonner un tel pro-
cessus.

Proposition 3.3. Soit (E, σ) un espace euclidien scindé. Soit k un noyau sur E. Dans
tout élément Ei du scindement σ, on tire une base orthonormée uniformément aléatoire.
L’union de ces bases forme une base orthonormée aléatoire (e1, . . . , ed) de E. Soit K la
matrice de k dans cette base. On échantillonne un processus déterminantal de noyau K
sur {1, . . . , d}. Ceci produit un sous-ensemble aléatoire X de {1, . . . , d}. Le sous-espace
aléatoire Q = EX = Vect(ei : i ∈ X) de E a la loi µEσ,k.

Donnons brièvement une description de l’algorithme qui permet d’échantillonner un processus
ponctuel déterminantal X sur {1, . . . , d} associé au noyau K. Cet algorithme récursif (partant de
X = ∅) généralise [HKPV09, Algorithm 18] au cas où le noyau n’est pas nécessairement une
projection : 1

• on écrit K =
(
K11 R
C K ′

)
comme une matrice par blocs de taille (1, (d− 1))× (1, (d− 1)),

• on ajoute 1 à X avec probabilité K11,
• si 1 a été choisi (de sorte que K11 > 0), on échantillonne un sous-ensemble aléatoire X′
de {2, . . . , d} associé au noyau K ′ −K−1

11 CR et on pose X = {1} ∪ X′,
• si 1 n’a pas été choisi (et donc K11 < 1), on échantillonne un sous-ensemble aléatoire X′
de {2, . . . , d} associé au noyau

Id−1 − ((Id−1 −K ′)− (1−K11)−1CR) = K ′ + (1−K11)−1CR ,

et on pose X = X′.
Le fait que cet algorithme soit correct est une conséquence de la formule du complément de

Schur (voir le lemme 5.5).
Cet algorithme requiert seulement l’échantillonnage de variables de Bernoulli et quelques opé-

rations d’algèbre linéaire. Choisir une base orthonormée uniformément aléatoire peut se faire en
utilisant une variable aléatoire gaussienne et le procédé d’orthonormalisation de Gram–Schmidt,
voir [Dia05].

Cet algorithme permet d’échantillonner concrètement un processus déterminantal linéaire et
c’est ainsi que les simulations de mesures déterminantales de ce mémoire, comme par exemple la
figure 6.6, ont été échantillonnées.

1. Dans la littérature, la méthode d’échantillonnage privilégiée semble être celle qui consiste à écrire le processus
comme un mélange de processus associé à des projections, mais la méthode décrite ici est plus directe. Voir
aussi [LGD20].
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2. Théorème de projection moyenne

Dans la suite, nous allons utiliser le langage de l’algèbre extérieure. Nous renvoyons à [KL22a,
§ 5] pour des explications. Les propriétés des processus déterminantaux proviennent de la géo-
métrie euclidienne associée à la puissance extérieure de sous-espaces d’un espace vectoriel donné.

Dans un travail récent [KL23a] avec Thierry Lévy, nous avons étendu au cas continu un
énoncé pour les processus déterminantaux sur un ensemble discret. Ce théorème nous a permis
de faire des calculs de fonctions de partition (voir chapitre 4).

Nous rappelons tout d’abord l’énoncé dans le cas discret, avant d’expliquer sa généralisation
au cas continu.

2.1. Cas discret. Soit E un espace euclidien de dimension finie d, et (ei)16i6d une base
orthonormée de E. On pose S = {1, . . . , d} et on considèreH un sous-espace de E de dimension n.
Soit X le processus ponctuel déterminantal sur S associé à la matrice K =

(
〈ei,ΠHej〉

)
16i,j6d

,
où ΠH est la projection orthogonale sur H. Pour tout X ⊆ S, soit EX =

⊕
x∈X Cex le sous-espace

de coordonnées correspondant.
L’énoncé suivant est démontré dans [KL22a]. Le cas de degré 1 de cette égalité (l’algèbre

extérieure de E est graduée) était connu au moins depuis le travail de Lyons [Lyo03]. Voir aussi
[CCK13, CCK15]. Nous l’appelons « théorème de projection moyenne ».

Théorème 3.4. Presque sûrement E = H ⊕ E⊥X , et en notant PX la projection sur H
parallèlement à E⊥X , on a

E
[∧

PX
]

=
∧

ΠH .

Autrement dit, dans une base fixée de E, l’espérance de tout mineur de la matrice de la
projection aléatoire PX est égale au mineur correspondant de la matrice de ΠH .

H

H
⊥

0

EX

E
⊥

X

Figure 3.1. Illustration du théorème de projection moyenne pour les processus déter-
minantaux. L’espace aléatoire EX est un estimateur non biaisé de H.

En passant à l’adjoint, on déduit une version duale du théorème précédente sous la forme :

E
[∧

PEX
‖H⊥

]
=
∧

ΠH ,

où PEX
‖H⊥ est la projection sur EX parallèlement à H⊥, qui est l’adjoint de la projection PX.
Le corollaire 3.5 suivant nous est utile dans la démonstration des résultats du chapitre 4

et du théorème de Kirchhoff généralisé (théorème 6.14) au chapitre 6. Ce corollaire découle du
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théorème 3.4 en utilisant le fait que l’orthogonal du sous-espace EX a la même loi que le sous-
espace aléatoire EX′ , où X′ est un sous-ensemble aléatoire de S de loi déterminantale associée
à H⊥ et à la base orthonormée (ei)i∈S .

Corollaire 3.5. Presque sûrement, on a

E
[∧

PH⊥‖EX

]
=
∧

ΠH⊥ ,

où PH⊥‖EX
est la projection sur H⊥ parallèlement à EX .

Nous expliquons maintenant comment étendre cet énoncé à tout processus ponctuel déter-
minantal associé à une projection orthogonale de rang fini sur un espace polonais quelconque S,
de sorte qu’il s’applique par exemple à tout « ensemble polynomial orthogonal », voir [Lyo14,
§3.8]. Cette extension est le contenu du Théorème 3.7. Une extension du Théorème 3.4 au cas
d’une projection de rang infini (dans le cas où S est discret ou continu) serait intéressante.
Un exemple de cette situation est étudié dans [BQ22], où les auteurs étudient, entre autres,
l’analogue continu de PX dans le cas du noyau de Bergman.

2.2. Cas continu. On suppose maintenant que S est un ensemble polonais, muni d’une
mesure de Radon positive λ. On pose E = L2(S, λ), on note C(S) l’espace des fonctions continues
sur S, et on considère un sous-espace H de E ∩ C(S) de dimension finie n.

Soit Confn(S) l’ensemble des collections de n points distincts de S, et µ la mesure de proba-
bilité déterminantale sur Confn(S) associée à la projection orthogonale sur H. Cela signifie qu’en
choisissant une base orthonormée (ϕj)16j6n de H, on a pour toute fonction continue bornée,
symétrique en les variables, T : Sn → C, l’égalité

(32)
∫

Confn(S)
T (X) dµ(X) = 1

n!

∫
Sn
T (x1, . . . , xn) |det

(
ϕj(xi)16i,j6n

)
|2 dλ⊗n(x1, . . . , xn) ,

où le membre de droite ne dépend pas du choix de la base orthonormée. On note X un sous-espace
aléatoire de S distribué selon la loi µ, et on note E[T (X)] la quantité égale aux deux membres de
l’égalité (32).

Il découle de (32) que µ-presque tout X est un ensemble d’unicité pour H, dans le sens où
deux éléments de H qui coïncident sur X sont égaux. Cela nous permet de définir une projection
aléatoire sur H associée à X, de la façon suivante.

Lemme 3.6. Pour µ-presque tout X ∈ Confn(S), on a la décomposition
C(S) = H ⊕ C(S ;X) ,

où C(S ;X) = {f ∈ C(S) : f|X = 0}.

En vertu de ce lemme, on définit PX comme étant la projection surH parallèlement à C(S ;X).
Si S est en fait discret, cette projection est égale à la projection sur H parallèlement à E⊥X définie
plus haut.

Pour g1, . . . , gm ∈ E ∩ C(S), on définit g1 ∧ . . . ∧ gm ∈ L2(Sm, 1
m!λ

⊗m) ∩ C(Sm) en posant,
pour tous y1, . . . , ym ∈ S,
(33) (g1 ∧ . . . ∧ gm)(y1, . . . , ym) = det

(
gj(yi)16i,j6m

)
.

On définit aussi, pour tout m > 1 et k ∈ {1, . . . ,m}, la quantité Πk(g1 ∧ . . . ∧ gm) comme la
somme de toutes les fonctions obtenues à partir de g1 ∧ . . . ∧ gm en remplaçant k des gi par leur
projection sur H⊥, et les (m− k) autres par leur projection sur H.
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On étend maintenant le théorème 3.4 au cas d’un espace S continu. Nous renforçons aussi le
théorème 3.4 dans le cas discret, en précisant le calcul de la variance.

Théorème 3.7. Pour tout m > 1, et toutes f1, . . . , fm ∈ E ∩ C(S), on a
E[PXf1 ∧ . . . ∧ PXfm] = ΠHf1 ∧ . . . ∧ ΠHfm ,

Var(PXf1 ∧ . . . ∧ PXfm) =
m∑
k=1

(n−m+k
k

)
‖Πk(f1 ∧ . . . ∧ fm)‖2.

Des résultats dans l’esprit des théorèmes 3.4 et 3.7 ont également été obtenus dans le contexte
de la résolution de systèmes d’équations linéaires singuliers, par exemple dans [Ber86a, BTT90,
EZ60] et plus récemment dans le contexte des méthodes d’intégration numérique par algorithme
de Monte-Carlo [GBV19] et de l’« échantillonnage actif » pour la régression linéaire [DW18,
Thms 5, 6, 7] ; voir également [AB13, MS17a, DWH22]. En particulier, notre énoncé généralise
directement [EZ60, GBV19].

Dans [DLM20, Def. 4], les auteurs définissent la classe des matrices aléatoires pour lesquelles
l’espérance de tout mineur est égale au mineur correspondant de l’espérance de la matrice,
donnent des propriétés de base, et fournissent quelques exemples. Le théorème 3.4 et [KL22a,
Thm 5.9] donnent des familles d’exemples de telles matrices aléatoires, à savoir les matrices PX.
Une étude systématique de cette classe de matrices aléatoires serait certainement intéressante.

3. Matroïdes et polymatroïdes

Nous avons rappelé la définition d’un matroïde au chapitre 1, définition 1.9 ; voir aussi
[Ard18, Ard21, Oxl11].

3.1. Support. Par définition, le support d’une mesure déterminantale associée à une pro-
jection orthogonale sur un sous-espace H de dimension n d’un espace euclidien E de dimension
finie d (muni d’une base orthonormée (ei)16i6d), est un matroïde, voir [Lyo03].

Figure 3.2. Plongement de Plücker et coordonnées associées : à gauche, un cube unité
dans un sous-espace vectoriel H de E ; au milieu, ses ombres projetées sur les plans de
coordonnées dans la base (ei)16i6d ; à droite, le vecteur unité engendrant la droite

∧
nH,

représentant H dans
∧
nE.

En effet, si ιH désigne le plongement de Plücker de H dans
∧
nE, alors ses coordonnées dans

la base {ei1 ∧ . . .∧ ein : i1 < . . . < in} sont appelées coordonnées de Plücker de H et représentent
les multivecteurs associés aux « ombres projetées » d’un cube unité dans H ; voir la figure 3.2.

Comme déjà évoqué au paragraphe 3§1.1, le théorème de Pythagore dit que la somme des
modules au carré de ses coefficients est égale à 1. Le calcul déterminantal nous montre alors
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que ces modules au carré sont la probabilité pour qu’un ensemble aléatoire X sous la mesure
déterminantale associée à H dans la base (ei)16i6d soit égal à {i1, . . . , in}. En résumé :

P(X = {i1 < . . . < in}) = |(ιH , ei1 ∧ . . . ∧ ein)|2

= det
(
(eik ,ΠHei`)

)
16k,`6n

= vol2
(
P
[
ΠH(ei1), . . . ,ΠH(ein)

])
,

où P
[
ΠH(ei1), . . . ,ΠH(ei1)

]
est le polytope engendré par les projections orthogonales des vec-

teurs {eik : 1 6 k 6 n} sur H.

3.2. Représentation. Les matroïdes qui apparaissent dans ce contexte sont, par construc-
tion, représentables sur le corps K (et tout corps de caractéristique nulle) : dire que le ma-
troïde M = (S, I) est représentable signifie qu’il existe une application linéaire R de E vers
un espace vectoriel cible F , tel que les éléments de I soient les I ⊂ S pour lesquels la famille
{R(ei) : i ∈ I} est linéairement indépendante. Ainsi, le sous-espace Z = ker R encode la dépen-
dance linéaire du matroïde M. Soit b la dimension de Z. Par le théorème du rang en algèbre
linéaire, le rang du matroïde est donc n = dim imR = dimE − dim Z = d− b.

De nombreux matroïdes intéressants sont représentables, et le point de vue des matroïdes
aide à comprendre leur structure (même si l’on pourrait penser à première vue qu’il suffirait de
les étudier du point de vue de l’algèbre linéaire). 2

3.3. Exemples. Au chapitre suivant, nous verrons des exemples de mesures déterminantales
sur les graphes. Par l’observation du paragraphe 3§3.1, leurs supports sont donc des matroïdes
sur l’ensemble des arêtes géométriques [E]. Détaillons ici ces exemples :

— le matroïde circulaireMcirc(G) dont les parties indépendantes sont les forêts couvrantes ;
— le matroïde bicirculaire Mbicirc(G) dont les parties indépendantes sont les forêts cou-

vrantes d’arbres et d’unicycles ;
— pour toute connexion unitaire h, le matroïde « h-bicirculaire », dont les parties indé-

pendantes sont les forêts couvrantes d’arbres et d’unicycles d’holonomie non triviale par
rapport à h ;

— pour tout k > 1, le matroïde M0,k
circ(G) dont l’ensemble des bases est Ck(G) ; ses circuits

sont les sous-graphes minimaux de premier nombre de Betti égal à k + 1 ;
— pour tout k > 1, le matroïdeMk,0

circ(G) dont l’ensemble des bases est Fk+1(G) ; ses circuits
sont les cycles simples et les forêts couvrantes à k composantes connexes ;

— comme dans le cas bicirculaire plus haut, on peut définir des sous-matroïdes des deux
derniers à l’aide de chaînes φ1, . . . , φk et cochaînes θ1, . . . , θk ; voir le chapitre 4.

3.4. Stratification. Cette interprétation probabiliste se prolonge au cas de la stratification
matroïdale de la grassmannienne due à [GGMS87]. En effet, on peut comprendre cette dernière
comme partitionnant Grn(E) sous la forme

⊔
M GM, obtenue en associant à tout matroïde M

sur S de rang n, l’ensemble GM des sous-espaces H ∈ Grn(E) dont la mesure déterminantale
associée PH dans la base (ei)i∈S a pour support l’ensemble des bases B(M) deM.

Dans le cas complexe K = C, il y a une action naturelle du tore (C∗)d/C∗ sur Grn(E)
par multiplication dans chaque direction des vecteurs de coordonnées (ei)i∈S , modulo facteur
multiplicatif global. Cette action est hamiltonienne par rapport à la structure symplectique na-
turelle sur la grassmannienne et engendre une application moment, qui se trouve être une version

2. Pourtant, c’est une exception, car en vertu d’un théorème récent de Nelson, « presque tous » (en un sens
quantitatif mathématique) les matroïdes ne sont pas représentables [Nel18].
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vectorielle de la mesure d’incidence µH , restreinte aux singletons, de la mesure de probabilité
déterminantale correspondante :

µ : Grn(E)→ Rd, H 7→
∑

T∈B(M)
PH(X = T )

(∑
i∈T

ei
)

=
d∑
i=1

PH(i ∈ X)ei =
d∑
i=1

µH({i})ei .

De plus, pour tout matroïde M de rang n, l’adhérence de l’image de GM par l’application
moment µ est le polytope des bases du matroïde M, défini comme étant l’enveloppe convexe
dans Rn de la collection de vecteurs {

∑
i∈T ei : T ∈ B(M)} ; voir [GGMS87, Ard21].

Une autre stratification plus pratique (dont les strates sont plus lisses) a été construite par
Postnikov dans le cas de la grassmannienne réelle positive [Pos06].

3.5. Conditionnement. On a déjà rencontré, lors de la présentation de l’algorithme d’échan-
tillonnage au paragraphe 3§1.4, les processus déterminantaux conditionnés à contenir un point,
ou à ne pas contenir un point. Plus généralement, on peut décrire le processus conditionné à
rester dans un sous-ensemble.

Le support d’une mesure déterminantale conditionné à rester dans un sous-ensemble K, est
l’ensemble des bases du matroïde restreintMK , c’est-à-dire le matroïde sur K dont la collection
des sous-ensembles indépendants est l’ensemble des éléments de I qui sont dans K.

Lemme 3.8. Soit H un sous-espace vectoriel de E. Soit X le sous-espace aléatoire de S
de loi déterminantale associée à ΠH dans la base orthonormée (ei)i∈S. Soit K ⊂ S tel que
P(X ⊂ K) > 0. Le sous-espace aléatoire X conditionné à rester dans K est distribué selon la
loi déterminantale sur 2K associée à la projection orthogonale sur le sous-espace ΠEK (H),
où EK =

⊕
i∈K Kei.

Notons que l’hypothèse P(X ⊂ K) > 0 est équivalente à EKc ∩H = {0}, ou à EK +H⊥ = E.
Ce lemme est démontré dans [KL22b, Lemma 3.3]. L’idée de la démonstration est d’utiliser le
théorème de Pythagore dans la n-ième puissance extérieure de E de façon associative.

3.6. Polynôme de Tutte d’un matroïde. Le polynôme de Tutte d’un matroïdeM sur S
est défini par

(34) ZM(x, y) =
∑
J⊂S

(x − 1)rM(S)−rM(J)(y − 1)|J |−rM(J) ,

où rM est la fonction de rang deM définie au paragraphe 1§2.9. Cette expression coïncide bien
avec l’expression du polynôme de Tutte classique (5) dans le cas du matroïde circulaire d’un
graphe fini connexe, et donne donc, à des facteurs près, la fonction de partition du modèle FK
et du modèle des arbres couvrants actifs comme on l’a expliqué au chapitre 2. Cette définition
était présente dans la thèse de Tutte mais fut publiée par Crapo.

Comme le polynôme de Tutte classique, le polynôme de Tutte d’un matroïde admet une
caractérisation récursive en termes de contraction et suppression (voir 1§2.4). Elle est identique
à celle pour le matroïde circulaire, une fois que l’on a défini les notions équivalentes. Une boucle
deM est un point de S qui n’est contenu dans aucune base ; un isthme est un point de S contenu
dans toute base, et :

• si i0 ∈ S n’est pas une boucle, on définit le matroïdeM/i0 sur S \ {i0} dont les ensembles
indépendants sont {I \ {i0} : i0 ∈ I ∈ I} ;

• si i0 ∈ S n’est pas un isthme, on définit le matroïdeM\{i0} sur S\{i0} dont les ensembles
indépendants sont {I ∈ I : i0 /∈ I}.
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Par un résultat de Crapo [Cra69], on a

(35) ZM(x, y) =
∑
T∈B

xai(T )yae(T ) ,

pour une notion adaptée d’activité dépendant d’un ordre sur S.
Certaines évaluations du polynôme de Tutte ont une interprétation facile :
— ZM(2, 2) = 2|S| par (34) ;
— ZM(2, 1) = |I| par (34) ;
— ZM(1, 2) = |S|, où S est l’ensemble des parties couvrantes/génératrices deM, par (34) ;
— ZM(1, 1) = |B| par (35).

Il existe une notion de matroïde dual à un matroïde M, noté M∗, qui est le matroïde sur
l’ensemble S dont les bases sont les sous-ensembles de la forme S \ T , où T est une base deM.
C’est l’analogue de la dualité planaire pour les graphes planaires. Il découle de la définition de
l’activité et de l’expression symétrique (35) que l’on a

ZM∗(x, y) = ZM(y, x) ,

une propriété que nous avons utilisée dans le cas des graphes planaires au chapitre 2.

3.7. Exemple du matroïde bicirculaire. D’après l’expression pour la fonction de rang du
matroïde bicirculaire donnée au paragraphe 1§2.10, on trouve que pour le matroïde bicirculaire,
on a

ZMbicirc(G)(x, y) =
∑
H6G

(x − 1)k0(H)−1(y − 1)|[E(H)]|−|V|+k0(H)

= (x − 1)−1(y − 1)|V|
∑
H6G

(y − 1)|[E(H)]|((x − 1)(y − 1))k0(H) ,

où k0(H) est le nombre de composantes connexes du sous-graphe couvrant H qui sont des arbres.
On peut aussi calculer le polynôme de Tutte du matroïde h-bicirculaire pour toute connexion

unitaire h.

3.8. Polymatroïdes. Dans le cadre des processus déterminantaux linéaires, le support de
la trace (ni)i∈S = (dim(Q ∩ Ei))i∈S d’un espace aléatoire Q ∈ Gr(E, σ) est un polymatroïde.

Un polymatroïde est une généralisation d’un matroïde, où l’on autorise le rang d’une partie
à être plus grand que le cardinal de cette partie. De la même façon qu’un matroïde représen-
table (et représenté) correspond à une configuration de vecteurs (ou de manière équivalente,
une configuration d’hyperplans), un polymatroïde représentable (et représenté) correspond à une
configuration de sous-espaces de dimension arbitraire.

Nous montrons dans [KL22a, Proposition 4.9] que le support de la mesure µEσ,k est déterminé
par le support de sa trace. En particulier, le support est caractérisé par les inégalités suivantes,
voir [KL22a, Proposition 4.12].

Proposition 3.9. Soit (E, σ) un espace euclidien scindé ; on note d = (dimEi)i∈S. Soit H
un sous-espace vectoriel de E. Soit n = dimH. Soit n = (n1, . . . , ns) 6 d tel que n1 +
. . .+ ns = n. On a alors équivalence entre les propriétés suivantes :
1. µE

σ,ΠH (Grn(E, σ)) > 0.
2. Pour tout T ⊂ {1, . . . , s}, on a l’inégalité :

∑
t∈T nt > dim(H ∩

⊕
t∈T Et).
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Dans certains cas comme le modèle de forêt couvrante quantique du chapitre 6, le matroïde
est transverse, et les inégalités de la proposition 3.9 sont alors équivalentes aux inégalités de
Hall–Rado–Welsh généralisant le théorème des appariements de Hall. 3

4. Interprétation physique

Expliquons maintenant comment un processus déterminantal linéaire (DLP, voir la défi-
nition 3.2) peut s’interpréter comme l’observation de l’état physique d’un système quantique.
L’état physique est lui-même une superposition d’états « purs », déterminée par un endomor-
phisme auto-adjoint positif de trace 1, appelé « densité d’états » et noté ρk ∈ End(

∧
E) associé

à l’opérateur k. Lorsque k < id, on a ρk = det(id− k)
∧

(k(id− k)−1).
Contrairement à l’état (qui dépend seulement de k), l’observable, quant à elle, dépend du

scindement σ ; on peut ainsi voir la symétrie du système comme associée à une certaine précision
de l’observation (qui ne voit pas les détails « plus fins » que le scindement à l’intérieur des blocs Ei
qui le constituent). On le sait bien d’un point de vue probabiliste : si le scindement est adapté
à k, on voit un processus i.i.d. sur S, alors que sinon on a des corrélations négatives strictement.

Un processus déterminantal est un exemple de mesure à valeurs dans les opérateurs positifs
(POVM pour positive operator valued measure) comme l’atteste le théorème suivant.

On considère « l’observable uniforme » associée à un scindement σ :

Oσ : B 7→
∫
B

Πι(Q)dνE,σ(Q) ,

où ι(Q) est le plongement de Plücker de Q.

Théorème 3.10. Pour tout noyau admissible k ∈ End(E) et tout borélien B de Gr(E, σ),
on a

P(Q ⊂ B) = Tr∧E(Oσ(B)ρk)

5. Cas quaternion

Les processus déterminantaux se généralisent au cas où le corps de base est l’anneau à
division des quaternions ; voir [KL22a, §6]. Rappelons que l’algèbre des quaternions réels est
définie comme

H = {a+ bi + cj + dk | a, b, c, d ∈ R}
où les éléments i, j, k satisfont les relations

i2 = j2 = k2 = ijk = −1 .
Il s’agit d’une algèbre à division réelle de dimension 4. Le coefficient a de q = a + bi + cj + dk
est appelé partie réelle de q et noté Re(q). On définit de plus une involution par la conjugaison
q = a+ bi + cj + dk 7→ q = a− bi− cj− dk ; on a en particulier q + q = 2Re(q).

On appelle espace vectoriel quaternionique tout module à droite sur H. Comme H est une
algèbre à division, il y a bien une notion de base et de dimension, de sorte que parler d’espace
vectoriel n’est pas incohérent, même si la notion est différente que dans le cas réel ou complexe.

Sur un espace vectoriel quaternionique E, un produit scalaire est une application 〈·, ·〉 :
E × E → H qui est additive en chaque variable, et quaternion-sesquilinéaire au sens où pour
tous v, w ∈ E et tous q, r ∈ H, on ait

〈vq, wr〉 = q〈v, w〉r.

3. Le théorème de Hall avait d’abord été généralisé par Tutte avant d’être étendu par Rado et Welsh. Les
contributions de Tutte à la théorie des graphes et matroïdes sont très nombreuses, voir [Mul03].
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De plus, on suppose que 〈v, v〉 est un réel positif pour tout v ∈ E, et qu’il vaut 0 seulement
si v = 0. Sur l’espace vectoriel quaternionique Hd, il y a un produit scalaire standard

〈(q1, . . . , qd), (r1, . . . , rd)〉 =
d∑
i=1

qiri .

On appelle noyau un endomorphisme auto-adjoint d’espace vectoriel quaternionique muni
d’un produit scalaire, dont les valeurs propres (à droite) sont réelles et entre 0 et 1.

Definition 3.11 (Processus Q-déterminantal). Étant donné un espace vectoriel eucli-
dien quaternionique scindé (E, σ) et un noyau k sur E, il existe une unique mesure Q-
déterminantale associée.

Cette mesure est équivariante sous l’action du groupe U(E, σ) '
∏d
i=1 U(Ei) des isométries

de E, appelées transformations symplectiques, qui préservent le scindement σ = (E1, . . . , Ed).
Un exemple de mesure de probabilité Q-déterminantale est donné dans le théorème 4.1.

Notons que l’algorithme d’échantillonnage de la proposition 3.3 s’applique aussi aux processus
Q-déterminantaux, et c’est ainsi que les figures 4.1 et 6.7 ont été obtenues.

Les processus quaternion déterminantaux sont un cas particulier de processus pfaffiens qui
eux correspondent aux cas de processus quaternion-complexes, voir [Meh04, Kas13, Kar14].
Les processus pfaffiens se comportent très différemment et en particulier ils ne satisfont pas de
propriété d’association négative (et même de corrélation négative) en général.





Chapitre 4

Sous-graphes aléatoires

Dans ce chapitre, nous présentons certaines mesures de probabilité déterminantales sur des
familles particulières de sous-graphes couvrants d’un graphe fini connexe G. On suppose que ce
graphe est muni de poids réels strictement positifs sur les arêtes x = (xe)e∈E, qui sont symé-
triques : xe = xe−1 > 0, pour tout e ∈ E.

1. Arbres couvrants et forêts couvrantes d’unicycles

Il est bien connu (depuis Burton et Pemantle, 1993, [BP93] ; voir le théorème 1.16) que la
mesure de probabilité uniforme sur les arbres couvrants d’un graphe fini connexe G, vue comme
un sous-ensemble aléatoire d’arêtes, est déterminantale. Elle est associée au sous-espace im(d) des
1-formes exactes, où d est la dérivée discrète sur le graphe (appelée aussi opérateur de cobord) ;
voir les paragraphes 1§2.2 et 1§2.6.

Plus récemment, Kenyon [Ken11] a trouvé une mesure déterminantale sur les forêts cou-
vrantes d’unicycles d’un graphe, associée à l’espace im(dh), où dh est la dérivée discrète cova-
riante associée à une connexion unitaire h sur un fibré de rang 1 (voir le théorème 1.17). Une
forêt couvrante d’unicycles est un sous-graphe contenant tous les sommets et dont chaque com-
posante connexe contient autant de sommets que d’arêtes (donc un unique cycle). On note U(G)
l’ensemble de ces forêts d’unicycles et pour toute forêt F ∈ U(G), on note C (F ) l’ensemble de
ses cycles.

Figure 4.1. Une forêt couvrante d’unicycles dont les composantes connexes sont re-
présentées en différentes couleurs et les cycles sont représentés en gras. Ici le graphe G
est une grille 15× 15. L’échantillon est tiré selon la loi déterminantale (37) associée à un
choix aléatoire de connexion h.
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Étant donné une connexion unitaire h sur un fibré réel, complexe, ou quaternion de rang 1,
on définit la mesure de probabilité sur U(G) par la relation de proportionnalité 1

(37) P(F ) ∝ xF
∏

c∈C (F )
|1− holh(c)|2 .

Le théorème suivant étend le résultat de Kenyon au cas quaternion, comme démontré dans [Kas13].
Une autre démonstration de ce fait est donnée dans [Kas15] et la théorie des processus quater-
nion déterminantaux est exposée de manière plus générale dans [KL22a]. 2

Théorème 4.1. La mesure de probabilité sur U(G) définie par (37) est (quaternion) dé-
terminantale, associée au sous-espace im dh de Ω1(F).

Une stratégie pour démontrer ces résultats (théorème de Burton–Pemantle, théorème de
Kenyon, théorème 4.1) consiste à trouver une expression déterminantale pour la fonction de
partition, puis à utiliser le lemme 3.1. Dans [KL20] nous donnons une démonstration unifiée
pour le calcul des fonctions de partition des mesures ci-dessus (voir chapitre 5).

En utilisant le théorème 3.4, on peut calculer d’autres fonctions de partition déterminantales
associées à un graphe, ce qui permet d’obtenir les résultats que nous exposons dans la suite de
ce chapitre (et qui sont démontrés dans [KL22b]).

Rappelons la décomposition orthogonale (8) de l’espace des 1-formes en formes exactes et
formes fermées
(38) Ω1(G) = im d⊕ ker d∗ ,
où d∗ désigne l’adjoint de d. Dans la suite, on va considérer des sous-espaces qui « altèrent »
cette décomposition en « déplaçant le curseur », c’est-à-dire en augmentant l’espace im d ou en
le diminuant.

2. Sous-graphes couvrants connexes

Pour tout k > 1, soit Ck(G) l’ensemble des sous-graphes couvrants connexes de G dont
le premier nombre de Betti est égal à k, autrement dit l’ensemble des sous-graphes connexes
contenant tous les sommets et avec exactement |V| − 1 + k arêtes, où |V| désigne le nombre de
sommets de G.

Étant données des 1-formes θ1, . . . , θk linéairement indépendantes dans ker d∗, on définit la
mesure de probabilité sur Ck(G) par la relation de proportionnalité

(39) P(K) ∝
∣∣∣ det (θi(γj))16i,j6k

∣∣∣2 xK ,
où pour tout K on a choisi une base intégrale (γ1, . . . , γk) du groupe abélien libre Z1(K,Z), le
groupe des cycles de K (voir le paragraphe 1§2.2).

1. À la lecture de ce mémoire, Kilian Raschel nous a suggéré d’étudier d’autres mesures de probabilité que
celles-ci, par exemple celle où l’exposant 2 serait remplacé par un paramètre β > 0 :

(36) P(F ) ∝ xF
∏

c∈C(F )

|1− holh(c)|β ,

ce qui rappelle l’étude des β-ensembles discrets [BGG17]. On pourrait tout aussi bien tenter d’étudier les me-
sures de probabilité sur U(G) donnant à F une probabilité proportionnelle à xF exp

[
−β
∑

c∈C(F ) Re(holh(c))
]
.

Néanmoins, nous ne connaissons aucun résultat d’intégrabilité exacte pour ces mesures.
2. Pour ces raisons, nous incluons néanmoins ce résultat dans ce mémoire (qui porte sur le travail après la

thèse de doctorat).
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Figure 4.2. Un sous-graphe couvrant connexe avec 4 cycles indépendants ; le « 2-
coeur » (c’est-à-dire le sous-graphe obtenu en effaçant itérativement les sommets de va-
lence strictement plus petite que 2) de ce sous-graphe est représenté en gras. Ici le graphe G
est une grille 15× 15. L’échantillon est tiré selon la loi déterminantale (39) associée à un
choix aléatoire de 1-formes θi.

Théorème 4.2. La mesure de probabilité sur Ck(G) définie par (39) est déterminantale,
associée au sous-espace im d⊕Vect(θ1, . . . , θk) de Ω1(G).

Un échantillon de cette mesure de probabilité est donné sur la figure 4.2.
La démonstration du théorème 4.2 donnée dans [KL22b] repose sur l’utilisation du théo-

rème de projection moyenne (dans sa version du corollaire 3.5) afin d’obtenir le coefficient de
normalisation (la fonction de partition) de la mesure (39) sous la forme d’un déterminant ; nous
utilisons ensuite le lemme 3.1.

Lorsque la connexion h du paragraphe 4§1 converge vers une connexion triviale (h = eitθ

avec t → 0), la mesure de probabilité déterminantale se concentre sur les unicycles couvrants
et la mesure de probabilité limite est celle du cas k = 1 du théorème 4.2 avec θ1 = θ. Cette
observation a déjà été faite par Kenyon [Ken11] (qui ne mentionnait cependant pas l’espace
im(d)⊕Kθ) et nous la généralisons au paragraphe 6§5.3.

3. Sous-graphes couvrants acycliques

Pour tout k > 1, soit Fk(G) l’ensemble des forêts couvrantes à k composantes connexes,
c’est-à-dire des sous-graphes couvrants acycliques à k composantes connexes.

Étant données des 1-chaînes φ1, . . . , φk linéairement indépendantes telles que
Vect(φ1, . . . , φk) ∩ Z1(G,K) = {0} ,

on définit une mesure de probabilité sur Fk+1(G) par la relation de proportionnalité

(40) P(F ) ∝
∣∣∣ det (κi(φj))16i,j6k

∣∣∣2 xF ,
où (κ1, . . . , κk) est une base du groupe abélien libre B1(F,Z), le groupe des coupures déterminées
par F (voir le paragraphe 1§2.2).
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Figure 4.3. Une forêt couvrante (c’est-à-dire, un sous-graphe couvrant acyclique) à 5
composantes connexes, représentées en différentes couleurs. Ici le graphe G est une grille
15×15. L’échantillon est tiré selon la loi déterminantale (40) associée à un choix aléatoire
de 1-formes φi.

Théorème 4.3. La mesure de probabilité sur Fk+1(G) définie par (40) est déterminantale,
associée au sous-espace im d ∩Vect(φ1, . . . , φk)⊥ de Ω1(G).

Un échantillon de cette mesure de probabilité est donné sur la figure 4.3.
Comme pour le théorème 4.2, la démonstration du théorème 4.3 donnée dans [KL22b] repose

sur l’utilisation du théorème de projection moyenne (dans sa version du corollaire 3.5) afin
d’obtenir le coefficient de normalisation (la fonction de partition) de la mesure (40) sous la forme
d’un déterminant ; nous utilisons ensuite le lemme 3.1.

Nous montrons dans [KL22b] pourquoi ces deux énoncés sont les deux faces duales d’une
spécialisation d’un théorème plus général valable pour les matroïdes représentables ; voir [KL22b,
Theorem 6.17].

La remarque qui suit le théorème 4.2 suggère la question suivante.

Question 4.4. Existe-t-il une mesure déterminantale naturelle sur un ensemble de sous-
graphes de G, telle que dans la limite d’un paramètre, on retrouve la mesure sur F2(G)
considérée plus haut ? Si G est planaire, par dualité, on peut considérer le complémentaire
du dual d’une forêt couvrante d’unicycles, mais qu’en est-il en général ?

Plus généralement, on peut poser la question d’identifier toutes les mesures déterminantales
ci-dessus (pour tout k > 1, pas uniquement k = 1) comme des limites au bord d’un ensemble
de mesures déterminantales naturelles paramétrées par des connexions ou des généralisations de
connexions. Un exemple dans ce sens est donné au chapitre 6 ; voir le théorème 6.13.

Une autre piste dans cette direction serait de considérer les mesures à l’ordre k comme obte-
nues par développement limité d’une fonction de partition dépendant d’une « superconnexion »
déterminée par les (θi)16i6k. Pourrait-on construire une dérivée covariante associée à la puissance
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extérieure d’un fibré de rang 1 dans l’esprit de [Wit82] (cette question provient d’une discussion
avec Alain-Sol Sznitman il y a plusieurs années) ?

4. Identités multilinéaires et complexité

La démonstration des théorèmes 4.2 et 4.3 repose sur des identités multilinéaires qui géné-
ralisent le théorème classique dit « matrix-tree » et attribué à Kirchhoff. Afin de les manipuler
plus aisément, nous avons utilisé, dans [KL22b], le langage de l’algèbre extérieure, qui permet
en quelque sorte de « linéariser la multilinéarité ».

Dans [KL22b, §6] nous avons montré comment ces identités sont plus largement valables
dans le cadre des matroïdes, et avons donné une généralisation des théorèmes 4.2 et 4.3 dans ce
cadre (voir [KL22b, Theorem 6.17]).

4.1. Une version vectorielle du matrix-tree theorem. Donnons ici l’une de ces iden-
tités (voir [KL22b, corollaire 2.2] pour la démonstration) et illustrons-la sur un exemple très
simple. C’est une version vectorielle d’une identité de polynômes déterminantaux qui apparaît
par exemple dans [Ami19, Lemma 3.1].

Étant donné un sous-ensemble d’arêtes A ⊂ [E], dont nous notons Ac le complémentaire
dans [E], appelons πA la projection sur le premier facteur de la décomposition C1(G,Z) =
C1(A,Z)⊕ C1(Ac,Z). Rappelons que b1 désigne le premier nombre de Betti de G, c’est-à-dire le
rang de son groupe des cycles Z1(G,Z).

Proposition 4.5. Sur
∧
b1Z1(G,Z) on a l’égalité d’endomorphismes

(41)
∑

T∈T (G)

∧
b1πT c = id ,

où la somme porte sur tous les arbres couvrants de G.

Notons qu’une telle égalité serait incorrecte sans l’exposant b1.

4.2. Un exemple simple. Considérons l’exemple simple du graphe de la figure 4.4 pour
lequel b1 = 2, comme l’illustre l’exemple suivant. Nous en avons choisi une orientation pour
chaque arête géométrique : E+ = {a, b, c, d, e}. Ce graphe possède 8 arbres couvrants dont la liste
des sous-graphes complémentaires s’écrit {ae, be, ce, de, ac, ad, bc, bd}.

b

e

ca

d

Figure 4.4. Un graphe à deux cycles avec un choix d’orientation pour chaque arête.

Une base intégrale du groupe libre de ses cycles Z1(G,Z) est donnée par {a+ b+ e, c+d+ e}.
En développant le produit extérieur suivant, on obtient

(a+ b+ e) ∧ (c+ d+ e) = a ∧ c+ a ∧ d+ a ∧ e+ b ∧ c+ b ∧ d+ b ∧ e− c ∧ e− d ∧ e ,
et cette égalité illustre l’équation (41) appliquée à l’élément (a+ b+ e)∧ (c+ d+ e) de

∧
b1Z1(G).

En calculant
∑
T∈T (G) πT c appliqué à a+ b+ e on trouve 3a+ 3b+ 4e 6= a+ b+ e, ce qui confirme

la nécessité, déjà mentionnée plus haut, de l’exposant b1 dans l’équation (41).
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4.3. Complexité. Le fait qu’il y ait des identités multilinéaires impliquant le caractère dé-
terminantal de la mesure uniforme sur les arbres couvrants, est un témoin du fait que dénombrer
les arbres couvrants d’un graphe fini connexe G, c’est-à-dire calculer |T (G)|, est un « problème
facile » (on dit de classe FP).

Comme on l’a rappelé au chapitre 1, il n’en va pas de même pour toutes les classes de sous-
graphes. Faisons un bref tour d’horizon des classes de graphes que nous avons considérées plus
haut, à la lumière de la théorie de la complexité.

4.3.1. Dénombrement facile. Nous avons déjà vu que dénombrer Fk(G) est facile (de classe FP),
car il existe une formule explicite sous la forme d’une combinaison linéaire de déterminants de
taille polynomiale due à Myrvold [Myr92] ; l’exemple du cas k = 2 est donné à l’équation (22).

La question (duale, en un certain sens) de dénombrer Ck(G) n’a pas été traitée dans la
littérature semble-t-il, et nous conduit à la question suivante.

Question 4.6. Existe-t-il une formule pour dénombrer les sous-graphes connexes à nombre
de cycle fixé d’un graphe fini connexe ?

Après avoir soutenu ce mémoire, nous avons trouvé l’article [Cho92] (peu connu puisqu’il
ne semble pas cité à ce jour) qui semble répondre en partie à cette question. L’auteur y donne
une méthode récursive pour compter les sous-graphes connexes à nombre de Betti fixé en se
ramenant à des sous-graphes planaires. Il ne détaille pas la formule finale ainsi obtenue, mais si
cette méthode termine en temps polynomial, elle donnerait en principe une réponse affirmative
à la question.

4.3.2. Dénombrement difficile. Présentons maintenant des problèmes de comptage dont on
sait qu’ils sont difficiles (#P-difficiles) :

— Compter les unicycles couvrants d’un graphe, par un résultat de Giménez et Noy [GN06,
§3] 3 ;

— Compter les forêts couvrantes (c’est-à-dire les ensembles indépendants du matroïde circu-
laire de G, qui est l’évaluation ZG(2, 1) du polynôme de Tutte, voir 3§3.6), par un résultat
de Welsh [Wel93] ;

— Compter les sous-graphes connexes (c’est-à-dire les parties génératrices du matroïde cir-
culaire, qui est l’évaluation ZG(1, 2) du polynôme de Tutte), par un résultat de Provan et
Ball [PB83].

Puisqu’il n’existe pas de formule explicite, il est intéressant de consulter les suites de cardi-
naux de ces ensembles pour des suites de graphes particuliers. Dans l’encyclopédie en ligne des
suites d’entiers (OEIS), le nombre de forêts couvrantes d’unicycles sur un graphe complet est
accessible sous l’entrée A137916 et celui du nombre d’unicycles couvrants sur un graphe complet
est référencé sous A001429.

Comme suggéré par Kilian Raschel, on peut s’interroger sur la nature des séries génératrices
(simples ou exponentielles) de ces suites de nombre. Nous ne savons pas s’il existe des résultats
dans cette direction ; il est à noter que pour la suite des nombres (a priori plus simples, surtout
que l’on en a une expression explicite) d’arbres enracinés du graphe complet (donc, d’après la
formule de Cayley (2), la suite (nn−1)n>1), des résultats de cette nature n’ont été obtenus que
récemment [BJP20].

3. La démonstration de ces auteurs utilise une courte réduction, en deux étapes, à un problème de comptage
de couplages parfaits, dont on sait qu’il s’agit d’un problème #P-difficile par un travail célèbre de Valiant [Val79],
dans lequel cette classe de complexité est en fait introduite.

https://oeis.org/A137916
https://oeis.org/A001429
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4.3.3. Dénombrement approché. Pour les forêts couvrantes d’unicycles (les éléments de U(G)),
il existe un algorithme d’échantillonnage exact en temps polynomial (à base de marches aléatoires
à boucles effacées) des mesures de probabilité de la forme

Pα(U) ∝ xU
∏

c∈C (U)

(
α(c) + α(c−1)

)
,

où α est une fonction sur les cycles telle que α(c) ∈ [0, 1] pour tout cycle c de G ; voir [KK17,
Kas15, GJ21]. Cet algorithme généralise l’algorithme de Wilson (voir le théorème 1.24). 4

Cet algorithme permet en particulier d’échantillonner de manière exacte en temps polynomial
la mesure de probabilité uniforme sur U(G). Ceci a permis à H. Guo et M. Jerrum de donner
un algorithme aléatoire en temps polynomial (dont l’acronyme anglais est FPRAS pour fully
polynomial randomized approximation scheme) pour le dénombrement approximatif des unicycles
couvrants [GJ21].

4.3.4. Inégalités de corrélations. Associées aux questions de complexité de dénombrement,
il y a des questions d’inégalités de corrélations ; voir par exemple les conjectures de Grimmett–
Winkler [GW04] concernant les mesures de probabilité uniformes sur F(G) et C(G) qui auraient
des corrélations négatives.

La mesure de probabilité uniforme sur les arbres couvrants est déterminantale. En particulier
cette mesure satisfait la propriété de Rayleigh forte (la forme la plus forte connue à ce jour de
dépendance négative) [BBL09]. Cette propriété n’a pas été démontrée pour tout matroïde, mais
une forme plus faible de corrélation négative a été démontrée récemment dans [BH20].

D’autres exemples de mesures déterminantales sur les structures discrètes sont les arbres
couvrants simpliciaux définis dans [Lyo03]. Kenyon a trouvé une mesure déterminantale naturelle
sur les forêts couvrantes d’unicycles dans [Ken11] (celle évoquée au début de ce chapitre et dans
le théorème 1.17). Néanmoins, ceci ne permet pas d’en déduire directement des propriétés sur la
mesure de probabilité uniforme sur U(G), d’après la remarque suivante.

Remarque 4.7. La mesure de probabilité uniforme sur U(G) n’est pas déterminantale en
général.

Justifions cette remarque. Un matroïde est dit unimodulaire s’il est représentable sur R par
une matrice dont toutes les sous-matrices carrées ont un déterminant à valeur dans {−1, 0, 1}
(on dit que la matrice est totalement unimodulaire). 5

Le fait qu’un matroïde unimodulaire ait un nombre de bases calculable par un déterminant
a été observé par Maurer [Mau76]. En vertu du théorème de Giménez et Noy cité plus haut,
le matroïde bicirculaire n’est donc pas unimodulaire. Comme observé par Lyons [Lyo03, Co-
rollary 5.5], qui cite [Whi87, Theorem 3.1.1], l’unimodularité est équivalente à la régularité
(c’est-à-dire, le fait d’être représentable sur tout corps, ce qui est équivalent, par un résultat de
Tutte, au fait d’être représentable à la fois sur F2 et F3). Le matroïde bicirculaire n’est donc
pas représentable à la fois sur F2 et F3, ce qui est bien connu. Pourtant, comme tout matroïde
transversal, le matroïde bicirculaire est représentable sur tout corps infini. La question de trouver
sur quels corps finis il est représentable a été étudiée en partie par Zaslavsky.

4. D’autres généralisations de l’algorithme de Wilson ont été données dans des travaux antérieurs au nôtre,
notamment dans [BBGJ07], [GP14] et sans doute dans d’autres travaux dont nous n’avons pas connaissance. Cet
algorithme a des liens profonds avec les empilements de pièces à la Viennot [Mar00], et une version qui subsume
les précédentes fait l’objet de l’algorithme de rejet partiel de Guo et Jerrum [Jer21].

5. Une caractérisation des matroïdes unimodulaires est donnée dans [Sey80].





Chapitre 5

Polynômes en plusieurs indéterminées

On a déjà rencontré le polynôme de Tutte dans le cadre du modèle de Fortuin–Kasteleyn et
des arbres couvrants actifs. Les modèles de graphes aléatoires du chapitre 4 donnent aussi lieu,
par le biais de leurs fonctions génératrices, à des polynômes à plusieurs variables intéressants qui
généralisent le polynôme de Kirchhoff.

Dans ce chapitre, nous reprenons certaines des formules déterminantales des précédents cha-
pitres et en introduisons de nouvelles. Nous les étudions du point de vue des polynômes en
plusieurs indéterminées.

Certains de ces polynômes ont des interprétations claires comme fonctions génératrices de
mesures de probabilité (définitions 5.1 et 5.2). D’autres, dont on ne voit pas directement que
leurs coefficients sont positifs, sont plutôt considérés pour leur intérêt algébrique et combinatoire
(théorèmes 5.9, 5.10, 5.12).

Dans la suite, G est un graphe fini connexe et l’on considère des polynômes en des variables
indicées par les arêtes x = (xe)e∈[E].

1. Polynômes de Kirchhoff et Symanzik

1.1. Polynômes d’énumération des arbres couvrants. Considérons le polynôme d’énu-
mération des arbres couvrants d’un graphe fini connexe G, dit polynôme de Kirchhoff :

(42) TG(x) =
∑

T∈T (G)
xT .

Il s’agit d’une limite d’évaluations du « polynôme de Tutte en plusieurs variables »

(43) ZFK(G, x, q) =
∑
H6G

x|[E(H)]|qk(H) ,

qui est une généralisation à plusieurs variables de la fonction de partition ZFK(G, p, q) du modèle
de Fortuin–Kasteleyn (24) (que l’on retrouve en prenant xe = p/(1− p) pour tout e ∈ [E]). Plus
précisément, pour tout 0 < α < 1, on a

TG(x) = lim
q→0

q−α(|V|−1)−1ZFK(G, xqα, q) .

Voir [Sok05] pour une étude détaillée de ce polynôme en plusieurs variables et sa généralisation
aux matroïdes.

Le polynôme de Kirchhoff étant la fonction génératrice d’une mesure de probabilité détermi-
nantale (la mesure de probabilité uniforme sur les arbres couvrants de G), il s’agit d’un polynôme
stable, c’est-à-dire qu’il ne s’annule pas lorsque toutes ses variables ont une partie imaginaire
strictement positive ; voir le paragraphe 1§2.11 et [BBL09].

1.2. Polynômes d’énumération acyclique et connexe uniformes. Comme on l’a vu
dans le cas du polynôme de Tutte associé à un matroïde au paragraphe 3§3.6, certaines spécialisa-
tions du polynôme de Tutte donnent le cardinal de l’ensemble des forêts couvrantes (c’est-à-dire
l’ensemble des parties indépendantes du matroïde circulaire) et le cardinal de l’ensemble des
sous-graphes couvrants connexes (c’est-à-dire l’ensemble des parties génératrices du matroïde
circulaire). Dans le cas multivarié, on a une généralisation correspondante [Sok05] comme suit :
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— Le polynôme

CG(x) =
∑

K∈C(G)
xK = lim

q→0
q−1Z(G, x, q)

est le polynôme générateur de l’ensemble C(G) des sous-graphes couvrants connexes de G.
— Le polynôme

AG(x) =
∑

F∈F(G)
xF = lim

q→0
q−|V|Z(G, xq, q)

est le polynôme générateur de l’ensemble F(G) des sous-graphes couvrants acycliques,
c’est-à-dire des forêts couvrantes, de G.

Ces polynômes sont un peu mystérieux notamment car l’évaluation du cardinal de C(G)
et F(G), c’est-à-dire les évaluations CG(1) et AG(1), sont #P-difficiles comme on l’a rappelé au
paragraphe 4§4.3 (voir en particulier les conjectures de [GW04] qui portent sur les corrélations
sous la mesure de probabilité uniforme sur C(G) et F(G)).

Nous allons introduire des variantes des polynômes CG(x) et AG(x) en restreignant la somme
aux ensembles Ck(G) et Fk(G) et en attribuant un poids déterminantal (non uniforme en général)
aux éléments de ces ensembles.

1.3. Polynômes d’énumération acyclique et connexe déterminantaux. Tout d’abord,
on définit les polynômes générateurs des sous-graphes couvrants à premier nombre de Betti (à
nombre de cycles indépendants) fixé. Chacun de ces polynômes prend en paramètre un élément,
noté ϑ, de la puissance extérieure correspondante des 1-formes.

Definition 5.1 (Polynômes d’énumération connexe). Soit k > 1 et ϑ ∈ Ω1(G)∧k. On
définit les polynômes d’énumération connexe

C(k)
G (ϑ, x) =

∑
K∈Ck(G)

∣∣∣ det
(
θi(γj)

)
16i,j6k

∣∣∣2 xK
où (γ1, . . . , γk) est une base intégrale du groupe abélien libre Z1(F,Z).

On définit également les polynômes générateurs des forêts couvrantes (non enracinées) à
nombre de composantes connexes fixé. Chacun de ces polynômes prend en paramètre un élément,
noté ϕ, de la puissance extérieure correspondante des 1-chaînes.

Definition 5.2 (Polynômes d’énumération acyclique). Soit k > 1 et ϕ ∈ C1(G,K)∧k. On
définit les polynômes d’énumération acyclique

A(k)
G (ϕ, x) =

∑
F∈Fk+1(G)

∣∣∣ det
(
κi(φj)

)
16i,j6k

∣∣∣2 xF
où (κ1, . . . , κk) est une base intégrale du groupe abélien libre B1(F,Z).

Si l’on pose k = 0 dans les définitions ci-dessus, on retrouve le polynôme de Kirchhoff TG(x).
Au chapitre 4 précédent, nous avons vu que des évaluations particulières de ces polynômes

sont les fonctions génératrices de mesures déterminantales (voir théorème 4.2 et théorème 4.3).
Il en découle (par [BBL09], comme pour le polynôme de Kirchhoff ci-dessus) l’énoncé suivant.
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Corollaire 5.3. Soit k > 1. Soit θ1, . . . , θk ∈ ker d∗ et φ1, . . . , φk ∈ im d. Posons ϑ =
θ1∧ . . .∧ θk et ϕ = φ1∧ . . .∧φk. Les polynômes réels en plusieurs indéterminées C(k)

G (ϑ, x)
et A(k)

G (ϕ, x) sont stables en tant qu’éléments de R[x].

1.4. Quotients de polynômes. Au cours de la démonstration des théorèmes 4.2 et 4.3
(qui figure dans [KL22b]), nous avons démontré les identités suivantes.

Théorème 5.4 (Quotients de polynômes). On a

(44) C(k)
G (ϑ, x)
TG(x) = ‖

∧
kΠker(d∗)ϑ‖2 .

et

(45) A(k)
G (ϕ, x)
TG(x) = ‖

∧
kΠim(d)(Jxϕ)‖2

où Jx : C1(G,C)→ Ω1(G,C) associe à toute arête e la cochaîne x−1
e (1e − 1e−1).

Donnons une description concrète du membre de droite de l’équation (44). Étant donné des
1-formes θ1, . . . , θk, on définit l’application multilinéaire ωθ : Kk → Ω1(G) par ωθ(r1, . . . , rk) =
r1θ1 +. . .+rkθk. Avec cette notation, si ϑ = θ1∧. . .∧θk, on a ‖

∧
kΠker(d∗)ϑ‖2 = det

(
ω∗θΠker d∗ωθ

)
.

La démonstration du théorème 5.4 repose sur le théorème de projection moyenne, dans sa
version du corollaire 3.5.

La démonstration des théorèmes 4.2 et 4.3 utilise le théorème 5.4 combiné avec la formule
du complément de Schur, écrite de la façon suivante. 1 Ceci permet en effet d’écrire les poly-
nômes C(k)

G (ϑ, x) et A(k)
G (ϕ, x) comme des déterminants de la forme det(a∗a) pour une application

linéaire a adaptée et d’utiliser le lemme 3.1.

Lemme 5.5 (Complément de Schur). Soit a : E0 → E1 une application linéaire injective
entre espaces euclidiens de dimension finie. Soit H un sous-espace de E0. Alors

det(a∗a) = det
(
1H⊥a∗a1H⊥

)
det

(
1Ha∗Πker(1H⊥a∗)a1H

)
.

Le déterminant det(a∗a) est le carré du volume dans E1 de l’image par a d’un parallélotope
unité de E0. Le lemme 5.5 exprime ce volume comme un produit de deux volumes de dimensions
inférieures associés à une décomposition de E0 en somme directe orthogonale.

1.5. Polynômes de Symanzik. Nous faisons maintenant le lien entre les polynômes in-
troduits plus haut et les polynômes de Symanzik dont nous avons parlé dans l’introduction (voir
le paragraphe 1§2.12).

Dans le cas k = 1, le poids dans A(1)
G (ϕ, x) associé à F ∈ F2(G) est |κ1(φ1)|2 où φ1 ∈ im d∗

et κ1 engendre B1(F,Z). La cochaîne φ1 est l’image par d∗ d’une fonction sur V. Notons #»q =
( #»qv)v∈V cette fonction, avec une notation qui rappelle une collection de moments vectoriels en

1. La formule du complément de Schur detM = detA det(D −CA−1B) s’obtient en multipliant à gauche une

matrice par blocs M =
(
A B
C D

)
par

(
I 0

−CA−1 D

)
.
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mécanique. Comme φ1 est orthogonale à ker d, qui est la droite des fonctions constantes sur V,
on a donc la propriété :

∑
v∈V

#»qv = 0.
Pour toute forêt couvrante F ∈ F2(G), soit T un des deux arbres de la forêt F et considérons

la coupure κ1 = δ(
∑
v∈V(T ) 1v). Alors κ(φ) est égal au signe près à #»q (V(T )) =

∑
v∈V(T )

#»qv, et le
carré de cette quantité ne dépend pas du choix de l’arbre. Avec cette notation, en sommant sur
tous les F possibles, on trouve

(46) Ψ(2)
G, #»q (x) =

∑
F={T,T ′}∈F2(G)

| #»q (V(T ))|2 xE\F

qui porte le nom de second polynôme de Symanzik dans la littérature, voir [BW10, ABBGF16,
Ami19]. 2

Plus généralement, pour tout k > 2, et F ∈ Fk+1(G) on choisit T1, . . . , Tk une énumération des
arbres de la forêt F sauf un, et l’on considère une base intégrale du groupe abélien libre B1(F,Z)
composée des coupures κi = δ(

∑
v∈V(Ti) 1v), i ∈ {1, . . . , k}. Soit φ1, . . . , φk ∈ im d∗ et choisissons

des qi tels que φi = d∗qi. Le poids de la forêt F ∈ Fk+1(G) donné par (40) se réécrit∣∣∣ det(κj(φi)))16i,j6k
∣∣∣2xF =

∣∣∣ det
(
qi(V(Tj))

)
16i,j6k

∣∣∣2xF .
La fonction de partition correspondante, en utilisant la convention sur les monômes en x suggérée
par (46), est donc égale à

(47) Ψ(k+1)
G,q1,...,qk(x) =

∑
F∈Fk+1(G)

∣∣∣ det
(
qi(V(Tj))

)
16i,j6k

∣∣∣2 x[E\F ]

et l’on peut considérer ce polynôme, à valeurs dans R[xe : e ∈ [E]], comme une généralisation du
second polynôme de Symanzik aux ordres supérieurs k + 1 > 3.

De ce qui précède, on obtient, en posant ϕ = φ1 ∧ . . . ∧ φk, la relation

Ψ(k+1)
G,q1,...,qk(x) = x[E]AG(ϕ, x−1) .

Réécrivons le ratio apparaissant dans l’exponentielle de l’intégrale de Feynman (10) avec nos
notations. Il s’agit d’une fonction rationnelle des variables xe de degré 1, que l’on peut écrire, en
factorisant le numérateur et le dénominateur par xE, comme

Ψ(2)
G, #»q (x)

Ψ(1)
G (x)

= A(1)
G (ϕ, x−1)
TG(x−1) .

Le théorème d’Amini (voir théorème 1.12 du chapitre introductif 1) stipule que ce ratio a une
variation bornée en les paramètres x. La démonstration d’Amini utilise une analyse combinatoire
fine de la structure du graphe d’échange. 3

On peut se demander s’il y a des théorèmes de stabilité (au sens plus fort d’Amini) pour
les polynômes de rang plus élevé, et pour les polynômes de Symanzik associés aux sous-graphes
connexes, étant donné qu’il y a des familles de polynômes dont les quotients ont des expressions
similaires.

2. En physique théorique, pour chaque sommet v, le moment extérieur #»qv prend ses valeurs dans RD avecD > 2,
où D = Despace + 1 représente la dimension d’un « espace-temps » (muni d’une métrique de Minkowski). Le cas
D = 1 considéré ici n’a donc pas vraiment de signification physique.

3. Il semble que ce soit le même graphe qui apparaisse dans la chaîne de Markov utilisée pour échantillonner
les arbres actifs au paragraphe 2§3.3 et l’étude de ce graphe pourrait donner des informations plus précises sur le
temps de mélange de cette chaîne ; voir aussi [ALGV19] où une propriété d’expansion de ces graphes est démontrée
(conjecture de Mihail–Vazirani) qui implique des bornes sur le temps de mélange de la marche aléatoire.
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Question 5.6. Les quotients de polynômes (45) et (44) vérifient-ils un théorème de sta-
bilité comme dans le théorème 1.12 d’Amini ?

Il y a des travaux de M. Piquerez [Piq19] qui démontrent de tels résultats pour des générali-
sations des polynômes de Symanzik dans le cadre des matroïdes. Piquerez montre une propriété
de stabilité en étudiant le graphe d’échange d’un matroïde. Dans l’introduction de cet article, le
lien entre polynômes de Symanzik (généralisés) et processus déterminantaux est aussi brièvement
évoqué.

D’autres généralisations des polynômes de Symanzik sont proposées dans [KRTW10, Tan21]
mais elles sont différentes semble-t-il. Par ailleurs, ces auteurs montrent comment les polynômes
sont des limites d’évaluation de polynômes de Tutte multivariés. Avec notre approche, nous pou-
vons aussi définir ces polynômes comme des limites d’autres polynômes (voir le théorème 6.13).

2. Développements en boucles de Wilson

Une question centrale qui nous a occupé a été de trouver des généralisations de la formule
matrix-tree pour le déterminant d’autres opérateurs que le laplacien discret classique.

Une première tentative infructueuse, en prélude à la collaboration avec Dmitry Chelkak et
David Cimasoni [CCK17], a été le calcul du Q-déterminant d’une matrice de Kac–Ward tordue
par une connexion dans SL2(C), comme Kenyon pour le modèle de double-dimères [Ken14]. Nous
pensions ainsi obtenir une fonction de partition pour le modèle XOR-Ising, présenté au chapitre 2.
Cette tentative n’a pas donné le résultat escompté (le Q-déterminant d’un tel opérateur compte
des configurations plus générales, car certaines annulations qui ont lieu dans le cas classique ne
se produisent pas dans le cas tordu) et nous l’avons abandonnée pour le moment. Néanmoins
il serait intéressant d’analyser en détail le développement combinatoire ainsi obtenu, même s’il
n’est pas directement relié au modèle d’Ising.

Pour l’opérateur laplacien tordu, les choses se présentent mieux et avec Thierry Lévy nous
avons obtenu plusieurs formules [KL20, KL23c, KL23b] qui répondent à la question :

det ∆h = ? ∈ C[x] .
C’est d’ailleurs cette question combinatoire qui nous a aussi poussé à étudier les versants

probabilistes pour lesquelles une puissance de ce déterminant est la fonction de partition ; ceux-
ci sont exposés au chapitre 6 avec notamment : les champs gaussiens tordus, les soupes de boucles
tordues, et les forêts couvrantes quantiques.

Mais revenons d’abord à la question algébrique de calculer ce déterminant en lui donnant
une « interprétation combinatoire ». 4 Un point qui a été au centre de notre motivation a été de
trouver des expressions les plus invariantes de jauge possible, en particulier où le déterminant
du laplacien covariant est exprimé à l’aide de traces d’holonomie de cycles. En théorie de jauge
discrète, l’espérance de produits de traces de l’holonomie de cycles par rapport à une connexion
aléatoire est une observable centrale qui s’appelle une « boucle de Wilson » (du nom de K. Wilson,
créateur de cette théorie [Wil74]), ce qui justifie l’expression usitée dans le titre de cette partie.

2.1. Théorème « matrix-tree » en rang 1. Dans [KL20] nous avons donné une dé-
monstration courte de théorèmes matrix-tree classiques (calcul du déterminant du laplacien avec
connexion sur un fibré de rang N = 1). Celle-ci suit une approche picturale due à Zeilber-
ger [Zei85] et résumée sur la figure 5.1.

Nous l’avons obtenue dans le cadre d’une généralisation (théorème 5.8) pour laquelle il nous
faut introduire quelques notations, et en particulier le concept de τ -déterminant.

4. Voir l’avis illustré d’I. Pak sur cette notion [Pak22].
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2.1.1. τ -déterminant. Soit R un anneau et S un anneau commutatif. Soit τ : R → S un
morphisme de Z-modules, c’est-à-dire une fonction additive. On dit que τ est une trace si τ est
centrale, au sens où pour tous r, r′ ∈ R, on a τ(rr′) = τ(r′r).

Definition 5.7 (τ -déterminant). Soit τ une trace sur un anneau R. On définit pour toute
matrice M ∈Md(R) son τ -déterminant par

detτ (M) =
∑
σ∈Sd

ε(σ)
∏

c cycle de σ
c=(i1...ir)

τ(Mi1i2Mi2i3 . . .Miri1) ,

où Sd est le groupe symétrique sur d éléments.

Ce déterminant se spécialise au déterminant usuel dans le cas réel ou complexe, et au Q-
déterminant de Moore dans le cas quaternion. Ce déterminant n’a pas de bonnes propriétés en
général, mais il vérifie cependant certaines propriétés intéressantes (voir les propositions 6.7 et 6.9
de [KL22a]).

2.1.2. Matrice de type laplacien. Soit n > 2 un entier et soit V = {1, . . . , n} l’ensemble des
sommets d’un graphe complet. Soit E l’ensemble des arêtes de ce graphe, c’est-à-dire l’ensemble
des couples ordonnés de sommets distincts : E = {(i, j) ∈ V2 : i 6= j}. Nous pensons à l’arête (i, j)
comme allant de i à j. 5

Soit H un anneau, que nous ne supposons pas commutatif. Les exemples que nous avons en
tête sont R, C, ou H. Soit R = H[xij : (i, j) ∈ E] l’anneau de polynômes en n(n−1) indéterminées
à coefficients dans H. On considère n(n− 1) éléments de H, {hij , (i, j) ∈ E}. Comme le suggère
la notation, on pense à xij et hij comme étant attachés à l’arête (i, j).

On définit la matrice ∆ ∈Mn(R) en posant, pour tout (i, j) ∈ E,

(48) ∆ij = −hijxij

et, pour tout i ∈ V,

(49) ∆ii =
∑

j∈V\{i}
xij .

L’utilisation de la couleur 6 joue un rôle dans l’explication de la démonstration en permettant de
se souvenir de l’origine des coefficients dans les développements de déterminants.

On choisit un anneau commutatif K et un morphisme central de Z-modules τ : H → K. Ici,
les exemples que nous avons en tête pour K sont R ou C, et pour τ l’application identité ou la
partie réelle. On pose S = K[xij : (i, j) ∈ E]. Le morphisme τ s’étend en un morphisme de R
dans S que l’on note encore τ .

Soitm ∈ {1, . . . , n}. On considère la sous-matrice principalem×m, notée ∆[m], de ∆ obtenue
en effaçant les lignes et colonnes d’indices supérieurs strictement à m. Nous donnons plus bas un
développement combinatoire pour le τ -déterminant de ∆[m].

5. Comme nous allons munir les arêtes de poids, les résultats peuvent se réinterpréter afin de prendre en compte
des graphes avec des arêtes multiples (et pondérées). Nous pouvons aussi traiter le cas de graphes avec des boucles
en ajoutant des termes diagonaux xii(1− hii).

6. Notons que le membre de droite de l’équation (48) est colorié en rouge, ce qui est utile dans la démonstration
du théorème 5.8 illustré à la figure 5.1.
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2.1.3. Forêts couvrantes enracinées sur des sommets ou des cycles. On définit le bord du
graphe, ou son puits, comme étant le sous-ensemble W = {m+1, . . . , n} ⊂ V. On définit également
U = {1, . . . ,m} = V \W, l’ensemble des sommets internes.

On dit qu’un sous-ensemble F ⊂ E est une forêt couvrante enracinée sur des cycles et le puits
(avec pour puits W) s’il contient exactement m arêtes, une arête sortant de chaque sommet i ∈ U
(voir la figure 5.1). 7 On note U→

m(G) l’ensemble des forêts couvrantes enracinées sur des cycles et
le puits W. La flèche dans cette notation est là pour nous rappeler que tout élément de U→

m(G)
est une configuration d’arêtes dirigées.

2.1.4. Formule et démonstration graphique. Soit F ∈ U→
m(G). On pose xF =

∏
(i,j)∈F xij . En

utilisant la décomposition en composantes connexes du graphe non dirigé sous-jacent à (V, F ),
on peut partitionner le graphe dirigé (V, F ) en morceaux disjoints, chacun étant : ou bien un
arbre enraciné en un sommet de W dont toutes les arêtes pointent vers cette racine, ou bien un
arbre enraciné sur un cycle (aussi appelé unicycle) dont tous les sommets sont dans U. À F on
associe la collection C (F ) des cycles de ses unicycles : c’est une famille (potentiellement vide) de
cycles simples disjoints dans U.

Pour tout cycle c, dont les sommets sont i1, . . . , ir dans cet ordre cyclique, on associe (de
façon non déterminée ; et déterminée à conjugaison près) le produit hc = hi1i2 . . . hiri1 ∈ H, et
surtout la quantité bien définie τ(hc) = τ(hi1i2 . . . hiri1) ∈ K.

Théorème 5.8 (Formule de type « matrix-tree »). Dans l’anneau S = K[xij , (i, j) ∈ E],
on a l’égalité

detτ∆[m] =
∑

F∈U→
m (G)

xF
∏

c∈C (F )

(
1− τ(hc)

)
.

Figure 5.1. Démonstration picturale « à la Zeilberger » des théorèmes « matrix-tree »
de Kirchhoff, Zaslavsky, Chaiken, Forman, Kenyon.

Notre démonstration de ce théorème est illustrée sur la figure 5.1. Elle suit les étapes sui-
vantes :

(1) on développe le τ -déterminant de ∆[m] comme somme sur des permutations ; tout
cycle non-trivial de chaque permutation est représenté par un cycle rouge du graphe
et affublé du poids −τ(hc)xc ; les points fixes i de chaque permutation ont un poids
∆ii =

∑
j∈V\{i} xij ;

7. Ces objets combinatoires ou leurs variantes sont aussi appelées graphes fonctionnels, pseudo-forêts, ou bases
du matroïde bicirculaire dans la littérature.
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(2) pour tout point fixe i de toute permutation, on développe graphiquement ∆ii comme
une somme sur le choix d’une arête sortante (i, j) d’un sommet (différent du puits) que
l’on représente en noir, affublé du poids xij ;

(3) on a alors à ce stade une somme sur les configurations de la figure 5.1. En oubliant les
couleurs, on peut rassembler les termes de la somme et on trouve bien une somme sur
les forêts couvrantes enracinées sur des cycles et le puits F , affublées d’un poids égal
à xF multiplié par le produit sur les cycles de 1− τ(hc), cqfd.

Ce théorème se spécialise aux énoncés de Kirchhoff, Zaslavsky, Chaiken, Forman, Kenyon ;
voir [Cha82, Zas82, For93, Ken11].

Dans le cas du théorème de Kenyon, on retrouve en effet la version SL2 de son énoncé (et pas
uniquement le cas spécial unitaire SU2). Une démonstration dans le cas unitaire (réel, complexe
ou quaternion) a aussi été donnée dans [Kas15] basée sur une décomposition par boucles effacées
comme dans l’algorithme de Wilson.

2.2. Matrices de matrices. En ayant pour motivation l’étude du laplacien discret cova-
riant sur un graphe, défini par l’équation (7), on considère maintenant un cas matriciel, où à
toute arête (i, j) ∈ E est associée une matrice de taille N × N , hij ∈ MN (H). On définit la
matrice ∆ à partir des équations (48) et (49), où l’on comprend maintenant aij comme xijIN
dans (49). C’est une matrice de taille n× n, dont les coefficients sont des matrices N ×N et on
la voit par conséquent comme une matrice Nn×Nn à coefficients dans H.

Dans le théorème 5.9, on calcule le τ -déterminant de la matrice ∆[Nm], de taille Nm×Nm,
obtenue à partir de ∆ en effaçant les lignes et colonnes d’indices strictement supérieurs à Nm.

Dans ce but, nous introduisons, au-dessus du graphe G = (V,E), un autre graphe que nous
notons G ./N . L’ensemble de ses sommets est V × {1, . . . , N}. Ainsi, un sommet de G ./N est un
couple (i, k) où i ∈ {1, . . . , n} est un sommet de G et k ∈ {1, . . . , N} peut-être utilisé pour indexer
une ligne ou colonne d’une matrice N ×N . Les arêtes de G ./N sont tous les couples ((i, k), (j, l))
tels que (i, j) soit une arête de G et (k, l) ∈ {1, . . . , N}2. Notons que dans le graphe G ./N il n’y a
pas d’arête « verticale » (c’est-à-dire une arête de la forme ((i, k), (j, l)) avec i = j). 8

G

G ./5

G

G ./5

Figure 5.2. Graphe « papillon » de rang N = 5 de G, vu au-dessus d’une arête. Ce
graphe a N2 arêtes orientées au-dessus de chaque arête orientée du graphe G.

À toute arête ((i, k), (j, l)) de G ./N , on associe d’une part la variable xij et d’autre part
l’élément h ./

((i,k),(j,l)) = (hij)kl de H, c’est-à-dire le (k, l)-ième coefficient de la matrice hij .
On définit le puits du graphe G ./N comme étant l’ensemble W×{1, . . . , N} de tous les sommets

situés ‘au-dessus’ d’un sommet de W. La formule que nous donnons dans le théorème 5.9 fait

8. Cette construction ne semble pas avoir de nom standard et nous l’appelons informellement « le graphe
papillon » de rang N de G. Comme nous l’a suggéré l’un·e des rapporteurs de l’article [KL20], on pourrait dire
que G ./N est le produit lexicographique de G et du graphe à N sommets sans arête.
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apparaître un sous-ensemble particulier de l’ensemble U→

m,N des forêts couvrantes enracinées sur
des cycles et le puits de G ./N . Pour décrire cet ensemble, on dit qu’une arête est horizontale si
elle est de la forme ((i, k), (j, l)) avec k = l. On dit alors qu’un élément F de U→

m,N est horizontal
si toute arête de F qui n’est pas dans un cycle est horizontale. On note HU→

m,N le sous-ensemble
correspondant de U→

m,N . De plus, on dit qu’un cycle de F est horizontal si toutes ses arêtes sont
horizontales. À l’inverse, on dit qu’un cycle est incliné s’il n’est pas horizontal. On note H (F ) la
collection des cycles horizontaux de F , et par S (F ) la collection de ses cycles tordus. Pour tout
cycle c of F , on définit h ./

c comme étant le produit des nombres h ./

((i,k),(j,l)) associés aux arêtes du
cycle c.

Théorème 5.9. Dans l’anneau S = K[xij , (i, j) ∈ E], on a l’égalité

detτ∆[Nm] =
∑

F∈HU→
m,N (G)

xF
∏

c∈H (F )

(
1− τ(h ./

c)
) ∏
c∈S (F )

(
− τ(h ./

c)
)
.

2.3. Une première formule invariante de jauge. Avec Thierry Lévy, nous avons obtenu
d’autres formules pour le déterminant du laplacien tordu par une connexion qui sont détaillées
dans [KL23b].

Afin d’en énoncer une, il nous faut quelques notations. Tout cycle c de G s’écrit de manière
unique comme la puissance (pour la concaténation) d’un cycle primitif : c = ηk ; on note val(c) = k
cette puissance, que l’on appelle valuation de c.

On note C (G, N) la collection des multi-ensembles (c’est-à-dire des familles d’éléments avec
répétition possible) de cycles (orientés et non basés) de G, dont le nombre de visites total en
chaque sommet n’excède pas N . Si C ∈ C (G, N), on note C! le produit des factorielles des
multiplicités des éléments distincts de C. On note aussi ‖C‖ le cardinal de C où les éléments de
ce multi-ensemble sont comptés avec leur multiplicité.

Dans l’énoncé suivant, pour simplifier la formule, on utilise le laplacien discret covariant
normalisé Lh (défini plus bas à l’équation (52)).

Théorème 5.10. On a

detLh =
∑

C∈C (G,N)

(−1)‖C‖

C!
∏
c∈C

Tr(holh(c))
val(c) p(c) ,

où p(c) =
∏
e∈c pe est la probabilité qu’une marche aléatoire réalise les pas contenus dans c.

Dans le cas de rang N = 1, on retrouve la formule de Chaiken–Forman–Kenyon [Cha82,
For93, Ken11] à l’aide de la resommation expliquée dans [KL20].

Nous avons donné deux démonstrations de ce résultat [KL23b]. La première est purement
combinatoire et basée sur un calcul de matrices par blocs et l’usage d’un argument de comptage
qui rappelle l’algorithme du « restaurant chinois » de Pitman [Pit06] pour échantillonner une
permutation aléatoire uniforme.

Une autre approche à cette formule utilise le produit infini suivant (cet argument qui utilise
le produit infini pour obtenir une identité polynomiale est inspiré de la formule d’Amitsur et
de [RS87]).

2.4. Produit Eulérien. En utilisant l’identité exp Tr log = det, et le calcul de la trace par
blocs, on trouve aussi la formule suivante ; cette formule est connue sous une forme proche par
les travaux d’Amitsur [Ami80] et Reutenauer–Schützenberger [RS87].
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Lemme 5.11. On a
detLh =

∏
c∈P(G)

det(id− p(c)holh(c)) ,

où le produit porte sur les cycles (non basés) primitifs du graphe (c’est-à-dire qui ne sont
pas la puissance de concaténation d’un cycle plus court).

Ce produit rappelle le développement d’Euler de la fonction zeta de Riemann en produit
indexé par les nombres premiers, et des analogies en ce sens sont bien connues ; voir [For98a].

2.5. Une deuxième formule invariante de jauge. Dans un travail récent avec Thierry
Lévy [KL23b], nous avons obtenu une autre formule invariante. Elle est valable (ainsi en fait que
les deux derniers énoncés ci-dessus) dans le cadre un peu plus général suivant (la généralisation
vient du fait que l’on ne considère plus des fibres de dimension égale sur les sommets). On
considère le graphe complet G sur {1, . . . , p}, et on se donne des entiers na > 1 pour tout
a ∈ {1, . . . , p}. De plus, on se donne des poids complexes xab pour tout a 6= b ∈ {1, . . . , p} et des
matrices complexes Uab de taille na × nb pour tout a 6= b ∈ {1, . . . , p}.

On forme la matrice par blocs ∆ = ∆x,U définie par

∆aa = (
∑
b6=a

xab)Ina et ∆ab = −xabUab pour tout a 6= b ∈ {1, . . . , p} .

Cette matrice est une variante du laplacien discret covariant adapté à un « fibré » dont les fibres
sont de dimensions variables (on pourrait parler de manière un peu pédante de « représentation
de carquois » : un graphe dirigé dont les arêtes dirigées sont munies d’applications linéaires de
dimensions compatibles aux sommets).

On définit pour tous a ∈ {1, . . . , p} les ensembles Ia = {n1 + . . . + na−1 + 1, . . . , n1 + . . . +
na−1 +na}. On pose n =

∑p
a=1 na et pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on définit a(i) ∈ {1, . . . , p} comme

étant l’indice a tel que i ∈ Ia.
Considérons l’ensemble

Ξ =
{
ξ : {1, . . . , n} → E telle que ∀i ∈ {1, . . . , n}, ξ(i) ∈ Ea(i)

}
que l’on interprète comme l’ensemble des configurations de na flèches sortantes ordonnées en
chaque sommet a ∈ {1, . . . , p}. 9 On définit alors, pour tout ξ ∈ Ξ, l’ensemble

Σ(ξ) =
{
σ ∈ Sn : ∀c = (i1 · · · ir) 4 σ, a(i1) = . . . = a(ir) ou ∀s ∈ JrK, ξ(is) =

(
a(is), a(σ(is))

)}
,

que l’on interprète comme l’ensemble des permutations des flèches-arêtes de ξ dont les cycles
sont de deux types :
1. soit le cycle permute des flèches de ξ issues du même sommet a ;
2. soit le cycle permute des flèches de ξ qui sont bien enchaînées de sorte qu’elles forment un

cycle véritable du graphe.
On note C(σ) l’ensemble des cycles de σ du deuxième type.

Enfin, pour tout cycle c du graphe, on définit l’holonomie holU (c) comme le produit des
matrices Uab le long du cycle : ce produit n’est défini qu’à conjugaison près (c’est-à-dire, à
changement du point base du cycle près ; ce qui donne des matrices de tailles variables si les na
ne sont pas tous égaux), mais sa trace est bien définie.

9. Deux flèches différentes peuvent correspondre à la même arête de G, c’est pour cela que l’on parle de flèches,
pour ne pas devoir parler de multi-ensemble d’arêtes.
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Théorème 5.12. On a

det ∆x,U = 1
n1! . . . np!

∑
ξ∈Ξ

xξ
∑

σ∈Σ(ξ)

∏
σ∈C(σ)

−Tr(holU (c)) .

À nouveau, lorsque l’on spécialise cette formule au cas n1 = . . . = np = 1, on retrouve
aisément la formule de Chaiken–Forman (c’est-à-dire l’énoncé du théorème 5.8 lorsque m = 0 et
le τ -déterminant est le déterminant usuel).

3. Revêtements de graphes et factorisations

Avant de considérer l’étude de fibrés vectoriels de rang supérieur au chapitre 6, nous consi-
dérons dans cette partie le cadre plus combinatoire des revêtements de graphes (auxquels on
peut penser comme à un fibré dont les fibres sont des ensembles finis), un sujet bien connu en
combinatoire.

Une de nos motivations pour étudier les revêtements de graphes finis est qu’ils sont notam-
ment utiles lorsque l’on cherche à approcher un graphe infini possédant beaucoup de symétries
(comme le graphe de Cayley d’une présentation d’un groupe de type fini). C’est par exemple le
cas des réseaux Zd-périodiques, comme le réseau carré planaire si d = 2 ou ses généralisations
hypercubiques en dimension d, qu’il est courant, en physique statistique par exemple, d’appro-
cher par des tours de revêtements de graphes sur le tore. Si l’on cherche à approcher des graphes
hyperboliques (comme des pavages hyperboliques du disque de Poincaré), il faut approcher par
des graphes surfaciques dont le genre tend vers l’infini, et la situation est plus compliquée.

3.1. Revêtements de graphes. Donnons la définition d’un revêtement de graphes (voir
par exemple [CK23, définition 2.3] pour plus de détails). Soit G un graphe fini connexe. Un
revêtement de G par un graphe fini connexe G̃ est un morphisme de graphe p : G̃ → G (c’est-à-
dire une application envoyant les sommets sur les sommets, et les arêtes sur les arêtes, de sorte
que les relations d’incidence soient préservées) qui est surjectif et tel que pour tout sommet ṽ
de G̃, le voisinage immédiat de ṽ dans G̃ soit isomorphe à celui de p(ṽ) dans G. Le degré du
revêtement est le cardinal commun des fibres p−1(v), pour v ∈ V.

Étant donné un graphe fini G, on note π1(G, v) son groupe fondamental basé en un som-
met v, c’est-à-dire le groupe des chemins orientés basés en v, dont la loi de composition est la
concaténation. Dans la suite, on omettra la mention du sommet v et on écrira simplement π1(G),
sachant que les résultats présentés ne dépendent pas du choix de point-base.

Un revêtement de graphes p : G̃ → G induit un morphisme injectif de groupes p∗ : π1(G̃) →
π1(G) par projection des chemins de G̃ sur leur trace dans G.

Un revêtement est dit normal lorsque son groupe d’automorphismes Aut(p), défini comme le
sous-groupe du groupe d’automorphismes de G̃ qui commutent à la projection p, agit transitive-
ment sur chaque fibre p−1(v) pour tout v ∈ V. 10

Un résultat de Gross et Tucker [GT77] énonce que tout revêtement de degré d d’un graphe G
peut s’obtenir en décorant les arêtes de G par des permutations dans Sd. Ce résultat permet de
faire le lien entre graphes décorés et revêtements. Nous n’utilisons pas ce résultat, mais il nous a
permis par exemple d’engendrer des exemples de revêtements et de vérifier sur des exemples la
conjecture [CDH+22, Conjecture 1.7].

10. Le revêtement est dit normal, car cette condition est équivalente au fait que p∗(π1(G̃)) soit un sous-groupe
normal de π1(G). Dans ce cas, le groupe d’automorphismes Aut(p) est isomorphe au quotient π1(G)/p∗(π1(G̃)), de
cardinal égal au degré du revêtement, et s’appelle le groupe de Galois.
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3.2. Revêtements de graphes et opérateurs tordus. Une connexion sur G associée
au fibré trivial G × W , où W est un espace vectoriel de dimension finie, est la donnée d’un
automorphisme de W sur chaque arête orientée, de telle sorte qu’inverser l’orientation d’une
arête transforme l’automorphisme en son inverse. Une connexion induit naturellement une re-
présentation linéaire du groupe fondamental dans le groupe linéaire GL(W ) (en composant les
automorphismes le long des arêtes du lacet), et réciproquement, toute représentation de π1(G)
peut se réaliser à partir d’une connexion.

On considère un revêtement de G par un graphe fini G̃. Ce revêtement induit une injection
du groupe fondamental π1(G̃) dans π1(G). Pour toute représentation ρ de π1(G̃), notons ρ# la
représentation induite sur π1(G). En choisissant des connexions sur G et G̃ qui réalisent ces
représentations, on peut tordre les matrices d’adjacence correspondantes, que l’on notera

Aρ
G̃

et Aρ
#

G ,

étant entendu que ces opérateurs sont bien définis modulo conjugaison (diagonale par blocs).

3.3. Représentation et conjugaison. Le résultat principal de [CK23, théorème 3.6] est
le suivant.

Théorème 5.13. Les matrices Aρ
G̃
et Aρ

#

G sont conjuguées et tous leurs mineurs principaux
sont égaux.

La formulation ci-dessus est un peu plus précise que celle de [CK23, théorème 3.6] puisqu’elle
mentionne les mineurs principaux. Ce raffinement découle en effet de la démonstration de [CK23]
puisque la conjugaison est ‘diagonale’ (en un sens adapté) ; et on peut aussi obtenir ce résultat
plus précis en appliquant le résultat à des mineurs de graphes (i.e. des sous-graphes).

3.4. Fonctions de partition. Il existe plusieurs modèles de physique statistique sur un
graphe fini, dont les fonctions de partition Z sont données par le déterminant detAG d’un opé-
rateur d’adjacence d’un graphe associé au graphe initial :

Z = detAG .

C’est notamment le cas du modèle d’arbre couvrant uniforme, du modèle d’Ising planaire, ou du
modèle de dimères planaire, comme on l’a rappelé aux chapitres 1 et 2.

On parle de fonction de partition tordue lorsque, dans ce calcul de déterminant, l’opérateur
d’adjacence est tordu par une représentation ρ du groupe fondamental π1(G) comme précédem-
ment.

Soient x = (xe)e∈E des variables associées aux arêtes du graphe. On peut pondérer la matrice
d’adjacence par ces poids et considérer les fonctions de partition tordues associées, detAρG, comme
des polynômes en les variables xe à coefficients complexes.

Si l’on est dans la situation d’un revêtement de graphe comme précédemment, on peut déduire
certaines propriétés de la fonction de partition detAG̃ d’un modèle sur G̃, de celle detAG du
modèle correspondant sur G. 11

Si ρ est la représentation triviale, la représentation induite ρ# a un facteur trivial, et la
fonction de partition de G divise alors celle de G̃ (dans C[xe : e ∈ E], ou même dans Z[xe : e ∈ E]
sous certaines hypothèses). Lorsque le revêtement est normal, c’est-à-dire que l’injection du

11. Bien qu’ayant un but (la construction de suites de graphes qui sont des « expanseurs » de Ramanujan)
différent du nôtre, l’article [HPS18], sur lequel Omid Amini attira notre attention à la lecture de ce mémoire,
traite de notions similaires à celles de ce chapitre. Il serait intéressant d’étudier les liens existants du point de vue
des polynômes qui apparaissent dans ce travail.
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groupe π1(G̃) dans π1(G) définit un sous-groupe distingué, on a même une décomposition explicite
de ρ# en somme de représentations irréductibles, ce qui permet d’exprimer la fonction de partition
sur G̃ comme un produit de fonctions de partition tordues sur G.

3.5. Exemples de factorisation. Donnons deux exemples d’utilisation de cette factorisa-
tion des représentations en facteurs irréductibles.

3.5.1. Nombre d’arbres couvrants. Si G est un graphe à un sommet et deux arêtes, et G̃ une
grille torique n×m, nous sommes dans le cas d’un revêtement normal, dont le groupe de Galois
est Z/nZ × Z/mZ. Les représentations irréductibles de ce groupe abélien sont de degré 1, et,
puisque le groupe est un produit de groupe cycliques, sont déterminées par un couple de racines
de l’unité (z, w) 6= (1, 1). D’après la décomposition explicite mentionnée plus haut, on trouve que
le nombre d’arbres couvrants de G̃ est égal à
(50) nm

∏
zn=1,z 6=1
wm=1,w 6=1

(4− z − 1/z − w − 1/w)

où chaque facteur 4−z−1/z−w−1/w est une fonction de partition tordue sur G, et on retrouve
là une formule bien connue (voir par exemple oeis.org/A212800).

3.5.2. Bouteille de Klein. David Cimasoni [Cim22] a utilisé le théorème 5.13 pour calculer
précisément le développement asymptotique de la fonction de partition du modèle de dimères
et du modèle d’Ising sur la bouteille de Klein, lorsque celle-ci est approchée par une suite de
graphes (Gn)n>1, et que n tend vers l’infini. Contrairement au cas plus classique du tore (qui
correspond par exemple à une suite de graphes (Gn)n>1 exhaussant Z2 avec conditions au bord
périodiques), les représentations irréductibles du groupe fondamental de la bouteille de Klein ne
sont pas toutes abéliennes, et certaines sont de dimension 2.

3.6. Exemple de divisibilité. Donnons un exemple d’application du théorème 5.13. Consi-
dérons le polynôme de Kirchhoff TG(x) défini en (42) qui donne la fonction de partition des arbres
couvrants de G. Ce polynôme se calcule comme le déterminant d’une sous-matrice du laplacien
discret à l’aide du matrix-tree theorem. Combiné à la factorisation évoquée plus haut, une appli-
cation du lemme de Gauss dans l’anneau Z[x] permet d’obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 5.14. Le polynôme TG(x) divise le polynôme TG̃(x) dans Z[xe, e ∈ E]. De
plus, les coefficients du quotient (qui est un polynôme homogène à coefficients entiers)
sont positifs.

En particulier, on retrouve le résultat suivant, dû à Berman [Ber86b] : le nombre d’arbres
couvrants de G divise le nombre d’arbres couvrants de G̃.

Illustrons le corollaire 5.14 sur un exemple simple. Soit G un graphe complet sur 3 sommets
dont on note x1, x2, x3 les poids sur les arêtes. Considérons un revêtement connexe G̃ de degré 2
de G, où G̃ est un cycle sur 6 sommets. On calcule alors facilement :

TG(x) = x2x3 + x1x3 + x1x2 et TG̃(x) = 2(x1x
2
2x

2
3 + x2

1x2x
2
3 + x2

1x
2
2x3) = 2x1x2x3TG(x) ,

si bien que l’on vérifie la divisibilité de TG̃(x) par TG(x) dans Z[x] dans ce cas, ainsi que la
positivité des coefficients du quotient.

Notons que pour cet exemple, on peut aussi calculer les polynômes de Tutte de G et G̃ et l’on
trouve :

ZG(x, y) = x + x2 + y et ZG̃(x, y) = x + x2 + x3 + x4 + x5 + y ,

https://oeis.org/A212800
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si bien que le premier polynôme ne divise pas le second. Par contre ZG(x, 1) divise bien ZG̃(x, 1).
Nous ne savons pas s’il y a des résultats de divisibilité pour le polynôme de Tutte, ou sa version
multivariée, en général ; voir cependant des travaux récents sur un cas particulier [Ver21].

3.7. Positivité des coefficients du quotient. On peut exprimer explicitement le quotient
des polynômes du corollaire 5.14 ci-dessus ; il s’agit du déterminant d’un laplacien tordu, dont des
expressions sont calculées plus haut, voir le paragraphe 5§2. Il s’agit de fonctions de partitions de
CRSF (en rang 1) et de fonctions de partitions de forêts couvrantes quantiques (voir le chapitre 6
suivant) en rang plus élevé, ou alors d’autres expressions polynomiales discutées plus haut.

La positivité des coefficients énoncée dans le corollaire 5.14 découle du théorème de Pytha-
gore dans une puissance extérieure de l’espace des 1-formes. En effet, ce théorème implique la
décomposition suivante (voir [KL23c] ou [CK23, appendice A]).

Proposition 5.15. Soit h une connexion régulière (c’est-à-dire telle que ker dh = {0})
sur un fibré de rang N d’un graphe (non dirigé) fini connexe muni de poids x. On a

(51) det(∆h) =
∑

n∈Π(G,N)
an(h)xn

où an(h) est un nombre réel positif, qui est invariant par transformation de jauge sur h.
La somme, quant à elle, porte sur les configurations d’entiers Π(G, N) ⊂ {1, . . . , N}E+ sur
les arêtes qui sont les traces de l’union de N forêts couvrantes d’unicycles.

La condition sur les entiers (n ∈ Π(G, N)) est un cas particulier du théorème 5.12 ci-dessus,
ainsi que du théorème 6.11 exposé au chapitre 6 suivant. Ce dernier théorème est équivalent à
une variante de la proposition 5.15 ci-dessus (en considérant des mineurs principaux) qui donne
plus d’information lorsque l’on autorise la connexion h à être singulière (i.e. ker dh 6= {0}), auquel
cas le déterminant ci-dessus vaut 0.

En rédigeant ce mémoire, nous avons découvert qu’un article récent [CDH+22] avait obtenu
indépendamment le même énoncé que le corollaire 5.14 (il l’énonce plus généralement dans le
cadre des graphes dirigés, ce que l’on peut aussi obtenir par notre méthode). Ces auteurs men-
tionnent que les ratios de ces fonctions de partition apparaissent dans la théorie des algèbres
amassées, voir [GP19]. Ils posent la question de la positivité des coefficients dans le cas général
des graphes dirigés.

Notre démonstration de la positivité des coefficients dans le cadre non-dirigé (voir [CK23,
appendice A] qui utilise la proposition 5.15) repose sur une propriété de symétrie et ne s’étend
pas directement au cas dirigé.

Rappelons que sur un graphe dirigé, la notion d’arbre couvrant est remplacée par celle d’ar-
borescence, c’est-à-dire un arbre couvrant enraciné dont toutes les arêtes sont dirigées vers la
racine, et compatible avec l’orientation du graphe sous-jacent. La conjecture est démontrée par
ses auteurs dans le cas des revêtements de degré 2, mais pas dans le cas général, où elle demeure
plus mystérieuse.

Les auteurs de [CDH+22] suggèrent de chercher une correspondance bijective entre une
arborescence du graphe G, muni d’un N -uplet de forêts couvrantes d’unicycles orientés, et une
arborescence de G̃ afin de démontrer directement que les coefficients sont des nombres entiers
positifs. Cette approche, si elle était fructueuse, serait très instructive et permettrait sans doute
de traiter le cas dirigé aussi.



Chapitre 6

Incarnations aléatoires d’une connexion

Dans ce chapitre, nous traitons de fibrés vectoriels sur les graphes avec connexion, et discu-
tons des processus aléatoires associés. Une des motivations est l’étude de processus ayant une
« symétrie de jauge » (plus précisément, qui sont équivariants par transformation de jauge).

On a dit dans l’introduction (voir 1§2.13) comment les décorations de graphe apparaissent
dans différents contextes, et au chapitre précédent, on a vu comment elles apparaissent naturel-
lement dans l’étude des revêtements. Dans ce chapitre, on prend le point de vue qu’un graphe
avec fibré et connexion est une approximation discrète d’une géométrie continue, et on pense à
l’holonomie de cette connexion comme un transport parallèle.

Le chapitre suit le plan suivant : on introduit d’abord l’idée des théorèmes d’isomorphisme
entre champs gaussiens et temps locaux, et on se sert de ce point de vue pour introduire les
analogues de ces objets et résultats dans le cadre des graphes avec fibré et connexion. C’est le
versant « bosonique » de l’histoire qui voit les processus sur les graphes comme des modèles
jouets de particules élémentaires [LJ11]. On s’intéresse ensuite au versant « fermionique » de
cette histoire : on introduit les forêts couvrantes quantiques, et établissons le lien avec les réseaux
électriques avec champ de jauge, et mentionnons l’extension au cas des graphes infinis.

1. Philosophie des théorèmes d’isomorphisme

Vers 1980, E. Dynkin [Dyn80] initia l’étude mathématique des liens profonds qui existent
entre un champ markovien et un processus markovien lorsque ces deux partagent le même géné-
rateur. Il suivait en cela les travaux pionniers de K. Symanzik [Sym69] 1 qui avait établi, pour
les besoins de la théorie euclidienne des champs, une correspondance heuristique entre champs
aléatoires et trajectoires aléatoires.

L’étude simultanée de champs aléatoires sur un espace et de trajectoires aléatoires sur le
même espace peut être interprétée comme une incarnation probabiliste du principe général selon
lequel la géométrie d’un espace peut être étudiée en considérant non seulement ses points, mais
aussi les fonctions qui sont définies sur cet espace.

La situation décrite par Symanzik, Dynkin, et d’autres après eux, provient de l’existence d’un
opérateur différentiel (disons un laplacien) qui donne naissance d’une part à un champ aléatoire
(le champ libre gaussien), et d’autre part à une dynamique aléatoire (le mouvement brownien).
Les deux objets aléatoires disent chacun quelque chose de la géométrie de l’espace sous-jacent,
et le problème général est de comprendre comment les propriétés de l’un reflètent les propriétés
de l’autre.

Un cadre général pour étudier ce problème consiste à se placer sur une variété riemannienne
et à considérer le laplacien associé. Plus généralement, on peut considérer un fibré euclidien ou
hermitien muni d’une connexion unitaire sur une variété riemannienne. Dans ce cas, il y a un
laplacien Lh qui agit sur les sections du fibré, et le champ aléatoire est un champ de vecteurs
aléatoire.

Avec Thierry Lévy [KL21] nous avons étudié un cadre discret de ce problème en remplaçant
la variété par un graphe fini. Dans ce cadre fini, on évite des considérations analytiques de
renormalisation, et on peut se concentrer sur ce que la structure de fibré et de connexion apporte

1. Il s’agit bien du même Symanzik que celui dont le nom est porté par les polynômes rencontrés plus tôt dans
ce mémoire.
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de nouveau. Nous avons étendu plusieurs théorèmes d’isomorphisme classiques dû à Dynkin,
Eisenbaum, Le Jan, Sznitman et Symanzik. Dans le cas classique, le champ gaussien est relié à
des temps d’occupation de trajectoires aléatoires. Dans notre cas, le champ de vecteurs gaussien
est relié à des holonomies (le transport parallèle le long de la connexion, voir les définitions 1.5
et 6.3) de trajectoires aléatoires. Les démonstrations de ces résultats présentées dans [KL21]
sont autonomes, et permettent de donner un éclairage plus géométrique aux énoncés classiques.

2. Champs de vecteurs gaussiens

On considère un fibré (réel, complexe ou quaternionique) vectoriel F de rang (fini, que l’on
notera N < ∞) arbitraire au-dessus d’un graphe fini G, muni d’une connexion (isométrique).
Considérons le cas réel, il s’agit du choix d’une matrice orthogonale sur chaque arête orientée ;
voir la figure 6.1. L’holonomie d’un chemin γ, notée holh(γ), est le produit ordonné des matrices
le long du chemin.

u = e e v = e

Fu Fv

he

h
−1

e

Figure 6.1. Un fibré vectoriel discret F au-dessus d’un graphe, muni d’une connexion h,
vu au-dessus d’une arête.

Dans cette partie, on considère à nouveau que G est muni de poids xe = xe−1 > 0 symétriques
et strictement positifs sur ses arêtes. On considère les produits scalaires sur les 0-formes et 1-
formes définis aux équations (6) du chapitre 1.

On fixe aussi un sous-ensemble non vide W de sommets que l’on appelle puits ; les sommets
de V \W sont appelés sommets propres.

On définit l’opérateur L̂h pour toute 0-forme f ∈ Ω0(F) à valeurs dans le fibré par

L̂hf(v) = 1
λv

∑
e∈E:e=v

xe(f(e)− hef(e))

et sa compression Lh sur l’espace Ω0(V \W,F) des 0-formes du fibré qui sont nulles sur W. On
appelle l’opérateur Lh, le laplacien discret covariant normalisé (pour le distinguer du laplacien
discret covariant ∆h plus combinatoire considéré au chapitre 5). On a

(52) Lh = Λ−1∆h ,

où Λ est l’opérateur qui agit de manière scalaire sur chaque fibre Fv en y multipliant les vecteurs
par λv.
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Lemme 6.1 (Lemme de Kato). L’opérateur Lh est auto-adjoint et positif et sa plus petite
valeur propre est bornée inférieurement par la plus petite valeur propre du laplacien discret
associé au poids x compressé sur l’espace des fonctions nulles sur le puits W.

En vertu de ce lemme, et puisque le puits W est supposé non vide, Lh est bien strictement
positif et la connexion h induit une forme quadratique définie positive sur Ω0(V \W,F) :

(53) Eh(f) = 1
2
∑
e∈E

xe ‖fe − h−1
e fe‖2 = (f, Lhf)

sur l’espace des champs de vecteurs sur les sommets du graphe, nuls sur le puits, la somme portant
ici sur toutes les arêtes. A cette forme quadratique, on associe un vecteur gaussien centré Φ, que
l’on appelle le champ de vecteurs libre gaussien (voir la figure 6.2).

Figure 6.2. Quatre échantillons (un par colonne) d’un champ de vecteurs libre gaus-
sien, sur un fibré de rang N = 2 au-dessus d’un réseau carré associé à une connexion
périodique.

Definition 6.2. Le champ de vecteurs libre gaussien sur un graphe muni d’une connexion
unitaire est le vecteur gaussien centré Φ associé à la forme quadratique (53).
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Informellement, Φ est la fluctuation gaussienne canonique autour des sections d’énergie de
Dirichlet minimale. Lorsque l’holonomie le long d’un cycle est non triviale, il n’est pas possible
de trouver une section horizontale (dont la dérivée covariante soit nulle). Ainsi, le long d’un
cycle dont l’holonomie est éloignée de l’identité, la valeur absolue du champ aura tendance à être
plus faible. Cette heuristique est compatible avec le théorème d’isomorphisme plus bas (voir le
théorème 6.6 et l’exemple de 6§4.2).

La loi du champ Φ est équivariante sous l’action du groupe de jauge
∏
v∈V U(Fv), au sens où

si j ∈
∏
v∈V U(Fv), et j · h désigne la connexion obtenue par conjugaison des he par jv :

(j · h)e = je ◦ he ◦ j−1
e ,

la loi du champ associé à j · h est la même que celle de j(Φ) = (jv(Φv))v∈V. Ceci découle du fait
que par (53), on a Ej·h(j · f) = E(f) pour tout f .

En théorie constructive des champs, un tel champ gaussien associé à une connexion est appelé
« champ de Higgs » et fut notamment étudié dans [BFS79]. Plus récemment, il apparaît aussi
dans le travail [CC22].

3. Chemins aléatoires

On considère, partant de tout sommet interne v ∈ V \W, la marche aléatoire partant de v,
dont les pas sont distribués parmi les plus proches voisins proportionnellement aux poids xe, et
qui est arrêtée lorsqu’elle touche le puits. On note Pv sa loi.

La covariance du champ de vecteurs libre gaussien a une expression en termes de marche
aléatoire. En effet, si u et v sont des sommets et si ξ et η sont des vecteurs de la fibre au-dessus
de u et v, alors

(54) E[〈ξ,Φu〉〈Φv, η〉] =
∫
〈ξ, holh(γ)−1(η)〉 dνu,v(γ) ,

où νu,v est une mesure finie sur l’ensemble des chemins entre u et v (voir [KL21, définition 1.10]).
Plus précisément, la mesure νu,v est définie, pour tous sommets u, v ∈ V \ W, et F fonction
mesurable bornée sur l’espace des chemins P(G), par la formule

(55)
∫

P(G)
F (γ)dνu,v(γ) =

∫
P(G)×[0,∞[

F (γ|[0,t[)1{γt=v}
1
λv
dPu(γ)dt .

Le membre de droite de l’expression (54) fait apparaître la section de Green Gh définie pour
tous sommets u, v par :

(56) (Gh)u,v =
∫

holh(γ)−1dνu,v(γ) ∈ Hom(Fv,Fu) ,

qui est l’inverse de ∆h = ΛLh. 2
Par la formule d’Isserlis–Wick, on peut transformer (54) en une expression pour les moments

du champ Φ, c’est-à-dire les quantités de la forme E [(f1,Φ) · · · (fk,Φ)], où f1, . . . , fk sont des
champs de vecteurs. Cette expression est une intégrale de produits de coefficients de matrices le
long de chemins par rapport à une mesure finie.

On appelle potentiel sur le fibré, la donnée d’un endomorphisme auto-adjoint positif Hv ∈
End(Fv) de la fibre en chaque sommet, que l’on suppose nul sur les sommets du puits. Étant
donné un potentiel H = (Hv)v∈V, on définit une notion d’holonomie tordue, notée holh,H(γ),
pour les chemins γ à paramétrisation continue (ces chemins passent un temps positifs en chaque
sommet, et traversent les arêtes instantanément).

2. Les notations diffèrent de [KL21] pour les besoins d’harmonisation des notations de ce mémoire.
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Definition 6.3. Soit γ = ((x0, τ0), e1, . . . , en, (xn, τn)) un chemin continu sur G, où τi
désigne le temps passé au sommet i pour tout i ∈ {0, . . . , n}. On suppose que τn < ∞
ou Hxn = 0. L’holonomie de h tordue par le potentiel H le long de γ est l’application
linéaire

holh,H(γ) = e−τnHxn ◦ hen ◦ · · · ◦ e−τ1Hx1 ◦ he1 ◦ e−τ0Hx0 : Fx0 → Fxn .

Tous les résultats obtenus dans [KL21] découlent plus ou moins directement de formules un
peu plus générales mais similaires à (54). On étend notamment des résultats de Le Jan [LJ11]
et Sznitman [Szn12]. Ils découlent notamment d’une formule de Feynman–Kac covariante pour
le laplacien covariant normalisé auquel on ajoute un potentiel :

(57) Lh,H = Λ−1∆h +H ,

que nous énonçons dans la proposition suivante.

Proposition 6.4. On a, pour tout f ∈ Ω0(V \W), tout v ∈ V \W, et t > 0 :

(58)
(
e−tLh,Hf

)
(v) =

∫
P(G)

holh,H
(
γ−1
|[0,t[

)
f(γt)dPv(γ) .

Comme dans le cas de la formule de Feynman–Kac classique, la formule ci-dessus donne une
expression pour l’évaluation, en une section f , du semi-groupe e−tLh,H engendré par l’opéra-
teur Lh,H comme une moyenne par rapport à la trajectoire d’une marche aléatoire de la valeur
de f au point visité par la marche au temps t. Ici, cette moyenne prend de plus en compte tout le
passé de la trajectoire jusqu’au temps t par le biais de l’holonomie holh,H

(
γ−1
|[0,t[

)
qui transporte

la valeur de f au point γt dans la fibre au-dessus de x.

4. Soupes de boucles

4.1. Théorèmes d’isomorphisme. Rappelons qu’il y a une mesure de référence µ sur
les boucles paramétrées d’un graphe (pondéré), voir (16). Voir aussi les définitions 1.11 et 1.12
dans [KL21]. Cette mesure est infinie, et sigma-finie, et elle donne naissance à un processus de
Poisson d’intensité cµ pour tout c > 0. On appelle la réalisation d’un tel processus une « soupe
de boucles ». On verra plus généralement qu’il est pertinent de considérer des soupes de boucles
associées à d’autres mesures absolument continues par rapport à µ.

Definition 6.5. Soit h une connexion unitaire. On définit µ+
h et µ−h comme les parties

positives et négatives de la mesure Re[Tr(holh(·))]µ(·), où µ est la mesure de référence sur
les boucles paramétrées du graphe.

On définit le temps local d’un chemin comme étant la fonction associant à tout sommet
la durée totale de temps passée par le chemin en ce sommet. Le temps local d’un ensemble
de chemins est la somme des temps locaux de chaque chemin. Étant donné un ensemble de
chemins L, on notera

(59) (`v(L))v∈V

le champ d’occupation total correspondant.
Le théorème suivant généralise le théorème d’isomorphisme de Le Jan [LJ11].
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Théorème 6.6. Soit Φ un champ de vecteurs libre gaussien associé à une connexion uni-
taire (ou orthogonale) h. Soit α = dimR(K). Soit L− une soupe de boucles d’intensité α

2µ
−
h

et L+ une soupe de boucles d’intensité α
2µ

+
h . Le champ d’occupation

(
1
2‖Φv‖2 + `v(L−)

)
v∈V

a la même loi que le champ d’occupation (`v(L+))v∈V, ce que l’on écrit :

(60)
(1

2‖Φv‖2 + `v(L−)
)
v∈V

(loi)= (`v(L+))v∈V .

Une version plus raffinée de ce résultat, et qui inclut de plus la généralisation du théorème
d’isomorphisme de Sznitman [Szn12], se trouve dans [KL21, Theorem 6.6].

4.2. Illustration sur un cas très simple. Considérons le graphe de la figure 6.3 : il
contient deux sommets, dont un puits W = {w}, et deux arêtes dont une boucle [e]. Sur ce
graphe, toute boucle n’a de temps local qu’en v.

wv

e

e
−1

κv

xe

he

Figure 6.3. Un graphe pondéré très simple : un sommet interne, une boucle, un puits.

Commençons par le cas, où l’holonomie sur la boucle est triviale égale à 1 (c’est comme si l’on
avait enlevé la boucle). Un calcul simple montre que la loi d’une variable aléatoire exponentielle Y
de paramètre κ peut s’écrire comme la somme des valeurs d’un processus ponctuel de Poisson
sur R+ d’intensité µ = e−κt dtt que nous notons (Zi)i>1. En effet, on calcule la transformée de
Laplace de ce processus de Poisson à l’aide de la formule de Campbell et, pour tout α > 0, on
trouve :

E
(
e−α

∑∞
i=1 Zi

)
= exp

(∫
(e−αt − 1)e−κtdt

t

)
= exp(log(κ)− log(κ+ α))

= κ

κ+ α
= κ

∫ ∞
0

e−αye−κydy = E
(
e−αY

)
.

De plus, si X désigne une variable aléatoire réelle gaussienne de variance σ2 = κ−1 et de moyenne
nulle, on a

E
(
e−α

X2
2

)
=
(

κ

κ+ α

) 1
2
.

On en conclut que la loi de la somme des valeurs du processus ponctuel de Poisson d’intensité
moitié (donc µ/2), noté (Z̃i)i>1, est égale à la moitié du carré de la variable aléatoire réelle
gaussienne de variance σ2 = κ−1. On écrit ceci de façon symbolique sous la forme :

(61) X2

2
(loi)=

∞∑
i=1

Z̃i .

Traitons maintenant le cas en présence de la boucle et plaçons-nous sur un fibré de rang N sur
K = R ou C, avec une holonomie he ∈ O(N) ou U(N), respectivement. On note α = dimR(K).
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Soit X une variable gaussienne sur KN de moyenne nulle et de variance

(62) Σ2 = (xe(2IN − he − h∗e) + κvIN )−1 .

Soit (Z ′i)i>1 un processus de Poisson de boucles d’intensité αµ+
h /2, et (Z ′′i )i>1 un processus de

Poisson de boucles d’intensité αµ−h /2, où µh est la mesure sur les boucles définie en (16) pondérée
par Re[Tr(holh(·))], et µ+

h = max(µh, 0) et µ−h = min(µh, 0) désignent ses parties positives et
négatives. Alors, par un calcul similaire à celui plus haut, on trouve

(63) ‖X‖2

2 +
∞∑
i=1

Z
′′
i

(loi)=
∞∑
i=1

Z
′
i .

Le théorème d’isomorphisme, théorème 6.6 (60), généralise (considérablement) les équa-
tions (61) et (63) au cas de graphes arbitraires, mais l’idée de notre démonstration est similaire.
En rang N > 1, on voit sur l’exemple du graphe simple de la figure 6.3, que la covariance (62)
peut être choisie arbitraire dans O(N), resp. U(N), en ajustant les paramètres.

4.3. Cas des holonomies de trace positive. Une manière de s’affranchir du temps local
apparaissant dans le membre de gauche de (60) est de considérer une connexion qui a la propriété
que la trace de toute boucle est positive. Ainsi la mesure µh est positive.

Théorème 6.7. Le temps local d’une soupe de boucles d’intensité α/2|Tr(·)|2µ a la même
loi que le champ des normes au carré d’un champ de vecteurs libre gaussien associé à la
connexion h⊗ h∗ sur un fibré de rang N2.

Dans [Lup19b], T. Lupu applique cet énoncé au cas où le fibré est donné par celui des
matrices hermitiennes de taille N ×N et analyse en détail les corrélations de ce champ en faisant
apparaître des somme sur des cartes planaires. Ce faisant il réalise la prouesse de généraliser à
la fois les théorèmes d’isomorphisme de Dynkin–Le Jan [Dyn80, LJ11] et les développements
d’intégrales de matrices en termes de cartes de Brézin–Itykson–Parisi–Zuber [tH74, BIPZ78].

4.4. Identité de Symanzik covariante. Dans son travail sur le sujet, Symanzik souhai-
tait étudier les corrélations de champs plus généraux que le champ libre gaussien. La méthode
suivante permet, en prenant une espérance sous une connexion aléatoire, de modifier la loi de Φ.
Pour autant, les techniques des théorèmes d’isomorphisme s’appliquent encore, et on obtient
alors des expressions pour les corrélations de cette loi non gaussienne en termes d’espérances de
traces d’holonomies de chemins aléatoires par rapport à une connexion aléatoire. Afin de pou-
voir énoncer le théorème 6.9 nous avons besoin de quelques notations supplémentaires que nous
introduisons maintenant.

On note A(F) l’ensemble des connexions unitaires sur F. On note H(F) l’espace vectoriel des
potentiels, c’est-à-dire des éléments H ∈

∏
v∈V End(Fv) tel que Hv est auto-adjoint et positif,

et Hw = 0 lorsque w appartient au puits W. L’espace A(F) est un espace topologique compact
et H(F) est un espace vectoriel de dimension finie. On munit ces deux espaces de leur tribu
borélienne.

Rappelons que la notation α désigne la dimension dimR(K).
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Definition 6.8. Soit P une mesure de probabilité de Borel sur A(F) ×H(F). On définit
la mesure de probabilité PP sur Ω0(V \ W,F), pour toute fonction mesurable bornée F
sur Ω0(V \W,F), par∫

Ω0(V\W,F)
F (f) dPP(f) = 1

ZP

∫
Ω0(V\W,F)×A(F)×H(F)

F (f)e−
1
2 (f,∆g,Kf)Ω0 dLebΩ0(f)dP(g,K),

où

(64) ZP = π
αr|V|

2

∫
A(F)×H(F)

det ∆−
α
2

g,K dP(g,K).

Si P est la masse de Dirac en (h,H), alors PP = Ph,H . Dans ce cas on note ZP sim-
plement par Zh,H , au lieu de Zδ(h,H) . Insistons sur le fait qu’en général PP n’est pas égal à∫
A(F)×H(F) Pg,K dP(g,K), mais plutôt à

(65) PP = 1
ZP

∫
A(F)×H(F)

Zg,KPg,K dP(g,K) .

L’énoncé suivant est démontré dans [KL21, Theorem 7.3].
On note ν =

∑
u∈V\W

∑
v∈V\W νu,vλv la mesure sur les chemins entre paires de sommets,

où νu,v est la mesure mentionnée dans l’équation (54) (voir [KL21, Definition 1.10]).

Théorème 6.9. Soit G un graphe fini connexe pondéré avec un puits. Soit F un fibré
vectoriel complexe (K = C) sur G de rang N muni d’une connexion unitaire h.
Soit P une mesure de probabilité borélienne sur A(F)×H(F) et soit L une soupe de boucles
d’intensité Nαµ/2.
Pour tout choix de 2k sections f1, . . . , fk, f

′
1, . . . , f

′
k de F, on a

EP
[
k∏
i=1

(fi,Φ)
k∏
i=1

(Φ, f ′i)
]

=(66)

E⊗ E⊗
∫
ν⊗k

[ ∏
γ∈L

tr(holg,K(γ−1))
∑
σ

k∏
l=1

λγl〈fl(γl), holg,K(γ−1)f ′σ(l)(γl)〉γl

]

E⊗ E
[ ∏
γ∈L

tr(holg,K(γ−1))
] ,

où la somme porte sur les toutes les permutations de {1, . . . , k}.

Une illustration du théorème 6.9 est donnée par la figure 6.4. On y représente le cas k = 3 pour
un choix de sections particulières f1, f2, f3 dont les supports consistent en un unique sommet noté
respectivement x1, x2, x3 ; on fait la même hypothèse sur les sections f ′1, f ′2, f ′3 dont les supports
respectifs sont les sommets y1, y2, y3.

5. Forêts couvrantes quantiques

On considère un fibré F =
⊕
v∈V Fv

⊕
e∈E+ Fe sur un graphe fini G, une connexion unitaire h,

un opérateur de dérivée covariante dh et son adjoint d∗h pour des produits scalaires naturels
appropriés définis à l’équation (6) du chapitre 1. Ici, Fv désigne la fibre au-dessus du sommet v
et Fe la fibre au-dessus de l’arête e ; ces espaces vectoriels sont tous de dimension N , le rang du
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x1

x2

x3

y1
y3

y2

Figure 6.4. Calcul des fonctions de corrélation en plusieurs sommets d’un champ
de vecteurs aléatoire par transport parallèle le long de chemins aléatoires. En gris
clair, la soupe de boucles ; en gris foncé, les chemins aléatoires qui apparient les som-
mets {x1, x2, x3} avec les sommets {y1, y2, y3}.

fibré. Le calcul de la dérivée covariante discrète d’une section est illustré sur la figure 6.5 ; voir
le chapitre 1 pour la définition.

e

Fe

dhf(e)

u v

f(u)

Fu Fv

f(v)

he,v

he,u

Figure 6.5. Illustration du calcul de la dérivée covariante discrète associée à une
connexion h pour une section f le long d’une arête e.

Avec Thierry Lévy [KL23c], nous avons proposé une généralisation des processus détermi-
nantaux classiques sur les graphes (arbre couvrant uniforme [BP93] et forêts couvrantes d’uni-
cycles déterminantales de Kenyon [Ken11]) au cas où le graphe est muni d’un fibré vectoriel
de rang N > 2 et d’une connexion unitaire. L’idée est d’associer un tel processus au sous-
espace im(dh) de Ω1(F) (des 1-formes à valeurs dans le fibré). Il s’agit d’un processus linéaire
déterminantal, au sens de la définition donnée au chapitre 3 (définition 3.2).

5.1. Graphes finis. On définit tout d’abord le modèle de forêts couvrantes quantiques sur
un graphe connexe fini.

Definition 6.10. Une forêt couvrante quantique (QSF, pour quantum spanning forest)
est un sous-espace aléatoire de l’espace Ω1(F) qui est adapté, autrement dit de la forme
Q =

⊕
e Qe, où Qe ⊂ Fe, et dont la loi est déterminantale, associée à im dh.
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Presque sûrement, l’espace aléatoire Q est « h-acyclique » au sens où Q ∩ ker d∗h = {0}, et il
est maximal pour cette propriété.

On appelle trace de Q le champ d’entiers (dim Qe)e∈E+ . La trace vérifie la propriété énoncé
dans le théorème suivant.

Théorème 6.11. Soit k = dim ker dh la dimension de l’espace des sections horizontales
du fibré. Presque sûrement, il existe alors k arbres couvrants et N − k forêts couvrantes
d’unicycles tels que la trace de la forêt couvrante quantique Q soit le champ d’occupation
de l’union de ces k arbres et N − k forêts d’unicycles.

Une question sur laquelle nous travaillons encore est de déterminer (supposons que k = 0
pour simplifier) une loi de probabilité sur les N -uplets de forêts couvrantes d’unicycles et un
algorithme qui permette, en partant de ces forêts, d’engendrer l’espace aléatoire Q. Une difficulté
provient du fait que les N forêts ne sont pas déterminées de manière unique par l’espace Q.

La figure 6.6 montre un échantillon d’une forêt couvrante quantique associée à un échantillon
de la mesure de Yang–Mills planaire, voir [Lév20].

Figure 6.6. Forêts couvrantes quantiques sur un fibré de rang N = 2 et N = 3 où le
graphe G est une grille de taille 15 × 15. La connexion h est elle-même aléatoire, tirée
selon la mesure de Yang–Mills planaire.

Le cas où la connexion a des holonomies à valeurs dans SU(2) est spécial. Dans ce cas, il existe
un processus Q-déterminantal associé, et on a une factorisation, donnée dans l’énoncé suivant,
et illustrée sur la figure 6.7.

Proposition 6.12. La loi de la trace d’une forêt couvrante quantique associée à une
connexion dans SU(2) est égale à la loi de la somme de deux forêts couvrantes d’unicycles
i.i.d. tirées selon la loi Q-déterminantale associée.

5.2. Polymatroïdes. Dans le cas k = 0, le théorème 6.11 reflète le fait que le support
du processus déterminantal dans une base orthogonale adaptée au fibré associé à imdh est un
matroïde N -transverse [EF65, PW70, Wel69].
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Figure 6.7. Ligne du haut : les marginales d’une forêt couvrante quantique associée à
une connexion spéciale unitaire en rang N = 2. Ligne du bas : deux échantillons i.i.d. de
la mesure Q-déterminantale, sur les forêts couvrantes d’unicycles, associée à cette même
connexion.

Des inégalités plus précises décrivant la trace sont données par la proposition 3.9 (valable
pour tout processus déterminantal linéaire). On peut voir que celles-ci correspondent alors au
théorème de Hall–Rado ; voir aussi [Tan15].

5.3. Limite lorsque la connexion devient triviale. Nous avons étudié dans [KL23c] le
cas où la connexion h est de la forme etA où A est une 1-forme à valeurs dans l’algèbre de Lie u(N)
des matrices anti-hermitiennes, et t tend vers 0. On appelle A une connexion infinitésimale.

Nous trouvons un développement asymptotique de la fonction de partition et démontrons
que la suite de mesures de probabilité déterminantales associée converge. Dans une base fixée, le
processus déterminantal converge vers une généralisation de la mesure définie au paragraphe 4§2,
que l’on va décrire maintenant.

Soit C(G, N) l’ensemble des N -uplets de sous-graphes couvrants connexes dont le premier
nombre de Betti total vaut N . Autrement dit,

C(G, N) =
⊔

r1+...+rN=N
Cr(G, N)

où Cr(G, N) = Cr1(G)× . . .×CrN (G) et Cr(G) désigne l’ensemble des sous-graphes connexes de G
à r cycles indépendants (dont il a été question au chapitre 4).

Étant donné K = (K1, . . . ,KN ) ∈ C(G, N), on choisit pour tout i ∈ {1, . . . , N}, une base
intégrale (γ(i)

1 , . . . , γ
(i)
b1(Ki)) du groupe abélien libre Z1(Ki,Z). On définit alors la matrice N ×N



82 6. INCARNATIONS ALÉATOIRES D’UNE CONNEXION

suivante, en spécifiant ses colonnes :

(67) M(A, γ) = A1
(
γ

(1)
1

)
· · ·A1

(
γ

(1)
b1(K1)

)
. . . AN

(
γ

(N)
1

)
· · ·AN

(
γ

(N)
b1(KN )

)
.

Ici Ai(γ) désigne la i-ème colonne de la matrice A(γ) =
∑
e∈γ Ae.

Le module du déterminant de cette matrice ne dépend que deK et on le notera |detM(A,K)|.
On définit alors la mesure de probabilité sur C(G, N) par la relation de proportionnalité
(68) P(K) ∝ |detM(A,K)|2 xK .

Théorème 6.13. La mesure de probabilité sur C(G, N) définie par (68) est déterminantale,
associée à la projection orthogonale sur le sous-espace im d ⊕Vect(A1, . . . , AN ) de Ω1(F).
C’est la limite lorsque t tends vers 0 de la suite de mesures déterminantales associées à la
projection orthogonale sur le sous-espace im dht lorsque ht = exp (tA).

Lorsque N = 1, l’énoncé du théorème 6.13 devient l’énoncé du théorème 4.2 pour k = 1. En
principe, on peut étendre cet énoncé au cas k > 2 en suivant la même méthode de démonstration ;
les formules deviennent plus compliquées néanmoins.

Notons que le théorème 6.13 peut s’interpréter comme une variante de généralisation du
théorème « matrix-tree » (théorème 1.6). En général, nous disposons d’une formule intégrale
(par rapport à la mesure de Haar dν(Q) sur la sous-grassmannienne Gr(Ω1(F), σ1)) pour le déter-
minant det ∆h, dont l’intégrande (le déterminant de (dhd∗h)QQ) est a priori compliqué. Lorsque h
tend vers l’identité le long de A comme ci-dessus, cette expression se simplifie drastiquement :
(69) lim

t→0
t−2N det ∆ht =

∑
K∈C(G,N)

| detM(A,K)|2 xK .

5.4. Réseaux électriques avec champ magnétique. La figure 6.8 illustre le problème
suivant : étant donné un courant α imposé à un réseau électrique, trouver le courant induit i de
la forme i = du tel que la « loi des noeuds » d∗i = d∗α soit vérifiée. Si l’on se place sur un graphe
avec connexion, on peut voir ce problème comme un problème de même nature, mais en présence
d’un champ de jauge (qui pourrait, dans le cas de rang 1, être un champ magnétique). On cherche
à résoudre la même question mais avec d remplacé par la dérivée covariante discrète dh.

a z

G

ie =?

e

Figure 6.8. Le problème de Kirchhoff dans un réseau électrique avec champ de jauge.

Dans le cas classique, une solution probabiliste est donnée par l’espérance d’un estimateur du
courant déterminé par une branche de l’arbre couvrant aléatoire (ce qui est la même chose qu’une
marche aléatoire à boucles effacées, par un résultat célèbre de Pemantle). C’est le théorème de
Kirchhoff, dans sa reformulation probabiliste moderne. La solution du problème de Kirchhoff
généralisé s’obtient en moyennant un courant aléatoire associé à une forêt couvrante quantique.



5. FORÊTS COUVRANTES QUANTIQUES 83

Théorème 6.14. Pour tout α ∈ Ω1(F), soit i l’unique élément de im d ⊂ Ω1(F) satisfaisant
d∗hi = d∗hα. Alors

i = E[Pker d∗h
Q α] ,

où Q est une forêt couvrante quantique.

Il ne s’agit que d’une réécriture du cas de degré 1 du théorème de projection moyenne (voir
corollaire 3.5). On peut voir la projection aléatoire comme un estimateur non biaisé de la solution
(dont on connait de plus une formule pour sa variance, voir le théorème 3.7).

5.5. Inégalités électriques. On peut étudier l’effet d’une variation monotone des résis-
tances du réseau.

Lemme 6.15 (Loi de monotonicité de Rayleigh). Soit r = (re)e∈E+ et r′ = (r′e)e∈E+ deux
familles de résistances, telles que pour toute arête e, on ait re 6 r′e. Soient Rh et R′h les
sections de transfert d’impédance correspondantes. Pour tout e ∈ E, on a

(Rh)Fe
Fe 6 (R′h)Fe

Fe ,

où l’inégalité est au sens des endomorphismes auto-adjoints de l’espace euclidien Fe. Ceci
implique en particulier que pour tout e ∈ E, on a
(70) (Rh)Fe

Fe 6 reidFe .

En d’autres termes, l’équation (70) montre que dans notre modèle de réseau électrique avec
holonomie, la résistance effective diminue par rapport au cas classique, et donc que l’électricité
conduit mieux en présence d’un champ de jauge.

Une autre inégalité de ce type est la suivante. D’après notre expression pour la section de
Green en fonction des holonomies de marches aléatoires (voir (54) ou [KL21, Proposition 3.5])
et par unitarité des holonomies, on voit que cette dernière (qui peut aussi s’interpréter comme
une résistance effective) décroit en présence d’un champ de jauge, par rapport au cas trivial.

Cette propriété est parfois appelée « inégalité diamagnétique » dans le cadre continu. Lorsque
la connexion est dans U(1), l’opérateur laplacien covariant s’appelle opérateur de Schrödinger
magnétique et en effet par notre formule de Feynman–Kac (58), l’inégalité diamagnétique est
équivalent à une inégalité de semi-groupes (reliée à une forme de l’inégalité de Kato) qui stipule :

|e−tLhf | 6 e−tL1 |f | ,
où L1 est le laplacien (probabiliste, c’est-à-dire, normalisé) classique (c’est-à-dire correspondant
au cas N = 1 et h = 1).

Dans [KL23c, §8], nous donnons aussi une expression pour l’espérance de l’holonomie de fuite
d’une marche aléatoire en fonction d’un opérateur de conductance effective, généralisant ainsi un
résultat qui donne la probabilité de fuite d’une marche aléatoire en fonction de la conductance
effective (voir [LP16, Eq. (2.5)]).

5.6. Graphes infinis. Sur un graphe infini, il existe deux mesures déterminantales natu-
relles qui sont les limites de forêts couvrantes quantiques sur une suite de graphes finis approchant
le graphe infini, avec des conditions au bord libres ou fermées (ces conditions sont illustrées sur
la figure 6.9). On les note WQSF et FQSF pour wired et free.

Considérons l’hypothèse technique suivante sur une connexion h sur un graphe infini, que
nous appelons régularité géométrique. Rappelons que l’on note holh(c) l’holonomie d’un cycle c.



84 6. INCARNATIONS ALÉATOIRES D’UNE CONNEXION

Figure 6.9. Une grille carrée avec ses conditions au bord fermées (à gauche) et libres
(à droite).

Definition 6.16 (Régularité géométrique). On dit que le graphe muni de la connexion h
est géométriquement régulier si la propriété suivante est vérifiée : il existe un choix, pour
tous sommets v ∈ V, d’un cycle cv basé en v, tel que :

— toute arête soit contenue dans un nombre borné uniformément de ces cycles ;
— l’opérateur Re(id− holh(cv)) soit strictement positif pour tout v ∈ V ;
— la norme de l’opérateur |cv|Re(id−holh(cv))−2 soit uniformément bornée supérieu-

rement pour tout v ∈ V ;
— une telle borne uniforme existe aussi pour χeλv pour tout v et e ∈ cv.

Cette hypothèse de régularité géométrique est notamment satisfaite dans le cas du réseau
hypercubique Zd avec une connexion non triviale, périodique dans chaque direction [KL23c,
Con23a].

Théorème 6.17. Lorsque la connexion est géométriquement régulière (au sens de la défi-
nition 6.16), les mesures WQSF et FQSF sont égales.

La démonstration de ce théorème découle du fait que l’on a la décomposition
Ω1
`2(F) =F`2 ⊕ dh(HD)⊕ ♦`2 ,

où HD = {f ∈ Ω0 : dhf ∈ Ω1
`2 et d

∗
h(dhf) = 0} est l’espace des sections harmoniques de Dirichlet.

Les processus WQSF et FQSF sont respectivement associés aux sous-espaces fermés F`2 et ♦⊥`2
de Ω1

`2(F). L’hypothèse 6.16 implique que l’espace des sections harmoniques dont la dérivée
covariante est d’énergie de Dirichlet finie, HD, est nul, de sorte que les deux espaces plus hauts,
et donc les processus déterminantaux associés, sont égaux.

Sous cette même hypothèse 6.16, on montre de plus que le laplacien covariant discret est
strictement positif, et on en déduit aisément que les corrélations à grande distance des forêts
couvrantes quantiques décroissent exponentiellement. Ceci contraste avec le cas de l’arbre cou-
vrant uniforme dont les corrélations à grande distance décroissent polynomialement [BP93], ce
qui est aussi le cas de certaines mesures déterminantales sur les forêts d’unicycles de graphes
planaires infinis [Ken19].

Dans sa thèse de doctorat [Con23a, Con23b], Héloïse Constantin a obtenu des expressions
intégrales (de type coefficients de Fourier) pour le noyau de cette mesure déterminantale dans le
cas d’un graphe infini Zd-périodique, muni d’une connexion périodique. Elle avait déjà démon-
tré par cette méthode explicite la décroissance exponentielle à grande distance des corrélations
lorsque la connexion est non triviale. Ceci confirme des résultats de [Bał83].



Chapitre 7

Perspectives de recherche

Nous présentons dans ce court chapitre quelques perspectives de recherche sur la base de
pistes déjà entamées.

1. Au-delà des graphes discrets

1.1. Complexes simpliciaux. Soit X = (X0, . . . , Xm) un complexe simplicial fini pon-
déré de dimension m > 1 (voir la définition au paragraphe 1§2.8). Pour tout 0 6 k 6 m,
soit Ωk(X,R) l’espace réel des k-formes, c’est-à-dire des fonctions réelles antisymétriques sur les
k-faces orientées. Il y a une structure de complexe de cochaînes induite par les applications de
cobord d : Ωk−1(X,R)→ Ωk(X,R) vérifiant 1

d ◦ d = 0 .

Par dualité par rapport à des produits scalaires naturels sur ces espaces (similaires à ceux dé-
finis aux équations (6)), il y a une collection d’applications duales associées d∗ : Ωk(X,R) →
Ωk−1(X,R).

La structure de complexe permet de définir des sous-espaces particuliers de Ωk(X,R) : Fk =
im(d), l’espace des formes exactes, ♦k = ker(d∗), l’espace des cycles (ou formes fermées) ; et
aussi F∗k = im(d∗) et ♦∗k = ker(d). Puisque le complexe simplicial est fini, on trouve les
décompositions orthogonales suivantes : Ωk(X,R) =Fk ⊕ ♦k = ♦∗k ⊕F∗k.

On considère de plus le sous-espace (qui peut être trivial) des formes harmoniques Hk =
ker(d ◦ d∗ + d∗ ◦ d), et en observant que ♦k = Hk ⊕ F∗k, on obtient un raffinement de la
décomposition précédente

Ωk(X,R) =Fk ⊕Hk ⊕F∗k ,
qui est une variante discrète de la décomposition de Hodge des formes différentielles en géométrie,
telle que considérée en premier lieu par Beno Eckmann [Eck45].

Pour toute k-face non-orientée τ , soit ωτ la k-forme associée, définie au signe près, si {τ1, τ2}
dénote l’ensemble des deux k-faces orientées correspondantes, par 1τ1 − 1τ2 . La droite Lτ = Rωτ
est indépendante de ce choix de signe, et il y a un scindement naturel σ donné par

Ωk(X,R) =
⊕
τ∈Xk

Lτ ,

où Xk est la collection des k-faces non-orientées de X.
Comme dans le cas des graphes, il est naturel de généraliser la situation précédente en mu-

nissant le complexe simplicial d’une structure de fibré vectoriel de rang N > 1 et en tordant le
complexe par la donnée d’isomorphismes linéaires (dont la collection est appelée « connexion »)
pour toute paire de faces incidentes (c’est-à-dire, un isomorphisme pour toute arête de la sub-
division barycentrique du complexe simplicial, voir par exemple [RV15]). Les scindements et
décompositions sont transformés en conséquence.

Dans le cas m = 1, on retrouve la notion de fibré sur un graphe avec connexion (voir 1§2.5).

1. Il y a une application différente pour chaque 1 6 k 6 m, mais on omet la dépendance de d en k.
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1.2. Forêts couvrantes. Une définition des forêts couvrantes quantiques sur un complexe
simplicial est donnée dans [KL22a, §2.5]. Rappelons-la ici.

Le processus déterminantal linéaire associé à H = Fk (respectivement H = F∗k) et au
scindement de Ωk(X,R) associé au fibré, est un sous-espace vectoriel aléatoire Q de Ωk(X,R)
qui est un supplémentaire de H⊥ = Hk ⊕F∗k = ♦k (respectivement de H⊥ =Fk ⊕Hk = ♦∗k).

Ceci définit une notion générale de forêt couvrante quantique en dimension k et rang N .
Dans le cas de rang N = 1, ces processus déterminantaux ont été introduits par Lyons [Lyo09]
(ce sont les mesures matroïdales dites « hautes » et « basses », duales l’une de l’autre, définie
pour tout complexe de chaînes).

Definition 7.1. Une forêt simpliciale quantique est le processus linéaire déterminantal as-
socié aux formes exactes Fk dans l’espace des d-chaînes Ωk(X,F) muni de son scindement
déterminé par le fibré.

1.3. Polynômes. La fonction de partition d’une forêt simpliciale quantique est donnée par
un mineur principal du laplacien ∆ = d∗d sur Ωk−1(X,F). Comme dans le cas des graphes, on
peut chercher à donner des expressions combinatoires pour ce laplacien et à étudier ses propriétés.

1.3.1. Développement en boucles de Wilson. L’identité suivante est démontrée dans [KL20,
Theorem 6.1]. On introduit le graphe d’adjacence G deXd−1, où deux (d−1)-faces sont adjacentes
si elles font partie de la même d face de X. On étend la connexion h à ce graphe. On suppose
que les sommets de G sont ordonnés de sorte que ∆[m] est un mineur principal de ∆ comme au
paragraphe 5§2.

Théorème 7.2. On a

detτ∆[m] = 1
dm

∑
F∈U→

m (G)
xF

∏
c∈C(F )

(1− d`(c)εcτ(hc)) ,

où hc est l’holonomie de c par rapport à la connexion h, et εc est un certain signe.

Cette expression fait penser à celle obtenue par [BK16], bien qu’elle soit différente. Com-
prendre l’équivalence combinatoire de ces deux expressions serait intéressant. Il existe aussi
d’autres résultats sur ce type de formules [McD21]. Un lien est établi dans [RV15, CCK15]
avec la torsion de Reidemeister. Un concept unificateur pour comprendre ces différentes formules
pourrait être la théorie de Morse discrète de Forman [For98b].

1.3.2. Revêtements. L’énoncé suivant est dans [CK23].

Théorème 7.3. Étant donné un revêtement fini de complexes simpliciaux X̃ → X, la
fonction de partition des forêts enracinées (pondérées) de X divise celle de X̃ dans Z[x].

Ce théorème s’obtient à partir du théorème 5.13 appliqué au graphe d’adjacence G associé
au complexe simplicial comme plus haut.

1.4. Bijections. Nous posons deux questions concernant la généralisation au cas des com-
plexes simpliciaux de propriétés intéressantes sur les graphes.
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Question 7.4. Peut-on généraliser la formule (22) pour l’énumération de Fk(G) au cadre
des complexes simpliciaux ? Il s’agirait de compter certains types de forêts simpliciales,
éventuellement pondérées par un poids de torsion « à la Kalai ».

Dans le cas des graphes, la démonstration utilise le matrix-tree theorem et une bijection.

Question 7.5. Existe-t-il une bijection « à la Joyal » (voir §1§1.1) entre arbres couvrants
et paires de sommets marqués et forêts d’unicycles dans le cadre des complexes simpli-
ciaux ?

Cette question est plus spéculative car la bijection de Joyal dans le cas des graphes nécessite
de se placer sur le graphe complet avec poids égaux à 1. Elle ne semble pas pouvoir s’étendre
facilement à une bijection entre configurations sur des graphes pondérés généraux (une telle
généralisation serait par ailleurs intéressante).

1.5. Versions métriques. On pourrait aussi définir les forêts quantiques sur des versions
métriques des graphes et complexes simpliciaux. O. Amini et N. Nicolussi [AN20, §5.1] étudient
la mesure canonique de Zhang [Zha93] associée à un graphe métrique (c’est-à-dire que les arêtes e
sont représentées par des segments Ie de longueur x−1

e ) et la relient au processus déterminantal de
l’arbre couvrant uniforme. Il s’agit d’une mesure sur le graphe, vu comme un espace topologique
de dimension 1. Celle-ci prend alors la forme :

µc =
∑
e∈E+

P(e /∈ T)xeλe ,

où T est un arbre couvrant aléatoire tiré sous la loi P(T ) ∝ xT , et λe est la mesure de Lebesgue
sur l’arête e, vue comme le segment Ie.

Nous proposons une définition inspirée de la leur, au cas d’un graphe ou complexe simplicial
muni d’un fibré et connexion, mettant à profit notre définition des forêts couvrantes quantiques
(définition 6.10 et définition 7.1) qui généralisent l’arbre couvrant uniforme.

Dans le cas d’un graphe, nous associons à chaque arête e, un simplexe X(e) de dimension N .
De plus, toute face σ de ce simplexe est munie d’une mesure de Lebesgue λσ, et on lui attribue
une aire totale xσ > 0.

Remarque 7.6. Nous pensons que la mesure suivante sur un graphe métrique avec fibré
et connexion pourrait être un analogue intéressant de la mesure canonique de Zhang :
(71) µc =

∑
e∈E+

∑
σ∈X(e)

P(dim Q⊥e = dim σ)xσλσ ,

où Q est une forêt couvrante quantique sur le graphe G muni d’une connexion unitaire h.

Pour vérifier si cette mesure est pertinente, il s’agirait de trouver une mesure canonique sur
une structure géométrique (fibrés de rang N sur une surface) dont elle serait la limite lorsque la
surface dégénère vers le graphe.

Nous aimerions étudier les liens entre nos travaux et les travaux récents portant sur la géomé-
trie et les processus aléatoires sur les graphes métriques [AN22, Lup22, DF22]. Dans [Lup22],
T. Lupu étudie une version du champ de vecteurs gaussien tordu par une connexion réelle sur un
fibré de rang 1, au-dessus d’un graphe métrique, et en utilisant l’équivalence avec un revêtement
à deux feuillets du graphe, détermine la loi de conditionnements sur des événements topologiques
compliqués pour ce champ et la soupe de boucles associée.
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2. Structures algébriques

2.1. Décomposition de chemins en boucles.
2.1.1. Déterminants non commutatifs. Un des sujets abordés dans ce mémoire est l’étude de

matrices dont les coefficients sont des matrices, ou plus généralement des élements d’un anneau
non commutatif. Dans ce contexte, il existe d’autres approches au calcul déterminantal, et nous
en avons vu un exemple, avec la définition du τ -déterminant (voir la définition 5.7).

Certaines propriétés des mesures déterminantales sont valables pour les τ -déterminants gé-
néraux : voir par exemple la note de bas de page numéro 12 de [KL22a]. Ce qui fait défaut pour
donner un sens probabiliste à ces mesures, c’est la positivité, mais il est tout de même assez
remarquable que des identités soient vraies dans une grande généralité.

Les déterminants non-commutatifs de Gelfand–Retakh [GGRW05] sont définis comme des
produits de quasidéterminants qui sont des analogues de quotients de mineurs principaux. Cette
décomposition nous amène à la question abordée dans le paragraphe suivant.

2.1.2. Identités de Wilson. Grâce à [Mar00, Law18], nous savons écrire l’inverse du déter-
minant du laplacien comme un produit télescopique de rapports de mineurs principaux de la
fonction de Green (avec conditions au bord fermées) de tailles croissantes. Chacun de ces quasi-
déterminants a une interprétation en termes de marche aléatoire à boucles effacées, provenant
du développement en série de (I−P )−1 où P est la matrice de transition de la marche aléatoire.

Il serait intéressant de vérifier si cette propriété est valable aussi pour une matrice de transi-
tion à poids non commutatifs. Par exemple dans [Kas15, §2.3], cette propriété est vérifiée pour
les quaternions. Un point à vérifier serait de savoir si l’on a une identité de Jacobi pour pou-
voir interpréter le quasi-déterminant d’une sous-matrice du laplacien comme une entrée d’une
sous-matrice de la fonction de Green.

Au vu du lien entre marche aléatoire à boucles effacées et empilements de pièces de Viennot
[Mar00], et vu que l’algorithme de Wilson est valable pour des poids assez généraux (voir le
paragraphe 4§4.3), il serait intéressant d’étudier plus en détail les identités qui découlent de la
propriété « magique » d’indépendance de l’ordre d’échantillonnage dans l’algorithme de Wilson.

2.1.3. Marches non-rebroussantes. Dans une autre direction, il serait intéressant de voir si
la notion de τ -déterminant permettrait d’obtenir des identités du type formule d’Ihara pour
les marches non-rebroussantes. Celles-ci interviennent notamment dans l’étude de mots en des
matrices qui ne commutent pas [BC23].

2.2. Séries génératrices...
2.2.1. ...de marches. On a rencontré des marches confinées à un quart de plan au chapitre 2

dans le cadre de la bijection de Mullin. On sait, voir [CMMR17], que les séries génératrices
associées à des chemins confinés ont des propriétés algébriques intéressantes, qui plus est lorsque
ceux-ci sont pondérés. Dans ce mémoire on a aussi rencontré des chemins pondérés par des traces
d’holonomies par rapport à une connexion (au chapitre 5 et au chapitre 6 notamment).

Peut-on étudier les séries génératrices de marches confinées pondérées par l’holonomie d’une
connexion périodique sur un réseau ? Si oui, quels phénomènes nouveaux observe-t-on par rapport
au cas classique ?

2.2.2. ...de nombres. Comme déjà évoqué à la fin du paragraphe 4.3.2, il serait intéressant
d’étudier les séries génératrices (simples ou exponentielles) de suites de nombres associées aux
structures de ce mémoire, comme les unicycles ou forêts couvrantes d’unicycles, ou d’autres bases
de matroïdes, dans l’esprit de [BJP20] qui étudie les propriétés algébriques de séries génératrices
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associées à la suite (nn−1)n>1 donnant le nombre d’arbres couvrants enracinés du graphe complet
à n sommets.

2.3. Processus déterminantaux. Il serait intéressant de trouver d’autres exemples de
processus déterminantaux linéaires (voir définition 3.2). Y a-t-il d’autres exemples venant de la
théorie des représentations, en lien avec les processus de Schur [Oko05] ?

Peut-on en explorer plus les liens avec la théorie des polymatroïdes, et les grassmanniennes,
dans l’esprit par exemple du calcul de Schubert probabiliste de [BL20] ? Quelles structures sup-
plémentaires peut-on observer en étudiant la grassmannienne positive [Pos06] dans ce contexte ?

Comme mentionné au paragraphe 1§3.1, il y a une riche théorie des processus déterminantaux
continus. Sachant que les processus déterminantaux continus peuvent être approchés par des
processus déterminantaux discrets, y a-t-il une notion adaptée de processus linéaire continu, et
des exemples intéressants ? Puisqu’un processus ponctuel est une mesure aléatoire, une façon
d’envisager un tel processus serait sous la forme d’une mesure aléatoire à valeurs dans l’espace
des sections du fibré grassmannien d’un fibré vectoriel donné.

2.4. Limite grand N . Avec Thierry Lévy, nous nous posons la question de la limite
lorsque N → ∞ dans le cadre des processus aléatoires sur un fibré de rang N . Ceci pourrait
être étudié au prisme de la théorie des grandes matrices aléatoires et des probabilités libres.

2.5. Graphes hyperboliques et groupes de surfaces. Nous aimerions étudier des mo-
dèles de dimères ou d’arbres sur des graphes hyperboliques planaires. Pour ce faire, il est naturel
d’approcher le graphe par une tour de revêtements consistant en des graphes dont le genre tend
vers l’infini. Avec David Cimasoni, nous avons un peu étudié cette question mais avons buté sur
des difficultés analytiques liées à la théorie des représentations.

Au vu de la factorisation d’une représentation en facteurs irréductibles évoquée au para-
graphe 5§3, notre question est la suivante : lorsqu’un groupe G est approché par des quotients
successifs G1 = G/N1 6 G2 = G/N2 6 . . . ,6 G, la mesure de probabilité de Plancherel sur l’en-
semble G∧i des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles unitaires de Gi converge-
t-elle vers une mesure raisonnable sur G∧ ?

Une situation bien comprise est celle où G = Zd, et où l’on a convergence vers la mesure
de Lebesgue sur le tore Td. Ce fait est très couramment utilisé en physique statistique pour le
calcul de l’énergie libre ou des corrélations de modèles intégrables comme les modèles d’arbres
couvrants sur les réseaux Zd-périodiques, ou de dimères sur les réseaux Z2-périodiques.

Nous nous demandons si un phénomène analogue pourrait se produire dans d’autres cas,
en particulier dans le cas où G est un groupe de surface, ce qui nous permettrait d’obtenir des
expressions pour l’énergie libre des modèles de physique statistique comme le modèle de dimères
sur le graphe d’un pavage du disque hyperbolique.

3. Géométrie aléatoire

3.1. Polynôme de Tutte du matroïde bicirculaire et processus aléatoires associés.
On a vu apparaître au paragraphe 3§3.7 une fonction de partition sur des sous-graphes associée
au matroïde bicirculaire.

La mesure de probabilité correspondante définit une « variante bicirculaire » du modèle de
Fortuin–Kasteleyn. De la même manière, on peut aussi définir un modèle de forêts couvrantes
d’unicycles « actives » aléatoires en utilisant (35) pour une bonne notion d’activité. Ces mesures
de probabilité n’ont à notre connaissance pas été étudiées.
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Question 7.7. Peut-on dire quelque chose sur la structure de ces modèles bicirculaires ?
Que dire de leurs limites d’échelles potentielles dans le cas planaire ?

Même si l’analogie avec le cas circulaire donne du crédit à une telle question, une remarque
s’impose : il est facile de voir (par l’algorithme de Wilson généralisé évoqué au paragraphe 4§4.3)
que les composantes connexes d’une forêt couvrante d’unicycles aléatoire, tirée sous la mesure
uniforme, sont de taille bornée, même sur une suite de graphes très grands (par exemple si le
degré maximal et la maille – c’est-à-dire la longueur minimale d’un cycle – sont bornés). Du
point de vue de la physique statistique, les sous-graphes aléatoires ainsi obtenus seraient donc a
priori loin de correspondre à un modèle critique comme peut l’être l’arbre couvrant uniforme, qui
joue le rôle de mesure de référence pour le polynôme de Tutte du matroïde circulaire. Il s’agirait
plutôt d’une phase surcritique.

3.2. Polynômes de Tutte sur les surfaces. Soit G un graphe fini connexe. On suppose
qu’il est plongé dans une surface orientable, c’est-à-dire qu’il est dessiné sur la surface de telle
sorte que ses arêtes ne se croisent pas et que le complémentaire du graphe dans la surface soit
une union disjointe de composantes connexes homéomorphes à des disques. Un tel plongement
détermine une orientation cyclique des demi-arêtes en chaque sommet et l’on appelle le graphe
muni de cette structure un graphe ruban que l’on notera G. Tout sous-graphe couvrant H de G
hérite d’une structure de graphe ruban que l’on note H ; on note k(H) son nombre de composantes
connexes. Le genre d’un graphe ruban g(H) est défini par la formule d’Euler :

(72) |V(H)| − |[E(H)]|+ |[F(G)]| = 2k(H)− 2g(H) .

Le polynôme de Bollóbas–Riordan de G est défini par l’expression suivante 2 :

ZBR,G(x, y, z) =
∑
H6G

(x − 1)k(H)−1(y − 1)|[E(H)]|−|V(H)|+k(H)zg(H) ,

où la somme porte sur les sous-graphes couvrants H de G. En prenant x − 1 = y − 1 = n et
z = n−2, et en utilisant la formule d’Euler (72) pour H, on trouve

(73) ZBR,G(n + 1, n + 1, n−2) =
∑
H6G

n|F(H)|−1 .

En voyant la collection des faces de H comme traçant le « contour » de H sur le graphe médial, on
peut donc interpréter ce polynôme comme la fonction de partition d’un modèle de boucles O(n)
(dans une configuration « dense »), comme au chapitre 2.

Il existe un développement de ce polynôme en quasi-arbres qui fait intervenir une notion
d’activité [CKS11] 3 ce qui suggère, comme dans le cas planaire, de définir le contour du quasi-
arbre, qui serait l’analogue de la courbe de Peano étudiée au chapitre 2.

Remarque 7.8. Nous pensons que la mesure sur les courbes induites par la fonction de
partition (73) pourrait avoir une limite d’échelle sur les surfaces, qui serait un analogue
de l’évolution de Schramm–Loewner dans ce contexte.

2. La paramétrisation de Bollóbas et Riordan est légèrement différente dans leur article originel [BR02] mais
nous préférons choisir la paramétrisation la plus proche de (5).

3. Notons qu’il y aussi un point de vue matroïdal sur ce développement du polynôme en quasiarbres, qui
rappelle celui de Tutte–Crapo [MS18, GLV19, Gio22].
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Notons que Zhan [Zha04] a donné une définition de SLE sur des surfaces non simplement
connexes. Néanmoins la définition n’est pas canonique puisque sur une surface, des choix dans les
paramétrisations conformes d’une potentielle équation de Loewner (voir (15)) sont nécessaires.

3.3. Napperons de SLE et SLE dépendant d’une connexion. Il existe une mesure
canonique sur les boucles simples paramétrées du plan ; elle a été construite par W. Wer-
ner [Wer08]. La masse des boucles qui font le tour d’un anneau donné est finie, et si l’on
considère une boucle aléatoire sous la mesure normalisée correspondante, on trouve une boucle
de SLE de paramètre κ = 8/3. S. Benoist et J. Dubédat [BD16] ont donné une construction
similaire correspondant à κ = 2. La figure 4.2 nous suggère d’étendre cette construction à des
graphes métriques planaires, si l’on voit une boucle comme un graphe métrique planaire à un
sommet et une arête.

Remarque 7.9. Nous pensons qu’il existe une mesure infinie sur les graphes finis connexes
métriques planaires telle que si l’on conditionne les faces à entourer une famille de disques
dans le plan, les arêtes sont des (variantes absolues continues de) segments de SLE2.

Nous pensons qu’un argument basé sur la méthode de [BD16] permettrait de construire
de telles mesures. De manière beaucoup plus spéculative, nous aimerions bien mettre à profit
les identités démontrées dans [Wan19], qui semblent pouvoir se généraliser au cas des fibrés
vectoriels, afin de proposer un analogue de type SLE pour décrire une limite d’échelle des forêts
couvrantes quantiques lorsque un fibré sur une surface serait approché par une suite de graphes
finis munis d’un fibré et connexion unitaire.
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Notations

Alphabet grec
— α dimension du corps K sur R : dimR(K)
— β température inverse
— β′ inverse d’une température auxiliaire
— γ paramètre de Liouville d’une métrique aléatoire

sur la sphère
— ∆ laplacien discret classique
— ∆h laplacien discret covariant
— δ opérateur de cobord
— ∂ opérateur de bord
— Λ opérateur de multiplication par λv
— λv somme des poids xe des arêtes incidentes au

sommet v : mesure de référence sur les sommets
— λe mesure de Lebesgue sur le segment Ie associé à

l’arête e d’un graphe métrique
— κ paramètre diffusif de l’évolution de Schramm–

Loewner
— µ, µh mesures infinie sur les boucles
— µc mesure canonique sur un graphe métrique
— µEσ,k mesure déterminantale associée à (E, σ, k)
— νEn mesure invariante de référence sur la grassma-

nienne Grn(E)
— νE,σn mesure invariante de référence sur la grassma-

nienne Grn(E, σ)
— νE,σ mesure invariante de référence sur la grassma-

nienne Gr(E, σ)
— νu,v mesure sur les chemins entre les sommets u

et v
— π1(G, v) groupe fondamental du graphe G basé au

sommet v
— Π(G, N) configurations d’entiers sur les arêtes de G

qui s’écrivent comme le nombre d’occupation de N
forêts couvrantes d’unicycles

— ΠH projection orthogonale sur le sous-espace H
— ρ représentation linéaire d’un groupe
— ρ# représentation induite
— σ configuration de spins ou de hauteur
— σ densité du tas de sable σ
— σ scindement d’un espace euclidien E
— Φ champ de vecteurs libre gaussien
— Ψ(1)

G (x) premier polynôme de Symanzik
— Ψ(2)

G, #»q (x) second polynôme de Symanzik

— Ψ(k+1)
G, #»q 1,..., #»q k

(x) k-ième polynôme de Symanzik
— Ω0(G) espace vectoriel des 0-formes du graphe G
— Ω1(G) espace vectoriel des 1-formes du graphe G
— Ω0(F) espace des 0-formes du fibré F
— Ω1(F) espace des 1-formes du fibré F

Alphabet latin
— a(T ) activité de l’arbre couvrant T
— ai(T ) activité interne de l’arbre couvrant T
— ae(T ) activité externe de l’arbre couvrant T
— A connexion infinitésimale
— AρG opérateur d’adjacence tordu par une représen-

tation

— AG(x) polynôme d’énumération uniforme de F(G)
— A(k)

G (ϕ, x) polynômes d’énumération des sous-
graphes acycliques de G à k > 2 composantes

— A(F) espace des connexions unitaires du fibré F
— An ensemble des arbres à n sommets étiquetés, dits

arbres de Cayley
— A(k)

n ensemble des arbres simpliciaux sur n som-
mets étiquetés, dits arbres de Kalai

— Aut(p) groupe d’automorphismes d’un revête-
ment p : G̃→ G

— B collection des bases d’un matroïde
— B1(G,Z) groupe abélien libre des coupures du

graphe G
— C0(G,Z) groupe abélien des 0-chaînes
— C1(G,Z) groupe abélien des 1-chaînes
— Cn nombre de Catalan d’ordre n
— C(G) sous-graphes connexes couvrants du graphe G
— Cr(G) sous-graphes connexes couvrants du

graphe G à r cycles
— Cr(G, N) ensemble des N -uplets de sous-graphes

couvrants connexes de premier nombre de Betti
égaux à r = (r1, . . . , rN )

— C(G, N) ensemble des N -uplets de sous-graphes
couvrants connexes de premier nombre de Betti to-
tal égal à N

— C(k)
G (ϑ, x) polynômes générateurs d’énumération

des sous-graphes connexes de G à k > 1 cycles
— CG(x) polynôme d’énumération uniforme de C(G)
— C (F ) ensemble des cycles de F ; C (U) ensemble

des cycles de U
— C (G, N) ensemble des multi-ensembles de cycles

de G dont le nombre total de visites en chaque som-
met n’excède pas N

— Confn(S) ensemble des configurations de n points
distincts dans un espace métrique S

— C(S ;X) ensemble des fonctions continues sur S qui
s’annulent sur X

— dh dérivée covariante discrète
— D dimension de l’espace des moments externes #»qv
— degi(F ) nombre d’antécédents du sommet i dans

la forêt enracinée F
— detτ le τ -déterminant associé à une fonction tra-

ciale τ
— e une arête orientée
— e−1 l’inverse d’une arête orientée
— e = s(e) le sommet source d’une arête
— e = t(e) le sommet but d’une arête
— [e] = {e, e−1} une arête géométrique
— E espace euclidien
— E espérance
— E espérance auxiliaire
— E ensemble des arêtes orientées d’un graphe G
— E+ ensemble d’arêtes du graphe qui représente

chaque arête géométrique par l’une de ses orien-
tations

— [E] ensemble des arêtes géométriques
— Eh(f) énergie de Dirichlet d’une section f
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— E(G) ensemble des sous-graphes dont chaque som-
met est de degré pair

— F fibré vectoriel
— FP classe de complexité de comptage (Function

Polynomial-time)
— F(G) ensemble des faces orientées d’un graphe ru-

ban orienté
— F+(G) ensemble des faces d’un graphe ruban

orienté avec choix d’orientation
— F2,F3 corps finis à 2 et 3 élements
— F(G) ensemble des forêts couvrantes de G
— Fk(G) ensemble des forêts couvrantes du graphe G

à k composantes
— F•k (G) ensemble des forêts couvrantes du graphe G

à k composantes, dont chacune est enracinée
— G un graphe fini connexe
— G∗ dual planaire d’un graphe planaire plongé G
— G̃ revêtement fini du graphe G
— G ./N graphe papillon associé au graphe G
— G graphe ruban
— G fonction de Green
— Gr(E) grassmannienne de E
— Grn(E) sous-grassmannienne de E des sous-espaces

de dimension n
— Gr(E, σ) grassmannienne de l’espace scindé (E, σ)
— Grn(E, σ) grassmannienne des sous-espaces adap-

tés de dimensions n
— h connexion
— g connexion auxiliaire
— H(σ) énergie d’une configuration de spins σ
— H algèbre des quaternions (réels)
— H sous-graphe ruban de G
— H sous-graphe couvrant de G
— H sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E
— H potentiel
— H(F) espace des potentiels sur le fibré F
— H (F ) ensemble des cycles horizontaux de F
— IG( #»q ) intégrale de Feynman
— Ie segment représentant l’arête e d’un graphe mé-

trique
— (i, j, k) base réelle des quaternions imaginaires
— I collection des sous-parties indépendantes d’un

matroïde
— J = (Je)e∈E constantes d’interaction du modèle

d’Ising
— K corps de base
— k opérateur auto-adjoint
— k0(G) nombre de composantes connexes acycliques

du graphe G
— k(G) nombre de composantes connexes de G
— KW matrice de Kac–Ward
— K potentiel auxiliaire
— Lh laplacien covariant discret normalisé
— Lh,H opérateur laplacien covariant discret norma-

lisé avec un potentiel : Lh,H = Lh +H
— M matroïde
— M∗ matroïde dual
— MK matroïde restreint à K ⊂ S
— n paramètre du modèle de boucles O(n)
— N rang du fibré F
— p paramètre du modèle de Fortuin–Kasteleyn (FK)
— P mesure de probabilité

— P mesure de probabilité auxiliaire
— P projection non nécessairement orthogonale
— P(G) ensemble des chemins du graphe G
— #P classe de complexité de comptage
— P(G) ensemble des cycles primitifs de G
— Pf pfaffien
— q paramètre du modèle de Fortuin–Kasteleyn
— #»q = ( #»qv)v∈V collection de moments extérieurs
— Q forêt couvrante quantique
— rM fonction de rang du matroïdeM
— S ensemble de base d’un matroïde
— S l’ensemble des parties couvrantes/génératrices

d’un matroïde
— S (F ) ensemble des cycles penchés de F
— s(e) = e le sommet source d’une arête
— t(e) = e le sommet but d’une arête
— T (G) ensemble des arbres couvrants de G
— TG(x) polynôme de Kirchhoff d’énumération des

arbres couvrants de G
— U ensemble des sommets internes
— U(G) ensemble des forêts couvrantes d’unicycles

de G
— UW(G) ensemble des forêts couvrantes mixtes,

d’arbres enracinés en W et d’unicycles de G \W
— U→(G) ensemble des forêts couvrantes d’unicycles

orientées
— U→

m (G) ensemble des forêts couvrantes enracinées
sur le puits ou les cycles (orientés) de G

— U→
m,N (G) ensemble des forêts couvrantes enracinées

sur le puits ou les cycles (orientés) de G ./N

— HU→(G) sous-ensemble de U→
m,N (G) dont les

branches sont « horizontales »
— V ensemble des sommets d’un graphe G
— val(c) valuation d’un cycle c
— W ensemble des sommets du puits
— x = (xe)e∈E variables sur les arêtes
— X sous-ensemble aléatoire de S
— x variable du polynôme de Tutte
— y paramètre d’activité des arbres couvrants
— z paramètre d’énergie de pliage de la courbe de

contour des arbres couvrants
— z variable du polynôme de Bollóbas–Riordan
— Zpair(G, x) polynôme générateur des sous-graphes

de degré pairs aux sommets
— ZIsing(G, J, β) fonction de partition du modèle

d’Ising
— Zdbl-I(G, x) fonction de partition du modèle XOR-

Ising
— ZFK(G, p, q) fonction de partition du modèle de

Fortuin–Kasteleyn (FK)
— ZFK(G, x, q) variante multivariée de la fonction de

partition du modèle FK
— ZG(x, y) polynôme de Tutte de G
— ZG(x) polynôme de Tutte multivarié de G
— ZM(x, y) polynôme de Tutte du matroïdeM
— ZBR,G(x, y, z) polynôme de Bollóbas–Riordan d’un

graphe ruban G
— Z1(G,Z) groupe abélien libre des cycles du

graphe G
— 〈·, ·〉v, 〈·, ·〉e produits scalaires des fibres Fv, Fe
— (·, ·) produits scalaires sur Ω0(F) et Ω1(F)
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normal, 68
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SLE, 6
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soupe de boucles, 75
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sous-fibré
h-acyclique, 80
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acyclique, 51, 58
connexe, 50, 58
couvrant, 8, 10

spin, i, 25
symétrie de jauge, 71

tas de sable abélien, 26
densité du, 27
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temps local, 75
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de Kirchhoff, 82
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