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Mode de Higgs dans les hétéro-jonctions supraconductrices

Résumé : Le développement des technologies THz durant les dix derniéres années a permis la
détection directe du mode de Higgs dans les supraconducteurs. Dans cette these nous propo-
sons d’étudier théoriquement le transport électronique dans trois systemes d’hétéro-jonctions
supraconductives présentant des signatures du mode de Higgs.

Nous avons étudié la possibilité d’exciter le mode de Higgs dans un supraconducteur propre
(en I'absence d’impureté) a l'aide d’une irradiation THz. Ce probléme est toujours discuté a
I'heure actuelle, plusieurs résultats contradictoires prédisant la possibilité ou 1'impossibilité
d’exciter le mode. Nous avons démontré dans cette these que cette excitation était possible en
présence d'un mécanisme de dépariement des paires de Cooper. En 'absence d'un tel méca-
nisme le mode de Higgs est identiquement nul dans un systeme propre. Ensuite, nous avons
montré dans une approche quasi-classique qu'il existait une signature résonante du mode de
Higgs dans le courant ac d’une jonction tunnel propre NIS, le mode de Higgs étant lui-méme
résonant a la fréquence égale au gap supraconducteur. Pour continuer notre étude des systémes
propres, nous nous sommes intéressés a une jonction balistique NSN dans le formalisme de
Floquet. Aux interfaces NS il est connu qu'un électron peut étre réfléchi en un trou par le méca-
nisme de réflexion d’Andreev. L'interaction de cet effet avec la présence du mode de Higgs pro-
duit une signature de ce dernier dans la conductance différentielle de la jonction sous la forme
d’un plateau. Le dernier systeme que nous avons étudié est une jonction Josephson soumise a
un champ THz. L'interaction entre le mode de Higgs et I'effet Josephson produit de nombreux
effets détectables dus au mode de Higgs : un pic de courant dc, un courant ac en 'absence de
différence de tension dans la jonction ou encore la présence de pics dans le courant ac, produit
de l'interaction entre le mode de Higgs et le transport assisté par photon.
Mots-clés : Matiere condensée, Supraconductivité, Mode de Higgs, Brisure de symétrie, Ré-
ponse non-linéaire, THz

Higgs mode in superconducting heterojunctions

Abstract: The development of THz technologies over the last ten years has enabled the direct
detection of the Higgs mode in superconductors. In this thesis, we propose to study theoret-
ically the transport of three superconducting heterojunction systems exhibiting Higgs mode
signatures.

We first investigated the possibility of exciting the Higgs mode in a clean superconductor (in
the absence of impurities) using THz irradiation. This problem is still being debated today, with
several contradictory results predicting the possibility and impossibility of exciting the mode.
In this thesis, we have demonstrated that such excitation is possible in the presence of a Cooper
pair depairing mechanism. In the absence of such a mechanism, the Higgs mode is identically
zero in a clean system. Next, we showed in a quasi-classical approach that there is a resonant
signature of the Higgs mode in the ac current of a NIS clean tunnel junction, the Higgs mode it-
self being resonant at the frequency equal to the superconducting gap. To continue our study of
clean system, we turned our attention to an NSN ballistic junction in the Floquet formalism. At
NS interfaces, it is known that an electron can be reflected into a hole by the Andreev reflection
mechanism. The interaction of this effect with the presence of the Higgs mode produces a Higgs
signature in the differential conductance of the junction in the form of a plateau. The last system
we studied was a Josephson junction. The interaction between the Higgs mode and the Joseph-
son effect produces a number of detectable effects due to the Higgs mode: a dc current peak, an
ac current in the absence of a voltage difference in the junction, or the presence of peaks in the
ac current, a product of the interaction between the Higgs mode and photon-assisted transport.
Keywords: Condensed matter, Superconductivity, Higgs mode, Symmetry breaking, Non-linear
response, THz

Laboratoire Ondes et Matiére d’Aquitaine
UMR 5798 Université, 33000 Bordeaux, France.
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Introduction

Le but de cette thése est de trouver de nouveaux moyens de détection du mode de
Higgs dans les supraconducteurs, en utilisant des modeles de jonctions hybrides de type
NIS, NSN ou Josephson.

Brisure de symétrie et mécanisme d’Anderson-Higgs

Le concept de symétrie est présent dans tous les domaines de la physique, du mo-
dele standard des particules a la cosmologie, et est particulierement fructueux en matiére
condensée. Bien que des considérations de symétrie et d’esthétisme aient toujours condi-
tionné les modéles physiques (comme 1'utilisation des solides de Platon chez Kepler),
c’est a partir du XIX® siécle que la notion moderne de symétrie en physique commence
a émerger. C’est le Frangais Pierre Curie qui met pour la premiere fois en avant 1'im-
portance des symétries en physique [1,2] et propose la loi qui porte son nom : “Lorsque
certaines causes produisent certains effets, les éléments de symétrie des causes doivent se retrouver
dans les effets produits.” Cette loi simple et puissante permet par exemple de contraindre
la forme des champs électriques et magnétiques a partir des symétries de leurs sources.
Ces considérations ont imprégné tout le XX¢ siécle, avec notamment la démonstration en
1915 du lien entre symétrie et quantité conservée par Emmy Noether [3]. Les symétries
sont abondamment utilisées en mécanique quantique pour classer les états quantiques
via les nombres quantiques et contraindre les transitions quantiques entre ceux-ci. Dans
les années 60 le modele standard des particules est compris comment étant une théorie
de Yang-Mills basée sur une symétrie de jauge SU(3) x SU(2) x U(1).

Un concept lié a celui de symétrie et aussi important est celui de brisure spontanée de
symétrie (voir Sec. 1). Bien que les lois physiques puissent posséder des symétries, on ob-
serve chaque jour des objets qui ne respectent pas ces symétries. Par exemple, une chaise
isolée est décrite par un hamiltonien invariant par translation. Elle devrait donc avoir
une quantité de mouvement précise et d’apres l'inégalité d’'Heisenberg étre complete-
ment délocalisée. Cependant, la chaise (et tout objet macroscopique) occupe évidemment
une position précise; la symétrie d'invariance par translation est donc brisée. Un autre
exemple se trouve dans les aimants sous la température de Curie. L’hamiltonien posséde
une symétrie SO(3) mais I'aimant a une aimantation dans une direction donnée, brisant
ainsi la symétrie. Ce n’est qu’a haute température que la symétrie réapparait dans le sys-
téme. Ce phénomene général o1 un systeme ne possede pas toutes les symétries des lois le
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Introduction

décrivant est appelé brisure spontanée de symétrie. C'est Landau [4] qui a compris I'impor-
tance des symétries pour classifier les différentes phases d'un systéme. Dans la théorie
qui porte son nom, une transition de phase est associée a la brisure ou la réémergence
d"une ou plusieurs symétries.

Encore dans les années 60, on comprend que la masse des bosons de I'interaction faible
W=, Z° peut étre simplement expliquée par une brisure de symétrie locale. Ce mécanisme,
dit d’Anderson-Higgs [5, 6] (voir Sec. 1.2.2), contraint 1'interaction faible a étre a courte
portée. A la suite de cette brisure de symétrie, un mode d’excitation massif apparait qu’on
appelle mode de Higgs. Ce mode est découvert expérimentalement dans le contexte de la
physique des particules au LHC en 2012 [7].

La supraconductivité comme mécanisme d’Anderson-Higgs

Apres les théories phénoménologiques de London [8] et de Ginzburg-Landau [9], la
premiére théorie microscopique de la supraconductivité, dite théorie BCS, est dévelop-
pée par Bardeen, Schrieffer et Cooper en 1957 [10] (voir Sec. 3.1). Cette derniére, basée
sur une condensation macroscopique de paires électroniques (paires de Cooper), pré-
dit toutes les propriétés des supraconducteurs conventionnels, telles que I'effet Meissner,
la conductance infinie,... Si le succes de la théorie était indéniable, elle était néanmoins
non-invariante par transformation de jauge. C’est Anderson [5,11,12] et Nambu [13] qui
sont les premiers a reconnaitre I'importance du mode plasmonique dans l'invariance de
jauge supraconductrice. Ce mode plasmonique, le plasmon, couplé au boson de jauge
de I’électromagnétisme, c-a-d. le photon, implique 1'invariance de jauge de la théorie. Or
le plasmon, qui correspond a la composante longitudinale du photon dans les supra-
conducteurs, est une conséquence directe du mécanisme d’Anderson-Higgs. Le phéno-
mene de supraconductivité peut donc étre compris comme émergent d'un mécanisme
d’Anderson-Higgs.

On peut montrer (nous le ferons Sec. 2.1), que toutes les propriétés supraconductrices
peuvent étre retrouvées en considérant une brisure de symétrie locale U(1) — Z, [14]. Par
corollaire, on s’attend a trouver un mode collectif massif dans les supraconducteurs, un
mode de Higgs, correspondant a 1’oscillation du gap supraconducteur.

Développement des technologies THz et détection du mode de Higgs

La masse du mode de Higgs dans les supraconducteurs est 'ordre du meV. Pour une
excitation optique, il est donc nécessaire d’avoir des lasers puissants dans le THz. Situé
entre les fréquences radios et les infrarouges lointains, le THz a longtemps été difficile-
ment atteignable. Or, dans les années 2010, la technologie THz s’est développée de facon
substantielle [15-25]. C’est ce qui explique que la premiere détection directe du mode de
Higgs dans les supraconducteurs a eu lieu un an apres celle du LHC, en 2013 [26]. Sa dé-
tection se base principalement sur la génération de troisieme harmonique dans le courant
d@t au mode de Higgs. Ce dernier a été détecté dans différents types de supraconducteurs
(s-wave, d-wave, cuprate,...) [27-30]. Si ces techniques sont purement optiques, il a été
proposé récemment [31] de détecter le mode de Higgs dans une expérience de transport
avec une jonction NIS diffusive. Une des questions théoriques toujours débattue est la
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Introduction

possibilité ou non d’exciter le mode de Higgs dans un supraconducteur propre [32-36]
(voir Sec. 5).

Plan du manuscrit

Les quatre premiers chapitres seront une présentation pédagogique des différents
concepts et formalismes importants dans cette thése. Dans la Sec. 1, je présente en détail
la notion de symétrie et brisure de symétrie, qu’elle soit globale ou locale. Je démontre
le théoreme de Goldstone dans le cas d'une brisure de symétrie globale et présente le
mécanisme d’Anderson-Higgs dans le cas locale. J'introduis ensuite (Sec. 2) une théorie
phénoménologique de la supraconductivité basée sur le mécanisme d’Anderson-Higgs
Sec. 2.1 et la théorie de Ginzburg-Landau Sec. 2.2 pour enchainer sur la théorie micro-
scopique BCS Sec. 3. Je montrerai ensuite comment l'invariance de jauge est retrouvée et
I'importance des modes collectifs pour cette derniere (Sec. 3.4). Enfin, Sec. 4, le forma-
lisme de Keldysh décrivant la supraconductivité hors-équilibre est introduit. Je présente
ensuite I'approximation quasi-classique.

Les trois derniers chapitres présentent les résultats originaux de cette thése. J’étudie
dans un premier temps (Sec. 5) la possibilité théorique d’exciter le mode de Higgs dans
un supraconducteur propre en utilisant le formalisme quasi-classique. Je montre que la
réponse est positive, a condition qu'une constante de Dynes décrivant un mécanisme
de dépariement soit présente. Dans ce méme chapitre j’étudie le courant induit par le
mode de Higgs dans une jonction NIS irradiée a potentiel fini, toujours dans l’approxi-
mation quasi-classique en résolvant I’équation d’Eilenberger. Dans un second temps Sec.
6, une jonction balistique NSN irradiée est étudiée. Je montre en utilisant le formalisme
de Bogoliubov-de Gennes que le mode de Higgs ouvre des gaps dans les bandes de Flo-
quet. Ces derniéres sont visibles dans la conductance différentielle de la jonction. Dans
le dernier chapitre Sec. 7, je présente une jonction irradiée SIS. L'interaction entre 1'effet
Josephson et le mode de Higgs entraine 1’apparition de pics de courant dans I’amplitude
ac. De plus, un courant dc dt au mode de Higgs existe méme en absence de tension entre
les supraconducteurs. Enfin, un pic de Shapiro créé par le mode de Higgs est présent dans
le courant dc de la jonction.






Chapitre

Brisure spontanée de symétrie et
supraconductivité

Bien que tres diverses, les symétries peuvent étre classées en deux catégories dis-
tinctes :

— discréte (ex. parité, renversement du temps. . .),
— continue (ex. rotation, symétrie de Lorentz.. .).

Je m’intéresserai exclusivement aux brisures de symétries continues, nécessaires a la com-
préhension du phénomene de supraconductivité. J'introduis dans la Sec. 1.1 les défini-
tions formelles de symétrie et brisure de symétrie globale et je démontre le théoréme de
Nambu-Goldstone (NG). Dans la Sec. 1.2 je montre comment une théorie avec symétries
de jauge échappe au théoréeme de NG et donne un exemple de mécanisme d’Anderson-
Higgs.

1.1 Brisure de symétrie globale

1.1.1 Symétries brisées et parametres d’ordres

Pour formuler la notion de brisure de symétrie, commengons par distinguer ce que
signifient respectivement les phrases "le systeme obéit a telle symétrie" et "tel état quan-
tique de ce systeme obéit a cette symétrie". Dans la théorie quantique, un état physique
est défini modulo un facteur de phase globale. Un état physique est donc décrit par un
rayon d’un espace de Hilbert &;; qu’on notera e'? [¥) avec ¢ € R une phase globale et
[¥) € H un vecteur [37]. Si un état est invariant sous une symétrie g on s’attend a ce que
’action de cette symétrie sur cet état le transforme en un état du méme rayon.

Définition. L'opérateur symétrie associé a g est défini comme un opérateur unitaire Uy qui agit
sur un état symétrique [Y) tel que

U, [Y) = e W), (1.1.1)

5



Chapitre 1. Brisure spontanée de symétrie et supraconductivité

On peut également vouloir définir cet opérateur par rapport a '’hamiltonien du sys-
téme H. Dans ce cas, 'opérateur symétrie doit laisser invariant H, c.-a-d.

H' = UgHU} = H, (1.1.2)
avec le symbole "{" représentant I'opération complexe conjuguée. De fagon équivalente,

Définition. H est invariant sous I'action de g s'il existe un opérateur unitaire Ug tel que
[H, Ug] =0. (1.1.3)

Ici [, ] désigne I'opérateur de commutation. Une conséquence immédiate de cette dé-
finition est que les états [V) et U, [V) sont dégénérés. En effet, si H V) = E[V¥),

HUg (W) "= U H W) (1.1.4)
— EU, W). (1.1.5)

De fait, si un état [¥’) n’est pas invariant suivant g alors Ug4 [V’) est physiquement inéqui-
valent mais dégénéré avec [V'). Comme dit dans l'introduction ci-dessus, une brisure
spontanée de symétrie (BSS) a lieu lorsque I’état fondamental du systeme ne respecte pas
une symétrie g de I’hamiltonien. On peut donner une premiere définition de BSS :

Définition. On dit qu’une symétrie g est spontanément brisée lorsque I'état fondamental du
systeme [Wy) n’est pas un état propre de I'opérateur Uy, lui-méme symétrie de I’hamiltonien tel
que [H, Ug] = 0. Autrement dit,

U, [Wo) # €9 [Wp). (1.1.6)

Dans le cas d'une symétrie continue, Uy va engendrer une famille continue d’états
fondamentaux possibles non équivalents. Le systeme choisit spontanément un de ces états
dans le sens o1 une perturbation infinitésimale brisant explicitement la symétrie g permet
au systeme de sélectionner et de se retrouver dans un état fondamental brisant g. Dans
un systeme de taille N, la perturbation locale est proportionnelle a 1/N et devient donc
négligeable dans le cas d’objets macroscopiques.

Landau [4] a eu l'idée d’introduire un marqueur de l'ordre, appelé parametre d’ordre
(PO), servant par construction a caractériser I’état du systeme. La valeur moyenne dans
le vide (ou dans l’état fondamental en matiere condensée) notée VMV de ce dernier doit,
par construction, indiquer dans quel état se trouve le systeme. Si la valeur moyenne dans
le vide & = (O) = 0, le systeme est dit dans 'état symétrique (1'état fondamental ne brise
aucune symétrie). Au contraire, si & # 0 alors le systeme a spontanément brisé une ou
plusieurs symétries. Il n’est pas toujours évident de trouver le PO approprié pour un

systeme donné. Cependant, il existe une procédure théorique générale pour construire
un PO [38].

Définition. Une symétrie g est spontanément brisée s'il existe un opérateur @ tel que

(Yol [Q, @] [Wo) # 0. (1.1.7)
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Considérons un systeme a N particules et notons | 'amplitude de la perturbation
brisant explicitement la symétrie. Le commutateur O = [Q, @] & volume fini obéit aux
limites singulieres

lim lim (O); n #0, (1.1.8)
lim lim(0); \ = 0. (1.1.9)

N—oo J—=0

La non-commutativité de ces limites est une signature de la BSS. Si la définition mathé-
matique du PO est claire, sa compréhension physique n’est pas toujours évidente. Dans
le cas d’un ferromagnétique, le PO est I'aimantation qui prend une direction privilégiée
sous la température de Curie. Si ce dernier reste assez intuitif, le PO pour un supracon-
ducteur est un nombre complexe décrivant la condensation de paires d’électrons dans
'état fondamental dont le sens physique n’est pas évident a premiere vue (voir Sec. 3.1).

Pour comprendre I'intérét de cette définition par rapport a la premiére (Eq. (1.1.6)), il
est utile de regarder ce qu’il se passe lorsqu'un générateur d"une symétrie brisée agit sur
[Wy). Considérons une symétrie g associée a I'opérateur Ug. Ce dernier étant unitaire, on
peut I’écrire comme une exponentielle d'un opérateur hermitien

U, = e'*Q, (1.1.10)

avec « € R. L'opérateur Q est appelé le générateur infinitésimal des symétries. On consi-
déra seulement que la charge et 1’état fondamental sont invariants par translation, c-a-d.
P[¥y) = 0et [Q, P] = 0. La charge Q pouvant étre écrite comme l'intégrale d"une fonction
jo(x) (Eq. 1.1.22),on a

(%ol QQ [Wo) = | d’ (Yol jo(x) QW) (1.1.11)
= j d>x (Yol eP%jo(0)e"*Q [Wy) (1.1.12)
| d®x (Yol e"%jo(0)e P QetP*e PX (W) (1.1.13)
[ dPx (Wol35(0)Q [Wo) . (1.1.14)

L’'intégrande ci-dessus est donc indépendante de x. Dans le cas d"une brisure de symétrie
QW) # 0 et la VMV est donc infinie. L'état Q [¥y) est donc non-normé et n’est pas un
état physique de 'espace de Hilbert (de méme pour U [¥))). Ce résultat est connu sous
le nom de théoreme de Fabri-Picasso [39]. La deuxieme définition basée sur le PO évite les
conséquences du théoréme de Fabri-Picasso en considérant 1’action de Q sur un opérateur
quelconque O. En effet,

g:®=Ufou, (1.1.15)
= e QPetxQ (1.1.16)
= (1 —ix[Q,] + o(a?)) . (1.1.17)
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Au premier ordre en «, le changement de ® dti a g est donc égal a [Q, ®@]. La symétrie est
bien brisée sila VMV de ce commutateur est différente de 0.

1.1.2 Symétrie globale

Définition. Une symétrie est dite globale si un systéme reste inchangé apres une transformation
uniforme dans tout l'espace.

Par exemple une fonction d’onde 1 (x, t) reste physiquement identique si on la multi-
plie par e'*. La symétrie est globale car « est indépendant de la position x. Il est utile &
ce stade de définir un lagrangien L = [ d*x £ dépendant d’opérateurs locaux ¢(x) et de
leurs dérivées 0, ¢ = 0dp/0x* avec x* = (x, t)". On définit Xu = ), MuvX" avec la matrice
diagonale 1, = diag(1, —1,—1,—1). L’action associée est donnée par

S = J dt L. (1.1.18)

Apres une transformation globale de 'opérateur ¢ — ¢ + 6, I'action se transforme elle
méme en S + 8S. Elle est dite symétrique sous cette transformation globale si 8S = 0.
De fagon équivalente la nouvelle densité lagrangienne £ + 6L doit rester constante a une
dérivée totale pres, c-a-d. £ = 9,K", ot1 K* est une fonction arbitraire (on utilise ici la
convention d’Einstein sur les indices répétés). On a donc

0L 0L 0L
o= a“(a(a—m“’) " {% - a»(a(a—ucm)} N (L119)
= 9,KM. (1.1.20)

Le terme entre crochets est I’équation du mouvement (EdM) pour ¢. On considére que
le champ ¢ est "on-shell", c-a-d. que son EAM est fixée a zéro. On retrouve 1'équation de
conservation du courant de Noether

3, = . (i)(g—jcb)éd) _ K“) 0. (1.1.21)

On définit la charge de Noether

Q= Jd3x it (1.1.22)

Il est facile de démontrer en utilisant le théoreme de Stokes que 0:Q = 0 (tant que le
courant est nul a I'infini). On a donc démontré le théoréeme de Noether :

A chaque symétrie globale et continue d'une action S est associé un courant j* et une

charge Q conservés avec
0L

0(0,¢)

j* =

5 — K. (1.1.23)
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Comme exemple simple, prenons la symétrie dite U(1) (voir Sec. 1.1.4) de la fonction
d’onde en mécanique quantique. Considérons une théorie invariante suivant une trans-
formation U(1) décrite par le lagrangien

ot 2m

L’équation du mouvement pour ce champ correspond a I’équation de Schrédinger. On
peut montrer que

L=¢ (ii + XZ) ¢. (1.1.24)

j= %Imdﬂvdx (1.1.25)
Q= Jd3x [ (1.1.26)

ce qui correspond respectivement au courant de probabilité et a la probabilité totale, tous
deux conservés en mécanique quantique.

1.1.3 Théoréeme de Nambu-Goldstone

Une des conséquences les plus importantes d’une BSS globale est 1’apparition d'un
mode sans masse appelé mode de Nambu-Goldstone. De fagcon générale,

Si une symétrie globale et continue est brisée, en 1'absence d’interaction a longue
portée et en conservant une symétrie (discrete ou continue) de translation, il existe
au moins un mode sans masse appelé mode de Nambu-Goldstone.

Démontrons a présent ce théoréme de la maniére habituelle [37,40,41]. On considere
une base orthogonale des vecteurs propres de '’hamiltonien que I'on note |n, k), avec k
la quantité de mouvement et n d’autres nombres quantiques (on utilise ici I’hypothese
d’invariance par translation). On note leur énergie E,, (k). L'identité est donné par

a3k
1= ;J o n, k) (n,k|. (1.1.27)

On s’intéresse a la VMV

3
(Wol [1°(x), @] [Wo) = ZJ (gﬂ]; e ™ (Wl 3°(0) In, k) (n, k| @ [Wo) — c.c (1.1.28)

avec kx = E,,(k)t —kx. On integre cette équation suivant x pour avoir

(Yol [Q(t), @] [Wo) = ) J d*k e Er Rt 4 (k) (Wol3°(0) I, k) (n, k| @ [Wo) —c.c (1.1.29)

n

9
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avec () le volume d’intégration et

(2m)%80 (k) = JQ d3x e, (1.1.30)

Cette derniére fonction est tres piquée en k = 0. Si les interactions ne sont pas de
longue portée, nous pouvons garder le volume Q) fini et la charge Q est indépendante du
temps dans ce volume. Enfin, étant dans un état de symétrie brisée, la quantité a gauche
de I’Eq. (1.1.29) est non-nulle. On a donc E, (k — 0) = 0 : il existe au moins un état |n, k)
décrivant une particule de masse nulle, la particule de Nambu-Goldstone.

Bien que nous ayons démontré qu’il devait exister au moins un mode de Nambu-
Goldstone, nous ne connaissons pas leur nombre exact. Ce dernier dépend notamment
de la symétrie de l'espace-temps. En physique des particules ot la symétrie de Lorentz
est exacte, le nombre de modes de Goldstone n¢ est égal au nombre de générateurs Q bri-
sés ng. En matiére condensée (non-relativiste), il existe au plus ng modes de Goldstone.
Les autres modes sont massifs et parfois appelés modes de Goldstone de type B [37,38].

Exemple :

— Dans un cristal en dimension D la symétrie de translation est brisée. Il y a un mode
de Nambu-Goldstone associé a chaque dimension qu’on appelle phonon.

— Il existe dans les superfluides un mode de Goldstone dii a la brisure de la symétrie
U(1) responsable de la conservation du nombre de particules.

— Dans un aimant les spins prennent une direction privilégiée qui brise 2 générateurs
de rotation. Cependant il n’existe qu’un seul mode de Goldstone, le magnon. L’autre
mode généré est un mode de type B, massif.

1.1.4 Aparté sur la théorie des groupes

Les symétries g discutées dans ce chapitre encodent les transformations qui laissent le
systéme invariant. De plus, les opérateurs associés Uy ont (Eq. (1.1.1)) la propriété

UgUg = Ug, g (1.1.31)
Tout ceci indique évident que g doit appartenir a un groupe et Uy est l'une de ses repré-
sentations. On dit que G est un groupe si
— G est stable par multiplication,
— L’identité 1 € G,
— VgeG,3g’ € Ggg' =1.

Ceci est la définition d"un groupe discret. Les groupes décrivant les symétries continues
sont en physique les groupes de Lie. Sans entrer dans les détails, le groupe G est main-
tenant une variété différentielle ot1 les opérations du groupe (multiplication et inversion)
deviennent des fonctions différentiables. Comme exemples nous pouvons citer le groupe

— U(N) des matrices unitaires N x N. U(1) est la symétrie globale responsable de la
conservation de la charge électrique dans la théorie électrodynamique. C’est cette
symétrie qui est brisée dans le cas d'un supraconducteur (Sec. 2.1). Le sous-groupe

10
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de déterminant 1 est appelé SU(N); SU(3) est par exemple la symétrie de jauge de
l'interaction forte.

— O(N) des matrices orthogonales de rotations et réflexions N x N. Le sous-groupe de
déterminant 1 SO(N) n’encode que les rotations.

— R4 des translations continues en dimension d.

Dans le cas d"un groupe continu, il est possible d’étudier les transformations infini-
ment proches de l'identité 1. On appelle l'algébre de Lie g du groupe G le plan tangent
T1 G alidentité. Une propriété intéressante est qu'il existe une application exponentielle

exp:g— G (1.1.32)

qui relie les éléments de g au groupe de Lie. Le point important est que les éléments
de cette alggbre correspondent aux générateurs infinitésimaux de symétrie Q définis Eq.
(1.1.10).

Les g € G sont des objets abstraits et ne sont pas utilisés en tant que telle en physique.
En effet, les symétries g doivent en mécanique quantique s’appliquer sur des vecteurs.
On définit une représentation d’un groupe G comme étant ’homomorphisme qui a chaque
élément de G associe une matrice M € GL(n; C).

Exemple : SO(2) Une représentation de dimension 2 du groupe SO(2) est donnée par
la matrice de rotation

cos® —sinB
Mo = (sine cos 6.) (1.1.33)

On peut également construire de maniere similaire une représentation de l’algebre de Lie
de SO(2) qu’on note J. Proche de 'identité 6 = 0 on peut écrire

Mo ~ 1 + 0] (1.1.34)
avec
0 —1
- (1 . ) _ (1.1.35)
De maniere générale,
Mg = e%. (1.1.36)

Un dernier concept important est celui de classe a gauche d'un sous-groupe H. Cette
classe est I’ensemble noté gH = {gh/h € H} ot g € G et H est un sous-groupe de G. L'en-
semble de ces classes est noté G/H. Pour comprendre l'intérét de cet ensemble en phy-
sique, considérons un systéme d’abord invariant sous 'action d"un groupe G. Imaginons
que le systeme subisse une BSS. La symétrie restante est alors décrite par un sous-groupe
H, c-a-d. Uy, [Wo) = e'¥r [Wy) pour tout h € H. Il est clair que si gh = g’ pourun h € H
alors g [¥y) et g’ [¥y) sont physiquement équivalent; si cette condition est respectée alors
g et g’ appartiennent a la méme classe et I'on écrit g ~ g’. Au contraire, si g ~ g’ alors

11
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g[¥o) et g’ [Wo) ne correspondent pas au méme état physique. On arrive a la conclusion
suivante :

Lorsqu’un systeme subit une brisure spontanée de symétrie G — H, les états qui
brisent la symétrie sont classifiés par I’'ensemble des classes G/H.

A noter que 'ensemble G/H n’est pas en général un groupe. Par exemple, un ai-
mant qui passe sous la température de Curie va subir une brisure spontanée de symétrie
SO(3) — SO(2) et SO(3)/SO(2) ~ S%. En effet la direction de I'aimantation correspond a
un point sur une sphere S? et cette sphere n’est pas un groupe. Nous verrons Sec. 2.1 que
les états d"un supraconducteur sont classifiés (dans un sens que nous préciserons Sec. 1.2
et 2.1) par U(1)/Z, ~ U(1) qui est ici un groupe.

1.2 Brisure de symétrie locale

1.2.1 Symétrie locale (ou de jauge)

Contrairement aux symétries globales discutées précédemment, les symétries locales
(ou de fagon équivalente de jauge) ne sont pas des symétries physiques du systeme. Elles
proviennent d"une redondance dans la définition de certaines quantités physiques.

éfinition. Une symétrie est dite locale si un systéme reste inchangé apreés une transformation
Définit u t t dite local t t h t t
quelconque dépendante des coordonnées de I'espace.

L’exemple historique est la théorie électromagnétique de Maxwell. Celle-ci est décrite
dans le vide par une action

S = J d*x F . F*Y, (1.2.1)

4po
ou o est la perméabilité magnétique du vide et F . le tenseur électromagnétique. Ce
tenseur est antisymétrique et peut s’écrire en fonction d’un champ A* = (V,A)’

Fiy = 0uAy — 0yA,. (12.2)

Ce champ appelé potentiel vecteur est relié classiquement aux champs électriques et ma-
gnétiques respectivement par

E=-VV-0,A (1.2.3)

B =rot(A). (1.2.4)

L’action Eq. (1.2.1) et les champs Egs. (1.2.3, 1.2.4) restent invariants aprés la transfor-
mation locale A, — A, + 9, /A(x) avec A une fonction quelconque. En calculant le courant

donné par I’Eq. (1.1.21) on trouve
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ju = 0" (FyA(X)). (1.2.5)

Ce courant est tautologiquement conservé du fait de I’antisymétrie de F.,,.. De plus I'équa-
tion du mouvement du lagrangien est donné 9,,F*¥ = 0. De fait, pour une transformation
de jauge constante, c-a-d. A(x) = A, le courant j,, est trivialement nul. De fagon générale,
la charge associée

Q= Jd?’xaV(FvoA(xn (1.2.6)

n’est pas définie pour tout A(x); méme si c’est le cas, il existe une infinité de charges
conservées [42]. De fait, Q n’est pas une quantité physique utile en ceci qu’elle ne corres-
pond a aucune propriété mesurable du systeme. Tout ceci vient du fait que j, n’est pas
invariant sous une transformation de jauge, de fait elle ne peut pas correspondre a une
quantité physique. Continuons en considérant la théorie électrodynamique scalaire. Le
lagrangien est

1
£ == —FuPY 4+ DD — mpP. (12.7)
Ho

Le champ ¢ décrit un champ de matiere chargée. Nous avons défini la dérivée cova-
riante D, = 0,, +ieA qui conserve l'invariance de jauge pour le terme dérivé. En effet,
apres transformation de jauge,

D, dD*dp* — e e D dpDHP* (1.2.8)
=D,dD"d*. (1.2.9)

Ce couplage entre le champ massif ¢ et le champ de couplage A,, est appelé couplage
minimal. On a I’équation du mouvement

0 F*Y =TY, (1.2.10)
J¥ =1iel¢"DVd — DV "] (1.2.11)

Pour un changement de jauge global, on trouve le courant de Noether
ju =N (1.2.12)
Contrairement au cas précédent, la charge de Noether associée est physique et vaut
Q= Jd3xaiFw. (1.2.13)

Cette intégrale est cette fois unique et correspond, d’apres la loi de Gauss, a la charge
électrique enfermée dans le volume.

Pour trouver le courant précédent nous avons simplement appliqué le premier théo-
réeme de Noether sur un sous-groupe de la symétrie locale de jauge. Or, il est possible
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de démontrer ce résultat sans appliquer implicitement les équations du mouvement du
champ massif. En effet, dans une théorie de jauge couplée de facon minimale, les équa-
tions du mouvement des différents champs ne sont pas indépendant. En substance, le
deuxieme théoréme de Noether peut s’énoncer ainsi [43] :

Si une action possede une symétrie de jauge (locale), alors, de fagcon non triviale, il
existe une relation différentielle entre les équations du mouvement des différents
champs. Les lois de conservations sont alors triviales.

De facon plus formelle, si un champ ¥; se transforme de fagon infinitésimale suivant

8YW; = @A + blILA, (1.2.14)

avec a; et b!" des fonctions dépendantes de (¥, 9,;,...), on a la relation

> EMiai=) 0,(E[¥]bY), (1.2.15)

avec

oL oL
EW]=-—"— .
A 03,0,

(1.2.16)

En reprenant I’étude du lagrangien Eq. (1.2.7), on a aprés une transformation de jauge
infinitésimale [43]

o0 = —ieAd,
dp*  =1ieAdT, (1.2.17)
dA, =0uA,
et
a0y =(ag)” =—ied,
CLAH = O,
BY = (b%) =0, (1.2.18)
br, =085
Le théoreme Eq. (1.2.15) nous donne la relation entre les EdMs
—iedE [d] +ied E[d*] =0, E[A]. (1.2.19)
On arrive au résultat
0,0,F* =0. (1.2.20)
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Evidemment cette relation est triviale, du fait de I'antisymétrie du tenseur électromagné-
tique. On peut cependant démontrer un résultat non-trivial en utilisant la méme équa-
tion. Pour cela, on considére également 'EdAM du vecteur potentiel, c-a-d. E[A,] = 0. On
a alors

—1ledE [¢] +ied E[P*] =0 (1.2.21)

qu’on peut réécrire sous la forme 9,J* avec J* le courant de Noether Eq. (1.2.11). La
conservation de ce courant est donc due a la symétrie de jauge du lagrangien (et donc
du second théoreme de Noether) associée a I'EAM du vecteur potentiel. Contrairement a
la démonstration du courant conservé du premier théoreme de Noether, nous n’avons a
aucun moment eu besoin de satisfaire 'EdM du champ ¢.

Pour résumer, nous avons vu qu’un lagrangien d’un champ de matiere couplé de fa-
¢on minimale avec le champ électromagnétique présentait un courant conservé. Ce cou-
rant peut étre vu comme provenant d’une sous-symétrie globale de la symétrie de jauge.
Il est alors un résultat du premier théoreme de Noether. Il peut aussi étre vu comme résul-
tat de I'invariance locale du groupe de symétrie de jauge associé a I'EAM du champ A ,,.
Ici c’est le second théoréme de Noether qui, associant les différentes EdMs des champs,
nous permet de calculer le courant conservé.

1.2.2 Brisure de symétrie locale et Mécanisme d’Anderson-Higgs

Nous avons vu Sec. 1.1.3 qu’une brisure de symétrie globale entrainait 1’apparition
de modes sans masse, les modes de Nambu-Goldstone. Ces symétries globales sont des
symétries physiques et encodent en un certain sens les différents états fondamentaux
d’un systéme. Au contraire, les symétries de jauges définies dans la partie précédente ne
sont que des marqueurs de redondance dans I’écriture des équations physiques. Elles ne
peuvent donc en aucun cas correspondre a une symétrie physique du systeme. Et de fait,
le théoreme d’Elitzur nous dit [44] :

Dans une théorie de jauge locale, les seuls opérateurs locaux ayant une VMV non-
nulle sont les opérateurs invariants de jauge. Une symétrie de jauge locale ne peut
donc pas étre spontanément brisée.

I1 est prétendu habituellement que le mécanisme responsable de la supraconductivité
découvert par Anderson en 1963 [5], appelé mécanisme d’Anderson-Higgs (MAH), est
expliqué par une brisure spontanée de symétrie locale. Cependant ceci est en contradic-
tion avec le théoreme d’Elitzur. Ce mécanisme, redécouvert en 1964 dans le cadre de la
physique des particules [6,45,46], explique la masse des particules élémentaires et des bo-
sons de jauge W¥, Z° de l'interaction faible. Il fait intervenir un champ scalaire, le champ
de Higgs, qui se couple aux bosons de jauge. Au lieu de donner une démonstration géné-
rale nous regarderons un exemple de MAH. Prenons le lagrangien [47,48]

L= —ﬁFWF“V + DD " — V(d, 7) (1.2.22)
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avec le potentiel

2\ 2
V(p,¢*) = %(!cblz — %) , A > 0. (1.2.23)

A l'ordre classique, on a <|d)!2> =12/2, avec v = 1/212/A. A noter ici que le terme de la
VMV est invariant de jauge, en accord avec le théoreme d’Elitzur. En considérant la partie
radiale fixe, nous pouvons écrire le champ

po = —=e0)/V, (1.2.24)

Contrairement a ce qui est parfois énoncé, le 6(x) n’encode par la direction angulaire
de I'état fondamental. C’est un parametre de jauge et tous les états ¢pg avec différents 0(x)
sont reliés par une transformation de jauge et représentent donc le méme état physique.
L’état fondamental est donc unigue. En définissant le nouveau champ invariant de jauge
W, =A,—m '9,0, avec m = ev, on peut écrire le lagrangien sous une nouvelle forme

L= —ﬁ(auwv — W, + %mZWHW“. (1.2.25)

Ce lagrangien décrit la dynamique d'un boson de jauge massif : c’est le mécanisme

d’Anderson-Higgs. Le potentiel vecteur A, a pour ainsi dire absorbé le champ 0 et a

ainsi acquis sa masse. Ce lagrangien posséde une symétrie globale U(1) et le courant de

Noether associé est J,, = —m?W,,. On vérifie facilement qu’aucune symétrie n’a été brisée.
En effet, en notant Q la charge de Noether correspondante a la symétrie U(1) on a

(IQ, dol) = (o) =0. (1.2.26)

Le mode de Higgs en tant que tel est simplement la composante radiale de ¢g. En
écrivant

_ v+px) e10(x) /v

Cbe \/E s

(1.2.27)

le mode de Higgs est p(x) ! (Fig. 1.1).

Pour voir comment ce mécanisme peut étre confondu avec une BSS, on utilise la sy-
métrie de jauge locale pour supprimer la dépendance en 6(x). Pour se faire on se place
dans la jauge unitaire donnée par

v+ p(x)
—\/5 )

En sachant que (p) = 0, on a (¢’) = v/v/2. Cependant, du fait que nous ayons utilisé
une partie du groupe local de symétrie pour supprimer 0(x), le théoreme d’Elitzur est
respecté. En effet, apres le choix de jauge, c’est une symétrie globale restante U(1) qui est
spontanément brisée. En considérant la composante radiale fixée (p(x) = 0), le lagrangien
devient

bo = ¢’ =e O Vg = (1.2.28)

1. Il est important de ne pas confondre le champ de Higgs do(x) et le mode de Higgs p(x).
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1.2. Brisure de symétrie locale

R

JP

FIGURE 1.1 — Fonction V/(|¢|) défini Eq. (1.2.23). Ce potentiel est souvent appelé chapeau
mexicain. Le cercle rouge représente le minimum du potentiel et doit étre penser comme
un état unique, tous les points du cercle étant reliés par transformation de jauge. Une
excitation autour du minimum est indiquée en bleu et correspond au mode de Higgs p.

1 , 1
L= _mFMFu + EmZAuA”. (1.2.29)
Ici le champ A, et la symétrie de jauge U(1) semble brisée. Encore une fois, c’est le fait
d’avoir fixé la jauge qui donne 1'illusion d’avoir perdu ce choix de jauge. En rajoutant la

composante p(x) on obtient, entre autres, les termes

1
d,.pd%p + Euzpz (1.2.30)

dans le lagrangien. Le mode de Higgs est donc un mode massif, de masse p dans ce mo-
dele. Que ca soit dans le cas du lagrangien (1.2.25) ou (1.2.29), la symétrie de jauge U(1)
se retrouve camouflée, soit par une redéfinition du champ de jauge A,, = W,,, soit par
un choix de jauge explicite (jauge unitaire dans I'exemple choisi). De fait, on dit habi-
tuellement que la symétrie de jauge a été brisée. Dans notre exemple, la symétrie res-
tante est une symétrie discrete Z, car le lagrangien est invariant suivant la transformation
W, — £W,. On note cette "brisure de symétrie" U(1) — Z, (nous verrons Sec. 2.1 que
c’est cette méme brisure de symétrie qui explique les propriétés essentielles des supra-
conducteurs).

Le message a retenir de cette section est que le MAH, nécessaire pour expliquer la
masse de certains bosons, n'a pas de lien avec une brisure spontanée de symétrie. Ceci pour
plusieurs raisons équivalentes :

— Une symétrie de jauge n’est pas une symétrie physique mais émerge du fait de la
redondance dans 'écriture de certains équations physiques.
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Chapitre 1. Brisure spontanée de symétrie et supraconductivité

— Les différents états ¢g représentent en réalité le méme état fondamental, avec 6 un
parametre de jauge. L'état fondamental est unique.

— Un certain choix de jauge est nécessaire pour observer une brisure spontanée d’une
symétrie globale. Néanmoins, ce choix de jauge représente une brisure de symétrie
explicite de la symétrie de jauge locale.

Pour conclure, on dit habituellement, lorsqu’on choisit la jauge unitaire, que le "mode
de Goldstone 0 est mangé par le champ A, pour acquérir une masse". Bien entendu,
aucun mode de Goldstone n’accompagne en réalité le MAH, car aucune symétrie n’est
réellement spontanément brisée. Néanmoins cette image reste bonne dans le sens ot le
boson de jauge acquiert une composante longitudinale 9,0 dans cette jauge, ce qui lui
donne sa masse.

1.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons vu la notion de symétrie continue et les lois de conser-
vation associées. On dit qu'une symétrie est brisée lorsque 1’état fondamental ne respecte
pas les symétries de ’hamiltonien. Dans le cas d"une symétrie globale brisée, le théoréeme
de Goldstone prédit 1'existence d’au moins un état de masse nulle appelé mode de Gold-
stone. Si la symétrie est locale, le théoréme de Goldstone ne s’applique plus. En présence
de bosons de jauge, le mécanisme d’Anderson-Higgs donne une masse a ces derniers et
il apparait un mode massif appelé mode de Higgs.
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Chapitre 2

Théories phénoménologiques de la
supraconductivité

La supraconductivité a été observée pour la premiere fois en 1911 par 1’équipe de Ka-
merlingh Onnes a Leyde [49]. En dessous d'une certaine température (4.2 K) la résistance
du mercure devient nulle, d’ott le nom de supraconductivité. De nombreuses expériences
ont suivi et mis en évidence ce phénomene dans bien d’autres métaux. Il a fallu attendre
jusqu’en 1933 pour que Meissner et Ochsenfeld [50] découvre l’autre propriété essentielle
des supraconducteurs (SCs) : 'effet d’écrantage complet du champ magnétique a l'inté-
rieur d'un SC. Cet effet Meissner-Ochsenfeld distingue un SC d"un "simple" conducteur
parfait.

Dans ce chapitre, nous allons présenter deux théories phénoménologiques qui per-
mettent de décrire le phénomene de supraconductivité, le chapitre suivant étant dédié
aux approches plus microscopiques. Je présente en Sec. 2.1 un modeéle phénoménolo-
gique effectif, inspiré du modele historique des freres London [8], qui rend compte des
caractéristiques essentielles des supraconducteurs. Les ingrédients fondamentaux de ce
modele sont I'invariance de jauge et la brisure de symétrie locale. Dans la Sec. 2.2, je décri-
rai le modéle de Ginzburg-Landau [9] qui donne une description plus quantitative de la
transition de phase métal normal/supraconducteur. Le mécanisme de Anderson-Higgs
peut déja étre parfaitement décrit dans le cadre de ces formalismes phénoménologiques,
méme si Anderson ’a découvert plus tard [5,6] et dans une approche plus microscopique.
Dans la Sec. 4.2.4 'effet Josephson est introduit en utilisant le cadre phénoménologique
le plus simple possible.

2.1 Approche phénoménologique "a la London"

Dans le cadre d'une théorie effective des champs, nous suivons 1’approche historique
des freres London, ou I'amplitude du PO est fixe. Nous verrons que la dynamique de la
phase et son couplage au champ électromagnétique sont nécessaires pour retrouver les
propriétés essentielles des supraconducteurs.
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Chapitre 2. Théories phénoménologiques de la supraconductivité

2.1.1 Modéele de London (formulation historique)

En 1935, les freres London [8] proposent une approche phénoménologique de 'élec-
trodynamique des supraconducteurs basée sur le modele a deux fluides de Gorter [51].
Le supraconducteur contient une composante suprafluide de densité électronique n; et
qui obéit aux 2 équations suivantes

6]'5 nsez
i E 2.1.1
ot m ( )
2
nge
tjs = ———B, 2.1.2
rotjs - ( )

ol m est la masse des électrons, js la densité de courant supraconducteur, E et B les
champs électriques et magnétiques. Ces équations rendent bien compte de la résistance
nulle et I'effet Meissner dans les SCs comme nous allons le montrer ci-dessous.

2.1.2 Lagrangien effectif et invariance de jauge

Nous présentons ici une version de type théorie des champs effective du modele his-
torique des freres London. Cette approche est basée essentiellement sur l'invariance de
jauge et illustre bien le mécanisme d’Anderson-Higgs. Nous verrons que ce dernier ex-
plique qualitativement les deux propriétés essentielles des SCs [14,40, 52, 53].

Le point de départ consiste a supposer que la supraconductivité provient d"une bri-
sure spontanée de symétrie locale U (1) — Z,. On considere, comme dans la Sec. 1.2.2, qu’il
existe un champ A(x) a valeurs complexes, noté

A(x) = |Ale™2te0) (2.1.3)

avec |A(x)| = 0 dans un métal normal et |A(x)| # 0 dans un SC. Le champ de phase 6(x)
est un parametre de jauge et ne peut pas avoir de conséquence physique directe. Il est
nécessaire d’identifier 6(x) et 6(x) + 7t/e du fait de la compacité du groupe, le champ
0 paramétrisant le groupe quotient U(1)/Z, (voir Sec. 1.1.4). On souhaite construire un
lagrangien invariant de jauge ne dépendant que du champ de matiére A(x) et du potentiel
électromagnétique A, (x), ainsi que de leurs dérivées, c-a-d. de la forme

L =LA, A%, 0,A,0,A%, Ay, d,A] . (2.1.4)

En considérant le module du champ |A|(x) = |A| uniforme et constant, les gradients de
A(x) s’écrivent comme des gradients du champ de phase 0,A = —2ieAd,,0. Pour transfor-
mer cette dérivée en quantité invariante de jauge, il suffit de remplacer 9,, par la dérivée
covariante D,, = 0, + 2eiA,,. La charge est ici égale a 2e du fait que |A| est proportionnel
a la densité de paires de Cooper, composées de 2 électrons (en anticipant la théorie BCS
présentée plus en détails dans la Sec. 3). Il n’y a pas d’autres termes invariants de jauge
et on a donc

1
L= —mFWF”V + Ln[0,0 — A, (2.1.5)
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2.1. Approche phénoménologique "a la London"

ou L, est un lagrangien décrivant la matiere chargée couplée au champ électromagné-
tique et dont on ne connait pas les détails exacts. De plus, en considérant que £,,, décrit
un état stable en 1’absence de champ, c-a-d. quand 9,0 — A, ~ 0, on peut postuler que ce
lagrangien prend une forme quadratique au voisinage de son minimum

1
Lo ~ EC!AIZ(Ze)Z(aHG — AL (2.1.6)

ou C une constante positive égale a 1'inverse d'une masse. Nous verrons par la suite que
la description microscopique de la supraconductivité permet de relier C a la masse des
électrons : C =1/2m..

A partir de cette forme générale de lagrangien effectif nous allons retrouver toutes les
propriétés essentielles des SCs dans les sections suivantes.

2.1.3 Effet Meissner

A partir du lagrangien de la matiére L,, on peut obtenir le courant et la densité de
particules J et e par les dérivées fonctionnelles suivantes :

oL dL

J==%A = svor (2.1.7)
5L, oL,

=2m _ _Olm 218

€7 BA, 50 218

En utilisant 'EAM du champ 6 on obtient I’équation de conservation de la charge

o€ 0 dL,, oL,

ot At se - 8V
d’ot d,J* =0,avec ]’ = e.
Au coeur d'un supraconducteur, dans le cas ol les champs externes sont faibles et
8=A;=0,0na

—Vv -], (2.1.9)

A =-V0, (2.1.10)

c-a-d. que le potentiel vecteur est une pure jauge, ou autrement dit est purement longi-
tudinal. C’est l'effet Meissner : il ne peut pas y avoir de champ magnétique a l'intérieur
d"un SC. Autrement dit l'effet Meissner correspond a l'expulsion de tout champ magné-
tique externe au SC.

Considérons donc un champ magnétique B = B(x,y, z)e et un SC occupant le demi-
espace y > 0. Comme démontré Sec. 1.2.2 et d’aprés Eqs. (2.1.6,2.1.7), le courant est

J = —ClAP(2e)*A, (2.1.11)

avec ici A, = 0,0 — A,,. De plus, I'équation de Maxwell-Ampere en régime cas quasi-
statique,
rotB = yJ , (2.1.12)
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Chapitre 2. Théories phénoménologiques de la supraconductivité

implique alors
V2B = C|A]*(2e)*nrot A = C|A*(2e)* 1B , (2.1.13)

ol on a utilisé rotrot = V(div) — V? et 'équation de Maxwell-Thomson divB = 0.
Du fait des symétries du probléme, le champ magnétique de dépend que de y et la
solution de I'Eq. (2.1.13) est

1
2e|AlV/Cup -

Cette longueur A; est appelée longueur de pénétration de London. Sur une longueur
y > Ar le champ magnétique est complétement expulsé du SC. On remarque que I'Eq.
(2.1.13) est exactement la deuxiéme loi de London (Eq. 2.1.2). Dans le modele de London,
7\{1 = e|Aly/21p/m., avec m, la masse de I’électron. Pour retrouver ce résultat il nous
suffit de prendre C = 1/2m, dans I'Eq. (2.1.6). L'effet Meissner est donc purement la
résultante d'un MAH qui donne une masse 2e|A|/v/2m. au champ électromagnétique
A,

Un argument énergétique simple nous permet de comprendre pourquoi le SC préfere
expulser le champ magnétique. Proche de 1’équilibre et nous plagant dans la jauge unitaire
0 = 0, I'énergie dans le SC sera de I'ordre de ~ |A?|A]*L® avec L le volume du SC. Un
champ magnétique donnerait |A| ~ BL et 'énergie correspondante serait ~ B?|A]*L°. Le
colit énergétique pour expulser ce champ sera ~ B*L?. Il sera donc préférable pour le SC
d’expulser le champ si on a B?|APL> > B2L3, soit L > |A|™' ~ Ar. Bien sir, le champ
magnétique peut pénétrer dans un film si celui-ci est plus mince que A;. La longueur de
London vaut typiquement entre 50 et 500 nm.

B =Bge Y/*e, avec AL = (2.1.14)

Le champ 6(x) pouvant étre éliminé par changement de jauge, il n’a pour l'instant
joué aucun role physique. Ceci est valable dans un SC simplement connexe. Dans le cas ot
le SC est non-connexe, la phase peut varier d'un multiple de 27t. Le champ 0 ne peut donc
pas étre entierement mis a 0 dans tout le SC. C’est le cas par exemple si le SC présente un
trou. En prenant une courbe € autour de ce trou, a une distance | > A; des bords du SC
(c-a-d.la ou A = 0), on a (Fig. 2.1)

3@ dl~V9:—jE dl-Az—” B.ds — 2™ (2.1.15)
c c 8

—2e
avec 8 la surface avec pour contour C. Pour la derniére égalité nous avons utilisé la com-
pacité de la phase 0 et rajouté la constante h. Le flux du champ magnétique ®g dans un
SC est donc quantifié suivant la loi

h
(DB = TI(DOS avec (DOS = % (2116)
ol n est un entier et ot apparait le quantum de flux ®(s associé a la supraconductivité.
C’est cette loi qui a permis de valider que la fonction d’onde macroscopique de la supra-
conductivité correspond bien a un couplage a des charges 2e et non e [54,55].
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2.1. Approche phénoménologique "a la London"

SIS

FIGURE 2.1 - Surface et contour des intégrales Eq. (2.1.15). On considére un anneau
supraconducteur (anneau gris). Le courant est nul au niveau de la courbe € (courbe en
tirets rouges). Un champ magnétique externe crée un flux a travers la surface 8 (surface

bleue).

2.1.4 Courant sans résistance

L’autre propriété essentielle des SCs est la conductance sans résistance. Les grandeurs
—e et 0 sont des variables conjuguées d’apres Eq. (2.1.8). Dans le formalisme hamiltonien,
ces 2 grandeurs sont donc reliées par I'équation

OHm
be ’
avec H,, I'hamiltonien associé a L,,. Or, le potentiel électrique V est physiquement pro-
portionnel a la variation d’énergie par variation de charge. On peut montrer que [52]

0 =V(x). (2.1.18)

(2.1.17)

Dans le cas d’un courant J constant, avec les champs indépendants du temps, c-a-d. 0 =
0, on a V(x) = 0. On peut donc avoir un courant constant avec aucune différence de
potentiel. En effet, en prenant le gradient de I'équation ci-dessus et en ajoutant 2edA, on

a
Me

eAP

avec pour rappel E = —VV — 0;A. Dans le cadre de ce modele de champ de phase tres
général, on retrouve donc exactement la premiere équation de London (Eq. 2.1.1). Un
courant constant implique un champ électrique nul. Le SC conduit donc le courant sans
résistance. Les freres London étaient partis de la constatation expérimentale qu'un cou-
rant électrique continu non nul pouvait exister dans le SC alors que le champ électrique
était nul pour écrire une équation constitutive. On a vu ici que la structure simple du
modéle de champ de phase conduit aux deux équations de London rendant compte res-
pectivement de ’effet Meissner et de la conduction sans résistance.

2¢d,(VO +A) = dJ = —2¢E, (2.1.19)
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Chapitre 2. Théories phénoménologiques de la supraconductivité

2.2 Modele phénoménologique de Ginzburg-Landau

En 1950, Ginzburg et Landau proposent un nouveau modele phénoménologique [9]
basé sur la théorie de Landau des transitions de phase [4,56] et identifiant le parametre
d’ordre sous-jacent comme une fonction d’onde macroscopique a valeurs complexes. La
théorie de Ginzburg-Landau (GL) permet de décrire la thermodynamique et 1’électrody-
namique (statique) des supraconducteurs pres de la transition entre 1’état normal et 1’état
supraconducteur. Nous allons présenter la fonctionnelle de GL dans la continuité du mo-
dele de champ de phase de la section précédente, mais en permettant maintenant les
variations possibles de 'amplitude du PO. Dans cette section, nous présentons la fonc-
tionnelle d’énergie libre GL dont la minimisation conduit aux équations de GL (Sec. 2.2.1).
Dans les supraconducteurs chargés, le couplage au champ électromagnétique conduit a
une brisure de symétrie locale et au mécanisme d’Anderson-Higgs (Sec. 2.1). Nous ver-
rons comment ce mécanisme se manisfeste dans le modele de GL (Sec. 2.2.2).

2.2.1 Fonctionnelle de Ginzburg-Landau

La théorie de Landau est une théorie générale permettant de modéliser les transitions
de phase du second ordre. Le cceur de la théorie de Landau peut étre résumé en 3 étapes :

e Choisir un parametre d’ordre (PO) qui décrit les degrés de liberté du systeme a
proximité de la température de transition. Le PO doit étre non nul dans la phase
ordonnée (faible symétrie) et nul dans la phase non ordonnée (forte symétrie).

e Construire une fonctionnelle d’énergie libre sous la forme d"un développement en
puissances du PO (et éventuellement de ses gradients).

e Minimiser cette énergie libre par rapport au PO.

En 1950, Ginzburg et Landau ont identifié le PO pour la transition métal normal -
supraconducteur comme un champ complexe :

Ax) = p(x)e 2™, (2.2.1)

qui rappelle la fonction d’onde supraconductrice macroscopique de London introduite
précédemment. Ce parametre d’ordre s’annule dans la phase normale et devient non nul
dans la phase supraconductrice. Nous pouvons interpréter son module au carré comme
la densité d’électrons supraconducteurs. Prés de la transition, la fonctionnelle d’énergie
libre GL peut s’écrire comme ' :
x 3 2, Biap 1 - . B’
HA, A" A= | d°x | (A" + A+ — | (—1V —2eA) A"+ — |, (2.2.2)
2 2m* 2o
ou A est le potentiel vecteur et B = rot A le champ magnétique correspondant. Le champ

électromagnétique est couplé au PO par l'intermédiaire de la charge 2e des paires de Co-
oper, oul e est la charge d'un électron. Nous prenons également m* = 2m, anticipant le

1. Nous ne considérons pas les termes impairs en | Al parce qu’ils ne sont pas dérivables en 0.
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2.2. Modele phénoménologique de Ginzburg-Landau

fait que le PO est connecté aux des paires de Cooper. Les coefficients réels o et 3 sont phé-
noménologiques. Pour que 1'énergie soit bornée négativement, nous devons fixer > 0.
De plus, a dépend de la température et change de signe a la transition supraconductrice :
ox=a(T—T.)aveca > 0.

La minimisation de F par rapport au PO et au potentiel vectoriel A conduit aux équa-
tions d’Euler-Lagrange suivantes :

F 1
O 0 aA+BIAPA + —— (—AV —2eAP A =0, (2.2.3)
dA* 2m*

F 2e)?n,
F 0= [va)a — (vATA + P9 A L rot(rot A) /o
dA (x) m* m* (2.2.4)
5 2.
= —j0) + = =0,

Ho

avec j(x) le courant et n, = |A? la densité électronique supraconductrice. Ces deux équa-
tions sont appelées les équations de GL. Complétées par des conditions aux limites, elles
sont tres utiles pour résoudre des problémes avec des parametres d’ordre supraconduc-
teur non homogenes/uniformes (vortex, interface NS,...). La deuxieme équation peut
étre écrite sous la forme d"une équation de Maxwell-Ampere avec la définition suivante
du courant supraconducteur

i 2
jx) = ——— [(VA)A" — (VA)A] - (22*“5

A, (2.2.5)

qui comprend des termes en gradient du champ et un terme directement proportionnel au

potentiel vecteur magnétique. Ce courant est exactement le méme que celui trouvé dans
la partie précédente Eq. (2.1.11), a ceci prés que n, dépend maintenant de la position x.
Nous notons que la fonctionnelle de GL Eq. (2.2.2) est invariante lorsque A est modifié
par une phase globale arbitraire :

A(x) — A(x) e 2N (2.2.6)

a condition que A soit spatialement uniforme. Cette transformation est une rotation qui
mélange les parties réelles et imaginaires du PO, laissant les termes de la fonctionnelle
d’énergie libre de GL invariants. L'équation de I'énergie libre (2.2.2) peut étre ré-exprimée
en représentant le PO par le champ de phase 6(x) et le champ d’amplitude p(x) :

B2
Fip,6,A) = Jd3x Vo) + 5 (Vo) + 2(2e)P (VO + AP )+ — |, (227)
2m* pATH
qui contient un potentiel radial quartique (Fig. 2.2) :
V(p) = ap® + gp‘*, (2.2.8)
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V(p)4

ox >0 ox <0

yA:
V=B

FIGURE 2.2 — Potentiel scalaire V(p) dans les phases normale et supraconductrice (x > 0
et o < 0 respectivement). En dessous de la température critique, T < T, le potentiel est
minimal pour 'amplitude non nulle py = \/—a/f3.

divers gradients au carré de 'amplitude p et de la phase, le dernier terme (x B?) étant
I'énergie stockée dans le champ magnétique. La transformation U(1) Eq. (2.2.6) est équi-
valente a I’ajout d"un angle constant a la phase 0(x) — 0(x) + A tout en gardant I’ampli-
tude du PO inchangée : p(x) — p(x).

Sil'on étend la transformation globale (uniforme) U(1) discutée jusqu’ici a des rota-
tions de phase plus générales dépendant de la position (transformations locales), le terme
de gradient de phase seul n’est plus invariant, mais le champ de jauge A peut restaurer
I'invariance de la fonction GL a condition que :

A= A-—VA~X)

0—0+Ax), 229)

ou A(x) est une fonction arbitraire.

2.2.2 Mécanisme d’Anderson-Higgs

Nous nous concentrons maintenant sur 1’état supraconducteur (T < T.), et dévelop-
pons le parametre d’ordre autour de I'état d’équilibre en écrivant :

A(x) = [pp + p(x)] e 2e0X), (2.2.10)

Les fluctuations du champ électromagnétique sont libres de s’adapter afin de compenser
les gradients de phase et de minimiser 1’énergie libre. Il est donc utile de redéfinir le
potentiel vecteur comme la combinaison invariante de jauge suivante :

A=A+V0, (2.2.11)

car c’est précisément la quantité dont le carré doit étre minimisé dans la fonction Eq.
(2.2.7). 1l est facile de vérifier que ce nouveau champ A est invariant de jauge, mais nous
insistons sur le fait que cette redéfinition n’est pas une transformation de jauge. A par-
tir de maintenant, nous changeons la notation en A — A. Enfin, notons que ce champ a

26



2.2. Modele phénoménologique de Ginzburg-Landau

maintenant trois composantes (deux transversales et une longitudinale) puisqu’il incor-
pore les gradients de phase longitudinaux. Nous écrivons 1'énergie libre en fonction de
ce nouveau champ, et ’expansion a 1’ordre deux autour de I'équilibre, a savoir p = py et
A =0, se lit comme suit :

Fp,A} = Jd3x (

2 242 2 2
(Vo) —2ap? + 2 Pop2 2*p0A2p+...) . (212)

2m* 2m*

Nous avons toujours le mode massif d’amplitude radiale p avec une masse x 2/—«. Ce

-1
mode est également associé a la longueur dite de cohérence & = (N /4m*|oc|> . Elle cor-

respond a la longueur typique de variation du gap supraconducteur. Le nouveau champ
de jauge A a acquis une masse finie

ma = ) (2.2.13)

tandis que le mode de phase 0 a disparu, absorbé dans la redéfinition du potentiel vecteur.
On dit parfois familierement que le mode de phase de Goldstone a été "mangé" par le
photon, rendant ce dernier massif. C'est le mécanisme d’Anderson-Higgs. Si I’on minimise
directement 1'énergie libre de 1'Eq. (2.2.12) par rapport au nouveau potentiel vectoriel,

nous obtenons, au premier ordre,

(2e)*ng

m*

rotB = wj, with j, =— A, (2.2.14)
qui est la fameuse premiére équation de London reliant le courant de charge au potentiel
vecteur magnétique. Cela conduit a 1’écran de Meissner des champs magnétiques sur la
longueur de London Ay définie par :

AL = /m*/pong(2e)2. (2.2.15)

Le cas & > A décrit les SCs de type-I o1 le champ magnétique sera toujours expulsé du
SC. Dans le cas opposé & < Ar (SC de type-1I), il sera énergétiquement favorable pour
le SC d’avoir des vortex de flux h/2e traversant le SC (Fig. 2.3). Une fagcon simple de
le comprendre est de voir que le SC est décrit par le champ scalaire A. Or, I'interaction
entre champs scalaires est toujours attractive [57]. Donc dans le cas & > A, le champ
magnétique ne pourra traverser le SC que de facon globale et se faisant détruira la su-
praconductivité. Inversement, l'interaction entre les vortex de flux est répulsive [58]. Si
AL > &, les vortex seront donc stabilisés et formeront un réseau dit d”Abrikosov [58,59].
En résumé, comptons et décrivons les degrés de liberté du supraconducteur avant et
apres la rupture de symétrie. Avant la brisure de symétrie, le PO A avait 2 degrés de li-
berté (DDL) avec sa norme et sa phase. Le champ de jauge A avait également 2 DDL en
raison de la symétrie de jauge (les deux modes transverses du photon dans le vide). Nous
avons donc 4 DDL au total. Apres la brisure spontanée de symétrie, le parametre d’ordre
est caractérisé par 1 DDL (le champ p); le potentiel vecteur acquiert une masse et donc
un nouveau DDL longitudinal : 3 au total. On a donc toujours 4 DDL. Dans le cas des
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A

Bl

FIGURE 2.3 — Représentation de l'état d'un supraconducteur de type-II (§ < Ar) traversé
par un champ magnétique B. Le gap s’éteint sur la longueur ¢ et le métal redevient
normal au niveau du vortex.

superfluides neutres, 'absence de boson de jauge ne permet pas au champ de Goldstone
de disparaitre, et ce dernier est alors un champ physique du systeme. Enfin, I'équation
de I’énergie libre (2.2.12) nous indique également, via le terme A”p, que le photon se couple
de maniére non-linéaire avec le mode d’amplitude (de Higgs) p. Ce couplage est tres similaire
a celui du boson de Higgs avec les bosons de jauge W#, Z° dans la théorie électrofaible
du modele standard. Cette interaction peut étre représentée schématiquement par un dia-
gramme de Feynman (Fig. 2.4).

FIGURE 2.4 — Vertex d’interaction photon-Higgs

Nous notons que I’énergie libre n’est plus invariante sous la transformation
A —A—VA(x)

Ay e i2eABO A (2.2.16)

C’est dans ce sens que l'on dit que la symétrie de jauge U(1) est brisée.? La symétrie
restante est

p—xp, pop— Etpy <= A — EA. (2.2.17)

On dit que le groupe de symétrie U(1) a été brisé vers le sous-groupe normal Z, ; on note
cette brisure spontanée de symétrie U(1) — Zo.

2.3 Effet Josephson

Nous allons maintenant discuter d"un effet spectaculaire, prédit en 1962 par Joseph-
son [60]. Lorsque 2 SCs sont rapprochés et séparés par un matériau isolant, un courant

2. Il est clair d’apres (2.2.11) que la symétrie de jauge non physique n’est pas réellement brisée
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2.3. Effet Josephson

continu se met a circuler dans la jonction, proportionnel a la différence de phase des SCs.
Cet effet est tres fondamental et indique qu'un gradient de phase supraconductrice peut
étre mesurable puisque directement relié a un courant physique. Il s’agit cependant d’un
courant non-dissipatif pour l'effet Josephson dc a tension nulle. Cet effet peut-étre com-
pris dans le modéle tres simple du champ de phase, ce qui sera notre point de vue dans
ce chapitre. Nous verrons au cours des chapitres suivant que le courant Josephson peut
étre calculé dans des formalismes beaucoup plus microscopiques et quantitatifs en vue
de décrire les expériences.

Considérons 2 SCs identiques, de méme gap |A| seulement séparés par une fine bar-
riére isolante (I). Ce type de jonction est appelée SIS. On pourrait penser qu’il ne devrait
rien se passer de particulier. Or cette jonction est non-connexe, donc la phase 0 ne peut
pas étre fixée dans toute la jonction a une valeur particuliére. On note la différence de
phase invariante de jauge entre les SCs (entre 2 points 1 et 2)

2
AB =0(2)—06(1) +J A -dl (2.3.1)
1
L'énergie de la jonction due a la phase E(A0) doit étre minimale si A@ = 0 ou tout
multiple de 7t/e. On a donc la périodicité

E(AO) = E(AO + n7t/e). (2.3.2)
Le choix le plus évident est E(AB) = —E( cos 2eAD. Le courant associé est donné par
OE , R . R
] = “SA —E'(AB)A = —2eEysin (2eAD)A, (2.3.3)

avec i un vecteur normal a l'interface. C’est 1'effet Josephson dc. On a donc un courant
continu qui apparait du fait de la différence de phase entre les SCs. Il s’agit d"un courant
de nature thermodynamique et non dissipatif. Si la phase en elle-méme est dans les SCs
connexes un parametre de jauge, la différence de phase entre 2 SCs est physique et provient
d’une brisure spontanée de symétrie globale U (1) [61] (le théoreme d’Elitzur est donc res-
pecté). Cette symétrie garde la phase d"un SC constante tout en changeant celle de 'autre.
Que se passe-t-il si on applique une différence de potentiel non nulle a la jonction?
D’apres I'Eq. (2.1.18), une différence de potentiel se traduit par une variation temporelle
de la différence de phase supraconductrice selon
2
0:A0 = —J E-dl=-AV, (2.3.4)
1

avec AV la différence de potentiel électrique. Si AV est constant, A® = —AVt et le courant
Josephson devient un courant alternatif

J(t) = 2eEq sin (2e AVt + 2eA0y), (2.3.5)

ou AB est une phase quelconque. On voit que le courant oscille a la pulsation 2eAV, en
fait 2eAV en restituant la constante de Planck réduite : c’est l'effet Josephson ac.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit les deux ingrédients essentiels de ce travail
de theése, a savoir le MAH et 'effet Josephson en utilisant des approches phénoménolo-
giques des plus simples. En effet dans le chapitre final nous étudierons comment le mode
de Higgs peut modifier I'effet Josephson. Cependant pour cela nous utiliserons des ap-
proches plus microscopiques qui vont étre introduites progressivement aux Chapitres 3
et 4. Dans ce chapitre, nous avons donc vu que 1'effet Meissner et ’absence de résistance
dans les SCs sont dus au MAH. Un champ de Higgs A acquiert une VMV non-nulle |A|
dans la phase supraconductrice. Cette VMYV, par le mécanisme d’Anderson-Higgs, donne
une masse au champ électromagnétique A,,. Cette masse rend la pénétration d’un champ
magnétique dans le SC seulement possible sur un longueur appelée longueur de London
Ar. De plus, le MAH implique la premiére équation de London (Eq. 2.1.1) et donc une
résistance nulle dans le SC. L'effet Josephson est plus subtil. La compacité du champ 6,
c-a-d. le fait que 0 et 6 + 7 doivent correspondre au méme état, implique une différence
d’énergie périodigue dans une jonction SIS due a la différence de phase entre les SCs. Cette
différence de phase provient d"une brisure spontanée de symétrie globale U(1), la symé-
trie étant la possibilité de changer la différence de phase entre les 2 SCs. C’est pour toutes
ces raisons qu’il est souvent dit que la supraconductivité est due a une brisure spontanée
de symétrie locale U(1) — Zo.

Dans ce chapitre nous avons vu que toutes les propriétés qualitatives de la supracon-
ductivité pouvaient étre expliquées phénoménologiquement par le mécanisme d’Anderson-
Higgs. Nous avons ensuite présenté le modele plus quantitatif de Ginzburg-Landau et vu
comment le mécanisme d’Anderson-Higgs apparaissait dans ce dernier.
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Chapitre 3

Supraconductivité : théorie microscopique

Malgré les succes de la théorie de GL (qui par ailleurs était tres peu diffusée dans
le bloc occidental), I’origine microscopique du PO complexe de GL restait mystérieuse.
En 1950, la découverte expérimentale de l'effet isotopique [62] indique que les phonons
doivent jouer un role important dans la supraconductivité. C’est en 1957 que Bardeen,
Cooper et Schrieffer [10] proposent la premiere théorie microscopique de la supracon-
ductivité, la théorie BCS.

La théorie BCS est présentée dans la Sec. 3.1. Les sections suivantes sont consacrées
a des reformulations de la théorie BCS : le formalisme de Gor’kov (Sec. 3.2) et le forma-
lisme de Bogoliubov-de Gennes (Sec.3.3). Enfin, Sec. 3.4, je montrerai comment les modes
collectifs (Higgs et Goldstone) sont reliés a I'invariance de jauge dans la théorie microsco-
pique et calculerai leurs relations de dispersions.

3.1 Théorie BCS

Dans cette partie nous présenterons de fagon succincte la théorie microscopique BCS
des SCs [10]. Considérons I’hamiltonien d"un gaz d’électrons libres

Ho= ) &ecl o€ or (3.1.1)
k,o
k2

= —— 12

Ex M (3.1.2)

ou l'opérateur de création (d’annihilation) des électrons ¢, , (CLG) obéit a la relation

d’anticommutation, {Ck,cr' CL, 6,} = Oy x'05,0/, M est maintenant la masse de 1’électron,

ul’énergie de Fermi et o 'indice de spin. Nous définissons le champ fermionique
Yelx) =) e, (3.1.3)
k
On peut écrire Hj en fonction de ¥(x)
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s7)2
Ho = ZJd%‘l’L(x) S/

o

r|Yolx). (3.1.4)

Nous avions vu dans la section précédente 2.1 qu’il existait un effet de masse isoto-
pique dans les SCs. Quantitativement, il a été observé expérimentalement que la tempé-
rature critique T, de plusieurs isotopes différents obéissait a la loi T. o 1/v/M, avec la
M la masse isotopique. Ceci indique que les ions du réseau, et donc les phonons, doivent
jouer un rdle important dans la superconductivité. En effet, les électrons interagissent a
travers le champ de phonons pour créer des états liés (paire de Cooper). L'interaction
électron-phonon renormalise 1'interaction électron-électron (la répulsion coulombienne)
et induit une interaction attractive. De fagon schématique [59], lorsqu'un électron se dé-
place dans le réseau cristallin, il va polariser le milieu environnant et déplacer les ions
positifs. L'exces de charge positive résultant va pouvoir attirer un second électron si l'in-
teraction est suffisamment forte pour contrecarrer la force de Coulomb. Cette interaction
étant créée par une déformation du réseau, ce sont les phonons qui doivent transmettre
I'attraction. De plus, cette interaction n’est médiée que par des phonons de haute éner-
gie (acoustiques ou optiques). L'interaction effective résultante peut-étre décrite par un
Hamiltonien de contact de type [63]

Hine = —1 J &> x W)W ()Y, (x) W, (x), (3.1.5)

ou n est la constante de couplage électron-électron effective. La densité du hamiltonien
BCS est alors

(—iV)?
2m

Hocs = ) Wh(x) — 1| ¥, (x) —YI Y] )Y, ()W (x).  (3.1.6)

On définit le conjugué du champ fermionique comme étant 71, (x) = i (x). On obtient la
densité lagrangienne par transformation de Legendre de 1'hamiltonien :

Lpcs = Z e (X)W (x) — Hpcs (3.1.7)

=) Vi)

Si l'on adopte le formalisme de l'intégrale des chemins (voir par exemple [63, 64]), 1a
fonction de partition de cette théorie est donnée par la formule suivante

(—iv)?

10, — + | Yy (x) + W)W ()W, (%)W, (x). (3.1.8)

_ 1
=

avec Zy la fonction de partition pour la théorie libre. 11 est utile a ce stade de faire une
transformation de Hubbard-Stratonovich. Pour cela, on multiplie Z par

z JHGQWLDWG el d*xLecs (3.1.9)
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1= Zi J DA*DA et/ ax(—5474) (3.1.10)
A

ou A est un champ complexe bosonique. On a

1 _
Z=5—- JTIGD‘PLQ‘PU et dxLa (3.1.11)
avec
1 k
Lo = Locs = JA"A. (3.1.12)

Un décalage A laissera Z invariant

{A AT, (3.1.13)

A — A —qyivl

T
Nous définissons maintenant le spineur de Nambu [13] ® = (WT' WD . La densité
du lagrangien peut étre réécrite sous la forme diagonale simple

La=0'GHA)D — %A*A, (3.1.14)
iy (=iv)?
Gl(a) = (Ot T TR . (ﬁv)z , (3.1.15)
A* 1at+-—7;f——-u

ou 1 est le niveau de Fermi. Nous pouvons maintenant intégrer le champ @ pour obtenir
l’action effective

SeilA] = J d*x (—%wz) —iTrInG71(A) (3.1.16)

ot nous avons utilisé la propriété In det = Tr In.

La transformation de Hubbard-Stratonovich que nous venons d’effectuer est équiva-
lente & 'approximation du champ moyen si nous extrémisons notre action effective, c-a-d.
si nous voulons fixer A de telle sorte que

8Serr
A =0 (3.1.17)
— — 1A—ii TrinG1(A) =0 (3.1.18)
| OA*
= — 1A —iTr|G(A; xl,xz)iéfl(m =0 (3.1.19)
n OA*
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avec x; = (ti, xi). La dérivée fonctionnelle est

5 A 00
5 A*G L) = (1 0)' (3.1.20)

Pour obtenir G(A; x4, x,), nous passons dans l'espace des impulsions et inversons simple-
ment G~'(A). Cela nous donne

A . 1 dw 1 w + E,k _A 7ik(X17X2)
G(A;x1, %) = lim a J 2w o —E T ic ( A w_g )€ (3.1.21)

avec Ex = /&2 + |AP et kx = wt — kx. La trace est simplement donnée par

. § Ay T dw —A —ikéx
Tr {G(A, x1,xz)@G (A)} = lli% 615%+ Z J - B tic e , (3.1.22)

ou dx = x1 — X».

Pour résoudre l'intégration par rapport a w nous allons dans le plan complexe ot
nous fermons le contour d’intégration dans le demi-plan inférieur [65]. Dans ce secteur,
l'intégrande a le pole Ex — ic. Le terme e ®* assure que le demi-cercle ne donne aucune
contribution lorsque le rayon tend vers l'infini. On obtient simplement le résultat

d
dA*

] v A
G (A)] =2 5, (3.1.23)

—1Tr |:G(A, Xl,Xz)

En notant la densité d’état v(&) ~ cte = v et wp la fréquence de Debye, nous obtenons la
relation d’auto-cohérence du gap BCS

A JwD A
2 dEv(E) —— —— 3.1.24
n Jowp | )2\/% + AP ( )

wp A
= d&v(E)——— 3.1.25
Jo V& +IA]? ( :
= Avarcsinh (wp/A), (3.1.26)
c-a-d

Yo M wpe /v, (3.1.27)

A= sinh (1/1v)

C’est exactement le résultat donné par la méthode du champ moyen [59]. Il est habituel
d’écrire '’hamiltonien BCS directement dans 1'espace des impulsions

— I i T
Hocs = D &l oCoo =M D ChigiClaiC g Curr (3.1.28)
k,o kk’,q
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ol nous avons fait le replacement 1 — 1V avec V le volume du SC. En considérant que
seuls les paires d’électrons a I'opposé sur la surface de Fermi, c-a-d. d’impulsion (k, —k),
on fixe @ = 0. Dans le SC le nombre de paires de Cooper doit étre non-nul. On définit

A=1) (Yscslc_y O [Whes), (3.1.29)
K

avec [Wpcs) 1'état fondamental BCS. Cette quantité est exactement celle définit par I’Eq.
(3.1.17) et obéit a la méme équation d’auto-consistance. On réécrit ’hamiltonien en fonc-
tion de A

A 2
Hpes = D &cl oCo— D (ACLTCL(, AT, icm) - % +n[8AP, (3.1.30)
k,o k
avec
A
BA=) Cc_\ Cur— o (3.1.31)
k

Dans 'approximation de champ moyen on prend 0A = 0 et Hpcs — Hjes. En faisant
cela, ’hamiltonien n’apparait plus invariant suivant la symétrie globale U(1) ou ¢, , —

e'*c, . De facon équivalente, en notant N = 3 cl ¢, I'opérateur nombre de particules,
ona [N, HgZ] # 0. La conservation du nombre de particules est alors violée et des paires
de Cooper peuvent étre créées ou détruites a partir du vide. On note que

1

€O = 5 [Ny - (3.1.32)

le gap prend donc la forme d’un parametre d’ordre (Eq. 1.1.7). Enfin, I'état fondamental
de I'hamiltonien de champ moyen est donné par I’état cohérent

Wees) =] | (uk —vieet el r%>), (3.1.33)
k

avec |¥y) I'état annihilé par les opérateurs fermioniques c, et

1 Ex
_ &
Vi = 5 (1 Ek>' (3.1.35)

Ici [vy |* représente la probabilité que la paire (k, —k) soit occupée.
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Parametre d’ordre

On peut remarquer que le gap défini Eq. (3.1.29) n’est pas invariant de jauge; il se
transforme suivant la loi

A — e 2eAIA (3.1.36)

D’apres le théoreme d’Elitzur on doit donc avoir (A) = 0. On a déja vu dans la Sec. 1.2.2 le
cas ol le champ de Higgs acquiere une VMV aprés un choix de jauge. La BSS provenait de
la brisure d’une symétrie globale, sous-groupe des transformations locales. On veut donc
un PO invariant sous transformations locales (et locales seulement). C’est Dirac [66, 67]
qui apporte une premiere réponse, avec le PO non-local {p

Pp(x) = et/ PEE XAy (), (3.1.37)

avec P(x) o< )y ¢y ¢, et E le champ électrique émis par une charge a 'origine, c-a-d.
divE(x) = 8(x). On prouve que ce PO est invariant de jauge :

Wp — o 2ie [ @XE(x/—x) VA(X') g—2ieA(x) o eifd3x’E(x/—x)~A(x/)¢(X) (3.1.38)
5(x’—x)
IPP 2ie [d3x/divE(x'—x) A(x') ,—2ieA(x i[d3x"E(x'—x)-A(x’
I g2ie (=)Ao () x @t XB(=x)- A L")y (x) (3.1.39)
— et/ @B x) ANy (x). (3.1.40)

Le champ {p peut donc avoir une VMV non-nulle. Cependant, 1 n’est pas invariant
suivant une transformation globale car on a alors

Pp — e 2N EHEX T AK D (), (3.1.41)

C’est cette symétrie qui peut étre spontanément brisé. De fagon générale [68], un PO tel
que Pp peut étre écrit

Up(x) = Gbx; Al(x), (3.1.42)
avec G[x; A] un opérateur transformant 1 dans une nouvelle jauge. Dans le cas du para-
metre d’ordre (3.1.37), G[x; A] transforme {(x) dans la jauge de Coulomb. En effet, dans
cette jauge, divA = 0 et le vecteur potentiel est égal a sa composante transverse. On a
donc Pp(x) = P(x). C’est typiquement le cas dans la théorie BCS ot1 le PO semble local,
du fait de ce choix de jauge implicite.

3.2 Fonctions de Green et théorie de Gor’kov

On définit le spineur de Nambu dans I'espace des impulsions

Dy = ( G ) . (3.2.1)
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Nous noterons dans la suite k = (1,k) et —k = (|, —k). A temps égaux ils obéissent a la
relation d’anti-commutation

{Ovor q)ltffs} = Oy kdap- (3.2.2)

On peut réécrire ’hamiltonien (3.1.30) en fonction des spineurs
Hpcs = ) @] (£x05 — Aoy) @, (3.2.3)
K

oil o; sont les matrices de Pauli. A noter que nous n’avons pas écrit les termes constants
qui n’ajoutent qu’un décalage a I’énergie.
On définit la fonction de Green (FG)
Gaplk, t) = —HT{D, ()DL 4(0)]) (3.2.4)

avec T{...} 'opérateur d’ordonnance temporelle.
Pour calculer cette fonction, dérivons-la par rapport au temps

0 0

10.Gap (I, 1) = (D, ()DL (0))5-0(t) — = B(—t) (@l (0) Py (1)) + (TOL Dy () VL (0))),
(3.2.5)

ou de fagon plus compacte
10:Gap (k1) = 8upd(t) + (TP, ()DL (0)). (3.2.6)

Le terme source 8(t)0p provient de 9,0(t) = &(t) et des regles (3.2.2). L'équation d’Hei-
senberg nous donne

10,D,_(t) = [CDW HBCS} — (£x03 — Ady), O (V). (3.2.7)

Dans I’espace de Fourier on obtient

chxB (k/ (U) = 5oc[3 + (E'kGB - Adl)ocyéyﬁ(k, (U) (328)
— (w— &xo3 + Aoq)G(k, w) = 1. (3.2.9)

En inversant cette équation on obtient

A (U+E,k(73—A(Yl
G(k, = :
(ke w) w? —EZ +1ie

(3.2.10)

avec B2 = &2 + A? et € un nombre positif infinitésimal. Dans la limite A — 0, on
retrouve la fonction de Green d’un électron libre dans un métal normal.! On remarque

1. Nous aurions pu deviner ce résultat en écrivant le lagrangien £ = ®T9® /9t — Hpcs. Ce serait assez
similaire au lagrangien de 1’électrodynamique quantique avec des matrices de Pauli au lieu de celles de
Dirac.
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que la fonction de Green est simplement la fonction (3.1.21) dans l’espace des impulsions
et
GHA)G(A;x1, %) = 8(x1 — x2), (3.2.11)

d’ot1 le terme de fonction de Green. On définit les fonctions de Green anomales (également
appelées fonctions de Gor kov)

Flxa, ) = —i(T ¥, a)¥, (0) ), (3.2.12)
Ff(x1,%2) = —(T [‘Phxl)‘ifj(m)} ), (3.2.13)
ainsi que
G, %) = —iT[¥, ()Wl ), (3.2.14)
G, %) = (T Wl (a)¥, () ) (3.2.15)

On réécrit la FG des spineurs de Nambu dans cette base

G= (_% _GF) . (3.2.16)

En développant 'Eq. (3.2.11) on obtient les équations de Gor'kov [69]

o2
10¢G(x1,%2) — <( zlnvl) - H) G(x1,%2) + AF (x1,%2) = 8(x1 — x2), (3.2.17)
. (—iv)? i .
10 F(x1,%2) + m w | F'(x1, %) + A*G(xq,%x2) =0, (3.2.18)

oul tous les opérateurs s’appliquent sur la premiére coordonnée x;.
L’équation d’auto-consistance est donné par 1'Eq. (3.1.19) et s’écrit en fonction des
fonctions anomales

A(xq) = inF(xq, t7;x4, 1), (3.2.19)

avec t* — t = € un infinitésimal positif.

3.3 Equations de Bogoliubov-de Gennes

Un autre formalisme de la théorie BCS est celui développé par Bogoliubov et de
Gennes [70-72]. On cherche a diagonaliser I’hamiltonien de champ moyen BCS
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cm (_1V)2 *
M = | @x b0 | | e) — (A0 )W) + 470, (60, )
(3.3.1)
Pour se faire, on réalise une transformation de Bogoliubov
Z W, (%) Yy + VOV, (33.2)
Z uy yn L= Va(X) Yy (3.3.3)
Ici v, est opérateur fermionique et obéit a la relation d’anti-commutation
T —
[Vnc/ Ym,o‘/] - 6n,m60,0’- (334)
L’objectif est d’écrire ’hamiltonien dans cette nouvelle base
HEgs = ) Evivn (3.3.5)
Les équation d’Heisenberg associées aux champs ¥ sont
: (—iV)? I
0¥, (x) = o r| Y (x) — AX)Y] (x), (3.3.6)
. (-iv)’ .
W (x) =— [ S M Wix) — A" ()W, (x). (3.3.7)

En combinant ces équations et Egs. (3.3.2, 3.3.3) on obtient les équations de Bogoliubov-de

Gennes (BdG)
(=iv)?
moh VA)Z (“n) _E. (un> . (33.8)
A* —om +un Vi Vi

La matrice a gauche de la derniere équation est appelée hamiltonien de BdG noté
Hgqg. La relation d’auto-consistance devient

=1 Z Vi, x)signE,,. (3.3.9)

On voit que les deux fonctions u, et v,, forment ensemble un spineur (u,,, vn) La fonc-
tion u,, (vn) représente la fonction d’onde d’une quasi-particule "électron” ("trou"). A tem-
pérature finie, il faut remplacer sign E,, — tanh (BE,,/2).

39
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Prenons un exemple. Dans un SC homogene 1D, le gap est constant. On cherche les
solutions sous la forme d’ondes planes

(1:((:))) _ (g) oikx (3.3.10)

En considérant le gap réel, on a d’apres Eq. (3.3.8)

k2
kZ

2
La solution d’énergie positive est sans surprise E = \/ (% — u) + A? et les fonctions

spinorielles iy et vy sont données par les Eqs. (3.1.34, 3.1.35). On définit

Kt = \/2?1\/ w4 VE2 — A2, (3.3.13)

On a alors les fonctions propres de type électron

y,, = (‘:LO) o=tk (3.3.14)
Vo
et de type trou
Y, = (l’i)) etik X, (3.3.15)

Enfin, dans le cas A < , la longueur de cohérence du SC est bien supérieur a la
longueur de Fermi & >> Ar. On peut donc développer 'impulsion proche de celle de Fermi
k = kg+8k. On peut approximer le laplacien 92 par kry. En effet, [02u| ~ u/&? et [kgd u| ~
u/Ag&. On a alors I'approximation quasi-classique (ou d”’Andreev) des équations de BAG

—iveV. A U, \ u,
(5% A) () = () 6319

Dans un SC homogeéne on a dans ce cas les solutions

o o iqtx
o= (\_)O) e, (3.3.17)

o \_)O iq™x
Y, = (ﬂo) eld (3.3.18)

avec q* = +£VE2— A?/vr et E = \/V2k2 + A2,
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Gor’kov BdG

A

Equation fondamentale | G 1G(xy, %) = 8(x1 — x2) 10¢ ( ) Hgag ( )
BEn

Auto-consistance A(x) = inF(x, t*;x,t) ny Vil (x) tanh (£

>)

TABLE 3.1 — Relations entre les formalismes de Gor’kov et Bogoliubov-de Gennes.

3.4 Restauration de l'invariance de jauge dans la théorie
BCS

Dans la théorie BCS, 1'une des approximations essentielles est que les corrélations
entre les paires de Cooper sont uniquement dues au principe de Pauli [73]. Comme ces
corrélations sont majoritaires, BCS donne de trés bonnes prédictions. Cependant il existe
également des modes collectifs, comme le mode de Higgs, qui sont négligés par cette ap-
proximation. C’est ce qui explique également le caractére non-invariant de jauge de la
théorie. En effet, la théorie BCS ne prédit pas la bonne réponse d'un SC soumis a des
champs longitudinaux.? Nous verrons comment, de facon complémentaire, 1'invariance
de jauge implique 'existence de ces modes collectifs en partant de la théorie microsco-
pique et comment le MAH émerge dans ce formalisme.

3.4.1 Réponse linéaire

Dans cette section, nous nous intéressons a la réponse d"un supraconducteur soumis
a un champ externe faible. Nous reprendrons 'approche prise par Nambu [13] (voir éga-
lement Schrieffer [73]).

Noyau

En présence d'un champ électromagnétique A,, 'hamiltonien de couplage H’ est
donné par

H' = —Jdg’xju(x)/\”(x). (3.4.1)

ju(x) =jh(x) 4+ ji(x) est I'opérateur courant défini avec la partie paramagnétique

v ) — {—e S AWLYoHx) = —ep(x) (n=0) (3.42)

& —e/2mi Y [YLVY, — (VYLW)(x) (n=1,2,3)

et diamagnétique

2. Dans le jauge de Coulomb (jauge de l'article BCS [10]), le potentiel vecteur est entiérement transverse
etiln’y a pas de probleme.
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jo(x) = {02 (3.4.3)

Dans la représentation d’interaction I’état fondamental sera

|O(t)) =Texp [—ir H’(t’)dt’] Wo) (3.4.4)

et on définit la valeur moyenne ], (x) = (@ (t)|j.(x)[D(t)). Au premier ordre en A, on
trouve

Julx) = —JKW (r, ;0 tHAY (¢, t))d* (3.4.5)

avec le noyau

2
/ . . . / / € /
Kyow (', %) = =1 (%ol GE (x), 38 (<)) [Wo) B(t — ') — — (Wol p(x) [Wo) 8" (x = x)8y,,v[1 = 8yu0.
(3.4.6)
Dans I'espace des impulsions le noyau devient

1
Kuv(q) =Ryuv(q) + 32 0y [1—0,.0] (3.4.7)
L

ou R,y (q,T) = =1 (W0l jT(q,7),j5(—q,0)][Wo) O(T) et A est la longueur de London. Il est
utile définir

ainsi que le quadrivecteur q* = (qo,q) ol qo est I'énergie et q le vecteur d’onde. P, et
R,.v sont reliés par les relations

Re Puv(q/ qO) = Re Ruv(q/ Clo) (349)
Im P,y (4, qo) = sgn(qo)Im R,.v(q, qo)- (3.4.10)
Pour calculer P;; on utilisera le formalisme de Nambu. Comme la partie diamagnétique

du noyau est connue exactement, nous nous intéresserons a la partie paramagnétique. En
laissant tomber I'exposant p de j}, on écrit

j(q) = _f > (k+ g) oo, . (3.4.11)
k

En réinjectant (3.4.11) dans (3.4.8) on trouve, en utilisant la factorisation d'Hartree de la
VMYV,

Pij(q) = _nij J (ke + g) (ke + ﬂ)j % Tr[G(k + q)G(K)] (3.4.12)

i 2
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3.4. Restauration de I'invariance de jauge dans la théorie BCS

Dans la suite pour simplifier 1’écriture nous replacerons G — G. Dans le cas statique,
qo = 0 et Py; devient

—2¢? d’k
Pi;(q,0) = m‘z" J (k+ g)i (k+ g)j L(k,q) 75 (3.4.13)
ou
L(k,q) = % J% TG (k + q)G (K)] (3.4.14)
p(k,k+q)
_pikx+a) 3.4.15
F—k + Ek+q ( )

Le terme p(k, k') = Wi — vicwy est appelé le facteur de cohérence. On a la limite
lirrb L(k,q) = 0. D’apres I'Eq. (3.4.9), lirr}) Ri;(q,0) = 0. On a donc dans cette limite
q— q—

1
1) A%
C’est le noyau de London. Ce noyau prédit 1'effet Meissner. Le probléme est qu'un potentiel

longitudinal engendrera une réponse en courant : I'invariance de jauge est donc brisée.
Dans la suite nous verrons comment la retrouver.

K 5s;. (3.4.16)

Invariance de jauge
Le potentiel vecteur se transforme sous une symétrie locale U(1) dans 'espace des
impulsions
Auld) = Aulq) + quelq). (3.4.17)
L'opérateur de 1'Eq. (3.4.5) donnant des résultats mesurables, I'invariance de jauge im-
plique que
KuvgY =0. (3.4.18)

L'invariance de jauge assure qu’'un courant j,, couplé a A, doit étre conservé 9,j* = 0
(voir Sec. 1.2.1). On peut écrire j*(q) = —e } OLy*(p,p + q) @y q Ol Y* est I'opérateur
vertex. D’apres (3.4.2) on a

03
YHp,p+q) = (3.4.19)
PP {#mq/z)
On introduit un nouveau corrélateur
(Y, 2) = (Yol T (2) D (x) @ (y)}[¥o) - (3.4.20)

On définit I'opérateur vertex I', d’apres
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r Pt
N
***** B
-~

P

FIGURE 3.1 — Diagramme de Feynman de P .

Cu(xy,z) = JG(X,X/)FH(X/,};/, z)G(y,y )d*x'd%y’. (3.4.21)

On peut écrire I'Eq. (3.4.20) en utilisant la fonction d’Heaviside 6. Aprés avoir pris la
divergence on obtient

0, C*(x,y,2) = (Yol T{0,,j* (2) @ (x) @ (y)} W) + (Yol T{{jo(2), @ (x)1 T (y)} [Wo) 8(z0 — xo)

+ (Yol T{O (x) o (2), T (y)]} [Wo) 8(2z0 — o),
(3.4.22)

la dérivée partielle 0, agissant sur la composante z. Le premier terme est nul en raison de
la conservation du courant. Les spineurs de Nambu obéissent a la relation d’anticommu-
tation du champ fermionique {®(x), ®'(y)} = 8(x —y) et nous en déduisons

[o(2), @(x)18(z0 — x0) = e0o3®@(2)d(x — z) (3.4.23)
lio(2), @ (y)18(2z0 —yo) = —e@T(y)o3d(z —y). (3.4.24)

D’apres I’Eq. (3.4.21) et en utilisant le dernier résultat on a

iG(x—2z)038(z—y) — 03G(z—y)d(z—x) = —Jd4x’d4y’ G(x—x")o.M(x,y’,2)G(y —y').

(3.4.25)
En passant dans I'espace de Fourier on trouve 1'identité de Ward
qu™(p+4q,p) =036 (p) =G '(p+q)os, (3.4.26)
ot 'on a supposé 'invariance par translation du systéme avec
3 ! !/ 3 ’ d4p d4q
Ky 11! — |~ ip(x'—y’) 5iq(x'—2z) ) 427
Py ) = | P g, plel v et SRS (3427)

A partir de I'Eq. (3.4.8) et (3.4.20) on peut voir que P,,, est donné par le diagramme de
Feynman 3.1.
On a donc

: 2734. (3.4.28)

Pivla) = —ie? [ Tr [v(p,p T q),Glp+ QN (p+ q,p)Glp)
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3.4. Restauration de I'invariance de jauge dans la théorie BCS

FIGURE 3.2 — Diagrammes de Feynman pour le vertex I".

Nous comprenons pourquoi nous n’avons pas obtenu de résultat invariant de jauge aupa-
ravant; en effet, si nous remplagons Iy par v~ dans la derniere équation, nous retrouvons
I'Eq. (3.4.13). Mais cette équation ne respecte pas I'identité de Ward. Notre erreur a été
de mélanger propagateur "habillé" I}, et "nu" vy, dans P,,. En utilisant 'identité de Ward,
nous obtenons

Puv(q)q” = ie2JTr [v(p,p +4)u.G(p +q)

ap (3.4.29)
x [03G (p+q) — G (p)os] G(p) 2n)t
. 2 d*p
— ie? | Teyulp + 4.0) — vilp,p — @036 (p) 5 0. (3.430)
D’apres la forme de y,,
VulP+a,p) = Vaulp,p—a) = 2 (1-5,), (3.4.31)
P.v(9)qY = —me?/mq, (1 —§,) = Ruv(q)q". Ce terme nous donne exactement K, q" =

0 d’apres 1'Eq. (3.4.7). Nous avons donc retrouvé l'invariance de jauge. Nous voulons
maintenant comprendre comment cette invariance de jauge réapparait et pourquoi elle
est liée aux excitations collectives.

3.4.2 Modes collectifs

Les poles du vertex I, étant liés aux modes collectifs, nous utilisons une approxima-
tion [13] consistant a trouver une équation pour le vertex "habillé" respectant 1'identité de
Ward et ainsi obtenir les fluctuations par rapport a I'hamiltonien de champ moyen BCS de
facon consistante avec l'invariance de jauge. En termes de propagateur nu, nous devons
trouver tous les diagrammes sans croisement de lignes (Fig. 3.2). Ensuite, nous plagons
un opérateur vertex v, a chaque sommet et nous obtenons I’'approximation pour I', sous
forme d"une équation intégrale

4
P’ p) = Yulp',p) = | 036 (p (P’ P~ K)G(p — Kloag(KD(K) 3, (3:432)
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avec g(k)?D (k) représenté par la ligne oscillante Fig. 3.2. Ce terme correspond pour 'ins-
tant aux propagateurs des phonons et nous négligeons (momentanément) l'interaction de
Coulomb. Il existe une solution simple pour cette équation

/ =105/ -1
F(pl,p) G_l(p/)cra UsG_l(P) (3.4.33)
v(p',p) =Gy (p')os — 053Gy (p)-
oul(p’,p) =Tulp’,p)(p’ —p)* (de méme pour y(p’, p)). C’est exactement l'identité de
Ward précédente.

La différence essentielle entre les potentiels vectoriels transversaux et longitudinaux
dans l'induction d"un courant est due au fait que ces derniers peuvent exciter des mou-
vements collectifs de paires de quasi-particules. De telles excitations collectives dérivent
directement de notre solution du vertex (3.4.33). On peut prouver que dans le cas p = p’,
I'(p,p) = 2i0,A = 2i0g et y(p,p) = 0.

On a alors I'équation

d*p

(2m)*
C’est une équation de type Bethe-Salpeter [74]; elle décrit un état lié de quasi-particules
d’impulsion nulle. On définit

Dolp) = — j 05G(p’)@o(p")G (p")53g(p — p')?D(p — p') (3.4.34)

F(p,—p) = —G(p)DQo(p)G(p),

. (3.4.35)
L(p) =iG '(p).
On s’intéresse aux paires d'impulsion q. On a I’équation homogene
®q(p) =L(4/2+Pp)F(q/2+Pp,q/2—p)Lp —q/2)
/ / "2 , d*p’ (3.4.36)
= —JcrgF(q/2+p ,q/2—p")osg(p—p')D(p—p )(271)4-
Pour un q petit, on réalise un calcul perturbatif en écrivant
Fla/2+p,a/2—p) =F(p) +FV(p,a/2) +..., (3.4.37)
L(p £q/2) = L(p) + AL(p, +q/2).
Au premier ordre,
(1) (1) ' (1) "2 / d4P/
L(p)F(p,q/2)"'Lip) + U (p,q/2) = — | 03F(p’,q/2) ' o3g(p — ') D(p —p )(2ﬂ)4,
(3.4.38)
+— U (p,q/2) = AL(p, q/2)F” (p) + L(p)F” (p)AL(p, —q/2).
(3.4.39)
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Il s’agit d’une équation inhomogene pour F(!). Pour avoir une solution, U doit étre
orthogonal a ®y(p). En effet, en multipliant la derniére équation par F*)(p) et apres inté-
gration, on obtient

JTr[F“” (P)L(P)F(p,q/2) V' L(p)ld*p + JTr[F“” (PUM(p, q/2)1d*p

44 (3.4.40)
—— | | TF tplosFp’, a/2) Vag(p — b 2D — o B
D’apres I'Eq. (3.4.2), la partie droite de la derniere équation devient
— | T LI L P @20 (3.4.41)
et de fait
(FO, UM = JTr [FO(p)u(p,q/2)]d*p =0. (3.4.42)
Apres d’autres calculs directs [13] on obtient
. Az q 2 q P 2 € q 2
0) 1My 2 (39 _ _=-p (1 35 —
(FO,u >—2mJE% [(2> (%) m2<2)]dp 0, (3.4.43)
ou de fagon équivalente
ORI R B
< 2 ) (2) [3 e m| =Y (3.4.44)
ot on définit la moyenne
- A? A?
f= Jf(p)E—3d3p / J E—3d3p. (3.4.45)
P P

Le terme A?/E> est piquée autour de p I'énergie de Fermi et donc e}, ~ 0. On trouve donc
la relation de dispersion pour le mode collectif

2 Plzt 2
qp ~ mq . (3.4.46)

On voit que ce mode est de gap nul : c’est un mode de Goldstone (Sec. 1.1.3). Ce mode ap-
parait car nous avons négligé 'interaction de Coulomb et correspond au mode de phase
dans un superfluide neutre.

Oscillations de plasma

Jusqu’a présent, nous avons ignoré le processus de polarisation du vide. Mais ce
processus domine a grande longueur d’onde (parce que l'interaction de Coulomb est a
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FIGURE 3.3 — Diagramme d a la polarisation du vide.

longue portée). Nous devons donc l'inclure dans I Nous devons ajouter un nouveau
diagramme a 3.2 donné Fig. 3.3.

On remplace le terme g(p)*D(p) par V(p) = g(p)*D(p) +
nouvelle quantité qui satisfait cette nouvelle équation

e

o % et nous définissons une

/ . / / d4k
A’ p) = (') —lj 03G(p’ — ) x Alp’ —k,p — K)G(p — K)osV(K) -
(27)
™ (3.4.47)
+iV(p’ _P)U3JTI‘[03G(P/ — k) x Alp’ —k,p—Kk)G(p— k)](ZT)‘“
vioN . / / d4k
X(p'—p) = 1JTr[G3G(p —K)A(p' =k, p—k) x G(p — k)] R (3.4.48)
On peut réécrire I’Eq. (3.4.47) dans la forme
A =T+THVX. (3.4.49)
ou I'on prouve que
lhip+9/2,p—q/2) =03lZ(p+q/2) + Z(p — q/2)]/2
o(p+4/2,p—4/2) = 0s[Z(p+q/2) + Z(p — q/2)1/ (3.4.50)

+2i02[A(p + q/2) + Alp — q/2)1/2 x qo/(q5 — o*q?),
avec Z un coefficient de normalisation de I'énergie défini a partir de I'auto-énergie X tel

que Z=1-—0gl.
En réinjectant ce résultat dans I'Eq. (3.4.48) on trouve

X(p' —p) = iJTr[osG(p' — k) x T(p’ —k,p— K)G(p — k)d*k

X {1 —iV(p' —p) JTI‘[(YgG(pI —k) xTo(p’ —k,p—k)G(p — k)]d*k B (3.4.51)
=X(p' —p)/L=V' —p)X(p"—p)l
On peut montrer la relation 1 = V(q)Xo(q) et dans la limite ¢ — 0 que
lim q3 = “—ez. (3.4.52)
q—0 mey
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L’état collectif de Goldstone a été déplacé en énergie vers la fréquence plasma grace
aux interactions de Coulomb. Si on les néglige, on peut prouver qu’on retrouve la limite

lirr}J q3 = 0. C’est le MAH qui explique ce déplacement du mode aux hautes énergies, le
q—

mode devenant alors la composante longitudinale du champ électromagnétique A,,.
Dans ce qui suit, nous nous intéresserons a la caractérisation du champ massif (mode
d’amplitude ou de Higgs).

Mode de Higgs

Nous repartons de 1'Eq. (3.4.32). Nous nous intéressons a I’équation homogene, donc
v = 0. Il existe une autre identité de Ward qui peut étre écrite pour p = p’

=G '(plos + 01G (p) (3.4.53)

Le coté droit de 1’équation est défini comme égal a ®(q)o;. En utilisant un terme d’in-
teraction (p’,p|Vip,p’) = —V, nous obtenons pour qvi < A et pour un systeme avec
symétrie trou-particule

(3.4.54)

1 Jd3k E+E EE +ee’—A2
2v (

14 = —
+ 2P EE V—(E+EPt+is 0

apres intégration par rapport a ko. On utilise la notation E = Ey, E' = Ex 4, v = qo. En
utilisant I'équation du gap on obtient

3 12 (a2 AA2
%LVJ (gn]; EEJFEI':_ Vv2 —((eE + ‘eE)')2 +41A6 =0 (3.4.55)
Dans la limite ¢ — 0
3 2 / 2 2

J (gﬂ]; Y _E((evz_—eiEZ_) Ay, (3.4.56)
(V> —4A% — %v%qz)l =0, (3.4.57)

ou o
J= N(O)VL deﬁ, (3.4.58)

avec N(0) la densité électronique et wp la fréquence de Debye. En résolvant 1'intégrale
précédante on trouve ] ~ N(0)V/4A2.

La relation de dispersion pour le mode de Higgs, découverte par Varma et Littlewood
[75], devient

1
Vi =4A7 + 5v?;qz. (3.4.59)
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Il s’agit d’'un mode de masse 2A, qui correspond au gap d’énergie. Comme pour le
mode de phase, on peut se demander quels seront les effets de l'interaction de Coulomb
(et donc de la polarisation du vide) sur le mode d’amplitude. En fait, il n'y en a pas.
D’apres I’Eq. (3.4.47), en prenant A = ®o7, la derniere intégrale est nulle si la symétrie
particule-trou est respectée. Le mode d’amplitude n’est donc pas renormalisé par 1'inter-
action de Coulomb.

Nous pouvons également comprendre ce mode de Higgs comme provenant de la
conservation d’un courant. En effet, comme pour le mode de phase qui provenait de la
symétrie de jauge, l'identité de Ward (3.4.53) provient d"une symétrie de I’hamiltonien;
elle est donnée par

O — e, dF — O,

(3.4.60)
V = V + «oj.

Nous pouvons calculer le courant de Noether associé a cette symétrie et nous obtenons
I’équation de continuité suivante

- -
3 P P
idlo) | — ——| P+ V.®lg, | —+—| D =0. (3.4.61)
ot ot m m
L’opérateur de courant devient
Ju(q) = Z q)TkYu(k + q,k)®k+q (3462)
k
ou
YH(k+q,k) = {chz (3.4.63)
01.

Ceci peut étre interprété comme une équation de continuité pour la densité de paires
de Cooper. Nous remarquons que la transformation (3.4.60) laisse invariante la densité de
charge ®To;® et qu’il n’y a pas de couplage entre cette charge et les fluctuations de I'am-
plitude du gap. Il n’est donc pas surprenant que l'interaction de Coulomb ne renormalise
pas le mode de Higgs.

3.5 Conclusion

Pour comprendre la physique au niveau microscopique, la théorie BCS a été présentée.
Nous avons abordé le formalisme des fonctions de Green de Gor’kov. Un autre forma-
lisme équivalent, celui de Bogoliubov-de Gennes, a été discuté avec son approximation
quasiclassique. La théorie BCS est non-invariante de jauge et nous avons montré com-
ment, grace aux modes collectifs, cette invariance peut étre retrouvée. Enfin notons que la
supraconductivité reste aujourd hui encore un sujet actif de recherche, depuis notamment
la découverte en 1986 [76] des SCs a haute température critique, qui n’obéissent pas a la
théorie BCS et pour lesquels aucun modele théorique satisfaisant n’a encore été établi.
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Chapitre I

Théorie de la supraconductivité
hors-équilibre

Durant cette these, nous avons étudié comment un champ électromagnétique variable
peut exciter le mode de Higgs et influencer 1'effet de proximité et 1'effet Josephson. Il
est donc nécessaire de disposer d'une théorie de la supraconductivité hors-équilibre en
présence de champs variables dans le temps. Dans le chapitre précédent nous avons étu-
dié la théorie BCS de la supraconductivité et sa reformulation en termes de fonctions
de Green de Gorkov a température nulle. A température finie il est habituel d’utiliser la
théorie a temps imaginaires, c-a-d. le formalisme de Matsubara [77], qui n’est cependant
valable qu’a I’équilibre thermodynamique. Pour traiter la physique hors-équilibre, il est
nécessaire de passer a une théorie en temps réels. Le formalisme le plus utilisé est dt a
Keldysh [78-81]. Celui-ci, conduisant a des équations relativement complexes pour les
fonctions de Green supraconductrices, il s’avere utile d’exploiter 1’approximation quasi-
classique qui est basée sur la séparation entre 1'énergie de Fermi et le gap supraconduc-
teur. Dans cette thése nous étudierons le role du désordre et distinguerons les deux cas
limites balistiques et diffusifs. Nous présenterons donc I'équation d’Eilenberger (pour le
cas propre) et celle d’Usadel (cas sale).

Je présenterai pour commencer le formalisme de Keldysh dans un cadre général (Sec.
4.1). J'introduirai le choix du contour et les fonctions de Green hors-équilibre supracon-
ductrices. Dans la deuxieme partie 4.2 j’étudierai 1'approximation quasi-classique, sim-
plifiant considérablement les calculs hors-équilibres.

4.1 Formalisme de Keldysh

411 Le probleme du hors-équilibre et choix du contour

A température finie, ’état d’un systéme est décrit de facon générale par une matrice
densité générale p(t). La VMV d’un opérateur O devient une valeur moyenne statistique
qu’on note [80]
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Tr (O
O = 22

Si H(t) est 'hamiltonien du systéme, la matrice densité évolue suivant I'équation p(t') =
ut/,tp(t)Ut,t/ aVQC

(4.1.1)

. (4.1.2)

t

t/
Uy =Texp [—iJ dtH(T)

En utilisant la cyclicité de la trace, on peut réécrire Eq. (4.1.1) en fonction de 1'opérateur
d’évolution temporelle

Tr [ufoo,t OUy p(—o0)]
Trp(t) '

On doit donc faire évoluer le systéme de —oco jusqu’au temps t ou 'opérateur est cal-
culé, puis de t jusqu’a —oco. A température nulle, cet aller-retour est inutile. En notant
I’état du vide sans interactions [Wy) et avec interaction [QQ), on a (O)(t) = (Q|0|Q) =
(Wol U_,t OUy, oo [Wo), la relation entre les deux états du vide étant [QQ) = Uy o [Yo).
Dans le cas ou 'interaction est activée de facon adiabatique, c-a-d. avec I'’hamiltonien
d’interaction de la forme e ¢'!/H’(t) ot € > 0, on a d’apres le théoreme de Gell-Mann et
Low [79,82]

O)(t) =

(4.1.3)

uoo,—oo |\y0> = ei“ |W0> ’ (414)

avec « une phase quelconque. L'état fondamental reste donc le méme apres activation
puis désactivation de l'interaction. En multipliant la VMV précédente par e~ **e'* on a
donc

<\y0| uoo,tout,—oo |\y0>
<\y0| uoo,—oo |\y0>

(0)(t) = (4.1.5)
L’évolution se fait de —oo jusqu’a co. A 1’équilibre, un résultat similaire existe [77], avec
la matrice densité py = e PH/Tre P interprétée comme un opérateur d’évolution ou
B! = kgT et kg est la constante de Boltzmann, T la température. Cela équivaut a considé-
rer un temps imaginaire t — it avec 0 < T < . Le systeme restant a I’équilibre, un aller
simple dans le temps complexe suffit.

Les choses se compliquent dans le cas hors-équilibre. En effet, le théoreme de Gell-
Mann et Low se s’applique plus. Rien n’oblige le systéme hors-équilibre a retourner dans
son état fondamental méme apres désactivation de l'interaction et le coté gauche de 1'Eq.
(4.1.4) donne en général un résultat non-trivial. Il est quand méme utile de continuer le
contour temporel jusqu’a l'infini en multipliant I’Eq. (4.1.1) par Uy Uy, ¢ et1’'on a alors

_ TI' [u—oo,oouoo,tout,—oop(_oo)]
N Tr p(—o0) '

(O)(t)

On a donc ici un contour temporel fermé C : c’est le contour de Keldysh [78] (Fig. 4.1).
Par conservation de la probabilité, Tr p = 1 et le dénominateur de cette valeur moyenne

(4.1.6)
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Température nulle
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—+

J

—+—> Exact
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1
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+» Contour de Keldysh

1
1
A

FIGURE 4.1 — Contour ordonné du temps dans différents cas. Haut : Température nulle,
le théoreme de Gell-Mann et Low nous permet de ne conserver qu'une branche. Milieu :
Cas exact, avec t( le temps a l'origine. La température finie fait apparaitre une branche
verticale dans le plan complexe. Bas : Contour de Keldysh, ot I'approximation
adiabatique nous permet de supprimer la branche verticale. Les indices 1 & 2
représentent les branches aller & retour.

est triviale. Ayant deux branches temporelles comparé au cas a température nulle, nous
aurons un doublement des degrés de liberté, et donc le double de fonctions de Green.
D’autres contours sont possibles, comme celui proposé par Konstantinov et Perel” [83]. Ce
dernier comprend un contour fermé associé a un contour vertical dans le temps complexe.
L’astuce de Keldysh permet de ne garder que la partie horizontale du contour et c’est ce
dernier qu’on utilisera dans le suite.

On définit 'opérateur d’ordonnance sur le contour T¢ tel que

(TAA()B(t)) = { N ALB(E), £ >c t, (4.1.7)

(=) B(t/)A(t)l t/ >c t/

avec A et B des opérateurs bosoniques (fermioniques). L'écriture t >, t’ indique que t est
placé plus loin sur le contour C que t’, sans tenir compte de leurs valeurs numériques.

4.1.2 Fonctions de Green hors-équilibre
Définition. La fonction de Green hors-équilibre sur le contour C est définie par
Gelx, t;x/,t') = —i(T ¥ (x, )W (x/,t')). (4.1.8)

On notera pour la suite 1 = (x,t) et 1’ = (x/,t'). Sil est possible de construire les
équations de Dyson de cette FG, la physique devient plus transparente si nous passons
du temps défini sur le contour au temps réel. Pour ce faire, on commence par définir la
FG sur 'espace de Keldysh, c-a-d.
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1
Gll(ll 1,) G22(1/ 1,)

Les indices représentent ici la partie du contour dans le sens "aller" (1) ou "retour" (2). De
fait,

G(1,1") = (G“(l'l,) Gull, ,)). (4.1.9)

Gn(1,1) = —i(TY(1)¥i (1) (4.1.10)

avec T I'opérateur d’ordonnance dans le temps habituel.
On définit respectivement les FGs "lesser" et "greater"

GlZ(ll 1,)
GZl(ll 1/)

G=(1,1") = FU (Wi (1Y (1)), (4.1.11)
G™(1,1) = —y(¥(1)¥(1"). (4.1.12)

Le signe est — (4) pour la fonction "lesser" si les champs sont bosoniques (fermioniques).
En notant T I'opérateur d’anti-ordonnance dans le temps, c-a-d. ’opérateur qui range les
opérateurs dans 1’ordre chronologique de gauche a droite, la derniere composante

Gp = —UTY(1)WI(1"). (4.1.13)

On remarque qu’il est possible d’exprimer les composantes diagonales de G en fonction
des FGs "lesser" et "greater". En effet,

Gu(1,1) =0(t—t)G>(1,1") + 0(t' —t)G=(1,1"), (4.1.14)
Gn(1,1') =0(t' —t)G>(1,1') + 6(t — t')G=(1,1'). (4.1.15)

Pour des raisons de symétrie, il est pratique de considérer la matrice G(1,1) = 05G(1,1").
De plus, nous venons de voir que seulement 2 composantes étaient indépendantes. Il est
donc utile de faire une rotation dans le plan de Keldysh de la fonction G. La convention
la plus utilisée est une rotation de 7/4 telle que G — LGL' avec

- 1 /1 -1
1702 __ T
L=e¢e'% —\/§<1 1). (4.1.16)
On a
& = 1 (Gll — G+ Gy —Gp G+ Gn+ G+ Gzl) ) 4.1.17)
2 \G11 + G —Gi2— Gy Gi1 — Gy + G2 — G

~_ [(GR GK

= ( ; GA>' (4.1.18)

avec R, A et K représentant respectivement la FG retardée, avancée, et de Keldysh. On
appelle parfois cette écriture la représentation RAK. Ces nouvelles FGs sont définies de la
sorte
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4.1. Formalisme de Keldysh

GR(1,1) = —i0(t — t’)< [\11(1),\1/(1’)*}9 —0(t—t)(G™(1,1') — G<(1,1")), (4.1.19)
GM(1,1') =i6(t' — ) [¥(1),¥(1)1] ) = —8(t' ~1)(G~(1,1) = G=(1,17)), (41.20)
GK(1,1') = —i< [\y(1),w1')*}i> —G7(1,1)+G=(1,1'), (4.1.21)

avec [., ] - I'opérateur de commutation/anti-commutation dans le cas bosonique/fermio-
nique. En reprenant I'Eq. (4.1.14) on a les relations

GR(1,1") = G11 — G1o = Gy — G, (4.1.22)
GA(1,1') = G131 — Gyy = G1p — G, (4.1.23)
GX(1,1) = Gy + G = Gp + Gy, (4.1.24)

0 = G114+ G — G2 — Goy, (4.1.25)

d’ot1 I'Eq. (4.1.17). Les fonctions retardée et avancée sont reliées simplement par la symé-
trie

GA(1,1") = GR(1/, 1. (4.1.26)

Le contenu physique des fonctions retardées et de Keldysh sont completement diffé-
rentes. La fonction GR encode la densité spectrale et donc les informations sur les états
du systeme, tandis que la fonction GX encode 1’aspect hors-équilibre d’occupation de ces
états. A 1’équilibre la relation entre les deux devient triviale. En effet, on peut montrer
dans ce cas, grace a la relation de Kubo-Martin-Schwinger (KMS) [84,85]

G(x,t+1B,x',t') = G~ (x,t,x/, t'), (4.1.27)

dans le cas bosonique/fermionique. A 1'équilibre, les FGs ne dépendent que de la diffé-
rence des temps t — t’. Si 1’on rajoute ’hypothese d’invariance par translation, G(x, t +
ip,x’,t') = G(x —x’,t —t’). La relation KMS devient alors pour les composantes de Fou-
rier [81]

G=(p,w) =+e PG~ (p, w). (4.1.28)
Or, on a la relation d’apres les définitions (4.1.19)
GR(p,w) — G%(p,w) =G~ (p,w) — G=(p, w). (4.1.29)
Nous arrivons aux équations
G=(p,w) :if(ﬁ,w)[GR(p,w) —GA(p,w)], (4.1.30)
G~ (p, w) = (B, w) [G(p, w) — G*(p, w)], (4.1.31)

avec (B, w) la fonction de Bose-Einstein/Fermi-Dirac et f = 1 & f. On a alors la relation
de fluctuation-dissipation

G (p, w) = [GR(p, w) — G*(p, w)] tanh (BTW) (4.1.32)
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4.1.3 Equations de Gor’kov hors-équilibre
La fonction de Green BCS sur le contour C est donnée par

Ge(L,1") = —ios(Tc@(1)@T(1"), (4.1.33)

avec @ anouveau le spineur de Nambu. Apres rotation dans le plan de Keldysh on obtient
la fonction G. On note l'auto-interaction

(0 AM
= (—A(l)* 0 ) ) (4.1.34)
En définissant 1’opérateur différentiel
_iv)2
Gol = 10,55 — (( W) u), (4.1.35)
2m
la FG obéit a I'équation
Gy'G(1,1) =68(1—1") + £G(1,17). (4.1.36)
Ici 63 = 1 ® o03. Cette équation admet comme solution formelle
y 1
G(1,1) = ————, 4.1.37
1) =g (4.1.37)
G'=G,' L (4.1.38)

L’équation de Gor ’kov précédemment trouvée dans le chapitre précédent (3.2.11) est donc
équivalente a I'Eq. (4.1.35). Une conséquence non-triviale de notre choix de rotation dans
le plan de Keldysh est que I'auto-énergie a la méme forme que G [79,80], c-a-d.

R K
= (7_0 §A) . (4.1.39)

On a donc les équations de Gor’kov pour les composantes RAK

Gy 'GRM(1,1) = 5(1— 1) + £RMGRM(1,1)

4.1.40
G, 'GN(1,1") = ZRGX(1,17) + %G~ (1,1") ( )

En présence d'un champ électromagnétique, on a la relation de couplage minimale

O0p — 0y + iedzA,. Apres une transformation de jauge paramétrée par A(x,t), la FG
devient

G(1,1') — e W5 E(1,17)e N1 (4.1.41)

Nous pourrions a partir de la construire la théorie perturbative et les regles de Feyn-
man correspondantes. Cependant, résoudre I'équation de Gor’kov dans le cas général est
souvent analytiquement impossible. A la place, dans la section suivante 4.2, nous verrons
qu’il est possible de faire dans le cas des SCs une approximation valide dans un grand
nombre de cas et simplifiant énormément les calculs, ’approximation quasi-classique.
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4.2. Approximation quasi-classique

4.2 Approximation quasi-classique

4.2.1 Fonctions de Green quasi-classique

Nous avons déja abordé 'approximation quasi-classique dans le cadre du formalisme
de BdG (Sec. 3.3). Nous allons encore une fois utiliser le fait que le gap est bien inférieur au
niveau de Fermi A < u pour simplifier les équations de Gor’kov. En effet, I’auto-énergie
due a l'interaction électron-phonon est, du fait que 1'énergie phononique soit faible de-
vant celle Fermi, faiblement dépendante de 1'impulsion [79, 86,87]. D’apres 1'Eq. (4.1.37)
la FG doit donc étre fortement piquée autour de I'impulsion de Fermi p¢. Une fagon équi-
valente de comprendre cela est de voir que la FG oscille suivant la coordonnée relative
Ix — x| sur une échelle A, la longueur de Fermi [88,89]. Or, A < &, avec & la longueur
de cohérence. Les phénomenes liés a la supraconductivité ayant lieu sur une distance ty-
pique &, il semble raisonnable de négliger la physique aux petites distances ou, de facon
équivalente, aux grandes impulsions. On veut donc pour cela fixer I'impulsion sur la sur-
face de Fermi. Pour se faire, on paramétrise ’élément d’intégration sur les impulsions :

dap dSF
— = — 421
2rp ~ P vy (.21
avec dSr I'élément de la surface de Fermi. Dans le cas d"une surface sphérique, dSr =
p2dQr ot dQF = sin0d6d la différentielle de I'angle solide. Comme la FG est piquée
autour de pf, intégrer suivant &, permettrait de fixer 'amplitude de I'impulsion. II est
alors utile de définir la fonction de Green quasi-classique (FGQ), d’abord définie par Eilen-
berger [90]
1

g(R/f)/t,t/) — i?[f d&pG(R,p,t,t/), (4.2.2)
avec P la direction de I'impulsion. Cette fonction est lissée et ne dépend plus que de R et
de la direction de I'impulsion p. Ici G(R,p, t, t’) est la transformée de Wigner

GR,p,t,t') = Jd3r G(1,1")e P, (4.2.3)

avec R = (x +x’)/2 la coordonnée du centre de masse et r = x — x’. On note immédia-
tement que l'intégrale (4.2.2) comprise dans le sens d’intégrale simple n’est pas toujours
convergente. On définit I'intégrale sur &, par les contours Fig. 4.2 et on néglige le contour
aux hautes énergies, indépendant de la physique hors-équilibre [79, 89].

Fonctions de Green quasi-classiques BCS

Calculons explicitement la FGQ de la théorie BCS. En notant T = t —t’ et w sa variable
de Fourier conjuguée, on a (d’apres Eq. 3.1.21)

_ woz+ & + Ao —A'o

GR/A ,
( (w+ie)? —E5

P, w) (4.2.4)
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Y
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FIGURE 4.2 — L'intégrale sur &, est séparée en 2 contours, le premier (deuxiéme)
intégrant les basses (hautes) énergies. Dans ’approximation quasi-classique, seul le
premier contour est important, le deuxieme étant indépendant de la physique
hors-équilibre et ne donnant qu’une constante a 1'équation de Gorkov [79].

oll nous avons rajouté une phase arbitraire 7t au gap et défini o, = 07 £ io,. Les FGs
retardée et avancée étant reliées par la relation (4.1.26), il nous suffit de calculer seulement
une seule des deux FGs, par exemple GR. Dans le plan complexe de &,, la FG retardée a
deux poles £ = +1/(w + ie)? — |AP (Fig. 4.3). On a simplement

1 wos+ &, + Ao, — A*o_

AR 3 ) +

(w) = o ae

9 i | O T, — (6 — &)

_ 2inwos + Ao, —A'o .

= 26 sign w (4.2.5)
wos + Ao, —A*o_

V& =18

D’apres 'Eq. (4.1.26), la relation de symétrie entre g8 et §* devient dans le cas quasi-
classique

= signw

gR(R, P, t,t') = —039*(R,—p,t/,t) 0. (4.2.6)

On a donc
—wo3 — Aoy + Ao

N

Pour écrire ces fonctions de fagon symétrique on définit s®/4(w) = WIAR — (w + iy)?
avec la ligne de coupure de la racine sur I’axe R™. Ici y est un infinitésimal. On a alors la
forme simple pour les FGQs

~AA

§"(w) =signw (4.2.7)

~R/A _ woz+ Ao, —A%o_

g~ w) A (@) (4.2.8)

A T’équilibre, la fonction de Keldysh quasi-classique est donnée par la relation de
fluctuation-dissipation

§"(w) = [§%(w) — §*(w)] tanh (%) (4.2.9)
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FIGURE 4.3 — Contour de l'intégrale (4.2.5). La position des poles est indiquée par une
croix avec en rouge (bleu) le cas w > 0 (w < 0).

Dans le cas général, la densité de courant est donnée par [79]

—eNovF J de

JR ) =—7 in

J dw Tr [056"(w, P, t, 1)] (4.2.10)
avec Ny la densité d’états a la surface de Fermi.

Fonction de Green sur trajectoire

Il existe une autre fagon, plus physique, de présenter I'approche quasi-classique déve-
loppée par Shelankov [91]. La premiere étape est de réécrire la fonction de Green sous la
forme 3

d’p
G(1,1") =
11 G
Toujours d’apres l'approximation quasi-classique, prr > 1. Le terme exponentiel oscille
donc tres rapidement et on peut utiliser la méthode de la phase stationnaire qu’on ex-
prime par

G(R,p,t,t")e'Pr. (4.2.11)

_2m
- ipr
puis on intégre Eq. (4.2.11) par rapport a p pour obtenir

e'Pr [ePT8(p—F) —e PSP +1)], (4.2.12)

m ePrr m e \PFT

R / R
o g+ (x,x") +

G(1,17 =~ 2t T

g_(x,x"), (4.2.13)
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ol les coordonnées temporelles sont implicites et

27

dans I'approximation ot la FG est piquée autour de I'impulsion de Fermi. Du fait que
pr > 1, I'enveloppe de g1 évolue lentement et la dérivée seconde dans 1’équation de
Dyson correspondante sera donc négligeable. En conséquence, seules les valeurs g (x,x’)
avec x et x’ sur la méme ligne sont connectées. On considere la trajectoire classique r
reliant deux points y et y’ avec r = R 4+ yfi avec fi un vecteur unitaire, on a la FG sur la
trajectoire

gu(x,x) = = J ved(p — pr)e= P PG (4pt, R) (4.2.14)

9+ (A, Ry, y") = g+ (R+yh,y'). (4.2.15)
Dans la région [y —y’|pr > 1,

/

gR+yR,R+yn) = %r Jde(p — pp)e”p_pF)(y_U/)G(ipﬁ,R + Y —;y n), (4.2.16)

avec g = g1 (g-)siy >y’ (y’ > y). Cette FG encode I'information d'une particule a
I'impulsion parallele a fi. Il nous faut encore trouver la valeur de g lorsque y = y’. Pour
se faire on considere le parametre o ot (p — pr)d < 1 mais avec prd > 1. On a alors

gly+dy)—gly—9dy) = % J d(p — pr)G(£ph) sin[(p — pr)d]. (4.2.17)

Dans la limite 8 — 0, seules les impulsions loin de la surface de Fermi contribuent a
l'intégrale et la FG peut donc étre remplacée par celle du métal normal. On peut alors
prouver

limg(y +8,y) —gly —8y) =8t — ta). (4.2.18)

On définit les nouvelles FGs

gt (R, 1) =lim g(, R,y £3,y), (4.2.19)
—

g(h,T) = g* (A7) + g~ (A, T). (4.2.20)

On montre [91] que cette derniere obéit aux équations quasi-classiques

vgVeg+Hog—goH =0, (4.2.21)
gog=2>5(t—t'), (4.2.22)

en notant o I'opérateur de convolution temporelle. La FGQ est donc donnée explicitement
par l'intégrale convergente

gl 1) =~ tim | d(p — pr)Gl:£pr,T) cos [[p — pr)3] (42.23)

et est donc parfaitement équivalente a celle obtenue par intégration sur &,. La régularisa-
tion avec le terme cos [(p — pr)d] apparait ici naturellement.
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4.2.2 Equations quasiclassiques

Equation d’Eilenberger (cas propre)

On cherche maintenant a construire une théorie basée uniquement sur ces FGQs. C’est
Eilenberger qui a pour la premiere fois utilisé le formalisme quasi-classique dans le cadre
de la supraconductivité et démontré les équations qui portent son nom [90] (suivi par
Larkin et Ovchinnikov [92]). Pour les trouver on part de 1’équation de Gor’kov (4.1.36) et
de sa conjuguée

2

GGy (1,1 =8(1—1") + GX(1,1'). (4.2.24)

En passant par la transformée de Wigner 'Eq. (4.1.36) et sa conjuguée s’écrivent

d’p [. ip-Vi Vi)« dp o .
030 — — |G(R,p, t,t')=5(1—-1' 1(1)G, (4.2.25
[ s [0~ e+ B4 T SR p, 1) =51 - 1) 4 [ 5 26, @229
dp [ . ip-Vi V3]« d®p <o
—1630¢ — &p — —L|IGR,p,tt)=581-1 (1
[ o |00 = £ = B T G Rt =501 1) + [ 5 65
(4.2.26)
En soustrayant la premiere expression a la deuxieme on obtient
ive - VRG + {1530, G} — [£,G] =0. (4.2.27)

On voit que cette derniere est indépendante de &,. On peut donc intégrer I'équation par
&p pour obtenir I"équation d’Eilenberger
ivr - Vrg +{i830¢, g} — [£,§] =0, (4.2.28)

avec {0, g} = 0¢g(t,t’') + 04/ g(t,t'). Dans le cas oi1 un champ électromagnétique externe
est présent, le couplage minimal donne

ivr - VR + el83A v, gl + {1830, §} — e[V, gl + [A(t)id2, g = [9, L],  (4.2.29)

ot nous avons choisi la phase du gap telle que ce dernier soit réel et L’ est I'auto-
énergie autre que le gap. De plus, nous avons négligé le terme diamagnétique car

e?A%/m ~ evi| AN /& — eZ\A\2/m/evF!A! ~A/EK L (4.2.30)

Cette équation homogene seule ne permet pas de trouver g. Il existe une condition de
normalisation associée
gog(1,1)=6(1-1"). (4.2.31)

Cette relation est, comme nous 1’avons vu, respectée dans le cas des équations BCS a
I'équilibre. Pour se convaincre que cette relation est valable dans le cadre général, on
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multiplie par § a gauche et droite 'Eq. (4.2.29) puis on additionne les deux équations
pour obtenir exactement 1’équation d’Eilenberger mais pour la fonction g o g. Cette équa-
tion admet pour solution AS(1 —1’) 4 Bg. A grande distance, la FGQ est égale a celle a
I'équilibre et on a A = 1. Il est a noter que nous avons déja obtenu ces équations dans le
cadre plus rigoureux des FGs sur trajectoire (Eqs. 4.2.21 et 4.2.22).

A l’équilibre et dans le cas d’un systéme homogene, 1’équation d'Eilenberger pour la
transformée de Fourier de fonction retardée devient simplement

0, (4.2.32)
1 (4.2.33)

[wos + iAoy, ¥ (w)
"9

La solution est celle déja trouvée dans la Sec. 4.2.1 apres intégration explicite de la FG
de Gor’kov, a savoir la solution BCS (4.2.5). Pour finir, la condition d’auto-consistence
devient dans la théorie quasi-classique

AR, 1) = — D

S J ap J dw Tr [16265(R, P, w)]. (4.2.34)

47

Equation d’Usadel (cas sale)

Un supraconducteur est dit "sale" (ou diffusif) lorsque le libre parcours moyen est
inférieur a la longueur de cohérence 1 <« &. Dans ce cas, les impuretés du SC vont avoir
pour effet de moyenner sur toutes les directions de I'impulsion et on peut écrire la FGQ
sous la forme quasi-isotropique

§(RP,t,t) = Gu(Rt,t) +p - §,(R 1), (4.2.35)

avec [gs(R,B,t,t') > 1P - §,(R, t,t')|. En notant (), la moyenne sur la direction de p, on a
(d) o = gs. De plus, la condition de normalisation nous donne

gs 0 gs(t, t') =d(t —t'), {Qs, Qp} =0. (4.2.36)

En présence d’impuretés, I'auto-énergie acquiert également un terme Lj,,. Dans le cas
d’impuretés isotropes [89]

< i

Yimp = —(9) 0, 4.2.37

avec T = l/vr le temps de parcours moyen. On injecte (4.2.35) dans (4.2.28) en moyennant
sur 1’angle solide (), pour obtenir

i\% div §, + {18301, s} + [A()i52, §o] = 0. (4.2.38)

En multipliant d’abord (4.2.28) par V¢ avant de moyenner on a la seconde équation

WEV Y, + {i(rsat, gp} v % [g gp] —0. (4.2.39)
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Dans la limite sale on néglige le terme {ié3at, gjp} pour obtenir
dp = —1gsVs. (4.2.40)
En réinjectant ce résultat dans (4.2.38) on obtient I"équation d’Usadel [93]

—iD div (QSVQS) + {163at/ gs} + [A(t)iéb gs] = O/ (4241)

avec D = WTF le coefficient de diffusion.

4.2.3 Conditions aux bords

Dans les prochains chapitres nous nous intéresserons a des jonctions du types NIS ou
SIS. La théorie quasi-classique n’étant valide qu’a des échelles de longueurs supérieures a
celle de Fermi, elle ne permet pas de comprendre directement ce qu’il se passe aux inter-
faces. Il faut associer aux équations d’Eilenberger ou d’Usadel des conditions aux bords
(CBs). C’est Zaitsev [94] qui les démontre en 1984. Pour se faire, il a résolu les équations
de Gor’kov a l'interface pour trouver les conditions non triviales et non linéaires [88,95]

ds = 92 (4.2.42)
Ja[R(G5) + (8)7] = T4 47, (4.2.43)
ol 1 et 2 symbolisent le co6té gauche et droit de la jonction et R/T sont les coefficients de

réflexion/transmission de la jonction. On note §', la composante avec I'impulsion dirigée
vers la droite (gauche) et (voir Fig. 4.4)

vi 1 i v i

Je/a = 5(9+ +9'), (4.2.44)
y |

g5 = 5(9: + 45)- (4.2.45)

Dans la limite T < 1 [94],

gi ~ g, (4.2.46)
y LI
T [g', %] (4.2.47)

Le courant dans la jonction est alors donné par I'Eq. (4.2.10) et vaut

iR =~k [

v v 1K
E F J dw Tr ((73 [91, 92] (t, t)), (4248)

avec Gt = e?NgveT/R la conductance de la jonction. De fagon explicite,

[G1, G2 = RGN + g¥a5 — graf — oXal. (4.2.49)

Inversement, pour une jonction transparente T =1, on a §; = 0 qui, associé avec (4.2.42),
implique la continuité des FGQs a l'interface.
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gh il
gL | G
Gia=3(d% £41)
§F = 5(9s + G2)

FIGURE 4.4 — Représentation schématique des différentes fonctions de Green de part et
d’autre de la jonction. La composante parallele des impulsion est conservée,

contrairement a celle perpendiculaire.

4.2.4 Application de la théorie quasi-classique a I’effet Josephson

Dans cette section nous retrouverons des résultats bien connus des jonctions Joseph-

son (J]) en utilisant la théorie quasi-classique de Keldysh.

Nous calculerons pour commencer le courant dans une jonction 1D SC-Normal-SC
(SNS) transparente, c-a-d. T = 1. On note la phase! du SC a gauche (droite) —x/2 (x/2).
La partie normale est de taille L. On résout I’équation d’Eilenberger (4.2.28) en 1D

—1v,0,g — {63104, g} — AgeTX/2%3[i5,, gl = 0

avec vy = Vr - €y, T; et les FGQs de Keldysh

§=<%

En passant en coordonnées de Fourier avec

>
e =
v

Mnﬂ)zjdweqw“*”mw»

I'équation devient

—ivE0x g — [wos, gl — A [eiiX/ZG%GZr Q] =0.

On peut paramétriser la FG retardée sous la forme

g = (9{1 912 ) .
931 —9n1

On écrira les solutions sous la forme vectorielle

1. Nous avons absorbé la charge électrique dans la définition de la phase.
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911
g =197.]- (4.2.55)
951

La solution indépendante de la position est donnée par la fonction BCS (4.2.5)

glw=—1 A (4.2.56)

avec pour rappel s" = i\/IAP — (w+1ie)*
Les autres solutions sont

g (w) = [ A [ e /™ (4.2.57)

sT+w

sT—w

et

1
g (w) = A e2isTx/vx (4.2.58)

—sT+w

—A*
sTH+w

Dans le métal normal les FGQs prennent la forme

1 0 0
gu=0 0| +Bs |1 |4 p_[0]e 2/ (4.2.59)
0 0 1

avec «, 34+ des constantes. La jonction étant transparente, les FGQs doivent étre continues
a l'interface. Pour v, > 0 on a dans le SC gauche

1‘ . w
gi = Cp [ [Ale X2 | e72i™/v g — | [AJe /2 | ; (4.2.60)
Ale? >\ —lAletx/?
sT—w
et dans celui a droite
1_ . w
gk = Cg | Al | gish/ve = |Alex/2 | (4.2.61)
—|Alex/2 _’A|e_lX/2
sT+w

Le courant dans la partie normale est alors donnée par
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1

[= —%SeNovF J dw tanh (Bw/2)J d[cos (0)] cos (0) Trlo3(dgy (w) — dgR (w))]  (4.2.62)
0

avec Ny = m?vg /27 la densité d’états, S la section transverse et §gi, (w) = g& (w,vy) —
gi (w, —vy). L'angle 0 est défini par vr cos (6) = vy. En résolvant le systéme précédant on
trouve

W A2 el(X/2=WL/vy) _ o—ilx/2—wL/vy)

gnal(w, ) =— —— . . , :
’ ST ST (w + Slgn (VX)ST‘)el(X/Z—wL/VX) — (w — Slgn (VX)ST‘)e—‘L(X/Z—wL/VX)

(4.2.63)
et
2iAZ sin (x) o3
Sgl(w) = : . (4.2.64
In(w) [—2(w + i€)? 4+ A3l cos (2wL/vy) + 2iws” sin (2wL/vy) + AZ cos () ( )
Limite de jonction courte
Regardons la limite L — 0. Dans ce cas
.Az .
5g% (w) = iAgsin (x) (4.2.65)

—(w +1i€e)? + Al cos? (x/2)

L’énergie des états liés est donnée par les poles de la FGQ. Ici on voit que 1'énergie
doit étre

E = +Apcos(x/2). (4.2.66)

Le courant est obtenu par la relation

2m Ok
[=——— 4.2.67
Do Ox (4.2.67)
avec @y = 2e/h le quantum de flux. On a
[= %A sin (x/2), (4.2.68)

oll nous avons rajouté explicitement la constante h. Ce résultat n’est valable qu'a T = 0K.
Pour trouver le courant a température arbitraire, on définit ® = w/Ajcos(x/2) et on
résout

1=

_ iSeNgvrAgsin (x/2) Jda) tanh (B(DAO cos (x/2)>

4 2
(4.2.69)

1 1
% {—(w+ie)2+1 B —(a)—ie)2+1}
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La solution est simplement

[ = %SeNovFﬂAo sin (x/2) tanh (M) (4.2.70)
= ™ in (x/2) tanh <—BA° cos (x/ 2)> (4.2.71)
CRN 2

avec Ry = €?k2S/47h la résistance de Sharvin. On retrouve donc le fameux résultat de
Kulik et Omelyanchuk [96]. A T = 0K et pour un unique canal de conduction, c-a-d.
k%S/4m =1, on obtient (4.2.67), comme prévu.
Jonction longue a T = 0K
On peut écrire (4.2.64) d'une maniére légérement différente
B 2isin (x)
cos [Z(w +1e)L + 2 arcsin (%{)‘eﬂ + cos (x)

(4.2.72)

en utilisant la propriété cos (arcsin (x)) = v/1 — x2.2 L'énergie des états liés est donnée par
la célebre équation pour les états d’Andreev [97]

1
wy = o {:I:x + 27 + 2 arccos (Aﬁo)} . (4.2.73)

A basse énergie, 2 arccos (ﬁ) = 1/2—2w /A, et les énergies proches de 0 sont données
par

1 1 Al—oo 1
= —|[&+ 2 1—— ~ —[+ 2 1)]. 42.74
2L[ X + 7(2n + Hl—lr# ZL[ X + 7(2n + 1)] ( )

AL

W+

Pour |w/Aq| ~ 1,2 arccos (ﬁ) ~2v/24/1— w?/A% et wy Aot oree %[ix + 2n7]. La limite
a T = 0K est obtenue par

JOO dw Bl_im tanh (Bw/2)[0gy (w) — dgx (w)] = ZJW_O dwdgn (w) (4.2.75)
:47tiJ i—(: dgn (iw) (4.2.76)

—00

avec dgn (w) obtenue en remplacant w + ie par w dans gy (w). On voit que dgn (iw) est
la fonction de Matsubara [63,77]. Ceci est di au fait que

2. Comme arcsinx = —arccosx + 7/2 une forme équivalente pour le cosinus au dénominateur est
—cos [Zwl_ — 2arccos (%ﬂle)} .
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Jz -
27
+
4 Zp 1
Zp
—R R SRz

FIGURE 4.5 — Contour utilisé pour l'intégrale (4.2.80).

| dw tanh (Beo/2)i56% () — 898 (] = T 3 gniwn) 4.277)

Wn

avec les fréquences de Matsubara w,, = (2n + 1)7/f3.
Ici

2isi
sgn (iw) = tsin (x) (4.2.78)
cosh [ZeL + 2 arcsinh (ﬁ)] + cos (x)
2isin (x)
~ 4.2.79
cosh (2eL) + cos (x) ( )
dans la limite LA > 1. Définissons
4t [ dz sin (x)e**
Ko = 2 &2 . 4.2.80
L jgy 27 cosh (z) + cos (x) ( )

avec y = [-R,R] U [R,R+ 27i] U [R 4+ 27i, —R + 27i] U [—R + 271, —R] et « < 1. Du fait
que —t < x < m, il y a 2 pdles a considérer : z;)t = {ilx| + im;, —ilx| + =i} (Fig. 4.2.80). En
sachant que les intégrales sur les parties verticales tendent vers 0 lorsque R — oo

- ) 1 sin (x)e**
Ka(l—e™*) =4 Res |- Zp |- 4.2.81
( ¢ ) ™ Zi ©s [L cosh (z) + cos (x) Zp} ( )
Zp
On prouve
1 sin (X) ) . +i
Res|— ; =—, 4.2.82
S [L cosh (z) + cos (x) i+ 171] L ( )
pour obtenir
. [ dw . 4x
031_120 Ky = —4mi J_Oo o dgn(iw) = T (4.2.83)
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On a alors
X !
[= SeNOVFfJ d(cos 8)vg cos® @ (4.2.84)
0
X VF
= SeNovgs— 4.2.
Se OVFL 3 ( 85)
2 XVr
== : 4.2.
3 eRNL ( 86)

C’est le résultat classique obtenu par Ishii [98].

Limite diffusive dans une jonction tunnel
On étudie maintenant une jonction SC - Isolant - SC (SIS) dans la limite tunnel T < 1.
Les SCs sont considérés sales et sont décrits par 'équation d'Usadel (4.2.41)
—iADV(§V§) + {0310y, §} + AgeTX/2%[igy, §] = 0. (4.2.87)

Dans le cas homogene, §(w, x) = g(w) et la solution est simplement

€03 + :LMX/2AO

gy al€) = (e , (4.2.88)

oit 'on définit iM, = i0, cosx + io; sinx. Le courant est donné par I'Eq. (4.2.48)

Gt « Y k
I= Toe J deTr [03 [G-x/2, Gx/2] ] (4.2.89)
En sachant que
[iM_X/z, iMx/Z] = 2’[03 sin X, (4290)
on trouve
v v k c A2 . 1 1
|:g_X/2’ gX/2:| = 21A0 SlnX (ST)z - (Sa)2 7 (4.2.91)

et le résultat bien connu d’Ambegaokar et Baratoff [99]

[= ETrAO sinx tanh P2 . (4.2.92)
2e 2

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, le formalisme de Keldysh a été présenté, utile pour étudier la su-
praconductivité hors-équilibre. Les équations de Gor’kov étant difficiles a résoudre, ’ap-
proximation quasiclassique est discutée et les équations fondamentales d’Eilenberger et
d’Usadel pour le cas propre et diffusifs ont été démontrées. Enfin, une application de la
théorie quasiclassique a l’effet Josephson est faite a la fin du chapitre.
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Chapitre

Mode de Higgs dans une jonction tunnel
NIS

Dans ce chapitre, nous étudions la jonction hybride NIS entre un métal normal (N) et
un supraconducteur (S) séparés par une mince barriére isolante (I), dans le régime balis-
tique [100]. La partie S est soumise a une excitation électromagnétique monochromatique,
et une tension dc peut étre appliquée a la jonction. Le but de ce chapitre est d’étudier la
possibilité de génération du mode de Higgs en régime balistique, et de prédire des effets
observables sur le transport de quasiparticules a travers cette jonction. Pour la jonction
NIS sous tension dc, la signature du mode de Higgs est visible dans la deuxiéme harmo-
nique du courant alternatif, comme dans le cas diffusif [31]. Nous discutons de I'impor-
tance d’un mécanisme de dépariement pour exciter le mode de Higgs dans le cas propre.

Apres un état de l’art (Sec. 5.1), je présente le modele de jonction irradiée dans le cadre
du formalisme d’Eilenberger (Sec. 5.2). La section 5.3 est consacrée a la réponse du mode
de Higgs dans le régime balistique. Le courant tunnel a travers la jonction est calculé dans
la section 5.4.

5.1 Ftatde l'art

Nous avons vu Sec. 3.4.2 que dans les SCs, le mode de Higgs se situe a I’énergie 2A, ce
qui correspond a quelques meV. Expérimentalement il n’a été observé qu’en 2013 [26]. La
raison de cette preuve expérimentale tardive est que le mode de Higgs (ou mode d’am-
plitude) est un mode scalaire sans charge, et donc sans couplage linéaire direct avec les
sondes électromagnétiques. La détection du mode de Higgs dans les SCs nécessite un cou-
plage non linéaire entre la lumiere et la matiere, qui n’est possible qu’avec des champs
laser puissants. La découverte du mode de Higgs dans la matiére condensée a été réalisée
grace au développement de sources laser THz intenses [16,21,24,25]. Si 'on met de coté
les mesures indirectes dans les systemes avec onde de densité de charge [101] en utilisant
la spectroscopie Raman, plusieurs expériences pompe-sonde ont rapporté un signal de
Higgs via la génération de troisieme harmonique [26-29].

De nombreux efforts ont été déployés pour comprendre le role des impuretés dans
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I'excitation du mode de Higgs. On pense généralement que, dans un systeme propre, le
mode de Higgs a un effet négligeable sur la réponse optique par rapport a 1'excitation
des quasiparticules (QPs) [102]. En utilisant le formalisme de 'intégrale de chemin, Cea
et al. [32] ont découvert que la lumiére THz ne peut pas exciter le mode de Higgs en
raison de la symétrie particule-trou et que la génération de troisiéme harmonique pro-
vient uniquement des fluctuations de la densité de charge (FDC). Cependant, la mesure
de cette troisieme harmonique dans un cristal supraconducteur de NbN [103] a montré
une réponse fortement isotrope comme attendu pour le mode de Higgs et contredisant
I'hypothese de la FDC, cette derniére étant anisotrope. Pour expliquer cette expérience,
plusieurs scénarios ont été avancés. Des interactions médiées par des phonons ont été
proposées pour expliquer la forte réponse due au mode de Higgs [104]. Il a été montré
que les impuretés peuvent modifier radicalement 1’excitation du mode de Higgs [105].
Silaev, en utilisant le formalisme d’Eilenberger, a trouvé que les impuretés sont néces-
saires pour exciter le mode de Higgs avec de la lumiere [106]. Néanmoins, Yang et al.,
en utilisant un formalisme invariant de jauge, sont arrivés a la conclusion opposée, a sa-
voir qu'un mode de Higgs fini pouvait étre généré méme dans le cas idéalement propre,
conformément aux équations de Ginzburg-Landau [34, 35]. La disparition de la FDC a
également été démontrée [34,35], en accord avec I'expérience [103].

La majorité de ces études expérimentales et théoriques étaient concentrées sur un
moyen optique de détecter le mode d’amplitude de Higgs dans les SCs, typiquement
via la génération de troisiéme harmonique [26]. Récemment, une voie complétement dif-
térente a été proposée pour détecter le mode d’amplitude de Higgs, qui consiste a utiliser
des mesures de transport électronique dans des dispositifs supraconducteurs hybrides.
Par exemple, une interface tunnel (jonction NIS) entre un métal normal et un SC a été
étudiée a l'aide des équations quasiclassiques d’Usadel [31]. Dans une telle jonction NIS
polarisée par une différence de potentiel dc, la présence du mode de Higgs est révélée
sous la forme d’une seconde harmonique dans le courant alternatif circulant a travers
I'interface tunnel. Grace aux progres des processus de nanofabrication, les dispositifs NIS
peuvent également étre construits avec des parties normales balistiques et des supra-
conducteurs propres séparés par des interfaces allant du régime tunnel aux interfaces
transparentes.

5.2 Modéle de jonction irradiée

Nous présentons ici le modele théorique de la jonction représentée sur la Fig. 5.1. Un
métal normal est porté a une tension dc V et séparé d'un SC par une partie isolante. Le
SC est soumis a un rayonnement THz monochromatique modélisé par un potentiel vec-
teur A(t) = Age ! et le champ électrique associé E(t) = —0.A(t). Les métaux sont
considérés propres et la jonction NIS est alors balistique. On se placera dans ’approxi-
mation quasi-classique A/p < 1 ot p est I'énergie de Fermi. On utilisera donc I'équation
d’Eilenberger (4.2.29) pour calculer le courant circulant a travers la jonction. Pour décrire
correctement la physique hors-équilibre produite par l'irradiation on utilisera le forma-
lisme de Keldysh tel que présenté dans la Sec. 4.1.
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A(t)

FIGURE 5.1 — Schéma du dispositif théorique de la jonction NIS. Le métal normal est
porté a une tension dc V et le SC est irradié par une source THz d’impulsion w
considérée harmonique.

5.2.1 Equation d’Eilenberger homogene dans la partie normale

Nous supposons que le SC a une longueur inférieure a la longueur de cohérence &, ce
qui permet de considérer que le gap est indépendant de la position. On se restreint donc a
étudier le probléeme uniforme, c-a-d. le cas ot V§ = 0. Commencons par considérer que la
différence de potentiel est nulle : V = 0. Dans la partie normale, 'équation d’Eilenberger
est simplement

{i539¢, §} = 0. (5.2.1)

A ce stade il est utile de définir la transformation de Fourier-Wigner

de e
g(t,t') = —ettceteng (g), 522
e t) =Y |55 G c) 522
nez
avec €, = € + nw. La fonction g, (€) correspond a la composante de la série de Fourier
suivant la variable t et de la transformée de Fourier suivant T = t — t’, c-a-d.

271/ W 00 ) )
Jnle) = J dtJ dre et y(t, t'). (5.2.3)

—27/w —00

La partie N étant non-irradiée, on a gn(e) = dnog(€). L’Eq. (5.2.1) devient alors pour la
composante retardée
(03¢, 8%(e)] =0. (5.2.4)

La solution s’écrit simplement §R(e) = C(e)o3 avec C une fonction. La condition de nor-
malisation donnée par (4.2.31) devient §®(e)* = 1 et C(e)? = 1. De plus, la symétrie (4.2.6)
nous permet d’écrire
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~R

gR(e) =03 et §*(e)=—03. (5.2.5)
La fonction de Keldysh est donnée par le théoreme de fluctuation-dissipation (4.1.32)
9%(e) = [g% — §*] tanh (Be/2) = 205 tanh (Be/2) . (5.2.6)

Pour inclure I'effet du potentiel V sur la FGQ, on applique la transformation de jauge
(4.1.41)

gt t') — eV g(t, t')e V'O, (5.2.7)
On obtient alors pour la partie Keldysh

§“(e) = 203 tanh ([3 : +2V03) (5.2.8)
tanh (B <%Y) 0
=20 ( 0 tanh (B ezv)) (5.2.9)
[tanh ( ) + tanh (Buﬂ 03
(5.2.10)

o (55) (55

5.2.2 Equation d’Eilenberger homogeéne dans la partie supraconduc-
trice

Dans le SC, I’équation d’Eilenberger s’écrit

e[53A - vr, §] + {18304, §} + [A(1)i8,, §] = 0. (5.2.11)

On note le parametre Ar = eA - v¢ qui a la dimension d’une énergie et qui caractérise
le couplage au champ électromagnétique. Dans une interprétation quasi-classique, cette
énergie de couplage |Af| correspond a I’énergie gagnée par un électron a la vitesse v dans
un champ électrique wA, pendant un temps 1/w. On considérera la limite de couplage
faible par rapport au gap supraconducteur, c’est a dire oy = |Af|/Ag < 1, 0lt A est le gap
a I'équilibre a la température T.

On va résoudre 1'équation d’Eilenberger jusqu’a l'ordre 2 en . Le gap supraconduc-
teur dépend du temps et va étre représenter par son développement de Fourier

Alt) =Ag+ Y Aje ™, (5.2.12)
n>0
ou A,, sont les amplitudes des harmoniques du gap. Or le mode de Higgs est électrique-
ment neutre. En effet, ce dernier est transformé comme un singulet par une transforma-
tion de jauge U(1). Le mode de Higgs devrait donc interagir avec la lumiere a 'ordre 2 au
minimum, c-a-d. |A(t) — Ag| < O(A%). On prendra donc la forme
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5.2. Modele de jonction irradiée

Alt) = Ay + Aje 2@, (5.2.13)

Cette expression devient exacte dans la limite de couplage o tres petit [30]. L'amplitude
du mode de Higgs A, est obtenue par la relation d’auto-cohérence (4.2.34). Notons que
nous avons choisi la phase du SC nulle de telle sorte a ce que le gap a 1’équilibre soit réel.
Avant de résoudre ordre par ordre I’Eq. (5.2.11), nous paramétrisons la FGQ de Keldysh
sous la forme

Gnl(€) = G58(e) + g (e), (5.2.14)
giB(e) = gy (€) tanh (Be/2) — tanh (Ben /2) G5 (€). (5.2.15)

Ici reg (an) correspond a "régulier” ("anomale"). La condition de normalisation est alors
gRg~ + g"¢* =0. (5.2.16)

La stratégie est alors la suivant : on résout d’abord 1'équation d’Eilenberger pour la fonc-
tion retardée. On réinjecte ensuite ce résultat dans I’équation pour la fonction de Keldysh
pour obtenir celle sur §*".

Ordre O(a?) :
ATordre 0, (5.2.11) devient simplement celle de la FGQ BCS, c-a-d.

e, Gv] + [Aoio, 5] =0, (5.2.17)

avec pour solution

AR/A . €O‘3+A0162
GV e) = — Ay B (5.2.18)
Ici sRA(e) = 1\/ Az (e £1iy)?. La constante y est maintenant interprétée comme un pa-

rametre de Dynes [107] c-a-d. une petite constante phénoménologique qui décrit les effets
de désappariement dans le SC qui induit un élargissement des fonctions de réponse op-
tique, empéchant ainsi une résonance infinie du mode de Higgs. Ce parametre est consi-
déré comme provenant exclusivement de la diffusion électron-phonon [108]. Nous revien-
drons en détail dans la prochaine section 5.3 sur I'importance cruciale de ce parametre
dans l'excitation du mode de Higgs dans un systeme propre.

Pour la fonction de Keldysh, la composante anomale §" est ici nulle et §¥ est donnée
par la relation de fluctuation-dissipation (4.1.32)

§°(e) = [¢% — ¢*] tanh (Be/2) (5.2.19)
. €03 + Aole
2si ne————-t €/2), le| > A

_ )78 A2 nh(pe/2) ’ (5.2.20)

0, |€| < Ao.

Ordre O(ad) :
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Chapitre 5. Mode de Higgs dans une jonction tunnel NIS

Nous utiliserons pour la suite les relations

. PN de —ieit jiet! A A
tHosdy 0l V) = | e e lewongile) — egi(e)on, (5.221a)
) d . e
i[Aze_lzthQ, gi(t,t,)} = 1A2 J ie_lei”telet [0'291(6) — 91(62)0"2], (5221b)
de _; -
[CA *VEO3, gi(t,t/)] = AF J' %eileiﬂtelet [G3Qi(€) — gi(€1)0'3]. (5221C)

On a I’équation pour la composante retardée a 1’ordre 1

Ar[03G0(€) — 5 (€1)03] + €1030F — §re0s + [Agioy, 7] =0, (5.2.22)
=&101 — §1E = Ar[Gy(e1)os — 0385 (€)], (5.2.23)

avec &, = €,03+Api0,. Pour trouver §¥, on multiplie ’équation ci-dessus par &; a gauche
et & a droite pour ensuite additionner les 2 équations ainsi obtenues. On obtient

Af
€) + sk

La solution pour la composante anomale est

gR(Pp,e) = o B (03 — 45 (e1) 0305 (€)]. (5.2.24)

tanh (fe;/2) — tanh (Be/2)
sR(eq) + sA(€)

g7 (P, e) = Ar (03 — 45 (€1) 0300 (€)] -
On vérifie facilement que cette derniere obéit a la condition de normalisation §Rg™ +
gan QA =0.

Calcul al’ordre O(a}) : C'est & cet ordre que l'effet du mode Higgs va apparaitre. Dans
les fonctions de Green, il faudra séparer des termes provenant directement du couplage
a l'ordre 2 au champ électromagnétique (termes en A%) et des termes lié directement au
mode de Higgs en A,. En effet, on a I'équation

£205 — 05& = Ar[d1 (1) 03 — 037 (€)] + 14235 (€2) 02 — 0285 (€)]. (5.2.25)

On sépare donc la FGQ en deux contributions g% = g& + g%, proportionnelles respective-
ment a A% et A,. La fonction de Green retardée proportionnelle a A% s’écrit

2
Ga P €)= [sR(e2) + sR(eq)][sR(e /)q:- sR(e)][sR(e1) + sR(e)]
2 ! 2 ! (5.2.26)
x [(s®(e) + s%(e1) + s%(€2)) G (€2) 00 (€1) 8 (€) — Eo — &1 — ],
tandis que la fonction de Green retardée proportionnelle au Higgs s’écrit
AR (L) A, AR AR
gale) = % [0 — G (€2)0265 (€)], (5.2.27)

sR(ey) + sR(e€)
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avec O = 0300;.
La fonction anomale proportionnelle a A% est
5 ¢) = AZltanh (Bey/2) —tanh (Be;/2)]
AP T TR (ey) + sA(en)]sR(e2) + s (eN][sA(er) + s (e)]
X [(SA(G) + SA(€1) + SR(€2)>@1§(€2)§€(€1)Q§(€) —&H—& — 5]

(5.2.28)
Ailtanh (Be;/2) —tanh (Be/2)]
[sR(e2) + s®(e1)][s®(e2) 4 s2(e)][s®(e1) + s2(e)]
x [(s™(€) + sR(e1) + s%(€2)) 6 (€2) 35 (€1)d5 (€) — & — &1 — &),
et on trouve celle dépendante du mode de Higgs égale a
6 (e) = iAs[tanh (Bey/2) — tanh (Be/2)] (0 — 6% (e2) 0t (e)]. (5.2.29)

sR(ey) + s2(€)

Nous avons a présent tous les éléments pour calculer le mode de Higgs et le courant dans
jonction.

5.3 Résonance de Higgs

Dans cette partie nous étudierons 'amplitude du mode de Higgs A, en utilisant les
résultats précédents et nous répondrons a la question sur la possibilité d’exciter le mode
de Higgs dans un systeme propre.

5.3.1 Amplitude du mode de Higgs

La relation d’auto-consistance pour le gap SC,

_Tin[dp 5,855
A = S J47(Jd€Tr [16267 (P, €)] , (5.3.1)

peut se réécrire de facon équivalente sous la forme

J deTr [{0,85 (P, €))p]
A=A . 5.3.2
2= AT T e T (205 (€ )) 632
La moyenne sur la surface de Fermi est notée (---), = [ dQg/4n(---). Le seul terme
dépendant de p est Ar. On calcule donc

2 ac2e [ SING
<AF>]5 = A 2nJ0 1 8 0 (5.3.3)
2P 4(A%), + Af?lcos 0 cos 2017 (5.3.4)

ACZ

= (A}), = ; : (5.3.5)
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Chapitre 5. Mode de Higgs dans une jonction tunnel NIS

avec Af = e|A|lvg| et 0 I'angle entre A et vi. On exprime alors le mode de Higgs sous la

forme 27 BR N
ALA¢ BR — BA 4 B
A, = ——F 3.
2 3 CR—_CA4 Can’ (5:3.6)

avec

B* = | de b*(e) tanh (Be(2)/2), (5.3.7)

r

B* = | de b3"(e)[tanh (Bey/2) — tanh (Be1/2)] + b]" (€)[tanh (Be;/2) — tanh (Be/2)],

(5.3.8)
C* = Pd(—: c®(e) tanh (Be(2)/2) —tanh (Be/2)/s*(e), (5.3.9)
c™ = P de c™(e)[tanh (e, /2) — tanh (Be/2)], (5.3.10)
ou
ble) = | !
| [s(e2) + s(er)]ls(e2) + s(e)lls(er) + s(e)]
€1€ + €re + €165 + A? *
X {(s(e) + s(€e1) +s(er)) S©)s(e)s(e) 0 _ 1} ] , (5.3.11)
an __ 1
27 [sR(en) + s2(€1)][sR(€2) + s2(€)][sA(e1) + s2(€)]
+ €€ + + A
X (SR(ez)+SA(€1)+sA(€))el:A(steA(ele)ziZ(ez) v - ] (5.3.12)
an __ 1
K - [sR(e2) + sR(e1)][sR(e2) + sA(€)][sR(er) + s2(e)]
R( €1€ + €26+ €162 + A
x {(s €1) +s™(e)) NYPSRTPp —1}, (5.3.13)
eez+A + €)s(€)
{ (ez)s(e) (5.3.14)
z A
c(e) = €€2+A +S “lea)s™(e) (5.3.15)

[sR(e2) + sA(e)]sR(e2)sh ()

On trace le mode de Higgs Fig. 5.2. Il existe actuellement un débat théorique por-
tant sur la possibilité d’exciter le mode de Higgs dans un supraconducteur BCS idéa-
lement propre. En utilisant différents formalismes dans le régime propre, certains tra-
vaux ont affirmé que le mode de Higgs ne peut pas étre excité en utilisant des tech-
niques optiques [32,33,106] tandis que d’autres ont obtenu une réponse finie du mode
de Higgs [34,35]. En utilisant le formalisme en temps réel de Keldysh pour résoudre les
équations d’Eilenberger correspondantes, nous obtenons un mode de Higgs non nul pour
toutes les fréquences w et observons une résonance a w = A (Fig. 5.2), comme prévu par
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FIGURE 5.2 — Amplitude du mode de Higgs |A;|/A, en fonction de la pulsation de
champ w. On observe une résonance a la fréquence w = Ay, soit une énergie 2A, pour le
mode de Higgs. Parametre : At = 0.36Ay, vy = 0.01A,, T = 0.05T..

les résultats théoriques antérieurs [30]. Néanmoins, nous voyons également que I’ampli-
tude du mode de Higgs est en principe plus petite (mais non nulle) dans les SC propres
que dans les SC sales.

Nous discutons maintenant des différences entre les cas propres et sales, en soulignant
le role crucial des contributions anomales. Tout d’abord, il existe une différence majeure
entre I'énergie typique impliquée dans les excitations induites par l'irradiation : Af =
e|Ao|lve| dans le cas propre et A¢ = Dh(eA,/ h)? dans le cas sale, avec D la constante de
diffusion d’Usadel mesurant la quantité de désordre. Nous pouvons écrire I'amplitude
en termes de fonctions régulieres et anormales B8 = BR — B4 et B*. Une différence de
comportement intéressante apparait a ce niveau. Dans le cas sale, les termes réguliers et
anormaux partagent le méme signe et contribuent tous deux de maniére constructive a
I'amplitude du mode de Higgs. Au contraire, dans un SC propre, ces deux termes ont
des signes différents et, étant du méme ordre, se compensent presque 1'un l'autre. Cette
différence de signe explique qualitativement pourquoi le cas sale peut en principe induire
une réponse de Higgs plus forte a partir d"une excitation optique. Néanmoins, un mode
de Higgs non nul est excité dans les SC propres. Typiquement, le coefficient de diffusion
D ~ 1m?s~!. Pour un mode de Higgs de méme amplitude dans le cas propre et sale,
nous constatons que le rapport d’amplitude des potentiel vecteurs |AJ|/|AS| ~ 0.1, de
sorte qu'une impulsion moins intense dans le cas sale peut créer une réponse de méme
intensité que dans le cas propre avec une impulsion plus forte. Il convient de noter que
dans un préprint, Yang et Wu [36] ont résolu partiellement les équations d’Eilenberger
dans le cas propre. Cependant, ils ont négligé les contributions anormales des FGs au
mode de Higgs, prédisant ainsi une réponse trop importante par rapport a la réalité.
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Chapitre 5. Mode de Higgs dans une jonction tunnel NIS

5.3.2 Limite a température nulle

Commengons par écrire le mode de Higgs en fonctions des parametres d’amplitude
F et de polarisation IT,, [106]

Fo
1Tl
On montrera plus tard que I, est identique dans le cas sale (Sec. 6). On s’intéressera donc
en priorité a 'amplitude F,, o< B® — B + B™. Les intégrales (5.3.7 - 5.3.10) sont dans le
cas général impossible a résoudre analytiquement. On s’intéressera a la limite T = 0 ot
tanh 3e/2 — sign e. En utilisant la relation

AV,

(5.3.16)

[SR(e) + s®(e1) + SR(€2)} [SR(GJ) - SR(€1)} [SR(€1) - SR(€2)} [SR(e) - SR(€2)]

sR(e)sR(e1)sR(ez)
ela g e (5.3.17)
~ sR(e) sR(e1)  sR(ex)”’
on obtient
R A i . 1 1 B 2
B® —B* = e Jde sign (€) LR(G) + K(ey) sR(el)}' (5.3.18)
1 e { 1 1 2 }
B = — de + —
w? JO_Zw sh(e)  sR(ex) sh(er) (5.3.19)
1 de{ 112 }
T J_w sh(e)  sR(ex)  sR(eq) ]

Le maximum de 'amplitude étant atteinte pour w = A, nous nous placerons dans ce
régime résonant. On trouve sans difficulté, dans la limite y infinitésimal,

1 [ 1 2
R(BR — BA) = ——2J de——— = ——cosh!?2, 5.3.20
( ) a2, - (5.3.20)
1 (%o 1 im
J(BR — BA) = —J de——— = ——, 5.3.21
S S N/ A 6321
2
R(B™) = o cosh™2, (5.3.22)
0
17T
j(Ban) = E (5323)
0

L’amplitude F,, est donc strictement nulle dans la limite y = 0" et il n'y a pas de mode
de Higgs. Dans limite y/A; < 1, 0on a

3 iy 3 .
R A an o, Y -1 R R _
B —B" + B™ ~ A2 cosh {1 AJ o~ Ag/z VY(1—1i). (5.3.24)
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5.4. Courant dans la jonction

On trouve donc que I'amplitude F,, ~ ,/y, contrairement au cas sale (voir Sec. 7) ou
Fow ~ ¥°. La résonance du mode de Higgs reste donc finie dans la limite y — 0 et le
parametre de Dynes est essentiel a 'excitation du mode de Higgs. Sans mécanisme de
désappariement, le mode de Higgs est protégé par la symétrie électron-trou et A, = 0.
Cependant, méme avec un petit y = 0.014,, on trouve une excitation du mode de Higgs
non-négligeable (Fig. 5.2) et ce dernier doit donc avoir un effet mesurable méme dans les
systémes propres.

5.4 Courant dans la jonction

Nous avons dans la partie précédente montré que le mode de Higgs peut étre excité
dans les systemes propres. On s’intéresse maintenant a des signatures observables du
mode, ici le courant ac dans la jonction NIS.

Dans une jonction tunnel, le courant est donné par la formule Eq.4.2.48

G
= J de(Tr [03 G, gs]ﬂ Vs, (5.4.1)

avec Gt la conductance de la jonction et n/s indiquant la partie normale/supraconduc-
trice. Parce que (g1)p = 0, on considere seulement

(G, 351y = GRaN(e) + g5 (e)gd (e)

—as(e)gh(e) — o (e)gh, (5.4.2)
[Gn, sy = G595 (€) + 95 (€2)d5 (€)

— G5(e)g8(e) — g5 (e)aa. (5.4.3)

Nous nous concentrons maintenant sur la contribution du second ordre. Du fait que g%
est de trace nulle on a [§y,, §sJs = 6X(€2)G2(e) — g8(e)§X (e). On doit trouver les termes
proportionnels a o3 dans g5 (en effet, 035X o 1 + 03). En notant § = g303 + g2io, On
trouve

Asle) = { A
923 = 1 T5(e2) + s(en)ls(ea) + s(€)][s(e1) + s(e)] 544
XZeelez—l—(€+€1+€2)[ZA%—S(€)S(€1)S(€2)} . G44
s(e)s(er)s(ea) '
o B 2M0Az (e + w) *
9aa(€) = [s(e)s(ez)[S(e) + s(€2)] (642

ou L* =s%(e)+s%(e1) +s*(ez). Il y a deux contributions au courant : i) un courant I 5
directement induit par le couplage non linéaire avec le champ électromagnétique et ii) un
courant de Higgs I directement proportionnel a 'amplitude de Higgs A,. On écrit donc
le courant I, = I + I (Fig. 5.3)
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FIGURE 5.3 — Gauche & Droite : Courants alternatifs [5 & I a différentes températures
T/T. et potentiels V pour le couplage At = 0.36A,, vy = 0.01A, (ici la constante de Dynes
est considérée indépendante de la température). La pulsation du laser est considérée
comme étant w = Ay(T). Les courants sont exprimés en unités de G /8e.

Iaa) = % J de [tanh (B(ez + eV)/2) — tanh (B(e2 — eV)/2)] (GA(a)3)p (5.4.6)
— J de[tanh (e /2) —tanh (Be_/2)] <Q§\(A),3>]5' (5.4.7)

Comme I'amplitude de Higgs A, est résonante a w = Ay(T), le courant de Higgs
hérite de ce comportement résonant, alors que I n’est pas résonant. Qualitativement, les
résultats sont assez similaires a ceux du systeme sale de [31]. Néanmoins, des différences
intéressantes entre le systeme propre et le systeme sale peuvent étre observées en étudiant
ce courant alternatif du second ordre. Dans le cas sale, le courant I5 est beaucoup plus
fort que le courant de Higgs I a la résonance. Nous voyons sur la Fig. 5.4 que dans le cas
propre, les deux sont du méme ordre, I5 étant encore plus fort que I5. En dehors de la
résonance, 5 prend rapidement le dessus sur la contribution de Higgs. Qualitativement,
les deux cas sont encore tres similaires. Comme dans le cas sale, le courant est résonant a
w = Ay et c’est une signature claire du mode de Higgs. Plus quantitativement & méme v,
dans le cas sale, le courant du mode de Higgs est de I'ordre de ~ 30G;A¢ /e a la résonance,
contre ~ 0.08G¢Af/e dans le cas propre. Sachant que pour une méme amplitude de Higgs
A sera environ dix fois plus petit que Af nous obtenons une estimation que, pour un
mode d’amplitude de Higgs égale, le courant dans le cas sale I, ~ 101§, avec I§, le courant
dans le systeme propre.

A la résonance, le courant croit de facon quasi-linéaire jusqu’au biais eV = Ay. A ce
stade, le courant commence a diminuer avec I'augmentation de V. Ceci est dt au fait
que le mode de Higgs est un appariement/dépariement cohérent de paires de Cooper de
fréquence 24, de sorte que le courant alternatif est maximal pour un biais dc au bord de
la bande supraconductrice, c-a-d. pour eV = A [31]. Comme dans le cas sale, I, présente
différents pics a la fréquence Ay+nw, qui sont des signes de transport assisté par photons.
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FIGURE 5.4 — Amplitude des courants de seconde harmonique I (ligne pointillée) et Ix
(ligne continue) en fonction du potentiel V pour des pulsations w légerement différentes
et prés de la résonance. Le courant de Higgs I, dépend fortement de la pulsation,
contrairement a [ 5. Ces amplitudes ne sont pas monotones lorsque la tension de
polarisation en courant continu augmente et diminuent comme 1/V lorsque la

polarisation est élevée. Ici T = 0.05T..
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5.5 Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié comment générer et détecter le mode d’amplitude
de Higgs dans un dispositif hybride supraconducteur propre. Le mode de Higgs est gé-
néré en irradiant le SC, et des mesures de courant électronique, ac ou dc, permettent de
le mettre en évidence. Tout d’abord, nous avons montré que le mode de Higgs peut étre
généré méme dans un circuit supraconducteur idéalement propre. Un mécanisme de dé-
pariement illustré par un parametre de Dynes non-nul est toutefois nécessaire a I’excita-
tion du mode de Higgs, contrairement au cas diffusif. Nous avons calculé le courant dans
une jonction tunnel NIS et nous avons trouvé une signature typique du mode de Higgs
dans le courant alternatif de seconde harmonique, comme dans le cas sale. L'intensité de
la réponse est néanmoins plus faible dans le cas propre.

84



Chapitre 6

Mode de Higgs dans une jonction
balistique NSN

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu'il était possible d’exciter le mode de
Higgs dans un SC propre et nous avons calculé le courant dans un jonction tunnel NIS.
Nous nous intéressons a une jonction transistor de type NSN. Pour continuer notre explo-
ration des systémes propres, nous considérons la jonction comme étant balistique. Nous
verrons que la conductance différentielle en courant continu permet de sonder les gaps
générés dynamiquement par le mode de Higgs dans le spectre de Floquet. Je commen-
cerai par présenter rapidement la théorie de Floquet des systémes périodiques dans le
temps Sec. 6.1. J'étudierai ensuite Sec. 6.2 le probleme de transport dans la jonction puis je
calculerai Sec. 6.3 la conductance différentielle de la jonction et montrerai qu’elle contient
des signatures du mode de Higgs [100].

6.1 Théorie de Floquet

Notre systéme est une jonction NSN périodique dans le temps, de période T = 27/ w.
Au lieu de résoudre le probleme directement, il est utile d’utiliser le théoreme de Floquet
[109-111]. Ce dernier est trés similaire a celui de Bloch, qui pour rappel nous dit que la
fonction d’onde d’un systeme périodique dans 'espace peut s’écrire sous la forme

Y (x) = e™*™u(x), (6.1.1)

avec k un nombre quantique vecteur d’onde et u(x) une fonction périodique dans l'es-
pace. Le théoreme de Floquet généralise ce résultat a un hamiltonien invariant dans le
temps. Pour tout hamiltonien H(t 4+ T) = H(t), on peut écrire ses solutions sous la forme

Y (k,t) =e D (K, t), (6.1.2)

ol € est appelé la quasi-énergie. La fonction @ est périodique dans le temps @ (k,t) =
®(k,t + T). L’astuce est ensuite de définir I’hamiltonien de Floquet Hf = H —19/9;. On
obtient
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Hr®(k,t) = e'*"HY, — ™0V, + eD(k, 1) (6.1.3)
=ed(k,t). (6.1.4)

La fonction @ (k, t) obéit donc a une pseudo-équation aux valeurs propres de Schrodinger
avec pour énergie €. On écrit les composantes de Fourier

H(t) = ) Hpe ", (6.1.5)
nez

Ok, t) =) On(kle ™l (6.1.6)
nez

Ceci nous permet de passer d'une équation dépendante du temps a une infinité d’équa-
tion indépendante du temps

D Hum = MWy ] Oy = €Dy 6.1.7)

mezZ

6.2 Probleme de transport dans la jonction

Nous étudions ici une géométrie consistant en une jonction balistique NSN (Fig. 6.1).
Dans ce systéme, les réflections d’Andreev jouent un role essentiel dans la conductance
de la jonction et nous cherchons une signature du mode de Higgs dans le courant dc (ou
de facon équivalente dans la conductance différentielle).

6.2.1 Modele de la jonction

Le SC a une longueur finie L. La lumiere THz est caractérisée par le potentiel vec-
toriel réel A(t) = Ay [ei‘”t + e*i‘“t}. La jonction est considérée comme étant purement
balistique et nous utilisons 1’équation de Bogoliubov-de Gennes (BdG)

. d (u u
la (V) = HBdG(t) (\)) (621)
avec pour rappel
_(Ho—nu A(t)

olt A(t) = Ag + Are 21t 4+ Aje?*™™t dans le SC et A(t) = 0 dans les électrodes normales,
Ho = (p + eA(t) )?/2m, et T est I'opérateur d’inversion temporelle. Du fait que Ay/Er < 1,
on peut utiliser la limite quasi-classique (voir Sec. 3.3)
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6.2. Probleme de transport dans la jonction

A(t)

FIGURE 6.1 —Jonction NSN. Le SC central est irradié par un champ THz
monochromatique A(t) = Ag[e'®! + e '*’!] et le métal normal a gauche est porté a une
tension continue V par rapport a I'électrode SC et a I’électrode N de droite. Le probleme

de diffusion consiste en un électron incident qui peut étre soit transmis comme un
électron, soit réfléchi par une réflexion d’Andreev comme un trou.

i% =vi- (—iV+eA(t))u—puu+ At)v, (6.2.3)
i% =V (—iV 4+ —eA(t)) v+ puv + A*(t)u. (6.2.4)

Dans cette approximation, nous négligeons completement les effets des électrons réfléchis
et des réflexions croisées d’Andreev, qui est une tres bonne approximation dans le cas de
jonctions totalement transparentes [112]. Dans le formalisme de Floquet, I'hamiltonien
devient

H, = [(vik — w) 03 + Ag01]8n0 + ApL[8 1 + 8 1] + As01800 + A2018,, 2. (6.2.5)

En pratique, pour résoudre les équations, on choisit un nombre de bandes limite N ap-
pelé le nombre de répliques de Floquet. L’amplitude du mode de Higgs est ici calculée de
facon auto-cohérente en utilisant les résultats de la section précédente (Sec. 5).

6.2.2 Probleme de transport

Nous considérons le probleme de diffusion 1D suivant : un électron vient de la gauche
et peut étre réfléchi comme un trou ou transmis comme un électron sur la droite (Fig. 6.1).
L’approximation quasi-classique empéche 'existence d’une réflexion d’Andreev croisée
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dans la jonction ou d’électron réfléchi. Dans la région N gauche (x < 0), nous avons les
ondes incidentes de type électron et les ondes réfléchies de type trou suivantes

. 1 ikix,—iet ,—inwt

Y., = (0) E e e e , (6.2.6)
. 0 ikpx ,—iet ,—inwt

Your = (1) E Th€ e e , (6.2.7)

avec viki = p+ (e + nw). Dans la région N droite (x > L), 'onde transmise est de type
électronique et se lit comme suit

Wtrans = (é) Ztneikxxe_lete—lnwt’ (6,2_8)

ol 1y, (resp. t,) est le coefficient de réflexion (resp. transmission) pour le n-iéme niveau
de Floquet.
Dans le SC, la solution de 1’équation de Floquet-BdG s’écrit

Yo = Z Z apemxpme teteminwt (6.2.9)

ou O (resp. k) sont les vecteurs propres de Floquet (resp. valeurs propres) dans le SC.
Ces excitations sont des superpositions cohérentes de type électron et trou, et les spineurs
@' sont obtenus en résolvant les problémes a vecteurs propres suivant

(Vpk — }/L)(Dn = (€ + TI(U)O'3(Dn — iAOO'Z(Dn
+ Ar03(D@n 1+ Onia)
+ A; Gl(Dn—Z + A201®n+2- (6210)

La nouvelle matrice sur la droite de 1'Eq. (6.2.10) n’est pas hermitienne, donc rien
n’empéche k d’avoir une partie imaginaire non nulle (si c’est le cas, le mode est évanes-
cent). L’hamiltonien est une matrice de taille 2(2N. + 1) x 2(2N, + 1); le nombre de k.,
est donc 2(2N. +1). La solution complete est obtenue en utilisant la condition aux limites
a chaque interface, c-a-d. la continuité des spineurs. On obtient alors la matrice 8§ pour ce
probleme de diffusion. L'unitarité de 8 nous permet d’obtenir la loi de conservation

R+T =) P+t =1, (6.2.11)

avec R (7) le coefficient total de réflexion (transmission). Calculons a présent la matrice
8. On définit les vecteurs r = [r_y, .. .rNC]T, t=1[tn,.. .tNC]T, A et B, les deux derniers
étant les amplitudes pour un électron incident a gauche et un trou incident de la droite
de la jonction. La matrice § est définie par les relations

(§-5(2)
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6.2. Probleme de transport dans la jonction

Les conditions aux bords, c-a-d. la continuité des spineurs nous donne les équations

((1)) An + ((1)) Th=) andy, (6.2.13)

((1)) ethrbt, + (2) e*rlB, =) erla, 0. (6.2.14)
m
A partir de ce résultat nous obtenons
A @
<BeikL) = ((Dze%kL> a (6.2.15)

otr (Bet* M) = Bpe™h ay = an, (Oi)mn = O et (Ot h) = O et ) avec i
indiquant la coordonnée du spineur. La matrice § est alors obtenue comme

0] eikl_ ) -1
8:( 1(D2 >(®2eiu> . (6.2.16)

R R
S = (T T,) (6.2.17)

avec R et T les coefficients de matrice pour I’électron incident de la gauche. Pour un élec-
tron incident depuis la bande de Floquet n = 0 on aura les coefficients corrects dans la
colonne du milieude Ret T.

On peut réécrire

6.2.3 Spectre de Floquet

Le spectre énergétique de Floquet de la région SC présente plusieurs bandes croisées
(Fig. 6.2). Ces bandes présentent des gaps a différentes énergies. Il y a le gap supracon-
ducteur & € = 0, un autre a € = A. Ce type de gap induit par I'excitation THz a déja été
discuté dans le contexte du graphene irradié [113-115]. Les gaps présentent une structure
riche en fonction de l'intensité du champ électromagnétique. Ici, nous avons trouvé des
résultats similaires avec I'équation BAG dans la limite quasi-classique. Une observation
importante est qu'un gap ne s’ouvre qu’en présence du mode de Higgs pour e = A,.
Nous avons découvert que la taille du gap I' a k¢ est, dans une tres bonne approximation,
donnée par 'amplitude du mode de Higgs I' ~ A, '. Bien s, ces écarts sont du second
ordre par rapport au vecteur potentiel, comme A, ~ A¢2. Dans la Fig. 6.2, nous comparons
le cas avec et sans mode de Higgs dans le SC. Pour ce faire, nous avons fixé artificielle-
ment A, = 0 dans la figure de gauche. Dans ce cas, les gaps se referment, ce qui montre la
nécessité du mode de Higgs pour ouvrir un gap a e = A,.

1. Il existe également des gaps d’ordre supérieur a la méme énergie, mais beaucoup plus petites (par
exemple, nous avons aussi un autre gap d’ordre supérieur oc A3/2); le mode de Higgs étant ici petit comparé
aux autres échelles d’énergie de notre probléme, ces gaps d’ordre supérieur sont négligeables
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FIGURE 6.2 — Spectre de Floquet dans le cas ot Af = 0.36A(T = 0) et (a) A, est
arbitrairement fixé a 0, (b) A, = 0.12A0(T = 0). Nous considérons la limite de
température T = 0. Les gaps n’apparaissent qu’en présence d'un mode de Higgs fini A,.

6.3 Signatures du mode de Higgs dans la conductance dif-
férentielle

Nous montrons ici que la conductance différentielle de la jonction NSN est un moyen
simple de sonder et de réaliser une spectroscopie électronique/de transport des gaps de
BdG-Floquet évoqués dans Sec. 6.2.3 (Fig. 6.2).

6.3.1 Conductance différentielle

A partir de §, le courant dc I4. est obtenu en utilisant le formalisme généralisé de
Landauer-Biittiker [116,117]. Le courant dans la jonction

2
L= 10 Y Y | deulenelf
x (fi'(e — eV) — 2" (en)) (6.3.1)

peut étre écrit en fonction des coefficients de réflexion et transmission

lie =30 [ de (e — V) — B¥(en)T(e)
+ (f'(e — eV) — 3" (e — eV)) R(e). (63.2)

Ici € est I’énergie incidente, f, la fonction de distribution dans la partie «, V le potentiel.
La partie « = 1 (resp. @ = 2) est le métal normal a gauche (resp. droite) de la jonction.
Dans le cas d’une réflexion d”’Andreev, 1’électron est réfléchi en un trou et de fait

fOUe —eV) =1—fi"(e —eV). (6.3.3)
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6.3. Signatures du mode de Higgs dans la conductance différentielle

Seuls les termes proportionnels a eV nous intéressent et on obtient

T4 o 2{ J de fi"(e — eV)[T(e) + 2R (e)]. (6.3.4)

Finalement, a partir de la relation de conservation R 4+ 7T = 1, on arrive a

Gdc

_ Al _ &Jde e =V L pie). (6:3.5)

9V h ov
Dans la limite a basse température, 0fi"(e — eV)/0V = §(e — eV) et [118-120]

2¢?

Ggc = T[l + R(eV)]. (6.3.6)
En appliquant une tension continue V dans le métal normal gauche, nous attendons une
conductance différentielle locale donnée par 1'équation (6.3.6). Les résultats sont donnés
dans la Fig. 6.4. Les oscillations proviennent du mode résonnant a l'intérieur de la partie
supraconductrice. Le mode de Higgs apparait lorsque eV ~ A,. En effet, nous observons
I'apparition d"un plateau dans la conductance différentielle centré autour de A et de lar-
geur ~ A,. Ce plateau provient du gap I'. En effet, le coefficient de réflexion pour cette
gamme d’énergie sera proche de 1, car la probabilité de transmission élastique sera trés
taible. Pour Af = 0.36Ay, A, = 0.12A,, le coefficient de transmission inélastique du pre-
mier ordre devient dominant de telle sorte que [t_1| 2 10[to|; la diffusion élastique étant
privilégiée on a [ro* > [t 1. Ainsi, G4. ~ 2e*/h dans cet intervalle, ce qui donne le pla-
teau. Pour confirmer cette interprétation, nous examinons la conductance différentielle
dans le cas o1 nous plagons artificiellement A, = 0. Nous avons vu précédemment que
les gaps disparaissent, et nous ne voyons plus de plateau.

En regardant la Fig. 6.3, nous voyons que l'effet n’est visible que pour une longueur de
jonction suffisamment grande L. En effet, pour une jonction trop petite, les électrons injec-
tés, méme a l'intérieur du gap, peuvent simplement traverser la jonction par effet tunnel,
ce qui donne ce G4. ~ €*/h a tous les biais. Pour A, = 0, les minimum des oscillations
sont obtenues pour des biais d’énergie eV qui obéissent a la condition de résonance

eVres = \/ A2 4 (”T”w)z. (6.3.7)

Dans ce cas, I’électron peut traverser le SC par effet tunnel et la conductance différentielle
diminue.

Les résonances observées aux potentiels sous le gap sont considérées comme prove-
nant de la diffusion assistée par photons (DAP). Dans ce cas, toujours pour A, =0,

2
eV, = \/Ag + (TLTT[VF> ~ N, (6.3.8)

pour n, N tel que eV}, > 0. Dans notre cas, seuls les DAP du premier ordre sont visible,
c-a-d. les biais résonants sont correctement prédits en prenant N = 1.
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Gdc (2ez/h)

FIGURE 6.3 — Conductance différentielle en fonction du potentiel V pour différentes
longueurs L du SC. La longueur de cohérence vi/mtAj est noté &. Parameétres :
Af =0.36A), Ay = 0.12A), N, = 10.

1.6 2

Gdc (262/]'1)
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‘ '
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L2l __ A, —0.124, HiH
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FIGURE 6.4 — A gauche : Conductances différentielles en fonction du potentiel V avec
L =100¢, Af = 0.36A, A, = 0.12A (ligne bleue solide), A, = 0 (ligne noire pointillée),
nombre de réplique de Floquet N. = 10. A droite : Zoom du tracé gauche autour de
eV = AO.
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6.3. Signatures du mode de Higgs dans la conductance différentielle

6.3.2 Approximation de la phase tournante

Sile mode de Higgs est présent, les minimum de conductance sont légerement décalés
par rapport au cas sans mode de Higgs, ce qui peut s’expliquer par la modulation du gap
du SC. Malheureusement, les équations completes de BdG (6.2.3) sont analytiquement
difficiles a résoudre. Par conséquent, afin d’obtenir une solution analytique, nous consi-
dérons ici un modeéle plus simple out Ay = 0 tandis que A, # 0. L'hamiltonien (6.2.2) se
réduit alors a

H = (vip — n)o, + vieA(t)1 + Aye 2 ®to, + Aye?“to_. (6.3.9)

Pour éliminer la dépendance temporelle, nous appliquons la "méthode de la phase tour-
nante" en appliquant la transformation unitaire suivante

U = eitwO'ZeievaAdt (6310)

a ’hamiltonien. Le nouvel hamiltonien indépendant du temps est donné par
H’ = UHU' + ii—?'lﬂ (6.3.11)
= (VP — 1 — )02 + Ago, (6:3.12)

dont les valeurs propres positives sont

€= \/A% + (vip — p— w). (6.3.13)

Ce résultat est en réalité formellement similaire a ce que 1’on peut trouver dans les semi-
conducteurs irradiés, et dans ce contexte, le A, est appelé un gap dynamique, induit par
le champ électromagnétique [121, 122]. Pour ce systeme, les minimum de résonance se
trouvent aux potentiels

\/Tes __ 2 TI_T( o 2
eVres — \/ A+ ( v w)" (6.3.14)
Le décalage

nmn nm

TVF — TVF — W (6315)

dans les biais de résonance explique qualitativement le déphasage entre les minimum
de résonance avec et sans mode de Higgs de la Fig. 6.4. Nous notons également qu’a la
résonance de Higgs (w = Ap), un gap de taille 2A, apparait lorsque k ~ k. Comme
nous l'avons vu, le gap se réduit a I' = A, lorsque nous ajoutons un gap supraconducteur
Ay dans le modele. Le modéle complet avec Ay # 0 n’est pas résoluble analytiquement.
Néanmoins, on s’attend a ce que les idées générales restent vraies. En effet, de petites
oscillations peuvent étre observées sur la Fig. 6.4, autour de eV ~ 0.92A,. Ces résonances
n’apparaissent qu’en présence du mode de Higgs et peuvent étre expliquées par le méme
type de décalage de 1’'équation (6.3.15).
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6.4 Conclusion

Nous avons étudié une jonction NSN balistique irradiée dans le cadre du forma-
lisme de Bogoliubov-de Gennes. Nous avons découvert que le mode de Higgs ouvre des
gaps dans la bande d’énergie de Floquet. Ces gaps peuvent étre observés en mesurant
la conductance différentielle locale de la jonction autour de I'énergie du gap, eV ~ Ay et
leurs largeurs sont égales a 'amplitude du mode de Higgs. Les mesures de conductance
différentielle agissent comme une spectroscopie électronique révélant les gaps de Floquet
générées dynamiquement par la présence d'un mode de Higgs d’amplitude finie.
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Chapitre

Mode de Higgs dans une jonction
Josephson

Dans ce chapitre nous étudions les signatures du mode de Higgs dans une jonction
Josephson SIS diffusive pompée par une lumiére dans la gamme des THz. Cette per-
turbation externe active de maniere résonnante le mode de Higgs via un couplage non-
linéaire avec le champ électromagnétique. Nous constatons une forte augmentation du
courant Josephson lorsque la fréquence d’excitation correspond au gap supraconducteur
w = A(T) a la température d’équilibre T. De plus les caractéristiques courant-tension
[(V) présentent une distribution distinctive de pics causés par la transmission assistée
par photon (TAP), ainsi qu’un pic de Shapiro a la tension eV = w.

Apres un état de I'art non-exhaustif sur 1'effet Josephson (Sec. 7.1), je présente le mo-
dele particulier de jonction Josephson étudié dans ce chapitre (Sec. 7.2). Les équations de
Keldysh-Usadel sont résolues pour la jonction tunnel SIS non irradiée dans la Sec. 7.3, ce
qui permet d’écrire les éléments de base d’ordre zéro pour les calculs perturbatifs dans
le cas irradié. La Sec. 7.4 expose les résultats sur le courant tunnel Josephson a travers la
jonction irradiée.

7.1 Ftat de I'art

Comme nous I'avons vu Sec. 4.2.4, la phase supraconductrice 0 n’est pas mesurable en
elle-méme, mais un gradient de phase est observable car il conduit a un supercourant qui
peut étre mesuré. En particulier, lorsque deux supraconducteurs, avec des phases respec-
tives 01 et Og, sont séparés par une couche non-supraconductrice, un courant d’équilibre
I(x) circule sans dissipation dans la jonction [60], et sa valeur est controlée par la dif-
férence de phase x = 0r — 0;. Cet effet Josephson a une longue histoire qui a donné
lieu & une variété d’effets fondamentaux et d’applications en nanotechnologie, y compris
des capteurs et des qubits [123]. La couche séparant les deux électrodes supraconduc-
trices, le "lien faible" (weak-link), peut étre de nature tres variée. En effet il peut s’agir
d’une fine couche isolante [60], d'un contact atomique [124], d'un métal, d’un ferroma-
gnétique [125,126], d'un nanotube de carbone [127,128], d'une couche unique de gra-
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_______ A AR ..
A

FIGURE 7.1 — Représentation schématique d"une réflexion multiple d’Andreev d’ordre 3.
Une fleche rouge/bleue symbolise la transmission ou réflexion d’un électron/trou.

phene [124,129,130] ou méme un isolant topologique [131]. En fait, 1'effet Josephson per-
met de sonder les propriétés quantiques spécifiques du "lien faible" utilisé, notamment a
travers la relation courant-Josephson I(x) de la jonction.

La version originale et la plus simple d"une jonction Josephson est la jonction SIS ou
les deux SCs sont séparés par une fine couche isolante (Fig. 7.2). En appliquant une dif-
térence de potentiel V entre les 2 SCs, la différence de phase précesse a la fréquence
angulaire w; = 2eV, dite fréquence de Josephson. A tension de biais finie, une jonc-
tion Josephson transparente présente un effet Josephson ac avec une riche structure sous
le gap constituée de pics de conductance différentielle dI/dV localisés a des tensions
eV = 2A/n [132-134], avec n € N*. Ces structures proviennent de réflexions d’Andreev
multiples (RAM, voir Fig. 7.1) et ne nécessitent pas d’irradiation. Si, en outre, la jonction
est irradiée a la fréquence w, des pics satellites supplémentaires apparaissent a des biais
eV =2A/n + mw/n [135-137], m étant un autre nombre entier associé a la RAM assistée
par photons [138]. Dans une jonction tunnel, seule la simple réflexion d’Andreev (RA)
correspondant a n = 1 a un effet visible sur la conductance différentielle. Dans ce cas, les
jonctions SIS irradiées ne présentent des structures de transmission assistée par photons
(TAP) qu’a des potentiels eV = 2A £ mw. Lorsqu’une jonction est simultanément irra-
diée et soumise a un potentiel, une résonance due a la synchronisation du changement
de phase des SCs avec l'excitation externe se produit lorsque la fréquence Josephson wy
est un multiple de la fréquence d’excitation externe w, ce qui entraine des pics de Sha-
piro dans le courant continu [139]. Tous ces effets ont été principalement étudiés dans la
gamme électromagnétique des micro-ondes w ~ GHz.

Nous avons montré dans les chapitres précédents (Sec. 5 et 6) que le mode de Higgs est
détectable dans des systemes hybrides [100, 140] ou dans des supraconducteurs simples
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7.2. Modele de jonction diffusive

FIGURE 7.2 - Jonction Josephson entre deux SCs diffusifs avec une différence de phase
X = Or — 01. Le SC gauche est irradié par une lumiére THz monochromatique pour
exciter le mode de Higgs. Le potentiel dc entre les SCs de droite et de gauche est noté V.

irradiés [141,142]. L'interaction entre 1’effet Josephson et le mécanisme d”Anderson-Higgs
n’a pas encore été examinée, sauf dans un récent preprint [143] prédisant que le mode de
Higgs peut étre excité en 'absence de toute irradiation, par la précession de Josephson
a wj de la phase dans une jonction Josephson transparente. Une autre publication ré-
cente [144] propose, également en I'absence d’irradiation, d"utiliser la conductance diffé-
rentielle SIS pour détecter les modes collectifs de supraconducteurs non conventionnels,
en particulier dans la géométrie de la jonction planaire ot le(s) pic(s) du mode collectif est
(sont) plus intense(s) que les pics RAM [144]. En revanche, I'interaction entre i) le pom-
page externe THz, ii) la précession Josephson et iii) I'oscillation du mode de Higgs n’a
pas été prise en compte, méme dans la version la plus simple d'un élément Josephson, a
savoir dans une jonction tunnel SIS. En outre, comme nous I'avons montré, la réponse de
Higgs est plus forte dans les supraconducteurs diffusifs que dans les supraconducteurs
propres [31,100].

7.2 Modeéle de jonction diffusive

Nous considérons une jonction Josephson (J]) SIS constituée de deux SCs de type s
conventionnels séparés par une barriere tunnel isolante (Fig. 7.2). Dans les années 70,
Scalapino et Ferrell avaient étudié un systeme SIS’ o1 S est dans la phase supraconduc-
trice et S’ dans la phase normale avec des fluctuations supraconductrices [145,146]. Dans
notre modéle, les deux supraconducteurs sont dans le régime diffusif et une tension conti-
nue est également appliquée a travers la jonction. Pour exciter le mode de Higgs, 'un des
SCs est pompé par un champ électrique THz E = —3;A ou A(t) = Ag(e'“t + e 1wt est
un potentiel vecteur harmonique uniforme d’amplitude Ay. Dans un SC diffusif sale, un
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Chapitre 7. Mode de Higgs dans une jonction Josephson

vecteur potentiel uniforme d’amplitude |A| introduit une échelle d’énergie typique

. De?|Ay
=

Dans ce qui suit, 'intensité de l'irradiation est caractérisée par le rapport sans dimen-
sion des échelles d’énergie x = Ap/Aj. Outre la pulsation électromagnétique a la fré-
quence angulaire w, la dynamique du systeme est également caractérisée par la fré-
quence Josephson wj = 2eV. Jusqu’'a présent, les jonctions Josephson irradiées ont été
largement étudiées dans le régime w < 24, correspondant aux fréquences micro-ondes
~ GHz [135, 137,139, 147-153]. Dans ce cas, aucune quasiparticule (QP) ni aucun mode
de Higgs ne peut étre excité par la pulsation électromagnétique. L'irradiation produit
des pics de Shapiro a la tension dc V = nw/2e et un effet tunnel assisté par photons
(TAP) [139,150]. Il induit également une reconstruction de 1'état fondamental SC [154].

Nous considérons ici une gamme de fréquence plus élevée permettant d’exciter le
mode de Higgs, typiquement w ~ Ay qui correspond a la gamme électromagnétique THz
[30]. De plus, les calculs seront effectués encore une fois de maniére perturbative par
rapport a I'intensité de l'irradiation «, a savoir dans le régime

Ab (7.2.1)

AD <K< w ~ Ao. (722)

Dans ce régime, les énergies des photons w sont encore inférieures au seuil de 2A, obli-
gatoire pour briser la paire de Cooper. Néanmoins, ces photons peuvent exciter le mode
de Higgs via un processus non linéaire du second ordre. Nous avons vu Sec. 4.2.2 qu'un
SC diffusif est décrit par I’équation d"Usadel (4.2.41)

—iDV(§ o V) + {5310, §} + [A(t)e'°%%15,, §| = 0. (7.2.3)

On considérera le probléme uniforme ou les FGQs sont indépendantes de la position.
Apres couplage minimal, 'équation a résoudre devient

iDe’[Ad30§oAT; 0§ — goAls o §oAds) +{0;10, §} + [A(t)e®%15,,§] =0, (7.24)

n_n

ou pour rappel "o" est 'opérateur de convolution temporel tel que (§o §)(t,t’) = [ dt”
gt t”")g(t”,t') et A(t) o g(t,t') = A(t)g(t,t’). Pour les raisons développées dans la Sec.
5, le gap supraconducteur prend la forme

A(t) = Ag + Ape 2@t 4 Azt (7.2.5)

du fait de I'interaction non linéaire entre la lumiere THz et le mode Higgs. La condition
de normalisation sur les FGQs dans 1'espace de Wigner-Fourier est

(Godhle)= D  duler)gule) = dwp. (7.2.6)

1+1'=k

Nous voulons maintenant résoudre, ordre par ordre, 'Eq. (7.2.4) en fonction du para-
metre &« = Ap/Ay < 1, avec Ap = De?|A*/h. Nous voyons dans I'équation (7.2.4) que
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7.3. Jonction Josephson sans irradiation

toutes les harmoniques g, avec n impair deviennent nulles, car A apparait toujours en
puissances paires. Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur la deuxieme harmonique
g+» qui est d’ordre O(«). Les harmoniques supérieures §.,n sont plus petites et d’ordre
O(«a™). En nous limitant au premier ordre en «, la FGQ peut étre développée comme suit

v dei’efiev v —2iw v iw
gl t) = | seetee e [Gole) + alele Tt ga(e) ] (727)

7.3 Jonction Josephson sans irradiation

Dans cette section, nous introduisons les fonctions de Green quasi-classiques moyen-
nées dans le temps dans le systeme diffusif qui servent d’éléments de base pour les résul-
tats obtenus en présence d’irradiation (Sec. 7.4). En I'absence d’irradiation, nous retrou-
vons des résultats bien connus pour la relation courant-tension I(V) des jonctions tunnel
Josephson [99,155].

7.3.1 Fonction de Green a potentiel non-nul

On commence par définir la matrice iMg = €'?%3i0,. La fonction de Green dans le cas
V = (O est alors

AR B €03 + AoiMe
doele) = T (e) (7.3.1)
= 45505 + GooiMo. (7.3.2)

En reprenant la transformation de jauge Eq. (5.2.7), on obtient & potentiel fini

t+t/) . (€+VG3)03 eiv(t—'_t,)ce’iMer
2 sR(e+Voy) sR(e) '
On voit que le potentiel V rajoute une oscillation V(t + t’) a la phase 0 : c’est I'effet Jo-

sephson ac. On prendra pour phase dans la partie gauche et droite de la jonction 6 = +,
ainsi que le potentiel Vi, =0, Vg = V. Nous définirons pour la suite

gv(e,

(7.3.3)

1/s%(e + Vo3) = slf(e,V)’lll + sg(e, V) lo,, (7.3.4)
tanh (B(e + Vo3)/2) = fo(e, V)1 + f3(€, V) 03. (7.3.5)

7.3.2 Courant dans la jonction SIS

Nous avons étudié la limite V = 0 dans la Sec. 4.2.4 ol le courant est donné par la
formule d’Ambegaokar [99]

BAg

I(x) = S—;ﬁAO sin x tanh — (7.3.6)
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Chapitre 7. Mode de Higgs dans une jonction Josephson

A tension finie, le courant a travers la jonction acquiére des composantes ac a la pul-
sation Josephson wj = 2eV et se lit :

I(t) = Iqc + [psin (wjt +x) + Ijcos (wyt +x) (7.3.7)
= Ljc + Laesin (wjt +x + §), (7.3.8)

avec I = /I3 + 1 et cos & = 1p/|L,c|- Les différentes amplitudes du courant dépendent
de la tension V avec explicitement

G 1 1
lac(V) = o J de e (S—R - S—A> [f3(9V5— 9v3) + (9V,1 — 9v1) (fo — tanh Be/2)], (7.3.9)

iA2G, 11 1 L
Lh(V)=— ge Jde [tanh(B€/2) (s_R - S_A) (sﬁ}(e,—V) * st (e, —V))
1 1 1 1
+fo(e, —V) (S_R + S_A) (Slﬁ(& —V) - Sﬁ*(e, —V)) (7.5.10)
1 1 1 1
w0to (55 (3 v -7 )]

NG 11 1 1
(V) = —?Jde {tanh([%e/Z) (S_R - S_A) (sg(e, V) si(e —V)>

1 1
) (s?(e, V) sh(e, _v)> (7.3.11)

1 1
)~ a) |

Ce résultat a déja été obtenu par Larkin et Ochinnikov [155]. L’amplitude du courant
de Josephson Iy = Iy(V) correspond a l'effet tunnel des paires de Cooper a travers la
jonction, et devient identique a I'Eq. (7.3.6) a tension nulle (V = 0) comme prévu. Le cou-
rant I4. est indépendant de x et provient de 'effet tunnel des quasiparticules a travers
la jonction, tandis que Ij est la partie du courant des quasiparticules qui dépend de la
phase [60,156,157]. Les termes proportionnels a I, et I; contribuent tous deux a la compo-
sante alternative d’amplitude I,.. Comme prévu, pour eV = 0, seul I; est non nul. Nous
ne pouvons pas évaluer ces intégrales analytiquement, sauf dans certains régimes (voir
Annexe A.1). Le courant continu est presque nul tant que eV < 2A, (Fig. 7.3), car le po-
tentiel n’est pas assez fort pour briser une paire de Cooper. Le courant alternatif présente
un pic a eV = 2A,, connu sous le nom de pic de Riedel [157,158], qui devient une singu-
larité logarithmique a eV = 2A, dans la limite y — 0. Elle provient de la singularité de la
densité d’état au niveau du gap supraconducteur.

—fa(e,—V) (SR -

7.4 Signature du mode de Higgs dans la jonction

Dans cette section, nous présentons nos résultats décrivant l'effet de l'irradiation sur
la jonction dans les régimes o1 le mode de Higgs peut étre excité.
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7.4. Signature du mode de Higgs dans la jonction

FIGURE 7.3 — Courants 4. (courbe noire continue), Iy (courbe bleue continue) et I

(courbe rouge continue) en fonction de la tension V. Les courbes en pointillés
correspondent aux limites asymptotiques valables pour V >> 2A,. Parametres :

T =0.05T,, y = 0.01A,.

7.4.1 Effet de la radiation sur la fonction de Green BCS

Le couplage minimal dans I'Eq. (4.2.41) fait intervenir dans notre cas dans termes o
A(t)2 ~ A§(2 + e?'@t + e~2iwt) La fonction de Green g (e) va donc étre renormalisée par
l'irradiation THz. En effet, I'équation d’Usadel associée devient

(€03 + AgiMuy 2, G5 ] + 180 [§5(e—1) + §o(€1), G5 ] = O. (7.4.1)

Cette équation ne peut étre résolue analytiquement. Pour gagner en intuition, commen-
¢ons par résoudre 1'équation dans la limite w = 0, c-a-d. dans la limite d"un biais dc en
courant. On obtient

(€03 + A¢iMiy 2, G5 | + 140 [35, 5] =0 (74.2)
ol I'on redéfinit 2o — «. Dans le cas x = 0 on peut toujours écrire

go () = Gp(€)os + Fy(e)ion, (7.4.3)

avec Gy et Fy des fonctions. La condition de normalisation peut s’écrire G5 — F; = 1. On
peut réécrire Eq. (7.4.2) sous la forme d’une équation algébrique pour, par exemple, la
fonction Fy

—AAJ0CFy + MaAS(Fy + Fo) + Fo (A3 — 4A502 — €*) + A = 0. (7.4.4)

On néglige les termes au second ordre en o et on utilise I’approximation F3+Fy ~ Fe? /A3
pour obtenir

die’Fy — (e — ADFs + Aj = 0. (7.4.5)
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Chapitre 7. Mode de Higgs dans une jonction Josephson
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FIGURE 7.4 — Partie réelle/imaginaire de la fonction de Green Fy(€) pour 2« = 0.01,
w = 0. La fonction Fy est définie comme Fy(x = 0). La courbe bleue correspond au calcul
numérique exact. Les courbes rouges (noires) sont des approximations correctes a faible

N (0.

Quand |e/Ay| < 1 on peut utiliser une approximation perturbative en « pour trouver
les racines de I’équation ci-dessus. En définissant F(€) = Fo « + &F1,«, On trouve

AV
F o« = 7.4.6
0, SR(E) ( )
e2N?
Fio = —2i o, 7.4.7
1, 2ISR(€)4 ( )

Autour de |e/Ag| ~ 1, on doit utiliser la nouvelle variable n = (e? — A3)/A} comme
parametre perturbatif. En effet, dans ce régime, les fonctions F, se mettent a diverger et
le calcul perturbatif s’écroule. En écrivant F, (€) = Fq,, + nF1,, +n*F2y,, on obtient

—1im/6 1 %
Fon = e o L (74.8)
1 el 13
Fio—— e W/6_(__ 749
T e ¢ 3 <4oc> (7.49)
-1 ei7r/6 ) 1
Fon = 36 [42/30(5/3 +31&
e*i?‘t/6 2/3
—2 o3 4 . (7.4.10)

On voit immédiatement que ces solutions sont non-perturbatives en o, comme prévu. On a
tracé ces résultats pour la fonction Fy et ses approximations (Fig. 7.4 ). Quand le parameétre
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—e- =0
—(X:0.0lAQ/Q

W
T

ellacl/AoGT
N
I

—
[

eV/ AQ

FIGURE 7.5 — Courant I4. avec et sans irradiation. La correction est relativement faible
pour & = 0.01. Iciy = 0.01A00 and w = A,

de Dynes v > oA, 'approximation au premier ordre en o devient bonne, méme pour
€ ~ Ay. Des résultats analytiques ont été obtenus pour w > 0 dans le régime vy > a4,
[159]. On trouve dans ce cas

Ase Ase
sR(er)sR(e)’ sR(e—1)sR(e)?

Dans le cas Y ~ ®Aj on doit résoudre numérique Eq. (7.4.1). On a utilisé I’algorithme
donné par [154]. La correction dans le courant dc I4.(o) est donnée Fig. 7.5. On obtient
en replacant €/s%(e) — e/s*(e) dans Eq. (7.3.9) par 2R¢(GR(€)). En sachant que la densité
d’état (DE) N(e) = NoRe(GR(€)) [89,154], avec Ny la DE normale, on voit que la correction
en « provient d'une modulation de la DE. On retrouve, au moins qualitativement, les
résultats de [138] dans la limite a transmission faible. Les corrections restent faibles et
dans la suite nous les négligerons, c-a-d. que la fonction g (€) sera celle BCS.

iF1 o = (e1+¢€)+ (e_1+€). (7.4.11)

7.4.2 Fonction de Green aux deuxiéme ordre

Nous venons de voir que la renormalisation du courant dc par l'irradiation était né-
gligeable dans notre modele. De plus, dans I'expression perturbative des secondes har-
moniques §+», seule la FGQ gy a o« = 0 doit étre prise pour rester au premier ordre en «.
La correction en « est donc de toute facon automatiquement négligée dans les calculs qui
suivent. En reprenant les notations de la Sec. 5, on obtient ’équation d’Usadel pour g}

£297 — 33 =1Ap[gy(e2)Gn(e1) — G5 (€1) o (€)] + Ao[ G5 (2)IMy /2 —IM_y 2G5 (€)].
(7.4.12)
L’équation pour §®, est obtenue en remplacant dans la derniere expression w — —w et
A, — A;. Afin de séparer la physique directement liée a 1'irradiation des effets du mode
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Chapitre 7. Mode de Higgs dans une jonction Josephson

de Higgs, nous décomposons les deuxiémes harmoniques de la FGQ retardée comme suit

95(e) = a5a(€) + a5 A(€), (7.4.13)

oit §5 5 (€) est directement proportionnelle a 'amplitude du champ et indépendant du
mode de Higgs A, et g5 ,(€) est la contribution due exclusivement au mode de Higgs.
On trouve

‘A . )

QEA(e = SR(GQI) j_o;R(e) [Qg(el) - Qg(€2)g§(€l)g§(e)}/ (7414:)
A . . . .

Q2R,A(€) = (o) j (o) [INLX/z - 95(62)1M7X/zgg(€)}. (7.4.15)

Pour trouver la fonction de Keldysh nous décomposons a nouveau cette derniere en deux
termes, régulier et anomale,

gt (e) = §;%(e) + gi"(e) (7.4.16)
avec g; °(€) = gR(e)ho(e)—ho(e1)§(€) ot la fonction de distribution hy(€) = tanh (Be/2).
En résolvant 1’équation d’Usadel pour §3" on trouve

goa(€e) = (&) —I—SA(2) [tanh Be,/2 — tanh e /2]
AR _ AR AR ~ A
iAo |G (€;Iz(€2§1oiii?§)(el)go (e)] tanh Be,/2 — tanh pe,2), 7.417)
08 ale) = 22 [iM_y/2 — 98 (€2)iM_y,207 (€)] tanh Bey/2 — tanh Be/2]
sR(e2) +s*(€)
(7.4.18)

Finalement, ces matrices 2 x 2 sont écrites dans la base de Nambu a partir des matrices
de Pauli

G2,(€) = 03923,1(€) + 102921 (€). (7.4.19)

De plus, apres le changement de variable € — € — Vo3, la fonction gy,i(€) devient une
matrice 2 x 2:

g22,i(€ —Vo03) = gn1,i(€, V)1 + gnsile, V)os (7.4.20)

aveci = A, A. Ces fonctions g 1,i(€, V) et g2 3,i(€, V) apparaitront dans les formules des
courants de la section suivante.

7.4.3 Courant et signatures du Higgs

En présence d'une impulsion électromagnétique w et d"une tension V, le courant tun-
nel total a plusieurs harmoniques résultantes de 'interaction de la pulsation Josephson
wj et de la pulsation THz w :

I(t) = Lgc + Licsin (wyt +x + $) +2 Z 15| cos (2wt — 6) cos (wyt + x)
i=A,A

+2 Z II:] cos (2wt — 6;) sin (wyt +x) +2 Z |I3i]cos (2wt —03;). (7.4.21)

i=A,A i=A,A

104



7.4. Signature du mode de Higgs dans la jonction

ou nous avons introduit 1'indice i = A, A pour distinguer les contributions proportion-
nelles a o ou A,. Pour mieux caractériser le contenu spectral du courant dépendant du
temps, Eq. (7.4.21), il est utile de linéariser les produits cosinus/sinus. Le terme propor-
tionnel a cos (2wt — 0;) cos (wyt + x) et celui proportionnel a cos (2wt — 0{) sin (wyt 4 x)
contribuent aux pulsations w; = +(2w £ wy). La phase ef) est définie par la relation
cos 0] = Re(1y])/ILL].

Par conséquent, le spectre du courant alternatif présente les pulsations suivantes :
w; = £(2w £ wy), F2w. En particulier, cela conduit a une contribution de la composante
continue lorsque 2w = +wj ou eV = Fw provenant du courant du second ordre dans
|Aol, dont 'amplitude est notée I,. Il en résulte des pics de Shapiro [139] dans le courant
Iac (V). Les différentes amplitudes du courant dépendent a la fois de la tension V et de la
pulsation w (Fig. 7.6). Les expressions étant assez lourdes, nous les écrivons explicitement
dans I’Annexe A.2.

Dans ce systeme, le courant alternatif provoqué par l'irradiation consiste en deux
contributions : 'une explicitement proportionnelle a o et directement provoquée par 1'ir-
radiation (1) et l'autre induite par le mode de Higgs et proportionnelle a |A;| (Ia).

Résonance et spectroscopie

Les amplitudes des différentes contributions au courant sont représentées sur la Fig.
7.6 en fonction de la tension V pour différentes pulsations w. Comme résultat principal,
on voit qu’a la condition de résonance w = A, le courant généré par le mode de Higgs
domine toujours les autres contributions. Ceci est di au fait que A, est résonant a cette
fréquence [31].

De plus, nous avons obtenu la "structure fine" de ce courant résonant en fonction de la
tension de biais. Pour les courants I, 5 et Iﬁ/ A, hous nous attendons a obtenir des pics a la
tension de polarisation eV = 2A,+mw en raison de TAP [138,153], avec m € Z. Sur la Fig.
7.6, nous observons en effet des pics aux biais eV = 2A¢—2w, 2A)—w, 24, 2A¢+w, 2A¢+
2w pour w < Aj. Dans le cas de I, o, nous avons des pics supplémentaires a eV = w, 2w.
Cela peut étre compris comme une TAP tunnel de paires de Cooper. Lorsque w > A,,
nous avons un pic supplémentaire a eV = Ay + w (et aussi eV = w — A pour I, A).
Ces pics importants signalent des résonances dans les courants tunnel des QPs, dues a la
singularité de la DE BCS déplacée par la TAP.

Le courant I3 A peut étre comparé au courant de Higgs calculé dans le systéme NIS
dans [31]. Si nous fixons Ay = 0 dans le SC de droite, le courant I3 5 se réduit au courant
de Higgs obtenu dans [31]. Dans notre cas, un pic apparait a eV = 24, ce qui correspond
a la masse du mode d’amplitude (Fig. 7.6). Puisque le mode de Higgs peut étre interprété
comme l'appariement et le désapparierent des électrons et des trous autour du gap a la
fréquence 2A,, le courant sera maximal si les bandes des 2 supraconducteurs sont polari-
sées par un potentiel continu eV = 2A,, expliquant ainsi ce pic fixe a toutes les fréquences.
A eV = 4w un coude apparait dt a I'effet de bandes latérales. Contrairement aux autres
contributions des courants, le pic a eV = 2A est toujours le courant maximum pour tout
w, signe que ce courant provient uniquement du mode de Higgs.

Il est intéressant de comparer cette structure de pics I(V) des amplitudes de courant
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dues au Higgs (Fig. 7.6 Panneau du bas) avec les pics apparaissant dans le courant dt a

A (Fig. 7.6 Panneau du haut). En regardant les courants Josephson Ié:)A dans la Fig. 7.6,
on remarque que la moitié des pics sont absents par rapport aux courants A. Les biais
de résonance sont maintenant a eV = 2A; £ 2w pour w < Ap plus eV = 2w dans le
cas de I, o. Ceci est cohérent avec le fait que le mode de Higgs ne peut interagir avec la
lumiere qu’au second ordre, de sorte qu’il ne peut participer qu’a la moitié du transport
assisté par les photons par rapport au courant A. Cela permet de séparer la contribution
due a la simple irradiation du SC et la contribution spécifiquement due a la génération
du mode de Higgs. A partir de I'équation (7.4.21), nous pouvons extraire les composantes
de Fourier du courant. Par exemple, le courant alternatif total de fréquence 2w + wyj sera
donné par

D le Ok Tl (7.4.22)

i=A,A

Sur la figure 7.7, les composantes de Fourier sont représentées pour les fréquences 2w+wy
et 2w. Dans le cas résonnant w = A, les courbes I(V) sont caractérisées par la dominance
des deux pics pairs Aj et 2A. Cette dominance indique qu’a cette fréquence, les courants
dus au mode de Higgs obéissent a In > 1. En dehors de la résonance, les pics 24, et
2Ay + 2w sont réduits et deviennent du méme ordre de grandeur que tous les pics du
courant d’irradiation (Fig. 7.6 Panneau supérieur, courbes bleues et vertes).

Il convient de noter que les effets représentés sur la figure 7.6 sont obtenus pour la
valeur particuliére de l'intensité d’irradiation sans dimension « = 0.01, et sont propor-
tionnels a l'intensité lumineuse I. Pour &« = 0.01, Ay = 1meV,D =103 m?s ', w =15
THz (qui correspond a 1 meV), on obtient une intensité I ~ 1 W.cm~2. Cela correspond a
un champ électrique compris entre 1 et 10 kV.m ™! alors que les champs typiques sont de
'ordre de 300 kV.m ™! dans [27]. Notons que 'observation de ces effets ne devrait pas étre
affectée par la présence de la résonance du plasma Josephson qui dépend de la capacité
de la jonction et apparait a des fréquences de 1'ordre du GHz [161,162].

Limite a tension nulle

Examinons le cas particulier du JJ irradié sans biais. Méme pour V = 0, une amplitude
tinie de I, A est prédite (Fig. 7.6). Cela contraste avec les résultats précédents obtenus dans
le systéme NIS [31] ot une tension était nécessaire pour produire le courant du mode
de Higgs. Ce nouveau courant peut étre compris comme une correction ac du courant
Josephson due a la modulation du module du gap. En fait, le courant dans un JJ de 2 SCs
avec deux gaps constants différents mais proches est donné par Iy ox mTAYA)/2(Ag + A)).
Sil’on considére que 1'un des gaps dépend du temps, comme Aj = Ag + 2A; cos 2wt, on
obtient un courant oc tAy/2 + 1A, cos (2wt), ce qui correspond a ce que 1’on observe. En
effeta V = 0 le courant (7.4.21) se réduit a

I(t)= |Io+ )  [Tilcos (2wt —6;)| siny. (7.4.23)

i=AA

1. Une constante de diffusion D ~ 107> m%.s™! est obtenue pour un libre parcours moyen 1 ~ Inm et
une vitesse de Fermi vg = 10°m.s 1. Ces ordres de grandeur sont attendus pour des SCs tres sales [160].
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FIGURE 7.6 — Amplitudes du courant données par I'équation (A.2.1) en fonction de la
tension V pour différentes fréquences d’irradiation w. Panneau supérieur : Courants
directement proportionnels a l'irradiation I A (a), I; o (b), 15 A (c). Panneau inférieur

Courants dus au mode de Higgs I, o (d), I; A (e), I3 a (f), qui sont clairement résonnants a

w = Ay. Différents pics de résonance apparaissent a des tensions spécifiques V en raison

du PAT. Notez les différentes échelles sur les axes verticaux du courant. Les parametres
sont les suivants : T = 0.05T., y = 0.01A¢ 9, « = 0.01.
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FIGURE 7.7 — Composantes de Fourier du courant total Eq. (7.4.21) a la fréquence
2w + wy (gauche), 2w — wy (milieu), et 2w (droite). On voit clairement, a la fréquence de
résonance, la dominance des pics eV = 2A, et eV = 4A, due au fait que les courants de

Higgs écrasent les autres contributions : I4 > Ia. Les parametres sont les suivants :
T =0.05T;, vy = 0.01A¢, « = 0.01.
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Chapitre 7. Mode de Higgs dans une jonction Josephson

Pres de la résonance, [I; | > [I; A| et numériquement nous trouvons e|l; A|/GtAy ~ 7 X
|Az| /A, comme prévu.

Afin de tester expérimentalement la résonance d’Anderson-Higgs a biais nul, il serait
pratique de balayer la température autour de la température T, définie par A(T,) = w.
La fréquence du mode de Higgs étant 2A(T), le courant présentera un comportement
résonant autour de T,,. Cette méthode serait plus simple que de faire varier la fréquence
du laser.

7.5 Conclusion

Nous avons étudié I'interaction entre la physique du mode de Higgs et 1’effet Joseph-
son dans les jonctions SIS a effet tunnel entre des supraconducteurs conventionnels sou-
mis a une irradiation électromagnétique. En utilisant le formalisme de Keldysh-Usadel,
nous avons évalué la contribution au courant qui est directement généré par le mode
de Higgs. Diverses signatures de 'excitation du mode de Higgs sont trouvées dans les
caractéristiques I(V). Ces courants sont tres sensibles a la fréquence d’irradiation et at-
teignent un maximum a la condition de résonance w = A((T), correspondant a 1’exci-
tation du mode de Higgs. Cette résonance peut étre obtenue en accordant la fréquence
ou la température. Méme a tension nulle, nous prévoyons un courant alternatif non nul
dt a l'irradiation et dont 'amplitude est principalement due a 'excitation du mode de
Higgs a la résonance w = Ay(T). En outre, un pic de Shapiro proportionnel au mode de
Higgs se développe a la polarisation eV = w et devrait étre directement mesurable dans
le courant continu. D’autres pics de courant résonant, provenant du transport assisté de
photons, apparaissent a des biais eV = 2A,(T) + mw dans les courbes I(V), avec m en-
tier. Etant sélectivement renforcés par la résonance du mode de Higgs, les pics m pairs
devraient étre beaucoup plus forts que les pics m impairs. Une perspective intéressante
serait de généraliser ce travail aux supraconducteurs non conventionnels, comme étudié
dans [144].
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Conclusion

Durant cette thése, nous avons exploré la possibilité d’exciter le mode d”Anderson-
Higgs supraconducteur dans des diverses géométries de jonctions entre un métal normal
(N) et un ou plusieurs supraconducteurs (S). Pour chaque type d’hétérojonction, nous
avons cherché les signatures expérimentales de la présence du mode de Higgs dans le
courant de quasiparticules (géométries NIS et NSN) et dans le courant Josephson (géo-
métrie SIS).

Les quatre premiers chapitres nous ont permis d’introduire les différentes notions es-
sentielles a la compréhension des résultats obtenus. Dans le chapitre 1, les concepts de
symétrie et brisure de symétrie ont été présentés. Dans les chapitres 2 & 3, nous avons
abordé la théorie des supraconducteurs, d’abord d'un point de vue phénoménologique
(théories de London et de Ginzburg-Landau) puis microsocopique (théorie BCS et ses re-
formulations dues a Gor’kov et Bogoliubov-de Gennes). Enfin dans le chapitre 4, nous
avons introduit la théorie de Keldysh, essentielle au traitement de la physique hors-
équilibre, ainsi que I'approximation quasiclassique nécessaire pour nos calculs.

Nos résultats originaux ont été discutés dans les trois derniers chapitres. Dans le cha-
pitre 5, nous avons montré que le mode de Higgs pouvait étre excité dans un supracon-
ducteur propre. Dans ce méme chapitre, nous avons calculé le courant ac engendré par
le mode de Higgs et avons montré qu’il pouvait étre une signature expérimentale de ce
mode. Ensuite, chapitre 6, une jonction balistique NSN a été présentée. Nous avons trouvé
que le mode de Higgs était observable dans la conductance différentielle, du fait qu’il ou-
vrait un gap dans le spectre de Floquet. Enfin, au chapitre 7, nous avons étudié 1'effet
du mode de Higgs dans une jonction Josephson soumise & une excitation THz. Dans ce
systéme, le mode de Higgs crée des pics de courant a des tensions de biais spécifiques,
signatures de ce mode collectif. De plus, un courant de Higgs est présent dans la jonction
méme a biais nul, ce qui differe du cas NIS. Enfin, un pic de Shapiro dt au Higgs est
visible dans le courant dc au potentiel égal au gap supraconducteur.

Dans le futur, il serait intéressant d’étudier 'effet de la transparence dans les jonc-
tions NIS et SIS. Dans la jonction Josephson, une plus haute transparence permettrait par
exemple d’observer des signaux TAP d’ordres supérieurs. L'influence des symétries du
gap (d-wave, p-wave,...) n'a pas encore été étudiée dans ces systémes et serait une géné-
ralisation naturelle du travail présenté ici.
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Annexe A

Courants dans la jonction SIS

A.1 Limite asymptotique des courants de la jonction SIS a
température nulle

Retrouvons les limites & basse température des courants dans la jonction SIS. A T = 0
et pour V < 2A,, on peut réécrire Iy comme

8ely JVMO 1 1
=38 de All
e PR~y vy N
1
1
= §J de ! (A1.2)
Ve V0{e+A0/V)2—(Ag/V)2/(Ag/V)2— (e —1+4 Ay/V)?
1
= §J de L ! : (A.1.3)
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Pour résoudre ces intégrales, on fait le changement de variable
_ 2A0/Ve
= Al4
¢ \/e—1+2AO/V (A.14)
en sachant que
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Chapitre A. Courants dans la jonction SIS

avec K(x) l'intégrale complete elliptique de premiére espéce définie comme

1
1 1
Kx)=| dt : A.19
™) Jo V1—12v1—xt? ( )
Quand V > 2A,on a
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=8 de A.1.10
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SK(T2) (A111)
D’apres I’Eq. (A.1.9) on voit que K(0) = 7. On trouve la bonne limite dans le cas V = 0.
A biais large V >> A, on trouve
Gy A}
Regardons la limite a basse température pour Iy et Ij. On les réécrit comme
V—A 00 —
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Quand V > Ay, T on trouve (Fig. 7.3)
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A.2. Courants dans la jonction irradiée

A.2 Courants dans la jonction irradiée

Les expressions des composantes du courant dans la jonction irradiée sont données

par

IA G 1 1
Li(V) = 0ot Jde {tanh 56/2)( s_A) 952,11,1
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1 an
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