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Résumé

Les structures flexibles sont de plus en plus utilisées dans I'industrie du fait de leur légereté et
leur faible cotiit de production. Néanmoins, par leur faible rigidité, elles sont fortement impactées
par les vibrations. Le controle actif est un moyen de réduire ce phénomene : il consiste a
instrumenter la structure avec des actionneurs et des capteurs et a synthétiser un correcteur
minimisant 'impact des vibrations grace a des outils issus de I’Automatique. Cependant, en
raison de contraintes d’implémentation, il peut étre difficile voire impossible d’implémenter un
correcteur centralisé : une solution est de synthétiser un correcteur distribué. L’objectif de ce
document de these est de proposer une démarche de synthese de correcteurs distribués pour
le controle actif de vibrations. Le probleme considéré ici revient a effectuer la synthese d’une
loi de commande garantissant certaines propriétés de stabilité et de performance. Dans le cas
du controle actif de vibrations, le systeme étant fortement résonant et donc présentant des
pics d’amplitude dans le domaine fréquentiel, ce critéere de performance est exprimé selon le
formalisme H ..

Une étude bibliographique sur le controle distribué a montré I'intérét d’avoir un modele qui
est de la méme structure que le correcteur que 1’on cherche a synthétiser : on considérera la
structure particuliere de sous-systémes mis en ligne, chaque sous-systéme ne communiquant
qu’avec ses plus proches voisins. Dans la littérature, des conditions d’analyse et de synthese, sous
forme d’'un probleme d’optimisation convexe sous contraintes LMI avec multiplieurs constants,
sont disponibles, et applicables aux systemes distribués traités ici. Néanmoins, il est montré
dans ce manuscrit que ces conditions sont trop conservatives pour un systeme distribué vibrant
bien moins complexe que les structures flexibles que 'on cherche a étudier : elles doivent donc
étre adaptés pour répondre a notre problématique. Pour cela, le systeme est écrit comme une
interconnexion des sous-systémes. Une approche entrée/sortie basée sur la séparation des graphes
est alors exploitée pour interpréter ces conditions comme des contraintes quadratiques dans le
domaine de Laplace avec multiplieurs constants et réduire leur conservatisme par l'introduction
de multiplieurs dynamiques. Cette réduction permet notamment de traiter le cas d’un systeme
résonant simple, en élargissant 1’espace des solutions admissibles. Une nouvelle démarche de
synthese est ensuite proposée, couplant ’analyse par multiplieurs dynamiques avec la synthese
par multiplieurs constants. Si les conditions proposées ont été motivées par les systémes résonants,
elles s’appliquent a tout type de systeme de méme structure que celle étudiée dans ce manuscrit.

Afin d’évaluer leur pertinence dans le cadre d’application réaliste de contrdle des vibrations,
les outils proposés ont été testés en simulation sur une poutre en aluminium instrumentées
avec des patchs piézo-électriques. Afin de les appliquer, un modele distribué de la poutre a été
élaboré : la poutre est modélisée par sous-éléments assemblés via des conditions aux limites. Les
valeurs numériques du modele sont obtenues via un logiciel de modélisation par éléments finis.
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Des méthodes de réduction de modeles ont également été appliquées. Les outils d’analyse et de
synthese distribuée sont alors appliqués sur cet exemple : il en ressort qu’ils sont adaptés pour
le traiter. La perte de performance engendrée par la structuration du correcteur est acceptable
par rapport a un correcteur centralisé. La complexité algorithmique de la méthode de synthese
distribuée est également plus faible que la synthese de correcteur centralisé par LMI pour cet
exemple.

Mots-clefs : controle actif de vibrations, commande distribuée, commande H,, approche
entrée/sortie, séparation des graphes, contraintes quadratiques, optimisation convexe sous
contraintes LMI, modélisation par éléments finis
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Abstract

Flexible structures are increasingly common in industry, thanks to their lightness and low
production costs. However, because of their low rigidity, they are strongly susceptible to
vibrations. Active control is an interesting way to reduce this phenomenon : the structure is
equipped with actuators and sensors, and a corrector that minimizes the impact of vibrations is
synthetized by using tools from control theory. However, due to implementation limitations,
it may be difficult or even impossible to implement a centralized control law : one solution
is to synthesize a distributed controller. The aim of this thesis is to propose an approach for
synthesizing distributed correctors for active vibration control. The problem considered here is
to synthesize a control law that guarantees stability and performance properties. In the case of
active vibration control, since the system is highly resonant and exhibits amplitude peaks in the
frequency domain, the performance criterion is expressed in the H,, formalism.

A literature study on distributed control has shown the interest of having a model which
has the same structure as the controller we are trying to synthesize : we will consider the
particular structure of subsystems in series, each subsystem communicating only with its nearest
neighbors. In the literature, conditions for analysis and synthesis were developped, in the form
of a convex optimization problem under LMI constraints with constant multipliers : they seem
to be applicable to the distributed systems considered. However, it is shown in this manuscript
that these conditions are too conservative for a vibrating distributed system that is less complex
than the flexible structures we are investigating : they must therefore be adapted to our problem.
For this purpose, the system is written as an interconnection of subsystems. An input/output
approach based on the graph separation theorem is then exploited to interpret these conditions
as quadratic constraints in the Laplace domain with constant multipliers and reduce their
conservatism by introducing dynamic multipliers. In particular, this reduction makes it possible
to deal with the case of a simple resonant system, by enlarging the space of admissible solutions.
A new synthesis approach is then proposed, coupling dynamic multiplier analysis with constant
multiplier synthesis. While this methodology is developped for resonant systems, its applicability
to a broader class of systems with the same structure as studied in this PhD thesis is possible.

In order to check their applicability for realistic vibration control applications, the developped
tools are tested in simulation on an aluminum beam instrumented with piezoelectric patches. A
distributed model of the beam was developed : the beam is modeled by sub-elements assembled
via boundary conditions. The numerical values of the model are obtained using finite element
modeling software. Model reduction methods have also been applied. Distributed analysis and
synthesis tools are then applied to this example, showing that they are suitable for handling it.
The loss of performance caused by the imposed structure of the corrector is acceptable compared
with a centralized corrector. The algorithmic complexity of the distributed synthesis method is
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also lower than that of the centralized corrector synthesis by LMI for this example.

Key words : active vibration control, distributed control, H, control, input/output approach,
graph separation theorem, quadratic constraints, convex optimisation under LMI constraints,
finite element modelling
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Chapitre 1. Introduction

1.1 Motivations du travail de recherche

Les structures mécaniques flexibles et légeres (poutres/coques/plaques minces) sont de
plus en plus utilisées dans I'industrie. Elles ont en effet de nombreux avantages, notamment
leur faible poids, ainsi que leur cotlit réduit de fabrication. Elles sont donc particulierement
intéressantes dans des applications mécaniques ou le poids de la structure doit étre réduit,
comme dans 'automobile, 'aéronautique ou encore ’aérospatial.

Ces structures ont néanmoins pour désavantage majeur d’étre peu rigides, et donc tres
flexibles. Par-1a, elles sont donc fortement soumises au phénomene de vibration. Ce phénomene
est indésirable, car il induit des contraintes sur la structure, peut provoquer du bruit, rendre le
systeme inconfortable a 1'utilisateur, etc. Dans les cas les plus graves, il peut méme menacer
I'intégrité de la structure mécanique. Le contrdle de vibrations est des lors devenu une probléma-
tique majeure dans des domaines variés, et de nombreux travaux traitent cette problématique
[3H7].

Deux types d’approches sont généralement considérés dans la littérature dans 'optique de
réduire le niveau de vibrations dans une structure : les approches dites passives, et les approches
actives [3].

Les approches passives consistent a concevoir la structure de maniere a ce qu’elle soit
intrinsequement moins sensible & son environnement extérieur (comme des contraintes ou la
température) [8, 9] : choix judicieux du/des matériau(x) utilisé(s), étude de la forme optimale a
donner a la structure, traitements de surface... Ces approches sont mises en ceuvre généralement
deés la phase de conception de la structure, et il peut étre difficile de les appliquer une fois la
structure fabriquée. Elles ont également le désavantage d’étre assez coiiteuses en général [3].
Une alternative intéressante est le controle actif de vibrations.

Actionneur [€

f(t) fa(t)

Correcteur

A

m > Capteur

FIGURE 1.1 — Systeme masse-ressort-amortissement avec controle actif - La mesure du mouve-
ment permet au correcteur d’envoyer un signal a 'actionneur permettant de générer une force
qui s’oppose a la vibration

Le controle actif de vibrations consiste a intégrer sur ou dans la structure méme des
actionneurs et des capteurs, et a les connecter dans une boucle de rétroaction, dans le but de
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1.1. Motivations du travail de recherche

réduire I'impact du phénomene de vibrations sur la structure considérée (Figure [3,10]. Des
méthodes issues de la théorie du contréle permettent alors de mettre en place un correcteur,
pour atteindre les performances voulues. Dans la littérature s’approchant plus du domaine de la
mécanique que de celui de 'automatique, de tels matériaux sont appelés Matériauz Intelligents,
ou Smart Materials en anglais (le terme de Smart Structures est également utilisé).

Plusieurs matériaux peuvent étre utilisés comme actionneurs et/ou capteurs pour le
controle de vibrations [3, |11] : matériaux piézoélectriques, matériaux ferromagnétiques, alliages
a mémoire de forme... Dans ce manuscrit, seuls les matériaux piézoélectriques seront considérés.
Ces matériaux sont régulierement utilisés dans le controle actif de vibrations [12114], du fait
de leur possibilité de fonctionner a la fois comme un capteur ou comme un actionneur, de leur
large bande-passante, et de leur simplicité d’utilisation.

Généralement, pour controler une structure flexible, plusieurs actionneurs et capteurs
sont nécessaires pour atteindre de bonnes performances. Ainsi, pour synthétiser un correcteur,
des techniques avancées d’automatique sont nécessaires [15], pour prendre en compte 1'aspect
Multi-Input Mult: Output (MIMO) du correcteur, et pour garantir un critére de performance
donné a priori.

Y1 ul Y2 U2 Y3 us

Y1 ul Y2 U2 Y3 %]

Kl(S) Kz(S) Ks(S)

A
A

FIGURE 1.2 — Schémas de différentes structures de commande du systeme G(s). Correcteur (a)
centralisé; (b) distribué

Néanmoins, dans certaines applications, utiliser une approche centralisée peut étre trop
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Chapitre 1. Introduction

lourd a implémenter lorsque le nombre d’actionneurs et capteurs est trop important, comme
cela a pu étre démontré dans les travaux de P.Wang [16] (connectique trop lourde, difficultés
de calcul du correcteur, profilage particulier de la structure, etc.). C’est pourquoi il peut étre
intéressant d’utiliser plusieurs correcteurs locaux, qui communiqueraient chacun avec une paire
actionneur/capteurs et les correcteurs voisins. De tels correcteurs sont dits distribués |17, |1§].
La Figure schématise cette différence correcteur centralisé/distribué. Tout 1’enjeu de cette
these est alors d’obtenir une méthode de synthese de correcteurs distribués, adaptée
pour les systémes vibrants. Cette derniere devra garantir la stabilité du systeme contrélé
ainsi qu'un critere de performance global.

Tout au long de ce manuscrit, pour illustrer la problématique, un exemple concret d’une
poutre en aluminium sera introduit et étudié. Des patchs piézo-électriques sont collés sur cette
poutre pour servir de capteurs/actionneurs. Un pot vibrant permet d’exciter le systéme, pour
générer le phénomene de vibrations. Un schéma de principe général est donné Figure [1.3]

7 N

o A

Excitation ﬁ ﬁ ﬁ

RS S

y

Correcteurs locaux Correcteurs locaux

FIGURE 1.3 — Schéma de principe de la poutre en aluminium étudiée dans ce manuscrit

1.2 Approche choisie pour les travaux

Pour remplir I'objectif fixé, il est nécessaire d’utiliser des outils avancés issus de I’Auto-
matique, comme cela a été précisé précédemment. Dans ce manuscrit, la poutre instrumentée
est vue comme un systéme linéaire temps invariant (LTI) fortement résonant. On propose
de formaliser le probleme de commande sous le formalisme de la norme H., : en plus de la
stabilité, il sera recherché a ce que la norme H., du systéme (potentiellement pondérée) avec
correcteur soit inférieure a une certaine valeur fixée. Ce formalisme est particulierement adapté
pour les systemes possédant des résonnances, car il est facilement interprétable dans le domaine
fréquentiel. En effet, sous ce formalisme, il est possible de contraindre les modules des réponses
fréquentielles des fonctions de transferts entre les forces en jeu et des points particuliers du
systéme : pour les systémes mal amortis (comme c’est le cas ici), on cherche notamment a
réduire ainsi 'amplitude des différents pics de résonance, dans une plage de fréquences donnée.

Le correcteur doit étre de dimension finie, de maniere a pouvoir I'implémenter sur la
structure facilement a ’aide de systemes électroniques : les approches par équations aux dérivées
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1.2. Approche choisie pour les travaux

partielles ne seront donc pas étudiées dans ce document de these, bien que cela puisse étre naturel
dans le cadre du controle de vibrations [19]. De plus, comme les spécifications de performance
sont données sur une gamme de fréquence donnée, il est possible de se ramener a un modele de la
structure mécanique de dimension finie, ce qui simplifie la complexité du probleme de synthese
de correcteur. En effet; a partir d’un systéme de dimension infinie stable, il est possible d’obtenir
un systeme de dimension finie dont la réponse fréquentielle coincide avec celle du systeme de
dimension infinie sur cette gamme de fréquence. L’erreur de modélisation en dehors de celle-ci
peut ensuite étre prise en compte par 'introduction d’une incertitude lors de la synthese du
correcteur, ce qui garantit le bon fonctionnement du correcteur de dimension finie sur le systeme
de dimension infinie *.

Le correcteur doit aussi avoir une certaine structure, distribuée. L’aspect distribué de la
commande est un enjeu particulierement central dans cette these. En effet, indépendamment de
la problématique du contrdle actif de vibrations, synthétiser un correcteur ayant une certaine
structure est un probleme complexe, pour lequel il n’existe pas de solution nécessaire et suffisante
qu’il est possible d’exploiter efficacement. Les solutions efficaces qui ont pu étre proposées dans
la littérature [21423] sont basées sur des conditions simplement suffisantes. Elles sont donc
potentiellement conservatives 2, c’est-a-dire quelles peuvent échouer & obtenir une solution, méme
si cette dernieres existe. Par ailleurs, on note peu d’applications de ces méthodes a la commande
de systémes résonnants. Ainsi, la question est de savoir si leur conservatisme peut s’opposer a
obtenir une solution dans le cas des systemes résonants : si tel est le cas, il faut alors proposer
une méthode alternative efficace plus adaptée a ces systemes.

De plus, pour obtenir une solution efficace au probleme de synthese de correcteurs distribués,
I’étude de la littérature a également démontré 'intérét de partir d’'un modele distribué, qui a la
méme structure que le correcteur que ’on cherche a synthétiser. La Figure schématise cette
structuration du systeme G que 'on étudie en N sous-systemes, avec le correcteur distribué
formé des N sous-systemes Kj recherché.

Les propriétés des sous-systemes du modele distribué et de la maniere dont ces derniers
sont interconnectés sont exploitées afin d’élaborer des conditions d’analyse du systeme global.
Dans ce manuscrit, on propose de réécrire notre systeme distribué (sans les correcteurs) sous
la forme d’une interconnexion entre les sous-systemes Gj, et une matrice d’interconnexion Z,
comme schématisé Figure [1.5] afin d’appliquer I'approche entrée-sortie des systeémes développée
pour les systémes interconnectés [24] 25]. Au-dela d’étre particulierement adaptée a 1’étude
des systémes interconnectés, 'intérét de cette approche est de permettre la prise en compte
d’incertitudes dont le role, méme si cela ne sera pas exploité dans ce manuscrit, est important dans
la commande de systémes résonants. La classe de systémes distribués étudiée ici correspondant
a une interconnexion présentant une structure particuliere, la question est de I'exploiter afin
de limiter le conservatisme des solutions développées. Par ailleurs, lorsqu’on étudie un systeme
interconnecté, un enjeu important est de relier ses propriétés a celles de ses sous-systémes [26,
27] : T'objectif est donc d’obtenir des conditions d’analyse des systémes distribués ne
dépendant que de P’expression des sous-systémes G;.

1. L’enjeu de cette theése étant la prise en compte du caractére distribué de la commande, ce point ne sera
pas développé (voir la thése [20] pour un exemple explicite de mise en ceuvre.)

2. On utilisera le terme "conservatisme" pour désigner des conditions qui sont suffisantes mais non nécessaires.
Il s’agit d’un anglicisme provenant du terme conservatism, pouvant également se traduire par "pessimisme" en
frangais. Plus le niveau de conservatisme est haut, plus les contraintes suffisantes sont fortes.
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FI1GURE 1.4 — Schéma bloc de la structure considérée dans ce manuscrit, avec le systeme G
distribué

Dans le Chapitre[d] nous verrons que, en utilisant cette approche entrée-sortie, les conditions
d’analyse ainsi obtenues peuvent s’exprimer sous la forme de contraintes quadratiques, ne
dépendant que de 'expression des sous-systemes Gj dans le domaine de Laplace. La partie
centrale de ces contraintes, que I'on va appeler par la suite multiplicur, est constante. Par le
KYP-Lemma [2§], on montre ensuite que ces contraintes dependant de la variable de Laplace s
peuvent étre réécrites comme étant un probleme d’optimisation convexe sous contraintes LMI,
pour lequel il existe des outils efficaces de résolution. Elles testent la stabilité et une borne
supérieure sur la norme H,, du systeme global G. Ces conditions d’analyse sont similaires a
celles obtenues dans d’autres travaux, notamment ceux de C.Langbort [21], mais la démarche
utilisée (approche entrée-sortie) est originale par rapport a ce qui a déja été développé ailleurs
(par exemple approche Lyapunov dans [21]).

Un enjeu est alors de bien s’assurer que ces conditions permettent de tester en pratique
la stabilité de systemes présentant de fortes résonances ou de calculer leur norme H., : en
effet, les conditions d’analyse ainsi obtenues sont suffisantes mais non nécessaires, il est donc
possible qu’elles échouent a établir la stabilité, méme si le systeme est stable. Nous verrons dans
le Chapitre 4| que, dans le cas d’un systéme résonnant tres simple, ces conditions échouent a
démontrer la stabilité du systéme considéré. L’analyse de cet exemple montre que cet échec est
lié au fait que ces multiplieurs sont indépendants de la variable de Laplace : il faut donc adapter
ces conditions pour les rendre moins conservatives.

Des adaptations de ces conditions d’analyse sont donc proposées, en utilisant
des multiplieurs dynamiques (c’est-a-dire dépendant de la variable de Laplace) a la
place de multiplieurs constants. Pour pouvoir se ramener a un probleme d’optimisation
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A

F1GURE 1.5 — Réécriture du systeme G composé des sous-systemes G; sous la forme d’'une
interconnexion de deux systémes : un composé des sous-systemes Gj, I'autre d’'une matrice
d’interconnexion Z

LMI, le multiplieur dynamique est recherché dans une base de dimension finie de fonctions
rationnelles en s. Cette adaptation permet d’élargir I’ensemble des multiplieurs admissibles, et
donc potentiellement traiter des systemes distribués pour lesquels il était impossible d’obtenir un
résultat avec ’analyse aux multiplieurs constants. En effet, en dépit du fait que ces conditions
restent non nécessaires, nous verrons dans le Chapitre [4] que procéder ainsi permet d’obtenir des
résultats d’analyse satisfaisants pour les systemes fortement résonants.

Ce résultat d’analyse avec 'utilisation de multiplieurs dynamiques est original par rapport
a la littérature existant sur le sujet. En effet, dans tous les résultats d’analyse des systemes
distribués dans la littérature, les multiplieurs considérés sont constants. De plus, il n’aurait pas
été possible d’adapter facilement les conditions d’analyse pour les rendre moins conservatives,
du fait de I'approche utilisée pour leur obtention (théorie de Lyaponov pour C.Langbort dans
[21]). Utiliser une approche entrée-sortie est donc judicieux dans notre cas, car elle permet d’une
part d’expliquer pourquoi il n’est pas possible d’avoir une solution pour des systemes résonnants
méme simples, et d’autre part d’adapter ces conditions pour les rendre moins conservatives.

Des conditions de synthése pour obtenir un correcteur distribué sont élaborées,
en réutilisant les résultats obtenus en analyse avec multiplieurs constants dans un
premier temps. On cherche a calculer un correcteur distribué garantissant la stabilité du
systeme global corrigé, ainsi qu'une borne supérieure sur sa norme H,,. La démarche appliquée,
classique dans la littérature [21], [25], est la suivante : les conditions d’analyse sont écrites
pour le systeme global augmenté du correcteur distribué que 1’on recherche. Par le Lemme dit
d’élimination [29], on fait disparaitre les variables dépendant du correcteur dans les inégalités.
Les conditions de synthese ainsi obtenues sont formulées comme un probleme de faisabilité sous
contraintes LMI : on montre tout d’abord qu’il existe un correcteur solution de notre probleme
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Chapitre 1. Introduction

de synthese, puis le correcteur est ensuite calculé a partir des valeurs numériques des variables
de décision solutions du probleme de faisabilité. Ces conditions sont équivalentes a celles de
C.Langbort [21].

Tout comme les conditions d’analyse, les conditions de syntheése sont simplement suffisantes :
elles sont donc soumises aux mémes problématiques que les conditions d’analyse, et la question
de leur application pour les systemes résonants se pose également. De méme qu’en analyse, en
testant la synthese de correcteur distribué pour un exemple simple résonnant, les conditions de
faisabilité échouent a démontrer ’existence d’un correcteur distribué, bien qu’il en existe au
moins un pour cet exemple particulier. Il est alors nécessaire d’adapter la démarche de synthese
pour la rendre moins conservative. Pour pallier ce probléme, il est notamment possible de
travailler avec les résultats numériques de I'analyse avec multiplieurs dynamiques pour obtenir
un résultat moins conservatif.

Dans cette optique, il est démontré que le probléeme d’analyse aux multiplieurs dynamiques
peut étre vu comme un cas particulier d’analyse avec multiplieurs constants, appliqué sur un
autre ensemble de sous-systémes G, voir Section . L’interconnexion des sous-systemes
GH renvoie le systéme global de départ : en d’autres termes, il s’agit donc d’un changement de
représentation de notre systeme global, en proposant un autre découpage en sous-systemes avec
lesquels il est plus simple d’exploiter les outils développés qu’avec les sous-systemes originaux. Il
est possible de calculer ces sous-systémes équivalents G en exploitant les solutions numériques
des conditions d’analyse avec multiplieurs dynamiques. Ainsi, on exploite ces sous-systemes
en synthese en leur appliquant les conditions de syntheése avec mutiplieurs constants : une
démarche de synthése de correcteur distribué adaptée aux systemes résonants est
alors proposée. Tout comme les résultats d’analyse avec multiplieurs dynamiques dont ils
découlent directement, ces travaux sont originaux vis-a-vis de la littérature existante.

Dans ce manuscrit, tous les problemes d’optimisation convexe sous contraintes LMI seront
codés sous Matlab [30] avec le module cvz |31}, [32] et le solver Mosek [33], et testés dans un
premier temps sur des exemples simples. Il est a noter que, si les outils d’analyse et de synthese
développés dans ce manuscrit de theése ont été pensés pour le controle actif de vibrations, ils sont

génériques et peuvent étre appliqués pour d’autres types de systemes ayant la méme structure
que celle étudiée ici (voir Figure [1.4]).

Les démarches d’analyse et de synthese seront ensuite appliquées sur un exemple réaliste
d’une poutre en aluminium, dans 'optique de faire du contrdle de vibration. Les approches
développées précédemment présupposent donc qu’il existe un modele distribué du systéme que
I’on cherche a commander avec un correcteur structuré. Or, dans le cas d'une poutre métallique,
il n’est pas naturel d’avoir un modele distribué de ce systéme, la poutre ne formant qu’une
seule entité mécanique. On propose alors dans ce manuscrit une démarche permettant
d’obtenir un modele distribué d’une poutre en aluminium. Pour cela, la poutre est
découpée en plusieurs sous-éléments mécaniques modélisés par éléments finis, que 1’on assemble
ensuite par les conditions aux limites. On exploite ensuite la structure particuliere des équations
pour obtenir un modele distribué LTI. L’obtention des valeurs numériques des différentes
caractéristiques des sous-éléments mécaniques se fait avec un logiciel d’éléments finis, comme
COMSOL par exemple.

Un exemple numérique d’un tel systeme est ensuite construit, pour s’assurer que les outils
et démarches développés dans ce manuscrit sont bien applicables pour réaliser du controle
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actif et distribué de vibrations. Le modele étant construit initialement par des méthodes de
modélisation par éléments finis, le systeme obtenu est mal conditionné et d’ordre potentiellement
grand. Il sera alors recherché de réduire le modele : ’enjeu est alors de réduire I'ordre du systeme
global, tout en gardant la structure distribuée du systeme pour étre exploitable par les outils
d’analyse et de synthese. Cette question n’est pas un enjeu simple, aucun outil de résolution
efficace du probléeme de réduction structurée n’existant dans la littérature. Une fois I'exemple
construit numériquement exploitable, les démarches d’analyse et de synthese développées dans
cette these sont appliquées a cet exemple.

1.3 Organisation du mémoire

Le mémoire est organisé de la maniere suivante.

o Chapitre [2|: ce chapitre a pour objectif d’introduire précisément la problématique qui
sera étudiée dans ce document, a savoir le controle actif et distribué de vibrations. Dans un
premier temps, les systemes résonants et les enjeux qui leur sont reliés en terme de controle
actif de vibrations sont présentés. Le cahier des charges est alors décrit, notamment en
termes d’objectifs de performance. L’aspect distribué du correcteur est également évoqué,
car c¢’est un enjeu majeur de ce manuscrit de these : dans ce chapitre, on fixe donc la
structure que doit avoir le correcteur. En conclusion du chapitre, une formalisation du
probleme d’Automatique considérée par la suite est proposée.

o Chapitre [3|: ce chapitre présente une étude bibliographique présentant les outils dispo-
nibles dans la littérature traitant du probléme de contréle actif et distribué de vibrations.
La littérature étant peu abondante sur ce sujet précis, ce chapitre est découpé en 2 grands
axes : I'un porte sur le controle actif de vibrations, et ’autre sur le controle distribué. Il
ressort de cette étude deux points majeurs. La premiere conclusion est que, au vu de la
formulation du probléeme (notamment au niveau de la performance), les outils les plus
adaptés en terme de controle sont ceux issus de la littérature H.. Le second point concerne
la structure du modele utilisée pour la synthese de correcteur : en effet, il ressort de ’étude
bibliographique qu’il est judicieux de modéliser le systéeme avec la méme structure que
le correcteur. Cela permet notamment d’avoir des conditions de synthese sous la forme
d’un probleme d’optimisation convexe par résolution LMI. Pour conclure ce chapitre, le
probléme tel que formulé dans le Chapitre [2] précédent est adapté pour prendre en compte
les conclusions tirées de I’étude bibliographique.

Ce chapitre permet également de prendre en main la littérature existante, afin d’avoir les
outils pour situer les travaux présentés dans ce document de these par rapport a d’autres
travaux.

« Chapitre [4]: ce chapitre présente les étapes permettant d’élaborer des conditions d’analyse
des systemes distribués pouvant étre appliquées a des systemes résonants. La stabilité du
systeme global, ainsi que sa norme H,, sont les propriétés étudiées ici. Dans un premier
temps, le type de systemes distribués étudiés est formalisé. On remarque que ces systemes
peuvent s’écrire sous la forme d’une interconnexion entre les sous-systémes du systéme
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distribué, et une matrice décrivant la maniére dont les sous-systemes intéragissent entre
eux. Ainsi, on élabore un premier résultat d’analyse a multiplieurs constants pour une
interconnexion générale de deux systemes, pour ensuite 'adapter a la forme particuliere de
notre systeme, en exploitant certaines de ses propriétés. A travers un exemple académique
de deux résonnances, il sera montré que ces conditions d’analyse sont trop contraignantes
pour étre appliquées sur les systémes présentant des résonances (ou, plus généralement,
des singularités fréquentielles). Elles sont alors améliorées, notamment en travaillant
dans le domaine des fréquences et en proposant un multiplieur dynamique, pour les
rendre applicables. Les conditions d’analyse sont obtenues sous la forme d’un probléme
d’optimisation convexe par inégalités linéaires matricielles (LMI), et plus précisément sous
la forme d’un systéme de plusieurs inégalités, chacunes ne dépendant que de l'expression
d’un sous-systéme et des variables de décisions.

Il est a noter que, si ce chapitre a été écrit dans 'optique de pouvoir appliquer les conditions
d’analyse aux systemes résonants, les conditions obtenues peuvent étre appliquées pour
tout type de systémes distribués de la méme structure (et non pas uniquement pour des
systémes résonants).

Chapitre |5 : dans ce chapitre, les résultats du Chapitre |4 d’analyse sont exploités pour
élaborer des conditions de synthese d’un correcteur distribué. On demande a ce que
le correcteur soit stable, et garantisse un critere de performance du systeme global de
type norme H.,. Tout d’abord, les systemes distribués étudiés dans ce document sont
introduits avec ajout de la partie commande. Ensuite, les conditions de syntheése sont
présentées. Ces conditions sont, comme pour celles d’analyse, formulées sous la forme
d’un probleme d’optimisation convexe sous contraintes LMI, décomposées en plusieurs
sous-inégalités, chacune relative a un sous-systéme donné : si ces conditions ont une
solution, elles garantissent 1’existence d’un correcteur distribué avec les caractéristiques
recherchées. Le correcteur distribué est ensuite calculé a partir des variables de décision.
Cette démarche de synthese d’un correcteur distribué a été pensée pour étre compatible
avec les systémes résonants.

Comme les conditions d’analyse développées dans le Chapitre [4] les conditions de synthese
développées dans ce chapitre sont génériques.

Chapitre [6] : ce chapitre utilise les outils d’analyse et de syntheése développés dans
les Chapitres [] et [5} pour les mettre en pratique sur un exemple réaliste de poutre en
aluminium. Dans un premier temps, une démarche de modélisation distribuée d’une
poutre en aluminium, basée sur la technique des éléments finis, est présentée. Ce modele
n’est néanmoins pas utilisable tel quel par les outils d’analyse et de synthese présentés
précédemment, car d’ordre trop important : des outils de réduction de I'ordre du modele
sont donc présentés. Enfin, un exemple de synthese de correcteur est proposé, sur le modele
développé. Le critere de performance désiré est formalisé : les démarches d’analyse et de
synthese sont alors appliquées sur cet exemple.
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Chapitre 2. Probléeme du contréle distribué de vibrations

Introduction

Comme cela a été présenté précédemment, le contrdle de vibrations dans les structures
fines est un probleme industriel majeur. Elles sont tres utilisées du fait de leur faible poids et
faible cotit, mais, en raison de leur faible rigidité, elles sont trés impactées par le phénomene
vibratoire. C’est pourquoi il y a la nécessité d’avoir des outils fiables et performants pour mettre
en place un controle actif des vibrations sur ces structures.

Ce chapitre a pour objectif de présenter le probleme qui sera traité dans la suite de ce
document. Trois points seront particulierement évoqués :

o le type de systemes qui sera étudié, et les enjeux qui leur sont reliés;
 les objectifs de commande, notamment en termes de performance;

o l'aspect distribué de la commande, et la structure de commande choisie.

2.1 Systemes étudiés et enjeux

2.1.1 Des systémes résonants instrumentés

Les structures mécaniques flexibles peuvent prendre différentes formes, comme des poutres,
des plaques, des coques, ou encore des structures profilées plus complexes. Elles sont souvent peu
amorties, et sont donc fortement résonantes si excitées a certaines pulsations données, donnant
ainsi lieu au phénomene de vibrations [3, 34]. Dans toute cette étude, on s’intéressera a réduire
I'impact de la vibration sur la structure a certains points localisés!. Pour cela, une démarche
de controle actif des vibrations est mise en ceuvre : la structure étudiée est instrumentée, de
maniere a mesurer 'impact de la vibration, et de s’y opposer en appliquant des contraintes
adéquates sur la structure.

Un exemple simple d’installation expérimentale de ce type de systemes est présenté
Figure [2.1], et schématisé Figure 2.2 11 s’agit d'une poutre? en aluminium d'une longueur de
2mb50, sur laquelle 10 paires de transducteurs piézo-électriques ont été collés. Dans chaque
paire, I'un des patchs piézo-électriques joue le role d’actionneur, 'autre de capteur. Elle peut
étre excitée par un pot vibrant placé a 1'une de ses extrémités. Un contrdle des vibrations
avec correcteur centralisé a été réalisé avec succes par P.Wang sur cette structure, avec pour
spécificité de réduire I'énergie vibratoire dans une zone sur laquelle aucun patch piézo-électrique
n’est placé [16] 35].

Cet exemple ainsi que d’autres [15, 36| ont également démontré 'intérét d’utiliser des
outils issus de I’Automatique. En effet, par leur nature, ces systemes sont fortement résonants.
Dans le domaine fréquentiel, cela se traduit notamment par des pics de résonance, c’est-a-dire
par de fortes augmentations de gain a certaines fréquences données. Par exemple, la Figure [2.3
correspond au diagramme de Bode (amplitude) du modele utilisé dans [16]. I n’est pas trivial
de commander ce type de systémes |15], notamment par la difficulté d’en obtenir un modele
précis et peu robuste du systeme.

1. L’objectif de performance considéré est développé plus en détail dans la Section page [17] de ce
chapitre.
2. En dynamique des structures, une poutre est une structure ayant sa longueur trés grande comparé a sa
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2.1. Systémes étudiés et enjeux

FIGURE 2.1 — Installation expérimentale d’une poutre en aluminium avec patch piézo-électriques

(image tirée de )
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FIGURE 2.2 — Schéma de la poutre métallique instrumentée (a) vue de face; (b) vue de haut

largeur et sa hauteur.
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Chapitre 2. Probléeme du contréle distribué de vibrations

Module de la fonction de transfert entre la force générée par le pot vibrant
et la tension électrique mesurée par I'un des patchs piézo-électrique
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FIGURE 2.3 — Diagramme de Bode (amplitude) du modele utilisé pour la syntheése d’un
correcteur sur l'installation expérimentale, entre la force générée par le pot vibrant et la tension
électrique mesurée par le patch piézo-électrique (figure issue des données de [16])

Dans de nombreux travaux |3, |15, (16, [34], il a été montré que les poutres métalliques avec
patchs piézo-électriques peuvent s’exprimer sous la forme d’un modele LTI. C’est pourquoi, dans
ce manuscrit, nous nous intéresserons uniquement aux méthodes d’analyse et de synthese LTTI.

2.1.2 De l’intérét du controle actif distribué

Sur la poutre présentée précédemment, un correcteur centralisé a donc été implémenté
avec succes. Néanmoins, alors que 10 patchs piézo-électriques sont placés sur la structure,
seules deux paires ont été utilisées pour synthétiser puis implémenter le correcteur centralisé,
du fait de difficultés d’implémentation. En effet, il peut étre complexe de mettre en place la
connectique nécessaire pour relier le correcteur a tous les actionneurs/capteurs, du fait d’'un
profilage particulier ou de I’éloignement des actionneurs/capteurs par exemple. De plus, la
connexion centralisée va induire des temps de retard importants, ce qui est préjudiciable a
I'efficacité et a la stabilité du systeme.

Cette étude nous indique donc que 'utilisation d’un correcteur centralisé n’est pas adaptée
pour une poutre de cette longueur. On peut donc raisonnablement penser que, pour des objectifs
de performance proches, le controle centralisé ne peut alors pas étre mis en place sur des
structures plus complexes qu’'une simple poutre en aluminium (plaques ou coques minces,
structure plus profilée, etc.).

On se tourne alors vers le controle distribué/décentralisé pour pallier cela. L’idée est que
chaque paire piézo-électrique actionneur/capteur ait son propre correcteur local. Ce dernier
ne peut que communiquer avec d’autres correcteurs locaux qui lui sont proches : ’échange
d’information n’est donc pas complet entre tous les correcteurs locaux.

Cet exemple a donc motivé ’étude présentée dans ce document de these, ot tout 1'enjeu
est la création d’une démarche de syntheése d’un correcteur distribué pour le controle actif de
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vibrations.

2.2 Cahier des charges

Maintenant que le probleme général considéré a été introduit, il faut décrire plus en détail
quels seront nos objectifs lors de cette étude. Cette section a pour objectif d’introduire les
notions principales des objectifs de commande que 'on cherche a assurer.

2.2.1 Loi de commande utilisée

Comme cela a pu étre discuté dans la Section de ce chapitre, le correcteur que 1’'on
cherche a synthétiser doit étre distribué, c’est-a-dire qu’il a une certaine structure. Il faut donc
fixer a priori quels types de structure de commande on va chercher a implémenter sur la poutre
considérée.

T 11 T 1

K, K, Kn-1 Kn

Y
Y

A
A

FIGURE 2.4 — Structure du correcteur distribué

L’idée est d’avoir un correcteur local par paire (ou par groupe de paires) de patch piézo-
électrique. On autorise & ce que le correcteur local d’une paire actionneur/capteur puisse
communiquer des informations avec ses voisins directs. La structure du correcteur distribué
est alors fixée, comme schématisé Figure 2.4l Tout l'enjeu est alors de synthétiser les différents
K;, de maniére a ce qu’ils garantissent certaines propriétés du systéme bouclé (notamment la
performance et la stabilité).

Ainsi, le schéma-bloc Figure [2.5] schématise le probleme de commande que 1’on considere.

e G est le modele LTI du systeme mécanique considéré.

o Les signaux y; et u; désignent respectivement la sortie mesurée par les capteurs et la
commande envoyée aux actionneurs, Vi € {1, ..., N}.

o wj;, pour j € {1,..., N}, désigne les perturbations s’appliquant sur le systeme. Physique-
ment, cela peut correspondre a des contraintes sur la structure, comme par exemple la
force générée par le pot vibrant dans le cadre de la poutre instrumentée présentée en
exemple en Section [2.1] page [12]

o 2z, k€ {l,..., N} sont les sorties de performance étudiées. Il peut s’agir par exemple de
I’énergie vibratoire dans tout le systeme étudié ou dans une zone locale, de déplacements
ponctuels, de forces ponctuelles, etc.
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un (s)
Kot représente le correcteur global, qui est donc structuré. On a

Chapitre 2. Probléeme du contréle distribué de vibrations
e Les signaux vt et v/\7, i € {1,..., N — 1}, représentent les signaux de communication
entre un correcteur et ses voisins, respectivement de gauche et de droite.
« K; correspondent aux correcteurs locaux, pour i € {1,..., N}. Ils peuvent se définir ainsi :
— pour i =1 )
uy(s) y1(s)
=K
ot~ ()] =) o 9
— pouri € {2,...,N — 1}
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HL(s)| = Kifo) [of (9
[vit1(s)) [vi* " (5)]
— pour 1 = N )
un(s) l yn(s) ]
= KN S
V()] TN

uy(s) y1(s)

= Ktot(s) .
un(s) yn(s)
w1 z1 w; Z; wN ZN
G(s)
A A
1 U Yi Uj YN UN
v . o | p « v
Vs Yi Vi, _Vn |

Ki(s) Ki(s) Kn(s)

(_. ....... ‘_ (_. ....... b

Uf“ Ufﬁ UiK+ Ugjl

FIGURE 2.5 — Structure de commande considérée
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Remarque 2.2.1. Le fait que 'on cherche a obtenir une loi de commande distribuée peut avoir
un impact sur la performance que 'on peut obtenir sur un systeme donné. En effet, si une
loi de commande distribuée peut toujours étre mise sous une forme centralisée, I'inverse n’est
pas vrai. En d’autres termes, pour un probléeme donné, I'ensemble des lois de commande
distribuées admissibles est inclus dans ’ensemble des lois de commande centralisées admissibles.
Un correcteur distribué ne peut alors dans le meilleur des cas qu’égaler les performances du

"meilleur" correcteur centralisé, et ne pourra jamais faire "mieux"3. g

Par la suite, on notera Ty, ,,, les transferts en boucle fermée du signal d’entrée w; vers le

- - T 17 T T -
signal de sortie z; . En notant w = |wy ... wN} et z = [21 ZN} , on a donc la relation
Twoz = G * Ko, ot Uopérateur  désigne le produit de Redheffer [1].

2.2.2 Stabilité

La stabilité est un enjeu majeur du contrdle actif de vibrations en boucle fermée [3} |37]. En
effet, par la présence d’une boucle de rétroaction, le systeme peut devenir instable, c’est-a-dire
que la sortie mesurée va diverger. Dans le cas du contréle de vibrations, cela se traduit par un
phénomene vibratoire a amplitude croissante dans le temps, ce qui finit par porter atteinte a
I'intégrité de la structure mécanique que l'on cherche a controler. On va donc chercher a avoir
une méthode de synthese qui garantit a prior: la stabilité du systeme corrigé.

2.2.3 Performance

Garantir la seule stabilité ne suffit pas?, il faut également que l'impact des vibrations sur
la structure soit minimisé, soit prendre en compte un certain critere de performance de rejet de
la vibration. Il faut donc définir ce critere. La performance doit étre garantie lors de la synthese
du correcteur, et non pas constatée a posteriori.

Notion de gabarit fréquentiel

Une maniere de poser le probléeme est de considérer un critere exprimé dans le domaine
fréquentiel, comme cela a pu étre fait dans d’autres travaux traitant du contrdle des vibrations
[15 |16]. Plus précisément, le cahier des charges est mis sous la forme d'un gabarit sur le module
des fonctions de transfert entre les différents signaux de performance w; et z;, pour ¢ dans
{1,..., N} et j dans {1, ..., N}. Mathématiquement, cela se traduit par borner ces modules par
des fonctions Q;;(w), Vw € R :

T w52, (Jw)| < Qij(w) VweRY ie{l,..,N} je{l,..,N} (2.1)

Il est & noter que les fonctions €2;;(w) ne sont pas forcément continues en w.

La Figure schématise cette idée de gabarit, pour 'exemple de la poutre introduit
précédemment. Le module de son modele, initialement présenté Figure [2.3] est repris Figure [2.0]

3. La notion de "meilleur" correcteur est ici une comparaison entre deux correcteurs synthétisés avec un
méme critere de performance donné.

4. A moins de vouloir se targuer d’avoir réussi a stabiliser une poutre, soit un systéme intrinséquement
stable par nature.
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Chapitre 2. Probléeme du contréle distribué de vibrations

Module de la fonction de transfert entre la force générée par le pot vibrant
et la tension électrique mesurée par I'un des patchs piézo-électrique
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FIGURE 2.6 — Représentation graphique de la contrainte fréquentielle imposée par €2;; sur le
module du modele de la poutre | Ty, ., (jw)| dans le plan de Bode, dans le cas SISO. La zone
hachurée correspond a la zone interdite pour | Ty, 4, (jw)|.

en rajoutant la contrainte fréquentielle sur le module souhaitée. Ce gabarit permet de réduire
I’amplitude de certains pics de résonance a certaines fréquences, réduisant ainsi le phénomene
de vibration des lors que le systéme est excité a ces fréquences-la.

Critére de performance sous le formalisme H,

Il vient d’étre vu que les objectifs de commande peuvent étre définis comme étant des
gabarits sur les modules de fonctions de transfert entre signaux. Cela peut étre mis sous la
forme d'un critére Hoo ° & tester.

Pour cela, on introduit les fonctions de transfert dites de pondérations, notées Wy,,,
i € {1,.., N} pour les entrées et W, j € {1,.., N}. Ces fonctions sont stables, inversement
stables, et continues. En appliquant aux entrées et sorties par les fonctions de pondération, le
schéma bloc précédemment introduit en Figure peut se ramener au schéma bloc Figure

En notant Wy, = diag(Wy,, ..., Wy ) et W, = diag(Wy,, ..., W,), si on demande a

garantir :

||WZ(TW—>Z)WW||OO = ||WZ(G*Kt0t)WW||oo <1

alors, par les propriétés de la norme H,, ¢, on garantit que le module de chaque fonction de
transfert est borné, Vi € {1,..., N}, Vj € {1,...,N}, Vw € R :

| Tz (J0)| < (Wi, (jo) Wiy, ™ (jw)] (2.2)

5. Le lecteur non familier avec la norme H., et ses propriétés peut se réferer a I’Annexe page W

6. Proposition page Annexe
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FIGURE 2.7 — Schéma bloc augmenté de pondérations

Il suffit alors de concevoir les fonctions de pondération de telle sorte a ce que I'inégalité
suivante soit satisfaite :

(W, ' (jw)W,, '(jw)] < Qj(w)  YweRY ie{l,..N} je{l,..,N} (2.3

On garantit alors la contrainte fréquentielle initiale, Vi € {1,..., N}, Vj € {1,..., N},
Yw e RT :

| Tz (j00)] < [Wow, ™ (j0) Wy ()] < Qi5(w) (2.4)

On peut remarquer que les pondérations peuvent étre directement intégrées dans le
systéme utilisé pour la syntheése. En notant G = W,GW,,, on se ramene & un critére du type
HG * Kiot||oo < 1. Par la suite, on considérera donc un critere de type Hoo, en demandant a ce
que |[(G * Kot )||oo < 1, et en considérant que les pondérations sont déja intégrées dans G.

L’exemple du gabarit pour le systeme résonant, initialement présenté Figure [2.6] est repris :
la Figure donne un exemple de contrainte fréquentielle admissible. Il est a noter que cette
derniere est forcément plus forte que celle initialement posée par gabarit initial.

19/186



Chapitre 2. Probléeme du contréle distribué de vibrations

Module de la fonctionde transfert entre la force générée par le pot vibrant
et la tension mesurée par I'un des capteurs
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FIGURE 2.8 — Représentation graphique de la contrainte fréquentielle imposée par Wwi_lwzj_1
sur le module du modele de la poutre [Ty, 4| dans le plan de Bode, dans le cas SISO. La zone
hachurée correspond a la zone interdite pour \Twi_>zj|.

2.3 Conclusion de chapitre : formulation du probléme

Dans la suite de ce document de these, I'objectif est de proposer une démarche pour
la synthese d'un correcteur pour le contréle actif de vibrations. Néanmoins, le probleme de
la commande distribuée peut étre abordé de fagon générique, sans forcément se focaliser sur
un systeme résonant. Ainsi, la problématique générique suivante, dans laquelle rentre notre
problématique de contrdle actif et distribué des vibrations, sera étudiée dans ce document de
these.

Soit G un systeme LTI. Trouver Kot un correcteur LTI tel que :

o Kot peut s’exprimer comme une interconnezion de N sous-correcteurs K;, i € {1,..., N},
selon la structure présentée en Section page [15. Cette structure est rappellée ict,

Equation (2.5)) et Figure[2.9

— pour i =1
[ ui(s) yi(s)
o= (s)] = K1) [or5 )

— pouri€ {2,...N—1}

u;(s) [ yi(s)
vt (s)| = Ki(s) |vf () (2.5)
0731 (5) v (s)

— pour ¢t =N



2.3. Conclusion de chapitre : formulation du probléme

w1 21 w; Z; wWN ZN

G(s)

Y1 (751 Yi Uj YN UN
v . y v | © ; v
V2 Vi Vit1, L N
Ki(s) Ki(s) Kn(s)
_ ------- <— (—. ------- h
K+ K+ K+ K+
U1 Vi1 U; Un_1

FIGURE 2.9 — Structure de commande considérée

Pour rappel, les signaux y; et u; désignent respectivement la sortie mesurée par les cap-
teurs et la commande envoyée auz actionneurs, Vi € {1,...,N}. w;, pour j € {1,..., M},
désigne les perturbations s’appliquant sur le systéme. zi, k € {1, ..., L} sont les sorties de
performance étudiées. Les signauz viT et v{i{, i€{l,...,N —1}, représentent les signauz
de communication entre un correcteur et ses voisins, respectivement de gauche et de droite.

o G x Kot soit stable;
o (G *Kiot)||oo < 1.

Le probleme ainsi formulé, il faut maintenant étudier quels sont les outils disponibles dans

la littérature pour le résoudre, et quelles sont leurs éventuelles limitations. Le Chapitre |3 permet
d’apporter des éléments de réponses, a travers une étude bibliographique.
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Chapitre 3. Etude bibliographique

Introduction

Le probleme que I’'on va chercher a traiter ayant été posé en conclusion du chapitre précédent,
on s’intéresse maintenant aux outils existants dans la littérature permettant potentiellement de
le résoudre.

La littérature sur le controle de vibrations est abondante, et il en va de méme pour la
littérature du contréle distribué. Pour autant, il n’y a que peu de travaux discutant de ces
deux aspects en méme temps : le controle distribué de vibrations est une problématique encore
ouverte. C’est pourquoi ce chapitre est divisé en deux sections distinctes.

e La Section de ce chapitre est consacrée a la littérature du contrdle centralisé¢ des
vibrations. Les techniques de synthese de correcteurs centralisés sont étudiés notamment
pour la compréhension des enjeux de commande d’une part, et pour voir quels outils
pourraient potentiellement étre intéressants a mettre en place dans notre probléme au vu
des outils disponibles en distribué d’autre part.

o La Section présente les outils pour la syntheése de correcteurs structurés. On se focalise
alors sur les deux grandes thématiques formant cette littéraure : le controle multi-agents
et la commande décentralisée/distribuée. La plupart des articles énongant une démarche
pour le controle distribué de vibrations sont basés sur ces outils-la, et seront donc étudiés
dans cette partie de la bibliographie.

La conclusion présente alors les outils sur lesquels on va s’appuyer par la suite car jugés
pertinents vis-a-vis de notre problématique, ainsi que des contributions scientifiques de la
démarche proposée dans ce document de these pour le controle actif distribué de vibrations.

On rappelle que, comme présenté dans I'Introduction de ce document (voir Section 1.2 page
, les approches aux équations a dérivées partielles ne seront pas étudiées dans ce document.

3.1 Littérature du controle actif de vibrations

De nombreuses méthodes ont été développées par différentes communautés dans I'optique de
faire du contrdle actif de vibrations. Au vu de la littérature existante, deux grandes philosophies
d’approches se distinguent.

o Certaines approches ont été concues pour répondre directement au probleme des vibrations.
Souvent issues de la mécanique, elles ne sont pas complexes a mettre en place, mais ne
prennent pas en compte un critére de performance bien défini. Ce type de méthodes est
succinctement présenté dans la Section [3.1.1]

o D’autres au contraire se basent sur les outils de I'automatique. Non congues spécifiquement
au départ pour le probleme des vibrations, elles sont génériques a tout type de systemes
LTI. La prise en compte de la performance fait partie intégrante de la démarche de synthese.
Ce sont donc des outils puissants, mais qui demandent généralement des connaissances
poussées dans le domaine de 'automatique pour étre mises en place. Les approches
LQR/LQG et H,, vont notamment étre présentées par la suite.
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3.1. Littérature du controle actif de vibrations

3.1.1 Positive Position Feedback, Acceleration Feedback, Integration
Feedback, etc.

Généralités

De nombreuses structures de correcteurs ont été développées spécifiquement pour le
contrdle de vibrations par la communauté mécanicienne : Direct Velocity Feedback (DVF) [3,
38, 39|, Positive Position Feedback (PPF) [3, 37, 40|, Integration Force Feedback (IFF) [3| |41],
Acceleration Feedback (ACF) [3], 42|, etc. Dans toutes ces approches, la structure du correcteur
SISO dans la boucle de rétroaction classique est fixée, et seuls les parametres du correcteur sont
a déterminer. Les correcteurs considérés sont d’ordre faible et bien connus dans la communauté
automaticienne : correcteur a avance de phase pour le DVF, des résonateurs d’ordre 2 pour les
autres. Divers reégles et/ou algorithmes sont disponibles dans la littérature pour calculer les
différents parametres du correcteur choisi.

Un modele modal de la structure est considéré ici : seule la connaissance de la fréquence de
résonance que 'on cherche a atténuer est a connaitre [3], ce qui rend ces méthodes de synthese
particulierement simples a étre utilisées. Le choix d'une structure plutot que d’une autre dépend
essentiellement des actionneurs et capteurs utilisés : actionnement en force/mesure de la vitesse
pour le DVF, force/position pour le PPF, force/accélération pour I’ACF et position/force pour
I'TFF. 1l est également a noter que, hors cas rares particuliers [43] 44], les actionneurs et capteurs
doivent étre colocalisés sur la structure pour mettre en place la démarche de synthese.

Un exemple : Positive Position Feedback

Les correcteurs de type Positive Position Feedback sont les correcteurs les plus représentés
dans la littérature du controle des vibrations. Dans le cas simple ot ils ne controlent qu'un seul
mode de vibrations, ils ont le plus souvent cette structure?! :

—gPPF
K = 3.1
PPF(S) % + 26 pprWpprs +W123PF ( )

\4

Y

KPPF(S) G(S) 4

FIGURE 3.1 — Structure de controle PPF pour un mode

1. Certains auteurs ont légérement modifié la structure dans leurs travaux. Il sera néanmoins considéré
ici la structure du correcteur PPF telle que présentée initialement dans les travaux de Goh & Caughey [37],
référence majeure dans le domaine. Dans tous les cas, les correcteurs considérés sont des systémes passe-bas, ce
qui implique une atténuation du gain en hautes fréquences.
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La structure de commande, en Feedback classique, est donnée Figure [3.1] ou G est le
systéeme a commander, y la sortie mesurée et d la perturbation entrainant les vibrations. On a :

—G(s)

Tiy(s) = 1 — Kppr(s)G(s)

De nombreux algorithmes sont disponibles dans la littérature pour calculer gppr, Eppr et
wppr [3, 137, 40]. Selon |3], un choix de parameétres possible est de prendre {ppp entre 0.5 et 0.7,
et wppr légerement plus faible que la fréquence de résonance que I'on cherche a controler. La
stratégie de commande est alors ici un pilotage du gain de la structure [15]. En effet, autour du
mode de vibration, |Kppr (jw)G(jw)| sera important, on aura donc | Ty, (jw)| = 1/|Kppr(jw)|
faible. Il n’y a pas de problemes en basses fréquences, car il est supposé qu’en dessous du premier
mode de résonance, le systéme ne va pas étre trop impacté par le controle. De méme, par 'effet
passe-bas du correcteur, les modes ayant une pulsation de résonance supérieure a wppp ne sont
que peu voire pas excités.

Avantages et inconvénients

Ces méthodes de synthese ont pour avantage certain d’étre simples a comprendre et a
implémenter. Tout d’abord, elles se placent dans le domaine fréquentiel en utilisant un modele
modal, naturel dans le cadre du controle de vibrations. Les correcteurs étant d’ordre 1 ou 2, il
est simple de comprendre comment ils affectent le systeme étudié. De plus, la seule connaissance
des modes de vibration de la structure suffit pour pouvoir appliquer ces méthodes : il n’y a donc
pas nécessité d’avoir un modele précis de notre systeme pour toutes les fréquences, ce qui évite
une étape de modélisation/validation importante.

Elles ont néanmoins des limitations.

e La performance obtenue par ces méthodes dépend de la maniere dont sont placés les
actionneurs et les capteurs sur la structure. Dans la majorité des cas, les actionneurs et
capteurs doivent étre colocalisés sur la structure, ce qui est une contrainte importante.
Seules les structures PPF |43] et ACF [44] ont été étudiées pour des actionneurs/capteurs
non colocalisés, pour des exemples spécifiques.

o Le cas généralement traité dans la littérature et pour lequel il existe une démarche
systématique est le cas ou 'on a un seul actionneur et un seul capteur, soit le cas SISO.
Le cas MIMO n’a été traité que pour la structure PPF, pour des applications spécifiques
[43, 45, 146].

o La performance ne peut étre qu’étudiée a posteriori : seule la stabilité est prise en compte
lors de la synthese du correcteur.

o Seul un mode de vibration est considéré généralement lors de la synthese. Pour pouvoir
controler plusieurs modes de vibration, il est nécessaire de synthétiser un correcteur par
mode de vibration.

o Dans le cas spécifique du Direct Velocity Feedback, les correcteurs ainsi obtenus ont
généralement des gains importants en hautes fréquences [3] : si une dynamique a été
négligée en haute fréquence, ce correcteur risque de 'amplifier, voire, dans le pire des cas,
de déstabiliser le systeme. Ce phénomene est connu sous le nom de Spill-over Effect. Le
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3.1. Littérature du controle actif de vibrations

DVF n’est donc pas robuste. Les correcteurs obtenus via les autres méthodes évoquées dans
ce paragraphe ont un effet passe-bas prononcé, ils sont donc moins sujets a ce phénomene.

3.1.2 Commande LQR/LQG
Commande LQR

La commande linéaire quadratique, dite commande LQ ou LQR, n’a pas été développée
pour le controle de vibrations spécifiquement mais pour tous types de systemes LTI. Elle se
base sur la minimisation d’un critére énergétique [47] par un retour d’état classique. Il s’agit
ainsi d’un probléme d’optimisation, en résolvant ce que 'on appelle 'Equation de Riccati. On
calcule ainsi le correcteur K, qui prend en entrée le vecteur d’état du systeme a corriger z, et
ressort la commande u a injecter dans le systeme.

Le critere J a minimiser généralement considéré est de la forme suivante :

J= /0 T (@0 Qx(t) + u(t)T Ru(t))dt (3.2)

ou () et R sont des matrices de pondération symétriques et respectivement définie positive
et semi-définie positive, qui permettent d’indiquer quel compromis faire entre performance et
effort de commande.

L’idée ici est de trouver la meilleure commande permettant de réduire au mieux ’énergie
des signaux (& la pondération pres) : dans ce sens, la commande LQR est un type de commande
optimale, dans le cas linéaire temps invariant.

Cette méthode de controle a été mise en place avec succes dans I'optique du controle de
vibrations |3} 48| |49]. Néanmoins, deux points bloquants peuvent étre identifiés : la nécessité de
mesurer tout 1’état d’une part, et la non-prise en compte de phénomenes aléatoires, tels que
le bruit par exemple. Or, en pratique, les capteurs ne mesurent pas I’état entierement, mais
une combinaison linéaire de 1'état et de I'entrée/la perturbation, entachés de bruit. De plus, le
phénomene de vibration est intrinsequement aléatoire dans la plupart des applications réelles
(vent sur la structure, aspérités sur la route...). Si la commande optimale est, comme son nom
I'indique, optimale en théorie, elle peut étre complexe a mettre en place en pratique.

Commande LQG

Pour pallier ces problemes, deux modifications peuvent étre apportées :

o La méthode LQR peut étre complétée par un observateur de Kalman pour reconstruire
une estimation du vecteur d’état a partir d’'une mesure.

o Le critere peut prendre en compte des bruits en transformant le critere J a minimiser de

I'Equation (3.2)) en
J =E |2"Qz + u" Rul (3.3)

ou E représente 'opérateur espérance.

On parle alors de commande linéaire gaussienne ou LQG. Cette méthode a également été
utilisée dans l'optique du contréle actif de vibrations [3, 50, |51].
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Un avantage de cette méthode est que I'on peut garantir un certain niveau de performance
vis-a-vis du rejet de vibration, et que ce critére, de type énergétique, a une interprétation
physique simple. De plus, contrairement aux méthodes PPF, DVF, etc. | présentées auparavant,
les actionneurs et capteurs n’ont pas besoin d’étre colocalisés sur la structure pour que cette
méthode puisse étre utilisée. Enfin, ces méthodes de syntheése de correcteurs s’appliquent
parfaitement au cas des systemes MIMO.

Néanmoins, il y a ici la nécessité d’avoir un modele précis du systeme étudié, ce qui passe
généralement par une premiere phase d’identification poussée. En outre, cette démarche est tres
dépendante du modele choisi, et de ce fait peu robuste : si il y a une erreur de modélisation
ou une incertitude sur un parametre, le correcteur obtenu par cette méthode peut ne plus étre
adapté au probleme. De plus, le critere énergétique utilisé généralement doit étre adapté pour
éviter l'effet de Spill-Over [3].

3.1.3 Synthese H.,

Tout comme la commande LQ/LQG, la syntheése H,, n’a pas été développée particuliere-
ment pour le controle actif de vibrations |1, 52, 53|, mais s’y applique parfaitement [15] (16, 54+56].
En effet, étant une méthode de synthese dans le domaine fréquentiel, elle est & méme de prendre
en compte la singularité fréquentielle qu’est le pic de résonance des structures vibrantes. De
plus, certains criteres de robustesse peuvent étre pris en compte lors de la synthése, permettant
par exemple d’empécher le probleme de Spill-Over.

Principe de la méthode

Introduisons succintement le principe général de la méthode. Considérons le systeme LTI
G suivant :

lz(s)] _G(s) m(j))] (3.4)

ou w et z sont les signaux d’entrée et de sortie de performance (qui ne sont pas forcément
mesurés) de taille n,, et n,, u Uentrée de commande et y la sortie mesurée. On considere la
structure de commande Figure |3.2

Le probléme de synthése Ho est alors le suivant ? :

Probléme H., : soit v € R*", trouver K tel que T,,_,, = G*K soit stable et ||Ty.|]00 <

Il est a noter que ce critere peut prendre en compte des contraintes fréquentielles, via
un ensemble de pondérations. Le principe de cette méthode ainsi que son intérét ont déja été
présentés dans ce manuscrit en Section page [I7 du Chapitre [2]

Plusieurs méthodes de résolutions sont disponibles pour ce probleme. La plus utilisée est
celle par résolution des équations de Riccati, car étant la moins lourde numériquement [1]. Cela

2. On rappelle que Ty,_,, désigne la fonction de transfert en boucle fermée entre les signaux w et z, soit
G+K

281186



3.1. Littérature du controle actif de vibrations

|

A

Y

K(s)

FIGURE 3.2 — Schéma classique considéré dans la démarche de synthese Hoo

peut également se formuler sous la forme d'un probleme d’optimisation par inégalités matricielles
linéaires (LMI).

L’ordre du correcteur obtenu par ces méthodes est le méme que celui du systeme considéré
lors de la synthese. A noter que dans la synthése H,, 'ordre du correcteur obtenu par le calcul
est égal a 'ordre du systeme pris pour la synthese. Ainsi, lorsque des pondérations entrent en jeu,
I’ordre obtenu correspond a l'ordre du systeme augmenté de ses pondérations. Des techniques
de réduction de modele?® peuvent alors étre utilisées afin de se ramener & un ordre pour le
correcteur qui serait plus facilement implémentable, avec peu de pertes, voire sans perte de
performance.

Avantages et limitations de la méthode

La synthese H., a pour désavantage de renvoyer des correcteurs d’ordre parfois important,
ce qui peut poser des problemes de temps de calcul. L’impact de ce probléeme peut néanmoins
étre limité en utilisant des méthodes de réduction de modele. Tout comme I"approche LQ/LQG,
la méthode de synthese H., demande également un modele mathématique précis du systeme a
controler, et ainsi une étape non négligeable de modélisation/vérification du modele ne peut
pas étre évitée. Enfin, la méthode de synthese H., nécessite en outre des compétences en
automatique, ’approche n’étant pas intuitive pour des non-initiés a 'automatique fréquentielle
et a ses outils (notamment dans le choix des pondérations fréquentielles).

Elle possede néanmoins plusieurs avantages non négligeables dans le cadre du controle des
vibrations. Tout d’abord, c’est une méthode qui est robuste, et qui peut prendre en compte des
incertitudes sur le modele pris pour la synthese, notamment par le choix des pondérations. Elle
est adaptée pour le cas MIMO, en se basant sur des outils tels que les valeurs singulieres. De plus,
les spécifications sur le systeme a controler doivent étre exprimées dans le domaine fréquentiel,
ce qui peut étre complexe pour certains systéemes, mais adapté dans le cas du contrdle des
vibrations, ou 1’on raisonne en terme de modes de résonance.

3. Des informations a ce sujet peuvent étre trouvées en Chapitre @ Section page m
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3.1.4 Tableau comparatif

Précédemment, plusieurs méthodes pour synthétiser un correcteur ont été étudiées. Un
tableau récapitulant succintement le principe ainsi que les avantages/inconvénients de chaque

méthode est donné ci-dessous.

de synthese

Domaine modal

Domaine temporel

Méth
méi;n(i)(;ij:s Commande Commande
(PPF, ACF, etc.) LQR/LQG Hoo
Structuration
.. du correcteur Optimisation d’'un | Optimisation de la
Principe S s Lo
et optimisation critere énergetique norme H,
sur les parametres
Domaine

Domaine fréquentiel

mais généralement

faible

imprécisions sur le
modele

SISO (hors
SISO/MIMO rares cas SISO/MIMO SISO/MIMO

particuliers)
Syntheése Non (hors rares cas : .
Multimodale particuliers) Oui Oui
Performances A posteriori A priori A priori
Actionneurs , )

Nécessaire (hors rares , : ) :
et capteurs S Non nécessaire Non nécessaire
. cas particuliers)

colocalisés
Type: de Modal Mo/de.le Mo/de‘zle
modele précis précis

Dépend de la e s

Peu de robustesse | Possibilité de prendre
structure du Lo :
C 1 vis-a-vis des en compte certains

Robustesse correcteur considéré,

criteres de robustesse
via les pondérations

Le choix d'une méthode de synthese de correcteur plutot qu'une autre se porte alors sur
les objectifs de commande que I'on souhaite atteindre. Dans notre cas, étant donné que 1’'on va
chercher a garantir un certain niveau de performance assuré a priori, les méthodes mécaniques
telles le PPF, I’ACF, etc. ne semblent pas étre adaptées. S’il fallait synthétiser un correcteur
centralisé, la méthode H., aurait été un choix plus judicieux pour notre probleme, ou le critere
de performance a été posé dans le domaine fréquentiel sous le méme formalisme. Elle est de
surcroit plus robuste que la commande LQG/LQR.

Néanmoins, toutes les méthodes précédemment introduites sont relatives a la synthese
de correcteurs centralisés. Elles ne peuvent donc pas étre mises en place sans modifications
majeures pour obtenir un correcteur distribué, et, par conséquent, ne conviennent pas a notre
problématique. La prise en compte de 'aspect distribué de la commande est discuté dans la
section suivante.
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3.2 Littérature des méthodes de synthese de correcteurs
de structure distribuée

L’aspect distribué de la commande est un point important de la problématique considérée
dans ce manuscrit. Or, dans les méthodes de synthese de correcteur pour le controle de vibra-
tions étudiées précédemment, aucune méthode n’est utilisable directement pour synthétiser un
correcteur distribué. L’objectif est alors d’avoir des outils permettant de mettre en place une
démarche de synthese de correcteur distribué, en regardant ce qui se fait dans la littérature, et,
si besoin, les adapter pour nos systemes vibrants. Plus particulierement, on cherche a obtenir des
conditions d’analyse des systemes étudiés et des conditions de synthese de correcteur distribué,
comme cela est classique : ces deux notions sont succintement présentées ci-dessous.

« Conditions d’analyse : il s’agit d'un critere mathématique permettant de démontrer
une propriété donnée du systeme étudié, généralement la stabilité et/ou la performance
(convergence, Lo-gain, etc.).

o Conditions de syntheése : c’est un critere dont 'objectif est soit de montrer 1'existence
d’un correcteur, soit de calculer un correcteur directement. Généralement, ces dernieres
découlent des conditions d’analyse, qui sont appliquées sur I’ensemble composé du systeme
a commander et du correcteur recherché.

Cette problématique de commande locale a objectif global a été étudiée dans deux grandes
branches de la littérature automaticienne : celle des systemes multi-agents, et celle de la
commande décentralisée/distribuée. Ces deux stratégies sont présentées par la suite, et reliées
au controle de vibrations.

3.2.1 Systémes multi-agents

Dans cette sous-section, les systémes multi-agents, ou Multi-Agent Systems (MAS) en
anglais, sont étudiés.

Généralités

Un systeme multi-agents est composé de plusieurs agents pouvant interagir les uns avec les
autres, notamment en échangeant tout ou partie de leurs informations locales selon un graphe
donné. Tous ces agents ont un objectif global commun, tout en n’ayant acces qu’a I'information
locale et a celle échangée avec les autres agents [57:59]. Dans les résultats principaux de la
théorie des systémes multi-agents, les sous-systemes a commander sont en général des agents
indépendants, reliés entre eux par les correcteurs. Le transfert d’information d’agent a agent ne
passe alors directement que de correcteur a correcteur : les connexions entre les agents sont donc
généralement virtuelles, et rarement physiques, structurelles au systeme multi-agents considéré.

Les outils théoriques généralement utilisés dans ce domaine sont majoritairement issus
de la théorie des graphes : le systéeme multi-agents est généralement exprimé sous la forme
d’un graphe ou chacun des sommets représente un agent avec son comportement dynamique,
et les arcs les communications entre les différents agents. Ce graphe peut étre orienté ou non,
dépendant du temps ou non, pondéré...

31//186



Chapitre 3. Etude bibliographique

En ce qui concerne 'analyse de ce type de systemes, et dans une moindre mesure la
synthese de correcteur, en plus de la stabilité, deux propriétés de performance sont généralement
étudiées :

o Le consensus consiste a avoir tous les agents tendant asymptomatiquement vers la méme
valeur finale [57} |60} 61].

o La synchronisation, parfois également appelée aussi coordination, demande a ce que tous
les agents aient un méme comportement au méme moment [62-64.

De nombreux résultats de synthese de correcteur pour les systémes multi-agents sont
disponibles dans la littérature [59]. Ces méthodes de synthese sont généralement basées sur
des approches d’automatique déja existantes par ailleurs, mais adaptées pour les systemes
multi-agents : syntheése de correcteur P/PI/PID [59, 6567, méthodes basées sur la passivité
(61}, 164], Sliding Modes [68], etc.

Il est a noter que la plupart de ces résultats de synthese traitent de la stabilisation du
réseau d’agents. Dans le cas ou la syntheése prend en compte un critere de performance, ce
dernier s’assimile généralement a 1'une des deux notions évoquées précédemment, a savoir le
consensus ou la synchronisation.

Exemple

Pour donner une idée de la philosophie de la théorie des systéemes multi-agents, un petit
exemple générique est présenté, ainsi qu'un des résultats principaux d’analyse de stabilité dans
la littérature des systemes multi-agents.

FI1GURE 3.3 — Exemple d’interconnexion

Soit un réseau de N agents linéaires temps invariants F;, tous identiques. Chaque agent
est composé d’un systeme Gj, et d'un correcteur Kj. Leurs représentations d’état sont données
ci-dessous, Vi € {1,..., N} :

~

)

v, = Cuy u; = Cgzl + Dge
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ou x; et le les vecteurs d’état respectifs de Gy et Kj, u; la commande, y; la sortie mesurée,
et ¢; 'erreur de synchronisation avec les voisins de G; définie ainsi :

€ = Z (yi — y5)

J voisin de

Il est a remarquer que, dans cette configuration, seuls les correcteurs locaux communiquent
aux autres correcteurs des informations quant aux sous-systémes a commander Gj, via le signal
d’erreur ¢;. En d’autres termes, sans les correcteurs, les systémes G; sont indépendants.

On introduit les notions de matrice d’adjacence A et matrice Laplacienne £. La matrice
d’adjacence est définie telle que A;; = I si 'agent n° recoit de I'information de I’agent n°j, 0
sinon. La matrice Laplacienne est égale & £L = A — A, ou A est une matrice diagonale telle
que A;; est égal au nombre d’agents qui transmettent de I'information a ’agent n°. Ces deux
matrices nous donnent des informations sur la maniére dont les agents communiquent entre eux,
et certaines de leurs propriétés peuvent étre étudiées dans 'optique d’analyser le réseau associé.
Dans I'exemple précédent donné Figure |3.3| ces matrices sont les suivantes :

0 I I O 2 —I -1 O
I 000 -I I 0 0
A= 01 01 L= 0 —-I 2I —-I
0010 0o 0 -1 I

Considérant ces expressions, il est possible de donner la représentation d’état du systéme
global 33 :

) T | |An Ap| |z
= [ A 59
—_—
Aglob
avecx:[xlT me, xK:[(xf)T (mﬁ)T}T et :

Al = IQA—-LQBDC
A, = I®BCk
Agl = —£®BKC

avec ® désignant le produit de Kronecker.

Avec ces outils, il est alors possible d’énoncer un théoreme d’analyse de la stabilité du
systéme multi-agents pour un correcteur K donné, introduit dans [69].

Théoreme 3.2.1. Le correcteur K, dont la représentation d’état est donnée dans I’Equation

(3.9), stabilise le systéme 3, défini Equation (3.6)), si et seulement s’il stabilise indépendamment
les N sous-systémes o;, i € {1,..., N} suivants :
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o)

yi = \NCuy
ou \; sont les valeurs propres de la matrice Laplacienne L du systéme multi-agent considéré.

Ce résultat est intéressant, car il démontre la possibilité d’obtenir N conditions indépen-
dantes pour vérifier une condition sur le systeme global, par la seule connaissance des propriétés
de I'interconnexion et des sous-systemes. Il n’est ainsi pas obligatoire de calculer I'expression du
systeme global, et par-la la stabilité de 'ensemble (par exemple en calculant les valeurs propres
de la matrice Agqp, définie en Equation , opérations qui peuvent étre cotiteuses en temps de
calcul.

MAS et contrdle des vibrations

Dans la littérature des systemes multi-agents, que ce soit en analyse ou en synthese, tout
I’enjeu est de pouvoir mettre en forme le probléme que 1'on cherche a traiter sous le formalisme
de la théorie multi-agents. Dans le cadre du controle de vibrations, deux points peuvent étre
problématiques.

o La question de la structure du modele est prépondérante ici. Dans la théorie multi-agents,
les sous-systemes considérés sont généralement indépendants, en ayant aucune connexion
entre eux (I’échange d’information ne se faisant qu’entre les correcteurs locaux). Dans le
cas oll ces connexions entre sous-systemes existent, elles sont généralement considérées
comme étant des échanges d’information. Néanmoins, les structures considérées dans le
cadre du controle des vibrations sont des systémes qui ne se mettent naturellement pas
sous la forme distribuée/décentralisée d’'une part, et d’autre part, des lors que le modele
de la structure est forcé pour étre distribué, les liens entre les différents sous-systémes ne
sont pas des liens informatifs, mais physiques. La théorie multi-agent ne se préte donc pas
a la problématique pour les questions de modélisation.

o Dans la théorie des systémes multi-agents, que ce soit en analyse ou en synthese avec
critere de performance, la formulation du probleme est un probleme soit de consensus,
soit de synchronisation. Or, il n’est pas forcément pertinent, dans 1'optique du contrdle de
vibrations de structures mécaniques, de formuler le probleme ainsi.

Par ces limitations, peu de travaux traitant du probleme du consensus pour la réduction
du phénomene de vibration sont disponibles dans la littérature. On peut néanmoins en citer
quelques uns |70, 71]. Ces travaux ne peuvent pas étre appliqués directement sur notre probléme.
Dans [71] les techniques pour générer le correcteur sont non-linéaires, ce qu’on cherche a éviter.
De surcroit, aucune preuve de stabilité et de robustesse des méthodes développées n’est proposée.
Concernant [70], le vecteur d’état relatif au systéme mécanique étudié dans I’article est dédoublé,
de sorte a pouvoir créer artificiellement N agents modélisant la poutre, dont 1’état convergerait
par consensus. En d’autres termes, la représentation d’état proposée pour le systeme mécanique
étudié n’est pas minimale.

Ces approches ne sont donc pas adaptées a premiere vue a notre problématique. Par la suite,
on va alors s’intéresser a la deuxiéme grande partie de la littérature concernant ’analyse/la syn-
these de correcteur pour les systémes en réseaux, a savoir la commande décentralisée/distribuée.
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3.2.2 Commande distribuée

Une autre approche pour 'analyse et la synthése de correcteur pour les systemes en réseau
est celle de la commande distribuée (ou décentralisée) des systemes de grande dimension * [21123]

26, 72470,

Principes généraux

La commande distribuée est un pan de la littérature qui établit des conditions d’analyse
et de synthese de correcteur pour des systemes distribués de grande dimension. Ce type de
systemes est composé d’un nombre potentiellement grand, voire infini, de sous-systemes, qui
sont interconnectés entre eux (voir Figure par exemple, chaque petit cube rose représentant
un sous-systeme et chaque cube vert un correcteur). Ainsi, comme dans la théorie des systémes
multi-agents, le modele sur lequel se basent les conditions d’analyse et de synthese est distribué
des le départ. Les techniques de synthese distribuée ne peuvent pas étre appliquées sur un
modele centralisé.

En analyse, l'objectif est d’obtenir des conditions permettant d’analyser certaines propriétés
du systeme global (stabilité, critere de performance, etc.) a partir de la seule connaissance des
sous-systemes. Cela évite donc de devoir reconstruire le systéme global pour I'analyser, ce qui
aurait été difficile au vu de sa taille importante sans engendrer d’erreurs numériques.

En synthese, I'objectif est d’établir des conditions permettant de prouver l'existence
d’un correcteur distribué stabilisant /performant d’une part, et d’autre part de I'expliciter. Le
correcteur obtenu ainsi a forcément la méme structure que le modele du systeme : cette symétrie
entre la structure du modele et la structure du correcteur permet notamment d’obtenir des
conditions convexes a tester, ce qui n’aurait pas été le cas sans cette structuration. Tout comme
les conditions d’analyse, il n’y a pas la nécessité de connaitre I'interconnexion compléte, seule la
connaissance des sous-systémes est nécessaire.

FIGURE 3.4 — Exemple de systéme interconnecté considéré dans les travaux de R.d’Andrea et
G.Dullerud a gauche, ainsi que le systéme interconnecté avec correcteur a droite (Image

tirée de [22])

Une différence notable peut néanmoins étre soulevée avec la théorie des systémes multi-
agents en termes de modélisation. Dans la théorie multi-agents, comme discuté précédemment,

4. Ou Large Scale Systems dans la langue de Shakespeare et de Dan Brown.

35/|186



Chapitre 3. Etude bibliographique

les agents sont généralement comme étant des entités indépendantes, ou ne partageant que
des informations. Cet aspect-la n’est pas présent dans les travaux relatifs a la commande
distribuée, ou le systéme a commander est simplement un systéeme pouvant étre modélisé par
une interconnexion de sous-systemes, sans présupposer de la nature des liens entre ces différents
sous-systemes.

Pour obtenir les conditions d’analyse et de synthese, deux éléments sont généralement
exploitées :

o les propriétés des sous-systémes pris individuellement (sous-systemes tous identiques [22,
26, 75, [77], interconnexion périodique et/ou infinie |22, 23|, etc.);

 l'approche théorique utilisée pour les obtenir (théorie de Lyaponov |21, |22], dissipativité
[26], théorie des opérateurs 23], etc.).

Ainsi, les conditions sont établies pour une classe de systemes donnée, dont 'interconnexion
possede des propriétés données. Elles sont le plus souvent formulées sous forme d’un probleme
d’optimisation convexe, et plus précisément sous forme d’inégalités matricielles linéaires (ou
LMI, pour Linear Matriz Inequality en anglais). Ces conditions peuvent étre exprimées en temps
continu [21}, 22, 26, [72:77] ou en temps discret 23} 75].

Si, pour les systemes multi-agents, la performance considérée est généralement 1'étude de
la convergence d’'un signal, la commande distribuée prend naturellement en compte des criteres
de performance tels que la norme H., des fonctions de transfert.

La principale limitation de ces méthodes est la suivante : les conditions d’analyse et de
synthese obtenues dans cette littérature sont suffisantes, mais non nécessaires. En d’autres termes,
si elles permettent bien de conclure dés lors qu’on arrive a satisfaire la condition d’analyse/de
synthese, on ne peut rien en déduire lorsqu’elle ne ’est pas. Méme en analyse, il n’y a pas de
conditions nécessaires et suffisantes dans cette littérature permettant de tester la stabilité pour
un ensemble de sous-systemes LTI quelconques, interconnectés selon une topologie quelconque.
Ces conditions ne sont donc efficaces que sur un type d’interconnexion donné respectant certaines
propriétés, et non pas sur ’ensemble des systémes interconnectés. Cela peut étre limitant selon
le systeme que 1’on cherche a commander.

Le tableau page suivante donne quelques résultats de cette littérature, sans se prétendre

exhaustif. Tous les conditions d’analyse et/ou de synthese dans ces travaux sont des conditions
LMI.

Le résultat le plus général et le plus intéressant est celui de C.Langbort [21] : en effet, il
porte sur 'analyse et la synthése d’un correcteur distribué de sous-systemes interconnectés tous
différents en nombre fini, avec un critere de performance recherché compatible avec celui que
nous avons posé. Il s’agit également du résultat le moins conservatif®, comparé aux travaux
dont il est issu. Il n’est néanmoins pas siir que ces travaux soient directement applicables sur
un systeme réel, aucune application de ces méthodes de synthese autre que sur des exemples
académiques n’ayant été trouvé dans la littérature.

5. On utilisera le terme "conservatisme" pour désigner des conditions qui sont suffisantes mais non nécessaires.
Il s’agit d’un anglicisme provenant du terme conservatism, pouvant également se traduire par "pessimisme" en
frangais. Plus le niveau de conservatisme est haut, plus les contraintes suffisantes sont fortes.
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Dans la suite de ce manuscrit, il sera vu, dans la Section page du Chapitre
[l que, pour réduire leur conservatisme, certains théoremes d’analyse développés dans cette
these recoupent certains résultats de C.Langbort, bien qu’obtenus par des approches théoriques
différentes.

Application au contrdle de vibrations

Méme si peu nombreux, quelques travaux traitent de ’application des techniques de la
commande distribuée a des poutres en aluminium [78-81], issus de la méme équipe de recherche.

Les travaux de Q. Liu et son équipe [78-81] ont pour objectif de mettre au point une
démarche de syntheése d'un correcteur distribué. Cette démarche générale est la suivante. La
poutre en aluminium est tout d’abord modélisée de maniere distribuée par identification boite
noire ®. Le critére de performance pris ici est de type de minimisation du £,-gain du systéme a
commander. Les conditions de synthése” sont issues directement des travaux de [22] et [77] :
elles sont formulées en un probleme d’optimisation convexe sous forme LMI a résoudre. La
démarche a été mise en place en simulation [78], ainsi qu’en expérimental [81].

Ces travaux portent sur une problématique proche de celle étudiée dans ce document de
these, en utilisant des approches similaires. Néanmoins, quelques points notables dans leurs
travaux sont a discuter, marquant les différences avec le travail présenté par la suite dans ce
document de these. Deux points en particulier sont commentés, car concentrant les divergences les
plus importantes : la modélisation du systeme mécanique a commander, ainsi que les conditions
de synthese.

« La modélisation de la poutre faite par identification boite noire implique deux conséquences.

— Tout d’abord, cela induit la perte du sens physique du modele, qui devient donc
difficilement interprétable. Cela n’est pas forcément problématique puisque ce modele
est élaboré dans un but de contrdle, mais il faut garder a ’esprit que seuls certains
comportements entrée/sortie sont modélisés, et non pas un réel fonctionnement
physique interne de la structure.

— Ensuite, les méthodes d’identification utilisées nécessitent de fixer a priori la structure
du modele, pour en optimiser ses parametres.

+ Les conditions de synthese du correcteur distribué reposent sur les travaux de |77] (voir
tableau précédent), qui sont des conditions de syntheése pour systémes tous identiques et
linéaires a parametres variants (LPV). Cette dimension LPV a été ajoutée pour mieux
modéliser le systeéme réel, comparé a des sous-systeémes tous identiques LTI. En effet, les
sous-systemes du modele distribué étant pris initialement identiques dans les travaux
de [22], cela implique une contrainte forte sur la structure du modele, qui peut ne pas
étre adapté pour le systeme que I'on cherche a modéliser. La dimension LPV ajoutée
dans [77] a pour objectif de prendre en compte un nombre plus important de systémes.
Ces conditions sont néanmoins plus conservatives que des conditions établies pour des
sous-systémes hétérogenes, comme [21} 23] : les conditions d’analyse en LPV doivent étre

6. Un modele de type boite noire est entierement basé sur des données expérimentales, contrairement a un
modele de type boite blanche qui repose uniquement sur la connaissance physique du systeme étudié. L’approche
de modélisation boite grise est un mélange des deux précédentes.

7. Il n’y a pas, dans leur travaux, de conditions d’analyse clairement énoncées.
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vérifiées pour toute combinaison de parametres, et non pas que pour la combinaison de
parametres modélisant le mieux la structure fine.

3.3 Conclusion de chapitre

Dans ce chapitre traitant de la bibliographie, deux grandes thématiques ont été étudiées :
le controle actif de vibrations et la synthese de correcteurs distribués. Il en ressort que, pour
garantir le critere de performance précédemment explicité dans le Chapitre [2, la commande
distribuée combinée a une approche de synthese H,, semble étre un bon point de départ pour
la résolution du probleme considéré. Ces deux approches peuvent étre aisément combinées,
notamment parce qu’elles utilisent des outils similaires, comme les LMI. Les travaux présentés
par la suite s’inscrivent dans ces thématiques.

L’analyse de la littérature démontre également 'intérét de modéliser le systeme que 'on
étudie sous forme distribuée. En effet, dans les deux grandes communautés de synthese de
correcteurs distribués, le correcteur et le modele du systeme ont la méme structure, dans le but
d’obtenir des conditions d’analyse et de synthése sous la forme d’un probleme d’optimisation
convexe. Par la suite, nous nous placerons dans ce cadre-la, et plus particulierement dans le
cadre de la commande distribuée, le critere de performance étant adapté a notre probleme.

Dans le probleme que nous considérons dans ce manuscrit et posé dans le Chapitre
la structure de la loi de commande que 'on cherche a mettre en place est fixée®. Elle fixe
ainsi la structure du modele que 1'on doit utiliser pour 'analyse et/ou la synthese, schématisée
Figure [3.5]

Ainsi, le probléme formulé en conclusion du Chapitre [2 dans la Section [2.3] page [20] devient
alors le suivant.

Soit G = {Gq, ..., Gn} un ensemble de systémes LTI. Trouver Koy un correcteur LTI tel que :

o Kot peut s’exprimer comme une interconnexion de N sous-correcteurs K;, i € {1,..., N},
selon la structure présentée en Section page [18. Cette structure est rappellée ici.

— pour ¢ =1 ) )
uls) | _ gy 9109
2] = |45

— pouri € {2,...,N — 1}

u;(s) [ yi(s)
vt (s)| = Ki(s) v/ (s) (3.7)
0/ (s) [0 (s)

— pour ¢ = N

Pour rappel, les signauz y; et u; désignent respectivement la sortie mesurée par les cap-
teurs et la commande envoyée aux actionneurs, Vi € {1,...,N}. w;, pour j € {1,..., M},

8. Voir plus particulierement la conclusion du Chapitre
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w1 Z1 w; T Zi wN ZN
_). ....... % ; ....... %
G G; GnN
(_. ....... (_ : ....... b
7Y K 7}
Y1 U1 Yi Uj Yn un
\ 4 \ 4 A 4
—). ....... _) ; ....... _)
K, K; Kn
(—. ....... (— (—. ....... (_

FIGURE 3.5 — Schéma-bloc du systéme a considérer

désigne les perturbations s’appliquant sur le systéme. z, k € {1,..., L} sont les sorties de
performance étudiées. Les signaux v et vﬁ], ie{l,..,N —1}, représentent les signauz
de communication entre un correcteur et ses voisins, respectivement de gauche et de droite.

o G *x Ko soit stable;
. H(G*Ktot)Hoo < 1.

Il sera vu dans la suite® qu’il est possible de modéliser une poutre par ce type de structure
distribuée, chaque sous-systeme Gj étant exprimé sous forme de représentation d’état. Les
systemes Gj ainsi obtenus sont, comme G, fortement résonants.

Les méthodes d’analyse et de synthése proposées dans la littérature étant basées sur des
conditions suffisantes, la question se pose si ces conditions peuvent donner des résultats pour
un ensemble de sous-systemes G; résonants. En effet, il a été vu dans la littérature que, si les
outils théoriques de la commande distribuée ont été développés, ils n’ont été que peu appliqués
en pratique. Rien ne nous dit donc, au premier abord, que ces méthodes seront adaptées a
notre problématique sans modification. Les chapitres |4 et [5] se focalisent sur ces aspects-la,
respectivement pour les conditions d’analyse et les conditions de synthese.

9. Dans le Chapitre @
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Introduction

Il a été montré, dans le Chapitre précédent, que, pour obtenir des conditions d’analyse et
de synthese sous forme de probleme d’optimisation convexe, il était intéressant que le modele
du systeme a commander soit d'une part distribué, et que la loi de commande et le modele
aient la méme structure d’autre part. La structure de la loi de commande ayant été fixée dans
le Chapitre [2] la structure du modele est donc également fixée, similaire a celle de la loi de
commande.

A partir de la, la question d’établir des conditions d’analyse pour les systemes distribués se
pose. Ce chapitre a pour objectif d’établir des conditions d’analyse pour les systemes distribués
étudiés dans ce manuscrit. En particulier, les questions suivantes seront étudiées.

1. Est-il possible d’exploiter la structure distribuée du systeme, afin d’analyser sa stabilité
globale avec des conditions locales par sous-systeme ? (Analyse de la stabilité globale)

2. De la méme maniere, est-il possible de calculer une borne supérieure de la norme H
globale entre ses signaux d’entrée et de sortie de performance ? (Analyse de la performance
globale)

3. Quel est le niveau de conservatisme des méthodes proposées ? (Conservatisme de la méthode
locale)

Un intérét tout particulier sera porté pour que ces conditions d’analyse soient applicables
aux systemes résonants.

Par la suite, une approche se basant sur les théoréemes généraux de stabilité et de per-
formance d’interconnexion de systemes présentés précédemment en Section page 47| de ce
chapitre sera proposée pour répondre aux points 1 et 2. Ces différents résultats sont basés sur
une approche entrée/sortie des systémes en lien avec la théorie des opérateurs. Néanmoins, on
montrera que ces approches sont trop conservatives pour permettre leur application sur un
ensemble de sous-systemes résonants. Elles seront alors adaptées pour relacher les contraintes
trop fortes des résultats initiaux. Les niveaux de conservatisme des différentes méthodes d’analyse
pourront étre comparés (point 3).

4.1 Types de systemes étudiés

Introduisons tout d’abord de maniere formelle le type de systémes pour lequel les conditions
d’analyse seront établies.

4.1.1 Systeme global considéré et définition des sous-systemes

On considére un ensemble G = {Gy, ..., Gn}, composé de N sous-systémes. Les sous-
systemes Gj sont stables et causaux, ainsi que linéaires temps invariant. Ils sont interconnectés
sous forme de ligne, chaque sous-systéme ne communiquant qu’avec ses voisins directs. Dans
cette partie, seule 'analyse sera traitée, il n’y a donc pas de signaux de commande. Le schéma
bloc de la structure totale est donné Figure 4.1]

On définit, pour i € {1,..., N}, le systeme G; suivant, sous forme de représentation d’état :
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w1 Z1 w; T Z; WN ZN
Y2 _ Y | Vil _Un]
G, G; Gn
(+—. ------- (T T ------- &
Uy Vi1 v; Un—1

FIGURE 4.1 — Interconnexion considérée pour I'analyse

i) = A x(t) + { BY ‘ BY } vz*(t)
[ wi(t) ]
Gy (4.1)
() VU VW -Ul_(t)-
& D" | D; +

ot z; est le vecteur d’état de dimension n,,, v; et v;" les entrées/sorties de communication
internes de dimensions respectives n,- et n, +, w; les entrées externes de dimension n,, et z; les
/ . . T T
entrées externes de dimension n,.

On pourra également utiliser par la suite la notation suivante :

(4.2)

Remarque 4.1.1. On a dim(vg) = 0 et dim(vy (s)) = 0 pour le systéme G, par effet de bord (pas
de voisin & sa gauche). De méme, dim(vy) = 0 et dim(vy,,(s)) = 0, Gn n’ayant pas de voisin &
sa droite. De plus, dans certains cas, notamment en analyse de la stabilité du systeme global, il
n’y a pas de signaux d’entrée et de sortie externes, c’est-a-dire dim(z;) = dim(w;) = 0. Par abus
de langage et pour éviter les notations trop lourdes, on appelera Gj(s) ces sous-systémes.

On note Gyot le systéme interconnecté global, prenant en entrée le signal wy,(t) et en
sortie z;,(t), définis comme tels :
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Vie{l,...,N}, zi(t) et w(t) vérifient (4.1)

wtot(t) = ) Ztot(t) =
wn(t) v (t)
. , . 1% Atot Btot
On note par la suite la représentation d’état de Gyiot(S) ~ c D .
tot tot

4.1.2 Ecriture du systeme sous forme d’une interconnexion
On introduit dans cette section une autre maniere d’exprimer le systeme étudié.

Proposition 4.1.1. Le systéme Giot, défini par (4.3), peut s’écrire sous la forme d’une
interconnexion

Gtot =T1x (Sldiag<Gl7 B GN>82> (44>

ot la matrice d’interconnexion I est définie de la maniere suivante :

I, st j=20 et k=2i—1
Yit1
Tn=1 L, si j=2-1 et k=2i (4.5)
0 Z sinon
et
[ I, O 0 0 0 0
Y2
0 0 I, 0 0
Y1
0 0 0O I, 0
Y3
L. 0 0 0 0
N-2
S = 0 I, 0 0 0
N
0 o 0o 0 I, 0
UN-1
0 In. 0 0 0
0 0 0 0 I,
0 0 I, 0 0
N-1
0 0 0 0 0 I, |
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[ I, . 0 0 0 0 0 0 ]
Y1
0O 0 0 Lo,
0o I, _ 0 0 0
Y2
0 0 I, 0 0
Y2
0 0 0 0 I,
Sy =
I, 0 0 0 0
UN-1
0 I,, 0 0 0
UN-1
0 0 0 n
wWN -1
0 0 I, : 0 0
N
0 0 0 0 0 0 L, |

Démonstration. Les matrices §; et Sy sont des matrices de permutation prises de maniere
a ce que les entrées/sorties de communication entre sous-systeémes et les entrées/sorties de
performance soient séparées dans le systeme Sdiag(Gy, ..., GN)Ss :

[ vy (s) ] [ v (s) ]
vy (s) vy (8)
v (s) vy (s)

o (s) vy (s)
uy(s) | = Sidiag(Gi(s), ..., Gn(5))S2 |vh_1(s)

vy (s) vn(s)
z1(s) wi(8)
2(5) wy(s)
ZN.(S) i wN‘(S) ]

La matrice Z, quant a elle, est une matrice qui interconnecte les sorties des sous-systemes
a leurs voisins directs. Il s’agit également d’une matrice de permutation. On a :

[ 01 (s) ] [ vy (8) ]
vy (s) vy (s)
vy (s E)

=]
vy_1(5) UJJ\LQ(S)

v_1(5) vn(s)
vn(s) | [on_1(5)]
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L’interconnexion des deux schémas blocs donne bien le systéme Gy par un raisonnement
direct sur les signaux. O]

Cela correspond au schéma bloc donné Figure (4.2

Y

A

A

«— e «———
Ztot N Wiot

FIGURE 4.2 — Interconnexion considérée

Remarque 4.1.2. La matrice Z peut également s’exprimer sous la forme suivante :

T—diag(| Oy S
= diag( I o ||, o |1 0 )

Remarque 4.1.3. Dans le cas ou il n’y a pas de signaux d’entrée/sortie, c’est-a-dire dim(z;) =
dim(w;) = 0, on se place dans le cas ou &) = I et S; = I, avec les dimensions adéquates. Ggot
est ainsi une interconnexion de Z avec diag(Gy, ..., GN), qu'on notera :

Gtot =Tx diag(Gl, ceny GN) (46)

_

Exemple 4.1.1. Prenons le cas ou 'on a 'interconnexion de 3 sous-systemes, soit N = 3, sans
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signaux de performance pour simplifier. La matrice Z relative a ce systeme est donnée ci-dessous.

O O ~NO
O O O N~
~ O O O
O ~N O O

4.2 Un résultat d’analyse d’interconnexion de systéemes

Comme cela vient d’étre vu dans la Proposition [4.1.1] les systémes en réseau peuvent
étre vus comme un cas particulier de systemes interconnectés. Dans un premier temps, des
Théoremes relatifs a 'analyse de la stabilité et de la performance d’une interconnexion entre
un systeme dynamique LTT G et une matrice M, tous les deux quelconques, seront introduits.
Ces résultats seront par la suite exploités pour obtenir des conditions d’analyse dans le cas
spécifique des systemes interconnectés.

4.2.1 Stabilité d’une interconnexion

Intéressons-nous tout d’abord a ’analyse de la stabilité. Dans toute cette section, I'inter-
connexion d'un systéme dynamique LTI G de taille n, x n, avec une matrice M € R"*" sera
considérée : M x G(s). Les signaux ¢ et p sont tels que q(s) = Mp(s) et p(s) = G(s)q(s). Le
schéma bloc correspondant est donné Figure [4.3]

G(s)

A

FIGURE 4.3 — M x G(s)

L’objectif est alors de trouver des conditions si possible nécessaires et suffisantes, pour M
et G donnés, qui garantiraient la stabilité de I'interconnexion.

Définition de la stabilité utilisée

Dans la littérature, de nombreuses définitions de la stabilité et de ses dérivées sont
disponibles, avec chacune leurs nuances : stabilité asymptotique, stabilité interne, stabilité
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lipschitzienne, etc. Avant toute chose, il convient donc de poser une définition de la stabilité que
I’on va utiliser par la suite, qui est la suivante.

Définition 4.2.1 (Stabilité d’un systéme au sens entrée/sortie). Un systeme G est dit stable
au sens entrée/sortie si, pour toutes entrées bornées, les sorties du systémes sont également
bornées. o

Cette définition, assez générale, ne permet pas de vérifier rapidement si un systeme est
stable ou non. Pour cela, des criteres plus simples a tester ont été développés. Le plus classique,
dans le cas des systemes LTI, est de vérifier que les valeurs propres de la matrice A de la
représentation d’état du systéme étudié (qui sont également les poles de sa fonction de transfert)
sont a partie réelle strictement négative. Si c’est le cas, le systeme est stable.

21

>

<&
<

w1 + w2

22

FIGURE 4.4 — Interconnexion considérée pour la définition de la stabilité interne classique

Par la suite, les systemes qui seront étudiés s’écrivent sous la forme d’une interconnexion.
A ce titre, une autre notion, celle de stabilité interne, peut étre introduite. Pour cette définition,
on s’appuie sur l'interconnexion de deux systeémes, avec des entrées/sorties perturbatrices. Le
schéma bloc correspondant est donné Figure [4.4]

Définition 4.2.2 (Stabilité interne d’un systeme LTI au sens entrée/sortie). Une interconnexion
de deux systemes G et A telle que présentée Figure [4.4) est dite stable de fagon interne si toutes
les fonctions de transfert entre les entrées/sorties sont stables. o

Dans la suite de ce document, les opérateurs A considérés seront des matrices constantes.
La stabilité interne peut alors simplement se tester en assurant que, Vs € C* :

\det(I — AG(s))] > 0 (4.7)

Théoreme général

Le résultat d’analyse de la stabilité de M x G(s) est le Théoreme ci-dessous.
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Théoréme 4.2.1. Soit G un systéme dynamique LTI de taille n, x n, et M € R"*" . Alors
Uinterconnezion M x G(s) est stable si et seulement si il existe X = XT € Rw*™ Y € R™*"nq
et Z = 7T € R"*" des matrices telles que les deux inégalités suivantes sont respectées :

1‘ i) =
SOl X 7[S9 <o wee (1.9

Démonstration. Le principe de la démonstration est de montrer que I'une des conditions implique
I’autre et vice-versa, ce qui garantit ’équivalence.

1. Vérifier (4.8) + (4.9) = M x G(s) est stable

Le raisonnement ici est un raisonnement par I’absurde. Supposons que (4.8)) et (4.9) soient
vérifiées, mais que le systeme M * G(s) soit instable. Alors, par la définition de la stabilité
donnée en Définition m page , et plus particulierement I’Equation (4.7)), il existe so € C*
tel que :

| det(I — MG(s0))| = 0

Ainsi, il existe g5, # 0 tel que :

(L = MG(so))gs, =0 (4.10)

Posons ps, = G(s0)¢s,- En réinjectant dans I’Egalité (4.10]), on obtient donc que ¢y, = Mps,.
On en déduit également que py, # 0.

Or :

« par I'Inégalité (4.8)), on a :

T
« |1 X Y| |1

Soit :

pro] [ XY [n] 5 411
LJJ lYT Z] |f]so] - (4.11)
o de méme, par I'Inégalité (4.9), en prenant s = s :

[T e

D’ou :
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Poo| [ X Y] [P
qso YT Z qSO
Il y a alors contradiction entre (4.11)) et (4.12). Par I'absurde, il est donc bien vérifié
quavoir (4.8)) et (4.9) implique que M x G(s) est stable.
2. M x G(s) est stable = (4.8) + (4.9) sont vérifiées
Comme M x G(s) est stable, on a, Vs € C* :

<0 (4.12)

|det(I — MG(s))| >0

Soit :
(I — MG(s))"(I — MG(s)) >0

Cela peut s’écrire :

e [ 4]

(
|| M I 1

Ainsi, en prenant X = —MTM,Y = M7 et Z = —I, on obtient I'Inégalité (4.9)). Ainsi,
il est possible de trouver X, Y et Z telles que I'Inégalité (4.9)) soit vérifiée. Pour finir la
démonstration, il suffit alors simplement de s’assurer que ce choix particulier de matrices vérifie

I'Inégalité (4.8]). On a :

I [-MTM MT)[1 - T T .
L‘Al \ _IHM]_—M M+M"M+M'M—-M'M=0>0

Ce qui est ce que I'on recherchait. Ainsi, M xG(s) est stable = (4.8]) + (4.9)) sont vérifiées.
Le Théoreme est ainsi prouvé. O

Remarque 4.2.1. Deux cas particuliers sont intéressants a relever :

e Dans le cas ou I'on prend X = Z =0 et Y = I, on se rameéne a ’expression du théoreme
de la passivité.

e Silonprend X =1,Y =0et Z = —1, on exprime le théoreme du petit gain.

|

Remarque 4.2.2. Le Théoréme et sa démonstration restent valables si on remplace les
matrices X, Y et Z par des opérateurs dynamiques de mémes tailles respectives X = X*, Y
et Z = Z*. Cela n’a néanmoins que peu d’intérét en 1’état, du fait du caractére nécessaire
et suffisant du Théoréme [4.2.1] avec les matrices réelles : introduire des éléments dynamiques
ne ferait que complexifier inutilement le probléme. Il sera néanmoins vu en Section page
de ce chapitre que, dans l'optique de faire de I'analyse, et par la suite de la synthese, de
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systemes distribués, il peut étre intéressant de structurer les matrices X, Y et Z pour découpler
le probleme en N inégalités. Dans ce cas précis, il peut étre intéressant d’introduire une partie
dynamique, pour réduire le conservatisme engendré par la structuration des variables. a

Formulation LMI par Lemme KYP

Le Théoreme [.2.1] s’il permet de poser des conditions nécessaires et suffisantes pour
garantir la stabilité d'une interconnexion de deux systemes, n’est pas adapté pour trouver les
matrices X, Y et Z qui garantiraient la stabilité. En effet, comme la condition en Equation (4.9))
doit étre vérifiée pour s parcourant ’ensemble des complexes a partie réelle positive, il ne s’agit
pas d’une unique inégalité a vérifier, mais une infinité.

Il faut alors se ramener & un nombre fini d’inégalités a résoudre, pour avoir un probléme
d’optimisation LMI de dimension finie, permettant ainsi sa résolution. Pour ce faire, un Lemme
treés connu (et bien utile) de 'automatique est introduit : le lemme de Kalman-Yakubovich-Popov,
ou encore KYP-Lemma [2§].

Lemme 4.2.2. Soit G ~ [é g] un systeme LTI, et A, B, C, D les matrices d’état de la

représentation d’état qui lut est associée. S’il existe une matrice P > 0 symétrique telle que la
proposition suivante est vérifiée

(AT];?PPA POB>+(C D)TH(C D) <0

alors, pour tout s dans C*, on a

G(s) TIG(s) < 0

Ce Lemme peut directement étre appliqué sur le Théoreme [4.2.1 qui devient alors le
suivant.

Théoréme 4.2.3. Soit G ~ é g] un systeme dynamique LTI de taille n,xn,, et M € R"a*"»,

Alors Uinterconnezion M*G(s), dont le schéma bloc correspondant est donné Fz'gure est stable
sl exviste X = XT € RwX™ Y € Rw*™ et 7 = Z1 € R et P symétrique strictement
définie positive, des matrices telles que les deux conditions suivantes soient respectées :

lI_TlX YITI) S (4.13)

M

<0 (4.14)

ATP 4+ PA PB'+ c DI"[x Yv][c D
BTP 0 YT zllo I
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Le probleme devient alors un probleme d’optimisation convexe, formulé comme un probléme
LMI. En effet, les variables de décision ici sont P, X, Y et Z. Les Inégalités sont affines en les
variables de décision : tester la stabilité de I'interconnexion de M et G revient donc a résoudre
un probléme de faisabilité sous contraintes LMI, pour lequel des algorithmes efficaces existent
pour trouver une solution en un temps de calcul raisonnable.

Par la suite, les variables X, Y et Z vont étre appelées multiplieurs.

4.2.2 Analyse de la performance d’une interconnexion

L’analyse de la stabilité peut étre complétée par celle de la performance. On considere,
dans cette Section, la configuration ou G possede des entrées et sorties externes. Le schéma

bloc est donné Figure [4.5]

G(s)

A
A

FIGURE 4.5 — M % G(s) avec entrées et sorties de performance

Le Théoreme d’analyse relatif a ’étude de la stabilité et de la performance est alors le
suivant.

Théoreme 4.2.4. Soit G un systéeme dynamique LTI de dimensions (n, +n.) X (ng +ny) et
M € R™*™_ Soit v € RY. Alors linterconnezion M x G(s) est stable et ||M * G||o < v 'l
eviste X = XT € Rw»*w Y ¢ RwX™ et 7 = ZT € R™*"a des matrices telles que les deux

inégalités suivantes soient respectées :

1.
T
IV [x Y|[I
HIEHINE 19
2
X o]y 0 ]
G| 0 I.]0 0 G(s) -
OO [t 0| [0 <0 weer
0 0|0 —I,, |
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Démonstration. En ce qui concerne la preuve de la stabilité de l'interconnexion M x G, la
démonstration de ce Théoreme est similaire dans les grandes lignes a celle du Théoreme [£.2.7]
(analyse de la stabilité seule). Seule la partie relative a la performance, ||M x G| < 7 sera
donc étudiée dans cette démonstration.

En remarquant que, Vs € C* :

p(s)
lG(S)] [Q(S)] _ | #(s)
I ] |w(s) q(s)
w(s)
I'Inégalité peut étre réécrite ainsi :
p%si TX 0Y 0 pésg
z(s 0 I 0 0 z(s
ao)| YT oz 0 ||| =Y
w(s) 0 0 0 —4%1] [w(s)

Soit :

Bgﬂ [ii(T }Z/] Bgﬂ +2(s)"2(s) — Y*w(s)"w(s) < 0 (4.17)

Or, I'Inégalité (4.16)) nous donne :

ol 1 7

D’ou, en combinant (4.17)) et (4.18) :

>0 (4.18)

2(5)*2(s) — Y w(s)*w(s) < 0

Ce qui nous donne, en considérant :

2(s)2(s)  lzl] _ (M x Gul|
w(s)*w(s) [|wl] [|wl]
Soit :
MxG
F(M%G) = sup NM*Gull (4.19)
oo (]|
Ainsi, par définition de la norme Hoo, on a ||M * Gl|o < 7.
Ainsi, le Théoreme [4.2.4] est démontré. ]
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Remarque 4.2.3. Si la nécessité a été démontrée pour 'analyse de la stabilité simple dans le
Théoreme 4.2.1] ce n’est pas le cas lors de I'ajout de la performance. J

De la méme maniere, le KYP-Lemma (Lemme page peut étre appliqué sur le
Théoreme 4.2.4] ce qui donne le Théoreéme suivant.

Théoréme 4.2.5. Soit G ~ [A un systéme dynamique LTI, et M € R™™. Soit v € RT.

B

C D

Alors linterconnezion M x G(s), dont le schéma bloc correspondant est donné Figure

est stable, et ||M * Gl|o < 7 s'il eziste X = XT € R*"r Y € R™*" et 7 = Z1 € R"*"a et

P symétrique strictement définie positive, des matrices telles que les deux conditions suivantes
soient respectées :

1.
T
1 X Y| |I
P IPE o
2.
. X 0|Y 0
ATP+PA PB C D 0O 710 0 C D <0 (4.21)
BTP 0 0 I Yt oz 0 0 I '
2
-

0 00 I

Remarque 4.2.4. Dans le Théoreme [4.2.5| ci-dessus pour I'analyse de la performance, les variables
de décision sont X, Y et Z. 42 peut étre fixé dés le départ, mais peut aussi étre considéré comme
une variable de décision que I'on va chercher a minimiser. Dans ce cas, comme les conditions
du Théoreme d’analyse de la stabilité et performance sont suffisantes, ’optimisation ne
renvoie pas la valeur exacte de la norme H,, du systéme, mais une borne supérieure sur cette
derniere. J

4.2.3 Lien avec la théorie de la dissipativité

Le Théoreme d’analyse de la performance revient & assurer les exigences de perfor-
mance sur M « G au sens de la théorie de la dissipativité.

En effet, il s’appuie sur le fait que, dans le cas de systemes LTI, le £5-gain entre un signal
d’entrée vy et un signal de sortie vq, et la norme H., du transfert T, _,,, entre ces deux signaux,
sont égaux. Dans le cas précis du Théoreme , demander a ce que le Lo-gain entre w et z
soit inférieur & un certain réel positif v revient a assurer que || Ty . ||00 < 7.

La théorie de la dissipativité indique que le systeme est stable, et que le Lo-gain entre w et
z est inférieure & un certain entier 7 s’il est possible de trouver une fonction S(z(t)) telle que :

S(z(t)) > 0
vVt >0 _ (4.22)
S(x(t)) +2()T2(t) — Ywt)Tw(t) < 0

ou z(t) est le vecteur d’état de M * G. Comme M est une matrice, z(t) est donc le vecteur

d’état de G.
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On le montre ainsi : en partant des Théoremes [4.2.3] et [£.2.5] c’est-a-dire apres application
du KYP-Lemma, on peut réussir a reconstruire une fonction S admissible. Pour couvrir le cas
général, on va directement s’intéresser a l’analyse de la stabilité et de la performance, et repartir

du Théoréeme [4.2.5]

On suppose qu’il existe P, X, Y et Z telles que les Inégalités (4.20) et (4.21]) soient
vérifiées. On note la représentation d’état du systeme G :

i) = A aw) + B |10)]
) (4.23)

[p(t)] _ ¢ st) + D :Q(t)_

O rarpypa B POl el Tx Y] 2017 0 ][0
L%ﬁ?) W ol P e R e
Or, I'Inégalité implique :
p)] [X Y] [p(0)
ol [ )=
On a donc :
vO]" tarpy pa pp] [*0 01T 0 120
q(t) l T ]q(t)Jrlw]l _QHM]:
L(t) e U Lw) 0] 10 =7 ) (4.24)
() Pa(t) + ()T Pa(t) + 2(t) 2(t) — y*w(t) w(t) < 0
Ainsi, en prenant S(z(t)) = z(t)T Px(t)T :
o comme P > 0 par définition, on a, Va(t) # 0, S(x(t)) > 0;
o par I'Inégalité , directement, Va(t) # 0, Yw(t) et Vz(t) solutions de :
w(t) Px(t) + ()" Pi(t) +2(t)" 2(t) — y*w(t) w(t) < 0 (4.25)

=$(x(t)

Ainsi, une fonction S admissible a ainsi été construite.
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4.3 Conditions d’analyse des systémes distribués par mul-
tiplieurs constants

L’application des Théoremes d’analyse établis précédemment dans la Section page [A7]
sur le systeme Gyot combiné a une structuration du multiplieur utilisé permettent d’obtenir
des conditions d’analyse spécifiques aux systemes distribués. Ces conditions, ainsi que leur
démonstration, sont exposées dans cette section.

4.3.1 Conditions d’analyse pour la stabilité

Tout d’abord, considérons le cas de I'analyse de la stabilité de Gyot, sans entrée/sortie de
performance.

Formulation générale des conditions d’analyse pour la stabilité

Théoréme 4.3.1 (Stabilité d’un systéme interconnecté avec multiplieurs constants).
Soit Gyot défini par (4.3)). Le systéme global interconnecté Gyoy est stable s’il existe des matrices

L. n +Xn 4 n - xXn - . n o4+ Xn —
symétriques Xo;_1 € R % " et Xy € R %it1r Vit1 et des matrices Y; € R " "1 pour

i €{l,...,N — 1}, telles que les inégalités suivantes soient satisfaites, Vs € C* :

[Gl(s)H)Q v ch(s)' <0 i=1

I Y[ -X, I |
Xoi—1)-1 0 -Y,_, 0 _
Gi(s) * 0 Xo; 0 Y;T Gi(s) |
|~ [ ] _}{Lfl O _XQ(i—l) 0 ]’ ] < O Vl € {2, .y N ]_}
0 Y; 0 —Xoi-1)41

[GN(S)T[X%N—I)—I Yy ][GN(S) < 0 i=N

I _ng—l ‘ —Xo(v-1) 1

Démonstration. On analyse ici la stabilité de Gyot, les entrées/sorties de performance ne sont
donc pas considérées ici, c’est-a-dire dim(z;or) = dim(wy) = 0. Ainsi, on est dans le cadre de
la Remarque page [0l Giot peut donc s’écrire sous la forme de l'interconnexion définie
Equation (4.4), rappelée ici :

Gtot =Tx diag(Gl, ceny GN)

avec Z définie Equation (4.5) page .

Le Théoreme page [49 nous indique que le systeme Z x Gyot est stable s’il existe des
matrices X = X7, Z = ZT et Y telles que :

[
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et

thot(s)r [X Y] [Gtot(S) <0 (4.27)

I Yyt 7 I

Pour réduire la taille du probleme et le structurer en N petites inégalités, on pose les
matrices X, Y et Z structurées de la maniére suivante :

X =T"diag(X1, Xa, ..., Xon_2)T
Y = d@ag(Yh _3/1T7 YQa _)/QTa A3 YN—I) _Yg—l)

Z = —dmg(Xl, D I XQN—Q)

avec les matrices X; et Y telles que définies dans I’énoncé de ce Théoreme.

Ce choix particulier apporte deux propriétés distinctes : I'Inégalité (4.26]) sera toujours
vérifiée, et il sera possible de remplacer I'Inégalité (4.27) par N sous-inégalités.

1. L’Inégalité (4.26) est toujours vérifiée

Cette affirmation est vérifiée par le simple calcul suivant. En notant © = diag( Xy, Xo, ..., Xoy_2),
on a :

" [zrez vT][1
1S VI < mor-per oy vz

= 'Y + YT
= 0

Ainsi, on a bien (4.26) et ce, quelles que soient X;, i € {1,....,2N—2} et Y;, i € {1,..., N—1}.
Pour démontrer la stabilité de Z * Gyot, il suffit donc juste de vérifier (4.27)).

2. Structuration de ’Inégalité (4.27) en N sous-inégalités

Cette partie de la démonstration est basée sur le fait que :

X =T"0T = diag(Xs, X1, X4, X3, ..., Xon—2, Xon_1)

L’Inégalité (4.27)) se rééerit alors ainsi :

<0

M* diag(Xoe, X1, ..., Xon_2, Xon_3) ‘ dz’ag(YlT, =Y, "'7Y]’\171717 —Yn_1) [d’iag(Gl, e GN)]
diag(Yl,—YlT,...,YN,l,—ng_l) ‘ —diag<X1,X2,...,X2N73,X2N,2) |_ dzag([,,[) J
(4.28)
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Chapitre 4. Analyse des systémes distribués

Par une réorganisation des lignes et des colonnes et par la structure particuliere des
différents éléments, I'Inégalité (4.28)) se réécerit :
> <0

diag ([Cﬂ [C;IN})*diag(@l, ...,On)diag ([G[l] [G]N

ou :
X | Y 1=1
Yi | —Xy
[ Xoi-n-1 O —Yi1 0
0 Xo; 0 YT )
0, = £ Vie{2,..,.N—1 4.29
_y;zl 0 _X2(i71) 0 { } ( )
L 0 Y; 0 —Xo3i—1)+1
[ Xov_1)-1 | Yy
i=N
_Yjal ‘ _XQ(N—l)

La structure par bloc permet donc de redécouper cette inégalité importante en N sous-
inégalités, présentées dans 1’énoncé de ce Théoreme.

D’ou les conditions du Théoreme [4.3.1]

Dans ce Théoreme [£.3.1] on remarque que la stabilité peut donc bien étre testée par un
critere se décomposant en N inégalités, chacune relative a un sous-systéme uniquement. Le
couplage du probleme se fait au travers des variables de décision X; et Y}, qui apparaissent
dans plusieurs inégalités. La structuration du multiplieur implique néanmoins la perte de la
nécessité des conditions d’analyse, comparé au Théoreme page [49] général d’analyse d’'une
interconnexion qui élabore une condition nécessaire et suffisante.

Le Théoreme peut également étre reformulé sous la forme suivante, plus compacte,
et utile par la suite pour I'interprétation du probleme.

Théoréme 4.3.2 (Stabilité d’un systéme interconnecté avec multiplieurs constants
- Formulation compacte). Soit Gioy défini par (£.3). Le systéme global Goy est stable s’il
existe des matrices symétriques II; pour i allant de 1 & N — 1 telles que, Vs € C*, les inégalités
suivantes soient satisfaites :

58/|186



4.3. Conditions d’analyse des systémes distribués par multiplieurs constants

[Gl(s)]*(sf)mlsf‘ lGl(S): <0 i=1

I I
[G}(S)]*(S{‘)T [_%i‘l Iﬂ st [G}(S): < 0 Vie{2.,N-1} (4.30)

avec

S~
~ O
| E—
~

I

—_

S = (4.31)

I'NOI
O~
—
-~
I
=

Démonstration. Le lien entre les Théorémes et réside dans I’'Equation (4.32)) suivante :

Xy YT
I, = [Yi —XQH] (4.32)

En remplacant I'un par 'autre dans un des systémes d’inégalités, on retombe directement
sur 'autre formulation. O

Formulation des conditions d’analyse en probléme d’optimisation convexe LMI

Les conditions d’analyse données dans les Théoréemes et ne sont pas directement
utilisables telles quelles, puisque les inégalités doivent &tre vérifiées Vs € C*. On propose ainsi
la reformulation suivante de ces Théoremes.

Théoréme 4.3.3 (Stabilité d’un systéme interconnecté avec multiplieurs constants -
Forme LMI). Soit Gior défini par . Le systeme global Gyot est stable s’il existe des matrices
symétriques P; > 0 pour i € {1,..., N}, et des matrices symétriques I1; pouri € {1,..., N} telles
que le systéme d’inégalités suivant soit satisfait :
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ATP + P A, PBY] [cv D" [Cv Do
l BrR 0 1] ’ lOI I ] (SOTLSE g | < 0 i
ATP + PA;, BB [cv D1 [~y 0] ., [Cy Dy .

ALPy+PyAy PyBy] | [cx Dx)' v DYl .
[ N(év}jv)TP]]\; N NO N} + [ 0N IN] (S]@)T(_HN_I)S;} [ ON IN < 0 i— N

avec S{* tel que défini dans I’Equation ([4.31)).

Démonstration. L’application du KYP-Lemma, donné en Lemme [4.2.2] sur le Théoreme |4.3.2
précédent donne directement ce Théoreme. n

Ces conditions d’analyse sont directement programmables, et une solution pour les variables
de décision, ici II; et P;, peut étre numériquement calculée. Ces conditions d’analyse ont été
codées dans le cadre de cette these sous Matlab, en utilisant la boite a outil cvz [31] [32]
permettant d’effectuer de résoudre des problémes d’optimisation convexe, avec le solveur Mosek*

33).

4.3.2 Analyse de la performance : calcul de la norme H,

Comme précédemment, un critere de performance de type norme H,, globale du systéme
distribué considéré peut étre ajouté. Cela est exprimé dans le Théoreme [4.3.4] suivant.

Théoréme 4.3.4 (Stabilité et performance d’un systéme interconnecté avec multi-
plieurs constants). Soit Gior défini par . Le systéme global Gyo, est stable, et ||Giot||oo <
v, avec v € R, s%l existe des matrices symétriques I1; pour i € {1,...,N — 1} telles que,
Vs € C*, les inégalités suivantes soit satisfaites :

1 1 < 0 i=1
! 0 |0 —2T !
—IL, | 00| 0
Gi(s)] o | O [IL O] 0 » [Gi(s) .
[ I ] (S 0 0T 0 S; 7 < 0 Vie{2.,N-1}
0 |0/[0]—A2I
" —Hy_1|0] 0
lGl‘}(ﬂ (S| 0 [I] 0 |S% [Gl‘}(s) <0 i=N
0 |0|—71

1. cvz et Mosek sont disponibles gratuitement en ligne pour les personnels académiques.
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avec

(@)
~
O~ O
oo O

@)
@)
(e
~

OO OO N

OO~ OO O
~N OO OO O

Ol~ o OO0 O

10
L 00 0

0 0
0 I

i={2,..,N—1}

(4.33)

Démonstration. La démonstration de ce Théoreéme est similaire a celle donnée pour les Théorémes
et [4.3.2 a 'exception que 'on repart du Théoreme [4.2.4] prenant en compte la performance
désirée. Les autres étapes de la démonstration ne varient pas.

De méme qu’avant, on peut écrire ces conditions sous forme de LMI.

]

Théoréme 4.3.5 (Stabilité et performance d’un systéme interconnecté avec multi-
plieurs constants - Forme LMI). Soit Gioy défini par . Le systeme global Gyot est stable,
et ||Grot||oo < v, avec v € R, sl existe des matrices symétriques P; > 0 pour i € {1,..., N} et
IT; pouri € {1,.... N — 1} telles que le systéme d’inégalités suivant soit satisfait :

T

ATP o+ Pa, Py pBp) [CL BEDE |0 o Dk
(B)'Py 0 0 |+1y 7 ol GO0 ]I SSUe T o
(BYP, 00 00—

0 0 1 0 0 1
.
v vu vw —TII._ v vV VW
ATR+pac B RBY)[CD DL D R o e e

o C? D D: pr| 0 [I,]0] 0 . |C; D D;

BP0 0 |+ (S7) 5

T I 0o I 0 i 0 0[] o ilo I 0
0o 0 I 0 |00 2 0o 0 I

v v vw T v v vw
ALPy+ PyA, PyBy PyBy) [OF DYDY Sy 0] 0 by Dy
0 T T I e e N5 B N 8 A
(B{)" Py 0 0 0 |02
0 0 1 0 0 1

avec SY telles que définies dans I’Equation (4.33))
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Démonstration. Ce Théoreme découle de 'application du Lemme dit KYP, page b1}, sur
les inégalités du Théoreme [£.3.4] O

Remarque 4.3.1. Dans le probléeme d’analyse tel que formulé dans le Théoréme [4.3.5] les variables
de décision sont les matrices II;, Vi € {1,...,N}, et II;, Vj € {1,..., N — 1}. v ne peut pas
étre une variable de décision, puisqu’elle apparait au carré dans les LMI. Il est a remarquer
néanmoins, qu’en posant I' = 72, les conditions deviennent linéaire en I : il est ainsi possible de
minimiser I par optimisation linéaire, plutot que de le poser a priori. J

Tout comme le théoreme de stabilité, ce théoreme de performance a été codé sous Matlab
(cuz avec le solver Mosek) durant cette these.

4.3.3 Liens avec la littérature existante

Les différents résultats obtenus ici sont similaires a ceux qu’a obtenu C. Langbort dans ses
travaux [21]. Si 'on reprend son article, on peut faire les comparaisons suivantes.

e La structure étudiée dans ce document de these est un cas particulier de la structure
choisie par C.Langbort dans son article.

e Le résultat du Théoréme de ce document est similaire au Théoréeme 1 de son article.
X% dans son article désignent ce qui est appelé P; ici, pour i € {1,..., N}, et Xj(41) ce
qui est appelé I1; ici, pour j € {1,..., N — 1}. Pour son résultat, C. Langbort fixe v = 1.

La démonstration pour arriver a ce méme résultat, en revanche, différe. En effet, C.
Langbort s’appuie sur une fonction de Lyaponov, d’une maniere similaire a ce qui a été présenté
dans la Section page 54| de ce chapitre. Il sera vu par la suite que la démonstration telle
que présentée dans ce document de thése est utile pour voir les limites de cette formulation, et
ainsi formuler des conditions d’analyse plus générales.

4.3.4 Un exemple : une interconnexion de PLL

Pour illustrer le propos, et donner un exemple de probleme d’optimisation a résoudre pour
un cas concret, introduisons un exemple. Cette exemple a été étudié en détail dans la these [26].

Ici, nous allons nous intéresser a une interconnexion de boucles a verrouillage de phase,
ou PLL, pour Phase Locked Loop en anglais. Ces PLL sont notamment utilisées dans la
microélectronique pour la génération du signal d’horloge, pour le bon fonctionnement de certains
composants électroniques. Au sein d’une méme puce électronique, il faut donc synchroniser
toutes les PLL, de maniere a ce que le signal d’horloge soit le méme pour tous les composants
¢lectroniques présents sur la puce. Il s’agit donc ici d’un probleme de synchronisation d’une
interconnexion de sous-systemes, en 'occurence ici les PLL.

La problématique considérée est la suivante : considérons l'interconnexion de trois PLL
selon la topologie donnée Figure [4.6] Cette interconnexion a été ensuite mise sous la forme de
systéme considérée précédemment, selon 3 sous-systemes Gq, Gy et Gz (qui ne correspondent
pas exactement aux 3 systémes de PLL).

Le signal d’entrée de performance, wy, consiste en une consigne de phase a suivre par le
réseau de PLL. La sortie z; représentente l'erreur entre la sortie de la troisitme PLL vy, et
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TpLL TpLL

FIGURE 4.6 — Schéma-bloc de l'interconnexion des 3 PLLs

I'entrée de la troisieme PLL v5 . Les valeurs numériques des différentes représentations d’état en
jeu sont données en Annexe page Le diagramme de Bode de Tpyy, est disponible

Figure [4.7]

—_
o

o
1

Amplitude (dB)
3 3

270 1

Phase (deg)

180 L s
107" 10° 10" 102 10° 104
Pulsation (rad/s)

FIGURE 4.7 — Diagramme de Bode de Tpyy,

Dans cette partie, seule I'analyse de l'interconnexion est étudiée, en stabilité et en perfor-
mance 2. La stabilité et la norme H., du systéme total interconnecté vont étre calculées de deux
manieres différentes : I'une par calcul direct sous Matlab, et 'autre en appliquant les Théoremes
énoncés dans ce chapitre.

La premiere méthode est de calculer la représentation d’état du systéme interconnecté

2. Dans la Section du Chapitre |5 page la question de la syntheése d’un correcteur améliorant le
suivi de la référence tout en limitant la commande sera abordée en exemple.
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global sous Matlab, vérifier sa stabilité par le calcul de ses valeurs propres, et calculer sa norme
Hoso. On obtient ainsi la norme H., exacte du systeme. L’application de cette démarche renvoie
que les valeurs propres sont toutes a partie réelle négative, et donc le systeme est stable. De
plus, la norme H., est de 0.36.

On exécute alors le programme d’analyse distribuée de la stabilité et de la performance
développé précédemment : ce dernier renvoie une solution, avec ¥? = 0.17. On a ainsi la garantie
que la norme H,, du systeme global est inférieure a v = 0.41. On constate néanmoins qu’on est
supérieur a la norme H,, qui est a 0.36, ce qui illustre le conservatisme de la méthode d’analyse
di a la structuration du multiplieur. Cela reste néanmoins du méme ordre de grandeur pour cet
exemple.

4.4 Limites de ’approche aux multiplieurs constants : un
exemple académique simple

Maintenant que les Théoremes d’analyse de la stabilité et de la performance ont été énoncés
pour les systemes distribués, il faut s’assurer que ces derniers soient applicables aux systémes
résonants. En effet, dans les papiers introduisant des résultats similaires, ou leurs dérivés, il n’y
a aucune application de ces méthodes a une interconnexion de systemes résonants. Pour étudier
cela, un exemple simple académique d’interconnexion de systémes résonants est introduit.

4.4.1 Un exemple résonant académique bloquant

On définit deux fonctions de transfert G; et Gy comme suit :

Gi(s) =

0.1 [Al By

 Ga(s) = 0.2 Ay, B,
$240.002s+1 |Ci Dyl 7 TP T 05524+ 0.001s + 1

py DJ (4.35)

Ces deux fonctions sont des fonctions d’ordre 2, stables, avec comme amortissements
respectifs & = 1073 et & = 7.107%, et leurs pulsations de résonance respectives w; = 1
rad/s et wy = 1.41 rad/sec. Les valeurs numériques des matrices prises pour les différentes
représentations d’état sont données en Annexe page [164] Les diagrammes de Bode en
amplitude de ces deux fonctions sont donnés Figure 4.8

Par la suite, on va s’intéresser au cas le plus simple, a savoir I'analyse de la stabilité de
I'interconnexion de ces deux systémes. La Figure schématise cette interconnexion. Le calcul
direct de 'interconnexion nous indique que l'interconnexion est stable, car les valeurs propres
du systeme total sont & partie réelle négative : A\g,,, € {—0.001 £ 0.98:, —0.001 £ 1.43}.

On exécute alors le programme d’optimisation convexe relatif au Théoreme de stabilité des
systemes interconnectés : le solver utilisé, Mosek, renvoie que le probleme considéré est infaisable.
Par cette méthode-la, on ne peut donc, par conséquent, pas conclure quant a la stabilité de
I'interconnexion Gy x Gy (voir Figure [4.9)).
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Gain (dB)

-50 !
10°
Pulsation (rad/s)

FIGURE 4.8 — Diagramme de Bode en amplitude des systemes considérés G et Go

Y

Gy

A

Gy

FIGURE 4.9 — Interconnexion des deux systemes

4.4.2 Analyse des blocages

Le fait que le programme d’optimisation n’arrive pas a conclure quant a la stabilité de
I'interconnexion est problématique : si, pour cet exemple le plus simple possible d’interconnexion
entre deux systemes résonants, il est impossible de conclure, cela sera également le cas pour
les systemes résonants plus complexes que 'on va étudier par la suite. Tout 1’enjeu est alors
de comprendre, avec cet exemple résonant simple, quelle peut étre la raison pour laquelle le
probleme, tel qu’il est posé, n’a pas de solution. Etant donné que le Théoréme page [49] sur
lequel est basé ’étude de la stabilité d’une interconnexion, est nécessaire et suffisant, et que la
seule chose de modifiée en passant dans I’analyse distribuée est la structuration du multiplieur,
il est fort probable que le probleme vienne de la.

Pour montrer ou peut se situer le blocage, on repart de I'expression des inégalités a
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résoudre données dans le Théoreme page Comme les systemes G et Gy sont stables,
on peut exprimer ce dernier dans le plan des fréquences. Ainsi, s’il existe une matrice symétrique
Iy Tl

I, = [HT 0 ] réelle symétrique telle que, Vw € R™, les Inégalités suivantes soient satisfaites :
12 T 122

S T ] (0] "
S B, 2] [S] <o 4

alors 'interconnexion est stable.

Pour simplifier le raisonnement, on va considérer II;; > 0 (qui est ici un scalaire réel,
tout comme II5 et IIyp). Un raisonnement similaire peut étre effectué pour les autres cas. Les

Inégalités (4.36) et (4.37)) se réécrivent alors :

G (jw)1 G, (jw) + T, Gy (jw) + Gy *(jw)Tia — gy < 0

GQ*(jw)HQQGQ(jW> — H12G2(jw) — G’Q*(]U)>H{2 — H11 <0

Soit :
le>>k ( H12> I3, I
G|+ — G+ — — <0 4.38
( g g g, Iy (4.38)
1 1_[12>>k ( 1 H12> I3, Iy
S =" — 22 4.39
(Gz Iy Gy Il g, Iy (4.39)
Le scalaire g—? g—f? étant positif, on reconnait donc dans les Inégalités (4.38)) et (4.39)) la
forme de I’équation d’un cercle de rayon r = 4/ E—zz g—ﬁ et de centre ¢ = g—lj Ces Inégalités
11 1

peuvent donc s’interpréter graphiquement, de la maniére suivante. Dans le plan de Nyquist, s’il
existe un cercle ayant pour centre un réel et pour lequel, Vw € R* :

o le tracé de Gi(jw) est contenu a l'intérieur du cercle;

o le tracé de Go(jw) ™! est contenu a l'extérieur du cercle.

alors le systeme est stable.

Remarque 4.4.1. Dans la littérature, des résultats similaires au Théoreme [4.3.5| ont été exprimés,
avec les termes hors diagonal de la matrice II; nul, soit II;5 nul [22, 23| |77]. Or, on voit ici que
la matrice Il15 a un role important dans le critere de stabilité : sans cette matrice, les théoremes
reviennent a chercher un cercle de centre 0 pour lequel le tracé de Gy serait a l'intérieur de ce
tracé, et Gy ! & l'extérieur (ou inversement), ce qui est limitant. L’ajout d’une telle matrice
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I1y5 a donc pour but de baisser le niveau de conservatisme, en ajoutant une paramétrisation
supplémentaire autre que le rayon du cercle dans le critere, a savoir de positionner le centre du
cercle sur I’axe des abscisses en dehors de 0. a

Or, si 'on trace le diagramme de Nyquist des deux systemes résonants académiques pris
pour exemple, on se rend compte qu’il est impossible de trouver un tel cercle. Ce tracé est donné
Figure : on voit clairement sur le tracé que le phénomene de résonance, caractérisé par la
boucle observée sur le diagramme de Nyquist de Gy, est trop important pour trouver un cercle
ayant pour origine un point de ’axe des abscisses qui I’engloberait totalement sans intersecter
le tracé de Gy L.

G1
G2_inv

G1
G2_inv

=)
T

0.01

N}
S

&
S
T

-0.01

Axe des imaginaires
Axe des imaginaires
o

-40
0.02

-50

L L -0.03 -
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Axe des réels Axe des réels

@ (b)
FIGURE 4.10 — Diagramme de Nyquist de G; et Gy~ ! (a) vue globale; (b) zoom sur I'origine

La question est alors : comment modifier ce critere de maniere a ce qu'une solution
d’analyse des systémes résonants (et autres cas problématiques) puisse étre trouvée, tout en
gardant la structuration des inégalités ? Un élément de réponse peut étre apporté en comprenant
pourquoi l'existence d’'un tel cercle garantit effectivement bien la stabilité, et pourquoi ce critere
est conservatif. En effet, si 'on reprend la définition de la stabilité (Equation (4.7) page 48| de
ce chapitre), 'interconnexion de G; et Gy est stable si et seulement si, Vw € Rt on assure :

det(I — G1(jw)Ga(jw)) # 0

Or ici, la contrainte imposée est plus forte : en faisant en sorte que les tracés de Nyquist
de G, et Gy~ ! ne s’intersectent pas, on impose que, Vw; € R*, Vw, € RY, on ait Gy (jw;) #
Gy H(jwa), soit G (jw1)Ga(jws) # I, et ainsi donc det(I — G (jwi)Ga(jws)) # 0. Cette derniére
condition implique bien la stabilité de I'interconnexion, mais avec du conservatisme : on impose
une contrainte plus forte que celle qui est nécessaire et suffisante. Cette contrainte est induite
par la structure particuliere du multiplieur utilisé.

Pour réduire ce niveau de conservatisme, une solution simple est alors de tester ce critere
fréquence par fréquence : si, Vw € R™, on peut trouver un cercle, si possible de centre quelconque
(et non pas purement réel), ou Gi(jw) serait a 'intérieur du cercle et Gy(jw) a Pextérieur, on
garantirait que G;(jw) # Go ' (jw), et donc que det(I — G1(jw)Gz(jw)) # 0. La Figure m
illustre ce principe avec les résonances.
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0.03 T 0.03

G1
G2_inv
L 4 L System: G2_i
0.02 System: G2_inv 0.02 R?alér-: 15 S
Fea':_ 10%%61 Imag: 0.00784
001k System: G1 mag: 0. Frequency (rad/s): 1.57
[ Real: -0.203 Frequency (rad/s): 1 22
Imag: -0.001
Frequency (rad/s): 1. 22

G1
G2_inv

0.01r
——a

/l— —~
System: G1
Real: -0.0684
-0.01 Imag: -0.000147
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-0.02 -0.02 \
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FIGURE 4.11 — Diagramme de Nyquist de G; et Gy~' (zoom) et exemple de cercles a des
pulsations particulieres (a) w = 1.22 rad/s; (b) w = 1.57 rad/s

L’idée est alors de permettre cela, en transformant les matrices II; en opérateurs II;
dépendant de la fréquence. Cela permettra de faire varier 'emplacement du cercle fréquence
par fréquence, centré sur un complexe quelconque (et non plus sur un réel). Cette idée est
développée dans la Section suivante.

Remarque 4.4.2. 11 est a noter que l'interprétation donnée ici se généralise dans le cas d’inter-
connexions de systemes MIMO, avec des ellipsoides a la place du cercle. J

4.5 Analyse avec multiplieurs dynamiques

Dans la Section précédente, il a été vu que la structuration du multiplieur engendrait
un fort conservatisme. Ce conservatisme rend notamment impossible 'analyse distribuée de
systemes résonants interconnectés. Pour répondre a cette problématique tout en conservant
I’écriture du probléme en N sous-inégalités, il est proposé ici de rendre le multiplieur dynamique,
pour élargir I'ensemble des multiplieurs admissibles pour notre probleme.

4.5.1 Reésultats théoriques

Le Théoreme principal avec multiplieurs dynamiques est le suivant.

Théoreme 4.5.1 (Stabilité d’un systéme interconnecté avec multiplieurs dynamiques).
S0it Giot déﬁm’ par . Le systeme global Gyog est stable, et ||Giot|loo < 7, v € RT, s7il existe

(n ++n - )x(n 14n -

: ) ) _
pour i € {1,....N — 1} des fonctions I;(s,5) € C “i "1’ % Ve’ wérifiant® Ti(s, 5) =
IL;(s,8)* = Hl(s, s)T telles que, Vs € Ct, les inégalités suivantes soient satisfaites :

3. On peut noter que si la fonction IT; est rationnelle & coefficients réels, on a II;(s, 5)* = II;(5, s)7.
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* I,(s,5)|0] 0
[Glj(s)] (ST 0 |I] 0 |s? [Gll(s) < 0 i=1
0 0| =21
—IL;_y(s, 5) 0 0| o
Gi(9)]" cpur 0 IL(s,5) | 0] 0 o [Gi(s) . -
[] ] (57) 5 oo | ST <0 ie{2 N1
0 0 0] =21
* —HN,1<8,§) 0 0
Gn(s Gn(s )
O st [0 o s [ B <o PN
0 0| =21
(4.40)

avec SY tel que défini dans I’Equation (4.33))

Démonstration. Les démonstrations pour les Théoremes [4.3.1] [4.3.2] et [1.3.4] (pages [56] 59 et
restent valables, avec une simple modification des matrices X, Y et Z lors de 'application
du Théoreme page selon la Remarque page Elles deviennent ici dynamiques,

et définies ainsi :

X(s,5) = I diag(Xy(s,5), ..., Xon_2(s,5))T
Y(s,5) =diag(Y1(s,5), = Y1"(s,5), ..., Yn-1(5,8), = YN_17(s,5)) (4.41)

Z(s,s) = —diag(Xy(s, ), ..., Xon_2(s, §)

. n 4+ Xn 4 M= XM= . -
avec, pour i € {1,..., N—1}, Xo; 1 € C " " et Xg; € C "+1  "it1 des fonctions vérifiant
n Xn _—
X;(s,5) = Xj(s,8)* = X;(5,s)" pour j € {1,...,.2N — 2}, et Y; € C %" des fonctions.

De méme qu’auparavant, on pose, pour i € {1,.... N — 1} :

[ Xai(s, 5) Yi(s,s)

ILi(s,s) = Yi(5.5) —Xos1(s,5) (4.42)

Il est & noter que, par construction, on a bien II;(s, 5) = II;(s, 5)* = TI;(5, s)”.

Hormis ces différences, la démonstration du Théoreme [4.3.4] concernant 1'ajout de la
performance reste valable et n’en est en rien modifiée, ce qui donne de maniere similaire le
Théoreme ci-dessus.

]

Cette formulation n’est pas adéquate, car il est difficile voire impossible de rechercher une
solution en se ramenant a un probleme d’optimisation convexe, facilement programmable. Pour
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pallier cela, on propose de donner une structure aux différents multiplieurs IT;, i € {1,..., N — 1}.
Cela donne alors le Théoreme [4.5.2] suivant.

Théoréme 4.5.2. Soit Gior défini par (4.3)). Le systéme global Gior est stable, et ||Giot|| < 7,
i . . . L. ~ ((nvfr—i-nv., )X(m)—l—l)x((nv{r—l-nv., )x (m+1))
v € RT, 57l existe des matrices symétriques Il e R " "i+1 i i pour

i€l,..,N—1etllp € ROIXMHY yelles que, Vs € C*, les inégalités suivantes soient
satisfaites :

I, 0 0
Ga(s)*ST o 1Ip 0 | S1G2(s) < 0 i=1
0 0 —4lp

I, ;, 0 0 0

G{(s)*S] 0 L9 0 S;G2(s) < 0 ie{2,.,N—1}
0 0 Ip 0 (4.4
0 0 0 —»2p .

~My-1 0 0
G&(s)*SL | o0 Ip 0 | SyGR(s) < 0 i

I
=

Sm(s)* T7 _ dm(s)
do(s)” D dos) > 0
avec
.
el 0 0 Gt
st o el 0 |S i=1
° b I
i 0 m @1
= 0 0
’ Sm o] 0 G
0 bm .
a_ T do p | i c{2. . N—-1 4.44
Gl Sz 0 0 %@[ 0 Sz[]‘| ZE{? ) } ( )
0 0 0 Sl
[ dm
) fm @ 1 ) 0 0 e
0 0 %@1

ou dg est un polynome a coefficients réels en s d’ordre m, avec des racines a partie réelle
négative choisi arbitrairement, ¢n, est une base d’ordre m définie ainsi :
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bm(s) = | (4.45)

et ot ST est tel que défini dans I’Equation ([1.33)) page[4.35 et S; :

"7 0]0]0
0070 ,
0 1/0/0 b=
0 0(0] 7
70 007 0]0]
I 0lolo olo
0 7|0J0 00 .
S, = ot o i={2,..,N—1} (4.46)
00lrlo olo
0 0/0[0 01|
F0 0|70
I 0/0/0
0 71/0]0 =N
0 0]0] 1

Démonstration. Pour démontrer ce Théoreme, on repart de ’expression du Théoreme [4.5.1
précédent. On prend dans notre cas une forme particuliere des différentes fonctions IT; : en

notant qu’avec ¢y, définie par (4.45)

Sm]k

(bm(S) ® Iy = sl

Iy

on prend : N

(bun(s) © 1) Tli(Bun(s) @ 1)
Gm(8) IIpPm(s)

ol II; et IIp sont des matrices réelles symétriques. On a alors ITi(s, 5) = II;(s, 5)* = IL(5,s)7.

IIi(s, 5) = (4.47)

Par ailleurs, on impose que ngm(s)*li pPm(s) > 0 pour Vs € C*. Cela permet de garantir
que ¢m(8)* IIpdm(s) ne s’annule pas sur C*.

_ L’idée ici est de remplacer la recherche de II; vérifiant les inégalités (4.40]) par la recherche
de II; et IIp. Si ces inégalités sont affines en II;, ce n’est pas le cas pour Ilp.

Pour obtenir des inégalités affines en II; et IIp, on note d’abord que le polynome djy ayant

toutes ses racines & partie réelle négative, on a pour Vs € Ct, % > 0. On peut donc

multiplier les inégalités (4.40) par % sans changer leur signe.
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Par cette opération, les inégalités données dans le Théoreme Equation (4.40) page

et les inégalités suivantes sont équivalentes :

e pouri=1

m 0 0 o] 0 0
* T[T = ° bm | G1
H T o T 0 0 e®] ) 0 ()| 7] <0
0 0 —2p 0 0 ol
e pouri€{2,.,N—1}
T,y 0 0 0 2@l 0 0 0
copr| 0 I 00 0 =l 0 0 o |Gi
O N O o o mer o |[W
0 0 0 —pf[ O 0 0 2ol
e pour i =N
~Ty_; O 0 2@l 0 0 o
H ()7 [*] 0 IHp 0 0 eI ) 0 | (S%) [ ]N <0
2 m
0 0 —42p 0 0 el
o et

Pm(S)" = Pm(s)
do(s)*

S; tel que défini dans 'Equation est une matrice de permutation pour i € {1,..., N —
1}, donc SI'S; = I. On peut donc insérer cela dans les équations considérées. S; a été définie
de telle sorte a ce que sa structure par bloc soit similaire a celle de S? tel que défini dans
’'Equation ([4.33), pour se ramener & un multiplieur ayant la méme forme que celui considéré
dans les Equations du Théoreme [4.3.4}

D’ou I'expression de ce Théoréme.

O

Remarque 4.5.1. Les choix de l'ordre de dy est laissé a I'appréciation de l'utilisateur. Plus
I'ordre choisi est grand, plus ’ensemble des multiplieurs admissibles est important, et donc
plus le conservatisme est réduit. Néanmoins, la taille des matrices de décision augmente avec
I’augmentation de 1'ordre, ce qui induit un temps de calcul plus long. Il faut donc trouver un
compromis acceptable. J

Remarque 4.5.2. Si S? et S; ont la méme structure par bloc pour i € {1,..., N — 1}, elles n’ont
pas les mémes dimensions. a

De méme qu’auparavant, en notant A¢, B Cf et D{ les matrices respectives de la
représentation d’état pour G#(s) pour i € {1, ..., N}, on peut se ramener a une forme avec un
nombre fini d’inégalités.
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Théoréme 4.5.3. Soit Gyor défini par (4.3)). Le systéme global Gyt est stable, et ||Giot||oo < 7,
_ ((n +4n _ Ix(m)+D)x((n_++n _ )x(m+1))
v € R*, sl existe des matrices symétriques IT; € R S S pour

ie{l,...N—1} et IIp € RODX4Y ot des matrices symétriques P, > 0 pour i € {1,...,N}
et Pyerp > 0 telles que les inégalités suivantes soient satisfaites :

I, 0 0
ANT P + PLAY P,B® T L ‘
|:( 1)(Ba1)TP11 1 10 1:|—|—[Cil D(f] S{ 0 HD ON Sl {Cil Dﬂ < 0 =1
! 0 O —’YZHD
~10; 9 0 0
(AHTP, + P,A¢ P,B? 0 ralT or 0 o, o 0 e e ' )
[ (BH)"P; 0 +ler o s 0 0 fp 0 Sijce De] < 0 ie{2. . N-1}
0 0 0 —Mip)

T Ty, 0
}+[Cf“v D“N] Syl 0 HOp 0 SN[C?V D;ﬂ <0 i=N

B3P, 0 -
(BR)" Py 0 0 —2p)

[(A(IIV)TPN + PyA% PyBYy

et

AmTP8T+PerAm PeTBa T ~
|f ’ )(BZ {TPpefff ’ pOf 1] + [O¢m Dqu} HD [Cd)m D¢m:| >0

ot Ag,., By, Cs,, €t Dy les matrices de la représentation d’état de ‘f;—';‘, S?P est telle que

définie dans I’Equation (4.33)) et S; telle que définie dans I’Equation (4.46)).

Démonstration. Les systemes G{ tels que définis dans ’'Equation sont LTI, et les matrices
II; et II; sont symétriques. Par ces propriétés et par la structure des inégalités, toutes les
hypotheses du Lemme KYP page [51] sont vérifiées, cette propriété peut donc directement
étre appliquée sur le Théoréeme [4.5.2] ce qui donne le Théoréme ci-dessus. ]

4.5.2 Exemples

Pour illustrer les théoremes précédents et leur apport, les deux exemples introduits
précédemment en Sections et (respectivement pages [62] et de ce chapitre sont repris.

Deux systemes résonants académiques

L’exemple de I'interconnexion de deux systémes résonants est repris. Précédemment il a été
vu que, si I'interconnexion était bien stable, il n’y a pas de solution au probleme d’optimisation
d’analyse distribuée avec multiplieurs constants. On applique alors le théoreme relatif a I’analyse
distribuée avec multiplieurs dynamiques, en lancant les programmes d’optimisation convexe
correspondant. Dans cette configuration-la :

o en prenant 'ordre de dgy et d égal a 1, le programme d’optimisation ne converge pas, ce
qui fait qu’on ne peut pas conclure quant a la stabilité de I'interconnexion ;
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e lorsque l'ordre de ces deux polyndomes est pris égal ou supérieur a 2, le programme
d’optimisation renvoie une solution, ce qui nous indique que le systéme global est bien
stable.

Ainsi, le passage aux multiplieurs dynamiques a bien permis de rendre possible I'analyse
distribuée de systemes résonants.

Réseau de PLL

L’introduction de multiplieurs dynamiques permet également de réduire le niveau de
conservatisme des systemes qui ont une solution pour le probleme a multiplieurs constants.
Reprenons ’exemple du réseau de PLL interconnectées, présenté en Section page 62| de
ce chapitre. Le code Matlab relatif a ’analyse avec multiplieurs dynamiques est lancé pour
cet exemple. Les résultats renvoyés par le programme d’optimisation, ainsi qu'un rappel des
résultats précédents, sont présentés dans le tableau ci-dessous.

Avec fonction norm - Avec multiplieur
Sans multiplieurs , .
(norme H, fréquenticl fréquentiel
réelle) 4 d’ordre 1
N
orme Flo 0.36 0.41 0.36
renvoyée

On constate qu’il est donc possible d’avoir une estimation de la norme H., plus précise
dans le cas ou les multiplieurs sont pris dynamiques. Dans ce cas précis, un ordre 1 permet de
déterminer la norme H,, réelle du systeme global.

4.5.3 Interprétation de la partie dynamique du multiplieur

Lien entre les théorémes d’analyse a multiplieurs dynamiques et ceux a multiplieurs
constants

Il est possible de montrer qu’il y a équivalence entre le probleme d’analyse par multiplieurs
dynamiques pour un systeme composé de plusieurs sous-systémes donné, et un probleme d’analyse
distribuée par multiplieurs constants pour un autre ensemble de sous-systemes ayant les mémes
dimensions en termes d’entrées-sorties, a déterminer. On introduit le Théoréme [4.5.4] suivant
dans cette optique.

Théoréme 4.5.4. Soit Gior défini par (4.3)). On suppose qu’il existe des matrices symétriques

~ (n++n — Ix(M)+1)x((n_++n - )x(m+1)) . ~
I eR % v ) T pouri € 1,...,N —1 et lIp € RMTUX(m+D) - telles

que, ¥s € C*, les Inégalités (4.43) du Théoréme soient vérifiées. Alors il existe des
. L I (n ++n - )x(n ++n - . .
matrices symétriques II;' € R " “in1 i it et Hy des systémes dynamiques stables de

méme dimension en entrées/sorties que 117 tels que :
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e}
e}

' 1y
H 1 H
lGll(S)] (SHT|0 [I] 0 |8 [Gll(s) <0 i=1
0 [0] =21
-~ ] 0 [0] 0
Gil(s) ' P\T 0 ;' 0] 0 p |Gi(s) :
[ It ](SZ.) 0 0T o St 7 < 0 ie{2,..,N—-1}
0 [0 [0]—A°T]
' mg_, [o] o
H N-1 H
lGl\}(S)l (S%)" |0 1] 0 |s% [Gl\}(s) <0 i=N
0 071

GH = [<<I>1+ [_O]D K —IH * I, (4.48)

et
[H,|[0]0 G
(SHT| 0 [I]0 Sf[]ﬂ i=1
00T
[H;,_,| 0|0]0
0 [H;[0]0 G;
_ P\T i 4 i - o
o, = (59 o 11To SZ-[I] i={2,.,N—-1} (4.49)
0 [0 ]0[r
Hx_1|0]0 a
(8T 0 [I]0 JI’V[[N] i=N
0 |0]|I

Démonstration. Ce Théoreme découle d'une simple réécriture des inégalités du Théoreme [4.5.1]
Les opérateurs dynamiques Il; sont notamment factorisés de telle sorte a pouvoir séparer la
partie dynamique d’une partie constante. Pour ce faire, le Lemme de factorisation spectrale tiré
de [82] est ici introduit.

Lemme 4.5.5. Soit F un systéme dynamique a n entrées et n sorties, tel que F(jw)* = F(jw).
Alors il existe un opérateur hermitien stable H(s) de taille n x n et une matrice symétrique
X € R™" tels que :

F(jw) = H(jw)" XH(jw) (4.50)
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Soit Fy, pour i € {1,..., N — 1} les systémes dynamiques tels que :

Fi(jw) _ (¢m(jw) ® ])*flz(¢m(]w) ® [)
Om (jw)*IIpPm (jw)

Alors, par le Lemme m, F;(jw) peut se réécrire sous la forme suivante :

Fiy(jew) = Hi (juw) TUTH, (ju) (4.51)

ot Hj est un opérateur stable et I une matrice symétrique, toutes deux de mémes
dimensions que Fj.

On en déduit que :

H,(s)* TI H (s) = (cbm(s; ®( j)):fr[[;fm(g) ® 1)

Le systéme d’'Inégalités (4.43) du Théoréme peut donc se réécrire comme tel :

ol o
S (s)*(SHYT| 0 [I| 0 |ST®(s) <0 i=1
0 [0 =721
.l o0 o] o
H
Bi() () || SBi(s) < 0 {2 N-1)  (452)
0 |0 0] =71
o] 0
Bn(s)(SE)T |0 [T] 0 | SEdn(s) < 0 i=N
0 0| —~%1

ou P; est défini tel que dans I’énoncé de ce Théoreme en Equation (4.49).
On remarque, par sa structure, que ®; est un systeme de mémes dimensions entrées/sorties

que [ Iil . Il est alors possible de ’exprimer sous la forme suivante :

®;
-l

Le systeme d’inégalités en Equation (4.53]) peut donc se réécrire de maniere équivalente :
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Fi(s)(qﬁ(s))lr(sff | l@%@)(qﬁ(s))ﬂ 0 i
0 |0]—~*1
T | 0 o] o
F%(S)(‘??(S))‘T(Sw 8 H()ﬁ ? 8 P l@g(s)(qﬁ(s))—l] <0 ie{2.,N-1}
0 0 |0|—~*1
BT g0 i s BB o
! 0 0| —~*I !

(4.53)

Il suffit donc de montrer que ®{(®3)~t = GH pour i € {1,..., N} pour démontrer le
Théoreme 4.5.4] 11 est possible de le montrer par calcul direct :

or - [+ ]

@21 -2+ 1"

— @l - al(@) (@ - 1) (151
— (- (@ 1)@ 1)
= (T4 (@) - 1)
- iy
D’ou le Théoreme.
O

Remarque 4.5.3. 11 est possible également de voir les constructions de ®; et de GH sous la forme

des schémas blocs Figures et [4.13

Démarche pour calculer les sous-systémes GH

Une conséquence directe de ce Théoreme est qu’il est possible, a partir d’une solution
particuliére au probléme d’analyse avec multiplieurs dynamiques (Théoréme page [73)), de
calculer I'ensemble des systémes GH pour i € {1,..., N}. La Proposition suivante propose une
démarche pour effectuer un tel calcul
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P\T P
(59 S;
2 v v V,L]
] I I
Ui I o, v, I Vi1 Gi v
Zi Ui Vit Zi
] I I o
o o v v,
«— T I
o 2z z; v w;
«— I I I
w; w; w; w;
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®;
FIGURE 4.12 — Construction de ®;
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FIGURE 4.13 — Construction de G

Proposition 4.5.6. Pour un systéme Gioy tel que défini par (4.3) donné, la démarche pour
calculer les sous-systéemes GH associés auz Gy, pour i € {1,..., N}, est la suivante.

1. Trouver une solution particuliére au probleme d’optimisation convexe énoncé dans le
Théoreme . On obtient ainsi des valeurs numériques pour 11;, i € {1,..., N — 1}.
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2. A partir de la solution particuliere calculée au point 1, remonter aux valeurs de Il; par la
formule suivante, introduite initialement en Equation (4.47) page :

(Sua(5) © )" i($uu(s) © 1)
¢m(5) TpPm(s)
3. Grace au Lemme de factorisation spectrale, calculer H;, i € {1,..., N =1}, en faisant
la factorisation spectrale a partir de IL;(jw, jw) :

Hi(S,g) =

H; (jw) I} H; (jw)

4. A partir de la, remonter a GE en utilisant la formule suivante, disponible également dans

les Equations (4.48) et (4.49), dans l’énoncé du Théoréme page 79 :
GH = chi + [_O]D K —IH * g, (4.55)

(SHT1 o0 [1]0 |S? ﬁll i=1
0 [0]1
[ H;,| 0]0]0

®; =4 (S))" 8 Igi ?8 Sfl(;i] i={2,.,N—1}

o0 JofolrI
Hno: |00 a

(S2)T1 0 [I]o0 S]PV[ IN] i=N

0 [0]r

avec ST telles que définies dans I’Equation (4.33) page[61]

Remarque 4.5.4. Concernant I'implémentation sous Matlab de cette démarche :

» Le point 2 appliqué tel quel peut poser des problemes numériques du fait de la présence
d’une opération d’inversion. La Proposition disponible en Annexe page [164]

introduit une maniere de générer II; a partir de II; sans inverser le dénominateur d*d.

« La factorisation spectrale peut facilement se faire avec la fonction spectralfact.

Interprétation de la reconstruction

La question du lien entre un sous-systéme Gj et le sous-systeme GH issu de G par
exploitation des multiplieurs dynamiques, est intéressante a explorer. En effet, cette opération
de construction de I’ensemble des sous-systémes GH peut étre interprétée comme étant obtenu
par une opération de Loop-Shifting (notion définie ci-dessous) a partir de I'ensemble des
sous-systemes Gj.
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Définition 4.5.1 (Loop-Shifting). Soit G et H deux systémes dynamiques linéaires. L’opération
de Loop-Shifting consiste a introduire M et N deux opérateurs tels que :

0 1
M*N_L. 0]

de maniere a pouvoir modifier 'interconnexion G x H en G x M x N %« H. Les schémas-blocs
correspondants sont donnés Figure [4.14]

G

G Mo
H K N

H |«

(a) (b)
FIGURE 4.14 — Interconnexion (a) avant Loop-Shifting; (b) apres Loop-Shifting

<

L’intérét du Loop-Shifting est le suivant : plutot que de travailler sur I'interconnexion de
G et H, qui ne possedent pas forcément de propriétés simples a tester (petit gain, passivité,etc.),
on travaille sur I'interconnexion de (G x M) et (N x H), qui peuvent avoir ces propriétés. Il y a
équivalence entre les deux interconnexions, du fait des propriétés particulieres de M x N.

Le Théoreme [4.5.7 suivant découle de cette idée.

Théoréme 4.5.7. Soit Gior un systéme tel que défini dans I’Equation (4.3) page composé
des sous-systéemes {Gy, ..., Gy }. Soit GE, le systéme de la méme structure, composé des sous-
systemes {GH, ..., GE}. Alors on a Gioy = GE,.

Démonstration. L’idée générale de cette preuve est la suivante : une opération de Loop-Shifting
est effectuée sur chacune des connexions entre un sous-systeéme et son voisin : on obtient alors
des sous-systémes G plus adaptés aux conditions d’analyse par multiplieurs constants que les
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systémes d’origine. Ceci est schématisé Figure : les blocs N; et M; sont les opérateurs de

Loz . o I
Loop-Shifting rajoutés, dépendant de H; %, et qui ont pour propriété M; « N;;, = [g O]'

I I '
I ' '
1 ' '
P > > —> > > >
1 o !
1| Vi G; M; ' 1 Nin Git Miy!
1 1
<« ‘ < «— = - <
I ' '

I ' '
R .
H H
G; Gy
FIGURE 4.15 — Loop-shifting
La démonstration formelle de ce théoréme est disponible dans 1’Annexe [B.4] page [166] O

La conclusion de ce Théoreme est donc la suivante : il est équivalent de travailler avec
'ensemble des sous-systémes {G1, ..., Gy} et 'ensemble des sous-systemes {GH ... GH} il ne
s’agit que de deux représentations différentes du méme systeme. Cette conclusion sera notamment
exploitée lors de 1’élaboration d'une démarche de synthese d’un correcteur distribué dans le
chapitre suivant, plus précisément dans la Section [5.3.3] page [119]

Pour illustrer le fait que les sous-systémes ainsi créés sont plus adaptés a ’analyse distribuée,
I’exemple académique de deux systemes résonants, introduit en Section |4.4] page [64] est repris.
On calcule pour les deux sous-systémes G; et G les sous-systémes augmentés GH et GH qui
leur sont associés. Les diagrammes de Bode (gain) respectifs sont donnés en Figure m

On remarque que le pic de résonance de chacun des sous-systemes a été atténué, et que
I'interconnexion des deux systémes GH et G respecte le théoréme du petit gain (contrairement
a l'interconnexion de G et Gy). Il y a donc maintenant une solution assurée au probléme
d’optimisation que 'on a considéré, le théoréme du petit gain n’étant qu'un cas particulier
de solution. Cela conforte 'idée que la résonance était bien 1’élément problematique lors de
I’analyse a multiplieurs constants. Le programme d’optimisation aux multiplieurs dynamiques
a donc donné une solution nous permettant de construire des sous-systémes plus simples a
analyser, car fortement moins résonants.

En accord avec la Section page [65| de ce chapitre, il est également intéressant de
tracer les diagrammes de Nyquist de GH et G?il, donnés en Figure . On observe qu’il est
effectivement possible de tracer un cercle, de centre (-0.145,0) et de rayon 0.753°, pour lequel,
Vw € R, GH(jw) est & Dintérieur du cercle, et GE ™' (jw) a extérieur.

4. Calculés dans le point 3 de la démarche de génération des sous-systemes.
5. Le tracé du cercle n’est pas donné pour des raisons de lisibilité du graphe, son tracé se superposant
quasiment avec celui de GH.
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FIGURE 4.16 — Diagrammes de Bode (gain) des systémes résonants initiaux et augmentés par
le multiplieur fréquentiel obtenu par analyse - sous-sytéemes 1 (a gauche) et 2 (a droite)
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FIGURE 4.17 — Diagrammes de Nyquist de GH et GH™' : (a) vue globale; (b) zoom

4.6 Conclusion de chapitre

Dans ce chapitre, des conditions d’analyse sous forme d’un probléeme d’optimisation convexe
LMI, pouvant étre appliquées sur le type de systemes étudié dans cette these, ont été développées,
en termes de stabilité et de performance. Pour cela, notre systeme a d’abord été mis sous la
forme d’une interconnexion entre les sous-systemes de notre systeme distribué, et une matrice
qui décrit la maniere dont ces sous-systemes sont interconnectés entre eux. Les propriétés de
I'interconnexion ainsi que ’aspect distribué ont ensuite été exploités pour obtenir des conditions
d’analyse locales, c’est-a-dire ne dépendant que de I'expression des sous-systémes (et non pas de
I'expression du systeme global). Le couplage entre les différentes inégalités ainsi obtenues se fait
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a travers les variables de décisions du probleme LMI.

Ces conditions sont suffisantes mais non nécessaires, ce qui implique un certain niveau de
conservatisme de la méthode d’analyse. Il a néanmoins été vu que ces conditions sont moins
conservatives que celles développés dans les autres travaux disponibles, grace a I’'ajout d’'une
dimension dynamique dans les multiplieurs considérés dans le probleme d’optimisation convexe
LMI. En particulier, 'analyse d'une interconnexion de sous-systemes résonants est possible avec
les outils développés dans ce chapitre, ce qui n’était pas possible avec les outils développés
précédemment. Il y a donc un réel apport de ces conditions vis-a-vis de la littérature existante.

I est a noter que, si ces conditions ont été établies pour une forme particuliere de systemes
distribués (sous-systémes mis en ligne), la méthode présentée ici se généralise aisément pour une
interconnexion quelconque de sous-systemes. Seule la matrice d’interconnexion Z est modifiée,
et avec la forme du multiplieur.

Un autre résultat intéressant de ce chapitre est qu’il est possible d’exploiter la partie
dynamique du multiplieur obtenu dans le probleme d’analyse, pour construire des sous-systemes
ayant au global le méme comportement que l'interconnexion initiale, mais étant adaptés pour
les conditions d’analyse aux multiplieurs constants. Ce résultat sera exploité dans le chapitre
suivant, pour la synthese de correcteur.
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Chapitre 5. Synthése du correcteur distribué

Introduction

Dans le chapitre précédent, des conditions d’analyse pour les systemes distribués en ligne
ont été développés, apportant des résultats intéressants quant a ’analyse de I'interconnexion
de sous-systeémes, en particulier ceux résonants. Ces résultats seront exploités dans ce chapitre
pour établir des conditions de synthese. L’idée est de s’appuyer sur les conditions d’analyse,
afin d’obtenir un probléme d’optimisation convexe LMI permettant non seulement de prouver
I'existence d’un correcteur distribué, mais également de le calculer.

L’objectif de ce chapitre est donc de mettre au point une démarche permettant de
synthétiser un correcteur distribué pour tout type de systemes distribués en ligne.

5.1 Formulation du probleme de synthese

Dans un premier temps, il est nécessaire de bien formaliser le type de systemes que I'on va
chercher a étudier dans ce chapitre, ce qui est ’objectif de cette section tout en introduisant
toutes les notations nécessaires.

5.1.1 Systéme a commander

On considére un ensemble de systémes linéaires temps invariant G = {Gq, ..., Gn}. La
représentation d’état d'un systeme G, Vi € {1, ..., N}, est la suivante :

0; (1)]
' vt (1
Ti(t) = A x(t) + [ By | By | By } wi((t))
G (5.1)
Ugg Ci) Dy | Dy | Dy U+8
S = (6] w0+ | DR DD
: Y DY | DY | D" -
L i(t) | e e Lui(t) ]

oll z; est le vecteur d’état de dimension n,,, v; et v les entrées/sorties de communication
internes de dimensions respectives M, et Tyt Wi les entrées externes de dimension n,,, 2
les sorties externes de dimension n,,, u; la commande de dimension n,, et y; la mesure de
dimension n,,.

Remarque 5.1.1. Les dimensions des signaux peuvent étre prises nulles. Plus particulierement, les
systemes 1 et NV n’ont pas de communications venant ou allant respectivement a leur gauche/a

leur droite : m+ =n - =n+ =n,- =0. |
Yo Y1 Un UNt1

Par la suite, comme cela est classiquement considéré, il sera imposé D" = 0, c’est-a-dire
qu’il n’y a pas de terme direct entre la commande et la sortie vers le correcteur. Il sera vu que
cela permet de simplifier le probleme d’optimisation convexe relatif a 1’existence d’un correcteur
présenté dans le Théoreme [5.2.1] 11 sera alors possible de prendre en compte ce couplage lors de
la synthese du correcteur par post-traitement des matrices obtenues pour le correcteur.
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La notation suivante sera par la suite utilisée par des raisons de compacité :

_/U— S 1 \'AY% VW vu _/UZ_ S 1
e e e | [
= |G TG [ GG | o (52)
i yv yw yu i
Cyi(s) | Gi (s) Gi (s) Gi (s) [u;(s) )
Gj(s)
w1 21 w; Tzi wN ZN
v . - B v
Y2 . N Yisl, L _Un,
G, G; Gn
(—. ....... % (—. ....... ‘_
vy UZL—l v; Un_1
Y1 Uy Yi U; YN UN

FIGURE 5.1 — Schéma-bloc des sous-sytemes Gj interconnectés

La structure du systeme interconnecté considérée est en 1 dimension, donnée par le schéma-
bloc Figure 5.1} Chaque sous-systéme communique via les signaux de communication avec ses
deux voisins directs (ou son voisin direct pour les extrémités). On introduit le systeme global a

z(s)] Wiot(5)]
commander Giot, ol _ytot(s)] - Gtc’t(s) [utot(s)] .

Vie{l,..N}, zi(t), wi(t), yi(t) et ui(t) vérifient

wi (t) 2 (t)
Wie(t) = | ... Do zi(t) =1 ..
(Giot) : wy(t) zn () (5.3)
ur(t) yi(t)
uor(t) = | ... D Yet(t) = |
uy(t) yn(t)

. . . Ay | B
On note par la suite la représentation d’état de Gyiot(s) ~ [ C’t ! Dt t ] .
tot tot

5.1.2 Correcteur et structure de commande

On introduit 'ensemble de correcteurs K = {Kj, ..., Kn}. La représentation d’état du
systeme K; est la suivante, Vi € {1,..., N} :
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®) ]
) = AKX K@ o+ [ BB ] ToE @
ot ()]

- (5.4)
®) ]
C D" | D] < ()]

ot zX est le vecteur d’état de dimension n,,, v~ et v les entrées/sorties de communication
internes de dimensions respectives n,- et n +, u; la commande de dimension n,, et y; la mesure
1 1

de dimension n,.

De maniere similaire au systeme a commander présenté dans la Section précédente, le
systeme Ko, 1i(s) = Kot ($)yi(s), est défini par :

Vie{l,.... N}, u(t) et y;(t) vérifient (5.4)

(Ktot) : U1(t) yl(t) (5-5)
Ut (t) = | .. D Ye(t) = | -
un(t) yn(t)

Le schéma-bloc de Kot est présenté en Figure 5.2l On note sa représentation d’état

AE, | BE
Kot (s) ~ [ cﬁ D;i ]

Y1 Uy Yi T U; YN un
K- K- K- K-
v v U v
72 . AN il L N
K, K; Kn
T ....... ‘T_‘_ <T+. ....... <K—+
Uy Vi1 U; Un_1]

FIGURE 5.2 — Schéma-bloc des sous-systemes K; interconnectés

Remarque 5.1.2. Les dimensions des signaux de communication et du vecteur d’état du correcteur
ont exactement la méme taille que les sighaux de communication et du vecteur d’état du systeme
a commander. Entrées et sorties de performance mises a part, la structure du correcteur Kyot
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est donc exactement la structure en miroir de Gyio;. Ce choix n’est pas anodin et n’a pas été fait
au hasard : il sera vu plus tard, lors de la démonstration du Théoreme [5.2.1] que cette structure
en miroir permet de se ramener a des conditions d’existence d'un correcteur Ky assurant des
conditions de stabilité/performance qui sont convexes, ce qui n’aurait pas été possible avec le
choix d’une autre structure pour les Kj, et donc Kyet. J

Le schéma bloc de I'interconnexion totale entre les sous-systémes Gj et les correcteurs Kj
est donné Figure

w1 21 w; Zi wy ZN

Vy v, V., Vnr
Y2 _ Vi Vit L _Un]
%— ....... ‘T ‘+_. ....... &
Uy Vi1 v; Upn_i|
A A
n Ui Yi U; YN UN
v \ | p v
vy v Vit v
—»- ------- —> —>. ------- —>
K, K; Kn
T ....... ‘T+ (T+. ....... T+
vy Ui v; UnN—_1|

FIGURE 5.3 — Schéma-bloc du systéme total

On introduit également la notion de sous-systeme corrigé F;, avec le schéma-bloc présenté

Figure :

Fi = Gi * Ki (56)

La représentation d’état de F; se note ainsi :
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v, .
7 N i+1
G;
«—— - —
v v
i—1 7
A
Yi Uj;
\ 4
_ K—
vf Vit
—>| —
K;
KT NN
Vi1 U;

FIGURE 5.4 — Schéma-bloc de F;

- ((t)) ]
v, (t
(1) _ k| @i(?) K Uzji-

lzf(t)] = A7 le(ﬁ] + B U%—Z)

v (1),

(F3) ]
zi(t) wi(t)

| — oo |+ o o

vl (1) ‘ v (t)

vt (1)] o (1),

L’ensemble des sous-systemes corrigés se note F = {Fy,...,Fx}. On introduit alors le
systeme global bouclé Fyo (2(s) = Fioyw(s)), défini comme étant :
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Vie{l,... N}, z(t), wi(t) vérifient et (5.4)

(Ftot> . wl(t) Zl(t) (57)
wie(t) = | ... i zi(t) = ..
wn(t) N (t)

5.1.3 Critére a remplir par le correcteur
Le probleme général considéré est le suivant.

Soit Gyot, tel que défini dans I’Equation (5.3)). Etant donné vy > 0, trouver Kot tel que défini
Equation (5.5) de maniére d ce que le systéme Fiop, dont lexpression est donnée Equation (5.7)),
soit stable et tel que la norme ||Fiot||co SOt inférieure a 7.

A partir de la, plusieurs questions se posent, développées dans la suite de ce chapitre :

o Tout d’abord, pour un systeme donné, peut-on savoir si un tel correcteur Ky de cette
structure existe bien ?

e Si oui, comment expliciter et calculer les différentes matrices de la représentation d’état
d’un tel correcteur ?

o Quel est le niveau de conservatisme de la méthode proposée ?

Dans la section suivante, les résultats d’analyse basés sur des multiplieurs constants et
présentés dans le Chapitre [4] sont exploités pour développer une méthode déterminant si, pour
un systeme Gy, un tel correcteur Kiop existe, et, si oui, le calculant. Le résultat ainsi obtenu est
tres fortement relié & celui présenté dans [21], la différence principale étant qu’ici les conditions
d’analyse sont obtenues par une approche entrée-sortie (au lieu d’une approche Lyapunov)
pour une structure donnée de systemes interconnectés. Cependant, cette méthode est basée
sur des conditions suffisantes et son conservatisme ne permet pas de calculer un correcteur sur
un exemple simple de systémes résonnants interconnectés. Comme discuté dans la Section [4.5]
page [68, du Chapitre [] précédent, avec notamment I’exemple académique de deux résonances
interconnectées !, I'utilisation de multiplieurs dynamiques est ici plus pertinente. Dans la Section
page [113, une solution au probleme général basée sur des multiplieurs dynamiques est donc
proposée, afin de réduire le niveau de conservatisme.

5.2 Syntheése d’un correcteur distribué avec multiplieurs
constants

Les systemes F; tels que définis en Equation (5.6) ont exactement la méme structure
que celle présentée dans la Section du Chapitre 4] page [42%. Ainsi, les outils d’analyse
aux multiplieurs constants développés dans le Chapitre [4] précédent peuvent étre directement
appliqués sur ces sous-systemes.

1. Voir plus particulierement les Sections (page) et m (page , Chapitre
2. Voir plus particulierement la Figure page
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5.2.1 Conditions d’existence d’un correcteur

Le Théoreme montrant I'existence d’un correcteur distribué pour un systeme distribué
donné de structure précédemment détaillée en Section est le suivant.

Théoréme 5.2.1 (Existence d’'un correcteur). Soit Goy défini par (5.3). Etant donné ~ > 0,

il existe un correcteur Koy défini par (5.5) tel que le systéeme Fior vérifiant (5.7) soit stable
et ||Fiot||oo < v 87il existe des matrices symétriques 11;, ;, P; et Q; telles que les inégalités
suivantes soient satisfaites :

e pouri=1:

P 0] 0 /
Plolo0]0] 0
T T v w
M [*] S0 lo[m[o] o | SK A B By cf D" Di"| <0
Ci Dy D -
0 0] 0]0]=9% e
0lQi]o0]o] o T
B KRN oo DLl e
" [ | oo oo s TS DR DR | o] >0
olo]o|I|l O 1 [1 ! D] |
0100 ][0]=3%1
Y
e pouri € {2,..,N —1} :
"o |P| 0 |00l 0 ]
P10 0 [0]0] O I
T 7| 00 |IL_;| O (0] O k| |A By B Yy v pyw
[*} [*] * T 0 T, 10 0 S; cv pw o pe C; D" D; L<0
00| 0 [o[I] 0 ¢; D" Di*
00| 0 [0]0]—2T]
o0 lQ;| o ool 0 ]
Qo[ 0 o]0 0 A B BEY] e
e .| 00 Q1| 0[0] O k|- |Ccv D pyw v
KE 00l 0 [0 0 |~ C? D D g’;u >0
oo 0 [0o[I] 0 I R
0]0] 0 [0]0]-%7
L Y J
e pouri =N :
0|Py| 0 |0O] O ;
Pyl O] 0 [0] 0
T T v w
W7 7| o o [T [0 0| sk |[Ay By BT icr peope] <o
Cy Dy Dy +
0] 0] 0 |[I] © Cr D Dew
00| 0 [0]—7T NN TN
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0 |Qx| 0 J0] 0 I
Qv| 0| 0 [0] 0 Ay By By B
T TT K |— Ov Dvv Duw
¢ ] "0 [0 Oy [0] 0 | SE NN N DR >0
00 0 [I] 0 Cy Dy Dy 2
I NIl
010 0 [0]—%1I
Y
et pouri e {1,...,N} :
ﬁ él >0 (5.8)
avec
ol7l o100l 0
SK=1T]0]0 11010 0 (5.9)
GTolgr| | 0010 1
“dlofrlo 0

"7 0|0 0
0 0/I 0 .
0 1|0 0 ‘=
0 0]0 1
00 0|7 0 07
I 00/000
07 0(000 .
S = 00 0lo I 0 i={2,..,N—1}
007|000
0 0 0|0 0 T|
0 0|71 0
I 0/00
0 I/0 0 =N
0 0]0 I

Démonstration. La démonstration de ce Théoréme peut étre décomposée en grandes étapes,
détaillées ci-dessous.

1. Les conditions d’analyse données en Théoreme [£.3.4] page [61] sont appliquées sur le
systeme Fiot. Cela donne un premier ensemble d’inégalités matricielles a résoudre pour
prouver la stabilité de Fiot, ainsi que ||Fiot||oo < 7, avec 7 un réel donné strictement
positif. Ces inégalités sont dépendantes des matrices du correcteur, qui sont des inconnues,
ainsi que de multiplieurs II; et P;, inconnus également. Ces inégalités matricielles ne sont
pas linéaires (ni méme bilinéaires), le probléeme n’est pas convexe.

2. Pour s’affranchir des matrices relatives au correcteur, on applique le Lemme dit d’Elimina-
tion, présenté par apres, qui permet de réécrire le systéme de IV inégalités en un systeme
de 2N inégalités ne faisant pas apparaitre les matrices de Kio¢. Ce faisant, I'inverse du
multiplieur apparait, ce qui introduit une non-linéarité dans le systeme d’inégalités.
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Chapitre 5. Synthése du correcteur distribué

3. On exploite les propriétés structurelles des différents systéemes en jeu, ainsi que des
propriétés matricielles, pour transformer les inégalités non linéaires en des inégalités

linéaires en les variables de décision.

1. Application des conditions d’analyse sur le systéme Fi;

L’application du Théoreme page [61] d’analyse sur ’ensemble des sous-systemes F;
composant le systeme Fioy donne directement le résultat suivant. Le systeme Fio est stable

et ||Feot||oo < 7 8'il existe des matrices II;, 4 € {1,...,N — 1}, et P;, i € {1,..., N}, telles que le

systeme d’inégalités suivant soit vérifié :

(AFKYTR, + PLAGK BBEXK] | [CgX g o (0l 0
(BGK)Tpl 0 + 0 I (Sl) 0 I 0 Sl
! 0 [0]—=9%
Oy | 0]0] 0
(AFE)TP; + PATE BBFE| | JCPF DEE ! (g7 |0 |Iijo] 0
(BFH)P; 0 0 I ' 0 |0[I] 0
0 [0 ]0]—7T
(AGE)TPy + PyAGK PABGK] | [CEF DK g [t O O
(BSX) TPy o |Tlo 1| UM 0 IO
N 0 [0 =21
avec S? telles que :
7 010 O
00/ 0 ,
0 7/0 0 ‘=
L0 0|0 I
0 0 0|1 0 07
I 000 0 O
07 00 0 O .
SP = 00 0lo I 0 i={2,.,N—1}
00 I/0 00
L0 0 0|0 0 I |
0 0|1 O
I 0/0 O
0 7/0 0 =N
L0 0|0 [
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Pour simplifier la démonstration, considérons dans un premier temps le cas i € {2,..., N — 1} :

o

0
0 gP CF DR
10 I

<.

<0

(BEF)TP, 0 0 I :

10 4
(AFK)TP; + P;ACK PiBiGKlJF[QGK D?K]T(Sp)T 0
0
0

Ol~| o | O

= R=1R=I

_72]
(5.12)

Sous cette forme, il est complexe de savoir quelles variables sont connues ou non. En effet,
s'il est simple de voir que II; et P; sont inconnues, les matrices AGK, BEK CFK et DEK ne
sont que partiellement connues, puisque dépendant a la fois des matrices du sous-systeme a
commander Gj, connues, et de celles du sous-correcteur K; a synthétiser, inconnues. On va donc
dans un premier temps chercher a réécrire I'inégalité de maniere a isoler les variables inconnues
(multiplieurs et matrices du correcteur K;) des matrices connues (du systeme Gj)

las

Blo

1 0
0 1
agk pox| <V

cér pgK

o
~
o

o | O
o | O | O

|
=i
L
~
@]
o

SRENEN

OO NI O
OO O~
O~ OO

N OOl O

LR oo |o|lo |o
o
o
nn
=

O~ |O | O O

o|lo|o |o
o|lo|o |o |o
o|lo|o
o|lo|=!

2[ SGK

(5.13)

Or, il est possible de montrer que 'on peut, dans cette inégalité, séparer explicitement les
matrices du correcteur des matrices dépendant uniquement des sous-systemes a commander, et
donc connues. Ce résultat est donné dans la Proposition [5.2.2] ci-dessous.

Proposition 5.2.2. Les matrices de la représentation de F; peuvent s’écrire sous la forme
suivante :

acx _ [A 0] [0 By AKX BETT0 T
' 0 0 [ 0]|Cck« Df¥||C! 0

(2

ok |BY BY 0] [0 Bf][Bf BE'][D! D! 0
B — 1 (2 + 1 2 K 1 K
0 0 0f |I O||Df DEw|| 0 0 I

ox _|ok ol D5 Ol [eEe DEO [0
Ci = CZ- O + |D; (; kv pEwl v
0 0 0 v v !
Dy Do) [Dy 0] [k S
A A A D uy DKuv Dt Dt 0
PK 2v Zw 2U % i v w
o= [ 5 ol [o5 ol [ 2] 25 e ]
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et :
A, 0 B B 0 0 B O
MK ROK 00 0 0 0 I 0 O0|[AX Bf BE170 I 0 0
[céK EﬁK]:: Cy 0 D D 0|+ |0 Dy o [CKv DEW pEel |y oo DYDY
‘ : c: 0 D D* 0 0 Di* 0| [CEv DiK“y DEw| 0 0 0 0
0 0 0 0 O 0o 0 I N
K»L' Ci
A, Bi
(5.14)
Démonstration. Cela provient du calcul direct du produit de Redheffer dans I'Equation (/5.6]),
qui ne pose aucune difficulté particuliere. O
. ‘ : . AGK BGK
Par la Propostion [5.2.2] les matrices Ay, Bry, Chi et Dy, et donc CZ-GK D’(;Kl,

sont toutes les quatre exprimées sous la forme R+ UKV, ou R, U et V sont des matrices ne
dépendant que des matrices d’état du systeme Gj (et donc supposées connues), et ou K ne
dépend uniquement que des matrices d’état du correcteur K; (inconnues a I’heure actuelle).

L’Inégalité (5.13)) se réécrit donc :

0P| 0 0l0] 0 7
P, |0 0 010 0
T | 0|0 |=I,_;] 010 O . I
OO e e e bk <0 6D
010 0 0lI] 0
00 0 00| =92 |

2. Elimination des matrices du correcteur dans les inégalités

I1 apparait que I'Inégalité n’est pas une contrainte LMI, ni méme une contrainte
BMI. Le produit entre la matrice K;, sa transposée ainsi qu'une partie du multiplieur central
apparait plusieurs fois. Pour pallier ce probléeme, une solution possible est de trouver une
reformulation équivalente de 1'Inégalité dans laquelle les variables relatives au correcteur
n’apparaitraient pas. On introduit ainsi le Lemme [5.2.3| suivant, dit Lemme d’Elimination, dans
cette optique. Ce Lemme est directement tiré de [29] 3.

Lemme 5.2.3 (Lemme d’Elimination). Soit R, U, V, K et Il des matrices. On suppose que R
est de taille n x m, et Il a une inertie de (m,0,n) (et est donc inversible). L’inégalité suivante :

<0 (5.16)

I T I
lWKV+R]HLﬂKV+R

3. Lemme A.2 de cet article.
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est vérifiée si et seulement si on a :

1% [}[JTH U%] V) < 0 .

I I

_pr T _pT
UI[ R] H_ll R]UL > 0

ou U, etV sont les matrices engendrant le noyau de l'application linéaire associée aur matrices
U etV respectivement.

Ce Lemme peut étre directement appliqué sur notre probleme. Ainsi, il y a équivalence
entre I'Inégalité (5.15)) et le systeme d’inégalités suivant :

ro P 0o ool o
P[0 0 |0]0] 0
. -
et |3] eor | s D00 g | He). <o
i olo| o |m|o| o i
0l0] 0 [0]1] 0©
00 0 |0]|0|—2T
ro P o |olo|l o 717"
B0 0 |0]0] 0
o [—AT)" 0l0|-T,|0]0| 0 (AT -
Bof || (somy | e B8 8oy ), >
0l0] 0 [0]1] 0©
00| 0 |0]0|—2T

3. Transformation en un probleme LMI

A premiere vue, le systeme d’Inégalité n’est en rien simplifié : méme si les matrices
d’état du correcteur disparaissent, l'inverse du multiplieur apparait, ce qui est une non-linéarité.
Dans le paragraphe qui suit, il est montré qu’en exploitant les propriétés structurelles des
matrices, et en choisissant judicieusement ce qui est variable de décision, il est possible réécrire
les deux inégalités de I'Equation (5.18)) sous forme de contrainte LMI. On a ainsi un probléme
d’optimisation convexe, efficacement solvable.

Tout d’abord, on remarque qu'’il est possible de réduire la taille des variables de décision,
en exploitant la structure des différentes matrices en jeu. En effet, par la structure lacunaire
particuliere des matrices B; et C;, une matrice orthogonale leur étant associée peut étre générée

ainsi :
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U, Vi
. 0 . 0
(CoL= U 5 ((BN1)= | (5.19)
Us; Vs
0 0
ou :
Uy
Uy| = |CY DI DI*|,
Us
et :
Vi
V| = [Br D Di
Vs
On peut donc écrire que :
_ U, -
0
Us
Us
I, 0
L‘L} (Ci)r = AUy + BYUy + BU; (5.20)
0
CYUy + DUy + DYVU3
CYUy + DUy + DYVUs
L 0 -
et :
—AIVI = (C))TVa = (CF)T V3
0
—(By)"Vi = (Dy*)"Va = (D7*) Vs
) —(B")"Vi = (D) "Ve — (D))" V3
~A (B, = 0 (5.21)
I ‘ Vi
0
Va
Vs
0 -
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5.2. Synthése d’un correcteur distribué avec multiplieurs constants

La structure lacunaire d’une part et d’autre du multiplieur central dans I'Inégalité revient
a supprimer les lignes et les colonnes revenant a 0 dans les deux Inégalités en (5.18)). Cela revient
a tronquer une partie du multiplieur central, et donc a réduire la taille des variables de décision.

En posant :

()~ = lHi *]_1 = lQ *] ; (P) = [Pi *] h = ﬁ j (5.22)

* * * * * %k

et en remarquant également que SiK est une matrice de permutation Vi € {1,..., N}, et (SlK )_1 =
(SK)T | le Systeéme d’inégalités se réécrit donc sous cette forme :

o0 |lR| o 0lo] o
P10 0 00 o I
0/0| 0 |ILjO| 0 o D pe
010 0 07| 0 v ‘
0[O0 0 [0]0[=2T]
0@ 0 |o]o] o ]
|:*:| T |:*:| T *T 0 0 _Qz—l 0 0 0 SK - sz D;Uv D’Z)w Df)u >
ol o 0 0,10 0 ’ ¢ Di* D D:-Z“ N
00 0 |o0[I] 0 I
010 0 0 [0]—%1
(5.23)

Cette inégalité ne peut pas encore étre considérée comme une LMI en tant que telle : en
effet, les variables II; et §2; sont reliées entre elles par la relation donnée en Equation .
Elles ne peuvent donc pas, a premiere vue, étre considérées comme étant indépendantes entre
elles. Il en va de méme pour F; et (J;. On introduit alors une Proposition dont le résultat permet
de bien considérer toutes les variables I1;, €;, P; et ); comme étant indépendantes entre elles.

Proposition 5.2.4. Soit X; = X' € R™" et Y} = YI € R™" deuz matrices inversibles.
Alors :

o il existe Xy € R™" et X5 = X3T € R™"™ des matrices telles que :

X1 Xo| 1 |
58wl ] 524
X

o lensemble x des matrices X vérifiant (5.24)) est le suivant :

N A e A N
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o linertie de la matrice X € x est égale a l'inertie de la matrice

X, 1
%1 o0

Démonstration. Les deux premiers points sont un cas particulier du Lemme 6.2 proposé par
Andy Packard dans [83]. Pour le troisieme point, d’apres (5.25)), les matrices X € x et

X4 I
[ I (Xl _ }/1—1)1‘| (527)

sont congruentes : elles ont donc méme inertie. Par ailleurs, la matrice (5.27) est congruente a
la matrice ([5.26)), ce qui permet de conclure que X € x et (5.26) ont méme inertie.

]

Ainsi, connaissant X et Y7, il est possible de remonter a la matrice X. Dans notre probleme,
il est donc possible de considérer les variables II;, €2;, P; et (); comme étant indépendantes, car
il est simple de reconstruire la matrice complete a partir de ces informations. L’Inégalité
est donc une LMI en les variables de décision P;, );, II; et €2;. En faisant les transformations
et réécritures similaires sur les inégalités du Systeme pour ¢ = 1 et ¢ = N, on retombe sur les
inégalités données dans le systeme d’Equation du Théoreme que I'on cherche a démontrer.

11 faut également s’assurer que P; > 0, Vi € {1,..., N}. Par la propriété de congruence
démontrée dans la Proposition [5.2.4] P; > 0 si et seulement si :

> 0. (5.28)

P I
I Qs

Le Théoréme est ainsi démontré.

]

Ainsi, ce théoreme permet de tester s’il existe un correcteur causal vérifiant les spécificités
de structuration, de stabilisation et de performance demandées. Les conditions d’analyse étant
suffisantes (et non nécessaires), il y a un certain conservatisme de la méthode : si aucune
solution n’est trouvé par le programme d’optimisation convexe, on ne peut pas conclure quant a
I’existence d’un tel correcteur.

Remarque 5.2.1. La formulation du Théoreme de synthese est un probleme d’optimisation LMI
dans les variables I1;, €2;, P; et ();. Contrairement aux conditions d’analyse énoncées dans le
Théoreme le changement de variable I' = 72 ne permet plus de se ramener & un probléme
d’optimisation LMI avec I' comme variable de décision, puisque l'inverse apparait dans les
inégalités. Cela ne pose pas de probleme particulier néanmoins dans son utilisation : en synthese,
avec le systéme de pondération mis en place, on peut se ramener a chercher I'existence d’un
correcteur tel que le systeme soit stable et que la norme H., soit inférieure a 1. Il est également
possible de mettre en place une dichotomie, en cherchant la valeur de 7., limite pour lequel le
probléme ne trouve pas de solution pour v < Ynaz, €t en trouve une pour v < Viaz- J
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5.2.2 Calcul du correcteur a partir du probleme d’existence

Le théoreme précédent (Théoreme indique simplement ’existence d’un correcteur
respectant les contraintes qu’on lui a fixé, a savoir stabiliser le systéme et avoir la norme
Ho inférieure & un certain réel positif v. Il faut donc maintenant le calculer explicitement.
La stratégie employée est la suivante : a partir des solutions du probleme d’optimisation du
Théoreme [5.2.1] les matrices du correcteur distribué seront calculées. La forme générale du
probleme est donnée dans le Théoreme [5.2.5| ci-dessous.

Théoreme 5.2.5. Soit R € R™™, U € R”*™ et V € R™" des matrices de rang plein, ¢ < m,
r < n, et IT une matrice symétrique ayant une inertie de (m,0,n). Soit I’Inégalité (5.29)
suwivante :

<0 (5.29)

I 4 I
lvTKU T R] 1 lVTKU IR

En supposant qu’il existe au moins une matrice K qui vérifie cette inégalité, une matrice
K admissible pour vérifier (5.29) est donnée par lexpression Vi *(Z — T1,)Uy ", ot :

e U € R1*1 et Vi € R™" sont des matrices carrées inversibles telles qu’il existe H € R™*"
et J € R"™ ™ inversibles vérifiant :

VH=[Vi 0] ; UJ=[U: 0 (5.30)
o Ty est la matrice telle que :
ATRRAT %
=H"RJ
[Tm Tm]

avec T1; € R™4

o 7 =212,77", Z e R™4, 7, € RI* et Zy € R"™¥9, ou les vecteurs colonnes de la matrice
Z , > L
[ 7 sont composés d’une base de vecteurs propres associés aux valeurs propres négatives
2

de la matrice (Q*NQ — Q*NS(S*NS)~1S*NQ), avec :

I 0 0
J o1 _[7 o 0 0 I
N‘[o H—*] Hlo H‘*] D @=1g g 5 5= Tio
T21 0 T22

Démonstration. Ce Théoréme est une réécriture de I'Inégalité (5.29)), par changement de variable
et en appliquant le lemme de Schur. Ainsi, on se ramene a un probleme simple de valeurs et
vecteurs propres, ou il est facile de trouver une solution, et ainsi générer une matrice K admissible.

Dans le détail, en gardant les notations du Théoreme, en multipliant I'Inégalité (5.29)) a
droite par J et a gauche par J*, on peut se ramener a l'inégalité équivalente suivante :
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I g0 L[ 0 I
H*V*KUJJFH*RJ] [0 H‘*] H[o H‘*] [H*V*KUJJrH*RJ <0 (63D
N
Comme on a la relation suivante :
A % _[wKU, 0
HVKUJ-[O]K[Ul 0}_[ 0 o} (5.32)

Tll T12

En notant Z = T1; + V" KUy, et en rappelant que H*RJ =
Ty Ty

], on peut réécrire

I'Inégalité ([5.31)) ainsi :

N <0 (5.33)

Z T Z T
Ty To Ty Ty

Or, on remarque que :

7 I
HQ lZH [SH = [Z T12] (5.34)
Ty Ty
Ainsi, I'Inégalité peut se réécrire :
7 ., N 177 .,
o evels] [ s
<0 (5.35)

S*NQ H S*NS

N . . N I . .
Pour se ramener a une forme faisant clairement apparaitre 7| on introduit un lemme

bien connu dans la littérature automaticienne [84, 85| : le Lemme de Schur.

Lemme 5.2.6 (Lemme de Schur). Soit A et C deux matrices carrés symétriques et B de
dimension adéquate. Il y a équivalence entre ces trois propositions :

L g o] >0

BT C
2. A>0etC—-BTA'B>0
3. C>0et A—BC'BT >0

102/[186]



5.2. Synthése d’un correcteur distribué avec multiplieurs constants

En appliquant ce lemme sur I'Inégalité (5.35]), on obtient 1'équivalence entre I'inégalité de
départ et le systeme d’inégalités :

S*NS < 0

(5.36)

I " * * * — * I
M (Q*NQ — Q*NS(S*NS)"'S*NQ) lZ < 0

La premiere inégalité est forcément vérifiée : en effet, elle est indépendante de K. Elle est
donc vérifiée des lors qu'il a existence d’une matrice K vérifiant (5.29)), ce qui est supposé ici
dans I’énoncé du Théoreme.

Il suffit donc uniquement de trouver une matrice Z telle que la seconde inégalité du
Systéme ([5.36) soit satisfaite. En notant Z = Z,Z; !, et en multipliant & gauche par Z; et a
droite par 71, il y a équivalence entre vérifier (5.30]) et :

Z1

7| <0 (5.37)

[gj (Q*NQ — Q*NS(S*NS)"'S*NQ)

?] admissible est d’alors de prendre une base des vec-
2

teurs propres associés aux valeurs propres négatives de la matrice (Q*NQ—Q*NS(S*NS)"1S*NQ).
On peut ainsi remonter & Z = Z,Z; ", puis & K =V, *(Z — Ty, Uy .

Une maniere de générer une matrice [

Le Théoréme est ainsi démontré. OJ

Remarque 5.2.2. Le Théoreme a été démontré pour ¢ < n et r < n, mais est surtout utile dans le
casou g < n et our < n. En effet, dans ce cas-la, les matrices U et V' sont rectangulaires, rendant
impossible leur inversion : tout ’enjeu de la démonstration est de se ramener a une réécriture
faisant apparaitre des matrices carrées inversibles. Dans le cas oul ¢ = r = n, les matrices U
et V étant de rang plein, elles sont directement inversibles. L'Inégalité page est donc,
dans ce cas, un simple probleme de valeurs propres que 1’on peut résoudre facilement. J

Ce Théoreéme nous permet donc, a partir d'une solution particuliere du probleme d’existence,
de calculer en quelques étapes les matrices du correcteur. La démarche générale pour obtenir un
correcteur distribué a partir d’'un systeme donné est détaillée par la suite.

5.2.3 Démarche générale de synthese d’un correcteur distribué

Au vu des deux Théoremes et précédents, une démarche générale de synthese
d’un correcteur distribué est proposée ci-dessous. Des remarques sur I'implémentation de la
démarche sont également données.

Démarche générale

Les étapes pour calculer un correcteur distribué pour un systeme donné sont les suivantes.
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1. Une solution particuliere du probleme d’optimisation posé dans le Théoreme appliqué
a Gyop est recherchée, ce qui garantit 1'existence de Kioi. On obtient ainsi les matrices P;
et Q; pour i € {1,..., N}, et les matrices II; et Q; pour i € {1,....,.N — 1}. (Preuve
d’existence du correcteur)

2. A laide de la Proposition [5.2.4] & partir de la solution particuliere trouvée dans le point 1.,
on reconstruit les différentes matrices P;, pour ¢ € {1,..., N} et II; pour i € {1,...., N —1} :

_T_
I 0] [P I 0
Pl 1 oo o) 033
_T_
= oo ] [m I I 0
= [o Mg, | |1 (Hi—le)—ll [o MHJ (5.39)

en prenant Mp, et Mp. des matrices inversibles.

Il est alors possible de reconstituer les multiplieurs centraux II; des Inégalités :

olP, ] o]o] o0
P,lo[o]o] o0
00 |[T;|0| O =1
olololI] o
0|00 0] |
o P 0o ool 0 7
P,lo] 0 [olo] o
I, = 010 | iy f) 0] 0 ic{2,.,N—1} (5.40)
00| 0 |IL|0| O
ool o [o]I] 0
00| 0 [0]0]—2T
[0 | P, 0 0] 0 7
P, | 0 0 0] 0
010 |-TIxy4|0| O i=N
010 0 I 0
00 0 0] 21 |

(Reconstruction d’une solution particuliére du probléme d’analyse)

3. Connaissant les différents multiplieurs, il est possible d’appliquer le Théoreme [5.2.5] sur
les Inégalités ([5.15)), rappelées ici :

T
I, ) .
LZL + BzKlél] (SER)TIL S LLL 4 BK,C <0 (5.41)

avec les matrices A;, B;, C;, et K; telles que définies en Equation (5.14) si les matrices
II; pour i € {1,--- , N} ont pour inertie (m;,0,n;) avec dim(A4;) = n; x m;. Sinon, de
facon a assurer cette hypothese, des matrices II; sont augmentées de lignes et de colonnes
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afin de modifier I'inertie des matrices II; qui ne vérifieraient pas cette hypothese. Cela
revient & avoir des correcteurs K; avec des signaux de communication v en nombre plus
importante que les signaux de communication v“ des systémes G; correspondant.

La matrice K; est alors reconstruite : on remonte ainsi aux différentes matrices d’état de
chacun des sous-correcteurs K; et, si besoin, Kot (Calcul explicite d’un correcteur)

Remarques sur I'implémentation de la démarche

Cette démarche a été programmée sous Matlab : ainsi, pour tout ensemble de sous-systemes
et un v > 0 donné, le programme renvoie le correcteur distribué qui garantit d’'une part la
stabilité de 'interconnexion et d’autre part la norme H,, inférieure a ~. Quelques remarques
sur I'implémentation du programme sont données ci-dessous.

o Le choix des deux matrices Mp, et My, dans I'étape de reconstruction de P; et I,

respectivement est libre. Néanmoins, il sera cherché a réduire le nombre de matrices

a inverser, car 'opération d’inversion peut entrainer des erreurs numériques lors de

I'implémentation sous Matlab. Un choix judicieux de matrices dans cette optique est de

prendre Mp, = P, — Q; ' et My, = 1I; — Q; ' . Ainsi, il n’y a qu'une seule inversion a

effectuer pour chacune des reconstruction de P; et II; (celles de Q; et €2;), de formules

suivantes :

~1

P; = Pi—lT - Q—ZlT] ;I
(F—-Q ) (AB-Qi)

e Un enjeu lors de 'application du Théoréme [5.2.5| est de trouver des matrices Vy, Uy, H

et J vérifiant 'Equation (5.30) page [L01} Une maniére simple de I'implémenter est de
calculer la décomposition en valeurs singulieres [86] des matrices V et U :

V = 0121‘71 ) U= 0222‘72

En supposant que les matrices sont orthonormées, il est possible de prendre H = V1 ,
J = V2 , et V] et Uy respectivement égales a U% et UsYs, tronquées de leurs colonnes de
0. Sous Matlab, cette opération se fait de maniére stable numériquement avec la fonction
svd.

5.2.4 Casou D! #0

II peut arriver que 'hypothése posée dans la Section de ce chapitre (DY = 0,
Vi € {1,...,N}) ne soit pas respectée. Dans ce cas, la démarche de syntheése doit étre 1égérement
adaptée pour pouvoir prendre en compte ce terme.

Soit G; un systéme de la forme donnée en Equation (5.42). On note Gj, en Equation
(5.43)), le systeme de la méme structure avec les mémes matrices, excepté pour le terme D" qui
est nul.
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v (8]
_ v (t
G (5.42)
zi:lgg ] D | Dy | Dy Z+8
. -Et) = |C;| x(t) + | D | Div | D Uj(t)
L wi(t) - ! ' ! Lui(t)

[v; (1]

. v (t

w(t) = A wm(t) + | BY|BY|Br] wi((ti

_ _Ui(t)_
Gi (5.43)

Zi:lgg ] D | Do | Dy Z+8

- ft) = |CF| w(t) + | D" | D" | D U;(t)

7 C,Ly DEJU Dly’LU O 2
L wi(t) - Lui(t)

La démarche de synthese est alors faite sur les systémes Gy : on obtient alors ’ensemble
de correcteurs Kj. On calcule alors Kj, en prenant :

0| K™ | K
Ki= (=D« | 1] 0 | 0
0Ky | Ky

avec K; décomposé ainsi, pour séparer ce qui releve des signaux de communication entre

les correcteurs v =, v, v et vﬁ], et des signaux de commande u; et y; :

Le schéma-bloc en Figure résume les liens entre Gi, K; et K;.

5.2.5 Exemple
L’exemple de la PLL précédemment introduit dans la Section page [62] du Chapitre

d’analyse est repris ici, pour la synthese. Les différents sous-systemes sont augmentés d’entrées et
de sorties de commande, ainsi que d’une entrée de bruit de mesure sur chacun des sous-systemes.
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i i—1
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FIGURE 5.6 — Schéma-bloc du systeme de PLL pris en exemple, augmenté d’entrées et de
sorties de commande et de performance

Le schéma-bloc du systeme entier est disponible Figure (les entrées de bruits ne sont pas
représentées en boucle ouverte).

Comme cela a été décrit dans la Section page [I7] du Chapitre [2], les contraintes
sont explicitées dans le domaine fréquentiel. En plus de la stabilité globale du systeme corrigé,
plusieurs objectifs de performance seront étudiés ici.
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e On va chercher a ce que 'erreur de synchronisation soit faible en régime permanent et
que le régime transitoire possede une certaine rapidité. D’un point de vue fréquentiel, cela
se ramene a imposer une pente de plus de +40dB/décade en basses pulsations (avec un
pallier faible lorsque w tend vers 0, pour des raisons de stabilité) avec une pulsation de
coupure imposée (dépendant de la rapidité souhaitée), sur la fonction de transfert entre
I'entrée de référence r et la sortie de I'erreur de synchronisation € = v3 — y3 (on considére
que si la poursuite est assurée pour la troisieme PLL, cela sera également le cas pour les
deux premieéres).

o On va également chercher a rendre la commande réalisable et a limiter son énergie. Cela se
traduit par une limitation en hautes fréquences de 'amplitude des fonctions de transfert
entre la référence et chaque commande ;.

o L’impact des bruits de mesure b; sur la commande et sur I'erreur relative doit étre minimisé.
On va donc chercher a minimiser les différentes fonctions de transfert impliquant le bruit
tant que possible.

Plus d’informations sur ce cahier des charges sont disponibles dans le Chapitre 2 de [26].

On propose un critere H,, pondéré pour prendre en compte ces contraintes fréquentielles.
Les pondérations sont notamment placées sur les signaux de sorties et sont notées W, pour
celles sur les signaux de commande et W, pour celle sur la sortie e. On ajoute également une
pondération constante, égale a A un réel positif, sur les entrées de bruit de mesure, ainsi qu'une
constante égale a 1 sur 'entrée de référence. La Figure schématise comment ces pondérations
sont disposées dans le systeme, pour le cas ou I'on choisit une structure distribuée du correcteur.

Les expressions des pondérations W, et W, sont les suivantes :

1 0 2 1 0 2
Gls+ Guqbuwu) W, (s) = <st + GZ¢ZWZ>
S+ qbuwu s+ (bzwz

wats) = (

ou w, et w, sont des pulsations que, par abus de langage et dans un soucis de simplicité, on
va appeler pulsations de coupure dans la suite de cet exemple. Les variables G, G, G!, GY,

V/1-GL V/1-G1 .. s
Ou = et ¢, = sont des constantes, choisies de telle manieére a obtenir 1’allure
0 0 )
V/1-G9 1-GY

désirée : un avance de phase pour W, ! et un retard de phase pour W, . L’allure du module
de l'inverse des pondérations est tracée Figure [5.8|

En notant GEXY I'interconnexion des 3 systemes de PLL, telle que

[ €(s) ] r(s)
uy(s) bi(s)
us(s) ba(s)
uz(s) | = Gz~ (s) | bs(s)
y1(s) uy(s)
Y2(s) us(s)
| y3(s) | | us(s))

on va chercher & résoudre le probléme de commande suivant : trouver K tel que GEEY « K soit
stable et
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Tzl l'w%
W, 1
Y
r
\ 4
G,
Ui

K

W. W.u
Yo N U3 S
Go
< - < -
Uy Uy
A
Y1 Y2
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FI1GURE 5.7 — Schéma-bloc du systeme de PLL pris en exemple, dans la configuration avec
correcteur distribué et pondérations

FIGURE 5.8 — Pondérations utilisées pour les différentes syntheéses de correcteur
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|diag(W,, Wu, W, Wa)(Gigg® * K)diag(1, A, A\, N[ < 1

(5.44)

On va chercher a résoudre ce probleme dans le cas ou K est quelconque, c’est-a-dire sans
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structure, et dans le cas ot K est structuré comme schématisé Figure

Ainsi, deux techniques de synthese de correcteurs seront mises en ceuvre : une synthese de
correcteur centralisé, avec la fonction Matlab hinfsyn, et une synthese de correcteur distribué,
avec les outils développés précédemment. Afin d’évaluer les résultats en performance et le niveau
de conservatisme, on garde les mémes pondération dans le deux cas, excepté la pulsation w,
qui devient un parametre que 'on peut faire varier. Ainsi, on impose les mémes exigences en
poursuite et on diminue la bande passante de deux correcteurs (en minimisant w,) pour trouver
jusqu’a quelle valeur minimale on arrive. Plus w, est faible, plus le correcteur est performant.

Controle centralisé Dans un premier temps, on met en place la synthese du correcteur
centralisé. On arrive a améliorer sensiblement la performance en poursuite par rapport a la
boucle ouverte en basses fréquences. La Figure [5.9 donne les valeurs singuliéres du critére global
centralisé, c’est-a-dire les valeurs singuliéres du systéme avec correcteur et pondérations (voir
Equation ([5.44))). La Figure représente les valeurs singulieres entre les différents types de
fonctions de transferts (référence vers commande, référence vers erreur, bruit vers commande,
bruit vers erreur : la notation u, désigne le vecteur des signaux de commande, b, celui des
bruits) pour le systéme corrigé avec correcteur centralisé. On obtient une valeur de ~y égale a
0.999. La pulsation w,, pour la fonction de pondération sur la commande W, est de 20 rad/s.

Valeurs singuliéres du critére centralisé

T T

-60

-80

-100

-120

Valeurs Singuliéres (dB)

-140

-160

180 s . !
102 10° 102 10*
Pulsations (rad/s)

FIGURE 5.9 — Valeurs singulieres du systeme de PLL avec correcteur centralisé et pondérations

Controle distribué La méme démarche est appliquée pour la synthese distribuée. Avec toutes
autres pondérations égales par ailleurs, la plus faible valeur pour w, avec laquelle les programmes
renvoient une solution est 56 rad/s, soit pres de 3 fois plus qu’en centralisé.

La Figure donne les valeurs singulieres du critere global distribué. On remarque
que la valeur maximale du critere est plus éloigné de 1 que pour le correcteur centralisé. En
effet, le calcul de la norme H., pondérée a posteriori par la fonction norm de Matlab nous
renvoie 0.72. Cela indique que, théoriquement, il y aura encore de la marge sur le choix des
pondérations choisies. En pratique néanmoins, il n’est pas possible de garantir mieux que ce que
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FI1GURE 5.10 — Valeurs singulieres des différents transferts pour le systeme corrigé avec un
correcteur centralisé - Attention, [’axe des ordonnées n’est pas le méme sur chacun des quatre

graphes
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FIGURE 5.11 — Valeurs singulieres du systeme de PLL avec correcteur ditribué et pondérations

I’on pose actuellement, changer légérement la pondération de la commande rendant le probleme
d’optimisation convexe infaisable. Cet effet est en partie dii au fait que les conditions de synthese
sont suffisantes, et qu’il y a donc un certain niveau de conservatisme de la méthode.
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FIGURE 5.12 — Valeurs singulieres des différents transferts pour le systéme corrigé avec un
correcteur distribué - Attention, ’aze des ordonnées n’est pas le méme sur chacun des quatre
graphes

La Figure [5.12| représente les valeurs singulieres entre les différents types de fonctions de
transferts (référence vers commande, référence vers erreur, bruit vers commande, bruit vers
erreur) pour le systeme corrigé avec correcteur distribué. Cela nous confirme d’autant plus
qu’il serait théoriquement possible de diminuer w,, puisque la solution renvoyée garantit une
meilleure performance sur la commande que ce qui est réellement demandé. Le probleme vient
donc bien du conservatisme de la méthode.

Il est également possible de tracer la comparaison entre les valeurs singulieres des différents
"groupes" de transferts du systeme corrigé avec le correcteur centralisé et celles du systeme
corrigé avec le correcteur distribué. Cela est disponible Figure [5.13] On remarque que, hormis
pour les fonctions de transfert des bruits vers la commande ou le correcteur centralisé fait
bien mieux que le distribué (la bande passante étant bien plus faible dans le cas du correcteur
centralisé), les niveaux de performance sont similaires.

On trace également Figure la comparaison des diagrammes de Bode des 2 correcteurs,
centralisé et distribué. On remarque une différence entre les deux : dans le cas du correcteur
distribué, les amplitudes des transferts "locaux", c¢’est-a-dire entre la mesure et la commande
d’un méme sous-systeme, sont beaucoup plus importantes que les autres transferts, tandis que
dans le cas du correcteur centralisé, cela est plutot équilibré. On remarque également que, dans
le cas du contrdle distribué, le transfert de y; vers u; est bien plus importante que les autres.

Une explication plausible de la différence de stratégie de commande entre les deux cor-
recteurs est la suivante. Dans le cas ou le correcteur est distribué, comme cela a été vu dans
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FIGURE 5.13 — Comparaison entre les valeurs singulieres des différents transferts pour le
systeme corrigé avec un correcteur centralisé et avec un correcteur distribué - Attention, 'aze
des ordonnées n’est pas le méme sur chacun des quatre graphes

le Chapitre [ des contraintes sont formulées sur les communications : il y a donc intérét de
limiter les échanges entre les différents sous-systemes et les différents correcteurs. La commande
se fait donc localement. De plus, la référence entrant dans le sous-systeme n°1, il est logique que
ce soit ce sous-systeme ayant l'effort de commande le plus important a fournir, pour limiter le
transfert de l'erreur sur les autres sous-systemes. Cette contrainte placée sur les communications
étant absente pour le correcteur centralisé, ce dernier est relativement "équilibré", dans le sens
ou il n’y a pas de différence notable d’amplitude entre les différents transferts. Il traite ainsi
I'information globalement, et renvoie une réponse globale, contrairement au correcteur distribué.

5.3 Diminution du conservatisme de la démarche générale
de synthése par multiplieurs dynamiques

Maintenant que les outils de synthese distribuée ont été présentés dans le cas général, la
question est de savoir si, en dépit de leur conservatisme, ils sont adaptés dans le cas des systemes
résonants. Les Théoremes de synthese s’appuient sur les Théoremes d’analyse aux multiplieurs
constants présentés en Chapitre [4] précédent. Or, il a été vu dans ce chapitre que ces théoremes
d’analyse sont trop conservatifs dans le cas des systémes résonants. Méme si les théoremes de
syntheése introduisent des degrés de liberté supplémentaires (par les matrices du correcteur), il

n’est pas dit alors que ces outils ne soient pas également trop conservatifs pour les systémes
résonants.
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K distribué

Diagramme de Bode des correcteurs !
K centralisé
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FIGURE 5.14 — Comparaison des diagrammes de Bode (Amplitude) du correcteur centralisé et
du correcteur distribué

5.3.1 Ce que nous apprend I’exemple académique de deux systémes
résonants

Pour répondre a cette problématique, I'exemple académique, présenté en Section [4.4] du
Chapitre [4] page [64] des deux systémes résonants est repris. Pour rappel, les fonctions de transfert
ici en jeu sont les suivantes? :

G1(8> =

0.1 lAl By

 Gas) = 0.2 Ay B,
$240.002s+1 |Ci Dy| 7 TR T 05524+ 0.001s + 1

% 2]

Des entrées de commande et des sorties mesurées sont introduites pour la commande, ce
qui nous donne GY' et GY, définis ainsi :

4. Les valeurs numériques sont disponibles en Annexe m page @
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et

Seule la stabilisation est étudiée ici. Le systéme interconnecté étant déja stable par
construction, il existe des solutions simples a notre probléme, comme par exemple des correcteurs
de simples gains nuls ou tres faibles. Ainsi, on sait qu'un correcteur stabilisant de la structure
recherchée existe dans cet exemple.

La démarche générale présentée dans la Section est alors appliquée sur cet exemple
et nous renvoie que le probléme est infaisable. On ne peut donc pas conclure quant a I’existence
d’un correcteur distribué stabilisant notre interconnexion de deux systeémes résonants. On en
conclut donc que le programme de synthese est trop conservatif, pour des raisons similaires a
celles exposées en Section page [64] du Chapitre [4] pour les conditions d’analyse.

A partir de la se pose la question suivante : comment adapter la démarche de synthese
précédemment introduite pour en réduire le niveau de conservatisme ? Une possibilité est de
réutiliser un des résultats d’analyse, exposé en Section page [74] du chapitre précédent. Il
a été démontré dans le Théoreme page [75| que le probleme d’analyse avec multiplieurs
dynamiques pour un systeme distribué défini par un ensemble de sous-systemes est équivalent a
un probléeme d’analyse avec multiplieurs constants du méme systeme distribué mais défini par
un nouvel ensemble de sous-systemes.

Le systeme distribué a commander étant stable, I'idée est de réaliser son analyse par
multiplieurs dynamiques, d’en déduire le nouvel ensemble de sous-systemes de celui-ci pour
lequel I'analyse par multiplieurs constants peut étre réalisée et d’y appliquer la méthode de
synthese présentée Section [5.2.3] Dans 'exemple des deux systémes résonants développé dans la
Section page [64] I'analyse par multiplieurs constants n’avait pas permis d’établir la stabilité
du systeme distribué. Cette derniere a néanmoins été démontrée dans la Section page [73]
avec I'analyse par multiplieurs dynamiques. Par suite, 1’'idée présentée ci-dessus doit permettre
de traiter cet exemple. Cela est développé dans la Section suivante.

Remarque 5.3.1. Pour les Théoremes d’analyse, la solution qui avait été mise en ceuvre avait
été de rendre les multiplieurs dynamiques pour étendre l'espace des solutions des variables des
décisions du probleme d’optimisation LMI. Pour réduire le niveau de conservatisme du probleme
de syntheése, une idée aurait été de faire la méme chose. Néanmoins, cette solution, si elle peut
étre mise en place ici, n’a pas été retenue du fait de sa complexité (pour notamment assurer la
causalité du correcteur ainsi calculé). 4

5.3.2 Construction des sous-systemes pour la synthese

Dans le cas ou Gyoy est stable et que les conditions du Théoreme page sont
satisfaites, il est possible de proposer une nouvelle décomposition de Gyot en sous-systemes pour
laquelle il existe nécessairement un correcteur distribué.

Proposition 5.3.1. Soit Gior un systéme distribué tel que défini par I’Equation (5.1)), composé
des sous-systémes Gy, i € {1,..., N}. Giot est supposé stable et il existe v > 0 telle que les
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conditions du Théoréme page [79 sont satisfaites pour :

Alors le systéme distribué Gyot est équivalent au systéme Gi, , défini par I’Equation composé
des sous-systéemes GHY, pour i € {1,...N}, définis par :

0 o
G*=||®'+]0 0 LIO] =11, (5.46)
i i 0[7] 0
__[ 0_
avec
Hy 7 G, Gu
(St)” 7 St G GIY i=1
7 I 0
Hifl
H; G; G¢
P = (54T I se | GY GY" ie{2,..,N—-1} (5.47)
I I 0
I
HN—I 7 GN G’&
(S¥)* 7 Sy | GN GX i=N
7 I 0
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1=N

et ot les H; sont définis dans le Théoréme page |79, pouri € {1,..N}.

Le schéma bloc associé & GH" est présenté Figure |5.15] Il est a noter que chaque sous-
systéme GHY a le méme nombre de signaux d’entrée et de sortie que G;. Par ailleurs, ils ont le

méme signal d’entrée u; et de sortie y;.

Démonstration. La démonstration est obtenue par modification de la démonstration du Théo-
reme [4.5.4] page [75] la différence principale étant que les sous-systemes G; ont maintenant un
signal d’entrée u; et un signal de sortie y;. Par suite, la modification de la Figure 4.13] page

donne la Figure [5.15]

En notant

avec dim(®3?) = n,, X n,,, on obtient :
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FIGURE 5.15 — Schéma bloc de GiHu
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5.3. Diminution du conservatisme de la démarche générale de synthése par multiplieurs dynamiques

ce qui correspond bien a ce qui est représenté Figure [5.15] O

Ainsi, d’un point de vue objectifs de commande, c’est-a-dire en termes de stabilité et de
performance H ., il est possible de travailler sur les deux ensembles de sous-systémes de maniere
équivalente. Or, les sous-systémes GH" étant optimisés pour I’analyse avec des multiplieurs
constants®, I'usage de ces derniers permet d’obtenir des résultats dans des cas ot I'usage des
sous-systemes Gj ne permet pas de synthétiser un correcteur.

5.3.3 Modification de la démarche générale de synthese

En se basant sur la Proposition I'idée est de modifier la démarche générale de synthese
présenté dans la Section de ce chapitre en remplacant la description du systeme Ggot par
I'ensemble de sous-systémes G; pour i € {1, ..., N} par 'ensemble de sous-systémes GH" pour
i €{1,..., N}. Cela donne la démarche suivante.

Démarche générale modifiée

1. Les conditions d’analyse avec multiplieurs dynamiques (voir Théoréme page [69| du
Chapitre [4]) sont appliquées sur le systeme distribué Gyot, composé des sous-systemes G
pour i € {1,...,N}.

2. On applique la factorisation spectrale sur les multiplieurs dynamiques obtenus a 1’étape
précédente. Les sous-systémes GHY sont alors calculés, selon I'expression donnée Equa-

tion Proposition de ce chapitre, pour i € {1,..., N}.

3. Les étapes 1. a 3. de la démarche générale présentée Section sont alors appliquées en
remplagant les sous-systémes Gj par les sous-systémes GHU.

On arrive ainsi a obtenir un correcteur admissible pour le probleme initial, ¢’est-a-dire un
correcteur garantissant la stabilité du systeme ainsi qu’une certaine norme H.

Il est a noter que le correcteur obtenu, du fait de l'intégration de la partie dynamique
des multiplieurs dans les sous-systemes considérés sera d’ordre plus important que celui du
correcteur produit par la démarche générale de départ. Par suite, si une solution existe au
probleme de synthese par multiplieurs constants appliquée aux sous-systémes initiaux Gy, il est
préférable d’appliquer cette solution-la, car menant a un correcteur d’ordre moins important
satisfaisant aux mémes exigences.

5.3.4 Application de cette démarche aux exemples

Pour illustrer cela, on applique cette démarche pour I’exemple académique de deux systemes
résonants. On repart des résultats présentés dans la Section page [64] du Chapitre 4 Pour
rappel, dans cet exemple, I'introduction des multiplieurs dynamiques a permis d’obtenir un
résultat en analyse de stabilité, qu’il était impossible d’obtenir en ne prenant que des multiplieurs
constants. L’ordre minimal de la base utilisée pour obtenir un résultat satisfaisant pour ’analyse
est de 2 (soit des multiplieurs d’ordre 4).

5. Pour plus de détails, voir la discussion dans la Section page |74 du Chapitre
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Ce résultat d’analyse est alors exploité pour la synthese. Tout d’abord, on modifie I'exemple
pour intégrer des entrées et sorties de commande. De maniére simple®, on prend :

] I Pt N IR i I e

avec G1 et (35 tels que définis dans I’Equation page Les signaux y;, u;, v{ et vy désignent
respectivement les signaux de mesure, de commande, et les deux signaux de communication
entre les sous-systeémes, pour i € {1, 2}.

Les résultats du programme d’analyse de la stabilité obtenus précédemment sont alors
utilisés : les multiplieurs dynamiques obtenus par les programmes d’analyse sont exploités pour
construire les deux systémes GH" et GH" associés, en accord avec la démarche présentée dans
la sous-section précédente. On fait ensuite la syntheése sur ces deux systémes-la : un résultat est
renvoyé par les programmes d’existence d’un correcteur, ce dernier étant ensuite calculé. On
obtient bien un correcteur stabilisant le systeme.

Il y a donc bien un intérét a procéder ainsi pour la synthese : la synthese de correcteur
stabilisant, impossible sans ajout de la partie dynamique dans les sous-systemes, est désormais
possible en utilisant la démarche développée et en utilisant les sous-systémes GH". Cet exemple
n’a néanmoins pas été poussé avec un critere de performance plus travaillé” : un exemple de
controle des vibrations plus développé est disponible dans le Chapitre suivant.

Cette démarche peut étre également mise en place sur I'exemple des PLL, introduit
initialement dans la Section [4.3.4 page[62] du Chapitre[d] pour voir si cela apporte une amélioration
du résultat. Néanmoins, aucune amélioration notable vis-a-vis du controle distribué initial n’est
apportée sur cet exemple par I'utilisation des sous-systemes augmentés, on obtient sur un résultat
similaire, pour tout ordre choisi® pour la base des multiplieurs dynamiques.

Conclusion

Dans ce chapitre, une démarche pour synthétiser un correcteur distribué stabilisant et
garantissant une norme H,, inférieure a un réel positif v donné a été proposée.

Une premiere démarche, basée sur les résultats d’analyse du Chapitre précédent a mul-
tiplieurs constants, a été développée. Du fait de son conservatisme, elle ne permet cependant
pas de déterminer un correcteur distribué, lorsqu’elle est appliquée sur un exemple élémentaire
de systeme résonant qui en admet nécessairement un. Dans le cas ou le systéme distribué a
commander est stable et que la stabilité peut étre démontrée par ’analyse par multiplieurs
dynamiques, une seconde démarche a été proposée qui permet nécessairement d’obtenir un cor-
recteur distribué. Elle consiste a exploiter les multiplieurs dynamiques calculés par optimisation

6. L’exemple n’ayant pas de sens physique, on choisit arbitrairement.

7. Cet exemple a plutot été congu dans 'optique de pointer les défauts des premiéres méthodes proposées
dans ce manuscrit, il n’est par conséquent pas adapté pour faire un exemple de synthése poussé, avec un critére
de performance réaliste.

8. Testé jusqu’a l'ordre 6. Si 'ordre de la base est trop important, il y a des erreurs numériques.
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LMI pour obtenir une nouvelle décomposition du systeme a commander en sous-systemes et y
appliquer la premiere démarche.

Comme pour le Chapitre 4] d’analyse, il est a noter que les résultats développés ici sont
génériques et ne sont pas limités qu’aux systemes résonants. Ainsi, ces outils peuvent étre
potentiellement intéressants pour I’analyse et la synthése de correcteurs pour tout autre types
de systemes linéaires pouvant se mettre sous une forme distribuée. De méme, si une structure
de communication en ligne (les sous-systémes ne communiquant qu’avec leurs voisins directs,
selon une dimension spatiale) a été choisie ici, les résultats se généralisent & une interconnexion
quelconque.

A ce stade du document, les outils d’analyse pour les systémes distribués et de synthese
de correcteur distribué ont été développés. Une attention particuliere a été portée pour que
ces outils soient adaptés aux systemes résonants, ce qui est I'objet de ce manuscrit. Il reste
maintenant a ’appliquer a un exemple concret de controle des vibrations. Cela est développé
dans le chapitre suivant.
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Modélisation distribuée d’une poutre
pour la démarche de synthese
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Chapitre 6. Modélisation distribuée d’une poutre pour la démarche de synthése

Introduction

Dans les Chapitres [ et [5, des outils d’analyse et de synthese des systéemes distribués ont
été développés. Bien que génériques, car pouvant étre appliqués sur n’importe quel systeme
distribué ayant une certaine structure, ces outils ont été théoriquement congus pour étre utilisés
sur des systemes vibrants. Ce chapitre a pour objectif de tester les démarches de synthese et
d’analyse développées, sur un exemple réaliste de problématique de contrdle actif de vibrations.

Avant toute chose, il est nécessaire de modéliser le systeme sur lequel on veut mettre en
place la démarche de synthése d’un correcteur pour le controle actif de vibrations. Comme cela
a été exposé dans le Chapitre [2], I'objet étudié dans ce manuscrit est une poutre, que l'on va
considérer comme étant en aluminium dans ’exemple, sur laquelle des patchs piézo-électriques
ont été collés. Ces patchs peuvent étre soit capteurs (la tension mesurée a ses bornes étant
I'image des différents déplacements de la poutre), soit actionneurs (on applique une certaine
tension électrique a ses bornes pour contrer la déformation de la poutre). Il est possible d’exciter
la poutre a I’aide d’un pot vibrant.

L’objectif est alors de modéliser cette poutre de maniere distribuée, afin de pouvoir
exploiter les outils d’analyse et de synthese présentés dans les chapitres précédents. Or, la poutre
formant mécaniquement un seul objet, il n’est pas naturel de la modéliser sous la forme d’une
interconnexion de sous-systémes. Il faut alors développer une méthode de sous-structuration
dynamique ! capable d’obtenir le modéle que nous recherchons. Cela est tout I'objet de la
premiere section de ce chapitre.

Une fois le modele développé, un correcteur distribué pour le systéme considéré est
recherché. Ce dernier ne devra pas, d’une part, déstabiliser le systeme et devra, d’autre part,
garantir un certain critére de performance selon le formalisme fréquentiel H., présenté dans
la Section page [I7] du Chapitre 2} On cherchera notamment a contraindre les fonctions
de transfert entre la force perturbatrice générée par le pot vibrant et certains déplacements
ponctuels. Les démarches d’analyse et de synthese distribuées sont ensuite appliquées a cet
exemple. Le correcteur distribué ainsi obtenu est également comparé a un controleur centralisé,
calculé selon une méthode de synthese centralisée Hoo.

On rappelle qu’on appelle dans ce manuscrit modele distribué un modele au sens de
I’Automatique ayant une structure discrétisée spatialement, comme défini formellement dans la
Section page [42] du Chapitre [d Il ne s’agit donc pas ici d’un modele & équations & dérivées
partielles, comme cela peut parfois étre rencontré dans le domaine de la Mécanique.

6.1 Modélisation distribuée d’une poutre en aluminium

Dans cette section, on s’intéresse a la modélisation d’une poutre instrumentée, comme celle
schématisée Figure 6.1} 2V patchs piézo-électriques sont collés sur la structure : sur le schéma
Figure [6.1] un carré orange représente deux patchs piézo-électriques : un pour 'actionnement,
'autre pour la mesure. Les tensions électriques aux bornes de ces patchs sont notées V', et V.

selon qu’il s’agit de la tension du patch pour 'actionnement ou pour la mesure : ces signaux
peuvent donc étre vus comme des signaux de commande et de mesure. Un pot vibrant excite la

1. En mécanique, la sous-structuration dynamique consiste a partitionner la structure en plusieurs sous-
structures, qui sont réassemblées par la suite pour former le modeéle complet de la structure étudiée.
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structure selon 'axe z, en étant fixé a I'une des extrémités de la poutre : la force générée par le
pot vibrant peut étre vue comme une entrée de perturbation de notre systeme.

e

A A
V;CJ lv;m V2, Jvzn ............... V,jgf“

Pot vibrant

FIGURE 6.1 — Schématisation de la poutre considérée dans cette section

L’objectif final étant d’obtenir un correcteur contraignant la réponse fréquentielle entre la
force perturbatrice du pot vibrant et certains déplacements de la poutre, il faudra avoir pour
sorties de performance du modele les déplacements que I'on cherche a controler.

La mesure de la tension aux bornes du piézo-électrique se fait a I’aide d’un voltmetre : la
carte électronique traitant la mesure ayant une certaine résistance Rgens = 1/ Ysens interne, Yiens
étant sa conductance, le circuit électrique de mesure est tel que schématisé Figure [6.2

Rsens

FIGURE 6.2 — Schéma électrique de la mesure

Par la suite, quelques hypotheses usuelles sont faites sur la poutre. On considere la poutre
de support homogene, isotrope et élastique. On néglige les effets du cisaillement, ainsi que 1'effet
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de la colle sur les patchs piézo-électriques.

Concernant la mesure de la tension aux bornes des patchs piézo-électriques, cette derniere
est effectuée avec un voltmetre.

Avant de pouvoir appliquer les outils d’analyse et de synthese, il nous faut un modele
distribué de cette poutre, et plus particulierement un modele ayant la structure présentée dans
la Section page @2 du Chapitre [l En effet, il a été vu dans le chapitre précédent que la
recherche d’un correcteur distribué s’effectue a partir d’'un modele du systéme a commander qui
est lui-méme distribué.

L’objectif de cette section est de proposer une démarche qui permette d’obtenir un modele
distribué d’'une poutre en aluminium. Le modele obtenu devra respecter les contraintes suivantes.

e Le modele doit étre précis, c’est-a-dire refléter le comportement réel de la poutre en
aluminium considérée. La poutre étant stable, on s’attend donc a ce que le modele soit
également stable. Ainsi, les techniques de syntheése développées précédemment nécessitant
la stabilité pourront étre appliquées.

e La structure du modele doit étre distribuée, afin de pouvoir appliquer les conditions
d’analyse et de synthese précédemment développées. Pour rappel, la structure du modele
recherchée est schématisée Figure [6.3] ou les sous-systemes G; ne communiquent qu’avec
leurs plus proches voisins. Les systemes G; sont exprimés sous forme de représentation
d’état. Plus de détails sont disponibles dans la Section du Chapitre 4| page (en
particulier dans I’Equation (4.1))), dans laquelle elle avait été initialement présentée.

e Le nombre de communications entre les sous-systemes doit étre minimal. En effet, les
conditions de synthese développées dans le chapitre précédent demandent a ce que le
correcteur ait exactement la méme structure que le modele utilisé pour la synthese. Le
correcteur a ainsi la méme structure que le modele au niveau des communications. Plus le
nombre de communications entre les correcteurs sera important, plus il sera complexe de
I'implémenter. De plus, il a été vu dans le chapitre d’analyse que les contraintes étaient
concentrées sur les communications, et que les conditions d’analyse et de synthese n’étaient
que suffisantes, créant du conservatisme. Limiter le nombre de communications peut
augmenter les chances de trouver une solution aux problémes d’optimisation convexe
d’analyse et de synthese. Il faut donc choisir la mise en forme du systeme la plus adéquate
pour utiliser au mieux les outils numériques.

6.1.1 Généralités

L’une des méthodes les plus utilisées pour modéliser une structure mécanique est la
modélisation par éléments finis (FEM). Si elle se met en ccuvre facilement dans le cadre du
controle actif centralisé [15] 16} 87:90], cela est plus délicat lorsqu’on cherche & avoir un modele
distribué de la poutre. Il faut alors repenser la méthode, de maniére a pouvoir prendre en compte
tout l'aspect distribué du probleme.

Pour obtenir le modele distribué souhaité de la poutre, 'idée générale est la suivante.
La poutre est virtuellement découpée en plusieurs parties, que 1'on va appeler par la suite les
sous-¢éléments mécaniques. En d’autres termes, pour obtenir un modele distribué exploitable
par 'automatique, on part d'un modele mécanique distribué. Ce découpage virtuel est donc un
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w1 21 w; Zj Y ZN
Vo v V. N
L’. ....... —Z) Ll). ....... —N)
G, G; Gn
(+—. ....... (T (+—. ....... (7—
Uy Vi1 v; Un_1
U1 (31 Yi U; YN un

FIGURE 6.3 — Structure de modele considérée dans ce chapitre pour la modélisation

découpage spatial : dans chacun des sous-éléments, les dynamiques locales de la poutre seront
modélisées.

Les équations de la mécanique pour chacun des sous-éléments mécaniques sont alors écrites,
et réarrangées, de maniere a pouvoir mettre le systéme sous la forme recherchée, a savoir un
ensemble de sous-systémes interconnectés de proche en proche. Ensuite, grace a un logiciel de
calcul par éléments finis (ici, COMSOL), on détermine les valeurs numériques de différents
parametres structuraux, comme la matrice de masse ou celle de raideur. L’ordre du modele
obtenu par éléments finis étant généralement tres important, il sera nécessaire de mettre en
ccuvre des méthodes de réduction du modéle.

Une premiere tentative similaire de modélisation distribuée d’'une poutre par FEM a été
présentée dans [16], sans objectif défini de synthese associé. Néanmoins, plusieurs commentaires
sont a faire sur ce découpage.

o La modélisation proposée donnait lieu a un nombre important de sous-systémes. En
particulier, certains sous-systemes sans patch piézo-électrique n’avaient pas de signaux de
commande.

o Le nombre de communications entre les sous-systemes est important : en effet, tous les
déplacements, mais également une combinaison linéaire des déplacements et de leurs
dérivés, était transmis.

En d’autres termes, le modele n’ayant pas été optimisé pour la synthese, il n’est pas
exploitable par les outils développés précédemment dans cette these. Pour toutes ces raisons, ce
découpage n’a pas été retenu.

Remarque 6.1.1. Pour mieux modéliser une structure réelle, la démarche de modélisation par
éléments finis peut étre complétée par une phase d’identification, en utilisant les données
expérimentales pour modifier légérement les parametres du modele obtenu via COMSOL (ou
autre), voir |[16]. Le modele ainsi obtenu est plus fidéle au comportement de la poutre réelle.
Dans cette these, cet aspect-la ne sera pas abordé. J

Par la suite, la démarche qui sera développée est la suivante :
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e Le systéme est "virtuellement" découpé en plusieurs sous-unités mécaniques.

e Les équations de la mécanique associées a ces sous-unités sont ensuite écrites. Les valeurs
numériques des différentes matrices intervenant dans ces équations sont calculées via un
logiciel de modélisation par éléments finis.

e On écrit les conditions aux limites pour obtenir I’équation globale du systeme.

o En exploitant la structure particuliere de I’équation globale du systeme, le systéme est
mis sous la forme recherchée, c’est-a-dire sous la forme présentée dans la Section page

du Chapitre []

6.1.2 Modélisation mécanique d’une poutre

Comme indiqué précédemment, la poutre est virtuellement découpée en plusieurs morceaux,
afin d’avoir un modele mécanique de la poutre qui est, des le départ, distribué.

Les sous-éléments mécaniques considérés peuvent étre de deux types : des éléments ou avec
patchs piézo-électriques, et d’autres sans. La Figure illustre ces deux types de sous-¢éléments.

(a) (b)

FIGURE 6.4 — Modélisation COMSOL de deux sous-éléments mécaniques; (a) sans patch
piézo-électrique; (b) avec patchs piézo-électriques

On introduit pour un sous-élément n° les signaux suivants :

o w(t) et wj(t) sont les vecteurs des déplacements aux frontieres avec les sous-éléments
voisins, respectivement a gauche et a droite. Dans notre cas, I'excitation du pot vibrant
étant selon 'axe des z, on considérera uniquement les translations u, et u, selon les axes

x et z, et la rotation 6, selon I'axe y. On note alors :

| . (¢) | w, . (£)
wy(t) = W, ) ;5 wi)= Wiy, (1)
wg,. (1) wg,. (1)

o fi(t) et fi(t) sont les vecteurs des forces aux fronticres, respectivement a gauche et a
droite ;
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e pour les sous-éléments avec patchs piézo-électriques, on considérera qu’il y a deux patchs
piézo-électriques collés dessus, un pour 'actionnement, ’autre pour la mesure. Chaque
patch piézo-électrique a sa tension électrique et sa charge électrique. On introduit alors le

vecteur V(t) = {Vaict(t) Vi

T
Sens(t)} est la tension électrique aux bornes du patch piézo-

. . . T
électrique et Q'(t) = [ La(t) Q" (t)} la charge électrique. L'indice act est relatif a

act sens
I’actionneur et sens au capteur.

La Figure [6.5 schématise toutes ces grandeurs sur un sous-élément avec patchs piézo-électriques.

FIGURE 6.5 — Sous-élément mécanique avec patchs piézo-électriques et les grandeurs associées

On définit également les matrices de masse M*, d’amortissement X' et de raideur K* de
chaque sous-élément mécanique :

M = 2 “r X'= 4 gdl K= l i) gd] '
[(Mgd)T Mdd] [(ng>T de (Kgd)T Kdd

Pour les sous-éléments avec patchs piézo-électriques, on introduit également les matrices
de couplage électro-statique E’ et la matrice de capacité C? :

i Ecibctg Eéensg . T Cact 0
E“[Ei E; 1 ’ C‘[o C]

acty sensg

L’équation de la mécanique pour un sous-élément sans patch piézo-électrique peut alors
s’écrire ainsi [3] :

i ) [0+ (o ) [0+ lwo k) o] = (A0

Les sous-éléments avec patchs piézo-électriques sont régis quant a eux par les équations
suivantes :
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MZ;QT Mgy O] [g(t) X;gT Xga O] [wg(t) KégT Byl [wy(t) fo(®)

(Mga)" Mgy Of |ig(t) | +|(Xga)" X O] [wa(t)|+|(Kg)' Koo Eg| |wa®)| = | fat)

0 0 o] Vi) 0 0 0] Vi) [—(ENT —(E)T O] (Vi) ( )QZ(t)
6.1

Remarque 6.1.2. Pour une sous-unité mécanique, il y a normalement des degrés de libertés
internes a la structure w’, qui apparaissent dans les équations lorsqu’on modélise la structure par
éléments finis. Ici, comme on est dans un cas ou ’on cherche au maximum & réduire ’ordre du
systeme global final, et qu’on va assembler les sous-unités uniquement sur les degrés de liberté
aux frontieres, il est possible de s’affranchir de ces degrés de liberté internes. La méthode utilisée
pour cela dans ce manuscrit est la condensation statique de Guyan [34}, 91, 92]. Plus de détails
sont disponibles en Annexe page [169] g

Pour ces sous-éléments, on a également une relation provenant de la mesure de la tension
par un systéme d’acquisition (voir Figure page pour plus de détails) |16] :

;ens (t) - _)/Sens‘ézens (t) (62>

Pour remonter aux valeurs numériques des différents parametres, on utilise des logiciels de
FEM (COMSOL, Ansys...). On modélise le systéeme que 'on cherche & étudier, en entrant sa
géométrie, les caractéristiques des matériaux, les conditions aux limites, etc.. Ces logiciels nous
permettent ainsi de remonter par calcul aux valeurs numériques des matrices de masse M? , de
raideur K’ _, ainsi que des matrices de capacité et de couplage électromagnétique. Néanmoins, les
matrices relatives a 'amortissement ne sont pas déterminées par les logiciels. Il faut ainsi faire
une approximation de I’amortissement. Pour cela, on applique la méthode de ’amortissement
de Rayleigh, du fait de la facilité de la mise en ceuvre de cette méthode? [3, 94} 95]. On prend

alors les matrices d’amortissement égales a

X'=aM'+ BK' (6.3)

ou « et B sont des constantes. Dans le cas ot I'on modélise un systeme physique existant, leurs
valeurs numériques sont identifiées pour que le modele colle au mieux avec la réalité.

Toutes ces matrices sont donc supposées calculables.

Les sous-éléments mécaniques ayant été définis individuellement, il faut maintenant prendre
en compte le fait qu’ils interagissent entre eux. On considere N sous-éléments mécaniques, que
I’on cherche a assembler pour former une poutre. Par la suite, pour simplifier les expressions,
on considere que tous les sous-éléments mécaniques sont avec patchs piézo-électriques. Par
conséquent, il y a un vecteur de tension V? et un vecteur de charge Q' par sous-élément
mécanique. La Remarque page donne des précisions dans le cas ou certains sous-
éléments mécaniques n’ont pas de patch.

On écrit les conditions aux limites pour chacun des sous-éléments mécaniques avec ses
sous-éléments voisins : a l'interface, il y a égalité des déplacements et opposition des forces. Cela

2. D’autres techniques existent néanmoins pour le calcul [93], qu’il aurait tout & fait été possible d’utiliser
ici.
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6.1. Modélisation distribuée d’une poutre en aluminium

nous donne les relations suivantes, i € {1,..., N — 1} :

Fil) = — (1) (64)

La Figure [6.6] schématise cet assemblage.

i—1 __ i i i+1
d _fg d— _fg
I |
----- Cellule n°®i-1 Cellule n°i Cellule n°i+1 DC
[ ]
i—1 __ 1 i __ i+l
wy = wg Wy = wg

FIGURE 6.6 — Assemblage des différents sous-éléments mécaniques (vue du dessus)

On réorganise alors les équations de la mécanique, pour obtenir une équation générale
régissant le comportement de la poutre. L’équation générale peut s’écrire de la forme suivante :

R 1 R e R 4
ou l'on a :
W) = [wh(®)” W) Wi .. w)(®)"]
VD) = [Vi(®) Va0 VE® . VELO]
Ft)=[fi®7 0 .. 0 o
Q) = [QLu(t) Qlna®) Q2(8) .. QNL(B]

et ou les matrices M, K, X, C et E sont d'une forme particuliere, donnée page suivante, avec :

[ ]\415dT Mgld 2‘| i=1

(Mgd> Mclld + Mgg

o) [ Magt M, My, :
1=N

NTCRT
(Mgd) Mq
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[ Xig X ] i1
(Xgld)T Xclld + Xg?g
N‘ Xty xi X
i — dd T cteg o gd ] 1€{2,....N—1 6.7
l (Xia)" Xig+ X t } o0
N-1 N N
led A‘f"fgg X%l] 1i=N
(ng) Xad
[ K Kgld ] i=1
(K" Kig+ K,
K= dd ; 99 ; gd ; ] 1€4{2,...N—1 6.8
S e { } o
N-1 N N
led A‘/"j{(gg K%fl i1=N
(Kdg) Kdd

Remarque 6.1.3. La forme de la matrice ' dépend fortement de la configuration de la poutre
considérée, et notamment de la localisation des patchs piézo-électriques. Dans le cas ou certains
sous-élements mécaniques ne contiennent pas des patchs, cela revient a supprimer certaines
colonnes de la matrice F, et plus celles qui étaient initialement associées aux vecteurs V? des
sous-éléments mécaniques sans patchs piézo-électriques (vecteurs qui n’existent pas sans patch
piézo-électrique).

La matrice C' est également modifiée : le nombre de blocs diagonaux la composant est égal
au nombre de sous-éléments mécaniques avec patch piézo-électrique dans la structure globale.

|

On remarque que 'Equation (6.5)) a, par les structures des matrices entrant en jeu, une
structure tres creuse. Cet aspect-la est exploité par la suite pour I'obtention du modeéle recherché.

6.1.3 Découpage en sous-systemes sous forme de représentation
d’état

Maintenant que les équations de la mécanique ont été établies, il faut les mettre en forme de
maniere a obtenir la modélisation du systeme dans la forme désirée, c’est-a-dire selon I'Equation
page . Comme indiqué précédemment, on va exploiter la structure creuse des différentes
matrices en jeu pour les découper en un nombre adéquat de sous-systemes.

En remarquant qu’en combinant I'Equation [6.2) et une partie de la dérivée de[6.1], on a,
pour i € {1,...,N}:

). <t> - _Y:sensvi

sens sens

= —(Ey) "y (t) — (Ey)"wy(t) + C'V(t)
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ML ....... X!
S SO = J N R B S #2
M — | eedeccaoooood ] X — | ol 3
Ve N
‘f{lﬁ ....... [P ]
L Lol
! __f'{:'2 i ______ i_ ......
o
K= | ... C = L
T o
L RN o]
iEl - '
E= | S
BN

I’'Equation (6.5]) peut se réécrire sous la forme de N sous-équations (par soucis de lisibilité, les
dépendances du temps des signaux ne sont pas notées), avec M, X% et K* définies Equation :

e pouri =1,
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[ S P | [
M [1{’4 + X1 [“.’f{] + K1 [wg] + EW =
Wq Wq Wq
) 7 v M? ., el
= w5 — w5 — w Veg |79
[Mgd] ¢ ngd] d Kgd ¢ Ezct Es26ns 0
_(Eslensg) (Eslens ) w +Cslens sens Y‘/slens
e pouri€ {2,...N —1}
(Méd + MHI) + (de + XZJrl) + (Kdd + KHI) + [Eéctd E;ensd} V’L =
- ‘Z\4czlgwff1 - ‘X’cilgujfli1 - Kzlg/wflil
MH—l z+1 X7,+1 z—i—l Kz—i—l 7,+1‘“
. {Eﬂ}l Ez+1 }Vi+1
(E;enls ) 7 ! (E;ensd) + C;ens‘/szens =Y, ‘/szens
(6.9)
e pouri =N
MY + XNl + (Ki)w) + [Egyctd EN, | Vi==Mi) " = XFul ™ — K w)
(Eé\c{nslg)Tl c]lv 1 (Eé\gnsd)T y + Cé\e[nsngns =Y. Vs]cyns

On remarque que, pour le systeme d’équations n°, chacune des équations ne dépend que de
déplacements et tensions en i, déplacements en i — 1 (représentés en rouge dans les équations) et
déplacements et tension en ¢ + 1 (représentés en bleu dans les équations). Ainsi, la structuration
sous forme de sous-systemes communiquant uniquement avec ses voisins est naturelle.

Il suffit simplement maintenant de mettre ces sous-systemes

dans le formalisme de la

représentation d’état. Pour cela, il faut définir quelles sont les variables d’état de chaque
sous-systeme et quelles en sont ses entrées et sorties de communication. Il faut que chaque

sous-systeme ainsi formé ait son propre actionneur et son propre capteur :

ainsi, dans le cas ou

certains sous-éléments mécaniques n’ont pas de patch, il est nécessaire de les regrouper avec des

éléments en ayant un.

Au vu des équations, une solution serait de prendre pour chaque sous-élément les dé-

placements et leur dérivée pour vecteur d’état, ainsi que la tension électrique de mesure, et
pour communication les différents déplacements, leur dérivée, leur dérivée seconde, ainsi que
les tensions électriques nécessaires. Cette solution n’est cependant pas optimale, le nombre de

communications étant tres important. On propose un choix différent
limiter le nombre de communications. On a la proposition suivante.
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6.1. Modélisation distribuée d’une poutre en aluminium

Proposition 6.1.1. Le systeme mécanique régi par I’Equation mécanique est équivalent a
Uinterconnexion d’un ensemble de sous-systémes {Gy, ..., GN} telle que définie dans les Equations

(4.1) et (4.3) pages et du Chapitre [], ot les sous-systémes Gi(s) sont exprimés de la

maniere suivante :

e pouri=1

(01 o1 F
% =Al |¢i| + B | F}
3 5 Vet
o i
w
Vld _ Cl %
LV sens :
e pouri€ {2,..,N —1}
] [a] [wit
¢12 = A (;5’2 + B F;ﬂ
_§bé é ‘/(fct
(Fi! i wg !
wh | =C'|gh| + D' | Pl
_‘/slens Q% Valct
e pouri=N
o1 o1 N-1
A [y
¢é\[ gbé\/ Vact
N
[ N—1 o3} N-1
FNN 1 =CN |y | + DV [de ]
_‘/sens ¢£]))V ‘/act

avec signaus qb;, pouri € {1,...., N} et j € {1,2,3}, sont définis ainsi :

1
¢
¢i _ d

wh+ ()M wg™t i€ {2,..,N}
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1 M
Vtsens =1

OSEnS‘/vsens + E/L Z ! Z e {27 ceey N}

et F/1 pouri € {2,..., N} :

Fﬂiiil _Mgzjirl( 1) 1¢2 X;;lrl( 1) ¢2 ;d¢z - Eclzct ‘/th E;ens Vszens
avec :
M | | i=N
o = Mg * M, — Myt (ni™)™ 1(1\4;51)T i€{2,.,N-1}
1=
[ ]WfidT i 2 M 1 2 T] L=
(Mgq)™ Mgy + Mg, M (771) (Mgq)
X | | i=N
ni _ XZZd —{1— X;g - X;?di_l(ni—’_l) 1(M;$1)T 1€ {27 s N — 1}
Y =
[)ﬁdd’f X X2 A;((%d 2)—1( 2 T‘| =1
( gd) da T gg gd(nl) ( gd)
Ky i=N
i K, Jlr Ki, — K3 (nith)~ 1(Mz“) i€q{2,.,N—1}
5 =
[ KlddT i 2 Kg2d ] =1
(Kgd) Kdd + Kgg - Kgd(nl) (Kgd)

Les matrices A, B*, C" et D' ne dépendent que des matrices caractéristiques mécaniques
du systéme étudié (matrices d’amortissement, de masse, de raideur, etc), et sont définies dans

I’Annexe page pouri € {1,..., N}.

Démonstration. 11 s’agit ici d’effectuer un choix judicieux de vecteur d’état pour chaque sous-
élément, en faisant les changements de variable nécessaires. Pour prouver la Proposition, il suffit
alors "simplement" de remplacer les expressions dans une des deux formes considérées pour
retomber sur l'autre.

Plutot que de faire le choix direct de prendre un vecteur d’état contenant les signaux
wy, w; avec leur dérivées premieres et V., ., il est plus judicieux de choisir le vecteur d’état

regroupant ¢}, ¢ et ¢4 définis dans la Proposition afin de s’affranchir des termes en dérivée
seconde de wy, wy dans les Egalités , tout en limitant le nombre de communications. [

La Proposition montre qu’il est possible de mettre le systéme mécanique sous la
forme désirée, c’est-a-dire pouvant se mettre sous la forme de I’'Equation (4.3|) page , car
tous les sous-systemes créés dans la Proposition m pour i € {1,..., N} sont de la forme
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6.1. Modélisation distribuée d’une poutre en aluminium

présentée initialement dans I’'Equation (4.1)) page . Ici, pour le sous-systeme n°, les signaux
de communication entre les différents sous-systémes sont les signaux F/ ! (vers le sous-systéme

i—1) et w) (vers le sous-systeme i+ 1). Les tensions V', et V7 sont les signaux de commande,

SeENS
respectivement pour l'actionnement et pour la mesure. Le schéma-bloc du systéme ainsi créé est

schématisé Figure [6.7]

1 _
w}i wy wy wfiv 1
—)- ....... —) —). ....... —)
G G; GN

(_. ....... — e n s (_

1 i—1 [ N-—1

F2 F i+1 FN
1 1 7 7 N N
Vact Vsens act Vvsens Vact Vsens

FIGURE 6.7 — Schéma-bloc du systeme distribué d’une poutre explicité dans la Proposition

an

Remarque 6.1.4. Tout comme les signaux w?, les signaux F/ ' sont des vecteurs, ici de 3
composantes. _I

6.1.4 Exemple

Pour illustrer le propos, on propose de travailler par la suite sur un exemple de poutre en
aluminium, sur laquelle 8 patchs piézo-électriques ont été collés (donc 4 comme actionneur, 4
comme capteur). On va chercher a obtenir & la fin un systéme Gyt divisé en 4 sous-systémes sous
forme de représentation d’état, chacun avec un capteur et un actionneur, de la méme structure
que celle présentée Equation (4.3) page Un pot vibrant est placé a l'une des extrémités de
la poutre, ce qui génere une force excitant la poutre. Les grandeurs mécaniques sont précisées

dans I’Annexe [C.3. 11072

On applique la démarche présentée précédemment. Attention, contrairement a ce qui a été
présenté dans la Section précédente, il y a des sous-éléments mécaniques sans patchs
piézo-électriques : on se trouve donc dans le cadre de la Remarque [6.1.3]

1. On découpe la poutre en 8 cellules mécaniques : 4 avec des patchs piézo-électriques, 4 sans
patchs. La Figure schématise ce découpage. On regroupe chaque cellule avec patchs
avec une cellule sans patch, ce qui donne 4 sous-éléments.

Les sous-unités sont modélisés sous COMSOL : on obtient ainsi les différentes matrices
de masse et de raideur, ainsi que celles de couplage électrostatique et de capacité pour

les unités avec capteur/actionneur. Les matrices d’amortissement sont calculées par la
technique de 'amortissement de Rayleigh (voir Equation (6.3))).

137/[186]



Chapitre 6. Modélisation distribuée d’une poutre pour la démarche de synthése

Sous-élément sans patch

Sous-élément avec patch

FIGURE 6.8 — Assemblage de sous-éléments mécaniques pour un exemple

2. On assemble ces sous-éléments via les conditions aux limites sur les forces et les déplace-
ments (Equation (6.4))). Cela nous donne une équation globale du systéme de la forme de

I'Equation (6.5)).

3. On découpe les équations ainsi obtenues, et on les traite pour obtenir ’expression de
la poutre sous la forme d’un systéme distribué, selon la Proposition [6.1.1} Lors de ce
découpage, on considere 5 entrées et 4 sorties :

¢ les tensions d’actionnement V. et la force du pot vibrant F' en entrée;
¢ les tensions mesurées V., en sortie.

On obtient donc, a la fin, un systeme distribué constitué de 4 sous-systémes, chacun
échangeant avec ses plus proches voisins. Cela est représenté de maniere schématique sur la
poutre d’origine, initialement présentée Figure [6.8 dans la Figure Ces sous-systemes
sont respectivement d’ordre 19, 13, 13 et 13 : 'ordre total du systéme est donc de 58.

La réponse fréquentielle du sous-systéme n°l est tracée Figure [6.9) On remarque que
les sous-systemes obtenus sont fortement résonnants, confirmant une nouvelle fois que le
développement d’outils pour I'analyse des systemes distribués résonnants est nécessaire pour
notre problématique. Les autres tracés sont donnés dans 1’Annexe [C.3.2] page [173]

De plus, on peut tracer les réponses fréquentielles entre les différents signaux entrées/sorties
du systeme global, que 1’on reconstitue. La Figure illustre cela.

Dans 'optique de faire de 'analyse/synthese, le modeéle doit étre "augmenté" de sorties
de performance. Il a été dit en introduction que l'on cherche a contraindre les fonctions de
transfert entre la force perturbatrice générée par le pot vibrant et certains déplacements
ponctuels. Le plus simple est alors de récupérer le déplacement w’, pour chaque sous systeme,
car ces déplacements sont directement calculés dans les sous-systémes (voir leur représentation
d’état dans la Proposition . Il sera aussi vu, dans la Section , que, pour la synthese
(uniquement), il peut étre également intéressant d’avoir comme sortie de performance les signaux
de commande, pour essayer de limiter I'effort de commande. Au final, on obtient le schéma-bloc

Figure [6.11]
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Diagramme de Bode (Amplitude) de G1

LA (el (el (el
. From: fg From: (F2)1 From: (F2)2 From: (Fz)s

-100

-150
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-250
-50

-100

-150

To: (w:j)2

-200

-250

M
=
g
Y,

Amplitude (dB)

-150

-200
50

sens
o

To: V!

-50

-100
10° 10° 10° 10° 10°
Pulsation (rad/s)

FIGURE 6.9 — Diagrammes de Bode (amplitude) du sous-systéeme n°l obtenu

Sous-élément sans patch

Sous-élément avec patch

FIGURE 6.10 — Schéma de principe de découpage de la poutre en sous-systemes

Remarque 6.1.5. 11 est a noter que si on a choisi un tel critere de performance, d’autres
variables auraient pu étre choisies (énergie globale ou dans une zone spécifique , d’autres
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i Wy Wy Wy Wy
G, G Gs Gy
1 1 2 2 3 3 4 4
Vact Vsens Vact Vvsens Vact Vsens Vact Vsens

FIGURE 6.11 — Schéma-bloc du modele de la poutre avec 4 sous-éléments, augmentés des sorties
de performance

déplacements/forces, etc.) sans que cela ne change fondamentalement le probléeme de commande.

|

6.1.5 Réduction de modele

Si une premiere réduction de 'ordre peut étre faite lors de la modélisation mécanique en
réduisant le nombre de degrés de liberté, réduisant ainsi le nombre de variables d’état, par la
méthode de condensation statique de Guyan? sur les sous-unités mécaniques, elle n’est pas, a
elle seule, suffisante pour obtenir un ordre acceptable pour 1'usage des outils d’analyse/synthese.

En effet, le correcteur calculé par les outils de synthese développés a exactement la méme
structure et a donc exactement le méme ordre que le modele utilisé pour la synthese. Plus
I'ordre du modele est important, plus 'ordre du correcteur sera important et plus le correcteur
sera complexe a implémenter. De plus, plus 'ordre du systeme est important, plus la taille des
variables de décision P; dans les différents théorémes d’analyse et de synthése? sera importante.
Cela rend le temps de calcul vite prohibitif et il y a plus de chances d’avoir des erreurs numériques.

De plus, il n’est pas nécessaire, dans un objectif de contréle, d’avoir un modele précis dans
toutes les plages de fréquences. En effet, comme on cherche a controler les pics du systeme dans
une plage de fréquence donnée, il est nécessaire d’avoir un modele précis uniquement sur cette
plage de fréquences-la.

Pour reprendre 'exemple précédemment introduit de la poutre, I'ordre total du systeme
est de 58, et les 4 sous-systemes sont respectivement d’ordre 19, 13, 13 et 13. Pour réduire
I’ordre, on introduit des outils de réduction de modele.

Le probleme est alors le suivant : soit Gy distribué, trouver Gtot tel que :

3. Voir Remarque page et I’Annexe page m

4. Voir chapitres précédents.
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Diagramme de Bode (amplitude) de I'assemblage mécanique considéré

1 A2 \/3 \ A
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50

sens

SIS

-50
-100

-150
50

To: V!

sens

-50
-100

-150
50

To: V2

Amplitude (dB})

-50
-100

-150
50

sens

-50
-100
-150

2322
R

33132

To: V*

22033

10° 10° 10° 10° 10°
Pulsation (rad/s)

FIGURE 6.12 — Diagrammes de Bode (amplitude) du systéme global de I’exemple pris

o Giotr et Giot aient exactement la méme structure ;
<iéme

o En notant n; l'ordre du 1" sous-systeme composant Gy, €t N; celui de Giog, on cherche
a avoir, pouri € {1,..N}, n; <mn;;

o Giot et Giot ont un comportement similaire dans un intervalle de pulsations donné
[wmin; wmax] ;

. Ctot est stable.

Dans ce probleme, le point le plus complexe a traiter est de réussir a construire un modele
réduit gardant la structure distribuée du systeme de départ. Ceci n’est pas un probleme trivial :
a notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature, a I’heure actuelle, une méthode efficace
de réduction de modele pour les systemes distribués. L’objectif de cette these n’étant pas de
développer une telle méthode, on propose de travailler non pas sur le systeme global, mais sur
les sous-systemes, plus simples a traiter.

Plutot donce que d’appliquer une méthode de réduction de modeles sur le systeme global,
on va l'appliquer sur chacun des sous-systémes. On fait I’hypothese que 1'on peut obtenir un
modele réduit pour le systeme global en remplacant chacun des modeles de sous-systemes par
son modele réduit. On obtient ici donc une simplification drastique du probleme, car on peut se
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ramener a des méthodes existantes de réduction de modeéles.

De nombreux outils de réduction de modeles sont disponibles dans la littérature [20] 96].
Le probleme de réduction de modeles admet une formulation généralement non convexe. Des
solutions sous-optimales peuvent étre cependant calculées. Beaucoup de méthodes découlent
de deux approches : la troncature équilibrée [97] et la minimisation au sens de la norme de
Hankel [98, [99]. D’autres approches existent telles que la méthode des sous-espaces de Krylov
[100, |101]. Pour ces différentes méthodes, les modes du systéme réduit ne sont pas issus des
modes du systeme de départ. Des approches plus anciennes (méthodes par agrégation [102])
sélectionnent les modes du systeme réduit parmi les modes du systeme de départ. Les degrés
de liberté supplémentaires sont alors exploités pour, par exemple, minimiser ’erreur dans un
intervalle de pulsations (voir [20]).

Dans notre application, il est important de conserver dans le modele réduit les modes du
systeéme initial qui se trouvent dans la gamme de pulsations [Wiin, Wmaz), €t éventuellement
proches de cette gamme de pulsations, (troncature modale) afin de conserver un sens physique
au modele et d’optimiser les degrés de liberté restants pour minimiser I'erreur dans cet intervalle
de pulsations. Par ailleurs, il a été montré que dans le cas ou le systeme admet des modes de
résonance mal amortis, il est important de minimiser une erreur relative [20].

Cette approche a été proposée par Peng Wang & al dans |16} 103]. Plus précisément, la
minimisation de I'erreur relative entre le systeme G et le systeme réduit G, sur un intervalle de
pulsations donné [Wpin; Wimaz], s’écrit : minimiser v > 0 tel que

(G (jw)(G(jw) — G(jw))) < v

‘v’w S [wmm; wmam]

Plus de détails sont disponibles dans [16, [103].

On applique les méthodes présentées dans I'article |[103], qui sont adaptées a notre pro-
blématique, pour I'exemple présenté dans la Section précédente. Pour chaque sous-systeme, on
minimise U'erreur relative entre 500 rad/s et 5000 rad/s. Le tableau suivant résume les ordres
avant et apres réduction.

Ss® n°l | Ss n°2 | Ss n°3 | Ss n°4
Avant réduction d’ordre 19 13 13 13
Apreés réduction d’ordre 8 6 6 6

Les Figures et donnent un exemple de réduction pour le sous-systéme n°l : la
Figure [6.13| représente la comparaison entre les valeurs singulieres de G et le sous-systeéme
réduit apres application des outils (avec un zoom sur la plage de fréquence ot I'on a cherché
a optimiser), et la Figure montre la comparaison des diagrammes de Bode (amplitude).
On remarque que, dans l'intervalle de pulsations que 1’on considere, le sous-systéme a bien un
comportement similaire a celui non réduit, et que ’on obtient donc bien ce que ’on recherche.
Les valeurs singulieres des autres systémes réduits sont disponibles dans 1’Annexe page
174l

La Figure présente les résultats de la réduction, c’est-a~dire la comparaison entre les
diagrammes de Bode du systeme complet et ceux du systéme constitué des systemes réduits. La
Figure [6.16[ est un agrandissement de I'amplitude de I'un des transferts en jeu.
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6.1. Modélisation distribuée d’une poutre en aluminium

Comparaison des valeurs singuliéres de G,
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FI1GURE 6.13 — Comparaison des valeurs singulieres entre le systeme Gy et le sous-systeme
réduit associé

On constate que la réduction des sous-systemes sur une gamme de fréquences donnée
permet bien d’obtenir un résultat convenable pour le systéme global.

Néanmoins, un inconvénient majeur peut étre soulevé : il est impossible de garantir a priori
la stabilité de 'interconnexion globale des sous-systemes ainsi réduits. Parmi les essais réalisés
de réduction distribuée, seule une minorité de systemes globaux s’est révélée étre stable. Cela
provient du fait que, si 'on cherche a optimiser localement, en formulant des contraintes locales,
aucune contrainte globale n’est imposée. En particulier ici, on impose aux sous-systemes réduits
d’avoir un comportement proche du sous-systeme de départ dans un intervalle de pulsations
donné : en dehors de cet intervalle de pulsations, le comportement du sous-systeme réduit
peut étre totalement différent de celui de départ, causant potentiellement I'instabilité lorsqu’on
interconnecte 1’ensemble.

Deux conclusions peuvent donc étre tirées de ces essais.

o L’hypothese selon laquelle optimiser les sous-systemes dans un intervalle de pulsations
donné revient a réduire le modele du systeme distribué est vérifiée dans notre cas.

o La démarche ne peut néanmoins pas étre appliquée systématiquement de maniere sire,
car la stabilité globale n’est pas garantie.

Ce travail sortant du cadre de cette these, il n’a pas été approfondi. Néanmoins, il démontre
I'intérét de développer des méthodes de réduction de modeles distribués et les enjeux sous-jacents.

6.1.6 Normalisation du modéle

Meéme réduit, le modele ainsi obtenu peut ne pas étre exploitable par les outils de résolution
LMI. En effet, il n’est pas forcément tres bien conditionné numériquement, principalement pour
deux raisons, exposées ci-dessous.
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Chapitre 6. Modélisation distribuée d’une poutre pour la démarche de synthése

Comparaison entre G1 et son modéle réduit
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FIGURE 6.14 — Comparaison des diagrammes de Bode (amplitude) entre le systeme Gy et le
sous-systeme réduit associé

« Normalisation en pulsations : une des problématiques dans les sous-systémes est que
les modes de résonances sont situés en hautes pulsations (entre 10% et 10° rad/s). Pour
s’affranchir de ce probleme, il est possible de faire une normalisation en pulsation, pour
que ces dernieres soient de 'ordre de 'unité. Pour cela, on fait un changement de variable

de Laplace, en posant § = w, s, 0l Wyerm st la pulsation de normalisation choisie, pour

tous les sous-systémes. Cela revient & définir une nouvelle échelle de temps ¢ = wWyormt.

En partant de I'Equation (4.1)) générale page ce changement de variable donne la
représentation d’état suivante.

v ()]
w0 = wpdnAi wl) + | 0B |k BY | |0 (D)
Lwi(t) ]
G; (6.10)
-
cv ~ Dvv | Dvw i\
o R e B G
1 (2 1 _wz(t)_




6.2. Analyse de I'exemple d’une poutre distribuée
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FIGURE 6.15 — Comparaison entre les diagrammes de Bode (amplitude) du systéme global et
du systeme total réduit

On travaille ensuite avec la variable ¢ au lieu de ¢. Attention, il est nécessaire de choisir la
méme pulsation de normalisation pour tous les sous-systémes de l'interconnexion.

« Normalisation des entrées/sorties : également, si le systeme est mal conditionné,
les outils de calcul numériques ne sont pas fiables, car générant de nombreuses erreurs
numériques. Or, ici, par la maniére dont ils sont construits (modélisation par éléments
finis), les systémes considérés ici sont souvent tres mal conditionnés. A titre d’exemple, le
nombre de conditionnement ¢ initial des 4 sous-systémes sont tous de 9, ce qui peut étre
amélioré. L’idée est de multiplier les entrées/sorties par des matrices de gain, de maniere
a mieux conditionner le systeme. Plus d’informations sur la normalisation sont disponibles
dans [104], Chapitre 1.4. Attention, il faut bien gérer les différents facteurs de normalisation
entre les sous-systeémes, de maniere a ne pas modifier les signaux d’interconnexion.

6.2 Analyse de ’exemple d’une poutre distribuée

Maintenant que le systeme a été modélisé, selon une structure adéquate, il est possible
d’utiliser les outils d’analyse (et de syntheése) pour traiter la poutre étudiée. Dans cette section,
les programmes d’analyse sont testés sur cet exemple réaliste, pour calculer la norme H,, du
systeme global, ¢’est-a-dire des fonctions de transfert entre la force perturbatrice en entrée fg1 et
les déplacements en sortie w}, par les techniques distribuées.

Dans un premier temps, les programmes d’analyse avec multiplieurs constants sont exécutés

6. Le nombre de conditionnement d’un systeme est ’écart de puissance de 10 entre la valeur singuliere
maximale et minimale de ce systéme.

145
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Diagramme de Bode (amplitude)
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FIGURE 6.16 — Comparaison entre les diagrammes de Bode (amplitude) du transfert initial

entre V3, et V2 et celui réduit

sur le systeme (voir le Chapitre [4| Section [4.3| page [56| pour plus de détails). Le programme indique
que le probleme d’optimisation convexe d’analyse est infaisable, ce qui n’est pas surprenant au
vu des propriétés résonantes des sous-systemes et du conservatisme de la méthode d’analyse

(voir Section page [64] du Chapitre |4 pour plus de détails).
Les programmes d’analyse avec multiplieurs dynamiques sont alors exécutés sur le systeme..

Les résultats des calculs de la norme H, avec différents ordres pour la base des multiplieurs
dynamiques sont donnés dans le tableau ci-dessous. On constate que, pour une base d’ordre 2
(soit un mutliplieur d’ordre 4), le résultat obtenu par multiplieurs dynamiques est trés proche
de la valeur réelle de la norme H,, du systéme calculée par la fonction Matlab norm.

Fonction Base Base
norm d’ordre 1 | d’ordre 2
et plus
Norme H, 1.1191 1.8330 1.1203

Remarque 6.2.1. Attention, & partir d’un certain ordre, le nombre de variable devient trop
important pour que le solver renvoie un résultat fiable. J

A partir de ces résultats et des valeurs numériques obtenues pour les multiplieurs dyna-
miques, il est possible de calculer les sous-systémes G, pour i allant de 1 & 4, selon la démarche
présentée dans la Proposition page [79 du Chapitre [4l Rappelons qu’il est possible pour
cette décomposition en sous-systeémes du systeme distribué d’établir la stabilité et de calculer la
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6.2. Analyse de I'exemple d’une poutre distribuée

norme H, en utilisant des multiplieurs constants. Pour cela, on choisit de travailler avec une
base d’ordre 2, cette valeur étant, d’apres le tableau précédent, le meilleur compromis entre
ordre le plus faible possible et calcul précis de la norme H.

On peut alors tracer la comparaison entre les réponses fréquentielles des systémes initiaux
et ceux augmentés par la partie dynamique du multiplieur avec base d’ordre 2. La Figure
représente par exemple la comparaison entre la réponse fréquentielle du sous-systéeme n°l avant
et apres intégration de la partie dynamique du multiplieur. On constate que, comme dans
le petit exemple académique présenté en Section page [74], les pics de résonances sont
"lissés", c’est-a-dire qu’on se ramene a des systémes moins résonants pour pouvoir les traiter
plus facilement par les outils développés.
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FIGURE 6.17 — Diagramme de Bode du systeme n°1, avant et apres intégration de la partie
fréquentielle des multiplieurs

Du fait de I'ajout de la partie dynamique des multiplieurs, les sous-systémes G ainsi

obtenus ont un ordre plus élevé que les sous-systemes de départ. Le tableau suivant rappelle les
différences d’ordre au fur et a mesure des étapes.

Ss n°1 | Ss n°2 | Ss n°3 | Ss n°4
Originaux 19 13 13 13
Apres réduction d’ordre 8 6 6 6
Apres augmentation
avec la partie dynamique 14 18 18 12
du multiplieur

Ces systemes augmentés seront exploités pour la synthese par la suite.
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Chapitre 6. Modélisation distribuée d’une poutre pour la démarche de synthése

6.3 Synthese de correcteur distribué sur ’exemple d’une
poutre distribuée

Maintenant qu’'un modele distribué de la poutre en aluminium a été établi, il est possible
de calculer un correcteur pour le controle de vibrations.

Dans un premier temps, le probleme de commande considéré est introduit, notamment
en fixant le cahier des charges. Puis, les outils de synthése seront exploités, pour obtenir un
correcteur distribué respectant les criteres demandés.

6.3.1 Probléme de commande considéré

Tout d’abord, avant d’utiliser les outils de synthese, il faut établir les objectifs de commande.
En particulier, 'objectif de performance doit étre explicité.

Comme cela a été introduit dans la Section page [I7] du Chapitre [2] les objectifs de
performance sont exprimés sous la forme de gabarits fréquentiels. Dans notre cas, cela concerne
deux types de fonctions de transfert.

« Fonctions de transfert entre la force perturbatrice en entrée fg1 et les déplace-
ments en sortie w’. Comme cela a été précédemment développé dans le Chapitre , on
va chercher a limiter 'amplitude des pics de résonance. On travaille dans notre cas sur les
fonctions de transfert entre f; et wy, pour i € {1,...,4}. Dans l'optique de réduire I'ordre
des pondérations utilisées, une simple pondération constante sera suffisante pour notre
probleme. La Figure illustre un tel gabarit pour le transfert entre la force fgl et le
déplacement w).

o Fonctions de transfert entre la force perturbatrice fgl en entrée et ’effort de
commande V, en sortie. Dans cet exemple, on va également chercher a réduire 'effort
de commande, en travaillant sur les fonctions de transfert entre fy et Vi, pouri € {1,...,4}.
En hautes pulsations, le module de la fonction de transfert doit étre limité pour ne pas
avoir une commande trop bruitée. Il en va de méme pour les basses fréquences, pour
limiter la consommation d’énergie. Au contraire, dans la zone ou I'on cherche a controler
les modes de vibrations, la commande doit pouvoir agir, il ne faut donc pas contraindre a
ces pulsations-la. La Figure donne un exemple d’allure de gabarit a suivre.

Remarque 6.3.1. 1l est également possible de prendre en compte I'impact du bruit de mesure sur
la performance et I'effort de commande, en se ramenant a un critere 4-blocs, comme cela a pu

étre fait pour 'exemple des PLL développé dans la Section page du Chapitref

Pour prendre en compte ces contraintes, le systeme que l'on cherche a commander est
augmenté par des fonctions de transfert dites de pondérations”. Le schéma-bloc du systéme
augmenté de pondérations est disponible Figure [6.20]

Par les propriétés de la norme H 8, en cherchant & garantir que la norme H., du systéme
global avec les pondérations est inférieure a 1, on impose, pour ¢ allant de 1 a 4 :

7. Voir plus de détails dans la Section page
8. Voir plus de détails dans 1’Annexe page

148 [186|




6.3. Synthése de correcteur distribué sur I'exemple d’une poutre distribuée
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FIGURE 6.18 — Exemple de gabarit sur le transfert entre la force f; en entrée et le déplacement
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FIGURE 6.20 — Systeme considéré augmenté des différentes pondérations

Par la suite, pour satisfaire les gabarits posés, les pondérations suivantes sont choisies :

o) — ' o) — (s —21)(s — 22)
Wo(s) =A 1 Wy(s) k(s_pl)(s_m)

avec A une constante, z; < 0 et 29 < 0 les zéros de la fonction de transfert W, et p; < 0 et
p2 < 0 ses poles, et k une constante. La Figure [6.21] représente 1'inverse du module de W, pour
un jeu de parametres donné.

6.3.2 Synthese

Maintenant que le probleme a été posé, on s’intéresse a la synthese distribuée d’un
correcteur pour notre systeme.

Ici, I'objectif est de calculer un correcteur distribué pour notre exemple. On applique
les outils de synthese développés dans le Chapitre [5| pour obtenir tout d’abord une preuve de
Iexistence d’un correcteur respectant le critére de performance fixé (stabilité + norme H.),
puis une expression d'un correcteur admissible.

Dans un premier temps, on applique la démarche de synthese présentée dans la Section [5.2]
page [91] du Chapitre 5] ¢’est-a-dire le probléme d’optimisation convexe aux multiplieurs constants
sur nos sous-systemes initiaux. Cette démarche ne fonctionne pas sur notre exemple, méme
en relachant totalement le critere de performance recherché, en jouant sur les pondérations.
Néanmoins, cela n’est pas étonnant au vu des conclusions de la Section [5.3.1] page [L14] : en
effet, tout comme en analyse précédemment, il a été montré que, pour un exemple simple de
deux résonances interconnectées, les programmes de synthése ne convergeaient pas, du fait du
conservatisme de la méthode proposée. Ici, le systeme étudié étant bien plus complexe que deux
simples résonances, il n’est pas surprenant de ne pas obtenir de résultat concluant.
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6.3. Synthése de correcteur distribué sur I'exemple d’une poutre distribuée

Module de wj
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FIGURE 6.21 — Module de la pondération W, avec pour parametres k = 0.63, z; = —7,
2z = —0.012, p; = —1000 et po = 0.001

On passe alors & la démarche proposée dans la Section [5.3.3] page [[19] du Chapitre [5] pour
palier le probleme d’inefficacité de la méthode sur les systémes résonants : on travaille alors
avec les systemes augmentés de la partie dynamique du multiplieur calculé dans les programmes
d’analyse. Pour rappel, ces derniers ont été calculés avec une base d’ordre 2. Plus de détails
sont donnés dans la Section page de ce chapitre.

On exécute les programmes liés a la synthese et au calcul du correcteur distribué sur ces
sous-systeémes calculés précédemment en analyse, dans la Section [6.2] On fixe une pondération
pour les sorties de performance liées aux déplacements, puis on travaille sur la pondération
de commande, en la "resserrant’, c¢’est-a-dire en jouant sur les pdles et les zéros de la fonction
de pondération Wy, de maniere a limiter la plage de fréquences d’action de la commande. Un
correcteur distribué est ainsi calculé.

La Figure donne les diagrammes de Bode des différents transferts du systeme corrigé,
avec les pondérations prises. La Figure donne les valeurs singulieres du systeme total avec
correcteur et pondérations.

On remarque que ’on obtient bien une réduction de I'amplitude des pics de résonance, ce qui
était 'objectif premier du controle. Les figures montrent également que la méthode de synthese
présente un certain conservatisme : en effet, il n’est pas possible d’imposer des contraintes
plus fortes, alors qu’une solution existe pour de telles contraintes, puisque obtenue lors de la
reconstruction du correcteur avec des contraintes moins fortes. Cela s’observe particulierement
au niveau du tracé des valeurs singuliéres du critére Figure [6.22] ot 'on voit que 'on est loin de
1 (c’est-a-dire 0 dB) pour toutes les pulsations. Tenter d’ajuster les pondérations en augmentant
les contraintes ne renvoie pas de résultat exploitable numériquement. Cependant, bien qu’il y ait
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Valeurs singuliéres de la synthése distribuée avec pondérations
T T

Valeurs singulieres
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FIGURE 6.22 — Valeurs singulieres du critére de synthese distribué

un certain conservatisme, le correcteur obtenu est efficace pour atténuer les pics de résonnance.

Il est également possible de calculer un correcteur centralisé pour le systeme étudié et de
le comparer au correcteur distribué obtenu par les outils développés dans cette these. L’idée
est de garantir un niveau de performance similaire pour le transfert de la force en entrée sur
les déplacements, et de voir comment la commande est modifiée entre les deux corrections.
Pour garder les correcteurs du méme ordre, on garde la méme structure de pondération, seuls
les parametres de W, sont modifiés. Pour synthétiser le correcteur centralisé dans Matlab,
la fonction hinfsyn, de la Robust Control Toolboz, est utilisée, avec les options par défaut?.
Pour garder le méme ordre du correcteur, la synthese se fait sur le systeme global composé des
sous-systémes augmentés par la partie dynamique du multiplieurs.

On peut ainsi tracer la comparaison entre le correcteur distribué et le correcteur centralisé
ainsi obtenu. La Figure donne ce résultat. On constate que les niveaux de performances
atteints avec la synthese distribuée et avec la synthese centralisée sont relativement proches.
Ainsi, la structuration n’apporte pas de perte significative au niveau de la performance considérée
dans notre exemple.

Remarque 6.3.2. 11 est difficile de faire une comparaison poussée entre un correcteur distribué
et un correcteur centralisé. Garantir un méme niveau de performance est complexe puisque
les programmes ne renvoient qu’une solution admissible, et que 'on ne peut pas demander
précisément ce que I’on souhaite, mais seulement une borne supérieure. De plus, les pondérations
W, et W, ont été choisies pour étre adaptées aux outils numériques, notamment en prenant
un ordre faible pour limiter le nombre de variables de décision du probléeme d’optimisation
convexe de synthese. Or, cette contrainte-la est beaucoup moins forte pour la synthese centralisée,
pour laquelle il existe des outils numériques optimisés. Pour faire un controle centralisé, on
n’utiliserait sans doute pas le méme type de pondérations, et le controle obtenu serait "meilleur”.

9. Ainsi, la méthode de résolution du probléeme H, est basée sur la résolution d’équation de type Ricatti.
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FIGURE 6.23 — Systeme corrigé avec correcteur distribué

L’idée ici n’est pas forcément d’avoir un exemple détaillé de comparaison entre outils distribués
et centralisés, mais d’indiquer qu’il est possible de faire du contrdle distribué avec les outils
développés dans ce manuscrit, en pouvant garantir un certain niveau de performance qui n’est
pas aberrant vis-a-vis de ce qu’on peut obtenir en synthese centralisée. J

Remarque 6.3.3. Théoriquement, le temps d’exécution du probleme d’optimisation de synthese
distribuée doit étre plus faible que celui du méme probléeme par synthese centralisée par résolution
LMI, car le nombre de variables de décision est plus faible dans le probléeme distribué. A titre
de comparaison, 1922 variables sont traitées dans le probléme distribué, contre 8190 '° variables
dans le probleme centralisé.

Cela a été constaté lors des différents essais. L’exécution du programme distribué prend de

10. Le nombre de variables d’un probléme de synthése Hoo résolu par méthodes LMI est de n(n + 1), n
étant 'ordre du systeme.
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Chapitre 6. Modélisation distribuée d’une poutre pour la démarche de synthése
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FIGURE 6.24 — Comparaison entre le controle centralisé et le controle distribué

I'ordre de 10 secondes, tandis que la fonction Matlab hinfsyn avec résolution prend plus d’une
journée 1. Cela doit néanmoins étre pris avec précaution, les deux programmes utilisant des
solvers différents (Mosek dans le cas du controle distribué, et le solver de Matlab de la fonction
hinfsyn dans le cas du contrdle centralisé).

Les temps d’exécution du programme de synthese distribué et de la synthese ‘H., centralisée
par équations de Ricatti sont du méme ordre de grandeur. J

Conclusion

Dans ce chapitre, ’objectif principal était de tester les outils d’analyse et de synthese
sur un exemple réaliste. Tout d’abord, il a été nécessaire de construire un modele distribué
d’un systeme mécanique, ici une poutre en aluminium. Pour obtenir la structure de modele
souhaitée, la poutre a été modélisée par un assemblage de petites structures mécaniques, que
I’'on a assemblé par conditions aux limites. Ces équations de la mécanique écrites, il est alors
possible de mettre cela sous la forme d’'un modele distribué, chaque sous-systéme ayant sa

11. Avec un ordinateur Dell Précision 7720, CPU Intel Xeon 3.10 Ghz, 64GB de RAM
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6.3. Synthése de correcteur distribué sur I'exemple d’une poutre distribuée

propre représentation d’état. Des méthodes de réduction de modeles ont été appliquées sur les
sous-systemes locaux, permettant ainsi d’avoir un modele exploitable par les outils numériques
développés précédemment.

Les outils d’analyse et de synthese sont alors appliqués a cet exemple. Le premier point a
noter est que les démarches d’analyse et de synthese développées précédemment donnent des
résultats probants sur un exemple réaliste en simulation. Il est possible de faire ’analyse d’un
systeme fortement résonnant, et de calculer une norme H,, approchée satisfaisante, de notre
systeme. De plus, il est également possible de faire du controle de vibration dans le domaine
fréquentiel, et de synthétiser un correcteur répondant a un critere de performance fréquentiel,
tout en limitant 'effort de commande.
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Conclusion générale

Dans ce document de these, nous nous sommes intéressés a 1’élaboration d’une démarche
ayant pour objectif de faire du controle actif distribué de vibrations sur une structure métallique.
L’objet sur lequel toute I’étude s’est appuyée est une poutre, sur laquelle des capteurs et
actionneurs piézo-électriques ont été placés. Le controle recherché est distribué, c’est-a-dire que
chaque paire actionneur/capteur a son propre correcteur local, ce dernier pouvant communiquer
avec les autres correcteurs qui lui sont proches. Cet objet d’étude intéressant propose plusieurs
défis a relever, du fait de la nature fortement résonante du systeme, ainsi que de la structuration
demandée du correcteur. Du fait de tous ces enjeux, il a été décidé de s’appuyer sur des outils
avancés issus de I’Automatique fréquentielle, et de les adapter a la classe de systemes étudiée. Si
cette theése se concentre sur une approche automaticienne, il est nécessaire de prendre en compte
des notions issues de la mécanique des structures, rendant la problématique complexe a traiter.

L’objectif de cette these a été rempli : des outils analytiques, tout d’abord
d’analyse, puis de synthese, ont été développés, conduisant a 1’élaboration d’une
démarche de synthese de correcteurs distribués. Cette démarche a ensuite été testée avec
succes en simulation sur un exemple de poutre réaliste.

Les outils d’analyse sont formalisés par des contraintes quadratiques puis par des conditions
LMI, avec multiplieurs dynamiques pour limiter le conservatisme des méthodes avec multiplieurs
constants que 1'on trouve dans la littérature. En effet, on constate que les méthodes d’analyse
avec multiplieurs constants ne permettent pas d’établir la stabilité pour un exemple simple et
académique de deux résonnances, du fait du conservatisme des conditions : il est donc nécessaire
d’adapter les outils existants. Pour cela, nous avons proposé une approche entrée/sortie pour
élaborer les conditions d’analyse : cette approche permet notamment de traiter de la méme fagon
les multiplieurs constants et dynamiques, et donc de proposer une alternative aux résultats publiés
dans la littérature ne se basant que sur les multiplieurs constants et a priori non généralisables
aux multiplieurs dynamiques. Ces conditions d’analyse aux multiplieurs dynamiques sont la
contribution théorique importante de cette theése de doctorat.

Une nouvelle démarche de syntheése a également été proposée, couplant ’analyse par
multiplieurs dynamiques avec la synthese par multiplieurs constants. Elle permet de synthétiser
un correcteur distribué de la méme structure que le systeme de départ, en garantissant la stabilité
du systéme corrigé ainsi qu'une borne supérieure sur sa norme H.,. Tout comme en analyse, les
conditions de synthese sont établies sous la forme de contraintes quadratiques, transformées
en contraintes LMI. Il est a noter que, par la structure de ces contraintes LMI (formulées en
plusieurs sous-inégalités ne dépendant que des sous-systémes et non pas une seule inégalité sur
le systeme global), la complexité algorithmique de la synthése d’un correcteur distribué par
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Conclusion générale

cette méthode est plus faible que celle du probléeme de synthese H,, centralisée par LMI, car on
limite le nombre de variables de décision.

Dans ses différentes étapes, cette démarche de synthese présuppose qu’il existe une
solution pour le probleme d’analyse du systeme que 'on cherche a commander avec multiplieurs
dynamiques : il en découle que, pour pouvoir utiliser cette démarche, il faut que le systéme
global traité soit stable, afin d’obtenir des valeurs numériques pour les multiplieurs dynamiques
en analyse. Cette hypothese de stabilité n’est pas restrictive dans le cadre du contréle actif que
nous considérons ici, puisque les outils sont appliqués sur des systémes mécaniques qui sont
intrinsequement stables par nature. Néanmoins, s’il s’avérait que, pour d’autres applications, cette
hypothese de stabilité du modele de départ serait trop restrictive, une piste d’amélioration de la
démarche proposée ici serait de faire la synthese directement avec les multiplieurs dynamiques.
En effet, il a été vu que considérer des multiplieurs dynamiques plutot que constants diminue
le conservatisme des conditions d’analyse, en élargissant I’espace des solutions admissibles au
probleme d’optimisation convexe associé : on peut s’attendre a ce que ce soit la méme chose
pour les conditions de synthese. En procédant ainsi, il ne serait plus nécessaire de passer par une
étape d’analyse pour faire de la syntheése : le systeme que ’on cherche a commander n’aurait
alors pas besoin d’étre stable.

Il est a noter que les conditions d’analyse et de synthese ont été développées pour une
classe particuliere de systemes, c’est-a-dire des systémes pouvant se mettre sous une forme
distribuée en 1-D, chaque sous-systeme ne communiquant qu’avec ses voisins les plus proches
(& gauche ou a droite). Cette structure a été choisie ainsi dans ce document de these car elle
est adaptée a la géométrie d'une poutre et a la structure du correcteur recherchée. Il serait
intéressant d’étendre les résultats obtenus dans ce manuscrit d’analyse et de synthese dans le cas
ou l'interconnexion entre les différents correcteurs locaux est quelconque. Il serait alors possible
de mettre en ceuvre la méme démarche que présentée dans ce document pour des applications
plus complexes, comme des plaques, des coques, ou des structures plus profilées. Les travaux
de Langbort [21], dans lesquels certains résultats similaires & ceux de ce manuscrit ont été
développés, sont proposés pour une interconnexion quelconque, montrant ainsi que cela est
réalisable. L’idée serait alors de développer les mémes résultats que ceux introduits, sauf pour
une interconnexion quelconque : dans 1’élaboration des conditions d’analyse, puis de synthese,
seule la matrice d’interconnexion Z serait changée, modifiant ainsi le multiplieur. Le reste de la
démonstration resterait inchangé.

Un enjeu majeur également pour ’application de cette méthode est d’avoir un modele
exploitable, c’est-a-dire ayant la bonne structure distribuée. Dans le cas de la poutre en
aluminium, qui n’est pas un systeme naturellement distribué, il n’est pas naturel de la modéliser
sous la forme souhaitée. Une démarche de modélisation distribuée d’une poutre par éléments finis
a été proposée dans ce manuscrit de these, pour pouvoir utiliser les outils développés. Grace a
cette méthode, 'application des outils a été rendue possible sur un exemple réaliste de poutre en
aluminium, et un correcteur distribué admissible a été ainsi calculé. La faisabilité de la synthese
d’un tel correcteur, distribué, en un temps de synthese plus faible que celui d’'un correcteur
centralisé (calculé par LMI également), montre que la démarche proposée est viable, et peut
étre tres intéressante dans certains cas, notamment pour les systéemes de grandes dimensions
pour lesquels la synthese de correcteur centralisé est complexe voire infaisable. Au niveau de la
performance, la perte de performance lors du passage au correcteur distribué par rapport a un
correcteur centralisé est acceptable dans les cas traités dans ce document. Cette modélisation
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distribuée a néanmoins les désavantages induits par I'usage de logiciels de modélisation par
éléments finis : le modele obtenu a la fin est d’ordre important, ainsi que mal conditionné.

Il y a donc la nécessité de pouvoir réduire un modele qui est de structure distribuée,
pour ne pas avoir un correcteur d’ordre trop important d’une part, et pour pouvoir obtenir un
résultat fiable lors de I'exécution des outils numériques de résolution LMI d’autre part. Cette
problématique de réduction de I'ordre est d’autant plus importante que la démarche de synthese
proposée dans ce manuscrit fait que les ordres des sous-systémes utilisés pour la synthese sont
plus importants que ceux des sous-systemes originaux, par 'incorporation de la partie dynamique
du multiplieur calculé par les conditions d’analyse. Or, le probleme de la réduction d’un modele
possédant une certaine structure qu’il faut conserver apres réduction est un probléme ouvert,
pour lequel il n’y a pas de solution efficace a I'heure actuelle. Pour régler ce probleme dans ce
document de these, chaque sous-systeme a été réduit indépendamment des autres, sur une plage
de fréquences donnée : par conséquent, les méthodes de réduction "classiques', c¢’est-a-dire sans
structuration, ont pu étre utilisées. Cela a donné des résultats intéressants, le systeme global
formé des sous-systemes réduits ayant des comportements globalement similaires au systéme
global non réduit dans la plage de fréquences étudiée. En revanche, en travaillant individuellement
sur chaque sous-systeme, certaines propriétés du systeme global sont potentiellement perdues,
comme la stabilité : c’est ici problématique, car les outils d’analyse ont été développés pour des
systemes stables, et ne sont par conséquent plus utilisables dans le cas ou le modele global est
instable. Il y a donc ici un intérét de développer des méthodes efficaces pour la réduction de
modele structuré, afin de réduire I'ordre de chacun des sous-systemes tout en conservant ses
propriétés globales.

La question de 'ordre des systemes traités, ainsi que du mauvais conditionnement des
différentes matrices en jeu, est également importante au vu des outils numériques utilisés. En
effet, tous les programmes de ce manuscrit, et notamment les conditions d’analyse et de synthese,
ainsi que la reconstruction du correcteur, ont été codés sous Matlab durant cette these, pour
étre exploités sur tous les exemples traités dans ce manuscrit. Si des efforts ont été faits pour
limiter le risque d’erreurs numériques lors du codage (limitation des inversions, utilisation
de fonctions natives de Matlab fiables, etc.), et que des résultats intéressants ont été établis
avec ces programmes, ils n’en deumeurent pas moins des prototypes, et de nombreuses erreurs
numériques sont encore renvoyées régulierement. De plus, ils ne sont pas forcément exploitables
par un utilisateur novice, qui ne chercherait qu’a obtenir un correcteur admissible pour son
probléme, sans forcément comprendre toutes les subtilités en amont. Un axe d’amélioration
possible est d’optimiser le code, de maniére a pouvoir mettre en place la démarche développée
systématiquement sur un probléme similaire.

Pour résumer, il a été démontré dans ce manuscrit que la démarche proposée fonctionne
en simulation pour un exemple réaliste de controle actif de vibrations. L’étape naturelle venant
apres est de tester ces outils expérimentalement, c’est-a-dire suivre la démarche développée sur
un banc d’essai d’une poutre actionnée par matériaux piézo-électriques. Cela permettrait alors
d’avoir la confirmation que la démarche développée dans ce manuscrit est applicable dans des
cas simples, et donne des résultats intéressants. Certains effets inhérents a 'implémentation
du correcteur (prise en compte de la discrétisation du correcteur, temps de calcul numérique,
etc.) n'ont pas été étudiés ici, or ces aspects sont importants dans le cadre d’une mise en ceuvre
pratique des outils développés ici.
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Annexe A

Annexe du Chapitre

A.1 Bref apercu du fonctionnement des patchs piézo-
électriques dans le cadre du controle des vibrations

Des matériaux piézo-électriques sont intégrés sur ’exemple de la poutre vibrante que 1'on
étudie dans ce document de these. Ces matériaux ont pour role d’étre a la fois capteur du
phénomene vibratoire, ainsi qu’actionneur. En effet, ils ont pour particularité de générer un
champ électrique lorsqu'’ils sont soumis a une contrainte mécanique (effet piézo-électrique direct).
A Tinverse, ils se déforment lorsqu’ils sont soumis & une différence de potentiel [105].

—
|
(a) (b)

FIGURE A.1 — Schéma de principe d’un matériau piézo-électrique sur une poutre; (a) aucune
contrainte ; (b) avec contrainte

Dans le cadre du controle de vibrations, ces matériaux sont utilisés ainsi 3|, [105]. Lorsque
la poutre vibre, le déplacement de la poutre crée une contrainte sur le matériau piézo-électrique,
induisant ainsi un champ électrique dans ce dernier. La tension mesurée aux bornes du matériau
piézo-électrique, appelée V., est donc une image du déplacement de la poutre. Le schéma

Figure illustre ce principe.

A Tinverse, il est possible de déformer le matériau piézo-électrique, en appliquant une
différence de potentiel V. Cela va alors induire une contrainte sur la structure : il est ainsi
possible de contrer 'effet des vibrations sur la structure, si I'on sait quelle tension appliquer.
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Annexe A. Annexe du Chapitre |§]

A.2 Norme H, : quelques éléments

La définition de la norme H, est la suivante, tirée de [106].

Définition A.2.1 (Norme H). Soit G(s) une matrice de fonctions de transfert stables. La
norme H, de G(s) est définie par la relation suivante :

IG(8)]|loc = sup T(G(s)) = sup o(G(jw)) (A1)

Re(s)>0 w€[0,400]

ou Re(s) est relatif & la partie réel de la variable de Laplace s et 7(G(jw)) la valeur
singuliere maximale de G(jw) a une pulsation w donnée. o

Certaines de ses propriétés sont données en Proposition [A.2.1]

Proposition A.2.1. La norme H,, de la mise en série de deux fonctions de transfert est bornée
par le produit des normes Ho, de chacune de ces fonctions.

1G1Gslloo < 1[G lloo][Gl[ oo

De plus, la norme Ho, d’une matrice de fonction de transfert est supérieure da la norme
Hoo de chaque éléments qui la composent.

ng LZ”G””” ; ng LZHGQHW
l[G: Gof|_ 2 Gl 5 [[G1 G| 2 lIGall
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Annexe B

Annexe du Chapitre

B.1 Produit de Redheffer

On appelle G x K le produit de Redheffer entre deux systemes dynamiques G et K. On
note :

G11 G12 Kll K12
G = . G =
[Gm Gm] 7 [Kzl K22]

En supposant que (I — K;1Gas) et (I — GooKy;) sont inversibles, le produit de Redheffer
est alors défini ainsi [1] :

Gll ‘f‘ G12K11 [] - G22K11]_1 G21 G12 [I - I<11G'22]_1 K12 ]
Ko [I — GKi1] ™' Gy Ko + Ky Goy [I — Ki1Goo) Ko

Le schéma-bloc du produit de Redheffer est disponible Figure [B.1

B.2 Valeurs numériques des exemples

B.2.1 Exemple des PLL

Concernant l'exemple des PLL exposé dans la Section page |62 du Chapitre {4 (et
également dans le Chapitre [5| Section [5.2.5| page [106)), les 3 PLL ont la méme expression. Les
valeurs numériques des différentes matrices, qui ont été prises lors de 'exécution des programmes,
sont les suivantes.

—20.01 0.9963] B

Aorr 4.644
PLL = 1_0.9963 —0.4861

0'1128] . C=[4644 —01128] ; D=-00516
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Annexe B. Annexe du Chapitre |Z|

FIGURE B.1 — Produit de Redheffer

B.2.2 Exemple des résonances

Pour I'exemple des résonances développé dans la Section page (64| du Chapitre [4] (et
réutilisé dans le Chapitre |5 & la Section [5.3.1| page [114]), les matrices d’état prises pour ces
deux systemes et utilisées lors de I'exécution des programmes d’analyse et de syntheése sont les
suivantes.

e Pour Gy :
—0.000999 1 —0.2236
Aprp = l 1 _0'001001] ; B= [_0‘2236] . C=[-0223 02236 ; D=0
e Pour G, :
—0.0009993  1.414 —0.3761
Aprr = l —1.414 —0.001001] » B= l—0.3761] . C=[-03761 03761 ; D=0

B.3 Remarques sur I'implémentation : reconstruction des
multiplieurs dynamiques II; en pratique

Comme cela a été précisé dans le corps de ce texte, le calcul direct des multiplieurs
dynamiques II; peut poser des probléemes numériques, du fait de la présence d’inversions. La
proposition suivante permet de contourner le probléme en s’appuyant sur la réécriture des
multiplieurs Il; sous forme de LFT.
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B.3. Remarques sur I'implémentation : reconstruction des multiplieurs dynamiques I1; en pratique

Proposition B.3.1. Soient deur matrices Il et I connues. Alors :

H(]W) _ (¢m (jw)®I)*I1(Ppm (jw)BI)

¢m (jw)* I pdm (jw)

(e e

0U G et o sont des bases de polynome d’ordres respectifs m et 2m telles que définies
en Equation (4.45), Do un polyndme de degré m en jw d m racines d partie réelle strictement
négative choisi de maniére arbitraire et I' et I'p deux matrices réelles telles que :

(B.1)

(bm(jw) @ 1) T(¢m(jw) ® I) = T (¢am(jw) ® I)

et

S (Jw)Ipdm (jw) = T poom(jw)

Démonstration. 1’égalité se vérifie aisément par un calcul direct du produit de Redheffer. En
notant, pour ne pas alourdir le texte :

On a directement (pour ne pas alourdir, la dépendance en jw n’est pas indiquée) :

I [([FDF@) [] oot [—[D 1 IH . [—(FDi@FI(I)){) +1 (Tp ®FI(I))<I> —1
= I®-T®([+[Tpa)® 1) (Tpe)®—1I)
= T®-T®( — ((Tp)®)™)
= Ie(Tpe @)

(¢m®1)* I (dpm®1I)

¢m*HD¢m
(B.3)

D’ou le résultat. [
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B.4 Démonstration du Théoréme

Dans cette Section, on cherche & démontrer la Proposition page

Pour simplifier cette démonstration (notamment au niveau des notations), on considérera
le cas ou il n’y a pas d’entrée et de sortie de performance, le Loop-Shifting ne concernant que
les signaux de communication entre les différents sous-systémes. La démonstration s’adapte
facilement au cas ou ces entrées/sorties existent.

La preuve se divise en deux grandes étapes, qui sont les suivantes.

1. La premiére étape consiste & montrer que, pour i € {1,..., N}, GH peut s’écrire sous la
forme N; x G * M; (ou Gix M; (i = 1) ou N; x G; (i = N) par effet de bord), avec N; et
M, ne dépendant que des opérateurs Hj, calculés précédemment dans 'Equation page
lors de la construction du systéme GH. Schématiquement, on se raméne au schéma-bloc

Figure B.2

Y
Y

N1 Git M

A

___T.___+___

B R

FiGURE B.2 — Loop-shifting

. 1
2. La deuxieme étape consiste a montrer que, pour ¢ € {1,.... N — 1}, M; * Nj;; = (1). O]'

On montre alors bien que I'on est dans une situation de Loop-Shifting telle que présentée
dans la Définition page [80] et la Proposition est ainsi prouvée.

Ces deux étapes sont développées ci-dessous.
1. Montrer que GH peut s’écrire sous la forme N; x G; x M; !

En notant 'opérateur H; ainsi, pour i € {1,...,N — 1} :

H; —

H H?
ol

découpé dans les dimensions compatibles avec 'expression de ®; Equation (4.49) page 2

1. Ou G;*M; (i =1) ou N; x G; (i = N) par effet de bord
2. Voir plus particulierement Figure m page [78| pour visualiser ce découpage.
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B.4. Démonstration du Théoréme [4.5.7

On constate que, pour un systéme G; donné et le systéme G lui étant associé, les
schéma-blocs des Figures “ 4.12| et [4.13 - page [78] représentant G, peuvent se réécrire comme

schématisé Figure [B.3]

1 ]
I 1 N
1 1
1 ]
1 ]
: ! |HE, B2, |
1 |y - - - --=-" 1 1
O \ — 1 [ [
:;® v; Vi (HiY B, : iy
L e e e e e = = o oo oo omm omm o omm o omm o mm omm o mm o mm o mm o mm o omm mm o 4
SR e | o |
: ‘@ ! : 11 12 . >
~ | d T —_— > - >
DS v ! Vv || H L Vi
I I
| S | :
' :
! [
: I
. ' M;
FIGURE B.3 — Schéma-bloc de G (sans entrées/sorties de performance)
avec, pour i € {1,.... N — 1} :
_ H122 _1Hi21 H122 —1
1VIi = |}‘I11 —(H12()H22)1H21 H<12(H)22)1 (B4)
et, pour i € {2,...., N} :
H-21 (Hll )—1 H22 _ H21 (Hll )_1H~12
N; = i—1 1771 i—1 i—1 - i—1 i—1 B.5
[ (1) ~(H[L)HE, B3

Ces expressions ne dépendent que de H;. On montre ainsi bien schématiquement que G
peut s’écrire sous la forme N; x G x M;, avec N; et M; ne dépendant que de H;.

Il est également possible de démontrer cela par le calcul. En posant M; et N; comme
définis dans 1es Equations (B.4)) et (B.5)), et en calculant le produit de Redheffer des différentes
expressions (voir Annexe [B.1| page [163] ou [1]), on montre que N; x G; * M; = GH.

2. Montrer que M; x N;. ;| = L. 0]

On montre cela en écrivant la définition du produit de Redheffer. On a directement par le
calcul :
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11

(5P

(5P

(65))]

Qo1 (g9

M; * Niyp = [Oén 0412]

avec

— _(H2)'H2.
o+ (HZ2) THZ ()L [7 — HE(HP) UH2(HD) ] [HY - H2(HD) HE
=0
—1
(H22)71 [1 - H2 () HE (a2, [, - E D) HE
—(EY) (7 — HEP(HE) T (D) (E - HP(HD) TH2
= ]

— —(H-H)_lH-lQ
i i .
HTHPEP) | -HY HY)HPER) Y =R, - HY(H]) 'HP
= 0

Ainsi, la Proposition page |80 est démontrée.
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Annexe du Chapitre (0]

C.1 Meéthode de la condensation statique de Guyan

La méthode de la condensation statique de Guyan est une méthode de réduction et de
sous-structuration [34] de modeles mécaniques étant sous la forme Kz + w? Mz = f, ol x est le
vecteur des degrés de liberté de la structure, M la matrice de masse, K la matrice de raideur?,
et f les forces s’appliquant sur le systeme. Cette méthode permet notamment de traiter les
cas ou la structure mécanique s’insere dans une structure plus large, composée de plusieurs
sous-éléments interconnectés ensemble : par conséquent, il est nécessaire de porter un intérét
particulier aux interfaces entre les différentes structures de ’ensemble (d’ou I'appelation de
méthodes de "sous-structuration").

Les degrés de liberté du vecteur x sont classés en deux catégories.

1. Les degrés de liberté aux frontiéres zp : ces derniers ne peuvent étre modifiés/réduits, car
nécessaires pour l'interconnexion de I’élement mécanique avec son environnement.

2. Les degrés de liberté internes au systeme x, sur lesquels il est possible de travailler.

En passant dans le domaine fréquentiel, on réécrit le modele sous la forme :

Kpr Kpr| |zF — W2 Mpp Mpr| |zF _ I
Kip Kipr| |z Mpp M| % 0
L’idée de la méthode de la condensation statique de Guyan est de trouver R une matrice

T
de changement de base permettant de passer du vecteur [xlTp mﬂ au seul vecteur xp.

En négligeant les termes d’inerties (d’ou appelation de condensation statique) M;p et
M7y, on peut écrire x; = —KfIlK rrp. La matrice de changement de base R par la méthode de
la condensation statique de Guyan est alors donnée par ’expression suivante :

1
R = _
[—KHlKIJ

1. L’amortissement X n’est pas considéré ici mais ajoutée au modele a posteriori.
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En faisant cette transformation, certaines inerties sont négligées : ce modele est par
conséquent valide en basses fréquences. Plus de détails sont donnés dans I'article [91], 92], ou
bien dans la Section 6.7.1 de [34].

Remarque C.1.1. 1l est également possible d’utiliser la méthode de Craig & Bampton, voir [107]
ou la Section 6.7.2 de [34], pour enrichir le modeéle par rapport a la condensation de Guyan. Par
rapport a cette derniére, certains modes sont conservés parmi les modes internes. Dans Craig
& Bampton, on cherche une matrice de changement de base permettant de passer du vecteur

T T
{m}@ xﬂ a un vecteur [x}T; yT} , ou y a une dimension plus petite que x;.

La matrice R de changement de base devient, avec la méthode de Craig & Bampton :

1 0
R - —1
ol, en notant ® la solution au probleme de valeurs et vecteurs propres généralisé suivant

'K ® = diag(w?, ..., w? )

nr

ST M P =1

et ®, est une matrice issue de la matrice ®, tronquée des vecteurs colonnes associés aux modes
et degrés de liberté que 1’'on souhaite supprimer. J

C.2 Expression des matrices de la Proposition [6.1.1

Les matrices de la Proposition [6.1.1] page [136] sont les suivantes.

e Pouri=1:

0 (n)~" 0 ()™ =)™ =) T EL,
Ay = =) s =)'y —(m)'EL.| 5 Bi=| 0 0 0
0 CS_S}LSE‘Z;TLS _Cs_e}LsY:%nS 0 0 0
7100
@ = [0 0 1]

e Pourie {2,..,.N—1}:

0 )7 0
Ai: —77§ —773(77@71 _C;e’}st;ensd

0 (EZ )T(ni ! _C_l Ysens

sensgy sens
ey, 00

Bi - Kéq - 77%(?2%)_ Xéq _'_‘E;ensdc‘s__e{bsEéq _I _E(Zlctd
_Y;enscsensEeq + Esensd (771) Xeq 0 0
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(Kéq)T _<Xéq)T(nZN)7l _(Eiensg + Eiensd)cge}w
C; = I 0 0
0 0 1

SeENS

_(E(ictg + E{ictd)csie}stéq + Kéq - n%(ni)ilXéq M;:l‘_l(nzlq_l)il _(E(ictg + E{ictd)

D; = — (i) (Mg)" 0 0
CoansEL, 0 0
e Pouri=N
0 U 0
AN = —Uév _779[(77{\[)_1 _Cs_e}sts]\e[nsd
0 (Eé\e]nsd)T(n{V)_l _Cs_eiLsYSE'ﬂS
N N (., N (niv);\leég N 1 N ON
BN = Keq — 1 (1711 )_NXeq —i]_\IESGnS&CfinS?\[Eq _Eactd
_szenscsensEeq + Esensd (771 ) Xeq 0
Cv = (Kég)T _(Xé\é)T(n{V)_l _<E£\e[nsg + Eé\énsd)os_eizs
N 0 0 CLL.
Dy — _<Eé\£tg + Eé\étd)cs_e}wEé\; + Kég - Uév(nfv)_lXéZ _(Eé\étg + Eé\gtd)
N — C-1 EN
sens™eq
avec :
Mg o | i=N
) Mg My = M ) e e 2 N-1)
1 [ jwlddT j 2 Mde 2\—1( /2 T] =1
(Mgd) Mczld + Mgg - Mgd(nl) (Mgd)
Xia o | i=N
o ) Xk X = X O i 2. N-1)
2 [XédT ; 2 Xg;d 2\—1 2T‘| i=1
(X_(}d) Xéd+ng _ng(771)_ (ng>
Ky o | i=N
) K K = K 0 Je (2N 1)
3 [ KédT ; 2 Kg;d 2\—1( 2 T] =1
(Kgld) K+ Ky — Koa(ni) ™ (Kgq)

et, pour ¢ € {2,..., N} :
Xig=m(m) ™ (Myy)" — (X50)"
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Koy =mo(m) " (Mga)" — (Kga)"

By = (Brons,)" ()™ (Myg)" = (Eieps,)"

SENS4 SENSg

C.2.1 Preuve de la Proposition [6.1.1

Comme indiqué dans le corps de texte, il s’agit ici d’'un changement de variable entre les
équations de la Proposition et les systemes d’Equations . Le changement de variable
est le suivant :

1
[w*?] i=1
6= L
wh+ () ML jwit i€ {2, N}
o1
b
¢y = d
iy + (Mo it — Xiwi i={2,..,N}
Viens i=1
OSEnS‘/vS’LenS —l_ Eéqwtli_l Z e {27 ceey N}

et, pour ¢ € {2,..., N} :

F7t = M) 6 — X008 — Kk — Fig Vi — Bl Ve

SeNns

Pour prouver le Théoreme, il suffit alors "simplement" de remplacer les expressions dans
une des deux formes considérées pour retomber sur 'autre.

C.3 Exemple d’une petite poutre

Dans cette section de I'annexe, tous les détails sur I'exemple développé dans le Chapitre [0]
sont disponibles.

C.3.1 Valeurs numériques

Le tableau ci-dessous résume les différentes grandeurs rencontrées dans I’'exemple de la
petite poutre présenté dans le Chapitre [0
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Grandeur physique Valeur numérique
Module d’Young E 69 GPa

]\)/[asse .v(‘)lumique de 2720 kg /m?
laluminium p

L, 0.09 m

L, 0.12m

Longueur totale L 0.84 m

Hauteur h 0.053 m

Epaisseur e 0.003 m

Matériau piézoélectrique | FerroPerm Pz26
Dimension du patch
piézoélectrique

0.05m x 0.05m x 0.0005m

C.3.2 Diagrammes de Bode des sous-systémes

Les diagrammes de Bode des différents sous-systemes de I’exemple sont donnés ici.

Diagramme de Bode (Amplitude) de G1

£ el el el Syl
From: fg From: (F2)1 From: (F2)2 From: (Fz)s From: Vact

-50
-100 w

-150 M/\/\

-200

To: (W;)1

-250
-50

-100
=~ 150

-200

-250

-50
-100

-150

Amplitude (dB)

To: (w;)3

e
P FAEd b

To: V!

-50

=zl

Zlz| 7l
TSI I

-100

5 10° 5 10°

Pulsation (rad/s)

FiGuRE C.1 — Diagrammes de Bode (amplitude) du sous-systéme n°l obtenu
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Diagramme de Bode (Amplitude) de G1

From: (F;)2 From: (F1)

Syl
)3 From: Vact

£ el
From: fg From: (F2)1

-50

-100

-150

-250
-50

-100

1
d’2

-150

To: (w

-200

-250

Amplitude (dB)

-50

-100

-150

-200
50

sens
o

B

P FA Ed B
I I
3 5] 5 5

To: V!

-50

-100

PN
e
par
B

10° 10° 10° 10°
Pulsation (rad/s)

F1Gure C.2 — Diagrammes de Bode (amplitude) du sous-systéme n°2 obtenu

C.3.3 Valeurs singulieres des sous-systémes réduits

Les comparaisons entre les valeurs singulieres du sous-systéme original et celles du sous-
systeéme réduit associé sont données ici pour tous les sous-systemes de ’exemple. Plus d’infor-
mations sur la réduction de modele sont disponibles dans la Section [6.1.5] page [140]
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Diagramme de Bode (Amplitude) de G1

From: f; From: (FW)

el e 1
21 From: (F2)2 From: (Fz)3 From:V_

-100

-150

-200

-250

«~ =100
-150

-200

Amplitude (dB)
N
3

= -100

-150

-200
50

sens
o

B
NEEE
S EEE
LS Ss

To: V!

|z 7z

10° 10° 10° 10° 10°

Pulsation (rad/s)

o
o

F1GUurE C.3 — Diagrammes de Bode (amplitude) du sous-systeme n°3 obtenu
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Diagramme de Bode (Amplitude) de G1

s el el Ll
From: fg From: (F2)1 From: (F2)2 From: (F

Ryl
2)3 From: Vam

-100

-150

To: (W;)1

-200

-250

-100

-150

To: (W;)2

B
NEEE

-200

Amplitude (dB)
)
3

-100

-150

-200
50

Flz| 7z
3 5 5 5

10° 10° 10° 10° 10°
Pulsation (rad/s)

FI1GURE C.4 — Diagrammes de Bode (amplitude) du sous-systeme n°4 obtenu

Comparaison des valeurs singuliéres de G1

et le systéme réduit associé Zoom sur la zone d'intérét
100 T T T T 100 T
50 1
o o
2 =
8 8 00 ]
el L
= >
j=2} j=2}
£ £
(2] 2]
4 4
3 3
(0] (3]
© °
> >
-100 -100 1
G1 initial
-150 . . . -150 . sdui
G, réduit
10’ 10? 10° 10 10° 108 10° 1
Pulsation (rad/s) Pulsation (rad/s)

Ficure C.5 — Comparaison des valeurs singulieres entre le systeme Gy et le sous-systéme
réduit associé
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Comparaison des valeurs singuliéres entre le systéeme G,

et le systéme réduit associé

100 ‘ : ‘
| |
)
N
50 F -
o
=
g O il :
< H _
S
(=)
£ B
[} \
(2]
5 -50 B
@
@
>
-100
150 : : :
10 102 10% 10* 10° 108

FiGure C.6 — Comparaison des valeurs
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Comparaison des valeurs singuliéres entre G3 et

le systéeme réduit associé
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Ficure C.7 — Comparaison des valeurs singulieres entre le systeme Gj et le sous-systeme

réduit associé
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Comparaison des valeurs singuliéres du systéeme G4

et du systéme réduit associé

Zoom sur la zone d'intérét

100

50 ~

-50 |-

Valeurs singuliéres (dB)

Valeurs singuliéres (dB)

-100 + \Y

G A initial
-150 . . . . -150 o
G, réduit

10' 10? 10° 10* 10° 10° 10° 4
Pulsation (rad/s)

Pulsation (rad/s)

FiGure C.8 — Comparaison des valeurs singulieres entre le systeme Gy et le sous-systéme
réduit associé
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