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1.1 Données d’expression génique

L’expression génique, processus fondamental de la biologie moléculaire, révèle com-
ment l’information génétique héritée, stockée dans l’ADN (acide désoxyribonucléique),
orchestre la synthèse des protéines, acteurs clés de la vie cellulaire et des organismes.
Étant maintenant mesurable, ces nouvelles données permettent alors de caractériser les
mécanismes sous-jacents à de nombreuses maladies (Sokal et al. 2021, Kotliar et al. 2020)
et constituent un outil précieux dans la conception et l’évaluation des vaccins (Rechtien
et al. 2017, Liu et al. 2021, O’Connor & Pollard 2013). Longtemps coûteuse et com-
plexe à mesurer, l’expression génique est maintenant mesurable à partir de prélèvements
capillaires, comparables à la mesure de la glycémie pour le diabète (Obermoser et al.
2013, Rinchai et al. 2022). Il devient possible d’étudier les réponses biologiques à diverses
infections ou vaccins tout en garantissant une fiabilité des mesures par rapport aux mé-
thodes traditionnelles plus invasives, basées sur des prises de sang (Reust et al. 2018).
L’utilisation des données d’expression génique offre alors des perspectives prometteuses
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d’une médecine plus personnalisée (Cotugno et al. 2019), et c’est pour cette raison que
ces données et leur analyse font l’objet de recherches actives.

1.1.1 L’expression génique et sa mesure

Le génome d’un organisme, contenu à l’interieur du noyau des cellules, correspond à
l’ensemble de ses gènes. Celui de l’Homme, dont le séquençage a été initié à la fin de années
1980 serait composé d’environ 30 000 gènes (Lander et al. 2001, Venter et al. 2001). Ces
unités biologiques héréditaires sont des segments d’ADN, une molécule en double hélice
contenant l’information génétique. Cette information est stockée sous forme de séquences
de nucléotidiques représentées par les lettres A (adénine), T (thymine), C (cytosine) et
G (guanine). Ces séquences déterminent les instructions nécessaires à la synthèse des
protéines.

L’expression génique désigne alors l’ensemble des processus qui conduisent à la syn-
thèse d’une protéine à partir d’un gène. Elle repose sur deux étapes fondamentales : la
transcription et la traduction, qui sont souvent simplifiées au travers du dogme central
de la biologie moléculaire. La transcription consiste en la synthèse d’une molécule d’ARN
(acide ribonucléique) messager (ARNm) à partir d’un brin d’ADN dans le noyau cellu-
laire. Cette étape donne son nom au transcriptome, qui, à la manière du génome pour
les gènes, désigne la totalité des ARNm produits dans une cellule, un tissu ou un orga-
nisme à un instant précis. L’ARNm, contrairement à l’ADN, est une molécule en simple
brin, complémentaire à l’ADN, où la thymine (T) est remplacée par l’uracile (U). Après
sa formation, l’ARNm quitte le noyau et migre vers le cytoplasme de la cellule, où se
déroule la traduction. Au cours de cette étape, les ribosomes lisent l’ARNm et utilisent
cette information pour agencer les acides aminés dans le bon ordre, formant ainsi une
protéine spécifique. Les protéines ainsi produites remplissent une multitude de fonctions
dans l’organisme : elles jouent un rôle crucial dans la structure, la fonction et la régulation
des cellules et des tissus. Elles ont une place centrale dans le système immunitaire, où cer-
taines d’entre elles, appelées anticorps, agissent comme des défenseurs contre les infections
et les maladies en reconnaissant, neutralisant et détruisant les agents pathogènes. On dit
qu’un gène s’exprime lorsqu’il est transcrit pour produire une protéine spécifique et cette
expression est régulée dans les cellules de manière à répondre aux besoins de l’organisme.

Mesurer l’expression génique est possible grâce au séquençage de l’ARN messager
(RNA-seq) développé dans les années 2000 (Nagalakshmi et al. 2008, Weber 2015). Cette
technologie permet de quantifier l’abondance des transcrits d’ARNm, c’est-à-dire de dé-
terminer le nombre de copies de chaque ARNm spécifique dans un échantillon biologique.
Contrairement au séquençage du génome, qui ne fournit que la cartographie des gènes
sans indication de leur activité, le RNA-seq offre une image dynamique de l’expression
génique en mesurant l’abondance des d’ARNm, directement liée à l’activité des gènes. En
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effet, plus un gène est activement transcrit, plus la quantité d’ARNm correspondant sera
élevée dans l’échantillon. L’abondance de ces ARNm donne donc une indication directe
sur le niveau d’expression d’un gène, reflétant les besoins en protéines spécifiques codées
par ces mêmes gènes, qui varient selon les processus biologiques en cours dans l’organisme.

La mesure de l’expression génique avec le RNA-seq repose sur plusieurs étapes succes-
sives. Pour commencer, les ARNm sont extraits de l’échantillon biologique, puis ils sont
rétro-transcrits en ADN complémentaire (ADNc) à l’aide d’une enzyme appelée transcrip-
tase inverse. Ce processus permet de transformer les ARNm en ADN, qui peuvent ensuite
être amplifiés et séquencés. Les fragments d’ADNc sont alors amplifiés pour préparer la li-
brairie, qui correspond à l’ensemble des fragments d’ADNc destinés au séquençage. Cette
librairie est ensuite analysée par des techniques de séquençage de nouvelle génération,
aussi appelées Next generation high-throughput sequencing technologies en anglais (Reu-
ter et al. 2015), qui permettent de lire les séquences des nucléotides (A, T, C, G) dans les
fragments d’ADNc. Ces données sont ensuite alignées selon un génome de référence établi
pour l’organisme étudié. L’alignement consiste à rechercher dans le génome de référence
les sous-séquences identiques à celles séquencées dans l’échantillon. Plusieurs outils, tels
que Salmon (Patro et al. 2017), peuvent être utilisés pour effectuer cet alignement de
manière efficace et précise. Mais il s’agit d’une tâche complexe qui constitue un domaine
de recherche actif à part entière. Une fois l’alignement effectué, l’expression de chaque
gène est évaluée en comptant le nombre de fois où son transcrit, donc sa séquence de
nucléotides, a été identifiée durant l’alignement. Ce comptage, représentant le nombre
de lectures de chaque gène, permet alors d’estimer son niveau relatif d’expression dans
l’échantillon.

Au départ, le RNA-seq était utilisé pour mesurer l’expression génique dans des échan-
tillons ou des tissus, qui contiennent un mélange de cellules. Ces mesures génèrent ce
que l’on appelle des données RNA-seq en masse (ou bulk RNA-seq en anglais), qui té-
moignent de l’expression moyenne de chaque gène au sein de l’échantillon, ignorant ainsi
son hétérogénéité cellulaire. Cependant, avec les progrès technologiques récents, il est
maintenant possible d’aller plus loin dans la résolution et de mesurer l’expression génique
au niveau individuel des cellules qui composent ces échantillons (Nawy 2014). Cette tech-
nique, connue sous le nom de séquençage de l’ARN en cellule unique (ou scRNA-seq pour
single-cell RNA-seq en anglais), permet d’isoler les cellules une par une, souvent grâce à
des techniques de microfluidique ou de tri cellulaire. L’ARN contenu dans chaque cellule
est ensuite converti en ADNc, auxquels des identifiants moléculaires uniques, des UMI
(pour Unique Molecular Identifiers) (Islam et al. 2014), sont attachés pour identifier les
molécules d’ARN provenant de différentes cellules. L’ajout de ces UMI est nécessaire en
raison de la faible quantité de matériel biologique disponible pour la mesure. En effet,
pour être séquencé, l’ADNc est amplifié à l’aide d’une PCR (Polymerase Chain Reaction)
qui prend la molécule d’origine et la duplique plusieurs fois. Cela a l’effet d’amplifier le
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signal mais si une molécule est amplifiée un nombre de fois trop important, il devient
possible de la compter plusieurs fois. Ainsi, la PCR distord les données à cause de cette
potentielle multiplication. Les UMI permettent de corriger cette distorsion en attribuant
un identifiant unique à chaque molécule d’ADNc, ce qui permet de compter avec précision
le nombre de molécules originales présentes dans l’échantillon.

1.1.2 Les données d’expression génique

Les données d’expression génique obtenues à partir du RNA-seq en masse ou du
scRNA-seq se présentent sous forme de comptage, reflétant le nombre de fois où un
transcrit d’ARN spécifique est identifié dans un échantillon biologique. Les données de
comptage peuvent être modélisées par une loi de Poisson (Townes 2020), une distribution
qui décrit la probabilité d’observer un certain nombre d’événements, tels que la détection
d’un transcrit spécifique d’ARNm, dans un intervalle de temps ou un espace donné. La
loi de Poisson est caractérisée par un seul paramètre de moyenne λ, égal à sa variance,
qui permet de quantifier l’espérance des événements observés.

Initialement proposée par Marioni et al. (2008) pour modéliser les données RNA-seq
en masse, la distribution de Poisson ne peut être utilisée que pour tenir compte de la
variabilité technique dans les données. Cette dernière, causée par des facteurs expérimen-
taux externes à la biologie de l’échantillon, est généralement considérée comme faible dans
les données RNA-seq en masse (Marioni et al. 2008). La distribution de Poisson semble
alors adaptée en présence de réplicats techniques, c’est-à-dire des échantillons multiples
provenant d’une même source biologique et traités indépendamment dans une expérience
pour évaluer la variabilité introduite par les méthodes expérimentales. Cependant, Anders
& Huber (2010) ont démontré que la variabilité biologique, résultant de facteurs biolo-
giques, dépasse souvent celle prédite par la loi de Poisson, remettant ainsi en question
son adéquation pour modéliser correctement les données de RNA-seq. En effet, en pré-
sence de réplicats biologiques, c’est-à-dire différents échantillons biologiques provenant de
différents individus mais soumis aux mêmes conditions expérimentales, l’égalité entre la
moyenne et la variance imposée par la loi de Poisson n’est plus vérifiée. On observe au
contraire une variance des comptes supérieure à leur moyenne : c’est ce qu’on appelle la
surdispersion. Il devient donc nécessaire d’adapter la modélisation pour tenir compte de
cette surdispersion non prise en compte par la distribution de Poisson.

De manière générale, les modèles de compositions sont souvent utilisés pour prendre
en compte la surdispersion (Agresti 2015). C’est pourquoi, la distribution binomiale néga-
tive, en tant que composition Poisson-Gamma, est couramment employée pour modéliser
les données RNA-seq. Considérons Yig comme le compte du gène g dans l’échantillon i. Si
Yig|λig ∼ P(λig) et que l’on suppose que λig ∼ Γ(kig, µig) (composition Poisson-Gamma),
alors marginalement, Yig ∼ NegBin (µig, θig) (Bonafede et al. 2016, Townes 2020), où



1.1. Données d’expression génique 17

µig représente le paramètre de moyenne et θig = 1/kig est le paramètre de surdispersion
reflétant les variations biologiques. Lorsque θig tend vers zéro (donc en l’absence de sur-
dispersion), la distribution binomiale négative se réduit à une distribution de Poisson.
Ainsi, cette approche de modélisation permet de prendre en compte la variabilité tech-
nique grâce à la distribution de Poisson, tout en incorporant la surdispersion due à la
variabilité biologique (Robinson et al. 2010). Les variances des comptes ne sont donc plus
égales à leurs moyennes comme pour la distribution de Poisson, mais bien supérieures,
puisque Var(Yig) = µig + µ2

igθig.
La nature des données RNA-seq (des données de comptages surdispersées) implique

également une relation entre la moyenne et la variance des comptes, ce qui correspond
à une forme d’hétéroscédasticité. Elle se traduit par une variance plus grande pour les
gènes exprimés à des niveaux plus élevés par rapport à ceux exprimés à des niveaux plus
faibles. Law et al. (2014) ont alors proposé d’estimer cette relation moyenne-variance,
associée à une normalisation appropriée des données, pour contourner l’utilisation de la
distribution binomiale négative au profit de la distribution gaussienne. Cette dernière
permet alors d’utiliser une palette d’outils statistiques plus large, tels que les modèles
linéaires pondérés, tout en tenant compte des spécificités des données RNA-seq.

Les données scRNA-seq se distinguent des données RNA-seq en masse par une carac-
téristique notable : la prévalence élevée de comptes nuls (c’est-à-dire de zéros), atteignant
jusqu’à 90% selon les études (Townes et al. 2019). On parle alors d’une inflation en zéros.
Elle peut être expliquée par divers facteurs, comme l’ont souligné Hicks et al. (2018).
Certains zéros peuvent être dus à des facteurs biologiques : au moment de la mesure, le
gène ne s’exprime tout simplement pas. En revanche, une grande proportion de ces zéros
est souvent causée par des facteurs techniques. En raison de la faible quantité d’ARN
extraite de chaque cellule individuelle, il devient plus difficile de mesurer avec précision
les transcrits. Ce défi technique conduit au phénomène de dropout, où certains transcrits
effectivement présents dans la cellule ne sont pas détectés dans les données scRNA-seq
(Qiu 2020). Pour tenir compte de cette forte inflation en zéros, des modèles binomiaux
négatifs enflés en zéros ont été proposés pour modéliser ces données (Risso et al. 2018).
Ce sont des modèles de mélanges à deux composantes : une masse en zéro et une compo-
sante binomiale négative permettant de modéliser les comptes non-nuls. Cependant, en
raison de la forte hétérogénéité biologique, une simple modélisation bimodale des données
comme celle obtenue avec les modèles binomiaux négatifs enflés en zéros, peut ne pas être
suffisante pour caractériser tous les modes présents dans l’expression génique (Korthauer
et al. 2016).
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1.1.3 L’exemple de la COVID-19

Les données d’expression génique font l’objet d’une recherche active, notamment en
termes de développements méthodologiques, en raison de la place qu’elles ont maintenant
au sein de la recherche médicale contemporaine. L’analyse de ces données est devenue
un bon outil pour comprendre les mécanismes biologiques sous-jacents aux maladies,
identifier des biomarqueurs diagnostiques et thérapeutiques, et développer des thérapies
personnalisées. Pour illustrer l’importance de ces analyses dans un contexte concret, cette
section se penchera sur l’exemple de la pandémie de la COVID-19. Causée par le virus
SARS-CoV-2, elle a débuté à Wuhan, en Chine, en 2019, et s’est rapidement propagée
dans le monde entier. Dans ce contexte de crise sanitaire, la communauté scientifique a
déployé des efforts considérables pour faire face à l’épidémie. Les analyses des données
RNA-seq ont alors permis d’améliorer la compréhension de ce virus, ses mécanismes et les
réponses immunitaires des patients, comptabilisant plus de 800 publications sur PubMed.

Les données RNA-seq sont souvent combinées avec d’autres types de données prove-
nant des mêmes échantillons, telles que des données cliniques ou d’autres données molé-
culaires, dans ce qu’on appelle des analyses multiomiques ou intégratives. Ces approches
permettent d’identifier des signatures biologiques caractéristiques associées à une maladie.
Par exemple, dans leur étude, Bernardes et al. (2020) ont analysé des données RNA-seq
en masse, des données scRNA-seq et d’autres types de données moléculaires à différents
moments de l’évolution de la maladie chez 14 patients infectés par la COVID-19. Cette
analyse intégrative longitudinale a permis d’identifier plusieurs signatures moléculaires
associées à la trajectoire de la sévérité de la COVID-19. Dans le même esprit, nous avons,
dans l’étude de Lévy et al. (2021), intégré des données RNA-seq en masse avec les phé-
notypes cellulaires (c’est-à-dire les proportions de différentes populations cellulaires) ainsi
que la concentration de cytokines (des protéines permettant aux cellules du système im-
munitaire de communiquer entre elles) chez 54 patients, dont 44 étaient infectés par la
COVID-19 et 10 étaient des patients sains. Grâce à un clustering basé uniquement sur les
données d’expression génique (29 302 gènes), nous avons pu mettre en avant trois groupes
de patients infectés par la COVID-19 ayant des profils d’expression génique différents.
Nous avons ensuite conduit une analyse intégrative des trois différentes sources de don-
nées (incluant le RNA-seq) en utilisant MOFA (Argelaguet et al. 2020), une méthode
de réduction de dimension adaptée aux données multiomiques. Il a donc été possible de
constuire des composantes qui sont des combinaisons linéaires des variables d’origines et
qui expliquent la variabilité biologique inter-patient qui est partagée par l’ensemble des
sources de données. La première composante, qui est celle expliquant la plus grande partie
de cette variabilité, permettait de séparer deux des premiers clusters entre eux, et de ma-
nière générale les trois clusters de patients infectés des donneurs sains comme le montre
la Figure 1.1A. Cette composante permet donc d’interpréter les trois clusters construits
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en termes de sévérité de l’infection. En examinant la contribution des variables à cette
première composante (Figure 1.1B), et grâce à des analyses supplémentaires, nous avons
ainsi pu mettre en évidence l’activation des neutrophiles, un type de globules blancs es-
sentiels du système immunitaire, comme une signature de la sévérité et identifier le gène
CD177 comme un marqueur de celle-ci. Cette signature liée aux neutrophiles a également
été retrouvée dans d’autres études transcriptomiques (Aschenbrenner et al. 2021, Jackson
et al. 2022).
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Figure 1.1 – Analyse intégrative des données FrenchCOVID (Lévy et al. 2021).
Le panneau A montre la projection des 54 patients sur la première composante de MOFA
(score intégratif) en fonction des résultats du clustering en trois clusters basé sur les
données RNA-seq. Les panneaux B-D montrent la contribution des différentes variables
(populations cellulaires, cytokines, gènes) à la construction de la première composante.

Les données scRNA-seq sont un outil puissant pour caractériser l’hétérogénéité cellu-
laire, offrant une image précise des populations cellulaires présentes dans l’organisme d’un
individu à un instant donné. Elles contribuent ainsi à la compréhension des mécanismes
biologiques sous-jacents aux infections. Par exemple, Blanco-Melo et al. (2020) ont étu-
dié la réponse de l’organisme face à l’infection à la COVID-19 et l’ont comparée à celle
d’autres virus respiratoires. Ils ont ainsi pu mettre en avant des signatures biologiques
spécifiques à la COVID-19. À partir de l’analyse transcriptomique des cellules du sang
courant chez 7 patients COVID-19 (dont 4 avec une infection sévère) et 6 donneurs sains,
Wilk et al. (2020) ont pu mettre en avant les différences en termes d’abondance des po-
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pulations cellulaires liées à la réponse immunitaire entre les donneurs sains et les patients
infectés. Ils ont également identifié une nouvelle population cellulaire dont la proportion
était plus élevée chez les patients dans un état sévère. Zhang et al. (2020) ont mené une
étude similaire à partir de données scRNA-seq issues du sang courant de 13 patients
COVID-19 avec des niveaux de sévérité différents et ont ainsi illustré la dynamique de la
réponse immunitaire durant la progression de la maladie. Sokal et al. (2021) se sont eux
concentrés sur les cellules B, composantes clés de la mémoire immunitaire, à travers une
étude scRNA-seq longitudinale chez des patients COVID-19 sévères jusqu’à 6 mois après
l’infection pour étudier la protection à long terme induite par l’infection.

Ces exemples mettent en évidence l’importance qu’ont prises les analyses de données
RNA-seq dans la compréhension des maladies, comme l’illustre la pandémie de COVID-
19. Les approches multiomiques, intégrant les données RNA-seq avec d’autres sources de
données, ont permis d’identifier des signatures moléculaires associées à la maladie et d’en
explorer les mécanismes biologiques sous-jacents. Les données scRNA-seq offrent une car-
tographie précise de la réponse immunitaire face à l’infection à la COVID-19. Ces analyses
ont non seulement aidé à une meilleure compréhension de la maladie, mais ont également
ouvert la voie à la découverte de cibles thérapeutiques potentielles et permis l’accélération
du développement de vaccins, contribuant ainsi à faire progresser la médecine et à relever
les défis de santé publique.

1.1.4 Statistiques en grande dimension

Au cours des dernières décennies, un changement de paradigme majeur s’est opéré
dans le domaine de la statistique. La statistique s’est longtemps concentrée sur l’analyse
d’un petit nombre de variables mesurées chez un grand nombre d’individus. Les méthodes
classiques telles que la régression linéaire étaient alors développées en accord avec ce pa-
radigme. Cependant, avec les progrès technologiques récents, il est désormais possible
de mesurer un nombre croissant de caractéristiques chez un même individu. Cette évo-
lution se traduit par une augmentation significative du nombre de variables, comme en
témoigne l’essor des données RNA-seq. En effet, grâce au séquençage de l’ARNm, il est
désormais possible de mesurer l’expression des 30 000 gènes qui composent le génome
humain, mais sur un nombre limité de patients (pour des exemples supplémentaires de
données de grande dimension, voir Donoho et al. (2000)). Ce nouveau paradigme, où le
nombre de variables est nettement plus important que le nombre d’échantillons, corres-
pond au concept de grande dimension. Cette capacité croissante à mesurer davantage
de caractéristiques semble être une avancée prometteuse pour une meilleure description
et compréhension des objets d’études. Cependant, l’ajout de variables supplémentaires,
pourtant source d’information, se traduit également par une augmentation du bruit dans
les données. Dissocier ce bruit du signal devient alors un enjeu majeur de la grande dimen-
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sion. D’autres phénonèmes plus inattendus émergent également de la grande dimension
des données : c’est ce que Bellman et al. (1957) nomment le fléau de la dimension (the
curse of dimensionality en anglais). Les méthodes statistiques traditionnelles deviennent
difficiles voire impossibles à appliquer en grande dimension. Un exemple concret de cette
limitation se retrouve dans le domaine de la régression linéaire, où il devient impossible
d’obtenir des estimations des coefficients de régression en grande dimension, en raison de
la non-inversibilité de la matrice des covariables.

Dans son livre, Giraud (2021) aborde les phénomènes qui apparaissent dans les espaces
de grande dimension en statistique. Il met d’abord en avant l’effet de l’expansion des
espaces de haute dimension sur la distribution des observations. Dans de tels espaces,
les observations tendent à être isolées les unes des autres. Plus précisément, alors que
la dimension p des données augmente, les distances entre les observations dans l’espace
augmentent également. Cependant, cette augmentation des distances est relativement
homogène, ce qui signifie que les distances entre les observations sont similaires entre
elles, malgré leur éloignement croissant. Ce phénomène est illustré par la Figure 1.2, qui
montre la distribution des distances euclidiennes entre n = 100 observations distribuées
uniformément dans l’hypercube de dimension p, [0, 1]p. À mesure que la dimension p

croît, les distances euclidiennes entre les observations augmentent également, mais leur
répartition reste concentrée autour d’une valeur moyenne. Autrement dit, bien que chaque
observation semble éloignée des autres, les différences entre ces distances restent petites, ce
qui peut sembler contre-intuitif. Ainsi, dans les espaces de grande dimension, bien que les
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Figure 1.2 – Distance deux à deux entre n = 100 observations dans l’hypercube
[0,1]p.

distances entre les observations augmentent, elles restent étonnamment similaires les unes
par rapport aux autres. Cela signifie que, malgré une dispersion apparente où les points
semblent isolés, ils restent à des distances relativement comparables les uns des autres.
En conséquence, la notion de voisinage disparait en grande dimension, rendant inefficaces
les méthodes statistiques traditionnelles qui reposent sur des mesures de distance ou des
moyennes locales (Hinneburg et al. 2000).
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La grande dimension est également propice à l’apparition de phénomènes rares. Gi-
raud (2021) prend l’exemple des fausses découvertes pour illustrer ce point. En effet, dans
le cadre de tests d’hypothèses, tels que des tests d’association entre des variables et un
résultat dans un ensemble de données de grande dimension, la probabilité de trouver
des résultats significatifs par pur hasard augmente considérablement avec le nombre de
tests effectués, entraînant une explosion du nombre de fausses découvertes. Considérons
la probabilité de déclarer à tort une variable comme étant significativement associée à une
réponse. Habituellement, un seuil de significativité, tel que 5%, est utilisé pour conclure :
nous avons alors 5% de chances de considérer à tort la variable comme significativement
associée à la réponse, en faisant un évènement rare. Cependant, lorsque ce même test
d’association est effectué sur un grand nombre de variables, par exemple p = 1000 va-
riables, en utilisant le même seuil de significativité, cette probabilité de 5% se répercute
sur l’ensemble des variables testées. Par conséquent, au total, nous risquons de conclure à
tort que 0.05× 1000 = 50 variables sont significativement associées à la réponse, condui-
sant ainsi à 50 fausses découvertes, simplement en raison du hasard. Ce phénomène est
un exemple classique des problèmes liés à la multiplicité des tests, où la chance de trouver
des résultats apparemment significatifs augmente avec le nombre de tests effectués. Une
méthode intuitive pour corriger ce problème est la méthode de Bonferroni (Holm 1979),
qui consiste à diviser le niveau de significativité par le nombre de variables testées. En
reprenant notre exemple, en considérant un seuil de 5 × 10−5 au lieu de 0.05, seulement
5× 10−5 × 1000 = 0.05 variables auront une association à la réponse due au hasard. Bien
que largement utilisée, cette méthode de correction est critiquée pour son caractère trop
conservateur.

Enfin, de manière générale, la compréhension de l’origine de l’information en grande
dimension est complexe. Un petit signal présent sur un grand nombre de variables peut
générer un signal global conséquent, ce qui rend difficile la distinction entre signal et
bruit. L’omniprésence de corrélations entre les variables complexifie cette dissociation
entre signal et bruit. Ces défis, auxquels s’ajoutent une grande complexité computation-
nelle, rendent donc l’analyse des données en grande dimension particulièrement délicate
et la statistique en grande dimension est alors devenue un pan actif de la recherche en
statistiques.

Fort heureusement, dans les données de grande dimension, il existe généralement des
structures de dimensions plus petites contenant les sources principales d’information. La
recherche de ces structures cachées devient ainsi un enjeu majeur en statistique de grande
dimension, car une fois identifiées, elles permettent de revenir à un paradigme plus simple
de petite dimension. Deux types d’approches sont alors à distinguer : les méthodes de
réduction de dimension et les méthodes de sélections de variables. Les methodes de réduc-
tion de dimension s’intéressent à résumer l’information pertinente pour ensuite faciliter
l’application d’autres méthodes. La méthode la plus connue est l’Analyse en Composante
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Principale (ACP). Il s’agit d’une technique de réduction de dimension linéaire (au sens où
elle projette les observations dans un espace de faible dimension défini par des combinai-
sons linéaires des variables d’origine) qui a pour objectif de conserver le plus possible la
structure globale de variation des données. Il s’agit de la méthode de réduction de dimen-
sion la plus couramment utilisée bien que d’un point de vu purement probabiliste, elle ne
soit adaptée qu’aux données distribuées selon une loi normale (Tipping & Bishop 1999).
D’autres méthodes de réduction de dimension ont été proposées pour généraliser l’ACP
à d’autres distributions comme la Poisson (PLN-PCA, (Chiquet et al. 2018)) ou la bino-
miale négative (GLM-PCA, (Townes et al. 2019)) qui sont donc plus adaptées à la nature
des données d’expression génique. Les méthodes de sélection de variables ont quant à elles
pour ambition de sélectionner un petit sous-ensemble de variables (de caractéristiques) en
éliminant celles qui sont non-informatives (Sammut & Webb 2011). Contrairement aux
méthodes de réduction de dimension, leur objectif n’est pas de résumer l’information, mais
plutôt de la filtrer en éliminant les variables non-informatives. Il existe une grande variété
d’algorithmes de sélection de variables (Liu & Yu 2005) mais pour l’analyse de données
RNA-seq la sélection de variables (dans ce cas de gènes) se fait traditionnellement en ne
conservant que les gènes avec l’expression la plus variable ou la plus élevée (Townes et al.
2019).

1.2 Méthodes pour le clustering & l’analyse différen-

tielle

1.2.1 Outils pour le clustering

Le clustering, ou regroupement, est un ensemble de méthodes statistiques visant à re-
grouper des observations, des variables, ou les deux, en sous-groupes appelés des clusters
ou des classes (nous nous concentrerons ici principalement sur le clustering d’observa-
tions). Depuis des siècles, les scientifiques ont eu recours au regroupement d’objets ou
d’entités sur la base de caractéristiques observables. Un exemple célèbre remonte à Aris-
tote, qui a regroupé les espèces vivantes selon des caractéristiques morphologiques telles
que la couleur de leur sang (Everitt & Hothorn 2006). En regroupant des observations
entre-elles, il devient alors possible de les organiser voire de les hiérarchiser et donc de
mieux les comprendre. Avec l’avènement de la grande dimension, le clustering permet
d’identifier la structure sous-jacente des données et de l’extraire sous forme de cluster,
offrant ainsi un résumé compact des relations entre les observations au sein de l’espace de
haute dimension.

Bien que le clustering soit largement utilisé depuis des années, Hennig et al. (2015)
soulignent qu’il n’existe toujours pas de définition formelle de ce que sont les clusters. En
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effet, plusieurs critères peuvent être utilisés pour les définir. Certains se basent sur des
mesures de distance : les observations au sein d’un même cluster doivent être proches les
unes des autres, tandis que celles de clusters différents doivent être éloignées. D’autres
critères considèrent que les observations d’un même cluster appartiennent au même mode
de la distribution sous-jacente des données ou encore qu’elles sont issues de la même
distribution de probabilité. Pour englober ces différents critères, nous adoptons ici la
définition de Everitt & Hothorn (2006), qui se concentre sur deux aspects : i) l’homogénéité
des observations au sein d’un cluster, et ii) la séparabilité des observations entre deux
clusters différents.

Considérons un ensemble de n observations xi ∈ Rp, décrites par p variables. L’ob-
jectif du clustering, tel que défini précédemment, est de construire une partition ou une
hiérarchie des n observations xi en K clusters C1, . . . , CK , qui sont à la fois homogènes
et séparés les uns des autres. Une partition en K clusters des n observations conduit à
des clusters disjoints (Ck ∩ Cl = ∅, k, l ∈ {1, . . . , K} pour k ̸= l), où chaque observation
ne peut appartenir qu’à un seul et unique cluster. En revanche, une hiérarchie sépare les
observations en une série de clusters qui sont imbriqués les uns dans les autres. Deux
clusters Ck et Cl, k, l ∈ {1, . . . , K} sont soit disjoints, soit l’un est inclu dans l’autre. À la
base de la hiérarchie se trouvent les clusters formés par chaque observation individuelle
et en son sommet se trouve le cluster formé par l’entièreté des n observations.

Parmi les méthodes de clustering les plus couramment utilisées, trois approches se
distinguent par les critères qu’elles emploient pour définir l’homogénéité au sein des clus-
ters et leur séparation. Tout d’abord, les méthodes basées sur la distance utilisent des
mesures géométriques pour évaluer la similarité entre les observations, regroupant celles
qui sont proches selon un critère de distance donné. Ensuite, les approches probabilistes
modélisent les données en supposant que les observations de chaque cluster proviennent
d’une distribution de probabilité spécifique. Enfin, les méthodes basées sur les graphes
exploitent la structure de connexion des données, représentant les observations comme
des nœuds reliés par des arêtes pondérées, ce qui permet de détecter des communautés
ou des groupes en s’appuyant sur la théorie des graphes.

Classification ascendante hiérarchique et k-means

La classification ascendante hiérarchique (CAH) et les k-means sont deux des méthodes
de clustering les plus connues. Elles s’appuient toutes les deux sur la notion de distance
entre observations pour décrire l’homogénéité au sein d’un cluster ainsi que la séparation
entre les clusters. L’homogénéité d’un cluster Ck est alors décrite par son inertie définie
par :

Wk =
∑
i∈Ck

d (xi,xCk
)2
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où d est une distance (e.g la distance euclidienne) et xCk
= 1

|Ck|
∑
i∈Ck

xi est le barycentre

du cluster Ck. Ainsi, l’inertie d’un cluster donne une indication de l’éloignement des
observations contenues dans ce cluster par rapport à son centre. Un cluster homogène
doit donc avoir une faible inertie (Figure 1.3, gauche). L’inertie intra-classe W associée
à la partition est donc définie comme étant la somme des inerties de chaque cluster

Wk : W =
K∑
k=1

Wk. Plus les clusters sont homogènes entre eux et plus W sera basse. La

séparabilité entre les clusters Ck et Cl pour k, l ∈ {1, . . . , K} est quand à elle décrite par
l’inertie inter-classe. Il s’agit de la somme des distances des barycentres de chaque cluster
par rapport au barycentre global des données. Elle est donnée par :

B =
K∑
k=1

d (xCk
,x)2

où x = 1
n

n∑
i=1

xi. Lorsque les clusters sont séparés les uns des autres, alors leurs barycentres

xCk
sont éloignés du barycentre global des observations et nécessairement B est grande

(Figure 1.3, milieu). Un bon clustering des observations doit donc conduire à une faible
inertie intra-classe W et à une grande inertie inter-classe B. Fort heureusement, d’après

le théorème d’Huygens, l’inertie totale des données T =
n∑

i=1

d (xi,x)
2 (Figure 1.3, droite)

est égale à la somme entre l’inertie intra et inter-classe : T = W + B. Il suffit donc de
maximiser l’inertie inter-classe pour minimiser l’inertie intra-classe.
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Figure 1.3 – Les inerties comme mesures d’homogénéité et de séparation. Sur la
figure, les points corrrespondent aux observations, les croix représentent les barycentres et
la coloration se fait en fonction des deux clusters d’observations présents dans les données.

Historiquement, la méthode de classification ascendante hiérarchique a été la première
à être introduite par Ward Jr (1963). Cette méthode construit une hiérarchie des ob-
servations de manière ascendante, d’où son nom. En partant du clustering en n clusters
des observations, où chaque observation forme donc son propre cluster, la CAH agrège
itérativement les clusters jusqu’à parvenir à la partition en un cluster contenant toutes
les observations. Les deux clusters agrégés à chaque itération sont ceux qui sont définis
comme étant les plus similaires selon une mesure d’agrégation. L’algorithme de la CAH



26 Introduction

est présenté dans l’Algorithme 1.

Algorithme 1 Classification Ascendante Hiérarchique (CAH)
Initialisation : K = n
Partition en n clusters (C1, . . . , Cn) où Ck = {xk}, k = 1, . . . , n
tant que K ̸= 1 faire

Calculer les distances Dkl, k ̸= l, k, l = 1, . . . , K entre chaque paire de clusters Ck et
Cl de la partition en K clusters (C1, . . . , CK)
Agréger les deux clusters Ck et Cl qui minimisent Dkl pour former le cluster Ck′ :

Ck′ = Ck ∪ Cl

Mettre à jour la partition en K = K − 1 clusters

Au cœur de cette méthode se trouve donc le calcul de la mesure d’agrégation Dkl entre
les deux clusters Ck et Cl qui reflète leur similarité. Bien que pour l’initialisation, comme
chaque cluster se compose d’une unique observation, il soit possible d’utiliser la distance
euclidienne, il est nécessaire de généraliser cette notion de distance dès la première étape
de l’algorithme pour pouvoir la définir entre des groupes d’observations. A partir d’une
distance d, il est alors possible de définir plusieurs mesures d’agrégation. Parmi les plus
connues illustrées sur la Figure 1.4, on trouve :

— La distance minimale (single link (Sneath 1957)), définie par

Dminkl = min
i∈Ck,j∈Cl

d (xi,xj)

qui s’interprète comme la plus petite distance entre deux observations de deux
clusters disjoints.

— La distance maximale (complete link (Defays 1977)), définie par

Dmaxkl = max
i∈Ck,j∈Cl

d (xi,xj)

qui s’interprète comme la plus grande distance entre deux observations de deux
clusters disjoints.

— La distance de Ward (Ward Jr 1963), définie par

DWardkl =
|Ck| × |Cl|
|Ck|+ |Cl|

d(xCk
,xCl

)2

Il est important de noter que seule la classification ascendante hiérarchique de Ward, c’est-
à-dire celle utilisant la mesure de Ward pour agréger les clusters, permet de conduire à
une partition des observations qui minimise l’inertie intra-classe (et donc qui maximise
l’inertie inter-classe). La distance utilisée pour définir les agrégations a donc un fort impact
sur la hiérarchie ainsi que sur ses propriétés.

Les résultats de la classification ascendante hiérarchique peuvent être représentés par
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Figure 1.4 – 3 mesures d’agrégation usuelles en classification ascendante hié-
rarchique. Sur la figure, les points corrrespondent aux observations, les croix représentent
les barycentres et la coloration se fait en fonction des deux clusters d’observations présents
dans les données.

un dendrogramme, tel que celui présenté à la Figure 1.5. Pour obtenir une partition à
partir de ce dendrogramme, il suffit de le découper horizontalement. La hauteur h à
laquelle le découpage se fait donne alors le nombre K de clusters qui seront construits.
Elle représente la mesure d’agrégation utilisée pour passer de la partition en K−1 clusters
à celle en K clusters.
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Figure 1.5 – La classification ascendante hiérarchique. Sur la figure, les points
correspondent aux observations et leur coloration se fait en fonction des K = 3 clusters
d’observations construits en découpant le dendrogramme à la hauteur h = 3.9.

Les k-means (ou k-moyennes), introduits par MacQueen et al. (1967), constituent éga-
lement une approche largement utilisée en clustering basé sur des distances. Son objectif
est de partitionner un ensemble de n observations en K clusters de manière à minimi-
ser l’inertie intra-classe W . L’algorithme commence par une initialisation aléatoire, où
K observations sont tirées aléatoirement parmi les n et servent de barycentres initiaux
xC1 , . . . ,xCK

pour les K clusters. La première étape de l’algorithme, l’étape d’affecta-
tion, consiste à calculer la distance de chaque observation par rapport aux barycentres
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des K clusters. Chaque observation est alors affectée à la classe Ck telle que i ∈ Ck si
k = argmink=1,...,K d(xi,xCk

), c’est-à-dire celle dont elle est la plus proche (au sens d’une
distance). Les barycentres xCk

des clusters sont ensuite mis à jour en tenant compte de
ces nouvelles affectations : c’est l’étape de représentation. Les k-means répètent alors ces
étapes d’affectation et de représentation jusqu’à convergence vers une partition stable ou
jusqu’à atteindre un nombre maximum d’itérations spécifié par l’utilisateur. Les k-means
sont illustrés par la Figure 1.6
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Figure 1.6 – Illustration de l’algorithme des k-means. Sur la figure, les points cor-
respondent aux observations, les croix représentent les barycentres et la coloration se fait
en fonction des K = 2 clusters d’observations obtenus à chaque itération de l’algorithme
des k-means.

Il a été démontré que l’algorithme des k-means converge vers un minimum local de l’iner-
tie intra-classe (MacQueen et al. 1967). L’initialisation aléatoire des k-means peut ainsi
influencer la partition finale obtenue, car différentes initialisations peuvent conduire à des
solutions de clustering différentes, c’est-à-dire converger vers des minimums locaux diffé-
rents. Par conséquent, en pratique, les k-means sont souvent appliqués plusieurs fois avec
des initialisations aléatoires différentes, et la partition finale retenue est celle présentant
la plus petite inertie intra-classe.
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1.2.1.1 Clustering basé sur un modèle probabiliste

Les méthodes de clustering basées sur des modèles probabilistes adoptent une approche
différente de la CAH et des k-means pour décrire ce qu’est un cluster. Elles supposent
en effet que les observations d’un même cluster (ou d’une même classe) sont générées à
partir d’une même distribution de probabilité. Contrairement aux approches basées sur
des distances présentées précédemment, qui évaluent la similarité entre les observations
en utilisant des distances, ces méthodes cherchent à modéliser directement les données
en termes de distributions probabilistes. Selon cette approche, nos n observations xi sont
considérées comme des réalisations de n variables aléatoires Xi, i = 1, . . . , n, indépen-
dantes et identiquement distribuées, qui suivent un modèle de mélange. Ainsi, chaque
cluster Ck, k = 1, . . . , K est représenté par une composante du mélange. La densité de
probabilité de ce type de distribution est définie par :

f(xi) =
K∑
k=1

πkf(xi|θk) (1.1)

où πk est la probabilité d’appartenir à la kème composante (donc au cluster Ck), f(.|θk)

est sa densité et θk son vecteur de paramètres associé. Dans ce genre de modèle, la densité
des observations issues du cluster Ck est donc donnée par f(xi|xi ∈ Ck) = f(xi|θk) et la
probabilité qu’une observation appartienne à ce cluster Ck est décrite par P(xi ∈ Ck) = πk.

Parmi les méthodes de clustering basées sur un modèle probabiliste les plus connues,
on trouve le mélange de gaussiennes initialement introduit par Wolfe (1963). Ce modèle
suppose que les observations au sein de chaque cluster Ck sont distribuées selon une
loi normale, c’est-à-dire que f(xi|θk) =

1
(2π)d/2|Σk|1/2

exp
(
−1

2
(xi − µk)

TΣ−1
k (xi − µk)

)
où

θk = (µk,Σk) avec µk ∈ Rp le vecteur de moyennes associé à Ck et Σk×k ∈ Rp×p sa matrice
de variance-covariance. Cependant, d’autres types de modèles de mélange peuvent être
utilisés, comme les mélanges à processus de Drichlet (Dahl 2006, Hejblum et al. 2019,
Rouanet et al. 2023) ou encore, dans le cadre des données RNA-seq, les mélanges de
distributions binomiales négatives (Li et al. 2018, 2023).

Les paramètres du modèle contenus dans le vecteur Θ = (π1, . . . , πK ,θ1, . . . ,θK), sont
alors estimés à partir des données par maximum de vraisemblance. Une fois estimés, on
peut attribuer chaque observation à la composante (cluster) la plus probable a posteriori,
c’est-à-dire le cluster Ck tel que P (xi ∈ Ck|xi) soit maximale. Cette probabilité est facile-
ment calculable à partir du vecteur des paramètres estimés Θ̂, car en utilisant le théorème
de Bayes, on a :

P (xi ∈ Ck|xi) =
f(xi|xi ∈ Ck)× P(xi ∈ Ck)

f(xi)
=

fk(xi|θ̂k)× π̂k

K∑
l=1

π̂lfl(xi|θ̂l)

(1.2)
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Ainsi la tâche la plus ardue du clustering basé sur un modèle probabiliste réside dans
la maximisation de la vraisemblance des données pour estimer le vecteur de paramètre
Θ. Cette vraisemblance est donnée par :

L (x|Θ) =
n∏

i=1

f(xi|θ)

=
n∏

i=1

K∑
k=1

πkfk(xi|θk) (1.3)

Cette vraisemblance est malheureusement difficile à maximiser sans savoir à quelle com-
posante appartient chaque observation. Cette information est donnée par une variable
latente (non-observée) zi = (zi1, . . . , zik) telle que zik = 1 si xik ∈ Ck et 0 sinon. On dit
alors que la vraisemblance définie en (1.3) est incomplète. La vraisemblance complète des
données est alors donnée par : Lc(x, z|Θ). La vraisemblance incomplète des données se
retrouve en intégrant la vraisemblance complète par rapport à z. Cette caractéristique
a motivé l’utilisation de l’algorithme EM (pour Expectation-Maximisation) proposé par
Dempster et al. (1977) et détaillé notamment dans Bishop (2006) et Bouveyron et al.
(2019). Il s’agit d’un algorithme itératif en deux étapes permettant la maximisation de
la vraisemblance lorsque cette dernière est incomplète. L’idée principale derrière cette al-
gorithme est de se dire que puisque la connaissance de zi est nécessaire pour maximiser
la vraisemblance, alors on peut commencer par estimer les valeurs de zi en utilisant les
paramètres actuels du modèle Θ̂(t) à l’itération t et les données observées. Une fois ces
valeurs estimées, on peut utiliser les données complètes (à la fois les observations et les
estimations des variables cachées) pour mettre à jour les paramètres du modèle dans le
but de maximiser la vraisemblance des données. Il est d’ailleurs important de remarquer
que la méthode des k-means détaillée en section 1.2.1 peut être vue sous le prisme des
méthodes de clustering basées sur un mélange gaussien, où Σk a une certaine structure
(Bouveyron et al. 2019). En effet, les deux étapes des k-means peuvent être assimilées
aux deux étapes de l’algorithme EM. Le clustering basé sur un modèle gaussien avec
l’algorithme EM est illustré sur la Figure 1.7

1.2.1.2 Méthodes de clustering basées sur des graphes

Les méthodes de clustering basées sur des graphes se distinguent des approches tra-
ditionnelles telles que les méthodes basées sur des distances et les modèles probabi-
listes en exploitant les principes de la théorie des graphes. La théorie des graphes pro-
pose un ensemble de méthodes analogues au clustering, appelées méthodes de détec-
tion de communautés (Raghavan et al. 2007). Ces méthodes visent à identifier des sous-
ensembles de nœuds dans un graphe qui sont plus densément connectés entre eux qu’avec
le reste du graphe. Parmi ces méthodes, la plus connue, celle de Louvain, introduite par
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Figure 1.7 – De l’initialisation à la convergence de l’algorithme EM pour le
clustering basé sur un modèle de mélange gaussien. Sur la figure, l’histogramme
donne la distribution des observations. La convergence de l’algorithme EM vers les K = 2
clusters est illustrée à l’aide des densités intra-classe (dont la coloration se fait en fonction
des deux clusters) obtenues lors des itérations de l’algorithme.

Blondel et al. (2008), repose sur la maximisation de la modularité. Il s’agit d’une mesure
permettant de quantifier à quel point une partition du graphe en communautés est plus
dense en termes de connexions internes (analogue à l’inertie intra-classe) qu’en termes de
connexions externes (analogue à l’inertie inter-classe).

L’application des méthodes de détection de communautés pour partitionner les n ob-
servations en K clusters repose donc sur la construction, à partir de ces observations, d’un
graphe. L’un des moyens les plus intuitifs est de construire un graphe des k-plus proches
voisins (Eppstein et al. 1997). Cette méthode consiste à calculer pour chaque observation
xi sa distance euclidienne d(xi,xj), i, j = 1, . . . , n, i ̸= j avec chacune des observations.
A partir de ces distances, il est possible pour chaque observation xi de définir son en-
semble des k-plus proches voisins noté Nk(xi) défini comme étant l’ensemble contenant
les k observations xj pour lesquelles la valeur d(xi,xj) est la plus faible (Figure 1.8 haut).
Dans le graphe des k-plus proches voisins associé, chaque observation xi est donc reliée
par une arête aux k observations appartenant à Nk(xi) (Figure 1.8 en bas à gauche). Il
est alors possible d’appliquer n’importe quel algorithme de détection de communauté sur
ce graphe pour estimer K communautés représentant les K clusters (Figure 1.8 en bas à
droite).
Ces méthodes de clustering basées sur des graphes, implémentées dans le paquet R Seurat
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Figure 1.8 – De la création d’un graphe des k = 2-plus proches voisins à la
détection de communautés. Sur la figure, les points correspondent aux observations.
Les 2-plus proches voisins des observations 1 et 8 en rose sont représentés en bleu. Une
fois le graphe des 2-plus proches voisins construit, les K = 2 communautés détectées sont
données en rouge et en vert.

(Hao et al. 2023) très utilisées en bioinformatique, sont celles traditionnellement utilisées
dans le cadre des analyses de données scRNA-seq pour le clustering de cellule.

1.2.2 L’analyse différentielle de l’expression génique

L’analyse différentielle constitue une étape courante des analyses de données RNA-
seq. Son objectif principal est d’identifier les gènes dont l’expression varie significative-
ment entre différents groupes d’observations, typiquement associés à des conditions ex-
périmentales distinctes. On dit alors que ces gènes sont différentiellement exprimés entre
les conditions expérimentales. Cette différence d’expression génique permet ensuite une
meilleure compréhension des processus biologiques impliqués en réponse à différents trai-
tements ou vaccins. Les méthodes d’analyse différentielle s’inscrivent dans le cadre des
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tests d’hypothèses statistiques.

1.2.2.1 Rappels sur les tests statistiques

Cadre théorique des tests d’hypothèses

Les tests d’hypothèses (ou tests statistiques) sont
des outils statistiques permettant d’inférer, à par-
tir d’un ou plusieurs échantillons, la validité d’une
hypothèse. Ils aident alors à répondre à une ques-
tion de recherche donnée, par exemple, cela peut
être d’évaluer l’effet d’un traitement sur une ma-
ladie. Cette question de recherche doit alors être
traduite et formalisée en une hypothèse à tes-
ter. Un test statistique nécessite alors deux types
d’hypothèses : H0 (l’hypothèse nulle) et H1 (l’hy-
pothèse alternative). Elles sont le fondement de
toute analyse statistique faisant appel à des tests
statistiques, car elles énoncent les affirmations à
évaluer et à tester. H0 traduit couramment l’abs-
cence d’effet, de différence et est donc formulée
comme une égalité à une certaine valeur ou une
égalité entre deux groupes (« le traitement n’a
pas d’effet sur la maladie »). H1 correspond elle
à l’affirmation contraire, traduisant généralement
un effet ou une différence. Une fois les hypothèses
du test posées, il faut collecter des données pour y
répondre. Pour tester l’efficacité d’un traitement,
il est courant de mesurer certains biomarqueurs
dans deux groupes de patients : un groupe de pa-
tients traités et un groupe de patients contrôles
qui ne recoivent pas le traitement. On pose alors
H0 : µtraité = µcontrôle où µtraité et µcontrôle dé-
notent respectivement les moyennes du biomar-
queur dans le groupe traité et le groupe contrôle,
alors que l’hypothèse alternative peut se traduire
par H1 : µtraité ̸= µcontrôle.

Figure 1.9 – L’exemple du test t

En fonction du type de données, du type d’étude et des hypothèses à tester, il faut choisir
le test statistique le plus adapté. Il donne alors le cadre théorique et permet de définir
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les propriétés de la statistique de test sous H0, c’est-à-dire dans le cadre hypothétique
où H0 est vérifiée. La statistique de test T est une fonction de variables aléatoires dont
la distribution de probabilité est connue sous H0. Il est ensuite nécessaire de calculer la
valeur observée de la statistique de test observée t, c’est-à-dire, calculer la statistique de
test en se basant sur les données mesurées. La conclusion du test se fait alors en calculant
la p-valeur définie comme étant la probabilité sous H0 que la statistique de test observée
soit au moins aussi extrême que la statistique de test théoriquement observée si H0 était
vérifiée, c’est-à-dire PH0 (|T | > |t|). Si cette p-valeur est très petite, inférieure à un niveau
de significativité α, cela signifie qu’il n’y a qu’une très faible probabilité que ce que l’on
observe soit réellement observable si H0 était vérifiée. On rejette alors l’hypothèse nulle H0

en faveur de l’hypothèse alternative H1. Par exemple, pour tester l’égalité des moyennes
du biomarqueur entre le groupe traité et le groupe contrôle de l’exemple, un test adapté
est le test t de Student (Welch 1947) dont le cadre est résumé en Figure 1.9.

Formellement, le niveau de significativité α utilisé pour tirer une conclusion lors d’un
test d’hypothèse représente la probabilité de rejeter l’hypothèse nulle alors qu’elle est en
réalité vraie. Cette probabilité, notée PH0(rejeter H0), est ce que l’on appelle le risque
de première espèce. L’erreur de type I correspond à l’événement consistant à rejeter H0

alors qu’elle est vraie. Autrement dit, c’est une conclusion incorrecte qui survient lorsque
l’on déclare une différence ou un effet statistiquement significatif alors qu’il n’existe pas
réellement. Fixer une valeur de α à un certain seuil pour conclure permet de définir la
probabilité maximale acceptable de commettre une erreur de type I. En d’autres termes,
α est le seuil de risque que l’on est prêt à accepter pour rejeter H0 à tort.

Le risque de seconde espèce, noté β, correspond à la probabilité de ne pas rejeter H0

alors qu’elle est fausse. L’erreur de type II associée correspond alors à l’évènement consis-
tant à ne pas rejeter H0 alors qu’elle est fausse, c’est-à-dire, manquer la détection d’un effet
ou d’une différence réelle dans les données. Le risque de seconde espèce est inversement
lié à la puissance statistique du test. Cette dernière mesure la capacité du test à détecter
un effet réel lorsque celui-ci existe. Elle se définit alors comme PH1 (rejeter H0) = 1− β.
Une puissance élevée signifie donc une probabilité faible d’erreur de type II. La puis-
sance statistique dépend de plusieurs facteurs, notamment la taille de l’effet, la taille de
l’échantillon et le niveau de significativité α choisi pour le test. Le choix du niveau de si-
gnificativité est donc important car en plus de définir la probabilité à laquelle on accepte
de rejeter à tort l’hypothèse nulle, il va également impacter la puissance du test. Fixer α
trop bas permet de réduire le risque d’erreur de type I, mais également la puissance du
test et inversement. En pratique, le niveau de significativité est souvent choisi en fonction
du domaine d’application : en biostatistique il est courant de prendre α = 5%.
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Multiplicité des tests

Comme expliqué en Section 1.1.4, la grande dimension inhérente aux données d’ex-
pression génique pose des problèmes liés à la multiplicité des tests. En effet, lorsque les
tests d’hypothèses sont appliqués marginalement sur plusieurs variables, les erreurs de
type I de chacun des tests se cumulent entre elles. Il devient alors nécessaire d’utiliser
des méthodes de correction qui permettent de tenir compte de cette multiplicité des tests
pour ainsi contrôler le risque global d’erreur de type I. Plusieurs méthodes de correction
existent, s’appuyant chacune sur une généralisation de l’erreur de type I.

L’une des plus connue est la méthode de Bonferonni introduite en Section 1.1.4. For-
mellement, il s’agit d’une méthode permettant de contrôler le Family Wise Error Rate
(FWER), défini comme la probabilité que, dans un ensemble de m tests effectués où toutes
les hypothèses nulles sont vraies, au moins un test conduise à un rejet à tort de l’hypo-
thèse nulle. Un moyen de controler le FWER au niveau α consiste à réduire le seuil de
significativité de chaque test marginal à α′ = α

m
. En effet, si chacun des tests contrôle bien

l’erreur de type I au niveau α′, alors PH0 (ne pas rejeter H0) = 1−α′ pour chaque test. Si
l’ensemble des m tests sont appliqués de manière indépendante, alors la probabilité que
les m tests n’aboutissent pas à un rejet de H0 sachant que H0 est vraie vaut simplement
le produit de ces probabilités individuelles, soit : (1− α′)m. Ainsi, la probabilité inverse
qu’au moins un test conclu à tort au rejet de H0 vaut 1− (1− α′)m. Donc :

FWER < 1− (1− α′)
m

= 1−
(
1− α

m

)m
−−−→
m→∞

α.

L’une des principales limites des méthodes comme celle de Bonferroni, qui cherchent à
contrôler le FWER, est le fait qu’elles sont très conservatives, c’est-à-dire qu’elles ont
tendance à rejeter H0 de manière très prudente, avec une puissance statistique limitée
(Nakagawa 2004).

Une autre généralisation de l’erreur de type I est le Taux de Fausses Découvertes
(FDR pour False Discovery Rate). Formellement, le FDR est défini comme l’espérance
du rapport entre le nombre de fausses découvertes (d’hypothèses nulles rejetées à tort)
et le nombre total de découvertes significatives (d’hypothèses nulles rejetées). L’une des
méthodes les plus connues garantissant le contrôle du FDR est la méthode de Benjamini-
Hochberg (Benjamini & Hochberg 1995). Il s’agit de la méthode la plus utilisée dans le
cadre de l’analyse différentielle de données d’expression génique. Elle se décompose en
plusieurs étapes :

1. Ordonner les m p-valeurs par ordre croissant p[1], . . . , p[m] et soit H0,[1], . . . ,H0,[m]

les m hypothèses nulles associées

2. Identifier l’indice i∗ du plus grand rang tel que p[i∗] ≤ i∗

m
α
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3. Rejeter toutes les hypothèses nulles H0,[1], . . . ,H0,[i∗]

Les méthodes de correction basées sur le FDR sont moins conservatives que celles basées
sur le FWER, et en particulier, si le FWER est contrôlé au niveau α alors le FDR l’est
aussi (Shaffer 1995).

1.2.2.2 Tester l’expression différentielle

Les groupes d’observations, déterminés par les conditions expérimentales dont elles
sont issues, servent à formuler les hypothèses nulles à tester, qui consistent généralement
en l’absence de différence d’expression entre les groupes comparés. Cependant, en raison
de leurs caractéristiques intrinsèques, la définition de l’expression différentielle se traduit
de manière différente selon que l’on considère des données RNA-seq en masse ou des
données scRNA-seq. Dans le contexte des données RNA-seq, l’expression différentielle d’un
gène entre deux conditions expérimentales se traduit principalement par une différence de
moyennes d’expression du gène entre ces conditions. En revanche, les données scRNA-seq
présentent une plus forte hétérogénéité en raison de leur résolution très fine, ce qui rend
la caractérisation de l’expression différentielle plus délicate. Dans ce contexte, l’expression
différentielle est plutôt définie par une différence de distribution de l’expression du gène
entre les deux conditions (Korthauer et al. 2016). Cette définition englobe ainsi une large
palette de possibilités, allant d’une simple différence de moyenne entre les conditions,
comme c’est déjà le cas pour les données RNA-seq en masse (Figure 1.10 gauche), à des
profils d’expression plus complexes (Figure 1.10 droite). Ainsi chacun des deux types de
données possèdent sa propre panoplie d’outils d’analyse différentielle.

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

−3 0 3 6
Gene

D
is

tr
ib

ut
io

n

Différence de moyenne

0.0

0.1

0.2

−3 0 3 6
Gene

D
is

tr
ib

ut
io

n

Différence de distribution

Condition 1 2

Figure 1.10 – Différents types d’expression différentielle entre deux conditions
(inspirée de Korthauer et al. (2016)).

Trois méthodes d’analyse différentielle pour données RNA-seq en masse ressortent
particulièrement de la littérature. Il s’agit des méthodes edgeR (Robinson et al. 2010)
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(36 594 citations sur Google Scholar en juin 2024) , DESeq2 (Love et al. 2014) (6 6104
citations sur Google Scholar en juin 2024) et limma-voom (Law et al. 2014) (5 580 citations
sur Google Scholar en juin 2024). edgeR et DESeq2 utilisent toutes les deux une distribution
binomiale négative pour modéliser la distribution de chaque gène alors que limma-voom,
s’appuie sur une hypothèses gaussienne couplée à une modélisation de l’hétéroscédasticité.
Des méthodes sans hypothèses distributionnelles, telles que dearseq (Gauthier et al. 2020)
ou le test de Wilcoxon (Li et al. 2022), ont également été proposées et ont démontré une
meilleure performance que les méthodes traditionnelles en termes de contrôle du taux de
fausses découvertes. Concernant l’analyse des données scRNA-seq, il n’existe pas encore
de consensus sur des méthodes spécifiques d’analyse différentielle. Parmi les méthodes les
plus couramment utilisées, on retrouve celles implémentées dans Seurat, notamment le
test de Wilcoxon, ainsi que MAST (Finak et al. 2015). Cette dernière méthode repose sur un
modèle linéaire généralisé en deux parties : une première partie dichotomise l’expression
de chaque gène en une variable binaire (exprimée ou non), tandis que la seconde partie
modélise l’expression des gènes exprimés à l’aide d’une distribution gaussienne. D’autres
méthodes existent indépendemment de Seurat telles que DEsingle (Miao et al. 2018) qui
se base sur un modèle binomiale négatif enflé en 0 ou encore la méthode SCDD (Korthauer
et al. 2016) qui teste l’analyse différentielle d’un gène entre deux conditions en testant si
sa distribution est significativement liée à cette condition.

1.2.3 Clustering & analyse différentielle dans l’analyse de don-

nées scRNA-seq

L’analyse des données scRNA-seq s’organise généralement autour de plusieurs étapes
clés qui font consensus dans la communauté bioinformatique (Hwang et al. 2018, Amez-
quita et al. 2020, Villani et al. 2017, Pasquini et al. 2020, Sokal et al. 2021). Une première
étape cruciale est le contrôle qualité (QC), qui cherche à évaluer la qualité des données
afin d’éliminer les cellules de qualité médiocre qui pourraient perturber les analyses. En-
suite vient l’étape de la normalisation des données (Oshlack et al. 2010, Wagner et al.
2012), indispensable pour rendre les échantillons comparables entre eux tout en préser-
vant les différences biologiques, en éliminant les variations techniques potentielles entre
les cellules. Les méthodes de normalisation varient en fonction du contexte et des outils
qui sont utilisés pour les analyses. La sélection de caractéristiques ou de gènes pertinents
constitue également une étape importante. L’objectif est de réduire en amont des analyses
la dimensionnalité des données pour conserver une plus grande puissance statistique. Là
encore, plusieurs méthodes existent, mais les plus connues visent à conserver les gènes les
plus variables ou les plus éloignés d’une hypothèse d’expression constante entre toutes les
cellules (Townes et al. 2019). Étant donné la grande dimension des données, une réduction
de dimension comme détaillée en Section 1.1.4 est couramment appliquée sur les données
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afin de surmonter le fléau de la dimension en résumant l’information contenue dans les
données en un nombre restreint de dimension. Cela permet de faciliter la suite des ana-
lyses. À noter qu’il est également courant d’utiliser des méthodes de visualisation pour
représenter les données en deux dimensions. Bien que très ressemblantes, la réduction de
dimension et la visualisation ont des finalités différentes. En effet, la visualisation consiste
à projeter les données originales de dimension élevée dans un sous-espace de dimension
fortement réduite (2 ou 3) afin de pouvoir les représenter par un nuage de points. Il s’agit
donc d’une réduction de dimension pour laquelle l’information est très fortement conden-
sée. Parmi les méthodes de visualisation les plus connues, on trouve t-SNE (Van der
Maaten & Hinton 2008) et UMAP (McInnes et al. 2018) qui ont toutes deux pour ambi-
tion de préserver la structure locale des données, c’est-à-dire de placer deux cellules qui
se ressemblent proches l’une de l’autre sur le plan. Cependant, il a récemment été dé-
montré par Chari & Pachter (2023) que ces méthodes de visualisation, qui réduisent très
fortement la dimension des données pour ne construire que deux composantes, pouvaient
conduire à des distortions de l’information.

La suite des analyses dépend des questions biologiques auxquelles on souhaite ré-
pondre. Un clustering des cellules est souvent appliqué sur les données pour construire
des sous-groupes de cellules ayant des profils d’expression génique similaires. Ces clus-
ters sont alors généralement interprétés comme représentant différentes sous-populations
cellulaires. L’objectif principal devient alors de labelliser chaque cluster avec une sous-
population cellulaire spécifique (d’annoter chaque cluster). Cela nécessite l’identification
des gènes différentiellement exprimés entre les sous-groupes de cellules. Ces gènes, souvent
appelés gènes marqueurs, jouent un rôle essentiel dans l’annotation de chaque cluster, car
ils sont caractéristiques de la sous-population cellulaire correspondante. En effet, chaque
sous-population cellulaire possède son propre ensemble distinct de gènes exprimés exclu-
sivement au sein de cette population, pouvant donc servir à les annoter (Pasquini et al.
2021). Ainsi, le clustering et l’analyse différentielle sont deux étapes majeures de l’analyse
des données scRNA-seq. Les résultats du clustering servent de condition à tester lors de
l’analyse différentielle rendant alors ces deux étapes interdépendantes.

1.2.4 Le défi de l’inférence post-clustering

Le pipeline d’analyse des données scRNA-seq contredit la méthodologie traditionnelle
des tests d’hypothèses définie en Section 1.2.2.1 puisque les résultats du clustering servent
à formuler les hypothèses de test de l’analyse différentielle. La question de recherche
n’est donc plus formulée en amont de la collecte de données comme il se devrait, mais
à partir même des données collectées. On parle alors d’inférence post-clustering. Comme
l’illustre la Figure 1.11, les données sont donc utilisées deux fois. Grâce au clustering, elles
servent une première fois à définir les conditions expérimentales à tester en construisant K
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clusters C1, . . . , CK . Ces mêmes données sont ensuite ré-utilisées durant l’étape d’analyse
différentielle pour tester l’expression différentielle de chaque gène entre chacun des K

clusters construits. De cette double utilisation des données, aussi appelée double dipping
(Kriegeskorte et al. 2009), en contradiction avec le cadre traditionnel des tests statistiques,
découlent plusieurs problématiques qui compromettent les propriétés attendues des tests
d’hypothèses et donc des méthodes d’analyse différentielle.

Données collectées
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Figure 1.11 – La double utilisation des données dans le cadre de l’inférence
post-clustering.

1.2.4.1 Incertitudes sur le clustering et différences artificielles

Le clustering regroupe un ensemble de méthodes non supervisées qui permettent de
partitionner les observations en sous-groupes homogènes et séparés. Cependant, il est im-
possible de connaître, s’il en existe une, la véritable partition des observations, ce qui
engendre plusieurs sources d’incertitudes dans les résultats du clustering. Tout d’abord,
il y a une incertitude concernant l’assignation d’une observation à un cluster spécifique.
Effectivement, il est impossible d’affirmer avec certitude qu’une observation est correc-
tement labelisée. Certaines méthodes de clustering permettent de quantifier directement
cette incertitude ; par exemple, les méthodes de clustering basées sur un modèle pro-
babiliste grâce aux probabilités a posteriori d’appartenance à un cluster Ck définies en
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(1.2). Des approches statistiques ont été développées pour prendre en compte ces incer-
titudes dans les analyses dépendantes des résultats du clustering (Vermunt 2010, Bakk
et al. 2014). Mais, l’incertitude concernant l’assignation des observations n’est pas la
seule source d’incertitude découlant des résultats du clustering ; il existe également une
incertitude concernant le nombre de clusters à construire à partir des données (Suzuki &
Shimodaira 2006).

Effectivement, il est toujours possible de partitionner les observations en K clusters,
même en l’absence d’un processus latent justifiant ce partitionnement. Dans de tels cas,
l’algorithme de clustering exagère les différences entre les observations pour former les
clusters, comme illustré dans la Figure 1.12. Dans cet exemple jouet, nous avons simulé
n = 200 observations provenant d’une même distribution gaussienne centrée-réduite. Il est
évident qu’aucun cluster n’est présent dans les données au sens de la définition énoncée
en Section 1.2.1 (panneau A). Si l’on aborde la question en termes d’expression différen-
tielle, en considérant que nos observations reflètent l’expression d’un gène, il est évident
que la distribution des données ne révèle pas d’expression différentielle entre deux condi-
tions comme c’était le cas sur la Figure 1.10. Néanmoins, il est possible de partitionner
ces observations en K = 2 clusters, comme le montre le panneau B. Ces clusters ont
été construits en utilisant le clustering hiérarchique avec la mesure de Ward, garantis-
sant ainsi une homogénéité maximale (minimisant l’inertie intra-classe) et une séparation
optimale (maximisant l’inertie inter-classe). Cependant, l’homogénéité et la séparabilité
observées ici résultent uniquement du partitionnement des observations en 2 clusters, et
non d’un processus latent, d’une réelle condition, expliquant la présence de ces 2 clus-
ters. En d’autres termes, il n’y a rien d’autre que la méthode de clustering elle-même
qui permet d’expliquer les ressemblances et les différences entre ces clusters. Il est donc
important de garder en tête que l’incertitude sur le nombre de classes peut aboutir à des
différences artificielles entre les clusters estimés.
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Figure 1.12 – Distribution des données avant le clustering (panneau A) et
après le clustering (panneau B).
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1.2.4.2 Inférence post-clustering et inflation de l’erreur de type I

L’importance des incertitudes associées aux résultats du clustering se manifeste plei-
nement dans le contexte de l’inférence post-clustering. Étant donné que les hypothèses
de test sont formulées à partir des clusters, eux-mêmes dérivés des données, et que les
tests sont effectués à partir des mêmes données, il devient impossible de distinguer les
effets relevant d’un réel processus latent des potentiels artefacts du clustering lui-même.
Reprenons l’exemple de la Figure 1.12. Comme on sait qu’il n’existe pas de réel proces-
sus latent permettant de partitionner les observations en deux clusters distincts, alors
les p-valeurs devraient être uniformément distribuées (car sous H0) lorsqu’on effectue un
test de différence de moyenne tel que le test t de Student entre les deux clusters estimés.
Néanmoins, comme le présente la Figure 1.13, la fonction de répartition empirique des
p-valeurs calculées pour 1 000 simulations des données est très éloignée de la fonction de
répartition de la distribution Uniforme sur [0, 1]. Il est évident que dans ce cas-là, les
différences identifiées par le test t de Student sont celles artificiellement créées par le clus-
tering pour construire les deux clusters. Dans ce cas-là, bien que significatifs, ces résultats
ne sont pas pertinents : ils ne sont que le produit d’un mauvais clustering, mais ils ne
reflètent en rien le processus sous-jacent à la génération des données.
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Figure 1.13 – Fonction de répartition empirique des p-valeurs du test t de
Student par rapport à la fonction de répartition d’une loi Uniforme sur [0,1].

En réalité, comme les hypothèses de tests reposent sur les résultats du clustering
et qu’elles sont testées sur les mêmes données, ce ne sont plus des hypothèses, mais
déjà des affirmations. Si deux clusters sont construits à partir des données, c’est qu’ils
peuvent être différenciés l’un de l’autre, ne serait-ce que parce qu’ils sont homogènes
et séparés par définition. Ces différences sont alors ensuite facilement identifiables par
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les tests d’hypothèses. Ce n’est donc plus tant la différence entre les clusters qui nous
intéresse, mais plutôt de connaître l’origine de cette différence : est-ce un réel processus
latent ou le simple fait qu’un utilisateur ait partitionné les observations en clusters ? C’est
dans ce dernier cas que l’on peut dire que l’inférence post-clustering conduit à une inflation
de l’erreur de type I, car les différences identifiées ne sont que des artefacts du mauvais
clustering.

1.3 Organisation de la thèse

Dans ces pipelines où les données sont utilisées deux fois, comme celles couramment
mises en oeuvre pour analyser les données scRNA-seq, il est donc impossible de conclure
qu’une différence significative entre deux clusters est bien le résultat d’un processus latent,
tout simplement car il est impossible de savoir si la partition identifiée par le clustering
reflète bien le réel processus sous-jacent aux données. Conjointement à ces fortes incerti-
tudes quant aux résultats du clustering vient s’ajouter la réutilisation des données pour
effectuer les tests d’hypothèses entre clusters soulevant les problématiques de double-
dipping et d’inférence post-clustering. Les tests dépendant du clustering peuvent alors
identifer les différences artificielles émanant d’un clustering en un trop grand nombre de
sous-groupes, conduisant à une inflation de leur erreur de type I. Motivé par l’analyse de
données scRNA-seq, ce travail de thèse s’efforce donc de relever les défis liés à l’inférence
post-clustering dans un contexte où la littérature sur cette problématique reste limitée.

Étant donné le lien étroit entre mauvais clustering des observations et création de dif-
férences artificielles, il est crucial de commencer à examiner cette question sous l’angle de
la performance du clustering. Bien que la double utilisation des données reste discutable,
un clustering approprié des observations permet de réduire les incertitudes, limitant ainsi
le risque de créer des différences artificielles entre les clusters. Dans le Chapitre 2, nous
présentons alors les principaux défis liés au clustering des données RNA-seq, en mettant
en évidence l’impact de la standardisation des données sur la qualité du clustering. Dans
un second temps, nous nous penchons sur la problématique de la double utilisation des
données de manière rigoureuse. Dans le Chapitre 3, nous dressons un état de l’art des
méthodes d’inférence post-clustering. Nous exposons ensuite, dans le Chapitre 4, nos mé-
thodes d’inférence post-clustering implémentées dans le paquet R VALIDICLUST, qui ont
démontré de bonnes performances en petite dimension. Enfin, dans le Chapitre 5, nous
explorons la complexité du problème d’inférence post-clustering, soulignant la nécessité
de connaître les vraies classes en amont du clustering, pour appliquer efficacement les
méthodes existantes.
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2.1 Introduction

Les données RNA-seq subissent un ensemble complexe d’étapes de prétraitement,
comme expliqué en détail dans la Section 1.2.3. Toutes ces étapes sont essentielles pour
assurer la pertinence des résultats, en rendant les échantillons comparables entre eux, ou
permettent simplement de faciliter les analyses grâce à la réduction de dimension et à la
sélection de caractéristiques. Néanmoins, chacune d’entre elles exerce un impact signifi-
catif sur les résultats, notamment en ce qui concerne le clustering (Wang et al. 2020). De
plus, pour une même étape du pipeline, il existe parfois un grand nombre de méthodes
applicables qui sont, à leur tour, susceptibles d’influencer les résultats du clustering. La
méthode de clustering elle-même, qu’elle soit spécifique ou non à l’analyse des données
d’expression génique, engendre une variabilité potentielle dans les résultats (Duò et al.
2018). Ainsi, chaque choix effectué durant les analyses peut impacter les résultats du
clustering, et plus largement, toutes analyses qui reposent sur ses résultats. Comprendre
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l’impact de chaque étape de prétraitement et déterminer la combinaison optimale de
méthodes permettant de garantir un clustering représentatif du véritable processus sous-
jacent aux données devient donc un enjeu important, et pourtant peu étudié, de l’analyse
des données RNA-seq.

Le contrôle qualité et la normalisation sont deux étapes indispensables dans les ana-
lyses de données RNA-seq et particulièrement dans le cadre du clustering. En effet, elles
permettent toutes deux d’éviter de potentiels biais dans les résultats du clustering. Pre-
mièrement, le contrôle qualité s’efforce de repérer et d’éliminer les observations de faibles
qualités pour éviter un partitionnement des données qui serait expliqué uniquement par la
qualité des observations (Luecken & Theis 2019). L’influence du contrôle de qualité sur les
résultats du clustering demeure relativement peu étudiée. Ainsi, Luecken & Theis (2019)
recommandent de ré-analyser les données en ajustant les critères de contrôle qualité en
cas de résultats peu satisfaisants, car il peut s’avérer que ce dernier se soit avéré trop
permissif. La normalisation des données, en plus de rendre comparables les observations
entre elles, permet de supprimer des sources de variations non désirées (typiquement de la
variabilité technique). Cela a pour effet de faciliter un partitionnement expliqué par des
processus biologiques (Molania et al. 2023). Cependant, il n’y a pas une unique méthode
de normalisation garantissant des résultats optimaux en termes de clustering, et le choix
de cette méthode de normalisation dépend des données. Cole et al. (2019) ont introduit un
outil, scone permettant d’évaluer plusieurs méthodes de normalisation afin de conserver
celles engendrant les meilleurs résultats.

Les données normalisées sont généralement soumises à une transformation, souvent
par une fonction de type log(· + 1). Cette étape permet d’atténuer la forte variabilité
observée dans les données, en particulier, en stabilisant la relation moyenne-variance. De
plus, elle contribue à corriger l’asymétrie fréquemment constatée dans la distribution de
l’expression génique, ce qui rend ces données compatibles avec les hypothèses distributio-
nelles de nombreux outils d’analyse qui reposent sur une distribution gaussienne. Enfin,
cette transformation permet d’interpréter les différences d’expression entre deux condi-
tions en termes de fold-changes (Luecken & Theis 2019). Malgré sa grande utilisation,
l’impact de cette transformation, notamment sur les performances du clustering, demeure
peu étudié (Wang et al. 2020, Risso & Pagnotta 2021). Dans une étude, Jaskowiak et al.
(2018) ont démontré que la transformation log 2 était bénéfique sur les performances du
clustering par rapport à une absence de transformation des données. De même, Wang
et al. (2020) ont confirmé la supériorité de cette transformation logarithmique à la fois
par rapport à l’absence de transformation, mais également par rapport à d’autres types
de transformations.

Une étape du pipeline connue pour son impact significatif sur les performances du clus-
tering est la sélection des caractéristiques, i.e des gènes dans le cas des données RNA-seq.
Initialement utilisée pour réduire la dimensionnalité des données, cette étape permet non
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seulement de diminuer le bruit contenu dans les données, mais également d’accélérer les
temps de calcul des méthodes de clustering (Kiselev et al. 2019). Les travaux de Källberg
et al. (2021) ont souligné l’importance de cette étape en démontrant que conserver tous les
gènes pour le clustering entraînait une dégradation des performances de celui-ci. Un large
éventail de méthodes de sélection de caractéristiques existe, et l’impact de ce choix sur le
clustering a déjà été mis en évidence par Duò et al. (2018). Outre la méthode elle-même,
le nombre de caractéristiques à conserver est également un facteur déterminant dans le
clustering (Luecken & Theis 2019). Bien que Jaskowiak et al. (2018) aient observé une
tendance favorable à conserver un nombre restreint de gènes pour le clustering (de l’ordre
du millier), les études de Vidman et al. (2019) et Källberg et al. (2021) ont toutes deux
révélé des performances variables des méthodes de sélection de gènes, rendant difficile la
préconisation d’une méthode spécifique. Leur conclusion générale est que le choix de la
méthode et du nombre de gènes doit être adapté aux caractéristiques propres des données
analysées. De manière générale, Luecken & Theis (2019) recommandent de ne conserver
qu’entre 1 000 et 5 000 gènes pour le clustering selon la complexité du jeu de données.

Les performances des méthodes de clustering pour l’analyse des données RNA-seq ont
déjà été largement étudiées. Une comparaison équitable de ces méthodes nécessite des
étapes de prétraitement similaires afin d’isoler l’impact propre à chaque méthode de clus-
tering. Jaskowiak et al. (2018) ont étudié les performances de différents algorithmes de
clustering basés sur des distances, en explorant 12 distances, incluant la distance eucli-
dienne classique, et recommandent alors l’utilisation de distances basées sur des mesures
de corrélations. Leur analyse a également mis en évidence de faibles performances de la
classification ascendante hiérarchique utilisant la mesure d’agrégation minimale (single
link) sur les données RNA-seq. D’autre part, Duò et al. (2018) ont comparé 14 méthodes
de clustering dédiées ou non à l’analyse de données scRNA-seq, révélant une grande varia-
bilité dans leurs performances pour retrouver les partitions connues des données, perfor-
mances largement influencées par le degré de séparation entre les groupes. En général, la
méthode Louvain implémentée dans Seurat et présentée en Section 1.2.1.2, se distingue
parmi les méthodes de clustering, conduisant généralement à de meilleures performances.
Elle est alors celle recommandée par Luecken & Theis (2019).

Parmi toutes les étapes de l’analyse des données RNA-seq, une étape a été largement
moins étudiée que les autres : la standardisation. Elle implique généralement la transfor-
mation de l’expression génique pour qu’elle présente une distribution homogène, souvent
en la centrant et en la mettant à l’échelle. Cette pratique, courante pour toutes analyses de
clustering, n’est pas spécifique aux données RNA-seq. Elle est utilisée en amont du clus-
tering pour assurer que toutes les variables contribuent équitablement à la formation des
groupes et éliminer les artefacts dus aux écarts d’échelle entre les variables. Cependant, il
n’y a toujours pas de consensus sur la nécessité de standardiser les données RNA-seq en
amont du clustering (Luecken & Theis 2019). Nous nous efforcerons alors dans ce Chapire
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d’expliquer pourquoi, bien que fréquemment effectuée, la standardisation est discutable
dans le cadre des analyses de données RNA-seq. À travers une combinaison d’études
de simulations et d’analyses de données d’expression génique réelles, nous chercherons à
éclairer l’impact de cette étape sur les résultats du clustering.

2.2 Standardiser les données pour le clustering ?

2.2.1 Cadre général & Définition

La standardisation des variables en amont du clustering cherche principalement à
attribuer le même poids à toutes les variables. En effet, les variables peuvent être mesurées
sur des échelles différentes, ce qui les rend incomparables entre elles à cause de leur
magnitude ou de leurs échelles de mesure différentes (Anderberg 1973). Si les données ne
sont pas standardisées avant le clustering, les algorithmes de clustering, et en particulier
ceux basés sur les distances, peuvent être biaisés et peuvent privilégier un partitionnement
des observations en fonction uniquement de la variance et de la magnitude des variables.
Ce phénomène est illustré sur la Figure 2.1. Les données présentées dans les sous-Figures
A et B ont été générées de manière identique, mais seules les données représentées dans
la sous-Figure B ont été standardisées avant l’application de l’algorithme des k-means.
Il est notable que les deux partitions en deux clusters diffèrent considérablement. Dans
la sous-Figure A, la partition semble principalement influencée par la seconde variable,
bien que cette dernière ne contribue en rien à la séparation des clusters, étant simplement
une variable gaussienne. En revanche, dans la sous-Figure B, la partition se fait selon
la première variable, qui a été délibérément générée selon un mélange gaussien à deux
composantes. Sans standardisation, les distances entre les observations sur la première
variable peuvent sembler moindre par rapport à celles sur la seconde variable, car l’échelle
de mesure sur cette dernière ainsi que sa variance sont nettement supérieures. Cela a
pour effet de fausser la perception de la contribution de chaque variable à la structure des
données. La standardisation corrige ce problème en accordant le même poids à toutes les
variables lors du calcul des distances et du clustering.

Maintenant que nous avons illustré l’importance de la standardisation dans le cadre du
clustering, comment s’opère-t-elle ? Soit x1, . . . , xn, n observations d’une variable continue
x. La standardisation la plus connue consiste à centrer et réduire les observations de x

pour qu’elles aient une moyenne nulle et une variance unitaire. Cette standardisation,
aussi appelée z-score, s’écrit alors :

zi =
xi − x

ŝ
, i = 1, . . . , n
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Figure 2.1 – Impact de la standardisation sur les résultats des k-means.

où x = 1
n

n∑
i=1

xi est la moyenne empirique des n observations et ŝ =
√

1
n−1

n∑
i=1

(xi − x)2 est

leur écart-type estimé. Ainsi, grâce au z-score, chaque observation est transformée en une
mesure de déviation par rapport à la moyenne, exprimée en termes d’écart-type. Cette
transformation rend les variables comparables entre elles, car elles sont toutes exprimées
dans des unités d’écart-type, éliminant ainsi les différences d’échelle et de magnitude
initiales. Risso & Pagnotta (2021) se sont inspirés de ces z-scores, traditionnellement
utilisés dans le cadre de l’analyse de données supposées gaussiennes, pour proposer une
méthode de standardisation pour les données RNA-seq qui respecte davantage leur nature.
Ils suggèrent de remplacer les estimations traditionnelles de la moyenne et de l’écart-type
en exploitant les propriétés de la distribution log-normale, observable dans la queue droite
de la distribution de l’expression génique.

D’autres types de standardisation existent, se distinguant principalement par le divi-
seur utilisé pour ramener les variables à une échelle commune. En effet, la soustraction au
numérateur des z-scores ne fait que translater les observations vers zéro, ce qui ne résout
pas les problèmes de magnitude entre les variables. Une option pour le diviseur est la dé-
viation absolue médiane (ou MAD, pour Median Absolute Deviation en anglais) (Everitt
& Hothorn 2006), une mesure de dispersion robuste souvent utilisée en remplacement de
l’écart-type. Cette standardisation est définie comme suit :

zMAD
i =

xi − median(x)
median (|xi − median(x)|)

Une autre forme de standardisation consiste à diviser chaque observation par la plage de
valeurs prises par les observations de x (Milligan & Cooper 1988), ce qui conduit à une
standardisation de la forme :

zRANGE
i =

xi −min(x)

max(x)−min(x)
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Dans la littérature sur le clustering, deux études sont souvent citées concernant l’éva-
luation de l’impact de la standardisation sur les résultats du clustering. La première étude,
menée par Milligan & Cooper (1988), a évalué les performances de sept méthodes de stan-
dardisation, incluant les z-scores et zRANGE, ainsi que l’absence de standardisation dans
le cadre de la classification ascendante hiérarchique (pour différentes mesures d’agréga-
tion). Ils ont observé des performances complémentaires entre les z-scores et l’absence de
standardisation. En effet, l’absence de standardisation semble efficace dans les cas où il
n’y a pas de bruit dans les données, c’est-à-dire lorsque toutes les variables sont générées
de sorte à séparer les clusters, tandis que les z-scores semblent plus robustes à l’ajout
de variables bruitées. Néanmoins, toutes les méthodes de standardisation se sont révélées
nettement moins performantes que zRANGE. Ces résultats ont été confirmés par la seconde
étude, celle de Steinley (2004b) avec l’algorithme des k-means. Selon eux, cette meilleure
performance de zRANGE par rapport aux z-scores classiques provient d’un effet trop pro-
noncé de la réduction à la variance unitaire induite par les z-scores. La standardisation par
la plage de valeurs prises par les observations a un effet moins prononcé sur les variances :
elle permet de rendre les variables comparables entre elles en termes de magnitude et
d’échelle tout en préservant les différences issues de la composition originale des données.
En quelque sorte, zRANGE représente un compromis entre l’absence de standardisation
et les z-scores. Il est néanmoins important de noter que selon leur étude, le choix de la
méthode de standardisation n’a jamais eu d’effet délétère sur le clustering. Une troisième
étude, moins citée, menée par Schaffer & Green (1996), a également étudié l’impact de la
standardisation, mais sur des données réelles, et a souligné de meilleures performances du
clustering en l’absence de standardisation. Ces résultats contraires à ceux des deux études
précédentes qui sont pourtant les études de références dans le cadre de la standardisation,
peuvent s’expliquer par des difficultés à simuler des données réellement représentatives des
données observées en pratique. Cependant, toutes les études sont unanimes sur un point :
la standardisation par les z-scores n’est pas celle conduisant aux meilleures performances
du clustering, que ce soit sur données simulées ou sur données réelles. Malgré ces résultats
en défaveur des z-scores, ce sont pourtant eux qui se sont imposés comme la méthode
de référence pour la standardisation des données en amont du clustering du fait de leur
interprétabilité.

2.2.2 La standardisation dans le cadre des données RNA-seq

Les données RNA-seq, faisant généralement l’objet d’un clustering, ne font pas excep-
tion à la standardisation. Ainsi, elles sont couramment transformées en z-scores, confor-
mément aux pratiques générales en analyse de données. Cette standardisation est alors
automatiquement intégrée dans les pipelines de clustering les plus connues comme celle
de Seurat. Outre le clustering, la standardisation dans le cadre de l’analyse de données
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RNA-seq est nécessaire pour visualiser les données sous forme de heatmaps. En effet, cette
représentation graphique n’est visuellement parlante que si les variances des comptes sont
comparables, autrement ceux ayant les plus grandes variances dominent la représentation
graphique, empêchant alors de repérer des variations moins prononcées de certains gènes.
Aussi, la dimension des données RNA-seq est souvent réduite par une ACP. Là aussi la
standardisation a un effet important puisqu’en utilisant les z-scores au lieu des données
originales, l’ACP s’effectue sur la matrice de corrélations des gènes et non sur leur matrice
de covariance.

La nécessité de standardiser les données dans le cadre de l’analyse de données RNA-
seq est cependant discutable, comme souligné par Luecken & Theis (2019), qui mettent
en évidence l’absence de consensus à ce sujet. Traditionnellement, la standardisation vise
à rendre les variables comparables entre elles en termes de magnitude et d’échelle. Néan-
moins, dans le cas des données RNA-seq, toutes les variables mesurent le même proces-
sus : l’expression génique, ce qui élimine le problème d’échelle. De plus, la magnitude de
l’expression génique peut fournir des informations sur la biologie sous-jacente de l’échan-
tillon. En particulier, la variance des gènes peut s’avérer informative comme en témoigne
sa grande utilisation comme critère de sélection de caractéristiques. Or, l’impact trop pro-
noncé des z-scores sur les variances a déjà été souligné par Steinley (2004b). Ainsi dans le
cadre de l’analyse de données RNA-seq, la standardisation peut être justifiée uniquement
pour des tâches telles que la visualisation sous forme de heatmaps, et s’explique pour le
clustering par le simple fait que la pratique générale consiste à standardiser les données
en amont d’un clustering. Mais, il n’y a ni preuves statistiques ni justifications biologiques
solides pour expliquer son utilisation répandue.

Les conclusions des études menées par Milligan & Cooper (1988) et Steinley (2004b)
sur la standardisation ne peuvent être directement extrapolées à l’analyse des données
RNA-seq. Ces travaux ont été réalisées avant le changement de paradigme induit par
l’avènement de la grande dimension. Elles se sont toutes deux déroulées avec un nombre
limité de variables, ce qui implique une prédominance du signal et une faible présence de
bruit. En revanche, la grande dimension se caractérise plutôt par un grand nombre de
variables de bruit, surpassant même parfois le nombre de variables portant du signal. Jus-
qu’à présent, seuls Raymaekers & Zamar (2020) ont évalué l’impact de la standardisation
sur le clustering en grande dimension. Leur étude compare leur méthode de standardi-
sation, basée sur l’inertie intra-cluster, avec quatre autres méthodes, y compris l’absence
de standardisation et les z-scores, à travers des simulations numériques contenant un
grand nombre de variables bruitées et une application sur des données réelles. Leurs ré-
sultats soulignent les meilleures performances de leur approche en présence de bruit et
des performances similaires entre les z-scores et l’absence de standardisation. Toutefois,
tout comme les études antérieures, leur intérêt résidait davantage sur la comparaison des
méthodes de standardisation entre elles. En particulier, Raymaekers & Zamar (2020) es-
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timent que la standardisation est indispensable en amont du clustering pour les raisons
de mise à l’échelle énoncées plus haut. Dans le contexte de l’analyse des données d’expres-
sion génique, la question concerne souvent la comparaison entre les z-scores, une pratique
courante, et l’absence de standardisation, justifiée par la similarité naturelle des variables
mesurant un même processus biologique.

2.3 Méthodes

Pour déterminer si la standardisation est réellement bénéfique pour le clustering dans
le contexte de l’analyse des données RNA-seq, il est crucial d’étudier son impact dans
des conditions où la dimensionnalité des données dépasse largement celle des études pré-
cédentes, menées par Milligan & Cooper (1988) et Steinley (2004b). Il est également
nécessaire d’évaluer son impact sur des données réelles pour lesquelles une partition des
observations est connue a priori, comme dans les études menées par Schaffer & Green
(1996) et Raymaekers & Zamar (2020).

2.3.1 Étude de simulations

Pour évaluer l’impact de la standardisation sur les performances du clustering dans un
contexte de grande dimension, nous nous sommes appuyés sur un exemple jouet basé sur
un modèle de mélange gaussien à deux composantes : X ∼ π1N (µ1,Σ1)+ π2N (µ2,Σ2).
Nous avons fixé les paramètres π1 = π2 = 0.5 ainsi que Σ1 = Σ2 = Σ = Ip1 . Ce
modèle représente une configuration de base en clustering, caractérisée par une matrice
de variance-covariance partagée entre les composantes et une absence de corrélations intra-
cluster. D’après les études précédentes sur l’impact de la standardisation, trois critères
semblent particulièrement d’intérêt et d’autant plus dans le cadre de la grande dimension.
Bien que très basique, notre exemple est suffisant pour les étudier tous les trois.

Le premier est la séparation entre les clusters : un fort degré de séparation entre les
clusters conduit à de meilleures performances du clustering. Cette séparation entre les
clusters est directement liée à la différence de moyenne δ = |[µ2]j − [µ1]j|, j = 1, . . . , p1,
des deux composantes du mélange, ainsi qu’à leur variance. Dans un contexte univarié,
en considérant une variance unitaire (comme dans notre cas), une bonne séparation des
composantes commence à être observable pour δ ≥ 3 (Siffer et al. 2018). Nous avons alors

fixé µ1 = 0p1 et µ2 =

(
δ
...
δ

)
∈ Rp1 , c’est-à-dire une différence de moyenne constante de δ

sur les p1 variables du mélange. Ces p1 variables issues du mélange sont des variables infor-
matives, séparant effectivement les deux composantes. Ce nombre p1 de variables portant
de l’information est le second facteur d’intérêt de notre étude puisqu’il est directement lié
au ratio signal versus bruit connu en grande dimension. En effet, si trop peu de variables
sont informatives pour le clustering, même pour une grande valeur de δ, l’information se
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dilue totalement dans le bruit, empêchant ainsi les algorithmes de clustering de correcte-
ment identifier la structure des données. Pour ajouter du bruit, nous avons ajouté aux p1

variables informatives p2 variables aléatoires gaussiennes de moyenne nulle et de variance
σ2
b , indépendantes entre elles, et indépendantes des p1 variables informatives. Enfin, le

dernier critère étudié correspond à la force du bruit par rapport à l’information, gérée au
travers de la variance commune des p2 variables de bruit. En particulier, si cette variance
excède trop celles des variables informatives, alors les magnitudes des variables ne sont
plus comparables, et la standardisation devient nécessaire comme illustré en Figure 2.1
et démontré dans l’étude de Steinley (2004b). Cependant, dans notre contexte applicatif,
on ne s’attend pas à observer de telles différences de magnitudes entre les variables.

n = 100 observations et un total p = p1 + p2 de 1 000 variables ont été considérées. À
p fixé, δ, la différence de moyenne entre les composantes sur les p1 variables informatives
variait entre 0.1, indiquant une très faible séparation entre les composantes, jusqu’à 10, té-
moignant d’une forte séparation des composantes. Le nombre p1 de variables informatives,
variait également, allant de 2 (très peu d’information) à 998 (très peu de bruit). À partir

de la variance des p1 variables informatives définie par Σ∗ = Σ+ 0.25

( −δ
...
−δ

)
× ( −δ ... −δ ),

la variance du bruit est définie comme σ2
b = ρσ∗2 , où σ∗2 est le terme commun de la

diagonale de Σ∗. Le paramètre ρ permet de contrôler le degré de comparabilité entre la
variance du bruit et celle de l’information. 7 valeurs différentes de ce paramètre ont alors
été examinées, allant de 0.01, où la variance du bruit est 100 fois inférieure à celle de
l’information, à 3, où la variance du bruit est trois fois supérieure à celle de l’information.

2.3.2 Analyse de données réelles

Nous avons également évalué les performances du clustering en comparant les z-scores
aux données originales à l’aide de quatre ensembles de données RNA-seq en masse. Parmi
ces ensembles, trois ont été extraits de l’Atlas du génome du cancer (TCGA, pour The
Cancer Genome Atlas (Weinstein et al. 2013)). Ce projet collaboratif, dirigé par l’Institut
national du cancer et l’Institut national du génome humain aux États-Unis, a permis
la caractérisation de l’expression génique dans environ 20 000 échantillons couvrant 33

types de cancer différents. Nous avons spécifiquement étudié trois types de cancer : le
cancer du rein (TCGA-KIRP), le gliome (TCGA-LGG) et le cancer de l’estomac (TCGA-
STAD). Les données d’expression génique correspondant à ces trois types de cancers
ont été récupérées grâce au paquet R TCGAbiolinks (Mounir et al. 2019) disponible sur
Bioconductor. Nous avons également ré-analysé les données RNA-seq de Lévy et al.
(2021) dans le cadre de la COVID-19 présentées en Section 1.1.3. Ces quatre ensembles
de données comportent des groupes de patients réels, connus en amont du clustering. Ils
peuvent donc être utilisés comme référence pour évaluer l’effet de la standardisation. Une
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description de chaque jeu de données se trouve en Table 2.1.

TCGA-KIRP TCGA-LGG TCGA-STAD FrenchCOVID
Nombre d’observations 135 534 450 54
Nombre de gènes 19947 19947 19947 30185
Nombre de sous-groupes 2 3 4 2
Sous-groupes Type 1 Papillary RCC

Type 2 Papillary RCC
IDHmut-codel
IDHmut-non-codel
IDHwt

CIN
EBV
GS
MSI

Sain
COVID19

Distribution des sous-groupes 75/60 169/250/94 138/25/54/60 10/44

Table 2.1 – Caractéristiques des données RNA-seq en masse utilisées.

Chaque jeu de données a été prétraité selon le même pipeline. Les observations pour
lesquelles le sous-groupe d’origine était inconnu ont été exclues de l’analyse. Ensuite,
parmi les observations restantes, les gènes présentant une expression constante ont été
éliminés et les données ont été log2-normalisées par la méthode du compte par million
(cpm). Nous avons effectué une analyse différentielle entre les groupes connus en utilisant
la méthode dearseq (Gauthier et al. 2020), permettant ainsi d’estimer le nombre de
variables informatives p1 en considérant comme informatifs les gènes ayant une p-valeur
ajustée significative au seuil de 5%.

2.3.3 Critère d’évaluation

Nous avons examiné les performances du clustering pour identifier la structure réelle
des données et ainsi comparer l’utilisation des données originales (X) par rapport aux
z-scores (Z). Pour ce faire, nous avons utilisé l’Indice de Rand Ajusté (ARI) (Hubert &
Arabie 1985) qui quantifie la similitude entre deux partitions en tenant compte du fait
que certaines correspondances peuvent être simplement dues au hasard (Steinley 2004a).
L’ARI prend des valeurs comprises entre −1 et 1. Une valeur proche de 1 indique une
forte concordance, tandis qu’une valeur nulle suggère une correspondance due au hasard,
et une valeur négative indique une concordance pire que le hasard. Si la vraie partition
des observations est donnée par C∗ = {C∗

1 , . . . , C
∗
K} et celle résultant du clustering est

donnée par Ĉ = {Ĉ1, . . . , ĈL} (où K peut être différent de L), alors on peut définir la
table de contingence entre les deux partitions comme en Table 2.2.

Ĉ1 Ĉ2 · · · ĈL Total
C∗

1 n11 n12 · · · n1L a1
C∗

2 n21 n22 · · · n2L a2
...

...
... . . . ...

...
C∗

K nK1 nK2 · · · nKL aK
Total b1 b2 · · · bL n

Table 2.2 – Table de contingence entre la vraie partition C∗ et la partition
donnée par le clustering Ĉ.
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À partir de cette table, l’ARI se définit alors par :

ARI =

∑
ij

(
nij

2

)
− [
∑

i

(
ai
2

)∑
j

(
bj
2

)
]/
(
n
2

)
1
2
[
∑

i

(
ai
2

)
+
∑

j

(
bj
2

)
]− [

∑
i

(
ai
2

)∑
j

(
bj
2

)
]/
(
n
2

) (2.1)

où nij, ai, bj, i = 1, . . . , K, j = 1, . . . , L et n sont définis dans la table de contingence en
Table 2.2.

Pour les deux analyses, l’étude de simulations et les analyses de données réelles, l’ARI
a été calculé entre la partition connue des données et les résultats de deux méthodes de
clustering, à savoir les k-means et la classification ascendante hiérarchique, lorsque soit les
données originales X, soit les z-scores Z, ont été utilisés pour le clustering. Pour l’étude
de simulations, les données ont été simulées 1 000 fois pour chaque valeur de δ, p1 et ρ.
Pour les applications, deux niveaux de bruits définis par p1 (absence de bruit) et p1 + p2

(présence de bruit) ont été comparés.

2.4 Résultats

2.4.1 Étude de simulations

Les résultats de l’étude de simulations sont présentés dans la Figure 2.2. Dans l’en-
semble, les k-means semblent plus performants que la classification ascendante hiérar-
chique de Ward, quel que soit le nombre de variables informatives p1, la force de la sépa-
ration δ qu’elles portent et le ratio des variances ρ. Globalement, le clustering basé sur X
donne de meilleurs résultats par rapport à celui sur Z lorsque peu de variables informa-
tives sont présentes dans les données. Comme prévu, à mesure que le nombre de variables
informatives p1 augmente, les performances du clustering s’améliorent, atteignant même
un ARI de 1 lorsque toutes les variables sont informatives. Ainsi, en l’absence de bruit
dans les données, les deux méthodes de standardisation sont comparables, comme présenté
dans le panneau A.

L’influence du ratio des variances ρ = σ2
b/σ

∗2 est illustrée dans le panneau B. Seules les
performances du clustering sur les données originales X sont impactées par ce facteur. En
effet, la standardisation vise principalement à rendre les variables comparables entre elles,
maintenant ainsi ce ratio constant à 1, quelle que soit la variance initiale des variables.
Ainsi, si la variance des p2 variables de bruit est faible par rapport à celle des p1 variables
informatives (ρ < 1), alors les variances des variables informatives deviennent, tout comme
leur différence de moyenne δ, des signaux facilitant la découverte de la véritable partition
des observations, rendant préférable le clustering sur X. Dans ce cas, la standardisation
des données conduit à une augmentation artificielle du poids des variances des p2 variables
de bruit, ce qui nuit aux performances du clustering. Si ρ = 1, alors le clustering sur X et
sur Z conduisent aux mêmes résultats puisque les variables sont déjà à la même échelle ;
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Figure 2.2 – Comparaison des performances du clustering entre z-scores (Z) et
données originales (X) en terme d’ARI calculé à partir de 1000 simulations des
données. Panneau A : Évolution de l’ARI en fonction du nombre de variables informatives
p1 et de la méthode de clustering pour X et Z. Panneau B : Évolution de l’ARI en fonction
du ratio ρ = σ2

b/σ
∗2 pour X et Z. Panneau C : Évolution de l’ARI en fonction du nombre

de variables informatives p1, de la force de la séparation qu’elles portent δ et du ratio ρ
pour X et Z.

la standardisation n’a alors aucun effet. Enfin, si ρ > 1, c’est la variance des p2 variables
de bruit qui est utilisée par les algorithmes de clustering pour construire les clusters.
Dans ce cas, l’information est diluée dans le bruit et la standardisation devient nécessaire
pour garantir de bonnes performances du clustering. Ces résultats sont conformes à ceux
attendus et retrouvés dans la littérature (Steinley 2004b).

Le panneau C fournit des résultats plus détaillés sur l’impact conjoint du ratio des
variances ρ et de la différence de moyenne δ portée par les p1 variables informatives. Ces
deux paramètres sont liés, car plus δ augmente, plus la variance des variables informatives
augmente également, comme le montre le calcul de la variance de ces p1 variables Σ∗ en
Section 2.3.1. De manière générale, plus δ augmente, meilleures sont les performances
du clustering, indépendamment du choix de la méthode de standardisation. Seules les
faibles différences de moyennes δ sont donc intéressantes : si trop peu de variables sont
informatives, alors seul le clustering sur X parvient à identifier la partition des données.
Dans ces cas, bien que peu présentes, les p1 variables informatives et la faible séparation
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qu’elles portent restent facilement identifiables en raison de leur variance plus élevée que
celle du bruit.

Cette étude de simulations révèle que les performances du clustering sur les z-scores
sont principalement impactées par le nombre de variables informatives et la force de
la séparation qu’elles portent. Cependant, rendre toutes les variables comparables peut
s’avérer être une perte d’information. Outre leur différence de moyenne, les variances des
variables informatives peuvent également être source de signal et aider les algorithmes de
clustering à retrouver la partition des observations. Il devient ainsi plus facile d’identifier
de faibles signaux peu visibles en considérant les variables originales. Cependant, cela
n’est vrai que dans les cas où la variance des variables informatives est supérieure à celle
des variables de bruit, rendant les performances du clustering sur X dépendantes de ce
ratio, en plus des deux autres paramètres δ et p1. En pratique, standardiser ou non les
données revient donc à faire une forte hypothèse : celle que les variables ont des échelles
de mesures comparables et que leur variance est informative sur le clustering.

2.4.2 Analyse de données réelles

Les résultats de l’analyse des données réelles sont présentés dans la Figure 2.3. Le
panneau A donne les résultats obtenus pour chaque jeu de données en termes d’ARI.
La variabilité des résultats entre les jeux de données peut s’expliquer par le nombre de
sous-groupes connus qui diffère allant de 2 pour TCGA-KRIP et FrenchCOVID à 4 pour
TCGA-STAD, avec une dégradation des performances médianes au fur et à mesure que
ce nombre augmente. Elle peut également être causée par la complexité de définir une
partition a priori des données. En effet, l’évaluation des performances du clustering sur
données réelles peut être sujette à des biais, particulièrement dans le cadre des données
RNA-seq en raison de leur forte hétérogénité, car la partition de références choisie peut
ne pas être la plus représentative de la structure réelle des données. Cependant, une
tendance générale se dégage. Dans l’ensemble, sur les quatre jeux de données examinés,
l’absence de standardisation au pire entraîne des performances similaires, et au mieux des
performances supérieures aux z-scores (panneau A). Seul le clustering sur TCGA-LGG
semble préférable sur les données standardisées, avec un ARI médian de 0.25 pour X et
0.43 pour Z.

En ce qui concerne l’algorithme de clustering, la classification ascendante hiérarchique
de Ward semble être plus sensible à la standardisation des données que les k-means, avec
des performances plus variables mais toujours en faveur de l’utilisation de X (panneau B).
L’impact le plus visible sur les performances du clustering semble être la présence de bruit
dans les données (panneau C). Les z-scores sont plus efficaces lorsque les données sont
exemptes de bruit. En revanche, le clustering sur les données brutes semble moins affecté
par le bruit, ce qui se traduit par des performances médianes relativement similaires à
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celles obtenues avec uniquement les variables informatives.
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Figure 2.3 – Impact de la standardisation par les z-scores (Z) ou non (X) sur
données réelles. Panneau A : Performances globales du clustering sur chaque jeu de
données en fonction de la standardisation ou non des données. Panneau B : Performances
des méthodes de clustering en fonction de la standardisation ou non des données. Panneau
C : Impact de la présence de bruit sur les performances du clustering en fonction de la
standardisation ou non des données.

En considérant, comme pour l’étude de simulation, le ratio ρ de la variance des p2

gènes non différentiellement exprimés (de bruit) sur celle des p1 gènes différentiellement
exprimés (informatifs), on constate un ratio médian ρ = 0.88. Ainsi, les gènes non dif-
férentiellement exprimés ont tendance à avoir une variance inférieure à celle des gènes
différentiellement exprimés. Cette variance devient alors une source d’information lorsque
les données X sont utilisées pour le clustering, expliquant ses meilleures performances en
présence de bruit. Ne considérer que les gènes informatifs n’améliore pas les performances
du clustering sur X, car, dans tous les cas, en raison de leurs variances plus élevées, les
gènes informatifs sont facilement identifiables. Seul le clustering sur Z semble gagner en
performance lorsque uniquement les p1 gènes informatifs sont utilisés pour le clustering.
Dans le cas où il y a du bruit, les z-scores, en attribuant le même poids à tous les gènes,
augmentent artificiellement celui des gènes non différentiellement exprimés, supprimant
ainsi une source d’information importante et rendant le clustering plus difficile.

2.5 Discussion

Les données RNA-seq nécessitent un prétraitement important en amont du clustering,
et chaque étape peut avoir un impact conséquent sur ses résultats. Il est donc crucial
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de définir un pipeline optimal pour garantir les meilleures performances du clustering et
réduire au maximum les incertitudes, surtout si les clusters doivent être réutilisés pour une
analyse différentielle. Bien que de nombreuses recherches aient été menées sur l’impact des
différentes étapes de prétraitement sur le clustering, la standardisation des données dans
le contexte des données RNA-seq reste un sujet peu exploré mais néanmoins important.
Cette étude a donc cherché à examiner en détail pourquoi la standardisation des données
est sujette à débat et à comprendre son impact sur le clustering pour finalement déterminer
sa réelle nécessité.

La standardisation des données dans le cadre du clustering a été largement étudiée
avant l’avènement des données RNA-seq et de la grande dimension. Bien qu’essentielle
pour rendre les variables comparables entre elles et éviter que le clustering ne soit influencé
uniquement par les variables présentant la plus grande variance, nos résultats dans le
cadre des données RNA-seq contredisent les recommandations habituelles, allant plutôt
en faveur de l’absence de standardisation, comme préconisé par Luecken & Theis (2019).
En effet, la nature de ces données suggère que les gènes ont une variance comparable
entre eux, étant donné qu’ils mesurent un même processus : l’expression génique. Il est
même probable que la variance des gènes différentiellement exprimés entre deux clusters
soit supérieure à celle des gènes non différentiellement exprimés, simplement parce que
les clusters sont séparés sur ces gènes, contrairement aux gènes non différentiellement
exprimés.

Nos simulations numériques montrent que, au-delà de la force de la séparation, la
variance peut également apporter de l’information pour le clustering lorsque celle des va-
riables informatives est supérieure à celle du bruit. Cette hypothèse est cohérente avec
nos observations sur des données réelles, qui révèlent une tendance à de meilleures per-
formances du clustering sur les données originales par rapport aux z-scores, la méthode
de standardisation la plus couramment utilisée. Nous avons d’ailleurs constaté que la va-
riance des gènes informatifs était effectivement supérieure à celle des gènes de bruit, ce
qui confirme son utilité pour la détection des clusters. En utilisant les z-scores, cette in-
formation portée par la variance est diluée, la rendant comparable à celle du bruit, ce qui
conduit à des performances de clustering moins bonnes. Il s’agit là d’un résultat déjà étayé
par Steinley (2004b). Cependant, nous avons pu mettre en avant que cette détérioration
des performances a particulièrement lieu lorsque peu de variables sont informatives et que
la force de la séparation est relativement faible.

Notre étude présente plusieurs limites. Elle repose sur un schéma de simulation simpli-
fié, ne prenant notamment pas en compte les corrélations entre les variables informatives
au sein d’un cluster, ni entre les variables de bruit entre elles. En se concentrant uni-
quement sur l’impact de la variance, nous négligeons alors d’autres sources potentielles
d’information ou de bruit pour le clustering telles que les corrélations entre les variables.
Cette simplification a l’avantage de rendre compréhensible et évidente l’effet de la standar-
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disation sur chaque facteur étudié. Il convient de noter que des méthodes de simulations de
données plus réalistes existent (Milligan 1985, Qiu & Joe 2006) et ont déjà été largement
utilisées dans la littérature notamment dans le cadre d’études sur la standardisation (Mil-
ligan & Cooper 1988, Balakrishnan et al. 1994, Waller et al. 1998, Carmone Jr et al. 1999,
Brusco & Cradit 2001). Bien que ces méthodes soient compréhensibles en petite dimen-
sion, leur comportement en grande dimension est moins clair, rendant la différenciation
et l’interprétation de l’impact des différents facteurs entre eux plus complexes, comme le
souligne notre expérience. Enfin, en ce qui concerne notre analyse des données réelles, elle
est limitée par le fait qu’elle inclut seulement quatre jeux de données RNA-seq en masse,
suivant ainsi le schéma de l’étude menée par Vidman et al. (2019). Une extension de cette
étude à des données RNA-seq en cellule unique serait également nécessaire pour affiner
les conclusions et élargir la portée de nos résultats.

Bien qu’en faveur de l’utilisation des données non-standardisées, il est difficile de
conclure sur l’impact de la standardisation. Ce choix reste dépendant de l’analyse et
du type d’hypothèses que l’on considère a priori. En effet, ne pas standardiser les don-
nées implique une hypothèse sous-jacente très forte : la variance des gènes est bel et bien
comparable et informative sur la présence de cluster. Nous recommandons alors de com-
parer systématiquement les résultats du clustering sur des données non standardisées et
standardisées afin d’évaluer en pratique l’impact de la standardisation lors des analyses.
Mais dans ce cas, une question demeure : quelle méthode de standardisation utiliser ? Les
z-scores sont-ils réellement la méthode de standardisation à privilégier ? Raymaekers &
Zamar (2020) donnent des premiers éléments de réponses à ces questions en introduisant
une méthode de standardisation inspirée des z-scores qui semble performante dans le cadre
des données RNA-seq. Enfin, bien que cette étude aide à comprendre comment obtenir un
bon clustering des observations, il n’en reste pas moins qu’en pratique la vraie partition
des données est inconnue et qu’il reste donc toujours de fortes incertitudes. Conjointe-
ment à la double utilisation des données, ces recommandations ne sont pas suffisantes
pour répondre aux enjeux de l’inférence post-clustering.
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3.1 Introduction

L’inférence post-clustering, fréquemment rencontrée lors de l’analyse des données RNA-
seq et détaillée en Section 1.2.3, est un défi central pour garantir la fiabilité des découvertes
dans ce domaine (Lähnemann et al. 2020). Elle s’inscrit dans le contexte plus large des
problèmes d’inférence sélective, dont le cadre théorique a été défini par Fithian et al.
(2014). L’inférence sélective englobe toutes les formes d’analyses où la sélection du mo-
dèle M et/ou de l’hypothèse de test H0 est déterminée par les données elles-mêmes. Elle
offre alors une réponse à la double utilisation des données servant à poser les questions
et à y répondre simultanément. En effet, dans ce contexte, les méthodes d’inférence ont
tendance à être trop optimistes, rejetant trop facilement H0 et conduisant ainsi à une
inflation de l’erreur de type I, comme montré en Figure 1.11 dans le cadre de l’inférence
post-clustering. Pour corriger ce problème et ainsi s’assurer de la fiabilité des découvertes,
c’est-à-dire empêcher des conclusions qui ne soient que le simple résultat de la sélection
du modèle, Fithian et al. (2014) proposent alors de contrôler l’erreur de type I sélective
au niveau α :

PH0 (rejeter H0 | (M,H0) sélectionnés) ≤ α (3.1)

Fithian et al. (2014) proposent deux stratégies pour garantir un contrôle efficace de
l’erreur de type I sélective définie en (3.1). La première stratégie consiste à définir un
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test d’hypothèse qui contrôle directement l’erreur de type I sélective au niveau α. Cela
se fait en conditionnant sur l’événement de sélection dans la définition de la p-valeur du
test. La seconde stratégie, souvent utilisée en apprentissage automatique pour contrer les
problèmes similaires de sur-apprentissage, consiste à construire le modèle et les hypo-
thèses sur un jeu de données, puis à les tester sur un autre jeu de données, indépendant
du premier. Dans ce cas, étant donné que l’événement de sélection est indépendant de
celui de test, l’erreur de type I sélective en (3.1) devient simplement PH0 (rejeter H0),
correspondant en fait à l’erreur de type I traditionnellement contrôlée par n’importe quel
test d’hypothèse. La première stratégie, la stratégie conditionnelle, peut être vue comme
une généralisation de la seconde stratégie, basée sur un partage des données, comme l’ont
souligné Goeman & Solari (2023). En effet, ces deux stratégies ont pour objectif commun
de décomposer l’information en deux parties, que ce soit par un partage explicite ou par
le conditionnement, afin de ne pas réutiliser l’information permettant de construire le
modèle et les hypothèses lors du test d’hypothèse. Ce Chapitre vise donc à présenter les
méthodes d’inférence sélective existantes, qu’elles recourent à la première ou à la seconde
stratégie, afin de répondre aux défis posés par l’inférence post-clustering.

3.2 Méthodes basées sur un conditionnement

3.2.1 Lemme polyédrique

Les méthodes d’inférence sélective basées sur un conditionnement sur l’évènement de
sélection reposent sur un résultat clé démontré par Lee et al. (2016) : le lemme polyédrique.
Ce lemme permet de définir une statistique de test qui, conditionnellement à l’évènement
de sélection, a une distribution uniforme sous H0 et peut donc servir pour calculer une
p-valeur (Tibshirani et al. 2016). Formellement, soit X ∼ N (µ,Σ) avec µ ∈ Rn et
Σ ∈ Rn×n. Considérons un évènement de sélection du modèle et des hypothèses dépendant
des données X et s’écrivant sous la forme d’un polyèdre : {AX < b} avec A ∈ Rm×n et
b ∈ Rm. Supposons de plus que l’hypothèse nulle H0 du test considéré puisse s’écrire sous
la forme H0 : η

tµ = 0, pour un certain vecteur de contraste η ∈ Rn. Alors :

F
[V −,V +]
ηtµ,ηtΣµ

(
ηtX

)
| {AX < b}H0∼ U [0, 1] (3.2)

où F
[a,b]

µ,σ2 correspond à la fonction de répartition d’une distribution gaussienne N (µ, σ2)

tronquée à l’intervalle [a, b] et où V − et V + ont des expressions analytiques détaillées dans
Lee et al. (2016) et Tibshirani et al. (2016). En particulier, il découle de l’équation (3.2)
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et des propriétés de la distribution uniforme que :

PH0

F
[V −,V +]
ηtµ,ηtΣµ

(
ηtX

)
≤ α︸ ︷︷ ︸

rejeter H0

| {AX < b}︸ ︷︷ ︸
(M,H0) sélectionnés

 = α, ∀α ∈ [0, 1] .

Cette équation garantit donc le contrôle de l’erreur de type I sélective définie en (3.1).
Ce lemme est au cœur de nombreuses méthodes d’inférence sélective basées sur un

conditionnement, notamment dans le contexte de la régression. En effet, la régression est
sujette aux problèmes d’inférence sélective lorsqu’elle implique une sélection des variables
s’effectuant sur la base des données. Si l’on teste ensuite l’association entre une variable
sélectionnée et la variable réponse sur les mêmes données, il est probable d’obtenir une
association significative simplement en raison de la sélection de la variable. Mais, il a été
montré que les méthodes de sélection de variables les plus connues dans le contexte de la
régression, comme l’approche séquentielle ou le LASSO, conduisent à des évènements de
sélection qui peuvent s’écrire sous la forme d’un polyèdre (ou d’une union de polyèdres)
(Lee et al. 2016, Tibshirani et al. 2016, Liu et al. 2018) d’où la large utilisation de ce
lemme.

Cependant, d’autres domaines que la régression s’intéressent au contrôle de l’erreur
de type I sélective. Parmi eux, l’inférence post-clustering, qui nous concerne ici, ainsi que
la détection de points de changement (Hyun et al. 2021, Jewell et al. 2022) ou les arbres
CART (Neufeld et al. 2022). Dans ces contextes, l’événement de sélection est parfois diffi-
cile à exprimer sous forme d’un polyèdre. Dans certains cas, il est possible de conditionner
sur davantage que l’événement de sélection lui-même pour se ramener à un polyèdre, mais
cela peut entraîner une perte d’information et donc de puissance, comme l’ont démon-
tré Fithian et al. (2014). Ainsi, Jewell et al. (2022) ont été les premiers à s’affranchir
du lemme polyédrique pour développer un test d’inférence sélective dans le cadre de la
détection de points de changement, une approche adoptée ensuite par Gao et al. (2024)
pour l’inférence post-clustering.

3.2.2 Méthodes d’inférence post-clustering

Bien que la littérature sur l’inférence sélective soit de plus en plus étoffée, celle portant
spécifiquement sur l’inférence post-clustering demeure relativement limitée. Notre objectif
ici est donc de présenter les méthodes existantes qui reposent sur un conditionnement
explicite sur la sélection du modèle dans la définition de la p-valeur.

3.2.2.1 TN-test (Zhang et al. 2019)

Zhang et al. (2019) ont été les premiers à proposer un test d’analyse différentielle
post-clustering : le test Normal-Tronquée (Truncated-Normal test ou TN-test). Soient
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x1, . . . ,xn, n réalisations i.i.d d’une variable aléatoire X ∼ N (µ,Σ) avec µ ∈ Rp et
Σ ∈ Rp×p. Leur approche s’appuie sur une divisision des n observations en deux parties,
x
(1)
1 , . . . ,x

(1)
n1 et x

(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2 , avec n = n1 + n2. La première partie est utilisée pour le

clustering. Ensuite, la différence de moyenne de chaque gène (c’est-à-dire une différence
marginale sur chacune des p dimensions) entre les clusters construits sur les x(1)

1 , . . . ,x
(1)
n1

est testée à l’aide de la seconde partie des observations : x(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2 . Mais pour ce faire, il

est nécessaire de labelliser les observations x(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2 en fonction des clusters construits

sur x
(1)
1 , . . . ,x

(1)
n1 . Zhang et al. (2019) font l’hypothèse que les clusters sont linéairement

séparables, c’est-à-dire qu’il existe un hyperplan pouvant les séparer. Les observations
x
(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2 sont donc labellisées en fonction de leur position par rapport à cet hyperplan,

typiquement à droite ou à gauche de l’hyperplan dans le cas d’un problème à p = 2

dimensions. Cet hyperplan est estimé à partir des résultats du clustering en entraînant un
classifieur de type Support Vector Machine (SVM) pour apprendre les clusters construits
sur la première partie des données et en utilisant ces résultats pour prédire les labels des
observations de la seconde partie des données.

Pour se ramener à un conditionnement plus simple que celui induit par le clustering,
Zhang et al. (2019) conditionnent leur test sur la position des observations par rapport à
l’hyperplan ayant servi à les labelliser. Il découle immédiatement de ce conditionnement
que, sachant l’hyperplan qui sépare deux clusters, les observations au sein d’un cluster
suivent une distribution gaussienne tronquée (d’où le nom du test). La troncature de la
distribution est donnée par le fait pour une observation d’être d’un côté ou de l’autre
de l’hyperplan. Cela permet de directement caractériser la distribution des observations
conditionnellement à l’évènement de sélection. Il est alors possible d’intégrer de manière
explicite l’information issue du processus de clustering, donnée par cette distribution
tronquée, dans le calcul de la statistique de test et d’ainsi contrôler l’erreur de type I
sélective.

3.2.2.2 clusterpval (Gao et al. 2024)

Gao et al. (2024) ont également introduit un test d’inférence sélective post-clustering.
Contrairement à l’approche de Zhang et al. (2019), leur méthode conditionne directement
sur l’événement de clustering lui-même, plutôt que sur la position par rapport à l’hy-
perplan estimé par un classifieur. Cependant, leur test aborde une question différente :
sachant qu’ils ont été estimés, est-ce que deux clusters sont effectivement différents l’un
de l’autre. L’hypothèse nulle dans ce cas porte alors sur l’égalité des barycentres entre les
deux clusters, et non pas sur une égalité de moyenne au niveau des variables (c’est-à-dire
sur une composante marginale des barycentres) comme on le souhaiterait dans le cadre
de l’analyse différentielle. Il s’agit donc d’une méthode permettant de valider les résultats
du clustering, mais qui ne permet pas d’inférer quelles variables sont responsables de la
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séparation des deux clusters.
Nous allons détailler un peu plus en profondeur cette méthode car elle est à l’origine

d’une des méthodes proposées au Chapitre 4. Formellement, soit un ensemble de données
X distribuées selon une loi matrice normale MN n×p (µ, In, σ

2Ip), où µ ∈ Rn×p est
une matrice inconnue de moyennes et σ2 est connu. Sur X, une méthode de clustering
c( ) est appliquée, conduisant à une partition en K clusters de X, donnée par c(X) ={
Ĉ1, . . . , ĈK

}
. Gao et al. (2024) s’intéressent alors à la différence entre les barycentres de

deux clusters Ĉk et Ĉl. L’hypothèse nulle de leur test est donc :

H0 : µ
tη = 0p (3.3)

où η est un vecteur de contraste défini par : ηi =
1i∈Ĉk

|Ĉk|
−

1
i∈Ĉl

|Ĉl|
∀i = 1, . . . , n. La p-valeur

du test d’inférence sélective est définie comme :

p ≡ PH0

(
∥X tη∥2 ≥ ∥xtη∥2 | Ĉk, Ĉl ∈ c(X)

)
(3.4)

avec x une réalisation de X. Cette p-valeur inclue donc un conditionnement explicite sur
le fait que les deux clusters Ĉk et Ĉl ont été estimés à partir des données, garantissant
un contrôle de l’erreur de type I sélective. Toutefois, pour des raisons computationnelles,
Gao et al. (2024) conditionnent sur un peu plus que ce simple évènement, comme ce qui
a été fait par Jewell et al. (2022) pour s’affranchir de l’hypothèse polyédrique. Cela ne
compromet pas le contrôle de l’erreur de type I sélective, mais peut cependant entraîner
une perte de puissance statistique. En conditionnant sur plus dans la p-valeur en (3.4), il
devient possible d’écrire une nouvelle p-valeur :

p = PH0

(
ϕ ≥ ∥xtη∥2 | ϕ ∈ S

)
(3.5)

où ϕ ∼ (σ∥η∥2).χp et S =
{
ϕ : Ĉk, Ĉl ∈ c (x′(ϕ))

}
est l’ensemble des perturbations des

données observées x par ϕ qui conduisent à la ré-estimation de Ĉk et Ĉl lorsque c( ) y est
appliquée.

La partie la plus compliquée du calcul de cette p-valeur réside donc dans la description
analytique de cet ensemble S des perturbations ϕ des données observées conduisant à la ré-
estimation de Ĉk et Ĉl. Bien sûr, elle dépend de la méthode de clustering c( ) considérée et à
ce jour, une description explicite de cet ensemble n’est disponible que pour deux méthodes
de clustering : la classification ascendante hiérarchique sur les distances euclidiennes au
carré et certaines mesures d’agrégations (dont la mesure de Ward) (Gao et al. 2024) ainsi
que les k-means (Chen & Witten 2023). Pour toutes les autres méthodes de clustering,
la p-valeur en (3.5) reste tout de même calculable grâce à une approche de Monte-Carlo,
en échantillonnant N perturbations ϕ1, . . . , ϕN ∼ (σ∥η∥2).χp et en ne conservant que
celles préservant Ĉk et Ĉl. Cette approche et son interprétation seront détaillées dans le
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Chapitre 4.

3.2.2.3 poclin (Bachoc et al. 2023)

Bachoc et al. (2023) ont également proposé un test d’inférence post-clustering en
s’appuyant sur les travaux effectués dans le cadre de l’inférence sélective pour le LASSO
de Lee et al. (2016). Cette connexion entre les deux problématiques est rendue possible
grâce aux fortes similarités entre une méthode c( ) de clustering particulière : le clustering
convexe, et le LASSO. Leur test d’inférence post-clustering s’inscrit directement dans le
cadre de l’analyse différentielle puisqu’il permet de tester une différence de moyenne entre
deux clusters Ĉk et Ĉl (obtenus grâce au clustering convexe) à l’échelle de la variable,
et non plus à l’échelle du barycentre comme le test de Gao et al. (2024). Bachoc et al.
(2023) se placent dans un premier temps dans le cadre univarié et s’intéressent à tester
une hypothèse nulle similaire à celle en (3.3), c’est-à-dire s’écrivant sous la forme :

H0 : µ
tη = 0

Cependant, de part la nature univariée des données (p = 1), il s’agit bien ici d’un test de
différence de moyenne à l’échelle de la variable.

Grâce aux propriétés du clustering convexe, il est possible d’écrire l’évènement de
sélection sous la forme d’un polyèdre. Cependant, pour obtenir un polyèdre facilement
calculable, il est nécessaire de conditionner sur un peu plus que juste l’évènement de
clustering en lui-même. C’est pourquoi Bachoc et al. (2023) conditionnent également sur
l’ordre des observations. Cela permet ainsi d’adapter le lemme polyédrique de Lee et al.
(2016) et d’utiliser la gaussienne tronquée en (3.2) pour définir des p-valeurs garantissant le
contrôle de l’erreur de type I sélective dans ce contexte d’inférence post-clustering. Comme
pour le test de Gao et al. (2024), ce conditionnement sur plus que juste l’évènement de
clustering peut engendrer une perte de puissance statistique, mais permet en contre partie
de réduire le coût computationel de la p-valeur sans pour autant affecter le contrôle de
l’erreur de type I sélective du test.

Pour étendre leur test au contexte multivarié (p > 1), Bachoc et al. (2023) proposent
d’agréger les résultats des p clusterings convexes univariés. Ils réalisent cela en utilisant
l’algorithme de classification ascendante hiérarchique sur la matrice à n lignes et p colonnes
contenant les labels des n observations obtenus pour chacun des p clusterings univariés.
Ensuite, ils étendent leur test univarié pour évaluer les différences de moyennes sur chacune
des p variables, mais cette fois-ci en considérant les clusters résultant de cette agrégation
(et non plus ceux résultant du clustering convexe de la variable testée).
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3.3 Méthodes basées sur une décomposition explicite

de l’information

Une alternative pour maîtriser l’erreur de type I sélective, présentée par Fithian et al.
(2014), consiste à diviser les données en deux ensembles indépendants. Dans cette confi-
guration, la première partie des données est utilisée pour construire le modèle M et les
hypothèses nulles H0, tandis que la seconde partie est réservée au test de (M,H0). Comme
précédemment souligné, cette méthode tire parti de l’indépendance entre les données uti-
lisées pour la sélection du modèle et les hypothèses, et celles employées pour les tests,
permettant alors de simplifier l’erreur de type I sélective à l’erreur de type I tradition-
nelle. En particulier, cela implique que n’importe quel test statistique peut être utilisé
pour inférer la séparation entre deux clusters quelque soit la méthode de clustering utili-
sée pour les construire.

3.3.1 Découpage de l’échantillon

Soit n observations x1, . . . ,xn d’une variable aléatoire X ∈ Rp. Une approche naïve
consiste à partager aléatoirement les observations de cet échantillon de taille n en deux
parties x

(1)
1 , . . . ,x

(1)
n1 et x

(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2 , avec n = n1 + n2 à la manière de ce qui a été pro-

posé par Zhang et al. (2019). Il s’agit là d’une application des découpages en apprentis-
sage/test couramment utilisés en apprentissage automatique pour résoudre les problèmes
analogues de sur-apprentissage. Dans le cadre général, ce découpage permet effectivement
de résoudre les problèmes d’inférence sélective, utilisant x(1)

1 , . . . ,x
(1)
n1 pour la sélection du

modèle et des hypothèses et x(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2 pour les tester. Cependant, dans le cas particu-

lier de l’inférence post-clustering, ce type de découpage n’est pas exploitable. Il est bien
possible de partitionner les n1 observations x

(1)
1 , . . . ,x

(1)
n1 à l’aide d’une méthode de clus-

tering c( ), et d’ainsi générer les hypothèses de test. Mais, il est impossible de directement
tester ces hypothèses sur les x

(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2 puisque les observations x

(2)
i , i = 1, . . . , , n2

que contient ce sous-échantillon ne sont pas encore labellisées : il faut d’abord transfé-
rer les clusters obtenus sur la première partie des observations. C’est ce que font Zhang
et al. (2019) en entraînant un classifieur sur x

(1)
1 , . . . ,x

(1)
n1 pour s’en servir à labelliser les

observations de x
(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2 .

Le transfert des clusters est donc indispensable mais ne peut s’effectuer sans l’uti-
lisation d’un classifieur C ( ), peu importe lequel est choisi. Toutefois, cette étape de
classification supervisée a pour conséquence d’apprendre le clustering, et donc les hy-
pothèses générées sur les x

(1)
1 , . . . ,x

(1)
n1 , et de les prédire sur les x

(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2 , qui sont

ensuite réutilisées pour les tester. En particulier, pour apprendre la partition, C ( ) doit
également apprendre les incertitudes et les potentielles différences artificielles créées dans
ce sous-échantillon. Pour illustrer ce phénomène, nous avons généré n = 200 réalisations
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d’une variable aléatoire gaussienne multivariée à p = 2 dimensions. D’après ce processus
de génération, il est clair qu’il n’existe aucun vrai processus latent permettant de séparer
les observations en 2 clusters. Nous avons ensuite partagé aléatoirement ces n = 200 ob-
servations en deux sous-échantillons de taille n1 = n2 = 100. Sur le premier échantillon,
nous avons appliqué une classification ascendante hiérarchique de Ward pour construire
K = 2 clusters qui ne sont donc pas représentatifs de la vraie nature des données. Puis,
pour labelliser les observations du second sous-échantillon, nous avons entraîné une forêt
aléatoire sur le premier sous-échantillon et avons prédit les labels des observations dans
le second sous-échantillon. Finalement, nous avons testé sur chacunes des p = 2 variables
de ce sous-échantillon une différence de moyenne entre les deux clusters prédits à l’aide
du test t. Il est évident que puisque ces deux clusters n’existent pas réellement, les tests
sont sous H0. La Figure 3.1 donne le QQ-plot des p-valeurs ainsi obtenues par rapport à
la distribution uniforme sur [0, 1] pour 1 000 simulations des données. Il est clair que les
p-valeurs sont très éloignées de l’uniformité, en faveur d’un rejet constant de l’hypothèse
nulle, révélant bien que les différences artificielles générées sur le premier sous-échantillon
ont été transférées sur le second.

Dans ce contexte, l’utilisation d’un classifieur C ( ) soulève des problèmes d’inférence sé-
lective. En effet, l’événement de sélection des hypothèses prend la forme

{
c
(
x
(1)
1 , . . . ,x

(1)
n1

)}
,

mais cela est uniquement valable pour x
(1)
1 , . . . ,x

(1)
n1 , qui ne sont pourtant pas utilisées

pour les tests. Étant donné qu’il est nécessaire de passer par un classifieur pour label-
liser les observations x

(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2 , sur cet ensemble de données, cet événement devient

de la forme
{

C
(
c
(
x
(1)
1 , . . . ,x

(1)
n1

)
,x

(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2

)}
. Ainsi, la sélection des hypothèses de-

vient une fonction du sous-échantillon x
(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2 utilisé pour les tester, ce qui ramène

à nouveau les problèmes d’inférence sélective. C’est pourquoi, malgré la division en deux
sous-échantillons, Zhang et al. (2019) conditionnent leurs tests sur les résultats de la SVM,
afin de prendre en compte la double utilisation des x

(2)
1 , . . . ,x

(2)
n2 .

3.3.2 Découpage d’une observation

Le problème majeur des découpages en deux sous-échantillons provient du fait que les
deux sous-échantillons ne contiennent pas les mêmes observations, rendant l’utilisation
d’un classifieur C ( ) indispensable pour transférer les résultats du clustering d’un sous-
échantillon à l’autre. Motivés par ce type de découpages, Leiner et al. (2023) ont introduit
la fission de données. Il s’agit d’une approche qui a également pour but de partager
l’information en deux parties indépendantes, sauf que le découpage ne s’effectue plus à
l’échelle de l’échantillon, mais à l’échelle de l’observation. L’idée principale de la fission de
données est donc de générer, à partir d’une variable aléatoire X, deux nouvelles variables
aléatoires X(1) et X(2) contenant chacune de l’information issue de X, mais incomplète.
Dans ce contexte, X(1) peut être utilisée pour construire le modèle et les hypothèses, et
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Figure 3.1 – QQ-plot des p-valeurs du test t contre la distribution uniforme
U [0,1] lorsque deux approches basées sur un découpage de l’information sont
mises en oeuvre face à l’inférence post-clustering.

X(2) pour les tester. Cependant, pour que le découpage donné par la fission soit valide
dans un contexte d’inférence sélective, il faut que les deux nouvelles variables aléatoires
obtenues respectent l’une des deux propriétés ci-dessous :

P1 : X(1) et X(2) sont indépendantes de distributions connues.

P2 : X(1) a une distribution (marginale) connue et X(2) | X(1) a une distribution
(conditionnelle) connue.

En effet, si le processus de fission satisfait la propriété P1, alors, de la même manière
que pour les découpages en deux sous-échantillons, l’erreur de type I sélective se ramène à
l’erreur de type I classique (par indépendance), ce qui rend n’importe quel test d’hypothèse
valide. Si le processus respecte la propriété P2, alors l’inférence sur X(2) | X(1) tient
compte du fait qu’une partie de l’information de X(1) a déjà été utilisée pour construire
le modèle et les hypothèses, contrôlant ainsi l’erreur de type I sélective. La connaissance de
la distribution conditionnelle de X(2) | X(1) est donc indispensable pour développer un test
contrôlant l’erreur de type I sélective. La propriété P1 étant plus forte que la propriété P2,
elle est plus compliquée à obtenir. En particulier, Leiner et al. (2023) ont réussi à donner un
processus de fission respectant P2 pour toutes les distributions de la famille exponentielle
alors que seules deux distributions, la gaussienne et la Poisson, possèdent un processus
de fission respectant P1. Neufeld et al. (2024) ont alors proposé une généralisation de
la fission de données, appelée la dilution de données (data thinning), qui permet des
décompositions garantissant P1 pour une famille de distributions de probabilité plus large
(incluant notamment la loi de Poisson, la loi gaussienne et la loi binomiale négative). Son
objectif est similaire : décomposer une variable aléatoire X en deux nouvelles variables
aléatoires X(1) et X(2) telles que :

X(1) +X(2) = X et X(1) ⊥⊥ X(2) (3.6)



68 Etat de l’art

En plus d’élargir les possibilités de décomposition en termes de distribution par rapport
à la fission de données, la dilution de données permet également des décompositions en
m ≥ 2 parties indépendantes. Ces deux approches reposent toutes deux sur un compromis
d’information issue de X conservée dans X(1) ou X(2) qui est géré par un hyperparamètre
τ . Cet hyperparamètre est analogue à n1 et n2 de l’approche basée sur un découpage de
l’échantillon, permettant d’allouer plus ou moins d’information soit pour le clustering soit
pour les tests d’hypothèses.

Figure 3.2 – Décomposition de l’information au niveau de l’observation dans
le cadre de l’inférence post-clustering. Le panneau A montre les données originales.
Le panneau B correspond aux réalisations de X(1) sur lesquelles K = 2 clusters ont été
estimés, représentés par la coloration des points. Le panneau C correspond aux réalisations
de X(2) dont les labels ont été assignés par un simple transfert depuis X(1).

Pour répondre aux enjeux de l’inférence post-clustering qui nous intéresse, l’indépen-
dance entre les deux nouvelles variables aléatoires est indispensable. La première variable
aléatoire, X(1), est alors utilisée pour construire K clusters Ĉ1, . . . , ĈK à partir de ses n

réalisations x(1)
1 , . . . ,x

(1)
n grâce à c( ) (Figure 3.2 panneau B). Les réalisations x(2)

1 , . . . ,x
(2)
n

de la seconde variable aléatoire X(2), indépendante de X(1), peuvent ensuite être em-
ployées pour tester les différences entre ces clusters. Grâce à cette décomposition, chaque
observation xi est scindée en deux parties indépendantes mais homologues : x(1)

i et x
(2)
i .

Le transfert des clusters devient donc immédiat puisque si x(1)
i ∈ Ĉk, alors x

(2)
i ∈ Ĉk,

pour tout i = 1, . . . , n et pour tout k = 1, . . . , K (Figure 3.2 panneau C). L’événement de
sélection des hypothèses (donné par le clustering) qui sont testées sur les n observations
de X(2) est donc de la forme

{
c
(
x
(1)
1 , . . . ,x

(1)
n

)}
et ne dépend que des réalisations de

X(1). Les données décomposées ne sont donc utilisées qu’une seule fois chacune, et grâce
à leur indépendance, l’erreur de type I est contrôlée quel que soit le test d’hypothèse et la
méthode c( ) de clustering utilisés. Ce bon comportement de la fission (et de la dilution)
de données est représenté sur la Figure 3.1. Les méthodes basées sur un découpage de l’in-
formation au niveau de l’observation même permettent bien de conduire à des p-valeurs
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uniformes (traduisant un bon contrôle de l’erreur de type I), là où, à schéma de simulation
identique, l’approche basée sur un découpage de l’information au niveau de l’échantillon
conduisait à une inflation de l’erreur de type I. La fission et la dilution de données semblent
donc être des approches très attractives face à l’inférence post-clustering. Leur application
dans ce contexte sera détaillée mais également discutée en Chapitre 5.
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4.1 Introduction

L’inférence post-clustering dans le contexte des données scRNA-seq se pose en raison
de la nécessité d’identifier les gènes marqueurs de chaque cluster. Cela s’interprète donc
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comme l’identification des variables responsables de la séparation entre les clusters. Face
aux défis d’inférence sélective qui émergent de la double utilisation des données, une
première approche pour contrôler l’erreur de type I sélective consiste à conditionner sur
l’événement de clustering (ayant servi à générer les hypothèses) lors du test. Cependant,
comme l’a révélé l’état de l’art des méthodes d’inférence post-clustering dans le Chapitre
3, seules deux méthodes permettent effectivement de tester la séparation de deux clusters
à l’échelle de la variable tout en garantissant un contrôle de l’erreur de type I sélective :
le TN-test (Zhang et al. 2019) et poclin (Bachoc et al. 2023). Néanmoins, le TN-test

repose sur une décomposition de l’échantillon, puis l’utilisation d’un classifieur et enfin un
conditionnement sur l’événement de sélection lors du test et le cumul de ces trois étapes
engendre une grande perte d’information tout en complexifiant le processus de test. La
méthode poclin, quant à elle, contraint l’utilisation du clustering convexe.

Notre objectif est donc de proposer de nouvelles méthodes pour l’inférence post-
clustering valables pour toute méthode de clustering c( ) pouvant être appliquée pour
partitionner les données en K clusters. De plus, nous cherchons à tester l’hypothèse nulle
selon laquelle une variable donnée ne sépare pas réellement deux clusters estimés. Cette
hypothèse nulle admet que la variable :

i) ne participe pas à la séparation des deux clusters et n’est pas affectée par l’étape
de clustering ;

ii) ne participe à cette séparation que parce que la méthode de clustering appliquée
aux données a créé des différences artificielles entre les clusters.

Il est important de noter que des objectifs similaires peuvent être abordés grâce aux
méthodes de sélection de variables pour le clustering, qui permettent d’identifier simulta-
nément le clustering optimal des données et les variables informatives (c’est-à-dire celles
expliquant la partition obtenue). Ces méthodes reposent généralement sur la maximisa-
tion de critères de qualité d’ajustement du modèle (Raftery & Dean 2006, Maugis et al.
2009), ou sur une vraisemblance pénalisée (Guo et al. 2010). Néanmoins, l’inférence post-
clustering – comme présentée dans ce travail – suppose que les clusters ont déjà été estimés
par un algorithme de clustering. L’accent principal ici est d’évaluer la séparation entre ces
clusters estimés, en tenant compte à la fois de l’incertitude introduite pendant le processus
de clustering et de la double utilisation des données. Cela pose des défis qui diffèrent de
l’estimation simultanée de clusters et des variables informatives pour ce partitionnement.

Pour s’affranchir du cadre strict de l’inférence sélective qui complexifie le développe-
ment des tests, nous proposons également d’étudier la séparation entre deux clusters sur
une variable donnée via le prisme de la multimodalité. En effet, selon Kim et al. (2021),
la multimodalité est un marqueur de la séparation des clusters : chaque mode correspond
à un groupe homogène d’observations (donc à un cluster), séparé par des régions moins
denses dans la distribution. Dans le contexte du clustering, Kalogeratos & Likas (2012)
ont proposé un algorithme de clustering basé sur des tests d’unimodalité incrémentaux, et
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Siffer et al. (2018) ont développé un test d’unimodalité pour évaluer la "clusterabilité" des
données basé sur leur distribution multivariée. Ameijeiras-Alonso et al. (2021) donnent
un aperçu récent des tests d’unimodalité existants, et parmi tous ces tests, trois sont plus
fréquemment utilisés que les autres : i) le test de Silverman (Silverman 1981) basé sur une
estimation à noyau de la densité f des données, ii) le test Dip (Hartigan et al. 1985) basé
sur la fonction de répartition F des données, et iii) le test de masse excédentaire (Müller
& Sawitzki 1991). Le test Dip est le seul qui ne nécessite pas l’estimation d’hyperpara-
mètres ou de faire des hypothèses distributionnelles. Il a, par ailleurs, déjà été appliqué
dans le cadre du clustering (Kalogeratos & Likas 2012, Wasserman et al. 2014, Schelling
& Plant 2020). De plus, par rapport à plusieurs tests de multimodalité disponibles dans le
package R multimode (Ameijeiras-Alonso et al. 2021), le test Dip offre un bon compromis
entre temps de calcul et performances statistiques (Figure Supplémentaire A.1 en Annexe
A).

Dans ce Chapitre, nous présentons alors trois nouvelles méthodes pour l’inférence post-
clustering. Tout d’abord, en s’appuyant sur les concepts rigoureux d’inférence sélective,
nous adaptons la méthode proposée par Gao et al. (2024) détaillée en Section 3.2.2.2 pour
tester des hypothèses univariées, et non plus des hypothèses portant sur les barycentres
des clusters, afin d’étudier si une variable donnée contient de l’information relative à la
séparation de deux clusters. Pour traiter le cas où K > 2 clusters sont estimés, nous
présentons également une extension de ce premier test basé sur une agrégation des p-
valeurs entre clusters adjacents. Nous proposons enfin une autre approche qui tient compte
de l’étape de clustering en examinant la présence d’un continuum dans la distribution de la
variable et qui exploite le test Dip. Le Chapitre se déroule comme suit : dans la Section 4.2,
nous décrivons les méthodes que nous proposons pour l’inférence post-clustering. Ces
approches sont ensuite évaluées et comparées dans la Section 4.3 à l’aide de simulations
numériques et de deux jeux de données réels. Quelques commentaires finaux et conseils
sont disponibles dans la Section 4.4.

4.2 Méthodes

Dans ce qui suit, soit X une variable aléatoire de dimensions n × p dont la gème

colonne est notée Xg. Sur X, nous appliquons une méthode de clustering c( ) pour créer
c(X) =

{
Ĉ1, . . . , ĈK

}
une partition des n observations en K clusters disjoints. Nous nous

intéressons à la capacité de la variable Xg à séparer deux clusters Ĉk et Ĉl estimés en
utilisant l’ensemble des informations contenues dans X avec la méthode de clustering c( ).
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4.2.1 Test d’inférence sélective

Les tests d’inférence sélective reposent généralement sur une hypothèse gaussienne
des données. Ainsi, pour adapter le test d’inférence post-clustering de Gao et al. (2024)
introduit au Chapitre 3 au cas univarié, nous nous appuyons également sur cette hypo-
thèse. Cependant, alors que Gao et al. (2024) supposent une distribution matrice-normale
pour l’ensemble de X, dans notre cas nous avons seulement besoin que chacunes des
n observations de Xg proviennent de distributions gaussiennes indépendantes avec une
moyenne inconnue µgi ∈ R et une variance connue σ2

g ∈ R. Ainsi, pour tout i ∈ {1, . . . , n},
Xgi ∼ N (µgi, σ

2
g). En raison de l’indépendance supposée entre chaque Xgi, la distribution

multivariée de Xg est une distribution gaussienne multivariée Nn

(
µg, σ

2
gIn
)

avec une

moyenne µg =

( µg1

...
µgn

)
et une matrice de covariance Σg = σ2

gIn. Soit xg la réalisation de

Xg observée dans X. Maintenant, pour un cluster Ĉk, soit :

µĈk
g =

1

|Ĉk|

∑
i∈Ĉk

µgi et xĈk
g =

1

|Ĉk|

∑
i∈Ĉk

xgi

respectivement la vraie moyenne et la moyenne empirique de la variable Xg dans le cluster
Ĉk. Un moyen classique permettant de tester une séparation entre deux clusters Ĉk et Ĉl

le long de Xg est de tester une différence de moyennes entre les deux clusters sur cette
variable. Ainsi, les hypothèses du test sont définies comme :

H0 : µ
Ĉk
g = µĈl

g vs H1 : µ
Ĉk
g ̸= µĈl

g . (4.1)

En définissant un vecteur de contraste η ∈ Rn par : ηi =
1
i∈Ĉk

|Ĉk|
−

1
i∈Ĉl

|Ĉl|
,

pour tout i = 1, . . . , n, à la manière de Jewell et al. (2022), Gao et al. (2024), il de-
vient alors possible de réécrire les hypothèses de test en (4.1) par :

H0 : µ
t
gη = 0 vs H1 : µ

t
gη ̸= 0. (4.2)

H0 dans (4.2) est donc générée par une fonction c (X) des données, ce qui nous place
dans le contexte de l’inférence sélective. Conditionner sur cet événement de clustering lors
du test d’hypothèse devient donc nécessaire. Pour cela, nous nous basons sur les travaux
de Jewell et al. (2022) et Gao et al. (2024) pour dériver une adaptation de leur p-valeur
à notre objectif d’inférence post-clustering univarié :

pĈk,Ĉl
g ≡ PH0

(
|X t

gη| > |xt
gη| | Ĉk, Ĉl ∈ c(X)

)
. (4.3)

Dans cette p-valeur, nous conditionnons sur l’estimation de Ĉk et Ĉl par c(X), qui per-
mettent de générer H0. Ainsi, la p-valeur tient compte du clustering et des incertitudes
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qui lui sont associées, garantissant un contrôle de l’erreur de type I sélective. Cette p-
valeur pĈk,Ĉl

g quantifie la probabilité que la différence de moyennes entre Ĉk et Ĉl soit
aussi grande que la différence observée sous H0 étant donné la structure de clustering
estimée. Son calcul repose alors sur toutes les réalisations possibles de Xg conduisant à la
ré-estimation de Ĉk et Ĉl lorsque nous appliquons c( ) à X. Cependant, décrire tous ces
ensembles de données est difficile. Pour obtenir une p-valeur plus facilement calculable,
nous suivons Jewell et al. (2022) et Gao et al. (2024) en contraignant l’aléatoire dans la
variable aléatoire Xg et nous définissons notre p-valeur comme suit :

p̃Ĉk,Ĉl
g ≡ PH0

(
|X t

gη| > |xt
gη| |Ĉk, Ĉl ∈ c(X),π⊥

ηXg = π⊥
η xg

)
, (4.4)

où π⊥
η = In − ηηt

∥η∥22
restreint la variable aléatoire Xg à un espace défini par le scalaire

π⊥
η xg sans perdre le contrôle de l’erreur de type I sélective (Gao et al. 2024).

Nous souhaitons maintenant calculer la p-valeur du test d’inférence sélective définie
en (4.4). Pour ce faire, nous devons écrire notre matrice de données X en fonction de
notre statistique Xg

tη et du terme résiduel π⊥
ηXg où π⊥

η = In − ηηt

∥η∥22
. Puisque, Xg =

π⊥
ηXg +

(
In − π⊥

η

)
Xg, nous avons alors :

c(X) = c ([x1| . . . |Xg| . . . |xp])

= c ([x1| . . . |0n| . . . |xp] + [0n| . . . |Xg| . . . |0n])

= c
(
[x1| . . . |0n| . . . |xp] +

[
0n| . . . |π⊥

ηXg + (In − π⊥
η )Xg| . . . |0n

])
= c

(
[x1| . . . |0n| . . . |xp] +

[
0n| . . . |π⊥

ηXg +

(
In − In +

ηηt

∥η∥22

)
Xg| . . . |0n

])
= c

(
[x1| . . . |0n| . . . |xp] +

[
0n| . . . |π⊥

ηXg +
ηηt

∥η∥2
Xg| . . . |0n

])
= c

(
[x1| . . . |0n| . . . |xp] +

[
0n| . . . |π⊥

ηXg +
ηϕg

∥η∥22
| . . . |0n

])
avec ϕg = Xg

tη

= c

([
x1| . . . |xg −

ηηtxg

∥η∥22
+

ηϕg

∥η∥22
| . . . |xp

])
Nous avons aussi :

X t
gη ⊥⊥ π⊥

ηXg

car π⊥
η est la matrice de projection orthogonale sur le sous-espace orthogonal à span(η)

(Jewell et al. 2022, Gao et al. 2024).
Enfin, nous avons :

Xg ∼ Nn(µg, σ
2
gIn) ⇒ X t

gη ∼ N (µt
gη, σ

2
g∥η∥22)

⇒ ϕg
H0∼ N

(
0, σ2

g∥η∥22
)
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La p-valeur (4.4) est donc égale à :

p̃Ĉk,Ĉl
g = PH0

(
|ϕg| > |xt

gη| |ϕg ∈ Sg

)
, (4.5)

où Sg =
{
ϕg : Ĉk, Ĉl ∈ c (X (ϕg))

}
est l’ensemble des perturbations de la gème variable de

X où à la fois Ĉk et Ĉl sont préservés lorsque c( ) y est ré-appliquée, et
ϕg = X t

gη
H0∼ N

(
0, σ2

g∥η∥22
)
. Ainsi, X(ϕg) représente une version perturbée des don-

nées X sur la gème variable, où cette perturbation est définie par :

xg −
ηηtxg

∥η∥22
+

ηϕg

∥η∥22
.

Cette perturbation a une interprétation claire : si |ϕg| > |xt
gη|, les observations contenues

dans les deux clusters sont encore plus séparées le long de Xg que ce qui est observé dans les
données. Au contraire, si |ϕg| < |xt

gη|, elles sont rapprochées le long de Xg (et si ϕg = xt
gη,

les données ne sont pas perturbées car dans ce cas X(ϕg) = X). Il est important de noter
que la p-valeur en (4.5) peut être réécrite comme PH0

(
|ϕg| > |xt

gη|, ϕg ∈ Sg

)
/PH0 (ϕg ∈ Sg) .

Il en découle que si Ĉk et Ĉl sont préservés seulement lorsque les observations sont da-
vantage séparées les unes des autres, alors la p-valeur en (4.5) sera grande car :

PH0

(
|ϕg| > |xt

gη|, ϕg ∈ Sg

)
≃ PH0 (ϕg ∈ Sg) .

Ce test d’inférence sélective s’interprète donc en termes de séparabilité entre les deux
clusters considérés, même s’il se base sur une différence de moyennes, car il se réduit à
quantifier la possibilité de rapprocher les observations des deux clusters tout en préservant
leur séparation le long de la variable d’intérêt.

Pour explicitement décrire l’ensemble Sg tout en conservant autant de généralité que
possible concernant la méthode de clustering c( ), nous suivons Gao et al. (2024) et
utilisons une procédure de Monte-Carlo pour estimer p̃Ĉk,Ĉl

g . Cette stratégie repose sur la
réécriture de (4.5) sous la forme suivante :

p̃Ĉk,Ĉl
g =

E
[
1
{
|ϕg| > |xt

gη|, ϕg ∈ Sg

}]
E [1 {ϕg ∈ Sg}]

. (4.6)

Nous échantillonnons ainsi ϕ1
g, . . . , ϕ

N
g

i.i.d∼ N
(
0, σ2

g∥η∥22
)

pour un grand nombre N de
tirages, et remplaçons les espérances dans (4.6) par les sommes sur tous les échantillons.
Cette procédure de Monte-Carlo évite ainsi de devoir décrire formellement l’ensemble Sg

(qui dépend de c( )). Pour améliorer l’efficacité numérique, Gao et al. (2024) utilisent
également une approche d’échantillonnage préférentiel initialement proposée par Yang
et al. (2016) pour améliorer la probabilité de conserver le clustering dans les données
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perturbées. Notre estimation de p̃Ĉk,Ĉl
g devient donc :

p̃Ĉk,Ĉl
g ≈

N∑
i=1

πi
1

{
|ωi

g| ≥ |xt
gη|, Ĉk, Ĉl ∈ c(X(ωi

g))
}

N∑
i=1

πi1

{
Ĉk, Ĉl ∈ c(X(ωi

g))
} , (4.7)

où ω1
g , . . . , ω

N
g ∼ N

(
xt
gη, σ

2
g∥η∥22

)
, et πi =

f1(ωi
g)

f2(ωi
g)

sont les probabilités d’échantillonnage
préférentiel avec f1 la densité d’une distribution N

(
0, σ2

g∥η∥22
)

et f2 la densité d’une
distribution N

(
xt
gη, σ

2
g∥η∥22

)
. Il est important de noter que nous adaptons la méthode de

Phipson & Smyth (2010) pour obtenir des estimations non biaisées de cette p-valeur de
Monte-Carlo (voir Annexe A.1).

Au cœur du test ci-dessus se trouve le paramètre de variance σ2
g , qui représente la

variance de Xg. Bien que σ2
g soit supposée connue dans le test, ce n’est pas le cas en

pratique et nous proposons d’utiliser à la place l’estimation suivante :

σ̂2
g =

1

|Ĉk|+ |Ĉl| − 1

∑
i∈Ĉk∪Ĉl

(
xgi − xĈk,Ĉl

g

)2
avec xĈk,Ĉl

g =
1

|Ĉk|+ |Ĉl|

∑
i∈Ĉk∪Ĉl

xgi.

Cette estimation de variance ne prend en compte pour le test que les observations des deux
clusters d’intérêt, en accord avec l’hypothèse nulle de non-séparation des deux clusters, la
variance elle-même peut informer sur la séparation des données (Liu et al. 2010) comme
expliqué en Chapitre 2. Cette estimation correspond à la variance estimée uniquement
à partir des clusters testées, négligeant donc la variabilité supplémentaire induite par la
présence d’autres clusters externes non pertinents pour le test. Cependant, dans certains
cas, cette estimation de σ̂2

g peut sous-estimer la variance de Xg, particulièrement si le
clustering induit de nombreuses différences artificielles. Gao et al. (2024) s’appuient sur
une estimation différente, qui surestime plutôt la variance dans la plupart des cas. Ils ont
montré que le contrôle de l’erreur de type I est garanti, avec une variance surestimée,
au prix d’avoir un test excessivement conservateur (voir la Figure A.2 en Annexe A
pour plus de détails). Cela met en lumière la difficulté intrinsèque de l’estimation de la
variance dans le contexte de l’inférence post-clustering qui sera notamment rediscutée en
Chapitre 5.

4.2.2 Un test plus puissant en présence de clusters intercalés

Le test de Gao et al. (2024) a été conçu pour comparer une paire de clusters, testant
une différence de barycentres. Mais lorsqu’il s’agit de tester des différences à l’échelle
univarié, comme notre test d’inférence sélective, des clusters intermédiaires supplémen-
taires peuvent compliquer la comparaison entre deux clusters. En pratique, les données
comportent souvent plus de 2 clusters, et, dans une dimension de l’espace, cela peut sé-
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rieusement compromettre la puissance statistique du test, même pour des clusters bien
séparés. En effet, s’il existe un ou plusieurs clusters intercalés entre les deux clusters com-
parés dans la dimension testée, il devient rapidement impossible de les rapprocher sans
changer le regroupement (voir Figure A.3 en Annexe A). Pour surmonter cette limitation,
nous proposons d’étendre notre test d’inférence sélective en supposant que deux clusters
estimés Ĉk et Ĉl sont séparés sur Xg si et seulement si au moins une paire intercalée de
clusters adjacents entre eux est séparée. Cela signifie qu’à l’inverse, s’il y a un continuum
sur Xg pour passer de Ĉk à Ĉl, alors Ĉk et Ĉl ne sont pas séparés. En ne considérant que
des tests qui portent sur des paires de clusters adjacents, nous conservons la puissance
statistique du test d’inférence sélective. Nous proposons alors de combiner toutes les p-
valeurs des tests d’inférence sélective entre paires de clusters adjacents intercalés pour en
déduire une p-valeur agrégée évaluant globalement la séparation de Ĉk et Ĉl sur Xg.

Pour identifier les clusters intercalés entre Ĉk et Ĉl sur Xg, nous définissons l’ensemble :

Ck:l
g :=

{
Ĉj, j = 1, . . . , K / xĈj

g ∈
[
min

(
xĈk
g , xĈl

g

)
,max

(
xĈk
g , xĈl

g

)]}
,

où x
Ĉj
g = 1

|Ĉj |

∑
i∈Ĉj

xgi permet implicitement de trier les clusters selon leur moyenne em-

pirique sur Xg. Nous définissons deux clusters Ĉm1 et Ĉm2 comme adjacents sur Xg si
Cm1:m2
g =

{
Ĉm1 , Ĉm2

}
. Ainsi, si |Ck:l

g | = M , il existe M − 1 paires de clusters adjacents

dans l’ensemble Ck:l
g des clusters intercalés entre Ĉk et Ĉl, traçant alors un chemin entre

ces deux clusters. Nous pouvons alors définir :

pĈk:Ĉl
g := f

(
p1g, . . . , p

M−1
g

)
,

où f est une fonction d’agrégation de p-valeurs comme décrite par Vovk & Wang (2020).
Sur la base de simulations numériques, nous favorisons l’utilisation de la moyenne harmo-
nique, recommandée par Vovk & Wang (2020) en cas de dépendances potentielles entre les
p-valeurs. C’est ici notre cas puisque chaque cluster contribue au calcul de deux p-valeurs.
L’utilisation de cette moyenne présente alors un bon compromis entre erreur de type I et
puissance statistique (voir Figure A.4 en Annexe A). Ainsi, la p-valeur du test d’inférence
sélective par agrégation de clusters adjacents est définie par :

pĈk:Ĉl
g = min

e log (M − 1)
M − 1
M−1∑
i=1

1
pig

, 1

 .

Il convient de noter que toutes les p1g, . . . , p
M−1
g sont calculées ici en utilisant une même

estimation de la variance. Nous proposons donc dans ce cas d’utiliser une estimation de
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σ2
g tenant compte de toutes les observations appartenant à l’ensemble Ck:l

g des clusters
intercalés entre Ĉk et Ĉl :

σ̂2
g =

1

|Ck:l
g | − 1

∑
C∈Ck:l

g

∑
i∈C

(
xgi − x

Ck:l
g

g

)2
avec x

Ck:l
g

g =
1

|Ck:l
g |

∑
C∈Ck:l

g

∑
i∈C

xgi.

4.2.3 Test de multimodalité

Nous proposons d’exploiter la notion de continuum pour décrire l’absence de sépa-
ration entre deux clusters : si Ĉk et Ĉl sont séparés, alors il doit exister un creux dans
la distribution de la variable entre ces deux clusters, c’est-à-dire que sa distribution est
multimodale. En revanche, s’il y a un continuum, alors ils ne peuvent pas réellement être
séparés, c’est-à-dire que la distribution de cette variable est unimodale. Bien qu’un mau-
vais clustering puisse induire une multimodalité artificielle, la présence ou non d’un tel
continuum dans la distribution de la variable ne peut être causée par le clustering.

Cette deuxième approche peut alors être considérée comme une version simplifiée du
test d’inférence sélective. En effet, lorsque l’on perturbe les données pour vérifier s’il est
possible de rapprocher les deux clusters sans changer le clustering, nous évaluons en réalité
à quel point il est probable d’observer un continuum entre Ĉk et Ĉl. S’il y a un continuum
entre Ĉk et Ĉl sur Xg, alors sa distribution doit être unimodale. Ainsi, pour étudier la
séparabilité de ces deux clusters sur Xg, il suffit d’appliquer un test d’unimodalité à sa
distribution restreinte uniquement aux individus des clusters de l’ensemble Ck:l

g . En effet,
si Xg sépare Ĉk et Ĉl, alors il y a au moins deux clusters dans Ck:l

g qui sont séparés l’un
des autres, et en particulier, puisque ces clusters sont entre Ĉk et Ĉl, il y a aussi une
séparation entre eux sur Xg.

Un test d’unimodalité teste l’hypothèse nulle selon laquelle « la distribution de Xg

est unimodale » par rapport à une hypothèse l’alternative selon laquelle « la distribution
de Xg est multimodale ». Nous proposons alors d’utiliser le test Dip introduit par Har-
tigan et al. (1985). Ce test repose sur la statistique du creux : dip(F ) = min

G∈U
ρ(F,G), où

ρ(F,G) = supx |F (x) − G(x)| et U est la classe des distributions unimodales. Ainsi, la
statistique du creux s’interprète comme la distance de F à l’ensemble des fonctions uni-
modales et mesure donc l’écart de notre distribution par rapport à l’unimodalité. Si F est
unimodale, alors dip(F ) = 0, et inversement si F est multimodale, alors dip(F ) > 0. En
pratique, les p-valeurs sont calculées comme :

pD̂n
:= P

(
dUn ≥ D̂n

)
,

où dUn = dip(F̂Un) est la statistique du creux calculée pour un échantillon de taille n issu
de la distribution uniforme U [0, 1] de fonction de répartition empirique F̂Un , D̂n = dip(F̂n)

est la statistique du creux observée, calculée à l’aide de la fonction de répartition empirique
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F̂n des données, et n est la taille de l’échantillon. Hartigan et al. (1985) ont montré que
la distribution uniforme est la distribution unimodale avec la plus grande statistique
asymptotique du creux parmi les distributions unimodales, il s’agit donc intuitivement du
candidat le moins favorable pour l’unimodalité. Ainsi, une distribution avec une statistique
du creux plus grande que celle de la distribution uniforme ne peut pas être considérée
comme unimodale (au sens de la statistique du creux). pD̂n

est alors interprétée comme
la probabilité sous l’hypothèse nulle d’unimodalité que la distribution uniforme ait une
statistique du creux plus grande que la statistique du creux observée de F̂n.

Dans notre contexte, nous appliquons donc le test Dip à la distribution de la va-
riable Xg restreinte aux individus qui sont dans les clusters de l’ensemble Ck:l

g pour tester
l’existence d’un continuum entre Ĉk et Ĉl et ainsi tester leur séparation.

4.3 Résultats

4.3.1 Étude de simulations

Nous présentons ici les résultats évaluant le comportement des tests d’inférence post-
clustering proposés dans la Section 4.2, tant en termes de contrôle de l’erreur de type I
que de puissance statistique. Sauf indication contraire, toutes les analyses sont réalisées
au niveau de significativité α = 5%, et le clustering se fait par la classification ascendante
hiérarchique de Ward associée à la distance euclidienne.

4.3.1.1 Cadre bidimensionnel

Nous avons généré des données bidimensionnelles (p = 2) selon deux scénarios :
(i) d’abord sans vrais clusters séparés, où les observations sont issues d’une distribu-
tion gaussienne N (0, I2) ; et (ii) avec trois clusters des mêmes tailles n/3 provenant de
distributions gaussiennes N (µCj , I2) tel que µC1 = (−5, 0), µC2 = (5, 0) et µC3 = (0, 10),
ainsi X1 sépare les trois clusters tandis que X2 ne sépare que C3 des deux autres clusters,
ce qui signifie que X2 est sous l’hypothèse nulle pour la comparaison entre C1 et C2. Dans
les deux cas, nous avons appliqué la classification ascendante hiérarchique de Ward pour
construire trois clusters. La Figure 4.1A montre un exemple de données sous chaque scé-
nario. Dans le premier scénario, les clusters ont été créés en forçant des différences entre
des groupes d’observations, engendrant ainsi des différences artificielles, tandis que dans
le deuxième scénario, les clusters estimés sont représentatifs de la véritable structure des
données, chaque cluster étant un groupe homogène et séparé d’observations issues d’une
composante du mélange.

La Figure 4.1B montre les résultats des trois tests proposés comparés à ceux obte-
nus à l’aide du test t habituel pour 2 000 simulations des données, chacune avec une
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Figure 4.1 – Validité des p-valeurs renvoyées par nos tests, comparaison avec
le test t. Panneau A : Processus de génération des données. Deux cas sont étudiés : un
cas sous un H0 global traduisant une absence totale de clusters dans les données (Pas de
cluster) et un cas avec trois vrais clusters (3 clusters). Dans les deux cas, la classification
ascendante hiérarchique de Ward est appliquée sur les données pour construire K = 3
clusters. Panneau B : Distribution des p-valeurs pour les tests concernant chaque paire de
clusters possible sur chacune des deux variables pour 2 000 simulations des données.

taille d’échantillon de n = 200. Pour le scénario sans cluster, le test t renvoie des p-
valeurs extrêmement petites qui traduisent une inflation de l’erreur de type I (90, 70%).
En fait, le test t identifie les différences artificielles créées lors du clustering. En tenant
compte de cette étape de clustering, les p-valeurs du test d’inférence sélective pĈk,Ĉl

g et
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celles résultant de son extension par agrégation pĈk:Ĉl
g sont relativement bien uniformé-

ment réparties sur l’intervalle [0, 1]. Cela garantit un bon calibrage des p-valeurs et un
contrôle effectif de l’erreur de type I (respectivement 6, 53% et 5, 98%). Quant au test
de multimodalité, ses p-valeurs sont très conservatrices mais cohérentes avec l’absence de
séparation des clusters (avec une erreur de type I égale à 0, 11%). Cela s’explique par la
distribution unimodale de référence utilisée par le test Dip, qui est la distribution uni-
forme, alors que les données sont générées à partir d’une distribution gaussienne, qui a
donc une statistique de creux inférieure à celle de la distribution uniforme. Ces bons ré-
sultats se confirment dans le scénario à 3 clusters lors de la comparaison entre C1 et C2

le long de X2 (où H0 est vérifiée). Pour toutes les autres comparaisons dans ce scénario,
les 4 tests détectent correctement la séparation, rejettant à raison H0 (avec une puissance
statistique supérieure à 99, 9% tous cas confondus).

Il convient de noter que si le clustering ne force pas de différences entre des groupes
d’observations, en identifiant correctement la structure en clusters des données, le test t

contrôle également l’erreur de type I, comme le montre le cas à 3 clusters dans la Figure
4.1B (4, 65%). Cela illustre davantage le lien entre différences artificielles et estimation
du nombre de clusters. Cependant, bien que le test t puisse donner des résultats corrects
lorsque les méthodes de clustering identifient correctement le processus latent réel sous-
jacent aux données, il n’est jamais valide car il ne tient pas compte des incertitudes dans
la partition obtenue et du fait que les hypothèses de tests soient basées sur les données
elles-mêmes.

La taille de l’échantillon a un impact relativement faible sur la puissance statistique
des tests, à l’exception du test de multimodalité qui est non paramétrique. La puissance
statistique des tests d’inférence sélective est plus impactée par la différence de moyennes
δ entre les deux clusters que par la taille de l’échantillon. Tous les tests atteignent une
puissance statistique assez raisonnable pour une taille d’échantillon modérée (n = 50, voir
Figure A.5 en Annexe A).

4.3.1.2 Focus sur la puissance statistique dans un cadre univarié

Nous avons également généré des données à partir d’un mélange univarié de deux distri-
butions gaussiennes avec des proportions et des variances égales : 0.5N (0, 1)+0.5N (δ, 1),
où les deux composantes sont séparées par une différence de moyennes δ – également
appelé modèle de contamination (Laurent et al. 2018). Chacune des composantes du mé-
lange représente donc un cluster, et la force de leur séparation est gérée par δ. Nous avons
appliqué la classification ascendante hiérarchique de Ward pour construire soit K = 2

soit K = 4 clusters. La Figure 4.2A montre une réalisation de cette simulation. Dans le
cas à 2 clusters, le clustering a effectivement identifié la véritable structure des données,
tandis que dans le cas à 4 clusters, de faux clusters ont été estimés. Nous avons évalué la
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puissance statistique des trois tests proposés pour détecter la séparation entre les clusters
1 et 2, les deux clusters les plus extrêmes dans la distribution des données, selon δ, en
utilisant N = 2000 générations des données.
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Figure 4.2 – Puissance statistique des tests proposés. Panneau A : Illustration du
processus de génération de données. Les données sont générées selon un mélange gaussien
univarié à deux composantes (avec proportion et variance égales) séparées par une dif-
férence de moyennes δ (modèle de contamination). Deux cas sont étudiés : un cas où le
nombre réel de clusters est estimé (K = 2 clusters) et un cas où plus de clusters que le vrai
nombre sont estimés (K = 4 clusters). La ligne pointillée orange représente la moyenne
de chaque composante. Panneau B : Puissance statistique pour la séparation du cluster
1 et du cluster 2 (au seuil de 5%) des tests proposés selon la différence de moyennes δ
séparant les deux composantes du mélange gaussien.

La Figure 4.2B synthétise les résultats pour les 2 000 simulations des données avec
une taille d’échantillon n = 200 (100 observations par classe). La puissance statistique
augmente avec δ. Le test de multimodalité semble être le plus puissant dans ce contexte,
surtout lorsque δ ≥ 3, une valeur remarquable pour la multimodalité dans ce genre de
mélange comme précédemment expliqué (Siffer et al. 2018). De plus, comme dans le cas à
4 clusters, tous les clusters sont entre le Cluster 1 et le Cluster 2, la puissance statistique
atteinte par le test de multimodalité est exactement la même que dans le cas à 2 clusters.
Dans le cas à 2 clusters, le test d’inférence sélective direct et le test d’inférence sélective par
agrégation des p-valeurs adjacentes ont une puissance statistique identique, puisque seuls
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deux clusters sont estimés, ils sont nécessairement adjacents et donc le test d’inférence
sélective direct est exactement le même que le test par agrégation. En revanche, le test
d’inférence sélective direct échoue dans le cas à 4 clusters, quelle que soit la valeur de δ.
En effet, il est impossible de rapprocher le cluster 1 du cluster 2 sans les mélanger avec
les clusters 3 et 4. Le test par agrégation des p-valeurs adjacentes permet de corriger ce
manque de puissance. À noter qu’il reste valide lorsque le nombre de p-valeurs à agréger
augmente.

4.3.1.3 Cadre multidimensionnel avec différents algorithmes de clustering

Pour étudier plus en détail le comportement des tests post-clustering proposés, il est
essentiel d’étudier leurs performances lorsqu’ils sont appliqués avec différents algorithmes
de clustering. Nous avons sélectionné les algorithmes de clustering les plus courants en
pratique et majoritairement présentés en Section 1.2.1, à savoir la classification ascendante
hiérarchique de Ward, les k-means, les fuzzy c−means et le clustering basé sur un modèle
gaussien, avec Mclust (Scrucca et al. 2016).

En s’inspirant des travaux de Maugis et al. (2009) dans le cadre de la sélection de
variables pour le clustering, nous avons généré des données selon un modèle de mélange
gaussien multivarié à deux composantes :

X1,2 ∼ π1N2

(
µC1 ,Σ

)
+ π2N2

(
µC2 ,Σ

)
où µC1 = ( 0

0 ),µ
C2 = ( 0

δ ) et Σ =
(
1 ρ
ρ 1

)
Nous avons augmenté ce mélange en introduisant trois variables supplémentaires : X3,4,5 =

X1,2β+ε où ε ∼ N3 (03, I3). Nous avons alors considérés trois scénarios permettant d’étu-
dier l’impact de différentes caractéristiques liées i) à la taille des clusters (πi), ii) aux
corrélations entre les variables informatives (ρ), et iii) au nombre de variables informa-
tives pour la séparation des clusters (β). Le premier scénario présente une configuration
relativement simple avec des tailles de clusters équilibrées, une seule variable informative
sur la séparation des clusters (X2), et aucune corrélation entre les variables. En revanche,
les deux scénarios restants introduisent une plus grande complexité, avec des tailles de
clusters déséquilibrées, des corrélations entre les variables, et deux variables informatives
pour la séparation (X2 et X4). La distinction entre les scénarios Sc2 et Sc3 se trouve
au niveau des variables corrélées : dans le scénario 2, aucune variable informative n’est
corrélée avec une variable de bruit (ne contribuant pas à la séparation des clusters), seules
les variables informatives et celles de bruit sont respectivement corrélées entre elles. Au
contraire, dans le scénario 3, une variable de bruit (X1) est corrélée avec une variable in-
formative (X2) à cause de la valeur non-nulle de ρ. Les valeurs détaillées des paramètres
pour chaque scénario sont fournies dans la Table 4.1. Nous avons effectué 1 000 simula-
tions des données avec une taille d’échantillon de n = 200 pour évaluer la capacité de nos
tests à retrouver les variables qui séparent effectivement les deux clusters. Ces simulations
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couvrent une gamme de forces de séparation caractérisées par δ ∈ {0, 2.5, 4, 8}. δ = 0

correspond à l’hypothèse nulle globale d’absence de vrais clusters, δ = 2.5 illustre le cas
d’une faible séparation, où les algorithmes de clustering risquent d’échouer à identifier la
vraie structure en clusters des données, et δ = 4 et δ = 8 sont respectivement les cas
d’une séparation modérée et d’une forte séparation, assurant de bonnes performances des
algorithmes de clustering.

Scénario π1 ρ β

Sc1 0.5 0

(
0 0 0
0 0 0

)
Sc2 0.3 0

(
0.5 0 0
0 1 0

)
Sc3 0.3 0.3

(
0 0 0
0 1 0

)

Table 4.1 – Valeurs des paramètres dans les trois scénarios de simulations
inspirés des travaux de Maugis et al. (2009).

Les quatre algorithmes de clustering montrent des performances relativement com-
parables en termes d’ARI pour identifier la vraie partition des données (Figure 4.3A).
Comme expliqué au Chapitre 2, dans ce cas où la variance du bruit est identique à la va-
riance des variables informatives, δ est le principal déterminant de la qualité du clustering.
Les performances de nos tests post-clustering sont donc principalement influencées par
les caractéristiques des données plutôt que par les algorithmes de clustering eux-mêmes.

Dans la Figure 4.3B, une variable est considérée comme sélectionnée si sa p-valeur
est inférieure à α = 5%, évaluant l’erreur de type I sous H0 et la puissance statistique
sous H1. Lorsqu’il n’y a aucune corrélation entre les variables (scénario Sc1), les deux
tests post-clustering i) contrôlent correctement l’erreur de type I, et ii) parviennent à
identifier les variables effectivement sous H1, avec une puissance dépendant de δ. Ceci
est cohérent avec les résultats observés dans la Figure 4.2. Dans le cas sans séparation
(δ = 0) ou lorsqu’elle est faible (δ = 2.5), toutes les méthodes de clustering montrent de
mauvaises performances pour identifier la vraie partition des données. Cela signifie que
le test de séparation s’effectue entre des groupes d’observations ne correspondant pas à
de vrais clusters. Dans ce cas, nos tests post-clustering contrôlent efficacement l’erreur de
type I, pour δ = 2.5, ils ont une puissance très faible pour identifier la variable X2 qui est
effectivement sous H1. Dans les scénarios comprenant des corrélations entre les variables,
c’est-à-dire les scénarios Sc2 et Sc3, le comportement du test de multimodalité reste
inchangé. Au contraire, le test d’inférence sélective peut avoir du mal à contrôler l’erreur
de type I associée aux variables corrélées. Notamment dans le scénario Sc3, lorsqu’une
variable de bruit (c’est-à-dire sous H0) est corrélée avec une variable informative, le test
d’inférence sélective ne parvient plus à contrôler l’erreur de type I associée à la variable
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Figure 4.3 – L’inférence post-clustering est principalement influencée par la
structure des données plutôt que par le choix de l’algorithme de clustering.
Panneau A : Performances du clustering pour identifier la véritable structure des données
en fonction de la séparation entre les clusters donnée par δ. Panneau B : Proportion
moyenne de fois où les tests post-clustering ont sélectionné chacune des cinq variables.

de bruit. En revanche, dans le scénario Sc2, lorsque les données présentent des clusters
clairs, avec δ ∈ {4, 8}, et que des corrélations existent uniquement entre les variables
informatives, l’erreur de type I est bien calibrée. Cela met en évidence l’importance de
l’hypothèse d’indépendance pour le test d’inférence sélective. En effet, en présence de
corrélations, les perturbations des données, qui ont seulement lieu à l’échelle univariée,
sont insuffisantes pour garantir un bon calibrage du test, voir la Section A.13 de l’Annexe
A pour plus de détails.
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Nous avons également comparé nos tests aux méthodes de sélection de variables pour
le clustering basé sur un modèle de mélange gaussien (voir la Figure A.6 en Annexe A).
Nos deux tests, qui tiennent compte de la double utilisation des données, offrent non
seulement un meilleur contrôle de l’erreur de type I pour toutes les variables sous une
hypothèse nulle globale d’absence de clusters, mais démontrent également une précision
supérieure dans la sélection des variables informatives lorsqu’une vraie séparation existe.
De plus, le test de multimodalité présente systématiquement de meilleures performances
computationnelles par rapport à la sélection de variables dans le cadre des mélanges
gaussiens, même lorsqu’il est utilisé conjointement avec un clustering basé sur ce modèle.
En revanche, le test d’inférence sélective, qui nécessite que le clustering soit appliqué sur
chaque version perturbée des données, se révèle plus sensible au choix de l’algorithme de
clustering. Ses temps de calculs sont, par contre, nettement plus élevé lorsqu’il est associé
à un clustering basé sur un modèle gaussien.

4.3.2 Différences morphologiques chez les manchots de l’archipel

de Palmer

Pour évaluer davantage les tests d’inférence post-clustering proposés, nous avons éga-
lement analysé des données réelles issues de l’écologie et disponibles dans le package R

palmerpenguins (Horst et al. 2020). Ce jeu de données de référence pour le clustering
comprend p = 4 variables : longueur du bec (en mm), profondeur du bec (en mm), lon-
gueur de la nageoire (en mm) et masse corporelle (en g), pour 344 manchots. Après avoir
supprimé les observations contenant des valeurs manquantes pour au moins l’une des 4

variables, n = 333 observations ont été conservées dans notre analyse. Les manchots pro-
viennent de trois espèces différentes : Adélie, Chinstrap et Gentoo, avec respectivement
146, 68 et 119 individus.

4.3.2.1 Contrôle négatif

Nous avons commencé par sélectionner uniquement des manchots femelles de l’espèce
Gentoo afin de créer un jeu de données de contrôle négatif. En effet, étant donné que ce
jeu de données ne contient que des observations de la même espèce et du même sexe, il ne
devrait pas y avoir de différence morphologiques notables entre les individus. Nous avons
appliqué une classification ascendante hiérarchique de Ward sur les z-scores, en raison
des problèmes d’unité entre les variables, pour construire 3 clusters. Comme aucun réel
processus latent définissant une partition n’existe dans ce sous-ensemble d’individus, le
clustering a donc forcé des différences entre les clusters pour les construire. La Table A.1
en Annexe A présente les p-valeurs de chacun des 3 tests proposés ainsi que celles du
test t pour toutes les paires de clusters le long de chacune des quatre variables. Une fois
de plus, le test t conduit à de nombreuses fausses découvertes. Au contraire, nos 3 tests



88 Tests de différences post-clustering

d’inférence post-clustering se comportent correctement en n’identifiant aucune des quatre
mesures comme séparant significativement une paire de clusters.

4.3.2.2 Analyse complète des données

Nous avons ensuite inclu les n = 333 manchots dans notre analyse et avons examiné les
données comme si nous ne connaissions pas l’espèce des manchots. Puisque les trois espèces
sont dorénavant présentes, nous voulons identifier quelles caractéristiques morphologiques
les différencient (les séparent). La Figure 4.4A présente la densité des quatre variables
(z-scores) au sein de chacunes des trois espèces de manchots. Les manchots Adélie et
Chinstrap semblent plus difficiles à distinguer, uniquement la longueur de leur bec semble
les différencier : les manchots Chinstrap ont des becs plus grands, comparables à ceux des
manchots Gentoo, que les manchots Adélie. L’espèce de manchot Gentoo est la plus facile
à identifier, ayant des caractéristiques morphologiques clairement différentes des deux
autres espèces en ce qui concerne les trois autres variables mesurées. Une fois de plus,
nous avons appliqué la classification ascendante hiérarchique de Ward sur les z-scores.
La Figure 4.4B présente les résultats de ce clustering. Le dendrogramme a été coupé de
telle sorte à construire trois clusters. Ils réflètent bien la véritable composition des vraies
espèces : le Cluster 2 et le Cluster 3 contiennent chacun uniquement des manchots Gentoo
et Chinstrap (respectivement), tandis que le Cluster 1 contient un mélange de deux espèces
(100% des manchots Adélie et 11 manchots Chinstrap).

La Table 4.2 présente les p-valeurs de chacun des trois tests d’inférence post-clustering
proposés comparées à celles du test t pour toutes les paires de clusters le long de cha-
cunes des quatre variables. Puisque les clusters identifiés correspondent bien aux trois
véritables espèces de manchots, l’étape de clustering ne peut pas induire de différences
artificielles, et donc les résultats du test t peuvent être utilisés comme référence. Seule
une comparaison n’est pas significative au seuil de 5% selon le test t : la profondeur
du bec n’est pas significativement différente entre les manchots Adélie (Cluster 1) et les
manchots Chinstrap (Cluster 3), ce qui est cohérent avec l’observation visuelle en Figure
4.4A. Le test de multimodalité semble manquer de puissance statistique ici, mais il est
clair d’après la distribution des variables représentée dans la Figure 4.4A que seulement
quelques comparaisons présentent une multimodalité notables (le Cluster 1/Adélie com-
paré aux deux autres clusters pour la longueur de la nageoire par exemple). Les deux tests
d’inférence sélective identifient davantage de différences significatives (6/11 pour le test
direct et 7/11 pour le test par agrégation qui est plus robuste lorsque plus de 2 clusters
sont estimés). Les séparations manquées peuvent s’expliquer par le manque de puissance
statistique pour détecter de petites différences (voir Table A.2 en Annexe A). En tenant
compte de l’étape de clustering, le test d’inférence sélective perd en puissance notamment
par rapport à d’autres tests comme le test t, qui est le test uniformément le plus puissant
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(Lehmann 2012). Mais cela vient notamment du fait qu’ils tiennent compte de l’étape de
clustering, le rendant valide dans ce contexte d’inférence post-clustering.
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Figure 4.4 – Clustering des 333 manchots de Palmer. Panneau A : Distribu-
tion de chaque variable (z-scores) au sein des trois véritables espèces de manchots.
Panneau B : 3 clusters sont estimés grâce à la classification ascendante hiérarchique. Les
couleurs dans le dendrogramme représentent les clusters estimés. Panneau C : Concor-
dance entre les résultats du clustering et les espèces connues des manchots.
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Table 4.2 – p-valeurs pour tous les tests concernant chaque paire de clusters le long de chacune des 4 variables à partir
des données réelles du contrôle positif.
* met en évidence les p-valeurs significatives au seuil α = 5%

Paire de clusters testée Test d’inférence sélective direct Test d’inférence sélective par agrégation Test de multimodalité Test t
Variable testée

Cluster 1 vs Cluster 2
(Adélie vs Gentoo)

Longueur du bec 0,0024* 0,0023* 0,1647 0*
Profondeur du bec 0,0015* 0,0017* 0,3687 0*
Longueur de la nageoire 0,0725 0,1832 0,0047* 0*
Masse corporelle 0,0439* 0,0008* 0,6402 0*

Cluster 1 vs Cluster 3
(Adélie vs Chinstrap)

Longueur du bec 0,1748 0,0191* 0,0674 0*
Profondeur du bec 0,2266 0,2323 0,2373 0,0702
Longueur de la nageoire 0,4318 0,4434 0,0168* 0*
Masse corporelle 0,7036 0,7027 0,3311 0,0267*

Cluster 2 vs Cluster 3
(Gentoo vs Chinstrap)

Longueur du bec 0,2263 0,2115 0,0927 0*
Profondeur du bec 0,0084* 0,0051* 0,2245 0*
Longueur de la nageoire 0,0186* 0,0205* 0,1585 0*
Masse corporelle 0,0002* 0,0002* 0,4174 0*
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4.3.3 Clustering de cellules immunitaires issues de mesures de

cytométrie en flux

Nous avons également analysé les données du panel de cellules T de Finak et al. (2016)
pour le Human Immunology Project Consortium (HIPC). Ce jeu de données, disponible
publiquement sur ImmuneSpace, contient des mesures de cytométrie en flux de 6 mar-
queurs de surface (CCR7, CD4, CD45RA, HLADR, CD38 et CD8) pour 33 992 cellules
T. Dix sous-populations de cellules T ont été identifiées et annotées manuellement par des
immunologistes en se basant sur la présence ou l’absence de chacun de ces marqueurs.

Nous avons étudié la capacité des trois tests d’inférence post-clustering présentés à
identifier les marqueurs cellulaires spécifiques connus, après un clustering des cellules basé
sur ces mêmes marqueurs. Étant donné la taille des données et la charge computation-
nelle de certains des tests proposés, nous avons limité notre analyse à un sous-ensemble de
5% des cellules annotées provenant uniquement de 4 des 10 sous-populations cellulaires :
les CD8 Naïfs, les CD8 Mémoires Effectrices, les CD4 Naïfs et les CD4 Mémoires Effec-
trices. Au total, nous avons analysé 1 051 cellules (voir Figure A.7 en Annexe A pour une
représentation graphique des données). Nous avons utilisé la classification ascendante hié-
rarchique de Ward sur les z-scores pour estimer K = 4 clusters, correspondant au nombre
réel de sous-populations cellulaires. Ce clustering a révélé de bonnes performances pour
identifier les sous-populations cellulaires avec un ARI de 0.98. Ensuite, nous avons testé
chaque marqueur comme séparateur potentiel de chaque paire de clusters estimés, en utili-
sant les trois tests proposés. Les p-valeurs issues de la comparaison du Cluster 2 (contenant
90% des cellules CD8 Mémoires Effectrices) et du Cluster 4 (contenant 99% des cellules
CD4 Mémoires Effectrices) sont données dans la Table 4.3 (toutes les autres comparaisons
peuvent être trouvées dans la Table A.3 en Annexe A).

Les deux tests d’inférence sélective ont identifié la plupart des marqueurs comme sépa-
rant significativement les paires de clusters. Cela illustre l’une des principales limitations
de ces tests d’inférence sélective univariée en présence de variables corrélées. Effective-
ment, comme presque n’importe quel couple de marqueurs est suffisant pour discriminer
les quatre sous-populations cellulaires, la perturbation d’un marqueur permet toujours de
retrouver la structure de clustering originale des données (en se basant sur l’information
apportée par les marqueurs restants) et conduit donc presque toujours à des résultats
significatifs. Ce phénomène est particulièrement prononcé pour le marqueur CD4, es-
timé comme séparant significativement les lymphocytes T CD4 Naïfs des lymphocytes
T CD4 Mémoire Effectrice, bien qu’il soit censé être exprimé dans les deux populations
cellulaires. Le test de multimodalité, qui est basé uniquement sur la séparation entre les
clusters, n’utilise pas l’information liée aux corrélations, et renvoie alors des résultats
biologiquement plus intéressants (Figure 4.5). Par exemple, le marqueur CD4 sépare de
manière significative le Cluster 1 et le Cluster 2 du Cluster 3 et du Cluster 4, mais pas
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le Cluster 3 du Cluster 4. Il était très facile de conclure que le Cluster 3 et le Cluster 4
contiennent tous deux des lymphocytes T CD4, tandis que le Cluster 1 et le Cluster 2
contiennent tous deux des lymphocytes T CD8. Il est plus difficile pour le test de mul-
timodalité de distinguer les cellules Naïves des cellules Mémoires Effectrices au sein de
ces deux populations. Cela peut s’expliquer par le fait que CCR7 et CD45RA ne sont
pas les seuls marqueurs canoniques généralement utilisés pour différencier ces sous-types
cellulaires. De plus, aucun marqueur spécifique des lymphocytes T Mémoire Effectrice n’a
été identifié jusqu’à présent (Saxena et al. 2019).

Table 4.3 – Comparaison entre le Cluster 2 (90% de lymphocytes T CD8
Mémoire Effectrice) et le Cluster 4 (99% de lymphocytes T CD4 Mémoire
Effectrice) estimés à partir des données HIPC.
∗ met en évidence les p-valeurs significatives au seuil α = 5%

Test d’inférence
sélective direct

Test d’inférence
sélective par agrégation Test de multimodalité

CCR7 0,0005* 0,0005* 0,8611
CD4 0,0005* 0,0005* 0,0000*

CD45RA 0,0005* 0,0005* 0,9973
HLADR 0,2042 0,2231 0,9960

CD38 0,0013* 0,0013* 0,7312
CD8 0,0005* 0,0005* 0,0000*

4.4 Discussion

Dans ce Chapitre, nous proposons trois nouveaux tests statistiques pour l’inférence
post-clustering pouvant être utilisés pour identifier des variables séparant une paire de
clusters estimés à partir des données. Ces tests, qui prennent en compte l’impact du
clustering sur l’inférence, donnent des p-valeurs valides, n’identifiant pas une séparation
induite par l’algorithme de clustering, mais émanant d’un réel processus sous-jacent à la
génération de données, contrôlant alors l’erreur de type I sélective. Nos approches peuvent
être utilisées indépendamment de l’algorithme de clustering choisi et peuvent facilement
être incorporées dans de nombreux pipelines d’analyse de données où les résultats de
clustering sont utilisés post-hoc pour décrire et interpréter les clusters.

Le test de multimodalité se distingue comme une approche complètement non paramé-
trique, offrant une polyvalence sur un large éventail de distributions de données continues.
En revanche, le test d’inférence sélective fait une hypothèse gaussienne pour la distribu-
tion des données. Bien qu’il puisse être robuste à une certaine asymétrie des données,
un écart excessif par rapport à la symétrie de l’hypothèse gaussienne génère des valeurs
aberrantes qui forment, à elles seules, un cluster supplémentaire (Figure A.8 en Annexe
A).
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Figure 4.5 – L’inférence post-clustering avec le test de multimodalité appliqué
sur les données HIPC permet l’annotation des populations cellulaires.
Chaque graphique donne la distribution des clusters sur un marqueur de surface. Une
séparation significative entre deux clusters au seuil α = 1% sur un marqueur est mise en
évidence par ∗∗ et une séparation significative entre deux clusters au seuil α = 5% par ∗.

En pratique, le test de multimodalité peut souvent être préféré, notamment lorsque
le signal séparant les clusters est fort, comme le démontrent nos résultats de simulations.
Dans ce cas, il identifie les variables qui sont vraiment pertinentes pour l’interprétation
des clusters. Il pourrait également être particulièrement attrayant car il est efficace sur le
plan computationnel. Cependant, si les données sont très hétérogènes, la multimodalité
pourrait devenir un mauvais indicateur de la séparation des clusters lorsque l’hétérogénéité
se produit au sein même des clusters, un phénomène souvent observé pour les données
scRNA-seq. Dans ce cas, le test de multimodalité n’est pas recommandé et les deux
tests d’inférence sélective devraient être préférés — tant que le nombre de variables et
leur corrélation ne sont pas trop élevés, sans quoi les tests d’inférence sélective peuvent
présenter un faible contrôle du taux de faux positifs. Ils peuvent également être préférés
pour les petites tailles d’échantillon, étant plus puissants que le test de multimodalité
pour identifier un faible signal.

Tous les codes et les données nécessaires pour reproduire les résultats présentés dans
l’article original sont accessibles librement depuis Zenodo avec le DOI10.5281/zenodo.

7660128 (Hivert et al. 2023). Les tests proposés sont implémentés dans un paquet R
disponible sur CRAN à l’adresse https://CRAN.R-project.org/package=VALIDICLUST.

Depuis la publication de nos méthodes, Chen & Gao (2023) ont également proposé une

DOI 10.5281/zenodo.7660128
DOI 10.5281/zenodo.7660128
https://CRAN.R-project.org/package=VALIDICLUST
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extension de la méthode de Gao et al. (2024) pour tester la séparation entre deux clusters
au niveau de la variable similaire à notre test d’inférence sélective. Comparé à notre test,
leur approche présente l’avantage de ne plus supposer l’absence de corrélations entre les
variables, une limite majeure de notre méthode. De plus, ils parviennent à fournir une
description explicite de l’ensemble Sg des perturbations des données sur la gème variable
qui préservent le clustering pour la classification ascendante hiérarchique basée sur les
distances euclidiennes au carré, et certaines mesures d’agrégation, ainsi que pour les k-
means. Cela permet alors d’accélérer les temps de calculs, la p-valeur pouvant alors être
explicitement calculée sans avoir à utiliser une approximation de Monte-Carlo. Cependant,
cela rend leur test spécifique à ces méthodes de clustering, contraignant par la même
occasion à utiliser la distance euclidienne au carré comme mesure de similarité entre les
observations pour la classification ascendante hiérarchique. Enfin, une limite de leur test
partagée par le notre est l’hypothèse de variances connues. En effet, en pratique, elles sont
inconnues et à estimer avec les données. Néanmoins, ces paramètres sont informatifs sur
la présence, ou non, de clusters dans les données, voire même parfois cluster-spécifiques,
rendant leur estimation complexe.



Chapitre 5

Limites pratiques des approches basées
sur une décomposition de l’information

pour répondre aux problèmes
d’inférence post-clustering

Ce chapitre est adapté du preprint : Hivert, B., Agniel, D., Thiébaut, R., &
Hejblum, B. P. (2024). Running in circles : practical limitations for real-life
application of data fission and data thinning in post-clustering differential

analysis. arXiv preprint, arXiv:2405.13591
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5.1 Introduction

Les méthodes d’inférence post-clustering présentées au Chapitre 4 reposent directe-
ment, pour le test d’inférence sélective, ou indirectement, pour le test de multimodalité,

https://arxiv.org/abs/2405.13591
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sur un conditionnement lié à l’événement de clustering, garantissant ainsi leur validité.
Ces tests d’hypothèses sont spécifiquement conçus pour répondre aux enjeux de l’infé-
rence post-clustering. Toutefois, bien qu’ils soient utilisables pour tester des hypothèses
d’expression différentielle entre deux clusters, ils ne sont pas vraiment adaptés à la na-
ture des données RNA-seq. Premièrement, toutes les méthodes d’inférence post-clustering
basées sur le concept d’inférence sélective reposent sur une hypothèse gaussienne, une hy-
pothèse qui est discutable dans le contexte des données RNA-seq, comme expliqué en
Section 1.1.2 du Chapitre 1. Cela est particulièrement vrai pour nos tests d’inférence sé-
lective qui, en plus de s’appuyer sur l’hypothèse gaussienne, supposent l’indépendance
des variables. Cette indépendance n’est jamais vérifiée dans le cas des données RNA-seq,
en raison de la forte corrélation entre les gènes, due à leur co-expression dans de mêmes
réseaux biologiques. De plus, étant basés sur des perturbations des données, inefficaces en
grande dimension, nos tests d’inférence sélective sont difficilement applicables aux don-
nées RNA-seq. Bien que non paramétrique, le test de multimodalité n’est pas non plus
bien adapté à la nature de ces données. En effet, la forte hétérogénéité qu’on y observe
entraîne souvent une multimodalité intra-clusters (causée par exemple par l’inflation en
0), ce qui contredit l’hypothèse fondamentale de ce test.

En raison de ces limitations, nous nous sommes tournés vers des approches basées sur
la décomposition de l’information au niveau de l’observation : la fission et la dilution de
données, présentées en Section 3.3.2 du Chapitre 3. Ces approches, se concentrant unique-
ment sur la décomposition de l’information en deux (ou plusieurs) parties indépendantes,
peuvent être utilisées conjointement avec n’importe quelle méthode de clustering et d’ana-
lyse différentielle. De plus, bien que paramétriques, des décompositions sont connues pour
des distributions couramment utilisées pour les données RNA-seq, telles que la distribu-
tion de Poisson ou la distribution binomiale négative. Elles offrent alors la possibilité de
mieux respecter la nature des données d’expression génique tout en exploitant la forte
littérature existante relative à l’analyse de ces données.

La fission et la dilution de données, bien qu’initialement attrayantes pour l’analyse
différentielle post-clustering, présentent de fortes limitations. Ces méthodes manquent de
justifications théoriques lorsqu’elles sont appliquées à des distributions de mélange, cou-
ramment utilisées pour modéliser des données ayant une structure en clusters, comme ex-
pliqué en Section 1.2.1.1 du Chapitre 1. L’absence de tels résultats suppose une hypothèse
nulle globale d’absence de clusters dans les données, ce qui restreint leur applicabilité. De
plus, ces méthodes reposent sur une connaissance préalable de paramètres d’échelles, tels
que la variance pour la distribution gaussienne ou la surdispersion pour la distribution
binomiale négative. Bien que des estimateurs robustes pourraient théoriquement garan-
tir la validité de ces méthodes, cela ajoute une complexité supplémentaire dans le cadre
des modèles de mélanges où chaque composante (chaque cluster) peut avoir des para-
mètres distincts. Sans connaissance de la structure sous-jacente des données, l’estimateur



5.2. Méthodes 97

basé sur l’échantillon complet, qui utilise toutes les observations indépendamment de la
composante du mélange à laquelle elles appartiennent, se révèle inefficace pour estimer
les paramètres intra-composante. Même en modélisant chaque observation comme une
réalisation de variables aléatoires distinctes ayant chacune leurs propres paramètres, per-
mettant alors de s’affranchir du cadre des modèle de mélange, l’estimation précise des
paramètres d’échelle reste difficile sans connaître les composantes du mélange.

Dans ce Chapitre, nous établissons un lien direct entre le biais dans l’estimation de
la variance de la distribution gaussienne et l’erreur de type I attendue du test t post-
clustering (Welch 1947), soulignant l’importance d’un estimateur robuste de ce paramètre
pour la fission de données. Nous employons alors une méthode non paramétrique pour
estimer la variance locale dans un contexte gaussien, en utilisant la proximité entre les
observations comme un proxy du mélange sous-jacente inconnu. Cependant, les perfor-
mances de cette approche démontrent qu’une estimation précise de la variance, et donc
le contrôle de l’erreur de type I, reste difficile sans connaître le mélange, c’est-à-dire le
clustering, en amont de la décomposition.

5.2 Méthodes

5.2.1 Rappels : fission de données et dilution de données

Soit X une variable aléatoire avec une distribution connue. La fission de données
(Leiner et al. 2023) et sa généralisation, la dilution de données (Neufeld et al. 2024),
visent à décomposer une variable aléatoire X en deux (ou plus, dans le cas de la dilu-
tion) nouvelles variables aléatoires X(1) et X(2). Ces nouvelles variables sont conçues pour
i) conserver de l’information sur la variable originale X, et ii) être indépendantes, dans
le cadre de l’inférence post-clustering. La quantité d’information issue de X injectée dans
X(1) ou X(2) est alors gérée par un hyperparamètre τ . De telles décompositions sont
connues pour différentes distributions de probabilité de X comme la distribution gaus-
sienne, et les distributions de Poisson ou encore binomiale négative, courament utilisées
pour modéliser des données RNA-seq. Les décompositions de ces distributions en deux
variables aléatoires indépendantes sont détaillées dans la Table 5.1.

Dans le cadre gaussien, soit X ∼ N (µ,Σp×p). En considérant la fission de données
gaussienne décrite dans la Table 5.1, nous pouvons décomposer X en deux nouvelles
variables aléatoires X(1) et X(2) à l’aide d’une nouvelle variable aléatoire Z ∼ N (0,Σ).
Il découle de cette décomposition que :

X(1) ∼ N
(
µ,
(
1 + τ 2

)
Σ
)

et X(2) ∼ N
(
µ,

(
1 +

1

τ 2

)
Σ

)
Nous souhaitons alors prouver que X(1) et X(2) sont indépendantes.
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Distribution de X τ Fission de données Dilution de données

P(λ) τ ∈ [0, 1]
Z ∼ Binom(X, τ)
X(1) = Z
X(2) = X − Z

X(1) |X = x ∼ Binom(x, τ)
X(2) = X −X(1)

N (µp,Σp×p)
τ ∈]0,+∞)
τ2 ∈]0, 1[

Z ∼ N (0p,Σp×p)
X(1) = X + τZ
X(2) = X − 1

τ
Z

X(1) |X = x ∼ N (τ2x, τ2(1− τ2)Σp×p)
X(2) = X −X(1)

NegBin(µ, θ) τ ∈ [0, 1] Pas de fission respectant P1
X(1) |X = x ∼ BetaBin(x, τθ, (1− τ)θ)
X(2) = X −X(1)

Table 5.1 – Fission et dilution de données pour trois distributions usuelles
dans le cadre des données d’expression génique : les distributions Poisson,
gaussienne et binomiale négative.

Pour commencer, nous avons :

Cov(X(1),X(2)) = E
[(
X(1) − E[X(1)]

) (
X(2) − E[X(2)]

)t]
= E

[(
X(1) − µ

) (
X(2) − µ

)t]
car E[X(1)] = E[X(2)] = µ

= E
[
X(1)X(2)t −X(1)µt − µX(2)t + µµt

]
= E[X(1)X(2)t]− E[X(1)]µt − µE[X(2)t] + µµt

= E[X(1)X(2)t]− µµt − µµt + µµt

= E[X(1)X(2)t]− µµt

Mais :

E[X(1)X(2)t] = E

[
(X + τZ)

(
X − 1

τ
Z

)t
]

= E
[
XX t − 1

τ
XZt + τZX t −ZZt

]
= E[XX t]− 1

τ
E[XZt] + τE[ZX t]− E[ZZt]

= E[XX t]− 1

τ
E[X]E[Zt] + τE[Z]E[X t]− E[ZZt] car X ⊥⊥ Z

= E[XX t]− E[ZZt] car E[Z] = 0

De plus, pour calculer E[XX t] et E[ZZt], nous pouvons nous appuyer sur leur variance :
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Var(X) = E[XX t]− E[X]E[X t] = Σ

⇐⇒ E[XX t] = Σ+ E[X]E[X t]

⇐⇒ E[XX t] = Σ+ µµt car E[X] = µ

et

Var(Z) = E[ZZt]− E[Z]E[Zt] = Σ

⇐⇒ E[ZZt] = Σ+ E[Z]E[Zt]

⇐⇒ E[ZZt] = Σ puisque E[Z] = 0

Ainsi finalement,

Cov(X(1),X(2)) = E[XX t]− E[ZZt]− µµt = Σ+ µµt −Σ− µµt = 0 (5.1)

Les preuves d’indépendance entre X(1) et X(2) pour la distribution de Poisson et la
distribution binomiale négative, ont déjà été établies, respectivement, par Neufeld et al.
(2024) et Neufeld et al. (2023). Il est clair d’après la Table 5.1 que la fission et la dilution
de données gaussiennes et binomiales négatives nécessitent la connaissance des paramètres
d’échelle, notamment Σ ou θ, pour effectuer la décomposition. Les garanties théoriques
de la décomposition, et en particulier l’indépendance entre X(1) et X(2), reposent sur
l’utilisation des vraies valeurs de ces paramètres. Cependant, dans les applications réelles,
ces valeurs sont inconnues et doivent être estimées à partir des données comme décrit par
Neufeld et al. (2023).

5.2.2 Limites de l’application pratique de la fission et de la dilu-

tion de données

5.2.2.1 Modèle de mélange

Comme détaillé en Section 1.2.1.1 du Chapitre 1, la présence de clusters dans les
données se modélise par des distributions de mélanges, dont la densité est donnée en
équation (1.1). Chaque cluster est représenté par une composante du mélange de densité
f(.|θk) ayant des paramètres θk qui lui sont propres. Pour simplifier, nous ne considérons
que le cas où toutes les composants appartiennent à la même distribution paramétrique
de densité f . Cependant, il est impossible d’appliquer la fission de données ou la dilution
de données à de telles distributions de mélange. En effet, toutes les distributions pour
lesquelles une décomposition est connue sont des distributions simples, qui traduisent
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une homogénéité totale des observations et donc l’absence de clusters. Ces distributions
simples sont en réalité celles décrivant la distribution des observations au sein d’une
composante du mélange. Par conséquent, la fission et la dilution de données ne sont
applicables qu’au niveau de la composante individuelle du mélange et non de manière
globale.

Fission de données

Clustering sur 𝑋(")

Analyse différentielle 
sur 𝑋($)

Transfert   des clusters

𝑋(")	

𝑋(")					𝑋($)	

𝑋($)	 𝑋($)	

Données 𝑋 Clustering sur 𝑋 Analyse différentielle
sur 𝑋

Approche naïve
Pas de contrôle de 
l’erreur de Type I

Vrais clusters 
inconnus

Décomposition pour
𝑋!|𝐶" ∼ 𝑓 𝑥! 𝜃"
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𝜃" par 𝜃("
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fission des données
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données nécessite 

l’estimation de 
paramètres

Figure 5.1 – Vue schématique illustrant la circularité induite par la fission de
données pour l’analyse différentielle post-clustering.

La fission de données et la dilution de données créent donc une situation circulaire,
comme illustré dans la Figure schématique 5.1. Ces méthodes n’étant applicables qu’à
l’échelle d’une composante du mélange, il devient nécessaire de connaître les valeurs des
paramètres intra-composante θk. Mais, ces paramètres dépendent eux-mêmes des com-
posantes qui sont inconnues puisqu’à estimer à l’aide du clustering. Une approche naïve
pourrait consister à estimer un paramètre global θ̂ basé sur toutes les observations. Ce-
pendant, cela supposerait que la valeur du paramètre est la même pour toutes les com-
posantes, c’est-à-dire θ = θk, pour tout k. Toutes les observations proviendraient alors
d’une même distribution, indépendamment de leur composante :

f(xi) = f(xi|θk) = f(xi|θ). (5.2)

Cela ne peut donc être vérifié que pour K = 1, c’est-à-dire dans le cas des distributions
simples, donc sous une hypothèse nulle globale d’absence de cluster. Yun & Foygel Barber
(2023) ont d’ailleurs souligné des défis similaires pour l’estimation de la variance des tests
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d’inférence sélective post-clustering existants.

5.2.3 Connaissance a priori et estimation du paramètre d’échelle

Nous restreignons ici notre analyse au cadre gaussien, c’est-à-dire en considérant que :

f (xi|θk) = f (xi|µk,Σk) =
1

(2π)p/2 |Σk|1/2
exp

(
−1

2
(xi − µk)

t Σ−1
k (xi − µk)

)
où k = 1, . . . , K est le nombre de composantes du mélange, µk ∈ Rp et Σk ∈ Rp×p sont
respectivement le vecteur de moyennes et la matrice de variance de la kème composante. Un
grand nombre des résultats présentés dans cette partie peuvent cependant être extrapolés
à la distribution binomiale négative, en considérant que son paramètre de surdispersion
est analogue à la variance dans le cas gaussien.

La Figure 5.2 offre un aperçu détaillé des défis liés à l’estimation de la variance
dans la fission de données gaussienne. Le panneau A présente un exemple illustratif
avec n = 300 réalisations d’une distribution gaussienne multivariée (K = 1) avec un
vecteur de moyennes µ = ( 0

0 ) et une matrice de covariance Σ = ( 4 0
0 1 ). L’algorithme

des k-means a été appliqué sur les n réalisations de X(1) pour construire deux clus-
ters, C1 et C2. Les performances de la fission de données ont été évaluées pour dif-
férentes estimations de Σ. Tout d’abord, nous avons considéré la véritable matrice de
covariance intra-composante Σk, qui est en fait Σ puisque K = 1. Nous avons égale-
ment considéré la matrice de covariance empirique de l’échantillon global, définie par
Σ̂ = 1

n−1

∑n
i=1 (xi − x) (xi − x)t où x est le vecteur des moyennes de l’échantillon. En-

fin, nous avons utilisé les résultats des k-means pour calculer une matrice de covariance
intra-cluster définie par Σ̂k̂ = 1

|Ck|−1

∑
i∈Ck

(xi − xCk
) (xi − xCk

)t où xCk
est le vecteur

des moyennes calculé à partir des observations appartenant au cluster Ck. Étant donné
que les deux clusters proviennent de la même composante, il n’y a pas de différences
réelles entre eux. Le test t entre ces deux clusters s’effectue donc sous H0, et ses p-valeurs
devraient alors présenter une distribution uniforme. Le panneau B présente le QQ-plot
de la distribution des p-valeurs issues de ce test t par rapport à la distribution uniforme
lorsque l’on teste une différence de moyenne sur la variable X1 à partir des réalisations
de X(2) pour 1 000 réplicats de l’expérience. Dans ce scénario où le mélange n’a qu’une
seule composante (K = 1), la matrice de covariance de l’échantillon Σ̂ fournit une estima-
tion non biaisée de la véritable matrice Σ, ce qui conduit à des p-valeurs uniformément
distribuées sur l’intervalle [0, 1]. Cependant, en utilisant les matrices de covariance intra-
cluster Σ̂k̂ (pour k = 1, 2) issues des résultats des k-means, les p-valeurs ne présentent
plus cettte distribution uniforme. Dans ce cas, les matrices estimées Σ̂k̂ pour chaque clus-
ter sous-estiment considérablement la véritable matrice de covariance Σ, compromettant
l’indépendance entre X(1) et X(2). En raison de cette déviation de l’indépendance, il de-
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Figure 5.2 – Exemple jouet illustrant l’impact de l’estimation de la variance
sur les p-valeurs post-clustering du test t après une fission de données. Panneau
A : Distribution gaussienne bi-dimensionnelle incorrectement découpée en K = 2 clusters.
Panneau B : QQ-plot des p-valeurs du test t pour la comparaison entre les K = 2 clusters
estimés à travers 1 000 réplicats lorsque la fission des données est effectuée avec trois
estimateurs de variance différents. Panneau C : Extension du problème à un mélange
gaussien bidimensionnel à deux composantes incorrectement partagé en K = 3 clusters.
C1 et C2 proviennent de la même composante, qui est divisée à tort en 2 clusters. Panneau
D : p-valeurs du test t pour la comparaison entre C1 et C2 pour 1 000 réplicats de données
utilisant les mêmes 3 estimateurs de variance pour la fission de données.

vient facile de répliquer les clusters identifiés dans X(1) sur X(2), entraînant une inflation
directe de l’erreur de type I.

Le panneau C présente un scénario où deux véritables clusters sont générés à l’aide
d’un mélange gaussien à deux composantes (K = 2). À des fins d’illustration, nous ap-
pliquons aux n réalisations de X(1) l’algorithme des k-means pour construire 3 clusters,
divisant ainsi incorrectement une composante du mélange en deux clusters, C1 et C2.
Nous avons de nouveau comparé les performances de la fission de données en utilisant les
mêmes 3 estimateurs de covariance que dans le scénario précédent. Le panneau D présente
les p-valeurs issues du test t appliqué entre C1 et C2 sur X1 au cours de 1 000 réplicats
de l’expérience. Un contrôle efficace de l’erreur de type I est réalisable uniquement en
considérant la véritable matrice de covariance intra-composante. Les covariances globales
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et intra-clusters estimées avec les résultats des k-means sont des estimateurs biaisés de
cette variance intra-composante, entraînant des corrélations entre X(1) et X(2) et com-
promettant ainsi le contrôle de l’erreur de type I. Cela souligne les défis complexes liés
à l’estimation de la covariance pour la fission de données dans des scénarios pratiques,
principalement en raison de la mauvaise spécification du modèle génératif de la fission de
données lorsque de réels clusters existent.

5.2.4 Solutions pratiques

5.2.4.1 Fission ou dilution de données individuelles pour les modèles de mé-
lange

Dans les modèles de mélange gaussien, les paramètres sont généralement spécifiques
aux composantes, ce qui signifie qu’ils sont supposés être partagés par tous les individus
au sein d’une même composante. Comme expliqué ci-dessus et illustré dans la Figure 5.1,
cette hypothèse crée un défi circulaire. En effet, elle nécessite une connaissance préalable
de la structure sous-jacente, encore inconnue, des données pour estimer avec précision
les matrices de covariance spécifiques aux composantes, elles-mêmes indispensables à la
réalisation de la fission ou de la dilution de données. Pour surmonter cette limite, nous
proposons une approche alternative dans laquelle chaque observation est modélisée comme
une réalisation de sa propre distribution gaussienne, c’est-à-dire fi(xi) = f (xi|µi,Σi).
Grâce à cette modélisation qui rompt avec l’hypothèse de réalisations i.i.d, la matrice de
covariance Σi n’est plus spécifique aux composantes mais aux observations elles-mêmes.
Malgré cette définition au niveau individuel, deux individus issus d’une même composante
doivent avoir des paramètres de variance très proches. Cette stratégie de modélisation
englobe alors théoriquement à la fois le cas nul global d’absence de clusters (K = 1)
et le cas de mélange (K ≥ 1), et ouvre la voie à la fission et à la dilution de données
au niveau individuel. Comme souligné ci-dessus, l’estimation de la variance reste cruciale
pour la mise en oeuvre pratique de ces méthodes. Cette nouvelle modélisation suppose
des variances individuelles qui doivent encore être connues (idéalement), ou estimées avec
précision dans des contextes réels.

5.2.4.2 Estimation non paramétrique de la variance locale

Pour estimer Σi, nous proposons d’utiliser des variances pondérées où les poids sont
déterminés par des estimations non paramétriques, à l’aide d’un lissage par noyau. Le
principe sous-jacent à cette approche est que, malgré la nature spécifique de la variance
à chaque individu, deux observations au sein de la même composante du mélange, c’est-
à-dire deux voisins, doivent présenter des schémas de variances similaires. Les poids non
paramétriques attribués à chaque individu reflètent alors leur contribution à l’estimation
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de la variance pour l’observation i, capturant ainsi efficacement la proximité entre les
individus. Supposons d’abord que nous sommes dans un cadre univarié, c’est-à-dire que
Xi ∼ N (µi, σ

2
i ) pour i = 1, . . . , n. Nous définissons σ̂2

i, l’estimation de la variance σ2
i

associée à l’individu xi, comme suit :

σ̂2
i =

n∑
j=1

wij (xi − m̂i)
2

(
n∑

j=1

wij

)
− 1

(5.3)

où wij sont les poids individuels et m̂i =
n∑

j=1

wijxj

/
n∑

j=1

wij sont les moyennes pondérées

spécifiques à chaque individu. Idéalement, wij doit être nul, ou très petit, pour toutes les
observations xj qui ne sont pas dans la même composante que xi.

L’enjeu du calcul de la variance définie en (5.3) réside dans la détermination de chaque
poids individuel wij. Étant donné qu’il est essentiel que les wij capturent adéquatement
la proximité entre les observations, nous avons opté pour une définition de ces poids ba-
sée sur un noyau de sorte que wij = K (xi − xj), où K(u) = 1√

2πh
e−

u2

2h2 est le noyau
gaussien permettant de définir une mesure de proximité entre xi et xj. Cette définition
garantit que les poids individuels reflètent les relations locales au sein des données. Ce
choix de noyau se concentre sur les points voisins, en mettant en avant leur influence sur
l’estimation de la variance pondérée. Le paramètre h dans la définition de K sert de pa-
ramètre de lissage, contrôlant la largeur du noyau et, par conséquent, le voisinage autour
de chaque observation xi qui contribue à son estimation pondérée de la variance. Une
petite valeur de h conduit à des estimations plus localisées, mettant l’accent sur les points
les plus proches, mais peut conduire à une sous-estimation de la variance. À l’inverse, de
grandes valeurs de h permettent d’inclure un éventail plus large d’observations, mais une
valeur excessivement grande peut conduire à considérer presque toutes les observations
dans l’estimation de la variance, produisant un estimateur proche de celui de l’échantillon
global. Par conséquent, un choix optimal de h implique de ne considérer que les obser-
vations issues d’une même composante du mélange sous-jacent. Cependant, atteindre ce
scénario idéal est impraticable, car cela équivaut à connaître les véritables composantes
du mélange.

La calibration de ce paramètre de lissage est en faite une étape cruciale de toutes les
méthodes à noyau (Heidenreich et al. 2013). Nous proposons d’utiliser un paramètre de
lissage spécifique à chaque individu hi = h(xi) pour réduire le biais dans l’estimation.
Pour ce faire, nous estimons d’abord le point de changement, noté i∗, dans la répartition
des distances de l’observation xi par rapport à toutes les autres observations. Ce point de
changement délimite en faite le changement de composante du mélange : les observations
avec des distances précédant ce point sont considérées comme faisant partie de la même
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composante que xi, tandis que celles qui le suivent sont considérées comme faisant partie de
composantes différentes. Ensuite, nous définissons hi = |xi−xi∗| comme la distance entre
xi et l’observation xi∗ , qui est la plus éloignée de xi avant le changement de composante.
Ainsi, hi est déterminé de manière à ce que le lissage individuel ne comprenne que les
observations de la même composante que xi (Chacón & Duong 2020).

5.3 Résultats

5.3.1 Définition de l’erreur de type I comme une fonction du biais

dans l’estimation de la variance

L’indépendance entre X(1) et X(2) est garantie uniquement lorsque la véritable va-
riance est utilisée pour la décomposition. Remplacer cette véritable variance Σi par une
estimation Σ̂i introduit des corrélations entre les nouvelles variables aléatoires qui sont
construites. Considérons une variable aléatoire gaussienne X ∼ N (µp,Σp×p) que nous
visons à décomposer en utilisant les processus de fission de données ou de la dilution de
données décrits dans la Table 5.1, mais en utilisant une matrice de covariance estimée, Σ̂, à
la place de Σ. En effet, supposons que nous utilisions une variable aléatoire Z ∼ N

(
0, Σ̂

)
pour effectuer la fission de données d’une variable aléatoire X ∼ N (µ,Σ). Il découle de
l’équation (5.1) que, comme Var (Z) = Σ̂, nous avons :

Cov(X(1),X(2)) = Σ− Σ̂

La Table 5.2 résume les valeurs de covariance entre X(1) et X(2) en fonction du biais
de Σ̂ (pour la preuve de la dilution de données binomiale négative, se réferrer à Neufeld
et al. (2024)). Si X(1) et X(2) ne sont plus indépendantes, c’est-à-dire lorsque Σ̂ est un
estimateur biaisé de Σ, un découpage d’une seule composante en deux clusters sur les
réalisations de X(1) peut facilement être transféré sur X(2) et entraîne donc une inflation
de l’erreur de type I lors de l’étape d’inférence, même si cette dernière est réalisée sur les
réalisations de X(2).

Fission de données Dilution de données
Cov

(
X(1),X(2)

)
Σ− Σ̂ τ(1− τ)

(
Σ− Σ̂

)
Table 5.2 – Le biais dans l’estimation de Σ induit des corrélations entre X(1)

et X(2).

Pour décrire davantage les répercussions de l’estimation de la variance dans le contexte
de la fission de données, nous avons dérivé l’expression analytique de l’erreur de type I du
test t en fonction du biais dans l’estimation de ce paramètre. Soient X1, . . . , Xn n variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que, pour tout i = 1, . . . , n,
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Xi
i.i.d∼ N (µ, σ2). n joue ici le rôle de la taille d’échantillon. Soient Z1, . . . , Zn

i.i.d∼ N (0, b2)

et τ ∈ ]0,+∞[. Ici b2 représente n’importe quelle valeur utilisée en lieu et place de la
variance de X, et en particulier b2 peut-être une estimation obtenue pour σ2. Pour tout
i = 1, . . . , n, le processus de fission de Xi est :

X
(1)
i = Xi + τZi et X

(2)
i = Xi −

1

τ
Zi

On en déduit immédiatement les distributions marginales de X
(1)
i et X

(2)
i pour tout i =

1, . . . , n, grâce à l’indépendance entre Xi et Zi :

X
(1)
i ∼ N

(
µ, σ2 + τ 2b2

)
et X

(2)
i ∼ N

(
µ, σ2 +

1

τ 2
b2
)

(5.4)

On note σ2
X(1) = σ2 + τ 2b2 et σ2

X(2) = σ2 + 1
τ2
b2 les variances respectives de X

(1)
i et X

(2)
i

ci-dessus.

Dans le contexte de la fission de données pour répondre aux défis de l’inférence post-
clustering, un algorithme de clustering est appliqué aux observations de X(1). Sans perte
de généralité, on suppose que l’algorithme de clustering appliqué aux réalisations sépare
X

(1)
1 , . . . , X

(1)
n en deux clusters C1 et C2 autour de µ (ce qui est le cas en pratique avec

l’algorithme des k-means ou avec un modèle de mélange gaussien à 2 composantes de
variance homogène lorsque n est suffisament grand). On suppose également que ces deux
clusters sont de même effectif et de même variance. Ainsi, les clusters C1 et C2 peuvent
être exprimés comme :

C1 =
{
i = 1, . . . , n : X

(1)
i > µ

}
et C2 =

{
i = 1, . . . , n : X

(1)
i ≤ µ

}
On peut alors expliciter les distributions conditionnelles de X

(1)
i |C1 et X

(1)
i |C2. En effet,

P(X(1)
i = x|C1) = P(X(1)

i = x|X(1)
i > µ) avec X

(1)
i ∼ N

(
µ, σ2

X(1)

)
. X(1)

i |X(1)
i > µ suit

donc une distribution demie-gaussienne, et pour tout i = 1, . . . , n :

E
[
X

(1)
i |X(1)

i > µ
]
= µ+

√
2σ2

X(1)

π
et Var

(
X

(1)
i |X(1)

i > µ
)
=

(
1− 2

π

)
σ2
X(1)

Comme le cluster C2 =
{
i = 1, . . . , n : X

(1)
i ≤ µ

}
représente simplement le cluster de

l’autre côté de la moyenne µ, on a de la même façon :

E
[
X

(1)
i |X(1)

i ≤ µ
]
= µ−

√
2σ2

X(1)

π
et Var

(
X

(1)
i |X(1)

i ≤ µ
)
=

(
1− 2

π

)
σ2
X(1)

Dans le cadre de l’inférence post-clustering, les tests d’hypothèses sont effectués sur
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l’autre partie de l’information, contenue en l’occurrence dans X(2). Nous nous intéressons
au test t pour deux échantillons afin de tester une potentielle différence de moyenne sur
X(2) selon les groupes définis par les deux clusters C1 =

{
i = 1, . . . , n : X

(1)
i > µ

}
et

C2 =
{
i = 1, . . . , n : X

(1)
i ≤ µ

}
. On s’intéresse donc aux hypothèses suivantes :

H0 : µC1 = µC2 vs H1 : µC1 ̸= µC2

où µC1 = E
[
X

(2)
i |X(1)

i > µ
]

et µC2 = E
[
X

(2)
i |X(1)

i ≤ µ
]

sont respectivement la moyenne

des X
(2)
i dans le cluster C1 et dans le cluster C2.

Puisque nous avons supposé que les deux clusters obtenus étaient de variances égales
(et de même effectif n/2), on note s2(X(2)) = Var

(
X

(2)
i |X(1)

i > µ
)
= Var

(
X

(2)
i |X(1)

i ≤ µ
)

cette variance commune. La statistique de test correspondante s’écrit alors :

T =
X

(2)
C1

−X
(2)
C2√

4s2(X(2))
n

où X
(2)
Ck

=
1

n/2

∑
i∈Ck

X
(2)
i pour k = 1, 2

Bien que chaque X(2)
i soit gaussien, ce n’est plus le cas conditionnellement aux clusters,

c’est-à-dire à X
(1)
i > µ pour C1 (ou à X

(1)
i ≤ µ pour C2). Cependant, lorsque n est

suffisamment grand, nous pouvons appliquer le théorème central limite qui nous donne :

X
(2)
C1

−X
(2)
C2

L∼ N
(
µC1 − µC2 ,

4

n
s2
(
X(2)

))
La distribution asymptotique de notre statistique de test T est donc :

T =
X

(2)
C1

−X
(2)
C2√

4s2(X(2))
n

L∼ N

 µC1 − µC2√
4s2(X(2))

n

, 1

 (5.5)

Cette distribution asymptotique dépend donc de trois quantités : µC1 , µC2 et s2(X(2)),
que l’on peut calculer. Grâce au théorème de l’espérance totale, on remarque que :

µC1 = E
[
X

(2)
i |X(1)

i > µ
]
= E

[
E
[
X

(2)
i |X(1)

i

]
|X(1)

i > µ
]

(5.6)

Comme X
(1)
i et X

(2)
i sont deux variables aléatoires gaussiennes, alors, pour tout i =

1, . . . , n, on a le vecteur gaussien suivant :(
X

(1)
i

X
(2)
i

)
∼ N2

((
µ

µ

)
,

(
σ2
X(1) ρσX(1)σX(2)

ρσX(1)σX(2) σ2
X(2)

))

où ρ = Cor
(
X(1), X(2)

)
. Grâce aux propriétés des vecteurs gaussiens, on peut en déduire
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la distribution de X
(2)
i |X(1)

i qui est, pour tout i = 1, . . . , n :

X
(2)
i |X(1)

i ∼ N
(
µ+

ρσX(1)σX(2)

σ2
X(1)

(
X

(1)
i − µ

)
, σ2

X(2) −
ρ2σ2

X(1)σ
2
X(2)

σ2
X(1)

)
(5.7)

qui se simplifie en :

X
(2)
i |X(1)

i ∼ N
(
µ+ ρ

σX(2)

σX(1)

(
X

(1)
i − µ

)
, σ2

X(2)

(
1− ρ2

))
(5.8)

En injectant l’ésperance de X
(2)
i |X(1)

i ci-dessus dans l’équation (5.6), on obtient :

µC1 = E
[
µ+ ρ

σX(2)

σX(1)

(
X

(1)
i − µ

)
|X(1)

i > µ

]
= µ+ ρ

σX(2)

σX(1)

(
E
[
X

(1)
i |X(1)

i > µ
]
− µ

)
= µ+ ρ

σX(2)

σX(1)

µ+

√
2σ2

X(1)

π
− µ


= µ+ ρ

√
2

π
σ2
X(2)

Par un raisonnement identiqueme on montre que :

µC2 = E
[
X

(2)
i |X(1)

i ≤ µ
]
= µ− ρ

√
2

π
σ2
X(2)

Enfin, en utilisant maintenant le théorème de la variance totale, on a :

Var
(
X

(2)
i |X(1)

i > µ
)
= E

[
Var

(
X

(2)
i |X(1)

i

)
|X(1)

i > µ
]
+Var

(
E
[
X

(2)
i |X(1)

i

]
|X(1)

i > µ
)

Or, toujours grâce à l’équation (5.8), on remarque d’abord que :

E
[
Var

(
X

(2)
i |X(1)

i

)∣∣∣X(1)
i > µ] = E

[
σ2
X(2)

(
1− ρ2

)
|X(1)

i > µ
]

= σ2
X(2)

(
1− ρ2

)



5.3. Résultats 109

et ensuite que :

Var
(
E
[
X

(2)
i |X(1)

i

]
|X(1)

i > µ
)
= Var

(
µ+ ρ

σX(2)

σX(1)

(
X

(1)
i − µ

)
|X(1)

i > µ

)
= ρ2

σ2
X(2)

σ2
X(1)

Var
(
X

(1)
i |X(1)

i > µ
)

= ρ2
σ2
X(2)

σ2
X(1)

(
1− 2

π

)
σ2
X(1)

= ρ2
(
1− 2

π

)
σ2
X(2)

Donc finalement, on obtient :

s2
(
X(2)

)
= Var

(
X

(2)
i |X(1)

i > µ
)

= σ2
X(2)

(
1− ρ2

)
+ ρ2

(
1− 2

π

)
σ2
X(2)

= σ2
X(2)

(
1− 2

π
ρ2
)

Par un raisonnement identiqueme on montre que :

Var
(
X

(2)
i |X(1)

i ≤ µ
)
= σ2

X(2)

(
1− 2

π
ρ2
)
,

ce qui, au passage, vérifie heureusement notre hypothèse initiale d’égalité des variances
intra-clusters. On peut ainsi enfin calculer :

E [T ] =
µC1 − µC2√

4s2(X(2))
n

=
µ+ ρ

√
2
π
σ2
X(2) −

(
µ− ρ

√
2
π
σ2
X(2)

)
√

4σ2

X(2)(1−
2
π
ρ2)

n

=
ρ
√
n
√

2
π√

1− 2
π
ρ2

,

pour finalement obtenir :

T
L∼ N

(
ρ
√
n√

π
2
− ρ2

, 1

)
. (5.9)

Rappelons que l’échantillon X1, . . . , Xn est normalement distribué : il ne contient au-
cun véritable cluster, et donc aucune différence de moyennes n’existe réellement entre
des sous-groupes d’observations qui ne soit pas la conséquence du clustering. La statis-
tique de test T devrait ainsi être sous H0, et donc être centrée en 0. Dans notre résultat
en (5.9), on observe une déviation de la distribution de T par rapport à 0 quantifiée
par ρ

√
n/
√

π
2
− ρ2. L’erreur de type I au niveau α associée à ce test est alors donnée par

1−F (qα/2)+F (−qα/2), où F est la fonction de répartition de la loi normale N
(

ρ
√
n√

π
2
−ρ2

, 1

)
,

et qα/2 est le quantile d’ordre α/2 de la distribution normale centrée réduite N (0, 1).
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Nous avons considéré ici que toutes les variances étaient connues et que donc s2
(
X(2)

)
l’était également. Il a donc été possible de calculer la distribution de la statistique de test
du test Z pour comparer les moyennes entre deux échantillons. Mais ce résultat s’étend
facilement au cas pratique plus envisageable où l’on considère plutôt s2

(
X(2)

)
inconnue et

que l’on utilise alors une estimation ŝ2
(
X(2)

)
. Dans ce cas, en supposant toujours l’égalité

des variances entre les deux clusters, la distribution de la statistique de test T est une
distribution de Student T (n− 2) (en raison des incertitudes liées à l’estimation de cette
variance commune). L’erreur de type I associée devient : 1 − FT (qα/2) + FT (−qα/2), où
FT est la fonction de répartition de la distribution de Student non-centrale de moyenne
ρ
√
n/
√

π
2
− ρ2 à n−2 degrés de liberté, et qα/2 est le quantile d’ordre α/2 de la distribution

de Student à n− 2 degrés de liberté.

Ce résultat illustre l’importance cruciale d’une estimation précise de la variance pour
l’application de la fission de données. En effet, pour que le test soit valide, c’est-à-dire que
l’erreur de type I soit contrôlée au niveau α, il faut que la distribution de la statistique
de test soit centrée en 0. Cela implique que :

ρ
√
n = 0 ⇐⇒ ρ = 0

⇐⇒ Cor
(
X

(1)
i , X

(2)
i

)
= 0 ∀i = 1, . . . , n

⇐⇒
Cov

(
X

(1)
i , X

(2)
i

)
σX(1)σX(2)

= 0 ∀i = 1, . . . , n

⇐⇒ Cov
(
X

(1)
i , X

(2)
i

)
= 0 ∀i = 1, . . . , n

⇐⇒ σ2 − b2 = 0

Donc seule une fission de données effectuée avec le vrai paramètre de variance (ou du
moins un estimateur sans biais de ce dernier) peut garantir un contrôle effectif de l’erreur
de type I.

Nous avons validé ce résultat théorique par des simulations numériques et nous avons
également examiné l’influence des valeurs de variance originale ainsi que de la taille de
l’échantillon sur l’erreur de type I du test t post-clustering dans le cadre de la fission de
données gaussiennes. Nous avons généré n réalisations d’une variable aléatoire gaussienne
avec une moyenne µ = 0 et des variances σ2. Nous avons ensuite considéré une grille
de valeurs pour b2 = σ̂2 qui peuvent représenter différentes estimations de la variance
originale σ2. Nous avons ensuite appliqué la fission de données avec ces valeurs variables
de σ̂2 , obtenant X(1) pour le clustering par les k-means avec K = 2 et X(2) pour tester
les différences de moyenne entre les deux clusters estimés par le test t. 1 000 réplicats de
ces simulations ont été effectués. Tout d’abord, nous avons examiné l’impact de la vraie
variance initiale σ2 en considérant des valeurs de σ2 de {0.01, 0.25, 1, 4} pour une taille
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d’échantillon fixe de n = 100. La Figure 5.3A illustre la relation entre le biais dans l’esti-
mation de σ2 et l’erreur de type I obtenue, démontrant un accord constant avec l’erreur
de type I théorique, quelque soit la variance initiale σ2 ou le biais dans son estimation.
Nous avons également étudié le comportement de l’erreur de type I pour une valeur fixe
σ2 = 1 mais pour des tailles d’échantillon variables n ∈ {50, 100, 200, 500, 1000}. La Fi-
gure 5.3B montre alors l’impact attendu de la taille de l’échantillon sur l’erreur de type
I. Ces résultats soulignent collectivement l’importance critique de l’estimation précise de
la variance pour obtenir une bonne calibration de l’erreur de type I.
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Figure 5.3 – Impact de l’estimation de la variance sur l’erreur de type I
dans la fission de données gaussiennes. Panneau A : Évolution de l’erreur de
type I post-fission en fonction du biais relatif et de la variance originale des données.
Panneau B : Évolution de l’erreur de type I post-fission en fonction du biais relatif et de
la taille de l’échantillon.

5.3.2 Performances de l’estimateur de variance locale

Nous avons également évalué la performance de l’estimateur de variance non para-
métrique défini en (5.3) au travers de simulations numériques. Pour ce faire, nous avons
repris l’exemple de la Figure 5.2 et nous avons généré n = 100 réalisations d’un mélange
gaussien univarié à deux composantes : 0.5N (0, σ2) + 0.5N (δ, σ2). Nous avons alors ex-
ploré une gamme de valeurs du ratio δ/σ allant de 0, représentant l’absence totale de vrais
clusters dans les données, à 100, indiquant une séparation extrême entre les vrais clusters.
Nous avons également considéré différentes valeurs de σ2 ∈ {0.01, 0.25, 1, 4}. Pour chaque
paire (δ, σ2) définissant le mélange et paramétrisant la séparation de ses composantes,
nous avons estimé les variances individuelles de chaque observation par notre estimateur
non-paramétrique de la variance et nous nous en sommes servis pour appliquer la fission
de données à l’échelle individuelle. Nous avons ensuite uniquement considéré les observa-
tions provenant de la première composante du mélange pour appliquer les k-means sur les
observations de X(1) et construire K = 2 clusters. Cela implique qu’une vraie composante
est incorrectement partagée en deux clusters. Nous avons ensuite testé une différence de
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moyenne entre ces deux clusters en utilisant le test t sur les observations correspondantes
de X(2). Ce scénario a été répliqué 1 000 fois, et nous avons calculé l’erreur de type I au
niveau α = 5%.
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Figure 5.4 – Évaluation des performances de l’estimateur de variance non
paramétrique dans un cadre univarié simulé. Tous les résultats empiriques ont
été obtenus à partir de 1000 simulations des données. Panneau A : Biais relatif médian,
défini comme

(
σ̂2 − σ2

)
/σ2 et sa plage inter-quartile associée, par rapport au ratio signal

sur bruit δ/σ. Panneau B : Erreur de type I au niveau α = 5% par rapport à δ/σ.
Panneau C : Biais relatif médian et sa plage inter-quartile associée en fonction de la taille
de l’échantillon pour trois degrés de séparation entre les deux composantes (donnés par
le rapport δ/σ). Panneau D : Erreur de type I au niveau α = 5% associée en fonction de
la taille de l’échantillon.

La Figure 5.4A montre que les variances locales sont sous-estimées, ce qui se manifeste
par un biais relatif négatif, jusqu’à ce que le rapport signal/bruit δ/σ atteigne environ
3, une valeur seuil de séparation dans un modèle de mélange gaussien déjà mentionné
par Siffer et al. (2018), Hivert, Agniel, Thiébaut & Hejblum (2024). En effet, avant ce
seuil, il n’y a pas de points de changement clairs dans la dispersion des distances entre
observations et toutes les observations devraient contribuer à poids égal au calcul de la
variance. Cependant, ce n’est pas le cas ici, en raison d’un paramètre de lissage hi trop
petit, ce qui conduit à une sous-estimation des variances locales. À mesure que le ratio
augmente dans la plage 3.5 ≤ δ/σ ≤ 10, la séparation des composantes devient plus claire
mais l’identification des points de changement reste difficile. La détection des points de
changement est complexe pour les observations dans les queues entre les composantes,
et cela peut conduire à attribuer un poids non-nuls à une observations xj pourtant issue
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d’une composante différente de xi. En conséquence, une surestimation des variances lo-
cales, se traduisant par un biais relatif positif, est observée ainsi qu’une augmentation de
leur intervalle inter-quartile associé. Enfin, pour δ/σ > 10, la séparation entre les vraies
composantes est suffisante pour garantir une bonne estimation des variances locales, ce
qui souligne l’importance d’une séparation nette des composantes pour une estimation
précise de la variance. Ainsi, la méthodologie décrite dans la Section 5.2.4.2 n’est appli-
cable que lorsque les composantes du mélange sont séparées par un très fort signal. Dans
la Figure 5.4B, l’erreur de type I à 5% reste bien calibrée uniquement pour les valeurs de
δ/σ qui assurent des estimations de variance robustes (c’est-à-dire lorsque δ/σ > 10), ce
qui montre à nouveau la nécessité d’une bonne séparation des composantes pour garantir
une bonne calibration des tests post-clustering dans le cadre de la fission de données.
La Figure 5.4C montre que l’augmentation de la taille de l’échantillon ne parvient pas
à améliorer les estimations, pourtant non paramétriques, des variances locales pour trois
valeurs particulières du ratio δ/σ ∈ {0.5, 5, 10}. Cela indique donc que les performances de
l’estimateur de la variance locale dépendent davantage de la séparation des composantes
que de la taille de l’échantillon. L’erreur de type I correspondante, illustrée dans la Figure
5.4D, s’aligne donc avec les résultats obtenus en termes de biais relatif, soulignant une
fois de plus l’importance d’une estimation précise des variances locales pour assurer un
contrôle effectif de l’erreur de type I.

5.3.3 Application à l’analyse de données scRNA-seq

Étant donné leur nature de comptage surdispersée, la distribution binomiale négative
est préférable à la distribution gaussienne pour modéliser les données scRNA-seq. Mal-
heureusement, la distribution binomiale négative est soumise aux mêmes problématiques
de circularité que la distribution gaussienne pour la dilution de données. Le paramètre de
surdispersion θ joue un rôle similaire au paramètre de variance dans la distribution gaus-
sienne, car il est considéré comme connu lors du processus de dilution. Par conséquent, la
qualité de son estimation impacte directement Cov

(
X(1), X(2)

)
= τ(1 − τ)µ

2

θ

(
1− θ+1

θ̂+1

)
,

où θ̂ est une estimation de θ (Neufeld et al. 2023). De plus, pour les mélanges binomiaux
négatifs, la décomposition par dilution de données n’est à nouveau réalisable qu’à l’échelle
de la composante. Étant donné que le paramètre de surdispersion est spécifique aux com-
posantes (Li et al. 2018), fournir un estimateur sans biais de ce paramètre est de nouveau
très complexe sans la connaissance a priori sur le processus de mélange sous-jacent aux
données.

Nous avons illustré l’importance d’appliquer la dilution de données de manière intra-
composante (avec la surdispersion intra-composante associée) pour assurer un contrôle
effectif de l’erreur de type I dans le cadre de l’inférence post-clustering avec des simula-
tions numériques. Nous avons généré n = 100 observations d’un mélange binomial négatif
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à deux composantes : 0.5NegBin(µ1, θ1) + 0.5NegBin(µ2, θ2) où les composantes sont pa-
ramétrisées par (µ1, θ1) = (5, 5) et (µ2, θ2) = (60, 40). Nous avons effectué une inférence
post-clustering similaire à celle de la Figure 5.2. Dans la Figure 5.5A, l’application des
k-means avec K = 3 clusters force la première composante du mélange à être incorrecte-
ment divisée en 2 clusters (C1 et C3). Nous avons ensuite évalué l’erreur de type I associée
au test de Wilcoxon entre ces clusters incorrects lors de l’application de la dilution de
données avec divers estimateurs de surdispersion. Tout d’abord, nous avons appliqué la
dilution de données intra-composante en utilisant des estimations oracles θ̃k, k = 1, 2, re-
présentant les vrais paramètres de surdispersion intra-composante (irréalisable dans une
application pratique où la structure réelle des clusters est inconnue). Nous avons comparé
ces résultats avec deux alternatives réalisables en pratique : i) appliquer la dilution de
données intra-cluster basé sur les résultats des k-means de la Figure 5.5A avec leurs θ̂k̂
associés, k̂ = 1, 2, 3, et ii) la dilution de données globale avec son estimateur global θ̂
associé. Il est à noter que toutes les estimations de surdispersion ont été réalisées par
maximum de vraisemblance. La Figure 5.5B présente le QQ-plot par rapport à la dis-
tribution Uniforme des p-valeurs associées au test de Wilcoxon sur 1 000 réplications de
l’expérience. De même que dans le cadre gaussien, obtenir des p-valeurs uniformément
distribuées n’est possible qu’à travers la dilution de données intra-composante utilisant
l’estimateur oracle de surdispersion θ̃k associé à chaque composante. Toutes les autres
approches de dilution de données sont effectuées avec des estimateurs biaisés de la surdis-
persion, compromettant l’indépendance entre X(1) et X(2), et conduisant ainsi à un échec
du contrôle de l’erreur de type I post-clustering.

En élargissant notre investigation des scénarios simulés aux applications réelles, nous
avons utilisé un ensemble de données scRNA-seq du consortium Tabula Sapiens (Consor-
tium* et al. 2022) pour explorer les défis pratiques liés à l’estimation de la surdispersion.
Notre analyse s’est concentrée sur cinq populations cellulaires distinctes : 2 560 neutro-
philes, 105 macrophages, 386 monocytes, 454 granulocytes et 833 cellules T CD4, toutes
issues d’un seul donneur. Dans ce cadre contrôlé, où les types de cellules sont connus, nous
avons réussi à estimer la surdispersion de 8 333 gènes pour chaque type cellulaire en utili-
sant la méthode vst implémentée dans le package sctransform

(Choudhary & Satija 2022). La Figure 5.5C illustre la comparaison de la surdispersion
des gènes lorsqu’elle est estimée uniquement chez les neutrophiles par rapport à la sur-
dispersion estimée pour les mêmes gènes dans les quatre autres populations cellulaires.
Les valeurs de l’Erreur Quadratique Moyenne (EQM) ont été calculées pour quantifier
l’accord entre les estimations. Nos résultats révèlent que la surdispersion est spécifique à
chaque population cellulaire, comme en témoigne une déviation notable de la diagonale
et des valeurs de RMSE relativement élevées. Cela souligne le défi d’estimer précisément
ce paramètre sans connaissance préalable du vrai mélange sous-jacent aux données. Com-
binés à nos études de simulations, ces résultats montrent comment l’erreur de type I peut



5.4. Discussion 115

0

5

10

15

0 25 50 75
X1

X
2

Clusters
C1
C2
C3

Vraie classe
1
2

A

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Quantiles théoriques

Q
ua

nt
ile

s 
em

pi
riq

ue
s

Sur−dispersion θ̂k θ̂k̂ θ̂

B

EQM=10

0.
01 0.

1 1 10

0.1

1.0

10.0

100.0

Neutrophile

M
ac

ro
ph

ag
e

C
EQM=2.76

0.
01 0.

1 1 10

1e−05

1e−02

1e+01

Neutrophile

M
on

oc
yt

e

EQM=21.72

0.
01 0.

1 1 10

1e−01

1e+01

1e+03

Neutrophile

G
ra

nu
lo

cy
te

EQM=4.35

0.
01 0.

1 1 10
0.01

0.10

1.00

10.00

Neutrophile

C
D

4

Figure 5.5 – Défis liés à l’estimation du paramètre de surdispersion, un para-
mètre gène-spécifique, pour la dilution binomiale négative. Le panneau A illustre
les résultats d’un mauvais clustering sur un mélange de binomiales négatives à deux com-
posantes, et le panneau B donne le QQ-plot contre la distribution uniforme des p-valeurs
du test de Wilcoxon post-clustering entre le cluster 1 et le cluster 3 lorsque la dilution de
données est appliquée avec différentes estimations de la surdispersions pour 1000 réplicats
de l’expérience. Le panneau C fournit les estimations gène par gène de la surdispersion
dans quatre populations cellulaires différentes (macrophages, monocytes, granulocytes,
and CD4) comparées à celle des neutrophiles avec les Erreurs Quadratiques Moyennes
(EQM) associées.

facilement être enflée dans des applications réelles de la dilution de données pour l’analyse
des données scRNA-seq, en particulier en raison de la difficulté à fournir une estimation
non biaisée de la surdispersion des gènes sans connaissances préalables sur le mélange.

5.4 Discussion

Dans ce travail, nous avons souligné les limites pratiques inhérentes à la fission de
données et à son extension, la dilution de données, pour répondre aux défis d’inférence
post-clustering. Un problème crucial est l’hypothèse d’une distribution homogène des
données, une distribution simple, qui ne peut que traduire une absence totale de véritables
clusters dans les données. Pour répondre à cette limitation et s’adapter aux scénarios où de
réels clusters peuvent être présents, un passage aux modèles de mélange devient impératif.
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Cependant, ces modèles manquent d’une décomposition prédéfinie par fission ou dilution
de données.

Nous avons proposé une décomposition intra-composante pour la fission et la dilution
des données, et démontré sa validité théorique. Elle repose sur la connaissance a priori des
paramètres d’échelle des composantes du mélange, tels que les variances dans la distribu-
tion gaussienne ou la surdispersion dans la distribution binomiale négative. Cependant,
dans les applications réelles, ces paramètres sont inconnus. Estimer adéquatement ces
paramètres devient complexe en présence de véritables clusters, étant donné leur nature
spécifique aux composantes ; tandis que la qualité de l’estimation de ces paramètres est
directement liée à la covariance entre les nouvelles variables aléatoires, X(1) et X(2), is-
sues de la décomposition des données originales. Seule une estimation non biaisée de ces
paramètres assure l’indépendance entre X(1) et X(2). Cette indépendance est primordiale
pour que l’inférence post-clustering garantisse un control adéquate de l’erreur de type I.

Dans le cadre gaussien, nous avons quantifié théoriquement la relation entre le biais
relatif dans l’estimation de la variance et l’erreur de type I associée dans les tests t post-
clustering. En pratique, nos résultats de simulations suggèrent qu’un petit biais relatif
peut être acceptable tout en permettant un contrôle efficace de l’erreur de type I. Ces
premiers résultats ouvrent la voie à la définition d’une approche rationnelle pour ajuster
l’hyperparamètre τ dans la fission et la dilution de données pour l’inférence post-clustering
afin d’optimiser la puissance statistique.

Comme solution pour éviter la nécessité de connaître a priori les paramètres de va-
riance spécifiques aux composantes dans le cadre du mélange gaussien, nous proposons
un modèle hétéroscédastique avec des variances individuelles, pouvant être estimé par
un estimateur pondéré non paramétrique. Cette approche s’aligne davantage avec les hy-
pothèses distributionnelles faites par la fission et la dilution de données. Cependant, les
performances de cette approche non paramétrique dépendent fortement du choix du pa-
ramètre de lissage. La meilleure valeur de ce paramètre serait celle ne capturant que
les observations provenant d’une même composante, mais cela nécessiterait à nouveau la
connaissance des véritables composantes du mélange, alors que leur estimation fait l’objet
du clustering, ayant lieu post-fission.

Enfin, nous avons démontré que les résultats obtenus dans le cadre gaussien sont faci-
lement généralisables à la distribution binomiale négative couramment utilisée pour mo-
déliser les données RNA-seq. En particulier, nous avons illustré sur des données réelles que
la surdispersion est également spécifique aux composantes. Par conséquent, sans connaître
le vériable processus latent dans les données, la dilution de données ne peut pas garantir
l’indépendance nécessaire entre le clustering et les tests d’analyse différentielle.

En pratique, l’application de la fission ou de la dilution de données pour l’inférence
post-clustering semble s’apparenter à un cercle vicieux généré par un raisonnement circu-
laire. Bien que présentées comme une solution pour relever les défis de l’inférence post-
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clustering, toutes les stratégies qui pourraient théoriquement assurer l’indépendance entre
les deux étapes de l’analyse reposent en fin de compte sur la connaissance des clusters
réels, mais inconnus. Malgré son attrait conceptuel, l’utilité pratique de ces méthodes pour
l’inférence post-clustering reste limitée aux cas extrêmes avec des rapports signal/bruit
extrêmement faibles, soulignant la nécessité de méthodologies alternatives capables de
gérer plus efficacement la complexité induite par les structures de classes inconnues. Tous
les codes et données nécessaires pour reproduire les résultats présentés ici sont accessibles
librement sur Zenodo avec le DOI 10.5281/zenodo.11207777 (Hivert, Agniel, Thiébaut &
Hejblum 2024).





Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, j’ai étudié les enjeux méthodologiques liés au clustering et à l’analyse
différentielle de données d’expression génique. J’ai mis en évidence un défi statistique ma-
jeur : l’analyse différentielle post-clustering, où les données sont utilisées successivement
pour d’abord définir des clusters puis à nouveau ré-utilisées pour tester des différences
entre ces clusters. Cette double utilisation des données contredit le cadre de l’inférence
statistique classique où les hypothèses de tests doivent être fixées a priori, et conduit à une
inflation directe de l’erreur de type I. Cela signifie que les tests statistiques traditionnels,
qui sont utilisés sans tenir compte de cette double utilisation des données et des incerti-
tudes résultant du clustering, peuvent générer un nombre excessif de fausses découvertes.
Dans le contexte des données RNA-seq, cette problématique est particulièrement critique.
En effet, ces analyses en deux étapes sont couramment mises en oeuvre en pratique et les
conclusions biologiques qui en sont tirées peuvent être à l’origine d’expériences supplémen-
taires, souvent coûteuses en temps et en ressources. Ce travail contribue à la génération
de résultats plus rigoureux et statistiquement valides d’une part en évaluant l’impact de
la standardisation sur les performances du clustering et d’autre part en proposant et en
étudiant des méthodes répondant aux enjeux de l’inférence post-clustering.

En amont du clustering et de l’analyse différentielle, les données RNA-seq subissent
un nombre important de prétraitements, chacun influençant les performances du cluste-
ring. Je me suis alors intéressé à l’impact de la standardisation par les z-scores sur la
qualité du clustering. Traditionnellement, cette étape se justifie notamment par la vo-
lonté de rendre les variables comparables entre elles, afin qu’elles aient toutes le même
poids dans la construction des clusters. Cependant, dans le cadre des données d’expression
génique, toutes les variables sont déjà mesurées dans une même échelle puisqu’elles dé-
crivent toutes un même processus biologique : l’expression génique. Bien que peu étudiée
jusqu’à présent, j’ai montré à l’aide de simulations numériques et de 4 jeux de données
RNA-seq en masse que cette standardisation pouvait détériorer la qualité du clustering.
Standardiser les données devient alors seulement nécessaire dans ce contexte lorsque la
variance du bruit est plus forte que celle des variables informatives pour la définition des
clusters. Néanmoins, dissocier les variables informatives des variables de bruit, afin de
déterminer a priori si la standardisation sera bénéfique ou non, n’est possible que si les
clusters sont connus en amont, ce qui est irréalisable en pratique puisque tout l’objectif du
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clustering est de les identifier. Par conséquent, nous recommandons une approche prag-
matique : comparer systématiquement les résultats du clustering obtenus avec les données
originales et les données standardisées. Cette comparaison permet d’évaluer directement
l’impact de la standardisation et de choisir l’option qui conduit aux clusters ayant le plus
de sens biologiquement parlant.

Pour répondre efficacement aux enjeux de l’inférence post-clustering, deux approches
basées sur les concepts d’inférence sélective sont actuellement utilisées : le conditionne-
ment sur l’événement de clustering et la décomposition explicite de l’information. Ces
méthodes ont pour objectif commun de dissocier l’information utilisée pour constuire les
clusters de celle utilisée pour l’analyse différentielle. Cette dissociation permet de préser-
ver les propriétés statistiques essentielles des tests appliqués après le clustering. Au début
de cette thèse, en 2020, les options pour l’inférence post-clustering étaient limitées. Deux
méthodes principales existaient alors : l’une, qui combine les deux approches mentionnées
(conditionnement et décomposition de l’information) (Zhang et al. 2019), ce qui la rend
souvent trop complexe et difficile à mettre en œuvre en pratique. L’autre méthode, basée
sur un conditionnement sur le clustering (Gao et al. 2024), se concentre uniquement sur
le test des différences de barycentres entre deux clusters, empêchant ainsi son applica-
tion directe pour l’analyse différentielle où l’intérêt réside à l’échelle de la variable. Ces
limitations ont souligné la nécessité de développer des méthodes plus robustes et appli-
cables pour résoudre les problèmes d’inférence post-clustering dans les études d’expression
génique en faisant un domaine de recherche maintenant particulièrement actif. Notre tra-
vail s’inscrit dans cette perspective, en cherchant à adapter les approches existantes et à
proposer des solutions adaptées aux besoins spécifiques des analyses génomiques.

Nous avons proposé une adaptation du test d’inférence sélective de Gao et al. (2024)
pour tester les différences de moyennes entre deux clusters, non plus à l’échelle des bary-
centres, mais à l’échelle des variables, conformément aux exigences de l’analyse différen-
tielle. Cette adaptation, qui repose sur un conditionnement sur l’événement de clustering,
garantit un contrôle effectif de l’erreur de type I après le clustering. Cependant, ce condi-
tionnement présente plusieurs défis. Pour commencer, bien que nous puissions dériver une
p-valeur explicite pour ce test, son calcul est complexe. Il nécessite de décrire l’ensemble
de toutes les perturbations des données qui permettent de conserver les clusters lorsque
la même méthode de clustering est ré-appliquée. Pour surmonter cette difficulté, nous
utilisons une approche de Monte-Carlo avec échantillonnage préférentiel pour estimer les
p-valeurs. Deuxièmement, dans le domaine de l’inférence sélective, il est établi que le
conditionnement sur l’événement de sélection (ici le clustering) peut réduire la puissance
statistique. Dans notre cas, cette réduction de puissance est renforcée par la présence de
clusters intercalés entre les deux clusters testés. Pour atténuer cette perte, nous avons
développé une extension du test qui intègre l’information de tous les clusters intercalés
pour mieux inférer leur séparation. Cette version agrégée du test maintient le contrôle
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de l’erreur de type I tout en augmentant la puissance par rapport au test d’inférence
sélective original. Néanmoins, cette amélioration augmente le coût computationnel, car
la procédure de Monte-Carlo doit être appliquée à toutes les paires de clusters adjacents
intercalés. En réponse à ces limitations, nous avons également proposé d’utiliser un test
non-paramétrique de multimodalité, le test Dip (Hartigan et al. 1985), pour détecter la
présence d’un continuum entre deux clusters. Contrairement à la multimodalité, la pré-
sence d’un tel continuum ne peut pas être causée par un mauvais clustering des données.
Ce test, bien qu’il n’offre aucune garantie théorique quant au contrôle de l’erreur de type I
après le clustering, peut être considéré comme une extension du test d’inférence sélective,
où la notion de "perturbations préservant le clustering" est étendue à celle de "continuum
entre les clusters". Les performances et les limites de ces trois tests ont été évaluées par
des simulations numériques et des applications à des jeux de données réelles provenant de
l’écologie et de la médecine. S’ils n’ont pas été appliqués pour tester l’expression différen-
tielle sur des données RNA-seq, c’est parce que ces tests ne sont pas directement adaptés
à la nature de ces données d’expression génique. D’abord, la grande dimension des don-
nées augmente considérablement le temps de calcul pour le test d’inférence sélective, car
l’approche de Monte-Carlo nécessite de répéter le clustering sur de nombreuses versions
perturbées des données. Ensuite, le test de multimodalité repose sur l’hypothèse d’unimo-
dalité au sein des clusters, ce qui n’est pas toujours vérifié dans les données d’expression
génique, notamment en raison de l’inflation en zéro. Enfin, tous ces tests ignorent les
corrélations entre variables, ce qui peut poser problème. Bien que le test de multimodalité
soit robuste face à ces corrélations, les tests d’inférence sélective, qui sont basés sur des
perturbations des données, échouent lorsque les corrélations sont trop fortes.

Pour alors relever le défi de l’analyse différentielle post-clustering, nous nous sommes
focalisés sur les méthodes de décomposition. L’approche naïve consistant à diviser l’échan-
tillon en deux parties distinctes (apprentissage et test, comme en apprentissage automa-
tique) est impraticable dans ce contexte en raison de la difficulté à transférer les labels
de clustering du jeu d’apprentissage au jeu de test. Par conséquent, nous avons exploré
des stratégies plus sophistiquées de décomposition de l’information au niveau de chaque
observation : la fission de données et la dilution de données. Ces deux méthodes ont
pour but de diviser l’information de chaque observation en deux parties indépendantes,
généralement en ajoutant du bruit aux données originales. Cela permet d’utiliser une
partie pour le clustering et l’autre pour l’analyse différentielle. Étant donné que chaque
observation est présente dans les deux ensembles de données, le problème de transfert des
labels disparaît. Enfin, leur indépendance garantit un contrôle effectif de l’erreur de type
I pour tout test statistique bien calibré. De plus, ces méthodes présentent deux avantages
majeurs par rapport aux approches basées sur le conditionnement. Premièrement, elles
offrent une grande flexibilité : n’importe quelle méthode de clustering et d’analyse diffé-
rentielle peut être employée. À l’inverse, les méthodes conditionnelles nécessitent souvent
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le développement de tests spécifiques, parfois utilisable uniquement pour une méthode
de clustering donnée. Deuxièmement, ces méthodes de découpage de l’information sont
compatibles avec plusieurs distributions de probabilité, notamment les distributions de
Poisson, gaussienne et binomiale négative. Cela est particulièrement pertinent pour les
données d’expression génique, qui sont souvent des comptes (modélisables par les distri-
butions de Poisson et binomiale négative) ou présentent des corrélations entre variables
(capturées par la distribution gaussienne multivariée). Bien que les méthodes de fission et
de dilution de données aient été proposées en réponse aux défis de l’analyse différentielle
post-clustering et soient théoriquement valides, j’ai montré qu’elles sont difficiles à ap-
pliquer en pratique. En effet, de nombreuses décompositions nécessitent la connaissance
d’un paramètre d’échelle, souvent inconnu et qui doit être estimé au préalable. Dans le
cas des données gaussiennes, nous avons démontré que la qualité de cette estimation af-
fecte directement l’indépendance des deux parties générées. Nous avons aussi quantifié,
de manière théorique, l’inflation de l’erreur de type I qui en résulte. Estimer correctement
ces paramètres d’échelle est particulièrement complexe car leurs valeurs sont spécifiques
à chaque cluster, qui sont eux-mêmes inconnus et à estimer. Mêmes des méthodes d’es-
timation non-paramétriques, faisant l’hypothèse que ces paramètres sont spécifiques à
chaque individu permettant ainsi de s’affranchir de la connaissance a priori des clusters,
ne fonctionnent que pour des cas exagérés de séparation entre ces clusters. Cela révèle
toute la complexité inhérente à ce problème. En conséquence, l’application de la fission
et de la dilution de données dans le cadre de l’inférence post-clustering ne résout pas la
circularité dans le processus d’analyse : pour utiliser ces méthodes de manière rigoureuse
afin d’identifier des clusters dans les données et tester des différences entre eux, il faut
déjà connaître la structure de partition des données. Toutefois, ces méthodes restent ap-
plicables dans d’autres contextes d’inférence sélective, comme la sélection Lasso, où une
hypothèse d’homogénéité des données sans mélange est plus raisonnable.

Cette thèse met en lumière le rôle essentiel de la variance des variables dans les problé-
matiques de clustering et d’analyse différentielle, en particulier pour les données RNA-seq.
Nous avons démontré que la variance peut informer sur la présence ou l’absence de clusters
et guider efficacement les résultats du clustering. Dans le contexte des données RNA-seq,
où les variables sont mesurées sur une même échelle, la variance devient un indicateur
clé pour déceler la structure en groupes sous-jacente des données, comme le montre notre
analyse de l’impact de la standardisation par les z-scores. La connaissance de la variance
est également cruciale pour les méthodes d’inférence post-clustering, où l’estimation pré-
cise de ce paramètre pose un défi majeur, étant donné que les clusters eux-mêmes sont à
identifier. En effet, cette variance encode le bruit qui est ajouté aux données permettant
de garantir que la même information n’est pas utilisée deux fois. Elle définit alors les per-
turbations qui sont appliquées dans les tests d’inférence sélective et permet de garantir
l’indépendance nécessaire dans les approches de fission et de la dilution de données. Une
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estimation incorrecte de la variance peut entraîner des biais dans le contrôle de l’erreur de
type I et réduire la puissance statistique des tests. Ce problème a déjà été abordé par Yun
& Foygel Barber (2023) dans le cadre de l’inférence post-clustering pour des méthodes ba-
sées sur le conditionnement, où ils ont développé un test valide même lorsque la variance
est inconnue. Notre travail, complémentaire au leur, a mis en évidence cette même problé-
matique pour les approches basées sur la décomposition de l’information, montrant que
la précision de l’estimation de la variance est tout aussi critique pour garantir l’efficacité
et la validité de ces méthodes sans pour autant apporter de solutions.

Ce travail de thèse a mis en évidence la circularité inhérente qui se manifeste dans
la problématique de l’inférence post-clustering. Pour commencer, les analyses basées sur
l’inférence post-clustering sont de fait circulaires en raison de la double utilisation des
données. Cette circularité reste présente dans les méthodes développées spécifiquement
pour tenter de résoudre ce problème d’inférence post-clustering. En effet, pour garantir
les performances de ces méthodes, il faudrait connaître les clusters a priori. Enfin, elle fait
écho aux problématiques de standardisation : des recherches antérieures ont montré que
la meilleure standardisation est celle effectuée au sein de chaque cluster (Cormack 1971,
Hartigan 1975, Everitt 1980). Toutefois, cette connaissance des clusters est précisément
ce que les méthodes de clustering visent à découvrir. Ainsi, à la fois pour l’inférence post-
clustering et pour la standardisation des données, les approches les plus efficaces reposent
sur des informations que ces mêmes approches cherchent à estimer. Cette circularité met
en lumière toute la complexité du problème d’inférence post-clustering particulièrement
causée par la nature non-supervisée du clustering lui-même.

Pour l’avenir, plusieurs axes de recherche s’ouvrent afin de surmonter cette circularité
pour rendre possible l’application des méthodes étudiées. Une priorité serait de perfec-
tionner les techniques d’estimation de la variance, en explorant notamment des approches
non paramétriques capables de prendre en compte la proximité entre les observations pour
imiter la structure en clusters inconnus. Une autre piste, inspirée des travaux de Yun &
Foygel Barber (2023), consisterait à contourner la nécessité préalable de connaître la va-
riance avant les décompositions. Ce concept pourrait être réalisé par le développement
de méthodes de décomposition inspirées des tests de permutations, générant de manière
non paramétrique des données synthétiques sous l’hypothèse nulle d’absence de clusters,
auxquelles les données observées pourraient être comparées. Ce genre d’approches a com-
mencé à être exploré par Song et al. (2023) mais uniquement dans le cas particulier où
seulement deux clusters sont estimés. Or, dans ce cas particulier, les méthodes basées sur
l’inférence sélective se révèlent déjà assez efficaces. En effet, lorsque seuls deux clusters
sont en jeu, l’hypothèse nulle se ramène à une situation binaire : soit ces deux clusters
n’existent pas vraiment et les données sont homogènes, soit ils existent bien et sont dis-
tincts. Cette simplification réduit la complexité de l’estimation de la variance puisqu’il n’y
a pas de clusters supplémentaires susceptibles d’influencer cette estimation. L’estimateur



124 Conclusion et perspectives

global de la variance (utilisant toutes les observations) tend alors à surestimer la variance
intra-cluster, ce qui conduit à un test d’inférence sélective moins puissant mais contrôlant
l’erreur de type I (Gao et al. 2024). Pour les méthodes basées sur la décomposition, ce cas
où seulement deux clusters sont présents constitue également une situation spécifique : si
ces deux clusters sont effectivement séparés, l’estimateur global de la variance présentera
un biais par rapport à la vraie variance intra-cluster, introduisant donc des corrélations
entre les deux parties de l’information. Cependant, lorsque les K = 2 clusters sont cor-
rectement estimés dans la première partie des données, ces corrélations peuvent faciliter
leur transfert à la seconde partie. À l’inverse, si les deux clusters ne sont pas réellement
séparés, l’estimateur global de la variance deviendra non biaisé par rapport à la vraie
variance, garantissant ainsi l’indépendance entre les deux parties et le contrôle de l’erreur
de type I. Ce scénario à K = 2 pourrait ainsi servir de fondement à une méthode d’in-
férence post-clustering itérative, en écho à notre test d’inférence sélective par agrégation
des p-valeurs adjacentes, restreignant l’analyse aux situations où seuls deux clusters sont
estimés pour lesquels les méthodes étudiées restent valides bien que peu puissantes.

En conclusion, cette thèse a mis en évidence les défis complexes et les enjeux cru-
ciaux associés à l’analyse différentielle de données d’expression génique en présence d’un
clustering. Nos contributions visent à améliorer la fiabilité et la rigueur des résultats en
développant des approches innovantes tout en identifiant les limitations fondamentales
des méthodes existantes. Pour l’avenir, il est essentiel de poursuivre la recherche dans la
standardisation des données, l’estimation précise de la variance en grande dimension, et
l’exploration de nouvelles approches d’inférence post-clustering pour répondre aux défis
croissants posés par ces données biologiques complexes. Ces efforts continus sont essentiels
pour garantir des découvertes biologiques robustes et fiables, permettant ainsi de mieux
comprendre les mécanismes biologiques sous-jacents et d’orienter efficacement la recherche
future dans le domaine des sciences médicales et particulièrement de l’immunologie.
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Annexe A

Matériels Supplémentaires associés au
Chapitre 4

A.1 Détails sur le caclul de la p-valeur du test d’infé-

rence sélective

Pour calculer numériquement la p-valeur du test d’inférence sélective donnée en (4.4),
nous utilisons en pratique une procédure de Monte-Carlo avec échantillonnage préféren-
tiel, ce qui conduit à la p-valeur décrite en (4.7). Cependant, Phipson & Smyth (2010) ont
montré que l’estimateur de Monte-Carlo classique d’une p-valeur pouvait être biaisé pour
des p-valeurs proches de zéro. En effet, de très petites p-valeurs peuvent tomber exacte-
ment à 0 en utilisant l’approche de Monte-Carlo, ce qui conduit à des tests d’hypothèses
statistiques qui ne contrôlent pas efficacement l’erreur de type I. Pour surmonter ce pro-
blème, Phipson & Smyth (2010) proposent alors de corriger la p-valeur de Monte-Carlo
en ajoutant 1 à la fois au numérateur et au dénominateur de cette p-valeur estimée. Avec
cette correction, au lieu d’avoir des p-valeurs à exactement 0, elles sont approchées par

1
N+1

où N est le nombre d’échantillons de Monte-Carlo.
Malheureusement, nous avons montré à l’aide de simulations numériques que cette

correction ne pouvait pas fonctionner avec la p-valeur du test d’inférence sélective décrite
en (4.7) pour deux raisons. La première est que cette p-valeur provient à l’origine d’une
probabilité conditionnelle, donc par définition, il y a en fait deux probabilités à calculer et
à corriger. Le deuxième problème survient en raison de l’utilisation de l’échantillonnage
préférentiel. En effet, parce que sous H1 les πi en (4.7) sont très petits, ajouter 1 changera
radicalement l’échelle de la p−valeur.

Ainsi, en raison de l’échantillonnage préférentiel, nous devons corriger notre p-valeur
de Monte-Carlo en ajoutant une constante de l’ordre de π. Nous proposons alors d’ajouter

π = 1
N

N∑
i=1

πi
1

{
Ĉk, Ĉl ∈ c(X(ωi

g))
}

à la fois dans le numérateur et le dénominateur de

(4.7). Cette correction est raisonnable car pour une petite p-valeur, c’est-à-dire sous H1,
nous avons :

i) |xt
gη| est grand car Ĉk et Ĉl sont véritablement séparés sur Xg

ii)
N∑
i=1

πi
1{|ωi

g| > |xt
gη|, Ĉk, Ĉl ∈ c(X(ωi

g)} ≃ 0 car chaque πi =
f1(ωi

g)

f2(ωi
g)

où f1 est la
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densité d’une distribution gaussienne avec une moyenne de 0. Ainsi, parce que
ωi
g ∼ N (xt

gη, σ
2∥η∥2) où |xt

gη| est grand, f1 est évaluée en un point qui est loin
de la moyenne, et c’est pourquoi f1(ωi

g) ≃ 0.

Ainsi, en utilisant i) et ii) :

N∑
i=1

πi
1

{
|ωi

g| ≥ |xt
gη|, Ĉk, Ĉl ∈ c(X(ωi

g))
}
+ π

N∑
i=1

πi1

{
Ĉk, Ĉl ∈ c(X(ωi

g))
}
+ π

=
0 + π

N∑
i=1

πi1

{
Ĉk, Ĉl ∈ c(X(ωi

g))
}
+ π

≃

1
N

N∑
i=1

πi
1

{
Ĉk, Ĉl ∈ c(X(ωi

g))
}

N∑
i=1

πi1

{
Ĉk, Ĉl ∈ c(X(ωi

g))
} [

1 + 1
N

]
=

1
N

1 + 1
N

=
1

N + 1

Ainsi, en corrigeant notre p-valeur de Monte-Carlo en ajoutant π, nous obtenons l’esti-
mateur proposé par Phipson & Smyth (2010) pour les petites p-valeurs.
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Figure A.1 – Comparaison de différents tests de multimodalité implémentés
dans le package R multimode(Ameijeiras-Alonso et al. 2021). Panneau A : p-valeurs
de chaque test de multimodalité sous l’hypothèse nulle pour 500 simulations de 200 réa-
lisations d’une distribution gaussienne ou uniforme. Panneau B : Temps moyen de calcul
requis par chaque test en fonction du nombre d’observations n (moyenne sur les 500 simu-
lations). Panneau C : Puissance statistique (au seuil de significativité α = 5%) de chaque
test de multimodalité en fonction de δ, la différence de moyennes entre deux modes d’un
mélange gaussien à deux composants (n = 200 observations). Panneau D : Puissance sta-
tistique (au seuil de significativité α = 5%) de chaque test de multimodalité en fonction
du nombre d’observations pour δ = 3.5 fixé.
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A.3 Figure Supplémentaire 2

Figure A.2 – Impact de l’estimation de la variance sur les p-valeurs du test
d’inférence sélective. Panneau A : Les données sont simulées selon un mélange gaussien
univarié à deux composantes : X ∼ 0.5N (0, 4) + 0.5N (10, 1) pour le panneau de sur-
estimation et selon une distribution gaussienne univariée N (0, 1) pour le panneau de sous-
estimation. Panneau B : QQ-plot des p-valeurs du test d’inférence sélective par rapport à
la distribution uniforme selon l’estimateur de variance pour le test Cluster 1 vs. Cluster 2
pour 2000 simulations des données. La surestimation de la variance conduit à des p-valeurs
conservatrices, tandis que la sous-estimation conduit à des faux positifs.
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Figure A.3 – Illustration de la possible perte de puissance statistique du
test d’inférence sélective dans les cas où plus de deux clusters sont esti-
més. Panneau A : Illustration du processus de génération des données. Un ensemble
de données bivarié est simulé de telle sorte que trois clusters soient tous séparés unique-
ment sur X1. Le Cluster 1 et le Cluster 2 sont séparés selon une différence de moyenne
δ ∈ 0.5, 1, 1.5, 3, 6, 12, 15, 18, 19, 19.5. Panneau B : Puissance statistique au seuil α = 5%
du test d’inférence sélective calculée à l’aide de 500 simulations des données telles que
décrites dans le panneau A en fonction de δ. Pour chaque simulation, le test d’inférence
sélective est appliqué pour tester la séparation du Cluster 1 vs le Cluster 2 et du Cluster
1 vs le Cluster 3 uniquement sur X1.
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A.5 Figure Supplémentaire 4
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Figure A.4 – Comparaison de trois différentes fonctions de d’agrégation de
p-valeurs présentées dans Vovk & Wang (2020). Panneau A : Distribution des
p-valeurs agrégées sous H0 en fonction du nombre de clusters estimés. Panneau B : Dis-
tribution des p-valeurs agrégées sous H1 (mélange gaussien univarié avec seulement deux
composantes de proportion et de variances égales) en fonction du nombre de clusters
estimés. Panneau C : Taux de faux positifs en fonction du nombre de clusters estimés.
Panneau D : Puissance statistique en fonction de la différence de moyennes δ entre les
deux modes du mélange où K = 4 clusters sont estimés (la même simulation que dans
la figure 4.2). Le test d’inférence sélective est toujours appliqué aux clusters les plus ex-
trêmes, de sorte que le nombre maximum de p-valeurs adjacentes soient agrégées. 2 000
simulations des données ont été utilisées.
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A.6 Figure Supplémentaire 5

Nous avons étudié l’effet de la taille de l’échantillon à la fois sur l’erreur de type I et
sur la puissance statistique de tous nos tests. Pour ce faire, nous avons utilisé le même
schéma de simulation que celui présenté dans la figure 4.2. Nous avons simulé des données
selon n ∈ {10, 15, 20, 25, 30, 50, 75, 100, 500} réalisations d’un mélange gaussien univarié à
deux composantes séparées par une différence moyenne δ = 0 pour le cas sans cluster, et
δ = 5 pour le cas à deux clusters. Ensuite, nous avons appliqué la classification ascendante
hiérarchique de Ward pour construire K = 2 ou K = 4 clusters et nous avons testé une
séparation entre les deux clusters les plus extrêmes à l’aide de nos tests. Les résultats en
termes d’erreur de type I (δ = 0) et de puissance statistique (δ = 5) estimés à l’aide de
1000 simulations des données sont présentés dans la figure A.5
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Figure A.5 – Effets de la taille de l’échantillon sur le comportement de nos
tests. Panneau A : Erreur de type I (δ = 0) de nos tests en fonction de la taille de
l’échantillon. Panneau B : Puissance statistique (δ = 5) de nos tests en fonction de la
taille de l’échantillon.

Tous les tests contrôlent correctement l’erreur de type I au seuil désiré de 5% quel que
soit la taille de l’échantillon, à l’exception du test t qui ne tient pas compte de l’étape de
clustering (panneau A). La puissance statistique des tests (panneau B) est une fonction
croissante de la taille de l’échantillon. Seul le test de multimodalité atteint une puissance
statistique de 1 (pour δ = 5) pour une taille d’échantillon modérée (n = 75). La puissance
statistique du test d’inférence sélective (dans le cas K = 2) est limitée en raison du
conditionnement sur l’événement de clustering dans sa définition : c’est le prix à payer pour
un bon contrôle de l’erreur de type I sous l’hypothèse nulle. De plus, elle est plus impactée
par la force de la séparation δ entre les clusters que par la taille de l’échantillon. Enfin,
lorsque K = 4 clusters sont estimés, le test d’inférence sélective a une puissance statistique
très faible (voir Figure supplémentaire A.3 pour des explications), mais l’agrégation des
p-valeurs adjacentes permet d’augmenter significativement la puissance statistique dans
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ce cas, mais au prix d’être moins puissant que le test d’inférence sélective direct dans le
cas à K = 2 clusters.
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A.7 Figure Supplémentaire 6
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Figure A.6 – Comparaison de nos tests post-clustering avec clustvarsel (Raftery & Dean
2006) pour la sélection de variables dans le cadre du clustering. Le processus de génération de
données reflète le Scénario 3 de la figure 4.3, mais sans corrélation entre X1 et X2 (ρ = 0). L’évaluation
des performances est basée sur 1000 simulations des données. Panneau A : Comparaison des variables
identifiées par toutes les méthodes. Nos tests présentent une sélection plus conservatrice, identifiant uni-
quement X2 lorsque δ = 0 en raison de sa corrélation avec X4, et à la fois X2 et X4 lorsqu’il y a une
séparation entre les deux composantes (δ = 8). Panneau B : Distribution des temps de calculs pour chaque
méthode de sélection de variables. Les temps de calculs des deux tests post-clustering dépendent de l’al-
gorithme de clustering lui-même. Le test de multimodalité est le plus rapide et rivalise avec clustvarsel
lorsqu’il est utilisé avec le clustering basé sur modèle gaussien.
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A.8 Tableau Supplémentaire 1

Paire de clusters testée Test d’inférence sélective (direct) Test d’inférence sélective par agrégation Test de multimodalité Test t
Variable testée

Cluster 1 vs Cluster 2
longueur du bec 0.4082 0.4110 0.4899 0.0759
profondeur du bec 0.6478 0.6400 0.1478 0.4802
longueur de la nageoire 0.1160 0.1154 0.0992 0.0017*
masse corporelle 0.3321 0.3425 0.8320 0.0000*

Cluster 1 vs Cluster 3
longueur du bec 0.1748 0.4995 0.6345 0.0001*
profondeur du bec 0.2914 0.3025 0.5242 0.0000*
longueur de la nageoire 0.3361 0.3206 0.6146 0.0005*
masse corporelle 0.3404 0.3868 0.2918 0.1190

Cluster 2 vs Cluster 3
longueur du bec 0.2096 0.2120 0.9140 0.0041*
profondeur du bec 0.1867 0.6618 0.2376 0.0000*
longueur de la nageoire 0.2101 0.4322 0.1337 0.0000*
masse corporelle 0.1573 0.7967 0.6759 0.0000*

Table A.1 – p-valeurs pour tous les tests entre une paire de clusters le long de chacune des 4 variables à partir des
données réelles du contrôle négatif des manchots femmelle de l’espèce Gentoo.
* met en évidence les p-valeurs significatives au seuil α = 5%
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A.9 Tableau Supplémentaire 2

Paire de clusters longueur
du bec

profondeur
du bec

longueur de la
nageoire

masse
corporelle

Cluster 1 vs Cluster 2 1,67 1,53 1,94 1,75
Cluster 1 vs Cluster 3 0,16 1,93 0,50 0,16
Cluster 2 vs Cluster 3 1,83 0,40 1,44 1,59

Table A.2 – Valeurs de la différence de moyennes (δ) sur chaque variable
(z−scores) entre chaque paire de clusters estimés.
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A.10 Figure Supplémentaire 7
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Figure A.7 – Distributions univariées et bivariées des marqueurs cellulaires
(z−scores) au sein des 4 sous-populations de lymphocytes T étudiées dans le
jeu de données HIPC.
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A.11 Tableau Supplémentaire 3

Marqueurs Test d’inférence
sélective direct

Test d’inférence
sélective par
agrégation

Test de
multimodalité

Cluster1 (100% des CD8 Naïfs) vs Cluster2 (90% des CD8 Mémoires Effectrices )
CCR7 5e-04* 0,001* 0,9048
CD4 0,2364 0,2364 0,6692
CD45RA 5e-04* 0,001* 0,9696
HLADR 0,1171 0,1171 0,9976
CD38 5e-04* 5e-04* 0,8524
CD8 5e-04* 5e-04* 0,9438

Cluster1 (100% des CD8 Naïfs) vs Cluster3 (100% des CD4 Naïfs)
CCR7 5e-04* 5e-04* 0,9603
CD4 5e-04* 0,0045* 0*
CD45RA 5e-04* 5e-04* 0,9337
HLADR 5e-04* 0,004* 0,994
CD38 5e-04* 5e-04* 0,9777
CD8 5e-04* 0,003* 0*

Cluster1 (100% des CD8 Naïfs) vs Cluster4 (99% CD4 des Mémoires Effectrices)
CCR7 5e-04* 0,0026* 0*
CD4 5e-04* 0,0019* 0*
CD45RA 5e-04* 0,0033* 0,0869
HLADR 0,1006 0,1006 0,9596
CD38 5e-04* 0,0019* 0,9765
CD8 5e-04* 0,0013* 0*

Cluster2 (90% des CD8 Mémoires Effectrices) vs Cluster3 (100% des CD4 Naïfs)
CCR7 5e-04* 5e-04* 0,6398
CD4 5e-04* 0,0019* 0*
CD45RA 5e-04* 5e-04* 0,8104
HLADR 0,014* 0,0173* 0,9945
CD38 5e-04* 0,001* 0,9915
CD8 5e-04* 0,0019* 0,7741

Cluster2 (90% des CD4 Mémoires Effectrices) vs Cluster4 (99% CD4 des Mémoires Effectrices)
CCR7 5e-04* 5e-04* 0,8611
CD4 5e-04* 5e-04* 0*
CD45RA 5e-04* 5e-04* 0,9973
HLADR 0,2042 0,2231 0,996
CD38 0,0013* 0,0013* 0,7312
CD8 5e-04* 5e-04* 0*

Cluster3 (100% des CD4 Naïfs) vs Cluster4 (99% des CD4 Mémoires Effectrices)
CCR7 5e-04* 0,0018* 0*
CD4 5e-04* 5e-04* 0,9991
CD45RA 5e-04* 0,0017* 0,0224*
HLADR 0,0011* 0,0011* 0,9939
CD38 5e-04* 0,0025* 0,9684
CD8 0,0032* 0,0032* 0,9574

Table A.3: Toutes les comparaisons entre les clusters esti-
més à partir des données HIPC.
∗ met en évidence les p-valeurs significatives au seuil α = 5%
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A.12 Figure Supplémentaire 8
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Figure A.8 – Une forte asymétrie dans la distribution des données conduit à
une inflation de l’erreur de type I. Le processus de génération de données reflète
le Scénario 1 dans la figure 4.3, où la distribution gaussienne a été remplacée par la
distribution t asymétrique (Azzalini 2013). Différents degrés d’asymétrie (α) et différentes
valeurs de degrés de liberté (ν) ont été explorés. Les performances sont moyennées sur 1 000
simulations des données sous ce scénario. S’éloigner de l’hypothèse gaussienne (grandes
valeurs de α ou de faibles valeurs de ν) sous l’hypothèse nulle globale d’absence de clusters
dans les données (δ = 0) entraîne un mauvais contrôle de l’erreur de type I pour le
test d’inférence sélective. Cependant, lorsque l’algorithme de clustering découvre avec
succès la véritable structure des données (δ = 8), l’erreur de type I pour les variables
sous l’hypothèse nulle est bien calibrée. La performance du test de multimodalité reste
inchangée en raison de sa nature non paramétrique.
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A.13 Comportement des tests proposés dans le cadre

multivarié

Pour conseiller le lecteur sur le choix du test d’inférence post-clustering en fonction de
la nature des données, nous avons réalisé des études de simulation supplémentaires afin
d’évaluer le comportement des trois tests proposés dans un cadre multivarié plus réaliste.

A.13.1 Les corrélations entre les variables peuvent empêcher un

bon contrôle de l’erreur de type I

Nous avons d’abord étudié l’impact des corrélations entre les variables sur le compor-
tement de nos tests. Nous avons simulé n = 100 réalisations d’une distribution normale
multivariée Np (0p,Σp×p), telles que, pour i, j ∈ {1, . . . , p} :

Σij =


1 si i = j

0.5 si i, j ≤ κ× p et i ̸= j

0 sinon

où p = 10 est le nombre de variables et κ ∈ {0, 0.5, 1} est la proportion de variables
corrélées dans les données. Sur de telles données, où aucun processus n’existe pour par-
titionner les observations en sous-groupes distincts, nous avons appliqué la classification
ascendante hiérarchique de Ward pour estimer K = 2 et K = 4 clusters (le cas K = 4

étant nécessaires pour évaluer les performances du test d’inférence sélective par agrégation
des p-valeurs adjacentes). Nous avons ensuite testé la séparation des deux clusters les plus
extrêmes sur toutes les p = 10 variables à l’aide de nos 3 tests. Comme nous sommes sous
l’hypothèse nulle pour chacune des variables, nous avons calculé pour chaque test le taux
de faux positifs global au seuil nominal α = 5%. Les résultats pour 1 000 simulations des
données sont donnés dans la figure A.9.
La figure A.9 met en évidence un bon contrôle du taux de faux positifs au seuil de 5%

de tous les tests proposés dans le cadre de l’inférence post-clustering (contrairement au
test t) en présence de données multivariées non corrélées. Le test de multimodalité est le
seul test qui n’est pas affecté par la corrélation entre les variables, testant uniquement
la séparation entre les clusters au niveau de la variable, indépendamment de la nature
multivariée des données, et ignorant alors leurs corrélations. Cependant, le taux de faux
positifs des tests d’inférence sélective est une fonction croissante de κ, la proportion de
variables corrélées. En raison des corrélations entre les variables, les approches basées
sur les perturbations peuvent échouer. Dans notre cas, cela est amplifié par le fait que
les perturbations sont uniquement univariées : en raison de la corrélation, il est très peu
probable que l’une des perturbations sur une dimension quelconque altère le clustering –
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Figure A.9 – Impact des variables corrélées sur le contrôle du taux de faux
positifs des tests proposés.

quelle que soit la qualité de cette structure de clustering par rapport aux données. Ainsi,
les tests d’inférence sélective présentent de mauvaises performances dans ce cadre (étant
exclusivement basés sur les perturbations).

A.13.2 Le nombre de variables a un impact relativement faible

sur les performances des tests

Nous avons également étudié les effets potentiels du nombre de variables ainsi que de
la force de la séparation entre les clusters δ sur les performances (à la fois en termes de
contrôle du taux de faux positifs, de puissance statistique et de temps de calcul) des tests
proposés. Nous avons simulé n = 100 réalisations d’un modèle de mélange gaussien à
deux composantes 0.5Np (0p,Σp×p) + 0.5Np ((δ, . . . , δ),Σp×p) où p ∈ {4, 10}, δ ∈ {0, 3, 5}
et pour éviter les corrélations non liées à la structure de groupe des données, nous avons
fixé Σ = Ip×p.
La figure A.10 montre les résultats en termes de faux positifs (δ = 0, panneau A) et
de puissance statistique (δ ∈ {3, 5}, panneau B) des 3 tests d’inférence post-clustering
proposés, basés sur 1 000 simulations des données. Tous les tests post-clustering contrôlent
efficacement le taux de faux positifs au seuil de 5%, quel que soit le nombre de variables. La
puissance statistique du test d’inférence sélective augmente lorsque le nombre de variables
augmente également, étant plus puissant que le test de multimodalité pour identifier des
signaux faibles mais répétés (δ = 3). La simplicité du test de multimodalité se fait au
détriment d’une hypothèse nulle trop stricte : il nécessite une séparation nette entre
les clusters sur la variable pour bien fonctionner, car il n’utilise que l’information au
niveau de la variable et ne prend pas en compte l’ensemble de la structure des données.
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Figure A.10 – Performances des tests proposés dans un cadre multivarié. Pan-
neau A : Taux de faux positifs des tests post-clustering. Panneau B : Puissance statistique
des tests post-clustering en fonction de δ.

Au contraire, le test d’inférence sélective utilise l’information apportée par toutes les
variables puisque le clustering est ré-appliqué à chaque version pertrubée des données en
considérant l’ensemble des variables, ce qui facilite l’identification des signaux faibles au
niveau de la variable (en augmentant le nombre de variables, la structure de regroupement
est plus facile à préserver lors des étapes de perturbations au niveau des variables). Le test
d’inférence sélective et le test de multimodalité restent tous deux efficaces pour identifier
des signaux forts (δ = 5) quel que soit le nombre de variables. Enfin, lorsque K = 4 clusters
sont estimés, l’approche par agrégation des p-valeurs adjacentes parvient à corriger la perte
de puissance statistique observée pour le test d’inférence sélective lorsque les deux clusters
les plus extrêmes sont considérés.
Augmenter le nombre de variables semble aider le test d’inférence sélective à gagner en
puissance, mais au prix d’une augmentation des temps de calcul. Cela est dû à la nécessité
de ré-appliquer la méthode de clustering sur chaque version perturbée de l’ensemble des
données, les temps de calcul nécessaires pour un test augmentent donc avec la dimension
des données. Les temps de calcul du test par agrégation sont encore plus impactés par la
dimensionnalité des données car il nécessite l’application du test d’inférence sélective sur
chaque paire de clusters adjacents entre les deux clusters d’intérêt. Seul le test de multi-
modalité reste efficace sur le plan computationnel quel que soit le nombre de variables,
car il n’utilise que l’information au niveau de la variable (figure A.11).
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Figure A.11 – Temps de calcul moyen des trois tests proposés (basé sur 500
simulations des données) en fonction du nombre de dimensions (p) des données.
Les tests sont effectués uniquement sur la première variable, donc la dimensionnalité des
données n’affecte que les temps de calcul des tests d’inférence sélective puisque la méthode
de clustering doit être ré-appliquée sur les données pour chaque perturbation en utilisant
toutes les dimensions de X.
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Résumé/Abstract

Clustering et analyse différentielle de données d’expression génique

Résumé : Les analyses des données d’expression génique issues du séquençage de
l’ARN (RNA-seq) en masse (bulk RNA-seq) ou en cellule unique (scRNA-seq) sont de-
venues courantes dans les études immunologiques. Elles permettent entre autres une
meilleure compréhension de l’hétérogénéité présente dans les réponses immunitaires,
qu’elles soient en réponse à la vaccination ou face à des maladies. Les analyses de ces
données se font souvent selon deux étapes : i) d’abord une classification non supervi-
sée, ou clustering, utilisant l’ensemble des gènes pour regrouper les échantillons en sous-
groupes distincts et homogènes ; ensuite ii) l’analyse différentielle se faisant à l’aide de
tests d’hypothèse visant à identifier les gènes qui sont différentiellement exprimés entre
ces sous-groupes. Cependant, ces deux étapes successives soulèvent un problème métho-
dologique actuellement souvent ignoré dans la littérature appliquée. En effet, les méthodes
traditionnelles d’inférence nécessitent des hypothèses de tests fixées a priori, sans dépendre
des données, pour garantir un contrôle effectif de l’erreur de type I. Dans le contexte de
ces analyses en deux étapes, les hypothèses de tests sont basées sur les résultats du clus-
tering ce qui compromet le contrôle de l’erreur de type I des méthodes traditionnelles qui
peuvent alors conduire à de fausses découvertes. Nous proposons alors de nouvelles mé-
thodes statistiques qui permettent de tenir compte de cette double utilisation des données,
garantissant un contrôle effectif du nombre de fausses découvertes.

Mots clés : Clustering, analyse différentielle, inférence sélective, RNA-seq

Clustering and differential analysis of gene expression data

Abstract : Analyses of gene expression data obtained from bulk RNA sequencing
(bulk RNA-seq) or single-cell RNA sequencing (scRNA-seq) have become commonplace
in immunological studies. They allow for a better understanding of the heterogeneity
present in immune responses, whether in reaction to vaccination or disease. Typically, the
analysis of these data is conducted in two steps : i) first, an unsupervised classification,
or clustering, is performed using all the genes to group samples into distinct and homo-
geneous subgroups ; ii) then, differential analysis is conducted using hypothesis tests to
identify genes that are differentially expressed between these subgroups. However, these
two successive steps lead to methodological challenge that is often overlooked in the ap-
plied literature. Traditional inference methods require hypothesis to be fixed a priori and
independent of the data to ensure effective control of type I error. In the context of these
two-steps analyses, the hypothesis tests are based on the results of the clustering, which
compromises the control of type I error by traditional methods and can lead to false dis-
coveries. We propose new statistical methods that account for this double use of the data
and ensure an effective control of the number of false discoveries.

Key words : Clustering, differential analysis, selective inference, RNA-seq
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Laboratoire : INSERM U1219, Bordeaux Population Health Center - Inria - Université
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