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Avant-propos

Μή, φίλα ψυχά, βίον ἀθάνατον σπεῦδε, τὰν δ’

ἔμπρακτον ἄντλεῖ μαχανάν.

Pindare, Pythiques, III

Il est d’usage pour un scientifique de restreindre son propos et, en ce qui me concerne
ici, sa thèse à ce que l’entendement peut objectivement rationaliser et par là-même ex-
pliquer sans ambiguïté ni confusion possible à autrui. Cette thèse ne saurait toutefois se
comprendre dans ses motivations profondes sans évoquer le cheminement qui fut le mien
depuis une dizaine d’années.

Le vent se lève !. . . Il faut tenter de vivre !
L’air immense ouvre et referme mon livre,

La vague en poudre ose jaillir des rocs !
Envolez-vous, pages tout éblouies !

Rompez, vagues ! Rompez d’eaux réjouies
Ce toit tranquille où picoraient des focs !

Revenir au Cimetière marin de Paul Valéry lorsque pointe la Tempête, interroger et
méditer avec son Eupalinos ou l’Architecte. Les paroles de ma mère et de mon père réson-
nèrent avec une acuité toute particulière lorsque sortit Kaze Tachinu de Hayao Miyazaki
en 2014 qui me fit découvrir le roman éponyme de Tatsuo Hori pour ensuite revenir à Der
Zauberberg de Thomas Mann.

Se ressourcer auprès d’oeuvres artistiques d’horizons divers est indissociable de mon
cheminement intellectuel et, oserais-je dire, spirituel. Chercher et trouver les motifs et
les schèmes communs à ces oeuvres résulte d’une démarche scientifique, en cela qu’elle
confronte la multitude des objets à la rigueur de la Raison et la réduit, ou tout du moins
tente de la réduire, à des invariants qui dépassent les frontières et les catégories que l’Esprit
humain a érigé de prime abord.

Cette thèse porte le sceau de ce cheminement qui est le mien, original et déroutant à
bien des égards, mais qui souhaite par dessus tout faire sien la pluralité des phénomènes
de ce monde, s’en faire une représentation intime pour in fine tenter d’en transmettre les
lignes de force que le langage mathématique me semble le plus à même de transcrire de
façon épurée et fidèle.
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Introduction

Les matrices aléatoires ont été introduites dans de nombreux domaines, à commencer
par les statistiques et son utilisation par Wishart dans l’étude de la distribution généralisée
des moments d’une loi de probabilité pour des échantillons de grande taille. Ultérieure-
ment, face à la complexité des équations modélisant la dynamique des noyaux massifs
en physique atomique, Wigner postula que le Hamiltonien d’un tel noyau pouvait être
vu comme une matrice aléatoire, son spectre correspondant aux valeurs propres. Dans ce
cadre-ci, l’étude des noyaux massifs se ramenait à l’étude de matrices de grande taille.
En physique statistique, le désordre régnant au sein d’un système peut être vu comme
étant la conséquence d’un Hamiltonien modélisant des processus stochastiques. Citons
leur utilité dans le traitement de l’information, les réseaux de neurones et les réseaux de
régulation en biologie moléculaire, le lien sous-jacent avec l’intelligence artificielle et le
deep learning étant de plus en plus développé. Par ailleurs, les matrices aléatoires ont
été longuement étudiées dans des problèmes de dénombrement de surfaces ou de graphes.
Une thématique de recherche importante traite en particulier d’une formulation de la
gravitation quantique en deux dimensions.

Nous voulons ici brièvement présenter via l’exemple du gaz parfait en physique statis-
tique comment un modèle de matrice aléatoire peut être intuitivement défini, les problé-
matiques afférentes et les outils mathématiques envisageables pour les résoudre.

Un petit détour par la physique statistique classique

Avant d’introduire à proprement parler les modèles de matrices aléatoires, rappelons
quelques notions apparaissant en physique statistique. Le but de cette digression n’est pas
de fournir un résumé exhaustif des outils mathématiques utilisées et développées dans ce
domaine si riche et stimulant mais de tenter de motiver heuristiquement comment les
matrices aléatoires peuvent émerger naturellement via les intégrales de chemin en théorie
des champs plus généralement.

La dynamique classique d’un système S constitué de N particules de masses {mi}i∈N
dont les positions et les vitesses sont respectivement désignées par {xi}i∈N et {vi}i∈N
peut être analysée via l’étude de l’espace des phases {x,v} = {xi, vi}i∈N. Pour illustrer
notre propos, considérons l’exemple classique du gaz parfait à une dimension soumis à
un potentiel extérieur qui ne dépend que de la position V(xi). Le Hamiltonien de chaque
particule prend ainsi la forme

Hi(xi, vi) = 1
2miv

2
i + V(xi) , i = 1, · · · , N (0.1)

et le Hamiltonien total du système S est dans le cas spécifique du gaz parfait simplement
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la somme des Hi

HS(x,v) =
N∑
i=1
Hi(xi, vi) = TS(v) + VS(x) (0.2)

où la dernière égalité distingue respectivement les énergies cinétique et potentielle totales
du système S

TS(v) =
N∑
i=1

1
2miv

2
i (0.3)

VS(x) =
N∑
i=1
V(xi) . (0.4)

La densité de probabilité P(x,v) associée à la configuration (x,v) est donnée par la
mesure de Gibbs

P(x,v) = 1
N !(2πℏ)N

e−βHS(x,v)

ZS
(0.5)

où les constantes β = 1
kBT

et ℏ sont respectivement la température inverse, exprimée en
fonction de la constante de Boltzmann kB et de la température T , et la constante de
Planck. De plus, la fonction de partition ZS au dénominateur peut être vue comme la
constante de normalisation de la densité de probabilité, de sorte que∫

D
P(x,v) dx dv = 1 , dx =

N∏
i=1

dxi , dv =
N∏
i=1

dvi , (0.6)

mais peut être également interprétée comme étant le "nombre" d’états physiquement ac-
cessibles par le système mais pondérés par leur probabilité. L’intégration se fait sur un
domaine D ne dépendant que du système physique considéré.
Mathématiquement se pose la question de la convergence de l’intégrale précédente et donc
du choix judicieux du domaine D. Dans le cas du gaz parfait ci-dessus toutefois, la densité
de probabilité se factorise en une partie dépendant uniquement des vitesses

PT (v) =
(
βm

2π

)N
2

e−βTS(v) =
(
βm

2π

)N
2

e−
∑N

i=1
β
2miv

2
i , (0.7)

et en une partie dépendant uniquement des positions

PV(x) = 1
N !ℏNZS

(
1

2πmβ

)N
2

e−βVS(x) = 1
N !ℏNZS

(
1

2πmβ

)N
2

e−β
∑N

i=1 V(xi) . (0.8)

Le choix des facteurs normalisant chacune des distributions de probabilité est tel que la
distribution de probabilité des vitesses correspond à une loi normale centrée définie sur
R entier et dont l’intégrale suivante converge bien∫

RN
dvPT (v) = 1 (0.9)

mais contraignant le choix du domaine d’intégration selon x. En effet, si formellement
D = RN × U , U ⊂ RN , l’intégrale suivante doit converger∫

U
dxPV(x) . (0.10)

Si le potentiel V est une fonction polynomiale et que la dynamique du système est consi-
dérée dans un volume borné de l’espace, la convergence de l’intégrale est assurée. On

2



peut en réalité étendre ce domaine d’intégration à un ensemble de contours dans le plan
complexe plus généraux γN , le potentiel tendant suffisamment "vite" vers l’infini. Nous
reviendrons sur ce point ultérieurement.
Notons que la fonction de partition peut être réécrite de la façon suivante

ZS ∝
∫
RN

dvPT (v)×
∫

U
dxPV(x) (0.11)

∝
∫

U
dxPV(x) =

∫
U

dx e−β
∑N

i=1 V(xi) . (0.12)

Dit autrement, la fonction de partition du gaz parfait peut être définie via seulement une
intégrale sur l’espace des positions. Voyons maintenant comment la reformuler en terme
de matrice.

D’une distribution de probabilité des positions à celle d’une ma-
trice aléatoire

L’exemple du gaz parfait nous a permis de mettre en évidence le rôle particulier joué
par la distribution de probabilité des positions classiques PV(x). Il est utile ici d’introduire
l’opérateur position X̂ qui agit simplement sur la base propre des positions {|x⟩} selon
X̂ |x⟩ = x |x⟩ et ce pour tout x de R. Il est évident dès lors que l’on peut définir formelle-
ment pour toute fonction polynomiale V(x) = ∑d

k=1
tk
k
xk l’opérateur V(X̂) = ∑d

k=1
tk
k
X̂k,

diagonal dans la base {|x⟩}. Il s’ensuit l’identification formelle suivante

PV(x) = cNe−β
∑N

i=1 V(xi) ≃ PV({|x⟩}) = cNe−βTr[V(X̂)] . (0.13)

Deux remarques s’imposent ici.
— L’opérateur X̂ n’admet pas de représentation matricielle finie, la base {|x⟩} étant

de dimension infinie. Dès lors l’interprétation en terme de distribution de probabilité
d’une matrice n’est pas bien définie rigoureusement.

— Si toutefois on considère la dynamique des N particules sur un réseau fini - pour
simplifier disons constitué de N sites placés sur un même axe (cas à une dimension) -
alors l’opérateur position X̂ peut être représenté comme une matrice carré diagonale
de taille N ×N et sa trace est bien définie.

L’identification (0.13) permet quoi qu’il en soit d’appréhender intuitivement la forme
qu’aura la fonction de partition d’un modèle à une matrice et les hypothèses requises
pour assurer sa bonne définition. Si toutefois ces hypothèses ne lèvent pas l’ambiguïté de
la définition de l’intégrale, on parlera d’intégrale formelle.
Terminons cette approche heuristique en évoquant le cas de particules qui interagissent
entre elles. Le Hamiltonien (0.1) est corrigé d’un potentiel d’interaction, par exemple de
type Coulomb en dimension 2

Hint
i (x1, · · · , xN) =

∑
j ̸=i

αij log |xi − xj| , i = 1, · · · , N , (0.14)

le signe de αij indiquant si le potentiel induit une force attractive ou répulsive entre les
particules i et j. Il s’ensuit un modèle de matrice où le terme d’interaction non trivial
apporte déjà des informations intéressantes. Nous y revenons dans le paragraphe 1.4.2
dans la situation d’un gaz de particules avec même charge et dans le paragraphe 3.3 dans
celle avec charges opposées.
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Organisation du mémoire

Dans le premier chapitre, de la section 1.1 à la section 1.8, nous rappelons les défini-
tions et les propriétés essentielles des modèles à une matrice. La section 1.9 présente une
généralisation originale des modèles β = 1, 4 formulée à l’aide du Pfaffien.

Le second chapitre traite des modèles de chaînes de matrices avec des interactions dont
la forme permet de se ramener à un modèle à seulement deux matrices. Dans ce cadre-ci, la
méthode des polynômes biorthogonaux y est détaillée, les expressions de différents noyaux
de Christoffel-Darboux y sont développées avant d’exprimer des fonctions de corrélation
de différents types (sections 2.1 à 2.5). Un résultat important de ce chapitre est la formule
de factorisation de la fonction de partition d’une chaîne de matrices associée au carquois
affine A(1)

r (section 2.6). Puis nous proposons une extension aux carquois BCD (section
2.7).

Le troisième et dernier chapitre aborde les modèles de supermatrices en faisant le lien
avec les modèles de deux matrices. Dans la section 3.3, nous présentons comment ce
modèle et le comportement asymptotique des fonctions d’onde sont reliés à l’équation de
Painlevé IV dans le cas de la mesure Gaussienne. Puis dans la section 3.4, la factorisation
de la fonction de partition prend un sens tout particulier, car elle permet de dissocier
explicitement l’ordre dominant dans le régime asymptotique et un facteur contenant les
corrections non-triviales, dont la forme doit encore être analysée.

Résultats principaux de la thèse

La plupart des résultats originaux de la thèse sont basés sur [BK22a, BK22b]. La
factorisation des fonctions de partition des carquois affines, objet de travaux en cours,
donnera lieu à une pré-publication prochaine.

Chapitre 1

La section 1.9 présente une généralisation des processus ponctuels de type Pfaffien
établis auparavant dans la littérature [BS06]. Les résultats originaux de cette section
sont les propositions 1.9.3, 1.9.9, 1.9.13, 1.9.15 pour le modèle β = 1 généralisé, et les
propositions 1.9.19, 1.9.24, 1.9.29, 1.9.32 pour le modèle β = 4 généralisé.

Chapitre 2

De la section 2.1 à la section 2.5 nous étudions la réduction des modèles de chaînes
de matrices couplées à des modèles à deux matrices avec des interactions généralisées. La
proposition 2.1.3 présente la réduction à proprement parler, puis après l’établissement des
formules déterminantales dans les sections suivantes, la section 2.5 donne les espérances
de différents polynômes caractéristiques dans les propositions 2.5.3, 2.5.5, 2.5.6, 2.5.9,
2.5.10.

La section 2.6 et en particulier la proposition 2.6.5 établissent la factorisation de la
fonction de partition du carquois affine Ã1.

La section 2.7 et la proposition 2.7.2 présentent la généralisation de la factorisation de
la fonction de partition des carquois affines A(1)

r .
La section 2.8 définit de manière originale puis étudie les fonctions de partition associées

aux carquois BCD, en proposant des généralisations des modèles β = 1, 4.
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Chapitre 3

Le dernier chapitre est consacré aux modèles de supermatrices. Si la section 3.3 étend
le lien du modèle unitaire Gaussien au modèle super-unitaire Gaussien avec l’équation
de Painlevé IV grâce notamment à l’équation (3.43), nous établissons dans la section 3.4
avec la proposition 3.4.1 à travers la factorisation de la fonction de partition du modèle
de super-matrice la différence notable entre ce modèle et le modèle à une matrice de taille
réduite.
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Chapitre 1

Les modèles à une matrice

Pour illustrer la théorie des matrices aléatoires, considérons pour commencer les mo-
dèles à une matrice. Après avoir présenté brièvement les principales définitions, nous
présenterons plus en détail les propriétés des β-ensembles de matrices, dont nous rappe-
lons les définitions ci-dessous. Une brève introduction peut être trouvée par exemple dans
[Zub12], tandis que de plus amples développements sont étudiés dans [EKR15, Meh04,
For10, Meh67, BCG19, BGK15, BH16].

1.1 Ensembles de matrices et mesures

Soit donc M = (mij) une matrice de taille N × N dont les éléments mij sont des
variables aléatoires caractérisées par leur distribution de probabilité. On s’intéresse à un
ensemble E de telles matrices aléatoires équipé d’une mesure bien définie dµ, i.e. pour
toute matrice M ∈ E , dµ (M) est la loi de probabilité de la matrice aléatoire M .
Exemple 1.1.1. À l’ensemble des matrices réelles symétriques M = (mij) de taille N peut
être associée la mesure

dµ (M) = P(M) dM (1.1)

où P(M) est la distribution de probabilité non-normalisée de M et dM est la mesure plate
de Lebesgue sur RN(N+1)/2

dM =
∏
i⩽j

dmij =
∏
i

dmii

∏
i<j

dmij . (1.2)

Définition 1.1.2. La fonction de partition formelle ZN [E , dµ] du modèle de matrice
{E , dµ} est donnée par

ZN [E , dµ] =
∫

E
dµ(M) =

∫
E

P(M) dM . (1.3)

Si de plus
∫

E
dµ(M) <∞, dit autrement l’intégrale converge bien, on parlera simplement

de la fonction de partition du modèle {E , dµ}.

Supposons maintenant que la fonction de partition ZN [E , dµ] = ZN est finie. On définit
tout naturellement la distribution de probabilité normalisée de M par P̃ = Z−1

N P, de sorte
que ∫

E
P̃(M) dM = 1 . (1.4)
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Définition 1.1.3. Considérons par ailleurs un opérateur O fonction de M . L’espérance
de O sur l’ensemble E et selon la mesure dµ est définie par

E[O] = ⟨O ⟩E = Z−1
N

∫
E
O(M)P(M) dM . (1.5)

Exemple 1.1.4. Le cas très important où O(M) = TrMk, simple monôme de degré k,
revient à étudier le moment mk d’ordre k, i.e.

mk = E[TrMk] . (1.6)

L’ensemble de matrices E peut être invariant sous l’action d’un groupe G de matrices :
pour tout M ∈ E et P ∈ G, PMP−1 ∈ E . Si une telle action de groupe existe et si de plus
la mesure est invariante elle aussi sous l’action du groupe G, i.e. dµ(PMP−1) = dµ(M),
alors l’ensemble est dit invariant. Intéressons-nous ici aux β-ensembles qui nous occuperont
dans les chapitres suivants.

1.2 Cas d’ensembles invariants : les β-ensembles E (β)
N

Historiquement et mathématiquement, trois valeurs de β - et donc trois β-ensembles
- ont principalement été considérées, à savoir β = 1, 2, 4 1. Les ensembles de matrices
correspondant sont communément appelés β-Ensembles Invariants E (β)

N :
i. L’Ensemble Orthogonal E (1)

N des matrices symétriques réelles SN
ii. L’Ensemble Unitaire E (2)

N des matrices Hermitiennes complexes HN

iii. L’Ensemble Symplectique E (4)
N des matrices auto-duales quaternioniques QN

Ces ensembles E (β)
N peuvent être décomposés en deux parties, une angulaire et une

radiale. En effet, une matrice M de E (β)
N peut être diagonalisée comme suit :

M = UΛU−1 , (1.7)

où la composante radiale Λ = diag(λ1, · · · , λN) est une matrice diagonale avec des valeurs
propres réelles, tandis que la composante angulaire portée par la matrice U est engendrée
par l’action d’un groupe de Lie compact U (β)

N . Cette diagonalisation n’est toutefois pas
unique puisque l’ensemble des valeurs propres {λ1, · · · , λN} est invariant sous l’action de
(U (β)

1 )N , sous-groupe de U (β)
N , et sous l’action du groupe symétrique SN . La décomposition

formelle de E (β)
N prend ainsi la forme

E (β)
N ≃

U(β)
N

(U(β)
1 )N

×RN

SN

, (1.8)

où le groupe de Lie compact U (β)
N est :

i. le groupe des matrices orthogonales β = 1
ii. le groupe des matrices unitaires β = 2
iii. le groupe des matrices symplectiques β = 4

La fonction de partition Z(β)
N de ces ensembles invariants est typiquement de la forme

Z(β)
N =

∫
E(β)
N

e−β
2 TrV (M) dM , (1.9)

1. Ces entiers correspondent aux nombres de composantes réelles des éléments de la matrice. Il existe cependant d’autres
conventions selon le domaine de recherche. Par exemple en théorie des champs conformes on peut trouver respectivement
β = 1

2 , 1, 2.[MS17]

8



où V est un polynôme de degré d à coefficients {tk} complexes en général

V (x) =
d∑

k=1

tk
k
xk . (1.10)

La mesure apparaissant dans l’intégrale est bien invariante. En effet, la trace est invariante
par conjugaison d’une part, d’autre part la mesure de Lebesgue dM peut être réécrite sous
la décomposition angulaire-radiale

dM = |∆(Λ)|β dΛ dUHaar , (1.11)

où ∆(Λ) =
∏
i<j

(λj − λi) est le déterminant de Vandermonde, dΛ =
∏
i

dλi est la mesure

plate sur RN et la mesure canonique sur l’ensemble circulaire est la mesure de Haar dUHaar
invariante à gauche et à droite sous l’action du groupe de Lie correspondant. La fonction
de partition peut dès lors s’écrire comme

Z(β)
N = V(β)

N

∫
RN
|∆(Λ)|βe−β

2 TrV (Λ) dΛ , (1.12)

où V(β)
N = 1

N !Vol
 U (β)

N

(U (β)
1 )N

 = π
N(N−1)β

4

N∏
j=1

Γ(1 + β
2 )

Γ(1 + j β2 )
. Il est donc pertinent de restreindre

l’étude du modèle de matrice à la composante radiale de l’ensemble initial. Par conséquent,
la distribution de probabilité normalisée jointe totale des valeurs propres est simplement
donnée par

R(β)
N (λ1, · · · , λN) = 1

N !Z(β)
N

|∆(Λ)|βe−β
2 TrV (Λ) , (1.13)

où le facteur N ! prend en compte la non-unicité de la diagonalisation mentionnée aupa-
ravant du fait entre autres de l’action du groupe symétrique SN .
Remarque 1.2.1. La fonction de partition prendra donc la forme typique suivante

Z(β)
N = 1

N !

∫
RN
|∆(Λ)|βe−β

2 TrV (Λ) dΛ . (1.14)

Si l’on considère le cas β = 2 des matrices complexes Hermitiennes, l’intégrale précé-
dente est bien définie pour un potentiel quadratique V (x) = x2

2 . Mais pour un potentiel
quelconque la convergence n’est pas nécessairement assurée : la mesure issue d’un po-
tentiel cubique V (x) = x3

3 par exemple n’est pas bornée en −∞ sur l’axe réel. Il sera
par conséquent pertinent d’étudier l’intégrale sur un contour γN plus général dans CN .
Les propriétés de cette intégrale le long de γ issue de la déformation de celle sur R sont
discutées et détaillées dans [EKR15].

1.3 Polynômes symétriques et fonctions de corrélations

Considérons ici le modèle de matrice E (2)
N dont la fonction de partition exprimée comme

seule intégrale sur les valeurs propres est définie par

Z(2)
N = 1

N !

∫
γN

N∏
i=1

dλi |∆(Λ)|2e− TrV (Λ) (1.15)

L’intégrande - la distribution de probabilité (1.13) - est une fonction invariante sous
l’action du groupe symétrique SN : cela résulte en effet de l’invariance de la trace et de
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la valeur absolue du déterminant de Vandermonde. De même, si O est un opérateur dont
l’espérance est bien définie, il doit être symétrique par rapport aux valeurs propres car

⟨O ⟩E(2)
N

= 1
N !

∫
γN

N∏
i=1

dλiO(λ1, · · · , λN)|∆(Λ)|2e− TrV (Λ) (1.16)

= 1
N !

∫
γN

N∏
i=1

dλiO(λσ(1), · · · , λσ(N))|∆(Λ)|2e− TrV (Λ) , ∀σ ∈ SN . (1.17)

Concentrons-nous dans un premier temps sur le cas où O est une fonction polynomiale.
O est donc un élément de l’anneau des polynômes symétriques en N variables : O ∈
Z[λ1, · · · , λN ]SN . Avant d’introduire à proprement parler une base importante de cet
anneau, rappelons la définition d’une partition µ.

Définition 1.3.1. Une séquence µ = (µ1, · · · , µl, · · · ) d’entiers naturels est une partition
de longueur l(µ) = l si µ1 ≥ µ2 ≥ · · ·µl > 0 = µi , i > l. On dénote par PN l’ensemble
des partitions de longueur au plus N .

Pour k ∈ N on définit les polynômes pk sommes des k-ième puissances des N variables
{λi}

pk(λ1, · · · , λN) =
N∑
i=1

λki . (1.18)

On étend la définition à une partition µ de longueur l

pµ(λ1, · · · , λN) =
l∏

k=1

N∑
i=1

λµki , (1.19)

de sorte que {pµ}µ∈PN forme une base de Q[λ1, · · · , λN ]SN . L’opérateur O peut ainsi être
décomposé sur cette base et il suffit d’étudier les espérances des {pµ},

⟨pµ⟩E(2)
N

=
〈

l∏
k=1

TrMµk

〉
E(2)
N

. (1.20)

Considérons le cas où la partition est simplement µ = (k) , k ∈ N. L’espérance est comme
mentionné auparavant le moment d’ordre k, soit

⟨ pk ⟩E(2)
N

= mk = ⟨TrMk ⟩E(2)
N

. (1.21)

La fonction génératrice des moments mk est donnée par la résolvante

W1(x) =
∞∑
k=0

x−k−1mk =
〈

Tr 1
x−M

〉
E(2)
N

, (1.22)

qui est la fonction de corrélation à un point du modèle. De manière plus générale les
fonctions de corrélations Wn à n points sont définies par

Wn(x1, · · · , xn) =
〈

n∏
k=1

Tr 1
xk −M

〉
E(2)
N

(1.23)

et leur lien avec la base {pµ} des polynômes symétriques est obtenu par un calcul de
résidu puisqu’en effet

⟨ pµ ⟩ = (−1)l(µ) Res
x1=∞

· · · Res
xl(µ)=∞

Wl(µ)(x1, · · · , xl(µ))
l(µ)∏
k=1

xµkk dxk . (1.24)
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Dans ce mémoire on s’intéressera donc essentiellement aux fonctions de corrélations et
plus particulièrement à la fonction de corrélation à un point W1(x) qui, s’il n’y a pas de
confusion possible, sera notée W (x) ou WN(x), l’indice mettant l’accent sur la taille du
modèle de matrice, le cas N grand retiendra notre attention dans la section suivante 1.4.
Terminons auparavant cette section en introduisant une autre fonction symétrique, la
fonction d’onde ψ ou ψN , définie par l’espérance du polynôme caractéristique

ψN(x) = ⟨ det(x−M) ⟩E(2)
N

, (1.25)

qui est reliée aux fonctions de corrélations connectées W (c)
n

2 via

ψN(x) = xN exp
{∫ x

∞
dx1

(
W1(x1)−

N

x1

)
+

∞∑
n=2

1
n!

(
n∏
i=1

∫ x

∞
dxi

)
W (c)
n (x1, · · · , xn)

}
.

(1.26)

Similairement aux fonctions de corrélations à n points, on définit les fonctions d’onde à
(n|m) points comme l’espérance de produits ou de fractions de polynômes caractéristiques,
soit explicitement

ψn,m(x1, · · · , xn, y1, · · · , ym) =
〈∏n

i=1 det(xi −M)∏m
j=1 det(yj −M)

〉
E(2)
N

. (1.27)

La fonction ψ1,0 est donc la fonction d’onde classique, sur laquelle nous reviendrons dans
les chapitres suivants, tandis que la fonction ψ0,1 est appelée la fonction d’onde duale 3.
Il existe une autre forme de "dualité", à savoir celle entre la fonction d’onde à n points
d’un modèle de matrice de taille N et la fonction d’onde à N points d’un modèle de
matrice de taille n 〈

n∏
i=1

det(xi −M)
〉

E(2)
N

←→
〈

N∏
i=1

det(xi −M)
〉

E(2)
n

. (1.28)

Cette dualité a été établie pour des modèles Gaussiens (i.e. pour des potentiels quadra-
tiques) avec source externe [BH00] mais aussi pour des modèles Gaussiens chiraux avec
sources [Des09]. De manière concise cette dualité peut s’écrire sous la forme

{β,N, n} ←→ {4/β, n,N} , (1.29)

dont les propriétés ont été longuement étudiées dans les références citées ci-dessus. Une
autre forme d’interprétation de cette dualité sera donnée dans le chapitre 2 pour certains
modèles de chaînes de matrices.

1.4 Limite N grand

Les propriétés des ensembles invariants recouvrent celles d’autres modèles de matrices
lorsque la taille de la matrice devient très grande, il s’agit d’un exemple de classes d’uni-
versalité en théorie des matrices aléatoires. À partir du comportement de la fonction de
partition lorsque N tend vers l’infini, il est possible pour certains modèles de matrices
d’étudier le développement asymptotique de la fonction de partition via le développement
perturbatif proposé par t’Hooft [Hoo74].

2. Pour une discussion plus détaillée concernant les différences entre les Wn et les W (c)
n , voir [EKR15].

3. Cette dualité peut être comprise dans le cadre de l’anneau des polynômes symétriques et de l’involution ω définie
dans l’appendice.
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1.4.1 Développement perturbatif de ’t Hooft

Rappelons tout d’abord le lien entre l’énergie libre F et la fonction de partition Z d’un
modèle de matrice de taille N :

Z = eF . (1.30)

Pour certains modèles de matrices, en particulier dans le cadre de la corde topologique
[DC09, AGNT94], il est possible de développer perturbativement l’énergie libre et d’en
donner les contributions successives caractérisées par leur topologie. La limite N grand
est toutefois contrainte : en effet la constante de couplage de la théorie gs doit tendre vers
0 lorsque N tend vers l’infini et ce tout en gardant le produit constant :

α = gs.N = O(1) , gs → 0 , N →∞ (1.31)

Le paramètre de ’t Hooft α joue un rôle très particulier car il apparaît dans le dévelop-
pement perturbatif topologique de l’énergie libre. En effet,

F =
∞∑
g=0

g2g−2
s Fg(α) + contributions logarithmiques

=
∞∑
g=0

α2g−2N2−2gFg(α) + contributions logarithmiques , (1.32)

où les contributions logarithmiques sont de la forme cN lnN + c′ lnN . Ce développement
perturbatif peut être interprété sous deux angles :

— La constante de couplage de la théorie gs devient petite avec α fixée. Par exemple en
théorie quantique des champs la constante de Planck gs = ℏ joue ce rôle et la limite
classique ℏ → 0 correspond au terme de plus bas degré, soit la topologie de genre
nul g = 0 et F ∼ ℏ−2F0.

— La taille de la matrice N devient très grande, α est toujours fixée, dans ce cas la
taille effective de la théorie est d’ordre N2 et F ∼ N2F0. Pour N fini il est utile dès
lors de s’intéresser à la fonction de partition écrite sous la forme

Z = eN2Feff(N,α) (1.33)

où Feff(N,α) contient le développement perturbatif d’ordre supérieur en N et en α.

1.4.2 Action effective et points critiques

Pour déterminer la contribution majeure dans la fonction de partition, il est pertinent
d’introduire l’action effective du modèle Seff et de la définir sous la forme suivante

Z ∝
∫
Dϕ e−N2Seff(ϕ) (1.34)

où l’intégrale doit être vue ici comme intégrale fonctionnelle selon le champ ϕ.
La fonction de partition, sauf mentionné explicitement, est donnée par l’intégrale sur

les valeurs propres du modèle à une matrice, c’est-à-dire si l’on reprend l’exemple des
ensembles invariants E (β)

N ,

Z(β)
N = 1

N !

∫
γN

N∏
i=1

dλi e−N β
2 V (λi)

∏
i<j

|λj − λi|β (1.35)

= 1
N !

∫
γN

N∏
i=1

dλi e−N2 β
2 Seff(λ1,··· ,λN ) , (1.36)
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où l’action effective Seff ne dépend pas de β et est donnée par

Seff(λ1, · · · , λN) = 1
N

N∑
i=1

V (λi)−
2
N2

∑
i<j

log(λj − λi) . (1.37)

Cette action peut être interprétée comme celle d’un gaz de particules chargées, les valeurs
propres de la matrice jouant ce rôle. Deux contributions apparaissent dans cette action
effective. La première correspond au potentiel V dans lequel sont plongées les particules,
la seconde l’interaction des particules entre elles, ces dernières se repoussant car chargées
de même signe. Cette dernière contribution correspond à des interactions de Coulomb en
dimension 2 comme mentionnées dans (0.14). Qualitativement, en l’absence d’interactions
les valeurs propres tendent à coalescer près d’un point critique mais le terme de répulsion
les en empêche. Dans le cas du modèle à une matrice, les points critiques de l’action
effective sont caractérisés par ∇S = 0, soit en terme de dérivées partielles par rapport
aux valeurs propres

∂S

∂λi
= 0 , ∀i = 1, · · · , N , (1.38)

ce qui revient à résoudre les N équations couplées suivantes

V ′(λi) = 2
N

∑
j ̸=i

1
λj − λi

, ∀i = 1, · · · , N . (1.39)

Si λ∗
k = (λ∗

1, · · · , λ∗
N) est l’un des points critiques solution de (1.39), alors dans un voisi-

nage de λ∗
k il est possible de considérer le développement de Taylor de l’action effective

sous la forme suivante

Seff(λ) = Seff(λ∗
k) + 1

2δλT .H.δλ + o(∥δλ∥2) , (1.40)

où l’on a défini δλ = λ− λ∗
k et où H est la Hessienne de Seff en λ∗

k,

Hij = ∂2Seff

∂λi∂λj

∣∣∣∣∣
λ∗

k

. (1.41)

Soit un contour γ∗
k dans CN contenant λ∗

k. La méthode d’approximation de Laplace
permet d’écrire la contribution partielle venant de λ∗

k à la fonction de partition (1.36) de
la manière suivante 4

Z(β)
N (γ∗

k) = e−N2 β
2 Seff(λ∗

k)

N !

∫
γ∗

k

dλ e−N2 β
4 δλT .H.δλ+o(∥δλ∥2) (1.42)

= e−N2 β
2 Seff(λ∗

k)

N !

(
4π
N2β

)N
2 ( 1

det H

) 1
2
(

1 +O
( 1
N

))
(1.43)

de sorte que pour un contour générique γ = ∑
k ckγ

∗
k de CN , (1.36) est la somme des

Z(β)
N (γ∗

k),

Z(β)
N (γ) =

∑
k

ckZ(β)
N (γ∗

k) . (1.44)

1.4.3 Résolvante, équation de Riccati et polynôme caractéristique

Soit donc λ∗ un point critique et soit WN(x) la résolvante associée à une matrice de
valeurs propres {λ∗

i } et définie par

WN(x) = 1
N

N∑
i=1

1
x− λ∗

i

. (1.45)

4. Cette expression ne prend pas en compte le terme d’entropie proportionnel à N(1 − β
2 ).
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La fonction WN satisfait l’équation de Riccati

WN(x)2 + 1
N
W ′
N(x) = V ′(x)WN(x)− PN(x) (1.46)

où la fonction PN est définie par

PN(x) = 1
N

N∑
i=1

V ′(x)− V ′(λ∗
i )

x− λ∗
i

. (1.47)

WN est reliée à la fonction de corrélation W1 définie en (1.22) pour N fini puisque,
lorsque N devient grand,

WN(x) N→∞−−−→ lim
N→∞

1
N
W1(x) . (1.48)

Lorsque N tend vers l’infini, les fonctions WN et PN restent d’ordre 1, le terme 1
N
W ′
N

est négligeable et l’équation de Riccati devient

W∞(x)2 − V ′(x)W∞(x) + P∞(x) = 0 (1.49)

où W∞ = lim
N→∞

WN et P∞ = lim
N→∞

PN . En remarquant que le comportement asymptotique
de la résolvante en +∞ est en 1/x, la solution de (1.49) est donnée par

W∞(x) = 1
2

(
V ′(x)−

√
V ′(x)2 − 4P∞(x)

)
. (1.50)

Exemple 1.4.1. Le cas du potentiel quadratique V (x) = 1
2x

2 correspond à la résolvante
suivante

W∞(x) = 1
2
(
x−
√
x2 − 4

)
, (1.51)

ce qui donne lieu à la distribution d’équilibre des valeurs propres suivant la loi du demi-
cercle de Wigner [Meh67, EKR15].

Il est utile néanmoins d’introduire pour N fini une fonction "auxiliaire" ψN définie par

WN = 1
N

ψ′
N

ψN
= 1
N

(logψN)′ (1.52)

Cette fonction a en réalité une expression simple en terme des valeurs propres puisque

ψN(x) =
N∏
i=1

(x− λ∗
i ) (1.53)

qui n’est rien d’autre que le polynôme caractéristique de la matrice diagonale. De nouveau
on peut faire le lien avec la fonction d’onde (1.25) ψ1,0 lorsque N est grand. Cette fonction
ψN permet de réécrire l’équation de Riccati (1.46) sans négliger le terme d’ordre O

(
1
N

)
sous la forme d’une équation différentielle linéaire du second ordre

1
N2ψ

′′
N −

1
N
V ′ψ′

N + PNψN = 0 . (1.54)

Exemple 1.4.2. De nouveau le cas Gaussien est instructif car (1.54) devient l’équation de
Hermite

1
N2ψ

′′
N(x)− 1

N
xψ′

N(x) + ψN(x) = 0 , (1.55)

ses solutions sont les polynômes d’Hermite dont nous rappelons quelques propriétés dans
la section suivante 1.5.
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Si l’étude de la fonction de partition quand N devient grand apporte déjà de nom-
breuses informations sur le comportement asymptotique du modèle de matrice, il est fon-
damental d’étudier ses propriétés quand N reste fini. Une méthode consiste à introduire
les polynômes orthogonaux, technique que nous rappelons maintenant.

1.5 Polynômes orthogonaux

Revenons donc au cas où la taille N de la matrice est finie et considérons la fonction
de partition exprimée directement comme intégrale sur les valeurs propres

Z(2)
N = 1

N !

∫
γN

N∏
i=1

dλi e−V (λi)∆(Λ)2 . (1.56)

Rappelons tout d’abord un lemme que nous utiliserons fréquemment.

Lemme 1.5.1 (Identité d’Andréief–Heine). [For19, And86]
Soient {fi(x)}i=1,...,N et {gi(x)}i=1,...,N des fonctions intégrables sur un domain D. Notons
dX = dx1 · · · dxN . La relation suivante est satisfaite

1
N !

∫
DN

dX det
1≤i,j≤N

fi(xj) det
1≤i,j≤N

gi(xj) = det
1≤i,j≤N

(∫
D

dx fi(x)gj(x)
)
, (1.57)

que nous désignerons comme étant l’identité de Andréief–Heine (AH).

Le déterminant de Vandermonde peut être exprimé comme

∆(Λ) = det
1≤i,j≤N

(λN−j
i ) = det

1≤i,j≤N
(pN−j(λi)) (1.58)

où les fonctions {pk}k∈N sont des polynômes unitaires de degré k, pk(x) = xk + . . . 5. En
effet, le déterminant est invariant par combinaison linéaire des lignes ou des colonnes.
Soient donc deux familles {pk}k∈N et {p̃k}k∈N de polynômes unitaires satisfaisant (1.58).
La fonction de partition (1.56) peut être exprimée dès lors sous la forme suivante

Z(2)
N = 1

N !

∫
γN

N∏
i=1

dλi e−V (λi) det
1≤i,j≤N

(pN−j(λi)) det
1≤i,j≤N

(p̃N−j(λi)) (1.59)

= det
1≤i,j≤N

(∫
γ

dλ e−V (λ)pN−i(λ)p̃N−j(λ)
)

(1.60)

où la dernière égalité est obtenue grâce à l’identité AH (Lemme (1.5.1)). Il est utile ici de
définir sur l’espace vectoriel des polynômes le produit scalaire suivant associé à la mesure
e−V (λ) dλ

⟨Pk|P̃l ⟩ =
∫
γ

dλ e−V (λ)Pk(λ)P̃l(λ) , (1.61)

où Pk, P̃l sont arbitraires a priori. Le produit scalaire étant une forme bilinéaire symé-
trique et toujours par invariance du déterminant par combinaisons linéaires de ses lignes
et colonnes, il est possible et pertinent de considérer une base orthogonale {pk}k∈N de
polynômes telle que

⟨ pk|pl ⟩ =
∫
γ

dλ e−V (λ)pk(λ)pl(λ) = hkδk,l = hkl , (1.62)

5. Ces polynômes ne doivent pas être confondus avec les polynômes sommes des k-ièmes puissances définis en (1.18).
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de sorte que (1.56) prend la forme déterminantale simple suivante

Z(2)
N = det

1≤i,j≤N
(⟨ pN−i|pN−j ⟩) , (1.63)

qui peut encore s’écrire sous la forme factorisée

Z(2)
N =

N−1∏
k=0

hk . (1.64)

Ces polynômes orthogonaux peuvent être normalisés comme suit Pk = pk√
hk

, mais une
autre famille de fonctions orthonormées {ψk}k∈N, non constituée de polynômes, peut être
définie par

ψk(λ) = pk(λ)√
hk

e− 1
2V (λ) , (1.65)

et le produit scalaire correspondant est défini par

(ψk|ψl ) =
∫
γ

dλψk(λ)ψl(λ) = δk,l . (1.66)

Exemple 1.5.2. L’exemple par excellence permettant d’illustrer ces différentes propriétés
est le cas Gaussien. La mesure prend alors la forme dµ (x) = e− 1

2x
2 dx et la famille des

polynômes orthogonaux associés est celle des polynômes d’Hermite définis sur R par

Hk(x) = (−1)kex
2

2

(
∂

∂x

)k
e−x2

2 (1.67)

dont la fonction génératrice est donnée par 6

G(z, x) =
∞∑
k=0

Hk(x)z
k

k! = ex
2

2 e−z∂xe−x2
2 = exz− 1

2 z
2
. (1.68)

Le produit scalaire entre deux polynômes quelconques p et q est dans ce cas précis

⟨ p|q ⟩ =
∫ ∞

−∞
dx e−x2

2 p(x)q(x) (1.69)

où le contour d’intégration apparaissant dans la fonction de partition (1.56) est simplement
γ = R. Les polynômes d’Hermite satisfont les relations de récurrence suivantes

Hk+1(x) = xHk(x)−H ′
k(x) et H ′

k(x) = kHk−1(x) , (1.70)

qui induisent l’équation d’Hermite 7

H ′′
k (x)− xH ′

k(x) + kHk(x) = 0 . (1.71)

Remarque 1.5.3. Terminons cet exemple par une remarque importante. Si l’on regarde
le modèle de matrice associé à la mesure dµ (x) = ex

2
2 dx, quelques précautions doivent

être observées. En premier lieu, le contour d’intégration γ ne peut plus être simplement
R. Il faut considérer l’intégrale le long du contour iR dans le plan complexe pour assu-
rer la convergence de l’intégrale. Dit autrement, à partir de la définition des polynômes
de Hermite et de leur fonction génératrice (1.68) définie et analytique sur C entier, les
polynômes de Hermite évalués sur iR ont l’expression suivante

Hk(ix) = ike−x2
2

(
∂

∂x

)k
ex

2
2 , x ∈ R (1.72)

6. Après utilisation du développement limité formel de l’exponentielle de la dérivée partielle et de la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff.

7. Modulo un changement de variable on se ramène à (1.55).
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et la fonction génératrice prend la forme
G(−iz, x) = exz+ 1

2 z
2
. (1.73)

Cette correspondance vue comme une dualité apparaît dans le chapitre 3 et donne une
interprétation nouvelle à la notion de dualité dans les modèles de supermatrices.

Une méthode permettant d’exprimer directement les polynômes orthogonaux associés
à un modèle de matrice repose sur la formule de Heine

pk(x) = ⟨ det(x−M) ⟩E(2)
k

=
∫
γk
∏k
i=1 dλi e−V (λi)∏k

i=1(x− λi)∆(Λ)2∫
γk
∏k
i=1 dλi e−V (λi)∆(Λ)2 (1.74)

On remarque que le polynôme caractéristique det
k×k

(x−M) peut être réécrit sous la forme
exponentielle

k∏
i=1

(x− λi) = xke−
∑∞

n=1
1
xn

∑k

i=1
λn
i
n (1.75)

de telle façon que le k-ième polynôme orthogonal prend la forme

pk(x) = xk
τk (⃗t− [x])
τk (⃗t)

= xk
τk (⃗t̃)
τk (⃗t)

= xk
Zk [⃗t̃]
Zk [⃗t]

(1.76)

où l’on a défini le vecteur t⃗ = (t1, t2, · · · ) avec la convention que ti = 0 si i > d et utilisé
la notation classique de Sato [x] = (− 1

x
,− 1

x2 ,− 1
x3 , · · · ) pour les temps "perturbatifs" − 1

xi
.

La fonction τk de temps translaté ⃗̃t = t⃗− [x] est ainsi dans ce cas

τk (⃗t̃) =
∫
γk

k∏
i=1

dλi e−
∑∞

n=1
1
n(tn+ 1

xn )∑k

i=1 λ
n
i ∆(Λ)2 = Zk [⃗t̃] . (1.77)

Une autre famille {ϕk} de fonctions linéairement indépendantes est obtenue par les trans-
formées de Hilbert des {ψk}

ϕk(x) = e 1
2V (x)

∫
γ

dy ψk(y)
x− y

e− 1
2V (y) . (1.78)

Les fonctions de cette base peuvent également être exprimées par la formule de Heine
"duale", à savoir

ϕk(x) =
√
hke

1
2V (x)

〈
1

det(x−M)

〉
E(2)
k+1

. (1.79)

La dualité mise en avant ici doit être comprise au regard de la définition 1.27 et de la
dualité évoquée alors. De plus, il est immédiat que la fonction rationnelle

p̃k(x) =
〈

1
det(x−M)

〉
E(2)
k+1

(1.80)

peut être exprimée comme ratio de deux fonctions τ en miroir de (1.76) puisque

p̃k(x) = x−(k+1) τk+1(⃗t+ [x])
τk+1(⃗t)

. (1.81)

Dès lors l’étude du modèle de matrice peut se faire par celle d’un système intégrable dans
lequel les fonctions τ jouent un rôle majeur. Il existe un lien ténu entre les conditions
d’intégrabilité d’un système et l’existence de solutions aux équations de Hirota [EKR15].
Nous n’avons mentionné ici que les expressions des fonctions d’onde ψ1,0 et leurs fonctions
duales ψ0,1 mais des résultats similaires existent pour les fonctions d’onde plus générales
ψn,m

8.
8. On pourra trouver une revue détaillée par exemple dans [EKR15].
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1.6 Noyau de Christoffel-Darboux

Commençons par rappeler la définition de la distribution de probabilité jointe totale
normalisée des valeurs propres et introduite dans (1.13)

RN(λ1, · · · , λN) = 1
N !ZN

∆(λ1, · · · , λN)2
N∏
i=1

e−V (λi) (1.82)

= 1
N !

N−1∏
k=0

h−1
k det

1≤i,j≤N
(pN−j(λi)) det

1≤i,j≤N
(pN−j(λi))

N∏
i=1

e−V (λi) (1.83)

= 1
N ! det

1≤i,j≤N

(
N−1∑
k=0

N−1∑
l=0

pk(λi)h−1
kl pl(λj)e− 1

2V (λi)e− 1
2V (λj)

)
(1.84)

Définition 1.6.1. On définit le noyau de Christoffel-Darboux par

KN(x, y) =
N−1∑
k=0

N−1∑
l=0

pk(x)h−1
kl pl(y)e− 1

2V (x)e− 1
2V (y) (1.85)

=
N−1∑
k=0

ψk(x)ψk(y) (1.86)

de sorte que la distribution de probabilité précédente s’écrit

RN(λ1, · · · , λN) = 1
N ! det

1≤i,j≤N
[KN(λi, λj)] . (1.87)

Il est utile de représenter le noyau de Christoffel-Darboux comme un opérateur K̂N

KN(x, y) = ⟨x| K̂N |y⟩ =
N−1∑
k,l=0
⟨x|ψk⟩ ⟨ψk| K̂N |ψl⟩ ⟨ψl|y⟩ (1.88)

où l’on a inséré l’identité

1N−1 =
N−1∑
k=0
|ψk⟩ ⟨ψk| (1.89)

qui traduit la complétude de la base {|ψk⟩}k=0,··· ,N−1 dans le sous-espace vectoriel des
"polynômes" 9 de degré au plus N − 1. Il s’ensuit que dans cette base l’opérateur K̂N est
simplement le symbole de Kronecker

⟨ψk| K̂N |ψl⟩ = δk,l (1.90)

ou encore

K̂N =
N−1∑
k=0
|ψk⟩ ⟨ψk| . (1.91)

9. Les fonctions {ψk} ne sont plus de véritables polynômes, par abus de langage nous les désignons comme tels en
référence à leur polynôme {pk} associé, de degré au plus N − 1 eux.
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Le noyau est tout d’abord reproduisant, i.e. K̂N ⋆ K̂N = K̂N . En effet, pour (x, y) ∈ γ2

⟨x| K̂N ⋆ K̂N |y⟩ =
∫
γ

dz ⟨x| K̂N |z⟩ ⟨z| K̂N |y⟩ (1.92)

=
N−1∑

k,k′,l,l′=0
⟨x|ψk⟩ ⟨ψk| K̂N |ψl⟩

∫
γ

dz ⟨ψl|z⟩ ⟨z|ψk′⟩ ⟨ψk′| K̂N |ψl′⟩ ⟨ψl′|y⟩

(1.93)

=
N−1∑

k,k′,l,l′=0
⟨x|ψk⟩ δk,lδl,k′δk′,l′ ⟨ψl′|y⟩ (1.94)

=
N−1∑
k=0

ψk(x)ψk(y) (1.95)

= KN(x, y) (1.96)

ce qui montre le résultat. De plus il vérifie∫
γ

dxKN(x, x) = N . (1.97)

À l’aide de ces deux propriétés et en raisonnant par récurrence, on peut montrer le théo-
rème de Dyson donnant l’expression déterminantale de la distribution de probabilité jointe
de k valeurs propres

Rk(λ1, · · · , λk) = (N − k)!
N ! det

1≤i,j≤k
KN(λi, λj) . (1.98)

Exemple 1.6.2. Le cas particulier k = 1 donne directement la relation entre le noyau et la
densité ρN d’une valeur propre

ρN(λ) = R1(λ) = 1
N

KN(λ, λ) . (1.99)

Le noyau KN satisfait la formule de Christoffel-Darboux

KN(x, y) = γN
ψN−1(x)ψN(y)− ψN(x)ψN−1(y)

y − x
(1.100)

où γN =
√

hN
hN−1

et les hk sont définis par le produit scalaire (1.62). Cette dernière formule
donne ainsi un moyen plus simple d’exprimer le noyau en fonction seulement de deux
fonctions d’onde.

L’existence de la base duale {ϕk} et ses propriétés similaires aux {ψk} suggère qu’il
existe d’autres noyaux de Christoffel-Darboux, dont les propriétés sont répertoriées par
exemple dans [EKR15].

1.7 Modèles de matrice avec source externe

Dans cette section nous souhaitons rappeler quelques propriétés de la fonction de par-
tition d’un modèle couplé avec une source externe S.

Définition 1.7.1. Soit S une matrice de taille N . On définit la fonction de partition du
modèle de matrice couplé à la matrice constante S par

Z(2)
N [S] =

∫
HN

dM e− TrV (M)+TrMS (1.101)
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Outre le rôle en physique que joue un tel modèle - via l’étude de la dynamique d’un
système dans un champ extérieur constant - il est utile de noter que la fonction de partition
(1.101) n’est pas invariante par conjugaison, le terme de couplage avec la source S brisant
cette invariance dans le cas général. 10

Il est toutefois toujours possible de séparer l’intégrale en une partie radiale et une
angulaire, mais où cette dernière n’est plus un simple facteur correspondant au volume
de U(N), puisqu’en effet

Z(2)
N [S] =

∫
RN

dΛ e− TrV (Λ)|∆(Λ)|2︸ ︷︷ ︸
radiale

∫
U(N)

dU eTrUΛU−1S

︸ ︷︷ ︸
angulaire

(1.102)

où de nouveau M = UΛU−1 traduit la diagonalisation de M Hermitienne en Λ =
diag(λ1, · · · , λN).
Proposition 1.7.2. Intégrale de Harish-Chandra–Itzykson–Zuber (HCIZ) [IZ80] Si S est
Hermitienne, donc diagonalisable avec valeurs propres {s1, · · · , sN}, l’intégrale angulaire
prend la forme ∫

U(N)
dU eTrUΛU−1S = cN

∆N(Λ)∆N(S) det
1≤i,j≤N

eλisj , (1.103)

où la constante cN = Γ2(N + 1) = ∏N−1
j=0 j! est telle que l’intégrale sur le groupe U(N) est

normalisée, soit
∫

U(N) dU = 1.

Il est immédiat dès lors que la fonction de partition (1.101) s’écrit

Z(2)
N [S] = cN

1
N !∆N(S)

∫
RN

dΛ e− TrV (Λ)∆(Λ) det
1≤i,j≤N

eλisj . (1.104)

Ainsi, en utilisant l’identité de AH du lemme 1.5.1, la fonction de partition du modèle
couplée avec source externe prend la forme déterminantale suivante

Z(2)
N [S] = cN

1
∆N(S) det

1≤i,j≤N

∫
R

dλ e− TrV (λ)+λsjpN−i(λ) . (1.105)

Remarquons que cette formule met en évidence le rôle joué par la transformée de Fourier
(ou de Laplace selon le contour d’intégration γ plus généralement) et suggère intuitivement
l’existence d’une dualité comme mentionnée en (1.28).

La fonction de partition (1.104) peut par ailleurs être écrite comme

Z(2)
N [S] = cN

1
∆N(S)

∫
RN

dΛ e− TrV (Λ)∆(Λ)
N∏
i=1

eλisi , (1.106)

expression utile si l’on veut exprimer de manière plus formelle les espérances individuelles
des valeurs propres {λi}i=1,··· ,N associés au modèle invariant orthogonal puisqu’en effet,

⟨λi ⟩E(1)
N

=
∫
RN

dΛ e− TrV (Λ)∆(Λ)λi∫
RN

dΛ e− TrV (Λ)∆(Λ) = ∂si logZ(2)
N [S]

∣∣∣∣∣
S=0

, (1.107)

et plus généralement, la fonction de corrélation connexe ⟨λi1 , · · · , λiℓ ⟩c prend la forme

⟨λi1 , · · · , λiℓ ⟩E(1)
N ,c

= ∂si1 · · · ∂siℓ logZ(2)
N [S]

∣∣∣∣∣
S=0

. (1.108)

Remarque 1.7.3. Cette formalisation prend un sens tout particulier en théorie quantique
des champs lorsque le système étudié présente des symétries générées par des charges
conservées et leurs courants associés.

10. À l’inverse, le cas où S appartient au centre de HN assure l’invariance de l’intégrale.
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1.8 Equations de boucles et algèbre de Virasoro

1.8.1 Equations de boucles pour les fonctions de corrélation

Dans cette section nous regardons l’intégrale de matrice suivante

Z(2)
N =

∫
Γ

dM e−N TrV (M) (1.109)

où V est une fonction polynômiale et Γ un domaine tel que l’intégrale est bien définie.
La fonction de partition ne doit pas dépendre du choix des variables d’intégration sur
Γ, ce qui revient à dire que celle-ci doit être invariante par le changement de variable
infinitésimal M → M ′ = M + ϵMk+1 + O(ϵ2) à l’ordre 1 et ce pour k ≥ −1. Il s’ensuit
que la mesure se transforme selon

dM ′ e−N TrV (M ′) = d(M + ϵMk+1) e−N TrV (M+ϵMk+1) (1.110)

=
(

dM + ϵ dM
k∑
i=0

TrM i TrMk−i
)(

1−NϵTrMk+1V ′(M)
)
e−N TrV (M)

(1.111)

= dM e−N TrV (M)

1 + ϵ


k∑
i=0

TrM i TrMk−i −N TrMk+1V ′(M)︸ ︷︷ ︸
invariance ⇒ espérance = 0



 ,

(1.112)
ce qui nous amène à l’équation de boucles ou équation de Schwinger-Dyson suivante après
prise en compte de l’intégration〈

k∑
i=0

TrM i TrMk−i
〉

E(2)
N

−N
〈

TrMk+1V ′(M)
〉

E(2)
N

= 0 . (1.113)

Cette équation peut également être obtenue par l’analyse du moment d’ordre k qui est
l’espérance de la fonction pk

⟨ pk ⟩E(2)
N

= mk = ⟨TrMk ⟩E(2)
N

. (1.114)

L’équation de boucle (1.113) peut être retrouvée en imposant que〈
N∑

i,j=1

∂

∂Mij

(Mk)ij
〉

E(2)
N

= 0 . (1.115)

De même que la définition des fonctions {pk}k∈N se généralise aux partitions µ = (µ1, · · · , µℓ)
pour obtenir une base complète de l’espace des fonctions symétriques, l’ensemble des équa-
tions de boucles est généré par〈

N∑
i,j=1

∂

∂Mij

((Mµ1)ij TrMµ2 · · ·TrMµℓ)
〉

E(2)
N

= 0 . (1.116)

Les équations de boucles peuvent être obtenues similairement pour les valeurs de β =
1, 2, 4. Il est néanmoins avantageux de passer par la représentation de la fonction de
partition en termes de valeurs propres car elle est valide pour tout β complexe.

Soit donc β ∈ C. Le moment d’ordre k prend la forme〈
N∑
i=1

λki

〉
Γ

= 1
Z(β)
N

∫
Γ

dΛ e−N β
2
∑N

i=1 V (λi)∆(λ)β
N∑
i=1

λki (1.117)
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où le choix du contour Γ dansCN est implicitement tel que la fonction de partition Z(β)
N est

bien définie. Une première famille d’équations de boucles est donc obtenue pour k ≥ −1
par 〈

N∑
i=1

∂

∂λi
λk+1
i

〉
Γ

= 0 = 1
Z(β)
N

N∑
i=1

∫
Γ

dΛ ∂

∂λi

(
e−N β

2
∑N

i=1 V (λi)∆(λ)βλk+1
i

)
, (1.118)

ce qui donne lieu aux équations〈
k∑
l=0

(∑
i

λli

)∑
j

λk−l
j

〉
Γ

+
(

2
β
− 1

)〈∑
i

(k + 1)λki
〉

Γ
−N

〈∑
i

V ′(λi)λk+1
i

〉
Γ

= 0 .

(1.119)

Il est ainsi possible d’exprimer les équations de boucles pour β quelconque en terme
d’espérance sur un ensemble de matrices dont les valeurs propres décrivent Γ〈

k∑
l=0

TrM l TrMk−l
〉

Γ
+
(

2
β
− 1

)
(k + 1)

〈
TrMk

〉
Γ
−N

〈
TrV ′(M)Mk+1

〉
Γ

= 0 .

(1.120)

Nous renvoyons à [EKR15] pour la généralisation avec β ∈ C des équations de boucles
(1.116).

L’ensemble des équations de boucles (1.120) pour k ∈ N peut être encodé dans l’équa-
tion de boucles pour la résolvante, et plus généralement pour les fonctions de corrélation
à n points - ici à 2 points - dont l’expression est〈

Tr 1
x−M

Tr 1
x−M

〉
Γ

+
(

2
β
− 1

)〈
Tr 1

(x−M)2

〉
Γ
−N

〈
Tr V

′(M)
x−M

〉
Γ

= 0 . (1.121)

La fonction de corrélation connexe à n points est définie d’une part comme

Wn(x1, · · · , xn) =
(
β

2

)n
2
〈

Tr 1
x1 −M

· · ·Tr 1
xn −M

〉
c

(1.122)

et on définit de plus les fonctions polynomiales suivantes

Pn(x;x1, · · · , xn) =
(
β

2

)n+1
2
〈

Tr V
′(x)− V ′(M)
x−M

n∏
i=1

Tr 1
xi −M

〉
c

, (1.123)

de telle façon que (1.121) s’écrit

W2(x, x) +W 2
1 (x) +

√β
2 −

√
2
β

W ′
1(x)−N

√
β

2 (V ′(x)W1(x)− P0(x)) = 0 . (1.124)

Le pendant pour N grand de cette équation de boucle est l’équation de Riccati (1.46).

1.8.2 Equations de boucles pour la fonction de partition : contraintes de
Virasoro

Nous souhaitons exprimer les équations de boucles (1.120) comme l’action d’opéra-
teurs sur la fonction de partition Z(β)

N . On peut remarquer tout d’abord que les relations
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suivantes sont vérifiées pour k ≥ 1

⟨TrMk ⟩ = − 2k
Nβ

∂

∂tk
logZ(β)

N (1.125a)〈
k∑
l=0

TrM l TrMk−l
〉

=
(
− 2
Nβ

)2 k−1∑
l=1

l(k − l) ∂2

∂tl∂tk−l
logZ(β)

N −
4
β
k
∂

∂tk
logZ(β)

N

(1.125b)〈
TrV ′(M)Mk+1

〉
=
〈 ∞∑
n=1

tn TrMn+k
〉

=
(
− 2
Nβ

) ∞∑
n=1

(n+ k)tn
∂

∂tn+k
logZ(β)

N

(1.125c)

Pour k = −1 et k = 0 , l’équation (1.120) devient respectivement

−N
∞∑
n=1

tn
〈

TrMn−1
〉

= −N2t1 + 2
β

∞∑
n=1

ntn+1
∂

∂tn
logZ(β)

N = 0 , (1.126a)

〈
(Tr1)2

〉
+
(

2
β
− 1

)〈
Tr1

〉
−N

∞∑
n=1

tn
〈

TrMn
〉

= N2 +
(

2
β
− 1

)
N + 2

β

∞∑
n=1

ntn
∂

∂tn
logZ(β)

N = 0 .

(1.126b)

L’équation de boucles (1.120) pour k ≥ 1 prend ainsi la forme[
4
N2

k−1∑
l=1

l(k − l)
β2

∂2

∂tl∂tk−l
− 4k

β

∂

∂tk
− 2k(k + 1)

Nβ

(
2
β
− 1

)
∂

∂tk
+ 2
β

∞∑
n=1

(n+ k)tn
∂

∂tn+k

]
logZ(β)

N

= 0 ,
(1.127)

ce qui nous amène à définir la famille d’opérateurs {Lk}k≥−1 suivants :

Lk = 4
N2

k−1∑
l=1

l(k − l)
β2

∂2

∂tl∂tk−l
− 4k

β

∂

∂tk
− 2k(k + 1)

Nβ

(
2
β
− 1

)
∂

∂tk

+ 2
β

∞∑
n=1

(n+ k)tn
∂

∂tn+k
+
(
N2 +

(
2
β
− 1

)
N

)
δk,0 −N2t1δk,−1 , (1.128)

opérateurs qui annulent la fonction de partition, ce qui correspond aux contraintes de
Virasoro :

Lk.Z(β)
N = 0 , k ≥ −1 . (1.129)

Ces opérateurs satisfont de plus les relations de commutation de Virasoro :

[Lk, Ll] = (k − l)Lk+l + c

12k(k2 − 1)δk+l,0 , (1.130)

où c est la charge centrale dans la théorie conforme associée d’expression

c = 1− 6
√β

2 −
√

2
β

2

. (1.131)

Les valeurs particulières β = 2, 1, 4 correspondent respectivement aux charges centrales
c = 1,−2,−2.

Dans le chapitre 3 sur les modèles de supermatrices nous reviendrons sur ces contraintes
de Virasoro et leur forme. Anticipons dès à présent et définissons la constante de couplage
g

Nβ → 1
g
, (1.132)
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de sorte que les opérateurs {Lk}k≥−1 prennent la forme suivante :

Lk[g, β,N, t] = 4g2
k−1∑
l=1

l(k − l) ∂2

∂tl∂tk−l
− 4k

β

∂

∂tk
− 2gk(k + 1)

(
2
β
− 1

)
∂

∂tk

+ 2
β

∞∑
n=1

(n+ k)tn
∂

∂tn+k
+
(
N2 +

(
2
β
− 1

)
N

)
δk,0 −

N

gβ
t1δk,−1 . (1.133)

Il pourra être utile de considérer la limite de ’t Hooft quandN →∞, g → 0 et g.N = O(1).
La dépendance en N provient uniquement de l’espérance de la trace ⟨TrM ⟩, point crucial
qui différera dans le cas des supermatrices.

Par ailleurs, les opérateurs {Lk}k≥−1 forment une partie des générateurs de l’algèbre
de Virasoro qui intervient en théorie des champs conformes, approche que nous nous
proposons de rappeler brièvement dans le paragraphe suivant.

1.8.3 Formalisme des opérateurs vertex et algèbre de Virasoro en théorie
conforme des champs

Dans ce paragraphe nous rappelons essentiellement quelques propriétés sur les opéra-
teurs vertex. Pour une revue complète du sujet on se référera à [DFMS97].

Définition 1.8.1 (Champ bosonique libre). Soient a∗, a0 ∈ C. Considérons le vecteur
formel infini t = (tn)n∈N avec tn ∈ C. Le champ bosonique libre φ est défini comme la
somme des séries formelles suivantes

φ(z, t) = a∗ + a0 log z −
∑
n>0

z−n

n
∂tn +

∑
n>0

zntn (1.134)

où la variable z de la fonction est complexe a priori.

Pour α ∈ C, on définit l’opérateur vertex Vα par l’ordre normal suivant :

Vα(z, t) =: eαφ(z,t) := eαa
∗+αa0 log zeα

∑
n>0 z

ntne−α
∑

n>0
z−n
n
∂tn (1.135)

Proposition 1.8.2. Soient N opérateurs vertex {Vαi} dont les positions respectives dans
le plan complexe C sont notées {zi}. Leur ordre normal est relié à leur produit par la
relation suivante

N∏
i=1
Vαi(zi) =

∏
1≤i<j≤N

(zi − zj)αiαj :
N∏
i=1
Vαi(zi) : (1.136)

Démonstration. C’est une conséquence directe de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff.

Définition 1.8.3 (Tenseur énergie-impulsion). On définit le tenseur énergie-impulsion
associé au champ bosonique libre par

T (z) =: ∂zφ(z)∂zφ(z) : (1.137)

Le produit du tenseur énergie-impulsion avec un opérateur vertex peut être développée
en la somme d’opérateurs suivante :

T (z)Vα(w) = ∆(α)
(z − w)2Vα(w) + 1

z − w
∂wVα(w) + termes réguliers , (1.138)
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où le facteur ∆(α) = α2

2 −
(
b

2 −
1
b

)
α est la dimension conforme de l’opérateur Vα avec

b =
√
β.

Si ∆(α) = 1, la partie singulière de (1.138) peut s’exprimer comme une dérivée totale
de la façon suivante :

T (z)Vα(w) = ∂

∂w

( 1
z − w

Vα(w)
)

+ termes réguliers. (1.139)

Ainsi en imposant des conditions aux limites qui s’annulent, le commutateur suivant
s’annule

[
T (z),

∫
Vα(w) dw

]
= 0 . (1.140)

Une autre manière d’obtenir ce résultat est de remarquer que[
T (z),

∫
Vα(w) dw

]
= (1−∆(α))∂zVα(z) , (1.141)

de sorte que ∆(α) = 1 annule immédiatement le commutateur.

On notera α± les solutions de ∆(α) = 1 avec α+ = b et α− = −2
b
.

Définition 1.8.4 (Charges d’écrantage). Dans le formalisme du gaz de Coulomb, on
définit les charges d’écrantage par

Q+ =
∫
Vα+(w) dw , (1.142a)

Q− =
∫
Vα−(w) dw . (1.142b)

Remarque 1.8.5. Il est alors immédiat que les charges commutent avec le tenseur énergie-
impulsion,

[T (z), Q±] = 0 . (1.143)

Dans le cadre des modèles à une matrice, si l’on revient à la définition de la fonction
de partition exprimée comme intégrale sur les valeurs propres

Z(β)
N = 1

N !

∫
RN

∆(Z)βe−β
2 TrV (Z) dZ , (1.144)

sa formulation avec les opérateurs vertex se fait comme suit.
Proposition 1.8.6. Si l’on désigne l’état "vide" de l’espace de Fock associé à notre théorie
par |0⟩, la fonction de partition Z(β)

N s’écrit

Z(β)
N = ⟨N |QN

+ |0⟩ . (1.145)

Démonstration. Intéressons-nous dans un premier temps à l’action de QN
+ sur |0⟩ :

QN
+ |0⟩ =

∫
dZ

N∏
i=1
Vα+(zi) |0⟩ (1.146)

=
∫

dZ
∏

1≤i<j≤N
(zi − zj)α

2
+ :

N∏
i=1
Vα+(zi) : |0⟩ (1.147)

=
∫

dZ
∏

1≤i<j≤N
(zi − zj)βeα+

∑
n>0

∑N

i=1 z
n
i tn |0⟩ (1.148)
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où l’on a utilisé successivement l’ordre normal (1.138) puis le fait que e−α+
∑

n>0
z−n
n
∂tn |0⟩ =

|0⟩. En définissant de nouveaux "temps" t̃n = −2α+
β
ntn, on arrive à l’expression escomptée

à un facteur constant près.

Le tenseur énergie-impulsion admet un développement en série de Laurent où les modes
sont les générateurs de l’algèbre de Virasoro :

T (z) =
∑
n∈Z

Lnz
−n−2 . (1.149)

Nous pouvons alors retrouver les contraintes de Virasoro sous la forme suivante.

Proposition 1.8.7. L’action du tenseur énergie-impulsion sur la fonction de partition
du modèle β-invariant vérifie la contrainte

T (z).Z(β)
N =

z→0
O(1) . (1.150)

Démonstration. Si l’on considère le commutateur entre le tenseur énergie-impulsion et le
produit des charges QN

+ , nous obtenons immédiatement

T (z).QN
+ |0⟩ = QN

+ .T (z) |0⟩ = 0 . (1.151)

Corollaire 1.8.8. La fonction de partition du modèle associé à l’ensemble invariant β
satisfait les contraintes de Virasoro

Ln.Z(β)
N = 0 , n ≥ −1 . (1.152)

1.9 Modèle de matrices avec interaction de type Pfaffien

Dans cette section, nous définissons et abordons quelques propriétés satisfaites par
les modèles de matrices généralisés de paramètres β = 1 et β = 4. Leur construction
fait intervenir des interaction de type Pfaffien. Les modèles considérés dans la littéra-
ture sont construits à partir des ensembles Gaussiens ordinaires ou chiraux par exemple
[MN01, Des09, KG10b], les expressions pour les fonctions de partition et les fonctions de
corrélation faisant déjà intervenir le Pfaffien. Nous montrons que ces propriétés se pro-
longent aux modèles généralisés que nous introduisons dans cette thèse. Les preuves des
propositions de cette section peuvent être trouvées dans [BK22b].

Il est à noter que les modèles issus de processus ponctuels de type Pfaffien comme
définis dans [BS06] sont un cas très particulier des modèles que nous étudions dans ce
chapitre.

1.9.1 Modèle β = 1 généralisé

Nous définissons le modèle suivant que nous appellerons le modèle de matrice généralisé
β = 1.

Définition 1.9.1 (Modèle de matrice β = 1 généralisé). Soient N ∈ 2N et (x, y) 7→
A(x, y) une fonction à deux variables antisymétrique 11, i.e. A(y, x) = −A(x, y). Soit
(fi−1(x))i∈[N ] une famille de fonctions intégrables. La mesure est notée dµ(X) = ∏

i∈[N ] dµ(xi).
11. Dans [BS06], cette fonction antisymétrique prend essentiellement les valeurs ±1 et sert de fonction élémentaire dans

la construction des L-ensembles et des matrices L.
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Nous définissons la fonction de partition du modèle de matrice β = 1 généralisé de la façon
suivante

Z(1)
N = 1

N !

∫
dµ(X) det

i,j∈[N ]
fj−1(xi) Pf

i,j∈[N ]
A(xi, xj) . (1.153)

Il est à noter que ce modèle β = 1 généralisé se réduit au modèle β = 1 standard de la
manière suivante.

Proposition 1.9.2. On considère A(x, y) = sgn(x − y) et fi−1(x) = pN−i(x). Alors le
modèle β = 1 généralisé se réduit au modèle de matrice β = 1 standard - à savoir le
modèle des matrices symétriques réelles avec l’ensemble orthogonal - dit autrement

Z(1)
N

A → sgn−−−−−−−−→
fi−1 → pN−i

1
N !

∫
dµ(X) |∆N(X)| . (1.154)

Démonstration. En considérant A(x, y) = sgn(x− y), nous avons

Pf
i,j∈[N ]

sgn(xi − xj) =
∏

1≤i<j≤N
sgn(xi − xj) . (1.155)

En fixant ensuite fi−1(x) = pN−i(x), le terme avec le déterminant devient simplement le
déterminant de Vandermonde. Ainsi, il suit que

Z(1)
N −→ 1

N !

∫
dµ(X) ∆N(X)

∏
1≤i<j≤N

sgn(xi − xj) = 1
N !

∫
dµ(X) |∆N(X)| , (1.156)

ce qui termine la preuve.

La fonction de partition du modèle β = 1 généralisé satisfait la propriété suivante.

Proposition 1.9.3. Soit N ∈ 2N. La fonction de partition Z(1)
N prend alors la forme

suivante

Z(1)
N = Pf

i,j∈[N ]
N(1)
i−1,j−1 , (1.157)

où l’on a défini la matrice antisymétrique suivante

N(1)
i,j = ⟨ fi | A | fj ⟩ . (1.158)

Démonstration. Cela découle immédiatement de la formule intégrale de de Bruijn’s (A.36a).

Remarque 1.9.4 (Fonctions orthogonales selon un produit antisymétrique : "skew"-orthogonalité).
Soient des fonctions (Fi)i∈[N ] "skew"-orthogonales, c’est-à-dire qu’elles satisfont les rela-
tions suivantes pour i, j ∈ [N/2],

⟨F2i−2 | A | F2j−1 ⟩ = −⟨F2j−1 | A | F2i−2 ⟩ = h
(1)
i δi,j , (1.159a)

⟨F2i−2 | A | F2j−2 ⟩ = ⟨F2i−1 | A | F2i−1 ⟩ = 0 . , (1.159b)

La fonction de partition est alors donnée par

Z(1)
N =

∏
i∈[N/2]

h
(1)
i−1 . (1.160)

De manière similaire au modèle de matrice β = 2, nous pouvons introduire le noyau de
Christoffel-Darboux pour le modèle β = 1, qui formera le bloc constitutif de la fonction
de distribution de probabilité des valeurs propres formelles.
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Définition 1.9.5 (Noyau de Christoffel–Darboux). Soit N ∈ 2N. On désigne la matrice
inverse de N(1) par Ñ(1). Puis, le noyau de CD du modèle β = 1 est défini par

K
(1)
N (x, y) =

N−1∑
i,j=0

fi(x)Ñ(1)
i,j fj(y)

=
N/2−1∑
i=0

F2i−1(x)F2i−2(y)− F2i−2(x)F2i−1(y)
h

(1)
i

, (1.161)

où (Fi)i∈[N ] est une famille de fonctions "skew"-orthogonales définies précédemment en
(1.159). L’opérateur intégral correspondant est donné par

K
(1)
N =

N−1∑
i,j=0
|fi⟩ Ñ(1)

i,j ⟨fj| . (1.162)

Remarque 1.9.6. Le noyau de CD introduit ici diffère légèrement de celui des quaternions
utilisé dans l’analyse usuelle du modèle β = 1. On pourra se référer à par exemple [Meh04,
For10] pour les détails.

Ce noyau de CD est reproduisant, propriété qui joue un rôle majeur dans la dérivation
de l’expression des fonctions de corrélation.

Proposition 1.9.7. Le noyau de CD K(1)
N est reproduisant ce qui se traduit par

K
(1)
N · A ·K

(1)
N = K

(1)
N , (1.163a)

Tr
[
K

(1)
N · A

]
= N . (1.163b)

Remarque 1.9.8. La complétude de la base {fi}i∈N implique

K(1)
∞ (x, y) = lim

N→∞
K

(1)
N (x, y) = Ã(x, y) , (1.164)

où Ã(x, y) est le noyau de l’opérateur inverse A−1,∫
dµ(z)A(x, z)Ã(z, y) =

∫
dµ(z) Ã(x, z)A(z, y) = δ(x− y) . (1.165)

À l’aide de ce noyau de CD, nous pouvons exprimer de manière concise la fonction de
distribution de probabilité comme suit.
Corollaire 1.9.9. La fonction de distribution de probabilité des valeurs propres formelles
associées au modèle β = 1 (1.153),

P(1)
N (X) dµ(X) = 1

N !Z(1)
N

det
i,j∈[N ]

fj−1(xi) Pf
i,j∈[N ]

A(xi, xj) dµ(X) , (1.166)

s’écrit à l’aide du noyau de CD

P(1)
N (X) dµ(X) = 1

N ! Pf
i,j∈[N ]

K
(1)
N (xi, xj) Pf

i,j∈[N ]
A(xi, xj) dµ(X) . (1.167)

Remarque 1.9.10. La structure de la fonction de distribution de probabilité (impliquant
et le noyau de CD et le noyau d’interaction) est analysée de manière similaire dans le
cadre des modèles de matrices couplées [EM98, BK22a].
Définition 1.9.11 (Espérance). L’espérance d’une fonction O par rapport à la distribu-
tion de probabilité P(1)

N (X) est définie comme étant

⟨O ⟩1 =
∫

dµ(X) P(1)
N (X)O(X) . (1.168)

Remarquons que dans ce cas β = 1, le nombre de variables d’intégration sera N .
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Considérons maintenant le cas particulier suivant où la fonction de partition (1.159)
est :

Z(1)
N = 1

N !

∫
dµ(X) ∆N(X) Pf

i,j∈[N ]
A(xi, xj) . (1.169)

Nous allons étudier les espérances de polynômes de Schur par rapport à P(1)
N et voir qu’ils

forment les blocs constitutifs des fonctions de corrélations ensuite.

Lemme 1.9.12 (Espérance des polynômes de Schur (définition A.2.3)). Soit N ∈ 2N.
L’espérance du polynôme de Schur est donné par le Pfaffien de rang N suivant

⟨sλ(X)⟩1 = 1
Z(1)
N

Pf
i,j∈[N ]

[
⟨xλi+N−i | A | xλj+N−j ⟩

]
. (1.170)

En remplaçant l’expression précédente de l’espérance des polynômes de Schur dans
l’expression de la moyenne du polynôme caractéristique, on obtient la propriété suivante.

Proposition 1.9.13 (Polynôme caractéristique). Soit N,M ∈ 2N. Pour Z = (zα)i∈[M ],
la moyenne du polynôme caractéristique du modèle β = 1 est donné par le Pfaffien de
rang M du noyau de CD de degré N +M :〈 ∏

α∈[M ]
det(zα −X)

〉
1

= 1
∆M(Z)

Z(1)
N+M

Z(1)
N

Pf
α,β∈[M ]

K
(1)
N+M(zα, zβ) . (1.171)

Avant de regarder le polynôme caractéristique inverse, définissons le noyau de CD dual.

Définition 1.9.14 (Noyau de CD dual). Soit N ∈ 2N. On définit l’opérateur intégral
suivant

ĀN = A−
N−1∑
k,l=0

A |pk⟩ Ñ (1)
k,l ⟨pl|A = A

(
Ã−K(1)

N

)
A . (1.172)

À l’aide de la relation (1.164), nous pouvons écrire

ĀN =
∞∑

i=N/2
A(|ψ2i−1⟩ ⟨ψ2i−2| − |ψ2i−2⟩ ⟨ψ2i−1|)A , (1.173)

où (ψk)k∈N est une famille de polynômes "skew"-orthonormaux, i.e. ⟨ψ2i−2 | A | ψ2j−1 ⟩ =
δi,j et ⟨ψ2i | A | ψ2j ⟩ = ⟨ψ2i−1 | A | ψ2j−1 ⟩ = 0. Puis nous définissons le noyau de CD
dual par une double transformée de Hilbert

K̃
(1)
N (z, w) =

∫
dµ(x) dµ(x̃) ĀN(x, x̃)

(z − x)(w − x̃)

=
∫

dµ(x) dµ(x̃)
∞∑

i=N/2

⟨x | A| (|ψ2i−1⟩ ⟨ψ2i−2| − |ψ2i−2⟩ ⟨ψ2i−1|) |A | x̃⟩
(z − x)(w − x̃) .

(1.174)

Nous pouvons maintenant obtenir l’expression des polynômes caractéristiques inverses.

Proposition 1.9.15 (Polynôme caractéristique inverse). Soient N,M ∈ 2N. Pour Z =
(zα)α∈[M ], la moyenne du polynôme caractéristique inverse du modèle β = 1 est donné
par le Pfaffien du noyau de CD dual, dont l’expression dépend de l’ordre entre M et N .
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En effet,

N ≥M :
〈 ∏
α∈[M ]

det(zα −X)−1
〉

1

= (−1)NMZ
(1)
N−M/Z

(1)
N

∆M(Z) Pf
α,β∈[M ]

K̃
(1)
N−M(zα, zβ) ,

(1.175a)

N ≤M :
〈 ∏
α∈[M ]

det(zα −X)−1
〉

1

= 1/Z(1)
N

∆M(Z) Pf
α,β∈[M ]

K̃
(1)
0 (zα, zβ)

× Pf
k,l∈[M−N ]

 M∑
α,β=1
⟨ pM−N−k | zα ⟩⟨ zα |

1
K̃

(1)
0
| zβ ⟩⟨ zβ | pM−N−l ⟩

 .
(1.175b)

Remarque 1.9.16. Si l’on spécifie les formules précédentes au cas des fonctions de corré-
lation à deux points (M = 2), nous obtenons une expression alternative pour les noyaux
de CD,

Z(1)
N+2

Z(1)
N

K
(1)
N+2(z, w) = (z − w) ⟨det(z −X) det(w −X)⟩1 , (1.176a)

Z(1)
N−2

Z(1)
N

K̃
(1)
N−2(z, w) = (z − w)

〈
det(z −X)−1 det(w −X)−1

〉
1
, (1.176b)

Ce point a été initialement observé dans [BS06]. Une telle relation entre les moyennes
des polynômes caractéristiques et le noyau de CD existe aussi dans les modèles β = 2,
donnant lieu à la formule de Heine généralisée. Pour plus de détails, voir e.g. [EKR15].

1.9.2 Modèle β = 4 généralisé

Nous introduisons maintenant le modèle β = 4 généralisé.
Définition 1.9.17 (Modèle β = 4 généralisé). SoientN ∈ N et (fi−1(x))i∈[2N ], (gi−1(x))i∈[2N ]
des familles de fonctions intégrables. Nous définissons les 2N variables (zi, zN+j) = (xi, yj)
pour i, j ∈ [N ] et la mesure correspondante est donnée par dµ(Z) = ∏

i∈[2N ] dµ(zi). Soient
de plus des fonctions à deux variables antisymétriques A(x, y) et B(x, y) ainsi qu’une fonc-
tion intégrable S(x, y). La fonction de partition du modèle β = 4 généralisé est définie de
la manière suivante,

Z(4)
N = 1

N !2
∫

dµ(Z) det
i∈[N ],j∈[2N ]

[fj−1(xi) gj−1(yi)] Pf
i,j∈[N ]

A(xi, xj; yi, yj) , (1.177)

avec la définition

A(x, x̃; y, ỹ) =
[
A(x, x̃) S(x, ỹ)
−ST(y, x̃) B(y, ỹ)

]
. (1.178)

De façon analogue au cas β = 1, le modèle β = 4 généralisé se réduit au modèle β = 4
standard de la manière suivante.
Lemme 1.9.18. Considérons
fi−1(x) = p2N−i(x) , gi−1(x) = p′

2N−i(x) , A(x, y) = B(x, y) = 0 , S(x, y) = δ(x− y) .
(1.179)

Avec ces choix de fonctions, la fonction de partition du modèle β = 4 généralisé se réduit
à celle du modèle β = 4 standard (c’est-à-dire l’ensemble symplectique avec les matrices
quaternioniques),

Z(4)
N −→ 1

N !

∫
dµ(X) ∆N(X)4 . (1.180)
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Il s’ensuit que la fonction de partition du modèle β = 4 généralisé prend l’expression
d’un Pfaffien.

Proposition 1.9.19. La fonction de partition Z(4)
N s’exprime à l’aide du Pfaffien suivant

Z(4)
N = Pf

i,j∈[2N ]
N(4)
i−1,j−1 , (1.181)

où l’on a défini la matrice antisymétrique suivante,

N(4)
i,j = ⟨ fi | A | fj ⟩+ ⟨ fi | S | gj ⟩ − ⟨ gi | ST | fj ⟩+ ⟨ gi | B | gj ⟩

=
[
⟨fi| ⟨gi|

] [ A S
−ST B

] [
|fj⟩
|gj⟩

]
=: ⟨ fi, gi | A | fj, gj ⟩ . (1.182)

Remarque 1.9.20 (Fonctions "skew"-biorthogonales). En définissant de plus les fonctions
"skew"-biorthogonales (Fi, Gi)i∈[N ] par les relations

⟨F2i−2, G2i−2 | A | F2j−1, G2j−1 ⟩ = −⟨F2j−1, G2j−1 | A | F2i−2, G2i−2 ⟩ = h
(4)
i δi,j ,

(1.183a)
⟨F2i−2, G2i−2 | A | F2j−2, G2j−2 ⟩ = ⟨F2i−1, G2i−1 | A | F2j−1, G2j−1 ⟩ = 0 , (1.183b)

où i, j ∈ [N ], la fonction de partition est donnée par

Z(4)
N =

∏
i∈[N ]

h
(4)
i−1 . (1.184)

À l’instar du modèle β = 1, nous considérons le noyau de CD pour le modèle β = 4
qui est le pendant matriciel du noyau ordinaire.

Définition 1.9.21 (Noyau matriciel de Christoffel–Darboux). Soit N ∈ N. La matrice
inverse de N(4) est désignée par Ñ(4). Nous définissons le noyau matriciel de CD pour le
modèle β = 4 comme étant

K(4)
N (x, x̃; y, ỹ)

=
2N−1∑
i,j=0

[
fi(x)
gi(y)

]
Ñ(4)
i,j

[
fj(x̃) gj(ỹ)

]

=
N−1∑
i=0

1
h

(4)
i

[
F2i+1(x)F2i(x̃)− F2i(x)F2i+1(x̃) F2i+1(x)G2i(ỹ)− F2i(x)G2i+1(ỹ)
G2i+1(y)F2i(x̃)−G2i(y)F2i+1(x̃) G2i+1(y)G2i(ỹ)−G2i(y)G2i+1(ỹ)

]
,

(1.185)

où (Fi−1, Gi−1)i∈[2N ] est une famille de fonctions "skew"-biorthogonales telles que définies
en (1.183). En termes d’opérateurs dans le formalisme de Dirac, l’expression devient

K(4)
N =

2N−1∑
i,j=0

[
|fi⟩
|gi⟩

]
Ñ(4)
i,j

[
⟨fj| ⟨gj|

]
=

2N−1∑
i,j=0

[
|fi⟩ Ñ(4)

i,j ⟨fj| |fi⟩ Ñ
(4)
i,j ⟨gj|

|gi⟩ Ñ(4)
i,j ⟨fj| |gi⟩ Ñ

(4)
i,j ⟨gj|

]
. (1.186)

Ce noyau de CD présente de nouveau des propriétés analogues aux noyaux de CD
ordinaires.

Proposition 1.9.22. Le noyau de CD K
(4)
N est reproduisant, i.e.

K(4)
N · A · K

(4)
N = K(4)

N , (1.187a)
Tr
[
K(4)
N · A

]
= 2N . (1.187b)
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Remarque 1.9.23. La complétude des bases {|fi−1⟩}i∈[2N ] et {|gi−1⟩}i∈[2N ] impose que

K(4)
∞ = lim

N→∞
K(4)
N = Ã , (1.188)

qui est l’opérateur inverse de A,
A · Ã = Ã · A = 1 . (1.189)

La fonction de distribution de probabilité des valeurs propres formelles peut être ré-
écrite à l’aide de ce noyau matriciel de CD comme suit.
Corollaire 1.9.24. La distribution de probabilité des valeurs propres du modèle β = 4
défini en (1.177) par

P(4)
N (X;Y ) dµ(X;Y )

= 1
N !2Z(4)

N

det
i∈[N ], j∈[2N ]

[fj−1(xi) gj−1(yi)] Pf
i,j∈[N ]

[
A(xi, xj) S(xi, yj)
−ST(yi, xj) B(yi, yj)

]
dµ(X;Y )

(1.190)
s’exprime à l’aide du noyau de CD comme

P(4)
N (X;Y ) dµ(X;Y ) = 1

N !2 Pf
i,j∈[N ]

K(4)
N (xi, xj; yi, yj) Pf

i,j∈[N ]

[
A(xi, xj) S(xi, yj)
−ST(yi, xj) B(yi, yj)

]
dµ(X;Y ) .

(1.191)

Nous allons dans ce qui suit exprimer l’espérance de certains polynômes caractéris-
tiques. Rappelons auparavant la définition de l’espérance pour le modèle β = 4 généralisé.
Définition 1.9.25. L’espérance d’une fonction O(X, Y ) est définie par rapport à la dis-
tribution de probabilité P(4)

N de la façon suivante

⟨O(X;Y )⟩4 =
∫

dµ (X;Y )P(4)
N (X;Y )O(X;Y ) (1.192)

Remarquons de nouveau que le nombre total de variables d’intégration est cette fois
pour β = 4 de 2N .

Nous allons considérer désormais que les fonctions à deux variables A, B et S appa-
raissant dans l’expression de la fonction de partition (1.177) satisfont toujours les mêmes
conditions mais que les fonctions (fi−1, gi−1)i∈[2N ] sont définies par

fi−1(x) = p2N−i(x) , (1.193a)
gi−1(x) = p′

2N−i(x) , (1.193b)
où les (pk)k∈N sont des polynômes moniques de degré k. La fonction de partition du
modèle β = 4 généralisé devient alors :

Z(4)
N = 1

N !2
∫

dµ(X;Y ) det
i∈[N ],j∈[2N ]

[
p2N−j(xi) p′

2N−j(yi)
]

Pf
i,j∈[N ]

[
A(xi, xj) S(xi, yj)
−ST(yi, xj) B(yi, yj)

]

= 1
N !2

∫
dµ(X;Y ) det

i∈[N ],j∈[2N ]

[
p2N−j(xi) p′

2N−j(yi)
]

Pf
i,j∈[N ]

A(xi, xj; yi, yj) . (1.194)

Commençons par regarder la moyenne des polynômes de Schur modifiés.
Lemme 1.9.26 (Moyenne des polynômes de Schur modifiés (définition A.2.5)). Soit N ∈
N. La moyenne des polynômes de Schur modifiés est donnée par un Pfaffien de rang 2N
avec l’expression suivante :

⟨sλ(X;Y )⟩4 = 1
Z(4)
N

Pf
i,j∈[2N ]

⟨xλi+2N−i | A | yλj+2N−j ⟩ , (1.195)
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avec la norme notée

⟨ f | A | g ⟩ := ⟨ f, g′ | A | f, g′ ⟩ . (1.196)

Remarque 1.9.27. Si l’on choisit

A(x, y) = B(x, y) = 0 , S(x, y) = δ(x− y) , (1.197)

comme dans le lemme 1.9.18, la moyenne du polynôme de Schur modifié se réduit à celle
obtenue pour le polynôme de Schur à 2N variables usuel associé à l’ensemble symplectique,

⟨sλ(X;Y )⟩4
(1.197)−−−−→ ⟨sλ(X;X)⟩4 . (1.198)

Pour exprimer la moyenne du polynôme caractéristique, il est utile de définir un noyau
auxiliaire qui correspond à l’entrée (1, 1) du noyau matriciel K(4)

N . Ce noyau auxiliaire est
défini par

K
(4)
N (x, y) =

2N−1∑
i,j=0

pi(x)Ñ(4)
i,j pj(y) . (1.199)

Le noyau matriciel peut être exprimé en fonction de ce noyau auxiliaire et de ses dérivées
partielles comme suit,

K(4)
N (x, x̃; y, ỹ) =

[
K

(4)
N (x, x̃) ∂ỹK

(4)
N (x, ỹ)

∂yK
(4)
N (y, x̃) ∂2

y,ỹK
(4)
N (y, ỹ)

]
. (1.200)

Les formules s’ensuivent.

Proposition 1.9.28. Soient N ∈ N et M ∈ 2N. On note Z = (zα)α∈[M ]. La formule
suivante en terme du Pfaffien est vérifiée :

∑
λ⊆(M2N )

(−1)|λ|sλ(Z) ⟨sλ(X;Y )⟩4 = 1
∆M(Z)

Z(4)
N+M/2

Z(4)
N

Pf
α,β∈[M ]

K
(4)
N+M/2(zα, zβ) . (1.201)

Corollaire 1.9.29 (Polynôme caractéristique). La moyenne du polynôme caractéristique
par rapport à l’ensemble symplectique est donnée par le Pfaffien suivant :〈 ∏

α∈[M ]
det(zα −X)2

〉
4

=
Z(4)
N+M/2/Z

(4)
N

∆M(Z) Pf
α,β∈[M ]

K
(4)
N+M/2(zα, zβ)

∣∣∣∣∣∣
(1.197)

(1.202)

De manière analogue au cas β = 1, intéressons-nous au polynôme caractéristique in-
verse pour le modèle β = 4. Pour cela, introduisons en premier lieu le noyau suivant.

Définition 1.9.30 (Noyau de Christoffel–Darboux dual). Soit N ∈ N. Nous définissons
l’opérateur intégral de la manière suivante :

ĀN = A
(
Ã− K(4)

N

)
A . (1.203)

À l’aide de la relation (1.188), nous pouvons réécrire

ĀN =
∞∑
i=N

A

 |ϕ2i−1⟩ ⟨ϕ2i−2| − |ϕ2i−2⟩ ⟨ϕ2i−1| |ϕ2i−1⟩
〈
ϕ′

2i−2

∣∣∣− |ϕ2i−2⟩
〈
ϕ′

2i−1

∣∣∣∣∣∣ϕ′
2i−1

〉
⟨ϕ2i−2| −

∣∣∣ϕ′
2i−2

〉
⟨ϕ2i−1|

∣∣∣ϕ′
2i−1

〉 〈
ϕ′

2i−2

∣∣∣− ∣∣∣ϕ′
2i−2

〉 〈
ϕ′

2i−1

∣∣∣
A ,

(1.204)
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où les (ϕk)k∈N forment une famille de polynômes "skew"-orthonormaux de degré k, i.e.
⟨ϕ2i−2 | A | ϕ2j−1 ⟩ = δi,j, ⟨ϕ2i | A | ϕ2j ⟩ = ⟨ϕ2i−1 | A | ϕ2j−1 ⟩ = 0. Le noyau de CD
matriciel dual est défini par une double transformée de Hilbert :

K̃(4)
N (z, w) =

∫
dµ(x) dµ(x̃) ĀN(x, x̃)

(z − x)(w − x̃) . (1.205)

Nous pouvons également définir un noyau auxiliaire (décrit précédemment comme la com-
posante (1, 1) du noyau matriciel K̃(4)

N ) :

K̃
(4)
N (z, w) =

∫
dµ(x) dµ(x̃)

∞∑
i=N

⟨x | A| (|ϕ2i−1⟩ ⟨ϕ2i−2| − |ϕ2i−2⟩ ⟨ϕ2i−1|) |A | x̃⟩
(z − x)(w − x̃) . (1.206)

À l’aide de ce noyau de CD dual, nous obtenons la formule faisant intervenir le Pfaffien
suivante.

Proposition 1.9.31. Soient N ∈ N et M ∈ 2N. On note Z = (zα)α∈[M ]. La formule
exprimée en terme du Pfaffien est la suivante :

2N ≥M :
∑

ℓ(λ)≤M

sλ(Z−1)
detZ2N ⟨sλ(X;Y )⟩4 = 1

∆M(Z)
Z(4)
N−M/2

Z(4)
N

Pf
α,β∈[M ]

K̃(4)
N−M/2(zα, zβ) ,

(1.207a)

2N ≤M :
∑

ℓ(λ)≤2N

sλ(Z−1)
detZ2N ⟨sλ(X;Y )⟩4

= 1
∆M(Z)Z(4)

N

Pf
α,β∈[M ]

K̃(4)
0 (zα, zβ) Pf

k,l∈[M−2N ]

 M∑
α,β=1
⟨ pM−2N−k | zα ⟩⟨ zα |

1
K̃(4)

0
| zβ ⟩⟨ zβ | pM−2N−l ⟩

 .
(1.207b)

Corollaire 1.9.32 (Polynôme caractéristique inverse). La moyenne par rapport à l’en-
semble symplectique est par conséquent donnée par les Pfaffiens suivants :

2N ≥M :
〈 ∏
α∈[M ]

det(zα −X)−2
〉

4

= 1
∆M(Z)

Z(4)
N−M/2

Z(4)
N

Pf
α,β∈[M ]

K̃(4)
N−M/2(zα, zβ)

∣∣∣∣∣∣
(1.197)

,

(1.208a)

2N ≤M :
〈 ∏
α∈[M ]

det(zα −X)−2
〉

4

= 1
∆M(Z)Z(4)

N

Pf
α,β∈[M ]

K̃(4)
0 (zα, zβ) Pf

k,l∈[M−2N ]

 M∑
α,β=1
⟨ pM−2N−k | zα ⟩⟨ zα |

1
K̃(4)

0
| zβ ⟩⟨ zβ | pM−2N−l ⟩

.
(1.208b)
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Chapitre 2

Réduction des modèles de chaînes de
matrices aux modèles de deux
matrices couplées

Le passage d’un modèle à une matrice vers celui à plusieurs matrices se conçoit bien
de nouveau physiquement et mathématiquement. En présence d’un système constitué en
effet de différentes familles de particules ou de valeurs propres, il peut être pertinent de
les dissocier et de rajouter des interactions entre elles.

Ce chapitre rappelle ainsi les principaux outils mathématiques développés dans l’étude
des modèles à deux matrices [BE03, Eyn05, Ber11, BGS09a, BGS09b] et des chaînes
de matrices [Eyn03, Eyn97, BK22a, EM98, Ora11]. Nous généralisons les résultats déjà
connus dans la littérature pour les interactions de type Harish-Chandra-Itzykson–Zuber
et de type Cauchy à des noyaux d’interaction plus généraux. Nous montrons en particulier
comment ramener de manière systématique l’étude d’une chaîne de matrices à celle d’un
modèle à deux matrices avec un noyau d’interaction très général.

Puis nous démontrons comment la fonction de partition du modèle associée au carquois
Ã1 se factorise, avant de généraliser cette factorisation au carquois A(1)

r .
Enfin, nous définissons les modèles de matrices associées aux carquois BCD, les rela-

tions de dualité entre eux et pour finir des règles de construction pour des carquois plus
généraux.

2.1 Fonctions de partition : d’une chaîne de matrices à deux
matrices couplées

Définition 2.1.1 (Fonction de partition). Soient ℓ matrices carrées {Mi}i=1,··· ,ℓ toutes de
taille N appartenant pour simplifier à l’ensemble invariant unitaire E (2)

N . Soient également
ℓ potentiels polynomiaux Vi de paramètres {ti,k} de sorte que

Vi(x) =
∞∑
k=1

ti,k
k
xk . (2.1)
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On définit la fonction de partition formelle de la chaîne de ℓ matrices sans sources ex-
ternes 1 par

ZN =
∫ ℓ∏

k=1
dMk e− TrVk(Mk)

ℓ−1∏
i=1

Kint(Mk,Mk+1) (2.2)

où N est le vecteur (N, · · · , N)︸ ︷︷ ︸
longueur l

et l’interaction entre deux matrices adjacentes est repré-

sentée par Kint.

Les interactions usuelles dont les propriétés ont été étudiées en détail sont par exemple
— de type exponentiel ou dites de la forme Harish-Chandra-Itzykson–Zuber (HCIZ)

KHCIZ(Mk,Mk+1) = eTrMkMk+1 (2.3)

— de type Cauchy

KCauchy(Mk,Mk+1) = 1
det(Mk +Mk+1)N

= 1
det(Mk ⊗ 1N + 1N ⊗Mk+1)

(2.4)

et les fonctions de partition qui leur sont associées sont respectivement ZHCIZ et ZCauchy.
Remarque 2.1.2. S’il n’y a pas de confusion possible sur la taille des ℓ matrices, qu’elles
sont toutes de taille N , la fonction de partition sera notée ZN .
Proposition 2.1.3 (Chaîne de matrices hermitiennes). [BK22a] Il existe une fonction
ω à deux variables, appelée le noyau d’interaction, et deux fonctions polynomiales VL,R
telle que les deux fonctions de partition listées ci-dessus s’expriment sous la forme d’une
double intégrale

ZN = 1
N !2

∫∫ ∏
k=L,R

dXk e− TrVk(Xk)∆N(XL) det
1≤i,j≤N

ω(xL,i, xR,j)∆N(XR) (2.5)

Démonstration. Chaque matrice Hermitienne peut être diagonalisée par une transforma-
tion unitaire pour k = 1, . . . , ℓ,

Mk = UkXkU
−1
k , Xk = diag(xk,1, . . . , xk,N) , Uk ∈ U(N) , (2.6)

et la mesure sur les matrices est donnée par

dMk = dUk dXk

N !(2π)N ∆N(Xk)2 , dXk =
N∏
i=1

dxk,i , (2.7)

où la mesure de Haar de chaque matrice unitaire est notée dUk.
Pour l’interaction KHCIZ nous pouvons utiliser la formule de Harich-Chandra–Itzykson–
Zuber [IZ80, Tao13],∫

U(N)
dU etrUXU−1Y = cN

∆N(X)∆N(Y ) det
1≤i,j≤N

exiyj (2.8)

où le facteur constant cN = Γ2(N + 1) = ∏N−1
j=0 j! est choisi de telle façon que l’intégrale

sur le groupe de Lie est normalisée,
∫

U(N) dU = 1. Nous obtenons dès lors

ZHCIZ = cℓ−1
N

N !ℓ
∫ ∏

k=1,...,ℓ

dXk

(2π)N e− trVk(Xk)∆N(X1)
(
ℓ−1∏
k=1

det
1≤i,j≤N

exk,ixk+1,j

)
∆N(Xℓ)

= cℓ−1
N

N !2
∫ ∏

k=1,ℓ

dXk

(2π)N e− trVk(Xk)∆N(X1) det
1≤i,j≤N

∫ ∏
k=2,...,ℓ−1

dxk
2π e−Vk(xk)

ℓ−1∏
k=1

exkxk+1

∆N(Xℓ) ,

(2.9)
1. Le cas avec une source en bout de chaîne c’est-à-dire Mℓ+1 = Mext est étudié par exemple dans [EF09].
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où nous avons utilisé l’identité de AH (Lemme 1.5.1) pour (Xk)k=2,...,ℓ−1. En identifiant
(X1, Xℓ) = (XL, XR) et

ω(x1, xℓ) =
∫ ∏

k=2,...,ℓ−1

dxk
2π e−Vk(xk)

ℓ−1∏
k=1

exkxk+1 , (2.10)

nous arrivons à l’expression (2.5) à une constante globale près.
Pour l’interaction de CauchyKCauchy, nous pouvons utiliser une identité similaire [BGS09b,
HO06]

det(Mk ⊗ 1N + 1N ⊗Mk+1)−1 diagonalisation−−−−−−−−→
∏

1≤i,j≤N

1
xk,i + xk+1,j

= 1
∆N(Xk)∆N(Xk+1)

det
1≤i,j≤N

(
1

xk,i + xk+1,j

)
. (2.11)

Nous pouvons ainsi écrire la fonction de partition d’une chaîne de matrices avec des
interactions de Cauchy comme

ZCauchy = 1
N !ℓ

∫ ∏
k=1,...,ℓ

dXk

(2π)N e− trVk(Xk)∆N(X1)
ℓ−1∏
k=1

det
1≤i,j≤N

(
1

xk,i + xk+1,j

)
∆N(Xℓ) .

(2.12)

De façon similaire, en utilisant l’identité de AH pour (Xk)k=2,...,ℓ−1 puis en identifiant
(X1, Xℓ) = (XL, XR) et en définissant le noyau

ω(x1, xℓ) =
∫ ∏

k=2,...,ℓ−1

dxk
2π e−Vk(xk)

ℓ−1∏
k=1

1
xk + xk+1

, (2.13)

nous arrivons à l’expression (2.5). QED

Remarque 2.1.4. Nous avons implicitement supposé jusqu’ici que les interactions entre
chaque matrice étaient de la même forme. Il est tout à fait possible de faire le même
raisonnement pour des interactions différentes. Par exemple, pour une chaîne de longueur
3, pour un couplage (HCIZ–Cauchy),

2∏
k=1

Kint(Mk,Mk+1) = KHCIZ(M1,M2)KCauchy(M2,M3) (2.14)

diagonalisation−−−−−−−−→ 1
∆N(X1)∆2

N(X2)∆N(X3)
det

1≤i,j≤N
(ex1,ix2,j) det

1≤i,j≤N

(
1

x2,i + x3,j

)
(2.15)

et la simplification sur la fonction de partition suit immédiatement avec le noyau

ω(x1, x3) =
∫ dx2

2π e−V2(x2)ex1x2
1

x2 + x3
. (2.16)

Remarque 2.1.5. Nous pouvons de plus généraliser le résultat (2.5) à des modèles de
matrices couplées où l’interaction entre des matrices plus proches voisines est donnée par
la forme déterminantale

Kint(Mk,Mk+1)
diagonalisation−−−−−−−−→ 1

∆N(Xk)∆N(Xk+1)
det

1≤i,j≤N
I(xk,i, xk+1,j) . (2.17)

Dans ce cas-ci le noyau d’interaction ω aura la forme générale

ω(x1, xℓ) =
∫ ∏

k=2,...,ℓ−1

dxk
2π e−Vk(xk)

ℓ−1∏
k=1

I(xk, xk+1) (2.18)
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Notons par ailleurs que les fonctions de partition des ensembles polynomiaux généralisés
satisfont des propriétés analogues.

Définition 2.1.6. Soient (fk,i) k=L,R
i=0,...,N−1

un ensemble de fonctions définies et intégrables

sur des intervalles (Ik,i) k=L,R
i=0,...,N−1

de telle manière que le noyau d’interaction ω soit égale-
ment bien défini et intégrable sur eux. Les fonctions de partition des ensembles polyno-
miaux sont alors définies comme suit

ZN,fL = 1
N !2

∫
dXL,R e− trVR(XR) det

1≤i,j≤N
fL,N−i(xL,j) det

1≤i,j≤N
ω(xL,i, xR,j)∆N(XR) ,

(2.19a)

ZN,fR = 1
N !2

∫
dXL,R e− trVL(XL)∆N(XL) det

1≤i,j≤N
ω(xL,i, xR,j) det

1≤i,j≤N
fR,N−i(xR,j) .

(2.19b)

La proposition (2.1.3) nous permet donc de réduire formellement la fonction de partition
ZN d’une chaîne de ℓ matrices couplées à celle d’un modèle à deux matrices avec une
interaction non triviale. Nous voulons maintenant nous focaliser sur ces modèles à deux
matrices et les méthodes envisageables pour les étudier.

2.2 Formule déterminantale

Les différentes preuves des propositions de cette section sont développées dans [BK22a].

Définition 2.2.1. Soient donc une fonction ω à deux variables et deux fonctions po-
lynomiales VL,R. On définit le produit scalaire selon ω et les mesures dxL,R e−VL,R(xL,R)

par

( f | ω | g ) =
∫ ∏

k=L,R
dxk e−Vk(xk)f(xL)ω(xL, xR)g(xR) . (2.20)

Pour un ensemble de polynômes moniques quelconques (pi(x), qi(x))i∈N, où pi(x) = xi+· · ·
et qi(x) = xi + · · · , on définit la matrice norme N,

Ni,j = ( pi | ω | qj ) . (2.21)

Proposition 2.2.2. La fonction de partition du modèle de matrices couplées (2.5) est
donnée par le déterminant de taille N de la matrice norme, soit

ZN = det
1≤i,j≤N

(NN−i,N−j) . (2.22)

Remarque 2.2.3 (Polynômes biorthogonaux). Si les polynômes moniques sont choisis en
particulier comme étant les polynômes biorthogonaux, c’est-à-dire

(Pi | ω | Qj ) = hiδi,j , (2.23)

alors la matrice norme est diagonale Ni,j = hiδi,j, de sorte que la fonction de partition est
donnée par

ZN =
N−1∏
i=0

hi . (2.24)
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2.3 Noyau de Christoffel-Darboux (CD)

Définition 2.3.1 (Noyau de Christoffel–Darboux). Nous définissons le noyau de Christoffel–
Darboux (CD) associé au modèle de matrices couplées par

KN(xR, xL) = e−VL(xL)−VR(xR)
N−1∑
i,j=0

qi(xR)
(
N−1

)
i,j
pj(xL)

= e−VL(xL)−VR(xR)
N−1∑
i=0

Qi(xR)Pi(xL)
hi

=
N−1∑
i=0

ψi(xR)ϕi(xL) . (2.25)

où nous avons désigné les éléments de l’inverse de la matrice norme par (N−1)i,j, et défini
les fonctions biorthonormales, appelées fonctions d’onde, par

ϕi(x) = e−VL(x)
√
hi

pi(x) , ψi(x) = e−VR(x)
√
hi

qi(x) . (2.26)

Proposition 2.3.2. La distribution de probabilité associée à la fonction de partition (2.5)
peut être exprimée à l’aide du noyau de CD,

PN(XL,R) = Z
−1
N

N !2
∏

k=L,R
e− trVk(Xk)∆N(XL) det

1≤i,j≤N
ω(xL,i, xR,j)∆N(XR)

= 1
N !2 det

1≤i,j≤N
ω(xL,i, xR,j) det

1≤i,j≤N
KN(xR,i, xL,j) , (2.27)

qui satisfait la condition de normalisation∫ ∏
k=L,R

dXk PN(XL,R) = 1 . (2.28)

Définition 2.3.3 (Espérance). L’espérance associée à la distribution de probabilité PN(XL,R)
est définie par

⟨O(XL,R) ⟩ =
∫ ∏

k=L,R
dXk PN(XL,R)O(XL,R) . (2.29)

2.4 Formalisme de Dirac

Cette section se veut le pendant de la section (1.5), où cette fois la méthode des po-
lynômes biorthogonaux apporte une structure plus riche en termes d’espaces vectoriels et
de dualité.

Avant de définir un nouveau produit scalaire, remarquons tout d’abord que la relation
(2.23) définissant les polynômes biorthogonaux {Pi, Qj}(i,j)∈N2 peut s’écrire

(Pi | ω | Qj ) = hiδi,j =
∫ ∏

k=L,R
dxk e−Vk(xk)Pi(xL)ω(xL, xR)Qj(xR) , (2.30)

soit, en utilisant les définitions (2.26) des fonctions d’onde {ϕi, ψj},

δi,j =
∫ ∏

k=L,R
ϕi(xL)ω(xL, xR)ψj(xR) , (2.31)

ce qui nous amène à définir naturellement un autre produit scalaire
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Définition 2.4.1. On définit le produit scalaire ⟨ . | . ⟩ associé au noyau ω entre deux
fonctions f et g par

⟨ f | ω | g ⟩ =
∫ ∏

k=L,R
dxk f(xL)ω(xL, xR)g(xR) . (2.32)

Cette définition implique que la biorthogonalité entre les fonctions d’onde s’exprime
maintenant

⟨ϕi | ω | ψj ⟩ = δi,j (2.33)

Passons à la formulation de Dirac "bra–ket".
Définition 2.4.2. On définit les vecteurs "ket" |ψj⟩ et leur duaux "bra" ⟨ϕi| via leur
représentation dans la base {|x⟩},

ϕi(x) = ⟨ϕi|x⟩ , ψj(x) = ⟨x|ψj⟩ (2.34)

avec la complétude de la base {|x⟩},∫
dx |x⟩ ⟨x| = 1 . (2.35)

Définition 2.4.3. Les noyaux ω et KN peuvent être définis comme des opérateurs ω̂ et
K̂N ,

ω(xL, xR) = ⟨xL| ω̂ |xR⟩ , KN(xL, xR) = ⟨xL| K̂N |xR⟩ . (2.36)

Définition 2.4.4. On définit les vecteurs de dimension infinie∣∣∣ϕ〉 =
(
|ϕ0⟩ |ϕ1⟩ |ϕ2⟩ · · ·

)T
,

∣∣∣ψ〉 =
(
|ψ0⟩ |ψ1⟩ |ψ2⟩ · · ·

)T
, (2.37)

et le projecteur Π̂N sur les sous-espaces vectoriels V(N)
ψ et V(N)

ϕ de dimension N , ces
derniers étant engendrés par {|ψi⟩}i=0,··· ,N−1 d’une part et par {|ϕi⟩}i=0,··· ,N−1 d’autre
part. La représentation matricielle de Π̂N est

(
Π̂N

)
i,j

=
1 si i = j ∈ [0, . . . , N − 1] ,

0 sinon .
(2.38)

Les bases {|ψi⟩}i=0,··· ,N−1 et {|ϕi⟩}i=0,··· ,N−1 sont par définition complètes respective-
ment dans V(N)

ψ et V(N)
ϕ , ce qui se traduit en particulier par

1V(N)
ϕ

=
N−1∑
i=0
|ϕi⟩ ⟨ϕi| ,

1V
ψ(N) =

N−1∑
i=0
|ψi⟩ ⟨ψi| , (2.39)

et par conséquent,

K̂N =
∣∣∣ψ〉 Π̂N

〈
ϕ
∣∣∣ . (2.40)

Dès lors, la définition (2.4.3) du noyau de CD équivaut à

KN(xL, xR) =
N−1∑
i,j=0
⟨xL|ψi⟩ ⟨ψi| K̂N |ϕj⟩︸ ︷︷ ︸

δij

⟨ϕj|xR⟩

=
N−1∑
i=0

ψi(xL)ϕi(xR) (2.41)
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qui est comme attendu l’expression (2.25).
Remarquons par ailleurs que lorsque N →∞,

lim
N→∞

KN(xR, xL) =
∞∑
i=0

ψi(xR)ϕi(xL) = ⟨xR | ω−1 | xL ⟩ =: ω̃(xR, xL) , (2.42)

où l’opérateur inverse de ω signifie que∫
dz ω(x, z)ω̃(z, y) =

∫
dz ω̃(x, z)ω(z, y) = δ(x− y) . (2.43)

Proposition 2.4.5. De façon similaire au cas à une matrice, le noyau de CD est auto-
reproduisant,

K̂N · ω̂ · K̂N = K̂N , tr
(
ω̂ · K̂N

)
= N , (2.44)

ce qui implique qu’en général les fonctions de corrélation sont déterminantales [EM98].

Remarque 2.4.6. On peut voir la définition du produit scalaire (2.32) d’un autre point de
vue. En effet, soit Ω l’application linéaire de V(N)

ψ dans V(N)
ϕ définie par

Ω[g](x) =
∫

dy ω(x, y)g(y) ,∀g ∈ V(N)
ψ (2.45)

et telle que son action sur la base {|ψi⟩}i=0,··· ,N−1 est canonique, i.e.

Ω[ψi] = ϕi . (2.46)

De sorte que la dualité mentionnée auparavant dans le cas des modèles à deux matrices
peut se comprendre par cette application linéaire,

V(N)
ψ

Ω≃ V(N)
ϕ . (2.47)

Cette dualité peut être vue comme la résultante d’une chaîne de dualités successives
lorsque nous étudions une chaîne de matrices, la construction des polynômes biorthogo-
naux successifs est explicite dans [EM98].
Remarque 2.4.7. L’apparition d’une telle dualité, les propriétés afférentes au noyau de CD
et la définition du produit scalaire peuvent également être déduites pour des ensembles
polynomiaux couplés [BK22a, ASW20].

2.5 Espérance des polynômes caractéristiques

Les polynômes caractéristiques pouvant être exprimés en terme de fonctions de Schur,
nous allons tout d’abord rappeler l’expression de l’espérance des polynômes de Schur
avant de donner celle des fonctions d’onde. Pour les démonstrations on se référera à
[KM21, ST21, BK22a].

2.5.1 Espérance des polynômes de Schur

Lemme 2.5.1. L’espérance des polynômes de Schur par rapport à la distribution de
probabilité PN(XL,R) (2.27) est donnée par un déterminant de taille N ,

⟨ sλ(XL)sµ(XR) ⟩ = 1
ZN

det
1≤i,j≤N

(xλi+N−i
L | ω | xµj+N−j

R ) . (2.48)

42



Lemme 2.5.2 (Relation entre les polynômes caractéristiques et les polynômes de Schur).
Soit Z = diag(z1, . . . , zM). Le polynôme caractéristique s’exprime en fonction des poly-
nômes de Schur comme suit,

M∏
α=1

det(zα −X) =
∑

λ⊆(MN )
(−1)|λ|sλ∨(Z)sλ(X) , (2.49a)

M∏
α=1

det(zα −X)−1 = det
M
Z−N ∑

λ|ℓ(λ)≤min(M,N)
sλ(Z−1)sλ(X) , (2.49b)

où la partition duale est définie par
λ∨ = (λ∨

1 , . . . , λ
∨
M) = (N − λT

M , . . . , N − λT
1 ) , (2.50)

et la longueur de la partition notée ℓ(λ) = λ1.

Démonstration. C’est une conséquence de la formule de Cauchy. Voir, e.g., [Mac15].

2.5.2 Polynômes caractéristiques

Proposition 2.5.3 (Moyenne des polynômes caractéristiques). La fonction de corrélation
à M -points du polynôme caractéristique est donnée par un déterminant de taille M des
polynômes biorthogonaux associés,〈

M∏
α=1

det(zα −XL)
〉

= 1
∆M(Z) det

1≤α,β≤M
PN+M−β(zα) , (2.51a)

〈
M∏
α=1

det(zα −XR)
〉

= 1
∆M(Z) det

1≤α,β≤M
QN+M−β(zα) . (2.51b)

2.5.3 Polynômes caractéristiques inverses

Pour introduire les polynômes caractéristiques inverses, intéressons-nous à la transfor-
mée de Hilbert.
Définition 2.5.4 (Transformée de Hilbert). On définit la transformée de Hilbert d’une
fonction polynomiale par

p̃j(z) =
∫ ∏

k=L,R
dxk e−Vk(xk)ω(xL, xR)qj(xR)

z − xL
, (2.52a)

q̃j(z) =
∫ ∏

k=L,R
dxk e−Vk(xk)pj(xL)ω(xL, xR)

z − xR
. (2.52b)

Il s’ensuit les formules suivantes.
Proposition 2.5.5 (Moyenne du polynôme caractéristique inverse). Soit Z = diag(z1, . . . , zM).
La fonction de corrélation à M points du polynôme caractéristique inverse est donnée par
un déterminant de taille M des polynômes biorthogonaux duaux. Les expressions diffèrent
selon l’ordre entre M et N ,

1. M ≤ N 〈
M∏
α=1

det(zα −XL)−1
〉

= ZN−M/ZN
∆M(Z) det

1≤α,β≤M
P̃N−β(zα) , (2.53a)

〈
M∏
α=1

det(zα −XR)−1
〉

= ZN−M/ZN
∆M(Z) det

1≤α,β≤M
Q̃N−β(zα) . (2.53b)
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2. M ≥ N 〈
M∏
α=1

det(zα −XL)−1
〉

= Z−1
N

∆N(Z) det
i=1,...,N
α=1,...,M

a=1,...,M−N

(
p̃N−i(zα)
pa−1(zα)

)
, (2.53c)

〈
M∏
α=1

det(zα −XR)−1
〉

= Z−1
N

∆N(Z) det
i=1,...,N
α=1,...,M

a=1,...,M−N

(
q̃N−i(zα)
qa−1(zα)

)
. (2.53d)

2.5.4 Fonctions de corrélation d’appariement entre polynômes caractéris-
tiques

Jusqu’à présent nous regardions la fonction de corrélation d’un polynôme caractéris-
tique couplé uniquement à l’une des extrémités de la chaîne de matrices. Dans cette
section, nous considérons la fonction de corrélation de polynômes caractéristiques couplés
aux deux matrices XL,R. Nous les désignerons sous le terme de fonctions de corrélations
d’appariement.
Proposition 2.5.6 (Fonction de corrélation d’appariement des polynômes caractéris-
tiques). Soient Z = diag(z1, . . . , zM) et W = diag(w1, . . . , wM). La fonction de corrélation
de M paires de polynômes caractéristiques est donnée par un déterminant de taille M du
noyau de CD,〈

M∏
α=1

det(zα −XL) det(wα −XR)
〉

= etrVL(Z)+trVR(W )

∆M(Z)∆M(W )
ZN+M

ZN
det

1≤α,β≤M
KN+M(wα, zβ) .

(2.54)
Remarque 2.5.7. Ce résultat peut également être obtenu en utilisant le fait que le noyau
de CD est auto-reproduisant. En effet, on remarque que

∆N(X)
M∏
α=1

det(zα −X) = ∆N+M(X;Z)
∆M(Z) , (2.55)

et la fonction de corrélation d’appariement des polynômes caractéristiques est donnée par〈
M∏
α=1

det(zα −XL) det(wα −XR)
〉

= Z−1
N

∆M(Z)∆M(W )
1
N !2

∫ ∏
k=L,R

dXk e− trVk(Xk)∆N+M(XL;Z) det
1≤i,j≤N

ω(xL,i, xR,j)∆N+M(XR;W )

= etrVL(Z)+trVR(W )

∆M(Z)∆M(W )
ZN+M/ZN

N !2

×
∫ ∏

k=L,R
dXk e− trVk(Xk) det

1≤i,j≤N
ω(xL,i, xR,j) det

1≤i,j≤N
1≤α,β≤M

(
KN+M(xR,i, xL,j) KN+M(xR,i, zβ)
KN+M(wα, xL,j) KN+M(wα, zβ)

)

= etrVL(Z)+trVR(W )

∆M(Z)∆M(W )
ZN+M

ZN
det

1≤α,β≤M
KN+M(wα, zβ) . (2.56)

2.5.5 Fonctions de corrélation d’appariement entre polynômes caractéris-
tiques inverses

Nous pouvons ensuite considérer les fonctions de corrélation d’appariement des poly-
nômes caractéristiques inverses. Il est utile tout d’abord de définir le noyau de CD dual
de la façon suivante.
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Définition 2.5.8 (Noyau de Christoffel–Darboux dual). On définit les fonctions d’onde
duales via la transformée de Hilbert,

ϕ̃i(z) = eVL(z)
∫

dxL,R e−VL(xL)ω(xL, xR)ψi(xR)
z − xL

, (2.57a)

ψ̃i(z) = eVR(z)
∫

dxL,R e−VR(xR)ϕi(xL)ω(xL, xR)
z − xR

, (2.57b)

ce qui permet de définir le noyau de Christoffel–Darboux dual de degré N comme suit,

K̃N(w, z) =
∞∑
i=N

ψ̃i(w)ϕ̃i(z) . (2.58)

Proposition 2.5.9 (Fonction de corrélation d’appariement des polynômes caractéris-
tiques inverses). Soient Z = diag(z1, . . . , zM) et W = diag(w1, . . . , wM). La fonction de
corrélation de M paires de polynômes caractéristiques inverses est donnée par un déter-
minant de taille M du noyau de CD dual, dont l’expression dépend de l’ordre entre M et
N ,

1. M ≤ N〈
M∏
α=1

det(zα −XL)−1 det(wα −XR)−1
〉

= e− trVL(Z)e− trVR(W )

∆M(Z)∆M(W )
ZN−M

ZN
det

1≤α,β≤M
K̃N−M(wβ, zα)

(2.59a)

2. M ≥ N〈
M∏
α=1

det(zα −XL)−1 det(wα −XR)−1
〉

= (−1)M−NZ−1
N

∆M(Z)∆M(W ) det
1≤α,β≤M

(
1

zα − xL
| ω | 1

wβ − xR

)
det

1≤a,b≤M−N

 M∑
α,β=1

pa−1(zα)ω̃α,βqb−1(wβ)


(2.59b)

où ω̃α,β = ⟨zα| ω̃ |wβ⟩ est l’inverse de
(

1
zα−xL

| ω | 1
wβ−xR

)
.

2.5.6 Fonction de corrélation d’appariement mélangée

Nous considérons les fonctions de corrélation mélangées des polynômes caractéristiques.

Proposition 2.5.10. Soient Z = diag(z1, . . . , zM) et W = diag(w1, . . . , wM). Les fonc-
tions de corrélation mélangées satisfont pour M ≤ N les expressions déterminantales
suivantes,〈

M∏
α=1

det(zα −XL) det(wα −XR)−1
〉

= ZN−M/ZN
∆M(Z)∆M(W ) det

α=1,...,M
β=1,...,2M

(
PN+M−β(zα)
Q̃N+M−β(wα)

)
,

(2.60a)〈
M∏
α=1

det(zα −XL)−1 det(wα −XR)
〉

= ZN−M/ZN
∆M(Z)∆M(W ) det

α=1,...,M
β=1,...,2M

(
P̃N+M−β(zα)
QN+M−β(wα)

)
.

(2.60b)
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Remarque 2.5.11. Si l’on regarde le cas où M = 1, les fonctions de corrélation d’apparie-
ment mélangées sont données par〈

det(z −XL)
det(w −XR)

〉
= ZN−1

ZN
det

(
PN(z) PN−1(z)
Q̃N(w) Q̃N−1(w)

)

= 1
hN−1

(
PN(z)Q̃N−1(w)− PN−1(z)Q̃N(w)

)
, (2.61a)〈

det(w −XR)
det(z −XL)

〉
= ZN−1

ZN
det

(
P̃N(z) P̃N−1(z)
QN(w) QN−1(w)

)

= 1
hN−1

(
P̃N(z)QN−1(w)− P̃N−1(z)QN(w)

)
. (2.61b)

Ces expressions suggèrent que les fonctions de corrélation d’appariement mélangées peuvent
être exprimées en fonction du noyau de CD associé. Voir [SF03, BDS03, BS06, EKR15]
pour les détails pour les modèles usuels.

2.6 Modèle de deux matrices de tailles différentes

2.6.1 Le cas cyclique associé au carquois affine Â1

La méthode des polynômes biorthogonaux présentée jusqu’alors est pratique lorsque
les matrices sont de même taille. Nous souhaitons dans cette section présenter le modèle
cyclique à deux matrices de tailles différentes couplées dont l’interaction a une forme très
particulière. Ce modèle est de type Â1 dont le diagramme de Dynkin est

0 1
(2.62)

Nous allons discuter dans un premier temps le cas d’une interaction avec noyau de
Cauchy K(x, y) = 1

x+ y
dont le modèle est bien défini sur des domaines inclus dans

R∗
+×R∗

+. Cela nous amènera à formuler dans les sections suivantes une condition suffisante
pour la factorisation de la fonction de partition du modèle à deux matrices couplées, pour
ensuite la généraliser à une chaîne de matrices.

Définition 2.6.1. Soient n0, n1 ∈ N. Pour X = (xi)i=1,...,n0 et Y = (yi)i=1,...,n1 , le déter-
minant de Cauchy est défini par

∆n0|n1(X|Y ) = ∆n0(X)∆n1(Y )∏n0
i=1

∏n1
j=1(xi + yj)

. (2.63)

Remarque 2.6.2. Sous le changement de variables Y → −Y le déterminant de Cauchy
devient

∆n0|n1(X| − Y ) = (−1)n1(n1−1)/2 ∆n0(X)∆n1(Y )∏n0
i=1

∏n1
j=1(xi − yj)

, (2.64)

expression qui intervient dans l’expression du Bérézinien pour les modèles de superma-
trices. Nous y revenons dans le chapitre (3).

Le déterminant de Cauchy peut ensuite être développé comme suit :
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Proposition 2.6.3. Soient n0, n1 ∈ N. Le déterminant de Cauchy admet les développe-
ments suivants :

n0 ≥ n1 : ∆n0|n1(X|Y ) =
∑

ℓ(µ)≤n1

(−1)|µ| det
i=1,...,n0
j=1,...,n1

k=1,...,n0−n1

(
x

−µj−n1+j−1
i

xn0−n1−k
i

)
det

1≤i,j≤n1
y
µj+n1−j
i ,

(2.65a)

n0 ≤ n1 : ∆n0|n1(X|Y ) =
∑

ℓ(µ)≤n0

(−1)|µ| det
1≤i,j≤n0

x
µj+n0−j
i det

i=1,...,n1
j=1,...,n0

k=1,...,n1−n0

(
y

−µj−n0+j−1
i

yn1−n0−k
i

)
.

(2.65b)

Démonstration. En utilisant la formule de Cauchy,∏
i=1,...,n0
j=1,...,n1

(1− xiyj)−1 =
∑

ℓ(µ)≤min(n0,n1)
sµ(X)sµ(Y ) , (2.66)

et la relation sµ(−Y ) = (−1)|µ|sµ(Y ), on obtient

n0 ≥ n1 :
∏

i=1,...,n0
j=1,...,n1

(xi + yj)−1 = det
n0
X−n1

∑
ℓ(µ)≤n1

(−1)|µ|sµ(X−1)sµ(Y ) , (2.67a)

n0 ≤ n1 :
∏

i=1,...,n0
j=1,...,n1

(xi + yj)−1 = det
n1
Y −n0

∑
ℓ(µ)≤n0

(−1)|µ|sµ(X)sµ(Y −1) . (2.67b)

où les notations adoptées correspondent à X = diag(x1, · · · , xn0) et Y = diag(y1, · · · , yn1).
Les déterminants de Vandermonde apparaissant dans les polynômes de Schur au dénomi-
nateurs se simplifient avec ceux du déterminant de Cauchy, d’où le résultat.

Nous pouvons maintenant définir la fonction de partition du modèle cyclique à deux
matrices de type Â1.
Définition 2.6.4. Soient n0,1 ∈ N et des potentiels polynomiaux V0,1(x). Considérons les
variables X = (xi)i=1,...,n0 et Y = (yi)i=1,...,n1 . Nous désignons la mesure du modèle par
dµ(X|Y ) = dµ0(X) dµ1(Y ) où dµ0(X) = ∏n0

i=1 dxi e−V0(xi) et dµ1(Y ) = ∏n1
i=1 dyi e−V1(yi).

Nous définissons la fonction de partition du modèle à deux matrices cyclique de la façon
suivante,

Zn0|n1 = 1
n0!n1!

∫
dµ(X|Y ) ∆n0|n1(X|Y )2 . (2.68)

Le résultat principal de cette section est la propriété suivante :
Proposition 2.6.5. [Factorisation de la fonction de partition] Nous définissons la fonction
de partition Z(a)

n associée au carquois A1 (noeud unique) et celle d’un gaz de n fermions
Z(a)
n associée au noyau-matrice densité ρ(a)

n (x, y) comme suit,

Z(a)
n = 1

n!

∫
dµa(X) ∆n(X)2 =

Zn|0 (a = 0)
Z0|n (a = 1)

, (2.69a)

Z(a)
n = 1

n!

∫
dµa(Z) det

1≤i,j≤n
ρa(zi, zj) . (2.69b)

La fonction de partition du modèle de deux matrices définie par (2.68) se factorise de la
manière suivante :

n0 ≥ n1 : Zn0|n1 = Z(0)
nd

Z(0)
n1 , (2.70a)

n0 ≤ n1 : Zn0|n1 = Z(1)
nd

Z(1)
n0 , (2.70b)
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où nous avons défini nd = |n0 − n1|, et le noyau-matrice densité est donné par le noyau
de Christoffel–Darboux dual ρa(x, y) = K̃(a)

nd
(x, y).

La contribution venant du carquois Â1 correspond à la fonction de partition d’un
modèle à une matrice. Pour éviter les confusions, rappelons quelques propriétés déjà men-
tionnées dans le chapitre 1 mais en mettant l’accent sur la dépendance en la mesure dµa,
a = 0, 1.
Lemme 2.6.6. Nous définissons la matrice norme pour les polynômes moniques par

N(a)
i,j = ⟨ pi | pj ⟩a , (2.71)

où ⟨ f | g ⟩a est le produit scalaire selon la mesure dµa(x) = dx e−Va(x) pour a = 0, 1. La
fonction de partition associée au carquois A1 vérifie la formule déterminantale classique
suivante

Z(a)
n = det

1≤i,j≤n
N(a)
n−i,n−j . (2.72)

Remarque 2.6.7. Similairement aux modèles à une matrice, il est possible de diagonaliser
la matrice norme

N(a)
i,j =

h
(a)
i δi,j (pi = P

(a)
i pour les polynômes orthogonaux)

δi,j (pi = ϕ
(a)
i après normalisation)

, (2.73)

de sorte que la fonction de partition associée à A1 est donnée par

Z(a)
n =

n−1∏
i=0

h
(a)
i , (2.74)

où, plus explicitement, nous avons défini les polynômes orthogonaux moniques et norma-
lisés (P (a)

i (x))i∈N, (ϕ(a)
i (x))i∈N par

⟨P (a)
i | P (a)

j ⟩a = h
(a)
i δi,j , ⟨ϕ(a)

i | ϕ
(a)
j ⟩a = δi,j . (2.75)

Il s’ensuit la définition du noyau de Christoffel–Darboux.
Définition 2.6.8. Désignons par Ñ(a) l’inverse de la matrice norme. Le noyau de Christoffel–
Darboux (CD) et son complémentaire sont définis de la façon suivante

K(a)
n (x, y) =

n−1∑
i,j=0

pi(x)Ñ(a)
i,j pj(y) =

n−1∑
i=0

ϕ
(a)
i (x)ϕ(a)

i (y) , (2.76a)

K̂(a)
n (x, y) = δ(x− y)−K(a)

n (x, y) (2.76b)

Dans le formalisme de Dirac, les opérateurs correspondant s’expriment comme

K(a)
n =

n−1∑
i,j=0
|pi⟩ Ñ(a)

i,j ⟨pj| =
n−1∑
i=0
|ϕ(a)
i ⟩⟨ϕ

(a)
i | , (2.77a)

K̂(a)
n = 1− K(a)

n . (2.77b)

Proposition 2.6.9. Le noyau de CD satisfait les propriétés suivantes :

K(a)
n · K(a)

n = K(a)
n , (2.78a)

Tr K(a)
n =

∫
dµa(x) ⟨x | K(a)

n | x ⟩ =
∫

dµa(x)K(a)
n (x, x) = n , (2.78b)

lim
n→∞

K(a)
n (x, y) = δ(x− y) . (2.78c)
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Par conséquent il est pertinent d’écrire le noyau complémentaire comme suit,

K̂(a)
n = lim

n′→∞
K(a)
n′ − K(a)

n =
∞∑
i=n
|ϕ(a)
i ⟩⟨ϕ

(a)
i | . (2.79)

Définition 2.6.10. Nous définissons le noyau de CD dual grâce au noyau de Cauchy R :

R(x, y) = 1
x+ y

= ⟨x|R |y⟩ , (2.80a)

K̃(a)
n = R K̂(a)

n R , K̃(a)
n (x, y) = ⟨x|R K̂(a)

n R |y⟩ . (2.80b)

Lemme 2.6.11. Les polynômes orthogonaux duaux sont définis par

〈
x
∣∣∣ϕ̃(a)
i

〉
= ϕ̃

(a)
i (x) = ⟨x | R | ϕ(a)

i ⟩a =
∫

dµa(y) ϕ
(a)
i (y)
x+ y

. (2.81)

Le noyau de CD dual associé est ainsi donné par

K̃(a)
n (x, y) =

∞∑
i=n

ϕ̃
(a)
i (x)ϕ̃(a)

i (y) , K̃(a)
n =

∞∑
i=n

∣∣∣ϕ̃(a)
i

〉 〈
ϕ̃

(a)
i

∣∣∣ . (2.82)

Nous pouvons désormais donner une preuve de la proposition 2.6.5. Etant donné que
la fonction de partition (2.68) est symétrique sous échange des variables X and Y , nous
restreignons la preuve au cas n0 ≥ n1, le cas n0 ≤ n1 se déduisant similairement.

Preuve de la proposition 2.6.5. Deux déterminants de Cauchy apparaissent dans la func-
tion de partition (2.68), par conséquent nous pouvons utiliser deux fois le développement
en polynôme de Schur mis en exergue dans la proposition 2.6.3 et nous écrivons

Zn0|n1 =
∑

ℓ(µ),ℓ(ν)≤n1

(−1)|µ|+|ν| 1
n1!

∫
dµ1(Y ) det

1≤i,j≤n1
y
µj+n1−j
i det

1≤i,j≤n1
y
νj+n1−j
i

× 1
n0!

∫
dµ0(X) det

i=1,...,n0
j=1,...,n1
k=1,...,nd

(
x

−µj−n1+j−1
i

xnd−k
i

)
det

i=1,...,n0
j=1,...,n1
k=1,...,nd

(
x

−νj−n1+j−1
i

xnd−k
i

)
, (2.83)

où nd = n0 − n1. Posons ri = µi + n1 − i et si = νi + n1 − i. L’identité de AH du lemme
(1.5.1) permet de réduire l’intégrale sur la variable X à un déterminant qui prend les
formes successives,

1
n0!

∫
dµ0(X) det

i=1,...,n0
j=1,...,n1
k=1,...,nd

(
x

−µj−n1+j−1
i

xnd−k
i

)
det

i=1,...,n0
j=1,...,n1
k=1,...,nd

(
x

−νj−n1+j−1
i

xnd−k
i

)

= det
1≤i,j≤n1
1≤k,l≤nd

(
⟨x−ri−1 | x−sj−1 ⟩0 ⟨x−ri−1 | xnd−l ⟩0
⟨xnd−k | x−sj−1 ⟩0 ⟨xnd−k | xnd−l ⟩0

)

= Z(0)
nd

det
1≤i,j≤n1

(
⟨x−ri−1 | K̂(0)

nd
| x−sj−1 ⟩0

)
(2.84)

où K̂(0)
nd

est le noyau de CD complémentaire défini en (2.77b). Puis en sommant sur les
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partitions µ et ν nous obtenons

Zn0|n1

=
Z(0)
nd

n1!3
∑

ri,si=0,...,∞
ri ̸=rj ,si ̸=sj(i ̸=j)

(−1)|µ|+|ν|
∫

dµ1(Y ) det
1≤i,j≤n1

y
rj
i det

1≤i,j≤n1
y
sj
i det

1≤i,j≤n1

(
⟨x−ri−1 | K̂(0)

nd
| x−sj−1 ⟩0

)

=
Z(0)
nd

n1!

∫
dµ1(Y ) det

1≤i,j≤n1

 ∞∑
r,s=0

(−1)r+syri ysj ⟨x−r−1 | K̂(0)
nd
| x−s−1 ⟩0


=
Z(0)
nd

n1!

∫
dµ1(Y ) det

1≤i,j≤n1

(
⟨ yi | K̃(0)

nd
| yj ⟩0

)
= Z(0)

nd
Z(0)
n1 , (2.85)

où nous avons identifié le noyau-matrice densité avec le noyau de CD dual, ρ0(x, y) =
K̃(0)
nd

(x, y). Ce qui termine la preuve dans le cas n0 ≥ n1. De manière similaire, le cas
n0 ≤ n1 est obtenu en interchangeant les indices.

Remarque 2.6.12. Nous pouvons retrouver cette factorisation en remarquant que la fonc-
tion de partition (2.68) s’exprime également dans le cas n0 ≥ n1 (nd = |n0 − n1|) comme

Zn0|n1 = 1
n0!n1!

∫
dµ(X|Y ) det

i=1,...,n0
j=1,...,n1
k=1,...,nd

 1
xi + yj

pnd−k(xi)


2

. (2.86)

Nous avons ensuite deux possibilités pour utiliser l’identité de AH : intégrer en premier
soit selon x, soit selon y.

1. Intégration selon x :

Zn0|n1 = 1
n1!

∫
dµ(Y ) det

1≤i,j≤n1
1≤k,l≤nd

( ⟨ 1
yi+x |

1
x+yj ⟩ ⟨ 1

yi+x | pnd−l ⟩
⟨ pnd−k | 1

x+yj ⟩ ⟨ pnd−k | pnd−l ⟩

)

= Znd|0

n1!

∫
dµ(Y ) det

1≤i,j≤n1

(
⟨ yi | K̃(0)

nd
| yj ⟩

)
(2.87)

Dans ce cas la fonction de partition se factorise de nouveau en une partie associée
au carquois A1 et une partie de Fermi.

2. Intégration selon y :

Zn0|n1 = 1
n0!

∫
dµ(X) det

1≤i,j≤n0
1≤k,l≤nd

(
⟨ 1
xi+y |

1
y+xj ⟩ pnd−l(xi)

pnd−k(xj) 0

)

= 1
n0!

∫
dµ(X) det

1≤i,j≤n0

(
⟨xi | K̃(0)

0 | xj ⟩
)

× det
1≤k,l≤nd

 n0∑
i,j=1
⟨ pnd−k | xj ⟩(Ǩ(0)

0 )j,i⟨xi | pnd−l ⟩

 (2.88)

où Ǩ(a)
N est la matrice inverse de K̃(a)

N . Dans ce cas, bien que l’expression soit déter-
minantale, la fonction de partition ne se factorise pas totalement.

Nous observons que la factorisation de la fonction de partition (2.68) est rendue possible
par le développement du déterminant de Cauchy (2.65) qui dissocie les contributions
venant du noeud avec groupe de jauge U(n0) de celles du noeud avec groupe de jauge
U(n1). Ce développement peut être vu comme le pendant de la transformée de Fourier
ou de Laplace pour d’autres modèles de matrices qui ne sont pas des modèles cycliques.
Nous nous proposons de l’illustrer brièvement dans le paragraphe suivant.
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2.6.2 Le cas non cyclique : l’exemple du modèle de Cauchy de taille (N |M)

Définition 2.6.13. La fonction de partition du modèle de Cauchy de taille (N |M),
N ≥ M (le cas N = M est étudié dans [BGS09b]), est définie par l’intégrale sur les
valeurs propres suivante

ZCauchy
N |M =

∫
RN+ ×RM+

N∏
i=1

dxi e−V1(xi)
M∏
i=j

dyj e−V2(yj)∆2
N(X)∆2

M(Y ) 1∏
i,j(xi + yj)

. (2.89)

Quels que soient i = 1, · · · , N et j = 1, · · · ,M , xi + yj > 0 donc on peut utiliser la
paramétrisation de Schwinger ou dit autrement la transformée de Laplace de la fonction
u 7→ 1

u
,

1
xi + yj

=
∫ ∞

0
dtij e−tij(xi+yj) (2.90)

de sorte que (2.89) s’écrit

ZCauchy
N |M =

∫
RNM+

∏
i,j

dtij
[ ∫
RN+

N∏
i=1

dxi e−V1(xi)e−xi
∑

j
tij∆2

N(X)
]

×
[ ∫
RM+

M∏
j=1

dyj e−V2(yj)e−yj
∑

i
tij∆2

M(Y )
]

(2.91)

=
∫
RNM+

∏
i,j

dtij ZN [S]ZM [S̃] (2.92)

où l’on a défini formellement 2 les valeurs sources si = ∑
j tij , i = 1, · · · , N et s̃j =∑

i tij , j = 1, · · · ,M . La transformée de Laplace met ainsi en évidence la factorisation
non triviale de la fonction de partition puisque associée au modèle miroir. 3.

2.7 Chaîne de matrices de tailles différentes

Nous allons considérer le modèle de type Cauchy d’une chaîne cyclique de r+1 matrices
associé au carquois A(1)

r .
Soient donc r+ 1 matrices Ma de taille {na}a=0,··· ,r, avec la contrainte importante que

n0 ≥ n1 ≥ · · · ≥ nr, et de valeurs propres respectives {λa,i} a=0,··· ,r
i=1,··· ,na

.

Définition 2.7.1. On définit la fonction de partition de type Cauchy de la chaîne cyclique
de r+1 matrices associé au carquois A(1)

r comme l’intégrale sur les valeurs propres suivantes

Z[A(1)
r ] = 1

n!

∫
dµ(Λ) ∆(Λ0)2 · · ·∆(Λr)2

r∏
a=0

∏
i∈[na]
j∈[na+1]

(λa,i + λa+1,j)
(2.93)

où l’on a utilisé les notations n =
r∏

a=0
na, [na] = {1, · · · , na}, Λa = diag(λa,1, · · · , λa,na) et

dµ(Λ) =
r∏

a=0
dµ(Λa).

2. La forme de la fonction de partition avec source exprimée en fonction des valeurs propres et celle-ci ne coïncident pas
exactement, une des problématiques sous-jacentes étant l’absence de diagonalisation d’une matrice rectangulaire.

3. Nous revenons ultérieurement sur ce point dans le cas de la théorie ABJM dans le chapitre 3.
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Nous noterons également cette fonction de partition Z(r+1)
n pour mettre en évidence

la forme de sa factorisation. Par ailleurs, les mesures considérées ici seront de la forme
usuelle, i.e.

dµ (Λa) = e− 1
ga

Trna [Va(Λa)] dΛa , a = 0, · · · , r (2.94)

où ga est la constante de couplage de la matrice Λa et la trace Trna doit être comprise
comme agissant sur les matrices carrées de taille na.

Le résultat de cette section est le suivant :

Proposition 2.7.2. La fonction de partition (2.93) se factorise de la façon suivante

Z[A(1)
r ] = Z(r+1)

n = Z(0)
n0−n1

r−1∏
a=1
Z(a−1|a)
na−na+1 . Z(r−2|r−1)

nr (2.95)

Dans cette section nous allons dériver tout d’abord l’expression pour 3 matrices pour
montrer la structure sous-jacente lors de la factorisation. Puis nous la généraliserons à
r + 1 matrices. Pour ce faire et pour simplifier les notations, on définit la densité de
probabilité associée à deux matrices adjacentes (ou noeud du carquois).

Définition 2.7.3. Pour une chaîne de matrice cyclique de taille r+1 associée au carquois
A(1)
r , avec la convention classique de périodicité Xr+1 = X0, on définit la densité de

probabilité jointe des valeurs propres associées à deux noeuds adjacents du carquois par

P(r+1)(Λa,Λa+1) = e− 1
2ga

Trna [Va(Λa)]e− 1
2ga+1

Trna+1 [Va+1(Λa+1)] ∆na(Λa)∆na+1(Λa+1)∏
i∈[na]
j∈[na+1]

(λa,i + λa+1,j)
(2.96)

= e− 1
2ga

Trna [Va(Λa)]e− 1
2ga+1

Trna+1 [Va+1(Λa+1)]∆na|na+1(Λna|Λna+1) , a = 0, · · · , r .
(2.97)

Il est immédiat que la fonction de partition s’écrit alors

Z[A(1)
r ] = 1

n!

∫
dΛ

r∏
a=0

P(r+1)(Λa,Λa+1) , (2.98)

et la distribution de probabilité admet le développement de la proposition (2.6.3) pour
a = 0, · · · , r − 1

P(r+1)(Λa,Λa+1) = e− 1
2ga

Trna [Va(Λa)]e− 1
2ga+1

Trna+1 [Va+1(Λa+1)]

×
∑

ℓ(µ)≤na+1

(−1)|µ| det
i=1,...,na
j=1,...,na+1

k=1,...,na−na+1

(
λ

−µj−na+1+j−1
a,i

λ
na−na+1−k
a,i

)
det

1≤i,j≤na+1
λ
µj+na+1−j
a+1,i .

(2.99)

et pour a = r,

P(r+1)(Λr,Λ0) = e− 1
2gr

Trnr [Vr(Λr)]e− 1
2g0

Trn0 [V0(Λ0)]

×
∑

ℓ(µ)≤nr
(−1)|µ| det

i=1,...,n0
j=1,...,nr

k=1,...,n0−nr

(
λ

−µj−nr+j−1
0,i
λn0−nr−k

0,i

)
det

1≤i,j≤nr
λ
µj+nr−j
r,i . (2.100)
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2.7.1 Exemple préliminaire : le cas à 3 matrices

Considérons trois matrices diagonales de tailles n0 ≥ n1 ≥ n2 de valeurs propres
{λa,i} a=0,··· ,2

i=1,··· ,na
. On désignera par (.|.)a le produit scalaire par rapport à la mesure e− 1

ga
Va(λa) dλa

et {p(a)
k } les vecteurs moniques associés. La fonction de partition associé à A(1)

2 est donnée
par

Z(3)
n = 1

n0!n1!n2!

∫ 2∏
a=0

dΛa P(3)(Λa,Λa+1) (2.101)

= 1
n0!n1!n2!

∫ 2∏
a=0

dΛa e− 1
ga

TrVa(Λa)∆na|na+1(Λna|Λna+1) (2.102)

Trois sommes correspondant aux développements des déterminants de Cauchy appa-
raissent donc dans cette fonction de partition

Z(3)
n = 1

n0!n1!n2!
∑

µ0|l(µ0)≤n1
µ1|l(µ1)≤n2
µ2|l(µ2)≤n2

(−1)|µ0|+|µ1|+|µ2|
∫

dΛ0 dΛ1 dΛ2 e− 1
g0

TrV0(Λ0)e− 1
g1

TrV1(Λ1)e− 1
g2

TrV2(Λ2)

× det
i=1,··· ,n0
α=1,··· ,n1

b=1,··· ,n0−n1

(
λ

−µ0,α+α−(n1+1)
0,i
λn0−n1−b

0,i

)
det

i=1,··· ,n0
α=1,··· ,n2

a=1,··· ,n0−n2

(
λ

−µ2,α+α−(n2+1)
0,i
λn0−n2−a

0,i

)

× det
1≤i,j≤n1

(
λ
µ0,j+n1−j
1,i

)
det

i=1,··· ,n1
α=1,··· ,n2

b=1,··· ,n1−n2

(
λ

−µ1,α+α−(n2+1)
1,i
λn1−n2−b

1,i

)
(2.103)

× det
1≤i,j≤n2

(
λ
µ2,j+n2−j
2,i

)
det

1≤i,j≤n2

(
λ
µ1,j+n2−j
2,i

)
(2.104)

On peut effectuer en premier les intégrations sur les {λ0,i}i∈[n0] et les {λ1,i}i∈[n1] à l’aide
de la formule de AH. Il en ressort que :

1. Intégration sur Λ0 :
1
n0!

∫
dΛ0 e− 1

g0
TrV0(Λ0) det

i=1,··· ,n0
α=1,··· ,n1

b=1,··· ,n0−n1

(
λ

−µ0,α+α−(n1+1)
0,i
λn0−n1−b

0,i

)
det

i=1,··· ,n0
α=1,··· ,n2

a=1,··· ,n0−n2

(
λ

−µ2,α+α−(n2+1)
0,i
λn0−n2−a

0,i

)

= det
α∈[n1]
β∈[n2]

a∈[n0−n1]
b∈[n0−n2]

〈λ−µ0,α+α−(n1+1)
0

∣∣∣λ−µ2,β+β−(n2+1)
0

〉 〈
λ

−µ0,α+α−(n1+1)
0

∣∣∣p(0)
n0−n2−b

〉
〈
p

(0)
n0−n1−a

∣∣∣λ−µ2,β+β−(n2+1)
0

〉 〈
p

(0)
n0−n1−a

∣∣∣p(0)
n0−n2−b

〉


(2.105)
où l’on désigne simplement par ⟨.|.⟩ le produit scalaire par rapport aux mesures
dλa e− 1

ga
Va(λa) et les {p(a)

k } sont des polynômes moniques qui pourront être orthonor-
més par rapport au produit scalaire précédent.

2. Intégration sur Λ1 :
1
n1!

∫
dΛ1 e− 1

g1
TrV1(Λ1) det

1≤i,j≤n1

(
λ
µ0,j+n1−j
1,i

)
det

i=1,··· ,n1
α=1,··· ,n2

b=1,··· ,n1−n2

(
λ

−µ1,α+α−(n2+1)
1,i
λn1−n2−b

1,i

)

= det
i∈[n1]
α∈[n2]

b∈[n1−n2]

〈λµ0,i+n1−i
1

∣∣∣λ−µ1,α+α−(n2+1)
1

〉〈
λ
µ0,i+n1−i
1

∣∣∣p(1)
n1−n2−b

〉  (2.106)
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La somme sur {µ0,i}i∈[n1] permet de simplifier l’expression qui devient

Z(3)
n = 1

n2!
∑

µ0|l(µ0)≤n1
µ1|l(µ1)≤n2
µ2|l(µ2)≤n2

(−1)|µ0|+|µ1|+|µ2|

×
∫

dΛ2 e− 1
g2

TrV2(Λ2) det
1≤i,j≤n2

(
λ
µ2,j+n2−j
2,i

)
det

1≤i,j≤n2

(
λ
µ1,j+n2−j
2,i

)

× det
α∈[n1]
β∈[n2]

a∈[n0−n1]
b∈[n0−n2]

〈λ−µ0,α+α−(n1+1)
0

∣∣∣λ−µ2,β+β−(n2+1)
0

〉 〈
λ

−µ0,α+α−(n1+1)
0

∣∣∣p(0)
n0−n2−b

〉
〈
p

(0)
n0−n1−a

∣∣∣λ−µ2,β+β−(n2+1)
0

〉 〈
p

(0)
n0−n1−a

∣∣∣p(0)
n0−n2−b

〉


× det
i∈[n1]
α∈[n2]

b∈[n1−n2]

〈λµ0,i+n1−i
1

∣∣∣λ−µ1,α+α−(n2+1)
1

〉〈
λ
µ0,i+n1−i
1

∣∣∣p(1)
n1−n2−b

〉  (2.107)

= 1
n2!

∑
µ1|l(µ1)≤n2
µ2|l(µ2)≤n2

(−1)|µ1|+|µ2|

×
∫

dΛ2 e− 1
g2

TrV2(Λ2) det
1≤i,j≤n2

(
λ
µ2,j+n2−j
2,i

)
det

1≤i,j≤n2

(
λ
µ1,j+n2−j
2,i

)

× det
α∈[n2]
β∈[n2]

a∈[n0−n1]
b∈[n0−n2]
c∈[n1−n2]


〈
λ

−µ2,β+β−(n2+1)
0

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣λ−µ1,α+α−(n2+1)
1

〉 〈
p

(0)
n0−n2−b

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣λ−µ1,α+α−(n2+1)
1

〉
〈
λ

−µ2,β+β−(n2+1)
0

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣p(1)
n1−n2−c

〉 〈
p

(0)
n0−n2−b

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣p(1)
n1−n2−c

〉
〈
λ

−µ2,β+β−(n2+1)
0

∣∣∣p(0)
n0−n1−a

〉 〈
p

(0)
n0−n2−b

∣∣∣p(0)
n0−n1−a

〉


(2.108)
Il reste à sommer sur {µ1,i}i∈[n2] et {µ2,i}i∈[n2] :

Z(3)
n = 1

n2!

∫
dΛ2 e− 1

g2
TrV2(Λ2) (2.109)

det
i∈[n2]
j∈[n2]

a∈[n0−n1]
b∈[n0−n2]
c∈[n1−n2]


〈

1
λ2,i+λ0

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣ 1
λ1+λ2,j

〉 〈
p

(0)
n0−n2−b

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣ 1
λ1+λ2,j

〉〈
1

λ2,i+λ0

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣p(1)
n1−n2−c

〉 〈
p

(0)
n0−n2−b

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣p(1)
n1−n2−c

〉〈
1

λ2,i+λ0

∣∣∣p(0)
n0−n1−a

〉 〈
p

(0)
n0−n2−b

∣∣∣p(0)
n0−n1−a

〉
 (2.110)

= 1
n2!

∫
dΛ2 e− 1

g2
TrV2(Λ2) det

I,J∈[n0]
MIJ . (2.111)

La matrice carrée M de taille n0 a une structure par blocs que nous réécrivons de la
manière suivante

〈
1

λ2,i+λ0

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣ 1
λ1+λ2,j

〉 〈
p

(0)
n0−n2−b

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣ 1
λ1+λ2,j

〉 〈
p

(0)
n0−n2−B

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣ 1
λ1+λ2,j

〉〈
1

λ2,i+λ0

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣p(1)
n1−n2−c

〉 〈
p

(0)
n0−n2−b

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣p(1)
n1−n2−c

〉 〈
p

(0)
n0−n2−B

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣p(1)
n1−n2−c

〉〈
1

λ2,i+λ0

∣∣∣p(0)
n0−n1−A

〉 〈
p

(0)
n0−n2−b

∣∣∣p(0)
n0−n1−A

〉 〈
p

(0)
n0−n2−B

∣∣∣p(0)
n0−n1−A

〉


(2.112)
avec i, j ∈ [n2] , A,B ∈ [n0 − n1] , b, c ∈ [n1 − n2]. Une expression plus compacte est Mkl

〈
p

(0)
n0−n1−B

∣∣∣ 1
λ0+λ1

|fk⟩〈
gl
∣∣∣p(0)
n0−n1−A

〉 〈
p

(0)
n0−n1−B

∣∣∣p(0)
n0−n1−A

〉
A,B∈[n0−n1]
k,l∈[n1]

, (2.113)
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où l’on a défini les fonctions {gl}l∈[n1] et {fk}k∈[n1] par

gl(λ0) =


1
λ2,l+λ0

, l ∈ [n2]
p

(0)
n0−n2−l(λ0) , l ∈ [n1 − n2]

, (2.114)

fk(λ1) =


1
λ1+λ2,l

, l ∈ [n2]
p

(1)
n1−n2−l(λ1) , l ∈ [n1 − n2]

(2.115)

et la sous-matrice carrée (Mkl)k,l∈[n1] est ainsi le bloc 〈
1

λ2,i+λ0

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣ 1
λ1+λ2,j

〉 〈
p

(0)
n0−n2−b

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣ 1
λ1+λ2,j

〉〈
1

λ2,i+λ0

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣p(1)
n1−n2−c

〉 〈
p

(0)
n0−n2−b

∣∣∣ 1
λ0+λ1

∣∣∣p(1)
n1−n2−c

〉
i,j∈[n2]

b,c∈[n1−n2]

, (2.116)

que l’on peut réécrire simplement sous la forme(
⟨gl|R |fk⟩

)
k,l∈[n1]

. (2.117)

La factorisabilité est une conséquence directe de l’expression du déterminant d’une
matrice définie par blocs. Dans le cas qui nous intéresse ici, le bloc (N(0)

AB) =
(〈
p

(0)
B

∣∣∣p(0)
A

〉)
où A,B = 0, · · · , n0 − n1 − 1 n’est rien d’autre que la matrice norme dont les éléments
ont été définis en (1.62) dans le cas à une matrice. Cette matrice est inversible d’inverse
Ñ(0). Le déterminant apparaissant en (2.111) se factorise ainsi en

det
I,J∈[n0]

MIJ = det
A,B=0,··· ,n0−n1−1

〈
p

(0)
B

∣∣∣p(0)
A

〉
(2.118)

× det
k,l∈[n1]

Mkl −
n0−n1−1∑
A,B=0

〈
p

(0)
B

∣∣∣R |fk⟩ Ñ(0)
AB

〈
gl
∣∣∣p(0)
A

〉 . (2.119)

Le premier facteur est la fonction de partition Z(0)
n0−n1 associé au modèle à une matrice

avec la mesure dµ0 tandis que dans le second terme on reconnaît le noyau de CD K(0)
n0−n1 ,

d’où l’expression

det
I,J∈[n0]

MIJ = Z(0)
n0−n1 det

k,l∈[n1]
⟨gl| (1− K(0)

n0−n1)R |fk⟩ (2.120)

= Z(0)
n0−n1 det

k,l∈[n1]
⟨gl| K̂(0)

n0−n1R |fk⟩ (2.121)

où K̂(0)
n0−n1 est le noyau de CD complémentaire tel que défini en (2.77b). La réduction du

déterminant continue de la manière suivante

det
k,l∈[n1]

⟨gl| K̂(0)
n0−n1R |fk⟩ = det

b,c∈[n1−n2]
⟨gb| K̂(0)

n0−n1R |fc⟩ (2.122)

× det
i,j∈[n2]

⟨gi| K̂(0)
n0−n1R |fj⟩ −

n1−n2−1∑
b,c=0

⟨gi| K̂(0)
n0−n1R

∣∣∣p(1)
b

〉
Ñ(0|1)
b,c

〈
p(0)
c

∣∣∣ K̂(0)
n0−n1R |fj⟩

 ,

(2.123)

où Ñ(0|1) est la matrice inverse de N(0|1) =
(〈
p

(0)
b

∣∣∣ K̂(0)
n0−n1R

∣∣∣p(1)
c

〉)
b,c=0,··· ,n1−n2−1

. On définit
alors un autre noyau de CD

K(0|1)
n1−n2 =

n1−n2−1∑
b,c=0

K̂(0)
n0−n1R

∣∣∣p(1)
b

〉
Ñ(0|1)
b,c

〈
p(0)
c

∣∣∣ K̂(0)
n0−n1R , (2.124)
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qui vérifie les propriétés usuelles des noyaux de CD telles qu’énoncées dans la proposition
(2.6.9), si ce n’est que

lim
n1−n2→∞

K(0|1)
n1−n2 = K̂(0)

n0−n1R . (2.125)

Le noyau complémentaire est noté de manière similaire K̂(0|1)
n1−n2 . Il en résulte la simplifica-

tion suivante

det
k,l∈[n1]

⟨gl| K̂(0)
n0−n1R |fk⟩ = det

b,c=0,··· ,n1−n2−1
⟨gb| K̂(0)

n0−n1R |fc⟩ det
i,j∈[n2]

⟨gi| K̂(0|1)
n1−n2 |fj⟩ (2.126)

= Z(0|1)
n1−n2 det

i,j∈[n2]
⟨λ2,i|RK̂(0|1)

n1−n2R |λ2,j⟩ (2.127)

où par fonction de partition partielle l’on entendra

Z(0|1)
n1−n2 = det

b,c=0,··· ,n1−n2−1
N(0|1)
b,c . (2.128)

Le noyau de CD dual K̃(0|1)
n1−n2 est défini en parallèle par

K̃(0|1)
n1−n2 = RK̂(0|1)

n1−n2R , (2.129)

par conséquent la fonction de partition du modèle cyclique à 3 matrices s’exprime comme

Z(3)
n = Z(0)

n0−n1Z
(0|1)
n1−n2

1
n2!

∫
dΛ2 e− 1

g2
TrV2(Λ2) det

i,j∈[n2]
⟨λ2,i| K̃(0|1)

n1−n2 |λ2,j⟩ (2.130)

= Z(0)
n0−n1Z

(0|1)
n1−n2Z(0|1)

n2 , (2.131)

où la fonction de partition de Fermi Z(0|1)
n2 est définie par

Z(0|1)
n2 = 1

n2!

∫
dΛ2 e− 1

g2
TrV2(Λ2) det

i,j∈[n2]
⟨λ2,i| ρ̂(0|1) |λ2,j⟩ , (2.132)

et on a identifié la matrice densité ρ̂(0|1) avec le noyau de CD dual K̃(0|1)
n1−n2 .

2.7.2 Généralisation à r+1 matrices

Passons au cas avec r + 1 matrices {Mi}i=0,··· ,r de tailles respectives décroissantes
n0 ≥ n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nr.
Définition 2.7.4. Nous considérons les r+1 familles de polynômes moniques orthogonaux(
p

(a)
i

)
i∈N

, a = 0, · · · , r vérifiant

⟨ p(a)
i | p

(a)
j ⟩a =

∫
dx e− 1

ga V (x)p
(a)
i (x)p(a)

j (x) = h
(a)
i δij . (2.133)

Dans la suite s’il n’y a pas de confusion possible, on omettra l’indice a en gardant à
l’esprit que le vecteur

∣∣∣p(a)
〉

intervient vis-à-vis de la mesure dµa quand on considère le
produit scalaire.

Les éléments de la matrice norme initiale sont définis par

N(−1|0)
i,j =

〈
p

(0)
j

∣∣∣p(0)
i

〉
, i, j = 0, · · · , n0 − n1 − 1 . (2.134)

Le noyau de Christoffel-Darboux initial s’écrit

K(−1|0)
n0−n1 =

n0−n1−1∑
i,j=0

∣∣∣p(0)
i

〉
Ñ(−1|0)
i,j

〈
p

(0)
j

∣∣∣ (2.135)
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où Ñ(−1|0) désigne la matrice inverse.
On définit ensuite récursivement pour a = 1, · · · , r

Ñ(a−1|a)
i,j =

〈
p

(a−1)
i

∣∣∣ K̂(a−2|a−1)R
∣∣∣p(a)
j

〉
, (2.136a)

K(a−1|a)
na−na+1 =

na−na+1−1∑
i,j=0

K̂(a−2|a−1)
na−1−na R

∣∣∣p(a)
i

〉
Ñ(a−1|a)
i,j

〈
p

(a−1)
j

∣∣∣ K̂(a−2|a−1)
na−1−na R , (2.136b)

où K̃(a−2|a−1)
na−1−na est le noyau de CD complémentaire dont la définition est similaire à (2.77b).

Pour mettre en avant toutefois les projections non-triviales sur les deux bases
∣∣∣p(a)
i

〉
et∣∣∣p(a−1)

i

〉
, nous l’appelons noyau de CD complémentaire modifié ("dressed" complementary

CD kernel).
On introduit la matrice densité du gaz de Fermi de taille nr de la manière suivante

ρ̂(r−2|r−1) = RK̂(r−2|r−1)
nr−1−nr R (2.137)

On définit ensuite les fonctions de partition réduites par

Z(a−1|a)
na−na+1 = det

na−na+1
N(a−1|a) , a = 0, · · · , r − 1 , (2.138)

et la fonction de partition du gaz de Fermi de taille nr par

Z(r−2|r−1)
nr = 1

nr!

∫
dX e− 1

gr
TrVr(X) det

i,j∈[nr]
⟨xi| ρ̂(r−2|r−1) |xj⟩ . (2.139)

Preuve de la proposition 2.7.2. La démonstration se base essentiellement sur la réduction
successive d’une matrice définie par blocs.

2.8 Modèles de matrices associés aux carquois BCD

Dans cette section, nous considérons des modèles plus généraux, que nous associons à
des carquois de type BCD. Nous allons voir que ces modèles peuvent être décrits à l’aide
de plusieurs familles de valeurs propres en interaction. Les preuves des propositions de
cette section peuvent être trouvées dans [BK22b].

2.8.1 Modèles associés aux carquois de type D

Nous considérons en premier le modèle de matrice associé aux carquois de type D
défini de la manière suivante.

Définition 2.8.1. Soient L,N ∈ N et (Xk, X̃k)k∈[L] = (xk,i, x̃k,i)k∈[L]
i∈[N ] des familles de

valeurs propres formelles. On note Zk = (zk,i, zk,N+i)i∈[N ] = (xk,i, x̃k,i)i∈[N ] et X =
(Xk, X̃k)k∈[L]. La fonction de partition du modèle de matrice associé au carquois de type
DL+1 est définie par

Z[DL+1]

=
∫ dµ(X)

(2N)!L−1N !2
∆2N(Z1)2 · · ·∆2N(ZL−1)2∆N(XL)2∆N(X̃L)2∏

i,j∈[2N ]
(z1,i − z2,j) · · · (zL−2,i − zL−1,j)

∏
i∈[2N ],j∈[N ]

(zL−1,i − xL,j)(zL−1,i − x̃L,j)
.

(2.140)
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La représentation graphique de ce modèle correspond à un diagramme de Dynkin DL+1
comme illustré en (2.147). La fonction de partition de ce modèle de type D s’exprime en
terme du Pfaffien suivant :

Proposition 2.8.2. On note ω(x, y) = 1
x− y

. La fonction de partition s’écrit comme
suit :

Z[DL+1] = Pf
i,j∈[2N ]

 ∫ L∏
k=1

dµ(xk; x̃k)
p2N−i(x1)

x1 − x2
· · · 1

xL−1 − xL
1

xL − x̃L
1

x̃L − x̃L−1
· · · p2N−j(x̃1)

x̃2 − x̃1

− p2N−j(x̃1)
x̃1 − x̃2

· · · 1
x̃L−1 − x̃L

1
x̃L − xL

1
xL − xL−1

· · · p2N−i(x1)
x2 − x1


=: Pf

i,j∈[2N ]

[
⟨ p2N−i | ω2L−1 | p2N−j ⟩ − ⟨ p2N−j | ω2L−1 | p2N−i ⟩

]
. (2.141)

Remarque 2.8.3. Il est tout à fait possible de reproduire le résultat de la moyenne du
polynôme caractéristique en présence d’un couplage avec la matrice X1 en bout de chaîne
à gauche. Cela conduit à un Pfaffien du noyau de CD correspondant à ce couplage. Le
calcul est similaire à celui du carquois de type A comme développé dans [BK22a].

2.8.2 Chaîne de matrice avec une interaction de type Pfaffien

Nous considérons maintenant la généralisation aux chaînes de matrice des modèles
β = 1 et β = 4.
Définition 2.8.4. Soient N ∈ 2N (β = 1),N (β = 4), L ∈ N et on note X = (Xk)k∈[L] =
(xk,i)k∈[L]

i∈[N ] une famille de valeurs propres formelles. De nouveau, soient A(x, y), B(x, y)
des fonctions antisymétriques et S(x, y) quelconque mais toutefois comme requis précé-
demment (voir section (1.9.2)). Les fonctions de partition des chaînes de matrices pour
les paramètres β = 1 et β = 4 se définissent de la façon suivante :

Z(1)
NL = 1

N !L
∫

dµ(X) det
i,j∈[N ]

fj−1(x1,i)
L−1∏
k=1

[
det
i,j∈[N ]

ωk(xk,i, xk+1,j)
]

Pf
i,j∈[N ]

A(xL,i, xL,j) ,

(2.142a)

Z(4)
NL = 1

N !2L
∫

dµ(X) det
i∈[N ],j∈[2N ]

[fj−1(x1,i) gj−1(x̃1,i)]

×
L−1∏
k=1

[
det
i,j∈[N ]

Ωk(xk,i, x̃k,i;xk+1,j, x̃k+1,j)
]

Pf
i,j∈[N ]

A(xL,i, x̃L,i;xL,j, x̃L,j)

(2.142b)

où nous avons respectivement défini

Ωk(x, x̃; y, ỹ) =
[
ω11
k (x, y) ω12

k (x, ỹ)
ω21
k (x̃, y) ω22

k (x̃, ỹ)

]
, A(x, x̃; y, ỹ) =

[
A(x, y) S(x, ỹ)
−ST(x̃, y) B(x̃, ỹ)

]
.

(2.142c)

Il s’ensuit les formules suivantes.
Proposition 2.8.5. On définit les opérateurs intégraux "habillés" (dressed operators) par

AL−1 = ω1 · · ·ωL−1 · A · ωT
L−1 · · ·ωT

1 , (2.143a)
AL−1 = Ω1 · · ·ΩL−1 · A · ΩT

L−1 · · ·ΩT
1 . (2.143b)
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La fonction de partition des modèles β = 1 et β = 4 couplés sont donnés par les Pfaffiens
suivants :

Z(1)
NL = Pf

i,j∈[N ]
⟨ fi−1 | AL−1 | fj−1 ⟩ , (2.144a)

Z(4)
NL = Pf

i,j∈[N ]
⟨ fi−1, gi−1 | AL−1 | fj−1, gj−1 ⟩ . (2.144b)

Ces modèles génériques conduisent aux cas particuliers que nous présentons maintenant
et qui peuvent être reliés à des carquois spécifiques.

Modèle de carquois de type B

Les exemples qui suivent rentrent dans la catégorie des modèles de chaînes de matrice
présenté ci-dessus. Le cas β = 4 correspond aux spécialisations

fi−1(x) = gi−1(x) = p2N−i(x) , A(x, y) = B(x, y) = 0 , S(x, y) = δ(x− y) ,

ωl,mk (x, y) = 1
x− y

(k = 1, . . . , L− 2) . ΩL−1(x, x̃; y, ỹ) =
[ 1
x−y

1
(x−ỹ)2

1
x̃−y

1
(x̃−ỹ)2

]
. (2.145)

En notant de nouveau Zk = (zk,i, zk,N+i)i∈[N ] = (xk,i, x̃k,i)i∈[N ] etX = (Xk)k∈[L], la fonction
de partition du modèle β = 4 de type B prend la forme

Z(4)
NL =

∫ dµ(X)
(2N)!L−1N !

∆2N(Z1)2 · · ·∆2N(ZL−1)2∆N(XL)4∏
i,j∈[2N ]

(z1,i − z2,j) · · · (zL−2,i − zL−1,j)
∏

i∈[2N ],j∈[N ]
(zL−1,i − xL,j)2 ,

(2.146)

où la normalisation de la fonction de partition a néanmoins été adaptée.
Il existe une interprétation possible de ce modèle de carquois B en terme de celui de

carquois D (2.140). En effet, via l’identification appelé "folding" XL = X̃L, nous retrou-
vons la fonction de partition (2.146). Cela peut être compris graphiquement à l’aide des
diagrammes de Dynkin :

DL+1 : 2N 2N 2N

N

N

BL : 2N 2N 2N N

(2.147)

Notons malgré tout que les noeuds β en présence portent une "amplitude" ou un "poids"
∆N(X)β s’ils sont désignés par N (β = 1), 4 N (β = 2), N (β = 4), et les liens connec-
tant les noeuds représentent les interactions de type Cauchy∏i,j∈[N ](xk,i−xk+1,j)−1 [BGS09b].

Modèle de carquois de type C

Pour le modèle β = 1, spécialisons

fi−1(x) = pN−i(x) , ωk(x, y) = 1
x− y

, A(x, y) = sgn(x− y) , (2.148)

4. Le cas β = 1 retiendra notre attention dans le prochain paragraphe.
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ce qui conduit à l’expression suivante pour la fonction de partition :

Z(1)
NL =

∫ dµ(XL)
N !L

∆N(X1)2 · · ·∆N(XL−1)2|∆N(XL)|∏
i,j∈[N ]

(x1,i − x2,j) · · · (xL−1,i − xL,j)
. (2.149)

De manière similaire qu’au paragraphe précédent, ce modèle peut être vu comme le modèle
de type C issu du modèle de type A via le "folding". Commençons en effet par rappeler
la fonction de partition attachée au modèle de matrice de carquois A2L−1,

Z[A2L−1] =
∫

dµ(X) ∆N(X1)2 · · ·∆N(X2L−1)2∏
i,j∈[N ]

(x1,i − x2,j) · · · (x2L−2,i − x2L−1,j)
. (2.150)

L’identification Xk = X2L−k pour k = 1, . . . , L− 1 conduit à∫
dµ(X) ∆N(X1)4 · · ·∆N(XL−1)4∆N(XL)2∏

i,j∈[N ]
(x1,i − x2,j)2 · · · (xL−1,i − xL,j)2 . (2.151)

On prend formellement la racine carrée de l’intégrand ce qui nous ramène à la fonction
de partition écrite en (2.149). La situation peut s’illustrer comme suit :

A2L−1 :
N N N

N

N N N

CL : N N N N

(2.152)

Nous pouvons adapter les formules avec le Pfaffien (Proposition 2.8.5) pour obtenir la
fonction de partition de ce modèle avec carquois. Puis le calcul de la moyenne des poly-
nômes caractéristiques dans le cas d’un couplage avec la matrice attachée à l’extrémité
gauche rejoint la discussion de la section 2.5.

2.8.3 Modèle de matrice pour un carquois générique

La discussion des modèles associés aux différents carquois précédents peut être synthé-
tisée en établissant des règles diagrammatiques comme suit. Pour les flèches orientées et
le vertex trivalent, on assigne respectivement les termes d’interaction suivants :

: ∆Na(Xa)2∆Nb(Xb)4∏
i,j(xa,i − xb,j)2 (2.153a)

: ∆Na(Xa)2|∆Nb(Xb)|∏
i,j(xa,i − xb,j)

(2.153b)

: ∆Na(Xa)2∆Nb(Xb)2∆Nc(Xc)2∏
i,j(xa,i − xb,j)(xa,i − xc,j)

(2.153c)
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Dans le cas d’un carquois plus générique associé à un diagramme de Dynkin Γ donné,
nous utiliserons les notations suivantes. Soit (αa)a∈γ une famille de racines simples as-
sociées au carquois Γ. La matrice de Cartan (cab)a,b∈Γ et sa symétrisation (bab)a,b∈Γ sont
définies par :

cab = (α∨
a , αb) = (αa, αb)

(αa, αb)
, (2.154a)

bab = (αa, αb) = dacab , (2.154b)
da = (αa, αa) . (2.154c)

Il est utile d’introduire la version factorisée de cette matrice de Cartan symétrisée :

b̄ab = 1
gcd(bab)

bab . (2.155)

La fonction de partition associé du modèle associé au carquois de diagramme de Dynkin
Γ peut alors s’écrire de manière synthétique comme

Z[Γ] =
∫

dµ(X)
∏
a,b∈Γ

∏
i∈[Na],j∈[Nb]

(xi,a − xj,b)b̄ab(Γ
∨) , (2.156)

où l’on a introduit par ailleurs la matrice de Cartan symétrisée et factorisée b̄ab(Γ∨) du
carquois Γ∨ obtenu par dualité de Langlands :

A∨ = A, B∨ = C, C∨ = B, D∨ = D. (2.157)

Pour les carquois simplement lacés, i.e. Γ∨ = Γ, cette approche reproduit les résultats
obtenus par la construction établie en [MMM91, KMM+93] étant donné que b̄ab = cab.
Cela permet également d’interpréter la dualité entre β = 1 et β = 4 comme la dualité de
Feigin–Frenkel [FF92]. On se référera à [Fre07] pour plus de détails sur cette perspective.

Terminons par un exemple, celui des types B et C. La symétrisation des matrices de
Cartan associées à ces carquois donne les expressions :

Br : b =


2

2
. . .

2
1




2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

−2 2

 =


4 −2
−2 4 −2

. . . . . . . . .
−2 4 −2

−2 2


(2.158a)

Cr : b =


1

1
. . .

1
2




2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −2

−1 2

 =


2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −2

−2 4


(2.158b)

Par conséquent les matrices factorisées sont données par :

b̄ =
b/2 (Γ = Br)
b (Γ = Cr)

. (2.159)

En notant que B∨
r = Cr et vice versa, la fonction de partition définie en (2.156) reproduit

les expressions (2.146) et (2.149).
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Chapitre 3

Les modèles de supermatrices

Les matrices considérées jusqu’à présent avaient des entrées qui commutaient entre
elles. La généralisation à des variables anticommutantes nécessite quelques précautions,
en particulier sur le sens à donner à l’intégration sur des variables Grassmanniennes
impaires. Les problèmes soulevés par l’invariance de la mesure ne seront pas abordés dans
ce chapitre, en particulier les détails de l’action de super-groupes de Lie sur des ensembles
de supermatrices. Nous renvoyons à [Yos92, KG10a, AGM91, Kim14, DE10, D’a92, BH18]
par exemple pour des développements détaillés sur ce sujet.

Après avoir rappelé quelques éléments de super-analyse utiles dans la définition des
modèles de supermatrices, nous présentons quelques résultats originaux qui font le lien
entre les modèles de supermatrices et les modèles à une matrice de taille réduite. Nous
entendons insister sur ce dernier point et le décrire, au moins partiellement, par une
approche tirée de la physique. Il est en effet possible - ce sera l’objet des dernières sections
de ce chapitre - de les étudier non pas en termes de particules "physiques" mais de pseudo-
particules que nous appellerons "effectives".

Illustrons brièvement notre propos par le paradigme offert par la "mer" de Dirac. Si l’on
considère N électrons et M trous en interaction dans un système physique, par exemple
un semi-conducteur dopé N (c’est-à-dire N > M), l’énergie effective sera de N − M .
On peut décrire ce système non plus en termes de N électrons ou M trous, mais de M
pseudo-particules ou particules effectives et N − M particules restantes [LL95, LL90].
La physique des phénomènes acoustiques fait apparaître par exemple de tels systèmes
effectifs (en termes de phonons). Si ce dernier point semble donc cohérent et attendu dans
le cadre de la physique statistique, il soulève toutefois de nouvelles questions d’un point
de vue mathématique.

Dans cette optique ce chapitre présente quelques résultats préliminaires sur la courbe
quantique des modèles de supermatrice non-déformé et déformé, en essayant d’ouvrir
des pistes de recherche pour une meilleure compréhension de la géométrie du système
intégrable sous-jacent.

3.1 Quelques éléments de super-analyse

Dans cette section nous présentons quelques éléments sur les super-espaces et l’analyse
en traitant. De plus amples développements sur ce riche sujet peuvent être trouvés dans
[Ber87]. Nous restreindrons en particulier notre approche aux définitions issues de l’algèbre
linéaire, le formalisme de la géométrie algébrique n’apparaissant pas immédiatement dans
nos résultats.
Définition 3.1.1 (Espace Z2-gradué). Soit V un C-espace vectoriel. V est dit Z2-gradué
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s’il peut s’exprimer comme la somme directe de deux sous-espaces vectoriels V0 et V1,
V = V0 ⊕ V1 , (3.1)

où V0 est la composante paire et V1 la composante impaire. La caractérisation de cette
parité se fait par la fonction parité p de la façon suivante

p(x) =
0 , si x ∈ V0

1 , si x ∈ V1 ,
(3.2)

qu’il peut être utile d’associer à p l’opérateur linéaire P défini de manière concise comme
P(x) = (−1)p(x)x , x ∈ V0,1 . (3.3)

On pourra dès lors décomposer x ∈ V en une partie paire et une impaire que nous
noterons de la manière suivante :

x = x0 + x1 , xi ∈ Vi . (3.4)
Il est immédiat alors que, sous cette décomposition, l’action de l’opérateur P sur x ∈ V
est donnée par

P(x) = x0 − x1 . (3.5)
La partie paire de cette décomposition est également désignée sous le terme bosonique, la
partie impaire quant à elle sous le terme fermionique.
Définition 3.1.2 (Dimension d’un espace vectoriel Z2-gradué). Soient n0, n1 ∈ N. V ,
C−espace vectoriel Z2-gradué, est dit de dimension (n0|n1) si ses composantes paire et
impaire V0 et V1 sont respectivement de dimension n0 et n1.
Définition 3.1.3. Soient n0, n1 ∈ N et soient deux familles de variables "formelles"
{xi}i∈[n0] et {θi}i∈[n1]. Les variables {xi}i∈[n0] et {θi}i∈[n1] sont des variables Grassman-
niennes respectivement paires et impaires si elles satisfont les relations de commutation
suivantes :

xixj − xjxi = 0 (3.6a)
θiθj + θjθi = 2δij (3.6b)
xiθj − θjxi = 0 (3.6c)

À ces familles de variables {xi}i∈[n0] et {θi}i∈[n1] on associe les opérateurs de dérivation
suivants

∂xi = ∂

∂xi
, ∂θj = ∂

∂θj
, (3.7)

de parité respective paire et impaire, et tel que leur action sur les variables est donné
naturellement par

[∂xi , xj] = δij , {∂θi , θj} = δij. (3.8)
Inversement, tandis que l’intégration reste la même pour les variables Grassmanniennes
paires, pour celles impaires l’intégration satisfait la propriété suivante∫

dθi θj = δi,j . (3.9)

Dans la suite, nous nous focalisons sur les cas Rn0|n1 ou Cn0|n1 qui peuvent être vus

comme l’espace vectoriel des vecteurs avec deux composantes
{

(x,θ) = ((xi), (θj))i∈[n0]
j∈[n1]

}
,

et nous regardons les applications linéaires de Cn0|n1 dans Cn0|n1 .
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Définition 3.1.4 (Supermatrices). L’ensemble des matrices associées aux endomorphismes
de Cn0|n1 , noté simplement M(Cn0|n1), est l’ensemble des supermatrices M de taille
n0 + n1, aussi notée (n0 | n1), définies par blocs de la façon suivante

M =
(
A B
C D

)
(3.10)

où
— A et D sont des matrices carrées de tailles respectives n0 × n0 et n1 × n1 dont les

éléments sont des variables Grassmanniennes paires,
— B et C sont rectangulaires de tailles respectives n0× n1 et n1× n0 dont les éléments

sont des variables Grassmanniennes impaires.
Exemple 3.1.5. L’opérateur parité P peut être représenté par la supermatrice suivante

P =
(
1n0 0
0 −1n1

)
. (3.11)

Il existe ensuite une extension de la notion de trace et de déterminant à cette ensemble
des supermatrices.
Définition 3.1.6 (Supertrace et superdéterminant). Pour M ∈M(Cn0|n1) supermatrice
définie par blocs comme en (3.10), on définit sa supertrace par

StrM = TrA− TrD , (3.12)

où TrA et TrD sont les traces usuelles agissant respectivement sur M(Cn0) et M(Cn1).
Par ailleurs, si le bloc D est une matrice inversible, le superdéterminant de M est donné
par

sdetM = det
(
A−BD−1C

)
(detD)−1 . (3.13)

Si c’est le bloc A qui est inversible, alors on a

sdetM = (detA) det
(
D − CA−1B

)−1
(3.14)

Le superdéterminant correspond au Bérézinien, analogue du Jacobien pour les superma-
trices.

Terminons cette section par l’expression de la supermatrice adjointe d’une supermatrice
M :

M † =
(
A† −C†

−B† D†

)
(3.15)

3.2 Modèles de supermatrices

Définition 3.2.1 (Matrice super-Hermitienne). Soient n0, n1 ∈ N. Une supermatrice
M ∈ M(Cn0|n1) est super-Hermitienne si M = M †. L’ensemble des matrices super-
Hermitiennes est noté Hn0|n1 et est associé à l’ensemble invariant super-unitaire. En par-
ticulier, une matrice super-Hermitienne M peut être diagonalisée par conjugaison avec
une matrice super-unitaire U ∈ U(n0|n1), i.e.

M = U. diag(λ,ω).U−1 . (3.16)

où (λ,ω) = (λ1, · · · , λn0 , ω1, · · · , ωn1) et les valeurs propres {λi} et {ωj} sont réelles.
Comme dans le cas ordinaire, cette diagonalisation n’est pas unique. Nous renvoyons aux
références citées ci-dessus pour les détails.
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Nous allons maintenant introduire le modèle de matrice défini sur l’ensemble invariant
super-unitaire que nous notons en écho au cas ordinaire E (2)

n0|n1
.

Définition 3.2.2 (Fonction de partition). L’ensemble super-unitaire est constitué des
matrices super-Hermitiennes de Hn0|n1 . Le modèle de matrice correspondant est défini
par la fonction de partition suivante

Z(2)
n0|n1

=
∫
Hn0|n1

dM e− 1
g

StrV (M) , (3.17)

où g ∈ C est la constante de couplage et V (x) =
d∑

n=1

tn
n
xn un potentiel polynomial.

Il est de nouveau pertinent de restreindre l’étude de la fonction de partition (3.17) à la
contribution venant de l’intégration sur les valeurs propres (λ,ω) que nous désignerons
également par simplicité Z(2)

n0|n1
, de sorte que

Z(2)
n0|n1

= 1
n0!n1!

∫
Rn0 ×Rn1

dΛ dΩ ∆2
n0|n1(Λ,Ω)e− 1

g

(
TrV (Λ)−TrV (Ω)

)
(3.18)

où l’on a noté dΛ =
n0∏
i=1

dλi, dω =
n1∏
i=1

dωi. Le terme ∆n0|n1(Λ,Ω) est le déterminant de

Cauchy (2.63) correspondant au Bérézinien

∆n0|n1(Λ,Ω) = ∆n0(Λ)∆n1(Ω)∏
i,j(λi − ωj)

. (3.19)

L’expression du Bérézinien entraîne un problème de définition de la fonction de parti-
tion lorsque exprimée comme intégrale sur les valeurs propres où le domaine d’intégration
est simplement Rn0 × Rn1 . Comme dans le cas des modèles à une matrice ordinaire, il
faut donc considérer des contours d’intégration dans le plan complexe non triviaux.

Pour les potentiels polynomiaux de degré supérieur ou égal à 3, prenons par exemple le
cas le plus simple V (x) = x3

3 , les contours dans le plan complexe assurant la convergence
de l’intégrale sont aisément visibles via le graphique suivant :

V (x) = x3

3

V (x) = −x3

3

γ1

γ2

γ3

γ1′

γ2′

γ3′

où les γi sont des contours de ∞ vers ∞ le long des demi-droites d’angle 0, 2π
3 , −2π

3 ,
et les γi′ leur symétrique respectif. Ainsi, les choix admissibles de contours conjoints ne
se coupant pas sont les couples γi × γi′ .
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Pour le potentiel quadratique V (x) = x2

2 , le contour d’intégration sera R × iR avec
une divergence apparente en 0. Toutefois, après changement de variable en coordonnées
polaires, i.e. rij = λi+iωj, avec λi ∈ Rn0 et ωj ∈ Rn1 , la dépendance radiale de l’intégrande

sera de la forme r3
ije−

r2
ij
2 drij, qui est parfaitement régulier au voisinage de 0 1.

Remarque 3.2.3. Cette méthode d’étude de la régularité de l’intégrande au voisinage de 0
peut être généralisée aux potentiels polynomiaux de degré n quelconque en utilisant les
racines n-ièmes de −1.

Les équations de boucles pour ce modèle ont été dérivées dans [DE10]. Elles peuvent
être néanmoins retrouvées à l’aide du formalisme des opérateurs vertex et des charges
d’écrantage (1.142a) et (1.142b). Tout d’abord remarquons que la fonction de partition
du modèle peut s’exprimer à l’aide de ces charges Q+ et Q− de la manière suivante.

Proposition 3.2.4. La fonction de partition Z(2)
n0|n1

est engendrée par la fonction de
corrélation suivante

Z(2)
n0|n1

= ⟨n0 − n1|Qn0
+ Q

n1
− |0⟩ (3.20)

Démonstration. La démonstration est le pendant de celle de la proposition 1.8.6, en re-
marquant de plus que α+α− = −2.

Corollaire 3.2.5. La fonction de partition du modèle super-unitaire β = 2 satisfait des
contraintes de Virasoro analogues au modèle unitaire β = 2 ordinaire :

Lk.Z(2)
n0|n1

= 0 , k ≥ −1 (3.21)

où les générateurs de Virasoro sont définis par

Lk[g, β = 2, n0 − n1, t] = 4g2
k−1∑
l=1

l(k − l) ∂2

∂tl∂tk−l
− 2k ∂

∂tk

+
∞∑
n=1

(n+ k)tn
∂

∂tn+k
+ (n0 − n1)2δk,0 −

n0 − n1

2g t1δk,−1 (3.22)

Remarque 3.2.6. La dépendance en n0 − n1 dans les générateurs de Virasoro provient de
la supertrace ⟨ Str1 ⟩. Cette dernière prolonge naturellement la dépendance en n0 = N
qui apparaissait dans les modèles de matrice ordinaires.

La forme des contraintes de Virasoro pour le modèle de supermatrices β = 2 et celle des
équations de boucles semble suggérer que ce modèle peut se réduire au modèle de matrice
ordinaire β = 2 mais avec une taille effective n0−n1. Cette observation a été formulée dans
[DE10, AGM91, BH18], en insistant sur sa validité au moins dans le régime asymptotique
ou planaire n0 − n1 →∞. Avec une approche plus physique, [D’a92] suggérait également
que le comportement asymptotique de deux familles de particules avec charges opposées en
interaction pouvait se réduire à l’étude d’une famille de particule effective. Nous revenons
sur ce point dans la section 3.4.

Dans la suite, nous nous focalisons par conséquent sur l’intégrale sur les valeurs propres
et redéfinissons la fonction de partition par

Z(2)
n0|n1

= 1
n0!n1!

∫
dΛ dΩ ∆2

n0|n1(Λ,Ω)e− 1
g

(
TrV (Λ)−TrV (Ω)

)
. (3.23)

Notons que les modèles de supermatrices avec source externe et leurs propriétés ont été
étudiés par exemple dans [Kim14, DE10, BH18]. Nous allons dans les dernières sections
de ce chapitre étudier exclusivement le cas sans source externe.

1. Je remercie Gaëtan Borot de m’avoir indiqué cette propriété de régularité de l’intégrande exprimée en polaire.
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3.3 Limite n0, n1 grands

Avant d’étudier plus en détail le régime asymptotique, précisons ce que l’on entend par
n0, n1 grands.

Dans cette section en effet la taille de la supermatrice vue comme une matrice ordinaire
tend vers l’infini, i.e. n0 + n1 → ∞, si bien que que les limites de n0 et n1 ne sont pas
étudiées distinctement. Toutefois, pour faire le lien avec la section 1.8.2, il faudra faire
intervenir une taille effective de la matrice. Si n0 ≥ n1 par exemple, on regardera la
différence n0−n1 →∞. Aussi, pour le moment, la constante de couplage g est quelconque.

3.3.1 Gaz de Coulomb pour deux porteurs de charges

Pour étudier le régime asymptotique, nous suivons une méthode similaire à celle du
gaz de Coulomb pour une famille de particules. Tout d’abord réécrivons la fonction de
partition (3.23) de la façon suivante :

Z(2)
n0|n1

= 1
n0!n1!

∫
dΛ dΩ e− 1

g2 Seff(λ,ω) (3.24)

où l’action effective est définie par

Seff(λ,ω) = g

 n0∑
i=1

V (λi)−
n1∑
j=1

V (ωj)
− 2g2

 ∑
1≤i<j≤n0

log(λi − λj) +
∑

1≤i<j≤n1

log(ωi − ωj)


+ 2g2
n0∑
i=1

n1∑
j=1

log(λi − ωj) . (3.25)

Cette action effective peut de nouveau être analysée d’un point de vue physique comme
un gaz de Coulomb mais avec deux types de porteurs de charge :

— les charges "positives" {λi}i∈[n0],
— Les charges "négatives" {ωj}j∈[n1].

Ces deux familles sont plongées dans le potentiel V et leur interaction mutuelle est de
type électrostatique, répulsive au sein d’une même famille, attractive autrement.

Les points critiques (λ∗,ω∗) de cette action Seff sont tels que
∂Seff

∂λi
= 0 , i ∈ [n0] ,

∂Seff

∂ωj
= 0 , j ∈ [n1] , (3.26)

ce qui revient à résoudre les n0 + n1 équations couplées suivantes

0 = ∂Seff

∂λi
= gV ′(λ∗

i )− 2g2∑
j ̸=i

1
λ∗
i − λ∗

j

+ 2g2
n1∑
j=1

1
λ∗
i − ω∗

j

(3.27a)

0 = ∂Seff

∂ωi
= −gV ′(ω∗

i )− 2g2∑
j ̸=i

1
ω∗
i − ω∗

j

− 2g2
n0∑
j=1

1
λ∗
j − ω∗

i

(3.27b)

Soit (λ∗,ω∗) un tel point critique. On définit alors les deux résolvantes suivantes :

Wλ∗(x) = g
n0∑
i=1

1
x− λ∗

i

(3.28)

Wω∗(x) = g
n1∑
j=1

1
x− ω∗

j

. (3.29)
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Les équations (3.27a) et (3.27b) prennent alors la forme

0 = gV ′(λ∗
i )− 2g2∑

j ̸=i

1
λ∗
i − λ∗

j

+ 2gWω∗(λ∗
i ) , (3.30a)

0 = −gV ′(ω∗
i )− 2g2∑

j ̸=i

1
ω∗
i − ω∗

j

+ 2gWλ∗(ω∗
i ) . (3.30b)

Dérivons maintenant les équations de Riccati.

3.3.2 Equations de Riccati pour les résolvantes

Dans un premier temps, on regarde

W 2
λ∗(x) + gW ′

λ∗(x) = g2∑
i ̸=j

1
λ∗
i − λ∗

j

(
1

x− λ∗
i

− 1
x− λ∗

j

)

= 2g2∑
i ̸=j

1
λ∗
i − λ∗

j

1
x− λ∗

i

=
n0∑
i=1

1
x− λ∗

i

(
gV ′(λ∗

i ) + 2gWω∗(λ∗
i )
)

(3.31)

Si l’on se concentre sur le terme faisant intervenir la dérivée du potentiel, on obtient

g
n0∑
i=1

1
x− λ∗

i

V ′(λ∗
i ) = −g

n0∑
i=1

V ′(x)− V ′(λ∗
i )

x− λ∗
i

+ g
n0∑
i=1

V ′(x)
x− λ∗

i

(3.32)

= −Pλ∗(x) + V ′(x)Wλ∗(x) (3.33)

où l’on a introduit le polynôme

Pλ∗(x) = g
n0∑
i=1

V ′(x)− V ′(λ∗
i )

x− λ∗
i

. (3.34)

S’ensuit la réécriture suivante de l’équation de Riccati pour la résolvante Wλ∗ :

W 2
λ∗(x) + gW ′

λ∗(x) = −Pλ∗(x) + V ′(x)Wλ∗(x) + 2g
n0∑
i=1

Wω∗(λ∗
i )

x− λ∗
i

. (3.35a)

De façon similaire, l’équation de Riccati pour la résolvante Wω∗ s’écrit :

W 2
ω∗(x) + gW ′

ω∗(x) = Pω∗(x)− V ′(x)Wω∗(x) + 2g
n1∑
i=1

Wλ∗(ω∗
i )

x− ω∗
i

, (3.35b)

où l’on a défini le polynôme Pω suivant

Pω∗(x) = g
n1∑
i=1

V ′(x)− V ′(ω∗
i )

x− ω∗
i

. (3.36)

La terminologie utilisée pour présenter ces deux équations de Riccati ne doit pas occul-
ter le fait que ces équations sont en réalité couplées et que les deux sont nécessaires pour
déterminer Wλ∗ et Wω∗ . Plutôt que résoudre tel quel ce système d’équations, nous vou-
lons présenter maintenant comment une combinaison judicieuse de celles-ci nous amène à
résoudre une équation de type Hirota.
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3.3.3 Fonctions d’onde et équation de type Hirota

De même que dans le modèle de matrice ordinaire la fonction d’onde est définie grâce
au déterminant, il est possible de considérer un super-analogue de cette fonction d’onde,
défini par le super-déterminant, dont quelques propriétés ont été étudiées dans le cas
d’un modèle avec source externe dans [Kim14, DE10]. Toutefois ici nous souhaitons en
quelque sorte "scinder" cette fonction d’onde en deux contributions, chacune d’entre elles
correspondant au polynôme caractéristique des blocs diagonaux Λ et Ω.

Soient donc les fonctions d’onde ψλ∗(x) and ψω∗(x) définies par

ψλ∗(x) =
n0∏
i=1

(x− λ∗
i ) , (3.37a)

ψω∗(x) =
n1∏
i=1

(x− ω∗
i ) . (3.37b)

Leur lien avec les résolvantes est donné par

Wλ∗ = g(logψλ∗)′ = g
ψ′

λ∗

ψλ∗
, (3.38a)

Wω∗ = g(logψω∗)′ = g
ψ′

ω∗

ψω∗
. (3.38b)

Les équations de Riccati (3.35a) et (3.35b) prennent alors la forme

g2ψ
′′
λ∗

ψλ∗
= −Pλ∗(x) + gV ′(x)ψ

′
λ∗

ψλ∗
+ 2g

n0∑
i=1

Wω∗(λ∗
i )

x− λ∗
i

, (3.39a)

g2ψ
′′
ω∗

ψω∗
= Pω∗(x)− gV ′(x)ψ

′
ω∗

ψω∗
+ 2g

n1∑
i=1

Wλ∗(ω∗
i )

x− ω∗
i

. (3.39b)

Leur somme peut s’écrire ensuite

g2
(
ψ′′

λ∗

ψλ∗
+ ψ′′

ω∗

ψω∗

)
= −P (x) + gV ′(x)

(
ψ′

λ∗

ψλ∗
− ψ′

ω∗

ψω∗

)
+ 2g

(
n0∑
i=1

Wω∗(λ∗
i )

x− λ∗
i

+
n1∑
i=1

Wλ∗(ω∗
i )

x− ω∗
i

)
(3.40)

où l’on a défini le polynôme prenant en compte les deux contributions P (x) = Pλ∗(x) −
Pω∗(x).

Le dernier terme de (3.40) se simplifie de la façon suivante :
n0∑
i=1

Wω∗(λ∗
i )

x− λ∗
i

+
n1∑
i=1

Wλ∗(ω∗
i )

x− ω∗
i

= g
n0∑
i=1

n1∑
j=1

1
λ∗
i − ω∗

j

(
1

x− λ∗
i

− 1
x− ω∗

j

)

= g
n0∑
i=1

n1∑
j=1

1
x− λ∗

i

1
x− ω∗

j

= g
ψ′

λ∗

ψλ∗

ψ′
ω∗

ψω∗
, (3.41)

ce qui nous permet de réécrire (3.40) comme suit :

g2
(
ψ′′

λ∗

ψλ∗
+ ψ′′

ω∗

ψω∗

)
− 2g2ψ

′
λ∗

ψλ∗

ψ′
ω∗

ψω∗
= −P (x) + gV ′(x)

(
ψ′

λ∗

ψλ∗
− ψ′

ω∗

ψω∗

)
(3.42)

ce qui revient encore à écrire
g2(ψ′′

λ∗ψω∗ − 2ψ′
λ∗ψ′

ω∗ + ψλ∗ψ′′
ω∗) = −P (x)ψλ∗ψω∗ + gV ′(x)(ψ′

λ∗ψω∗ − ψλ∗ψ′
ω∗) (3.43)

Introduisons ici la dérivée de Hirota et l’opérateur Dx associé.
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Définition 3.3.1 (Dérivée de Hirota). Soient f, g deux fonctions dérivables. On définit
la dérivée de Hirota Dx par rapport à la variable x de la manière suivante

Dxf · g =
(
∂

∂x
− ∂

∂x′

)
f(x)g(x′)

∣∣∣∣∣
x=x′

= fxg − fgx (3.44)

À l’aide de cet opérateur, l’équation (3.43) prend une forme simple(
g2D2

x − gV ′(x)Dx + P (x)
)
ψλ∗ .ψω∗ = 0 , (3.45)

que nous désignerons comme étant de type Hirota 2. La forme de cette équation est l’ana-
logue de (1.54) où formellement

— g−1 est reliée à la taille de la supermatrice ou à celles de ses blocs diagonaux,
— la dérivée ∂x devient la dérivée de Hirota Dx.

Nous interprétons cette équation de Hirota comme étant la courbe quantique du modèle
de supermatrice β = 2.

3.3.4 Le cas Gaussien V (x) = x2

2

Considérons le cas du potentiel quadratique V (x) = x2

2 . L’équation de Hirota (3.45)
devient alors (

g2D2
x − gxDx + g(n0 − n1)

)
ψλ∗ .ψω∗ = 0 . (3.46)

De nouveau cette "super"-généralisation de l’équation de Hermite semble suggérer que
les fonctions d’onde ψλ∗ et ψω∗ sont les extensions des fonctions d’onde obtenues lors de
l’étude du modèle (GUE) avec potentiel Gaussien. Il est en réalité possible de résoudre
cette équation de Hirota en faisant appel aux polynômes de Hermite généralisés. En effet,
cette "super"-équation de Hermite (3.46) apparaît lors de l’étude de l’équation de Painlevé
IV. Nous renvoyons à l’annexe B pour un rappel sur le formalisme développé par Okamoto
pour décrire PIV et comment cette "super"-équation de Hermite apparaît.
Définition 3.3.2 (Polynômes de Hermite généralisés). Pour m,n ∈ N le polynôme de
Hermite généralisé Hm,n est le polynôme de degré mn défini par :

Hm,n(x) = Cm,nS(nm)(x,
1
6 , 0, · · · ) , (3.47)

où :
— les coefficients Cm,n sont donnés par

Cm,n = (−1)
n(n−1)

2 3
(m+n)(m+n−1)

2 (m+ n− 1)! (3.48)

avec la notation k! = ∏k
l=1 l!.

— la fonction de Schur S(nm) est associée au tableau de Young rectangulaire (nm) fait
de m lignes de taille n.

Proposition 3.3.3. [NY99] Ces fonctions hm,n = S(nm) sont les solutions du système
Hamiltonien HIV suivant

(
D2
x − 3xDx + 3m

)
hm,n+1.hm,n = 0(

D2
x − 3xDx + 3(m− n)

)
hm,n+1.hm+1,n = 0(

D2
x − 3xDx − 3n

)
hm,n.hm+1,n = 0

(3.49)

2. Cette équation n’est pas équivalente à celles que l’on obtient dans les modèles de matrices ordinaires, voir [EKR15]
par exemple.
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Si l’on redéfinit la variable x par x
√

3
g

et identifions n0 = m, n1 = n, nous arrivons à
l’identification partielle suivante

ψλ∗(x) = hn0,n1+1

(
x

√
3
g

)
, (3.50a)

ψω∗(x) = hn0+1,n1

(
x

√
3
g

)
. (3.50b)

Par commodité, définissons ψ0(x) = hn0,n1(x
√

3
g
). Par ailleurs, dans le cas β = 2,

α+ =
√

2 = −α−. On pose alors V± = Vα± et toujours dans le formalisme des opérateurs
vertex, on définit les modes {Xk}k∈Z par

V+(z, t) = eαa
∗+αa0 log z ∑

k∈Z
Xk(t, ∂t)zk (3.51)

En gardant la notation du vecteur "temps de Sato" infini t = (t1, · · · ), l’action des modes
{Xk}k∈Z sur les fonctions de Schur se résume à

Xn(t, ∂t).S(nm)(t) = S(nm+1)(t) , (3.52a)
X−m(t, ∂t).S((n+1)m)(t) = (−1)mS(nm)(t) , (3.52b)

ce qui se réécrit pour les fonctions d’onde en

Xn1 .ψ0 = ψω∗ , (3.53a)
X−n0ψλ∗ = (−1)n0ψ0 . (3.53b)

Pour conclure cette section, nous souhaitons interpréter les derniers résultats obtenus
dans la limite n0, n1 grands. Tout d’abord, l’équation de Hirota (3.46) fait apparaître en
miroir de l’équation de Hermite une énergie effective n0 − n1, propriété suggérée dans la
littérature citée ci-dessus. Ensuite, les opérateurs définis en (3.53a) et (3.53b) peuvent être
vus comme des opérateurs de création et d’annihilation, leur action n’étant pas indépen-
dante sur les fonctions d’onde ψλ∗ et ψω∗ puisque, en écho à la formulation Hamiltonienne
de Painlevé IV, la grandeur n0 − n1 (i.e. la somme des racines simples αi du groupe de
Weyl) est invariante. De nouveau, d’un point de vue physique, c’est l’analogie de la créa-
tion de particules/antiparticules dans le modèle de la "mer" de Dirac, où la charge totale
est conservée.

Notons que dans [FW01] la fonction de partition pour les cas (n0, n1) = (n0, 0) et
(n0, n1) = (0, n1) ainsi que les fonctions d’onde associées peuvent être exprimées exacte-
ment dans le cas n0, n1 finis. Le sens à donner à la fonction τ que nous avons notée ψ0
n’y est néanmoins pas clair. Nous l’interprétons comme la fonction d’onde de l’état fon-
damental constitué de n0 charges positives et n1 charges négatives. Les fonctions τ dans
ce formalisme d’Okamoto sont en réalité associées à une hiérarchie KP modifiée [NY99].

3.4 Factorisation de la fonction de partition pour n0, n1 finis

La diagonalisation de la supermatrice nous a permis de ramener le modèle de super-
matrice à un modèle de deux matrices couplées par un noyau d’interaction K(x, y) = 1

x−y .
Nous pouvons par conséquent utiliser les méthodes développées dans le chapitre 2. Pour
gagner en simplicité dans les notations, mais tout en gardant à l’esprit que les intégrales,
pour pouvoir converger, sont essentiellement effectuées le long de contours dans le plan
complexe comme discuté dans la section 3.2, les contours d’intégration ne seront pas
spécifiés dans cette section.
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Sans perdre en généralité, nous allons par ailleurs restreindre notre étude au cas n0 ≥ n1
et nous posons nd = |n0 − n1|. Nous réécrivons la fonction de partition (3.23) du modèle
de supermatrice sous une forme analogue à celle du carquois affine cyclique Ã1, à savoir :

Z(2)
n0|n1

= 1
n0!n1!

∫
dµ(Λ|Ω) det

i=1,...,n0
j=1,...,n1
k=1,...,nd

 1
λi − ωj
pnd−k(λi)


2

. (3.54)

où la mesure est dµ(Λ|Ω) = dΛ dΩ e− 1
g

TrV (Λ)e
1
g

TrV (Ω) = dµ0(Λ) dµ1(Ω).
La factorisation de la fonction de partition prend essentiellement la même forme que

pour le carquois affine cyclique Ã1. Rappelons les différentes définitions et propriétés pour
mettre en évidence ce qui diffère du chapitre 2.

Le résultat principal de cette section est tout d’abord :

Proposition 3.4.1. [Factorisation de la fonction de partition du modèle de supermatrice]
Nous définissons la fonction de partition Z(a)

n associée au carquois A1 (noeud unique) et
celle d’un gaz de n fermions Z(a)

n associée au noyau-matrice densité ρ(a)
n (x, y) comme suit,

Z(a)
n = 1

n!

∫
dµa(X) ∆n(X)2 =

Z
(2)
n|0 (a = 0)
Z(2)

0|n (a = 1)
, (3.55a)

Z(a)
n = 1

n!

∫
dµa(Z) det

1≤i,j≤n
ρa(zi, zj) . (3.55b)

La fonction de partition du modèle de deux matrices définie par (3.23) se factorise de la
manière suivante :

n0 ≥ n1 : Z(2)
n0|n1

= Z(0)
nd

Z(0)
n1 , (3.56a)

n0 ≤ n1 : Z(2)
n0|n1

= Z(1)
nd

Z(1)
n0 , (3.56b)

où le noyau matrice densité est donné par le noyau de Christoffel–Darboux dual ρa(x, y) =
K̃(a)
nd

(x, y).

La contribution venant formellement du carquois Â1 correspond à la fonction de parti-
tion d’un modèle ordinaire à une matrice. Pour éviter les confusions, rappelons quelques
propriétés déjà mentionnées dans le chapitre 1 mais en mettant l’accent sur la dépendance
en la mesure dµa, a = 0, 1.

Lemme 3.4.2. Nous définissons la matrice norme pour les polynômes moniques par

N(a)
i,j = ⟨ pi | pj ⟩a , (3.57)

où ⟨ f | g ⟩a est le produit scalaire selon la mesure dµa(x) = dx e−Va(x) pour a = 0, 1. La
fonction de partition associée au carquois A1 vérifie la formule déterminantale classique
suivante

Z(a)
n = det

1≤i,j≤n
N(a)
n−i,n−j . (3.58)

Remarque 3.4.3. Similairement aux modèles à une matrice, il est possible de diagonaliser
la matrice norme

N(a)
i,j =

h
(a)
i δi,j (pi = P

(a)
i pour les polynômes orthogonaux)

δi,j (pi = ϕ
(a)
i après normalisation)

, (3.59)
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de sorte que la fonction de partition associée à A1 est donnée par

Z(a)
n =

n−1∏
i=0

h
(a)
i , (3.60)

où, plus explicitement, nous avons défini les polynômes orthogonaux moniques et norma-
lisés (P (a)

i (x))i∈N, (ϕ(a)
i (x))i∈N par

⟨P (a)
i | P (a)

j ⟩a = h
(a)
i δi,j , ⟨ϕ(a)

i | ϕ
(a)
j ⟩a = δi,j . (3.61)

Il s’ensuit la définition du noyau de Christoffel–Darboux.

Définition 3.4.4. Désignons par Ñ(a) l’inverse de la matrice norme. Le noyau de Christoffel–
Darboux (CD) et son complémentaire sont définis de la façon suivante

K(a)
n (x, y) =

n−1∑
i,j=0

pi(x)Ñ(a)
i,j pj(y) =

n−1∑
i=0

ϕ
(a)
i (x)ϕ(a)

i (y) , (3.62a)

K̂(a)
n (x, y) = δ(x− y)−K(a)

n (x, y) (3.62b)

Dans le formalisme de Dirac, les opérateurs correspondant s’expriment comme

K(a)
n =

n−1∑
i,j=0
|pi⟩ Ñ(a)

i,j ⟨pj| =
n−1∑
i=0
|ϕ(a)
i ⟩⟨ϕ

(a)
i | , (3.63a)

K̂(a)
n = 1− K(a)

n . (3.63b)

Proposition 3.4.5. Le noyau de CD satisfait les propriétés suivantes :

K(a)
n · K(a)

n = K(a)
n , (3.64a)

Tr K(a)
n =

∫
dµa(x) ⟨x | K(a)

n | x ⟩ =
∫

dµa(x)K(a)
n (x, x) = n , (3.64b)

lim
n→∞

K(a)
n (x, y) = δ(x− y) . (3.64c)

Par conséquent il est pertinent d’écrire le noyau complémentaire comme suit,

K̂(a)
n = lim

n′→∞
K(a)
n′ − K(a)

n =
∞∑
i=n
|ϕ(a)
i ⟩⟨ϕ

(a)
i | . (3.65)

Définition 3.4.6. Nous définissons le noyau de CD dual grâce au noyau de Cauchy
modifié R :

R(x, y) = 1
x− y

= ⟨x|R |y⟩ , (3.66a)

K̃(a)
n = R K̂(a)

n R , K̃(a)
n (x, y) = ⟨x|R K̂(a)

n R |y⟩ . (3.66b)

Lemme 3.4.7. Les polynômes orthogonaux duaux sont définis par la transformée de
Hilbert des polynômes orthogonaux

〈
x
∣∣∣ϕ̃(a)
i

〉
= ϕ̃

(a)
i (x) = ⟨x | R | ϕ(a)

i ⟩a =
∫

dµa(y) ϕ
(a)
i (y)
x− y

. (3.67)

Le noyau de CD dual associé est ainsi donné par

K̃(a)
n (x, y) =

∞∑
i=n

ϕ̃
(a)
i (x)ϕ̃(a)

i (y) , K̃(a)
n =

∞∑
i=n

∣∣∣ϕ̃(a)
i

〉 〈
ϕ̃

(a)
i

∣∣∣ . (3.68)
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Preuve de la proposition (3.4.1). En utilisant l’identité de (AH) pour intégrer en premier
selon Λ, nous arrivons à l’expression

Z(2)
n0|n1

= 1
n1!

∫
dµ(Ω) det

1≤i,j≤n1
1≤k,l≤nd

( ⟨ 1
λ−ωi |

1
λ−ωj ⟩ ⟨ 1

λ−ωi | pnd−l ⟩
⟨ pnd−k | 1

λ−ωj ⟩ ⟨ pnd−k | pnd−l ⟩

)

=
Z(2)
nd|0

n1!

∫
dµ(Ω) det

1≤i,j≤n1

(
⟨ωi| K̃(0)

nd
|ωj⟩

)
(3.69)

ce qui termine la preuve.

La factorisation de la fonction de partition met en évidence le rôle particulier joué
par la taille réduite n0 − n1 de la matrice comme cela a été suggéré dans les premières
sections de ce chapitre. Nous souhaitons prolonger cette discussion par une digression sur
la théorie ABJM et en particulier sur la méthode du gaz de Fermi [MP12, Hon13], qui
permet de soulever de nouvelles questions et perspectives de recherche.

3.5 Modèle de matrice ABJ(M)

La théorie ABJ(M) peut être formulée sans faire appel aux modèles de matrices aléa-
toire. Dans ce chapitre toutefois nous nous focalisons sur cette formulation puis sur le
formalisme du gaz de Fermi tel que développé dans [MP12].

Définition 3.5.1 (Fonction de partition du modèle ABJ). [Hon13]
Soient N,M ∈ N, N ≥ M . La fonction de partition de la théorie ABJ sur S3 peut

s’exprimer comme une intégrale sur les valeurs propres {µi}i∈[N ] et {νi}i∈[M ] de la manière
suivante :

ZABJ(N |M) = 1
N !M !

∫
D

N∏
i=1

dµi
2π

M∏
j=1

dνj
2π

∏
i<j

(
2 sinh

(
µi − µj

2

))2 ∏
i<j

(
2 sinh

(
νi − νj

2

))2

×
∏
i,j

(
2 cosh

(
µi − νj

2

))−2

e− 1
2gs

(
∑

i
µ2
i−
∑

j
ν2
j ) (3.70)

où gs est la constante de couplage de la théorie et D est un domaine tel que l’intégrale
converge 3.

On considère une version modifiée du déterminant de Cauchy :

∆̃N |M((µi), (νj)) =

∏
i<j

(
2 sinh

(
µi−µj

2

))∏
i<j

(
2 sinh

(
νi−νj

2

))
∏
i,j

(
2 cosh

(
µi−νj

2

)) (3.71)

=

∏
i<j

(
e
µi−µj

2 − e−
µi−µj

2

)∏
i<j

(
e
νi−νj

2 − e−
νi−νj

2

)
∏
i,j

(
e
µi−νj

2 + e−
µi−νj

2

) (3.72)

3. Pour une discussion sur le lien entre les modèles avec action de Chern-Simons sur S3 et les espace lenticulaires voir
par exemple [HY09], en particulier pour le choix du domaine d’intégration.
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On définit les nouvelles variables xi = eµi , i ∈ [N ] et yj = eνj , j ∈ [M ], de sorte que
le déterminant de Cauchy modifié prend une forme analogue à (2.63) :

∆̃N |M(X|Y ) =
∏
i∈[N ]

x
−N−1

2
i

∏
j∈[M ]

y
−M−1

2
j

∆N(X)∆M(Y )∏
i,j(xi + yj)

(3.73)

=
∏
i∈[N ]

x
−N−1

2
i

∏
j∈[M ]

y
−M−1

2
j ∆N |M(X|Y ) . (3.74)

La fonction de partition du modèle ABJ peut ainsi s’écrire de manière compacte :

ZABJ(N |M) = 1
N !M !

∫
D

N∏
i=1

dxi
2π

M∏
j=1

dyi
2π

∏
i∈[N ]

x−N
i

∏
j∈[M ]

y−M
j ∆2

N |M(X|Y )e− 1
2gs

(
∑

i
(lnxi)2−

∑
j
(ln yj)2)

(3.75)

= 1
N !M !

∫
D

N∏
i=1

dxi
2π

M∏
j=1

dyi
2π ∆2

N |M(X|Y )e− 1
2gs

(
∑

i
V1(lnxi)−

∑
j
V2(ln yj)) (3.76)

où V1,2 sont des potentiels polynômiaux en ln x, ln y.
Similairement aux discussions menées dans le cas des modèles à deux matrices ou de

supermatrices, le déterminant de Cauchy des variables exponentiées permet après inté-
gration selon X de factoriser la fonction de partition

ZABJ(N |M) = ZABJ(N −M |0)ZM , (3.77)

où ZABJ(N − M |0) correspond à la fonction de partition d’un modèle à une matrice
de type Chern-Simons de taille réduite N − M . Pour analyser ZM et simplifier notre
propos, supposons que N = M , de sorte que cette dernière fonction de partition contient
entièrement ZABJ(N |M).

Dans un premier temps, (3.70) peut s’écrire

ZABJM(N) = 1
N !2

∫
D

N∏
i=1

dµi
2π

N∏
j=1

dνj
2π

(
det
i,j

(
1

2 cosh µi−νj
2

))2

e− 1
2gs

(
∑

i
µ2
i−
∑

j
ν2
j ) (3.78)

Le cosinus hyperbolique étant sa propre transformée de Laplace, il est possible d’intro-
duire des variables d’intégration miroir {xi}i∈[N ], de sorte que les intégrations sur {µi}i∈[N ]
et {νi}i∈[M ] de fonctions Gaussiennes sont possibles. Nous renvoyons aux papiers précé-
demment cités pour les détails.

Le modèle ABJM "miroir" prend la forme au final

ZABJM(N) = 1
N !

∫ N∏
i=1

dxi det
i,j

(ρ(xi, xj)) , (3.79)

où la matrice densité est définie par

⟨xi| ρ̂ |xj⟩ = ρ(xi, xj) = 1
2πk

1
(2 cosh(xi2 )) 1

2 (2 cosh(xi−xj2k ))(2 cosh(xj2 )) 1
2
, gs = 2πi

k
.

(3.80)

ZABJM(N) peut être interprétée comme la fonction de partition d’un gaz de Fermi.
La matrice densité ρ̂ est un opérateur à trace avec un spectre discret {e−En}n∈N et ses
vecteurs propres sont {ϕn}n∈N. Il peut ainsi être décomposé en
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ρ̂ =
∑
n∈N

e−En|ϕn⟩⟨ϕn| . (3.81)

Il est possible d’étudier ensuite ce modèle grâce à la théorie de Fredholm et en particu-
lier le déterminant de Fredholm [MP12, MZ17, GHM16]. La grandeur qui jouera un rôle
primordial sera non plus la fonction de partition ordinaire mais la fonction de partition
grand canonique, définie par

Ξ(κ) = det(1 + κρ̂) =
∞∑
N=0

κNZN . (3.82)

La fonction de partition du modèle ABJ(M) a pu être factorisée après avoir considéré
la transformée de Laplace du déterminant de Vandermonde des variables "exponentiées",
donnant lieu au modèle miroir. C’est le pendant du cas non-cyclique avec noyau de Cauchy
évoqué dans la section 2.6.2. L’introduction d’une source externe auxiliaire a permis de
factoriser la fonction de partition. Dans le cas des supermatrices, si n0 = n1, le noyau
de Christoffel-Darboux prend en compte toutes les fonctions d’onde duales propres du
système, la transformée de Hilbert correspondant au passage au modèle miroir.

3.6 Modèle de supermatrice β-déformé

Dans les sections précédentes, nous avons considéré le cas β = 2, donnant lieu au
modèle super-unitaire. Il est possible de regarder sa généralisation construite à partir des
matrices orthosymplectiques. Nous rappelons tout d’abord sa définition.

Définition 3.6.1. La fonction de partition du modèle de supermatrice β-déformé peut
s’exprimer comme l’intégrale sur les valeurs propres suivante

Z(β)
N |M = 1

N !M !

∫
dX dY e− b

g
TrV (X)+ b−1

g
TrV (Y ) ∆(X)β∆(Y )4/β∏(xi − yj)2 (3.83)

où l’on a introduit b =
√
β/2.

Nous présentons quelques résultats que nous avons déjà obtenus pour ce modèle et
introduisons quelques définitions qui nous semblent pertinentes pour pouvoir poursuivre
l’étude de la β-déformation et sa géométrie. Pour l’instant nous nous concentrons sur le
régime asymptotique N,M grands, en gardant à l’esprit de nouveau l’ambiguïté de la
définition d’un tel régime (voir les remarques en début de section 3.3).

La méthode du gaz de Coulomb peut être utilisée de manière analogue à la section 3.3
en définissant l’action effective

S(X|Y ) = gbTrV (X)− gb−1 TrV (Y )

− 2g2b2
N∑
i<j

log xij − 2g2b−2
M∑
i<j

log yij + 2g2∑
i,j

log(xi − yj) , (3.84)

où l’on a simplifié les notations en xij = xi − xj et de même pour yi. La fonction de
partition devient alors

Z(β)
N |M =

∫
dX dY e

− 1
g2 S(X|Y )

. (3.85)
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Soit un point critique de l’action effective (x∗,y∗). On définit successivement les résol-
vantes et polynômes suivants :

W1(x) = g
N∑
i=1

1
x− x∗

i

, W2(x) = g
M∑
i=1

1
x− y∗

i

, (3.86a)

P1(x) = g
N∑
i=1

V ′(x)− V ′(x∗
i )

x− x∗
i

, P2(x) = g
M∑
i=1

V ′(x)− V ′(y∗
i )

x− y∗
i

, (3.86b)

Soient de plus la résolvante "totale" et le polynôme β-déformés définis comme suit :

W (x) = bW1(x)− b−1W2(x) , P (x) = bP1(x)− b−1P2(x) . (3.87)

Proposition 3.6.2. Les fonctions d’onde {ψσ} définies par

Wσ(x) = ψ′
σ(x)

ψσ(x) , (3.88)

sont alors solutions de l’équation de Hirota β-déformée :(
g2D(b)2

x − gV ′(x)D(b)
x + P (x)

)
ψ1 · ψ2 = 0 (3.89)

où la dérivée de Hirota β-déformée D(b)
x est définie par (page 25, [NY05]) :

D(b)
x f · g = bf ′g − b−1fg′ . (3.90)

Pour généraliser ce résultat et faire le lien avec le formalisme des opérateurs vertex,
nous introduisons les variables de Nekrasov de la manière suivante ϵ1 = −bg et ϵ2 = b−1g,
de sorte que

ϵ1

ϵ2
= −b2 = −β2 , (3.91)

le cas β = 2 correspondant à ϵ1 + ϵ2 = 0. La dérivée de Hirota β-déformée devient alors
très symétrique en termes de variables de Nekrasov

−gD(ϵ1|ϵ2)
x f.g = 1

ϵ1
f ′g + 1

ϵ2
fg′ (3.92)

La fonction de partition du modèle β-déformé (3.83) peut alors s’écrire :

Z(ϵ1|ϵ2)
N |M = 1

N !M !

∫
dXdY e− 1

ϵ2
TrV (X)− 1

ϵ1
TrV (Y ) ∆(X)β∆(Y )4/β∏(xi − yj)2 . (3.93)

Ecrite sous cette forme, il est immédiat que la fonction de partition du modèle β-
déformé satisfait la propriété suivante qui généralise (3.2.4).
Proposition 3.6.3. Soient Q± les charges d’écrantage telles que définies en (1.142a) et
(1.142b). La fonction de partition du modèle β-déformé peut s’exprimer comme

Z(ϵ1|ϵ2)
N |M = ⟨N −M |QN

+Q
M
− |0⟩ . (3.94)

Une problématique qui nous intéresse actuellement concerne naturellement les contraintes
de Virasoro de ce modèle β-déformé. Pour faire le lien avec le formalisme des champs
conformes, changeons sensiblement la définition de la fonction de partition (3.83) :

Z(β)
N |M =

∫
dX dY e− β

2g TrV (X)+ 2
βg

TrV (Y ) ∆(X)β∆(Y )4/β∏(xi − yj)2 , (3.95)
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et introduisons la charge conforme Q =
(√

β
2 −

√
2
β

)
. La fonction de partition (3.95) peut

alors s’écrire sous la forme :

Z(β)
N |M = 1

N !M !

∫
dX dY R

(β)
N |M(X|M)∆N(X)2e− 1

g
TrV (X)∆M(Y )2e

1
g

TrV (Y ) , (3.96)

où le terme correctif de la β-déformation est donné par

R
(β)
N |M(X|Y ) = ∆2b̃Q

N (X)∆−2b̃−1Q
M (Y )∏

i,j(xi − yj)2 e− b̃
g
QTrV (X)e− b̃−1

g
QTrV (Y ) , (3.97)

avec la notation b̃ = β
2 .

Bien que cette expression se rapproche de celle de la fonction de partition d’un mo-
dèle à plusieurs types de particules tel qu’exposé dans [BEO15, page 36], plusieurs points
restent à éclaircir quant à la validité de certaines hypothèses requises alors pour le mo-
dèle de supermatrices β-déformé. Notons toutefois que dans ce contexte la forme de la
factorisation fait intervenir les fractions de remplissage N

N+M et M
N+M , grandeurs que nous

n’avons pas explicitement introduites dans ce mémoire, mais l’ambiguïté du rôle de la
taille totale N + M de la supermatrice est de nouveau soulevée ici. Par cette approche,
nous nous attendons quoi qu’il en soit à ce que les générateurs de l’algèbre de Virasoro
et leurs contraintes respectives dépendent de fractions de remplissage effectives (en écho
aux particules effectives).
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Conclusions et perspectives

Dans ce mémoire, après avoir rappelé les principales propriétés des modèles à une
matrice, nous avons présenté dans le premier chapitre les modèles avec des noyaux d’in-
teraction généraux de type Pfaffien, ceux-ci généralisant les modèles β = 1, 4 classiques.

Puis dans le deuxième chapitre, nous avons tout d’abord présenté une famille de mo-
dèles de chaînes de matrices qui peuvent se réduire à des modèles à deux matrices, dont
l’étude fait appel aux polynômes biorthogonaux. Puis, après avoir défini les fonctions de
partition associées aux carquois affines ABCD, nous avons dérivé les propriétés de facto-
risation de la fonction de partition des carquois affines A et les formules déterminantales
et Pfaffiennes de ces modèles.

Le troisième chapitre a pour finir traité du modèle de supermatrices. Nous y avons en
particulier traité du lien avec le modèle Gaussien ordinaire à une matrice et ce qui l’en
différencie. La factorisation de la fonction de partition nous a permis de faire le lien avec
le modèle de matrice ABJ pour lequel des techniques issues de la physique statistique
ont été développées dans la littérature. Nous avons également dérivé la courbe quantique
associée au modèle β-déformé, généralisant ainsi le cas β = 2.

Dans les travaux menés actuellement, nous voulons généraliser la propriété de factori-
sabilité des fonctions de partition des carquois ABCD. En effet, pour les carquois affines
de type A la démonstration est basée essentiellement sur la factorisation du déterminant
d’une matrice définie par blocs. Le Pfaffien satisfaisant une propriété analogue pour les
matrices antisymétriques définies par blocs, nous nous attendons par conséquent à ce
type de factorisation pour les autres carquois, et plus particulièrement pour les modèles
déformés et non-déformés de supermatrices.

Si de plus nous nous concentrons sur la forme de la factorisation de la fonction de
partition pour les carquois affines de type A, la séparation explicite en une partie effective
"bosonique", de type modèle ordinaire à une matrice, et une partie "fermionique", que l’on
peut reformuler avec des variables Grassmanniennes impaires, nous interroge. La struc-
ture initiale par blocs "cache" la partie fermionique ou antisymétrique des supermatrices
en particulier. À l’inverse les modèles de deux matrices couplées ne font apparaître aucune
variable Grassmannienne impaire a priori. Cette observation a été mise en évidence dans
un autre contexte dans [KG10a] et a été résumée en "la supersymétrie sans la supersy-
métrie". En écho aux techniques développées pour l’analyse du modèle ABJ(M), il serait
intéressant de généraliser les résultats obtenus pour cette théorie. Une problématique sur
laquelle nous travaillons en particulier est donc la suivante : que nous apprend cette facto-
risation sur l’ordre dominant et les termes correctifs dans l’énergie libre ? Nous voudrions
également comprendre le sens à donner à ce modèle effectif en terme de géométrie et en
terme de surfaces de Riemann. Une approche sur laquelle nous travaillons est basée sur
les cycles généralisés 4.

Un autre axe de recherche retient notre attention également, à savoir la quantification
4. Je remercie Bertrand Eynard et Raphaël Belliard d’avoir attiré mon attention sur ce point et pris le temps de

m’expliquer les grandes lignes de leur approche.
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possible des surfaces de Riemann sous-jacentes, en suivant les idées développées dans
[Wit89, Dim13] dans le cadre de la théorie ABJ(M). Nous travaillons en particulier sur
la déformation β de la structure complexe et des opérateurs différentiels associés, comme
définis en (3.92).

Terminons cette série de questionnements par notre souhait de formuler rigoureusement
la courbe quantique suggérée par (3.89). Une approche que nous explorons se base sur le
formalisme des opérateurs vertex tel que développé dans [MS17]. Nous avons déjà obtenu
certaines expressions mais la notion de courbes quantiques aux ordres supérieurs restent
encore à éclaircir à notre connaissance pour les modèles de supermatrices ou à plusieurs
matrices.
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Annexe A

Déterminant de Vandermonde,
polynômes symétriques et Pfaffien

A.1 Déterminant de Vandermonde

Nous définissons le déterminant de Vandermonde de telle manière que la fonction de
Schur de la partition vide soit normalisée à 1.

Proposition A.1.1 (Déterminant de Vandermonde). Soit N ∈ N. Pour une famille de
variables X = (xi)i∈[N ], le déterminant de Vandermonde est donné par le déterminant de
taille N suivant :

∆N(X) =
∏

1≤i<j≤N
(xi − xj) = det

i,j∈[N ]
pN−j(xi) , (A.1)

où pk(x) = xk + · · · est un polynôme monique de degré k.

À partir de cette expression, nous déduisons le lemme suivant qui est une identité
fondamentale pour la discussion du modèle β = 4.

Lemme A.1.2. Le déterminant de Vandermonde de taille N satisfait la formule déter-
minantale suivante :

∆N(X)4 = (−1)N(N+1)/2 det
i∈[N ]
j∈[2N ]

[
p2N−j(xi) p′

2N−j(xi)
]
. (A.2)

Démonstration. Le déterminant de variable des 2N variables X = (xi)i∈[N ] et Y = (yi)i∈[N ]
peut s’écrire comme suit

∆2N(X;Y ) =
∏

i,j∈[N ]
i<j

(xi − xj)(yi − yj)(xi − yj)(xj − yi)
∏
i∈[N ]

(xi − yi) . (A.3)

Parallèlement à cette expression, il est pertinent de l’exprimer sous la forme :

∆2N(X;Y ) = det
i∈[N ]
j∈[2N ]

[p2N−j(xi) p2N−j(yi)] = det
i∈[N ]
j∈[2N ]

[p2N−j(xi) p2N−j(yi)− p2N−j(xi)] .

(A.4)
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Nous obtenons ainsi :

∆N(X)4 = (−1)N(N+1)/2 lim
yi→xi

∆2N(X;Y )
∏
i∈[N ]

(yi − xi)−1

= (−1)N(N+1)/2 lim
yi→xi

det
i∈[N ]
j∈[2N ]

[
p2N−j(xi)

p2N−j(yi)− p2N−j(xi)
yi − xi

]

= (−1)N(N+1)/2 det
i∈[N ]
j∈[2N ]

[
p2N−j(xi) p′

2N−j(xi)
]
. (A.5)

ce qui termine la preuve.

A.2 Polynômes symétriques

Dans cette section nous rappelons les définitions des principales bases de l’anneau des
polynômes symétriques Z[λ1, · · · , λN ]SN . Nous rappelons en particulier quelques proprié-
tés des fonctions de Schur.

Fonctions symétriques élémentaires

Définition A.2.1. Soient N variables distinctes λi et soit k ∈ N. La k-ième fonction
symétrique élémentaire ek est définie par

e0(λ1, · · · , λN) = 1
ek(λ1, · · · , λN) =

∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

λ1λ2 · · ·λk , 1 ≤ k ≤ n

ek(λ1, · · · , λN) = 0 , n < k

(A.6)

La fonction génératrice des ek est

E(t) =
∑
k≥0

ekt
k =

N∏
i=1

(1 + λit) =
N∑
k=0

ekt
k . (A.7)

Il peut être utile de considérer le vecteur semi-infini λ = (λ1, · · · , λN , λN+1, · · · ) où λi = 0
si i > N pour définir la fonction génératrice plus générale

E(t) =
∏
i∈N

(1 + λit) . (A.8)

Enfin, on généralise la définition aux permutations µ = (µ1, µ2, · · · )

eµ = eµ1eµ2 · · · , (A.9)

de sorte qu’il pourra être intéressant de regarder la fonction génératrice

Ẽ(t) = E(t1, t2, · · · ) =
∏
j≥1

∏
i≥1

(1 + λitj) . (A.10)

Fonctions symétriques homogènes

Définition A.2.2. Soient N variables distinctes λi et soit k ∈ N. La k-ième fonction
homogène symétrique complète hk est définie par

h0(λ1, · · · , λN) = 1
hk(λ1, · · · , λN) =

∑
1≤i1≤i2≤···≤ik≤n

λ1λ2 · · ·λk , k ≥ 1 (A.11)

85



La fonction génératrice des hk est

H(t) =
∑
k≥0

hkt
k =

∏
i=1

(1− λit)−1 (A.12)

où l’on a de nouveau considéré le vecteur semi-infini λ = (λ1, · · · , λN , λN+1, · · · ) où λi = 0
si i > N . On généralise de la même façon que pour les fonctions élémentaires symétriques
aux partitions µ = (µ1, µ2, · · · )

hµ = hµ1hµ2 · · · . (A.13)

Les fonctions génératrices E et H vérifient la dualité

H(t)E(−t) = 1 . (A.14)

Les familles {hµ} et {eµ} forment deux bases de l’anneau des polynômes symétriques. Il
existe un homomorphisme ω sur cet anneau tel que pour toute partition µ

ω(eµ) = hµ . (A.15)

Cet homomorphisme est une involution - ω2 = Id - et transpose au niveau des deux bases
la dualité (A.14).

Fonctions de Schur

Définition A.2.3. Soient N variables distinctes λi et soit une partition µ de longueur
l = l(µ). Si l ≤ N la fonction de Schur associée à µ est définie par

sµ(λ1, · · · , λN) = det1≤i,j≤N λ
µj+N−j
i

det1≤i,j≤N λ
N−j
i

, (A.16)

où l’on a complété si besoin la partition µ pour la rendre de taille N , i.e. µl+1 = · · · =
µN = 0. Si l > N , sµ = 0. Si par ailleurs, on introduit les variables (tk)k∈N∗ par

tk =
N∑
i=1

λki
k
, (A.17)

on définit Sµ(t1, t2, · · · ) = sµ(λ1, · · · , λN).

Proposition A.2.4 (Formule de Jacobi-Trudi). La fonction de Schur sµ vérifie les for-
mules déterminantales suivantes

sµ(λ1, · · · , λN) = det
1≤i,j≤l(µ)

hµi+j−i , (A.18a)

sµ(λ1, · · · , λN) = det
1≤i,j≤l(µ′)

eµ′
i+j−i . (A.18b)

Dans l’étude des modèles de matrices β = 4, il est utile de définir les polynômes de
Schur modifiés.

Définition A.2.5. Soit N ∈ N et considérons les familles de variables X = (xi)i∈[N ],
Y = (yi)i∈[N ]. À une partition λ on associe

aλ(X;Y ) = det
i∈[N ],j∈[2N ]

[
x
λj+2N−j
i (yλj+2N−j

i )′
]
. (A.19)

On définit ensuite naturellement le polynôme de Schur modifié

sλ(X;Y ) = aλ(X;Y )
a∅(X;Y ) . (A.20)

86



Rappelons les formules suivantes, fondamentales lors de l’étude des polynômes carac-
téristiques.

Lemme A.2.6 (Développement en polynômes de Schur). Pour X = (xi)i∈[N ] et Y =
(yi)i∈[M ], nous avons les développements suivants avec les polynômes de Schur :∏

i∈[N ],j∈[M ]
(xi − yj) =

∑
λ⊆(MN )

(−1)|λ|sλ∨(X)sλ(Y ) , (A.21a)
∏

i∈[N ],j∈[M ]
(xi − yj)−1 = det

N
X−M ∑

λ|ℓ(λ)≤min(M,N)
sλ(X−1)sλ(Y ) ,

= det
M
Y −N ∑

λ|ℓ(λ)≤min(M,N)
sλ(X)sλ(Y −1) , (A.21b)

où la partition duale est définie par

λ∨ = (λ∨
1 , . . . , λ

∨
M) = (N − λT

M , . . . , N − λT
1 ) , (A.22)

et la longueur d’une partition est donnée par ℓ(λ) = λ1.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la formule de Cauchy. Voir, e.g., [Mac15]
pour les détails.

Lemme A.2.7 (Déterminant de Cauchy). Le déterminant de Cauchy pour X = (xi)i∈[N ]
et Y = (yi)i∈[M ] est défini comme suit :

∆N |M(X|Y ) := ∆N(X)∆M(Y )∏i∈[N ]
j∈[M ](xi − yj)

. (A.23)

Les formules suivants sont satisfaites :

N ≥M : ∆N |M(X|Y ) =
∑

λ|ℓ(λ)≤M
det

i∈[N ],j∈[M ]
k∈[N−M ]

[
x

−λj−M+j−1
i

xk−1
i

]
det

i,j∈[M ]
y
λj+M−j
i = det

i∈[N ],j∈[M ]
k∈[N−M ]


1

xi − yj
xk−1
i


(A.24a)

N ≤M : ∆N |M(X|Y ) =
∑

λ|ℓ(λ)≤N
det
i,j∈[N ]

x
λj+N−j
i det

i∈[M ],j∈[N ]
k∈[M−N ]

[
y

−λj−N+j−1
i

yk−1
i

]
= det

i∈[N ],j∈[M ]
k∈[M−N ]


1

xi − yj
yk−1
j


(A.24b)

Démonstration. Le déterminant comme somme sur les partitions est une conséquence
directe du lemme A.2.6. Par ailleurs, dans le cas N ≥M , la somme sur les partitions peut
se réécrire comme ∑

ℓ(λ)≤M
=

∑
0≤λM≤···≤λ1≤∞

=
∑

0≤rM<···<r1≤∞
= 1
M !

∑
rα=0,...,∞
rα ̸=rβ

(A.25)

où nous avons introduit rα = λα +M − α. Ensuite nous obtenons,

∆N |M(X|Y ) = det
i∈[N ],j∈[M ]
k∈[N−M ]


∞∑
r=0

x−r−1
i yrj

xk−1
i

 = det
i∈[N ],j∈[M ]
k∈[N−M ]

 1
xi − yj
xk−1
i

 . (A.26)

Le cas N ≤ M est obtenu de manière analogue en échangeant le rôle des variables x et
y.
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A.3 Définition, identités et propriétés du Pfaffien

Nous rappelons tout d’abord la définition du Pfaffien.

Définition A.3.1. Soit A = (ai,j) une matrice antisymétrique de taille 2N , N ∈ N. Le
Pfaffien de A est défini comme

Pf A = 1
2nn!

∑
σ∈S2N

ϵ(σ)
n∏
i=1

aσ(2i−1),σ(2i) . (A.27)

Une première propriété importante du Pfaffien est son lien avec le déterminant puisque

Proposition A.3.2. Soit A = (ai,j) une matrice antisymétrique de taille 2N , N ∈ N. Le
Pfaffien de A vérifie l’identité suivante

(Pf A)2 = detA . (A.28)

Les matrices qui interviennent dans nos modèles ont fréquemment des structures par
blocs. Leur Pfaffien suit alors les propriétés suivantes.

Proposition A.3.3. Soient n,m ∈ 2N. Soient A et Ã des matrices antisymétriques
inversibles de taille respective n et m. Soit de plus une matrice quelconque B de taille
n×m. Le Pfaffien de la matrice par blocs suivante se factorise alors et prend la forme

Pf
[
A B

−BT Ã

]
= Pf APf

[
Ã+BTA−1B

]
= Pf ÃPf

[
A+BÃ−1BT

]
. (A.29)

Si par contre A = Ã = 0 et que B est une matrice quelconque carrée de taille n, alors

Pf
[

0 B
−BT 0

]
= (−1)

n(n−1)
2 detB . (A.30)

Remarque A.3.4. Cette formule est l’analogue pour le Pfaffien de la formule du détermi-
nant d’une matrice définie par blocs,

det
[
A B
C D

]
= detA det

(
D − CA−1B

)
= detD det

(
A−BD−1C

)
. (A.31)

Lemme A.3.5 (Formule de Laplace [Oka19]). Soient Z une matrice antisymétrique de
taille m × m et W une matrice rectangulaire de taille m × n avec m > n. La formule
suivante est vérifiée,

Pf
[

Z W
−WT 0

]
=

∑
I⊂[n]

|I|=m−n

(−1)Σ(I)+(m2 ) Pf Z(I) detW ([m]\I; [n]) , (A.32)

où I décrit les ensembles de (m− n) éléments de [n].

Lemme A.3.6 (Formule de Cauchy–Binet [IW95, Oka19]). Soient l ∈ Z≥0 et m,n ∈ N
tels que m − l ∈ 2N et m − l ≤ n. Soient Z une matrice antisymétrique de taille n × n,
W une matrice de taille m× n et X une matrice de taille m× l. La formule suivante est
vérifiée

Pf
[
WZWT X
−XT 0

]
=

∑
I⊂[n]

|I|=m−l

Pf Z(I) det[W ([m]; I) X([m]; [l])] (A.33)

88



où I décrit les ensembles de (m− l) éléments de [n]. Si l = 0, il n’y a pas de contribution
de la matrice X,

Pf
[
WZWT

]
=

∑
I⊂[n]
|I|=m

Pf Z(I) detW ([m]; I) . (A.34)

Si m = n (et donc l = 0), la seule possibilité est I = ∅, de sorte que l’on obtient

Pf
[
WZWT

]
= Pf Z detW . (A.35)

Il existe un équivalent de la formule de Andréief-Heine pour le Pfaffien.

Proposition A.3.7 (Formule de de Bruijn). Soient N,M ∈ N tels que N + M ∈ 2N.
Soient A(x, y) et B(x, y) des fonctions antisymétriques, et S(x, y) une fonction à deux
variables intégrable. Soient de plus (fi(x))i∈N et (gi(x))i∈N des familles de fonctions inté-
grables. Les identités suivantes sont satisfaites :

1
(2N)!

∫
dµ(X) det

i,j∈[2N ]
fj(xi) Pf

i,j∈[2N ]
A(xi, xj) = Pf

i,j∈[2N ]
⟨ fi | A | fj ⟩ , (A.36a)

1
N !M !

∫
dµ(X) dµ(Y ) det

i∈[N ], j∈[M ]
k∈[N+M ]

[fk(xi) gk(yj)] Pf
i,j∈[N ]
k,l∈[M ]

[
A(xi, xj) S(xi, yl)
−ST(yk, xj) B(yk, yl)

]

= Pf
i,j∈[N+M ]

[
⟨ fi | A | fj ⟩+ ⟨ fi | S | gj ⟩ − ⟨ gi | ST | fj ⟩+ ⟨ gi | B | gj ⟩

]
. (A.36b)

Remarque A.3.8. Ces formules sont dues à C. Andréief [And86] et N. G. de Bruijn [dB55].
Voir [For19] pour une revue historique de ces formules.
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Annexe B

Equation de Painlevé IV et
formalisme de Okamoto

Nous souhaitons dans cette annexe rappeler rapidement comment le formalisme d’Oka-
moto pour l’équation de Painlevé IV nous permet de retrouver l’équation de Hirota trouvée
dans le chapitre (3). Ce faisant, nous pourrons présenter ses solutions que sont les poly-
nômes de Hermite généralisés. Les différentes notations et l’approche en général de cette
annexe sont basées sur [FW01, NY99].

Soient (a, b) ∈ C2. L’équation de Painlevé IV, notée PIV, est l’équation différentielle du
second ordre suivante

f ′′ = 1
2f (f ′)2 + 3

2f
3 + 4yf 2 + 2(y2 − a)f + b

f
,

avec f fonction de la variable y.
L’équation de Painlevé IV peut être reformulée comme un système Hamiltonien de la

façon suivante.

B.1 Formulation Hamiltonienne

L’équation de Painlevé IV est équivalente au système Hamiltonien HIV suivant

q′ = ∂Hα1,α2

∂p
, p′ = −∂Hα1,α2

∂q
(B.1)

où ′ désigne la dérivée par rapport à y et où le Hamiltonien Hα1,α2(q, p, y) à proprement
parler est donné par

Hα1,α2(p, q, y) = (p− q − y)pq − α1p− α2q , (B.2)
avec α1 et α2 des nombres complexes quelconques a priori.

Le système d’équations HIV peut être exprimé explicitement puisqu’en effet

HIV :
p2 + p′ = α2 + py + 2pq
q2 + q′ = −α1 − qy + 2pq

(B.3)

Remarquons que ce premier système correspond à un système de deux équations de
Riccati couplées, similaire aux équations (3.35a) et (3.35b). Ce système peut aussi s’écrire
comme

HIV :
p′ = p((q − p+ y)− (−q)) + α2

−q′ = −q(p− (q − p+ y)) + α1 ,
(B.4)
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écriture pertinente car en introduisant trois fonctions auxiliaires f0, f1, f2 définies par

f0 = q − p+ y , f1 = −q , f2 = p , (B.5)

le système HIV prend la formulation très symétrique suivante
f ′

0 = f0(f1 − f2) + α0

f ′
1 = f1(f2 − f0) + α1

f ′
2 = f2(f0 − f1) + α2

(B.6)

où ces trois équations ne sont pas indépendantes puisque f0+f1+f2 = y et α0+α1+α2 = 1.
Un des avantages du formalisme Hamiltonien de PIV est comme mentionné auparavant la
symétrie du système. Il s’agit de trouver quelles transformations préservent ce système et
d’ensuite générer toutes les solutions. C’est l’objet des transformations de Bäcklund de
PIV, que nous rappelons ici.

B.2 Transformations de Bäcklund

Les coefficients (α0, α1, α2) ∈ Z3 introduits ci-dessus correspondent aux racines simples
engendrant le système de racines Γ de type A(1)

2 . Aussi satisfont-elles les relations définis-
sant l’action du groupe de Weyl affine associé à A(1)

2 .
Considérons tout d’abord les trois réflexions fondamentales {si}i=0,1,2 du réseau Γ. Ce

sont des automorphismes tels que s2
i = 1. Leur action sur les racines simples αi est définie

par

si(αj) = αj − αiaij , (B.7)

où (aij) = A est la matrice de Cartan

A =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 . (B.8)

Il est pertinent ici de considérer l’extension affine W̃ du groupe de Weyl qui consiste
en les réflexions {si}i=0,1,2 et en l’automorphisme π, générant la rotation d’angle 120° sur
le réseau de racines. Dit autrement,

π(αj) = αj+1, j ∈ Z/3Z . (B.9)

L’action de W̃ sur le système de racines Γ doit s’accompagner d’une action sur les
fonctions auxiliaires f0, f1, f2 pour entraîner l’invariance du système (B.6). Pour cela, on
définit l’action de W̃ sur les fonctions fi de la façon suivante :

si(fj) = fj + αi
fi
uij , π(fj) = fj+1 , (i, j) ∈ (Z/3Z)2 , (B.10)

où l’on a défini la matrice U = (uij) par

U =

 0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0

 . (B.11)

De la sorte, l’action du groupe W̃ sur les racines et les fonctions auxiliaires se résume
dans le tableau suivant :
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α0 α1 α2 f0 f1 f2

s0 −α0 α0 + α1 α0 + α2 f0 f1 + α0

f0
f2 −

α0

f0

s1 α1 + α0 −α1 α1 + α2 f0 −
α1

f1
f1 f2 + α1

f1

s2 α2 + α0 α2 + α1 −α2 f0 + α2

f2
f1 −

α2

f2
f2

π α1 α2 α0 f1 f2 f0

(B.12)

Remarquons que α0 +α1 +α2 = 1 et f0 + f1 + f2 = y sont bien invariants sous l’action
de W̃ .

Par conséquence, si σ ∈ W̃ est une transformation de Bäcklund et si (f0, f1, f2, α0, α1, α2)
est une solution de HIV, alors (σ(f0), σ(f1), σ(f2), σ(α0), σ(α1), σ(α2)) est aussi une solu-
tion de HIV.

Trois éléments de W̃ retiennent notre attention dans la suite. Les opérateurs T1 =
πs2s1, T2 = s1πs2 et T3 = s2s1π générent les translations sur le réseau des racines. Plus
précisément, il suffit de considérer seulement T1 et T−1

3 , dont les actions sur les racines
sont données par

T1(α0, α1, α2) = (α0 + 1, α1 − 1, α2) , (B.13a)
T−1

3 (α0, α1, α2) = (α0 + 1, α1, α2 − 1) , (B.13b)

puisque les générateurs des translations commutent et que T1T2T3 = 1.
On définit les opérateurs Lm,n = Tm1 T

−n
3 pour des entiers (m,n) ∈ Z2. Leur action sur

les racines est immédiate :

Lm,n(α0, α1, α2) = (α0 +m+ n, α1 −m,α2 − n) (B.14)

L’action des opérateurs Lm,n sur les fonctions f0, f1 et f2 est parfaitement définie pour
des entier m,n quelconques mais ne mène pas à des expressions simples. Il est par contre
pertinent de regarder leur action sur l’Hamiltonien (B.2) et d’observer ensuite comment
les fonctions fi sont générées récursivement. Cela va nous amener à définir les fonctions
τ .

B.3 Fonctions τ

Commençons donc par réécrire à l’aide de (B.5) le Hamiltonien (B.2) sous la forme

Hα1,α2 = f0f1f2 + α2f1 − α1f2 , (B.15)

lequel se transforme sous l’action des générateurs de W̃ comme suit

s0(Hα1,α2) = Hα1,α2 + α0

f0

s1(Hα1,α2) = Hα1,α2 + α1y

s2(Hα1,α2) = Hα1,α2 − α2y

π(Hα1,α2) = Hα1,α2 + f2 − α2y (B.16)
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Ensuite, l’action des générateurs des translations T1 et T−1
3 se calcule aisément et prend

une forme très simple puisque

T1(H(α1,α2)) = H(α1,α2) + f2 = H(α1−1,α2) = HT1(α1,α2) , (B.17a)
T−1

3 (H(α1,α2)) = H(α1,α2) − f1 = H(α1,α2−1) = HT−1
3 (α1,α2) , (B.17b)

ce qui induit immédiatement que l’action des générateurs {Lm,n} est donnée par

Lm,nH(α1,α2) = HLm,n(α1,α2) . (B.18)

Définition B.3.1. On définit les fonctions τ de la manière suivante :

H(i)
α1,α2 = πi(Hα1,α2) = (log(τi))′ , (B.19)

pour i = 0, 1, 2.

S’ensuit le système d’équations cyclique pour les Hamiltoniens
H(1)
α1,α2 = H(0)

α1,α2 + f2 − α2y

H(2)
α1,α2 = H(0)

α1,α2 − f1 + α1y

H(1)
α1,α2 = H(2)

α1,α2 − f0 + α0y

(B.20)

que l’on peut écrire sous la forme

f0 = (log
(
τ2

τ1

)
)′ + α0y

f1 = (log
(
τ0

τ2

)
)′ + α1y

f2 = (log
(
τ1

τ0

)
)′ + α2y .

(B.21)

En remplaçant ces expressions dans le système (B.6), nous obtenons les équations de
Hirota suivantes 

(D2
y − yDy + (α0 − α1))τ0.τ1 = 0

(D2
y − yDy + (α1 − α2))τ1.τ2 = 0

(D2
y − yDy + (α2 − α0))τ2.τ0 = 0

(B.22)

qui sont très exactement les équations (3.49).
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Modèles de chaînes de matrices aléatoires
Réduction et factorisation des modèles à deux matrices et supermatrices

Résumé de la thèse : La théorie des matrices aléatoires peut être abordée principalement
selon deux approches. Tout d’abord, lorsque la taille N des matrices devient grande il
est intéressant de regarder le régime asymptotique et d’étudier les propriétés des grandes
déviations, en particulier les corrections perturbatives. L’étude du régime N fini quant à
lui se simplifie lorsqu’il est possible de définir des polynômes orthogonaux et lorsque les
espérances des observables peuvent être exprimées sous une forme dite déterminantale. En
particulier, les modèles Gaussiens à une ou plusieurs matrices conduisent à des résultats
classiques bien étudiés, comme par exemple la forme des fonctions de corrélation. Dans ce
mémoire nous présentons dans un premier temps une généralisation des modèles β = 1, 4
à une matrice en introduisant une interaction de type Pfaffien. Puis dans un second temps
nous étudions des chaînes de matrices que nous associons à différents types de carquois
et nous montrons comment ces modèles peuvent se réduire à des modèles à seulement
deux matrices. Nous montrons plus spécifiquement que la fonction de partition associée
au carquois affine de type Â(1)

r se factorise en une partie bosonique contenant l’ordre
dominant explicitement et une partie que nous désignons sous le terme fermionique. Nous
montrons finalement en quoi cette factorisation, valide également pour les modèles de
supermatrices, soulève de nouvelles questions quant aux contributions perturbatives et
non-perturbatives, en faisant le lien avec la théorie du gaz de Fermi et l’équation de
Painlevé IV.

Abstract of the thesis : Random matrix theory can be mainly addressed using two me-
thods. On the one hand when the matrix size N is large one can focus on the asymptotic
regime and study the large-N deviations properties, in particular the perturbative cor-
rections. On the other hand the study of the finite-N regime can be simplified if it is
possible to define orthogonal polynomials and if the expectation values of observables
take a determinantal form. The Gaussian models with one or a chain of matrices lead to
well-studied results, as for instance the expressions of the correlation functions. In this
thesis we first define a generalisation of the β = 1, 4-one-matrix models by introducing an
Pfaffian-like interaction. Then we study some matrix chains that are related to different
quiver and we show how these can be reduced to two-matrix models. We specifically show
that the partition function of the affine quiver of type Â(1)

r can be factorised in a bosonic
part which explicitly contains the leading order and a fermionic part. We finally show
how this factorisation, still valid for supermatrix models, leads to new questions about
perturbative and non-perturbative contributions by making connection with the Fermi
gas theory and Painlevé IV equation.
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