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Avant-propos

My, gptha Quyd, Blov dddvartov onelide, tav &
EUTEAUXTOV AVTAEL poryovaLy.
Pindare, Pythiques, 111

Il est d’usage pour un scientifique de restreindre son propos et, en ce qui me concerne
ici, sa theése a ce que 'entendement peut objectivement rationaliser et par la-méme ex-
pliquer sans ambiguité ni confusion possible a autrui. Cette these ne saurait toutefois se
comprendre dans ses motivations profondes sans évoquer le cheminement qui fut le mien
depuis une dizaine d’années.

Le vent se leve!l. .. Il faut tenter de vivre!
L’air immense ouvre et referme mon livre,
La vague en poudre ose jaillir des rocs!
Envolez-vous, pages tout éblouies !
Rompez, vagues! Rompez d’eaux réjouies
Ce toit tranquille ou picoraient des focs!

Revenir au Cimetiere marin de Paul Valéry lorsque pointe la Tempéte, interroger et
méditer avec son Fupalinos ou I’Architecte. Les paroles de ma mere et de mon pere réson-
nerent avec une acuité toute particuliere lorsque sortit Kaze Tachinu de Hayao Miyazaki
en 2014 qui me fit découvrir le roman éponyme de Tatsuo Hori pour ensuite revenir a Der
Zauberberg de Thomas Mann.

Se ressourcer aupres d’oeuvres artistiques d’horizons divers est indissociable de mon
cheminement intellectuel et, oserais-je dire, spirituel. Chercher et trouver les motifs et
les schéemes communs a ces oeuvres résulte d’'une démarche scientifique, en cela qu’elle
confronte la multitude des objets a la rigueur de la Raison et la réduit, ou tout du moins
tente de la réduire, a des invariants qui dépassent les frontieres et les catégories que I’Esprit
humain a érigé de prime abord.

Cette these porte le sceau de ce cheminement qui est le mien, original et déroutant a
bien des égards, mais qui souhaite par dessus tout faire sien la pluralité des phénomenes
de ce monde, s’en faire une représentation intime pour in fine tenter d’en transmettre les
lignes de force que le langage mathématique me semble le plus & méme de transcrire de
facon épurée et fidele.
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Introduction

Les matrices aléatoires ont été introduites dans de nombreux domaines, a commencer
par les statistiques et son utilisation par Wishart dans I’étude de la distribution généralisée
des moments d’une loi de probabilité pour des échantillons de grande taille. Ultérieure-
ment, face a la complexité des équations modélisant la dynamique des noyaux massifs
en physique atomique, Wigner postula que le Hamiltonien d’un tel noyau pouvait étre
vu comme une matrice aléatoire, son spectre correspondant aux valeurs propres. Dans ce
cadre-ci, I’étude des noyaux massifs se ramenait a 1’étude de matrices de grande taille.
En physique statistique, le désordre régnant au sein d’un systeme peut étre vu comme
étant la conséquence d’un Hamiltonien modélisant des processus stochastiques. Citons
leur utilité dans le traitement de 'information, les réseaux de neurones et les réseaux de
régulation en biologie moléculaire, le lien sous-jacent avec l'intelligence artificielle et le
deep learning étant de plus en plus développé. Par ailleurs, les matrices aléatoires ont
été longuement étudiées dans des problemes de dénombrement de surfaces ou de graphes.
Une thématique de recherche importante traite en particulier d'une formulation de la
gravitation quantique en deux dimensions.

Nous voulons ici brievement présenter via I’'exemple du gaz parfait en physique statis-
tique comment un modele de matrice aléatoire peut étre intuitivement défini, les problé-
matiques afférentes et les outils mathématiques envisageables pour les résoudre.

Un petit détour par la physique statistique classique

Avant d’introduire a proprement parler les modeles de matrices aléatoires, rappelons
quelques notions apparaissant en physique statistique. Le but de cette digression n’est pas
de fournir un résumé exhaustif des outils mathématiques utilisées et développées dans ce
domaine si riche et stimulant mais de tenter de motiver heuristiquement comment les
matrices aléatoires peuvent émerger naturellement via les intégrales de chemin en théorie
des champs plus généralement.

La dynamique classique d’un systéeme S constitué de N particules de masses {m; }ien
dont les positions et les vitesses sont respectivement désignées par {x;}ien et {v;}ien
peut étre analysée via 1’étude de I'espace des phases {x,v} = {x;, v;}ien. Pour illustrer
notre propos, considérons l’exemple classique du gaz parfait a une dimension soumis a
un potentiel extérieur qui ne dépend que de la position V(z;). Le Hamiltonien de chaque
particule prend ainsi la forme

1
Hi(ws,v;) = 5wmf +V(x),i=1,---,N (0.1)

et le Hamiltonien total du systéme S est dans le cas spécifique du gaz parfait simplement



la somme des H,;

N
Hs(z,v) = Hi(zi, v;) = Ts(v) + Vs(x) (0.2)
i=1
ou la derniere égalité distingue respectivement les énergies cinétique et potentielle totales
du systeme S

To(v) =3 yma 03)
Vs(x) = ;V(:c,-) : (0.4)

La densité de probabilité P(x,v) associée a la configuration (x,v) est donnée par la
mesure de Gibbs

1 e_BHS (ZI},'U)

P@9) = Niomy  Zs

(0.5)

ou les constantes 5 = ,@%T et h sont respectivement la température inverse, exprimée en
fonction de la constante de Boltzmann kg et de la température T, et la constante de
Planck. De plus, la fonction de partition Zs au dénominateur peut étre vue comme la

constante de normalisation de la densité de probabilité, de sorte que

N N
[ P@.v)dzdo =1, dz=[]dzi , dv=[]dv . (0.6)
D

i=1 =1

mais peut étre également interprétée comme étant le "nombre" d’états physiquement ac-
cessibles par le systéeme mais pondérés par leur probabilité. L’intégration se fait sur un
domaine D ne dépendant que du systeme physique considéré.

Mathématiquement se pose la question de la convergence de 'intégrale précédente et donc
du choix judicieux du domaine D. Dans le cas du gaz parfait ci-dessus toutefois, la densité
de probabilité se factorise en une partie dépendant uniquement des vitesses

N N
2 2
Pr(v) = @T) e PTslv) = (gj:) e ity amivt (0.7)
et en une partie dépendant uniquement des positions
1 1 \? 1 1 \?
Po(z) — —BVs(@) _ —B L, V) 0.8
V(@) = Nz, (27Tmﬂ> ¢ NN Zs\2rmp) © 7 08

Le choix des facteurs normalisant chacune des distributions de probabilité est tel que la
distribution de probabilité des vitesses correspond a une loi normale centrée définie sur
R entier et dont I'intégrale suivante converge bien

/}RN dv Pr(v) = 1 (0.9)

mais contraignant le choix du domaine d’intégration selon x. En effet, si formellement
D =RN xU, U C RV, l'intégrale suivante doit converger

/ dx Py(x) . (0.10)
u

Si le potentiel V est une fonction polynomiale et que la dynamique du systéme est consi-
dérée dans un volume borné de l'espace, la convergence de l'intégrale est assurée. On



peut en réalité étendre ce domaine d’intégration a un ensemble de contours dans le plan
complexe plus généraux vV, le potentiel tendant suffisamment "vite" vers 'infini. Nous
reviendrons sur ce point ultérieurement.

Notons que la fonction de partition peut étre réécrite de la facon suivante

Zgoc/ dv Pr(v /dev (0.11)
oc/d:cPv /d:ve BEL V) (0.12)

Dit autrement, la fonction de partition du gaz parfait peut étre définie via seulement une
intégrale sur ’espace des positions. Voyons maintenant comment la reformuler en terme
de matrice.

D’une distribution de probabilité des positions a celle d’'une ma-
trice aléatoire

L’exemple du gaz parfait nous a permis de mettre en évidence le role particulier joué
par la distribution de probabilité des positions classiques Py (). Il est utile ici d’introduire
opérateur position X qui agit simplement sur la base propre des positions {|z)} selon
X |z) = z|z) et ce pour tout x de R. Il est évident des lors que I'on peut définir formelle-
ment pour toute fonction polynomiale V(z) = 3¢_, Lg% Popérateur V(X X) =>4, %X k)
diagonal dans la base {|z)}. Il s’ensuit l’identlﬁcatlon formelle suivante

Py(x) = exe P it V) & Py ({|2))) = eye PIVE)] (0.13)

Deux remarques s’imposent ici.

— L'opérateur X n’admet pas de représentation matricielle finie, la base {|z)} étant
de dimension infinie. Dés lors I'interprétation en terme de distribution de probabilité
d’une matrice n’est pas bien définie rigoureusement.

— Si toutefois on considére la dynamique des N particules sur un réseau fini - pour
simplifier disons constitué de N sites placés sur un méme axe (cas a une dimension) -

alors 'opérateur position X peut étre représenté comme une matrice carré diagonale
de taille N x N et sa trace est bien définie.

L’identification permet quoi qu’il en soit d’appréhender intuitivement la forme
qu’aura la fonction de partition d’un modele & une matrice et les hypotheses requises
pour assurer sa bonne définition. Si toutefois ces hypotheses ne levent pas 'ambiguité de
la définition de l'intégrale, on parlera d’intégrale formelle.

Terminons cette approche heuristique en évoquant le cas de particules qui interagissent
entre elles. Le Hamiltonien est corrigé d'un potentiel d’interaction, par exemple de
type Coulomb en dimension 2

H (1, yay) =D aglogla; — x|, i=1,-++ | N, (0.14)
J#i
le signe de «;; indiquant si le potentiel induit une force attractive ou répulsive entre les
particules ¢ et j. Il s’ensuit un modele de matrice ou le terme d’interaction non trivial
apporte déja des informations intéressantes. Nous y revenons dans le paragraphe [1.4.2]
dans la situation d'un gaz de particules avec méme charge et dans le paragraphe dans
celle avec charges opposées.



Organisation du mémoire

Dans le premier chapitre, de la section [I.1] & la section [I.8 nous rappelons les défini-
tions et les propriétés essentielles des modeles a une matrice. La section [1.9| présente une
généralisation originale des modeles 8 = 1,4 formulée a ’aide du Pfaffien.

Le second chapitre traite des modeles de chaines de matrices avec des interactions dont
la forme permet de se ramener a un modele a seulement deux matrices. Dans ce cadre-ci, la
méthode des polynémes biorthogonaux y est détaillée, les expressions de différents noyaux
de Christoffel-Darboux y sont développées avant d’exprimer des fonctions de corrélation
de différents types (sections a . Un résultat important de ce chapitre est la formule
de factorisation de la fonction de partition d’une chaine de matrices associée au carquois
affine A1) (section . Puis nous proposons une extension aux carquois BC'D (section

27).

Le troisieme et dernier chapitre aborde les modeles de supermatrices en faisant le lien
avec les modeles de deux matrices. Dans la section |3.3] nous présentons comment ce
modele et le comportement asymptotique des fonctions d’onde sont reliés a 1’équation de
Painlevé IV dans le cas de la mesure Gaussienne. Puis dans la section [3.4] la factorisation
de la fonction de partition prend un sens tout particulier, car elle permet de dissocier
explicitement I'ordre dominant dans le régime asymptotique et un facteur contenant les
corrections non-triviales, dont la forme doit encore étre analysée.

Résultats principaux de la these

La plupart des résultats originaux de la these sont basés sur [BK22al, BK22bh]. La
factorisation des fonctions de partition des carquois affines, objet de travaux en cours,
donnera lieu a une pré-publication prochaine.

Chapitre 1

La section [1.9] présente une généralisation des processus ponctuels de type Pfaffien
établis auparavant dans la littérature [BS06]. Les résultats originaux de cette section
sont les propositions [1.9.3] [1.9.9] [1.9.13] [1.9.15] pour le modele 3 = 1 généralisé, et les
propositions [1.9.19] {1.9.24] [1.9.29] [1.9.32] pour le modele 5 = 4 généralisé.

Chapitre 2

De la section 2.1 & la section 2.5 nous étudions la réduction des modeles de chaines
de matrices couplées a des modeles a deux matrices avec des interactions généralisées. La
proposition présente la réduction & proprement parler, puis apres I’établissement des
formules déterminantales dans les sections suivantes, la section donne les espérances
de différents polyndmes caractéristiques dans les propositions [2.5.3] [2.5.5] [2.5.6] [2.5.9]
2510

La section 2.0 et en particulier la proposition [2.6.5 établissent la factorisation de la
fonction de partition du carquois affine A;.

La section [2.7| et la proposition présentent la généralisation de la factorisation de
la fonction de partition des carquois affines ALV,

La section [2.8|définit de maniére originale puis étudie les fonctions de partition associées
aux carquois BCD, en proposant des généralisations des modeles 5 = 1, 4.



Chapitre 3

Le dernier chapitre est consacré aux modeles de supermatrices. Si la section [3.3| étend
le lien du modele unitaire Gaussien au modele super-unitaire Gaussien avec ’équation
de Painlevé IV grace notamment a I’équation , nous établissons dans la section
avec la proposition [3.4.1| & travers la factorisation de la fonction de partition du modele
de super-matrice la différence notable entre ce modele et le modele a une matrice de taille
réduite.






Chapitre 1

Les modeles a une matrice

Pour illustrer la théorie des matrices aléatoires, considérons pour commencer les mo-
deles a une matrice. Apres avoir présenté brievement les principales définitions, nous
présenterons plus en détail les propriétés des S-ensembles de matrices, dont nous rappe-
lons les définitions ci-dessous. Une breve introduction peut étre trouvée par exemple dans
[Zub12], tandis que de plus amples développements sont étudiés dans [EKR15, Meh04,
For10), Meh67, BCG19, BGK15, BHI16).

1.1 Ensembles de matrices et mesures

Soit donc M = (m,;;) une matrice de taille N x N dont les éléments m,; sont des
variables aléatoires caractérisées par leur distribution de probabilité. On s’intéresse a un
ensemble &£ de telles matrices aléatoires équipé d’une mesure bien définie du, i.e. pour
toute matrice M € &, du (M) est la loi de probabilité de la matrice aléatoire M.

Ezemple 1.1.1. A I'ensemble des matrices réelles symétriques M = (mij) de taille N peut
étre associée la mesure

du (M) = P(M) dM (1.1)

ou P(M) est la distribution de probabilité non-normalisée de M et dM est la mesure plate
de Lebesgue sur RNWV+1)/2

1< i<y

Définition 1.1.2. La fonction de partition formelle Zy[€,du] du modele de matrice
{€,du} est donnée par

Zy[E, du] = /ng(M) — /8 P(M)dM . (1.3)
Si de plus / du(M) < oo, dit autrement l'intégrale converge bien, on parlera simplement
£
de la fonction de partition du modele {&,du}.

Supposons maintenant que la fonction de partition Zy[€,du] = Zx est finie. On définit
tout naturellement la distribution de probabilité normalisée de M par P = Z5'P, de sorte
que

/gﬁ(M) dM =1. (1.4)



Définition 1.1.3. Considérons par ailleurs un opérateur O fonction de M. L’espérance
de O sur l'ensemble &£ et selon la mesure dyu est définie par

E[0] = (O)¢ :Zg,l/g(’)(M)P(M) dM (1.5)

Exemple 1.1.4. Le cas trés important on O(M) = Tr M*, simple monome de degré k,
revient a étudier le moment my d’ordre k, i.e.

my, = B[Tr M*] . (1.6)

L’ensemble de matrices £ peut étre invariant sous ’action d’'un groupe GG de matrices :
pour tout M € Eet P € G, PMP~! € £. Si une telle action de groupe existe et si de plus
la mesure est invariante elle aussi sous 'action du groupe G, i.e. du(PMP™) = du(M),
alors I’ensemble est dit invariant. Intéressons-nous ici aux [-ensembles qui nous occuperont
dans les chapitres suivants.

1.2 Cas d’ensembles invariants : les S-ensembles Ej(f )

Historiquement et mathématiquement, trois valeurs de 3 - et donc trois [-ensembles
- ont principalement été considérées, a savoir 3 = 1,2, 4[] Les ensembles de matrices
correspondant sont communément appelés S-Ensembles Invariants £ ](f )

i. L’Ensemble Orthogonal £ ](\}) des matrices symétriques réelles Sy
ii. L’Ensemble Unitaire Sﬁ) des matrices Hermitiennes complexes Hy
iii. L’Ensemble Symplectique 5](\?) des matrices auto-duales quaternioniques @)y

Ces ensembles 51(\? ) peuvent étre décomposés en deux parties, une angulaire et une
radiale. En effet, une matrice M de £ ](VB ) peut étre diagonalisée comme suit :

M=UAU"", (1.7)

ou la composante radiale A = diag(A, -+ -, Ay ) est une matrice diagonale avec des valeurs
propres réelles, tandis que la composante angulaire portée par la matrice U est engendrée

par 'action d’un groupe de Lie compact LIJ(Vﬂ ). Cette diagonalisation n’est toutefois pas
unique puisque 'ensemble des valeurs propres {Aq, -+, Ay} est invariant sous 'action de

(Lll(’B ))N , sous-groupe de U J(f ), et sous 'action du groupe symétrique G y. La décomposition
formelle de 5](\,5) prend ainsi la forme

u?
B~
el L WY ’
N S

x RN

(1.8)

ou le groupe de Lie compact U ](f ) est :
i. le groupe des matrices orthogonales 5 =1
ii. le groupe des matrices unitaires § = 2
iii. le groupe des matrices symplectiques § = 4

La fonction de partition Z]((,B) de ces ensembles invariants est typiquement de la forme

_B
zQ :/g}vﬂ)e ZTVOD qap (1.9)

1. Ces entiers correspondent aux nombres de composantes réelles des éléments de la matrice. Il existe cependant d’autres
conventions selon le domaine de recherche. Par exemple en théorie des champs conformes on peut trouver respectivement

B=1,1,2.[MSI7)



ou V est un polynéme de degré d a coefficients {t;} complexes en général

V(z) = Z_: t]jx’“ : (1.10)

La mesure apparaissant dans 'intégrale est bien invariante. En effet, la trace est invariante
par conjugaison d’'une part, d’autre part la mesure de Lebesgue dM peut étre réécrite sous
la décomposition angulaire-radiale

AM = |A(A)|” dA AUaar | (1.11)

ot A(A) = JJ(A; = A\;) est le déterminant de Vandermonde, dA = [ d); est la mesure
i<j i

plate sur R" et la mesure canonique sur ’ensemble circulaire est la mesure de Haar dUsjaa,

invariante a gauche et a droite sous I’action du groupe de Lie correspondant. La fonction

de partition peut des lors s’écrire comme

20 =V [ 1A e iV Wan (1.12)
R
1 uy s N (148
ou V](VB) = —'Vol % e H <7+2; Il est donc pertinent de restreindre
N @)Y =1 P +75)

I’étude du modele de matrice a la composante radiale de I’ensemble initial. Par conséquent,
la distribution de probabilité normalisée jointe totale des valeurs propres est simplement
donnée par

1
NzW

RO, -, \y) = IA(A)[Pe2 TV (1.13)

ou le facteur N! prend en compte la non-unicité de la diagonalisation mentionnée aupa-
ravant du fait entre autres de 'action du groupe symétrique Sy.

Remarque 1.2.1. La fonction de partition prendra donc la forme typique suivante

zP - 1/ AA)PPe TV gp (1.14)
N! Jrw

Si 'on considere le cas § = 2 des matrices complexes Hermitiennes, l'intégrale précé-

dente est bien définie pour un potentiel quadratique V(z) = % Mais pour un potentiel

quelconque la convergence n’est pas nécessairement assurée : la mesure issue d'un po-

tentiel cubique V(z) = %3 par exemple n’est pas bornée en —oo sur 'axe réel. Il sera

par conséquent pertinent d’étudier I'intégrale sur un contour vV plus général dans CV.

Les propriétés de cette intégrale le long de v issue de la déformation de celle sur R sont
discutées et détaillées dans [EKR15].

1.3 Polynoémes symétriques et fonctions de corrélations
Considérons ici le modele de matrice £ J(\? ) dont la fonction de partition exprimée comme
seule intégrale sur les valeurs propres est définie par

1 N
zQ = 7/ [T dN [A(A) e TV (1.15)
N1 ) L

L’intégrande - la distribution de probabilité (1.13)) - est une fonction invariante sous
I’action du groupe symétrique Sy : cela résulte en effet de l'invariance de la trace et de



la valeur absolue du déterminant de Vandermonde. De méme, si O est un opérateur dont
I'espérance est bien définie, il doit étre symétrique par rapport aux valeurs propres car

1 N
(0)gw =7 [ LN OC, -+ Aw)|A(A) e TV (1.16)
N SN
1 N 2 —TrV(A)
= ﬁ/N [TdNOMer), -+ 5 Ao |A(A)] e , Vo e By . (1.17)
U =1

Concentrons-nous dans un premier temps sur le cas ou O est une fonction polynomiale.
O est donc un élément de 'anneau des polynomes symétriques en N variables : O €
Z\1,- -+, An|®Y. Avant d’introduire & proprement parler une base importante de cet
anneau, rappelons la définition d’une partition pu.

Définition 1.3.1. Une séquence p = (puy,- - , fuy, - - - ) d’entiers naturels est une partition
de longueur I(p) =1 si pg > pg > -y > 0= p; , i > 1. On dénote par Py 'ensemble
des partitions de longueur au plus N.

Pour k£ € N on définit les polynémes p; sommes des k-iéme puissances des N variables

{Ai}
pe(Ar, - An) =AY (1.18)

On étend la définition a une partition p de longueur [

I N
pu(A o An) = T Do M, (1.19)
k=11i=1
de sorte que {p,}.epy forme une base de Q[Aq, - -+, An]®V. L'opérateur O peut ainsi étre

décomposé sur cette base et il suffit d’étudier les espérances des {p,},

l
<pu>g(2> = < H Tr M“’“> . (1.20)
N 51(\/2)

k=1

Considérons le cas ou la partition est simplement p = (k) , k € N. L’espérance est comme
mentionné auparavant le moment d’ordre k, soit

(Di g =mi = (Tr M*) e . (1.21)

La fonction génératrice des moments m; est donnée par la résolvante

> 1
Wi(z) =Y o 'my = <Tr > : (1.22)
k=0 =M/

qui est la fonction de corrélation a un point du modele. De maniere plus générale les
fonctions de corrélations W,, a n points sont définies par

n 1
Walay, - ,x,) = Tr—— 1.23
(@ ) <kl;[1 xk’_M>5§3) (123)

et leur lien avec la base {p,} des polynémes symétriques est obtenu par un calcul de
résidu puisqu’en effet

(W)
(pu) = (—l)l(“‘) Res --- Res Wiy(@1, -, i) H * dxy (1.24)
k=1

r1=00 IZ(H)ZOO
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Dans ce mémoire on s’intéressera donc essentiellement aux fonctions de corrélations et
plus particulierement a la fonction de corrélation a un point Wi (z) qui, s’il n’y a pas de
confusion possible, sera notée W (z) ou Wy(z), I'indice mettant 'accent sur la taille du
modele de matrice, le cas N grand retiendra notre attention dans la section suivante [1.4]
Terminons auparavant cette section en introduisant une autre fonction symétrique, la
fonction d’onde 1 ou ¢y, définie par I’espérance du polynoéme caractéristique

Y(x) = (det(z = M) )yeo (1.25)

qui est reliée aux fonctions de corrélations connectées Wéc) via

on(z) = 2N exp{/O: da, <W1(x1) _ Z) n 72271'(12[ /OO dxi> WO (ay, - ,xn)} -
S (1.26)

Similairement aux fonctions de corrélations a n points, on définit les fonctions d’onde a
(n|m) points comme I’espérance de produits ou de fractions de polynémes caractéristiques,
soit explicitement

n det(x-—M)>
n,m\L1, ", Tn, y "y Ym) — =1 : . 1.27
Gl ) = (RO . (127

La fonction 1y o est donc la fonction d’onde classique, sur laquelle nous reviendrons dans
les chapitres suivants, tandis que la fonction vy est appelée la fonction d’onde dualeﬂ
Il existe une autre forme de "dualité", a savoir celle entre la fonction d’onde a n points
d’un modele de matrice de taille N et la fonction d’onde a N points d’'un modele de
matrice de taille n

<i:ﬁldet(xi - M)> e <i:1]_V[1det(a;i - ]\/[)> . (1.28)

¢ e

Cette dualité a été établie pour des modeles Gaussiens (i.e. pour des potentiels quadra-
tiques) avec source externe [BHOO] mais aussi pour des modeles Gaussiens chiraux avec
sources [Des09]. De maniére concise cette dualité peut s’écrire sous la forme

{8, N,n} +— {4/8,n, N}, (1.29)

dont les propriétés ont été longuement étudiées dans les références citées ci-dessus. Une
autre forme d’interprétation de cette dualité sera donnée dans le chapitre 2] pour certains
modeles de chaines de matrices.

1.4 Limite N grand

Les propriétés des ensembles invariants recouvrent celles d’autres modeles de matrices
lorsque la taille de la matrice devient tres grande, il s’agit d’'un exemple de classes d’uni-
versalité en théorie des matrices aléatoires. A partir du comportement de la fonction de
partition lorsque N tend vers l'infini, il est possible pour certains modeles de matrices
d’étudier le développement asymptotique de la fonction de partition via le développement
perturbatif proposé par t'Hooft [Hoo74].

2. Pour une discussion plus détaillée concernant les différences entre les W, et les W,(LC)7 voir [EKR15].
3. Cette dualité peut étre comprise dans le cadre de ’anneau des polynémes symétriques et de 'involution w définie
dans "appendice.

11



1.4.1 Développement perturbatif de 't Hooft

Rappelons tout d’abord le lien entre ’énergie libre F et la fonction de partition Z d’un
modele de matrice de taille N :

Z=e" . (1.30)

Pour certains modeles de matrices, en particulier dans le cadre de la corde topologique
[DCO9, [AGNT94], il est possible de développer perturbativement 1’énergie libre et d’en
donner les contributions successives caractérisées par leur topologie. La limite N grand
est toutefois contrainte : en effet la constante de couplage de la théorie g, doit tendre vers
0 lorsque N tend vers l'infini et ce tout en gardant le produit constant :

a=gs.N=0(1), gs—0, N— o0 (1.31)

Le parametre de 't Hooft « joue un réle trés particulier car il apparait dans le dévelop-
pement perturbatif topologique de I’énergie libre. En effet,

F = Z g9 21: ) + contributions logarithmiques

= Z a®2N?* % F (a) + contributions logarithmiques , (1.32)
g=0
ou les contributions logarithmiques sont de la forme ¢N In N + ¢ In N. Ce développement
perturbatif peut étre interprété sous deux angles :

— La constante de couplage de la théorie g5 devient petite avec a fixée. Par exemple en
théorie quantique des champs la constante de Planck g; = h joue ce rdle et la limite
classique h — 0 correspond au terme de plus bas degré, soit la topologie de genre
nul g =0 et F ~ h2F.

— La taille de la matrice N devient tres grande, « est toujours fixée, dans ce cas la
taille effective de la théorie est d’ordre N? et F ~ N2F,. Pour N fini il est utile des
lors de s’intéresser a la fonction de partition écrite sous la forme

Z = N Fer(Noe) (1.33)

ot Fe(IV, @) contient le développement perturbatif d’ordre supérieur en N et en a.

1.4.2 Action effective et points critiques

Pour déterminer la contribution majeure dans la fonction de partition, il est pertinent
d’introduire ’action effective du modele S.g et de la définir sous la forme suivante

Z x / Dep o~ V?Senr(®) (1.34)

ou l'intégrale doit étre vue ici comme intégrale fonctionnelle selon le champ ¢.

La fonction de partition, sauf mentionné explicitement, est donnée par l'intégrale sur
les valeurs propres du modele & une matrice, c¢’est-a-dire si I’on reprend l'exemple des

ensembles invariants EZ(VB),

1 N _NEV(A
z® :ﬁ/NHd)‘ie N2V()\Z)H‘)\j_)\i‘ﬁ (1.35)
N
_ L A, e V2§ Ser O, An) !
N' 'yN H i€ ’ ( 36)
- i=1
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ou 'action effective S.g ne dépend pas de [ et est donnée par

N
Surh, -+ Aw) = = SV — = S log(A; — ) - (1.37)
N3 N* i
Cette action peut étre interprétée comme celle d’un gaz de particules chargées, les valeurs
propres de la matrice jouant ce réle. Deux contributions apparaissent dans cette action
effective. La premiere correspond au potentiel V' dans lequel sont plongées les particules,
la seconde l'interaction des particules entre elles, ces dernieres se repoussant car chargées
de méme signe. Cette derniere contribution correspond a des interactions de Coulomb en
dimension 2 comme mentionnées dans . Qualitativement, en I’absence d’interactions
les valeurs propres tendent a coalescer pres d’un point critique mais le terme de répulsion
les en empéche. Dans le cas du modele a une matrice, les points critiques de 'action
effective sont caractérisés par V.S = 0, soit en terme de dérivées partielles par rapport
aux valeurs propres

oS
=0,Vi=1,---,N 1.38
aAZ Y Z ) Y ) ( )
ce qui revient a résoudre les N équations couplées suivantes
2 1
V(N == Vi=1,---,N . 1.39
J#FL "I
Si A = (A},---, Ay) est I'un des points critiques solution de (1.39)), alors dans un voisi-

nage de A} il est possible de considérer le développement de Taylor de Iaction effective
sous la forme suivante

1
Set(A) = Ser(A}) + §5>\T.H.6)\ +o(||6X]]?) , (1.40)
ot 'on a défini A = X — A} et ou H est la Hessienne de Seg en A,
0%S.g
H, — . 1.41
T ONON \* ( )
k

Soit un contour «; dans CV contenant A;. La méthode d’approximation de Laplace
permet d’écrire la contribution partielle venant de A} a la fonction de partition (1.36) de
la maniére suivantef

~N285.5(X%)
2000 = ——7— / dX e~ N?FONT HX+o(I8AIP) (1.42)
° k
e NE5aD) / Ax N7, 1 \% 1
TN N23 (detH) <1+O<N>) (1.43)

de sorte que pour un contour générique v = Y cpyy de CV, (1.30) est la somme des
27 (),

20 =S a2z . (1.44)
k

1.4.3 Résolvante, équation de Riccati et polyndme caractéristique

Soit donc A" un point critique et soit Wy (x) la résolvante associée & une matrice de
valeurs propres {\f} et définie par

1
r— A\

Wy () = ]17 (1.45)

i=1

4. Cette expression ne prend pas en compte le terme d’entropie proportionnel & N(1 — g)
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La fonction Wy satisfait I’équation de Riccati
1

WN(I)Q + N

Wy(z) = V' (2)Wx(x) — Py(x) (1.46)

ou la fonction Py est définie par

(1.47)

Wi est reliée a la fonction de corrélation W; définie en (1.22)) pour N fini puisque,
lorsque N devient grand,

oo 1o 1
Wy (z) 222 lim NVVl(x) . (1.48)

Lorsque N tend vers l'infini, les fonctions Wy et Py restent d’ordre 1, le terme %W]’V
est négligeable et ’équation de Riccati devient

Wao(2)? = V'(2)Wao(2) + Py(z) =0 (1.49)

ou Wy = A}im Wy et Py = A}im Py . En remarquant que le comportement asymptotique
—00 —00
de la résolvante en 400 est en 1/x, la solution de ([1.49)) est donnée par

1
W (z) = 2(v’<x) — V@) - 4Poo(9s)> . (1.50)
Ezxemple 1.4.1. Le cas du potentiel quadratique V(z) = %xQ correspond a la résolvante
suivante
1
Weo(z) = 5(:6 — Va2 — 4) : (1.51)

ce qui donne lieu a la distribution d’équilibre des valeurs propres suivant la loi du demi-
cercle de Wigner [Meh67, [EKR15].

Il est utile néanmoins d’introduire pour N fini une fonction "auxiliaire" ¢y définie par

Wy = 22— Loy (1.52)
N= N Un N O YN .
Cette fonction a en réalité une expression simple en terme des valeurs propres puisque
N
Un(r) =[] =) (1.53)
i=1

qui n’est rien d’autre que le polynéme caractéristique de la matrice diagonale. De nouveau
on peut faire le lien avec la fonction d’onde (|1.25)) 11 ¢ lorsque NV est grand. Cette fonction

¥y permet de réécerire 'équation de Riccati ((1.46) sans négliger le terme d’ordre O(%)
sous la forme d’une équation différentielle linéaire du second ordre

1 1

Ezemple 1.4.2. De nouveau le cas Gaussien est instructif car ((1.54]) devient 1’équation de
Hermite

1 1! 1 !
e v(@) — NfWN(fE) +Yn(2) =0, (1.55)

ses solutions sont les polynomes d’Hermite dont nous rappelons quelques propriétés dans
la section suivante [L.Al
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Si I’étude de la fonction de partition quand N devient grand apporte déja de nom-
breuses informations sur le comportement asymptotique du modele de matrice, il est fon-
damental d’étudier ses propriétés quand N reste fini. Une méthode consiste a introduire
les polynoémes orthogonaux, technique que nous rappelons maintenant.

1.5 Polynoémes orthogonaux

Revenons donc au cas ou la taille N de la matrice est finie et considérons la fonction
de partition exprimée directement comme intégrale sur les valeurs propres

1 N
Q) = / T] e VAIAA)? . (1.56)
NI Jyn i=1

Rappelons tout d’abord un lemme que nous utiliserons fréquemment.

Lemme 1.5.1 (Identité d’Andréief-Heine). [Forl9, [And86]
Soient { f;(x)}iz1,. ~ et {gi(z)}iz1, n des fonctions intégrables sur un domain D. Notons
dX = dx; ---dzy. La relation suivante est satisfaite

]\1”/DNdX det fi(x;) det gi(x;) = det (/Ddxfz-(:v)gj(x)), (1.57)

1<i,j<N 1<i,5<N 1<i,j<N

que nous désignerons comme étant I'identité de Andréief-Heine (AH).

Le déterminant de Vandermonde peut étre exprimé comme

— N=jy (N
M) = et () = det (pw-,(A) (1.58)
ot les fonctions {py }rex sont des polyndmes unitaires de degré k, pi(z) = 2% + . H En

effet, le déterminant est invariant par combinaison linéaire des lignes ou des colonnes
Soient donc deux familles {py }ren €t {Pk tren de polynémes unitaires satisfaisant ((1.58]).
La fonction de partition (|1.56) peut étre exprimée des lors sous la forme suivante

1
— ﬁ/ Hd/\ o= V(M) g%?%N(pN_j()\i»

— et (/d)\e )pn- @(A)ﬁNj(A)) (1.60)

1<i,j<N

zZy = (Bv—5(A\)) (1.59)

det
1<4,5<N

ou la derniére égalité est obtenue grace a 'identité AH (Lemme ({1.5.1])). Il est utile ici de

définir sur I'espace vectoriel des polynomes le produit scalaire suivant associé a la mesure
N dA

(RlB) = [ A" ORMAM) . (1.61)
ot P,, P, sont arbitraires a priori. Le produit scalaire étant une forme bilinéaire symé-
trique et toujours par invariance du déterminant par combinaisons linéaires de ses lignes

et colonnes, il est possible et pertinent de considérer une base orthogonale {py}ren de
polynomes telle que

<pk]pl> = / d)\ efv(’\)pk()\)pl()\) = hkék,l = hkl s (162)
Yy

5. Ces polynémes ne doivent pas étre confondus avec les polyndémes sommes des k-iémes puissances définis en ((1.18)).
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de sorte que ((1.56) prend la forme déterminantale simple suivante

ZP = det ({pnilpn_s)) (1.63)

1<i,j<N

qui peut encore s’écrire sous la forme factorisée
, N

ZQ =11 e - (1.64)
k=0

Ces polyndémes orthogonaux peuvent étre normalisés comme suit P, = \;%c’ mais une

autre famille de fonctions orthonormées {1 }ren, non constituée de polynémes, peut étre
définie par

(V) = pf,%)e—%m , (1.65)

et le produit scalaire correspondant est défini par
(nlen) = [ dAr()nd) = 3, (1.66)
il

FExemple 1.5.2. L’exemple par excellence permettant d’illustrer ces 2différemtes propriétés
est le cas Gaussien. La mesure prend alors la forme du (z) = e7 2% dz et la famille des
polynomes orthogonaux associés est celle des polynémes d’Hermite définis sur R par

H ke (2 = 1.67
o) = (ke () ¢ (167
dont la fonction génératrice est donnée parﬁ
© Zk x2 F) ac2 1.2
G(z,x) = ];)Hk(x)g =eze “Te 7 =27 | (1.68)

Le produit scalaire entre deux polynomes quelconques p et ¢ est dans ce cas précis

(pla) = [ dae"Tpla)qla) (169)

ou le contour d’intégration apparaissant dans la fonction de partition (|1.56|) est simplement
v = R. Les polynémes d’Hermite satisfont les relations de récurrence suivantes

Hyi1(z) = xHy(x) — Hy(z) et H(z) = kHy_1(z) , (1.70)
qui induisent I’équation d’Hermitem
Hj(z) — aHp(z) + kH(x) =0 . (1.71)

Remarque 1.5.3. Terminons cet exemple par une remarque importante. Si 'on regarde
2

le modele de matrice associé a la mesure du (z) = ez dz, quelques précautions doivent
étre observées. En premier lieu, le contour d’intégration v ne peut plus étre simplement
R. Il faut considérer l'intégrale le long du contour iR dans le plan complexe pour assu-
rer la convergence de l'intégrale. Dit autrement, a partir de la définition des polyndémes
de Hermite et de leur fonction génératrice définie et analytique sur C entier, les
polynomes de Hermite évalués sur iR ont 1’expression suivante

2 9\" 2
Hy(iz) =ife 2 | — | e 1.
p(iz) =i (89@) ez ,zeR (1.72)

6. Apres utilisation du développement limité formel de I’exponentielle de la dérivée partielle et de la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff.
7. Modulo un changement de variable on se rameéne a ([1.55)).
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et la fonction génératrice prend la forme
G(—iz,z) = 127" (1.73)

Cette correspondance vue comme une dualité apparait dans le chapitre |3| et donne une
interprétation nouvelle a la notion de dualité dans les modeles de supermatrices.

Une méthode permettant d’exprimer directement les polynémes orthogonaux associés
a un modele de matrice repose sur la formule de Heine

LTI dhe YT (o — A)A()?
e’ ka H?Zl d\; e VI A(A)?

On remarque que le polynéme caractéristique ilelg(x — M) peut étre réécrit sous la forme
X

pr(x) = (det(x — M) )

(1.74)

exponentielle

k k oo 1 k A?

H(‘T —\) =x"e” Dot T Dt (1.75)
i=1

de telle facon que le k-ieme polynome orthogonal prend la forme

yf=la) _ n@ _
7(1) 7(1) Z,f]

ot Pon a défini le vecteur ¢ = (t1,tq,--+) avec la convention que t; = 0 si i > d et utilisé

la notation classique de Sato [#] = (—%, —=5, —=5,---) pour les temps "perturbatifs’ —=.

) x2) =z

pr(r) =2 (1.76)

La fonction 75, de temps translaté t = £ — [z] est ainsi dans ce cas

—

= k oo 1 1 k n
7 (t) = /7 [[dNe S wlintam) D A A (M) = 2,]7] . (1.77)
=1

Une autre famille {¢x } de fonctions linéairement indépendantes est obtenue par les trans-
formées de Hilbert des {1y}

or(x) = eév(m)Ldy fkfyy)eév(y) ) (1.78)

Les fonctions de cette base peuvent également étre exprimées par la formule de Heine
"duale", a savoir

di(x) = \/hypeV @ <det<xl_M)>g(2) , (1.79)

k+1
La dualité mise en avant ici doit étre comprise au regard de la définition [1.27] et de la
dualité évoquée alors. De plus, il est immédiat que la fonction rationnelle

() = <det(:cl—M)>g(2> (1.80)

k+1

peut étre exprimée comme ratio de deux fonctions 7 en miroir de (|1.76]) puisque

—(k+1) T (£ [2]) ‘
Tk+1(£§

Des lors I’étude du modele de matrice peut se faire par celle d'un systeme intégrable dans
lequel les fonctions 7 jouent un role majeur. Il existe un lien ténu entre les conditions
d’intégrabilité d'un systeéme et 'existence de solutions aux équations de Hirota [EKR15].
Nous n’avons mentionné ici que les expressions des fonctions d’onde 94 o et leurs fonctions
duales 1y ; mais des résultats similaires existent pour les fonctions d’onde plus générales

wn,m |§|

8. On pourra trouver une revue détaillée par exemple dans [EKRI5].

pr(x) = (1.81)
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1.6 Noyau de Christoffel-Darboux

Commencons par rappeler la définition de la distribution de probabilité jointe totale
normalisée des valeurs propres et introduite dans ([1.13])

1

Rv(A, -+, Ay) = Nz, A, -, He—V (1.82)
1 N-1 N vix
= 1 [T 1, ) ot (s O [T (159
1 - ivia lv(x
NI 1<z]<N (Z > oAb pi(Ay)e 7 eV ])> (1.84)
k=0 1=0
Définition 1.6.1. On définit le noyau de Christoffel-Darboux par
N-1N-1 ) )
Kn(z,y) = 3 > pr(@)hy'pi(y)e " We 2V (1.85)
k=0 1=0
N-1
= 2 Yr(x)¥e(y) (1.86)
k=0
de sorte que la distribution de probabilité précédente s’écrit
1
RN()\ly"' ,)\N) = ﬁlé}?EN [KN(A“)\])] . (187)

Il est utile de représenter le noyau de Christoffel-Darboux comme un opérateur Ky

N-1

Kn(z,y) = (@ Ky ly) = Y (@vn) Wl Ky [v0) (Wily) (1.88)
k=0
ou l'on a inséré 'identité
N—1
Lyv—1= Y [t (Ul (1.89)
k=0

qui traduit la complétude de la base {|¢x)}r—o.. n—1 dans le sous-espace vectoriel des

"polyn@mes"ﬂ de degré au plus N — 1. Il s’ensuit que dans cette base 'opérateur Ky est
simplement le symbole de Kronecker

(U] Kiv [t1) = O (1.90)
ou encore
. N-1
Kn =D [vw) (Wl - (1.91)
k=0

9. Les fonctions {¢} ne sont plus de véritables polynémes, par abus de langage nous les désignons comme tels en
référence & leur polyndme {py} associé, de degré au plus N — 1 eux.
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Le noyau est tout d’abord reproduisant, i.e. Ky « Ky = Ky. En effet, pour (z,y) € *

(al Ry x Ko ly) = [ dz (ol R |2) (21 R ) (1.92)
N—-1
= > (@ln) (] KN|¢1>/dZ (Wil 2) (2[Yr) (b | Kiv [or) (3w ly)
.k 11'=0 v
(1.93)
N-1
= (@) 6100 O v (Y |y) (1.94)
k,k’\1,I'=0
N—-1
= (z)v(y) (1.95)
k=0
=Kn(z,y) (1.96)

ce qui montre le résultat. De plus il vérifie
/dx Kn(z,z) =N . (1.97)
-

A T’aide de ces deux propriétés et en raisonnant par récurrence, on peut montrer le théo-
reme de Dyson donnant ’expression déterminantale de la distribution de probabilité jointe
de k valeurs propres

(N — k)!
Rk()\la cee 7)\k> = T 13(%,6}9 KN()\ia )\J) . (198)

FExemple 1.6.2. Le cas particulier k£ = 1 donne directement la relation entre le noyau et la
densité py d’une valeur propre

px(0) = Ri() = TKx(A ) (1.99)

Le noyau Ky satisfait la formule de Christoffel-Darboux

y Un-1(@)Yn (y) — Yn(@)Pn-1(y)
N -

ou Yy = 1/% et les hy sont définis par le produit scalaire (1.62)). Cette derniére formule

donne ainsi un moyen plus simple d’exprimer le noyau en fonction seulement de deux
fonctions d’onde.

KN(xvy) =

(1.100)

L’existence de la base duale {¢y} et ses propriétés similaires aux {1y} suggere qu’il
existe d’autres noyaux de Christoffel-Darboux, dont les propriétés sont répertoriées par
exemple dans [EKRI5].

1.7 Modeéeles de matrice avec source externe

Dans cette section nous souhaitons rappeler quelques propriétés de la fonction de par-
tition d’un modele couplé avec une source externe S.

Définition 1.7.1. Soit S une matrice de taille N. On définit la fonction de partition du
modele de matrice couplé a la matrice constante S par

Z](VQ)[S]: y AM o~ TVA)+Te MS (1.101)
N

19



Outre le réle en physique que joue un tel modele - via I’étude de la dynamique d’un
systeme dans un champ extérieur constant - il est utile de noter que la fonction de partition
(1.101]) n’est pas invariante par conjugaison, le terme de couplage avec la source S brisant
cette invariance dans le cas général.m

Il est toutefois toujours possible de séparer l'intégrale en une partie radiale et une
angulaire, mais ou cette derniére n’est plus un simple facteur correspondant au volume
de U(N), puisqu’en effet

ZP18] = [ dde @A) [ au et vars (1.102)
RN U(N)
radiale angulaire
ol de nouveau M = UAU™! traduit la diagonalisation de M Hermitienne en A =

diag()\l, s 7>\N>-

Proposition 1.7.2. Intégrale de Harish-Chandra—Itzykson—-Zuber (HCIZ) [IZ80] Si S est
Hermitienne, donc diagonalisable avec valeurs propres {si,--- , sy}, 'intégrale angulaire
prend la forme

AUeTVAUTS N gep oM 1.103
/qu) ¢ An(M)Ay(S) 1<gen S (1.103)

ou la constante cy = T'y(N +1) = ;V:f)l j! est telle que U'intégrale sur le groupe U(N) est
normalisée, soit [y ) dU = 1.

Il est immédiat des lors que la fonction de partition s’écrit
1
NIAN(S)
Ainsi, en utilisant I'identité de AH du lemme la fonction de partition du modéle

couplée avec source externe prend la forme déterminantale suivante

1
= N AN (S
Remarquons que cette formule met en évidence le role joué par la transformée de Fourier

(ou de Laplace selon le contour d’intégration 7 plus généralement) et suggere intuitivement
I'existence d’'une dualité comme mentionnée en (|1.28)).

La fonction de partition (1.104) peut par ailleurs étre écrite comme

ZJ[S] = en [ dAeT YA Nisi (1.104)

det e
1<i,j<N

Z3[9] et /R dX e TV o (N . (1.105)

1
~ NAN(S) Jrw

N
z@9) dA e TVWAN) [T M, (1.106)
=1

expression utile si ’'on veut exprimer de maniere plus formelle les espérances individuelles
des valeurs propres {\; }i—1,... n associés au modele invariant orthogonal puisqu’en effet,

Jan dA e= TV A(A) N

_ i (2)
(A >g]<vl> = Jpn dA e~ TV A(A) = 0,, log Z5°[95]

: (1.107)
S=0

et plus généralement, la fonction de corrélation connexe (A Ai, )e prend la forme

19"

(Aigs ooy A >51(v1)’c =0, -+ 0 log Z[9] (1.108)

Sie

S=0

Remarque 1.7.3. Cette formalisation prend un sens tout particulier en théorie quantique
des champs lorsque le systeme étudié présente des symétries générées par des charges
conservées et leurs courants associés.

10. A I'inverse, le cas ou S appartient au centre de H v assure 'invariance de 'intégrale.
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1.8 Equations de boucles et algebre de Virasoro

1.8.1 Equations de boucles pour les fonctions de corrélation

Dans cette section nous regardons l'intégrale de matrice suivante
zQ = / dM e NTVOD) (1.109)
r

ou V est une fonction polyndémiale et I' un domaine tel que 'intégrale est bien définie.
La fonction de partition ne doit pas dépendre du choix des variables d’intégration sur
I', ce qui revient a dire que celle-ci doit étre invariante par le changement de variable
infinitésimal M — M’ = M + eM*** 4+ O(e?) a l'ordre 1 et ce pour k > —1. Il s’ensuit
que la mesure se transforme selon

dm’ e—NTrV(M’) _ d(M + EMk+l>e—NTrV(M+eMk+1) (1.110)

k

= (dM +edM Y TrM'Tr M’“‘) (1 — NeTr M’ﬂﬂv’(M))efNﬁV(M)
=0

(1.111)

k
=dMe NTVOD L 4 el ST Te MU Ty MR — N Te MM V(M) | |

1=0

invariance = espérance = 0

(1.112)

ce qui nous amene a 1’équation de boucles ou équation de Schwinger-Dyson suivante apres
prise en compte de l'intégration

k
<ZTrMi TrM’H'> —N< Ter+1v’(M)> =0. (1.113)
i=0 5](\3) 81(\?)

Cette équation peut également étre obtenue par ’analyse du moment d’ordre k£ qui est
I’espérance de la fonction py

(Dr g =mip = (TrM*) e . (1.114)

L’équation de boucle (|1.113|) peut étre retrouvée en imposant que

<§: a]aw”(Mk)ij> =0. (1.115)

irj=1 eQ

De méme que la définition des fonctions {py }ren se généralise aux partitions u = (p1, -, fe)
pour obtenir une base compléete de ’espace des fonctions symétriques, ’ensemble des équa-
tions de boucles est généré par

N
< > 5]\8/[,,((M“1)ijTrM“2---TrMW)> =0 (1.116)
ij g]\?

1,j=1

Les équations de boucles peuvent étre obtenues similairement pour les valeurs de § =
1,2,4. 1l est néanmoins avantageux de passer par la représentation de la fonction de
partition en termes de valeurs propres car elle est valide pour tout 5 complexe.

Soit donc g € C. Le moment d’ordre k prend la forme

N 1 N
<ZA§> - Z(‘”/ dA e NVEXLVOIA(N)P S A (1.117)
i=1 r N T i=1
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ot le choix du contour I" dans CV est implicitement tel que la fonction de partition Z](\é) est
bien définie. Une premiere famille d’équations de boucles est donc obtenue pour k£ > —1
par

ai <e—N§ Xl VW)A(A)M?“) , (1.118)

N k-+1
<ZmA >F:0:

ce qui donne lieu aux équations

(L)), (G- (merms),-»{mroor) -0

(1.119)

Il est ainsi possible d’exprimer les équations de boucles pour S quelconque en terme
d’espérance sur un ensemble de matrices dont les valeurs propres décrivent I'

u 2
<ZTr M' Tx M’H> + < - 1) (k + 1)< Ter> - N< Trv’(M)Mk+1> —0.
=0 T B r r
(1.120)
Nous renvoyons a [EKR15| pour la généralisation avec § € C des équations de boucles

(T.116).

L’ensemble des équations de boucles ((1.120]) pour & € N peut étre encodé dans I'équa-
tion de boucles pour la résolvante, et plus généralement pour les fonctions de corrélation
a n points - ici a 2 points - dont ’expression est

<Trx_1MTrx_1M>F+ (;—1><Tr(x_1M)2>F—N<TrZ/_(AQ>F:O. (1.121)

La fonction de corrélation connexe a n points est définie d’une part comme

2 1 1
W21, ) = (g) <Trx1_M~-Trx _M> (1.122)

et on définit de plus les fonctions polynomiales suivantes

Pz, xp) = <§>2<Tr V/(xx) : ]\V/_//<M) ﬁTr - _1 M> , (1.123)
1 7 c

(]

de telle facon que (|1.121]) s’écrit

Wa(z, ) + Wiz (\[ f) W(z \/E(V’(x)Wl(x) — Py(z))=0. (1.124)

Le pendant pour N grand de cette équation de boucle est I’équation de Riccati (|1.46]).

1.8.2 Equations de boucles pour la fonction de partition : contraintes de
Virasoro

Nous souhaitons exprimer les equations de boucles ([1.120) comme 'action d’opéra-
teurs sur la fonction de partition 2z N . On peut remarquer tout d’abord que les relations
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suivantes sont vérifiées pour k > 1

2k 0
TrM*) = -~ log 2’ 1.12
(TrM*) = =35 o log 24 (1.1250)
k 9 2 k-1 o2 o
T M' Te M) = I(k log 2% — 21 L 10g 2§
<; S > ( > ; Donan,, 82N~ kg, s 2n
(1.125b)
TrV/(M)M* ) = (3¢, Tr M) = _ 2 3 (n+ k), 0 log Z¥)
n=1 Nﬁ n=1 at"+k
(1.125¢)
Pour k = —1 et k =0, I"équation ([1.120)) devient respectivement
~ Nt Tr M) = =Nty + Zntnﬂa@ log 2 =0, (1.126a)
n=1

((Tr1)?) + (Z - 1><TrIL> —N;tn<TrM"> = N? + (Z - 1>N+ ;gjlntnailogzﬁ

(1.126b)
L’équation de boucles (|1.120) pour k£ > 1 prend ainsi la forme
4 k-1 02 4k 0 2k(k+1)<2 )a 1 )
—_— | =-1 +=> (n+k)t log Z
[NQ lzjl pr oot B Ot Np o} Oty nz:l " Otk =N
pu— 0 y
(1.127)

ce qui nous amene a définir la famille d’opérateurs { L }r>_1 suivants :

4 k-1 02 4k 0 2k:(k:+1)<2 1)8

h=NL e aon, pon N5 \p Yon

ERS S (n+ k:)tni + <N2 + <2 — 1) N) S0 — N?t16p 1 (1.128)
B i Ot s 5

opérateurs qui annulent la fonction de partition, ce qui correspond aux contraintes de
Virasoro :

LZ2P =0, k>-1. (1.129)
Ces opérateurs satisfont de plus les relations de commutation de Virasoro :
c
[Ly, Li) = (k — 1) Lyt + Ek(k2 — 1)6k110 5 (1.130)

ou ¢ est la charge centrale dans la théorie conforme associée d’expression

c:1—6(\/§—\/g)2 . (1.131)

Les valeurs particulieres = 2, 1,4 correspondent respectivement aux charges centrales
c=1,-2 -2

Dans le chapitre[3|sur les modeles de supermatrices nous reviendrons sur ces contraintes
de Virasoro et leur forme. Anticipons des a présent et définissons la constante de couplage

9

1
NB— = | (1.132)
g
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de sorte que les opérateurs {Ly}x>_1 prennent la forme suivante :

0? 4k 0

k—1 2 0

2 & 0 2 N
+=SN " (n+k)t,—+ [ N2+ (—1)]\7)5 — — 10,1 . (1.133
g (v (5 ko gt (1139)
Il pourra étre utile de considérer la limite de 't Hooft quand N — o0, g — 0 et g.N = O(1).
La dépendance en N provient uniquement de 'espérance de la trace ( Tr M ), point crucial
qui différera dans le cas des supermatrices.

Par ailleurs, les opérateurs { Ly }r>_1 forment une partie des générateurs de l'algebre
de Virasoro qui intervient en théorie des champs conformes, approche que nous nous
proposons de rappeler brievement dans le paragraphe suivant.

1.8.3 Formalisme des opérateurs vertex et algeébre de Virasoro en théorie
conforme des champs

Dans ce paragraphe nous rappelons essentiellement quelques propriétés sur les opéra-
teurs vertex. Pour une revue complete du sujet on se référera a [DEMS97].

Définition 1.8.1 (Champ bosonique libre). Soient a*,ay € C. Considérons le vecteur
formel infini ¢ = (¢, ),en avec t, € C. Le champ bosonique libre ¢ est défini comme la
somme des séries formelles suivantes

p(z,t) =a"+aglogz — > %&tn + Y 2", (1.134)

n>0 n>0

ou la variable z de la fonction est complexe a priori.
Pour a € C, on définit I'opérateur vertex V, par l'ordre normal suivant :
Va(Z', t) —. eacp(z,t) — eaa*+aa0 log Zp Zn>0 z"tne—cx Zn>0 %&n (1135)

Proposition 1.8.2. Soient N opérateurs vertex {V,, } dont les positions respectives dans
le plan complexe C sont notées {z;}. Leur ordre normal est relié a leur produit par la
relation suivante

N N
[[Vei(z) = I (zi—2)% : [ Vas(20) : (1.136)
i=1 1<i<j<N i=1

Démonstration. C’est une conséquence directe de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff.
m

Définition 1.8.3 (Tenseur énergie-impulsion). On définit le tenseur énergie-impulsion
associé au champ bosonique libre par

T(2) = 0.p(2)0:0(2) : (1.137)

Le produit du tenseur énergie-impulsion avec un opérateur vertex peut étre développée
en la somme d’opérateurs suivante :
Aa) 1

(z — w)QVa(w) * z—w

T(2)Va(w) = OwVa(w) + termes réguliers , (1.138)
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b

2
a
ou le facteur A(a) = -5 <2 — )oz est la dimension conforme de 'opérateur V, avec

b
b=+/p.
Si A(a) = 1, la partie singuliere de (|1.138]) peut s’exprimer comme une dérivée totale
de la fagon suivante :

T(2)Va(w) 0 ( ! Va(w))+termes réguliers. (1.139)

C ow \z—w

Ainsi en imposant des conditions aux limites qui s’annulent, le commutateur suivant
s’annule

[T(z),/va(w) dw] —0. (1.140)
Une autre maniere d’obtenir ce résultat est de remarquer que

[T(z), / Vi (w) dw] = (1— A)0.Val2) | (1.141)
de sorte que A(a) = 1 annule immédiatement le commutateur.

2
On notera ay les solutions de A(a) =1 avec ay =bet a_ = —%

Définition 1.8.4 (Charges d’écrantage). Dans le formalisme du gaz de Coulomb, on
définit les charges d’écrantage par

Q. = / Ve, (w) dw | (1.142a)
0 = / Vo (w) dw . (1.142D)

Remarque 1.8.5. 11 est alors immédiat que les charges commutent avec le tenseur énergie-
impulsion,

[T(2),Q+] =0 . (1.143)

Dans le cadre des modeles a une matrice, si I’on revient a la définition de la fonction
de partition exprimée comme intégrale sur les valeurs propres
1 s
L B—5 TV (2)
= /}RN A(Z)Pe 47z | (1.144)

sa formulation avec les opérateurs vertex se fait comme suit.

z{ =

Proposition 1.8.6. Sil’on désigne ’état "vide" de I'espace de Fock associé a notre théorie
par |0), la fonction de partition Z ](f ) gécrit

zy = (N|1QY o) . (1.145)

Démonstration. Intéressons-nous dans un premier temps a 'action de Qf sur |0) :

N
QY 10) = /dZHVM(zi) 0) (1.146)
=1
N
:/dZ T (zi—2)% : [[ Vo (z) - [0) (1.147)
1<i<j<N i=1
= [az TI (a—z) e EeaXmsit ) (1.148)
1<i<j<N
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_ 2"
ou I'on a utilisé successivement ’ordre normal ([1.138)) puis le fait que e™** 2> S Om |0) =
|0). En définissant de nouveaux "temps' t,, = —%ntn, on arrive a I’expression escomptée
a un facteur constant pres. O

Le tenseur énergie-impulsion admet un développement en série de Laurent ou les modes
sont les générateurs de l'algebre de Virasoro :

T(z) =Y L,z "7. (1.149)

nezZ

Nous pouvons alors retrouver les contraintes de Virasoro sous la forme suivante.

Proposition 1.8.7. L’action du tenseur énergie-impulsion sur la fonction de partition
du modele S-invariant vérifie la contrainte
T(z).2Y = 0(1) . (1.150)

Démonstration. Sil’on considere le commutateur entre le tenseur énergie-impulsion et le
produit des charges Q% , nous obtenons immédiatement

T(2).QY |0y = QY. T(2)]0) =0 . (1.151)
O

Corollaire 1.8.8. La fonction de partition du modele associé a ’ensemble invariant
satisfait les contraintes de Virasoro

L,2P =0, n>—-1. 1.152
N

1.9 Modele de matrices avec interaction de type Pfaffien

Dans cette section, nous définissons et abordons quelques propriétés satisfaites par
les modeles de matrices généralisés de parametres § = 1 et § = 4. Leur construction
fait intervenir des interaction de type Pfaffien. Les modeles considérés dans la littéra-
ture sont construits a partir des ensembles Gaussiens ordinaires ou chiraux par exemple
[IMNO1], Des09, [KG10Db], les expressions pour les fonctions de partition et les fonctions de
corrélation faisant déja intervenir le Pfaffien. Nous montrons que ces propriétés se pro-
longent aux modeles généralisés que nous introduisons dans cette these. Les preuves des
propositions de cette section peuvent étre trouvées dans [BK22h].

Il est a noter que les modeles issus de processus ponctuels de type Pfaffien comme
définis dans [BS06] sont un cas tres particulier des modeles que nous étudions dans ce
chapitre.

1.9.1 Modele g =1 généralisé

Nous définissons le modele suivant que nous appellerons le modele de matrice généralisé
g =1

Définition 1.9.1 (Modele de matrice f§ = 1 généralisé). Soient N € 2N et (z,y) —
A(z,y) une fonction & deux variables antisymétrique[T] ie. A(y,z) = —A(z,y). Soit
(fi—1(7))ie(n) une famille de fonctions intégrables. La mesure est notée du(X) = [L;e;n dpu(zi)-

11. Dans [BS06], cette fonction antisymétrique prend essentiellement les valeurs +1 et sert de fonction élémentaire dans
la construction des L-ensembles et des matrices L.
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Nous définissons la fonction de partition du modele de matrice § = 1 généralisé de la fagon
suivante

1
Z](Vl) = ﬁ/du( det f] (@) PfA(wi, x;). (1.153)

i,jE[N 1,5€[N]

Il est a noter que ce modele = 1 généralisé se réduit au modele 5 = 1 standard de la
maniere suivante.

Proposition 1.9.2. On considere A(z,y) = sgn(x — y) et fi_1(z) = pn_i(z). Alors le
modele § = 1 généralisé se réduit au modele de matrice § = 1 standard - a savoir le
modele des matrices symétriques réelles avec l’ensemble orthogonal - dit autrement

ZH Az, N'/du ) A (X)]. (1.154)

fz 1 — PN—i
Démonstration. En considérant A(z,y) = sgn(z — y), nous avons

Pf sgn(z; —z;) = [ sen(z —xy). (1.155)

’JG[N] 1<i<j<N

En fixant ensuite f;_1(x) = py_i(x), le terme avec le déterminant devient simplement le
déterminant de Vandermonde. Ainsi, il suit que

20— o [ Anx) T sene— ) = o [Au(X)[AN(X)], (1.156)
1<i<j<N

ce qui termine la preuve. O

La fonction de partition du modele 5 = 1 généralisé satisfait la propriété suivante.

Proposition 1.9.3. Soit N € 2N. La fonction de partition Z](\}) prend alors la forme
suivante

1) _ (1
20 = pr N (1.157)

ou 'on a défini la matrice antisymétrique suivante

1
NG = (AL (1.158)
Démonstration. Cela découle immédiatement de la formule intégrale de de Bruijn’s (A.364)).
[l

Remarque 1.9.4 (Fonctions orthogonales selon un produit antisymétrique : "skew"-orthogonalité).
Soient des fonctions (F;);cn) "skew'-orthogonales, c’est-a-dire qu’elles satisfont les rela-
tions suivantes pour i,j € [N/2],

(Foio| A| Fy1) = —(Fy1 | A| Faa) = {55, (1.159)
La fonction de partition est alors donnée par
1 »%. (1.160)
1€[N/2]

De maniere similaire au modele de matrice § = 2, nous pouvons introduire le noyau de
Christoffel-Darboux pour le modeéle g = 1, qui formera le bloc constitutif de la fonction
de distribution de probabilité des valeurs propres formelles.
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Définition 1.9.5 (Noyau de Christoffel-Darboux). Soit N € 2N. On désigne la matrice
inverse de N par NV, Puis, le noyau de CD du modele 5 = 1 est défini par

K@) = Y AN 5

2,7=0

o N/il F2i_1($)F2i_2(y) - FQi_Q(I')FQi—l(y)
B 1=0 h(l)

)

: (1.161)

ot (Fi)iein) est une famille de fonctions "skew'-orthogonales définies précédemment en
(1.159). L’opérateur intégral correspondant est donné par

KO = RN (7] (1.162)

4,j=0

Remarque 1.9.6. Le noyau de CD introduit ici differe légerement de celui des quaternions
utilisé dans 1’analyse usuelle du modele § = 1. On pourra se référer a par exemple [Meh04,
For10] pour les détails.

Ce noyau de CD est reproduisant, propriété qui joue un role majeur dans la dérivation
de 'expression des fonctions de corrélation.

Proposition 1.9.7. Le noyau de CD Kﬁ) est reproduisant ce qui se traduit par

KV 4.k =K, (1.163a)
Tr [KY - A= N. (1.163b)

Remarque 1.9.8. La complétude de la base { f; }ien implique
K@ (e,y) = lim Ky (z,y) = A(z,y), (1.164)
—00

ot A(x,y) est le noyau de I'opérateur inverse A=,

/du Az, 2)A(z, ) /du Az, 2)A(z,y) = 6(z — ). (1.165)

A T’'aide de ce noyau de CD, nous pouvons exprimer de maniére concise la fonction de
distribution de probabilité comme suit.

Corollaire 1.9.9. La fonction de distribution de probabilité des valeurs propres formelles
associées au modele § =1 ([1.153)),

PV (X) du(X) = t fio(w) PE Az, ;) dp(X) (1.166)

NlZ(l) ”e[N] i,j€[N]
s’écrit a ’aide du noyau de CD

POX) du(X) = — P K (i, ;) PE Ala, ;) du() (1.167)

N!ije[N] i,jEIN

Remarque 1.9.10. La structure de la fonction de distribution de probabilité (impliquant
et le noyau de CD et le noyau d’interaction) est analysée de maniére similaire dans le
cadre des modeles de matrices couplées [EM9S| BK22a].

Définition 1.9.11 (Espérance). L’espérance d’une fonction O par rapport a la distribu-
tion de probabilité Pg\l,)(X ) est définie comme étant

O = /du(X) PU(X)O(X). (1.168)

Remarquons que dans ce cas § = 1, le nombre de variables d’intégration sera N.
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Considérons maintenant le cas particulier suivant ou la fonction de partition (|1.159))
est :

zV :]\1”/du(X) An(X) Pt Az, a;). (1.169)

1,JE€[N]

Nous allons étudier les espérances de polynémes de Schur par rapport a Pﬁé) et voir qu’ils
forment les blocs constitutifs des fonctions de corrélations ensuite.

Lemme 1.9.12 (Espérance des polynémes de Schur (définition [A.2.3])). Soit N € 2N.
L’espérance du polynome de Schur est donné par le Pfaffien de rang N suivant
1

(s3(0) = —7, PE, (2N A M )] (1.170)
0,

En remplacant l'expression précédente de 'espérance des polyndémes de Schur dans
I’expression de la moyenne du polyndéme caractéristique, on obtient la propriété suivante.

Proposition 1.9.13 (Polynéme caractéristique). Soit N, M € 2N. Pour Z = (zqa)ic[u,
la moyenne du polynoéme caractéristique du modele 5 = 1 est donné par le Pfaffien de
rang M du noyau de CD de degré N + M

1 ZJ(\}BFM (1)
<5ﬂdet(za_X)> - Au(2) 2 aﬁfzw]KNW(za’ZB)' (1.171)
¢ 1

Avant de regarder le polyndéme caractéristique inverse, définissons le noyau de CD dual.

Définition 1.9.14 (Noyau de CD dual). Soit N € 2N. On définit 'opérateur intégral
suivant

N-1 N N
Ay=A-Y Alp) N} (m|A=A(A- KA. (1.172)
k,l=0

A Taide de la relation (T.164)), nous pouvons écrire

Ay = i A1) (Vaia| = |Pai—2) (2i1])A, (1.173)

i=N/2

ol (¢x)ken est une famille de polyndmes "skew'-orthonormaux, i.e. (9o | A | 99j_1) =
0ij et (Yo | A | o) = (Woi_1 | A | P9;—1) = 0. Puis nous définissons le noyau de CD
dual par une double transformée de Hilbert

AN<ZIZ', 97:)
(z —x)(w—7)

— /d,u(x) (@) io: (@ [ Al (12i-1) <Z2i:29|0)—(u|;/)_2¢;}2>) (Voia]) [A]Z)

i=N/2

KV(,w) = [ dule) du(@)

(1.174)

Nous pouvons maintenant obtenir I’expression des polyndmes caractéristiques inverses.

Proposition 1.9.15 (Polynéme caractéristique inverse). Soient N, M € 2N. Pour Z =
(%a)acim], la moyenne du polynéme caractéristique inverse du modele 8 = 1 est donné
par le Pfaffien du noyau de CD dual, dont I'expression dépend de l'ordre entre M et N.
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En effet,

1 NM ZJ(\P M/Z](\P 7=(1)
N = M- det(zo — X) 1) = (—)VMENMIEN pp RO 2,
a€[M] 1
(1.175a)
. /2§ )
N<M: < II det(zo — X) 1> — LN Pt KV (20, 25)
ae[M] . Ay (Z) a.peM]
o 1
X Pf —N— Za)\Ra | =~7 | z N
kl€[M—N] a%;(pM Nk | Za ) |Kél) | 25 )( 28 | PM—N—1)

(1.175b)

Remarque 1.9.16. Si I'on spécifie les formules précédentes au cas des fonctions de corré-
lation & deux points (M = 2), nous obtenons une expression alternative pour les noyaux
de CD,

Z\hs )

Z](VB Kylo(z,w) = (2 —w) (det(z — X) det(w — X)), , (1.176a)
ZSE?E(” (z,w) = (2 — w) (det(z — X) " det(w — X)) (1.176b)
20 . |

Ce point a été initialement observé dans [BS06]. Une telle relation entre les moyennes
des polyndémes caractéristiques et le noyau de CD existe aussi dans les modeles § = 2,
donnant lieu a la formule de Heine généralisée. Pour plus de détails, voir e.g. [EKRI5].

1.9.2 Modele g = 4 généralisé

Nous introduisons maintenant le modele g = 4 généralisé.
Définition 1.9.17 (Modele 5 = 4 généralisé). Soient N € Net (fi—1(x))icpony, (9i—1(2))ic2n]
des familles de fonctions intégrables. Nous définissons les 2V variables (z;, 2n+;) = (2, y;)
pour i, j € [N] et la mesure correspondante est donnée par du(Z) = [I;ejpn) dp(2:). Soient
de plus des fonctions a deux variables antisymétriques A(z,y) et B(z,y) ainsi quune fonc-
tion intégrable S(z,y). La fonction de partition du modele § = 4 généralisé est définie de
la maniere suivante,

A 1
20 = < [ (2) _ det [ 1(w) gi(i)] P Alwswjiyiys),  (1177)

[N],j€[2N]
avec la définition

N Az, z)  S(z,7)

Az, Z;y,7) = _ST(y, %) Bly.§)| (1.178)

De fagon analogue au cas = 1, le modele g = 4 généralisé se réduit au modele 5 = 4
standard de la maniére suivante.

Lemme 1.9.18. Considérons

fic1(2) = ponv—i(®),  gii(x) = p/szi(x) , Alx,y)=B(z,y) =0, S(z,y)=0dz—y).
(1.179)

Avec ces choix de fonctions, la fonction de partition du modele § = 4 généralisé se réduit
a celle du modele = 4 standard (c’est-a-dire ’ensemble symplectique avec les matrices
quaternioniques),

z¢ ]\1” / dp(X) An (X)L (1.180)
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Il s’ensuit que la fonction de partition du modele 8 = 4 généralisé prend ’expression
d’un Pfaffien.

Proposition 1.9.19. La fonction de partition Z](\?) s’exprime a ’aide du Pfaffien suivant

zP = pf NP

ijepn) T

(1.181)

ou l'on a défini la matrice antisymétrique suivante,
NG = (fi | A TS+ (fil S 1gi) = (g | ST 1fi) +(9: | Blgy)
el A8 |fj>1
[<fz| <gz|} [_ST B‘| |Jgﬂ
= (fi9i | Al fi,95)- (1.182)

Remarque 1.9.20 (Fonctions "skew'-biorthogonales). En définissant de plus les fonctions
"skew'-biorthogonales (F;, G;);cn) par les relations

(Foi_g,Goicg | A| Faj_1,Gojy ) = —(Fyj_1, Gojy | A | Faig, Gais) = K6, 5 |
(1.183a)

(Fhio,Goia | A Fyjo,Goj o) = (Fai1,Goi1 | A| Fpj_1,Go-1) =0,  (1.183b)
ou i,j € [N], la fonction de partition est donnée par

zP = I n,. (1.184)

1€[N] -

A linstar du modele 5 = 1, nous considérons le noyau de CD pour le modeéle 3 = 4
qui est le pendant matriciel du noyau ordinaire.

Définition 1.9.21 (Noyau matriciel de Christoffel-Darboux). Soit N € N. La matrice
inverse de N est désignée par N, Nous définissons le noyau matriciel de CD pour le
modele § = 4 comme étant

olt (F;_1,Gi—1)ici2n) est une famille de fonctions "skew'-biorthogonales telles que définies
en (|1.183)). En termes d’opérateurs dans le formalisme de Dirac, I'expression devient

IN—1 IN—1 S (4) = (4)
K(4) _ l|fz>] N(4) ; il = l|fl> Iilz;f <fJ| |f2> lilzzl] <gj|] ) 1.186
V= 3 |l ML el = SR i g (1-186)

i,j=0 ,j=0

Ce noyau de CD présente de nouveau des propriétés analogues aux noyaux de CD
ordinaires.

Proposition 1.9.22. Le noyau de CD K](é) est reproduisant, i.e.

K@ A-KY =K, (1.187a)
Tr (K- Al = 2N (1.187D)
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Remarque 1.9.23. La complétude des bases {|fi—1) }icjzn) €t {]gi—1) }icj2n] impose que

KO = 1im K =A, (1.188)
N—oo
qui est 'opérateur inverse de A,
A-A=A-A=1. (1.189)

La fonction de distribution de probabilité des valeurs propres formelles peut étre ré-
écrite a l'aide de ce noyau matriciel de CD comme suit.

Corollaire 1.9.24. La distribution de probabilité des valeurs propres du modele g = 4

défini en ([1.177)) par
PV (X:Y) du(X:Y)

1 Alxi, z5)  S(xi, ;)

— det i ;)| Pt dup(X;Y
N'ZZ(4) i€[N], FE[2N] [fi=1(z:) gj-1(vi)] i jelV] [_ST(%,%) B(yi,yj)] 1( )
(1.190)

s’exprime a l'aide du noyau de CD comme

(1) 1 @) A(wg, x5)  S(xi,y5) .
PLY(X5Y) du(X:Y) = 575 PE, KW ma@%%>g%hﬁq%%)3wwﬂdmxyw

(1.191)

Nous allons dans ce qui suit exprimer l'espérance de certains polynomes caractéris-
tiques. Rappelons auparavant la définition de ’espérance pour le modele 3 = 4 généralisé.

Définition 1.9.25. L’espérance d'une fonction O(X,Y") est définie par rapport a la dis-
tribution de probabilité P%) de la fagon suivante

(O(X:Y)) /du (X:V)IPOX;Y)O(X;Y) (1.192)

Remarquons de nouveau que le nombre total de variables d’intégration est cette fois
pour 3 =4 de 2N.

Nous allons considérer désormais que les fonctions a deux variables A, B et S appa-
raissant dans ’expression de la fonction de partition ((1.177)) satisfont toujours les mémes
conditions mais que les fonctions (f;—1, gi—1)icjzn) sont définies par

fie1(z) = pav-i(z) | (1.193a)
gi-1(x) = phy_;(2) (1.193b)

ou les (pi)ren sont des polynomes moniques de degré k. La fonction de partition du
modele § = 4 généralisé devient alors :

4) _ / A(Z‘HI) S<xl7y>

z /d (X:Y)  det i) Ph_i(w)] PE ; i

N N'2 HEY) oo [porvsl) P (0] ijelN] [—ST(%,%) B(yi, y;)
- — /du(X,Y) et [pan—j(x:) Phn—y (9] Pt A wgiysy) . (1194)

Commencons par regarder la moyenne des polynéomes de Schur modifiés.

Lemme 1.9.26 (Moyenne des polynémes de Schur modifiés (définition [A.2.5))). Soit N €
N. La moyenne des polynémes de Schur modifiés est donnée par un Pfaffien de rang 2N
avec I’expression suivante :

(\X3Y), = —y  PE (@M A [y (1.195)

Z](\;l) i,jE[2N]
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avec la norme notée
(FIALg)=(Lg |Alf4g). (1.196)
Remarque 1.9.27. Si I'on choisit
Az,y) = B(z,y) =0,  S(z,y)=0(z—y), (1.197)

comme dans le lemme [1.9.18] la moyenne du polynéme de Schur modifié se réduit a celle
obtenue pour le polynéme de Schur a 2N variables usuel associé a I’ensemble symplectique,

(1.197)
s

(A (X3Y))y (A (X5 X))y - (1.198)
Pour exprimer la moyenne du polynéme caractéristique, il est utile de définir un noyau

auxiliaire qui correspond a 'entrée (1, 1) du noyau matriciel K%). Ce noyau auxiliaire est
défini par

2N —1
KEQ(@,y) = 3 pi(@)Npi(y) . (1.199)
1,7=0

Le noyau matriciel peut étre exprimé en fonction de ce noyau auxiliaire et de ses dérivées
partielles comme suit,

KW (x,3)  0;K(x,7)

) / (1.200)

K (2, % y,5) =

Les formules s’ensuivent.

Proposition 1.9.28. Soient N € N et M € 2N. On note Z = (za)ae[M}. La formule
suivante en terme du Pfaflien est vérifiée :

(4)

1 Zyimpe (@)
(=DMsr(2) (sa(X;Y)), = Pf K (2a,25) . (1.201)
Ag%w) T AM(Z) 2B apenny VMRS

Corollaire 1.9.29 (Polynome caractéristique). La moyenne du polynéme caractéristique
par rapport a ’ensemble symplectique est donnée par le Pfaffien suivant :

2(4) Z(4)
< [T det(zo — > = W Ky ha(zar 2) (1.202)
ae[M] u(Z) - epeil (T197)

De maniere analogue au cas § = 1, intéressons-nous au polynome caractéristique in-
verse pour le modele 5 = 4. Pour cela, introduisons en premier lieu le noyau suivant.

Définition 1.9.30 (Noyau de Christoffel-Darboux dual). Soit N € N. Nous définissons
I'opérateur intégral de la maniere suivante :

Ay =A(A—KJA. (1.203)
A T'aide de la relation (1.188]), nous pouvons réécrire

|P2i—1) (Pai—2| — |P2i—2) (P2i—1| |P2i— 1>< ’ | Pai— ><¢’2F1‘

A,
- > (Pai—a| — ’¢éi—2> (P2i-1] ‘¢2i—1>< 21'—2’ - 2¢-2>< /21'—1’
(1.204)

Ay=> A

=N
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ou les (¢r)ren forment une famille de polynomes "skew"-orthonormaux de degré k, i.e.
(Poia | Al dgj1) = dij, (@P2i | A | b25) = (b2i1 | A| ¢95-1) = 0. Le noyau de CD

matriciel dual est défini par une double transformée de Hilbert :
AN(Z‘7 j')

z—x)(w—17)

(1.205)

KV (e w) = [ dute) dp(z) ¢

Nous pouvons également définir un noyau auxiliaire (décrit précédemment comme la com-
] RN .
posante (1,1) du noyau matriciel Ky’) :

K}(P(Z w /dﬂ d,U/ i T | A| (|¢2z 1> <¢2z 2| - |¢21 ><¢2i—1|) |A | ‘li‘> ) (1206)

= (z —x)(w—7)

A laide de ce noyau de CD dual, nous obtenons la formule faisant intervenir le Pfaffien
suivante.

Proposition 1.9.31. Soient N € N et M € 2N. On note Z = (za)ae[M}. La formule
exprimée en terme du Pfaffien est la suivante :

- (4)
(Z 1) 1 ZNfM/Q o (4)
2N > M : XY K .
ez det 22N (s Na= An(Z) Zz(\?) afe) N M/2(Z 23),
(1.207a)
oN<m: Yy 2 D ()
A y
2N <2Nd det 22N 4
v T Nl ORI b oy 2 )z | =i | 2002 >
= AM(Z)Z(4) OCBG[M] Qay B k,lE[M—QN] Oé’B:l prQka « a Rgl) B B pM*2N7l
(1.207b)

Corollaire 1.9.32 (Polynéme caractéristique inverse). La moyenne par rapport a ’en-
semble symplectique est par conséquent donnée par les Pfaffiens suivants :

Y

(1.208a)

(4)
1 ZN—M/ =4
2N > M : det(z, -2\ _ b KW -

B <Oc'1:1[\/l] >4 AM(Z) Z(4) o,BE[M)] N—M/2( ,3)

2N < M : < 11 det(za—X)2>

a€[M] 4

1 _
= Pf K{"(2a,25)

< 1
Pm— —k | Ra Ra | =y | V4 Prr— -1 .
AM(Z)Z](\?) a,B€[M] > (pyav | 2a){za | K(()4) | 26)( 28 | PM—2n—1)

kle[M 2N] L ]

(1.208b)

34



35



Chapitre 2

Réduction des modeles de chaines de
matrices aux modeles de deux
matrices couplées

Le passage d’un modele a une matrice vers celui a plusieurs matrices se congoit bien
de nouveau physiquement et mathématiquement. En présence d’un systeme constitué en
effet de différentes familles de particules ou de valeurs propres, il peut étre pertinent de
les dissocier et de rajouter des interactions entre elles.

Ce chapitre rappelle ainsi les principaux outils mathématiques développés dans I’étude
des modeles a deux matrices [BE03, [Eyn05|, Berll, BGS09al BGS09b] et des chaines
de matrices [Eyn03] [Eyn97, BK22a, [EM98, [Orall]. Nous généralisons les résultats déja
connus dans la littérature pour les interactions de type Harish-Chandra-Itzykson-Zuber
et de type Cauchy a des noyaux d’interaction plus généraux. Nous montrons en particulier
comment ramener de maniere systématique I’étude d’une chaine de matrices a celle d'un
modele a deux matrices avec un noyau d’interaction tres général.

Puis nous démontrons comment la fonction de partition du modele associée au carquois
Ay se factorise, avant de généraliser cette factorisation au carquois Aﬁl).

Enfin, nous définissons les modeles de matrices associées aux carquois BCD, les rela-
tions de dualité entre eux et pour finir des regles de construction pour des carquois plus
généraux.

2.1 Fonctions de partition : d’une chaine de matrices a deux
matrices couplées

Définition 2.1.1 (Fonction de partition). Soient ¢ matrices carrées {M;};—; ... , toutes de

taille N appartenant pour simplifier a ’ensemble invariant unitaire SJ(\?). Soient également
¢ potentiels polynomiaux V; de parametres {t;;} de sorte que

Vi) =3

k=1

t;
]jxk . (2.1)
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On définit la fonction de partition formelle de la chaine de ¢ matrices sans sources ex-
ternesE] par

¢ —1
ZN = / H dMye™ e Vi (M) H King(My, My 41) (2.2)
k=1 i=1
ou IN est le vecteur (N, --- , N) et I'interaction entre deux matrices adjacentes est repré-
longueur [

sentée par K.
Les interactions usuelles dont les propriétés ont été étudiées en détail sont par exemple
— de type exponentiel ou dites de la forme Harish-Chandra-Itzykson—Zuber (HCIZ)
Kuciz(My, Myyq) = e MMen (2.3)
— de type Cauchy
1 B 1
det(My + My 1) det(M @ 1y + 1y @ Myiq)

et les fonctions de partition qui leur sont associées sont respectivement Zycrz et Zcauchy-

KCauchy(Mk7Mk+1) = (24)

Remarque 2.1.2. S’il n’y a pas de confusion possible sur la taille des ¢ matrices, qu’elles
sont toutes de taille IV, la fonction de partition sera notée Zy.

Proposition 2.1.3 (Chaine de matrices hermitiennes). [BK22a] Il existe une fonction
w a deux variables, appelée le noyau d’interaction, et deux fonctions polynomiales V7, g
telle que les deux fonctions de partition listées ci-dessus s’expriment sous la forme d’une
double intégrale

Zy = N2 // [T dxpe ™ EDAN(XL) det w(rr, vr;)An(XER) (2.5)

<71.,9<
k=L.R 1SijsN

Démonstration. Chaque matrice Hermitienne peut étre diagonalisée par une transforma-
tion unitaire pour k =1,...,¢,

Mk = UkaUlzl, Xk :diag(mkyl,...,xk,N), Uk € U(N), (26)
et la mesure sur les matrices est donnée par
dU d X 9 N
dMy = ———An(X dXi = || dxg, , 2.7

ou la mesure de Haar de chaque matrice unitaire est notée dUy.
Pour linteraction Kycrz nous pouvons utiliser la formule de Harich-Chandra—Itzykson—
Zuber [IZ80, [Taol3],

dU trUXU—Y _ CN det %% 98
/U(N) ¢ An(X)AnN(Y) 13@%1\16 (2.8)

ou le facteur constant cy = I'o(N + 1) = Hé\’:—ol 7! est choisi de telle facon que l'intégrale
sur le groupe de Lie est normalisée, [in)dU = 1. Nous obtenons des lors

ka e P ot
. A— N[f / H L t Vk(Xk)AN(X1)<k1_[1 1;}52]\/6 ki k+1,J>AN(XZ)
— ka —tr Vi (Xg) dxk _Vk wk)eil TpTh+1
- / I Goie Ay(X1) | det / o5 I Jax(xo),

(2.9)

1. Le cas avec une source en bout de chaine c’est-a-dire Myy1 = Mext est étudié par exemple dans [EF09].
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ou nous avons utilisé I'identité de AH (Lemme [1.5.1)) pour (Xj)p—
(XlaXE) == (XLaXR) et

dl’k v {—1
w(y, ) =/ 11 5€ ko) TT emwwtr | (2.10)
k=2,..0—1 k=1

+—1. En identifiant

-----

nous arrivons & 'expression (2.5)) & une constante globale pres.

Pour l'interaction de Cauchy Kcaychy, Hous pouvons utiliser une identité similaire [BGS09D,

HOO6]

—1 diagonalisation 1
det(Mk®]1N+]1N®Mk+1) _—> E—
1<ij<N Thi T Thi1

1 1
= det _ . 2.11
AN(Xk)AN(Xk-H) 1<i,j<N (CL’]@’Z‘ + l’k—}—l,j) ( )

Nous pouvons ainsi écrire la fonction de partition d’une chaine de matrices avec des
interactions de Cauchy comme

dX k
ZCauch / H
Y le k=1,...,0

1

-1
e_trv’“(X’“)AN X, det (
(%) kl_[l Tri+ Thil,

L 1< <N

)AN(XZ).
(2.12)

De fagon similaire, en utilisant l'identité de AH pour (Xj)k—2. . ,—1 puis en identifiant
(X1, X)) = (XL, Xg) et en définissant le noyau

(21, ) / [ &evie ﬁ ! (2.13)
w(xy, xy) = — e . — .

' k2. 0-1 2T i1 Tk T Tt

nous arrivons a 'expression ([2.5). QED ]

Remarque 2.1.4. Nous avons implicitement supposé jusqu’ici que les interactions entre
chaque matrice étaient de la méme forme. Il est tout a fait possible de faire le méme
raisonnement pour des interactions différentes. Par exemple, pour une chaine de longueur
3, pour un couplage (HCIZ-Cauchy),

2
I Kint (M, Myi1) = Kncrz(Mi, Ma) K canehy (Mo, M) (2.14)
k=1
diagonalisation 1 U 1
> d t L1,i%2,5 d t -
An(X1)A% (X)) An(X3) 1<iGEN (e ) 1<GEN <x271- + a3 ;
(2.15)

et la simplification sur la fonction de partition suit immédiatement avec le noyau

da, e—V2 (m)ewlwz 1

W (Tr1,T3) = .

(2.16)
Remarque 2.1.5. Nous pouvons de plus généraliser le résultat (2.5) a des modeles de
matrices couplées ou l'interaction entre des matrices plus proches voisines est donnée par
la forme déterminantale

) diagonalisation 1

Kint (M, M1 det I(xpi, Trt1j) - (2.17)

" AN(X) AN (X)) 15058

Dans ce cas-ci le noyau d’interaction w aura la forme générale

dzr v (.
w(zy, xy) / H 2 —k o= Vie(ax) H I(xp, Tpi1) (2.18)
k=1
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Notons par ailleurs que les fonctions de partition des ensembles polynomiaux généralisés
satisfont des propriétés analogues.

Définition 2.1.6. Soient (fy;) »=r,r un ensemble de fonctions définies et intégrables
i=0,...N—1

sur des intervalles (I;) r=r,r de telle maniere que le noyau d’interaction w soit égale-

1= N-1

ment bien défini et intégrable sur eux. Les fonctions de partition des ensembles polyno-

miaux sont alors définies comme suit

77777

1 —tr
Zng = N /dXL,Re frVa(Xr) 1;}5& frn—i(zr;) 1§C}7?£NW(ILJ7CBRJ)AN(XR)7
(2.19a)

1

ZNJR:W/dXLyRe_trvL(XL)AN(XL) det w(xm,a:RJ) det fR,N—i(xR,j)-

1<i,j<N 1<i,j<N
(2.19b)

La proposition nous permet donc de réduire formellement la fonction de partition
Zn d’une chaine de ¢ matrices couplées a celle d’'un modele a deux matrices avec une
interaction non triviale. Nous voulons maintenant nous focaliser sur ces modeles a deux
matrices et les méthodes envisageables pour les étudier.

2.2 Formule déterminantale

Les différentes preuves des propositions de cette section sont développées dans [BK22a).

Définition 2.2.1. Soient donc une fonction w a deux variables et deux fonctions po-
lynomiales Vi r. On définit le produit scalaire selon w et les mesures dzy g e Vi.r(@LR)
par

(Flwlg)= [ TI doee™ fay)aor, er)g(en) . (2.20)
k=L,R
Pour un ensemble de polyndémes moniques quelconques (p;(z), () )ien, ot p;(z) = x'+- - -
et ¢;(x) =2’ + -+, on définit la matrice norme N,
Nij = (pilwlq). (2.21)

Proposition 2.2.2. La fonction de partition du modele de matrices couplées ([2.5)) est
donnée par le déterminant de taille N de la matrice norme, soit

ZN = det (NN—i,N—j) . (222)

1<i,j<N

Remarque 2.2.3 (Polynémes biorthogonaux). Si les polynémes moniques sont choisis en
particulier comme étant les polynémes biorthogonaux, c’est-a-dire

(P |w|Qj)=hid;, (2.23)

alors la matrice norme est diagonale N; ; = h;0; ;, de sorte que la fonction de partition est
donnée par

N—-1
Zy=]] b (2.24)
=0
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2.3 Noyau de Christoffel-Darboux (CD)

Définition 2.3.1 (Noyau de Christoffel-Darboux). Nous définissons le noyau de Christoffel-
Darboux (CD) associé au modele de matrices couplées par

N—-1
KN(iL'RaxL) _ e—VL(:vL)—VR(xR) Z Qi(fL'R) (N—l)ijpj(l,L)

i,j=0
— ¢ Ve(@L)~-VR(zR) S Qilzr)Pi(zr)
i=0 hi
N—
Z ¢z TR sz IL (225)
i=0

ot nous avons désigné les éléments de l'inverse de la matrice norme par (N71), o et défini
les fonctions biorthonormales, appelées fonctions d’onde, par
e Vi(@) e~ Vr(z)

pi(z) = Wpi(iﬂ)a Yi(z) = W%(ﬂ?)- (2.26)

Proposition 2.3.2. La distribution de probabilité associée a la fonction de partition ([2.5))
peut étre exprimée a l’aide du noyau de CD,

Zy e
Pnv( XL r) = Nij\!fgk:rL[Re Ve AN (X)) 1<(115£Nw(le,mRJ)AN(XR)
N|2 1<§?£NW<$L7¢, ZERJ) 1<(}?t KN(JZRJ‘, IL,j) s (227)
qui satisfait la condition de normalisation
/ ] dXiPy(Xpz) =1. (2.28)

k=L,R

Définition 2.3.3 (Espérance). L’espérance associée a la distribution de probabilité Py (X r)
est définie par

(O(Xen) = [ H X4 P (X1)O(XLp). (2.29)

2.4 Formalisme de Dirac

Cette section se veut le pendant de la section (1.5)), ot cette fois la méthode des po-
lynémes biorthogonaux apporte une structure plus riche en termes d’espaces vectoriels et
de dualité.

Avant de définir un nouveau produit scalaire, remarquons tout d’abord que la relation
(2.23) définissant les polynomes biorthogonaux {F;, @} jjen2 peut s’écrire

(Plw] Q) =hitiy = [ T[ dewe P )w(or, on)Q;(en) | (2.30)
k=L,R
soit, en utilisant les définitions ([2.26)) des fonctions d’onde {¢;, wj},
Oi;j / I ¢i(er)w(zr, 2r);(zr) (2.31)
k=L,R

ce qui nous amene a définir naturellement un autre produit scalaire
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Définition 2.4.1. On définit le produit scalaire (. | .) associé au noyau w entre deux
fonctions f et g par

(lwlg)= [ TI dowfan)w(er zn)glen) (2.32)

k=L,R

Cette définition implique que la biorthogonalité entre les fonctions d’onde s’exprime
maintenant

<¢z‘ | w | 1/’j> = 6i,j (2-33)
Passons a la formulation de Dirac "bra—ket".

Définition 2.4.2. On définit les vecteurs "ket" |¢;) et leur duaux "bra' (¢;| via leur
représentation dans la base {|z)},

¢i(x) = (dilz) ,  ¥i(x) = (2|¢y) (2.34)
avec la complétude de la base {|z)},
/d:z: ) (z] =1 . (2.35)
Définition 2.4.3. Les noyaux w et Ky peuvent étre définis comme des opérateurs & et
KN?
w(ry,or) = (xo|@|vr) , Kn(wr,ar) = (vr| Ky |vg) - (2.36)
Définition 2.4.4. On définit les vecteurs de dimension infinie

8)=( 1o0) 160) Io2) -~ ) . [e)=( Wo) k) ) o ), (237)

et le projecteur Iy sur les sous-espaces vectoriels VI(pN) et VéN) de dimension N, ces
derniers étant engendrés par {|i;)}izo,.. n—1 d'une part et par {|¢;)}izo... v—1 d’autre
part. La représentation matricielle de Il est

. 1 sii=jel0,....,N-1],
(HN)”:{ Jel ] (2.38)

0 sinon .

Les bases {|s) }izo,.. v—1 €t {|®i) }izo... n—1 sont par définition completes respective-
ment dans Vé,N) et VéN), ce qui se traduit en particulier par

Ly = Z i) (4]
w<N> - Z Wz wl (239)
et par conséquent,
Ky = |¢) Ty (g] - (2.40)
Des lors, la définition (2.4.3)) du noyau de CD équivaut a
N-1 A
Kn(zp,xr) = Y {wrlvi) (Wil K [8;) (d5]2R)
T
ij
N-1
= > Yi(zr)¢i(zr) (2.41)
i=0
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qui est comme attendu 'expression ([2.25)).
Remarquons par ailleurs que lorsque N — o0,

N—oo

lim Ky(zg,xp) = Zl/}z(xR)gbZ(xL) =(zgp|w ! |2y) = @(zg,21), (2.42)
i=0
ou l'opérateur inverse de w signifie que

/dzw(:c, 2)w(z,y) = /dz@(m, 2)w(z,y) =0 —y). (2.43)

Proposition 2.4.5. De facon similaire au cas a une matrice, le noyau de CD est auto-
reproduisant,

RN'@'KN:[A(N, tr(ofz[%N):N, (244)
ce qui implique qu’en général les fonctions de corrélation sont déterminantales [EM9§].

Remarque 2.4.6. On peut voir la définition du produit scalaire (2.32)) d’un autre point de
vue. En effet, soit {2 application linéaire de Vbe) dans VéN) définie par

Qfgl(z) = /dyw(%y)g(y) Vg eV (2.45)
et telle que son action sur la base {|¢;) }izo... n—1 €st canonique, i.e.

Q] = ¢s - (2.46)

De sorte que la dualité mentionnée auparavant dans le cas des modeles a deux matrices
peut se comprendre par cette application linéaire,

Q
vy = v, (2.47)

Cette dualité peut étre vue comme la résultante d’une chaine de dualités successives
lorsque nous étudions une chaine de matrices, la construction des polynomes biorthogo-
naux successifs est explicite dans [EM9§].

Remarque 2.4.7. L’apparition d’une telle dualité, les propriétés afférentes au noyau de CD
et la définition du produit scalaire peuvent également étre déduites pour des ensembles
polynomiaux couplés [BK22al [ASW20].

2.5 Espérance des polynomes caractéristiques

Les polynomes caractéristiques pouvant étre exprimés en terme de fonctions de Schur,
nous allons tout d’abord rappeler 'expression de 'espérance des polynémes de Schur

avant de donner celle des fonctions d’onde. Pour les démonstrations on se référera a
[KM21], [ST21, [BK22a].

2.5.1 Espérance des polynémes de Schur

Lemme 2.5.1. L’espérance des polyndémes de Schur par rapport a la distribution de
probabilité Py (X r) (2.27) est donnée par un déterminant de taille N,

1 N N
(sx(Xp)su(XR)) = o det (ap ™| w|ahy™ 7). (2.48)

42



Lemme 2.5.2 (Relation entre les polyndmes caractéristiques et les polynomes de Schur).
Soit Z = diag(z1,...,2n). Le polynéme caractéristique s’exprime en fonction des poly-
nomes de Schur comme suit,

M
[ det(za —X)= > (=) My (Z2)s0(X) (2.49a)
a=1 AC(MN)
M
IT det(zo — X) ' =det 27 3 sx(Z7H)sA(X), (2.49b)
a=1 M A2(AN)<min(M,N)

ou la partition duale est définie par
A=, A ) = (N =Xy, ., N= A7), (2.50)

et la longueur de la partition notée £(\) = ;.

Démonstration. C’est une conséquence de la formule de Cauchy. Voir, e.g., [Macl5]. O

2.5.2 Polyn6mes caractéristiques

Proposition 2.5.3 (Moyenne des polynémes caractéristiques). La fonction de corrélation
a M-points du polyndéme caractéristique est donnée par un déterminant de taille M des
polyndémes biorthogonaux associés,

M
1
<H det(z, — XL)> = An(Z) 1<oc}%t<M Prnin-p(2a), (2.51a)
a=1 SHP=
il 1
(TLaetten = X)) = 5177 et @venroali) 251
a=1 - 7=

2.5.3 Polyno6mes caractéristiques inverses

Pour introduire les polynémes caractéristiques inverses, intéressons-nous a la transfor-
mée de Hilbert.

Définition 2.5.4 (Transformée de Hilbert). On définit la transformée de Hilbert d'une
fonction polynomiale par

R I (2.52a)
k=L.R

@(Z) _ / H day, e—Vk(xk)pj(xL)fj(vaxR) ‘ (2.52b)
k=L.R <~ IR

Il s’ensuit les formules suivantes.

Proposition 2.5.5 (Moyenne du polynome caractéristique inverse). Soit Z = diag(z1, ..., 2y ).
La fonction de corrélation a M points du polyndéme caractéristique inverse est donnée par

un déterminant de taille M des polynémes biorthogonaux duaux. Les expressions different
selon l'ordre entre M et N,

1. M <N

it 2\ Zn-m/Zn -
H det(za — XL) m 1<§%‘E<M PN,I@(ZO[) s (2533)
a=1 ==

ﬁdet(z — Xp) _ IvemfZn Qn-5(za) (2.53b)
ot T ANV 07 I £ Vi '
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ﬁdet(z Cx) )= AN g (Peite) (2.53¢)
a=1 o L - AN(2) =LV Pai(za) ] :
0o BN
1 -\ 2 i)
— X))y = 2N dn-i(za) ) 5
<c£[1det(za g > An(Z2) iicﬁl’?ﬁ% (qal(za) (2.53d)
o=, -N

2.5.4 Fonctions de corrélation d’appariement entre polyndémes caractéris-
tiques

Jusqu’a présent nous regardions la fonction de corrélation d’un polyndéme caractéris-
tique couplé uniquement a l'une des extrémités de la chaine de matrices. Dans cette
section, nous considérons la fonction de corrélation de polynomes caractéristiques couplés
aux deux matrices Xy, g. Nous les désignerons sous le terme de fonctions de corrélations
d’appariement.

Proposition 2.5.6 (Fonction de corrélation d’appariement des polynémes caractéris-
tiques). Soient Z = diag(z1, ..., 2zm) et W = diag(wy, ..., wy). La fonction de corrélation
de M paires de polynémes caractéristiques est donnée par un déterminant de taille M du
noyau de CD,

M d X d X etrVL(Z)-‘rtI‘VR(W) ZN+M d K
t(20 — £ t 28) -
<aHl etz = Xp) detlwe R)> A2 A (W) Zn 1=obin Fovear (e, 2)
(2.54)

Remarque 2.5.7. Ce résultat peut également étre obtenu en utilisant le fait que le noyau
de CD est auto-reproduisant. En effet, on remarque que

X) 1:[1det(za —X)= W : (2.55)

et la fonction de corrélation d’appariement des polynémes caractéristiques est donnée par
M

< H det(zo — X1) det(w, — XR)>
a=1

Zy' tr v}
—tr Vi (Xg)
An(Z) Ay (W) N2 /kl_L[RdX Anim(X1; Z) 1<%?ENW($M’$R])AN+M(XR,W)
trVL(Z)+tI‘VR(W ZN+M/ZN

AM( YA (W) N2
/ H AX e V%) et Wz ny)  det (KN—FM(I’R,Z';J?LJ) KN+M($R,Z'725)>

LR 1<i,j<N 1<i <N \ Knym(Wa, 715)  Kngamr(Wa, 25)
1<, <M

etr VL(Z)thr VR(W)

= I+ det
Ay (2) Ay (W) Zn 1<a,<M

KN+M(IUQ,25) . (256)

2.5.5 Fonctions de corrélation d’appariement entre polynémes caractéris-
tiques inverses

Nous pouvons ensuite considérer les fonctions de corrélation d’appariement des poly-

némes caractéristiques inverses. Il est utile tout d’abord de définir le noyau de CD dual
de la fagon suivante.
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Définition 2.5.8 (Noyau de Christoffel-Darboux dual). On définit les fonctions d’onde
duales via la transformée de Hilbert,

hi(z) = e /da:L,R e’VL(”)w(IL’xR)wi(xR) , (2.57a)

zZ — Xy
Cbi(fL“L)w(xL, QTR)
Z — TR

(2.57D)

— VR(Z)/d.TLRe_VR(mR)

ce qui permet de définir le noyau de Christoffel-Darboux dual de degré N comme suit,

[e.e]

Ky(w, 2) Z . (2.58)

=N

Proposition 2.5.9 (Fonction de corrélation d’appariement des polyndmes caractéris-
tiques inverses). Soient Z = diag(zy,...,2zy) et W = diag(wy,...,wy). La fonction de
corrélation de M paires de polynomes caractéristiques inverses est donnée par un déter-
minant de taille M du noyau de CD dual, dont ’expression dépend de l'ordre entre M et
N’

1. M <N

M q x —1d x 1 eftrVL(Z)eftrVR(W) ZN—M d f(/
t(2a — t(wa — = t — ) “a
<ar:[1 Mo = Xe) ™ detla = Xn) > A (DB (W) Zn 1cgn (s, 20)

(2.59a)
2. M >N
M
<H det(zq — X1) ™" det(w, — XR)_1>
a=1
(=M Zy 1 1 M
AN (2) Ay (W) 1§g,%t§M Zo — XL @] wg — TR 1<ab<M N ; 1(20) 0,501 (w5)
(2.50b)

aixL ‘ w | wﬁixR)'

ou Wy g = (24| W |wg) est 'inverse de
8= (Za| @ |wg) .

2.5.6 Fonction de corrélation d’appariement mélangée

Nous considérons les fonctions de corrélation mélangées des polynémes caractéristiques.

Proposition 2.5.10. Soient Z = diag(z1,...,2y) et W = diag(wy, ..., wys). Les fonc-
tions de corrélation mélangées satisfont pour M < N les expressions déterminantales
suivantes,

Zn-m/ZN et <PN+M,3(Za)>
M M

M e
<al;[1 det(zo = 1) det(uws — Xr) >  Ap(Z2)An(W) a 5—1{?:;§M @N’LM_B(MQ)

(2.60a)
o —1 ZN M ZN ~N+M— Za
<al_[1 det(zo — X)) det(w, — XR)> = AM(Z)A/M(W) 6?61321\]\44 <C§N+M_Zéwa))> ‘
77777 (2.60b)
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Remarque 2.5.11. Si I'on regarde le cas ou M = 1, les fonctions de corrélation d’apparie-
ment mélangées sont données par

<§§$é;:i‘;;’>> % 1“(525523 s
(

)Qn 1 (w) — PNfl(Z)QN(U))) : (2.61a)

(2
det(w — Xp) ZN ! de v(z)  Py-i(2)
<det(z - X;) > det ( Qn (w) QN—l(w)>

( v (2)Qn-1(w) = Pyoa(2)Qu(w)) - (2.61b)

hN1

Ces expressions suggerent que les fonctions de corrélation d’appariement mélangées peuvent
étre exprimées en fonction du noyau de CD associé. Voir [SF03|, BDS03|, BS06, [EKR15]
pour les détails pour les modeles usuels.

2.6 Modeéele de deux matrices de tailles différentes

2.6.1 Le cas cyclique associé au carquois affine A;

La méthode des polynomes biorthogonaux présentée jusqu’alors est pratique lorsque
les matrices sont de méme taille. Nous souhaitons dans cette section présenter le modele
cyclique a deux matrices de tailles différentes couplées dont I'interaction a une forme tres
particuliere. Ce modele est de type A; dont le diagramme de Dynkin est

- 262

Nous allons discuter dans un premier temps le cas d’une interaction avec noyau de
1
Cauchy K(z,y) = e dont le modele est bien défini sur des domaines inclus dans
x

R* xR% . Cela nous amenera a formuler dans les sections suivantes une condition suffisante
pour la factorisation de la fonction de partition du modele a deux matrices couplées, pour
ensuite la généraliser a une chaine de matrices.

Définition 2.6.1. Soient ng,n; € N. Pour X = (2;)i=1,.no €t Y = (Yi)iz1,..n,, le déter-
minant de Cauchy est défini par

Ang (X AR, (Y)
T2 T (i + yy)

Remarque 2.6.2. Sous le changement de variables Y — —Y le déterminant de Cauchy
devient

Aoy (X]Y) = (2.63)

nl(nlfl)/Q A"7'0 (X)Anl (Y)
T2, ?1 (@i —yy)

expression qui intervient dans I'expression du Bérézinien pour les modeles de superma-
trices. Nous y revenons dans le chapitre ({3)).

Anglny (X[ =Y) = (=1) (2.64)

Le déterminant de Cauchy peut ensuite étre développé comme suit :

46



Proposition 2.6.3. Soient ng,n; € N. Le déterminant de Cauchy admet les développe-
ments suivants :

no—ni—=k 7

—pj—nit+j—1 )
no >t Agm(X[Y)= 3 (—1)# det (ff: ) det ot

i=1,...,n0 X, 1<z,5<n
O(p)<ny G=1, 1 g
k=1,....no—n1
(2.65a)
| | n . y_uj_n()'i‘] 1
. " Hjt+no—j i
o S Ay (X]Y) = Z 1<?$£n0 i i:(lietnl m-no—k |-
< W = EARAS ) '3
> 7j=1,...,no
k=1,....n1—ng

(2.65b)

Démonstration. En utilisant la formule de Cauchy,

I G-w) = X sX)s), (2.66)

) £(p)<min(ng,n1)

j
et la relation s,(—Y) = (—1)"ls,(Y), on obtient

ng > ny [I @i+y)t=detx ™ S (=1)s,(X)s.(Y), (2.67a)
i=1,...,n0 " {(p)<ny
j:l,...,nl
ng < ny: I @+y) "= cllelt oo ST (=), (X)s, (Y. (2.67Db)
i=1,...,n0 L(p)<ng
7j=1,...,n1
ot les notations adoptées correspondent a X = diag(xy, -+ ,xp,) et Y = diag(yy, -+, Yn,)-
Les déterminants de Vandermonde apparaissant dans les polynomes de Schur au dénomi-
nateurs se simplifient avec ceux du déterminant de Cauchy, d’ou le résultat. O

Nous pouvons maintenant définir la fonction de partition du modele cyclique a deux
matrices de type A;.

Définition 2.6.4. Soient ng; € N et des potentiels polynomiaux V; (). Considérons les
variables X = (2;)i=1,..n, €t Y = (¥i)i=1,...n,- Nous designons la mesure du modele par
du(X1Y) = dpo(X) dpa (Y) ot dpuo(X) = I172, dage o) et dun(Y) = T2y dys e 1),
Nous définissons la fonction de partition du modele a deux matrices cyclique de la fagcon
suivante,

Zuf = —— [ QX IY) Ay, (X[V)? (2.68)

lnl

Le résultat principal de cette section est la propriété suivante :

Proposition 2.6.5. [Factorisation de la fonction de partition] Nous définissons la fonction
de partition Z(® associée au carquois 4; (noeud unique) et celle d'un gaz de n fermions
Z(%) associée au noyau-matrice densité p(®(x,y) comme suit,

1 zZ (a=0)
Z@ = = [ dua(X) A (X)2 =m0 2.69
9 = — [ dna(X) An(X) {Zom 1) (2.602)
1
= — [ an(2) et pu(ziz). (2.69b)

La fonction de partition du modele de deux matrices définie par (2.68) se factorise de la
maniere suivante :

no >mny: Zpginy = 20 20 (2.70a)

ny ?

no < nyt Zpginy = 20 20 (2.70b)

no ?
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ol nous avons défini ng = |ng — ny|, et le noyau-matrice densité est donné par le noyau
de Christoffel-Darboux dual p,(z,y) = K{*(z,y).

La contribution venant du carquois A; correspond a la fonction de partition d’un
modele a une matrice. Pour éviter les confusions, rappelons quelques propriétés déja men-
tionnées dans le chapitre |1l mais en mettant ’accent sur la dépendance en la mesure dy,,
a=0,1.

Lemme 2.6.6. Nous définissons la matrice norme pour les polyndémes moniques par

N = (i | D )as (2.71)

ot { f | g)a est le produit scalaire selon la mesure dy,(7) = dze™"@ pour a = 0, 1. La

fonction de partition associée au carquois A; vérifie la formule déterminantale classique
suivante
Z@ = det N

" 1<i,j<n

(2.72)

(a)
n—i,n—j *

Remarque 2.6.7. Similairement aux modeéles a une matrice, il est possible de diagonaliser
la matrice norme

(a) _ hga)éi,j (pi = PZ-(“) pour les polynémes orthogonaux) (2.73)
m Oij (p; = ¢\ apres normalisation) 7 '
de sorte que la fonction de partition associée a A; est donnée par
n—1
2 =TI h, (2.74)
=0

ou, plus explicitement, nous avons défini les polynémes orthogonaux moniques et norma-
lisés (P (2))ier, (61" (2))iexs par

(PP ) =0, (616 )a= 01y (2.75)

Il s’ensuit la définition du noyau de Christoffel-Darboux.

Définition 2.6.8. Désignons par N® Dinverse de la matrice norme. Le noyau de Christoffel-
Darboux (CD) et son complémentaire sont définis de la fagon suivante

n—1 n—1
K\ (ey) = 3 pil@)NSpiy) = Y- 6l (@) (). (2.762)
i,j=0 i=0
Ki(w,y) =0z —y) = K[ (w.9) (2.760)
Dans le formalisme de Dirac, les opérateurs correspondant s’expriment comme
n—1 n—1
K = 3 I N (sl = 3 160”01 (2.77a)
i,j=0 =0
K@ =1 - KW, (2.77b)
Proposition 2.6.9. Le noyau de CD satisfait les propriétés suivantes :
K- K =K (2.784)
TKE = [ dua(@) (2 | K | @) = [ dptala) KO 2) = (2.78b)
lim K (z,y) = 6(z —y) . (2.78¢)
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Par conséquent il est pertinent d’écrire le noyau complémentaire comme suit,

RO — Tim K@ — KO = 3 6@} (6. (2.79)
n’—o00 i—n
Définition 2.6.10. Nous définissons le noyau de CD dual grace au noyau de Cauchy R :
1
R(z,y) = —— = R , 2.80
(z,y) Tty (z|Rly) (2.80a)
KO —RKWR,  K®(z,y) = (x| RKOR]y) . (2.80D)

Lemme 2.6.11. Les polyndmes orthogonaux duaux sont définis par

(a)
(x]e\) = " (@) = (x| R| &\ )a Haly) S (2.81)
Le noyau de CD dual associé est ainsi donné par
K (x,y) = Y 0" ()" (v) . K =30 |61") (1) - (2.82)

Nous pouvons désormais donner une preuve de la proposition [2.6.5] Etant donné que
la fonction de partition ([2.68) est symétrique sous échange des variables X and Y, nous
restreignons la preuve au cas ng > ny, le cas ng < n; se déduisant similairement.

Preuve de la proposition |2.6.5. Deux déterminants de Cauchy apparaissent dans la func-
tion de partition (2.68)), par conséquent nous pouvons utiliser deux fois le développement
en polyndéme de Schur mis en exergue dans la proposition [2.6.3| et nous écrivons

1 o o
= _ |u|+IV\7/ fj+n1—j vj+ni—j
Znolm: e(u)%xm( 1 ny! A (Y) 153?&1% 1§%%myz
1 q:.—uj—nl-i-j—l :C‘-_Vj_nl—‘rj_l
x — [ dpo(X) _det Lk _det Lk : (2.83)
no! Z;%ZO z; z;% ’ZO xz;
=1y =1y

ou ng = ng — ny. Posons r; = pu; +ny — i et s; = v; +ny — i. L'identité de AH du lemme
(1.5.1) permet de réduire l'intégrale sur la variable X & un déterminant qui prend les
formes successives,

1 xfujfn1+jfl x.fujfn1+jfl
ol dpo(X) _det (Z na—k _det "\ na—k

=1,...,n0 x 1=1,...,n0 x
j:1,...,n1 ¢ j:17"'7n1 ¢
k:1,..A,TLd k:l,.‘.,nd
—ri—1 —sj—1 —r;i—1 ng—l
- det <xn Z—k | x—s?—l >0 <$n Z—k: | xn —1 >0
1<ig<ny \ (@R [ x7si7h )y (gaR | gt
1<k,l<ng
=20 e ({7 K ) 280

ou R&S} est le noyau de CD complémentaire défini en (2.77h]). Puis en sommant sur les
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partitions p et v nous obtenons

Znolm
(0)
= g > (—1)‘“‘+|"|/d,u1(Y) det ;7 det y’ det ((x_”'_l | KO | x—sj—1>0)
m® 5 . 1<ij<ng 7' 1<ij<m 7' 1<ij<m e
ri #8785 (1#])
Z(O) - + —r—1 | 77(0) | ,.—s—1
Y) det T;O( D" yrys (T KR a7 )
z<0> .
0 _ 0 0
1<(Z;17]6£n1 (<yz | K’sd) K >0) - ZT(Ld) Zgll) ’ (2.85)

ou nous avons identifié le noyau-matrice densité avec le noyau de CD dual, po(z,y) =

%7(12) (z,y). Ce qui termine la preuve dans le cas ng > my. De maniére similaire, le cas
no < ny est obtenu en interchangeant les indices. O

Remarque 2.6.12. Nous pouvons retrouver cette factorisation en remarquant que la fonc-
tion de partition (2.68]) s’exprime également dans le cas ng > ny (ng = |np — ny|) comme

1 2
Znolm = /du XY) det | Tity; | . (2.86)
ot 2 \pe(a2)
k=1,...,nq ftd ¢

Nous avons ensuite deux possibilités pour utiliser I'identité de AH : intégrer en premier
soit selon x, soit selon y.

1. Intégration selon z :

1 1 1
'no|n1 - /d,LL det <<< Yitx | m‘*‘?le > <yi+m | Prg—i > )

1gbasm (Pt [ 5570 (Prat | Prat)
n |0 ~0
d /dl“b 1<det (<yi | K5 |y >) (2.87)

Dans ce cas la fonction de partition se factorise de nouveau en une partie associée
au carquois A; et une partie de Fermi.

2. Intégration selon y :

Zho| :i du(X) <<mziry|y+1%> p"d_l(xi)>
o (S \ pes(m) 0
1
= du(X) | det (i Ky | w;)
no
X et (Z (Prgr | 25 )KS) sl i | gt >) (2.88)
SPESRd G =1

ou Rf,&) est la matrice inverse de RE\?) Dans ce cas, bien que 'expression soit déter-
minantale, la fonction de partition ne se factorise pas totalement.

Nous observons que la factorisation de la fonction de partition est rendue possible
par le développement du déterminant de Cauchy qui dissocie les contributions
venant du noeud avec groupe de jauge U(ng) de celles du noeud avec groupe de jauge
U(ny). Ce développement peut étre vu comme le pendant de la transformée de Fourier
ou de Laplace pour d’autres modeles de matrices qui ne sont pas des modeles cycliques.
Nous nous proposons de l'illustrer brievement dans le paragraphe suivant.
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2.6.2 Le cas non cyclique : I’exemple du modéle de Cauchy de taille (N|M)

Définition 2.6.13. La fonction de partition du modele de Cauchy de taille (N|M),
N > M (le cas N = M est étudié dans [BGSO09D]), est définie par Uintégrale sur les
valeurs propres suivante

N M
1

Z Cauchy :/ dz; e V@) T dy,; e 2WIA2 (X)A2, (V) ——— . 2.89

N|M RNXMZHl 1:[] Yj N(X)AL( )Hi,j(mi ) (2.89)

Quels que soient ¢ = 1,--- N et j=1,--- , M, x; +y; > 0 donc on peut utiliser la

paramétrisation de Schwinger ou dit autrement la transformée de Laplace de la fonction
1

u —
TR

- / dt,j et @tw) (2.90)
$z+y]

de sorte que ([2.89)) s’écrit
Cauch; 1(x;) ,—Ti tij
ZN|My_/]RNMHdtij l/ dee ) Z AQ( )1

+ i=1
[/ de o Vas)evi 20 tis A2 (Y)] (2.91)
RJ\/I
+ j=1
_ /]R wgdtw Zx[S12119] (2.92)
ou 'on a défini formellementﬂ les valeurs sources s; = > ;t;; ,i = 1,--- N et 5; =
>utij ,j =1,---, M. La transformée de Laplace met ainsi en évidence la factorisation

non triviale de la fonction de partition puisque associée au modele miroir.rﬂ

2.7 Chaine de matrices de tailles différentes

Nous allons considérer le modele de type Cauchy d’une chaine cyclique de r+1 matrices
associé au carquois Agl)

Soient donc r + 1 matrices M, de taille {n,}a=0... ,, avec la contrainte importante que
ng > ny > --- > n,, et de valeurs propres respectlves { i} a= 0.

= na

Définition 2.7.1. On définit la fonction de partition de type Cauchy de la chaine cyclique
de r+1 matrices associé au carquois A(Y) comme I'intégrale sur les valeurs propres suivantes

Z[AD)] = /du Alo)"--- AA,) (2.93)

T

H H (Aayi + Aat1,j)

a=0 i€[nq]
J€Mat1]

,
ou 'on a utilisé les notations n = H Na, [Na) = {1, ,na}, Ay = diag(Aa1, -+, Aan,) €t

a=0
= H dp(Ag)
a=0

2. La forme de la fonction de partition avec source exprimée en fonction des valeurs propres et celle-ci ne coincident pas
exactement, une des problématiques sous-jacentes étant ’absence de diagonalisation d’une matrice rectangulaire.
3. Nous revenons ultérieurement sur ce point dans le cas de la théorie ABJM dans le chapitre
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Nous noterons également cette fonction de partition Z(”“) pour mettre en évidence
la forme de sa factorisation. Par ailleurs, les mesures con81derees ici seront de la forme
usuelle, i.e.

du (Ay) = e TrnalValBall g7 ,a=0,---,r (2.94)

ou g, est la constante de couplage de la matrice A, et la trace Tr,, doit étre comprise
comme agissant sur les matrices carrées de taille n,.

Le résultat de cette section est le suivant :

Proposition 2.7.2. La fonction de partition (2.93) se factorise de la fagon suivante

ZIAV] = Z{) = 20 H AN 4 (2.95)

a=1

Dans cette section nous allons dériver tout d’abord I’expression pour 3 matrices pour
montrer la structure sous-jacente lors de la factorisation. Puis nous la généraliserons a
r + 1 matrices. Pour ce faire et pour simplifier les notations, on définit la densité de
probabilité associée a deux matrices adjacentes (ou noeud du carquois).

Définition 2.7.3. Pour une chaine de matrice cyclique de taille r+1 associée au carquois
AWM avec la convention classique de périodicité X,,; = Xj, on définit la densité de
probabilité jointe des valeurs propres associées a deux noeuds adjacents du carquois par

P(T—H)(Aa, Aa+1) _ e—ﬁ Trng, [Va(Aa)]e_ﬁ Trngq [Vat1(Aat1)] A, (Aa)AnaH (Aa'H) (2.96)
H (/\a,i + /\a—I—Lj)
1€[nq]
J€na+1]
=e 29 Trng [Va(Aa)]e 29a+1 +1 Trna“[VGH(AGH)]AMIMH (Ana|Ana+1) s a=0,-- 1.
(2.97)
Il est immédiat que la fonction de partition s’écrit alors

Z[AD] = / dA H PO (A, Ay) | (2.98)

et la distribution de probabilité admet le développement de la proposition (2.6.3) pour
a=0,---,r—1

P(Hl)(/\a, Aa+1) = efi Trna W“(A“Hefﬁ Trngy1Va+1(Aata)]

\ M a1t e
x > (=D det < ) det Ay

i=1,....,n a—nNa+1—k 1<i,j<nai1
£(p)<nat1 =1, )\a,l =hJ=Tat
k=1,...na—na4+1
(2.99)
et pour a =,
1
PUHU(A,, Ag) = e Zor T [Vi(Ar)] =34 Trno Vo (Ao)]
)\ﬂhinﬂrﬂ ! i+nr—j
X (=) det 01 det N7 (2.100)
i=1,..,no Ao 1<ij<n,
£(w) 7j=1,...,np ot
k=1,....ng—nr
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2.7.1 Exemple préliminaire : le cas a 3 matrices

Considérons trois matrices diagonales de tailles ng > n; > ng de valeurs propres

{Aai} a=o, 2 On désignera par (.|.), le produit scalaire par rapport a la mesure e a0 g,
z 1,

et {pk } les Vecteurs moniques associés. La fonction de partition associé a Ag ) est donnée
par

1 2
20 = o ] LGP ) 2.101)
1 — - 1I'Va(lda
_ no‘m'nz/ HdA e 5 BVAAIA (A A (2.102)

Trois sommes correspondant aux développements des déterminants de Cauchy appa-
raissent donc dans cette fonction de partition

1

zB) - -
nglnl 'n2'

C (_1)|uo|+\u1|+|u2| /dAo dA; dA, e_% TYVO(Ao)e—ﬁ TrV1(A1)e—£ TrVa(As2)
po|l(po)<na
pa|l(p1) <z

pe|l(p2)<ne

—po,a+o—(n1+1) —u2,a+a—(n2+1)
X det (AO i ) det (on’ )
10

=1, mo AGo ™M —b i=1, no—ma—a
a:1,~~,n1 a—l N2 0,2
b=1,,ng—n1 a=1,-- ,np—n2
in T #1,0Fa—(nz+1)
x det (M) det Lo, (2.103)
1§Z,]S’I’L1 =1, )\ 1 2
a=1,- ng
b=1,,n1—n2
+n +n
x det (M) det (A5 (2.104)
1<i,j<n2 1<i,j<n2

On peut effectuer en premier les intégrations sur les { Ao i }icng) €t les {1 }icjn,) & P'aide
de la formule de AH. Il en ressort que :

1. Intégration sur Ay :

1 . —po,a+a—(n1+1) p2,a+a—(n2+1)
= [dAge m Tl e (AOZ Cder (P e
=1, ,N0

’)”LO =1, ,ng )\no ma—b
a:ly--- ,n1 a:l,--- ,n2
b=1,- ,nop—n1 a=1, ,ng—n2
e (<)\Ou0,a+a(n1+1) )\auz,ﬂ‘*‘ﬁ—(m*‘l) <)\au0,a+a*(n1+1) S?))nzb>)
- (0) —p2,3+B—(n2+1) (0) (0)
acl \ - (plmmal Y el
a€lno—n1]
bE[TLo—?’LQ]

(2.105)

ou l'on désigne simplement par (.|.) le produit scalaire par rapport aux mesures

dA, e 50 gt Jog {p,(f)} sont des polynomes moniques qui pourront étre orthonor-
més par rapport au produit scalaire précédent.
2. Intégration sur Ay :

1 iy n —p1,0ta—(n2+1)
L dAle g11 Tr Vi (A1) det ()\#OJ+ 1 J) :det (Al z)\m Cmab

ny! 1<i,5<n

)\“07i+”1*i )\—M1,a+a—(n2+1)
= 4t << 1<Ago,i+n‘1—1z’ oY) >) (2.106)
ny—ng—

a€nz)
be[m 7TL2}
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La somme sur {1, }icpn,) permet de simplifier 'expression qui devient

@ _ 1 (= 1)hol+h o
n |
2% oli(uo) <m
pa|l(pa)<nz

p2|l(p2)<nz

X/dAQG_éTr%(AQ) det ()\u2]+n2 ]) det (}\eri—m J)

1<i,j<na 1<i,j<na

—po,ata—(ni1+1) |\ —p2,g+B—(n2+1) —po,a+a—(n1+1)| (0)
X det (AO (0) )\O+B( +1) 9 (©) (0) n0n2b>)
—p2, —(n2
) ey T e
a€lno—n1]
bE[TLo nz]

X zg[?’:g ( )\HO z+n1 i

)\uoﬁ-m i )\ “1,ata— (n2+1)>
" ) (2.107)
a€na) pm_m_b>
be[ni—n2]
1

= — Z (_1)\u1|+|u2\

To!
2% pafi(pa ) <no
p2ll(p2)<no

x / dAge s ™V det (W) det (Wt

1<i,5<n2 1<i,5<n2
—p2,3+B—(n2+1 Jatoa—(n2+1 0 —p1,a+a—(n2+1
N ] o I G ey
- +B8—(n2+1 1 0 1
X Occel[e7262] >\0 Hae /: ( )\())—}-)\(1 )p7(11)—n2—c> <p7(10)—7(12)—b )\Oj_)\(l p7(11)—n2—c>
n —p2,3+0— na+1 0 0 0)
aeﬁsgf'r]ll] <>\0 : ‘pno—m—a> <pn0—n2—b‘pno—n1—a>
be[nofng]
cE[n1—n2]
(2.108)
Il reste & sommer sur {141 ficmy] €t {2, ficms) :
1 —— 1r
21(13) - dA2 € 92 TrV2(A2) (2109)
no!
1 1 1 (0) 1 1
<)‘2,i+)\0 Ao+A1 ?11)+)\2,j> <](75L)0 n2—b| Ao+t W>
1 1 1
zg[?zg] <)\2,i+)\o )\o+)\(10)pn1—n2—c <pno 7(18) b )\0+)\(10)pn1 ng— c> (2110)
1 1
aej[ignfllﬂ <)‘2,’i+)\0 pnofn1fa> <pn0—n27b pn07n17a>
bE[’no—TLQ]
c€[n1—na2)
1 1
_ dAge T2 qet Ay (2.111)
ng! I,J€[no]

La matrice carrée M de taille ng a une structure par blocs que nous réécrivons de la
maniere suivante

1 1 1 (0) 1 1 (0) 1 1
<A2,i+xo Xo+A1 A1+A2,j> <pno —na=b| Xo+As A1+A2]> <pno —n2-B| Xt m>
1 1 (1) (0) 1 1) < (0) 1 1)
A2,i+MXo )\0+>\(1)p"1_"2—c pno—?&)—b /\0+)\(1)p'ﬂ1—n2—0 Pro— ’ELQ) B| Mo+tM Pni—no—c
1 0 0 0 0
<>\2,i+)\0 pno—nl—A> <pn0—n2—b png—nl—A> <pn0—n2—B pno—nl—A>
(2.112)
avec i,] € [ng] , A, B € [ng — n1] ,b, ¢ € [n; — ny]. Une expression plus compacte est
(0) 1
(Jgkl <p?00) n1—B )E%_)A,_)\l |fk‘> (2113)
<gl‘pn0—n1—A> <pno —ni— Bpno—nl—A> ABGZ[’TO ]nl]
€lm
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ott I'on a défini les fonctions {g;}icpm,) et {fr}repm,) par

1
—, l€n
gi(ho) = {5 2 , (2.114)
Prg—ng—1(A0) 5 L€ [n1 — no
l € [TLQ]
fr(\1) = TR (2.115)
P ) 1€ =
et la sous-matrice carrée (Miy)k icn,) est ainsi le bloc
1 1 1 (0) 1 1
<A2,i+Ao Yo+ h A1+A2,j> <pno—n2—b AoFAs W> (2.116)
< 1 ’ 1 ‘p(l) > <p(0) 1 1) , ’ :
A2,i+Xo | Ado+Ap [F1—n2—C no—n2—b| \g+\; |[I'N1—n2—c ) é][E[HQ] |
,cE[n1—n2
que l'on peut réécrire simplement sous la forme
(@RI e (2.117)

La factorisabilité est une conséquence directe de l'expression du déterminant d’une
matrice définie par blocs. Dans le cas qui nous intéresse ici, le bloc (Ng%) (<p53)‘ p(0)>)
ou A,B=0,---,n9—n; — 1 n’est rien d’autre que la matrice norme dont les éléments
ont été définis en dans le cas a une matrice. Cette matrice est inversible d’inverse

N©. Le déterminant apparaissant en (2.111)) se factorise ainsi en

(0)],,(0)
I?EG[ELO] Mis = A,B=0 de;lco —ni—1 <pB ‘pA > (2'118)
ng—nmi—1 "
x  det (Mkl — > (P9 |RIfINDY <gz\pf)>) : (2.119)
l€lm] AB=0

Le premier facteur est la fonction de partition Z (0 associé au modele A une matrice

nog—ni
avec la mesure dy tandis que dans le second terme on reconnait le noyau de CD KO
d’ou 'expression

no nio

(0) O
(det Myy= 2L, det {g] (1- Ky )RIfi) (2.120)
= Zy0 et (ol K RIf) (2.121)

ol Kéo n, st le noyau de CD complémentaire tel que défini en (2.77b)). La réduction du
déterminant continue de la maniere suivante

det KO RIf) = det KO RIf. 2.122
k,lee[}nﬂ <gl| no—ni |f7€> b,ce[nelfng} <gb| no—ni |f> ( )
ni—ng—1
=0 (0 1 0[1)
X zjdee[ftm] (<gz| K7(10)—n1R |fj> - Z <gz| K510)—711R ’p( )> N( 2 <p((30) Kno an |f]>) )
’ b,CIO
(2.123)
ot NI est la matrice inverse de N©1) (< ‘ K, gl)>)b 0 .- On définit
,c=0,--- n1—ng—

alors un autre noyau de CD

n1—n2—1/\ "
KO, = 3 KRy NEY (pl°

b,c=0

R, (2.124)

nog—mni
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qui vérifie les propriétés usuelles des noyaux de CD telles qu’énoncées dans la proposition

(2.6.9), si ce n’est que

~

lim KD =K

n n T n
ni—nz2—00 1 2 0~

R. (2.125)

Le noyau complémentaire est noté de maniere similaire KO 11 en résulte la simplifica-

ni—mno-*
tion suivante

et (g K wRIf) =, det (gl Ko RIL) det (ol KD, £) - (2.126)
0[1 (o)1
- Z’I(Ll‘ 212 ,_7(16%22] < | RKnJ )ngR |/\2,j> (2127)

ou par fonction de partition partielle I'on entendra

zZ\W, =, | det NV (2.128)
,C=U,- ;N1 —n2
Le noyau de CD dual Knolll)n2 est défini en parallele par
=(0[1) (0|1)
Ko —ns RKn1 R (2.129)
par conséquent la fonction de partition du modele cyclique a 3 matrices s’exprime comme
z® = 20 mzfl?'lm / dAg e s TE(2) et O KO, ) (2.130)
(0) (0]1)
= Zn) 0 200 mzﬁ{;'l : (2.131)
ou la fonction de partition de Fermi Z,(f'l) est définie par
Z;OQH /dAge 2TrV2(A2) det <)\2ﬂ"ﬁ(0|1) |)‘2,j> y (2132)
n2 7j€[n2]
(0|1)

et on a identifié¢ la matrice densité p(o1) avec le noyau de CD dual Kn1 g

2.7.2 (Généralisation a r+1 matrices

Passons au cas avec r + 1 matrices {M;};—.., de tailles respectives décroissantes
Ng >Ny 2> Ng 2+ 2Ny
Définition 2.7.4. Nous considérons les r+1 familles de polynémes moniques orthogonaux
(pg )), A= 0,---,r vérifiant
1€

2

(P |9 )a = [ dee s O (@)pl (2) = nP6, . (2.133)

Dans la suite s’il n'y a pas de confusion possible, on omettra I'indice a en gardant a
I’esprit que le vecteur ’p(a)> intervient vis-a-vis de la mesure du, quand on considere le
produit scalaire.

Les éléments de la matrice norme initiale sont définis par

NGO — (p0

7]

p§)> ; 6,7 =0,---,mg—n1 — 1. (2.134)

Le noyau de Christoffel-Darboux initial s’écrit

no—ni1—1 _
Kot = - [P NG (p)”)] (2.135)
i,j=0
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ott N(-10) désigne la matrice inverse.

On définit ensuite récursivement pour a = 1,--- ,r
NEZ_HG) _ <p2(a—1)‘ k\(a72|a71)R ‘pga)> 7 (2136&)
Ng—Naq+1—1
a—1|a 7(a—2la—1 a)\ ny(a—1la a—1)| 7 (a—2]a—
K0 = 3 REET R[N (e R IR (2.136b)

i,j=0

ol R,(;:f'f;j) est le noyau de CD complémentaire dont la définition est similaire a ([2.77h]).
Pour mettre en avant toutefois les projections non-triviales sur les deux bases p§“)> et
(a—1)

D >, nous l'appelons noyau de CD complémentaire modifié ("dressed" complementary
CD kernel).

On introduit la matrice densité du gaz de Fermi de taille n, de la maniére suivante

Pir_alr—1) = RKU 2T DR (2.137)

Ny—1—Nr
On définit ensuite les fonctions de partition réduites par

Z(a—l\a) —  det N(a—1|a) ,a=0,---,r—1, (2138)

Nag—MNa+1 Na—Tai1

et la fonction de partition du gaz de Fermi de taille n, par

1 L
Zyr = / dx e w ™) det (] gy |2) - (2.139)

nr i,j€[nr]

Preuve de la proposition[2.7.9. La démonstration se base essentiellement sur la réduction
successive d’une matrice définie par blocs. O]

2.8 Modeles de matrices associés aux carquois BC'D

Dans cette section, nous considérons des modeles plus généraux, que nous associons a
des carquois de type BC'D. Nous allons voir que ces modeles peuvent étre décrits a ’aide
de plusieurs familles de valeurs propres en interaction. Les preuves des propositions de
cette section peuvent étre trouvées dans [BK22b].

2.8.1 Modeles associés aux carquois de type D

Nous considérons en premier le modele de matrice associé aux carquois de type D
défini de la maniere suivante.

Définition 2.8.1. Soient L, N € N et (Xk,yk)ke[,;] = (xkl,ikl)fg[% des familles de
valeurs propres formelles. On note Z, = (Zi, 2k,N+i)iey] = (ki Thyi)icy) et X =
(Xp, X, k)ker]- La fonction de partition du modeéle de matrice associé au carquois de type
Dy .4 est définie par

Z[Dr 4]

_ / dp(X) Aon(Z1)2 - Aon(Zp 1) An(X L) An(X1)? '
(QN)!Lle!Q H (2’1,2‘ - Zz,j) Tt (ZL—Q,i - 2L—1,j) H (ZL—I,i - mL,j)(ZL—l,i - fL,j)

i,jE[2N] i€[2N],j€[N]

(2.140)
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La représentation graphique de ce modele correspond a un diagramme de Dynkin Dy 4
comme illustré en (2.147)). La fonction de partition de ce modele de type D s’exprime en
terme du Pfaffien suivant :

Proposition 2.8.2. On note w(zx,y) = . La fonction de partition s’écrit comme

r—y
suit :
L -
,1- 1 1 1 »
Z[Dp] = Pt /H dp(an: 70 | P2 (1) D a(fl)
i,j€[2N] h—1 Ty — X2 TL-1—2LTp =TTy —TL-1 T2 — T
_ p2ij(531) o 1 1 1 o p2N7i<x1)
Ty — g Tp1— T X, —xpx — X Tog — Iy
. |, 2L-1 N |, 2L-1 ‘
= e (o [ o) = (P | 07 [ o) (2.141)

Remarque 2.8.3. 11 est tout a fait possible de reproduire le résultat de la moyenne du
polyndéme caractéristique en présence d'un couplage avec la matrice X; en bout de chaine
a gauche. Cela conduit a un Pfaffien du noyau de CD correspondant a ce couplage. Le
calcul est similaire a celui du carquois de type A comme développé dans [BK22al.

2.8.2 Chaine de matrice avec une interaction de type Pfaffien

Nous considérons maintenant la généralisation aux chaines de matrice des modeles

b=1et g =4.

Définition 2.8.4. Soient N € 2N (f=1),N (8 =4), L € N et on note X = (X )k =

(:ckl)fee[% une famille de valeurs propres formelles. De nouveau, soient A(z,y), B(x,y)

des fonctions antisymétriques et S(z,y) quelconque mais toutefois comme requis précé-
demment (voir section (1.9.2)). Les fonctions de partition des chaines de matrices pour
les parametres § =1 et § = 4 se définissent de la fagon suivante :

1 1 L—1
Zyl = W/dﬂ(l) -,]dee[% fic1(z1) kl;ll det wi(Tri, Tryry)| PfN]A(xL,i,mL,j)7

i 1,JE€[N] 1,J€[
(2.142a)
w_ 1 (1)) G (e
20 = sz [ W) det - [fm1(@1:) g1 (10)]
L—1
det Q iaNi; '7~ ] Pf A iaNi; '7~ j
Xk:l LJGG[N] k(This This Thyr g xk-i—l,y)] i JE[N] (TrLi, Tris Ly, Try)
(2.142Db)
ol nous avons respectivement défini
by @) [ Ay S@d)
Q x? x; ) = k "” k "’7 -~ ) A x? x; Y - 7"’ "’7 -~
M0 0) Luzl(x,y) w2(7.7) (209 =%z B(z.9)
(2.142c)

Il s’ensuit les formules suivantes.

Proposition 2.8.5. On définit les opérateurs intégraux "habillés" (dressed operators) par

A i =wi-wp— - A- wE_l - -wlT , (2.143a)

AL 1= Qp 1-A-QF--.QF. (2.143b)
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La fonction de partition des modeles 8 =1 et 8 = 4 couplés sont donnés par les Pfaffiens
suivants :

Zyb= PE i | A | fi), (2.144)
1,J€[N]

Z](\?L = Pf (fic1,9i1 | A—1 | fim1,95-1) - (2.144b)
i,§€[N]

Ces modeles génériques conduisent aux cas particuliers que nous présentons maintenant
et qui peuvent étre reliés a des carquois spécifiques.

Modeéle de carquois de type B

Les exemples qui suivent rentrent dans la catégorie des modeles de chaines de matrice
présenté ci-dessus. Le cas § = 4 correspond aux spécialisations

fier(@) = gi1(z) = pan—i(x),  Alz,y) = Blz,y) =0, S(z,y) =d(z —y),

1 1 L
wi" (z,y) = 7 —y (k=1,....,L=2).  Qp(z,%y,9) = [“”Iy (’”‘1”2] . (2.145)

En notant de nouveau Zy, = (2ji, 2k,N+i)ic[N] = (Thyi, Thi)iein) €t X = (Xy)reqr), la fonction
de partition du modele § = 4 de type B prend la forme

z® :/ du(X) Aon(Z1)? -+ Don(Zp—1)2An(X1)*
N (QN)!L_lN! H (Zl,z‘ - Zz,j) ce (ZL—2,1' - ZL—1,j) H (ZL—l,i - $L,j)2
i,j€[2N] i€[2N],j€[N]
(2.146)

ou la normalisation de la fonction de partition a néanmoins été adaptée.

Il existe une interprétation possible de ce modele de carquois B en terme de celui de
carquois D . En effet, via l'identification appelé "folding" X; = X, nous retrou-
vons la fonction de partition . Cela peut étre compris graphiquement a ’aide des
diagrammes de Dynkin :

Dra B

(2.147)

Notons malgré tout que les noeuds [ en présence portent une "amplitude" ou un "poids"

An(X)? §'ils sont désignés par V) (8 = 1), ™) (B=2), @ (3 =4), et les liens connec-
tant les noeuds représentent les interactions de type Cauchy [1; ;e(n (g i—xr11,) " [BGSO9D).

Modéle de carquois de type C

Pour le modele 5 = 1, spécialisons

fic1(x) = py_i(z), wi(z,y) = . i m A(z,y) =sgn(x —y), (2.148)

4. Le cas 8 = 1 retiendra notre attention dans le prochain paragraphe.
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ce qui conduit a ’expression suivante pour la fonction de partition :

(1) _/d,u(XL) AN<X1>2'"AN(XL—1)2|AN(XL)|

MSONETT (- @) (o — wy)
i,j€[N]

z (2.149)

De maniere similaire qu’au paragraphe précédent, ce modele peut étre vu comme le modele
de type C' issu du modele de type A via le "folding". Commencons en effet par rappeler
la fonction de partition attachée au modele de matrice de carquois Asy_1,

An(X1)?- - An(Xop_1)?
Z[ Ao ] = /du(g) n(X) n(Xop-1) . (2.150)
H (Il,z’ - Iz,j) T ($2L72,i - I2L71,j)
i,j€[N]
L’identification X, = Xo;_p pour k=1,..., L — 1 conduit a
An(XD)* - An(Xp_)*An(X1)?
/du(g) n(X) Nz( L-1) Av(Xe) . (2.151)
H (1’1,1 - 132,3') T (xL—l,i - IL,j)

1,jE€[N]

On prend formellement la racine carrée de l'intégrand ce qui nous ramene a la fonction
de partition écrite en ([2.149). La situation peut s’illustrer comme suit :

@—® v
t | 1
@—® v

(2.152)

Nous pouvons adapter les formules avec le Pfaffien (Proposition pour obtenir la
fonction de partition de ce modele avec carquois. Puis le calcul de la moyenne des poly-
nomes caractéristiques dans le cas d’'un couplage avec la matrice attachée a 'extrémité
gauche rejoint la discussion de la section

2.8.3 Modele de matrice pour un carquois générique

La discussion des modeles associés aux différents carquois précédents peut étre synthé-
tisée en établissant des regles diagrammatiques comme suit. Pour les fleches orientées et
le vertex trivalent, on assigne respectivement les termes d’interaction suivants :

An, (Xo)?An, (Xp)4
L —O=—0 . a b 2.153a
a b 1L, (Tai — xb,j)2 ( )
2
—o——O A, (Xa) | A, (Xo)] (2.153b)
a b IL,; (Jfa,z' - ifb,j)
b

An (X)) AN (Xp)2 AN (X.)?
a : Na( ) Nb( b) Nc( ) (2153C)
[T (%ai — w5) (Tai — 2ej)
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Dans le cas d'un carquois plus générique associé a un diagramme de Dynkin I" donné,
nous utiliserons les notations suivantes. Soit ()qe, une famille de racines simples as-
sociées au carquois I'. La matrice de Cartan (cqp)aper €t sa symétrisation (bgp)aper sont
définies par :

cap = (), 0p) = (aa,ab), 2.154a
b= (g, ) (G0, ) ( )
bab = (aa, Oéb) = dacab, (2154b)
do = (g, ) - (2.154c)

Il est utile d’introduire la version factorisée de cette matrice de Cartan symétrisée :

- 1

bap = ——bap - 2.155
La fonction de partition associé du modele associé au carquois de diagramme de Dynkin
I' peut alors s’écrire de maniere synthétique comme

2= [ap) T I1 (o= i)™, (2.156)

a,b€T €[ Nq],j €[ No]

oll I'on a introduit par ailleurs la matrice de Cartan symétrisée et factorisée byy(T'Y) du
carquois I'V obtenu par dualité de Langlands :

AV=A, B'=C, CV=B, D'=D. (2.157)

Pour les carquois simplement lacés, i.e. I'V = T, cette approche reproduit les résultats
obtenus par la construction établie en [MMM91 [KMM™93] étant donné que by, = Cap.
Cela permet également d’interpréter la dualité entre § =1 et f = 4 comme la dualité de
Feigin—Frenkel [FEF92]. On se référera & [Fre07] pour plus de détails sur cette perspective.

Terminons par un exemple, celui des types B et C'. La symétrisation des matrices de
Cartan associées a ces carquois donne les expressions :

[2 1712 -1 i 4 =2 ]
2 -1 2 -1 -2 4 =2
B, : b= =
2 -1 2 -1 -2 4 =2
i 1] L -2 2] i -2 2|
(2.158a)
1 11712 -1 i 2 —1 ]
1 -1 2 -1 -1 2 -1
C. : b= =
1 -1 2 =2 -1 2 =2
i 2| | -1 2] i -2 4|
(2.158b)
Par conséquent les matrices factorisées sont données par :
_ fb2 (1 =B,
b= {b r=c) (2.159)

En notant que B) = C,. et vice versa, la fonction de partition définie en ([2.156|) reproduit
les expressions (2.146)) et (2.149)).
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Chapitre 3

Les modeles de supermatrices

Les matrices considérées jusqu’a présent avaient des entrées qui commutaient entre
elles. La généralisation a des variables anticommutantes nécessite quelques précautions,
en particulier sur le sens a donner a l'intégration sur des variables Grassmanniennes
impaires. Les problemes soulevés par 'invariance de la mesure ne seront pas abordés dans
ce chapitre, en particulier les détails de ’action de super-groupes de Lie sur des ensembles
de supermatrices. Nous renvoyons a [Yos92, [KG10a, [AGMO91, [Kim14l, [DE10, [D’a92), BH1S]
par exemple pour des développements détaillés sur ce sujet.

Apres avoir rappelé quelques éléments de super-analyse utiles dans la définition des
modeles de supermatrices, nous présentons quelques résultats originaux qui font le lien
entre les modeles de supermatrices et les modeles a une matrice de taille réduite. Nous
entendons insister sur ce dernier point et le décrire, au moins partiellement, par une
approche tirée de la physique. Il est en effet possible - ce sera 'objet des dernieres sections
de ce chapitre - de les étudier non pas en termes de particules "physiques" mais de pseudo-
particules que nous appellerons "effectives".

[Mlustrons brievement notre propos par le paradigme offert par la "mer" de Dirac. Sil’on
considere N électrons et M trous en interaction dans un systéme physique, par exemple
un semi-conducteur dopé N (c’est-a~-dire N > M), I'énergie effective sera de N — M.
On peut décrire ce systeme non plus en termes de N électrons ou M trous, mais de M
pseudo-particules ou particules effectives et N — M particules restantes [LL95, [LL90].
La physique des phénomenes acoustiques fait apparaitre par exemple de tels systemes
effectifs (en termes de phonons). Si ce dernier point semble donc cohérent et attendu dans
le cadre de la physique statistique, il souleve toutefois de nouvelles questions d’un point
de vue mathématique.

Dans cette optique ce chapitre présente quelques résultats préliminaires sur la courbe
quantique des modeles de supermatrice non-déformé et déformé, en essayant d’ouvrir
des pistes de recherche pour une meilleure compréhension de la géométrie du systeme
intégrable sous-jacent.

3.1 Quelques éléments de super-analyse

Dans cette section nous présentons quelques éléments sur les super-espaces et ’analyse
en traitant. De plus amples développements sur ce riche sujet peuvent étre trouvés dans
[Ber87]. Nous restreindrons en particulier notre approche aux définitions issues de I’algebre
linéaire, le formalisme de la géométrie algébrique n’apparaissant pas immédiatement dans
nos résultats.

Définition 3.1.1 (Espace Zs-gradué). Soit V un C-espace vectoriel. V est dit Zs-gradué
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s’il peut s’exprimer comme la somme directe de deux sous-espaces vectoriels Vy et Vi,

V=Vo®V, (3.1)
ou )V, est la composante paire et V; la composante impaire. La caractérisation de cette
parité se fait par la fonction parité p de la fagon suivante

{O,SiSEGVO

p(x) = (3.2)

1 y six e Vl s
qu’il peut étre utile d’associer a p I'opérateur linéaire R défini de maniere concise comme

P(z) = (—1)"Dz 2 €V, . (3.3)

On pourra deés lors décomposer x € V en une partie paire et une impaire que nous
noterons de la maniere suivante :

rT=x9+x , x; €V . (3.4)

Il est immédiat alors que, sous cette décomposition, ’action de I'opérateur ¢ sur x € V
est donnée par

B(z) =x0 — 71 . (3.5)

La partie paire de cette décomposition est également désignée sous le terme bosonique, la
partie impaire quant a elle sous le terme fermionique.

Définition 3.1.2 (Dimension d'un espace vectoriel Zs-gradué). Soient ng,n; € N. V,
C—espace vectoriel Zgy-gradué, est dit de dimension (ng|n;) si ses composantes paire et
impaire V, et V; sont respectivement de dimension ng et n;.

Définition 3.1.3. Soient ng,n; € N et soient deux familles de variables "formelles"
{@i}icmo) €t {0i}icpn,)- Les variables {;}icing) €t {0i}icin,) sont des variables Grassman-
niennes respectivement paires et impaires si elles satisfont les relations de commutation
suivantes :

Tilj — TjTy = 0 (36&)

A ces familles de variables {Zi}icpo) €t {0i}icin,) on associe les opérateurs de dérivation
suivants

0 0
axi = a3 > 69. = 35
8xi ! 89J
de parité respective paire et impaire, et tel que leur action sur les variables est donné
naturellement par

(3.7)

02,y 5] = 035, {0n;, 05} = 64y (3.8)

Inversement, tandis que l'intégration reste la méme pour les variables Grassmanniennes
paires, pour celles impaires l'intégration satisfait la propriété suivante

Dans la suite, nous nous focalisons sur les cas R™™ ou C™™ qui peuvent étre vus
comme 'espace vectoriel des vecteurs avec deux composantes { (,8) = ((;), (6;))icino] },

j€[na]
et nous regardons les applications linéaires de C™™ dans C™l™
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Définition 3.1.4 (Supermatrices). L’ensemble des matrices associées aux endomorphismes
de C™I™ noté simplement M(C™™) est 'ensemble des supermatrices M de taille
no + ny, aussi notée (ng | ny), définies par blocs de la fagon suivante

M = (é g) (3.10)

— A et D sont des matrices carrées de tailles respectives ng X ng et my x nq, dont les
éléments sont des variables Grassmanniennes paires,

ou

— B et C sont rectangulaires de tailles respectives ng X ny et ny X ng dont les éléments
sont des variables Grassmanniennes impaires.

FExemple 3.1.5. L’opérateur parité P peut étre représenté par la supermatrice suivante

p= (180 _gﬂ) . (3.11)

11 existe ensuite une extension de la notion de trace et de déterminant a cette ensemble
des supermatrices.

Définition 3.1.6 (Supertrace et superdéterminant). Pour M € M(C™/™) supermatrice
définie par blocs comme en (3.10]), on définit sa supertrace par

StrM =TrA—Tr D, (3.12)

ou Tr A et Tr D sont les traces usuelles agissant respectivement sur M(C"™) et M(C™).
Par ailleurs, si le bloc D est une matrice inversible, le superdéterminant de M est donné
par

sdet M = det(A — BD'C)(det D)~ . (3.13)
Si c’est le bloc A qui est inversible, alors on a
sdet M = (det A)det (D — CA™'B) " (3.14)

Le superdéterminant correspond au Bérézinien, analogue du Jacobien pour les superma-
trices.

Terminons cette section par I'expression de la supermatrice adjointe d'une supermatrice

M -
At Ot
M= <—BT Dt ) (3.15)

3.2 Modeles de supermatrices

Définition 3.2.1 (Matrice super-Hermitienne). Soient ng,n; € N. Une supermatrice
M € M(CmI™) est super-Hermitienne si M = MT. L’ensemble des matrices super-
Hermitiennes est noté H,,, et est associé¢ a I’ensemble invariant super-unitaire. En par-
ticulier, une matrice super-Hermitienne M peut étre diagonalisée par conjugaison avec
une matrice super-unitaire U € U(ng|ny), i.e.

M = U.diag(\,w).U " . (3.16)

ot (A, w) = (A1, , Apg, w1, -+ ,wy,) et les valeurs propres {\;} et {w;} sont réelles.
Comme dans le cas ordinaire, cette diagonalisation n’est pas unique. Nous renvoyons aux
références citées ci-dessus pour les détails.
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Nous allons maintenant introduire le modele de matrlce deﬁni sur ’ensemble invariant

super-unitaire que nous notons en écho au cas ordinaire e nolna -

Définition 3.2.2 (Fonction de partition). L’ensemble super-unitaire est constitué des
matrices super-Hermitiennes de H,,,. Le modele de matrice correspondant est défini
par la fonction de partition suivante

2@ — / dM e ™5 SEVOAD (3.17)
ol Hyginy
d
ou g € C est la constante de couplage et V(x) = Z —n " un potentiel polynomial.
—n

I1 est de nouveau pertinent de restreindre I’étude de la fonction de partition (3.17)) a la
contribution venant de l’intégration sur les valeurs propres (A, w) que nous désignerons

également par simplicité 2% de sorte que

no\nl’

: (Tr V(A)—Tr V(Q))

@ _ 1 _
Zs = o e, P02 A, (A, e (3.18)

nojm1 no!m!

ou l'on a noté dA = Hd>\“ dw = Hdwl Le terme Ay, (A, €2) est le déterminant de

=1
Cauchy ([2.63] correspondant au Bérézinien

Apy (M)A, (2)
Hi,jo\z‘ — wj)

Ano\m(A? Q) = (3.19)

L’expression du Bérézinien entraine un probléme de définition de la fonction de parti-
tion lorsque exprimée comme intégrale sur les valeurs propres ou le domaine d’intégration
est simplement R™ x R™. Comme dans le cas des modeles a une matrice ordinaire, il
faut donc considérer des contours d’intégration dans le plan complexe non triviaux.

Pour les potentiels polynomlaux de degré supérieur ou égal a 3, prenons par exemple le
cas le plus simple V(x) = £-| les contours dans le plan complexe assurant la convergence
de l'intégrale sont aisément V181bles via le graphique suivant :

ol les ~; sont des contours de co vers oo le long des demi-droites d’angle 0, 2 =, %’r,

et les v leur symétrique respectif. Ainsi, les choix admissibles de contours conjoints ne
se coupant pas sont les couples v; X ;.
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Pour le potentiel quadratique V(x) = %, le contour d’intégration sera R x iR avec
une divergence apparente en 0. Toutefois, apres changement de variable en coordonnées
polaires, i.e. r;; = \;j+iw;, avec \; € R™ et w; € R™, la dépendance radiale de 'intégrande

2

_lij . . L ..
sera de la forme rfje 2 dryj, qui est parfaitement régulier au voisinage de O.

Remarque 3.2.3. Cette méthode d’étude de la régularité de 'intégrande au voisinage de 0
peut étre généralisée aux potentiels polynomiaux de degré n quelconque en utilisant les
racines n-iémes de —1.

Les équations de boucles pour ce modeéle ont été dérivées dans [DELQ]. Elles peuvent
étre néanmoins retrouvées a l'aide du formalisme des opérateurs vertex et des charges
d’écrantage (1.142al) et ((1.142b)). Tout d’abord remarquons que la fonction de partition
du modele peut s’exprimer a l'aide de ces charges @), et ()_ de la maniere suivante.

Proposition 3.2.4. La fonction de partition Zfzi)lm
corrélation suivante

est engendrée par la fonction de

Z2 = (ng— | QQ™ |0) (3.20)

Démonstration. La démonstration est le pendant de celle de la proposition [I.8.6] en re-
marquant de plus que o a_ = —2. O

Corollaire 3.2.5. La fonction de partition du modele super-unitaire 5 = 2 satisfait des
contraintes de Virasoro analogues au modele unitaire § = 2 ordinaire :

2
Le28), =0, k>-1 (3.21)
ou les générateurs de Virasoro sont définis par
) k—1 62 o
L =2,ng—ny,t| =4 (k—1)077——2k—
k[g’ 6 » o ny, ] g z_: ( )atlatk—l atk
=1
> 2 nNog —1n
+ Z(n + kf)tn + (n() - TL1> 5k,0 - 7t1(5k,_1 (322)
n=1 atn-{-k 29

Remarque 3.2.6. La dépendance en ny — n; dans les générateurs de Virasoro provient de
la supertrace (Str1). Cette derniére prolonge naturellement la dépendance en ng = N
qui apparaissait dans les modeles de matrice ordinaires.

La forme des contraintes de Virasoro pour le modele de supermatrices § = 2 et celle des
équations de boucles semble suggérer que ce modele peut se réduire au modele de matrice
ordinaire = 2 mais avec une taille effective no—n;. Cette observation a été formulée dans
[DEI10L [AGM91], BHIS], en insistant sur sa validité au moins dans le régime asymptotique
ou planaire ng — n; — 0o. Avec une approche plus physique, [D’a92] suggérait également
que le comportement asymptotique de deux familles de particules avec charges opposées en
interaction pouvait se réduire a 1’étude d’une famille de particule effective. Nous revenons
sur ce point dans la section [3.4]

Dans la suite, nous nous focalisons par conséquent sur I'intégrale sur les valeurs propres
et redéfinissons la fonction de partition par
1 “ L TrVA)-Tr vV (Q)
z® / dAAQ A2 | (A, Q)e .

molm = gl | nolms

(3.23)

Notons que les modeles de supermatrices avec source externe et leurs propriétés ont été
étudiés par exemple dans [Kiml14, DE10, BHI§|. Nous allons dans les derniéres sections
de ce chapitre étudier exclusivement le cas sans source externe.

1. Je remercie Gaétan Borot de m’avoir indiqué cette propriété de régularité de I'intégrande exprimée en polaire.
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3.3 Limite ng,n; grands

Avant d’étudier plus en détail le régime asymptotique, précisons ce que I'on entend par
ng, Ny grands.

Dans cette section en effet la taille de la supermatrice vue comme une matrice ordinaire
tend vers 'infini, i.e. ng + ny — 00, si bien que que les limites de ny et n; ne sont pas
étudiées distinctement. Toutefois, pour faire le lien avec la section [.8.2] il faudra faire
intervenir une taille effective de la matrice. Si ng > n; par exemple, on regardera la
différence ng—n; — oco. Aussi, pour le moment, la constante de couplage g est quelconque.

3.3.1 Gaz de Coulomb pour deux porteurs de charges

Pour étudier le régime asymptotique, nous suivons une méthode similaire a celle du
gaz de Coulomb pour une famille de particules. Tout d’abord réécrivons la fonction de
partition (3.23)) de la fagon suivante :

z® — / dA d e~ 77 Ser A (3.24)

nolm no'm

ou 'action effective est définie par

Set( A, w) =g (i V() — i V(wj)) — 292< Z log(Ai — Aj) + Z log(w; — wj))

j=1 1<i<j<ng 1<i<j<ng
no mni
+2¢° > log(Ni — wy) - (3.25)
i=1j=1

Cette action effective peut de nouveau étre analysée d’un point de vue physique comme
un gaz de Coulomb mais avec deux types de porteurs de charge :

— les charges "positives" {\; }icino]s
— Les charges "négatives" {w;};cpm,]-
Ces deux familles sont plongées dans le potentiel V' et leur interaction mutuelle est de
type électrostatique, répulsive au sein d’'une méme famille, attractive autrement.

Les points critiques (A*, w*) de cette action Seg sont tels que

0S. , 0S. .
a;:o,ze[no], aw;ff:o,Je[nl], (3.26)
ce qui revient a résoudre les ng + ny équations couplées suivantes
OSest 1
0="—"7=gV'(\) —2¢° 22 3.27
8Seff
0= -2 — 3.27b
Ow; J ]%:Z w; 29 Z )\* — wf ( )

Soit (A*, w*) un tel point critique. On définit alors les deux résolvantes suivantes :

Wye () = gZ — (3.28)
- gZ — (3.29)
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Les équations (3.27a)) et (3.27b)) prennent alors la forme

0=gV'(\)) —2¢°) o Xﬁ + 2gWo (A) (3.30a)
J#i
0=—gV'(w}) —2¢° Z 4+ 2gWas (w]) (3.30b)
J#i wi J

Dérivons maintenant les équations de Riccati.

3.3.2 Equations de Riccati pour les résolvantes

Dans un premier temps, on regarde

1 1
Wi- () + gWi-(2) = 9 ZA* A*(m—/\*f—x—)\*)
i j

i#£]
1 1
=2
J ; N No— A
i#£]
no 1
=30 (o0 + 20 0) (3.31)
Si 'on se concentre sur le terme faisant intervenir la dérivée du potentiel, on obtient
201 < V() = V(A 2 V(2)
V(X)) = — : 3.32
g;x_ﬁ (A7) 9; P +g;x_>\j (3.32)
= —Py=(x) + V' (2)Wx=(2) (3.33)

ou l'on a introduit le polynome

no V/ V/ >\>Zk

=1

S’ensuit la réécriture suivante de I’équation de Riccati pour la résolvante Wy« :

no W
W3k () + gWis(x) = —Px=(2) + V' (2)Wx+(z) + 29 Z . (3.35a)

De fagon similaire, 1’équation de Riccati pour la résolvante W, s’écrit :

i Wi (w))

W2i(x) + gWle(x) = Pye(x) = V(@) Wee (x) + 29> . (3.35b)
=1 T W
ou 'on a défini le polynéme P, suivant
LV (x) = V(W]
Por(a) = g3 VW Z VD) (3.36)

i=1 T — W

La terminologie utilisée pour présenter ces deux équations de Riccati ne doit pas occul-
ter le fait que ces équations sont en réalité couplées et que les deux sont nécessaires pour
déterminer W= et W«. Plutét que résoudre tel quel ce systeme d’équations, nous vou-
lons présenter maintenant comment une combinaison judicieuse de celles-ci nous amene a

résoudre une équation de type Hirota.
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3.3.3 Fonctions d’onde et équation de type Hirota

De méme que dans le modele de matrice ordinaire la fonction d’onde est définie grace
au déterminant, il est possible de considérer un super-analogue de cette fonction d’onde,
défini par le super-déterminant, dont quelques propriétés ont été étudiées dans le cas
d’un modele avec source externe dans [Kim14, [DEI10]. Toutefois ici nous souhaitons en
quelque sorte "scinder" cette fonction d’onde en deux contributions, chacune d’entre elles

correspondant au polynome caractéristique des blocs diagonaux A et 2.

Soient donc les fonctions d’onde ¢x«(x) and 1, (z) définies par

]

) = Tl = %)
Y () = H( ey

Leur lien avec les résolvantes est donné par

Uy

Wis = g(log )" = g—=—,
(O
wl
War = g(logthur) = g .
ww*
Les équations de Riccati (3.35a)) et (3.35b)) prennent alors la forme
. o W
P _pe(e)+ gV +22 L
T ne — /\
2¢”* P ( ) V/ 2 Z
g = gV'(2) " +
djw* -1 L —

Leur somme peut s’écrire ensuite

N N () | e
g(w» ww*> P(‘C”gv(x)(w ww*>”g<§x—&f

ou l'on a défini le polyndme prenant en compte les deux contributions P(x) = Py«(z

P (x).
Le dernier terme de ([3.40)) se simpliﬁe de la fagon suivante :
no W *()\*)

o (A2 W)\* o T 1 B 1
;::1 T — A +Z§:1 T — ;]z:l)\* (:v—)\g‘ x—wj)
nog mni 1

=922 S

i=1j=1T j
%* Vi
%\* (R
ce qui nous permet de réécrire (3.40) comme suit :
o x| Vi 2 P Yl oV Y
’ <w» ! %*) T e Y m(w» - %*)
ce qui revient encore a écrire

G (Waetbur = 205epn + xetiie) = = P(@)rethr + gV (@) (Y3 thr — Pretfie)

Introduisons ici la dérivée de Hirota et I'opérateur D, associé.
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Définition 3.3.1 (Dérivée de Hirota). Soient f, g deux fonctions dérivables. On définit
la dérivée de Hirota D, par rapport a la variable x de la maniere suivante

Df 5= (41~ 50 ) F@ale)

= fo9 — f 9 (3.44)

r=x'

A Paide de cet opérateur, 'équation ([3.43)) prend une forme simple
(9°D2 = gV'(2) Dy + P(x) )tor= b = 0, (3.45)

que nous désignerons comme étant de type Hirotaﬂ La forme de cette équation est ’ana-
logue de (|1.54]) ou formellement
_ g*l
— la dérivée 0, devient la dérivée de Hirota D,.

est reliée a la taille de la supermatrice ou a celles de ses blocs diagonaux,

Nous interprétons cette équation de Hirota comme étant la courbe quantique du modele
de supermatrice g = 2.

2

3.3.4 Le cas Gaussien V(z) = %
Considérons le cas du potentiel quadratique V(z) = % L’équation de Hirota (|3.45))
devient alors

(¢°D2 — gDy + g(ng — m) )toxs b = 0 . (3.46)

De nouveau cette "super'-généralisation de 1’équation de Hermite semble suggérer que
les fonctions d’onde 1y et ¥+ sont les extensions des fonctions d’onde obtenues lors de
I’étude du modele (GUE) avec potentiel Gaussien. Il est en réalité possible de résoudre
cette équation de Hirota en faisant appel aux polynéomes de Hermite généralisés. En effet,
cette "super'-équation de Hermite apparait lors de I’étude de I’équation de Painlevé
IV. Nous renvoyons & I’annexe [B| pour un rappel sur le formalisme développé par Okamoto
pour décrire Py et comment cette "super'-équation de Hermite apparait.

Définition 3.3.2 (Polynémes de Hermite généralisés). Pour m,n € N le polynéme de
Hermite généralisé H,, , est le polyndme de degré mn défini par :
1
Hppn(x) = CrpnSeomy (2, 6 0,--+), (3.47)
ou :

— les coefficients (), , sont donnés par

Cm,n = (_1)

avec la notation k' = ]_[f:1 l.

n(n—1) (m+n)(m+n—1)
2 3 2

(m+n—1) (3.48)

— la fonction de Schur S¢,=) est associée au tableau de Young rectangulaire (n"™) fait
de m lignes de taille n.

Proposition 3.3.3. [NY99] Ces fonctions A, = Sm) sont les solutions du systeme
Hamiltonien H,y suivant
D2 = 32Dy +3m) hmns1himn = 0
D2 = 32D, +3(m = 1)) Ay hmiin =0 (3.49)
D? = 32D, = 3n) B hims1n = 0

2. Cette équation n’est pas équivalente & celles que l'on obtient dans les modéles de matrices ordinaires, voir [EKRI5|
par exemple.
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i 'on redéfinit la variable z par x ;e identifions ng = m, n; = n, nous arrivons a
Sil’ définit 1 bl 3 et identifi
I'identification partielle suivante

Ua(2) = Py g1 (x\/§> ; (3.50a)
3
Y () = g1, (ﬂ/;) . (3.50b)

Par commodité, définissons 1o(z) = hugn, (x\/g) Par ailleurs, dans le cas § =

oy =2 = —a_. On pose alors Vi =V, et toujours dans le formalisme des opérateurs
vertex, on définit les modes { X} }rez par

Vi (z,t) = era"temloez 3 x (3 9,) 2k (3.51)

kEeZ

En gardant la notation du vecteur "temps de Sato" infini £ = (¢, - - ), 'action des modes
{ Xk }rez sur les fonctions de Schur se résume a

X, (t, at).S(nm)(t) = S(nm+1)(t) , (3.52a)
—m(t, 0¢)-S((nym) (8) = (=1)"Sm) () (3.52b)
ce qui se réécrit pour les fonctions d’onde en
Xy o = Uy, (3.53a)
X _poax = (—1)™y . (3.53b)

Pour conclure cette section, nous souhaitons interpréter les derniers résultats obtenus
dans la limite ng,n; grands. Tout d’abord, I’équation de Hirota fait apparaitre en
miroir de I’équation de Hermite une énergie effective ng — nq, propriété suggérée dans la
littérature citée ci-dessus. Ensuite, les opérateurs définis en (3.53al) et (3.53b)) peuvent étre
vus comme des opérateurs de création et d’annihilation, leur action n’étant pas indépen-
dante sur les fonctions d’onde = et ¥« puisque, en écho a la formulation Hamiltonienne
de Painlevé 1V, la grandeur ny — ny (i.e. la somme des racines simples «; du groupe de
Weyl) est invariante. De nouveau, d’un point de vue physique, c’est 'analogie de la créa-
tion de particules/antiparticules dans le modele de la "mer" de Dirac, ou la charge totale
est conservée.

Notons que dans [FWO0I1] la fonction de partition pour les cas (ng,n1) = (ng,0) et
(ng,m1) = (0,n;) ainsi que les fonctions d’onde associées peuvent étre exprimées exacte-
ment dans le cas ng,n; finis. Le sens a donner a la fonction 7 que nous avons notée 1)
n’y est néanmoins pas clair. Nous l'interprétons comme la fonction d’onde de I’état fon-
damental constitué de ny charges positives et n; charges négatives. Les fonctions 7 dans
ce formalisme d’Okamoto sont en réalité associées a une hiérarchie KP modifiée [NY99).

3.4 Factorisation de la fonction de partition pour ngy, n; finis

La diagonalisation de la supermatrice nous a permis de ramener le modele de super-
matrice a un modele de deux matrices couplées par un noyau d’interaction K (x,y) = i
Nous pouvons par conséquent utiliser les méthodes développées dans le chapitre [2] Pour
gagner en simplicité dans les notations, mais tout en gardant a ’esprit que les intégrales,
pour pouvoir converger, sont essentiellement effectuées le long de contours dans le plan
complexe comme discuté dans la section [3.2] les contours d’intégration ne seront pas

spécifiés dans cette section.
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Sans perdre en généralité, nous allons par ailleurs restreindre notre étude au cas ng > ny
et nous posons ng = |ng — ny|. Nous réécrivons la fonction de partition (3.23)) du modele
de supermatrice sous une forme analogue a celle du carquois affine cyclique Ay, a savoir :

1 2
(2) 1 o
z® / du(A)Q) det | Ni—wj | . (3.54)

noln1 nO!m! y+-+5T00

1
1,...,n1 n,j—k()\i)
1,...,nq

i
J
k

ou la mesure est du(A|Q2) = dAdQ e 3 TV Mgy TV dpo(A) dpg (2).

La factorisation de la fonction de partition prend essentiellement la méme forme que
pour le carquois affine cyclique A;. Rappelons les différentes définitions et propriétés pour
mettre en évidence ce qui differe du chapitre

Le résultat principal de cette section est tout d’abord :
Proposition 3.4.1. [Factorisation de la fonction de partition du modele de supermatrice]

Nous définissons la fonction de partition Z(® associée au carquois A; (noeud unique) et
celle d'un gaz de n fermions Z(%) associée au noyau-matrice densité p® (x,y) comme suit,

@)
1 Z,0 (a=0)

Z(“):—/daXAnXQZ |0 , 355

Y ALC R C i (3.5
1

Z7(’La) - a/dua(z) 1;}3%” pa(ziazj)' <355b)

La fonction de partition du modele de deux matrices définie par (3.23) se factorise de la
maniere suivante :

ng>ny: 20 =207, (3.56a)
no < ny Zr(f))lm = &) zY (3.56b)

ol le noyau matrice densité est donné par le noyau de Christoffel-Darboux dual p,(z,y) =
K@ (z,y).
ng )

La contribution venant formellement du carquois A correspond a la fonction de parti-
tion d’un modele ordinaire & une matrice. Pour éviter les confusions, rappelons quelques
propriétés déja mentionnées dans le chapitre 1| mais en mettant ’accent sur la dépendance
en la mesure du,, a = 0, 1.

Lemme 3.4.2. Nous définissons la matrice norme pour les polynémes moniques par

N = (i | D )as (3.57)

ott { f | g)a est le produit scalaire selon la mesure dy,(r) = dve @ pour a = 0, 1. La
fonction de partition associée au carquois A; vérifie la formule déterminantale classique
sulvante

Z@ = det N

1<i,j<n

(a)
n—i,n—j * (358)
Remarque 3.4.3. Similairement aux modeles a une matrice, il est possible de diagonaliser
la matrice norme

(a) _
Nl,j —

, (3.59)

e bi; (pi= P pour les polynomes orthogonaux)
0ij (pi = o aprés normalisation)
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de sorte que la fonction de partition associée a A; est donnée par

n—1
2 =TI n", (3.60)
1=0

ou, plus explicitement, nous avons défini les polynémes orthogonaux moniques et norma-
lisés (Pi(a)(x))ieN, ((bﬁ“)(x))ieN par
(P | P)a =55, (o | 6 )a = i (3.61)

Il s’ensuit la définition du noyau de Christoffel-Darboux.

Définition 3.4.4. Désignons par N(@ I'inverse de la matrice norme. Le noyau de Christoffel-
Darboux (CD) et son complémentaire sont définis de la fagon suivante

n—1

(@ z pil@)Npi(y) = 3 61 (2)6\” (y) (3.62a)
,j=0 =0

K9(z,y) = 6(z —y) — K9 (x,y) (3.62b)

Dans le formalisme de Dirac, les opérateurs correspondant s’expriment comme

n—1

= > Ipa) NI MW—§:M> (3.63a)
i,j=0

K@ =1 - KW, (3.63h)

Proposition 3.4.5. Le noyau de CD satisfait les propriétés suivantes :

K@ . K@ =K@ (3.64a)
TrK@ /mm (2| K@ /@a VK9 (z,2) =n (3.64b)
lim K (x, ):&x—w. (3.64c)

Par conséquent il est pertinent d’écrire le noyau complémentaire comme suit,

~

K = Tim K[ — K =3 o) (01" (3.65)

n/—o00

Définition 3.4.6. Nous définissons le noyau de CD dual grace au noyau de Cauchy
modifié R :

1
R(r.9) = —— = (alRly) . (3.66a)
RO —RROR,  KO(n,y) = (o] RRER]y) (3.661)

Lemme 3.4.7. Les polynomes orthogonaux duaux sont définis par la transformée de
Hilbert des polynémes orthogonaux

(2

Le noyau de CD dual associé est ainsi donné par

=2 0" @) K =3

=n

Y = 80@) = (2[R 1670 = [ dualy) © j. (3.67)

(3.68)

5 30
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Preuve de la proposition (3.4.1)). En utilisant l'identité de (AH) pour intégrer en premier
selon A, nous arrivons a ’expression

1 (o I 5o) (it | Prat)
2 _ A—w; | A—w; A—w; d
Zno\m - nl'/d:u(Q) det < ’

igigzm \(Pog=i | 5250 (Puamte [ Pgt)
22,
= ——i- TKO |,
oy /d,u(Q) 1g§1,%n1 <<wZ|Knd |WJ>> (3.69)
ce qui termine la preuve. 0O

La factorisation de la fonction de partition met en évidence le role particulier joué
par la taille réduite ng — n; de la matrice comme cela a été suggéré dans les premieres
sections de ce chapitre. Nous souhaitons prolonger cette discussion par une digression sur
la théorie ABJM et en particulier sur la méthode du gaz de Fermi [MP12, [Hon13], qui
permet de soulever de nouvelles questions et perspectives de recherche.

3.5 Modele de matrice ABJ(M)

La théorie ABJ(M) peut étre formulée sans faire appel aux modeles de matrices aléa-
toire. Dans ce chapitre toutefois nous nous focalisons sur cette formulation puis sur le
formalisme du gaz de Fermi tel que développé dans [MP12].

Définition 3.5.1 (Fonction de partition du modele ABJ). [Honl3|

Soient N,M € N, N > M. La fonction de partition de la théorie ABJ sur S® peut
s’exprimer comme une intégrale sur les valeurs propres {js; }iciny et {v; }icpn) de la maniere
suivante :

1 du; M dy; Wi — b 2 vi—vi\\°
o 7 J . ) g . 7 J
ZaeaNIM) = /DH o ]1;[1 o <QSmh< 2 >> 11 <28mh< 2 >>

1<j

2
<1 (2 cosh (“;"J» e 7 (a2 7)) (3.70)

0]

ou g est la constante de couplage de la théorie et D est un domaine tel que I'intégrale
converge[’]

On considere une version modifiée du déterminant de Cauchy :

R [Li<; (2 sinh <’”;“J>> ITic; (2 sinh <l’1;’]>>
Anin (1), (v)) = (3.71)
I (2 cosh (‘T))

Hi—H4 Hi—H4 vi—Vly vi—Vj
[Li<; (e 2 —e 2 ) [Tic <e2 —e 2 )
_ (3.72)
Bi—Vj Bi—Vj
IL,; (e 2 te 2 )

3. Pour une discussion sur le lien entre les modeéles avec action de Chern-Simons sur S et les espace lenticulaires voir
par exemple [HYQ9], en particulier pour le choix du domaine d’intégration.
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On définit les nouvelles variables z; = et | i € [N] et y; = €% , j € [M], de sorte que
le déterminant de Cauchy modifié prend une forme analogue a (2.63)) :

_M;1 AN(X)AM(Y)

A XIY)= [T« 7 II v, (3.73)
i€[N] je [T (@i + y;)
=Tz ® Iy * Avmu(XY). (3.74)

i€[N] j€(M]

La fonction de partition du modele ABJ peut ainsi s’écrire de maniére compacte :

N d i M dy; - N _
ZABJ(N‘M / Li H Y H x*N H y;MANIM X|Y)€ i(zi(lnxzﬁ Zj(lny])2)

N'M' ze[N] JE[M]
(3.75)
! T 4 s Vi(ine)-3, Va(lny))
= NIM! Dizl_Il o 1;[ AN (X[Y)e” 25 (22 Villne) =3, Vallny (3.76)

ou Vi 2 sont des potentiels polynémiaux en Inz,Iny.

Similairement aux discussions menées dans le cas des modeles a deux matrices ou de
supermatrices, le déterminant de Cauchy des variables exponentiées permet apres inté-
gration selon X de factoriser la fonction de partition

Zaps(N|M) = Zapy(N — M|0)Zy (3.77)

ou Zapj(N — M|0) correspond a la fonction de partition d’'un modele & une matrice
de type Chern-Simons de taille réduite N — M. Pour analyser Z,; et simplifier notre
propos, supposons que N = M, de sorte que cette derniere fonction de partition contient
entierement Zxpy(N|M).

Dans un premier temps, (3.70) peut s’écrire
d,u dV 1
Z / . —det | ———~ s (=2, v) 3.78
ABaM( ~NE H ( Zej <2cosh Mz;uy )) e ( )

Le cosinus hyperbolique étant sa propre transformée de Laplace, il est possible d’intro-
duire des variables d’intégration miroir {z;};cn), de sorte que les intégrations sur {; }icn]
et {vi}icpn) de fonctions Gaussiennes sont possibles. Nous renvoyons aux papiers précé-
demment cités pour les détails.

Le modele ABJM "miroir" prend la forme au final

1 N
ZABJM(N) = N / Hdl’i di%t(/?(l’i,xj)) ) (3~79)
Mo ;

ou la matrice densité est définie par

1 1 2mi
2k (2 cosh(%))2 (2 cosh(“22)) (2 cosh (%)) '

(il plag) = plai, x;) =
(3.80)

Zapim(N) peut étre interprétée comme la fonction de partition d’'un gaz de Fermi.
La matrice densité p est un opérateur a trace avec un spectre discret {e =}, cy et ses

vecteurs propres sont {¢, },en. Il peut ainsi étre décomposé en

76



= e n) (0l - (3.81)

neN

Il est possible d’étudier ensuite ce modele grace a la théorie de Fredholm et en particu-
lier le déterminant de Fredholm [MP12, MZ17, (GHMI6|. La grandeur qui jouera un roéle
primordial sera non plus la fonction de partition ordinaire mais la fonction de partition
grand canonique, définie par

E(k) = det(1 + kp) Z KNZy (3.82)

La fonction de partition du modele ABJ(M) a pu étre factorisée apres avoir considéré
la transformée de Laplace du déterminant de Vandermonde des variables "exponentiées',
donnant lieu au modele miroir. C’est le pendant du cas non-cyclique avec noyau de Cauchy
évoqué dans la section [2.6.2] L’introduction d’une source externe auxiliaire a permis de
factoriser la fonction de partition. Dans le cas des supermatrices, si ng = ni, le noyau
de Christoffel-Darboux prend en compte toutes les fonctions d’onde duales propres du
systeme, la transformée de Hilbert correspondant au passage au modele miroir.

3.6 Modele de supermatrice f-déformé

Dans les sections précédentes, nous avons considéré le cas § = 2, donnant lieu au
modele super-unitaire. Il est possible de regarder sa généralisation construite a partir des
matrices orthosymplectiques. Nous rappelons tout d’abord sa définition.

Définition 3.6.1. La fonction de partition du modele de supermatrice -déformé peut
s’exprimer comme l'intégrale sur les valeurs propres suivante

Tr V(X)—i—% TrV(Y) A(X)ﬁA(Y)4/ﬂ

20 _
[T(x; — y;)?

NIM N'M'

/ dX dY e (3.83)

ou l'on a introduit b = /3/2.

Nous présentons quelques résultats que nous avons déja obtenus pour ce modele et
introduisons quelques définitions qui nous semblent pertinentes pour pouvoir poursuivre
I’étude de la [S-déformation et sa géométrie. Pour I'instant nous nous concentrons sur le
régime asymptotique N, M grands, en gardant a l'esprit de nouveau 'ambiguité de la
définition d’'un tel régime (voir les remarques en début de section .

La méthode du gaz de Coulomb peut étre utilisée de maniere analogue a la section
en définissant l'action effective

S(XY)=gbTrV(X) —gb ' Tr V(Y)
N M
— 20> logxy; — 2¢°b7>> logyi; + 297> log(z; — y;) (3.84)
i<j i<j i,J
ou 'on a simplifié les notations en z;; = x; — z; et de méme pour y;. La fonction de

partition devient alors

L S(X[Y)

20, = / dX dY ¢ 7 (3.85)

7



Soit un point critique de l'action effective (x*, y*). On définit successivement les résol-
vantes et polyndémes suivants :

Wy(z) = Wa(z) = 3.86
1(x) g;x_ﬁ ; 2() g;x_yzﬂ (3.86a)
Y V(@) = V(2 LV (@) = V'(y;
Piz)=g) (;_x*( ), Py(z) =g (:Z_ *( )| (3.86b)
i=1 i i=1 Yi

Soient de plus la résolvante "totale" et le polynome [-déformés définis comme suit :

W(x) = bWy(x) — b Wa(z), P(z) = bPi(z) — b~ ' Py(x) . (3.87)
Proposition 3.6.2. Les fonctions d’onde {9, } définies par
g (2)

Wy(z) = : 3.88
(z) ) (3.88)
sont alors solutions de l’équation de Hirota [-déformée :
(92D — gV'(2) DY) + P(x)) by - b = 0 (3.89)
ot la dérivée de Hirota B-déformée D) est définie par (page 25, [NY03]) :
DVf-g=bfg—b""fg . (3.90)

Pour généraliser ce résultat et faire le lien avec le formalisme des opérateurs vertex,
nous introduisons les variables de Nekrasov de la maniére suivante e, = —bg et €5 = b~ 1g,
de sorte que

il:_b?:_ﬁ

)
€9 2

(3.91)

le cas f = 2 correspondant a €; 4+ €5 = 0. La dérivée de Hirota (-déformée devient alors
tres symétrique en termes de variables de Nekrasov

1 1
gD fg=—fg+—fd (3.92)
€1 €9

La fonction de partition du modele S-déformé ([3.83)) peut alors s’écrire :

V(X)—% TrV(Y)A(X)’BA(Y)MB
[Tz — y;)?
Ecrite sous cette forme, il est immédiat que la fonction de partition du modele 5-
déformé satisfait la propriété suivante qui généralise ((3.2.4]).

Proposition 3.6.3. Soient ()1 les charges d’écrantage telles que définies en (|1.142a}) et
(1.142bf). La fonction de partition du modele S-déformé peut s’exprimer comme

Z(Ellez)

(alen) — N'Ml/dXdYe s

(3.93)

Zihe = (N = M|QYQM o) . (3.94)

Une problématique qui nous intéresse actuellement concerne naturellement les contraintes
de Virasoro de ce modele g-déformé. Pour faire le lien avec le formalisme des champs
conformes, changeons sensiblement la définition de la fonction de partition (3.83) :
(X)PAY)Y7
(2 — y;)?

A(X
2 = / dX dY e % VX V) : (3.95)
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et introduisons la charge conforme () = (\/g — \/%) La fonction de partition (3.95) peut

alors s’écrire sous la forme :

1
NIM!

ou le terme correctif de la S-déformation est donné par

B
ZJ(V|)M =

Y

/ dX dY R (X[M)Ax(X)%e s TVOIA L (YV)2es ™V (3.96)

26Q —2b71Q _ __4
R(ﬁ) (le) _ AN (X)AM (Y)e—ﬁQTrV(X)e—bTQTrV(Y) (3 97)
NiM Hi,j (z; — yj)2 ’ .

avec la notation b = g

Bien que cette expression se rapproche de celle de la fonction de partition d’'un mo-
dele & plusieurs types de particules tel qu’exposé dans [BEO15, page 36], plusieurs points
restent a éclaircir quant a la validité de certaines hypotheses requises alors pour le mo-
dele de supermatrices -déformé. Notons toutefois que dans ce contexte la forme de la
factorisation fait intervenir les fractions de remplissage MLM et MLM, grandeurs que nous
n’avons pas explicitement introduites dans ce mémoire, mais I'ambiguité du role de la
taille totale N + M de la supermatrice est de nouveau soulevée ici. Par cette approche,
nous nous attendons quoi qu’il en soit a ce que les générateurs de ’algebre de Virasoro
et leurs contraintes respectives dépendent de fractions de remplissage effectives (en écho
aux particules effectives).
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Conclusions et perspectives

Dans ce mémoire, aprés avoir rappelé les principales propriétés des modeles a une
matrice, nous avons présenté dans le premier chapitre les modeles avec des noyaux d’in-
teraction généraux de type Pfaffien, ceux-ci généralisant les modeles 5 = 1,4 classiques.

Puis dans le deuxieme chapitre, nous avons tout d’abord présenté une famille de mo-
deles de chaines de matrices qui peuvent se réduire a des modeles a deux matrices, dont
I’étude fait appel aux polynémes biorthogonaux. Puis, apres avoir défini les fonctions de
partition associées aux carquois affines ABC' D, nous avons dérivé les propriétés de facto-
risation de la fonction de partition des carquois affines A et les formules déterminantales
et Pfaffiennes de ces modeles.

Le troisieme chapitre a pour finir traité du modele de supermatrices. Nous y avons en
particulier traité du lien avec le modele Gaussien ordinaire a une matrice et ce qui ’en
différencie. La factorisation de la fonction de partition nous a permis de faire le lien avec
le modele de matrice ABJ pour lequel des techniques issues de la physique statistique
ont été développées dans la littérature. Nous avons également dérivé la courbe quantique
associée au modele S-déformé, généralisant ainsi le cas § = 2.

Dans les travaux menés actuellement, nous voulons généraliser la propriété de factori-
sabilité des fonctions de partition des carquois ABC'D. En effet, pour les carquois affines
de type A la démonstration est basée essentiellement sur la factorisation du déterminant
d’une matrice définie par blocs. Le Pfaffien satisfaisant une propriété analogue pour les
matrices antisymétriques définies par blocs, nous nous attendons par conséquent a ce
type de factorisation pour les autres carquois, et plus particulierement pour les modeles
déformés et non-déformés de supermatrices.

Si de plus nous nous concentrons sur la forme de la factorisation de la fonction de
partition pour les carquois affines de type A, la séparation explicite en une partie effective
"bosonique", de type modele ordinaire a une matrice, et une partie 'fermionique", que I'on
peut reformuler avec des variables Grassmanniennes impaires, nous interroge. La struc-
ture initiale par blocs "cache' la partie fermionique ou antisymétrique des supermatrices
en particulier. A I'inverse les modéles de deux matrices couplées ne font apparaitre aucune
variable Grassmannienne impaire a priori. Cette observation a été mise en évidence dans
un autre contexte dans [KGI10a|] et a été résumée en 'la supersymétrie sans la supersy-
métrie". En écho aux techniques développées pour I'analyse du modele ABJ(M), il serait
intéressant de généraliser les résultats obtenus pour cette théorie. Une problématique sur
laquelle nous travaillons en particulier est donc la suivante : que nous apprend cette facto-
risation sur 'ordre dominant et les termes correctifs dans I’énergie libre ? Nous voudrions
également comprendre le sens a donner a ce modele effectif en terme de géométrie et en
terme de surfaces de Riemann. Une approche sur laquelle nous travaillons est basée sur
les cycles généralisés(l

Un autre axe de recherche retient notre attention également, a savoir la quantification

4. Je remercie Bertrand Eynard et Raphaél Belliard d’avoir attiré mon attention sur ce point et pris le temps de
m’expliquer les grandes lignes de leur approche.
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possible des surfaces de Riemann sous-jacentes, en suivant les idées développées dans
[Wit89 IDim13|] dans le cadre de la théorie ABJ(M). Nous travaillons en particulier sur
la déformation [ de la structure complexe et des opérateurs différentiels associés, comme
définis en (3.92)).

Terminons cette série de questionnements par notre souhait de formuler rigoureusement
la courbe quantique suggérée par . Une approche que nous explorons se base sur le
formalisme des opérateurs vertex tel que développé dans [MS17]. Nous avons déja obtenu
certaines expressions mais la notion de courbes quantiques aux ordres supérieurs restent
encore a éclaircir a notre connaissance pour les modeles de supermatrices ou a plusieurs
matrices.

82



83



Annexe A

Déterminant de Vandermonde,
polynémes symétriques et Pfaffien

A.1 Déterminant de Vandermonde

Nous définissons le déterminant de Vandermonde de telle maniere que la fonction de
Schur de la partition vide soit normalisée a 1.

Proposition A.1.1 (Déterminant de Vandermonde). Soit N € N. Pour une famille de
variables X = (2;)ic[n], le déterminant de Vandermonde est donné par le déterminant de
taille N suivant :

AnX)= I (wi—wj)= det pn_j(z:), (A1)
1<i<j<N i-j€[N]
ott pr(z) = ¥ + - -+ est un polynome monique de degré k.

A partir de cette expression, nous déduisons le lemme suivant qui est une identité
fondamentale pour la discussion du modele g = 4.

Lemme A.1.2. Le déterminant de Vandermonde de taille N satisfait la formule déter-
minantale suivante :
An(X) = (=1)NNEI2 det oy (i) phy—y(xi)] (A2)

1E€[N]
JE[2N]

Démonstration. Le déterminant de variable des 2N variables X = (2;)icny et Y = (44)iciv)
peut s’écrire comme suit

Ao (X;Y) = f[[ ](fﬁi — ;) (yi — ;) (i — y;) (x5 — i) ’1;[](@- —u).  (A3)

Parallelement a cette expression, il est pertinent de I’exprimer sous la forme :

Ao (X3 Y) = i(g[e]g] [pan—j(xi) pan—j(yi)] = igﬁ\% [pan—j(x:) pan—j(¥i) — Pan—j(24)] .
je[2N] JE[2N]

(A4)

84



Nous obtenons ainsi :

An(X)t = (=1)NE+D2 Jim Aoy (X:Y) I (yi =)™

1€[N]

= (—]_)N(N—i-l)/Q lim det [p2N—](Iz) p?N—](yl) _p2N—j($i)

Yi—T; j€[N]
JE[2N]

— (1 N(V+1)/2 () 1l ,
- ( 1) z(ei[%\% [pZN—] (xz) p2ij (xz)} :
JE[2N]

Y — X

ce qui termine la preuve.

A.2 Polynémes symétriques

|

(A.5)

Dans cette section nous rappelons les définitions des principales bases de I’anneau des
polyndmes symétriques Z[Ay, - -+, Ay]S~. Nous rappelons en particulier quelques proprié-

tés des fonctions de Schur.

Fonctions symétriques élémentaires

Définition A.2.1. Soient N variables distinctes \; et soit £ € IN. La k-ieme fonction

symétrique élémentaire e, est définie par

6U(Ala"' a)\N):l
6k()\17"'7>\N): Z )\1)\2)\k71§k§n

1<iy <ig<-<ip<n

ek()‘la"'>)\N):07 n <k

La fonction génératrice des e, est

N N
= Zektk = H(l + )\ﬂf) = Z ektk .
k=0

k>0 i=1

Il peut étre utile de considérer le vecteur semi-infini A = (Ay, -+, Ay, Ant1, -

si ¢ > N pour définir la fonction génératrice plus générale

E(t) =[]+ Nt) .

iEN
Enfin, on généralise la définition aux permutations pu = (puq, fia, -+ )

GM:6N16N2.” ,

de sorte qu’il pourra étre intéressant de regarder la fonction génératrice

E®)=E(ti,ts,--) = [ T](1 + \it)

j>14i>1

Fonctions symétriques homogeénes

(A.9)

(A.10)

Définition A.2.2. Soient N variables distinctes A; et soit & € N. La k-iéme fonction

homogene symétrique complete hy est définie par

hO()\la"' 7AN):]-
hk(>\17”'a)\N>: Z )\1>\2>\k7k21
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La fonction génératrice des hy, est

Ht)=> ht" =T[Q1—-Nt)™" (A.12)

k>0 i=1

ou l'on a de nouveau considéré le vecteur semi-infini X = (Ay, -+ , Ay, Ans1,---)ou \; =0
si¢ > N. On généralise de la méme fagon que pour les fonctions élémentaires symétriques
aux partitions p = (1, fo, - +)

hy =hy by, - . (A.13)
Les fonctions génératrices F et H vérifient la dualité
H(t)E(—-t)=1. (A.14)

Les familles {h,} et {e,} forment deux bases de I’anneau des polynémes symétriques. Il
existe un homomorphisme w sur cet anneau tel que pour toute partition

wley) = hy . (A.15)

Cet homomorphisme est une involution - w? = Id - et transpose au niveau des deux bases

la dualité (A.14)).

Fonctions de Schur

Définition A.2.3. Soient N variables distinctes \; et soit une partition p de longueur
[ =1(u). Sil < N la fonction de Schur associée a p est définie par

(3

)= deti<ij<n
- d AN=
eti<ij<n A;

SM(AM Tty )\N ) (A16)

ou 'on a complété si besoin la partition p pour la rendre de taille N, ie. pyy; = -+ =
pn =0.Si1> N, s, =0. Si par ailleurs, on introduit les variables (¢j)ren~ par

=) =", (A.17)
=k
on définit S, (t1,t, ) = su(A1, -+, AN).
Proposition A.2.4 (Formule de Jacobi-Trudi). La fonction de Schur s, vérifie les for-
mules déterminantales suivantes

Slt()‘lv T /\N) = 131.%.6;5[(“) hMH—j—i ) (Alga)
S,U«()\b ceey )\N> = 1<iqjg§(#/) eﬂ;"‘j_i . <A18b)

Dans I’étude des modeles de matrices [ = 4, il est utile de définir les polynomes de
Schur modifiés.

Définition A.2.5. Soit N € N et considérons les familles de variables X = (z;)ic[n,
Y = (¥i)ie[n]- A une partition A on associe

VY NH+2N—j Aj+2N—jy,
a(X;Y) = z'e[N(]jjJeE[zN] {xl (v )] ' (A.19)

On définit ensuite naturellement le polynéome de Schur modifié

CLA(X; Y)

SA(X;Y) = a@(XY) .

(A.20)
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Rappelons les formules suivantes, fondamentales lors de ’étude des polyndémes carac-
téristiques.

Lemme A.2.6 (Développement en polynémes de Schur). Pour X = (2;),cn et Y =
(i)ie[r), nous avons les développements suivants avec les polynémes de Schur :

[I @-v)= > (DM (X)si(Y), (A.21a)

i€[N],j€[M] AC(MN)
H (x; —yj)*l =det XM Z S,\(Xfl)s,\(Y),
ic[N]je[M] N A€(N) <min(M,N)
. N —1
= d]StY > sx(X)s\(Y7), (A.21Db)

AlE(A)<min(M,N)
ou la partition duale est définie par
A=, A ) = (N =Xy, ..., N =], (A.22)
et la longueur d’une partition est donnée par £(A) = ;.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la formule de Cauchy. Voir, e.g., [Mac15]
pour les détails. O

Lemme A.2.7 (Déterminant de Cauchy). Le déterminant de Cauchy pour X = (2;)icn]
et Y = (yi)icpm est défini comme suit :

An(X)A (Y
Anur(X[Y) = JZ[(N] JAuY) (A.23)
jern (i — ;)
Les formules suivants sont satisfaites :
, 1
N M= N
N>M: AyuXY)= > Ndet y Co 'de& y T = Ndet y T — Y
AIK(A)SMIi[E[}\}J_G&]] i LI EM] zi[e[]]\}jf&]] xffl
(A.24a)
. 1
)\~+ij y'—)\]’—N-‘r]—l
NS AV = D, det a0 et ol gt | T el | Y
1,]€ 1€ )€ . 1€ ,JE _
Aley<n hClAT ] Yi RN Y
(A.24D)

Démonstration. Le déterminant comme somme sur les partitions est une conséquence
directe du lemme [A.2.6] Par ailleurs, dans le cas N > M, la somme sur les partitions peut
se réécrire comme

1
Y. = > = > = > (A.25)
LM 0<Ay<<hi<oo 0Ly < <rp<oo : ’f'az(;,é...,oo
raF#Tg

ou nous avons introduit r, = A\, + M — «. Ensuite nous obtenons,

00 1
—r—1,r
€T Y.
Avpr(XY) = det |5 U= et |m—g) A.26
N\M( ‘ ) ie[N]Se[M} r=0 b1 ie[N]ge[M] v k—?ﬂ ( )
ke[N—M] x; kelN-M] L i

Le cas N < M est obtenu de maniére analogue en échangeant le rdle des variables z et
Y. 0
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A.3 Définition, identités et propriétés du Pfaffien

Nous rappelons tout d’abord la définition du Pfaffien.

Définition A.3.1. Soit A = (a;;) une matrice antisymétrique de taille 2N, N € N. Le
Pfaffien de A est défini comme

1 n
PfA= onp| Z 6(0') H ao(?i—l),a(%) . (AZ?)
=1

t0€EGyN

Une premiere propriété importante du Pfaffien est son lien avec le déterminant puisque

Proposition A.3.2. Soit A = (a; ;) une matrice antisymétrique de taille 2N, N € N. Le
Pfaffien de A vérifie I'identité suivante

(Pf A)? = det A . (A.28)

Les matrices qui interviennent dans nos modeles ont fréquemment des structures par
blocs. Leur Pfaffien suit alors les propriétés suivantes.

Proposition A.3.3. Soient n,m € 2N. Soient A et A des matrices antisymétriques
inversibles de taille respective n et m. Soit de plus une matrice quelconque B de taille
n x m. Le Pfaffien de la matrice par blocs suivante se factorise alors et prend la forme

A @] =PfAPf[A+ BTA™'B| = PfAPf [A+ BA'B]. (A.29)

e[ 4

Si par contre A = A=0et que B est une matrice quelconque carrée de taille n, alors

_%T ﬂ = (—1)"5 det B. (A.30)

pf [
Remarque A.3.4. Cette formule est 'analogue pour le Pfaffien de la formule du détermi-
nant d’'une matrice définie par blocs,

A B

det [C D

] = det Adet(D — CA™'B) = det Ddet(A — BD™'C). (A.31)
Lemme A.3.5 (Formule de Laplace [Okal9]). Soient Z une matrice antisymétrique de
taille m x m et W une matrice rectangulaire de taille m x n avec m > n. La formule
suivante est vérifiée,

Pf l—vaT ‘ﬂ - g{;ﬂ (—1)2O+(3) Pt Z(1) det W([m)\I: [n]) (A.32)
[I|=m—n

ou I décrit les ensembles de (m — n) éléments de [n].

Lemme A.3.6 (Formule de Cauchy-Binet [IW95, [(Okal9]). Soient | € Z>¢ et m,n € N
tels que m — [ € 2N et m — [ < n. Soient Z une matrice antisymétrique de taille n x n,
W une matrice de taille m x n et X une matrice de taille m x [. La formule suivante est
vérifiée

er|TAE R = X pram e n x4
IC[n]
[I|=m—I
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ou [ décrit les ensembles de (m — ) éléments de [n]. Sil =0, il n’y a pas de contribution
de la matrice X,

PEWZWT| = > PfZ(I)det W ([m]; I). (A.34)
IC[n]
[I|=m

Sim =n (et donc [ = 0), la seule possibilité est I = (), de sorte que I'on obtient

Pf [WZW'| = Pt Z det W (A.35)

Il existe un équivalent de la formule de Andréief-Heine pour le Pfaffien.

Proposition A.3.7 (Formule de de Bruijn). Soient N,M € N tels que N + M € 2N.
Soient A(z,y) et B(x,y) des fonctions antisymétriques, et S(z,y) une fonction a deux
variables intégrable. Soient de plus (f;(x));en et (gi(z))ien des familles de fonctions inté-
grables. Les identités suivantes sont satisfaites :

1
v [ an(x) et (o) P A(raz) = PE(f|ALL), (A.36a)
: Als ;) S m)
du(X)du(Y)  det D au(y)] PE T :
s WA det ) o) B, | G5 )
kE[N+M] k,le[M]
— : : , N (4| QT £ ‘ ‘

Remarque A.3.8. Ces formules sont dues a C. Andréief [And86] et N. G. de Bruijn [dB55].
Voir [Forl9] pour une revue historique de ces formules.
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Annexe B

Equation de Painlevé IV et
formalisme de Okamoto

Nous souhaitons dans cette annexe rappeler rapidement comment le formalisme d’Oka-
moto pour I’équation de Painlevé IV nous permet de retrouver I’équation de Hirota trouvée
dans le chapitre . Ce faisant, nous pourrons présenter ses solutions que sont les poly-
nomes de Hermite généralisés. Les différentes notations et 'approche en général de cette
annexe sont basées sur [FW01], NY99).

Soient (a,b) € C?. L’équation de Painlevé IV, notée Py, est I'équation différentielle du
second ordre suivante
1 3 b
" "2 3 2 2
= b 4 2% — e
avec f fonction de la variable y.
L’équation de Painlevé IV peut étre reformulée comme un systéme Hamiltonien de la
facon suivante.

B.1 Formulation Hamiltonienne

L’équation de Painlevé IV est équivalente au systeme Hamiltonien Hyy suivant
q/ _ 87—[0417062 p/ _ _87_[041,062
op dq
ou ' désigne la dérivée par rapport a y et ot le Hamiltonien H,, ,(¢,p,y) & proprement
parler est donné par

(B.1)

Honoo (0, 0,Y) = (P — ¢ — Y)pg — cup — qaq (B.2)

avec aq et ap des nombres complexes quelconques a priori.

Le systeme d’équations Hyy peut étre exprimé explicitement puisqu’en effet
2 /
p*+p =+ py+2pq

Hiv:ig o, (B.3)

¢ +4q =—a1—qy+2pq
Remarquons que ce premier systéme correspond a un systeme de deux équations de

Riccati couplées, similaire aux équations (3.35al) et (3.35b]). Ce systéme peut aussi s’écrire
comme

/—_

Jpr=plg—p+y) —(—q) + a2
HIV'{—q— ap—(g—p+y))+or, 4
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écriture pertinente car en introduisant trois fonctions auxiliaires fy, fi, fo définies par

fo=a—p+y., i=—q, =0, (B.5)

le systeme Hyy prend la formulation tres symétrique suivante

Jo=folfi = f2) + o
fi=f(fe = fo) +u (B.6)
fo = fa(fo = f1) + a2

ou ces trois équations ne sont pas indépendantes puisque fo+ fi+fo = y et ag+a;+as = 1.
Un des avantages du formalisme Hamiltonien de Py est comme mentionné auparavant la
symétrie du systeme. Il s’agit de trouver quelles transformations préservent ce systeme et
d’ensuite générer toutes les solutions. C’est I'objet des transformations de Béacklund de
P\, que nous rappelons ici.

B.2 Transformations de Backlund

Les coefficients (ag, a1, ap) € Z? introduits ci-dessus correspondent aux racines simples
engendrant le systeme de racines I' de type Agl). Aussi satisfont-elles les relations définis-

sant I'action du groupe de Weyl affine associé a AS).

Considérons tout d’abord les trois réflexions fondamentales {s;}i—o12 du réseau I'. Ce
sont des automorphismes tels que s? = 1. Leur action sur les racines simples «a; est définie
par

si(aj) = o — g (B.7)
ou (a;;) = A est la matrice de Cartan

2 -1 —1
A=|-1 2 -1]|. (B.8)
~1 -1 2

Il est pertinent ici de considérer I'extension affine W du groupe de Weyl qui consiste
en les réflexions {s;}i—0 12 et en 'automorphisme 7, générant la rotation d’angle 120° sur
le réseau de racines. Dit autrement,

F(ij) = Qjy1, j € Z/3Z . (B9)
L’action de W sur le systeme de racines I' doit s’accompagner d’une action sur les

fonctions auxiliaires fo, fi, f» pour entrainer I'invariance du systéme (B.6]). Pour cela, on
définit 'action de W sur les fonctions f; de la fagon suivante :

Si(fj) = fj + %ulj ) ﬂ-(fj) = fj+1 ) (Zaj) € (Z/3Z>2 ) (BlO)

i

ou l'on a défini la matrice U = (u;;) par

U=|-1 0 1]. (B.11)

De la sorte, I’action du groupe W sur les racines et les fonctions auxiliaires se résume
dans le tableau suivant :
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(&%) a1 &%) fo f1 f2
o o
So| —ap | Qo+ ar|apt s fo f1+]70 fQ_JTO
0 0
« o
S1| a1+ ag —01 | g+ g fo—*1 il f2+*1 (B.12)
fi fi
o «
So gt g | g+ | —an f0+*2 fl_*2 fo
2 fo
™ aq %) Qp J1 J2 Jo

Remarquons que ag+a; +az = 1 et fo+ f1 + fo = y sont bien invariants sous I'action

de W.

Par conséquence, si o € W est une transformation de Bicklund et si (fo, f1, f2, g, a1, va)
est une solution de Hyy, alors (a(fo),o(f1),0(f2),0(),0(),0(as)) est aussi une solu-
tion de H,y.

Trois éléments de W retiennent notre attention dans la suite. Les opérateurs T} =
mS9S1, T = $17So et T3 = so51m™ générent les translations sur le réseau des racines. Plus
précisément, il suffit de considérer seulement T} et 75 ', dont les actions sur les racines
sont données par

Tl(Oé(), Oél,Oég) = (Oé() + ]_,Oél — 1,042) s (BlSa)
Ty ' (o, a1, 00) = (ag + L ag, 00 — 1) (B.13b)

puisque les générateurs des translations commutent et que 1771573 = 1.

On définit les opérateurs L, ,, = Ti"T; " pour des entiers (m,n) € Z*. Leur action sur
les racines est immédiate :

Lo, 00, 00) = (g +m +n, 00 —m,aa —n) (B.14)

L’action des opérateurs L,, , sur les fonctions fy, fi et fo est parfaitement définie pour
des entier m, n quelconques mais ne mene pas a des expressions simples. Il est par contre
pertinent de regarder leur action sur I'Hamiltonien (B.2)) et d’observer ensuite comment
les fonctions f; sont générées récursivement. Cela va nous amener a définir les fonctions
T.

B.3 Fonctions 7

Commencons donc par réécrire a 1'aide de (B.5) le Hamiltonien (B.2) sous la forme

Haora, = fofifo+a2fi —anfs, (B.15)
lequel se transforme sous 'action des générateurs de W comme suit
Qo
$0(Har,00) = Haryas +
fo
Sl(%al,ag) = Hal,ag + a1y
32(7-[&1,!12) = Ha1702 a2y
T(Hor,az) = Harap + fo — a2y (B.16)



Ensuite, 'action des générateurs des translations T} et T3 * se calcule aisément et prend
une forme tres simple puisque

T (H(al,az)) = H(m,ag) + fo= ,H(Oélfl,ag) = 'HTI(QLQQ) , (B,l?a)
T3_1(H(a1,a2)) = H(QI,QQ) - fl = H(al,agfl) = HTgl(apo) s (Bl?b)
ce qui induit immédiatement que l'action des générateurs {L,,,} est donnée par
Lm,nH(al,ag) = HLm’n(ath) . (B]_g)
Définition B.3.1. On définit les fonctions 7 de la maniere suivante :
H) 0y = ™ (Haran) = (log(1))" (B.19)
pour ¢ =0,1,2.

S’ensuit le systéme d’équations cyclique pour les Hamiltoniens

HY L =HY L+ fo—asy

Hgi),az = Hg)l),ag - fl + a1y (BQO)
Hgﬂll),ozg = chzl),ag - fO + aoy

que l'on peut écrire sous la forme

Jo= (log(Z))’ + ooy
i = (log(2)) +any (B.21)
fo= (log(%))' + agy .

En remplacant ces expressions dans le systeme , nous obtenons les équations de
Hirota suivantes

(Dz —yDy+ (g — aq))10.71 =0
(D} = yDy + (a1 — a9))11.75 = 0 (B.22)
(Di — yDy -+ (C(Q — Oé(]))TQ.TO =0

qui sont tres exactement les équations (3.49)).
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Modeles de chaines de matrices aléatoires
Réduction et factorisation des modeles a deux matrices et supermatrices

Résumé de la thése : La théorie des matrices aléatoires peut étre abordée principalement
selon deux approches. Tout d’abord, lorsque la taille N des matrices devient grande il
est intéressant de regarder le régime asymptotique et d’étudier les propriétés des grandes
déviations, en particulier les corrections perturbatives. L’étude du régime N fini quant a
lui se simplifie lorsqu’il est possible de définir des polynémes orthogonaux et lorsque les
espérances des observables peuvent étre exprimées sous une forme dite déterminantale. En
particulier, les modeles Gaussiens a une ou plusieurs matrices conduisent a des résultats
classiques bien étudiés, comme par exemple la forme des fonctions de corrélation. Dans ce
mémoire nous présentons dans un premier temps une généralisation des modeles g = 1,4
a une matrice en introduisant une interaction de type Pfaffien. Puis dans un second temps
nous ¢étudions des chaines de matrices que nous associons a différents types de carquois
et nous montrons comment ces modeles peuvent se réduire a des modeles a seulement
deux matrices. Nous montrons plus spécifiquement que la fonction de partition associée
au carquois affine de type A() se factorise en une partie bosonique contenant 'ordre
dominant explicitement et une partie que nous désignons sous le terme fermionique. Nous
montrons finalement en quoi cette factorisation, valide également pour les modeles de
supermatrices, souleve de nouvelles questions quant aux contributions perturbatives et
non-perturbatives, en faisant le lien avec la théorie du gaz de Fermi et I’équation de
Painlevé V.

Abstract of the thesis : Random matrix theory can be mainly addressed using two me-
thods. On the one hand when the matrix size N is large one can focus on the asymptotic
regime and study the large-N deviations properties, in particular the perturbative cor-
rections. On the other hand the study of the finite-N regime can be simplified if it is
possible to define orthogonal polynomials and if the expectation values of observables
take a determinantal form. The Gaussian models with one or a chain of matrices lead to
well-studied results, as for instance the expressions of the correlation functions. In this
thesis we first define a generalisation of the § = 1, 4-one-matrix models by introducing an
Pfaffian-like interaction. Then we study some matrix chains that are related to different
quiver and we show how these can be reduced to two-matrix models. We specifically show
that the partition function of the affine quiver of type A() can be factorised in a bosonic
part which explicitly contains the leading order and a fermionic part. We finally show
how this factorisation, still valid for supermatrix models, leads to new questions about
perturbative and non-perturbative contributions by making connection with the Fermi
gas theory and Painlevé IV equation.
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