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Chapitre 1

Introduction

Deux questions ouvertes sur les polynémes APN exceptionnels

Depuis 'antiquité, de nombreuses méthodes de chiffrement ont été élaborées pour
rendre la compréhension d’un document chiffré impossible a toute personne ne dis-
posant pas d’une clé. Parallélement, de nombreuses attaques ont été imaginées pour
comprendre ces textes chiffrés. Parmi ces attaques on distingue les attaques diffé-
rentielles qui consistent généralement a étudier 'impact de la différence entre deux
entrées sur la différence entre deux sorties. Pour faire face a ces attaques, Nyberg
a introduit dans [20] des polynémes qui offrent une bonne résistance contre les at-
taques différentielles. Elle les appelle les polynémes APN (pour Almost Perfect Non
Linear). Avant d’énoncer leur définition, on rappelle la définition de "uniformité dif-
férentielle. Pour un polynéme f € Fon[z], Nyberg définit 'uniformité différentielle
de f sur Fon par :

Or, (f) = max  Card{z € Fon|f(z) + f(z + a) = S}.

(,8)E€F%y, xFan

Un polynome f est alors dit APN si dp,, (f) = 2. Parmi les polynémes APN sur
Fon, on distingue les polynémes APN exceptionnels sur Faon. Ce sont les polynémes
APN sur une infinité d’extensions de Fy». Malgré leur importance, les polynémes
APN exceptionnels sont rares. En 2010, Aubry, McGuire et Rodier ont énoncé dans
[4] la conjecture suivante :

Conjecture. Soit n € N*. Les seuls polynomes APN exceptionnels sur Fon sont
ceux qui sont CCZ-équivalents aux monomes de degré 2° + 1 ou 4° — 2° + 1 avec
pged(f,n) = 1.

L’étude de cette conjecture a suscité l'intérét de nombreux auteurs. Dans le cas
des polyndémes de degré impair, plusieurs résultats ont été démontrés par Hernando
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et McGuire dans [14], par Aubry, McGuire et Rodier dans [4] et par Delgado dans
[10]. Dans le cas des polynomes de degré pair, des résultats sont obtenus par Janwa et
Wilson dans 18], par Aubry McGuire et Rodier dans [4], par Bartoli et Schmidt dans
[5], par Rodier dans [22] et par Caullery dans [8]. Nous détaillerons ces résultats dans
la section 2.2. Nous verrons que jusqu’a maintenant nous n’avons pas d’informations
sur I'uniformité différentielle des polynomes de degré m = 0 (mod 8) ou m = 4(2° +
1) avec ¢ € N. Ainsi on dégage les deux questions ouvertes suivantes :

Question ouverte 1. Pour un entier naturel £, parmi les polynomes de degré m =
4(2° 4+ 1), lesquels sont APN exceptionnels ¢

Question ouverte 2. Parmi les polynomes de degré m =0 (mod 8), lesquels sont
APN exceptionnels ¢

Principaux résultats obtenus dans le cadre de la thése :

L’objectif de la thése était d’étudier 'uniformité différentielle des polynémes de
degré pair dans le but de trouver une réponse aux deux questions ouvertes posées
ci-dessus. Le principal résultat obtenu, qui a été soumis pour publication ([3]), est
le suivant :

Théoréme (Théoréme 5.3.1 dans ce manuscrit et Théoréme 4.1 dans [3]). Soit
m = 242" + 1), ou { et r sont deux entiers tels que pged(£,r) < 2,0 > 2 etr > 1.
Pour un entier n suffisamment grand et pour tout polynome

flz) = Z U 0" € Fon[2]
k=0

de degré m tel que a; # 0 on a 6(f) =m — 2.

Ce théoréme apporte bien une contribution aux deux questions ouvertes men-
tionnées ci-dessus. En effet, en choisissant ¢ = 2, on montre qu’aucun polynéme
f@) = Y0 amix® € Fonlz] de degré m = 4(2" + 1) avec r > 2 et a; # 0
n’est APN exceptionnel, ce qui répond presque entiérement & la question ouverte 1
(presque car il reste une condition sur a;).

De plus, en choisissant £ > 2, on montre qu’aucun polynoéme f(z) = >0 a2 €
Fon[x] de degré m = 0 (mod 8) avec m = 242" + 1), r > 2 et a; # 0 n'est APN
exceptionnel. Nous contribuons ainsi a la question ouverte 2 en exhibant une famille
infinie de polyndémes de grande uniformité différentielle.

Le théoréme suivant obtenu dans la thése permet de dégager des familles infinies
de trindbmes pour lesquels 'uniformité différentielle est maximale. Nous obtenons un
résultat sur les trinomes de degré m, ot m — 1 appartient & un ensemble infini M
introduit dans [2].
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Théoréme (Théoreme 6.0.6 dans le manuscrit). Soit M l'ensemble des entiers
impairs m qui vérifient la condition suivante : Pour tout (1, (s € Fy,

- B 1 Cl m—1 -
m—1 m—1 1
— — — 1 —_—> = ou = .
1 =62 (1 G G =20 G =G

Soit m un entier tel que m = 0 (mod 4) et m — 1 € M. Pour n suffisamment
grand et pour tout trinéme

f(x) = apx™ + a1 2™ + axr™? € Foulx]
de degré m tel que a; # 0, on a §(f) =m — 2.

Ce résultat fera I'objet d’'un article qui est encore en cours de préparation ([15]).

Enfin, des calculs explicites obtenus a I'aide du logiciel de calcul formel Maple
permettent d’obtenir des résultats pour des petits degrés. A titre d’exemple citons
le résultat obtenu pour les polyndémes de degré 15 ou 16.

Théoréme (Théoréme 4.3.2 dans le manuscrit). Pour n suffisamment grand et pour

tout polynome
16

flz) = Z a16_ 7" € Fon 1]
k=0
de degré 15 ou 16 tel que a; # 0 et

6,6 6, 84 42 10 22 4 12 6
ay0505 + aja5a5a; + ay asaza, + ay"ay # 0,

on a d(f) = 14.

Un intérét de ce résultat réside dans le fait que 16 est le premier entier m = 0
(mod 8) plus grand strictement que 8, qui n’appartient pas a la famille 2¢(2" + 1),
avec { > 2 et r > 2.

Méthode de la preuve

On va donner ici les grandes lignes de la preuve qui sera détaillée dans la section
3.3. Nous suivons ici la méthode introduite par Voloch dans [26] pour obtenir un
résultat de densité et exploitée par Aubry, Herbaut et Voloch dans [2| pour obtenir
cette fois un résultat valable pour tout polynéme d’un certain degré m. L’ingrédient
principal est le théoréme de densité de Chebotarev.
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On va voir dans la section 3.3, que pour tout a € I3, si les groupes de monodromie
géométriques et arithmétiques du polynome f(x)+ f(z+ «) coincident, alors pour n
suffisamment grand il existe g € F3, pour lequel le nombre de solutions de ’équation
f(@)+ f(z+a) = [ est égal au degré du polynéme f(z)+ f(x+«) et donc 'uniformité
différentielle est égale au degré de f(z) + f(z + «).

Notons 2 le corps de décomposition du polynome f(z) + f(x + «) + ¢ sur Fon(t)
ou t est un élément transcendant sur Fyn. Pour pouvoir comparer ces deux groupes
on construit un corps intermédiaire F' entre Q et Fon(t) o F' est le corps de
décomposition du polynéme L, f(x) — t avec L, f I'unique polynéme pour lequel
Lof(z(z + ) = f(x) + f(x + «) (pour plus de détails voir Proposition 2.3 dans
[2]). Autrement dit, on a le diagramme suivant :

Q

w
I = Gal (Q/F) F]an Q : corps de décomposition du polynoéme f(x) + f(z + ) + ¢t

/ T = Gal(Q/FF$,)

F
NG .

F : corps de décomposition du polynéme L f(x) — ¢
G = Gal(F/Fp(t)|  FE(2)
/ G = Gal(F/F§. (1))
Fon (t)

FIGURE 1.1 —
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Le point clé de la démonstration réside dans le fait que pour presque tout «, le
polynéme L, f est Morse. L’importance des polynémes Morse dans notre contexte,
est que leur groupe de monodromie géométrique est le groupe symétrique tout entier
d’aprés un résultat classique d’Hilbert et de Serre, ce qui implique ’égalité entre les
groupes de monodromie arithmétique et géométrique du polynoéme L, f.

Une grande partie du travail consiste a utiliser une caractérisation de Geyer des
polyndomes Morse en caractéristique 2 (appendice dans [16]). I s’agit de vérifier si le
degré de L, f est impair, si ses points critiques sont non dégénérés (ce qui se traduira
par une condition algébrique déduite de I'utilisation de Résultant) et si ses valeurs
critiques sont distinctes.

Cette derniére condition est la plus difficile & démontrer. On utilisera & nouveau
une caractérisation algébrique de Geyer des polynémes a valeurs critiques distinctes.
Dans le cas des degrés m = 27(2! + 1) les calculs font apparaitre les polynomes Trace
dont les propriétés permettent de conclure.

Organisation du manuscrit

L’objectif principal de la thése est de réussir a appliquer le théoréme de Chebo-
tarev pour calculer I'uniformité différentielle de certains polynoémes f € Fon[z] de
degré m =0 (mod 4). Expliquons 'organisation de cette thése.

Dans le Chapitre 2, on va commencer par définir I'uniformité différentielle et
présenter les notions de polynomes APN et APN exceptionnels. Nous énoncerons
ensuite la conjecture d’Aubry, McGuire et Rodier avant de faire ’état de I'art des
résultats démontrés par de nombreux auteurs autour de cette conjecture. On termine
ce chapitre, par un rappel des résultats d’uniformité différentielle maximale obtenus
par Voloch dans [26] et par Aubry, Herbaut et Voloch dans [2].

Le Chapitre 3 nous donne les outils principaux (résultant, factorisation du poly-
nome f(x)+ f(x+a) sous la forme g(z(x+«)), polyndmes Morse) et les préliminaires
nécessaires avant de détailler dans la derniére section la méthode de la preuve dont
I'ingrédient principal est le théoréme de densité de Chebotarev.

Aprés avoir donné tous ces préliminaires nécessaires, on présente dans le Chapitre
4 des résultats sur les polynomes de petit degré. On commence d’abord par le cas
des polynomes de degré 12, 20 et 24, ce qui constituera une initiation aux cas des
polynémes de degré m = 2/(2"+1). Enfin, on démontre un résultat sur les polynomes
de degré 16, qui est le premier entier plus grand que 8, multiple de 4 et n’appartenant
pas a la famille 27(2! + 1).

Plus tard, on présente et on démontre dans le Chapitre 5 le résultat principal de
la thése en utilisant des propriétés du polyndéme Trace. L’étape la plus compliquée
dans la démonstration est de majorer le nombre de o € F3, pour lesquels les valeurs
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critiques de L, f sont distinctes. Nous réussirons & mener a bien la démonstration
grace a l'intervention naturelle des polyndémes Trace qui disposent de nombreuses
propriétés

Finalement, on étudie dans le dernier chapitre I'uniformité différentielle des tri-
nomes de certains degrés et on démontre notre dernier résultat, qui est une extension
partielle des résultats du théoréme 5.3 de [2].



Chapitre 2

Polynémes APN exceptionnels

2.1
Uniformité différentielle.

L’uniformité différentielle d’'un polynéme a été introduite en 1994 par Nyberg
dans [20] pour obtenir certaines propriétés cryptographiques souhaitables. En effet,
Nyberg explique dans cet article que les polynémes qui ont une uniformité différen-
tielle minimale offrent une meilleure résistance en cryptanalyse contre les attaques
différentielles. Rappelons d’abord dans un contexte assez général la définition de
I'uniformité différentielle.

Définition 2.1.1. Soit G; et G5 deux groupes abéliens finis et soit F' : Gy — G,
une application. On définit I'uniformité différentielle de F' sur (G, G3) par :

dci.co(F) = max Card{x € G;|F(z) — F(z + a) = (}.
(a,8)€G x G

Dans ce manuscrit on va se limiter au cas des polynémes définis sur des corps
finis de caractéristique 2.

Définition 2.1.2. Pour un polynéme f € Fon[z], on définit 'uniformité différentielle
de f sur Fy. par :

Op(f) = max  Card{z € Fon|f(z) + f(z + o) = }.

(a,B)GIF;n xFon

L’uniformité différentielle d’'un polynéme f est parfois notée §(f) s’il n’y a pas
de confusion.
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Premiéres propriétés de uniformité différentielle

Dans ce paragraphe nous présentons quelques propriétés simples liées & 'unifor-
mité différentielle. En particulier, nous insistons sur les valeurs minimales et maxi-
males que peut prendre 'uniformité différentielle. La remarque suivante permet, en
calculant 'uniformité différentielle d’un polyndéme, de négliger dans I’expression de
ce dernier les mondmes de la forme x> avec s > 0.

Remarque 2.1.3. Soit f € Fan[z]. Pour tout s > 0, on a
o(f +2%) =6(f).
Démonstration. On a

0(f)= max  Card({z € Fon| f(z) + f(x + ) = 5}).

(Q,B)E]F;n XFon
Soit g(z) = f(z) + 2%, on a
g(x) +g(z+a) = f(z)+ f(z +a) + .

Mais
d(g) = max Card ({z € Fan| g(x) + g(x + o) = 8}).
(0,B) EFy, xFan
Donc
dg) = ( ﬁ)g}lﬁx . Card ({z € Fou| f(z) + f(z + a) +a® = 3}).
Alors
0 f) = Card (A,
(1) = g Card (Aap)
et
d(g) = Card (B,
(9) X G (Ba,s)
tel que
Aop={z €Fon| f(x)+ flx +a) = [}
et

Bap = {x € Fau| f(2) + f(z +a) +a* = B}.
Soit (ap, B) € Fin x Fan avec Card (Aq, 5,) = 0(f). Pour oy = o et 81 = By + o',
on a

AOCO Bo — Bal 81+

Donc
Card (Ang5,) <  max  Card(B,p)

(o, B)EFGp xFan

alors, Card (Aa,.5,) < 6(g). Ce qui implique que 6(f) < d(g). De la méme maniére
on peut démontrer que §(f) > 0(g). O
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Borne inférieure de 6(f)

Cherchons pour tout polynéme f € Fan[z] une borne inférieure de o(f).
On remarque d’abord que 6(f) est un nombre pair. En effet, pour tout polynéme
f € Fan[z], pour tout (c, ) € F5. x Fan et pour tout u € Fy :

w est une racine de f(x)+f(x+a)+p <= u+a est une racine de f(z)+f(z+a)+p5.

De plus, §(f) > 1. En effet, pour tout polynéme f € Fan[z], en considérant un
couple (o, B) € Fh. x Fon avec 5= f(1) + f(1 + «), I'équation

@)+ flz+a)=0

admet 1 et 1 + o comme solutions dans Fan.
On conclut que, pour tout polynéme f € Fonlz], on a 6(f) > 2.

Borne supérieure de 4(f)

On va maintenant montrer que dans certains cas 'uniformité différentielle peut
étre trés grande, ou au contraire bornée en fonction du degré du polynome.

Considérons dans un premiers temps le cas des polynomes f(x) € Fon|[x] qui sont
Fon-linéaires. Autrement dit, ce sont les polynémes de la forme

f(x) = Zas_kxzk € Fon[z]
k=0

avec s > 0. Dans ce cas, pour tout u € Fon, on a f(u) + f(u+ a) = f(«). Donc
en choisissant § = f(«), tout élément de Fyn est une solution de I'équation f(z) +
f(z+ a) = B, ce qui implique que §(f) = 2™

Etudions maintenant le cas des polynomes f(r) € Fon[z] qui ne sont pas Fon-
linéaires. Pour trouver une borne supérieure de §(f), on va traiter pour tout o € F5,.,
la dérivée du polynéme f par rapport a . Rappelons d’abord la définition de cette
derniere.

Définition 2.1.4. Soient n € N et f(x) € Fon[z] un polynéme de degré m € N.
Pour tout o € [F,., on définit le polynéme dérivé de f par rapport a o par ’égalité :

Daf(x) = f(x) + f(z + ).

Le lemme suivant nous donne des informations utiles sur les coefficients du po-
lynéme dérivé D, f.

Lemme 2.1.5. Soit f(z) = Y\ yam-iz" € Fanlz] un polynéme de degré m,
avec n € N*. Pour tout o € F%., le polynome D, f est de la forme D,f(x) =
2?:01 Cm_it’ € Fanlx], avec ¢; = > it Gm—k (mk;@) aF=mt pour tout 1 < i < m.
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Démonstration. Soit o € F3,.. On a
Dof(x) = f(z) + f(z + )
= Z U™ + Z Ui (7 + )"
k=0 k=0

= il + (z+ o))
k=0
m k k
_ k k—i_ i
= Zam_k (z +Z (Z_)a x)
k=0 i=0
m k k
_ k k—i i
=an(1+1) —l—Zam_k (x —1—2 (Z,)oz x)
k=1 i=0
m k k’
_ k k—i i
= Zam,k (3: +Z (Z,)oz x>
k=1 =0
m k—1
= Z Ayp—k: ( k) ozk_ixi>
k=1 i=0 t

m—1 m
_ k k—1i i
= A —k ; (e T
=0 k=i+1
m—1
_ )
- Cm—i T,
=0

ot ¢ =D )t o G (mk_z) aF=m+ pour tout i tel que 1 < i < m. Ce qui permet

de conclure. OJ

Le corollaire suivant nous donne une borne supérieure de I'uniformité différentielle
des polynoémes qui ne sont pas Fy. linéaires.
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Corollaire 2.1.6. Soient n € N* et o € F5.. Considérons f(z) = > 1" am-rx" €
Fon[z] un polynéme de degré m.

(1) Sim est impair alors Dy f est de degré m — 1.
(2) Sim=0 (mod 4) et a; # 0 alors D, f est de degré m — 2.

Démonstration. (1) On remarque par le Lemme 2.1.5 que
c1 = maga = aga # 0.

Ce qui permet de conclure.

(2) On remarque par le Lemme 2.1.5 que

c1 =magax =0

o =(m—1aa+ (T;) apa = aya # 0.

Ce qui permet de conclure.
O

En utilisant le Corollaire 2.1.6, pour tout a € 3., le polynoéme f(x) + f(z + «)
est de degré m — 1 si m est impair et de degré plus petit ou égale m — 2 sinon. Donc
O(f) < m —2sim est pair, et §(f) < m — 1 si m est impair.

2.2
Polynémes APN et APN exceptionnels.

Comme on a vu dans la section précédente, pour tout polynome f € Fon[z], on a
d(f) > 2. Les polyndomes qui ont une uniformité différentielle minimale sont appelés
APN (Almost Perfect Non-Linear).

Définition 2.2.1. Soit f € Fan[z] un polynéme non nul. On dit que f est APN sur
]FQn Si 5F2n (f) - 2

Parmi ces polynoémes, on distingue les polynémes APN exceptionnels.

Définition 2.2.2. Soit f € Fan[z] un polynéme non nul. On dit que f est APN
exceptionnel sur Fyn s’il est APN sur une infinité d’extensions de Fan.
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La remarque suivante nous montre que tout polynome APN exceptionnel sur Fan
est APN sur Fan.

Remarque 2.2.3. Considérons deux corps K et L tel que K C L et un polynoéme
f(z) € K[z]. Si f est APN sur L alors f est APN sur K.

On voit par exemple que tous les polynémes
f(z) = apx™ + a12® + ax2® + azx + ay

tel que a; # 0 sont APN exceptionnels. En effet, pour tout (o, 5) € Fi. x Fon et
pour tout n € N* le polynéme f(x) + f(x + «) + (3 est de degré 2 (voir Corollaire
2.1.6 ), donc 6(f) > 2. Comme §(f) < 2, on obtient que 6(f) = 2 et donc f est APN
exceptionnel.

On va rappeler maintenant la notion de la CCZ équivalence qui est utilisée dans
la conjecture 2.2.8. (Pour plus de détails voir [7])

Définition 2.2.4. Soit n € N et soient f : F§ — I} et g : Fy — Fj deux fonctions.
On dit que f et g sont CCZ ( pour Carlet, Charpin et Zinoviev) équivalents s’il
existe une permutation h : F3" — F3" tel que h(Gy) = Gy, o G et G, désignent le
graphe de f et g respectivement.

La Définition 2.2.4 est donnée pour les fonctions. Mais comme on travaille dans
ce manuscrit sur les polyndémes, on va donner une relation entre un polynéme et une
fonction.

Lemme 2.2.5. Tout polynome f € Fan[z]| peut étre vu comme une fonction
fe : Fy — Fy,

ou B est une base de Fon sur IFs.

Démonstration. Soit f € Fan[z] un polynéme et soit

7 o Fon — EQ’@
uw o= f(u) = f(u)

la fonction polynoémial associée. Comme Fon est un Fy espace vectoriel de dimension

n, il existe une base B = {ey,...,e,} de Fon sur Fy et une isomorphisme
Ly - Fyn — T
r=ae;+...+aze, +— Lgx)=_(a,...,a,)

1 suffit de choisir fp = Lgo fo Ly [
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Le corollaire suivant donne une liaison entre polynémes APN et fonctions APN.

Corollaire 2.2.6. Soit f € Fon[x] un polynéme. Pour toute base B de Fon sur Fy,
on a dpy(fB) = Oryn (f)-

Démonstration. Soient B = {ey,...,e,} une base de Fon sur Fy et (max, Smax) €
F3,. x Fon tel que

Omax = Omax,1€1 + Qmax,2€2 +... .+ Qmax,n€n,

ﬁmax = /Bmax,lel + ﬁmax,262 + ...+ Bmax,nen

et
d(f) = Card{x € Fon|f(x) + f(x 4+ Qmax) = Pmax }-

Prenons z = x1eq + x9es + ... + x,€, € Fan tel que :

f(.CL’) + f(.ﬁlf + amax) = ﬁmax-

On a
7(1‘) + T(ZL‘ + amax) = Bma}n
donc
? o L§1<Zlf1, s 7xn) + 70 Lél(ajl + Qmax,15 -+ -3 Ln + amax,n) = Bmax
et alors

fB('Ila oo axn) + fB(zl + CVmax,l; .o In + Clfmax,n) = (5max,17 o 75max,n)~

Donc §(f) < 0(fp). De la méme maniére on démontre que 6(f) > §(fp). Ce qui
permet de conclure.

[]

La question naturelle qu’ont peut se poser est : peut on caractériser les polynémes
APN exceptionnels ?

Avant de faire I’état d’art des résultats trouvés dans ce contexte, on va rappeler
la définition suivante :

Définition 2.2.7. Pour tout entier s € N :
(1) On dit que s est Gold s’il est de la forme s = 2! + 1.
(2) On dit que s est Kasami-Welch 'l est de la forme s = 4! — 2! + 1.
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Considérons deux entiers [ et n avec pged(l,n) = 1. Les mondomes de degré 2! + 1
et a coefficients dans Fan sont APN exceptionnels sur Fon (voir [20]). De méme les
monodmes de degré 4' — 2! + 1 et a coefficients dans Fy» sont APN exceptionnels sur
Fon (voir [18]).

En 2010, Aubry, McGuire et Rodier ont présenté dans [4] la conjecture suivante :

Conjecture 2.2.8. Les seuls polynomes APN exceptionnels sont ceux qui sont CCZ-
équivalents aux monomes Gold ou Kasami- Welch.

Dans le méme article, Aubry McGuire et Rodier ont démontré le résultat suivant
sur des polynémes de degré impair. :

Théoréme 2.2.9. Si f est un polynome de degré impair m tel que m n’est pas Gold
ou Kasami Welch, alors f n’est pas APN exceptionnel.

Ils ont également démontré le résultat suivant sur des polyndémes de degré pair.

Théoréme 2.2.10. Si f est un polynéome de degré m = 2e tel que e n’est pas Gold
ou Kasami Welch et e est impair, alors f n’est pas APN exceptionnel.

Leur méthode consiste & démontrer que la surface X défini par le polynéme :

f@)+ fly) +f(2) + fle+y+2)

b(z,y,2) = (@ +y)(z+2)(y + 2)

est absolument irréductible. En utilisant la borne de Lang-Weil (voir [23]), cela
implique que le polynéome f n’est pas APN exceptionnel.

La Conjecture 2.2.8 a attiré I’attention de nombreux auteurs. En 2011, Hernando
et McGuire ont démontré dans [14] qu’elle est vraie pour les monémes. Plus préci-
sément, ils ont démontré le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.11. Les seules mondémes APN exceptionnels sont les mondomes Gold
et les monomes Kasami-Welch de degré 2! + 1 et 4 — 2 + 1 respectivement ou
pged(l,n) = 1.

En 2017, Delgado a traité dans [10] le cas des polynomes de degré 2% + 1 avec
k > 2. On cite par exemple le résultat suivant :

Théoréme 2.2.12. Soient k > 2 et f(x) = 22+ + h(z) od h est un polynome de
degré s =1 (mod 4) avec s < 2¥ + 1. Le polynéme f n’est pas APN exceptionnel.

Concernant, les polynémes de degré pair, trés peu de résultats sont trouvés.
Bartoli et Schmidt ont déclaré dans la Proposition 1.4 dans [5] que si f est APN
exceptionnel alors m = 0 (mod 4). Plus précisément, ils ont démontré le théoréme
suivant :
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Théoréme 2.2.13. Soit f € Fon[z] un polynome de degré d < 24. Si f est APN
sur Fon alors d =0 (mod 4).

Donc pour chercher des polynémes APN exceptionnels de degré pair il suffit de
traiter les polynémes de degré multiple de 4.

Le cas des polynomes f de degré 4e tel que e = 3 (mod 4) a été étudié par Rodier
dans [22] avec une condition supplémentaire sur f. Le théoréme suivant illustre le
résultat de Rodier.

Théoréme 2.2.14. Soit f(x) € F,[z] un polynéme de degré 4e avec e = 3 (mod 4)
et ¢ =2". Soit ®¢(z,y, 2) le polynome défini par :

flx)+ fly) + f(2) + f(z,y,2)
(z+y)z+2)y+2)

(I)f(xv Y, Z) =
Si les polynomes de la forme

(r+y)x+2)(y+2)+P

avec
Plz,y,z) =a(z® + > + 22) + blay+zz+y2) +clz +y+2) +d

ot a,b,c,d € Fys ne divisent pas f, alors f n'est pas APN sur Fgn pour n suffisam-
ment grand (et donc f n'est pas APN exceptionnel).

Caullery a traité dans [8] le cas des polyndomes de degré 4e lorsque e > 3 et
lorsque le polynéome ¢, est absolument irréductible si l’'on note
2y (vt y 4 2)f

(@+y)z+2)y+2)

D

Autrement dit il a démontré le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.15. Si f(z) € Fan[z] est un polynome de degré 4e avec e > 3 tel que
&, est absolument irréductible, alors f n’est pas APN exceptionnel.

La remarque suivante nous donne une condition suffisante sur le degré du poly-
noéme f pour qu’il ne soit pas APN exceptionnel.

Remarque 2.2.16. Si e = 3 (mod 4) ou e = 5 (mod 4), alors ®, est absolument
irréductible (voir [18] et[17]) .
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Signalons maintenant des limites dans cette approche, des cas que 1’on ne peut pas
ainsi traiter. En utilisant la preuve du Lemme 2.2 dans [2] on voit que le polynome .
n’est pas absolument irréductible si e est pair. Donc la question sur les polynomes de
degré m =0 (mod 8) est toujours ouverte. De plus, Janwa et Wilson ont démontré
dans le Théoréme 4 de larticle [18] que . n’est pas absolument irréductible si e est
Gold. Donc le cas des polyndémes de degré 4e n’était toujours pas traitée.

Nous avons ainsi identifié deux questions qui restaient encore ouvertes :

Question ouverte 1. Pour un entier naturel £, quels sont les polynomes APN
exceptionnels de degré m = 4(2° + 1) ?

Question ouverte 2. Quels sont les polynémes APN exceptionnels de degré m = 0
(mod 8) ¢

Le résultat principal de la thése illustré dans le théoréeme 5.3.1, répond presque
complétement & la premiére question ouverte. Il s’agit également d'un premier pas
vers la réponse a la deuxiéme question ouverte.

2.3
Uniformité différentielle maximale

On a vu dans la section précédente que les polynémes qui ont une uniformité dif-
férentielle minimale sur une infinité d’extension de Fon sont intéressants surtout dans
le domaine de la cryptanalyse. Cependant, en 2008, Voloch a prouvé que presque
tous les polynémes ont une uniformité différentielle maximale.

Pour comprendre ce terme, on rappelle que si f est un polyndéme linéaire, alors
d(f) = 2™. Par contre, si f est un polynéme non linéaire de degré m, alors le degré
de D, f est plus petit ou égal a m — 1 si m est impair et plus petit ou égal & m — 2
sinon.

Définition 2.3.1. Soit f € Fon[x] un polynéome non nul de degré impair m > 5. On
dit que I'uniformité différentielle de f est maximal si

(f)=m—1.

On donne maintenant la définition de I'uniformité différentielle maximale pour
les polynomes f(z) = > /" am_a® € Fan[z] de degré pair m = 0 (mod 4) avec

al#().

Définition 2.3.2. Soit f(z) = >_|",am-,2" € Fan[z] un polynéme non nul de
degré pair m = 0 (mod 4) avec a; # 0. On dit que I'uniformité différentielle de f
est maximale si

f)=m—2.
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Enoncons le résultat de densité des polynomes d’uniformité différentielle maxi-
male établi par Voloch dans [26] en 2008. Plus précisément. il a démontré le Théo-
réme suivant :

Théoréme 2.3.3. Soit m > 4 un entier tel que m = 0 ou 3 (mod 4) et soit dy
lentier définie par :
m—1 sim est impair.
dp = : .
m—2 st m est pair.

lim Card ({f € Fan[z]| deg(f) = m,(f) = do})

% T Card ({f € Fyrla] [ deg(f) =m})

En 2018, ce résultat a été étendu dans [1| par Aubry et Herbaut, a I'uniformité
différentielle d’ordre 2. Plus tard, en 2019, Aubry, Herbaut et Voloch, ont explicité
dans |2] des familles infinies d’entiers impairs m pour lesquels tous les polynomes f de
degré m ont une uniformité différentielle maximale. Avant d’énoncer leur théoréme,
on va rappeler la définition suivante donnée par Aubry, Herbaut et Voloch dans [2].

Définition 2.3.4. On définit I’ensemble M par I’ensemble des entiers impairs m
qui vérifient la condition suivante : pour tout (i, (s € Fy,

m—1
{711:2m1:(112) =1 = G=CGou¢ =¢"

L’exemple suivant nous montre que ’ensemble M contient des familles infinies
d’entiers.

Exemple 2.3.5. (1) {7,23,39,47,55,79,87,95,....} C M.
(2) Pour tout k> 1, on a 6.9 +1 € M.
(3) Pour tout k> 1, 0n a 3.2 +1 € M.

Apreés avoir définir 'ensemble M, on est prét maintenant a énoncer le théoréme
suivant qui condense les résultats de [2]

Théoréme 2.3.6. (1) Soit m € M, un entier tel que m = 7 (mod 8). Pour n
suffisamment grand, et pour tout polynéome f € Fonlz]|, d(f) est mazimale.
Autrement dit, 5(f) =m — 1.

(2) Soit m € M, un entier tel que m = 3 (mod 8). Pour n pair et suffisamment
grand, et pour tout polynome f € Fon[x], §(f) est mazimale. Autrement dit,

(f)=m-—1.
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(3) Soit m € M, un entier tel que m = 3 (mod 8). Pour n suffisamment grand,
et pour tout polynome f(x) = > L, am-kx" € Fonlz], tel que a? + agas # 0,
d(f) est maximale. Autrement dit, 6(f) = m — 1.

On remarque que dans le dernier théoréme, les polynomes traités sont tous de
degré impair. L’objectif de la thése est de réussir a appliquer ces méthodes dans le
cas des polynomes de degré pair pour apporter une contribution a I'identification
des polynomes APN exceptionnels.



Chapitre 3

Préliminaires et méthode de la
preuve

Dans ce chapitre, nous fournirons les préliminaires et les définitions dont nous
aurons besoin pour démontrer les nouveaux résultats, sachant que tous les éléments
présentés dans ce chapitre peuvent étre retrouvés dans les deux premiéres sections
de [2], avec plus ou moins de détails.

On présente également dans ce chapitre la méthode de la preuve qui s’appuie
sur le théoréme de densité de Chebotarev. La méthode va se résumer a démontrer
4 conditions que I'on appellera ((I.a), (I.b), (L.c) et (I)).

On va traiter dans ce chapitre les conditions ((I.a), (I.c) et (II)) pour tout poly-
noéome de degré m = 0 (mod 4). La condition la plus difficile & traiter est la condition
(Lb) qui nécessite un traitement particulier pour chacun des contextes qu’on étu-
diera plus tard. Le traitement de cette condition sera 'objet des Chapitres 4,5 et
6.

3.1
Le polynéme L, f

Dans cette section on va rappeler quelques propriétés algébriques du polynéme
L f défini par Voloch dans [26], qui va jouer un role essentiel et important dans la
démonstration des nouveaux résultats. Dans tout ce qui suit on associe pour tout
entier m lentier d(m) suivant :

Définition 3.1.1. Soit m € N*. On définit 'entier d(m) par :

{ m-1 " si m est impair.

| (V]

2 . .
—5- sl m est pair.

d(m) =

21
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On note parfois d(m) par d lorsqu’il n’y a pas de confusion.

Remarque 3.1.2. Soit m € N*. On a :
dim)=1 (mod2) <= m=00u3 (mod4).

La proposition suivante donne l’existence et 'unicité pour tout a € F3, du poly-
nome L, f qui va remplacer le polynome D, f dans I’étude de 'uniformité différen-
tielle du polynoéme f.

Proposition 3.1.3. Soit n € N. Considérons un polynome

m
= Z A" € Fon[1]
k=0

de degré m € N. Pour tout a € F3,., il existe un unique polynéme g de degré plus
petit ou égal a d(m) tel que

g9(a® +az) = Do f(z).
On note pour la suite le polyndéme g par Lo f.

Démonstration. Soit f € Fan[x] un polynome de degré m et soit a € F3,.. Notons
par Sy 'ensemble des racines de D, f de multiplicité k. On remarque que u € Sy, si
et seulement si u + a € Sy. Comme 'application x — = + « est un involution de S
pour tout k, il existe alors un ensemble

Sy i={u € Sp;Yv € Sy, u # v+ a}

tel que :

:HH(x—i-u)k(x—i-u—i-oz)k

k>0 ues;,

=TI (& +w(@+u+a)”
k>0 ues;,

—HH (z+ @) +ulu+ a))*
k>0 ues;,

Donc, en choisissant

HH z +ulu+ o))",

k>0 ues;,
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on obtient g(z(x + «)) = D, f(x). Il reste & démontrer I'unicité de L, f. Supposons
qu’il existe deux polynomes g, et g tels que

Dof(x) = gi(z(z + @) = ga(x(2 + @)).
Supposons par I'absurde que g1 # go. Soit h = gy —gs, ona h # 0 et hoT, = 0 avec
Ty : Foul[z] — TFonlx]

x = T,(z)=2z(x+ ).

Soit | = deg(h). On a deg(h o T,) = 2l et donc h o T, # 0. Ce qui permet de
conclure. O

On va s’intéresser dans le Chapitre 5 au coefficient a¢ et a son apparition dans
I’expression des b;. La Proposition suivante nous donne une expression implicite des
b; en fonction des a;.

Proposition 3.1.4. Soit n € N. Considérons un polynome

m

f(z) = Z U 7* € Fon[2]

k=0

de degré m € N. Pour tout o € F3,., le polynome

d
Lof =) baga® € Faula]
k=0

est de degré d et pour tout 0 < k <d on a :

k

d—s 2%k—2s7 - i i—2d+2k
2. (Qk - 23) b= ) (2d - Qk) « i (31)

s=max{0,2k—d} i=2d—2k+1

Démonstration. Commencons d’abord par la démonstration de 1'égalité (2.1). Pour
avoir des informations sur les coefficients de L, f on va comparer les coefficients des
4 2d=2 224 dans I'équation

monomes 1,22, 24, ..., x
Lo f(2(z + a)) = Daf(x).

On va commencer par I'exhibition des coefficients de D, f. On a par le Lemme 2.1.5

que
m—1

Daf(x> = Z Cm—k:xk

k=0
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avec ¢, = Z;‘mek+l App—i (mz_k) ™™k Donc pour tout 0 < k < d, le coefficient du
mondéme z272* dans D, f est

= . . U i—m+(m—2d+2k)
Cm—2d+2k Z Am—i <m . (m —_92d + 2]{})) (67

i=m—(m—2d+2k)+1

_ - , i i—2d+2k
= D ne (Qd . 2k;>0‘ '

1=2d—2k+1

Donc le coefficient multiplié par 22¢=2¥ dans D, f est bien le terme droit de I’éga-
lité (2.1). Maintenant il nous reste a traiter le coefficient du monéme x2¢=2* dans

Lof(z(z+ «)). On a
Lof(z(z+ «)) Zbdk (z +a))F (3.2)

= Z ba—z" (z + a)F (3.3)

= boz(z + @) + by Nz + )T+ F bz 4 o) + by (3.4)

d d—1
d d—1
d d—k, k d—1-k k
= box LE:O (k>a T E ( I )a T

k=0

d—s
d—
Y [ E ( I s) @57k gk
k=0

+ byt (3.5)

+ .o bgx(r 4 @) + by

(3.6)

d d—s d—s
= Z by ( f )ad_s_ka:d_s+k. (3.7)
k=0

s=0

D’aprés l'égalité 3.7, on voit que dans lexpression de L, f(x(x + «)), pour tout
0 < s <d, by apparait seulement dans les termes de la forme :

d—
bs< . S) a5k d=5 R qvec 0 < k < d — s.

Autrement dit, une condition nécessaire pour que le terme b x! apparaisse est que

t
d—t<s<d— -
=8> 9
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et il apparait avec le coefficient

d —
s o (2d—29)—t
t—d+s

On rappelle qu’on s’intéresse a calculer le coefficient multiplié par le monoéme x
dans L, f(z(z+«)) avec k varie entre 0 et d. D’aprés la condition nécessaire qu’on a
élaboré ci dessus, b, apparait dans le coefficient multiplié par 22¢=2¥ dans I’expression
de Lo f(z(x + «)) si

2d—2k

_ 2d -2k

d—(2d—2k)<s<d 7

c’est-a-dire si
2k —d < s <k.

Donc b, apparait dans le coefficient multiplié par x29=2* si
max{0,2k — d} < s < k.

Plus précisément, il apparait avec le coefficient

d—s 2%k—2s _ d—s 2k—2s
(2d—2k—d+s>a B (d—2k+s)a
_ d—s 2%k—2s
— o
d—s—(d—2k+s)

[ d—s 2k—2s
- <2k - 23) “

Par suite, le monome 22?~%* du polynome L, f(x(x + «) est multiplié par

k

d—s 2k—2s
2 bs(% - 23)0‘ '

s=max{0,2k—d}
Ce qui nous donne le terme gauche de 1’égalité 3.1. Il nous reste a démontrer que
Lo f(x(z + @)) € Fan[z].
D’apreés I'égalité 3.1, on a pour tout 0 < k£ < d :

k m .
d - S 2k_2 Z ‘—Qd
Sh. = 2 42k L
2 (Qk: - 23) b= 3 (Zd - 2k:) “ fIm=i

s=max{0,2k—d} 1=2d—2k+1
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- d—s - i ,
by, + Z (Qk; i 28) a2k—2sbs _ | Z (2d B Qk) Oéz_2d+2kam—z‘-
s=max{0,2k—d} i=2d—2k+1

Ce qui implique que pour tout 0 < k < d on a :
bp € Fanlbo, by, ..., br_1].

Donc il suffit de démontrer que by € Fan. Or si on choisit £ = 0 dans 'égalité 3.1,

on obtient :
by = Z (QZd) o' *q,, ; € Fon,

ce qui permet de conclure.

[]

Dans la proposition précédente on a donné une expression implicite des b;. Main-
tenant on va donner une expression explicite de Z—(l) qui va nous servir a étudier la
condition (II).

Corollaire 3.1.5. Soit n € N. Considérons un polyndéme

m

f(z) = Z A" € Fon[2]

k=0

de degré m =0 ou 3 (mod 4). Soit a € F},. et notons

d
Lo.f = Z bd_kl’k € Fon [ZL‘}
k=0

le polynome associé. Si by # 0, on a :

m  (mod 8) b1 /bo
m=0 (mod 8) e
m =4 (mod 8) —“0a3+j‘12a+“3 + ?
m=3 (mod 8) aatez 4 o2
m=7 (mod 8) weta
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Démonstration. On va d’abord calculer by. On a d’aprés la Proposition 3.1.4 que

b() = Z (2d> aZ_Qdam_i.

1=2d+1

On distingue deux cas : Cas 1 : Sim =0 (mod 4), alors m = 2d + 2 et

2d +1 _ 2d + 2 _
bo = ( o )a2d+1 2da2d+2—(2d+1) + ( 9d >a2d+2 2da2d+2—(2d+2)

= (2d + Daa; + (d+ 1)(2d + 1)a’a
( ) (d+1)( )atag

= aan.

Cas 2 : Sim =3 (mod 4), alors m =2d + 1 et

2d+1 _
by = ( 9 )a2d+1 2d0l2d+1_(2d+1)

= (2d + 1)aayg

= ag.

Il nous reste maintenant a calculer b;.
On va distinguer 4 cas :

Cas 1:Sim =3 (mod 8), alors il existe [ € N tel que m =2d+1 =3+ 8l et
donc d=1+4l. On a

_(d 2 - i i—2d+2
b = (2)b0a + Z <2d_2)a Ay

1=2d—2+1

d 2d+1 ;
_ (2) boa? + Z (2d 3 2) az—2d+2a2d+1_i

1=2d—1

— (;i) a3ao + (33 : ;) aay + <2d2f 2) a’a; + (;Z i_ ;) a3a0

_ (=1 | @d+1)EdEd-1) Q)R
2 6 2

=

(41 + 1)(41)
= a"ag + aas + ozzal.

)olag + cas +

5 + 1)aag + aay + o’a;



CHAPITRE 3. PRELIMINAIRES ET METHODE DE LA
PREUVE 28

Cas 2 : Sim =7 (mod 8), alors il existe [ € N tel que m =2d +1 =7+ 8l et donc
d=3+4l. On a:

— d 2 . i i—2d+2
b1 = <2) boOé + Z <2d . 2)0[ QAy—;

1=2d—2+1
d 2d+1 i
_ 2 i—2d+2
= (2)b0a —f—i:%:_l <2d_2)OZ A2d+1—i
_ () 3, N 2d-1) N 2d 1\ 5 N 2d+1Y 5
—\2 0T \2g—2)"7 " \2d -2 ' \2d -2 0
d(d—1 2d + 1)(2d)(2d — 1 2d)(2d — 1
:((2 )+( + )(6)( ))a3a0+aa2+( )(2 )a2a1

+ 1) alag + aay + a’ay
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Cas 3 : Sim =4 (mod 8), alors il existe [ € N tel que m = 2d +2 =4+ 8l et
doncd+1=2+4l. Ona:

— d 2 . i i—2d+2
by = <2>b0a + Z <2d_2)a i

i=2d—2+1
p 2d+2 ; A
(o E (e
i=2d—1
(Dot (20 Nawe o (20 Nz s (25 g o (242) 1,
“\2) T \ad—2)7 T \2d—2)" P T \2a—2)" T T \2d—2)"
A (2d)(22d 1) g (20 1)(26d)(2d 1) o,
2d 4+ 2)(2d 4+ 1)(2d)(2d — 1
NUELTEDCUCEIWN
— d(dz_ 1)a3a1 + aag + (d)(2d — 1)a’ag + (2d + 1)(?(2d — 1)a3a1
N (d+1)(2d +61)(d)(2d — 1)0/1a0
- (d(d; D + 1)a’a; + aaz + o’ay + (d+1)(2d +61)(d)(2d — 1>a4a0
-1 1)(2 1 2d — 1
= (d(d2 ) + 1)ata; + aaz + o’as + (d+1)( d+6 )(@)(2d )a4ag
_ (d(dQ— 1) L 1)afay + aas + oy + (d+1)(2d +61)(d)(2d — 1)a4a0
_ ((41 +21)(4l) T 1)a%ay + aas + o?az + (20 4+ 1)(81 — 1) (4l — 1)(8] — 3)a4a0

3

= a3a1 + «as + a2a2 + a4a0.
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Cas 4 :Sim =0 (mod 8), alors il existe I € N tel que m = 2d + 2 = 8l et donc
d+1=4l.On a:

(@) e s (21 2 Nozan e (2 g s (20F2)
o) g _2) B T \og 2/ T gg_2)t T \gg_9g)*
d

_ (d2— 1 Py + ot + (2d)(22d - 1)a2a2 N (2d + 1)(26d)(2d - 1)a3a1
2d +2)(2d + 1)(2d)(2d — 1
CIES IS VEL IR
-1 2 1 2d — 1
- d(d2 )a3a1+aa3+(d)(2d— 1)a2a2+< d )(g)( d )a3a1
1)(2 1 2d —1
NUESICIEV TEE
d(d — d+ 1)(2d +1)(d)(2d — 1
= ( ( 5 )+1)a3a1+aa3+a2a2+( + 1)( +6)( I )a4a0
d(d — d+1)2d+1)(d)(2d — 1
( ( 5 )+1)a3a1+aa3+a2a2—i—( + 1) +6)< I )a4a0
41 —1)(4l — 2 200(81 — 1)(4l — 1)(81 —
:(( )2( >+1)a3a1+aa3+a2a2+( )8 )<3 )8 3)a4a0
:aa3+a2a2.
Ce qui permet de conclure. n

La remarque suivante est un outil essentiel dans la démonstration du Lemme
3.1.7. C’est un résultat d’homogénéité sur les coefficients b; en fonctions des indé-
terminées a; et «, pour un poids particulier w.

Remarque 3.1.6 (Lemme 2.4 dans [2]). Considérons un polynome

m

f(z) = Zam_kxk € Fon[z]

k=0

de degré pair m et notons L, f = ZZ:O ba_irz" le polyndme associé de degré d. Pour
tout ¢ € {1,...,d}, b; est un polynéme homogeéne de degré 2i + 2 si I'on considére
le poids w défini par w(a;) =i et w(a) = 1.
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On termine par le lemme suivant qui décrit I’homogénéité du polyndéme

HgLof := H (Laf('rz‘) - Locf(Tj)) .

1<j

Nous décrirons dans la section suivante le role important de I1;L, f dans I’étude des
valeurs critiques distinctes.

Lemme 3.1.7. Soient m =0 (mod 4) un entier non nul et f(x) = > " am_rz* €
Fon[z] un polynéme de degré m tel que a; # 0. Notons L.f = ZZ:O ba_rz® le
polyndéme associé de degré d. Considérons e = ((dé)ﬂ) et N = de. Soient w le poids
définis par w(a;) =i et w(a) =1 et @ le poids définis par w(a;) = 1 et w(a) = 0.
Le polynome
0o Ma(Laf) =05 | [ (Laf (1) = Laf (7))
i<j

est homogene de degré (6d 4+ 4)e par rapport a w et de degré (d + 2)e par rapport a
w.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de Lemme 3.8 dans [2]|. Considérons,

Ti, T2, ..., T(d—1)/2 les racines de (Lo f)". On a
Ho(Laf) =[] (Laf(m) = Laf (7).
i<j
Donc

(Lo f) = H (Z b, (17 + Tj2k)> :

i<j \k=0

En utilisant le théoréme fondamental des polynémes symétriques, on a

Hy(Lof) € Falbo, ..., ba,01, ..., 0w@-1)2],

ou les o; représentent les polynomes symétriques élémentaires en les 7; ( c’est a dire

o1 =Y 72,00 = ZK]. TiTjy - .).

On remarque que
Laf<l’>, = bol’d_l + b2$d_3 + ...+ bd_3$2 + bd—1~

Donc (Lo f)" € Falbg, b, by, ...,bs_1], et par suite en utilisant les relations entre
les coefficients et les racines du polynéme (L, f) on obtient que

by by b(d—l)/Q]

II4(L Fylbg, ..., bg, —, —,...
d( ch)e 2[ 0 7dab07b07 ) b()
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La plus grande puissance de by qui apparait dans le dénominateur de I14(L,f) est
N (ce sera le cas si les 7; sont les seuls termes qui contribuent au degré et s’ils
font apparaitre seulement le terme 2—(2)) Donc b)'Tl4(L,f) est un polynéme dans
Falbo, b, - . ., bg], dont chaque terme est un produit de (d 4 2)e indéterminé b;. De
plus b)Tl4L,f est un polynéme homogéne de degré 2de si 'on considére le poids
w défini par w(b;) = i. En utilisant la Remarque 3.1.6. b)TI4L, f est un polynoéme

homogene de degré 2 x 2de+2(d+2)e = (6d+4)e. Cela nous permet de conclure. [

3.2
Polynéme Morse en caractéristique 2

Dans cette section, on procede & quelques rappels sur la notion de polynoémes
Morse donnée par Geyer dans ’annexe de [16]. Commengons d’abord par la définition
d’un point critique et d’une valeur critique.

Définition 3.2.1. Soient K un corps de caractéristique p et f € Klz].
(1) On dit que u est un point critique de f si f/'(u) = 0.
(2) On dit que v est une valeur critique de f si v est I'image par f d’un point

critique.

Exemple 3.2.2. (1) Considérons un corps K de caractéristique p. On voit par
exemple que tout élément de K est a la fois un point et une valeur critique de
la fonction xP.

(2) Considérons un corps K de caractéristique p. 0 est le seul point critique et la

seule valeur critique de la fonction 2P+,

Pour pouvoir définir un polynéme Morse en caractéristique 2, on a besoin d’une
extension de la dérivation donnée par Hasse et Schmidt en 1937.

Définition 3.2.3. Soit K un corps de caractéristique 2 et f un polynome sur K.
La dérivée seconde de Hasse-Schmidt de f notée par f2 est donnée par I'égalité
suivante :

ft+u) =) + fOu+ fAH)u®  (mod )

ol u et t sont des variables indépendantes.

Exemple 3.2.4. (1) On a 212 = 0. En effet,

rt+u=z+u+0u =z +u+0u® (modu?).
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(2) Pour tout m > 2, on a (™) = (7)™ 2. En effet, pour tout u on a :

m __ _.m m m—1 m m—2_ 2 m 2 m—2
(x+u)" =2 +(1>x u+(2)x u+...+(m_2>xu
( m ) m—1 m
+ Tu +u
m—1
=™+ (T) A T (7;) ™2+ ((?) T+ umg) u?

=1+ (?) ™y + (ZL) 2" 2u?  (mod u?).

Cela nous permet de conclure.

On passe maintenant a la derniére étape avant de définir la notion de polynéme
Morse en caractéristique 2.

Définition 3.2.5. Soient K un corps de caractéristique 2 et f un polynome sur K.
On dit que les points critiques de f sont non dégénérés si f' et £l n’ont pas de
racines communes.

Exemple 3.2.6. (1) On remarque que pour f(z) = 23, 0 est une racine commune
de f' et 12 et donc les points critiques de f sont non dégénérés.

(2) Si f(z) = 2% ona f'(x) =0 et f8(x) =1+ 0 et donc les points critiques de
f sont non dégénérés.

On est prét maintenant & définir un polynéme Morse. On va se limiter aux cas
des polyndémes définis sur des corps de caractéristique 2. Pour une définition plus
générale voir 'annexe de Geyer dans [16].

Définition 3.2.7. Soient K un corps de caractéristique 2 et f(x) € K[z] . On dit
que f est Morse s’il vérifie les trois conditions suivantes :

(M) Les points critiques de f sont non dégénéreés.

(M) Les valeurs critiques de f sont distinctes.

(M3) 2 ne divise pas le degré de f.

Pour faciliter la définition d’un polynéme Morse et pour I'adapter dans notre
contexte on va introduire la définition de résultant.

Définition 3.2.8. Le résultant des deux polynomes P et () est le déterminant de
leur matrice de Sylvester.
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La remarque suivante permet d’adapter la notion de résultant dans notre contexte.

Remarque 3.2.9. Soit K un corps de caractéristiques p. Soient f et g deux poly-
nomes sur K de degré n et m respectivement tel que

et

On définit le résultant de f et g par :

Res(f,g) = a'b}, H

Remarque 3.2.10. Considérons un corps K. Soient f et g deux polynémes sur K
de degré n et m respectivement. On a :

(1) Res(f,9) = (=1)"" Res(g, f)

(2) Res(f,g) =0 si et seulement si f et g ont au moins une racine commune.

Dans notre travail les conditions M7, My et M3 présentées dans la Définition 3.2.7
vont étres caractérisées respectivement par les conditions M, M} et M qui leur sont
équivalentes.

Proposition 3.2.11. Soient K un corps de caractéristiques 2 et f € K[x] un poly-
nome de degré s. On dit que f est Morse s’il vérifie les trois conditions suivantes.

(M]) Le polynéme
Res(f', f) # 0

(M) Le polynome

ot les T; sont les racines de f'.

(M) Le degré s est impair.

Démonstration. En utilisant la Remarque 3.2.10 on obtient 1’équivalence entre M,
et Mj. Ce qui permet de conclure. H
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3.3

L’ingrédient principal de la démonstration

Dans cette section. on va donner la méthode de la preuve qui va nous permettre
de démontrer les nouveaux théorémes. L’ingrédient principal de la démonstration in-
troduit par Voloch ([26]) dans ce contexte est le théoréme de densité de Chebotarev.
Pour pouvoir 'appliquer, I'idée d’Aubry, Herbaut et Voloch (|2]) est de trouver pour
n suffisamment grand un élément non nul « € F}, pour lequel I'extension Q/Fan(t)
est réguliere, ou 2 est le corps de décomposition du polynome f(x) + f(x +a) +t
sur Fan (2).

Vocabulaire des corps de fonctions

Avant d’énoncer ce théoréme, on va rappeler quelques notions algébriques essen-
tielles. Rappelons d’abord la définition d'une extension réguliére.

Définition 3.3.1. Une extension L/K est dite réguliére si L/K est séparable et K
est algébriquement fermé dans L (c’est-a-dire K n’admet pas d’extension algébrique
propre dans L) .

Il est bien connu que toute extension d’un corps algébriquement clos est réguliére
et que la régularité est transitive. De plus, si L/K est réguliére et K € M C L,
alors M/K est réguliére.

On donne maintenant la définition d’un corps de fonctions (tous les éléments de
ce paragraphe sont tirés avec plus ou moins de détails du Chapitre 1 de [25]).

Définition 3.3.2. Considérons deux corps K et ' avec K C F. On dit que F est
un corps de fonction sur K s’il existe un élément transcendant x sur K pour lequel
I'extension F'/K(x) est algébrique.

Pour simplifier, on dit que F'/K est un corps de fonctions algébrique. La somme,
produit et division de deux éléments algébrique est également algébrique. Cela nous
permet de définir le corps des constantes.

Définition 3.3.3. Soit F//K une extension telle que F' est un corps de fonctions sur
K. Le corps des constantes de 'extension F'/K est le corps K défini par :

K = {u € F;u est algébrique sur K}.

Pour pouvoir définir une place P d’un corps de fonction F'//K, on introduit dans
la définition suivante la notion d’anneau de valuation.
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Définition 3.3.4. Soit F'/K un corps de fonction et considérons un anneau O tel
que

KcOCcCF
On dit que O est un anneau de valuation de F'/K si pour tout élément z € F' on a

ze@ouz'eO.

Comme expliquée dans [25], la motivation de la Définition 3.3.4 apparait dans
I’exemple suivant.

Exemple 3.3.5. Considérons un corps K et
p(x)
K(x)={—=;p(x),q(x) € K|z|}.
(z) {q(m)()() [x]}

L’extension K (x)/K est un corps de fonction appelé corps des fonctions rationnelles.
Pour tout polynéme irréductible p(z) € K|z], 'anneau

/()

Op(l’) = {M

: f(x), g(x) € K[z], p(z) ne divise pas g(z)}

est un anneau de valuation de F/K.

Remarque 3.3.6 (Proposition 1.1.5 de [25]). Si O est un anneau de valuation d’un
corps de fonction F//K alors il admet un unique idéal maximal P.

On est prét maintenant a définir la notion de place d’un corps de fonction.

Définition 3.3.7. Soit F'/K un corps de fonction. Une place P de F/K est l'idéal
maximal d’un certain anneau de valuation O.

La remarque suivante nous permet d’introduire la notion d’élément premier.

Remarque 3.3.8 (Théoréme 1.1.6 et Définition 1.1.8 dans [25]). Si P est une place
d’un corps de fonctions F'/K alors P est un idéal principal. De plus tout élément
t € O pour lequel P = tO est dit élément premier de F/K.

La remarque suivante nous donne un exemple de place dans le cas des corps des
fonctions rationnelles.

Remarque 3.3.9. Soit K(z)/K un corps de fonctions rationnelles et p(z) € K|z]
un polynéme irréductible. L’anneau

f(z)

() /@ 9(@) € Klal, p(x) ne divise pas g(a)}

Op(y :==A{
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est un anneau de valuation de K (z)/K. De plus 'idéal
_ S iy -
Pz = {M, f(z),g9(x) € Klz|,p(x) divise f(z) et p(z) ne divise pas g(z)}

est 'unique idéal maximal de O,,). Dans ce cas, p(x) est un élément premier de
K(z)/K.

Rappelons maintenant la définition du degré d’un élément premier.

Définition 3.3.10. Soient F'/K un corps de fonction d’anneau de valuation O et P
une place de F//K. On définit le degré de P par deg(P) := [O/P : K], ou [O/P : K]
désigne le degré de l'extension (O/P)/K

La proposition suivante nous permet de calculer le degré d’une place dans le cas
des corps de fonctions rationnelles.

Proposition 3.3.11 (Proposition 1.2.1 dans [25]). Soit K(z)/K un corps de fonc-
tions rationnelles et p(x) € K[x| un polynome irréductible. Le degré de la place Py
est égal au degré du polynome p. De plus K est le corps des constantes de K(x).

Théoréme de densité de Chebotarev

Dans ce paragraphe on va présenter I'ingrédient principal de la démonstration.
C’est le théoréme de densité de Chebotarev. Ce théoréme est I'un des résultats fon-
damentaux de la théorie algébrique des nombres. Voloch explique dans [26] qu’il
fournit une mesure quantitative d’ensembles de diviseurs premiers avec des proprié-
tés qualitatives liées a des extensions galoisiennes finies. Sa nature fondamentale le
rend tres pratique a appliquer.

Rappelons une version du théoréme de densité de Chebotarev donnée par Pollack
dans [21].

Théoréme 3.3.12. (Chebotarev) Supposons que U/F,(t) est une extension Galoi-
sienne de corps de constantes F p. Soit C une classe de conjugaison de Gal(2/F,(t))

dont la restriction de chaque élément a F,p est x9. Soit V(C) le nombre de premiers

de degré 1 sur F,(t) non ramifiés dans Q@ pour lesquels le symbole d’Artin (M)

est égale a C.

On a

iC <9 iC

O Fpm’ = P F )

(99" + g+ [Q: Fyo(t)]),

ou g est le genre de Q/F p.
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On considére le corps de décomposition €2 du polynéme f(z)+ f(z +a)+t. Pour
pouvoir appliquer le théoréme de densité de Chebotarev on a besoin de la régularité
de 'extension Q/Fsn(t). Pour cela, on introduit un corps intermédiaire F, qui est
le corps de décomposition du polynéme L, f(z) + ¢t. On démontre ensuite que les
extensions 2/ F et F'/Fon(t) sont réguliéres.

Définition 3.3.13. Soit n € N. Considérons un polynoéme f(z) € Faon|x] et notons
L. f le polynéme associé. On définit le corps F' par le corps de décomposition du
polynéme L f(x) —t sur Fan(t) ot t est un élément transcendant sur Fon.

Le lemme suivant nous donne une condition suffisante pour que 'extension F'/Fan (1)
soit régulieére.

Lemme 3.3.14 (Proposition 4.1 dans [2]). Si f € Fon[z] est un polynoéme tel que
Lo f est Morse et de degré impair alors l'extension F'/Fan(t) est réguliére.

La démonstration du lemme s’appuie sur ’analogue du théoréeme de Hilbert donné
par Serre dans le Théoréme 4.4.5 de [24] et détaillé en caractéristique paire dans
"annexe de Geyer dans [16]. Il nous donne que le groupe de monodromie géométrique
Gal(F/FL,(t)) est égal au groupe symétrique S;. Mais comme il est inclus dans
Gal(F/Fan(t)) qui est a son tour inclus dans Sy alors Gal(F/Fa. (t) = Gal(F/FL.(t)).

Donnons maintenant le lemme suivant qui nous fournit une condition suffisante
pour que l'extension 2/ F soit réguliére.

Lemme 3.3.15 (Proposition 4.6 dans [2]|). Soit n € N. Considérons un polynome

flx) = >0 am—rx® € Fan[z] de degré m € N et notons Lo f(z) = ZZ:O byt

le polynome associé de degré d. Pour tout o € F5,., si L, f est Morse et ’équation
b1

4+ axr = w admet une solution dans Fon alors Uextension Q/F est réguliere (et

par suite l’extension Q/Fon(t) est réguliere).

La méthode consiste a démontrer I’égalité entre les deux groupes I' = Gal(Q/F)
et I = Gal(Q/FF.), en montrant qu’ils sont égales au groupe (7Z/27)%".

La proposition suivante résume la contribution du Théoréme 3.3.12 dans notre
contexte.

Proposition 3.3.16. Soit f € Fon[z] un polynéome de degré m = 0 (mod 4). 1
existe N € N*, tel que pour tout n > N, pour tout polynome f(x) € Fon[z] de degré

m, et pour tout o € F3,, tel que Q/Fon(t) est régulicre, il existe 5 € Faon tel que
f(@)+ f(z + ) + 5 est scindé sans racines multiples, et donc 6(f) est mazimal.

Démonstration. Comme 'extension 2/Fon(t) est réguliére et le degré du polynome
Lo f est impair alors 2/Fan(t) est séparable. De plus 2 est bien le corps de décom-
position du polynoéme f(x) + f(z + ) +t sur Fan(t), donc ©/Fan(t) est normale et
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par suite Galoisienne. Considérons V' le nombre de places de degré 1 sur Fsn (£) non
ramifiées dans €2 pour lesquels le symbole d’Artin est égal & C. En appliquant le
Théoréme 3.3.12 sur extension §2/Fan(¢) on obtient :

2" g\ n n ga
Vi>—-2(1+==)22 424 +1+ =—
pa (( o2y dg)
ot dg = [ : Fan(t)] et go est le genre de . En utilisant la démonstration du

Lemme 3.3.14 et la démonstration du Lemme 3.3.15, on obtient Gal(F/Fan(t)) = Sy
et Gal(Q/F) = (Z/2Z)%! et par suite dg = d!2¢71. De plus en utilisant le Lemme
14 dans [21], on obtient :

go < d12%Y(d —3/2) + 1.

Cela implique 'existence d'un entier N € N pour lequel v > 1 et par suite il existe
B € Fan pour lequel le polynéme f(x)+ f(z+a) 4+ est scindé sans racines multiples.
m

La remarque suivante fournit un entier NV pour lequel la Proposition 3.3.16 s’ap-
plique pour tout n > N.

Remarque 3.3.17. Soit n € N. Si 'extension 2/Fan () est réguliére et

i—2((1+g—Q)<]1/2+¢11/4+1+g—Q> > 1. (3.8)
avec ¢ = 2", dg = d12¢71 et gq < d124(d — 3/2) + 1, alors le polynome f(x) +
f(z+ a) +  est scindé sans racines multiples et par suite §(f) est maximale.

Le corollaire suivant permet de résumer les deux grandes étapes & vérifier pour
démontrer les nouveaux résultats de la thése.

Corollaire 3.3.18. Soit f(z) = > 1. @m—kx" € Fan[x] un polynéme de degré m =0
(mod 4) tel que a; # 0 et soit Lof = ZZ:O ba_rx* le polynéme associé de degré d.
Sl existe un o € F3,, tel que :

(1) Le polynome L, f est Morse.

(2) 1l existe x € Fon tel que 12 + ax = &

E;
alors pour n suffisamment grand, og,, (f) est mazimal, autrement dit on a og,, (f) =
m — 2.
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Démonstration. En utilisant la Proposition 3.3.16, pour que 'uniformité différen-
tielle de f soit maximale, on est ramené & trouver un « € F5, pour lequel I'exten-
sion /Fan (t) est réguliére. Pour montrer que 'extension Q/Fan (1) est réguliére, on
construit un corps intermédiaire F' qui est le corps de décomposition du polynéme
Lof(x) —t sur Fon(t) et on démontre que les deux extensions F'/Fan(t) et 2/F sont
régulieres. Soit a € F3., tel que :

(1) Le polynéme L, f est Morse.

by
by’

(2) 1l existe z € Fan tel que 22 + ax =

Comme L, f est Morse et d = mT_Q est impair, alors par le Lemme 3.3.14, I'extension
F/Fan(t) est réguliere. De plus, comme I'équation z? 4+ ax a une solution dans Fan,
alors par le Lemme 3.3.15, 'extension 2/ F est réguliére et donc 'extension §2/Fan (t)

est réguliére, ce qui nous permet de conclure. O

Résumons les conditions a vérifier dans le diagramme suivant. Nous ferons réfé-
rence réguliérement a ces quatre conditions ((I.a), (I.b), (I.c) et (II)) & la suite de
notre travail.
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\£ Réguliere si :

— Q
['=Gal (Q/F) F]FQn L’extension ci-dessous est réguliére et si

/ (I) il existe « € Fan tel que 2% + az = ZTI]

F
\G Réguliere si Lo f est Morse i.e. si
G = Gal (}?’/]];?271 (t)) ]an (t) (I.a) Lo f a des points critiques non-dégénérés
(I.b) Lo f a des valeurs critiques distinctes
/ (I.c) Lo f est de degré impair.

FIGURE 3.1 —

Dans ce manuscrit, on s’intéresse aux polynémes de degré m = 0 (mod 4) et
donc la condition (I.c) est automatiquement vérifice. En effet, si m = 0 (mod 4),
alors d(m) = mT’Q est impair. Donc pour un polynéme f € Fon[z], de degré m =0
(mod 4), pour démontrer que §(f) est maximale il suffit de trouvez un a € F3,
pour lequel les conditions (I.a), (I.b) et (II) sont vérifices. On va utiliser la méme
procédure utilisée dans [2| : d’abord on majore le nombre de a € F3,., pour lesquels
une au moins des trois conditions (L.a), (I.b) et (II) n’est pas vérifiée. Ensuite, en
choisissant n suffisamment grand, on garantit I'existence d'un « € 3, pour lequel
les trois conditions sont vérifiées simultanément. Finalement, comme n est choisi
suffisamment grand et I'extension € /Fan (t) est réguliére, on obtient que 'uniformité
différentielle de f est maximale.

3.4
Le théoréme 90 de Hilbert.

On commence cette section par un rappel de quelques propriétés de la trace. On
peut par exemple consulter [19] pour plus de détails. On termine par une version
additive du théoréeme 90 de Hilbert qui va nous permettre de transformer la condition
(IT) en une équation algébrique. Commengons d’abord par la définition de la trace
d’un élément sur un corps fini.

Définition 3.4.1. Soient K un corps fini de caractéristiques p et L/K une extension
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fini de degré n. Pour tout a € L, on définit la trace de a sur L/K par :

n—1

Tryk(a) =a+a’ +-- 4 a”
On remarque que pour tout a € L on a :

(Trr k(a)? = Trp )k (a?) = Trp k(a). (3.9)

Le lemme suivant est un ingrédient essentiel dans la démonstration du Corollaire
5.1.4. Il nous dit que les éléments de Fy» prend autant de fois la valeur 1 que la
valeur 0.

Lemme 3.4.2. Soitn € N*. On a :
Card ({b € an; Tr]FQ’n/]FQ (b) = 0}) = Card ({b € an, TI']FQn/F2(b) = 1}) = 2n—l.

Démonstration. Soit S := {b € Fan;Trg,, r,(b) = 0}. Montrons que Card(S) =
271 On a:

be S <= Trr,, /m,(b) =0

2n—1

<= best uneracine de T(z) =z + 2> +2* + - + 2

Comme 7"(x) = 1 # 0, les racines de T sont distinctes. Comme 7(0) = 0 et
Fan /Iy est normale, 1'extension Fan contient tous les racines de T et donc Card(S) =
deg(T) = 2", Soit " := {b € Fan; Ty, 5, (b) = 1}. On a

Card(S) + Card(S") = 2",
cela nous permet de conclure. O
On rappelle maintenant la version additive du théoréme 90 de Hilbert.

Théoréme 3.4.3. Soit K un corps finis de caractéristique p et L/ K une extension
de degré n. On a pour tout x € L ’équivalence suivante :

Tr k(x) =0 <= Il existe o € L tel que v = a — P

Démonstration. Soit x € L tel que Try k(x) = 0. Montrons qu'’il existe o € L tel
que r = a — af. Comme Try g est une application non nulle, il existe 8 € L tel que
Trr k(B8) # 0. Prenons

1

:m<l’5+($+xp)ﬁp+.,.+(x_i_xp_i__“_i_xpn—z)ﬁpn_Q)'

o
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En utilisant 1’équation 3.9, on a

o= —— (:cpﬁp F @+ (2P a:p”‘l)ﬁp"‘1> :
Trr/x(B)
donc
]- n—2 2 n—1 n—1
a—af = —— <x6+xﬁp+-~+xﬁp (@42 2 42 )PP )
Trr x(B)

Comme Trz/x(x) =0, on a

P _ 1 p p? L. p 2 pn 1
a-a - Trr k() (:cﬂ+xﬁ T+ aft v ap )’
donc .
a—af (xTrp/k(B)) = .

-~ Trpk(B)
Inversement, soit a € L tel que x = a — oP. En utilisant la linéarité de la Trace et
I’équation 3.9 on a :

Trr (x) = Try k(o —af) = Trp k(o) — Trp k(o) = 0.
[

Le corollaire suivant nous permet d’exprimer la condition (I) en terme de la
Trace. Autrement dit si f(z) = Y_;" , am—kx" € Fon[z] un polynome de degré m tel
que a; # 0 et a € F3,, et si on note

d
Lof(x) =) baga® € Faula]
k=0

le polynome associé, pour trouver un o € 3, pour lequel il existe un x € Fon
vérifiant

b
2 Y
T +ozx——b0,

il faut et il suffit de trouver un « € IF, tel que

b1
TrF27L/F2(W> = 0.

Corollaire 3.4.4. Soient by, « € F3. et by € Fan. Les deux conditions suivantes sont
équivalentes :
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(1) 1l existe x dans Fon tel que x* + ax = Z—O
(2) TrIFQn/F2(b;)$) = 0.
Démonstration. 1l existe z dans Fan tel que
b
2 1
T° 4+ axr = by’
soit tel que
T T b
(a) + a  bya?’
si et seulement s’il existe y dans Faon tel que
b
2 o 1
ce qui est équivalent par le Théoréme 3.4.3 & démontrer que
by
Ter/M(W) =0.
O

3.5

La condition (II)

Dans cette section on va minorer le nombre de o € F%, pour lesquels la condition
(IT) est vérifiée, puis on va majorer le nombre de o € F3,. pour lesquels la condition
(L.a) n’est pas vérifice. On commence par les deux lemmes suivants qui jouent un

role important dans la démonstration du Corollaire 5.1.4.

Lemme 3.5.1. Soient aq,ay et az dans Fon tel que a; # 0 et n € N*. Si
a; + aza; #0

alors pour tout o € I, 'application

CZ% + asaq

aia?

est une permutation de 3, .
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Démonstration. 11 suffit de démontrer que I'application
T : F5 — i
o — s
est une permutation de IF,. Soit
T : Fs. — Fs,

On a

ToT (o) =T(——=) =

() = T(-

De méme

T o T(a) = T'(i) = (¥ =a”

a2

On conclut en utilisant que o?" = a.
]

Lemme 3.5.2. Considéronsn € N* et un entierm =0 (mod 8). Soit f =>"1" am_i X" €
Fon[X] un polynéme de degré m, tel que ay # 0. On note Lo (f) = Z?:o ba i X le

polynome associé de degré d. On a
by

2
) asy + asaq
b(]Oé2

Tr( (@r0)?

= Tr(

pour tout o € [F5,.
Démonstration. On a par le Corollaire 3.1.5 que

bl asx + as

b_o B (3]
Donc

Tr<bé’;2) - Tr(%;“?’ (3.10)
— Ty a1 + a1a3
=T (—(a1)2a2 ) (3.11)
_ Tr(;—ix) + Tr(<aa1)zz2) (3.12)
— Ty (a2)2 v aias
=T (—(al)Q(a)Q) +T ((a1)2a2) (3.13)
T a3 + aza;
=T (—<a1&>2 ). (3.14)
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Le corollaire suivant permet de minorer pour un polynéme f € Fon[x] de degré
m =0 (mod 8), le nombre de a € F},. pour lesquels la condition (II) est vérifice.

Corollaire 3.5.3. Soit f =" ay—iX" € Fou[X] un polynéme de degré m tel que
m =0 (mod 8), a; # 0 et n € N*. Soit L,(f) = Z?:o ba_i X" le polynome associé
de degré d. Le nombre de o € %, tel que Tr(bf;éz) =0est2" ' —1sia2+aza; #0
et 2" — 1 sinon.

Démonstration. Supposons que a3 + aza; # 0 et soit

CL% + asaq

Lo
o . (a1a>2

la permutation de F}, défini dans le Lemme 3.5.1. Soit o € 3., on a par le Lemme
5.1.4 que

bl ) G% + asaq

— ) = r(———m8m8 —

boor? (ay)?

Comme o est une permutation, le nombre de a € F3,, tel que Tr(o(a)) = 0 est égale
au nombre de € F5, tel que Tr(8) = 0. On conclut en utilisant le Lemme 3.4.2.
Si a3 + aza; = 0 alors Tr(bé’ég) = 0 pour tout a € F3,, cela nous nous permet de

conclure. n

Tr(

On remercie José Felipe Voloch pour la démonstration du corollaire suivant qui
nous aide & minorer pour un polynéme f € Fau[x] de degré m = 4 (mod 8), le
nombre de a € F}, pour lesquels la condition (II) est vérifice

Corollaire 3.5.4. Soit f =" @i X" € Fou[X] un polynéme de degré m tel que
m =4 (mod 8), a; # 0 etn € N*. Soit L,(f) = Z?:o ba—i X" le polynome associé de
degré d. Le nombre de o € T3, tel que Tr(bé’;Q) =0 est égale 2" — 1 si a2+ ajaz =0
et plus grand ou égale a 1(2" 4+ 22T — 1) sinon.

Démonstration. En utilisant le Corollaire 3.1.5, on a :

Ao a% + ajas

by
=Tr(1
b0a2) r(L+ aq ata?

Tr( )

Donc Tr(bé’#) = 0 si et seulement si

Ao a% + ajas

2

T
x ap ajo?

)=n

On distingue deux cas :
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Si a2 + ajaz = 0, alors Tr(b:jﬂ) = 0 si et seulement si
ag
Tr(222) =
r( o )=n
Comme 'application
agx
o —

a1

est une permutation, le nombre de o € F3, tel que Tr(%) = n est égale au

nombre de § € F3, tel que Tr(5) = n. On conclut en utilisant le Lemme 3.4.2.

Supposons maintenant que a3 + ajaz # 0. En choisissant C' = Z—? et D? =

a3+aias by
boa?

, le nombre de a € F%, tel que Tr(:25) = 0 est égale au nombre de

o ElFEn tel que
Tr(Ca) + Tr(D/a) = n.
En choisissant maintenant K? = C'D et v = apa/a; K, le nombre de o € F3,

tel que Tr(bé’(lxz) = 0 est égale au nombre de v € F3, tel que

Tr(Kv) + Tr(K/v) = n.
Prenons S tel que Tr(S) =n on a
Tr(Kv) + Tr(K/v) =n

sl et seulement si
Tr(Kv+ K/v+S) = 0.

Donc on est ramené a calculer le nombre de v € F3, tel que
Tr(Kv+ K/v+S) = 0.
En utilisant le Théoréme 3.4.3, pour tout v € 3, tel que
Tr(Kv+ K/v+S)=0
il existe deux couples (v, w) et (v, w + 1) dans F3. x Fan tel que
Ko+ K/v+8S=w+w

En choisissant ¥ = vw et en multipliant par v? # 0, on peut déduire que le
nombre de o € [, tel que
b

Tr(boa2

) =0
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en divisant par 2, le nombre de couples (v,y) € F5. x Fan tel que

K(v* +v) + Sv® =4 + vy,
qui est égale au nombre de couples (v,y) € (Fan X Fan)" tel que

K(v* +v) + Sv* = y* +vy.

Cela définit une courbe elliptique (E) de cléture projective (F) défini par :

P(z,y,2) == K(0® + v2%) + Sv°z + y?z + vyz.

En remplagant z par 0 on voit que (E) admet un seul point & l'infini. De plus
on remarque que le gradient de P n’admet pas de solutions et donc (E) est
lisse. En utilisant la borne de Hasse-Weil, le nombre des points rationnels de
F, sur E est au moins %(2” — 2271 —1). Cela nous permet de conclure.

]

On résume dans le corollaire suivant les résultats des deux corollaires précédents,
autrement dit le corollaire suivant nous permet de minorer pour un polynéme f €
Fon[z] de degré m = 0 (mod 4), le nombre de o € F}, pour lesquels la condition
(IT) est vérifice.

Corollaire 3.5.5. Soit f =3 " @i X" € Fou[X] un polynéme de degré m tel que
m =0 (mod4), ag # 0 et n > 2. Soit L,(f) = Z?:o ba—i X" le polynome associé
de degré d. Le nombre de o € F3, tel que Tr(bé’;Q) = 0 est plus grand ou égal a
nl — 25 — 1.

Démonstration. En utilisant la Corollaire 3.5.4, et le Corollaire 3.5.5, le nombre de

a € 7, tel que Tr(bobélz) = 0, est plus grand ou égale a

1 n
min{2" " — 1, 5(2" +22M 1)} =min{2" ' - 1,2" 22 - )} =2""1 — 22 1.

3.6
La condition (I.a)

On passe maintenant a la condition (I)(a). Le lemme suivant nous permet de
faire le lien entre les polyndmes de degré m =0 (mod 4) et les polynomes de degré
m — 1.
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Lemme 3.6.1. Soient m = 0 (mod 4) et f(z) = Y ;- am—rz" € Fonlz] un po-
lynéme de degré m. Soit h(x) = agz™ + f(x), un polynome de degré m — 1. On
a

Res((Daf)', (Daf)?) = Res((Dah), (Dah)).
Démonstration. Comme m =0 (mod 4), on a

(Dah)'(x) = maoz™ " + (Daf)'(z) = (Daf)'(2)

m

(D)) =

Cela permet de conclure. O

)m T+ (Dal)P () = (Daf)? ().

Le Théoréme suivant permet de majorer le nombre o dans [F3, pour lesquels les
points critiques de L, f sont dégénérés, et donc il nous permet de traiter la condition
(I)(a) pour tout polynéme de degré m =0 (mod 4).

Théoréme 3.6.2. Soient m = 0 (mod 4) et f(z) = Y iy am—rz® € Fanlz] un
polynome de degré m. Les points critiques de Lo f sont non dégénérés sauf pour au
plus (m — 1)(m — 4) valeurs de « dans F3,.

Démonstration. En utilisant le Lemme 3.3 de [2] et la Proposition 3.2.11, il suffit
de démontrer que le polynome Res((Dyf)', (Daf)?) vu comme un polynéome dans
Fylag, a1, - . ., an)[a], est non nul de degré (m — 1)(m —4). Soit h(x) = agx™ + f(x),
un polynome de degré m — 1. En utilisant le Lemme 3.6.1, on a

Res((Daf)'s (Daf)?) = Res((Dah)', (Dah)?).

En utilisant la Proposition 3.2 de [2], le polynéme Res((Dyh)’, (Doh)?) est un poly-
noéome non nul dans Fao[aq, as, . . ., ay][a], de degré (m—1)(m—1-3) = (m—1)(m—4).
Nous avons terminé ainsi la démonstration. ]



Chapitre 4
Les polyndémes de petit degré.

Comme on l’a dit précédemment, la méthode appliquée consiste a majorer le
nombre de a € F,, pour lesquels une au moins des condition (1.a), (I.b) ou (I1) n’est
pas vérifice. Pour m = 0 (mod 4), on sait traiter les conditions (I.a) et (II) ( voir
Théoréme 3.6.2 et Corollaire 3.5.5). Le point le plus difficile dans la démonstration
va étre de majorer le nombre de o € F%, pour lesquels la Condition (I.b) n’est pas
vérifiée (c’est a dire pour lesquels le polynéme L,f n’a pas des valeurs critiques
distinctes). Nous y arriverons pour certains polynémes de certains degré m.

Dans ce chapitre nous traitons 'uniformité différentielle des polynémes de petit
degré. Dans les deux premiéres sections on va étudier les polynomes de degré 12
et 20. Pour ces petits degrés, les calculs de II;L, f restent raisonnables et peuvent
étre menés a la main. En observant L, f dans ces deux cas, on remarque qu’il a une
forme spéciale. Ca sera le point de départ pour généraliser dans le Chapitre 5 ces
résultats sur la famille des polynomes de degré 27(2° + 1).

Plus tard, dans la troisiéme section on va traiter le cas des polynémes de degré
16 (et par suite 15) a I'aide d’un logiciel de calcul formel. En fait 16 est le premier
nouveau degré multiple de 4 que nous réussissons a traiter et qui n’appartient pas a
cette famille. Dans ce cas, nous donnons des conditions algébriques qui garantissent
que 'uniformité différentielle soit maximale.

Signalons que le cas des polynomes de petit degré a été étudié par Voloch dans
[26]. En utilisant la Remarque 2.1.3, le cas des polynomes de degré 8 peut étre déduit
de celui des polynémes de degré 7 qui est également traité par Aubry, Herbaut et
Voloch dans [2].

4.1

20
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Polynoémes de degré 12

Dans cette section on va calculer pour tout entier n suffisamment grand 1'uni-
formitée différentielle des polynomes f(z) = 32,2, tm_r2* € Fon[z] de degré 12 avec
a1 # 0. On commence d’abord par le calcul des coefficients du polynéme associé
Lof =0 ba_ra® € Foul].

4.1.0.1 Calculs des b;

En utilisant la Proposition 3.1.4 on a pour tout k € {0....,5} :
Ek: ( 55 )a%—zsb _ i ( U )ai—10+2ka ‘
s=maz{0,2k—5} 2k — 25 ) im1o k1 10— 2k o
— Pour £ =0,0n a:
XO: (5 - 3) o 2h. — i ( i )ai—loam )
o\ 28 ) i1 MO -
Cela implique que (3)a’by = (},)atar + (1o)a’ag = aa; et donc
by = aay.

— Pour k=1,0on a:

12

1 )
5—8 29253 Y s
g (2 B 2$>a b, = | E (8)a A19—;.
i=10—2+1

s=0
Alors
5 4 9 10 11 12
(2) a’by + (0) a’b, = (8) atas + ( 3 >a2a2 + ( g )a3a1 + ( 3 >a4a0.
Donc

by = aas + o’as + oa; + atag.

— Pour k=2,0on a:

2 /5—5 2/
- 4—2s o i—6 )
3 (4 - QS)Q =3 (6)a

s=0 =7



CHAPITRE 4. LES POLYNOMES DE PETIT DEGRE. 52

Cela implique que

5 4 3 7 8 9
(4) atby + <2> a’by + (O) a'by = <6> atas + (6) olay + (6) alas
(" eatay + (Mot + (1) aa
6 a2 6 1 6 0-

Oé4b0 + bg = Qas.

Donc

Alors
by = aas + a’ay.

— Pour k=3, 0n a:

5 5—35 2 /i
- 6-2sp _ i—d4 ,

; (6 _ 28)04 by = ; (4)04 A12—;-

Alors (i) a*by + (3) a’by + (g) alb; = (i) alar; + (i) o’ag + (Z) alas + (i) atay +

(Z)a5a3 + (140) alay + (141) a’a; + (f)agao. Donc

by = aay + oag + oas + abas.

— Pour k=4 on a

by = aag + o’ar + o’as + a’as + a’ay
9 7 5 3

— Pour k=5o0na:

2 3 4 12
bs = aay1 + a®a1g + a’ag + a"ag + - - + a “ag.

4.1.0.2 Les valeurs critiques de L, f sont distinctes
Soit
12
f(x) = Z CL12_Z'ZL’Z c ]an [l‘]
=0

un polynoéme de degré 12 avec a; # 0 et notons

5
L.f = Z bd_ﬂ?i € Fon [ZE]

=0



CHAPITRE 4. LES POLYNOMES DE PETIT DECRE. 53

le polynome associé de degré plus petit ou égale d = L;z = 5. Soient 7 et ™ les

deux racines doubles de (L, f)". Pour majorer le nombre de a € %, pour lesquels les
valeurs critiques de L, f ne sont pas distinctes il suffit de démontrer que L, f(71) —

Lo f(72) vu comme un polynéme dans Fylag, a, . . ., a12[a] est non nul, ou :
5
Lof(n) = Laf(m2) = ) _(B3)(r* +75).
k—0

Considérons le polynome symétrique Sy (z, y) = 2?*+y?*. En utilisant le théoréme
fondamental des polynémes symétriques, pour tout 0 < k < d il existe un polynéme

Qk(‘ruy> € ]FQ[SL’,ZA tel que
Sk(ﬁ,ﬁ) = Qk(Ul,Uz),

ol 01 et o9 représentent les polyndmes symétriques élémentaires (i.e oq(m,72) =
T1 + 7o et o9(71, T2) = T172). Exprimons pour tout k, tel que 0 < k <5, Sk(m,72) en
fonction de o7 et os.

— Pour k=0, on a: Sy(m, ) =0.
2

_ : 2 2 _
— Pour k=1,ona: Si(n,n) =17 +717 = 0.

B ) _ 4 4 _ 4
— Pour k=2, 0ona: Sy(m,n) =1 +T1y = 0.

— Pour k=3, 0n a:

S3(11,72) = 7'16 + 7'26

_ .6 4_2 2 _4
=0, +7TTy +TT
_ 6 2 2
=0y +070;5.

— Pour k =4,0n a:

— Pour k=5,0n a:

S5 (11, 72) :7'110—1-7'210
= S3(71, T0)S2 (11, T2) + Ty + YT
= (0} + 0i03)0} + 0105

_ 10 6 2 2 2
=o0; +0,05+070;.
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Donc,

5
Laf(11) = Laf(12) = > b3 .Sk(r1,7)
k=0

= bio} + bjo; + b3(0] + 0703) + bio}
+ bg(aio + O’? + ag + afag)

Pour démontrer que les valeurs critiques de L, f sont distinctes il faut et il suffit de
démontrer que

Lo f(m1) = Lo f(72) # 0.

Comme 71 et 5 sont les racines doubles de (L, f)’, on a :
(Laf) () = boz" + byx® + by = bo(z — 71)*(x — 7).

En utilisant les relations entre les coefficients et les racines du polynéme (L, f)’, on

obtient que 0% = 2—5 et 03 = Z—g Cela implique que

by b
Laf(Tl) - Lozf(TQ) € F2[b0> bla b27 b37 b4a b_27 b_4]
0 Y0

En remplacant o; et oy par leurs valeurs on obtient :
b2by  bib3 b3 by by bs b b3 by byby
L, —L, — A7E T2 g2 (22 2R\ 222 (22 22 22y Te )
f(Tl) f(TQ) bO + b% + 2 bg + b() bO + 1bg+ 0 bg + bg + bO + b(2]
En remplacant les b; par leur expression en fonction des a; et de «, on obtient :

4 _ 2.4 24 6,22 | 42 18 | 4 2 14
aj (Lo f(m1) — Lo f(m2)) = agaja™ + aja™ + ajasa® + ajaza

2 2 2 42\ 12 | 4.2 10 | 2 4 8

+ (ajaza; + ajag)o* + ajazoc” + agaso

2 4, 22 2\ 4 2 4, 2.2 2\ 2

+ (azas + ajazag)a” + (azas + ajasaz)a”.
Apres avoir détaillé tous les préliminaires nécessaires, on est prét maintenant &
Y

démontrer le théoréme suivant qui majore le nombre de a € 5, pour lesquels les

valeurs critiques de L, f ne sont pas distinctes. On donne dans ce théoréme la plus
petite valeur de n pour laquelle notre méthode s’applique.

Théoréme 4.1.1. Soit b
flz) = Z a19_i@" € Fon|7]
i=0

un polynome de degré 12 avec a; # 0 et notons Lo (f)(z) = Z?:o bs_;zt le polynéme
associé de degré 5. Les valeurs critiques de Lo f sont distinctes sauf pour au plus 24
valeurs de o € Fy.
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Démonstration. Le choix d'un polynome f(z) = 332 am_x2" € Fon[z] de degré 12
avec a; # 0 revient a choisir des coefficients ag, a1, ..., a;s dans Fon avec ag # 0 et
a; # 0. cela nous nous permet de considérer L, f(71) — L, f(72) comme un polynéme
de Fyfag,ai,...,am]la] de degré 24 qui admet donc au plus 24 racines dans Fs.
Comme le coefficient dominant de L, f(71) — Lo f(72) est non nul, alors les valeurs
critiques de L, f sont distinctes sauf pour au plus 24 valeurs de a € F,. O

4.1.0.3 Reésultat sur les polynomes de degré 12.

On est prét maintenant & démontrer notre résultat sur les polynémes de degré
12.

Théoréme 4.1.2. Pourn > 30 et pour tout polynome f(x) = 312 am_x2* € Fon[z]
de degré 12 avec a; # 0, on a §(f) = 10.

Démonstration. En utilisant le Corollaire 3.3.18 ¢a revient & démontrer qu’il existe
un « € F3, pour lequel :

(1) Laf est Morse.
(2) L’équation 22 + az = Z—é admet une solution dans Fon.

L’idée de la preuve est de majorer le nombre de o € F%,, pour lesquels une au moins
des conditions (I.a), (L.b), ou (II) n’est pas vérifiée. En utilisant le Théoréme 3.6.2,
les points critiques de L, f sont non dégénérés sauf pour au plus 88 valeurs de «
dans F3,. Concernant la condition (I.b), on a par le Théoréme 4.1.1 que les valeurs
critiques de L, f sont distinctes sauf pour au plus 24 valeurs de o dans F%,. Il nous
reste maintenant de traiter la condition (II). En utilisant le Corollaire 3.5.5, il existe
au moins 2"~' — 22 — 1 valeurs de a dans F}, pour lesquels la condition (II) est
vérifiée. En choisissant n € N tel que

"l 93 1> 24488 =112,

et
a4 _2<(1+9_Q)q1/2+q1/4+1+g_9> > 1. (4.1)
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on peut appliquer la Proposition 3.3.16 (et par suite le Corollaire 3.3.18) et on
garantit ainsi l'existence d’un élément o dans F3,. pour lequel le polynéme L, f est
Morse et I’équation 22 + ax = Z—é admet une solution dans Fan.

Pour conclure, il suffit de choisir n € N.tel que

o=l _ 93 > 113

et
21’l
1920
Cela revient a choisir n € N tel que

—2<9><2"/2+2"/4+9> >1

n>9

et

0|3

2(22 (18+ L9 )>>1
1920 97-1 " 93-1)) 7 ™

Notons C(n) = 23 (ﬁ (18 +

+ @9_1>>. On peut démontrer que C'(n) est

1920 241 ' 9%
une fonction croissante en n et que C(30) < 1 et C(31) > 1. cela nous permet de
conclure. n
4.2

Polynomes de degré 20

Dans cette section on va calculer I'uniformité différentielle de certains polynémes
f(x) € Fan[z] de degré 20. En utilisant le Corollaire 3.3.18, le Corollaire 3.5.5 et
le Théoréme 3.6.2 ¢a revient a majorer le nombre de o dans I3, pour lesquels les
valeurs critiques de L, f sont distinctes.

4.2.0.1 Calcul des b;
En utilisant la méme méthode appliqué dans la sous section 4.1.0.1 on obtient
les informations suivantes :
by = a1
by = apat + a10® + aza® + asa.
by = asa.
by = aga?® + ara.

b4 = CL1@9 + CL7O[3 + agax.
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b5 = a0a12 + alau + ClQOélO + ClgOég + agOé4 + Cl90(3 + CL10062 “+ aja.

b6 = a1a13 + CL5O(9 + &9@5 + a3

b7 = a2a14 + CL30£13 + CZGOélo + CZ7O(9 + a10a6 + CLHCY5 + CL14062 + a5

bg = Cl10417 + a3a15 + CZ5O(13 + a7a11 + ag@g + (111067 + CL13065 + a15a3 + a7,

_ 19 k+1
by = Zk:o a19—Q .

4.2.0.2 Les valeurs critiques de L, f sont distinctes.

Le théoréme suivant nous permet de majorer le nombre de o pour lesquels les
o .. A _ 20 k
valeurs critiques de L, f sont distinctes pour tout polynoéme f(x) = > 7, as-xz" €
Fon[z] avec a; # 0.

Théoréme 4.2.1. Soit .
flz) = Z ago_i" € Fon 7]
i=0

un polynome de degré 20 avec a; # 0 et notons Lo (f)(z) = Z?:o bs_;zt le polynéme
associé de degré 9. Les valeurs critiques de Lo f sont distinctes sauf pour au plus
102 valeurs de o € .

Démonstration. Pour majorer le nombre de a dans 3, pour lesquels les valeurs
critiques de L, f sont distinctes, il suffit de démontrer que le polynéme

o Laf = [ [ (Laf(m:) — Laf(73))

i#]
vu comme un polynéme dans Fslag,aq,...,ag][a] est non nul, ou les 7; repré-
sentent les racines de (L, f)". En utilisant les conditions d’homogénéité du Lemme

3.1.7, il suffit de démontrer que le terme a}?al'a!®? apparait dans Pexpression de

b84H9Laf.OI'

9
bg4H9Laf = b(5)4 H Z bgfk(TiQk + Tj2k)

i<j k=0
= (@) [ (B +75) +02(r! + 7)) + .. )
i<j
= ag’a) o' H (i +7)° (R4 )+ ) +..)
i<j

= ag’a) o H ((U(ag, a1y -y am, ) +...)

1<j
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ou l'on note
Ulag, ay, ..., am, @) = (1, +75)° (1 + 75)° + ')

Les seuls b; qui font apparaitre ay dans I'expression de b3*TlgL, f sont b; et bs. De
plus, en utilisant la relation entre les coefficients et les racines de (L, f)’, on a pour
tout ¢ € {1,2,3,4}, 7; € Fa(bo, ba, by, bs, bg) et donc ag n’intervient pas dans T,L»Zk—l—Tij
pour tout k € {0,...,9}.

Alors pour démontrer que le terme aj?ai*a'%? apparait bien dans bJ*IlgL, [, il
suffit de démontrer que U(0,1,0,...,0,1) # 0.

Soit h(z) = 2. Pour démontrer que U(0,1,0,...,0,1) # 0, il faut et il suffit de
démontrer que pour tout ,j € {1,2,3,4} et pour tous racines 7;, 7; de (L,z'?)’, on
a:

Ti 7£ Tj
et
Ti 7é Tj —+ 1.

Supposons qu’il existe 4, j € {1,2, 3,4} tel que 7; = 7; 4+ 1. Sans perdre de généralité
on peut supposer que 71 + 7 = 1. Or
Li(2") = (1 4+ o+ 2% + 1), (4.2)

donc 7 + 1 + 13 + 74 = 0, cela implique que

T3+ Ty=T1+T=1 (4.3)

Comme 1 est une racine de Li(x'%) alors en utilisant I’équation 4.3 , 0 I'est aussi,
ce qui est impossible.

Pour déduire il suffit de démontrer que pour tout 7, j € {1,2,3,4} tel que i # j,
on a 7; # 7;. Supposons qu’il existe i # j € {1,2,3,4} tel que 7; = 7;. Sans perdre
de généralité, on peut supposer que 7 = To.

En utilisant ’équation 4.2, on obtient que

T1+T2+T3+T4:O

et donc 73 = 74. Comme 1 est une racine de (L;z'%) alors 7y = =1loum =74 = 1.
En utilisant de nouveau ’équation 4.2, on obtient que

TiTeT3Ty = 1. (4.4)

et que
TiTo +TiT3 + TiTa + ToTs + o7y + 374 = 1. (4.5)
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L’équation 4.4 nous donne
7'1:7'2:7'3:7'4:1.
En remplacant les 7; par leur valeurs dans 1’équation 4.5, on obtient 1 = 0 ce qui

est impossible. Donc pour pour tous ¢,j € {1,2,3,4} et pour tous racines 7;, 7; de
(Loz®), on a:

Ti 7& Tj
et
T, #7;+ 1.
Par suite le terme al?a}*a!®? apparait dans b3'IlgL,f. Cela nous permet de
conclure. O

4.2.0.3 Reésultat sur les polyndmes de degré 20.

On est prét maintenant & démontrer notre résultat sur les polynémes de degré
20.

Théoréme 4.2.2. Pour n suffisamment grand et pour tout polynéme
20
flx) = Zam_kxk € Fon 2]
k=0

de degré 20 avec ay # 0, on a 6(f) = 18.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle du Théoréme 4.1.2. La seule
différence est que la borne supérieure du nombre de o € 3, pour lesquels les valeurs
critiques de L, f ne sont pas distinctes est égale par le Théoréme 4.2.1 a 120 dans
le cas des polyndmes de degré 20. O]

4.3
Polynémes de degré 16

On termine ce chapitre par les polyndémes de degré 16. Comme on a dit précé-
demment, pour calculer I'uniformité différentielle des polynémes de degré 16 il suffit
de majorer le nombre de a € 5y pour lesquels la condition (.b) n’est pas vérifiée.
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4.3.0.1 Calcul des b;

En utilisant la méme méthode appliqué dans la sous section 4.1.0.1 on obtient
les informations suivantes :

bo = a1x.

bl = CLQCK2 + aso.

bQ = a3a3 + asa.

b3 = CL4CY4 + CL5O[3 + CL6052 + ara.

by = a10® + aza® + aqa.

b5 = (120510 + agag + CLGOzG + Cl7045 + CL10012 + ajio.

b = a10'? + azalt + asa® + ara” + aga® + a;1a? + ajso.

_ 15 k41
by = Zkzo a5t

4.3.0.2 Les valeurs critiques de L, f sont distinctes.

Le théoréme suivant nous permet pour tout polynome

16
flz) = Zaw_ka:k € Fon 2]
k=0

avec a; # 0,

6.6 6, 84 42 1022 4 12 6
aja5a3 + ajasasa; + ay azaza, + a;"ay # 0.

de majorer le nombre de « pour lesquels les valeurs critiques de L, f ne sont pas
distinctes.

Théoréme 4.3.1. Soit

16
f(l‘) = Z alﬁ_ixi c ]an [l‘]
1=0

un polynéme de degré 16 avec ay # 0, et

6 6 6 8 4 4 2 10,2 2 4 12 6
aja5a3 + ajasasay + ay azaza, + a;"ay # 0.

Notons Lo (f)(x) = S°1_, by_iz® le polynome associé de degré 7. Les valeurs critiques
de Lo f sont distinctes sauf pour au plus 72 valeurs de o € Fy.
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Démonstration. Pour majorer le nombre de o dans [, pour lesquels les valeurs
critiques de L, f sont distinctes, il suffit de démontrer que le polynéme

b0’ Tr Lo f = [ [ (Laf(7:) = Laf (7))
i#]

vu comme un polynéme dans Fa[ag, ai, .. ., ajg][] est non nul, ou les 7; représentent

les racines de (L, f)". On a
7
H7Lof = Z(bg—k)(ﬁ% +73).
k=0

Considérons pour tout 0 < k£ < 7 le polynéme symétrique
Se(z,y) = 2™ +y**.

En utilisant le théoréme fondamental des polynémes symétriques, pour tout 0 < k <
7 il existe un polynéme Qx(z,y, 2) € Fa|x,y, 2] tel que pour tout 7, j € {1,2,3} :

Sk<7—i77—j) = Qk(01702703);

ol 01, 09 et 03 représentent les polyndmes symétriques élémentaires (i.e oy (71, 72, 73) =
T+ To+ 73, 02(T1, T2, T3) = T1Te + T173 + ToT3 €t 03(71, T2, 73) = T17273). En utilisant le
logiciel du calcul formel Maple, on peut démontrer que a}?Il; L, f est un polyndome
dans Fslag, ay, ..., ail[a] de degré 72, de coefficient dominant :

6 6 6 8 4 4 2 10,2 2 4 12 6
10903 4 Q109030 + Q7 Q5030 + A1 Ay.

Fixons un polynome
16
flz) = Z a16-i7" € Fon[x]
i=0
de degré 16 avec a; # 0
6a8a + afalala? + aa2aat + a'2al # 0.

10503 + A{05030, + A7 Q50304 + G170y

Les valeurs critiques de L, f sont distinctes sauf pour au plus 72 valeurs de o €
Fs... m
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4.3.0.3 Reésultat sur les polynémes de degré 16.

On est prét maintenant & démontrer notre résultat sur les polynoémes de degré
16.

Théoréme 4.3.2. Pour n suffisamment grand et pour tout polynéme

16

flz) = Zam_kxk € Fon[z]

k=0
de degré 16 tel que a; # 0 et

6,6 6, 84 42 10 22 4 12 6
aya5a5 + ajaya5a; + ay asasa, + ay"a, # 0,

on ad(f) =14.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle du Théoréme 4.1.2. La seule
différence est que la borne supérieure du nombre de a € F3, pour lesquels les valeurs
critiques de L, f ne sont pas distinctes est égale par le Théoréme 4.3.1 & 72 dans le
cas des polynomes de degré 20. O

En utilisant la Remarque 2.1.3, on tire le résultat suivant sur les polynémes de
degré 15.

Corollaire 4.3.3. Pour n suffisamment grand et pour tout polynéme
flz) = Zalg,_kxk € Fon 2]
k=0
de degré 15 tel que ag # 0 et

6 6 6 8 4 4 2 10,2 2 4 12 6
agQyay + aga;a5a3 + ay aya30s + a;"ay # 0,

on ad(f)=14.



Chapitre 5

Le théoréme principal

Dans ce chapitre on va démontrer le résultat principal de la thése. Comme on I'a
vu dans les chapitres précédents, pour montrer que 'uniformité différentielle d’un
polynome est maximale, il suffit de trouver un élément o non nul, pour lequel les
conditions (I.a), (Ib) et (II) sont vérifices simultanément. Les conditions (I.a) et (II)
sont déja traitées dans le Chapitre 3.

On va étudier dans ce chapitre la condition (I.b) sur les polynomes de degré
2" (2¢+1), cela va nous permettre de démontrer notre résultat. Pour cela, on introduit
la définition des polynémes "Trace" P, et on étudie leurs propriétés algébriques.

On verra que la méthode utilisée pour étudier la condition (II) est en fait inspirée
de celle utilisée pour les polynomes de degré 12 ou 20 dans le Chapitre 4.

On commence d’abord par I'é¢tude de I’expression du polynéme L, f et des pro-
priétés élémentaires du polynéme F,. Ensuite, on traite les racines du polynoéme
(Lo(z™1)) et on termine par la démonstration du Théoréme 5.3.1 en distinguant
trois cas en fonctions du pged de £ et de r. Dans le cas ol ce pged est plus grand ou
égal & 3, nous expliquons pourquoi notre méthode ne s’applique pas.

Enfin, expliquons pourquoi nous arrivons & conclure la preuve dans le cas des
polynomes de degré m = 2"(2° + 1). Le point clé est la forme spéciale du polynéme
L f. Plus précisément, si f(x) = agz™+. .., nous arrivons a déterminer dans quelle
coefficients b; de Lof = box® + ... apparait ag. Ce sera I'objet du Lemme 5.1.1.
Puis I’étude des valeurs critiques distinctes fera apparaitre les polynémes "Trace"
P, dont les propriétés spéciales nous permettront de conclure.

5.1

63
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Expression de L, f

Dans cette section on va donner pour tout m = 27(2° + 1) tel que ¢ > 1, r >
2 et pour tout polynome f(z) = > ;" am_rz* de degré m, des informations sur
I’expression de L, f. Le lemme suivant nous donne des informations indispensables
sur le coefficient ag.

Lemme 5.1.1. Soit m =2"(2+ 1) tel que £ > 1,7 >2. On a
-1
r+k
(Li(@™)(@) =1+ """
k=0

(En conséquence, si f(x) = S0 o am_x2" € Fonlz] et Lof(x) = 320_, ba_ra®, alors
ag apparait seulement dans les coefficients : by, bg_or,bg_or+1, ..., bg_gr+e-1.)

Démonstration. Soit g(z) =1+ 3 _y 2% . Il suffit de démontrer que
g(2® + ) = 2™+ (z +1)™.

On a:

-1
g(ZL‘2 —I—I‘) =1+ Z(m +$2>27'+k
k=0

/-1
S
k=0

2'r+l

—14+22 +2

or+4 or+L

Or 2™+ (z+1)" =222 4 (2 + )72 = 1422 + 22", cela nous permet de
conclure. n

Dans ce qui suit on va utiliser la notation suivante :

Notation 5.1.2. Soit k& > 1, on définit le polyndéme Py (x) par

Puz)=z+2+a*+2%+.. . +22 .
Remarque 5.1.3. Soit k£ > 1, pour tout u € Fax, on a :

Py(u) = Trg,, /F, (u).
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En utilisant les propriétés de la Trace et des calculs élémentaires, on dégage les
informations suivantes :
Remarque 5.1.4. Pour tout £ > 1, on a :
(1) Py est linéaire.
(2) Pour tout s > 1, Py(2?") = P¥ (x).
(3) Pi(z) = Po1(x) +
(4)

4 (1) = 0 si et seulement si k=0 (mod 2).

Pk ok—1
By

Nous signalons aussi que 'application k& — P, des propriétés algébriques remar-
quables par rapport & la somme et au produit. La condition (1) ci-dessous peut par
exemple se retrouver dans 'article [6].

Lemme 5.1.5. Soient k et s deuz entiers non nuls. On a :
(1) Prss(x) = Piu(z) + P ().
(2) Prs(x) = Y5y P2 (x),

Démonstration. (1) On va procéder par récurrence sur s. L’égalité est vérifiée si
s = 1. Supposons que

Peys(x) = Pulz) + PY (2).
et montrons que :
Piori(z) = Po(z) + P25 (2).
Or,
Prron(2) = Popa(a) + Pr(2)*".
En utilisant ’hypothése de récurrence on a :

2k+s

Piso1 () = Pu(w) + P2 (2) + Pi(x)
= Py(x) + (Ps(z) + Pl(x)zs)2
= Pu(x) + P%, ().

k

(2) On va procéder par récurrence sur s. L’égalité est vérifiée si s = 1. Supposons
que

s—1
Pu(x) = P (@),
=0
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et montrons que

21k
s+1) §

Or en utilisant le Lemme 5.1.5

ka

Prsrny(z ):Pks( ) + Pi(x)

_ Z P21k + Pk >2k’s

At

Cela nous permet de conclure.

O
Démontrons maintenant un résultat de divisibilité sur les polynoémes Pj.
Lemme 5.1.6. Si k et s sont deux entiers tel que k divise s, alors P, divise P.
Démonstration. Soit k' un entier tel que s = kk’. On a par le lemme 77
K —1
Py(x) = Py (2 Z P (x),
donc P, divise Ps. O

Le lemme suivant va nous servir a démontrer le Lemme 5.2.9, qui a son tour va
nous aider a démontrer notre résultat dans le cas ot pged(¢, 1) = 2.

Lemme 5.1.7. Soit u € Fy tel que u # 0 et u # 1 et soit k un entier pair. On a
P.(u)=0<= k=0 (mod4).

Démonstration. Comme u # 0 et u # 1 alors u +u? = 1. Or

k—1

Pi(u) = u+u® +u' +u® + - +u?
—utu’+w+u) 4wt )+t (u )

k
L]

= Z(u + u?)?
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Donc

Cela nous permet de conclure. O

On donne maintenant une condition suffisante qui nous permet de majorer le
nombre de o € 3, pour lesquels les valeurs critiques de L, f sont distinctes. Nous
utilisons de fagon importante le Lemme 3.1.7 qui a la fois donne un résultat d’ho-
mogénéité et permet de controler le degré du polynéme b)Y I1yL, f.

Proposition 5.1.8. Soit m = 27(2° + 1) tel que ¢ > 1, r > 2 et soit f(x) =
Sy @m—kx® € Foulz] de degré m tel que a; # 0. Soit Lo f(x) = EZ:O ba_rz® le
polynome associé de degré d. Si pour tous racines distinctes 1;,7; de (Ly(z™ 1)),
Py(1; + 15) # 0 alors Lo f a des valeurs critiques distinctes sauf pour au plus (5d +
4) ((dj)/Q) valeurs de o € F,,.

Démonstration. En utilisant la Proposition 3.2.11, il suffit de démontrer que b)' Tl L, f
vu comme un polynéme dans Fylag, ay,...,an|[a] a est non nul de degré (5d +
4)((d721)/ 2). En utilisant les conditions d’homogénéité du Lemme 3.1.7, il suffit de

démontrer que le terme a2¢a¢a®4+4¢ apparait dans I'expression de b)'TI4L, f. Mais

d
)= o T (S0 7+ )
i<j \k=0
-1
r+k
= (@) T [0l )7 4 )
i<j \k=0
-1
r+k
= (al&)N H Z b3_2r+k (Ti + Tj)2 " ) —+ ..
i<j \k=0
/-1
_ o I (Z@m—wwz(n . >) L
i<j \k=0

ot les 7; sont les racines de (L, f)’. Comme
(Laf)/(x) = boxd_l + b2$d_3 + b4l‘d_5 + ...+ by

et en utilisant les relations coefficients racines et le Lemme 5.1.1, le seul terme qui
contient ag dans ’expression de bév [MyLf est

/-1
ap‘ay o H <Z(O‘m?+k+l)2(ﬂ + Tj)fk) .

i<j \k=0
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Notons

~

-1
(am72r+k+1)2( )27‘+k'

S(al,aQ,...,am,a): Ti—l-Tj

e
Il

0

Pour démontrer que le terme a2¢aféq/®d+4)e

il suffit de démontrer que

apparait dans l'expression de b)'TI;L, f,

/-1

S(1,0,...,1) = (Y (m + 7))

k=0

est non nul, ce qui est équivalent a étudier la nullité de Py(7,+7;) ot les 7; représentent
les racines de (Li(z™ 1)),
O

5.2
Les racines de (Li(z™ 1))

Dans cette section, on va étudier la nullité de Py(7; + 7;) lorsque 7; # 7;, suivant
les valeurs de £ et 7, oul les 73, sont les racines de L;(z™™!)". Le lemme suivant nous
permet de savoir pour tout polyndme g(x) = > o am—kx® de degré m = 2(2 + 1)
dans quels coefficients by, de L, f = Zk:o bg_rx® I'indéterminée a; apparait.

Lemme 5.2.1. Considérons m = 2"(2°+1) avec £ > 1,7 >2. On a

r—1
(Li(2™ ) (z) = 2% 1 + (1 +a7 2 2T+ x2T+471> 21
k=0
Démonstration. Notons
r—1
g(x) = ¥t (1 + 2% + 2 + 2 + ...+ :L‘T%_l) 22
k=0

Il suffit de montrer que

gl@*+z) =2+ (z+1)™"L.



CHAPITRE 5. LE THEOREME PRINCIPAL 69

On a
r—1
r_ r r x —|— x?
g(2® +2) = (v + 2?)? 1+<1+(a:+x2)2+...+(a:+ 2y2re 1)
k=0 @’
2" or+1 r—1 9k ok+1
- xr + X or 27‘+Z (Q? + xr )
= ()
k=0
1 T ' ' T
=i <x2 +2¥ (1422 —|—w2+£)(a:~|—:1;2)>
]‘ s r s s T r r r
-— <x2 Fa? T e e T g g 2 )
1 T T T '
- <x+x2 T T g 22 )
Par ailleurs on a :
or 27‘+Z or 27‘+£
22T (g )2 at * (z+1)7F
T x+1
$2r+2r+é+1 + x2r+2r+€ + x(x + 1)2r+2r+f
- z(z+1)
$2r+2r+é+1 + x2r+2r+€ + $<x27‘+2r+2 + x2r + x2r+€ + 1)

z(r+1)

T r4£ Is r+-£

x+ x?
= g(z® + z).

]

Introduisons maintenant, le polynéme h(x), qui va nous servir a faire pour 'étude
des racines de (L;(x™1)" a faire apparaitre des polynomes "Trace" et a travailler
dans I’anneau des polynémes ( et non dans le corps des fractions rationnelles) grace
a la multiplication par z2.

Proposition 5.2.2. Soit m = 2"(2° + 1) tel que £ > 1, r > 2 et soit h(z) =
2?(Ly(xz™ 1)), On a

h(z) = PX(x) + P{ (2) P2y (x).
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Démonstration. On a

h(z) = 2*(Ly(a™"))

— :(;2T —+ (1 + ng(x))PrQ 1(‘T)

= + PL,(@) + Y (2) P2y (v)

= P2(z) + P2 (z)Py(x)”.
[

On donne maintenant Pexpression explicite des racines de L} (z™!) en termes
des racines d—iéme de l'unité.

Proposition 5.2.3. Considérons un entier m = 2"(2° + 1) tel que { > 1 et v > 2.

Les =1 racines de L (™) sont de la forme
_1
Tt 1o

ot l'on considére un choix de % racines 0; telles que 0¢ =1, 0; # 1 et 0ifj # 1,
pour tout i # j.

Démonstration. On a :
Di(z™ ) =LoT

mfl)

ou l'on rappelle que T;(x) = z? + x. Notons u; les racines de D} (x , on a

u" "+ (u; 1) =0,

2

donc
m—2
U; .
(Ui + 1) -
Alors
d
U; .

Prenons 6; = —“-. On a

u;+1°
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On conclut en utilisant que
Tl(ui) =T
et que
T1<'LLZ) = Tl(Uj) 0, = 6]' ou 619] = 1.
O]

La proposition suivante est le point clé de la démonstration des Propositions 5.2.7
et 5.2.11.

Proposition 5.2.4. Soit m = 2"(2° + 1) tel que { > 1, v > 2 et soit 7; une racine

de Ly (z™1). On a
1 1
P i -22 - .
Z(T—i_Tz) 1+91+1+012213

Démonstration. On a

Pg(Ti + 7_122) — PK(Ti) + Pg(Ti)Ql
22[71

f— . . .. 2271 2Z .« ..
=T+t +17 ++T
1 1 1 1 1 1

“1re 1re Tire Tire T T e Ty
1 1 1
T T T e e
_1,
S 1+6; 1462
]
La proposition suivante joue un role important dans 1’étude des racines de Ly (z™ ).
On va se servir de ’équation 5.1 pour avoir des informations sur les ;.
Proposition 5.2.5. Considérons les deux entiers £ > 1 et r > 2 et soit m =
27(2° +1). Pour toutes racines distinctes 7; et 7; de h, si Py(7; + ;) = 0, alors
v Pr ) 2 Pr ) )2 Pr )2 r
PK(TZ‘)Q — (T> _ (T +T]) _ (TJ) _ Pg(Tj)z (51)

P.y(1)? Poa(ri+75)%  Proa(m)?

Démonstration. On a h(r;) = 0, donc par la Proposition 5.2.2 on a Py(7;)* = PJZL%
r—1\"2

et donc on a la premiére égalité. De la méme maniére on obtient la derniére égalité.
Or

0= A(r) + h(r) = PA(m) + P} (i) Py (73) + PE(7y) + PP (1) PPy (7).



CHAPITRE 5. LE THEOREME PRINCIPAL 72

Comme Py(7;) = Py(7;), alors
PX(m) + B} (1) P2 (1) + P2(y) + P (7)) P21 (75) = 0
et done
P(r;+7;) + P7 (1) Py (1i + 75) = 0.

Cela implique la deuxiéme égalité. O

5.2.1 Cas pged(l,r) =1":

Dans cette section on va supposer que pged(¢,7) = 1. Le lemme suivant est
fondamental dans la démonstration dans le cas pged(¢,r) = 1. Il va nous servir en
particulier a démontrer la Proposition 5.2.7.

Lemme 5.2.6. Soit { et r deuz entiers premier entre eux. Si on note d = 2"~1(2" +
1) —1etd =2%—1 alors on a pged(d,d’) = 1,

Démonstration. On remarque que d’ = (2°41)(2° —1). Soit ¢ un diviseur commun &
d et d'. Puisque t divise d’, on peut écrire t sous la forme : t = ab avec a un diviseur
de 2°+1 et b un diviseur de 2° — 1. On a donc : 2° = —1 (mod a) et 2 =1 (mod b).
On en déduit que

(1) d=—1 (mod a) et
(2) d=2"—1 (mod b).

Or t = ab divise d donc d = 0 (mod ab) cela entraine que d = 0 (mod a) et d =0
(mod b).

(i) 0=—1 (mod a) et donc a =1 et

(ii) 2" =1 (mod b).
Ainsi l'ordre de 2 dans (Z/bZ)* divise ¢ et r. Donc ordre(2) = 1 dans (Z/bZ)*. Cela
implique que 2 =1 (mod b) et donc b = 1. O

Terminons maintenant avec la proposition suivante qui va nous servir a démontrer
le Théoréme 5.3.1.

Proposition 5.2.7. Considérons les deuz entiers £ > 1 et r > 2 avec pged(¢, 1) = 1
et soit m = 2"(2° +1). Soit (i,7) € {1,...,(d — 1)/2}* tel que i # j. Pour toutes
racines distinctes de h, 7; et 7;, on a

Pg(TZ’ + Tj) ?é 0.
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Démonstration. Par I’absurde supposons que Py (7;,+7;) = 0 et donc que 7,+7; € Fae.
Alors % € Fye. Cela implique par la Proposition 5.2.5 que Py(7;)* € Fy, et
r— 3 J
donc Py(7;) € Fye. On a par la linéarité de P, que Py(7; + TZ?E) = (0. En utilisant la
Proposition 5.2.4, on obtient que
1 1

L+0;, 1462

et donc 6; = #2”. Donc 9?25_1 =1, or §¢ = 1, alors Qfng(zu_l’d) = 1. Cela implique
par le Lemme 5.2.6 que 6 = 1 et donc §; = 1. Cela nous permet de conclure.
m

5.2.2 Cas pged(l,r) =2 :

On passe maintenant au deuxiéme cas. On va supposer dans cette section que
pged (¢, r) = 2. On remarque d’abord que dans ce cas, contrairement au cas précédent
1 est bien une racine de h(x).

Remarque 5.2.8. Considérons les deux entiers ¢ > 1 et r > 2 avec pged (¢, r) = 2
et soit m = 27(2¢ + 1). Comme

h(1) = P*(1)+ PZ ()P? (1) =0+0x 1 =0,

-
les racines de L (z™ ') sont de la forme : 79,72, ..., T(g_1)/2 avec 71 = 1.

Le lemme suivant montre que les racines de L} (x™~1) n’appartient pas a Fy.
Lemme 5.2.9. Soiti € {1,..., %2}, Si7 # 1 alors 7; ¢ Fye.

Démonstration. Supposons que 7; € For. On a Py(7;) = 0, et donc par la Proposition
5.2.5, P.(1;) = 0. Cela implique que 7; € Fye N For = Fyz = Fy. Comme FPy(7;) =
P.(7;) = 0, alors par le Lemme 5.1.7, 4 divise ¢ et r, Cela nous permet de conclure.

O

On signale le résultat d’arithmétique élémentaire suivant, qui va nous servir a
démontrer la Proposition 5.2.11.

Lemme 5.2.10. Soit | € N. Considérons les deuzr entiers d = 2"1(2! + 1) et
d =2%—1. On a pged(d,d') = 3,

Démonstration. On remarque que d’ = (2°+1)(2°—1). Soit ¢ un diviseur commun &
d et d'. Puisque t divise d’, on peut écrire t sous la forme : t = ab avec a un diviseur
de 2+ 1 et b un diviseur de 2 — 1. On a donc : 2! = —1 (mod a) et 2° =1 (mod b).
On en déduit que
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(1) d=—1 (mod a) et
(2) d=2"—1 (mod b).
Or t = ab divise d donc d =0 (mod ab). Cela entraine que d =0 (mod a) et d =0
(mod b).
(i) 0=—1 (mod a) et donc a =1 et
(ii) 2" =1 (mod b).
Ainsi l'ordre de 2 dans (Z/bZ)* divise ¢ et r. Donc ordre(2) = 1 ou 2 dans (Z/bZ)*.
Siord(2) =1, alors 2 =1 (mod b), Cela implique que b = 1 et par suite t = 1.
Si ord(2) = 2, alors b =1 ou 3 et par suite t =1 ou t = 3.

Donc les seules diviseurs possibles de pged(d,2%* — 1) sont 1 et 3. Or 22 —1 = 0
(mod 3) et 27 1(2° +1) — 1 =0 (mod 3), donc 3 divise d et d’ et donc il divise leur
plus grand diviseur commun, Cela nous permet de conclure. O

La proposition suivante nous montre que si pged (¢, ) = 2, alors le terme a%ea‘fea(5d+4)e

apparait dans I'expression de b)TI4L, f.

Proposition 5.2.11. Considérons les deux entiers £ > 1 et r > 2 avec pged(¢,1) =
2 et soit m = 2"(2° 4+ 1). Soit (i,5) € {1,...,(d—1)/2}* tel que i # j et soit 7; et T
deuz racines distinctes de (Li(z™')'. On a :

Pg(Ti + Tj) 7£ 0.

Démonstration. Comme 7; et 7; sont différents, sans perdre de généralité on peut

supposer que 7; # 1. Supposons que Py(m; + 7;) = 0, donc 7; + 7; € Fyr. Alors
Pr(mit7;)
Prfl(Ti‘ijrj)

la linéarité de Py que Py(7; + Tfe) = 0. En utilisant la Proposition 5.2.4, on obtient
que

€ Fy. Cela implique par la Proposition 5.2.5 que Py(7;) € For. On a par

11
1+6; 1+62

et donc 6; = #2*. Donc #2 "' =1, or 6 = 1, alors Qfng(zﬂ_l’d) = 1. Cela implique
par le Lemme 5.2.10 que 6 = 1 et donc 6; € F,. Cela implique que 7; € Fy. Mais
comme F; C Fy, alors 7; € Fye. On conclut en utilisant le Lemme 5.2.9.

O
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5.2.3 Cas pged(f,r) > 3 :

Il nous reste maintenant & traiter le troisiéme et dernier cas. On va démontrer
dans ce cas que contrairement aux deux cas précédents on trouve deux racines
distinctes 7; et 7; telle que que Py(7; + 7;) = 0. Par suite le terme a2¢af¢q(>d+9e

n’apparait pas dans l'expression de b)'II4L,f.

Proposition 5.2.12. Considérons les deux entiers ¢ > 1 et r > 2 avec pged(¢,1) >
3 et soit m = 2"(2" +1). Il existe 7; # 7; tel que Po(m; + 7;) = 0.

Démonstration. D’aprés le Lemme 5.1.6 on a P,(x) divise Py(z) et P,(z). Comme
a > 3, il existe deux racines distinctes non nuls u et v de P,. Donc u et v sont
deux racines distinctes non nulles de P, et P,. En utilisant la Proposition 5.2.2, u
et v sont des racines distinctes non nulles de h. Cela implique qu’il existe (i,7) €
{1,2,---, %L} tel que u = 7 et v = 7; et 7; # 7;. Alors,

Pg(Ti + Tj) = Pg(Ti) + Pg(Tj> = Pg(U) + Pg(U) =0+0=0.

5.3
Démonstration du théoréme principal.

Aprés avoir donné tous les préliminaires nécessaires on est prét maintenant a
démontrer le théoréme principal de la thése qui répond partiellement aux deux
questions ouvertes mentionnées dans 'introduction.

Théoréme 5.3.1. Soit m = 2Y(2"+1), ot € et r sont deux entiers tels que pged (£, 1) <
2,0 > 2 etr > 1. Pour un entier n suffisamment grand et pour tout polynome

flx) = Zam_wk € Fon[z]
k=0

de degré m tel que a; # 0 on a 0(f) =m — 2.

Démonstration. En utilisant le Corollaire 3.3.18, pour démontrer que §(f) est maxi-
mal, il suffit de démontrer que pour n suffisamment grand il existe a € F3, pour
lequel :

(1) Lo f est Morse.

(2) 1l existe © € Fan tel que 2 + az = &

% .
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Cela est équivalent a démontrer qu’il existe a € F3,. pour lequel :
(1) Lo f est Morse.
(2) Tr(:%;) = 0.

boo?

Par le Proposition 5.1.8, la Proposition 5.2.7 et la Proposition 5.2.11, le nombre
de a € F3. pour lesquels L, f n’a pas des valeurs critiques distinctes est au plus
(5d+4) ((d_;)(z)). En utilisant le Théoréme 3.6.2, le nombre de o € %, pour lesquels
L. f n’a pas des points critiques non dégénérés est au plus (m — 1)(m — 4). En plus,
en utilisant le Corollaire 3.5.5, le nombre de o € F3,. pour lesquels il existe x € Fon

tel que 22 + ax = b—(l) est au moins 2" ! — 1. Donc en choisissant n tel que

(d—=1)(2)

ol 93 >1+(5d+4)< )

)+ m = =1

L—2(a+ g g w1+ 22 >0 (5.2)
do dg do

avec : q = 2" dg = d'2971 et gq < d!2¢(d — 3/2) + 1, on peut appliquer la
Proposition 3.3.16 et on garantit ’existence d'un élément o dans 3, pour lequel le
polynéme L, f est Morse et I'équation x? + ax = Z—é admet une solution dans Fan.
Cela nous nous permet de conclure. O

En choisissant ¢ = 2 et r = 1, on retrouve le résultat sur les polynomes de degré
12. De méme, en choisissant ¢ = 2 et r = 2, on obtient le résultat sur les polynémes
de degré 20.

Rappelons maintenant les deux questions ouvertes que l'on a posées dans l'intro-
duction.

Question ouverte 1. Pour un entier naturel £, parmi les polynémes de degré m =
4(2° 4+ 1), lesquels sont APN exceptionnels ¢

Question ouverte 2. Parmi les polynémes de degré m = 0 (mod 8), lesquels sont
APN exceptionnels ¢

On remarque qu’en choisissant ¢ = 2, on répond a la premiére question ouverte.
De plus, si on choisit £ > 2, on répond partiellement a la deuxiéme question ouverte.



Chapitre 6

Résultats obtenus dans le cas des
trindémes

Dans ce Chapitre, nous nous consacrons au cas des trinomes. En effet, nous
avons remarqué que dans le cas des trindmes, on peut plus facilement transférer
des résultats de majoration du nombre de « tel que L,f soit & valeurs critiques
distinctes, a partir de larticle |2].

Nous traitons d’abord le cas des bindmes et nous en déduisons celui des trinémes.
Nous avons déja défini dans la Définition 2.3.5, un ensemble M en termes des racines
de 'unité. Rappelons maintenant une définition équivalente qui est donnée dans [2].

Définition 6.0.1 (Définition 3.10 de [2]). On définit M par I'ensemble des entiers
impairs m pour lesquels L,z a des valeurs critiques distinctes.

On passe maintenant au lemme suivant qui nous permet de traiter la condition
(Lb) dans le cas des bindmes.

Lemme 6.0.2. Soit m = 0 (mod 4) un entier tel que m — 1 € M. Pour tout
binome f(z) = apx™ + ayz™ ' € Fonlz] de degré m tel que a; # 0, le nombre de
a € F5,. pour lesquels les valeurs critiques de L, f ne sont pas distinctes est au plus

(5d +2)(“")®).

Démonstration. On a par la Proposition 3.2.11 que L,f a des valeurs critiques
distinctes si et seulement si

(Lo f) = H (Laf(7i) = Laf(75)) # 0

1<j

ou les 7; sont les racines de (L, f)". Pour majorer le nombre de o € F3,, pour lesquels
le polynéme L, f n’a pas des valeurs critiques distinctes, il suffit de démontrer que

7
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le polynome b)'Tl4(Le.f) vu comme un polynome dans Fylag, ai][a] est un polynome
non nul. Cela revient & démontrer qu’il existe un monéme non nul dans I’expression
de b)'T4(Laf). En utilisant le Lemme 3.1.7 on a :

b Ty (Lof) = Z e(ig, i1)alalt amot),
La somme est prise sur les couples d’entiers (ig, 1) tel que :
(1) €e(ig,41) = 0 ou 1.
(2) do+i1 = (d+2)(“")7).
(3) r(ig, 1) est défini par r(ig,i1) = (6d +4) (/) —iy.
Parmi les termes qui peuvent apparaitre dans la somme, on va distinguer trois cas :

Premier cas : Si ig = 0, alors

€(io, il)aéoalf o (0:1) — (0, Z.l>a§d+2)((d721)/2)a(5d+2)((d—21)/2).

Deuxiéme cas : Si 7; = 0, alors

S ) )
e(ip, ir)agay a0 = e(io,O)a(()dH)( 2"7) (Bt ( D2y

Troisiéme cas : Si ig # 0 et 41 # 0 alors

e(ig, i1)agatt a0 = (i, O)a(()d+2)<(d_21)/2>a(6d+4)(<d7§)/2)—z‘1

elio, 0)al VL H ) gloar (%)@ ()i

Comme m — 1 € M, alors L, (™) a des valeurs critiques distinctes et donc
g(La(f)(ao=0,a1 =1,a9 =0,...,a,, =0, =1) #0.
Cela implique que €(0,14;) # 0 et par suite le terme

(0, 1)al ) qloe(40) _ (D) yaman (P g

apparait dans I'expression de b)'Tl;L, f, cela nous permet de conclure. O

Dans la remarque suivante on rappelle un lemme de article [2] qui va nous servir
dans la démonstration de la Proposition 6.0.4.
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Remarque 6.0.3 (Lemme 3.4 dans [2]). Soit f € Fan[x]. Pour tout @ € F3,,
le polynéme L,f a des valeurs critiques distinctes si et seulement si pour tout

(1,m) € (E)27 (Daf) (1) = (Daf) (n) = 0 et Dof(7) = Dyf(n) implique 7 = 7 ou
T=n+c.

La proposition suivante permet de transférer un résultat sur les valeurs critiques
des binémes aux trindmes.

Proposition 6.0.4. Soit m € N un entier tel que m = 0 (mod 4) et soit f(x) =
agz™ + ayz™ ! € Foulz] un binéme de degré m tel que ay # 0. Pour tout polynéme
g(x) € Fon[x] de la forme

g(x) = f(x) + aga™ ™,
les valeurs critiques de Lo f sont distinctes si et seulement si les valeurs critiques de
Log sont distinctes.

Démonstration. En utilisant la Remarque 6.0.3, L,f a des valeurs critiques dis-
tinctes si et seulement si pour tout (7,7) € Fy :

Do f(1) = Daf(n) et (Daf) (1) = (Daf)'(n) =0 = 7=nourt=n+a
C’est le cas si et seulement si pour tout (7,71) € Fy, les deux égalités suivantes
ao(T4+a) " +agt" +ar (THa)" a7 = ag(nt-a) ™ +agn™ +a1 (n+a)™  Han™ !

et
a(T+a)" ?+a ™ P =a(t+a)" P+ ar™ =0
impliquent que 7 = 1 ou 7 = n+a. Cest équivalent a dire que, pour tout (7,7) € Fy,
les deux égalités suivantes
Cao(T 4+ @)™ 4 apT™ 4+ ar (T + )™+ ™+ (T 4+ @)™+ apr™ T =
ao(n+ )™ +aon™ + ar(n+ @)™+ a4 as(n + @)™ 4 a7,
Lot Pt amm =g (t+a)" P a2 =0

impliquent que = 7 ou n = 7 + «, c’est-a-dire que L,g a des valeurs critiques
distinctes. O

D’aprés le Corollaire 3.3.18, pour démontrer le Théoréme 6.0.6, il suffit de trouver
un « € 5, tel que :

(1) Le polynéme L, f est Morse.

by
bo

(2) Tl existe x € Fon tel que 22 + ax =
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Dans le Théoréme 3.6.2 on a réussi a majorer le nombre de o € F3, pour lesquels
la condition (I.a) n’est pas vérifiée, de méme dans le Corollaire 3.5.5, on a réussi
a majorer le nombre de a € F3, pour lesquels la condition (IT) n’est pas vérifiée.
Comme n est choisi suffisamment grand, il suffit alors de majorer le nombre de
a € F},. pour lesquels la condition (I.b) n’est pas vérifiée. C’est ce que 1'on va faire
dans le corollaire suivant :

Corollaire 6.0.5. Soit m € N un entier tel que m = 0 (mod 4) et m —1 € M.
Pour tout trinéme f(z) = apx™ + a1x™ ' + agx™ % € Fou[z]| de degré m tel que
a; # 0, le nombre de o € F3,. pour lesquelles les valeurs critiques de Lo f ne sont
pas distinctes est au plus (5d + 2)((d_;)(2)).

Démonstration. Soit W(x) = agx™ + a;z™ . En utilisant la Proposition 6.0.4, les
valeurs critiques de L, f sont distinctes si et seulement si les valeurs critiques de
L, W sont distinctes. Donc en utilisant le Lemme 6.0.2, le nombre de a € F3,

pour lesquelles les valeurs critiques de L, f ne sont pas distinctes est au plus (5d +

2) (=) 0

On est prés maintenant & démontrer notre dernier résultat.

Théoréme 6.0.6. Soit m € N un entier tel gque m =0 (mod 4) et m—1 € M. Pour
n suffisamment grand et pour tout trindme f(x) = agx™ + a12™ 1 + asx™? € Fon[x]
de degré m tel que a; # 0, 0(f) est mazimale, c’est-a-dire 6(f) = m — 2.

Démonstration. En utilisant le Corollaire 3.3.18, pour démontrer que §(f) est maxi-
mal, il suffit de démontrer que pour n suffisamment grand il existe o € 5, pour
lequel :

(1) Lo f est Morse.
b

(2) L’équation x € Fan tel que 2% + ax = 3+ a une solution dans Fan.

En utilisant le Corollaire 3.4.4, ¢a revient & démontrer qu’il existe a € F3, pour
lequel :

(1) Lf est Morse.
(2) Tr(:25) = 0.

boa?

Par le Corollaire 6.0.5, le nombre de a € F5, pour lesquels L, f n’a pas des valeurs
critiques distinctes est au plus (5d + 2)((‘1_;)(2)). En utilisant le Théoréme 3.6.2, le
nombre de a € F3,. pour lesquels L, f n’a pas des points critiques non dégénérés est
au plus (m—1)(m—4). En plus, en utilisant le Corollaire 3.5.5, le nombre de a € F3,,
pour lesquels il existe 2 € Fan tel que 22 + oz = Z—é est au moins 2" ' — 2% — 1. Donc
en choisissant n suffisamment grand on garantit I’existence d’un o € F5,, pour lequel
les conditions (I.a), (I.b), (I.c) et (IT) sont vérifiées, cela nous permet de conclure. [
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En utilisant 'Exemple 2.3.5, et le Théoréme 6.0.6, on obtient que pour n suf-
fisamment grand et pour tout trinéme f(z) = apz™ + a12™ ' + axx™ % € Fonlx]
de degré m = 6.9 + 2, avec k > 1, on a §(f) = m — 2 et donc f n’est pas APN
exceptionnel. On répond ainsi partiellement a la question ouverte 2 mentionnée dans
la section 2.2.
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Résumé

Nous étudions dans cette thése 'uniformité différentielle des polyndémes de degré
pair définis sur des corps finis de caractéristique 2. Une caractérisation des poly-
nomes Morse permet de comparer certains groupes de monodromie arithmétiques
et géométriques et ainsi d’appliquer le théoréme de densité de Chebotarev, central
dans notre travail. On en déduit que si le pged de deux entiers ¢ > 1 et r > 2 vaut
1 ou 2, les polynomes de degré m = 2"(2° + 1) avec un second coefficient dominant
non nul ont une uniformité différentielle maximale (c’est-a-dire égale & m — 2), sur
une extension suffisamment grande du corps de base.

En particulier ces polynémes ne sont pas APN exceptionnels, ce qui apporte une
contribution a la conjecture d’Aubry, McGuire et Rodier dans le sens ot les cas des
polynomes de degré multiple de 8 ou encore de degré m = 4(2° + 1) étaient encore
complétement ouverts dans les travaux sur le sujet.

Mots clés

Théoréeme de Chebotarev, groupes de monodromie et polynémes APN.

85



Abstract

We study in this Ph.D. thesis the differential uniformity of polynomials of even
degree defined over finite fields of characteristic 2. A characterization of Morse poly-
nomials enables to compare some arithmetic and geometric monodromy groups and
thus to apply the Chebotarev’s density theorem which is central to our work. We
deduce that if the ged of two integers £ > 1, r > 2 equals 1 or 2, then the poly-
nomials of degree m = 27(2° + 1) with a non-zero second leading coefficient have a
maximal differential uniformity (that is equals to m-2) on sufficently large extension
of the base field.

In particular these polynomials are not exceptional APN. It contributes to the
conjecture of Aubry, McGuire and Rodier in the sense that the cases of polynomials
of degree multiple of 8 or m = 4(2° + 1) were open.

Keywords

Chebotarev’s theorem, monodromy groups and APN polynomials.
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