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Chapitre 1

Introduction

Deux questions ouvertes sur les polynômes APN exceptionnels

Depuis l’antiquité, de nombreuses méthodes de chiffrement ont été élaborées pour
rendre la compréhension d’un document chiffré impossible à toute personne ne dis-
posant pas d’une clé. Parallèlement, de nombreuses attaques ont été imaginées pour
comprendre ces textes chiffrés. Parmi ces attaques on distingue les attaques diffé-
rentielles qui consistent généralement à étudier l’impact de la différence entre deux
entrées sur la différence entre deux sorties. Pour faire face à ces attaques, Nyberg
a introduit dans [20] des polynômes qui offrent une bonne résistance contre les at-
taques différentielles. Elle les appelle les polynômes APN (pour Almost Perfect Non
Linear). Avant d’énoncer leur définition, on rappelle la définition de l’uniformité dif-
férentielle. Pour un polynôme f ∈ F2n [x], Nyberg définit l’uniformité différentielle
de f sur F2n par :

δF2n
(f) = max

(α,β)∈F∗
2n×F2n

Card{x ∈ F2n|f(x) + f(x+ α) = β}.

Un polynôme f est alors dit APN si δF2n
(f) = 2. Parmi les polynômes APN sur

F2n , on distingue les polynômes APN exceptionnels sur F2n . Ce sont les polynômes
APN sur une infinité d’extensions de F2n . Malgré leur importance, les polynômes
APN exceptionnels sont rares. En 2010, Aubry, McGuire et Rodier ont énoncé dans
[4] la conjecture suivante :

Conjecture. Soit n ∈ N∗. Les seuls polynômes APN exceptionnels sur F2n sont
ceux qui sont CCZ-équivalents aux monômes de degré 2ℓ + 1 ou 4ℓ − 2ℓ + 1 avec
pgcd(ℓ, n) = 1.

L’étude de cette conjecture a suscité l’intérêt de nombreux auteurs. Dans le cas
des polynômes de degré impair, plusieurs résultats ont été démontrés par Hernando
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 4

et McGuire dans [14], par Aubry, McGuire et Rodier dans [4] et par Delgado dans
[10]. Dans le cas des polynômes de degré pair, des résultats sont obtenus par Janwa et
Wilson dans [18], par Aubry McGuire et Rodier dans [4], par Bartoli et Schmidt dans
[5], par Rodier dans [22] et par Caullery dans [8]. Nous détaillerons ces résultats dans
la section 2.2. Nous verrons que jusqu’à maintenant nous n’avons pas d’informations
sur l’uniformité différentielle des polynômes de degré m ≡ 0 (mod 8) ou m = 4(2ℓ+
1) avec ℓ ∈ N. Ainsi on dégage les deux questions ouvertes suivantes :

Question ouverte 1. Pour un entier naturel ℓ, parmi les polynômes de degré m =
4(2ℓ + 1), lesquels sont APN exceptionnels ?

Question ouverte 2. Parmi les polynômes de degré m ≡ 0 (mod 8), lesquels sont
APN exceptionnels ?

Principaux résultats obtenus dans le cadre de la thèse :

L’objectif de la thèse était d’étudier l’uniformité différentielle des polynômes de
degré pair dans le but de trouver une réponse aux deux questions ouvertes posées
ci-dessus. Le principal résultat obtenu, qui a été soumis pour publication ([3]), est
le suivant :

Théorème (Théorème 5.3.1 dans ce manuscrit et Théorème 4.1 dans [3]). Soit
m = 2ℓ(2r + 1), où ℓ et r sont deux entiers tels que pgcd(ℓ, r) ≤ 2, ℓ ≥ 2 et r ≥ 1.
Pour un entier n suffisamment grand et pour tout polynôme

f(x) =
m∑
k=0

am−kx
k ∈ F2n [x]

de degré m tel que a1 ̸= 0 on a δ(f) = m− 2.

Ce théorème apporte bien une contribution aux deux questions ouvertes men-
tionnées ci-dessus. En effet, en choisissant ℓ = 2, on montre qu’aucun polynôme
f(x) =

∑m
k=0 am−kx

k ∈ F2n [x] de degré m = 4(2r + 1) avec r ≥ 2 et a1 ̸= 0
n’est APN exceptionnel, ce qui répond presque entièrement à la question ouverte 1
(presque car il reste une condition sur a1).

De plus, en choisissant ℓ > 2, on montre qu’aucun polynôme f(x) =
∑m

k=0 am−kx
k ∈

F2n [x] de degré m ≡ 0 (mod 8) avec m = 2ℓ(2r + 1), r ≥ 2 et a1 ̸= 0 n’est APN
exceptionnel. Nous contribuons ainsi à la question ouverte 2 en exhibant une famille
infinie de polynômes de grande uniformité différentielle.

Le théorème suivant obtenu dans la thèse permet de dégager des familles infinies
de trinômes pour lesquels l’uniformité différentielle est maximale. Nous obtenons un
résultat sur les trinômes de degré m, où m − 1 appartient à un ensemble infini M
introduit dans [2].
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Théorème (Théorème 6.0.6 dans le manuscrit). Soit M l’ensemble des entiers
impairs m qui vérifient la condition suivante : Pour tout ζ1, ζ2 ∈ F2,

ζm−1
1 = ζm−1

2 =

(
1 + ζ1
1 + ζ2

)m−1

= 1 =⇒ ζ1 = ζ2 ou ζ1 = ζ−1
2 .

Soit m un entier tel que m ≡ 0 (mod 4) et m − 1 ∈ M. Pour n suffisamment
grand et pour tout trinôme

f(x) = a0x
m + a1x

m−1 + a2x
m−2 ∈ F2n [x]

de degré m tel que a1 ̸= 0, on a δ(f) = m− 2.

Ce résultat fera l’objet d’un article qui est encore en cours de préparation ([15]).

Enfin, des calculs explicites obtenus à l’aide du logiciel de calcul formel Maple
permettent d’obtenir des résultats pour des petits degrés. A titre d’exemple citons
le résultat obtenu pour les polynômes de degré 15 ou 16.

Théorème (Théorème 4.3.2 dans le manuscrit). Pour n suffisamment grand et pour
tout polynôme

f(x) =
16∑
k=0

a16−kx
k ∈ F2n [x]

de degré 15 ou 16 tel que a1 ̸= 0 et

a61a
6
2a

6
3 + a81a

4
2a

4
3a

2
4 + a101 a22a

2
3a

4
4 + a121 a64 ̸= 0,

on a δ(f) = 14.

Un intérêt de ce résultat réside dans le fait que 16 est le premier entier m ≡ 0
(mod 8) plus grand strictement que 8, qui n’appartient pas à la famille 2ℓ(2r + 1),
avec ℓ ≥ 2 et r ≥ 2.

Méthode de la preuve

On va donner ici les grandes lignes de la preuve qui sera détaillée dans la section
3.3. Nous suivons ici la méthode introduite par Voloch dans [26] pour obtenir un
résultat de densité et exploitée par Aubry, Herbaut et Voloch dans [2] pour obtenir
cette fois un résultat valable pour tout polynôme d’un certain degré m. L’ingrédient
principal est le théorème de densité de Chebotarev.
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On va voir dans la section 3.3, que pour tout α ∈ F∗
2n si les groupes de monodromie

géométriques et arithmétiques du polynôme f(x)+f(x+α) coïncident, alors pour n
suffisamment grand il existe β ∈ F∗

2n pour lequel le nombre de solutions de l’équation
f(x)+f(x+α) = β est égal au degré du polynôme f(x)+f(x+α) et donc l’uniformité
différentielle est égale au degré de f(x) + f(x+ α).

Notons Ω le corps de décomposition du polynôme f(x) + f(x+ α) + t sur F2n(t)
où t est un élément transcendant sur F2n . Pour pouvoir comparer ces deux groupes
on construit un corps intermédiaire F entre Ω et F2n(t) où F est le corps de
décomposition du polynôme Lαf(x) − t avec Lαf l’unique polynôme pour lequel
Lαf(x(x + α)) = f(x) + f(x + α) (pour plus de détails voir Proposition 2.3 dans
[2]). Autrement dit, on a le diagramme suivant :

F2n(t)

F

FF
2n(t)

Ω

FFΩ
2n

Ω : corps de décomposition du polynôme f(x) + f(x+ α) + t

Γ = Gal(Ω/FFΩ
2n )

F : corps de décomposition du polynôme Lαf(x)− t

G = Gal(F/FF
2n (t))

G = Gal (F/F2n(t))

G

Γ = Gal (Ω/F )

Γ

Figure 1.1 –
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Le point clé de la démonstration réside dans le fait que pour presque tout α, le
polynôme Lαf est Morse. L’importance des polynômes Morse dans notre contexte,
est que leur groupe de monodromie géométrique est le groupe symétrique tout entier
d’après un résultat classique d’Hilbert et de Serre, ce qui implique l’égalité entre les
groupes de monodromie arithmétique et géométrique du polynôme Lαf.

Une grande partie du travail consiste à utiliser une caractérisation de Geyer des
polynômes Morse en caractéristique 2 (appendice dans [16]). Il s’agit de vérifier si le
degré de Lαf est impair, si ses points critiques sont non dégénérés (ce qui se traduira
par une condition algébrique déduite de l’utilisation de Résultant) et si ses valeurs
critiques sont distinctes.

Cette dernière condition est la plus difficile à démontrer. On utilisera à nouveau
une caractérisation algébrique de Geyer des polynômes à valeurs critiques distinctes.
Dans le cas des degrés m = 2r(2l+1) les calculs font apparaître les polynômes Trace
dont les propriétés permettent de conclure.

Organisation du manuscrit

L’objectif principal de la thèse est de réussir à appliquer le théorème de Chebo-
tarev pour calculer l’uniformité différentielle de certains polynômes f ∈ F2n [x] de
degré m ≡ 0 (mod 4). Expliquons l’organisation de cette thèse.

Dans le Chapitre 2, on va commencer par définir l’uniformité différentielle et
présenter les notions de polynômes APN et APN exceptionnels. Nous énoncerons
ensuite la conjecture d’Aubry, McGuire et Rodier avant de faire l’état de l’art des
résultats démontrés par de nombreux auteurs autour de cette conjecture. On termine
ce chapitre, par un rappel des résultats d’uniformité différentielle maximale obtenus
par Voloch dans [26] et par Aubry, Herbaut et Voloch dans [2].

Le Chapitre 3 nous donne les outils principaux (résultant, factorisation du poly-
nôme f(x)+f(x+α) sous la forme g(x(x+α)), polynômes Morse) et les préliminaires
nécessaires avant de détailler dans la dernière section la méthode de la preuve dont
l’ingrédient principal est le théorème de densité de Chebotarev.

Après avoir donné tous ces préliminaires nécessaires, on présente dans le Chapitre
4 des résultats sur les polynômes de petit degré. On commence d’abord par le cas
des polynômes de degré 12, 20 et 24, ce qui constituera une initiation aux cas des
polynômes de degré m = 2l(2r+1). Enfin, on démontre un résultat sur les polynômes
de degré 16, qui est le premier entier plus grand que 8, multiple de 4 et n’appartenant
pas à la famille 2r(2l + 1).

Plus tard, on présente et on démontre dans le Chapitre 5 le résultat principal de
la thèse en utilisant des propriétés du polynôme Trace. L’étape la plus compliquée
dans la démonstration est de majorer le nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels les valeurs
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critiques de Lαf sont distinctes. Nous réussirons à mener à bien la démonstration
grâce à l’intervention naturelle des polynômes Trace qui disposent de nombreuses
propriétés

Finalement, on étudie dans le dernier chapitre l’uniformité différentielle des tri-
nômes de certains degrés et on démontre notre dernier résultat, qui est une extension
partielle des résultats du théorème 5.3 de [2].



Chapitre 2

Polynômes APN exceptionnels

2.1
Uniformité différentielle.

L’uniformité différentielle d’un polynôme a été introduite en 1994 par Nyberg
dans [20] pour obtenir certaines propriétés cryptographiques souhaitables. En effet,
Nyberg explique dans cet article que les polynômes qui ont une uniformité différen-
tielle minimale offrent une meilleure résistance en cryptanalyse contre les attaques
différentielles. Rappelons d’abord dans un contexte assez général la définition de
l’uniformité différentielle.

Définition 2.1.1. Soit G1 et G2 deux groupes abéliens finis et soit F : G1 → G2

une application. On définit l’uniformité différentielle de F sur (G1, G2) par :

δG1,G2(F ) = max
(α,β)∈G∗

1×G2

Card{x ∈ G1|F (x)− F (x+ α) = β}.

Dans ce manuscrit on va se limiter au cas des polynômes définis sur des corps
finis de caractéristique 2.

Définition 2.1.2. Pour un polynôme f ∈ F2n [x], on définit l’uniformité différentielle
de f sur F2n par :

δF2n
(f) = max

(α,β)∈F∗
2n×F2n

Card{x ∈ F2n|f(x) + f(x+ α) = β}.

L’uniformité différentielle d’un polynôme f est parfois notée δ(f) s’il n’y a pas
de confusion.

9
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Premières propriétés de l’uniformité différentielle

Dans ce paragraphe nous présentons quelques propriétés simples liées à l’unifor-
mité différentielle. En particulier, nous insistons sur les valeurs minimales et maxi-
males que peut prendre l’uniformité différentielle. La remarque suivante permet, en
calculant l’uniformité différentielle d’un polynôme, de négliger dans l’expression de
ce dernier les monômes de la forme x2s avec s ≥ 0.
Remarque 2.1.3. Soit f ∈ F2n [x]. Pour tout s ≥ 0, on a

δ(f + x2s) = δ(f).

Démonstration. On a

δ(f) = max
(α,β)∈F∗

2n×F2n

Card ({x ∈ F2n| f(x) + f(x+ α) = β}) .

Soit g(x) = f(x) + x2s , on a

g(x) + g(x+ α) = f(x) + f(x+ α) + α2s .

Mais
δ(g) = max

(α,β)∈F∗
2n×F2n

Card ({x ∈ F2n| g(x) + g(x+ α) = β}) .

Donc

δ(g) = max
(α,β)∈F∗

2n×F2n

Card
(
{x ∈ F2n| f(x) + f(x+ α) + α2s = β}

)
.

Alors
δ(f) = max

(α,β)∈F∗
2n×F2n

Card (Aα,β)

et
δ(g) = max

(α,β)∈F∗
2n×F2n

Card (Bα,β)

tel que
Aα,β = {x ∈ F2n| f(x) + f(x+ α) = β}

et
Bα,β = {x ∈ F2n| f(x) + f(x+ α) + α2s = β}.

Soit (α0, β0) ∈ F∗
2n × F2n avec Card (Aα0,β0) = δ(f). Pour α1 = α0 et β1 = β0 + α2s

0 ,
on a

Aα0,β0 = Bα1,β1 .

Donc
Card (Aα0,β0) ≤ max

(α,β)∈F∗
2n×F2n

Card (Bα,β)

alors, Card (Aα0,β0) ≤ δ(g). Ce qui implique que δ(f) ≤ δ(g). De la même manière
on peut démontrer que δ(f) ≥ δ(g).
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Borne inférieure de δ(f)

Cherchons pour tout polynôme f ∈ F2n [x] une borne inférieure de δ(f).
On remarque d’abord que δ(f) est un nombre pair. En effet, pour tout polynôme

f ∈ F2n [x], pour tout (α, β) ∈ F∗
2n × F2n et pour tout u ∈ F2 :

u est une racine de f(x)+f(x+α)+β ⇐⇒ u+α est une racine de f(x)+f(x+α)+β.

De plus, δ(f) ≥ 1. En effet, pour tout polynôme f ∈ F2n [x], en considérant un
couple (α, β) ∈ F∗

2n × F2n avec β = f(1) + f(1 + α), l’équation

f(x) + f(x+ α) = β

admet 1 et 1 + α comme solutions dans F2n .
On conclut que, pour tout polynôme f ∈ F2n [x], on a δ(f) ≥ 2.

Borne supérieure de δ(f)

On va maintenant montrer que dans certains cas l’uniformité différentielle peut
être très grande, ou au contraire bornée en fonction du degré du polynôme.

Considérons dans un premiers temps le cas des polynômes f(x) ∈ F2n [x] qui sont
F2n-linéaires. Autrement dit, ce sont les polynômes de la forme

f(x) =
s∑

k=0

as−kx
2k ∈ F2n [x]

avec s ≥ 0. Dans ce cas, pour tout u ∈ F2n , on a f(u) + f(u + α) = f(α). Donc
en choisissant β = f(α), tout élément de F2n est une solution de l’équation f(x) +
f(x+ α) = β, ce qui implique que δ(f) = 2n.

Étudions maintenant le cas des polynômes f(x) ∈ F2n [x] qui ne sont pas F2n-
linéaires. Pour trouver une borne supérieure de δ(f), on va traiter pour tout α ∈ F∗

2n ,
la dérivée du polynôme f par rapport à α. Rappelons d’abord la définition de cette
dernière.

Définition 2.1.4. Soient n ∈ N et f(x) ∈ F2n [x] un polynôme de degré m ∈ N.
Pour tout α ∈ F∗

2n , on définit le polynôme dérivé de f par rapport à α par l’égalité :
Dαf(x) = f(x) + f(x+ α).

Le lemme suivant nous donne des informations utiles sur les coefficients du po-
lynôme dérivé Dαf.

Lemme 2.1.5. Soit f(x) =
∑m

k=0 am−kx
k ∈ F2n [x] un polynôme de degré m,

avec n ∈ N∗. Pour tout α ∈ F∗
2n, le polynôme Dαf est de la forme Dαf(x) =∑m−1

i=0 cm−ix
i ∈ F2n [x], avec ci =

∑m
k=m−i+1 am−k

(
k

m−i

)
αk−m+i pour tout 1 ≤ i ≤ m.
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Démonstration. Soit α ∈ F∗
2n . On a

Dαf(x) = f(x) + f(x+ α)

=
m∑
k=0

am−kx
k +

m∑
k=0

am−k(x+ α)k

=
m∑
k=0

am−k(x
k + (x+ α)k)

=
m∑
k=0

am−k

(
xk +

k∑
i=0

(
k

i

)
αk−ixi

)

= am(1 + 1) +
m∑
k=1

am−k

(
xk +

k∑
i=0

(
k

i

)
αk−ixi

)

=
m∑
k=1

am−k

(
xk +

k∑
i=0

(
k

i

)
αk−ixi

)

=
m∑
k=1

am−k

(
k−1∑
i=0

(
k

i

)
αk−ixi

)

=
m∑
k=1

am−k

(
k∑

i=1

(
k

i− 1

)
αk−i+1xi−1

)

=
m∑
i=1

(
m∑
k=i

am−k

(
k

i− 1

)
αk−i+1xi−1

)

=
m∑
i=1

(
m∑
k=i

am−k

(
k

i− 1

)
αk−i+1

)
xi−1

=
m−1∑
i=0

(
m∑

k=i+1

am−k

(
k

i

)
αk−i

)
xi

=
m−1∑
i=0

cm−ix
i,

où ci =
∑m

k=m−i+1 am−k

(
k

m−i

)
αk−m+i, pour tout i tel que 1 ≤ i ≤ m. Ce qui permet

de conclure.

Le corollaire suivant nous donne une borne supérieure de l’uniformité différentielle
des polynômes qui ne sont pas F2n linéaires.
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Corollaire 2.1.6. Soient n ∈ N∗ et α ∈ F∗
2n . Considérons f(x) =

∑m
k=0 am−kx

k ∈
F2n [x] un polynôme de degré m.

(1) Si m est impair alors Dαf est de degré m− 1.

(2) Si m ≡ 0 (mod 4) et a1 ̸= 0 alors Dαf est de degré m− 2.

.

Démonstration. (1) On remarque par le Lemme 2.1.5 que

c1 = ma0α = a0α ̸= 0.

Ce qui permet de conclure.
(2) On remarque par le Lemme 2.1.5 que

c1 = ma0α = 0

et
c2 = (m− 1)a1α +

(
m

2

)
a0α

2 = a1α ̸= 0.

Ce qui permet de conclure.

En utilisant le Corollaire 2.1.6, pour tout α ∈ F∗
2n , le polynôme f(x) + f(x+ α)

est de degré m− 1 si m est impair et de degré plus petit ou égale m− 2 sinon. Donc
δ(f) ≤ m− 2 si m est pair, et δ(f) ≤ m− 1 si m est impair.

2.2
Polynômes APN et APN exceptionnels.

Comme on a vu dans la section précédente, pour tout polynôme f ∈ F2n [x], on a
δ(f) ≥ 2. Les polynômes qui ont une uniformité différentielle minimale sont appelés
APN (Almost Perfect Non-Linear).

Définition 2.2.1. Soit f ∈ F2n [x] un polynôme non nul. On dit que f est APN sur
F2n si δF2n

(f) = 2.

Parmi ces polynômes, on distingue les polynômes APN exceptionnels.

Définition 2.2.2. Soit f ∈ F2n [x] un polynôme non nul. On dit que f est APN
exceptionnel sur F2n s’il est APN sur une infinité d’extensions de F2n .
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La remarque suivante nous montre que tout polynôme APN exceptionnel sur F2n

est APN sur F2n .

Remarque 2.2.3. Considérons deux corps K et L tel que K ⊂ L et un polynôme
f(x) ∈ K[x]. Si f est APN sur L alors f est APN sur K.

On voit par exemple que tous les polynômes

f(x) = a0x
4 + a1x

3 + a2x
2 + a3x+ a4

tel que a1 ̸= 0 sont APN exceptionnels. En effet, pour tout (α, β) ∈ F∗
2n × F2n et

pour tout n ∈ N∗ le polynôme f(x) + f(x + α) + β est de degré 2 (voir Corollaire
2.1.6 ), donc δ(f) ≥ 2. Comme δ(f) ≤ 2, on obtient que δ(f) = 2 et donc f est APN
exceptionnel.

On va rappeler maintenant la notion de la CCZ équivalence qui est utilisée dans
la conjecture 2.2.8. (Pour plus de détails voir [7])

Définition 2.2.4. Soit n ∈ N et soient f : Fn
2 → Fn

2 et g : Fn
2 → Fn

2 deux fonctions.
On dit que f et g sont CCZ ( pour Carlet, Charpin et Zinoviev) équivalents s’il
existe une permutation h : F2n

2 → F2n
2 tel que h(Gf ) = Gg, où Gf et Gg désignent le

graphe de f et g respectivement.

La Définition 2.2.4 est donnée pour les fonctions. Mais comme on travaille dans
ce manuscrit sur les polynômes, on va donner une relation entre un polynôme et une
fonction.

Lemme 2.2.5. Tout polynôme f ∈ F2n [x] peut être vu comme une fonction

fB : Fn
2 → Fn

2 ,

où B est une base de F2n sur F2.

Démonstration. Soit f ∈ F2n [x] un polynôme et soit

f : F2n → F2n

u 7→ f(u) = f(u)

la fonction polynômial associée. Comme F2n est un F2 espace vectoriel de dimension
n, il existe une base B = {e1, . . . , en} de F2n sur F2 et une isomorphisme

LB : F2n −→ Fn
2

x = a1e1 + . . .+ anen 7→ LB(x) = (a1, . . . , an)

Il suffit de choisir fB = LB ◦ f ◦ L−1
B .
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Le corollaire suivant donne une liaison entre polynômes APN et fonctions APN.

Corollaire 2.2.6. Soit f ∈ F2n [x] un polynôme. Pour toute base B de F2n sur F2,
on a δFn

2
(fB) = δF2n

(f).

Démonstration. Soient B = {e1, . . . , en} une base de F2n sur F2 et (αmax, βmax) ∈
F∗
2n × F2n tel que

αmax = αmax,1e1 + αmax,2e2 + . . .+ αmax,nen,

βmax = βmax,1e1 + βmax,2e2 + . . .+ βmax,nen

et
δ(f) = Card{x ∈ F2n|f(x) + f(x+ αmax) = βmax}.

Prenons x = x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen ∈ F2n tel que :

f(x) + f(x+ αmax) = βmax.

On a :

f(x) + f(x+ αmax) = βmax,

donc

f ◦ L−1
B (x1, . . . , xn) + f ◦ L−1

B (x1 + αmax,1, . . . , xn + αmax,n) = βmax

et alors

fB(x1, . . . , xn) + fB(x1 + αmax,1, . . . , xn + αmax,n) = (βmax,1, . . . , βmax,n).

Donc δ(f) ≤ δ(fB). De la même manière on démontre que δ(f) ≥ δ(fB). Ce qui
permet de conclure.

La question naturelle qu’ont peut se poser est : peut on caractériser les polynômes
APN exceptionnels ?

Avant de faire l’état d’art des résultats trouvés dans ce contexte, on va rappeler
la définition suivante :

Définition 2.2.7. Pour tout entier s ∈ N :

(1) On dit que s est Gold s’il est de la forme s = 2l + 1.
(2) On dit que s est Kasami-Welch s’il est de la forme s = 4l − 2l + 1.
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Considérons deux entiers l et n avec pgcd(l, n) = 1. Les monômes de degré 2l+1
et à coefficients dans F2n sont APN exceptionnels sur F2n (voir [20]). De même les
monômes de degré 4l − 2l + 1 et à coefficients dans F2n sont APN exceptionnels sur
F2n (voir [18]).

En 2010, Aubry, McGuire et Rodier ont présenté dans [4] la conjecture suivante :

Conjecture 2.2.8. Les seuls polynômes APN exceptionnels sont ceux qui sont CCZ-
équivalents aux monômes Gold ou Kasami-Welch.

Dans le même article, Aubry McGuire et Rodier ont démontré le résultat suivant
sur des polynômes de degré impair. :

Théorème 2.2.9. Si f est un polynôme de degré impair m tel que m n’est pas Gold
ou Kasami Welch, alors f n’est pas APN exceptionnel.

Ils ont également démontré le résultat suivant sur des polynômes de degré pair.

Théorème 2.2.10. Si f est un polynôme de degré m = 2e tel que e n’est pas Gold
ou Kasami Welch et e est impair, alors f n’est pas APN exceptionnel.

Leur méthode consiste à démontrer que la surface X défini par le polynôme :

Φ(x, y, z) =
f(x) + f(y) + f(z) + f(x+ y + z)

(x+ y)(x+ z)(y + z)

est absolument irréductible. En utilisant la borne de Lang-Weil (voir [23]), cela
implique que le polynôme f n’est pas APN exceptionnel.

La Conjecture 2.2.8 a attiré l’attention de nombreux auteurs. En 2011, Hernando
et McGuire ont démontré dans [14] qu’elle est vraie pour les monômes. Plus préci-
sément, ils ont démontré le théorème suivant :

Théorème 2.2.11. Les seules monômes APN exceptionnels sont les monômes Gold
et les monômes Kasami-Welch de degré 2l + 1 et 4l − 2l + 1 respectivement où
pgcd(l, n) = 1.

En 2017, Delgado a traité dans [10] le cas des polynômes de degré 2k + 1 avec
k ≥ 2. On cite par exemple le résultat suivant :

Théorème 2.2.12. Soient k ≥ 2 et f(x) = x2k+1 + h(x) où h est un polynôme de
degré s ≡ 1 (mod 4) avec s < 2k + 1. Le polynôme f n’est pas APN exceptionnel.

Concernant, les polynômes de degré pair, très peu de résultats sont trouvés.
Bartoli et Schmidt ont déclaré dans la Proposition 1.4 dans [5] que si f est APN
exceptionnel alors m ≡ 0 (mod 4). Plus précisément, ils ont démontré le théorème
suivant :
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Théorème 2.2.13. Soit f ∈ F2n [x] un polynôme de degré d ≤ 2
n
4 . Si f est APN

sur F2n alors d ≡ 0 (mod 4).

Donc pour chercher des polynômes APN exceptionnels de degré pair il suffit de
traiter les polynômes de degré multiple de 4.

Le cas des polynômes f de degré 4e tel que e ≡ 3 (mod 4) a été étudié par Rodier
dans [22] avec une condition supplémentaire sur f. Le théorème suivant illustre le
résultat de Rodier.

Théorème 2.2.14. Soit f(x) ∈ Fq[x] un polynôme de degré 4e avec e ≡ 3 (mod 4)
et q = 2n. Soit Φf (x, y, z) le polynôme défini par :

Φf (x, y, z) =
f(x) + f(y) + f(z) + f(x, y, z)

(x+ y)(x+ z)(y + z)
.

Si les polynômes de la forme

(x+ y)(x+ z)(y + z) + P

avec
P (x, y, z) = a(x2 + y2 + z2) + b(xy + xz + yz) + c(x+ y + z) + d

où a, b, c, d ∈ Fq3 ne divisent pas f , alors f n’est pas APN sur Fqn pour n suffisam-
ment grand (et donc f n’est pas APN exceptionnel).

Caullery a traité dans [8] le cas des polynômes de degré 4e lorsque e > 3 et
lorsque le polynôme Φe est absolument irréductible si l’on note

Φe =
xe + ye + ze + (x+ y + z)e

(x+ y)(x+ z)(y + z)
.

Autrement dit il a démontré le théorème suivant :

Théorème 2.2.15. Si f(x) ∈ F2n [x] est un polynôme de degré 4e avec e > 3 tel que
Φe est absolument irréductible, alors f n’est pas APN exceptionnel.

La remarque suivante nous donne une condition suffisante sur le degré du poly-
nôme f pour qu’il ne soit pas APN exceptionnel.

Remarque 2.2.16. Si e ≡ 3 (mod 4) ou e ≡ 5 (mod 4), alors Φe est absolument
irréductible (voir [18] et[17]) .
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Signalons maintenant des limites dans cette approche, des cas que l’on ne peut pas
ainsi traiter. En utilisant la preuve du Lemme 2.2 dans [2] on voit que le polynôme Φe

n’est pas absolument irréductible si e est pair. Donc la question sur les polynômes de
degré m ≡ 0 (mod 8) est toujours ouverte. De plus, Janwa et Wilson ont démontré
dans le Théorème 4 de l’article [18] que Φe n’est pas absolument irréductible si e est
Gold. Donc le cas des polynômes de degré 4e n’était toujours pas traitée.

Nous avons ainsi identifié deux questions qui restaient encore ouvertes :

Question ouverte 1. Pour un entier naturel ℓ, quels sont les polynômes APN
exceptionnels de degré m = 4(2ℓ + 1) ?

Question ouverte 2. Quels sont les polynômes APN exceptionnels de degré m ≡ 0
(mod 8) ?

Le résultat principal de la thèse illustré dans le théorème 5.3.1, répond presque
complètement à la première question ouverte. Il s’agit également d’un premier pas
vers la réponse à la deuxième question ouverte.

2.3
Uniformité différentielle maximale

On a vu dans la section précédente que les polynômes qui ont une uniformité dif-
férentielle minimale sur une infinité d’extension de F2n sont intéressants surtout dans
le domaine de la cryptanalyse. Cependant, en 2008, Voloch a prouvé que presque
tous les polynômes ont une uniformité différentielle maximale.

Pour comprendre ce terme, on rappelle que si f est un polynôme linéaire, alors
δ(f) = 2n. Par contre, si f est un polynôme non linéaire de degré m, alors le degré
de Dαf est plus petit ou égal à m− 1 si m est impair et plus petit ou égal à m− 2
sinon.

Définition 2.3.1. Soit f ∈ F2n [x] un polynôme non nul de degré impair m ≥ 5. On
dit que l’uniformité différentielle de f est maximal si

δ(f) = m− 1.

On donne maintenant la définition de l’uniformité différentielle maximale pour
les polynômes f(x) =

∑m
k=0 am−kx

k ∈ F2n [x] de degré pair m ≡ 0 (mod 4) avec
a1 ̸= 0.

Définition 2.3.2. Soit f(x) =
∑m

k=0 am−kx
k ∈ F2n [x] un polynôme non nul de

degré pair m ≡ 0 (mod 4) avec a1 ̸= 0. On dit que l’uniformité différentielle de f
est maximale si

δ(f) = m− 2.
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Énonçons le résultat de densité des polynômes d’uniformité différentielle maxi-
male établi par Voloch dans [26] en 2008. Plus précisément. il a démontré le Théo-
rème suivant :

Théorème 2.3.3. Soit m > 4 un entier tel que m ≡ 0 ou 3 (mod 4) et soit δ0
l’entier définie par :

δ0 =

{
m− 1 si m est impair.
m− 2 si m est pair.

On a :
lim
n→∞

Card ({f ∈ F2n [x]| deg(f) = m, δ(f) = δ0})
Card ({f ∈ F2n [x]| deg(f) = m})

= 1.

En 2018, ce résultat a été étendu dans [1] par Aubry et Herbaut, à l’uniformité
différentielle d’ordre 2. Plus tard, en 2019, Aubry, Herbaut et Voloch, ont explicité
dans [2] des familles infinies d’entiers impairs m pour lesquels tous les polynômes f de
degré m ont une uniformité différentielle maximale. Avant d’énoncer leur théorème,
on va rappeler la définition suivante donnée par Aubry, Herbaut et Voloch dans [2].

Définition 2.3.4. On définit l’ensemble M par l’ensemble des entiers impairs m
qui vérifient la condition suivante : pour tout ζ1, ζ2 ∈ F2,

ζm−1
1 = ζm−1

2 =

(
1 + ζ1
1 + ζ2

)m−1

= 1 =⇒ ζ1 = ζ2 ou ζ1 = ζ−1
2 .

L’exemple suivant nous montre que l’ensemble M contient des familles infinies
d’entiers.

Exemple 2.3.5. (1) {7, 23, 39, 47, 55, 79, 87, 95, . . . .} ⊂ M.

(2) Pour tout k ≥ 1, on a 6.9k + 1 ∈ M.

(3) Pour tout k ≥ 1, on a 3.2k + 1 ∈ M.

Après avoir définir l’ensemble M, on est prêt maintenant à énoncer le théorème
suivant qui condense les résultats de [2]

Théorème 2.3.6. (1) Soit m ∈ M, un entier tel que m ≡ 7 (mod 8). Pour n
suffisamment grand, et pour tout polynôme f ∈ F2n [x], δ(f) est maximale.
Autrement dit, δ(f) = m− 1.

(2) Soit m ∈ M, un entier tel que m ≡ 3 (mod 8). Pour n pair et suffisamment
grand, et pour tout polynôme f ∈ F2n [x], δ(f) est maximale. Autrement dit,
δ(f) = m− 1.
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(3) Soit m ∈ M, un entier tel que m ≡ 3 (mod 8). Pour n suffisamment grand,
et pour tout polynôme f(x) =

∑m
k=0 am−kx

k ∈ F2n [x], tel que a21 + a0a2 ̸= 0,
δ(f) est maximale. Autrement dit, δ(f) = m− 1.

On remarque que dans le dernier théorème, les polynômes traités sont tous de
degré impair. L’objectif de la thèse est de réussir à appliquer ces méthodes dans le
cas des polynômes de degré pair pour apporter une contribution à l’identification
des polynômes APN exceptionnels.



Chapitre 3

Préliminaires et méthode de la
preuve

Dans ce chapitre, nous fournirons les préliminaires et les définitions dont nous
aurons besoin pour démontrer les nouveaux résultats, sachant que tous les éléments
présentés dans ce chapitre peuvent être retrouvés dans les deux premières sections
de [2], avec plus ou moins de détails.

On présente également dans ce chapitre la méthode de la preuve qui s’appuie
sur le théorème de densité de Chebotarev. La méthode va se résumer à démontrer
4 conditions que l’on appellera ((I.a), (I.b), (I.c) et (II)).

On va traiter dans ce chapitre les conditions ((I.a), (I.c) et (II)) pour tout poly-
nôme de degré m ≡ 0 (mod 4). La condition la plus difficile à traiter est la condition
(I.b) qui nécessite un traitement particulier pour chacun des contextes qu’on étu-
diera plus tard. Le traitement de cette condition sera l’objet des Chapitres 4,5 et
6.

3.1
Le polynôme Lαf

Dans cette section on va rappeler quelques propriétés algébriques du polynôme
Lαf défini par Voloch dans [26], qui va jouer un rôle essentiel et important dans la
démonstration des nouveaux résultats. Dans tout ce qui suit on associe pour tout
entier m l’entier d(m) suivant :

Définition 3.1.1. Soit m ∈ N∗. On définit l’entier d(m) par :

d(m) =

{
m−1
2

si m est impair.
m−2
2

si m est pair.

21
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On note parfois d(m) par d lorsqu’il n’y a pas de confusion.

Remarque 3.1.2. Soit m ∈ N∗. On a :

d(m) ≡ 1 (mod 2) ⇐⇒ m ≡ 0 ou 3 (mod 4).

La proposition suivante donne l’existence et l’unicité pour tout α ∈ F∗
2n du poly-

nôme Lαf qui va remplacer le polynôme Dαf dans l’étude de l’uniformité différen-
tielle du polynôme f.

Proposition 3.1.3. Soit n ∈ N. Considérons un polynôme

f(x) =
m∑
k=0

am−kx
k ∈ F2n [x]

de degré m ∈ N. Pour tout α ∈ F∗
2n, il existe un unique polynôme g de degré plus

petit ou égal à d(m) tel que

g(x2 + αx) = Dαf(x).

On note pour la suite le polynôme g par Lαf.

Démonstration. Soit f ∈ F2n [x] un polynôme de degré m et soit α ∈ F∗
2n . Notons

par Sk l’ensemble des racines de Dαf de multiplicité k. On remarque que u ∈ Sk si
et seulement si u+ α ∈ Sk. Comme l’application x 7→ x+ α est un involution de Sk

pour tout k, il existe alors un ensemble

S ′
k := {u ∈ Sk;∀v ∈ Sk, u ̸= v + α}

tel que :

Dαf(x) =
∏
k≥0

∏
u∈S′

k

(x+ u)k(x+ u+ α)k

=
∏
k≥0

∏
u∈S′

k

((x+ u)(x+ u+ α))k

=
∏
k≥0

∏
u∈S′

k

(x(x+ α) + u(u+ α))k

Donc, en choisissant
g(x) =

∏
k≥0

∏
u∈S′

k

(x+ u(u+ α))k ,



CHAPITRE 3. PRÉLIMINAIRES ET MÉTHODE DE LA
PREUVE 23

on obtient g(x(x+ α)) = Dαf(x). Il reste à démontrer l’unicité de Lαf. Supposons
qu’il existe deux polynômes g1 et g2 tels que

Dαf(x) = g1(x(x+ α)) = g2(x(x+ α)).

Supposons par l’absurde que g1 ̸= g2. Soit h = g1− g2, on a h ̸= 0 et h ◦Tα = 0 avec

Tα : F2n [x] → F2n [x]
x 7→ Tα(x) = x(x+ α).

Soit l = deg(h). On a deg(h ◦ Tα) = 2l et donc h ◦ Tα ̸= 0. Ce qui permet de
conclure.

On va s’intéresser dans le Chapitre 5 au coefficient a0 et à son apparition dans
l’expression des bi. La Proposition suivante nous donne une expression implicite des
bi en fonction des ai.

Proposition 3.1.4. Soit n ∈ N. Considérons un polynôme

f(x) =
m∑
k=0

am−kx
k ∈ F2n [x]

de degré m ∈ N. Pour tout α ∈ F∗
2n, le polynôme

Lαf =
d∑

k=0

bd−kx
k ∈ F2n [x]

est de degré d et pour tout 0 ≤ k ≤ d on a :

k∑
s=max{0,2k−d}

(
d− s

2k − 2s

)
α2k−2sbs =

m∑
i=2d−2k+1

(
i

2d− 2k

)
αi−2d+2kam−i. (3.1)

Démonstration. Commençons d’abord par la démonstration de l’égalité (2.1). Pour
avoir des informations sur les coefficients de Lαf on va comparer les coefficients des
monômes 1, x2, x4, . . . , x2d−2, x2d dans l’équation

Lαf(x(x+ α)) = Dαf(x).

On va commencer par l’exhibition des coefficients de Dαf . On a par le Lemme 2.1.5
que

Dαf(x) =
m−1∑
k=0

cm−kx
k
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avec ck =
∑m

i=m−k+1 am−i

(
i

m−k

)
αi−m+k. Donc pour tout 0 ≤ k ≤ d, le coefficient du

monôme x2d−2k dans Dαf est

cm−2d+2k =
m∑

i=m−(m−2d+2k)+1

am−i

(
i

m− (m− 2d+ 2k)

)
αi−m+(m−2d+2k)

=
m∑

i=2d−2k+1

am−i

(
i

2d− 2k

)
αi−2d+2k.

Donc le coefficient multiplié par x2d−2k dans Dαf est bien le terme droit de l’éga-
lité (2.1). Maintenant il nous reste à traiter le coefficient du monôme x2d−2k dans
Lαf(x(x+ α)). On a

Lαf(x(x+ α)) =
d∑

k=0

bd−k(x(x+ α))k (3.2)

=
d∑

k=0

bd−kx
k(x+ α)k (3.3)

= b0x
d(x+ α)d + b1x

d−1(x+ α)d−1 + . . .+ bd−1x(x+ α) + bd (3.4)

= b0x
d

[
d∑

k=0

(
d

k

)
αd−kxk

]
+ b1x

d−1

[
d−1∑
k=0

(
d− 1

k

)
αd−1−kxk

]
(3.5)

+ . . .+ bsx
d−s

[
d−s∑
k=0

(
d− s

k

)
αd−s−kxk

]
+ . . .+ bd−1x(x+ α) + bd

(3.6)

=
d∑

s=0

bs

d−s∑
k=0

(
d− s

k

)
αd−s−kxd−s+k. (3.7)

D’après l’égalité 3.7, on voit que dans l’expression de Lαf(x(x + α)), pour tout
0 ≤ s ≤ d, bs apparaît seulement dans les termes de la forme :

bs

(
d− s

k

)
αd−s−kxd−s+k avec 0 ≤ k ≤ d− s.

Autrement dit, une condition nécessaire pour que le terme bsx
t apparaisse est que

d− t ≤ s ≤ d− t

2
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et il apparaît avec le coefficient(
d− s

t− d+ s

)
α(2d−2s)−t

On rappelle qu’on s’intéresse à calculer le coefficient multiplié par le monôme x2d−2k

dans Lαf(x(x+α)) avec k varie entre 0 et d. D’après la condition nécessaire qu’on a
élaboré ci dessus, bs apparaît dans le coefficient multiplié par x2d−2k dans l’expression
de Lαf(x(x+ α)) si

d− (2d− 2k) ≤ s ≤ d− 2d− 2k

2
,

c’est-à-dire si
2k − d ≤ s ≤ k.

Donc bs apparaît dans le coefficient multiplié par x2d−2k si

max{0, 2k − d} ≤ s ≤ k.

Plus précisément, il apparaît avec le coefficient(
d− s

2d− 2k − d+ s

)
α2k−2s =

(
d− s

d− 2k + s

)
α2k−2s

=

(
d− s

d− s− (d− 2k + s)

)
α2k−2s

=

(
d− s

2k − 2s

)
α2k−2s.

Par suite, le monôme x2d−2k du polynôme Lαf(x(x+ α) est multiplié par

k∑
s=max{0,2k−d}

bs

(
d− s

2k − 2s

)
α2k−2s.

Ce qui nous donne le terme gauche de l’égalité 3.1. Il nous reste à démontrer que

Lαf(x(x+ α)) ∈ F2n [x].

D’après l’égalité 3.1, on a pour tout 0 ≤ k ≤ d :

k∑
s=max{0,2k−d}

(
d− s

2k − 2s

)
α2k−2sbs =

m∑
i=2d−2k+1

(
i

2d− 2k

)
αi−2d+2kam−i.
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Donc

bk +
k−1∑

s=max{0,2k−d}

(
d− s

2k − 2s

)
α2k−2sbs =

m∑
i=2d−2k+1

(
i

2d− 2k

)
αi−2d+2kam−i.

Ce qui implique que pour tout 0 ≤ k ≤ d on a :

bk ∈ F2n [b0, b1, . . . , bk−1].

Donc il suffit de démontrer que b0 ∈ F2n . Or si on choisit k = 0 dans l’égalité 3.1,
on obtient :

b0 =
m∑

i=2d+1

(
i

2d

)
αi−2dam−i ∈ F2n ,

ce qui permet de conclure.

Dans la proposition précédente on a donné une expression implicite des bi. Main-
tenant on va donner une expression explicite de b1

b0
qui va nous servir à étudier la

condition (II).

Corollaire 3.1.5. Soit n ∈ N. Considérons un polynôme

f(x) =
m∑
k=0

am−kx
k ∈ F2n [x]

de degré m ≡ 0 ou 3 (mod 4). Soit α ∈ F∗
2n et notons

Lαf =
d∑

k=0

bd−kx
k ∈ F2n [x]

le polynôme associé. Si b0 ̸= 0, on a :

m (mod 8) b1/b0
m ≡ 0 (mod 8) a2α+a3

a1

m ≡ 4 (mod 8) a0α3+a2α+a3
a1

+ α2

m ≡ 3 (mod 8) a1α+a2
a0

+ α2

m ≡ 7 (mod 8) a1α+a2
a0
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Démonstration. On va d’abord calculer b0. On a d’après la Proposition 3.1.4 que

b0 =
m∑

i=2d+1

(
i

2d

)
αi−2dam−i.

On distingue deux cas : Cas 1 : Si m ≡ 0 (mod 4), alors m = 2d+ 2 et

b0 =

(
2d+ 1

2d

)
α2d+1−2da2d+2−(2d+1) +

(
2d+ 2

2d

)
α2d+2−2da2d+2−(2d+2)

= (2d+ 1)αa1 + (d+ 1)(2d+ 1)α2a0

= αa1.

Cas 2 : Si m ≡ 3 (mod 4), alors m = 2d+ 1 et

b0 =

(
2d+ 1

2d

)
α2d+1−2da2d+1−(2d+1)

= (2d+ 1)αa0

= αa0.

Il nous reste maintenant à calculer b1.
On va distinguer 4 cas :

Cas 1 : Si m ≡ 3 (mod 8), alors il existe l ∈ N tel que m = 2d + 1 = 3 + 8l et
donc d = 1 + 4l. On a

b1 =

(
d

2

)
b0α

2 +
m∑

i=2d−2+1

(
i

2d− 2

)
αi−2d+2am−i

=

(
d

2

)
b0α

2 +
2d+1∑

i=2d−1

(
i

2d− 2

)
αi−2d+2a2d+1−i

=

(
d

2

)
α3a0 +

(
2d− 1

2d− 2

)
αa2 +

(
2d

2d− 2

)
α2a1 +

(
2d+ 1

2d− 2

)
α3a0

= (
d(d− 1)

2
+

(2d+ 1)(2d)(2d− 1)

6
)α3a0 + αa2 +

(2d)(2d− 1)

2
α2a1

= (
(4l + 1)(4l)

2
+ 1)α3a0 + αa2 + α2a1

= α3a0 + αa2 + α2a1.
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Cas 2 : Si m ≡ 7 (mod 8), alors il existe l ∈ N tel que m = 2d+ 1 = 7 + 8l et donc
d = 3 + 4l. On a :

b1 =

(
d

2

)
b0α

2 +
m∑

i=2d−2+1

(
i

2d− 2

)
αi−2d+2am−i

=

(
d

2

)
b0α

2 +
2d+1∑

i=2d−1

(
i

2d− 2

)
αi−2d+2a2d+1−i

=

(
d

2

)
α3a0 +

(
2d− 1

2d− 2

)
αa2 +

(
2d

2d− 2

)
α2a1 +

(
2d+ 1

2d− 2

)
α3a0

=

(
d(d− 1)

2
+

(2d+ 1)(2d)(2d− 1)

6

)
α3a0 + αa2 +

(2d)(2d− 1)

2
α2a1

=

(
(4l + 2)(4l + 3)

2
+ 1

)
α3a0 + αa2 + α2a1

= αa2 + α2a1.
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Cas 3 : Si m ≡ 4 (mod 8), alors il existe l ∈ N tel que m = 2d + 2 = 4 + 8l et
donc d+ 1 = 2 + 4l. On a :

b1 =

(
d

2

)
b0α

2 +
m∑

i=2d−2+1

(
i

2d− 2

)
αi−2d+2am−i

=

(
d

2

)
b0α

2 +
2d+2∑

i=2d−1

(
i

2d− 2

)
αi−2d+2a2d+2−i

=

(
d

2

)
α3a1 +

(
2d− 1

2d− 2

)
αa3 +

(
2d

2d− 2

)
α2a2 +

(
2d+ 1

2d− 2

)
α3a1 +

(
2d+ 2

2d− 2

)
α4a0

=
d(d− 1)

2
α3a1 + αa3 +

(2d)(2d− 1)

2
α2a2 +

(2d+ 1)(2d)(2d− 1)

6
α3a1

+
(2d+ 2)(2d+ 1)(2d)(2d− 1)

24
α4a0

=
d(d− 1)

2
α3a1 + αa3 + (d)(2d− 1)α2a2 +

(2d+ 1)(d)(2d− 1)

3
α3a1

+
(d+ 1)(2d+ 1)(d)(2d− 1)

6
α4a0

= (
d(d− 1)

2
+ 1)α3a1 + αa3 + α2a2 +

(d+ 1)(2d+ 1)(d)(2d− 1)

6
α4a0

= (
d(d− 1)

2
+ 1)α3a1 + αa3 + α2a2 +

(d+ 1)(2d+ 1)(d)(2d− 1)

6
α4a0

= (
d(d− 1)

2
+ 1)α3a1 + αa3 + α2a2 +

(d+ 1)(2d+ 1)(d)(2d− 1)

6
α4a0

= (
(4l + 1)(4l)

2
+ 1)α3a1 + αa3 + α2a2 +

(2l + 1)(8l − 1)(4l − 1)(8l − 3)

3
α4a0

= α3a1 + αa3 + α2a2 + α4a0.
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Cas 4 : Si m ≡ 0 (mod 8), alors il existe l ∈ N tel que m = 2d + 2 = 8l et donc
d+ 1 = 4l. On a :

b1 =

(
d

2

)
b0α

2 +
m∑

i=2d−2+1

(
i

2d− 2

)
αi−2d+2am−i

=

(
d

2

)
b0α

2 +
2d+2∑

i=2d−1

(
i

2d− 2

)
αi−2d+2a2d+2−i

=

(
d

2

)
α3a1 +

(
2d− 1

2d− 2

)
αa3 +

(
2d

2d− 2

)
α2a2 +

(
2d+ 1

2d− 2

)
α3a1 +

(
2d+ 2

2d− 2

)
α4a0

=
d(d− 1)

2
α3a1 + αa3 +

(2d)(2d− 1)

2
α2a2 +

(2d+ 1)(2d)(2d− 1)

6
α3a1

+
(2d+ 2)(2d+ 1)(2d)(2d− 1)

24
α4a0

=
d(d− 1)

2
α3a1 + αa3 + (d)(2d− 1)α2a2 +

(2d+ 1)(d)(2d− 1)

3
α3a1

+
(d+ 1)(2d+ 1)(d)(2d− 1)

6
α4a0

= (
d(d− 1)

2
+ 1)α3a1 + αa3 + α2a2 +

(d+ 1)(2d+ 1)(d)(2d− 1)

6
α4a0

= (
d(d− 1)

2
+ 1)α3a1 + αa3 + α2a2 +

(d+ 1)(2d+ 1)(d)(2d− 1)

6
α4a0

= (
(4l − 1)(4l − 2)

2
+ 1)α3a1 + αa3 + α2a2 +

(2l)(8l − 1)(4l − 1)(8l − 3)

3
α4a0

= αa3 + α2a2.

Ce qui permet de conclure.

La remarque suivante est un outil essentiel dans la démonstration du Lemme
3.1.7. C’est un résultat d’homogénéité sur les coefficients bi en fonctions des indé-
terminées ai et α, pour un poids particulier w.

Remarque 3.1.6 (Lemme 2.4 dans [2]). Considérons un polynôme

f(x) =
m∑
k=0

am−kx
k ∈ F2n [x]

de degré pair m et notons Lαf =
∑d

k=0 bd−kx
k le polynôme associé de degré d. Pour

tout i ∈ {1, . . . , d}, bi est un polynôme homogène de degré 2i + 2 si l’on considère
le poids w défini par w(ai) = i et w(α) = 1.
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On termine par le lemme suivant qui décrit l’homogénéité du polynôme

ΠdLαf :=
∏
i<j

(Lαf(τi)− Lαf(τj)) .

Nous décrirons dans la section suivante le rôle important de ΠdLαf dans l’étude des
valeurs critiques distinctes.

Lemme 3.1.7. Soient m ≡ 0 (mod 4) un entier non nul et f(x) =
∑m

k=0 am−kx
k ∈

F2n [x] un polynôme de degré m tel que a1 ̸= 0. Notons Lαf =
∑d

k=0 bd−kx
k le

polynôme associé de degré d. Considérons e =
(
(d−1)/2

2

)
et N = de. Soient w le poids

définis par w(ai) = i et w(α) = 1 et w̃ le poids définis par w̃(ai) = 1 et w̃(α) = 0.
Le polynôme

bN0 Πd(Lαf) := bN0
∏
i<j

(Lαf(τi)− Lαf(τj))

est homogène de degré (6d+ 4)e par rapport à w et de degré (d+ 2)e par rapport à
w̃.

Démonstration. La preuve est similaire à celle de Lemme 3.8 dans [2]. Considérons,
τ1, τ2, . . . , τ(d−1)/2 les racines de (Lαf)

′. On a

Πd(Lαf) :=
∏
i<j

(Lαf(τi)− Lαf(τj)) .

Donc

Πd(Lαf) :=
∏
i<j

(
d∑

k=0

b2d−k(τ
2k
i + τ 2kj )

)
.

En utilisant le théorème fondamental des polynômes symétriques, on a

Πd(Lαf) ∈ F2[b0, . . . , bd, σ1, . . . , σ(d−1)/2],

où les σi représentent les polynômes symétriques élémentaires en les τi ( c’est à dire
σ1 =

∑
τ 2i , σ2 =

∑
i<j τiτj, . . .).

On remarque que

Lαf(x)
′ = b0x

d−1 + b2x
d−3 + . . .+ bd−3x

2 + bd−1.

Donc (Lαf)
′ ∈ F2[b0, b2, b4, . . . , bd−1], et par suite en utilisant les relations entre

les coefficients et les racines du polynôme (Lαf)
′ on obtient que

Πd(Lαf) ∈ F2[b0, . . . , bd,
b2
b0
,
b4
b0
, . . . ,

b(d−1)/2

b0
].
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La plus grande puissance de b0 qui apparaît dans le dénominateur de Πd(Lαf) est
N (ce sera le cas si les τi sont les seuls termes qui contribuent au degré et s’ils
font apparaître seulement le terme b2

b0
). Donc bN0 Πd(Lαf) est un polynôme dans

F2[b0, b1, . . . , bd], dont chaque terme est un produit de (d + 2)e indéterminé bi. De
plus bN0 ΠdLαf est un polynôme homogène de degré 2de si l’on considère le poids
w défini par w(bi) = i. En utilisant la Remarque 3.1.6. bN0 ΠdLαf est un polynôme
homogène de degré 2×2de+2(d+2)e = (6d+4)e. Cela nous permet de conclure.

3.2
Polynôme Morse en caractéristique 2

Dans cette section, on procède à quelques rappels sur la notion de polynômes
Morse donnée par Geyer dans l’annexe de [16]. Commençons d’abord par la définition
d’un point critique et d’une valeur critique.

Définition 3.2.1. Soient K un corps de caractéristique p et f ∈ K[x].

(1) On dit que u est un point critique de f si f ′(u) = 0.

(2) On dit que v est une valeur critique de f si v est l’image par f d’un point
critique.

Exemple 3.2.2. (1) Considérons un corps K de caractéristique p. On voit par
exemple que tout élément de K est à la fois un point et une valeur critique de
la fonction xp.

(2) Considérons un corps K de caractéristique p. 0 est le seul point critique et la
seule valeur critique de la fonction xp+1.

Pour pouvoir définir un polynôme Morse en caractéristique 2, on a besoin d’une
extension de la dérivation donnée par Hasse et Schmidt en 1937.

Définition 3.2.3. Soit K un corps de caractéristique 2 et f un polynôme sur K.
La dérivée seconde de Hasse–Schmidt de f notée par f [2] est donnée par l’égalité
suivante :

f(t+ u) ≡ f(t) + f ′(t)u+ f [2](t)u2 (mod u3)

où u et t sont des variables indépendantes.

Exemple 3.2.4. (1) On a x[2] = 0. En effet,

x+ u = x+ u+ 0.u2 ≡ x+ u+ 0.u2 (mod u3).
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(2) Pour tout m ≥ 2, on a (xm)[2] =
(
m
2

)
xm−2. En effet, pour tout u on a :

(x+ u)m = xm +

(
m

1

)
xm−1u+

(
m

2

)
xm−2u2 + . . .+

(
m

m− 2

)
x2um−2

+

(
m

m− 1

)
xum−1 + um

= xm +

(
m

1

)
xm−1u+

(
m

2

)
xm−2u2 +

((
m

3

)
xm−3 + . . .+ um−3

)
u3

≡ xm +

(
m

1

)
xm−1u+

(
m

2

)
xm−2u2 (mod u3).

Cela nous permet de conclure.

On passe maintenant à la dernière étape avant de définir la notion de polynôme
Morse en caractéristique 2.

Définition 3.2.5. Soient K un corps de caractéristique 2 et f un polynôme sur K.
On dit que les points critiques de f sont non dégénérés si f ′ et f [2] n’ont pas de
racines communes.

Exemple 3.2.6. (1) On remarque que pour f(x) = x3, 0 est une racine commune
de f ′ et f [2] et donc les points critiques de f sont non dégénérés.

(2) Si f(x) = x2, on a f ′(x) = 0 et f [2](x) = 1 ̸= 0 et donc les points critiques de
f sont non dégénérés.

On est prêt maintenant à définir un polynôme Morse. On va se limiter aux cas
des polynômes définis sur des corps de caractéristique 2. Pour une définition plus
générale voir l’annexe de Geyer dans [16].

Définition 3.2.7. Soient K un corps de caractéristique 2 et f(x) ∈ K[x] . On dit
que f est Morse s’il vérifie les trois conditions suivantes :

(M1) Les points critiques de f sont non dégénérés.
(M2) Les valeurs critiques de f sont distinctes.
(M3) 2 ne divise pas le degré de f .

Pour faciliter la définition d’un polynôme Morse et pour l’adapter dans notre
contexte on va introduire la définition de résultant.

Définition 3.2.8. Le résultant des deux polynômes P et Q est le déterminant de
leur matrice de Sylvester.
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La remarque suivante permet d’adapter la notion de résultant dans notre contexte.

Remarque 3.2.9. Soit K un corps de caractéristiques p. Soient f et g deux poly-
nômes sur K de degré n et m respectivement tel que

f(x) = an

n∏
i=1

(x− αi)

et

g(x) = bm

m∏
i=1

(x− βi).

On définit le résultant de f et g par :

Res(f, g) = amn b
n
m

∏
i,j

(αi − βj).

Remarque 3.2.10. Considérons un corps K. Soient f et g deux polynômes sur K
de degré n et m respectivement. On a :

(1) Res(f, g) = (−1)nm Res(g, f)

(2) Res(f, g) = 0 si et seulement si f et g ont au moins une racine commune.

Dans notre travail les conditions M1,M2 et M3 présentées dans la Définition 3.2.7
vont êtres caractérisées respectivement par les conditions M ′

1,M
′
2 et M ′

3 qui leur sont
équivalentes.

Proposition 3.2.11. Soient K un corps de caractéristiques 2 et f ∈ K[x] un poly-
nôme de degré s. On dit que f est Morse s’il vérifie les trois conditions suivantes.

(M ′
1) Le polynôme

Res(f ′, f [2]) ̸= 0.

(M ′
2) Le polynôme

Πd(f) :=
∏
i<j

(f(τi)− f(τj)) ̸= 0

où les τi sont les racines de f ′.

(M ′
3) Le degré s est impair.

Démonstration. En utilisant la Remarque 3.2.10 on obtient l’équivalence entre M1

et M ′
1. Ce qui permet de conclure.



CHAPITRE 3. PRÉLIMINAIRES ET MÉTHODE DE LA
PREUVE 35

3.3
L’ingrédient principal de la démonstration

Dans cette section. on va donner la méthode de la preuve qui va nous permettre
de démontrer les nouveaux théorèmes. L’ingrédient principal de la démonstration in-
troduit par Voloch ([26]) dans ce contexte est le théorème de densité de Chebotarev.
Pour pouvoir l’appliquer, l’idée d’Aubry, Herbaut et Voloch ([2]) est de trouver pour
n suffisamment grand un élément non nul α ∈ F∗

2n pour lequel l’extension Ω/F2n(t)
est régulière, où Ω est le corps de décomposition du polynôme f(x) + f(x + α) + t
sur F2n(t).

Vocabulaire des corps de fonctions

Avant d’énoncer ce théorème, on va rappeler quelques notions algébriques essen-
tielles. Rappelons d’abord la définition d’une extension régulière.

Définition 3.3.1. Une extension L/K est dite régulière si L/K est séparable et K
est algébriquement fermé dans L (c’est-à-dire K n’admet pas d’extension algébrique
propre dans L) .

Il est bien connu que toute extension d’un corps algébriquement clos est régulière
et que la régularité est transitive. De plus, si L/K est régulière et K ⊂ M ⊂ L,
alors M/K est régulière.

On donne maintenant la définition d’un corps de fonctions (tous les éléments de
ce paragraphe sont tirés avec plus ou moins de détails du Chapitre 1 de [25]).

Définition 3.3.2. Considérons deux corps K et F avec K ⊆ F . On dit que F est
un corps de fonction sur K s’il existe un élément transcendant x sur K pour lequel
l’extension F/K(x) est algébrique.

Pour simplifier, on dit que F/K est un corps de fonctions algébrique. La somme,
produit et division de deux éléments algébrique est également algébrique. Cela nous
permet de définir le corps des constantes.

Définition 3.3.3. Soit F/K une extension telle que F est un corps de fonctions sur
K. Le corps des constantes de l’extension F/K est le corps K̃ défini par :

K̃ := {u ∈ F ;u est algébrique sur K}.

Pour pouvoir définir une place P d’un corps de fonction F/K, on introduit dans
la définition suivante la notion d’anneau de valuation.
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Définition 3.3.4. Soit F/K un corps de fonction et considérons un anneau O tel
que

K ⊂ O ⊂ F.

On dit que O est un anneau de valuation de F/K si pour tout élément z ∈ F on a
z ∈ O ou z−1 ∈ O.

Comme expliquée dans [25], la motivation de la Définition 3.3.4 apparaît dans
l’exemple suivant.

Exemple 3.3.5. Considérons un corps K et

K(x) = {p(x)
q(x)

; p(x), q(x) ∈ K[x]}.

L’extension K(x)/K est un corps de fonction appelé corps des fonctions rationnelles.
Pour tout polynôme irréductible p(x) ∈ K[x], l’anneau

Op(x) = {f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) ne divise pas g(x)}

est un anneau de valuation de F/K.

Remarque 3.3.6 (Proposition 1.1.5 de [25]). Si O est un anneau de valuation d’un
corps de fonction F/K alors il admet un unique idéal maximal P.

On est prêt maintenant à définir la notion de place d’un corps de fonction.

Définition 3.3.7. Soit F/K un corps de fonction. Une place P de F/K est l’idéal
maximal d’un certain anneau de valuation O.

La remarque suivante nous permet d’introduire la notion d’élément premier.

Remarque 3.3.8 (Théorème 1.1.6 et Définition 1.1.8 dans [25]). Si P est une place
d’un corps de fonctions F/K alors P est un idéal principal. De plus tout élément
t ∈ O pour lequel P = tO est dit élément premier de F/K.

La remarque suivante nous donne un exemple de place dans le cas des corps des
fonctions rationnelles.

Remarque 3.3.9. Soit K(x)/K un corps de fonctions rationnelles et p(x) ∈ K[x]
un polynôme irréductible. L’anneau

Op(x) := {f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) ne divise pas g(x)}
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est un anneau de valuation de K(x)/K. De plus l’idéal

Pp(x) = {f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) divise f(x) et p(x) ne divise pas g(x)}

est l’unique idéal maximal de Op(x). Dans ce cas, p(x) est un élément premier de
K(x)/K.

Rappelons maintenant la définition du degré d’un élément premier.

Définition 3.3.10. Soient F/K un corps de fonction d’anneau de valuation O et P
une place de F/K. On définit le degré de P par deg(P ) := [O/P : K], où [O/P : K]
désigne le degré de l’extension (O/P )/K

La proposition suivante nous permet de calculer le degré d’une place dans le cas
des corps de fonctions rationnelles.

Proposition 3.3.11 (Proposition 1.2.1 dans [25]). Soit K(x)/K un corps de fonc-
tions rationnelles et p(x) ∈ K[x] un polynôme irréductible. Le degré de la place Pp(x)

est égal au degré du polynôme p. De plus K est le corps des constantes de K(x).

Théorème de densité de Chebotarev

Dans ce paragraphe on va présenter l’ingrédient principal de la démonstration.
C’est le théorème de densité de Chebotarev. Ce théorème est l’un des résultats fon-
damentaux de la théorie algébrique des nombres. Voloch explique dans [26] qu’il
fournit une mesure quantitative d’ensembles de diviseurs premiers avec des proprié-
tés qualitatives liées à des extensions galoisiennes finies. Sa nature fondamentale le
rend très pratique à appliquer.

Rappelons une version du théorème de densité de Chebotarev donnée par Pollack
dans [21].

Théorème 3.3.12. (Chebotarev) Supposons que Ω/Fq(t) est une extension Galoi-
sienne de corps de constantes FqD . Soit C une classe de conjugaison de Gal(Ω/Fq(t))
dont la restriction de chaque élément à FqD est xq. Soit V (C) le nombre de premiers
de degré 1 sur Fq(t) non ramifiés dans Ω pour lesquels le symbole d’Artin

(
Ω/Fq(t)

v

)
est égale à C.

On a ∣∣∣∣V (C)− ♯C
[Ω : FqD(t)]

q

∣∣∣∣ ≤ 2
♯C

[Ω : FqD(t)]

(
gq1/2 + g + [Ω : FqD(t)]

)
,

où g est le genre de Ω/FqD .
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On considère le corps de décomposition Ω du polynôme f(x)+f(x+α)+ t. Pour
pouvoir appliquer le théorème de densité de Chebotarev on a besoin de la régularité
de l’extension Ω/F2n(t). Pour cela, on introduit un corps intermédiaire F, qui est
le corps de décomposition du polynôme Lαf(x) + t. On démontre ensuite que les
extensions Ω/F et F/F2n(t) sont régulières.

Définition 3.3.13. Soit n ∈ N. Considérons un polynôme f(x) ∈ F2n [x] et notons
Lαf le polynôme associé. On définit le corps F par le corps de décomposition du
polynôme Lαf(x)− t sur F2n(t) où t est un élément transcendant sur F2n .

Le lemme suivant nous donne une condition suffisante pour que l’extension F/F2n(t)
soit régulière.

Lemme 3.3.14 (Proposition 4.1 dans [2]). Si f ∈ F2n [x] est un polynôme tel que
Lαf est Morse et de degré impair alors l’extension F/F2n(t) est régulière.

La démonstration du lemme s’appuie sur l’analogue du théorème de Hilbert donné
par Serre dans le Théorème 4.4.5 de [24] et détaillé en caractéristique paire dans
l’annexe de Geyer dans [16]. Il nous donne que le groupe de monodromie géométrique
Gal(F/FF

2n(t)) est égal au groupe symétrique Sd. Mais comme il est inclus dans
Gal(F/F2n(t)) qui est à son tour inclus dans Sd alors Gal(F/F2n(t) = Gal(F/FF

2n(t)).
Donnons maintenant le lemme suivant qui nous fournit une condition suffisante

pour que l’extension Ω/F soit régulière.

Lemme 3.3.15 (Proposition 4.6 dans [2]). Soit n ∈ N. Considérons un polynôme
f(x) =

∑m
k=0 am−kx

k ∈ F2n [x] de degré m ∈ N et notons Lαf(x) =
∑d

k=0 bd−kx
k

le polynôme associé de degré d. Pour tout α ∈ F∗
2n , si Lαf est Morse et l’équation

x2 + αx = b1
b0

admet une solution dans F2n alors l’extension Ω/F est régulière (et
par suite l’extension Ω/F2n(t) est régulière).

La méthode consiste à démontrer l’égalité entre les deux groupes Γ = Gal(Ω/F )
et Γ = Gal(Ω/FFΩ

2n), en montrant qu’ils sont égales au groupe (Z/2Z)d−1.
La proposition suivante résume la contribution du Théorème 3.3.12 dans notre

contexte.

Proposition 3.3.16. Soit f ∈ F2n [x] un polynôme de degré m ≡ 0 (mod 4). Il
existe N ∈ N∗, tel que pour tout n ≥ N , pour tout polynôme f(x) ∈ F2n [x] de degré
m, et pour tout α ∈ F∗

2n, tel que Ω/F2n(t) est régulière, il existe β ∈ F2n tel que
f(x) + f(x+ α) + β est scindé sans racines multiples, et donc δ(f) est maximal.

Démonstration. Comme l’extension Ω/F2n(t) est régulière et le degré du polynôme
Lαf est impair alors Ω/F2n(t) est séparable. De plus Ω est bien le corps de décom-
position du polynôme f(x) + f(x+ α) + t sur F2n(t), donc Ω/F2n(t) est normale et



CHAPITRE 3. PRÉLIMINAIRES ET MÉTHODE DE LA
PREUVE 39

par suite Galoisienne. Considérons V le nombre de places de degré 1 sur F2n(t) non
ramifiées dans Ω pour lesquels le symbole d’Artin est égal à C. En appliquant le
Théorème 3.3.12 sur l’extension Ω/F2n(t) on obtient :

V >
2n

dΩ
− 2

(
(1 +

gΩ
dΩ

)2
n
2 + 2

n
4 + 1 +

gΩ
dΩ

)
où dΩ = [Ω : F2n(t)] et gΩ est le genre de Ω. En utilisant la démonstration du
Lemme 3.3.14 et la démonstration du Lemme 3.3.15, on obtient Gal(F/F2n(t)) = Sd

et Gal(Ω/F ) = (Z/2Z)d−1 et par suite dΩ = d!2d−1. De plus en utilisant le Lemme
14 dans [21], on obtient :

gΩ ≤ d!2d−1(d− 3/2) + 1.

Cela implique l’existence d’un entier N ∈ N pour lequel v ≥ 1 et par suite il existe
β ∈ F2n pour lequel le polynôme f(x)+f(x+α)+β est scindé sans racines multiples.

La remarque suivante fournit un entier N pour lequel la Proposition 3.3.16 s’ap-
plique pour tout n ≥ N.

Remarque 3.3.17. Soit n ∈ N. Si l’extension Ω/F2n(t) est régulière et

q

dΩ
− 2
(
(1 +

gΩ
dΩ

)q1/2 + q1/4 + 1 +
gΩ
dΩ

)
⩾ 1. (3.8)

avec q = 2n, dΩ = d!2d−1 et gΩ ⩽ d!2d(d − 3/2) + 1, alors le polynôme f(x) +
f(x+ α) + β est scindé sans racines multiples et par suite δ(f) est maximale.

Le corollaire suivant permet de résumer les deux grandes étapes à vérifier pour
démontrer les nouveaux résultats de la thèse.

Corollaire 3.3.18. Soit f(x) =
∑m

k=0 am−kx
k ∈ F2n [x] un polynôme de degré m ≡ 0

(mod 4) tel que a1 ̸= 0 et soit Lαf =
∑d

k=0 bd−kx
k le polynôme associé de degré d.

S’il existe un α ∈ F∗
2n tel que :

(1) Le polynôme Lαf est Morse.

(2) Il existe x ∈ F2n tel que x2 + αx = b1
b0

,

alors pour n suffisamment grand, δF2n
(f) est maximal, autrement dit on a δF2n

(f) =
m− 2.
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Démonstration. En utilisant la Proposition 3.3.16, pour que l’uniformité différen-
tielle de f soit maximale, on est ramené à trouver un α ∈ F∗

2n pour lequel l’exten-
sion Ω/F2n(t) est régulière. Pour montrer que l’extension Ω/F2n(t) est régulière, on
construit un corps intermédiaire F qui est le corps de décomposition du polynôme
Lαf(x)− t sur F2n(t) et on démontre que les deux extensions F/F2n(t) et Ω/F sont
régulières. Soit α ∈ F∗

2n , tel que :
(1) Le polynôme Lαf est Morse.
(2) Il existe x ∈ F2n tel que x2 + αx = b1

b0
,

Comme Lαf est Morse et d = m−2
2

est impair, alors par le Lemme 3.3.14, l’extension
F/F2n(t) est régulière. De plus, comme l’équation x2 + αx a une solution dans F2n ,
alors par le Lemme 3.3.15, l’extension Ω/F est régulière et donc l’extension Ω/F2n(t)
est régulière, ce qui nous permet de conclure.

Résumons les conditions à vérifier dans le diagramme suivant. Nous ferons réfé-
rence régulièrement à ces quatre conditions ((I.a), (I.b), (I.c) et (II)) à la suite de
notre travail.
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F2n(t)

F

FF
2n(t)

Ω

FFΩ
2n

Réguliere si :

L’extension ci-dessous est régulière et si

(II) il existe x ∈ F2n tel que x2 + αx = b1
b0

Réguliere si Lαf est Morse i.e. si

(I.a) Lαf a des points critiques non-dégénérés

(I.b) Lαf a des valeurs critiques distinctes

(I.c) Lαf est de degré impair.

G = Gal (F/F2n(t))

G

Γ = Gal (Ω/F )

Γ

Figure 3.1 –

Dans ce manuscrit, on s’intéresse aux polynômes de degré m ≡ 0 (mod 4) et
donc la condition (I.c) est automatiquement vérifiée. En effet, si m ≡ 0 (mod 4),
alors d(m) = m−2

2
est impair. Donc pour un polynôme f ∈ F2n [x], de degré m ≡ 0

(mod 4), pour démontrer que δ(f) est maximale il suffit de trouvez un α ∈ F∗
2n

pour lequel les conditions (I.a), (I.b) et (II) sont vérifiées. On va utiliser la même
procédure utilisée dans [2] : d’abord on majore le nombre de α ∈ F∗

2n , pour lesquels
une au moins des trois conditions (I.a), (I.b) et (II) n’est pas vérifiée. Ensuite, en
choisissant n suffisamment grand, on garantit l’existence d’un α ∈ F∗

2n pour lequel
les trois conditions sont vérifiées simultanément. Finalement, comme n est choisi
suffisamment grand et l’extension Ω/F2n(t) est régulière, on obtient que l’uniformité
différentielle de f est maximale.

3.4
Le théorème 90 de Hilbert.

On commence cette section par un rappel de quelques propriétés de la trace. On
peut par exemple consulter [19] pour plus de détails. On termine par une version
additive du théorème 90 de Hilbert qui va nous permettre de transformer la condition
(II) en une équation algébrique. Commençons d’abord par la définition de la trace
d’un élément sur un corps fini.

Définition 3.4.1. Soient K un corps fini de caractéristiques p et L/K une extension
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fini de degré n. Pour tout a ∈ L, on définit la trace de a sur L/K par :

TrL/K(a) = a+ ap + · · ·+ ap
n−1

.

On remarque que pour tout a ∈ L on a :

(TrL/K(a))
p = TrL/K(a

p) = TrL/K(a). (3.9)

Le lemme suivant est un ingrédient essentiel dans la démonstration du Corollaire
5.1.4. Il nous dit que les éléments de F2n prend autant de fois la valeur 1 que la
valeur 0.

Lemme 3.4.2. Soit n ∈ N∗. On a :

Card
(
{b ∈ F2n ; TrF2n/F2(b) = 0}

)
= Card

(
{b ∈ F2n ; TrF2n/F2(b) = 1}

)
= 2n−1.

Démonstration. Soit S := {b ∈ F2n ; TrF2n/F2(b) = 0}. Montrons que Card(S) =
2n−1. On a :

b ∈ S ⇐⇒ TrF2n/F2(b) = 0

⇐⇒ b est une racine de T (x) = x+ x2 + x4 + · · ·+ x2n−1

.

Comme T ′(x) = 1 ̸= 0, les racines de T sont distinctes. Comme T (0) = 0 et
F2n/F2 est normale, l’extension F2n contient tous les racines de T et donc Card(S) =
deg(T ) = 2n−1. Soit S ′ := {b ∈ F2n ; TrF2n/F2(b) = 1}. On a

Card(S) + Card(S ′) = 2n,

cela nous permet de conclure.

On rappelle maintenant la version additive du théorème 90 de Hilbert.

Théorème 3.4.3. Soit K un corps finis de caractéristique p et L/K une extension
de degré n. On a pour tout x ∈ L l’équivalence suivante :

TrL/K(x) = 0 ⇐⇒ Il existe α ∈ L tel que x = α− αp.

Démonstration. Soit x ∈ L tel que TrL/K(x) = 0. Montrons qu’il existe α ∈ L tel
que x = α−αp. Comme TrL/K est une application non nulle, il existe β ∈ L tel que
TrL/K(β) ̸= 0. Prenons

α =
1

TrL/K(β)

(
xβ + (x+ xp)βp + · · ·+ (x+ xp + · · ·+ xpn−2

)βpn−2
)
.
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En utilisant l’équation 3.9, on a

αp =
1

TrL/K(β)

(
xpβp + (xp + xp2)βp2 + · · ·+ (xp + · · ·+ xpn−1

)βpn−1
)
,

donc

α−αp =
1

TrL/K(β)

(
xβ + xβp + · · ·+ xβpn−2

+ (xp + xp2 + xp3 + · · ·+ xpn−1

)βpn−1
)
.

Comme TrL/K(x) = 0, on a

α− αp =
1

TrL/K(β)

(
xβ + xβp + xβp2 + · · ·+ xβpn−2

+ xβpn−1
)
,

donc
α− αp =

1

TrL/K(β)
(xTrL/K(β)) = x.

Inversement, soit α ∈ L tel que x = α − αp. En utilisant la linéarité de la Trace et
l’équation 3.9 on a :

TrL/K(x) = TrL/K(α− αp) = TrL/K(α)− TrL/K(α
p) = 0.

Le corollaire suivant nous permet d’exprimer la condition (I) en terme de la
Trace. Autrement dit si f(x) =

∑m
k=0 am−kx

k ∈ F2n [x] un polynôme de degré m tel
que a1 ̸= 0 et α ∈ F∗

2n et si on note

Lαf(x) =
d∑

k=0

bd−kx
k ∈ F2n [x]

le polynôme associé, pour trouver un α ∈ F∗
2n pour lequel il existe un x ∈ F2n

vérifiant
x2 + αx =

b1
b0
,

il faut et il suffit de trouver un α ∈ F∗
2n tel que

TrF2n/F2(
b1

b0α2
) = 0.

Corollaire 3.4.4. Soient b0, α ∈ F∗
2n et b1 ∈ F2n. Les deux conditions suivantes sont

équivalentes :
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(1) Il existe x dans F2n tel que x2 + αx = b1
b0
.

(2) TrF2n/F2(
b1

b0α2 ) = 0.

Démonstration. Il existe x dans F2n tel que

x2 + αx =
b1
b0
,

soit tel que

(
x

α
)2 +

x

α
=

b1
b0α2

,

si et seulement s’il existe y dans F2n tel que

y2 + y =
b1

b0α2
,

ce qui est équivalent par le Théorème 3.4.3 à démontrer que

TrF2n/F2(
b1

b0α2
) = 0.

3.5
La condition (II)

Dans cette section on va minorer le nombre de α ∈ F∗
2n pour lesquels la condition

(II) est vérifiée, puis on va majorer le nombre de α ∈ F∗
2n pour lesquels la condition

(I.a) n’est pas vérifiée. On commence par les deux lemmes suivants qui jouent un
rôle important dans la démonstration du Corollaire 5.1.4.

Lemme 3.5.1. Soient a1, a2 et a3 dans F2n tel que a1 ̸= 0 et n ∈ N∗. Si

a22 + a3a1 ̸= 0

alors pour tout α ∈ F∗
2n l’application

α 7→ a22 + a3a1
a21α

2

est une permutation de F∗
2n.



CHAPITRE 3. PRÉLIMINAIRES ET MÉTHODE DE LA
PREUVE 45

Démonstration. Il suffit de démontrer que l’application

T : F∗
2n → F∗

2n

α 7→ 1
α2

est une permutation de F∗
2n . Soit

T ′ : F∗
2n → F∗

2n

α 7→ 1

α2n−1 .

On a
T ◦ T ′(α) = T (

1

α2n−1 ) = (α2n−1

)2 = α2n

De même
T ′ ◦ T (α) = T ′(

1

α2
) = (α2)2

n−1

= α2n

On conclut en utilisant que α2n = α.

Lemme 3.5.2. Considérons n ∈ N∗ et un entier m ≡ 0 (mod 8). Soit f =
∑m

i=0 am−iX
i ∈

F2n [X] un polynôme de degré m, tel que a1 ̸= 0. On note Lα(f) =
∑d

i=0 bd−iX
i le

polynôme associé de degré d. On a

Tr(
b1

b0α2
) = Tr(

a22 + a3a1
(a1α)2

)

pour tout α ∈ F⋆
2n.

Démonstration. On a par le Corollaire 3.1.5 que
b1
b0

=
a2α + a3

a1
.

Donc

Tr(
b1

b0α2
) = Tr(

a2α + a3
a1α2

) (3.10)

= Tr(
a2a1α + a1a3

(a1)2α2
) (3.11)

= Tr(
a2
a1α

) + Tr(
a1a3

(a1)2α2
) (3.12)

= Tr(
(a2)

2

(a1)2(α)2
) + Tr(

a1a3
(a1)2α2

) (3.13)

= Tr(
a22 + a3a1
(a1α)2

). (3.14)
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Le corollaire suivant permet de minorer pour un polynôme f ∈ F2n [x] de degré
m ≡ 0 (mod 8), le nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels la condition (II) est vérifiée.

Corollaire 3.5.3. Soit f =
∑m

i=0 am−iX
i ∈ F2n [X] un polynôme de degré m tel que

m ≡ 0 (mod 8), a1 ̸= 0 et n ∈ N∗. Soit Lα(f) =
∑d

i=0 bd−iX
i le polynôme associé

de degré d. Le nombre de α ∈ F∗
2n tel que Tr( b1

b0α2 ) = 0 est 2n−1 − 1 si a22 + a3a1 ̸= 0
et 2n − 1 sinon.

Démonstration. Supposons que a22 + a3a1 ̸= 0 et soit

σ : α 7→ a22 + a3a1
(a1α)2

la permutation de F∗
2n défini dans le Lemme 3.5.1. Soit α ∈ F∗

2n , on a par le Lemme
5.1.4 que

Tr(
b1

b0α2
) = Tr(

a22 + a3a1
(a1α)2

).

Comme σ est une permutation, le nombre de α ∈ F∗
2n tel que Tr(σ(α)) = 0 est égale

au nombre de β ∈ F∗
2n tel que Tr(β) = 0. On conclut en utilisant le Lemme 3.4.2.

Si a22 + a3a1 = 0 alors Tr( b1
b0α2 ) = 0 pour tout α ∈ F∗

2n , cela nous nous permet de
conclure.

On remercie José Felipe Voloch pour la démonstration du corollaire suivant qui
nous aide à minorer pour un polynôme f ∈ F2n [x] de degré m ≡ 4 (mod 8), le
nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels la condition (II) est vérifiée

Corollaire 3.5.4. Soit f =
∑m

i=0 am−iX
i ∈ F2n [X] un polynôme de degré m tel que

m ≡ 4 (mod 8), a1 ̸= 0 et n ∈ N∗. Soit Lα(f) =
∑d

i=0 bd−iX
i le polynôme associé de

degré d. Le nombre de α ∈ F∗
2n tel que Tr( b1

b0α2 ) = 0 est égale 2n − 1 si a22 + a1a3 = 0

et plus grand ou égale à 1
2
(2n + 2

n
2
+1 − 1) sinon.

Démonstration. En utilisant le Corollaire 3.1.5, on a :

Tr(
b1

b0α2
) = Tr(1 +

a0α

a1
+

a22 + a1a3
a21α

2
)

Donc Tr( b1
b0α2 ) = 0 si et seulement si

Tr(
a0α

a1
+

a22 + a1a3
a21α

2
) = n.

On distingue deux cas :
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(1) Si a22 + a1a3 = 0, alors Tr( b1
b0α2 ) = 0 si et seulement si

Tr(
a0α

a1
) = n.

Comme l’application
α 7→ a0α

a1

est une permutation, le nombre de α ∈ F∗
2n tel que Tr(a0α

a1
) = n est égale au

nombre de β ∈ F∗
2n tel que Tr(β) = n. On conclut en utilisant le Lemme 3.4.2.

(2) Supposons maintenant que a22 + a1a3 ̸= 0. En choisissant C = a0
a1

et D2 =
a22+a1a3

a21
, le nombre de α ∈ F∗

2n tel que Tr( b1
b0α2 ) = 0 est égale au nombre de

α ∈ F∗
2n tel que

Tr(Cα) + Tr(D/α) = n.

En choisissant maintenant K2 = CD et v = a0α/a1K, le nombre de α ∈ F∗
2n

tel que Tr( b1
b0α2 ) = 0 est égale au nombre de v ∈ F∗

2n tel que

Tr(Kv) + Tr(K/v) = n.

Prenons S tel que Tr(S) = n on a

Tr(Kv) + Tr(K/v) = n

si et seulement si
Tr(Kv +K/v + S) = 0.

Donc on est ramené à calculer le nombre de v ∈ F∗
2n tel que

Tr(Kv +K/v + S) = 0.

En utilisant le Théorème 3.4.3, pour tout v ∈ F∗
2n tel que

Tr(Kv +K/v + S) = 0

il existe deux couples (v, w) et (v, w + 1) dans F∗
2n × F2n tel que

Kv +K/v + S = w + w2.

En choisissant y = vw et en multipliant par v2 ̸= 0, on peut déduire que le
nombre de α ∈ F∗

2n tel que

Tr(
b1

b0α2
) = 0
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en divisant par 2, le nombre de couples (v, y) ∈ F∗
2n × F2n tel que

K(v3 + v) + Sv2 = y2 + vy,

qui est égale au nombre de couples (v, y) ∈ (F2n × F2n)
∗ tel que

K(v3 + v) + Sv2 = y2 + vy.

Cela définit une courbe elliptique (E) de clôture projective (E) défini par :

P (x, y, z) := K(v3 + vz2) + Sv2z + y2z + vyz.

En remplaçant z par 0 on voit que (E) admet un seul point à l’infini. De plus
on remarque que le gradient de P n’admet pas de solutions et donc (E) est
lisse. En utilisant la borne de Hasse-Weil, le nombre des points rationnels de
Fq sur E est au moins 1

2
(2n − 2

n
2
+1 − 1). Cela nous permet de conclure.

On résume dans le corollaire suivant les résultats des deux corollaires précédents,
autrement dit le corollaire suivant nous permet de minorer pour un polynôme f ∈
F2n [x] de degré m ≡ 0 (mod 4), le nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels la condition
(II) est vérifiée.

Corollaire 3.5.5. Soit f =
∑m

i=0 am−iX
i ∈ F2n [X] un polynôme de degré m tel que

m ≡ 0 (mod 4), a1 ̸= 0 et n ≥ 2. Soit Lα(f) =
∑d

i=0 bd−iX
i le polynôme associé

de degré d. Le nombre de α ∈ F∗
2n tel que Tr( b1

b0α2 ) = 0 est plus grand ou égal à
2n−1 − 2

n
2 − 1.

Démonstration. En utilisant la Corollaire 3.5.4, et le Corollaire 3.5.5, le nombre de
α ∈ F∗

2n tel que Tr( b1
b0α2 ) = 0, est plus grand ou égale à

min{2n−1 − 1,
1

2
(2n + 2

n
2
+1 − 1)} = min{2n−1 − 1, 2n−1 − 2

n
2 − 1

2
)} = 2n−1 − 2

n
2 − 1.

3.6
La condition (I.a)

On passe maintenant à la condition (I)(a). Le lemme suivant nous permet de
faire le lien entre les polynômes de degré m ≡ 0 (mod 4) et les polynômes de degré
m− 1.
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Lemme 3.6.1. Soient m ≡ 0 (mod 4) et f(x) =
∑m

k=0 am−kx
k ∈ F2n [x] un po-

lynôme de degré m. Soit h(x) = a0x
m + f(x), un polynôme de degré m − 1. On

a
Res((Dαf)

′, (Dαf)
[2]) = Res((Dαh)

′, (Dαh)
[2]).

Démonstration. Comme m ≡ 0 (mod 4), on a

(Dαh)
′(x) = ma0x

m−1 + (Dαf)
′(x) = (Dαf)

′(x)

et
(Dαh)

[2](x) =

(
m

2

)
a0x

m−2 + (Dαf)
[2](x) = (Dαf)

[2](x).

Cela permet de conclure.

Le Théorème suivant permet de majorer le nombre α dans F∗
2n pour lesquels les

points critiques de Lαf sont dégénérés, et donc il nous permet de traiter la condition
(I)(a) pour tout polynôme de degré m ≡ 0 (mod 4).

Théorème 3.6.2. Soient m ≡ 0 (mod 4) et f(x) =
∑m

k=0 am−kx
k ∈ F2n [x] un

polynôme de degré m. Les points critiques de Lαf sont non dégénérés sauf pour au
plus (m− 1)(m− 4) valeurs de α dans F∗

2n .

Démonstration. En utilisant le Lemme 3.3 de [2] et la Proposition 3.2.11, il suffit
de démontrer que le polynôme Res((Dαf)

′, (Dαf)
[2]) vu comme un polynôme dans

F2[a0, a1, . . . , am][α], est non nul de degré (m− 1)(m− 4). Soit h(x) = a0x
m + f(x),

un polynôme de degré m− 1. En utilisant le Lemme 3.6.1, on a

Res((Dαf)
′, (Dαf)

[2]) = Res((Dαh)
′, (Dαh)

[2]).

En utilisant la Proposition 3.2 de [2], le polynôme Res((Dαh)
′, (Dαh)

[2]) est un poly-
nôme non nul dans F2[a1, a2, . . . , am][α], de degré (m−1)(m−1−3) = (m−1)(m−4).
Nous avons terminé ainsi la démonstration.



Chapitre 4

Les polynômes de petit degré.

Comme on l’a dit précédemment, la méthode appliquée consiste à majorer le
nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels une au moins des condition (I.a), (I.b) ou (II) n’est
pas vérifiée. Pour m ≡ 0 (mod 4), on sait traiter les conditions (I.a) et (II) ( voir
Théorème 3.6.2 et Corollaire 3.5.5). Le point le plus difficile dans la démonstration
va être de majorer le nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels la Condition (I.b) n’est pas
vérifiée (c’est a dire pour lesquels le polynôme Lαf n’a pas des valeurs critiques
distinctes). Nous y arriverons pour certains polynômes de certains degré m.

Dans ce chapitre nous traitons l’uniformité différentielle des polynômes de petit
degré. Dans les deux premières sections on va étudier les polynômes de degré 12
et 20. Pour ces petits degrés, les calculs de ΠdLαf restent raisonnables et peuvent
être menés à la main. En observant Lαf dans ces deux cas, on remarque qu’il a une
forme spéciale. Ça sera le point de départ pour généraliser dans le Chapitre 5 ces
résultats sur la famille des polynômes de degré 2r(2ℓ + 1).

Plus tard, dans la troisième section on va traiter le cas des polynômes de degré
16 (et par suite 15) à l’aide d’un logiciel de calcul formel. En fait 16 est le premier
nouveau degré multiple de 4 que nous réussissons à traiter et qui n’appartient pas à
cette famille. Dans ce cas, nous donnons des conditions algébriques qui garantissent
que l’uniformité différentielle soit maximale.

Signalons que le cas des polynômes de petit degré a été étudié par Voloch dans
[26]. En utilisant la Remarque 2.1.3, le cas des polynômes de degré 8 peut être déduit
de celui des polynômes de degré 7 qui est également traité par Aubry, Herbaut et
Voloch dans [2].

4.1

50
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Polynômes de degré 12

Dans cette section on va calculer pour tout entier n suffisamment grand l’uni-
formité différentielle des polynômes f(x) =

∑12
k=0 am−kx

k ∈ F2n [x] de degré 12 avec
a1 ̸= 0. On commence d’abord par le calcul des coefficients du polynôme associé
Lαf =

∑d
k=0 bd−kx

k ∈ F2n [x].

4.1.0.1 Calculs des bi

En utilisant la Proposition 3.1.4 on a pour tout k ∈ {0. . . . , 5} :

k∑
s=max{0,2k−5}

(
5− s

2k − 2s

)
α2k−2sbs =

12∑
i=10−2k+1

(
i

10− 2k

)
αi−10+2ka12−i.

— Pour k = 0, on a :

0∑
s=0

(
5− s

−2s

)
α−2sbs =

12∑
i=10+1

(
i

10

)
αi−10a12−i.

Cela implique que
(
5
0

)
α0b0 =

(
11
10

)
α1a1 +

(
12
10

)
α2a0 = αa1 et donc

b0 = αa1.

— Pour k = 1, on a :

1∑
s=0

(
5− s

2− 2s

)
α2−2sbs =

12∑
i=10−2+1

(
i

8

)
αi−8a12−i.

Alors(
5

2

)
α2b0 +

(
4

0

)
α0b1 =

(
9

8

)
α1a3 +

(
10

8

)
α2a2 +

(
11

8

)
α3a1 +

(
12

8

)
α4a0.

Donc
b1 = αa3 + α2a2 + α3a1 + α4a0.

— Pour k = 2, on a :

2∑
s=0

(
5− s

4− 2s

)
α4−2sbs =

12∑
i=7

(
i

6

)
αi−6a12−i.
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Cela implique que(
5

4

)
α4b0 +

(
4

2

)
α2b1 +

(
3

0

)
α0b2 =

(
7

6

)
α1a5 +

(
8

6

)
α2a4 +

(
9

6

)
α3a3

+

(
10

6

)
α4a2 +

(
11

6

)
α5a1 +

(
12

6

)
α6a0.

Donc
α4b0 + b2 = αa5.

Alors
b2 = αa5 + α5a1.

— Pour k = 3, on a :

3∑
s=1

(
5− s

6− 2s

)
α6−2sbs =

12∑
i=5

(
i

4

)
αi−4a12−i.

Alors
(
4
4

)
α4b1 +

(
3
2

)
α2b2 +

(
2
0

)
α0b3 =

(
5
4

)
α1a7 +

(
6
4

)
α2a6 +

(
7
4

)
α3a5 +

(
8
4

)
α4a4 +(

9
4

)
α5a3 +

(
10
4

)
α6a2 +

(
11
4

)
α7a1 +

(
12
4

)
α8a0. Donc

b3 = αa7 + α2a6 + α3a5 + α6a2.

— Pour k = 4 on a

b4 = αa9 + α3a7 + α5a5 + α7a3 + α9a1

.
— Pour k = 5 on a :

b5 = αa11 + α2a10 + α3a9 + α4a8 + · · ·+ α12a0.

4.1.0.2 Les valeurs critiques de Lαf sont distinctes

Soit

f(x) =
12∑
i=0

a12−ix
i ∈ F2n [x]

un polynôme de degré 12 avec a1 ̸= 0 et notons

Lαf =
5∑

i=0

bd−ix
i ∈ F2n [x]
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le polynôme associé de degré plus petit ou égale d = 12−2
2

= 5. Soient τ1 et τ2 les
deux racines doubles de (Lαf)

′. Pour majorer le nombre de α ∈ F∗
2n pour lesquels les

valeurs critiques de Lαf ne sont pas distinctes il suffit de démontrer que Lαf(τ1)−
Lαf(τ2) vu comme un polynôme dans F2[a0, a1, . . . , a12][α] est non nul, où :

Lαf(τ1)− Lαf(τ2) =
5∑

k−0

(b25−k)(τ
2k
1 + τ 2k2 ).

Considérons le polynôme symétrique Sk(x, y) = x2k+y2k. En utilisant le théorème
fondamental des polynômes symétriques, pour tout 0 ≤ k ≤ d il existe un polynôme
Qk(x, y) ∈ F2[x, y] tel que

Sk(τ1, τ2) = Qk(σ1, σ2),

où σ1 et σ2 représentent les polynômes symétriques élémentaires (i.e σ1(τ1, τ2) =
τ1 + τ2 et σ2(τ1, τ2) = τ1τ2). Exprimons pour tout k, tel que 0 ≤ k ≤ 5, Sk(τ1, τ2) en
fonction de σ1 et σ2.

— Pour k = 0, on a : S0(τ1, τ2) = 0.

— Pour k = 1, on a : S1(τ1, τ2) = τ 21 + τ 22 = σ2
1.

— Pour k = 2, on a : S2(τ1, τ2) = τ 41 + τ 42 = σ4
1.

— Pour k = 3, on a :

S3(τ1, τ2) = τ 61 + τ 62
= σ6

1 + τ 41 τ
2
2 + τ 21 τ

4
2

= σ6
1 + σ2

1σ
2
2.

— Pour k = 4, on a :

S4(τ1, τ2) = τ 81 + τ 82
= σ8

1.

— Pour k = 5, on a :

S5(τ1, τ2) = τ 101 + τ 102
= S3(τ1, τ2)S2(τ1, τ2) + τ 41 τ

2
2 + τ 42 τ

2
1

= (σ6
1 + σ2

1σ
2
2)σ

4
1 + σ2

1σ
2
2

= σ10
1 + σ6

1σ
2
2 + σ2

1σ
2
2.
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Donc,

Lαf(τ1)− Lαf(τ2) =
5∑

k=0

b25−kSk(τ1, τ2)

= b24σ
2
1 + b23σ

4
1 + b22(σ

6
1 + σ2

1σ
2
2) + b21σ

8
1

+ b20(σ
10
1 + σ6

1 + σ2
2 + σ2

1σ
2
2)

Pour démontrer que les valeurs critiques de Lαf sont distinctes il faut et il suffit de
démontrer que

Lαf(τ1)− Lαf(τ2) ̸= 0.

Comme τ1 et τ2 sont les racines doubles de (Lαf)
′, on a :

(Lαf)
′(x) = b0x

4 + b2x
2 + b4 = b0(x− τ1)

2(x− τ2)
2.

En utilisant les relations entre les coefficients et les racines du polynôme (Lαf)
′, on

obtient que σ2
1 = b2

b0
et σ2

2 = b4
b0
. Cela implique que

Lαf(τ1)− Lαf(τ2) ∈ F2[b0, b1, b2, b3, b4,
b2
b0
,
b4
b0
]

En remplaçant σ1 et σ2 par leurs valeurs on obtient :

Lαf(τ1)−Lαf(τ2) =
b24b2
b0

+
b23b

2
2

b20
+b22

(
b32
b30

+
b2
b0

b4
b0

)
+b21

b42
b40
+b20

(
b52
b50

+
b32
b30

+
b4
b0

+
b2b4
b20

)
.

En remplaçant les bi par leur expression en fonction des ai et de α, on obtient :

a41 (Lαf(τ1)− Lαf(τ2)) = a20a
4
1α

24 + a61α
22 + a41a

2
3α

18 + a41a
2
5α

14

+ (a21a
2
2a

2
5 + a41a

2
6)α

12 + a41a
2
7α

10 + a20a
4
5α

8

+ (a22a
4
5 + a21a

2
5a

2
6)α

4 + (a23a
4
5 + a21a

2
5a

2
7)α

2.

Après avoir détaillé tous les préliminaires nécessaires, on est prêt maintenant à
démontrer le théorème suivant qui majore le nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels les
valeurs critiques de Lαf ne sont pas distinctes. On donne dans ce théorème la plus
petite valeur de n pour laquelle notre méthode s’applique.

Théorème 4.1.1. Soit

f(x) =
12∑
i=0

a12−ix
i ∈ F2n [x]

un polynôme de degré 12 avec a1 ̸= 0 et notons Lα(f)(x) =
∑5

i=0 b5−ix
i le polynôme

associé de degré 5. Les valeurs critiques de Lαf sont distinctes sauf pour au plus 24
valeurs de α ∈ F2.
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Démonstration. Le choix d’un polynôme f(x) =
∑12

k=0 am−kx
k ∈ F2n [x] de degré 12

avec a1 ̸= 0 revient à choisir des coefficients a0, a1, . . . , a12 dans F2n avec a0 ̸= 0 et
a1 ̸= 0. cela nous nous permet de considérer Lαf(τ1)−Lαf(τ2) comme un polynôme
de F2[a0, a1, . . . , am][α] de degré 24 qui admet donc au plus 24 racines dans F2.
Comme le coefficient dominant de Lαf(τ1) − Lαf(τ2) est non nul, alors les valeurs
critiques de Lαf sont distinctes sauf pour au plus 24 valeurs de α ∈ F2.

4.1.0.3 Résultat sur les polynômes de degré 12.

On est prêt maintenant à démontrer notre résultat sur les polynômes de degré
12.

Théorème 4.1.2. Pour n > 30 et pour tout polynôme f(x) =
∑12

k=0 am−kx
k ∈ F2n [x]

de degré 12 avec a1 ̸= 0, on a δ(f) = 10.

Démonstration. En utilisant le Corollaire 3.3.18 ça revient à démontrer qu’il existe
un α ∈ F∗

2n pour lequel :

(1) Lαf est Morse.

(2) L’équation x2 + αx = b1
b0

admet une solution dans F2n .

L’idée de la preuve est de majorer le nombre de α ∈ F∗
2n pour lesquels une au moins

des conditions (I.a), (I.b), ou (II) n’est pas vérifiée. En utilisant le Théorème 3.6.2,
les points critiques de Lαf sont non dégénérés sauf pour au plus 88 valeurs de α
dans F∗

2n . Concernant la condition (I.b), on a par le Théorème 4.1.1 que les valeurs
critiques de Lαf sont distinctes sauf pour au plus 24 valeurs de α dans F∗

2n . Il nous
reste maintenant de traiter la condition (II). En utilisant le Corollaire 3.5.5, il existe
au moins 2n−1 − 2

n
2 − 1 valeurs de α dans F∗

2n pour lesquels la condition (II) est
vérifiée. En choisissant n ∈ N tel que

2n−1 − 2
n
2 − 1 > 24 + 88 = 112,

et
q

dΩ
− 2
(
(1 +

gΩ
dΩ

)q1/2 + q1/4 + 1 +
gΩ
dΩ

)
⩾ 1. (4.1)

avec :

q = 2n

dΩ = d!2d−1 = (120)(16) = 1920

gΩ ⩽ d!2d−1(d− 3/2) + 1 = dΩ(15/2) + 1 = 14401.
gΩ
dΩ

⩽ 14401
1920

≤ 8,
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on peut appliquer la Proposition 3.3.16 (et par suite le Corollaire 3.3.18) et on
garantit ainsi l’existence d’un élément α dans F∗

2n pour lequel le polynôme Lαf est
Morse et l’équation x2 + αx = b1

b0
admet une solution dans F2n .

Pour conclure, il suffit de choisir n ∈ N.tel que

2n−1 − 2
n
2 > 113

et
2n

1920
− 2
(
9× 2n/2 + 2n/4 + 9

)
⩾ 1

Cela revient à choisir n ∈ N tel que

n > 9

et

2
n
2

( 2
n
2

1920
−
(
18 +

1

2
n
4
−1

+
9

2
n
2
−1

))
⩾ 1.

Notons C(n) = 2
n
2

(
2
n
2

1920
−
(
18 + 1

2
n
4 −1 + 9

2
n
2 −1

))
. On peut démontrer que C(n) est

une fonction croissante en n et que C(30) < 1 et C(31) > 1. cela nous permet de
conclure.

4.2
Polynômes de degré 20

Dans cette section on va calculer l’uniformité différentielle de certains polynômes
f(x) ∈ F2n [x] de degré 20. En utilisant le Corollaire 3.3.18, le Corollaire 3.5.5 et
le Théorème 3.6.2 ça revient à majorer le nombre de α dans F∗

2n pour lesquels les
valeurs critiques de Lαf sont distinctes.

4.2.0.1 Calcul des bi

En utilisant la même méthode appliqué dans la sous section 4.1.0.1 on obtient
les informations suivantes :

b0 = a1α.

b1 = a0α
4 + a1α

3 + a2α
2 + a3α.

b2 = a5α.

b3 = a6α
2 + a7α.

b4 = a1α
9 + a7α

3 + a9α.
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b5 = a0α
12 + a1α

11 + a2α
10 + a3α

9 + a8α
4 + a9α

3 + a10α
2 + a11α.

b6 = a1α
13 + a5α

9 + a9α
5 + a13α.

b7 = a2α
14 + a3α

13 + a6α
10 + a7α

9 + a10α
6 + a11α

5 + a14α
2 + a15α.

b8 = a1α
17 + a3α

15 + a5α
13 + a7α

11 + a9α
9 + a11α

7 + a13α
5 + a15α

3 + a17α.

b9 =
∑19

k=0 a19−kα
k+1.

4.2.0.2 Les valeurs critiques de Lαf sont distinctes.

Le théorème suivant nous permet de majorer le nombre de α pour lesquels les
valeurs critiques de Lαf sont distinctes pour tout polynôme f(x) =

∑20
k=0 a20−kx

k ∈
F2n [x] avec a1 ̸= 0.

Théorème 4.2.1. Soit

f(x) =
20∑
i=0

a20−ix
i ∈ F2n [x]

un polynôme de degré 20 avec a1 ̸= 0 et notons Lα(f)(x) =
∑5

i=0 b5−ix
i le polynôme

associé de degré 9. Les valeurs critiques de Lαf sont distinctes sauf pour au plus
102 valeurs de α ∈ F2.

Démonstration. Pour majorer le nombre de α dans F∗
2n pour lesquels les valeurs

critiques de Lαf sont distinctes, il suffit de démontrer que le polynôme

b120 Π9Lαf :=
∏
i ̸=j

(Lαf(τi)− Lαf(τj))

vu comme un polynôme dans F2[a0, a1, . . . , a20][α] est non nul, où les τi repré-
sentent les racines de (Lαf)

′. En utilisant les conditions d’homogénéité du Lemme
3.1.7, il suffit de démontrer que le terme a120 a541 α102 apparaît dans l’expression de
b540 Π9Lαf .Or

b540 Π9Lαf = b540
∏
i<j

9∑
k=0

b29−k(τ
2k
i + τ 2kj )

= (a1α)
54
∏
i<j

(
b21(τ

8
i + τ 8j ) + b25(τ

4
i + τ 4j ) + . . .

)
= a120 a541 α102

∏
i<j

(
(τi + τj)

8
(
(τi + τj)

8 + α16
)
+ . . .

)
= a120 a541 α102

∏
i<j

((U(a0, a1, . . . , am, α) + . . .)
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où l’on note
U(a0, a1, . . . , am, α) := (τi + τj)

8
(
(τi + τj)

8 + α16
)

Les seuls bi qui font apparaître a0 dans l’expression de b540 Π9Lαf sont b1 et b5. De
plus, en utilisant la relation entre les coefficients et les racines de (Lαf)

′, on a pour
tout i ∈ {1, 2, 3, 4}, τi ∈ F2(b0, b2, b4, b6, b8) et donc a0 n’intervient pas dans τ 2ki +τ 2kj
pour tout k ∈ {0, . . . , 9}.

Alors pour démontrer que le terme a120 a541 α102 apparaît bien dans b540 Π9Lαf , il
suffit de démontrer que U(0, 1, 0, . . . , 0, 1) ̸= 0.

Soit h(x) = x19. Pour démontrer que U(0, 1, 0, . . . , 0, 1) ̸= 0, il faut et il suffit de
démontrer que pour tout i, j ∈ {1, 2, 3, 4} et pour tous racines τi, τj de (Lαx

19)′, on
a :

τi ̸= τj

et
τi ̸= τj + 1.

Supposons qu’il existe i, j ∈ {1, 2, 3, 4} tel que τi = τj +1. Sans perdre de généralité
on peut supposer que τ1 + τ2 = 1. Or

L1(x
19)′ = (1 + x+ x2 + x4)2, (4.2)

donc τ1 + τ2 + τ3 + τ4 = 0, cela implique que

τ3 + τ4 = τ1 + τ2 = 1 (4.3)

Comme 1 est une racine de L1(x
19)′ alors en utilisant l’équation 4.3 , 0 l’est aussi,

ce qui est impossible.
Pour déduire il suffit de démontrer que pour tout i, j ∈ {1, 2, 3, 4} tel que i ̸= j,

on a τi ̸= τj. Supposons qu’il existe i ̸= j ∈ {1, 2, 3, 4} tel que τi = τj. Sans perdre
de généralité, on peut supposer que τ1 = τ2.

En utilisant l’équation 4.2, on obtient que

τ1 + τ2 + τ3 + τ4 = 0

et donc τ3 = τ4. Comme 1 est une racine de (L1x
19)′ alors τ1 = τ2 = 1 ou τ3 = τ4 = 1.

En utilisant de nouveau l’équation 4.2, on obtient que

τ1τ2τ3τ4 = 1. (4.4)

et que
τ1τ2 + τ1τ3 + τ1τ4 + τ2τ3 + τ2τ4 + τ3τ4 = 1. (4.5)
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L’équation 4.4 nous donne

τ1 = τ2 = τ3 = τ4 = 1.

En remplaçant les τi par leur valeurs dans l’équation 4.5, on obtient 1 = 0 ce qui
est impossible. Donc pour pour tous i, j ∈ {1, 2, 3, 4} et pour tous racines τi, τj de
(Lαx

19)′, on a :
τi ̸= τj

et
τi ̸= τj + 1.

Par suite le terme a120 a541 α102 apparaît dans b540 Π9Lαf . Cela nous permet de
conclure.

4.2.0.3 Résultat sur les polynômes de degré 20.

On est prêt maintenant à démontrer notre résultat sur les polynômes de degré
20.

Théorème 4.2.2. Pour n suffisamment grand et pour tout polynôme

f(x) =
20∑
k=0

am−kx
k ∈ F2n [x]

de degré 20 avec a1 ̸= 0, on a δ(f) = 18.

Démonstration. La démonstration est similaire à celle du Théorème 4.1.2. La seule
différence est que la borne supérieure du nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels les valeurs
critiques de Lαf ne sont pas distinctes est égale par le Théorème 4.2.1 à 120 dans
le cas des polynômes de degré 20.

4.3
Polynômes de degré 16

On termine ce chapitre par les polynômes de degré 16. Comme on a dit précé-
demment, pour calculer l’uniformité différentielle des polynômes de degré 16 il suffit
de majorer le nombre de α ∈ F∗

2N pour lesquels la condition (I.b) n’est pas vérifiée.
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4.3.0.1 Calcul des bi

En utilisant la même méthode appliqué dans la sous section 4.1.0.1 on obtient
les informations suivantes :

b0 = a1α.

b1 = a2α
2 + a3α.

b2 = a3α
3 + a5α.

b3 = a4α
4 + a5α

3 + a6α
2 + a7α.

b4 = a1α
9 + a5α

5 + a9α.

b5 = a2α
10 + a3α

9 + a6α
6 + a7α

5 + a10α
2 + a11α.

b6 = a1α
13 + a3α

11 + a5α
9 + a7α

7 + a9α
5 + a11α

3 + a13α.

b7 =
∑15

k=0 a15−kα
k+1.

4.3.0.2 Les valeurs critiques de Lαf sont distinctes.

Le théorème suivant nous permet pour tout polynôme

f(x) =
16∑
k=0

a16−kx
k ∈ F2n [x]

avec a1 ̸= 0,
a61a

6
2a

6
3 + a81a

4
2a

4
3a

2
4 + a101 a22a

2
3a

4
4 + a121 a64 ̸= 0.

de majorer le nombre de α pour lesquels les valeurs critiques de Lαf ne sont pas
distinctes.

Théorème 4.3.1. Soit

f(x) =
16∑
i=0

a16−ix
i ∈ F2n [x]

un polynôme de degré 16 avec a1 ̸= 0, et

a61a
6
2a

6
3 + a81a

4
2a

4
3a

2
4 + a101 a22a

2
3a

4
4 + a121 a64 ̸= 0.

Notons Lα(f)(x) =
∑7

i=0 b7−ix
i le polynôme associé de degré 7. Les valeurs critiques

de Lαf sont distinctes sauf pour au plus 72 valeurs de α ∈ F2.
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Démonstration. Pour majorer le nombre de α dans F∗
2n pour lesquels les valeurs

critiques de Lαf sont distinctes, il suffit de démontrer que le polynôme

b120 Π7Lαf :=
∏
i ̸=j

(Lαf(τi)− Lαf(τj))

vu comme un polynôme dans F2[a0, a1, . . . , a16][α] est non nul, où les τi représentent
les racines de (Lαf)

′. On a

Π7Lαf =
7∑

k−0

(b27−k)(τ
2k
1 + τ 2k2 ).

Considérons pour tout 0 ≤ k ≤ 7 le polynôme symétrique

Sk(x, y) = x2k + y2k.

En utilisant le théorème fondamental des polynômes symétriques, pour tout 0 ≤ k ≤
7 il existe un polynôme Qk(x, y, z) ∈ F2[x, y, z] tel que pour tout i, j ∈ {1, 2, 3} :

Sk(τi, τj) = Qk(σ1, σ2, σ3),

où σ1, σ2 et σ3 représentent les polynômes symétriques élémentaires (i.e σ1(τ1, τ2, τ3) =
τ1+ τ2+ τ3, σ2(τ1, τ2, τ3) = τ1τ2+ τ1τ3+ τ2τ3 et σ3(τ1, τ2, τ3) = τ1τ2τ3). En utilisant le
logiciel du calcul formel Maple, on peut démontrer que a121 Π7Lαf est un polynôme
dans F2[a0, a1, . . . , a16][α] de degré 72, de coefficient dominant :

a61a
6
2a

6
3 + a81a

4
2a

4
3a

2
4 + a101 a22a

2
3a

4
4 + a121 a64.

Fixons un polynôme

f(x) =
16∑
i=0

a16−ix
i ∈ F2n [x]

de degré 16 avec a1 ̸= 0

a61a
6
2a

6
3 + a81a

4
2a

4
3a

2
4 + a101 a22a

2
3a

4
4 + a121 a64 ̸= 0.

Les valeurs critiques de Lαf sont distinctes sauf pour au plus 72 valeurs de α ∈
F∗
2n .
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4.3.0.3 Résultat sur les polynômes de degré 16.

On est prêt maintenant à démontrer notre résultat sur les polynômes de degré
16.

Théorème 4.3.2. Pour n suffisamment grand et pour tout polynôme

f(x) =
16∑
k=0

a16−kx
k ∈ F2n [x]

de degré 16 tel que a1 ̸= 0 et

a61a
6
2a

6
3 + a81a

4
2a

4
3a

2
4 + a101 a22a

2
3a

4
4 + a121 a64 ̸= 0,

on a δ(f) = 14.

Démonstration. La démonstration est similaire à celle du Théorème 4.1.2. La seule
différence est que la borne supérieure du nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels les valeurs
critiques de Lαf ne sont pas distinctes est égale par le Théorème 4.3.1 à 72 dans le
cas des polynômes de degré 20.

En utilisant la Remarque 2.1.3, on tire le résultat suivant sur les polynômes de
degré 15.

Corollaire 4.3.3. Pour n suffisamment grand et pour tout polynôme

f(x) =
15∑
k=0

a15−kx
k ∈ F2n [x]

de degré 15 tel que a0 ̸= 0 et

a60a
6
1a

6
2 + a80a

4
1a

4
2a

2
3 + a100 a21a

2
2a

4
3 + a121 a64 ̸= 0,

on a δ(f) = 14.



Chapitre 5

Le théorème principal

Dans ce chapitre on va démontrer le résultat principal de la thèse. Comme on l’a
vu dans les chapitres précédents, pour montrer que l’uniformité différentielle d’un
polynôme est maximale, il suffit de trouver un élément α non nul, pour lequel les
conditions (I.a), (I.b) et (II) sont vérifiées simultanément. Les conditions (I.a) et (II)
sont déjà traitées dans le Chapitre 3.

On va étudier dans ce chapitre la condition (I.b) sur les polynômes de degré
2r(2ℓ+1), cela va nous permettre de démontrer notre résultat. Pour cela, on introduit
la définition des polynômes "Trace" Pk et on étudie leurs propriétés algébriques.

On verra que la méthode utilisée pour étudier la condition (II) est en fait inspirée
de celle utilisée pour les polynômes de degré 12 ou 20 dans le Chapitre 4.

On commence d’abord par l’étude de l’expression du polynôme Lαf et des pro-
priétés élémentaires du polynôme Pk. Ensuite, on traite les racines du polynôme
(Lα(x

m−1))′ et on termine par la démonstration du Théorème 5.3.1 en distinguant
trois cas en fonctions du pgcd de ℓ et de r. Dans le cas où ce pgcd est plus grand ou
égal à 3, nous expliquons pourquoi notre méthode ne s’applique pas.

Enfin, expliquons pourquoi nous arrivons à conclure la preuve dans le cas des
polynômes de degré m = 2r(2ℓ + 1). Le point clé est la forme spéciale du polynôme
Lαf . Plus précisément, si f(x) = a0x

m+ . . . , nous arrivons à déterminer dans quelle
coefficients bi de Lαf = b0x

d + . . . apparaît a0. Ce sera l’objet du Lemme 5.1.1.
Puis l’étude des valeurs critiques distinctes fera apparaître les polynômes "Trace"
Pk, dont les propriétés spéciales nous permettront de conclure.

5.1

63
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Expression de Lαf

Dans cette section on va donner pour tout m = 2r(2ℓ + 1) tel que ℓ ≥ 1, r ≥
2 et pour tout polynôme f(x) =

∑m
k=0 am−kx

k de degré m, des informations sur
l’expression de Lαf . Le lemme suivant nous donne des informations indispensables
sur le coefficient a0.

Lemme 5.1.1. Soit m = 2r(2ℓ + 1) tel que ℓ ≥ 1, r ≥ 2. On a

(L1(x
m))(x) = 1 +

ℓ−1∑
k=0

x2r+k

.

(En conséquence, si f(x) =
∑m

k=0 am−kx
k ∈ F2n [x] et Lαf(x) =

∑d
k=0 bd−kx

k, alors
a0 apparaît seulement dans les coefficients : bd, bd−2r , bd−2r+1 , . . . , bd−2r+ℓ−1 .)

Démonstration. Soit g(x) = 1 +
∑ℓ−1

k=0 x
2r+k

. Il suffit de démontrer que

g(x2 + x) = xm + (x+ 1)m.

On a :

g(x2 + x) = 1 +
ℓ−1∑
k=0

(x+ x2)2
r+k

= 1 +
ℓ−1∑
k=0

(x2r+k

+ x2r+k+1

)

= 1 + x2r + x2r+l

.

Or xm + (x+ 1)m = x2r+2r+ℓ
+ (x+ 1)2

r+2r+ℓ
= 1+ x2r + x2r+ℓ

, cela nous permet de
conclure.

Dans ce qui suit on va utiliser la notation suivante :

Notation 5.1.2. Soit k ≥ 1, on définit le polynôme Pk(x) par

Pk(x) = x+ x2 + x4 + x8 + . . .+ x2k−1

.

Remarque 5.1.3. Soit k ≥ 1, pour tout u ∈ F2k , on a :

Pk(u) = TrF
2k

/F2(u).
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En utilisant les propriétés de la Trace et des calculs élémentaires, on dégage les
informations suivantes :

Remarque 5.1.4. Pour tout k ≥ 1, on a :

(1) Pk est linéaire.

(2) Pour tout s ≥ 1, Pk(x
2s) = P 2s

k (x).

(3) Pk(x) = Pk−1(x) + x2k−1 .

(4) Pk(1) = 0 si et seulement si k ≡ 0 (mod 2).

Nous signalons aussi que l’application k 7→ Pk des propriétés algébriques remar-
quables par rapport à la somme et au produit. La condition (1) ci-dessous peut par
exemple se retrouver dans l’article [6].

Lemme 5.1.5. Soient k et s deux entiers non nuls. On a :

(1) Pk+s(x) = Pk(x) + P 2k

s (x).

(2) Pks(x) =
∑s−1

i=0 P
2ik

k (x),

Démonstration. (1) On va procéder par récurrence sur s. L’égalité est vérifiée si
s = 1. Supposons que

Pk+s(x) = Pk(x) + P 2k

s (x).

et montrons que :
Pk+s+1(x) = Pk(x) + P 2k

s+1(x).

Or,
Pk+s+1(x) = Pk+s(x) + P1(x)

2k+s

.

En utilisant l’hypothèse de récurrence on a :

Pk+s+1(x) = Pk(x) + P 2k

s (x) + P1(x)
2k+s

= Pk(x) + (Ps(x) + P1(x)
2s)2

k

= Pk(x) + P 2k

s+1(x).

(2) On va procéder par récurrence sur s. L’égalité est vérifiée si s = 1. Supposons
que

Pks(x) =
s−1∑
i=0

P 2ik

k (x),
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et montrons que

Pk(s+1)(x) =
s∑

i=0

P 2ik

k (x).

Or en utilisant le Lemme 5.1.5

Pk(s+1)(x) = Pks(x) + Pk(x)
2ks

=
s−1∑
i=0

P 2ik

k (x) + Pk(x)
2ks

=
s∑

i=0

P 2ik

k (x).

Cela nous permet de conclure.

Démontrons maintenant un résultat de divisibilité sur les polynômes Pk.

Lemme 5.1.6. Si k et s sont deux entiers tel que k divise s, alors Pk divise Ps.

Démonstration. Soit k′ un entier tel que s = kk′. On a par le lemme ??

Ps(x) = Pkk′(x) =
k′−1∑
i=0

P 2ik

k (x),

donc Pk divise Ps.

Le lemme suivant va nous servir à démontrer le Lemme 5.2.9, qui à son tour va
nous aider à démontrer notre résultat dans le cas où pgcd(ℓ, r) = 2.

Lemme 5.1.7. Soit u ∈ F4 tel que u ̸= 0 et u ̸= 1 et soit k un entier pair. On a

Pk(u) = 0 ⇐⇒ k ≡ 0 (mod 4).

Démonstration. Comme u ̸= 0 et u ̸= 1 alors u+ u2 = 1. Or

Pk(u) = u+ u2 + u4 + u8 + · · ·+ u2k−1

= u+ u2 + (u+ u2)4 + (u+ u2)16 + · · ·+ (u+ u2)2
k−2

=

k
2
−1∑

i=0

(u+ u2)2
2i
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Donc

Pk(u) =

k
2
−1∑

i=0

1 =
k

2
.

Cela nous permet de conclure.

On donne maintenant une condition suffisante qui nous permet de majorer le
nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels les valeurs critiques de Lαf sont distinctes. Nous
utilisons de façon importante le Lemme 3.1.7 qui à la fois donne un résultat d’ho-
mogénéité et permet de contrôler le degré du polynôme bN0 ΠdLαf .

Proposition 5.1.8. Soit m = 2r(2ℓ + 1) tel que ℓ ≥ 1, r ≥ 2 et soit f(x) =∑m
k=0 am−kx

k ∈ F2n [x] de degré m tel que a1 ̸= 0. Soit Lαf(x) =
∑d

k=0 bd−kx
k le

polynôme associé de degré d. Si pour tous racines distinctes τi, τj de (L1(x
m−1))′,

Pℓ(τi + τj) ̸= 0 alors Lαf a des valeurs critiques distinctes sauf pour au plus (5d +

4)
(
(d−1)/2

2

)
valeurs de α ∈ F∗

2n.

Démonstration. En utilisant la Proposition 3.2.11, il suffit de démontrer que bN0 ΠdLαf
vu comme un polynôme dans F2[a0, a1, . . . , am][α] α est non nul de degré (5d +
4)
(
(d−1)/2

2

)
. En utilisant les conditions d’homogénéité du Lemme 3.1.7, il suffit de

démontrer que le terme a2e0 ade1 α(5d+4)e apparaît dans l’expression de bN0 ΠdLαf . Mais

bN0 Πd(Lαf) = (a1α)
N
∏
i<j

(
d∑

k=0

b2d−k(τ
2k
i + τ 2kj )

)

= (a1α)
N
∏
i<j

(
ℓ−1∑
k=0

b2d−2r+k(τi + τj)
2r+k

+ · · ·

)

= (a1α)
N
∏
i<j

(
ℓ−1∑
k=0

b2d−2r+k(τi + τj)
2r+k

)
+ · · ·

= a2e0 aN1 α
N
∏
i<j

(
ℓ−1∑
k=0

(αm−2r+k+1

)2(τi + τj)
2r+k

)
+ · · ·

où les τi sont les racines de (Lαf)
′. Comme

(Lαf)
′(x) = b0x

d−1 + b2x
d−3 + b4x

d−5 + . . .+ bd−1

et en utilisant les relations coefficients racines et le Lemme 5.1.1, le seul terme qui
contient a0 dans l’expression de bN0 ΠdLαf est

a2e0 aN1 α
N
∏
i<j

(
ℓ−1∑
k=0

(αm−2r+k+1

)2(τi + τj)
2r+k

)
.
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Notons

S(a1, a2, . . . , am, α) =
ℓ−1∑
k=0

(αm−2r+k+1

)2(τi + τj)
2r+k

.

Pour démontrer que le terme a2e0 ade1 α(5d+4)e apparaît dans l’expression de bN0 ΠdLαf ,
il suffit de démontrer que

S(1, 0, . . . , 1) = (
ℓ−1∑
k=0

(τi + τj)
2k)2

r

est non nul, ce qui est équivalent à étudier la nullité de Pℓ(τi+τj) où les τi représentent
les racines de (L1(x

m−1))′.

5.2
Les racines de (L1(x

m−1))′

Dans cette section, on va étudier la nullité de Pℓ(τi + τj) lorsque τi ̸= τj, suivant
les valeurs de ℓ et r, où les τk sont les racines de L1(x

m−1)′. Le lemme suivant nous
permet de savoir pour tout polynôme f(x) =

∑m
k=0 am−kx

k de degré m = 2r(2ℓ +1)

dans quels coefficients bk de Lαf =
∑d

k=0 bd−kx
k l’indéterminée a1 apparaît.

Lemme 5.2.1. Considérons m = 2r(2ℓ + 1) avec ℓ ≥ 1, r ≥ 2. On a

(L1(x
m−1))(x) = x2r−1 +

(
1 + x2r + x2r+1

+ x2r+2

+ . . .+ x2r+ℓ−1
) r−1∑

k=0

x2k−1.

Démonstration. Notons

g(x) = x2r−1 +
(
1 + x2r + x2r+1

+ x2r+2

+ . . .+ x2r+ℓ−1
) r−1∑

k=0

x2k−1.

Il suffit de montrer que

g(x2 + x) = xm−1 + (x+ 1)m−1.
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On a

g(x2 + x) = (x+ x2)2
r−1 +

(
1 + (x+ x2)2

r

+ . . .+ (x+ x2)2
r+ℓ−1

) r−1∑
k=0

(x+ x2)2
k

x2 + x

=
x2r + x2r+1

x+ x2
+
(
1 + x2r + x2r+ℓ

) r−1∑
k=0

(x2k + x2k+1
)

x2 + x

=
1

x+ x2

(
x2r + x2r+1

+ (1 + x2r + x2r+ℓ

)(x+ x2r)
)

=
1

x+ x2

(
x2r + x2r+1

+ x+ x2r + x2r+1 + x2r+1

+ x2r+ℓ+1 + x2r+ℓ+2r
)

=
1

x+ x2

(
x+ x2r+1 + x2r+ℓ+1 + x2r+ℓ+2r

)
Par ailleurs on a :

x2r+2r+ℓ−1 + (x+ 1)2
r+2r+ℓ−1 =

x2r+2r+ℓ

x
+

(x+ 1)2
r+2r+ℓ

x+ 1

=
x2r+2r+ℓ+1 + x2r+2r+ℓ

+ x(x+ 1)2
r+2r+ℓ

x(x+ 1)

=
x2r+2r+ℓ+1 + x2r+2r+ℓ

+ x(x2r+2r+ℓ
+ x2r + x2r+ℓ

+ 1)

x(x+ 1)

=
x+ x2r+1 + x2r+ℓ+1 + x2r+2r+ℓ

x+ x2

= g(x2 + x).

Introduisons maintenant, le polynôme h(x), qui va nous servir à faire pour l’étude
des racines de (L1(x

m−1)′ à faire apparaître des polynômes "Trace" et à travailler
dans l’anneau des polynômes ( et non dans le corps des fractions rationnelles) grâce
à la multiplication par x2.

Proposition 5.2.2. Soit m = 2r(2ℓ + 1) tel que ℓ ≥ 1, r ≥ 2 et soit h(x) =
x2(L1(x

m−1))′. On a

h(x) = P 2
r (x) + P 2r

ℓ (x)P 2
r−1(x).
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Démonstration. On a

h(x) = x2(L1(x
m−1))′

= x2

(
x2r−2 + (1 + x2r + x2r+1

+ x2r+2

+ . . .+ x2r+ℓ−1

)
r−1∑
k=1

x2k−2

)
= x2r + (1 + P 2r

ℓ (x))P 2
r−1(x)

= x2r + P 2
r−1(x) + P 2r

ℓ (x)P 2
r−1(x)

= P 2
r (x) + P 2

r−1(x)Pℓ(x)
2r .

On donne maintenant l’expression explicite des racines de L′
1(x

m−1) en termes
des racines d−ième de l’unité.

Proposition 5.2.3. Considérons un entier m = 2r(2ℓ + 1) tel que ℓ ≥ 1 et r ≥ 2.
Les d−1

2
racines de L′

1(x
m−1) sont de la forme

τi =
1

1 + θi
+

1

1 + θ2i

où l’on considère un choix de d−1
2

racines θi telles que θdi = 1, θi ̸= 1 et θiθj ̸= 1,
pour tout i ̸= j.

Démonstration. On a :
D′

1(x
m−1) = L′

1 ◦ T1

où l’on rappelle que T1(x) = x2 + x. Notons ui les racines de D′
1(x

m−1), on a

um−2
i + (ui + 1)m−2 = 0,

donc (
ui

ui + 1

)m−2

= 1,

Alors (
ui

ui + 1

)d

= 1.

Prenons θi =
ui

ui+1
. On a

ui =
θi

1 + θi
.
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On conclut en utilisant que
T1(ui) = τi

et que
T1(ui) = T1(uj) ⇐⇒ θi = θj ou θiθj = 1.

La proposition suivante est le point clé de la démonstration des Propositions 5.2.7
et 5.2.11.

Proposition 5.2.4. Soit m = 2r(2ℓ + 1) tel que ℓ ≥ 1, r ≥ 2 et soit τi une racine
de L′

1(x
m−1). On a

Pℓ(τi + τ 2
ℓ

i ) =
1

1 + θi
+

1

1 + θ2
2ℓ

i

.

Démonstration. On a

Pℓ(τi + τ 2
ℓ

i ) = Pℓ(τi) + Pℓ(τi)
2l

= τi + · · ·+ τ 2
ℓ−1

i + τ 2
ℓ

i + · · ·+ τ 2
2ℓ−1

i

=
1

1 + θi
+

1

1 + θ2i
+

1

1 + θ2i
+

1

1 + θ4i
+ · · ·+ 1

1 + θ2
ℓ−1

i

+
1

1 + θ2
ℓ

i

+

+
1

1 + θ2
ℓ

i

+ · · ·+ 1

1 + θ2
2ℓ−1

i

+
1

1 + θ2
2ℓ

i

=
1

1 + θi
+

1

1 + θ2
2ℓ

i

.

La proposition suivante joue un rôle important dans l’étude des racines de L1(x
m−1)′.

On va se servir de l’équation 5.1 pour avoir des informations sur les τi.

Proposition 5.2.5. Considérons les deux entiers ℓ ≥ 1 et r ≥ 2 et soit m =
2r(2ℓ + 1). Pour toutes racines distinctes τi et τj de h, si Pℓ(τi + τj) = 0, alors

Pℓ(τi)
2r =

Pr(τi)
2

Pr−1(τi)2
=

Pr(τi + τj)
2

Pr−1(τi + τj)2
=

Pr(τj)
2

Pr−1(τj)2
= Pℓ(τj)

2r (5.1)

Démonstration. On a h(τi) = 0, donc par la Proposition 5.2.2 on a Pℓ(τi)
2r = P 2

r (τi)

P 2
r−1(τi)

et donc on a la première égalité. De la même manière on obtient la dernière égalité.
Or

0 = h(τi) + h(τj) = P 2
r (τi) + P 2r

ℓ (τi)P
2
r−1(τi) + P 2

r (τj) + P 2r

ℓ (τj)P
2
r−1(τj).
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Comme Pℓ(τi) = Pℓ(τj), alors

P 2
r (τi) + P 2r

ℓ (τi)P
2
r−1(τi) + P 2

r (τj) + P 2r

ℓ (τi)P
2
r−1(τj) = 0

et donc
P 2
r (τi + τj) + P 2r

ℓ (τi)P
2
r−1(τi + τj) = 0.

Cela implique la deuxième égalité.

5.2.1 Cas pgcd(ℓ, r) = 1 :

Dans cette section on va supposer que pgcd(ℓ, r) = 1. Le lemme suivant est
fondamental dans la démonstration dans le cas pgcd(ℓ, r) = 1. Il va nous servir en
particulier à démontrer la Proposition 5.2.7.

Lemme 5.2.6. Soit ℓ et r deux entiers premier entre eux. Si on note d = 2r−1(2ℓ+
1)− 1 et d′ = 22ℓ − 1 alors on a pgcd(d, d′) = 1,

Démonstration. On remarque que d′ = (2ℓ+1)(2ℓ−1). Soit t un diviseur commun à
d et d′. Puisque t divise d′, on peut écrire t sous la forme : t = ab avec a un diviseur
de 2ℓ+1 et b un diviseur de 2ℓ−1. On a donc : 2ℓ ≡ −1 (mod a) et 2ℓ ≡ 1 (mod b).
On en déduit que

(1) d ≡ −1 (mod a) et

(2) d ≡ 2r − 1 (mod b).

Or t = ab divise d donc d ≡ 0 (mod ab) cela entraîne que d ≡ 0 (mod a) et d ≡ 0
(mod b).

(i) 0 ≡ −1 (mod a) et donc a = 1 et

(ii) 2r ≡ 1 (mod b).

Ainsi l’ordre de 2 dans (Z/bZ)∗ divise ℓ et r. Donc ordre(2) = 1 dans (Z/bZ)∗. Cela
implique que 2 ≡ 1 (mod b) et donc b = 1.

Terminons maintenant avec la proposition suivante qui va nous servir à démontrer
le Théorème 5.3.1.

Proposition 5.2.7. Considérons les deux entiers ℓ ≥ 1 et r ≥ 2 avec pgcd(ℓ, r) = 1
et soit m = 2r(2ℓ + 1). Soit (i, j) ∈ {1, . . . , (d − 1)/2}2 tel que i ̸= j. Pour toutes
racines distinctes de h, τi et τj, on a

Pℓ(τi + τj) ̸= 0.
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Démonstration. Par l’absurde supposons que Pℓ(τi+τj) = 0 et donc que τi+τj ∈ F2ℓ .

Alors Pr(τi+τj)

Pr−1(τi+τj)
∈ F2ℓ . Cela implique par la Proposition 5.2.5 que Pℓ(τi)

2r ∈ F2ℓ , et
donc Pℓ(τi) ∈ F2ℓ . On a par la linéarité de Pℓ que Pℓ(τi + τ 2

ℓ

i ) = 0. En utilisant la
Proposition 5.2.4, on obtient que

1

1 + θi
=

1

1 + θ2
2ℓ

i

et donc θi = θ2
2ℓ

i . Donc θ2
2ℓ−1

i = 1, or θdi = 1, alors θ
pgcd(22ℓ−1,d)
i = 1. Cela implique

par le Lemme 5.2.6 que θ1i = 1 et donc θi = 1. Cela nous permet de conclure.

5.2.2 Cas pgcd(ℓ, r) = 2 :

On passe maintenant au deuxième cas. On va supposer dans cette section que
pgcd(ℓ, r) = 2. On remarque d’abord que dans ce cas, contrairement au cas précèdent
1 est bien une racine de h(x).

Remarque 5.2.8. Considérons les deux entiers ℓ ≥ 1 et r ≥ 2 avec pgcd(ℓ, r) = 2
et soit m = 2r(2ℓ + 1). Comme

h(1) = P 2
r (1) + P 2r

ℓ (1)P 2
r−1(1) = 0 + 0× 1 = 0,

les racines de L′
1(x

m−1) sont de la forme : τ1, τ2, . . . , τ(d−1)/2 avec τ1 = 1.

Le lemme suivant montre que les racines de L′
1(x

m−1) n’appartient pas à F2ℓ .

Lemme 5.2.9. Soit i ∈ {1, . . . , d−1
2
}. Si τi ̸= 1 alors τi /∈ F2ℓ .

Démonstration. Supposons que τi ∈ F2ℓ . On a Pℓ(τi) = 0, et donc par la Proposition
5.2.5, Pr(τi) = 0. Cela implique que τi ∈ F2ℓ ∩ F2r = F22 = F4. Comme Pℓ(τi) =
Pr(τi) = 0, alors par le Lemme 5.1.7, 4 divise ℓ et r, Cela nous permet de conclure.

On signale le résultat d’arithmétique élémentaire suivant, qui va nous servir à
démontrer la Proposition 5.2.11.

Lemme 5.2.10. Soit l ∈ N. Considérons les deux entiers d = 2r−1(2l + 1) et
d′ = 22l − 1. On a pgcd(d, d′) = 3,

Démonstration. On remarque que d′ = (2ℓ+1)(2ℓ−1). Soit t un diviseur commun à
d et d′. Puisque t divise d′, on peut écrire t sous la forme : t = ab avec a un diviseur
de 2ℓ+1 et b un diviseur de 2ℓ−1. On a donc : 2l ≡ −1 (mod a) et 2ℓ ≡ 1 (mod b).
On en déduit que
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(1) d ≡ −1 (mod a) et

(2) d ≡ 2r − 1 (mod b).

Or t = ab divise d donc d ≡ 0 (mod ab). Cela entraîne que d ≡ 0 (mod a) et d ≡ 0
(mod b).

(i) 0 ≡ −1 (mod a) et donc a = 1 et

(ii) 2r ≡ 1 (mod b).

Ainsi l’ordre de 2 dans (Z/bZ)∗ divise ℓ et r. Donc ordre(2) = 1 ou 2 dans (Z/bZ)∗.

Si ord(2) = 1, alors 2 ≡ 1 (mod b), Cela implique que b = 1 et par suite t = 1.

Si ord(2) = 2, alors b = 1 ou 3 et par suite t = 1 ou t = 3.

Donc les seules diviseurs possibles de pgcd(d, 22ℓ − 1) sont 1 et 3. Or 22ℓ − 1 ≡ 0
(mod 3) et 2r−1(2ℓ + 1)− 1 ≡ 0 (mod 3), donc 3 divise d et d′ et donc il divise leur
plus grand diviseur commun, Cela nous permet de conclure.

La proposition suivante nous montre que si pgcd(ℓ, r) = 2, alors le terme a2e0 ade1 α(5d+4)e

apparaît dans l’expression de bN0 ΠdLαf .

Proposition 5.2.11. Considérons les deux entiers ℓ ≥ 1 et r ≥ 2 avec pgcd(ℓ, r) =
2 et soit m = 2r(2ℓ +1). Soit (i, j) ∈ {1, . . . , (d− 1)/2}2 tel que i ̸= j et soit τi et τj
deux racines distinctes de (L1(x

m−1)′. On a :

Pℓ(τi + τj) ̸= 0.

Démonstration. Comme τi et τj sont différents, sans perdre de généralité on peut
supposer que τi ̸= 1. Supposons que Pℓ(τi + τj) = 0, donc τi + τj ∈ F2ℓ . Alors
Pr(τi+τj)

Pr−1(τi+τj)
∈ F2l . Cela implique par la Proposition 5.2.5 que Pℓ(τi) ∈ F2ℓ . On a par

la linéarité de Pℓ que Pℓ(τi + τ 2
ℓ

i ) = 0. En utilisant la Proposition 5.2.4, on obtient
que

1

1 + θi
=

1

1 + θ2
2ℓ

i

et donc θi = θ2
2ℓ

i . Donc θ2
2ℓ−1

i = 1, or θdi = 1, alors θ
pgcd(22ℓ−1,d)
i = 1. Cela implique

par le Lemme 5.2.10 que θ3i = 1 et donc θi ∈ F4. Cela implique que τi ∈ F4. Mais
comme F4 ⊂ F2ℓ , alors τi ∈ F2ℓ . On conclut en utilisant le Lemme 5.2.9.
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5.2.3 Cas pgcd(ℓ, r) ≥ 3 :

Il nous reste maintenant à traiter le troisième et dernier cas. On va démontrer
dans ce cas que contrairement aux deux cas précédents on trouve deux racines
distinctes τi et τj telle que que Pℓ(τi + τj) = 0. Par suite le terme a2e0 ade1 α(5d+4)e

n’apparaît pas dans l’expression de bN0 ΠdLαf .

Proposition 5.2.12. Considérons les deux entiers ℓ ≥ 1 et r ≥ 2 avec pgcd(ℓ, r) ≥
3 et soit m = 2r(2ℓ + 1). Il existe τi ̸= τj tel que Pℓ(τi + τj) = 0.

Démonstration. D’après le Lemme 5.1.6 on a Pa(x) divise Pℓ(x) et Pr(x). Comme
a ≥ 3, il existe deux racines distinctes non nuls u et v de Pa. Donc u et v sont
deux racines distinctes non nulles de Pℓ et Pr. En utilisant la Proposition 5.2.2, u
et v sont des racines distinctes non nulles de h. Cela implique qu’il existe (i, j) ∈
{1, 2, · · · , d−1

2
} tel que u = τi et v = τj et τi ̸= τj. Alors,

Pℓ(τi + τj) = Pℓ(τi) + Pℓ(τj) = Pℓ(u) + Pℓ(v) = 0 + 0 = 0.

5.3
Démonstration du théorème principal.

Après avoir donné tous les préliminaires nécessaires on est prêt maintenant à
démontrer le théorème principal de la thèse qui répond partiellement aux deux
questions ouvertes mentionnées dans l’introduction.

Théorème 5.3.1. Soit m = 2ℓ(2r+1), où ℓ et r sont deux entiers tels que pgcd(ℓ, r) ≤
2, ℓ ≥ 2 et r ≥ 1. Pour un entier n suffisamment grand et pour tout polynôme

f(x) =
m∑
k=0

am−kx
k ∈ F2n [x]

de degré m tel que a1 ̸= 0 on a δ(f) = m− 2.

Démonstration. En utilisant le Corollaire 3.3.18, pour démontrer que δ(f) est maxi-
mal, il suffit de démontrer que pour n suffisamment grand il existe α ∈ F∗

2n pour
lequel :

(1) Lαf est Morse.
(2) Il existe x ∈ F2n tel que x2 + αx = b1

b0
.
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Cela est équivalent à démontrer qu’il existe α ∈ F∗
2n pour lequel :

(1) Lαf est Morse.
(2) Tr( b1

b0α2 ) = 0.
Par le Proposition 5.1.8, la Proposition 5.2.7 et la Proposition 5.2.11, le nombre
de α ∈ F∗

2n pour lesquels Lαf n’a pas des valeurs critiques distinctes est au plus
(5d+4)

(
(d−1)(2)

2

)
. En utilisant le Théorème 3.6.2, le nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels
Lαf n’a pas des points critiques non dégénérés est au plus (m− 1)(m− 4). En plus,
en utilisant le Corollaire 3.5.5, le nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels il existe x ∈ F2n

tel que x2 + αx = b1
b0

est au moins 2n−1 − 1. Donc en choisissant n tel que

2n−1 − 2
n
2 > 1 + (5d+ 4)

(
(d− 1)(2)

2

)
+ (m− 1)(m− 4)

et
q

dΩ
− 2
(
(1 +

gΩ
dΩ

)q1/2 + q1/4 + 1 +
gΩ
dΩ

)
⩾ 1. (5.2)

avec : q = 2n. dΩ = d!2d−1 et gΩ ⩽ d!2d(d − 3/2) + 1, on peut appliquer la
Proposition 3.3.16 et on garantit l’existence d’un élément α dans F∗

2n pour lequel le
polynôme Lαf est Morse et l’équation x2 + αx = b1

b0
admet une solution dans F2n .

Cela nous nous permet de conclure.

En choisissant ℓ = 2 et r = 1, on retrouve le résultat sur les polynômes de degré
12. De même, en choisissant ℓ = 2 et r = 2, on obtient le résultat sur les polynômes
de degré 20.

Rappelons maintenant les deux questions ouvertes que l’on a posées dans l’intro-
duction.

Question ouverte 1. Pour un entier naturel ℓ, parmi les polynômes de degré m =
4(2ℓ + 1), lesquels sont APN exceptionnels ?

Question ouverte 2. Parmi les polynômes de degré m ≡ 0 (mod 8), lesquels sont
APN exceptionnels ?

On remarque qu’en choisissant ℓ = 2, on répond à la première question ouverte.
De plus, si on choisit ℓ > 2, on répond partiellement à la deuxième question ouverte.



Chapitre 6

Résultats obtenus dans le cas des
trinômes

Dans ce Chapitre, nous nous consacrons au cas des trinômes. En effet, nous
avons remarqué que dans le cas des trinômes, on peut plus facilement transférer
des résultats de majoration du nombre de α tel que Lαf soit à valeurs critiques
distinctes, à partir de l’article [2].

Nous traitons d’abord le cas des binômes et nous en déduisons celui des trinômes.
Nous avons déjà défini dans la Définition 2.3.5, un ensemble M en termes des racines
de l’unité. Rappelons maintenant une définition équivalente qui est donnée dans [2].

Définition 6.0.1 (Définition 3.10 de [2]). On définit M par l’ensemble des entiers
impairs m pour lesquels Lαx

m a des valeurs critiques distinctes.

On passe maintenant au lemme suivant qui nous permet de traiter la condition
(I.b) dans le cas des binômes.

Lemme 6.0.2. Soit m ≡ 0 (mod 4) un entier tel que m − 1 ∈ M. Pour tout
binôme f(x) = a0x

m + a1x
m−1 ∈ F2n [x] de degré m tel que a1 ̸= 0, le nombre de

α ∈ F∗
2n pour lesquels les valeurs critiques de Lαf ne sont pas distinctes est au plus

(5d+ 2)
(
(d−1)(2)

2

)
.

Démonstration. On a par la Proposition 3.2.11 que Lαf a des valeurs critiques
distinctes si et seulement si

Πd(Lαf) :=
∏
i<j

(Lαf(τi)− Lαf(τj)) ̸= 0

où les τi sont les racines de (Lαf)
′. Pour majorer le nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels
le polynôme Lαf n’a pas des valeurs critiques distinctes, il suffit de démontrer que

77
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le polynôme bN0 Πd(Lαf) vu comme un polynôme dans F2[a0, a1][α] est un polynôme
non nul. Cela revient à démontrer qu’il existe un monôme non nul dans l’expression
de bN0 Πd(Lαf). En utilisant le Lemme 3.1.7 on a :

bN0 Πd(Lαf) =
∑

ϵ(i0, i1)a
i0
0 a

i1
1 α

r(i0,i1).

La somme est prise sur les couples d’entiers (i0, i1) tel que :

(1) ϵ(i0, i1) = 0 ou 1.
(2) i0 + i1 = (d+ 2)

(
(d−1)/2

2

)
.

(3) r(i0, i1) est défini par r(i0, i1) = (6d+ 4)
(
(d−1)/2

2

)
− i1.

Parmi les termes qui peuvent apparaître dans la somme, on va distinguer trois cas :
Premier cas : Si i0 = 0, alors

ϵ(i0, i1)a
i0
0 a

i1
1 α

r(i0,i1) = ϵ(0, i1)a
(d+2)((d−1)/2

2 )
1 α(5d+2)((d−1)/2

2 ).

Deuxième cas : Si i1 = 0, alors

ϵ(i0, i1)a
i0
0 a

i1
1 α

r(i0,i1) = ϵ(i0, 0)a
(d+2)((d−1)/2

2 )
0 α(6d+4)((d−1)/2

2 ).

Troisième cas : Si i0 ̸= 0 et i1 ̸= 0 alors

ϵ(i0, i1)a
i0
0 a

i1
1 α

r(i0,i1) = ϵ(i0, 0)a
(d+2)((d−1)/2

2 )
0 α(6d+4)((d−1)/2

2 )−i1

= ϵ(i0, 0)a
(d+2)((d−1)/2

2 )
0 α(6d+4)((d−1)/2

2 )−(d+2)((d−1)/2
2 )+i0

= ϵ(i0, 0)a
(d+2)((d−1)/2

2 )
0 α(5d+2)((d−1)/2

2 )+i0

Comme m− 1 ∈ M, alors Lα(x
m−1) a des valeurs critiques distinctes et donc

Πd(Lα(f)(a0 = 0, a1 = 1, a2 = 0, . . . , am = 0, α = 1) ̸= 0.

Cela implique que ϵ(0, i1) ̸= 0 et par suite le terme

ϵ(0, i1)a
(d+2)((d−1)/2

2 )
1 α(5d+2)((d−1)/2

2 ) = a
(d+2)((d−1)/2

2 )
1 α(5d+2)((d−1)/2

2 ) ̸= 0

apparaît dans l’expression de bN0 ΠdLαf , cela nous permet de conclure.

Dans la remarque suivante on rappelle un lemme de l’article [2] qui va nous servir
dans la démonstration de la Proposition 6.0.4.
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Remarque 6.0.3 (Lemme 3.4 dans [2]). Soit f ∈ F2n [x]. Pour tout α ∈ F∗
2n ,

le polynôme Lαf a des valeurs critiques distinctes si et seulement si pour tout
(τ, η) ∈ (F2)

2, (Dαf)
′(τ) = (Dαf)

′(η) = 0 et Dαf(τ) = Dαf(η) implique τ = η ou
τ = η + α.

La proposition suivante permet de transférer un résultat sur les valeurs critiques
des binômes aux trinômes.

Proposition 6.0.4. Soit m ∈ N un entier tel que m ≡ 0 (mod 4) et soit f(x) =
a0x

m + a1x
m−1 ∈ F2n [x] un binôme de degré m tel que a1 ̸= 0. Pour tout polynôme

g(x) ∈ F2n [x] de la forme
g(x) = f(x) + a2x

m−2,

les valeurs critiques de Lαf sont distinctes si et seulement si les valeurs critiques de
Lαg sont distinctes.

Démonstration. En utilisant la Remarque 6.0.3, Lαf a des valeurs critiques dis-
tinctes si et seulement si pour tout (τ, η) ∈ F2 :

Dαf(τ) = Dαf(η) et (Dαf)
′(τ) = (Dαf)

′(η) = 0 =⇒ τ = η ou τ = η + α.

C’est le cas si et seulement si pour tout (τ, η) ∈ F2, les deux égalités suivantes

a0(τ+α)m+a0τ
m+a1(τ+α)m−1+a1τ

m−1 = a0(η+α)m+a0η
m+a1(η+α)m−1+a1η

m−1

et
a1(τ + α)m−2 + a1τ

m−2 = a1(τ + α)m−2 + a1τ
m−2 = 0

impliquent que τ = η ou τ = η+α. C’est équivalent à dire que, pour tout (τ, η) ∈ F2,
les deux égalités suivantes

. a0(τ + α)m + a0τ
m + a1(τ + α)m−1 + a1τ

m−1 + a2(τ + α)m−2 + a2τ
m−2 =

a0(η + α)m + a0η
m + a1(η + α)m−1 + a1η

m−1 + a2(η + α)m−2 + a2η
m−2.

. a1(τ + α)m−2 + a1τ
m−2 = a1(τ + α)m−2 + a1τ

m−2 = 0

impliquent que η = τ ou η = τ + α, c’est-à-dire que Lαg a des valeurs critiques
distinctes.

D’après le Corollaire 3.3.18, pour démontrer le Théorème 6.0.6, il suffit de trouver
un α ∈ F∗

2n tel que :

(1) Le polynôme Lαf est Morse.

(2) Il existe x ∈ F2n tel que x2 + αx = b1
b0

.
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Dans le Théorème 3.6.2 on a réussi à majorer le nombre de α ∈ F∗
2n pour lesquels

la condition (I.a) n’est pas vérifiée, de même dans le Corollaire 3.5.5, on a réussi
à majorer le nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels la condition (II) n’est pas vérifiée.
Comme n est choisi suffisamment grand, il suffit alors de majorer le nombre de
α ∈ F∗

2n pour lesquels la condition (I.b) n’est pas vérifiée. C’est ce que l’on va faire
dans le corollaire suivant :

Corollaire 6.0.5. Soit m ∈ N un entier tel que m ≡ 0 (mod 4) et m − 1 ∈ M.
Pour tout trinôme f(x) = a0x

m + a1x
m−1 + a2x

m−2 ∈ F2n [x] de degré m tel que
a1 ̸= 0, le nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquelles les valeurs critiques de Lαf ne sont
pas distinctes est au plus (5d+ 2)

(
(d−1)(2)

2

)
.

Démonstration. Soit W (x) = a0x
m + a1x

m−1. En utilisant la Proposition 6.0.4, les
valeurs critiques de Lαf sont distinctes si et seulement si les valeurs critiques de
LαW sont distinctes. Donc en utilisant le Lemme 6.0.2, le nombre de α ∈ F∗

2n

pour lesquelles les valeurs critiques de Lαf ne sont pas distinctes est au plus (5d+
2)
(
(d−1)(2)

2

)
.

On est près maintenant à démontrer notre dernier résultat.

Théorème 6.0.6. Soit m ∈ N un entier tel que m ≡ 0 (mod 4) et m−1 ∈ M. Pour
n suffisamment grand et pour tout trinôme f(x) = a0x

m+a1x
m−1+a2x

m−2 ∈ F2n [x]
de degré m tel que a1 ̸= 0, δ(f) est maximale, c’est-à-dire δ(f) = m− 2.

Démonstration. En utilisant le Corollaire 3.3.18, pour démontrer que δ(f) est maxi-
mal, il suffit de démontrer que pour n suffisamment grand il existe α ∈ F∗

2n pour
lequel :

(1) Lαf est Morse.
(2) L’équation x ∈ F2n tel que x2 + αx = b1

b0
a une solution dans F2n .

En utilisant le Corollaire 3.4.4, ça revient à démontrer qu’il existe α ∈ F∗
2n pour

lequel :
(1) Lαf est Morse.
(2) Tr( b1

b0α2 ) = 0.
Par le Corollaire 6.0.5, le nombre de α ∈ F∗

2n pour lesquels Lαf n’a pas des valeurs
critiques distinctes est au plus (5d + 2)

(
(d−1)(2)

2

)
. En utilisant le Théorème 3.6.2, le

nombre de α ∈ F∗
2n pour lesquels Lαf n’a pas des points critiques non dégénérés est

au plus (m−1)(m−4). En plus, en utilisant le Corollaire 3.5.5, le nombre de α ∈ F∗
2n

pour lesquels il existe x ∈ F2n tel que x2+αx = b1
b0

est au moins 2n−1−2
n
2 −1. Donc

en choisissant n suffisamment grand on garantit l’existence d’un α ∈ F∗
2n pour lequel

les conditions (I.a), (I.b), (I.c) et (II) sont vérifiées, cela nous permet de conclure.
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En utilisant l’Exemple 2.3.5, et le Théorème 6.0.6, on obtient que pour n suf-
fisamment grand et pour tout trinôme f(x) = a0x

m + a1x
m−1 + a2x

m−2 ∈ F2n [x]
de degré m = 6.9k + 2, avec k ≥ 1, on a δ(f) = m − 2 et donc f n’est pas APN
exceptionnel. On répond ainsi partiellement à la question ouverte 2 mentionnée dans
la section 2.2.
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Résumé

Nous étudions dans cette thèse l’uniformité différentielle des polynômes de degré
pair définis sur des corps finis de caractéristique 2. Une caractérisation des poly-
nômes Morse permet de comparer certains groupes de monodromie arithmétiques
et géométriques et ainsi d’appliquer le théorème de densité de Chebotarev, central
dans notre travail. On en déduit que si le pgcd de deux entiers ℓ ≥ 1 et r ≥ 2 vaut
1 ou 2, les polynômes de degré m = 2r(2ℓ + 1) avec un second coefficient dominant
non nul ont une uniformité différentielle maximale (c’est-à-dire égale à m− 2), sur
une extension suffisamment grande du corps de base.

En particulier ces polynômes ne sont pas APN exceptionnels, ce qui apporte une
contribution à la conjecture d’Aubry, McGuire et Rodier dans le sens où les cas des
polynômes de degré multiple de 8 ou encore de degré m = 4(2ℓ + 1) étaient encore
complètement ouverts dans les travaux sur le sujet.

Mots clés

Théorème de Chebotarev, groupes de monodromie et polynômes APN.
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Abstract

We study in this Ph.D. thesis the differential uniformity of polynomials of even
degree defined over finite fields of characteristic 2. A characterization of Morse poly-
nomials enables to compare some arithmetic and geometric monodromy groups and
thus to apply the Chebotarev’s density theorem which is central to our work. We
deduce that if the gcd of two integers ℓ ≥ 1, r ≥ 2 equals 1 or 2, then the poly-
nomials of degree m = 2r(2ℓ + 1) with a non-zero second leading coefficient have a
maximal differential uniformity (that is equals to m-2) on sufficently large extension
of the base field.

In particular these polynomials are not exceptional APN. It contributes to the
conjecture of Aubry, McGuire and Rodier in the sense that the cases of polynomials
of degree multiple of 8 or m = 4(2ℓ + 1) were open.

Keywords

Chebotarev’s theorem, monodromy groups and APN polynomials.
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