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Abstract

In this work, a numerical code based on the Lattice Boltzmann Method (LBM) was
implemented in PArallel LAttice BOltzman Solver (PALABOS) to study the geometry changes
induced by the dissolution of a mineral during mass transport in different types of porous media.
For this purpose, different reactive boundary conditions were analysed and tested in order to
build an appropriate numerical model.

This model was implemented and validated by comparing the results obtained with previous
studies. We first simulated the geometries of a single fracture and an elementary cell with
circular inclusion. The simulations were performed for a wide range of transport and reaction
regimes with varying Péclet (Pe) and Damköhler (Da) numbers. The results show non-uniform
deformations in both cases during dissolution. They also show that the evolution of the
macroscopic properties of the medium is strongly related to the dissolution regime. For the
circular inclusion the anisortopy was quantified by the tortuosity tensor. We extended the
medium to a sequential repetition of several elementary cells and then to random and complex
media. The results show that the evolution of the macroscopic properties of the medium is
related not only to the dissolution regime but also to its geometry at the pore scale. We observe
also the dissolution regimes uniform, channelled, frontal, ramified dissolution according to Pe
and Da numbers.





Résumé

Dans ce travail, un code de calcul basé sur la Lattice Boltzmann Method (LBM) a été
implémenté dans PArallel LAttice BOltzman Solver (PALABOS) pour étudier les changements
de géométrie induits par la dissolution d’un minéral lors du transport de masse dans différents
types de milieux poreux. Pour ce faire, différentes conditions aux limites réactives ont été
analysées et testées afin de construire un modèle approprié.

Ce modèle a été implémenté et validé en comparant les résultats obtenus avec les résultats
de la littérature. Ainsi, on a d’abord simulé la dissolution d’une fracture simple et une inclusion
circulaire. Les simulations ont été réalisées pour une large gamme de régime de transport et
de réaction en variant les nombres Péclet (Pe) et Damköhler (Da). Les résultats montrent des
changements de géométrie non-uniformes dans les deux cas pendant la dissolution. Ils montrent
aussi que l’évolution des propriétés macroscopiques du milieu est fortement liée au régime de
dissolution. Pour l’inclusion circulaire l’anisotropie a été quantifiée par le tenseur de tortuosité.
L’étude est étendue au transport réactif dans un milieu à répétition séquentielle de plusieurs
cellules élémentaires puis à des milieux aléatoires et complexes. Les résultats montrent que
l’évolution des propriétés du milieu, telles que la porosité, la perméabilité et la tortuosité, est
liée non seulement au régime de dissolution mais aussi à sa géométrie à l’échelle des pores. On
observe également les régimes de dissolution uniforme, canalisée, frontale, ramifiée selon les
valeurs des nombres adimensionnels Pe et Da.
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Ĩkj Terme source réactif

µ Viscosité dynamique

ν Viscosité cinématique

Ω Phases

U Vitesse de Darcy

u Vecteur de vitesse

ϕ Porosité

ρ Densité du fluide

τf , τg Temps de relaxation

K Tenseur de perméabilité

T Tenseur de Tortuosité

ε fraction Volumique

C Concentration

D Coefficient de diffusion

f, g fonction de distribution

k Taux de réaction

N Résolution

P Pression

Umax Vitesse maximale

V Volume

w facteur de pondération

Opérateurs
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Introduction

Contexte général

Les milieux poreux sont omniprésents dans de nombreux domaines aussi bien naturels que
industriels. Ils sont bien souvent le siège d’un transport de masse qui peut interagir chimique-
ment avec la matrice solide entraînant alors une modification de sa microstructure qui influe à
son tour sur les propriétés de transport. L’omniprésence de ces milieux explique pourquoi, ce
type de transport et ses conséquences ont été et sont encore largement étudiés aujourd’hui par
la communauté scientifique.

A titre d’exemple, cette dernière s’intéresse entre autres à la dégradation des matériaux
de construction comme le vieillissement et la lixiviation des bétons [1–5], la séquestration
géologique du dioxyde de carbone [6–10], la croissance des biofilms dans un environnement
aqueux [11–16], la contamination des aquifères par le transport des polluants dans les eaux
souterraines [17–20], les précipitations dans les phénomènes de Liesegang [21,22] et l’exploitation
des ressources pétrolières dans les réservoirs de pétrole et de gaz [23–27].

Dans chacun de ces exemples, la modification de la structure du milieu résulte d’une réaction
chimique spécifique plus ou moins complexe suivant le problème étudié. Lors de l’extraction
des réservoirs de pétrole et de gaz, comme les opérations de forage, la cimentation des parois
des puits, les réparations et bien d’autres, la structure du réservoir est endommagée. Ces
dommages entraînent la fermeture des pores de la roche entourant le réservoir et réduisent
considérablement la production de fluides pétroliers. L’une des façons les plus souhaitables
d’augmenter l’efficacité des puits est de stimuler le réservoir par dissolution. Comme la plupart
des réserves pétrolières mondiales sont situées dans des réservoirs carbonatés, l’injection d’acide
s’est avérée être une méthode de stimulation efficace pour améliorer la production de pétrole [28].

Il existe une variété de substances chimiques pour induire une stimulation par acidification.
L’une d’entre elles est l’acide carbonique induit par la dissolution du CO2 dans l’eau. Il provient
de plusieurs sources naturelles telles que l’eau de pluie (eau chargée de dioxyde de carbone
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provenant de l’air) ou de sources plus profondes (eau chargée de CO2 stocké dans le sol). Une
autre solution est l’acide chlorhydrique (HCl). Il est généralement utilisé dans le traitement de
l’acidification en raison de son faible coût, vitesse de réaction rapide et absence de précipité [29].
L’acide mis en réaction rentre en contact avec les roches carbonatées, les dissout et réagit avec
les minéraux de celle-ci, principalement la calcite CaCO3. Dans ce cadre la roche crée des
canaux hautement conducteurs, qui peuvent réduire la résistance à l’écoulement des fluides et
augmenter la porosité-perméabilité temporelle et spatiale.

Comme nous venons de l’illustrer, l’étude du transport de masses réactives au sein d’un
milieu poreux est donc d’une importance primordiale aussi bien sur le plan fondamental pour
déterminer les mécanismes de la migration des espèces, que sur le plan appliqué dans les
domaines du génie civil, du génie pétrolier, de l’environnement, etc.

Ce travail de thèse s’inscrit dans le contexte plus général du transport de masse réactives dans
les milieux poreux hétérogènes dont les pores sont saturés par un fluide monophasique. Ce
transfert dépend de la nature du milieu, notamment de sa morphologie, des concentrations
des espèces transportées, des conditions environnementales auxquelles le milieu est soumis, etc.
Généralement, ce genre d’étude est réputé difficile en raison de la concomitance des phénomènes
physico-chimiques complexes qui en résulte. D’une part, l’écoulement de la solution qui a lieu
dans les pores transporte avec lui des espèces chimiques qui peuvent interagir entre elles dans
le volume du fluide et également échanger de la matière avec la matrice solide via des réactions
chimiques telles que des réactions de dissolution et/ou de précipitation [30–32]. D’autre part, la
structure poreuse hétérogène du milieu renforce bien souvent la complexité de la description
des interactions et influence les temps de transfert des espèces et le mode de transport. Par
ailleurs, le problème est rendu encore plus complexe en raison de l’évolution de la structure
poreuse du milieu qui modifie fortement les caractéristiques du transport.

Problématique scientifique

Le transport des masses réactives dans les milieu poreux est gouverné par divers processus
se déroulant à différentes échelles de temps et d’espace. En effet, l’étude de ce type de transport
doit prendre en compte l’écoulement de la solution aqueuse, le transport des espèces chimiques
par advection-diffusion, les aspects réactifs mais aussi la complexité du milieu poreux. La
description géométrique de ce dernier peut être établie à trois échelles spatiales.

L’échelle macroscopique allant du centimètre au mètre considère le milieu poreux comme
un milieu continu pour lequel la complexité de la structure interne n’est pas explicitement
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traitée. A cette échelle le Volume Élémentaire Représentatif (VER) qui détermine les propriétés
effectives du milieu est défini. L’échelle microscopique, allant du nanomètre au micromètre, aussi
appelée échelle du pore, à laquelle la représentation du milieu poreux est la plus proche possible
de sa complexité réelle. Cette approche nécessite comme le montre la figure 1, une représentation
fine de la distribution spatiale des phases fluides Ωf et solides Ωs, des interfaces solide-fluide
Γsf qui les sépare et de leur évolution dans le temps. Elle permet également de distinguer les
différents types de pores : les pores isolés remplis de fluide immobile et les pores connectés à
travers lesquels le fluide peut s’écouler. Enfin, l’échelle mésoscopique allant du micromètre au
centimètre, décrit la structure poreuse du milieu comme un assemblage de pores reliés par des
liens formant un réseau. Cette échelle est comprise entre les échelles citées et permet de relier la
représentation microscopique très complexe et la représentation macroscopique qui lisse toutes
les hétérogénéités. La connaissance de toutes ces échelles est essentielle pour comprendre et
résoudre le problème de transport réactif.

Figure 1 – Schématisation d’un milieu poreux à différentes échelles

La complexité des processus du transport réactif et la difficulté d’acquisition de données
réelles fiables entraînent que la modélisation mathématique et la résolution numérique aident
à la compréhension des phénomènes induits. Sa compréhension repose principalement sur
sa modélisation mathématique et la résolution numérique. En effet, de nombreuses études
expérimentales et théoriques (analytiques ou semi-analytiques) ont été menées pour résoudre
un tel problème [33–36]. Mais compte tenu de la complexité du couplage, il n’est pas toujours
possible de trouver des solutions analytiques complètes et de reproduire expérimentalement les
processus couplés. Par exemple, il est difficile de révéler avec précision les processus d’évolution
interne des réservoirs de gaz et de pétrole par des expériences en raison du coût élevé et de
l’opacité des structure solides [37]. Prenons également l’exemple du vieillissement des bétons ou
de la formation des karsts [38], ces phénomènes sont naturellement lents et sont soumis expéri-
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mentalement à des conditions accélératrices et à des hypothèses simplificatrices qui peuvent
influencer le résultat. Pour relier les observations expérimentales à la réalité, les chercheurs
utilisent des modèles numériques ou une combinaison de ces approches [5]. En outre, ces outils
permettent de faire varier les paramètres du système, tels que la géométrie de l’espace de pores,
les propriétés des fluides et les conditions aux limites, afin d’évaluer leur impact, ce qui est
difficile à réaliser dans les expériences [39,40].

La modélisation à l’échelle macroscopique (échelle de Darcy) présente un grand intérêt pour
l’ingénierie et la recherche [41, 42] ; cependant, elle trouve son origine dans les processus et
les interactions qui existent à l’échelle des pores. Les modèles de transport réactif en milieu
poreux à l’échelle macroscopique sont décrits par des formulations continues basées sur des
moyennes spatiales prises sur des échelles de longueur beaucoup plus grandes que les tailles
typiques des pores. Au sein du VER, les propriétés du milieu sont supposées être homogènes et
le changement de microstructure est pris en compte par un changement global du volume de
la phase solide. En conséquence, les modèles ont tendance à surestimer les taux de réaction,
comme l’ont rapporté plusieurs auteurs [43, 44]. Les hétérogénéités spatiales à plus petites
échelles ainsi que leur distribution dans le milieu ne sont pas résolues, ce qui entraîne une
incertitude et une perte d’information [45].

Dans ce contexte, différentes approches numériques ont été employées pour modéliser le
transport réactif à l’échelle du pore dans les milieux poreux (tels que volumes finis (FV),
différences finies (FD) ou éléments finis(FE)) [30,46,47]. Cependant, le suivi d’une interface
évolutive nécessite souvent un raffinement du maillage, un remaillage adapté aux fortes va-
riations (maillage adaptatif) ou un maillage mobile tel que la méthode Arbitrary Lagrangian
et Euleurian (ALE) [48,49] pour maintenir la qualité du maillage après une déformation im-
portante de la forme initiale. En effet, ces méthodes deviennent rapidement gourmandes en
temps et en mémoire. Cela limite leur application dans les domaines complexes tels que les
milieux poreux et met en valeur l’efficacité des méthodes numériques à l’échelle des pores. Parmi
les approches existant à cette échelle, nous citons les modèles de particule (Smooth Particle
Hydrodynamics) [50–52], le modèle hybride couplant différents méthodes numériques [53,54],
les modèles de réseaux de pores (Pore Networks) [55–59], la méthode de Boltzmann sur réseau
(Lattice Boltzmann Méthod) [11,60–64] qui ont la capacité de prendre en compte les structures
poreuses complexes.

La méthode de Boltzmann sur réseau (LBM) est basée sur des modèles microscopiques et des
équations cinétiques mésoscopiques. Elle est devenue l’un des outils les plus efficaces pour la
simulation numérique de l’écoulement, du transfert de masse et de chaleur à l’échelle du pore en
raison de de sa nature cinétique qui permet de représenter facilement les micro-interactions entre
les fluides. D’autres avantages de la LBM sont la simplicité de la mise en œuvre de l’algorithme
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et sa nature parallèle, sa capacité à modéliser des problèmes complexes (par exemple, les
milieux poreux) et à incorporer plusieurs phénomènes physiques. De nombreux chercheurs
ont utilisé cette méthode dans leurs travaux pour simuler des écoulements dans des milieux
complexes [65,66], dans des conditions compliquées telles que l’écoulement multiphasique et
de turbulence [67–70], de multi-composants [71], de réactions dans le fluide et sur les interface
solide-fluide [20], et de transfert de chaleur [72,73]. De même, la LBM a été utilisée dans diverses
études pour modéliser le transport de masse couplé à des réactions chimiques, en tenant compte
de l’évolution de la microstructure.

Objectifs

L’objectif de ce travail de thèse est de modéliser le transport de masse par advection-diffusion
à l’échelle du pore via la méthode lattice Boltzmann (LBM). Ce processus de transport sera
couplé aux réactions chimiques des solutés à l’interface solide-fluide. Ce qui permettra par
la suite d’intégrer une distribution microscopique des phases dissoutes ou précipitées dans le
volume poral.

En résumé, les objectifs de cette étude comprennent les points suivants :

— Développer un outil de modélisation pour simuler l’écoulement et le transport de solu-
tés couplés à des réactions chimiques et le valider par comparaison avec des solutions
analytiques et/ou des tests de référence.

— Intégrer l’évolution de la microstructure représentée par la distribution microscopique des
phases dissoutes ou précipitées dans le milieu.

— Etudier l’influence du transport réactif sur les propriétés macroscopiques par l’analyse
quantitative des relations perméabilité-porosité et qualitative des évolutions de la mor-
phologie pour différents régimes de transport et de réaction dans une fracture simple.

— Etudier quantitativement et qualitativement la dissolution d’une inclusion circulaire puis
étendre l’étude à la dissolution d’une chaîne de grains comme milieu modèle de milieu
poreux.

— Considérer la dissolution d’un milieu poreux complexe afin de quantifier l’évolution des
valeurs de perméabilité avec la progression de la dissolution, puis identifier et classer les
régimes de dissolution.
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Organisation du manuscrit

À la suite de cette introduction qui présente le contexte général, la motivation de cette
recherche ainsi que les objectifs fixés, le manuscrit est organisé en 3 chapitres.

Dans le chapitre 1, nous présentons une description de la physique du transport de masse dans
les milieux poreux ainsi que sa formulation mathématique. Puis nous introduisons la méthode
de Boltzmann sur réseau utilisée pour résoudre l’écoulement et le transport. Nous abordons
ensuie la question du traitement des réactions hétérogènes comme conditions aux limites
dans les équations de transport en présentant les schémas les plus utilisés dans la littérature.
La description de la méthode de suivi d’interface, qui se fait en marge de la LBM, est en-
fin présentée pour prendre en compte l’évolution de la phase solide suite aux réactions chimiques.

Dans le chapitre 2, nous présentons le modèle numérique développé au cours de ce travail de
thèse à partir de la méthode de Boltzmann sur réseau. Pour construire ce modèle, nous nous
appuyons sur les résultats des comparaisons entre différentes méthodes existantes.La description
fine de la microstructure est également prise en compte ce qui nous permet d’étudier et de
prédire l’altération de la structure du milieu due à des réactions hétérogènes. Plusieurs tests
de référence sont réalisés et les résultats obtenus sont validés avec des solutions analytiques
ainsi qu’avec des résultats numériques précédemment publiés. Ainsi ce chapitre 2 présente la
validation du modèle en vérifiant chaque étape séparément.

Le chapitre 3 est consacré aux résultats de la simulation de la dissolution dans différents
types de milieux et à la discussion des observations. Nous nous intéressons dans un premier
temps à l’étude de l’évolution de la porosité, la perméabilité et la tortuosité d’un modèle
de milieu poreux basé sur une inclusion circulaire périodique. Ensuite l’étude est étendue
à l’évolution morphologique suite à la dissolution de milieux hétérogènes pour lesquels une
classification de régimes de dissolution est proposée.

Pour clore ce manuscrit, nous établissons dans une dernière partie une conclusion pour résumer
les différents apports de cette thèse. Enfin des perspectives de travail sont évoquées afin de
prolonger les travaux réalisés.
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1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous présentons tout d’abord le cadre physique du transport
de masse réactif, qui comprend quatre phénomènes. Au début, le fluide composé d’une seule
phase traverse le milieu avec une vitesse donnée. En s’écoulant, le fluide transporte avec lui
les espèces diluées dans la solution aqueuse par le principe d’advection-diffusion. Les espèces
transportées réagissent ensemble dans le fluide et échangent de la matière avec l’interface
solide-fluide. Ces réactions modifient la microstructure du milieu et font évoluer l’interface
solide-fluide. L’évolution de la morphologie restreint l’écoulement et le transport dans le milieu
car le fluide cherche à s’orienter et à s’adapter à la nouvelle forme. La succession de ces
phénomènes physico-chimiques met en évidence une forte dépendance entre eux et nécessite
donc la compréhension du cycle complet présenté dans la figure 1.1.

Figure 1.1 – L’ordre de déroulement des processus physico-chimiques

Dans la section 1.3, les équations aux dérivées partielles qui régissent l’écoulement du fluide
et le transport par advection-diffusion sont établies. Ensuite, le concept de base des réactions
chimiques et l’évolution de la microstructure sont présentés. Dans la suite 1.4 et 1.5, une
description de la méthode de Boltzamnn sur réseau pour l’écoulement et le transport ainsi qu’
un état de l’art du traitement des réactions chimiques et de la mise à jour de la microstructure
sont introduits. Enfin, une conclusion est extraite dans la section 1.5
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1.2 Milieux poreux

Un milieu poreux est constitué d’une matrice solide et de vides appelés pores. Ces derniers
peuvent être occupés par un ou plusieurs fluides suivant la configuration.

1.2.1 Différentes échelles de description

La description et donc l’étude d’un milieu poreux peuvent se faire à différentes échelles.

— l’échelle du pore : à cette échelle, appelée également échelle microscopique, la représen-
tation du milieu poreux se doit d’être la plus proche possible de la complexité réelle du
milieu. Comme le montre la figure 1, une telle description nécessite une représentation
fine de la distribution spatiale des phases fluides Ωf et solides Ωs. La connaissance des
interfaces solide-fluide Γsf et leur possible évolution au cours du temps est également
nécessaire. A cette échelle, la description des écoulements et du transport se fait via la
résolution des équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Ces
équations seront présentées plus spécifiquement dans la partie 1.3.

— l’échelle de Darcy : à cette échelle, qualifiée également d’échelle locale, on considère
un bloc du milieu poreux dont la taille est suffisamment grande par rapport à la taille
des pores de telle sorte que ce dernier puisse être assimilé à un milieu continu. A cette
échelle, la complexité de la structure interne n’est pas explicitement traitée. Comme nous
allons le voir dans la section 1.2.2 suivante, on peut définir en tout point de l’espace des
propriétés locales et voir apparaître dès cette échelle des hétérogénéités dans ces grandeurs.

— l’échelle macroscopique : la dernière échelle de description est l’échelle macroscopique.
A cette échelle qui est donc au dessus de l’échelle locale, on peut englober un grand
nombre d’hétérogénéité du milieu dans sa description.

On s’aperçoit donc que le choix de l’échelle de description du milieu poreux est importante
suivant qu’on souhaite étudier des phénomènes à l’échelle des pores ou de grandeurs moyennés
localement. Elle conditionne directement la description mathématique du ou des phénomènes
physiques et son choix est bien souvent tributaire des informations dont on dispose pour décrire
le milieu poreux.
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Figure 1.2 – Schématisation d’un milieu poreux à différentes échelles

1.2.2 Caractéristiques des milieux poreux

Les milieux poreux naturels sont caractérisés par une extrême complexité de la distribution
irrégulière des pores (dans leur forme, leur taille et leur répartition spatiale). Ainsi, du fait de
cette forte hétérogénéité à l’échelle microscopique, on défini les propriétés du système à l’échelle
local via l’utilisation d’un volume élémentaire représentatif (VER).

— La porosité
La porosité ϕ est définie comme le pourcentage de vide dans un milieu poreux. :

ϕ = Vp

VV ER
= VV ER − Vs

VV ER
= 1 − Vs

VV ER︸ ︷︷ ︸
appelé la compacité

(1.1)

où VV ER est le volume total du VER constitué d’un volume solide Vs et d’un volume de
pores Vp.
ϕ varie entre 0 et 1. Sa valeur ne renseigne en rien sur la taille des pores et donc sur
l’aptitude d’un fluide à s’écouler à travers le milieu.

— La perméabilité
Le tenseur de perméabilité K intrinsèque d’un milieu poreux exprime son aptitude à
laisser circuler, à travers ses pores, un fluide sous l’effet d’un gradient de pression ou d’un
champ de gravité. Cette quantité est liée à la loi de Darcy et dépend de la structure du
solide, en particulier de la porosité. Il peut être déterminé via la relation de Darcy :

U = − 1
µ

K∇P (1.2)

dans laquelle P est la pression et µ la viscosité dynamique du fluide.
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— La surface spécifique
Elle permet d’évaluer la surface de contact qu’offre un réseau poreux, à un fluide qui
circule au travers. Elle désigne le rapport de l’aire de la surface totale des interfaces
solide-fluide Ssf sur le volume de l’échantillon VV ER,

S = Ssf

VV ER
(1.3)

La surface spécifique a une grande importance pour les phénomènes faisant intervenir les
interfaces solide-fluide tels que l’adsorption, l’absorption, la dissolution, la précipitation,
l’échange de chaleur etc.

1.3 Formulation mathématique du transport réactif

Dans cette section, nous présentons les équations permettant la description des différents
phénomènes physiques intervenant dans ce travail de thèse. Après avoir présenté les équations
permettant de décrire les écoulements de fluide, nous nous intéresserons au transport de masse.
Puis nous verrons comment décrire les réactions chimiques (entre les espèces transportées et
avec la matrice poreuse). Enfin nous verrons comment décrire mathématiquement l’évolution
de la microstructure du milieu poreux.

1.3.1 Ecoulement du fluide

Considérons un fluide de masse volumique ρ [kg m−3] et un volume élémentaire de ce fluide
de vitesse u [m s−1]. L’écoulement de ce volume élémentaire est décrit par les équations de
Navier-Stokes qui reflètent la conservation de la masse et de la quantité de mouvement [74, 75].
Elles sont données par :

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (1.4a)

∂(ρu)
∂t

+ ρu (∇ · u) = −∇p + µ∆u (1.4b)

où, p est la pression du fluide [Pa], µ la viscosité dynamique [kg m−1 s−1] et ∆ = ∇ · ∇
l’opérateur laplacien.

Si le fluide est incompressible, l’équation (1.4a) devient :

∇ · u = 0 (1.5)
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L’adimensionnalisation montre qu’en introduisant une longueur caractéristique L [m] et une
vitesse de référence caractéristique U [m s−1], on peut alors définir un temps et une pression
caractéristique ce qui conduit à ce que l’équation (1.4b) devienne

∂u⋆

∂t⋆
+ u⋆ (∇ · u⋆) = −∇p⋆ + 1

Re∆u⋆ (1.6)

où les grandeurs étoilées sont les grandeurs dimensionnées. Re est le nombre de Reynolds. Ce
dernier caractérise le régime d’écoulement en établissant le rapport entre les forces inertielles et
les forces visqueuses.

Re = UL

ν
(1.7)

avec ν est la viscosité cinématique.
Ainsi, si la vitesse est suffisamment faible pour que les effets visqueux soient prépondérants
devant les effets inertiels, l’équation (1.4b) se réduit à :

∇p = µ∆u (1.8)

La condition d’adhérence aux interfaces solides se résume dans le cas d’un écoulement en milieu
poreux à :

u = 0 sur Γsf (1.9)

1.3.2 Transport de masse

Le transport de masse a lieu dans les écoulements où le fluide entraîne dans son mouvement
des quantités de matières. Ce transport est gouverné par deux processus principaux : l’advection
et la diffusion [76]. L’advection présente le déplacement des espèces chimiques en fonction de la
vitesse du fluide dans le milieu environnant. La diffusion, quant à elle, reflète le mouvement
aléatoire des espèces dû à l’agitation moléculaire dans le fluide et tend à homogénéiser la
composition du milieu. La distribution de la concentration au sein du milieu n’étant pas
homogène, un gradient de concentration est créé entre deux points voisins exprimant un flux de
particules des régions de plus forte concentration vers les régions de plus faible concentration,
selon la loi de Fick. Pour une espèce k dont la concentration aqueuse est notée Ck [mol m−3],
ce flux s’écrit :

jk = −Dk∇Ck (1.10)

où Dk est le tenseur de diffusion moléculaire [m2 s−1] de l’espèce k. Combinant les deux
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mécanismes d’advection et de diffusion, nous obtenons l’équation de transport des espèces
chimiques traduisant la conservation de la masse sur chaque élément de volume comme suit
[77,78] :

∂Ck

∂t
+ ∇ · (uCk)︸ ︷︷ ︸

advection

= ∇ · (D∇Ck)︸ ︷︷ ︸
diffusion

+ Rk︸︷︷︸
terme source

dans Vp (1.11)

u est la vitesse du fluide [m s−1] et Rk est un terme source représentant la création ou
disparition de masse pour l’espèce k [mol m−3 s−1]. On peut toutefois noter que ce terme
général peut représenter différents types de réactions. En effet, comme nous le présenterons
dans la section 1.3.3 ce terme peut représenter des réactions homogènes, qu’elles soient à
l’équilibre ou hors-équilibre. Au niveau d’une interface entre le fluide un solide, si on note Ĩkj

[mol m−2 s−1] la densité de flux de création ou destruction de masse de l’espèce k pour la
réaction j, l’équilibre des flux conduit à la condition :

(uCk − Dk∇Ck) · n = Ĩkj sur Γsf (1.12)

qui, en raison de la condition d’adhérence sur Γsf , se réduit à

−Dk∇Ck · n = Ĩkj sur Γsf (1.13)

où n est la normale à l’interface, choisie de manière à pointer du solide vers le fluide. Pour un
système contenant N espèces chimiques, il y aura donc une équation de transport pour chaque
espèce soit Nk équations de transport.

Comme énoncé précédemment, Dk est un tenseur, néanmoins lorsque la diffusion est iso-
trope, celui-ci peut s’écrire sous la forme d’un scalaire. Comme cette hypothèse d’isotropie de
la diffusion sera également faites dans ce travail, nous noterons donc à partir de maintenant le
tenseur de diffusion de l’espèce k comme un scalaire Dk. Dans le cas d’une seule espèce nous
utilisons D pour simplifier la notation.

Le modèle de transport (1.11) et le modèle d’écoulement (1.4) sont couplés. Le couplage
entre les deux modèles est supposé passif dans le sens où on suppose que les espèces aqueuses
sont suffisamment diluées pour que les variations de densité du fluide soient négligeables. Ainsi,
le champ de vitesse de l’écoulement peut être résolu indépendamment via l’équation 1.4 puis
utilisé dans l’équation 1.11 pour déterminer les concentrations de chaque espèce. Avec cette
hypothèse d’incompressibilité, l’équation 1.11 devient

∂Ck

∂t
+ u · ∇Ck = Dk∆Ck + Rk dans Vp (1.14)
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De manière similaire à l’adimensionnalisation de l’équation de conservation de la quantité
de mouvement 1.6, si on introduit une concentration de référence Cref , une longueur de
caractéristique de diffusion L, une vitesse de référence caractéristique U , on peut alors définir
un temps caractéristique de diffusion et transformer l’équation (1.14) en :

∂C⋆
k

∂t⋆
+ Pe u⋆ · ∇C⋆

k = ∆C⋆
k + R⋆

k dans Vp (1.15)

où Pe est le nombre de Péclet qui représente le rapport entre le transfert par advection et celui
par diffusion.

Pe = UL

Dk
(1.16)

et R⋆
k = L2/(DkCref )Rk. Pour les écoulements de fluides qui sont le siège de transport par

diffusion, on peut également définir une autre grandeur qui est le rapport entre la viscosité et
le coefficient de diffusion. C’est le nombre de Schmidt Sc, qui peut donc être défini pour chaque
espèce k :

Sck = ν

Dk
(1.17)

Pour que l’équation du transport de masse soit complète, nous devons maintenant préciser
l’expression des termes sources Rk et Ĩkj qui apparaissant respectivement dans les équations
(1.11) et (1.13). Pour cela, nous allons introduire des équations qui décrivent les interactions
chimiques entre espèces dans la partie suivante.

1.3.3 Réactions chimiques

Une réaction chimique peut être définie comme le processus par lequel des espèces chimique
appelées réactifs interagissent pour former de nouvelles espèces appelées produits. Elle est
décrite par les coefficients stoechiométriques de chaque espèce chimique consommée ou produite
par la réaction [79] :

Nr∑
l=1

χl Rl ⇌
Np∑
k=1

χ
′
kPk (1.18)

· χl et χ
′
k sont respectivement les coefficients stoechiométriques des réactifs et des produits.

· R, P sont les réactifs et les produits de nombre Nr et Np respectivement.
L’ensemble des réactions NR réactions et de N = Nr + Np espèces forme un système chimique
que l’on peut décrire sous la forme :

Nr∑
l=1

χl,n Rl ⇌
Np∑
k=1

χ
′
k,nPk (n = 1, . . . , NR) (1.19)
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1.3.3.1 Classifications des réactions

La nature des réactions chimiques affectant le transport de masse peut avoir un effet profond
sur la formulation mathématique des problèmes de transport réactif. En effet, la diversité des
formulations mathématiques est principalement liée aux propriétés des réactions chimiques et à
leur classification. Il existe plusieurs manières pour classifier les réactions chimiques.

Une première manière de classer ces réactions est de distinguer les réactions dites homogènes
(ou monophasiques) comme étant celles qui impliquent des espèces présentes uniquement dans la
même phase. A l’inverse on distingue alors les réactions dites hétérogènes (ou multiphasiques)
si elles font intervenir des espèces présentes dans deux phases ou plus [76,80].

A titre d’exemple, les réactions suivantes sont respectivement homogène et hétérogène.

H2CO3 ⇌ H+ + HCO−
3 (1.20)

CaCO3 + 2H+ ⇌ CO2 + H2O + Ca++ (1.21)

La première implique seulement des éléments dissous tandis que la seconde implique un solide
(CaCO3), un gaz et une solution. Il est important de noter que dans le cas de réactions dites
hétérogènes, il existe des interfaces entre les différentes phases.

Une autre classification consiste à diviser les réactions en rapides et lentes. Les adjectifs rapide
et lent ne font pas référence à la vitesse réelle de la réaction mais à sa vitesse intrinsèque [81].
La vitesse intrinsèque d’une réaction est la vitesse que la réaction aurait loin de l’équilibre sans
tenir compte du taux de formation des réactifs et d’élimination des produits par advection et dif-
fusion. Les réactions rapides sont des réactions considérées comme instantanément à l’équilibre
et dont la vitesse est en fait contrôlée par la vitesse de transport [79,82] par advection et diffusion.

Contrairement aux réactions rapides, les réactions dites lentes sont des processus qui né-
cessitent une loi cinétique pour décrire la vitesse de réaction contrôlée par les réactions de
surface. Les réactions homogènes qui ont lieu en phase aqueuse sont généralement considérées
comme rapides tandis que les réactions hétérogènes sont considérées comme lentes [79].

1.3.3.2 Bilan de masse

Si on considère un ensemble de NR réactions instantanées. La conservation de la masse
entraîne que :

0 ⇌
N∑

k=1
χk,jCk (j = 1, . . . , NR) (1.22)
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A l’équilibre thermodynamique, les espèces vérifient la loi de conservation de la masse qui
pour un système dilué se traduit sous la forme d’une constante d’équilibre donnée par

k=N∏
k=1

Cχk
k = Keq (1.23)

1.3.3.3 Expression des termes sources réactives

Le taux rj d’une réaction détermine la vitesse à laquelle les réactifs se transforment en
produits. C’est la vitesse de disparition ou production de chacune des espèces de cette réaction.
Si on symbolise par δ la variation liée à une réaction, on a alors :

rj = 1
χk,j

δCk

δt
(1.24)

Dès lors, la variation de concentration d’une espèce k se calcule via la contribution de chaque
réaction j. Le terme source intervenant dans l’équation de transport 1.11 s’écrit donc [79] :

Rk =
j=NR∑
j=1

χkj rj (1.25)

Pour un minéral noté m, l’absence de flux implique que l’équation de transport 1.14 se résume
simplement à :

∂Cm

∂t
=

j=NR∑
j=1

χmjrm = 1
VM

∂ϵm

∂t
(1.26)

où VM est le volume molaire du solide et ϵ est la fraction de volume solide.

1.3.3.4 Taux de réactions

Considérons une réaction hétérogène entre une solution aqueuse et un minéral. La distribution
spatiale de ce minéral change en fonction du temps suivant les zones de précipitation et de
dissolution. La dissolution ne peut se produire qu’en certains points de l’espace si le minéral
est présent, tandis que la précipitation peut avoir lieu quelque soit la zone considérée dans la
solution. Ainsi, pour un minéral m avec un nombre total de N espèces, la loi cinétique d’une
réaction lente est donnée par [79,83] :
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Imj = −ksm

(
1 − Keq

k=N∏
k=1

(Cl)χk

)
(1.27)

— Ijm est le flux de la réaction j pour un minérale m [mol s−1].

— sm est la surface de minéral participant à la réaction [m2].

— kj est la vitesse de réaction [m s−1].

En particulier, dans le cas d’une seule espèce k et une seule réaction, l’équation (1.27)
s’écrit [84, 85] :

Ĩjm = Im

sm
= −k (Ck − Ckeq)β (1.28)

où β est l’ordre de la réaction et Ckeq est la concentration d’équilibre qui détermine la saturation
ou pas du milieu par l’espèce k.

Ainsi, pour une réaction hétérogène d’ordre 1, faisant intervenir une seule espèce k, la condition
aux limites 1.13 s’écrit :

Dk∇Ck · n = k (Ck − Ckeq) (1.29)

Il est à noter qu’en utilisant l’adimensionalisation via les gradeurs caractéristiques définies dans
la section 1.3.2, cette condition limite s’écrit :

∇C⋆
k · n = Da

(
C⋆

k − C⋆
keq

)
(1.30)

où le nombre de Damköhler Da compare le temps caractéristique de la réaction à celui de la
diffusion,

Da = kL

Dk
(1.31)

1.4 Méthode de Boltzmann sur réseau pour un écoulement

La méthode de Boltzmann sur réseau est un développement des automates cellulaires décrits
par [86] basée sur la théorie cinétique des gaz. Cette théorie vise à expliquer le comportement
macroscopique d’une matière à partir des caractéristiques du mouvement des particules 1 qui la
composent. Elle donne une description fine d’un fluide où l’on suit l’évolution de la distribution
des particules constitutives dans l’espace des coordonnées et des vitesses [87]. La variable
fondamentale de la théorie cinétique est la fonction de distribution des particules, aussi appelée
population, notée f(x, c, t). Elle représente la probabilité d’existence d’une particule de vitesse
c à la position x et au temps t. Les propriétés macroscopiques (telles que pression, densité du

1. Dans ce qui suit, le terme "particule" fait référence à une collection de particules, car le comportement
d’une collection de particules est considéré comme une unité.
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fluide et vitesse) peuvent être obtenues à partir de ces fonctions de distribution.

Nous nous intéressons à la méthode Boltzmann sur réseau car elle présente un certain nombre
de caractéristiques qui diffèrent de celles des méthodes traditionnelles de dynamique des fluides.
Il s’agit d’une méthode numérique puissante en hydrodynamique et hautement parallélisable.
Elle est connue par sa simplicité, son extensibilité, sa performance dans la modélisation des
interactions dans le fluide lui-même et a l’interface fluide-solide au sein des structures des
géométries complexes, telles que celles qui se produisent dans les milieux poreux.

Dans cette section, nous décrivons les détails de la LBM, y compris son principe, la déri-
vation de ces équations numériques et la mise en oeuvre des conditions aux limites.

1.4.1 Equation de transport de Boltzmann

Soumise à une force externe par unité de volume F [N m−3], la particule change de vitesse
de c à c + dc et de position de x à x + dx. La figure 1.3 schématise l’effet de F sur la particule.

Figure 1.3 – Déplacement de la particule sous l’effet F

La densité de masse de la particule f(x, c, t) avant d’appliquer la force extérieure est égale à la
densité de masse après la perturbation f(x + c dt, c + F dt, t + dt), s’il n’y a pas de collision.

f(x + c dt, c + F dt, t + dt)dxdc − f(x, c, t)dxdc = 0 (1.32)

S’il y a des collisions entre les particules, le taux de changement entre l’état final et l’état
initial de la fonction de distribution est appelé l’opérateur de collision O et nous avons par
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conséquent [88],

f(x + c dt, c + F dt, t + dt)dxdc − f(x, c, t)dxdc = O(f)dxdcdt (1.33)

Pour simplifier la notation dans ce qui suit, f(x, c, t) est remplacée par f .
La division de l’équation (1.33) par dt dxdc implique :

df

dt
= O(f) ⇐⇒

(
∂f

∂t

) dt

dt
+
(

∂f

∂x

) dx

dt
+
(

∂f

∂c

) dc

dt
= O(f)

⇐⇒ ∂f

∂t
+ ∂f

∂x
· c + ∂f

∂c
· F

ρ
= O(f)

(1.34)

L’équation (1.34) est l’équation de transport de Boltzmann. Elle décrit l’évolution temporelle de
la fonction de distribution. En cas d’absence de force extérieure (F = 0), l’équation (1.34) s’écrit :

∂f

∂t
+ c · ∇f = O (1.35)

1.4.2 Equation de Boltzmann sur réseau

L’équation de Boltzmann peut être discrétisée dans l’espace et dans le temps sur des grilles
régulières appelées réseaux. Dans ce paragraphe, nous présentons la dérivation de l’équation de
lattice Boltzmann (LBE) en discrétisant l’équation de Boltzmann en deux étapes.

1. Discrétisation de l’espace de vitesse où la vitesse de particule c se limite à un ensemble
discret de vitesses ci.

2. Discrétisation spatiale et temporelle.

Discrétisation de l’espace des vitesses

Un réseau est l’ensemble des vitesses discrètes noté par DdQq où d représente la dimension
de l’espace (1D, 2D ou 3D) et q représente le nombre des vitesses discrètes. Il définit les
directions i dans lesquelles une particule peut se déplacer de sa position à la position voisine.
La figure 1.4 illustre les réseaux D2Q5, D2Q9 et D3Q15. Chaque vitesse discrète a un poids ou
un coefficient de pondération noté wi différent d’un réseau à un autre. Le tableau 1.1 présente
les wi des réseaux illustrés.

Les ensembles de vitesse obéissent à certaines conditions générales lors de leur construc-
tion. En effet, les réseaux construits doivent vérifier les critères de conservation de la masse et
de la quantité de mouvement mais aussi d’isotropie rotationnelle 2. Ces relations de conservation

2. L’isotropie du réseau est l’existence d’un ensemble unique de moment de vitesse. Cette unicité n’existe que
jusqu’à certain ordre. L’ordre de l’isotropie est l’ordre du moment jusqu’à lequel des valeurs unique existe [5].
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Figure 1.4 – Réseaux D2Q5 et D2Q9 et D3Q15

s’écrivent : [89–91] :

∑
i

wi = 1

∑
i

wiciα = 0

∑
i

wiciαciβ = c2
s δαβ∑

i

wiciαciβciγ = 0

∑
i

wiciαciβciγciµ = c4
s (δαβδγµ + δαγδβµ + δαµδβγ)

∑
i

wiciαciβciγciµciv = 0

(1.36)

Dans les équation précédentes, i représente la direction du réseau tandis que α, β, γ, µ, v dé-
signent les directions de l’espace suivant x, y ou z et cs désigne la vitesse du son définie par
cs = c√

3 pour les réseaux D2Q5, D2Q9 et D3Q15 [92] tel que c = ∆x
∆t ou ∆x et ∆t sont les pas

de discrétisation spatial et temporel de la méthode LBM, tels que nous allons les définir dans
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la suite.
La discrétisation de l’espace des vitesses nous permet de définir la fonction de distribution de
vitesse discrète fi(x, t) appelée souvent la population de particules qui représente la densité
des particules de vitesse ci à la position x et au temps t. La densité de masse et la densité de
quantité de mouvement à (x, t) peuvent être déterminées à travers les deux premiers moments
de fi.

ρ(x, t) =
∑

i

fi(x, t), ρu(x, t) =
∑

i

cifi(x, t) (1.37)

Il est à noter que pour retrouver les équations de Navier-Stokes via l’équation de Boltzmann
discrétisée, le réseau D2Q9 est le réseau le plus simple, en terme de nombre de directions, qui
le permet [93].

Discrétisation spatiale et temporelle

Après avoir discrétisé l’ensemble des vitesses, nous obtenons la version discrète de l’équation
de Boltzmann suivante :

∂fi

∂t
+ ci · ∇fi = Oi(x, t) (1.38)

Ensuite, en utilisant la discrétisation de l’espace de coordonnées en 2D, ∆x = (∆x ; ∆y) avec
∆x = ∆y, et celle du temps, ∆t, nous exprimons (1.38) par le développement de Taylor :

fi(x, t + ∆t) − fi(x, t)
∆t

+ ci · fi(x + ∆x, t + ∆t) − fi(x, t + ∆t)
∆x

= Oi(x, t)

=⇒ fi(x, t + ∆t) − fi(x, t)
∆t

+ fi(x + ci∆t, t + ∆t) − fi(x, t + ∆t)
∆t

= Oi(x, t)
(1.39)

D’où l’équation de Boltzmann sur réseau

fi (x + ci∆t, t + ∆t) − fi(x, t) = ∆t Oi(x, t) (1.40)

1.4.3 Opérateur de collision

Pour résoudre l’équation de transport de Boltzmann sur réseau, il faut déterminer l’expres-
sion de l’opérateur de collision Oi. Cependant, cet opérateur prend une forme relativement
complexe en s’écrivant comme une double intégrale sur l’espace des vitesses [93].
À cette fin, l’opérateur original est souvent approximé par un opérateur plus simple introduit
par Bhatnagar, Gross et Krook [94,95] et communément dénommé opérateur de collision BGK :
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Réseaux Vitesses ci Poids wi

D2Q5 c0=(0,0) 2/6
c1 = (−1, 0)
c2 = (0, −1)
c3 = (1, 0)
c4 = (0, 1)

1/6

D2Q9
c0 = (0, 0) 4/9
c2 = (−1, 0)
c4 = (0, −1)
c6 = (1, 0)
c8 = (0, 1)

1/9

c1 = (−1, 1)
c3 = (−1, −1)
c5 = (1, −1)
c7 = (1, 1)

1/36

D3Q15
c0 = (0, 0, 0) 2/9
c1 = (−1, 0, 0)
c2 = (0, −1, 0)
c3 = (0, 0, −1)
c8 = (1, 0, 0)
c9 = (0, 1, 0)
c10 = (0, 0, 1)

1/9

c4 = (−1, −1, −1)
c5 = (−1, −1, 1)
c6 = (−1, 1, −1)
c7 = (−1, 1, 1)
c11 = (1, 1, 1)
c12 = (1, 1, −1)
c13 = (1, −1, 1)
c14 = (1, −1, −1)

1/72

Table 1.1 – Tableau des coefficients wi des réseaux D2Q5, D2Q9 et D3Q15

Oi(f) = −1
τ

(fi − f eq
i ) (1.41)

où τ est un temps de relaxation représentant le temps nécessaire à la fonction de distribution f

pour atteindre une valeur d’équilibre [96] notée feq .

En remplaçant l’opérateur de collision dans l’équation (1.40) par son approximation BGK,
on obtient alors l’équation de lattice Boltzman à un seul temps de relaxation (SRT : Single
Relaxation Time) :
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fi (x + ci∆t, t + ∆t) = fi(x, t) + ∆t

τ
[f eq

i (x, t) − fi(x, t)] (1.42)

avec feq
i est la fonction d’équilibre discrétisée dont l’expression sera détaillée dans la section

1.4.4. La viscosité cinématique du fluide ν est liée au temps de relaxation τ , au pas de temps
∆t et au pas d’espace ∆x par la relation suivante :

ν = c2
s

(
τ − ∆t

2

)
(1.43)

où τ est le temps de relaxation et τ⋆ sa version adimensionnée par ∆t. Il est alors nécessaire
que le temps de relaxation τ⋆ > 0.5 pour maintenir une viscosité positive.

En raison de sa linéarité, l’utilisation de cet opérateur est très répandue. Cependant, cette
formulation présente certaines limitations comme par exemple une limitation liée à la valeur du
nombre de Reynolds : elle est inappropriée pour les Re élevés [3, 97]. Elle présente aussi des
limitation suivant le nombre de Prandtl, qui exprime le rapport entre les effets thermiques et
visqueux. La méthode SRT impose une valeur fixe de ce nombre [96]. De plus, elle ne permet
pas de caractériser précisément le comportement des fluides à forte viscosité près des parois du
domaine car elle présente un saut de vitesse non physique aux limites du domaine [98].
Ces inconvénients ont donné naissance à d’autres familles de méthodes telles que : "Two Re-
laxation Time-TRT [99] et "Multiple Relaxation Time-MRT" [100].

Dans la méthode TRT la fonction de distribution peut être divisée en deux parties : une
partie symétrique donnée par [88] :

f s = 1
2 (fi + f−i) (1.44)

et une partie antisymétrique donnée par :

fa
i = 1

2 (fi − f−i) (1.45)

où la direction −i est la direction opposée à la direction i. Ainsi fi et f−i sont les fonctions de
distribution correspondant respectivement à la vitesse discrète ci et son opposée −ci. De cette
définition nous obtenons [88] :

fi = fa
i + f s

i et f−i = fa
i − f s

i =⇒ fa
i = −fa

−i et f s
i = f s

−i (1.46)

Le principe de la méthode de TRT est que les fonctions de distribution des particules sont
relaxées séparément en utilisant deux temps de relaxation différents. L’équation de Boltzmann
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à deux temps de relaxation (TRT) s’écrit :

fi (x + ci∆t, t + ∆t) = fi(x, t) − ∆t

τs
(f s

i (x, t) − f s,eq
i ) − ∆t

τa
(fa

i (x, t) − fa,eq
i ) (1.47)

Dans la méthode TRT, ∆t est relié à la viscosité par [93]

ν = c2
s(τs − ∆t

2 )

où τa et τs sont les deux temps de relaxation. Si ces derniers sont égaux, l’équation (1.47) se
réduit alors à l’équation SRT (1.42).

La méthode MRT est plus générale que les méthodes SRT et TRT. Dans MRT, l’opérateur
de collision se présente sous la forme d’une matrice contenant plusieurs facteurs de relaxation.
Ce qui impose un ordre de stabilité et de précision plus élevé que la SRT. Cependant, il a été
démontré [98] qu’il existe une grande variété de conditions d’écoulement où la méthode SRT
peut être utilisée avec succès, et que même si la MRT est très puissante, elle ne réussit pas
toujours à surmonter toutes les lacunes des méthodes SRT. De plus, la MRT est plus lente que
la SRT (le temps d’exécution est typiquement 10-20% plus long) [101] et nécessite l’utilisation
de procédures numériques pour déterminer les facteurs de relaxation [3]. Dans ce travail, pour
des raisons de simplification et pour un gain de temps de calcul, nous utilisons la méthode SRT
(1.38) pour modéliser l’écoulement du fluide.

De manière générale dans la méthode LBM, un pas de temps est composé de deux étapes.
Ainsi l’équation (1.38) se décompose en deux parties successives :

Figure 1.5 – Cycle LBM : schéma collision-propagation

1. une étape de collision
Dans cette étape, les particules entrent en collisions et tendent vers la fonction d’équilibre.
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A l’issue de la collision, on se trouve au temps t+ comme illustré sur la figure 1.5.

fi(x, t+) = fi(x, t) − ∆t

τ
(fi(x, t) − f eq

i (x, t)) (1.48)

2. une étape de propagation : après collision, la fonction de distribution f se propage aux
nœuds voisins suivant la direction de leur vitesse (voir figure 1.5). Cela s’écrit sous la
forme :

fi (x + ci∆t, t + ∆t) = fi(x, t+) (1.49)

Ces deux opérations forment un cycle LBM.

Un écoulement ayant une vitesse maximal Umax est qualifié de (quasi) incompressible ou
légèrement compressible si le nombre de Mach Ma = Umax

cs
qui définit le rapport entre les forces

liées au mouvement et la compressibilité du fluide est suffisamment faible (Ma<0,1-0.3). La
pression du fluide est déterminée par l’équation d’état :

P = ρc2
s (1.50)

1.4.4 Fonction d’équilibre

La fonction de distribution à l’équilibre la plus couramment utilisée est la distribution de
Maxwell-Boltzmann [96]. L’expression de feq dans un espace de dimension "d" est donnée par :

feq(|v|) = ρ

( 1
2πRT

) d
2

e

(
− |v|2

2RT

)
(1.51)

· R est la constante des gaz parfaits .
· T est la température.
· v = c − u est la déviation de la vitesse de la particule par rapport à la vitesse moyenne
locale.
La démonstration de l’équation (1.51) est fournie en annexe A.

Connaissant l’expression de la fonction de distribution d’équilibre feq équation (1.51), la
version discrète feq

i peut être exprimée.

feq = ρ

( 1
2πRT

) d
2

e

(
− |c−u|2

2RT

)

= ρ

( 1
2πRT

) d
2

e

(
− c2

2RT

)
e

(
(c·u)
RT

− u2
2RT

)

= ρ

( 1
2πRT

) d
2

e

(
− c2

2RT

) [
1 + (c · u)

RT
+ (c · u)2

2(RT )2 − u2

2T

]
+ O

(
u3
)
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(Le développement de Taylor d’ordre 2 de la série e−x = 1 − x + x2

2 + O
(
x3
)
)

La fonction de distribution d’équilibre discrète est ensuite projetée sur la base des polynômes
d’Hermite à l’ordre 2 pour avoir la forme générale suivante [102] :

feq
i = wiρ

(
1 + u · ci

c2
s

+ (u · ci)2

2c4
s

+ u · u

2c2
s

)
(1.52)

Les lecteurs intéressés pourront consulter la référence [93] pour plus de détails.

1.4.5 Conditions aux limites

Comme nous l’avons vu précédemment, les écoulements de fluide et le transport de masse
sont régis par des équations aux dérivées partielles, décrivant la conservation de la masse, de
la quantité de mouvement. Pour résoudre ces équations et déterminer les solutions de façon
unique, des conditions aux limites doivent être spécifiées. En général, les conditions aux limites
sur les frontières obéissent à la formulation générale :

b1
∂Q(xb, t)

∂n
+ b2Q (xb, t) = b3 (1.53)

· b1, b2 et b3 sont des constantes.
· xb est la position de la frontière.
· Q une quantité (telle qu’une concentration, une pression ou une vitesse)
En fonction des différentes valeurs de b1, b2 et b3 les conditions aux limites peuvent être classées
en trois catégories [25,93] :

— Condition de Dirichlet obtenue si ∀ b3, b1 = 0 et b2 ̸= 0 . Cette condition consiste à
imposer une quantité constante aux bords.

— Condition de Neumann obtenue si ∀ b3, b1 ̸= 0 et b2 = 0. Elle permet de fixer un flux
normal aux bords.

— Condition de Robin obtenue si ∀ b3, b1 et b2 ̸= 0. Elle établit une relation entre une
quantité et son flux normal aux bords.

L’importance des conditions aux limites réside dans le fait qu’elles affectent le comportement
de l’ensemble du système malgré leur application à une partie particulière du domaine du fluide.
Par conséquent, elles doivent être traitées avec un soin particulier.

Dans la LBM, l’étape de collision ne pose pas de problème particulier. Mais après l’étape
de propagation, certaines fonctions de distribution sur les bords du maillage sont inconnues.
En effet, les fonction venant de l’extérieur du réseau ne sont pas spécifiées par l’équation de
Boltzmann sur ce réseau. A titre d’exemple, dans le cadre d’un réseau D2Q9, ces fonctions
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inconues sont représentées sur la figure 1.6.

Figure 1.6 – Schéma des fonctions de distribution inconnues dans le cadre d’un réseau D2Q9

La difficulté des conditions aux limites dans la LBM est qu’elles sont imposées aux variables
macroscopiques ρ, u et qu’il n’est pas toujours évident de les transmettre aux variables méso-
scopiques fi [93]. Pour exprimer la même condition aux limites sur une quantité macroscopique,
plusieurs conditions aux limites LB ont été développées. La diversité des schémas possibles a
donné lieu à une littérature très variée sur le sujet [103–106].

Dans cette thèse, nous nous limitons au cas de frontières alignées avec les nœuds du réseau.
Ainsi pour considérer des interfaces courbes, une approximation en escalier sera utilisée [93].

Sites soumis aux conditions limites

Afin de formuler les conditions aux limites, il est d’abord nécessaire d’identifier les sites sur
lesquels ces conditions sont susceptibles d’être imposées.
Suite à la discrétisation du milieu continu, trois types de nœuds peuvent être distingués.

1. Les nœuds fluides où l’équation de lattice Boltzmann est résolue.

2. Les noeuds solides qui font référence à la matrice solide et n’interviennent pas dans la
résolution.
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3. Les noeuds frontières liant les noeuds fluides et solides.

Les conditions limites sont appliquées aux nœuds frontières (comme les interfaces solide-fluide
Γsf de la figure 1) ainsi qu’aux nœuds de fluide en bordure du réseau (comme à l’entrée, à la
sortie et aux bords supérieur et inférieur).

Position de la frontière

Les conditions aux limites sont forcement liées à la position de la frontière et à la discrétisation
du domaine du fluide. Dans la littérature, deux méthodes sont possibles pour localiser la frontière
vue par la LBM par rapport à la frontière physique réelle. Ainsi, les conditions aux limites
utilisées dans la LBM peuvent être regroupées en deux familles [88] :

1. Link wise où les noeuds sont localisés au centre de chaque maille. La frontière LB est
décalée approximativement de mi-distance (∆x

2 ) de la frontière physique.

2. Wet node où la frontière LB et la frontière physique sont confondues. La frontière LB
est considérée comme étant infiniment proche de la frontière réelle, mais toujours dans le
domaine des fluides.

Les deux représentations sont illustrées dans la figure 1.7. Il est clair que le nombre de
nœuds diffère entre les deux conceptions. Sur la base de ce concept, nous présentons dans la
suite deux conditions de rebonds de type " link-wise " et autres conditions de types " wet node".

Figure 1.7 – Discrétisation du domaine de simulation

1.4.5.1 Conditions aux limites de rebond ou " Bounce back "

Les conditions aux limites de rebond ont été principalement utilisées pour modéliser les
parois imperméables en raison de leur simplicité de mise en œuvre. Elles consistent à considérer
que, lorsqu’une fonction de distribution rencontre une paroi immobile, elle repart en suivant
une direction et vitesse opposées. Physiquement, le rebond des particules signifie qu’il n’y a pas
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de flux à travers la frontière et que le fluide ne glisse pas sur cette paroi.

Le schéma de rebond peut se réaliser de deux façons différentes :

— Rebond complet ou "Full way bounce-back
Pendant l’intervalle ∆t, les particules parcourent un trajet complet du noeud frontière
au nœud solide comme illustré sur la figure 1.8. Puis,lors de l’étape de collision suivante,
elles rebondissent. Ce rebond complet modifie l’étape de collision aux nœuds solides,
mais laisse l’étape de streaming habituelle inchangée [87, 93]. Dans ce schéma, toutes
les fonctions fi arrivant sur le nœud frontière rebondissent, pas seulement celles dans la
direction normale. Il suffit de vérifier si l’on se trouve sur un nœud solide ou non, sans
savoir où se propage chaque population.

— Rebond à mi-chemin ou "Half way bounce-back"
Dans cette deuxième méthode, les particules ne parcourent que la moitié de la distance
de liaison ( c’est à dire ∆x

2 ). Les particules dans les directions inconnues rebondissent
pendant l’étape de propagation comme illustré sur la figure 1.8. Le rebond modifie l’étape
de propagation et laisse invariable l’étape de collision. L’information ne nécessite qu’un
seul pas de temps pour être saisie. Cela rend cette condition plus précise pour le cas des
écoulements instationnaires [107].

Figure 1.8 – Représentation du "Full way bounce-back" et "Half way bounce-back" en fonction du temps

Vu que dans les 2 méthodes "Half way" et "Full way" les nœuds frontières sont considérés à
mi-distance de la frontière, ces méthodes sont classées dans la famille "Link wise".
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D’autre part, il existe d’autres approches où la frontière LB est localisée sur la frontière
réelle. Elles sont classées dans la catégorie "Wet node" car les nœuds localisés sur la frontière
font partie du domaine du fluide et suivent un schéma de collision-propagation. Nous présentons
ci-après les approches les plus utilisées dans la littérature.

1.4.5.2 Conditions aux limites d’Inamuro

Dans cette méthode, toutes les fonctions de distribution à la frontière sont considérées comme
inconnues fi et en équilibre thermodynamique local. Par conséquent, elles sont remplacées par
la distribution d’équilibre feq

i en utilisant une densité ρ′ et une vitesse u′ = u + s︸︷︷︸
slip velocity

différentes de ρ et u telle que [103,106] :

fi (xb, t) = f eq
i

(
ρ′, u′) (1.54)

La composante normale de s étant nulle, les inconnues sont la composante tangentielle de s

et ρ′ calculée à partir de
ρu =

∑
i

cifi (1.55)

Bien que cette méthode ait été utilisée avec succès, elle présente quelques difficultés dans le
traitement des coins du domaine [96]. De plus, l’extension à 3 dimensions est compliquée car le
nombre d’inconnues devient plus grand et nécessitent la résolution d’une équation implicite à
chaque étape d’itération de la méthode [106].

1.4.5.3 Conditions aux limites de Guo

Le schéma mentionné ci-dessus néglige la partie non-équilibrée des fonctions de distribution.
Guo et al. envisagent une nouvelle méthode pour impliquer (fneq) dans le calcul, connue sous
le nom de schéma d’extrapolation hors équilibre. Dans ce schéma, la partie hors équilibre est
extrapolée à partir de la région fluide où les fneq sont connues [108].

fi (xb, t) = f eq
i (ρwall, uwall) + (fi (xf , t) − f eq

i (ρf , uf )) (1.56)

La partie hors équilibre dépend du nœud fluide xf voisin de xb suivant le vecteur normal aux
bords.
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1.4.5.4 Conditions aux limites de Zou/He

Il s’agit d’une condition très populaire utilisée pour imposer les conditions aux limites de
pression ou de vitesse (conditions de Dirichlet) [104]. Cette méthode est basée sur le principe
du rebond des parties hors équilibre des fonctions de distributions inconnues.

fneq
i (xb, t + ∆t) = fneq

−i

(
xb, t+

)
(1.57)

Contrairement aux conditions de Guo et d’Inamuro décrites précédemment, ce schéma ne calcule
que les fonctions de distribution inconnues. Les autres fonctions de distribution ne sont donc
pas modifiées.

A titre d’exemple, pour une pression imposée à l’entrée gauche du domaine présenté dans la
figure 1.6, les principales étapes de cette condition sont :

— Identifier les populations manquantes. Pour un réseau D2Q9, les fonctions de distributions
f5, f6 et f7 sont inconnues à l’entrée du domaine comme le montre la figure 1.6.

— La pression étant imposée à travers la densité, la vitesse peut donc être déterminée à
partir des moments des fonctions de distribution :

f5 + f6 + f7 = ρ − (f0 + f1 + f2 + f3 + f4 + f8)

f5 + f6 + f7 = ρux + (f1 + f2 + f3)

f7 − f5 = ρuy − f1 + f3 + f4 − f8

(1.58)

Ainsi
ux = 1 − 1

ρ
[f0 + f8 + f4 + 2 (f1 + f2 + f3)] (1.59)

Une procédure similaire est suivie si la vitesse est imposée.

Le tableau 1.2 résume les différentes conditions aux limites mentionnées et présente les avantages
et inconvénients que nous avons soulevés.



32 | L’état de l’art sur la modélisation du transport de masse réactif dans les milieux poreux

C
la

ss
ifi

ca
ti

on
C

on
di

ti
on

s
au

x
lim

it
es

R
em

pl
ac

e
to

us
le

s
f i

O
rd

re
de

pr
éc

is
io

n
A

va
nt

ag
es

In
co

nv
én

ie
nt

s

Li
nk

w
ise

Fu
ll

w
ay

B
B

[8
7]

O
ui

2èm
e

-L
e

tr
ai

te
m

en
t

de
s

fr
on

tiè
re

s
es

t
in

dé
pe

nd
an

t
de

la
di

re
ct

io
n

de
f i

.

-L
e

te
m

ps
d’

ex
éc

ut
io

n
es

t
pl

us
co

ur
t

-L
’in

fo
rm

at
io

n
a

be
so

in
de

2∆
t

po
ur

se
pr

op
ag

er
ce

qu
id

ég
ra

de
la

pr
éc

isi
on

te
m

po
re

lle
de

la
so

lu
tio

n
da

ns
le

s
pr

ob
lè

m
es

tr
an

sit
oi

re
s.

-N
éc

es
sit

e
le

tr
ai

te
m

en
t

de
s

nœ
ud

s
so

lid
es

où
le

s
po

pu
la

tio
ns

so
nt

st
oc

ké
es

.

H
al

fw
ay

B
B

[1
07

]
no

n
2èm

e
-P

lu
s

pr
éc

is
qu

e
le

Fu
ll

w
ay

B
B

po
ur

le
s

éc
ou

le
m

en
ts

in
st

at
io

nn
ai

re
s

-N
éc

es
sit

e
la

co
nn

ai
ss

an
ce

de
s

di
re

ct
io

ns
de

s
po

pu
la

tio
ns

qu
id

oi
t

re
bo

nd
ir

à
ch

aq
ue

pa
s

de
te

m
ps

W
et

no
de

In
am

ur
o

[1
03

]
O

ui
3èm

e

-P
lu

s
pr

éc
is

qu
e

le
s

sc
hé

m
a

de
re

bo
nd

po
ur

im
po

se
r

la
co

nd
iti

on
de

no
n-

gl
iss

em
en

t
au

pa
ro

ie
n

2D

-D
iffi

ci
le

à
gé

re
r

le
s

co
in

s.

-C
om

pl
iq

ué
à

l’é
te

nd
re

en
3D

G
uo [1
08

]
O

ui
2èm

e
-

-

Zo
u/

H
e

[1
04

]
N

on
3èm

e

-M
ét

ho
de

s
tr

ès
po

pu
la

ire
s

da
ns

le
s

m
od

èl
es

de
tr

an
sp

or
t

ré
ac

tif

-L
’o

rd
re

de
pr

éc
isi

on
de

ce
sc

hé
m

a
ne

dé
pe

nd
pa

s
du

te
m

ps
de

re
la

xa
tio

n

-N
e

pe
ut

pa
s

êt
re

ap
pl

iq
ué

au
pr

ob
lè

m
e

où
R

e
es

t
él

ev
é

T
ab

le
1.

2
–

C
om

pa
ra

iso
n

de
s

di
ffé

re
nt

es
ap

pr
oc

he
s

de
s

co
nd

iti
on

s
au

x
lim

ite
s



1.5 Méthode de Boltzmann sur réseau pour le transport réactif | 33

1.5 Méthode de Boltzmann sur réseau pour le transport réactif

Comme nous venons de le voir dans la section précédente, la méthode LBM permet de
modéliser les équations de Navier-Stokes. Cette méthode permet également de simuler un
problème d’advection-diffusion. En effet, les équations de Navier-Stokes et d’advection-diffusion
sont très similaires puisque les deux équations sont basées sur le principe de la conservation d’une
quantité : la quantité de mouvement pour l’équation de Navier-Stokes ou une concentration pour
l’équation d’avection-diffusion. Dans cette section, nous présentons la méthode de Boltzmann
sur réseau pour la simulation d’un problème de transport d’une et plusieurs espèces.

1.5.1 Équation de Boltzmann sur réseau pour le transport réactif d’une
seule composante

Il est évident de dériver l’équation d’advection-diffusion (1.11) d’une seule espèce à partir
de l’équation de Navier-Stokes avec terme source :

∂(ρu)
∂t

+ ρu (∇ · u) = −∇p + µ∆u + F

=⇒ ∂(ρu)
∂t

+ ∇ · (ρuu + PI) = µ∆u + F

(1.60)

En remplaçant
ρu → Ck, ρuu + PI → Cku, ν → D, F → Rk (1.61)

avec I tenseur unité et F force externe exercée sur le fluide.

En effet, l’équation de Navier-Stokes peut être interprétée comme une simple advection-diffusion
de la quantité de mouvement (ρu). Ainsi, en raison de la similarité entre les équations, nous
pouvons donc définir l’équation de Boltzmann sur réseau spécifique au transport en utilisant
une autre fonction de distribution, gi, par [109] :

gi (x + ci∆t, t + ∆t) − gi(x, t) = ∆t Oi(x, t) + Ri(x, t) (1.62)

avec Ri = wiR le terme source chimique. Il est à noter qu’il faut définir un jeu de fonction g

par espèce transportée k. Par soucis d’alléger les notations, nous n’indiquons pas l’indice k

dans la notation des gi.

De manière identique à la partie fluide, la LBM-SRT sera utilisée pour modéliser le phé-
nomène de transport.

gi (x + ci∆t, t + ∆t) − gi(x, t) = ∆t Oi(x, t) = −∆t

τg
(gi(x, t) − geq

i (x, t)) (1.63)
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avec τg le temps de relaxation des fonctions gi.

L’obtention des équations de Navier-Stokes (1.4) ou d’advection-diffusion (1.11) à partir de
l’équation de Boltzmann n’est pas évidente. C’est pourquoi le lecteur intéressé pourra consulter,
en annexe B, une démonstration détaillée de la manière dont la LBM-SRT permet d’obtenir
l’équation de transport.

Cependant, bien que dans les équations de Navier-Stokes la densité et la quantité de
mouvement soient conservées, dans l’advection-diffusion seule la concentration est conservée.
Les moments d’ordre zéro et un de gi sont donnés par :

∑
i

gi =
∑

i

geq
i = Ck et

∑
i

gici =
∑

i

geq
i ci = Cku (1.64)

Comme énoncé précédemment, si le milieu est supposé suffisamment dilué, la concentration
Ck n’affecte pas la masse volumique ρ. Dès lors l’équation de Navier-Stokes peut être résolue
indépendamment de celle du transport. Ainsi dans l’équation d’advection diffusion la vitesse u

n’est pas obtenue à partir de gi, mais simplement imposée après résolution de l’équation 1.4.

De manière analogue à l’équation 1.43, le coefficient de diffusion Dk est exprimé dans le
modèle BGK par :

Dk = c2
s

(
τg − ∆t

2

)
(1.65)

où τg est le temps de relaxation des fonctions gi.

1.5.2 Choix de la fonction de distribution d’équilibre

La fonction de distribution à l’équilibre la plus souvent utilisée pour recouvrir l’équation de
transport est :

geq
i = wiCk

(
1 + ci · u

c2
s

)
(1.66)

Cette fonction est basée sur la partie linéaire de la fonction de Maxwell qui est suffisante car
l’équation d’advection-diffusion est linéaire en Ck et u.

1.5.3 Choix du réseau

Pour la modélisation de l’équation d’avection-diffusion, il est possible d’utiliser les réseaux
précédemment présentés sur la figure 1.4. Pour l’équation d’advection-diffusion, contrairement
à l’équation de Navier-Stokes, seule la conservation de la masse est nécessaire. Il suffit donc que
le réseau choisi soit au moins du second ordre d’isotropie ce qui est le cas si les trois premières



1.5 Méthode de Boltzmann sur réseau pour le transport réactif | 35

équations de (1.36) sont satisfaites [5].
Les réseaux vérifiant ces contraintes et qui peuvent donc être utilisés dans un problème
d’advection-diffusion en 2D sont : D2Q4 (l’équivalent de D2Q5 sans la particule centrale au
repos), le D2Q5 et D2Q9. Dans leurs premiers modèles, Kang et al. [110,111] ont utilisé le réseau
D2Q9 pour résoudre les équations de Navier Stokes et de transport à la fois Plus récemment,
ils ont comparé les modèles D2Q4 et D2Q9 et ont montré que D2Q4 est plus stable et nécessite
moins de stockage [112]. Selon la littérature, D2Q5, est le réseau le plus utilisé dans la résolution
du transport. Ce réseau sera donc celui retenu pour la partie transport des espèces réactives
dans notre modèle.

1.5.4 Conditions aux limites pour le transport réactif

Dans le transport de solutés, les interfaces solide-fluide sont des frontières réactives. Ces fron-
tières sont généralement de structure complexe. De nombreuses études traduisent les réactions
hétérogènes linéaires qui ont lieu sur ces frontières par des conditions aux limites dans l’équation
d’advection-diffusion décrite par la loi cinétique (1.28) d’ordre 1. Dans la LBM, le traitement
de ce type de conditions est plutôt compliqué. La littérature montre qu’il n’y a pas une seule
façon de le faire, et que plusieurs schémas ont été développés à cet effet. Kang et al. [110,113]
ont utilisé dans leurs premiers modèles une condition aux limites similaire au "modèle LB
thermique" proposé par He et al. [72]. Cette condition s’appuie sur l’idée qu’au niveau d’une
paroi stationnaire, la partie hors équilibre de la fonction de distribution est proportionnelle au
produit scalaire de sa vitesse microscopique et du gradient de concentration. En conséquence,
la partie hors équilibre des fonctions de distributions dans des directions opposées prend des
signes opposés ( gneq

i = −gneq
−i ). Dans des travaux postérieurs, ces modèles ont été généralisés

pour simuler un système multi-espèces [111]. Les auteurs ont par la suite remarqué que la
condition aux limites utilisée dans [110,111,113] présente néanmoins quelques problèmes. D’une
part, la masse du soluté n’est pas strictement conservée par les réactions hétérogènes qui se
produisent à l’interface. D’autre part, dans le cas où les taux de réaction sont lents, la condition
aux limites présente des écarts par rapport aux résultats attendus. Par exemple, k = 0 ne
correspond pas vraiment à une condition de flux nul. Des améliorations ont été apportées
au modèle précédent dans [112]. L’équation (1.67) a finalement été proposée pour exprimer
les fonctions de distribution en fonction de la concentration et de son gradient en plus de
gneq

i = −gneq
−i .

∑
i

gici = Cku −
τ⋆

g (∆x)2

2(∆t)2 ∇Ck, Dk =
τ⋆

g (∆x)2

2(∆t)2 (1.67)

Cette condition a été fréquemment utilisée dans les études [11, 114, 115]. Tous les schémas
susmentionnés seront limités aux cas frontières stationnaires. Plus tard, Zhang et al. [116] ont
développé un schéma général de rebond pour résoudre la condition limite sur des frontières avec
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et sans vitesse de déplacement. Leur schéma n’a qu’une précision du premier ordre puisque la
dérivée normale dans ce schéma est discrétisée par un schéma à différences finies du premier
ordre. De plus, le calcul est non local et nécessite des informations des nœuds voisins.

Plus récemment, Meng et al. [117] ont construit un schéma dans lequel la concentration de
l’espèce k à l’interface Cb (nous omettons le symbole k pour plus de lisibilité) et son gradient
sont exprimés directement en termes de fonctions de distribution en utilisant le développement
de Chapman Enskog comme suit :

Cb =
∑

i

gi (xbt) ; ∇Cb ≈ γ

[∑
i

cigi (xb, t) − ub

∑
i

gi (xb, t)
]

(1.68)

avec
γ = − 1

c2
sτ⋆

g ∆t

xb est la position de la frontière et ub = (ub, vb) est la vitesse de la frontière.
La distinction entre les cas des frontières planes et des frontières courbes est nécessaire. Ce
schéma est purement local pour les frontières planes. Cependant, il devient non-local pour les
frontières courbes illustrées dans la figure 1.9 puisqu’une extrapolation linéaire, équation (1.69),
est employée pour déterminer la position exacte de la frontière.

Cb = (1 + q)Cf − qCff (1.69)

avec Cb, Cf et Cff sont les concentrations sur le nœud frontière xb, le nœud fluide xf et son
voisin xff respectivement.
En résumé, les conditions aux limites peuvent être classées en deux catégories.

— La première catégorie ressemble aux schémas de frontière basés sur la règle de rebond
(bounce-back). La condition aux limites se réduit alors à une conditions de Dirichlet en
utilisant la différence finie dans l’approximation de la dérivée normale. L’inconvénient
de cette méthode est qu’elle est non-locale et que son ordre de précision dépend de la
précision de la différence finie employée.

— La seconde catégorie comprend les schémas construits à l’aide de l’analyse d’expansion de
Chapman-Enskog. L’inconvénient de ces schémas de frontières réactives est qu’ils sont
généralement construits séparément pour les frontières planes et courbes [118].

Il existe différents schémas pour décrire les réactions chimiques, chacun ayant ses avantages
et ses inconvénients. Nous avons choisi de mettre en œuvre un schéma de chaque catégorie
comme le schéma de Kang et al. [112] , de Meng [117] et le schéma aux différences finies afin de
comparer la précision de ces méthodes et choisir le plus adéquat dans notre étude . Le schéma aux
différences finies consiste à transformer la condition de Neumann en un Dirichlet puis à utiliser
la condition de Zou et He [104]. Ces schémas seront utilisés dans les résultats du chapitre suivant.
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Figure 1.9 – Schématisation d’une frontière courbe et des nœuds du réseau. Les nœuds de fluide sont
illustrés par des cercles bleu, les nœuds de frontière par des cercles noirs et les nœuds solides par des
carrés marron

Bien qu’il existe une littérature abondante sur le traitement des réactions chimiques comme
conditions aux limites, et que diverses études se soient axées sur la formulation du schéma et
l’amélioration des conditions aux limites, il existe également très peu de travaux traitant les
réactions chimiques comme terme source dans l’équation d’advection-diffusion pour la diffusion
advection [5,119–121]. Même si dans ce schéma les différents traitements sont indépendants des
formes et orientations arbitraires des interfaces, la précision du schéma n’est pas discutée et
l’interprétation physique claire qui le sous-tend n’est pas reflétée.

Compte tenu de l’importance de ce sujet de la modélisation des conditions limites dans
l’équation d’advection diffusion, des recherches récentes ont été publiées. Parmi les dernières
avancées scientifiques, nous citons, la condition aux limites pour une réaction hétérogène linéaire
présentée par Ju et al. [118]. Leur schéma est basé sur l’idée d’un rebond de portion, c’est-à-dire
que si une réaction se produit à la frontière, une portion des particules fluides sera consommée,
et seulement une portion des particules rebondira. Ce schéma est unifié quelle que soit la forme
de la géométrie irrégulière (coins, frontières planes). Plus généralement, étant donné que toutes
les études précédentes se sont concentrées sur la cinétique linéaire, Kashani et al. [85] ont mis
en œuvre, cette dernière année, les conditions aux limites non linéaires de Robin dans le cadre
de la LBM, comme les réactions de surface de nième degré.
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1.6 Evolution de la microstructure

En raison des réactions hétérogènes telles que la précipitation et la dissolution, le fluide
dans les pores peuvent échanger de la matière avec les parois solides qui les entourent. Les
interactions solide-fluide induisent une évolution de la microstructure. Pour prendre en compte
ce phénomène, plusieurs modèles de suivi d’interface ont été développés dans la littérature.
Les méthodes de suivi d’interface ne pas uniquement présentes dans les études liées aux pro-
blèmes de dissolution/précipitation. On trouve par exemple ces méthodes lors de travaux en lien
avec les interactions entre deux fluides non-miscibles [20,71] et la fusion-solidification [122–125].
De manière globale, ces méthodes ont recours à un champ scalaire comme indicateur de phase
et peuvent être classées en deux familles : les modèles d’interface diffuse pour les méthodes où
ce champ scalaire varie lentement à travers l’interface solide-fluide et les modèles d’interface
marquée ("sharp interface") où ce dernier varie de manière rapide, comme l’illustre la figure
1.10.

Figure 1.10 – A gauche une interface marquée et à droite une interface diffuse. Le champ scalaire
désigne l’ indicateur qui représente l’épaisseur de l’interface

Parmi les modèles d’interface diffuse, on peut notamment citer la méthode "Phase Fields"(PF)
[50,126,127]. Pour les modèles d’interface marquée, on peut les présenter sous deux groupes
distincts [26,128,129].

— Un premier groupe comprend les méthodes eulériennes ("front-capturing method") telle
que les méthodes "Volume Of Fluid"(VOF) [130–133] et "Level Set" (LS) [39,134–137].

— Un second groupe comprend les méthodes lagrangiennes ("front-tracking method") telles
que la méthode "Volume Of Pixel" (VOP) [4, 26,37,111].

Contrairement aux méthodes marquées et comme énoncé précédemment, les méthodes d’in-
terfaces diffuses présente l’avantage d’offrir une variation douce du champ scalaire. Néanmoins
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malgré la réputation de ces méthodes dans les simulations de réactions hétérogènes où le suivi
des interfaces et les calculs de surface spécifique des interfaces sont bien souvent difficiles, elles
souffrent de limitations [138]. Par exemple, leur utilisation pour des géométries complexes
telles que celles couramment rencontrées dans les milieux poreux complique leur couplage
aux algorithmes et peut augmenter significativement les coûts de calcul. Dans la méthode de
Boltzmann sur réseau, l’emploi de telles techniques de suivi de surface n’a pas été très répandu
jusqu’à présent [139].

Le méthode de VOP sont particulièrement souhaitables dans les études où le transport de
masse dans la phase solide n’est pas considéré et où l’écoulement aux interfaces solide-fluide est
soumis à une condition d’adhérence [26]. Comme c’est le cas dans notre étude, nous utiliserons la
méthode VOP pour suivre l’évolution de la microstructure en raison de ses différents avantages.
Elle présente un concept physique clair, une bonne conservation du volume total, une capture
explicite des interfaces et une flexibilité pour le couplage avec l’écoulement même avec d’autres
mécanismes tels que les mécanismes de nucléation ou de croissance cristalline [26,140].

La méthode VOP développée par Kang et al [111] consiste d’abord à discrétiser l’ensemble
du domaine de calcul entier en "pixels" (nœuds de calcul). Pour chaque pixel, un volume de
contrôle, de taille 1 × 1 unité du réseau est défini de sorte que le nœud soit centré dans ce
volume comme le montre la figure 1.11.

Figure 1.11 – Schéma des volumes de contrôle dans un domaine. La fraction volumique du solide ϵ = 0
pour le fluide, ϵ = 1 pour le solide et varie sur les nœuds d’interface solide-liquide

Ce volume de contrôle est attribué à un volume de solide. A chaque pas de temps, seul le
volume de contrôle des nœuds d’interface change car les réactions chimiques qui modifient la
microstructure sont uniquement celles qui ont lieu aux interfaces solide-fluide. La variation
du volume du solide sur ces sites réactifs peut être liée au flux de réaction [26, 111, 114] par
l’équation de bilan de masse :

∂ϵ

∂t
= S VM Im(x, t)︸ ︷︷ ︸

flux de réaction

(1.70)
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avec ϵ est la fraction du volume solide, S est la surface spécifique [m−1] et VM est le volume
molaire [m3 mol−1].

Pour le cas d’une seule espèce chimique,

∂ϵ

∂t
= S VM k (Ck − Ckeq) (1.71)

La fraction de volume solide est initialisée par une valeur initiale ϵ0 à l’interface. Si la fraction
volumique solide sur le nœud d’interface diminue jusqu’à zéro, ce noeud est alors considéré
comme dissous. Il devient alors un nœud fluide. Si ϵ augmente et atteint une valeur seuil, ce
noeud est alors considéré comme précipité. Dans ce cas, l’un des nœuds fluides les plus proches
du nœud interface précipite et devient un nœud solide. Comme il peut y avoir plusieurs nœuds
fluides, diverses règles ont été proposées par Kang [111]. D’autres chercheurs choisissent arbi-
trairement l’un des nœuds fluides voisins pour changer de phase et devenir un nœud solide [26].
La méthode VOP décrite ci-dessus est la version la plus simple de VOP, notamment lorsqu’elle
appliquée à des interface solide-fluide approximées par des interfaces en escalier [111]. Dans
ce travail de thèse, c’est cette dernière qui a été mise en place. Cependant, il est également
possible d’ajouter quelques algorithmes géométriques supplémentaires pour ajuster les interfaces
courbes [26,141].

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons reformuler mathématiquement le problème de transport réactif
à l’échelle de pore. Nous avons ensuite présenté les bases de la méthode LBM utilisée pour
modéliser le problème de transport réactif. Nous avons résumé les différents modèles numé-
riques appliquant cette méthode pour résoudre le transport réactif en milieu poreux. En ce
qui concerne la résolution de l’écoulement du fluide, comme il a été présenté qu’il existe une
grande variété de conditions d’écoulement où la méthode SRT peut être utilisée avec succès,
et que même si la MRT est très puissante, elle ne permet pas de surmonter tous les défauts
des méthodes SRT, la méthode LBM-SRT a été choisie, avec un réseau de type D2Q9 qui est
le réseau minimal en termes de vitesses discrètes pour reproduire le comportement du fluide
à l’échelle macroscopique. Pour résoudre l’advection-diffusion, la méthode LBM-SRT avec un
réseau de type D2Q5 est choisie, car D2Q5 est suffisant pour reproduire le comportement d’une
ou plusieurs équations d’advection-diffusion. L’échange de matière causé par des réactions
chimiques hétérogènes à travers l’interface solide-fluide entraîne des flux réactifs traités par
des conditions aux limites explicites dans les équations d’advection-diffusion. Les frontières
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réactives évoluent dynamiquement et modifient la morphologie du milieu. L’évolution de la
microstructure est suivie explicitement par la méthode hybride Euler-Lagrange "Volume Of
Pixel (VOP)" .

Sur la base de l’état de l’art sur les modèles de transport réactif qui a été présenté dans
le chapitre 1 nous avons pu construire un modèle de transport réactif. L’implémentation de
ce modèle dans le logiciel Palabos, sa validité de simuler des cas théorique et de référence est
discuter dans le prochain chapitre.
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2.1 Introduction

Comme mentionné dans le chapitre précédent, la modélisation du transport réactif à l’échelle
du pore implique un grand nombre de processus couplés. D’une part, elle fait intervenir dif-
férents phénomènes physiques tels que l’écoulement, l’advection, la diffusion et la réaction
qui permettent la propagation de l’espèce dans le milieu et modifient sa concentration par
consommation ou production. D’autre part, elle met en œuvre la variation de la morphologie
par intégration des phases dissoutes ou précipitées dans le volume poreux. La mise à jour de
la morphologie modifie la base de la résolution de l’écoulement et de l’advection-diffusion et
influence les propriétés du milieu.

Dans ce deuxième chapitre, nous développons un modèle de transport réactif dans le logi-
ciel libre Palabos. Dans la première partie, Palabos est d’abord brièvement présenté. Les
contraintes sur le choix des paramètres et la conversion des unités des quantités simulées
sont exposées. Nous proposons ensuite l’algorithme du modèle qui inclut tous les phénomènes
impliqués dans notre étude.

Une deuxième partie est consacrée à la validation des résultats de la LBM. Les validations sont
organisées en quatre parties qui abordent respectivement les aspects : écoulement, transport,
réaction et évolution de la géométrie par dissolution en 1D et 2D. Pour ce faire, des solutions
analytiques stationnaires et instationnaires et des solutions numériques correspondant à des cas
de référence sont exploitées.

Nous validons le modèle mis en place pour des cas simples où des solutions théoriques et
numériques existent afin de bien confirmer la pertinence de notre code dans les simulations de
cas plus complexes comme la dissolution des milieux poreux qui fera l’objet du dernier chapitre.

2.2 Implémentation du modèle dans Palabos

Palabos signifie "Parallel Lattice Boltzmann Solver". Il s’agit d’un outil avancé utilisé à
la fois dans la recherche scientifique et l’ingénierie. Il est caractérisé par une librairie étendue
basée sur la méthode LBM écrite principalement en C++ et d’autre langages de programmation
supplémentaires : Java et Python [142]. Les opérateurs de collisions, les modèles de conditions
aux limites, et d’autres fonctions rattachées au fonctionnement de l’algorithme LBM sont
déjà implémentés dans cette libraire [106,143]. De nombreuses applications ont également été
développées dans Palabos et peuvent être modifiées, couplées et étendues pour obtenir des
nouveaux modèles spécifiques selon les besoins de l’étude. L’utilisation de cet outil nous permet
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de bénéficier de sa structure de programmation bien développée, optimisée et parallélisée pour
le calcul sur plusieurs processeurs [144].

2.2.1 Choix des paramètres et des unités de simulation

Les simulations mettant en oeuvre la méthode LB sont souvent effectuées dans le système
d’unité "lattice units (lb)" où tous les paramètres physiques sont adimensionnés en unités du
réseau. Pour un problème donné, il est donc nécessaire de convertir toute quantité dimensionnelle
(en unités physiques, SI), en une quantité sans dimension (en unités de réseau, lb) et vice
versa pour interpréter les résultats [145]. Cette conversion s’effectue en divisant une grandeur
physique Q par une quantité de référence choisie (appelée facteur de conversion d’unité CU) de
même dimension [146].

Q⋆ = Q
CU

(2.1)

Toute grandeur physique dimensionnelle Q peut être exprimée en système SI par une masse
(M), une longueur (L) ou un temps (T). Cela permet de déterminer le facteur de conversion
CU basé sur les grandeurs en unité lb.

Assez naturellement, pour mettre une quantité à l’échelle dimensionnelle, la densité de référence
ρref et les pas de discrétisation spatiale ∆x et temporelle ∆t, sont utilisés comme grandeurs de
référence pour la masse volumique, la longueur et le temps respectivement.

Le pas de discrétisation spatiale ∆x [m] est défini comme le rapport de la longueur de référence
Lref [m] à la résolution N , qui présente les intervalles utilisées pour discrétiser cette longueur.

∆x = Lref

N
(2.2)

Le pas de temps ∆t [s] est donné par :

∆t = ∆x2

3 ν
(τ⋆ − 1

2) (2.3)

où ν est la viscosité cinématique et τ⋆ le temps de relaxation sans dimension. Le choix de ces
paramètres n’est pas arbitraire et doit respecter certains critères notamment sur le temps de
relaxation et le nombre de Mach par exemple. Le tableau 2.1 présente les symboles, les unités
et la conversion d’unité utilisés dans le cadre de notre étude.

En unité lb, ∆x et ∆t sont mis à l’échelle de sorte que ρ⋆, ∆x⋆ et ∆t⋆ soient égaux à 1
lb.
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Description des grandeurs Symboles physiques Unités SI Symboles en lb Facteur de conversion d’unité CU

Densité du fluide ρ kg m−3 ρ⋆ ρref

Viscosité cinématique ν m2 s−1 ν⋆ ν
∆t

∆x2

Vitesse u m s−1 u⋆ u
∆t

∆x

Pression P Pa P ⋆ 1
ρref

∆x2

∆t2

Concentration C mol m−3 C⋆ Cref

Coefficient de diffusion D m2 s−1 D⋆ D
∆t

∆x2

Taux de réaction k m s−1 k⋆ k
∆t

∆x

Surface spécifique S m−1 S⋆ S ∆x

Table 2.1 – Les paramètres utilisés dans l’étude numérique

2.2.2 Description de l’algorithme

Dans cette section nous présentons l’algorithme que nous avons implémenté dans le code Pa-
labos pour la résolution instationnaire du transport réactif avec prise en compte du changement
de géométrie. Comme dans chaque algorithme une partie préparatoire avant la boucle de temps
consiste à définir tous les paramètres géométriques, physiques et numériques nécessaires pour
la résolution du problème. Ensuite commence le processus itératif en temps qui est composé de
trois parties successives et distinctes : l’écoulement, le transport réactif et enfin le changement
de géométrie.

• La première est le solveur LBM pour résoudre les équations incompressibles de Navier-
Stokes (bloc vert de la figure 2.1). L’écoulement est résolu en utilisant le schéma BGK
avec un réseau D2Q9 et une fonction d’équilibre tronquée d’ordre 2. Les quantités
macroscopiques sont d’abord calculées, puis la fonction de distribution à l’équilibre est
déterminée. Dans l’étape de collision, le terme de collision est évalué comme indiqué
dans l’équation (1.48) et les fonctions de distribution sont modifiées. La condition de
non-glissement sur les interfaces solide-fluide est exprimée par le rebond. Enfin, une étape
non-locale de propagation transmet les fonctions de distribution aux nœuds voisins selon
la structure du réseau D2Q9. Ce solveur peut être facilement adapté à différents réseaux et
est facilement transposable à d’autres modèles LBM en modifiant l’opérateur de collision
et la fonction d’équilibre. Initialement, le fluide s’écoule dans le milieu jusqu’à ce que la
vitesse converge. Ceci conduit à considérer que l’injection de l’espèce dans le milieu se fait
une fois que l’état stationnaire de l’écoulement est requis. L’hypothèse de convergence
de la vitesse est faite une seule fois au début du code. Ceci est suffisant en raison de la
longueur du milieu relativement petite à l’échelle du pore. A la sortie du solveur LBM de
Navier-Stokes, un champ de vitesse u est ainsi déterminé.



2.2 Implémentation du modèle dans Palabos | 47

La deuxième partie est le solveur LBM d’advection-diffusion-réaction (bloc rose de la
figure 2.1) qui reçoit le champ de vitesse par un couplage faible 1 et l’utilise pour calculer
la concentration de l’espèce dans le fluide. L’équation d’advection-diffusion est résolue à
l’aide du schéma BGK avec un réseau D2Q5 et une fonction de distributions d’équilibre
linéaire (1.66). A l’interface solide-fluide où la dissolution et/ou précipitation ont lieu, la
concentration est calculée en utilisant les conditions aux limites réactives. Ce traitement
nécessite un calcul des vecteurs normaux sur les frontières. Le calcul des vecteurs normaux
est non local et nécessite des informations des nœuds voisinages. Pour le faire, un schéma
central isotrope du second ordre a été utilisé [147]

n = ∇Ψ
|∇Ψ|

avec ∇Ψ(x) =
q∑

i ̸=0

wiciΨ (x + ck∆t)
c2

s∆t
(2.4)

avec q est le nombre des directions du réseau et Ψ est un indicateur qui définit la nature
des nœuds voisins (x + ck∆t) du noeud x. Il vaut 1 pour fluide et 0 pour solide.

•• La dernière partie est le changement de géométrie dû aux réactions chimiques de dissolu-
tion et/ou de précipitation (bloc violet de la figure 2.1). L’évolution de la microstructure
est prise en compte en implémentant une équation de bilan de masse à l’interface réactive.
Le changement de géométrie est pris en compte par la méthode du seuil de Volume Of
Pixel (VOP). Si la fraction volumique ϵ atteint zéro sur un nœud interface en raison de
la dissolution, l’indicateur du nœud est modifié. Il est donc converti de nœud solide en
nœud fluide. La densité, la concentration et la vitesse à ce nœud doivent être réinitialisées.
Plusieurs techniques existent dans la littérature . Certaines initialisent simplement le
nœud par la densité du fluide comme c’est le cas ici. Récemment, les auteurs [26,27,37]
initialisent les nœuds par la densité moyenne des nœuds fluides voisins les plus proches. La
vitesse à ce nœud est nulle puisque le solide dissous était statique. Cependant, si ϵ atteint
une valeur seuil proche de 1 une précipitation est mise en jeu. Pour la précipitation, la
valeur seuil et le nœud qui change de phase ne sont pas uniques [26,111]. L’évolution de
la microstructure est ensuite mise à jour pour la nouvelle itération de la résolution de
l’écoulement et de l’ADE.

Dans les deux solveurs LBM, un algorithme de permutation ou "Swap algorithme" est
utilisé [148]. Il peut être considéré comme une version sophistiquée ou une amélioration de
l’algorithme standard de la LBM. Il se base sur l’idée de fusionner les deux étapes collision-
propagation. L’avantage est que la mémoire sera traversée une seule fois pour les deux étapes.
Aussi il permet de minimiser le nombre de variables temporelles à stocker en exploitant seule-
ment un petit nombre d’éléments. Les données ne sont jamais copiées dans un nouveau stockage

1. Le couplage entre l’écoulement et le transport se fait dans une seule direction, les concentrations n’affectent
pas la vitesse du fluide.
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Figure 2.1 – Algorithme complet pour résoudre le problème de transport réactif
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temporaire, mais toujours échangées avec une autre variable. Par conséquent, aucun espace de
stockage temporaire n’est nécessaire sans que certaines données encore utiles pour la résolution
ne soient écrasées.

2.3 Validations du modèle de transport réactif

Dans la précédente section nous avons présenté l’algorithme du transport réactif constitué
de trois processus couplés qui sont l’écoulement, l’advection-diffusion-réaction et le changement
de géométrie. Il est évident que l’implémentation de cet algorithme dans le code Palabos a été
réalisée en plusieurs étapes. Nous avons d’abord utilisé un exemple de base dans Palabos pour
construire le solveur d’écoulement et de transport et les coupler. Ensuite, la partie chimie et
l’évolution de la microstructure ont été implémentées. Cependant, il est nécessaire de valider
les résultats numériques de chaque étape de l’algorithme sur des cas simples dont les solutions
analytiques ou numériques sont connues. Donc l’objet de cette section est de présenter les
principales validations du modèle numérique implémenté dans Palabos selon l’algorithme de la
figure 2.1.

2.3.1 Écoulement de Poiseuille

La simulation d’un écoulement de Poiseuille est le problème de référence le plus utilisé dans
la validation de la résolution des équations de Navier-Stokes. Dans ce cas la solution analytique
des équations est connue en stationnaire et en instationnaire. L’écoulement de Poiseuille est
un écoulement laminaire incompressible entre deux parois parallèles de grandes dimensions Lx

espacées de Ly comme le montre la figure 2.2. Les parois parallèles supérieure et inférieure sont
fixes. La condition aux limites imposée sur ces parois est celle de non-glissement qui exige que
la vitesse des particules de fluide en contact avec une paroi solide soit la même que celle de la
paroi (u = 0).
L’écoulement du fluide est entraîné par une différence de pression ∆P = Pin − Pout constante
entre l’entrée et la sortie du domaine étudié.
La vitesse de l’écoulement de Poiseuille atteint son maximum Umax au milieu du canal, puis
diminue à mesure que l’on se rapproche des parois jusqu’à s’annuler.
La relation entre la vitesse maximale et la différence de pression est donnée par :

Umax = ∆p Ly
2

8 ν ρ Lx
(2.5)

La solution numérique calculée par la LBM est comparée à la solution théorique de l’écoulement
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Figure 2.2 – Schématisation d’un écoulement de Poiseuille et des conditions aux limites associées

de Poiseuille en instationnaire donnée dans [149] par :

ux(y, t) = Umax

(
4y

Ly
− 4y2

L2
y

)
︸ ︷︷ ︸
Solution stationnaire

+
∞∑

n=0

4∆pL2
y

Lxνρπ3(2n + 1)3 sin
(

πy(2n + 1)
Ly

)
exp

(
−(2n + 1)2π2νt

L2
y

)
(2.6)

Les paramètres utilisés dans les simulations sont résumés dans le tableau 2.2.

Paramètres Unité physique Unité lb
Domaine (Lx × Ly) 2.7 × 10−03 × 9 × 10−04 270 × 90
Longueur caractéristique (Lref ) 9 × 10−04 90
Discrétisation en espace (∆x) 10−05 1
Viscosité cinématique (ν) 10−06 1/6
Densité du fluide (ρ) 1000 1
Discrétisation en temps (∆t) 1.6667 × 10−05 1
Différence de pression (∆P ) 1.6 × 10−02 4.4444 × 10−05

Nombre de Reynolds Re Re = UmaxLy
ν = 0.54

Table 2.2 – Paramètres de simulation correspondant à l’écoulement de Poiseuille avec un temps de
relaxation τ⋆ = 1.

La figure 2.3 compare les profils de vitesse numérique et analytique en x = Lx
2 et à différents

temps t. La solution numérique obtenue par LBM est en accord avec celle obtenue analytiquement.

La différence entre les vitesses maximales obtenues analytiquement et numériquement à l’état
stationnaire peut être calculée :

Er|
y= Ly

2
=
∣∣∣∣∣Uanaly

max − ULBM
max

Uanaly
max

∣∣∣∣∣× 100% = 0.0088% (2.7)

Afin de tester la précision de la méthode, l’influence de l’espacement de réseau ∆x et du temps
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Figure 2.3 – Comparaison des profils de vitesses numériques de la LBM et la solution analytique pour
un écoulement de Poiseuille à différents instants

de relaxation τ⋆ sur la solution numérique est étudiée. L’erreur relative entre la solution LBM
et la solution analytique est calculée :

Er =

∑
i,j

∣∣∣uanaly(xi, yj) − uLBM (xi, yj)
∣∣∣∑

i,j
|uanaly(xi, yj)| × 100% (2.8)

avec uLBM et uanaly sont les vitesses dans la direction x obtenues par la LBM et par la solution
analytique, respectivement. Les indices i et j sont les numéros des noeuds de la grille dans les
directions x et y respectivement. Dans ce cas i = 135 ce qui correspond à x = Lx/2.

Le tableau 2.3 montre que la résolution de la grille dans la LBM a un impact direct sur
l’écart entre les deux solutions. Une résolution plus élevée signifie une discrétisation spatiale
plus fine. Plus ∆x est petit, plus les erreurs sont faibles et plus les résultats sont précis. Cepen-
dant, le nombre de noeuds et le temps de calcul augmentent.
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La définition de la viscosité dans la LBM 1.43 établit une dépendance entre les trois pa-
ramètres : ∆x, ∆t et τ⋆. Ainsi, ces paramètres doivent être choisis de sorte que la condition
de faibles valeurs de la compressibilité soit toujours satisfaite 1.4.3. Le temps de propagation
de l’information entre deux nœuds consécutifs, ∆t, a une influence sur la solution numérique.
Pour une discrétisation spatiale fixe et une viscosité du fluide donnée, le temps de relaxation
τ⋆ est proportionnel au pas de temps ∆t. Par conséquent, en diminuant ∆t, l’écart entre le
solution LBM et la solution analytique diminue comme le montre le tableau 2.3.

Résolution N 60 90 120 160 180
Erreur Er% 0.0078 0.0070 0.0047 0.0031 0.0027
Temps de relaxation τ⋆ 0.6 0.8 1 1.5 2 5
Erreur Er% 0.0004 0.0025 0.0070 0.0271 0.0617 0.5882

Table 2.3 – Erreur relative sur la solution de Poiseuille numérique en fonction de N et du temps de
relaxation τ⋆

Dans les études réalisées selon les discrétisations spatiales et temporelles mentionnées ci-dessus,
la condition de compressibilité est vérifiée. Par ailleurs, nous avons étudié l’effet de Umax sur la
solution numérique afin d’estimer pour une géométrie donnée le nombre de Reynolds seuil.
Sur les figures 2.4a et 2.4b on peut voir que lorsque Re augmente le nombre de Mach augmente.
Lorsque la condition de faible compressibilité n’est pas respectée, c’est-à-dire Ma > 0.1 − 0.3,
la vitesse n’atteint pas la vitesse maximale calculée théoriquement. Par conséquent, la solution
obtenue devient fausse.

Il est important de noter que le LBM peut être utilisé pour des valeurs Re élevées en ef-
fectuant les ajustements appropriés pour garantir des résultats corrects et précis. Ainsi, d’autres
paramètres, tels que Ma, doivent être ajustés pour augmenter la vitesse dans des conditions de
Re élevé. La figure 2.4b illustre cette relation entre la vitesse et la valeur de Ma.

Grâce à l’étude réalisée, nous avons validé la possibilité d’appliquer des conditions limites de
pression à l’entrée et à la sortie. Cependant, l’écoulement de Poiseuille peut être entraîné par
d’autres conditions aux limites. Il est soit déterminé par les conditions aux limites de vitesse
d’entrée et de sortie, soit par une pression d’entrée et une vitesse de sortie ou vice versa. Nous
utilisons dans ce qui suit la notation BC1 pour la condition Pin et Pout, BC2 pour Pin et Uout

et BC3 pour Uin et Uout. Les figures 2.5a et 2.5b comparent les profils de vitesse et de pression
pour le même ensemble de paramètres du tableau 2.2 avec les trois types de conditions d’entrée
et de sortie à la solution analytique.

Les résultats montrent que les profils de vitesse normalisés sont relativement proches à ceux
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(b) Erreur relative en fonction du nombre de Reynolds
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Figure 2.5 – Profils de vitesse (a) et de pression (b) pour différents types de conditions aux limites à
l’entrée et à la sortie du canal

obtenus avec la solution analytique dans tous les cas. Cependant, la vitesse pour BC1 qui
coïncide parfaitement avec la solution analytique est plus précise que les autres qui présentent
des erreurs de 0.93% pour BC2 et 0.92% pour BC3.
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Les profils de pression sont linéaires avec une pente Pin−Pout
Lx

= −5.92 quelque soit le type de
conditions imposées sauf près des bords soumis à des conditions aux limites de vitesse. Nous
remarquons des effets de bord en entrée et en sortie dans le cas des conditions aux limites de
vitesse. Cela est causé par le fait d’imposer une valeur constante de la vitesse.

Ajoutons que pour BC3, les conditions étant des vitesses, nous n’avons aucune information
sur une pression de référence. Le choix de cette valeur est arbitraire, d’où la translation de la
courbe jaune dans la figure 2.5b.
Après ces comparaisons nous considérons pour la suite que la partie de écoulement de l’algo-
rithme de la figure 2.1 est validée.

2.3.2 Diffusion en régime transitoire

Dans la même démarche de validation des processus de l’algorithme implémenté dans le
code Palabos, nous nous intéressons dans cette partie à la validation du processus de diffusion
unidimensionnelle en régime transitoire. Pour se faire, considérons un milieu unidirectionnel
délimité par x = 0 et x = Lx. A ces extrémités, des conditions aux limites de concentrations
constantes C(x = 0, t) = Cin et C(x = Lx, t) = Cout sont imposées. La concentration initiale du
domaine est donnée par C(x, t = 0) = f(x), 0 < x < Lx. La solution analytique de ce problème
de diffusion est donnée par [150] :

C(x, t) =Cin + (Cout − Cin) x

Lx
+ 2

π

∞∑
n=1

Cout cos(nπ) − Cin

n
sin
(

nπx

Lx

)
exp

(
−Dn2π2t

L2
x

)

+ 2
Lx

∞∑
n=1

sin
(

nπx

Lx

)
exp

(
−Dπ2n2t

L2
x

)∫ Lx

0
f (x) sin

(
nπx

Lx

)
dx.

(2.9)

Pour simplifier la solution, nous considérons que la concentration initiale est nulle C(x, t = 0) = 0,
ce qui annule le terme intégrale dans la solution (2.9). Les paramètres utilisés dans les simula-
tions sont résumés dans le tableau 2.4. Pour des raisons pratiques, le modèle numérique est
2D avec des conditions de flux nul à y = 0 et y = Ly. Dans ce cas la solution de l’équation de
diffusion est unidirectionnelle selon x.

La figure 2.6 montre la comparaison du profil de concentration de la LBM avec celui de
la solution analytique donnée par l’équation (2.9). La différence entre la solution LBM et la
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Paramètres Unité SI Unité lb
Domaine (Lx × Ly) 1.8 × 10−04 × 9 × 10−04 180 × 90
Longueur caractéristique (Lref ) 9 × 10−04 90
Discrétisation en espace (∆x) 10−05 1
Discrétisation en temps (∆t) 2.0833 × 10−05 1
Coefficient de diffusion (D) 8 × 10−07 1/6

Table 2.4 – Paramètres de simulation utilisés pour la validation du problème de diffusion unidirectionnelle
transitoire avec τ⋆

g = 1

solution analytique à l’état stationnaire est calculée par :

Er (x, t) =

∑
x

∣∣∣Canaly(x, t) − CLBM (x, t)
∣∣∣∑

x
|Canaly(x, t)| × 100% (2.10)

Une étude de sensibilité est réalisée afin de mettre en évidence l’influence des paramètres
numériques tels que N et τ⋆

g sur la solution du problème de diffusion. Un calcul d’erreur selon
(2.10) dont les résultats sont présentés dans le tableau 2.5. D’après ces résultats, nous constatons
que la meilleure solution avec la plus petite erreur par rapport à la solution analytique est celle
qui correspond à τ⋆

g = 1 [151]. Il est à noter que l’influence du temps de relaxation τ⋆
g sur la

résolution numérique du phénomène de diffusion n’est pas similaire à celui de l’écoulement.
L’erreur augmente lorsqu’on s’éloigne de τ⋆

g = 1, même si la discrétisation spatiale est plus fine.

N 20 60 90 120 160 180
Er(%) 4.46 × 10−05 7.92 × 10−06 1.37 × 10−06 6.46 × 10−06 5.92 × 10−06 9.42 × 10−07

τ⋆
g 0.6 0.8 1 1.5 2 5

Er(%) 2.48 × 10−06 1.37 × 10−06 1.59 × 10−07 1.11 × 10−05 2.66 × 10−04 3.13 × 10−04

Table 2.5 – Erreur relative entre la solution LBM et solution analytique de la diffusion pure pour
différent résolutions et temps de relaxation τ⋆

g

Notons qu’une faible résolution est suffisante pour obtenir la solution analytique.
Après cette comparaison nous considérons que la solution d’un problème de diffusion est
reproduite correctement et les erreurs numériques induites sont largement acceptables.

2.3.3 Diffusion et réaction chimique

Après la validation du problème de diffusion dans la section précédente, intéressons nous
dans cette partie au couplage diffusion-réaction chimique. Il est important de mettre en avant
l’influence des conditions aux limites de réaction sur la solution numérique d’un problème de
diffusion. La réaction est implémentée dans le code selon plusieurs schémas : Meng et al. [117],
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Figure 2.6 – Comparaison des profils de concentration numériques et analytiques à différents instants

Kang et al. [112] et transformation de la condition de Neumann ou différences finies [93] décrits
dans la section 1.5.4. Plusieurs test sont présentés ci-dessous pour valider l’implémentation des
conditions aux limites de réaction chimique. Cette dernière dépend de l’interface solide-fluide,
de ce fait, plusieurs validations seront effectuées par comparaison à des solutions analytiques.

2.3.3.1 Interface fixe plane réactive

Cas unidirectionnel transitoire
Le premier test concerne le cas d’un problème diffusion unidimensionnelle en milieu semi-infini
avec une réaction chimique linéaire du premier ordre à l’entrée (voir équation (1.27) avec
β = 1 et Ceq = 1). Initialement, une concentration constante, C(x, t = 0) = C0 = 0 est
imposée dans tout le domaine. Les simulations sont effectuées avec les paramètres du tableau
2.4 et avec différentes valeurs du taux de réaction k correspondants à aux valeurs suivantes du
nombre de Damköhler Da = 0.05, 0.5, 5, 50. La solution analytique de Crank [150] utilisée
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dans [20,152,153] est donnée par :

C(x, t) = C0 + (Ceq − C0)
[
erfc

(
x

2
√

Dt

)
− exp

(
hx + h2Dt

)
erfc

(
x

2
√

Dt
+ h

√
Dt

)]
(2.11)

La figure 2.7 compare les résultats numériques obtenus par la méthode LBM avec la condition
aux limites de Meng et la solution analytique pour différentes valeurs de Da. Nous remarquons
que la concentration augmente en fonction du temps à x = 0, où la réaction a lieu. La limite
est la concentration d’équilibre Ceq qui annule le second membre de la condition aux limites
réactive (1.27). Cette augmentation de la concentration à x = 0 se propage ensuite dans le
domaine par diffusion. Nous remarquons également que lorsque le nombre de Damköhler Da
est important (figure 2.7a), l’équilibre chimique est atteint rapidement (C(x = 0, t) = Ceq) par
comparaison au cas de faible Da de la figure 2.7d. Il est à souligner que les résultats numériques
obtenus par LBM sont en bon accord avec la solution analytique quelque soit la valeur de t et Da.

Nous proposons de comparer les différents schémas (Meng et al. [117], Kang et al. [112]
et la méthode des différences finies [93]) de la prise en compte de la condition aux limites
de réaction dans la méthode LBM. Les mêmes études paramétriques pour les conditions aux
limites de Kang et de différences finies ont également été effectuées. Une erreur relative sur la
concentration est calculée par rapport à la solution analytique pour chaque schéma de condition
aux limites. Cette erreur est calculée pour chaque instant t et à x = 0 où la condition aux limites
est imposée. La figure 2.8 compare l’erreur relative en fonction du temps. Nous constatons que
l’erreur relative de la condition aux limites de Meng est la plus faible quelque soit la valeur de
t. Elle sera retenue dans la suite de ce travail.

Cas 2D stationnaire
Dans le second test, nous nous intéressons à l’extension de la validation en 2D. Nous nous
intéressons à un problème stationnaire de diffusion d’une seule espèce couplée à une réaction
chimique dans un domaine rectangulaire ouvert. Dans le domaine Lx × Ly, la condition aux
limites de réaction (1.27) est imposée sur la frontière supérieure (y = Ly) avec β = 1 et Ceq = 1.
Une condition de flux nul est appliquée sur les frontières (y = 0) et (x = Lx). La frontière
(x = 0) est soumise à une condition de concentration constante (C(0, y) = Cin). Le problème
est décrit dans la figure 2.9 et les paramètres sont choisis selon l’étude réalisée dans [154].

La solution analytique stationnaire à ce problème est détaillée dans [155] et est donnée par
l’équation 2.12.

C(x, y) = (C0 − Ceq)
∞∑

n=1

sin (βnb)
N2

nβn

cosh (βn(x − Lx))
cosh (βnLx) · cos (βny) + Ceq (2.12)
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Figure 2.7 – Solution analytique (lignes solides) et solution LBM (lignes pointillées avec marqueurs
circulaires) pour une réaction d’entrée traitée par la condition de Meng pour différentes valeurs de Da et
t. Dans tous les cas, Ceq

Cref
= 1, C0 = 0 et τ⋆

g = 1
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Figure 2.8 – Comparaison de l’erreur relative (à x = 0) sur l’échelle logarithmique pour différents
schémas de conditions aux limites avec Da = 5 et τ⋆

g = 1

avec
(βnLy) tan (βnb) = kLy

D
et N2

n = Ly

2

(
1 + sin (2βnLy)

2βnLy

)
(2.13)

La figure 2.10 montre les contours de la concentration analytique et numérique stationnaire.
Nous remarquons que les contours des concentrations obtenues par les trois schémas reproduisent
d’une manière assez satisfaisante la solution analytique. Une légère différence est observée
lorsqu’on s’approche des parois inférieure et de droite.
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Paramètres Unité physique Unité lb
Lx × Ly 0.0125 × 0.01 100 × 80
∆x 1.25 × 10−4 1
∆t 2.6042 1
D 10−09 1/6
Cin 10 10
Ceq 1 1
k 4.8 × 10−6 0.1 Da = 48

Figure 2.9 – Présentation du schéma du milieu simulé, des conditions aux limites et des paramètres
utilisées dans la diffusion-réaction
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Figure 2.10 – Comparaison des contours de concentration numérique des trois traitements de la réaction
en LBM par rapport au contour analytique pour le cas diffusion-réaction

Pour étudier la précision des schémas de conditions aux limites réactives et l’écart entre
les résultats numériques et théoriques, un calcul d’erreur a été effectué en utilisant l’équation
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suivante :

Er = 1
Ntot

∑
i,j

∣∣∣Canaly(xi, yj) − CLBM (xi, yj)
∣∣∣∑

i,j
|Canaly(xi, yj)| × 100% (2.14)

Les erreurs sont de 0, 10%, 0, 15% et 1, 22% correspondant aux conditions de Meng, de différences
finies et de Kang, respectivement. Encore une fois l’erreur la plus faible correspond à la condition
aux limites de Meng. Nous avons pu voir dans cette partie différents modèles de diffusion pure
ou couplés à la réaction chimique pour une seule espèce. Tous ces modèles ont été comparés à
des solutions analytiques dans le but de valider la partie "Solveur LBM pour le transport réactif"
de l’algorithme la figure 2.1. Il est possible maintenant de considérer la partie diffusion-réaction
est validée en régime stationnaire et transitoire.
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2.3.4 Evolution de la microstructure

Nous nous intéressons dans cette partie à l’évolution de la géométrie du milieu par réaction
de dissolution et/ou précipitation. Nous proposons deux cas simples afin de valider l’évolution
de la microstructure avec modèles numériques de la littérature ou issus de code commerciaux.

2.3.4.1 Interface mobile due à la dissolution ou à la précipitation

Afin de valider la mise en œuvre de l’évolution de la microstructure due aux réactions
hétérogènes, un modèle de dissolution unidirectionnelle d’une barre de sel est simulé. Il s’agit
d’un canal de longueur Lx = 0.002 m et de largeur Ly = 0.0005 m recouvert sur sa moitié droite
par une couche de minéral. L’autre moitié est occupée par un fluide immobile dans lequel une
espèce chimique est transportée par diffusion de l’entrée vers le minéral (voir figure 2.11). Un
problème de diffusion unidirectionnel est résolu avec une réaction de dissolution à l’interface
solide-fluide. La concentration C(x = 0, t) = Cin est imposée à l’entrée du domaine (x = 0).
Comme dans les cas précédents, la réaction chimique est imposée à l’interface solide-fluide par
la condition aux limites (1.27). Une condition de flux nul est appliquée sur les parois inférieure
et supérieure, ce qui rend le problème unidirectionnel. A instant initial, la concentration dans
le domaine est égale à celle de l’équilibre chimique C(x, t = 0) = Ceq. Les paramètres utilisés
dans cette étude sont listés dans le tableau 2.6.
La dissolution se produit principalement à l’interface solide-fluide. La quantité de matière
consommée au niveau du site réactif transforme le solide (minéral) en fluide et modifie la
morphologie du milieu.

Figure 2.11 – Schématisation de la dissolution d’une couche de calcite
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Paramètres Unité physique Unité lb
Lx × Ly 0.002 × 0.0005 400 × 100
Lref Ly 100
D 10−7 1/6
∆x 5 × 10−6 1
∆t 4.1667 × 10−5 1
Cref 104 1
Cin 104 1
k 10−2.05 7.42 × 10−2 Da = 44.5

2 × 10−3 1/60 Da = 10
2 × 10−4 1/600 Da = 1
2 × 10−5 1/6000 Da = 0.1

S 2 × 105 1
VM 3.69 × 10−5 0.369

Table 2.6 – Paramètres de la simulation de la dissolution unidirectionnelle

Le mouvement de l’interface solide-fluide est contrôlé par le taux de dissolution et évolue
dans la direction normale avec une vitesse uΓ

n = VM k (C − Ceq). Cette dernière est liée au flux
de diffusion normal à la même interface. Nous rappelons que VM représente le volume molaire.
L’évolution de la fraction volumique solide ϵs, rapportée au volume d’une cellule de la grille est
donnée par :

∂ϵ

∂t
= −S uΓ

n (2.15)

où S = 1
∆x est la surface spécifique d’une cellule de la grille. Nous examinons le modèle de

Boltzmann sur réseau en suivant la position de l’interface dans le temps et la variation de la
concentration sur celle-ci. Les résultats LBM sont comparés aux résultats obtenus avec le code
commercial Comsol Multiphysics basé sur la méthode des éléments finis. Dans ce cas l’évolution
de l’interface est assurée par la méthode de maillage mobile ALE [48,49].

Nous proposons pour commencer une étude paramétrique par rapport à la concentration
d’équilibre chimique Ceq et pour un taux de réaction k = 10−2.05[m/s] correspondant à un
nombre de Damköhler Da = 44.5 choisi dans la littérature [30]. La figure 2.12 de gauche montre
la progression de la position de l’interface en fonction du temps. D’abord nous remarquons que
la position augmente par rapport au temps t jusqu’à atteindre Lx. Nous constatons aussi, que
le temps de dissolution augmente avec la diminution de Ceq. Ceci est dû au fait que le flux de
diffusion à l’interface est proportionnel à (C − Ceq). Il est donc d’autant plus important que
Ceq est faible. Par conséquent, la dissolution devient plus rapide.



64 | Développement d’un modèle de transport réactif avec la méthode Lattice Boltzmann

10−1 100 101 102
t [s]

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

x 
[m

]

1e−3

Da= 44.5

Ceq = 0.25 Cref COMSOL
Ceq = 0.50 Cref COMSOL
Ceq = 0.75 Cref COMSOL

Ceq = 0.25 Cref LBM
Ceq = 0.50 Cref LBM
Ceq = 0.75 Cref LBM

Ceq = 0.25 Cref COMSOL
Ceq = 0.50 Cref COMSOL
Ceq = 0.75 Cref COMSOL

Ceq = 0.25 Cref LBM
Ceq = 0.50 Cref LBM
Ceq = 0.75 Cref LBM

(a)

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0x [m] 1e−3

0

1

2

3

4

5

6

7

(C
−
C e

q)
(C

re
f)

1e−7

Da= 44.5

Ceq = 0.25 Cref COMSOL
Ceq = 0.50 Cref COMSOL
Ceq = 0.75 Cref COMSOL

Ceq = 0.25 Cref LBM
Ceq = 0.50 Cref LBM
Ceq = 0.75 Cref LBM

Ceq = 0.25 Cref COMSOL
Ceq = 0.50 Cref COMSOL
Ceq = 0.75 Cref COMSOL

Ceq = 0.25 Cref LBM
Ceq = 0.50 Cref LBM
Ceq = 0.75 Cref LBM

(b)

Figure 2.12 – Solution de COMSOL (lignes pleines) et solution LBM (marqueurs) pour une interface
en mouvement au cours du temps pour différents Ceq avec k = 10−2.05[m s−1]. A gauche la variation
de la position de l’interface en fonction de temps et à droite celle de concentration en fonction de la
variations de la position

La figure 2.12 de droite présente l’évolution de la concentration en fonction de la position de
l’interface. Dans un premier temps, la concentration augmente par le flux de diffusion induit par
la différence de concentration (Cin − Ceq) jusqu’à atteindre un maximum. L’effet de la diffusion
est important par rapport à la réaction et changement de géométrie qui est assez faible au
début. Dans un second temps, la concentration diminue progressivement avec l’augmentation
de la position de l’interface. La concentration diminue à l’interface par réaction ce qui cause
une modification de la position de celle-ci. En suite la valeur de la concentration au voisinage
de l’interface est modifiée par diffusion sur un domaine de longueur différente. Sur la nouvelle
interface la valeur de la concentration est calculée afin de respecter la condition aux limites
réactive et ainsi de suite. Dans cette partie la variation de la concentration dans le domaine et
principalement liée à réaction et la modification de la géométrie.

Le tableau 2.7 compare les temps finaux de dissolution du domaine solide obtenus par LBM
et par Comsol. On entend par temps final de dissolution tf , le temps nécessaire pour que la
position de l’interface atteint Lx. Nous remarquons que les valeurs de tf obtenus par Palabos et
par Comsol sont assez proches. Il important de souligner que le traitement des interfaces dans les
deux codes est différent. Dans le code Comsol la position de l’interface est mise à jour à chaque



2.3 Validations du modèle de transport réactif | 65

Ceq
[
mol m−3] 0.25 Cref 0.50 Cref 0.75 Cref

COMSOL 60.90 88.30 170.20
tf [s] LBM 60.96 88.29 170.14

Table 2.7 – Temps de la dissolution complète tf du domaine solide obtenus par COMSOL et par LBM
pour différentes valeurs de Ceq

pas de temps. Cependant, dans Palabos le changement de géométrie est effectué par pas de
dx lorsque la condition de dissolution sur la fraction volumique solide est vérifiée (voir figure 2.1).

Intéressons nous maintenant à l’influence de la vitesse de réaction sur le changement de
géométrie. Dans cette partie la concentration de l’équilibre est fixée à Ceq = 0.75 Cref et la
vitesse de réaction k est considérée comme le paramètre variable. Les valeurs de k avec celle du
nombre de Damköhler Da sont données dans le tableau 2.6.

La figure 2.13 représente la variation de position de l’interface en fonction du temps et la
variation de ma concentration en fonction de la position de l’interface, pour plusieurs valeurs de
Da. Nous remarquons la position de l’interface augmente avec Da, cela est dû à l’augmentation
du taux de réaction k qui intervient dans la condition aux limite et la vitesse de dissolution
uΓ

n. Nous constatons aussi que la concentration est d’autant plus faible que Da est important.
Cela est dû à l’augmentation du flux de diffusion sortant à l’interface. Un bon accord peut
être observé entre la solution de COMSOL et notre modèle dans tous les cas 2.13 du point de
vue de l’évolution de la position et de la concentration de l’interface ainsi que du temps de
dissolution final comme montre le tableau 2.8.

Da Da = 0.1 Da = 1 Da = 10
tf [s] COMSOL 710.3 221.8 173.9

LBM 710.9 222.6 173.3

Table 2.8 – Temps de la dissolution complète tf du domaine solide obtenus par COMSOL et par LBM
pour différentes valeurs de Da

Comme pour le processus de dissolution décrit ci-dessus, la modélisation de la précipitation suit
une méthodologie similaire. Nous considérons la précipitation du canal de longueur Lx = 0.002
[m] jusqu’à la moitié. En supposant que dans les deux cas, la réaction se produit pour une
concentration C > Ceq, la différence réside dans les signes des équations de bilan massique 2.15.

Comme pour le cas de la dissolution, les résultats numériques obtenus par Palabos sont
comparés à ceux de Comsol. La figure 2.14 montre la variation de la position de l’interface
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Figure 2.13 – Solution de COMSOL (lignes pleines) et solution LBM (marqueurs) pour une interface
en mouvement au cours du temps due à la dissolution pour différentes valeurs du nombre de Damköhler
Da avec Ceq = 0.75 Cref

réactive en fonction du temps. La figure 2.13b représente la variation de (C − Ceq) par rapport
à la position de l’interface. Comme attendu, la vitesse de précipitation est d’autant plus im-
portante que Ceq est faible car dans ce cas la différence de concentration (C − Ceq) est plus
importante. Nous remarquons aussi pour un Ceq fixe, que la concentration augmente fortement
au début (au voisinage de 2Lx) par diffusion essentiellement. Dans un second temps lorsque le
changement de géométrie est amorcé, l’augmentation de la concentration est progressive jusqu’à
ce que la position de l’interface est égale à Lx.

Ceq
[
mol m−3] 0.25 Cref 0.50 Cref 0.75 Cref

COMSOL 56.35 83.65 165.15
tf [s] LBM 56.79 84.20 165.94

Table 2.9 – Temps requis pour la précipitation dans le canal afin de le réduire à sa moitié pour différents
Ceq

Comme dans l’étude de dissolution, nous étudions également la précipitation pour différentes
valeurs de Damköhler : Da = 0.1, Da = 1 et Da = 10. Un bon accord peut être observé entre la
solution de COMSOL et notre modèle dans tous les cas 2.15 du point de vue de l’évolution
de la position et de la concentration de l’interface. La cohérence entre les résultats est prouvé
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Figure 2.14 – Solution de COMSOL (lignes pleines) et solution LBM (marqueurs) pour une interface en
mouvement au cours du temps due à la précipitation pour différents valeur de Ceq avec k = 10−2.05[m s−1].

Da Da = 0.1 Da = 1 Da = 10
tf [s] COMSOL 718.65 217.5 196.4

LBM 722.85 224 171

Table 2.10 – Temps requis pour la précipitation dans canal afin de le réduire à sa moitié pour différents
Da

aussi par la comparaison du temps de précipitation d’une distance donnée comme le montre le
tableau 2.9.

Nous nous sommes intéressés dans cette partie à l’évolution de la géométrie dans le cas d’un
problème de diffusion-réaction unidirectionnel. Les résultats numériques de Palabos concordent
bien à ceux obtenus par le logiciel Comsol. Cependant, la frontière réactive dans ce cas est
plane et ne permet pas de voir l’influence des sites privilégiés de dissolution comme dans le
cas d’une frontière quelconque. De plus, l’effet de la vitesse du fluide n’est pas pris en compte.
Pour ces raisons nous nous intéressons dans la partie suivante à la dissolution dans le cas d’un
milieu fracturé.
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Figure 2.15 – Solution de COMSOL (lignes pleines) et solution LBM (marqueurs) pour une interface
en mouvement au cours du temps due à la précipitation pour différents valeur de Damköhler avec
Ceq = 0.75 Cref

2.3.4.2 Dissolution dans un milieu à fracture simple

Dans ce cas, nous validons l’algorithme développé pour un cas plus général. Nous considérons
donc le modèle de transport réactif en 2D comprenant le processus couplé d’écoulement, de
transport et de dissolution dans un milieu à fracture simple représenté sur la figure 2.16. Ce
dernier est constitué de deux blocs solides rectangulaires identiques avec une ouverture h = Ly

3
et une largeur totale de Ly. L’entrée et la sortie du domaine sont éloignées de la fracture pour
éviter les effets de bord [115].

Comme illustré sur la figure 2.16, des conditions de pression sont imposées en entrée P (x =
0, y, t) = Pin et en sortie P (x = Lx, y, t) = Pout avec Pin > Pout. Sur les frontières solide-fluide
une condition de non-glissement est appliquée c’est-à-dire u = v = 0, cette dernière est assurée
par la condition de rebond dans la méthode LBM [156, 157]. Il est évident qu’avant tout
changement de géométrie et lorsque l’écoulement du fluide atteint son stationnaire, le profil de
vitesse au sein de la fracture est similaire à celui d’un écoulement de Poiseuille déjà présenté
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Figure 2.16 – Schématisation du milieu à fracture simple et des conditions aux limites

dans la section 2.3.1. Il en découle une perméabilité de la fracture égale à :

Kh =
(

h2

12

)

Cependant, la perméabilité en prenant en compte la partie solide est donnée par [158] :

K =
(

h2

12

) (
h

Ly

)

Initialement, la concentration de la solution est en équilibre chimique C(x, y, t = 0) = Ceq.
Lorsque l’écoulement atteint l’état stationnaire, la concentration de soluté à l’entrée est fixée
à C(x = 0, y, t) = Cin = 0 inférieure à la concentration d’équilibre Ceq, ce qui entraîne la
dissolution du solide. Ceq est considérée constante pendant la simulation.

Nous considérons que la dissolution aura lieu uniquement sur les bords horizontaux de la
fracture avec les quatre coins aux interfaces entre l’entrée/la sortie et les parois de la fracture.
Le nombre de Damköhler Da est supposé très faible pour assurer une dissolution uniforme des
parois de la fracture. La perméabilité normalisée par sa valeur initiale vérifie [114] :

K

K0
=
(

h

h0

)3
=
(

h/Ly

h0/Ly

)3

=
(

ϕ

ϕ0

)3
(2.16)

avec K = K(t > 0), K0 = K(t = 0), h0 = h(t = 0), h = h(t > 0), ϕ0 = ϕ(t = 0) et ϕ = ϕ(t > 0)
sont les composantes perméabilités dans la direction de l’écoulement, les hauteurs et les porosités
de la fracture à t = 0 et à t > 0 respectivement.
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La relation entre la perméabilité et la porosité normalisées est cubique. Elle est obtenue
dans le cas d’une dissolution uniforme le long de l’interface solide-fluide de la fracture. Une
relation identique est utilisée dans diverses études récentes [27,54, 156,159,160] comme un cas
de référence pour tester la précision du LBM dans les simulations du transport réactif.

Les paramètres utilisés dans les simulations sont résumés dans le tableau 2.11.

Paramètres Unité physique Unité lb
Lx × Ly 0.0018 × 0.0009 180 × 90
L 0.0012 120
ρ 1000 1
ν 10−6 1/6
D 10−7 1/60
∆x 10−5 1
∆t 1.6667 × 10−5 1
VM 3.69 × 10−5 0.369
S 105 1
Cref 104 1
Ceq 104 1

k 5.5556 × 10−2 9.25 × 10−2 Da = 500
5.5556 × 10−4 9.25 × 10−4 Da = 5
5.5556 × 10−7 9.25 × 10−7 Da = 0.005

∆P = Pin − Pout 2 × 10−2 5.5556 × 10−3 Pe = 50
2 × 10−3 5.5556 × 10−4 Pe = 5
2 × 10−4 5.5556 × 10−5 Pe = 0.5
2 × 10−5 5.5556 × 10−6 Pe = 0.05

Table 2.11 – Paramètres de la simulation de dissolution dans le milieu fracturé de la figure 2.16

La longueur caractéristique de l’écoulement et de la réaction de dissolution est Ly. La différence
de pression ∆P = (Pin − Pout) est calculée selon le développement détaillé dans l’article de
Taahodi et al. [115] :

∆P = µULy

K
= ν ρULy

K
= ScPe

Da

ρD2

L2
y

(2.17)

où Sc et Pe sont les nombres de Schmidt et de Péclet donnés dans les équations 1.16 et 1.17 et
Da est le nombre de Darcy donné par :

Da = K

L2
y

(2.18)
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où U est la moyenne de la vitesse sur l’ensemble du domaine.

La porosité de la fracture est calculée en divisant le nombre de nœuds fluides de la fracture
Nf par le nombre de nœuds total Nfrac sachant que les noeuds interfaces NI sont considérés à
moitié fluide et solide.

ϕ =
Nf + 1

2NI

Nfrac
(2.19)

La perméabilité du milieu est calculée selon l’expression (2.20) utilisée par Taahodi et al. [115] :

K = Ux ρ νL

Pin − Pout
(2.20)

Cette expression utilise les valeurs de la pression Pin et Pout imposées au milieu sur un longueur
de la fracture L. La perméabilité de la fracture est calculée soit : en utilisant les valeurs de la
pression à l’entrée P (h, Ly/2) et à la sortie P (Lx − h, Ly/2) de celle-ci :

Kfrac,1 = Ux,frac ρ νL

[Pin,frac − Pout,frac]y=Ly/2
(2.21)

soit en moyennant la pression uniquement sur les noeuds fluides à (x = h) et à (x = Lx − h) :

Kfrac,2 = Ux,frac ρ νL

P in,frac − P out,frac
(2.22)

La figure 2.17 montre la variation de la perméabilité normalisée en fonction de la porosité
normalisée obtenue pour un nombre de Péclet Pe = 5 et un nombre de Damköhler Da = 0.001.
Sur cette figure nous comparons les perméabilités calculées par les expressions (2.20),(2.21) et
(2.22) à l’expression théorique donnée par (2.16). Nous remarquons que la courbe théorique
représentée en noir et la perméabilité Kfrac,1 de la LBM sont parfaitement superposées. Nous
remarquons également que la perméabilité Kfrac,2 de la LBM est en accord avec la solution
analytique ce qui signifie que la perturbation de pression au coin de la fracture est négligeable
et n’affecte pas les résultats. Intéressons nous maintenant à la variation de la perméabilité
normalisée K en fonction de la porosité normalisée. Cette variation est proche à la courbe
théorique pour de faibles valeurs de la porosité normalisée ϕ

ϕ0
< 1.5, et elle l’en s’éloigne pour

une porosité normalisée ϕ
ϕ0

> 1.5. Cet écart explique que l’espacement imposé à l’entrée et à la
sortie du milieu dans [115] a une influence sur la relation étudiée et que son influence apparaît
de manière significative lorsque l’épaisseur de la couche solide devient faible comme dans la
figure 2.18c.
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Figure 2.17 – Variation de la perméabilité normalisée en fonction de la porosité normalisée pour Pe = 5
et Da = 0.001.
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Figure 2.18 – Aperçu de l’évolution de la pression et de la morphologie en fonction de l’avancement de
la dissolution du milieu

Cas d’une fracture avec des parois verticales solubles

Dans le premier cas, la dissolution est perpendiculaire à l’écoulement. L’effet de la vitesse au
voisingae des parois verticales n’est pas pris en compte car elles sont considérées non réactives.
Dans ce cas, les parois verticales de l’entrée et de la sortie de la fracture sont considérées
solubles. La condition aux limites réactive est appliquée sur toute l’interface solide-fluide. Les
conditions aux limites fluides restent inchangées. Nous nous intéressons ici à l’influence des
différents régimes de transport et de réaction caractérisés par les nombres adimensionnels de
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Péclet Pe et de Damköhler Da, sur la dissolution de la phase solide. Cela est mis en évidence
par la variation de la perméabilité en fonction de la porosité normalisées sur la figure 2.19. Il
en résulte que la relation perméabilité-porosité dépend fortement de Pe et Da. Pour un Pe
faible et lorsque Da est petit (courbe en triangle vert), la courbe de perméabilité en fonction
de la porosité normalisées, représente la limite supérieure légèrement en dessous à la courbe
théorique y = x3. La limite inférieure correspond à un Da important (courbe en rond vert).
Pour un Pe important (courbe en bleu) la variation de la perméabilité en fonction de la
porosité n’est sensible à la variation de Da. Cependant, la variation de la porosité et celle de
la perméabilité en fonction du temps est dépendante de la valeur de Da. Pour un nombre de
Damköhler Da donné (courbes représentées par des symboles de la même forme), la pente de la
courbe perméabilité-porosité devient plus importante avec l’augmentation du nombre de Péclet.
Nous constatons que la variation de la perméabilité l’emporte sur la variation de la porosité. En
revanche, nous voyons l’inverse pour les faibles Péclet (représenté par des symboles de même
couleur), puisque avec l’augmentation du nombre de Damköhler, un certain volume de solide
est dissous sans pour autant changer la résistivité du milieu.
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Figure 2.19 – Variation de la perméabilité normalisée en fonction de la porosité normalisée à différentes
valeurs de Pe et Da correspondant à la dissolution du milieu fracturé de la figure 2.16
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Nous comparons dans ce qui suit les différentes tendances observées dans la relation
perméabilité-porosité normalisées aux résultats trouvés dans la littérature [114,115,161].

Pour un nombre de Damköhler faible Da = 0.001, présentés dans la figure 2.20, en raison du
faible taux de réaction de dissolution, la perméabilité évolue en fonction de la porosité de
manière similaire pour toutes les valeurs de nombre de Péclet Pe correspondants à différents
régimes de transport. Ces courbes ne coïncident plus avec la solution analytique donné par
l’équation (2.16). En effet, pour une même valeur de perméabilité, la porosité donnée par les
simulations est plus grande que celle donnée analytiquement. Une partie de l’augmentation
de la porosité devrait être due à la dissolution des parois verticales qui ne contribue pas
significativement à la perméabilité du milieu. Nos résultats (en pointillés) sont en bon accord
avec ceux de Taahodi et al. [115] (en cercles). Les modestes divergences avec les deux autres
études (Kang et al. [114], en cercles pleins et Min et al. [161] en hexagones) semblent être liées
au choix de paramètres qui ne sont pas explicitement mentionnés dans leur travail, puisqu’ils
n’ont rapporté que les valeurs de Pe et Da.
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Figure 2.20 – Variation de la perméabilité normalisée en fonction de la porosité normalisée pour
Da = 0.001. La ligne continue correspond à la relation analytique (2.16) entre la perméabilité et la
porosité
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De même, pour des Damköhler plus importants, la comparaison de nos résultats avec la
littérature, figure 2.21, confirme la validité des courbes pour les différents régimes de transport.
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Figure 2.21 – Comparaison des relations perméabilité-porosité normalisées à l’ensemble des résultats
de la littérature [114,115,161]
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Revenons maintenant à la relation perméabilité-porosité représentée sur la figure 2.19. Nous
remarquons qu’elles suivent des lois exponentielles doubles, qui sont des associations de deux
lois exponentielles reliées via un point de basculement. Plus concrètement, les courbes de la
figure 2.19 à faible Pe et forte Da montrent une lente augmentation de la perméabilité en
fonction de la porosité jusqu’à un seuil au-delà duquel le système change d’état et l’effet de la
perméabilité domine la variation de la porosité. Le comportement de la perméabilité en fonction
de la porosité est probablement une conséquence de la variation de la morphologie au cours du
temps. Nous mettons ensuite en relation ces tendances graphiques avec les formes dissoutes
dans les différents régimes de transport.

La figure 2.22 montre la forme de l’interface solide-fluide pour différentes valeurs de la porosité
normalisée et des nombres de Da et Pe. Nous remarquons sur la figure 2.22(a) pour Pe = 0.05
et Da = 500 l’existence d’un front de dissolution. Dans ce cas, les effets de réaction sont
importants par rapport aux effets de diffusion et d’advection. L’avancement de ce front de
dissolution dépend essentiellement du transport par diffusion. Ceci est illustré par les iso-lignes
de concentration présentées dans la figure 2.23. Cet effet peut également être observé dans
la courbe de perméabilité en fonction de la porosité, car la section longitudinale du canal ne
varie pas grossièrement pour révéler un effet sur la perméabilité, c’est plutôt le phénomène de
dégradation progressive qui domine.

Les figures 2.22(b,c,d) montrent que la réaction de dissolution se produit sur l’ensemble
de l’interface solide-fluide avec plus d’effet à l’entrée de la fracture. Dans ces cas, l’effet du
transport se manifeste par des interfaces courbées dans le sens de l’écoulement. Cependant,
la combinaison de Pe et Da influence l’évolution de la morphologie de telle sorte que pour
Da = 500, plus Pe est élevé, plus l’advection est forte, la concentration se propage rapidement
dans la fracture (voir figure 2.23) et dissout les surfaces latérales dans la figure 2.22(b). Alors que
pour des Pe plus faibles, la figure 2.22(d) montre que la dissolution prend le profil parabolique
fait par le fluide. Dans la même logique, pour Pe = 5, l’évolution de l’interface par dissolution
est au début frontale du fait d’un taux de réaction élevé. Ensuite une forme courbée apparaît
lié à l’écoulement 2.22(c). Ceci est tout à fait remarquable sur le graphique de la perméabilité
en fonction de la porosité (les marqueurs rouges carrés et ronds) où pour une même porosité le
milieu est plus perméable pour Pe = 5 Da = 5 que pour Pe = 5 Da = 500.

Finalement dans le cas d’un nombre de Péclet important et d’un Damköhler faible, repré-
senté sur la figure 2.22(e), l’évolution de l’interface solide-fluide est uniforme.
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Figure 2.22 – Aperçu de l’évolution de la morphologie en fonction de la progression de la dissolution
du milieu pour différents Péclet et Damköhler avec une porosité normalisée ϕ
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Nous en déduisons que l’évolution de la géométrie est principalement contrôlée par les
nombres Pe et Da. Nous avons constaté différentes morphologies liées à la dissolution uniforme
ou non uniforme. Pour la relation perméabilité-porosité normalisée, l’effet de la porosité domine
lorsque la dissolution se présente sous la forme d’une érosion. Tandis que, la perméabilité
l’emporte sur la porosité lorsque la dissolution est distribuée sur l’ensemble de la fracture. En
effet, lorsque la dissolution s’étend sur toute la hauteur du canal, elle l’élargit ce qui permet au
fluide de s’écouler plus facilement rendant le milieu plus perméable.

Figure 2.23 – Evolutions de la concentration normalisée et de la morphologie du milieu en fonction du
nombre de Péclet et de Damköhler pour une porosité normalisée ϕ

ϕ0
= 2

Tous les articles qui ont réalisé cette étude se limitent à présenter la relation entre la perméabilité
normalisée et la porosité sans fournir d’informations sur l’évolution de chacune d’elles dans le
temps. La variation de la porosité et de la perméabilité normalisées en fonction du temps est
représentée sur la figure 2.24. Les figures 2.25a et 2.25b montrent que la vitesse de dissolution
n’est pas seulement liée à la vitesse de réaction mais aussi à la vitesse du fluide.
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Figure 2.24 – La porosité normalisée et la perméabilité normalisée en fonction du temps pour un Pe=50
avec différents Da
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Figure 2.25 – La porosité normalisée et la perméabilité normalisée en fonction du temps pour un Da=5
avec différents Pe
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Il est bien de noter que l’analyse temporelle et non temporelle sont différentes. Bien évide-
ment, pour un Pe donné, le Da le plus bas (Da = 5) représente la réaction la plus lente ainsi les
courbes de porosité et de perméabilité ont besoin de plus de temps pour augmenter (figures
2.24b et 2.24a ), donc Da = 5 est moins perméable pour un temps donné que Da = 500. Mais
on remarque sur la relation perméabilité-porosité que la courbe Da = 5 est au-dessus de la
courbe Da = 500. Cela signifie que le milieu est plus perméable pour Da = 5 que Da = 500
pour une porosité donnée.

Nous étudions également l’effet de la valeur de C⋆ = Ceq

Cref
sur la dissolution pour tous les Pe et

Da pour un rang de concentration compris entre 1 et 10−4. Nous constatons que la perméabilité
en fonction de la porosité est identique quelque soit la valeur de C⋆ sur la figure 2.27. Cependant,
les variations de la porosité et de la perméabilité en fonction du temps sont différentes sur la
figure 2.26. La vitesse de dissolution diminue avec la diminution de la concentration d’équilibre
chimique Ceq. En effet, il faut plus de temps pour la dissolution complète du solide ce qui se
traduit par le maximum de la porosité comme le montre la figure 2.26 à gauche. Le même effet
est observé sur la courbe de perméabilité dans la figure 2.26 à droite.
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Figure 2.26 – La porosité normalisée et la perméabilité normalisée en fonction du temps pour différentes
valeurs de C⋆
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Figure 2.27 – La perméabilité normalisée en fonction de la porosité normalisée pour différentes valeurs
de C⋆

2.4 Conclusion

Un cadre numérique a été développé dans le logiciel Palabos pour simuler la dissolution des
minéraux dans un milieu donné. Une première partie a été consacrée à la validation du modèle
implémenté. Ainsi, tous les phénomènes multiphysiques impliqués dans notre étude ont été suc-
cessivement validés ainsi que leur couplage. Les résultats numériques prédits pour l’écoulement,
le transport et la réaction étaient en accord avec les résultats analytiques. La réaction dans un
milieu à fracture simple, a été simulée. Nos résultats numériques ont été comparés à ceux publiés.

L’évolution de la structure a été considérée pour prouver l’importance des nombres de Damköh-
ler et de Péclet dans le transport réactif. Une corrélation de type loi puissant a été ajustée
entre la perméabilité et la porosité. Pour expliquer la variabilité des lois de perméabilité et de
porosité obtenues en raison de la réaction, la morphologie de la fracture dans une large gamme
de régimes de transport et de réaction a été suivie et analysée. Nous en avons déduit que pour
une représentation simple du pore, la réaction influence plus la perméabilité que la porosité du
pore pour un Pe fort, que pour un Pe faible.

Malgré le fait que le milieu simulé soit la représentation la plus simple d’une ouverture
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de pore, un effet significatif des régimes de transport sur la dissolution du milieu a été démontré
à la fois qualitativement et quantitativement. La question est alors de savoir comment cette
influence se manifeste avec des structures plus complexes et ce que l’on peut en déduire de
manière générale, ce qui fera l’objet du prochain chapitre.
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3.1 Introduction

La prédiction de la durabilité des matériaux poreux, est principalement liée à la diffusion
d’ions agressifs, d’humidité, de gaz et d’autres agents agressifs dans ces matériaux. Par exemple,
dans le cas des milieux marins, la pénétration des chlorures induit la dégradation du béton armé
et affecte la durabilité des matériaux, réduisant ainsi la durée de vie de ces structures [162,163].
Il est donc essentiel de caractériser le milieu poreux pour connaître sa résistance lorsqu’il est
traversé par des flux provoquant des dégradations chimiques. Cette caractérisation se traduit par
la connaissance des propriétés macroscopiques qui sont directement liées à leur microstructure
et plus précisément à la morphologie de leurs pores. Différents paramètres sont utilisés pour
décrire la microstructure des matériaux poreux. Bien que la porosité soit l’un des paramètres les
plus utilisés, ils ne sont pas suffisants pour caractériser les matériaux poreux en raison de leur
complexité [164]. Par conséquent, d’autres paramètres tels que la perméabilité et la tortuosité
sont impliqués [165]. Plus le milieu est perméable, plus il est facile pour les agents agressifs de
pénétrer dans le réseau poreux du matériau et de le dissoudre. L’évolution temporelle locale des
matériaux (obstruction ou élargissement des pores) induisent une orientation de l’écoulement
et du transport qui évoluent également avec le temps.

Ce chapitre est consacré à l’étude des grandeurs telles que la porosité, la perméabilité, la
tortuosité, qui influencent l’écoulement des fluides et le transport réactif. Le modèle à l’échelle
du pore est utilisé pour nous aider à saisir l’évolution géométrique due à la dégradation du
milieu. Le chapitre est organisé comme un ensemble d’études divisées en trois parties.

Dans une première partie, nous nous concentrons sur la résolution des champs d’écoulement
et de concentration autour d’un grain minéral en dissolution. La forme de ce grain dans une
section droite est initialement circulaire. Nous quantifions l’influence de la dissolution au cours
du temps en étudiant l’évolution de la surface spécifique et du volume du grain (surface du
grain en 2D). La déformation du grain est suivie dans le temps et une comparaison des formes
dissoutes obtenues sur la base de différents régimes de transport est établie. Cette étude est
complétée par une tentative d’établissement de relations entre les propriétés macroscopiques.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous étendons notre étude à la simulation du milieu
poreux constituée d’une répétition périodique d’une cellule élémentaire à inclusion circulaire de
rayon donné. Une étude quantitative et qualitative est également introduite.

Enfin, dans la dernière partie nous étudions la sensibilité de la dissolution aux changements
de l’hétérogénéité décrite numériquement par la position aléatoires des grains en combinaison
avec le nombre de Péclet et de Damköhler. Avant de présenter les applications et de discuter les
résultats, nous introduisons la définition de la tortuosité. C’est une des propriétés d’un milieu
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que nous allons étudier dans ce chapitre en plus de la perméabilité et de la porosité déjà définies
dans la section 1.2.2 du chapitre 1.

3.2 Différents types de tortuosité

La notion de la tortuosité est utilisée pour décrire l’interconnexion des pores et son impact
sur les processus de transport dans les milieux poreux. Elle quantifie l’accroissement du trajet
parcouru par le fluide [166]. La tortuosité n’a pas de définition unique et simple. Les valeurs
de la tortuosité géométrique (Tg), hydraulique (Th), et diffusionnelle (Td), sont en général
différentes les unes des autres [167]. La tortuosité géométrique est définie comme le rapport
moyen entre la longueur des pores et la longueur de la projection des pores dans la direction de
l’écoulement [168,169] :

Tg = Lmin
L0

(3.1)

Le concept de tortuosité purement géométrique n’a pas été largement reconnu dans l’étude
de la perméabilité, de la conductivité ou de la diffusivité. Par conséquent, d’autres définitions
de la tortuosité sont entrées en jeu [167,170]. La tortuosité hydraulique est définie comme le
rapport entre la longueur moyenne effective du trajet du fluide à travers un milieu poreux et la
longueur du trajet direct idéal (L0) [164,171] :

Th = Leff
L0

(3.2)

(a) (b)

Figure 3.1 – Milieu poreux sélectionné dans lequel la tortuosité hydraulique et géométrique ont été
comparées en suivant le chemin géométrique dans la figure 3.1a et hydraulique dans la figure 3.1b. La
couleur correspond au champ de vitesse dans le domaine. Les régions en rouge représentent les zones les
plus perméables du milieu
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D’autres chercheurs ont mis en œuvre des simulations numériques pour calculer la tortuo-
sité hydraulique en simulant les lignes de courant [172] ou en utilisant directement le champ de
vitesse [173]. Dans la méthode des lignes de courant, nous devrions avoir besoin du nombre
nécessaire de lignes de courant. Par conséquent, la deuxième méthode est souhaitable car cette
méthode s’est avérée particulièrement utile du fait que les informations sur le champ de vitesse
sont disponibles après avoir résolu l’écoulement du fluide à travers la LBM [174].
Ainsi, la définition de [175–178] exprime la tortuosité hydraulique comme le rapport entre le
module du vecteur vitesse du fluide et la vitesse du fluide dans la direction macroscopique de
l’écoulement

Th =

∑
i,j

||u(xi, yj)||∑
i,j

|ux(xi, yj)| avec ||u(xi, yj)|| =
√

u2
x(xi, yj) + u2

y(xi, yj) (3.3)

Sachant que les deux tortuosités représentées dans les figures 3.1a et 3.1b sont basées sur
un calcul de longueurs, la tortuosité de diffusion moléculaire ou tortuosité diffusionnelle est
calculée à partir des changements temporels de la concentration. La définition répandue dans
la littérature [164,167] est

Td = D

Deff (3.4)

Une autre approche courante a consisté à définir la tortuosité de diffusion en prenant en compte
la porosité [1, 163,179],

Td = ϕD

Deff (3.5)

où Deff est la diffusivité effective est souvent représentée comme une moyenne du coefficient de
diffusion dans le fluide inclus les effet des parois des grains. En effet, dans un milieu poreux la
diffusion moléculaire est freinée par la présence de parois limites internes [180]. Pour déterminer
le coefficient de diffusion effective Deff , il suffit de résoudre une équation de diffusion jusqu’à
l’état stationnaire. Une fois le flux constant est trouvé, Deff est donné par :

Deff = −J L0
∆C tel que ∆C = Cin − Cout (3.6)

Après avoir défini toutes les propriétés utiles incluses dans notre étude (i.e. perméabilité,
porosité, tortuosité, etc.), nous consacrons les sections suivantes aux résultats de la modélisation
du transport réactif. Les résultats sont traduits en termes de corrélations trouvées entre ces
propriétés lorsque le milieu est soumis à une réaction de dissolution. Les milieux numériques
traités sont l’inclusion circulaire, la répétition séquentielle de plusieurs cellules élémentaires
à inclusions circulaires, un réseau de grains distribués aléatoirement, et un milieu poreux à
structure complexe.
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3.3 Dissolution d’une inclusion circulaire

Cette partie concerne la simulation de l’écoulement et du transport dans un domaine
rectangulaire bidimensionnel, autour d’une inclusion circulaire de calcite placée au centre du
domaine comme le montre la figure 3.2.

Figure 3.2 – Schématisation du milieu à inclusion circulaire avec les conditions aux limites associées

Une vitesse moyenne Uin est imposée à l’entrée du milieu et provoque l’écoulement du fluide
de gauche à droite. La surface du grain circulaire, est le siège d’une réaction hétérogène de
dissolution exprimée par l’équation chimique suivante :

CaCO3(s) + H+− > Ca2+ + HCO− (3.7)

Dans ce problème de référence, seul le transport de H+ est considéré car la vitesse de dissolution
dépend uniquement de la concentration [H+] [9, 181]. Les réactions homogènes dans la phase
aqueuse ne sont pas considérées. Les conditions aux limites sont indiquées sur la figure 3.2 et les
paramètres des simulations sont donnés dans le tableau 3.1. La taille du cercle est choisie deux
fois plus grande que celle choisie par Molins et al. dans [181], de façon à ce que l’évolution du
grain soit suffisamment claire, et puisse être saisie et des conclusions tirées. La porosité initiale
du milieu est ϕgeom = 0.748 sur l’ensemble du domaine ce qui correspond à ϕgeom = 0.497 sur
la cellule carrée.

Dans cette section, les résultats obtenus sont présentés comme suit :

1. La sensibilité des résultats à la résolution de la discrétisation spatiale et aux conditions
aux limites est discutée.

2. La perméabilité et la porosité sont calculées, et une corrélation de type loi de puissance
est établie.
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3. Une attention particulière a été accordée à la surface spécifique.

4. Une qualification de l’évolution de la forme au cours de la dissolution est suivie.

5. La comparaison de la tortuosité en fonction de la porosité pour tous les régimes de
transport est mise en avant.

Paramètres Unité physique Unité lb
Lx × Ly 0.001 × 0.0005 256 × 128
R 0.0002 51.2
ρ 1000 1
ν 10−6 1/6
D 10−8 1/600
∆x 3.906 × 10−6 1
∆t 2.543 × 10−6 1
VM 3.69 × 10−5 0.369
Cin = Cref 104 1
Ceq = C0 0 0

k 2.5 × 10−2 1.627 × 10−2 Da = 2R k
D = 1000

2.5 × 10−4 1.627 × 10−4 Da = 10
2.5 × 10−5 1.627 × 10−5 Da = 1
2.5 × 10−6 1.627 × 10−6 Da = 0.1

Uin 1.2 × 10−2 7.812 × 10−3 Pe = Uin Ly
D = 600

1.2 × 10−4 7.812 × 10−5 Pe = 6
1.2 × 10−5 7.812 × 10−6 Pe = 0.6

Table 3.1 – Paramètres utilisés dans les simulations de la dissolution d’une inclusion circulaire de
porosité ϕgeom = 0.497
.

3.3.1 Etude de l’influence de la résolution spatiale et des conditions aux
limites sur les résultats de la dissolution

Dans cette section, nous étudions d’abord l’influence de la résolution de la discrétisation
spatiale sur les résultats numériques. Les résultats dépendent indubitablement de la résolution
du maillage. L’utilisation d’un grand nombre de nœuds (raffinement du maillage) permet une
représentation plus lisse et plus précise des processus qui se produisent près de la surface. En
outre, le raffinement du maillage rapproche la valeur de la porosité numérique à celle de la
porosité réelle ϕgeom = 0, 497 comme le montre le tableau 3.2.
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N 64 96 128 192 224
ϕ0 0.514 0.508 0.505 0.503 0.502

E(%) = 100 × (|ϕ0−ϕgeom|)
ϕgeom

3.4 2.2 1.6 1.2 1

Table 3.2 – La différence entre la porosité réelle et la porosité calculée numériquement à l’état initial
en fonction de la résolution N (nombre de segment ∆x dans la direction y)

Pour explorer la sensibilité des résultats à la discrétisation spatiale N suivant y, nous
suivons la variation de la porosité en fonction du temps dans la figure 3.8. En effet, le contour
circulaire est construit par un contour formé de segments en forme de marche d’escalier, par
conséquence la surface du cercle (donc la porosité) change selon le maillage. Nous observons
que la dissolution est plus rapide lorsque la discrétisation spatiale est fine. Ceci est dû au fait
que le raffinement du maillage augmente la surface réactive et accélère la dissolution.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t[s]

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0
Pe=600, Da=1000 

N = 64 N = 96 N = 128 N = 192 N = 224N = 64 N = 96 N = 128 N = 192 N = 224

Figure 3.3 – L’évolution temporelle de la porosité résultant du test de convergence de la grille

Ensuite, nous nous intéressons aux conditions aux limites à utiliser dans les simulations. Nous
étudions les changements induits par les conditions aux limites imposées aux bords du domaine
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sur les résultats de la dissolution. Nous considérons dans un premier cas des conditions de flux
de masse nul (BC 1) à travers les parois supérieures et inférieures du fait que le domaine est
borné. Dans un second cas, nous considérons des conditions périodiques (BC 2) de sorte que le
milieu peut être considéré comme étendu à l’infini dans la direction y. Ceci nous permettra
dans la suite de faire l’extension en milieu poreux dont la microstructure est constituée par
la répétition périodique d’une cellule élémentaire composée d’une inclusion circulaire. L’effet
des conditions aux limites est mis en évidence par l’étude de la variation de la porosité et la
perméabilité du milieu.

La figure 3.4 montre que le type de conditions aux limites imposées aux parois supérieure et
inférieure du domaine affecte le temps de dissolution. En termes simples, cela peut être expliqué
par le comportement de la vitesse dans le milieu. Imposer une vitesse nulle sur les parois, comme
illustré sur la figure 3.5a signifie que l’écoulement du fluide est limité entre deux plans. Ainsi,
plus la vitesse est élevée autour du grain, plus la concentration diminue et la dissolution devient
rapide. Cependant, cet effet n’est pas observé sur la figure 3.5b où le domaine est ouvert et la
vitesse autour du grain reste moins importante. Il est important de noter que initialement (au
régime stationnaire du fluide) la perméabilité du cas BC 1 est inférieure à celle du cas BC 2, à
cause des parois solides inférieure et supérieure.

(a) (b)

Figure 3.4 – Influence des conditions aux limites sur les bords inférieur et supérieur sur la variation en
temps de la porosité et la perméabilité
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.5 – Distributions du champ de vitesse et de concentration dans le domaine d’inclusion circulaire
à l’état stationnaire pour un Pe=600. Dans les figures 3.5a et 3.5c, le domaine est délimité par des parois
solides en haut et en bas sur lesquelles la vitesse est nulle. Dans les figures 3.5b et 3.5d, le domaine est
considéré comme étant ouvert avec des conditions périodiques dans la direction y

Bien que la dissolution soit ralentie si le domaine est ouvert (c’est-à-dire conditions pério-
diques) et que le milieu soit donc moins perméable, le type de conditions aux limites ne modifie
pas la variation de la perméabilité normalisée en fonction de la porosité normalisée. Ceci est
illustré dans la figure 3.6.

Pour aborder l’objectif de cette section, nous choisissons dans ce qui suit, la cellule carrée
sélectionnée de la figure 3.2 avec la condition périodique (BC 2) pour étudier l’influence de la
dissolution sur la morphologie du milieu et ce qui en découle comme relation entre les propriétés
qui le caractérisent. D’une part, la forme carrée de la cellule garantit que le chemin initialement
parcouru dans les directions x et y est le même, et d’autre part, la périodicité permet d’étendre
la cellule par répétitions pour en faire un milieu poreux du fait que les bords supérieur et
inférieur sont libres et peuvent se connecter.
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Figure 3.6 – Influence des conditions aux limites aux bords supérieur et inférieur du milieu simulé sur
la variation de sa perméabilité normalisée en fonction de la porosité normalisée

3.3.2 Etude de l’influence du régime du transport sur la relation perméabilité
– porosité.

Dans cette section nous nous intéressons à l’influence de la vitesse de fluide Uin et celle de
la réaction chimique k sur l’évolution de la forme du grain. Les variations de ces paramètres
sont prises en compte dans les nombres de Péclet Pe et de Damköhler Da selon le tableau
3.1. En réponse à la réaction de dissolution la taille du grain diminue avec le temps. La figure
3.7 montre la perméabilité et la porosité qui augmentent pendant la dissolution du milieu.
Globalement, les tendances observées dans les graphiques sont approximativement similaires,
sauf pour les combinaisons de Pe faible et de Da élevé.

Pour les faibles Da (symboles de couleurs bleue et orange), les tendances de la perméabilité en
fonction de la porosité apparaissent similaires quel que soit la valeur de nombre de Péclet. Elles
sont également en bon concordance avec la courbe perméabilité-porosité d’un changement de
taille uniforme que nous obtenons en diminuant manuellement le rayon du grain de 2 × 10−5

à chaque fois. La relation perméabilité-porosité suit une loi de puissance dont l’équation est
présentée sur la figure 3.7. Le bon accord entre les courbes de dissolution uniforme et les autres
régimes de transport nous permet de prédire que certains cas conservent la forme presque
circulaire pendant la dissolution. De plus, leur modélisation par une simple réduction de rayon
n’est pas aberrante.
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Figure 3.7 – Variation de la perméabilité normalisée en fonction de la porosité normalisée pour
différentes valeurs de Pe et Da

Pour les grands Da (symboles en couleur rouge), lorsque Pe augmente, la perméabilité montre
une augmentation qui dépend de Pe pour une porosité fixe. Tant que Pe est faible, la porosité
augmente beaucoup plus vite que la perméabilité, ce qui entraîne une augmentation du volume
de fluide sans pour autant favoriser la passage du fluide dans le milieu. En effet, la hauteur
du grain varie de manière négligeable par rapport à sa largeur ce qui explique sa résistance
au passage du fluide. Cette observation reste vraie même pour Da = 10. En revanche, si Pe et
Da sont tous les deux élevés, le transport est dominé par l’advection et la réaction. La vitesse
dans la zone limitée par le grain et les bords supérieur et inférieur du canal devient la plus
élevée par rapport aux autres cas. Dans ces zones, la concentration est différente à celle de
l’équilibre chimique par advection. De plus, l’effet de la réaction est important ce qui favorise
une dissolution du grain plus importante dans la direction y que celle selon x. Cela rend le
milieu plus perméable dans la direction x, qui est la direction de l’écoulement.
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Intéressons nous maintenant aux cas où Pe est constant (les courbes de mêmes symboles
de la figure 3.7). Nous remarquons pour Pe = 0.6, que la perméabilité diminue lorsque Da
augmente. En effet, l’influence de l’advection est faible par rapport à la diffusion. Pour de
faibles Da le changement de géométrie du grain est uniforme. Lorsque Da augmente l’effet de
la réaction devient important devant celui de la diffusion. Un front de dissolution apparaît et
la forme géométrique n’est plus circulaire. Nous remarquons également que la perméabilité
augmente avec Da pour Pe = 600 contrairement au cas de Pe = 0.6. Lorsque Da est faible les
courbes sont proches à la courbe uniforme synonyme d’une forme proche circulaire. Cela dû
aux effets de faible réaction et de diffusion par rapport à l’advection. Ce constat change lorsque
Da augmente et le milieu devient relativement perméable par rapport aux autres cas. La forme
géométrique de l’inclusion, n’est plus circulaire puisqu’elle tend à ressembler à une ellipse dont
le grand axe est dans le sens de l’écoulement, ce qui facilite le passage du fluide.
Il serait intéressant de compléter ces explications apportées sur les courbes de la figure 3.7, par
une étude qualitative de l’évolution de la forme des grains résultant de la dissolution.

3.3.3 Evolution de la morphologie au cours de la dissolution

Dans le but d’apporter un éclairage sur les interprétations dans la section précédente et
comprendre l’effet des régimes de transport sur l’évolution de la géométrie, nous nous intéressons
à la forme géométrique de l’inclusion. Son évolution est illustrée sur la figure 3.3 en fonction de
Pe et Da pour différentes valeurs de porosité normalisée.

Dans cette figure, ϕ0 est la porosité initiale correspondante au volume initial de la phase
solide. Comme nous l’avons déjà constaté précédemment, la forme géométrique du grain est
dépendante du régime de transport réactif caractérisé par les nombres de Péclet et de Damköhler.
L’évolution de la forme géométrique est la conséquence des champs de vitesse et de concentration
ainsi que le taux de réaction à l’interface. Nous remarquons des différences importantes sur la
forme de l’inclusion pour des Da importants par rapport aux autres cas. Lorsque Da est faible
la forme géométrique est plus ou moins uniforme.

Intéressons nous maintenant aux formes de l’interface du grain obtenues pour Da = 1000.
Pour un Pe faible, l’effet de la diffusion est dominant, la réaction de dissolution dépend en effet
de la distribution de la concentration qui est sous forme d’isolignes verticales. Cela explique le
front de dissolution visible pour les différentes valeurs de la porosité normalisée. A contrario,
pour un Pe élevé, le transport rapide de la concentration dissout principalement les bords
supérieur et inférieur du grain d’où la forme allongée et aplatie du grain au cours du temps
dans la direction de l’écoulement.
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Figure 3.8 – Evolution de la morphologie de l’inclusion au cours de la dissolution pour différentes
valeurs de Péclet et de Damköhler. Les porosités normalisées sont ϕ

ϕ0
= 1 (noir), ϕ

ϕ0
= 1.3 (vert), ϕ

ϕ0
= 1.6

(bleu) et ϕ
ϕ0

= 1.75 (rouge)

A l’inverse, si les réactions sont lentes (Da = 0.1 et Da = 1), la dissolution devient plus
uniforme à la surface du disque. Dans ce cas, l’effet de la réaction est faible par rapport aux
effets de la diffusion ou de l’advection. Cela induit une répartition plus ou moins uniforme de la
concentration autour du grain, par conséquent une forme géométrique quasi-circulaire.

Le suivi de l’évolution de la forme des grains facilite la compréhension de ce qui est ob-
servé sur la relation perméabilité-porosité dans la figure 3.7 mais ne permet pas de la quantifier.
Il est connu que la perméabilité est sensible à la surface spécifique où sont imposées des condi-
tions de vitesse nulle qui résiste à l’écoulement. Dans cette étude, la surface est simplement le
périmètre de l’inclusion par unité de profondeur. Les variations de la surface normalisée à la
surface initiale sont tracées dans la figure 3.9a pour différents régimes de transport. La variation
de la surface de l’inclusion en fonction de la porosité normalisées est essentiellement similaire
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pour tous les cas simulés, même si le volume solide n’occupe pas la même forme. Pourtant
l’évolution temporelle du volume du solide dans la figure 3.9b montre une grande dépendance
vis-à-vis des régimes de transport et de dissolution.
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Figure 3.9 – Suivi de l’évolution de la surface normalisée figure 3.9a et du volume du solide figure 3.9b
pour différents régime de dissolution de l’inclusion circulaire.

Sur la base des résultats obtenus, il est possible par les relations perméabilité-porosité de
distinguer le milieu le plus perméable selon les différents régimes de transport réactif et ainsi
d’évaluer quantitativement les milieux vis à vis du transport réactif. Cependant, les paramètres
combinés comme la perméabilité, la surface spécifique et la porosité dans cette étude, ne permet
pas de quantifier finement la distribution locale des phases dissoutes. En effet, les surfaces
spécifiques associées au volume du solide existant dans le milieu sont très proches quel que soit
le changement de forme du grain lors de la dissolution.

Pour évaluer quantitativement l’anisotropie observée sur les grains à l’échelle du pore, un
autre paramètre telle que la tortuosité devrait nous renseigner sur la forme de l’inclusion et
surtout sur sa résistance au transport. La tortuosité constitue une bonne mesure de quantifica-
tion de l’évolution de la microstructure par dissolution [177]. Nous sommes particulièrement
intéressés par la tortuosité déterminée à partir du coefficient de diffusion effectif de la cellule
contenant l’inclusion. Notons que le couplage entre le transport et l’écoulement est faible. Ainsi,
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le changement de vitesse est une conséquence du changement de morphologie. Nous choisissons
donc de suivre la tortuosité de diffusion qui dépend directement de la morphologie plutôt que
la tortuosité hydraulique qui dépend en plus de la vitesse.

3.3.4 Etude de l’influence du régime du transport sur la relation tortuosité
– porosité.

Pour calculer la tortuosité de diffusion telle que définie dans l’équation (3.5), nous devons
déterminer Deff comme dans la relation (3.6). Nous suivrons pour cela une méthodologie qui
consiste à résoudre une équation de diffusion jusqu’à stationnarité.
Si nous considérons la diffusion moléculaire classique de la concentration c(x, y) :

∂q
∂t

+ ∇⃗.(−D∇⃗q) = 0 , qin = 1 et qout = 0 (3.8)

où q(x, y) est la concentration d’un traceur inerte de coefficient de diffusion D isotrope. A l’état
stationnaire, le flux j = −D∇q est constant.[

jx

jy

]
= −

[
D 0
0 D

] [
∂q
∂x
∂q
∂y

]
= −

[
D ∂q

∂x

D ∂q
∂y

]
(3.9)

Réduisons la dimension du problème en éliminant l’effet de la direction y et en considérant la
concentration moyenne Q tel que :

Q = 1
Ly

∫ Ly

0
q(x, y)dy = Q(x) (3.10)

La nouvelle équation à résoudre dans la direction x devient :

d

dx
(−Deff

x
dQ

dx
)︸ ︷︷ ︸

Jx

= 0 avec Qin = qin et Qout = qout

(3.11)

Nous calculons Jx numériquement, nous déterminons Deff
x par l’équation (3.6). La même

méthode est suivie pour calculer la tortuosité dans la direction y avec :

Tyy = ϕD

Deff
y

(3.12)

en considérant cette fois le bord inférieur et le bord supérieur comme l’entrée et la sortie du
domaine respectivement.



98 | Modélisation des changements de microstructures dans des milieux poreux

En résumé, le calcul de la tortuosité dans les directions x et y de la cellule carré avec in-
clusion circulaire, se fait en résolvant en supplément deux équations de diffusion par la LBM.

Les figures 3.10 et 3.11 représentent la variation des composantes diagonales du tenseur
de tortuosité Txx et Tyy en fonction de la porosité normalisée pour différentes valeurs de Pe et
pour Da = 0.1 et Da = 1000 respectivement. Les courbes de couleur noire dans les graphiques
3.10a et 3.10b correspondent au cas d’un changement de géométrie par diminution progressive
du rayon du grain circulaire.
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Figure 3.10 – Les tortuosités dans les directions x dans la figure 3.10a et y dans la figure 3.10b en
fonction de la porosité normalisée pour différents régimes de transport en présence d’une réaction lente
(Da = 0.1)

Les graphiques 3.10 montrent que les tortuosités Txx et Tyy dans les directions x et y sont
inversement proportionnelles à la porosité. Elles diminuent de façon similaire à partir d’une
valeur maximale, qui est la même dans les deux directions puisque le milieu est initialement
symétrique, jusqu’à une valeur minimale.

lim
ϕ→ϕmax

T = 1 tel que ϕmax = 1 (3.13)

La tortuosité en absence de solide (dissolution totale) tend vers 1, car le chemin parcouru est
égal à la longueur de la cellule.
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Nous constatons que pour les réactions lentes, l’évolution des tortuosités Txx et Tyy est très
proche de la courbe de la tortuosité uniforme (courbe noire) quel que soit le régime de transport
dominant qu’il s’agisse de diffusion ou d’advection. En effet, lorsque la réaction est lente (faibles
valeurs de Da) la forme circulaire de l’inclusion est conservée (diminution de rayon). Le calcul
de la tortuosité dans ce cas confirme d’une manière quantifiée l’isotropie de la cellule. Pour
une réaction lente, il est possible de modéliser la dissolution à l’échelle macroscopique par des
modèles de réduction de porosité uniforme.

Dans le cas d’une réaction rapide, les composantes diagonales du tenseur de tortuosité sont
fortement affectées par le régime de transport comme le montre la figure 3.11. Nous remarquons
pour certaines valeurs de Pe, que les tortuosités Txx et Tyy s’écartent de la solution uniforme
correspondant à une forme circulaire. En effet, pour une porosité constante Txx et Tyy sont des
fonctions décroissante et croissante de Pe respectivement (voir figures 3.11a et 3.11b).

(a) (b)

Figure 3.11 – Relation entre les tortuosités dans les directions x dans la figure 3.11a et y dans la
figure 3.11b en fonction de la porosité normalisée pour différents régimes de transport en présence d’une
réaction rapide. Les distributions du scalaire de la tortuosité pour les cas extrêmes sont également
présentées

Nous remarquons aussi pour le cas d’une réaction rapide et une faible advection Pe < 1 que la
tortuosité Txx augmente et ensuite diminue en fonction de la porosité. Ceci est dû à la forme
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aplatie du grain dans la direction y, ce qui représente plus de chemin à parcourir de la gauche
vers la droite de la cellule carrée. Puisque la dissolution est frontale, la modification de la
géométrie se fait surtout dans la direction x ce qui augmente la tortuosité. Cela reste valable si
la hauteur de la surface du grain projetée sur l’axe des y est égale au diamètre initial du grain
dans le cas échéant la tortuosité Txx diminue. Le même effet est observé pour la tortuosité Tyy

mais pour des Pe importants. Dans ce cas l’inclusion est aplatie dans la direction x, ce qui a
pour effet d’augmenter la valeur de Tyy.

La tortuosité est un paramètre pertinent pour quantifier l’influence de la dissolution sur
la forme des grains. La déformation par réaction chimique du grain est reflétée par l’anisotropie
du tenseur de la tortuosité (c’est-à-dire Txx ̸= Tyy) qui exprime la résistance du milieu dans
certaines directions plus que d’autres. En examinant l’évolution du rapport Txx/Tyy dans les
graphiques 3.12 nous voyons que pour une dissolution lente le changement de géométrie du
l’inclusion circulaire dans les directions x et y sont analogues et le rapport évolue autour de 1
(figure 3.12a). Cependant, ce n’est pas le cas pour les réactions rapides où le rapport Txx/Tyy

varie et indique une anisotropie sur la forme du grain. Le rapport est inférieur à 1 pour un Pe
élevé, ce qui implique que la trajectoire moyenne dans la direction x est plus petite que celle
dans la direction y. Le grain est donc plus allongé selon x. De même pour un Pe faible où le
rapport supérieur à 1 signifie que le milieu est plus résistant dans le sens de l’écoulement. Le
grain diminue donc en largeur plus qu’en hauteur ce qui rend la forme allongée suivant y.
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Figure 3.12 – Rapport des composantes diagonales de la tortuosité Txx et Tyy en fonction de la porosité
normalisée pour différents régimes de transport en présence d’une réaction rapide 3.12b et lente 3.12a
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3.4 Dissolution d’un milieu poreux périodique

Nous nous intéressons dans cette section à la dissolution de plusieurs grains circulaires.
Considérons maintenant un modèle représentatif simplifié d’un milieu poreux dont la micro-
structure consiste en une répétition séquentielle de plusieurs cellules élémentaires contenant
chacune une inclusion circulaire. Le milieu modélisé est composé de 6 grains centrés dans des
cellules carrées avec un décalage d’une cellule vide pour l’entrée et une pour la sortie comme
l’illustre la figure 3.13. Le domaine d’étude est maillé selon une grille rectangulaire 512 × 64.
Une vitesse constante Uin est imposée à x = 0, une pression Pout est fixée en sortie x = Lx et
des conditions périodiques sur la vitesse sont appliquées sur les bords supérieur et inférieur.
Les conditions aux limites sur la partie transport réactif sont les mêmes que celles imposées
dans le cas d’une seul cellule élémentaire. La concentration Cin est imposée à x = 0 et un
flux de diffusion nul est fixé à x = Lx. Comme pour la vitesse, des conditions périodiques
sont appliquées à la concentration pour y = 0 et y = Ly. Les grains solides ont des frontières
réactives qui évoluent en fonction de la concentration dans le milieu. Les paramètres utilisés
dans cette partie sont résumés dans le tableau 3.3.

Figure 3.13 – Modèle idéalisé utilisé pour la simulation du milieu poreux à l’échelle du pore. Il est
constitué d’une succession d’inclusions circulaires dans des cellules élémentaires

Bien que le milieu simulé soit une représentation très simplifiée d’un milieu poreux, il possède
un intérêt particulier qui consiste à mettre en avant l’influence de la présence de plusieurs
grains sur la dissolution. De plus, l’alignement des inclusions permet de suivre l’évolution de
leurs formes au cours du temps et de voir l’influence des uns sur les autres. Cette structure
du milieu est souvent utilisée dans les études d’homogénéisation pour valider les processus de
mise à l’échelle en les comparant aux résultats moyens de la simulation numérique à l’échelle de
pores [9, 182].



102 | Modélisation des changements de microstructures dans des milieux poreux

Paramètres Unité SI Unité lb
Lx × Ly 0.004 × 0.0005 512 × 64
R 0.0002 25.6
ρ 1000 1
ν 10−6 1/6
D 10−8 1/600
∆x 7.812 × 10−6 1
∆t 1.017 × 10−5 1
VM 3.69 × 10−5 0.369
Cin = Cref 104 1
Ceq = C0 0 0

k 2.5 × 10−2 3.25 × 10−2 Da = k 2R
D =1000

2.5 × 10−4 3.25 × 10−4 Da = 10
2.5 × 10−5 3.25 × 10−5 Da = 1
2.5 × 10−6 3.25 × 10−6 Da = 0.1

Uin 1.2 × 10−2 1.56 × 10−2 Pe = Uin Ly

D = 600
1.2 × 10−4 1.56 × 10−4 Pe = 6
1.2 × 10−5 1.56 × 10−5 Pe = 0.6

Table 3.3 – Paramètres utilisés dans les simulations de la dissolution d’une suite périodique de grain
circulaire

Avec cette géométrie, nous étudions d’abord le comportement global du milieu soumis à
la dissolution puis nous suivons le comportement de chaque cellule séparément pour mettre
en avant la part de chaque cellule dans l’évolution globale du milieu poreux. En effet, cela
permettrait de mettre en évidence les cas où le comportement collectif est reproductible par le
comportement d’une seule cellule. En d’autres termes, nous cherchons à savoir si la dissolution
du milieu poreux peut être toujours considérée comme une simple généralisation de la dissolution
de cellules répétée plusieurs fois.

Comme dans les cas précédents, pour étudier l’influence du transport réactif sur l’évolu-
tion du milieu poreux, nous présentons les résultats des simulations en fonction de Pe et
Da. Les résultats englobent divers aspects quantitatifs telles que les relations normalisées
de perméabilité-porosité, surface spécifique-porosité et tortuosité-porosité. L’évolution de la
microstructure pendant la dissolution est analysée et mise en relation avec les tendances tracées.



3.4 Dissolution d’un milieu poreux périodique | 103

3.4.1 Etude de l’influence du régime du transport sur la relation perméabilité
– porosité

Les courbes de perméabilité-porosité normalisées pour l’ensemble du milieu poreux sont
présentées sur la figure 3.14. La limite inférieure du graphique correspond à la plus faible
valeur de Pe et à la valeur la plus élevée de Da. La limite supérieure est la courbe pour Pe et
Da les plus élevés. Pour une porosité constante, la perméabilité normalisée est une fonction
décroissante de Da pour des Pe faibles et croissante pour des Pe élevés.

Figure 3.14 – Variation de la perméabilité normalisée en fonction de la porosité normalisée du milieu
poreux pour différentes combinaisons de Pe et Da

Le milieu est alors plus perméable dans deux situations : quand la réaction est rapide dans un
régime où l’advection est prédominante ou quand la réaction est lente dans un régime où la
diffusion est prédominante. En effet, pour Pe faible, la porosité augmente plus fortement que la
perméabilité, comme le suggère la pente des courbes marquées par des symboles ronds dans la
figure 3.14. Ceci est dû à l’augmentation du volume de fluide dans le milieu sans ouvrir la voie
au passage du fluide dans le sens de l’écoulement. Les évolutions globales montrent les mêmes
tendances dans le cas d’une ou plusieurs inclusions. Mais les courbes sont plus écartées dans la
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figure 3.14 de cette étude que dans le cas d’une seule inclusion.

Pour appuyer notre interprétation, nous mettons en évidence dans la section ci-dessous les
variations de champs de concentration et de vitesse produites dans le milieu lors de la dissolution.

3.4.2 Evolution de la morphologie au cours de la dissolution

Intéressons nous dans cette partie à l’évolution des champs de concentration et de vitesse
dans le milieux poreux. Les simulations présentées dans cette section associent deux valeurs du
nombre de Péclet (Pe = 0.6 et Pe = 600) à deux valeurs du nombre de Damköhler (Da = 0.1 et
Da = 1000). Les figures 3.15a et 3.15b présentent le champs de concentration de Pe = 600 avec
Da = 0.1 et Da = 1000 respectivement. Pour le Da faible, le fluide est complètement saturé
par la concentration, et tous les grains solides sont entourés de la même quantité de réactif qui
est consommé de manière uniforme à la surface du solide. Ainsi, tout au long du processus de
dissolution, les grains solides conservent une forme quasi-circulaire.

(a) P e = 600 Da = 0.1 (b) Pe=600 et Da=1000

(c) Pe=0.6 et Da=0.1 (d) Pe=0.6 et Da=1000

Figure 3.15 – Illustration du champ de concentration normalisé C/Cref milieu poreux pour différentes
valeurs de Pe et de Da

Pour Da = 1000, les inclusions solides s’écartent de la forme circulaire pendant la dissolution,
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et nous observons, sur la figure 3.15b, une forme plus allongée dans la direction de l’écoulement.
Cette asymétrie de la forme solide est la même que celle observée pour le cas d’une inclusion dans
la figure 3.8 de la section 3.3. Elle résulte de la distribution non-uniforme de la concentration à
l’interface due aux conditions d’écoulement. En effet, la figure 3.16b montre que l’écoulement
ralentit entre les grains jusqu’à une vitesse nulle d’où les faibles valeurs de la concentration dans
ces zones. C’est la vitesse élevée qui a pu êtres relevée sur les faces latérales, qui leur permettre
de devenir les principaux sites de la réaction rapide. Et comme le côté droit du minéral solide
est moins exposé à la concentration du réactif que le côté gauche qui lui fait face, cela allonge
la forme de la réaction.

Dans le cas d’un faible Pe, le transport est dominé par la diffusion dans le milieu. Lorsque Da
est faible, la figure 3.15c montre une dissolution sous forme de front étalé sur plusieurs grains
(exemple ϕ/ϕ0 = 1.2 les quatre premières inclusions). La forme géométrique des grains reste
circulaire. Cependant, lorsque Da est élevé, l’effet de la réaction est plus important par rapport
à celui de la diffusion. La concentration varie entre l’entrée (x = 0) et le début du front de
dissolution.

(a) Pe = 600 et Da = 0.1 (b) Pe = 600 et Da = 1000

(c) Pe=0.6 et Da=0.1 (d) Pe=0.6 et Da=1000

Figure 3.16 – Illustration du champ de vitesse normalisée par Umax = 0.165 [m · s−1] pour Pe = 600 et
Umax = 1.65 × 10−4 [m · s−1] pour Pe = 0.6 dans le milieu

La figure 3.16 montre la norme du champ de vitesse normalisée par Umax pour différents
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Pe et Da. La vitesse Umax correspond à la vitesse maximale dans le milieu obtenue à l’état
stationnaire avant le début du processus de dissolution (voir l’algorithme figure 2.1). Il est à
noter que cette vitesse diminue après le premier changement de géométrie dû à la dissolution. Il
est aussi intéressant de noter que ce qui a été observé sur le graphique de perméabilité-porosité
dans la figure 3.14, est également prouvé par le champ de vitesse dans la figure 3.16. En partant
du fait que pour un Da donné et pour une porosité fixe, nous observons que plus l’écoulement
est rapide, plus la dissolution est représentée par la diminution de la hauteur du disque, ce qui
favorise le passage du fluide. Ainsi, une augmentation de la perméabilité est observée sur la
figure 3.14.

Nous avons pu montrer qu’il existe une forte dépendance entre les régimes de transport et de
réaction caractérisés par les nombres Pe et Da et les différentes formes de dissolution. Celles-ci
se distinguent les unes des autres, pour une même porosité, par la surface réactive disponible
pour le réactif. Dans le cas d’une seule inclusion, malgré la forme différente obtenue lors de
la dissolution, la variation de la surface spécifique est la même pour tous les cas (voir figure 3.9a).

Pour la dissolution d’une série de grains, nous avons vu que la forme et le nombre de grains
changent pour un volume de solide donné selon les valeurs de Pe et Da. Il convient donc, dans
la section suivante, de mettre en évidence l’influence du régime de transport sur l’évolution de
la surface réactive.

3.4.3 Etude de l’influence du régime du transport sur la relation surface
spécifique – porosité

Dans les simulations réalisées sur le milieu de la figure 3.13, nous calculons la surface
spécifique instantanée. Sa variation en fonction de la porosité normalisée est présentée sur la
figure 3.17. Nous observons que la surface spécifique dépend du régime de transport. Cette
caractéristique est en désaccord avec ce qui est remarqué pour le cas de l’inclusion unique. Nous
remarquons la disparition des grains les un après les autres pour de faibles Pe et un important
Da qui correspond au cas de la dissolution frontale. Cela explique les ondulations (au nombre
de 6) dans la variation de la surface en fonction de la porosité (courbes avec symboles carrés et
des cercles rouges).

Nous remarquons pour les autres courbes que lorsque la porosité ϕ
ϕ0

< 1.3, les surfaces sont les
mêmes. Cela est dû au fait que tous les grains se dissolvent simultanément (voir la figure 3.16).
Pour une porosité ϕ

ϕ0
> 1.3, la surface évolue de manière similaire pour tous les cas sauf pour

le cas de faibles Pe et Da (courbes du symbole carrés bleu et cercles jaunes). Pour ce dernier
cas, le nombre de grains est égale à 5, contrairement aux autres qui sont à 6.
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Figure 3.17 – Variation de la surface spécifique normalisée en fonction de la porosité normalisées pour
différents Pe et Da pour un milieu poreux périodique

En conclusion, le milieu poreux n’est pas contrôlé que par le volume de solides qu’il contient,
mais aussi par sa distribution. Une même quantité de solides peut être distribuée sur différentes
surfaces spécifiques et sous plusieurs formes. L’évolution de la forme de la microstructure de
l’ensemble du milieu peut être mesurée par la tortuosité. La figure 3.18 montre pour un Da
faible et un Pe modéré ou élevé le rapport des composantes de la tortuosité est proche de 1, il
commence à s’écarter pour un Pe faible à cause de la disparition complète de certains éléments.
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La grande anisotropie est capturée pour les réactions rapides, où des formes d’inclusion non
uniformes apparaissent dans le milieu.
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Figure 3.18 – Rapport des composantes diagonales de la tortuosité Txx et Tyy en fonction de la porosité
normalisée pour différents régimes de transport en présence d’une réaction rapide dans un milieu poreux

En somme, ce qui a été retenu de l’étude du milieu poreux formé par une série de grains, comme
les relations perméabilité-porosité et tortuosité-porosité et les aspects d’anisotropie apparus sur
les grains, sont de même nature que ce qui est vu pour l’inclusion circulaire, alors que la surface
spécifique a un comportement différent dans les deux études. Cette différence prouve que ce qui
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est obtenu sur une cellule élémentaire ne peut pas toujours être généré sur le milieu façonné
de la répétition périodique. Le problème soulevé est de comprendre comment la dissolution
d’un grain affecte son voisinage. Pour être précis, poussons notre étude plus loin et suivons le
comportement de chaque cellule séparément.

3.4.4 Suivi temporel de l’évolution des inclusions circulaires cellule par
cellule

Rappelons qu’un écoulement rapide (Pe élevé) pourrait rapidement transporter la concentra-
tion sur une longue distance dans la direction x. Le gradient de concentration développé autour
des interfaces perturbe les équilibres sur la rangée de grains et initie la dissolution dans ces
zones. L’évolution de la porosité en fonction du temps suivie dans la figure 3.19a pour chaque
grain séparément prouve que la dissolution commence aux interfaces de tous les grains presque
simultanément pour un Pe élevé.

Pour de grands Da, la figure 3.19b montre que la dissolution commence à t = 0.2 − 0.3 [s] sur
tous les grains mais la durée de dissolution des grains n’est pas la même. Le réactif agit sur le
premier grain beaucoup plus rapidement que les autres. La disparition des grains se fait par
ordre de leur position de sorte que le premier grain se dissout plus rapidement que le suivant et
ainsi de suite. Alors que pour un Pe élevé mais un Da faible, le réactif transporté par le fluide
arrive rapidement sur les sites réactifs et commence la dissolution sur les grains pour t = 7 [s]
et 11 [s] (voir figure 3.19a). La dissolution elle-même est assez lente dans le temps, les grains
évoluent de manière uniforme en forme et ont besoin d’un temps à peu près équivalent pour
disparaître.

Pour les régimes de transport où la diffusion domine comme sur la figure 3.19c et 3.19d
les grains se dissolvent successivement selon deux modes. Pour la réaction lente, la dissolution
commence sur les grains un par un de sorte que la dissolution devient de plus en plus lente
d’un grain à l’autre. Pour la réaction rapide, la dissolution du grain suivant a lieu presque à
la fin de la dissolution du grain précédent. Un front efface les grains successivement. On en
déduit que si l’on prend une série de N cellules dans une rangée, cela ne revient pas vraiment à
dissoudre N fois la cellule.

Sur la base des résultats obtenus et des conclusions tirées de cette section, dont la plus
fondamentale est que le processus de dissolution d’un seul grain n’a pas nécessairement le même
impact que celui de la chaîne de grains et dépend des régimes qui prédominent, nous percevons
dans la section suivante l’étude d’un cas général en mettant en scène le désordre des grains
dans l’espace poral.
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Figure 3.19 – Suivi de la variation temporelle de la porosité normalisée cellule par cellule pour différents
régimes de transport réactif
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3.5 Dissolution des milieux poreux aléatoires

Pour étudier les changements induits par la dissolution dans les milieux poreux aléatoires,
nous appliquons le modèle de transport réactif basé sur la méthode de Boltzmann sur réseau
dont l’algorithme est présenté dans la figure 2.1. L’une des premières étapes de la construction
du modèle est de définir la géométrie du milieu à simuler.

3.5.1 Génération des milieux poreux

La modélisation du transport de masse réactive dans cette section est effectuée sur des
échantillons numériques de milieux poreux. La microstructure poreuse de ces échatillons est
générée à l’aide de la librairie libre de Python " Porespy ", développée par "Porous Materials
Engineering & Analysis Lab (PMEAL)" [183]. Ce logiciel est une collection d’outils d’analyse
d’images utilisés pour extraire des informations des images 2D/3D de matériaux poreux. Il
permet également de créer des milieux poreux bidimensionnels ou tridimensionnels, isotropes
ou anisotropes en ajustant les paramètres d’entrée associés que nous aborderons dans la suite.
Le module générateur "random sequential addition of spheres" de PoreSpy que nous utilisons
dans cette étude vise à créer une image composée de sphères placées de façon aléatoire où les
principaux paramètres d’entrée suivants peuvent être spécifiés : la taille de la grille en indiquant
le nombre de pixels utilisés dans les directions horizontale et verticale, le nombre total de disques,
leur rayon, la porosité, la distance minimale entre deux disques, etc. Le principal avantage
de cette approche est que le chevauchement des disques peut être évité ou contrôlé. Dans le
cadre de ce travail, les milieux poreux sont composés de disques de même taille qui ne se che-
vauchent pas afin de garantir la même porosité dans les milieux. Chaque domaine bidimensionnel
consiste en une grille de 448 x 320 mailles qui comprend un ensemble de 25 inclusions circu-
laires. Les mêmes porosités sont initialement fixées sachant que les disques ont un rayon r=52 lb.

La figure 3.20 regroupe des sélections de milieux poreux. La figure 3.20a présente une structure
poreuse régulière et les autres présente des structures complètement aléatoires.

Une fois les images élaborées, le logiciel porespy les convertit du mode image en un fichier texte
par la fonction "porespy.io.to_palabos". Le fichier produit est une une représentation binaire
contenant 3 étiquettes : 2 pour solide, 1 pour interface, 0 pour fluide. Palabos lit ce fichier pour
mettre en place la géométrie et exécute la simulation en fonction de la dynamique des nœuds.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figure 3.20 – Milieux poreux numériques d’une longueur Lx = 0.0035 [m] et d’une largeur Ly = 0.0025
[m] avec divers désordres. Figure 3.20a : Structure d’arrangement ordonnée ; figures 3.20b, 3.20c, 3.20d,
3.20e, 3.20f : Structure d’arrangement arbitraire. Le noir indique les solides réactifs ; le blanc est l’espace
des pores

3.5.2 Effet du caractère aléatoire de la structure poreuse sur les propriétés
du milieu poreux

La répartition des solides dans les milieux poreux est l’un des principaux facteurs contrôlant
la perméabilité du milieu. Elle favorise l’écoulement des fluides dans certaines zones beaucoup
plus que d’autres. En examinant la relation entre la perméabilité et la porosité pour différents
régimes de dissolution et milieux, nous observons différentes relations mettant en jeu l’influence
de l’hétérogénéité du milieu. Un exemple pour un ensemble de Pe et Da est présenté dans la
figure 3.21.

Différents régimes de dissolution sont observés sur la figure 3.22 en fonction de la combinaison
de Pe et Da, reflétant la dominance d’un phénomène sur l’autre. En effet, le phénomène de
dissolution localisée plus à l’entrée se produit pour un Pe et Da faible alors que pour un Pe
faible si la réaction est rapide, la dissolution se traduit par une avancée du front qui efface
brutalement les solides en diffusant.
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Figure 3.21 – Relation perméabilité-porosité pour les milieux poreux de la figure 3.20 avec Pe=60 et
Da=10

Pour un Pe élevé et un Da faible la dissolution se fait partout ce qui élargit les espaces
entre les grains créant des chemins préférentiels : on peut parler de dissolution ramifiée. Par
contre, si Pe et Da sont élevés, la dissolution se produit principalement dans les chemins de
haute perméabilité où la vitesse d’écoulement est élevée. Dans ces chemins, la solution en
déséquilibre chimique est rapidement renouvelée par advection. Par conséquent, la dissolution a
lieu en priorité dans les zones traversées par le fluide à grande vitesse, c’est-à-dire les voies très
perméables, ce qui implique la canalisation du milieu.
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Figure 3.22 – Illustration du champ de vitesse normalisé par Umax = 6.5 × 10−3 [m · s−1] pour Pe=60
et Umax = 6.5 × 10−5 [m · s−1] pour Pe=0.6 dans le milieu poreux 3.20d pour différents nombres de Pe
et Da

La distribution du champ de concentration et son évolution pour différentes porosités (par
exemple celui du milieu 3.20d présenté dans la figure 3.23) semblent cohérentes avec le cas de
la dissolution de la séquence de grains dans la section précédente.

Figure 3.23 – Illustration du champ de concentration normalisé par Cref = 104 [mol · m−3] dans le
milieu poreux 3.20d pour différents nombres de Pe et Da
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3.6 Transport réactif dans les milieux complexes

De manière plus générale, le modèle qui a été développé peut s’adapter au transport de
masse dans des milieux poreux de tout type de complexité. Nous avons par exemple tester le
code avec un milieu poreux généré par PoreSpy, mais cette fois la microstructure poreuse n’est
pas un simple arrangement de disques. La fonction "blobs" de Porespy permet de créer des
milieux poreux d’une taille donnée et d’une porosité fixe avec une morphologie plus complexe.
La structure interne du milieu est contrôlée par un paramètre de correction appelé "blobbiness"
qui varie dans la gamme de 0 à 1. La figure 3.24 compare trois compositions de milieux poreux
bidimensionnels avec une porosité de 0.6 en fonction du paramètre de correction.

(a) blobnisess = 0.5 (b) blobnisess = 0.8 (c) blobnisess = 1

Figure 3.24 – Trois représentations des milieux poreux générés par Porespy avec diffèrents "blobnisess"

La figure 3.24 montre qu’en réduisant la valeur du paramètre "blobbiness", un plus grand
diamètre de pore est obtenu dans la structure finale. Les images des milieux poreux obtenus sont
traduites par une matrice binaire et peuvent être lues facilement par Palabos pour initialiser la
géométrie.

D’autres méthodes de construction de milieux poreux sont également utiles pour étudier
le transport réactif. En effet, le code développé peut être utilisé pour des échantillons réels
comme celui de la figure 3.25a. En utilisant le logiciel "ImageJ", une image capturée est lue
puis reproduite comme dans la figure 3.25b sous la forme d’une matrice binaire. La pureté de
la figure et d’autres critères peuvent être réglés [184].

Considérons une structure du milieu poreux illustrée à la figure 3.26 utilisé par Kang et al. [114].
Le milieu a une porosité de 0,43 avec une grille carrée de taille de maille de 256 lb. Le milieu
poreux étant délimité de haut et bas, une condition de vitesse nulle est imposée. Les paramètres
des simulations sont donnés dans le tableau 3.4. La vitesse caractéristique utilisée dans le calcul
de Péclet est déterminée numériquement. Elle correspond à la vitesse moyenne du fluide en
régime stationnaire dans la géométrie initiale du milieu avant d’être soumis à la dissolution.
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(a) (b)

Figure 3.25 – Figure 3.25a : Échantillon du milieu poreux composé de terre avec une porosité ouverte
de 30% produit au laboratoire LGCGM de l’INSA-Rennes. Figure 3.25b : transformation du milieu 3.25a
en image matricielle numérique prête à l’utilisation dans la simulation

Figure 3.26 – Schématisation du milieu poreux simulé et des conditions aux limites

Nous simulons l’écoulement, le transport et la dissolution couplés dans ce milieu pour vérifier
dans un premier temps la capacité du code à gérer des milieux complexes. A cette fin, nous
regardons si les champs de vitesse et de concentration sont adaptés à la morphologie interne
évolutive du milieu contenant les pores ouverts et fermés. Les figures 3.27 montrent les champs
de vitesse à différentes porosités pendant la dissolution pour Pe et Da élevés. Nous voyons
que, contrairement à la condition périodique, la vitesse élevée est relativement distribuée au
milieu de l’espace des pores. Cette information est importante pour comprendre les phénomènes
qui suivent, tels que le transport d’espèces et l’échange de matière. En effet, les figures 3.28
montrent que les gradients de concentration sont de plus en plus élevés dans les chemins les plus
perméables. Ces chemins privilégiés pour le fluide sont les sites les plus exposés à la dissolution.

Considérons un régime de transport avec un Pe modéré et varions la vitesse de réaction en
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Paramètres Unité physique Unité lb
Lx × Ly 0.0256 × 0.0256 256 × 256
ρ 1000 1
ν 10−6 1/6
D 10−7 1/60
∆x 10−4 1
∆t 1.6667 × 10−3 1
VM 3.69 × 10−5 0.369
Ceq = Cref 104 1

k 3.906 × 10−5 6.5 × 10−3 Da = 10
3.906 × 10−6 6.5 × 10−4 Da = 1
3.906 × 10−7 6.5 × 10−5 Da = 0.1

∆P = Pin − Pout 3.3 × 10−1 9.167 × 10−2 Pe = 10.7
3.3 × 10−2 9.167 × 10−3 Pe = 1.2
3.3 × 10−3 9.167 × 10−4 Pe = 0.12

Table 3.4 – Paramètres de la simulation de dissolution dans le milieu de la figure 3.25

(a) ϕ/ϕ0 = 1.05 (b) ϕ/ϕ0 = 1.15 (c) ϕ/ϕ0 = 1.3

Figure 3.27 – Distributions du champ de vitesse à Pe = 10.7, Da = 10

(a) ϕ/ϕ0 = 1.05 (b) ϕ/ϕ0 = 1.15 (c) ϕ/ϕ0 = 1.3

Figure 3.28 – Distributions du champ de concentration normalisée à Pe = 10.7, Da = 10



118 | Modélisation des changements de microstructures dans des milieux poreux

changeant Da. Nous observons trois modèles de dissolution différents comme le montre le champ
de concentration dans les figures 3.29,3.30,3.31.

(a) ϕ/ϕ0 = 1.2 (b) ϕ/ϕ0 = 1.4 (c) ϕ/ϕ0 = 1.6

Figure 3.29 – Distribution de la concentration normalisée à Pe = 1.2, Da = 10

(a) ϕ/ϕ0 = 1.2 (b) ϕ/ϕ0 = 1.4 (c) ϕ/ϕ0 = 1.6

Figure 3.30 – Distribution de la concentration normalisée à Pe = 1.2, Da = 1

(a) ϕ/ϕ0 = 1.2 (b) ϕ/ϕ0 = 1.4 (c) ϕ/ϕ0 = 1.6

Figure 3.31 – Distribution de la concentration normalisée à Pe = 1.2, Da = 0.1

Nous pouvons donc généraliser les résultats en déduisant qu’indépendamment de l’hétéro-
généité de la microstructure du milieu poreux, nous pouvons associer des classifications des
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motifs dissous en fonction du nombre de Pe et Da. Nous observons un motif de dissolution
frontal si Pe est faible et Da élevé, canalisé ou ramifié si Pe et Da sont tous deux élevés, uniforme
pour Da faible, et mixte (contenant une transition d’un modèle à l’autre) si le Da est modéré.
Les variations de perméabilité normalisée en fonction de la porosité à différents Pe et Da sont
présentées sur la figure 3.32. L’ordre de ces relations est analogue à ce qui a été observé dans le
cas des milieux poreux basés sur une répétition périodique de cellule élémentaire.
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Figure 3.32 – Variation de la perméabilité normalisée en fonction de la porosité normalisée à différentes
valeurs de Pe et Da correspondant à la dissolution du milieu poreux à structure compliquée de la figure
2.16

3.7 Conclusion

Nous avons examiné l’impact des changements induits par la dissolution sur les propriétés de
quatre types de milieux poreux : inclusion circulaire, milieu poreux périodique, milieux poreux
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aléatoires et milieu poreux à structure complexe. Nous avons constaté que les relations entre les
propriétés macroscopiques dépendent fortement des régimes de transport et de dissolution, ainsi
que de la géométrie du milieu poreux. Nous avons suivi et analysé l’évolution de la microstructure.

Dans le cas d’une inclusion, nous avons pu distinguer les milieux les moins résistants aux
fluides en fonction de l’ensemble des Pe et Da imposés. Nous avons remarqué que l’évolution
de la forme du grain ne modifie pas a priori la variation de la surface spécifique en fonction
de la porosité. Cette conclusion n’est pas vraie pour le cas d’un milieu poreux où la surface
spécifique d’un volume occupé par un solide dépend de deux critères : la forme et le nombre de
grains du milieu.

De plus, nous avons confirmé l’isotropie de la cellule en calculant la tortuosité en présence
d’une réaction lente. Nous avons prouvé que la dissolution de l’inclusion circulaire peut être
modélisée par des modèles de réduction de porosité uniforme pour les réactions lentes et pour
certaines valeurs de Pe pour les réactions rapides.

Plus précisément, nous avons prouvé qu’un grain peut avoir un effet sur son voisinage. Ainsi,
la dissolution d’une série de N grains ne signifie pas nécessairement la dissolution de N fois
un grain. Cette conclusion est conditionnée par les régimes de transport et de dissolution qui
régissent le milieu. Elle n’est vraie que pour des Pe suffisamment élevés et des Da faibles.

Nous avons aussi constaté que la distribution aléatoire des solides dans la structure des
pores a une influence sur les relations porosité-perméabilité. Cependant, elle ne change pas la
classification du modèle de dissolution. Nous avons présenté différents types de modèles comme
la dissolution uniforme, canalisée, frontale, ramifiée, etc.

En conclusion, cette étude met en évidence la complexité des changements induits par la
dissolution, même pour le système chimique simple considéré, sur les propriétés macroscopiques
des milieux poreux à l’échelle du pore. Il est donc important de comprendre les interactions
qui existent dans les modèles de dissolution solide avec des systèmes chimiques plus complexes
proches de la réalité. Il est également nécessaire de déterminer comment l’utilisation de modèles
numériques peut améliorer l’efficacité de la résolution des problèmes de transport réactif. Dans
ce qui suit, ces aspects seront évoqués dans les perspectives.



Conclusions générales et perspectives

L’objectif général de ce travail de recherche était de développer un modèle numérique de
transport d’espèces réactives pour prédire les changements dans la microstructure d’un milieu
poreux saturé, permettant ainsi une étude à l’échelle du pore des phénomènes d’altération dus
aux réactions chimiques hétérogènes. La méthode LBM a été choisie pour ses avantages, qui ont
été rappelés dans la section 1.4 de ce manuscrit. Ainsi le modèle développé au cours de mon
travail de thèse permet le suivi de l’évolution du champ de concentration d’une espèce chimique
au cours du processus de transport par advection et diffusion. Il permet également de prendre
en compte le couplage du transport de masse, des réactions chimiques et de la modification de
la phase solide suite aux réactions chimiques. Cependant, ce travail a été limité à une réaction
de dissolution.

Le modèle développé au cours de cette thèse de doctorat est donc basé sur la méthode
de Boltzmann sur réseau. Il couple un solveur d’écoulement de fluide à un modèle de transport
par advection et diffusion à une seule espèce. Le milieu poreux est complètement saturé par
un fluide monophasique incompressible. En ce qui concerne la modélisation du transport de
l’espèce chimique et son couplage avec l’écoulement, plusieurs hypothèses ont été émises.

Premièrement, le coefficient de diffusion dans l’équation de transport est considéré constant.
Deuxièmement, la concentration de l’espèce chimique dans le fluide est suffisamment faible
pour que la présence de l’espèce dans le fluide n’influence pas son écoulement impliquant ainsi
un couplage faible.

Les réactions de surface ont été modélisées comme des flux réactifs résultant des gradients de
concentration qui se produisent suite à l’échange de masse entre les deux phases. Elles sont
traitées comme des conditions aux limites de l’équation d’advection et de diffusion. Une grande
partie de la littérature a été consacrée à ces conditions aux limites en raison de l’accent mis
sur certains critères : la conservation du flux à l’interface, précision numérique, flexibilité des
schémas, et autres contraintes sur les approches proposées.
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Une des difficultés de ces méthodes est d’adapter le traitement des réactions hétérogènes
aux structures complexes des pores. Afin d’intégrer ces réactions sur tout type de frontière,
des traitements spécifiques des nœuds d’interface sont requis. Ces traitements nécessitent un
calcul de la normale à la surface dans différentes orientations et pour des formes arbitraires
ainsi que la distinction entre interfaces plates et courbes. Pour tous ces critères, il a été décidé
de comparer différents schémas issus d’études antérieures, qu’ils soient locaux ou non, afin
d’étudier la précision de leurs performances. Ainsi, nous avons retenu le schéma proposé par
Meng et al [117] en le limitant pour l’instant à une position de l’interface localisée à mi-distance
entre deux noeuds (q = 0).

La deuxième difficulté est que les interfaces solide-fluide sont le siège de dissolution ou de
précipitation, ce qui fait que l’espace des pores lui-même change avec le temps. Par conséquent,
un autre défi à relever a été de déplacer l’interface solide-fluide réactive pour suivre l’évolution
de la morphologie du milieu. Pour décrire l’évolution de la microstructure nous avons utilisé la
méthode des valeurs seuils, "VOP", qui consiste à considérer les frontières comme des frontières
marquées. Le suivi de l’évolution de la frontière réactive nous a permis d’analyser la répartition
microscopique des phases dissoutes ou précipitées dans le volume des pores.

Le premier résultat de ce travail a consisté à valider le modèle implémenté dans Palabos.
Cette validation a été conduite en plusieurs étapes. Elle a consisté de partir, à chaque étape,
d’un nombre réduit de phénomènes pour les valider. Tout d’abord, les processus d’écoulement
et de diffusion d’une seule espèce, sur des géométries simples, en particulier le transport entre
deux plans, sont validés par des solutions analytiques en régime instationnaire. L’effet des
paramètres liés à la méthode numérique tels que la discrétisation spatiale et le temps de
relaxation ont été examinés. Ensuite une série de simulations a été réalisée pour la validation de
la mise en œuvre de la chimie par des solutions analytiques en régime transitoire ou permanent.
La précision des schémas de Kang, Meng et Différence Finie implémentés a été examinée
et complétée par des études d’erreurs. Nos travaux montrent un excellent accord entre les
solutions analytiques et numériques dans tous les cas testés au cours de cette thèse. Dans une
dernière étape, la modification de la microstructure a été validée par des études de référence
issues de la littérature. Le suivi de l’interface mobile par dissolution d’une barre minérale
due à une diffusion unidirectionnelle a été validée par des solutions numériques d’éléments
finis. Nous avons également validé le modèle en étudiant la dissolution uniforme d’un milieu à
fracture simple dont la corrélation perméabilité - porosité obéit à une loi cubique. Toutes les
validations effectuées montrent que le solveur développé est capable de simuler le processus de
dissolution/précipitation des minéraux dans des milieux 2D à l’échelle du pore.
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Ensuite, l’importance de l’hétérogénéité du milieu pour prédire l’évolution de la structure
du pore et de la perméabilité pendant le transport réactif a été considérée. Ainsi, la relation
perméabilité-porosité normalisées est explorée dans différents types de milieux allant d’une
représentation simplifiée du pore à des cas plus complexes de milieux : milieu à fracture simple,
milieu à inclusion circulaire, milieu poreux périodique, milieux poreux aléatoires et milieu
poreux complexe. Les résultats ont montré que la relation entre la perméabilité et la porosité
s’est avérée fortement dépendante des nombres de Péclet et de Damköhler qui contrôlent la
prédominance des régimes de transport et de réactivité et de la géométrie du milieu étudié. Cette
relation nous permet d’identifier la résistance du milieu au transport pendant la dissolution.
L’interprétation menée a été consolidée par une analyse comparative des morphologies du milieu
associées à différentes porosités lors de la dissolution.

Nous avons aussi utilisé notre modèle pour étudier la dissolution d’une inclusion circulaire
soumise à différents régimes de transport. Nous avons d’abord discuté de la sensibilité des
résultats à la résolution de la discrétisation spatiale et aux conditions aux limites. Les résultats
ont montré que plus la discrétisation spatiale est fine, plus la disparition du solide dans le milieu
est rapide. Pour les conditions aux limites des bords extérieures du milieu simulé notamment
les parois supérieures et inférieures, nous avons considéré deux types de conditions aux limites :
conditions de flux de masse nul et conditions périodiques. Nous avons conclu que le type de
conditions aux limites affecte les évolutions temporelles de la porosité et de la perméabilité mais
n’affecte pas les relations perméabilité-porosité. Il a été montré que ces relations suivent une loi
de puissance similaire, sauf dans les cas de réaction rapide (grand Da) où des déviations des
relations sont apparues par rapport au cas de référence (dissolution uniforme). Ces changements
sont qualifiés par le suivi de la déformation de l’inclusion circulaire qui montre une dissolution
uniforme pour les réactions lentes avec différents nombres de Péclet et une dissolution non
uniforme pour les réactions rapides qui diffèrent selon le régime de transport régi dans le milieu.
L’anisotropie observée sur l’inclusion a été quantifiée par la relation tortuosité-porosité. Nous
avons donc pu prouvé qu’il est possible de modéliser la dissolution à l’échelle macroscopique en
utilisant des modèles de réduction de la porosité uniforme si la réaction est lente.

Nous avons ensuite étendu l’étude précédente à la simulation du milieu poreux constitué
par une répétition périodique d’une cellule élémentaire à inclusion circulaire. La principale
contribution de cette étude est que la dissolution de séries de N grains ne peut pas toujours
être reproduite à partir de la dissolution N fois d’une seule cellule élémentaire. Ceci peut être
considéré comme une conséquence de l’impact de la dissolution d’un grain sur son voisinage.
Nous avons aussi montré que l’évolution de la surface spécifique du milieu n’est pas seulement
contrôlée par le volume de solides qu’il contient mais aussi par sa répartition.

Après, nous avons étudié la sensibilité de la dissolution aux changements de l’hétérogénéité
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décrite numériquement par la position aléatoire des grains. Les résultats montrent que le mode
de distribution des solides dans la structure des pores a une influence sur les propriétés du
milieu. Pour illustrer l’impact du régime de transport sur les types de dissolution, des aperçus
de la morphologie à différentes porosités sont extraits en fonction de Pe et Da. Cinq types de
dissolution ont été observés dans les simulations : dissolution uniforme, dissolution canalisée,
dissolution ramifiée, dissolution frontale et dissolution mixte.

Perspectives

Dans ce travail de thèse, la modélisation numérique du transport de masse avec prise en
compte d’une réaction de dissolution à l’échelle de pores ont été explorés. Les perspectives
directes qui peuvent être envisagées concernent le transport réactif multi-espèces ainsi que la
prise en compte de réactions hétérogènes.

Transport réactif multi-espèces

Un modèle de transport réactif implique un mélange fluide-solide séparé par des interfaces
qui constituent des sites réactifs et qui sont le siège de phénomènes de transformation de
phase. Les réactions à l’interface expriment l’échange de matière entre le fluide et le solide mais
ne sont pas la seule source réactive du système étudié. Comme mentionné dans le chapitre
1, les processus réactifs peuvent également se produire dans le fluide lui-même. Cependant,
l’intégration des processus réactifs dans le modèle que nous avons développé se fait au prix
d’une simplification consistant à ne considérer qu’une seule espèce dissoute et à se limiter au
traitement des réactions qui ont lieu aux interfaces. Par conséquent, l’échange de matière dans
le fluide n’est pas pris en compte.

Une première étape à faire dans le futur serait d’étendre ce modèle au cas du transport
multi-espèces qui permettrait de prendre en compte les processus réactifs entre les espèces
aqueuses. De même, l’incorporation de plusieurs composants au modèle de transport réactif
permettrait de prendre en compte plusieurs réactions hétérogènes et homogènes en même temps
et pourrait aider à étudier des processus complexes plus réalistes.

Un système multi-espèces conduirait à écrire le système chimique comme une matrice de
réaction qui fixe le nombre d’équations d’advection-diffusion à résoudre. Classiquement, la
matrice de réaction chimique est construite sur la base de la représentation canonique de cette
dernière, ce qui revient à regrouper les espèces dans le volume du fluide sous deux catégories
d’espèces : les primaires et les secondaires dont le nombre est égal au nombre de réactions
chimiques. Les réactions homogènes dans le volume du fluide, sont considérées comme très
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rapides par rapport au temps de transport caractéristique, et sont modélisées à l’équilibre par
une loi d’action de masse. Cette modélisation nécessite un traitement spécifique soit au moyen
d’un module chimique souvent basé sur des méthodes d’algèbre linéaire comme la méthode
de Newton-Raphson en raison de la non-linéarité des équations chimiques, soit par des codes
géochimiques tels que "Phreeqc" [121, 185, 186]. Il est évident que l’utilisation de ce type de
code offre une base de données assez importante sur les réactions chimiques.

Avec ces modèles multi-espèces, il serait possible de reproduire des applications réelles qui
sont généralement formées par plus d’une réaction chimique. Par exemple, il serait possible
de prendre en compte les réactions de précipitation qui se produisent à la suite de la création
d’espèces solubles en raison de la dissolution de certains minéraux.

Traitement des réactions chimiques hétérogènes

Comme mentionné dans le chapitre 2, il est rare dans la littérature que les interfaces
solide-fluide soient traitées comme un terme source dans l’équation LBE pour la diffusion
advective au lieu de les exprimer comme des conditions aux limites. Pour ce faire, il faut
supposer que les réactions hétérogènes sont pseudo-homogènes. De plus, la précision de la
modélisation des réaction par un terme source n’est pas discutée dans la littérature. Il serait
alors intéressant de comparer le traitement des réactions comme conditions aux limites au
traitement des termes sources dans les équations d’advection-diffusion afin de déterminer la
précision des deux méthodes pour résoudre les réactions et de connaître leur flexibilité pour
s’adapter à différentes géométries ainsi que leurs performances.

Extension du modèle en 3D

Le modèle de transport par advection-diffusion actuellement développé dans Palabos est
basé sur un réseau D2Q5. Il considère le mouvement des espèces d’un nœud à l’autre dans des
directions orthogonales uniquement. Bien que les réseaux D2Q5 et D2Q9 donnent des résultats
similaires dans la résolution de transport [112], ils servent de base pour déterminer quels nœuds
sont marqués comme interfaces. Les liens entre les nœuds solide-fluide sont donc liés au réseau
utilisé dans la résolution de transport. Un réseau D2Q9 donne évidemment une interface plus
lisse que celle définie par un réseau D2Q5. Une question importante à considérer en premier
lieu est d’étudier l’influence des réseaux D2Q5 et D2Q9 sur le changement de la microstructure.

Autrement, il existe une bibliothèque spécifique dans Palabos pour résoudre l’écoulement
et le transport 3D. Par conséquent, une extension de notre modèle de transport réactif en 3D
est certainement un intérêt scientifique inévitable pour rendre la modélisation du transport
réactif plus réaliste. A cette fin, l’extension de la condition aux limites de Meng en 3D serait
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attendue. Cela implique que le nombre de fonctions de distribution inconnues à l’interface
augmente et que des méthodes pour les déterminer doivent être proposées et validées. En outre,
la méthode de suivi de l’interface pour la mise à jour de la phase solide doit également être
liée à la géométrie étendue. Les milieux poreux 3D à utiliser peuvent être déterminés par des
méthodes de traitement d’images [54].



Annexe A

La loi de distribution des vitesses de
Maxwell

James Clerk Maxwell a découvert que le traitement d’un grand nombre de particules est
difficile même si la loi est connue (deuxième loi de Newton). En effet, le suivi de la trajectoire de
chaque particule est incontrôlable dans un système macroscopique. L’idée de Maxwell face à ce
problème c’est qu’il n’est pas important de connaître la position et la vitesse de chaque particule à
chaque pas de temps. L’effet de la molécule peut être caractérisé par la fonction de distribution f .

Lorsqu’un gaz est laissé tranquille pendant un temps suffisamment long, il atteint un état
d’équilibre. Pour un gaz considéré à l’équilibre, Maxwell définit f eq comme étant la probabilité
qu’une particule ait ses composantes de vitesse comprise entre vx et vx + dvx , vy et vy + dvy ,
vz et vz + dvz.

Considérons d3P la probabilité qu’une particule ait ses composantes de vitesse comprise
entre vx et vx + dvx , vy et vy + dvy , vz et vz + dvz :

d3P = f eq(v)dvxdvydvx (A.1)

d3P dépend de v = (vx, vy, vz) et dvx, dvy, dvz, mais ne dépend pas de la position de la
particule puisque le gaz est en équilibre. dPx la probabilité qu’une particule ait une vitesse
comprise entre vx et vx + dvx est donnée :

dPx = φx (vx) dvx de même dPy = φy (vy) dvy et dPx = φz (vz) dvz (A.2)

D’après la loi des probabilités composées,

d3P = dPxdPydPz (A.3)
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En partant d’un point donné de l’espace avec une vitesse v dans toutes les directions, la
particule décrit une sphère. Les particules dont les composantes de vitesse sont comprises entre
vx et vx + dvx , vy et vy + dvy , vz et vz + dvz sont celles qui sont sur la coquille de sphère
comme le montre la figure A.1.

Figure A.1 – Position des particules ayant des vitesses entre v et v + dv

La forme sphérique garantit que l’espace est isotrope 1. Par conséquent, la probabilité sera
inchangée et la fonction f eq(v) ne dépend pas du vecteur v, au mieux elle dépend de l’intensité
de vitesse v.

d3P = f eq(|v|)dvxdvydvz (A.4)

avec |v| =
√

v2
x + v2

y + v2
z.

D’autre part, l’isotropie de l’espace assure : φx = φy = φz = φ,
ce qui nous permet de trouver facilement que :

f eq(|v|) = φ (vx) φ (vy) φ (vz) (A.5)

On obtient alors :
d3P = f eq(|v|)dvxdvydvz (A.6)

avec |v| =
√

v2
x + v2

y + v2
z.

1. signifie qu’il n’y a pas de direction privilégiée
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Dérivons l’équation (A.5) par rapport au composant vx, on obtient :

∂f eq

∂vx
= df eq

dv
∂v
∂vx

= vx

|v|
df eq

dv (A.7)

= ∂

∂vx
(φ (vx) φ (vy) φ (vz)) = φ (vy) φ (vz) dφ (vx)

dvx
(A.8)

1
|v|

df eq(|v|)
dv

= φ (vy) φ (vz)
vx

dφ (vx)
dvx

(A.9)

En divisant l’égalité ci-dessus par f eq(|v|) et en remplaçant ensuite f eq(|v|) par son expres-
sion (A.5) dans le second membre de l’égalité, on obtient

1
|v|f eq(|v|)

df eq(|v|)
dv = 1

vxφ (vx)
dφ (vx)

dvx
(A.10)

Il est clair que le terme |v| du membre de gauche dépend vx, vy, vz, tandis que celui de droite
ne dépend que de vx alors le résultat est nécessairement une constante que nous nommons α .

∫
dφ (vx)
φ (vx) = ln φ (vx) =

∫
αvxdvx = α

2 v2
x + ln A (A.11)

avec A constante à déterminer.
L’équation (A.11) implique :

φx (vx) = Ae
α
2 v2

x , de même φy (vy) = Ae
α
2 v2

y et φz (vz) = Ae
α
2 v2

z (A.12)

Posons B = −α
2 , B>0 puisque α est forcement négatif (car sinon la probabilité qu’une particule

ait une composante de vitesse infinie serait infinie, ce qui est impossible).

Pour déterminer l’expression de f eq, il suffit de trouver les valeurs des constantes A et B.

Remplaçons l’équation (A.12) dans (A.5), nous obtenons :

f eq(|v|) = A3e−B|v|2 (A.13)

A3
∫

e(−Bv2)dv = ρ ( Définition de la densité)

⇒ A3(√ π

B

)3 = ρ

⇒ A = ρ
1
3

(
B

π

) 1
2

(A.14)
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La valeur moyenne de v2
x est calculée par :

< v2
x > =

∫+∞
0 v2

xe−Bv2
xdvx∫+∞

0 e−Bv2
xdvx

=
∫+∞

0 v2
xe−Bv2

xdvx

1
2

√
π
B

=
1

4B

√
π
B

1
2

√
π
B

= 1
2B

(A.15)

On utilise le fait que : < v2
x >=< v2

y >=< v2
z >= 1

3 < v2 > . On a :

< v2 >=
∫ +∞

0
v2ρ

(
B

π

) 3
2

e(−Bv2)4πv2dv = 3
2B

(A.16)

D’après l’hypothèse que la partie de l’énergie liée à la température est due à l’agitation
cinétique des particules [93], nous avons que :

ρe = 3
2ρRT = 1

2

∫
|v|2fd3v = 1

2ρ < v2 >

⇒ 3
2ρRT = ρ

2
3

2B

⇒ B = 1
2RT

(A.17)

D’où l’expression de la fonction d’équilibre en 3D est :

f eq(x, |v|, t) = ρ

( 1
2πRT

) 3
2

e−|v|2/(2RT ) (A.18)

Plus généralement, pour un espace de dimension "d"

f eq(x, |v|, t) = ρ

( 1
2πRT

) d
2

e−|v|2/(2RT ) (A.19)



Annexe B

Lien entre l’équation de lattice
Boltzmann et l’équation d’advection
diffusion

Pour retrouver l’ équation d’advection diffusion depuis l’équation de Boltzmann, la méthode
la plus couramment utilisée est le développement de Chapman-Enskog. D’autres méthodes sont
également disponibles dans la littérature [93]. La démonstration se base principalement sur la
partie hors équilibre de g, gneq

i = gi − geq
i . La manière de déterminer la partie non-équilibrée

n’est pas évidente, pour cela l’analyse de Chapman-Enskog est utilisée.

Analyse de Chapman-Enskog

Le développement de Chapman-Enskog consiste à exprimer gi comme une expansion de
perturbation autour de la fonction de distribution d’équilibre geq

i [187]. Il s’ecrit

gi = g
(0)
i + εg

(1)
i + ε2g

(2)
i + . . . (B.1)

· ε est le nombre de Knudsen
Il est également nécessaire d’étendre les opérateurs de dérivation spatiale et temporelle pour ob-
tenir les équations macroscopiques. Cette expansion des dérivées est souvent appelée expansion
multi-échelles.Ainsi le develepoment de Chapman-Enskog de la dérivée temporelle est donnée
par :

∂t =
∞∑

i=1
εn∂

(n)
t (B.2)
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L’équation ci-dessus n’est qu’une définition formelle mais qui n’a pas de sens mathématique.
En effet, les différents composants de la dérivée temporelle ∂t à des ordres variés de Kn ne sont
pas considérés eux-mêmes des dérivées en temps. Ce sont juste des termes à différents ordres de
Kn de sorte que leurs sommes présentent la dérivée temporelle. Dans la démonstration, nous
utilisons le développement jusqu’à l’ordre 2 de ε de la dérivée temporelle

∂t = ε∂
(1)
t + ε2∂

(2)
t + O

(
ε3
)

(B.3)

Cependant, pour la dérivée spatiale une seule échelle d’espace suffit,

ciα∂α = ϵ ciα∂(1)
α + O

(
ε2
)

(B.4)

Passage de LBE à ADE

Le développement de Taylor de la fonction gi (x + ci∆t, t + ∆t) est donné par :

gi (x + ci∆t, t + ∆t) − gi(x, t) =
∞∑

n=1

∆tn

n! (∂t + ciα∂α)n gi (B.5)

On néglige le terme d’odre 3,

∞∑
n=3

∆tn

n! (∂t + ciα∂α)n gi (B.6)

nous obtenons le développement de Taylor d’ordre 2 de l’équation de lattice Boltzmann 1.63 :

∆t (∂t + ciα∂α) gi + ∆t2

2 (∂t + ciα∂α)2 gi + O
(
∆t3

)
= −∆t

τg
gneq

i (B.7)

Pour éliminer la dérivative d’ordre 2, le terme
(

∆t
2

)
(∂t + ciα∂α) est pris en facteur dans

l’équation (B.7)

∆t (∂t + ciα∂α) gi = −∆t

τg
gneq

i + ∆t (∂t + ciα∂α)

−∆t

2 (∂t + ciα∂α)gi︸ ︷︷ ︸
Ωi= 1

τg
[geq

i (x,t)−gi(x,t)]

+ O
(
∆t3

)
(B.8)

=⇒
∆t (∂t + ciα∂α) gi = −∆t

τg
gneq

i + ∆t (∂t + ciα∂α) ∆t

2τg
gneq

i (B.9)

Ensuite, l’analyse de Chapman-Enskog (B.1) est appliqué et les termes de même ordre de ε
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sont séparés pour avoir :

O
(
ε0
)

: −∆t

τg

(
g

(0)
i − geq

i

)
= 0 (B.10)

O
(
ε1
)

:
(
∂

(1)
t + ciα∂(1)

α

)
geq

i = − 1
τg

g
(1)
i (B.11)

O
(
ϵ2
)

: ∂
(2)
t geq

i +
(
∂

(1)
t + ciα∂(1)

α

)(
1 − ∆t

2τg

)
g

(1)
i = − 1

τg
g

(2)
i (B.12)

De O
(
ε0), on déduit que g

(0)
i = geq

i Puis en utilisant les conditions

∑
i

gi =
∑

i

g
(0)
i =

∑
i

geq
i = C et

∑
i

g
(1)
i =

∑
i

g
(2)
i = 0 (B.13)

dans le moment d’ordre zéro de l’équation O
(
ε1) (B.12), on obtient :

∑
i

(
∂

(1)
t + ciα∂(1)

α

)
geq

i = 0 (B.14)

Remplaçant O
(
ε1) dans O

(
ε2), nous obtenons O

(
ε2) en terme de g

(0)
i

∂
(2)
t g

(0)
i +

(
∂

(1)
t + ciα∂(1)

α

)(∆t

2 − τg

)(
∂

(1)
t + ciα∂(1)

α

)
g

(0)
i = − 1

τg
g

(2)
i (B.15)

[
∂

(2)
t +

(∆t

2 − τg

)(
∂

(1)
t

)2
+ (∆t − 2τg)∂(1)

t ciα · ∂(1)
α +

(∆t

2 − τg

)
ciαciα : ∂(1)

α ∂(1)
α

]
g

(0)
i = − 1

τg
g

(2)
i

(B.16)

Prenons, le moment d’ordre zéro de l’équation (B.16) :

∂
(2)
t

∑
i

g
(0)
i +

(∆t

2 − τg

)(
∂

(1)
t

)2∑
i

g
(0)
i + (∆t − 2τg)∂(1)

t ∂(1)
α ·

∑
i

g
(0)
i ciα+(∆t

2 − τg

)(
∂(1)

α

)2∑
i

g
(0)
i ciαciα = 0 (B.17)

le terme à droite s’annule grâce à la condition B.13.

De l’équation (B.14), le terme ∂
(2)
t

∑
i geq

i peut être écrit :

∂
(2)
t

∑
i

geq
i = −∂

(1)
t ∂(1)

α ·
∑

i

g
(eq)
i ciα (B.18)



134 | Lien entre l’équation de lattice Boltzmann et l’équation d’advection diffusion

Remplaçant (B.18) dans (B.17) :

∂
(2)
t

∑
i

geq
i︸ ︷︷ ︸

terme 1

+
(∆t

2 − τg

)
∂

(1)
t ∂(1)

α ·
∑

i

g
(eq)
i ciα︸ ︷︷ ︸

terme 2

+
(∆t

2 − τg

)(
∂(1)

α

)2∑
i

geq
i ciαciα︸ ︷︷ ︸

terme3

= 0 (B.19)

Enfin, pour recouvrir l’équation d’advection diffusion, il suffit d’appliquer les moment de geq
i à

l’équation (B.19)

— Terme 1 : indépendamment de la structure du réseau et de l’ordre de geq
i on a :

∂
(2)
t

∑
i

geq
i = ∂

(2)
t C (B.20)

le développement de Chapman Enskog de la dérivée temporelle (B.3) nous donne :

∂
(2)
t C = 1

ε2 ∂tC − 1
ε1 ∂

(1)
t C (B.21)

Ensuite, par (B.14) et le développement de Chapman Enskog pour la dérivée spatiale
(B.4) on obtient :

1
ε1 ∂

(1)
t C = 1

ε1 ∂(1)
α ·

∑
i

g
(eq)
i ciα = 1

ε2 (B.22)

Les équations (B.21)et (B.22) impliquent :

∂
(2)
t

∑
i

geq
i = 1

ε2

(
∂C

∂t
+ ∇α · uα C

)
(B.23)

— Terme 2 : indépendamment de la structure du réseau et de l’ordre de geq
i(∆t

2 − τg

)
∂

(1)
t ∂(1)

α ·
∑

i

g
(eq)
i ciα =

(∆t

2 − τg

)
∂(1)

α ·
[
uα ∂

(1)
t C + C∂

(1)
t uα

]
(B.24)

Si on considère le temps de variation de l’écoulement lent c’est-à-dire ∂
(1)
t u = 0, et on

utilise l’équation (B.14) on obtient :(∆t

2 − τg

)
∂

(1)
t ∂(1)

α ·
∑

i

g
(eq)
i ciα = −

(∆t

2 − τg

)
∂(1)

α uu∂(1)
α C (B.25)

Pour un écoulement incompressible ∇ · u = 0, l’équation (B.4) donne(∆t

2 − τg

)
∂

(1)
t ∂(1)

α ·
∑

i

g
(eq)
i ciα = − 1

ε2

(∆t

2 − τg

)
u · u∇2

αC (B.26)
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— Terme 3 : dépend du type de la structure du réseau et de geq
i

Pour geq
i linéaire (indépendamment du réseau) et de l’équation (B.4), le terme 3 peut

s’écrit comme :(∆t

2 − τg

)(
∂(1)

α

)2∑
i

geq
i ciα · ciα = 1

ε2 c2
s

(∆t

2 − τg

)
∇2

αC (B.27)

Pour les réseaux orthogonal 1 avec geq
i de second ordre, le terme 3 devient :(∆t

2 − τg

)(
∂(1)

α

)2∑
i

geq
i ciα ciα = 1

ε2

[(
c2

s − uγuγ

2

)
δαβ + uγuδδαβγδ

2c2
s

](∆t

2 − τg

)
∇αβC

(B.28)
Pour les réseaux d’ordre élevé de vitesse avec une geq

i quadratique, le terme 3 devient :(∆t

2 − τg

)(
∂(1)

α

)2∑
i

geq
i ciα · ciα = 1

ε2

(
c2

s + uα · uα

)(∆t

2 − τg

)
∇2

αC (B.29)

Finalement, l’équation de l’advection-diffusion est obtenue en remplaçant ces termes dans
l’équation (B.19) :

— Tous les réseaux avec geq
i linéaire nous donne :

∂C

∂t
+ ∇αC · uα =

(
τg − ∆t

2

)(
c2

s − uα · uα

)
∇2

αC (B.30)

— Les réseaux orthogonaux avec geq
i quadratique :

∂C

∂t
+ ∇αCuα =

[
c2

sδαβ +
(

uγuδδαβγδ

2c2
s

− uγuγ

2 δαβ − uαuβ

)](
τg − ∆t

2

)
∇αβC

(B.31)
Les réseaux d’ordre élevé de vitesses avec geq

i quadratique :

∂C

∂t
+ ∇αC · uα = c2

s

(
τg − ∆t

2

)
∇2

αC (B.32)

En comparant les équations (B.30),(B.31) et (B.32), on déduit l’expression du coefficient
de diffusion :

D = c2
s

(
τg − ∆t

2

)
(B.33)

1. c’est-à-dire tous les vitesses discrètes sont orthogonales tel que D2Q5
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Titre : Modélisation du transport par advection diffusion couplé à une réaction de dissolution dans 
les milieux poreux 
Mots clés : LBM ; Transport de masse ; Réaction de dissolution ; Porosité évolutive ; Perméabilité 

Résumé :  Dans ce travail, un code de calcul basé 
sur la Lattice Boltzmann Method (LBM) a été 
implémenté dans PArallel LAttice BOltzman Solver 
(PALABOS) pour étudier les changements de 
géométrie induits par la dissolution d’un minéral 
lors du transport de masse dans différents types de 
milieux poreux. Pour ce faire, différentes conditions 
aux limites réactives ont été analysées et testées 
afin de construire un modèle approprié. 

Ce modèle a été implémenté et validé en 
comparant les résultats obtenus avec les résultats 
de la littérature.  Ainsi, on a d’abord simulé la 
dissolution d’une fracture simple et une inclusion 
circulaire. Les simulations ont été réalisées pour 
une large gamme de régime de transport et de 
réaction en variant les nombres Péclet (Pe) et 
Damköhler (Da). 

Les résultats montrent des changements de 
géométrie non-uniformes dans les deux cas 
pendant la dissolution. Ils montrent aussi que 
l’évolution des propriétés macroscopiques du 
milieu est fortement liée au régime de dissolution. 
Pour l’inclusion circulaire l’anisotropie a été 
quantifiée par le tenseur de tortuosité. L’étude est 
étendue au transport réactif dans un milieu à 
répétition séquentielle de plusieurs cellules 
élémentaires puis à des milieux aléatoires et 
complexes. Les résultats montrent que l’évolution 
des propriétés du milieu, telles que la porosité, la 
perméabilité et la tortuosité, est liée non 
seulement au régime de dissolution mais aussi à sa 
géométrie à l’échelle des pores. On observe 
également les régimes de dissolution uniforme, 
canalisée, frontale, ramifiée selon les valeurs des 
nombres adimensionnels Pe et Da. 

 

Title :  Modeling of transport by advection diffusion coupled to a dissolution reaction in porous 
media  
Keywords :  LBM; mass transport; dissolution reaction; evolving porosity; permeability. 

Abstract : In this work, a numerical code based 
on the Lattice Boltzmann Method (LBM) was 
implemented in PArallel LAttice BOltzman Solver 
(PALABOS) to study the geometry changes induced 
by the dissolution of a mineral during mass 
transport in different types of porous media. For 
this purpose, different reactive boundary 
conditions were analysed and tested in order to 
build an appropriate numerical model.  
This model was implemented and validated by 
comparing the results obtained with previous 
studies. We first simulated the geometries of a 
single fracture and an elementary cell with circular 
inclusion. The simulations were performed for a 
wide range of transport and reaction regimes with 
varying Péclet (Pe) and Damköhler (Da) numbers.  

The results show non-uniform deformations in 
both cases during dissolution. They also show that 
the evolution of the macroscopic properties of the 
medium is strongly related to the dissolution 
regime. For the circular inclusion the anisortopy 
was quantified by the tortuosity tensor. We 
extended the medium to a sequential repetition of 
several elementary cells and then to random and 
complex media. The results show that the 
evolution of the macroscopic properties of the 
medium is related not only to the dissolution 
regime but also to its geometry at the pore scale. 
We observe also the dissolution regimes uniform, 
channelled, frontal, ramified dissolution according 
to Pe and Da numbers. 
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