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Introduction

"Je crois que dans une cinquantaine d’années il sera possible
de programmer des ordinateurs, avec une capacité de mémoire

d’à peu près 10 9, pour les faire si bien jouer au jeu de l’imitation
qu’un interrogateur moyen n’aura pas plus de 70 pour cent de chances

de procéder à l’identification exacte après cinq minutes d’interrogation."
——————————————

– Alan TURING, Computing machinery and intelligence, 1950

L’observation de phénomènes physiques extrêmes a toujours été source d’interrogation pour
les scientifiques de toute époque, ces phénomènes étant, par définition, compliqués à observer,
donc rares, et donc aux frontières de la physique contemporaine à ces observations. Ainsi,
leur étude est souvent féconde en ce qu’elle oblige à enrichir les modèles déjà existants afin de
rendre compte de ces phénomènes, voire à réinterpréter les modèles eux-mêmes. Parmi ces évè-
nements extrêmes, celui des vagues scélérates en est un particulièrement intéressant, puisque
son étude a mené au développement de nouvelles équations dont la résolution a fourni un socle
interprétatif riche pour l’analyse de ces évènements extrêmes dans de nombreux domaines de
la physique.

Les vagues scélérates sont des vagues océaniques très hautes (plusieurs mètres) et sou-
daines, apparaissant de manière imprévisible. Il est compliqué de savoir à quand remonte les
premières observations de telles vagues, ces dernières ayant longtemps été considérées comme
des légendes de marins. Il est par exemple rapporté que l’explorateur et scientifique français
Jules Dumont d’Urville a observé en 1826 une vague haute de plus de 30 mètres au large de
l’Océan Indien, son témoignage ayant été décrédibilisé par le scientifique François Arago. Les
premières études scientifiques de vagues au comportement "anormal" eurent lieu une vingtaine
d’années plus tard, avec les travaux de John Scott Russell en 1844 [1]. Ce dernier avait alors
observé la formation d’une vague générée par l’arrêt brusque d’une barge, et dont la propaga-
tion semblait inaltérée sur une très grande distance ; il suivit cette vague à cheval pendant plus
d’un kilomètre. Bien que n’ayant pas tout de suite été mises en lien avec les observations de
"vagues monstrueuses" décrites par les marins, ces mesures ont été soutenues par certains phy-
siciens de l’époque tels que Joseph Valentin Boussinesq [2], ou encore Lord Rayleigh [3] dans
les années 1870. Les études analytiques menées à cette époque sur les équations développées
par ces scientifiques ont conduit à la découverte de l’existence de solution d’un genre nouveau :
les "ondes solitaires" (solitary waves), qui présentaient bien un comportement semblable à ce-
lui décrit par Russell. C’est encore une autre une vingtaine d’années plus tard (en 1895) que
l’équation de Korteweg-de Vries sera développée pour décrire ces phénomènes [4], équation
qui sera d’une importance capitale dans les années à venir.

Durant de nombreuses années, l’étude de ces modèles théoriques a été assez laborieuse, les
outils mathématiques pour analyser ces équations non-linéaires étant très complexes et limités,
et les protocoles expérimentaux étant, par définition de ce qu’est un phénomène extrême, très
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2 INTRODUCTION

compliqués à mettre en place. Cependant, la méthode de la transformée de Fourier non-linéaire
(inverse scattering) près de soixante-dix ans après la mise en équation (en 1967) a permis de
fournir une solution analytique exacte de l’équation de Korteweg-de Vries [5], et ainsi mieux
comprendre la nature de ces "ondes solitaires", désormais baptisées solitons. De plus, l’essor
des méthodes numériques dans la seconde moitié du XXe siècle a pu mettre en lumière toute la
richesse des modèles développés pour décrire cette nouvelle physique des ondes solitoniques
[6]. Parmi ces modèles, l’équation de Schrödinger non-linéaire (ESNL) est d’une particulière
richesse, et a été l’objet de nombreuses études théoriques, expérimentales et numériques depuis
son développement dans les années 1960-70 ; cette équation doit son nom à sa similitude avec
l’équation de Schrödinger utilisée en mécanique quantique, mais ne décrit cependant pas du
tout le même phénomène physique.

En effet, l’ESNL a été développée pour la première fois dans les années 1960 afin de dé-
crire la propagation de la lumière dans des matériaux non-linéaires [7]. Cet intérêt pour la
propagation lumineuse dans de tels matériaux est dû à l’essor de la technologie laser dans cette
même décennie. Quelques années à peine après le développement du premier laser par Theo-
dore H. Maiman [8], les expérimentations démontrant l’existence de phénomènes non-linéaires
optiques virent le jour et permirent alors d’observer des effets tels que la diffusion Raman sti-
mulée en 1962 [9], la dépendance en intensité de l’indice de réfraction en 1964 [10], ou encore
le mélange à quatre ondes en 1966 [11]. De plus, le développement des technologies de fibres
optiques durant ces mêmes années a poussé la communauté des chercheurs du domaine à étu-
dier ces nouveaux systèmes, jusqu’à la découverte des solitons optiques par Akira Hasegawa en
1973 [12] ; il paraissait désormais clair que l’équation de Schrödinger non-linéaire allait jouer
un rôle important dans l’étude des phénomènes optiques extrêmes, tels que l’émergence de so-
litons. C’est ainsi que la physique des fibres optiques non-linéaires est née et que l’étude des
ondes extrêmes dans ces fibres a commencé. Parmi ces phénomènes, la génération de super-
continuum qui a été observée pour la première fois en 1970 [13] est particulièrement remar-
quable et complexe, et bien que son observation ait précédé de quelques années celle du soliton
optique, c’est ce dernier qui a permis de comprendre les mécanismes en jeu dans le supercon-
tinuum. Ces observation empiriques ont rapidement poussés les outils de mesures dans leurs
limites, si bien qu’à mesure que de nouveaux phénomènes toujours plus complexes étaient ob-
servés, de nouveaux protocoles expérimentaux devaient être développés afin de pouvoir saisir
au mieux la richesse de ces phénomènes. Cependant, certaines méthodes expérimentales res-
tent, encore aujourd’hui, très délicates à mettre en œuvre, si bien que de nouvelles approches
ont été tentées, utilisant les outils numériques actuels d’apprentissage machine.

Ces outils algorithmiques d’intelligence artificielle (IA) existent dans une très grande va-
riété, permettant d’effectuer de nombreuses tâches pour lesquelles les algorithmes traditionnels
échouent. Les fondations de l’intelligence artificielle remontent aux travaux d’Alan Turing en
1950 [14], et des progrès assez rapides ont été faits durant les années qui ont suivi. Ces progrès
ont souvent été guidés par des analogies avec la biologie et les avancées dans ce domaine, no-
tamment en génétique et en neurosciences. Ainsi, dès la fin des années 1950, le premier réseau
de neurones artificiels vit le jour ; le "Mark I perceptron" de Rosenblatt [15] était capable de
reconnaître un homme d’une femme (avec un taux d’erreur convenable) lorsqu’une photo de
visage lui était présentée, après avoir été formé sur un grand ensemble de photos. Cette ma-
chine imposante ne constituait que les prémices des outils d’apprentissage machine, puisque
la recherche en intelligence artificielle a été extrêmement prolifique durant les années qui ont
suivi, avec l’avènement des ordinateurs et l’explosion de leur puissance de calcul, telle que pré-
dite par la loi de Moore [16]. Une consécration symbolique des outils d’apprentissage machine
eue lieu lorsque le super-ordinateur Deep Blue développé par IBM a vaincu en 1997 le cham-
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pion du monde d’échecs de l’époque Garry Kasparov après avoir "appris" à jouer aux échecs ;
dès lors, le développement de tels algorithmes capables de s’adapter aux données qui leur sont
fournies fût au centre de l’attention de la communauté scientifique, et leur utilisation dans de
nombreux domaines a alors vu le jour.

Les exemples récents sont particulièrement troublants, puisque des algorithmes tels que
MuZero ou Agent57 sont capables de fournir de meilleures performances que l’humain moyen
à la fois aux échecs, au jeu de Go, au shogi, et à une sélection de 57 jeux d’Atari, le tout
sans avoir à être formés sur des données pré-existantes (des parties déjà jouées par exemple),
mais en apprenant par eux-mêmes les règles de chacun de ces jeux et en développant des
"représentations internes" de ces jeux [17, 18]. Dans un autre domaine, l’algorithme ChatGPT
(dans sa quatrième version aujourd’hui) est l’un des exemples les plus marquants de ce dont
est capable aujourd’hui une machine au "jeu de l’imitation" introduit par Alan Turing, puisque
ce large language model (LLM) est désormais capable de tenir des conversations tout à fait
crédibles sur un grand nombre de sujets [19].

C’est ainsi que la communauté des physiciens s’est saisie de ce nouvel outil comme al-
lié dans sa quête de compréhension de la nature. En particulier, les chercheurs en optique ont
utilisé les algorithmes d’apprentissage machine pour contrôler et étudier la génération et la pro-
pagation d’impulsions lumineuses, ainsi que l’interaction de ces dernières avec la matière [20].
L’équipe du département d’optique de l’institut Femto-ST dans laquelle je me suis intégré a
déjà entrepris depuis quelques années d’implémenter les outils d’apprentissage machine à la
photonique, par exemple en développant des dispositifs physiques capables d’effectuer des cal-
culs de réseaux de neurones en exploitant les fonctions toute optique, ou encore en utilisant des
algorithmes génétiques pour contrôler et optimiser les sources laser. Cette thèse s’inscrit dans
cette démarche et a donc eu pour but d’utiliser les outils d’intelligence artificielle, et plus par-
ticulièrement les réseaux de neurones, afin d’étudier la propagation d’impulsions lumineuses
ultra-courtes dans des fibres optiques non-linéaires, ces impulsions exhibant des comporte-
ments chaotiques et extrêmes, hors de portée des outils d’analyse standards. En particulier,
l’objectif a été de prédire des données temporelles sur la seule base de données spectrales, sans
aucune information sur la phase.





Chapitre 1

Propagation non-linéaire dans les fibres
optiques

"La science donne à celui qui y consacre son travail et ses recherches
beaucoup de satisfaction, à celui qui en apprend les résultats, fort peu."

——————————————

– Friedrich NIETZSCHE, Humain, trop humain, 1878

Comme indiqué dans l’introduction, l’objectif de cette thèse est d’examiner comment les
méthodes d’apprentissage machine, et notamment les réseaux de neurones, peuvent analyser
les phénomènes d’instabilité qui se développent lors de la propagation non-linéaire d’un champ
électro-magnétique dans les fibres optiques. Pour cela, il convient tout d’abord de présenter la
physique de ces instabilités, en décrivant le modèle de propagation sous-jacent à Schrödinger
non-linéaire (ESNL) ainsi que sa version généralisée. Ce sera alors l’occasion de décrire les
phénomènes clés que sont l’instabilité de modulation et la génération de supercontinuum.

1.1 L’équation de Schrödinger non-linéaire
L’objet d’étude de cette thèse est la propagation lumineuse dans les fibres optiques. Ces

dernières sont constituées d’un long fil de diélectrique, appelé le cœur, dans lequel se propage
la lumière, et qui est recouvert d’une gaine ayant des propriétés optiques différentes. Dans une
modélisation géométrique de la propagation lumineuse, leur différence d’indice optique per-
met à la lumière de se réfléchir à l’interface cœur-gaine et ainsi rester piégée dans le cœur ; la
lumière peut alors se propager sur de longues distances de manière guidée et avec une atté-
nuation raisonnable. La description détaillée de la propagation d’une onde lumineuse fait appel
aux équations de Maxwell.
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6 CHAPITRE 1. PROPAGATION NON-LINÉAIRE DANS LES FIBRES OPTIQUES

1.1.1 Équations de Maxwell

Lorsque l’intensité lumineuse est suffisamment faible, le comportement de l’onde électro-
magnétique est très bien décrit par des équations ne faisant intervenir que des termes linéaires,
c’est-à-dire proportionnels au champ. Cependant, l’utilisation de sources lasers avec d’impor-
tantes puissances crêtes ou encore de fibres spéciales à modes confinés (fibre à cristaux pho-
toniques, fibre hautement non-linéaire, ...) impose de tenir compte des effet non-linéaires pour
correctement décrire les observations expérimentales.

De manière générale, le champ électro-magnétique est décrit de la façon suivante par les
équations de Maxwell :



∇ ·
(
ε0
−→
E +

−→
P
)
= ρf (1.1a)

∇ ·
(
µ0

−→
H +

−→
M
)
= 0 (1.1b)

∇×
−→
E = −

∂
(
µ0

−→
H +

−→
M
)

∂t
(1.1c)

∇×
−→
H =

−→
J +

∂
(
ε0
−→
E +

−→
P
)

∂t
(1.1d)

où
−→
E est le champ électrique,

−→
H est le champ magnétique,

−→
P la polarisation électrique induite

par le matériau,
−→
M la polarisation magnétique induite par le matériau, ρf la densité de charges,

−→
J la densité de courant, et c0 la vitesse de la lumière dans le vide ; de manière générale, les
champs vectoriels présentés dépendent de l’espace et du temps :

−→
V =

−→
V (x, y, z, t)

1.1.2 Équation de Schrödinger non-linéaire généralisée

1.1.2.1 Équation de propagation

Le système d’équations de Maxwell est alors étudié dans le cadre des fibres optiques non-
linéaires afin d’aboutir à l’équation de Schrödinger (et sa version généralisée). Les premières
dérivations de cette équation datent des années 1960, mais la démarche présentée ici suit l’ap-
proche plus moderne développée durant les années 1980, et plus particulièrement celle de Go-
vind Agrawal [21].

On suppose tout d’abord que le milieu n’est pas magnétique, et exempt de charges libres :



ρf = 0 (1.2a)

−→
M =

−→
0 (1.2b)

−→
J =

−→
0 (1.2c)



1.1. L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER NON-LINÉAIRE 7

Ainsi, en prenant le rotationnel de l’équation 1.1c, et en faisant l’approximation temporaire
∇ ·

−→
E = 0, on obtient l’équation d’onde

∆
−→
E − 1

c20

∂2−→E
∂t2

= µ0
∂2−→P
∂t2

(1.3)

L’expression rigoureuse de
−→
P nécessite de faire appel à un développement plus complet que

celui présenté ici [22]. Cependant, une première approche phénoménologique permet d’écrire

−→
P = ε0

(−−→
P (1) +

−−→
P (2) +

−−→
P (3) + · · ·

)
où les termes

−−→
P (k) s’expriment

−−→
P (k) =

t∫
−∞

· · ·
t∫

−∞

χ(k)(t− t1, · · · , t− tk)
...
−→
E (x, y, z, t1) · · ·

−→
E (x, y, z, tk)dt1 · · · dtk (1.4)

où χ(k) est la susceptibilité électrique d’ordre k du matériau ; cette équation traduit la non-
instantanéité de la réponse du matériau. L’approche standard [23] consiste premièrement à
supposer que la réponse du matériau est instantanée, ce qui permet d’écrire

−→
P ≃ ε0

(
χ(1) ·

−→
E + χ(2) :

−→
E
−→
E + χ(3)...

−→
E
−→
E
−→
E + · · ·

)
(1.5)

L’équation de Schrödinger non-linéaire est une équation qui a été développée afin de mo-
déliser le comportement d’ondes (électro-magnétiques, fluides, ...) se déplaçant dans un milieu
non-linéaire, présentant les propriétés nécessaires à ce que seuls les effets non-linéaires d’ordre
trois soient excités (les effets linéaires sont évidemment pris en compte). Dans le cas des fibres
optiques, ceci est assuré par la centrosymétrie de ces dernières qui annule les effets d’ordre
pair, et en supposant que les effets d’ordre impair supérieurs à trois sont assez faibles pour être
négligés ; on obtient alors

−→
P ≃ ε0

(
χ(1) ·

−→
E + χ(3)...

−→
E
−→
E
−→
E

)
(1.6)

Bien que les hypothèses sur lesquelles reposent l’ESNL puissent paraître restrictives, elles sont
en réalité largement valables dans une grande partie des protocoles expérimentaux modernes.
Parmi ces hypothèses, les premières concernant la réponse du matériau ont été énoncées plus
haut. On suppose de plus que la partie non-linéaire restante de la polarisation (χ(3)) est suffi-
samment faible pour être traitée comme une perturbation de la polarisation totale, et également
que les effets de polarisation sont négligeables, ce qui permet de traiter le tenseur χ(3) comme
un scalaire, et donc de supposer que les champs

−→
E et

−→
P qui sont polarisés selon une certaine

direction (−→x par exemple) le resteront tout au long de la propagation dans la fibre. De plus, dans
l’hypothèse où l’enveloppe du champ électrique est lentement variable, il est utile de séparer la
porteuse oscillant à ω0 de cette enveloppe, d’où

−→
E (x, y, z, t) =

E(x, y, z, t)e−iω0t + Ē(x, y, z, t)eiω0t

2
−→x (1.7)

où E est l’enveloppe lentement variable et Ē son complexe conjugué. En injectant cette ex-
pression de

−→
E dans l’équation 1.6, on obtient un terme oscillant à une pulsation de 3ω0 ; on
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suppose alors que ce terme est négligeable, les conditions d’accord de phase nécessaires à cette
génération de troisième harmonique n’étant généralement pas respectées. On obtient donc

−→
P (x, y, z, t) = ε0

(
χ(1) +

3

4
χ(3)|E|2

)
−→
E (1.8)

En injectant cette expression de
−→
P dans l’équation d’onde 1.3, en projetant sur −→x , et en posant

ε(x, y, z, t) = 1 + χ(1) +
3

4
χ(3)|E(x, y, z, t)|2 (1.9)

on obtient

∆E − 1

c20

∂2 (εE)

∂t2
= 0 (1.10)

La dépendance temporelle d’ε rend l’équation 1.10 très compliquée à résoudre en général.
Or, la nature perturbative de χ(3) et le fait que E soit lentement variable permet de supposer
momentanément ε comme étant indépendant du temps, d’où l’équation

∆E − ε

c20

∂2E

∂t2
= 0 (1.11)

En prenant la transformée de Fourier de cette équation, l’opérateur ∂2/∂t2 devient −ω2, et la
transformée de Fourier Ẽ de E satisfait alors l’équation d’Helmholtz

∆Ẽ +
ε̃ω2

c20
Ẽ = 0 (1.12)

où ε̃ est la transformée de Fourier de ε :

ε̃(x, y, z, t, ω) = 1 + χ̃(1)(ω) +
3

4
χ(3)|E(x, y, z, t)|2 (1.13)

La dépendance temporelle de ε̃ peut sembler étrange mais est due au fait que cette dépendance a
été momentanément négligée, par hypothèse d’enveloppe lentement variable. Afin de résoudre
l’équation 1.12, une hypothèse de découplage entre les effets longitudinaux (le long de l’axe
de propagation, −→z dans ce manuscrit) et transverses (perpendiculaire à cet axe de propagation)
est faite ; les effets longitudinaux sont donc séparés entre la porteuse oscillant à ω0 et une
enveloppe A(z, t)

Ẽ(x, y, z, ω) = F (x, y)Ã(z, ω)eiβ0z (1.14)

où β0 est le vecteur d’onde à la pulsation ω0 (β0 = β(ω0)). F (x, y) est le mode transverse
de l’onde, obtenu en résolvant la partie spatiale des équations de Maxwell ; le détail de cette
résolution ne sera pas traité ici, mais l’expression de F sera importante dans la détermination
de l’aire effective du mode, elle-même intervenant dans le coefficient non-linéaire γ.
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En injectant l’expression de Ẽ dans l’équation d’Helmholtz 1.12, on obtient

(
∂2F

∂x2
+

∂2F

∂y2

)
Ã+ F

(
∂2Ã

∂z2
+ 2iβ0

∂Ã

∂z
− β2

0Ã

)
+ ε̃k2

0FÃ+ β̃2FÃ− β̃2FÃ = 0

(1.15)

=⇒
(
∂2F

∂x2
+

∂2F

∂y2
+
(
ε̃k2

0 − β̃2
)
F

)
Ã+

(
∂2Ã

∂z2
+ 2iβ0

∂Ã

∂z
+
(
β̃2 − β2

0

)
Ã

)
F = 0

(1.16)

où k0 est le vecteur d’onde dans le vide (k0 = ω/c0) et β̃ le vecteur d’onde dans le maté-
riau. A(z, t) étant considérée comme lentement variable, sa dérivée seconde est négligeable(
∂Ã2/∂z2 ≪ ∂Ã/∂z

)
, et donc la distribution modale F (x, y) et l’enveloppe lentement va-

riable A(z, t) doivent satisfaire le système


∂2F

∂x2
+

∂2F

∂y2
+
(
ε̃(ω)k2

0 − β̃(ω)2
)
F = 0 (1.17a)

2iβ0
∂Ã

∂z
+
(
β̃(ω)2 − β2

0

)
Ã = 0 (1.17b)

De plus, la constante diélectrique ε est reliée à l’indice optique complexe n du matériau par

ε = n2 =

(
ñ+ i

α̃

2k0

)2

(1.18)

Or ε dépend de l’intensité |E|2, donc les quantités ñ et α̃ également, et il est alors utile de faire
intervenir cette dépendance comme suit :


ñ = n+ n̄2|E|2 (1.19a)

α̃ = α + α2|E|2 (1.19b)

où n est l’indice de réfraction linéaire et n̄2 est une mesure de la non-linéarité de la fibre ; ce
dernier est lié au coefficient de réfraction non-linéaire. La dépendance en longueur d’onde de
l’indice de réfraction de la silice est visible dans la figure 1.1. En supposant n̄2 et α̃ suffisam-
ment petits pour pouvoir considérer que n est légèrement perturbé par une petite quantité ∆n

telle que
(
∆n
)2 ≪ 1, une approche perturbative est alors possible, et on a

ε = (n+∆n)2 (1.20)
≃ n2 + 2n∆n (1.21)

avec

∆n = n̄2(ω)|E|2 + iα̃

2k0
(1.22)
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FIGURE 1.1 – Évolution de l’indice de réfraction n et de l’indice de groupe ng de la silice
fondue en fonction de la longueur d’onde λ de l’impulsion en entrée de fibre. La ligne en
pointillés noirs correspond à la longueur d’onde de 1550 nm qui est celle qui a été utilisée pour
la plupart des études effectuées lors de cette thèse.

L’équation 1.17a est tout d’abord résolue en négligeant la perturbation de la constante di-
électrique (ε ≃ n2), ce qui permet de déterminer le profil transverse de l’onde F (x, y). La
perturbation ∆n(ω) est ensuite réintroduite, et il est possible de montrer qu’elle a pour seul
effet de perturber le vecteur d’onde β̃(ω) qui devient β̃(ω) + ∆β(ω) (la distribution modale
F (x, y) n’est pas affectée), avec

∆β(ω) =

n(ω)ω2

∫∫ +∞

−∞
∆n(ω)|F (x, y)|2dxdy

c20β̃(ω)

∫∫ +∞

−∞
|F (x, y)|2dxdy

(1.23)

En utilisant le fait que

β̃(ω) ≃ n(ω)ω

c0
= n(ω)k0 (1.24)

=⇒ n(ω)ω2

c20β̃(ω)
≃ k0 (1.25)

et en supposant que n̄2 et α̃ ont la même valeur dans le cœur et dans la gaine de la fibre (i.e.
qu’ils sont indépendants de x et y), on obtient

∆β(ω) ≃ k0n̄2(ω)|A(z, t)|2

∫∫ +∞

−∞
|F (x, y)|4dxdy∫∫ +∞

−∞
|F (x, y)|2dxdy

+
iα̃(ω)

2
(1.26)
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De plus, β̃(ω) étant suffisamment proche de β0 et la perturbation ∆β(ω) suffisamment
petite, on a (

β̃(ω) + ∆β(ω)
)2

− β2
0 ≃ 2β0

(
β̃(ω) + ∆β(ω)− β0

)
(1.27)

et donc l’équation 1.17b peut être réécrite

∂Ã

∂z
= i
(
β̃(ω) + ∆β(ω)− β0

)
Ã (1.28)

Cette équation montre que chaque composante spectrale se voit déphasée au cours de la pro-
pagation dans la fibre, et que ce déphasage est proportionnel à l’amplitude de la composante
spectrale considérée.

En considérant que la largeur spectrale ∆ω de l’impulsion est petite devant la fréquence ω0

de la porteuse (∆ω ≪ ω0 =⇒ ω ≃ ω0 ), on peut alors approximer β̃(ω) par sa série de Taylor
à un ordre quelconque, et ∆β(ω) par sa série de Taylor à l’ordre un, au voisinage de ω0

β̃(ω) ≃ β0 + β1 (ω − ω0) + β2
(ω − ω0)

2

2!
+ · · ·

∆β(ω) ≃ ∆β(ω0)

(1.29)

où

βm =

(
∂mβ

∂ωm

)
ω=ω0

(1.30)

En faisant la transformée de Fourier inverse de l’équation 1.28, on obtient

∂A

∂z
≃ i

(
iβ1

∂

∂t
+ i2

β2

2!

∂2

∂t2
+ i3

β3

3!

∂3

∂t3
+ · · ·+∆β0

)
A (1.31)

≃ i

(
+∞∑
k=1

ikβk

k!

∂kA

∂tk
+ γ|A|2A

)
− α

2
A (1.32)

où

γ(ω0) = k0n̄2(ω0)

∫∫ +∞

−∞
|F (x, y)|4dxdy∫∫ +∞

−∞
|F (x, y)|2dxdy

(1.33)

Il est alors utile de normaliser l’amplitude A de manière à ce que son module au carré |A|2
représente la puissance optique. Pour cela, on définit l’amplitude A′ telle que

|A′|2 = 1

2
ε0c0nAm|A|2 (1.34)

= I0|A|2 (1.35)
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où

Am =

∫∫ +∞

−∞
|F (x, y)|2dxdy (1.36)

est l’aire du mode spatial. On montre alors que A′ vérifie également l’équation 1.32 mais où le
coefficient non-linéaire γ est remplacé par γ′

γ′ =
γ

I0
(1.37)

En définissant l’aire effective du mode Aeff comme étant

Aeff =

(∫∫ +∞

−∞
|F (x, y)|2dxdy

)2

∫∫ +∞

−∞
|F (x, y)|4dxdy

=
A2

m∫∫ +∞

−∞
|F (x, y)|4dxdy

(1.38)

on obtient

γ′ =
k0n2

Aeff
(1.39)

avec

n2 =
2n̄2

ε0c0n
(1.40)

n2 est communément appelé indice de réfraction non-linéaire. Dès lors, et afin de ne pas sur-
charger les notations, l’amplitude normalisée A′ et le coefficient non-linéaire normalisé γ′ se-
ront noté A et γ.

1.1.2.2 Effet Raman

La démarche mise en œuvre jusqu’ici s’est basée sur de nombreuses hypothèses. Bien
que celles-ci soient valides dans les régimes où les impulsions considérées sont de l’ordre de
quelques pico-secondes, les impulsions plus courtes (de l’ordre de quelques femto-secondes)
et/ou plus intenses ne satisfont plus ces hypothèses et sont donc mal décrites par les équations
précédentes. Il est néanmoins possible d’aboutir à une équation plus générale qui permet de
décrire les impulsions aussi courtes que quelques cycles optiques.

L’effet majeur qui a été négligé jusqu’à maintenant est l’effet Raman. Ce dernier est l’effet
induit par les vibrations moléculaires du matériau ; la lumière excite les molécules qui, en se
désexcitant, émettent une nouvelle onde. L’onde émise n’a alors pas la même fréquence ; la
diffusion principale ayant lieu dans les fibres optiques étant la diffusion Stokes, où l’onde créée
a une plus petite fréquence que l’onde incidente (décalage vers le rouge), l’onde anti-Stokes
(décalée vers le bleu) nécessitant que la vibration moléculaire soit parfaitement ajustée en fré-
quence et quantité de mouvement, ce qui est donc plus rare. De plus, l’émission de cette onde
se fait avec un certain retard dû au temps de réponse du matériau [24].

Pour tenir compte de cet effet, il ne faut alors plus supposer que les effets non-linéaires sont
instantanés, ce qui se traduit par le fait qu’il ne faille pas utiliser la formule 1.6 mais plutôt
1.4 pour modéliser la polarisation induite

−→
P . De plus, la prise en compte des effets retardés

modifie également l’expression du tenseur χ(3), si bien que la polarisation non-linéaire induite
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P (3) devient [22]

P (3) ≃ 3

4
χ(3)E(x, y, z, t)

t∫
−∞

R(t− t1)|E(x, y, z, t)|2dt1 (1.41)

où R(t) est la réponse non-linéaire totale du matériau. Cette fonction inclue l’effet Kerr et
l’effet Raman, et vaut

R(t) = (1− fR)δ(t) + fRhR(t) (1.42)

où hR(t) modélise la réponse retardée du matériau (effet Raman), et fR représente la contribu-
tion de cet effet. Cette expression fait donc apparaître la réponse instantanée des électrons (effet
Kerr) ainsi que la réponse retardée des noyaux, et fR est ajusté empiriquement pour contrôler
la contribution des effets retardés ; en pratique, fR = 0,18.

Le fait de tenir compte de la réponse Raman dans R(t) a pour effet de modifier la valeur de
la perturbation de l’indice de réfraction ∆n (1.22)

∆n(ω) = n2(ω)

+∞∫
0

R(t′)|E(x, y, z, t− t′)|2dt′ + iα̃(ω)

2k0
(1.43)

ce qui a pour conséquence de modifier l’expression de la perturbation ∆β du mode fondamen-
tal. De plus, afin de tenir compte de la dépendance en fréquence de n2 (à cause de n̄2) et d’α̃,
on utilise leur décomposition en série de Taylor


γ(ω) ≃ γ0 + γ1 (ω − ω0) + γ2

(ω − ω0)
2

2!
+ · · · (1.44a)

α(ω) ≃ α0 + α1 (ω − ω0) + α2
(ω − ω0)

2

2!
+ · · · (1.44b)

où


γm =

(
∂mγ

∂ωm

)
ω=ω0

(1.45a)

αm =

(
∂mα

∂ωm

)
ω=ω0

(1.45b)

il est également possible de montrer que

γ1
γ0

=
1

ω0

+
1

n2

(
∂n2

∂ω

)
ω=ω0

− 1

Aeff

(
∂Aeff

∂ω

)
ω=ω0

(1.46)

Les effets induits par la dépendance fréquentielle de l’aire effective Aeff dans la génération
de supercontinuum ont été étudiés en détail dan la littérature [25]. Ainsi, lorsqu’on considère
des impulsions longues de plusieurs cycles optiques (une largeur supérieure à 100 fs), seul le
premier terme de l’équation 1.46 contribue significativement (donc γ1 ≃ γ0/ω0), αm≥1 ≃ 0, et
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|A(z, t− t′)|2 est approximé par sa série de Taylor à l’ordre un

|A(z, t− t′)|2 ≃ |A(z, t)|2 − t′
∂|A(z, t)|2

∂t
(1.47)

L’équation 1.32 devient alors, en tronquant γ à l’ordre un et α à l’ordre zéro [26]

∂A

∂z
= i

(
+∞∑
k=1

ikβk

k!

∂kA

∂tk
+ γ0

(
|A|2A+

i

ω0

∂|A|2A
∂t

− TR
∂|A|2

∂t
A

))
− α0

2
A (1.48)

où

TR =

+∞∫
0

t′R(t′)dt′ (1.49)

Le terme proportionnel à i/ω0 résulte de la dépendance fréquentielle de ∆β (1.23), et le terme
proportionnel à TR provient de la réponse Raman retardée. Une bonne approximation de la
réponse du matériau hR(t) est donnée par [27]

hR(t) =

(
1

τ 21
+

1

τ 22

)
τ1e

−t/τ2 sin

(
t

τ1

)
(1.50)

et donc au final

R(t) = (1− fR)δ(t) + fR

(
1

τ 21
+

1

τ 22

)
τ1e

−t/τ2 sin

(
t

τ1

)
(1.51)

Cette équation plus générale modélise la non-conservation de l’énergie induite par la diffu-
sion Raman, et permet, lorsque suffisamment de termes dispersifs sont considérés, de traiter de
la génération de supercontinuum. Le terme R(t) (et plus précisément hR(t)) reste néanmoins
compliqué à estimer. Il est bon de noter que dans le cas où l’impulsion considérée est plus
longue que le temps de réponse Raman, la fonction hR(t) est quasi-nulle, ainsi que la contribu-
tion Raman fR (et donc R(t) ≃ δ(t)), et le terme γ1 est négligeable ; ainsi, l’équation 1.48 se
réduit à 1.32.

La vitesse de groupe d’une onde étant définie comme

1

vg
=

∂β

∂ω
= β1 (1.52)

β2, qui est la dérivée de β1 par rapport à ω, est alors la mesure de l’influence de la pulsation
de l’onde (et donc sa fréquence) sur sa vitesse de groupe, d’où son nom : le paramètre de
dispersion de vitesse de groupe

β2 =

∂

(
1

vg

)
∂ω

= − 1

v2g

∂vg
∂ω

(1.53)

La dépendance en fréquence (et donc en longueur d’onde) de la vitesse de groupe, et donc de
β2 sont visibles dans la figure 1.2 ; il y figure également l’évolution du paramètre de dispersion
de vitesse de groupe D

D =
dβ1

dλ
= −2πc

λ2
β2 (1.54)
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FIGURE 1.2 – Évolution de la vitesse de groupe vg (figure de gauche), du paramètre de disper-
sion D et de β2 (figure de droite) de la silice fondue en fonction de la longueur d’onde λ de
l’impulsion en entrée d’une fibre en silice fondue. La ligne en pointillés noirs correspond à la
longueur d’onde de 1550 nm qui est celle qui a été utilisée pour la plupart des études effectuées
lors de cette thèse.

Malgré son appellation, β2 n’est pas le seul paramètre à gouverner les effets dispersifs lors de
la propagation ; en effet, tous les effets dispersifs d’ordre supérieurs à deux y contribuent, mais
ces derniers sont souvent négligés. Ainsi, en présence de dispersion de la vitesse de groupe,
chaque composante spectrale évolue à une vitesse différente, ce qui a pour effet d’altérer l’im-
pulsion initiale ; ce point sera discuté plus en détail dans la section concernant la présentation
des phénomènes physiques.

En se plaçant dans le référentiel comobile à l’onde électro-magnétique, i.e. celui se dé-
plaçant à la vitesse de groupe vg de l’onde, quelques simplifications s’opèrent. Pour cela, on
effectue le changement de variable

T = t− z

vg
= t− β1z (1.55)

et l’équation 1.48 devient alors

∂A

∂z
= i

(
+∞∑
k=2

ikβk

k!

∂kA

∂T k
+ γ0

(
|A|2A+

i

ω0

∂|A|2A
∂T

− TR
∂|A|2

∂T
A

))
− α0

2
A (1.56)

Dans le cas où l’impulsion est plus large que 5 ps, la dépendance fréquentielle de ∆β (1.23) et
la réponse Raman retardée (TR) sont négligeables, et l’équation 1.56 devient

∂A

∂z
= i

(
+∞∑
k=2

ikβk

k!

∂kA

∂T k
+ γ0|A|2A

)
− α0

2
A (1.57)

qui a la même forme que l’équation 1.32, et lorsque seul l’effet dispersif d’ordre deux est
retenu, cette équation se réduit à son tour en l’équation de Schrödinger non-linéaire (ESNL)

∂A

∂z
= i

(
−β2

2

∂2A

∂T 2
+ γ0|A|2A

)
− α0

2
A (1.58)
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Cette équation est l’une des plus prolifiques de la physique moderne. En effet, elle trouve
de fortes analogies en océanographie [28] dans l’étude des vagues scélérates, en physique des
plasmas [29], ou encore dans la modélisation des condensats de Bose-Eisntein. Sa force est
d’être concise tout en permettant de modéliser des dynamiques complexes, notamment lors de
l’utilisation de sa forme généralisée. Dans la suite, afin de ne pas alourdir les notations, α0 sera
remplacé par α, et γ0 par γ.

1.1.3 Forme normalisée
Il est utile de normaliser l’équation et d’introduire certaines grandeurs caractéristiques du

système afin d’analyser l’équation au mieux. On commence en normalisant les durées par la
durée de l’impulsion T0.

τ =
T

T0

=⇒ ∂k

∂T k
=

1

T k
0

∂k

∂τ k
(1.59)

Pour une impulsion gaussienne, T0 correspond à sa largeur à 1/e, et est proportionnelle à la
largeur à mi-hauteur (FWHM) par la relation

A(0, T ) =
√

P0 e
−T 2/(2T 2

0 ) =⇒ FWHMgauss = 2
√

ln(2)T0 (1.60)

et pour une impulsion en sécante hyperbolique (sech), une telle relation existe également

A(0, T ) =
√

P0 sech

(
T

T0

)
=⇒ FWHMsech = 2 ln

(
1 +

√
2
)
T0 (1.61)

En introduisant l’amplitude normalisée U(z, τ) telle que

A(z, τ) =
√
P0e

−αz/2U(z, τ) (1.62)

où P0 est la puissance crête de l’impulsion initiale (P0 = max(A(0, τ)2)), l’équation 1.57 de-
vient

∂U

∂z
= i

(
+∞∑
k=2

ikβk

k!T k
0

∂kU

∂τ k
+ γP0e

−αz|U |2U

)
(1.63)

En posant 
LD =

T 2
0

|β2|

LNL =
1

γP0

(1.64)

l’ESNL (1.58) devient

∂U

∂z
= i

(
−sgn(β2)

2LD

∂2U

∂τ 2
+

e−αz

LNL

|U |2U
)

(1.65)

Les grandeurs LD et LNL sont appelées respectivement longueur de dispersion et longueur
non-linéaire, et permettent de quantifier l’ordre de grandeur des distances sur lesquelles les
effets dispersifs et/ou non-linéraires sont dominants ou non ; dans le cadre de l’ESNL (1.58),
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on peut définir la quantité

N2 =
LD

LNL

=
γP0T

2
0

|β2|
(1.66)

et il est alors possible de montrer que




z ≪ LD

z ≪ LNL

=⇒ les effets dispersifs et non-linéaires sont négligeables

z ≈ LD ≪ LNL =⇒ N2 ≪ 1 : les effets non-linéaires sont négligeables

z ≈ LNL ≪ LD =⇒ N2 ≫ 1 : les effets dispersifs sont négligeables

z ≈ LD ≈ LNL =⇒ N2 ≈ 1 : les effets dispersifs et non-linéaires sont non-négligeables

L’interprétation plus précise du paramètre N sera discuté plus bas dans la section dédiée aux
solitons.

1.1.4 Intégration numérique

L’ESNL est en général trop compliquée pour être intégrée analytiquement, si bien qu’une
approche numérique est nécessaire. Parmi les différentes méthodes algorithmiques, les deux
plus utilisées sont la méthode pseudo-spectrale de split-step Fourier et celle des différences
finies. Dans les deux cas, l’espace et le temps doivent être discrétisés en un nombre de points
suffisamment grand pour que les diverses approximations numériques (dérivée, transformée de
Fourier, ...) restent valides ; les pas respectifs de ces discrétisations seront notés δz et δt.

La méthode des différences finies intègre l’équation dans le domaine temporel en approxi-
mant les dérivées grâce à des schémas tels que celui de Runge-Kutta. Ce dernier est largement
répandu, sa variation la plus utilisée étant la méthode d’ordre quatre (RK4) qui s’est avérée être
très appropriée à l’intégration numérique de dynamique supercontinuum [30]. Dans le schéma
d’intégration RK4 standard (c’est lui qui est implémenté dans la toolbox MATLAB d’opti-
misation via la fonction ODE45 par exemple, bien que cette version de l’algorithme soit une
méthode à pas adaptatif), un problème général de type

∂A(z, T )

∂z
= f (z, A(z, T )) (1.67)

est résolu (approximativement) de manière itérative par
An+1 = An +

δz
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

zn+1 = zn + δz

(1.68)
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avec 

k1 = f (zn, An)

k2 = f

(
zn +

δz
2
, An + δz

k1
2

)

k3 = f

(
zn +

δz
2
, An + δz

k2
2

)

k4 = f (zn + δz, An + δzk3)

(1.69)

et où z0 et A0 = A(z0, T ) sont les conditions initiales connues.
La méthode split-step Fourier, elle, fait l’hypothèse selon laquelle les effets dispersifs et

non-linéaires sont découplés localement et agissent de manière isolée ; cette méthode est très
largement utilisée dans le domaine de l’optique fibrée [31, 32]. En réécrivant l’équation 1.56
sous la forme

∂A(z, T )

∂z
=
(
D̂ + N̂

)
A(z, T ) (1.70)

avec 
D̂ = i

+∞∑
k=2

ikβk

k!

∂k

∂T k
− α

2

N̂ = iγ

(
|A|2 + i

ω0A

∂|A|2A
∂T

− TR
∂|A|2

∂T

) (1.71)

l’opérateur de dispersion D̂ et l’opérateur non-linéaire N̂ apparaissent explicitement. Le schéma
d’intégration consiste alors à propager l’équation dans le domaine temporel sur une distance
δz/2 en négligeant les effets dispersifs (D̂ = 0), puis de nouveau sur une distance δz/2, mais
cette fois dans le domaine spectral (d’où l’appellation de méthode pseudo-spectrale) et en né-
gligeant les effets non-linéaires (N̂ = 0). Le passage dans le domaine spectral se fait grâce à
l’algorithme de FFT qui est très rapide. La solution exacte lorsque N̂ est supposé indépendant
de z est alors 

An+1 = eδz(D̂+N̂)An

zn+1 = zn + δz

(1.72)

Le calcul exact de l’exponentielle étant très compliqué, des approximations doivent être faites,
et la solution communément retenue est

An+1 ≃ eδzD̂eδzN̂An (1.73)

Le choix de la méthode d’intégration numérique n’a en pratique que très peu d’impact sur
la qualité des résultats obtenus, une étude de convergence étant à chaque fois nécessaire afin de
trouver les pas δz et δt adaptés à la simulation numérique désirée.
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1.2 Présentation des phénomènes physiques
L’une des forces de l’équation de Schrödinger non-linéaire est que c’est un modèle relati-

vement simple qui permet pourtant de décrire les phénomènes complexes ayant lieu au cours
la propagation d’une onde dans un milieu non-linéaire. En effet, elle contient le fait que la
vitesse de groupe dépend de la fréquence (dispersion de vitesse de groupe), qu’une impulsion
se déphase au cours de sa propagation proportionnellement à son intensité (auto-modulation
de phase), et que la compétition entre ces deux phénomènes donne lieu à des instabilités (in-
stabilité de modulation) et à l’existence d’ondes particulières, périodiques spatialement et/ou
temporellement : les solitons.

1.2.1 Élargissement induit par la dispersion
Comme annoncé précédemment, la dispersion de vitesse de groupe est à l’origine d’un

élargissement de l’impulsion lumineuse qui se propage dans une fibre dispersive (au moins un
des coefficients βk est non-nul). Comme nous cherchons à étudier les effets de la dispersion sur
le comportement de l’impulsion lumineuse, il est préférable de traiter ce problème en étudiant
l’ESNL normalisée (1.63), lorsque seuls les effets dispersifs sont pris en compte (γ = 0) :

∂U

∂z
= iĤU (1.74)

où l’opérateur Ĥ

Ĥ =
+∞∑
k=2

ikβk

k!T k
0

∂k

∂τ k
(1.75)

est auto-adjoint (Ĥ∗ = Ĥ). La transformée de Fourier Ũ de U satisfait alors l’équation

∂Ũ

∂z
= i

+∞∑
k=2

(−1)kβk

k!
ωkŨ (1.76)

qui a pour solution

Ũ(z, ω) = Ũ(0, ω) exp

(
i

+∞∑
k=2

(−1)kβk

k!
ωkz

)
(1.77)

On voit alors que chaque composante spectrale est déphasée au cours de la propagation par
un facteur dépendant de la pulsation ω. Ce déphasage induit par la dispersion laisse le profil
d’intensité spectrale Ũ(0, ω) inchangé, mais peut néanmoins altérer l’impulsion temporelle, et
notamment sa largeur.

La résolution générale exacte de cette équation étant trop compliquée à exprimer, cette
dernière est caractérisée par ses moments ⟨τn⟩ définis comme [33]

⟨τn⟩ =

+∞∫
−∞

U∗(z, τ)τnU(z, τ)dτ

+∞∫
−∞

|U(z, τ)|2dτ

(1.78)
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où ⟨τn⟩ est le moment d’ordre n de l’impulsion, et U∗ est l’adjoint de U . La mesure de l’élar-
gissement de l’impulsion se fait alors grâce à son écart-type

σ =
√
⟨τ 2⟩ − ⟨τ⟩2 (1.79)

Sachant que l’onde normalisée U est telle que l’intégrale temporelle de son module au carré
vaut un, on peut montrer par récurrence que

∂k⟨τn⟩
∂zk

= ik
+∞∫

−∞

U∗[τn, Ĥ]kUdτ = ik⟨[τn, Ĥ]k⟩ (1.80)

où le commutateur d’ordre k [τn, Ĥ]k est défini par

[τn, Ĥ]0 = τn

[τn, Ĥ]1 = [τn, Ĥ] = τnĤ − Ĥτn

[τn, Ĥ]k+1 = [[τn, Ĥ]k, Ĥ]

(1.81)

et on peut également montrer que

∂n+1⟨τn⟩
∂zn+1

= 0 (1.82)

et donc que ⟨τn⟩ que est un polynôme d’ordre n de forme générale

⟨τn⟩ =
n∑

k=0

cn,kz
k (1.83)

où les coefficients cn,k sont déterminés en fonction des conditions initiales U(0, τ)

cn,k =
ik

k!

+∞∫
−∞

U∗(0, τ)[τn, Ĥ]kU(0, τ)dτ (1.84)

Ainsi, l’élargissement (temporel) de l’impulsion mesuré par son écart-type vaut

σ2 = (c2,2 − c1,1)z
2 + (c2,1 − 2c1,1c1,0)z + c2,0 − c21,0 (1.85)

et varie quadratiquement par rapport à la distance de propagation, quelque soit le nombre
de termes considérés pour la dispersion, et indépendamment du profil initial de l’onde. En
particulier, dans le cas d’une impulsion gaussienne simple, l’écart-type vaut

σ2 = σ2
0 +

(
β2z

2σ0

)2

(1.86)

où σ0 = T0/
√
2 est la largeur initiale de l’onde, et pour une impulsion en sécante hyperbolique

σ2 = σ2
0 +

(
πβ2z

6σ0

)2

(1.87)

où σ0 = πT0/
√
12.
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1.2.2 Auto-modulation de phase
Le profil de l’impulsion peut être également altéré par les effets non-linéaires de la fibre.

Ainsi, afin de mettre cela en évidence, il est bon d’étudier l’ESNL en l’absence d’effets disper-
sifs (βk = 0) :

∂U

∂z
= iγP0e

−αz|U |2U (1.88)

En posant

U(z, τ) = |U(z, τ)|eiφ(z,τ) (1.89)

on a

∂|U |
∂z

+ i|U |∂φ
∂z

= iγP0e
−αz|U |3 (1.90)

et en identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient


∂|U(z, τ)|

∂z
= 0 (1.91a)

∂φ(z, τ)

∂z
= γP0e

−αz|U(z, τ)|2 (1.91b)

Ce système d’équations donne donc, en imposant φ(0) = 0

φ(z, τ) =
γP0|U(0, τ)|2

α

(
1− e−αz

)
(1.92)

et donc, en posant

Leff =
1− e−αz

α
(1.93)

la longueur efficace de la fibre, on a

U(z, τ) = U(0, τ)ei|U(0,τ)|2Leff/LNL (1.94)

On constate que l’onde se déphase au cours de sa propagation, que ce déphasage est proportion-
nel au coefficient non-linéaire γ, et surtout à l’intensité initiale de l’onde |U(0, T )|2 ; la forme
de l’onde, elle, reste inchangée au cours de la propagation. La phase de l’onde est modulée
proportionnellement à son intensité initiale ; c’est ce qu’on appelle l’auto-modulation de
phase.

De manière cruciale, cette phase φ induite par la non-linéarité dépend du temps, au travers
de l’impulsion initiale U(0, τ), et donc la fréquence instantanée de l’onde δω également :

δω(τ) = −∂φ

∂τ
(1.95)

= − Leff

LNL

∂|U(0, τ)|2

∂τ
(1.96)

Lorsque cette variation de la fréquence instantanée, appelée chirp, est non-nulle, elle a pour
effet de générer de nouvelles composantes fréquentielles tout au long de la propagation, et
donc d’élargir le spectre de l’onde.
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1.2.3 Instabilité de modulation
Il n’est pas rare qu’un système non-linéaire comme celui décrit ici présente des instabilités,

qui conduisent à la modulation de l’état stationnaire. Ce phénomène est en effet présent dans de
nombreux domaines de la physique, tels que la mécanique des fluides, la physique des plasmas,
ou encore l’optique non-linéaire, et conduit à des comportements riches dont l’étude est souvent
complexe et révèle les limites des outils d’analyse moderne.

Il est alors instructif d’étudier la stabilité de l’état stationnaire lorsque ce dernier est per-
turbé ; cela permet de saisir l’influence du bruit et autres incertitudes (qui sont inhérents à
toute mesure physique) sur l’évolution d’une onde. L’enveloppe normalisée U(z, τ) est dans
le régime stationnaire lorsqu’elle ne dépend plus du temps (∂kU/∂τ k = 0), et l’équation 1.63
devient alors, en négligeant les pertes,

∂U

∂z
= iγP0|U |2U (1.97)

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, une solution de cette équation peut se
mettre sous la forme

U(z) = |U(z)|eiφ(z) (1.98)

avec


∂|U(z)|

∂z
= 0 (1.99a)

∂φ(z)

∂z
= γP0|U(z)|2 (1.99b)

où |U | et φ ne dépendent pas du temps puisque l’étude porte sur le régime stationnaire. On a
donc |U(z)| = |U(0)| = 1, et φ(z) = γP0z.

En perturbant l’amplitude U de cette onde stationnaire par une perturbation (complexe) u
telle que |u|2 ≪ 1, on a

U(z) = eiφ(z) →
(
1 + u(z, τ)

)
eiφ(z) (1.100)

et en injectant cette onde perturbée dans l’équation 1.63, on obtient que u vérifie l’équation
suivante

∂u

∂z
≃ i

(
+∞∑
k=2

ikβk

k!T k
0

∂ku

∂τ k
+ γP0(u+ ū)

)
(1.101)

où ū est le complexe conjugué de u. En décomposant la perturbation en partie réelle et imagi-
naire

u(z, τ) = u(r)(z, τ) + iu(i)(z, τ)

l’équation 1.101 fournit deux équations (une pour la partie réelle et une pour la partie imagi-
naire) et le système ainsi obtenu peut être résolu, mettant en évidence l’existence de solutions à
croissance exponentielle. L’existence de telles solutions est appelée instabilité de modulation ;
la perturbation (modulation) u devient instable et croît exponentiellement du fait de l’interac-
tion entre les effets dispersifs et non-linéaires. Cette interaction conduit donc à l’émergence de
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phénomènes nouveaux qu’on ne peut décrire en négligeant l’un ou l’autre de ces effets ; parmi
ces phénomènes, celui des solitons en est un tout particulièrement important (il sera détaillé à
la section suivante).

Dans le cas particulier où seuls les effets dispersifs d’ordre 2 sont retenus (donc dans le cas
particulier de l’ESNL), la condition d’émergence de ces solutions instables est

−β2

2
ω2

(
β2

2
ω2 + 2γP0

)
> 0 =⇒ ω2 ∈

[
0 ;−4γP0

β2

]
(1.102)

La quantité ω2 étant positive, si γ (et donc n2) l’est également, alors cette inégalité ne peut être
vérifiée que lorsque β2 < 0 (on a donc β2 = −|β2|), et on définit alors la pulsation critique
d’instabilité

ω2
c =

4γP0

|β2|
=

4

|β2|LNL

(1.103)

Le gain associé à cette amplification exponentielle est alors

g = 2

√
|β2|γP0ω2 − |β2|2

4
ω4 (1.104)

= |β2ω|
√

ω2
c − ω2 (1.105)

Ce gain est maximal en

ωmax = ± ωc√
2
=

√
2γP0

|β2|
(1.106)

et vaut

gmax = g(ωmax) = 2γP0 (1.107)

et la fréquence d’amplification maximale vaut donc

fmax =
ωmax

2π
(1.108)

Comme β2 < 0, d’après l’équation 1.53, on a

∂vg
∂ω

> 0 (1.109)

Cette dernière condition indique que l’instabilité de modulation ne peut avoir lieu que lorsque
les basses fréquences se propagent plus lentement que les hautes fréquences ; on parle alors de
vitesse de groupe anormale.

Ainsi, lorsque l’impulsion d’entrée a une durée infinie (on parle d’onde continue ou conti-
nuous wave) et qu’elle est bruitée, certaines fréquences de ce bruit sont amplifiées exponen-
tiellement selon la courbe de gain décrite par g et visible sur la figure 1.3 [34]. Cependant,
même lorsque l’impulsion initiale est de durée finie, cette dernière a tendance à s’aplatir en
son sommet, créant ainsi une "onde continue locale", et qui est donc soumise au phénomène
d’instabilité de modulation ; on parle alors d’instabilité de modulation impulsionnelle. Ces
deux régimes d’instabilité seront étudiés dans cette thèse.
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FIGURE 1.3 – Courbes de gain obtenues avec les paramètres de la simulation CW MI pour
différentes puissances P0 : β2 = -2,1×10−26 s2m−1, γ = 0,0011 W−1m−1 et λ0 = 1550 nm.

1.2.4 Solitons

Parmi les différents phénomènes physiques émergeant lors de la propagation d’une onde
dans une fibre, le soliton en est un tout particulièrement fascinant, le terme soliton faisant
référence à un type d’onde qui se propage sans déformation, le rendant très intéressant pour le
transport d’énergie/information. La première observation de ce phénomène a d’abord été faite
dans un contexte océanographique dans la première moitié du XIXe siècle [1]. Les raisons de ce
phénomène ne furent pleinement comprises que près de cent-cinquante ans plus tard [5] grâce
à la méthode de la transformée de Fourier non-linéaire (inverse scattering).

Il fût alors compris que l’émergence de ces solitons est due à l’interaction entre les effets
dispersifs et non-linéaires du matériau. En effet, nous avons vu que la dispersion de vitesse de
groupe avait pour effet d’altérer la largeur de l’impulsion (par déphasage de chaque compo-
sante spectrale) tout en laissant l’intensité spectrale inchangée (1.85), et que l’auto-modulation
de phase avait pour effet d’altérer l’intensité spectrale (par la génération de nouvelles compo-
santes spectrales) tout en laissant la largeur de l’impulsion inchangée (1.94) ; lorsque l’impul-
sion est suffisamment étroite et que les deux grandeurs LD et LNL sont comparables, ces deux
phénomènes coexistent et interagissent pour donner naissance aux solitons.

D’un point de vue physique, les fréquences générées par auto-modulation de phase (à cause
de la non-linéarité) se déplacent à différentes vitesses (à cause de la dispersion de vitesse de
groupe), ce qui a pour effet de modifier la largeur de l’onde. Lorsque la dispersion a pour
effet de faire aller les basses fréquences plus vite que les hautes fréquences (dispersion nor-
male), la dispersion et la non-linéarité se renforcent l’une l’autre, ce qui étale d’autant plus
l’onde ; lorsque la dispersion a pour effet de faire aller les basses fréquences plus lentement que
les hautes fréquences (dispersion anormale), la dispersion et la non-linéarité se compensent
l’une l’autre, ce qui maintient l’onde dans un état stable. Cette dernière se propage alors de ma-
nière périodique spatialement et/ou temporellement, avec une période potentiellement infinie,
générant dans ce cas un soliton localisé.
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D’un point de vue analytique, la forme précise de ces solitons est étudiée dans le cas de
l’ESNL (seuls les effets dispersifs d’ordre deux sont retenus), et est obtenue grâce à la méthode
de la transformée de Fourier non-linéaire (inverse scattering transform). Pour cela, il est plus
pratique de réécrire l’équation 1.65 en normalisant la variable spatiale z ; on pose alors


ξ =

z

LD

(1.110a)

u = NU (1.110b)

et l’ESNL devient

∂u

∂ξ
= i

(
−sgn(β2)

2

∂2u

∂τ 2
+ |u|2u

)
(1.111)

qui est la forme analytique adimensionnée standard de l’ESNL utilisée dans de nombreux
contextes physiques [35].

La méthode de transformée de Fourier non-linéaire (inverse scattering) consiste à trouver
un système d’équations linéaires équivalent au problème à résoudre. Ceci est effectué en trans-
formant le problème initial en un problème aux valeurs propres appliqué à de nouveaux opéra-
teurs qui constituent une paire de Lax. Dans le cas de l’équation 1.111 en régime de dispersion
anormale (sgn(β2) = −1), le système linéaire aux valeurs propres s’avère être [36]

∂v1
∂τ

= i (uv2 − ζv1)

∂v2
∂τ

= i (ūv1 + ζv2)

(1.112)

où ζ est une valeur propre, complexe en général, avec ζ = ζ(r) + iζ(i). En appliquant la
démarche d’inverse scattering, il est possible de reconstruire u à partir de données issues du
problème de scattering direct [36], ce qui donne

u(ξ, τ) =

⌊N⌋∑
j=1

ϕj (1.113)

où ϕj se calcule en résolvant un système d’équations non-linéaires. La partie entière de N
(1.66) correspond donc à l’ordre du soliton considéré.

Pour N = 1, on obtient le soliton fondamental

u(ξ, τ) = ζ(i) sech
(
ζ(i)(τ − τs + ζ(r)ξ)

)
ei((ζ

(i)2−ζ(r)2)ξ/2−ζ(r)τ+φs) (1.114)

où τs, ζ(r), ζ(i), et φs sont respectivement la position, la fréquence, l’amplitude, et la phase à
l’origine du soliton. En choisissant correctement l’origine temporelle, la fréquence de la por-
teuse, et en imposant u(0, 0) = 1, on obtient τs = 0, ζ(r) = 0, et ζ(i) = 1, d’où

u(ξ, τ) = sech(τ)eiξ/2 (1.115)

la phase à l’origine n’ayant aucune pertinence ici. Ce soliton fondamental est une onde localisée
temporellement, qui évolue de manière invariante tout au long de la fibre (figure 1.4a) et d)). Il
est d’une importance capitale pour l’analyse des différents phénomènes qui ont lieu lors de la
propagation de la lumière dans une fibre optique. Le soliton d’ordre deux (N = 2), lui, a pour



26 CHAPITRE 1. PROPAGATION NON-LINÉAIRE DANS LES FIBRES OPTIQUES

expression analytique [37]

u(ξ, τ) = 4

(
cosh(3τ) + 3e4iξ cosh(τ)

)
cosh(4τ) + 4 cosh(2τ) + 3 cosh(4ξ)

eiξ/2 (1.116)

qui est périodique selon ξ, de période π/2. Ramenée en unité physique, la période est

z0 =
π

2
LD (1.117)

Les solitons d’ordres supérieurs exhibent tous une périodicité spectrale et temporelle de période
z0 (figure 1.4b,c,e et f)) ; ces solitons d’ordre N sont les éléments de base de l’analyse qui va
suivre concernant le régime supercontinuum [38].

N=1 N=2 N=3
a) b) c)

d) e) f)

FIGURE 1.4 – Simulation numérique de solitons d’ordre 1, 2 et 3 (respectivement a), b) et
c)) dans le domaine temporel (en haut) et spectral (en bas). Les paramètres de la simulation
numérique sont les même que pour le CW MI où la puissance P0 est ajustée selon l’équation
1.66 pour obtenir le soliton d’ordre désiré : β2 = -2,1×10−26 s2m−1, γ = 0,0011 W−1m−1,
λ0 = 1550 nm et FWHM = 2 ps (T0 = 1,13 ps)

Cette périodicité est similaire en nature à la récurrence de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou. L’ex-
périence de FPUT avait pour but d’étudier le comportement d’une corde vibrante discrète pré-
sentant une non-linéarité ; l’équation d’étude était de la forme [39]

∂2xi

∂t2
= (xi+1 − 2xi + xi−1) + α

(
(xi+1 − xi)

2 − (xi − xi−1)
2
)

(1.118)

où xi représente la position du ieme nœud, et α est une perturbation non-linéaire. La corde est
initialement excitée sur son premier mode de vibration, et la première intuition consisterait à
prédire qu’un effet de thermalisation devrait répartir équitablement l’énergie dans chaque mode
de vibration, aboutissant ainsi à un état de vibration désordonné et chaotique. Or, la simulation
numérique effectuée à l’époque (la première de l’Histoire) mit en évidence un comportement
quasi-périodique ; après l’installation de vibrations erratiques, la corde revient sur son premier
mode de vibration et recommence le cycle. C’est plus tard, lorsque le lien avec l’équation de
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Korteweg-de Vries a été fait (comme analogue continue de FPU), que la relation entre soli-
tons et périodicité a été pleinement comprise. Les différents solitons émergeant au cours du
processus se propagent et interagissent entre eux. Lorsque deux de ces solitons se rencontrent,
ils semblent se passer au travers sans que leurs formes soient altérées ; leurs amplitudes et vi-
tesses sont modifiées au moment de l’interaction mais sont ensuite rétablies. Il apparaît alors
que, malgré l’apparent désordre, ces solitons finissent par tous être quasiment en phase et ainsi
quasiment reconstruire l’impulsion initiale [6]. La propagation invariante des solitons ainsi que
la manière dont ils interagissent sont donc les éléments clés qui permettent l’émergence de
dynamiques périodiques complexes.

De plus, il a été montré que l’équation 1.111 possède une famille de solutions facilement
paramétrable, présentant une périodicité soit spatiale soit temporelle ; ce sont les soliton on
finite background (SFB) [40] :

u(ξ, τ) = eiξ
(
1 +

2(1− 2a) cosh(bξ) + ib sinh(bξ)√
2a cos(ωcτ)− cosh(bξ)

)
(1.119)

où ωc est la pulsation critique d’instabilité normalisée (1.102), et avec
b =

√
8a(1− 2a)

ωc = 2
√
1− 2a

(1.120)

Cette famille de solutions contient la sous-famille des breathers d’Akhmediev qui exhibe une
périodicité purement temporelle (a < 0,5) ainsi que celle des breathers de Kuznetsov-Ma qui,
eux, exhibent une périodicité purement spatiale (a > 0,5). Le cas limite où a = 0,5 aboutit
au soliton de Peregrine qui est un soliton localisé spatialement et temporellement, comme le
montre la figure 1.5. Bien que ces expressions analytiques aient été découvertes dans les années
1970, leurs confirmations expérimentales n’ont été réalisées que plusieurs décennies plus tard,
au début des années 2010 [41, 40].
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a = 1

FIGURE 1.5 – Simulation numérique de solitons sur fond continu (SBF) en unité normalisée.
La figure de gauche montre un breather d’Akhmediev (a = 0, 25), qui présente une périodicité
temporelle, la figure droite montre un breather de Kuznetsov-Ma (a = 1), qui présente une
périodicité spatiale, et la figure centrale montre un soliton de Peregrine (a = 0, 5), qui est
localisé spatialement et temporellement ; ce dernier et donc le cas limite des deux breathers
précédents.
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1.2.5 Génération de supercontinuum
Jusqu’ici, l’étude des phénomènes physiques s’est concentrée sur l’analyse de l’équation

1.32 qui ne tient pas compte de la diffusion Raman, et l’analyse portant sur les solitons ne
s’est faite qu’en présence de l’effet dispersif d’ordre deux (seul β2 non-nul). Or cette diffusion
ainsi que les effets dispersifs d’ordres supérieurs jouent un rôle central dans la génération de
supercontinuum, c’est-à-dire d’impulsions dont la largeur spectrale finale est grande par rapport
à la largeur initiale. Ces impulsions supercontinuum sont le résultat de l’interaction complexe
entre plusieurs phénomènes, rendant leur description laborieuse ; ces phénomènes clefs que
sont la dispersion, l’auto-modulation de phase, et la dynamique solitonique, ont été présentés
dans les sections précédentes. De plus, le phénomène de mélange à quatre ondes contribue
également à altérer le spectre de l’onde considérée.

Le mélange à quatre ondes est le processus au cours duquel trois ondes de pulsation a
priori différentes interagissent afin d’en former une quatrième, dont la pulsation dépend des
conditions d’accord de phase des trois ondes incidentes. De manière générale,

ω4 = ω1 ± ω2 ± ω3 (1.121)

et une onde avec une telle pulsation ω4 n’est générée que si

k4 = k1 ± k2 ± k3 (1.122)

Lorsque l’accord de phase est tel que ω1 + ω2 = ω3 + ω4, et que ω1 = ω2 (on parle de
cas dégénéré), on aboutit au régime de mélange à quatre ondes prépondérant dans les fibres
optiques, où une seule impulsion pompe de pulsation ω1 est capable de générer deux nouvelles
impulsions, de pulsation ω3 et ω4 ; comme 2ω1 = ω3 +ω4, les pulsations des impulsions créées
sont forcément réparties de manière symétrique par rapport à ω1 (|ω1 − ω3| = |ω1 − ω4|). Par
analogie avec l’effet Raman, l’impulsion de pulsation inférieure à ω1 est appelée impulsion
Stokes, et l’autre est appelée anti-Stokes. Ce phénomène a donc pour effet de générer des
fréquences de part et d’autre de celles déjà existantes ; dans ce cas dégénéré, le processus de
mélange à quatre ondes n’est en réalité que le pendant fréquentiel de l’instabilité de modulation.

Ainsi, une impulsion de très courte durée, i.e. dont la FWHM est de l’ordre de quelques
centaines de femto-secondes au plus, sera soumise au phénomène d’auto-modulation de phase,
qui aura pour effet d’élargir son spectre, bien que cet élargissement soit relativement faible. Le
mélange à quatre ondes générera alors une dynamique solitonique avec des solitons d’ordres
relativement élevés (jusqu’à l’ordre dix par exemple). Ces solitons subiront des effets de com-
pression temporelle (et donc d’élargissement spectral), et les effets non-linéaires d’ordres su-
périeurs finiront par fissionner ces solitons d’ordres élevés en plusieurs solitons fondamentaux.

En effet, il peut être montré que la solution de l’ESNL normalisée (1.111) obtenue par
la méthode d’inverse scattering (décrite par l’équation 1.113), est une superposition de ⌊N⌋
solitons fondamentaux dont les durées et puissances sont données par


Tk =

T0

2(N − k) + 1
(1.123a)

Pk = P0

(
2(N − k) + 1

N

)2

(1.123b)

où k varie de 1 à ⌊N⌋. Tant que ces solitons se déplacent à la même vitesse, l’onde formée
par leur superposition reste intacte, mais lorsque leurs vitesses respectives se mettent à diffé-
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rer (à cause des effets dispersifs), les solitons fondamentaux individuels se séparent ; c’est le
phénomène de fission solitonique.

De plus, le soliton spectral le plus intense se voit décalé vers le rouge (vers les grandes lon-
gueurs d’ondes) par effet de self-frequency shift ("auto-décalage spectral"), comme le montre
la figure 1.6b). On y voit clairement le soliton spectral le plus intense se détacher du groupe
(aux alentours de 0,1 m) et se décaler vers les plus hautes longueurs d’ondes. Temporellement,
la figure 1.6a) montre bel et bien plusieurs solitons émerger de l’impulsion initiale par fission
solitonique, dont un qui se décale fortement vers les temps positifs ; sa trajectoire est quasiment
parabolique. On voit également apparaître une onde dispersive dans la zone de dispersion nor-
male (β2 > 0), i.e. pour les longueurs d’ondes inférieures à la longueur d’onde de dispersion
nulle, environ égale à 1270 nm pour la silice fondue (voir figure 1.2).

FIGURE 1.6 – Simulation numérique d’un supercontinuum. β2 = - 5.9 ×10−27 s2m−1,
β3 = 4.21×10−41 s3m−1, β4 = -1.25×10−55 s4m−1, β5 = 2.45×10−70 s5m−1, γ = 0.1 W−1m−1,
λ0 = 1550 nm, P0 = 1 kW et FWHM = 100 fs (T0 = 57 fs). Avec ces paramètres, ⌊N⌋=7.

Le combinaison du phénomène de self-frequency shift et de la génération d’onde disper-
sive aboutit à un spectre dont la largeur peut s’étendre sur plusieurs octaves, et qui trouve des
applications diverses en spectroscopie, en métrologie ou encore en imagerie (tomographie).



30 CHAPITRE 1. PROPAGATION NON-LINÉAIRE DANS LES FIBRES OPTIQUES

1.2.6 Vagues scélérates optiques
Lorsqu’une onde se propage dans une fibre, de nombreux paramètres restent non-maîtrisés

(bruit dans les conditions initiales, impuretés de la fibre, ...), et ainsi, l’évolution de plusieurs
ondes dans la même fibre et dans les "mêmes" conditions présente des fluctuations. En effet,
il est possible d’observer l’émergence d’impulsions de très grande amplitude, appelées vagues
scélérates par analogie avec l’océanographie [42], qui sont des évènements extrêmes, et donc
rares. Ainsi, la caractérisation de telles vagues n’est possible qu’en réalisant un grand nombre
de mesures dans les "mêmes" conditions, et en mesurant le pic d’intensité à chaque réalisation ;
on observe alors une distribution de ces pics d’intensité qui a une longue traîne en forme de
"L". La mesure de ces évènements extrêmes requiert l’utilisation d’outils de mesure avancés
tels que la transformée de Fourier dispersive (DFT) pour pouvoir caractériser en temps réel les
spectres d’où émergent ces vagues scélérates, permettant ainsi de mesurer les fluctuations de
pic d’intensité spectrale d’une impulsion à l’autre [28, 43].

1.3 Problématique
Depuis quelques dizaines d’années, de nouvelles techniques de mesure en temps réel ont

permis de mieux cerner les phénomènes physiques en jeu dans les fibres optiques lors d’une
propagation non-linéaire. Parmi ces techniques, la lentille temporelle et la transformée de Fou-
rier dispersive (DFT) ont contribué à révéler/confirmer les détails de la dynamique de la lumière
lors de la formation d’instabilité de modulation ou encore de supercontinuum, ce qui a permis
d’augmenter considérablement le crédit accordé aux modèles numériques développés jusqu’ici
sans réelles confirmations expérimentales.

Cependant, ces techniques expérimentales restent limitées : la lentille temporelle est très
compliquée à mettre en place et n’est réalisable qu’à certaines longueurs d’ondes, et la trans-
formée de Fourier dispersive ne permet pas d’obtenir des mesures avec des plages dynamiques
supérieures à 25 dB et ne fournit que l’intensité spectrale (sans la phase) ce qui ne permet pas
(a priori) de reconstruire l’information désirée sur les solitons. Seules les mesures en spec-
troscopie restent simples à réaliser tout en ayant une grande plage dynamique (de l’ordre de
60 dB) nécessaire à l’observation et donc l’analyse des instabilités se produisant dans les fibres
optiques.

Ainsi, il est pertinent de se demander s’il est possible de reconstruire une partie de l’infor-
mation temporelle ne connaissant que l’intensité spectrale, qui est la seule propriété simple à
mesurer. Les méthodes classiques ayant échoué à cela, nous nous sommes naturellement tour-
nés vers de nouvelles méthodes prometteuses et ayant déjà fait leurs preuves dans de nombreux
domaines : les méthodes d’apprentissage machine.



Chapitre 2

Apprentissage machine

"Il n’est rien qui se produise dans l’univers sans qu’il y ait
un rapport avec le maximum ou le minimum."

——————————————

– Leonhard EULER, Methodus Inveniendi Lineas Curvas
Maximi Minimive proprietate gaudentes, 1744

Comme il a été dit en conclusion du chapitre précédent, les outils d’apprentissage machine
ont récemment bouleversé le champ de vision de la science moderne en permettant d’accomplir
certaines tâches qui semblaient jusqu’alors inextricables, comme la classification, la reconnais-
sance et/ou la reconstruction d’image, de texte ou de son, le contrôle et/ou l’optimisation de
systèmes physiques paramétrés, l’analyses de larges ensembles de données, ... En effet, ces al-
gorithmes ne sont pas basés sur l’exécution de procédures explicites, prédéterminées, et adap-
tées au problème étudié, mais sur l’exécution d’une unique procédure générale et paramétrée,
et dont les paramètres s’adaptent au problème étudié. L’architecture la plus répandue étant
celle des réseaux de neurones, c’est celle-là qui a été utilisée au cours de cette thèse, et qui est
présentée en détail dans ce chapitre.

2.1 Introduction
Les outils d’apprentissage machine recouvrent une large gamme d’algorithmes ayant pour

fonction d’exécuter des tâches complexes que les méthodes traditionnelles (analytiques, ana-
logiques ou numériques) ne parviennent pas à traiter (reconnaissance d’images, classification,
...). Ces algorithmes d’apprentissage reposent tous sur un même principe fondamental : il s’agit
de choisir un modèle numérique paramétré et d’optimiser ses paramètres internes (le modèle
et ses paramètres étant de différente nature selon l’algorithme utilisé) sur la base de données
fournies (expérimentales ou générées numériquement), afin que le modèle rende ces données
les moins surprenantes possibles (la notion de surprise étant à définir pour chaque modèle,
mais souvent réduite à une notion de distance), l’objectif étant par la suite de se servir de ce
modèle (après optimisation) sur de nouvelles données auxquelles il n’a jamais été confronté.

Par exemple, pour classifier des individus possédant deux caractéristiques, et donc pouvant
être représentés dans un plan, en n groupes, un algorithme de classification pourrait modéli-
ser les groupes par des gaussiennes bidimensionnelles, dont les paramètres seraient la position
des centres (donc leur moyenne) et leurs écarts-types. L’algorithme optimiserait alors ces pa-
ramètres pour faire en sorte que les individus proches entre eux soient dans le même groupe et
que les individus éloignés les uns des autres soient dans des groupes différents. Il est possible
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de modéliser les groupes par d’autres fonctions que des gaussiennes, et ce modèle aura alors
d’autres paramètres à optimiser. L’algorithme créera donc des frontières de décision qui per-
mettront de classer adéquatement de nouveaux individus qui n’ont pas servi lors de la phase
d’optimisation ; l’algorithme décrit s’apparente à un modèle de mélange gaussien et est sché-
matisé dans la figure 2.1.

FIGURE 2.1 – Schéma de mixture gaussienne : dans l’espace des caractéristiques des individus,
des groupes d’individus semblent naturellement exister, et on cherche à trouver les paramètres
de trois gaussiennes qui pourraient classifier ces groupes. La figure de droite rend les données
moins surprenantes que la figure de gauche.

Ces approches d’apprentissage machine diffèrent des méthodes traditionnelles de manière
cruciale : l’objectif de l’algorithme n’est plus simplement d’exécuter les règles décrites par
le modèle mais d’ajuster le modèle lui-même (ou du moins ses paramètres) en fonction des
données. L’implication directe de ce changement de conception est que le statut des données
change ; au lieu d’être une conséquence directe du modèle choisi, elles deviennent une contrain-
te/un objectif auquel ce modèle doit se plier, et doivent donc être en quantité suffisante pour
contraindre le modèle comme désiré. Or les données utilisées pour l’ajustement du modèle ne
représentant qu’un échantillon infime de l’ensemble des données possibles, et donc un traite-
ment statistique/probabiliste est indispensable afin de gérer au mieux le biais inhérent à cet
échantillonnage ; ainsi, a priori, plus le nombre de données d’entraînement fourni est grand,
plus le modèle sera pertinent.

Or, la qualité des données fournies à un algorithme d’apprentissage machine lors de sa
formation est également l’une des notions clef de cet apprentissage, puisque des données biai-
sées dans un sens contraindront le modèle de manière biaisé dans ce même sens, et altéreront
alors ses capacités à fournir des résultats pertinents une fois confronté à de nouvelles données ;
les données d’entraînement doivent donc être représentatives de l’espace des données que l’on
cherche à modéliser, alors que ce dernier nous est a priori inconnu. Ce concept de qualité des
données d’entraînement est encore à l’heure actuelle source de grandes discussions au sein de
la communauté des chercheurs en intelligence artificielle, la mesure, et même la définition, de
la qualité d’une donnée étant très complexe.

Dans le contexte des algorithmes de génération de texte par exemple (tels que ChatGPT),
qui sont fondamentalement basés sur les mêmes principes de réseau de neurones qui sera pré-
senté dans la section suivante, la taille gigantesque des modèles à optimiser (de l’ordre de
1012 paramètres pour les modèles les plus imposants [44]) et l’abondance de données non-
contrôlées (issues de forum par exemple) rend très compliquée la tâche de fournir des données
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d’entraînement pertinentes ; le modèle se comporte alors comme un "perroquet" qui ne fait que
répéter de manière plus ou moins déformée/sophistiquée ce qu’il a "entendu" [45]. Ce constat
s’étend bien sûr à tous les modèles d’apprentissage machine, ce principe d’équilibre entre la
complexité du modèle (et donc sa fidélité aux données d’entraînement) et sa capacité à géné-
raliser à de nouvelles données (et donc sa pertinence) pouvant être synthétisé dans ce qui est
communément appelé le "compromis biais/variance" [46] ; un modèle très complexe sera peu
biaisé par rapport à ses données d’entraînement (il s’adaptera très bien à elles), mais produira
des résultats très variables une fois confronté à de nouvelles données (il sera très sensible aux
"aspérités"/bruit des données d’entrée), et inversement, un modèle avec moins de paramètres
(donc moins "souple") sera plus robuste aux variations statistiques intrinsèques des données
d’entraînement, mais pourra être insensible à certaines caractéristiques fondamentales des don-
nées.

Malgré toutes ces considérations, les outils d’apprentissage machine se sont révélés être
très performants dans de nombreux domaines, y compris celui des sciences où leur utilisation
est de plus en plus présente. En optique et photonique [20], les premières applications de ces
méthodes algorithmiques ont surtout pris la forme d’algorithmes génétiques pour la reconnais-
sance des formes [47], la reconstruction d’images [48], les corrections d’aberrations [49] ou
la conception de composants optiques [50]. Des travaux plus récents se sont concentrés sur
l’analyse de grands ensembles de données [51] et sur des problèmes inverses où les capacités
de l’apprentissage machine à classer les données, à identifier les structures sous-jacentes et à
traiter un grand nombre de degrés de liberté ont permis d’obtenir de nombreux résultats, par
exemple dans les domaines de la microscopie à super résolution [52], de l’optique quantique
[53, 54] ou encore de la communication optique [55].

2.2 Le perceptron
Parmi les différents algorithmes d’apprentissage machine, un d’entre eux s’est particuliè-

rement démarqué par ses nombreux succès : le réseau de neurones artificiels (RN). En effet,
ce dernier est capable d’effectuer des tâches de reconnaissance d’image, de classification, de
régression, ... avec de très bonnes performances ; c’est donc un algorithme très versatile. Mais
quelque soit l’utilisation faite du réseau de neurones, le modèle sous-jacent conserve la même
architecture globale, et l’algorithme d’optimisation de ce modèle également (les modèles plus
sophistiqués n’étant que des extensions/améliorations de cette architecture de base). L’appella-
tion de cet algorithme remonte à son origine au début des années 1960 ; en effet, les avancées de
l’époque sur l’étude de l’apprentissage humain, et plus particulièrement sur le fonctionnement
des neurones biologiques, ont conduit les chercheurs à tenter de mimer le comportement de ces
neurones, d’abord avec des systèmes analogiques, dont le pionnier fût le "Mark I perceptron"
de Rosenblatt en 1958 [15], puis numériques [56].

Le perceptron vise donc à mimer la biologie des neurones (ou du moins ce qu’on en connais-
sait à l’époque), et notamment leur structure en réseau. Cependant, les premières tentatives
d’élaboration de réseau de neurones artificiels datant des années 1950, les limitations tech-
niques de l’époque ne permettaient pas de modéliser des structures aussi complexes que celles
observées en biologie (figure 2.2). Ainsi, dans sa forme la plus simple, le perceptron consiste
en un (grand) ensemble de nœuds d’entrée (le "Mark I perceptron" en comprenait quatre-cents)
tous connectés à un nœud booléen de sortie (ce nœud de sortie doit valoir un si l’entrée appar-
tient à la classe désirée, et zéro sinon) ; par analogie avec la biologie, ces nœuds sont appelés
neurones artificiels.
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FIGURE 2.2 – À gauche : “Purkinje neurons from the human cerebellum” (Cajal Institute,
Madrid), dessin de Santiago Ramón y Cajal datant de 1899 représentant des cellules de Purkinje
présentes dans le cervelet humain ; on y voit la structure en réseau qui a inspiré les chercheurs
en intelligence artificielle. À droite : photo du "Mark I perceptron" de Rosenblatt datant de
1958 ; on y voit un ensemble de connections à gauche, et, à droite, les potentiomètres qu’il
fallait ajuster afin de pondérer ces connexions et obtenir un classifieur binaire performant. Le
perceptron de Rosenblatt était capable (une fois ajusté) de reconnaître un homme d’une femme
lorsqu’une photo de visage lui était présentée.

Ce perceptron est donc un classifieur binaire permettant de déterminer l’appartenance ou
non de l’entrée à une classe donnée. L’objectif étant d’attribuer la bonne classe à la bonne
entrée, cette dernière est transformée de manière paramétrée en son "classifieur" (le booléen
de sortie) afin de pouvoir ajuster l’attribution de manière adaptée. Une première transformation
naïve pourrait être une simple somme pondérée ; en notant xi la valeur du ième neurone d’entrée,
y la sortie calculée à partir des xi, et wj le coefficient de pondération (le poids) de xj , on aurait

y = w1x1 + w2x2 + ... (2.1)

En l’état, ce modèle simple ne permet pas grand chose pour une raison majeure : il est
linéaire (ce n’est rien de plus qu’une régression multi-linéaire) et est donc trop simpliste pour
exécuter des tâches intéressantes. Ainsi, dans l’algorithme de perceptron, la sortie est calculée
de la manière suivante

y = H (w1x1 + w2x2 + ...− b) (2.2)

où H est la fonction de Heaviside, et b est un poids supplémentaire (appelé biais) permettant
d’autoriser la sortie à être non-nulle lorsque l’entrée, elle, l’est. La fonction de Heaviside agit
ici comme un filtre non-linéaire qui ne laisse passer que les valeurs supérieures à b, et joue alors
le rôle d’une "fonction d’activation", l’analogie avec les neurones biologiques étant que l’on
considère ces derniers comme actifs lorsqu’ils émettent un signal, et inactif sinon ; b agit donc
comme un seuil d’activation.
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Dans ce modèle, il ne reste alors plus qu’à trouver les poids wj et le biais b appropriés pour
que le booléen y devienne un bon classifieur. Cette tâche est au cœur de la démarche "d’ap-
prentissage" et a longtemps été un obstacle. En effet, plusieurs algorithmes ont été proposés au
fil des années pour optimiser ces coefficients, mais ils étaient souvent compliqués voire impos-
sibles à implémenter en pratique ; l’algorithme désormais omniprésent de descente stochastique
du gradient (ce dernier sera présenté en détail dans la section suivante) n’était pas à un stade de
développement/performance mathématique et algorithmique suffisant [57] (il faudra attendre
les années 1970 pour cela) ; par exemple, dans le perceptron de Rosenblatt (figure 2.2), qui était
un ordinateur analogique, les paramètres à optimiser étaient incarnés dans des potentiomètres,
et leur optimisation se faisait à l’aide de moteurs électriques [58].

Quelque soit la méthode, une fois les coefficients trouvés, ce modèle permet d’effectuer
des tâches de classification diverses, telles que les portes logiques "ET", "OU" et "NON" par
exemple ; la porte "ET" peut être représentée par un perceptron à deux neurones d’entrée, et
dont les paramètres sont


w1 = w2 = 1

b = 1, 5

(2.3)

Cependant, les capacités de ce modèle sont limitées puisqu’il ne permet de classifier que des
données qui sont linéairement séparables, c’est-à-dire dont la frontière d’appartenance à une
classe est linéaire [59]. Il est en effet connu depuis 1969 que ce modèle de perceptron ne
permet pas de rendre compte de la porte logique "XOR" par exemple [60] (figure 2.3).

𝑥1

𝑥2a)

0 1

0

1

𝑥1

𝑥2b)

0 1

0

1

𝑥1

𝑥2c)

0 1

0

1

FIGURE 2.3 – Portes logiques "ET, "OU" et "XOR". L’abscisse et l’ordonnée x1 et x2 sont
les entrées booléennes des portes logiques, et la couleur des cercles représente la valeur de la
sortie : le cercle est noir lorsque la sortie vaut zéro et blanc lorsqu’elle vaut un. Les portes "ET"
et "OU" sont linéairement séparables, ce qui signifie qu’un hyperplan (une ligne droite en deux
dimensions) permet de classifier la sortie (séparer les ronds blancs des ronds noirs), mais la
porte "XOR" ne l’est pas.

Ainsi, il fût nécessaire d’améliorer ce modèle de perceptron pour pouvoir effectuer des
tâches plus complexes ; ces améliorations donnèrent naissance au réseau de neurones à propa-
gation avant (feed-forward) que nous connaissons aujourd’hui.
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2.3 Réseau de neurones artificiels à propagation avant

Comme nous l’avons vu, le modèle de réseau de neurones se calque sur la biologie des
neurones, mais cette dernière est très compliquée à mimer. Ainsi, les améliorations au modèle
naïf de perceptron furent apportées notamment par les développement mathématiques et algo-
rithmiques de la méthode d’optimisation des poids et des biais [57]. L’une des améliorations
principales est l’implémentation de couches intermédiaires entre l’entrée et la sortie (appelées
couches cachées), permettant alors de traiter des données qui n’étaient pas linéairement sépa-
rables.

L’architecture générale d’un réseau de neurones consiste alors en un ensemble de nœuds
(les neurones artificiels) connectés les uns aux autres par des flèches (arrêtes), faisant de ce
dernier un graphe orienté. Dans un réseau de neurones à propagation avant, ces neurones sont
arrangés en plusieurs couches de telle sorte que les neurones appartenant à une même couche ne
sont pas connectés entre eux, et les neurones d’une couche ne sont connectés qu’aux neurones
de la couche suivante (figure 2.4) ; la première couche est la couche d’entrée et la dernière celle
de sortie. Les flèches de connections lient les neurones de la couche n à la couche n + 1 et
pointent alors toutes dans la même direction : de l’entrée vers la sortie.

FIGURE 2.4 – Schéma de réseau de neurones artificiels à propagation avant multi-couche. Les
liens entre les différentes couches ne sont pas fléchés pour ne pas perdre en lisibilité.

Dans un perceptron multi-couches, afin de calculer la valeur d’un neurone de la couche n + 1
connaissant les valeurs des neurones de la couche n, on effectue une somme pondérée de ces
dernières. En notant x(n)

i la valeur du ième neurone de la couche n, d(n) le nombre de neurones
que contient cette même couche, et w(n+1)

ij le coefficient de pondération (le poids) de x
(n)
i qui
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permet de calculer x(n+1)
j , on a

x
(n+1)
j = H

(
w

(n+1)
1j x

(n)
1 + w

(n+1)
2j x

(n)
2 + ...− bj

)
(2.4)

= H

d(n)∑
i=1

w
(n+1)
ij x

(n)
i − bj

 (2.5)

où H correspond toujours à la fonction de Heaviside, et x(0) est le vecteur d’entrée connu. Une
telle architecture permet un gain de complexité colossal. En effet, dans le cas de la porte logique
"XOR", le perceptron décrit dans la section précédente fournit la transformation

y = H (w1x1 + w2x2 − b) (2.6)

alors qu’un perceptron avec une couche cachée contenant deux neurones fournit la transforma-
tion

y = H
(
w

(2)
11 H

(
w

(1)
11 x

(1)
1 + w

(1)
21 x

(1)
2 − b

(1)
1

)
+ w

(2)
21 H

(
w

(1)
12 x

(1)
1 + w

(1)
22 x

(1)
2 − b

(1)
2

)
− b

(2)
1

)
(2.7)

et l’espace des paramètres passe alors d’un espace de dimension trois dans l’équation 2.6 à un
espace de dimension neuf dans l’équation 2.7. Avec un bon choix de paramètres, il est alors
possible d’obtenir une classification équivalente à la porte "XOR" :

w
(1)
11 = w

(1)
21 = w

(1)
12 = w

(1)
22 = w

(2)
11 = −w

(2)
21 = 1

b
(1)
1 = b

(2)
1 =

1

2

b
(1)
2 =

3

2

(2.8)

L’ajout d’une couche intermédiaire peut s’interpréter comme un gain en dimensionnalité du
problème traité, rendant linéairement séparable certains problèmes qui ne l’étaient pas (figure
2.5), la contrepartie étant qu’il y a potentiellement beaucoup plus de paramètres libres à ajuster.
Bien que de nombreux résultats avaient déjà montré les capacités des réseaux de neurones
depuis les années 1970 (avec des architectures plus complexes que celles présentées jusqu’ici)
[56, 61], ce n’est qu’au début des années 1990 qu’il a été montré que l’ajout d’une seule couche
intermédiaire avait pour effet de faire du perceptron à une couche cachée un approximateur
universel [62, 63] ; quelque soit la fonction continue que l’on cherche à étudier, le modèle de
perceptron à une couche cachée peut l’approximer avec une précision arbitrairement grande,
le nombre de neurones de ladite couche, bien que fini, nécessitant possiblement d’être arbitrai-
rement grand. Ce résultat mathématique fût d’une grande importance dans la motivation et la
crédibilité des systèmes de type réseau de neurones, mais en pratique, de nouvelles méthodes
algorithmiques de propagation et d’optimisation des coefficients avaient déjà été mises en place
afin de contourner les limitations techniques de l’époque. En effet, bien qu’un perceptron à une
seule couche cachée puisse théoriquement approximer n’importe quelle fonction continue, le
temps et la puissance de calcul nécessaires à l’optimisation les coefficients deviennent rapide-
ment hors de portée.
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FIGURE 2.5 – Porte logique "XOR" linéairement séparable dans un espace de dimension su-
périeure à l’espace initial des entrées booléennes x1 et x2, ce qui signifie qu’un hyperplan (un
plan en trois dimensions) permet de classifier la sortie (séparer les ronds blancs des ronds noirs)

Ainsi, les évolutions du modèle de perceptron virent donc le jour rapidement, en même
temps que ce dernier continuait d’être exploré, et des modèles à plusieurs couches cachées et
avec d’autres fonctions d’activation furent développés. L’une des principales évolutions fût la
méthode de descente stochastique du gradient, qui a été efficacement décrite et implémentée
pour des réseaux de neurones plus complexes que le perceptron dès 1970 [64] et fût alors large-
ment employée, au point de devenir le standard actuel. Cette méthode, basée sur une première
étape de propagation et une seconde, dite de rétro-propagation, est une implémentation algo-
rithmique efficace du théorème de dérivation des fonctions composées introduit par Leibniz
en 1673 [65]. En effet, un réseau de neurones peut être interprété comme étant une fonction
très complexe qui transforme un vecteur (le vecteur d’entrée) en un autre vecteur (le vecteur
de sortie), que l’on espère être suffisamment similaire au vecteur désiré (le vecteur cible), la
notion de similarité restant à définir, souvent réduite à une notion de distance.

Il est donc bon de se représenter un réseau de neurones comme une fonction paramétrée (de
paramètres θ) qui opère sur un espace de (très) grande dimension. Dans le cas particulier où
l’espace d’entrée et de sortie sont des vecteurs de nombres réels, en notant RNθ cette fonction,
X le vecteur d’entrée de dimension dX , et Y le vecteur de sortie de dimension dY , on a

RNθ : RdX −→ RdY

X 7−→ Y

Cette fonction n’est pas définie explicitement, mais plutôt par la description du processus ité-
ratif qui permet d’obtenir Y connaissant X ; en conservant les mêmes notations que précédem-
ment, le mécanisme de propagation donne donc

x
(n+1)
j = f (n+1)

d(n)∑
i=1

w
(n+1)
ij x

(n)
i + b

(n+1)
j

 = f (n+1)
(
s
(n+1)
j

)
(2.9)

avec

s
(n)
j =

d(n−1)∑
i=1

w
(n)
ij x

(n−1)
i + b

(n)
j (2.10)
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et où f (n) est une fonction non-linéaire (l’exposant ne fait pas référence à la dérivée nieme

de f mais à l’indice de la couche considérée) ; le modèle présenté jusqu’ici avait la fonction
de Heaviside H en guise de fonction non-linéaire. La fonction RNθ est donc une fonction
en couches imbriquées, dont la sortie peut s’exprimer comme une composition de plusieurs
fonctions non-linéaires ; c’est une succession de transformations élémentaires linéaires et non-
linéaires réalisées par les neurones de chaque couche (figure 2.6).
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FIGURE 2.6 – Opération élémentaire effectuée par un neurone d’un réseau de neurones à pro-
pagation avant (tel que celui de la figure 2.4).

L’avantage de ce modèle est qu’il permet de décrire des comportements très complexes
grâces aux fonctions non-linéaires, tout en étant simple à paramétrer ; le (très) grand nombre
de paramètres libres est à la fois un avantage et un inconvénient, puisqu’il permet de rendre
compte de comportements riches, mais nécessite un temps d’optimisation (beaucoup) plus long.
Dans une architecture de réseau de neurones telle que celle présentée ici, le nombre de para-
mètres se calcule grâce à la formule

Nθ =
Nc−1∑
k=0

d(n)d(n+1) +
Nc−1∑
k=0

d(n+1) (2.11)

=
Nc−1∑
k=0

(d(n) + 1)d(n+1) (2.12)

où Nc est le nombre de couches du réseau de neurones (en comptant la couche d’entrée, la
couche de sortie et les couche cachées), et où la somme de gauche compte les poids d’une
couche, et celle de droite les biais ; par exemple, un réseau de neurones prenant en entrée un
vecteur de taille 10, cherchant à prédire un scalaire, et comportant deux couches cachées de
respectivement 9 et 5 neurones contient donc (déjà) 155 paramètres.

Le choix de la fonction f (n) est a priori arbitraire, mais de nombreuses expérimentations
ont permis de sélectionner certaines familles de fonctions qui semblent être pertinentes. La
première d’entre elles a été une forme "adoucie" de la fonction de Heaviside : la fonction
logistique, aussi appelée sigmoïde (figure 2.7) :

σ(x) =
1

1 + e−x
(2.13)



40 CHAPITRE 2. APPRENTISSAGE MACHINE

Le choix de cette dernière a été motivé par le fait qu’elle a l’avantage d’avoir une dérivée
continue et non-nulle contrairement à la fonction de Heaviside (les raisons pour lesquelles c’est
un avantage seront expliquées dans la section suivante), et qu’elle était déjà largement répandue
en statistique comme fonction de régression logistique. Cependant, il peut être nécessaire de
produire une sortie non-pas comprise entre 0 et 1 mais entre −1 et 1 ; c’est ce qu’accomplit la
fonction tangente hyperbolique (figure 2.7) :

tanh(x) =
ex − e−x

ex + e−x
(2.14)

= 2σ(2x)− 1 (2.15)

Cette fonction a également l’avantage d’être centrée en zéro, ce qui, pour des raisons statis-
tiques, est préférable lors de la formation d’un réseau de neurones [66]. Ces fonctions ont toutes
deux un comportement similaire (en forme de "S"), mais d’autres fonctions ont été développées
et ont empiriquement puis théoriquement démontré leur intérêt ; c’est le cas par exemple de la
fonction ReLU (Recitified Linear Unit) qui est désormais l’une des fonctions non-linéaires les
plus utilisées [67] [68] (figure 2.7) :

ReLU(x) = max(0, x) (2.16)

L’ensemble des fonctions qui viennent d’être présentées est visible dans la figure suivante
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sigmoide : y2 = <(4x) = 1
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tangente hyperbolique : y3 = tanh(x) = ex!e!x
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Recti-ed Linear Unit : y4 = max(0; x) = x+jxj
2

FIGURE 2.7 – Exemple de fonctions d’activation usuelles : fonction de Heaviside (montrée
à titre de comparaison, elle n’est quasiment jamais utilisée de nos jours), fonction logistique,
tangente hyperbolique, et fonction ReLU (Rectified Liner Unit).
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2.4 Descente stochastique du gradient
Dans le modèle général de réseau de neurones à propagation avant, l’entrée et la sortie ayant

des longueurs arbitraires, une donnée complète est une paire de vecteurs (le vecteur d’entrée
et le vecteur de sortie) qui peuvent être de natures diverses et variées (le vecteur d’entrée peut
contenir des mots et le vecteur de sortie des entiers par exemple) ; quelque soit la nature des
vecteurs, ces derniers seront numérisés pour pouvoir effectuer des opérations arithmétiques
avec eux (par exemple le plongement lexical ou word-embeding est une méthode utilisée pour
numériser les mots). Tout le problème est donc de trouver de bons paramètres w(n)

ij et b(n)j qui
vont rendre les données le moins surprenantes possible. Pour cela, il faut d’abord définir ce que
l’on entend par "surprenantes". La démarche présentée ici suit [69].

L’algorithme classique utilisé dans un réseau de neurones à propagation avant consiste à
mettre à jour les poids et les biais de manière à ce qu’ils minimisent une fonction d’erreur ou
fonction coût C choisie (erreur quadratique moyenne par exemple), cette dernière quantifiant
l’écart entre la sortie attendue et celle fournie par le réseau ; une donnée est donc surprenante
si le vecteur de sortie prédit par le réseau est "éloigné" du vecteur de sortie attendu au sens de
cette fonction coût. Cela sous-entend donc que cet algorithme a besoin de données complètes
(dont on connaît la sortie) pour pouvoir mettre à jour les paramètres du modèle ; c’est donc un
algorithme supervisé. Ces données dites d’entraînement serviront donc à former le réseau, puis
des données dites de test serviront à mesurer la capacité du réseau à extrapoler, le but étant
au final de ne fournir au réseau que des vecteurs d’entrée dont on ignore la sortie afin qu’il
complète ces entrées ; on veut que le réseau devienne un bon modèle prédictif.

Pour mettre à jour les paramètres du réseau, il faut un moyen de quantifier la sensibilité du
modèle à ces derniers. L’objectif de l’algorithme étant de minimiser le niveau de surprise des
données qui lui sont présentées, cela revient à quantifier la variation de ce niveau de surprise
pour une donnée par rapport aux paramètres. Une bonne mesure de cette sensibilité est donc (en
première approche) la dérivée partielle de la fonction coût C par rapport aux poids et aux biais,
et son extension : le gradient. En effet, le vecteur gradient est un vecteur qui, en chaque point de
l’espace considéré (ici l’espace des paramètres), pointe dans la direction de plus grande pente
locale positive ; il suffit donc d’aller dans la direction opposée à celle du gradient pour aller
dans la direction de plus grande pente locale négative, et donc se rapprocher d’un minimum
(local !). La figure 2.8 permet de visualiser ce processus d’optimisation en montrant l’évolution
d’une fonction coût arbitraire en fonction de seulement deux paramètres w1 et w2, ainsi que
quatre trajectoires avec différents paramètres d’optimisation ; l’objectif est donc d’optimiser
les paramètres w1 et w2 afin de minimiser la fonction coût C.
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FIGURE 2.8 – Visualisation de l’algorithme de descente du gradient. Ce schéma présente quatre
processus d’optimisation dans l’espace des paramètres : les processus numérotés "1" et "2"
(courbes orange et rouge avec des triangles) qui partent de deux endroits très légèrement dif-
férents (au niveau du point d’inflexion de la surface), et les processus numérotés "3" et "4"
(courbes bleue et verte avec des cercles) qui partent du même endroit (relativement élevé) mais
mis à jour avec des taux d’apprentissages différents ; pour chacun de ces processus, l’algo-
rithme de descente du gradient met à jour les paramètres selon la règle 2.18. Les flèches noires
représentent le gradient en différents points de l’espace des paramètres. Ceci illustre bien l’im-
portance cruciale du choix des hyper-paramètres (le taux d’apprentissage ici) ainsi que des
conditions initiales des paramètres (poids et biais).

On veut donc mettre à jour les poids et les biais selon
w

(n)
ij → w

(n)
ij − ∂C

∂w
(n)
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b
(n)
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∂b
(n)
j

(2.17)

Il est en réalité préférable de pondérer la dérivée partielle par un coefficient η, appelé taux
d’apprentissage (learning rate) afin de maîtriser la taille de l’incrément de mise à jour et ainsi
éviter un apprentissage trop lent ou qui ne converge jamais ; on a donc
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(2.18)
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et pour cela, il faut donc calculer
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(2.19)

La structure en couches et le grand nombre de paramètres pourraient rendre ces calculs
fastidieux, mais la nature récursive de la propagation dans le réseau de neurones à propagation
avant (2.9) rend la tâche plus simple. En notant
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par application de la dérivation des fonctions composées. Or
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j

)
+ b
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k (2.25)

et donc
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(n)
j

= w
(n+1)
jk f (n)′

(
s
(n)
j

)
(2.26)

On obtient finalement, toujours en notant Nc le nombre de couches du réseau de neurones
w

(n)
ij → w

(n)
ij − ηδ

(n)
j x

(n−1)
i

b
(n)
j → b

(n)
j − ηδ

(n)
j

(2.27)



44 CHAPITRE 2. APPRENTISSAGE MACHINE

avec


δ
(Nc)
j = f (Nc)′

(
s
(Nc)
j

) ∂C
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(Nc)
j

(2.28a)

δ
(n)
j = f (n)′

(
s
(n)
j

) d(n+1)∑
k=1

w
(n+1)
jk δ

(n+1)
k si n < Nc (2.28b)

La ressemblance de la formule 2.28b avec la formule 2.10 ainsi que sa nature itérative ont
contribué à donner le nom de rétro-propagation à ce processus de mise à jour des paramètres.

Ces formules ayant été établies, il apparaît maintenant clairement que les dérivées des fonc-
tions non-linéaires choisies jouent un rôle majeur dans les performances de l’algorithme d’op-
timisation des paramètres, et donc dans les performances du réseau de neurones. Ainsi, les
fonctions de type sigmoïde présentent l’inconvénient d’avoir des dérivées qui décroissent ra-
pidement vers zéro, bloquant la mise à jour des paramètres, puisque cette dernière se fait pro-
portionnellement à ces dérivées (2.27, 2.28b) ; ce problème est connu sous le nom de vanishing
gradient (extinction du gradient) [70], et est visible sur la figure 2.9. Le phénomène inverse ap-
pelé exploding gradient peut également avoir lieu lorsque la dérivée de la fonction non-linéaire
devient trop grande, résultant en une optimisation qui ne converge jamais.

La fonction ReLU n’a aucun de ces inconvénients, et c’est l’une des raisons avancées pour
expliquer ses performances [68, 71]. Cependant, il serait faux de conclure que les performances
de cette fonction surpassent systématiquement celles des autres (les sigmoïdes). En effet, le fait
qu’elle soit nulle pour des valeurs négatives peut entraîner le phénomène de "mort des neu-
rones" (problème plus connu sous le nom de dying ReLU), c’est-à-dire le phénomène selon
lequel l’optimisation stagne lorsque celle-ci avait préalablement conduit des valeurs négatives
en sortie de couche ReLU [72]. De plus, sa moyenne est elle aussi non-nulle, ce qui intro-
duit un biais dans les couches suivantes qu’il est difficile de contrer [73] ; la fonction tangente
hyperbolique par exemple ne présente pas ce dernier inconvénient.

-3 -2 -1 0 1 2 3
x

-1

0

1

y

Heaviside : y0
1 = /(x)

sigmoide : y0
2 = 4y2(1! y2)

tangente hyperbolique : y0
3 = 1! tanh(x)

2

Recti-ed Linear Unit : y0
4 = H(x)

FIGURE 2.9 – Exemple de dérivées de fonctions d’activation usuelles : fonction de Heaviside
(montrée à titre de comparaison, elle n’est quasiment jamais utilisée de nos jours), fonction
logistique, tangente hyperbolique, et fonction ReLU (Rectified Liner Unit).
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Ainsi, ces problèmes de convergence de l’algorithme d’optimisation (vanishing gradient,
exploding gradient ou dying ReLU) dus aux propriétés des fonctions non-linéaires choisies, et
à cause desquels le processus d’optimisation peut s’avérer infructueux, trouvent en partie leur
solution dans la normalisation des données d’entrée (voire des résultats de sortie de chaque
couche). Cette normalisation des données est un des aspects cruciaux de l’entraînement d’un
réseau de neurones. En effet, il se peut très bien que le vecteur d’entrée soit constitué de valeurs
de natures différentes (on pourrait vouloir prédire la taille d’un individu connaissant son âge,
son sexe et sa localisation géographique par exemple), et donc, si aucune mesure n’est prise, les
informations contenant les plus grandes valeurs numériques auraient un impact artificiellement
gonflé, rendant l’optimisation des paramètres inutilement fastidieuse, voire impossible ; dans
ce cas-là, le problème serait alors mal conditionné. Cependant, face à la complexité du modèle
que constitue un réseau de neurones, un critère d’optimalité pour le conditionnement des don-
nées est impossible à fournir ; ainsi, seules quelques règles empiriques faisant office de bonnes
pratiques sont communément admises comme nécessaires (dans la plupart des cas) pour pou-
voir valider ou rejeter une architecture donnée. Parmi ces bonnes pratiques, il est conseillé de
centrer et réduire chaque donnée d’entrée X(0) et de sortie X(Nc), afin que toutes les valeurs
soient à "la même échelle" [66].

De plus, afin de maximiser les chances de convergence de l’algorithme d’optimisation, le
choix des valeurs initiales des paramètres à optimiser, c’est-à-dire leurs positions initiales dans
l’espace des paramètres, est une étape à ne pas négliger. En effet, comme le montre la figure
2.8, un mauvais choix de conditions initiales peut conduire à une sous-performance du réseau
de neurones ; les processus 1 et 2 subissent exactement la même mise à jour (2.18) mais partent
de deux endroits très légèrement différents, et il en résulte qu’ils ne convergent pas vers le
même minimum local, celui de la courbe rouge étant plus intéressant. Cependant, l’espace des
paramètres d’un réseau de neurones, même relativement petit, devient très rapidement hors de
portée (2.12), et il est donc extrêmement difficile de fournir des critères garantissant de bonnes
performances. Ainsi, la valeur initiale des paramètres à optimiser nécessite une approche sta-
tistique, qui permet de conclure qu’il est préférable que ces derniers soient tirés aléatoirement
selon une distribution gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type égal à l’inverse de la racine
du nombre de neurones d’entrée de la couche considérée (la variance est donc égale à l’inverse
du nombre de neurones d’entrée de la couche) [69] :

w
(n)
ij ∼ N

(
0,

1

d(n−1)

)
(2.29)

Cette initialisation est appelée "initialisation de Xavier" (Xavier initialization), du prénom du
chercheur qui a popularisé cette méthode [74].

Il est important de noter que la taille du réseau (nombre de couches et nombre de neurones
par couche) ainsi que le paramètre η sont à différencier des paramètres du modèle w

(n)
ij et b(n)j .

En effet, ils ne varient pas au cours du processus d’optimisation (η peut varier avec des algo-
rithmes plus avancés mais il n’en est pas moins un paramètre de l’algorithme d’optimisation et
pas un paramètre du modèle), et leurs valeurs sont donc laissées au libre choix de l’utilisateur.
Bien que l’optimisation se fasse quelque soit leurs valeurs, cette optimisation converge plus ou
moins bien en fonction de ces paramètres comme le montre la figure 2.8 ; les processus 3 et 4
partent du même endroit de l’espace des paramètres et sont tous les deux mis à jour selon la
règle 2.18, mais avec des taux d’apprentissage (learning rate) η différents (celui utilisé pour la
courbe bleue, qui converge vers un minimum local très proche du point de départ, est trois fois
plus petit que celui utilisé pour la courbe verte, qui, elle, converge vers un minimum local bien
plus bas). Ces paramètres qui ne sont pas mis à jour lors du processus de formation du réseau
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de neurones sont appelés hyper-paramètres, et leur ajustement est donc une étape cruciale de
l’algorithme d’apprentissage. Malheureusement, comme pour le conditionnement des données,
il n’existe pas d’algorithme performant permettant de déterminer de bonnes valeurs d’hyper-
paramètres pour un problème donné, et seules de bonnes pratiques et des essais/erreurs plus
ou moins sophistiqués permettent de trouver un ensemble d’hyper-paramètres conduisant à une
optimisation convaincante [75].

Enfin, la mise à jour des paramètres décrite jusqu’ici se fait en ne tenant compte que d’une
seule donnée complète (paire entrée/sortie) ; en effet, dans l’équation 2.28a, la dérivée de la
fonction coût C ne s’effectue que par rapport à un seul élément de sortie x

(Nc)
j . Or il a été

observé qu’il est intéressant de mettre à jour les paramètres sur la base de plusieurs données
à la fois [76] ; des mises à jour trop fréquentes ne permettent pas de profiter pleinement des
capacités de parallélisation des librairies d’algèbre linéaire modernes (sur CPU ou GPU), et
peuvent donc rendre le processus d’optimisation plus lent et erratique. Ainsi, il est préférable
de mettre à jour les paramètres en tenant compte du gradient de la fonction coût moyenné sur
plusieurs données. En notant x(n),D

i la valeur du ième neurone de la couche n et de la donnée D,
le système 2.27 devient alors

w
(n)
ij → w

(n)
ij − η

ND

ND∑
D=1

δ
(n),D
j x

(n−1),D
i

b
(n)
j → b

(n)
j − η

ND

ND∑
D=1

δ
(n),D
j

(2.30)

où ND est le nombre de données considérées pour la mise à jour. Le paquet de données choisies
pour effectuer la mise à jour est appelé un batch de données ; la méthode qui était présentée
jusqu’à maintenant était donc la descente du gradient avec un batch de taille un, méthode dite
de online learning.

Comme expliqué plus haut, le online learning présente l’inconvénient de ne pas tirer profit
des capacités de parallélisation des ordinateurs modernes (qui peuvent paralléliser la somme
effectuée sur les données, comme il sera expliqué dans la section suivante), et il est donc in-
téressant de choisir une valeur de ND plus grande. L’autre extrême, consistant à prendre ND

égal au nombre total de données d’entraînement disponibles, est appelé full batch learning.
Cependant, cette méthode nécessite de charger en mémoire vive toutes les données d’entraî-
nement (qui sont a priori très nombreuses), ce qui a pour effet de ralentir le processus total
d’optimisation. De plus, pour des raisons encore assez peu comprises, une taille de batch trop
grande peut avoir pour effet de dégrader les performances de généralisation du modèle [77].
Donc, bien que que le full batch learning permette d’évaluer la fonction coût et son gradient de
manière très précise (puisque l’erreur calculée du modèle tient compte de toutes les données),
cette méthode ne constitue pas un choix optimal aussi bien en terme de performance que de
vitesse. Ainsi, le choix de la taille du batch est une affaire de compromis entre le gain de temps
de calcul occasionné par la parallélisation, la perte de temps et d’espace mémoire occasionnés
par le grand nombre de données d’entraînement, et la précision du calcul du gradient de la
fonction coût ; lorsque la taille du batch n’est égale ni à un, ni au nombre total de données d’en-
traînement, le batch est alors renommé en mini-batch, et on parle alors de mini-batch learning.
On appelle alors epoch l’incrément qui compte le nombre de fois que le modèle a parcouru
toutes les données d’entraînement disponibles ; enfull batch learning, une epoch correspond à
une seule itération d’optimisation (puisque toutes les données d’entraînement sont parcourues
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en une seule itération), et en online learning, il faut attendre autant d’itérations d’optimisation
que de données d’entraînement pour qu’une epoch se soit écoulée (puisqu’une seule donnée
d’entraînement est parcourue par itération).

De plus, comme il a été expliqué en introduction de ce chapitre, le biais dû à l’échantillon-
nage est inévitable, faisant apparaître un compromis entre le biais et la variance du réseau de
neurones, ce qui se traduit encore par le phénomène de sur-interprétation (overfitting). Ce
phénomène apparaît lorsque le modèle fournit de bonnes performances sur les données d’en-
traînement, mais de moins bonnes sur les données de test, indiquant qu’il a été "trop" optimisé,
et qu’il finit par apprendre les détails des données d’entraînement, plutôt que d’en extraire
le comportement global/statistique ; un modèle surentraîné peine donc à généraliser ses pré-
dictions sur des données pour lesquelles il n’a pas été formé (les données de test). En d’autres
termes, les données d’entraînement n’étant qu’une partie infime des données possibles, un biais
d’échantillonnage est inévitable, et donc le minimum global de la fonction coût n’est pas (a
priori) l’objectif à atteindre ; il faut plutôt converger vers un minimum local qui serait commun
à tous les jeux de données d’entraînement possible, i.e. un minimum invariant par changement
de données d’entraînement. Pour éviter cette sur-interprétation, il est donc préférable de mé-
langer les données d’entraînement de manière aléatoire afin d’éviter au maximum l’apparition
de structure non-désirées que le réseau de neurones pourrait "apprendre" ; en faisant cela, le
sous-échantillon de données d’entraînement que constitue le mini-batch étant construit aléatoi-
rement, l’algorithme de descente du gradient devient, de fait, stochastique. Le gradient ainsi
calculé n’est qu’une estimation du "vrai" gradient (celui qui aurait été calculé en prenant en
compte toutes les données d’entraînement), mais il a été montré que cette approximation du
gradient ne dégradait pas les performances finales du réseau de neurones [78, 79, 80]. Cepen-
dant, cela ne suffit généralement pas, et d’autres techniques sont mises en place ; les méthodes
visant à limiter la sur-interprétation et donc maximiser les capacités de généralisation d’un
modèle sont appelées méthodes de régularisation.

Parmi elles, la régularisation de la fonction coût a pour but de modifier artificiellement cette
dernière, ce qui a pour effet de sur-contraindre artificiellement les paramètres à optimiser, dans
le but qu’ils ne puissent pas explorer de régions spécifiques de l’espace des paramètres. Il a
été observé que la sur-interprétation avait lieu lorsque les paramètres prenaient des valeurs trop
élevées, donc les méthodes de régularisation les plus utilisées sont celles qui contraignent ces
paramètres à avoir des valeurs qui n’explosent pas. Parmi ces méthodes, la plus fréquente est
celle de Tikhonov (appelé aussi régression de Ridge) [81], où une pénalisation sur la norme des
poids est ajoutée à la fonction coût ; les normes le plus souvent utilisées sont la norme L1, la
norme L2 (parfois la norme L∞). La nouvelle fonction C ′ s’exprime alors

C ′ = C + λ
∑
w

w2 (2.31)

où la somme s’effectue sur tous les poids du réseau. Cette nouvelle fonction coût croît à mesure
que les poids augmentent, et l’algorithme d’optimisation cherchera donc à minimiser la valeur
de ces poids (tout en continuant de minimiser la fonction coût initiale C) pour minimiser la
fonction coût globale C ′.

Afin de limiter la sur-interprétation, il est également possible de raccourcir le temps d’op-
timisation, réduisant ainsi les chances de l’algorithme de s’adapter aux détails des données
d’entraînement ; cette technique est appelée early stopping (arrêt précoce). Il est également
possible de rendre le modèle robuste au bruit, donc là encore, moins sensible aux détails des
données d’entraînement, en bruitant artificiellement les données d’entrée (tout en conservant
leurs sorties) ; cela a pour effet d’entraîner le modèle à savoir regrouper dans une même catégo-
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rie des données très légèrement différentes, ce qui est donc très utile lorsqu’un réseau de neu-
rones est utilisé comme classifieur. Enfin, l’une des méthodes les plus utilisées pour s’assurer
de la bonne généralisation du réseau est le "dropout" [82]. Cette technique est assez particu-
lière en ce qu’elle modifie l’architecture même du réseau. Elle consiste à choisir aléatoirement
un ensemble de neurones du réseau et de les rendre temporairement inactifs (un tel neurone
est alors "mort"), le temps d’un cycle d’optimisation (propagation/rétro-propagation) effectué
sur un mini-batch ; la proportion de neurones choisis parmi l’ensemble de ceux disponibles
constituant donc un nouvel hyper-paramètre. En passant au mini-batch suivant, les neurones
qui avaient été désactivés sont réactivés, et un nouvel ensemble de neurones est choisi aléa-
toirement pour être désactivé à son tour le temps d’un cycle d’optimisation. Cette méthode de
régularisation a pour but de mimer une perte aléatoire d’information, et permet, d’un certain
point de vue, de former plusieurs réseaux de neurones à la fois ; en effet, à chaque tirage aléa-
toire de neurones à désactiver, c’est une nouvelle architecture qui est sondée et optimisée, si
bien que la prédiction finale du réseau entraîné peut s’interpréter comme une moyenne des pré-
dictions des différents "sous-réseaux" qui ont été entraînés. Cette méthode constitue donc une
manière très efficace d’obtenir un modèle capable de bien généraliser.

Toutes ces contraintes inhérentes au processus d’optimisation d’un modèle avec un très
grand nombre de paramètres rendent la tâche de convergence vers un modèle pertinent très
fastidieuse en pratique ; de longues phases d’essai/erreur, guidées par des méthodes générales
[66, 83], sont inévitables et n’aboutissent pas toujours à un résultat convainquant.

2.4.1 Implémentation
L’implémentation des formules qui viennent d’être présentées se doit d’exploiter au mieux

les capacités de parallélisation des ordinateurs modernes pour pouvoir traiter un grand nombre
de données en un temps raisonnable. L’implémentation en MATLAB de ce qui va être présenté
dans cette section se trouve dans l’annexe A.

2.4.1.1 Propagation et rétro-propagation

Pour implémenter l’algorithme de réseau de neurones efficacement, il faut passer au forma-
lisme matriciel, ce dernier permettant de bénéficier de la parallélisation des librairies d’algèbre
linéaires des langages de programmation (tel que MATLAB). Ainsi, on remarque que l’équa-
tion de propagation dans le réseau (2.9) peut s’écrire sous forme matricielle
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(2.32)

soit, de manière compacte

X(n+1) = f (n+1)
(
W (n+1)X(n) +B(n+1)

)
(2.33)

où X(n) est le vecteur contenant les x(n)
i , W (n+1) la matrice contenant les w(n+1)

ij , et B(n+1) le
vecteur contenant les b

(n+1)
j ; la fonction f (n+1) s’applique alors à chaque élément du vecteur

W (n+1)X(n) +B(n+1).
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Une fois la propagation effectuée, la rétro-propagation s’effectue de manière similaire ; en
effet, l’équation 2.28b peut s’écrire
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où "⊙" est le produit de Hadamard (produit termes à termes) ; de manière compacte, on a
∆(N) = f (N)′ (S(N)

)
⊙ ∂C

∂X(N)

∆(n) = f (n)′ (S(n)
)
⊙W (n+1)⊤∆(n+1) si n < N

(2.35)

où ∆(n) est le vecteur contenant les δ(n)j , et où la dérivée partielle de C par rapport à X(N) est le
vecteur des dérivées partielles de C par rapport à chaque composante de X(N). La mise à jour
des paramètres se fait alors grâce à

W (n) → W (n) − η∇(n)
W C = W (n) − ηX(n−1)∆(n)⊤

B(n) → B(n) − η∇(n)
B C = B(n) − η∆(n)

(2.36)

où ∆(n)⊤ est le vecteur transposé de ∆(n) ; ∇WC et ∇BC sont respectivement les gradients de
la fonctions coût par rapport aux poids et aux biais.

La fonction coût en présence de facteur de régularisation (2.31) s’exprime pour la norme
L1 et L2 

C ′ = C + λ||W ||1

C ′ = C + λ||W ||22

(2.37)

où W est le vecteur contenant tous les poids du réseau de neurones.

2.4.1.2 Mini-batch

L’implémentation présentée ici ne tient compte que d’une seule donnée d’entraînement (le
vecteur X). Cependant, il a été expliqué dans la section précédente qu’il est préférable de
mettre à jour les paramètres du modèle en tenant compte de plusieurs données à la fois (mais
pas trop !), ce qui résulte en une évaluation plus précise de la fonction coût et de son gradient,
tout en accélérant le processus d’optimisation. La manière naïve d’implémenter l’équation 2.30
serait d’effectuer une boucle sur les différentes données, mais là encore, la parallélisation de la
librairie d’algèbre linéaire ne serait pas exploitée, et donc il est préférable de coder la propaga-
tion de manière matricielle également
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soit, de manière compacte

X(n+1) = f (n+1)
(
W (n+1)X(n) +B(n+1)

)
(2.39)

où cette fois X(n) est la matrice contenant les x(n),1:nD

i . L’équation 2.28b devient alors
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soit, de manière compacte
∆(N) =

1

nD

f (N)′ (S(N)
)
⊙ ∂C

∂X(N)

∆(n) =
1

nD

f (n)′ (S(n)
)
⊙W (n+1)⊤∆(n+1) si n < N

(2.41)

où cette fois ∆(n) est la matrice contenant les δ(n),1:nD

i , et où la dérivée partielle de C par rapport
à X(N) est toujours la matrice des dérivées partielles de C par rapport à chaque composante de
X(N).

2.4.1.3 Mise en forme des données

Comme nous l’avons vu plus haut, afin de maximiser les performances d’une architecture
donnée, il est préférable de bien conditionner les données d’entrée ainsi que les valeurs cibles.
Face à la complexité du modèle que constitue un réseau de neurones, un critère d’optimalité
pour le conditionnement des données est impossible à fournir ; ainsi, seules quelques règles
empiriques faisant office de bonnes pratiques sont communément admises comme nécessaires
(dans la plupart des cas) pour pouvoir valider ou rejeter une architecture donnée.
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Parmi ces bonnes pratiques, il est conseillé de centrer et réduire chaque donnée d’entrée
X(0) et de sortie X(N), ce qui donne la transformation suivante

X ′(0) =
X(0) − X̄(0)

σ(X(0))

X ′(N) =
X(N) − X̄(N)

σ(X(N))

(2.42)

où X̄(0) est la moyenne de X(0) et σ(X(0)) son écart-type. Il peut parfois être également perti-
nent de centrer les données sans les réduire, mais plutôt en les confinant dans l’intervalle [-1 ;1] ;
il faut alors les normaliser par leur valeur maximale :

X ′(0) =
X(0) − X̄(0)

max(|X(0) − X̄(0)|)

X ′(N) =
X(N) − X̄(N)

max(|X(N) − X̄(N)|)

(2.43)

Dans les deux cas, les valeurs relatives des données sont conservées.

2.4.1.4 Toolbox utilisées

Les langages de programmation modernes incluent désormais tous des toolbox d’intelli-
gence artificielle, et plus particulièrement de réseau de neurones. Nous allons voir ici comment
créer un modèle de réseau de neurones à propagation avant en MATLAB et en Python. Le mo-
dèle créé sera à deux couches cachées, contenant respectivement 80 et 20 neurones, utilisant
d’abord la fonction non-linéaire tangente hyperbolique (entre la couche d’entrée et la première
couche cachée), puis ReLU (entre la première couche cachée et la seconde) ; il n’y a pas de
fonction non-linéaire entre la seconde couche cachée et la couche de sortie. Les valeurs des
hyper-paramètres (le nombre de couches cachées et de neurones par couche, le taux d’appren-
tissage η, le momentum µ, et le nombre d’epochs) sont données à titre d’exemple. L’importation
des données ainsi que leur traitement ne sont pas montrés.
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En MATLAB, la toolbox "Deep Learning" permet de rapidement créer des modèles de ré-
seau de neurones à propagation avant ; huit lignes suffisent à créer le modèle décrit plus haut.

1 % crée le réseau de neurones à propagation avant avec nombre
2 % de neurones par couche cachée et algorithme d'optimisation
3 net = feedforwardnet([80 20] , 'traingdm') ;
4
5 % définit les fonctions non-linéaires
6 net.layers{1}.transferFcn = 'tansig' ; % tanh
7 net.layers{2}.transferFcn = 'poslin' ; % ReLU
8
9 % définit le learning rate, le momentum et le nombre d'epochs

10 net.trainParam.lr = 0.01 ;
11 net.trainParam.mc = 0.2 ;
12 net.trainParam.epochs = 250 ;
13
14 % effectue l'entraînement
15 [trained_net,tr] = train(net , Donnee_entree,Donnee_cible) ;
16
17 % effectue le test
18 Sortie = sim(trained_net , Donnee_test) ;

En python la toolbox "TensorFlow" permet également de créer des modèles performants en
seulement quelques lignes de code ; pour cela, il est possible d’utiliser l’API "Keras".

1 import tensorflow as tf
2 from tensorflow.keras import optimizers
3 from tensorflow.keras.layers import Dense
4
5 # crée un réseau de neurones à propagation avant vierge
6 model = tf.keras.models.Sequential()
7
8 # définit les deux couches cachées
9 model.add(Dense(80 , activation = 'tanh'))
10 model.add(Dense(20 , activation = 'relu'))
11 # définit la couche de sortie
12 model.add(Dense(dim_sortie , activation = 'linear'))
13
14 # définit la fonction coût et l'algorithme d'optimisation
15 C = 'mean_squared_error'
16 optim = optimizers.SGD(learning_rate = 0.01 , momentum = 0.2)
17
18 # compile le modèle puis effectue l'entraînement
19 model.compile(loss = C , optimizer = optim)
20 model.fit(Donnee_entree,Donnee_cible , epochs = 250)
21
22 # effectue le test
23 Sortie = model.predict(Donnee_test)
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2.4.2 Variantes de l’algorithme
L’algorithme qui vient d’être présenté a été développé il y a plusieurs années, et ses ac-

complissements ont poussé la communauté scientifique à perfectionner les modèles et les algo-
rithmes d’optimisations associés, rendant les modèles plus généraux et/ou mieux adaptés aux
problèmes qu’ils doivent traiter, et les algorithmes d’optimisation plus rapides, robustes, ...

2.4.2.1 Variantes du modèle

De nombreuses variations du modèle initial existent, et chacune d’entre elles présente
ses avantages et inconvénients selon la situation. Toutes ces variations reposent sur le même
concept de base : appliquer des transformations linéaires paramétrées puis non-linéaires sur les
données d’entrées afin de produire des sorties les moins surprenantes possible, sur la base de
données d’entraînement. Les variations les plus fréquemment utilisées sont donc des variations
concernant les connexions du réseau de neurones, c’est-à-dire la structure de son graphe. En
effet, comme nous l’avons vu, un réseau de neurones à propagation avant est un graphe orienté
acyclique complet par couche, i.e. où chaque neurone d’une couche donnée est connecté à tous
les neurones de la couche suivante. Il est donc possible de modifier ce modèle en rendant le
graphe cyclique et/ou incomplet par exemple.

En rendant le graphe cyclique, mais toujours complet par couche, où certains neurones sont
connectés à eux-mêmes (aux instants précédents), le modèle devient alors un réseau de neu-
rones récurrent. Cette architecture est très utilisée pour analyser des données temporelles [84].
En rendant le graphe incomplet, mais toujours acyclique, où chaque neurone d’une couche
donnée n’est connecté qu’à une partie des neurones de la couche suivante, le modèle devient
alors un réseau de neurones convolutionnel. Cette architecture est très utilisée pour l’analyse
d’images (reconnaissance ou classification) ou encore pour traitement du langage [85]. La mé-
thode de dropout peut être considérée comme une manière de rendre le graphe incomplet (tou-
jours acyclique) en faisant en sorte que certains neurones ne soient connectés à aucun autre. Un
bestiaire de la plupart des architectures utilisées de nos jours est présenté en annexe B.

2.4.2.2 Variantes de l’algorithme d’optimisation

L’un des problèmes de l’algorithme de mise à jour 2.18 est qu’il lui est impossible de
sortir d’un minimum local une fois tombé dedans. L’idée, inspirée de la physique, est donc de
conférer à la trajectoire d’optimisation une "inertie" (momentum) qui lui permettra de pouvoir
"escalader" les "vallées" de la fonction coût, dans l’espoir de converger vers un minimum plus
intéressant [86]. En notant θ(n)(i) les paramètres de la couche n à optimiser à l’itération i et Θ(n)

(i)

le vecteur contenant ces paramètres, une première amélioration possible de mise à jour est donc
v
(n)
(i+1) = µv

(n)
(i) − η∇(n)

(i) C

Θ
(n)
(i+1) = Θ

(n)
(i) + v

(n)
(i+1)

(2.44)

où v(i) est le vecteur "vitesse", ∇(n)
(i) C est le vecteur gradient à l’itération i, c’est-à-dire le

vecteur des dérivées de C par rapport aux θ
(n)
(i) . Le paramètre µ (qui doit être compris entre zéro

et un) constitue donc un nouvel hyper-paramètre à ajuster pour maximiser les performances de
l’algorithme d’optimisation.



54 CHAPITRE 2. APPRENTISSAGE MACHINE

De plus, comme il a été expliqué dans la section précédente, l’algorithme d’optimisation de
descente du gradient consiste à partir d’un point de départ dans l’espace des paramètres, choisir
une direction de mise à jour, puis effectuer cette mise à jour dans cette direction avec un certain
pas (le taux d’apprentissage η), et potentiellement une certaine inertie (le momentum µ). Dans
l’algorithme de descente du gradient, la direction choisie est celle opposée au gradient de la
fonction coût. L’algorithme de descente du gradient conjugué cherche à améliorer cette direc-
tion d’optimisation ; cette dernière est alors choisie de manière à être conjuguée aux directions
des itérations précédentes, la conjugaison étant une forme d’orthogonalité. Ainsi, toujours en
notant Θ(n)

(i) le vecteur des paramètres à l’itération i, la formule 2.36 devient
D

(n)
(i+1) = β

(n)
(i) D

(n)
(i) −∇(n)

(i) C

Θ
(n)
(i+1) = Θ

(n)
(i) + ηD

(n)
(i+1)

(2.45)

où D(i) est le vecteur de direction, ∇(i)C le vecteur gradient à l’itération i, et β(i) un coefficient
à déterminer à chaque itération. La détermination de ce dernier est assez libre a priori, mais
l’une des formules les plus utilisées est celle de Fletcher-Reeves [87]

β
(n)
(i) =

||∇(n)
(i) C||

||∇(n)
(i−1)C||

(2.46)

Lorsque β(i) est constant (égal à µ/η), on retrouve la méthode de descente du gradient avec
momentum, et en particulier, si β(i) = 0, alors on retrouve la méthode de descente du gradient
classique.

L’algorithme de réseau de neurones à propagation avant ayant été présenté en détail, ce
dernier peut maintenant être mis à contribution dans l’analyse de données concernant la propa-
gation lumineuse dans les systèmes fibrés.



Chapitre 3

État de l’art et vérification

"There are two kinds of ultrashort-laser pulse measurement :
those with independent checks and those that are wrong."

——————————————

– John M. DUDLEY, correspondance avec Rick TREBINO, 1999

L’objectif des travaux qui vont être présentés est d’obtenir un modèle prédictif pertinent
capable d’établir une relation entre le profil d’intensité spectrale (sans la phase) et le maximum
d’intensité temporelle associé. En effet, les évènements extrêmes, et plus particulièrement les
vagues scélérates, ont fait l’objet de nombreuses études ces dernières années aussi bien dans le
domaine de l’optique que de l’océanographie [88]. Ces évènements sont, par définition, rares
et imprévisibles (avec les outils actuels), mais également compliqués à mesurer à cause de la
plage dynamique élevée nécessaire à capturer l’ensemble de la dynamique.

3.1 Motivation

3.1.1 Mesures expérimentales
De nombreux outils et techniques expérimentales permettent de mesurer des profils spec-

traux et/ou temporels à l’issu d’une propagation dans un système fibré ; ils ont cependant tous
leurs limitations. Les analyseurs de spectre optique (OSA) permettent d’obtenir des informa-
tions sur le spectre de l’onde mesurée. Un spectrographe classique envoie la lumière sur un
réseau de diffraction permettant ainsi de séparer les longueurs d’onde qui constituent l’impul-
sion à analyser (à la résolution près), et ainsi mesurer l’intensité de chacune d’entre elles à l’aide
d’un photodétecteur. Un interféromètre de Fabry-Pérot, lui, fait passer l’onde dans une cavité
résonnante créée par deux miroirs parallèles. L’espacement entre ces deux miroirs permet de
sélectionner la fréquence de résonance de cette cavité et donc la fréquence de la composante
spectrale avec le maximum de transmittance ; l’intensité de cette composante spectrale est alors
détectée. Cependant, bien que ces méthodes puisse être configurées pour avoir une résolution
et une plage dynamique très élevées, elles reposent généralement sur un moyennage temporel,
et ne sont donc pas adaptées à la mesures d’instabilités coup par coup.

Des méthodes plus sophistiquées telles que la transformée de Fourier dispersive (DFT) per-
mettent d’obtenir des mesures rapides en temps réel, mais la plage dynamique de ces mesures
ne dépasse pas 25 dB, et seule l’intensité spectrale (sans la phase) est observable, ce qui ne
permet pas (a priori) de reconstruire l’information désirée sur les solitons.

55
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Les systèmes de type lentille temporelle permettent d’obtenir des mesures très précises di-
rectement dans le domaine temporel, ce qui permet d’avoir accès à toute l’information désirée
sur les solitons ; le principe est d’appliquer une phase quadratique temporelle au signal me-
suré de manière analogue à une véritable lentille qui applique une phase quadratique spatiale.
Cependant, ce protocole expérimental est très compliqué à mettre en œuvre et a une bande
passante limitée, si bien que peu de mesures sont réalisées avec cette technique en pratique.

Néanmoins, il a récemment été montré que les méthodes spectrographiques pouvaient être
adaptées pour effectuer des mesures en temps réel avec des plages dynamiques de l’ordre de
60 dB [89], ouvrant la possibilité d’effectuer des mesures spectrales coup par coup de manière
relativement simple. Ainsi, la problématique à laquelle nous faisions face est d’être capable
d’extraire des informations temporelles n’ayant accès qu’à l’intensité spectrale, cette dernière
étant la seule quantité facilement mesurable.

3.1.2 Simulation numérique
Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, le réseau de neurones à propagation

avant est un modèle assez simple et très performant qui permet d’effectuer un grand nombre
de tâches. Parmi elles, la régression non-linéaire est d’un intérêt tout particulier en physique
puisque l’aboutissement d’une telle régression fournit un modèle prédictif rapide et robuste au
bruit permettant d’établir une correspondance entre des variables d’entrée (observables/mesu-
rables) et des variables de sortie (difficilement mesurables) ; un tel modèle peut donc prétendre
à se substituer à un modèle physique (connu ou non) pour ce qui est de sa capacité prédic-
tive. Cependant, l’inconvénient majeur des réseaux de neurones est leur incapacité (en l’état) à
fournir des résultats interprétables, allant à l’encontre de ce qui est désiré par les chercheurs.

L’utilisation d’un réseau de neurones à propagation avant en condition d’apprentissage su-
pervisé nécessite d’avoir des données d’entraînement complètes (entrées et cibles) grâce aux-
quelles ont peut optimiser les paramètres du réseau. Dans notre cas, ces données sont obtenues
par intégration numérique de l’équation de Schrödinger non-linéaire (ESNL), parfois générali-
sée (ESNLG). L’intégration numérique peut être faite par un algorithme d’intégration d’équa-
tion différentiel ordinaire (O.D.E.) classique (Runge-Kutta, ...) ou encore grâce à la méthode
split-step Fourier. Pour intégrer cette équation, il faut donner les différents paramètres phy-
siques du système laser, à savoir : la longueur L de la fibre en mètres, les coefficients de disper-
sion βk en fsk/mm, le coefficient non-linéaire γ en W−1.m−1, la longueur d’onde centrale de
l’impulsion initiale λ0 en nm, sa puissance crête P0 en W, et sa largeur à mi-hauteur (FWHM)
en ps ; des paramètres supplémentaires peuvent être à ajouter selon le système fibré considéré.

L β2 ...
βk γ λ0 P0 FWHM

[m] [fs2/mm]
[
fsk/mm

]
[W−1.m−1] [nm] [W] [ps]

TABLE 3.1 – Paramètres physiques d’une simulation de système fibré : paramètres de la fibre
à gauche et paramètres de l’impulsion d’entrée à droite

En plus de fournir les paramètres physiques, il faut également bien choisir les paramètres
numériques de la simulation afin que les résultats obtenus soient pertinents. Les simulations
faites visant à intégrer l’ESNL à une dimension, il faut spécifier la grille spatiale et temporelle,
la grille fréquentielle en découlant naturellement. Ainsi, pour chaque simulation, une étude
préalable de convergence doit être effectuée afin de s’assurer que les résultats obtenus approxi-
ment au mieux la réalité.
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3.2 Instabilité de modulation et supercontinuum
Dans cette section, les résultats présentés sont ceux issus de la littérature récente concer-

nant la prédiction des maxima d’intensité temporelle en régime d’instabilité de modulation et
de supercontinuum. Ces résultats ont été obtenus en 2018 [89] et 2020 [90], par l’équipe de
recherche de l’université de Tampere (Finlande) et les premiers objectifs de ma thèse ont été de
reproduire ces résultats à l’aide du code de réseau de neurones que j’ai moi-même développé
en MATLAB en suivant la démarche expliquée dans le chapitre précédent.

3.2.1 Instabilité de modulation

Les premiers résultats ont concerné l’étude de fibres laser en régime d’instabilités de mo-
dulation impulsionnelle. Comme expliqué dans le chapitre 1, l’instabilité de modulation est un
phénomène dû à l’interaction entre dispersion et non-linéarité, qui cause l’amplification de cer-
taines fréquences ; en cas de dispersion anormale (les fréquences plus élevées vont plus vite),
une impulsion de durée finie exhibera au bout d’un certain temps une instabilité de modulation
(impulsionnelle), ce qui générera des profils d’intensité spectrale et temporelle très structurés et
complexes. Les auteurs de [89] ont alors mis en place un système de mesure à haute plage dy-
namique (environ 60 dB) permettant d’observer précisément ces structures du profil d’intensité
spectrale, ce qui a permis de corroborer les résultats de simulation numérique avec des mesures
en temps réel pour la première fois (figure 3.1).

FIGURE 3.1 – Spectres MI enregistrés expérimentalement avec une plage dynamique élevée.
(a) Série de 60 spectres enregistrés empilés dans le sens vertical pour illustrer les fluctuations
d’un coup à l’autre observées avec le MI. (b) Spectre moyen mesuré avec la technique en temps
réel à plage dynamique élevée (pointillé rouge), spectre moyen mesuré avec un analyseur de
spectre optique (jaune), et spectre moyen simulé (bleu). L’encadré montre la comparaison entre
la mesure spectrale avec une plage dynamique de 60 dB (pointillé rouge) et celle utilisant une
DFT conventionnelle avec seulement 22 dB de plage dynamique (noir). (c) Deux spectres de
sélectionnés à partir d’expériences (pointillé rouge) comparés au spectre expérimental moyen
(noir). Figure 6 de [89]

Dans ces travaux, le système étudié est excité par une impulsion sécante hyperbolique de
quelques picosecondes de FWHM dans une fibre à cristaux photoniques (PCF). L’utilisation
d’une telle fibre est motivée par le fait que ces dernières sont spécialement conçues pour di-
minuer l’aire du mode spatial de l’onde Am, et ainsi augmenter l’influence du coefficient non-
linéaire γ, stimulant donc l’émergence des phénomènes non-linéaires. Les données d’entraîne-
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ment (paires entrées/sorties) sont obtenues par intégration numérique de l’ESNLG (1.48) où
les effets dispersifs ont été retenus jusqu’à l’ordre six, et en l’absence de pertes
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avec fR = 0,18. Les caractéristiques du système sont présentées dans le tableau suivant :

L β2 β3 β4 β5 β6 γ λ0 P0 FWHM

[m] [fs2/mm] [fs3/mm] [fs4/mm] [fs5/mm] [fs6/mm] [W−1.m−1] [nm] [W] [ps]

0,68 -10,3 47,4 23.5 -117 -907 0,1 825 175 3

TABLE 3.2 – Paramètres physiques des simulations en régime d’instabilité de modulation sti-
mulée par une impulsion sécante hyperbolique dans une fibre à cristaux photoniques (PCF) :
paramètres de la fibre à gauche et paramètres de l’impulsion d’entrée à droite.

Avec ces caractéristiques, le système présente une dispersion anormale forte, si bien que les
profils spectraux et temporels observés sont caractéristiques du phénomène d’instabilité de
modulation.

L’objectif est donc d’obtenir un modèle prédictif pertinent capable d’établir une relation
entre le profil d’intensité spectrale (sans la phase) et le maximum d’intensité temporelle asso-
cié, i.e. à la même distance z dans la fibre. Il a été montré [89] qu’un réseau de neurones à
deux couches cachées comportant respectivement 30 et 10 neurones et avec des fonctions non-
linéaires en tangente hyperbolique (schématisé figure 3.2) était capable de fournir une telle
relation avec un haut niveau de confiance.

FIGURE 3.2 – Schéma du réseau de neurones utilisé pour analyser les données de simulation
d’instabilité de modulation impulsionnelle. Le profil d’intensité spectrale est en entrée du ré-
seau de neurones (à gauche), puis est transformé par les couches successives, jusqu’à aboutir à
la prédiction du maximum d’intensité temporelle (à droite). Figure 2 de [89]

Afin de mesurer les performances du réseau, les auteurs ont affiché la prédiction de ce
dernier en fonction de la valeur qu’il aurait dû prédire (i.e. la valeur issue de simulation numé-
rique). Le nuage de points obtenu est censé être aligné sur la diagonale ; idéalement, il faudrait
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que le réseau prédise exactement la valeur du maximum d’intensité temporelle pour tous les
spectres. Bien sûr, la réalité diverge du cas idéal et le nuage de points n’est pas parfaitement
aligné sur la diagonale ; les points sont regroupés autour de celle-ci avec un certain étalement
plus ou moins grand.

Lorsque la variable prédite est discrète, il est commun d’afficher les performances du réseau
dans une matrice de confusion [91]. Or pour une variable continue telle que celle qui nous inté-
resse, il est impossible d’obtenir une telle matrice. Ainsi, un histogramme est construit à partir
du nuage de points, afin d’obtenir l’équivalent d’une matrice de confusion pour une variable
continue. Les points contenus dans une même case carrée de longueur fixée sont moyennés
puis normalisés afin de créer une carte de densité ; la longueur est choisie pour que chaque case
contienne assez de points tout ayant une carte suffisamment définie. L’étalement des points au-
tour de la diagonale est quantifié par le coefficient de corrélation de Pearson noté ρ ; lorsque
ce dernier vaut un, cela signifie que la prédiction est à tous les coups égale au résultat attendu,
et lorsqu’il vaut zéro, cela signifie que la prédiction n’est pas plus performante qu’un tirage
aléatoire. Un tel histogramme a été obtenu dans l’article [89] comme le montre la figure 3.3.

a) b)

c) d)

FIGURE 3.3 – Analyse par apprentissage supervisé de spectres MI simulés (30000 données
d’entraînement et 20000 pour le test). a) et c) montrent l’intensité maximale prédite par le ré-
seau de neurones en fonction de la valeur à prédire, celle-ci étant issues de simulations. Le
panneau supérieur (respectivement inférieur) correspond à la troncature des données spectrales
d’entrées à 60 dB (respectivement 25 dB). Les résultats en a) et c) sont présentés sous la forme
d’un histogramme en échelle logarithmique qui montre la densité normalisée des points regrou-
pés dans des classes de surface constante. La ligne blanche en pointillés marque la correspon-
dance 1 à 1 entre l’intensité maximale (puissance de crête instantanée) prédite par le réseau et
la valeur à prédire. b) et d) montrent les densité de probabilité (PDF) des intensités temporelles
maximales prédites par l’algorithme d’apprentissage automatique (ligne rouge) comparée aux
PDF calculées à partir des données temporelles simulées (ligne bleue). Figure 3 de [89]
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Ces résultats ont pu être reproduits fidèlement grâce au code que j’ai développé en MAT-
LAB (figure 3.4) ; les quelques différences de performances de mon algorithme (légèrement
meilleures pour les données tronquées à 60 dB et légèrement moins bonnes pour les données
tronquées à 25 dB) sont très certainement dues à la différence d’algorithme d’optimisation
utilisé. En effet, dans l’article original, la toolbox MATLAB été utilisée avec la méthode du
gradient conjugué avec mise à jour de Fletcher-Reeves (2.45), alors que mon implémentation
n’utilise qu’une simple descente stochastique du gradient avec momentum (2.44), a priori plus
rudimentaire, mais qui s’avère être suffisante pour le problème traité ici ; bien qu’étant censée
être plus performante en général, il se peut que dans ce cas particulier la méthode du gradient
conjugué sous-performe quelque peu, ou bien encore que certains hyper-paramètres (le taux
d’apprentissage initial par exemple) n’aient pas été tout à fait suffisamment ajustés.
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FIGURE 3.4 – Analyse par apprentissage supervisé de spectres MI simulés (20000 données
d’entraînement et 10000 pour le test). Cette figure est la reproduction des résultats de la figure
3.3 à l’aide de mon code de réseau de neurones. Des performances supérieures sont obtenues
pour les données tronquées à 60 dB (figures a) et b)), et des performances légèrement infé-
rieures pour les données tronquées à 25 dB (figures c) et d)).

Mes résultats sont néanmoins très proches des résultats originaux, confirmant la bonne uti-
lisation de l’algorithme d’intégration numérique (choix des paramètres de l’intégration et étude
de convergence), la bonne implémentation de l’algorithme de réseau de neurones (propagation
et rétro-propagation), ainsi que la bonne mise en place du protocole de test du modèle (histo-
gramme et densité). Il est à noter qu’une reproduction exacte des résultats est illusoire, puisqu’à
chaque nouvel entraînement, de nouveaux paramètres initiaux du réseau (poids et biais) sont ti-
rés aléatoirement, ce qui altère la convergence finale de l’algorithme d’optimisation, et donc le
résultat issu de cette convergence (voir figure 2.8). Afin de compléter cette étape de validation,
l’état de l’art effectué en régime supercontinuum a également été reproduit.
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3.2.2 Supercontinuum
Les résultats précédents ayant été un succès, l’étude d’un système fibré générant des pro-

fils spectraux et temporels plus structurés et chaotiques a été menée par la même équipe de
recherche de l’université de Tampere ; cette étude a donc été faite dans le régime de supercon-
tinuum [90].

Comme expliqué dans le chapitre 1, le régime supercontinuum est atteint lorsque les effets
dispersifs d’ordre élevés (jusqu’à l’ordre dix environ) ainsi que l’effet Raman sont stimulés.
Dans ce régime, la fission solitonique a pour effet de casser l’impulsion initiale en une sé-
rie de solitons fondamentaux de très courte durée, de l’ordre de quelques dizaines de femto-
secondes ; ces solitons étant très fins, ils se manifestent par un élargissement spectral de l’onde
qu’ils constituent. Cette situation physique ne diffère pas de celle présentée dans la section
précédente ; l’émergence d’une dynamique supercontinuum vient simplement du fait que l’im-
pulsion se propage désormais dans une fibre suffisamment longue pour que l’effet Raman soit
notable.

Ainsi, comme précédemment, les données ont été générées par intégration numérique de
l’ESNLG (1.48) avec des termes dispersifs jusqu’à l’ordre sept et sans atténuation :
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avec fR = 0,18. Les caractéristiques du système sont présentées dans le tableau suivant :

L β2 β3 β4 β5 β6 β7 γ λ0 P0 FWHM

[m] [fs2/mm] [fs3/mm] [fs4/mm] [fs5/mm] [fs6/mm] [fs7/mm] [W−1.m−1] [nm] [W] [ps]

0,85 -12,4 89,4 25,4 -701 2280 -2210 0,1 810 400 2

TABLE 3.3 – Paramètres physiques des simulations en régime de supercontinuum : paramètres
de la fibre à gauche et paramètres de l’impulsion d’entrée à droite

L’observation des données a permis de mettre en évidence l’existence d’une relation entre
les caractéristiques spectrales et temporelles des solitons Raman (solitons les plus décalés vers
le rouge) émergeant au cours de cette propagation ; la transformée de Fourier effectuée sur la
partie spectre au-delà de 950 nm semble permettre d’isoler le pic temporel associé à ce soliton
Raman comme le montre la figure 3.5.
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FIGURE 3.5 – Sélection de 5 spectres de supercontinuum aléatoires et profils d’intensité tem-
porelle correspondants (noir). La courbe bleue en b) montre l’intensité temporelle du soliton
"scélérat" associé aux composantes spectrales filtrées avec un filtre passe-bas (zone bleue) en
a) tandis que la ligne pointillée noire montre l’intensité complète dans le domaine temporel.
Figure 1 de [90]

Cependant, la transformée de Fourier nécessite de connaître l’intensité et la phase spectrale
de l’impulsion, or la méthode de DFT ne permettant d’avoir accès qu’à l’intensité spectrale, des
métriques simples ont été cherchées afin de prédire les caractéristiques temporelles (position
ou FWHM par exemple) du soliton Raman. Cette recherche s’est avérée infructueuse, si bien
que les chercheurs se sont tournés vers les réseaux de neurones. Il a ainsi été montré qu’un
réseau de neurones bien choisi était capable de prédire avec une très bonne confiance (ρ > 0,9)
l’intensité, la largeur à mi-hauteur (FWHM), et la position du pic temporel associé au soliton
Raman (figures 3.6 et 3.7).

FIGURE 3.6 – Schéma du réseau de neurones utilisé dans ce travail. (a) L’entrée du réseau est
un vecteur d’intensité spectrale de supercontinuum Xn = [x1, x2, ..., xN ] conduisant à la sortie
du réseau y qui correspond à la puissance de crête, à la durée ou au retard temporel des solitons
errants. Le réseau se compose de deux couches cachées et d’un seul neurone de sortie. Figure
2 de [90]
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La méthode de caractérisation des performances du réseau est la même que dans la section
précédente ; un histogramme est construit à partir du nuage de points affichant les prédictions
du réseau en fonction des valeurs qu’il est censé prédire, puis le coefficient de corrélation
de Pearson sert d’indicateur de l’étalement des prédictions autour de la diagonale, et donc
d’indicateur des performances du réseau.

a) b) c)
Density (log scale)

FIGURE 3.7 – Résultats montrant la prédiction des caractéristiques des solitons scélérats par
le réseau de neurones pour un ensemble de 10000 SC générés avec des impulsions d’entrée
identiques (à l’exception de la graine de bruit). (a) compare l’intensité maximale prédite du
soliton le plus décalé vers le rouge avec la valeur exacte des profils simulés dans le domaine
temporel. (b) compare la durée prédite ∆τ des solitons avec la valeur exacte des simulations.
(c) compare le retard prédit τd des solitons avec la valeur exacte des simulations. Pour toutes
les sous figures, les histogrammes en échelle logarithmique montrent la densité normalisée des
points groupés en cases de surface constante. Dans chaque cas, la ligne blanche en pointillés
marque la correspondance un à un, et la ligne jaune en pointillés est un ajustement linéaire aux
prédictions avec avec le coefficient de corrélation de Pearson ρ. Figure 3 de [90]

Ces résultats ont été reproduits grâce au code de réseau de neurones que j’ai développé en
MATLAB. L’architecture utilisée diffère légèrement de l’architecture originale puisqu’il s’agit
un réseau de neurones à trois couches cachées contenant respectivement 80, 20 et 10 neurones
au lieu de n’avoir que deux couches cachées contenant 80 et 20 neurones ; cette architecture
a été trouvée après quelques essais, afin d’optimiser les performances du réseau. Les trois
propriétés temporelles (maximum d’intensité temporelle, FWHM, et décalage temporel) ont
été prédites en utilisant à chaque fois la même architecture et les mêmes hyper-paramètres. Les
résultats obtenus sont bien similaires à ceux présentés dans l’article original, avec cependant
une nette amélioration de la corrélation obtenue pour la FWHM ∆τ (figure 3.8 b)). En plus
du changement d’architecture, cela peut provenir de deux facteurs principaux : la manière de
calculer cette FWHM, et l’algorithme d’optimisation utilisé.

En effet, la détermination algorithmique de la FWHM de profils si structurés est complexe,
puisqu’il faut réussir à déterminer ce qui définit un pic, et ce qui permet de le distinguer des
autres (deux pics quasiment confondus doivent être discernés l’un de l’autre pour ne pas sur-
estimer la largeur du pic d’intérêt) ; les deux critères permettant cela sont la hauteur et la pro-
éminence limites en deçà desquelles on ignore un pic ; la valeur calculée de la FWHM dépend
alors du choix de ces deux critères. Par ailleurs, comme pour la section précédente, l’utilisation
de l’algorithme de descente stochastique du gradient avec momentum plutôt que la descente du
gradient conjugué avec mise à jour de Fletcher-Reeves a pu jouer sur les performances.
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FIGURE 3.8 – Reproduction des résultats de la figure 3.7 avec mon code de réseau de neurones.
Là encore, des performances similaires, et même légèrement supérieures sont obtenues avec
mon code.

Le processus de formation du réseau est visible dans une interface visuelle que j’ai codé
(figure 3.9) afin de pouvoir suivre les performances du réseau et ainsi arrêter le processus rapi-
dement en cas de non-convergence avérée ou de sur-apprentissage par exemple.
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FIGURE 3.9 – Courbe d’évolution de la fonction coût (en haut) et du coefficient de corrélation
de Pearson (en bas) au cours du processus d’optimisation qui a permis d’aboutir à la figure
gauche de 3.8.

L’ensemble des données d’entraînement est séparé en deux groupes : les données servant à
réellement former le réseau, et celles servant à estimer rapidement les capacités de ce dernier,
afin de ne pas perdre de temps à former une architecture complètement inadaptée. Ce deuxième
groupe de données constitue les données de validation, et ne sont pas utilisées pour la mise à
jour des paramètres du réseau ; elles ont le même rôle que les données de test mais ne sont
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qu’un tout petit échantillon des données d’entraînement et ne fournissent qu’une estimation,
potentiellement grossière, des performances de ce dernier. Mon interface montre donc l’évo-
lution de la fonction coût C au cours des itérations d’optimisation (en temps réel), ainsi que
la valeur du coefficient de corrélation de Pearson ρ calculé sur des données de validation ; la
figure 3.9 montre en particulier l’évolution des performances du réseau lors de la prédiction du
maximum d’intensité temporelle.

On observe tout d’abord une décroissance rapide de la fonction coût, qui se traduit par
une augmentation tout aussi rapide du coefficient de corrélation. Arrivé à environ dix itérations
(epochs), l’optimisation se fait plus lente. Aux alentours de 250 epochs, la fonction coût semble
avoir atteint un minimum stable, et le coefficient de corrélation n’évolue plus non-plus. La
corrélation finale obtenue est de 0,913 (sur les données de validation), or on peut lire dans la
figure gauche de 3.8 que la corrélation obtenue sur les données de test est de 0,907 ; il y a donc
eu un très léger sur-apprentissage, puisque le réseau fournit de meilleures performances sur les
données de validation que sur celles de test (ce sur-apprentissage est néanmoins très faible).

De plus, nous avons testé si un réseau de neurones pouvait être formé à prédire les trois
caractéristiques désirées en même temps. En effet, jusqu’ici, chaque caractéristique avait été
prédite indépendamment en formant à chaque fois un nouveau réseau de neurones (en conser-
vant la même architecture mais en trouvant de nouveaux paramètres optimaux à chaque fois) ;
la sortie du réseau était donc un scalaire. Nous avons donc cherché à savoir s’il était possible de
prédire directement un vecteur contenant les trois quantités désirées. Il s’avère que cela est pos-
sible et que les performances obtenues sont similaires à celles obtenues en formant les réseaux
indépendamment ; les coefficients de corrélation obtenus sont 0,89, 0,92 et 0,91 pour chacune
des trois quantités à prédire. Ainsi, un même jeu de paramètres peut prédire à la fois l’intensité,
la FWHM et le retard du pic temporel le plus intense, sur la seule base du profil d’intensité
spectrale.

La reproduction de l’état de l’art à l’aide de mon code ainsi que de la toolbox MATLAB
m’a permis de valider mon implémentation de l’algorithme de réseau de neurones présenté au
chapitre précédent (de la génération de données au test du modèle), ce qui a rendu possible
l’exploration de cet outil dans de nouveaux contextes physiques, tel que le régime noise-like
pulse.





Chapitre 4

Résultats

"J’ai travaillé dur. Tous ceux qui travaillent aussi
dur que moi auront les mêmes résultats."

——————————————
– Jean-Sébastien Bach, 1735

Suite aux succès des réseaux de neurones à propagation avant dans l’analyse de corrélations
entre intensité spectrale et maximum d’intensité temporelle, nous avons voulu continuer ces
travaux dans d’autres régimes de propagation. Une première étude a été menée sur le régime
d’instabilité de modulation pure (et non impulsionnelle), puis sur le régime de cavité noise-
like pulse où les profils spectraux et temporels sont hautement chaotiques et structurés. Enfin,
une collaboration avec l’université de Tampere a permis d’explorer l’utilisation des réseaux de
neurones en tant qu’algorithme dit model-free. Ces travaux ont été réalisés à l’aide de mon code
développé en MATLAB, de la toolbox MATLAB, ainsi que de la toolbox Python "TensorFlow".

4.1 Instabilité de modulation : onde continue

4.1.1 Propagation
Les travaux précédents ont été effectués dans le régime d’instabilité de modulation dit im-

pulsionnel, dans lequel le phénomène est stimulé par une une impulsion en entrée de la fibre.
Cependant, aucune étude n’avait encore été menée sur le régime d’onde continue (continuous
wave), où l’instabilité de modulation résulte de l’amplification préférentielle spontanée de cer-
taines fréquences d’une onde continue bruitée (modulée), dû à l’interaction entre la dispersion
de la fibre et la non-linéarité, comme expliqué dans le chapitre 1. Ce régime est le premier étu-
dié historiquement, tous les autres régimes (supercontinuum, noise-like pulse, ...) étant décrit
par le prisme de celui-ci ; il est donc celui où les résultats théoriques les plus importants ont été
formulés. De plus, il existe de fortes analogies avec d’autres domaines de la physique tels que
l’océanographie [88], la physique des plasmas [92], ou encore les condensats de Bose-Einstein
[93] ; son analyse par apprentissage machine semblait donc pertinente [94].

Comme il a été vu au chapitre 2, un réseau de neurones en condition d’apprentissage super-
visé a besoin de données complètes pour pouvoir optimiser ses paramètres internes (poids et
biais). Ici, ces données sont obtenues par intégration numérique de l’ESNL (1.58) sans pertes
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et excitée par une onde continue (continuous wave) bruitée, de puissance P0.
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Les caractéristiques du système sont données dans le tableau suivant :

L β2 γ λ0 P0 FWHM

[m] [fs2/mm] [W−1.m−1] [nm] [W] [ps]

400 -21 0,0011 1550 50 ∞

TABLE 4.1 – Paramètres physiques des simulations en régime d’instabilité de modulation sti-
mulée par une onde continue : paramètres de la fibre à gauche et paramètres de l’onde continue
d’entrée à droite

Ce système a donc été étudié dans son régime transitoire (sur une distance de propagation
relativement courte) et stationnaire (sur une distance de propagation très grande), ce dernier
étant le régime d’étude privilégié dans lequel les résultats théoriques sont obtenus grâce à la
méthode d’inverse scattering (1.112) [95]. Dans le régime transitoire, l’évolution d’une onde
continue bruitée a été étudiée sur une distance totale de 450 m. La figure 4.1 illustre ce régime
de cette dynamique d’instabilité de modulation spontanée, où la propagation consiste en une
phase initiale de développement de l’instabilité sur environ 200 m, suivie de quatre cycles de
croissance et de décroissance de la dynamique du breather sur les 250 m suivants.
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FIGURE 4.1 – Simulation numérique d’instabilité de modulation excitée par une onde continue
bruitée dans le régime transitoire. Les figures (a) et (b) montrent respectivement l’évolution
spectrale et temporelle sur 450 m issues d’une seule simulation. Les figures (c) et (d) illustrent
les fluctuations en intensité spectrale et temporelle à la sortie de la fibre pour 4 simulations
différentes. (c) montre également la moyenne calculée (en haut) et un zoom de cette dernière
(encart) au voisinage de la pompe ; cet encart est tracé sur un intervalle de 20 nm et sur une
plage dynamique de 50 dB. Les pics d’intensité temporelle Pk, représentés en (d) par un cercle
pour chaque simulation, sont les grandeurs que nous cherchons à prédire à partir des spectres
correspondants Sk, représentés en (c). Afin d’afficher clairement les différents résultats de si-
mulations, un décalage vertical artificiel entre les différents profils est ajouté en (c) et (d).
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Les figures 4.1(a) et (b) montrent une évolution spatio-spectrale et spatio-temporelle ty-
piques, les résultats en (b) montrant en particulier l’émergence d’une série complexe de pics
temporels issus du bruit, évoluant de manière aléatoire. On peut y observer des structures so-
litoniques classiques telles que celles décrites dans le chapitre 1 ; on observe des breathers
d’Akhmediev ainsi que des solitons de Kuznetsov-Ma qui se propagent et interagissent pour
former des solitons d’ordres supérieurs. La figure 4.1(a) présente bien une amplification spec-
trale telle que celle décrite dans le chapitre 1 ; les deux bandes caractéristiques de l’instabilité
de modulation situées autour de la longueur d’onde centrale λ0 sont bien notables, et dont la
largeur d’environ 5 nm coïncide avec celle obtenue analytiquement (figure 1.3).

Suivant l’approche utilisée précédemment, un grand nombre de simulations (10000) a été
effectué en utilisant différentes graines (seeds) de bruit aléatoire, et en sauvegardant les pro-
fils d’intensité temporelle et spectrale à la fin du segment de propagation (450 m). Les figures
4.1(c) et (d) montrent quatre résultats issus de ces simulations, où l’on voit comment les carac-
téristiques spectrales et temporelles en sortie varient de manière significative d’une simulation
à l’autre. Il est alors possible d’observer plus finement la structure locale (à z donné) de cette
dynamique, et de se rendre ainsi compte de la nature chaotique du processus d’instabilité de
modulation. En effet, chaque profil spectral et temporel est très complexe et est constitué de
nombreux pics dont l’espacement est plutôt régulier (associé à la fréquence fmax, voir équa-
tion 1.108) et d’amplitudes très variables. De plus, les variations d’une simulation à l’autre, où
seule la perturbation (bruit) initiale change, sont également remarquables, puisque seulement
quelques cycles de breathers suffisent à rendre le profil de sortie de fibre complètement impré-
visible (a priori) ; la position et l’amplitude du maximum d’intensité temporelle par exemple ne
semblent pas suivre de loi particulière, et les spectres, bien qu’ayant tous une forme triangulaire
(en échelle logarithmique), ont une largeur très variable.

Le spectre moyen (sur les 10000 simulations) est représenté par la courbe supérieure dans
la figure 4.1(c), et l’encadré de cette figure montre une vue élargie sur 20 nm autour de la
pompe pour mettre en évidence les pics de la bande latérale ; cette structure de bande latérale
n’apparaît pas visuellement sur les profils individuels mais est bien présente sur le spectre
moyen, et reflète les premiers stades de l’évolution. L’objectif est donc, là encore, de tenter de
prédire le maximum d’intensité temporelle Pk à l’intérieur de la fenêtre temporelle sur la seule
base des profils d’intensité spectrale Sk(λ) ; ces points sont représentés par des cercles sur la
figure 4.1(d).

La méthode numérique utilisée est la technique standard de split-step Fourier. En règle
générale, pour les simulations de MI, la fenêtre temporelle doit être suffisamment grande pour
pouvoir accéder à une variété de scénarios solitoniques, et ainsi observer toute la gamme des
solutions de solitons on finite background (1.119) telles que les breathers d’Akhmediev ou
de Kuznetsov-Ma. Il faut également que la résolution temporelle soit suffisante pour observer
avec précision les pics temporels, et que la fenêtre de fréquence correspondante soit telle que
le spectre soit clairement discernable du bruit de fond numérique. Pour les paramètres de fibre
et de puissance utilisés, il est attendu que les pics temporels soient séparés en moyenne par
l’inverse de la fréquence caractéristique d’instabilité de modulation fmax (voir équation 1.108),
ce qui suggère une séparation temporelle de l’ordre de 2,7 ps. Une fenêtre temporelle de 110 ps
a donc été choisie de manière à observer une quarantaine de pics distincts, ce qui donne, avec
2048 points de grille, une résolution temporelle de 53,7 fs. Étant donné que la FWHM moyenne
des pics les plus élevés a été mesurée comme étant d’environ 500 fs, la résolution choisie
est suffisante pour une bonne détection des pics. Pour ces paramètres, la plage de fréquences
de 18,6 THz englobe le spectre complet, qui s’étend sur une plage d’environ 11 THz avant
d’atteindre le bruit de fond.
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Le second régime étudié est réalisé sur une distance beaucoup plus grande de 550 km pour
les mêmes conditions initiales (au bruit près). Dans ce cas, les caractéristiques spectrales et
temporelles ont été analysées au-delà de la phase initiale de la propagation, dans le régime
stationnaire, où l’entrée évolue vers une instabilité de modulation aléatoire (turbulente) plei-
nement développée, sans structure apparente de bande latérale [96, 97]. Pour cela, les spectres
avant une distance de 2,7 km (environ 150 LNL) ont été écartés et, à partir de cet endroit,
10000 profils d’intensité spectrale et temporelle ont été extraits à des intervalles réguliers de
55 m (environ 3 LNL) pour former des ensembles de données d’entraînement et de test. Ces
résultats sont présentés dans la figure 4.2 et sont à comparer aux résultats de la figure 4.1. Les
figures 4.2(a) et (b), montrent la propagation sur une distance de 300 m seulement après être
entrée dans le régime stationnaire (en particulier, la figure 4.2 montre l’évolution après 55 km,
loin dans le régime stationnaire). Là encore, des dynamiques solitoniques de breathers sont
apparentes, et les variations d’un profil spectral (ou temporel) à l’autre montrent bien la nature
chaotique du système ; l’entrée dans le régime de turbulence intégrable est apparente dans le
spectre moyen montré dans l’encadré de la figure 4.2(c), qui ne présente aucune structure de
bande latérale. Les caractéristiques statistiques de ce régime étant les mêmes que pour le ré-
gime précédent, les mêmes paramètres de simulation numérique (2048 points sur une fenêtre
temporelle de 110 ps) ont été utilisés.
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FIGURE 4.2 – Simulation numérique d’instabilité de modulation excitée par une onde continue
bruitée dans le régime stationnaire. Les figures (a) et (b) montrent respectivement l’évolution
spectrale et temporelle sur 300 m issues d’une seule simulation (la propagation affichée ici
commence à 55 km). Les figures (c) et (d) illustrent les fluctuations en intensité spectrale et
temporelle à 55 m (∼ 3 LNL) d’intervalles. (c) montre également la moyenne calculée (en
haut) et un zoom de cette dernière (encart) au voisinage de la pompe ; cet encart est tracé sur un
intervalle de 20 nm et sur une plage dynamique de 50 dB. Les pics d’intensité temporelle Pk,
représentés en (d) par un cercle, sont les paramètres que nous cherchons à prédire à partir des
spectres correspondants Sk, représentés en (c). Afin d’afficher clairement les différents résultats
de simulations, un décalage vertical artificiel entre les différents profils est ajouté en (c) et (d).
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4.1.2 Analyse par réseau de neurones

Afin de prédire le maximum d’intensité temporelle Pk, ne connaissant que l’intensité spec-
trale Sk(λ) (sans la phase) grâce à un réseau de neurones à propagation avant, il a tout d’abord
fallu trouver une architecture pertinente ; il a donc fallu chercher de bons hyper-paramètres.
Comme expliqué dans le chapitre 2, une telle recherche est malheureusement très compli-
quée, si bien que l’une des méthodes les plus employées consiste simplement à tester un grand
nombre d’architectures en ne faisant varier qu’un seul hyper-paramètre à la fois ; cette méthode
est appelée grid search. Cette recherche a été effectuée en ne faisant varier que deux hyper-
paramètres : le nombre de neurones de la première couche cachée, et le nombre de neurones de
la seconde couche cachée. A chaque fois, les fonctions non-linéaires choisies étaient des tan-
gentes hyperboliques. On obtient alors la carte de la figure 4.3. Cette dernière montre l’évolu-
tion du coefficient de corrélation de Pearson ρ calculé pour chaque architecture après formation
du réseau de neurones. On constate qu’augmenter le nombre de neurones de la seconde couche
cachée a tendance à dégrader la capacité de généralisation du réseau. Il est toujours délicat
d’expliquer les raisons pour lesquelles un réseau sous-performe (c’est d’ailleurs la raison pour
laquelle il est si compliqué de trouver de bons hyper-paramètres), mais une raison qui pour-
rait être avancée ici est que les architectures avec un trop grand nombre de neurones dans leur
seconde couche cachée ont tendance à sur-interpréter (overfitting) les données d’entraînement,
et donc à mal généraliser. Ainsi, c’est l’architecture correspondant à la corrélation maximale
(point bleu de la figure 4.3b)) qui a été choisie pour l’étude qui va suivre ; le réseau de neurones
comporte donc une première couche cachée de 150 neurones et une seconde en comportant 10.

FIGURE 4.3 – (a) Représentation schématique du réseau de neurones choisi afin d’effectuer
l’analyse (150 neurones en entrée, 150 neurones pour la première couche cachée, 10 neurones
pour la seconde couche cachée, et un neurone en sortie). (b) Grid search effectué sur deux
hyper-paramètres dans le régime stationnaire : le nombre de neurones de la première couche
cachée en abscisse, et le nombre de neurones de la seconde couche cachée en ordonnée. La
couleur indique le coefficient de corrélation de Pearson obtenu pour chaque architecture et le
point bleu indique l’architecture retenue pour l’étude.

Avant d’être fournies au réseau de neurones, les données sont prétraitées afin de simu-
ler les contraintes expérimentales ; chaque profil d’intensité spectrale est convolué avec une
gaussienne présentant une FWHM de 1 nm ce qui simule la réponse impulsionnelle du spec-
tromètre, puis les points contenus dans un même intervalle de largeur 1 nm sont moyennés
afin de simuler la résolution spectrale du spectromètre. On obtient alors un profil plus lisse et
contenant beaucoup moins de points ; on passe de 2048 points initialement à 100 après pré-
traitement. Ces données sont ensuite mises en échelle logarithmique (dB) afin qu’elles soient
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mieux conditionnées ; en effet, il est numériquement préférable de travailler avec des valeurs
qui sont toutes du même ordre de grandeur plutôt qu’avec des valeurs relatives extrêmes i.e.
de plusieurs ordres de grandeurs plus petites ou grandes. Pour finir, les données sont centrées
et réduites afin qu’elles soient mieux adaptées à l’analyse par réseau de neurones, comme il
a été expliqué au chapitre précédent. La figure 4.4 montre les différentes étapes du processus
de pré-traitement des données : la ligne fine grise est une donnée brute en dB, la ligne épaisse
rouge est issue de la convolution de la donnée brute avec la gaussienne, et la ligne bleue est
issue du groupement des points par classes de 1 nm. Les données sont alors séparées en deux
groupes : un groupe de 7500 données pour l’entraînement et un groupe de 2500 pour tester
l’architecture.
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FIGURE 4.4 – Étapes de pré-traitement des données d’entrée du réseau de neurones. La ligne
fine grise montre le profil d’intensité spectrale brut issu de l’intégration numérique de l’équation
de Schrödinger non-linéaire (en dB). La ligne la plus épaisse en rouge montre la convolution
de ce profil brut par une gaussienne de largeur (FWHM) 1 nm, et la ligne bleue montre ce
profil convolué après avoir été moyenné dans des classes de largeur 1 nm; ce sont ces dernières
données qui seront fournies au réseau de neurones, après avoir été normalisées. Le profil initial
contient 2048 points répartis entre 1480 et 1630 nm, et le profil final en contient 100 répartis
entre 1500 et 1600 nm. L’encadré en haut à droite est un zoom sur la zone centrée sur la
longueur d’onde de la pompe λ0.

Les performances du réseau sont là encore visualisées grâce à l’histogramme issu du nuage
de points {vraie valeur ; prédiction}, et quantifiées grâce au coefficient de corrélation de Pearson
ρ. Pour cette étude, nous avons fait varier la plage dynamique des vecteurs d’entrée du réseau
(intensité spectrale) afin de simuler les contraintes expérimentales. La figure 4.5(a) montre
les performances du réseau de neurones en régime transitoire et avec toute la plage dynamique
offerte par la résolution numérique (environ 100 dB) et la figure 4.5(b) montre les performances
de ce même réseau lorsque les données d’entraînement ont été tronquées à 40 dB. L’évolution
de la corrélation ρ en fonction à la plage dynamique des données d’entraînement apparaît sur
la figure 4.5(c).

On constate que lorsque la plage dynamique est maximale (∼ 100 dB), la prédiction du ré-
seau de neurones est quasiment parfaite, avec un coefficient de corrélation de 0,99. De plus, bien
que cette prédiction se dégrade à mesure que la plage dynamique des données d’entraînement
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diminue, elle demeure néanmoins raisonnablement bonne, avec un coefficient de corrélation
supérieur à 0,9 jusqu’à une plage dynamique de 40 dB, ce qui est atteignable d’un point de
vue expérimental. Le fait de réduire la plage dynamique a pour effet de tronquer l’information
contenue dans les ailes du profil d’intensité spectrale, or c’est justement là qu’est contenue,
a priori, l’information sur les pics temporels les plus intenses ; en effet, ces derniers étant très
fins, ils sont ceux qui contribuent le plus à l’élargissement du spectre. Ainsi, en privant le réseau
de l’information de faible intensité spectrale, on le prive de l’information contenue le plus loin
de la pompe, c’est-à-dire celle directement corrélée aux pics les plus fins du profil temporel, et
donc de l’information concernant le maximum d’intensité temporelle ; l’information contenue
au niveau de la pompe (entre 1540 et 1560 nm par exemple) est un amalgame d’informations
concernant tous les pics temporels, les plus larges (les moins intenses) comme les plus fins (les
plus intenses), et c’est pourquoi elle n’est pas suffisante à bien prédire le maximum d’intensité
temporelle.
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FIGURE 4.5 – Performances du réseau de neurones pour le régime transitoire, quantifiant la
prédiction par le réseau des pics d’intensité temporelle de MI sur la seule base des données
spectrales d’entrée. Ces résultats sont basés sur un ensemble de 2500 simulations non-utilisées
dans la phase de formation. Les puissances crêtes prédites des maxima d’intensités temporelles
sont comparées avec celles issues de simulations : (a) avec la plage dynamique complète de
100 dB des simulations, (b) tronquée à une plage dynamique de 40 dB. (c) Représentation
graphique du coefficient de corrélation pour différentes plages dynamiques de 20 à 100 dB.
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L’étude du système en régime stationnaire a mené à la figure 4.6, qui présente les même
grandeurs que la figure 4.5 dans ce nouveau régime.
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FIGURE 4.6 – Performances du réseau de neurones pour le régime stationnaire, quantifiant la
prédiction par le réseau des pics d’intensité temporelle de MI sur la seule base des données
spectrales d’entrée. Ces résultats sont basés sur un ensemble de 2500 simulations non-utilisées
dans la phase de formation. Les puissances crêtes prédites des maxima d’intensités temporelles
sont comparées avec celles issues de simulations : (a) avec la plage dynamique complète de
100 dB des simulations, (b) tronquée à une plage dynamique de 40 dB. (c) Représentation
graphique du coefficient de corrélation pour différentes plages dynamiques de 20 à 100 dB.

Là encore, la prédiction du réseau est quasiment parfaite lorsque toute la plage dynamique
est accessible comme le montre la figure 4.6(a), mais se dégrade néanmoins légèrement plus
rapidement que précédemment à mesure que la plage dynamique diminue, comme le montre
les figures 4.6(b) et (c). De plus, le fait que la corrélation reste très bonne, même dans ce régime
sans structure de bande latérale, montre bien que cette dernière ne joue pas de rôle crucial dans
la prédiction du maximum d’intensité temporelle. Il est à noter que des résultats similaires ont
été obtenus (aussi bien dans le régime transitoire que stationnaire) avec des données issues de
simulations dont la fenêtre temporelle était deux fois plus grande (220 ps) ou deux fois plus
petite (50 ps).

Jusqu’ici, toutes les prédictions faites par le réseau de neurones consistaient à prédire le
maximum d’intensité temporelle à une certaine position z dans la fibre ne connaissant que
le profil d’intensité spectrale à cette même distance z. Nous nous sommes alors intéressés
à la capacité du réseau à prédire ce maximum d’intensité temporelle sur la base d’un profil
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d’intensité spectrale obtenu plus tôt dans la propagation, c’est-à-dire à une distance z−∆z, afin
de savoir s’il était possible de prévoir l’émergence d’un pic d’intensité en amont. L’évolution de
la corrélation en fonction de la distance ∆z (normalisée en proportion de LNL) pour le régime
transitoire (respectivement stationnaire), tout d’abord dans le cas où la plage dynamique n’est
limitée que par la précision machine, puis après avoir réduit la plage dynamique des données à
un seuil de 40 dB, est visible dans la figure 4.7(a) (respectivement 4.7(b)).
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FIGURE 4.7 – Coefficient de corrélation du test dans le régime (a) transitoire et (b) stationnaire
en fonction de ∆z/LNL, la distance entre le profil temporel cible utilisé lors de l’entraînement
et celui utilisé dans ce test prédictif. Les distances sont exprimées en pourcentage de la lon-
gueur non linéaire. Les résultats sont présentés pour deux plages dynamiques 100 dB et 40 dB
(comme indiqué).

Bien que la corrélation diminue rapidement avec la distance, il est possible d’établir des
limites au pouvoir prédictif utile du réseau ; pour obtenir une corrélation supérieure à 0,8 dans
les deux régimes, il est nécessaire que ∆z soit inférieur à 0,1 LNL. Bien que, d’un point de
vue prédictif, ces résultats suggèrent qu’il existe une décorrélation rapide entre les propriétés
temporelles et spectrales avec la distance de propagation (ce qui était attendu de part le caractère
chaotique de la dynamique étudiée), l’établissement de cette limite de manière quantitative est
néanmoins utile.
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4.2 Laser à soliton dissipatif

4.2.1 Propagation
Au vu des résultats positifs concernant les capacités d’un réseau de neurones bien formé

à établir une correspondance entre le profil d’intensité spectrale et certaines propriétés tem-
porelles dans un régime aussi complexe et chaotique que celui du supercontinuum, nous nous
sommes intéressés à un régime plus complexe et plus chaotique encore, où les instabilités
donnent naissance à des dynamiques solitoniques riches [98]. Ce système est un système en ca-
vité dans lequel une impulsion initiale est injectée dans une fibre à gain dopée en erbium (fibre
EDF) puis une fibre hautement non-linéaire (fibre HNLF) avant de passer dans un absorbant
saturable couplé à un filtre passe-bande étroit centré à 1550 nm puis de retourner dans la fibre
EDF, d’où l’impulsion peut refaire un tour de cavité ; un schéma du système est visible à la
figure 4.8.

EDF

SMF1

SMF2

SMF3

HNLF

A B

CDEF

Filter SA

FIGURE 4.8 – Schéma du laser NLP. EDF : fibre dopée en l’Erbium. SMF : fibre mono-mode
SMF28. HNLF : fibre hautement non linéaire. SA : absorbant saturable. Les paramètres de tous
les éléments de la cavité sont donnés dans le texte.

Le choix d’un tel système a été motivé par le fait que la classe d’instabilité associée au
fonctionnement des lasers fibrés à soliton dissipatif a fait l’objet d’études intensives en optique
non linéaire ces dernières années [99, 100, 101]. Ici, l’interaction entre le gain, les pertes et
la dynamique de l’équation de Schrödinger non-linéaire généralisée peut conduire à un large
éventail de comportements, y compris des explosions de solitons, des molécules de solitons
[102] et des intermittences chaotiques [103]. Une instabilité particulièrement complexe dans
les lasers à fibre, dite de type noise-like pulse (NLP), a également attiré beaucoup d’attention en
raison de son observation dans une large gamme de régimes de paramètres laser, y compris avec
une dispersion de cavité normale et anormale [104], et avec des largeurs de bande spectrales
pouvant être étroites (quelques dizaines de nm) [105] ainsi que des largeurs de bande beaucoup
plus grandes que la largeur de bande de gain (quelques centaines de nm) [106].

Une étude récente du fonctionnement de cavité type NLP utilisant à la fois des mesures
en temps réel par lentilles temporelles, des mesures par transformée de Fourier dispersive et
des simulations numériques détaillées a mis en évidence le rôle central joué par la turbulence
des solitons et la dynamique supercontinuum dans ce régime [107]. Dans ces travaux les au-
teurs ont mené une étude expérimentale et numérique, mettant en évidence que l’interaction
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entre les phénomènes d’auto-modulation de phase et de dispersion de vitesse de groupe sont
à l’origine des comportements riches et des dynamiques très complexes, chaotiques et multi-
échelles, appelées noise-like ; c’est sur cette étude que nous nous sommes appuyé pour effectuer
ces travaux.

Mon but était donc de savoir si un réseau de neurones serait capable d’établir une corres-
pondance entre un profil d’intensité spectrale (sans la phase) issu d’une cavité laser à soliton
dissipatif et certaines informations temporelles associées à ce spectre. Les données complètes
nécessaires à la formation du réseau de neurones ont été obtenues par intégration numérique
de l’équation de Schrödinger non-linéaire généralisée (1.48), où les pertes ont été négligées
(α = 0), et à laquelle un terme de gain ĝ est ajouté pour modéliser le gain de la fibre EDF :
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et où E =
∫
|A(z;T )|2dT est l’énergie de l’impulsion dans la cavité, Esat l’énergie de satura-

tion du gain en nJ, g0 est le gain non-saturé (petit signal) en m−1, et ωg le gain à demi largeur
spectrale.

Des fonctions de transfert servant à modéliser l’absorbant saturable (Tas) couplé au filtre
(Tf ) ont été utilisées pour modéliser la propagation de l’onde au travers de ces deux éléments :

Tas(T ) = 1− q0

1 +
P (T )

Psat

Tf (ω) = c1e
−
(

ω−ω0
ω1

)2m1

+ c2e
−
(

ω−ω0
ω2

)2m2

(4.4)

où q0 est la perte non-saturée, P (T ) = |A(z;T )|2 la puissance instantanée en W, Psat la
puissance de saturation de l’absorbant saturable en W, et c1, c2, ω1, ω2, m1 et m2 des co-
efficients optimisés pour ajuster au mieux la fonction de transfert analytique aux mesures
expérimentales de la fonction de transfert réelle du filtre : les paramètres de la fonction de
gain ĝ sont g0 = 0,7326 m−1, Esat = 3,5 nJ et ωg = 20 nm, ceux de l’absorbant saturable
sont q0 = 0,9 et Psat = 150 W, et les coefficients d’ajustement sont c1 = 0,7036, c2 = 0,2944,
ω1 = 4,2584 rad.ps−1, ω2 = 6,8006 rad.ps−1, m1 = 1,4483 et m2 = 1,0034.

Le filtre spectral appliqué après l’absorbant saturable est une super-gaussienne de 10 nm de
FWHM, avec une transmittance unitaire à la longueur d’onde centrale λ0. Une perte linéaire
intracavité globale de 7 dB a été appliquée après le filtre pour modéliser les pertes d’insertion
et de couplage avec la sortie. La largeur de bande de 10 nm du filtre super-gaussien et la perte
globale sont basées sur des résultats expérimentaux, le rôle du filtre étant de réduire la largeur
de bande de l’impulsion après l’élargissement spectral avant la réinjection de cette dernière



78 CHAPITRE 4. RÉSULTATS

dans la fibre EDF. Les paramètres physiques des simulations numériques sont résumés dans le
tableau suivant :

type de fibre

paramètre L β2 β3 γ λ0 P0 FWHM

[m] [fs2/mm] [fs3/mm] [W−1.m−1] [nm] [W] [ps]

EDF A → B 10 40 0 0,006 1550 1 10

SMF

B → C 3

-21,7 86 0,0011
nan nan nan

D → E 4

F → A 8

HNLF C → D 2 -5,23 42,76 0,0184

TABLE 4.2 – Paramètres physiques des simulations de cavité noise-like pulse : paramètres des
fibres au milieu et paramètres de l’impulsion d’entrée à droite

La dispersion nette de la cavité est alors de 0,075 ps2 en l’absence d’HNLF et de 0,064 ps2

lorsque la fibre HNLF est incluse.
L’étude a été menée sur deux montages, qui donnent lieu à deux régimes bien distincts :

l’absence de fibre HNLF génère des spectres à bande relativement étroite, et sa présence génère
des spectres supercontinuum à bande relativement large ; des spectres de propagation typiques
sont montrés figures 4.9 et 4.10.

FIGURE 4.9 – Simulation numérique dans le régime à spectre étroit (sans HNLF). Les figures
(a) et (b) montrent respectivement l’évolution spectrale et temporelle lors d’un tour de cavité.
Les figures (c) et (d) illustrent les fluctuations entre chaque tour en affichant respectivement
cinq profils d’intensité spectrale et temporelle sur cinq tours consécutifs, mesurés au point D
(après le segment de fibre SMF1).
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FIGURE 4.10 – Simulation numérique dans le régime à spectre large (avec HNLF). Les figures
(a) et (b) montrent respectivement l’évolution spectrale et temporelle lors d’un tour de cavité.
Les figures (c) et (d) illustrent les fluctuations entre chaque tour en affichant respectivement
cinq profils d’intensité spectrale et temporelle sur cinq tours consécutifs, mesurés au point D
(après le segment de fibre HNLF).

Le montage sans fibre HNLF génère des spectres d’une largeur de bande de 70 nm au seuil de
-20 dB, et la présence de fibre HNLF en génère dont la largeur s’étend sur 200 nm à ce même
seuil. Les simulations ont été faites avec une grille de 213 (respectivement 217) points et une
fenêtre temporelle de 120 ps (respectivement 650 ps) afin d’avoir une résolution spectrale et
temporelle suffisamment bonne pour capter les détails des profils d’intensité.

Dans les deux cas, le signal subit un élargissement spectral incohérent dans la fibre EDF
(segment A → B), suivi d’une compression temporelle tout au long de la première fibre SMF
(segment B → C). La fibre HNLF (segment C → D lorsqu’elle est présente) occasionne ensuite
un élargissement supercontinuum, et l’absorbant saturable couplé au filtre passe-bande étroit
("segment" E → F) assurent que le signal en fin de cavité puisse être réinjecté en début de cavité
(point A). Les figures 4.9(c-d) et 4.10(c-d) montrent l’évolution de l’intensité spectrale (c) et
temporelle (d) sur cinq tours de cavité consécutifs au point de mesure D de la cavité, situé à 13
(respectivement 15) mètres du point A. On constate que la dynamique du laser NLP conduit
à des variations importantes d’un tour de cavité à l’autre pour chaque régime ; on observe en
effet dans les deux régimes l’émergence de nombreux solitons qui interagissent de manière
très complexe, ainsi que des dark solitons, notamment dans le régime à spectre étroit (sans
segment HNLF), résultant en des profils spectraux et temporels très structurés, contenant de
nombreux pics. Ces variations temporelles et spectrales sont également associées à des fluctua-
tions d’énergie entre les différents tours de cavité qui sont de l’ordre de 5 %, avec des énergies
intracavité moyennes similaires pour le régime à bande étroite (13,4 nJ au point C) et le régime
à bande large (12,3 nJ au point D).

Il est bon de noter que, bien que les deux régimes de fonctionnement aient des énergies
comparables, les propriétés spectrales et temporelles sont très différentes. Plus précisément,
dans le cas du régime à bande étroite, le spectre est approximativement symétrique, d’une
largeur de bande de 70 nm au seuil de -20 dB, et avec une enveloppe d’impulsion d’environ
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15 ps contenant approximativement 50 pics temporels d’une puissance crête médiane de 1 kW
et d’une durée de 0,15 ps. En revanche, dans le régime à large bande, le spectre est fortement
asymétrique avec une largeur de bande de 200 nm au seuil de -20 dB et les caractéristiques
temporelles correspondantes sont associées à une enveloppe d’impulsion d’environ 300 ps,
contenant approximativement 300 pics temporels de puissance crête médiane de 0,2 kW et de
durée 0,05 ps. Bien que la largeur de bande à -20 dB dans le régime avec HNLF (large bande)
soit de 200 nm, la plage complète de longueurs d’onde incluant l’onde dispersive générée par
effet Raman s’étend de 1150 à 1700 nm (donc une plage de 550 nm).

Malgré le fait que la dynamique de cette cavité soit très différente des cas de propagation
étudiés dans les sections précédentes, nous allons voir qu’un réseau de neurones convenable-
ment formé est toujours capable de prédire l’intensité temporelle maximale des impulsions en
se basant uniquement sur les intensités spectrales (sans phase), cette approche étant particuliè-
rement robuste dans le cas de la bande étroite.

4.2.2 Analyse par réseau de neurones

25000 données complètes ont été générées, dont l’entrée est le profil d’intensité spectrale et
la sortie le maximum d’intensité temporelle associé. Ces 25000 données sont issues du régime
établi de la cavité, et sont donc extraites d’un ensemble plus grand (environ 26000) dont les
spectres du régime transitoire on été écartés (environ 1000 spectres). Les profils d’intensité
spectrale on été restreints à l’intervalle [1350 ; 1850] nm dans le régime à spectre étroit (sans
HNLF) et l’intervalle [1100 ; 3200] nm dans le régime à spectre large (avec HNLF) ; ces valeurs
ont été choisies comme compromis pour d’une part ne pas avoir des vecteurs d’entrée trop
grands et d’autre part s’assurer que ces vecteurs contiennent suffisamment d’information. Afin
de simuler au mieux les conditions expérimentales, ces profils d’intensité spectrale ont été
convolués avec une gaussienne de 1 nm de FWHM, ce qui simule la réponse impulsionnelle
du spectromètre et lisse les profils, puis groupé par classe de longueur 1 nm, ce qui simule la
résolution du spectromètre ; on aboutit alors à des vecteurs d’entrée de 500 et 2100 points. Les
profils obtenus sont finalement mis en échelle logarithmique (en dB) puis centrés et réduits afin
de mieux conditionner les données. La figure 4.11 montre les différentes étapes du processus
de pré-traitement des données : la ligne fine grise est une donnée brute en dB, la ligne épaisse
rouge est issue de la convolution de la donnée brute avec la gaussienne, et la ligne bleue est
issue du groupement des points par classes de 1 nm. Les données sont alors séparées en deux
groupes : un groupe de 15000 données pour l’entraînement et un groupe de 10000 pour tester
l’architecture.

Après avoir affiné des hyper-paramètres par grid search, l’architecture retenue a été un
réseau de neurones à deux couches cachées, contenant 100 et 30 neurones pour la cavité à
spectre étroit et 300 et 100 neurones pour la cavité à spectre large. Les fonctions non-linéaires
choisies sont des tangentes hyperboliques pour les deux couches, et la fonction coût à minimiser
est la fonction quadratique. Un schéma du réseau de neurones est montré figure 4.12.

Comme pour les études précédentes, afin de modéliser au mieux les contraintes expéri-
mentales, les spectres obtenus avec la démarche décrite plus haut ont été tronqués à diffé-
rentes plages dynamiques. Après simulation, les données brutes ont une précision arbitraire-
ment grande (à l’erreur machine près) et donc une plage dynamique elle aussi arbitrairement
grande ; ici, cette dernière est de l’ordre de 100 dB, ce qui est bien plus que ce qui est réali-
sable expérimentalement. Nous avons donc appliqué la même démarche d’optimisation (même
architecture de réseau de neurones, même nombre de données d’entraînement et de test, même
métrique de comparaison, ...) avec des données tronquées à différents seuils de plage dyna-
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FIGURE 4.11 – Étapes de pré-traitement des données d’entrée du réseau de neurones en régime
à spectre large (avec fibre HNLF). La ligne fine grise montre le profil d’intensité spectrale
brut issu de l’intégration numérique de l’équation de Schrödinger non-linéaire. La ligne la plus
épaisse en rouge montre la convolution de ce profil brut par une gaussienne de largeur (FWHM)
1 nm, et la ligne bleue montre ce profil convolué après avoir été moyenné dans des classes de
largeur 1 nm; ce sont ces dernières données qui seront fournies au réseau de neurones, après
les avoir normalisées. Le profil initial contient 217 points répartis entre 1020 et 3240 nm, et le
profil final en contient 2100 répartis entre 1100 et 3200 nm. L’encadré en haut à droite est un
zoom sur la zone centrée sur la longueur d’onde de la pompe λ0.
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FIGURE 4.12 – Schéma du réseau de neurones à propagation avant utilisé. L’entrée est un
vecteur d’intensité spectrale correspondant aux données spectrales issues de simulation après
échantillonnage et convolution. Les deux couches cachées ont 100 et 30 neurones (dans le cas
à bande étroite) et 300 et 100 neurones (dans le cas à bande large).
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miques. Pour cela, à chaque fois que l’intensité spectrale était en dessous de la plage dynamique
désirée, soit la valeur des neurones associés était mise à zéro (neurones mort), soit cette valeur
était remplacée par un bruit gaussien d’amplitude 0,01 dB. Là encore, la capacité du réseau à
généraliser est quantifiée en calculant le coefficient de corrélation linéaire de Pearson ρ ; celui-
ci doit être le plus proche de un possible. La droite de régression linéaire du nuage de points
à partir duquel est calculé l’histogramme est affichée en trait plein jaune, et les coefficients de
régression doivent être idéalement le plus proche de un possible pour la pente de la droite, et
de zéro pour son ordonnée à l’origine ; les résultats sont présentés dans les figures 4.13 et 4.14.

FIGURE 4.13 – Test du réseau de neurones pour la cavité à spectre étroit (sans HNLF). Prédic-
tion du maximum d’intensité temporelle effectuée par le réseau de neurones en fonction de la
valeur réelle de ce maximum. Les différentes figures correspondent à différents seuils de plage
dynamique pour les données fournies au réseau : (a) montre la corrélation obtenue entre les pré-
dictions et les valeurs réelles lorsque le réseau est formé avec des données non-tronquées, (b)
montre cette corrélation lorsque les données sont tronquées à une plage dynamique de 50 dB,
et (c) lorsque les données sont tronquées à une plage dynamique de 30 dB. La ligne jaune est
la régression linéaire du nuage de points, et la ligne pointillée blanche est la diagonale vers
laquelle doit tendre la ligne jaune. La figure (d) montre un profil d’intensité typique obtenu lors
d’une simulation.
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On constate que lorsque toute la plage dynamique est prise en compte (environ 100 dB),
le réseau de neurones parvient très bien à prédire le maximum d’intensité temporelle associé
à un profil d’intensité spectrale donné ; on voit que les points sont bien regroupés autour de la
diagonale, et les coefficients de corrélation linéaire sont supérieurs à 0,9 dans les deux régimes,
comme le montrent les figures 4.13(a) et 4.14(a). La diminution de la plage dynamique des
entrées entraîne naturellement une baisse des performances du réseau de neurones, comme le
montrent les figures 4.13(b-c) et 4.14(b-c) ; les figures 4.13(d) et 4.14(d) montrent des profils
d’intensité spectrale typiques dans chaque régime.

FIGURE 4.14 – Test du réseau de neurones pour la cavité à spectre large (avec HNLF). Prédic-
tion du maximum d’intensité temporelle effectuée par le réseau de neurones en fonction de la
valeur réelle de ce maximum. Les différentes figures correspondent à différents seuils de plage
dynamique pour les données fournies au réseau : (a) montre la corrélation obtenue entre les pré-
dictions et les valeurs réelles lorsque le réseau est formé avec des données non-tronquées, (b)
montre cette corrélation lorsque les données sont tronquées à une plage dynamique de 80 dB,
et (c) lorsque les données sont tronquées à une plage dynamique de 50 dB. La ligne jaune est
la régression linéaire du nuage de points, et la ligne pointillée blanche est la diagonale vers
laquelle doit tendre la ligne jaune. La figure (d) montre un profil d’intensité typique obtenu lors
d’une simulation.
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L’évolution du coefficient de corrélation en fonction de la plage dynamique des données
est décrit plus en détail dans la figure 4.15. On constate que dans le régime à spectre étroit
(sans fibre HNLF), la dégradation du coefficient de corrélation ne se fait qu’à partir d’une plage
dynamique d’environ 60 dB (qui est la limite de ce qui est atteignable expérimentalement), mais
que le réseau reste performant (ρ > 0,9) jusqu’à 40 dB environ. Dans le régime à spectre large
(avec fibre HNLF), les performances se dégradent plus vite, si bien qu’elles ne sont acceptables
que pour une plage dynamique de 80 dB.
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FIGURE 4.15 – Évolution du coefficient de corrélation de Pearson entre les résultats prédits
par le réseau de neurones et ceux fournis par intégration numérique en fonction de la plage
dynamique des données.

En plus de mesurer la capacité prédictive du réseau de neurones, nous nous sommes éga-
lement intéressés à ses performances statistiques, et notamment à sa capacité à rendre compte
des valeurs extrêmes de pic d’intensité temporelles ; les vagues scélérates optiques. Pour cela,
nous affichons la densité de probabilité associée au maximum d’intensité temporelle calculé à
partir des données brutes et à partir des prédictions du réseau. Ces résultats sont visibles dans
la figure 4.16, où sont présentées les densités de probabilité des maxima d’intensité temporelle
issues de l’intégration numérique et des prédiction du réseau de neurones. On y constate que
le réseau de neurones parvient très bien à reconstruire l’ensemble de la densité des maxima, y
compris les valeurs les plus extrêmes, et ce, jusqu’à un seuil de troncature de plage dynamique
des données d’entrées de 50 dB en régime à spectre étroit et 80 dB en régime à spectre large.
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FIGURE 4.16 – Densité de probabilité des maxima d’intensité temporelle issue des simulation
(ligne bleue) et reconstruite par le réseau de neurones (ligne rouge en tirets) : (a) dans le régime
à spectre étroit (sans HNLF) avec un plage de dynamique de 50 dB et (b) dans le régime à
spectre large (avec HNLF) avec un plage de dynamique de 80 dB.

Il convient également de noter que tous les résultats présentés ci-dessus ont été obtenus en
utilisant la même largeur de bande de convolution des données et de binning de 1 nm. Des tests
supplémentaires ont montré que la précision du réseau diminue à mesure que cette largeur de
bande augmente, mais que des coefficients de corrélation acceptables de 0,9 peuvent encore être
obtenus avec des largeurs de bande allant jusqu’à l’ordre de 10 nm. Il est également naturel de
se demander si un réseau de neurones peut corréler les propriétés spectrales et temporelles sur
une gamme plus large d’énergies d’impulsion, obtenues en faisant varier l’énergie de saturation
Esat. À cet égard, il a tout d’abord été observé que la diminution de Esat à des valeurs proches
de 1 nJ fait entrer le laser dans des régimes d’impulsions uniques et/ou d’états moléculaires
qui peuvent présenter soit une dynamique stable soit des formes d’instabilité diverses [108,
107] ; des réseaux de neurones ont déjà été utilisés pour corréler les propriétés spectrales et
temporelles dans ces régimes [109], mais il s’agit d’un mode de fonctionnement très différent
du régime NLP étudié ici. Dans le contexte des instabilités NLP, l’approche décrite jusqu’à
maintenant a donc été testée pour des valeurs plus élevées de Esat (jusqu’à approximativement
10 nJ), et le réseau de neurones a été formé avec succès pour donner des résultats comparables
à ceux présentés plus haut. La réalisation de simulations pour générer de grands ensembles de
données d’entraînement à des valeurs encore plus grandes de Esat est coûteuse en termes de
calcul, mais il serait surprenant que cette approche ne fonctionne plus pour d’autres valeurs de
Esat où la même dynamique NLP (i.e. avec des profils temporels et spectraux similaires) est
observée.
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4.3 Extraction de l’information
L’un des problèmes majeurs des réseaux de neurones est leur manque d’interprétabilité.

En effet, comme il a été expliqué au chapitre 2, ces derniers peuvent être considérés comme
des fonctions non-linéaires paramétrées très complexes qui transforment les données d’entrées
pour obtenir des données de sorties, et dont on cherche à optimiser les paramètres ; ce pro-
cessus d’optimisation est en tout points similaire à une régression non-linéaire, le modèle de
réseau de neurones étant un modèle particulièrement flexible. Or ce processus a lieu dans un
espace de très haute dimension (le nombre de paramètres d’un réseau de neurones devenant
rapidement très grand, voir 2.12), si bien que le nombre de paramètres utilisés ne correspond
pas forcément (et c’est même une quasi-certitude) au nombre de degrés de libertés intrinsèque
du système étudié, qui est plus faible (a priori) [110] ; les modèles de réseau de neurones sont
donc presque toujours sur-paramétrés. Cela rend l’interprétation des paramètres, et donc des
performances du modèle très compliquée, puisque les-dits paramètres n’ont pas d’interpréta-
tion "physique" directe, et il est donc délicat de mesurer/quantifier quelle partie des données
d’entrée est pertinente ou non dans la prédiction des sorties.

Néanmoins, afin de déceler au mieux quelle partie des spectres est la plus informative pour
la prédiction du réseau de neurones, la zone spectrale d’intérêt a été réduite, c’est-à-dire que
les données d’entrée ont été limitées aux points compris dans un intervalle [λmin ; λmax]. Pour
cela, le vecteur d’entrée est multiplié par une fonction porte centrée en λc et de largeur ∆λ, et
il est alors possible de sélectionner la région du profil d’intensité spectrale désirée en faisant
varier ces deux paramètres ; on a donc

λc =
λmax + λmin

2

∆λ = λmax − λmin

⇐⇒


λmin = λc −

∆λ

2

λmax = λc +
∆λ

2

(4.5)

Pour chaque paire {λc; ∆λ}, le réseau de neurones est alors entraîné en conservant la même
architecture à chaque fois (la même que dans la section précédente), et on mesure à quel point
le réseau parvient à prédire le maximum d’intensité temporelle (avec les même métriques que
décrites dans la section précédente). Si les vecteurs d’entrée d’entraînement sont tronquées par
la fonction porte, ce n’est pas le cas des vecteurs d’entrée de test qui sont eux fournis au réseau
de neurones dans leur entièreté ; tous les vecteurs d’entrée (pour l’entraînement et le test) ont
néanmoins subit les étapes de pré-traitement décrites plus haut (convolution par une gaussienne
et regroupement dans des classes de longueur 1 nm). Faire cela permet de vérifier la robustesse
au bruit du réseau de neurones ; en effet, les poids du réseau qui se retrouvent en pondération
d’une valeur nulle ne seront pas mis à jour (la mise à jour d’un poids étant proportionnelle
à la valeur du neurone qu’il pondère, voir 2.27), et resteront donc aléatoires. Ainsi, lors de
la phase de test, les caractéristiques d’un vecteur d’entrée qui se retrouvent pondérées par un
poids qui n’a pas été optimisé sont comme bruitées par ce poids, et donc l’obtention de bonnes
performances du réseau malgré ce bruit est un signe de bonne capacité de généralisation et de
robustesse. La figure 4.17 montre la procédure de sélection de la région dont on veut savoir si
elle contient de l’information ou non.
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FIGURE 4.17 – Schéma de la procédure de sélection de la zone d’intérêt des données d’entrée.
Le profil d’intensité spectrale est multiplié par une fonction porte centrée en λc et de largeur
∆λ.

Ainsi, pour chaque paire {λc ; ∆λ}, le coefficient de corrélation de Pearson ρ est calculé de la
même manière que précédemment pour les trois régimes présentées : le régime d’instabilité de
modulation pure, le régime de cavité noise-like pulse sans fibre HNLF, et le régime de cavité
noise-like pulse avec fibre HNLF. À chaque fois, l’architecture utilisée est la même que celle
utilisée lors des travaux précédents (pour chaque régime), et avec des données dont la plage
dynamique n’a pas été tronquée (environ 100 dB) ; cela aboutit aux figures 4.18 (MI), 4.19
(NLP à spectre étroit), et 4.20 (NLP à spectre large).
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FIGURE 4.18 – Évolution du coefficient de corrélation de Pearson ρ en fonction de λc et ∆λ
dans le régime d’instabilité de modulation (MI) pure. L’axe des abscisses représente la fré-
quence centrale λc de porte et l’axe des ordonnées la demi-largeur de la porte ∆λ/2.
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FIGURE 4.19 – Évolution du coefficient de corrélation de Pearson ρ en fonction de λc et ∆λ
dans le régime noise-like pulse (NLP) sans HNLF. L’axe des abscisses représente la fréquence
centrale λc de porte et l’axe des ordonnées la demi-largeur de la porte ∆λ/2.

1100 1300 1500 1700 1900 2100 2300 2500
6

c

1
50

100

200

300

400

500

600

700

"
6 2

|;|

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

FIGURE 4.20 – Évolution du coefficient de corrélation de Pearson ρ en fonction de λc et ∆λ
noise-like pulse (NLP) avec HNLF. L’axe des abscisses représente la fréquence centrale λc de
la porte et l’axe des ordonnées la demi-largeur de la porte ∆λ/2.

On constate que dans les cas de l’instabilité de modulation ainsi que de la cavité sans fibre
HNLF (figures 4.18 et 4.19), les zones de faible corrélation sont la région localisée à la longueur
d’onde centrale de l’impulsion λ0 (1550 nm) et les régions localisées aux limites de la fenêtre
spectrale, à savoir vers 1500 et 1600 nm pour le MI, et vers 1350 et 1850 nm pour le NLP
sans fibre HNLF. L’information du profil d’intensité spectrale nécessaire et suffisante à pouvoir
prédire le maximum d’intensité temporelle semble donc se situer dans les intervalles aux abords
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du bruit de fond à 100 dB, à savoir la zone I ≃ [1515 ; 1530] ∪ [1570 ; 1585] nm pour le
MI, et la zone I ≃ [1400 ; 1450] ∪ [1650 ; 1710] nm pour le NLP sans fibre HNLF.
En effet, les régions de faible corrélation sont séparée des zones de haute corrélation par des
lignes droites de corrélation environ 0,9 (lignes jaunes/orange) de pente 45°, ce qui montre que
tant que l’information contenue dans la région I n’est pas prise en compte, la corrélation reste
faible, et, réciproquement, que la corrélation devient élevée dès que cette information est prise
en compte.

Une manière de se représenter le phénomène est d’imaginer un observateur n’ayant accès
qu’à l’information située dans une zone centrée en λc, et dont le "champ de vision spectral"
∆λ grandisse à mesure que le "temps" passe. Dans cette expérience de pensée, l’observateur
commence donc avec un "champ de vision" initial de 1 nm de part et d’autre de sa "position"
λc, et n’a donc accès qu’à de l’information très locale. A mesure que le "temps" (proportion-
nel à ∆λ) passe, il acquiert de l’information provenant de points du spectre situés loin de lui ;
des points situés à au plus ∆λ/2 nm de part et d’autre de sa "position". Les lignes de cor-
rélation constante étant orientées à 45° (sur une grille carrée), cela signifie que l’information
nécessaire et suffisante est contenue dans l’intervalle I décrit plus haut ; les figures 4.18 et
4.19 présentent donc ce qui peut s’interpréter comme un "cône de lumière" issu des longueurs
d’onde {1520 ; 1580} nm pour le MI et {1425 ; 15865} nm pour le NLP à spectre étroit.

Dans le cas de la cavité avec fibre HNLF (figure 4.20), il semble à première vue que l’in-
formation utile soit principalement contenue dans l’intervalle I ≃ [2000 ; 2300] nm; cepen-
dant l’interprétation est plus compliquée. En effet, contrairement au cas précédent, la zone de
bonne performance (ρ ≥ 0,9, zone en orange) semble n’être constituée que de points qui ne
contiennent pas assez d’information individuellement pour pouvoir reconstruire le maximum
d’intensité temporelle. En reprenant l’expérience de pensée décrite plus haut, un observateur
situé en λc = 1950 nm et ayant un "champ de vision" de 1 nm de part et d’autre de sa "posi-
tion" ne parviendrait à générer des résultats que faiblement corrélés avec les résultats attendus
(ρ ≃ 0,55). À mesure que son "champ de vision" grandit, il finit par avoir accès à l’information
située 100 nm de part et d’autre de sa "position" (∆λ/2 = 100 nm), et est alors en mesure de
générer des résultats bien corrélés avec les résultats attendus (ρ ≃ 0, 9). Or aucun des points
du spectre qu’il observe ne fournit de bonne prédiction individuellement ; tous les points si-
tués dans son "champ de vision" [1950-100 ; 1950+100] nm fournissent individuellement une
corrélation inférieure à 0,6.

Il semble donc que dans le régime à spectre large, la capacité du réseau de neurones à gé-
nérer des résultats bien corrélés avec les résultats attendus ne soit pas simplement due à sa
capacité à sélectionner les régions d’intérêt dans les données d’entrées (comme dans le régime
à spectre étroit), mais soit due à sa capacité à synthétiser l’information provenant de plusieurs
sources, chacune d’entre-elle ne contenant pas suffisamment d’information pour atteindre l’ob-
jectif désiré (ici, prédire le maximum d’intensité temporelle). Cette capacité de synthèse de
l’information est certainement l’aspect le plus intéressant et complexe des réseaux de neurones,
et reste encore aujourd’hui un défi pour la recherche en intelligence artificielle.
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4.4 Intégration de l’ESNLG par réseau de neurones

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 2, un réseau de neurones à propagation avant n’est
rien de plus qu’une fonction sophistiquée dont les paramètres internes s’ajustent automatique-
ment, et qui opère dans un espace de (très) grande dimension. Or un intégrateur numérique
peut également être considéré de la sorte ; un intégrateur numérique est une fonction qui prend
en entrée un vecteur décrivant l’état du système à l’instant t et/ou en position −→x et ressort un
vecteur décrivant l’état du système à l’instant t + dt et/ou en position −→x +

−→
dx. De plus, de

nombreuses méthodes algorithmiques ont vu le jour ces dernières années utilisant des outils
d’apprentissage machine pour se substituer aux méthodes traditionnelles d’intégration numé-
rique, dans le cadre de systèmes chaotiques à haute dimensionnalité [111], ou encore dans le
cadre de l’équation de Schrödinger non-linéaire [112]. Ces méthodes sont dites sans modèle
(model-free) puisqu’elles n’utilisent aucune connaissance a priori sur le modèle physique/ma-
thématique sous-jacent décrivant le comportement des données, contrairement aux modèles dits
physics-informed (PINNs), pour lesquels des équations physiques (de l’information a priori)
sont encodées dans la fonction coût [113]. Les travaux visant à utiliser les réseaux de neurones
en lieu et place de schémas d’intégration numérique classique utilisent souvent des réseaux de
neurones récurrents (évoqués succinctement dans le chapitre 2), ou des variations de ceux-ci
(les Long Short-Term Memory, ou LSTM) [114], ces modèles de réseaux étant particulièrement
adaptés à l’analyse de données temporelles [84]. Cette utilisation des réseaux de neurones en
substitution des algorithmes d’intégration classique se répand de plus en plus, de nouvelles ar-
chitectures et modèles étant développés et testés (residual network, réseaux récurrents, neural
ODE, ...), l’intérêt de ces approches étant principalement le gain de flexibilité et de mémoire
[115, 116]. C’est ainsi que l’idée d’utiliser ces méthodes d’apprentissage machine dans le cas
du régime supercontinuum (régime particulièrement chaotique) semblait tout-à-fait appropriée.

Pour ce faire, un réseau de neurones récurent est formé sur un grand nombre de données
afin qu’il puisse, connaissant le profil spectral (intensité et phase) à une distance z arbitraires
dans la fibre, fournir le profil spectral après un incrément de propagation ∆z. Pour cela, les
vecteurs d’entrée fournis sont des profils spectraux (intensité et phase) à des distance z, et
les vecteurs de sorties sont les profils spectraux à la distance z + ∆z issus d’une intégration
classique (figure 4.21a). Une fois le réseau formé, un profil spectral initial (sech par exemple)
lui est fourni en entrée, et l’algorithme renvoie le profil spectral à une distance ∆z, ou du moins
ce qu’il prédit comme devant être le profil spectral. Le profil obtenu est alors réinjecté en entrée
du réseau, qui fournit donc le profil spectral à 2∆z. En itérant l’opération, le réseau est alors
capable d’agir comme un intégrateur (figure 4.21b), dont la précision dépend essentiellement
de la convergence de la phase de formation, et donc du bon choix d’architecture, d’hyper-
paramètres, du nombre et de la qualité des données d’entraînement.

Dans [117], les auteurs ont montré qu’il était bel et bien possible de former un réseau de
neurones récurent pour qu’il puisse se substituer à un algorithme d’intégration classique dans
la génération de supercontinuum. Dans cet article, les auteurs ont fait une étude quantitative
quant aux avantages et inconvénients d’utiliser une telle méthode, et il en ressort que bien que
les performances soient dégradées par rapport à une intégration classique, elles ne le sont que
très peu, et cette dégradation des performance est largement compensée par un gain de temps
et de mémoire conséquents ; une fois formé (ce qui prend environ deux heures), le réseau est
capable de fournir un spectrogramme en environ 2 millisecondes, là où un algorithme classique
met environ 12 secondes. Le temps de formation du réseau ne rend ceci avantageux que si
on intègre plus de 600 profils, mais une fois le réseau formé, ce dernier peut être utilisé dans
d’autres configurations. Pour cela, les données d’entrée doivent être complétées de paramètres
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FIGURE 4.21 – Schéma du processus de formation d’un réseau de neurones à propagation
avant. Lors de la phase de formation (figure a)), les paramètres du réseau (poids et biais) sont
mis à jour afin que ce dernier puisse se substituer à un intégrateur numérique classique (fi-
gure b)).

décrivant les caractéristiques de l’impulsion que l’on souhaite propager (sa FWHM, la valeur
de son chirp, ses coefficients de dispersions βk, ou encore son coefficient non-linéaire γ) ; il
est donc préférable de former le réseau sur des données issues de l’équation de Schrödinger
généralisée normalisée (1.63) afin de couvrir un large panel de scénarios possibles. De plus, les
ressources mémoires nécessaires pour le réseau de neurones sont quasiment 25 fois plus faibles
que celles nécessaires à une intégration numérique classique par méthode split-step Fourier.

De plus, les mêmes auteurs ont montré que des résultats similaires pouvaient être obtenus
avec un réseau de neurones à propagation avant [118]. Nous avons donc reproduit les résultats
de ce papier, à la différence que la proportion utilisée entre le nombre de données d’entraî-
nement et le nombre total de données était bien plus faible que celle utilisée par les auteurs
originaux ; ces derniers ont en effet généré un total de 1500 données, dont 1400 ont servi pour
l’entraînement et 100 pour le test (soit un ratio de 100/1400 ≃ 0,07 %), alors que nous avons
généré un total de 1400 données, dont 1000 ont servi pour l’entraînement et 400 pour le test
(soit un ratio de 400/1000 = 0,4 %). Cette différence de proportion entre données d’entraîne-
ment et données de test joue évidemment un rôle crucial sur la mesure des performances d’un
réseau de neurones, puisque ce rapport détermine la nécessité qu’a le réseau à généraliser à
des données qu’il n’a jamais vu. 1400 profil spectraux (intensité et phase) de supercontinuum
ont donc été générés en faisant varier la FWHM et la puissance initiale P0 respectivement de
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100 ± 30% = [70 ;130] fs et de 1100 ± 30% = [770 ;1430] W, en accord avec [118]. La distance
de propagation est de 20 cm, avec une discrétisation spatiale de 1 mm (pour un total de 200
points selon z) ; les paramètres de simulation sont donnés dans le tableau suivant :

L β2 β3 β4 β5 γ λ0 P0 FWHM

[m] [fs2/mm] [fs3/mm] [fs4/mm] [fs5/mm] [W−1.m−1] [nm] [W] [fs]

0,2 -5.9 42,1 -125 245 0,1 830 770 → 1430 70 → 130

TABLE 4.3 – Paramètres physiques des simulations en régime de supercontinuum : paramètres
de la fibre à gauche et paramètres de l’impulsion d’entrée à droite

Cela a donc permis de fournir des données d’entraînement au réseau de neurones, une don-
née d’entrée étant un vecteur contenant l’intensité et la phase spectrale à une certaine distance z,
et la donnée de sortie cible associée étant un vecteur contenant l’intensité et la phase spectrale à
la distance z+∆z ; avec 1400 profil spectraux, sous-échantillonnés à une discrétisation spatiale
de 2 mm sur une distance de 20 cm, cela représente un total de 1400 × 100 = 140000 données,
dont 100000 ont servi pour l’entraînement et 40000 pour le test. Un exemple de résultat obtenu
après formation du réseau est visible figure 4.22.
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FIGURE 4.22 – Évolution spectrale le long de la fibre (en bas) et sortie de fibre (en haut) après
a) une intégration numérique classique (split-step Fourier) et b) une intégration par réseau de
neurones. Les figures du haut montrent l’intensité et la phase spectrale alors que les figures du
bas ne montrent que l’intensité.

La figure 4.22a) montre l’évolution spectrale de l’impulsion le long de la fibre (en bas) et
en sortie de fibre (en haut) après intégration numérique classique, alors que la figure 4.22b)
montre l’évolution spectrale de l’impulsion le long de la fibre (en bas) et en sortie de fibre (en
haut) après intégration par réseau de neurones. Malgré quelques dissimilarités, la correspon-
dance entre l’intégration numérique "idéale" (intégration numérique classique par méthode de
split-step Fourier) et celle résultante de l’intégration par réseau de neurones est frappante. Le
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réseau de neurones parvient à correctement reconstruire l’élargissement spectral, l’émergence
du soliton Raman, ainsi que les différentes turbulences occasionnées par l’interaction entre les
solitons.

Dans l’optique de compléter et approfondir ces travaux, nous avons voulu comprendre quels
facteurs pouvaient influencer le fait que certains spectres avaient des erreurs d’intégration plus
faibles que d’autres. Pour cela, nous avons étudié l’évolution de cette erreur au cours de la pro-
pagation dans l’espoir de pouvoir discriminer les spectres plus facilement intégrables de ceux
qui le sont moins ; une telle analyse peut s’effectuer au travers de l’étude de la racine de l’er-
reur quadratique moyenne (ou RMSD pour root-mean-square deviation). La RMSD moyennée
sur la longueur de la fibre et sur les fréquences a donc été calculée pour chaque paramètre
d’impulsion initiale (FWHM et P0), ce qui a permis d’obtenir la figure 4.23
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FIGURE 4.23 – Racine de l’erreur quadratique moyenne pour chaque paire {FWHM; P0} de
paramètres de l’impulsion d’entrée. Chaque point de cette figure est une moyenne sur z et λ de
la RMSD obtenue pour une impulsion.

On constate que la RMSD varie assez peu en fonction de la FWHM, mais varie assez forte-
ment en fonction de la puissance. En effet, la région où P0 est dans l’intervalle [950 ; 1150] W a
une RMSD inférieure à 15, et qui correspond à un bon accord entre l’intégration numérique at-
tendue et celle effectuée par le réseau de neurones ; on remarque que plus la FWHM est élevée,
plus la RMSD est faible, mais le phénomène reste assez léger. Cependant, lorsqu’on s’éloigne
de cette gamme de puissance, la RMSD augmente de manière significative, aussi bien pour les
puissances plus faibles que pour les plus élevées ; les puissances plus élevées fournissent néan-
moins les performances les plus médiocres. Il semblerait donc que la capacité d’un réseau de
neurones à propagation avant à se substituer à un algorithme d’intégration numérique classique
soit plus conditionné par la gamme de puissance de l’impulsion initiale que par la largeur de
cette dernière.

De plus, nous nous sommes intéressé à l’évolution des performances du réseau de neurones
en fonction de la position dans la fibre et de la longueur d’onde afin de discerner quelles parties
du profil spectral étaient mieux décrites. La RMSD a donc été calculée pour l’intensité et la
phase à chaque position z de la fibre et à chaque longueur d’onde λ, puis moyennée sur les
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différentes conditions initiales (FWHM et P0), ce qui a aboutit à la figure 4.24. Il apparaît
clairement que la région du soliton Raman est la plus compliquée à reproduire, aussi bien en
intensité qu’en phase. Cela vient sûrement du fait que cette région est celle présentant la plus
grande variation d’une simulation à l’autre, rendant la généralisation plus compliquée ; cette
variation peut se mesurer avec l’écart-type, visible dans la figure 4.25. En comparant cette
dernière avec la figure 4.24, il apparaît effectivement que le variation d’intensité et de phase
d’une simulation à l’autre soit un facteur influent quant aux bonnes performances du réseau
de neurones, bien que certaines zones où l’écart-type est grand restent néanmoins plutôt bien
reproduites ; c’est le cas de la zone située à environ 5 cm, où la phase initiale du soliton Raman
présente une forte variation d’une simulation à l’autre (grand écart-type), mais une faible erreur
de prédiction (faible RMSD).
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FIGURE 4.24 – Racine de l’erreur quadratique moyenne calculée à chaque position z dans la
fibre et pour chaque longueur d’onde λ. Cette RMSD est moyennée sur toutes les conditions
initiales (FWHM et P0).
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FIGURE 4.25 – Écart-type calculé à chaque position z dans la fibre et pour chaque longueur
d’onde λ. Cet écart-type est moyenné sur toutes les conditions initiales (FWHM et P0).

L’analyse détaillée des raisons qui font que le réseau parvient ou non à bien reproduire la
dynamique de l’ESNL est très compliquée, mais il est bon de noter que l’étude qui vient d’être
présentée a été menée sur d’autres plages de paramètres (β2, P0, ...) [118] et qu’une bonne
convergence a été obtenue à chaque fois.
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Ainsi, un réseau de neurones à propagation avant est capable de se substituer à un inté-
grateur numérique classique de manière tout à fait satisfaisante dans le régime de propagation
supercontinuum, bien que les données d’entraînement semblent devoir être représentatives d’un
ensemble suffisant de l’espace des paramètres physiques que l’on cherche à décrire, tous ces
paramètres n’ayant pas la même influence. Il semblerait en effet qu’un réseau de neurones soit
plus sensible à la puissance crête de l’impulsion d’entrée qu’à sa FWHM, puisqu’une même va-
riation de 30% dans l’espace des paramètres physiques sur ces deux quantités ne donne pas les
mêmes performances de prédiction/généralisation ; une légère variation de FWHM ne perturbe
que peu les performances du réseau, alors qu’une légère variation de puissance les perturbe de
manière significative.





Conclusion

"Les tentatives de création de machines pensantes nous seront d’une
grande aide pour découvrir comment nous pensons nous-mêmes."

——————————————

– Alan Turing, Conférence à la BBC, 1951

Au cours de cette thèse, l’exploration de ce nouvel outil qu’est le réseau de neurones a per-
mis de prolonger les travaux qui avaient déjà été menés concernant l’analyse de données issues
de la propagation de la lumière dans les diélectriques non-linéaires. Ces divers travaux avaient
mis en avant les capacités des réseaux de neurones à prédire diverses propriétés physiques,
notamment certaines caractéristiques temporelles compliquées à mesurer expérimentalement.

En effet, la complexité de mise en œuvre ainsi que les limitations des techniques telles
que la lentille temporelle ou encore la DFT rendent les mesures temporelles en temps réel
fastidieuses, là où des mesures spectrales peuvent être effectuées rapidement et avec une plage
dynamique satisfaisante (jusqu’à 60 dB), la contre-partie étant que l’information sur la phase
est perdue au cours du processus, rendant impossible le retour dans le domaine temporel par
transformée de Fourier.

J’ai donc étudié et codé moi-même un algorithme de réseau de neurones (avec certaines
extensions) duquel découle la grande majorité des architectures algorithmiques d’intelligence
artificielle modernes les plus complexes. Cette étude m’a permis de me familiariser avec tous
les concepts clés de cet algorithme et ainsi pouvoir l’utiliser au mieux. L’état de l’art concer-
nant la prédiction des maxima d’intensité temporelle associés aux profils d’intensité spectrale
générés par intégration numérique a ainsi pu être reproduit. Cette étape de validation du code
ainsi que du protocole m’a alors mis sur la voie de la prolongation de ces travaux.

Nous nous sommes ainsi intéressés à la capacité d’un réseau de neurones à prédire le maxi-
mum d’intensité temporelle dans le cas du régime d’instabilité de modulation pure, tel qu’étu-
dié analytiquement. Un grand nombre de données a alors été généré par intégration numérique
conventionnelle (split-step Fourier), et l’analyse de ces données fût alors l’occasion de quan-
tifier précisément la plage dynamique nécessaire aux données d’entrée du réseau (les profils
d’intensité spectrale) pour pouvoir prédire avec une confiance suffisante le maximum d’in-
tensité temporelle, dans le régime transitoire et stationnaire de l’instabilité de modulation. Il
s’avère que cette plage dynamique seuil est aux environs de 40 dB dans le premier régime et
50 dB dans le second pour un coefficient de corrélation entre les prédictions du réseau et les
valeurs issues de simulations de 0,9. De plus, la capacité à prédire l’émergence d’un évènement
de type vague scélérate optique a également été mesurée, et il ressort qu’une telle prédiction
reste très limitée même pour ce type d’algorithme, puisqu’un spectre situé à plus de 0,1 LNL

ne fournit plus de prédiction fiable ; l’aspect chaotique du régime d’instabilité de modulation
rend les différents évènements indépendants entre eux, à la manière d’une variable aléatoire
sans mémoire.
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Par la suite, nous nous sommes penchés sur le cas d’un système fibré moins convention-
nel de cavité noise-like pulse, où l’extrême complexité des profils spectraux et temporels de
ce système pouvait, a priori, laisser douter des capacités d’un réseau de neurones à analyser
efficacement les données issues de cette propagation. Cependant, aussi bien dans le régime à
spectre étroit (sans fibre HNLF) que dans le régime à spectre large (avec fibre HNLF), le réseau
s’est montré capable de prédire là encore le maximum d’intensité temporelle avec une grande
précision. Celle-ci se dégrade naturellement à mesure que la plage dynamique des profils d’in-
tensité spectrale est réduite, et ,là-encore, une quantification des performances de l’algorithme
a pu être faite. De plus, dans le but de déterminer quelle partie du spectre permettait d’effectuer
de bonnes prédictions, une analyse de la localisation de l’information a mis en lumière que le
réseau de neurones était non-seulement capable de sélectionner la région d’intérêt du spectre,
mais qu’il était également capable de synthétiser l’information, et ainsi construire une bonne
prédiction à partir de la synthèse de données qui, prises individuellement, ne permettent pas
une telle prédiction.

Enfin, l’utilisation d’un réseau de neurones à propagation avant en substitution d’un algo-
rithme d’intégration classique s’est montrée fructueuse dans le cas de l’équation de Schrödinger
non-linéaire généralisée. Dans cette configuration, le réseau de neurones est interprété comme
une fonction de transfert qui établit une correspondance entre le vecteur d’état à une distance z
et à une distance z +∆z dans la fibre. Bien que l’intégration du réseau diffère quelque peu de
l’intégration classique, ce dernier est capable, une fois formé, de fournir l’évolution complète
(amplitude et phase) d’une impulsion initiale en seulement quelques millisecondes, comparées
aux quelques secondes nécessaires à un algorithme classique. Une étude plus approfondie de
l’erreur de la reconstruction faite par le réseau a permis de montrer que cette architecture n’est
pas sensible de manière égale aux différents paramètres physiques du système, la puissance
crête de l’impulsion initiale ayant une plus grande influence que la FWHM sur les perfor-
mances du réseau de neurones.

Le réseau de neurones à propagation avant est donc un outil très versatile qui permet d’ana-
lyser une grande variété de données, et de fournir des corrélations intéressantes, notamment
dans le domaine de l’optique non-linéaire ultra-rapide. Cependant, d’autres méthodes algorith-
miques existent et ont fait leurs preuves dans l’étude de nombreux système physiques, comme
par exemple les algorithmes de data-driven dominant balance, où l’objectif est d’automatiser
l’identification des processus physiques qui régissent la dynamique de différentes situations
physiques et dans différents régimes [119, 120]. De plus, l’inconvénient majeur des réseaux de
neurones, et de la plupart des outils d’apprentissage machine, est leur manque d’interprétabi-
lité. En effet, lorsqu’un tel algorithme fournit un résultat (bon ou mauvais), il est compliqué
de déceler quels éléments ont permis d’aboutir à ce résultat, ce qui est dommageable pour la
crédibilité que l’on peut accorder aux modèles [121] ; c’est cet obstacle que tente de contour-
ner la branche de la recherche algorithmique qui se concentre sur les intelligences artificielles
"explicables"/"interprétables" (explainable AI). Parmi les modèles prometteurs, celui basé sur
la mesure de la "pertinence" (relevance) des caractéristiques d’une entrée d’un réseau de neu-
rones offre des résultats particulièrement intéressants ; ce modèle est communément appelé
layer-wise relevance propagation (LRP) [122, 123]. De tels résultats sont illustrés figure 4.26
(issue de [123]), où un réseau de neurones convolutionnel bien entraîné est capable de pré-
dire que l’image de gauche appartient à la catégorie "château", et où l’algorithme de LRP est
capable de distinguer quels pixels de l’image permettent d’expliquer la prédiction ; les trois
formes "standard" de l’algorithme (LRP-0, LRP-ε et LRP-γ) fournissent des explications qui
sont soit fiables, soit humainement compréhensibles, et un mélange des trois ("composite LRP")
permet d’obtenir une explication qui soit à la fois fiable et humainement compréhensibles.
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FIGURE 4.26 – Explications fournies par différentes versions de l’algorithme de layer-wise re-
levance propagation quant à la prédiction d’un réseau de neurones convolutionnel, catégorisant
l’image de gauche comme étant un "château".

De même, les modèles exploitant à son maximum la nature probabiliste de la démarche de
généralisation sont en plein essor, et ceux faisant usage d’une approche bayésienne [124, 125]
méritent selon moi une attention toute particulière, ces derniers s’appuyant sur l’inférence bayé-
sienne qui permet, en vertue du théorème de Cox-Jaynes [126], de formaliser au mieux la no-
tion d’apprentissage ; dit rapidement, le theorème de Cox-Jaynes stipule que tout apprentissage
(contraint par cinq "desiderata" souhaitables) y compris automatique devra nécessairement soit
utiliser l’inférence bayésienne, soit donner quelque part des résultats incohérents. L’applica-
tion de ce genre d’algorithmes plus interprétables serait donc une prochaine étape intéressante
à mettre en place pour l’analyse de données issues de dynamiques non-linéaires.
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4.1 Simulation numérique d’instabilité de modulation excitée par une onde conti-
nue bruitée dans le régime transitoire. Les figures (a) et (b) montrent respec-
tivement l’évolution spectrale et temporelle sur 450 m issues d’une seule si-
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une plage dynamique de 50 dB. Les pics d’intensité temporelle Pk, représen-
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Afin d’afficher clairement les différents résultats de simulations, un décalage
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4.3 (a) Représentation schématique du réseau de neurones choisi afin d’effectuer
l’analyse (150 neurones en entrée, 150 neurones pour la première couche ca-
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Annexe A

Code MATLAB de réseau de neurones

1 %% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Fonctions %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%
2 % fonctions d'activation
3 sigmoide = @(s) 1./(1 + exp(-s)) ; % sigmoide
4 tanH = @(s) tanh(s) ; % tanh
5 softMax = @(s) exp(s)./sum(exp(s),1) ; % softmax
6 lineaire = @(s) s ; % linéaire
7 softPlus = @(s) log(1 + exp(s)) ; % softplus
8
9 activ = {sigmoide tanH softMax lineaire softPlus} ;

10
11 % dérivées des fonctions d'activation
12 dsigmoide = @(s) sigmoide(s).*(1 - sigmoide(s)) ; % sigmoide
13 dtanH = @(s) (1 - tanH(s).^2) ; % tanh
14 dsoftMax = @(s) softMax(s).*(1 - softMax(s)) ; % softmax
15 dlineaire = @(s) ones(size(s)) ; % linéaire
16 dsoftPlus = @(s) sigmoide(s) ; % softplus
17
18 dactiv = {dsigmoide dtanH dsoftMax dlineaire dsoftPlus} ;
19
20 % fonctions coût
21 CXE = @(x,T) -sum(T.*log(x) + (1-T).*log(1-x),1) ;% entropie

croisée
22 Clog = @(x,T) -log(x(T == 1)') ; % log-vraisemblace
23 C2 = @(x,T) sum((x - T).^2,1) ; % quadratique
24
25 C = {CXE Clog C2} ;
26
27 % dérivées des fonctions coût
28 dCXE = @(x,T) (x - T)./(x.*(1 - x)) ; % entropie croisée
29 dClog = @(x,T) -1./(x(T == 1)').*T ; % log-vraisemblace
30 dC2 = @(x,T) 2*(x - T) ; % quadratique
31
32 dC = {dCXE dClog dC2} ;
33
34
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35 % fonctions de régularisation
36 L1 = @(w) sign(w) ; % régularisation L1
37 L2 = @(w) w ; % régularisation L2
38
39 L = {L1 L2} ;
40
41 % fonctions d'initialisation des poids et biais
42 I1 = @(w,Nn) w/Nn ; % initialisation de Xavier
43 I2 = @(w,Nn) zeros(length(w),1) ; % initialisation à 0
44
45 I = {I1 I2} ;
46
47 %% %%%%%%%%%%%%%%%%%%% Hyper-paramètres %%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%
48 % Ee : entrées pour l'entraînement
49 % Ev : entrées pour la validation
50 % Et : entrées pour le test
51 % Te : cibles ("target") pour l'entraînement
52 % Tv : cibles ("target") pour la validation
53 % Tt : cibles ("target") pour le test
54
55 Nn = [size(Ee,1) 300 100 size(Te,1)] ; % archtecture
56 ii = 1 ; % indice fonction d'initialisation (poids et biais)
57 ia = [2 2 4] ; % indice fonctions d'activation
58 ic = 3 ; % indice fonction coût
59 il = 2 ; % indice fonction de régularisation
60
61 eta = 0.01 ; % learning rate
62 mu = 0.2 ; % momentum
63 lambda = 1.3 ; % régularisation
64 tm = 100 ; % taille du mini-batch
65 Ne = 250 ; % nombre d'époque
66
67 Nc = size(Nn,2) - 1 ; % nombre de couches
68 Nm = size(Ee,2)/tm ; % nombre de mini-batch
69
70 %% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Initialisation %%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%
71 %% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%% des paramèrtes %%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%
72 s = zeros(sum(Nn(2:end)),tm) ; % vecteur des sommes pondérées
73 d = zeros(sum(Nn(2:end)),tm) ; % vecteur des gradients de C
74
75 w = randn(Nn(1:end-1)*Nn(2:end)',1) ; % poids aléatoires
76 b = randn(sum(Nn(2:end)),1) ; % biais aléatoires
77 for c = 1 : 1 : Nc
78 w(Nn(1:c-1)*Nn(2:c)'+1 : Nn(1:c)*Nn(2:c+1)') = ...
79 I{ii(c)}(w(Nn(1:c-1)*Nn(2:c)'+1:Nn(1:c)*Nn(2:c+1)'),Nn(c)) ;
80 b(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1))) = ...
81 I{ii(c)}(b(sum(Nn(2:c))+1:sum(Nn(2:c+1))),Nn(c)) ;
82 end
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83 vw = zeros(length(w),1) ; % "inerties" initiales des poids
84 vb = zeros(length(b),1) ; % "inerties" initiales des biais
85
86 corv = zeros(Ne,1) ; % correlation de validation
87
88 %% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Entrainement %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%
89 % boucle sur les epoch
90 for t = 1 : 1 : Ne
91
92 % vecteur de permutation pour mélanger les entrées
93 r = randperm(ne) ;
94
95 % boucle sur les mini-batch
96 for m = 1 : 1 : Nm
97
98 x0m = Ee(:,r((m-1)*tm+1 : m*tm)) ; % entrées du mini-batch
99 xm = [x0m ; zeros(sum(Nn(2:end)),tm)] ;

100
101 Tm = Te(:,r((m-1)*tm+1 : m*tm)) ; % cibles du mini-batch
102
103 %% propagation : eq. 2.38/2.39
104 for c = 1 : 1 : Nc % boucle sur les couches en avant
105 wc = reshape(w(Nn(1:c-1)*Nn(2:c)'+1:Nn(1:c)*Nn(2:c+1)'),
106 [Nn(c+1) Nn(c)]) ; % matrice des poids couche c
107 s(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1)),:) = ...
108 wc*xm(sum(Nn(1:c-1))+1 : sum(Nn(1:c)),:) + ...
109 b(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1))) ;
110 xm(sum(Nn(1:c))+1 : sum(Nn(1:c+1)),:) = ...
111 activ{ia(c)}(s(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1)),:)) ;
112 end
113
114 %% rétro-propagation : eq. 2.40/2.41
115 for c = Nc : -1 : 1 % boucle sur les couches en arrière
116 if c == Nc
117 d(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1)),:) = ...
118 dC{ic}(xm(sum(Nn(1:c))+1 : sum(Nn(1:c+1)),:) , Tm).* ...
119 dactiv{ia(c)}(s(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1)),:)) ;
120 else
121 wcp1 = reshape(w(Nn(1:c)*Nn(2:c+1)'+1 : Nn(1:c+1)* ...
122 Nn(2:c+2)'),[Nn(c+2) Nn(c+1)]) ; % matrice des poids

couche c+1
123 d(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1)),:) = ...
124 (wcp1'*d(sum(Nn(2:c+1))+1 : sum(Nn(2:c+2)),:)).* ...
125 dactiv{ia(c)}(s(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1)),:)) ;
126 end
127 end
128
129
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130 %% mise à jour des paramètres : eq. 2.44
131 for c = 1 : 1 : Nc % boucle sur les couches en avant
132 wc = w(Nn(1:c-1)*Nn(2:c)'+1 : Nn(1:c)*Nn(2:c+1)') ;
133 bc = b(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1))) ;
134 vwc = vw(Nn(1:c-1)*Nn(2:c)'+1 : Nn(1:c)*Nn(2:c+1)') ;
135 vbc = vb(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1))) ;
136
137 vw(Nn(1:c-1)*Nn(2:c)'+1 : Nn(1:c)*Nn(2:c+1)') = ...
138 mu*vwc - eta*(reshape(d(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1)),:)*
139 xm(sum(Nn(1:c-1))+1 : sum(Nn(1:c)),:)'/tm , ...
140 [Nn(c+1)*Nn(c) 1]) + lambda*L{il}(wc)/ne) ;
141
142 vb(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1))) = ...
143 mu*vbc - eta*sum(d(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1)),:),2)/tm;
144
145 w(Nn(1:c-1)*Nn(2:c)'+1 : Nn(1:c)*Nn(2:c+1)') = wc + ...
146 vw(Nn(1:c-1)*Nn(2:c)'+1 : Nn(1:c)*Nn(2:c+1)') ;
147 b(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1))) = bc + ...
148 vb(sum(Nn(2:c))+1 : sum(Nn(2:c+1))) ;
149 end
150 end
151
152 %% validation
153 xv = Ev ; % entrées de validation
154
155 % boucle sur les couches en avant
156 for c = 1 : 1 : Nc
157 wc = reshape(w(Nn(1:c-1)*Nn(2:c)'+1:Nn(1:c)*Nn(2:c+1)') ,
158 [Nn(c+1) Nn(c)]) ; % matrice des poids couche c
159 xv = activ{ia(c)}(wc*xv+b(sum(Nn(2:c))+1:sum(Nn(2:c+1))));
160 end
161
162 corV = corrcoef(Tv,xv) ; % matrice de corrélation
163 corv(t) = corV(1,2) ; % coefficient de corrélation
164 end
165
166 %% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Test %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%
167 xt = Et ; % entrées de test
168
169 % boucle sur les couches en avant
170 for c = 1 : 1 : Nc
171 wc = reshape(w(Nn(1:c-1)*Nn(2:c)'+1:Nn(1:c)*Nn(2:c+1)') ,
172 [Nn(c+1) Nn(c)]) ; % matrice des poids couche c
173 xt = activ{ia(c)}(wc*xt+b(sum(Nn(2:c))+1:sum(Nn(2:c+1))));
174 end
175
176 corT = corrcoef(Tt,xt) ; % matrice de corrélation
177 cort = corT(1,2) ; % coefficient de corrélation



Annexe B

Bestiaire des architectures de réseaux de
neurones

Ces dernières années ont vues l’émergence de nombreux algorithmes d’apprentissage ma-
chine, et en particulier de nombreuses architectures de réseaux de neurones. Ces derniers
existent donc dans un grande variété, et ont été testées dans de nombreux scénario différents
(reconnaissance d’image, génération de texte, analyse de données physique, ...). Chaque ar-
chitecture a alors trouvé un ou plusieurs champ(s) d’application(s) approprié(s) ; par exemple,
les réseaux de neurones convolutionnels conviennent particulièrement pour la reconnaissance
d’image, et les réseaux récurrents pour l’analyse de séries temporelles. Un bestiaires des dif-
férentes architectures de réseaux de neurones existant aujourd’hui est donc présenté dans cette
annexe.
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