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Introduction

Les algèbres colorées : La généralisation des algèbres de Lie connue aujourd’hui sous le

nom d’algèbres de Lie colorées ont été introduites pour la première fois par Ree [58]. Cette

classe inclut les superalgèbres de Lie qui sont Z2-graduées et qui jouent un rôle important dans

les supersymétries. Plus généralement, les algèbres de Lie colorées jouent un rôle important en

physique théorique, voir par exemple [3, 67]. Montgomery a prouvé dans [56] que les algèbres

de Lie colorées simples peuvent être obtenues à partir d’algèbres associatives graduées, tandis

que le théorème d’Ado et le théorème PBW des algèbres de Lie colorées ont été prouvés par

Scheunert [62]. Au cours des deux dernières décennies, de nombreux travaux ont concerné les

algèbres de Lie colorées en mathématiques et en physique, voir [10, 16, 18, 31, 44, 73] pour plus

de détails.

Les algèbres de Lie ternaires et plus généralement les algèbres de Lie n-aires sont une

généralisation naturelle des algèbres de Lie binaires, où on considère des opérations n-aires

et une généralisation de la condition de Jacobi. La généralisation la plus courante consiste

à exprimer l’application adjointe comme une dérivation. Les algèbres correspondantes ont

été appelées algèbres n-Lie. Ces algèbres ont été introduites et étudiées pour la première fois

par Filippov dans [33], l’étude est complétée par Kasymov dans [43]. Dans le cas ternaire,

ces algèbres sont apparues dans les bases mathématiques algébriques de la mécanique de

Nambu développées par Takhtajan et Daletskii dans [26, 68, 69], comme une généralisation

de la mécanique hamiltonienne impliquant plus d’un hamiltonien. En plus de la mécanique

de Nambu, les algèbres n-Lie se sont révélées avoir de nombreuses applications en physique,

comme dans la théorie des cordes, avec notamment les algèbres de Bagger-Lambert. La deuxième

approche de la généralisation de la condition de Jacobi au cas n-aire consiste à considérer une

sommation sur S2n−1 au lieu de S3.

Les généralisations de type Hom des algèbres n-aires ont été examinées en premier lieu

dans [11], où les Hom-algèbres n-aires de type Lie et de type associatif ont été introduites. Les

identités habituelles sont déformées par des applications linéaires. Dans un cas particulier,

on retrouve les algèbres Hom-Lie qui ont été motivées par des déformations quantiques des

algèbres de champs de vecteurs comme les algèbres de Witt et de Virasoro. D’autres propriétés,

méthodes de construction, exemples, cohomologie et extensions centrales des Hom-algèbres

n-aires ont été étudiés dans [7–9].

La théorie de (co)homologie par rapport à la représentation adjointe pour les algèbres n-Lie a

été introduite par Takhtajan dans [26,69] et par Gautheron dans [35] du point de vue de la théorie

de la déformation. La théorie générale de la cohomologie des algèbres n-Lie et des algèbres de

Leibniz a été établie dans [22, 61] et des algèbres et superalgèbres n-Hom-Lie dans [1, 4, 5].
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Les systèmes triples de Lie : Le concept de système triple de Lie a été introduit pour la

première fois par Jacobson [42]. La formulation actuelle est due à Yamaguti [74]. En outre, il

est apparu dans les travaux de Cartan sur la géométrie riemannienne [21]. Cette structure a été

fortement développée pour les espaces symétriques et les espaces connexes. En effet, l’espace

tangent d’un espace symétrique est un système triple de Lie. Il s’avère qu’il a des applications

importantes en physique, en particulier dans la théorie des particules élémentaires et la théorie

de la mécanique quantique, ainsi qu’en analyse numérique des équations différentielles. Il est

devenu un sujet intéressant en mathématiques, leur structure a été étudiée en premier par Lister

dans [51].

Les O-opérateurs : Les O-opérateurs ou les opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les algèbres

de Lie sont apparus pour la première fois dans un article de B. A. Kupershmidt [48] en tant

qu’opérateur analogue aux r-matrices classiques et aux structures de Poisson. Cependant, les

opérateurs de Rota-Baxter ont été introduits par G. Baxter [15] dans son étude de la théorie des

fluctuations en probabilité. Ensuite, ils sont développés par G.-C. Rota [60] en combinatoire.

Ils ont des applications importantes dans les aspects algébriques de la renormalisation en

théorie quantique des champs [25]. Les opérateurs de Rota-Baxter sur les algèbres de Lie

(resp. les algèbres associatives) sont également liés à la décomposition des opérations en

somme d’opérations algébriques. Dans [13], Les auteurs ont introduit la notion d’opérateur de

Rota-Baxter sur une algèbre 3-Lie. Récemment, afin de construire des solutions de l’équation

classique de 3-Lie Yang-Baxter, les auteurs dans [12] ont introduit une notion plus générale

appelée opérateur de Rota-Baxter relatif à une représentation sur une algèbre 3-Lie.

La théorie des déformations utilisant des séries formelles et des cohomologies appropriées

a été initiée par Gerstenhaber [36] pour les algèbres associatives. Nijenhuis et Richardson

ont étendu cette étude aux algèbres de Lie [57]. Les déformations des algèbres 3-Lie et des

systèmes triples de Lie ont été étudiées dans [32] et [47, 76] respectivement. Récemment, les

déformations de certains opérateurs, des morphismes et des opérateurs de Rota-Baxter ont été

fortement étudiés dans [6, 30, 34, 55, 70]. Une cohomologie est nécessaire pour contrôler les

déformations et les problèmes d’extension d’une structure algébrique donnée. La cohomologie

de diverses structures algébriques, telles que les algèbres associatives, les algèbres de Lie, les

algèbres de Leibniz, les algèbres pré-Lie et les algèbres n-Lie, sont bien connues. Récemment, la

cohomologie des opérateurs de Rota-Baxter et des O-opérateurs sur une algèbre de Lie et une

algèbres associative a été développée dans [30, 70] respectivement. Dans [23, 71], les auteurs

ont construit une 3-algèbre de Lie dont les éléments de Maurer-Cartan sont des O-opérateurs

twistés (opérateurs de Reynolds généralisés) sur une algèbre 3-Lie. Ils ont étudié la cohomologie

et les déformations des opérateurs de Reynolds généralisés sur une algèbres 3-Lie.

Les opérateurs de Reynolds généralisés introduits par Uchino dans le contexte des algèbres

Gharbi Rahma -7-
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associatives [72] sont les analogues algébriques de la structure de Poisson twistée introduite

et étudiée dans [46, 63]. Ils sont également liés aux NS-algèbres considérées par Leroux [50].

Les opérateurs de Reynolds généralisés sur les algèbres de Lie et les algèbres de Leibniz ont

été étudiés dans [27, 29]. Une cohomologie des opérateurs de Reynolds généralisés a été

dérivée d’une L∞-algèbre compatible dont les éléments de Maurer-Cartan sont donnés par des

opérateurs de Reynolds généralisés, voir [27, 28]. Une telle cohomologie peut être considérée

comme la cohomologie de Hochschild (resp. Chevalley-Eilenberg) d’une algèbre de Lie à

coefficients dans une représentation. Une cohomologie des opérateurs de Reynolds généralisés

a été construite dans [29] comme une cohomologie de Loday-Pirashvili des algèbres de Leibniz.

On peut voir aussi dans [20, 49] la version Hom du crochet de Nijenhuis et de la cohomologie

des O-opérateurs sur une algèbre de Lie.

L’objectif de cette thèse est d’étudier les algèbres n-Hom-Lie colorées ainsi que les opérateurs

de Reynolds généralisés sur des systèmes triples de Lie munis de représentations (paire L.t.sRep).

L’étude concerne leurs structures, leurs cohomologies et leurs déformations. En premier lieu, on

s’intéresse aux algèbres n-Hom-Lie colorées. Notre but dans la première partie est de fournir une

cohomologie de ces algèbres, notamment une cohomologie régissant les déformations formelles

à un paramètre. Dans la seconde partie, on étudie les déformations formelles des algèbres

n-Hom-Lie colorées, ainsi que la notion d’opérateur de Nijenhuis sur une algèbre n-Hom-Lie

colorée, qui pourrait donner lieu à des déformations infinitésimalement triviales. De plus, en

relation avec ces opérateurs, on introduit la notion de structure produit sur les algèbres n-Hom-

Lie colorées. En deuxième Lieu, on introduit la notion d’opérateur de Reynolds généralisé sur

les systèmes triples de Lie et on construit une L∞-algèbre dont les éléments de Maurer-Cartan

sont des opérateurs de Reynolds généralisés. Ceci nous permet de définir la cohomologie de

Yamaguti d’un opérateur de Reynolds généralisé. Ensuite, on étudie les déformations des

opérateurs de Reynolds généralisés du point de vue cohomologique en déterminant la classe

d’obstruction d’une déformation extensible d’ordre n. En dernier Lieu, on introduit la structure

de Nijenhuis. Cette dernière est liée à l’opérateur de Reynolds généralisé et on montre que toute

algèbre NS-Lie est un système triple de NS-Lie.

En guise de préliminaires, on rappelle dans le premier chapitre la cohomologie des algèbres

Hom-Lie et des systèmes triples de Lie. On montre aussi une correspondance entre les algèbres

de Lie et les systèmes triples de Lie. Ensuite, après avoir introduit les notions essentielles

concernant les espaces Γ-gradués, où Γ est un groupe abélien, on présente les algèbres n-Hom-

Lie colorées. En outre, on présente quelques constructions, en particulier le procédé du Twist de

Yau. De plus, on montre qu’il y a une structure d’algèbre Hom-Leibniz colorée sur l’espace des

objets fondamentaux.

Le deuxième chapitre est consacré à la cohomologie des algèbres 3-Hom-Lie colorées et

Gharbi Rahma -8-
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n-Hom-Lie colorées. On commence par la définition des algèbres 3-Hom-Lie colorées et leurs

modules. Une algèbre 3-Hom-Lie colorée avec son module est une paire 3-HomLieRep colorée.

Par la suite, on introduit sa cohomologie de Chevalley-Eilenberg. On termine la première section

en proposant un procédé qui permet de construire une paire 3-HomLieRep colorée en partant

d’une paire Hom-LieRep colorée et une fonction quasi-trace. C’est la paire 3-HomLieRep colorée

induite. Puis, on généralise les notions afin de définir la cohomologie des algèbres n-Hom-Lie

colorées. En effet, dans la deuxième section, on définit le module d’algèbre n-Hom-Lie colorée

suivie du produit semi-direct entre une algèbre n-Hom-Lie colorée et un module. Dans la

dernière section, on étudie la cohomologie des algèbres n-Hom-Lie colorées à coefficients dans

un module.

Dans le troisième chapitre, on développe une théorie des déformations formelles t-paramétrées

(t ∈ K) des algèbres n-Hom-Lie colorées s’appuyant sur la cohomologie. En premier lieu, on

définit les déformations formelles, infinitésimales et d’ordre k. De plus, on définit un crochet sur

l’espace des 2-cochaines dans le but de montrer que des 2-cochaines engendrent une déformation

t-parameterée d’ordre k si et seulement si des conditions bien déterminées sont vérifiées. En

conséquence, on constate que l’élément infinitésimal d’une telle déformation formelle est un

2-cocycle et que l’élément d’ordre k décrit une algèbre n-Hom-Lie colorée. On étudie ensuite

la notion d’équivalence des déformations et on prouve que leurs éléments infinitésimaux ap-

partiennent à la même classe de cohomologie. En second lieu, on introduit les déformations

infinitésimalement triviales. Ceci motive la construction des opérateurs de Nijenhuis sur les

algèbres n-Hom-Lie colorées multiplicatives. En effet, toute déformation infinitesimalement

triviale engendre un opérateur de Nijenhuis. Inversement, tout opérateur de Nijenhuis engen-

dre une déformation infinitesimalement triviale. Ensuite, on définit une structure produit sur

une algèbre n-Hom-Lie colorée comme étant un opérateur de Nijenhuis et une quasi-structure

produit à la fois (un opérateur de Nijenhuis P qui satisfait P2 = Idg). De plus, on montre

qu’une algèbre n-Hom-Lie colorée (g, [·, · · · , ·], ε,α) admet une structure produit si et seulement

si g =
⊕

γ∈Γ gγ admet une décomposition g = g+ ⊕ g−, où g+ =
⊕

γ∈Γ(gγ)+ et g− =
⊕

γ∈Γ(gγ)−

sont des espaces propres. On termine le chapitre par un exemple.

Dans le quatrième chapitre, on introduit les opérateurs de Reynolds généralisés sur une

paire 3-HomLieRep colorée comme généralisation des opérateurs de Reynolds sur une algèbre

3-Hom-Lie colorée. Auparavant, on présente la notion d’algèbre 3-Hom-Lie colorée de Reynolds.

Ainsi, on donne la relation entre une algèbre Hom-Lie colorée de Reynolds et l’algèbre 3-Hom-

Lie colorée de Reynolds induite et on établit une relation entre les opérateurs de Reynolds et

les dérivations des algèbres 3-Hom-Lie colorées. Ensuite, motivé par le produit semi-direct

twisté, on introduit l’opérateur de Reynolds généralisé sur une paire 3-HomLieRep colorée. De

plus, on illustre une caractérisation de ces opérateurs en termes de graphe. Il en résulte, une
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structure d’algèbre 3-Hom-Lie colorée sur l’espace des modules. Par la suite, on donne quelques

constructions d’opérateurs de Reynolds généralisés, y compris la transformation de gauge, et

des exemples. Dans la dernière section, on définit la notion de structure complexe généralisée

twistée sur un module d’algèbre 3-Hom-Lie colorée. Une structure complexe généralisée twistée

est un opérateur de Nijenhuis sur le produit semi-direct twistée qui satisfait une condition bien

déterminée. De plus, on donne le lien entre les structures complexes généralisées twistées et les

opérateurs de Reynolds généralisés, aussi quelques constructions et exemples.

Le chapitre 5 est consacré à la cohomologie de type Maurer-Cartan des opérateurs de

Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep. D’abord, on présente les opérateurs de Reynolds de

poids non nul λ (λ ∈ K) sur un système triple de Lie. On montre qu’un opérateur de Reynolds

de poids λ sur un système triple de Lie donne lieu à une nouvelle structure de système triple de

Lie tel qu’il soit un morphisme des systèmes triples de Lie. Puisque toute algèbre de Lie est un

système triple de Lie, alors tout opérateur de Reynolds de poids λ sur une algèbre de Lie reste un

opérateur de Reynolds sur le système triple de Lie induit mais de poids 2λ. Puis, on généralise

le concept afin d’obtenir la notion d’opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep.

Après avoir caractérisé ces opérateurs en termes de graphe, on constate ainsi qu’ils conduisent

à une structure de système triple de Lie sur l’espace des modules. En outre, on construit des

opérateurs de Reynolds généralisés à partir d’une 1-cochaine bijective ou bien d’un 1-cocycle

T-admissible. On conclut qu’un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire LieRep est

aussi un opérateur de Reynolds généralisé sur la paire L.t.sRep induite. Ce paragraphe contient

un exemple fondamental illustrant les principaux résultats. Dans le second paragraphe, on

construit une L∞-algèbre dont les élements de Maurer-Cartan sont des opérateurs de Reynolds

généralisés sur une paire L.t.sRep. Cette caractérisation des opérateurs de Reynolds généralisés

nous permet d’introduire leur cohomologie de Yamaguti. Par la suite, on montre que cette

dernière est décrite par la cohomologie de Yamaguti de l’espace des modules à coefficients

dans une représentation correspondante. Dans le paragraphe 3, on définit les déformations

formelles des opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep. En outre, on introduit

les déformations d’ordre n extensibles pour préciser une classe de cohomologie spéciale dite

classe d’obstruction. En effet, une déformation d’ordre n est extensible si et seulement si la

classe d’obstruction est triviale. Par conséquent, si la classe d’obstruction est triviale alors tout

1-cocycle est l’infinitésimal d’une déformation formelle.

Dans le chapitre 6, on aborde une nouvelle structure algébrique des algèbres 3-Hom-Lie

colorées dite structure de Nijenhuis ou simplement les algèbres 3-Hom-NS-Lie colorées dans la

première section, qui est dite également, système triple de NS-Lie dans la seconde. Un système

triple de NS-Lie donne lieu à un systéme triple de Lie avec un module sur lui-même. En outre,

on révèle la relation entre la structure de Nijenhuis, les opérateurs de Nijenhuis, les opérateurs
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de Reynolds et notamment les opérateurs de Reynolds généralisés. Pour conclure, on a réussi à

montrer que les algèbres de Lie, les algèbres NS-Lie, les systèmes triples de Lie et les systèmes

triples de NS-Lie sont étroitement liés au sens du diagramme commutatif suivant :

NS-Lie alg.(L,◦,⋎) //

��

// NS-L.t.s (L,{·, ·, ·}, [·, ·, ·])

��

LieRep pair. (L, [·, ·],ρ) //

OO

// L.t.sRep pair (L, [[·, ·], ·],θρ).

OO
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Préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle d’abord les généralités sur les algèbres Hom-Lie et des systèmes

triples de Lie, ensuite la cohomologie de ces algèbres. De plus, on introduit les notions essen-

tielles des espaces Γ-gradués (Γ est un groupe abélien) et on présente les algèbres n-Hom-Lie

colorées. En outre, on donne quelques constructions, par exemple le procédé du Twist de Yau.

Aussi, on montre qu’on a une stucture d’algèbre Hom-Leibniz colorée sur l’espace des objets

fondamentaux.

Dans tout ce manuscrit, K indiquera un corps commutatif de caractéristique zéro.

1.1 Les algèbres Hom-Lie : Généralités et cohomolgie

La notion d’algèbre Hom-Lie a été introduite dans [17, 38, 54, 65]. Les auteurs dans [2]

et []ont construit un complexe de cochaînes CHL(g,g) d’une algèbre Hom-Lie multiplicative g à

coefficients dans elle-même qui définit la cohomologie HHL(g,g).

1.1.1 Définition et exemples

Définition 1.1.1. Une algèbre Hom-Lie est un triplet (g, [·, ·],α), où g est un espace vectoriel, [·, ·] est une

application bilinéaire antisymétrique et α est une application linéaire satisfaisant l’identité Hom-Jacobi

suivante :

[α(x), [y,z]] + [α(y),z, x]] + [α(z), [x,y]] = 0 ∀x,y,z ∈ g. (1.1.1)

Soient (g, [·, ·],α) et (g′, [·, ·]′,α′) deux algèbres Hom-Lie. Un morphisme d’algèbres Hom-Lie est une

application ϕ : g→ g′ qui commute avec α et qui vérifie ϕ[x,y] = [ϕ(x),ϕ(y)]′ pour tout x,y ∈ g.

Remarque 1.1.1. Soit (g, [·, ·],α) une algèbre Hom-Lie. Si α = idg alors l’identité (1.1.1) est la condition

de Jacobi et l’algèbre définie est une algèbre de Lie. Toute algèbre de Lie est une algèbre Hom-Lie.

12
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Exemple 1.1.1. Soient (g, [·, ·]) une algèbre de Lie et α : g → g un endomorphisme d’algèbre de Lie.

Alors le triplet (g, [·, ·]α,α) est une algèbre Hom-Lie, où [·, ·]α = α ◦ [·, ·].

Exemple 1.1.2. Soient (g, [·, ·],α) et (g′, [·, ·]′,α′) deux algèbres Hom-Lie. Alors (g⊕ g′, [−,−],α + α′)

est une algèbre Hom-Lie, où l’application bilinéaire antisymétrique est donnée par :

[(x, x′), (y,y′)] =
(
[x,y], [x′,y′]′

)
∀x,y ∈ g et x′,y′ ∈ g′.

L’application linéaire α + α′ : g⊕ g′ → g⊕ g′ est définie par :

α + α′(x + x′) =
(
α(x),α′(x′)

)
∀x ∈ g, x′ ∈ g′.

Exemple 1.1.3. (S l2 de Jackson)

Le S l2 de Jackson est une q-déformation (q est un paramètre dans K) de S l2 classique. Cette famille

d’algèbres Hom-Lie a été introduite dans l’article [66]. Soit {e1, e2, e3} une base d’un espace vectoriel de

dimension 3. On a une structure d’algèbre Hom-Lie définie par les crochets et l’application linéaire α

donnés par :

[e1, e2] = −2qe2, [e1, e3] = 2e2, [e2, e3] = −
1
2
(1 + q)e1.

α(e1) = qe1, α(e2) = qe2, α(e3) = qe3.

Cette algèbre n’est pas une algèbre de Lie pour q différent de 1.

Si q = 1, on retrouve l’algèbre de Lie S l2 classique. Rappelons que S l2 est l’ensemble des matrices

carrées engendrée par la base {e1, e2, e3} de trace nulle.

1.1.2 Cohomologie des algèbres Hom-Lie

Soit (g, [·, ·],α) une algèbre Hom-Lie. On définit, pour p ≥ 1, un K-espace vectoriel C p
HL(g,g)

des cochaines p-linéaires alternées comme suit :

une cochaine φ ∈ C
p
HL(g,g) est une application p-linéaire alternée φ : gp → g satisfaisant

α ◦ φ(x0, x1, · · · , xp) = φ(α(x0),α(x1), · · · ,α(xp)) ∀x0, x1, · · · , xp ∈ g.

Définition 1.1.2. Pour p ≥ 1, on appelle opérateur cobord de l’algèbre Hom-Lie (g, [·, ·],α) l’application

linéaire δ
p
HL : C p

HL(g,g)→ C
p+1
HL (g,g) qui est définie par :

δ
p
HL φ(x0, x1, · · · , xp) =

p

∑
k=0

(−1)k[αn−1(xk), φ(x0, · · · , x̂k, · · · , xp)]

+ ∑
0≤i<j≤p

φ([xi, xj],α(x0), · · · , x̂i, · · · , x̂j, · · · ,α(xp)).

Où x̂i signifie que xi est omis.
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Définition 1.1.3. L’esapce des p-cocycles est défini par :

Z
p
HL(g,g) = {φ ∈ C

p
HL(g,g) | δ

p
HL φ = 0}.

L’espace des p-cobords est défini par :

B
p
HL(g,g) = {φ = δ

p−1
HL ψ | ψ ∈ C

p−1
HL (g,g)}.

Proposition 1.1.1. Soit δ
p
HL : C p

HL(g,g)→ C
p+1
HL (g,g) l’opérateur cobord d’une algèbre Hom-Lie défini

ci-dessus. Alors

δ
p+1
HL ◦ δ

p
HL = 0 ∀n ≥ 1.

Remarque 1.1.2. Notons que B
p
HL(g,g) ⊆ Z

p
HL(g,g).

Définition 1.1.4. Le p-groupe de cohomologie de l’algèbre Hom-Lie g est le quotient :

H
p
HL(g,g) =

Z
p
HL(g,g)

B
p
HL(g,g)

.

1.2 Systèmes triples de Lie : Définitions et cohomologie de Yamaguti

On rappelle dans cette section quelques concepts fondamentaux et on présente quelques

résultats de Jacobson concernant Le lien entre les systèmes triples de Lie et les algèbres de Lie,

voir [51].

1.2.1 Définitions et Notations

Définitions 1.2.1. Un système triple de Lie est un espace vectoriel L muni d’une application trilinéaire

[·, ·, ·] : ∧2L ⊗ L → L qui vérifie les propriétés suivantes :

[x,y,z] + [y,z, x] + [z, x,y] = 0, (1.2.1)

[x,y, [z, t, e]] = [[x,y,z], t, e] + [z, [x,y, t], e] + [z, t, [x,y, e]], ∀x,y,z, t, e ∈ L. (1.2.2)

Un morphisme des systèmes triples de Lie ϕ : (L, [·, ·, ·]) → (L
′
, [·, ·, ·]

′
) est une application linéaire

satisfaisant :

ϕ([x,y,z]) = [ϕ(x),ϕ(y),ϕ(z)]
′

∀x,y,z ∈ L.

L’application ϕ est dite isomorphisme si elle est bijective.

Notations 1.2.1. On désigne par X le couple (x,y) ∈ L ⊗ L. On définit sur L deux applications linéaires

R(X) et D(X) par R(X)z = [z, x,y] et D(X)z = [x,y,z]. Alors les identités (1.2.1) et (1.2.2) peuvent

être récrites respectivement sous les formes suivantes :

D(X) = R(ς(X))−R(X) où ς(X) = y ⊗ x,

D(X)[z1,z2,z3] = [D(X)z1,z2,z3] + [z1,D(X)z2,z3] + [z1,z2,D(X)z3].

Cette dernière signifie que D(X) est une dérivation.
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1.2.2 Cohomologie de Yamaguti

Dans [74], K. Yamaguti a introduit la notion de représentation et de théorie de cohomologie

des systèmes triples de Lie. Ensuite, les auteurs dans [39, 41, 47] ont étudié la théorie de

cohomologie d’un point de vue différent. Le point de vue de K. Yamaguti est comme suit :

Définition 1.2.1. Une représentation (M,θ) d’un système triple de Lie L sur un espace vectoriel M est

une application bilinéaire θ : ⊗2L → End(M) qui satisfait les conditions suivantes :

θ(z, t)θ(x,y)− θ(y, t)θ(x,z)− θ(x, [y,z, t]) + D(y,z)θ(x, t) = 0, (1.2.3)

θ(z, t)D(x,y)− D(x,y)θ(z, t) + θ([x,y,z], t) + θ(z, [x,y, t]) = 0 ∀x,y,z, t ∈ L, (1.2.4)

où D(x,y) = θ(y, x)− θ(x,y).

Une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ) est un système triple de Lie avec une représentation.

Remarques 1.2.1.

• On peut conclure de l’Eq.(1.2.4) que :

D(z, t)D(x,y)− D(x,y)D(z, t) + D([x,y,z], t) + D(z, [x,y, t]) = 0. (1.2.5)

• Si M = L, alors R est une représentation de L sur lui-même. C’est la représentation régulière.

Une représentation d’une algèbre de Lie (L, [·, ·]) est une paire (M,ρ), où M est un K-espace

vectoriel et ρ : L → End(M) est un morphisme d’algèbres de Lie. Autrement dit, ρ est une

application linéaire telle que :

ρ([x,y]) = ρ(x)ρ(y)− ρ(y)ρ(x) ∀x,y ∈ L.

Notons qu’une paire LieRep (L, [·, ·],ρ) est une algèbre de Lie avec une représentation.

Théorème 1.2.1. Soit (L, [·, ·],ρ) une paire LieRep. Alors (L, [·, ·, ·],θρ) est une paire L.t.sRep où :

[x,y,z] = [[x,y],z] et θρ(x,y) = ρ(y)ρ(x) ∀x,y,z ∈ L. (1.2.6)

Soit (L, [·, ·, ·],θ) une paire L.t.sRep. Pour chaque n ⩾ 1, on note C2n−1
L.t.s. (L, M) l’ensemble de

(2n − 1)-cochaines de L à coefficients dans M: ψ ∈ C2n−1
L.t.s. (L, M) est une application multilinéaire

ψ : ×2n−1L → M vérifiant :

ψ(x1, x2, · · · , x2n−2, x, x,y) = 0,

⟲x,y,z ψ(x1, x2, · · · , x2n−2, x,y,z) = 0.
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L’opérateur cobord de Yamaguti δ2n−1 : C2n−1
L.t.s. (L, M)→ C2n+1

L.t.s. (L, M) est défini par :

δ2n−1ψ(x1, x2, · · · , x2n+1)

=θ(x2n, x2n+1)ψ(x1, x2, · · · , x2n−1)− θ(x2n−1, x2n+1)ψ(x1, x2, · · · , x2n−2, x2n)

+
n

∑
k=1

(−1)n+kD(x2k−1, x2k)ψ(x1, x2, · · · , x̂2k−1, x̂2k, · · · , x2n+1)

+
n

∑
k=1

2n+1

∑
j=2k+1

(−1)n+k+1ψ(x1, x2, · · · , x̂2k−1, x̂2k, · · · , [x2k−1, x2k, xj], · · · , x2n+1). (1.2.7)

Où â signifie que a est omis.

L’opérateur cobord est de carré nul (δ2n+1 ◦ δ2n−1 = 0), alors il forme avec l’espace des cochaines

un complexe comme suit :

C1
L.t.s.(L, M)

δ1

−→ C3
L.t.s.(L, M)

δ3

−→ C5
L.t.s.(L, M) −→ · · · .

Par conséquent, on obtient le groupe de cohomologie de Yamaguti :

H•
L.t.s.(L, M) = Z•

L.t.s.(L, M)/B•
L.t.s.(L, M),

où Z•
L.t.s.(L, M) est l’espace des cocycles et B•

L.t.s.(L, M) est l’espace des cobords, voir [74, 76]

pour plus de détails.

Définition 1.2.2. Une cochaine φ ∈ C1
L.t.s.(L, M) est une cocycle si elle vérifie :

D(x1, x2)φ(x3)− θ(x1, x3)φ(x2) + θ(x2, x3)φ(x1)− φ([x1, x2, x3]) = 0. (1.2.8)

Une 3-cochaine H ∈ C3
L.t.s.(L, M) est un 3-cobord s’il exist φ ∈ C1

L.t.s.(L, M) tel que H = δ1φ. Une

3-cochaine est un 3-cocycle si elle vérifie pour tout x1, x2, x3,y1,y2,y3 ∈ L :

H(x1, x1, x2) = 0, (1.2.9)

H(x1, x2, x3) +H(x2, x3, x1) +H(x3, x1, x2) = 0, (1.2.10)

H(x1, x2, [y1,y2,y3]) + D(x1, x2)H(y1,y2,y3)−H([x1, x2,y1],y2,y3)−H(y1, [x1, x2,y2],y3)

=H(y1,y2, [x1, x2,y3]) + θ(y2,y3)H(x1, x2,y1)− θ(y1,y3)H(x1, x2,y2) + D(y1,y2)H(x1, x2,y3). (1.2.11)

Théorème 1.2.2. Soit ϕ ∈ Z2
Lie(L, M). Alors ω(x,y,z) = ϕ([x,y],z) − ρ(z)ϕ(x,y) appartient à

l’espace des 3-cocycles de la paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θρ) donnée dans le Théorème 1.2.1.

1.3 Les algèbres n-Hom-Lie colorées : Définitions et constructions

Dans ce paragraphe, on rappelle la définition des espaces gradués, du bicaractère et des

algèbres n-Hom-Lie colorées introduites par I. Bakayoko et S. Silvestrov dans [14] généralisant

les super-algèbres n-Hom-Lie. En outre, on explique le procédé du Twist de Yau qui nous permet

d’obtenir une structure d’algèbre n-Hom-Lie colorée à partir d’une algèbre n-Lie colorée. De

plus, on montre qu’on a une stucture d’algèbre Hom-Leibniz colorée sur l’espace des objets

fondamentaux.
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1.3.1 Défintions et notions de base

Une graduation d’un espace vectoriel g sur un groupe abélien Γ est la donnée d’une dé-

composition en somme directe de sous-espaces (gγ)γ∈Γ, telle que g =
⊕

γ∈Γ gγ. On dit que

g est Γ-gradué. Un élément x de gγ est dit homogène de degré γ. L’ensemble des éléments

homogènes est indiqué par H(g). Si le corps de base est considéré comme un espace vectoriel

gradué, naturellement la graduation de K est donnée par K0 = K et Kγ = {0} si γ ∈ Γ \ {0} .

Soient g et h deux espaces vectoriels Γ-gradués, une application linéaire f : g −→ h est dite

homogène de degré ξ ∈ Γ, si f (x) est homogène de degré γ + ξ pour tout x ∈ gγ. L’ensemble de

toutes les applications linéaires de degré ξ sera noté par Hom(g,h)ξ . Ensuite, l’espace vectoriel

Γ-gradué de toutes les applications linéaires de g dans h sera noté Hom(g,h) =
⊕

ξ∈Γ Hom(g,h)ξ .

Une Hom-algèbre Γ-gradué (g, ·,α) est constitué d’un espace vectoriel Γ-gradué, d’une mul-

tiplication et d’une application linéaire de degré zéro. Pour plus de détails sur les structures

algébriques graduées, voir [62].

Définition 1.3.1. Soit Γ un groupe abélien. Une application linéaire ε : Γ ⊗ Γ → K∗ est appelée

bicaractère si elle satisfait les propriétés suivantes :

ε(γ1,γ2)ε(γ2,γ1) = 1, (1.3.1)

ε(γ1,γ2 + γ3) = ε(γ1,γ2)ε(γ1,γ3), (1.3.2)

ε(γ1 + γ2,γ3) = ε(γ1,γ3)ε(γ2,γ3) ∀γ1,γ2,γ3 ∈ Γ. (1.3.3)

En particulier, les identités ci-dessus implique les proporiétés suivantes :

ε(γ,0) = ε(0,γ) = 1 et ε(γ,γ) = ±1 ∀γ ∈ Γ.

On suppose que le groupe abélien Γ et le bicaractère ε sont fixés tout au long de ce manuscrit.

Soit g =
⊕

γ∈Γ gγ un espace vectoriel Γ-gradué. Si x et x′ sont deux éléments homogènes

de degré γ et γ′ respectivement, alors au lieu d’écrire ε(γ,γ′) on écrit simplement ε(x, x′). Si

X = (x1, . . . , xp) ∈ ⊗pg, on établit :

ε(x, Xi) = ε(x,
i−1

∑
k=1

xk) pour i > 1 et ε(x, Xi) = 1 pour i = 1,

ε(x, Xi) = ε(x,
p

∑
k=i+1

xi) pour i < p et ε(x, Xi) = 1 pour i = p,

ε(x, X
j
i ) = ε(x,

j

∑
k=i

xk).

Sur l’espace gradué gl(g) =
⊕

γ∈Γ gl(g)γ, où :

gl(g)γ = { f : g→ g/ f (gγ′) ⊂ gγ+γ′ et α ◦ f = f ◦ α ∀ γ′ ∈ Γ}.
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On définit l’algèbre linéaire générale Hom-Lie colorée par le commutateur gradué :

[ f , g] = f ◦ g − ε( f , g)g ◦ f ∀ f , g ∈ gl(g).

Définition 1.3.2. [14] Une algèbre n-Hom-Lie colorée est un quadruplet (g, [·, · · · , ·], ε,α) constitué

d’un espace vectoriel gradué g =
⊕

γ∈Γ gγ, d’un bicaractère ε, d’une application n-linéaire [·, ..., ·] :

g× ... × g −→ g et d’une application linéaire de degré zéro satisfaisant ces identités :

[
x1, · · · , xi, xi+1, · · · , xn

]
= −ε(xi, xi+1)

[
x1, · · · , xi+1, xi, · · · , xn

]
, (1.3.4)

[
α(x1), · · · ,α(xn−1), [y1,y2, · · · ,yn]

]

=
n

∑
i=1

ε(X,Yi)
[
α(y1), · · · ,α(yi−1), [x1, x2, · · · ,yi],α(yi+1), · · · ,α(yn)

]
. (1.3.5)

L’identité (1.3.5) est appelée identité de ε-n-Hom-Jacobi. La condition (1.3.4) est équivalente à l’équation :

[x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn] = −ε(xi, X
j−1
i+1)ε(X

j−1
i+1 , xj)ε(xi, xj)[x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xn]. (1.3.6)

Définition 1.3.3. Soient (g, [·, · · · , ·], ε,α) et (g′, [·, · · · , ·]′, ε,α′) deux algèbres n-Hom-Lie colorées. Une

application linéaire de degré zéro f : g→ g′ est dite morphisme d’algèbres n-Hom-Lie colorées, si elle

satisfait les conditions suivantes :

f ◦ α = α′ ◦ f ,

f ([x1, . . . , xn]) = [ f (x1), . . . , f (xn)]
′ ∀x1, ..., xn ∈ H(g).

Définition 1.3.4. Une algèbre n-Hom-Lie colorée (g, [·, · · · , ·], ε,α) est dite :

• multiplicative si α[x1, · · · , xn] = [α(x1), · · · ,α(xn)],

• régulière si α est un automorphisme,

• involutive si α2 = Id.

Remarques 1.3.1.

1. Si Γ = {0}, le groupe trivial, on retrouve les algèbres n-Hom-Lie.

2. Si Γ = Z2 et ε(x,y) = (−1)|x||y|, on trouve les n-Hom-Lie super-algèbres.

3. Si n = 2 (resp, n = 3), on parle des algèbres Hom-Lie colorées (resp. des algèbres 3-Hom-Lie

colorées).

4. Si α = Id, on trouve les algèbres n-Lie colorées.

Définition 1.3.5. Soit (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée. Alors :

1. Un sous-espace Γ-gradué h de g est une Hom-sous-algèbre coloré de g si :

α(hγi
) ⊆ hγi

et [hγ1 ,hγ2 , . . . ,hγn ] ⊆ hγ1+...+γn ∀ γ1,γ2, . . . ,γn ∈ Γ.
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2. Un Hom-idéal coloré I de g est une Hom-sous-algèbre coloré de g tel que :

[Iγ1 ,gγ2 , . . . ,gγn ] ⊆ Iγ1+...+γn ∀γ1,γ2, . . . ,γn ∈ Γ.

3. Le centre de g est l’ensemble Z(g) = {x ∈ g | [x,y1, . . . ,yn−1] = 0,∀y1. . . . yn−1 ∈ g}. Il est clair

que Z(g) est un Hom-idéal coloré de g.

1.3.2 Twist de Yau des algèbres n-Hom-Lie colorées

Dans le théorème suivant, on construit une nouvelle algèbre n-Hom-Lie colorée en partant

d’une algèbre n-Hom-Lie colorée et un endomorphisme. On dit qu’elle est obtenue par le

procédé du Twist de Yau.

Théorème 1.3.1. Soient (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée et β : g −→ g un endo-

morphisme d’algèbre n-Hom-Lie colorée de degré zéro. Alors (g, [·, · · · , ·]β, ε, β ◦ α), où [·, · · · , ·]β =

β ◦ [·, · · · , ·], est une algèbre n-Hom-Lie colorée.

En outre, soient (g′, [·, · · · , ·]′, ε,α′) une algèbre n-Hom-Lie colorée et β′ : g′ −→ g′ un endomorphisme

d’algèbre n-Hom-Lie colorée de degré zéro. Si f : g −→ g′ est un morphisme satisfaisant f ◦ β = β′ ◦ f ,

alors :

f : (g, [·, · · · , ·]β, ε, β ◦ α) −→ (g′, [·, · · · , ·]′β′ , ε, β′ ◦ α′)

est aussi un morphisme d’algèbres n-Hom-Lie colorées.

Preuve 1.3.1. L’application n-linéaire [·, · · · , ·]β est ε-antisymétrique qui vérifie l’identité ε-n-Hom-Jacobi

(1.3.5). En effet :

[β ◦ α(x1), · · · , β ◦ α(xn−1), [y1, · · · ,yn]β]β

= β2([α(x1), · · · ,α(xn−1), [y1, · · · ,yn]])

=
n

∑
i=1

ε(X,Yi)β2(
[
α(y1), · · · ,α(yi−1), [x1, x2, · · · ,yi]α(yi+1), · · · ,α(yn)

]
)

=
n

∑
i=1

ε(X,Yi)
[
β ◦ α(y1), · · · , β ◦ α(yi−1), [x1, x2, · · · ,yi]β, β ◦ α(yi+1), · · · , β ◦ α(yn)

]
β
.

Donc (g, [·, · · · , ·]β, ε, β ◦ α) est une algèbre n-Hom-Lie colorée. La seconde assertion découle de :

f
(
[x1, · · · , xn]β

)
=[ f ◦ β(x1), · · · , f ◦ β(xn)]

′ = [β′ ◦ f (x1), · · · , β′ ◦ f (xn)]
′ = [ f (x1), · · · , f (xn)]

′
β′ .

En particulier, on se sert d’une algèbre n-Lie colorée et d’un morphisme d’algèbre n-Lie

colorée pour construire une algèbre n-Hom-Lie colorée comme suit :

Corollaire 1.3.1. Soient (g, [·, · · · , ·], ε) une algèbre n-Lie colorée et α : g −→ g un endomorphisme

d’algèbre n-Lie colorée. Alors (g, [·, · · · , ·]α, ε,α), où [·, · · · , ·]α = α ◦ [·, · · · , ·], est une algèbre n-Hom-Lie

colorée.
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Exemple 1.3.1. La version graduée de S l(2,C).

Soit S l(2,C) un espace vectoriel Z3
2-gradué : S l(2,C) = S l(2,C)(1,1,0)⊕S l(2,C)(1,0,1)⊕S l(2,C)(0,1,1)

avec une base e1 ∈ S l(2,C)(1,1,0), e2 ∈ S l(2,C)(1,0,1) et e3 ∈ S l(2,C)(0,1,1). Les sous espaces homogènes de

S l(2,C) gradués par les éléments de Z3
2 différents de (1,1,0), (1,0,1) et (1,1,0) sont nuls, donc ils sont omis. La

multiplication [·, ·] : S l(2,C)× S l(2,C)→S l(2,C) définie, dans la base {e1, e2, e3}, par :

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = e2, [e2, e3] = e1,

fait de S l(2,C) une algèbre de Lie colorée de dimension 3. On munit cette algèbre de Lie colorée avec une structure

Hom, pour cela on considére une application linéaire de degré zéro α : S l(2,C)→S l(2,C)

α =




0 0 −1

−1 0 0

0 1 0




Exemple 1.3.2. Soient Γ = Z2 ×Z2, ε((i1, i2), (j1, j2)) = (−1)i1 j2−i2 j1 et g un espace vectoriel Γ-gradué

:

g = g(0,0) ⊕ g(0,1) ⊕ g(1,0) ⊕ g(1,1),

où : g(0,0) = Vect(e1, e2), g(0,1) = Vect(e3), g(1,0) = Vect(e4), et g(1,1) = Vect(e5).

Le crochet [·, ·, ·, ·] : g× g× g× g→ g défini dans la base {ei | i = 1, . . . ,5} par :

[e2, e3, e4, e5] = e1, [e1, e3, e4, e5] = e2, [e1, e2, e4, e5] = e3,

[e1, e2, e3, e4] = 0, [e1, e2, e3, e5] = 0

forme une algèbre 4-Lie colorée de dimension 5 sur g.

Maintenant, on définit un morphisme α : g→ g par :

α(e1) = e2, α(e2) = e1, α(ei) = ei, i = 3,4,5.

Alors gα = (g, [·, ·, ·, ·]α, ε,α) est une algèbre 4-Hom-Lie colorée, où le nouveau crochet est donné par :

[e2, e3, e4, e5]α = e2, [e1, e3, e4, e5]α = e1, [e1, e2, e4, e5]α = e3,

[e1, e2, e3, e4]α = 0, [e1, e2, e3, e5]α = 0.

Soit G = (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée multiplicative. Pour p ≥ 0, on

définit l’algèbre p-derivée de G par :

G p = (g, [·, · · · , ·]p = α2p−1 ◦ [·, · · · , ·], ε,α2p).

Notons que G0 = G, G1 = (g, [·, · · · , ·]1 = α ◦ [·, · · · , ·], ε,α2).

Corollaire 1.3.2. Avec les notations ci-dessus, G p est une algèbre n-Hom-Lie colorée pour tout p ≥ 0.
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Lemme 1.3.1. Soient (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée et h est un espace vectoriel Γ-

gradué. S’il existe une application linéaire bijective de degré zéro f : h→ g, alors (h, [·, · · · , ·]′, ε, f−1 ◦

α ◦ f ) est une algèbre n-Hom-Lie colorée, où le crochet [·, . . . , ·]′ est défini par :

[x1, . . . , xn]
′ = f−1 ◦ [ f (x1), . . . , f (xn)] ∀ xi ∈ h.

De plus, f est un morphisme d’algèbres n-Hom-Lie colorées.

Proposition 1.3.1. Soit (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée régulière, alors (g, [·, · · · , ·]α−1 =

α−1 ◦ [·, · · · , ·], ε) est une algèbre n-Lie colorée.

Corollaire 1.3.3. Soit (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée avec n ≥ 3. Soient a1, . . . , ap ∈ g0

tel que α(ai) = ai ∀i ∈ {1, . . . , p}. Alors, (g,{·, · · · , ·}, ε,α) est une algèbre de (n − p)-Hom-Lie colorée,

où :

{x1, ..., xn−p} = [a1, . . . , ap, x1, ..., xn−p] ∀x1, ..., xn−p ∈ g. (1.3.7)

1.3.3 Les algèbres Hom-Leibniz colorées

Dans ce paragraphe on montre que pour une algèbre n-Hom-Lie colorée, l’espace
∧n−1 g

appelé espace des objets fondamentaux noté L(g) est muni d’une structure d’algèbre Hom-

Leibniz colorée .

Définition 1.3.6. Une algèbre Hom-Leibniz colorée est un quadruplet (L, [·, ·], ε,α) constitué d’un

espace vectoriel Γ-gradué L, d’un bicaractère ε, d’une application bilinéaire de degré zéro [·, ·] : L×L→

L et d’un homomorphisme de degré zéro α : L→ L satisfaisant pour tout élement homogéne x,y,z ∈ L

[α(x), [y,z]]− ε(x,y)[α(y), [x,z]] = [[x,y],α(z)] (ε − identité Hom-Leibniz). (1.3.8)

En particulier, si α est un morphisme d’algèbre Hom-Leibniz colorée (c-à-d. α ◦ [·, ·] = [·, ·] ◦ α⊗2) on dit

que (L, [·, ·], ε,α) est une algèbre Hom-Leibniz colorée multiplicative.

Soit (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée, on définit l’espace des objets fon-

damentaux par l’espace vectoriel Γ-gradué L = L(g) :=
∧n−1 g. Pour un objet fondamental

X = x1 ∧ · · · ∧ xn−1 ∈ L, on définit l’adjointe adX comme une application linéaire dans g par :

adX · y = [x1, · · · , xn−1,y]. (1.3.9)

On définit une application linéaire α̃ : L −→ L par :

α̃(X) = α(x1) ∧ · · · ∧ α(xn−1). (1.3.10)

Alors l’identité de ε-n-Hom-Jacobi (1.3.5) peut s’écrire en fonction de l’adjointe comme suit :

adα̃(X) · [y1, · · · ,yn] =
n

∑
i=1

ε(X,Yi)[α(y1), · · · ,α(yi−1), adX · yi, · · · ,α(yn)].
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Maintenant, on définit une application bilinéaire de degré zéro [·, ·]α : L×L −→ L par :

[X,Y]α =
n−1

∑
i=1

ε(X,Yi)(α(y1), · · · ,α(yi−1), adX · yi, · · · ,α(yn−1)). (1.3.11)

Proposition 1.3.2. Avec les notations ci-dessus, l’adjointe ad vérifie l’équation suivante :

ad[X,Y]α · α(z) = adα̃(X) · (adY · z)− ε(X,Y) adα̃(Y) · (adX · z) ∀X,Y ∈ H(L(g)), z ∈ H(g). (1.3.12)

En outre, le quadruplet (L, [·, ·]α, ε, α̃) est une algèbre n-Hom-Lie colorée.

Preuve 1.3.2. Il est facile de montrer que les identités (1.3.5) et (1.3.12) sont équivalentes. Pour tout

X,Y, Z ∈ H(L), l’identité de ε-Hom-Leibniz (1.3.8) peut s’écrire en fonction du crochet [·, ·]α et de

l’application linéaire α̃ comme suit :

[α̃(X), [Y, Z]α]α − ε(X,Y)[α̃(Y), [X, Z]α]α = [[X,Y]α, α̃(Z)]α. (1.3.13)

On a :

[α̃(X), [Y, Z]α]α

=
n−1

∑
i=1

n−1

∑
j<i

ε(X, Zj)ε(Y, Zi)(α
2(z1), . . . ,α(adXzj), . . . ,α(adYzi), . . . ,α2(zn−1))

+
n−1

∑
i=1

n−1

∑
j>i

ε(X,Y + Zj)ε(Y, Zi)(α
2(z1), . . . ,α(adXzi), . . . ,α(adYzj), . . . ,α2(zn−1))

+
n−1

∑
i=1

ε(X + Y, Zi)(α
2(z1), . . . , adα̃(X) · adyzi), . . . ,α2(zn−1)).

Puisque le crochet [·, ·]α est ε-antisymétrique, alors on obtient :

[α̃(Y), [X, Z]α]α

=
n−1

∑
i=1

n−1

∑
j<i

ε(Y, Zj)ε(X, Zi)(α
2(z1), . . . ,α(adYzj), . . . ,α(adXzi), . . . ,α2(zn−1))

+
n−1

∑
i=1

n−1

∑
j>i

ε(Y, X)ε(Y, Zj)ε(X, Zi)(α
2(z1), . . . ,α(adYzi), . . . ,α(adXzj), . . . ,α2(zn−1))

+
n−1

∑
i=1

ε(X + Y, Zi)(α
2(z1), . . . , adα̃(Y) · adXzi), . . . ,α2(zn−1)).

Le côté droit de l’Eq.(1.3.13) est égal à :

n−1

∑
i=1

ε(X + Y, Zi)
(

α2(z1), . . . , (adα̃(X) · adyzi)− ε(X,Y)adα̃(Y) · adXzi)), . . . ,α2(zn−1)
)

. (1.3.14)

D’autre part, on calcule le côté gauche de l’Eq.(1.3.13), on obtient :

[[X,Y]α, α̃(Z)]α
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=
n−1

∑
i=1

n−1

∑
j=1

ε(X,Yj)ε(X, Zi)ε(Y, Zi)(α
2(z1), . . . , [α(y1), . . . , adXzj, . . . ,α(yn−1),α(zi)], . . . ,α2(zn−1))

=
n−1

∑
i=1

ε(X + Y, Zi)
(

α2(z1), . . . ,α2(zi−1), ad[X,Y]α α(zi), . . . ,α2(zn−1)
)

.

D’aprés l’Eq.(1.3.12), l’identité de ε-Hom-Leibniz est vérifiée.
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Cohomologie de Chevalley-Eilenberg des algèbres n-

Hom-Lie colorées

Le but de ce chapitre est de construire une cohomologie des algèbres 3-Hom-Lie colorées et

n-Hom-Lie colorées.

2.1 Les algèbres 3-Hom-Lie colorées : représentations et cohomologie

D’abord, on présente une théorie des représentations des algèbres 3-Hom-Lie colorées

qui généralise la théorie introduite par Zhang dans [75]. Ensuite, on construit une paire 3-

HomLieRep colorée à partir d’une paire HomLieRep colorée et une fonction quasi-trace. De

plus, on présente la cohomologie de Chevalley-Eilenberg des algèbres 3-Hom-Lie colorées.

2.1.1 Représentations des algèbres 3-Hom-Lie colorées

Définition 2.1.1. Une algèbre Hom-Lie colorée (g, [·, ·], ε,α) est un espace vectoriel Γ-gradué g =
⊕

γ∈Γ gγ muni d’un crochet de degré zéro [·, ·] : g× g −→ g et d’une application linéaire α : g −→ g de

degré zéro qui satisfont :

[x,y] = −ε(x,y)[y, x], (2.1.1)

⟲x,y,z ε(z, x)[α(x), [y,z]] = 0. (2.1.2)

où⟲x,y,z est la somme cyclique sur x,y,z. Une représentation de (g, [·, ·], ε,α) sur un espace vectoriel

Γ-gradué M est une application linéaire de degré zéro ϱ : g→ M et un endomorphisme ν de M de degré

zéro satisfaisant :

ϱ(α(x)) ◦ ν = ν ◦ ϱ(x), (2.1.3)

ϱ([x,y]) ◦ ν = ε(y, x)ϱ(α(x)) ◦ ϱ(y)− ϱ(α(y)) ◦ ϱ(x) ∀x,y ∈ H(g). (2.1.4)
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On dit qu’on a une paire Hom-LieRep colorée et on s’y réfère avec le quintuplet (g, [·, ·], ε,α,ϱ).

Définition 2.1.2. Une algèbre 3-Hom-Lie colorée (g, [·, ·, ·], ε,α) est un espace vectoriel Γ-gradué g =
⊕

γ∈Γ gγ muni d’une application trilinéaire ε-antisymétrique de degré zéro [·, ·, ·] : g ∧ g ∧ g −→ g et

d’une application linéaire α : g −→ g de degré zéro qui vérifient :

[[x1, x2,y1],α(y2),α(y3)] + ε(x1 + x2,y1)[α(y1), [x1, x2,y2],α(y3)]

+ ε(x1 + x2,y1 + y2)[α(y1),α(y2), [x1, x2,y3]]− [α(x1),α(x2), [y1,y2,y3]] = 0, (2.1.5)

pour tout x1, x2,y1,y2,y3 ∈ H(g).

Définition 2.1.3. Soient (g, [·, ·, ·], ε,α) et (g
′
, [·, ·, ·]

′
, ε,α

′
) deux algèbres 3-Hom-Lie colorées. Une

application linéaire de degré zéro ϕ : g → g
′

est un morphisme d’algèbres 3-Hom-Lie colorées si elle

satisfait :

ϕ ◦ α = α
′
◦ ϕ,

ϕ([x,y,z]) = [ϕ(x),ϕ(y),ϕ(z)]
′

∀x,y,z H(g).

Soient (g, [·, ·, ·], ε,α) une algèbre 3-Hom-Lie colorée et M un espace vectoriel Γ-gradué. On

définit une application bilinéaire ε-antisymétrique de degré zéro ρ : g ∧ g → End(M) et un

endomorphisme µ dans M qui satisfont pour tout xi,yi ∈ H(g),1 ≤ i ≤ 3 :

ρ(α(x1),α(x2)) ◦ µ = µ ◦ ρ(x1, x2), (2.1.6)

ρ(α(x1),α(x2))ρ(y1,y2)− ε(x1 + x2,y1 + y2)ρ(α(y1),α(y2))ρ(x1, x2)

=ρ([x1, x2,y1],α(y2)) ◦ µ + ε(x1 + x2,y1)ρ(α(y1), [x1, x2,y2]) ◦ µ, (2.1.7)

ρ([x1, x2, x3],α(y1)) ◦ µ = ρ(α(x1),α(x2))ρ(x3,y1)

+ ε(x1, x2 + x3)ρ(α(x2),α(x3))ρ(x1,y1)− ε(x2, x3)ρ(α(x1),α(x3))ρ(x2,y1). (2.1.8)

Définition 2.1.4. Avec les notations ci-dessus, (M,ρ,µ) est une représentation de g, ou un g-module.

Une algèbre 3-Hom-Lie colorée avec son module forment une paire 3-HomLieRep colorée (g, [·, ·, ·], ε,α,ρ).

On définit

ad : g ∧ g→ gl(g), adx,y(z) = [x,y,z].

On constate que (g,ad,α) est une représentation de l’algèbre 3-Hom-Lie colorée (g, [·, ·, ·], ε,α). C’est la

représentation adjointe.

2.1.2 Cohomlogie de Chevalley-Eilenberg

Définition 2.1.5. Soit (g, [·, ·, ·], ε,α,ρ) une paire 3-HomLieRep colorée, l’ensemble C
p
α,µ(g, M) = {ψ :

(∧2g)⊗p−1 ∧ g→ M | ψ ◦ α = µ ◦ ψ}, p ≥ 1 est l’espace Γ-gradué des p-cochaines de g à valeurs dans

M.
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Définition 2.1.6. Soit ψ ∈ C
p
α,µ(g, M) une p-cochaine d’une algèbre 3-Hom-Lie colorée. Un opérateur

cobord δp agissant sur une p-cochaine est donné par :

δpψ(x1, ..., x2p+1)

=
p

∑
i=1

2p+1

∑
j=2i+1

(−1)iε(x2i−1 + x2i, x2i+1 + ... + xj−1)ψ
(
α(x1), ..., ̂α(x2i−1), α̂(x2i), ..., , [x2i−1, x2i, xj], ...,α(x2p+1)

)

+
p

∑
i=1

(−1)i+1ε(ψ + x1 + ... + x2i−2, x2i−1 + x2i)ρ(α
p−1(x2i−1,αp−1(x2i))ψ

(
x1, ..., x̂2i−1, x̂2i..., x2p+1

)

+ (−1)p+1ε(ψ + x1 + ... + x2p−1, x2p + x2p+1)ρ(α
p−1(x2p),αp−1(x2p+1))ψ(x1, ..., x2p−1)

+ (−1)pε(ψ + x1 + ... + x2p−2, x2p−1 + x2p+1)ε(x2p, x2p+1)ρ(α
p−1(x2p−1),α

p−1(x2p+1))ψ(x1, ..., x2p−2, x2p),

où x̂i signifie que xi est omis.

Définition 2.1.7. Le complexe de cochaînes (⊕p≥1C
p
α,µ(g, M),δ) est la cohomologie de Chevalley-

Eilenberg de l’algèbre 3-Hom-Lie colorée. On définit les espaces Γ-gradués suivant :

• L’espace des p-cocycles est défini par Z
p
α,µ(g, M) = Ker(δp) = {φ ∈ C

p
α,µ(g, M) | δp φ = 0}.

• L’espace des p-cobords est défini par B
p
α,µ(g, M) = Img(δp) = {ψ = δp−1φ | φ ∈ C

p−1
α,µ (g, M)}.

Lemme 2.1.1. B
p
α,µ(g, M) ⊆ Z

p
α,µ(g, M).

Définition 2.1.8. On appelle p-groupe de cohomologie l’espace quotient Z
p
α,µ/Bp

α,µ.

Définition 2.1.9. Soit (g, [·, ·], ε,α) une algèbre Hom-Lie colorée. Une application linéaire τ ∈ g∗e =

{τ ∈ g∗|τ(x) = 0,∀x ∈ gγ et γ , e} est une fonction quasi-trace d’algèbre Hom-Lie colorée si elle

satisfait :

τ ◦ α(x) = τ(x), (2.1.9)

⟲x,y,z ε(z, x)τ(x)τ([y,z]) = 0 ∀x,y,z ∈ g. (2.1.10)

Soient une paire Hom-LieRep colorée G = (g, [·, ·], ε,α,ϱ) et τ : ge → K une fonction quasi-

trace. On définit les applications multlinéaires de degré zéro suivantes :

ϱτ(x,y) = τ(x)ϱ(y)− ε(x,y)τ(y)ϱ(x), (2.1.11)

[x,y,z]τ = τ(x)[y,z] + ε(x,y + z)τ(y)[z, x] + ε(x + y,z)τ(z)[x,y] ∀x,y,z ∈ H(g). (2.1.12)

Théorème 2.1.1. Avec les notations ci-dessus, le quintuplet Gτ = (g, [·, ·, ·]τ, ε,α,ϱτ) est une paire

3-HomLieRep colorée. C’est la paire 3-HomLieRep colorée induite de G.

2.2 Représentations des algèbres n-Hom-Lie colorées

Dans cette section, on généralise la notion de représentation d’algèbre 3-Hom-Lie colorée

dans le but d’introduire la représentation d’algèbre n-Hom-Lie colorée.
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Définition 2.2.1. Une représentation d’algèbre n-Hom-Lie colorée (g, [·, · · · , ·], ε,α) sur un espace vecto-

riel Γ-gradué M est une application multilinéaire ε-antisymétrique de degré zéro ρ :
∧n−1 g −→ End(M)

satisfaisant les identités suivantes pour tout X = (x1, . . . , xn−1),Y = (y1, . . . ,yn−1) ∈ H(
∧n−1 g) et

xn ∈ H(g) :

ρ(α̃(X)) ◦ µ = µ ◦ ρ(X), (2.2.1)

ρ(α(x1), · · · ,α(xn−1)) ◦ ρ(y1, . . . ,yn−1)− ε(X,Y)ρ(α(y1), · · · ,α(yn−1)) ◦ ρ(x1, . . . , xn−1)

=
n−1

∑
i=1

ε(X,Yi)ρ(α(y1), · · · ,α(yi−1), adX(yi), · · · ,α(yn−1)) ◦ µ, (2.2.2)

ρ
(
[x1, x2, · · · , xn],α(y1),α(y2), · · · ,α(yn−2)

)
◦ µ,

=
n

∑
i=1

(−1)n−iε(xi, Xi)ρ(α(x1), · · · , x̂i, · · · ,α(xn))ρ(xi,y1,y2, · · · ,yn−2), (2.2.3)

où l’application linéaire α̃ est définie par l’Eq (1.3.10). On note cette représentation par le triplet (M,ρ,µ).

Remarques 2.2.1.

1. L’équation (2.2.2) peut s’écrire en fonction des objets fondamentaux sur L et le crochet d’algèbre

Hom-Leibniz colorée (1.3.11) comme suit :

ρ(α̃(X)) ◦ ρ(Y)− ε(X,Y)ρ(α̃(Y)) ◦ ρ(X) = ρ([X,Y]α) ◦ µ. (2.2.4)

2. Deux représentations (M,ρ,µ) et (M′,ρ′,µ′) sont equivalentes s’il existe un isomorphisme

d’espaces vectoriels Γ-gradués f : M → M′ de degré zéro, telle que f (ρ(X)m) = ρ′(X) f (m)

et f ◦ µ = µ′ ◦ f pour tout X ∈ H(L), m ∈ M et m′ ∈ M′.

Exemple 2.2.1. Soit (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée. La représentation adjointe est une

représentation sur g avec µ = α. L’identité (2.2.2) est équivalente à l’identité de ε-n-Hom-Jacobi (1.3.5).

Proposition 2.2.1. Soit (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée. Alors (M,ρ,µ) est une

représentation de g si et seulement si (g ⊕ M, [·, . . . , ·]ρ, ε,αg⊕M) est une algèbre n-Hom-Lie colorée

multiplicative, où le crochet n-aire [·, . . . , ·]ρ : ∧n(g⊕ M) −→ g⊕ M est donné par :

[x1 + m1, . . . , xn + mn]ρ = [x1, . . . , xn] +
n

∑
i=1

(−1)n−iε(xi, Xi)ρ(x1, . . . , x̂i, . . . , xn)mi.

L’application linéaire de degré zéro αg⊕M : g⊕ M −→ g⊕ M est donnée par :

αg⊕M(x + m) = α(x) + µ(m) ∀xi ∈ H(g) et mi ∈ H(M).

On l’appelle produit semi-direct de l’algèbre n-Hom-Lie colorée (g, [·, · · · , ·], ε,α) par la représentation

(M,ρ,µ), il se note g ⋉
α,µ
ρ M. Notons que g⊕ M est un espace Γ-gradué, où (g⊕ M)γ = gγ ⊕ Mγ. Ce

qui implique que x + m ∈ H(g⊕ M) alors xi + mi = xi = mi.
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Preuve 2.2.1. C’est facile à montrer que [·, . . . , ·]ρ est ε-antisymétrique. Soient x1 + v1, . . . , xn−1 + vn−1

et y1 + w1, . . . ,yn + wn ∈ H(g⊕ M), l’identité (1.3.5) est donnée en termes de crochet n-aire [·, . . . , ·]ρ
et de morphisme αg⊕M par :

[αg⊕M(x1 + v1), . . . ,αg⊕M(xn−1 + vn−1), [y1 + w1, . . . ,yn + wn]ρ]ρ =
n

∑
i=1

ε(X,Yi) (2.2.5)

[αg⊕M(y1 + w1), . . . ,αg⊕M(yi−1 + wi−1), [x1 + v1, . . . , xn−1 + vn−1,yi + wi]ρ, . . . ,αg⊕M(yn + wn)]ρ.

Le premier membre de l’égalité (2.2.5) est égal à :

[α(x1), . . . ,α(xn−1), [y1, . . . ,yn]]

+
n−1

∑
i=1

(−1)n−iε(xi, Xi + Y)ρ(α(x1), . . . , x̂i, . . . ,α(xn−1), [y1, . . . ,yn])µ(vi)

+
n

∑
i=1

(−1)n−iε(yi,Yi)ρ(α(x1), . . . ,α(xn))ρ(y1, . . . , ŷi, . . . ,yn)wi.

Le second membre, pour i ∈ {1, . . . ,n} fixé, est égal à :

ε(X,Yi)[α(y1), . . . ,α(yi−1), [x1, . . . ,yi], . . . ,α(yn)]

+∑
j<i

(−1)n−jε(X,Yi)ε(yj, X + Y j)ρ(α(y1), . . . , ŷj, . . . ,α(yi−1), [x1, . . . , xn−1,yi], . . . ,α(yn))µ(wj)

+∑
j>i

(−1)n−jε(X,Yi)ε(yj,Y j)ρ(α(y1), · · · ,α(yi−1), [x1, . . . , xn−1,yi], . . . , ŷj, . . . ,α(yn))µ(wj)

+
n−1

∑
j=1

(−1)i+jε(X,Yi)ε(X + yi,Yi)ε(xj, X j + yi)ρ(α(y1), . . . , ŷi, . . . ,α(yn))ρ(x1, . . . , x̂j, . . . , xn−1,yi)vj

+(−1)n−iε(X,Yi)ε(X + yi,Yi)ρ(α(y1), . . . , ŷi, . . . ,α(yn))ρ(x1, . . . , xn−1)wi.

Alors (M,ρ,µ) est une représentation de l’algèbre n-Hom-Lie colorée (g, [·, · · · , ·], ε,α) si et seulement si

(g⊕ M, [·, . . . , ·]ρ, ε,αg⊕M) est une algèbre n-Hom-Lie colorée multiplicative.

Proposition 2.2.2. Soient (g, [·, . . . , ·], ε) une algèbre n-Lie colorée, (M,ρ) une représentation de g,

α : g → g un morphisme d’algèbre et µ : M → M une application linéaire de degré zéro tel que

ρ(α̃(X)) ◦ µ = µ ◦ ρ(X), pour tout X ∈ L. Alors (M, ρ̃ = µ ◦ ρ,µ) est une représentation de l’algèbre

n-Hom-Lie colorée multiplicative (g, [·, . . . , ·]α, ε,α) qui a été construite dans le corollaire 1.3.1.

Preuve 2.2.2. C’est évident que :

ρ̃(α̃(X)) ◦ µ = µ ◦ ρ̃(X) ∀X,Y ∈ H(L).

Puisque (M,ρ) est une représentation de g, alors :

ρ̃([x1, . . . , xn]α,α(y1), . . . ,α(yn−2)) ◦ µ

=µ ◦ ρ̃([x1, . . . , xn],y1, . . . ,yn−2)

=
n

∑
i=1

(−1)n−1ε(xi, Xi)µ2 ◦ ρ(x1, . . . , x̂i, . . . , xn)ρ(xi,y1, . . . ,yn)
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=
n

∑
i=1

(−1)n−1ε(xi, Xi)µ ◦ ρ(α(x1), . . . , x̂i, . . . ,α(xn))µ ◦ ρ(xi,y1, . . . ,yn)

=
n

∑
i=1

(−1)n−1ε(xi, Xi)ρ̃(α(x1), . . . , x̂i, . . . ,α(xn))ρ̃(xi,y1, . . . ,yn).

Par conséquent, la condition (2.2.3) est verifiée. Aussi, la condition (2.2.2). Donc (M, ρ̃,µ) est une

représentation de (g, [·, . . . , ·]α, ε,α).

2.3 Cohomologie des algèbres n-Hom-Lie colorées

Dans cette section, on étudie la cohomologie des algèbres n-Hom-Lie colorées multiplica-

tives dans une représentation donnée. Soit (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée et

(M,ρ,µ) un L(g)-module. Une p-cochaine est une application multilinéaire ε-antisymétrique

φ : L(g)⊗ · · · ⊗ L(g)︸                   ︷︷                   ︸
p−1

∧g −→ M satisfaisant :

µ ◦ φ(X1, · · · , Xp,z) = φ(α̃(X1), · · · , α̃(Xp),α(z)). (2.3.1)

L’ensemble des p-cochaines est un espace Γ-gradué qui est noté C
p
α,µ(g, M).

On peut définir l’opérateur cobord de la cohomologie d’algèbre n-Hom-Lie colorée g à

coefficients dans M en utilisant la structure d’algèbre Hom-Leibniz colorée comme suit :

Définition 2.3.1. Soit φ ∈ C
p
α,µ(g, M) une p-cochaine d’une algèbre n-Hom-Lie colorée. Un opérateur

cobord δp : C p
α,µ(g, M)→ C

p+1
α,µ (g, M) agissant sur une p-cochaine est donné par :

δp φ(X1, ..., Xp,z) (2.3.2)

=
p

∑
1≤i<j

(−1)iε(Xi, Xi+1 + ... + Xj−1)φ
(
α̃(X1), ..., ˜̂α(Xi), ..., α̃(Xj−1), [Xi, Xj]α, ..., α̃(Xp),α(z)

)

+
p

∑
i=1

(−1)iε(Xi, Xi+1 + ... + Xp)φ
(
α̃(X1), ..., ˜̂α(Xi), ..., α̃(Xp),ad(Xi)(z)

)

+
p

∑
i=1

(−1)i+1ε(φ + X1 + ... + Xi−1, Xi)ρ(α̃
p−1(Xi))

(
φ
(
X1, ..., X̂i, ..., Xp,z

))

+ (−1)p+1(φ(X1, ..., Xp−1, ) · Xp

)
•α αp(z),

où :

(
φ(X1, ..., Xp−1, ) · Xp

)
•α αp(z)

=
n−1

∑
i=1

(−1)n−iε(φ + X1 + ... + Xp−1, x1
p + ... + x̂i

p + . . . + xn−1
p + z)ε(xi

p, xi+1
p + . . . + xn−1

p + z)

ρ(αp−1(x1
p), ...,α

p−1(xn−1
p ),αp−1(z))φ(X1, ..., Xp−1, xi

p), (2.3.3)

pour tout Xi = (x
j
i)1≤j≤n−1 ∈ H(L(g)), 1 ≤ i ≤ p et z ∈ H(g).
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Proposition 2.3.1. Soit φ ∈ C
p
α,µ(g, M) une p-cochaine, alors δp+1 ◦ δp(φ) = 0.

Preuve 2.3.1. Soient φ ∈ C
p
α,µ(g, M) une p-cochaine, Xi = (x

j
i)1≤j≤n−1 ∈ H(L(g)), 1 ≤ i ≤ p + 2 et

z ∈ H(g). On établit :

δp = δ
p
1 + δ

p
2 + δ

p
3 + δ

p
4 et δp+1 ◦ δp =

4

∑
i,j=1

Υij,

où Υij = δ
p+1
i ◦ δ

p
j ,

δ
p
1 φ(X1, ..., Xp,z) =

p

∑
1≤i<j

(−1)iε(Xi+1 + ... + Xj−1, Xi)φ
(
α̃(X1), ..., ˜̂α(Xi), ..., , [Xi, Xj]α, ..., α̃(Xp),α(z)

)

δ
p
2 φ(X1, ..., Xp,z) =

p

∑
i=1

(−1)iε(Xi+1 + ... + Xp, Xi)φ
(
α̃(X1), ..., ˜̂α(Xi), ..., α̃(Xp),ad(Xi)(z)

)

δ
p
3 φ(X1, ..., Xp,z) =

p

∑
i=1

(−1)i+1ε(φ + X1 + ... + Xi−1, Xi)ρ(α̃
p−1(Xi))

(
φ
(
X1, ..., X̂i, ..., Xp,z

))

δ
p
4 φ(X1, ..., Xp,z) = (−1)p+1(φ(X1, ..., Xp−1, ) · Xp

)
•α αp(z).

Pour simplifier les notations, on remplace ad(X)(z) par X · z. On va monter que Υ11 + Υ12 + Υ21 +

Υ22 = 0 pour (Xi)1≤i≤p ∈ L(g) et z ∈ g.

Commen·consparΥ11(φ)(X1, ..., Xp,z), qui est donné par :

Υ11(φ)(X1, ..., Xp,z)

=
p

∑
1≤i<k<j

(−1)i+kε(Xi+1 + ... + Xj−1, Xi)ε(Xk+1 + ... + Xj−1, Xk)

φ
(
α̃2(X1), ..., X̂i, ..., ˜̂α(Xk), ..., [α̃(Xk), [Xi, Xj]α]α, ...., α̃2(Xp),α2(z)

)

+
p

∑
1≤i<k<j

(−1)i+k−1ε(Xi+1 + ... + X̂k + ... + Xj−1, Xi)ε(Xk+1 + ... + Xj−1, Xk)

φ
(
α̃2(X1), ..., ˜̂α(Xi), ..., X̂k, ..., [α̃(Xi), [Xk, Xj]α]α, ...., α̃2(Xp),α2(z)

)

+
p

∑
1≤i<k<j

(−1)i+k−1ε(Xi+1 + ... + X̂k + ... + Xj−1, Xi)ε(Xk+1 + ... + Xj−1, Xk)

φ
(
α̃2(X1), ..., X̂i, ..., ̂[Xi, Xk]α, ..., [[Xi, Xk]α, α̃(Xj)]α, ...., α̃2(Xp),α2(z)

)
.

On applique l’identité (1.3.8), on trouve que Υ11 = 0.

D’une part on a :

(Υ21(φ) + Υ12(φ))(X1, ..., Xp,z)

=
p

∑
1≤i<j

(−1)i+j−1ε(Xi+1 + ... + X̂j + ... + Xp, Xi)ε(Xj+1 + ... + Xp, Xj)

φ
(
α̃2(X1), ..., X̂i, ..., ̂[Xi, Xj]α, ..., α̃2(Xp), [Xi, Xj]α · α(z)

)

et

Υ22(φ)(X1, ..., Xp,z)
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=
p

∑
1≤i<j

(−1)i+jε(Xi+1 + ... + Xp, Xi)ε(Xj+1 + ... + Xp, Xj)

φ
(
α̃2(X1), ..., X̂i, ..., ˜̂α(Xj), ..., α̃2(Xp),

(
α̃(Xj) · (Xi · z)

))

+
p

∑
1≤i<j

(−1)i+j−1ε(Xj+1 + ... + Xp+1, Xj)ε(Xj+1 + ... + X̂j + ... + Xp, Xi)

φ
(
α̃2(X1), ..., ˜̂α(Xi), ..., X̂j, ..., α̃2(Xp),

(
α̃(Xi) · (Xj · z)

))
.

D’aprés l’Eq (1.3.5), Υ12 + Υ21 + Υ22 = 0, pour tout Xi, Xj ∈ H(L(g)) et z ∈ H(g).

Et d’autre part on a :

Υ31φ(X1, ..., Xp+1,z)

=
p+1

∑
1≤i<j<k

{
(−1)k+i+1ε(φ + X1 + ... + Xk−1, Xk)ε(Xi+1 + ... + Xj−1, Xi)

ρ
(
α̃p(Xk)

)
φ(α̃(X1), ..., X̂i, ..., [Xi, Xj]α, ..., X̂k, ...,α(z))

+ (−1)j+i+1ε(φ + X1 + ... + Xj−1, Xj)ε(Xi+1 + ... + X̂j + ... + Xk−1, Xi)

ρ
(
α̃p−1(Xj)

)
φ(α̃(X1), ..., X̂i, ..., X̂j, ..., [Xi, Xk]α, ...,α(z))

+ (−1)j+iε(φ + X1 + ... + Xi−1, Xi)ε(Xj+1 + ... + Xk−1, Xj)

ρ
(
α̃p−1(Xi)

)
φ(α̃(X1), ..., X̂i, ..., X̂j, ..., [Xj, Xk]α, ...,α(z))

}
,

Υ13φ(X1, ..., Xp+1,z) = −Υ31φ(X1, ..., Xp+1,z)

+
p+1

∑
1≤i<j

(−1)i+j+1ε(φ + X1 + ... + Xi−1, Xi)ε(φ + X1 + ... + X̂i + ... + Xj−1, Xj)

ρ
(
α̃p−1([Xi, Xj]α)

)
µ
(

φ(X1, ..., X̂i, ..., X̂j, ...,z)
)

et

Υ33φ(X1, ..., Xp+1,z)

=
p+1

∑
1≤i<j

{
(−1)i+j+1ε(φ + X1 + ... + Xi−1, Xi)ε(φ + X1 + ... + Xj−1, Xj)ρ

(
α̃p−1(Xi)

)

(
ρ
(
α̃p(Xj)

)(
φ(X1, ..., X̂i, ..., X̂j, ...,z)

))

+ (−1)i+jε(φ + X1 + ... + Xi−1, Xi)ε(φ + X1 + ... + X̂i + ... + Xj−1, Xj)

ρ
(
α̃p−1(Xj)

)(
ρ
(
α̃p−1(Xi)

)(
φ(X1, ..., X̂j, ..., X̂i, ...,z)

))
.

Pour α̃p(Xi) ∈ L(g), α̃p(Xj) ∈ L(g) et φ(X1, ..., X̂i, ..., X̂j, ...,z) ∈ M. En appliquant l’Eq (2.2.2), on

obtient :

Υ13 + Υ33 + Υ31 = 0.

Par le même calcul, on prouve que :

Υ23 + Υ32 = 0,
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Υ14 + Υ41 + Υ24 + Υ42 + Υ34 + Υ43 + Υ44 = 0,

Ce qui termine la preuve.

Définition 2.3.2. On définit les espaces Γ-gradués suivant

• l’espace des p-cocycles Z
p
α,µ(g, M) = {φ ∈ C

p
α,µ(g, M) : δp φ = 0},

• l’espace des p-cobords B
p
α,µ(g, M) = {ψ = δp−1φ : φ ∈ C

p−1
α,µ (g, M)}.

Lemme 2.3.1. B
p
α,µ(g, M) ⊂ Z

p
α,µ(g, M).

Définition 2.3.3. On appelle p-groupe de cohomologie le quotient

H
p
α,µ(g, M) = Z

p
α,µ(g, M)/Bp

α,µ(g, M).

Exemple 2.3.1. Soit (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée, alors

1. une 1-cochaine ϕ est dite 1-cocycle si et seulement si :

ϕ ◦ adX(xn) =
n

∑
i=1

(−1)n−iε(ϕ, X̂)ε(xi, Xi)ρ(x1, · · · , x̂i, · · · , xn)ϕ(xi). (2.3.4)

En particulier, si M = g, l’équation précédente peut s’écrire comme suit :

n

∑
i=1

ε(ϕ, Xi)[x1, . . . ,ϕ(xi), . . . , xn]− ϕ([x1, x2, . . . , xn]) = 0.

2. Une 2-cochaine ψ est un 2-cocycle si et seulement si pour tout élément homogéne X = (x1, . . . , xn−1),

Y = (y1, . . . ,yn−1) ∈ L(g) et yn ∈ g :

ρ(α̃(X))ψ(y1, . . . ,yn) + ψ(α(x1), . . . ,α(xn−1), adY · yn)

=
n

∑
i=1

ε(X,Yi)ψ(α(y1), . . . ,α(yi−1), [x1, . . . , xn−1,yi], . . . ,α(yn))

+
n

∑
i=1

(−1)n−iε(ψ + X, Ŷn)ε(yi,Yi
n)ρ(α(y1), . . . , ŷi, . . . ,α(yn))ψ(x1, . . . , xn−1,yi). (2.3.5)
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3
Déformations et opérateurs de Nijenhuis des algèbres

n-Hom-Lie colorées

Dans ce chapitre, on étudie les déformations formelles à un paramétre des algèbres n-

Hom-Lie colorées en s’appuyant sur la cohomologie. En outre, on introduit les déformations

infinitésimalement triviales. Ceci motive la construction des opérateurs de Nijenhuis sur les

algèbres n-Hom-Lie colorées multiplicatives. En relation avec ces opérateurs, on considère la

structure produit sur les algèbres n-Hom-Lie colorées.

3.1 Déformations des algèbres n-Hom-Lie colorées

Dans cette section, on définit les déformations formelles et on traite les déformations équiva-

lentes d’algèbre n-Hom-Lie colorée.

Soit K[[λ]] l’anneau des séries formelles à une variable λ et à coefficients dans K. Pour

tout espace vectoriel Γ-gradué g, on note par g[[λ]] l’espace Γ-gradué des séries formelles à

coefficients dans g. Étant donnée une application n-linéaire ω : g× · · · × g→ g de degré γ, elle

admet naturellement une extension n-linéaire, ω : g[[λ]]× · · · × g[[λ]]→ g[[λ]], aussi de degré γ

et définie par :

ω(x1, · · · , xn) = ∑
j1,··· ,jn≥0

λj1+···+jn ω(a
j1
1 , . . . , a

jn
n ),

pour tout élément homogène xi = ∑ji≥0 λji a
ji
i .

Définition 3.1.1. Soit (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée. Une déformation formelle

λ-parametrée d’une algèbre n-Hom-Lie colorée est une application n-k-linéaire de degré zéro :

[·, · · · , ·]λ : g[[λ]]× · · · × g[[λ]]→ g[[λ]],
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définie par :

[x1, · · · , xn]λ = [x1, · · · , xn] +
∞

∑
i=1

λiωi(x1, . . . , xn), (3.1.1)

où ωi : g⊗n → g (i ≥ 1) sont des applications multilinéaires ε-antisymétrique de degré zéro, tel que

[
α(x1), · · · ,α(xn−1), [y1,y2, · · · ,yn]λ

]
λ

(3.1.2)

=
n

∑
i=1

ε(X,Yi)
[
α(y1), · · · ,α(yi−1), [x1, x2, · · · ,yi]λ,α(yi+1), · · · ,α(yn)

]
λ

, (3.1.3)

pour tout élément homogène xi ∈ g, i ∈ {1, · · · ,n}.

La définition précédente signifie que le quadruplet gλ := (g[[λ]], [·, · · · , ·]λ, ε,α) est une al-

gèbre n-Hom-Lie colorée.

Remarques 3.1.1.

1. Si λ2 = 0, (k = 1), la déformation est dite infinitésimale.

2. Si λk+1 = 0, la déformation est dite d’ordre k .

Soient ω et ω′ 2-cochaines de l’algèbre n-Hom-Lie colorée (g, [·, · · · , ·], ε,α) à coefficients dans

la représentation adjointe. On définit le crochet [·, ·] : C2
α,α(g,g)× C2

α,α(g,g)→ C3
α,α(g,g), pour tout

X,Y ∈ H(L) et z ∈ H(g), par :

[ω,ω′](X,Y,z) =ω(α̃(X),ω′(Y,z))− ε(X,Y)ω(α̃(Y),ω′(X,z))− ω(ω′(X,•) ◦ α̃(Y),α(z))

+ ω′(α̃(X),ω(Y,z))− ε(X,Y)ω′(α̃(Y),ω(X,z))− ω′(ω(X,•) ◦ α̃(Y),α(z)),

où

ω(X,•) ◦ α̃(Y) =
n−1

∑
k=1

ε(X,Yi)α(y1) ∧ . . . ∧ ω(X,yk) ∧ . . . ∧ α(yn−1).

Théorème 3.1.1. Avec les notations ci-dessus, les 2-cochaines ωi, i ≥ 1, engendrent une déformation

formelle λ-paramétrée gλ d’ordre k si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

δ2ω1 = 0, (3.1.4)

δ2ωl +
1
2

l−1

∑
i=1

[ωi,ωl−i] = 0, 2 ≤ l ≤ k, (3.1.5)

1
2

k

∑
i=l−k

[ωi,ωl−i] = 0, n ≤ l ≤ 2k. (3.1.6)

Preuve 3.1.1. Soient ωi, i ≥ 1 des 2-cochaines engendrent une déformation λ-paramétrée d’ordre k

de l’algèbre n-Hom-Lie colorée (g, [·, . . . , ·], ε,α). Alors gλ := (g, [·, · · · , ·]λ, ε,α) est aussi une algèbre

n-Hom-Lie colorée. D’aprés la proposition 1.3.2, l’identité (1.3.5) dans gλ est équivalente à :

adλ
[X,Y]λα

· α(z) = adλ
α̃(X) · (adλ

Y · z)− ε(X,Y) adλ
α̃(Y) · (adλ

X · z), (3.1.7)
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où

[X,Y]λα = [X,Y]α +
k

∑
i=1

λiωi(X,•) ◦ α̃(Y).

L’application adjointe dans gλ est donnée par :

adλ
X · z = adX · z +

k

∑
i=1

λiωi(X,z).

Le membre gauche de l’Eq.(3.1.7) est égal à :

ad[X,Y]α · α(z) +
k

∑
i=1

λi
(
ωi([X,Y]α,α(z)) + adωi(X,•)◦α̃(Y) · α(z)

)
+

k

∑
i,j=1

λi+jadωi(ωj(X,•)◦α̃(Y)) · α(z).

Le membre droit est égal à :

adλ
α̃(X) · (adλ

Y · z) =adα̃(X) · (adY · z) +
k

∑
i=1

λi
(
ωi(α̃(X), adY · z) + adα̃(X) · ωi(Y,z)

)

+
k

∑
i,j=1

λi+jωi(α̃(X),ωj(Y,z)).

adλ
α̃(Y) · (adλ

X · z) =adα̃(Y) · (adX · z) +
k

∑
i=1

λi
(
ωi(α̃(Y), adX · z) + adα̃(Y) · ωi(X,z)

)

+
k

∑
i,j=1

λi+jωi(α̃(Y),ωj(X,z)).

En comparant les coefficients de λl , on obtient les conditions (3.1.4), (3.1.5) et (3.1.6) respectivement.

Remarques 3.1.2.

1. L’équation (3.1.4) signifie que ω1 est un 2-cocycle.

2. Si gλ est une déformation d’ordre k, alors on déduit de l’ Eq.(3.1.6) que (g,ωk, ε,α) est une algèbre

n-Hom-Lie colorée.

3. En particulier, une déformation infinitésimale de gλ engendrée par ω : ∧ng→ g et donnée par :

[·, · · · ·]λ = [·, · · · , ·] + λω(·, · · · , ·).

L’application linéaire ω engendre une déformation infinitésimale de l’algèbre n-Hom-Lie colorée g

si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) Le quadruplet (g,ω, ε,α) est une algèbre n-Hom-Lie colorée multiplicative.

(b) L’application ω est un 2-cocycle de g à coefficients dans la représentation adjointe. Autrement

dit, ω satisfait la condition (2.3.5) pour ρ = ad.

Définition 3.1.2. Deux déformations formelles gλ et gλ
′ d’une algèbre n-Hom-Lie colorée (g, [·, . . . , ·], ε,α)

sont considérées comme équivalentes, s’il existe un isomorphisme formel ϕλ : gλ → gλ
′ , où ϕλ =

∑i≥0 λiϕi, ϕi : g→ g sont des applications linéaires de degré zéro satisfaisant :

ϕ0 = idg, ϕi ◦ α = α ◦ ϕi, (3.1.8)
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ϕλ ◦ [x1, · · · , xn]λ = [ϕλ(x1), · · · ,ϕλ(xn)]λ′ . (3.1.9)

Deux déformations équivalentes seront notées par gλ ∼ gλ
′ .

Remarque 3.1.1. Une déformation formelle gλ est dite triviale si gλ ∼ g.

Théorème 3.1.2. Soient gλ et gλ
′ deux déformations équivalentes engendrées par ω et ω′ respectivement.

Alors ω et ω′ appartiennent à la même classe de cohomologie H2
α,µ(g,g).

Preuve 3.1.2. Il suffit de prouver que ω − ω′ ∈ B2
α,µ(g,g).

Soit gλ ∼ gλ
′ . Une identification des coefficients de λ dans (3.1.8) nous donne :

ω(x1, · · · , xn) + ϕ1[x1, · · · , xn] = ω
′
(x1, · · · , xn) + [ϕ(x1), · · · , xn] + . . . + [x1, · · · ,ϕ(xn)].

Alors :

ω(x1, · · · , xn)− ω
′
(x1, · · · , xn) =− ϕ[x1, · · · , xn] + [ϕ(x1), · · · , xn] + . . . + [x1, · · · ,ϕ(xn)]

=− ϕ[x1, · · · , xn] +
n

∑
i=1

(−1)n−iε(xi, Xi)[x1, . . . , x̂i, . . . , xn,ϕ(xi)]

=δ1ϕ(X, xn).

Cela termine la preuve.

3.2 Opérateurs de Nijenhuis sur les algèbres n-Hom-Lie colorées

Motivé par les déformations infinitésimalement triviales, on définit les opérateurs de Ni-

jenhuis sur les algèbres n-Hom-Lie colorées multiplicatives. En relation avec ces opérateurs,

on introduit la notion de structure produit sur les algèbres n-Hom-Lie colorées. En outre, on

montre qu’une algèbre n-Hom-Lie colorée admet une structure produit si et seulement si elle

admet une décomposition, voir [64] pour le cas non-gradué.

3.2.1 Définitions et constructions

Soit gλ := (g[[λ]], [·, . . . , ·]λ, ε,α) une déformation d’ordre (n − 1) d’une algèbre n-Hom-Lie

colorée.

Définition 3.2.1. La déformation gλ est dite infinitésimalement triviale s’il existe une application

linéaire de degré zéro N : g→ g tel que Tλ = id+ λN : gλ → g soit un morphisme d’algèbre. Autrement

dit, si pour tout x1, . . . , xn ∈ H(g) on a :

Tλ ◦ α = α ◦ Tλ, (3.2.1)

Tλ[x1, . . . , xn]λ = [Tλ(x1), . . . ,Tλ(xn)]. (3.2.2)
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La condition (3.2.1) est équivalente à N ◦ α = α ◦ N .

Le membre gauche de l’Eq. (3.2.2) est égal à :

[x1, . . . , xn] + λ
(
ω1(x1, . . . , xn) +N [x1, . . . , xn]

)

+
n−2

∑
j=1

λj+1(Nωj(x1, . . . , xn) + ωj+1(x1, . . . , xn)
)
+ λnNωn−1(x1, . . . , xn).

Le membre droit est égal à :

[x1, . . . , xn] + λ
n

∑
i1=1

[x1, . . . ,N xi1 , . . . , xn] + λ2
n

∑
i1<i2

[x1, . . . ,N xi1 , . . . ,N xi2 , . . . , xn] + . . .

+ λn−1 ∑
i1<i2...<in−1

[x1, . . . ,N xi1 , . . . ,N xi2 , . . . ,N xin−1 , xn] + λn[N x1, . . . ,N x2, . . . ,N xn].

Par identification des coefficients, pour tout 2 ≤ l ≤ n − 1, on obtient :

ω1(x1, . . . , xn) +N [x1, . . . , xn] =
n

∑
i1=1

[x1, . . . ,N xi1 , . . . , xn], (3.2.3)

Nωn−1(x1, . . . , xn) = [N x1, . . . ,N x2, . . . ,N xn], (3.2.4)

Nωl(x1, . . . , xn) + ωl−1(x1, . . . , xn) = ∑
i1<i2 ...<il

[x1, . . . ,N xi1 , . . . ,N xi2 , . . . ,N xil
, . . . , xn]. (3.2.5)

Soient (g, [·, . . . , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée, N : g → g une application linéaire de

degré zéro. On définit un crochet n-aire [·, . . . , ·]1N : ∧ng→ g par :

[x1, . . . , xn]
1
N =

n

∑
i=1

[x1, . . . ,N xi, . . . , xn]−N [x1, x2, . . . , xn].

Par induction, on définit une série des crochets n-aires [·, . . . , ·]jN : ∧ng→ g par :

[x1, . . . , xn]
j
N = ∑

i1<i2...<ij

[. . . ,N xi1 , . . . ,N xi2 , . . . ,N xij
, . . .]−N [x1, . . . , xn]

j−1
N ∀ 2 ≤ j ≤ n − 1.

En particulier, on a :

[x1, . . . , xn]
n−1
N = ∑

i1<i2...<in−1

[N xi1 , . . . ,N xin−1 , xn]−N [x1, . . . , xn]
n−2
N . (3.2.6)

Les notations ci-dessus explique la définition suivante.

Définition 3.2.2. Soit (g, [·, . . . , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée. Une application de degré zéro

N : g→ g est un opérateur de Nijenhuis si elle commute avec α et satisfait :

[N x1, . . . ,N x2, . . . ,N xn] =N [x1, . . . , xn]
n−1
N . (3.2.7)

On peut écrire cette dernière de la manière suivante :
n

∑
j=0

(−1)n−jN n−j

(
∑

i1<i2 ...<ij

[. . . ,N xi1 , . . . ,N xi2 , . . . ,N xij
, . . .]

)
= 0. (3.2.8)

On a illustré que toute déformation infinitésimalement triviale engendre un opérateur de

Nijenhuis. Maintenant, on va traiter inversement le résultat. En clair, on va prouver que tout

opérateur de Nijenhuis engendre une déformation infinitésimalement triviale.
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Théorème 3.2.1. Soit N un opérateur de Nijenhuis sur une algèbre n-Hom-Lie colorée (g, [·, · · · , ·], ε,α).

Alors le crochet n-aire :

[x1, · · · , xn]λ = [x1, · · · , xn] +
n−1

∑
i=1

λi[x1, . . . , xn]
i
N , (3.2.9)

définit une déformation infinitésimalement triviale de g.

Preuve 3.2.1. Elle découle de la caractérisation ci-dessus, de l’identité (3.2.2), du Théorème 3.1.1 et du

Lemme 1.3.1.

Proposition 3.2.1. Soient N un opérateur de Nijenhuis bijectif sur une algèbre n-Hom-Lie colorée

(g, [·, . . . , ·], ε,α), a ∈ g0 tel que α(a) = a et N (a) ∈ Z(g). Alors N est un opérateur de Nijenhuis sur

l’algèbre (n − 1)-Hom-Lie colorée (g,{·, · · · , ·}a, ε,α), où {·, · · · , ·}a = [a, ·, · · · , ·].

En particulier, l’équation de l’opérateur de Nijenhuis sur une algèbre Hom-Lie colorée

(g, [·, ·], ε,α) s’écrit comme suit :

[N x,N y] =N [N x,y] +N [x,N y]−N 2[x,y].

Corollaire 3.2.1. Soient N un opérateur de Nijenhuis sur une algèbre 3-Hom-Lie colorée (g, [·, ·, ·], ε,α)

et a un élément de degré zéro. Si N est bijectif, alors il est un opérateur de Nijenhuis sur l’algèbre

Hom-Lie colorée (g,{·, ·}a, ε,α) tel que N (a) ∈ Z(g), où {·, ·}a = [a, ·, ·].

3.2.2 Structures produits sur les algèbres n-Hom-Lie colorées

Dans cette section, on étudie la structure produit sur une algèbre n-Hom-Lie colorée en

tant qu’opérateur de Nijenhuis vérifiant une condition bien déterminée. On montre que cette

structure produit mène à une décomposition de l’algèbre. Par la suite, on introduit la notion de

structure produit stricte sur une algèbre n-Hom-Lie colorée et on donne un exemple.

Définition 3.2.3. Soit G = (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée. Une quasi structure

produit sur G est une application linéaire de degré zéro P : g→ g, (P ,±Idg) qui satisfait P2 = Idg.

Une quasi structure produit est appelée structure produit sur G si c’est un opérateur de Nijenhuis.

Remarque 3.2.1. On note qu’une structure produit sur une algèbre n-Hom-Lie colorée est une application

linéaire de degré zéro P : g→ g satisfaisant les propriétés suivantes pour tout x1, ..., xn ∈ g :

P2 = Id, Pα = αP ,

[Px1,Px2, . . . ,Pxn] =
n−1

∑
j=0

(−1)n−j−1Pµn−j(
n

∑
i1<i2 ...<ij

[. . . ,Pxi1 , . . . ,Pxij
, . . .]), (3.2.10)

où µk =





1 si k est impair,

0 si k est pair.
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Théorème 3.2.2. Soit G = (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée. Alors G admet une structure

produit si et seulement si g =
⊕

γ∈Γ gγ admet une décomposition g = g+ ⊕ g−, où g+ =
⊕

γ∈Γ(gγ)+ et

g− =
⊕

γ∈Γ(gγ)− sont les espaces propres associés aux valeurs propres 1 et −1 respectivement. Notons

qu’ils sont des Hom-sous-algèbres colorées et gγ = (gγ)+ ⊕ (gγ)−.

Preuve 3.2.2. Soit P une structure produit sur (g, [·, · · · , ·], ε,α). D’après l’Eq. (3.2.10), on a pour tout

élement xi ∈ g+ :

[x1, ..., xn] = [Px1, . . . ,Pxn]

=
n−1

∑
j=0

(−1)n−j−1Pµn−j( ∑
i1<i2 ...<ij

[. . . ,Pxi1 , . . . ,Pxi2 , . . . ,Pxij
, . . .])

=
n−1

∑
j=0

(−1)n−j−1
(

n

j

)
Pµn−j [x1, ..., xn]. (3.2.11)

Donc :

[x1, ..., xn] = ∑
2j+1<n

(
n

2j + 1

)
P [x1, ..., xn]− ∑

2j<n

(
n

2j

)
[x1, ..., xn], si n est pair, (3.2.12)

[x1, ..., xn] = ∑
2j<n

(
n

2j

)
P [x1, ..., xn]− ∑

2j+1<n

(
n

2j + 1

)
[x1, ..., xn], si n est impair. (3.2.13)

D’après la formule binomiale, on a :

∑
2j<n

(
n

2j

)
− ∑

2j+1<n

(
n

2j + 1

)
= (−1)n+1. (3.2.14)

On applique l’Eq.(3.2.14) aux Eqs.(3.2.12)-(3.2.13), pour tout xi ∈ g+, on obtient P [x1, . . . , xn] =

[x1, . . . , xn]. De plus, on a P ◦ α(x) = α ◦ P(x) = α(x), ce qui signifie que α(x) ⊆ g+. Donc g+ est

une Hom-sous-algèbre colorée de g. De manière analogue, on montre que g− est une Hom-sous-algèbre

colorée.

Réciproquement, on définit une application linéaire de degré zéro P : g→ g par :

P(x + y) = x − y ∀ x ∈ g+ et y ∈ g−. (3.2.15)

On a P2(x + y) = P(x − y) = x + y, cela signifie que P2 = Id. Puisque x ∈ g+, alors α(x) ∈ g+.

Donc P ◦ α(x) = α(x) = α ◦ P(x). Par ailleurs, P ◦ α(y) = α ◦ P(y). Pour prouver l’Eq (3.2.10) pour

tout xi ∈ g+, on distingue deux cas :

Cas 1: Si n est pair. Puisque g+ est une Hom-sous-algèbre colorée alors :

n−1

∑
j=0

(−1)n−j−1Pµn−j( ∑
i1<i2 ...<ij

[. . .Pxi1 , . . . ,Pxi2 , . . . ,Pxij
, . . .])

= ∑
2j+1<n

(
n

2j + 1

)
P [x1, ..., xn]− ∑

2j<n

(
n

2j

)
[x1, ..., xn]

= ∑
2j+1<n

(
n

2j + 1

)
[x1, ..., xn]− ∑

2j<n

(
n

2j

)
[x1, ..., xn]
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= ( ∑
2j+1<n

(
n

2j + 1

)
− ∑

2j<n

(
n

2j

)
)[x1, ..., xn]

(3.2.14)
= [Px1,Px2, ...,Pxn].

Cas 2: Si n est impair, on a :

n−1

∑
j=0

(−1)n−j−1Pµn−j( ∑
i1<i2 ...<ij

[. . . ,Pxi1 , . . . ,Pxi2 , . . . ,Pxij
, . . .])

= ( ∑
2j<n

(
n

2j

)
− ∑

2j+1<n

(
n

2j + 1

)
)[x1, ..., xn]

(3.2.14)
= [Px1,Px2, ...,Pxn].

De manière analogue, on vérifie l’Eq (3.2.10) pour tout xi ∈ g−. Alors P est une structure produit sur G .

Soient G = (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée et Θ : g → g une application

linéaire de degré γ. Alors Θ est dans le centroide de G si elle vérifie :

Θ ◦ α = α ◦ Θ, (3.2.16)

Θ[x1, x2, . . . , xn] = [Θx1, x2, . . . , xn] ∀xi ∈ H(g). (3.2.17)

L’identité ci-dessus est équivalente à :

Θ[x1, x2 . . . , xn] = ε(γ, Xi)[x1, . . . , Θxi︸︷︷︸
i-éme place

, . . . , xn]. (3.2.18)

Définition 3.2.4. Une quasi structure produit P sur G est appelée structure produit stricte si elle est

dans le centroide de G.

Lemme 3.2.1. Soit P une structure produit stricte sur G, alors P est une structure produit sur G tel

que [g+, . . . ,g+, g+︸︷︷︸
i-éme place

,g−, . . . ,g−] = 0, pour tout 1 ≤ i ≤ n − 1.

Preuve 3.2.3. L’identité (3.2.10) est équivalente à :

n

∑
j=0

(−1)n−jPµn−j

( n

∑
i1<i2...<ij

[. . .Pxi1 , . . . ,Pxi2 , . . .Pxij
, . . .]

)
= 0.

Si P est une structure produit stricte sur G, alors on a :

n

∑
j=0

(−1)n−jPµn−j

( n

∑
i1<i2...<ij

[. . .Pxi1 , . . . ,Pxi2 , . . .Pxij
, . . .]

)

=
n

∑
j=0

(−1)n−j

( n

∑
i1<i2 ...<ij

Pµn−jPµj [x1, . . . , xn]

)

=

( n

∑
j=0

(−1)n−j

(
n

j

))
Pµn [x1, . . . , xn]

=0.
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De ce fait P est une structure produit.

Pour i ∈ {0, · · · ,n} fixé, soit (k, l) tel que 0 < k ≤ i < l ≤ n, où xk ∈ g+ et xl ∈ g−. D’une part, de l’Eq.

(3.2.17), on a :

P [x1, . . . , xi, xi+1, . . . , xn] = [Px1, . . . , xi, . . . , xn] = [x1, . . . , xi, . . . , xn].

D’autre part, de l’Eq. (3.2.18) on a :

P [x1, . . . , xi, xi+1, . . . , xn] =[x1, . . . , xi,Pxi+1, . . . , xn]

=− [x1, . . . , xi, xi+1, . . . , xn].

Par conséquent [g+, . . . ,g+, g+︸︷︷︸
i-éme place

g−, . . . ,g−] = 0.

Proposition 3.2.2. Soit G = (g, [·, · · · , ·], ε,α) une algèbre n-Hom-Lie colorée. Alors G admet une

structure produit stricte si et seulement si g =
⊕

γ∈Γ gγ admet une décomposition g = g+ ⊕ g−, où g+

et g− sont des Hom-sous-algèbres colorées de g tel que :

[g+, . . . ,g+, g+︸︷︷︸
i-éme place

,g−, . . . ,g−] = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ n − 1.

Preuve 3.2.4. La première implication découle immédiatement du Lemme 3.2.1. Pour la deuxième

implication, on applique le Théorème 3.2.2. L’opérateur P définie par l’Eq.(3.2.15) est une quasi structure

produit et pour tout xk = x+k + x−k ∈ g, où x+k ∈ g+ et x−k ∈ g−, on a :

P [x1, x2, . . . , xn] = P [x+1 + x−1 , x+2 + x−2 , . . . , x+n + x−n ]

= P [x+1 , x+2 , . . . , x+n ] + P [x−1 , x−2 , . . . , x−n ]

= [x+1 , x+2 , . . . , x+n ]− [x−1 , x−2 , . . . , x−n ]

= [Px+1 , x+2 , . . . , x+n ] + [Px−1 , x−2 , . . . , x−n ]

= [Px1, x2, . . . , xn].

Donc P est une structure produit stricte sur G.

Exemple 3.2.1. Soit gα = (g, [·, ·, ·, ·]α, ε,α) l’algèbre 4-Hom-Lie colorée construite dans l’Exemple 1.3.2.

On définit une application linéaire de degré zéro P : g→ g par :

P(e1) = e1, P(e2) = e2, P(e3) = −e3, P(e4) = −e4 et P(e5) = −e5.

Il est aisé de montrer que P est une structure produit stricte, ainsi qu’elle est une structure produit. Du

Théorème 3.2.2, on déduit que les Hom-sous-algèbres colorées g+ et g− sont engendrées par < e1, e2 > et

< e3, e4, e5 > respectivement. Par conséquent :

g+ = g(0,0) et g− = g(0,1) ⊕ g(1,0) ⊕ g(1,1).
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Opérateurs de Reynolds généralisés sur les algèbres

3-Hom-Lie colorées

On commence ce chapitre par introduire la notion d’opérateur de Reynolds sur une algèbre

3-Hom-Lie colorée qui s’avère être un opérateur de Reynolds généralisé particulier sur une paire

3-HomLieRep colorée. En outre, on fournit quelques exemples et résultats de caractérisation. Par

ailleurs, on étudie les structures complexes généralisées twistées sur les modules des algèbres

3-Hom-Lie colorées.

4.1 Constructions des algèbres Reynolds 3-Hom-Lie colorées

Dans cette section, on présente la notion d’opérateur de Reynolds sur une algèbre 3-Hom-Lie

colorée et on décrit la propriété de réplication des algèbres Reynolds 3-Hom-Lie colorées. On

constate que les opérateurs de Reynolds et les dérivations des algèbres 3-Hom-Lie colorées sont

étroitement liés.

Définition 4.1.1. Soit (g, [·, ·, ·], ε,α) une algèbre 3-Hom-Lie colorée, alors une application linéaire

R : g→ g de degré zéro est un opérateur de Reynolds si elle satisfait :

R ◦ α(x) =α ◦ R(x), (4.1.1)

[Rx,Ry,Rz] =R
(
[Rx,Ry,z] + [Rx,y,Rz] + [x,Ry,Rz]− [Rx,Ry,Rz]

)
∀x,y,z ∈ g. (4.1.2)

Une algèbre 3-Hom-Lie colorée avec un opérateur de Reynolds R est dite algèbre de Reynolds 3-Hom-

Lie colorée, on la note par (g, [·, ·, ·], ε,α,R).

Théorème 4.1.1. Soit (g, [·, ·, ·], ε,α,R) une algèbre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée. On définit un

crochet ternaire [·, ·, ·]R : ∧3g→ g de degré zéro par :

[x,y,z]R = [Rx,Ry,z] + [Rx,y,Rz] + [x,Ry,Rz]− [Rx,Ry,Rz]. (4.1.3)
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Alors (g, [·, ·, ·]R, ε,α,R) est une algèbre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée. En outre, R est un morphisme

d’algèbres 3-Hom-Lie colorées.

Cette proposition est une motivation du Théorème 2.1.1.

Proposition 4.1.1. Soient G = (g, [·, ·], ε,α,R) une algèbre de Reynolds Hom-Lie colorée et τ : ge → K

une fonction quasi-trace. Alors Gτ = (g, [·, ·, ·]τ, ε,α,R) est une algèbre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée

si et seulement si :

⟲x,y,z ε(x,z)τ(x) R[Ry,Rz] = 0 ∀x,y,z ∈ H(g). (4.1.4)

Preuve 4.1.1. Soient x,y,z ∈ H(g), d’une part on a :

[Rx,Ry,Rz]τ = τ ◦ R(x) [Ry,Rz] + ε(x,y + z)τ ◦ R(y) [Rz,Rx] + ε(x + y,z)τ ◦ R(z) [Rx,Ry].

D’autre part, on a :

[Rx,Ry,z]τ = τ ◦ R(x) [Ry,z] + ε(x,y + z)τ ◦ R(y) [z,Rx] + ε(x + y,z)τ(z) [Rx,Ry],

[Rx,y,Rz]τ = τ ◦ R(x) [y,Rz] + ε(x,y + z)τ(y) [Rz,Rx] + ε(x + y,z)τ ◦ R(z) [Rx,y],

[x,Ry,Rz]τ = τ(x) [Ry,Rz] + ε(x,y + z)τ ◦ R(y) [Rz, x] + ε(x + y,z)τ ◦ R(z) [x,Ry].

D’où Gτ = (g, [·, ·, ·]τ, ε,α,R) est une algèbre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée.

Motivé par le Théorème 4.1.1 et la Proposition 4.1.1, on présente la construction suivante.

Corollaire 4.1.1. Soient (g, [·, ·], ε,α,R) une algèbre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée et τ : ge → K une

fonction quasi-trace. On définit une application trilinéaire [·, ·, ·]τ◦R : ∧3g→ g de degré zéro par :

[x,y,z]τ◦R = [Rx,Ry,z]τ + [Rx,y,Rz]τ + [x,Ry,Rz]τ − [Rx,Ry,Rz]τ. (4.1.5)

Alors, (g, [·, ·, ·]τ◦R, ε,α,R) est une algèbre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée. De plus, R est un morphisme

d’algèbres.

On peut construire une algèbre Hom-Lie colorée à partir d’une algèbre 3-Hom-Lie colorée et

un élément de degré zéro comme le montre la proposition suivante.

Proposition 4.1.2. Soit (g, [·, ·, ·], ε,α) une algèbre 3-Hom-Lie colorée. Pour tout xe ∈ ge tel que

xe ∈ ker(α − Id), on a (g, [·, ·]xe , ε,α) est une algèbre Hom-Lie colorée, où :

[x,y]xe = [xe, x,y] ∀ x,y ∈ g. (4.1.6)
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Rappelons qu’un opérateur de Rota-Baxter sur une algèbre Hom-Lie colorée (g, [·, ·], ε,α) est

une application linéaire R : g→ g de degré zéro qui satisfait :

α ◦ R(x) = R ◦ α(x), (4.1.7)

[Rx, Ry] = R
(
[Rx,y] + [x, Ry]

)
∀x,y ∈ g. (4.1.8)

Proposition 4.1.3. Supposons les même hypothèses que celles de la proposition 4.1.2 tel que xe ∈

Ker(R− Id). Alors (g, [·, ·, ·], ε,α,R) est une algèbre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée si et seulement si

R est un opérateur de Rota-Baxter sur l’algèbre Hom-Lie colorée (g, [·, ·]xe , ε,α).

Preuve 4.1.2. Soient x,y ∈ g et xe ∈ ge tel que xe ∈ Ker(R− Id). On a :

[Rx,Ry]xe −R
(
[Rx,y]xe + [x,Ry]xe

)

=[xe, Rx, Ry]−R
(
[xe,Rx,y] + [xe, x,Ry] + [xe,Rx,Ry]− [xe,Rx,Ry]

)

=[Rxe,Rx,Ry]−R
(
[Rxe,Rx,y] + [Rxe, x,Ry] + [xe,Rx,Ry]− [Rxe,Rx,Ry].

Cela termine la preuve.

Définition 4.1.2. Une algèbre Hom-pre-Lie colorée (A,⋆, ε,α) est un espace vectoriel Γ-gradué A muni

d’une application bilinéaire de degré zéro ⋆ : A ⊗ A → A et une application linéaire de degré zéro

α : A → A qui satisfont :

(x ⋆ y) ⋆ α(z)− α(x) ⋆ (y ⋆ z) = ε(x,y)
(
(y ⋆ x) ⋆ α(z)− α(y) ⋆ (x ⋆ z)

)
∀x,y,z ∈ H(A).

Proposition 4.1.4. Soit R un opérateur de Rota-Baxter sur une algèbre Hom-Lie colorée (g, [·, ·], ε,α).

On définit ⋆ : g ∧ g→ g par :

x ⋆R y = [Rx,y] ∀x,y ∈ H(g). (4.1.9)

Alors (g,⋆R, ε,α) est une algèbre Hom-pre-Lie colorée.

Corollaire 4.1.2. Soit (g, [·, ·, ·], ε,α,R) une algèbre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée. Alors (A,⋆e, ε,α)

est une algèbre Hom-pre-Lie colorée, où l’application bilinéaire ⋆e : g ∧ g→ g est donnée par :

x ⋆e y = [Rxe,Rx,y]. (4.1.10)

Ensuite, on illustre la relation entre les opérateurs de Reynolds et les dérivations des algèbres

de 3-Hom-Lie colorées. Mais d’abord, rappelons qu’une dérivation de degré γ d’une algèbre

3-Hom-Lie colorée (g, [·, ·, ·], ε,α) est une application linéaire D : g→ g de degré γ qui satisfait :

α ◦ D(x) = D ◦ α(x), (4.1.11)

D[x,y,z] = [Dx,y,z] + ε(γ, x)[x, Dy,z] + ε(γ, x + y)[x,y, Dz] ∀x,y,z ∈ H(g). (4.1.12)

Proposition 4.1.5. Soit (g, [·, ·, ·], ε,α,R) une algèbre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée. Si R est bijective,

alors l’application linéaire (R−1 − 1
2 Id) : g→ g est une dérivation de degré zéro de l’algèbre 3-Hom-Lie

colorée.
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Preuve 4.1.3. Il est clair que (R−1 − 1
2 Id) : g → g commute avec α. On effectue un changement de

variable comme suit : X =Rx, Y =Ry et Z =Rz. Puisque R est bijectif, alors l’Eq.(4.1.2) peut être

reformulée de la manière suivante :

R−1[X,Y, Z] = [R−1X,Y, Z] + [X,R−1Y, Z] + [X,Y,R−1Z]− [X,Y, Z].

Ce qui implique que :

(R−1 −
1
2

Id)[X,Y, Z] = [(R−1 −
1
2

Id)X,Y, Z] + [X, (R−1 −
1
2

Id)Y, Z] + [X,Y, (R−1 −
1
2

Id)Z].

D’où (R−1 − 1
2 Id) est une dérivation de l’algèbre 3-Hom-Lie colorée (g, [·, ·, ·], ε,α).

Réciproquement, on peut construire un opérateur de Reynolds en partant d’une dérivation.

Proposition 4.1.6. Soit D : g → g une dérivation de degré zéro de l’algèbre 3-Hom-Lie colorée

(g, [·, ·, ·], ε,α). Si l’application linéaire (R−1 + 1
2 Id) : g → g est inversible, alors (R−1 + 1

2 Id)−1

est un opérateur de Reynolds.

4.2 Opérateurs de Reynolds généralisés sur les paires 3-HomLieRep

colorées

Dans ce paragraphe, on étudie tout d’abord les produits semi-direct twistés d’algèbres

3-Hom-Lie colorées induites par les algèbres Hom-Lie colorées. Puis, on introduit la notion

d’opérateur de Reynolds généralisé sur une paire 3-HomLieRep colorée. Cet opérateur est

caractérisé en termes de graphe du produit semi-direct twisté. Par conséquent, un opérateur de

Reynolds généralisé donne lieu à une structure d’algèbre 3-Hom-Lie colorée sur l’espace des

modules. En outre, on donne quelques constructions d’opérateurs de Reynolds généralisés et

des exemples.

Définition 4.2.1. Soit G = (g, [·, ·], ε,α,ρ) une paire HomLieRep colorée. Pour tout 2-cocycle H de

degré zéro de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de G, la somme directe g ⊕ M est munie d’une

structure d’algèbre Hom-Lie colorée définie par :

αg⊕M(x + u) = α(x) + µ(u), (4.2.1)

[x + u,y + v]Hρ =
(
[x,y],ρ(x)v − ε(x,y)ρ(y)u + H(x,y)

)
∀x + u, y + v ∈ H(g⊕ M). (4.2.2)

C’est ce qu’on appelle produit semi-direct H-twisté. Il se note par g ⋉H
ρ M.

Remarques 4.2.1.

• Notons que g⊕ M est un espace vectoriel Γ-gradué, où (g⊕ M)γ = gγ ⊕ Mγ. Cela implique que

x + u = x = u pour tout x + u ∈ H(g⊕ M).

• Un produit semi-direct est un produit semi-direct H-twisté, où H = 0.
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On définit Hτ : ∧3g→ M par :

Hτ(x,y,z) = τ(x)H(y,z) + ε(x,y + z)τ(y)H(z, x) + ε(x + y,z)τ(z)H(x,y). (4.2.3)

Alors Hτ est un 2-cocycle de degré zero de l’algèbre 3-Hom-Lie colorée induite Gτ = (g, [·, ·, ·]τ, ε,α)

à coefficients dans (M,ρτ,µ).

Proposition 4.2.1. Soient G = (g, [·, ·], ε,α,ρ) une paire Hom-LieRep colorée et τ une fonction quasi-

trace sur G. La somme directe g⊕ M est munie d’une structure d’algèbre 3-Hom-Lie colorée donnée

par:

[(x + u), (y + v), (z + w)]Hτ
ρτ

=
(
[x,y,z]τ, ρτ(x,y)w − ε(y,z)ρτ(x,z)v + ε(x,y + z)ρτ(y,z)u + Hτ(x,y,z)

)
, (4.2.4)

pour tout x + u, y + v, z + w ∈ H(g⊕ M) tel que τ(x + u) = τ(x). C’est le produit semi-direct twisté

de l’algèbre 3-Hom-Lie colorée induite.

Remarque 4.2.1. Soient (g, [·, ·, ·], ε,α,ρ) une paire 3-HomLieRep colorée et H ∈ Z
p
α,µ(g, M). Si on

remplace ρτ par ρ et Hτ par H dans l’Eq.(4.2.4), on trouve le produit semi-direct twisté de l’algèbre

3-Hom-Lie colorée.

Définition 4.2.2. Soit (g, [·, ·, ·], ε,α,ρ) une paire 3-HomLieRep colorée. Une application linéaire de

degré zéro T : M → g est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire 3-HomLieRep colorée, si

elle satisfait :

T ◦ µ = α ◦ T, (4.2.5)

[Tu, Tv, Tw] = T
(

ρ(Tu, Tv)w − ε(v,w)ρ(Tu, Tw)v + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw)
)

, (4.2.6)

pour tout u,v et w ∈ H(M).

Remarque 4.2.2. Si H = 0, on retrouve la définition d’un opérateur de Rota-Baxter relatif sur une paire

3-HomLieRep colorée.

Exemple 4.2.1. Soit (g, [·, ·, ·], ε,α,R) une algèbre de Reynolds 3-HomLie colorée. On peut réécrire

l’Eq.(4.1.2) de la manière suivante :

[Rx,Ry,Rz] =R
(

ad(Rx,Ry)(z)− ε(y,z)ad(Rx,Rz)(y) + ε(x,y + z)ad(Ry,Rz)(x)− ad(Rx,Ry)Rz
)

.

Il est clair que R un opérateur de Reynolds généralisé par rapport à la représentation adjointe et le

2-cocycle H(x,y,z) = −[x,y,z].

Définition 4.2.3. Soient T et T′ deux opérateurs de Reynolds généralisés sur les paires 3-Hom-LieRep

colorées (g, [·, ·, ·], ε,α,ρ) et (g′, [·, ·, ·]′, ε,α′,ρ′). Un morphisme d’opérateurs de Reynolds généralisés
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T et T′ se compose d’un morphisme d’algèbres 3-Hom-lie colorées ϕ : g → g′ et d’un morphisme

ψ : M → M′ tel que :

ψ ◦ µ(u) = µ′ ◦ ψ(u) (4.2.7)

ϕ ◦ T(u) = T
′
◦ ψ(u), (4.2.8)

ψ(ρ(x,y)u) = ρ′(ϕ(x),ϕ(y))ψ(u), (4.2.9)

ψ(H(x,y,z)) =H′(ϕ(x),ϕ(y),ϕ(z)), ∀ x,y,z ∈ g, u ∈ M. (4.2.10)

En particulier, si les deux morphismes ϕ et ψ sont bijectifs alors (ϕ,ψ) est dite isomorphisme.

En utilisant le produit semi-direct twisté, on peut caractériser les opérateurs de Reynolds

généralisés en termes de graphe.

Lemme 4.2.1. Une application linéaire de degré zéro T : M → g est un opérateur de Reynolds généralisé

si et seulement si le Gr(T) = {(Tu,u)|u ∈ M} est une Hom-sous-algèbre colorée du produit semi-direct

twisté.

Preuve 4.2.1. Soient (Tu,u), (Tv,v) et (Tw,w) ∈ Gr(T), on a

[(Tu + u), (Tv + v), (Tw + w)]Hρ

=
(
[Tu, Tv, Tw],ρ(Tu, Tv)w − ε(v,w)ρ(Tu, Tw)v + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw)

)
.

Si Gr(T) est une Hom-sous-algèbre colorée du produit semi-direct H-twisté g ⋉H
ρ M, alors :

[Tu, Tv, Tw] = T
(

ρ(Tu, Tv)w − ε(v,w)ρ(Tu, Tw)v + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw)
)

.

On a α ◦ T(u) = T ◦ µ(u). D’où T est un opérateur de Reynolds généralisé. Inversement, si T est un

opérateur de Reynolds généralisé, on a :

[(Tu + u), (Tv + v), (Tw + w)]Hρ

=
(

T(ρ(Tu, Tv)w − ε(v,w)ρ(Tu, Tw)v + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw)),

ρ(Tu, Tv)w − ε(v,w)ρ(Tu, Tw)v + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw)
)
∈ Gr(T).

Par ailleurs,

αg⊕M(Tu + u) = α ◦ T(u) + µ(u) = T ◦ µ(u) + µ(u) ∈ Gr(T).

Par conséquent, Gr(T) est une Hom-sous-algèbre colorée du produit semi-direct H-twisté.

Le corollaire ci-après est une conséquence du Lemme 4.2.1 et du fait que Gr(T) et M sont

isomorphes.
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Corollaire 4.2.1. Soit T : M → g un opérateur de Reynolds généralisé. Alors, on a une structure

d’algèbre 3-Hom-Lie colorée sur M définie par le morphisme µ et l’application trilinéaire ε-antisymétrique

de degré zéro suivante :

[u,v,w]T = ρ(Tu, Tv)w − ε(v,w)ρ(Tu, Tw)v + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw).

En outre, T est un morphisme d’algèbres 3-Hom-Lie colorées.

Proposition 4.2.2. Si ω une 1-cochaine bijective de degré zéro de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg

de l’algèbre 3-Hom-Lie colorée. Alors T = ω−1 : M → g est un opérateur de Reynolds généralisé, où

H = −δ1ω.

Preuve 4.2.2. Soit ω ∈ C1
α,µ(g, M) est une 1-cochaine bijective de degré zéro. Puisque H = −δ1ω est

un 2-cocycle, alors :

H(Tu, Tv, Tw) = −δ1ω(Tu, Tv, Tw)

=ρ(Tu, Tv)ω(w)− ε(v,w)ρ(Tu, Tw)ω(v) + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)ω(u)− ω[Tu, Tv, Tw].

En appliquant T = ω−1 des deux côtés, on obtient :

[Tu, Tv, Tw] = T
(

ρ(Tu, Tv)ω(w)− ε(v,w)ρ(Tu, Tw)ω(v) + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)ω(u) + H(Tu, Tv, Tw)
)

.

Dans la suite, on illustre que l’identité est un opérateur de Reynolds généralisé sur l’algèbre

3-Hom-Lie colorée déformée par un opérateur de Nijenhuis.

Un opérateur de Nijenhuis sur une algèbre 3-Hom-Lie colorée (g, [·, ·, ·], ε,α) est une applica-

tion linéaire de degré zéro N : g→ g qui commute avec α et satisfaisant :

[N x,N y,N z] =N
(
[N x,N y,z] + [N x,y,N z] + [x,N y,N z]

−N [N x,y,z]−N [x,N y,z]−N [x,y,N z] +N 2[x,y,z]
)

∀x,y,z ∈ g.

Notons que le crochet :

[x,y,z]N =[N x,N y,z] + [N x,y,N z] + [x,N y,N z]

−N [N x,y,z]−N [x,N y,z]−N [x,y,N z] +N 2[x,y,z] ∀x,y,z ∈ g,

détermine une algèbre 3-Hom-Lie colorée sur g. Cette algèbre sera notée par gN = (g, [·, ·, ·]N , ε,α).

Exemple 4.2.2. Avec les notations ci-dessus, l’application bilinéaire adN définie par :

adN (x,y)z = [N x,N y,z] ∀x,y,z ∈ g,

est une représentation de l’algèbre 3-Hom-Lie colorée multiplicative gN sur g par rapport à l’application

α. De plus, H : ∧3gN → g définie par :

H(x,y,z) = −N [N x,y,z]−N [x,N y,z]−N [x,y,N z] +N 2[x,y,z],

est un 2-cocycle. Donc l’identité id : g→ gN est un opérateur de Reynolds généralisé.
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Lemme 4.2.2. Soient (g, [·, ·, ·], ε,α,ρ) une paire 3-HomLieRep colorée et g ⋉H
ρ M le produit semi-direct

twisté. Pour tout ω ∈ C1
α,µ(g, M) de degré zéro, le quadruplet (g⊕ M, [·, ·, ·]H+δω

ρ , ε,αg⊕M) est une

algèbre 3-Hom-Lie colorée, où le crochet ternaire est donné par :

[(x + u), (y + v), (z + w)]H+δω
ρ

=
(
[x,y,z],ρ(x,y)w − ε(y,z)ρ(x,z)v + ε(x,y + z)ρ(y,z)u + H(x,y,z) + δω(x,y,z)

)
.

En outre, l’application ψ définie ci-dessous est un morphisme d’algèbres.

ψ :g ⋉H
ρ M → g ⋉H+δω

ρ M

(x,u)→ (x,u − ω(x))

Preuve 4.2.3. Soient (x,u), (y + v), (z + w) ∈ H(g⊕ M), on a :

αg⊕M ◦ ψ(x,u) = (α(x),µ(u − ω(x))) = (α(x),µ(u)− ω(α(x))) = ψ ◦ αg⊕M(x,u).

Aussi :

ψ[(x + u), (y + v), (z + w)]Hρ

=ψ
(
[x,y,z], ρ(x,y)w − ε(y,z)ρ(x,z)v + ε(x,y + z)ρ(y,z)u + H(x,y,z)

)

=
(
[x,y,z], ρ(x,y)w − ε(y,z)ρ(x,z)v + ε(x,y + z)ρ(y,z)u + H(x,y,z)− ω[x,y,z]

)

=
(
[x,y,z], ρ(x,y)(w − ω(z))− ε(y,z)ρ(x,z)(v − ω(y)) + ε(x,y + z)ρ(y,z)(u − ω(x) + H(x,y,z) + δω(x,y,z)

)

=[(x,u − ω(x)), (y,v − ω(y)), (z,w − ω(z))]H+δω
ρ

=[ψ(x,u),ψ(y,v),ψ(z,w)]H+δω
ρ .

Ceci prouve le résultat.

En partant d’un opérateur de Reynolds généralisé T et une 1-cochaine, on peut construire

un nouvel opérateur de Reynolds généralisé sous certaines conditions.

Théorème 4.2.1. Soient T un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire 3-HomLieRep colorée

(g, [·, ·, ·], ε,α,ρ) et ω ∈ C1
α,µ(g, M) de degré zéro. Si l’endomorphisme (IdM − ω ◦ T) : M → M est

inversible, alors l’application linéaire T ◦ (IdM − ω ◦ T)−1 : M → g est un opérateur de Reynolds

généralisé, où le 2-cocycle est déterminé par (H + δω).

Preuve 4.2.4. Soient T : M → g un opérateur de Reynolds généralisé et ω ∈ C1
α,β(g, M) de degré zéro

tel que l’opérateur (IdM − ω ◦ T) soit inversible. Alors pour tout u′ ∈ M, il existe u ∈ M tel que

u′ = (IdM − ω ◦ T)u. De plus,

Gr(T ◦ (IdM − ω ◦ T)−1) =
{(

T ◦ (IdM − ω ◦ T)−1)u′,u′
)
| u′ ∈ M

}

=
{(

Tu, (IdM − ω ◦ T)u
)
| u ∈ M

}

=ψ(Gr(T)) ⊆ g ⋉H+δω
ρ M.

Il découle du Lemme 4.2.1 que T ◦ (IdM − ω ◦ T)−1 est un opérateur de Reynolds généralisé.
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Définition 4.2.4. Soient T : M → g un opérateur de Reynolds généralisé et ω un 1-cocycle de degré

zéro. Alors ω est dite 1-cocycle T-admissible si l’application (IdM + ω ◦ T) : M → M est inversible.

Proposition 4.2.3. Soit ω un 1-cocycle T-admissible. Alors T ◦ (IdM + ω ◦ T)−1 : M → g est un

opérateur de Reynolds généralisé. C’est la transformation de gauge de T. On la note Tω.

Preuve 4.2.5. D’après le Lemme 1.3.1, l’application bilinéaire ψ′ : g ⋉H
ρ M → g ⋉H

ρ M donnée par

ψ′(x,u) = (x,u + ω(x)) définit un endomorphisme d’algèbre 3-Hom-Lie colorée. On considère le sous

espace Γ-gradué déformé :

ψ′(Gr(T)) = {(Tu,u + (ω ◦ T)u)|u ∈ M} ⊂ g ⋉H
ρ M.

Alors ψ′(Gr(T)) est une Hom-sous-algèbre colorée. D’autre part, l’opérateur (IdM + ω ◦ T) est in-

versible implique que ψ′(Gr(T)) est le graphe de (T ◦ (IdM + ω ◦ T)−1). D’où Tω est un opérateur de

Reynolds généralisé.

Proposition 4.2.4. Soient T : M → g un opérateur de Reynolds généralisé et ω un 1-cocycle T-

admissible. Alors les structures d’algèbres 3-Hom-Lie colorées sur M induites par des opérateurs de

Reynolds généralisés T et Tω sont isomorphes.

Preuve 4.2.6. Notons que le quadruplet (M, [·, ·, ·]Tω , ε,µ) est une algèbre 3-Hom-Lie colorée. On

considére l’endomorphisme IdM + ω ◦ T : M → M, il est clair qu’elle commute avec µ. De plus :

[(IdM + ω ◦ T)u, (IdM + ω ◦ T)v, (IdM + ω ◦ T)w]Tω

=ρ(Tu, Tv)(IdM + ω ◦ T)w − ε(v,w)ρ(Tu, Tw)(IdM + ω ◦ T)v

+ ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)(IdM + ω ◦ T)u + H(Tu, Tv, Tw)

=ρ(Tu, Tv)w − ε(v,w)ρ(Tu, Tw)v + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw)

+ ρ(Tu, Tv)(ω ◦ T)w − ε(v,w)ρ(Tu, Tw)(ω ◦ T)v + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)(ω ◦ T)u

=[u,v,w]T + ω([Tu, Tv, Tw])

=[u,v,w]T + ω ◦ T([u,v,w]T)

=(IdM + ω ◦ T)([u,v,w]T).

Cela prouve que (IdM + ω ◦ T) est un isomorphisme d’algèbres 3-Hom-Lie colorées.

4.3 Structures complexes généralisées twistées

Le but de cette section est d’introduire les structures complexes généralisées twistées sur

les modules des algèbres 3-Hom-Lie colorées induites par les algèbres Hom-Lie colorées. En

outre, on donne le lien entre les structures complexes généralisées twistées et les opérateurs de

Reynolds généralisés, ainsi que quelques constructions et exemples.
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Soit g ⋉H
ρ M un produit semi-direct twisté d’algèbre Hom-Lie colorée. Toute application

linéaire J : g⊕ M → g⊕ M doit être de la forme :

J =


 N T

σ −S


 . (4.3.1)

Pour certaines applications linéaires de degré zéro N ∈ End0(g), S ∈ End0(M), T : M → g et

σ : g→ M. Ces applications sont les composantes de la structure de J .

Définition 4.3.1. Une structure complexe généralisée twistée sur un module M d’algèbre Hom-Lie

colorée est une application bilinéaire de degré zéro J : g ⊕ M → g ⊕ M qui satisfait les conditions

suivantes :

• α ◦ N = N ◦ α et µ ◦ S = S ◦ µ,

• α ◦ T = T ◦ µ et σ ◦ α = µ ◦ σ,

• J est un quasi complexe : J 2 = −id,

• la condition d’intégrabilité :

[J (x + u),J (y + v)]Hρ = [(x + u), (y + v)]Hρ + J
(
[J (x + u), (y + v)]Hρ + [(x + u),J (y + v)]Hρ

)
,

pour tout (x + u), (y + v) ∈ H(g⊕ M).

Remarque 4.3.1. Une structure complexe généralisée twistée est un opérateur de Nijenhuis sur le

produit semi-direct twisté qui satisfait J 2 = −id.

Théorème 4.3.1. Une application bilinéaire J : g⊕ M → g⊕ M de la forme (4.3.1) est une struc-

ture complexe généralisée twistée sur un module M d’algèbre Hom-Lie colorée, si et seulement si, ses

composantes satisfont les identités suivantes pour tout x,y ∈ H(g) et u,v ∈ H(M) :

NT = TS, (4.3.2)

N2 + Tσ = −id, (4.3.3)

Sσ = σN, (4.3.4)

S2 + σT = −id, (4.3.5)

[Tu, Tv] = T
(

ρ(Tu)v − ε(u,v)ρ(Tv)u
)

, (4.3.6)

ρ(Tu)Sv − ε(u,v)ρ(Tv)Su − H(Tu, Tv) = S
(

ρ(Tu)v − ε(u,v)ρ(Tv)u
)

, (4.3.7)

[Nx, Tv]− N[x, Tv] = T
(

ρ(Nx)v − ρ(x)Sv + H(x, Tv)
)

, (4.3.8)

ρ(Nx)Sv + ε(u,v)ρ(Tu)σx − H(Nx, Tv) + ρ(x)v

=S
(

ρ(Nx)v − ρ(x)Sv + H(x, Tv)
)
− σ[x, Tv], (4.3.9)

[Nx, Ny]− [x,y]− N
(
[Nx,y] + [x, Ny]

)
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=T
(

ρ(x)σy − ε(x,y)ρ(y)σx + H(Nx,y) + H(x, Ny)
)

, (4.3.10)

ρ(Nx)σy − ε(x,y)ρ(Ny)σx + H(Nx, Ny)− H(x,y)− σ
(
[Nx,y] + [x, Ny]

)

=− S
(

ρ(x)σy − ε(x,y)ρ(y)σx + H(Nx,y) + H(x, Ny)
)

. (4.3.11)

Preuve 4.3.1. La condition J 2 = −id est identique à :


 N2(x) + NT(u) + Tσ(x)− TS(u)

σN(x) + σT(u)− Sσ(x) + S2(u)


 =


 −x

−u


 .

Ce qui est équivalent aux identités (4.3.2)-(4.3.5). Puis, on considére la condition d’intégrabilité; pour

u,v ∈ H(M), le critère d’intégrabilité est équivalent aux conditions (4.3.6) et (4.3.7). Pour x ∈ H(g) et

u ∈ H(M), l’intégrabilité est équivalente aux Eqs.(4.3.8)-(4.3.9). Et pour x,y ∈ H(g), on obtient les

identités (4.3.10) et (4.3.11).

Motivé par l’Eq.(4.2.2), on introduit la notion de structure complexe généralisée twistée sur

un module d’algèbre 3-Hom-Lie colorée.

Définition 4.3.2. Une structure complexe généralisée twistée sur un module M d’algèbre 3-Hom-Lie

colorée est une application bilinéaire de degré zéro J : g⊕ M → g⊕ M qui satisfait

• α ◦ N = N ◦ α et µ ◦ S = S ◦ µ,

• α ◦ T = T ◦ µ et σ ◦ α = µ ◦ σ,

• J est un quasi complexe : J 2 = −id,

• la condition d’intégrabilité

[J (x + u),J (y + v),J (z + w)]Hρ = J [J (x + u),J (y + v), (z + w)]Hρ + J [J (x + u), (y + v),J (z + w)]Hρ

+ J [(x + u),J (y + v),J (z + w)]Hρ + [J (x + u), (y + v), (z + w)]Hρ + [(x + u),J (y + v), (z + w)]Hρ

+ [(x + u), (y + v),J (z + w)]Hρ −J [(x + u), (y + v), (z + w)]Hρ .

Pour tout (x + u), (y + v) et (z,w) dans H(g⊕ M).

Remarque 4.3.2. Une structure complexe généralisée est une structure complexe généralisée twistée, où

le 2-cocycle H = 0.

Théorème 4.3.2. Une application linéaire J : g⊕ M → g⊕ M de la forme (4.3.1) est une structure

complexe généralisée twistée sur un module M d’algèbre 3-Hom-Lie colorée g, si et seulement si, ses

composantes satisfont aux identités suivantes :

NT = TS, (4.3.12)

N2 + Tσ = −id, (4.3.13)

Sσ = σN, (4.3.14)
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S2 + σT = −id, (4.3.15)

[Tu, Tv, Tw] = T
(

ρ(Tu, Tv)w − ε(v,w)ρ(Tu, Tw)v + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)u
)

, (4.3.16)

ρ(Tu, Tv)Sw − ε(v,w)ρ(Tu, Tw)Sv + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)Su − H(Tu, Tv, Tw)

=S
(

ρ(Tu, Tv)w − ε(v,w)ρ(Tu, Tw)v + ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)u
)

, (4.3.17)

[Nx, Tv, Tw]− N[x, Tv, Tw]

=T
(

ρ(Nx, Tv)w − ε(v,w)ρ(Nx, Tw)v − ρ(x, Tv)Sw + ε(v,w)ρ(x, Tw)Sv + H(x, Tv, Tw)
)

, (4.3.18)

ρ(Nx, Tv)Sw − ε(v,w)ρ(Nx, Tw)Sv − ε(u,v + w)ρ(Tv, Tw)σx − H(Nx, Tu, Tw)

=S
(

ρ(Nx, Tv)w − ε(v,w)ρ(Nx, Tw)v − ρ(x, Tv)Sw + ε(v,w)ρ(x, Tw)Sv + H(x, Tv, Tw)
)

− σ[x, Tv, Tw]− ρ(x, Tv)w + ε(v,w)ρ(x, Tw)v, (4.3.19)

[Nx, Ny, Tw]− [x,y, Tw]− N
(
[Nx,y, Tw] + [x, Ny, Tw]

)

=T
(

ρ(Nx, Ny)w − ρ(x,y)w − ρ(Nx,y)Sw + ε(u,v + w)ρ(y, Tw)σx + H(Nx,y, Tw)

− ρ(x, Ny)Sw − ε(v,w)ρ(x, Tw)σy + H(x, Ny, Tw)
)

, (4.3.20)

ρ(Nx,y)w + ρ(x, Ny)w − ρ(x,y)Sw + H(x,y, Tw) + σ
(
[Nx,y, Tw] + [x, Ny, Tw]

)

+ ρ(Nx, Ny)Sw + ε(u,v)ρ(Nx, Tw)σy − ε(u,v + w)ρ(Ny, Tw)σx − H(Nx, Ny, Tw)

=S
(

ρ(x,y)w + ρ(Nx, Ny)w − ρ(Nx,y)Sw + ε(u,v + w)ρ(y, Tw)σx + H(Nx,y, Tw)

− ρ(x, Ny)Sw − ε(u,v)ρ(x, Tw)σy + H(x, Ny, Tw)
)

, (4.3.21)

[Nx, Ny, Nz]− [Nx,y,z]− [x, Ny,z]− [x,y, Nz] + N[x,y,z]

− N
(
[Nx, Ny,z] + [Nx,y, Nz] + [x, Ny, Nz]

)

=T
(

ρ(x, Ny)σz − ε(y,z)ρ(x, Nz)σy + H(x, Ny, Nz) + ρ(Nx,y)σz − ε(x,y + z)ρ(y, Nz)σx

+ H(Nx,y, Nz)− ε(y,z)ρ(Nx,z)σy + ε(x,y + z)ρ(Ny,z)σx + H(Nx, Ny,z)− H(x,y,z)
)

, (4.3.22)

ρ(Nx, Ny)σz − ε(y,z)ρ(Nx, Nz)σy + ε(x,y + z)ρ(Ny, Nz)σx + H(Nx, Ny, Nz)

− σ
(
[Nx, Ny,z] + [Nx,y, Nz] + [x, Ny, Nz]− [x,y,z]

)

=− S
(

ρ(x, Ny)σz − ε(y,z)ρ(x, Nz)σy + H(x, Ny, Nz) + ρ(Nx,y)σz + ε(x,y + z)ρ(y, Nz)σx

+ H(Nx,y, Nz)− ε(y,z)ρ(Nx,z)σy + ε(x,y + z)ρ(Ny,z)σx + H(Nx, Ny,z) + H(x,y,z)
)

, (4.3.23)

pour tout x,y ∈ H(g) et u,v ∈ H(M).

Exemple 4.3.1. Soit T : M → g un opérateur de Rota-Baxter relatif sur une paire 3-Hom-LieRep colorée

(g, [·, ·, ·], ε,α,ρ). Si T est bijectif, alors J =


 0 T

−T−1 0


 est une structure complexe généralisée sur

le module M de l’algèbre 3-Hom-Lie colorée.

Corollaire 4.3.1. Soit J : g⊕ M → g⊕ M une structure complexe généralisée twistée sur un module

M d’algèbre 3-Hom-Lie colorée. Alors T : M → g est un opérateur de Rota-Baxter relatif. De plus,

Gr(T,S) = {(Tu,Su)|u ∈ M} est une Hom-sous algèbre colorée du produit semi-direct twisté g⋉−H
ρ M.

Théorème 4.3.3. Soit J : g⊕ M → g⊕ M une structure complexe généralisée twistée sur un module
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M d’algèbre Hom-Lie colorée (g, [·, ·], ε,α). Alors J est une structure complexe généralisée Hτ-twistée

sur M de l’algèbre 3-Hom-Lie colorée induite Gτ = (g, [·, ·, ·]τ, ε,α).

Preuve 4.3.2. Soient J : g⊕ M → g⊕ M une structure complexe généralisée twistée sur un module

(M,ρ,µ) d’algèbre Hom-Lie colorée (g, [·, ·], ε,α) et τ une fonction quasi-trace. Pour tout u,v,w ∈ M,

on a :

[Tu, Tv, Tw]τ
(2.1.12)
= τ(Tu)[Tv, Tw] + ε(u,v + w)τ(Tv)[Tw, Tu] + ε(u + v,w)τ(Tw)[Tu, Tv]

(4.3.6)
= T

(
τ(Tu)ρ(Tv)w − ε(u,v)τ(Tv)ρ(Tu)w − ε(v,w)τ(Tu)ρ(Tw)v

+ε(u + v,w)τ(Tw)ρ(Tu)v + ε(u,v + w)τ(Tv)ρ(Tw)u − ε(u + v,w)ε(u,v)τ(Tw)ρ(Tv)u
)

(2.1.11)
= T

(
ρτ(Tu, Tv)w − ε(v,w)ρτ(Tu, Tw)v + ε(u,v + w)ρτ(Tv, Tw)u

)
.

Alors l’Eq.(4.3.16) est demontrée. De la même manière, les Eqs.(4.3.17)- (4.3.21) seront demontrées.

D’où J est une structure complexe généralisée Hτ-twistée sur M de l’algèbre 3-Hom-Lie colorée induite.

Définition 4.3.3. Une structure complexe sur une algèbre 3-Hom-Lie colorée (g, [·, ·, ·], ε,α) est un

opérateur de Nijenhuis I : g→ g qui satisfait I2 = −Idg.

Définition 4.3.4. Soit (g, [·, ·, ·], ε,α,ρ) une paire 3-Hom-LieRep colorée. Une structure complexe sur

le module M est un couple d’applications linéaires de degré zéro (I ,IM) qui satisfait :

• IM est un endomorphisme de degré zéro sur M qui commute avec µ tel que I2
M = −idM.

• I est une structure complexe sur l’algèbre 3-Hom-Lie colorée (g, [·, ·, ·], ε,α).

• Pour tout x,y ∈ g et u ∈ M :

ρ(Ix,Iy)IMu =IM

(
ρ(Ix,Iy)u + ρ(Ix,y)IMu + ρ(x,Iy)IMu − ρ(x,y)u

)

+ ρ(Ix,y)u + ρ(x,Iy)u + ρ(x,y)IMu.

Proposition 4.3.1. Un couple d’applications linéaires de degré zéro (I ,IM) est une structure complexe

sur un module M d’algèbre 3-Hom-Lie colorée si et seulement si I ⊕ IM : g⊕ M → g⊕ M est une

structure complexe sur le produit semi-direct g ⋉ρ M.

Exemple 4.3.2. Soit (I ,IM) une structure complexe sur un module M d’algèbre 3-Hom-Lie colorée g.

Alors J =


 I 0

0 IM


 est une structure complexe généralisée sur le module M de l’algèbre 3-Hom-Lie

colorée.
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5
Cohomologie de type Maurer-Cartan des opérateurs

de Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep

Notre objectif dans ce chapitre est d’introduire la notion d’opérateur de Reynolds généralisé

sur un système triple de Lie muni d’une représentation (paire L.t.sRep). Pai ailleurs, on construit

une L∞-algèbre dont les éléments de Maurer-Cartan sont des opérateurs de Reynolds généralisés.

Cela nous permet de définir la cohomologie de Yamaguti d’un opérateur de Reynolds généralisé.

Cette cohomologie peut être considérée comme la cohomologie de Yamaguti d’un certain

système triple de Lie à coefficients dans une représentation donnée. En outre, on étudie les

déformations des opérateurs de Reynolds généralisés du point de vue cohomologique en

déterminant la classe d’obstruction d’une extension d’une déformation d’ordre n.

5.1 Opérateurs de Reynolds généralisés sur les paires L.t.sRep

Dans cette section, on introduit la notion d’opérateur de Reynolds généralisé sur une paire

L.t.sRep qui est une généralisation des opérateurs de Reynolds de poids non nul sur un système

triple de Lie. Cette notion a été étudiée sur les algèbres de Lie et 3-Lie dans [27] et [23, 71]

respectivement. Par la suite, on donne quelques exemples et une caractérisation en termes de

graphe d’un opérateur de Reynolds généralisé.

5.1.1 Opérateurs de Reynolds de poids non nul sur les systèmes triples de Lie

Définition 5.1.1. Soient (L, [·, ·]) une algèbre de Lie et λ un scalaire non nul. Un opérateur de

Reynolds de poids λ sur une algèbre de Lie est une application linéaire R : L → L qui satisfait :

[Rx,Ry] =R
(
[Rx,y] + [x,Ry] + λ[Rx,Ry]

)
∀x,y ∈ L. (5.1.1)
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Remarque 5.1.1. Si λ = 1, on retrouve la condition d’un opérateur de Reynolds sur une algèbre de Lie

qui est donnée dans [27].

Définition 5.1.2. Un opérateur de Reynolds de poids λ (λ ∈ K) sur un système triple de Lie

(L, [·, ·, ·]) est une application linéaire R : L → L qui vérifie :

[Rx,Ry,Rz] =R
(
[Rx,Ry,z] + [x,Ry, ,Rz] + [Rx,y,Rz] + λ[Rx,Ry,Rz]

)
. (5.1.2)

On note par (L, [·, ·, ·],R) un système triple de Lie de Reynolds de poids λ.

Exemple 5.1.1. Pour un nombre complexe fixé q, il y a une structure de système triple de Lie analogue à

l’algèbre de Lie de type Block introduite dans [19], qui est engendrée par la base B(q) = {Lm,i|m, i ∈ Z}

et définie par le crochet ternaire suivant :

[Lm,i, Ln,j, Lp,k] = (n(i + q)− m(j + q))(p(i + j + q)− (m + n)(p + q))Lm+n+p,i+j+k.

Soit B(q)≥0 = {Lm,i|m, i ∈ Z+}, alors l’application linéaire R : B(q)≥0 → B(q)≥0 définie par

R(Lm,i) =
−1

λ(m + i + 1)
Lm,i ∀m ∈ B(q)≥0 λ , 0, (5.1.3)

est un opérateur de Reynolds de poids λ sur B(q)≥0.

Définition 5.1.3. Soient (L, [·, ·, ·],R) et (L′, [·, ·, ·]′,R′) deux systèmes triples de Lie de Reynolds. Une

application linéaire α : L → L′ est un morphisme de systèmes triples de Lie de Reynolds si elle vérifie les

conditions suivantes :

α ◦ R = R′ ◦ α

α[x,y,z] = [α(x),α(y),α(z)]′ ∀x,y,z ∈ L.

En d’autres termes, si α est un morphisme de systèmes triples de Lie qui vérifie α ◦ R =R′ ◦ α.

Théorème 5.1.1. Soit (L, [·, ·, ·],R) un système triple de Lie de Reynolds de poids λ. On définit [·, ·, ·]R

sur l’espace vectoriel L comme suit :

[x,y,z]R = [Rx,Ry,z] + [Rx,y,Rz] + [x,Ry,Rz] + λ[Rx,Ry,Rz] ∀x,y,z ∈ L. (5.1.4)

Alors (L, [·, ·, ·]R,R) est un système triple de Lie de Reynolds de poids λ. De plus, R est un morphisme

de systèmes triples de Lie.

Proposition 5.1.1. Soit R : L → L un opérateur de Reynolds de poids λ sur une algèbre de Lie. Alors

R est un opérateur de Reynolds de poids 2λ sur le système triple de Lie induit.

Exemple 5.1.2. Soit W l’algèbre de Witt engendrée par les éléments de la base {ln}n∈Z. Le crochet de

Lie est défini par l’équation suivante :

[lm, ln] = (m − n)lm+n ∀m,n ∈ Z. (5.1.5)
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D’après le Théorème 1.2.1, on a un système triple de Lie défini par le crochet suivant :

[lm, ln, lp] = (m − n)(m + n − p))lm+n+p ∀m,n, p ∈ Z.

On définit sur l’algèbre W≥0 = span{ln|n ≥ 0} un opérateur R : W≥0 → W≥0 par :

R(lm) =
−1

λ(m + 1)
lm ∀m ∈ W≥0 et λ , 0. (5.1.6)

Notons que R est un opérateur de Reynolds de poids λ sur l’algèbre de Lie W≥0. En appliquant la

Proposition 5.1.1, on trouve que R est un opérateur de Reynolds de poids 2λ sur le système triple de Lie

induit. Cet exemple sera également considéré dans la suite lorsque on introduit la structure de Nijenhuis

des systèmes triples de Lie.

5.1.2 Opérateurs de Reynolds généralisés sur les paires L.t.sRep

Soit (L, [·, ·, ·],θ) une paire L.t.sRep. Pour tout 3-cocycle H ∈ Z3
L.t.s.(L, M), on a une structure

de ystème triple de Lie sur la somme direct L ⊕ M donnée par :

[x + u,y + v,z + w]H =
(
[x,y,z], θ(y,z)u − θ(x,z)v + D(x,y)w +H(x,y,z)

)
. (5.1.7)

Ce système triple de Lie est appelé produit semi-direct twisté et noté par L ⋉H
θ M.

Désormais, H désignera toujours un 3-cocycle.

Définition 5.1.4. Une application linéaire T : M → L est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire

L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ), si elle vérifie :

[Tu, Tv, Tw] = T
(

D(Tu, Tv)w + θ(Tv, Tw)u − θ(Tu, Tw)v +H(Tu, Tv, Tw)
)

∀u,v,w ∈ M. (5.1.8)

Exemple 5.1.3. Un opérateur de Rota-Baxter de poids zéro sur un système triple de Lie (L, [·, ·, ·]) est une

application linéaire R : L → L satisfaisant :

[R(x),R(y),R(z)] =R
(
[R(x),R(y),z] + [R(x),y,R(z)] + [x,R(y),R(z)]

)
∀x,y,z ∈ L.

Tout opérateur de Rota-Baxter de poids zéro sur un système triple de Lie est un opérateur de Reynolds généralisé,

où la représentation est la représentation régulière et le 3-cocycle H est trivial.

Exemple 5.1.4. Tout opérateur de Reynolds de poids λ sur un système triple de Lie (L, [·, ·, ·]) est un opérateur de

Reynolds généralisé par rapport à la représentation régulière, où le 3- cocycle H est défini par;

H(x,y,z) = λ[x,y,z] ∀x,y,z ∈ L.

Exemple 5.1.5. Soit (L, [·, ·, ·],θ) une paire L.t.sRep. Supposons que φ ∈ C1
L.t.s.(L, M) soit une cochaine bijective.

Alors φ−1 : M → L est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep, où H = −δ1 φ. En effet, on a :

δ1 φ(Tu, Tv, Tw) = D(Tu, Tv)w − θ(Tu, Tw)v + θ(Tv, Tw)u − φ([Tu, Tv, Tw]) ∀u,v,w ∈ M.

En appliquant φ−1 aux deux membres de l’équation, on obtient le résultat.
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Définition 5.1.5. Soient T et T′ deux opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep. Un morphisme

d’opérateurs de Reynolds généralisés T et T′ est la donnée d’un morphisme de système triple de Lie ϕ : L → L et

d’un endomorphisme ψ : M → M qui satisfont :

ϕ ◦ T = T
′
◦ ψ, (5.1.9)

ψ(θ(x,y)u) = θ(ϕ(x),ϕ(y))ψ(u), (5.1.10)

ψ(H(x,y,z)) =H(ϕ(x),ϕ(y),ϕ(z)) ∀ x,y,z ∈ L, u ∈ M. (5.1.11)

En particulier, si ϕ et ψ sont tous deux bijectifs, alors (ϕ,ψ) est dite isomorphisme.

Soit φ ∈ C1
L.t.s.(L, M) une cochaine, on définit κφ : L ⊕ M → L ⊕ M par κφ =


Id 0

φ Id


 .

Proposition 5.1.2. Soit (L, [·, ·, ·],θ) une paire L.t.sRep. Alors κφ est un isomorphisme de produits semi-direct

twistés L ⋉H
θ M et L ⋉H′

θ M, où H′ =H− δ1 φ.

L’identité (5.1.8) peut être caractérisée par le graphe de T étant une sous-algèbre.

Proposition 5.1.3. Une application linéaire T : M → L est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire

L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ) si et seulement si le graphe Gr(T) = {(Tu,u)| u ∈ M} est une sous-algèbre du produit

semi-direct twisté L ⋉H
θ M.

Preuve 5.1.1. Soit T : M → L une application linéaire. Pour tout u,v,w ∈ M, on a :

[Tu + u, Tv + v, Tw + w]H

=
(
[Tu, Tv, Tw], θ(Tv, Tw)u − θ(Tu, Tw)v + D(Tu, Tv)w +H(Tu, Tv, Tw)

)
.

Ce qui implique que le graphe Gr(T) est une sous-algèbre du produit semi-direct twisté L ⋉H
θ M si et seulement si

T satisfait :

[Tu, Tv, Tw] = T
(

θ(Tv, Tw)u − θ(Tu, Tw)v + D(Tu, Tv)w +H(Tu, Tv, Tw)
)

.

Ce qui signifie que T est un opérateur de Reynolds généralisé.

Puisque M et Gr(T) sont isomorphes en tant qu’espaces vectoriels, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 5.1.1. Soit T : M → L un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ). Alors

il existe une structure de système triple de Lie sur M donnée par :

[u,v,w]T = θ(Tv, Tw)u − θ(Tu, Tw)v + D(Tu, Tv)w +H(Tu, Tv, Tw) ∀ u,v,w ∈ M. (5.1.12)

En outre, T est un morphisme de systèmes triples de Lie.

Définition 5.1.6. Soit T : M → L un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ).

L’application φ ∈ Z1
L.t.s.(L, M) est dite 1-cocycle T-admissible si l’endomorphisme (Id + φ ◦ T) : M → M est

bijectif.

Proposition 5.1.4. Soit φ est un 1-cocycle T-admissible alors T ◦ (Id + φ ◦ T)−1 : M → L est un opérateur de

Reynolds généralisé. On note cet opérateur par Tφ .
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Preuve 5.1.2. Soit φ ∈ Z1
L.t.s.(L, M) un 1-cocycle T-admissible. D’aprés les Propositions 5.1.2 et 5.1.3, on a :

κφ(Gr(T)) = {(Tu,u + φ(Tu))|u ∈ M} ⊆ L ⋉
H′

θ M,

est une sous-algèbre du produit semi-direct twisté L ⋉H′

θ M, où H′ =H− δ1 φ. Etant donnée que (Id + φ ◦ T) :

M → M est un isomorphisme, donc κφ(Gr(T)) est le graphe de l’application T ◦ (Id + φ ◦ T)−1 : M → L. Ce

qui implique que T ◦ (Id + φ ◦ T)−1 est un opérateur de Reynolds généralisé.

En suivant le Corollaire 5.1.1, on peut montrer que les structures de système triple de Lie induites par

les opérateurs de Reynolds généralisés T et Tφ sont isomorphes.

Proposition 5.1.5. Soient T un opérateur de Reynolds généralisé et φ un 1-cocycle T-admissible. Alors les

structures de système triple de Lie sur M induites par T et Tφ sont isomorphes.

Preuve 5.1.3. On considère l’application linéaire (Id + φ ◦ T) : M → M. Pour tout u,v,w ∈ M, on a

[(Id + φ ◦ T)u, (Id + φ ◦ T)v, (Id + φ ◦ T)w]Tφ

= θ(Tu, Tv)(Id + φ ◦ T)w − θ(Tu, Tw)(Id + φ ◦ T)v

+D(Tv, Tw)(Id + φ ◦ T)u +H(Tu, Tv, Tw)

= θ(Tu, Tv)w − θ(Tu, Tw)v + D(Tv, Tw)u +H(Tu, Tv, Tw)

+θ(Tu, Tv)(φ ◦ T)w − θ(Tu, Tw)(φ ◦ T)v + D(Tv, Tw)(φ ◦ T)u

(5.2.20)
= [u,v,w]T + φ([Tu, Tv, Tw])

= [u,v,w]T + φ ◦ T([u,v,w]T)

= (Id + φ ◦ T)[u,v,w]T .

Donc (Id + φ ◦ T) est un isomorphisme de systèmes triples de Lie.

Dans [27], l’auteur a introduit la notion d’opérateur de Reynolds généralisé sur une paire LieRep

(L, [·, ·],ρ) avec un 2-cocycle H dans la cohomologie de Chevalley-Eilenberg, en tant qu’application

linéaire T : M → L vérifiant :

[Tu, Tv] = T
(

ρ(Tu)v + ρ(Tv)u + H(Tu, Tv)
)

∀u,v ∈ M.

Proposition 5.1.6. Soit T : M → L un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire LieRep (L, [·, ·],ρ). Alors

T est aussi un opérateur de Reynolds généralisé sur la paire L.t.sRep induite.

5.2 Cohomologie de Yamaguti des opérateurs de Reynolds généralisés

Dans ce paragraphe, on construit une L∞-algèbre dont les éléments de Maurer-Cartan sont les

opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep. Cette caractérisation nous permet de définir la

cohomologie des opérateurs de Reynolds généralisés. Par la suite, on l’interprète comme la cohomologie

de Yamaguti du système triple de Lie induit à coefficients dans une représentation adaptée.
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5.2.1 Caractérisation de Maurer-Cartan

Une permutation σ ∈ Sn est appelée (i,n − i)-shuffle si σ(1) < .... < σ(i) et σ(i + 1) < .... < σ(n). Si

i = 0 ou i = n, on suppose que σ = Id. L’ensemble des (i,n − i)-shuffles sera noté S(i,n−i).

Définition 5.2.1. Une L∞-algèbre est un espace vectoriel Z-gradué (g = ⊕k∈Zgk) muni d’une famille d’applications

linéaires de degré 1; lk : ⊗kg→ g (k ≥ 1) qui satisfont pour tout élément homogène x1, · · · , xn ∈ g :

(i) La symétrie graduée :

ln(xσ(1), · · · , xσ(n−1), xσ(n)) = ε(σ)ln(x1, · · · , xn−1, xn) ∀ σ ∈ Sn.

(ii) L’identité de Jacobi généralisée :

n

∑
i=1

∑
σ∈S(i,n−i)

ε(σ)ln−i+1(li(xσ(1), · · · , xσ(i)), xσ(i+1), · · · , xσ(n)) = 0 ∀ n ≥ 1.

Définition 5.2.2. Un élément de Maurer-Cartan d’une L∞-algèbre (g = ⊕k∈Zgk,{li}
+∞
i=1) est un élément π ∈ g0

satisfaisant l’équation de Maurer-Cartan suivante :

+∞

∑
n=1

1
n!

ln(π, · · · ,π) = 0. (5.2.1)

Soit π un élément de Maurer-Cartan d’une L∞-algèbre (g,{li}
+∞
i=1). On définit une série d’applications

linéaires lπ
k : ⊗kg→ g de degré 1 par :

lπ
k (x1, · · · , xk) =

+∞

∑
n=0

1
n!

ln+k{π, · · · ,π︸      ︷︷      ︸
n

, x1, · · · , xk} ∀ x1, · · · , xn ∈ g et k ≥ 1. (5.2.2)

Théorème 5.2.1. [37] Avec les notations ci-dessus, (g,{lπ
i }

+∞
i=1) est une L∞-algèbre qui est obtenue en twistant

avec un élément de Maurer-Cartan π de la L∞-algèbre (g,{li}
+∞
i=1). En outre, π + π′ est un élément de Maurer-

Cartan de (g,{li}
+∞
i=1) si et seulement si π′ est un élément de Maurer-Cartan de la L∞-algèbre twistée (g,{lπ

i }
+∞
i=1).

Soit L un espace vectoriel. On considère l’espace vectoriel gradué C∗(L, L) = ⊕n≥0C
n(L, L), où

Cn(L, L) est l’espace des applications multilinéaires P ∈ Hom((∧2L)⊗ · · · ⊗ (∧2L)︸                       ︷︷                       ︸
n≥0

⊗L, L) qui satisfont :

P(X1,X2, · · · ,Xn−1, x, x,y) =0, (5.2.3)

⟲x,y,z P(X1,X2, · · · ,Xn−1, x,y,z) =0. (5.2.4)

Le degré d’un élément dans Cn(L, L) est défini comme étant n. On définit pour tout P ∈ Cp(L, L) et

Q ∈ Cq :

[P, Q]L.t.s. = P◦Q − (−1)pqQ◦P, (5.2.5)

où P◦Q ∈ Cp+q(L, L) est donné par :

(P◦Q)(X1, · · · ,Xp+q, x)

=
p

∑
k=1

(−1)(k−1)q ∑
σ∈S(k−1,q)

(−1)σP(Xσ(1), · · · ,Xσ(k−1), Q(Xσ(k), · · · ,Xσ(k+q−1), xk+q) ∧ yk+q,Xk+q+1, · · · ,Xp+q, x)

+
p

∑
k=1

(−1)(k−1)q ∑
σ∈S(k−1,q)

(−1)σP(Xσ(1), · · · ,Xσ(k−1), xk+q ∧ Q(Xσ(k), · · · ,Xσ(k+q−1),yk+q),Xk+q+1, · · · ,Xp+q, x)

+ ∑
σ∈S(p,q)

(−1)pq(−1)σP(Xσ(1), · · · ,Xσ(p), Q(Xσ(p+1), · · · ,Xσ(p+q−1),Xσ(p+q), x)),

pour tout (k − 1,q)-shuffle σ.
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Proposition 5.2.1. L’espace vectoriel gradué C∗(L, L) muni du crochet gradué défini par (5.2.5) est une algèbre

de Lie graduée.

Proposition 5.2.2. Soit L un espace vectoriel. Alors π ∈ C1(L, L) définit une structure de système triple de Lie

sur L si et seulement si [π,π]L.t.s. = 0, c’est-à-dire que π est un élément de Maurer-Cartan de l’algèbre de Lie

graduée (C∗(L, L), [·, ·]L.t.s.). En outre, (C∗(L, L), [·, ·]L.t.s.,dπ) est une algèbre de Lie différentielle graduée, où dπ

est définie par :

dπ := (−1)n−1[π, ·]L.t.s.. (5.2.6)

Soit (L, [·, ·, ·],θ) une paire L.t.sRep. On écrit simplement π : ∧2L ⊗ L → L pour indiquer la structure

de système triple de Lie [·, ·, ·]. Alors π + θ +H correspond au produit semi-direct du système triple de

Lie sur L ⊕ M défini pour tout x,y,z ∈ L et u,v,w ∈ M par :

[x + u,y + v,z + w]H =
(
[x,y,z], θ(y,z)u − θ(x,z)v + D(x,y)w +H(x,y,z)

)
. (5.2.7)

On obtient donc :

[π + θ +H, π + θ +H]L.t.s. = 0.

On considère l’espace vectoriel gradué C∗(M, L) = ⊕n≥0C
n(M, L), où Cn(M, L) est l’ensemble des

applications linéaires f ∈ Hom((∧2M)⊗ · · · ⊗ (∧2M)︸                         ︷︷                         ︸
n≥0

⊗M, L) satisfaisant :

f (U1,U2, · · · ,Un−1,u,u,v) =0, (5.2.8)

⟲u,v,w f (U1,U2, · · · ,Un−1,u,v,w) =0 ∀Ui ∈ ⊗2M, 1 ≤ i ≤ n − 1. (5.2.9)

On définit

l3 : Cp(M, L)×Cq(M, L)×Cr(M, L)→ Cp+q+r+1(M, L),

l4 : Cp(M, L)×Cq(M, L)×Cr(M, L)×Cs(M, L)→ Cp+q+r+s+1(M, L)

par :

l3(P, Q, R) =[[[π + θ, P]L.t.s., Q]L.t.s., R]L.t.s.,

l4(P, Q, R,S) =[[[[H, P]L.t.s., Q]L.t.s., R]L.t.s.,S]L.t.s..

Maintenant, on présente la caractérisation de Maurer-Cartan des opérateurs de Reynolds généralisés sur

une paire LieRep (L, [·, ·, ·],θ).

Proposition 5.2.3. L’espace vectoriel gradué C∗(M, L) est une L∞-algèbre avec {l1 = l2 = 0, l3(·, ·, ·), l4(·, ·, ·, ·)}

et les crochets supérieures sont triviaux.

Théorème 5.2.2. Une application linéaire T : M → L est un opérateur de Reynolds généralisé si et seulement T

est une solution de l’équation de Maurer-Cartan de la L∞-algèbre (C∗(M, L), l3, l4). En d’autres termes :

1
3!

l3(T, T, T) +
1
4!

l4(T, T, T, T) = 0.
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Preuve 5.2.1. Pour tout T ∈ Hom(M, L), on a :

l4(T, T, T, T)(u,v,w) = −24T(H(Tu, Tv, Tw)). (5.2.10)

D’aprés la preuve du Théorème 4.4 dans [24], on a :

l3(T, T, T)(u,v,w) = 6
(
[Tu, Tv, Tw]− T

(
θ(Tv, Tw)u − θ(Tu, Tw)v + D(Tu, Tv)w

))
. (5.2.11)

D’où on obtient :

( 1
3!

l3(T, T, T) +
1
4!

l4(T, T, T, T)
)
(u,v,w)

=[Tu, Tv, Tw]− T
(
θ(Tv, Tw)u − θ(Tu, Tw)v + D(Tu, Tv)w +H(Tu, Tv, Tw)).

Par conséquent, une application linéaire T ∈ Hom(M, L) est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire

L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ) si et seulement si T est un élément de Maurer-Cartan de la L∞-algèbre (C∗(M, L), l3, l4).

Proposition 5.2.4. Soit T un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ). Alors

C∗(M, L) est muni d’une structure de L∞-algèbre twistée donnée par :

lT
1 (P) =

1
2

l3(T, T, P) +
1
6

l4(T, T, T, P), (5.2.12)

lT
2 (P, Q) = l3(T, P, Q) +

1
2

l4(T, T, P, Q), (5.2.13)

lT
3 (P, Q, R) = l3(P, Q, R) + l4(T, P, Q, R), (5.2.14)

lT
4 (P, Q, R,S) = l4(P, Q, R,S), (5.2.15)

lT
k = 0, k ≥ 5, (5.2.16)

pour tout P ∈ Cp(M, L), Q ∈ Cq(M, L), R ∈ Cr(M, L) et S ∈ Cs(M, L). En outre, pour toute application linéaire

T′ : M → L, la somme T + T′ est un opérateur de Reynolds généralisé si et seulement si T′ est un élément de

Maurer-Cartan de la L∞-algèbre (C∗(M, L), lT
1 , lT

2 , lT
3 , lT

4 ), c’est-à-dire que l’application T′ vérifie :

lT
1 (T

′) +
1
2!

lT
2 (T

′, T′) +
1
3!

lT
3 (T

′, T′, T′) +
1
4!

lT
4 (T

′, T′, T′, T′) = 0.

Preuve 5.2.2. En ce qui concerne la première partie du théorème. Puisque T est un élément de Maurer-Cartan de la

L∞-algèbre (C∗(M, L), l3, l4), d’après le Théorème 5.2.1, C∗(M, L) est muni d’une structure de L∞-algèbre twistée.

En ce qui concerne la seconde partie. Selon le Théorème 5.2.2, T + T′ est un opérateur de Reynolds généralisé si et

seulement si :
1
3!

l3(T + T′, T + T′, T + T′) +
1
4!

l4(T + T′, T + T′, T + T′, T + T′) = 0. (5.2.17)

En soulignant le fait que 1
3! l3(T, T, T) + 1

4! l4(T, T, T, T) = 0. La condition ci-dessus est équivalente à;

1
3!

(
3l3(T, T, T′) + 3l3(T, T′, T′) + l3(T

′, T′, T′)
)

+
1
4!

(
4l4(T, T, T, T′) + 6l4(T, T, T′, T′) + 4l4(T, T′, T′, T′) + l4(T

′, T′, T′, T′)
)
= 0.

c’est-à-dire :

lT
1 (T

′) +
1
2!

lT
2 (T

′, T′) +
1
3!

lT
3 (T

′, T′, T′) +
1
4!

lT
4 (T

′, T′, T′, T′) = 0.

Ce qui implique que T′est un élément de Maurer-Cartan de la L∞-algèbre twistée (C∗(M, L), lT
1 , lT

2 , lT
3 , lT

4 ).
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Cette caractérisation nous permet de définir la cohomologie des opérateurs de Reynolds généralisés.

En effet, pour n ≥ 0, on définit sur l’espace Cn
T(M, L) = Hom(⊗2M ⊗ · · · ⊗ (⊗2M)︸                       ︷︷                       ︸

n≥0

∧M, L) l’opérateur

différentiel dT : Cn
T(M, L)→ Cn+1

T (M, L) par :

dT( f ) = lT
1 ( f ) =

1
2

l3(T, T, f ) +
1
6

l4(T, T, T, f ). (5.2.18)

Les groupes cohomologiques correspondants sont :

Hn
T(M, L) =

Zn
T(M, L)

Bn
T(M, L)

=
{ f ∈ Cn

T(M, L)|dT( f ) = 0}

{dT(g)|g ∈ Cn−1
T (M, L)}

.

5.2.2 Cohomologie de Yamaguti

Soit une structure de système triple de Lie de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ).

Etant donnée une structure de système triple de Lie sur l’espace de la représentation M, on construit une

représentation de l’espace des représentations (vu comme un système triple de Lie) sur la paire L.t.sRep

(vue comme un espace vectoriel) comme suit : on définit une application bilinéaire θT : ⊗2M → End(L)

par :

θT(u,v)x = [x, Tu, Tv]− T
(

D(x, Tu)v − θ(x, Tv)u +H(x, Tu, Tv)
)

∀u,v ∈ M, x ∈ L. (5.2.19)

Proposition 5.2.5. Avec les notations ci-dessus, (L,θT) est une représentation du système triple de Lie (M, [·, ·, ·]T).

Preuve 5.2.3. Notons que :

DT(u,v)x =θT(v,u)x − θT(u,v)x

=[Tu, Tv, x]− T(θ(Tv, x))u − θ(Tu, x))v +H(Tu, Tv, x)) ∀u,v ∈ M and x ∈ L.

D’aprés les Eqs. (1.2.1)-(1.2.5), (1.2.10)- (1.2.11) et (5.1.8)-(5.1.12), pour tout ui ∈ M,1 ≤ i ≤ 4, x ∈ L, on a :

θT(u3,u4)θT(u1,u2)− θT(u2,u4)θT(u1,u3)− θT(u1, [u2,u3,u4]T) + DT(u2,u3)θT(u1,u4)x

=[[x, Tu1, Tu2], Tu3, Tu4] + [Tu2, [x, Tu1, Tu3], Tu4] + [Tu2, Tu3, [x, Tu1, Tu4]]

− [x, Tu1, [Tu2, Tu3, Tu4]] + T
(

θ(Tu3, Tu4)θ(x, Tu2)u1 − θ(Tu3, Tu4)H(x, Tu1, Tu2)

− θ(Tu3, Tu4)D(x, Tu1)u2 + θ(Tu2, Tu4)H(x, Tu1, Tu3)− θ(Tu2, Tu4)θ(x, Tu3)u1

+ θ(Tu2, Tu4)D(x, Tu1)u3 + D(x, Tu1)θ(Tu3, Tu4)u2 − D(x, Tu1)θ(Tu2, Tu4)u3

+ D(x, Tu1)D(Tu2, Tu3)u4 + D(x, Tu1)H(Tu2, Tu3, Tu4) +H(x, Tu1, [Tu2, Tu3, Tu4])

− θ(x, [Tu2, Tu3, Tu4])u1 + D(Tu3, Tu2)H(x, Tu1, Tu4) + D(Tu2, Tu3)θ(x, Tu4)u1

+ D(Tu3, Tu2)D(x, Tu1)u2 − D([x, Tu1, Tu2], Tu3)u4 + D([x, Tu1, Tu2], Tu4)u3

+ θ([x, Tu1, Tu2], Tu4)u3 − θ([x, Tu1, Tu3], Tu4)u2 − D([x, Tu1, Tu4], Tu3)u2

+ θ([x, Tu1, Tu4], Tu2)u3 + D([x, Tu1, Tu4], Tu2)u3 − θ([x, Tu1, Tu4], Tu3)u2

)

=T
(
H(x, Tu1, [Tu2, Tu3, Tu4])

+ D(x, Tu1)H(Tu2, Tu3, Tu4)−H([x, Tu1, Tu2], Tu3, Tu4)

−H(Tu2, [x, Tu1, Tu3], Tu4)−H(Tu2, Tu3, [x, Tu1, Tu4])− θ(Tu3, Tu4)H(x, Tu1, Tu4)

Gharbi Rahma -63-



Cohomologie de type Maurer-Cartan des opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep

+ θ(Tu2, Tu4)H(x, Tu1, Tu3)− D(Tu2, Tu3)H(x, Tu1, Tu4)
)

=T(δ3H(x, Tu1, Tu2, Tu3, Tu4)) = 0.

De la même manière, on obtient :

θT(u3,u4)DT(u1,u2)− DT(u1,u2)θT(u3,u4) + θT([u1,u2,u3]T ,u4) + θT(u3, [u1,u2,u4]T)x

=[[Tu1, Tu2, x], Tu3, Tu4] + [x, [Tu1, Tu2, Tu3], Tu4] + [x, Tu3, [Tu1, Tu2, Tu4]]

− [Tu1, Tu2, [x, Tu3, Tu4]] + T
(

θ(Tu3, Tu4)θ(Tu1, x)u2 − θ(Tu3, Tu4)θ(Tu2, x)u1

− θ(Tu3, Tu4)H(Tu1, Tu2, x)−H([Tu1, Tu2, x], Tu3, Tu4) + D(Tu1, Tu2)H(x, Tu3, Tu4)

− D(Tu1, Tu2)θ(x, Tu4)u3 + D(Tu1, Tu2)D(x, Tu3)u4 +H(Tu1, Tu2, [x, Tu3, Tu4])

+ θ(x, Tu4)θ(Tu2, Tu3)u1 − θ(x, Tu4)θ(Tu1, Tu3)u2 + θ(x, Tu4)D(Tu1, Tu2)u3

+ θ(x, Tu4)H(Tu1, Tu2, Tu3)− D(x, [Tu1, Tu2, Tu3])u4 −H(x, [Tu1, Tu2, Tu3], Tu4)

+ θ(x, [Tu1, Tu2, Tu4])u3 − D(x, Tu3)θ(Tu2, Tu4)u1 + D(x, Tu3)θ(Tu1, Tu4)u2

− D(x, Tu3)D(Tu1, Tu2)u4 − D(x, Tu3)H(Tu1, Tu2, Tu1)−H(x, Tu3, [Tu1, Tu2, Tu4])

− D([Tu1, Tu2, x], Tu3)u4 + θ([Tu1, Tu2, x], Tu4)u3 − θ(Tu2, [x, Tu3, Tu4])u1

− θ(Tu1, [x, Tu3, Tu4])u2

)

=T
(
H(Tu1, Tu2, [x, Tu3, Tu4])−H([Tu1, Tu2, x], Tu3, Tu4) + D(Tu1, Tu2)H(x, Tu3, Tu4)

−H(x, [Tu1, Tu2, Tu3], Tu4)−H(x, Tu3, [Tu1, Tu2, Tu4])− θ(Tu3, Tu4)H(Tu1, Tu2, x)

+ θ(x, Tu4)H(Tu1, Tu2, Tu3)− D(x, Tu3)H(Tu1, Tu2, Tu4)
)

=T(δ3H(Tu1, Tu2, x, Tu3, Tu4)) = 0.

On en déduit donc que θT est une représentation du système triple de Lie (M, [·, ·, ·]T) sur L.

Remarque 5.2.1. On appelle cette représentation la représentation induite par (M, [·, ·, ·]T).

Il découle de la proposition précédente qu’on peut considérer la cohomologie de Yamaguti de

L.t.s. (M, [·, ·, ·]T) à coefficients dans la représentation (L,θT). Plus précisément, pour chaque n ⩾ 0, on

désigne par C2n+1(M, L) l’ensemble des (2n + 1)-cochaines de Yamaguti de M à coefficients dans L. Une

(2n + 1)-cochaine φ ∈ C2n+1(M, L) est une application multilinéaire de M dans L qui satisfait :

φ(v1,v2, · · · ,v2n−2,v,v,u) = 0,

⟲u,v,w φ(v1,v2, · · · ,v2n−2,u,v,w) = 0.

L’opérateur cobord correspondant δ2n−1
T : C2n−1(M, L)→ C2n+1(M, L) est défini comme suit :

δ2n−1
T φ(v1,v2, · · · ,v2n+1)

=θT(v2n,v2n+1)φ(v1,v2, · · · ,v2n−1)− θT(v2n−1,v2n+1)φ(v1,v2, · · · ,v2n−2,v2n)

+
n

∑
k=1

(−1)n+kDT(v2k−1,v2k)φ(v1,v2, · · · , v̂2k−1, v̂2k, · · · ,v2n+1)

+
n

∑
k=1

2n+1

∑
j=2k+1

(−1)n+k+1 φ(v1,v2, · · · , v̂2k−1, v̂2k, · · · , [v2k−1,v2k,vj]T , · · · ,v2n+1)
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=[φ(v1,v2, · · · ,v2n−1), Tv2n, Tv2n+1]− TD(φ(v1,v2, · · · ,v2n−1), Tv2n)v2n+1

+ Tθ(φ(v1,v2, · · · ,v2n−1), Tv2n+1)v2n − TH(φ(v1,v2, · · · ,v2n−1), Tv2n, Tv2n+1)

− [φ(v1,v2, · · · ,v2n−2,v2n), Tv2n−1, Tv2n+1] + TD(φ(v1, · · · ,v2n−2,v2n), Tv2n−1)v2n+1

− Tθ(φ(v1, · · · ,v2n−2,v2n), Tv2n+1)v2n−1 + TH(φ(v1, · · · ,v2n−2,v2n), Tv2n−1, Tv2n+1)

+
n

∑
k=1

(−1)n+k
(
[T(v2k−1, Tv2k, φ(v1, · · · , v̂2k−1, v̂2k, · · · ,v2n+1)]

− Tθ(Tv2k, φ(v1, · · · , v̂2k−1, v̂2k, · · · ,v2n+1)v2k−1 + Tθ(Tv2k−1, φ(v1, · · · , v̂2k−1, v̂2k, · · · ,v2n+1)v2k

− TH(Tv2k−1, Tv2k, φ(v1, · · · , v̂2k−1, v̂2k, · · · ,v2n+1))
)

+
n

∑
k=1

2n+1

∑
j=2k+1

(−1)n+k+1
(

φ(v1, · · · , v̂2k−1, v̂2k, · · · ,θ(Tv2k, Tvj)v2k−1 − θ(Tv2k−1, Tvj)v2k, · · · ,v2n+1)

+ φ(v1,v2, · · · , v̂2k−1, v̂2k, · · · , D(Tv2k−1, Tv2k)vj +H(Tv2k−1, Tv2k, Tvj), · · · ,v2n+1)
)

.

Avec cet opérateur, les cochaines de Yamaguti forment un complexe

C1(M, L)
δ1

T−→ C3(M, L)
δ3

T−→ C5(M, L) −→ · · · ,

tel que δ2n+1
T ◦ δ2n−1

T = 0 pour tout n ≥ 1. En particulier, une cochaine φ ∈ C1(M, L) est un cocycle si :

TH(φ(v1), Tv2, Tv3)

=[φ(v1), Tv2, Tv3] + [Tv1, φ(v2), Tv3] + [Tv1, Tv2, φ(v3)] + Tθ(φ(v1), Tv3)v2

− TD(φ(v1), Tv2)v3 + TD(φ(v2), Tv1)v3 − Tθ(φ(v2), Tv3)v1 + TH(φ(v2), Tv1, Tv3)

− TD(φ(v1), Tv2)v3 − Tθ(Tv2, φ(v3))v1 + Tθ(Tv1, φ(v3))v2 − TH(Tv1, Tv2, φ(v3))

− φ(θ(Tv2, Tv3)v1)− φ(θ(Tv1, Tv3)v2) + φ(D(Tv1, Tv2)v3) + φ(H(Tv1, Tv2, Tv3). (5.2.20)

Pour tout χ = (x1, x2) ∈ L ⊗ L, on définit ∂T(χ) : M → L par :

∂T(χ)u = T
(

D(χ)u +H(χ, Tu)
)
− [χ, Tu] ∀u ∈ M. (5.2.21)

Proposition 5.2.6. Soit T un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ). Alors ∂T(χ)

est un cocycle du système triple de Lie (M, [·, ·, ·]T) à coefficients dans (L,θT).

Preuve 5.2.4. Pour tout u1,u2,u3 ∈ M, on a :

δ1
T ◦ ∂T(χ)(u1,u2,u3)

=[TD(χ)u1, Tu2, Tu3] + [Tu1, TD(χ)u2, Tu3] + [Tu1, Tu2, TD(χ)u3] + [TH(χ, Tu1), Tu2, Tu3]

+ [Tu1, TH(χ, Tu2), Tu3] + [Tu1, Tu2, TH(χ, Tu3)]− [[χ, Tu1], Tu2, Tu3]

− [Tu1, [χ, Tu2], Tu3]− [Tu1, Tu2, [χ, Tu3]] + [χ, [Tu1, Tu2, Tu3]]

− T
(

D(TD(χ)u1, Tu2)u3 + D(TH(χ)u1, Tu2)u3 − D([χ, Tu1], Tu2)u3

− θ(TD(χ)u1, Tu3)u2 − θ(TH(χ)u1, Tu3)u2 + θ([χ, Tu1], Tu3)u2

+H(TD(χ)u1, Tu2, Tu3) +H(TH(χ, Tu1), Tu2, Tu3)−H([χ, Tu1], Tu2, Tu3)

− D(TD(χ)u2, Tu1)u3 − D(TH(χ, Tu2), Tu1)u3 + D([χ, Tu2], Tu1)u3

+ θ(TD(χ)u2, Tu3)u1 + θ(TH(χ, Tu2), Tu3)u1 − θ([χ, Tu2], Tu3)u1
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+H(Tu1, TD(χ)u2, Tu3)−H(Tu1, TH(χ, Tu2), Tu1) +H(Tu1, [χ, Tu2], Tu3)

+ θ(Tu2, TD(χ)u3)u1 + θ(Tu2, TH(χ, Tu3))u1 − θ(Tu2, [χ, Tu3])u1

− θ(Tu1, TD(χ)u3)u2 − θ(Tu1, TH(χ, Tu3))u2 + θ(Tu1, [χ, Tu3])u2

+H(Tu1, Tu2, TD(χ)u3) +H(Tu1, Tu2, TH(χ, Tu3))−H(Tu1, Tu2, [χ, Tu3])
)

− TD(χ)(θ(Tu2, Tu3)u1 − θ(Tu1, Tu3)u2 + D(Tu1, Tu2)u3 +H(Tu1, Tu2, Tu3))

−H(χ, [Tu1, Tu2, Tu3]) + [χ, [Tu1, Tu2, Tu3]]

(1.2.2)(5.1.8)
= T

(
θ(Tu2, Tu3)D(χ)u1 − θ(Tu1, Tu3)D(χ)u2 + D(Tu1, Tu2)D(χ)u3

− θ(Tu1, Tu3)H(χ, Tu2) + D(Tu1, Tu2)H(χ,T u3) + D([χ, Tu1], Tu2)u3 − θ([χ, Tu1], Tu3)u2

+H([χ, Tu1], Tu2, Tu3)− D([χ, Tu2], Tu1)u3 + θ([χ, Tu2], Tu2)u1 +H(Tu1, [χ, Tu2], Tu3)

+ θ(Tu2, [χ, Tu3], )u1 − θ(Tu1, [χ, Tu3], )u2 +H(Tu1, Tu2, [χ, Tu3])−H(χ, [Tu1, Tu2, Tu3])

− D(χ)θ(Tu2, Tu3)u1 + D(χ)θ(Tu1, Tu3)u2 − D(χ)D(Tu1, Tu2)u3 − D(χ)H(Tu1, Tu2, Tu3))
)

(1.2.11)
= T

(
(θ(Tu2, Tu3)D(χ) + θ(Tu2, [χ, Tu3]) + θ([χ, Tu2], Tu2)− D(χ)θ(Tu2, Tu3))u1

− (θ(Tu1, Tu3)D(χ)− θ([χ, Tu1], Tu3)− θ(Tu1, [χ, Tu3]) + D(χ)θ(Tu1, Tu3))u2

+ (D(Tu1, Tu2)D(χ) + D([χ, Tu1], Tu2)− D([χ, Tu2], Tu1)− D(χ)D(Tu1, Tu2))u3

)

(1.2.4)(1.2.5)
= 0.

On en déduit que ∂T(χ) est un cocycle.

On désigne l’espace des (2n − 1)-cochaines par :

C2n−1
T (M, L) =





L ⊗ L si n = 0,

C2n−1(M, L) si n ≥ 1.
(5.2.22)

Aussi l’opérateur cobord ΛT : C2n−1
T (M, L)→ C2n+1

T (M, L) par :

ΛT =





∂T si n = 0,

δT si n ≥ 1.
(5.2.23)

Maintenant, on précise les groupes de la cohomologie des opérateurs de Reynolds généralisés sur une

paire L.t.sRep.

Définition 5.2.3. Soit T un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ). On note l’espace

des cocycles par Z∗(M, L), l’espace des cobords par B∗(M, L) et les groupes de cohomologie par :

H∗
T(M, L) = Z∗(M, L)/B∗(M, L).

Ce sont les groupes de cohomologie correspondent á l’opérateur de Reynolds généralisé.

On va prouver, en utilisant un élément de Maurer-Cartan T de la L∞-algèbre (C∗(M, L), l3, l4), que

l’opérateur cobord ΛT coïncide avec la différentielle dT définie par l’Eq.(5.2.18).

Théorème 5.2.3. Soit T un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ). Alors

dT( f ) = (−1)n−1ΛT( f ) ∀ f ∈ Hom(M ⊗ · · · ⊗ M︸            ︷︷            ︸
2n−1

, L), n ≥ 1. (5.2.24)
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Preuve 5.2.5. Dans [24], les auteurs ont montré que :

1
2

l3(T, T, f )(U1, · · · ,Un,un+1)

=[[[π + θ, T]L.t.s., T]L.t.s., f ]L.t.s.(U1, · · · ,Un,un+1)

=(−1)n−1[[π + θ, T]L.t.s., T]L.t.s.

(
f (U1, · · · ,Un−1,un),vn,un+1

)

+ (−1)n−1[[π + θ, T]L.t.s., T]L.t.s.

(
un, f (U1, · · · ,Un−1,vn),un+1

)

+ (−1)n−1
n

∑
i=1

(−1)n−1(−1)i−1[[π + θ, T]L.t.s., T]L.t.s.

(
Ui, f (U1 · · · ,Ûi, · · · ,Un,un+1)

)

−
n−1

∑
k=1

k

∑
i=1

(−1)i+1 f
(
U1 · · · ,Ûi, · · · ,Uk, [[π + θ, T]L.t.s., T]L.t.s.(Ui,uk+1),vk+1,Uk+2, · · · ,Un,un+1

)

−
n−1

∑
k=1

k

∑
i=1

(−1)i+1 f
(
U1 · · · ,Ûi, · · · ,Uk,uk+1, [[π + θ, T]L.t.s., T]L.t.s.(Ui,vk+1),Uk+2, · · · ,Un,un+1

)

−
n

∑
i=1

f
(
U1 · · · ,Ûi, · · · ,Un, [[π + θ, T]L.t.s., T]L.t.s.(Ui,un+1)

)

=(−1)n−1δ2n−1
T ( f ).

En rajoutant un argument, on montre que dT( f ) = 1
2 l3(T, T, f ) + 1

6 l4(T, T, T, f ) = (−1)n−1∂T( f ). En effet;

l4(T, T, T, f )(U1, · · · ,Un,un+1)

=[H, T]L.t.s., T]L.t.s., T]L.t.s., f ]L.t.s.(U1, · · · ,Un,un+1)

=[H, T]L.t.s., T]L.t.s., T]L.t.s.( f (U1, · · · ,Un−1,un),vn,un+1)

+ [H, T]L.t.s., T]L.t.s., T]L.t.s.(un, f (U1, · · · ,Un−1,vn),un+1)

+
n

∑
i=1

(−1)n−1(−1)i−1[H, T]L.t.s., T]L.t.s., T]L.t.s.

(
Ui, f (U1, · · · ,Ûi, · · · ,Un,un+1)

)

− (−1)n−1
n−1

∑
k=1

k

∑
i=1

(−1)i+1

f
(
U1, · · · ,Ûi, · · · ,Uk, [H, T]L.t.s., T]L.t.s., T]L.t.s.(Ui,uk+1),vk+1,Uk+2, · · · ,Un,un+1

)

− (−1)n−1
n−1

∑
k=1

k

∑
i=1

(−1)i+1

f
(
U1, · · · ,Ûi, · · · ,Uk,uk+1, [H, T]L.t.s., T]L.t.s., T]L.t.s.(Ui,vk+1),Uk+2, · · · ,Un,un+1

)

− (−1)n−1
n

∑
i=1

(−1)i+1 f
(
U1, · · · ,Ûi, · · · ,Un, [H, T]L.t.s., T]L.t.s., T]L.t.s.(Ui,un+1)

)

=(−1)n−16

{
(−1)n+1

(
− TH( f (U1, · · · ,Un−1,un), Tvn, Tun+1)− TH( f (U1, · · · ,Un−1,vn), Tun+1, Tun)

)

−
n

∑
j=1

(−1)j+1TH( f (U1, · · · ,Ûj, · · · ,Un,un+1), Tuj, Tj)

+
n

∑
j=1

(−1)j f
(
U1, · · · ,Ûj, · · · ,Un,H(Tuj, Tvj, Tun+1)

)

+ ∑
1≤j<k≤n

(−1)j

f
(
U1, · · · ,Ûj, · · · ,Uk−1,H(Tuj, Tvj, Tuk),vk + uk,H(Tuj, Tvj, Tvk),Uk+1, · · · ,Un,un+1

)}
.
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La preuve est terminée.

Proposition 5.2.7. Soit (ϕ,ψ) un morphisme d’opérateurs de Reynolds généralisés T et T
′

sur une paire L.t.sRep

(L, [·, ·, ·],θ). Alors :

• l’application ψ est un morphisme de systèmes triples de Lie.

• Le diagramme suivant commute pour tout u,v ∈ M :

L

θT(u,v)
��

ϕ
// L

θ
T
′ (ψ(u),ψ(v)),

��

L
ϕ

// L

où (L,θT) et (L,θ
T
′ ) sont les représentations induites des systèmes triples de Lie.

En se basant sur la proposition 5.1.2, on montre la pertinence de la théorie de cohomologie. Soit

(ϕ,ψ) un morphisme d’opérateurs de Reynolds généralisés T et T
′
, tel que ψ soit bijective. On note par

C2n−1
T (M, L) l’espace des (2n − 1)-cochaines de système triple de Lie (M, [·, ·, ·]T) à coefficients dans la

représentation (L,θT). On définit :




Θ : L ⊗ L → L ⊗ L si n = 0,

Θ : C2n−1
T (M, L)→ C2n−1

T
′ (M, L) si n ≥ 1,

par : 



Θ(χ) = ϕ(χ) = (ϕ(x1),ϕ(x2)) ∀ χ = (x1, x2) ∈ L ⊗ L si n = 0,

Θ(φ)(u1, · · · ,u2n−1) = ϕ(φ(ψ−1(u1), · · · ,ψ−1(u2n−1))) ∀ui ∈ M si n ≥ 1.

Théorème 5.2.4. Avec les notations ci-dessus, Θ est une cochaine des complexes (C⋆

T(M, L),ΛT) et (C⋆

T
′ (M, L),Λ

T
′ ).

Par conséquent, elle induit un morphisme Θ des groupes de cohomologie H⋆

T(M, L) et H⋆

T′(M, L).

Preuve 5.2.6. Pour n = 0. Soient χ ∈ L ⊗ L et (ϕ,ψ) un morphisme d’opérateurs de Reynolds généralisés T et

T
′
. En appliquant les Eqs.(5.1.9), (5.1.10), et (5.1.11), on obtient :

Θ ◦ ∂T(χ)u =Φ(∂T(χ)(ψ
−1(u))

=ϕ ◦ T
(

D(χ)(ψ−1(u)) +H(χ, T(ψ−1(u)))
)
− ϕ[χ, T(ψ−1(u))]

=T
′
◦ ψ

(
D(χ)(ψ−1(u)) +H(χ, T(ψ−1(u)))

)
− [ϕ(χ),ϕ ◦ T(ψ−1(u))]

=T
′
(

D(ϕ(χ))ψ(ψ−1(u)) +H(ϕ(χ),ϕ ◦ T(ψ−1(u)))
)
− [ϕ(χ), T

′
◦ ψ(ψ−1(u))]

=T
′
(

D(ϕ(χ))u +H(ϕ(χ), T
′
u))

)
− [ϕ(χ), T

′
u]

=T
′
(

D(Θ(χ))u +H(Θ(χ), T
′
u))

)
− [Θ(χ), T

′
u]

=∂′T(Θ(χ))u.

Pour n ≥ 1. Soit φ ∈ C2n−1
T (M, L). On a :

δ′TΘ(φ)(v1,v2, · · · ,v2n+1)

=θ′T(v2n,v2n+1)Θ(φ)(v1,v2, · · · ,v2n−1)− θ′T(v2n−1,v2n+1)Θ(φ)(v1,v2, · · · ,v2n−2,v2n)
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+
n

∑
k=1

(−1)n+kD′
T(v2k−1,v2k)Θ(φ)(v1,v2, · · · , v̂2k−1, v̂2k, · · · ,v2n+1)

+
n

∑
k=1

2n+1

∑
j=2k+1

(−1)n+k+1Θ(φ)(v1,v2, · · · , v̂2k−1, v̂2k, · · · , [v2k−1,v2k,vj]
′
T , · · · ,v2n+1)

=θ′T(v2n,v2n+1)ϕ(φ(ψ−1(v1), · · · ,ψ−1(v2n−1))− θ′T(v2n−1,v2n+1)ϕ(φ(ψ−1(v1), · · · ,ψ−1(v2n))

+
n

∑
k=1

(−1)n+kD′
T(v2k−1,v2k)ϕ(φ(ψ−1(v1), · · · , ̂ψ−1(v2k−1), ̂ψ−1(v2k), · · · ,ψ−1(v2n+1))

+
n

∑
k=1

2n+1

∑
j=2k+1

(−1)n+k+1ϕ(φ(ψ−1(v1), · · · , [ψ−1(v2k−1),ψ
−1(v2k),ψ

−1(vj)]
′
T , · · · ,ψ−1(v2n+1))

=θ′T(ψ ◦ ψ−1(v2n),ψ ◦ ψ−1(v2n+1))ϕ(φ(ψ−1(v1), · · · ,ψ−1(v2n−1))

− θ′T(ψ ◦ ψ−1(v2n−1),ψ ◦ ψ−1(v2n+1))ϕ(φ(ψ−1(v1), · · · ,ψ−1(v2n))

+
n

∑
k=1

(−1)n+kD′
T(ψ ◦ ψ−1(v2k−1),ψ ◦ ψ−1(v2k))ϕ(φ(ψ−1(v1), · · · ,ψ−1(v2n+1))

+
n

∑
k=1

2n+1

∑
j=2k+1

(−1)n+k+1ϕ(φ(ψ−1(v1), · · · , [ψ−1(v2k−1),ψ
−1(v2k),ψ

−1(vj)]T , · · · ,ψ−1(v2n+1))

=ϕ
(

θT(ψ
−1(v2n),ψ−1(v2n+1))φ(ψ−1(v1), · · · ,ψ−1(v2n−1))

− θT(ψ
−1(v2n−1),Ψ

−1(v2n+1))φ(ψ−1(v1), · · · ,ψ−1(v2n))

+
n

∑
k=1

(−1)n+kDT(ψ
−1(v2k−1),ψ

−1(v2k))φ(ψ−1(v1), · · · ,ψ−1(v2n+1))

+
n

∑
k=1

2n+1

∑
j=2k+1

(−1)n+k+1 φ(ψ−1(v1), · · · , [ψ−1(v2k−1),ψ
−1(v2k),ψ

−1(vj)]T , · · · ,ψ−1(v2n+1))
)

=ϕ
(

δT φ(ψ−1(v1),ψ
−1(v2), · · · ,ψ−1(v2n+1))

)

=Θ
(

δT φ
)
(v1,v2, · · · ,v2n+1).

La preuve est terminée.

5.3 Classes d’obstruction des opérateurs de Reynolds généralisés

Dans cette section, on exploite la théorie de la cohomologie de Yamaguti présentée dans la section

précédente, afin de d’étudier les déformations formelles des opérateurs de Reynolds généralisés sur une

paire L.t.sRep. En outre, on introduit une classe de cohomologie spéciale associée à une déformation

d’ordre n et on montre qu’une déformation d’ordre n est extensible si et seulement si cette classe de

cohomologie dans le troisième groupe de cohomologie est triviale. De ce fait, on appelle cette classe de

cohomologie la classe d’obstruction d’une extension d’une déformation d’ordre n.

Soit K[[λ]] l’anneau des séries formelles à une variable λ et à coefficients dans K. Pour tout espace

vectoriel M, on note par M[[λ]] l’espace des séries formelles à coefficients dans M. Si de plus, on a une

structure de système triple de Lie (L, [·, ·, ·]) sur K, alors on a une structure de système triple de Lie sur

l’anneau K[[λ]] dans L[[λ]] donnée par :

[+∞

∑
i=0

λixi,
+∞

∑
j=0

λjyj,
+∞

∑
k=0

λkzk

]
=

+∞

∑
s=0

∑
i+j+k=s

λs[xi,yj,zk] ∀xi,yj,zk ∈ L. (5.3.1)
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Pour toute représentation (M,θ) de (L, [·, ·, ·]), il y a une représentation naturelle de système triple de

Lie L[[λ]] sur le K[[λ]]-module M[[λ]], définie par :

θ
(+∞

∑
i=0

λixi,
+∞

∑
j=0

λjyj

)(+∞

∑
k=0

λkmk

)
=

+∞

∑
s=0

∑
i+j+k=s

λsθ(xi,yj)mk ∀xi,yj ∈ L, mk ∈ M. (5.3.2)

De même, un 3-cocycle H peut être étendu à un 3-cocycle sur le système triple de Lie L[[λ]] à coefficients

dans M[λ]], noté également H. On considére une série formelle :

Tλ =
+∞

∑
i=0

λiTi Ti ∈ C1
T(M, L). (5.3.3)

Il s’agit d’une cochaine Tλ ∈ C1
T(M, L[[λ]]). On l’étend pour qu’elle soit une application de M[[λ]] sur

L[[λ]]. On la note toujours par Tλ.

Définition 5.3.1. Si la série formelle Tλ =
+∞

∑
i=0

Tiλ
i, où T0 = T, satisfait l’équation suivante :

[Tλu, Tλv, Tλw] = Tλ

(
D(Tλu, Tλv)w + θ(Tλv, Tλw)u − θ(Tλu, Tλw)v +H(Tλu, Tλv, Tλw)

)
,

on dit qu’il s’agit d’une déformation formelle d’opérateur de Reynolds généralisé T.

Remarque 5.3.1. Si Tλ = T + λT1 est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ),

on dit que T1 engendre une déformation infinitésimale de T.

En s’appuyant sur la relation entre l’opérateur de Reynolds généralisé et la structure d’un système

triple de Lie, on obtient le résultat suivant :

Proposition 5.3.1. Soit Tλ =
+∞

∑
i=0

λiTi une déformation formelle d’un opérateur de Reynolds généralisé T sur une

paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ). Alors le crochet [·, ·, ·]Tλ
défini, pour tout u,v,w ∈ M, par :

[u,v,w]Tλ
=

+∞

∑
k=0

∑
i+j=k

λk
(

D(Tiu, Tjv)w + θ(Tiv, Tjw)u − θ(Tiu, Tjw)v + ∑
i+j+s=k

H(Tiu, Tjv, Tsv)
)

,

est une déformation formelle du système triple de Lie (M, [·, ·, ·]T) donné dans le Corollaire 5.1.1.

Définition 5.3.2. Soient Tλ =
+∞

∑
i=0

λiTi et T
′

λ =
+∞

∑
i=0

λiT′
i deux déformations formelles d’un opérateur de Reynolds

généralisé T sur une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ). On dit qu’elles sont équivalentes s’il existe un élément χ ∈ L∧ L,

ϕi ∈ gl(L) et ψi ∈ gl(M) ( i ≥ 2) tel que le couple :

(
ϕλ = IdL + λ[χ,−] +

+∞

∑
i=2

λiϕi, ψλ = IdV + λD(χ)(−) + λH(χ,−) +
+∞

∑
i=2

λiψi

)
, (5.3.4)

soit un morphisme d’opérateurs de Reynolds généralisés Tλ et T
′

λ. En particulier, une déformation Tλ est dite

triviale s’il existe un élément χ ∈ L ∧ L, ϕi ∈ gl(L) et ψi ∈ gl(M) ( i ≥ 2) tel que le morphisme (ϕλ,ψλ)

défini par l’Eq.(5.3.4) donne une équivalence entre Tλ et T. Ce dernier étant considéré comme une déformation de

lui-même.

Théorème 5.3.1. Si deux déformations formelles d’un opérateur de Reynolds généralisé T sont équivalentes, alors

leurs infinitésimaux appartiennent à la même classe de cohomologie H1
T(M, L).
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Définition 5.3.3. Soit T un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ). Si Tλ =
n

∑
i=0

λiTi

définit un K[[λ]]/(λn+1)-module de M[[λ]]/(λn+1) sur le système triple de Lie L[[λ]]/(λn+1) satisfaisant :

[Tλu, Tλv, Tλw] = Tλ

(
D(Tλu, Tλv)w + θ(Tλv, Tλw)u − θ(Tλu, Tλw)v +H(Tλu, Tλv, Tλw)

)
,

on dit que Tλ est une déformation d’ordre n de l’opérateur de Reynolds généralisé T.

Définition 5.3.4. Soit Tλ =
n

∑
i=0

λiTi une déformation d’ordre n d’un opérateur de Reynolds généralisé T sur

une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ). S’il existe une cochaine Tn+1 ∈ C1
T(M, L) tel que T̃λ = Tλ + λn+1Tn+1 soit une

déformation d’ordre (n + 1) de T, alors on dit que Tλ est extensible.

Théorème 5.3.2. Soit Tλ =
n

∑
i=0

λiTi une déformation d’ordre n de T. Alors Tλ est extensible si et seulement si la

classe de cohomologie [ObsT ] ∈ H3
T(M, L) est triviale, où ObsT est une 3-cochaine dans C3

T(M, L) définie par :

ObsT(u,v,w) (5.3.5)

= ∑
0≤i,j,k≤n+1
i+j+k>n+1

[Tiu, Tjv, Tkw]− Ti

(
D(Tju, Tkv)w + θ(Tjv, Tkw)u − θ(Tju, Tkw)v +H(Tiu, Tjv, Tkw)

)
.

Preuve 5.3.1. Soit T̃λ =
n+1

∑
i=0

λiTi une extension de Tλ, alors pour tout u,v,w ∈ M on a :

[T̃λu, T̃λv, T̃λw] = T̃λ

(
D(T̃λu, T̃λv)w + θ(T̃λv, T̃λw)u − θ(T̃λu, T̃λw)v +H(T̃λu, T̃λv, T̃λw)

)
.

En développant l’équation et en comparant les coefficients de λn, on obtient :

[Tn+1u, Tv, Tw] + [Tu, Tn+1v, Tw] + [Tu, Tv, Tn+1w]− T
(

D(Tn+1u, Tv)w − θ(Tn+1u, Tw)v

+H(Tn+1u, Tv, Tw) + D(Tu, Tn+1v)w + θ(Tn+1v, Tw)v +H(Tu, Tn+1v, Tw)

+ θ(Tv, Tn+1w)u − θ(Tu, Tn+1w)v +H(Tu, Tv, Tn+1w)
)

+ ∑
0≤i,j,k≤n+1
i+j+k>n+1

[Tiu, Tjv, Tkw]− Ti

(
D(Tju, Tkv)w + θ(Tjv, Tkw)u − θ(Tju, Tkw)v +H(Tiu, Tjv, Tkw)

)

=0.

Ce qui équivaut à :

ObsT = −δ1
TTn+1. (5.3.6)

Ainsi, la classe de cohomologie [ObsT ] est triviale. Inversement, On suppose que la classe de cohomologie ObsT

est triviale, donc il existe une cochaine Tn+1 ∈ C1
T(M, L) tel que ObsT = δ1

T(Tn+1). Soit T̃λ = Tλ + λn+1Tn+1,

alors T̃λ satisfait :

n+1

∑
i+j+k=s=0

[Tiu, Tjv, Tkw]− Ti

(
D(Tju, Tkv)w + θ(Tjv, Tkw)u − θ(Tju, Tkw)v +H(Tiu, Tjv, Tkw)

)
.

Ce qui implique que T̃λ est une déformation d’ordre (n + 1) de T. D’où elle est une extension de Tλ.

Définition 5.3.5. Soit Tλ =
n

∑
i=0

λiTi une déformation d’ordre n d’un opérateur de Reynolds généralisée T. La

classe de cohomologie [ObsT ] ∈ H3
T(M, L) définie dans le Théorème 5.3.2 s’appelle la classe d’obstruction d’une

extension de Tλ.

Corollaire 5.3.1. Si H3
T(M, L) = 0, alors tout 1-cocycle est l’infinitésimal d’une déformation formelle de T.
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6
Structures de Nijenhuis des algèbres 3-Hom-Lie colorées

et des systèmes triples de Lie

On présente dans ce chapitre une nouvelle structure algébrique, appelée structure de Nijenhuis, qui

généralise les algèbres 3-Hom-Lie colorées ainsi que les systèmes triples de Lie. Cette structure admet un

lien avec les opérateurs de Nijenhuis et avec les opérateurs de Reynolds généralisés. En outre, on établit

une relation entre la structure de Nijenhuis des systèmes triples de Lie et celle des algèbres de Lie.

6.1 Les algèbres 3-Hom-NS-Lie colorées

Dans cette section, on introduit la notion de structure de Nijenhuis d’une algèbre 3-Hom-Lie colorée,

où simplement dit une algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée. On montre que cette derniere donne lieu à une

algèbre 3-Hom-Lie colorée et une représentation sur elle-même. De même, on établit un lien entre les

opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire 3-Hom-LieRep colorée et les algèbres 3-NS-Hom-Lie

colorées. Donc, les algèbres 3-NS-Hom-Lie colorées peuvent être considérées comme des structures

algébriques sous-jacentes des opérateurs de Reynolds généralisés.

Définition 6.1.1. Une algèbre 3-Hom-pre-Lie colorée est un quadruplet (g,{·, ·, ·}, ε,α) constitué d’un espace

vectoriel Γ-gradué g, d’une accolade trilinéaire de degré zéro: {·, ·, ·} : g ∧ g⊗ g→ g et d’une application linéaire

de degré zéro α : g→ g satisfaisant, pour tout élément homogène xi,yi ∈ g (1 ≤ i ≤ 3), les identités suivantes :

{α(x1),α(x1),{y1,y2,y3}} ={[x1, x2,y1]
c,α(y2),α(y3)}+ ε(x1 + x2,y1){α(y1), [x1, x2,y2]

c,α(y3)}

+ ε(x1 + x2,y1 + y2){α(y1),α(y2),{x1, x2,y3}}, (6.1.1)

{[x1, x2, x3]
c,α(y1),α(y2)} ={α(x1),α(x2),{x3,y1,y2}} − ε(x2, x3){α(x1),α(x3),{x2,y1,y2}}

+ ε(x1, x2 + x3){α(x2),α(x3),{x1,y1,y2}}, (6.1.2)

où [·, ·, ·]c est défini par :

ε(x3, x1)[x1, x2, x3]
c =⟲x1,x2,x3 ε(x3, x1){x1, x2, x3}. (6.1.3)
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Définition 6.1.2. Soient g un espace vectoriel Γ-gradué muni d’une accolade de degré zéro, d’un crochet ε-

antisymétrique aussi de degré zéro {·, ·, ·}, [·, ·, ·]∗ : g⊗ g⊗ g → g, et d’une application linéaire de degré zéro

α : g → g. Alors le quintuplet (g,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]∗, ε,α) est une algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée, s’il vérifie les

propriétés suivantes pour tout élément homogène x1, x2, x3 et y1,y2,y3 de g :

{x1, x2, x3} =− ε(x1, x2){x2, x1, x3}, (6.1.4)

{α(x1),α(x2),{y1,y2,y3}} ={[[x1, x2,y1]],α(y2),α(y3)}+ ε(x1 + x2,y1){α(y1), [[x1, x2,y2]],α(y3)}}

+ ε(x1 + x2,y1 + y2){α(y1),α(y2),{x1, x2,y3}}, (6.1.5)

ε(x3, x1){[[x1, x2, x3]],α(y1),α(y2)} =⟲x1,x2,x3 ε(x3, x1){α(x1),α(x2),{x3,y1,y2}}, (6.1.6)

ε(y3,y1)[α(x1),α(x2), [[y1,y2,y3]]]∗ =⟲y1,y2,y3 ε(y3,y1)ε(x1 + x2,y1 + y2)[α(y1),α(y2), [[x1, x2,y3]]]∗

+⟲y1,y2,y3 ε(y3,y1)ε(x1 + x2,y1 + y2){α(y1),α(y2), [x1, x2,y3]∗}

− ε(y3,y1){α(x1),α(x2), [y1,y2,y3]∗}, (6.1.7)

où le double crochet [[·, ·, ·]] est défini par :

ε(x3, x1)[[x1, x2, x3]] =⟲x1,x2,x3 ε(x3, x1){x1, x2, x3}+ ε(x3, x1)[x1, x2, x3]∗.

Remarque 6.1.1. On obtient la notion d’une algèbre 3-pre-Lie colorée et d’une algèbre 3-NS-Lie colorée si dans les

définitions précédentes l’application α = Id.

Remarque 6.1.2. Soit (g,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]∗, ε,α) une algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée. D’une part, si {·, ·, ·} = 0,

on remarque que (g, [·, ·, ·]∗, ε,α) est une algèbre 3-Hom-Lie colorée. D’autre part, si [·, ·, ·]∗ = 0, on note que

(g,{·, ·, ·}, ε,α) est une algèbre 3-Hom-pre-Lie colorée. Par conséquent, on dit qu’une algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée

est une généralisation des algèbres 3-Hom-Lie colorées et 3-Hom-pre-Lie colorées.

Exemple 6.1.1. Soit N : g → g un opérateur de Nijenhuis sur une algèbre 3-Hom-Lie colorée (g, [·, ·, ·], ε,α).

Alors

{x,y,z} =[N x,N y,z],

[x,y,z]∗ =−N
(
[N x,y,z] + [x,N y,z] + [x,y,N z]−N [x,y,z]

)
∀x,y,z ∈ g,

définissent une algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée.

Exemple 6.1.2. Soit (g, [·, ·, ·], ε,α,R) une algèbre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée. Alors

{x,y,z} = [Rx,Ry,Rz] et [x,y,z]∗ = −[Rx,Ry,Rz] ∀x,y,z ∈ g,

forment une structure d’algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée sur g.

Théorème 6.1.1. Soit (g,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]∗, ε,α) une algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée. Alors (g, [[·, ·, ·]], ε,α) est une

algèbre 3-Hom-Lie colorée. En outre, (g,ϱ,α) est une représentation de (g, [[·, ·, ·]], ε,α), où ϱ : g⊗ g→ End(g) est

une application bilinéaire de degré zéro définie par :

ϱ(x,y)z = {x,y,z} ∀x,y,z ∈ g. (6.1.8)

Preuve 6.1.1. Soient x1, x2,y1,y2,y3 ∈ g, on a :

[[α(x1),α(x2), [[y1,y2,y3]]]]− [[[[x1, x2,y1]],α(y2),α(y3)]]− ε(x1 + x2,y1)[[α(y1), [[x1, x2,y2]],α(y3)]]
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− ε(x1 + x2,y1 + y2)[[α(y1),α(y2), [[x1, x2,y3]]]]

(6.1.7)
= [α(x1),α(x2), [[y1,y2,y3]]]∗ + {α(x1),α(x2), [y1,y2,y3]∗}+ {α(x1),α(x2),{y1,y2,y3}}

− ε(y2,y3){α(x1),α(x2),{y1,y3,y2}}+ ε(y1,y2 + y3){α(x1),α(x2),{y2,y3,y1}}

+ ε(x1 + x2,y1 + y2 + y3){[[y1,y2,y3]],α(x1),α(x2)} − ε(x1 + x2,y1 + y2 + y3)

ε(x1, x2){[[y1,y2,y3]],α(x2),α(x1)} − [[[x1, x2,y1]],α(y2),α(y3)]∗ − {[[x1, x2,y1]],α(y2),α(y3)}

+ ε(y2,y3){[[[x1, x2,y1]],α(y3),α(y2)}−ε(x1 + x2 + y1,y2 + y3){α(y2),α(y3), [x1, x2,y1]∗}

− ε(x1 + x2 + y1,y2 + y3){α(y2),α(y3),{x1, x2,y1}} − ε(x1 + x2,y1)ε(x1 + x2 + y1,y2 + y3)

{α(y2),α(y3),{y1, x1, x2}}+ ε(x1 + x2 + y1,y2 + y3)ε(x1 + x2,y1){α(y2),α(y3),{y1, x2, x1}}

−ε(x1 + x2,y1)[α(y1), [[x1, x2,y2]],α(y3)]∗ − ε((x1 + x2,y1){α(y1), [[x1, x2,y2]],α(y3)}

− ε(y1,y2 + y3){[[x1, x2,y2]],α(y3),α(y1)}+ ε(x1 + x2,y1 + y3)ε(y2,y3){α(y1),α(y3), [x1, x2,y2]∗}

+ ε(x1 + x2,y1 + y3)ε(y2,y3){α(y1),α(y3),{x1, x2,y2}}+ ε(x1 + x2,y1 + y2 + y3)ε(y2,y3)

{α(y1),α(y3),{y2, x1, x2}} − ε(x1 + x2,y1 + y2 + y3)ε(y2,y3)ε(x1, x2){α(y1),α(y3),{y2, x2, x1}}

−ε(x1 + x2,y1 + y2)[α(y1),α(y2), [[x1, x2,y3]]]∗ − ε(x1 + x2,y1 + y2){α(y1),α(y2), [x1, x2,y3]∗}

− ε(x1 + x2,y1 + y2){α(y1),α(y2),{x1, x2,y3}} − ε(x1 + x2,y1 + y2 + y3){α(y1),α(y2),{y3, x1, x2}}

+ ε(x1 + x2,y1 + y2 + y3)ε(x1, x2){α(y1),α(y2),{y3, x2, x1}}+ ε(x1 + x2,y1)ε(y2,y3)

{α(y1), [[x1, x2,y3]]},α(y2)} − ε(x1 + x2,y2)ε(y1,y2 + y3){α(y2), [[x1, x2,y3]]},α(y1)

(6.1.5),(6.1.6)
= {α(x1),α(x2),{y1,y2,y3}} − ε(y2,y3){α(x1),α(x2),{y1,y3,y2}}+ ε(y1,y2 + y3)

{α(x1),α(x2),{y2,y3,y1}}+ ε(x1 + x2,y1 + y2 + y3){[[y1,y2,y3]],α(x1),α(x2)}

− ε(x1 + x2,y1 + y2 + y3)ε(x1, x2){[[y1,y2,y3]],α(x2),α(x1)} − {[[x1, x2,y1]],α(y2),α(y3)}

+ ε(y2,y3){[[[x1, x2,y1]],α(y3),α(y2)} − ε(x1 + x2 + y1,y2 + y3){α(y2),α(y3),{x1, x2,y1}}

−ε(x1 + x2,y1)ε(x1 + x2 + y1,y2 + y3){α(y2),α(y3),{y1, x1, x2}}+ ε(x1 + x2 + y1,y2 + y3)

ε(x1 + x2,y1){α(y2),α(y3),{y1, x2, x1}}+ ε(x1 + x2,y1){α(y1), [[x1, x2,y2]],α(y3)}

− ε(y1,y2 + y3){[[x1, x2,y2]],α(y3),α(y1)}+ ε(x1 + x2,y1 + y3)ε(y2,y3){α(y1),α(y3),{x1, x2,y2}}

+ ε(x1 + x2,y1 + y2 + y3)ε(y2,y3){α(y1),α(y3),{y2, x1, x2}} − ε(x1 + x2,y1 + y2 + y3)ε(y2,y3)

ε(x1, x2){α(y1),α(y3),{y2, x2, x1}} − ε(x1 + x2,y1 + y2){α(y1),α(y2), [x1, x2,y3]∗}

−ε(x1 + x2,y1 + y2){α(y1),α(y2),{x1, x2,y3}} − ε(x1 + x2,y1 + y2 + y3){α(y1),α(y2),{y3, x1, x2}}

+ ε(x1 + x2,y1 + y2 + y3)ε(x1, x2){α(y1),α(y2),{y3, x2, x1}}+ ε(x1 + x2,y1)ε(y2,y3)

{α(y1), [[x1, x2,y3]]},α(y2)} − ε(x1 + x2,y2)ε(y1,y2 + y3){α(y2), [[x1, x2,y3]]},α(y1)

=0.

Ce qui signifie que [[·, ·, ·]] définit une structure d’algèbre 3-Hom-Lie colorée sur g. De plus, les Eqs.(2.1.6)-

(2.1.8) sont vérifiées. Donc le quintuplet (g, [[·, ·, ·]], ε,α,ϱ) est une paire 3-HomLieRep pair colorée.

Remarque 6.1.3. L’algèbre 3-Hom-Lie colorée (g, [[·, ·, ·]], ε,α) définie dans le théorème précédent est dite algèbre

3-Hom-Lie colorée sous-adjacente et l’algèbre (g,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]∗, ε,α) est dite algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée

compatible.

Le résultat suivant illustre que les algèbres 3-Hom-NS-Lie colorées peuvent être considérées comme
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des structures algébriques sous-jacentes des opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire 3-HomLieRep

colorée.

Théorème 6.1.2. Soit T : M → g un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire 3-Hom-LieRep colorée

(g, [·, ·, ·], ε,α,ρ). On définit une accolade et un crochet comme suit :

{u,v,w} = ρ(Tu, Tv)w et [u,v,w]∗ = H(Tu, Tv, Tw) ∀u,v,w ∈ M. (6.1.9)

Alors (M,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]∗, ε,µ) est une algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée. On dit que c’est l’algèbre induite.

Preuve 6.1.2. Soient u1,u2,u3,u4,u5 ∈ M, on a :

{µ(u1),µ(u2),{u3,u4,u5}

(6.1.9)
= ρ(T ◦ µ(u1), T ◦ µ(u1))ρ(T(u3), T(u4))u5

= ρ(α ◦ T(u1),α ◦ T(u2))ρ(T(u3), T(u4))u5

(2.1.7)
= ρ([Tu1, Tu2, Tu3],α ◦ T(u4)) ◦ µ(u5) + ε(u1 + u2,u3)ρ(α ◦ T(u3), [Tu1, Tu2, Tu4]) ◦ µ(u5)

+ε(u1 + u2,u3 + u4)ρ(α ◦ T(u3),α ◦ T(u4))ρ(T(u1), T(u2))u5

= ρ(T[[u1,u2,u3]], T ◦ µ(u4)) ◦ µ(u5) + ε(u1 + u2,u3)ρ(T ◦ µ(u3), T[[u1,u2,u4]]) ◦ µ(u5)

+ε(u1 + u2,u3 + u4)ρ(T ◦ µ(u3), T ◦ µ(u4))ρ(T(u1), T(u2))u5

= {[[u1,u2,u3]],µ(u4),µ(u5)}+ ε(u1 + u2,u3){µ(u3), [[u1,u2,u4]],µ(u5)}

+ε(u1 + u2,u3 + u4){µ(u3),µ(u4),{u1,u2,u5}}.

Ensuite, l’Eq.(6.1.5) est vérifiée. De manière analogue, on vérifie les équations (6.1.6) et (6.1.7). Par suite

(M,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]∗, ε,µ) est une algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée.

Définition 6.1.3. Soient (g,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]∗, ε,α) et (g′,{·, ·, ·}′, [·, ·, ·]∗′ , ε,α′) deux algèbres 3-Hom-NS-Lie col-

orées. Un morphisme d’algèbres 3-Hom-NS-Lie colorées est une application linéaire de degré zéro ψ : g→ g′ qui

satisfait :

ψ ◦ α = α′ ◦ ψ,

ψ{x,y,z} = {ψ(x),ψ(y),ψ(z)}′ (6.1.10)

ψ[x,y,z]∗ = [ψ(x),ψ(y),ψ(z)]′∗ ∀x,y,z ∈ g. (6.1.11)

Proposition 6.1.1. Soit (ϕ,ψ) un morphisme d’opérateurs de Reynolds généralisés T et T′ sur des paires 3-

HomLieRep colorées (g, [·, ·, ·], ε,α,ρ) et (g′, [·, ·, ·]′, ε,α′,ρ′) respectivement. Alors ψ est un morphisme d’algèbres

3-Hom-NS-Lie colorées induites (M,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]∗, ε,µ) et (M′,{·, ·, ·}′, [·, ·, ·]′∗, ε,µ).

Preuve 6.1.3. D’après l’Eq.(4.2.7), on a ψ ◦ µ = µ′ ◦ ψ. De plus :

ψ{u,v,w}
(6.1.9)
= ψ ◦ ρ(Tu, Tv)w

(5.1.10)
= ρ′(ϕ(Tu),ϕ(Tv))ψ(w)

(5.1.9)
= ρ′(T′(ψ(u)), T′(ψ(v)))ψ(w)

= {ψ(u),ψ(v),ψ(w)}′ ∀u,v,w ∈ M.

Ce qui implique que l’Eq.(6.1.10) est vérifiée. De la même manière, on vérifie l’équation (6.1.11). Alors ψ est un

morphisme d’algèbres 3-Hom-NS-Lie colorées.
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Proposition 6.1.2. Soit (g, [·, ·, ·], ε,α,ρ) une paire 3-HomLieRep colorée. Alors il existe une structure compatible

d’algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée sur g si et seulement s’il existe un opérateur de Reynolds généralisé inversible T.

En outre, la structure de l’algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée sur g est déterminée par :

{x,y,z} = T(ρ(x,y)T−1(z)), [x,y,z]∗ = T(H(x,y,z)) ∀x,y,z ∈ g.

Preuve 6.1.4. Soit T : M → g un opérateur de Reynolds généralisé inversible sur une paire 3-Hom-LieRep colorée.

On applique le Théorème 6.1.2, on obtient une structure d’algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée sur M donnée par :

{u,v,w}M = ρ(Tu, Tv)w et [u,v,w]∗M = H(Tu, Tv, Tw) ∀u,v,w ∈ M.

Etant donnée que T est bijectif, alors (g,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]∗, ε,µ) est une algèbre 3-Hom-NS-Lie colorée, où :

{x,y,z} = T{T−1(x), T−1(y), T−1(z)}M = T(ρ(x,y)T−1(z)),

[x,y,z]∗ = T[T−1(x), T−1(y), T−1(z)]M = T(H(x,y,z)) ∀x,y,z ∈ g.

De plus, on a :

{x,y,z} − ε(y,z){x,z,y}+ ε(x,y + z){y,z, x}+ [x,y,z]∗

=T
(

ρ(x,y)T−1(z)− ε(y,z)ρ(x,z)T−1(y) + ε(x,y + z)ρ(y,z)T−1(x) + H(x,y,z)
)

=T
(

ρ(T ◦ T−1(x), T ◦ T−1(y))T−1(z)− ε(y,z)ρ(T ◦ T−1(x), T ◦ T−1(z))T−1(y)

+ ε(x,y + z)ρ(T ◦ T−1(y), T ◦ T−1(z))T−1(x) + H(T ◦ T−1(x), T ◦ T−1(y), T ◦ T−1(z))
)

=[T ◦ T−1(x), T ◦ T−1(y), T ◦ T−1(z)]

=[x,y,z].

Réciproquement, On a l’identité Id : g→ g est un opérateur de Reynolds généralisé sur (g, [·, ·, ·], ε,α) relatif à la

représentation (g,ϱ).

6.2 Systèmes triples de NS-Lie

Notre objectif dans cette section est d’étudier la structure de Nijenhuis d’un système triple de Lie ou

système triple de NS-Lie comme généralisation des systèmes triples de Lie et des pre-systèmes triples de

Lie. Ainsi, on montre que les algèbres de Lie, les algèbres de NS-Lie, les systèmes triples de Lie et les

systèmes triples de NS-Lie sont étroitement liés.

6.2.1 Définitions et constructions

Définition 6.2.1. Soit L un espace vectoriel muni de deux applications trilinéaires {·, ·, ·}, [·, ·, ·] : ⊗3L → L. Le

triplet (L,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]) est appelé système triple de NS-Lie, si les identités suivantes sont vérifiées :

[y1,y2,y3] = −[y2,y1,y3], ⟲y1,y2,y3 [y1,y2,y3] = 0, (6.2.1)

{x1, x2, [[y1,y2,y3]]} = {{x1, x2,y1},y2,y3} − {{x1, x2,y2},y1,y3}+ {y1,y2,{x1, x2,y3}}
∗, (6.2.2)

{x1, x2,{y1,y2,y3}}
∗ = {{x1, x2,y1}

∗,y2,y3}+ {y1, [[x1, x2,y2]],y3}+ {y1,y2, [[x1, x2,y3]]}, (6.2.3)

[x1, x2, [[y1,y2,y3]]] = [[[x1, x2,y1]],y2,y3] + [y1, [[x1, x2,y2]],y3] + [y1,y2, [[x1, x2,y3]]]
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+ {[x1, x2,y1],y2,y3} − {[x1, x2,y2],y1,y3}+ {y1,y2, [x1, x2,y3]}
∗

− {x1, x2, [y1,y2,y3]}
∗, (6.2.4)

pour tout x1, x2,y1,y2,y3 ∈ L, où {·, ·, ·}∗ et [[·, ·, ·]] sont définis comme suit :

{y1,y2,y3}
∗ = {y3,y2,y1} − {y3,y1,y2},

[[y1,y2,y3]] = {y1,y2,y3}
∗ + {y1,y2,y3} − {y2,y1,y3}+ [y1,y2,y3]. (6.2.5)

Remarque 6.2.1. On constate que si l’accolade {·, ·, ·} est triviale, alors (A, [·, ·, ·]) est un système triple de Lie.

Si le crochet [·, ·, ·] est triviale alors (A,{·, ·, ·}) est un système triple de pre-Lie. De ce fait, un système triple de

NS-Lie est une généralisation de système triple de Lie et système triple de pre-Lie, voir [53] pour plus de détails sur

les système triple de pre-Lie.

Un système triple de NS-Lie donne lieu à un système triple de Lie et une reprèsentation sur lui-même.

Théorème 6.2.1. Soit (L,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]) un système triple de NS-Lie. Alors (L, [[·, ·, ·]]) est un système triple de

Lie qu’appelle système triple de Lie sous-adjacent et il est noté par L. En outre, (L,ϱ) est une représentation de L,

où ϱ : L ⊗ L → End(L) est déterminée par :

ϱ(x,y)z = {z, x,y} ∀x,y,z ∈ L.

Preuve 6.2.1. Ce n’est pas difficile de prouver que [[·, ·, ·]] satisfait (1.2.1). D’aprés les Eqs.(6.2.2)-(6.2.4), pour

tout x1, x2,y1,y2,y3 ∈ L, on a :

[[x1, x2, [[y1,y2,y3]]]]− [[[[x1, x2,y1]],y2,y3]]− [[y1, [[x1, x2,y2]],y3]]− [[y1,y2, [[x1, x2,y3]]]]

={x1, x2,{y1,y2,y3}}
∗ + {x1, x2,{y3,y2,y1}}

∗ − {x1, x2,{y3,y1,y2}}
∗ − {x1, x2,{y2,y1,y3}}

∗

− {x1, x2, [y1,y2,y3]}
∗ − {x1, x2, [[y1,y2,y3]]}+ {x2, x1, [[y1,y2,y3]]} − [x1, x2, [[y1,y2,y3]]]

− {y3,y2, [[x1, x2,y1]]}+ {y3, [[x1, x2,y1]],y2} − {{x1, x2,y1}
∗,y2,y3} − {{x1, x2,y1},y2,y3}

+ {{x2, x1,y1}
∗,y2,y3} − {[x1, x2,y1],y2,y3}+ {y2, [[x1, x2,y1]],y3} − [[[x1, x2,y1]],y2,y3]

− {y3, [[x1, x2,y2]],y1}+ {y3,y1, [[x1, x2,y2]]} − {y1, [[x1, x2,y2]],y3}+ {{x1, x2,y2}
∗,y1,y3}

+ {{x1, x2,y2},y1,y3} − {{x2, x1,y2},y1,y3}+ {[x1, x2,y2],y1,y3} − [y1, [[x1, x2,y2]],y3]

− {{x1, x2,y3}
∗,y2,y1}+ {{x1, x2,y3}

∗,y1,y2} − {y1,y2,{x1, x2,y3}}
∗ + {y1,y2,{x2, x1,y3}}

∗

− {y1,y2, [x1, x2,y3]}
∗ + {y1,y2, [[x1, x2,y3]]} − [y1,y2, [[x1, x2,y3]]]

=0.

Cela implique que L est un système triple de Lie. On applique les Eqs.(6.2.2)-(6.2.3), on obtient :

ϱ(x1, x2)ϱ(y1,y2)− ϱ(y2, x2)ϱ(y1, x1)− ϱ(y1, [[y2, x1, x2]]) + Dϱ(y2, x1)ϱ(y1, x2) = 0,

ϱ(x1, x2)Dϱ(y1,y2)− D∗(y1,y2)ϱ(x1, x2) + ϱ([[y1,y2, x1]], x2) + ϱ(x1, [[y1,y2, x2]]) = 0,

où Dϱ(x1, x2) = ϱ(x2, x1)− ϱ(x1, x2). Alors ϱ est une représentation de L sur L. Par conséquent (L, [[·, ·, ·]],ϱ)

est une paire L.t.sRep.

Un système triple de NS-Lie peut être considéré comme une structure algébrique sous-jacente d’un

opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep.
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Théorème 6.2.2. Soit T : M → L un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep. Alors

{u,v,w} = θ(Tv, Tw)u et [u,v,w] =H(Tu, Tv, Tw) (6.2.6)

définissent une structure de système triple de NS-Lie sur M. Il s’agit du système triple de NS-Lie induit.

Preuve 6.2.2. Pour tout u,v,w ∈ L, il est clair que :

[u,v,w] = −[v,u,w] et ⟲u,v,w [u,v,w] = 0.

De plus, pour tout u1,u2,v1,v2,v3 ∈ M, d’aprés les Eqs.(1.2.3)-(1.2.4) et l’Eq.(6.2.5), on a :

{u1,u2, [[v1,v2,v3]]} − {{u1,u2,v1},v2,v3}+ {{u1,u2,v2},v1,v3} − {v1,v2,{u1,u2,v3}}

={u1,u2,{v1,v2,v3}
∗}+ {u1,u2,{v1,v2,v3}} − {u1,u2,{v2,v1,v3}}+ {u1,u2, [v1,v2,v3]}

− {{u1,u2, ,v1},v2,v3}+ {{u1,u2,v2},v1,v3} − {v1,v2,{u1,u2,v3}}
∗

={u1,u2,{v3,v2,v1}} − {u1,u2,{v3,v1,v2}}+ {u1,u2,{v1,v2,v3}} − {u1,u2,{v2,v1,v3}}

+ {u1,u2, [v1,v2,v3]} − {{u1,u2,v1},v2,v3}+ {{u1,u2,v2},v1,v3} − {{u1,u2,v3},v2,v1}

+ {{u1,u2,v3},v1,v2}

=θ(Tu2, [Tv1, Tv2, Tv3])u1 − θ(Tv2, Tv3)θ(Tu2, Tv1)u1 + θ(Tv1, Tv3)θ(Tu2, Tv2)u1

− θ(Tv2, Tv1)θ(Tu2, Tv3)u1 + θ(Tv1, Tv2)θ(Tu2, Tv3)u1 = 0.

Cela implique que l’Eq.(6.2.2) est vérifiée. De même pour l’Eq.(6.2.3). Et puisque H est un 3-cocycle de L à

coefficients dans M, alors l’Eq.(6.2.4) est vérifiée. D’où, (L,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]) est un système triple de NS-Lie.

Corollaire 6.2.1. Le système triple de Lie sous-adjacent (M, [[·, ·, ·]]) du système triple de NS-Lie défini précédem-

ment est explicitement le système triple de Lie défini dans le Corollaire 5.1.1.

Définition 6.2.2. Un morphisme de systèmes triples de NS-Lie (L,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]) et (L′,{·, ·, ·}′, [·, ·, ·]′) est une

application linéaire ψ : L → L′ qui satisfait :

ψ{x,y,z} = {ψ(x),ψ(y),ψ(z)}′ et ψ[x,y,z] = [ψ(x),ψ(y),ψ(z)]′ ∀x,y,z ∈ L.

Proposition 6.2.1. Soient T et T′ deux opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep (L, [·, ·, ·],θ),

(L,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]) et (L′,{·, ·, ·}′, [·, ·, ·]′) les systèmes triples de NS-Lie induits. Si (ϕ,ψ) est un morphisme

d’opérateurs de Reynolds généralisés, alors ψ est un morphisme de systèmes triples de Lie induits.

Preuve 6.2.3. Il est facile de la prouver en utilisant les Eqs.(5.1.9)-(5.1.11) et l’Eq.(6.2.6).

Notons qu’un opérateur de Reynolds de poids λ sur un système triple de Lie est un opérateur de

Reynolds généralisé particulier sur une paire L.t.sRep.

Corollaire 6.2.2. Soit (L, [·, ·, ·],R) un Reynolds système triple de Lie de poids λ. Alors (L,{·, ·, ·},λ[·, ·, ·] ◦

(R⊗R⊗R)) est un système triple de NS-Lie, où

{x,y,z} = [x,Ry,Rz] ∀x,y,z ∈ L.
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Exemple 6.2.1. L’exemple 5.1.2 sera développé pour un système triple de NS-Lie. En effet, on définit un opérateur

de Reynolds R de poids λ sur l’algèbre de Lie pour construire un opérateur de Reynolds généralisé sur le système

triple de Lie induit (L, [[·, ·], ·]). De plus, d’aprés le corollaire 6.2.2, on a un système triple de NS-Lie sur W≥0

défini par :

{lm, ln, lp} = [lm,R(ln),R(lp)] =
1

λ2(n + 1)(p + 1)
[lm, ln, lp]

=
(m − n)(m + n − p))

λ2(n + 1)(p + 1)
lm+n+p,

et;

2λ[R(lm),R(ln),R(lp)] = 2
(m − n)(m + n − p))

λ2(m + 1)(n + 1)(p + 1)
lm+n+p.

Donc R est un opérateur de Reynolds généralisé sur le système triple de Lie induit (L, [·, ·, ·]).

Exemple 6.2.2. On considére un opérateur de Reynolds de poids λ; R : B(q)≥0 → B(q)≥0 sur le système triple

de Lie (B(q)≥0, [·, ·, ·]) défini dans l’Example 5.1.1. Il découle du corollaire 6.2.2, que B(q)≥0 est muni d’une

structure de système triple de NS-Lie donnée par :

{Lm,i, Ln,j, Lp,k} =
(n(i + q)− m(j + q))(p(i + j + q)− (m + n)(p + q))

λ2(n + j + 1)(p + k + 1)
Lm+n+p,i+j+k.

6.2.2 Des algèbres NS-Lie aux systèmes triples de NS-Lie

Maintenant, on construit un système triple de NS-Lie en partant d’une algèbre NS-Lie. On rappelle

d’abord la définition d’algèbre NS-Lie présentée par Apurba Das in [27].

Définition 6.2.3. Une algèbre NS-Lie est un espace vectoriel L muni de deux opérations bilinéaires ◦,⋎ : L → L,

où ⋎ est antisymétrique, qui satisfont les deux identités suivantes :

(x ∗ y) ◦ z − x ◦ (y ◦ z) + y ◦ (x ◦ z) = 0, (6.2.7)

x ⋎ (y ∗ z) + y ⋎ (z ∗ x) + z ⋎ (x ∗ z) + x ◦ (y ⋎ z) + y ◦ (z ⋎ x) + z ◦ (x ⋎ y) = 0 ∀x,y,z ∈ L, (6.2.8)

où x ∗ y = x ◦ y − y ◦ x + x ⋎ y.

Proposition 6.2.2. Soit (L,◦,⋎) une algèbre NS-Lie. Alors (L,∗) est une algèbre de Lie dite algèbre de Lie

adjacente.

Soit (L, [·, ·],ρ) une paire LieRep. Une application bilinéaire antisymétrique H : L × L → M est un

2-cocycle, si elle vérifie :

⟲x,y,z
(
ρ(x)H(y,z) + H(x, [y,z])

)
= 0 ∀x,y,z ∈ L. (6.2.9)

Une application linéaire T : M → L est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire LieRep

(L, [·, ·],ρ) si elle satisfait :

[T(u), T(v)] = T
(

ρ(Tu)v − ρ(Tv)u + H(Tu, Tv)
)

∀u,v ∈ M. (6.2.10)

On définit les deux opérations suivantes :

u ◦ v = ρ(Tu)v et u ⋎ v = H(Tu, Tv) ∀u,v ∈ M. (6.2.11)

Gharbi Rahma -79-



Structures de Nijenhuis des algèbres 3-Hom-Lie colorées et des systèmes triples de Lie

Proposition 6.2.3. Avec les notations ci-dessus, (M,◦,⋎) est une algèbre NS-Lie.

Théorème 6.2.3. Soit (L,◦,⋎) une algèbre NS-Lie. Alors (L,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]) est un système triple de NS-Lie, où :

{x,y,z} = z ◦ (y ◦ x), (6.2.12)

[x,y,z] = (x ∗ y) ⋎ z − z ◦ (x ⋎ y) ∀x,y,z ∈ L. (6.2.13)

Notons que [[x,y,z]] = (x ∗ y) ∗ z.

Preuve 6.2.4. Soient x1, x2,y1,y2,y3 ∈ L. D’après l’Eq.(6.2.7), on a :

{{x1, x2,y1},y2,y3} − {{x1, x2,y2},y1,y3}+ {y1,y2,{x1, x2,y3}}
∗ − {x1, x2, [[y1,y2,y3]]}

=y3 ◦
(

y2 ◦ (y1 ◦ (x2 ◦ x1))
)
− y3 ◦

(
y1 ◦ (y2 ◦ (x2 ◦ x1))

)
+ y1 ◦

(
y2 ◦ (y3 ◦ (x2 ◦ x1))

)

−y2 ◦
(

y1 ◦ (y3 ◦ (x2 ◦ x1))
)
−

(
(y1 ∗ y2) ∗ y3

)
◦ (x2 ◦ x1)

(6.2.7)
= (y1 ∗ y2) ◦

(
y3 ◦ (x2 ◦ x1)

)
− y3 ◦

(
(y1 ∗ y2) ◦ (x2 ◦ x1))

)
−

(
(y1 ∗ y2) ∗ y3

)
◦ (x2 ◦ x1)

=0.

Alors l’Eq.(6.2.2) est vérifiée. De manière analogue, on vérifie l’Eq.(6.2.3) :

{{y1,y2,y3}, x1, x2} − {{y1,y2,y3}, x2, x1}+ {{y1, x2, x1},y2,y3} − {{y1, x1, x2},y2,y3}

+ {y1, [x1, x2,y2],y3}+ {y1,y2, [x1, x2,y3]}

=x2 ◦
(

x1 ◦ (y3 ◦ (y2 ◦ y1))
)
− x1 ◦

(
x2 ◦ (y3 ◦ (y2 ◦ y1))

)
+ y3 ◦

(
y2 ◦ (x1 ◦ (x2,y1))

)

−y3 ◦
(

y2 ◦ (x2 ◦ (x1,y1))
)
+ y3 ◦

(
((x1 ∗ x2) ∗ y2) ◦ y1

)
+

(
(x1 ∗ x2) ∗ y3

)
◦ (y2 ◦ y1)

(6.2.7)
= y3 ◦ (y2 ◦

(
(x1 ∗ x2) ◦ y1

)
− (x1 ∗ x2) ◦

(
y3 ◦ (y2 ◦ y1)

)
+ y3 ◦

(
((x1 ∗ x2) ∗ y2) ◦ y1

)

+
(
(x1 ∗ x2) ∗ y3

)
◦ (y2 ◦ y1)

=y3 ◦
(
(x1 ∗ x2) ◦ (y2 ◦ y1)

)
− y3 ◦

(
(x1 ∗ x2) ◦ (y2 ◦ y1)

)
= 0.

Ainsi, on a :

[[[x1, x2,y1]],y2,y3] + [y1, [[x1, x2,y2]],y3] + [y1,y2, [[x1, x2,y3]]] + {[x1, x2,y1],y2,y3}

− {[x1, x2,y2],y1,y3}+ {y1,y2, [x1, x2,y3]}
∗ − {x1, x2, [y1,y2,y3]}

∗ − [x1, x2, [[y1,y2,y3]]]

=
(
((x1 ∗ x2) ∗ y1) ∗ y2

)
⋎ y3 +

✭
✭
✭
✭

✭
✭

✭
✭
✭
✭
✭
✭(

(y1 ∗ y2) ∗ y3

)
◦ (x1 ⋎ x2)− y3 ◦

(
((x1 ∗ x2) ∗ y1) ⋎ y2

)

+
(

y1 ∗ ((x1 ∗ x2) ∗ y2)
)
⋎ y3 − y3 ◦

(
y1 ⋎ ((x1 ∗ x2) ∗ y2)

)
+ (y1 ∗ y2) ⋎

(
(x1 ∗ x2) ∗ y3

)

−
(
(x1 ∗ x2) ∗ y3

)
◦ (y1 ⋎ y2) + y3 ◦

(
y2 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y1)−

✭
✭
✭
✭
✭
✭
✭
✭

✭
✭

✭
✭

y3 ◦
(

y2 ◦ (y1 ◦ (x1 ⋎ x2))
)

− y3 ◦
(

y1 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y2) + y1 ◦
(

y2 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y3)
)
+
✭

✭
✭
✭
✭
✭
✭

✭
✭

✭
✭
✭

y3 ◦
(

y1 ◦ (y2 ◦ (x1 ⋎ x2))
)

− y2 ◦
(

y1 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y3)
)
−
✭
✭
✭
✭

✭
✭

✭
✭
✭
✭
✭✭

y1 ◦
(

y2 ◦ (y3 ◦ (x1 ⋎ x2)
)
+
✭
✭
✭
✭
✭
✭
✭

✭
✭

✭
✭✭

y2 ◦
(

y1 ◦ (y3 ◦ (x1 ⋎ x2)
)

− x1 ◦
(

x2 ◦ (y1 ∗ y2) ⋎ y3

)
+ x1 ◦

(
x2 ◦ (y3 ◦ (y1 ⋎ y2))

)
+ x2 ◦

(
x1 ◦ (y1 ∗ y2) ⋎ y3

)

− x2 ◦
(

x1 ◦ (y3 ◦ (y1 ⋎ y2))
)
− (x1 ∗ x2) ⋎

(
(y1 ∗ y2) ∗ y3

)

(6.2.7)
=

(
((x1 ∗ x2) ∗ y1) ∗ y2

)
⋎ y3 − y3 ◦

(
((x1 ∗ x2) ∗ y1) ⋎ y2

)
+

(
y1 ∗ ((x1 ∗ x2) ∗ y2)

)
⋎ y3
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− y3 ◦
(

y1 ⋎ ((x1 ∗ x2) ∗ y2)
)
+ (y1 ∗ y2) ⋎

(
(x1 ∗ x2) ∗ y3

)
+ y3 ◦

(
y2 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y1)

− y3 ◦
(

y1 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y2) + y1 ◦
(

y2 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y3)
)
− y2 ◦

(
y1 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y3)

)

− x1 ◦
(

x2 ◦ (y1 ∗ y2) ⋎ y3

)
+ x2 ◦

(
x1 ◦ (y1 ∗ y2) ⋎ y3

)
+x1 ◦

(
x2 ◦ (y3 ◦ (y1 ⋎ y2))

)

−x2 ◦
(

x1 ◦ (y3 ◦ (y1 ⋎ y2))
)
− (x1 ∗ x2) ⋎

(
(y1 ∗ y2) ∗ y3

)
−
(
(x1 ∗ x2) ∗ y3

)
◦ (y1 ⋎ y2)

(6.2.7)
=

(
(x1 ∗ x2) ∗ (y1 ∗ y2)

)
⋎ y3 + y3 ◦

(
((x1 ∗ x2) ◦ (y1 ⋎ y2

)
− y3 ◦

(
(x1 ∗ x2) ∗ y1) ⋎ y2

)

− y3 ◦
(

y1 ⋎ ((x1 ∗ x2) ∗ y2)
)
+ (y1 ∗ y2) ⋎

(
(x1 ∗ x2) ∗ y3

)
+ y3 ◦

(
y2 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y1)

)

− y3 ◦
(

y1 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y2)
)
+y1 ◦

(
y2 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y3)

)
− y2 ◦

(
y1 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y3)

)

− x1 ◦
(

x2 ◦ (y1 ∗ y2) ⋎ y3

)
+ x2 ◦

(
x1 ◦ (y1 ∗ y2) ⋎ y3

)
− (x1 ∗ x2) ⋎

(
(y1 ∗ y2) ∗ y3

)

(6.2.8)
=

(
(x1 ∗ x2) ∗ (y1 ∗ y2)

)
⋎ y3 + y3 ◦

(
((x1 ∗ x2) ◦ (y1 ⋎ y2

)
− y3 ◦

(
(x1 ∗ x2) ∗ y1) ⋎ y2

)

− y3 ◦
(

y1 ⋎ ((x1 ∗ x2) ∗ y2)
)
+ (y1 ∗ y2) ⋎

(
(x1 ∗ x2) ∗ y3

)
+ y3 ◦

(
y2 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y1)

)

− y3 ◦
(

y1 ◦ ((x1 ∗ x2) ⋎ y2)
)
− (x1 ∗ x2) ◦

(
(y1 ∗ y2) ⋎ y3

)
+ (y1 ∗ y2) ◦

(
(x1 ∗ x2) ⋎ y3

)

− (x1 ∗ x2) ⋎
(
(y1 ∗ y2) ∗ y3

)

(6.2.8)
= −

(
(x1 ∗ x2) ⋎

(
(y1 ∗ y2) ∗ y3

)
+ (y1 ∗ y2) ⋎

(
y3 ∗ (x1 ∗ x2)

)
+ y3 ⋎

(
(x1 ∗ x2) ∗ (y1 ∗ y2)

)

+ (x1 ∗ x2) ◦
(
(y1 ∗ y2) ⋎ y3

)
+ (y1 ∗ y2) ◦

(
y3 ⋎ (x1 ∗ x2)

)
+ y3 ◦

(
(x1 ∗ x2) ⋎ (y1 ∗ y2)

))

= 0.

Donc l’Eq.(6.2.4) est validée et par la suite le triplet (L,{·, ·, ·}, [·, ·, ·]) est un système triple de NS-Lie.

Pour résumer, on a réussi à montrer que les algèbres de Lie, les algèbres NS-Lie, les systèmes triples

de Lie et les systèmes triples de NS-Lie sont étroitement liés au sens du diagramme commutatif suivant :

NS-Lie alg.(L,◦,⋎) //

��

// NS-L.t.s. (L,{·, ·, ·}, [·, ·, ·])

��

LieRep pair. (L, [·, ·],ρ) //

OO

// L.t.sRep pair (L, [[·, ·], ·],θρ).

OO
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Perspectives

On veut utiliser le savoir acquis dans cette thèse pour considèrer les deux projets suivants. Dans le

premier, on considère les algèbres associatives sur les espaces gradués comme les super-algèbres n-Lie

Rinehart qui sont une généralisation des algèbres n-Lie-Rinehart.

Une algèbre n-Lie Rinehart est un couple (L, A) constitué d’une algèbre associative commutative A et

d’une algèbre n-Lie (L, [·, · · · , ·]) tel que A est un L−module et les deux structures satisfont des conditions

de compatibilité bien déterminées. Dans [40], les auteurs ont construit une algèbre n-Lie Rinehart en

partant d’une algèbre de Leibniz Rinehart, c’est la construction de Takhtajan. On désire étendre cette

construction aux espaces Z2-gradués et établir une théorie de cohomologie. De plus, on envisage de relier

les cohomologies des super-algèbres n-Lie Rinehart et leur super-algèbres de Leibniz-Rinehart associées.

Puisque on a travaillé sur la cohomologie de type Maurer-Cartan des opérateurs de Reynolds

généralisés sur les paires L.t.sRep, naturellement on pense à la cohomologie de type Maurer-Cartan des

opérateurs de Reynolds généralisés sur les algèbres de Lie Yamaguti en tant que deuxième projet. En

effet, les algèbres de Lie Yamaguti sont une généralisation des algèbres de Lie et des systèmes triples de

Lie. elles ont été introduites dans les années 1950 par yamaguti dans [45].

Une algèbre de Lie Yamaguti est un espace vectoriel g muni d’un crochet binaire [·, ·] : ∧2g → g et

un crochet ternaire {·, ·, ·} : ∧2g ⊗ g → g tel que les équations suivantes soient satisfaites pour tout

x,y,z,w, t ∈ g,

[[x,y],z] + [[y,z], x] + [[z, x],y] + {x,y,z}+ {y,z, x}+ {z, x,y} = 0,

{[x,y],z,w}+ {[y,z], x,w}+ {[z, x],y,w} = 0,

{x,y, [z,w]} = [{x,y,z},w] + [z,{x,y,w}],

{x,y,{z,w, t}} = {{x,y,z},w, t}+ {z,{x,y,w}, t}+ {z,w,{x,y, t}}.

Cependant, avant tout, on doit considérer la caractérisation de Maurer-Cartan des algèbres de Lie

Yamaguti car d’une part; contrairement aux algèbres de Lie, aux algèbres de 3-Lie, ou même aux

systèmes triples de Lie, cette question n’a pas été considérée sur les algèbres de Lie Yamaguti. D’autre

part, c’est essentiel pour construire l’algèbre graduée qui contrôle les déformations des opérateurs de

Reynolds généralisés sur les algèbres de Lie Yamaguti. Ainsi cette construction favorise également

le développement de la cohomologie des opérateurs de Reynolds généralisés sur les algèbres de Lie

Yamaguti. On pourrait considérer les questions suivantes :

1. Existe-t-il une algèbre de Lie graduée appropriée dont les éléments de Maurer-Cartan correspon-

dent aux structures de l’algèbre de Lie-Yamaguti ?

2. Existe-t-il une algèbre appropriée dont les éléments de Maurer-Catan sont précisément les opéra-

teurs de Reynolds généralisés sur les algèbres de Lie-Yamaguti ?

3. Existe-t-il une théorie de cohomologie appropriée des opérateurs de Reynolds généralisés sur les

algèbres de Lie-Yamaguti, qui peut être utilisée pour classifier certains types de déformations ?
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