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Résumé

Le travail présenté dans ce mémoire de thése concerne une solution d’absorbeur non
linéaire vibroacoustique a amortissement non linéaire constitué par une fine membrane
circulaire, développée dans le but de controler le bruit dans un milieu acoustique constitué
par le premier mode de vibration d’'un tube ouvert & ces deux extrémités. L’objectif
principal de cette thése est double : d'une part, maitriser la modélisation de ces
absorbeurs, et d’autre part, élargir leur plage d’efficacité en introduisant une nouvelle
solution d’absorbeur non linéaire vibroacoustique bistable.

Pour maitriser la modélisation de ces absorbeurs, une méthode d’identification est
développée en premier lieu, permettant ainsi d’estimer la variation des paramétres du
modéle simplifié du systéme couplé tube membrane monostable en fonction de 'amplitude
d’excitation. En raison de la forte variabilité de ’amortissement révélée par les résultats
de l’identification et étant donné lexistence d’un terme d’amortissement non linéaire
supplémentaire au terme de raideur cubique, une étude analytique est réalisée pour évaluer
I'impact de I'amortissement non linéaire sur la dynamique du systéme.

Une démarche d’optimisation numérique est mise en place pour examiner et comparer
lefficacité de l'atténuation des membranes bistables et monostables. Les résultats de
cette optimisation sont confirmés par une étude numérique approfondie de la dynamique
du systéme couplé tube-membrane pour différentes valeurs de raideur linéaire. Ensuite,
une étude analytique du systéme couplé tube-membrane bistable est présentée, visant a
expliquer les principaux résultats de l'optimisation. Pour cela, une nouvelle technique
de calcul est présentée. FElle permet de développer des modéles analytiques décrivant
la dynamique permanente en régime forcé trés riche de notre systéme bistable. Cette
technique repose sur une transformation de coordonnées qui introduit une position
d’équilibre variable appelée position d’équilibre dynamique.

Ces travaux sont cléturés par une étude expérimentale dédiée & la validation des
principaux résultats de l'optimisation et & 1’évaluation de la variabilité de la position
d’équilibre dynamique.

Mots clés: non linéaire, multi-stable, pompage énergétique.






Abstract

This work focuses on a mnonlinear vibroacoustic absorber system with nonlinear
damping, consisting of a thin circular membrane. It was developed with the aim of
controlling noise in an acoustic environment constituted by the first mode of vibration
of a tube open at both ends. The main objective of this thesis is twofold: first, to master
the modeling of these absorbers, and second, to extend their range of effectiveness by
introducing a new solution for a nonlinear bistable vibroacoustic absorber.

In order to master the modeling of these absorbers, an identification method is first
developed, that allows the estimation of parameter variations in the simplified model of the
coupled tube-monostable membrane system as a function of excitation amplitude. Due to
the significant damping variability revealed by the identification results and the presence of
an additional nonlinear damping term beyond the cubic stiffness term, an analytical study
is conducted to assess the impact of nonlinear damping on the system dynamics.

A numerical optimization approach is implemented to study and compare the damping
effectiveness of bistable and monostable membranes. The optimization results are further
validated by an in-depth numerical study of the coupled tube-membrane system dynamics
for different linear stiffness values. Then, an analytical study of the coupled tube-bistable
membrane system is presented, to explain the key findings of the optimization. To this
end, a new calculation technique is introduced, which allows the development of analytical
models describing the rich forced steady-state dynamics of our bistable system. This
technique is based on a coordinate transformation that introduces a variable equilibrium
position called the dynamic equilibrium position.

This work is concluded with an experimental study dedicated to validate the main
results of the optimization and to assess the variability of the dynamic equilibrium position.

Keywords: non-linear, Multi-stable, energy pumping
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Introduction générale

La réduction du bruit constitue un des enjeux majeurs dans le domaine de I’ Acoustique.
Une étude réalisée en 2021 pour le compte de I’Agence de la Transition écologique
(ADEME) en collaboration avec plusieurs organismes tels que le Conseil national du bruit
(CNB) et le Centre d’'information sur le Bruit (CIDB) [1], a estimé le cott social du bruit
en France & 147,1 milliards d’euros par an. Ce colit est lié principalement au bruit des
transports, de voisinage et du bruit dans le milieu du travail. Dans ce cadre, d’importants
efforts de développement ont été menés, aussi bien dans I'industrie que dans les laboratoires
de recherche, afin de trouver des solutions efficaces & ce probléme.

Le controle du bruit repose sur 1'utilisation de deux principales catégories de technologies,
comme décrit dans [2] : le controle passif et le controle actif du bruit. Le controle actif
implique la réduction en temps réel des nuisances sonores en émettant des ondes sonores
en opposition de phase pour annuler les bruits indésirables. Cependant, cette approche
peut entrainer des cofits élevés, principalement en raison de la nécessité d’installer des
capteurs, des processeurs et des haut-parleurs spécialisés, ce qui demande une expertise
technique avancée pour sa conception et sa mise en ceuvre. Le controle passif, quant & lui,
repose sur 'utilisation de dispositifs capables d’absorber 1’énergie acoustique, tels que les
matériaux absorbants et les résonateurs de Helmholtz. Les matériaux absorbants, grace a
leur nature poreuse, peuvent offrir une dissipation significative du son sur une large bande
de fréquences, notamment dans les gammes aigués et médianes. Cependant, leur efficacité
diminue considérablement pour les basses fréquences, car elles nécessitent une épaisseur
de matériau absorbant bien plus importante que ce qui est réalisable en pratique. Le
résonateur de Helmholtz est ’équivalent acoustique du résonateur de Frahm et se compose
d’une ouverture suivie d’'une chambre d’air. Cet absorbeur offre une atténuation efficace
a une fréquence spécifique déterminée par les dimensions de la chambre et de I'ouverture.
Contrairement aux matériaux absorbants, le résonateur de Helmholtz peut étre efficace
pour atténuer les basses fréquences, mais il n’est pas adapté pour une atténuation sur un
large spectre de fréquences.

Pour le contréle passif des basses fréquences, les dispositifs les plus appropriés pour
surmonter ces limitations sont les absorbeurs non linéaires, également connus sous le nom
de Nonlinear Energy Sink (NES). Ces absorbeurs se caractérisent par le phénoméne de
Pompage Energétique (PE), qui implique le transfert unidirectionnel et irréversible de
I’énergie du Systéme Primaire ou Principal (SP) controlé vers le NES. Ils sont généralement
caractérisés d’un terme de raideur non linéaire cubique et offrent une capacité d’atténuation
efficace sur une large gamme de fréquences. Cependant, ces absorbeurs non linéaires
présentent des seuils d’activation et de désactivation du PE, au-deld desquels aucun
transfert d’énergie efficace n’est observé. Une limitation notable de ces absorbeurs est
leur plage d’efficacité réduite, qui se limite aux niveaux d’excitation élevés.
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Pour remédier & cette limitation, des solutions basées sur l'utilisation d’absorbeurs
non linéaires bistables, également connus sous le nom de NES bistables, ont été utilisées.
En raison de leur propriété de ramollissement & de faibles niveaux de vibrations et de
raidissement & des niveaux élevés, ces absorbeurs ont le potentiel d’offrir des performances
supérieures par rapport a un NES classique monostable.

Dans le domaine acoustique, le premier travail qui a montré expérimentalement la
présence du phénoméne de PE a été proposé en 2006 au Laboratoire de Mécanique et
Acoustique [3]. Cette expérience a consisté a controler un champ acoustique présenté par le
premier mode acoustique d’un tube ouvert & ces deux extrémités a travers un absorbeur non
linéaire vibroacoustique qui était constitué par une fine membrane circulaire viscoélastique.
Le couplage entre ces deux oscillateurs a été réalisé par une boite de couplage. Le champ
acoustique d’excitation a été fourni par un haut-parleur. Par la suite, la thése de R.
Bellet a été réalisé dans le but de poursuivre ce travail [4]. Une version améliorée de ce
montage a été proposée. Le modéle théorique simplifié de ce systéme a été développé. Par
rapport aux absorbeurs non linéaires classiques (NES cubique), cet absorbeur présente
un terme d’amortissement non linéaire qui s’ajoute au terme de raideur cubique. Le
phénomeéne de PE a été étudié expérimentalement et numériquement [5]. Afin d’élargir la
zone du phénomeéne de PE, une solution qui consiste a ’utilisation de différentes membranes
montées parallélement sur la boite de couplage a été proposée [6].

Cette thése consiste & explorer une nouvelle solution & base d’absorbeur non linéaire
vibroacoustique bistable afin d’étendre la zone de fonctionnement de cette membrane non
linéaire & caractére monostable. L’objectif principal de cette thése est double : d’une part,
maitriser la modélisation de ces absorbeurs, et d’autre part, explorer une nouvelle solution
d’absorbeur non linéaire vibroacoustique bistable afin d’élargir la plage d’efficacité de cet
absorbeur.

Cette thése présente sept chapitres. Dans le premier chapitre, nous introduisons le
contexte de ces travaux de thése et nous présentons également en détail la démarche
scientifique suivie dans ce manuscrit. Les deuxiéme et troisiéme chapitres visent & obtenir
une maitrise quantitative de la modélisation des membranes. Dans le deuxiéme chapitre,
nous développons une démarche d’identification qui permet d’estimer la variation des
paramétres du modéle simplifié du systéme couplé tube membrane monostable en fonction
de I'amplitude d’excitation. Vu I’étude paramétrique réalisée dans la thése de R. Bellet
et qui montre I'impact de I'amortissement linéaire sur le comportement du systéme, nous
consacrons le troisiéme chapitre a 1’étude analytique de I'amortissement non linéaire de
la membrane monostable. Dans le quatriéme chapitre, une démarche d’optimisation
numérique est développée pour étudier et comparer lefficacité de D'atténuation des
membranes bistables et monostables. Les résultats de cette optimisation sont vérifiés par
une étude numérique approfondie de la dynamique de notre systéme couplé tube-membrane
pour différentes valeurs de raideur linéaire. Dans le cinquiéme chapitre, on propose une
étude analytique du systéme couplé tube-membrane bistable qui permet d’expliquer les
principaux résultats du chapitre précédent. Pour cela, nous proposons une nouvelle
technique de calcul qui permet de développer des modéles analytiques pour décrire la
dynamique permanente en régime forcé trés riche de notre systéme bistable. Cette
technique est basée sur une transformation de coordonnées qui introduit une position
d’équilibre variable dite position d’équilibre dynamique. Dans le sixiéme chapitre, un
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modéle expérimental de membrane bistable est proposé pour valider & la fois le résultat de
I’optimisation et la variabilité de la position d’équilibre dynamique. Enfin, nous cléturons
ce manuscrit par une conclusion dans laquelle les principaux résultats et perspectives sont
présentés.
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Chapitre 1

Etude bibliographique et démarche
scientifique

Introduction

Ce chapitre introduit le contexte de cette thése. Tout d’abord, les deux principales
techniques du contrdle passif de vibration en dynamique linéaire et non linéaire sont
exposées et comparées. Ensuite, les principaux résultats du PE (PE) ainsi que les différents
types de NES sont présentés. L’équation de l'oscillateur de Duffing est par la suite
étudiée dans ce chapitre afin de présenter les principales caractéristiques d’un oscillateur
bistable. Les méthodes analytiques utilisées pour décrire la dynamique de cet oscillateur
sont présentées. Puis, on s’intéresse aux précédentes études effectuées sur les NES bistables.
On s’est ensuite focalisé sur les différents dispositifs utilisés dans la littérature pour le
controle de bruit. La fin du chapitre sera consacrée a la présentation en détail de la
démarche scientifique adoptée au sein de ce travail.

1.1 Controle passif de vibration

Le controle des vibrations dans les systémes mécaniques nécessite généralement
'utilisation de diverses stratégies visant a réduire ces vibrations indésirables. Ces stratégies
sont classées en deux types : controle actif ou controle passif. Dans cette partie, nous nous
sommes intéressés au controéle passif de vibration, a savoir les absorbeurs & masse accordée
et les absorbeurs non linéaires de type NES.

1.1.1 Absorbeurs a4 masse accordée

L’absorbeur & masse accordée, couramment appelé Tuned Mass Damper (TMD), est
constitué d’un oscillateur linéaire comprenant une masse reliée a la structure principale &
I’aide d’un ressort et d’'un amortisseur. Un tel absorbeur est présenté dans la Figure 1.1.
La premiére solution de ce type d’absorbeur a été proposée par Frahm en 1909 [7].

Pour étudier efficacité de ce type d’absorbeur dans I'atténuation des vibrations, nous
avons présenté la réponse fréquentielle d'un SP linéaire de pulsation propre wps = 1rad.s™!
dans la Figure Fig.1.2. Nous avons examiné quatre cas différents : le SP non couplé a un
TMD, le SP couplé & un TMD accordé avec une pulsation propre wryp = wps, et le SP
couplé & des TMD non accordés avec des pulsations propres de wpyp = 0.5rad.s™! et
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Figure 1.1: Schéma d’un SP couplé & un amortissement & masse accordée (TMD).
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Avec TMD désaccordé : wryp=0.5 rad.s™’'

Avec TMD désaccordé : wryp=0.7 rad.s™

Figure 1.2: La superposition des réponses fréquentielles d’un SP couplé avec trois différentes
TMD.

wrmp = 0.7rad.s~ 1.

Comme le montre cette figure, lefficacité maximale d’atténuation de cet absorbeur
est observée a sa pulsation propre wryp (effet de Frahm). Lorsque le SP est excité
autour de sa fréquence de résonance wpg, le TMD doit étre réglé a cette fréquence pour
obtenir la meilleure atténuation, on dit alors que le TMD est accordé au SP. Cependant,
pour une plage étendue d’excitation, cet absorbeur devient moins efficace en raison de
I'apparition de deux nouveaux pics de résonance (correspondant aux fréquences propres
couplées) présentant des amplitudes de vibration élevées.

Il est important de noter que des facteurs tels que les variations de la fréquence
d’excitation ou le vieillissement des composants peuvent perturber [efficacité de cet
absorbeur, entrainant des amplitudes de vibration plus élevées.

1.1.2 Absorbeurs non linéaires (NES)

L’idée de ’absorbeur non linéaire réside dans la modification de ’absorbeur & masse
accordée en remplacant la caractéristique de raideur linéaire par une raideur non linéaire
(voir Fig.1.3). Le premier absorbeur non linéaire a été proposé par Robertson en 1950
[8]. Cet absorbeur présente deux termes de raideur, I'un linéaire et 'autre non linéaire
cubique. Robertson montre dans cet article que ’absorbeur en question présente un
avantage considérable par rapport a ’absorbeur linéaire correspondant, en ce qui concerne
I’atténuation sur une large bande de fréquences.

Aprés avoir exploré le phénoméne du PE, défini comme le transfert unidirectionnel
et irréversible de ’énergie vibratoire du SP vers 'oscillateur non linéaire [9], le terme
"Nonlinear Energy Sink" (NES), ou "puits d’énergie non linéaire", a été largement utilisé
pour désigner ces absorbeurs non linéaires. Dans [9], les auteurs ont montré que ce
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Figure 1.3: Schéma d’un SP couplé & un absorbeur non linéaire (NES).

phénomeéne apparait lorsque I’énergie injectée dans le systéme est suffisante pour exciter les
vibrations hautement non linéaires et disparait lorsque ’énergie injectée croit pour dépasser
un régime de résonance critique. Ceci refléte la principale limitation de I'utilisation des NES
pour le contréle passif des vibrations, car leur activation nécessite une quantité d’énergie
suffisante, et en tant qu’absorbeur de vibrations, ils ont une capacité limitée d’absorption
qu’ils ne peuvent pas dépasser.

Afin de présenter clairement les avantages et les limites des absorbeurs linéaires et non
linéaires, nous avons choisi de présenter une étude menée dans [10] qui met en évidence
la différence fondamentale entre un absorbeur non linéaire et son homologue linéaire.
Les capacités d’atténuation de ces deux types d’absorbeurs sont comparées en calculant
I’énergie normalisée dissipée par chaque absorbeur tout en faisant varier la pulsation propre
du SP (wp) et Pamplitude (X) de I'impulsion appliquée au SP. Les sous-figures Fig.1.4(a)
et Fig.1.4(b), tirées de [10], présentent les résultats de ce calcul.

Pour le TMD

e La dissipation d’énergie dans le TMD présente un maximum & une valeur bien
spécifique de wy. Cette fréquence présente la fréquence d’accord qui est égale dans
ce cas a la fréquence propre du TMD.

e Lorsqu’on s’éloigne de cette fréquence, 'efficacité de TMD diminue.

e Grace a sa linéarité, la dissipation normalisée dans le TMD ne présente aucune
dépendance du niveau d’excitation.

Pour le NES
e La zone de forte efficacité du NES correspondant & la zone du PE.

e L’efficacité le NES est relativement indépendante de la fréquence du SP wg. Cet
absorbeur peut s’adapter au SP grace a son caractére de dépendance énergie/fréquence.
Il ne nécessite pas la condition d’accord. Il peut étre efficace & n’importe quelle
fréquence wp mais & condition que 'amplitude d’impulsion X soit suffisante.

e La dissipation d’énergie dans le NES est fortement dépendante du niveau d’excitation.
Pour une fréquence donnée wy, la zone efficace du NES est bornée par deux amplitudes
d’impulsion. Le NES est efficace lorsque 'amplitude d’impulsion X dépasse un
certain seuil appelé dans les littératures le seuil d’activation ou apparition du PE.
Alors que cette efficacité est diminuée lorsque ’amplitude d’impulsion X dépasse un
autre seuil appelé le seuil de désactivation ou disparition du PE.
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Figure 1.4: L’énergie normalisée dissipée par le TMD (gauche) et le NES (droite) en
fonction de la fréquence propre wg du SP et de "'amplitude X de I'impulsion appliquée au

SP.

1.2 Pompage énergétique

Les principaux résultats liés au PE sont présentés dans cette partie en faisant appel a
la revue la plus compléte de Vakakis et Gendelman [10].

1.2.1 Pompage énergétique sous excitation transitoire

Aprés avoir exploré le mécanisme du PE dans [9], une étude plus approfondie de la
dynamique transitoire du PE a été réalisée dans [11, 12|. La dynamique d’un systéme
hamiltonien, dans lequel les termes d’amortissement ont été éliminés, a été analysée
pour une meilleure compréhension du phénomeéne du PE. Il a été démontré que ce
systéme hamilonien présentait des orbites (ou solutions) périodiques de type 1:1 qui sont
principalement responsables au phénoméne de PE. Ces orbites 1:1 correspondaient & des
solutions ot les deux oscillateurs avaient la méme pulsation de vibration, wygs = wgp. Ces
solutions périodiques ont été calculées analytiquement dans [13] en utilisant la méthode de
Complexification Averaging. Il a été montré aussi que ces orbites 1:1 existaient quel que
soit le niveau d’énergie dans le systéme, mais elles ne pouvaient pas étre activées lorsque
le NES était initialement au repos. Il a été démontré que 'existence d’autres orbites,
appelées orbites transitoires ou orbites-connecteurs, satisfait cette condition initiale. Ces
orbites-connecteurs correspondent & des orbites sous-harmoniques ol les deux oscillateurs
vibrent & des pulsations différentes, nwngs = mwsp avec n # m. Ces orbites-connecteurs
caractérisent le phénomeéne de battement non linéaire qui se produit a la phase initiale
du PE et qui permet de canaliser une grande quantité d’énergie du SP vers le NES pour
déclencher le phénoméne du PE. Cependant, ce phénomeéne de battement non linéaire n’est
efficace que pour un niveau modéré d’énergie [14]. Ce qui définie les seuils d’activation et
de désactivation du PE. Dans le deuxiéme article [12], il a été montré analytiquement en
tenant compte de I’amortissement du systéme que le phénoméne du PE est dii une capture
de résonance transitoire 1:1 du systéme. Il a été montré dans ces travaux qu’en absence de
I’amortissement on n’a aucune trace du phénoméne de PE et le systéme présente seulement
des phénoménes de battement non linéaires ot I’énergie est continuellement échangée entre
les deux oscillateurs. Lors de ces premiers travaux [11, 12, 13, 14| , la dynamique transitoire
du PE a été étudiée pour un NES en configuration "I". Dans cette configuration, le
NES est lié au bati par une raideur non linéaire cubique et est faiblement couplé au SP
par une raideur linéaire. Dans [15], une autre configuration, appelée dans la littérature



1.2. POMPAGE ENERGETIQUE 25

configuration "II", a été présentée, ou le NES est couplé au SP a travers un terme non
linéaire. La capacité de ce NES & produire le PE a été démontrée. Il a été montré dans
[14], a partir d’un changement de variables, qu'un NES en configuration II qui a un faible
rapport de masse, est équivalent & un NES en configuration I qui a un grand rapport de
masse. Ce qui montre que la masse du NES affecte difféeremment la dynamique des deux
configurations. Il a été montré aprés dans [10], que le NES en configuration II (lié au SP
par une raideur non linéaire cubique) est plus efficace pour les masses relativement légéres
alors que le NES en configuration I (lié au bati par une raideur non linéaire cubique) est
efficace pour les masses relativement plus lourdes (dans cette thése on va s’intéresser au
NES en configuration I).

La dynamique transitoire du PE a été étudiée par I'utilisation de NES en configuration
II. I’étude de la dynamique du systéme hamiltonien correspondant a été réalisée pour la
premiére fois dans [16]. Les différentes orbites citées ci-dessus, ont été présentés d’une
maniére claire dans un diagramme fréquence-énergie [17| (voir Fig.1.5). Les branches
principales S11, et S11. représentent les solutions ol les deux oscillateurs vibrent a la
méme fréquence. Les signes + et - présentent respectivement le cas oii les deux oscillateurs
vibrent en phase et en opposition de phase. Les lignes horizontales représentent les orbites
sous-harmoniques n : m. Par exemple une oscillation 1 : 2 indique que le NES vibre a
une fréquence deux fois plus élevée que le SP. Les points noirs représentent les orbites
connecteurs.

Il est important de souligner que les branches des orbites périodiques 1:1, également
appelées modes normaux non linéaires (MNN) [18], sont une extension des modes normaux
linéaires. A des niveaux d’énergie faibles, ces branches coincident étroitement avec les
modes normaux du systéme linéarisé. Cependant, a des niveaux d’énergie plus élevés, les
MNN présentent des fréquences propres variables qui dépendent du niveau d’énergie. En
tant que systéme non linéaire couplé, ce systéme se comporte de maniére linéaire & faible
excitation, ou ses fréquences propres restent constantes. Cependant, & mesure que 1’énergie
injectée dans le systéme augmente, les effets de la non-linéarité deviennent significatifs,
entrainant des variations non constantes des fréquences propres en fonction de 1’énergie.

Apreés avoir étudié le systéme hamiltonien, la dynamique transitoire du systéme amorti
a été analysée. L’échange d’énergie du systéme amorti a été interprété en fonction de la
structure des orbites périodiques du systéme hamiltonien. La figure Fig.1.6 présente un
résultat numérique extrait de [19] qui montre la dynamique transitoire du systéme amorti
en présence du PE. La superposition de la transformée en ondelette de la dynamique
amortie dans le diagramme énergie-fréquence hamiltonien permet de mettre en évidence
clairement le comportement non linéaire de notre systéme, ou la pulsation instantanée du
NES présente une variation significative en fonction de I’énergie injectée dans le systéme.
Le systeéme, initialement au repos, a été soumis a une force impulsive. Cette force a activé
une orbite connectrice, et cette activation s’est traduite par ’observation du phénoméne de
battement non linéaire. Cette orbite connectrice a permis le transfert d’une grande quantité
d’énergie injectée dans le systéme vers l'orbite périodique 1:1, ou survient la capture de
résonance 1:1 entre les deux oscillateurs. L’énergie s’est ainsi déplacée du SP vers le NES,
ou elle a été dissipée par 'amortissement visqueux. La dynamique hamiltonienne fournit
une information importante sur le comportement du systéme amorti, car elle offre une vue
compléte de toutes les solutions possibles. En méme temps, la présence de 'amortissement
joue un role important, puisqu’il permet au systéme de se déplacer le long des différentes
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Figure 1.5: Le résultat tiré de [17] présente le diagramme fréquence-énergie d'un SP couplé
a une NES.

branches hamiltoniennes en faisant diminuer ’énergie par dissipation.

1.2.2 Pompage énergétique sous excitation harmonique

A part Pexcitation transitoire, la dynamique des systémes non linéaires avec NES a été
aussi étudiée sous d’autres différents types d’excitations. Le PE a été traité sous excitation
harmonique, quasi périodique et aléatoire [20] et sous excitation paramétrique [21]. Dans
cette partie, on présente les principaux résultats du PE sous excitation harmonique qui va
nous servir dans la suite de cette these.

Le PE sous excitation périodique a été étudié pour la premiére fois dans [22|. Les
points fixes correspondant aux solutions périodiques d'un SP linéaire couplé & un NES
en configuration I ont été calculés dans cet article par l'utilisation de la méthode de
complexification averaging. Dans [23] la méthode d’équilibrage harmonique a été appliquée
pour déterminer les points fixes du méme systéme. Dans [24]| une étude plus détaillée de
ce régime périodique a été réalisée ou les bifurcations locales des solutions périodiques ont
été analysées. Une bifurcation est définie par le changement qu’un systéme peut subir en
variant un parameétre du systéme. Deux bifurcations locales dans la dynamique du systéme
ont été étudiées. Une apparait lorsque la solution périodique passe d’un état stable a un
état instable ou l'inverse (étude de stabilité) et 'autre avec la création ou la destruction
des solutions périodiques (étude de multiplicité).

A part la réponse & amplitude constante périodique, un systéme couplé NES oscillateur
linéaire peut présenter sous excitation harmonique un autre type de réponse qui a été
appelée réponse fortement modulée. Cette réponse a été présentée dans [25] o les auteurs
ont montré la forte efficacité d’atténuation des vibrations lors de ce régime. Sa présence
a été lié au PE. La figure Fig.1.7 présente un résultat de simulation numérique tirée de
[25] qui montre un exemple de réponse fortement modulée. La dynamique de cette réponse
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Figure 1.7: Le résultat numérique tiré de [25] présente le régime fortement modulé.
La courbe pointillée correspond & l'oscillation du SP, et la courbe continue représente
Poscillation du NES.

est trés similaire & la dynamique transitoire du PE observée ci-avant. En effet comme le
montre la figure Fig.1.7 au début de chaque cycle les amplitudes de vibration des deux
oscillateurs augmentent. Le SP montre ici une amplitude de vibration relativement plus
importante ce qui montre que 1’énergie est concentrée sur le SP. Lorsque I'amplitude de
vibration du SP atteint un certain seuil, on observe une forte augmentation de 'amplitude
de vibration du NES. Cette augmentation peut étre liée a I'activation du NES ou les deux
oscillateurs rentrent en résonance et ’énergie se transfére vers le NES ou elle sera dissipée.
Ceci peut traduire la phase de diminution des amplitudes de vibrations ot le NES présente
des amplitudes de vibration plus importantes et les deux oscillateurs présentent la méme
fréquence de vibration. Lorsque I'amplitude de vibration devient trés petite la résonance
entre les deux oscillateurs se casse. Les amplitudes de déplacement augmentent de nouveau
et le cycle recommence. Ce cycle est appelé cycle de relaxation.

Dans [24], les auteurs ont aussi montré que la réponse fortement modulée ne peut pas
étre détectée par l'analyse locale des points fixes. La vérification numérique du calcul
des points fixes qui a été réalisée montre que pour les mémes parameétres le systéme peut
présenter simultanément différents régimes de réponses et ceci dépend de la condition
initiale. La figure Fig.1.8 montre un résultat tiré de [26] qui montre la coexistence de
deux différents régimes de réponses pour les mémes paramétres de systéme. La sous figure
Fig.1.8(a) présente une solution périodique qui correspond au calcul du point fixe et la sous
figure Fig.1.8(b) montre une réponse fortement modulée qui correspond & une condition
initiale en repos. La coexistence des solutions qualitativement différentes présente une des
caractéristiques des systémes dynamiques non linéaires. Dans [27], il a été montré que
pour un ratio de masse (masse du NES sur masse du SP) relativement élevé, le systéme
peut présenter un autre type de réponse appelée réponse faiblement modulée. De plus, il
a été démontré que, pour des valeurs de masse suffisamment élevées, cette réponse peut
remplacer complétement la réponse fortement modulée.

Comme il est discuté ci-dessus, puisque ’analyse locale des solutions périodiques
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Figure 1.8: Résultat numérique tiré de [26] montrant la coexistence de deux réponses
distinctes pour les mémes paramétres d’excitation et de construction, ainsi que pour deux
conditions initiales différentes.

est insuffisante pour étudier les réponses fortement modulées, une analyse globale de la
dynamique est nécessaire et fait 'objet de plusieurs études |26, 28, 29]. La méthode des
échelles multiples a été appliquée a I’aide d’un petit paramétre pour effectuer une analyse de
perturbation. Cette méthode permet d’introduire différentes échelles de temps. Une échelle
rapide pour décrire les oscillations rapides ou le NES oscille a la méme fréquence du SP (par
laquelle la variété invariante (VI) lente 1:1 a été déterminée). Et une autre échelle lente pour
décrire I’évolution lente de la VI 1:1 (par laquelle la trajectoire de flux lent sur les branches
stables de VI lente 1:1 a été déterminée). La bifurcation de la VI a été étudiée pour I'analyse
des réponses fortement modulées. Les plans de phase qui montrent les trajectoires de flux
lent ont été aussi étudiés [30] ou la condition nécessaire pour avoir les réponses fortement
modulées a été déterminée. Cette condition exprime 'amplitude d’excitation au-dela de
laquelle le PE sera possible et 'amplitude d’excitation correspondant & la disparition du
pompage. Ceci présente une des principales caractéristiques des absorbeurs non linéaires
qui définissent les seuils d’activation et désactivation du PE. Cette notion des seuils définit
la zone du PE ou le NES présente une forte efficacité, mais qui se trouve, dans certains
cas, & des niveaux énergétiques trop élevés. Ceci constitue la principale limitation observée
dans les NES cubiques.

1.3 Différents types de NES

La plupart des travaux présentés ci-dessus correspondent a un NES qui montre une
non-linéarité de raideur cubique. Mais les études ont montré que le PE ne se limite pas
au NES avec une non-linéarité de raideur cubique. Dans [5] et [31] le NES cubique a
été présenté avec des caractéristiques d’amortissements non linéaires. Un NES avec une
non-linéarité non polynomiale a été décrit analytiquement dans [32]. Dans [33] le PE a été
étudié par l'utilisation d’'un NES avec une non linéairité par morceaux. Le NES a Vibro
Impact fait 'objectif de plusieurs recherches (voir par exemple [34] et la thése d’E. Grouc
[35]).-
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Figure 1.9: La variation de la courbe de résonance d’un oscillateur de Duffing en fonction
de la valeur de terme cubique ou (u =1,k =0,09,p =0,2).

Dans [36] les auteurs ont étudié le PE sous excitation transitoire pour différents types
de non-linéarités : non-linéarité lisse avec une raideur cubique, non-linéarité non lisse
avec un systéme linéaire par morceaux et une non-linéarité cubique en combinant une
raideur linéaire négative avec une raideur cubique. Il était montré pour ce dernier type
de non-linéarité que le PE se produit avec une trés bonne efficacité alors qu’avec une
non-linéarité cubique sans une raideur négative, I'atténuation était moins nette. Ce dernier
type de non-linéarité correspond au NES bistable qui est le cceur du travail de cette thése.

1.4 Oscillateur de Duffing

Dans cette thése, nous allons nous intéresser & deux types de NES cubiques : les
monostables, dont la raideur linéaire est positive, et les bistables, qui correspondent & une
raideur linéaire négative. Les modéles décrivant ces types de NES sont principalement
présentés par I’équation de Duffing.

L’équation non dimensionnelle d’un oscillateur de Duffing sous excitation harmonique
est écrite sous cette forme

2" + ka' + px + vz = pceos (Tw) (1.1)

ou z(7) présente le déplacement adimensionnel de 'oscillateur qui est une fonction du
temps adimensionnel 7, k est le facteur d’amortissement, p et v sont les paramétres de
rigidité linéaire et non linéaire, p et w sont respectivement I'amplitude et la fréquence
de la force d’excitation harmonique. Cet oscillateur présente de nombreuses dynamiques
qualitativement différentes, en fonction des paramétres linéaires et non linéaires. Pour
une raideur linéaire p > 0, le comportement du systéme est dit raidissant lorsque le
terme cubique est positif v > 0 et ramollissant pour les valeurs négatives de v. v = 0
correspondant & l'oscillateur linéaire homologue. Pour illustrer la différence entre ces
deux types de comportement et le comportement linéaire, on a présenté dans la figure
Fig.1.9 les courbes de résonance pour trois valeurs de raideur cubique (v > 0,< 0,= 0).
Ces courbes sont déterminées analytiquement par 1'utilisation de la méthode d’équilibrage
harmonique. Contrairement au systéme linéaire, qui présente un pic de résonance droit,
la courbe correspondant & v > 0 présente une inclinaison de la courbe de résonance vers
les hautes fréquences, ce qui indique le comportement de durcissement de 1'oscillateur. En
revanche, 'oscillateur Duffing adoucissant présente une courbe de résonance qui se décale
vers les basses fréquences.
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Une autre configuration des paramétres caractérisée par une raideur linéaire négative
¢ < 0 et une raideur non linéaire v > 0 conduit & un autre type de comportement
dit bistable. Un oscillateur bistable est caractérisé par un profil particulier de 1’énergie
potentielle appelé le potentiel & double puits. L’énergie potentielle de 'oscillateur de
Duffing est définie par E, = % pux? + %UJ,A. L’équilibre statique de ce systéme se produit
lorsque cette énergie potentielle présente des minimums et des maximums locaux. Donc

" S i . i , . dE e
les positions d’équilibre sont déterminées en résolvant I'équation =2 = 0 et leurs stabilités
d’E,

dz?

sont liés au signe de (z = xei) (e sont les positions d’équilibre statique, > 0 : stable,

< 0: instable). Pour 4 < 0 on a obtenu deux positions d’équilibre stables ze; = —y/ = et

Te2 = \/g séparées par une position instable zo,9 = 0. La présence de ces deux positions
d’équilibre stable fait définit la bistabilité du systéme. Pour les oscillateurs raidissant
et ramollissant présentés ci-dessus, on a une seule position d’équilibre stable défini par
ze = 0. Ces systémes non linéaires sont alors monostables (la plupart des NES présentés
précédemment correspondant & des systémes monostables raidissant). La figure Fig.1.10
présente la différence entre I’énergie potentielle d’un oscillateur raidissant monostable qui
présente une seule position d’équilibre et celle d’un oscillateur bistable & double puits.
Les deux points rouges présentent les positions d’équilibre stable de I'oscillateur bistable
auxquelles le systéme peut étre au repos. Lorsque le systéme est perturbé de I'une de ces
positions, il peut osciller périodiquement autour de 1’équilibre stable. Ce comportement
est appelé le régime intrapuits, car le systéme oscille a 'intérieur de 'un des deux puits
de I'énergie potentielle. Cependant, si la perturbation est suffisamment forte, le systéme
peut franchir la barriére d’énergie potentielle qui sépare les deux équilibres stables. Dans
ce cas, le systéme se retrouve dans le régime interpuits, ou il oscille périodiquement entre
les deux équilibres instables, sans revenir & 'un des équilibres stables. Ce régime est appelé
aussi le régime de saut, car le systéme passe d’un équilibre & ’autre par des sauts brusques.

Avec 'ajout de I’énergie cinétique, on peut définir I’énergie totale du systéme

1 1 1
Ey = —2” + —pa® + ~va? 1.2
6= 5 + o + 1 (1.2)
En éliminant le terme d’amortissement et de forgage, on obtient le systéme Hamiltonien
correspondant & ’équation Eq.1.1 qui est défini par 2" + pz +va® = 0 et 29 = 2 (£t = 0) et
z(, = ' (t = 0) sont respectivement la position et la vitesse initiale. Dans ce cas, la dérivée
de I’énergie totale par rapport au temps correspond & :

dE;

e (2" + pz +va®) 2’ =0 (1.3)

Le systéme présente ici une énergie totale constante durant chaque solution qui est définie
par les conditions initiales (zg et x(). Donc pour chaque solution (ou orbites) I’énergie
totale est spécifiée par Fy = Ey = %mg + %,ux% + ivxé. A partir de cette égalité, on peut

déduire facilement ’expression de la vitesse x’ en fonction du déplacement z :

1
z = :I:\/2E0 — <,ux2 + 2v1:4> (1.4)

qui nous permet de tracer facilement des différentes orbites dans le plan de phase (z,2’)
(voir figure Fig.1.11). Cette figure montre que les oscillations intrapuits correspondent a
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—— Monostable: y>0,u>0

Bistable: py<0,u>0

S 5
Figure 1.10: La superposition de I’énergie potentielle d’un oscillateur bistable & double

puits avec celle d'un oscillateur raidissant monostable.

X
1.5¢

Figure 1.11: La projection du mouvement de l’oscillateur bistable dans le plan de phase
pour différentes valeurs de I’énergie FEj.

des valeurs négatives d’énergie totale Ey alors que lorsque Ey > 0 le comportement devient
interpuits. L’orbite présentée en rouge correspond a Ey = 0. Elle présente la solution
séparatrice qui divise les deux types d’oscillations (intrapuits et interpuits) appelée aussi
solution homoclinique.

1.4.1 Dépendance énergie fréquence

Kovacic and Brennan ont présenté un ouvrage qui se concentre sur 1’étude de 1’équation
de Duffing [37]. Dans ce livre, les méthodes d’analyse pour les différentes formes de
I’équation de Duffing ont été présentées. Une de ces techniques fait appel aux fonctions
elliptiques jacobiennes pour déterminer la solution exacte de I’équation de Duffing. Dans
[38, 39], les fonctions elliptiques jacobiennes ont été utilisées pour la prédiction de la
dynamique des oscillateurs bistables de Duffing.

Les oscillations intrapuits

Pour les oscillations intrapuits la solution est écrite sous cette forme :

4 (1) = Ddy (¢a, k3) (1.5)
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dy, est la fonction elliptique jacobienne delta, D présente son amplitude. 14 et kfi sont
respectivement l'argument et le module de la fonction elliptique jacobienne dy (Q,Z)d,k‘?i).
L’argument de cette fonction est défini par ¢)q = wqT+oq. wd, ¢4 présentent respectivement
la pulsation et la phase de la fonction d,. La période de la fonction d, (wd, kﬁ) est définie

2K (k2 . e .
par Ty = #, ou 2K (k:g) est l'intégrale elliptique compléte de premiéres espéces. Les
parameétres D, kﬁ, wq et ¢q sont des constantes indépendantes du temps. En introduisant
I’expression Eq.1.5 dans ’équation Hamiltonienne de Duffing les expressions de kﬁ, wq sont

déterminées. Elles sont définies par :

k3= ——+2 (1.6)

A partir des conditions initiales g et z( on a déduit que :

+oa2)? + 20 () -
D= Ve U%)U  (zh) H,dn(qbd,kfl):% (1.7)

En remplagant wy, k?l et D par ces expressions, la période Ty de la fonction d, peut
étre exprimée par :

(1.8)

| Pep |+ Eo _ 1
[Prp| - PEp - 1

des positions d’équilibre stable ze; ou xe2. Elle présente la profondeur des puits d’énergie
potentielle. Pour les oscillations intrapuits, on a Pgp, < Ey < 0 donc ces oscillations sont
définies lorsque a < 1. Aux positions d’équilibre z¢1 et ze2, on a Ey = K. donc I'énergie

normalisée a est égale a zéro. Donc on peut déduire que la période des vibrations autour

de la position d’équilibre Ty = %

ol a est défini par a = %2 est 'énergie potentielle définie & 1'une

Les oscillations interpuits

Lorsque 'énergie injectée dans le systéme est suffisante pour produire les oscillations
interpuits (Eo > 0), la solution exacte de l'oscillateur libre non amorti de Duffing est définie
par:

Te (T) =Cey (¢C7 k‘?) (1.9)

e et k2 sont respectivement 'argument et le module de la fonction elliptique jacobienne
Cn (@DC, kg) C présente son amplitude. L’argument de cette fonction est défini par ¢, =
WeT 4 Pe. we, ¢ présentent respectivement la pulsation et la phase de la fonction ¢,. La
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. Les paramétres k2, w,, C et

. . . 4K (k2
période de la fonction ¢, (wc, k?) est défini par T, = UE 2)
¢ sont des constantes indépendantes du temps définies par:

C?%v
2 _ 2 B2 —
We CU+N> c 2(021)_*_“)
2 2
—p /(1 + vag)” + 200 v
C = \/ - en (de, k2) = 50 (1.10)

A partir de I'Eq.1.10, on déduit 'expression de la période Tp:

()

—p/a

(1.11)

Dans ce cas, on a a > 1 puisque Ey > 0.

Pour un oscillateur purement cubique, on a w? = C?v et k2 = % Donc la période T
VIR ()T,

est définie par T' = — Ve

A partir de 'expression des périodes déterminées Eq.1.11 et Eq.1.8 la variation de
I’énergie non dimensionnelle compléte a en fonction de la fréquence non dimensionnelle
% (fo = T%) est présenté dans la figure Fig.1.12. La courbe bleue correspond & un
oscillateur bistable et celle en rouge correspond & un oscillateur purement cubique. Pour
l'oscillateur bistable on a remarqué la présence de deux différents comportements. Pour le
faible niveau d’énergie (a < 1 ou Ey < 0), un comportement ramollissant ou la fréquence
se décale vers les basses fréquences est observé. Lorsque a sera supérieur & 1 loscillateur
bistable suit le comportement raidissant présenté par l'oscillateur purement cubique ou
la fréquence augmente avec ’énergie. Ce qui montre que les oscillations intrapuits sont
accompagnées par le comportement ramollissant alors que les interpuits présentent un
effet de durcissement.

1.4.2 Reéponse chaotique

Pour I’équation compléte Eq.1.1 c-a-d sous excitation harmonique 1’oscillateur bistable
peut présenter aussi un régime chaotique qui montre des oscillations apériodiques. Ce
régime présente le régime transitoire pour le passage du régime intrapuits vers le régime
interpuits. Il se produit dans la zone de la coexistence de ces deux régimes (voir Fig.1.12):
a la fin du régime intrapuits et en début du régime interpuits ot le systéme vibre autour
de la fréquence nulle. Dans cette zone le systéme ne se stabilise pas sur un seul régime
donc la réponse présente un caractére aléatoire (réponse chaotique).

1.4.3 Meéthodes analytiques pour la dynamique bistable

Dans [40] les auteurs ont classé les méthodes disponibles pour calculer la réponse en
régime permanent d’un systéme bistable décrit par I’équation de Duffing Eq.1.1 en deux
classes : des méthodes de perturbation et des méthodes adaptées aux prédictions loin de
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Figure 1.12: La variation de l’énergie non dimensionnelle compléte en fonction de la
fréquence non dimensionnelle de l'oscillateur Hamiltonien de Duffing. Bleu : oscillateur
bistable, rouge : oscillateur purement cubique.

I’équilibre.

Pour la premiére classe, la méthode des échelles multiples a été utilisée. Pour cette
classe de méthode, les auteurs ont démontré la nécessité d’appliquer une transformation de
coordonnées qui consiste a étudier la dynamique autour de la position d’équilibre statique
stable. Dans notre cas, cette transformation est écrite par:

Y =1~ e (1.12)

Les méthodes de perturbation permettent de prédire seulement la dynamique intrapuits
des systémes bistables alors qu’elles ne sont pas adaptées pour la dynamique interpuits.

Pour la deuxiéme classe, la méthode la plus utilisée pour analyser une variété de
structures bistables dans toutes les disciplines de recherche, est la méthode d’équilibrage
harmonique [41, 42, 43]. Cette méthode permet de prédire la gamme compléte des réponses
périodiques c-a-d prédire la dynamique permanente interpuits et intrapuits. Cette méthode
consiste a développer la réponse du systéme en série de Fourier. Généralement cette série
est limitée au premier ordre :

x(t) =c(t)+ a(t)sinwt + b (t) coswt (1.13)

En introduisant cette expression dans I’équation de Duffing Eq.1.1, on peut déterminer
une seule formulation qui permet de prédire simultanément les vibrations intra et interpuits
de notre oscillateur bistable.

1.5 Absorbeurs non linéaires bistables

Les premiérs travaux étudiant les absorbeurs bistables dans le contexte du transfert
d’énergie [36, 44, 45| ont attirés l'attention en tant que candidats potentiels de NES. Dans
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ces articles, la dynamique sous excitation transitoire a été étudiée. Dans [36] une simulation
numérique a été réalisée pour donner une preuve du PE avec un absorbeur Bistable. La
méthode de Melnikov a été appliquée pour déterminer la région du mouvement chaotique.
Dans [44], Pabsorbeur bistable correspondant & un snap through truss qui présente une
structure du mode normal non linéaire adaptée au PE. Il a été montré que la zone de forte
efficacité du PE correspond & des oscillations interpuits d’amplitudes élevées de vibration de
I'absorbeur. Dans [45] les méthodes de complexification averaging et des échelles multiples
ont été utilisées pour décrire le PE au voisinage de la capture de résonance 1:1.

Dans [46] la performance d’'un NES cubique traditionnel a été améliorée en modifiant sa
propriété monostable vers un bistable par I'introduction des composants de rigidité linéaire
et non linéaires négatifs qui induisent cette bistabilité. 11 a été vérifié sous excitation
transitoire que ce NES bistable modifié absorbe mieux les vibrations que le NES cubique
traditionnel. Les deux articles [47] et [48] présentent une étude numérique et analytique
détaillée de la dynamique transitoire d’un oscillateur linéaire couplé & un NES bistable
Ce travail montre des avantages significatifs par rapport aux autres types de NES du
point de vue efficacité du PE et taux de dissipation d’énergie globale. Dans la partie
analytique, la méthode des échelles multiples et le concept de Limiting phase Trajectories
(LPT) ont été utilisés. Il a été montré la présence d'un régime de capture de résonance
super-harmonique 1:3 en paralléle avec le régime principal de capture de résonance 1:1
qui entraine un fort échange d’énergie entre le SP et le NES bistable. L’étude numérique
approfondie de ce systéme [48] valide les prédictions analytiques. Vue la caractéristique
unique du NES bistable qui peut présenter un transfert d’énergie ciblé méme & basse
énergie, dans [49] la dynamique transitoire & basse énergie d’'un systéme linéaire couplé a
un NES bistable a été analysée. L’analyse de Melnikov et les exposants caractéristiques de
Lyapunov ont été appliqués pour identifier la région de la réponse chaotique. Et la méthode
LPT a été appliquée pour décrire le régime d’atténuation lors des battements non linéaires
intrapuits du NES. La dynamique hamiltonienne et amortie d’un NES bistable couplé & un
oscillateur linéaire a été étudiée dans [50] & l'aide du diagramme fréquence-énergie obtenu
analytiquement par la méthode de complexification averaging et numériquement par la
technique de continuation numérique. La transformée en ondelettes a été superposée sur
ce diagramme pour une comparaison entre le NES cubique et le NES bistable. Il a été
montré que le NES bistable surpasse le NES cubique vu sa capacité de diffuser immédiate
I’énergie d’entrée a travers plusieurs captures de résonance. Une méthode d’optimisation
a été proposée dans [51], elle consiste a utiliser le NES bistable comme TMD pour les
faibles amplitudes de vibrations (dynamique en puits) et comme NES pour les vibrations
d’amplitude plus élevée du SP pour assurer une absorption efficace des vibrations dans une
large gamme d’amplitudes d’impulsion.

Dans [52], la dynamique sous excitation harmonique d’un oscillateur linéaire couplé a
un NES bistable a été étudiée analytiquement et vérifiée numériquement. Les seuils de ces
différents régimes de réponse ont été déterminés par I’étude asymptotique et la méthode
de Melnikov. L’efficacité de différents régimes de réponse du NES bistable a été étudiée
par le calcul des énergies dissipées et comparée a celle d'un NES cubique qui présente une
efficacité moins importante. Une configuration optimale a été proposée en se basant sur
le point optimal situé entre la réponse fortement modulée et la réponse périodique stable
dans lequel le NES bistable présente la plus grande Vefficacité. Dans [53] les contraintes de
base pour 'optimisation de la conception des NES cubiques et bistables ont été présentées.
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Figure 1.13: Différentes réalisations du NES bistable.

Au cours de ces derniéres années, le NES bistable a été mis en ceuvre dans divers secteurs
d’activité. Dans [54], lefficacité d’un dispositif bistable a été explorée analytiquement par
la méthode d’équilibre harmonique puis expérimentalement dans le but de fournir une force
opposée pour supprimer la vibration d’une structure héte sous excitation harmonique. Dans
[55], un systéme linéaire formé de deux poutres linéaires d’Euler couplé a un NES bistable
a été étudié expérimentalement et numériquement. Il a été montré que ce NES bistable
est capable de réduire fortement l'amplitude du SP multimodale. Dans [56], un NES
bistable mécanique similaire basé sur une poutre déformée a été utilisé pour la récupération
d’énergie électromécanique. Dans [57], les auteurs ont proposé une amélioration dans des
structures finies & base de méta-matériaux localement résonants par 1’utilisation de piéces
bistables. Yao et al. [58] ont développé un NES bistable avec une poutre flambée pour
supprimer les vibrations d’un systéme de rotor déséquilibré. Différents NES magnétiques
bistables basés sur les forces d’attraction et de répulsion des aimants font 'objet de
plusieurs travaux [59, 60, 61, 62]. Dans [61, 62] un NES de ce type a été proposé et
testé pour le contréle sismique structurel.

Dans le domaine vibroacoustique, & notre connaissance pour l'atténuation du bruit une
seule solution de NES bistable a été proposé jusqu’a présent et qui va étre présentée dans
le paragraphe suivant.

1.6 L’atténuation du bruit

En acoustique les possibilités pour dissiper les trés basses fréquences sont classées
en trois familles. Soit par le contrdle actif qui est efficace mais trés cotiteux puisqu’il
nécessite 'implantation des différents dispositifs pour le controle et la mesure. Ou par des
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matériaux absorbants qui consistent simplement a augmenter I’amortissement de I’ensemble
du systéme et qu’ils sont moins efficaces pour les basses fréquences. Ou par 1'utilisation
du controle passif. Dans le domaine linéaire, le résonateur d’Helmholtz qui présente la
solution analogique de l'oscillateur de Frahm en acoustique a été utilisé. Ce résonateur
nécessite 'accord avec la fréquence de résonance du systéme controlé, ce qui fait appel aux
absorbeurs non linéaires (qui sont efficaces sur une large bande des basses fréquences) dans
le domaine acoustique.

Dans le domaine acoustique, le premier travail qui a montré expérimentalement la
présence du phénoméne de PE a été proposé par B. Cochelin et al. [3]. Dans cet article,
un absorbeur passif vibroacoustique non linéaire qui était constitué par une fine membrane
circulaire viscoélastique a été développé. Le montage expérimental proposé a permis de
contréler un champ acoustique au voisinage du premier mode acoustique d’un tube ouvert
a ces deux extrémités. Ce tube était couplé au NES & travers une boite de couplage et
était excité par un haut-parleur. Une version améliorée de ce montage expérimental a été
développée dans la thése de R. Bellet [4] ou les transferts énergétiques de ’énergie sonore du
milieu acoustique vers la membrane ont été étudiés expérimentalement et numériquement.
Une explication détaillée des principaux phénomeénes observés a été publiée dans [5]. Dans
cet article, différents résultats expérimentaux ont été présentés : le comportement sous
excitation harmonique, les oscillations libres et les réponses fréquentielles. Un modéle
simplifié & 2ddl a été développé et validé par une comparaison entre le calcul numérique
et les résultats expérimentaux. Il a été montré que 'utilisation de différentes membranes
montées paralléelement sur la boite de couplage a permis d’étendre la zone d’efficacité du
phénoméne de PE [6]. Un deuxiéme dispositif expérimental de PE a acoustique a été
développé par R. Mariani et al.[63]. Ce dispositif était constitué par un diaphragme d’un
haut-parleur dont la masse pouvait étre ajustée avec précision et couplée avec le milieu
acoustique primaire & controler (il s’agit encore ici du premier mode acoustique d’un tube
ouvert ouvert) a travers une boite de couplage. Dans ces articles [3, 5, 6, 63], le NES était
lié au SP par une raideur linéaire dont la raideur pouvait étre ajustée en controlant le
volume de la boite de couplage. Le NES dans ces travaux est en configuration I.

J. Shao et al [64] ont analysé le PE pour la configuration II ou le NES est directement
lié au SP. Dans cette configuration, le SP était une cavité acoustique parallélépipédique
excitée sur un de ces modes et le NES était toujours une membrane montée sur une des
surfaces de cette cavité. Pour généraliser les résultats trouvés dans [64], J. Shao a étudié ce
systéme ou plusieurs modes acoustiques de la cavité parallélépipédique sont modélisés [65].
Le montage expérimental décrit dans [66] a permis de présenter le PE entre cette cavité et
la membrane. Dans les articles présentés ci-dessus [3, 5, 6, 63, 64, 65, 66], les absorbeurs
non linéaires utilisés sont des absorbeurs vibroacoustiques appelés aussi VibroAcoustics
Nonlinear Energy Sink (VA NES). IIs sont des dispositifs mécaniques qui sont utilisés pour
le controle passif du bruit dans le domaine des faibles fréquences.

Récemment, un absorbeur non linéaire purement acoustique a pu étre développé sur la
base d’un résonateur d’Helmholtz. Il a été montré expérimentalement que sous certaines
conditions ce dispositif pouvait présenter un comportement non linéaire [67, 68|. Le
comportement non linéaire de cet absorbeur a été étudié analytiquement, numériquement
et expérimentalement [69]. Le PE entre un milieu acoustique et le résonateur non linéaire
d’Helmholtz ont été étudiés par E. Gourdon [70].
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(c) Diaphragme d’un haut-parleur utilisé (d) Dispositif expérimental utilisé dans
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Figure 1.14: Les différentes réalisations expérimentales de NES dans le domaine acoustique.
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Figure 1.15: Reésultats expérimentaux tirés de [71] montrent le déplacement de deux
différentes configurations de NES bistable.

NES bistable vibroacoustique pour I’atténuation du bruit

Le dispositif mécanique (NES bistable) présenté dans [55] (Fig.1.13(a)) a été développé
et appliqué en vibroacoustique dans le cadre de la thése de V. Iurasov [71] afin d’améliorer
Iisolation acoustique dans les doubles murs de cloisonnement. Avant d’implanter cette
solution sur le mur de doubles parois, le comportement de ’absorbeur et les mécanismes
du transfert d’énergie ont été explorés par la réalisation de quelques séries d’expériences et
de simulations sur des cas plus simples (poutre en acier et plaque d’aluminium). L’étude
expérimentale réalisée pour le contréle des vibrations de la plaque d’aluminium montre
deux différents régimes de forte atténuation : la réponse chaotique fortement modulée est
apparue lorsque la fréquence de résonance du mode plaque est supérieure & la fréquence
propre du NES (voir sous figure Fig.1.15(a) ) dans le cas contraire, on a observé une réponse
fortement modulée intrapuits liée & la non-linéarité adoucissante du NES(voir sous figure

Fig.1.15(b)).

1.7 Systéme étudié et démarche scientifique

Dans cette thése, on va explorer une nouvelle voie d’absorbeur bistable vibroacoustique
pour un contrdle dynamique passif plus adaptatif dans laquelle la solution proposée dans
[4, 5, 6] va étre développée et améliorée.

L’absorbeur non linéaire vibroacoustique proposé dans ces références est constitué par
une fine membrane circulaire viscoélastique. Cette membrane viscoélastique, lorsqu’elle
vibrait sous trés grande amplitude, présentait un comportement fortement non linéaire, qui
pouvait étre décrit comme un systéme dynamique masse /raideur non linéaire cubique /amortissement
non linéaire. Cette membrane est fixée sur un support qui permet de changer le rayon et
d’imposer une précontrainte indépendamment réglable sur la membrane. Cet absorbeur
permet de controler le champ acoustique autour du premier mode acoustique d’un tube
ouvert a ces deux extrémités.

Pour déterminer le modeéle du systéme couplé tube/membrane une double réduction de
Rayleigh-Ritz a été imposée : le déplacement de ’air dans le tube est supposé étre décrit
par le premier mode acoustique du tube et la déformation transversale de la membrane
est supposée de forme parabolique. Les fonctions de forme adaptées pour la déformation
transversale de la membrane w et le déplacement de 'air dans le tube, noté u,;., ont été
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définies par :

R%ﬂ — 2
w(r,t) = T‘]m(t)
Ugir (7, 1) = — cos 7T—acua(t), (1.14)
Ly

ol u, représente le déplacement de ’air en bout du tube, et ¢, représente le déplacement
transversal au centre de la membrane. L présente le longueur de tube et Ry, le rayon de
la membrane. Cette double réduction conduit au systéme d’équations adimensionnées
suivantes :[5] :

Q
u"—l—u—l—Au'—l—B(u—q)zFeos(L)
t

v¢" + a (nwed’ + q(1 + x)) + ent (¢ + 2ndPwid’) + Blg —u) =0 (1.15)

ol u et ¢ sont les déplacements normalisés de l'air en bout du tube et au centre
de la membrane, A et ¢nwy les coefficients d’amortissement linéaire, 2¢inwy le coefficient
d’amortissement non linéaire, wy la pulsation de résonance du tube, F' l'amplitude de
forgage, Q la pulsation d’excitation,f le terme de couplage, v la masse dynamique,n est un
terme caractérisant I’amortissement du matériau constitutif de la membrane, ¢j(1+x) et ¢y
les raideurs linéaire et cubique de la membrane avec y le coefficient de la précontrainte de
la membrane. %l est défini par le rapport entre la précontrainte ey et la contrainte critique

h

de flambage 7723

La comparaison entre les expérimentations et les calculs montre une correspondance
qualitative, mais elle ne suffit pas & capturer de maniére quantitative toutes les caractéristiques
de la dynamique complexe de ce systéme non linéaire, notamment le niveau et la profondeur
du plateau de pompage. Deux raisons principales peuvent expliquer cela : La premiére
raison réside dans les difficultés rencontrées pour mesurer le coefficient d’amortissement de
la membrane. En effet, pour chaque configuration de membrane, nous avons choisi la valeur
du coeflicient d’amortissement qui donnait les meilleurs résultats de simulation en réponse
libre. La deuxiéme raison est liée aux simplifications imposées pour déterminer le modéle.
Nous avons décrit la dépendance spatiale de la pression acoustique a l'intérieur du tube
en utilisant le premier mode propre d’un tube ouvert a ses deux extrémités, et nous avons
supposé que le déplacement imposé & la membrane suivait une forme parabolique. Pour un
large éventail d’amplitudes et de fréquences, ces simplifications sont approximatives. En
réalité, le modéle de pression n’est valable que dans les environs immeédiats de la fréquence
correspondante et la forme parabolique imposée au déplacement de la membrane n’est
valable que lorsque cette derniére vibre avec une amplitude trés élevée.

Ces considérations soulévent des questions quant & la validité du modéle et a
I'identification de ses paramétres. Par conséquent, avant d’explorer notre solution
d’absorbeur non linéaire vibroacoustique bistable, il est essentiel de développer une
compréhension approfondie et quantitative de la modélisation du systéme couplé tube-membrane
monostable, ce qui sera présenté dans les chapitres deux et trois.
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Dans le second chapitre, nous avons élaboré une approche pour identifier les paramétres
du modéle simplifié du systéme couplé tube-membrane monostable, a la fois dans les
domaines linéaire et non linéaire. Cette méthode permet d’estimer la variation de ces
paramétres en fonction de 'amplitude d’excitation. Une description détaillée du dispositif
expérimental par lequel les réponses fréquentielles du tube et de la membrane sont
déterminées a été présentée. En utilisant la méthode de 1’équilibrage harmonique et la
technique de complexification averaging de Manevitch, nous avons obtenu deux expressions
analytiques simples distinctes pour décrire la dynamique non linéaire du systéme. A travers
une régression non linéaire, nous avons identifié les paramétres du modéle simplifié & partir
des données expérimentales. Enfin, nous présentons les résultats de cette identification,
notamment les réponses fréquentielles, les courbes de crétes, et les réponses temporelles
obtenues & partir des paramétres identifiés, que nous avons comparées aux données
expérimentales. Nous avons également présenté et comparé la variation des paramétres
identifiés par la méthode d’équilibrage harmonique et de complexification averaging.

Suite a cette méthode d’identification, nous avons observé une importante fluctuation
de amortissement non linéaire. En outre, I’étude paramétrique effectuée dans la thése de
R. Bellet a mis en évidence 'influence majeure de I’amortissement sur la dynamique du
systéme. Ces deux constatations nous ont conduit & entreprendre une analyse détaillée
de l'impact de l'amortissement non linéaire sur la dynamique du systéme de couple
tube-membrane monostable. Dans un premier temps, nous avons déterminé les solutions
périodiques ainsi que leur stabilité. Ensuite, en utilisant la méthode des échelles multiples,
nous avons identifié la VI. Nous avons également examiné les réponses fortement modulées
et analysé les bifurcations locales des solutions périodiques. A la conclusion de ce chapitre,
nous avons utilisé ’ensemble de ces outils pour évaluer I'influence de l'amortissement
non linéaire sur la dynamique, en étudiant la variation de la courbe de résonance, des
diagrammes de bifurcations et de la VI en fonction de I’amortissement non linéaire.

Les conclusions tirées des divers travaux exposés dans la cinquiéme section de ce
chapitre, qui démontrent la capacité du NES bistable & surpasser un monostable en
termes de performances, servent de motivation pour entreprendre une étude comparative de
Iefficacité d’atténuation entre les membranes bistables et monostables. Dans le quatriéme
chapitre, nous examinons 'efficacité d’absorption des membranes monostables et bistables
en utilisant une approche d’optimisation numérique. Aprés avoir exposé ces résultats,
nous décrivons notre méthode d’optimisation numérique, qui implique l'analyse de la
variation de l'aire sous la courbe de créte du tube en fonction de la raideur linéaire de
la membrane, qui constitue le paramétre optimisé. Cette méthode nous permet donc
de comparer lefficacité d’atténuation de plusieurs membranes monostables et bistables,
chacune ayant des valeurs différentes de rigidité linéaire. En conséquence, cette méthode ne
se contente pas de comparer les performances des membranes bistables et monostables, mais
elle permet également de comparer différentes membranes bistables entre elles, ainsi que
différentes membranes monostables. Par la suite, pour valider les résultats obtenus grace
4 la variation de l’aire de la courbe, nous présentons les courbes de créte, les réponses en
fréquence, les rapports de dissipation de la membrane, ainsi que la dynamique du systéme
pour diverses valeurs de raideur linéaire. De plus, nous avons appliqué cette méthodologie
a d’autres configurations de la membrane, en variant les rayons et les épaisseurs. Avant
de présenter la méthodologie de 'optimisation, nous avons défini le modéle décrivant la
dynamique du systéme couplé tube-membrane bistable. De plus, nous avons réalisé des
calculs préliminaires pour analyser les résultats de I'optimisation, notamment ’exploration
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de I’énergie potentielle ainsi que la caractéristique de la courbe des membranes et les
fréquences propres couplées.

Dans le cinquiéme chapitre, nous avons entrepris une étude analytique visant a expliquer
les principaux résultats observés lors de 'optimisation numérique. En comparaison avec
le systéme monostable, le systéme bistable présente une dynamique plus complexe qui
dépasse les capacités des modéles analytiques congus pour décrire la dynamique du
systéme monostable. Par conséquent, nous avons tout d’abord introduit une nouvelle
application de la méthode de la complexification averaging. Cette approche nous a
permis de déterminer & la fois les solutions périodiques intrapuits et interpuits du systéme
bistable. Cette technique novatrice repose sur une transformation des coordonnées qui
introduit une position d’équilibre dynamique, caractérisant ainsi la dynamique intrapuits
de notre systéme. Ensuite, nous avons validé cette nouvelle application en utilisant la
technique présentée dans les références [41, 42, 43], qui se base sur la méthode d’équilibrage
harmonique. Aprés cette validation, nous nous sommes penchés sur 1’étude des bifurcations
locales de ces solutions périodiques. Le comportement fréquentiel du systéme bistable,
observé par intégration numérique (dans le chapitre quatre), a été expliqué a partir des
résultats de cette étude analytique. Nous avons également examiné la variation de la
position d’équilibre dynamique en fonction de 'amplitude et de la fréquence d’excitation,
tant d’un point de vue numérique qu’analytique. Enfin, nous avons réalisé une étude
asymptotique, au cours de laquelle la méthode des échelles multiples a été utilisée pour
décrire, pour la premiére fois dans cette thése, un modeéle qui décrit simultanément la VI
lente des oscillations intrapuits et interpuits du systéme. Ce modéle a ensuite été utilisé
pour valider certains des résultats obtenus lors de I'optimisation.

Le sixiéme chapitre est dédié a la confirmation expérimentale des principaux résultats
obtenus dans les deux chapitres précédents, & savoir les résultats d’optimisation et
la position d’équilibre dynamique. Tout d’abord, nous avons élaboré une solution
expérimentale pour un oscillateur vibroacoustique non linéaire bistable, au sein duquel
plusieurs essais expérimentaux ont été menés. Ensuite, nous avons comparé le comportement
fréquentiel expérimentalement déterminé pour différentes membranes bistables et monostables.
Les courbes de créte distinctes obtenues expérimentalement pour diverses membranes
bistables et monostables ont été superposées pour les confronter aux résultats de
I’optimisation. Enfin, en conclusion de ce chapitre, nous exposons les résultats expérimentaux
relatifs a la variation de la position d’équilibre dynamique en fonction de ’amplitude et de
la fréquence d’excitation.

Enfin, nous avons conclu notre thése par une courte synthése et quelques perspectives.

1.8 Conclusion
Les travaux entrepris dans le cadre de cette thése sont structurés en 5 chapitres :

2. Identification des paramétres d’'un modéle de NES dans les domaines linéaire et non
linéaire.

3. Etude analytique d’un absorbeur monostable 4 amortissement non linéaire.

4. Optimisation numérique du systéme couplé tube-membrane.
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5. Etude analytique de la dynamique d’un systéme a 2 degrés de liberté comportant un
NES bistable.

6. Vérifications expérimentales.



Chapitre 2

Identification des parameétres d’'un
modéle de NES

Introduction

Ce chapitre traite un systéme classique pour I'étude du PE : un systéme a 2 degrés
de liberté dont un non linéaire. Il présente la démarche suivie pour I'identification des
paramétres du modéle. Nous y décrivons en détail les essais expérimentaux réalisés. Nous
établissons ensuite les deux expressions des fonctionnelles qui serviront & l'identification.
Ces fonctionnelles décrivent la dynamique du systéme non linéaire et emploient les
méthodes d’équilibrage harmonique et de complexification averaging. La méthode de
régression non linéaire utilisée est présentée. Puis les résultats de l'identification sont
présentés. Nous comparons les réponses fréquentielles déterminées expérimentalement
avec celles données a partir de 'identification en utilisant les deux fonctionnelles. Nous
comparons la courbe de créte donnée & partir de la mesure de la pression acoustique
dans le tube avec les courbes de créte obtenues a partir des paramétres identifiés, celle
déterminée par I'utilisation des moyennes de la variation des paramétres identifiés dans la
zone de PE et celle obtenue par I'utilisation des paramétres déterminés expérimentalement
a4 une faible amplitude d’excitation. Nous comparons les réponses temporelles du
systéme déterminées numériquement & partir des paramétres identifiés par 1'utilisation
des méthodes d’équilibrage harmonique et de complexification averaging avec les données
expérimentales. La variation estimée des paramétres de notre systéme en fonction de
lamplitude d’excitation dans les deux domaines (linéaire et non linéaire) est présentée
et analysée. Afin de valider cette méthode d’identification, nous ’appliquons & d’autres
configurations expérimentales.

2.1 Description du systéme utilisé dans 1’étude

2.1.1 Description du dispositif expérimental

Le dispositif s’inspire des travaux de Cochelin et al. [3] et de Bellet et al. [5].
L’absorbeur non linéaire vibroacoustique est toujours constitué d’une fine membrane
circulaire viscoélastique qui est soumise a un déplacement transversal axisymétrique de
forte amplitude & l'origine de la non-linéarité. Cet absorbeur est couplé au premier
mode de résonance d’un tube ouvert & travers une boite de couplage. Le SP (le tube)
est excité par un champ acoustique fourni par un haut-parleur (voir Fig.2.1). Dans ce
travail, les dimensions du tube et de la boite de couplage sont fixées. Le diamétre du tube

45
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Figure 2.1: Dispositif expérimental

est Dy = 0,045 m, sa longueur est Ly = 2,2 m, sa premiére fréquence de résonance est
ft = 79 Hz. Le volume de la boite de couplage est de V, = 29,3 1. La membrane d’épaisseur
variable hy, et de rayon variable Ry, est fixée sur la boite de couplage par 'intermédiaire
d’un support qui permet le changement de son diamétre et de la précontrainte exercée dans
le plan de la membrane. Nous avons utilisé trois différentes configurations de membrane
et nous avons gardé le méme tube. Les trois configurations sont :

Configuration 1: hy; = 0,23 mm, R, =5 cm, fi,1 = 45 Hz
Configuration 2: hyo = 0,24 mm, R0 =4 cm, fio = 44 Hz
Configuration 3: hy3 = 0,62 mm, Ry3 =5 cm, fiug = 45 Hz

2.1.2 Essai expérimentaux

On a premiérement réalisé une série d’essais sur le dispositif montré ci-dessus. Cette
série d’essais est controlée & travers un programme écrit sur Matlab qui permet de piloter
directement le systéme d’acquisition NetdB via le mode de communication TCP/IP.
Ce systéeme d’acquisition présente douze voies d’acquisition synchrones et deux voies de
génération de signaux avec une fréquence d’échantillonnage fixée pour toutes les expériences
a 12,8 kHz. Le montage permet d’exciter le tube par un champ acoustique harmonique a
travers un haut-parleur. Le haut-parleur est alimenté par I'intermédiaire d’un amplificateur
TIRA 120BBA dont le signal d’entrée est fourni par le systéme d’acquisition NetdB. Un
filtre passe-bas avec une bande passante de [0,1000| Hz filtre le signal de sortie du NetdB
afin d’éviter de polluer les signaux d’excitation par le bruit a faible amplitude d’excitation.
On a défini une plage d’excitation amplitude-fréquence adaptée a chaque type de montage.
Les pas de fréquences de 0,4 Hz et de tension de 0,01 v assurent un compromis entre la
finesse d’analyse suffisante pour bien décrire toute la gamme de réponse du systéme et le
temps de mesure ; il a été choisi de ne pas avoir de durée totale d’acquisition supérieure a
trois jours pour assurer une relative stabilité des conditions expérimentales.
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Un capteur de déplacement laser Keyence LK-G152, connecté au controleur LK-G3001,
mesure le déplacement du centre de la membrane. La plage de mesure de ce capteur de
déplacement est +40 mm. Le réglage de la sensibilité de ce capteur est fixé a 102 V/m.

Un microphone de type GRAS 46BF de sensibilité 3,6 mV/Pa mesure la pression
acoustique au milieu du tube. A partir de cette mesure de pression, on déduit, par les
équations de conservation, la valeur du déplacement en chaque point du milieu acoustique.
Il est important de garder & l’esprit que, si la valeur obtenue n’est valable strictement
que lorsque le ventre de pression du mode excité se situe a la position du microphone, la
forme sinusoidale du mode dans le guide d’onde rend la mesure peu sensible & un écart de
position. Un écart est susceptible de conduire & une sous-estimation de 'amplitude.

Un microphone de type GRAS 46DP de sensibilité 0,9 mV/Pa mesure la pression
acoustique dans la boite de couplage du coté du haut-parleur. A partir de cette mesure, on
peut avoir une idée sur le terme de forcage F' correspondant & chaque tension d’excitation
envoyée aux bornes du haut-parleur.

Trois voies d’entrée de NetdB permettent de mesurer la tension envoyée par le
générateur de signaux NetdB & I'amplificateur TIRA, ainsi que la tension et l'intensité
de sortie de I'amplificateur TIRA. Ces trois mesures sont des moyens de contrdler et de
vérifier le bon déroulement de notre série d’essais. La fig.2.2 montre un schéma de ce
dispositif expérimental.

La procédure consiste a mettre I'enregistrement en route a tg = 0s. A ¢t = 1,25 s
le signal est envoyé au haut-parleur pour une durée de 10 s. L’enregistrement s’arréte
1 s aprés la fin du signal d’excitation. Deux secondes d’attente supplémentaires sont
allouées pour permettre le transfert des données de la chaine d’acquisition au PC qui
controle la mesure. Une moyenne quadratique (root mean square) est appliquée sur les
trois derniéres secondes du signal avant la coupure de la source afin d’estimer la valeur
de lamplitude efficace en régime établi. Cette amplitude est plus grande que celle qui
serait obtenue par analyse de Fourier a la seule fréquence d’excitation, en raison de la
génération d’harmoniques aux grandes amplitudes. La nature quadratique de ce calcul et
la place prépondérante que prend la réponse a la fréquence d’excitation rendent toutefois
I’amplitude peu sensible & la présence d’harmoniques. Ceci permet de déterminer les
réponses amplitude-fréquence de déplacement de 'air dans le tube et de la membrane. Un
exemple de surface de réponse amplitude-fréquence du déplacement de I'air aux extrémités
du tube Ugyp et du déplacement de la membrane gy, sont présentés dans la Fig. 2.3.
Ces résultats correspondent & la premiére configuration de la membrane : hy, = 0,23 mm,

R, =5 cm, fi, = 45 Hz.

2.2 Meéthode d’identification

2.2.1 Modéle simplifié du systéme

Le modéle adimensionné de ce systéme couplé tube-membrane utilisé ici est issu des
travaux de R. Bellet [5]. Il consiste en une double réduction de Rayleigh-Ritz des équations
de conservation du systéme couplé tube/membrane : le champ de pression est supposé
étre décrit par le premier mode acoustique du tube, et la déformée de la membrane est
approchée par une déformée axisymétrique parabolique (voir Eq.1.14). Cela conduit au
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Figure 2.2: schéma de principe du montage expérimental.

0.0

(a) La surface de réponse du tube (b) La surface de réponse de la membrane

Figure 2.3: Surfaces des réponses amplitude-fréquence du tube et de la membrane
déterminées expérimentalement pour la configuration 1: hy, = 0,23 mm, Ry, = 5 cm,

fm = 45 Hz.
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systéme d’équations adimensionnées suivant (Eq.1.15):

Wt

Q
u”+u+)\u/+ﬁ(u—q):Fcos<T>

V4" + a1 (nwd + q(1+ X)) + e (¢ + 2ng°wid’) + B(g —w) =0 (2.1)

oll u et ¢ sont les déplacements normalisés de l'air en bout du tube et au centre
de la membrane, A et ¢nwy les coefficients d’amortissement linéaire, 2¢inwy le coefficient
d’amortissement non linéaire, wy la pulsation de résonance du tube, F' l'amplitude de
forgage, € la pulsation d’excitation, le terme de couplage, v la masse dynamique, ¢j(1+ x)
et ¢y les raideurs linéaire et cubique de la membrane avec x le coefficient de la précontrainte
de la membrane. 7 est un terme caractérisant ’amortissement du matériau constitutif de
la membrane.

Comme le montre la deuxiéme équation du systéme Eq.2.1, les paramétres sont reliés
par des relations linéaires qui peuvent perturber leur identification. Afin de pallier cet

inconvénient, il convient de réécrire ce systéme. On observe que les deux coefficients ¢; et

2x1,015% Emh3 Lt St 64 Emh3 LiS; L.
S(1—02) c2paRimi, 53 (1—02) pu i, [5]. Il est évident de

cp1 sont donnés par ¢ = et ¢y =

. 4 P N
voir que % =1,1~1,03 = % donc ¢; =~ ¢, Nous pouvons donc réécrire le systéme

sous la forme suivante

Q
u” +u+ M+ B(u—q) = Fcos <T)

Wt
vq" + kg + kag® + CpW (2q2 + 1) qd+B(qg—u)=0 (2.2)

ot k; = ¢1(1—x) et ky = ¢1 sont les raideurs linéaires et non linéaires de la membrane,
wicy est le coefficient d’amortissement de la membrane avec ¢, = c17. 1l est & noter qu’ici
le méme coefficient est utilisé pour décrire I'amortissement linéaire wyc;, et 'amortissement
non linéaire 2wycy,.

2.2.2 Détermination des paramétres du systéme en régime linéaire

Par une mesure statique nous avons déterminé les dimensions du tube, de la membrane
et de la boite de couplage. Cette mesure permet de calculer les termes de raideur et de
masse. Les expressions analytiques des paramétres du modéle utilisées pour ce calcul sont
définies dans [4]. Et par une mesure dynamique au moyen d’'un générateur de tension
et d’un oscilloscope, nous avons déterminé les fréquences a ’amplitude maximales de la
pression dans le tube et celle du déplacment de la membrane ainsi que les bandes de
fréquences a -3dB de ces amplitudes maximales. Par cette mesure dynamique, ol le
comportement du systéme est purement linéaire, on a déterminé les termes de dissipation
du tube et de la membrane. Les valeurs de ces paramétres sont utilisées par la suite lors de
la procédure d’inversion et comme un outil de vérification a faible amplitude d’excitation.

2.2.3 Fonctionnelles décrivant le déplacement de la membrane et de I’air
en bout du tube

Afin de voir des expressions analytiques décrivant les coordonnées du systéme, il faut
penser & écrire notre systéme non linéaire d’équations différentielles Eq.2.1 sous forme
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algébrique. Pour cela, on va appliquer deux méthodes analytiques largement utilisées pour
I’étude des systémes dynamiques non linéaires, la méthode d’équilibrage harmonique et la
méthode de complexification averaging. Ces méthodes analytiques permettent de mettre
en évidence l'influence des différents paramétres du systéme.

Fonctionnelle obtenue par la méthode d’équilibrage harmonique

L’équilibrage harmonique est une méthode fréquentielle qui consiste & écrire les variables
qui décrivent le mouvement du systéme en séries de Fourier. Dans notre cas, on va se
limiter au premier harmonique. Les variables du probléme sont exprimées sous la forme
u(r) = U cos(wr — ¢¢) et q(7) = Q cos(wT — ¢m). En remplagant ces expressions dans le
systéme Eq.2.2 et w% par w et en négligeant les harmoniques d’ordres supérieurs, on obtient
le systéme d’équations algébriques

(5 —w? 4 1) U cos(wt — ¢¢) — AU sin(wr — ¢) — BQ cos(wT — ¢p,) =
F cos(wT)
2

) cos(WT — ¢m) — cpuw@ (% + 1) sin(wr — ¢m)
= BU cos(wt — ¢¢) (2.3)

3kle3

(Q (ﬁ—7w2+k‘l) +

L’application de la méthode d’équilibrage harmonique sur le systéme d’équations Eq.2.3
conduit au systéme d’équations

cpnU cos(¢r) — dppU sin(¢r) — BQ cos(dpm) = F
cprU sin(ér) + dpuU cos(¢r) — BQ sin(¢m) =0
app cos(dm) + bp sin(on,) = BU cos(¢py)

apm Sin(¢m) — bpa cos(¢pm) = SU sin(¢y) (2.4)

ol agg = Q (5 — yw? —i—kl) + L”i@, b = Chuwiw@ <%2 + 1), e =B —w?+1et
d= .

En multipliant les deux premiéres équations du systéme Eq.2.4 par 5 et en remplacant
BU cos(¢y) et BU sin(¢y) par leur expression donnée par les deux derniéres équations on
obtient le systéme d’équations Eq.2.5

(aprepr —bprdpr — B°Q) cos(¢m) — (apudpr + bprcpn) sin(¢n) = BF
(aprcpn —beudpn — Q) sin(ém) + (aprder + bprcpn) cos(¢m) =0
app cos(¢m) + bpm sin(¢n,) = BU cos(¢y)

app sin(¢m) — bpy cos(¢dm) = BU sin(¢y) (2.5)
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Par un simple calcul et en remplagant apg, by, cey et dpy par leur expression, on
obtient les deux équations qui relient les amplitudes d’oscillation des déplacements aux
parameétres du modéle

Q%apns + Q'apme + Q*apm = BAF?
Q°Beus + Q" Ben2 + Q°Bem = B*U? (2.6)

ou les expressions des coefficients appiet Spmi (avec 1 = 1,2, 3) sont définies comme suit :
9 2 (1 9k?2
oy = %)\2(» w? 1—6)\216121@2 + (,6’ —w?+ 1) <4 727 202 + 1gl

3
apaz = A wlwf 4+ (B—w®+ 1) (CQwag + iknl (B —yw?+ k1)> + BZep Ay

+§A2knlw2 (B —yw?® + k) — %%nl (B—w?+1)

apm = B+ 62)\2w wt (5 w? + 1) ( w2wt2 + (B — ’ywz + k1)2)
1282 Ay — 267 (B — w? + 1) (B — 7w + k1) + 202 (B — 4w + k)
_ 1 2,2 9%
BeH2 = Cw Wi+ §knl (B—w?+k)
Bea1 = cw'wi+ (B —w’+ kl)

Le systéme d’équation 2.6 présente deux polynémes du troisiéme degré en Q2. Les
coefficients de la premiére équation ne dépendent que des paramétres du systéme et du
forgage. La deuxiéme équation permet de calculer le déplacement de ’air dans le tube
U en fonction du déplacement de la membrane ). On commence donc par résoudre la
premiére équation pour ensuite déterminer la solution de la deuxiéme.

Le premier polynome du troisiéme degré en Q2 posséde trois solutions. Le type
de ces racines dépend du signe du discriminant du polyndéme A. Rappelons que le
discriminant d’un polynéme de troisiéme degré P(z) = az® + bx? + cx 4+ d est donnée
par Ap = b%c? 4 18abcd — 27a%d? — 4ac® — 4b3d. Si A > 0 on a trois racines réelles
distinctes. Si A < 0 on a une racine réelle et deux racines complexe conjuguées non réelles.
Si A = 0 on a une racine double ou triple. Dans notre cas on cherche a partir de ces trois
racines J1, Q2 et (Y3 une fonction qui décrit le déplacement de la membrane en fonction des
parameétres du systéme ol on va trier pour chaque combinaison des parameétres la bonne
racine qui décrit le comportement stable de la membrane.

Pour commencer, on construit une fonction appelée Sig qui permet de distinguer les
racines réelles et complexes. Elle est définie par

Sig : @ — Sig(Q)

Q@ — 1 SiQ est réel
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Figure 2.4: Les réponses fréquentielles de la membrane déterminée analytiquement (en
rouge) et expérimentalement (en bleu). La courbe rouge a gauche correspond a la solution
maximale et & droite & la solution minimale.

-1 Si @) posséde une partie imaginaire non nulle.

Dans le cas ou les trois racines sont réelles c.-a-d. {Sig(Q1), Sig(Q2),Sig(Q3)} =
{1,1,1}, la solution décrivant le déplacement de la membrane correspond a la solution
minimale @ = min{@1,Q2,Q3}. Ce choix est adopté pour correspondre aux données
expérimentales. En effet, les expériences sont conduites en partant de situations initiales
au repos. La premiére solution stable rencontrée par le systéme est celle de moindre
amplitude. La figure 2.4 montre les réponses fréquentielles de la membrane déterminées
analytiquement (en rouge) et expérimentalement (en bleu). La courbe rouge correspond
a la solution maximale Fig.2.4(a). La courbe rouge correspond & la solution minimale
Fig.2.4(b). La forme du pic de fréquence de la courbe calculée Fig.2.4(a) n’est pas observée
expérimentalement, ce qui va dans le sens d’une confirmation du choix de la réponse de
faible amplitude malgré un écart significatif.

Dans le cas ou on a une racine réelle et deux racines complexes conjuguées non réelles,

on choisit la solution réelle donc @ = max{Sig(Q1)|Q1], Sig(Q2)|Q2|, Sig(Q3)|Q3|}. Les
expressions analytiques de @1, Q2 et (3 sont déterminées par la commande Solve de
Mathematica.

Une fois la fonction @) déterminée, la fonction U est simplement déduite par 'utilisation
de la deuxiéme équation du systéme Eq.2.6.

Fonctionnelle obtenue par la méthode de complexification averaging

Cette méthode consiste & introduire les variables complexes de Manevitch qui per-
mettent de séparer les oscillations rapides du systéme & la pulsation w et les modulations
lentes

é1 (1) ei'm = (1) +iu (1) w
Bo (7)™ = ¢ (1) +iq(T)w (2.7)

—~

ou v’ (1) et ¢’ (1) sont les dérivées de u et g par rapport a la variable temporelle 7.
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Les variables de Manevitch données par Eq.2.7 sont introduites dans le systéme
d’équations 2.2. En moyennant ces équations sur la pulsation w, on obtient le systéme
d’équations qui régit les modulations lentes des amplitudes complexes

wey  i1py F

iBopr  iBpa  Ap1 _
2w+2w+2+¢2+2 2w 2
iBd1 B2 ;o L Cpwr 53  cpwrds  ikipe ik dhds
— — — — =0 2.8
w2 02T ghwrt T e %0 83 (28)
* 12
On peut noter ici que la dissipation non linéaire se traduit par le terme %.

Les points fixes de ce systéme sont les solutions qui annulent les dérivées dans Eq.2.8.
On obtient ainsi les équations qui correspondent aux solutions périodiques du systéme
Eq.2.2

w2t W) 2

i dw g +iﬁ¢20_F
2w 2 2 2w

2 . 2 . . . .
cpwi [d20] ik |Pa0] i3 iyw ey ik 1810
_ e _ =0 2.9
¢20< 44,2 8w’ 2w T2 T T ) o (29)
Par une simple manipulation, le systéme est réécrit sous la forme
F B2
P10 = i3 : ) QZJ i
Tw T2t e T
$20 (aCA +bca |¢20|2> =cca (2.10)
ou les coefficients aca, boa et aca sont donnés par
B i8N dw iBiyw  cywr ik
vor = g\ \Tw e T T\ T T T
i A dw 1 cpwr  3ikpy
by — (WA Wt (G
oA < 2 277 2w><4w2 8w?
iBF

cca = ———.

La seconde équation du systéme 2.10 se transforme aisément en un polynéme de degré
trois en |pag|?

beal” [da0]® + (’CLCA +boal® — lacal® — |bCA|2> |d20|* + lacal? |¢20|* = |ccal® (2.11)

Par la méme maniére que celle présentée ci-dessus pour la méthode d’équilibrage
harmonique, on définit la fonction Q¢4 (le déplacement de la membrane par I'utilisation de
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la méthode de CA) qui est reliée & ¢og par Qoa = ‘d)ff'. Pour la modulation lente |¢19| qui

correspond a 'amplitude du déplacement de I'air en bout du tube Ug 4, un simple calcul
en utilisant la premiére équation du systéme lentement modulé Eq.2.9 donne

B2 — 2Byw? + y2wt + Aw?w? + kE + 208k — 2vkw?

[$10] = nﬁg |20/
20727w2wt2 + 3kikn + 3Bkn; — 3vkpw? 6 |4 4c%w2wt2 + QkELl | ‘6
+ 2577 20| + 165701 b20
La différence entre ces deux méthodes de calcul est la suivante : [’équilibrage

harmonique néglige les harmoniques d’ordre supérieur a l'ordre de coupure (ici 'ordre 1),
alors que la complexification averaging détermine une grandeur associée & une amplitude
qui mélange les contributions de toutes les harmoniques, effet de la moyenne réalisée sur
une période de la fondamentale. On s’attend & une différence entre ces méthodes lorsque
les solutions ont des composantes significatives en harmoniques.

2.2.4 Procédure d’inversion

A ce stade, nous disposons des expressions analytiques du déplacement de l'air en
bout du tube et au centre de la membrane (Qpx et Uy, Qca et Uca) et des réponses
fréquentielles (Qgzp €t Ugzp). Comme les expressions donnant () et U partagent les
mémes paramétres, nous devons les identifier simultanément. Pour ce faire, la fonction
MultiNonlinearModelFit de Mathematica est adoptée. Cette fonction nous permet
d’ajuster deux ensembles de données avec deux expressions.

Pour chaque amplitude d’excitation, nous cherchons donc des valeurs numériques des
paramétres de notre systéme pour lesquelles les expressions analytiques Qpg et Ugy (ou
Qca et Uca) s’adaptent le mieux aux données expérimentales Q ggp €t Upgp. Cela permet
d’estimer au mieux la variation des paramétres de notre systéme en fonction de I’amplitude
d’excitation dans les domaines linéaire et non linéaire.

Pour cette étape d’inversion, deux ensembles de paramétres sont utilisés : Pour le
premier, seul "amortissement de la membrane est utilisé pour I'ajustement. Ce choix
est fait pour vérifier si I'imprécision du modeéle est uniquement due & l’amortissement
de la membrane. Pour le deuxiéme ensemble, les parameétres ajustés sont la pulsation
et la raideur linéaire du tube, les raideurs linéaire et non linéaire et la dissipation de la
membrane, le terme de couplage et le terme de masse.

Pour que la fonction MultiNonlinearModelFit réussisse & identifier nos paramétres,
il faudra indiquer les valeurs initiales des paramétres. Pour la premiére amplitude
d’excitation ou le systéme & un comportement linéaire, on a utilisé les paramétres
déterminés expérimentalement & faible amplitude d’excitation. Par la suite, les paramétrés
identifiés pour 'amplitude F;, sont utilisés comme des valeurs initiales pour 'amplitude
F,+1 avec n I'indice numérotant les amplitudes expérimentales.

L’optimisation pour déterminer la variation de ’amplitude de la force excitatrice et des
sept paramétres du modéle est un calcul lourd, réalisé sur un serveur DEIl Poweredge R640,
équipé de processeur Intel Xeon 6154 4 3 GHz et de 512 Go de RAM . Pour 110 amplitudes
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d’excitation, le calcul nécessite environ 12 h pour 'utilisation de la méthode d’équilibrage
harmonique et 17 h de calcul pour I'utilisation de la méthode de complexification averaging.

Lorsqu’il s’agit d’identifier I'amortissement de la membrane seule, les résultats de
I'identification ne sont pas satisfaisants. Les courbes expérimentales (Qpxp €t Upxp)
ne concordent pas bien avec les résultats de l'identification. Il est clair que la simple
modification de ce terme n’est pas suffisante pour corriger le modéle.

2.3 Reésultats

2.3.1 Reéponses fréquentielles

Les courbes des figures Fig.2.5, Fig.2.6, Fig.2.7 et Fig.2.8 présentent les résultats
de lidentification pour quatre amplitudes d’excitation différentes correspondant a un
comportement caractéristique du systéme. Pour toutes ces figures, les courbes rouges
sont les réponses fréquentielles déterminées expérimentalement, les courbes en bleu sont
les résultats donnés & partir de I'identification par I'utilisation de la méthode d’équilibrage
harmonique et les courbes en vert par la méthode de complexification averaging. Les
réponses fréquentielles du tube sont exposées & droite et celles de la membrane & gauche.
Ces résultats sont les résultats obtenus pour la premiére configuration expérimentale :
hm = 0,23 mm, R, =5 cm, f, = 45 Hz. Ces quatre figures choisies parmi les cent dix
amplitudes de I'expérience permettent de présenter les différents types de comportements
observés dans un systéme classique non linéaire a deux ddl (voir [5]).

La premiére amplitude d’excitation correspond a une tension appliquée aux bornes du
haut-parleur V' = 0,01 v Fig.2.5. A cette amplitude, on obtient deux pics de résonance,
I'un attribué au systéme linéaire et 'autre & ’absorbeur non linéaire. Un comportement
linéaire est observé.

Un comportement non linéaire est observé pour I'amplitude 0,27 v Fig.2.6. A cette
amplitude on observe une discontinuité de la réponse fréquentielle compatible avec plusieurs
états stables pour une méme excitation et susceptible de donner lieu & une bifurcation.
De plus, le maximum du pic associé & ’absorbeur non linéaire se décale vers les hautes
fréquences, ce qui peut étre interprété comme un durcissement du systéme.

Le phénomeéne d’écrétage du pic de résonance est présenté dans la Fig.2.7 (V = 0,2 v).
Ce phénomeéne est caractéristique du PE.

Pour la forte amplitude d’excitation (V' = 1,12 v), un nouveau pic de résonance
légérement décalé vers les basses fréquences apparait Fig.2.8. Pour cette amplitude
d’excitation, on assiste & une saturation de la membrane. Sur ces figures, il est clair que les
réponses fréquentielles identifiées (bleu et vert) et déterminées expérimentalement (rouge)
sont trés proches. Notre méthode d’identification réussit a reproduire dans le domaine
fréquentiel tous les phénomeénes non linéaires usuels, a savoir le durcissement des modes,
la bifurcation, le PE.

Concernant le choix de la méthode utilisée, la méthode d’équilibrage harmonique est une
méthode fréquentielle qui consiste & écrire les cordonnées du systéme en séries de Fourier,
ce qui implique que ces coordonnées sont supposées périodiques. Dans ce cas, ’analyse
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Figure 2.5: Reésultats d’identification (excitation V' = 0,01 v). Bleu : équilibrage
harmonique ; vert : complexification averaging ; rouge : expériences. Configuration 1:
hm = 0,23 mm, Ry, =5 cm, f, =45 Hz.
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Figure 2.6: Reésultats d’identification (excitation V' = 0,27 v). Bleu : équilibrage
harmonique ; vert : complexification averaging ; rouge : expériences. Configuration 1:
hm = 0,23 mm, Ry, =5 cm, f,, =45 Hz.

consiste & déterminer les coefficients de Fourier qui sont les amplitudes de vibration des
oscillateurs. La méthode de complexification averaging permet la représentation complexe
des équations du mouvement en introduisant les variables complexes de Manevitch. Ces
variables ont comme effet de séparer les oscillations rapides du systéme et les modulations
lentes des amplitudes complexes ¢1 et ¢o. Par un simple calcul, on(peut déduire )que le
i(p2e' ™Y —pe T

déplacement de la membrane ¢ (7) s’écrit sous la forme ¢ (1) = — % . En

remplacant ¢o par sa forme polaire ¢y = Noe '?CAm on peut récrire g (1) sous la forme
N2sin(tw—¢cam)
w

sinusoidale . La méthode de complexification et la méthode d’équilibrage
harmonique sont globalement trés proches. Elles cherchent & traduire d’une maniére
différente la méme dépendance temporelle. Nous n’avons pas observé de différence notable
dans les résultats fréquentiels donnés a partir de l'identification par 'utilisation de 'une
ou l'autre de ces deux méthodes.

La figure Fig.2.9 présente cinq courbes de créte de la réponse fréquentielle du tube.
Cette courbe présente 'amplitude maximale de la réponse fréquentielle du tube pour chaque
amplitude d’excitation donnée. La courbe en rouge est la courbe de créte déterminée a
partir de la réponse fréquentielle donnée par la mesure de la pression au milieu du tube.
Les courbes en bleu et vert sont obtenues a partir des réponses identifiées en utilisant
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Figure 2.7: Résultats d’identification (excitation V' = 0,52 v). Bleu : équilibrage
harmonique ; vert : complexification averaging ; rouge : expériences. Configuration 1:

hm = 0,23 mm, R, =5 cm, fi,, =45 Hz.
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Figure 2.8: Résultats d’identification (excitation V' = 1,12 v). Bleu : équilibrage
harmonique ; vert : complexification averaging ; rouge : expériences. Configuration 1:
hm = 0,23 mm, R, =5 cm, f,, =45 Hz.
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Figure 2.9: Courbes de créte. Rouge : expérience ; bleu : équilibrage harmonique ; vert :
complexification averaging ; noir continue : avec parameétres identifiés a faible amplitude
d’excitation ; noir discontinue : avec les moyennes des paramétres identifiés dans la zone
de pompage. Configuration 1: hy = 0,23 mm, Ry, =5 cm, fi,, = 45 Hz.

respectivement la méthode d’équilibrage harmonique et la méthode de complexification
averaging. La courbe noir continue est obtenue a partir de la réponse fréquentielle
déterminée a partir d’une intégration temporelle en employant les paramétres déterminés
expérimentalement a faible amplitude d’excitation (Les paramétres sont constants en
fonction de lamplitude d’excitation: voir section 3.2). La courbe noire discontinue est
obtenue a partir de la réponse fréquentielle déterminée & partir d’une intégration temporelle
en employant les moyennes de la variation des paramétres identifiés dans la zone du PE.

On observe que les deux méthodes d’identification proposées donnent un résultat proche
des données expérimentales, pour le seuil d’activation comme pour le seuil d’extinction. En
revanche, les réponses extrapolées & partir de 'identification a faible amplitude présentent
un écart important par rapport a I’expérience. La courbe noire discontinue montre que par
I'utilisation de la moyenne des paramétres identifiés dans la zone du PE on peut reproduire
une courbe semblable & celle donnée expérimentalement mais seulement dans cette zone,
ce qui valide que ’accord entre les données et le modéle nécessite des paramétres variables.

2.3.2 Réponses temporelles

Les figures 2.10 , 2.11 et 2.12 présentent le comportement du systéme dans le domaine
temporel sous excitation sinusoidale au voisinage de la fréquence de résonance du tube et
pour différentes amplitudes d’excitation (Configuration 1). On y trouve les déplacements
de l'air en bout du tube et de la membrane & son centre, mesurés expérimentalement
(Fig.2.10(a), Fig.2.11(a) et Fig.2.12(a)). Les réponses temporelles du tube et celles de
la membrane sont déterminées par simulation numérique avec deux jeux de parameétres
différents : un obtenu par lidentification a partir de la méthode d’EH (Fig.2.10(b),
Fig.2.11(b) et Fig.2.12(b)) et 'autre par CA (Fig.2.10(c), Fig.2.11(c) et Fig.2.12(c)). Les
réponses temporelles du tube sont présentées en bleu et de la membrane en rouge. On a
choisi de montrer les simulations pour trois amplitudes d’excitation ot les différents régimes
montrés dans le travail de R. Bellet[5] [4] sont présentés.
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Figure 2.10: Déplacement adimensionné de l'air en bout du tube (bleu) déplacement
adimensionné au centre de la membrane (rouge). Excitation : f = 85 Hz
, V'=0,025 v. (a) mesures, (b) EH, (c) CA. Configuration 1: hy = 0,23 mm,
Ry =5 cm, fi, =45 Hz.

A faible amplitude d’excitation avec une tension V' = 0,025 v aux bornes du
haut-parleur Fig.2.10, on a observé expérimentalement un régime périodique, ou le
déplacement de I’air en bout du tube et de la membrane en son centre sont en opposition de
phase. Numériquement, par 1'utilisation des paramétres identifiés & partir de la méthode
d’EH et la méthode de CA, on a obtenu des régimes périodiques qui sont en opposition de

phase. Les amplitudes et les périodes de vibration données numériquement sont semblables
4 celles observées expérimentalement.

A forte amplitude d’excitation (V' = 0,61 v), une réponse fortement modulée est
observée expérimentalement Fig.2.11. Le calcul numérique reproduit ’essentiel de cette
réponse qui caractérise le phénomeéne du PE (phénomeéne de bouffées périodiques).

A tres forte amplitude d’excitation (V' = 1,3 v : Fig.2.12), en régime de saturation de
la membrane, les calculs sont proches des réponses expérimentales. A cette amplitude, le
déplacement de ’air en bout du tube et de la membrane en son centre sont presque en phase.

Il est & noter que, bien que 'identification des paramétres ait été faite sur des solutions
périodiques voire harmoniques, le régime de bouffées est bien reproduit. Cela valide a
posteriori les hypothéses simplificatrices.
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Figure 2.11: Déplacement adimensionné de l'air en bout du tube (bleu) déplacement
adimensionné au centre de la membrane (rouge). Excitation : f =85 Hz, V' =0,61 v. (a)
mesures, (b) EH, (c) CA. Configuration 1: hy, = 0,23 mm, Ry, =5 cm, f,, = 45 Hz.



2.3. RESULTATS

61
uExp, qExp uBH, gBH
n n n n n 40
eo [\ [\ [V [
[\ [ \ | ‘} \ | \“
40t /\\ /\ /\ A 20
) | | ‘w \
STANANAWAWAWE :
” /J/ 46\‘!{%’466?\/4}66%(#70 st W{ﬁ
_20F ! R4 ‘
N A
Eo | | ‘ | | ) -20
~40 | \ | \ / l‘\ / \\ f‘ \ /
-60F | | \/ \/ \/ \/ \/
- - - ’ - - —40f
(a) Réponses temporelles mesurées (b)  Réponses temporelles intégrées
numériquement (EH)
uCA, qCA
EN N N
60 /' \ | \\ ‘,, \\
401 ‘\ \ | |
200 1] \ /\\
A VARRANNANRA! AN .
6 Fso 14665 4
=201 \ | | | |
|
a0 | ol
\ / \ l i
-60f\/ \J/ \V/
(¢)  Réponses temporelles intégrées

numériquement (CX-A)

Figure 2.12: Déplacement
adimensionné au centre de

adimensionné de lair en bout du tube (bleu) déplacement
la membrane (rouge). Excitation : f = 85 Hz, V = 1,3 v.

(a) mesures, (b) EH, (c¢) CA. Configuration 1: hy, = 0,23 mm, R, =5 cm, f, = 45 Hz.
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2.3.3 Variation estimée des paramétres

Pour bien analyser la variation des paramétres du modéle en fonction de 'amplitude
d’excitation, on présente cette variation pour les trois différentes configurations de
membrane. La tension envoyée aux bornes du haut parleur ne doit pas dépasser 1,75 v
afin d’éviter son endommagement. Pour la premiére et la deuxiéme expériences, la tension
maximale envoyée aux bornes du haut parleur est égale & 1,75 v et 0,75 v. Ces niveaux
d’excitation nous permettent d’aller plus loin que le PE pour observer la saturation de la
membrane. Pour la troisiéme expérience, on atteint le maximum de la tension qu’il est
possible d’appliquer 1,75 v sans pouvoir visualiser ni la fin du PE ni la saturation de la
membrane.

Les paramétres identifiés de notre systéme sont : La pulsation propre, la dissipation du
tube, la dissipation de la membrane, les raideurs linéaire et non linéaire de la membrane,
le coefficient de couplage et le terme de masse. Le terme de forcage est aussi identifié
puisque la mesure de la pression coté haut parleur est perturbée par la dynamique du
systéme. Les figures Fig.2.13, Fig.2.14 et Fig.2.15 présentent les variations des parameétres
en fonction de la tension de commande, pour la premiére, la deuxiéme et la troisiéme
configuration respectivement. Les carrés bleus correspondent au résultat donné par la
méthode d’équilibrage harmonique et les triangles verts sont issus de la méthode de
complexification averaging. Le début et la fin du PE sont indiqués par les deux bandes
grises. La zone de pompage est déterminée & partir de I'observation empirique de fortes
modulations sur 'amplitude des réponses expérimentales.

Pour la deuxiéme et la troisiéme configuration, dans la zone du pompage nous
avons rencontré une difficulté d’identification a partir de la méthode de complexification
averaging. Malgré le fait que l'identification pour 'amplitude n+1 ait pour valeurs initiales
les parameétres identifiés pour 'amplitude n, les résultats se stabilisent avec des paramétres
manifestement erronés.

Les figures Fig.2.13(a),Fig.2.14(a) et Fig.2.15(a) présentent ’évolution du terme de
forcage en fonction de 'amplitude d’excitation. Une évolution linéaire est observée. La

2P R} N . R TTP
———2%—, ol P est la pression mesurée a I'intérieur
hmma RE, w;

de la boite de couplage coté haut-parleur (en Pascal), Ry et Ry, sont les rayons du tube et
de la membrane. Sur la méme plage de tensions, la différence observée dans le terme de
forgage pour les trois configurations est due a la présence du terme :ﬁ. La figure 2.16
présente la force divisée par le terme ﬁ pour les trois configurations. La différence de

force adimensionnée est définie par :

pente entre les termes de forcage des trois configurations vient de l’adimensionnalisation
pour trois dimensions différentes de membranes.

La variation de la pulsation propre du tube en fonction de la tension d’excitation est
présentée dans les figures 2.13(b), 2.14(b) et 2.15(b). Ces figures montrent la présence de
3 paliers de niveaux décroissants. Le premier palier est observé pour les faibles amplitudes
d’excitation. Le deuxiéme apparait lors du PE et le dernier dans la zone de saturation
de la membrane. Cette variation montre que la pulsation propre du degré de liberté
majoritairement localisé dans le tube est influencé par le régime de fonctionnement. Cette
faible variation peut étre observée comme un effet de la capture de résonance 1:1. On
remarque que la méme variation est identifiée pour les trois configurations.
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La variation de la dissipation dans le tube est la méme pour les trois expériences
(Fig.2.13(c), Fig.2.14(c) et Fig.2.15(c)). Avec 'augmentation de 'amplitude d’excitation,
la dissipation de tube présente une augmentation. Elle varie de 0,07 pour la plus faible
amplitude d’excitation & une valeur autour de 0,09 lors du PE (soit de 0,31 Kg.s™' a
0,4 Kg.s_l). A la saturation, une nette diminution a la valeur a 0, 04 est observée. Puis, lors
de la saturation avec I’'augmentation de I’amplitude d’excitation la dissipation A augmente
légérement. Cette augmentation ne dépasse pas une valeur de 0,07 pour la premiére et la
deuxiéme expériences dans lesquelles on observe la saturation de la membrane.

La pulsation wy et la dissipation A du tube présentent les mémes variations pour les
trois configurations. Ceci montre que notre méthode d’identification a réussi & reproduire
les mémes résultats (liés au tube) pour les trois configurations qui utilisent toutes le méme
tube.

Les figures Fig.2.13(d), Fig.2.14(d) et Fig.2.15(d) présentent la variation du terme

d’amortissement identifié de la membrane. Aux faibles amplitudes d’excitation le
terme d’amortissement de la membrane présente de grandes fluctuations. Elles sont trés
remarquables dans le résultat de la deuxiéme expérience. Cette fluctuation pourrait
étre due a une faible sensibilité du modéle & ce terme d’amortissement. Puisque ce
terme est trés petit, il pourrait aussi étre sensible aux incertitudes de mesure. A faible
amplitude d’excitation la dissipation de la membrane est faible. Lors de 'activation du
PE, une augmentation de la dissipation est observée. A la saturation, contrairement & ce
qu’on observe dans le tube, on constate une augmentation du terme de dissipation de la
membrane.

Aux faibles amplitudes d’excitation une grande quantité d’énergie est dissipée dans le
tube. Avec le PE, la dissipation introduite par la membrane devient dominante. A un
certain niveau de saturation, la quantité d’énergie dissipée dans le tube diminue. Cette
diminution est compensée par la membrane. Puis avec 'augmentation de ’amplitude
d’excitation, la partie de I’énergie dissipée par le tube est faiblement augmentée. Ceci peut
étre dii & la saturation de la membrane, dont 'amplitude de vibration atteint un maximum
et ne peut augmenter que trés légérement avec I’augmentation de ’amplitude d’excitation.

La variation de la raideur linéaire de la membrane est présentée dans les figures
Fig.2.13(e), Fig.2.3.3 et Fig.2.3.3. En dehors de la zone de pompage, la raideur linéaire
semble globalement constante. A l'activation du PE on observe une augmentation de
ce terme. Lors du PE cette raideur diminue progressivement. La raideur linéaire de la

membrane est égalea k) = ¢ (1 + x) = 0T=12) BEpuhims. 2 OU fo=5- o =02 ) L
est la fréquence propre de la membrane sans tenir compte la précontrainte appliquée sur la
membrane. Cette expression explique la différence observée dans les valeurs de raideur k
dans les trois configurations. En effet la raideur linéaire dépend de I’épaisseur, du rayon et

de la fréquence propre de la membrane, qui ne sont pas les mémes dans les 3 configurations.

_ 2x1,015%% Emh3 LSy £2 1 \/1,01547r4 Emh2,

La raideur non linéaire de la membrane présente une faible variabilité en fonction
de lamplitude d’excitation (voir Fig.2.13(f), Fig.2.14(f) et Fig.2.15(f)). La raideur non
64 Emh3 LSy
3m3(1—v3,) cZpaRmS, °

linéaire de la membrane est égale & k, = ¢y =

La variation du terme de couplage est présenté dans les figures Fig.2.13(g), Fig.2.14(g)
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et Fig.2.15(g). Une augmentation du terme de couplage est obsevée avec ’augmentation
du niveau d’excitation. Cette augmentation peut étre due & la forte amplitude de vibration
de la membrane. En effet le volume effectif de la boite de couplage entre la membrane et le
tube pourrait étre diminué & cause des effets d’inertie dus a cette considérable amplitude
de vibration. L’expression du terme de couplage = QWLZ—R/S; (voir [5]) montre que ce terme
est inversement proportionnel au volume de la boite de couplage. Pour cela on a une
augmentation du terme de couplage avec 'augmentation de 'amplitude d’excitation. On

remarque qu’on a le méme ordre de grandeur pour les trois configurations.

Le terme de masse suit la variation du terme de couplage (voir Fig.2.13(f), Fig.2.14(f)
8hmpmR2
3LtpaR12]:
terme de couplage, la différence observée entre les configurations est due au changement

de dimension de la membrane.

et Fig.2.15(f)). Ce terme est présenté par cette expression v = . Comme pour le

Il est & noter que le modéle ne prend pas en compte le degré de liberté associé au
haut-parleur, qui est susceptible d’affecter la réponse de notre systéme.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons élaboré une méthode d’identification qui peut reproduire
les réponses fréquentielles pour tous les types de régimes et, mieux encore, reproduire les
régimes temporels observés expérimentalement, y compris la réponse fortement modulée.
Cette méthode implique la variation des paramétres de notre modéle simplifié en fonction
de 'amplitude d’excitation, ce qui, d’une certaine maniére, ajoute des degrés de liberté
supplémentaires a notre systéme. Cette approche présente plusieurs avantages. Elle nous
permet non seulement de rester fidéles & un modéle simple pour des calculs analytiques
plus simples, mais elle nous aide également a mieux comprendre la physique sous-jacente
aux phénomeénes. En observant les variations des parameétres que nous avons identifiés,
nous pouvons détecter les points & améliorer dans le modéle ou déterminer une plage
de valeurs constantes pour ces paramétres, notamment en ce qui concerne la variation
de lamortissement de la membrane (qui présente une forte variabilité nécessitant une
justification) et le choix de paramétres constants calculés comme étant la moyenne des
paramétres identifiés dans la zone du PE qui permet un bon accord quantitatif sur la
quasi-totalité de la gamme d’amplitudes d’excitations.

Il est important de souligner que tout au long de cette thése, compte tenu de la forte
variabilité de ’amortissement de la membrane, sa valeur est maintenue a la moyenne
identifiée dans la région du PE.
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complexification averaging. Le début et la fin du PE sont représentés par les deux bandes

grises.
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Figure 2.14: La variation des paramétres du systéme en fonction de la valeur de tension
envoyée au borne du haut-parleur pour la deuxiéme configuration : hyo = 0,24 mm, Rye =

4 cm, fmo = 44 Hz.

Les carrés en bleu correspondant au résultat donné par la méthode

de équilibrage harmonique et les triangles en vert par la méthode de complexification

averaging. Le début

et le fin du PE sont représentés par les deux bandes grises.
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Figure 2.15: La variation des paramétres du systéme en fonction de la valeur de tension
envoyée au borne du haut-parleur pour la troisiéme configuration : hys = 0,62 mm, Ry,3 =
5 cm, fms = 45 Hz.Les carrés en bleu correspondant au résultat donné par la méthode
de équilibrage harmonique et les triangles en vert par la méthode de complexification
averaging. Le début du PE est représenté par la bande grise.
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Chapitre 3

Etude analytique d’un systéme avec
NES monostable

Introduction

Comparé aux absorbeurs non linéaires classiques, notre absorbeur non linéaire vibro
acoustique intégre un terme d’amortissement non linéaire en plus du terme de raideur
cubique. Dans la thése de R. Bellet, une observation significative a été faite concernant
I'impact majeur de I'amortissement sur la dynamique. Etant donné la forte variabilité
de 'amortissement mise en évidence par les résultats d’identification, nous avons pris la
décision d’entreprendre une étude analytique de I'influence de I’amortissement non linéaire
sur la dynamique du systéme.

Dans un premier temps, nous avons déterminé les solutions périodiques du systéme.
Ensuite, nous avons utilisé la méthode des échelles multiples pour identifier la VI et analyser
les réponses fortement modulées. Nous avons également examiné les bifurcations locales
des solutions périodiques. Enfin, nous avons exploité ces résultats variés pour évaluer
I'impact de ’amortissement non linéaire sur la dynamique. Cela nous a permis d’étudier la
variation de la courbe de résonance, des diagrammes de bifurcation et de la VI en fonction
de ’amortissement non linéaire.

3.1 Les solutions périodiques
Afin d’étudier la présence de 'amortissement non linéaire dans notre systéme, on a

séparé les termes de l'amortissement linéaire et non linéaire ol le systéme d’équations
Eq.2.1 est réécrit sous cette forme :

Q
' 4+ u+ M+ B(u—q) = Fcos <T>
Wt
vq" + kg + kn1q3 + cnlq’ + cmllq2q’ +B(g—u)=0 (3.1)
ol ¢y = wiey et Cyni=2wie, correspondent aux termes d’amortissement linéaire et

non linéaire respectivement. Suite & un changement de variables, ce systéme peut étre

69
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représenté par le systéme d’équations suivant :

Q
" +u+y\u' + 61 (u — q) = yF) cos (;)
t

vq" + vkng + vkana® + veqnd +vepna*q +v4i(g —u) =0 (3.2)

ou A1 et ycy1 sont les termes d’amortissements linéaires, ;11 le terme d’amortissement
non linéaire, vF; l'amplitude d’excitation,y3; le terme de couplage et ~vkp et vk
les raideurs linéaire et cubique de la membrane. Ce changement de variables permet
d’introduire un petit parameétre de perturbation v qui permet de fixer I’ordre de la grandeur
de rigidité, d’amortissement, de couplage, de masse de NES et d’amplitude d’excitation.

Notre systéme est étudié autour de la résonance 1:1. Les deux oscillateurs vibrent
a la méme fréquence d’excitation. Les solutions périodiques du systéme Eq.3.2 sont
déterminées en appliquant la méthode de complexification averaging. Cette méthode
consiste & introduire les variables complexes de Malevitch qui s’expriment sous cette forme

01" = u +iuw

Poe'™ = ¢ +iqw (3.3)

Ce changement de variable consiste & exprimer les coordonnées de notre systéme en
fonction des amplitudes complexes ¢ et ¢o qui présentent les modulations lentes et en
fonction d’oscillations rapides du systéme a la pulsation w. Les variables de manevitch
Eq.3.3, sont introduites dans le systéme Eq.3.2. En moyennant les équations sur la
pulsation w, on obtient les équations des modulations lentes des amplitudes complexes

iPryde iBivpr | yMidr | wdr g yE1

/ RS —
At w T2 T 2w 2
/ ib1yp1 By P2 1 1 . vkl o
YPg + 90 5 T 270n11¢2 + QqubQ 5

~ Bivknl P53 Yo b3
8w3 8uw?

=0 (3.4)

En annulant les dérivées dans les équations Eq.3.4 on obtient les équations qui présentent
les points fixes de ce systéme qui correspondent aux solutions périodiques ¢1g et ¢og du
systéme Eq.3.2:

b1 <_ 51’7+7)\1+M_w> n 5131720 "

w

. : vkl Crn 3iyknl
Zﬁlz¢10+¢20< Zﬁ1’y+%nu+iw_ww1+<7n11_ il n1>!¢20|2>=0 (3.5)

W 40? 43
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Par quelques manipulations, le systéme qui résout les solutions périodiques est réécrit
sous cette forme :

1o = B1ypao + iy Fw
O By Fivhw —w? 1

2
620/ [a+bloml?| =

. 2 . k‘
a= iy + (Buy + ivdw — w* + 1) <61711 + iw — % — Z;)
b= (Bry+ivhw —w? + 1) [ S Stk ) B2 F? (3.6)
42 43 )7

La deuxiéme équation du systéme Eq.3.6 peut étre écrite aussi sous cette forme:

a3 23y + aaZzy + a1 Zsg + o = 0, Zag = | 20| (3.7)

Les coefficients du polynéme cubique Eq.3.7 o; (ou i = 1,2, 3) sont rééls et dépendent
des paramétres du systéme et de 'excitation.

La stabilité des solutions périodiques est étudiée en ajoutant des termes de perturbation
p1, p2 autour des points fixes. La linéarisation du systéme Eq.3.4 autour des points
stationnaires (¢10,¢20) s’écrit par les équations suivantes :

¢1 = p1+ P10
G2 = p2 + P20
iy | YA w i ib1yp2 |,
pl( 2w T2 T 2w)+ 0w P10
iB1p1 n Contt D20/ _ 3iknl |20 _if I iw ikl
2w 2 402 403 2w 2 2 2w
* Cnn11¢%0 3z'k:nl1¢>§0 /
— =0 3.8
+P2 ( {2 {3 + P2 ( )

Ce systéme est réécrit sous cette forme matricielle :

/
1 my1 miz2 0 0 p1
/
P2 | moar moz 0 mag P2 39
(pi myy Mya P1
*\/ * * * *
(p3) 0 myy my My P2
N ; : . _ i1y M dw g __iBiy
Ot les coefficients de la mz;trlce M sonzt Dmy = g 5 5+ 55, M2 = g
_ _iB1 _ _ Cpuu|d20] 3ikn11[¢20] B Cou | ik dw __ Cmudiyg
ma1 = 2w 22 = 40?2 + 43 + 2w 2 + 2w 2 et moy = 8w? +

3ik’nll ¢%0
8w3  °
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Figure 3.1: Courbes de résonance du systéme pour F} = 6,4. En bleu : points fixes stables.
En rouge : points fixes instables.

Afin de calculer la stabilité des points fixes, on a déterminé les valeurs propres de la
matrice M. Si les valeurs propres ont toutes des parties réelles négatives, le point fixe est
stable. Si la partie réelle d’une racine devient positive, le point fixe devient instable.

Les sous-figures Fig.3.1(a) et Fig.3.1(b) présentent les courbes de résonance de la
membrane et de l'air en bout du tube déterminées analytiquement pour une force
d’excitation adimensionnée F; = 6, 4. Les points bleus et rouges représentent respectivement
les solutions périodiques stables et instables. Le calcul est réalisé pour une membrane
d’épaisseur hy; = 0,22 mm et de rayon Ry,; = 5 cm. La valeur de I'amortissement de la
membrane est maintenue a la moyenne identifiée dans la région du PE.

3.2 Etude asymptotique

L’analyse locale qui est réalisée dans la section précédente permet de souligner la
réponse périodique de notre systéme. Dans cette partie, une étude asymptotique est réalisée
en profondeur permettant d’étudier les réponses fortement modulées. La faible valeur du
ratio des masses v favorise I'utilisation de méthodes de perturbations. Pour étudier les
réponses fortement modulées, on prend en compte le fait que plusieurs échelles de temps
existent et on utilise la méthode des échelles multiples. Différentes échelles de temps sont
introduites :

d 0 0 i
i—= Pi s T15725 4 )y 77 — 7 a ooy =1 3.10
¢ = ¢i(10, 71,72, ), o Ty T =1 (3.10)
La pulsation d’excitation adimensionnée est définie par w = % Puisque le

comportement du systéme est étudié au voisinage de la résonance 1:1, la pulsation
d’excitation peut se réécrire de la maniére suivante :

w=14+o0y (3.11)

Les équations Eq.3.10 et Eq.3.11 sont introduits dans le systéme lentement modulé
Eq.3.4. Puis les termes de méme puissance de v sont collectés :
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Ordre 7° :
dpy
2l
dm
dos 1. igy  cqupe  ikngs 3. 5 1 9
@ _ 2 g -2 2 ik G562 — — o 12
dr 2251@72 ¢1) 5 5 + 5 + 3 19205 gCn 16295 (3.12)
Ordre 7' :
P11 | . Mo ibige | odpr  dor Py
3 Tt Ty T T 2
‘ 3 . ‘ 1 ., 30dds d
Zﬂla(gbl — (Z)Q) + *Cnllo'gﬁg —ikpoga + 2icp + *Cnnlla¢2¢§ + 02 + ﬁ =0 (3.13)
2 8 dm dry

3.2.1 Ordre 1° : variété invariante

Les équations d’ordre zéro Eq.3.12 sont utilisées dans cette partie afin de déterminer la
VI lente 1:1 de notre systéme.

La premiére équation du systéme Eq.3.12 montre que ¢; est indépendante de 7

¢1 = ¢1(11, 72, ) (3.14)

Les points fixes donnés par la deuxiéme équation du systéme Eq.3.12 sont exprimés par
la maniére suivante :
cong20 | tkugao  iga 1

5 9 5 gcnnll¢zo¢§o + ngnll¢20¢%0 =0 (3.15)

%Zﬂl(@o — ¢10) —

En tenant compte Eq.3.14, on peut déduire que les points fixes donnés par 1’équation
Eq.3.15 ne dépendent que de I’échelle de temps lente 7.

Pour résoudre cette équation, les variables ¢1g et ¢og sont exprimées sous forme polaire

P10 = Niet, oy = Npetd (3.16)

En introduisant Eq.3.16 dans I’équation Eq.3.15, et par un simple calcul on détermine
cette équation :

2 2
Conl 9/<3n Cp11Crml 3
Zlﬁ% = Z; < n1r161 + 1611> +Z§ < nlznnl + iknll(ﬁl + kjp — 1)

+22 (072711 + (81 + ki — 1)?)
21 = N, zp = N2 (3.17)
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Cette équation présente la VI lente de notre systéme. Elle décrit le modéle approché
qui caractérise I’évolution de 'amplitude de déplacement de I’air dans le tube en fonction
de 'amplitude de déplacement de la membrane.

La courbe de la VI peut présenter des extremums comme elle peut étre monotone. Pour
distinguer ces deux cas, la dérivée du membre de droite de 1’équation de la VI Eq.3.17 par
rapport a zo est annulée :

2 2
c 9k +1+
’ ( ZIESH 1réu> 25 + (e + 3kan (B1 + ku — 1)) 22 + 1+ 57 — 2,

ey + K + 281k — 2k =0 (3.18)

Les solutions de I’équation Eq.3.18 sont écrites comme suit :

— (eymuegn + 3k (B1 + ki — 1)) £V Avr

c? k2
nnll 111
3 ( 8 + 8

an . 9k2
Ay = -3 ( ol Tl (1+ 87 — 261 + oy + ki + 281k — 2kn)

22 =

4 4
+ (epnircn + 3k (B1 + kn — 1))? (3.19)

Ces deux racines correspondent au carré de Ny dont 291 = N3, 200 = N3,. Elles sont
réelles (définies) lorsque la valeur Ayy > 0. Dans ce cas, la courbe de la VI a des extremums.
Ces extremums correspondent aux solutions zo; définies par I’équation Eq.3.19. Dans le
cas contraire (Ayy < 0), ces solutions n’existent plus et la courbe de la VI est monotone.
La forme de cette courbe dépend des paramétres du systéme (cpui1, Cpi1, knln, ki1 et f1).

La présence d’un maximum et un minimum implique la présence de trois branches dans
la courbe de la VI. La stabilité de ces branches est étudiée. Premiérement, les coordonnées
polaires ¢1 = Nie®' et ¢o = Nae'® sont introduites dans le systéme d’équations d’ordre
zéro Eq.3.12. Puis, les parties réelle et imaginaire sont séparées. Le systéme suivant est
obtenu :

Ny _

dmo

do1l
=0

! dTo

dNQ o 1 3 CnllNQ 1 .
TTO = _86771111N2 — 5 — 2[31]\71 SID(Q)

62 kn | 3k N3 C

1 N
we _ = _ 2B,Nj cos(f
dry 2 8 5 ~ 5 gPNicos(t)

. (3.20)
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En ajoutant des perturbations autour des points fixes Ny = AN+ Ny, No = ANs+ N,
0 = Af + 0g, le systéme d’équations suivant est obtenu :

dAN;
dry
dAN- 1 1 1
- 2 _ —gcnnn(ANg + Ny)? — 5cnu(AN2 + NQ) - —ﬁl(ANl + N1) sin(A6 + 6o)
0
dag 1 3 ANy + Ny
TTO = 5]{711 + gknu(ANQ + NQ) + Bl + Blm OS(AH + 00)

(3.21)

Par I'utilisation de quelques formules trigonométriques et aprés quelques manipulations
de calcul, le systéme est linéarisé autour des points fixes. Il s’écrit sous la forme matricielle

suivante :
T 0 0 0 AN,
0
1 i Cpll 3 2 1
d§N2 — —35pP1 bln(go) —WT - gcnnllNQ D) 1N1 COS(eo) AN2
dgoe _ Bicos(bo) 3Ky11 N5 +281 N1 cos(6o) B1N1 sin(6o) N
dro 2N2 4ANZ 2No
3kn N

cos(0o) = FnNy + Bi1 Ny — Ny + =212

0 )
B1N1
Sin(go) Cn11N2 Cnnll N2
B1N1

(3.22)

Pour déterminer la stabilité des branches de la VI, les valeurs propres du systéme
Eq.3.23 sont calculées. La présence de la ligne nulle dans ce systéme montre qu'une des
trois valeurs propres est toujours nulle. Si les deux autres ont une partie réelle négative,
alors le point fixe est stable, sinon il est instable.

La courbe de la VI pour la membrane d’épaisseur hy,; = 0,22 mm et de rayon Ry =
5 cm, est présentée dans la Fig.3.2. Cette courbe montre deux extremums présentés par
les deux points noirs. Ces extremums correspondent aux solutions Noj = 1/Za1 et Nog =
\/Zao définies par les expressions 3.19. Ces extremums sont appelés dans la littérature
les lignes de pliage. Cette figure montre la présence de trois différentes branches : deux
stables présentées en bleu et une branche instable (en rouge) située au milieu. Pour une
valeur donnée de Ni qui correspondant & 'amplitude de déplacement de 'air dans le
tube, on a trois solutions possibles pour la membrane dont une est instable. On a donc
un comportement hystérétique ot le systéme passe d’un point a 'autre avec un échange
énergétique. Les sauts entre les deux branches stables de la VI sont représentés par les
deux fléches noires. Ng et IV; sont les points finaux de sauts sur la branche supérieure et
inférieure de la VI. Cette courbe en S décrit le régime fortement modulé. Elle caractérise
le phénoméne de PE.
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Figure 3.2: Exemple de courbe de VI en forme de S.

3.2.2 Ordre 7! : la réponse fortement modulée

Les réponses fortement modulées sont possibles seulement si le systéme atteint les lignes
de pliage Noj et Nog. Avec 'augmentation du niveau d’excitation, les enveloppes lentement
variable (ou externes) données par les déplacements de la membrane et de l'air en bout
du tube sont augmentées. On suit ici la premiére branche stable de la VI. A un niveau
d’excitation donné, le systéme atteint la ligne de pliage Noj. Le systéme saute vers la
deuxiéme banche stable. Avec la présence de 'amortissement, les amplitudes données par
les enveloppes de déplacements diminuent en suivant ’allure de la deuxiéme banche stable
jusqu’a atteindre Nag pour sauter. Un cycle hystérique se produit. On se déplace sur la VI
en décrivant les enveloppes lentement variables de déplacements ot ’échelle de temps lent
71 est respectée, I'étude de la dynamique lente (les équations d’ordre ') sur les branches
stables de la VI est par conséquent nécessaire. C’est ’objectif de cette partie.

La premiére équation du systéme d’ordre 4! Eq.3.13 est utilisée :

P11 Moy gy | oddr  dor Ty
2 2 2 dmo dm 2

+iogy + (3.23)

L’équation de la VI Eq.3.17 est obtenue en imposant la limite 79 — co. Les modulations
lentes @19 et ¢og correspondant aux solutions de I’équation Eq.3.17 sont définies par
10 (11) = lmy,—oo @1 (70, 71) €t P20 (11) = limy oo P2 (70,71). Le régime fortement
modulé décrit par la courbe de la VI lente est étudié dans cette partie. Premiérement,
I’équation de la VI Eq.3.17 est introduite dans ’équation Eq.3.23. La limite 79 — oo est
imposée. pour respecter I’échelle de temps lente 71. L’équation ci-dessous est obtenue :

i A ) ) 3kn iCpn .
(—gl + ?1 - w> <(ﬁ1 +icyy + ki — 1) doo + < 411 + 111> éf)go%o)

d [(51 +icpn + ki — 1)gao + (%T“n + icTu> ¢%0¢§0} B
dry )

1.
+515%¢>20 + (3.24)
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En écrivant la modulation lente ¢og sous forme polaire et en séparant les parties réelles et
imaginaires, on obtient le systéme suivant décrivant la variation de 'amplitude Ny et la
phase 65 de modulation lente ¢oy par rapport a ’échelle lente du temps 7 :

ANy f1 (No,02) dfa _ fo (N2, 02)

dry g(No) "dm g(Na) (3:25)

ol

Aic? A k2
f1 (N, 03) = N25 (_ 1 217n11 B 9 12 nll

—12N3 A kant (B1 + ki — 1) — 8Na (i A1 + Biegn + Au(B1 + kIl — 1)%)
+061F1 (_QCr]nllNQZ — SCnll) Sin(eg) + 511 (8,31 — 8+ 8k + GknllNQQ) COS(@Q) (3.26)

) — 2N3epn (5% + 2cp1 A1)

3
f2 (NQ, 92) = §N24(,31 — 20’) (C%nll + 9k12111) + 4N220n11(2c77n1151 - 20) - 3)\1kn11)

+N3 (4o (B + ki — 1) + 6knn (67 + 481 (ki — 20 — 1) — 8(kyy — 1)0))

8 (B1 (o + (ki — 1) (b — 40 — 1)) + B3 (k. — 20 — 1) — 20 (¢ + (k. — 1)%))

—86) + 8 — 8ky — 18kn N3
No

2
—807711 - 6017n11 N2

+51F N,

cos(f2) (3.27)

sin(62) + B1F1

g (N2) = Ny (3¢t + 27k2y) + N316(coucomin + 3kun (81 + ki — 1))
16 (coyy + (B1 + kin — 1)%) (3.28)

La fonction g (IN2) intervient en tant que dénominateur dans les équations % et %. Cette
fonction est également associée a un coefficient multiplicateur de I’équation Eq.3.18, qui
détermine les lignes de pliage Naj et Noo. Ainsi, le systéme Eq.3.25 présente deux types de
points fixes, comme indiqué dans [30]. Les points fixes ordinaires correspondent aux points
réguliers de la VI, pour lesquels la fonction g (N3) est différente de zéro. En revanche, les
singularités plis satisfont ’équation g (Naj) = 0. Les points fixes ordinaires se définissent
par l’ensemble des points d’équilibre fi (Na,02) = 0, fa (N2,02) = 0 avec g (N2) # 0. Alors

que les singularités plis & la différence se trouvent sur les lignes de pliage g (N2) = 0.

Ce systéme d’équations décrit la dynamique sur les branches stables de la VI lente.
Il permet de présenter la variation de la VI sur une carte unidimensionnelle (62, No) 27
périodique. La figure Fig.3.3 montre le plan de phase (62, N2) du systéme pour une force
d’excitation F; = 3 et une pulsation réduite o0 = 0. Le flux lent est seulement présenté
pour les branches stables de la VI. La zone vide séparée par les deux lignes de pliage rouges
No1 et Noo présente la branche instable de la VI. Les points noirs observés dans la partie
stable inférieure du plan correspondent au méme point fixe ordinaire avec un décalage de
2m. Ce point coincide avec le point fixe correspondant & la solution périodique définie
par I’équation Eq.3.7. Ce qui valide que les points fixes ordinaires donnés par le systéme
d’équations Eq.3.26 correspondent au régime périodique du systéme. Cette figure montre
que tous les flux lents présentés dans la banche stable inférieure sont dirigés vers le point
fixe noir. Dans ce cas, on n’a aucune possibilité de sauter vers la branche supérieure. La
présence de singularités plis est nécessaire pour avoir ce saut. La possibilité d’avoir les
singularités plis est étudiée maintenant.
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Figure 3.3: Un plan de phase du systéme pour une force d’excitation F; = 3 et une
pulsation réduite o = 0.

Comme expliqué ci-avant, la solution de ’équation g (N3) = 0 correspond aux lignes de
pliage Noi. Donc les expressions des singularités plis 8; sont déterminées par la résolution
de I'équation fi (Ngi, 6;) =0 :

#il = arcsin s (V) — arccos ce (N2i)
C(N21)2 +S(N21)2 \/C (N21)2 +S(N21)2

No; Noy;

0i2 = arcsin s (Vi) + arccos ce (Nzi)
\/c (N21)2 +s (N21)2 \/C (N21)2 +s (N21)2

i=1,2  (3.29)

¢(Noi) = —B1Fy (881 — 8 + 8k + 6ku1 N3,) » s (Noi) = B1F1 (2¢m11 NS + 8ci)

Aic? 9N k2
ccl (No) = N3, <_ - 277n11 - 12 il

—12N§ A knn (B1 + ki — 1) — 8Ny; (i A+ Breqn + A(B1 + kL — 1)%) . (3.30)

> — 2N cpnnt (B + 2cu1 A1)

Ces expressions construisent les points de cordonnées (Ng;,011) et (No;,021) qui définissent

cc

les singularités plis de la ligne de pliage Noj. L’inéquation Cgsp : ’ m‘ < 1 nous conduit

& déterminer la condition pour I'apparition des singularités plis sur la force d’excitation :

N .
Fie > cel 21)2 _ (3.31)
081 \/(8ﬁ1 — 8+ 8ki1 + 6k'n11N221) + (2CnH11N22i + 867711)
Fie;t = 1,2 est la valeur critique de I'amplitude d’excitation au-dela de laquelle les

singularités plis se présentent sur la ligne de pliage No;.

La figure Fig.3.4 présente deux plans de phase pour différentes valeurs de force
d’excitation. Les points noirs présentent les points fixes stables. Pour la sous-figure de
gauche, la force d’excitation est F; = 7. Elle dépasse le premier seuil critique Fic;. Les
deux singularités plis 011 et 027 sont présentées par les deux points rouges situés sur la
ligne de pliage inférieur Noj. La présence de ces singularités permet le saut vers le bas. En
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Figure 3.4: Les plans de phase pour deux différentes valeurs de force d’excitation.

effet, avec 'augmentation du niveau d’excitation, des bifurcations au voisinage de la ligne
inférieure de pliage Noj se produisent. La dérivée % subit un changement de signe du
négatif au positif et le flux lent change leur direction et remonte vers la ligne inférieure,
ce qui lui permet de sauter vers le haut. Pour la deuxiéme sous figure de droite, la force
d’excitation dépasse le deuxiéme seuil critique Fics. Les singularités plis 021 et 022 sont
présentées sur la ligne de pliage Nog. Sur lintervalle [fa1, 622], la dérivée % subit un
changement de signe, ce qui force le flux lent & remonter vers le haut. Ces deux singularités
construisent un intervalle qui interdit le saut vers le bas. Contrairement au premier cas ol
la présence des singularités plis sur Noj fait apparaitre une zone de saut, la présence de ces
singularités sur la ligne Ny fait sortir une zone inaccessible pour le saut. Donc, idéalement,

les valeurs critiques Fic1, Fico définissent les seuils d’activation et de désactivation du PE.

En réalité, I’apparition des singularités plis sur la ligne No; ne garantit pas la stabilité
du régime fortement modulé. En effet, aprés plusieurs transitions d’une branche stable &
une autre, le flux lent peut étre attiré par un point fixe stable, ce qui entraine une réponse
périodique (voir sous-figure Fig.3.4(a)). Ainsi, la condition Fy > Fj.; est nécessaire, mais
non suffisante pour garantir 'apparition de réponses fortement modulées.

Une étude semi-analytique développée par Starosvetsky [24] permet de suivre I’évolution
du flux lent au cours d’un cycle de relaxation pour différentes conditions initiales. Nous
I’avons appliquée dans cette partie.

Pour une amplitude d’excitation donnée F; > Fj.1, on prend un point de départ qui a
une amplitude correspondant a Na; et une phase nommée 615. Cette phase se trouve dans
I'intervalle [0;1, 612]. En effet, la trajectoire de flux lent dans cet intervalle est dirigée vers
le haut, donc permet d’avoir le saut vers la branche supérieure. Le choix de cet intervalle
favorise la possibilité d’avoir la réponse fortement modulée.

Un saut du point (612, Na1) vers un point (s, Ny), qui appartient a la branche supérieure
stable de la VI, aura lieu. Comme illustré dans la figure Fig.3.2, ce saut conserve la méme
amplitude Nj. Ainsi, les coordonnées (s, N5) de ce point sont déterminées en utilisant
I'invariance de la VI lente lors d’un saut. Le point de saut vers le haut est déterminé en
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Figure 3.5: Procédure de suivi de la trajectoire de flux au cours d’'un cycle de relaxation,
pour une force d’excitation F; = 6 et deux valeurs différentes de pulsation réduite.

appliquant cette égalité :

; . 3. 1 . .
ezt <zk11N21 + sznuNS’l - chnuNgl + i1 N21 — ey Nog — 2N21>

; . 3. 1 . )
— ¢ifs <Zk:11NS + ZlknllNg — *CnnuNSS + 181 Ns — ey Ns — ZNS) . (3.32)

4

Une fois que les coordonnées de point supérieur sont calculées, on les a fixées comme
condition initiale pour suivre la trajectoire de flux lent sur la branche supérieure stable
par 'intégration de ’équation Eq.3.26. Deux cas sont possibles. Dans le premier cas, le
flux lent peut étre attiré par un point fixe stable. Le cycle se termine & ce point. Dans
le deuxiéme cas, le flux peut atteindre la ligne supérieure Nso. Donc un autre point
de coordonnées (022, Noo) est déterminé. Le calcul du mouvement rapide est de nouveau
appliqué. Mais dans ce cas le saut est du point (622, Nog2) vers le point qu’on cherche (6;, N;).
Puis I'équation Eq.3.26 est réutilisée pour le calcul de la partie lente de mouvement. Le
flux peut atteindre la ligne Noj ou il peut se rediriger vers un point fixe stable. Dans ce
dernier cas, le régime fortement modulé perd sa stabilisation.

Ces étapes sont répétées plusieurs fois pour différents points de départ dans l'intervalle
[011,6012]. Si tous les points de la derniére étape se retrouvent dans l'intervalle de départ,
alors, la réponse fortement modulée est stable, sinon la réponse fortement modulée est
instable.

Les sous-figures Fig.3.5(a) et Fig.3.5(b) présentent le résultat donné par cette procédure
semi-analytique pour deux différentes valeurs de pulsation réduite (o = 0 et o = 0,36
respectivement). La force d’excitation choisie pour le calcul est égale & F; = 6 > Fi;. Les
points noirs et gris présentent les points fixes stables et instables. Dans la sous-figure de
gauche (o = 0) la présence de point fixe stable perturbe la stabilité du régime fortement
modulé. Le flux lent est attiré par ce point et la réponse devient périodique. La réponse
fortement modulée est instable dans ce cas. Si on augmente, la pulsation réduite & o = 0, 36
la réponse fortement modulée devient stable malgré la présence du point fixe dans la
branche inférieure stable.
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Figure 3.6: Procédure de suivi de la trajectoire de flux au cours d’un cycle de relaxation,
pour une force d’excitation F} = 8 et deux valeurs différentes de pulsation réduite.

Si on prend une force d’excitation Fy} = 8 > Fjc (voir Fig.3.6). Pour le premier
cas (0 = 0), on ne remarque aucun changement. La réponse fortement modulée perd
sa stabilisation avec la présence du point fixe. Pour ¢ = 0,36, le point fixe se trouve
dans la zone instable de la VI. Dans ce cas, on n’a aucune possibilité que le flux lent soit
attiré par une solution périodique. Ce qui garantit la stabilité du régime quasi périodique.

On peut conclure que pour les forces d’excitation qui vérifient la condition de
lapparition des singularités plis (la condition nécessaire de la présence de la réponse
fortement modulée), la présence de points fixes dans la zone des deux branches stable de la
VI lente peut conduire dans certains cas a la perte de stabilité de régime quasi périodique.
Si ce point quitte la zone stable et se localise dans la zone instable (Nag € [Na1, Nag] voir
Fig.3.6(b)) on peut garantir la stabilité de réponse fortement modulée.

La figure Fig.3.7 montre la variation de point fixe Nag en fonction de la force d’excitation
F; pour les deux différentes valeurs de pulsation réduite (o = 0 et o = 0,36). Les points
présentés en bleu sont les points fixes stables et les points en rouge sont les points fixes
instables. Les deux lignes vertes verticales correspondent aux seuils critiques Fi¢; et Fics.
Ces seuils limitent la zone idéale du régime quasi périodique. Pour ¢ = 0, tout au long de
cette zone, des points fixes stables sont présentés dans les deux branches stables. Ce qui
limite la possibilité d’avoir le régime fortement modulé. Par contre, pour o = 0, 36 & partir
d’une force d’excitation donnée (F; = 6,1) le point fixe se déplace vers la zone instable de
la VI. On garantit donc la stabilité de la réponse fortement modulée. Avec I'augmentation
de 'amplitude d’excitation, le point fixe dépasse la ligne Noo. Il revient & la zone stable.
Mais en raison de l'instabilité de ce point dans cette zone, le régime fortement modulé
conserve sa stabilité.

3.3 Bifurcation des solutions périodiques

Dans ce paragraphe on va déterminer les bifurcations locales des solutions périodiques
définies par I’équation Eq.3.7.
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Figure 3.7: La variation de ’amplitude de point fixe Nap en fonction de la force d’excitation
pour 0 =0 et o =0, 36.

3.3.1 Bifurcation de SN

Dans cette partie, la limite qui sépare la zone d’une seule solution réelle de Eq.3.7 et trois
solutions réelles est déterminée. Cette limite définit la bifurcation de SN. L’équation Eq.3.7
présente un polynoéme de degré trois de Zoy = N220. Le nombre de solutions de ce polyndéme
dépend du signe de discriminant Agy = a3a3 — dagai — dadas + 18apaiagas — 27a3a3.
Dans le cas ou Agn < 0, une seule solution réelle est présentée et lorsque Agy > 0 I’équation
Eq.3.7 posséde trois solutions réelles. Donc, il est clair que I’équation Agy = 0 correspond
a la limite de bifurcation de SN qui sépare la zone de trois solutions réelles & celle d’une
seule solution réelle. Cette limite dépend des variables d’excitation (force et fréquence) et
des paramétres du systéme.

La figure Fig.3.8 présente sur un diagramme fréquence-force d’excitation la limite de
bifurcation de SN. L’intérieur de cette limite correspond aux zones de trois solutions réelles
alors que l'extérieur indique la zone d’une seule solution. La limite de bifurcation montre
deux zones de trois solutions réelles. Une zone de basses fréquences est observée autour de la
fréquence de résonance de la membrane. La deuxiéme est observée autour de la fréquence
de résonance du tube. Afin de bien analyser cette courbe, on a fait appel a la réponse
fréquentielle du systéme. Les sous-figures Fig3.9(a), Fig3.9(b) et Fig3.9(c) présentent la
courbe de résonance de la membrane pour les trois forces d’excitation F} = 5,9, F; = 8
et F7 = 14,8. Pour la force d’excitation F; = 5,9, on a observé une déviation du pic de
résonance de la membrane vers la droite (causée par la non-linéarité de la membrane). Ce
qui induit la présence de la zone de trois solutions. Cette zone est limitée par les deux
lignes verticales qui présentent les fréquences de passage d’une seule solution vers trois
solutions ou l'inverse. Ces fréquences correspondent bien aux fréquences données par la
limite de bifurcation de SN & la force d’excitation F; = 5,9. Avec I'augmentation de la force
d’excitation, la non-linéarité de la membrane affecte le comportement de tube (le pic de
résonance de tube se décale vers les fortes fréquences : voir Fig3.9(b)). Ce qui se traduit par
Papparition de la deuxiéme zone de trois solutions dans la figure Fig.3.8. En augmentant
la force d’excitation, 'effet de la non-linéarité sur le comportement devient plus dominant.
Ce qui explique 'élargissement de la plage de fréquences de trois solutions ainsi que leur
décalage vers les hautes fréquences avec ’augmentation du niveau d’excitation. A partir
de la force d’excitation ou la limite de la premiére zone atteint sa fréquence maximale,
la plage de fréquence de trois solutions dans cette zone se rétrécit jusqu’a la disparition.
Ceci est expliqué par 'apparition d’une résonance détachée interne qui se rétrécit avec
l'augmentation de l'excitation. La courbe de résonance Fig3.9(c) montre la présence de la
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Figure 3.8: La limite de bifurcation de SN dans le plan (f,F}).

résonance détachée interne.

3.3.2 Bifurcation d’Hopf

La stabilité des solutions périodiques déterminées ci-dessus est utilisée pour étudier la
bifurcation d’Hopf. Cette bifurcation indique la limite entre les zones stables et instables
des solutions périodiques.

On commence par déterminer le polynéme caractéristique du systéme linéarisé Eq.3.9.
s’écrit sous cette forme :
s t tte f

zt + 3t + e+ +7 =0 (3.33)

Les coefficients de ce polynéme dépendant de I’amplitude de modulation lente Zyy = N220
et des paramétres du systéme.

Pour déterminer la limite qui sépare entre les solutions stables et celles instables, les
valeurs propres x doivent étre purement imaginaires x = +¢X. Cette expression est
introduite dans I’équation Eq.3.33. En séparant les parties réelle et imaginaire, la condition
de la bifurcation d’Hopf est déterminée :

7+ 9078 = M2 =0 (3.34)

L’équation Eq.3.34 est développée puis les mémes puissances de Zag sont collectées. Un
polynéme de degré cinq de Zsg est observé. Ce polynome présente la condition de la
bifurcation d’Hopf. Les solutions réelles de ce polynéme sont déterminées et introduites
dans I’équation Eq.3.7. Ce qui donne la limite de stabilité des solutions périodiques. Ce
calcul est réalisé numériquement puisque la condition de la bifurcation d’Hopf est définie
par le polynéme de degré cinq de Zsg.

La figure Fig.3.10 montre la projection de la limite de stabilité d’Hopf sur le plan
(f,F1) en fixant les autres parameétres. L’intérieur de cette limite correspond aux solutions
périodiques instables, alors que la zone externe est liée aux solutions stables.

Afin de bien analyser la limite de bifurcation d’Hopf, on a présenté dans la figure
Fig.3.11 la superposition de la limite des deux bifurcations. La limite de la bifurcation
SN est présentée en bleu et celle d’Hopf en rouge. Cette figure montre qu'une partie de
la zone instable donnée par la bifurcation d’Hopf appartient aux zones de trois solutions
périodiques de SN. Pour cela, la courbe de réponse fréquentielle est utilisée pour indiquer
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Figure 3.9: La réponse fréquentielle de la membrane pour trois différentes forces
d’excitation. Les lignes verticales présentent les fréquences de passage d’une seule solution
vers trois solutions ou l'inverse.
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Figure 3.10: La limite de bifurcation d’Hopf dans le plan (f,F}).
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Figure 3.11: La superposition de la limite de bifurcation d’Hopf (rouge) avec celle de SN
(bleu) dans le plan (f,F}). Les deux lignes horizontales indiquent les forces d’excitation
) =10,18 et I} = 14,8.
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Figure 3.12: Les courbes de résonance de la membrane pour les forces d’excitation
correspondent aux deux lignes horizontales présentées dans Fig.3.11. "Hopf" indique les
points de bifurcation d’Hopf et "SN" de SN.

quelle solution parmi les trois subit la bifurcation d’Hopf. Les sous-figures Fig3.12(a)
Fig3.12(b) présentent la courbe de résonance de la membrane pour les forces d’excitation
Fy; = 10,18 et F1 = 14,8. Les points de bifurcation et leurs types sont marqués sur
ces courbes. La sous-figure Fig3.12(a) montre que les deux branches au milieu de cette
courbe subissent une bifurcation de SN alors que la branche supérieure présente autour du
deuxiéme pic de résonance est affectée par la bifurcation d’Hopf. Les régions instables de
ces branches coincident avec les parties internes de la limite de bifurcation de SN et de
la limite de bifurcation d’'Hopf (Fig.3.11). Comme le montre la figure Fig3.12(b), lorsque
la force d’excitation augmente et la résonance détachée interne aura lieu, une deuxiéme
banche subit la bifurcation d’Hopf. Cette branche correspond & la branche inférieure de
la résonance détachée interne. La figure montre que la région instable de cette branche
coincide avec la partie interne de la limite de bifurcation d’Hopf.

3.3.3 Détection la présence du régime fortement modulé

Dans cette partie, I’étude des bifurcations locales des solutions périodiques (Hopf et
SN) réalisée ci-dessus est utilisée pour détecter la présence du régime fortement modulé.

Dans la figure Fig.3.13 avec la superposition de la limite des deux bifurcations, on a
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nceud en selle (en bleu) dans le plan (f,F}). La courbe noire délimite la zone du régime
quasi-périodique. Les deux lignes horizontales indiquent les valeurs critiques Fic1 et Fieo.
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Figure 3.14: La courbe de résonance de la membrane et du tube pour la force d’excitation
Fy = 10,2. Les deux lignes verticales discontinues délimitent la zone des réponses
quasi-périodiques. "Hopf" indique les points de bifurcation d’Hopf et "SN" les points
de nceud en selle.

présenté aussi les deux lignes horizontales vertes qui correspondent aux valeurs critiques
Fic1, Fieo définies par I’équation Eq.3.28. Avec 'augmentation de la force d’excitation, on
a remarqué que lorsqu’on atteint la limite de bifurcation d’Hopf, la réponse fréquentielle du
systéme présente une zone des réponses fortement modulées. La figure Fig.3.14 présente la
réponse fréquentielle de la membrane et du tube pour la force d’excitation F; = 10,2. Ces
deux courbes présentent la zone de la réponse fortement modulée limitée par les deux lignes
verticales discontinues. Dans cette zone, on a remarqué la présence d’une seule solution
périodique qui est instable. Ce qui explique que cette zone coincide avec la région interne
de la limite de bifurcation d’Hopf qui appartient & la zone d’une seule solution périodique
donnée par I’étude de la bifurcation de Selle en Noeud. Pour la force d’excitation F; = 14.8
(voir Fig.3.15) on a aussi remarqué que la zone des réponses fortement modulées coincide
avec la région interne de la limite d’Hopf qui se trouve dans la zone d’une seule solution de
SN. La zone du régime fortement modulé est définie par I'intersection entre la limite d’Hopf
avec la zone d’une seule solution de SN. Cette zone est limitée par la courbe discontinue
noire dans la figure Fig.3.13.
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Figure 3.15: La courbe de résonance de la membrane et du tube pour la force d’excitation
Fy; = 14.8. Les deux lignes verticales discontinues délimitent la zone des réponses
quasi-périodiques. "Hopf" indique les points de bifurcation d’Hopf et "SN" les points
de nceud en selle.

3.4 Effet de ’ajout de ’amortissement non linéaire

Par rapport aux absorbeurs non linéaires classiques, notre absorbeur non linéaire vibro
acoustique posséde un terme d’amortissement non linéaire qui s’ajoute au terme de raideur
cubique. Dans ce paragraphe, le calcul analytique réalisé tout au long de ce chapitre est
utilisé pour examiner la présence de ce terme d’amortissement non linéaire.

3.4.1 Effet sur le comportement fréquentiel

Afin d’observer l'effet de 'amortissement non linéaire sur le comportement fréquentiel
du systéme, les courbes de résonance du tube et de la membrane correspondant & trois
différentes valeurs d’amortissement non linéaire sont superposées (cyni = 0, cyni =
0,00028 et cyn1 = 0,00056). Les figures Fig.3.16, Fig.3.17 et Fig.3.18 présentent la
superposition des réponses fréquentielles pour ces trois différentes valeurs d’amortissement
non linéaire, avec trois forces d’excitation différentes (Fy = 2,17, F; = 7,2 et F1 = 10, 2).

La figure Fig.3.16 montre que, pour les trois valeurs d’amortissement non linéaire,
les courbes de réponse fréquentielle présentent l'effet de la non-linéarité d’adoucissement
autour de la fréquence de résonance de la membrane, mais avec différents degrés de
non-linéarité. Les courbes de réponse fréquentielle montrent que 'amplitude de créte
et le degré de la non-linéarité d’adoucissement sont plus importants lorsque le terme
d’amortissement non linéaire est négligé (cynii = 0). Avec I'augmentation de la valeur
d’amortissement non linéaire, I'effet de la non-linéarité d’adoucissement diminue.

A la force d’excitation de F; = 7,2, la courbe de résonance, pour un amortissement
non linéaire nul, montre une déviation du pic de résonance du tube vers des fréquences
plus élevées. A cette amplitude d’excitation, Peffet d’adoucissement non linéaire sur le
comportement du tube n’est observé que pour un amortissement nul. Avec I’augmentation
de l'amplitude d’excitation (voir Fig.3.18), cet effet devient visible dans les courbes
pour ¢,nn = 0,00028. Cette valeur d’amortissement non linéaire présente un effet
d’adoucissement moins important que celui observé en éliminant le terme d’amortissement.
Pour la valeur ¢,n;1 = 0,00056, les réponses fréquentielles présentent des amplitudes de
déplacement moins importantes, ce qui est di au grand amortissement imposé par la
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Figure 3.16: La courbe de résonance de la membrane et de tube pour trois différentes
valeurs d’amortissement non linéaire a la force d’excitation F; = 2, 17.
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Figure 3.17: La courbe de résonance de la membrane et de tube pour trois différentes
valeurs d’amortissement non linéaire & la force d’excitation F; = 7, 2.

membrane. Pour cette valeur d’amortissement non linéaire, on n’observe pas un effet
d’adoucissement remarquable.

L’ajout de 'amortissement non-linéaire permet de contréler les effets de la non-linéarité
d’adoucissement. Avec la présence de l'amortissement non linéaire, on peut réduire
I’amplitude de créte et atténuer le degré de la non-linéarité. Cependant, avec une valeur
d’amortissement non linéaire relativement élevée, tous les effets d’adoucissement non
linéaire sont supprimés, ce qui élimine les phénoménes non linéaires promoteurs tels que le
PE et les bifurcations locales.

3.4.2 Effet sur les limites de bifurcation des solutions périodiques

Pour ces trois différentes valeurs d’amortissement non linéaire, on a présenté dans les
sous-figures Fig.3.19(a) (cpn1 = 0), Fig.3.19(b) (cynn = 0,00028) et Fig.3.19(c)cpunn =
0,00056) la superposition de la limite des deux bifurcations dans le plan fréquence-force
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Figure 3.18: La courbe de résonance de la membrane et de tube pour trois différentes
valeurs d’amortissement non linéaire & la force d’excitation Fy = 10, 2.
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Figure 3.19: La superposition des limites des deux bifurcations dans le plan (f, F1).

d’excitation. La limite de la bifurcation SN est présentée en bleu et celle d’Hopf en rouge.
Pour une valeur d’amortissement non linéaire ¢, = 0, la limite de bifurcation de SN
présente des larges zones de trois solutions. De plus, la zone de trois solutions présentée
au voisinage de la fréquence de résonance de tube apparait & faible amplitude d’excitation.
Avec I'augmentation de 'amortissement non linéaire, la limite de la bifurcation de SN se
rétrécit et la zone de trois solutions présentée au voisinage de la fréquence de résonance
de tube apparait & des amplitudes d’excitation de plus en plus élevées. La comparaison
entre les limites de bifurcation de SN des trois valeurs d’amortissement non-linéaire est en
accord avec 'explication donnée par la présentation des courbes de réponse fréquentielle
(ajout de 'amortissement non linéaire abaisse 1'effet de la non-linéarité d’adoucissement).
Aussi, la limite de bifurcation d’Hopf est plus large pour ¢;u1 = 0. Avec 'augmentation de
I’amortissement non linéaire, cette limite devient plus étroite et le seuil de leur apparition
devient plus important. Avec une valeur d’amortissement non linéaire relativement grande,
la bifurcation d’Hopf n’aura pas lieu (c;n1 = 0,00056). Donc le régime fortement modulé
défini par la limite de bifurcation d’Hopf qui se trouve dans la zone d’une seule solution
de SN n’aura pas lieu. Pour les deux autres cas, avec un amortissement non linéaire nul
la zone de régime fortement modulé est apparu a une amplitude d’excitation plus faible et
s’élargit sur une plage de force d’excitation plus large.

3.4.3 Effet sur la variété invariante

L’influence de 'amortissement non linéaire sur la variation de la courbe de la VI est
étudiée dans ce paragraphe. La figure Fig.3.20 expose la superposition des courbes de
VI pour différentes valeurs d’amortissement non linéaire. Les branches instables des VI
sont présentées par les courbes discontinues rouges. Votre phrase est grammaticalement
correcte. La courbe verte présente l'effet de 'amortissement non linéaire sur la position
des deux extrémes de la VI. Pour les courbes de VI en forme de S on a remarqué que



90CHAPITRE 3. ETUDE ANALYTIQUE D’UN SYSTEME AVEC NES MONOSTABLE

400

N2

100

. . . . I . . . . I s . . I . . . . I
0 500 1000 1500 2000

Figure 3.20: L’évolution de la courbe de la VI en fonction de 'amortissement non linéaire.
En bleu : VI stable, en rouge : VI instable. La courbe discontinue verte présente la
variation des deux extrémes locaux de la VI en fonction de ’amortissement non linéaire.

la zone instable de la VI est limitée par cette courbe (par les points deux extremums).
Pour ¢;n1 > 0,0007, la VI ne présente pas d’extremum. Elle devient monotone. Cela
peut étre davantage expliqué en examinant la figure Fig.3.21 qui montre la variation de
Ayt (Eq.3.19) en fonction de 'amortissement non linéaire. Cette figure présente la plage
d’amortissement non linéaire ol la VI présente des extrémums, c.-a-d. lorsque Ayt > 0.

Avec I’élimination du terme d’amortissement non linéaire, la courbe de VI présente
ces deux extrémums. Dans ce cas, le minimum local se trouve a zéro et le maximum local
correspond aux amplitudes les plus faibles possibles de N1; et Noj. Avec 'augmentation de
I’amortissement non linéaire, les extremums locaux de la VI décalent vers le haut, mais de
maniére inégale. En effet, la sensibilité de la position du maximum & ’amortissement non
linéaire est moins importante que la sensibilité du minimum. Ce qui induit la diminution
de la distance qui sépare ces deux extrémums quand ’amortissement non linéaire augment.
La figure Fig.3.22 présente la réponse temporelle de déplacement de I'air en bout du tube
a Pamplitude d’excitation F} = 13 et a la fréquence f = 82,5 Hz pour trois valeurs
d’amortissement non linéaire. La réponse temporelle pour ¢;,11 = 0, montre une profondeur
de modulation significative, tandis que pour 'amortissement non linéaire ¢,,;; = 0,00039,
elle présente une profondeur moins importante. Si on augmente encore I’amortissement non
linéaire, la profondeur de modulation devient trop petite et la réponse devient faiblement
modulée (voir la sous figure Fig.3.22(c)). Ceci peut s’expliquer par la diminution de la
distance qui sépare les deux extrémes de VI, induite par 'augmentation de I’amortissement
non linéaire.

Conclusion

Ce chapitre a traité I'influence de I’amortissement non linéaire sur la dynamique du
systéme couplé tube-membrane monostable, avec une approche analytique. Les résultats
de cette analyse ont pu mettre en évidence que l'introduction de I'amortissement non
linéaire engendre une nette amélioration du comportement du systéme. En effet, une
réduction de 28% de 'amplitude de créte est observée lorsque la valeur de I’amortissement
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Figure 3.22: La réponse temporelle de déplacement de I’air en bout du tube & 'amplitude
et fréquence d’excitation F} = 13 et f = 82,5 Hz pour trois valeurs d’amortissement non

linéaire.
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non linéaire est fixée a ¢,n;1 = 0, 00028 par rapport a une situation sans amortissement non
linéaire (cpni1 = 0). Pour des valeurs plus élevées, 'effet non linéaire de I’amortissement
devient dominant dans la dynamique du systéme, induisant ainsi une réponse similaire &
celle d’oscillateurs fortement amortis.



Chapitre 4

Optimisation numérique du systéme
couplé tube-membrane

Introduction

Au cours de 'examen des différents articles présentés dans la cinquiéme section du
premier chapitre, il a été démontré, a la fois dans les régimes transitoires [46, 47, 48, 50]
et harmoniques [52], que les absorbeurs bistables surpassent les absorbeurs monostables
en termes de performance. Dans l'article [52], en considérant une fréquence d’excitation
particuliére, I’évaluation comparative entre le ratio d’énergie dissipée par un NES bistable
et celui d’'un NES monostable révéle que le NES bistable a démontré son efficacité sur une
plage étendue d’amplitudes d’excitation. A de faibles niveaux d’excitation, ce rapport peut
atteindre 70% pour le NES bistable, tandis qu’il est limité & 10% pour le NES monostable.
Lorsqu’il s’agit de PE, le NES bistable dépasse les 60%, tandis que le monostable atteint
seulement 50%.

Dans ce chapitre, nous examinerons l’efficacité de 'absorption des membranes monostables
et bistables en utilisant une approche d’optimisation numérique. Cette approche repose sur
la variation de l'aire sous la courbe de créte de la réponse en fréquence du tube en fonction
du paramétre optimisé, a savoir la raideur linéaire de la membrane. Cette méthodologie
nous permettra ainsi de comparer le degré d’atténuation fourni par plusieurs membranes
présentant différentes valeurs de rigidité linéaire. Par conséquent, cette approche nous
permettra de comparer l'efficacité des membranes bistables et monostables, ainsi que de
comparer différentes membranes bistables et différentes membranes monostables entre elles.
Afin de valider les conclusions obtenues par cette méthode, nous présentons les courbes de
créte, les réponses en fréquence, les rapports de dissipation de la membrane ainsi que
la dynamique du systéme pour différentes valeurs de raideurs linéaires. De plus, nous
appliquons cette méthode a d’autres configurations de la membrane, en variant les rayons
et les épaisseurs.

Avant d’exposer la méthodologie d’optimisation de notre systéme couplé tube-membrane,
nous commencerons par présenter le modéle décrivant le comportement bistable de notre
systéme, suivi par des calculs préliminaires qui serviront pour l’analyse des résultats de
I’optimisation.

93
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4.1 Vers un systéme bistable

L’idée pour avoir une membrane bistable est simple. Cela consiste a flamber la
membrane, c.-a-d. imposer une précontrainte de flambement pour avoir une raideur
linéaire négative. En effet, la bistabilité est observée en combinant la raideur cubique
avec une raideur linéaire négative. Le modéle décrit le systéme bistable est le méme
systéme d’équations qui décrit le systéme monostable dont la raideur linéaire équivalent de
la membrane doit étre inférieure & zéro :

Q
u” +u+ M+ B(u— q) = Fcos <T)

Wt
V4" + kg + kng® + cpwi (27 +1) ¢ + B(g—u) =0 (4.1)

Pour que ce systéme couplé présente un comportement bistable, la raideur linéaire k;

doit étre inférieure & une valeur critique k. = —%.

4.1.1 Energie potentielle

L’énergie potentielle du systéme couplé est écrite sous cette forme E}, = %k1q2+%kn1q4+
%B(u -q)2 + %u2. La figure 3D Fig.4.1, montre la variation de I’énergie potentielle en
fonction du déplacement des deux oscillateurs (u et ¢). Les trois points présentés en
rouge montrent les positions d’équilibre statique de ce systéme couplé. Ces positions sont
déterminées en supposant que les dérivées de ’énergie potentielle par rapport u et ¢ sont

_ B _k
égales a zéro. Ils sont définis par : pg = (0,0), p12 = (Fue, £¢e) OU g = 5?;7111 et

U = %qe . Puis a partir de la dérivée seconde de I’énergie potentielle, on peut déduire
que les deux positions d’équilibre p; et ps sont stables et la position d’équilibre pg est
instable.

Il faut noter que la condition nécessaire sur la raideur linéaire pour avoir la bistabilité

_B
du systéme est déterminée a partir de I’expression ge (527111 > 0).

4.1.2 Courbes caractéristiques

Si on définit le terme de raideur % comme une raideur linéaire qui s’ajoute a

la raideur kj, I’équation régissant le mouvement de vibration libre de la membrane est
~vq" + (lq + %) q + kng® = 0. L'expression q(1) = Acoswr est introduite dans cette
équation ou A présente ’amplitude de vibration de la membrane. La méthode d’équilibrage
harmonique est appliquée et les harmoniques d’ordre supérieur sont supprimées. L’équation
suivante est obtenue —yw? + kj + % +3/4kyA? = 0. La pulsation adimensionnée définie

Tyt =2 43/ 4k A2 )
par w? = Pt oy 3/ 4k |. Puisque k; < 0 le terme kj + % + 3/4ky A? peut prendre

5
des valeurs négatives, tandis que la pulsation dépend de ’amplitude de vibration A. Elle

. N 7]6177’8 73/4]@‘ 1 A2 . 7’6177[} . k‘1+7[3 +3/4k‘ 1 A2 .
est égale & w = B+l o siA <\ et A w =) — 2L i
Bt 3/ 4k 5

ey — B
A> :

BF1
3/4ky -
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Figure 4.1: L’énergie potentielle E, du systéme couplé tube membrane bistable en fonction
des déplacements u et q. Les trois points rouges indiquent les positions d’équilibre statiques.
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Figure 4.2: La superposition de la courbe caractéristique d’'une membrane bistbale (bleu)
avec celle de tube (rouge).

De méme, pour le tube, en introduisant 'expression u(7) = Acoswt dans 1’équation
décrivant son comportement u” + u + Su = 0 et en appliquant la méthode d’équilibrage
harmonique, I’expression de la pulsation adimensionnée est déterminée. la pulsation est
égale a /1 + 8 quelle que soit la valeur de "amplitude A. Dans le diagramme amplitude
fréquence de la figure Fig.4.2 on a superposé la courbe caractéristique d’une membrane
bistable avec celle du tube.

4.1.3 Fréquences propres couplées

Pour le systéme couplé, la position pg correspond au point d’un équilibre instable.
Pour saisir la dynamique du systéme a faible amplitude, il est plus pratique de réécrire les
équations en termes © = u — ue et y = ¢ — ¢e de sorte que (z,y) = (0,0) corresponde & une
position d’équilibre stable. Le systéme Eq.4.1 est réécrit comme suit :

Q
2" +z+ X\’ + B(x —y) = Fcos (T>
Wt
vy + cqwe (262 + 4gey + 2y% + 1) ¥ + y (k1 + 3kma?) + 3kmgey® + kny®
+68(y—x)=0 (4.2)

Pour déterminer les expressions des fréquences propres de ce systéme bistable, il faudra
le ramener & un systéme linéaire libre non amorti. En éliminant les termes non linéaires,
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de forcage et d’amortissement le systéme d’équations obtenu est réécrit sous cette forme
matricielle:

MX"+ KX =0

(10 [ B+ —B (=
= (5 0)w= ("5 e 0 )= () 13

M et K sont les matrices de masse et de raideur linéaire. Les fréquences propres
couplées sont déterminées par le calcul des valeurs propres du systéme linéaire Eq.4.3. Ils
ont les expressions suivantes :

wt\/fa — 2+ 89(B+ B+ k)

fi= 27 2y
fzzgtr\/fa+\/f§+827’y(6+6k1+k1) 4

ou fo = ;’iﬁl + B(y — 2) + v — 2k;. Ces fréquences sont valables pour le systéme bistable
lorsque k) est inférieure & la valeur critique kj.. Lorsque k; devient supérieur a ki, le
comportement devient monostable. Les mémes étapes de calcul réalisées précédemment
sont appliquées sur le modéle de systéme monostable pour déterminer ces fréquences
propres :

wt\/ﬁv+6+v+iﬂ—\/(ﬂv+ﬁ+7+k1)2—4v(ﬂ+ﬁlﬂ+kl)

fi=o o
f2:wt\/ﬁ7+5+’y+k1+\/(57+B+V+k1)2—47(/B+Bk;1+k:1) (45)
21 2*}/ ’

La figure Fig.4.3 montre la variation de ces deux fréquences en fonction de la raideur
linéaire pour une membrane de configuration hy, = 0,22 mm et Ry = 50cm. L’intervalle
de raideur linéaire adimensionnée choisi varie entre —0,45 et 0,45. Il nous permet de
présenter la variation des fréquences propres du systéme couplé tube-membrane en mode
monostable et bistable sur la méme figure. La ligne rouge discontinue présente la valeur
de raideur linéaire ki = 7% qui sépare la zone monostable de la zone bistable.

Chacune des fréquences propres fi et fo correspond & un des deux degrés de liberté
de ce systéme. Par exemple, pour le comportement monostable a la valeur ki, la
fréquence f1 est égale & zéro. Elle correspond & la fréquence propre de la membrane
et fo correspond a la fréquence propre du tube. Avec l'augmentation de la valeur de
raideur linéaire, la fréquence propre de la membrane augmente alors que celle du tube
suit I'asymptote horizontale f = 82 Hz. A une valeur de raideur linéaire donnée ki, la
fréquence propre de la membrane devient supérieure que celle de tube. La fréquence fo
se rattachera & la membrane et f; au tube. Cet échange fréquentiel est observé aussi lors
du comportement bistable lorsque la raideur linéaire atteint une certaine valeur kj3. Cet
échange fréquentiel est observé a partir de la valeur de raideur linéaire telle que les droites
normales aux courbes représentatives des fonctions fi et fo sont paralléles. L’équation de
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Figure 4.3: La variation des fréquences propres couplées fi et fo en fonction de la raideur

linéaire de la membrane. La ligne rouge discontinue correspondant & la valeur de raideur
linéaire critique kj. qui sépare les zones monostable et bistable.

la droite normale & la courbe représentative de f; au point d’abscisse k) est définie par :
Ni(Ky, k) = ﬁ%iil) (K1, — k) + fi (k1) (i = 1;2). La raideur linéaire Kj, représente 1'axe
d’abscisse qui définit le domaine de définition de la fonction Nj, tandis que la raideur
k1 correspondante est le point & partir duquel nous déterminons I’équation de la droite
normale. Pour que les deux droites normales soient paralléles, il faut que la distance qui
les sépare soit la méme. Ainsi, pour déterminer les valeurs de raideur linéaire kj; et ko
pour lesquelles la fréquence propre de la membrane devient supérieure a celle du tube, il
est nécessaire de résoudre les équations Ny (0, k11) — N2(0, k1) = N1(0,1, kiy) — N2(0, 1, k1)
et N1(0,ki2) — Na(0,ki2) = N1(0,1, ki2) — N2(0, 1, kj2). Le choix des valeurs Ky, = 0 et
Ki, = 0, 1 utilisées pour la résolution est aléatoire, on peut choisir n’importe quelles valeurs.

La figure Fig.4.4 présente en bleu la variation de la fréquence propre du tube et en
rouge celle de la membrane en fonction de la raideur linéaire. Les points de discontinuité
de ces deux courbes présentent les raideurs linéaires kj; et kjo. Les normales aux courbes
représentatives des fonctions fi et fo aux points d’abscisses kj; et kjo sont présentées par
les droites paralléles en vert. La ligne rouge discontinue correspond a la valeur de raideur
linéaire ki, = —% qui sépare la zone monostable et bistable.

4.2 Méthode d’optimisation

La courbe de créte d’un systéme mécanique est définie par la variation de 'amplitude
maximale de la réponse fréquentielle en fonction de 'amplitude d’excitation. Elle représente
un outil clé pour comprendre le comportement et la performance de notre systéme. Elle
explore le comportement sur une plage de fréquences relativement large définie autour
de la résonance du tube. Cette courbe donne une bonne indication sur l'efficacité
d’amortissement de notre absorbeur non linéaire. A partir de la variation de cette courbe
de créte en fonction de la raideur linéaire de la membrane, on va construire une méthode
d’optimisation de notre NES.

La figure Fig.4.5 présente la superposition de deux courbes de créte du tube qui
correspondent & différentes valeurs de raideur linéaire k; (bleu) et ko (orange). Cette
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Figure 4.4: La variation des fréquences propres couplées du tube f; (bleu) et de la
membrane f;, (rouge) en fonction de la raideur linéaire de la membrane. La ligne rouge
discontinue correspondant & la valeur de raideur linéaire critique k. qui sépare les zones
monostable et bistable. Les droites paralléles vert, présentent les normales aux courbes
représentatives des fonctions f; et fo, & partir de laquelle la fréquence propre de la
membrane devient supérieure a celle du tube.

figure montre que lefficacité d’amortissement de la membrane de raideur linéaire k; est
plus importante. Ceci clairement traduit le fait que l'aire de courbe de créte de ky est
plus petite que celle de k. Avec plusieurs valeurs de raideur linéaire qui correspondant
au comportement monostable et bistable on peut comparer 'efficacité d’amortissement des
deux absorbeurs monostable et bistable.

La méthode d’optimisation consiste & minimiser l'aire donnée par la courbe de créte, en
variant la valeur de raideur linéaire de la membrane. La plage de la raideur linéaire choisit
k€ [0,45;0,3] (soit de —383 N.m~' a 255 N.m~ ') comporte des valeurs positives et
négatives qui permettent de présenter 'efficacité d’atténuation donnée par les deux types
de NES (monostable et bistable) sur la méme figure, donc de les comparer facilement.

Pour chaque valeur de raideur linéaire de la membrane, la courbe de créte est déterminée
numériquement. Une plage d’amplitude et de fréquence d’excitation est choisie pour le
calcul. La force adimensionnée d’excitation F' varie de 0,01 & 7,5 avec 110 pas. La fréquence
d’excitation varie autour de la fréquence de résonance de tube de 70 Hz & 92 Hz avec 110 pas
de fréquence. Pour chaque couple amplitude-fréquence d’excitation, la réponse temporelle
de déplacement de l’'air en bout du tube est déterminée par l'utilisation de la fonction
de résolution numérique d’équation différentielle "NDSolve" définie sur Mathematica. La
réponse en fréquence a été ensuite calculée a ’aide de la valeur quadratique moyenne sur les
deux derniéres secondes du signal temporel. Pour chaque force d’excitation, I’amplitude
de créte (maximale) est déterminée. Pour chaque valeur de raideur linéaire, la courbe
de créte est construite et l'aire sous la courbe de créte est calculée. Lors du calcul
de l’aire, on a normalisé la courbe de créte par I'amplitude d’excitation (U“I}ax ol Upnax
présente 'amplitude de vibration maximale de tube) afin d’égaliser les effets donnés par
I’augmentation de 'amplitude d’excitation. Dans la suite, nous allons présenter les courbes
de créte non normalisées pour faciliter ’analyse.
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Figure 4.5: L’aire donnée par la courbe de créte pour deux différentes valeurs de raideur
linéaire de membrane. Bleu : kj;, orange : kis.

4.3 Variation de ’aire sous la courbe de créte en fonction de
la raideur linéaire de la membrane

La figure Fig.4.6 montre la variation de aire sous la courbe de créte en fonction de la
raideur linéaire de la membrane pour une membrane d’épaisseur hy, = 0,22 * 1072 m et
de rayon Ry, = 5% 1072 m. Les points bleus correspondent au comportement monostable
et ceux en rouge sont liés au systéme bistable. La ligne rouge discontinue correspond
a la valeur critique de raideur linéaire k. = —% qui sépare ces deux différents types
de comportement. Les deux lignes discontinues vertes délimitent la zone dans laquelle la

fréquence de résonance de tube couplé est supérieure a celle de la membrane.

La variation de l'aire en fonction de k; montre clairement que l'atténuation est
significativement plus importante par I'utilisation d’une membrane bistable. Soit dans
la zone de comportement stable ou bistable, la courbe présente un plateau minimum
étendu sur une large gamme de raideur linéaire. La robustesse de cet absorbeur non
linéaire (bistable ou monostable) est apparue dans le fait qu’on n’a pas un minimum
trés marqué. La minimisation est observée sur une large gamme de raideur linéaire.
Cette gamme présente le méme ordre de grandeur pour les deux systémes monostable et
bisable, donc on a une méme zone de stabilité. Le plateau minimum observé dans la zone
monostable se trouve dans la zone ot la fréquence propre du tube est supérieure a celle de
la membrane. Alors que le plateau minimum bistable est observé lorsque la fréquence
propre de la membrane est supérieure a celle du tube. Les sous-figures Fig.4.7(a) et
Fig.4.7(b) présentent dans un digramme fréquence amplitude la superposition de la courbe
caractéristique d’une membrane avec celle de tube (systéme linéaire) dans les différents
cas. La sous figure de gauche correspond & une membrane monostable et de droite & une
membrane bistable. Les courbes bleues continues présentent la courbe caractéristique de
la membrane lorsque la fréquence propre du tube est supérieure & celle de la membrane et
les courbes discontinues correspondent & une fréquence propre de membrane plus grande.
Pour la membrane monostable, dans le cas ou la fréquence propre de la membrane est
supérieure a celle du tube, notre absorbeur reste toujours inactif. Dans ce cas, on n’a
aucun point de fonctionnement. Pour cela, la courbe d’optimisation montre dans ce cas les
valeurs d’aires les plus importantes, donc 'efficacité d’amortissement la moins importante.
Pour la membrane bistable, 'intersection entre la courbe caractéristique de la membrane
et du tube est toujours possible méme lorsque la fréquence propre de la membrane est plus
grande. Dans ce cas, deux points de fonctionnement sont présentés. Ceci peut expliquer
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Figure 4.6: La variation de l'aire donnée par la courbe de créte en fonction de la raideur
linéaire de la membrane pour une membrane d’épaisseur hy,, = 0,22 % 10~ 3 et de rayon

Ry =5%10"2.

A
50

40¢
30¢
201

10

L L L f
90 95 100

85

75 80

(a) Membrane monostable

4‘0 éO éO I'I 60 f
(b) Membrane bistable

20

Figure 4.7: La superposition de la courbe caractéristique de la membrane avec celle du

tube.

la présence du plateau minimum bistable dans cette zone.

4.4 Courbes de créte

4.4.1 Systéme monostable

La figure Fig.4.8 présente la superposition des

courbes de créte pour différentes valeurs

de raideur linéaire situées dans la zone de comportement monostable k; > k. = —0, 0561.
Avec l'augmentation de la valeur de raideur linéaire ou plus précisément la précontrainte
appliquée sur la membrane, le plateau du PE devient plus bas et moins profond. Les
courbes de créte correspondant aux cing plus faibles raideurs linéaires présentent cing

différents points qui appartiennent au plateau minimum monostable.

Ils ont le méme

niveau de minimisation méme si le seuil d’activation et la largeur du plateau de PE ne sont
pas similaires pour ses différentes valeurs de rigidité linéaire. En effet, dans cette zone,
on a un compromis entre le niveau d’apparition et la profondeur du plateau de PE. Donc
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Figure 4.8: La superposition des courbes de créte pour différentes valeurs de raideur linéaire
dans la zone de comportement monostable.

le choix de la précontrainte appliquée sur la membrane dépend du cas d’application. Une
faible valeur de raideur linéaire est utilisée pour une application de forte amplitude sonores
et I'inverse. Lorsqu’on augmente plus la valeur de raideur linéaire et on dépasse le plateau
minimum monostable, la profondeur du plateau de pompage devient trés étroite. Malgré
le faible niveau d’activation de PE, on observe pour ces valeurs de raideur linéaire une
efficacité moins importante. Le faible niveau d’activation de PE ne peut pas compenser le
petit plateau de pompage observé dans ce cas. Si on augmente plus la précontrainte, la
fréquence de la membrane couplée devient supérieure au tube. Dans ce cas, la membrane
devient inactive, on supprime le PE et on observe une courbe de créte linéaire. Pour cela,
la variation de l'aire devient constante dans cette plage.

4.4.2 Systéme bistable

Pour les raideurs linéaires inférieures a la valeur critique k., la raideur linéaire apparente
devient négative et le comportement du systéme devient bistable. La figure Fig.4.9 présente
la superposition de plusieurs courbes de créte pour différentes valeurs de raideur linéaire qui
varie de [—0,03,—0, 12]. Les trois courbes de créte bleues correspondent a des valeurs de
raideur linéaire supérieures & kj.. Pour ces valeurs, le systéme présente un comportement
monostable. Les six autres courbes de créte correspondent & une raideur linéaire apparente
inférieure a zéro (ou bien k; < kic). Pour les deux premiéres valeurs de raideur linéaire
qui sont inférieures a la valeur critique ki, les courbes de créte orange et verte montrent
une continuité du comportement. Le plateau de pompage observé pour le systéme bistable
suit la variation du plateau monostable. Avec la diminution de la raideur linéaire, on a
remarqué que les courbes de créte présentent deux plateaux d’atténuation. Le plus haut
suit la variation du plateau monostable et le plus bas correspondant au nouveau plateau
lié au comportement bistable du systéme. Pour la raideur linéaire k = —0, 12, seulement
le plateau bas lié au comportement bistable est observé. Le systéme se stabilise sur le
comportement bistable. Pour qu’on passe d’'un comportement monostable (les courbes
bleues) et un comportement bistable (la courbe moutarde) on passe par une zone transitoire
ott les courbes de créte présentent deux plateaux d’atténuation. On a ici un passage graduel.

La figure Fig.4.10 présente la superposition de trois différentes courbes caractéristiques
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Figure 4.9: La superposition de plusieurs courbes de créte pour différentes valeurs de
raideur linéaire qui varie de [—0, 03, —0, 12]
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Figure 4.10: La superposition de la courbe caractéristique d’une membrane bistable pour
trois différentes raideurs linéaires, avec la courbe caractéristique de tube et la courbe
caractéristique d’une membrane purement cubique.

de membrane bistable (bleue, orange et verte) avec la courbe caractéristique de tube
(rouge) et la courbe caractéristique d’une membrane purement cubique (noire) ou la valeur
de raideur linéaire apparente est égale & zéro. Pour la courbe bleue, la raideur linéaire
ki1 est trés proche de la valeur kj.. L’effet de ramollissement de la membrane bistable
est négligé dans ce cas. La courbe caractéristique se superpose avec la courbe noire de
la membrane purement cubique. Ce qui explique que le systéme suit le comportement
monostable pour les deux premiéres valeurs de raideur linéaire qui sont inférieures a la
valeur critique ki (courbe orange et verte de la Fig.4.9). Avec la diminution de la valeur
de raideur linéaire, on s’éloigne de la valeur critique k.. La courbe caractéristique de la
membrane bistable (pour k5 ) s’éloigne de la courbe noire. Le systéme est influencé par les
deux types de comportement bistable et monostable. Ce qui donne lieu a deux différents
plateaux d’atténuation. Lorsque la raideur diminue plus (kj3) le systéme se stabilise sur le
comportement bistable.

Dans ce paragraphe, le systéme bistable est étudié¢ aprés la stabilisation de son
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comportement. Dans la figure Fig.4.11 on a présenté la superposition des différentes courbes
de créte qui appartiennent & la zone bistable sans tenir compte de la zone transitoire décrite
ci-dessus. La lecture premiére de cette figure montre qu’avec la diminution de la raideur
linéaire (ou l'augmentation de flambement de la membrane), le plateau de PE devient
de plus en plus élevé. Les courbes de crétes présentées dans cette figure correspondent
& des valeurs de raideur linéaire régulierement espacées alors que la variation du niveau
de plateau du PE n’est pas uniforme. Cette variation est plus sensible pour les faibles
valeurs de raideur linéaire. Pour les courbes de créte orange, verte et mauve, le plateau
de PE se trouve presque a la méme amplitude de déplacement. Ces courbes correspondent
aux raideurs linéaires —0, 156, —0,186 et —0,216 qui appartiennent au plateau minimal
bistable. Ces trois valeurs de raideur linéaire présentent le méme degré d’atténuation
méme si les plateaux du PE se trouvent presque & la méme amplitude de déplacement
avec des profondeurs différentes. Ces trois valeurs de raideurs linéaires correspondent a
une fréquence propre de membrane qui est supérieure a celle du tube. La figure Fig.4.12
présente la superposition des trois courbes caractéristiques de membrane avec celle du
tube, correspondantes & ces raideurs. Dans la figure Fig.4.13 on a présenté clairement
ces courbes crétes. Lorsque la fréquence propre de la membrane devient plus grande que
celle du tube, la courbe caractéristique de la membrane présente deux points d’intersection
avec celle du tube. Le premier point de fonctionnement est introduit par le phénoméne
ramollissant de la membrane. Ce point présente une amplitude de déplacement de la
membrane relativement faible (si on la compare avec le deuxiéme point d’intersection)
donc correspondant & des amplitudes d’excitations plus faibles. Les courbes de crétes
présentées dans la Fig.4.13 montrent la présence d’'une zone d’atténuation (ou un autre
plateau d’atténuation) observée a faibles amplitudes d’excitation & part le plateau du
PE. La présence de deux points de fonctionnement induit ’observation de deux différents
plateaux d’atténuation. Le plateau observé & faible amplitude d’excitation est liée au
premier point d’intersection. Avec la diminution de la raideur linéaire, 'amplitude de
déplacement correspondant au premier point de fonctionnement devient plus importante.
La zone d’atténuation apparait donc & une amplitude d’excitation plus importante. La
présence de cette nouvelle zone d’atténuation équilibre le degré d’atténuation observé dans
le plateau minimum.

Lorsqu’on diminue encore la valeur de raideur linéaire, la courbe de créte montre
seulement le plateau du PE alors que la zone d’atténuation de ramollissement décrite
ci-dessus n’aura pas lieu (voir par exemple la courbe de créte pour k = —0,245 de la
Fig.4.11). Donc le systéme quitte le plateau minimum bistable.

4.4.3 Comparaison entre les systémes monostable et bistable

La figure Fig.4.14 montre la superposition d’'une courbe de créte pour une membrane
bistable (présentée en rouge) avec plusieurs courbes de créte qui appartiennent au plateau
minimum monostable. Cette figure montre qu’une membrane bistable peut améliorer
significativement le comportement du systéme. L’atténuation offerte par une membrane
bistable est plus importante que celle donnée par les différentes membranes monostables
optimales.
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Figure 4.11: La superposition des différentes courbes de créte qui appartiennent a la zone
bistable sans tenir compte de la présence de la zone transitoire.
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Figure 4.12: La superposition de la courbe caractéristique d’une membrane bistable pour
trois différentes raideurs linéaires, avec la courbe caractéristique de tube dans le cas ou la
fréquence propre de la membrane est supérieure a celle du tube.
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Figure 4.13: La superposition des différentes courbes de créte qui appartiennent au plateau

minimal bistable.
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Figure 4.14: La superposition d’une courbe de créte pour une membrane bistable
(présentée en rouge) avec plusieurs courbes de créte qui appartiennent au plateau minimum
monostable.

4.5 Reéponse fréquentielle

Dans cette partie, on va présenter les résultats du calcul fréquentiel pour différentes
valeurs de raideurs linéaires. Les figures Fig.4.15 Fig.4.17 Fig.4.19 Fig.4.20 Fig.4.21 Fig.4.23
et Fig.4.24 présentent les résultats de ce calcul pour les valeurs de raideurs linéaires
suivantes : k; = 0,024, k; = —0,216, k; = —0,156,k = —0,168, k = —0, 186, k; = —0, 246

et k; = —0,276. Chacune des figures présente trois sous-figures.

e En haut les réponses fréquentielles du systéme sont présentées pour différentes
amplitudes d’excitation. La réponse de déplacement adimensionné de I’air en bout du
tube est divisée par la force d’excitation correspondante F' pour pouvoir superposer
les différentes courbes.

e En bas, a gauche, la courbe de créte qui montre la variation de I'amplitude de créte
en fonction de la force d’excitation est présentée.

e En bas, a droite, la variation de la fréquence de créte fmax en fonction de
I’amplitude d’excitation est présentée. La fréquence de créte est définie par la
fréquence correspondant & ’amplitude de créte qui présente I’amplitude maximale
de déplacement de I’air en bout du tube.

4.5.1 Systéme monostable

Pour la valeur de raideur linéaire k = 0,024, le comportement du systéme est
monostable.  Les quatre principaux types de réponses fréquentielles observés dans
les systémes non linéaires usuels sont présentés dans la figure Fig.4.15(a). A faible
niveau d’excitation, la réponse fréquentielle présente un comportement linéaire de forme
typiquement lorentzienne. Avec 'augmentation du niveau d’excitation, l'effet de la
non-linéarité de raidissement de la membrane est présenté. On a remarqué la présence
d’une petite déviation du pic de résonance vers la droite. Lorsque 'amplitude d’excitation
atteint le seuil d’activation de PE, le phénoméne d’écrétage de pic de résonance est observé.
A une amplitude d’excitation plus élevée, un nouveau pic de résonance décalé vers les
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(b) Courbe de créte. (c¢) Fréquence de créte.
Figure 4.15: Le résultat du calcul fréquentiel pour la raideur linéaire k; = 0,024
(monostable).

basses fréquences est présenté, ce qui montre la désactivation du PE. La variation de la
fréquence de créte en fonction de la force d’excitation présentée dans la figure Fig.4.15(c)
indique clairement la limite de chaque type de comportement. Pour les faibles forces
d’excitation ou le comportement est linéaire, la fréquence de créte présente une variation
constante. Autour de la force d’excitation F = 0,62, la fréquence de créte présente une
petite augmentation induite par ’effet de la non-linéarité de raidissement de la membrane.
Cette zone de faible variation correspond & la zone du comportement non linéaire observé
avant le PE. Dans la troisiéme zone, la variation de la fréquence de créte présente une
grande augmentation. Cette zone se superpose bien avec le plateau de PE présenté dans
la figure de la courbe de créte Fig.4.15(b). Ici, on peut noter que le phénoméne du PE
est accompagné par le comportement de raidissement de la membrane. La présence du
soudain saut de la fréquence de créte vers le bas montre 'apparition du nouveau pic de
résonance qui est décalé vers les basses fréquences.

Pour la valeur de raideur linéaire ky = 0,144, la fréquence propre de la membrane
devient supérieure a celle du tube. Dans ce cas, la surface de réponse fréquentielle de
déplacement de l'air en bout du tube en fonction de la force et la fréquence d’excitation
(Fig.4.16) présente seulement le comportement linéaire. Cela s’explique par ’absence d’un
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Figure 4.16: La surface de réponse fréquentielle de déplacement de l’air en bout du tube
en fonction de la force et la fréquence d’excitation pour la raideur linéaire k; = 0, 144.

point d’intersection entre la courbe caractéristique de la membrane monostable et le tube
quand la fréquence de la membrane est supérieure a celle du tube. (voir Fig.4.7(a)). La
membrane reste inactive. Le comportement purement linéaire observé dans ce cas explique
la présence de la courbe de créte linéaire dans la figure Fig.4.8.

4.5.2 Systéme bistable

Dans ce paragraphe, nous étudions le comportement fréquentiel du systéme bistable
aprés avoir atteint sa stabilité. Les réponses fréquentielles du systéme bistable observées
dans la zone transitoire ne sont pas étudiées.

Pour la raideur linéaire k; = —0,126, le systéme présente un comportement bistable
dont la fréquence propre couplée de tube est supérieure & celle de la membrane. Dans ce
cas, la figure des réponses fréquentielles Fig.4.17(a) présente les quatre principaux types de
réponse fréquentielle présentés précédemment pour le systéme monostable. On observe un
comportement linéaire & faible amplitude d’excitation puis un comportement non linéaire
défini par la déviation du pic de résonance. Ensuite, on observe le phénomeéne d’écrétage
du pic de résonance. Et, & des amplitudes d’excitation plus élevées, on a le nouveau pic de
résonance qui se décale vers les basses fréquences. Par rapport au systéme monostable, on
remarque que le comportement linéaire observé & faible niveau d’excitation est influencé
par le caractére ramollissant de la membrane bistable. On a des réponses fréquentielles
linéaires typiques d’un systéme & un degré de liberté et donc de forme lorentzienne, dont la
fréquence du pic de résonance se décale vers les basses fréquences. Lors du régime linéaire,
avec ’augmentation de la force d’excitation, la fréquence du pic de résonance se décale vers
les basses fréquences en gardant la méme forme lorentzienne de la réponse fréquentielle.
Contrairement au systéme monostable, le comportement non linéaire observé avant le PE
présente une déviation du pic de résonance vers les basses fréquences. La figure Fig.4.17(c)
traduit clairement ce comportement. Pour un faible niveau d’excitation, la variation de
la fréquence de créte présente une décroissance. Au contraire de ce qu’il est montré dans
la figure Fig.4.15(c) du systéme monostable, la fréquence de créte montre une variation
constante (liée au comportement linéaire) suivie par une petite augmentation (induite par
la présence de la non-linéarité). Pour le systéme bistable, les comportements linéaire et non
linéaire (observés avant le pompage) sont accompagnés par la diminution de la fréquence de
créte. Et comme il est observé dans le cas monostable, le phénomeéne du PE est accompagné
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Figure 4.17: Le résultat du calcul fréquentiel pour la raideur linéaire ky = —0, 126 (bistable).

par une augmentation de fréquence de créte (l'effet de la non-linéarité de durcissement).
Le soudain saut vers le bas montre la présence du nouveau pic de résonance qui se trouve
décalé vers les basses fréquences.

Aussi, il faut noter qu’a partir des courbes de réponse fréquentielle, on a remarqué
que la bande fréquentielle du PE est plus large pour ce systéme bistable (k = —0,126).
Ceci est simplement observé par la présentation de la surface de réponse fréquentielle pour
ces deux valeurs de raideur linéaire (k; = 0,024 : Fig.4.18(a) et kj = —0,126 : Fig.4.18(b)).

On se propose d’étudier dans ce qui suit le comportement fréquentiel du systéme
bistable optimal. Les réponses fréquentielles pour les trois valeurs de raideur linéaire
ki = —0,156,k = —0,168 et k; = —0,186 sont calculées. Ces valeurs appartiennent
au plateau minimum bistable. Les résultats du calcul sont présentés respectivement
dans les figures Fig.4.19, Fig.4.20 et Fig.4.21. Pour ces valeurs de raideur linéaire, la
fréquence propre de la membrane est supérieure a celle de tube. Contrairement au systéme
monostable qui présente un comportement purement linéaire lorsque la fréquence propre
de la membrane est supérieure & celle du tube (voir Fig.4.16) la premiére lecture des
réponses fréquentielles du systéme bistable (Fig.4.19(a), Fig.4.20(a) et Fig.4.21(a)) montre
la présence des principaux types de comportement observé dans les systémes non linéaires
usuels (comportement non linéaire avant pompage, PE puis comportement linéaire avec
un nouveau pic de résonance). Ce qui montre que la membrane est activée dans ce cas.
La Fig.4.7(b) montre que lintersection entre la courbe caractéristique d’une membrane
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(a) ki = 0,024. (b) k1 = —0, 126.

Figure 4.18: La surface de réponse fréquentielle de déplacement de l'air en bout du tube
en fonction de la force et la fréquence d’excitation pour les deux valeurs de raideur linéaire
k1 =0,024 et Kk = —0,126.

bistable et du tube est toujours possible quelle que soit la valeur de la fréquence propre de
la membrane.

Comme il est montré sur la figure Fig.4.7(b), lorsque la fréquence propre de la membrane
est supérieure a celle du tube, on observe deux points de fonctionnement. En effet, avec
linjection de I’énergie dans le systéme, la membrane suivait le comportement adoucissant
jusqu’a ce qu’elle atteigne le premier point de fonctionnement. En ce point, les deux
oscillateurs entrent en résonance et le transfert d’énergie entre les deux sera possible. En
ce point d’intersection, le niveau d’énergie injecté dans le systéme permet a la membrane
de continuer & se déplacer sur la premiére branche adoucissante jusqu’a un instant ou la
fréquence correspondant au mouvement devienne nulle. A cet instant, la membrane se
déplace sur son deuxiéme mode de fonctionnement. L’augmentation de I'amplitude de
vibration de la membrane est accompagnée ici par 'augmentation de la fréquence. La
membrane suit le comportement raidissant qui se rapproche asymptotiquement & celui de
la membrane purement cubique. Lorsqu’elle atteint le deuxiéme point de fonctionnement,
elle rentre de nouveau en résonance avec le tube.

Cette explication traduite ce qu’on a observé dans la Fig.4.19(a). Pour la force
d’excitation F' = 0,01, le pic de résonance du tube se trouve autour de la fréquence
f = 78 Hz. Avec l'augmentation de la force d’excitation, ce pic décale vers les basses
fréquences. La figure Fig.4.19(c) montre une décroissance dans la variation de la fréquence
de créte. Le systéme est influencé par le comportement ramollissant de la membrane
bistable. A la force d’excitation F' = 0,766, la fréquence de créte présence une soudaine
augmentation a la fréquence f = 85 Hz. Pour cette force d’excitation, la localisation
du pic de résonance du tube subit des modifications significatives. La membrane atteint
ici son premier point de fonctionnement ot les deux oscillateurs entrent en résonance.
Aprés avoir dépassé le premier point de fonctionnement, le systéme suivait encore le
comportement ramollissant. La variation de la fréquence de créte (Fig.4.19(c)) présente une
autre diminution & partir de la fréquence f = 85 Hz. En augmentant encore I'amplitude
d’excitation, la membrane se déplace sur le deuxiéme mode de fonctionnement. Le
phénoméne d’écrétage du pic de résonance est observé. La variation de la fréquence de
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créte montre que ce phénoméne est accompagné par le comportement raidissant. A des
amplitudes d’excitation plus élevées, le nouveau pic décalé vers les basses fréquences est
observé.

D’apres la figure Fig.4.12 représentative des courbes caractéristiques d’'une membrane
bistable de fréquence propre supérieure a celle du tube tracées pour trois différentes
raideurs linéaires, on remarque qu’en diminuant la valeur de la raideur linéaire, la fréquence
propre de la membrane augmente. Le premier point d’intersection avec la caractéristique
du tube est obtenu dans ce cas pour des amplitudes de vibration plus grandes. Par
conséquent, pour ’atteindre, il nous faut injecter dans le systéme une quantité d’énergie
plus importante, nécessitant des forces d’excitation plus élevées. Les courbes de variation
de la fréquence de créte présentées dans les figures Fig.4.19(c), Fig.4.20(c) et Fig.4.21(b)
valident ce raisonnement. On a remarqué que la force d’excitation correspondant au
soudain saut vers le haut devient de plus en plus importante en diminuant la valeur de
la raideur linéaire. Par le décalage du premier point d’intersection vers les amplitudes de
vibration les plus importantes, ’effet de la non-linéarité de ramollissement de la membrane
sur le comportement de tube devient moins important. Le tube suit simplement sa propre
caractéristique verticale. Ceci explique la présence d’une variation constante de la fréquence
de créte au plus faible niveau d’excitation dans les figures Fig.4.20(c) et Fig.4.21(b).
Puisque le point de fonctionnement se décale vers les fortes amplitudes, la zone de variation
constante devient plus large.

On remarque aussi, sur cette figure (Fig.4.12), qu’avec la diminution de la valeur de la
raideur linéaire, la distance qui sépare les deux points de fonctionnement devient plus petite.
Donc le passage du premier mode vers le deuxiéme mode de fonctionnement devient plus
rapide. Pour cela, les figures de la variation de la fréquence de créte montrent que la zone
du comportement ramollissant observé aprés ’arrivée au premier point de fonctionnement
devient plus étroite. Pour la raideur linéaire kj = —0, 186, la figure Fig.4.21(b) montre la
disparition de cette zone du comportement ramollissant. Puisque la distance qui sépare
les deux points de fonctionnement devient plus petite, le passage devient plus rapide. Dés
qu’on atteint le premier point de fonctionnement, on se trouve directement sur le deuxiéme
point. Donc, aprés le soudain saut de la fréquence de créte, le comportement devient
raidissant.

A cause de la présence du premier point de fonctionnement qui est lié & la caractéristique
ramollissante de la membrane bistable, & part le phénoméne d’écrétage observé au
fort niveau d’excitation, on a remarqué la présence de ce phénoméne au faible niveau
d’excitation. Par exemple, pour la raideur linéaire k; = —0, 156 aux forces d’excitation
F=1,041, F =1,178 et F' = 1,316 on observe un petit plateau d’atténuation autour de
la fréquence d’excitation f = 73 Hz. La réponse temporelle du systéme dans cette zone est
présentée dans la figure Fig.4.22. Pour les deux différentes forces d’excitation, le systéme
présente le régime fortement modulé avec l'effet de la non-linéarité de ramollissement dont
les oscillateurs vibrent par rapport a la position d’équilibre stable. La présence de cette
zone d’atténuation explique I'apparition du petit plateau d’atténuation observé a faible
amplitude d’excitation dans la courbe de créte Fig.4.19(a).

Lorsqu’on diminue plus la valeur de raideur linéaire, on quitte la zone optimale du
systéme bistable. Les résultats des calculs pour les deux valeurs de raideur linéaire k; =
—0,246 et k) = —0,276 sont présentés respectivement dans les figures Fig.4.23 et Fig.4.24.
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Figure 4.19: Le résultat du calcul fréquentiel pour la raideur linéaire k = —0, 156.
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Figure 4.20: Le résultat du calcul fréquentiel pour la raideur linéaire k} = —0, 168.

(b) Courbe de créte.

(c¢) Fréquence de créte.
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Figure 4.21: Le résultat du calcul fréquentiel pour la raideur linéaire k = —0, 186.
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Figure 4.22: La réponse temporelle du systéme pour k; = —0, 156 a la fréquence d’excitation
f =73 Hz pour les deux forces d’excitation F' = 1,041 et F' = 1,178. Bleu : déplacement
de I’air en bout du tube, rouge : déplacement au centre de la membrane.



114CHAPITRE 4. OPTIMISATION NUMERIQUE DU SYSTEME COUPLE TUBE-MEMBRANE

Pour ces valeurs de raideurs linéaires, les courbes de la variation de la fréquence de créte
présentent une large zone de valeur constante a faible niveau d’excitation. Cette zone est
plus large pour la raideur linéaire la plus petite k; = —0,276. On remarque ’absence de
I’effet de la non-linéarité de ramollissement observée pour les valeurs de raideurs linéaires
les plus importantes (voir Fig.4.19(c),Fig.4.20(c) et Fig.4.21(b)). Ceci est expliqué par la
trés forte amplitude de déplacement correspondant au premier point d’intersection entre les
courbes caractéristiques de tube et de la membrane bistable. Pour ces valeurs de raideurs
linéaires, le phénomeéne du PE n’est pas dii a I'effet de la non-linéarité de durcissement mais
plutot a leffet de la non-linéarité de ramollissement. En effet, avec la forte diminution de la
valeur de raideur linéaire, la distance qui sépare les deux points de fonctionnement devient
trés petite. A la limite, les deux points de fonctionnement et 'effet de la non-linéarité
de ramollissement devient prédominante. Dans la figure Fig.4.25 on a présenté la réponse
temporelle du systéme pour kj = —0, 276 & la fréquence et la force d’excitation f = 80,2 Hz
et F' = 4.4. Cette réponse présente un exemple de réponse temporelle qui appartient a la
zone du PE pour la raideur linéaire k; = —0,276. A gauche on a le déplacement de I'air en
bout du tube et & droite on a le déplacement au centre de la membrane. Ces sous-figures
montrent la combinaison de trois différents régimes de fonctionnement.

e Les oscillations chaotiques entre les deux positions d’équilibre (chaotic interwell
oscillations [71])

e La réponse fortement modulée avec la capture de résonance 1:1

e Les oscillations autour d’une des positions d’équilibre

Le dernier mécanisme explique l'effet de ramollissement observé lors du PE.

Pour ces faibles valeurs de raideur linéaire, la zone d’atténuation observée a faible
amplitude d’excitation n’apparait pas dans les courbes de réponse fréquentielle Fig.4.23(a)
et Fig.4.24(a), comme c’est le cas pour les trois valeurs de raideur linéaire k) = —0, 156,k =
—0,168 et k; = —0, 186 (Fig.4.19(a), Fig.4.20(a) et Fig.4.21(a)). Ce qui induit I’absence du
petit plateau d’atténuation observé a faible amplitude d’excitation dans la courbe de créte.
Avec I’absence de cette zone d’atténuation et par 'obtention des plateaux de pompage plus
élevés, laire donnée par la courbe de créte augmente.

4.6 Ratio d’efficacité de la membrane

Dans [52], le ratio de 'énergie dissipée par un NES était calculé pour une comparaison
entre le comportement d’'un NES cubique et un NES bistable. Dans cette partie, on va
utiliser ce ratio pour comparer la performance de la membrane pour différentes valeurs de
raideurs linéaires. L’énergie dissipée par le tube et par la membrane sur l'intervalle de
temps (70, 7) est définie par les expressions suivantes :

Ept = /\/ u?dr

0

-

Epm = wtcn/ (2q2 + 1) ¢?dr (4.6)
70

L’efficacité de la membrane est définie par le ratio de ’énergie dissipée par la membrane

et 1'énergie totale dissipée (la somme des énergies dissipées):

Epm
m = ———+— % 100% 4.7
" Epm + Epy ’ (47)
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Figure 4.23: Le résultat du calcul fréquentiel pour la raideur linéaire k; = —0, 246.
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Figure 4.24: Le résultat du calcul fréquentiel pour la raideur linéaire k; = —0, 276.

(a) Déplacement de lair en bout du tube (b) Déplacement au centre de la membrane

Figure 4.25: La réponse temporelle du systéme pour k; = —0,276 a la fréquence et force
d’excitation f = 80,2 Hz et F' = 4.4.



4.6. RATIO D’EFFICACITE DE LA MEMBRANE 117

Dans l'article [52] les auteurs ont choisi de présenter la variation de lefficacité des NES en
fonction de 'amplitude d’excitation et & une fréquence d’excitation donnée. Ce travail
s’'intéresse au comportement du systéme autour de cette fréquence choisie. Dans la
section précédente, nous avons observé une forte dépendance du comportement du systéme
par rapport a la fréquence d’excitation. Etant donné que notre méthode d’optimisation
repose sur le comportement global du systéme, en prenant en compte une plage étendue
d’amplitudes et de fréquences d’excitation, nous avons choisi de calculer le ratio d’efficacité
de la membrane sur une large plage de fréquences et d’amplitudes d’excitation (f varie de
70 Hz a 92 Hz avec 110 pas et F' varie de 0,01 & 7,5 avec 110 pas).

4.6.1 Systéme monostable

Pour le comportement monostable, on a choisi de présenter les résultats de calcul du
ratio pour la raideur linéaire kj = 0,024 (appartiennent a la zone monostable optimale).
Les résultats du calcul fréquentiel pour cette valeur de raideur linéaire ont été présentés
dans la figure Fig.4.15 de la partie précédente. La figure Fig.4.26 présente en 3D, & gauche,
le pourcentage de I'énergie dissipée par la membrane en fonction de la force et la fréquence
d’excitation et & droite, la surface de réponse fréquentielle de déplacement de ’air en bout
du tube. Ce méme pourcentage est tracé dans la figure 2D Fig.4.27. Avec ce tracé du
contour du pourcentage, on a superposé la variation de la fréquence de créte en fonction de
la force d’excitation présentée dans la figure Fig.4.15(c). Cette variation est présentée par
la courbe rouge. Pour cette valeur de raideur linéaire, les fréquences propres couplées de
systéme (du tube et de la membrane) sont égales & fy = 82,6 Hz et f,, = 54.4 Hz. Donc, a
titre d’exception, on a élargi la bande fréquentielle d’excitation de 52 Hz vers 92 Hz pour
pouvoir analyser 'efficacité de la membrane autour de sa fréquence propre couplée.

La premiére lecture de ces figures montre clairement que efficacité de la membrane
est fortement dépendante des paramétres d’excitation. A faible amplitude d’excitation,
on a remarqué la présence d'un important pic d’efficacité (99%) autour de la fréquence
f = 56,5 Hz et une efficacité trés faible sur tout le reste de la bande fréquentielle. La

fréquence du pic d’efficacité correspond & la fréquence propre de la membrane qui est

kl+5 Wi
vy 27

Le systéme présente un comportement linéaire qui montre deux pics de résonance autour
des fréquences propres couplées. A ce niveau d’excitation, la vibration de lair dans le
tube est faible, toute I’énergie est concentrée sur la membrane, ce qui explique la présence
du pic de forte efficacité a la fréquence propre de la membrane. Avec I'augmentation de
la force d’excitation, cet effet ne sera plus possible. On observe un pic d’efficacité moins
important (35% seulement) qui se décale vers les basses fréquences, ce qui caractérise 1effet
de la non-linéarité de raidissement. Une forte augmentation de 'efficacité de la membrane
(du violet vers le vert) est observée dans ce cas autour de la fréquence de résonance du
tube, une forte augmentation de l'efficacité de la membrane (du violet vers le vert). Cette
augmentation est accompagnée par 'augmentation de la fréquence de créte présentée par
la courbe rouge qui indique la zone du PE. Ici, il est important de souligner que 'efficacité
de la membrane observée & cette zone est moins importante que celle observée a faible
niveau d’excitation autour de la fréquence propre de la membrane, tandis que l'efficacité
dans cette zone est répartie sur une plage beaucoup plus large de fréquences. Ceci est
en cohérence avec le résultat bien connu dans le domaine d’atténuation de vibration qui
compare entre la performance d’un absorbeur linéaire et celle d'un NES cubique. A des
amplitudes d’excitation plus élevées, la soudaine diminution de la fréquence de créte montre

définie par f = . A ce niveau d’excitation, aucun effet de non-linéarité est observé.
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I'apparition d’un nouveau pic de résonance décalé vers les basses fréquences. A ce pic de
résonance, ’air en bout du tube présente des fortes amplitudes de vibration, ce qui explique
la faible efficacité observée a cet endroit. Avec ’apparition de nouveau pic de résonance,
une autre zone de forte efficacité est observée (atteint 94,3%). Cette zone est située a la
limite qui sépare le régime fortement modulé et le régime périodique lié au nouveau pic de
résonance.

Apreés avoir présenté I’évolution générale du ratio d’efficacité en fonction de la fréquence
et la force d’excitation, on va la présenter a une fréquence d’excitation donnée et analyser
les régimes temporels observés a chaque niveau d’efficacité. Dans la figure Fig.4.28 on
présente la variation de Defficacité a la fréquence f = 81 Hz. Les points rouges de cette
figure présentent les forces d’excitation qui correspondent aux réponses temporelles de la
figure Fig.4.29. La figure Fig.4.28 montre que pour les faibles amplitudes d’excitation, la
membrane n’intervient pas dans la dissipation de I’énergie. La figure Fig.4.29(a) correspond
a la force d’excitation F' = 1,72 dans toute la plage de la zone d’efficacité nulle, et le régime
observé est périodique. A P’amplitude F' = 1,79, on observe une augmentation soudaine
de Tefficacité (de 1% a 52%). Pour ce niveau de forgage, le systéme présente une réponse
fortement modulée. La transformée en ondelettes de la dynamique de la membrane est
présentée dans la figure Fig.4.30(a). Elle montre que cette réponse est due a la capture de
la résonance 1:1. Tout au long de ce régime quasi-périodique, 'efficacité diminue jusqu’a
atteindre 38% a la force F' = 2,55. Cette diminution peut étre expliquée par I'augmentation
de 'amplitude de vibration de l'air en bout du tube lors de ce régime (voir Fig.4.29(c) et
Fig.4.29(d)). A la force d’excitation F = 2,62, I'efficacité de la membrane montre une
forte augmentation qui atteint 94,3%. A cette force d’excitation Fig.4.29(e) le systéme
présente une réponse périodique dont I'amplitude de vibration de tube est trés faible par
rapport a celle observée par la membrane. La figure Fig.4.30(a) montre que la membrane
reste en résonance avec le tube. La membrane reste active lors de ce régime, et la totalité
d’énergie est concentrée sur elle. Ce qui explique la forte efficacité observée. Lorsque la force
d’excitation augmente, 'amplitude de vibration de la membrane ne peut pas augmenter
davantage. Elle atteint une certaine amplitude puis le tube suit cette augmentation pour
compenser 'augmentation d’excitation (voir Fig.4.29(f)). L’énergie injectée dans le systéme
est donc localisée sur le tube. Ce qui explique la diminution de 'efficacité de la membrane.

4.6.2 Systéme bistable

Systéme bistable, avec fréquence propre couplée du tube supérieure a celle de
la membrane

On a choisi dans cette partie de présenter les résultats du calcul de Defficacité pour la
valeur de raideur linéaire k) = —0,126. La figure Fig.4.17 présente les résultats du calcul
fréquentiel pour cette valeur de raideur linéaire. Les figures Fig.4.31 et Fig.4.32 présentent
respectivement dans une figure 3D et 2D la variation de l'efficacité de la membrane en
fonction de la fréquence et la force d’excitation. La courbe rouge montre la variation de la
fréquence de créte. Les fréquences propres du systéme couplé sont égales & fi = 84,3 Hz et
fm = 70,3 Hz. A partir de 'équation Eq.4.2, en éliminant les termes non linéaires, on peut

Ei+B+3kn1g2 wi

o S Pour cette valeur de

définir la fréquence propre de la membrane par f =
raideur linéaire, elle est égale & f, = 73,9 Hz.

Par rapport aux figures Fig.4.26 et Fig.4.27 du systéme monostable, la nuance de
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(a) rm%

Figure 4.26: Le pourcentage de l'énergie dissipée par la membrane (gauche) et le
déplacement de I'air en bout du tube (droite) en fonction de amplitude et de la fréquence
d’excitation pour la valeur de raideur linéaire k = 0,024 (membrane monostable).

Figure 4.27: Le tracé de contour du pourcentage de I’énergie dissipée par la membrane en
fonction de I'amplitude et de la fréquence d’excitation pour la valeur de raideur linéaire
k1 = 0,024. La courbe rouge représente la variation de la fréquence de créte.
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Figure 4.28: La variation du pourcentage de 1’énergie dissipée par la membrane en fonction
de 'amplitude d’excitation & la fréquence f = 81 Hz pour k; = 0, 024.

couleurs des figures Fig.4.31 et Fig.4.32 montre clairement qu’avec la bistabilité 'efficacité
de notre NES est grandement améliorée. Quelle que soit la zone, aux faibles niveaux
d’excitation, lors du PE ou aprés celui-ci, la lecture globale montre que la membrane
bistable présente une meilleure efficacité. A faible amplitude d’excitation, comme il est
observé pour le systéme monostable, la membrane présente autour de sa fréquence propre
(fe = 73,9 Hz) un pic de trés forte efficacité (90%). Mais par rapport au systéme
monostable, ce pic est réparti sur une plage plus large de fréquences d’excitation. En
s’éloignant de la fréquence propre de la membrane (en se déplagant vers les basses ou hautes
fréquences) lefficacité de la membrane est diminuée de maniére progressive et ralentie. Ceci
explique la présence d’une efficacité relativement forte autour de la résonance du tube (zone
bleue dont ry, varie entre 20% et 30%) si on compare par rapport au systéme monostable
(zone violette qui ne dépasse pas 10%). Pour cette valeur de raideur linéaire, les deux
fréquences propres du systéme sont relativement proches pour pouvoir avoir l'effet de la
membrane bistable sur le tube. Donc, on peut conclure la présence d’une combinaison
d’effet : leffet de Frahm qui permet une forte atténuation & la fréquence propre de la
membrane et 'effet de ramollissement qui permet de ramollir I'effet de Frahm dont la forte
efficacité observée a la fréquence propre de la membrane diminue progressivement. Avec
I’augmentation de la force d’excitation, le pic de haute efficacité est déplacé vers les basses
fréquences, ce qui attire la totalité du flux d’efficacité vers ces fréquences. Cela montre
I’effet énorme de la non-linéarité du ramollissement sur l'efficacité de la membrane.

La zone d’efficacité liée au PE est marquée par 'augmentation de la fréquence de créte.
Elle est plus large que celle observée dans le systéme monostable. Ceci est en cohérence
avec le résultat fréquentiel de la figure Fig.4.18 qui montre que la zone du PE observé pour
k1 = —0,126 est plus large que celle-ci observé pour k; = 0,024. Avec 'apparition de ce
phénomeéne, on observe des étages d’efficacité relativement faible (présentés en bleu) dont
le ratio varie entre 10% et 30%. Ces étages d’efficacité moins importante sont liés a la
présence du chaos. Pour les forces d’excitation les plus élevées, le nouveau pic décalé vers
les basses fréquences est observé. Autour de ce pic, on a une efficacité plus importante que
celle observée dans le systéme monostable. Lors du passage du régime quasi-périodique
vers le régime périodique, on observe aussi la zone de forte efficacité présentée en rouge.
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Figure 4.29: Les réponses temporelles du systéme correspondent aux points rouges indiqués
sur la figure Fig.4.28. Le déplacement de I'air en bout du tube est représenté en bleu, tandis
que le déplacement au centre de la membrane est en rouge.
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Figure 4.30: La transformée en ondelettes de déplacement de la membrane pour deux
différentes forces d’excitation (Fig.4.29(b) et Fig.4.29(e)). Les lignes continue et discontinue
indiquent la fréquence de résonance du tube et de la membrane respectivement.

Dans ce paragraphe, on va choisir la méme fréquence d’excitation utilisée dans la partie
précédente du systéme monostable pour I'analyse en régime temporel-efficacité. La figure
Fig.4.33 présente la variation du pourcentage d’efficacité en fonction de la force d’excitation
a la fréquence f = 81 Hz. Dans la figure Fig.4.34 on a présenté la réponse temporelle du
systéme pour différentes forces d’excitation qui sont indiquées par les points rouges dans
la figure Fig.4.33. Ces forces d’excitation sont aussi marquées dans la figure Fig.4.32 par
les points rouges. La ligne bleue verticale correspond a la fréquence f = 81 Hz. A trés
faible force d’excitation, la membrane présente une efficacité importante 45%. Pour la force
d’excitation F' = 0,01, la réponse temporelle du systéme présente les oscillations intrapuits
avec de faibles amplitudes de vibration. Avec I'augmentation de la force d’excitation,
lefficacité de la membrane diminue. Cette diminution s’accompagne de ’augmentation de
I’amplitude de vibration de l'air en bout du tube (voir Fig.4.34(b)). A la force d’excitation
F = 1,3, on observe la présence du régime chaotique dont l'efficacité de la membrane est
autour de 11%. Aprés une petite zone du régime chaotique, le régime devient périodique.
Lors de ce régime, la membrane présente le plus faible niveau d’efficacité autour de 4, 5%.
La figure Fig.4.34(d) présente cette réponse périodique. Cette réponse de lefficacité la
plus faible qui s’observe aprés le régime chaotique est observée aussi dans 'article [52]. Les
auteurs ont montré a travers une transformation en ondelettes que cette réponse présente
une capture de résonance avec la fréquence de sous-harmonique 1:3. La transformée en
ondelette de ces réponses temporelles (Fig.4.36) présente un résultat comparable a celui
obtenu dans [52].

Avec 'augmentation de la force d’excitation, le régime périodique disparait et la réponse
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Figure 4.31: Le pourcentage de l'énergie dissipée par la membrane (gauche) et le
déplacement de I’air en bout du tube (droite) en fonction de 'amplitude et de la fréquence
d’excitation pour la valeur de raideur linéaire k; = —0, 126.

temporelle indique la présence du chaos (voir Fig.4.34(e)). En paralléle, lefficacité de la
membrane présente une augmentation. La transformée en ondelettes des signaux temporels
du systéme a la force d’excitation F' = 2, 2 est présentée dans la figure Fig.4.36. Cette figure
montre la présence d’intervalles de temps auxquels la membrane vibre a la fréquence de
tube ou a ses sous-harmoniques. On a ici quelques traces de la réponse fortement modulée
qui s’ajoute & la réponse chaotique. A la force d’excitation F = 2,4, le systéme présente
clairement la réponse chaotique fortement modulée dans laquelle on a une combinaison
entre le chaos et la réponse fortement modulée. Avec I'augmentation de I'amplitude
d’excitation, les intervalles de temps correspondent au comportement quasi périodique
deviennent plus larges. Le régime quasi périodique devient de plus en plus dominant et
lefficacité de la membrane augmente. A la force d’excitation F = 4,75, 'efficacité de la
membrane présente une forte augmente de 51% vers 84%. Telle qu’observé pour le systéme
monostable & cette efficacité élevée, la réponse temporelle posséde un régime périodique
qui oscille autour de la position d’équilibre instable (zéro).

Systéme bistable, avec fréquence propre couplée du tube inférieure a celle de
la membrane et plateau minimum

Dans cette partie, le calcul de D'efficacité est présenté pour la raideur linéaire k) =
—0,156. Les résultats fréquentiels correspondants a cette valeur ont été présentés dans la
figure Fig.4.19. La variation de 'efficacité en fonction de la force et la fréquence d’excitation
est représentée dans les figures 3D et 2D Fig.4.37 et Fig.4.38. Pour cette valeur de raideur,
la fréquence propre couplée de la membrane fy,, = 90,8 Hz est supérieure a celle du tube

k14-B+3kn1q2 wi Elle
ol

ft = 78 Hz. La fréquence propre de la membrane est définie par f = .

est égale & fi = 88,06 Hz.

Comme il est observé dans le cas précédent, & faible amplitude d’excitation, la
membrane présente & sa fréquence propre un pic de trés forte efficacité qui se répartit
sur une large plage de fréquences d’excitation. La différence par rapport au cas précédent
est montrée par I'emplacement de ce pic qui est dans la gamme des hautes fréquences
d’excitation. Ceci est observé puisque la fréquence propre de la membrane est plus grande
et qu’elle est supérieure & celle du tube. Avec l'augmentation de la force d’excitation,
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Figure 4.32: Le tracé de contour du pourcentage de I’énergie dissipée par la membrane en
fonction de I'amplitude et de la fréquence d’excitation pour la valeur de raideur linéaire
ky = —0.126. La courbe rouge représente la variation de la fréquence de créte.La ligne
verticale bleue correspond a la fréquence f = 81 Hz.

rm%

Figure 4.33: La variation du pourcentage de I’énergie dissipée par la membrane en fonction
de 'amplitude d’excitation a la fréquence f = 81 Hz pour k; = —0, 126.
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Figure 4.34: Les réponses temporelles du systéme correspondent aux points rouges indiqués
sur la figure Fig.4.33. Le déplacement de I'air en bout du tube est représenté en bleu, tandis
que le déplacement au centre de la membrane est en rouge.
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(a) La transformée en ondelettes de u(7). (b) La transformée en ondelettes de ¢(7).

Figure 4.35: La transformée en ondelettes de la réponse temporelle du systéme a la force
d’excitation et a la fréquence F' = 1,6 et f = 81 Hz. Les lignes continues et discontinues
rouges indiquent respectivement la fréquence de résonance du tube et de la membrane. La
ligne verte continue correspond a la fréquence % It

la non-linéarité de ramollissement permet & ce pic de forte efficacité de se décaler vers
les basses fréquences. Lorsqu’on s’approche de la fréquence propre du tube, une zone
d’efficacité relativement importante (40% a 70%) apparait. En effet, a partir de la variation
du pic de forte efficacité présentée en rouge peut indiquer la variation de la fréquence propre
de la membrane. Lorsque cette fréquence atteint la fréquence propre du tube, le systéme
présente son premier point de fonctionnement dans lequel la courbe caractéristique de la
membrane coupe celle du tube. La membrane s’active et rentre en résonance avec le tube et
le phénoméne de PE aura lieu. Ceci explique la présence de cette zone de forte efficacité qui
correspond & la zone de PE. L’apparition de cette zone explique la soudaine augmentation
de la fréquence de créte observée a faible niveau d’excitation. Aussi, la forte efficacité
observée dans cette zone peut expliquer I’apparition du petit plateau d’atténuation observé
a faible niveau d’excitation dans la figure Fig.4.19(b). Il faut noter ici que cette zone de
forte efficacité, liée au PE, n’est pas observée dans le cas précédent ou la fréquence propre
de la membrane est supérieure & celle du tube, en raison de 'absence du premier point de
fonctionnement qui correspond & de faibles amplitudes de vibration.

Pour les forces d’excitation les plus fortes, la variation de l'efficacité de la membrane
présente les principales zones observées dans le cas précédent. On observe une efficacité
relativement forte liée & I'apparition du PE, suivie par une efficacité plus forte a la limite
qui sépare le régime périodique et quasi-périodique. La présence de cette zone de PE est
liée au deuxiéme point de fonctionnement qui correspond a 'intersection entre la courbe de
caractére raidissant de la membrane bistable et la courbe linéaire de tube. Cette zone du
PE est indiquée par la deuxiéme augmentation présentée par la courbe de la fréquence de
créte. Il faut noter ici que dans cette zone, la nuance de couleur montre une amélioration
globale de l'efficacité de la membrane. On remarque autour de la zone du PE I’absence de
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Figure 4.36: La transformée en ondelettes de la réponse temporelle du systéme a la force
et a la fréquence d’excitation F' = 2,2 et f = 81 Hz. Les lignes continues et discontinues
rouges indiquent respectivement la fréquence de résonance du tube et de la membrane. Les
lignes vertes continues épaisses, fines et discontinues correspondent respectivement aux
fréquences d’excitation % It % ft et % fi.
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la zone violette de faible efficacité observée dans la figure Fig.4.32 pour k; = —0, 126.

Pour cette valeur de raideur linéaire, le systéme présente deux différentes zones de
PE. La premiére zone correspond a des amplitudes et fréquences d’excitation relativement
faibles, tandis que la deuxiéme zone correspond a des amplitudes et fréquences d’excitation
plus fortes. Donc, pour I'analyse du régime temporel-efficacité, on a choisi de présenter
la variation de l'efficacité pour deux valeurs de fréquences d’excitation appartenant & ces
deux différentes zones de PE : f = 81 Hz et f = 73,4 Hz. La premiére correspond a la
méme fréquence utilisée dans les cas précédents. Elle permet d’analyser le comportement
du systéme dans lequel le PE & fortes amplitudes d’excitation apparait. La deuxiéme
fréquence appartient a la zone du PE qui apparait & faible niveau d’excitation. Les
sous-figures Fig.4.39(a) et Fig.4.39(b) présentent la variation de lefficacité en fonction
de la force d’excitation pour ces deux fréquences. Dans les figures Fig.4.40 et Fig.4.41 on
a présenté pour ces deux fréquences les réponses temporelles du systéme pour différentes
forces d’excitation. Les valeurs de forces d’excitation correspondent aux points rouges
présentés dans les figures Fig.4.39(a) et Fig.4.39(b). Ces valeurs de forces d’excitation sont
également marquées sur la carte 2D de la variation de I'efficacité par les points rouges. Les
fréquences f = 81 Hz et f = 73,4 Hz sont présentées par les lignes bleues.

Dans ce paragraphe, on va analyser le comportement du systéme a la fréquence
d’excitation f = 81 Hz. A cette fréquence, la performance de la membrane bistable
optimale de raideur linéaire k) = —0, 156 est comparée avec celle de la membrane bistable
présentée dans la partie précédente (kj = —0,126). Pour la variation de efficacité de la
membrane, la figure Fig.4.39(a) présente une seule différence par rapport au cas précédent
observée a faible niveau d’excitation. Contrairement & ce qu’on a observé pour la raideur
linéaire k; = —0,126, lorsque la force d’excitation augmente, l'efficacité de la membrane
croit. Elle atteint un maximum de 84% a la force d’excitation FF' = 0,83. Comme
les figures Fig.4.40(a) et Fig.4.40(b) montrent tout au long de cette augmentation, le
systéme présente les réponses intrapuits. Ce type de réponse s’observe aussi dans le cas
précédent a faible niveau d’excitation alors que l'efficacité ne présente pas la méme allure.
A partir des cartes 2D Fig.4.38 et Fig.4.38 on peut remarquer que l’augmentation de
I’efficacité observée dans ce cas ou la diminution observée dans le cas précédent est liée &
I’emplacement de la fréquence d’excitation f = 81 Hz par rapport a la fréquence propre
de la membrane. Le maximum d’efficacité (84%) observé a la force d’excitation F' = 0,83
indique la présence de la fréquence propre de la membrane & cet endroit. En effet, avec le
comportement de ramollissement, I’augmentation de la force d’excitation est accompagné
par le décalage de la fréquence propre de la membrane vers les basses fréquences. A la force
d’excitation F' = 0, 83, la fréquence propre de la membrane coincide avec notre fréquence
d’excitation f = 81 Hz, ce qui explique cette forte efficacité. Avec 'augmentation de la
force d’excitation, l'efficacité de la membrane décroit jusqu’a ce qu’elle se trouve dans
la zone de Defficacité la plus faible. A partir de cette zone, la variation de Defficacité
de la membrane sera trés semblable a celle observée dans le cas précédent. A la force
d’excitation F' = 1,45, la réponse temporelle du systéme présente un régime chaotique (voir
Fig.4.40(c)). Si on augmente l'excitation, le systéme présente le méme régime périodique
que celui observé dans la figure Fig.4.34(d). A des amplitudes d’excitations plus fortes,
les réponses temporelles présentent une combinaison entre le régime chaotique et le régime
fortement modulé avec des proportions variables. Avec I'augmentation de I’excitation, les
intervalles de temps correspondent au régime quasi-périodique sont plus larges. Lorsque la
membrane présente sa forte efficacité, la réponse devient périodique. Il faut noter qu’a cette
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fréquence d’excitation, les zones de pompage observées dans les deux cas (k] = —0, 156 et
ky = —0,126) sont liées au point de fonctionnement qui correspond a 'intersection entre la
courbe de caractére raidissant de la membrane bistable et la courbe linéaire du tube. Ce
qui explique le méme mode de fonctionnement observé pour les deux cas.

Pour la fréquence f = 73,4 Hz, la dynamique du systéme présentée dans la figure
Fig.4.41 montre un différent mode de fonctionnement de cette membrane qui est 1ié
au point de fonctionnement qui correspond & l'intersection entre la courbe de caractére
ramollissant de la membrane bistable et la courbe linéaire de tube. Ceci refléte la différente
variation de lefficacité observée dans la figure Fig.4.39(b). A faible niveau d’excitation,
la membrane présente une efficacité relativement faible si on la compare a celle observée
pour la fréquence f = 81 Hz. Comme il est observé dans la figure Fig.4.38 lorsqu’on
s’éloigne de la fréquence propre de la membrane f = 88 Hz, l'efficacité de la membrane
diminue. A ce niveau d’excitation, le systéme présente les oscillations intrapuits (voir
Fig.4.41(a)). A la force d’excitation F = 0,9, l'efficacité de la membrane présente une
forte augmentation. Elle atteint 68%. A cette force d’excitation, le systéme montre une
réponse fortement modulée intrapuits présentée dans la figure Fig.4.41(b). La transformée
en ondelettes de ces réponses temporelles présentée dans la figure Fig.4.42 montre que
ce régime est dii a la capture de résonance 1:1. La présence de cette réponse indique
I’apparition du PE. Avec I'augmentation de la force d’excitation, le systéme suit le méme
régime de vibration. Le déplacement de la membrane présente clairement une profondeur
de modulation asymétrique. L’amplitude minimale de modulation du déplacement de
la membrane devient plus petite. Le systéme cherche & sauter vers l'autre position
d’équilibre. Avec ce comportement, 'efficacité de la membrane diminue. En augmentant
plus l'excitation, la réponse fortement modulée intrapuits se mélange avec les sauts
chaotiques entre les positions d’équilibre (Fig.4.41(d) et Fig.4.41(e)). La transformée en
ondelettes d’'une réponse temporelle du systéme lors de ce régime est présentée dans la
figure Fig.4.43. Cette figure montre des captures de résonance 1:3 et 1:2 lors de ces sauts
chaotiques. Lors de ce régime, 'efficacité de la membrane présente un minimum local
autour de 47%. A la force d’excitation F' = 1,89, l'efficacité de la membrane augmente
de nouveau. Le systéme présente une réponse faiblement modulée intrapuits. A Pefficacité
maximale 77%, le régime revient périodique intrapuits. Comme le montre la figure Fig.4.38,
cette forte efficacité est liée a I’effet de vibration du systéme autour de la fréquence propre de
la membrane. Avec 'augmentation de 'amplitude d’excitation, 'efficacité de la membrane
diminue jusqu’elle atteint le minimum. Dans cette zone, le systéme présente un régime
chaotique. A la force I’excitation F' = 5,4, I'efficacité augmente de nouveau vers 54% et le
systéme présente une réponse périodique liée au nouveau pic qui apparait & forte amplitude
d’excitation.

Systéme bistable, avec fréquence propre couplée du tube inférieure a celle de
la membrane : au-dela du plateau minimum

Dans cette partie, on va présenter les résultats du calcul d’efficacité pour la valeur de
raideur linéaire k; = —0,276. Les figures Fig.4.44 et Fig.4.45 présentent respectivement
dans des figures 2D et 3D la variation de 'efficacité de la membrane en fonction de la force
et la fréquence d’excitation. La courbe rouge observée dans la figure Fig.4.45 présente la
variation de la fréquence de créte. Cette variation indique la zone du PE. Ces deux figures
présentent une zone de trés faible efficacité entourée par la zone du PE. Pour cette valeur
de raideur linéaire, la fréquence propre couplée de la membrane est égale & fr, = 130 Hz, ce
qui la place bien au-dessus de la fréquence propre du tube, qui est de f; = 80,67 Hz. Ceci
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(a) rm% (b) F =1,72

Figure 4.37: Le pourcentage de l'énergie dissipée par la membrane (gauche) et le
déplacement de I’air en bout du tube (droite) en fonction de 'amplitude et de la fréquence
d’excitation pour la valeur de raideur linéaire k; = —0, 156.
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Figure 4.38: Le tracé de contour du pourcentage de I’énergie dissipée par la membrane en
fonction de I'amplitude et de la fréquence d’excitation pour la valeur de raideur linéaire
ky = —0.156. La courbe rouge représente la variation de la fréquence de créte. Les deux
lignes verticales bleues correspondent respectivement aux fréquences f = 73,4 Hz et f =
81 Hz.
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Figure 4.39: La variation du pourcentage de 1’énergie dissipée par la membrane en fonction
de amplitude d’excitation pour deux fréquences d’excitation différentes et pour k; =
—0, 156.

explique 'absence de la zone de forte efficacité liée & la variation de la fréquence propre de
la membrane et observée & faible niveau d’excitation dans les deux cas précédents. Bien
que la fréquence propre de la membrane soit supérieure a celle du tube, la zone de forte
efficacité observée dans le cas précédent, qui est liée au premier point de fonctionnement
(correspondant a Uintersection entre la courbe de caractére ramollissant de la membrane
bistable et la droite caractéristique du tube), n’est pas observée dans ces figures. Dans ce
cas, puisque la fréquence propre de la membrane est trés élevée, ce point de fonctionnement
se trouve a une forte amplitude de vibration et la distance qui le sépare du deuxiéme point
devient trés faible. Comme on a noté lors de ’analyse fréquentielle, on a ici une sorte de
fusion de ces deux points de fonctionnement. Pour cela, les figures Fig.4.44 et Fig.4.45
présentent une seule zone de forte efficacité. Contrairement aux cas précédents, la figure
Fig.4.45 montre que la zone de forte efficacité liée au phénomeéne de PE est indiquée par
la diminution de la fréquence de créte.

Dans la figure Fig.4.46 on a présenté la variation de l'efficacité en fonction de la force
d’excitation & la fréquence f = 81 Hz. Les réponses temporelles du systéme & cette
fréquence sont présentées dans la figure Fig.4.47. Les forces d’excitation correspondant
a ces réponses sont indiquées par les points rouges dans les figures Fig.4.46 et Fig.4.45. Sur
toute la plage de force d’excitation [0, 01,4, 06], la membrane présente une faible efficacité
avec des réponses intrapuits (voir Fig.4.47(a)). A la force d’excitation F' = 4, 13, I'efficacité
présente une augmentation importante. La réponse temporelle du systéme présentée dans
la figure Fig.4.47(b) montre la méme réponse que celle présentée dans la figure Fig.4.25.
Comme cela a déja été expliqué dans la partie du calcul fréquentiel, cette réponse montre
la combinaison de trois différents régimes : chaotique, fortement modulée avec la capture
de résonance 1:1 et intrapuits. La transformée en ondelettes de cette réponse temporelle
montre les intervalles de temps correspondant a la capture de résonance 1:1 (voir Fig.4.48).
Avec 'augmentation de la force d’excitation, la durée de capture de la résonance 1:1 devient
plus importante. Alors que les portions liées au régime chaotique et intrapuits deviennent
de moins en mois important. Ceci explique ’augmentation de 'efficacité de la membrane.
A la force d’excitation F' = 6,8, I'efficacité de la membrane présence son maximum 73%
et le régime devient périodique.
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Figure 4.40: Les réponses temporelles du systéme correspondent aux points rouges indiqués
sur la figure Fig.4.39(a) (k] = —0,156 et f = 81 Hz). Le déplacement de l'air en bout du
tube est représenté en bleu, tandis que le déplacement au centre de la membrane est en

rouge.
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Figure 4.41: Les réponses temporelles du systéme correspondent aux points rouges indiqués
sur la figure Fig.4.39(b) (k; = —0,156 et f = 73.4 Hz). Le déplacement de l'air en bout
du tube est représenté en bleu, tandis que le déplacement au centre de la membrane est en
rouge.
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Figure 4.42: La transformée en ondelettes de la réponse temporelle du systéme a la force
et a la fréquence d’excitation F' = 0,9 et f = 74,3 Hz. Les lignes continues et discontinues
rouges indiquent respectivement la fréquence de résonance du tube et de la membrane.

4.7 Utilisation d’autres configurations de membrane

Dans cette partie, on présentera le résultat de notre méthode d’optimisation pour
d’autres configurations de membranes et on examinera leurs effets sur ces zones d’optimisa-
tion. Les figures Fig.4.49 et Fig.4.50 présentent la superposition de plusieurs courbes
représentant la variation de 'aire donnée par la courbe de créte en fonction de la raideur
linéaire de la membrane pour différentes configurations de membranes. Dans la figure
Fig.4.49, les membranes ont la méme épaisseur hy, = 0,22%1073m et trois différents rayons
Ry =4%10"2m, Ry, = 5%102m et Ry, = 6+ 10~ 2m. Alors que dans la figure Fig.4.50 les
membranes ont le méme rayon Ry, = 5%1072m et différentes épaisseurs hy, = 0,22%1073m,
B = 0,3%1073m et hy = 0,3 % 1073m. La ligne rouge discontinue présente la limite qui
sépare entre la zone monostable et bistable.

Les résultats de 1’étude paramétrique qui a été menée sur la variation des rayons
et de ’épaisseur des membranes bistables, présentés Fig.4.49 et Fig.4.50, conduisent &
des résultats comparables & ceux obtenus par R. Bellet dans sa thése sur la membrane
monostable et dont les principaux résultats sont présentés Fig.4.51 et Fig.4.52, celles-ci
présentent respectivement l'influence du rayon et de I’épaisseur de la membrane sur la
courbe de créte pour différentes configurations de membranes monostables. Les résultats
présentés dans Fig.4.49 montrent qu’avec la diminution du rayon de la membrane bistable,
la zone limitée par les deux plateaux minimums locaux se décale vers le haut (présente
une aire plus grande). Dans cette zone, avec la diminution du rayon de la membrane,
I’atténuation sera moins importante. La figure Fig.4.51 montre clairement qu’avec la
diminution du rayon de la membrane, 'aire donnée par la courbe de créte sera plus



4.7. UTILISATION D’AUTRES CONFIGURATIONS DE MEMBRANE 135

60F
10t ] 4070
S5t 20}
S 0

- Tk ik - - il

14300 14400 14500 14600

14300 14400 14500 14600

T T
1088F ‘ ‘ ‘ 3 198187
99.2+ g 002 i e M o . - . _ S 1
-— — - v
— 496} |« 496 3
24.8/ | s -
| —
) " ) . | — . L —
14300 14400 14501 14601 14300 14400 14501 14601
T T
(a) La transformée en ondelettes de u(T). (b) La transformée en ondelettes de g(7).

Figure 4.43: La transformée en ondelettes de la réponse temporelle du systéme a la force
et & la fréquence d’excitation F' = 1,4 et f = 74,3 Hz. Les lignes continues et discontinues
rouges indiquent respectivement la fréquence de résonance du tube et de la membrane.
Les lignes vertes continues épaisses et fines correspondent respectivement aux fréquences
d’excitation %ft et %ft.

(a) rm% (b) F =1,72

Figure 4.44: Le pourcentage de l'énergie dissipée par la membrane (gauche) et le
déplacement de I’air en bout du tube (droite) en fonction de amplitude et de la fréquence
d’excitation pour la valeur de raideur linéaire k; = —0, 276.
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Figure 4.45: Le tracé de contour du pourcentage de I’énergie dissipée par la membrane en
fonction de I'amplitude et de la fréquence d’excitation pour la valeur de raideur linéaire
ki1 = —0,276. La courbe rouge représente la variation de la fréquence de créte. La ligne
verticale bleue correspond a la fréquence f = 81 Hz.
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Figure 4.46: La variation du pourcentage de 1’énergie dissipée par la membrane en fonction
de 'amplitude d’excitation a la fréquence f = 81 Hz pour k = —0, 276.
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Figure 4.47: Les réponses temporelles du systéme correspondent aux points rouges indiqués
sur la figure Fig.4.46. Le déplacement de I’air en bout du tube est représenté en bleu, tandis
que le déplacement au centre de la membrane est en rouge.k; = —0, 276
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Figure 4.48: La transformée en ondelettes de la réponse temporelle du systéme a la force
et a la fréquence d’excitation F' = 4,13 et f = 81 Hz. Les lignes continues et discontinues
rouges indiquent respectivement la fréquence de résonance du tube et de la membrane.

important. A partir de cette figure, on a remarqué aussi qu’avec I’augmentation du rayon
de la membrane, le PE est apparu a un niveau sonore plus haut. Malgré ceci, la zone
limitée par les deux plateaux minimums locaux de la courbe d’optimisation présente une
atténuation plus importante. Ceci est di au large plateau du PE observé lorsque le rayon
augmente. Dans cette zone, le faible niveau d’apparition du PE ne peut pas étre promoteur
a cause du petit plateau du PE qui correspond & une aire relativement grande. En dehors
de cette zone, c.-a-d. pour les plus fortes et faibles valeurs de raideur linéaire, la figure de
I'optimisation Fig.4.49 montre que le tri des courbes selon les rayons change. Dans cette
zone, le rayon le plus petit correspond & laire la plus petite. En effet, avec I’augmentation
de la valeur de raideur linéaire, le plateau du pompage devient plus étroit et plus bas. Ce
point nous intéresse pour expliquer ce changement dans ces zones d’extrémité, ou le faible
niveau sonore du plateau du pompage observé avec la diminution de la valeur de raideur
linéaire sera dominant. Donc pour les raideurs linéaires fortes et faibles, la diminution du
rayon de la membrane améliore ’atténuation du systéme.

Dans la figure Fig.4.49, chaque courbe d’optimisation est associée a deux lignes
verticales de la méme couleur, représentant les valeurs de raideur linéaire pour lesquelles
la fréquence propre couplée de la membrane devient supérieure a celle du tube. Pour le
comportement bistable, lorsque le rayon de la membrane diminue, la valeur de raideur
linéaire & laquelle la fréquence propre de la membrane devient supérieure a celle du tube
sera plus faible. Il est clair ici que la zone des raideurs linéaires optimales suit la variation
de cette valeur de raideur linéaire, & partir de laquelle on observe un changement des
fréquences. Ceci confirme que le plateau minimum bistable est observé peu aprés que
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Figure 4.49: L’influence du rayon de la membrane sur la variation de l’aire donnée par la

courbe de créte en fonction de la raideur linéaire pour une membrane d’épaisseur hy, =
0,22 x 1073 m.

la fréquence propre couplée de la membrane devient supérieure & celle du tube. En
ce qui concerne le comportement monostable, la diminution du rayon de la membrane
est accompagnée par une augmentation de la valeur de raideur linéaire pour laquelle la
fréquence propre de la membrane devient supérieure. Avec cela, la zone des raideurs
linéaires optimales devient plus large. A partir de cette figure, on peut noter que la zone
du plateau minimum monostable est limitée entre la valeur critique de raideur linéaire
ki = —% qui sépare les deux différents types de comportements (monostable et bistable)
et la valeur de raideur linéaire pour laquelle la fréquence propre de la membrane devient
plus grande.

La figure Fig.4.50 montre qu’avec la diminution de I’épaisseur de la membrane, la zone
limitée par les deux plateaux minimums locaux présente une aire plus petite, donc une
atténuation plus importante. Comme le montre la figure Fig.4.52 avec la diminution de
I’épaisseur de la membrane, I'aire donnée par la courbe de créte devient plus petite. En
effet, avec la diminution de I’épaisseur, le phénoméne du PE est apparu & un niveau sonneur
plus bas en gardant la méme profondeur du plateau. Dans les extrémités, pour les fortes
et faibles valeurs de raideurs linéaires, avec la diminution de I’épaisseur de la membrane,
I’aire devient plus grande, donc 'atténuation sera moins importante.

Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode d’optimisation qui compare la
performance de la membrane en variant la valeur de raideur linéaire. Cette méthode
ne permet pas seulement de comparer entre la performance d’une membrane bistable et
monostable, mais aussi pour chaque type de présenter la raideur linéaire optimale. En
général, cette méthode montre qu’une solution & base d’une membrane bistable permet
d’améliorer efficacement la performance de notre systéme. Et pour chaque type de
comportement monostable et bistable, on a une plage de raideur linéaire qui varie en
fonction des autres parameétres de membrane, correspondant & 'atténuation maximale.
Dans cette plage de raideurs linéaires optimales, on a un compromis entre les deux
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Figure 4.50: L’influence de 'épaisseur de la membrane sur la variation de l'aire donnée

par la courbe de créte en fonction de la raideur linéaire pour une membrane de rayon
R =5%10"2m.
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(a) Configuration : h = 0.39 mm, fi = 30 Hz, R variable. (b) Configuration : h = 0.62 mm, fi; = 50 Hz, R variable.

Figure 4.51: Résultat tiré de la thése de R. Bellet [5] qui montre U'influence du rayon de la
membrane sur la courbe de créte.
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{a) Configuration : R = 2 cm, fi = 50 Hz, h variable. (b) Configuration : R =3 cm, jfi = 50 Hz, h variable.

Figure 4.52: Résultat tiré de la theése de R. Bellet [5] qui montre I'influence de I’épaisseur
de la membrane sur la courbe de créte.
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principaux facteurs de notre méthode d’optimisation : le niveau sonore de 'apparition du
PE et la profondeur de son plateau. Ceci explique la présence de cette plage de méme degré
d’optimisation. En utilisant diverses configurations de membranes, nous avons confirmé
que le champ optimal de raideurs linéaires se situent lorsque la fréquence propre de la
membrane dépasse celle du tube, et que ces deux fréquences sont relativement proches.
Cela se traduit par l'existence de deux zones distinctes de PE, I'une liée au caractére
ramollissant et 'autre liée au caractére raidissant de la membrane bistable. Les meilleures
performances d’atténuation sont dues fondamentalement a la bistabilité et n’apparaissent
pas pour des systémes monostables, méme optimisés. En effet, une membrane bistable avec
une raideur linéaire optimale permet de réduire ’'aire sous la courbe de créte de 23% par
rapport a une membrane monostable avec une raideur linéaire optimale, ce qui se traduit
par une meilleure atténuation. Ce résultat, qui était une hypothése au début de ce travail,
est maintenant démontré.
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Chapitre 5

Etude analytique d’un systéme avec
NES bistable

Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une approche d’optimisation numérique
visant a évaluer I'efficacité d’atténuation de différentes membranes, qu’elles soient monostab-
les ou bistables. Les résultats de cette optimisation numérique ont révélé que les systémes
bistables présentent les meilleures performances en termes d’atténuation. Dans ce chapitre,
nous proposons une étude analytique du systéme bistable forcé afin d’expliquer les
principaux résultats obtenus lors de 'optimisation numérique.

En comparaison avec le systéme monostable, le systéme bistable présente une dynamique
plus complexe qui dépasse la capacité des modéles analytiques établis précédemment dans
le troisiéme chapitre, mis au point pour les systémes monostables. Par conséquent, dans ce
chapitre, nous avons proposé une nouvelle application de la méthode de complexification
de Manevitch, permettant de déterminer a la fois les solutions périodiques intrapuits et
interpuits du systéme bistable. Cette évolution a été inspirée par les travaux en référence
[41, 42, 43]. Cette nouvelle technique repose sur une transformation de coordonnées qui
introduit une position d’équilibre variable, caractérisant ainsi la dynamique intrapuits de
notre systéme.

Afin de confirmer la validité de ces solutions, nous avons utilisé une technique basée
sur la méthode d’équilibrage harmonique, qui, jusqu’a cette étude, était la seule méthode
capable de décrire la dynamique périodique des systémes bistables [41, 42, 43].

Aprés la validation de cette nouvelle application de la méthode de complexification
averaging, les bifurcations locales de ces solutions périodiques sont étudiées. Le comportement
fréquentiel du systéme bistable observé par intégration numérique est expliqué a travers
les résultats de cette étude analytique.

Ensuite, la partie suivante est consacrée a ’analyse asymptotique du systéme, mettant
en ceuvre la méthode des échelles multiples pour concevoir, pour la premiére fois dans ce
travail, le modéle décrivant la VI lente des oscillations intrapuits et interpuits du systéme.
Ce modéle est ensuite utilisé pour valider les raideurs linéaires optimales des membranes
bistables.

143
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Dans la derniére section de cette étude, nous présentons et comparons la variation de la
position d’équilibre dynamique en fonction de 'amplitude et de la fréquence d’excitation,
en utilisant & la fois des méthodes numériques et analytiques.

Etant donné que 1’étude analytique des systémes bistables forcés n’est pas explorée
jusqu’a ce travail, et que les techniques de calcul ne sont pas trés développées dans ce
domaine, la technique d’analyse utilisée dans ce chapitre a été proposée par nous-mémes.
Ainsi, les différentes parties de ce chapitre ne se limitent pas a ’explication des résultats de
I'optimisation, mais visent également & valider cette nouvelle technique. Elles s’éloignent
méme de l'objectif principal du chapitre (expliquer les résultats de 'optimisation) pour
approfondir le calcul, étant donné ’enrichissement potentiel qu’il apporte.

5.1 Les solutions périodiques

Dans ce paragraphe, nous présentons d’abord la nouvelle démarche proposée qui utilise
la méthode de complexification averaging pour déterminer simultanément les solutions
périodiques intrapuits et interpuits. Ensuite, nous confirmons la validité de cette approche
en appliquant la méthode d’équilibrage harmonique décrite dans les références [41, 42, 43].
Le modéle utilisé pour calculer les solutions périodiques du systéme monostable (Eq.3.2)
est employé a nouveau :

0
u’ +u+yu' + 81 (u— q) = vFj cos <T)
Wt
vq" + vhng + Yeand® + vemd +vepma*d +v4i(q — u) =0 (5.1)

5.1.1 Meéthode de complexification averaging

En raison de ’existence de solutions intrapuits qui oscillent autour de I'une des deux
positions d’équilibre stables, avec un décalage par rapport a I'amplitude zéro de leur axe
d’oscillation, nous proposons la transformation de coordonnées suivante :

)

U=z —u,q=yY—qi, (5.2)

ou wu; et ¢ représentent les valeurs moyennes ou les amplitudes de décalage des
déplacements de 'air u et de la membrane q. Cette transformation a pour effet de centrer
I’axe des oscillations intrapuits autour de zéro. Ensuite, nous faisons 'hypothése que les
deux variables uj et ¢q; varient lentement.

Les variables de Menevitch sont définies en fonction de nouvelles coordonnées x et y :

: .
e =z’ +izw

$2e’™ =y +iyw (5.3)

Les équations Eq.5.2 et Eq.5.3 sont incorporées dans le systéme d’équations Eq.5.1. Les
termes correspondant a ’harmonique d’ordre 0 et 1 (c’est-a-dire les termes constants et
ceux proportionnels a e!™) sont séparés. Cette opération conduit & I'obtention des deux
systémes d’équations suivants :
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Les termes constants :

YAu] +uy (Bry +1) — By =0
kg1 o
“W%) — Bruy = 0. (5.4)

endh + knngl + @1 <51 + ki + 5,2

Les termes proportionnels a ¢/ (ordre 1) :

¢3+¢1<—i”8”+%+w i)+i517¢2:7Fl
2

2w 2 2w 2w 2
/ _@ % 2 C’r]nll _ 3/L.knll _ Zki E iﬁlgbl
¢2+¢2< 2w 2 +Q1< 2 2w 2w 2) 7 T
Cynll 3lk 11 *
(g; — >¢>2¢§ =0. (5:5)

Outre le systéme d’équations Eq.5.5, qui contient les équations complexes de modulation
lente, nous avons identifié deux autres équations définies par le systéme Eq.5.4. Ces deux
équations d’ordre 0 ne sont pas présentes dans le calcul des solutions périodiques du systéme
monostable. En effet, suite a la transformation de coordonnées imposée précédemment
Eq.5.2, des termes d’harmonique 0 ont fait leur apparition. Ces termes découlent de la
nature bistable de notre systéme, qui posséde des solutions intrapuits ayant une valeur
moyenne différente de zéro. Ces termes introduisent une modification dans l'application
de la méthode d’averaging par rapport aux cas habituels. La méthode d’averaging est ici
appliquée non seulement sur ’harmonique 1 (en fonction de la pulsation w), mais aussi sur
I’harmonique 0. Cela se traduit par I'apparition des deux équations supplémentaires Eq.5.4.
De plus, par rapport aux équations de modulation du systéme monostable (voir Eq.3.4

: . . eyt c 34
au chapitre 3), nous avons observé la présence d’un terme additionnel q% (%“ — ‘%—;“),

directement lié & la valeur moyenne qj.

Les points d’équilibre sont déterminés en mettant les dérivées des systémes d’équations
Eq.5.4 et Eq.5.5 a zéro :

up = q) = ¢} = ¢y = 0,u1 = w10, 91 = 10, ¢1 = P10, P2 = P20. (5.6)

En introduisant Eq.5.6 dans les équations Eq.5.4 et Eq.5.5 on obtient les équations :

uio (B1y+1) — B1vg10 =0

3kn 2
k@i + qio <51 + ki + 1215220) — Pruig =0

iy [ YA w i i1vp20  YvEF1
$10 | — — |t =
2w 2

i e thn | tw  (cn 3tkan 2\ , 1010
m( 2w T2 2w 2 +<8w2 o ) 190l )+ 5,

Crn 3tky
+¢zoq%o< mlt “> 0. (5.7)

2 2w
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A partir des deux premiéres équations du systéme Eq.5.7, il est possible de trouver
I’expression des moyennes ujg et qig en termes de I'amplitude de modulation ¢9q :

\/_ /31+k1(1ﬁ(51’7+1) 3|<Z>2(%|2 517 ( )
g0 = ko1 (B1y+1) 2w ,U10 = 5——4q10- 5.8
By +1

La valeur moyenne q19 = 0 correspond aux oscillations interpuits du systéme bistable,
tandis que I'expression q19 # 0 est associée aux oscillations intrapuits.

Il est a noter que les moyennes u1g et qig des oscillations intrapuits dépendent de la
modulation lente ¢op. De plus, ces moyennes gqig et uig satisfont la condition d’équilibre
statique lorsque "amplitude de la modulation lente |pog| tend vers 0 (lorsque |pag| = 0,
ces moyennes vérifient 19 = ¢e et u19 = ue). Dans les articles [41, 42, 43], ou la méthode
de I'équilibrage harmonique est employée, les équivalents de ces moyennes sont appelés
"positions d’équilibre stables". Toutefois, dans cette étude, afin d’éviter toute confusion
avec la position d’équilibre statique, qui est constante, nous les nommerons "positions
d’équilibre dynamique".

En utilisant la troisiéme équation du systéme Eq.5.7, nous avons déterminé ’expression

de ¢10 :

B1yp20 + 1y Fiw

= . 5.9
By +ivAhw —w? 4+ 1 (5:9)

En substituant cette expression dans la quatriéme équation du systéme Eq.5.7, nous
obtenons ’équation suivante :

Z3olel? + Z3o (1b+ c|* = [bf* = [cf?) + Zao[b]* — [al* = 0

1
Zoo = |pa0l?,a = —5517171

. b1 etk Cpnl1 Sikqn
— A 2 1 mi 2 n o
(,817 +iryAMw —w” + ) ( + + 72 720.) + qig 9 9%
ZB%"}/ . . 2 Crnll 3ikni1
t e (Bry +ivhw —w® +1) 27~ 55 ) (310

En remplagant g1p par ces expressions (Eq.5.8), nous pouvons résoudre les solutions

Zoo de I'équation Eq.5.10. Ensuite, les déplacements de lair a I'extrémité du‘ tullae et de la
20

membrane sont calculés & I'aide de ces deux expressions : X = @ et Y = =7

Nous allons maintenant examiner la stabilité de ces solutions. A cette étape, des termes
de perturbation sont introduits autour des points d’équilibre :

up = u10 + Pu, q1 = q10 + Pq, P1 = P10 + p1, P2 = P20 + po. (5.11)
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En introduisant le changement de variables Eq.5.11 dans les équations Eq.5.4 et Eq.5.5,
tout en conservant les termes proportionnels a py, pq, p1 €t p2, nous obtenons le systéme

linéarisé suivant :
51 1 Bipq
Pu = Pu <— - )+ 22

)\1 ")/)\1 )\1
kIl 3kuiqly  3knllgoges
. Bipu <ﬁ1++ w1 ¢20;b20>
Cpl1l Cnll Cpl1l Cpl1l 267711W
_ 3kanqiopid2o  3kanqiop29s
2c11w? 2ciw?

2w 2 "2 2w 2w

;o iBip1  3iknn o (Gt 3iknl\
P2 = —q10PqP20 | Cyni1 — o) Pl ler T ss b3

) ) ik n 3>kin n 3>kn
—p2 (—Zﬁl + Soll + el + <Cn no2 11> W)Qo!?—i—(ﬁo <Cn L= 11>> (5.12)

;o by | M w i iB17yp2
p1=—-p1|— + - -

2w 2 2 2w 402 43 2 2w

Nous pouvons réexprimer ce systéme sous la forme matricielle suivante :

p}l M1 Mo 0 0 0 0 0 0 Pu

p? My Mz 0 My O 0 0 Mos Pq

P1 0 0 Ms3 Msy 0 0 0 0 P1

Py . 0 My Mz Myy O 0 0 My P2 (5.13)
W) [~ o o o 0o My M, 0 0 P
(PZ)/ 0 0 0 Mgy My M 00 Mg, Pg

(1) 0o 0 0 0 0 0 M M ot

(p3) 0 0 0 My 0 Mp My My P2

En raison de l'introduction des deux autres variables, u; et g1, la matrice de stabilité
M est de dimension de 8, alors qu’elle était de dimension 4 pour le systéme monostable.
Une fois que 'amplitude Zsy est obtenue, nous pouvons calculer 'amplitude complexe ¢aq,
ce qui nous permet de déterminer les coefficients de la matrice M (Mj;). En analysant
les signes de la partie réelle des valeurs propres de la matrice M, nous pouvons étudier la
stabilité des points d’équilibre. Un point d’équilibre est considéré comme stable lorsque
toutes les parties réelles des valeurs propres sont négatives. Dans le cas contraire, il est
instable.

Dans ce chapitre, nous avons utilisé la méme configuration de membrane que celle
employée dans le chapitre précédent, a savoir une membrane d’épaisseur hy, = 0,22%1073 m
et de rayon Ry = 5% 1072 m.

Dans la figure Fig.5.1, nous avons exposé les solutions périodiques de notre systéme
bistable pour différentes amplitudes d’excitation, avec une valeur de raideur linéaire
k1 = —0,11. Il est & noter que cette valeur se situe dans la zone optimale d’atténuation
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de la membrane (comme indiqué dans la Fig.4.6). De maniére exceptionnelle, la plage de
fréquence sélectionnée a été étendue sur Uintervalle [0,1;90] Hz. Ce choix nous permet
d’explorer les divers régimes de réponse, dont certains se situent & trés basses fréquences.
Dans la Fig.5.1, les solutions intrapuits stables et instables sont représentées respectivement
par des triangles verts et gris, tandis que les solutions interpuits stables et instables sont
symbolisées respectivement par des carrés bleus et gris.

A faible amplitude d’excitation, les solutions intrapuits présentent une courbe de
résonance avec deux pics de résonance. Les fréquences de ces deux pics correspondent
aux fréquences propres du systéme bistable, telles que définies par les expressions Eq.4.4.
A des fréquences d’excitation trés basses, nous avons observé I’apparition d’une branche
instable des solutions intrapuits, qui n’est pas physiquement réalisable. En ce qui concerne
les solutions interpuits, elles présentent une branche inférieure instable et une autre branche
supérieure qui apparait & basses fréquences d’excitation. La branche des solutions interpuits
& basses fréquences présente I'une des caractéristiques typiques des systémes bistables.
Cette particularité a été explorée a plusieurs reprises dans le livre [40], ou il a été affirmé
que les solutions interpuits présentent une dynamique non résonante car elles ne montrent
aucune dépendance aux caractéristiques de type résonance.

Il convient de noter que, malgré son instabilité, cette branche inférieure des solutions
interpuits présente un pic de résonance a la fréquence f = 81,8 Hz. Si 'on se référe
aux expressions des fréquences propres du systéme monostable (Eq.4.5), pour la valeur
de raideur linéaire k; = —0, 11 (bistable), le calcul montre que fipon présente une valeur
imaginaire pure et que fonon = 81,8 Hz correspond & la fréquence de ce pic instable. Par
conséquent, on peut supposer que cette branche inférieure instable est liée au comportement
monostable.

A mesure que Pamplitude d’excitation augmente, la courbe de résonance des solutions
intrapuits est affectée par 'effet non linéaire de ramollissement de la membrane. Le pic de
résonance autour de la fréquence propre de la membrane se décale vers les basses fréquences.
En ce qui concerne les solutions interpuits, la branche supérieure s’élargit vers les hautes
fréquences. Si 'amplitude d’excitation continue d’augmenter, le pic de résonance de la
membrane fusionne avec la branche supérieure instable. A une amplitude d’excitation de
Fy, = 15,6 Hz, les solutions intrapuits présentent une zone d’instabilité autour du pic de
résonance du tube.

A une amplitude de F; = 16,9, on observe que des solutions interpuits présentant
une résonance détachée externe distincte & environ 70 Hz. En augmentant l'amplitude
d’excitation, cette résonance détachée fusionne avec la branche supérieure des solutions
interpuits, et une autre résonance externe instable & des fréquences plus élevées apparait.

A une amplitude de F; = 16,9, on observe que des solutions interpuits présentant
une résonance détachée externe distincte & environ 70 Hz. En augmentant l’amplitude
d’excitation, cette résonance détachée fusionne avec la branche supérieure des solutions
interpuits, et une autre résonance externe instable & des fréquences plus élevées apparait.
A Pamplitude d’excitation F} = 29 Hz, cette résonance externe instable fusionne avec la
branche supérieure des solutions interpuits. De plus, & cette amplitude d’excitation, on a
observé que autour du pic de résonance du tube, les solutions de la branche inférieure des
solutions interpuits deviennent stables, tandis que les solutions intrapuits disparaissent. En
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fait, dans cette zone, 'expression de gq1p (conformément a I’Eq.5.7) n’est pas définie, car

2
_8 ?11:1(1;16 71151) - 3'553' devient négatif. Dans cette situation, la seule solution possible pour

le systeme est que gq1g = 0. En se basant sur I'explication fournie ci-dessus, qui montre que
le pic de résonance de la branche inférieure instable interpuits correspond & la fréquence
propre fonon de la version monostable du systéme, on peut supposer que 'indéfinissabilité
de lexpression de q1g # 0 dans cette plage contraigne le systéme & adopter un caractére
monostable caractérisé par fomon.
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Figure 5.1: Les solutions périodiques du systéme bistable calculées analytiquement en
utilisant la méthode de CX-A, pour différentes amplitudes d’excitation avec une raideur
linéaire de membrane k] = —0,11. A gauche : le déplacement de la membrane. A droite
le déplacement de l'air a l'extrémité du tube. Les carrés bleus et gris représentent
respectivement les solutions interpuits stables et instables, tandis que les triangles verts
représentent respectivement les solutions intrapuits stables et instables (suite).
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5.1.2 Meéthode d’équilibrage harmonique

La méthode implique l'expression des réponses du systéme sous la forme suivante,
comme décrit dans les références bibliographiques [41, 42, 43] :

u(t) =c1 (1) 4+ a1 (1) sinwr + by (1) coswT
q (1) =co (1) + ag (1) sinwt + be (1) coswr, (5.14)

en supposant que les coefficients c1, a1, by, co, as et by sont lentement variés.

Ces cordonnées peuvent également s’écrire aussi sous cette forme :

u(r) =c1 (1) + 71 (1) cos(wr — ¢y (7))
q (1) = ca (1) + 12 (1) cos(wr — 2 (7)), (5.15)

ou ¢i,i = 1,2 présentent respectivement ’amplitude de décalage par rapport a I'axe zéro
de déplacement de l’air en bout du tube et de la membrane, r; = \/a? + biz,i = 1,2 les

amplitudes de vibration et i = arctan %,z’ = 1,2 sont les déphasages par rapport a la
force d’excitation.

En utilisant les variables définies dans I’Eq.5.14 et leurs dérivées dans ’'Eq.5.1, puis en
éliminant les termes d’ordre supérieur et en regroupant les termes constants, proportionnels
A sinwT et & coswT on parvient au systéme d’équations suivant :

c1(B1y+1) = Biyea + yAich =0
a1Y — a1y — biydiw — 2wb]| +yA1a] =0
ayMw + 013 — Brboy — yFy + v\ + 2wa) =0
—Bic1 + cahic + ey =0
—alp; + cnua/g + agAy — 2wbly — byAy = 0

2wa’2 + agAo — b1 81 + Cnllb/z + byA1 =0, (5.16)

ou les parameétres X, Ao, A1 et Ajc sont définis par

1
Y =1+ 81y —w? Ay = cynw + cpnwes + chnuw?“%

3 3
Ay = B1 + ki — w? 4 ke + annT%? Aie = B+ kg + ko cs + iknu?“%' (5.17)

Les solutions périodiques du systéme Eq.5.1 correspondent aux points fixes du systéme
Eq.5.16, qui sont déterminés lorsque les dérivées ¢}, al, b}, ¢, abbl, s’annulent.
Premiérement on a déterminé I'expression de a; et by en fonction de as et by :

asA1 — baAs by — asAo + baAy
B1 ’ B1 '

a = (5.18)
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Figure 5.1: Les solutions périodiques du systéme bistable calculées analytiquement en
utilisant la méthode de CX-A, pour différentes amplitudes d’excitation avec une raideur
linéaire de membrane k = —0,11. A gauche : le déplacement de la membrane. A droite

le déplacement de l'air & l'extrémité du tube. Les carrés bleus et gris représentent
respectivement les solutions interpuits stables et instables, tandis que les triangles verts
représentent respectivement les solutions intrapuits stables et instables.
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En remplacant ces expressions dans la deuxiéme et troisiéme équations du systéme des
points fixes, et par quelques manipulations on obtient I’équation suivante :

75 (B (—7) — yA1Agw + /\12)2 + 122 (YA Ajw + AoX)? = BV FE. (5.19)

L’équation Eq.5.19 est dépendante de deux parameétres 73 et co. A partir de la premiére
et la quatriéme équations du systéme des points fixes on peut déterminer 1’expression de
Co:

{ \/ 51+k11 617+1) + %T% o = /81702 (5 20)

n11(51’y+1 , e
pry+1

L’amplitude de décalage co # 0 est associée aux oscillations intrapuits, tandis que
lorsque co = 0, cela est lié aux oscillations interpuits. Il est important de noter que
I’amplitude de décalage cy correspond & la position d’équilibre dynamique q1¢ définie dans
le paragraphe précédent. De plus, dans I'expression de q19 (Eq.5.8), si 'on remplace |¢oq|
par %2 et Y par ro, on obtient la méme expression de cs.

A partir de ces équations, il est possible d’établir une condition nécessaire 4 la présence
des oscillations intrapuits :

Bitkn(Biy+1) 3
Fan (B1y +1) 2

r3 > 0. (5.21)

En remplacant le terme cy par l'expression Eq.5.20 on peut résoudre facilement
I’équation Eq.5.19 pour déterminer les valeurs positives et réelles de r% qui vérifient la
condition Eq.5.21. Une fois qu’on a on déterminé ro, on peut calculer les valeurs de ¢y et
c1, puis Ao, A1 et Aqc ce qui nous permet de trouver les valeurs de aq, b1, as et bs.

Pour I'étude de la stabilité de ces solutions, le systéme d’équations Eq.5.16 est tout
d’abord réécrit sous la forme matricielle Pz’ = h(z) dont:

C1 —’}/>\1 0 0 0 0 0
ay 0 —YA1 2w 0 0 0
5= bl pP— 0 —2w —’7)\1 0 0 0
(&) ’ 0 0 0 —Cpll 0 0
as 0 0 0 0 —Cnl1 2w
by 0 0 0 0 —Yw  —cp

c1(B1y +1) = Biyea
a1X — azf1y — biyhw
a1y w + b1 X — Brboy — vy
calic — frer
—a151 + azA1 — baAs
asAg — b1 81 + ba Ay

h(z) = (5.22)
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La stabilité des solutions périodiques est étudiée par la détermination des valeurs
-1
propres de la matrice jacobienne J = dpdizh(zw 2=z OU Zp est le vecteur des points fixes

déterminés précédemment.

Dans la Figure Fig.5.2, les solutions périodiques obtenues par la méthode d’équilibrage
harmonique pour les mémes amplitudes d’excitation et la méme valeur de raideur linéaire
que celles utilisées pour tracer la Figure Fig.5.1 (qui représente les solutions périodiques
déterminées par la méthode CX-A) sont tracées. On peut observer que cette figure présente
les mémes courbes que celles observées dans la Figure Fig.5.1, ce qui confirme la validité
des résultats obtenus par notre nouvelle application de la méthode CX-A.
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Figure 5.2: Les solutions périodiques du systéme bistable calculées analytiquement en
utilisant la méthode d’équilibrage harmonique, pour différentes amplitudes d’excitation
avec une raideur linéaire de membrane k; = —0,11. A gauche : le déplacement de la
membrane. A droite : le déplacement de lair & l'extrémité du tube. Les carrés bleus
et gris représentent respectivement les solutions interpuits stables et instables, tandis que
les triangles verts représentent respectivement les solutions intrapuits stables et instables
(suite).
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Dans larticle [52], la méthode de CX-A a été employée pour examiner le régime
interpuits d’un systéme linéaire couplé a un NES bistable avec une raideur linéaire négative.
Dans cette publication, les mémes modéles, qui avaient été déterminés analytiquement par
la méthode de CX-A pour la version monostable du systéme (avec une raideur linéaire
positive), ont été utilisés pour décrire la dynamique bistable du systéme. Nous allons
maintenant comparer cette étude avec notre propre travail.

Pour le calcul des points fixes, si I'on prend ¢19 = u19 = 0, les équations d’ordre 0 du
systéme Eq.5.7 disparaissent (les deux premiéres équations de Eq.5.7), laissant uniquement
les équations d’ordre 1 qui correspondent aux points fixes du systéme monostable (Eq.3.4).
Cela démontre que le modeéle qui décrit les solutions interpuits du systéme bistable
correspond bien au modéle qui décrit les solutions périodiques du systéme monostable.
Cependant, les modéles qui décrivent la stabilité de ces solutions différent selon les deux
maniéres d’application de la méthode de CX-A. Notre nouvelle modéle prend en compte
la variabilité des amplitudes de décalage (u1,q1), tandis que le modéle de stabilité des
solutions périodiques du systéme monostable ne le fait pas. En tenant compte de la
variabilité des amplitudes de décalage, ce qui la fait passer d’'une dimension de 4x4 &
8x8. Méme si nous prenons qig = 0, ces termes ne disparaissent pas et ils ont un impact
sur la stabilité.

D’un point de vue mathématique, si nous retirons de la matrice de stabilité du systéme
bistable (Eq.5.13) les lignes et les colonnes correspondant aux termes p, et pq, et si nous
supposons que qig = 0, nous obtenons la méme matrice de stabilité que celle du systéme
monostable. Dans les sous-figures Fig.5.3(a) et Fig.5.3(b), nous avons exposé les solutions
interpuits obtenues & 'aide des deux différentes maniére d’application de la méthode CX-A
pour des valeurs de F; = 20,7 et k] = —0,11. Ces deux sous-figures montrent les mémes
solutions, mais elles différent en termes de stabilité.

Pour vérifier ce raisonnement, nous avons fait appel aux calculs réalisés en utilisant
la méthode d’équilibrage harmonique. Lors du calcul de la stabilité des solutions
périodiques interpuits, en supprimant du systéme linéarisé Eq.5.22 les lignes et les colonnes
correspondant aux termes c; et ¢z, nous obtenons un systéme de 4 dimensions. Gréce a
cette simplification, la stabilité de ces solutions périodiques interpuits est assurée. Dans les
sous-figures Fig.5.3(c) et Fig.5.3(d), nous avons présenté les solutions interpuits déterminées
a l’aide de la méthode d’équilibrage harmonique, en tenant compte et non la variabilité des
amplitudes de décalage. Ces deux sous-figures sont en accord avec les résultats présentés
dans les Fig.5.3(a) et Fig.5.3(b).

Meéme si les termes u; et ¢; (ou ¢; et ¢z) s’annulent dans le régime interpuits, la
variabilité de ces termes a une influence sur la stabilité du systéme pendant ce régime. La
caractéristique statique de notre systéme bistable, qui se manifeste par la présence de deux
positions d’équilibre statique stables et une instable qui est égale & zéro, a un impact sur
la stabilité du régime interpuits.

Apreés avoir confirmé la validité de notre nouvelle application de la méthode de CX-A,
qui permet de déterminer simultanément les solutions périodiques interpuits et intrapuits,
nous avons réalisé une étude des bifurcations locales de ces solutions pour une analyse
approfondie.
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Figure 5.2: Les solutions périodiques du systéme bistable calculées analytiquement en
utilisant la méthode d’équilibrage harmonique, pour différentes amplitudes d’excitation
avec une raideur linéaire de membrane k; = —0,11. A gauche : le déplacement de la
membrane. A droite : le déplacement de Dair & 'extrémité du tube. Les carrés bleus et
gris représentent respectivement les solutions interpuits stables et instables, tandis que les
triangles verts représentent respectivement les solutions intrapuits stables et instables.
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(a) CX-A: en tenant compte la variabilité de u;
et q1.
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(c) EH: en tenant compte la variabilité de ¢1 et c2

(d) EH: sans tenant compte la variabilité de ¢; et
Cc2

Figure 5.3: Les solutions interpuits déterminées analytiquement par les méthodes de CX-A
et d’équilibrage harmonique en tenant compte et sans tenant compte la variabilité des
amplitudes de décalage, pour k; = —0,11 et F} = 20,7. Stable : bleu. Instable : gris.
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5.2 Bifurcation des solutions périodiques

5.2.1 Bifurcation a noeud en selle

L’équation qui caractérise la multiplicité des solutions périodiques du systéme bistable
est I'Eq.5.10. Cette équation dépend de I'expression de la position d’équilibre dynamique
q10, qui & son tour dépend du type de régime permanent sélectionné.

Pour le régime interpuits, ot q1g est nul, I’équation Eq.5.10 peut étre exprimée sous
la forme d’un polynéme de degré 3 en fonction de Zyy, défini par : Pper : a3 ZSO +
a9 Z220 + aq Zoo + g =0.

inter

inter inter inter

Dans le cas du régime intrapuits, ou l'expression de la valeur moyenne g9 # 0 est
incorporée dans l'équation Eq.5.10, un autre polynéme de degré 3 en Zyy est obtenu.
Pintra t O30 250 + 02100 230 + 0100 220 + 005000 = 0.

Nous avons deux polynomes distincts de degré trois en Zsg dont la multiplicité de
la racine Zyy de chaque polynéme doit étre calculée séparément en suivant la méme
méthodologie.

Comme nous 'avons expliqué dans le troisiéme chapitre de cette thése, le nombre de
solutions réelles d’un tel polynéme dépend du signe de son discriminant. Lorsqu’il est
négatif, le systéme admet une unique solution réelle, tandis que lorsqu’il est positif, trois
solutions réelles sont obtenues. Soit

inter __ 2 3 3
ASI\I - alinter 2inter - 4a01ntera2inter - 4a1intera3inter + 18a0intera1intera2intera'?’inter
2 2
27aointcra3intcr
intra __ 2 3 3
ASI\I - alintra 2intra - 4aointraa2intra - 4a11ntraa31ntra + 18a0intraalintraa2intraa3intra

—27a2 a2 (5.23)

intra 3intra

définissent respectivement les discriminants des polyndémes Piter €t Pintra. Les points de
bifurcation de SN des solutions interpuits et intrapuits sont déterminés respectivement en
résolvant les équations AIT = 0 et AR = 0. Ces points de bifurcation dépendent des
coefficients oy, . et ai,,,,. (¢ = 0;3), qui, & leur tour, dépendent des paramétres du systéme
ainsi que de la force et de la fréquence d’excitation.

Dans les figures Fig.5.4(a) et Fig.5.4(b) nous avons présentés respectivement la limite
de bifurcation de SN des solutions interpuits et intrapuits pour la valeur de raideur linéaire
k1 = —0,11. Pour les solutions interpuits, on observe une zone de trois solutions réelles
élargie sur tout la bande fréquentielle séparée par deux zones d’une seule solution réelle.
Cette limite présente une différence par rapport a celle observée pour le systéme monostable
qui montre deux zones séparées de trois solutions réelles observées autour des fréquences
de résonance du tube et de la membrane. Cette différence est due a la particularité
des solutions interpuits qui présentent une dynamique non résonante. Pour les solutions
intrapuits, on observe une seule zone de trois solutions qui se trouve autour de la fréquence
de résonance de la membrane. Les solutions intrapuits présentent autour de la fréquence
de propre de tube un comportement linéaire dont le pic de résonance ne montre aucune
déviation. Dans la sous-figure Fig.5.4(b) on a mis un point d’interrogation qui consiste a
poser un question concernant la zone oul les solutions intrapuits ne sont pas définies (voir
Fig.5.1(g) et Fig.5.1(h) autour de la résonance de tube).
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Figure 5.4: Les diagrammes de bifurcation de SN des solutions intrapuits et interpuits du
systéme bistable avec k) = —0, 11.

5.2.2 Bifurcation d’Hopf

Pour déterminer la limite de bifurcation d’Hopf, nous avons commencé par calculer le
polynéme caractéristique de la matrice de stabilité M (Eq.5.13):

oy + el + Y6l + 2H + Tl + 3 T+ el + Ny + Y0 = 0. (5.24)

Les racines de ce polynéme, notées xy, correspondent aux valeurs propres de la matrice
M et sont responsables de la stabilité des solutions périodiques. La limite qui distingue
la zone de stabilité (ot toutes les valeurs propres ont une partie réelle négative) et celle
instable (lorsqu’au moins une valeur propre a une partie réelle positive) est définie lorsque
les valeurs propres de la matrice M ont une partie réelle nulle (c’est-a-dire qu’elles sont
purement imaginaires). En remplagant zy par £i Xy dans 'équation Eq.5.24 et en séparant
les termes réels et imaginaires, nous obtenons les deux équations suivantes :

Z* — 2P + 42 =12 Z + 70 =0

—Z3 + 522 —y3Z 4+, =0 (5.25)

ou Z = XIQJ. Par quelques manipulations la condition de bifurcation d’Hopf est déterminée

3aparyr  aoys | ayyr | aiys | a1y
— - + I+ 5+ +71 = —\/a} — dagaz
2a3 as 2a; 2a5 2a9
2
<a077 ey a7 > (5.26)
2(1% 2a§’ 2&% 2a9
2
S — Y195 _ Y176 A 3Y5 Y1y 2376 — 13 576 ’ ;
ol ag = Yo+ 2 Y 1 Y2z +“/7+ po= et as V4+7$ N T L’expression

de I’équation Eq.5.26 présente quelles conditions doivent étre vérifiées pour déterminer la
limite de bifurcation d’Hopf: as # 0,77 # 0 et a% — 4apay > 0.

Les termes 7; dépendent des paramétres du systéme, de la fréquence d’excitation, de
Zy et de la valeur de g19. Donc pour chaque type de régime (qiop = 0 ou gi9 # 0) les
solutions réelles et positives de Zyg sont déterminées en résolvant 1’équation Fq.5.26. Ces
solutions sont par la suite introduites dans ’équation Eq.5.10 décrivant Zsy en fonction
des paramétres du systéme et d’excitation. En fixant les paramétres de systéme, on peut
déterminer la force d’excitation F; pour chaque fréquence d’excitation f, et ainsi construire
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Figure 5.5: Les diagrammes de bifurcation d’Hopf des solutions intrapuits et interpuits du
systéme bistable avec k; = —0, 11.

la limite de stabilité des solutions interpuits et intrapuits sur le plan (f, F}).

Dans les figure Fig.5.5(a) et Fig.5.5(b) nous présentons respectivement la limite de
bifurcation d’Hopf des solutions interpuits et intrapuits pour la valeur de raideur linéaire
ki = —0,11. Pour les solutions intrapuits, la limite de bifurcation d’Hopf présente une
zone des solutions instables séparée par les deux courbes Gyi et Guo. A Dextérieur, on
observe une zone stable. Pour les solutions interpuits, la limite d’Hopf présente trois
différentes courbes Cy; ¢ = 1;3. Vu la dynamique inhabituelle des solutions interpuits,
qui présente deux différentes branches des solutions (branche inférieure instable et branche
basse fréquence), il est difficile de distinguer par simple visualisation les zones stables des
zones instables de chaque branche.

Pour I’analyse de ces courbes, on a présenté dans la figure Fig.5.6 la réponse fréquentielle
de déplacement de la membrane pour différentes valeurs de force d’excitation, avec une
valeur de raideur linéaire kj = —0,11. Les sous figures Fig.5.7(a) et Fig.5.7(b) présentent
la superposition de la limite de bifurcation d’Hopf avec celle de SN pour les solutions
interpuits et intrapuits respectivement. Les courbes en rouge représentent la bifurcation
d’Hopf, tandis que celles en bleu délimitent la bifurcation de SN.

A trés faible amplitude d’excitation, la figure Fig.5.6(a) ne présente aucune bifurcation.
Sur l'intervalle fréquentielle [50;92] Hz, le systéme présente une seule solution intrapuits
stable et une unique solution interpuits instable.

Pour I'amplitude d’excitation F} = 2,59, la courbe de résonance intrapuits montre une
déviation du pic de résonance de la membrane vers les basses fréquences. Ce caractére non
linéaire fait apparaitre une zone de trois solutions. Le systéme atteint ici la limite de SN
des solutions intrapuits. Les fréquences limitant cette zone de trois solutions correspondent
bien aux fréquences données par la limite de bifurcation de SN & la force d’excitation
Fy = 2,59. Avec 'augmentation de 'amplitude d’excitation, ce pic se décale de plus en
plus vers les basses fréquences. Ceci explique le déplacement de la limite de bifurcation de
SN des solutions intrapuits vers les basses fréquences.

A Tamplitude d’excitation F; = 14,8, ce pic se déplace au-deld de notre intervalle
de fréquence [50;92] Hz. Il ne sera plus observable. Le systéme dépasse la limite de
bifurcation de SN intrapuits pour entrer dans une zone ou une seule solution réelle est
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présente. De plus, & cette force d’excitation, on observe que les solutions intrapuits
deviennent instables autour de la fréquence de résonance du tube. Le systéme atteint alors
la limite de bifurcation d’Hopf intrapuits. Les fréquences limitant cette zone d’instabilité
correspondent aux fréquences données par la limite d’Hopf pour la force F; = 14,8. En
ce qui concerne les solutions interpuits, & cette force d’excitation, on remarque que la
branche supérieure, qui provient de basses fréquences, atteint la fréquence d’excitation de
50 Hz. Avec la présence de la branche inférieure instable, on observe trois solutions réelles
interpuits. Le systéme atteint alors la limite de bifurcation de SN des solutions interpuits.

A l'amplitude d’excitation F; = 16.9, les solutions interpuits présentent une résonance
détachée autour de la fréquence 73 Hz (voir Fig.5.6(d)). Cette résonance est observée
lorsque le systéme atteint le minimum local m; de la limite de bifurcation de SN des
solutions interpuits.

En augmentant 'amplitude d’excitation a la valeur F; = 18.6, on constate que cette
résonance détachée se fond avec la branche supérieure interpuits (voir Fig.5.6(e)). Ce
phénomeéne de fusion est observé lorsque le systéme atteint le maximum local M;. Au
méme niveau de forgage, on note que les solutions interpuits présentent une autre résonance
détachée de nature instable. Cette résonance est observée lorsque le systéme atteint le
minimum local my de la limite de bifurcation de SN des solutions interpuits. En ce qui
concerne les solutions intrapuits, on remarque la présence d’une zone d’instabilité autour
de la fréquence de 65 Hz.

A la force d’excitation Fy = 25, les solutions intrapuits présentes autour de la fréquence
propre du tube disparaissent, tandis que simultanément, les solutions interpuits de la
branche inférieure instable deviennent stables (voir Fig.5.6(f)). Les fréquences délimitant
cette transition peuvent étre identifiées soit par la limite de bifurcation d’Hopf GH2 des
solutions intrapuits, soit par la limite de bifurcation d’Hopf CH2 des solutions interpuits.
Comme illustré dans la Figure Fig.5.8, qui présente la superposition des limites de
bifurcation d’Hopf pour les solutions interpuits et intrapuits, il est clair que la limite d’Hopf
du régime intrapuits GH2 coincide parfaitement avec celle du régime interpuits CH2.

Il convient de noter que la courbe de bifurcation GH2 des solutions intrapuits nous
permet de faire la distinction entre la zone ol une seule solution réelle intrapuits existe et
la zone ot ces solutions ont disparu. De plus, la superposition de GH2 et Cyo confirme que
la stabilité des solutions interpuits de la branche inférieure instable résulte de la disparition
des solutions intrapuits.

A DPamplitude d’excitation F; = 28.3, la branche supérieure a basse fréquence et la
résonance détachée instable des solutions interpuits fusionnent (voir Fig.5.6(g)). A ce
niveau de forgage, le systéme dépasse le maximum My de la limite de bifurcation de SN
des solutions interpuits. Les deux zones de trois solutions interpuits se rejoignent en une
seule zone. La partie des solutions uniques qui séparait les deux zones de trois solutions
disparait. La limite de SN des solutions interpuits présente une continuité dans la zone
des trois solutions. Dans cette situation, les solutions interpuits se décomposent en deux
branches distinctes : la branche inférieure instable et une nouvelle branche supérieure qui
s’étend sur presque toute la gamme de fréquences. La limite de cette nouvelle branche
correspond & la fréquence fournie par la limite de SN des solutions interpuits & F; = 28.3.
La courbe supérieure de cette nouvelle branche subit une bifurcation d’Hopf induite par la
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courbe Cy1, ce qui transforme les solutions interpuits stables en solutions instables.

Noter que la branche inférieure de la courbe Cy; ne présente aucun effet sur notre
systéme. Cette limite de bifurcation d’Hopf correspond & une valeur propre de partie réelle
nulle, mais elle se trouve entre deux zones instables qui présentent une valeur propre de
partie réelle positive. Pour clarifier davantage, dans la plage de fréquences définissant la
courbe Cpy: a faible niveau d’excitation, le systéme présente une seule solution interpuits
instable. En augmentant 'amplitude d’excitation, le systéme atteint la limite de SN de
solutions interpuits. La résonance détachée instable est observée. Dans ce cas, le systéme
présente trois solutions interpuits instables. L’effet de la limite Cpyy est observé lorsque le
systéme atteint le maximum Mo.

A Tamplitude d’excitation F; = 28.3, la courbe inférieure de la nouvelle branche
supérieure et la branche inférieure des solutions interpuits se séparent pour se fusionner
I'une avec l'autre (voir Fig.5.6(h)). Dans ce cas, les solutions interpuits présentent une
résonance détachée interne distincte de la branche principale. Le systéme atteint ici le
minimum m3 de la limite de bifurcation de SN des solutions interpuits. Cette limite
présente & nouveau une zone de solutions uniques séparée par deux autres zones de trois
solutions.
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Figure 5.6: Les solutions périodiques du déplacement de la membrane bistable ainsi que
ses bifurcations locales, pour différentes amplitudes d’excitation avec une raideur linéaire
de membrane k) = —0, 11. Les carrés bleus et gris représentent respectivement les solutions
interpuits stables et instables, tandis que les triangles verts représentent respectivement les
solutions intrapuits stables et instables. Hy et SN7 présentent les bifurcations d’Hopf et
de SN des solutions intrapuits. Hs et SNa présentent les bifurcations d’Hopf et de SN des
solutions interpuits (suite).
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Figure 5.6: Les solutions périodiques du déplacement de la membrane bistable ainsi que
ses bifurcations locales, pour différentes amplitudes d’excitation avec une raideur linéaire
de membrane k; = —0, 11. Les carrés bleus et gris représentent respectivement les solutions
interpuits stables et instables, tandis que les triangles verts représentent respectivement les
solutions intrapuits stables et instables. Hy et SN7 présentent les bifurcations d’Hopf et
de SN des solutions intrapuits. Hsy et SN» présentent les bifurcations d’Hopf et de SN des
solutions interpuits.
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Figure 5.7: La superposition de la limite de bifurcation d’Hopf (rouge) avec celle de SN
(bleu) pour k = —0,11. Les points M; et m; présentent les maximums et les minimums
locaux de la limite de bifurcation de SN des solutions interpuits.

5.3 Explication des résultats de ’optimisation

L’objectif de cette section vise a expliquer le comportement fréquentiel bistable observé
numériquement dans le chapitre précédent.

La Figure Fig.5.9 présente les réponses en fréquence analytiques et numériques de
notre systéme bistable pour différentes amplitudes d’excitation, avec une valeur de
raideur linéaire k; = —0,096. Cette valeur de raideur linéaire se situe dans la zone
de transition observée avant la stabilisation du comportement bistable (voir Fig.4.6).
La plage de fréquences choisie pour le calcul est centrée autour de la résonance du
tube, correspondant & la méme plage utilisée lors du calcul numérique de I'optimisation,
c'est-a~dire f € [75;92] Hz. Les triangles verts et gris correspondent respectivement aux
solutions périodiques intrapuits stables et instables, déterminées analytiquement. Les
carrés bleus et gris correspondent respectivement aux solutions périodiques interpuits
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Figure 5.8: La superposition de la limite de bifurcation d’Hopf des solutions intrapuits
avec celles des solutions interpuits du systéme bistable avec k} = —0, 11.

stables et instables. Les résultats de l'intégration numérique sont représentés par les points
rouges. Les différents régimes observés lors de la simulation numérique sont indiqués sur
ces graphiques : intrapuits, interpuits, chaotique, réponse fortement modulée chaotique
(CSMR) et réponse fortement modulée (SMR). Les différents points de bifurcation de SN
et d’Hopf des solutions périodiques sont également marqués par SN; et H;.

A faible amplitude d’excitation, les points de la simulation numérique se superposent
bien avec les solutions intrapuits analytiques (Fig.5.9(a)).

En augmentant 'amplitude d’excitation & F; = 3,8 (Fig.5.9(b)), on observe la présence
de certains points de la simulation numérique qui ne correspondent ni aux solutions
intrapuits ni aux solutions interpuits. Le systéme présente un régime chaotique en ces
points. Pour mettre en évidence la présence du chaos dans cette zone, nous avons présenté
dans les sous-figures Fig.5.10(a) et Fig.5.10(b), respectivement, la réponse temporelle du
systéme a cette amplitude d’excitation et a la fréquence f = 81,5 Hz, et la transformée de
Fourier du signal de déplacement de la membrane.

[’analyse proposée dans ce chapitre se limite au calcul des solutions périodiques en
régime permanent. Les solutions chaotiques, qui sont souvent observées dans des régimes
de transition [40], ne sont pas examinées théoriquement dans cette étude.

Pour F} = 16,5, le systéme présente la réponse fortement modulée chaotique. Cette
réponse est due a la bifurcation d’Hopf des solutions intrapuits. En général, lorsqu’une
solution périodique subie une bifurcation d’Hopf, les systémes non linéaires peuvent
présenter une réponse fortement modulée [10]. Dans notre systéme bistable, lorsqu’une
solution périodique subie une bifurcation d’Hopf en présence du régime chaotique, le
systéme présente une réponse fortement modulée chaotique. Dans la Figure Fig.5.11, nous
présentons la réponse temporelle du systéme a cette amplitude d’excitation et a la fréquence
f = 81,5 Hz, qui montre la présence de la réponse fortement modulée chaotique.

Pour 'amplitude d’excitation F; = 25, la Figure Fig.5.9(d) montre que sur la bande
de fréquences f € [76;80] Hz, les points de la simulation numérique se superposent aux
solutions périodiques interpuits. Il est & noter que dans cette plage de fréquences, les
solutions intrapuits subissent une bifurcation d’Hopf. Il y a donc une possibilité d’obtenir
une réponse modulée. Avec les conditions initiales utilisées pour le calcul numérique, le
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systéme est attiré vers les solutions périodiques interpuits. En dépassant cette plage de
fréquences, le systéme présente différents types de réponses : la réponse fortement modulée
(voir Fig.5.12), la réponse périodique (voir Fig.5.14), et la réponse fortement modulée
chaotique (voir Fig.5.12). La réponse fortement modulée est observée en raison de la
bifurcation d’'Hopf des solutions intrapuits. La réponse périodique est due & la bifurcation
d’Hopf des solutions interpuits de la branche inférieure instable. Avec cette bifurcation,
les solutions interpuits de la branche inférieure instable deviennent stables, ce qui permet
au systéme de présenter une réponse périodique. Pour les fréquences d’excitation les plus
élevées, le systéme entre dans un régime chaotique. Cela explique la présence de la réponse
fortement modulée chaotique, qui est due a la bifurcation d’Hopf et influencée par le chaos.

Il convient de noter ici que la zone qui devient stable dans la branche inférieure des
solutions interpuits correspond & une amplitude de vibration élevée du SP. La présence
de ce phénoméne explique la zone de transition décrite dans le chapitre précédent, ou
la courbe de créte présente deux plateaux d’atténuation (voir Fig.4.9). Le plateau le
plus bas est associé au phénomeéne de PE, lié & la présence des réponses fortement
modulées. Le plateau supérieur (qui suit la tendance du plateau de pompage du systéme
monostable) est lié a 'apparition de ces solutions interpuits stables. Dans la Figure
Fig.5.15, nous présentons la surface de réponse du déplacement en bout du tube et la courbe
de créte, déterminées numériquement pour k = —0,096. La courbe de créte montre une
augmentation de 'amplitude maximale dans la plage de force d’excitation F; € [19;30, 5].
Cette augmentation est associée a la présence de ces solutions interpuits stables.

Pour 'amplitude d’excitation F} = 37,6, la Figure Fig.5.9(e) montre que les points de
la simulation numérique correspondent aux solutions interpuits de la branche supérieure.
En observant la surface de réponse (Fig.5.15(a)), on peut facilement comprendre que la
branche supérieure des solutions interpuits correspond & l'apparition du nouveau pic de
résonance qui est décalé vers les basses fréquences. Il est & noter qu’a ce niveau de forcage,
les solutions interpuits de la branche inférieure qui deviennent stables sont également
présentes. Cependant, avec les conditions initiales utilisées pour le calcul numérique, le
systéme est attiré vers d’autres solutions.

Dans la Figure Fig.5.16, nous avons présenté la variation de la limite de bifurcation
d’Hopf des solutions intrapuits en fonction de la valeur de la raideur linéaire. Dans cette
figure, nous nous concentrons uniquement sur la courbe Gpo, qui indique la présence
de la zone ou les solutions intrapuits disparaissent et ou les solutions interpuits de la
branche inférieure instable deviennent stables. Cette figure montre que lorsque la valeur
de la raideur linéaire diminue, la zone indésirable des solutions interpuits stables, dans
laquelle le SP présente de fortes amplitudes de vibrations, se déplace vers des amplitudes
d’excitation plus élevées. En revanche, la courbe Gyi, qui correspond a 'apparition du
régime fortement modulé, ne varie pas beaucoup. Cette courbe est observée presque au
méme niveau d’excitation qui est modéré. Ce raisonnement peut nous aider a expliquer
la stabilisation du comportement bistable et la disparition de la zone de comportement
transitoire lorsque la valeur de la raideur linéaire de la membrane est diminuée.
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Figure 5.9: Les courbes de résonance pour différentes amplitudes d’excitation déterminées
analytiquement par l'utilisation de la méthode de CX-A (k} = —0,096). Les carrés bleus
et gris présentent respectivement les solutions interpuits stable et instable. Les triangles
verts présentent respectivement les solutions intrapuits stable et instable (cont.)
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Figure 5.9: Les courbes de résonance pour différentes amplitudes d’excitation déterminées
analytiquement par I'utilisation de la méthode de CX-A (k; = —0,096). Les carrés bleus
et gris présentent respectivement les solutions interpuits stable et instable. Les triangles
verts présentent respectivement les solutions intrapuits stable et instable
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(a) Réponse temporelle (b) Transformée de fourier de g(7)

Figure 5.10: (a)La dynamique du systéme a la force et a la fréquence d’excitation F} =
3,8 et f = 81,5 Hz. En rouge, on montre le déplacement de la membrane et en bleu
le déplacement de l'air en bout du tube. (b) La réponse spectrale de I'amplitude de
déplacement de la membrane est calculée & partir des données chronologique tracées dans

(a).

5.4 FEtude asymptotique : VI

5.4.1 Etude Analytique

Notre nouvelle utilisation de la méthode de CX-A pour déterminer simultanément les
solutions interpuits et intrapuits de notre systéme bistable ouvre de nouvelles perspectives
pour l'application de la méthode des échelles multiples, permettant ainsi une étude
asymptotique plus approfondie de I'analyse de la VI lente qui constitue le centre d’intérét
de cette section.

La méthode des échelles multiples est utilisée. Les échelles de temps lente 1y et rapide
71 sont introduites :

~—

, 2 = ¢2(70,71)

ur = ui(10,71), q1 = q1(70, 71), ¢1 = ¢1(70, 1

= t7F (5.27)
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Figure 5.11: La dynamique du systéme & la force et la fréquence d’excitation F} = 16,5
et f =80,5 Hz. Gauche : déplacement de ’air en bout du tube. Droite : déplacement au
centre de la membrane.
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Figure 5.12: La dynamique du systéme a la force et la fréquence d’excitation Fy = 25 et
f = 80,5 Hz. Gauche : déplacement de ’air en bout du tube. Droite : déplacement au
centre de la membrane.
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Figure 5.13: La dynamique du systéme & la force et la fréquence d’excitation F; = 25 et
f = 84,5 Hz. Gauche : déplacement de I'air en bout du tube. Droite : déplacement au
centre de la membrane.
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Figure 5.14: La dynamique du systéme a la force et la fréquence d’excitation Fy = 25 et
f=81,1Hz.
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Figure 5.15: La surface de réponse fréquentielle de déplacement de I’air en bout du tube et la
courbe de créte, déterminées numériquement pour la valeur de raideur linéaire k; = —0, 096.
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Figure 5.16: La variation de la limite de bifurcation d’Hopf des solutions intrapuits en
fonction de la raideur linéaire de la membrane.
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A la résonance 1:1, la pulsation d’excitation w est réécrite de la maniére suivante :

w=1+o0y (5.28)

Les équations Eq.5.27 et Eq.5.28 sont introduites dans le systéme des variables lentes
obtenu dans la premiére section de ce chapitre (Eq.5.4 et Eq.5.5). Les termes de méme
puissance de v sont regroupés et séparés. Seules les équations d’ordre zéro en v vont étre
utilisées, et elles s’expriment par les équations suivantes :

dul_,81(]1+u1< 51 1)

Tm )\1 )\1 ")/)\1

dg _ " <_51 o kn 3]€n11¢2¢5§) ~ kang} L P

dro cpll G 2eom il it

dér

dn Y
d¢a 1. b1 e, o cyun | 3iknn ik 4
dro 2Z51¢1+¢2<2 p T o T2 )T T3
nll | 3iky

+¢565 <—C’78“ + 18“> (5.20)

En éliminant la dérivée dans la deuxiéme équation on peut déterminer les points fixes

du systéme Eq529 .
o] /3 1
1410 + u10 <—1 — > =0

M A1 7\
B ko 3kadodsy kangiy | Bruto
quo (— L - - mnffio | Pt _,
Cnll Cnll 267]11 Cnll Cpll
1. iﬁl Cnll 2 Cynll 32'k’nll ikll {
2251¢10 + P20 ( 5 5 T a0 5 T t—5 3

Cpnll 3’ikn11> (5 30)

+d30050 (— 3 + 3

En écrivant les variables lentes complexes sous forme polaire (¢19 = N1e®' et ¢gy =
Ngew?) et en effectuant un calcul simple, I’équation de la VI est déterminée :

2 9k?2 Crl1C 3
Zlﬁ% — Zg ( nnll + nll + Z% <771117nll + anll(ﬁl + Ky — 1))

16 16 2

2 2 2 2 6727n11 9’“?111
+22 (o + (B1 + ki — 1)%) + 2347 9 + N

+20030 (211 it + 6kt (B1 + ki — 1)) + 2041, (Cg,nu +9k7,)

2 2
21:N1722: 2

4./ Pitku(Bivtl) 3z
qi0 =

Far(BiytD) 2 (5.31)
0
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Cette équation permet de décrire simultanément la VI lente du régime intrapuits et
interpuits de notre systéme bistable. Lorsque qip = 0, I’équation Eq.5.31 décrit la VI du
régime interpuits. Dans ce cas, on observe la méme équation qui décrit la VI du systéme
monostable Eq.3.17. En revanche, lorsque q19 # 0, cela correspond a la VI lente du régime
intrapuits. Pour les deux cas, I’équation de la VI présente un polynéme de degré trois en
zo mais avec des coefficients différents. La courbe de la VI interpuits et intrapuits peut
présenter des extrémes ou peut étre monotone. Afin d’étudier ces possibilités, la dérivée
de la membre droite de ’équation Eq.5.31 par rapport a zo est calculée. Pour le régime
interpuits, la méme équation que celle observée pour le systéme monostable est obtenue
(Eq.3.18). Les solutions de cette équation sont définies par Eq.3.19. Comme nous I’avons
expliqué dans le troisiéme chapitre, la forme de la VI dépend du signe de Avyr. Si Ay > 0,
la VI interpuits prend la forme d’un "S", tandis que si elle est négative, la courbe de la VI
sera monotone.

Pour le régime intrapuits, la dérivée du membre de droite de I’équation Eq.5.31 par
rapport a zy est définie par :

VQZ% + 1129 +19=0

75
V2= 1g (2t + 9%21) (Brvkan + kan)”

)
v1 = 5kan (B17 + 1) (—cpincpntban (B1y + 1) + ciy (B1 + Brvkn + ki)
+15k3 (B1y + 1) (L+ B2+ — 1) + 2k (Bry + 1))
v = ki (B1y + 1) (63,11 + (=14 B1+kn)?) + (6,271111 +9k211) (B1 + Bivku + k)
=k (B1y + 1) 2equcynir + 6kni (81 + kip — 1)) (81 + Biykn + ki) - (5.32)

Les racines de ce polynome, zg;, ., qui correspondent aux lignes de plis intrapuits
Noji, .., sont déterminées :

—v1 £ /Avig,,. _ A2 1.9
1) ’

Z2iIntra = 2 2ilntra’ L=

A\/IIntra = V% - 41/2]/0' (533)

Ces lignes de plis sont physiquement réalisables lorsque Avimgra €t les racines z2ipyira
sont supérieurs a zéro. Dans ce cas, ces lignes de pli présentent les extrema de la courbe
de VI intrapuits. Si I'une de ces conditions n’est pas vérifiée, la VI devient monotone.

Pour le calcul de la stabilité de la VI, les coordonnées polaires ¢ = Nie't et ¢ =
Noe2 sont introduites dans le systéme d’équations Eq.5.29. En séparant les parties réelles
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et imaginaires, le systéme suivant est obtenu:

du1:51q1+u1(_51_1>

dTg M A1 ’}’/\1
dg _ “ <_51 ko 3kn11N2> kgt L P
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do2 3k N3  knNo BNy Ny 3 o 1
— = — — + k1 Nog; — =1 V- 0 5.34
dro s 2 T 5 gk Naar = AN cos() (5:34)

Apreés l'ajout des perturbations autour des points fixes (u1 = Ay + u10, g1 = Aq + qu0,
Ny = AN1+ Ny, Ny = ANy+ N, 6 = AO+60)) et en utilisant les formules trigonométriques,
nous avons obtenu le systéme linéarisé autour des points fixes, qui peut étre écrit sous forme

matricielle comme suit :
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5.4.2 Explication des résultats de 'optimisation

Dans cette partie, nous allons présenter les courbes des VI du systéme bistable pour
deux valeurs différentes de raideur linéaire : 'une se situant dans la plage avant le plateau
minimum avec k; = —0, 11, et 'autre appartenant a la plage optimale de raideur linéaire
avec k; = —0, 168.

Avant le plateau minimum

Les sous-figures Fig.5.17(a) et Fig.5.17(b) présentent respectivement les courbes des
variétés invariantes des oscillations intrapuits et interpuits pour la valeur de raideur linéaire
k1 = —0,11. Les courbes en bleu correspondent aux parties stables, tandis que celles en
rouge indiquent les parties instables.

Pour cette valeur de raideur linéaire, la VI interpuits présente une courbe en forme de
"S" avec deux extrémités. Pour les faibles amplitudes de vibration, on observe une zone
instable dans la branche inférieure de la VI. Cette instabilité s’explique par ’absence de
solutions interpuits stables pour les faibles amplitudes d’excitation. Comme le montrent les
sous-figures Fig.5.1(a) et Fig.5.9(a), les solutions interpuits & faible amplitude de vibration
et autour de la résonance du tube ne sont qu’instables. Ceci explique la présence de cette
zone instable a faibles amplitudes. Avec 'augmentation de 'amplitude de déplacement,
la branche inférieure devient stable. Entre les deux extrémités, la branche instable est
observée. Aprés cette branche instable, la courbe de VI redevient stable.

Pour le régime intrapuits, VI présente une courbe strictement monotone. Cette courbe
reste stable pour des amplitudes de vibration relativement faibles, mais elle devient instable
a mesure que l'amplitude de vibration augmente. Cette instabilité peut expliquer la
disparition des oscillations intrapuits pour de fortes amplitudes d’excitation.

Pour cette valeur de raideur linéaire, la superposition de la courbe caractéristique de la
membrane bistable avec celle du tube présente un seul point de fonctionnement, ce qui est
lié au caractére raidissant de la membrane (voir Fig.5.18). Dans ce cas, la VI interpuits
présente une courbe en S, ce qui prouve la présence du PE lié a la capture de résonance du
caractére raidissant. Par contre, la courbe de VI intrapuits montre une allure strictement
croissante. Dans ce cas, le systéme présente seulement des réponses intrapuits périodiques,
c’est-a-dire 'absence des réponses fortement modulées intrapuits.

Dans la zone optimale

Pour la valeur de raideur linéaire k; = —0, 168, les courbes des VI des oscillations
intrapuits et interpuits sont présentées respectivement dans les sous-figures Fig.5.19(a) et
Fig.5.19(b).

Dans la sous-figure Fig.5.20(a), nous avons présenté la réponse temporelle du déplacement
de I'air en bout du tube x(7) = u—wu; et du déplacement de la membrane y(7) = ¢—q1, dont
I’axe des oscillations est ramené a zéro. Cette réponse montre la dynamique du systéme
pour la valeur de raideur linéaire ky = —0, 168, avec une amplitude d’excitation F; = 5
et une fréquence f = 77 Hz. Elle présente une réponse fortement modulée intrapuits.
La projection de cette réponse temporelle sur la courbe de la VI des solutions intrapuits
(voir Fig.5.20(b)) démontre la capacité de notre modeéle a décrire la dynamique du régime
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Figure 5.17: Les courbes de VI des oscillations intrapuits et interpuits pour la valeur de
raideur linéaire k) = —0, 11.
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Figure 5.18: La superposition de la courbe caractéristique de la membrane bistable avec
celle du tube, lorsque la fréquence propre de la membrane est inférieure a celle du tube.

fortement modulé intrapuits.

Pour cette valeur, les deux courbes de la VI présentent des extrémités. Cela confirme
la possibilité d’obtenir des réponses fortement modulées intrapuits et interpuits. La
superposition de la courbe caractéristique de la membrane bistable avec celle du tube
montre deux points d’intersection ot les deux oscillateurs entrent en capture de résonance
: I'un de caractére ramollissant observé a faible amplitude de vibration, caractérisé par la
présence de la réponse fortement modulée intrapuits, et 'autre de caractére raidissant
observé a forte amplitude d’excitation, caractérisé par la réponse fortement modulée
interpuits.

Dans ce cas, non seulement la VI interpuits présente une courbe en S, mais aussi la
forme de la VI intrapuits devient en S. Cela prouve la présence du PE lié au caractére
ramollissant de la membrane bistable.

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que la zone de comportement optimal de
la membrane bistable est observée lorsque le systéme présente deux plateaux de PE (PE),
I'un & faible niveau d’excitation caractérisé par la réponse fortement modulée intrapuits,
et autre & un niveau plus élevé caractérisé par la réponse fortement modulée inter-puit.
En présentant les courbes des variétés invariantes (VI) interpuits et intrapuits pour deux
valeurs de raideur linéaire choisies, nous obtenons un accord avec ce résultat. La valeur de
raideur linéaire k; = —0, 11 se situe dans la zone précédant la zone optimale qui présente une
seule zone de PE liée au caractére raidissant. Ceci peut s’expliquer par les courbes de VI a
cette valeur de raideur linéaire, qui montrent que le systéme ne présente que des réponses



178 CHAPITRE 5.

ETUDE ANALYTIQUE D’UN SYSTEME AVEC NES BISTABLE

80[ 400~
60} 300f
Z 40+ 1= 200}
pe— e
20 1 100}
0—/ o ‘ ‘ A ok ‘ ‘ ‘ ‘ p
0 5 10 15 20 25 30 0 20 40 60 80 100
N, N,

(a) intrapuits (b) Interpuits

Figure 5.19: Les courbes de VI des oscillations intrapuits et interpuits pour la valeur de
raideur linéaire k; = —0, 168.
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Figure 5.20: La réponse fortement modulée intrapuits ramenée & l'axe de 'oscillation
zéro et sa projection sur la courbe de la VI intrapuits pour la valeur de raideur linéaire
k1 = —0,168 a 'amplitude et la fréquence d’excitation Fy =5 et f = 77 Hz.

fortement modulées interpuits. La valeur de raideur linéaire k; = —0, 168 appartient &
la zone du comportement optimal qui correspond & deux zones de PE. A cette valeur, les
courbes de VI montrent que le systéme peut présenter les deux réponses fortement modulées
interpuits et intrapuits, ce qui confirme la possibilité d’avoir les deux plateaux de pompage.

Il faut noter que par rapport a la courbe de VI interpuits, celle des solutions intrapuits
présente une amplitude de vibration clairement moins importante. Ceci refléte la faible
amplitude de vibration des solutions intrapuits.

5.5 Position d’équilibre dynamique

Lors du calcul réalisé dans ce chapitre, on a démontré analytiquement ’existence d’une
position d’équilibre dynamique qui est variable en fonction de I'amplitude de vibration
de la membrane bistable qui est dépendante des paramétres d’excitation. Cette position
d’équilibre dynamique (u19,q10) correspond aux amplitudes de décalage de déplacements
du SP et du NES bistable par rapport & la position zéro. Dans le régime interpuits les
amplitudes de décalage sont égales a (0,0) tandis que dans le régime intrapuits, la position
d’équilibre dynamique présente des valeurs différentes de zéro Eq.5.8.
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Figure 5.21: La superposition de la courbe caractéristique de la membrane bistable avec
celle du tube, lorsque la fréquence propre de la membrane est supérieure & celle du tube.

Dans cette section, nous allons comparer analytiquement et numériquement la variation
de la position d’équilibre dynamique. Les résultats sont présentés pour trois valeurs
différentes de raideur linéaire : k = —0,096, k; = —0,126 et k = —0,276. Les figures
Fig.5.22, Fig.5.23 et Fig.5.24 présentent respectivement, pour ces trois valeurs de raideur
linéaire, la variation de la position d’équilibre dynamique de la membrane en fonction de
I’amplitude et de la fréquence d’excitation. La sous-figure de gauche correspond au calcul
analytique, et celle de droite indique le résultat numérique.

Pour la variation analytique, nous utilisons I'expression ¢o de ’équation Eq.5.8. Dans
le régime intrapuits (g10 # 0), nous ne tragons que les solutions stables. Pour les autres
points de la surface 3D grheo, NOus avons forcé cette position & zéro. En dehors du régime
intrapuits, le systéme peut présenter un régime chaotique, interpuits, fortement modulé
ou fortement modulé chaotique. Pour ces différents régimes, le signal de déplacement
présente une valeur moyenne nulle ou trés proche de zéro. Pour la variation numérique,
nous avons déterminé, par intégration numérique, la réponse temporelle de la membrane
pour chaque amplitude et fréquence d’excitation. En appliquant la moyenne sur les trois
derniéres secondes du signal, nous pouvons déterminer la position d’équilibre dynamique
de la membrane, puis construire la surface 3D gnum-

Pour k = —0,096, la figure Fig.5.22 montre un accord entre la variation analytique et
numérique & un niveau d’excitation relativement faible. Avec 'augmentation de 'amplitude
d’excitation, un régime chaotique apparait. Par conséquent, la valeur moyenne du
déplacement de la membrane s’écarte de la valeur analytique. Comme le calcul analytique
réalisé dans ce chapitre est limité aux solutions périodiques de ce systéme et n’étudie pas
les solutions chaotiques, seules les zones qui présentent les solutions intrapuits et interpuits
peuvent étre bien superposées.

Avec la diminution de la valeur de raideur linéaire (voir Fig.5.23 et Fig.5.24), le régime
chaotique devient de moins en moins observé, ce qui rapproche les résultats numériques et
théoriques.

5.6 Conclusion

Pour conclure, nous avons atteint les objectifs de ce chapitre. D’une part, nous avons
réussi & développer des méthodes analytiques adaptées aux spécificités du NES bistable
pour décrire son comportement de maniére appropriée, et d’autre part, nous avons expliqué
les principaux résultats de 'optimisation.



180 CHAPITRE 5. ETUDE ANALYTIQUE D’UN SYSTEME AVEC NES BISTABLE

80
85
90 f

(a) Analytique. (b) Numérique.

Figure 5.22: La variation de la position d’équilibre dynamique de la membrane en fonction
de amplitude et la fréquence d’excitation pour k = —0, 096.

(a) Analytique. (b) Numérique.

Figure 5.23: La variation de la position d’équilibre dynamique de la membrane en fonction
de 'amplitude et la fréquence d’excitation pour k = —0, 126.

(a) Analytique. (b) Numérique.

Figure 5.24: La variation de la position d’équilibre dynamique de la membrane en fonction
de 'amplitude et la fréquence d’excitation pour ky = —0, 276.
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En premier lieu, nous avons développé une nouvelle technique basée sur I'application
de la méthode de complexification de Manevitch. Cette méthode repose sur une
transformation de coordonnées qui introduit une position d’équilibre variable. En utilisant
cette technique, nous avons déterminé les solutions périodiques du systéme bistable
(interpuits et intrapuits), ainsi que ses diagrammes de bifurcation. Ces outils sont ensuite
utilisés pour expliquer le comportement fréquentiel bistable observé numériquement dans
le chapitre précédent. Nous avons pu montrer que le systéme bistable présente parfois
des solutions périodiques interpuits de fortes amplitudes de vibration, qui sont liées & la
présence de la zone transitoire ou les valeurs d’aire sont relativement importantes (moins
efficaces).

Ensuite, par l'utilisation de la méthode des échelles multiples, nous avons pour la
premiére fois déterminé un modéle qui décrit simultanément les VI interpuits et intrapuits
du systéme bistable. FEn étudiant les VI, nous avons montré que dans la zone de
comportement optimal, non seulement la VI interpuits présente une courbe en S, mais
aussi la VI intrapuits prend la forme d’un S. Cela prouve la présence de deux zones de PE,
I'une liée au caractére raidissant de la membrane bistable, caractérisée par une réponse
fortement modulée interpuits, et I'autre liée au caractére ramollissant de la membrane
bistable, caractérisée par une réponse fortement modulée intrapuits.

A la fin de ce chapitre, nous avons vérifié numériquement la variabilité de la position
d’équilibre dynamique sur laquelle repose notre nouvelle technique de calcul analytique.
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Chapitre 6

Etude expérimentale d’un systéme
avec NES bistable

Introduction

Ce chapitre est consacré a la validation expérimentale des principaux résultats obtenus
dans les deux chapitres précédents, & savoir les résultats d’optimisation et la position
d’équilibre dynamique. Dans la premiére section de ce chapitre, nous présentons la
solution proposée pour ’absorbeur vibroacoustique non linéaire bistable, & travers laquelle
nous avons réalisé divers essais expérimentaux. La deuxiéme section consiste a explorer
expérimentalement le comportement fréquentiel des membranes bistables et & le comparer &
celui des membranes monostables. Dans la troisiéme section, nous présentons la variation
expérimentale de l'aire en fonction de la raideur linéaire de la membrane. Enfin, nous
exposons & la fin de ce chapitre les résultats expérimentaux de la variation de la position
d’équilibre dynamique en fonction de 'amplitude et de la fréquence d’excitation.

6.1 Dispositif et essais expérimentaux

Dans cette partie, le méme dispositif expérimental décrit dans le deuxiéme chapitre de
cette thése est utilisé, en remplacant I’absorbeur non linéaire vibroacoustique monostable
par un bistable. Pour construire ce NES bistable, nous avons utilisé la méme membrane
circulaire viscoélastique que celle utilisée pour construire le NES monostable, mais nous
I’avons montée de maniére différente sur son support.

Dans les sous-figures Fig.6.1(a) et Fig.6.1(b), nous avons présenté respectivement le
schéma de principe du montage de la membrane monostable et celui de la membrane
bistable sur le support. Pour obtenir le NES monostable, la membrane était montée
entre les deux bagues inférieure et supérieure. Ensuite, en serrant les vis de réglage de
la précontrainte, I’ensemble des deux bagues se déplagait par rapport au support inférieur
pour étirer la membrane, appliquant ainsi une précontrainte de traction sur celle-ci. Dans
cette configuration, 'allongement de la membrane assurait qu’il existe une unique position
d’équilibre stable, par rapport a laquelle la membrane vibre (g = 0).

Pour créer une membrane bistable, I'idée consiste a flamber la membrane au lieu de

I’étirer. Pour cela, on commence par desserrer les vis de réglage de la précontrainte jusqu’a
ce que la bague inférieure soit au méme niveau que le mors inférieur. Ensuite, on dépose

183
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MILIEU ACOUSTIQUE
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(a) Membrane monostable (Schéma tiré de [4]).
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(b) Membrane bistable.

Figure 6.1: Schéma de principe du montage de la membrane monostable et bistable sur
leur support. Gris foncé : support supérieur. Gris clair : support inférieur. Vert foncé :
mors supérieur. Vert clair : mors inférieur. Bleu foncé : bague supérieure. Bleu clair :
bague inférieure.

la membrane entre les deux bagues et on place une petite masse au centre de la membrane
pour obtenir une légére fléche de flambement. Ensuite, on fixe la membrane entre les deux
bagues & l'aide de vis de fixation. Lors de cette étape, il est important de faire attention
lors du serrage de ces vis afin d’assurer le flambement de la membrane tout en évitant
la formation de plis. En maintenant la masse au centre de la membrane pour garantir la
présence du flambement, on assemble ’ensemble inférieur avec ’ensemble supérieur. Enfin,
on retire la masse, obtenant ainsi une membrane flambée avec une fléche d, qui constitue
notre absorbeur non linéaire vibroacoustique bistable.

Mathématiquement (voir I’équation Eq.2.1), la précontrainte appliquée sur la membrane
fait apparaitre le coefficient x, défini comme le rapport entre la précontrainte ey et la

contrainte critique de flambement % (x = 3]22280 ). Lorsque la précontrainte appliquée sur
h2

la membrane eg est égale & — g}, la raideur linéaire k; = ¢1(1+x) s’annule. Ce cas critique

sépare la possibilité d’avoir une membrane flambée bistable (k1 < 0 : ey < —%) de celle
d’avoir une membrane non flambée monostable (k; > 0 : eg > —%) En tenant compte
de la présence des boites de couplage, la raideur apparente de la membrane est affectée, et

le comportement bistable sera observé lorsque k; < —%.

Apres avoir décrit les étapes du montage de la membrane bistable, nous passons a la
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réalisation des séries d’essais expérimentaux. Le méme systéme automatisé décrit dans le
deuxiéme chapitre de cette thése est utilisé dans cette partie. La différence apparait lors
de la mise en place du capteur de déplacement. Le méme capteur de déplacement laser
Keyence LK-G152 est utilisé, caractérisé par une plage de mesure de +£40m mm et d’une
distance de référence de 150 mm.

Pour la membrane monostable, le capteur est placé devant la membrane. La ligne du
faisceau laser est dirigée vers le milieu de la membrane, respectant ainsi la distance de
référence. En remettant & zéro le capteur de déplacement, nous fixons la position de zéro,
correspondant & la position d’équilibre statique de la membrane autour de laquelle elle
vibre symétriquement.

Pour la membrane bistable, la présence de deux positions d’équilibre stables peut
compliquer 'analyse de la mesure de déplacement. Pour garantir d’avoir la position zéro
comme position de référence, la remise a zéro du capteur est réalisée en pointant la ligne du
faisceau laser a 'extrémité de la partie vibrante de la membrane. Cette position correspond
a la position d’équilibre instable de la membrane ot ¢ = 0, et la membrane peut étre
considérée comme étant encastrée au support. Aprés ce réglage, on déplace le capteur a
travers une crémaillére pour pointer la ligne du faisceau laser au centre de la membrane.

Dans ce travail, le comportement global du systéme est exploré. La plage d’excitation
en amplitude-fréquence est fixée a V € [0,01;1,5] v et f € [70;100] Hz. Des pas de
fréquence de 0,5 Hz et de tension de 0,023V ont été choisis pour permettre a la fois de
décrire I’ensemble de la réponse du systéme autour de la fréquence propre du tube et de
minimiser le temps de mesure pour réaliser le nombre maximal d’expériences.

Afin d’étudier l'effet de la variation de la raideur linéaire sur le comportement de
notre systéme couplé tube-membrane, nous avons choisi, dans cette partie, de varier
uniquement la précontrainte (de flambement ou de traction) appliquée sur la membrane,
tout en maintenant le diamétre et 1’épaisseur de la membrane constants (hy, = 0,24 mm
et Ry, = 4 cm). Sept configurations différentes de membranes bistables ont été réalisées,
avec des fleches de flambement variant entre 1,9 mm et 7,2 mm. Pour la comparaison,
deux autres configurations de membranes monostables ont été réalisées, avec des fréquences
propres couplées de fi coupl = 64,8 Hz et fu coupt = 17,5 Hz.

Pour les membranes bistables, la valeur de la raideur linéaire k; est déterminée &
partir de ’égalité entre la fleche de flambement mesurée d,, et 'expression de la position
d’équilibre statique qe : kj = —02 kn — % Pour les membranes monostables, la valeur de
la fréquence propre couplée de la membrane fy,. doit étre mesurée & trés faible amplitude
d’excitation. La valeur de la raideur linéaire k; est identifiée en résolvant I’équation
fiMon = fme (I'expression de la fréquence propre couplée finon est définie dans I’équation

Eq.4.5).

Le tableau suivant présente, pour les différentes configurations de membrane bistable,
la fleche de flambement, la raideur linéaire adimensionnée et celle dimensionnée :

O (M) 0,0019| 0,004 | 0,0045| 0,0046| 0,0059| 0,0075| 0,0082
ky 0,077 —0,15| —0,17 | —0,18 | —0,25 | —0,38 | —0, 44
a(N.m™) || —26,8 | —52,2| —59,2 | —62,7 | —87,1| —132,4 —153,3

Table 6.1: Les différentes configurations de membranes bistables.
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fu(Hz) 64,8 | 17,5
ki 0,14 | —0,042
a(N.m™) 48,8 | —14,6

Table 6.2: Les différentes configurations de membranes monostables.

Il convient de noter que lors du montage de notre membrane bistable, il existe une
limite qui empéche d’obtenir un flambage plus important en raison de ’apparition de plis.

Dans le tableau Tab.6.2, nous avons présenté, pour les différentes configurations de
membrane monostable, la fréquence propre couplée de la membrane (puisque d,,(m) = 0),
la raideur linéaire adimensionnée et celle dimensionnée. La deuxiéme configuration de
la membrane monostable du tableau Tab.6.2 présente une raideur linéaire négative de
ki = —0,042. Cette valeur de raideur est supérieure a la valeur critique de flambement,
qui est de —0, 056.

6.2 Reéponse fréquentielle

Dans cette partie, nous avons présenté les résultats expérimentaux pour trois configura-
tions différentes : deux configurations de membrane bistable avec des fléches de flambement
de 0y, = 0,0019 m et 0, = 0,0059 m, et une troisiéme configuration avec une membrane
monostable ayant une fréquence propre de membrane f, = 64,8 Hz. Les figures Fig.6.2,
Fig.6.3 et Fig.6.4 présentent respectivement les surfaces de réponse fréquentielle de la
pression acoustique de ’air au milieu du tube Pup et du déplacement au centre de la
membrane Qexp pour ces trois configurations de membrane. Ces surfaces expérimentales
sont obtenues par une moyenne quadratique des déplacements. Pour tenir compte des
réponses intrapuits, avant d’appliquer cette moyenne quadratique, nous avons soustrait la
valeur moyenne de la demi-derniére seconde de ’enregistrement.

Ces résultats démontrent tout d’abord la capacité de notre solution de membrane
bistable a produire le phénomeéne d’effet de PE et & présenter un comportement global
similaire & ce que nous avons observé numériquement. Dans la figure Fig.6.5, un exemple de
mesure temporelle pour ces trois configurations de membrane est présenté. Contrairement
a la figure Fig.6.5(c), qui présente une réponse fortement modulée, les figures Fig.6.5(a) et
Fig.6.5(b) montrent la présence de la réponse fortement modulée chaotique qui caractérise
le phénoméne d’effet de PE en bistable.

La figure Fig.6.6 montre la variation de la fréquence de créte en fonction de 'amplitude
d’excitation pour ces trois configurations différentes de la membrane. Ces sous-figures
présentent des courbes similaires aux variations observées numériquement dans le quatriéme
chapitre pour k; = —0,126 et k = 0,024 (voir Fig.4.15(c) et Fig.4.19(c)). A faible niveau
d’excitation, la membrane monostable présente une augmentation de la fréquence de créte
qui est liée a Deffet de raidissement de cette membrane. FEn revanche, les membranes
bistables présentent une diminution de la fréquence de créte, ce qui indique 'effet de la
non-linéarité de ramollissement de notre membrane bistable.

Ces premiers résultats peuvent valider notre modéle expérimental de membrane
bistable.
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(a) Pression acoustique au milieu du tube. (b) Déplacement au centre de la membrane.

Figure 6.2: Surfaces des réponses fréquentielles du tube et de la membrane déterminées
expérimentalement pour une membrane bistable de configuration : hy, = 0,24 mm, Ry, =
4 cm et 6, = 0,0019 m.

(a) Pression acoustique au milieu du tube. (b) Déplacement au centre de la membrane.

Figure 6.3: Surfaces des réponses fréquentielles du tube et de la membrane déterminées
expérimentalement pour une membrane bistable de configuration : &y, = 0,24 mm, Ry, =
4 cm et &y = 0,0059 m .
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(a) Pression acoustique au milieu du tube. (b) Déplacement au centre de la membrane.

Figure 6.4: Surfaces des réponses fréquentielles du tube et de la membrane déterminées
expérimentalement pour une membrane monostable de configuration : hy = 0,24 mm,

Ry, =4 cm et f,, = 64,8 Hz
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Figure 6.5: La réponse temporelle du systéme mesurée expérimentalement & une amplitude
et une fréquence d’excitation données pour les trois différentes configurations de membrane

: O0m = 0,0019 m, dy, = 0,0059 m et fy, = 64,8 Hz. A gauche :
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milieu du tube. A droite : déplacement au centre de la membrane.
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Figure 6.6: Variation de la fréquence de créte en fonction de 'amplitude d’excitation pour
trois différentes configurations de membrane.

6.3 La variation de ’aire sous la courbe de créte

Aprés avoir déterminé expérimentalement la réponse fréquentielle du tube pour
les différentes configurations de membrane, nous avons tracé les courbes de créte
correspondantes, ainsi que la variation de ’aire en fonction de la raideur linéaire. Dans cette
partie, nous avons présenté les résultats en examinant le déplacement adimensionné de lair
a extrémité du tube afin de les comparer aux résultats de la simulation numérique. La
figure Fig.6.7 montre la superposition des courbes de créte pour les neuf configurations de
membrane réalisées. Les deux courbes présentées en bleu correspondent au comportement
monostable ou k; > k.. Les sous-figures Fig.6.8(a) et Fig.6.8(b) présentent respectivement
la variation de l'aire déterminée numériquement et celle trouvée expérimentalement.
La comparaison entre ces deux courbes montre que malgré les difficultés rencontrées
lors de la réalisation expérimentale des membranes bistables et le fait que seulement
neuf configurations de membrane différentes aient été réalisées, nous avons pu observer
une allure similaire & celle déterminée numériquement. La variation de l'aire obtenue
expérimentalement montre que les membranes bistables présentent des valeurs d’aire moins
importantes, ce qui confirme qu’une solution basée sur une membrane bistable offre une
efficacité d’atténuation plus élevée. Par conséquent, elle permet d’améliorer la performance
de notre systéme.

6.4 Variabilité de la position d’équilibre dynamique

Dans cette partie, nous avons vérifié expérimentalement la variabilité de la position
d’équilibre dynamique, ce qui avait été démontré dans le chapitre précédent. Deux
méthodes ont été proposées pour vérifier la variabilité de cette position.
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Figure 6.7: La superposition des courbes de créte pour les neuf différentes configurations
de membranes réalisées expérimentalement.

La premiére méthode consiste & calculer la moyenne du signal de déplacement de la
membrane sur les trois derniéres secondes précédant I'arrét de la source d’excitation. Cette
moyenne est déterminée pour chaque combinaison de fréquence et d’amplitude d’excitation.

La deuxiéme méthode consiste & utiliser la surface de réponse fréquentielle du
déplacement de la membrane déterminée expérimentalement Qexp, pour calculer la

variation de gip & l'aide de son expression analytique (Eq.5.8) (¢i0 (QExp)). Dans ce cas,

_ Btk (Biv+l)  3Qexp
lorsque le terme T (Bir D) 5

est négatif, la valeur de g1g est nulle.

Dans les figures Fig.6.9 et Fig.6.10, nous présentons la variation de la position
d’équilibre dynamique en fonction de I'amplitude et de la fréquence d’excitation pour
deux configurations de membrane différentes (6, = 0,0019 m et 6, = 0,0059 m). Ces
figures montrent en général un comportement similaire & ce que nous avons observé dans
le chapitre précédent. Pour les variations déterminées par la moyenne du déplacement
mesuré, les figures Fig.6.9(a) et Fig.6.10(a) montrent qu’a forte amplitude d’excitation, il
y a des points qui présentent une augmentation de la valeur de la moyenne mesurée (au
lieu de zéro). En ces points, la mesure du déplacement de la membrane présente un signal
asymétrique (voir Fig.6.11) qui peut étre dia a l'imperfection de la construction de notre
membrane bistable ou & des problémes de mesure.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons validé expérimentalement les résultats de I'optimisation
numérique et du calcul analytique présentés dans les deux chapitres précédents. Tout
d’abord, nous avons réussi & construire une membrane bistable capable de produire le
phénoméne de PE. De plus, en déterminant la variation de 1’aire sous la courbe de créte,
nous avons pu valider expérimentalement qu’une solution basée sur une membrane bistable
permet d’améliorer la performance de notre systéme. Enfin, nous avons réussi a valider la
variabilité de la position d’équilibre dynamique.
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Figure 6.8: La variation de I'aire sous la courbe de créte en fonction de la raideur linéaire

de la membrane.
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(a) Par moyenne des réponses temporelles. (b) q10 (Qexp)

Figure 6.9: La variation de la position d’équilibre dynamique en fonction de la fréquence
et de I'amplitude d’excitation pour &, = 0,0019 m.
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Figure 6.10: La variation de la position d’équilibre dynamique en fonction de la fréquence
et de 'amplitude d’excitation pour d,, = 0.0059 m.
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Figure 6.11: Le déplacement au centre de la membrane mesuré par le capteur de
déplacement pour I'amplitude et la fréquence d’excitation V = 1,43 V et f = 85,7 Hz
avec 0y = 0,0059 m.
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Dans ce chapitre, nous observons un accord entre les résultats numériques, analytiques
et expérimentaux, bien que le modéle décrivant la membrane soit extrémement simplifié.
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Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire de thése part d’une solution d’absorbeur non
linéaire vibroacoustique & amortissement non linéaire constitué par une fine membrane
circulaire, développée dans le but de controler le bruit dans un milieu acoustique : un tube
ouvert & ces deux extrémités, excité dans la bande de fréquence couvrant son premier mode
propre. L’objectif principal de cette thése est double : d’une part, maitriser la modélisation
de ces absorbeurs, et d’autre part, élargir leur plage d’efficacité en introduisant une nouvelle
solution d’absorbeur non linéaire vibroacoustique bistable.

Pour maitriser la modélisation de ces absorbeurs, une méthode d’identification a tout
d’abord été développée permettant de reproduire les réponses fréquentielles pour tous les
types de régimes, y inclus les régimes temporels observés expérimentalement, notamment
la réponse fortement modulée. La variation des paramétres identifiés en fonction de
I’amplitude d’excitation, a permis de valider en premier lieu I'idée d’utiliser un ensemble
de paramétres constants pour le calcul analytique et en second lieu de se poser la question
concernant la possibilité d’introduction d’'un terme d’amortissement de la membrane.

Pour répondre a cette question, étant donné 'existence d’un terme d’amortissement
non linéaire supplémentaire au terme de raideur cubique, nous avons entrepris une
étude analytique pour évaluer 'impact de ce terme sur la dynamique du systéme couplé
tube-membrane monostable. Par l'utilisation de la méthode de Complexcification de
Manevitch et de la méthode des échelles multiples, nous avons développé des modéles
analytiques qui permettent de décrire les solutions périodiques, les bifurcations locales
de ces solutions, la VI et la possibilité d’avoir les réponses fortement modulées. Ces
modéles ont été par la suite utilisés pour étudier la variation de la courbe de résonance, des
diagrammes de bifurcations et de la VI en fonction de ’amortissement non linéaire. Les
résultats de cette étude indiquent qu’en introduisant un amortissement non linéaire, une
réduction de 28% de I'amplitude de créte est observée pour une valeur d’amortissement
non linéaire de ¢;,;1 = 0,00028, par rapport a la situation ot il n’y a pas d’amortissement
non linéaire (¢yn1 = 0).

Apreés avoir exposé ces deux chapitres, dédiés & la maitrise de la modélisation des
membranes monostables, nous avons focalisé nos travaux sur l'étude de la nouvelle
solution de l’absorbeur bistable. En premier lieu, nous avons présenté le modéle
du systéme couplé tube-membrane bistable, en mettant en évidence ses principales
caractéristiques, notamment 1’énergie potentielle, les positions d’équilibre statique, la
dépendance amplitude fréquence ainsi que la variation de ses fréquences propres couplées
en fonction de la raideur linéaire de la membrane. Ensuite, nous avons élaboré une
méthode d’optimisation numérique qui consiste & comparer le niveau d’atténuation entre
les membranes monostables et bistables en examinant la variation de 'aire de la courbe
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de créte du tube en fonction du paramétre optimisé, & savoir la raideur linéaire de la
membrane. En général, cette méthode démontre que 'utilisation d’une membrane bistable
améliore efficacement les performances de notre systéme. Pour chaque comportement,
monostable et bistable, il existe toute une plage de raideur linéaire correspondant & une
atténuation maximale. A lintérieur de cette plage de raideurs linéaires optimales, un
compromis se dessine entre les deux principaux facteurs de notre méthode d’optimisation
: le niveau sonore associé & 'apparition du PE et la profondeur de son plateau. C’est ce
compromis qui explique la présence de cette plage d’optimisation similaire. En utilisant
diverses configurations de membranes, nous avons validé que le champ des raideurs linéaires
optimales pour les systémes bistables se situe lorsque la fréquence propre de la membrane
dépasse celle du tube. Cela conduit a I'apparition de deux zones distinctes de PE, I'une
présentant un caractére ramollissant et ’autre un caractére raidissant. Cette étude montre
que les meilleures performances d’atténuation sont principalement attribuées & la bistabilité
et ne se manifestent pas dans le cas de systémes monostables, méme aprés optimisation.
En utilisant une membrane bistable optimale, nous observons une réduction de prés de
25% de D’aire sous la courbe de créte par rapport & une membrane monostable optimale.

Afin d’expliquer les résultats de cette optimisation numeérique, nous avons développé
des modéles analytiques pour décrire la dynamique du systéme bistable. Etant donné
la complexité de la dynamique bistable de notre systéme, les modéles analytiques établis
précédemment pour le systéme monostable ne peuvent pas décrire la dynamique bistable
de maniére satisfaisante. Une nouvelle application de la méthode de complexification
averaging qui repose sur une transformation de coordonnées qui introduit une position
d’équilibre, caractérisant ainsi la dynamique intrapuits de notre systéme a été proposé puis
validé par 'utilisation de la méthode d’équilibrage harmonique qui, jusqu’a cette étude,
était la seule méthode capable de décrire la dynamique périodique compléte des systémes
bistables. Les modéles qui décrivent les solutions périodiques intrapuits et interpuits,
les bifurcations de ces solutions et la VI lente du régime intrapuits et interpuits ont été
déterminés. Le comportement fréquentiel du systéme bistable observé par intégration
numérique a été expliqué a travers les modéles des solutions périodiques et de leurs
bifurcations. Nous avons pu montrer que le systéme bistable présente parfois des solutions
périodiques interpuits de fortes amplitudes de vibration, qui sont liées & la présence de
la zone transitoire ol les valeurs d’aire sont relativement importantes. Le fait d’avoir la
solution bistable optimale par I'utilisation d’'une membrane de fréquence propre supérieure
A celle du tube a été expliqué par les modéles de VI lente intrapuits et interpuits. Nous
avons aussi vérifié numériquement la variabilité de la position d’équilibre dynamique sur
laquelle repose notre nouvelle technique de calcul analytique.

A la fin, nous avons conclu cette étude par une validation expérimentale des principaux
résultats obtenus dans l'optimisation et dans 1’étude théorique. Pour cela, le montage
expérimental de la membrane bistable a été concu et mis en ceuvre pour réaliser divers
essais expérimentaux. Nous avons réussi a observer le phénoméne de PE a 'aide de cette
membrane. En mesurant la variation de l'aire sous la courbe de créte en fonction de
la raideur linéaire de la membrane, nous avons pu obtenir des résultats expérimentaux en
accord avec ceux de 'optimisation numérique. Ces résultats confirment expérimentalement
que l'utilisation d’'une membrane bistable permet d’améliorer les performances de notre
systéme. De plus, en étudiant expérimentalement la variation de la position d’équilibre
dynamique en fonction de 'amplitude et de la fréquence d’excitation pour trois différentes
membranes bistables, nous avons pu valider notre hypothése théorique.
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Dans ce chapitre, nous observons un accord entre les résultats numériques, analytiques
et expérimentaux, bien que le modéle décrivant la membrane soit extrémement simplifié.

En conclusion, cette recherche doctorale a abouti & plusieurs contributions significatives

Une meilleure compréhension des systémes & membranes monostables et bistables.

Une étude de l'influence de la raideur linéaire sur le comportement du systéme
tube-membrane.

La démonstration de 'amélioration des performances d’atténuation du bruit des
systémes & membranes bistables par rapport aux systémes monostables : 'utilisation
d’une membrane bistable permet d’améliorer la performance du systéme.

La mise en évidence de la robustesse des NES & membranes : une plage optimale
large.

L’identification du comportement optimal du systéme couplé tube-membrane bistable,
lorsque la fréquence propre de la membrane est supérieure a celle du tube : deux zones
de PE.

Le développement d’un modéle expérimental de NES membrane bistable.

La création d’outils et de méthodes d’analyse validés a la fois numériquement et
expérimentalement pour ’étude des systémes & membranes monostables et bistables.

L’élaboration d’une nouvelle technique adaptée aux spécificités du NES bistable pour
décrire de maniére adéquate son comportement.

La détection des solutions périodiques interpuits génantes de fortes amplitudes de
vibration.

L’accord des résultats numériques, analytiques et expérimentaux malgré un modéle
de membrane trés simplifié.

De plus, ce travail ouvre de nouvelles perspectives, notamment :

Utiliser notre démarche d’optimisation pour optimiser d’autres paramétres du
systéme.

Etudier I’effet du changement de la plage d’excitation sur les résultats d’optimisation.

Etudier analytiquement la sensibilité de la dynamique des systémes & membranes
bistables & chacun de leurs paramétres.

Développer une méthode d’optimisation analytique basée sur 1’étude de la variété
invariante.

Développer un modéle analytique de membrane bistable avec plusieurs degrés de
liberté.

Reéaliser une étude analytique plus approfondie afin de prévenir la présence des
solutions périodiques interpuits de forte amplitude de vibration.

Développer des outils pour I'analyse du régime chaotique dans ces systémes.
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e Etudier le systéme bistable en régime transitoire pour mieux comprendre son
comportement dynamique.

e Explorer la possibilité d’améliorer la performance en utilisant des membranes
bistables montées en paralléle.

e Améliorer les expériences.

e Appliquer la démarche d’optimisation basée sur la courbe de créte dans d’autres
domaines d’ingénierie ou de physique.

e Utiliser la nouvelle application de la méthode de Complexification Averaging pour
analyser d’autres systémes bistables dans divers domaines d’application.
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