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Introduction

La question du partage équitable se retrouve dans des situations aussi nombreuses que
variées, du partage d’un gateau entre plusieurs personnes (Brams et Taylor [1996]) a
la répartition des corvées (Aziz et Rey [2020]), de l'attribution des places en écoles
aux candidats (Aziz et Sun| [2021]]) a la division du loyer entre colocataires (Airiau
et al.| [2023])). Méme si ces problémes comportent d’importantes différences en ter-
mes de contexte ou de ressources considérées, ils présentent des problématiques tres
similaires : il s’agit dans tous les cas de trouver une maniére de partager une certaine
quantité de ressources (dénombrables ou non) entre plusieurs personnes d’'une maniere
que l'on considérera “équitable”. Il n’est alors pas étonnant de voir que si le partage
équitable en tant que domaine d’étude scientifique ne commence a se démarquer qu’au
début des années 50 (avec Steinhaus| [1948]]), il existe des résultats bien plus anciens,
et il est possible de retrouver des méthodes de partage équitable jusque dans l’ancien
testament. Le domaine du partage équitable couvre 1’étude des différentes manieres de
représenter la notion d’équité au moyen de propriétés théoriques, telles que la propor-
tionnalité (Steinhaus| [1948]]) et '’envie (Foley|[1967]), ainsi que les divers algorithmes
permettant de garantir ces propriétés. Puisque les problémes considérés sont variés,
les modeles utilisés pour les représenter le sont également, ce qui engendre une grande
diversité de notions et de méthodes, chacune pertinente pour un ou plusieurs modeles
particuliers. Ces notions sont étudiées suivant un point de vue global, ou l'on cherche
a faire en sorte que 1’état du systeme respecte certaines propriétés (comme la propor-
tionnalité ou le minmax fair share), soit suivant un point de vue local, ot I’'on considere
les comportements individuels des agents (pour vérifier si par exemple une méthode
est résistante aux manipulations).

Un domaine lié a celui du partage équitable est celui du choix social computation-
nel, né au début des années 2000 des progres des machines de calcul, qui regroupe les
considérations algorithmiques et computationnelles relatives aux problémes classiques
de décisions collectives (un tour d’horizon du domaine a été effectué par|Bouveret ef al.
[2016]]). Sile partage équitable comportait un aspect algorithmique depuis ses débuts
en tant que domaine d’étude scientifique (avec par exemple les travaux de|Gale et Shap-
ley|[1962]]), I’émergence du choix social computationnel accriit 'importance des algo-
rithmes dans la littérature. De plus, une nouvelle considération apparut : la question
de la complexité computationnelle de ces algorithmes. En effet, le temps de calcul
nécessaire a 'exécution d’'une méthode peut nuancer des résultats théoriques positifs



Introduction

comme négatifs : une durée d’exécution déraisonnable peut invalider la pertinence
d’un algorithme, tandis qu’au contraire une méthode peut étre considérée comme résistante
a la manipulation si les seules méthodes de manipulation possibles sont trop longues
pour étre applicables en pratique.

Les travaux présentés dans ce manuscrit reposent sur un modele inspiré du probleme
de I'immobilier de Singapour (décrit par Benabbou et al.|[2018]). Dans ce probléeme, un
organisme public en charge de la répartition des logements sociaux souhaite allouer
un certain nombre de logements a des demandeurs. Le probléme de I'immobilier de
Singapour n’est pas unique et il existe de nombreux probléemes structurellement sem-
blables. Cependant, nous disposons pour ce cas précis d’'un jeu de données réelles, ce
qui nous permet d’effectuer des expériences sur des instances proches des circonstances
réelles. De toute évidence, notre modele représentera les demandeurs par des agents et
les logements par des ressources a partager. Il sera également nécessaire de considérer
certaines contraintes et dynamiques pour représenter les spécificités de la situation.
Ces contraintes sont similaires a celles qui se retrouvent dans la plupart des problémes
de house allocation (comme |Zhou, [1990] et Abdulkadiroglu et Sonmez|[[1998])). Pour
commencer, il est impossible de découper un logement entre plusieurs familles, ces
ressources sont donc indivisibles. De plus, un seul logement doit étre alloué a chaque
demandeur, ce qui réduit la marge de manceuvre : dans certains problemes, un lot de
plusieurs objets de basse qualité peuvent étre équivalents a un unique objet de bonne
qualité, mais ce n’est pas le cas dans notre probleme, ou plusieurs logements ne peu-
vent pas étre combinés en un “meilleur” logement. Les logements ne sont, bien sir,
pas identiques et peuvent varier en termes de taille, location, prix du loyer, et de tout
autre critere de qualité considéré par les agents. Certains de ces critéres sont subjectifs
(une méme location peut-étre appropriée ou non selon les besoins de I’agent), tandis
que méme ceux en apparence objectifs, tels que le prix du loyer, peuvent avoir une im-
portance plus ou moins grande pour un agent. Par exemple, un agent riche sera moins
réticent a payer un loyer élevé, tandis que ce dernier peut étre rendre un logement in-
envisageable pour un agent plus pauvre. Par conséquent, nous ne chercherons pas a
représenter dans le modéle les caractéristiques des logements, et nous conférons plutot
a chaque agent une fonction d’utilité, qui a chaque logement associe une mesure glob-
ale de la qualité du logement aux yeux de 1’agent en question. Les caractéristiques des
logements et les priorités des agents sont alors “cachées” derriere ces fonctions : par
exemple, un agent souhaitant un appartement de grande taille attribuera simplement
une valeur d’utilité plus importante a ces appartements. Les préférences seront bien
sir a sens unique (dite “one sided”) : les logements n’auront pas d’opinion sur leurs oc-
cupants. En cela, notre modele différe de problemes tels que le choix des écoles (étudié
par exemple par [Echenique et Yenmez| [2015]]), ou les éléves se voient attribuer des
places en écoles en fonction de leurs préférences et de celles des écoles (les préférences
sont alors dite “two-sided”). Nous souhaitons de plus représenter le fait que nos agents
ne forment pas un groupe homogene, mais puissent provenir d’origines sociales ou
ethniques diverses. Nous organiserons donc nos agents par type pouvant représenter
diverses caractéristiques de ’agent (ethnie, classe sociale, etc...). Par souci de simplicité,
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nous supposerons que chaque agent appartient a un unique type. Nous nous servirons
de ces types pour étudier les questions d’équité et de diversité.

En plus de la qualité de "'appartement, nous souhaiterons parfois ajouter aux agents
des préférences sur leurs voisinages : les agents préférent habiter dans un quartier
ou leurs voisins leur ressemblent. Cette notion d’homophilie est inspirée de celle
utilisée dans les jeux de Schelling (introduit par |Schelling|[1969])) et dans certains jeux
de coalitions hédoniques (Bredereck et al|[2019]), un modéle multi-agent cherchant
a modéliser I’évolution de la mixité des populations dans les villes. Nous organis-
erons alors nos ressources de maniére similaire a nos agents, en utilisant des blocs
représentant la proximité géographique (maisons d’un quartier, appartements d’un
immeuble, etc...). Comme pour les groupes, nous supposerons que chaque ressource
appartient a un et un seul type par souci de simplicité. La composition du voisinage,
c’est-a-dire quels agents sont alloués aux logements du méme bloc, sera alors prise en
compte dans les préférences de I’agent, en plus de la qualité du logement lui-méme.

Une fois les objectifs des agents explicités, nous souhaitons étudier ce qui se passe
lorsque les agents sont autorisés a modifier localement I’état du systéme. En effet, si
la génération d’allocations est souvent considérée de maniere globale, c’est-a-dire im-
posée, ou du moins dirigée, par une autorité centrale, en pratique la longévité d’une
telle allocation peut dépendre de l'intérét qu’ont les agents a la maintenir. Nous allons
donc permettre aux agents d’améliorer leur situation en échangeant leurs logements
entre eux par paire, sous réserve bien sir que les deux y aient intérét. Au niveau
de la littérature, cette dynamique peut se rapprocher de certains modeles de jeux de
Schelling (par exemple ceux utilisés par (Chauhan et al.| [2018]]), elle peut également
étre liée a certaines notions d’équité, notamment la notion d’envie. Au niveau des sit-
uations réelles, cette dynamique a non seulement été implémentée dans certains cas
(site d’échange de parcelles agricoles EI ou d’immobilier en fle de France El), mais elle
est parfois spontanément apparue lorsque des agents ont voulu échanger leurs allo-
cations (deux lycéens néerlandais ont voulu échanger leur place en école, évenement
couvert par Ronald de Haan|[2017])). De plus, des dynamiques semblables ont déja été
étudié dans la littérature (Endriss et al.|[2006]]), y compris dans le cadre de problémes
de house allocation (Damamme et al.|[2015]). Nous considérerons alors la notion de sta-
bilité : une allocation sera stable si elle est “résistante” a cette dynamique, c’est-a-dire si
les agents ne souhaitent pas ou ne peuvent pas modifier ’allocation. De toute évidence,
une allocation stable est préférable a une allocation que les agents auront la volonté et
la capacité de modifier.

Sil’équité est I'un des objectifs principaux de toute étude relevant du partage équitable,
il existe de nombreuses définitions possibles de ce qu’une allocation doit satisfaire pour
étre considérée “équitable”. Puisque nous considérons des comportements individuels
entre agents, il serait approprié de choisir une définition qui ne requiert pas un point
de vue global pour étre appréhendée. La notion d’envie, introduite par Foley| [1967],
est alors particulierement pertinente, puisqu’elle se concentre sur le point de vue de
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l’agent. Son concept est simple : un agent sera envieux si il ne préfere pas ’allocation
d’un autre agent a sa propre allocation. Bien sir, cet agent n’a aucun moyen de savoir
ce que ses comparses pensent de leurs propres allocations, il devra donc utiliser ses
propres préférences pour juger. La question de trouver des allocations ne contenant
pas d’agent envieux a été 1'objet de nombreux travaux (par exemple [Caragiannis et al.
[2019], Budish| [2011]], Halpern et al.|[2020], ou encore Bu et al.| [2023]]). A noter que
comme il n’est pas toujours possible de trouver une allocation sans envie (prouvé par
Caragiannis et al. [2019])), on se tournera parfois vers une relaxation (telle que celles
introduite par Budish|[2011] et|Caragiannis et al. [2019]). Une spécificité de notre cas
est que nos agents sont répartis en différents types, ce qui souleve naturellement la
question : comment vérifier si une allocation est équitable entre les différents types
? Le premier réflexe serait de simplement considérer comment les types estiment les
allocations combinées des agents d’un autre type, mais ce genre de définition perd
en pertinence lorsque les types peuvent regrouper des nombres d’agents différents :
imaginons un type comprenant deux agents et un type comprenant cinq agents, sur
quelles bases peuvent-ils se comparer? Cette question devient d’autant plus complexe
que notre modele n‘autorise qu'une seule ressource allouée a chaque agent : une seule
famille par logement, un seul logement par famille. Non seulement cela force les lots
de ces types a étre déséquilibrés I’'un par rapport a I’autre, mais cela pose aussi la ques-
tion de comment deux agents doivent juger cinq logements, et vice-versa. De nombreux
travaux se sont penchés sur ce probleme (comme Benabbou et al.|[2018]], Chakraborty
et al. [2021]), Scarlett et al.|[2023]] et Aleksandrov et Walsh|[2018a]), proposant diverses
solutions que nous comparerons.

Le plan de ce manuscrit suivra le fil du raisonnement que nous venons de discuter.
Aprés un tour d’horizon de la littérature du domaine dans le chapitre 1, nous com-
mencerons par étudier dans le chapitre 2 une extension du modéle de 'immobilier de
Singapour, qui se démarque de 'original en ajoutant aux objectifs des agents un critére
d’homophilie. Nous considérerons de plus une approche nouvelle du modele, puisque
nous allons étudier une dynamique décentralisée exécutée par les agents et la com-
parer aux méthodes de résolution classiques. Nous allons ensuite, dans le chapitre 3,
aborder la question de ’équité en utilisant la notion d’envie. Nous allons discuter de la
pertinence des définitions existantes dans le cadre de notre modéle, puis en proposer
de nouvelles. Un aspect que nous avons mentionné mais dont nous avons peu discuté
est 'aspect computationnel. Le chapitre 4 sera donc dédié a 1’étude des algorithmes
permettant de calculer les mesures introduites dans le chapitre 3 et de leur complexité,
afin de pouvoir conclure sur la faisabilité pratique des méthodes présentées. Enfin, le
dernier chapitre sera dédié a la conclusion, oul nous ferons le points sur les résultats
présentés et discuterons des perspectives qui s’en dégagent.
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Chapitre 1

Etat de I’art

Les problemes d’allocations constituent une famille de problemes consistant a générer
et étudier des allocation sur des ensembles d’agent. De fait, cette description est extrémement
générale, par conséquent, de nombreux problemes provenant de domaines trés divers
peuvent étre placés dans cette catégorie. On y retrouvera ainsi des problemes d’économie
(tels que divers problémes de marchés), d’informatique (tels que 'ordonnancement des
taches), ou du domaine qui nous intéresse, le choix social computationnel et plus par-
ticuliérement du partage équitable (Bouveret et al.|[2016]). Puisqu’ils sont destinés a
résoudre une grande variété de problemes, les modéles utilisés peuvent présenter un
grand nombre de différences. Un probléme d’allocation peut allouer des ressources a
des agents ou des agents entre eux, les ressources peuvent étre divisibles ou indivis-
ibles, les agents peuvent avoir des préférences ordinales ou cardinales, les ressources
peuvent avoir des préférences sur les agents ou non, les agents peuvent étre répartis
en types, ces considérations sont les principales différences que 1’'on retrouve dans la
littérature. Bien d’autres sont possibles, mais nous allons ici présenter des exemples
des principaux archétypes de problemes d’allocations.

Outre les différences de modele, les différents travaux sur les problemes d’allocations
se démarquent par leur objectifs, c’est-a-dire quels sont les qualités qui sont attendues
des allocations. Le plus simple de ces objectifs est 'efficacité : on souhaite que les
agents se voient alloués les objets qu’ils préferent. Il existe bien str plusieurs critéres
possibles pour qu’'une allocation soit considérée comme “efficace”. Un second objectif
est I’équité : on souhaite qu’aucun agent ne soit 1ésé. Cet objectif est plus complexe
a conceptualiser, et plusieurs définitions basées sur plusieurs idées de ce que l’'on con-
sidere “équitable” ont vu le jour. Divers mécanismes et algorithmes ont alors été congus
pour essayer de satisfaire ces deux objectifs, parfois de maniere simultanée.

La notion de diversité se démarque en étant a mi-chemin entre un objectif et un
choix de modélisation. En effet, si sa présence résulte d’une volonté en amont que les
allocations satisfassent un critére de diversité, cette notion sera en pratique souvent
intégrée au modeéle en tant que contrainte. Nous verrons dans la suite les différentes
manieres dont la diversité a été implémentée.

11



Etat de ’art

1.1 Problémes d’affectation et variantes

La premiere grande différence entre les modéles sera la forme que vont prendre les
préférences, celle-ci pouvant étre ordinale (un ordre sur les lot possible) ou cardinale
(une valeur attribuée a chaque lot possible). Contrairement aux différences que nous
verront dans la suite, qui sont souvent liées les unes aux autres, la forme des préférences
est quasiment indépendante de tout autre choix de modélisation et la plupart des
problémes peuvent utiliser indifféremment des utilités ordinales ou cardinales. Si nous
allons présenter dans le cadre de cet état de ’art des exemples de modeles avec les deux
formes de préférences, nous ne considérerons dans la suite que les préférences cardi-
nales, c’est-a-dire que chaque agent 7 disposera d’une fonction d’utilité u; qui a chaque
allocation possible lui renvoie une valeur réelle. Nous nous limiterons de plus dans
le cadre de ce manuscrit a des valeurs d’utilité positive ou nulles. Cette hypothese est
courante dans la littérature, mais certains problémes particuliers autorisent des utilités
négatives (comme par exemple les problemes de répartitions des biens et corvées (Aziz
et al.|[2019a]]; |Aziz et Rey [2020]). En outre, pour le cas des préférences cardinales,
la trés grande majorité de la littérature se restreint a des fonctions d’utilités addi-
tives, c’est-a-dire que pour tous lots d’objets B et B,, les fonctions d’utilités u seront
telles que u(B; UB;) = u(By)+u(B;). Certains travaux considerent plutot le cas général,
comme ceux de Plaut et Roughgarden [2018], tandis que d’autres, centrés sur le cas ad-
ditifs, présentent tout de méme quelques résultats pour d’autres cas (Caragiannis et al.
[2019]])). Notons que méme les deux articles cités considérent des fonctions d’utilité
monotones (c’est-a-dire que si on a deux lots S et T tels que S C T, alors u(S) < u(T)).
C’est le cas pour la trés grande majorité des travaux dans le domaine, les principales ex-
ceptions étant ceux sur la répartition des corvées (ou les objets d'utilité négative cassent
la monotonie).

Example 1.1.1: Représentation des préférences

Considérons un agent a et un ensemble d’objets {h, h,}. L'ensemble des lots pos-
sibles est S = {0, {h1}, {ho}, {h1, hy}).

Supposons que a préfere {hy,h,} a {h}, qu’il préfere a {h,}, qu’il préfere a
I’ensemble vide.

Le profil de préférences ordinales pour a est :
a:{hy, ha} > {hy} > {ha} >0

Un profil de préférences cardinales pour a serait par exemple une fonction
d’utilité u telle que :

* u(@=0
s u({hi}) =2
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c u({hr}) =1
* u({hy,ho}) =3
Notons que dans cet exemple la fonction d’utilité u est additive car

VBy, By €{0,{h1},{h2}}, u(By UBy) = u(B;)+u(B;)

Si la forme des préférences sont compatibles avec toutes sortes de modeéles, les
autres choix sont structurels et vont décider a quelle catégorie le modele appartient.
La premiere de ces grandes différences sera ce qui va étre alloué aux agents : soit il
existe un ensemble de ressources qui sera alloué aux agents, soit les agents seront eux-
mémes la “ressource” et seront alloués entre eux.

1.1.1 Probleme d’appariement

L’exemple type d’un probléme d’appariement est le probleme des colocataires, intro-
duit par Gale et Shapley|[1962]. Dans ce probleme, on considére un ensemble d’agents
N de taille paire, et on cherche a associer les agents par deux pour former % cou-
ples de sorte a former une allocation ne contenant pas de “paire instable”, c’est-a-dire
deux agents non affectés qui, a cause de leur préférences, souhaitent se séparer de leurs
paires respectives pour se mettre ensemble. Si il n’est pas garanti qu'une telle alloca-
tion existe dans le cas général, Bartholdi et Trick [1986] montrent cette existence pour

certains types de préférences.

Example 1.1.2: Probleme des colocataires

Considérons une instance avec un ensemble d’agents N = {a,a;,a3,44,5,4a¢}, et
les profils de préférences (ordinaux) suivants :

ay :dp >4ayg >dads>ds > dg ag:.ay>ds>daz>dy>dg
ap:ayp >az>ay >as > dg as:dp>az>aq>a) > dg
asz:deg>a1 > a4y > dg > ap dg:a3 >0y >0a4 > 05> a4

Une allocation consiste a associer tous ces agents en paires.

ay az ﬂjvﬂzl as dg ) @'IF N
pRifiE = 1 1
as wiw ag

Considérons par exemple l’allocation (a; —ay), (a; —as), (a3 — ag)-

13
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Nous remarquons cependant dans le profil de préférences que a; préfere a, a son
colocataire (a4) et que de son coté, a, préfére aussi a; a son colocataire (as). Par
conséquent, la paire (a1,a;) est instable : a; et a, préféreront se mettre ensemble
que rester avec leurs colocataires respectifs.

o f—1f o 0§ fo
o f—f o - P
o5 f—1 s i s

Nous nous retrouvons avec l’allocation (a; —a;), (ag —as), (a3 —ag), qui ne contient

pas de paire instable, puisque ay, a,, a3, et ag sont avec leurs premiers choix et
ne préferent donc aucun autre agent a leur colocataire actuel.

J

Le probleme des mariages stables est un probléeme tres proche dans lequel les agents
sont séparés en deux ensembles différents, et 'on cherche a former des couples con-
tenant un agent de chaque ensemble respectant la méme régle de stabilité, c’est-a-dire
ne contenant pas de paire d’agents provenant d’ensembles différents se préférant a
leurs allocations respectives.

Example 1.1.3: Probleme de mariage stable

Considérons une instance avec deux ensembles d’agents N| = {ay,a,,a3} et N, =
{ag,as,a¢}, et les profils de préférences (ordinaux) suivants :

ay . as >dyg > dg
ap . ds > ay > dg
as :dg > a4 > dsg

ag:.ayp >4as>dp
as:ayp >dsz > dp
g . A4z >dy > 4ay

Une allocation consiste a créer des paires contenant un élément de chaque en-
semble.

N N,

Q
iy

S
=ije =je =il

AN
[e8)

N
Ny
=ije =ije =il

XN
o)}

=ije =i =ije
S

[

_

=ije =je =il
)

€3]
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Considérons par exemple l’allocation (a; —ay), (a; — as), (as — ag).

Cependant, la paire (a1,as5) est une paire contenant un agent de T} et un agent
de T, qui se préfere I’'un l'autre a leur conjoints respectifs (a; préfere as a ay, et
as préfére a; a a,). Cette paire est donc une paire instable, et rend I'allocation
instable : ces deux agents préféreront se mettre ensemble plutét que se mettre
avec leurs partenaires respectifs.

a wfw ay a wiw as
N
a, wiw as a, 'I'*'l' ay

as wfw ag as wiw as

Nous nous retrouvons avec l’allocation (a; —as), (a5 —ay), (a3 —ag), qui ne contient
1~ 45),(a5—ay),(d3 —dg

pas de paire instable, puisque a;, as, as, et ag sont avec leurs premiers choix et

ne préferent donc aucun autre agent a leur conjoint actuel.

Il est facile de transformer une instance de ce probleme en instance du probleme des
colocataires, cependant il existe pour ce probléme une garantie d’existence d’allocation
stable (ne contenant pas de paire instable) prouvée par |Gale et Shapley [1962], qui
proposent un algorithme générant une telle allocation. Cet algorithme est utilisé dans
de nombreux problémes réels, un exemple d’application est la plate-forme ParcourSup
répartissant des places en universités et écoles aux étudiants post-bac.

Les jeux a coalitions hédoniques, aussi parfois simplement appelés jeux hédoniques
(étudiés par exemples par |Dreze et Greenberg [1980] et Bredereck et al.|[2019]) sont
une catégorie de problémes ou les agents vont chercher a former des coalitions de
n'importe quelle taille, on y considérera donc généralement que les agents sont alloués
aux coalitions elles-mémes plutdt qu’aux autres agents. Il existe plusieurs variantes des
jeux hédoniques utilisées dans différents contextes, il est par exemple courant de con-
sidérer un ensemble de ressources a répartir entre les coalitions, comme le font Dreze et
Greenberg [1980] et Bogomolnaia et Jackson [2002]). Une catégorie particuliere de jeux
hédoniques est celle des jeux purement hédoniques, c’est-a-dire les jeux ou l'utilité des
agents ne dépend que des identités des agents dans leur coalition. Un exemple d’un tel
modeéle est celui étudié par Bredereck et al. [2019], qui considérent un jeu de diversité
ou ’ensemble des agents est partitionné en types et chaque agent cherche a appartenir a
une coalition ayant une certaine proportion de chaque type. L'un des principaux objec-
tifs lors de ’étude de ces problémes est de s’assurer de la stabilité de la répartition des
agents en coalitions. Il existe plusieurs définitions de stabilité : certaines individuelles,
comme la Nash-stabilité (aucun agent n’a intérét a quitter sa coalition pour en rejoindre
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une autre), d’autre collectives, comme l’appartenance au cceur (il n’est pas possible de
former une nouvelle coalition S en améliorant la situation de tous les agents de S).

Example 1.1.4: Jeu de diversité (exemple de jeu hédonique)

Nous considérons une instance du modele décrit par Bredereck et al. [2019]
constitué d’'un ensemble d’agents N divisé en deux types : le type rouge R =
{r1,m, 13} et le type bleu B = {by, by, bs}.

Chaque agent a des préférences sur la proportion d’agents rouge dans sa coali-
tion. Puisqu’il y a 6 agents dont 3 rouges, ’ensemble des proportions possibles
est® ={1,0,3, %, %, i, %, %, %,} (notons que 0 est inaccessible aux agents rouges, et
1 inaccessible aux agents bleus).

Nous posons les profils de préférences des agents sur les proportions d’agents

rouges :

212,132 3,1 22535152113
Tl.%>g>%>g>%>%>%>1 bl.%>g>%>g>%>%>%>0
7’2:§>§>§>§>§>Z>Z>1 b2:§>§>§>§>§>z>z>0
ryrd>3>is25151535 by:i>2>1>352535250

Les agents vont alors former des coalitions. Nous chercherons généralement a
générer des allocations stables, c’est-a-dire des allocations ou aucun agent ne
cherche a changer sa coalition.

B R bl ry 13

- sff
S
Tr T
b3|n| wf3

Ici, les agents ont formé deux coalitions : Sy = {by, 11,72}, Sy = {by, b3, 13}.

e cette allocation n'est pas Nash-stable : b, souhaiterai quitter S, (proportion
de %) pour rejoindre S; (proportion de %)

* cette allocation n'est pas dans le coeur : b, et r, ont intérét a quitter leur

ang q q 1 2 q
coalition respective (de proportion 3 et 5 respectivement) pour former une

nouvelle coalition S = {b,,r,} (de proportion %)

Les jeux de Schelling (introduits par |Schelling|[1969]) constituent une catégorie de
problémes qui cherchent également a lier les agents au moyen d’une affectation, mais
cette fois de maniere indirecte. Ces problémes se composent d’un ensemble d’agents
et d'un graphe, on affectera alors les agents aux sommets du graphe (un agent maxi-
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mum par sommet, un sommet pour chaque agent), en considérant que chaque agent
influence les agents alloués aux sommets reliés au sien par une aréte. Les variantes
de ce probléme se différencient en fonction de quelle dynamique est appliquée aux
agents (peuvent-ils sauter sur un sommet vide, ou échanger leurs places entre eux), et
de quels sont les objectifs des agents (les agents vont typiquement chercher a obtenir un
sommet précis ou a se regrouper par type). Les recherches sur ces problémes étudient
généralement l'existence d’équilibre (par exemple Chauhan et al.|[2018] et Elkind et al.
[2019]).

Example 1.1.5: Jeux de Schelling

Considérons une instance avec un ensemble d’agents N = {ay,a;,a3,a4} parti-
tionné en deux types T = {a;,a,} et T, = {a3,a4}, et d'un graphe G = (V,E) de la
forme suivante :

Les agents vont se répartir sur les sommets du graphe, et pourront par la suite se
déplacer sur les sommets vides. Leur objectif sera de faire en sorte qu’au moins
la moitié de leurs voisins soient du méme type qu’eux (nous supposons que les
agents isolés sont satisfaits).

Dans l'allocation ci-dessus a gauche, 'agent a3 n’est pas satisfait (aucun de ses
voisins n’est de son type), il se déplace donc sur un nouveau sommet. Dans la
nouvelle allocation (a droite), tous les agents sont satisfaits.
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1.1.2 Ressources divisibles et indivisibles

Dans la suite de ce manuscrit, nous nous concentrerons sur les problémes d’allocation
de ressources, c’est-a-dire que nous chercherons toujours a allouer un ensemble de
ressources ./l a un ensemble d’agents .N. Nous nous concentrerons sur une ensem-
ble de ressources indivisibles, mais il nous faut remarquer qu’il existe également une
littérature tres étendue pour le cas ou les ressources sont divisibles.

Dans le cas le plus simple, il existe une seule ressource divisible homogéne, comme
dans le probléeme de Banqueroute (discuté par Thomson [2003]]), ott une somme d’argent
doit étre divisée entre un certain nombre de créanciers, a qui il est dd une somme
différente pour chacun. Dans le probleme de la découpe de géteau, on cherche également
a diviser une ressource entre plusieurs agents, mais cette ressource est hétérogene : elle
peut étre composé de plusieurs segments qui peuvent avoir valeurs différentes pour
chaque agent. Une étude générale du probleme a été effectuée par [Brams et Taylor]
[1996]], qui proposent une sélection d’algorithmes générant des allocations satisfaisant
divers critéres d’équité.

Example 1.1.6: Partage de gateau

Considérons une instance avec un ensemble d’agents N = {a,a;} et d'une
ressource divisible constituée de trois segments distincts (rouge, bleu et vert).
Nous supposons les profils d’utilité de la maniére suivante :

rouge | bleu | vert
ay 7 2 1
a 14 2 0

Chaque segment peut étre séparé de maniere arbitraire avant d’étre alloué aux
agents.

a ap

"

B/
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Ici, notre allocation est telle que :

* a; regoit % du segment rouge, % du segment bleu et le segment vert en
entier. Son utilité est donc de :

9 1
Llal :ﬁ.7+§.2+1 :6,5

* a, regoit % du segment rouge et % du segment bleu. Son utilité est donc de

5 1
I/laz = ﬁ14+§2 =6

A mi-chemin entre les modeéles avec ressources divisibles et indivisible, il existe
des modéles ou les ressources sont indivisibles mais mises en commun pour un groupe
d’agents. Par exemple, dans le probléeme étudié par [Kyropoulou et al.|[2020] et Segal-
Halevi et Suksompong|[2019], I'ensemble des agents est partitionné en un certain nom-
bre de types, et les ressource sont allouées a ces types. On considére alors qu'une
ressource allouée a un type donné est partagée entre tous les agents de ce type. Les
agents ont des préférences sur les lots d’objets alloués a leur type, et les travaux men-
tionnés étudient comment transcrire la notion d’équité a ce cadre.

Une autre possibilité de compromis entre les deux cas est le modele d’allocation
de ressources indivisibles avec transfert d’argent, congue pour contourner les diffi-
cultés propre au cas des ressources indivisibles en rajoutant une ressource divisible
transférable entre agents, I’argent, qui permet une plus grande flexibilité d’allocation.
Des résultats généraux sur ces problemes sont présentés dans les travaux de Roth et
Sotomayor| [1990]. Un exemple particulier d’'un probléme de ce type est le probleme
de la division du loyer. Dans ce probléme, un certain nombre de colocataires doivent
se répartir les chambres d’un logement, puis décider de comment partager le loyer.
Les chambres ne peuvent pas étre partagées, un colocataire ne peut en obtenir qu’une
seule, mais le loyer est divisible et permet donc d’équilibrer les parts de chacun. Les
travaux de Gal et al.|[2016] constituent un exemple d’étude récente de ce probléme.

Example 1.1.7: Probleme de la division du loyer

Considérons une instance constituée d’'un ensemble d’agents N = {ay,a,,a3}, un
ensemble d’objets M = {hy,h,,h3} et un loyer total R = 1000. Nous posons la
matrice des utilités des objets pour les agents :

a; | 600 | 400 | 200
a, | 150 | 500 | 300
as | 200 | 100 | 350

L'utilité totale d’un agent sera 'utilité qu’il regoit de I'objet moins la valeur de
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la part du loyer qui lui est attribuée. L'utilité de I’agent a recevant l'objet h et la
part de loyer r, sera donc: u, = Uih -1,

J%

h1 ' ﬁ

Q-w 0
e i—1

Chaque agent se voit allouer un objet, puis une part du loyer. Ici :

* aj regoit h; et une part du loyer égale a 400, son utilité est donc u,,
600 —-400 =200

* ap regoit hy et une part du loyer égale a 350, son utilité est donc u,, =
500-350=150

* a3 recoit h3 et une part du loyer égale a 250, son utilité est donc u,,
350-250=100

Dans un probléme d’allocation de ressources indivisibles classique, chaque ressource
ne peut étre allouée qu’a un seul agent. Cependant, il reste plusieurs caractéristiques
importantes dont les différences engendrent des modeles distincts. La premiere de ces
différences est la question de I’éventuelle réciprocité des préférences. En effet, dans
certains problémes, les ressources sont possédées par des personnes ou organismes qui
auront des préférences sur quels agents se verront alloué leurs ressources, tandis que
dans d’autres, seuls les agents auront des préférences. Le deuxiéme cas, plus courant,
est appelé “one-sided”, tandis que le premier cas est appelé “two-sided”, et peut étre
vu comme une généralisation du probleme du mariage stable, puisque nous aurons
deux ensembles, chacun ayant des préférences I'un par rapport a 'autre, que nous
chercherons a allouer entre eux. Cependant, l’ensemble de ressources ne pourra pas
toujours étre considéré comme un second ensemble d’agents. Un exemple de probleme
d’allocation de ressources “two-sided” est le probléme du choix des écoles, consistant a
répartir des places en écoles entre des étudiants.

Le probleme du choix des écoles est constitué d’'un ensemble d’étudiant et d’un
ensemble de places en école (aussi appelés contrats), chacun associé a une école par-
ticuliere. Les étudiants ont des préférences sur les écoles, et parfois également entre
les différentes places d’'une méme école, tandis que les écoles ont des préférences sur
les étudiants. On cherche alors une allocation sans paire (étudiant, contrat) instable
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pour la méme définition de paire instable que pour le probleme du mariage stable (on
parlera alors d’envie justifée). Gale et Shapley| [1962] ont montré qu’une telle alloca-
tion existe toujours, grace a une adaptation de leur algorithme pour le mariage stable
permettant de générer une telle allocation. Ce probléme a été étudié dans l'objectif
d’imposer d’autres contraintes a 1’allocation finale, par exemple par Goto et al. [2015]
etlAziz et Sun|[2021].

Example 1.1.8: Probleme du choix des écoles

Considérons une instance constituée d'un ensemble d’agents N =
{ay,a,5,a3,a4,a5,a¢} et d’'un ensemble d’objets (contrats) ./ partitionné en
trois types (écoles) Tl = {h1,17h1,21h1,3}1 T2 = {I’lz]l} et T3 = {h3’1,h3,2}. Les
préférences se feront avec les écoles plutdt que les contrats. Nous posons les
profils de préférences :

a1 >T,>T;
a22T2>T1>T3
az: Ty >T3>7T,
a4:T2>T3>T1
as: Ty >T3>T,
616ZT3>T2>T1

T1:a1>a2<a3>a4>a5>a6
T):a4>a¢<ay;>a;>as>as
T3:a6>a5>a3>a2>a1>a4

5 A B
Y

a a) as ay as ag
rrrrnn
Ce probleme est similaire a celui du mariage stable : nous allons associer les
contrats et les agents deux a deux, en tenant compte des préférences des agents

et des écoles.
Considérons l’allocation suivante :
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aRaRe
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Dans cette allocation, a, est alloué a un objet de T5 mais lui préféere T;, tandis que
T, préfere a, a certains des agents qui lui sont alloué (a3 et as). Cette allocation
contient donc de 'envie justifiée.

Une maniere de supprimer cette envie est d’échanger les allocations de a, et as.
Nous obtiendrons alors l’allocation suivante :

& £ 4
DO ONORD D

\. J

Les travaux présentés dans ce manuscrit se concentreront sur le probleme de house
allocation, étudié par exemple par Zhou|[[1990] et Abdulkadiroglu et S6nmez [1998].
Ce modeéle est un probléme d’allocation de ressources indivisibles “one-sided” ou 'on
rajoute la contrainte que chaque agent ne doit étre alloué qu’a une seule ressource.

1.1.3 Types d’agents

Une variante qui servira de base de départ aux travaux présentés dans ce manuscrit est
celle d’allocation a des groupes d’agents. Dans ces modeéles, I'ensemble des agents est
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partitionnés en un certain nombre de types disjoints. Des exemples de cette catégorie
de modele que nous avons déja mentionnés sont les problemes ou les ressource sont
allouées a un type dont les agents se partageront la ressource. Une autre utilisation de
ce concept concerne la représentation de la diversité, que 'on étudiera en détail plus
tard. Dans ces problémes, on cherche généralement a appliquer aux types des notions
d’équité normalement utilisées a 1’échelle des agents. Un probleme de ce genre est con-
sidéré par Benabbou et al.|[2019]. Une maniére de pousser ce concept plus loin est de
partitionner également I’ensemble des ressource en un ensemble de blocs de ressources.
Cette modification permet a[Benabbou et al.|[2018]] de considérer des notions telles que
les quotas de diversité entre types et blocs (dont nous reparlerons dans la suite).

Notons qu’une telle notion n’est pas exclusive au probleme de house allocation,
une modification similaire est également souvent appliquée au probléme du choix des
écoles, pour représenter l'origine diverse des étudiants (par exemple par Echenique
et Yenmez [2015])). Il nous faut de plus noter que dans ces problemes, il existe déja
une partition de I’ensemble des contrats, puisque chacun d’eux est associé a une école.
Certains problemes de choix d’écoles se démarquent en permettant aux agents de faire
partie de plusieurs types en méme temps, 'ensemble des types ne forme alors plus
une partition, mais simplement une famille de sous-ensembles couvrant I’ensemble
des agents (un tel modele est étudié par|Aziz et al.[[2020]).

1.2 Qualité des solutions

1.2.1 Notion d’efficacité

Dans la majorité de la littérature, les deux critéres utilisés pour mesurer la qualité
des solutions sont l'efficacité et 1’équité. La premiere, l'efficacité, est la plus simple a
concevoir : on souhaite que les agents obtiennent une allocation qui les satisfasse autant
que possible. Pour des préférences cardinales, cela veut dire que 1'utilité qu’ils ont pour
leur allocation est aussi grande que possible, tandis que pour des utilités ordinales,
cela veut dire que leur allocation doit étre aussi haute que possible dans leur ordre de
préférences. Notons que dans ce dernier cas, il est toujours possible de se ramener au
cas des préférences cardinales en utilisant des méthodes telles que les scores de Borda
(Emerson| [2013]).

Un critere naturel permettant de caractériser les allocation “efficaces” est la max-
imisation du bien-étre social utilitariste (Moulin|[1988]), c’est-a-dire de la somme des
utilités des agents. La difficulté de calcul d’une telle allocation dépend du modele, elle
est triviale dans le cas des problemes d’allocations de ressource indivisible classiques
(il suffit d’allouer chaque ressource a un des agents qui en tire le plus d’utilité), tan-
dis qu’il est possible de les calculer en temps polynomial pour le probléme de house
allocation.
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Définition 1.2.1: Bien-étre social utilitariste

Soit une instance I d’un probléme d’allocation de ressources contenant un en-
semble d’agents N et un ensemble d’objets ., tels que tout agent a € N dispose
d’une fonction d’utilité u, sur les sous-ensembles de /(.

Le bien-étre social utilitariste d’une allocation A sur I est la valeur :

swy(A) = ) ty(Ala))

aeN

Plus rarement, on considérera le bien-étre social égalitariste, égale a 1'utilité de
I’agent le moins satisfait. Cette mesure peut étre maximisée pour garantir une certaine
équité entre les agents, un concept que nous verrons plus en détail dans la suite.

Définition 1.2.2: Bien-étre social égalitariste

Soit une instance I définie comme dans la définition
Le bien-étre social égalitariste d’une allocation A sur I est la valeur :

SWEq (A)= 5121/{(1 ug(A(a))

Une autre notion parfois utilisée est celle du bien-étre de Nash, qui consiste a mul-
tiplier les utilités des agents entre elles. Comme nous le verrons dans la suite, cette
notion est tres compatible avec certaines notions d’équité.

Définition 1.2.3: Bien-étre de Nash

Soit une instance I définie comme dans la définition
Le bien-étre de Nash d’une allocation A sur I est la valeur :

NW(A) = [ | #a(A(@)

aeN

Sil’on cherchera parfois les allocations maximisant ces valeurs, il sera souvent plus
utile de caractériser une catégorie d’allocations “efficaces”. Pour cela, on utilisera un
critére plus général, comme les optimums de Pareto.

Une allocation A; est dite Pareto-dominée par une allocation A, si et seulement si
aucun agent ne préfeére (strictement) son lot dans A; a son lot dans A,, et au moins un
agent préfere (strictement) son lot dans A, a son lot dans A;. Une allocation est alors
Pareto-optimale si elle n’est Pareto-dominée par aucune autre allocation. Dans le cadre
de préférences cardinales, on peut utiliser la définition suivante :

24



Etat de l'art

Définition 1.2.4: Allocation pareto-optimale

Soit une instance I définie comme dans la définition Une allocation A; sur
I est dite Pareto-optimale si et seulement si il n’existe pas d’allocation A, sur I
vérifiant les deux conditions suivantes :

* VaeN, uy(Ay(a)) < ug(As(a))
s dac N, “a(Al(a)) < ua(AZ(a))

Il est trivial de montrer que toute allocation maximisant le bien-étre social utili-
tariste est Pareto-optimale. En ce qui concerne le bien-étre de Nash, il est possible de
trouver un résultat similaire, en traitant a part le cas ou le bien-étre maximum est de
zéro (voir (Caragiannis et al.|[2019]]). Enfin, parmi les allocations qui maximisent le
bien-étre social égalitariste, au moins une est Pareto-optimale.

Les travaux de [Caragiannis et al.|[2019] et de Halpern et al. [2020] entre autres
utilisent cette propriété du bien-étre de Nash pour garantir I'efficacité de leurs alloca-
tion pendant qu’ils se concentrent sur d’autres aspects.

Une notion importante en lien avec la notion d’optimum de Pareto est la notion de
gdchis, considérée par Conitzer et al.|[2019]]. Une ressource est dite gachée si la retirer
ne diminue pas 1'utilité de I’agent auquel elle est alloué (ou si elle n’est alloué a aucun
agent), et I’ajouter & un autre agent augmente 1’utilité de ce dernier. Une allocation est
dite sans gachis si aucune ressource n’est gachée.

Définition 1.2.5: Gachis

Soit une instance I définie comme dans la définition

Un objet h € Al est gdché dans l'allocation A si il peut augmenter 1'utilité d’un
agent (da € N, u,(A(a)) < uy(A(a) \ {h})) et il satisfait 'une des deux conditions
suivantes :

* il nest alloué a personne (Ya e N, h ¢ A(a))

* il estalloué a un agent a’ tel que l'utilité de a’ ne changerait pas si ce dernier
venait a perdre l'objet h (a’ € N, he A(a’) et uy(A(a’)) = uy (A(a’) \ {h}))

Si aucun objet n’est gaché, 1’allocation est dite sans gdchis

Cette notion a été adaptée au contexte ou les agents sont séparés en types par Ben-
abbou et al.|[2019]. De toute évidence, une allocation Pareto-optimale est sans géchis,
mais la réciproque n’est pas vraie. L'absence de gdchis est donc une propriété plus facile
a remplir que la Pareto-optimalité.

Montrons la maniere dont ces notions interagissent entre elles sur un exemple :
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Example 1.2.1: Différentes notions d’efficacité

Soit une instance du probleme de house allocation constitué d’un ensemble
d’agents N = {ay,a,,a3} et d’'un ensemble d’objets M = {hy,hy, h3}. Supposons
que les fonctions d’utilité soient définies par le tableau suivant :

| h

—_
=
N

h

3
a 5 4 7
ap 1 4 0
as 2 0 5

Dans ce probléme, h, sera gaché si il est alloué a aj, et hs sera gaché si il est
alloué a a,. Par conséquent, il existe 3 allocations sans géchis :

* l'allocation A; telle que A(ay) = hy, Ai(ay) = hy, et Aj(a3) = h3, de vecteur
d’utilité (5,4,5)

* l'allocation A, telle que A,(ay) = h3, Ay(ay) = hy, et Ay(az) = hy, de vecteur
d’utilité (7,4, 2)

* l'allocation Aj telle que As(ay) = hy, As(ay) = hy, et As(az) = h3, de vecteur
d’utilité (4,1,5)

Lorsque 'on compare les vecteurs d’utilité, on remarque que celui de Az est
Pareto-dominé par celui de A, car 4 <5 (pour a1), 1 <4 (pour a,) et 5 <5 (pour
as). Ni A} ni A, ne Pareto-domine l'autre puisque 5 < 7 (pour a4;) mais 5 > 2 (pour
az). Par conséquent, I’ensemble des allocations Pareto-optimale est {A;, A,}.
Parmi ces deux allocations, A; a un bien-étre social utilitariste de sw(A;) =5+4+
5 =14 tandis que A, en a un de sw(A;) =7+ 4+ 2 = 13, l'allocation maximisant
le bien-étre social utilitariste est A;.

Certains modéles n’allouent pas leur biens de maniere déterministe, mais considerent
des loteries ou I'allocation est tirée au sort, et utilisent donc des mécanismes qui génerent
des distributions de probabilités sur les allocations plutét que des allocations. Dans
ces modeéles, il peut étre utile de considérer l'efficacité avant et apres tirage. Mesurer
'efficacité avant tirage consiste a remplacer I'utilité du lot d’un agent par son utilité
de gain, tandis que la mesurer apres tirage consiste a considérer toutes les répartitions
qui peuvent effectivement étre retournées par le tirage. On dira ainsi qu'un mécanisme
garantie la Pareto-optimalité ex-ante si le vecteur des espérances de gain des agents
pour la distribution de probabilité retournée par le mécanisme est Pareto-optimal, et
qu’il garantie la Pareto-optimalité ex-post si toutes allocations qui peuvent étre tirées
sont Pareto-optimales. L'idée de vérifier 'optimalité avant et apres tirage est anci-
enne, mais les termes Pareto-optimal ex-ante et Pareto-optimal ex-post ont été cod-
ifiés par Dreze|[1970]. Notons que toute allocation qui est Pareto-optimale ex-ante est
nécessairement Pareto-optimale ex-post.
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1.2.2 Notions d’équité

La notion d’équité est complexe a définir, par conséquent, de nombreuses mesures
différentes ont vu le jour. La méthode la plus simple est sans doute la maximisation
du bien-étre social égalitariste, que nous avons vu dans la partie précédente, mais cette
notion admet un petit nombre de solutions. On préférera généralement qualifier tout
une catégorie de solution comme “équitable”, par conséquent la plupart des méthodes
reposent sur des propriétés dont la satisfaction prouve 'équité. Nous allons donc nous
intéresser a divers propriétés d’équité et aux manieres de garantir leur satisfaction.

La notion de proportionnalité, introduite par [Steinhaus| [1948], formalise I'idée
que, si 'ensemble des agents N contient n € IN agents, alors chaque agent devrait re-
cevoir une part qu’il estime valoir au moins % de la valeur de I’ensemble.

Définition 1.2.6: Proportionnalité

Une allocation A vérifie la proportionnalité si :

ug (M)
Yae N, u,(A,) >
a u,(A,) N

ou pour un agent 4, u, désigne sa fonction d’utilité, et A, son lot d’objets alloué
dans A.

La notion de maximin share étend le concept de proportionnalité pour le ren-
dre mieux adapté aux cas des ressources indivisibles. Introduite par Budish|[2011],
I'idée de cette mesure est la suivante : si un agent pouvait partitionner l’ensemble
des ressources comme il le souhaite en autant de lots qu’il y a d’agents, mais devait
en contrepartie choisir son lot en dernier (et risquerait donc de se retrouver avec le
pire lot), quelle serait 1'utilité minimum dont il pourrait s’assurer? Dans le cas ou les
préférences sont cardinales, le maximin share se formalise donc comme le maximum
sur ’ensemble des allocations, du minimum sur les lots de 1’allocation, de 'utilité du
lot pour I'agent.

Définition 1.2.7: Maximin share
Une allocation A vérifie maximin share si et seulement si :
Va; € KN, Ug, (Aal) 2 maxA*eHn(J%)minuzeN Ug, (A:zz)

ou pour un agent a, u, désigne sa fonction d’utilité, et A, son lot d’objets alloué
dans A, et I'T, () désigne I'ensemble des partitions de # en n =|N| ensembles.

Une variante appelée pairwise maximin share, introduite par |Caragiannis et al.
[2019], requiert que cette condition soit également vraie sur toute réduction de I'instance
a une paire d’agents, c’est-a-dire que pour toute paire d’agents, chaque agent doit es-
timer avoir au moins ce qu’il pourrait obtenir si il coupait en deux leurs allocations
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combinées et choisissait la pire moitié. Une autre variante appelée Groupwise max-
imin share a été introduite par Barman et al.|[2018], et étend le concept de pairwise
maximin share aux groupes d’agents de taille supérieure a deux. Cette variante est une
propriété plus forte qui impose que pour tout sous-ensemble de I’ensemble d’agents,
I'instance limitée a ce sous-ensemble et a leurs allocations vérifie aussi maximin share.

La plupart des notions d’équité présentées jusqu’a maintenant ne demandait aux
agents que de considérer leur propre allocation et I’ensemble de ressources. Cepen-
dant, la notion suivante, ’envie, introduit par Foley [1967|, leur demande de com-
parer leur allocation a celles des autres agents. On dit qu’un agent est envieux si il
préfere l'allocation d’un autre agent a la sienne. On dit qu'une allocation est sans-
envie si et seulement si aucun agent n’est envieux. Cette définition fonctionne pour
des préférences cardinales comme pour des préférences ordinales. Dans le cadre de
préférences cardinales, on peut formaliser la définition du caractére sans-envie comme
suit :

Définition 1.2.8: Allocation sans-envie

Une allocation A est dite sans-envie si et seulement si :
Vil,iz E J\/, Uj, (A,'l) > uj (AiQ)

ou pour un agent i, u; désigne sa fonction d’utilité, et A; son lot d’objet alloué
dans A.

De toute évidence, une allocation a la fois sans-envie et sans-gachis n’est pas tou-
jours possible : par exemple, si il y a plusieurs agents et un seul objet, les agents qui
n‘obtiennent pas l'objet seront envieux de celui qui le recoit. Par conséquent, une re-
laxation de la notion a été proposée par Budish|[2011], la propriété sans-envie a un
bien pres. Cette relaxation modifie la définition pour autoriser un agent a en envier un
autre, du moment qu’il est possible d’annuler cette envie en supprimant un objet du
lot alloué a j.

Définition 1.2.9: Allocation sans-envie a un bien pres
Une allocation A est dite sans-envie a un bien pres si et seulement si :
Vil,iz eN,dhe Aiz, Uj, <Ai1) > Uj, (Ai2 \ h)

ou pour un agent i, u; désigne sa fonction d’utilité, et A; son lot d’objet alloué
dans A.

Il a été montré par Caragiannis et al. [2019] que pour le probléeme d’allocation de
ressources indivisibles classique, il existe toujours une allocation sans-envie a un bien
prés. Une deuxiéme relaxation de l’envie a été introduite par Caragiannis et al. [2019]]
(inspiré des travaux de Gourves et al.| [2014], qui apporte un résultat similaire sur les
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matroides). Cette notion, appelée sans envie a n‘importe quel bien pres, modifie la
définition d’origine du caractére sans-envie pour autoriser un agent a en envier un
autre, du moment qu’il est possible d’annuler cette envie en supprimant n’'importe
quel objet du lot alloué a ;.

Définition 1.2.10: Allocation sans-envie a n'importe quel bien preés

Une allocation A est dite sans-envie a n’importe quel bien pres si et seulement
si:
Vil,iz e N,Vhe Aiz’ uj, (Ail) > uj, (Ai2 \ h)

ou pour un agent i, u; désigne sa fonction d’utilité, et A; son lot d’objet alloué
dans A.

Cette propriété est plus forte que la propriété sans-envie a un bien prés, en restant
plus faible que la propriété sans-envie, et peut donc servir d’intermédiaire entre les
deux. L'existence d’une allocation EFX dans le cas général est une question ouverte,
cependant il existe déja des résultats d’existence sur certains cas particuliers : in-
stances a deux agents (Plaut et Roughgarden|[2018]), instances a 3 agents avec fonctions
d’utilité additives (Chaudhury et al. [2024]), instances ou toutes les utilités marginales
des objets sont binaires (Bu et al. [2023]).

Il nous faut noter l'existence de plusieurs travaux considérant les relations entre les
diverses notions d’équité. Un exemple d’un tel article est celui de |Aziz et Rey|[2020],
qui en introduisant ses propres notions les place en relation avec les notions déja exis-
tantes. Les travaux de [Bouveret et Lemaitre|[2015] se concentrent sur cet aspect et con-
struisent une échelle des notions d’équité contenant entre autres les notions présentées
ici. Parmi les résultats qu’ils présentent, ils démontrent en particulier que toutes allo-
cation sans envie vérifie le maximin share, et que toute allocation vérifiant le maximin
share vérifie aussi la proportionnalité.

De la méme maniere que pour les notions d’efficacité, les notions d’équité peuvent
étre adaptées au cas des allocations aléatoires. Ainsi, Gajdos et Tallon|[2002] intro-
duit les notions de sans-envie ex-ante et sans-envie ex-post avec les définitions suiv-
antes : un distribution sur les allocations est sans-envie ex-ante si aucun agent n’a une
espérance pour un lot d’un autre agent qui soit supérieure a I'espérance qu’il a pour
son lot, et elle est sans-envie ex-post si toutes les allocations qu’elle peut tirer sont
sans-envie. Notons qu’a I'inverse de 'efficacité, si une allocation est sans-envie ex-post,
alors elle est nécessairement sans-envie ex-ante (résultat prouvé par Gajdos et Tallon
[2002]).

Plusieurs travaux ont tenté d’adapter la définition d’envie au cadre de groupes
d’agents, chacune sur un modele différent. [Benabbou et al. [2019] considéerent un
probleme de house allocation ou les agents sont partitionnés en types, et chaque type
calcule son utilité comme la somme des utilités des agents qui le composent, cette
valeur est ensuite utilisée pour déterminer si un type en envie un autre. Segal-Halevi
et Suksompong| [2019] considerent un modeéle ol les agents sont partitionnés en types,
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les objets sont alors alloués a ces types et partagés entre les agents d’'un méme type.
Les agents d’un type décident alors démocratiquement si le type est envieux ou non,
en fonction de leur propre fonction d’utilité. Enfin, Aleksandrov et Walsh|[2018b]| con-
siderent une variante d’envie permettant a deux groupes d’agents de se comparer entre
eux, et cherchent des allocations qui soient sans envie pour toute paire de groupes
d’agents.

1.2.3 Mécanismes optimisant I’équité

Les propriétés d’équité étant tres diverses, les méthodes visant générer des allocations
les satisfaisant le sont également.

La méthode d’élimination des cycles d’envie, introduite par [Lipton et al. [2004], se
concentre sur la notion d’envie, et représente 1’allocation sous forme de graphe orienté
ou les agents représente les sommets, et le sommet d’un agent i est lié au sommet d'un
agent j si et seulement si i est envieux de j. Si il existe un cycle dans le graphe, nous
pouvons alors échanger les allocations en remontant les arétes et améliorer la situation
de tout le monde. Cette méthode garantie de trouver une allocation sans-envie a un
bien pres si les préférences sont monotones. Elle a de plus été utilisée par Plaut et
Roughgarden|[2018] pour la génération d’allocations sans-envie a n'importe quel bien
pres.

Example 1.2.2: Principe d’élimination par des cycles d’envie

Supposons un probléme d’allocation contenant 3 agents différents ay, a, et as.
Soit I’allocation A telle que :

* g (A(ay)) < ug (A(az)) (a; envie ay)
* Uy, (A(ay)) < ug,(A(az)) (a, envie az)

* gy (A(a3)) < gy (A(ay)) (a3 envie a;)

Dans cette situation, on peut créer une nouvelle allocation A” en échangeant les
lots d’objets de maniére circulaire : a; regoit le lot de a, (A’(a;) = A(ay)), a, regoit
le lot de a3 (A’(ay) = A(as)), et a3 recoit le lot de a; (A’(az) = A(a;y)). L'allocation
A est Pareto-dominée par l’allocation A’. De plus, le graphe d’envie de A" ne
comporte plus aucune aréte, puisque les envies du cycle ont disparu.

En ce qui concerne la notion de maximin share, Ghodsi et al.| [2018] proposent
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l'algorithme de bag filling, qui garantie de retourner une allocation respectant une ap-
proximation de maximin share, le degré d’approximation dépendant des hypotheses
sur les fonctions d’utilité. Cet algorithme consiste a remplir un sac d’objets que l'on
“vide” régulierement en allouant son contenu a un agent.

1.2.4 Mécanismes optimisant efficacité et équité

Efficacité et équité ne sont pas contradictoires, mais il peut étre difficile de trouver des
solutions conciliant les deux notions de maniere satisfaisante. Par conséquent, de nom-
breux travaux se sont penchés sur la création de méthodes et algorithmes permettant
de créer des allocations satisfaisant des propriétés d’efficacité et d’équité.

Un exemple de méthode pertinente pour les deux notions est la maximisation du
bien-étre de Nash. Il a été montré par Caragiannis et al.|[2019]] que l’allocation max-
imisant cette mesure est a la fois un optimum de Pareto, et sans-envie a un bien pres,
dans le cadre de fonctions d’utilité additives. Les travaux de Halpern et al. [2020] mon-
trent de plus que cette méthode est résistante a la manipulation dans le cadre de fonc-
tions d’utilité binaires. Caragiannis et al. [2019] discutent cependant de la difficulté de
calculer ce maximum, NP-difficile dans le cas général, et proposent donc une maniére
de calcul en construisant un programme linéaire en nombre entier qui soit suffisam-
ment rapide a résoudre. De leur coté, Halpern et al.|[2020], dans le cas restreint des
utilités binaires, montrent que ce maximum est calculable en temps polynomial. Autre
travaux notable, Camacho et al.| [2023| se placent dans un contexte ou toute alloca-
tion qui maximise du bien-étre de Nash maximise aussi le bien-étre social utilitariste,
puis proposent un algorithme capable d’approcher ces allocations en générant des al-
locations sans-envie a un bien-prés (ou a n'importe quel bien pres) qui maximisent le
bien-étre social utilitariste.

Pour le cas de la division d’une ressource divisible entre deux agents, ’algorithme
divide-and-choose consiste a laisser un agent diviser la ressource en deux, puis a laisser
l'autre agent choisir sa part. Cet algorithme est garanti de générer une allocation sans-
envie et proportionnelle, mais pas nécessairement efficace. Les travaux de |Plaut et
Roughgarden|[2018] tentent d’adapter cet algorithme au cas de ressources indivisibles,
mais au prix d’'une complexité exponentielle.

Pour le cas de l'allocation d’un ensemble de ressource divisible entre deux agents, il
existe ’algorithme adjusted winner, proposé par Brams et Taylor|[[1996]. Cette méthode
consiste a trier les objets selon le ratio entre les utilités qu’ils apportent a chaque agent,
puis a allouer tous les biens pour lesquels ce ratio est plus grand que 1 au premier agent,
et enfin, a équilibrer les lots des deux agents en transférant des objets, puis une fraction
d’objet, vers le moins bien doté. Cette méthode garantit une solution Pareto-optimale et
sans envie, elle permet aussi de ne diviser qu'un seul objet. La distance d’une solution
retournée par cet algorithme a I’utilité optimale que I'on pourrait obtenir dans une telle
instance a été étudiée par Bei et al.|[2021].
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Example 1.2.3: Algorithme d’adjusted winner

Considérons une instance du probléme d’allocation de ressource divisibles con-
stituée d’un ensemble d’agents N = {a;,a,} et d'un ensemble de ressources
M = {hy,hy, h3, hy, hs, he}, et posons les utilités suivant le tableau ci-dessous :

hy | hy | h3 | hy | Bs5 | he
ap | 55| 8| 1|62
a, | 2 | 1| 4 2 | 4
On ordonne les objets h par la valeur de leur rapport Z”l EZ; par ordre décroissant.
42

Nous obtenons hy, hs, hy, h3, hg, hy (car 5> 3 > % >2> % > %), et la limite du ratio
de 1 est franchie entre h3 et hg.

Nous allouons donc dans un premier temps h,, hs, hy et hs a a; et hg et hy a a,.
L'utilité de a; est alors de 24 tandis que celle de a, est de 7, nous allons donc
transférer des objets de a; a a, en commencant par ceux dont le ratio est le plus
faible.

Nous transférons l'objet h3 de a1 a a,, les nouvelles valeurs d’utilités sont 16 pour
ay et 10 pour a,. A ce stade, transférer l'objet hy de a; a a, menerait I'utilité de
a, a dépasser l'utilité de a; (12 contre 11). Il nous faut donc diviser l'objet entre
les deux agents.

L’allocation finale A est donc telle que a; regoit h;, hs et % de h; tandis que a,
recoit h3, hy, he et g de hy (chaque agent obtenant une utilité de g)

\. J

Enfin, un dernier mécanisme pour générer des allocations est celui de picking se-
quence ou lotterie. Le concept est simple, les agents sont ordonnés et vont chacun leur
tour choisir un objet. Ce mécanisme, formalisé par Kohler et Chandrasekaran|[1971],
a été tres étudié dans le cadre de la théorie des jeux, mais il est pertinent dans notre
cadre car il est parfois utilisé dans les problémes réels dont s’inspirent les modeles (par
exemple pour les travaux de|Benabbou et al.|[2018]]). Les allocations que cette méthode
peut produire seront analysées plus en détail dans le chapitre 2.

Une autre méthode sur laquelle nous reviendrons plus tard est celle des échanges
améliorants, utilisée par[Damamme et al. [2015] dans le cadre d’un probléme de house
allocation. Cette méthode consiste a permettre aux agents d’échanger leur ressource
entre eux, sous réserve que chaque échange améliore le lot de chaque agent impliqué.

1.3 Diversité

Nous allons maintenant nous concentrer sur la notion de diversité, qui est une notion
plus rarement considérée dans la littérature que 'efficacité et 1’équité. Les problemes
ou la notion de diversité est importante sont principalement ceux qui se rapportent a
des situations réelles ou des autorités souhaitent s’assurer d’une certaine mixité eth-
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nique (probleme de 'immobilier de Singapour, décrit par [Benabbou et al. [2018]]) ou
socio-économique (probléme des écoles de Chicago, décrit par [U.S. Department of Ed-
ucation, Office of Elementary and Secondary Education| [2017]). Dans un probléme
considérant la notion de diversité, les agents seront répartis en types, et l’'on cherchera
a satisfaire une certaine mesure de diversité dans la répartition des types de I’allocation
finale. Dans certains problemes (tels que ceux considérés par [Echenique et Yenmez
[2015] et Benabbou et al.|[2018]]), chaque agent appartient & un unique type, I’ensemble
des types forme donc une partition de ’ensemble des agents. Dans d’autres modéles
(tels que ceux considérés par|Aziz et Sun| [2021]]), les agents seront autorisés a faire par-
tie de plusieurs types en méme temps, le modele contiendra donc une fonction de type
T qui a un agent i renverra I’ensemble T (i) de ses types. Les ressources peuvent elles
aussi étre réparties en groupes, mais les modeles existants dans ce cas utilisent tous
une partition sur I’ensemble des ressources : Benabbou et al. [2018] partitionnent cet
ensemble en un certain nombre de blocs, tandis que dans les modeles de choix d’écoles
(par exemple |Aziz et Sun [2021])) les contrats sont chacun liés a une école unique.
Pour s’assurer d’une certaine diversité dans les allocations finales, les modéles prenant

en considération la diversité imposent des contraintes sur les allocations autorisées.
Echenique et Yenmez [2015] présentent deux contraintes particulieres : le point idéal,
ou une certaine proportion d’agents de chaque type sera sélectionné, et les fonctions
concaves de Schur, une relaxation de la méthode précédente qui essaie de maximiser
une fonction concave. Cependant, la grande majorité de la littérature se concentre sur
deux méthodes particulieres : les quotas maximums et les places réservées. Les quo-
tas maximums, tels qu’utilisés par Benabbou et al.|[2018], reposent sur un concept
simple : chaque type d’agents a un quota maximum pour un bloc d’objet donné, et une
allocation ne peut pas avoir une plus grande proportion d’agents de ce type dans ce
bloc.

Example 1.3.1: Quotas maximums

Considérons une instance avec un ensemble d’agents .N divisé en deux types
Ty = {ay,a,} et T, = {as,ay} et un ensemble d’objets M divisé en deux blocs By =
{h1,h,} et By = {h3,hy}. On suppose les quotas maximums établis de la maniére

suivante :
By | B,
T, | 2 1
T, | 1

Dans cet exemple, les quotas autorisent les deux agents de T; a étre dans B
(c’est-a-dire qu’ils peuvent obtenir hy et h,), mais ils n‘autorisent qu’'un seul de
ces agents a étre dans B, (donc si I’'un d’eux obtient h3 ou hy, 'autre doit obliga-
toirement obtenir /iy ou h,).

Les places réservées, de leur coté, reposent sur le principe inverse, et désignent des
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quotas minimum : chaque école doit réserver un certain nombre de place pour chaque
type.

Example 1.3.2: Places réservées

Considérons une instance avec un ensemble d’agents A divisé en deux types T} =
{ay,a,} et T, = {as, a4} et un ensemble d’objets / divisé en deux blocs By = {hy, h,}
et B, = {h3,hy4}. On suppose les quotas minimums (places réservées) établis de la
manieére suivante :

By | B,
T | 1
T, 0|1

Dans cet exemple, B; a une place réservée pour Tj, l'un de ses objets (h; ou h,)
doit donc étre alloué a un agent de T; (a; ou a,).

\. J

Puisqu’il est parfaitement possible pour ces deux criteres d’étre appliqués en méme
temps, cette deuxiéme méthode est souvent utilisée en méme temps que la premiere,
par exemple par Aziz et al.| [2019b] ou [Sankar et al.|[2022]. Notons également que
lorsque le modeéle autorise les agents a appartenir a plusieurs types en méme temps, il
est nécessaire de choisir si un agent compte pour un seul quota ou plusieurs en méme
temps (Ehlers et al. [2014] discutent des différences de modéle entre les deux possi-
bilités).

Si la majorité des travaux traitant de diversité utilisent les quotas maximums et/ou
minimum comme des contraintes strictes, d’autres se contentent de les utiliser pour
orienter le résultat, en pénalisant les allocations qui ne les satisfont pas. Ce concept
de soft bounds, introduit par Ehlers et al.|[2014], consiste a autoriser les agents a en-
freindre les quotas, mais imposent des contraintes particulieres quand les quotas sont
enfreints. Les différents travaux sur le probleme du choix des écoles utilisent plusieurs
concepts spécifiques en relation avec ces quotas. Ehlers et al.|[2014] introduisent le
concept d’envie justifiée, qui adapte la définition de paire instable des problémes de
two-sided matching en lui interdisant d’enfreindre les quotas, tandis que Kurata et al.
[2015] permettent aux agents de demander une place vide (“claiming an empty seat”)
si ils préferent une école pour laquelle leur quotas minimum n’a pas été atteint (ou
si il existe réellement une place vide). Ces nouvelles notions servent alors de critéres
de qualité pour la solution : plutét que de chercher une allocation stable respectant
strictement les quotas, on cherche une allocation sans envie justifiée ot aucun agent ne
demande de place vide.

En raison de la grande variété de modeles, les mécanismes utilisés pour générer
des allocations satisfaisant ces contraintes de diversité different. Pour le contexte du
probleme de house allocation, Benabbou et al.| [2018]] proposent une approximation en
réduisant le probleme a celui du bounded color matching, qui possede un algorithme
d’approximation polynomial. Pour le contexte du probléme de choix des écoles, et
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plus précisément le cas ou chaque agent ne compte que pour un seul quota, Kurata
et al. [2015] proposent un algorithme appelé Deferred Acceptance for Overlapping Types
capable de générer des allocations stables. Un algorithme pour le cas ou un agent
compte pour chacun de ses types est proposé par Aziz et al.|[2020], appelé Generalized
Deferred Acceptance for Type Combination.

1.3.1 Conclusion

Comme nous ’avons vu dans 'introduction, les modéles considérés dans ce manuscrit
combinent les spécificités des probléemes de house allocation avec des types d’agents. I1
existe de nombreux travaux dans la littérature qui considérent des problémes d’'immobilier
en conjonction avec des types d’agents, mais peu de ces travaux appartiennent au do-
maine du partage équitable. Les travaux sur les jeux de Schelling en particulier con-
sidérent un probleme qui est proche du noétre, mais avec une approche et des objec-
tifs trés différents. Par conséquent, nous essaierons dans un premier temps d’adapter
des notions utilisés dans ces modeéles a notre probléme : en 'occurrence, I’homophilie
(c’est-a-dire, la volonté des agents de se rassembler entre agents de méme type) et la
dynamique d’échanges entre agent.

En ce qui concerne 1’équité entre types dans les allocations, les modeles utilisés
dans ce manuscrit se démarquent de leurs équivalents dans la littérature sur le partage
équitable en étant une combinaison de nombreux cas particuliers. En effet, si il ex-
iste déja des travaux sur 1’équité entre types d’agents, la trés grande majorité se re-
streint a des fonctions d’utilités additives. Or, nous nous plagons dans un modele de
house allocation, ce qui veut dire que chaque agent ne peut utiliser qu’un seul objet a la
fois. Par conséquent, les fonctions d’utilité des types, que nous définirons comme les
sommes des utilités des agents qui les composent, ne seront pas additives (par exem-
ple, si un type recoit trop d’objets, ces derniers auront une utilité marginale de zéro). Il
existe bien str des résultats dans la littérature concernant instances avec des fonctions
d’utilité quelconques ou sous-modulaires, en revanche ils concernent généralement des
modeles plus simples et plus classiques. I va donc nous étre nécessaire d’adapter ou
de redéfinir les notions que l'on souhaite utiliser. En 'occurrence, la notion que nous
avons choisi de considérer est la notion d’envie, qui a déja été étudié dans le cadre de
types d’agents ainsi que dans le cadre de fonctions d’utilité non-additives, mais jamais
les deux en méme temps.

35



Etat de ’art

36



Chapitre 2

Stabilité sous contraintes de
diversité

2.1 Introduction

Le modéle de I'immobilier de Singapour, décrit par Benabbou et al.| [2018]], est un
modeéle utilisé pour étudier la répartition des logements publics de Singapour entre
les demandeurs de logements par un organisme gouvernemental appelé “Housing and
Developpement Board”. Retranscrivant les objectifs de l'organisme en termes de di-
versité ethnique, ce modele est une variante du probléme de house allocation ou les
agents sont répartis en types (représentant des groupes ethniques) et les objets en blocs
(représentants les quartiers ou sont présents les logements), et ou des quotas maximum
sont imposés entre les types et les blocs. Les problemes de house allocation ne permet-
tant qu’un seul objet alloué a chaque agent, certains calculs deviennent plus difficiles,
et si la maximisation de l'utilité des agents y reste calculable en temps polynomial, Ben-
abbou et al.|[2018]] ont montré que 1’ajout des quotas maximums suffisaient a rendre ce
calcul NP-complet. Si le modele a été initialement prévu pour étudier 'immobilier de
Singapour, il permet aussi d’étudier des problémes tels que l’allocation des éleves aux
écoles publiques de Chicago : les éleves sont groupés par catégorie socio-économique,
on souhaite leur attribuer des places en école, en s’assurant d’une certaine mixité socio-
économique dans chaque école. Un autre probléme pouvant étre représenté par ce
modeéle est celui de I'admission post-bac : les éléves sont boursiers ou non-boursiers, et
chaque université doit réserver un certain nombre de place pour les éleves boursiers.
Un modele treés différent étudiant des problématiques proches est celui des jeux
de Schelling (Schelling| [1969])), déja mentionné dans le chapitre 1. Ces modéles ne
s’intéressent pas a distribuer des logements mais plutdt a I’évolution dans le temps de
leurs occupants, en s’intéressant tout particulierement aux comportements des habi-
tants en fonction de leurs voisins actuels ou projetés. Ils accomplissent en placant des
agents sur un graphe, puis en permettant aux agents mécontents de se déplacer (un
exemple de jeu de Schelling est donné dans l'exemple [1.1.5). Ce déplacement, selon
les modeles, constituera en un échange de position entre deux agents mécontents, ou
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en un déplacement sur un sommet inoccupé. Le modele est alors utilisé pour étudier
I’évolution de la répartition des agents. Si le modéle d’origine se contente de vérifier
si les agents sont satisfaits ou non par cette proportion, des travaux ultérieurs sur des
variantes du modele (Elkind et al./[2019] et Kanellopoulos ef al.|[2020]) vont représenter
le degré de satisfactions des agents par une fonction d’utilité, qui a une allocation des
agents aux sommets retourne la proportion de voisin de méme type. |(Chauhan et al.
[2018]], de leur coté, cherchent a ajouter aux agents des préférences sur les positions
: chaque agent a une position cible, son cott dans une allocation est le couple de sa
distance a sa cible et de la différence entre ses proportions de voisin souhaitée et réelle.
Ainsi, chaque agent cherche a concilier deux objectifs : d’une part il souhaite se placer
sur un sommet qui est lui-méme efficace, d’autre part il souhaite se coordonner avec les
agents de son type. Ces comportements peuvent étre rapprochés de certains travaux sur
des problémes de house allocation, dans le modele de [Elkind et al.[[2020]], on souhaite
allouer des logements représentés par les sommets d’un graphe, deux logements étant
voisins s’ils sont reliés par une aréte. Les agents ont des amis, et souhaitent a la fois
obtenir un logement qui leur plaise, mais aussi se placer proche de leurs amis. Leurs
préférences sont alors représentées par des fonctions d’utilité composées de deux par-
ties, une qui va dépendre de la qualité du logement qui leur a été alloué, et une qui va
dépendre de la présence éventuelle d’amis dans le voisinage. Cependant, l’article note
qu’il est alors difficile de générer des allocations maximisant ces utilités.

L'objectif des travaux que nous allons présenter maintenant va étre d’introduire
les notions présentes dans les modéles modifiés des jeux de Schelling au probléme de
I'immobilier de Singapour. Puisque Elkind ef al. [2020]] ont montré que faire dépendre
les utilités des agents des comportements d’autres agents rend le calcul d’une allocation
optimale difficile, nous nous intéresserons plutét a reproduire les dynamiques régissant
les mouvements des agents dans les jeux de Schelling, pour lesquels des études de
stabilité et d’efficacité ont été faites (par exemple par /Agarwal et al.|[2020]).

Nous commencerons par introduire notre modele ainsi que les résultats les plus
basiques qui s’y rapportent. Nous définirons ensuite une dynamique basée sur les
comportements individuels des agents, et commenceront notre étude théorique. Nous
étudierons ensuite deux mécanismes, le mécanisme de loterie d’abord, utilisé en sit-
uation réelle, puis le mécanisme d’échanges bilatéraux, basé sur notre dynamique.
Nous finirons par discuter des résultats de plusieurs séries d’expérimentations que
nous avons effectuées avec ces mécanismes.

2.2 Modele

2.2.1 Instances et Allocations

Nous allons considérer une version légerement modifiée du modele de Benabbou et al.
[2018].
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Définition 2.2.1: Instance du probléme d’appariement sous contraintes de diver-
sité

Une instance I du modeéle contient les éléments suivant :

* un ensemble N d’agents N = {ay,a;,a3...a,} partitionnés en k types T =
(T, Ty,... Ty

* un ensemble # d’objets M = {hy,hy,hs...h,,} partitionnés en [ blocs P =
{By,Bo,...B).

* pour chaque agent a; € N, une fonction d’utilité de position ul.l s M —[0,1]
représentant les préférences de ’agent a; sur les objets.

* une matrice de quotas de diversité A = {A, o} c(1;k],9¢[1;1] € N, Le quota
Ap,q est le nombre maximum d’agents de type T, pouvant étre alloués a des
objets du bloc B,

On impose les contraintes suivantes sur les quotas :

° Vp € [[1;](]], qe [[1;1]]: Ap,q < |Bq|

* Vg el Lpequzng Apg = 1Bl

La premiere contrainte assure qu'un quota sur un bloc ne soit pas supérieur au
nombre de biens dans un bloc. Imposer cette contrainte ne restreint pas le modele,
mais permet de clarifier les calculs. La deuxiéme contrainte impose que la somme
des quotas d’un bloc ne soit pas inférieure au nombre d’objets. Contrairement a la
premiere, cette contrainte empéche certaines configurations. Cependant, le cas ou tous
les biens ne peuvent pas étre alloués n’entre pas dans le cadre de cette étude.

Example 2.2.1: Instance

Nous définissons l’instance suivante :
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" 1t T {7 N
T2 5
i e{ {7 ({7

i)

0,4 0,7/050,2
080109 04
0,6 03/0,1/0,7

1
!
i

Dans cette instance, nous avons 3 types 17, T, et T3 de tailles respectives 4, 2 et
3, et 4 blocs B, By, B3 et By, de tailles respectives 3, 1, 2 et 2.

Le premier tableau donne la matrice A des quotas (par exemple, A, 3 = 1) tandis
que le deuxieme tableau (U) donne les utilités de position. Nous supposons ici
que les utilités de position sont identiques entre les agents d’'un méme type et
indifférentes entre les objets d’'un méme bloc (ainsi, un objet de B; apporte une
utilité de 0,5 a un agent de T;). Nous pouvons donc définir directement ces
utilités entre les types et les blocs plutdt qu’entre les agents et les objets.

Rl i i)

NP W

=i =g.|=g.

Définition 2.2.2: Allocation

Une allocation est une fonction A : N — U {0} qui a chaque agent associe un
unique objet (ou I’ensemble vide, si I'agent ne regoit aucun objet).
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Définition 2.2.3: Allocation valide

On dit qu’une allocation est valide si elle vérifie les conditions suivantes :
e VieN,je N, A(i) = A(j) ou A(i) = A(j) = @ (aucun objet n’est partagé)
* Ujex A(i) = A (tous les objets sont alloués a des agents)

* Vp e[kl g € [[LI], I{i € THlA(i) € By}l < A, 4 (les contraintes de diversité
sont respectées)

La deuxiéme condition nécessite que | N| > |4 | pour qu'une allocation valide existe,
nous imposerons donc cette contrainte dans la suite.

Notons qu’il est possible de déterminer si une instance donnée admet une allocation
valide en temps polynomial. Cela a été montré par Benabbou et al.|[2018] en utilisant
une réduction a un probleme de flots.

2.2.2 Utilité des agents, utilité globale

Chaque agent posséde une fonction d’utilité représentant ses préférences. Ces préférences
ne dépendent habituellement que de l'objet recu, mais suivant les exemples de|Chauhan

et al.|[2018] et Elkind et al. [2020], nous souhaitons également représenter le fait que
I’agent cherche a étre proche des autres membres de son type. Cette fonction sera donc
composé de deux parties : une partie qui va dépendre de 1'objet alloué a ’agent, et une
partie qui va dépendre des voisins de ’agent, c’est-a-dire des agents alloué a des objets
du méme bloc. On définit :

Définition 2.2.4: Utilité de position

L'utilité de position d’un agent i € A est une fonction u} : M — [0,1] telle que
u}(h) indique l'utilité de l'objet h pour l'agent i. On étend cette fonction aux
allocations en posant u}(A) = ul!(A(i)) (I'utilité de position d’un agent i dans
'allocation A est égale a 1'utilité de position que i obtient de l'objet qui lui est

alloué dans l'allocation A)

Cette partie est appelé utilité “de position” car elle est liée a la position ou l'agent
va étre alloué, mais elle peut représenter bien plus que l'intérét que l'agent porte a
la localisation des objets: il s’agit, de fait, de 1'utilité classique, et représente donc les
préférences de 'agent pour les caractéristiques diverses des objets (taille, montant du
loyer, agencement,...).
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Définition 2.2.5: Utilité de voisinage

L'utilité de voisinage uZN d’un agent i est I'utilité qu'un agent obtient de la con-
stitution de son voisinage. Nous la définissions comme égale a la proportion
d’agents de méme type alloués a des objets du méme bloc. En d’autres termes,
pour un agent i € T, tel que A(i) € B, :

Ny 2 1€ TlAG) < Byl
! B

Un détail important a noter est que ’agent se compte lui-méme comme un voisin
du méme type. La logique derriére ce choix est apparente lorsque l'on considere un
agent seul : si il ne peut pas obtenir de voisin du méme type, il préférera étre dans
un bloc de petite taille, ou il représentera une plus grosse proportion des occupants.
En particulier, il préférera étre seul plutét qu’en présence d’un grand nombre d’agents
d’autres types.

Définition 2.2.6: Utilité des agents
L'utilité u;(A) de I'agent i dans ’allocation A sera alors :
ui(A) = w;(A(i) + pu; (A)

Ou @ est un facteur déterminant I'importance relative de 1'utilité apportée par
le voisinage appelé le compromis d’utilité.

Nous considérerons dans la suite que le compromis d’utilité est identique pour tous
les agents, méme si nous mentionnerons parfois le cas ou chaque agent i peut avoir un
compromis d’utilité ¢; différent.

Cette utilité de voisinage est inspirée des travaux sur les jeux de Schelling (tels que
Elkind et al.|[2019]] et Kanellopoulos et al.|[2020]]), cependant, la ou ces derniers util-
isaient un graphe pour induire une topologie sur les relation de voisinage, nous nous
contenterons de considérer que tous les agents alloués aux objets d’'un méme bloc sont
voisins les uns des autres. Notre maniére de calculer 1'utilité peut donc étre comparée
a un jeu de Schelling sur un graphe constitué de cliques séparées.

Certains modeles des jeux de Schelling (comme Elkind et al.| [2019]]), plut6ét que
d’agréger les deux utilités comme nous le faisons, considerent deux catégories d’agents
: les agents tétus, qui ne considérent que le sommet sur lequel ils se trouvent pour
calculer leur utilité, et les agents stratégiques, dont l'utilité ne prend en compte que
les voisins. A certains points, nous considérerons des agents aux comportements simi-
laires, nous définissions donc ici deux termes référant a ces cas particuliers :

* les agents sont item-focused (“centrés sur les objets”) lorsqu’ils ne considérent
que l'objet qu’ils obtiennent dans le calcul de leur utilité (c’est-a-dire ¢ = 0).
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Linstance est alors équivalente a une instance du probléme de I'immobilier de
Singapour classique tel que décrit par Benabbou et al.|[2018].

* les agents sont neighbour-focused (“centrés sur les voisins”) lorsqu’ils ne con-
siderent que leurs voisins dans le calcul de leur utilité (c’est-a-dire ¢ = 0 and

Vie N,he M, u;(h)=0).

Lorsque nous souhaiterons estimer la qualité de 1’état global du systeme dans une
allocation A, nous utiliserons le bien-étre social utilitariste sw(A), c’est-a-dire la somme
des utilités des agents :

sw(A) = Zui(A)

ieN

Nous appellerons parfois cette valeur l'utilité globale.

2.2.3 Amplitude maximum de 'utilité

Nous savons que calculer une allocation maximisant cette utilité sera NP-difficile dans

le cas général. En effet, pour le cas particulier ou tous les agents sont item-focused,
nous pouvons utiliser le résultat de NP-complétude apporté par [Benabbou et al.|[2018].
Par conséquent, les mécanismes dont nous discuterons dans la suite pourront au mieux
approcher cette valeur. Afin de pouvoir mettre en place des comparaisons pertinentes,
nous commengons par définir 'amplitude maximum de cette utilité globale sur I’ensemble
des allocations valides.

Lemme 2.2.1

Le quotient maximum entre le bien-étre social de deux allocations est majoré par

HT(P.k, ou k est le nombre de types, quand ¢ €]0,1] (et est non borné si ¢ = 0).
Plus spécifiquement, si AT est ’allocation de bien-étre social maximum et A+ est
I’allocation de bien-étre social minimum, alors :

-
sw(AT) > 1 TP,
swAL) T ¢

ou k est le nombre de types.
De plus, il existe des instances qui atteignent cette borne.

\. J

Preuve. Lexistence de la borne supérieure se montre en bornant les utilités qu’une al-
location peut atteindre. On sait que, si la valeur du compromis d’utilité de l'instance
est ¢ €[0,1], alors la valeur d’utilité maximum d’une allocation pour un agent alloué a
un bien vaut 1 + ¢. L'utilité globale maximum vaut dont |#|(1 + ¢)

Il nous faut maintenant montrer que 1'utilité globale minimum d’une allocation A
est bornée par |J%|%. Il est évident que l'utilité de position minimum d’un agent est
de zéro, et qu’il est tout a fait envisageable, sur un probléme approprié, que tous les
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agents aient simultanément une utilité de zéro. Il nous reste donc a minimiser 'utilité
de voisinage. Pour cela, notons tout d’abord que dans un bloc Bq € 9B, I'utilité de
voisinage d’un agent i de type T, € 7 dans l'allocation A telle que A(i) € B, vaut :

oy i€ TIAG) € Byl
l B,

Par conséquent, I'utilité de voisinage combinée des agents de type T, alloués a des
objets du bloc B, vaut :

N4y U ETHlAG) € B}’
' | Byl

i€T,,A(i)eB,

Dans une allocation ou 'utilité de position serait égale a zéro pour tous les agents,
le bloc B, contribuerais donc a Iutilité globale pour une valeur de :

I{j € T,IA(j) € By}I?
)y -y U

p= 1zeT JA(D p=1

Nous pouvons calculer la Valeur minimum de cette utilité en renommant |{j € T,, A(j) €
By}l en x, ; et en posant le programme linéaire suivant :

k
)
min _ X
|Bq| P
p=1
k
s.t. ) pq =Byl
p=1

Notons que nous ne considérons pas ici les contraintes de diversité, qui réduiraient
I’ensemble des valeurs possibles. Il est possible de les ignorer puisqu’elles n'impacte
pas la borne inférieure, qui doit minorer méme les problémes aux quotas treés permis-
sifs.

La solution optimale x; du programme linéaire est telle que :

JAleR, Vf(x")+ AVg(x") =0

N k k
ol f(x)= gy Yoy X5,4 and g(x) =(L- pq) = [Byl-
Nous pouvons donc en déduire que xj et A sont tels que :

X 1
+Al: =0
xz 1

2
|Bg|
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|q|

et par conséquent xj, , = pour tout p € [k].

. _ 4 . _ 2 *
Puisque nous avons aussi szl x; = |B4l, nous en déduisons que A = —f et que x;, =

B e . -
% pour tout p € [k]. Nous obtenons donc la borne inférieure suivante sur les utilités
de voisinages des agents alloués a des objets de B,

1Bgl 1
N q
Nogy> 220 o —
w2 5
Nous pouvons utiliser ce résultat pour borner la contribution du bloc B, a I'utilité
globale
N 4 o1 & (IBg\? 1Byl
> = — — ] ==
) A =) (5 =5
ieN p=1
A(i)eB,

Pour toute allocation valide A. Cela implique une borne sur le bien-étre social pour
toute allocation valide A :

A)ZZq).ui Z Z >¢Z|B|_ﬂ

ieN B,eB ieN B,e%
Al(i)eB,

Le plus grand quotient entre les utilités globale de deux allocations est donc borné
par:

swAT) _Mlil+) _1+g
sw(A+) ~ % e

Il nous reste maintenant a montrer que ce quotient est atteint. Pour cela, nous allons
simplement créer une instance qui les atteint.

Considérons un parametre k € IN. Nous définissons 'instance Iy a partir de k de
la maniére suivante : I'instance I est constituée de k? agents répartis en k types de k
agents chacun, et de k? objets répartis en k blocs de k objets chacun. Les quotas de
diversité sont tous placés a k (et napportent donc aucune contrainte).

Nous étiquetons les agents et les objets de la maniére suivante : pour i € [[1,k]|
et p € [[1,k]], 'agent a, ; est 'agent numéro i du type T, et pour j € [[1,k]] et q € [[1,k]],
l'objet h,, ; est I'objet numéro j du bloc B,. Nous définissons alors les fonctions d’utilités
des agents de la maniére suivante :

u. .
pr 0 sinon

I |1 sip=geti=j,
( q ]) -
Nous considérons deux allocations :

* lallocation A telle que Vi € [[1,k]|, p € [[1, k]|, A(a,;)=h,;
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* l’allocation A, ou chaque bloc contient un agent de chaque type (c’est-a-dire que
si pour un type Ty, les objets A(a, ;) et A(a, ;,) appartiennent au méme bloc, alors
iy = ip), et ou aucun agent n’est alloué a l'objet qui lui confére une valeur de 1
(c’est-a-dire que si A(ap,;) = h, j alors i # j).

Dans l'allocation A, chaque agent a une utilité de 1+ ¢, puisqu’il a obtenu un objet
d’utilité 1 et que tous ses voisins sont de son type. Dans l’allocation A,, chaque agent
a une utilité de %, puisqu’il a obtenu un objet d’utilité 0 et qu’aucun de ses voisins
n'est de son type. Par conséquent, le quotient entre les utilités globales de ces deux
allocations vaut :

swiA) _MId+e) 1+,
sw(A) @ ¢

2.3 Prix de la stabilité

Une considération de premiere importance pour ces problemes d’allocation de ressources
est la question de la stabilité de 1’allocation, que nous définissons ici comme la propen-
sion des agents a vouloir rester dans l’allocation actuelle. Nous dirons ici qu'une allo-
cation est stable si elle ne contient pas de couple d’agents pouvant augmenter leurs
utilités en échangeant leurs objets. Une allocation stable peut donc avoir plus de
légitimité aupres des agents, qui n‘ont pas immédiatement intérét a en dévier. Elle sera
également plus facile a mettre en place par un organisme gouvernementale, puisque
les personnes concernés auront plus de mal a justifier d’éventuelles réclamations. Plus
formellement, nous posons les définitions suivantes :

Définition 2.3.1: Echange mutuellement améliorant

Un échange d’objet entre deux agents i et j de N est dit mutuellement
améliorant dans l'allocation A si et seulement si on a u;(A(i)) < u;(A;;(i)) et
uj(A(j)) <uj(Aisj(j)) ot A;.,; est I'allocation obtenue en échangeant l'allocation
deietj.

Un concept similaire avait déja été étudié dans le cadre de probleme de house al-
location sans type d’agent par Damamme et al.|[2015], qui s’inspiraient de travaux sur
les top trading cycles (Shapley et Scarf|[1974]). Ce concept se rapproche également des
travaux de Chevaleyre et al. [2010], qui utilisaient des échanges bilatéraux avec trans-
fert d’argents, mais dans un cadre ou plusieurs objets pouvaient étre alloués a un méme
agent.
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Définition 2.3.2: Echange valide

Dans une allocation A, un échange i < j entre les objets des agents i et j est
valide si et seulement si l'allocation résultante A;.,; vérifie les contraintes de
diversité.

Nous pouvons maintenant poser la définition précise de la stabilité :

Définition 2.3.3: Stabilité

Une allocation est dite stable si elle n'admet pas d’échange valide mutuellement
améliorant.

De toute évidence, toutes les allocations ne seront pas stables. Nous pouvons alors
nous demander dans quelle mesure la recherche d’un allocation stable peut coincider
avec la recherche d’une allocation optimale. Pour mesurer cela, nous définissons le prix
de la stabilité.

Définition 2.3.4: Prix de la stabilité

Le prix de la stabilité PoS est défini comme le maximum sur toutes les instances
I du quotient entre 1'utilité d’une allocation optimale A7, et I'utilité d’une allo-
cation stable d’utilité maximum A; .

ou .¥ est I’ensemble des instances possibles.

Proposition 2.3.1

Dans le cas ou tous les agents sont item-focused, ainsi que dans le cas ou tous les
agents sont neighoubour-focused, nous avons :

PoS =1

Pour prouver ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 2.3.1: Variation d’utilité lors d’un échange

Lors d’un échange valide entre deux agents a; et a, transformant l’allocation A
en l'allocation A’, si on pose :

. Au{ =ul (A) - ufll (A) la variation d’utilité de position de a;

. Au{\I = ué\f (A7) - ué\f (A) la variation d’utilité de voisinage de a;
o Aub = uiz (A%) - uflz (A) la variation d’utilité de position de a,
. Aulz\I = u;\i (A) - u;\i (A) la variation d’utilité de voisinage de a,

o Aul = Aul +Au} 1a variation d’utilité de position des agents impliqués dans
I’échange

o AuN = Au{\I + AugI la variation d’utilité de voisinage des agents impliqués
dans I’échange

* AU =sw(A’) —sw(A) la variation d’utilité globale lors de I’échange

Alorsona:

AU = Au' +2.AuN

Preuve du lemme([2.3.1] Lors d’un échange entre deux agents, trois types de variation
d’utilité vont se combiner dans la variation d’utilité globale AU :

* la variation d’utilité de position des agents impliqués dans I’échange Au!
* la variation d’utilité de voisinage des agents impliqués dans I’échange AuN

* lavariation d’utilité de voisinage des agents qui ne sont pas impliqués dans I’échange,
mais qui sont dans le type d’un des agents impliqués dans I’échange.

N

On regroupe cette derniére catégorie sous le terme Au others®

Ona Auf’ihers = AU - Au'— AuN. 1l nous suffit donc de montrer que Auﬁhm = AuN.

Onnomme T, et T,, tels que a; € T, et ay € T,. De méme, on définit B, et By, tels
que A(ay) € B, et A(ay) = By,.

Nous nous restreindrons au cas p; # p, et g # g,. En effet, si p; = p, ou q1 = g5,
alors Au})\ihm = AuN = 0 et le résultat est immédiat.
Nous noterons dans cette preuve les valeurs A, , pour p € [[1,k]] et g € [[1,1]] telles

que A, ; = l{a € Ty|A(a) € By}|, pour clarifier les calculs d’utilité de voisinage.

On développe alors les calculs de Au}ihers et AuN
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Aul = uN(A) —uN(A) + udN(A) - ul (A)

ai 1 a a

_ (P(Aplm 1 Ay N Appg t1 Apyg, )

|qu| |B‘11| |B’h| |Bl]2|

_ (P(Apzxﬁh _Apl"h +1 n APp‘iz _Apzﬂz +1 )
|Bg, | |Bg, |

M= Y (wl)-wa)+ ) (w4 - i)
i€T, \{a;) i€Ty,) \{ar}
A(i)eB,, UB,, A(i)eB,, UB,,
(A, o - 1)(Ap1rq1 —1 Apa )(P LA (Appqz
Pu4 |Bq1| |Bq1| P92 |Bq2|
+1 A

+1 A

_ PMIz)
1By, |

A A -1 A
+A ( P21 _ TP ) 4 (A _ 1)( P2,92 _ P22 )
P21 |Bq1| |Bqll ¢ P2.92 |Bq2| |Bq2| P
SLEP L i ! +(A 1) -1
|(P P1,92 |Bq2| ¢ P21 |Bq1 | ' P2,92 |Bq '

y

(_(Aplr’h -1 + APl:‘h + Apzy’h + _(Apzf‘h - 1))
|B‘h| |B‘12| lB‘h| lB‘Izl
(APz:ql _APMh +1 APMIz _APz;qz +1 )
+
|B’11| |B‘12|

= AuN

Par conséquent, AU = Au! + Au}ihers +AulN = Aul + 2.AuN O]

Nous pouvons maintenant revenir a la preuve de la proposition [2.3.1]

Preuve de la proposition Pour prouver cette égalité, il nous suffit de montrer que
toute allocation optimale est un équilibre dans ces deux cas.

Le cas item-focused est immédiat : si deux agents peuvent augmenter leur utilité
en échangeant leur biens, puisque l'utilité des autres agents ne sera pas impactée par
cet échange, cela veut dire que 'on peut obtenir une allocation d’utilité strictement
supérieure en échangeant les biens. Cela implique qu’une allocation optimale ne peut
pas contenir d’échange valide améliorant, elle est donc stable.

Dans le cas neighbour-focused, le lemme[2.3.T|nous indique que la variation d’utilité
lors d’un échange vaut AU = 2.AuN. Or, pour un échange valide améliorant, on a
nécessairement AuN > 0, puisque 'utilité des agents impliqués doit augmenter stricte-
ment. Par conséquent, si une allocation n’est pas stable, on peut augmenter son utilité
par un échange, elle ne peut donc pas étre optimale. Donc toute allocation optimale est
stable. O
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Figure 2.1: Mécanisme de la loterie

Proposition 2.3.2

Dans le cas général, nous avons :

1.6 <PoS<2

Preuve : La preuve nécessite des éléments introduits plus tard lors d’une preuve de
la section nous la repoussons donc dans annexe

Apreés avoir considéré les propriétés théoriques de ce modele, nous allons nous
tourner vers I’étude des mécanismes de génération d’allocations. Nous allons con-
sidérer deux mécanismes principaux, le mécanisme de loterie, utilisée en situation
réelle et dont I’étude a été entamée pars Benabbou et al.|[2018], et le mécanisme d’échanges
rationnels, une continuation naturelle de notre étude sur la stabilité.

2.4 Meécanisme de loterie

Nous alors d’abord parler d’'un mécanisme couramment utilisé pour calculer des alloca-
tions dans le modéle de[Benabbou et al.| [2018]], le mécanisme de loterie. Ce mécanisme,
aussi appelé picking sequence, a été le sujet de plusieurs études (Kohler et Chandrasekaran
[1971]], Bouveret et Lang|[2011])), y compris son application aux problémes de house al-
location (voir Abdulkadiroglu et Sonmez [1998]). Son fonctionnement est simple, en
partant d’une allocation vide ou aucun agent et aucun objet n’est alloué, on ordonne
I’ensemble des agents selon un ordre aléatoire (d’ou le terme de loterie). Puis, en suiv-
ant cet ordre, chaque agent choisit son objet préféré (en cas d’égalité, I'agent en choisit
un au hasard parmi ses préférés) parmi les objets non alloués qui n’enfreignent pas les
quotas de diversité. Si il ne peut prendre aucun objet sans enfreindre les quotas, ’agent
passe son tour et ne se voit allouer aucun objet.
L'avantage de ce mécanisme, outre sa simplicité, est qu’il requiert trés peu d’information

sur les préférences des agents pour étre effectué, puisqu’il suffit de demander a chaque
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agent quel est son objet préféré parmi les objets libres qui n’enfreindraient pas les quo-
tas.

Cependant, puisque les agents ne considérent que leur propre utilité en choisissant
leur objet, ils ne choisiront pas de maniere a s’assurer qu’on puisse toujours allouer le
reste des objets en respectant les quotas. Par conséquent, ce mécanisme ne retournera
pas toujours une allocation valide.

Proposition 2.4.1

Le mécanisme de loterie ne retourne pas toujours une allocation valide, méme si
tous les agents sont neighbour-focused.

Preuve. Pour prouver cela, il suffit de montrer un exemple sur lequel ce mécanisme
peut retourner une allocation non valide. Considérons une instance I avec deux types
de deux agents chacun: Ty = {ay,a,} et T, = {a3, a4}, et deux blocs de deux objets chacun
: By ={hy,hy} et By = {h3,h4}. Nous posons les quotas suivant: A=A, =1et Ay, =
Ay 5 = 2, ce qui veut dire que le bloc By ne peut contenir qu’un seul agent de chaque
type alors que le bloc B, n’a pas de contrainte. Nous supposons que tous les agents
utilisent la méme fonction d’utilité de position u! qui est telle que u'(h;) = u'(h,) = 0 et
ul(hs3) = ul(hy) = 0.1.

Sil’on applique le mécanisme de loterie sur cet exemple avec l'ordre (1,2, 3,4), alors
les deux premiers agents vont prendre les deux objets du bloc B,, ce qui force I’agent a3
a prendre un objet de By, laissant I’agent a4 incapable de prendre le dernier objet sans
enfreindre les quotas de diversité. Par conséquent, l’allocation résultante ne sera pas
valide, puisque un agent et un objet ne seront pas alloués.

O

Puisqu’il n’est pas garanti que le mécanisme retourne une allocation valide, nous
pouvons nous demander s’il est possible de prédire quelles instances risquent de re-
tourner une allocation non valide. Une condition suffisante pour que tous les ordres
possibles retournent une allocation valide est que Z;Zl Apq < |T,| pour tout p € [k],
c’est-a-dire que tous les types d’agents disposent d’une population suffisante pour rem-
plir simultanément tous les quotas a leur disposition. (Par exemple, dans 'exemple
précédent, si T disposait d’un troisieme agent, ce dernier pourrait étre alloué au dernier
bien restant.)

Nous allons maintenant nous intéresser a la qualité des allocations retournées et
étudier la perte maximum dans le pire cas, définie comme la valeur maximum possible,
sur toutes les instances, du rapport entre les utilités de l’allocation optimale et de la
pire allocation qui puisse étre retournée par le mécanisme. Rappelons que le lemme
[2.2.1]borne, sous certaines circonstances, le rapport maximum entre les utilités de deux
allocations. Malheureusement, ce rapport est aussi large que possible, puisqu’il atteint
le quotient maximum entre les utilités de deux allocations.
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Proposition 2.4.2

La perte maximum dans le pire cas pour le mécanisme de loterie est non bornée
dans le cas général.

Dans le cas ou ¢ # 0 et ou le nombre de types k est constant, alors elle atteint la
) L
= -k

borne du lemme|2.2.1

Preuve. Pour prouver ce résultat, nous allons construire une famille d’instances (Ix)xen
telle que I'instance I; ait k types et que le ratio entre les utilités de ’allocation optimale
et de la pire allocation soit égal a la borne (et donc tende vers l'infini quand k tend
vers I'infini). Considérons l'instance Iy pour k € IN. Cette instance est constituée de
k types de k agents chacun sauf pour le premier, et de k blocs de k objets (donc Vp €
[2,k]l, IT,| = k et ¥gq € [[1,k]|, [B4| = k). Le premier type, en revanche, sera composé
de k? + k agents. Nous avons donc au total |¥| = 2k? agents et |#| = k? objets. Nous
définissons les quotas de la maniére suivante :

s Vg elLKl Ayg=k
« Ypel2klge (LKl Ay, =1

Nous pouvons maintenant définir les utilités : les k? premiers agents de T; ont une
utilité de 1 pour tous les objets, tandis que les k autres agents de T; ainsi que les
agents des autres types sont neighbour-focused. Par soucis de clarté, dans la suite nous
séparerons T; en deux sous-groupes, T; | qui contient les k? agents de T; qui ont une
utilité de 1 pour chaque objet, et T} ,, qui contient les k agents neighbour-focused.

L'allocation A* obtenue en faisant passer les agents de T; ; en premier dans le mécanisme
de loterie (ce qui leur alloue tous les objets) est évidemment optimale pour le bien-étre
social utilitariste, puisque tous les agents qui ont recu un objet auront une utilité de
1 + ¢. Lutilité globale vaut donc U(A*) = |4 |(1 + @) = k*(1 + @).

Considérons maintenant l’allocation A, générée par le mécanisme de loterie ap-
pliqué a un ordre ou les agents des groupes T;, i # 1 sont placés en premier, puis les
agents de Tj ,, puis les agents de T; ;. Dans l'allocation résultante, tous les agents
recoivent un objet, sauf les agents de T} ; qui n’en regoivent aucun. De plus, a cause
des quotas, chaque bloc ne peut contenir qu'un seul agent de chaque type autre que
T;, et comme les agents de T; choisissent en dernier, il ne leur restera qu'un seul objet
libre dans chaque bloc. Par conséquent, chaque agent recevant un objet a une utilité de

%. Cette allocation a donc une utilité globale de U(A() = @
Le rapport entre les utilités des deux allocations vaut % = HT(’)k, ce qui est le

ratio maximum possible.
De plus, si k n’est pas borné, alors ce rapport ne l’est pas non plus.
O

Nous allons maintenant considérer comment le mécanisme de loterie interagit avec
la notion de stabilité. De toute évidence, rien n’impose qu’une allocation produite par
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ce mécanisme soit stable. Cependant, nous pouvons montrer quelque chose de plus
précis : pour une instance donnée, il n’est pas garanti qu’il existe un ordre sur les
agents tel qu'un mécanisme de loterie appliqué sur cet ordre renvoie une allocation
stable.

Proposition 2.4.3

Il existe des instances pour lesquelles le mécanisme de loterie ne retourne jamais
d’allocation stable, quel que soit l'ordre des agents.

Preuve . Pour prouver ce résultat, nous allons construire une telle instance.

Considérons une instance I avec deux types de deux agents chacun : T; = {a,a,} et
T, = {a3,a4}, et deux blocs de deux objets chacun : By = {hy, h,} et B, = {h3, hy}. Nous
posons les quotas suivant : Ay, = A, =1, Ap; = A;, = 2. En ce qui concerne les
utilités, @ =1, et les fonctions d’utilités de position sont telles que :

e YaeT, ul(h)) =1, and ul(hy) = ul(h3) = ul(hy) = 0.75
e YaeT, ul(hs) =1, and ul(hy) = ul(hy) = ul(hy) = 0.75

Lorsque l'on va appliquer le mécanisme de loterie sur cette instance, quelque soit
le premier agent a choisir, il va choisir 'objet qui pour lui a une utilité de 1. Dans cette
configuration, son utilité sera de 1 + 0.5, et l'autre agent de son groupe devra choisir
un bien de l'autre bloc, puisque que le premier agent remplit les quotas pour son type
dans son bloc. Cependant, une fois les deux agents placés, le premier peut alors obtenir
une utilité de 0.75+ 1 en échangeant son bien pour étre avec 'autre agent de son type,
il cherchera donc a faire un échange. De méme, les agents de l'autre type souhaiteront
également se regrouper, 'un d’entre eux acceptera donc I’échange. L’allocation pro-
duite par le mécanisme ne sera donc jamais stable.

Pour mieux comprendre ce qui se passe, considérons un exemple : supposons que
l'ordre soit (ay,a;,a3,a4). L'agent a; va choisir en premier et prendre l'objet hy, pour
une utilité de 1.5. L’agent a, est ensuite obligé de prendre un objet de B, (puisque a;
remplit le quota A; ;). Celui qu’il choisit n’est pas important, supposons qu’il s’agisse
de hy. C’est ensuite au tour de a3, qui va choisir h3, puis a4 pour lequel il ne reste que
h,. Les agents a; et az ont alors des utilités de 1.5, et pourraient avoir des utilités de
1.75 s’ils échangeaient leurs objets, ce qui est permis par les quotas. L’allocation n’est
donc pas stable.

O

Nous pouvons également étudier les deux cas particuliers, celui ou tous les agents
sont neighbour-focused et celui ol tous les agents sont item-focused.
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Proposition 2.4.4

Le mécanisme de loterie ne retourne pas toujours une instance stable, méme
dans le cas ou les agents sont neighbour-focused.

Il retourne toujours une instance stable dans le cas ou les agents sont item-
focused.

Proof. Commengons par le cas neighbour-focused. Dans ce cas, les objets auront tous la
méme utilité pour les premiers agents de chaque groupe, ils choisiront donc au hasard
parmi eux. Considérons une instance I avec deux types de deux agents chacun : T; =
{ay,a,} et T, ={az, a4}, et deux blocs de deux objets chacun : By = {hy,h,} et By = {h3, hy}.
Nous posons tous les quotas égaux a 2, ils ne restreindront donc pas les allocations. Si
les deux premiers agents a choisir sont de type différent, puisque tous les objets leur
sont indifférents, il est possible qu’ils choisissent tout deux des objets du méme bloc, ce
qui rend l'allocation résultante instable (puisque les agents d’un méme type voudront
se regrouper pour maximiser leur utilité).

Dans le cas item-focused, la preuve est immédiate, puisque les utilités des agents
ne changent pas entre le moment ou ils choisissent leur objet et la fin de I’exécution du
mécanisme : dans une instance I quelconque, pour tout couple d’agents (a;,a,) € N,
s’ils ont tous les deux recu des objets et a; a choisi avant a,, alors a; préfére son objet a
celui de a,. Par conséquent, il est impossible de trouver un échange valide améliorant :
l’allocation est stable. O

2.5 Procédure d’échanges bilatéraux

L'idée de départ dans la conception d’un nouveau mécanisme est de se concentrer sur la
notion de stabilité. Méme si la stabilité n’est pas nécessairement corrélée a 'optimalité,
nous avons vu qu’il était possible de les concilier dans une certaine mesure. De plus,
la stabilité a des avantages qui lui sont propres, par exemple, le fait que les agents ne
puisse la modifier sans empirer leur situation peut garantir la longévité d’une alloca-
tion, elle apparaitra également plus légitime.

Puisque la stabilité est une propriété qui se vérifie sur chaque couple d’agents, nous
allons considérer une approche décentralisée, ou chaque agents essaiera d’améliorer sa
situation, en effectuant des échanges valides mutuellement améliorants avec d’autres
agents jusqu’a ce que cela ne soit plus possible.

Nous définissons donc un nouveau mécanisme, appelé algorithme d’échanges bi-
latéraux, qui fonctionne en deux étapes : il va tout d’abord sélectionner une alloca-
tion valide quelconque, puis, tant que l’allocation n’est pas stable, il va appliquer un
échange valide améliorant entre 2 agents. Ce mécanisme nécessite deux méthodes de
sélection, une qui va sélectionner ’allocation valide initiale, et une qui va sélectionner
quel échange appliquer dans le cas ou plusieurs échanges valides augmentant sont
possibles. Il est envisageable de définir différentes heuristiques pour ces méthodes
de sélection. On peut par exemple effectuer en priorité les échanges qui augmentent
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le plus le bien-étre social utilitariste, ou l'utilité des agents impliqués, ou ceux qui
augmentent l'utilité des agents les plus mal lotis. L'étude des heuristiques possibles
n’entre pas dans le cadre de ces travaux, nous utiliserons une sélection aléatoire uni-
forme parmi les possibilités comme méthode par défaut.

Ce mécanisme est inspiré d’une catégorie spéciale de jeux de Schelling, les swap
schelling games, qui établie une dynamique similaire entre ces agents (Chauhan et al.
[2018]]). On peut également le voir comme une version restreintes des cycles d’échanges
utilisés par des travaux comme ceux de Beynier et al.|[2019a] sur des problémes d’allocations
de ressources indivisibles classiques.

La premiere question soulevée par cet algorithme est de savoir s’il va forcément
terminer. Heureusement, on peut prouver que c’est le cas.

Proposition 2.5.1: Terminaison

Dans le cas général, l'algorithme d’échanges bilatéraux finira forcément par at-
teindre un équilibre et terminer.

Preuve. Nous allons prouver que ’algorithme termine toujours en montrant qu’il s’agit
d’un jeu de potentiel pour la fonction de potentiel suivante sur les allocations :

pot(A) =sw(A)+ Zu}(A)

ieN

Pour montrer la terminaison, il suffit de montrer que si on peut passer d’une allo-
cation A a une allocation A’ par un échange valide améliorant, alors pot(A) < pot(A’).

D’aprés le lemme nous savons que la variation d’utilité globale vaudra :

sw(A') —sw(A) = AU = Au' + 2.AuN

Or, puisque I’échange est augmentant, les utilités individuelles des agents impliqués
augmentent.

Donc Au' + AuN >0

Dot 2.Au' + 2.AuN = Aul + AU >0

Or, pot(A’) = pot(A) = sw(A’) = sw(A) + Ley ] (A') = Lie 4 (A)

Puisque les seules utilités de position qui changent lors de I’échange sont celles des
agents impliqués, on peut simplifier I’équation : } ;. v ull(A’) —Yien ull(A) = Au!

Donc pot(A’) — pot(A) = sw(A’) —sw(A) + Au' = Aul + 2.AuN + Aul > 0

Donc le potentiel pot(A) augmente strictement lors d’un échange valide améliorant.
Or, on sait que pot(A) < | N|2(1 + ¢) (grdce aux bornes sur les utilités des agents). Par

conséquent, l'algorithme d’échanges bilatéraux termine forcément et retourne une al-
location stable. O
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Proposition 2.5.2

Le rapport entre les utilités de ’allocation optimale et d’une allocation retournée
par l'algorithme d’échanges n’est pas borné.
Sile nombre de type d’agents k est fixé et ¢ = 0, alors il atteint la borne du lemme

221

Preuve. Nous considérons un parametre x € IN, et nous construisons une famille d’instances
(Ir)ken telles que I'instance I ait k types de xk — 1 agents chacun, et k blocs de xk — 1
objets chacun. Nous numéroterons les objets et les agents par des triplets de [1,k]]* x
(1, x]1\{(z,2z,x) : Vz € [k]} en respectant les contraintes suivantes :

¢ V(p, q'y) € [[Lk]]z X [[1,X]] \ {(Z, z,x):Vz € [k]}r Ap,q,9) € Tp
* V(p,q,9) € [LEP x[1Lx]1\{(z2,x) : Vz € [K]}, By q,) € B,

Notons que |[1,k]]*> x [1,x]]\ {(z, 2, x) : Vz € [k]}| = xk?> —k = k(xk — 1)
Nous définissons les quotas de la maniére suivante :

xk-1 ifp=q
Y(p.q) € [[1'k]]2’ AM - {x otherwise

Nous pouvons maintenant détailler les fonctions d’utilité des agents :

if )=h,
Y(p,q,i)€ [[1,k]]2 x[[1,x]]\{(z,z,x) : Vz € [k]}, ”Lllp,q,i (A) = {(1) i)t}?e(:j\;?sle) p.q,i

L’allocation optimale A* est alors celle définie par ¥ (p, q,i) € [1,k]]*x[[1, x]]\{(z, 2, x), Aap,qi) =
hp,q.i, c’est-a-dire l'allocation ou tous les agents d’'un méme type sont dans le méme
bloc, et ou tous les agents ont un objet d’utilité 1. Le bien-étre social est alors de
sw(A*) = |N|(1+¢@)=k(xk—-1)(1+ ¢).
Considérons d’un autre coté l’allocation A+, que nous allons construire de maniere
a ce qu’elle soit stable et minimise 1'utilité sur ’ensemble des allocations valides.

h _ sipe{2,...,.x—1},
VpellLkly € [Lx—1], AXagppy) =] ¢P¥~D °7°
h(p,p,x_l) sip=1

Pour allouer les agents 4(p,q,) avec p # g, nous allons considérer k permutations
(0p)pef1,k]) Vérifiant les propriétés suivantes :

* Pour tout p € [[1,k]], 0,, est une permutation sur {1,...,k} \ {p}

s Vpe[[Lkl,gel[LklI\{p}, 0p(q) %4
* Vp,p' €[[1,k]| tels que p = p’, Vq € [[1, k]| \ {p}, 0,(q) # 0, (q)
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Nous discuterons de comment construire une telle famille dans I’annexe[Al
On utilise alors ces permutations pour compléter ’allocation en posant :

Vp € [[l’k]]’q € [[Lk]] \ {p},y € [[1,X]], AJ_(a(p,q,y)) = h(q,crp(q),y)

Nous aurons alors, par construction, que chaque type d’agents T, aura x — 1 agents
dans le bloc B, et x agents dans chaque autre bloc B;. De plus, chaque agent sera alloué
a un bien qui lui conférera une utilité de zéro.

Cette allocation satisfait les quotas, elle est donc valide. Cependant, il nous reste a
montrer qu’elle est stable.

Considérons un agent quelconque a,, ; , pour un certain (p,q,y) dans [[1, K]1Z<[[1, x]]\
{(z,z,x): Vz € [k]}.

I1 existe deux manieres pour cette agents d’augmenter son utilité:

* Il peut augmenter son utilité de voisinage. Pour cela il doit se déplacer vers un
bloc contenant plus d’agents que son bloc actuel. Il y a deux possibilités:

— cas p # q: dans ce cas l'agent se trouve dans un bloc B, avec x agents de type
T,. Le seul bloc pouvant accueillir plus que x agents de son type est le bloc
B,, mais ce dernier na a présent que x—1 agents, par conséquent se déplacer
dans ce bloc naugmenterait pas 1’utilité de voisinage.

— cas p = ¢q: dans ce cas l'agent se trouve dans le bloc B,. Pour augmenter
son utilité, il doit changer de bloc, mais comme les quotas pour son groupe
sont remplis dans tous les autres blocs, il ne peut qu’échanger avec un autre
agent du type T,. Or, par construction, son objet a une utilité de zéro pour
tout agent de T, n’étant pas dans le bloc B, par conséquent aucun agent de
son type présent dans un autre bloc ne souhaite échanger avec lui.

Aucun agent ne peut donc échanger son objet de sorte a augmenter son utilité de
voisinage.

¢ il peut augmenter son utilité de position. Pour cela il doit parvenir a récupérer
I"'unique objet qui lui confére une utilité de 1. Il y a encore une fois deux possi-
bilités:

— cas p = q: dans ce cas 'objet lui conférant une utilité de 1 est possédé par
l'agenta, , .1 (siy <x—1)oua,, (sinon). Par construction, des que x > 3,
cet agent obtiendra une utilité de zéro de l'objet de l'agent a, , , et refusera
donc d’échanger avec ce dernier.

— cas p # q: dans ce cas l'objet h 4, lui conférant une utilité de 1 est possédé
par l'agent a, , , avec p’ tel que 0,/(p) = q. Puisque nous savons qu’aucun
agent ne peut augmenter son utilité de voisinage, le seul cas ou l'agent a, , ,
accepterait d’échanger serait celui ou l'objet hq,gp(q),y lui confere une utilité
de 1, c’est-a-dire que p’ = q et 0,(q) = p, ce qui est impossible (puisque la
fonction o, ne peut retourner la valeur p. Donc cet agent refusera d’échanger.
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Par conséquent, il n’y a pas d’échanges rationnels possibles: 1’allocation est stable.

Nous calculons alors le bien-étre social utilitariste dans 1’allocation A+. Chaque
type T, a x—1 agents dans le bloc B, qui ont une utilité de ;‘k;_ll et x agents dans chacun
des k — 1 autres blocs qui ont une utilité de 7. Le total est donc:

L (x—l)2 B x2
w(A )-|J\f|><0+(pk(—xk_1 +(k 1)xk—1)
(x?=2.x+1)+x*(k-1)
1y
w(A~) =@.k o

Par conséquent, le rapport entre les valeurs minimum et maximum que l'utilité
peut prendre est égale a:

sw(A*)  (1+@)(xk—-1k (1+¢)(xk—1)>

sw(ALt) (Pk(lefz—fxﬂ) P(x2k - 2x+1)
e

(1+@)(xk)® _ (1+p)k
ex?k T
donc atteinte a la limite. O

Quand x tends vers +oo, ce rapport tends vers , hotre borne est

Nous nous devons également de mentionner la notion de prix de I’anarchie, qui est
une mesure courante de I'impact 1ié au fait de laisser les agents décider d’eux-mémes
plutét que d’imposer une solution centralisée. Sa définition usuelle est le rapport entre
les utilités de la solution optimale et du meilleur équilibre de Nash. Cependant, la
notion d’équilibre de Nash est floue dans notre contexte, puisqu’un agent seul n’est
pas autorisé a impacter 1’allocation courante, il lui faut trouver un deuxiéme agent
qui accepterait d’échanger son objet. Nous considérerons donc les allocations stables
comme les équivalents des équilibres de Nash, et adaptons la définition en conséquence

Définition 2.5.1: Prix de ’Anarchie

Le Prix de I’Anarchie (PoA) est défini comme le rapport maximum sur les in-
stances I du probleme entre I'utilité de I’allocation optimale A} et I'utilité de la
pire allocation stable A7

Nous pouvons directement déduire le prix de I’anarchie dans notre probleme a par-
tir du lemme (qui nous dit qu'un tel ratio est non borné dans le cas général et

majoré par 1+7ka si k est fixé et ¢ = 0) et en utilisant la proposition [2.5.2|(qui nous dit

que les retours possibles de l’algorithme d’échanges qui sont inclus dans I’ensemble
des allocations stables atteignent cette borne). Par conséquent, nous avons le résultat
suivant :
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Corollaire 2.5.1

Le prix de ’anarchie du probleme est non borné dans le cas général.
Si k est fixé et @ # 0, alors on a PoA = 1+ka

2.6 Expérimentations

Nous allons maintenant parler des expériences effectuées dans l'objectif d’évaluer les
performances pratiques des mécanismes que nous avons présentés. Nous considérerons
4 variantes de ces procédures :

* RSEQ : Les agents sont considérés dans un ordre aléatoire, et sélectionnent cha-
cun a leur tour un objet aléatoirement (en respectant les contraintes de diver-
sité). Cette approche sera utilisée comme un point de référence pour comparer
les autres méthodes, et pour génerer des allocations de maniére complétement
aléatoire.

* SEQ : Le mécanisme de loterie comme décrit dans la section 2.4} Les agents sont
considérés dans un ordre aléatoire, et sélectionnent chacun leur tour le meilleur
objet qui respecte les contraintes de diversité.

* RSEQ+SWAP : Une procédure en deux étapes consistant a générer une allocation
avec RSEQ, puis a appliquer l'algorithme d’échanges bilatéraux a partir de cette
allocation (tel que décrit dans la section [2.5)).

* SEQ+SWAP : Une procédure en deux étapes consistant a générer une allocation
avec SEQ, puis a appliquer l'algorithme d’échanges bilatéraux a partir de cette
allocation (tel que décrit dans la section [2.5]).

Nous allons mener trois séries d’expériences. La premiére concernera de petites
instances (40 agents et 40 objets), sur lesquelles il est possible de calculer I’allocation
optimale, afin de mesurer la distance a l'optimal des allocations retournées par les
algorithmes. La deuxieme série d’expérience considere les algorithmes appliqués au
jeu de données de I'immobilier de Singapour, qui contient 1350 objets (les logements
a répartir entre les demandeurs), pour comparer leurs performances. Enfin, lors de la
troisiéme série, nous étudierons la complexité pratique de RSEQ+SWAP et SEQ+SWAP
sur des instances de plus grandes tailles générées aléatoirement.

2.6.1 Prix de la stabilité empirique

Dans cette partie, nous allons considérer de petites instances pour lesquelles il est
possible de calculer l'allocation optimale de maniére exacte, afin de comparer cette
derniere aux résultats que nous obtiendrons.
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I1 est possible de calculer l'allocation optimale grace a un programme linéaire con-
tenant un nombre de contraintes polynomial en la taille du probléme. Ce programme
linéaire est le suivant :
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maxZlehxu +(pZ Z Zsqu (2.1)

ieN he ieN jeT (i) qel l]l gl
s.t. leh—l Vie N (2.2)
het
le-h =1 Vhe .t (2.3)
ieN
D) i< vpelklaelll  (24)
i€T, heB,
big = inh VieN,qgell]  (2.5)
heB,
Sijq < big Vi,jeN,qell] (2.6)
Sijg < bjg Vi,jeN,qel[l] (2.7
Cij1 = Z Xj —xip) X 1] (h)
het
Jq Sl]q ]uq 1aq ..
+(pZ —_— Z Z ] Vi,je N (2.8)
qell] 1By a€s (1)\{]} aeT (i

C1]2>szh Xjn xu (h)

he
+ Z “7 S’”+ Z diag _ T 3jag Vi,jeN (2.9)
v Bl Bl '
qell] Bl a7 (j)\{i} ac (j) 1
Cij3 X A> Z /\T(i)qxqu—Zsjaq Vl',]'EJV,]' Eg(l)
q€[l] aeT (i)
(2.10)
Cija X A= Z Ar(ipg X big - Z Siaq Vi, jeN,jed (i)
q€[!] a€T(j)
(2.11)
4
Zcm <3 Vi, jeN (2.12)
r=1
x;, €1{0,1} VYieN,hes (2.13)
big €{0,1},sij, €10,1} Vi,jeN,qe(l] (2.14)
Cier{O,l} Vi,jeﬂ,re[4]
(2.15)
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Dans ce programme linéaire :

* Xin by, Sijq et cijr pour i, j € N, q €[l], et r€[4], sont les variables du programme.
* x;; vaut 1 si et seulement si I’objet h est alloué a ’agent i, et 0 sinon

* b;, indique si l'agent 4; est alloué a un objet du bloc B,

* sijq indique si les agent 4; et a; sont tous les deux alloués a des objets du bloc B,.

* Cij1, Cij2, Cij3, Cij4 Teprésente 4 conditions pour qu’il existe un échange valide
améliorant entre les agents i et j. Il existe un tel échange si et seulement si les
4 conditions sont réunies.

* A est une constante définie par : A = max,e(k)ge[1] Apg
* laligne[2.2]impose que chaque agent soit alloué a exactement 1 objet.
* la ligne[2.3]impose que chaque objet soit alloué a exactement 1 agent.
* la ligne[2.4impose le respect des quotas de diversité.

* laligne impose que b; ; soit égale a 1 si et seulement si 'agent 4; est alloué a
un objet du bloc By, et 0 sinon.

* les lignes[2.6et [2.7]imposent que s;;, soit égale a 1 si et seulement si les agent a;
et a; sont tous les deux alloués a des objets du bloc By, et 0 sinon.

* laligne[2.8|vérifie si l'agent a; augmenterait son utilité en échangeant avec 'agent
j-

. l.a ligne Vériﬁe sil'agent a; augmenterait son utilité en échangeant avec l'agent
i

* la ligne vérifie si les quotas autorisent I’agent a; a prendre l'objet de I'agent

4

* la ligne vérifie si les quotas autorisent 'agent a; a prendre 'objet de I'agent
ai

* la ligne vérifie que les conditions pour qu’il existe un échange augmen-
tant valide entre les agents 4; et a; ne soient pas toutes vérifiées en méme temps
(chaque condition remplie vaut 1, cette ligne fait la somme et la contraint a étre
inférieure ou égale a 4).

Nous considérerons 20 instances générées aléatoirement contenant chacun 40 objets
répartis en 5 blocs de taille égale, et 40 agents répartis en 5 types de tailles égale. Les
quotas sont tels que : Vp,q € [[1,5]]*, A,, = 2. Les utilités de position sont tirées au
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hasard sur 'intervalle [0, 1] suivant une probabilité uniforme. Nous considérons deux
valeurs de compromis d’utilité ¢ : 0.5 et 1.

Sur chaque instance, nous avons calculé le prix de la stabilité, qui s’est avéré étre
toujours égal a 1, ce qui veut dire que sur toutes les instances, l’allocation d’utilité max-
imale est stable. La table[2.1|rapporte les pertes d’utilité relatives de chaque algorithme
(définies comme le rapport entre I'utilité de ’allocation optimal et de 1'utilité moyenne
des allocations retournées par un algorithme).

Notons que les algorithmes RSEQ et SEQ ne retournent pas toujours des allocations
valides et doivent étre exécutés en moyenne 1.87 fois (+1.74) pour RSEQ et 1.83 fois
(£1.29) pour SEQ avant que l’on atteigne une allocation stable.

RSEQ SEQ RSEQ+SWAP | SEQ+SWAP
¢=0.5]1757+£0.144 | 1.073+£0.028 | 1.101 £0.023 | 1.069+0.029
=1 |1.695+0.118 | 1.084+0.027 | 1.102+0.026 | 1.074+0.021

Table 2.1: Perte d’utilité moyenne sur de petites instances

Dans ce tableau, nous observons que RSEQ produit des résultats significativement
moins efficaces que les trois autres algorithmes, qui présentent des performances sim-
ilaires. En particulier, les pertes d’utilité sont tres proches de 1, qui est le prix de la
stabilité empirique, et tres loin de la borne théorique sur les pertes énoncée dans le
qui vaut HT(’).k (donc 10 pour ¢ =1 et 15 pour ¢ = 0.5).

On peut cependant remarquer que les pertes d’utilité de SEQ et de SEQ+SWAP
augmentent avec ¢, alors que celles de RSEQ+SWAP restent constantes. Cela pourrait
étre du au fait que les premiers agents a choisir un objet le font sans connaissance de
leurs futurs voisins, et que s’ils choisissent un objet de grande valeur, ils auront plus
de réticence a se rapprocher des autres agents de leur groupe (augmentant ainsi leur
utilité au détriment de celle de leurs voisins).

lemme|2.2.1

2.6.2 Comparaison des résultats sur les données réelles de I'immobilier de
Singapour

Dans cette partie, nous utilisons un jeu de données réelles de I'immobilier de Singapour
(décrit par Benabbou et al.|[2018]). Ce jeu de données est composé de 1350 objets (des
logements) séparés en blocs de taille 128, 162, 156, 249, 108, 94, 104, 190, et 159, et
d’un ensemble d’agents . (des demandeurs de logements) de taille | N'| = 2700, répartis
en trois types Ty, T, et T; tels que |T;| = 0.74|.N|, |T,| = 0.13|.N] et |T5| = 0.13.]./|. Les
quotas de diversité sont définis par: Vg € [1,1]], Ay, = 0.87x|By|, A5, =0.25%|B,|, A3, =
0.15 % |By|.

En ce qui concerne les utilités, nous posons ¢ = 1, et nous considérons deux modeles
d’utilité de position :

+ Un mode¢le basé sur la distance, que nous nommerons Dist(c2), dans lequel chaque
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agent a une position préférée dans [0,1]?, et calcule 'utilité qu'un logement lui
procure a partir de la distance de ce logement a sa position préférée (les positions
des logements sont celles des blocs qui les contiennent, qui sont décrites dans le
jeu de données et ramenée sur [0,1]?). Plus précisément, pour un agent i et un
objet h du bloc B, I'utilité de position ul-l(h) est tirée aléatoirement en suivant une
distribution de probabilité normale J\/(l/d(pi,L(Bq)),O‘Z), ou L(B,) est la position
de B, et d() est la distance Euclidienne.

* Un modele basé sur l’ethnie (représentée par le type dans le jeu de données), que
nous nommerons (Ethn(c?)), similaire au précédent a l’exception que tous les
agents d’'un méme type auront la méme position préférée.

En ce qui concerne la variance o utilisée dans les lois normales ci-dessus, nous
considérerons deux valeurs : 0.01 and 1.

Dist(c?) Ethn(o?)
02 =0.01 o?=1 0?2 =0.01 o’ =1
RSEQ 903+14 | 1465+43 | 1133+84 | 1466+41
SEQ 989+23 | 1678+60 | 1264+99 | 1706+ 60
RSEQ+SWAP | 1057 +19 | 1659+58 | 1242+93 | 1684+55
SEQ+SWAP | 1072+23 | 1690+61 | 1268 +101 | 1716 +61

Table 2.2: Valeurs moyennes du bien-étre social pour le jeu de données de I'immobilier
de Singapour

La table rapporte les valeurs de bien-étre social utilitariste des allocations re-
tournées par les algorithmes appliqués sur les données de Singapour avec les utilités
décrites. Chaque combinaison d’algorithme, de modéle d’utilité et de valeur de o, a
été appliquée sur 30 instances différentes. Notons qu’il ne nous est pas possible ici
de calculer les pertes d’utilité, puisque le jeu de données est trop gros pour utiliser le
programme linéaire.

Nous remarquons sans surprise que RSEQ reste moins performant que SEQ, RSEQ+SWAP,
et SEQ+SWAP en termes d’utilité globale finale. Les résultats de ces trois derniers al-
gorithmes restent relativement similaires, sauf dans le cas du modéle d’utilité basé
sur la distance pour ¢ = 0.01 (Dist(0.01)), ot SEQ est beaucoup moins efficace que
RSEQ+SWAP et SEQ+SWAP. Cela peut s’expliquer par le fait que les agents d’'un méme
groupe auront des préférences (fonctions d’utilités) trés différentes, et vont donc se
disperser lors des premiéres affectations. SEQ+SWAP, qui donne aux agents la possi-
bilités de se rapprocher une fois I’allocation initiale complétée, corrige cette tendance
et présente donc une bien meilleur utilité globale.

2.6.3 Nombre d’échanges avant terminaison

Dans cette partie, nous analysons la complexité pratique de I'algorithme d’échange,
c’est-a-dire le nombre d’échanges bilatéraux qui devront étre effectués en moyenne
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pour atteindre une allocation stable (et donc I’arrét de ’algorithme).

Pour cela, nous allons considérer des instances générées aléatoirement pour lesquelles
les tailles des ensembles d’agents et d’objets iront de 100 a 1400 par pas de 100. L'ensemble
des objets sera divisé en I = 10 blocs de taille égale, et I'ensemble des agents en k = 3
types de tailles respectives |T}| = 0.74 x| N|, | T,| = 0.13 x|.N|, et | T3| = 0.13x|.N|. Les quo-
tas de diversité seront tels que Vq € [[1,10]], Ay, =0.87 x[By|, Ay, = 0.25x|B,|, A3, =
0.15x|By|. (Ces parametres sont semblables a celui du jeu de données de Singapour.)

Les utilités de position seront tirées aléatoirement de maniére uniforme sur l'intervalle
[0,1], et nous posons ¢ = 1.

Pour chaque jeu de parametres, nous effectuons 20 expériences.

2500 1

20001

1500 4

1000 +

number of swaps

500 -

3 % .
ﬁéﬁﬁé;?;nl*

T T T T T T T
200 400 600 800 1000 1200 1400
number of items/agents

Figure 2.2: Régression linéaire sur le nombre d’échanges d’une exécution

Dans la figure[2.2} nous présentons une régressions linéaire sur les nombres d’échanges
valides augmentant requis par l’algorithme pour atteindre un équilibre. Les résultats
présentés sont :

* En bleu : RSEQ+SWAP nous obtenons une pente de 1,88 et une ordonnée a
l'origine de -141,20, pour un facteur de corrélation de 0.988 (tres forte corrélation).

* En rouge : SEQ+SWAP nous obtenons une pente de 0,08 et une ordonnée a
l'origine de 43,53, pour un facteur de corrélation de 0.74 (forte corrélation).

Nous remarquons que le nombre d’échanges avant stabilité croit de maniere linéaire
sur les exemples pratiques. Des deux algorithmes, SEQ + SWAP termine beaucoup
plus rapidement, ce qui s’explique facilement par la plus grande utilité de départ des
agents, qui limite les gains possibles lors d’un échange. On peut de plus remarquer que
le nombre d’échanges avant terminaison croit trés lentement avec la taille de I'instance,
ce qui laisse penser que ce mécanisme n’est pas tres difficile a mettre en place méme a
grande échelle. Il nous faut cependant nous rappeler que I'application de ce mécanisme
nécessite un nombre quadratique d’opérations entre chaque échange, puisqu’il nous
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faut tester chaque paire d’agents. L’'intérét de cette méthode réside donc plutot dans
le fait de permettre aux agents d’améliorer leur situation en cherchant des échanges,
puisqu’un agent peut vérifier avec qui il souhaite échanger en temps linéaire.

2.7 Conclusion du chapitre

Nous avons considéré dans ce chapitre un modele qui oppose deux tendances opérant
a deux échelles différentes. La premiere, issue du modele de base, est une volonté de
la société de garantir une certaine diversité, qui se traduit par des contraintes sous la
forme de quotas. La deuxieme, inspirée des jeux de Schelling, est une propension de
la part des agents qui les pousse a chercher la proximité de leur semblables, représenté
par une composante d’homophilie dans leurs fonctions d’utilité. Puisque nous intro-
duisons des dynamiques propres aux jeux de Schelling, certaines problématiques de ce
modele deviennent pertinentes pour le nétre, notamment les questions de stabilité.
Nous avons donc étudié 'impact sur le bien-étre social utilitariste de la recherche
de stabilité et établi une borne sur la perte engendrée. Nous nous sommes ensuite
intéressés aux mécanismes de génération d’allocation, le mécanisme de loterie d’abord,
simple mais dont les résultats présentent peu de propriétés intéressantes. Puis le
mécanisme d’échanges, plus long mais apportant des garanties de stabilité. Nous avons
cependant vu quaucun de ces mécanismes ne parvient a s’éloigner de la borne sur
la perte maximum. Enfin, nous avons effectué des expérimentations pour étudier les
différents mécanismes, sur des instances générées aléatoirement et sur des données
réelles. Il en est ressorti que le mécanisme d’échange peut étre appliqué sur une allo-
cation instable générée par une autre méthode sans crainte de perte d’efficacité, et qu’il
est rapidement capable d’atteindre une allocation stable.

Les possibilités d’amélioration que pourraient apporter de prochains travaux con-
cernent en premier lieu le raffinement du résultat de la proposition [2.3.2]: nous avons
conjecturé que le prix de la stabilité est proche de 2, mais il nous faut encore trou-
ver une preuve, qui consisterait en une famille d’instances pour laquel le ratio entre
'utilité de l'allocation optimale et celle de la meilleure allocation stable tend vers 2.
Une extension possible du modéle permettant plus de flexibilité dans sa représentation
serait de considérer le cas de compromis d’utilité ¢ différents. Cela permettrait aux
agents d’avoir différents opinions sur I'importance relative de la composition du voisi-
nage par rapport a la qualité de leurs allocations. Cela demanderait cependant de
nouvelles preuves pour le prix de la stabilité et pour la terminaison de l'algorithme
d’échanges bilatéraux (des expériences suggérent que ce dernier se termine tout de
méme dans le cas de @ différents). Une troisieme piste serait la question de la sélection
de I’échange a effectuer quand plusieurs options sont possibles durant une itération
de l'algorithme des échanges bilatéraux. Quelques expériences ont été effectuées pour
tester une heuristique maximisant le gain d’utilité, les résultats suggéraient peu de
différence en termes d’allocation finale, et les gains en nombre de swaps sont contre-
balancés par les temps de calculs plus long pour chaque itération. Cependant, des
heuristiques plus rapides a calculer peuvent étre considérées. De plus, dans le cadre
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d’une sélection aléatoire, les seuls résultats de complexité sont expérimentaux, nous
n‘avons pas de borne théorique sur le nombre d’itérations, il peut donc étre pertinent
d’étudier le comportement de cette heuristique dans le pire cas. Une quatriéme piste
serait de n‘autoriser des échanges qu’entre des blocs géographiquement proches. Dans
ce modele, les positions des différents blocs induiraient une structure de graphe, ou
les sommets seraient les blocs et les arétes relieraient deux sommets si les blocs cor-
respondant sont suffisamment proches pour un échange. A noter qu’il existe déja de
nombreuses études sur des modeles ou les agents appartiennent a un graphe et ne
peuvent envier que leur voisins, tant dans le cadre du partage de gateau (Abebe et al.
[2017], Bei et al.|[2017]) que dans le cadre de l'allocation de ressources indivisibles
(Bredereck et al.|[2022], Beynier et al.|[2019b]). Cependant, nous nous distinguerions
de ces travaux par une différence majeure: les relations de voisinage ne seraient pas
statique mais dépendante de I'objet possédé. Pour le cas de I'immobilier de Singapour,
des expériences seraient facile a mettre en oeuvre puisque le jeu de données comprend
les positions des différents blocs. Pour le cas général, la question se pose de I'impact de
la topographie du graphe des blocs sur la dynamique des échanges améliorants.

Enfin, une derniere piste serait de considérer des échanges impliquant plus que
deux agents. Il s’agit la d’une extension naturelle des échanges bilatéraux, et il nous
faut noter que Damamme ef al.|[2015] considérent ces derniers comme un cas parti-
culier d’'un cycle d’échange a k agents, pour k = 2. L’intérét de considérer une dy-
namique de k-cycle plutdt que d’échange bilatéraux est qu’il s’agit d’'une dynamique
tres proche et donc partageant un certain nombre de propriété, cependant, en fonction
de k, elle permet des échanges de plus ou moins large envergure ce qui impacte la no-
tion de stabilité, on peut donc se demander si le prix de la stabilité va dépendre de

k.

Les travaux présentés dans cette partie ont donné lieu a deux publications : un
abstract étendu a la conférence AAMAS(Gross-Humbert et al.|[2021]) et un article dans
le journal TEAC (Transactions on Economics and Computation) (Gross-Humbert et al.
[2022]).
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Chapitre 3

Envie entre types d’agents

3.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est de trouver une maniere de mesurer 1’équité des allocations
dans le cadre du probleme de house allocation et dans lequel I’ensemble des agents est
partitionné en types. Ce chapitre fait suite au précédent et considére un modele obtenu
en simplifiant celui de I'immobilier de Singapour. Nous souhaitons nous assurer que
les allocations soient équitables non seulement a 1’échelle des agents individuels mais
aussi a I’échelle des types, et ce utilisant le concept de I’envie.

L'utilisation de la notion d’envie pour comparer des groupes d’agents est une ques-
tion vaste sur laquelle de nombreuses approches ont été envisagées. C’est une ques-
tion sur laquelle se penchent naturellement les travaux qui utilisent des types d’agents,
comme ceux de Benabbou et al.|[2018] ou ceux de|Scarlett et al. [2023], qui essayent cha-
cun d’y répondre a leur maniére. Mais méme des travaux dont les modeles n’ont pas de
partition a priori des agents en groupes cherchent parfois a comparer des groupes quel-
conques d’agents entre eux. Par exemple, |Aleksandrov et Walsh| [2018a]] cherchent a
s’assurer que toute paire de deux groupes d’agents quelconques soit sans-envie. Cepen-
dant, chacun de ces travaux propose une approche différente pour adapter la notion
d’envie a des groupes de tailles potentiellement tres différentes. De maniere générale,
depuis I'introduction de la notion d’envie dans la littérature (par |[Foley [1967]]), peu
de travaux se penchent sur le comportement que l'on attendrait d’'une mesure d’envie
entre groupes d’agents.

L’un des articles cherchant a axiomatiser des propriétés que l'on attendrait d’une
notion d’envie est celui de Bosmans et Oztiirk [2018], qui pose un certain nombre de
propriétés qu'une mesure numérique d’envie devrait suivre, telles que la normalisa-
tion, I'anonymat ou la décomposabilité. Cependant la pertinence de ces travaux reste
limitée pour notre domaine. En effet, on considérera rarement l’envie sous la forme
d’une valeur numérique a minimiser, on préférera chercher des seuils a ne pas dépasser.
De plus, l'article suppose des préférences strictement monotones sur les lots d’objets, ce
qui ne sera généralement pas le cas dans le cadre des problémes de house allocation, et
certains de ses axiomes ne s’appliquent plus sans cette hypothése (la proportionnalité
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notamment).

Un autre article discutant d’axiomatique dans le cadre des problemes d’allocation
est celui de Thomson|[2019]. Cet article ne présente aucun axiome a proprement par-
ler, mais propose une série de catégories et de qualificatifs se référant aux axiomes
existants, afin de proprement classer ces derniers.

Notre approche va consister dans un premier temps a mettre en place un certain
nombre d’axiomes simples adaptés a notre modele, puis a considérer les définitions
d’envie entre groupes utilisées dans la littérature au travers de ces axiomes, pour enfin
construire une notion d’envie qui satisfait nos exigences. Nous terminerons par une
étude plus en détails de la notion de monotonie.

3.2 Allocations de ressources entre groupes d’agents

Notre modeéle sera trés semblable a celui vu en dans la section[2.2] Toutefois, pour nous
concentrer sur la question de 1’équité entre groupes d’agents, une partie du modele sera
ramenée a un probleme d’allocation de ressources classique : nous conservons les types
d’agents, mais nous n’aurons plus de blocs d’objets, et par conséquent ni quotas ni
utilité de voisinage. En revanche, comme les groupes d’agents (que nous appellerons
types dans la suite) deviendront 1’élément central du modele, nous adapterons les no-
tions d’utilité et d’allocation pour leur conférer une plus grande importance.

Définition 3.2.1: House allocation avec types d’agents

Une instance I du modeéle contient les éléments suivant :

* un ensemble N d’agents N = {1,2,3..n} partitionnés en k types J =
{Ty, T>,... Ty},

* un ensemble / d’objets M ={1,2,3...m},

* pour chaque agent i € &, une fonction d’utilité u; : #l — R représentant
les préférences de l’agent i sur les objets.

Nous allons aborder les allocations d’une maniere différente du chapitre précédent.
Nous allons maintenant chercher a modéliser les situations dans lesquelles 1’autorité
centrale ne peut allouer les ressources qu’aux types, tandis que les types disposent de
mécanismes internes pour répartir leurs objets entre leurs agents.

Imaginons par exemple qu’un organisme de recherche, constitué de plusieurs
équipes de recherche elles-méme constituées de chercheurs, ait un certains nombre de
bureaux a répartir. Dans ce cas, 'organisme va seulement attribuer les bureaux a ses
équipes, et les équipes vont ensuite les attribuer a des chercheurs précis, selon une
logique de répartition interne a I’équipe.

Un autre exemple est le probleme d’allocation de ressources médicales : un gou-
vernement veut répartir du matériel médical entre ses hopitaux, et chaque hopital va
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ensuite répartir le matériel qu’il a requ entre ses différents services.

Nous allons donc considérer des allocations a deux niveaux : au niveau du type,
nous allouerons des lots d’objets a chaque type, puis au niveau individuel, chaque type
répartira son lot d’objets entre ses agents. Ainsi, méme si une allocation va apparier
les agents et les objets deux a deux, nous considérerons que nous ne pourrons choisir
directement seulement la répartition des objets entre les types. Chaque type disposant
de son propre mécanisme d’allocation interne afin d’allouer un objet a un agent précis.

Nous commencgons ainsi par définir les allocations sur les types.

Définition 3.2.2: Allocations aux types

Nous définissons une allocation A comme une partition de 4 en k lots d’objets
A=A UAyU...UA tels que Yp € [[1,k]], A, soit le lot d’objets alloué au type T,,.
Nous imposons Yp € [1,k]], [A,| <|T,|

Nous allons maintenant nous intéresser a la répartition des objets entre les agents
méme d’un type. Nous n’avons pas pour l'instant défini la maniere dont les types vont
allouer leurs objets a leurs agents. Il est ici possible de choisir n’importe quelle méthode
d’allocation, et méme une méthode différente pour chaque type. Nous supposons dans
ce qui suit que les types utilisent une méthode d’allocation cherchant a maximiser le
bien-étre utilitariste des agents au sein du type.

Définition 3.2.3: Allocations individuelles

Nous étendons toute allocation A = (A,)ye[1,k] €n une fonction N — A U {0}
définie telle que A maximise la valeur } ;. u;(A(i)) sous contrainte Vp €

[L k], User, AG) = A,

Nous aurons dans la suite besoin que les types aient une maniere de comparer les
lots d’objets entre eux, nous allons donc définir une notion d’utilité sur les types qui
représentera la qualité d’un lot par une valeur. Puisque tout lot d’objets qui sera al-
loué a un type sera réparti de maniére a maximiser le bien-étre social utilitariste des
membres de ce type, il est raisonnable de considérer qu'un type mesurera la qualité
d’un lot d’objets par le bien-étre social utilitariste qu’il peut lui procurer. Notre fonc-
tion d’utilité va donc mesurer le bien-étre que le type obtiendrait d’un lot si il allouait
les objets qu’il contient a ses agents de maniére a maximiser le bien-étre utilitariste (le
mécanisme d’allocation interne choisi pour notre cadre).

Formellement :
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Définition 3.2.4: Utilité de type

Soit une instance I contenant les types d’agent Tj,..., Tj.
L'utilité de type V,(L) d’un type T, (pour p € [[1,k]]) pour un lot d’objets L est
définie par :

max Y Y u;(j)x;j, siL=0;
V,(L) = XeXyL ieT, jel

0, sinon.
Ou:
* ui(j) € R, est I'utilité de 'agent i € T, pour l'objet j € L

* ¥ est I'ensemble des matrices binaires X = (xij)ieTp,jeL qui représentent les
allocations des objets de L aux agents de T, de la maniére suivante:

1 sijelestallouéaieT,;
Xi: =
K 0 sinon

Notons que cette fonction d’utilité est sous—modulair mais n’est pas additive. No-
tons également qu’elle peut étre calculée en temps polynomial puisqu’elle peut étre
réduite a un probléme de couplage de poids maximum classique.

Nous souhaitons donc créer des allocations a 1’échelle des types qui soient équitables,
ce qui requiert tout d’abord de définir la notion d’équité. Une notion trés présente dans
la littérature pour définir I’équité est la notion d’envie, vers laquelle nous allons nous
orienter. La pertinence de cette notion dans notre contexte vient du fait qu’elle soit cal-
culée individuellement par les agents, sans consulter d’autorité centrale, elle se place
donc dans la continuité du chapitre précédent. Elle présente également d’autres avan-
tages: un agent peut déterminer si il est envieux en utilisant uniquement ses propres
connaissances, elle ne requiert donc pas de communication. Elle représente de plus
une propension naturelle des agents a se comparer entre eux.

L’'usage de la notion d’envie, dont il existe plusieurs versions alternatives, consiste
a établir des conditions dans lesquelles un agent (ou dans notre cas, un type d’agent)
ne serait pas “envieux” d’un autre. On considere alors qu’'une allocation est équitable
lorsqu’elle ne contient pas d’envie. Comme il existe des cas ou cela ne sera pas possible,
on se tournera parfois vers des relaxations de l’envie.

Depuis son introduction par Foley|[1967]], 1a notion d’envie a été étudiée par de trés
nombreux travaux, comprenant par exemple Bouveret et Lemaitre| [2015], Benabbou
et al. [2020], Budish|[2011]], |Caragiannis et al.|[2019], ou encore Plaut et Roughgarden

1'Une fonction d’utilité u est sous-modulaire si pour tout ensemble d’objets E; et Ej, elle vérifie u(Eq)+
u(Ep) > u(Eqy UEp)+u(E; NEy)
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[2018] . Cependant, il existe peu de travaux se placant dans le cadre de types d’agents,
et la plupart des travaux considérant des groupes d’agents autorisent les agents a for-
mer des groupes arbitraires (comme Aleksandrov et Walsh [2018a] et (Conitzer et al.
[2019]).

Par conséquent, notre objectif ici est de trouver une notion d’envie appropriée a
notre cas, c’est-a-dire a un modele ou I’ensemble des agents est partitionné en un en-
semble de type et ou chaque agent ne peut utiliser qu’un seul objet. Nous allons com-
mencer par établir un certain nombres d’axiomes qui devront étre satisfait par cette
notion.

3.3 Axiomatisation des notions d’envie

3.3.1 Définitions des axiomes

En premier lieu, avant de chercher une notion d’envie que l'on considére appropriée,
il nous faut d’abord définir ce que l'on attend d’une telle notion. Pour cela, nous al-
lons définir un ensemble d’axiomes, puis nous chercherons a définir une notion d’envie
qui vérifie tous ces axiomes. Chacun de ces axiomes va considérer un cas spécifique
(généralement assez extréme) dans lequel ce qu'on attend de l’envie est évident, par
conséquent le non-respect de ces axiomes est signe d’'un comportement incohérent.

Le premier axiome que nous allons considérer va nous servir a exprimer explicite-
ment que la notion d’envie que nous souhaitons construire doit étre une extension de
la notion d’envie classique aux cas des groupes d’agents de tailles différentes. Cela sig-
nifie que dans le cas particulier ou deux types sont de méme taille, notre notion d’envie
doit étre équivalente a I’envie classique. Nous posons donc :

Soit deux types T, et T, dans l'allocation A.
Si|T,| =|T,|, alors T, envie T si et seulement si V,(A,) < V,(A;)

Les deux axiomes suivants que nous allons considérer transcrivent I’idée que 'opinion
du type ne doit pas contredire une opinion unanime parmi ses agents.

Le premier axiome considere le cas extréme ou chaque agent d’un type envie indi-
viduellement chaque agent d’un autre type. Intuitivement, si tous les agents s’accordent
sur un manque d’équité omniprésent, le type composé de ces agents ne doit pas con-
sidérer 'allocation comme équitable. Par conséquent, on attendra que ce type soit en-
vieux dans ce cas. On peut penser cette propriété comme un “pire cas” ou n’'importe
quelles comparaison individuelle conduit a de ’envie.
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Soit deux types T, et T, dans l'allocation A.
SiVieT,, je T, onau;(A(i)) <u;(A(j)), alors T, envie T,.

Un autre axiome que nous souhaitons considérer suit I'idée qu’'un type ne devrait
en envier un autre que si il est possible d’améliorer son allocation en utilisant les biens
de l'autre type. Concrétement, nous considérerons le cas ou un type obtiendrait tous
les objets de 'autre type sans perdre un seul des siens. En effet, il s’agit du meilleur
cas possible puisque l'utilité est monotone. Si dans ce cas, l'utilité du type recevant
les objets est identique a celle qu’il obtenait précédemment, alors il ne doit pas étre
envieux.

Soit deux types T, et T, dans l'allocation A.
Si V,(Ap, UAy) = V,(Ap), alors T, ne doit pas envier T,.

Notons que puisque notre fonction d’utilité est le maximum du bien-étre social
utilitariste, le fait que l'utilité de I'union soit égale a celle du lot d’origine implique
qu’aucun agent de T, ne parvient a augmenter son utilité quand on lui donne acces au
lot de T,. Par conséquent, cet axiome est équivalent a dire que si aucun agent de T,
n‘envie individuellement aucun agent de T;, alors T, ne doit pas envier T,

Proposition 3.3.1: Définition alternative de ’axiome 3.3.3

Dans notre cadre, une notion d’envie vérifie ’axiome|(3.3.3|si et seulement si elle
vérifie aussi la propriété suivante :

Soit deux types T, et T, dans l'allocation A.

SiVieT,, je T, onau;(A(i)) > u;(A(j)), alors T, ne doit pas envier T.

Preuve. Pour I'implication : si il existe un agent i € T, et un bien h € A, tel que u;(h) >
u;(A(i)), alors UTp (ApUih}) > UTp (Ap)+u;i(h)—u;(A(7)) (si on rajoute h au lot de T, I'utilité
dans la nouvelle allocation d’utilité maximum est au moins aussi grande que celle ou le
type alloue h a i). Or, Ur, (Ap) +ui(h) —u;(A(i)) > Ur, (Ap), et comme l'utilité de type est
monotone et A, U{h} CA,UA,, ona Ur, (A, U{h}) < Ur, (A, UAy). Donc si il existe un
agent i € T, et un bien h € A, tel que u;(h) > u;(A(i)), alors UTp (A, UA,) > UTp (Ap), d'ou
par contraposée si UTp (ApUA,) = UTp (Ap) alors Vi € Ty, j € T, on a u;(A(i)) > u;(A(f))
Pour la réciproque : on a immédiatement que si Vi € T,, j € T, on a u;(A(i)) >
u;(A(j)), alors I'allocation maximisant le bien-€tre social utilitariste pour le lot A, U A,
n’a pas besoin d’utiliser de biens de A;, par conséquent c’est la méme que pour le lot
Ap, et a donc la méme utilité. Donc Ur (A, UAg) = Ur, (Ap).
O
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Les deux précédents axiomes concernent des cas extrémes ou I’'unanimité du type
devrait étre respectée. Le suivant traduit la notion de monotonie : si un type T; envie
un autre type Tj, et que l'on rajoute a T; un agent qui possede un objet de trées bonne
qualité (c’est-a-dire que tous les agents du premier type souhaiteraient obtenir), alors
cette envie ne doit pas “disparaitre” : le type doit toujours étre envieux. Formellement

Soit une instance I contenant I’ensemble N! d’agents partitionnés en k > 2 types

et I’ensemble d’objets 4 .

Soit deux types TJ et TqI de I et une allocation A’.

Nous construisons l'instance I’ a partir de 'instance I en ajoutant un agent a,

a 7}1 et un objet hg ,é A, tel que Ya e/ T,, u,(Al(a)) < u,(hg). Nous avons donc

N = N Ulag), MY = AT U (hy) et TqI = TqI U {ag}. Nous considérons I’allocation
I Jé6fini I' _ 4l I' _ 4l

A" définie par Vp = q,A, = A, et Ay = A, U,{ho}. , ,

Si TPI envie TqI dans ’allocation A!, alors TPI envie TqI dans ’allocation AL,

Le dernier axiome aborde une notion intéressante : celle de la monotonie. Nous
nous contenterons pour l'instant de cet axiome et nous débattrons plus en détails de la
notion un peu plus loin.

3.3.2 Notions d’envie existantes

Maintenant que nos axiomes ont été posés, nous pouvons vérifier dans quelle mesure
les notions d’envie existantes les vérifient. Commengons par lister les définitions d’envie
qui s’appliquent naturellement au cas du probleme de house allocation dans le cadre de
type d’agents.

La premiére est la définition classique, sans modification, simplement appliquée
aux types plutdt qu’aux agents, telle qu’utilisé par Benabbou et al.[[2018] : un type est
envieux si il estime le lot d’objets d’un autre agent comme meilleur que le sien, d’apres
sa fonction d’utilité.

Formellement :

Définition 3.3.1: Sans-envie par type (TEF)

Soit une instance I dans une allocation A.

On dit que le type T, € J envie le type T, pour ’envie par type si et seulement si
Vip(Ap) < V4(Ay).

On dit que l'allocation A est sans-envie par type (TEF) si et seulement si il n’existe

pas de types T, € 7, T, € J tels que T, envie T,
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Cette notion d’envie se comporte de maniere trés similaire au cadre usuel. La princi-
pale différence vient du fait que 'utilité des agents y est habituellement additive, alors
qu’ici les types ne peuvent utiliser qu'un certain nombre d’objets au maximum, par
conséquent leurs fonctions d’utilité ne sont pas additives. Par exemple, l’utilité d’un
lot avec autant d’objets qu’il y a d’agents dans le type peut rester identique lorsqu’on
rajoute des objets, méme si ces derniers ont des utilités non nulles: il n’est tout simple-
ment pas possible de les allouer a des agents.

Example 3.3.1: Exemple d’application de TEF

Considérons une instance I contenant un ensemble d’agents N partitionnés en
deux types T; = {a;,a,} et T, = {a3}, et un ensemble d’objets M = {hy, h,, h3}. Nous
posons les fonctions d’utilité des agents :

hy | hy | hs
a 2 1 3
ap 1 2 3
as 4 1 3

Considérons l’allocation A telle que A; = {hy,h,} et A, = {h3}. Les allocations
individuelles seront alors A(ay) = hy, A(ay) = h, et A(as) = hs.
Dans cette allocation,

Vl(Al):2+2:4>V1(A2):3+0

donc T; n’envie pas T, pour TEFE.
En revanche,
Va(Az) =3 < Vy(A)) =4

donc T, envie T; pour TEF.

Une deuxieme notion d’envie envisageable considérant des groupes d’agents con-
siste en une adaptation a notre cadre de la notion d’envie pondérée (Chakraborty et al.
[2021])), congue pour un cadre ou chaque agent dispose d’un poids qui représente son
importance. Cette définition de I’envie pondere les utilités des lots d’objets par le poids
des agents qui les possedent. Cette notion s’adapte naturellement a notre cadre, en con-
sidérant simplement les types a la place des agents, et en leur donnant une pondération
égale a leur taille.
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Définition 3.3.2: Absence d’envie pondérée (WEF)

Soit une instance I dans une allocation A.

On dit que le type T, € T envie le type T, pour I'envie pondérée si et seulement

L V(A | V(A
p\"p P\ g
i < 21
S T, T,

On dit que l'allocation A est sans-envie pondérée (WEF) si et seulement si il
n'existe pas de types T, € 7, T, € J tels que T, envie T,

Lorsque l'on utilise cette notion, les types souhaiteront obtenir des lots d’objets de
qualité proportionnelle a leur taille. Par exemple, si un type est deux fois plus grand
qu’un autre, il sera envieux s’il n‘obtient pas deux fois plus d’utilité avec son lot qu’avec
celui de l'autre type.

Example 3.3.2: Exemple d’application de WEF

Considérons une instance I contenant un ensemble d’agents N partitionnés en
deux types T; = {ay,a,} et T, = {a3}, et un ensemble d’objets M = {hy, h,, h3}. Nous
posons les fonctions d’utilité :

hy | hy | hs
ap | 2 | 1|3
ap 1 2 3
as 4 1 3

Considérons l'allocation A telle que A; = {hy,h,} et A, = {h3}. Les allocations
individuelles seront alors A(ay) = hy, A(ay) = h, et A(as) = hs.
Dans cette allocation,

Vi(Ay) 2+2 e Vi(A;) 340
T 2 |T>| 1
donc T; envie T, pour WEE.
En revanche,
V5 (A V5 (A 4
204y) _, Vold) _4_,
| T Tyl 2

donc T, n’envie pas T} pour WEF.

Une autre notion d’envie entre groupes a été introduite par |Aleksandrov et Walsh
[2018a]. Plutdt que de considérer I'utilité qu'un lot d’objets peut effectivement ap-
porter a un type, cette notion compare 1'utilité des objets du lot moyennée sur tous les
agents du type.
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Définition 3.3.3: Absence d’envie pour la mesure d’Aleksandrov et Walsh (A&W)

Soit une instance I dans une allocation A.
On dit que le type T, € J envie le type T, pour la mesure d’Aleksandrov et Walsh
si et seulement si :

1 .
5] 2 AW < ey | A ) vl
p zeTp

eT heA

On dit que 'allocation A est sans-envie pour la mesure d’Aleksandrov et Walsh
(A&W) si et seulement si il n’existe pas de types T, € 7, T, € 7 tels que T, envie

T

Notons que cette envie est assez différente des autres notions puisqu’elle considére
seulement les utilités des agents, et pas celle du type.

Example 3.3.3: Exemple d’application de A&W

Considérons une instance I contenant un ensemble d’agents . partitionnés en
deux types T; = {a;,a,} et T, = {a3}, et un ensemble d’objets M = {hy, h,, h3}. Nous
posons les fonctions d’utilité :

hl h2 h3
a 2 1 3
a) 1 2 3
as 4 1 3

Considérons l’allocation A telle que Ay = {hy,h,} et A, = {h3}. Les allocations
individuelles seront alors A(ay) = hy, A(ay) = hy et A(as) = hs.
Dans cette allocation,

1 1
—Vi(A)=—=(2+2 3 3 3
A =3(2+2) = mwzz”’ +3)=

ieT) heA,

donc T; envie T, pour A&W.

En revanche,
1
— V(A 4+1 2,5
T 2142 = |T1||T2|;h; =

donc T, n'envie pas T} pour A&W.
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3.3.3 Vérifications des axiomes

Lorsque l'on vérifie si chaque notion respecte les différents axiomes que nous avons
énoncés précédemment, on obtient les résultats suivants :

Notion | axiome Iml axiome Iml axiome Iml axiome Iml
TEF Non
WEF Non Non Non
A&W Non

Nous remarquons qu’aucune notion ne satisfait tous les axiomes, et qu’aucun ax-
iome n’est satisfait par toutes les notions. TEF et A&W semblent étre les notions qui
vérifient le plus grand nombre d’axiomes, et WEF celle qui en vérifie le moins, malgré
son utilisation dans le cadre de fonctions d’utilité additives (Scarlett et al.|[2023])).

Preuve que TEF vérifie l'axiome Cet axiome est immédiat par définition. O

Preuve que TEF ne vérifie pas l'axiome Considérons une instance I avec M = {hy, hy,..., hyg3}
objets et deux types d’agents : Ty = {ay,ay,...,a100} €t Tr = {ai01,a102, 3103} Nous définissons

les fonctions d’utilité des agents de T; (les utilités des agents de T, n'importent pas ici)

comme :

Yae Ty, Vjel[1,100], uy(hj) =1

VaeT;,¥je[[101,103]], u,(hj) =3

Nous considérons l’allocation A définie par: A; = {hy, hy,..., higo} et Ay = {h101, B102, P103)-

Nous avons alors : Ya € Ty, Va' € Ty, u,(A(a)) =1 < u,(A(a’)) = 3, donc I'axiome [3.3.2)]
impose que T, envie T,. Toutefois, comme V,(A,) =100 >3 = V,(A,), I'axiome n’est pas
vérifié. O

Preuve que TEF vérifie l'axiome Comme l'utilité des types est monotone, nous savons
qu’en particulier pour tout type d’agents T, et tout lot d’objets H; et Hy, nous aurons
V,(Hy UH,) > max(Hy, H). Par conséquent, pour une instance I contenant les types T,
et T,, si dans une allocation A nous avons V,(A, UA,) = V,(4,), alors V,(A,) > V,(A,)
donc T, n’envie pas T,. O

Preuve que TEF vérifie I'axiome Sinous avons [ et I’ tels que décris dans la définition
de 'axiome, alors puisque T, envie T;, nous savons que V,(A,) < V,(A). Or, le type T,
de I et le type T; de I’ sont identiques. De plus A, = A, donc V,(4,) = V,(4,) . En
revanche, V,(A;) < V,(A;U{hg}) par monotonie de la fonction d’utilité. Par conséquent,
Vp(A,) < V(A4 Uthe}). Done T, envie bien T, dans l'allocation A’. O

Preuve que WEF vérifie 'axiome|3.3.1} De toute évidence, si |T,| = |T,|, alors V,(A,) <

V(A V,(4,) _ V,(A,)

& < T
P T, Tyl

q)
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Preuve que WEF ne vérifie pas 'axiome Considérons l'instance I contenant les types
d’agents T} = {ay,a,} et T, = {a3,a4,a4,a¢}, et I'ensemble d’objets M = {hy,...,hg}. Nous
posons les fonctions d’utilité des agents a; et a, telles que:

g, (h1) = g, (hy) = g, (hy) = tug,(hy) = 6

Vie(3,4,5,6}, u, (hj) = ug,(h;) =10

Considérons l’allocation A définie par Ay = {hy,h,} et Ay = {h3,hy, hs, he}. Dans cette
allocation, chaque agent de T; obtient une utilité de 6 pour son objet et obtiendrait une
utilité de 10 de n’'importe quel objet de A,.

Par conséquent, I’axiome [3.3.2]impose que le type T; envie le type T,. Cependant,

VI(AI) _ 6x2 —6> Vl(Az) _ 10x2 _5
T 2 |T>| 4

Donc T; n’envie pas T : 'axiome n’est pas respecté. O

Preuve que WEF ne vérifie pas l'axiome Considérons une instance I constituée de
deux types T; = {aj,a,} et T, = {a3}, et de 'ensemble d’objets M = {hy,h,,h3}. Nous
définissons les utilités de la maniére suivante :

Uaz-(h) ‘ hy ‘ hy ‘ hs ‘
a 10| 0 | 10
a 0 1 0
as 10| 0 | 10

Si nous nous plagons dans l'allocation A telle que A; = {hy,h,} et A, = {h3}, nous
avons Vi(Ay) = V1(A; UA;) = 11 puisque le type T; n’a aucun moyen d’utiliser l'objet
h; en plus de son lot d’objets A;.

Par conséquent 'axiome 2 imposerait que T} n’envie pas T,. Cependant,

Vl(Al) _ 10+1 < 10 _ Vl(Az)
Ty 2 1 |T>|

Donc T; envie T, pour I'envie pondérée. Par conséquent, I'envie pondérée ne vérifie pas

I’axiome [3.3.3] O

Preuve que WEF ne vérifie pas 'axiome[3.3.4] Considérons une instance I constituée de
deux types T; = {a;} et T, = {a,a3}, et de I'ensemble d’objets M = {hy,h,, h3}. Nous
définissons les utilités de a; de la maniere suivante : u, (ji) = 2 et u, (j2) = u,, (j3) = 5.

Considérons l’allocation A telle que A = {h;} et A, = {h,, h3}. Dans cette allocation,
T, envie T, pour 'envie pondérée puisque
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Construisons maintenant 'instance I’ en rajoutant 1’agent a4 a T, et l'objet hy a
Aj. Nous mettons a jour la fonction d’utilité de a; en posant u, (hy) = 5. Dans cette
allocation A’, T} n’envie plus T, pour l'envie pondérée, puisque

Vi(Ay) _ 2 = Vi(4A,)
Il 13 [T
Par conséquent, I’envie pondérée ne vérifie pas I'axiome|3.3.4] O

Preuve que la mesure d’A&W vérifie 'axiome|(3.3.2] Soit une instance I contenant deux
types T; et T, et une allocation A telle que:

VYae T, Vhe Ay, u,(A(a)) <u,(h)

Nous avons alors :

VaeTy, ) ua(A@) =IT;lug(A@) < ) ug(h)

q heAq

d’ou

ce qui nous donne :

1 1
@éuamw» < T Z D tal)

eTp heAq

Ty enviera donc bien T, pour la mesure d’A&W, cette derniére vérifie I'axiome3.3.2]
O

Preuve que la mesure d’A&W vérifie l'axiome Plut6t que de montrer que la mesure
d’A&W vérifie I’axiome directement, nous utiliseront la définition donnée dans la

proposition [3.3.1]
De maniére similaire a la preuve pour 'axiome précédent, soit une instance I con-
tenant deux types T} et T, et une allocation A telle que :

Vae T, VheA, u(A@) > u,(h)

On a alors:

Vae Ty, ) u,(A@) =IT lug(A@) = ) uy(h)

heAq heAq

d’ou
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ce qui nous donne :

O]

Preuve que la mesure d’A&W vérifie 'axiome Si nous avons I et I’ tels que décrits
dans la définition de I’axiome, alors puisque T, envie T, nous savons que :

1 1
FA%ZTP”“(A(“” AT Y ) ualh)

a€T, heAq

donc

T ) uaA@) <) ) uglh)

acT, a€T, heAq

Or par hypothese Ya € T, u,(Al(a)) < uy(ho) donc
) ua(Al(@) < ) uglho)
a€T, aeT,

En additionnant ces deux équations, nous obtenons :

T ua(A@) |+ ) ua(A@)<| ) N ugh)|+ ) ualho)

acT, aeT, a€Ty, heA, aeT,
D’ou :
(T +1)) ugA@)< ) ) uglh)
acT, a€T,Ulho} heA,
Dong, avec |T,| + 1 = |T, U {ho}| = |Tq’|, nous avons :
1 1
— A < — h
P p ey

Le type T, envie donc bien T : la mesure d’Aleksandrov et Walsh vérifie 'axiome

B.3.4
O
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Preuve que la mesure d’A&W ne vérifie pas Uaxiome Considérons une instance I con-
tenant deux types d’agents T; = {ay,a,} et T, = {a3,a4} et un ensemble d’objets M =
{hy,h,, h3, hy}. Nous définissons les fonctions d’utilité comme :

Uai(h) ‘ hy ‘ hy ‘ hs ‘ hy
a 515 ]10] 0
a, 515 0 |10

Nous considérons l’allocation A définie par: A; = {hy, h,} et A, = {h3,hy}. Dans cette
allocation, V1(A1) =5+5< Vi(A,) =10+ 10, donc I'axiome requiert que T; envie
T;.

Or,
1 1
i O talAl@) = 5(5+5) =5
1 aeTy
et 1 1
WZ Zua(h)z 7(10+0+0+10)=5
VHE20 eT nea,
Donc T; n’envie pas T, pour la mesure d’A&W : cette derniére ne vérifie pas 'axiome
.31 O

3.4 Une nouvelle famille de notions d’envie

Les comportements incohérents mis en évidence dans la section précédente ont pour
origine les interactions entre I’absence d’additivité de la fonction d’utilité (due au cadre
du probleme de house allocation) et les groupes d’agents de tailles différentes. Pour
palier a ces problemes, nous allons définir une nouvelle famille de notions d”envie,
baséee sur I'idée de se ramener a des comparaisons entre des groupes de tailles égales
en ne considérant que des sous-groupes du plus grand des deux types. Ainsi, lorsque
qu’un type T, se compare a un type T, :

* si|Ty| <|T,|, alors T, se comparera a des sous-groupes G C T, tels que |T,| =|G|.
* si|T,| > |T,|, alors les sous-groupes G C T, tels que |G| = |T,| se compareront a T,.
Nous allons proposer trois notions basées sur ce principe :

¢ l'envie pour au moins un sous-groupe : T, envie T si au moins une des compara-
isons est envieuse.

¢ l'envie pour tout sous-groupe : T, envie T si toutes les comparaisons sont en-
vieuses.

¢ l'envie pour k sous-groupes : T, envie T, si au moins k comparaisons sont en-
vieuses.

Nous allons étudier chaque notion séparément.

83



Envie entre types d’agents

3.4.1 Envie pour au moins un sous-groupe
Définition et axiomes

Des trois notions que nous proposons, l’envie pour au moins un sous-groupe est la plus
directe et de la plus facile a calculer. Nous définissons cette notion formellement de la
maniere suivante :

Définition 3.4.1: Envie pour au moins un sous-groupe

Pour une instance I et une allocation A sur cette instance, nous dirons que le type
T, envie le type T, si et seulement si au moins l'une des conditions suivantes est
vérifiée :

* |T,| < [Tyl et V,(A,) < V,(A(G)) pour au moins un sous-groupe G C T, tel
que |G| =T,|.

* |Tp| > |T,| et VG(A(G)) < V(Ay) pour au moins un sous-groupe G C T, tel
que |Gl = |,

Notons que si nous avons |T,| = |T,|, alors les deux conditions sont toutes les deux
vérifiées et les sous-groupes sont les types tout entier.

Le concept de I’envie pour au moins un sous-groupe consiste a ramener la compara-
ison a des types de méme taille en considérant les sous-groupes du plus grand des deux
types. Ainsi, si le type T, souhaite se comparer a T, si il est plus petit il cherchera un
sous-groupe de T, de méme taille que lui-méme qu’il envie pour l'envie classique; si il
posséde la plus grande taille il cherchera si il contient un sous-groupe de méme taille
que T, qui envie T, pour l'envie classique.

Example 3.4.1: Exemple d’utilisation de l’envie pour au moins un sous-groupe

Considérons une instance I contenant un ensemble d’agents . partitionnés
en deux types T| = {ay,a,} et T, = {as,a4,a5}, et un ensemble d’objets M =
{h1,hy, h3,hy, hs}. Nous posons les fonctions d’utilité :

hy | hy | hy | hy | hs
a | 1|11 ]1]0
i, | 0| 1010
i3] 0|1 ][1]0]0
4| 0] 1]0]0]0O
as | 1 | 1]0]0]1

Considérons l'allocation A telle que Ay = {hy, h,} et Ay = {h3,hy,hs}. Les alloca-
tions individuelles seront alors A(ay) = hy, A(ay) = hy, A(az) = h3, A(ayg) = hy et
A(a5) = hs.
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Dans cet exemple, T; va se comparer a chaque sous-groupe G de 2 agents de T :
* pour G = {as, a4}, Vi(A1) =2 =V1(A(G)) = 2 : pas d’envie.
* pour G ={as,as}, Vi(A1) =2> Vi (A(G)) =1 : pas d’envie.
* pour G = {ay,as}, Vi(Ay) =2> Vi (A(G)) =1 : pas d’envie.

Donc T; n’envie pas T, pour l’envie pour au moins un sous-groupe
De l'autre coté, chaque sous-groupe G de 2 agents de T, va se comparer a T; :

» pour G ={as, a4}, Vg(Ag) =1 = Vg(A;) =1 : pas d’envie.
* pour G = {as,as}, Vg(Ag) =2 = Vg(A;) =2 : pas d’envie.
* pour G ={ay,as}, Vg(Ag) =1< V5(A1) =2: G envie T.

Donc T, envie T pour I'envie pour au moins un sous-groupe

Cette notion d’envie vérifie tous les axiomes précédemment énoncés :

Proposition 3.4.1: Vérification des axiomes

I’envie pour au moins un sous-groupe vérifie tous les axiomes présentés dans la

partie :

* l’envie pour au moins un sous-groupe est une extension de la notion d’envie
classique (axiome|3.3.1))

* I'envie pour au moins un sous-groupe respecte ’envie par consensus (ax-
iome|3.3.2)

* l'envie pour au moins un sous-groupe respecte la non-envie par in-
différence (axiome 3.3.3|)

* l'envie pour au moins un sous-groupe est monotone par ajout d’objet
unanimement envié (axiome |3.3.4)

Preuve de vérification de l'axiome Trivial puisque par définition si |T,| = |T,| alors
G doit étre égal soit a T, soit a T;,. T, enviera donc Ty si et seulement si V,(A4,) <

V,(A 0

Pq)

Preuve de vérification de 'axiome|[3.3.2] Considérons une instance I contenant deux types
d’agents T, et T, dans une allocation A telle que Ya € T,,Vh € A, u,(A(a)) <u,(h). Il est
évident que toute allocation des objets de A, aux agents de T, donnera une meilleure
utilité aux agents impliqués, c’est-a-dire que si l'on consideére un type d’agents G, €
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T, et un groupe d’objets G;, € A, tels que |G,| = |Gy, alors pour toute allocation Ag
des objets de Gj aux agents de G,, nous avons Ya € G,,u,(A(a)) < u,(Ag(a)) et donc
Y sec, Ha(A(a)) < Lseg, #a(Ag(a)). Cest en particulier vrai pour Ag; I'allocation qui max-
imise ), Ua(Ag(a)) (auquel cas les sommes seront égales a Vi (A(G,)) et Vg, (Gy) re-
spectivement), et c’est aussi en particulier vrai si G, = T, ou G, = A,. Par conséquent,
nous avons, en fonction des tailles des types :

¢ si|T,| > |T,| : alors pour tout G C T, tel que |G| = |T,|, V5(A(G)) < V(Ay)
¢ si|Ty| <|T,| : alors pour tout G C T, tel que |G| =|T,|, V,(A,) < V,(A(G))
Dans les deux cas, T, enviera T, pour ’envie pour au moins un sous-groupe. O]

Preuve de vérification de I'axiome[3.3.3] Considérons une instance I contenant deux types
d’agents T, et T, dans une allocation A telle que V,(A, UA,) = V,(A,). Nous allons
raisonner par l'absurde et supposer que T, envie T, pour atteindre une contradiction.
Cette contradiction viendra du fait que la présence d’envie implique qu’il existe au
moins un objet “intéressant” dans A,, qui permettrait a T, d’augmenter son utilité.
Cependant, nous devons considérer séparément deux cas :

e si |Tp| < |T,| : il existe G C T, tel que |G| = |T,| tel que V,(A,) < V,(A,). Par
conséquent, il existe (au moins) un agent a € A, et un objet h € A(G) tels que
uy(A(a)) < ug(h). Celaveut dire que V,(A,Ulh}) > V,(A,)—u,(A(a))+uq(h) > V,(Ay),
puisque V,(A, —u,(A(a)) + uy(h) est I'utilité que T, obtient de l'allocation opti-
male de A, a ses agents a laquelle on a remplacé A(a) par h. Nous avons donc
Vy(A,UA) > V,(A,Ulh}) > V,(A,), ce qui est en contradiction avec les hypotheses.

¢ si|Ty| > |T,| : il existe G C T, tel que |G| = |T,| tel que V(A(G)p) < Vis(A,). Pour
affirmer, comme dans le cas précédent, qu’il existe (au moins) un agent a € G
et un objet h € A, tels que u,(A(a)) < uy(h), il nous faut de plus préciser que si
a € G, alors si A" est 'allocation des objets de A(G) aux agents de G qui maximise
la valeur } ,.;u,(A*(a)), nous avons Ya € G,A(a) = A*(a) (c’est-a-dire que cette
allocation est identique a I’allocation A sur I’ensemble G). Le reste de la preuve est
similaire au cas précédent : nous obtenons V,,(A,U{h}) > V,,(Ap)—u,(A(a))+u,(h) >
V,(A,), puisque V,(A,) —uy(A(a)) + u,(h) est 'utilité que T, obtient de l'allocation
optimale de A; a ses agents dans laquelle on a remplacé A(a) par h. Nous avons
donc V,(A, UA,) > V,(A, U{h}) > V,(A,), ce qui est une contradiction avec les
hypotheéses.

O]

Preuve de vérification de I'axiome Considérons les instances I et I’, les types d’agents
T, et T,, un agent 4, et un objet hy tels que décrits dans la définition de l'axiome [3.3.4]
Notre preuve doit considérer deux cas différents, en fonction des tailles des types T, et
T, :

q
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* si|T,| < |T| : puisque T, envie T, nous savons qu’il existe G C T, avec |G| = |T,|,
tel que V,(A,) < V,(A(G)). Comme en particulier G C T, U {ap}, nous pouvons
considérer le méme sous-groupe G pour affirmer que T, envie T, U {ao} dans I".

* si|T,| > |T,| : puisque T, envie T,, nous savons qu'il existe G C T, avec |G| = |T|,
tel que VG(A(G)) < V5(Ay). Considérons un agent quelconque a” de T, \ G, et
I’ensemble G’ = G U {a’}. Nous savons que u,(A(a")) < uy(hg) et que Vg (A(G')) =
VG(A(G))+u, (A(a’)). De plus, la définition de la fonction V implique que Vi (A,U
{ho}) = V(Ay) + ug(A(a’)) (puisque Vi calcule I'utilité d’une allocation optimale,
donc d’utilité au moins aussi grande que celles des allocations ou a’ regoit hy).
Par conséquent, Vi/(A, U {ho}) > VG(Ag) + up (A(a') > VG(A(G)) + 1y = Vo (A(G)).
Nous avons donc G’ C T, tel que |G'| = [A; U {ho}| et V5/(A(G')) < Vi (Aq U {ho}).
Donc T, envie T, U {ao}.

O

Existence et calcul d’allocation sans envie

Maintenant que nous disposons d’une notion d’envie entre types qui vérifient les ax-
iomes énoncés précédemment, nous pouvons considérer deux problemes relatifs a I'utilisation
de cette notion : existe-t-il toujours une allocation sans-envie ? Et si non, est-il difficile

de déterminer s’il en existe une ? Malheureusement, comme nous allons le voir, il n’est

pas garanti qu'une allocation sans-envie existe, et déterminer si une telle allocation
existe est NP-complet.

Proposition 3.4.2: Existence d’allocation sans-envie

Il existe des instances de notre probléme pour lesquelles aucune allocation sans-
envie n’existe.

Proof. Nous allons prouver ce résultat en construisant un exemple d’instance dans
laquelle il n’existe pas d’allocation sans envie. Soit une instance I contenant deux types
d’agents T; = {ay,...ag} et T, = {a;,ag, a9}, et un ensemble d’objets A tel que |A| = 4.
Nous définissons les utilités telles que Yae N,Vhe M, u,(h) = 1.

De toute évidence, dans toute allocation A telle que |A;| > 1, au moins 3 agents de
T, n’'obtiendront aucun objet. On aura donc un sous-groupe G C T; constitué de ces 3
agents de taille |T,| = 3 tel que V5(A(G)) < V5(A,)). Ty va donc envier T,. En revanche,
si A est telle que |A,| = 0, alors pour tout sous-groupe G C T; tel que |G| =|T,| = 3, nous
aurons V,(A,) < V5(A(G)), donc T, enviera Tj.

Par conséquent, pour cette instance, il n’existe pas d’allocation sans envie. O]

Avant de nous intéresser a la détermination de I'existence d’une allocation sans-
envie, nous allons prouver la complexité de vérification de I’envie sur une allocation.
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roposition 3.4.3: Vérification du caractére sans-envie d’'une allocation
P t 3.4.3: Vérificat d t d’ llocat

Pour toute instance I, pour toute allocation A sur cette instance, il est possible de
vérifier en temps polynomial si cette allocation est sans envie pour I'envie pour
au moins un sous-groupe.

Preuve de la propriéteé Considérons une instance I quelconque et une allocation A
sur I quelconque. En premier lieu, notons que, si pour tout couple de types d’agents
de I T, et T; nous pouvons tester l’envie en temps polynomial, alors il est possible
de vérifier le caractére sans-envie de 'allocation A en faisant un nombre quadratique
de ces tests. Par conséquent, il nous suffit de montrer que vérifier I’absence d’envie
entre deux types quelconques T}, et T, est faisable en temps polynomial pour prouver
la propriété[3.4.3]

Nous supposons sans restriction de généralité que |T,| <|T,| (si |T,| = |T,|, le calcul
de I’envie se raméne au calcul de I'envie classique, qui est polynomial).

* Pour déterminer si T, envie T, il nous faut vérifier si il existe un sous-groupe
G C T, tel que |G| = |T,| et V,(A,) < V,(A(G)). Pour cela, il nous suffit de calculer
les valeurs de V,(A,) et de V,(A(G")) ou G* est le “meilleur” sous-groupe c’est-
a-dire G* = argmangTq:|G|:|Tp|Vp(A(G)). Or, ces calculs se raménent au probléme
du calcul d’une allocation de poids maximum classique, qui est connu pour étre
polynomial.

¢ Pour déterminer si Tq envie Tp, de maniére similaire, il nous faut vérifier si il ex-
iste un sous-groupe G C T, tel que |G| = |T,| et V5(A,) > VG(A(G)). Pour cela, il
nous suffit de calculer si mangTp:|G|:|Tq|{VG(Aq) - V5(A(G))} > 0, ce qui peut étre
réduit a un probléme d’allocation de poids maximum appliqué a un graphe bi-
partite ¢ = (T,UT,, T, x T,) dont les poids sur les arétes sont définis par {u;(A(i’)) -
“i(A(i))}(i,i’)eTprq- Ce probléme classique est solvable en temps polynomial.

On peut donc vérifier I’absence d’envie entre deux types en temps polynomial, c’est
donc aussi le cas pour le caractere sans-envie de 1’allocation. O]

Nous pouvons maintenant prouver le résultat suivant:

Proposition 3.4.4: Détermination de I’existence d’une allocation sans-envie

La détermination de l’existence d’une allocation sans-envie pour l’envie pour au
moins un sous-groupe est un probleme NP-complet, méme quand les types sont
de méme taille et que les agents partagent la méme utilité.

Preuve de la propriété[3.4.4, Cette preuve est en deux parties. Tout d’abord, nous de-
vons montrer que ce probleme est dans NP, puis nous montrerons qu’il est NP-difficile.

Puisque nous pouvons tester si une allocation est sans-envie en temps polynomial,
le probléme de déterminer si une allocation sans-envie existe pour une instance donnée
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peut étre résolu par une algorithme non-déterministe qui crée une allocation, vérifie si
elle est sans envie (en temps polynomial d’apres la proposition [3.4.3), et retourne vrai
si C’est le cas et faux sinon. Il est donc dans NP.

Pour montrer que le probleme de la détermination de l’existence d’une allocation
sans-envie est NP-difficile, nous allons montrer que 'on peut réduire une instance du
probléme de partition a une instance de ce probléme.

Soit une instance du probleme de partition définie par ’ensemble d’entiers S =
{s1,...,s¢} (avec f € N", Vi € [[1, f],s; € N*). Nous construisons une instance de notre
probléme en définissant I’ensemble des agents N composé de deux types d’agents T}
et T, tels que |T;| = |T,| = f, et en définissant I’ensemble des objets /4 et les utilités de
ces objets de la maniére suivante : Vi € [1, f]. Nous ajoutons a . l'objet h; conférant
a tout agent a € N 'utilité u,(h;) = s;. Puisque les utilités sont identiques pour tous
les agents, les fonctions d’utilité n'ont pas besoin de dépendre des agents, nous posons
donc: Vie|[[l,f]], u(h;)=s;.

Considérons une allocation A de cette instance. Comme |T;| =|T,| = f, nous avons
nécessairement [A;| < f et |A,| < f. De plus, A est sans-envie si et seulement si V;(A;) >
Vi(Ay) et V3(Az) 2 V(Ay), ce quirevienta dire que ) jeq, u(h) =) jeq, 1(h). Par conséquent,
si il existe une allocation A sans-envie, alors nous pouvons construire une partition
de S en deux sous-ensembles S; et S, définis par S; = {s;|i tel que h; € A} et S, =
{sili tel que h; € Ay} qui vérifient } ;s Si = Y pea, 4(h) = Lpea, u(h) = L.es, si- La par-
tition S = S; U S, est donc une solution au probleme de partition. Réciproquement,
si il existe une partition de S en deux sous-ensembles S; et S; tels que } g s; =
Y s.es, Si» alors on peut créer l'allocation A telle que A; = {h;i tel que s; € 51} et A,
{h;li tel que s; € S,} qui sera sans-envie.

Par conséquent, il existe une solution au probléme de partition si et seulement si il
existe une allocation sans-envie. Comme le probléme de partition est NP-difficile, alors
le probléme de la détermination de l'existence d’une allocation sans-envie l’est aussi.

Ce probléeme est donc NP-complet. O]

3.4.2 Envie pour tout sous-groupe
A T'opposé de I'envie pour au moins un sous-groupe, l'envie pour tout sous-groupe

autorisera un type a étre envieux que si les comparaisons avec tous les sous-groupes
génerent de I'envie.

Définition et calcul

Nous définissons cette notion de maniére formelle en posant :
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Définition 3.4.2: Envie pour tout sous-groupe

Pour une instance I et une allocation A sur cette instance, nous dirons que le type
T, envie le type T, si et seulement si au moins I'une des conditions suivantes est
vérifiée :

* Tl < 1Tyl et V,(Ap) < V,(A(G)) pour tout sous-groupe G C T, tel que |G| =
| T, |-

* |T,| > T, et VG(A(G)) < V(A4) pour tout sous-groupe G C T, tel que |G| =
T,

Example 3.4.2: Exemple d’utilisation de 1’envie pour tout sous-groupe

Considérons une instance I contenant un ensemble d’agents .N partitionnés
en deux types T; = {ay,a,} et T, = {a3,a4,a5}, et un ensemble d’objets M =
{h1,hy, h3, hy, hs}. Nous considérons les fonctions d’utilité :

hy | hy | hy | hy | hs
a, | 1] 11 ]1]o0
i, 0] 0] 010
a3 | 0 | 1|1 ]0]0
as| 1] 0]0]0]0
as| 1] 0] 0]0]0

Considérons l'allocation A telle que Ay = {hy, h,} et Ay = {h3,hy,hs5}. Les alloca-
tions individuelles seront alors A(ay) = hy, A(ay) = hy, A(az) = h3, A(ayg) = hy et
A(a5) = h5.

Dans cet exemple, T} va se comparer a chaque sous-groupe G de 2 agents de T :

* pour G ={as, a4}, V1(A1) =1 < V1 (A(G))=2: T} envie G.
* pour G ={az,as}, Vi(A;) =1=V(A(G)) =1 : pas d’envie.
* pour G ={ay,as}, Vi(A1) =1=V1(A(G)) =1 : pas d’envie.

Donc T n'envie pas T, pour 'envie pour tout sous-groupe.

De l'autre coté, chaque sous-groupe G de 2 agents de T, va se comparer a T :
* pour G = {as, a4}, Vg(Ag) =1< V5(A1) =2: G envie T.
* pour G ={az,as}, Vg(Ag) =1 < Vg5(A1)=2: G envie Tj.
* pour G ={ay,as}, Vg(Ag) =0< Vg(A1)=1: Genvie T;.

Donc T, envie T pour 'envie pour tout sous-groupe.
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Calculer si un type T, envie un type T, pour I’envie pour tout sous-groupe peut se
ramener a la résolution d’un probleme d’optimisation quadratique non convexe.

Nous nous limiterons au cas |T,| < |T,|, puisqu’il est possible de passer d’un cas a
l'autre en transposant la matrice d’utilité (c’est-a-dire en posant u;/(A(j’)) = u;(A(7))).

Vérifier si T, envie T, pour I'envie pour tout sous-groupe revient a vérifier I'utilité
du lot d'objets V,(A(G_)) ou G, = argmingcr, |g=1,|Vp(G). En effet, puisque tous les
autres sous-groupes génerent une utilité supérieure ou égale, alors si V,(T,) < V(G,),
on a que pour tout G C T,,, |G| = |T,|, V,(T,) < V(G) (et si V,(T,) > V(G ), alors il n’y a pas
d’envie pour l’envie pour tout sous-groupe).

Nous souhaitons donc calculer la valeur V,(A(G,)) = minGgTq’|G|:|Tp|Vp(G). Or nous
rappelons que I'utilité V,(B) d’un lot d’objets B s’obtient par le programme linéaire en
nombres entiers :

n-1 n-1
maxZin,j.ui,j (31)
i=0 j=0
n—1
s.t. X <1 YO<j<n (3.2)
=0
n-1
xi; <1 0<i<n (3.3)
7=0
VOSi<n,0£j<n,xi,je{0,1} 3.4

ou:

n=|Tp|
o u;;=ui(A(j))
* x;; vaut 1 si et seulement si l'objet A(j) est alloué a I’agent i, et 0 sinon.

* La contrainte représente le fait qu'un objet ne peut étre alloué qu’a un seul
agent.

* La contrainte[3.3|représente le fait qu'un agent ne peut recevoir qu’un seul objet.

Nous allons modifier la forme de ce programme linéaire pour qu’il soit plus adapté
a la suite. Nous posons:

* m= |Tq|
* U ={Utlkefo,n.m-1] tel que Uyjyi = ui(A(f))

o X = {Xitkeo,n.m-1] tel que Xyjii = x; ;
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* B ={bj}j[o,m-1] la matrice colonne représentant le sous-groupe G, tel que b; =1
si et seulement si j € G et 0 sinon.

Le programme reformulé est donc :

n.m—1
max Z X;.Up (3.6)
k=0
n—1
s.t. ZX]‘*”_H‘ < b] YO<j<m (3.7)
i=0
m—1
ij*,m <1 Vo<i<n (3.8)
j=1
VO <k<nsm, X €10,1) (3.9)

(3.10)

Nous allons maintenant écrire un programme qui détermine le sous-groupe G (via
la matrice colonne associée B) qui minimise cette valeur :

mingmaxy ZXk-Uk (3.11)
k=1
n-1
s.t ij+i < b] YO<j<m (3.12)
1=0
m—1
X]',,,H_iS 1 VO0<i<n (3.13)
j=1
m—1
b; < n (3.14)
j=1
YO<k<nxm, X, €{0,1} (3.15)
VO <j<m, bjelo1] (3.16)

(3.17)

Cependant, ceci n’est pas un programme linéaire, nous allons donc devoir le modi-
fier pour définir un programme linéaire équivalent.

Revenons au calcul de V), et remarquons qu’on peut relaxer la contrainte entiére
pour passer en continu. Concrétement, le programme linéaire en nombres entiers cal-
culant V, pour un sous-groupe G encodé par la matrice B présentée plus haut, est
équivalent au programme linéaire suivant :
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n.m-1
max Z Xi.Ug (3.18)
k=0
n—1
s.t. ijmﬂ- <b; VO<j<m (3.19)
i=0
m—1
Xjunsi < 1 Vo<i<n (3.20)
j=1
VO<k<nsm, X, >0 (3.21)

Ce programme linéaire peut admettre des solutions X supplémentaires, mais la
valeur du maximum n’augmentera pas.

Puisque la solution optimale est atteinte, nous savons que le programme dual I’atteindra
également. Pour calculer le dual, nous allons poser la matrice A telle que les contraintes
du programme linéaire soient représentables par AX < B’ (ou B’ est la matrice colonne
construite a partir de B en rajoutant n éléments de valeur 1 en bas). La matrice A
est donc une matrice binaire de taille (n + m) x (n x m) telle que : V0O <i<n,0<j<
n, Aj ienvi = Amyijensi = 1 et tous les autres éléments de A soit égaux a zéro.

Le probleme dual que I’on obtient est :

minB".Y (3.23)
st. ALY > U (3.24)
VO<k<n+m, Y;>0 (3.25)
(3.26)

Précisons qu’étant donné la forme de la matrice A, la contrainte A".Y > U est
équivalente a :

VO<i<n0<j<m, Y]'+Ym+i2Uj>en+i

Nous pouvons maintenant reprendre la formule compléte permettant de calculer
I'utilité du lot d’objets du plus petit sous-groupe :
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m+n—1
mingminy Z b.Y, (3.27)
1=0
st. ALY >U (3.28)
m—1
be <n (3.29)
=1
Vi mbl>1 (3.30)
VO<I<n+m, Y, >0 (3.31)
VO<j<mn blelol) (3.32)
(3.33)

Notons que la contrainte[3.30]sert a forcer les n dernieéres valeurs de B a étre égales
a 1, puisqu’elles ne font pas réellement partie de notre probleme.

Nous pouvons facilement faire passer tout le probléeme en continu en changeant
’ensemble de définition de la ligne en b} > 0 et en rajoutant la contrainte : Y0 <
j<m+n, b]'- < 1. Il est possible que cela augmente I’ensemble des solutions optimales,
mais cela ne peut pas augmenter la valeur de l'utilité optimale elle-méme.

Il ne nous reste alors plus qu’a fusionner les deux probléemes de minimisation en
considérant une matrice colonne qui contiendrait la concaténation de Y et de B”. Cepen-
dant, le probleme résultant est un probléme d’optimisation quadratique non convexe,
il n’est donc pas possible de le résoudre en temps polynomial.

Axiomes

Proposition 3.4.5

L’envie pour tout sous groupe vérifie les axiomes [3.3.1}, (3.3.2| et [3.3.3}, mais pas
l'axiome [3.3.4]

Les preuves de vérifications des trois premiers axiomes par ’envie pour tout sous-
groupe seront quasiment identiques aux preuves correspondantes de ’envie pour au
moins un sous-groupe.

Preuve de vérification de l'axiome La preuve est triviale puisque par définition si
|T,| = |T,| alors G doit étre égal soit a T, soit a T, il existe donc un seul sous-groupe a
considérer. T, enviera donc Tj si et seulement si V,(A,) < V,(A4,). O

Preuve de vérification de 'axiome|[3.3.2] Considérons une instance I contenant deux types
d’agents T, et T, dans une allocation A telle que Ya € T,,Yh € A,, u,(A(a)) < u,(h).
Il est évident que toute allocation des objets de A; aux agents de T, donnera une
meilleur utilité aux agents impliqués, c’est-a-dire que si l'on considere un type d’agent
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G, € T, et un groupe d’objets G, € A, tels que |G,| = |Gy, alors pour toute allocation
Ag des objets de Gy, aux agents de G,, nous avons Va € G,, u,(A(a)) < u,(Ag(a)) et donc
Y sec, Ha(A(a)) < 2 seg, a(Ag(a)). Cest donc en particulier vrai pour Ay 'allocation
qui maximise ) .., #s(Ac(a)) (auxquels cas les sommes seront égales a Vg, (A(G,)) et
Vi, (Gp) respectivement), et c’est aussi en particulier vrai si G, = T, ou G;, = A,. Par
conséquent, nous avons, en fonction des tailles des types :

¢ si|Ty| >|T,| : alors pour tout G C T, tel que |G| = |T,|, VG(A(G)) < V5(A,)
¢ si|Ty| <|T,| : alors pour tout G C T, tel que |G| =|T,|, V,(A,) < V,(A(G))
Dans les deux cas, T, enviera T, pour l'envie pour tout sous-groupe. O]

Preuve de vérification de 'axiome|[3.3.3] Considérons une instance I contenant deux types
d’agents T, et T, et une allocation A sur I telle que V,(A, UA,) = V,(A,). Nous al-

lons raisonner par l'absurde et supposer que T, envie T, pour atteindre une contradic-

tion. Cette contradiction viendra du fait que la présence d’envie implique qu’il existe

au moins un objet “intéressant” dans A, qui permettrait a T, d’augmenter son utilité.

Cependant, nous devons considérer séparément deux cas :

* si |T,| < |T,| : pour tout G C T, tel que |G| = |T,|, nous avons V,(A,) < V,(A,).
Par conséquent, il existe (au moins) un agent a € A, et un objet h € A(G) tels
que u,4(A(a)) < ug(h) (il en existe en fait au moins |T,| - |T,|, mais un seul nous
suffit). Cela veut dire que V,(A,U{h}) > V,(A,)—u,(A(a))+u,(h) > V,(A,), puisque
Vy (A, —u,(A(a)) +u,(h) est l'utilité que T, obtient de I'allocation optimale de A, a
ses agents dans laquelle on a remplacé A(a) par h. Nous avons donc V,(A,UA,) >
Vp (A, U{h}) > V,(Ap), ce qui est en contradiction avec les hypotheses.

* si|T,| > |T| : pour tout G C T, tel que |G| = |T,| nous avons V5(A(G)) < V(A,).
Pour affirmer, comme dans le cas précédent, qu'il existe (au moins) un agenta € T,
et un objet h € A, tels que u,(A(a)) < uy(h), il nous faut de plus préciser que si
a € G pour un G C T, tel que |G| = |T;| quelconque, alors si A* est 'allocation des
objets de A(G) aux agents de G qui maximise la valeur } ,.;u,(A*(a)), nous avons
VYa € G,A(a) = A*(a) (c’est-a-dire que cette allocation est identique a l’allocation
A sur l'ensemble G). A partir de 13, le reste de la preuve est similaire au cas
précédent : nous obtenons V,(A,U{h}) > V,(A,)-uy(A(a))+u,(h) > V,(A,), puisque

Vip(Ap) —ug(A(a)) + ug(h) est I'utilité que T, obtient de l'allocation optimale de A,

a ses agents a laquelle on a remplacé A(a) par h. Nous avons donc V,(A, UA,) >

Vyp (A, U{h}) > V,(Ap), ce qui est une contradiction avec les hypotheses.

O]

Preuve de non-vérification de l'axiome Nous allons présenter un contre-exemple :
placons nous dans le cas ou tous les agents partagent la méme fonction d’utilité. Posons
T, = {ay, a2}, T; = {az, a4} et M = {hy, hy, h3, hy} tels que u(hy) = 4, u(hy) = 4, u(hz) =0
et u(hg) = 10. Considérons l'allocation A(a;) = h; pour tout i. Dans cette allocation, T,
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envie T, (immédiat par I'axiome 3.3.1). Ajoutons maintenant a T, l'agent as possédant
l'objet hs tel que u(hs) = 6. Cet objet est meilleur que h; et h,, I'axiome imposerait donc
a T, de rester envieux. Cependant, le lot d’objets du sous-groupe {a3,as} confere a T,
une utilité de V,({h3,hs}) = 6+ 0 < V,(A,) = 8, ce qui veut dire que T, n’est pas envieux
pour 'envie pour tout sous-groupe. O

3.4.3 Envie pour k sous-groupes

Un grand nombre de nuances existent entre 1’envie pour au moins un sous-groupe et
I’envie pour k sous-groupes : on peut imaginer demander un certain nombre de com-
paraisons envieuses, ou une certaine proportion. Nous regrouper toutes ces nuances
dans l’envie pour k sous-groupes qui permet d’étudier les propriétés communes a
toutes les notions créées sur cette base.

Définition et calcul

Définition 3.4.3: Envie pour k sous-groupes

Pour une instance I et une allocation A sur cette instance, nous dirons que le type
T, envie le type T, si et seulement si au moins I'une des conditions suivantes est
vérifiée :

* |T,| < |T,| et V,(A,) < V,(A(G)) pour au moins k sous-groupes différents
G C T, tel que |G| = [Tp|.

* |T,| > |T;| et VG(A(G)) < Vg(A,) pour au moins k sous-groupes différents
G C T, tel que |G| = |T|.

Il est possible de déterminer si un type en envie un autre pour l’envie pour k sous-
groupes en temps polynomial en k et en la taille de I’entrée. Cela veut dire que pour un
k fixé ne dépendant pas de la taille des groupes, cet algorithme sera polynomial en la
taille de I’entrée. Cependant, il ne faut pas oublier que le nombre total de sous-groupes
est exponentiel en la taille de I'entrée (il existe () sous-groupes ou m = max(|T,|,|T,|)
et n = min(|T,|,|T,[)). Par conséquent, il ne sera pas possible en pratique de garantir que
k représente une certaine proportion de sous-groupes sans faire passer l’algorithme de
calcul en temps exponentiel.

Comme pour les autres notions, le cas ou |T,| > [T, | peut se ramener au cas |T,| <|T|,
nous ne considérerons donc que ce dernier.

L’algorithme vérifiant I’envie pour k sous-groupes est une modification de I’algorithme
présenté par Chegireddy et Hamacher| [1987] servant & calculer les k meilleurs cou-
plages d’un graphe bipartite. Cet algorithme fonctionne en calculant les k sous-groupes
G C T, de taille |T,| dont les lots d’objets ont les plus grandes utilités pour T, (c’est-a-
dire de V,(A(G)) maximum). Cet algorithme se compose de deux parties : une méthode
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qui a partir du sous-groupe G de V,(A(G)) maximum calcule le deuxieme meilleur
groupe, et un algorithme utilisant cette méthode récursivement pour trouver les k
meilleurs.

La méthode permettant de calculer la deuxiéme meilleure allocation utilisera une
nouvelle structure que nous appelons “graphe d’allocation” :

Définition 3.4.4: Graphe d’allocation

Pour une instance I contenant les types T, et T, tels que |T,| < |T,| et un
sous-groupe G C T, tel que |G| = |T,|, soit Ag l'allocation optimale des objets
de A(G) aux agents de T, (c’est-a-dire celle utilisée pour calculer V,(A(G))).
Nous définissons le graphe d’allocation Grg comme un graphe bipartite orienté
pondéré Grg = (Ng U Mg, Eg) avec:

* Ng contient un sommet pour chaque agent de T,
* Mg contient un sommet pour chaque objet de T,

* Vi€ Ng,Vj€ Mg, (i,]) € Eg si et seulement si Ag(i) = A(j). Son poids w; ;)
est alors défini par w(i, j) = —u;(A(}))

* VieNg,VjeMg, (j,i) € Eg si et seulement si Ag(i) = A(j), et son poids est
alors défini par wy; ;) = u;(A(j)).

Ce graphe représente l'allocation des éléments de A(G) aux agents de T, le poids
de l'aréte (j,i) € M, x N, représente 'utilité que T, gagnerait a affecter l'objet A(j) a
i (en supposant qu’il soit libre), tandis que le poids de l'aréte (i,j) € (Ng x Mg) N Eg
représente l'utilité que T, perdrait si I’agent i perdait l'objet A(j). Ainsi, si I'agent i est
affecté a A(j;) (pour j; € G) dans l’allocation Ag, alors si en décidant de 'affecter a A(j,)
(j2 € T; \ G) l'utilité de la nouvelle allocation sera modifiée de wy;, ;) + w(;,j,)-

Concretement, chaque objet pointe vers les agents auxquels il n’est pas alloué avec
un poids égal a l'utilité qu’il peut leur apporter, et est pointé par 'agent auquel il est
alloué avec un poids égal a l'utilité qu’il peut lui faire perdre. Cette construction va
nous permettre de représenter les modifications de l’allocation par des chemins sur le
graphe, puisque chaque agent dont l’allocation est modifiée va perdre l'utilité de son
objet actuel et gagner celle de son nouvel objet.

A partir de ce graphe, nous allons définir des chemins d’échanges, qui nous servi-
ront a représenter des changements d’allocation :
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Définition 3.4.5: Chemin d’échanges et chemin canonique d’échanges

Soi't I, Tp, Tq, A, G et Grg tels que définis dans la définition Soit j; € Tq \G
et o €G.

Si..j» € Eg est un chemin d’échanges entre j; et j, si et seulement si §;, ; est un
chemin dans Grg allant de j; a j,. On notera w(S;, ;,) = ZeeS]-l ., We le poids de
S
S
S

jlij :
JiJ2
Jirda

C Eg est un chemin canonique d’échanges entre j; et j, si et seulement si
est de poids maximum parmi les chemins d’échanges entre j; et j,.

Remarquons qu’un tel chemin sera alternant entre Ng et Mg, et que tout (j,i) €
Mg x Ng sera suivi d’un (i, A(7).

Chacun de ces chemins représente une modification de A ou chaque agent traversé
recoit l'objet qui le précede. Comme chaque agent a un unique successeur, qui est son
ancienne allocation, nous savons qu’il n’y aura pas de conflit. De plus, si le chemin
n’est pas une boucle, alors la nouvelle allocation posséde un unique objet qui n’était
pas présent dans I’ancienne allocation et vice-versa.

La raison pour laquelle nous introduisons la notion de chemin d’échange “canon-
ique” est que cela nous assure que 1’allocation résultante soit optimal pour le lot d’objet
alloué (prouvé plus loin).

Formellement, nous pouvons définir une nouvelle allocation en retirant A(i) a i et
en lui donnant A(j).

Définition 3.4.6: Allocation définie par les chemins d’échanges

Soit I, Ty, T,, A, G et Grg tels que définis dans la déﬁnitionm

Soit j; € T, \ G et j, € G, soit §;, ;, un chemin d’échanges entre j; et j,.

Le chemin §;, ;, conduit a une nouvelle allocation ASJ_M_2 des objets de A((G\{j,})U
{j1}) aux agents de T, définie par :

V(j,i) € Sj,,j, N (Mg X Ng), As

et As.

]1'],2(1') = Ag(i) pour les autres i.
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Proposition 3.4.6

Soit I, T,, T,, A, G et Grg tels que définis dans la déﬁnitionm
Soit j; € T, \ G et j; € G, soit §;, ;, un chemin d’échanges entre j; et j, et Ag; o
l’allocation définie par ce chemin.

L'utilité totale de T, dans l'allocation Ag, définie par : U,(As

ZieTp ui(ASjlij (1)) est telle que :

U,(As, (T,)) = V,(Ap) +w(S

est un chemin d’échanges canonique entre j; et j,, alors Ag,

142 P) jlsz)
De plus, si AS; ;,
est une allocation optimale des objets de A((G \ {j2}) U {j1}) aux agents de T,, et

donc :

(Tp)) = Vp(AW(G\ {72 U {j1})

Preuve. Cette preuve est immédiate par construction :

UplAs, (TN=Vo(A)= ) wlAGD+ ) wlA()
(i,j)€S;, j, ((NgxMo) (i,))€S;, j, (MxNg)
pAs, (TD=VolA)+ Y wep+ Y wy
(i,))€S;, j, ((NgxMg) (i.J)€S},,;, N(MgxNg)
donc :
Up(ASjl,jz(Tp)) = Vp(Ap) + w(sjl,jz)

En ce qui concerne le cas ou §; ;, est un chemin canonique, nous allons devoir
montrer que Ag; . est optimale.

Nous savons déja que Up(ASjler(Tp)) < Vu(A(G\ {j2}) U{j1}) par définition de V.

Posons G' = G\ {j,})U{j1}, et Ag l'allocation optimale des objets de A(G’) aux agents
de T,. Nous définissons I'ensemble d’arétes S € Eg contenant I'ensemble des arétes
(Ag(i),i) et (i,Ag(i)) pour tout agent i € T, tel que Ag(i) # Ag/(i). Comme tous les
agents sauf j; et j, sont présents a la fois dans G et dans G/, ils ne seront soit pas
impliqués dans S, soit présents dans deux arétes (une pour I’agent auquel leur objet est
affecté dans Ag, une pour 'agent auquel leur objet est affecté dans Ag/). Par conséquent,
S est un ensemble contenant un chemin d’échanges de j; a j, et un certain nombre de
cycles, tous disjoints (puisque qu’un objet ne peut étre alloué qu’a un seul agent et
vice-versa).

Cependant, tout cycle C € S est forcément de poids nul, par I’absurde si ce n’est pas
le cas :

* si w(C) > 0 : a partir de l’allocation Ag, on peut créer une allocation Ag, ¢ des
objets de A(G) aux agents de T, en posant Y(j,i) € (CN (Mg x Ng)), Ag.c(i) = j et

Agicli) = Ag(i) sinon. L'utilité de cette allocation est par construction U,(Ag,c(T},)) =

V,(A(G))+w(C), ce qui contredit w(C) > 0 (puisque V), consideére toujours 'optimal)
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* siw(C) < 0: nous pouvons effectuer I'opération inverse a partir de Ag pour créer
l'allocation Ag/_¢, en posant V(i,j) € (CN(NgxMg)), Ag+c(i) = j et Agyc(i) = Agl(i)
sinon. L'utilité de cette allocation est par construction U,(Ag_c(T,)) = V,(A(G'))-
w(C) ce qui contredit w(C) < 0.

Puisque tout cycle C € S est de poids nul, cela veut dire que le chemin d’échanges
Si..j» € S appliqué seul sur I'allocation Ag conduit également a une allocation optimale
des objets de A(G’) aux agents de T,. Une telle allocation est donc toujours atteignable
par un chemin d’échanges, et comme elle est optimale, elle le sera par les chemins
d’échanges canoniques.

Donc appliquer un chemin d’échanges canoniques nous donne une allocation opti-
male.

O

Maintenant que nous avons établi ces résultats, nous pouvons détailler la méthode
utilisée pour calculer les k meilleurs sous-groupes de T, de taille |T,|. Nous considérons
le sous-groupe G* qui maximise V,(A(G)) parmi les sous-groupe de T, de taille |T,|.
Nous construisons le graphe Grg. correspondant, puis nous listons les couples (jy,j>)
tels que j; € T, \ G" et j, € G*. Nous calculons leurs chemins d’échanges canoniques
(via un algorithme de plus court chemin), puis nous choisissons le couple (j?, ;) dont
le chemin canonique est de poids maximum. Le sous-groupe G est alors de poids
maximum parmi les sous-groupes atteignables a partir de G par un seul échange. Il
nous reste a montrer que Gy a le second plus grand poids parmi tous les sous-groupes.

Pour cela, nous allons montrer que le sous-groupe ayant le second plus grand poids
est accessible a partir du sous-groupe de plus grand poids par un seul échange.

Pour une instance I contenant les types T, et T, tels que |T,| < [T,|, soit le sous-
groupe G* qui maximise V,(A(G)) parmi les G C Tj tel que |G| =[T,|.

Alors il existe j; € T, \ G" et j; € G" tel que Gy = (G*\{j2})U{j1} soit le sous-groupe
de deuxieme plus grande utilité V,(A(G)) parmi les G C T, tels que |G| =|T,|.

Proof. Supposons que G (le sous-groupe de deuxiéme plus grande utilité V,(A(G))
parmi les G C T, tel que |G| = |T,|) soit a distance [ > 1 de G, c’est-a-dire qu'il existe
j1,1,-j1,0 dans T, \ G™ et j 1,...jp,; dans G* tel que Go = (G*\ {jo,1,--j2,1}) U {j1, 1, 1,1}

Nous considérons le graphe d’allocation Grg. = (Ng+, Mg+, Eg+) et nous définissons
I'ensemble d’arétes Sg-_,g, C Eg- contenant I'ensemble des arétes (Ag, (i),1) et (i, Ag(7))
pour tout agent i € T, tel que Ag:(i) = Ag, (i).

La suite se basera sur le méme raisonnement que la preuve de la propriété |3.4.6
Comme chaque agent est affecté a un unique objet dans chaque allocation, chaque agent
qui n’est pas dans jj j,...j;,; OU jp1,...Jp, sera présent dans exactement deux arétes de
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SG+—G, ou zéro. Par conséquent, Sg-_,, sera constitué de / chemins d’échanges canon-
iques disjoints S; | i ,.., S, j,, (2 permutation pres) et de cycles de poids zéro (sinon
on peut les appliquer a G* ou a Gy).

Nous savons également, par construction, que :

k=1 eesh,k'fz,k

l
Vo(A(G) = Vy(A(Go) + ) w(Sj, . j,)
k=1

Puisque les chemins d’échanges sont disjoints, nous pouvons appliquer n'importe lequel
a G*. Or G~ est optimal, donc tous ces chemins sont de poids négatifs ou nuls. Siil existe
deux chemins d’échanges de poids non nul S; et S,, alors il existe un sous-groupe Gy
obtenu en appliquant §; a G™ tel que V,(A(G1) = V,(A(G")) + w(S1) = V,(A(Gp)) —w(S2),
ce qui est en contradiction avec le fait que G ait la deuxieme plus grande utilité parmi
les sous-groupes. Par conséquent, il existe au plus un chemin S; de poids non nul. On
peut alors obtenir, en appliquant ce chemin a G*, un sous-groupe de méme utilité de
G mais atteignable en un seul échange a partir de G”. O

Par conséquent, la procédure décrite plus haut nous permet de trouver le sous-
groupe ayant la deuxieme plus grande utilité.

Une fois que nous avons une telle méthode, nous allons I'utiliser pour générer les
k-meilleurs sous-groupes, en utilisant I’algorithme décrit ci-dessous.

Nous construisons un arbre tel que chaque sommet contiennent deux ensembles
d’agents H et F et deux sous groupes G et G’ telque HC G, FNG =0, HC G’ et
FN G =0. H représentera les agents obligatoires, F les agents interdits, G le sous-
groupe de meilleure utilité contenant H et ne contenant pas F, et G’ le sous-groupe de
deuxiéme meilleure utilité contenant H et ne contenant pas F.

La racine est définie avec H =0, F =0, G = G" le sous-groupe de meilleure utilité et
G’ = Gy le sous-groupe de deuxieme meilleure utilité atteignable a partir de G* avec un
seul échange (tel que décrit précédemment).

Pour développer une feuille (H,F,G,G’), nous considérons 'unique j € G\ G’ ex-
istant, puis nous transformons la feuille (H,F,G,G’) en nceud interne ayant pour fils
les feuilles (H U {j},F,G,Gy) et (H,F U {j},G’,G,) tels que G; soit le sous-groupe de
deuxiéme meilleur utilité contenant les agents H U {j} et ne contenant pas les agents
F, et que G; soit le sous-groupe de deuxieme meilleur utilité contenant les agents H
et ne contenant pas les agents F U {j}. Ces sous-groupes sont générés en recherchant le
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chemin d’échanges canonique de poids maximum entre un agent de T, \ (G U F) (resp.
T,\(GUFU{j})) et un agent de G\ H (resp. G\(HU{j})) comme expliqué précédemment.

L’algorithme consiste a développer a chaque itération la feuille dont le deuxiéme
meilleur sous-groupe est d’utilité maximum parmi les sous-groupes des feuilles. Par
construction, quelle que soit I’étape, les feuilles de I’arbre constitueront une partition
de I'ensemble des sous-groupes, et indiqueront les deux meilleurs sous-groupes de
chaque partition. A litération i, I'arbre contient i — 1 noeuds internes dont les sous-
groupes G ont les i — 1 plus grandes utilités, le G’ de plus grande utilité parmi les
feuilles est le sous-groupe de rang i pour l'utilité.

Le pseudo-code de cet algorithme est :

Création de la racine contenant (0,0, G*, Gy) ou G* est le sous-groupe de
meilleur utilité et G est le sous-groupe de deuxiéme meilleur utilité ;

Poser i=2 ;

Retenir Gy comme le sous-groupe de i-éme meilleur utilité ;

tant que i < k faire
Sélectionner la feuille (H, F, G, G) contenant le sous-groupe de i-eme

meilleur utilité en dernier membre G’;

Sélectionner 'unique j tel que {j} = G\ G’;

Transforme la feuille en nceud interne ;

Lui ajouter la feuille (H U {j}, F, G, G;) ou G; est le sous-groupe de deuxieme
meilleure utilité parmi ceux contenant H U {j} et ne contenant pas F ;

Lui ajouter la feuille (H,F U {j}, G’, G,) ou G, est le sous-groupe de deuxiéme
meilleure utilité parmi ceux contenant H et ne contenant pas F U {j} ;

Poser i=i+1 ;

Sélectionner le sous-groupe de plus grande utilité parmi les quatriemes
membres des feuilles, puis le retenir comme le sous-groupe de i-éme plus
grande utilité;

fin
Algorithme 1 : Algorithme de calcul des k meilleurs lots

Calculer le meilleur sous-groupe peut étre fait en temps polynomial (probléeme
d’allocation optimale), calculer le deuxieme meilleur sous-groupe également (probleme
de plus court chemin). Cependant, ces opérations doivent étre répétées k fois, et k lui-
méme n’est pas nécessairement polynomial en la taille des groupes. Par conséquent, la
complexité de cet algorithme est en O(poly(n,k)).

3.5 Retour sur la notion de monotonie

Lorsque nous avons mis en place nos axiomes, nous avons souhaité représenter la
monotonie.
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La monotonie est souvent utilisée dans des cadres divers car elle permet de cerner
le comportement d’un mécanisme autrement difficile a prédire. En particulier, il peut
étre tres utile dans la conception d’algorithme de savoir comment se comportera un
mécanisme (ici une définition d’envie) lorsque’ on augmente une instance en ajoutant
des agents ou des objets.

La difficulté est de trouver une définition de la monotonie qui soit pertinente dans
le cadre de définition d’envie que nous avons proposée. Nous avions précédemment
utilisé I'axiome[3.3.4} cependant il existe d’autres approches de la notion, et nous souhai-
terions explorer les alternatives.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéresserons a deux définitions de mono-
tonie utilisées dans la littérature : la monotonie de population (introduite par Thomson
[1983]) et la monotonie de ressources (décrite par Moulin et Thomson [1988]]). Il nous
faut cependant noter que ces notions se référent non pas aux définitions d’envie mais
aux mécanismes d’allocation, nous chercherons donc si il est possible a un algorithme
minimisant I’envie pour au moins un sous-groupe de vérifier ces notions.

3.5.1 Monotonie de ’envie

Les notions de monotonie que nous allons considérer seront basées sur I'idée d’ajouter
un agent et un objet a I'un des deux types comparés. Nous allons représenter ces ax-
iomes par des fleches ayant différentes directions, une vers le haut ou ou le bas (T ou
l) et une vers la droite ou la gauche (— ou «). Il y aura deux possibilités sur le type
choisi pour recevoir le couple (agent, objet) :

* soit nous ajoutons 'agent et I'objet au type qui se compare T,. Nous représentons
ce cas par une fleche vers la gauche «.

* soit nous ajoutons I’agent et l'objet au type qui est comparé T,. Nous représentons
ce cas par une fleche vers la droite —.

De méme, nous considérerons deux cas possibles pour l'utilité que le nouvel objet
apporte aux agents de Tp :

* Soit elle est plus grande que toutes les autres utilités, nous représenterons ce cas
par une fleche vers le haut T.

» Soit elle est plus petite que toutes les autres utilités, nous représenterons ce cas
par une fleche vers le bas |.

Nous allons illustrer chaque possibilité.
Nous considérerons un groupe de 4 agents (en noir) se comparant a un groupe
de 2 agents (en bleu).
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Tr

P

Supposons un profil de préférences de la forme suivante :

-1

Nous avons alors les cas suivants :

(<, 1) : la situation du groupe qui se compare s’améliore

Rt )
L 1 T

(¢, 1) : 1a situation du groupe qui compare empire

(—, 1) : la situation du groupe qui est comparé s’améliore

(—, 1) : la situation du groupe qui est comparé empire

Cela nous conduit a définir 4 axiomes de monotonie différents :

* (1) : Si le groupe T, n'envie pas le groupe T, et que l'on ajoute a T, un agent
et un objet associé tel que cet agent obtienne une meilleur utilité de son objet que
de n'importe quel objet de T, alors ce T, modifié ne doit toujours pas envier T.
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* (¢, 1) : Sile groupe T, envie le groupe T, et que I'on ajoute a T, un agent et un
objet associé tel que cet agent obtienne de son objet une utilité inférieure a celle
qu’il obtiendrait de n'importe quel objet de T, alors ce T, modifié doit toujours
envier T,.

* (—,1) : Si le groupe T, envie le groupe T, et que 'on ajoute a T, un agent et
un objet associé tel que tout agent de T, obtiendrait de cet objet un plus grande
utilité que celle de leur objet actuel, alors T, doit toujours envier ce T, modifié.

* (—,1): Sile groupe T, n’envie pas le groupe T, et que l'on ajoute a T, un agent et
un objet associé tel que tout agent de T, obtiendrait de cet objet une plus petite
utilité que celle de leur objet actuel, alors T, ne doit toujours pas envier ce T,
modifié.

Nous pouvons alors nous demander quelles notions d’envie parmi celles que nous
avons présentées précédemment vérifient ces axiomes. Les résultats sont présentés
dans le tableau suivant :

=D | (=) [ (=D ] (<))
TEF Non Non
WEF Non Non Non Non
A&W
I’envie pour au moins un sous-groupe Non | Non
I’envie pour tout sous-groupe Non | Non | Non | Non
Preuves pour TEF. * (—,1): déja prouvé.

* (—,1): on considére une instance ou T, = {ay,a,} et T, = {a3, a4}, et M = {hy, hy, h3, hy}
tel que : Va,u,(hy) =u,(hy) =5, u,(h3) =7 et u,(hy) = 0. On considere 'allocation
A telle que A, = {hy, hy} et A, = {h3,hy} (on suppose que pour tout i, A(a;) = h;).
On rajoute a T, I'agent ag alloué au bien hy tel que u,(hg) = 4. L'axiome interdit
T, d’envier ce T, modifié mais V,({h3,hg,hs}) =7 +4 = 11 > V,(A,) = 10 donc
I’'axiome est enfreint.

* (< 1): Quels que soient T}, et Ty, sil'on pose T, = T, U{ag} et A, = A, U {hg}, alors
on sait que VTP»(A;) = V,(Ap) = u, (ho) (on ne sait pas si I'allocation optimale de
A;) a Tp’ alloue réellement hg a ay, mais elle doit étre au moins aussi bonne que si
elle le faisait). Par hypothése sur la qualité de hg, on a u, (hgy) > VTP/(Aq) - Vp(Ag)
(puisque toute allocation des biens de A; a T, va aura au mieux une valeur de
V,(Ag) sur T, et une valeur strictement inférieure a u, (hg) sur ag).

Donc VTP/(A;,) = Vy(Ap) > VTP’(Aq) - V,(Ay), ce qui nous donne VT!;(A;) > VTP’(Aq) :
T, ne peut pas envier T,
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* («,1): on considére une instance ot T, = {ay,a,} et T, = {a3, as}, et M = {hy, hy, h3, hy}
tel que : Va € {ay,a,}, u,(hy) = u,(hy) =5, u,(hz) =7 et u,(hy) = 7. On consideére
l'allocation A telle que A, = {hy,h,} et A, = {h3, hy} (on suppose que pour tout i,
A(a;) = h;). Dans cette situation, T, envie T, puisque V,(A,) =10 < V,(4,) = 14
On pose T, = T, U {ag} et A, = A, U {hg} avec ag et hy tel que u, (ho) = 5, et
g, (h3) = u, (hy) = 7 (les autres utilités ne sont pas importantes). Dans cette situ-
ation, I'axiome forcerait T, a envier T, or VTP’(A;;) =15> VTP’(Aq) =14: Tj nenvie
pas T.

O

Preuves pour WEF.
(—, 1) : déja prouvé.
(—, 1) : contre-exemple : on considére une instance o T, = {ag,...a1o} et T, = {a11,...az},
M ={hy,...hyo} et des fonctions d’utilité telles que :
gy (Ig) = 10
s Vje[[11,20]], ug,(hj) =0
e Yie [[1, 10]], ui(hi) =1
« Vie[1,10],¥j € [[11,20]], u;(h;) = 1,5

Les autres utilités ne sont pas importantes et sont supposées nulles. On considére

l'allocation A telle que A, = {hy,...h,0} et A; = {hyy,...hy0}. On a alors VT(TAl”) = 20 >
p
V,(4,)
A o
hy tel que ug (hy1) =9 et Vi € [[1,10]], u;(hy1) = 0. L'axiome obligerait alors T, a ne pas

AUh
lgl)_%<%_ﬁl,doncT envie T,.
q

donc T, n‘envie pas T;. Nous ajoutons maintenant a T, I’agent a,; et l'objet

envier T, = T, U{ay }. Or,

(< 1) : contre-exemple : on considere une instance ou T, = {a;} et T, = {ay,az}, M
{hy, hy, h3} tel que Ug, (hy)=5et ual(hz) = ual(h3) =10.
On suppose que le systeme est dans l'allocation A telle que A, = {h} and A, =

V(A V,(A
{h,, h3}. Dans cette allocation, T, n’‘envie pas T,, puisque I(T Ip) = % = TT,ﬂq) = 120.

Nous ajoutons maintenant a T, l’agent a et l'objet hg tel que u, (hg) =10, et que ag
ait la méme fonction d’utilité que a;.

. . R . V(A V(A
L’axiome interdit a Tp’ = T, U {ap} d’envier T,, or % = % < pdy) 20,
p

conséquent, I’axiome est enfreint.

(<= 1) : contre-exemple : on considére une instance ou T, = {ag} et T, = {ay,...a5}, M =
{ho,...hs} et des fonctions d’utilités telles que Vj € [[1,5]], u,,(h;) =10 et u, (hy) = 1. On

considére l'allocation A telle que A, = {ho} et A, = {hy,...h5}. On a alors Vl(TA|p) = % <

(Ag)
T,

= 15—0 =2, donc T, envie T;. On pose maintenant T, = T, U{ac} et A, = A, U{hg} ou
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ag est tel que u, (hg) =9 et Vj € [[1,5]], u, (hj) = 10. Dans ce cas, l'axiome obligerait Tp’
10

A . v ’(Az’a) VT,ﬁ(Aﬂ) 20 ) .

a étre envieux de T cependant T =5 =5> T =35 = 4, donc Tp n’envie pas
q

Tq : 'axiome est enfreint. O

Preuve pour la mesure ’A&W. * (—,7): déja prouvé.

* (—,1): Quel que soit T}, et T, tel que T, n’envie pas Ty, si I'on pose T, = T, U {a}
et A,’i = A, U {ho} tel que Vi € T,, u;(A(i)) > u;(ho), alors on a :

Y wi(A(@)= ) uilho)

zeTp 1€Tp

. o )
Or puisque T, n'envie pas T, nous avons :

|T|Z 2]

i€T, Pll 1" ieT

pi€Ty
T ui(A@) =) ) wi(A))
i€T, ieT, jeT,

d’otl, en additionnant avec I’équation pour hy :

T ) (A |+ ) wi(A@) =) ) wi(AG) |+ ) ui(Alag))

i€T, ieT, ieT, jeT, i€T,
T+ D)) wA@)=) ) u(A()
i€T, i€T, jeT,U{a,}

D’ou, puisque [Ty +1 = |Tq’|:
IT,| Z IT | IT, LT, ZZ
i€T, i€T, jeT,

Donc T, n’envie pas T, : I'axiome est respecté.

* (< 1): quels que soient T}, et T, tels que T, n'envie pas Ty, si l'on pose T, = T,U{ao}
et A;, = A, U{hg}, tel que Vj € Ty, uy (ho) > 1,4, (A(j))), alors on a :

Y ttay(I10) = Tyl agy (10) > )~ 14, (A(f))

jeTq jeTq

Or puisque T, n'envie pas T, nous avons :

7 D AG) INMZZ

p i€T, ieT, jeT,
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T ) wilAG) =) ) wi(A())

i€T, ieT, jeT,

d’ou, en additionnant avec 1’équation pour hy :

Tyl ) AD) [+ 1Thatg, (o) 2| )Y (A |+ ) gy (A(f)

i€T, i€T, jeT, JET,
Tl ) A= )N wilA()
i€T,U{a} ie€T,Ulag} jET,

d’ou:

Donc T, n’envie pas T, : I'axiome est respecté.

(1) : Quels que soient T, et T, tels que T, envie T, si I'on pose Tp’ =T, U{ag} et
A;, = A, U{hg}, tel que Vj € Ty, u, (ho) < 1y (A(f))), alors on a:

Y ttay (o) =T lttg, (o) < ) g, (A(j))

j€eT, JET,

Or puisque T, envie T, nous avons :

d’ou, en additionnant avec I’équation pour ho :

['T'Z )+ 1Tyl 4, (o) [ZZ

ieT, ieT, jeT,

T ) wA)< ) ) wilA()

i€T,U{ap} i€T,Ufao} j€T,

1
IT)] )_lAl) ZZ
T €T,

; ’
zeTp

£ ttgy(A()))

jeT,

d’ou:

Donc Ty envie T, : I'axiome est respecté.
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Preuves pour l'envie pour au moins un sous-groupe.
(—,7) : déja prouvé.

(—,1) : on considere une instance ou T, = {a,a,} et T, = {az, a4}, M = {hy, hy, h3, hy}
tel que pour tout agent a, u,(hy) = u,(hy) =5, u,(h3) =7 et u,(hy) = 0. On considere
l'allocation A telle que A, = {h1, hy} et A, = {h3, hy} (on suppose que pour tout i, A(a;) =
h;). Dans cette allocation, T, n’envie pas T (par l'axiome . On pose maintenant
Tq’ =T, U{ao} et A;I = A4 U{hg}, tel que pour tout agent a, u,(hg) = 4. L'axiome interdirait
a T, d’envier Tq’, or Vy({hs, hy}) = 11 > V,(A,), donc T, envie Tq’ pour l'envie pour au
moins un sous-groupe : I’axiome est enfreint.

(1) : on considere une instance ou T, = {ay,a,} et T, = {az, a4}, M = {hy, hy, h3, hy}
tel que pour tout agent a, u,(hs) = u,(hy) =5, u,(hy) = 10 et u,(h,) = 0. On considere
l'allocation A telle que A, = {h1, hy} et A, = {h3, hy} (on suppose que pour tout i, A(a;) =
h;). Dans cette allocation, T, n’envie pas T (par l'axiome . On pose maintenant
T, = T, Ulao}, A, = Ap U {ho}, Alag) = ho, et pour tout agent a, u,(hg) = 6. L'axiome
interdirait a Tp’ d’envier T,, or pour G = {ag,a}, on a V5(A(G)) = 6 < V5(A,) = 10, donc
T, envie T, pour I'envie pour au moins un sous-groupe : I'axiome est enfreint.

(«=,1) : quels que soient T, et T, tels que T, envie T, nous allons ajouter a T, un agent
ao alloué a un objet hy. Nous posons Ty = T, U {ag} et A, = A, U {hg}. Nous allons
considérer deux cas différents en fonction de la taille des groupes :

¢ si|T,| <|T| : alors il existe G C T tel que |G| = |T,| et V,,(A,) < V,(A(G)). Dans ce
cas, nous pouvons considérer G = G U {a} pour n'importe quel a € T, \ G. Nous
aurons alors, par hypothese, VTpf(A;,) = Vp(Ap) = ug,(hg) < ug(a) < VTP/(A(G’)) -
V,(A(G)) d’ou VTP'(A;;) < VTP/(A(G’)) avec |G| =|T|. Donc T, envie T,.

* si|T,| > [T, : alors il existe G C T, tel que |G| = |T,| et VG(A(G)) < V5(Ay). Dans ce
cas, GC TI; et est tel que |G| = [T,|, donc le résultat est immédiat.

O

Preuves pour I'envie pour tout sous-groupe.
(—,1) : déja prouvé.

(—,!): on considere une instance ou T, = {ay, a5} et T, = {az}, M = {hy, hy, h3} et u, (hy) =
Uug,(hy) =1, uy (h3) = 0 et uy, (h3) = 1000. On considere l'allocation A qui a I'agent 4;
alloue l'objet h; (A, = {hy,hy} et A, = {h3}). Dans cette allocation, T, n’envie pas T,
puisque Vi, )({h3}) = 0 < Vig,)({h1}) = 1. On rajoute a T, I'agent a et l'objet hy tel que
ug, (ho) = ug,(ho) = 0. L'axiome demande que T, n'envie pas T, = T, U {ao}, or 'axiome
l’oblige puisque V,(A,) =2 < V,(A, U {ho}) = 1000.

(< 1) : on considere une instance ou T, = {a,} et T, = {ay, az}, M = {hy, hy, hs}etu, (hy) =
1, ug, (hy) = 0 et ug (h3) = 1000. On considere l'allocation A qui a 'agent a; alloue
l'objet h; (Ap = {h1} et A; = {hy, h3}). Dans cette allocation, T, n’envie pas T, puisque
Viay({ha}) = 0 < Vi )({h1}) = 1. On rajoute a T, l'agent ag et a A, l'objet hy tel que
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ugy(ho) =1 et uy (ha) = u, (h3) = 0. L'axiome demande que T, n’envie toujours pas T,
or I'axiome 3.3.1ll'ob1ige puisque VTpU{ﬂo}(AP Ufhgh)=2< VTPU{QO}(Aq) =1000.

(<= 1) : on considere une instance ou T, = {ay,a,} et T, = {az,as}, M = {hy, hy, h3, hy} et
les fonctions d’utilités sont telles que pour tout agent a € T, u,(h) = 0, u,(hy) = 10,
uy(h3) = 6 et u,(hy) = 6. On considére l’allocation A qui a chaque agent a; alloue l'objet
hi (Ap = {h1,hy} et Ay = {h3, hy}), alors T, envie T, (par l'axiome . On rajoute a T,
l'agent ag et a A, l'objet hy tel que A(ag) = hg et u,(hg) = 4 pour tout a € T,. L'axiome
demande que T; = T, U {ag} n'envie pas T, or Vg 4,)({ho, h2}) = 14 > Viy 4)(A,) = 12,
donc la comparaison pour le sous groupe G = {hg, h,} C T, ne résulte pas en envie : Tp’
envie Tp. O

Les différentes notions d’envie se comportent de manieres tres différentes face a
ces axiomes. Certaines n’en vérifient aucune, et seule la mesure d’A&W parvient a les
vérifier toutes. Nous pouvons alors nous demander si il est possible de vérifier I’axiome
[3.3.1]en méme temps que les axiomes de monotonie.

3.5.2 Monotonie de population et de ressources

Les concepts de monotonie de population (introduit par Thomson|[1983]) et de mono-
tonie de ressources (décrit par Moulin et Thomson| [1988]) sont une autre maniére
de considérer la notion de monotonie. Elle s’applique cette fois aux mécanismes de
génération d’allocations. La monotonie de population formalise I'idée que si le nom-
bre d’agents augmente alors que la quantité de ressources reste identique, alors le
mécanisme ne doit pas allouer aux agents de meilleurs lots de ressources. La mono-
tonie de ressources formalise 1’idée que si la quantité de ressources augmente alors que
le nombre d’agents reste identique, le mécanisme ne doit pas allouer aux agents de
moins bons lots de ressources.

Ces notions peuvent étre adaptées a notre cadre de la maniére suivante :

Définition 3.5.1: Monotonie de population

Un mécanisme d’allocation est dit population-monotone si et seulement si :
pour toute instance I contenant les types Ti,..T; (k € IN), et toute instance
I’ obtenue a partir de I en ajoutant un type Tj,;, si le mécanisme génere
l'allocation A quand appliqué a I et 'allocation A’ quand appliqué a I’, alors
Vp € [LK], V,(Ap) 2 Vp(A}).

110



Envie entre types d’agents

Définition 3.5.2: Monotonie de ressources

Un mécanisme d’allocation est dit ressource-monotone si et seulement si : pour
toute instance I contenant les types T,...Ty (k € IN) et 'ensemble d’objets 4 =
{hy,....,h,,} (m € N), et toute instance I’ obtenue a partir de I en ajoutant un objet
h,.+1 a l'ensemble A, si le mécanisme géneére l’allocation A quand appliqué a I
et l'allocation A" quand appliqué a I, alors ¥p € [[1, k]|, V,(A,) < V,(A)).

Malheureusement, nous pouvons montrer que ces notions sont difficiles a réconcilier
avec le degré d’envie.

Proposition 3.5.1

Tout mécanisme générant des allocations qui minimisent la somme des degrés
d’envie ou le maximum des degrés d’envie ne peut pas étre population-
monotone.

Preuve. Soit une instance I avec les types T) = {a1} et T, = {ay,....,a190}, M = {hy,...h101}
et des fonctions d’utilité telles que :

 ttg, () = 10
* g (hy) =11

e VaeTy, u,h;)=0

e YaeT,, u,(hy)=0,2

* ug (h3) = u, (hy) =0.01

* YaeTy, u,(hz)=uy(hy) =0.1
* Vi>4,u, (hj)=0

* Vi>4,u, (hj)=0.3

L’allocation A qui minimise le degré d’envie (que ce soit le maximum ou la somme) est
celle qui affecte a a; l'objet h;, pour tout i. Le degré d’envie est alors de %00 de T; vers
T,, et de 0 de T, vers T;. On crée maintenant l'instance I’ a partir de I en rajoutant le
type Ty = {ag} tel que :

¢ uao(hl) = ]'0
¢ uao(hZ) =10
¢ gy (h3) = ttgy(hy) = 0.1

o Vi>4,u,(h)=0
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La nouvelle allocation A” qui minimise le degré d’envie (que ce soit le maximum ou la

somme) est telle que A} = {h,}, Aj = {h;} et A} contient le reste des objets. Dans cette

allocation, T; et Tj sont sans envie, tandis que T, a un degré d’envie de 0.02 envers Tj.
Cependant, Vr, (A;) < Vr,(A)), la situation de T} s’est donc améliorée.

O

Proposition 3.5.2

Tout mécanisme générant des allocations qui minimisent la somme des degrés
d’envie ou le maximum des degrés d’envie ne peut pas étre ressource-monotone.

Preuve. Considérons 'instance I’ construite dans la preuve précédente. Rappelons que
dans I'allocation A’ minimisant le degré d’envie (que ce soit le maximum ou la somme),
A} =1{hy}, Ay = {1} et A contient le reste des objets.

Nous construisons l'instance I* en ajoutant a . l'objet h tel que :

it (hy) = 10
g (hy) =0
e Yae Tz, Ma(h()) =0

La nouvelle allocation I* qui minimise le degré d’envie (que ce soit le maximum ou
la somme) est I'allocation A* telle que A} = {hg}, A5 = {hy} et A} contient le reste des
objets. Dans cette allocation, les degrés d’envie sont nuls sauf le degré d’envie de T}
envers T,, qui vaut 0.01. Or, Vr,(A}) > Vr, (A7), la situation de T; a empiré. O

3.6 Conclusion du chapitre

Notre recherche d’une notion d’envie adaptée a notre modele nous a amené a établir
quatre axiomes, chacun représentant une propriété intuitive que nous souhaitions retrou-
ver dans notre notion d’envie. Cependant, il s’est avéré difficile de satisfaire tous ces
axiomes en méme temps : en particulier, nous avons montré qu’aucune des notions
d’envie utilisées dans la littérature ne satisfait les 4 axiomes a la fois. Par conséquent,
nous nous sommes attelé a la création d’une nouvelle famille de notion d’envie, basée
sur I'idée de comparer le plus petit des deux types a des sous-groupes de l'autre type,
les différences entre chaque notion reposant sur le nombre de comparaisons. Nous
avons ensuite analysé ces notions en utilisant nos axiomes. Si toutes les nouvelles no-
tions ne satisfont pas tous les axiomes, il en ressort que la notion de l’envie pour au
moins un sous-groupe, calculable en temps polynomial, les vérifie tous. Pour finir,
nous nous sommes penchés plus en détails sur la notion de monotonie et les différentes
significations possibles du terme dans notre contexte. Nous avons, au travers de ces
définitions, ré-examiné les notions d’envie évoquées précédemment.

Les perspectives pour de prochains travaux seraient, dans un premier temps, de
déterminer avec certitude la complexité de calcul de l’envie pour tout sous-groupe.
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Nous n’avons pour l'instant que réussi a réduire le calcul a la résolution d’un probleme
d’optimisation quadratique, ce qui suggérerait que ce probleme soit NP-difficile. Cepen-
dant, il nous faudrait trouver une réduction qui prouve cette complexité. Il n’est de
plus pas exclu que ce probléme soit approximable en temps polynomial. Les axiomes
que nous avons choisi de retenir ont été construits pour étre simples et intuitifs. Par
conséquent, bien qu’ils suffisent pour discriminer les différentes notions d’envie présentées,
ils ne forment pas une caractérisation complete de la notion que nous avons construite.
Il serait donc envisageable d’essayer de construire un ensemble d’axiomes plus forts
et plus précis qui forment une caractérisation complete de I'envie pour au moins un
sous-groupe (ou méme de la famille de notions d’envie). Enfin, au cours de ce chapitre,
nous avons présenté de nombreux axiomes, et méme si tous ne sont pas d’importance
équivalente, tous représentent une propriété souhaitable pour une notion d’envie. Or,
la notion que nous avangons, I’envie pour au moins un sous-groupe, ne les satisfait pas
tous, étant incompatible avec plusieurs axiomes de monotonie. Il serait alors pertinent
de vérifier si il est possible de concevoir une notion d’envie qui vérifie tous les axiomes
(y compris ceux de monotonie), tout en permettant a d’éventuels mécanismes de min-
imisation de cette envie de respecter la monotonie de ressources et de population.

Les travaux présentés dans ce chapitre, a I’exception de la derniére partie, ont donné
lieu & une publication a la conférence ECAI (Gross-Humbert et al. [2023])).
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Chapitre 4

Minimisation du degré d’envie entre
types d’agents

4.1 Introduction

Nous avons introduit au chapitre précédent une définition d’envie adaptée a notre
modeéle et satisfaisant un certain nombre d’axiomes souhaitables. Malheureusement,
nous avons aussi montré qu'une allocation sans-envie n’existe pas toujours, et peut-
étre difficile a calculer.

Une maniere de gérer ce probléme est de considérer une relaxation de la définition
d’envie. Par exemple, Budish| [2011]] introduit la notion d’absence d’envie a un bien pres
(EF1), qui autorise les agents a étre envieux du moment qu’il reste possible supprimer
cette envie en retirant un objet. Une relaxation plus importante a été introduit par
Manurangsi et Suksompong| [2022]], I'absence d’envie a c bien pres (EFc), qui étend la
notion précédente pour autoriser le retrait d’ensemble de jusqu’a c objets.

Une autre approche présente dans la littérature consiste a quantifier I’envie par
une valeur que l'on cherchera a minimiser. Il s’agit d’'une idée introduite par Feld-
man et Kirman|[1974], qui ont d’abord cherché & compter le nombre de paires d’agents
envieux, puis ont décidé de mesurer 1’envie dans chacune de ces paires et de la som-
mer. Ce concept a été repris par|Chaudhuri|[1986|, qui mesurent de maniere différente
I’envie d’une paire, puis par|Diamantaras et Thomson|[[1990], qui décident, pour quan-
tifier I'envie totale d’une allocation, plutét que de sommer les mesures d’envie sur
toutes les paires, de seulement retenir la plus grande d’entre elles.

Suivant ces concepts, nous souhaiterions déterminer une maniere de quantifier
notre envie, qu’il soit possible soit de chercher a minimiser soit de comparer a un seuil
pour définir une relaxation.

Nous commencerons par définir le degré d’envie, puis nous proposerons deux méthodes
d’approximation possible. Enfin, nous discuterons d’une série d’expériences effectuées
pour tester I'une de ces méthodes.
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4.2 Modéele

Le modele que nous allons considérer dans ce chapitre sera le méme que dans le chapitre
précédent. Nous rappelons rapidement les structures et notations introduites dans le

chapitre[3|:

* Une instance est constituée d’'un ensemble d’agents .N partitionné en types Ty,
T5,..., Ty, d’'un ensemble d’objets # et d’une fonction d’utilité u; pour chaque
agenti € .N.

* les objets sont alloués aux types, puis les types allouent leurs lots d’objets a leurs
agents de maniere a maximiser le bien-étre social utilitariste.

* l'utilité d’un lot d’objet pour un type est le bien-étre social utilitariste résultant
de l’allocation de ce lot a ce type.

Les explications sur le fonctionnement du modele et les motivations derrieres les
choix ont déja été effectués dans le chapitre |3} nous ne reviendrons donc pas dessus.

Le précédent chapitre introduit dans la section 3.4/ une notion appelée ’envie pour
au moins un sous-groupe définie par :

Définition 4.2.1: ’envie pour au moins un sous-groupe

Pour une instance I dans une allocation A, nous dirons que le type T, envie le
type T, si et seulement si au moins I’'une des conditions suivantes est vérifiée :

o |T,| <|T,| et V,(A,) < V,(A(G)) pour au moins un sous-groupe G C T, tel
p q p\4p p P group q
que |G| =|T,).

* Tyl > |T,l et VG(A(G)) < V(Ay) pour au moins un sous-groupe G C T, tel
que |G| =T,

Comme nous 'avons vu dans la section 3.4} calculer une allocation sans-envie pour
cette notion est NP-difficile.

Un autre défaut de l'envie pour au moins un sous-groupe est qu’il est tres facile
pour une allocation d’en produire, et que dans de nombreux cas, il sera évidemment
impossible de trouver une allocation sans-envie.

Plagons-nous par exemple dans le cas d’utilités binaires communes a tous les agents,
si un type d’agent ne contient qu’un seul agent, alors si il n‘obtient pas d’objet d’utilité
1 il sera envieux de tous les types ayant une utilité non nulle, et si il en obtient un il sera
envié par tous les types ayant une utilité inférieure a leur taille. Méme si I'on souhaitait
utiliser une relaxation de type “a un bien pres”, on ne ferait que reporter le probleme
sur un type a deux agents, qui provoqueraient de I'envie des que 'on s’éloigne de plus
d’un cran des allocation extréme (types d’utilités maximum ou nulle). Par conséquent,
il nous faut une relaxation beaucoup plus importante pour étre utilisable dans le cas
général.
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4.3 Degré d’envie

4.3.1 Définition

Nous introduisons le degré d’envie, qui consiste, plutét que de chercher l'existence
d’un sous-groupe de taille égale dont la comparaison résulterait en envie, a compter
le nombre de tels sous-groupes et a calculer leur proportion parmi le nombre total de
sous-groupes. Formellement :

Définition 4.3.1: Degré d’envie

Soit deux types T}, et T, et une allocation A, le degré d’envie dﬁq de T, envers T,

est défini comme :

HGC Tq :|Gl= |Tp|&Vp(Ap)< Vp(A(G))H
HGC T, : IGI=IT, |}

1GE T, :|GI=IT,l& VG (A(G) < V(A
KGCT, : [GI=|Tyl}

Example 4.3.1: Exemple de calcul de degré d’envie

Considérons une instance I contenant un ensemble d’agents N partitionnés
en deux types Ty = {a,a,} et T, = {as,a4,as}, et un ensemble d’objets M =
{hq, hy, h3, hy, hs}). Nous posons les fonctions d’utilité :

. si |Tp| < |Tq|
dpg=
sinon

=

hy | ha | hs | hy | hs
o | 1|11 ]1]0
i, 0] 0] 010
a3 0| 1] 1]0]0
as| 1] 0]0]0]0
as| 1] 0]0]0]0

Considérons l'allocation A telle que Ay = {hy, h,} et Ay = {h3,hy,hs}. Les alloca-
tions individuelles seront alors A(ay) = hy, A(ay) = hy, A(az) = h3, A(ay) = hy et
A(QS) = h5.
Dans cet exemple, T; va se comparer a chaque sous-groupe G de 2 agents de T :
* pour G = {asz, a4}, Vi(A1) =1 < V1 (A(G)) =2 : T; envie G.
* pour G = {as,as}, Vi(A;) =1 =V;1(A(G)) =1 : pas d’envie.

* pour G = {ay,as}, Vi(A1) =1=V1(A(G)) =1 : pas d’envie.

Donc le degré d’envie de T; envers T, dans l’allocation A vaut : dfz = %

De l'autre coté, chaque sous-groupe G de 2 agents de T, va se comparer a T :
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* pour G ={as, a4}, Vg(Ag) =1< V5(A1) =2: G envie T.
* pour G ={as,as}, Vg(Ag) =1 < V(A1) =2: G envie Tj.
* pour G ={ay,as}, Vg(Ag) =0< Vg(A1)=1: G envie Tj.

Donc le degré d’envie de T, envers T dans l’allocation A vaut : dél =1

\. .

Notons que l’envie pour au moins un sous-groupe revient a déterminer si le degré
d’envie est différent de zéro, et que I’envie pour tout sous-groupe revient a vérifier si le
degré d’envie est égal a 1.

4.3.2 Complexité de calcul

La premiére considération sur cette mesure est de savoir si il est possible de la calculer
en temps raisonnable : il nous faut donc vérifier sa complexité de calcul.
Pour cela, nous définissons d’abord formellement le probléeme considéré.

Définition 4.3.2: Probleme de comptage des sous-groupes enviés

Soit une instance I contenant les types T, et T, tels que |T,| < |T,| et une allocation
A sur cette instance.

Combien existe-t-il de sous-groupe G C T, tels que V,(A,) < V,(A(G))?

Nous allons montrer que ce probléme est #P-complet, ou #P est la classe de com-
plexité des problemes de comptage associés aux problemes NP-complet introduite par
Valiant [1979b]] (par exemple, le probleme SAT consiste a déterminer si une formule
logique peut étre rendue vraie par une solution, tandis que le probleme #SAT consiste
a compter le nombre de solutions qui la rendent vraie).

Proposition 4.3.1: Complexité du probleme de comptage des sous-groupes

enviés

Le probléeme de comptage des sous-groupes enviés est #P-complet, et ce méme
si tous les agents partagent la méme fonction d’utilité.

Proof. Cette preuve est composée de deux parties : montrer que le probléme est dans
#P, et montrer qu’il est #P-difficile.

Il est facile de montrer qu’il est dans #P puisque le probleme de décision associé
peut étre résolu en temps polynomial par un algorithme non-déterministe qui choisit
un sous-groupe G C T, calcule I'utilité V,(A(G)) et vérifie si cette derniére est suffisam-
ment grande pour que G soit envié.

Pour montrer que ce probleme est #P-difficile, nous allons faire une réduction
depuis le probleme #SubsetSum, le probleme de comptage associé au probléme de la
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somme des sous-ensembles. Nous savons que ce dernier est #P-complet car il existe des
réductions du probléme 3SAT au probléme de Partition (Garey et Johnson|[[1979])) et du
probleme de Partition au probleme Subset Sum (Karp| [1972]) qui conservent le nom-
bre de solution. Or, le probleme de comptage #3SAT est #P-complet (Valiant| [1979a]).
Le probléeme #SubsetSum peut étre défini de la maniére suivante : soit un ensemble
d’entiers S = {s,...,s¢} (f € IN) et un entier T, combien existe-t-il de sous-ensembles de
S dont la somme vaut T ?

Considérons une instance de ce probléme, nous allons construire deux instances du
probléeme de comptage des sous-groupes enviés I et I’. Nous définissons l'instance [
comme ayant deux types T; et T, tels que |T}| = f et |T,| = 2f, et un ensemble d’objet
M = {h1,...hyr}. Nous définissons les fonctions d’utilité des agents de T; de la maniére
suivante :

* YaeT, Vi< f, us(hi) =5y

s Yae T, Vi>f, uy(h;) = %
Puisque les fonctions d’utilités sont identiques entre les agents, 1'utilité ne dépendra
pas des agents dans la suite. Nous considérons l'allocation A telle que Ay = {hs1,...ho¢}
et Ay ={hy,...hs}. Nous avons alors V(A1) = %f = T. Pour qu’'un sous-groupe G C T,
tel que |G| = |T;| = f soit envié, il faut donc que Vi(A(G)) = Lpea(c) #(h) = Lineac) Si >
T. Par conséquent, a chaque groupe G vérifiant ces contraintes correspond un sous-
ensemble S* C S tel que ) g+ > T. Résoudre le probleme de comptage des sous-
groupes enviés sur I nous indique donc le nombre de sous-groupes de S dont la somme
est strictement supérieure a T.

Nous définissons 'instance I’ de maniére similaire sauf que les valeurs d’utilité sont
définies par :

e YaeT,Vi<f, uph)=s¢

s Yae T, Vi>f, uy(h;) = J%
La différence est que dans I’ nous avons Vi (A;) = T —1, ce qui veut dire que résoudre le
probleme de comptage des sous-groupes enviés sur I’ nous indique le nombre de sous-
groupes de S dont la somme est strictement supérieure a T —1 au lieu de T. Or, tous les
éléments de S sont des entiers, donc cela revient a calculer le nombre de sous-groupe
de S dont la somme est supérieure ou égalea T.

Ayant obtenu ces deux valeurs, il ne nous reste plus qu’a soustraire le nombre de
sous-groupes de S dont la somme est strictement supérieure a T au nombre de sous-
groupes de S dont la somme est supérieure ou égale a T pour obtenir le nombre de
sous-groupes de S dont la somme vaut exactement T. Par conséquent, résoudre le
probléme de comptage des sous-groupes enviés nous permet de résoudre le probleme
de comptage de la sommes des sous-ensembles. Puisque cette derniere est #P-difficile,
le probléme de comptage des sous-groupes enviés l’est également. O]
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De la méme maniére, nous pouvons définir le probleme inverse :

Définition 4.3.3: Probleme de comptage des sous-groupes envieux

Soit une instance I contenant les types T, et T, tels que |T,| > |T,| et une allocation
A sur cette instance.

Combien existe-t-il de sous-groupe G C T}, tels que V(A(G)) < V(A4,)?

Ce probléme est symétrique et peut étre résolu de la méme maniere.

Calculer le degré d’envie revient a résoudre un probleme de comptage soit des sous-
groupes enviés soit des sous-groupes envieux, par conséquent, il s’agit d'un probleme
#P-complet. Puisque la valeur exacte du degré d’envie est trop difficile a calculer, nous
allons devoir trouver un moyen de calculer une approximation en temps raisonnable.

4.4 Approximation du degré d’envie

Nous allons maintenant proposer deux méthodes pour approximer le degré d’envie
dans le cas ou les agents d’un méme groupe partagent la méme fonction d’utilité. Ces
deux méthodes présentent chacune leur avantages et leur défauts :

* La premiére est déterministe et sa complexité théorique est tres inférieure, en
revanche, elle requiert que l’on se limite a des utilités rationnelles.

* La seconde a une complexité théorique tres importante, mais nous verrons lors
des expériences que sa complexité pratique est raisonnable. De plus, elle peut
étre étendue naturellement au cas général (mais sans garantie théorique de fonc-
tionnement).

4.4.1 Réduction a une variante du probleme de sac a dos

Cette méthode repose sur 'utilisation d’un algorithme d’approximation du probléme
du #Exact M-items Knapsack (probleme de comptage associé au probléme du “sac-
a-dos a exactement M objets”). Un tel algorithme a été proposé par Triommatis et
Pagourtzis| [2020], calculant une approximation a un € prés en temps O(”;log(g)). 1l
suffit donc de transformer une instance du probleme de comptage des sous-groupes
enviés en une instance du probléme du #Exact M-items Knapsack d’une maniére qui
conserve le nombre de solutions et la précision de I'approximation.

Commengons par poser le probleme du #Exact M-items Knapsack :

120



Minimisation du degré d’envie entre types d’agents

Définition 4.4.1: Probleme de comptage du sac a dos a exactement M items (#Ex-
act M-items Knapsack)

Soit un ensemble de poids d’objets W = {wy,...w,} (pour n € N, et Vi € [[1,n]], w; €
IR% ), une capacité C € R et un entier M € [[1, n]].

Combien existe-t-il de sous-groupes S C [[1,n]] tels que :
e |S|=M

* Yieswi<C

Nous allons maintenant voir comment réduire des instances du probleme des sous-
groupes enviés a une instance de ce probléme. Soit une instance I dans une allocation
A, soit T, et T, deux types de cette instance tels que |T,| < |T,], soit u, la fonction
d’utilité des agents de T,. Nous imposons que ces utilités soient rationnelles, et nous
supposons sans restriction de généralité qu’elles sont entieres (puisque nous pouvons
toujours les multiplier par le PPCM de leur dénominateurs pour nous ramener au cas
entier, l'algorithme de [Triommatis et Pagourtzis| [2020|] ne dépendant pas des valeurs
des poids). Nous numérotons les agents de T, de la maniére suivante : T; = {ay,ay,..., a,,}
ou n =T,

Nous posons w* = mMaXger, U (A(a)), nous définissons l’ensemble des poids W en

p
créant un objet w; pour chaque i € [[1,n]] en posant w; = w* - u,(A(a;)). Nous posons

ensuite M = |T,| et C = M »w* - V,(A(T,)) - 1.

Il existe une bijection évidente entre les sous-groupe G C T, tels que |G| = |T,| et
les sous-ensemble S € [[1,n]] tels que |S| = M, puisqu’a partir d’un sous-ensemble S on
peut prendre I'ensemble {a; € T,|i € S} et vice-versa.

Si S C[[1,n]] est un sous-ensemble tel que [S|=M et } ;.sw; < C, alors

Zw*—up(A(ai)) < M=w' = V,(A(T,)) ~ 1 < M*w" = V,(A(T,))
i€eS
donc, comme |S| = M, nous avons

w'M - Zup(A(ai)) <M*w' ~ V,(A(T,))
€S
) up(Aa;) > V,(A(T,)
€S
Donc le sous-groupe G associé a ce sous-ensemble S est envié.
Réciproquement, si nous avons un sous-groupe G tel que

) up(A(a;) > Vo(A(Ty))

a,EG

Alors comme toutes les utilités sont entiéres nous avons :
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d’ou

WM - Z 1y (A(a;)) < M= w" = V,(A(T,)) - 1
a;eG

Donc le sous-ensemble S associé au sous-groupe G vérifie :

WM — Zup(A(ai)) <M=w' - V,(A(T,)) - 1
i€$
Par conséquent, nous pouvons transformer notre instance du probléme des sous-
groupes enviés en instance de #Exact M-items Knapsack en conservant le méme nom-
bre de solutions, le résultat de I’algorithme de Triommatis et Pagourtzis [2020] approxi-
mant la solution de ce probléme (et sa précision) sera donc également valide pour notre
probléme.

4.4.2 Approximation par un FPRAS

La deuxiéme méthode d’approximation utilise un algorithme d’approximation ran-
domisé de type FPRAS (pour Fully Polynomial Randomised Approximation Scheme),
c’est-a-dire un algorithme ayant une probabilité d’au moins % de renvoyer une valeur
dans un e-voisinage de la solution exacte, et ce en temps polynomial en la taille de
I’entrée et en %

En nous inspirant des concepts discutés par [Jerrum et Sinclair| [1996], nous allons
concevoir un FPRAS approximant la taille de notre ensemble de solutions () contenant

deux parties :

1. une méthode d’échantillonnage capable de générer aléatoirement des solutions
de Q) en suivant une distribution de probabilités sur () connue.

2. une famille d’ensembles (Q;)c[o, tels que Q, CQ, 1 C..CQr=Qet|Q,|=1

L'objectif de cette méthode est d’estimer les ratios successifs |(|§12+1|1| a l'aide de la
méthode d’échantillonage : nous générons un ensemble d’échantillon de Q) et vérifions
combien sont dans (), puis nous générons un ensemble d’échantillon de (), et vérifions
combien sont dans (2 ,, et ainsi de suite. Une fois tous les ratios estimés, nous pouvons

les utiliser pour estimer |Q|~! puisque :

|Q|—1 — |QO| — @ % .. X |Qn—1|
Q] 1] 12l
Bien sir, puisque nous allons multiplier des estimations entre elles, nous devons
faire attention a l’évolution de l'espérance et de la variance. Cependant, les calculs
relatifs a ces deux valeurs ont déja été faits par Jerrum et Sinclair|[[1996].
La principale difficulté va étre de trouver une méthode d’échantillonnage efficace.
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4.4.3 Méthode d’échantillonnage

Nous souhaitons construire une méthode qui nous permette d’échantillonner notre es-
pace des solutions (c’est-a-dire ’ensemble des sous-groupes enviés) en temps polyno-
mial en suivant une distribution de probabilités uniforme.

Pour cela, nous allons utiliser une marche aléatoire sur une chaine de Markov
M(Q, P) dont I’ensemble d’états sera notre ensemble de solutions (). Pour que cette
chaine soit appropriée, elle doit vérifier 3 propriétés :

* Cette chaine de Markov doit étre irréductible, ce qui veut dire que nos états
doivent étre reliés par une relation de voisinage qui garantie que I'ensemble d’états
est connexe.

* Cette chaine de Markov doit avoir une distribution de probabilités stationnaire 7t
(nous souhaitons également que cette distribution soit uniforme).

* Cette chaine doit étre rapidly mixing, c’est-a-dire qu’elle doit s’approcher rapi-
dement de sa distribution stationnaire (en particulier, en temps trés petit devant
Q.

Considérons une instance I contenant les types T, et T, (tels que |T,| < |T,|) dans
l'allocation A. Soit () I'ensemble des sous-groupes G € T, tels que |G| = T, et V,,(A,) <
V,(A(G)).

Nous définissons notre chaine de Markov M (), P) utilisant ) comme espace d’états
en décrivant un processus qui sera utilisé a chaque étape pour changer d’état : en
considérant que nous sommes dans I’état x € Q,

* avec probabilité % nous restons dans 1’état x.

* sinon, nous tirons au hasard un agent a; € x et un agent a, € (T, \ x) et considérons
le sous-groupe x” = (x \ {a1}) U {ay} : si x’ € Q nous passons dans 1’état x’, sinon
nous restons dans 1’état x.

Notre matrice de transition P sera donc :

» YxeQ, Yx’ voisin de x, P(x,X") = 5t
X x" voisin de x, P(x,x’) TAAREA)
e VxeQ, P(x,x) =1=) 1 voisin de x P(%,X7)

ou x” est un voisin de x si et seulement si [x N x'| =[T,| - 1.

Irréductibilité de la chaine de Markov

Soit deux sous-groupes enviés g; et g, de (2. D’apres la notion de voisinage que nous
venons d’introduire, g; et g, sont voisins (et auront P(g;,g) > 0) si et seulement si on
peut obtenir g; a partir de g; en retirant un agent de g; et en ajoutant un agent de T, \ g;
(et vice-versa).
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Pour montrer que notre chaine de Markov est irréductible, il nous suffit de montrer
que pour tout couple de sous-groupes enviés x et y de (), il est possible d’atteindre y en
partant de x par ajouts et retraits successifs d’agents un par un, en faisant en sorte que
tous les sous-groupes d’agents intermédiaires soient aussi enviés (c’est-a-dire dans Q).

Theorem 4.4.1: Irréductibilité de la chaine de Markov

Pour la relation de voisinage décrite ci-dessus, la chaine de Markov sur () est
irréductible : pour tout x € ) et y € (), il existe une suite d’éléments de ()
Xg,X1,....X;; pour un m € IN telle que x = x¢, ¥ = x,,,, et pour tout i € [[0,m —1]] on
ait x; voisin de x;,; (et réciproquement)

Ce résultat se base sur une construction utilisée par/Chegireddy et Hamacher|[[1987],
qui a déja inspiré I'algorithme de calcul de I'envie pour k sous-groupes dans le chapitre
précédent. Par conséquent, nous allons réintroduire ici des structures tres semblables,
mais nous les utiliserons de maniere légerement différente. Nous mentionnerons a titre
indicatif quand I'objet que nous considérerons aura un équivalent dans la description
de la méthode de calcul de 'envie pour k sous-groupes. A partir du sous-groupe x,
nous définissons le graphe d’allocation de x comme dans la définition[3.4.4]

Définition 4.4.2: Graphe d’allocation

Pour une instance I contenant les type T, et T, tels que |T,| <|T,| et d’un sous-
groupe x C T, tel que |x| =|T,|, nous définissons le graphe d’allocation G, comme
un graphe bipartite orienté pondéré G, = (N, UM,,E,) avec :

* N, contient un sommet pour chaque agent de T},
* M, contient un sommet pour chaque agent de Tq

* Vie N,,Vj e M, (i,j) € E, si et seulement si l’allocation du lot d’objets
A(x) aux agents de T, maximisant la somme des utilités (c’est-a-dire celle
utilisée pour calculer V,(A(x))) attribue I'objet A(j) a I'agent i. Son poids
w(i, j) est alors défini par w(i, j) = —u;(A(}))

* VieN,,VjeM,, (j,i) € E, sietseulementsi (i, ]) ¢ E,, et son poids est alors
défini par w(j,1) = u;(A(j)).

Nous rappelons que ce graphe représente 1’allocation des éléments de x aux agents
de T, le poids de l'aréte (j,i) € M, x N, représente l'utilité que T, gagnerait a affecter
I'objet A(j) a i (en supposant qu’il soit libre), tandis que le poids de 'aréte (i, j) € N, xM,
représente l'utilité que T, perdrait si I'agent i perdait l'objet A(j).

Par conséquent, nous pouvons représenter les différences entre I’allocation optimale
des objets de A(x) aux agents de T, (que nous appellerons A, dans la suite) et I’allocation
optimale des biens de A(y) a T, (que nous appellerons A, dans la suite) par un ensemble
d’arétes S, , représentant les différences entre les deux allocations, défini par :
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Lemme 4.4.1
Syy est tel que V,,(A(p)) = V,(A(x)) + Lees, We

Preuve. Celemme estimmeédiat en posant: V,(x) = ZieTp u;i(Ax(i)) et V() = ZieTp ui(Ay(i))
Donc
V@) -Vo(= ) (il Ay (i)~ ui(Ax(i))
i€filAx(i)=A, (1)}

Or Vi € T, tel que A,(i) = Ay(i), nous avons w; 4 () = —ui(A(i)) et WA, (i)i) =
ui(Ay(i))
Donc
Z We = Z W(i,A,(i)) +‘W(Ay(i),i) = Z ui(Ay(i)) - ui(Ax(i))
e€S, i€lilA(i)=A, (i)} i€lilA(i)2A, (i)}
O

Notons également que 'ensemble S, , vérifie la propriété suivante :

Proposition 4.4.1

L'ensemble S, , peut-étre vu comme un ensemble de chemins sur G, disjoints de
taille paire qui appartiennent a I’'une des catégories suivantes :

* des chemins qui vont d’un objet de y \ x vers un objet de x \ v

* des cycles de poids zéro (c’est-a-dire la somme des poids de leur arétes est
de zéro).

Proof. Le fait que les chemins soient disjoints vient du fait que l'allocation A, alloue
chaque objet a un unique agent de T, donc par construction si (j,i) € Sy, alors on ne
peut pas avoir (j,i’) € Sy, avec i # i’. La parité de la taille est due au fait que tous les
agents de T, impliqués perdent un objet pour en recevoir un autre, nous aurons donc
pour chaque aréte de la forme (i, j) € N, x M,, une aréte de la forme (j,i) € M, x N, et
vice-versa. Enfin, par construction, les seules arétes sans prédécesseur possible seront
les arétes (j,i) € M, x N, telles que j € v\ x, et les seules arétes sans successeur possible
seront les arétes (i, j) € N, x M, telles que j € x \ . Il nous reste a montrer qu’il ne peut
pas exister de chemin circulaire, cela vient de l'optimalité de A, et A, : par 'absurde,
si il existe un tel chemin, alors il décrit un échange d’objets de A(xNy), par conséquent
un tel échange peut étre appliqué a A, pour former A}, et I’échange inverse peut étre
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appliqué a A, pour former A’y. Nous aurons alors V,,(A}) = V,(Ax)+) pes we et V(Ay) =
Vp(A))+ ) ees' W, ce qui est possible seulement si ) g w, =0 O

Notons que nous pouvons voir chaque chemin de S, , comme un chemin d’échanges,
tel que défini dans la définition [3.4.5]

Nous allons maintenant considérer I'ensemble des chemins de S, , ordonnés par
poids décroissants py,...p,, (ou le poids w(p) du chemin p est la somme des poids des
arétes qui le composent). Nous supposerons ici par soucis de simplicité qu’il n’y a pas
de cycle de poids zéro, la présence de ces derniers ne changeant que peu la preuve
(puisqu’ils n’influent ni la composition des sous-groupes ni l'utilité, et peuvent donc
étre appliqués n'importe quand). Cet ensemble va nous permette de considérer les
sous-groupes X = Xx,...,X,, = ¥ ou x; est le sous-groupe obtenu en appliquant les per-
mutations correspondant aux chemins p; a py et m = [x| — [x N y|. Notons que chaque
couple (xg, xx,1) est voisin pour la définition donnée plus haut. De plus, en appliquant
les permutations correspondant aux chemins a I’allocation A, nous obtenons une suite
d’allocations A, = Ay ,..., Ay, = A, ou A,, est l'allocation obtenue en appliquant les
permutations correspondant aux chemins p; a py (ces allocations sont semblables aux
allocations définies par les chemins de la définition [3.4.6). Notons que ces allocations
ne sont pas forcément optimales pour leur sous-groupe, c’est-a-dire que A,, n’est pas
forcément I'allocation optimale du lot d'objets A(xy) aux agents de T,, cependant nous
savons que les utilités des allocations optimales des lots d’objet correspondant sont au
moins aussi élevées que les leurs : nous aurons toujours V,(A(xg)) > ZaeTp ug(Ay, (a))
que que soit k.

Or, de maniére similaire au lemme [4.4.1], nous pouvons poser :

Lemme 4.4.2

Pour toute allocation A,, générée en appliquant les permutations correspondant
aux chemins p; a px a Ay, nous avons :

k
Y oA (@) = Vp(AW)+ ) _wip,)
r=0

a€T,

Oou encore :

k
) (A (@) = VoA + ) ) w,
a€T, r=0 e€p,
Preuve. La preuve de ce lemme est similaire a celle du lemme [4.4.1] O

Un corollaire de ce lemme est que l'utilité de l'allocation A, vérifie I'égalité :
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D alAg (@) = Vy(A®) = ) _wip,)

ﬂETp r=k

Or, puisque les poids py sont triés par ordre décroissant, nous savons que pour tout
i € [[1,m]] nous avons soit Vr € [[1,k]], w(p,) > 0 soit Vr € [[i,m]], w(p,) < 0 (selon si w(py)
est positif ou négatif).

Par conséquent, nous avons soit )¢y ki W(pr) = 0 801t }eqi,my w(pr) < 0.

Donc nous aurons soit ZueTp ua(Ayx, (a)) = V,(A(x)) soit ZueTp ua(Ayx, (a)) = V,(A(y))

Donce V, (A(x¢)) 2 Xger, #a(Ax, (a)) 2 min(Vp(A(x)), Vy(A()))-

Or x et y sont tous deux des sous-groupes enviés, donc min(V,(A(x)), V,(A(y))) >
V,(Ap), ce qui implique V), (x) > V,,(Ap)

Donc x; est aussi un sous-groupe envié et appartient a ().

Donc si x et y sont dans (), alors tous les x; sont dans Q).

Donc pour tout sous-groupe x et y de (), il existe une suite de sous-groupes voisins
deux a deux reliant x & y dans Q : nous avons prouvé le théoréme [4.4.1]

Probabilité stationnaire

Comme notre chaine de Markov est irréductible et est telle que P(x,x) > % pour tout
x € (), nous savons qu’elle admet une probabilité stationnaire 7 telle que :

Vx,p € Q, m(x)P(x,y) = (y)P(y,x)
Et donc en particulier pour x et y voisins puisque P(x,y) = P(y,x) nous aurons :

1 1
n(x)P(x,y) = 1(y)P(y,x) = ﬂ(x)m = ﬂ(?)m

Or la chaine de Markov est irréductible : tous les états sont reliés par des “chemins”
de voisins.

Donc Vx,y € Q, n(x) = ()

Donc Vx € Q, 7t(x) = |(12—|

La chaine de Markov est rapidly mixing

Nous devons maintenant montrer que la chaine de Markov M((, P) se rapproche suff-
isamment vite de la probabilité stationnaire 7. Commencons par poser formellement
ce que nous allons attendre de cette chaine de Markov.
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Définition 4.4.3: Temps de mélange
Le temps de mélange 7y (¢) d’'une chaine de Markov M((), P) est défini par :
Tx(€) = min{t : V' > t,Ax(t') < ¢}

ou la distance de variation Ax(t) au départ de X au temps t est définie par :

Ax()=5 ) IPOGY) = m(Y)
YeQ

Définition 4.4.4: Rapidly Mixing

Une chaine de Markov est dite rapidly mixing si son temps de mélange 7x(¢) est
en O(poly(log(|Q]),log(¢™"))

Le résultat que nous allons prouver dans cette partie est :

Theoréem 4.4.2

La chaine de Markov M (Q), P) définie au début de la section est rapidly mix-
ing.

Preuve. Cette preuve est basée sur une preuve apportée par (Guruswami [2016[, qui
prouve un résultat similaire pour un probleme de sac a dos. Cette preuve repose sur le
fait que si nous parvenons a définir un flux f sur Q) tel que pour tout X,Y € Q) tels que
X # Y nous avons Zpelpx,yf(p) =1 ou [Py y est 'ensemble des chemins sans boucle de
X aY, alors nous aurons :

Tx(€) < 2n%L(f)(n +Ine™!)

ou C(f) est le flux maximum sur les arétes, et L(f) la longueur du plus long chemin
de flux. Il nous suffirait donc de construire un flux avec C(f) = |Q|poly(|T;|) and L(f) =

poly(IT,l)
Pour cela, nous allons commencer par introduire des définitions utilisée par |Gu-
ruswami [2016] dont nous aurons besoin dans la suite :
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Définition 4.4.5: Permutation 1-équilibrée

Soit {w;}i, un ensemble de poids de RR et soit / € IN.
Soit M = max;<lw;| et W =3} ;w;.
Une permutation o € S, est dite 1-équilibrée si et seulement si :

k
Vk € [1,m]], min(W,0)=IM < ) we(; < max(W,0) +IM
7=

Définition 4.4.6: Permutation a-uniforme

Soit o une variable aléatoire sur S,, et soit o € R.
0 est une permutation ¢-uniforme si et seulement si :

=l
Pr,[0({1,2,..,k}) = U] < ax (’”)

Nous allons également avoir besoin d’un théoreme de Guruswami [2016] :

Theoréem 4.4.3

I1 existe une constante universelle C telle que pour tout m € IN et tout ensemble
de poids réels {w;};" | il existe une permutation sur {w;}:", qui est 7-équilibrée et
Cm?-uniforme.

De plus, si |}_; w;| > 15max;|w;|, alors il existe une permutation sur {w;};”, qui est
0-équilibrée et Cm?-uniforme.

Nous avons encore besoin de prouver un résultat avant de passer a la définition du
flux.

Considérons X et Y deux états de Q. Soit Ex_,y C ((X\Y)x (Y \ X)) un ensemble
d’échanges d’agents qui appliqué a X, le transforme en Y. Nous nous restreindrons
dans la suite aux ensembles Ex_,y de tailles minimales, c’est-a-dire tels que |[Ex_,y| =
|X|—|X NY]|. Nous savons d’apres la preuve de l'irréductibilité de la chaine de Markov
qu’il existe au moins un tel ensemble, et puisque nous nous sommes placé dans le
cas de fonctions d’utilités communes entre agents, lequel nous choisissons n’est pas
important.

Nous divisons Ex_,y en deux ensembles H et S tels que H contiennent les 29 échanges
de plus grands poids (en valeur absolue) et S les autres échanges (la valeur 29 sera
nécessaire pour une équation plus loin dans la preuve). Nous posons m = |S| et {w;};",
les poids des échanges de S, c’est-a-dire les variations d’utilité engendrées par I’échange
(par exemple, pour deux agents i et j de T, w;; = u(A(j)) — u(A(i))). Nous divisons
I’ensemble H en deux ensembles H™ et H* qui contiennent respectivement les échanges
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de poids strictement négatifs et les échanges de poids positifs ou nuls de H. Pour sim-
plifier les notations, nous étendons la fonction d’utilité u aux ensembles d’échanges,
I'utilité d’un ensemble d’échanges est égale a la somme des poids des échanges qui le
composent

Nous pouvons maintenant adapter un théoreme de|Guruswami [2016] a notre cadre :

Theorem 4.4.4

Pour la constante C du théoréme il existe une famille de permutations
Cm?-uniforme telle que chaque permutation o de cette famille vérifie, Vk €

(1, m]],

min{u(A(Y)) - u(A(X)), 0} —u(H") < Y wei) < max{u(A(Y)) - u(A(X)), 0} - u(H")

||'M»
i,

Proof. Nous supposons que m > 0 (sinon le résultat est immédiat). Nous rappelons
que nous avons u(A(Y)) = u(A(X))+ u(Ex_y) d’apreés le lemme car Ex_,y peut
étre vu comme un ensemble de chemins sur le graphe d’allocation G, (chaque chemin
correspondant a un échange). Soit M = max,cs|lw;| et W =) ,.gw;. En décomposant
Ex_,yv, nous obtenons :

w(A(Y)) = w(AX)) +u(H") + u(H )+ ) _w;
i=1
Nous avons donc

et

u(A(Y))—u(AX) =W+u(H")+u(H")

L'encadrement du théoréme[4.4.4/que nous cherchons a prouver est donc équivalente

min{fW +u(H*)+u(H"),0}—u(H*) <

hgls

Wy (i) < max{W +u(H") +u(H"),0} —u(H")
i=1

Pour prouver ce résultat, nous allons devoir considérer deux cas distincts, en fonc-
tion de si W est supérieur a —u(H*) — u(H~) ou non

* cas1l: W>—-u(H*)—u(H™): Dans ce cas, le résultat est équivalent a :

—u(H") < ) wei <W+u(H)

N.
1l M»
o
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Le théoreme nous garantie l’existence d’'une permutation 7-équilibrée, et
dans certains cas 0-équilibré, pour l'utiliser dans cette preuve nous allons mon-
trer que nous pouvons toujours choisir un I € {0,7} tel que IM < min(u(H"), W +
u(H™)). Nous procédons par disjonction des cas sur la valeur de W :

- |W|> 15M : dans ce cas nous pouvons prendre [ = 0, puisque le théoréeme
nous garantit une permutation 0-équilibrée. Nous aurons évidemment
IM <u(H%),si W >0 nous aurons IM < W +u(H™") et si W < 0 alors comme
par hypothése nous avons W + u(H~) > —u(H™) alors avec u(H™) < 0 et
u(H*) > 0 nous aurons W+ u(H") >0 =IM.

— 0 < W < 15M : dans ce cas nous aurons
15M > W > -u(H")-u(H")

Or par construction 29M < u(H*)-u(H")
En soustrayant les deux équations précédentes, nous obtenons

2u(H*) > 14M

Nous avons donc déja u(H*) > IM pour [ =7.
Or par hypothése W > 0, nous obtenons donc u(H*)+ W >IM pour [ =7.

- —15M < W <0: En soustrayant W > —u(H")-u(H") a29M <u(H")-u(H")
nous obtenons 2u(H*) > 29M — W et donc :

29M - W o 14M -2W
2 - 2 B

M-W

u(H*) >
Nous avons donc u(H*) > u(H*)+ W > IM pour | =7.

I1 existe donc toujours une permutation o qui soit /-équilibrée avec I tel que IM <
min(u(H*), W + u(H*)) Nous avons donc :

Vk e [[1,m]], min(W,0)=IM < ) wg(;) < max(W,0)+IM
i=1

avec min(W,0) —IM > min(W,0) — min(u(H*), W + u(H*)) = —u(H™") (et ce, que
W < 0 ounon) et max(W,0)+IM < max(W,0)+min(u(H*), W+u(H")) = W+u(H")
(idem, que W < 0 ou non). D’ou

—u(H") < ) wei <W+u(HT)

gl
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e cas2: W< —u(H")-u(H™): Dans ce cas le résultat est équivalent a :

k
W+u(H™) < ng(i) <-u(H")
i=1

La méthode est trés similaire au cas précédent : nous allons montrer que nous
pouvons utiliser le théoreme 3| pour obtenir une permutation [-équilibrée ou
[ est tel que IM < min(—u(H ) W u(H™)) Nous procédons par disjonction des
cas :

- |W| > 15M : dans ce cas le théoréme nous autorise /| = 0. L’'inégalité est
immédiate si W < 0 (puisque u(H™) < 0), si W > 0 alors comme par hy-
pothése nous avons W + u(H"*) < —u(H™) avec u(H*) > 0 nous aurons —W —
u(H") > u(H*) > 0 = IM. Donc nous avons bien IM < min(-u(H™),-W -
u(H™)) pour I =0

- 0>W >-15M : dans ce cas, -15M < W < —u(H") —u(H~) et comme 29M <
u(H*)—u(H™) nous obtenons —2u(H~) > 14M. Nous en déduisons donc que
-W-u(H")>-u(H")>IM pour I =7

- 0 < W < 15M : dans ce cas, nous pouvons soustraire W < —u(H*)-u(H™) a
—29M > —u(H*) + u(H™) pour obtenir :
2OM+W _ 14M +2W

—u(H™) > > =7M+W
2 2

Dou-u(H™)>-u(H")-W >IM pour [ =7
11 existe donc toujours une permutation o qui soit /-équilibrée avec I tel que IM <
min(—u(H™),-W —u(H")).
Nous avons donc :

k
Yk €[[1,m]], min(W,0)—IM < ng(i) < max(W,0)+IM
i=1

avec min(W,0) —IM > min(W,0) — min(—u(H™),-W —u(H™)) = W —u(H") (que
W < 0 ounon) et max(W,0)+Im < max(W, 0)+mzn( u(H ),-W—-u(H"))=-u(H")
(idem, que W < 0 ou non).
D’ou :
k
W+u(H) < ) wyy < -u(H")
i=1
Nous avons donc prouvé le théoréme dans tous les cas.
O
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Nous pouvons maintenant définir le flux pour chaque paire d’états de Q. Soit deux
états X et Y de (2, nous divisons le flux entre chaque famille d’échanges possible. Si
t = |X N Y[ alors il existe (|T,| —t)! familles (chaque association possible des agents de
X\Y aux agents de Y\ X), le flux sera donc de mﬁ pour chaque famille. Nous pouvons

ensuite, pour chaque famille d’échanges Ex_,y définissant des ensembles H et S (et
donc une famille de poids {w;}",), diviser le flux sur des chemins de flux correspondant
a des permutations Cm?-uniforme que nous définirons de la maniére suivante :

Définition 4.4.7: Chemin de flux

Pour une famille d’échanges Ex_,y séparée en H*, H™ et S, pour {w;}", les

poids des échanges de S et pour o une permutation Cm?-uniforme de la famille
garantie par le théoreme nous définissons le chemin de flux en suivant
I'algorithme suivant :

* Nous commencons a k = 0.
» Tant que k < m faire :

— i Wy(ks1) < 0 : appliquer 1’échange w (k41) et incrémenter k si cela
ne nous fait pas sortir de (), sinon appliquer un échange de H* ou
annuler un échange de H™.

— 81 Wy(k4+1) > 0 : appliquer un échange de H™ ou annuler un échange
de H™ si cela ne nous fait pas sortir de (, sinon appliquer I’échanger
Ws(k+1) €t incrémenter k.

* Quand k = m, si tous les échanges de H n’ont pas été appliqués : appliquer
successivement les échanges de H, en appliquant en priorité ceux de H™-
mais en restant dans Q

Nous utilisons ici I'ensemble d’échanges H pour rester aussi proche que possible
de la frontiere de (). Il nous reste a montrer que nous ne serons jamais forcés de la
franchir.

Theorem 4.4.5

Pour toute famille d’échange Ex_,y et toute permutation o tel que décrit dans
la définition il est toujours possible de créer un chemin sur Q) en suivant
I’algorithme.

Preuve. Pour montrer que le chemin généré est dans Q2 il nous suffit de montrer que
Iutilité de chaque étape intermédiaire est supérieure a V,(A,). Or, V,,(Ap) < min(V,(A(X)), V,(A(Y)))
puisque X et Y sont dans (). De plus, le théoreme nous garantit :
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min{Vy(A(Y)), V(AN = u(H") < ) wey + Vp(A(X))

%

p(A

< min{V,(A(Y)), V,(A(X))} < Zwa(i) + Vo (A(X)) + u(H")

i=1

p)

Donc quelle que soit I’étape k de notre exécution, nous serons obligatoirement dans ()
si tous les échanges de H* ont été appliqués et aucun de H™ ne l’est. De plus, comme
Vhe H,k € [[1,m~1]], wy () < wp, nous n'aurons besoin a chaque étape que d’appliquer
ou annuler un seul échange de H.

En appliquant le méme raisonnement a la borne supérieure, nous pouvons aussi
prouver que

) Wiy + Vp(A(X)) + u(H™) < max(V,(A(X)), Vy(A(Y)))

O]

Nous pouvons maintenant calculer le flux passant par un état quelconque Z € Q).
Pour cela, nous allons compter le nombre de triplets (X,Y,E) (ou X et Y sont des états
de Q) et E une famille d’échanges menant de X a Y) pour lesquels un chemin de flux
passe par Z.

Pour compter ces triplets, nous allons les associer un a un a des 5-uplets (Z’,E’, T, U,H’)
ouZ €Q,etE’, T, U et H sont des ensembles d’échanges tels que |T| < 2, |H’| < 29 et
TUH’UU C E’. Nous allons établir une injection de ’ensemble des triplets possibles
(pour lesquels un chemin de flux passe par Z) vers I’ensemble des 6-uplets possibles,
puis sommer le flux sur 'espace d’arrivée.

Soit un triplet (X,Y,E) et un état Z € () tel que Z C X U Y et que pour tout échange
(i,j) € E, i € Z ou j € Z (sinon les chemins de flux correspondants a la famille E ne
passeront pas par Z). Nous rappelons que H C E contient les 29 échanges de plus grand
poids en valeur absolue de E, et que S contient les autres. Nous allons commencer par
nous intéressera T C H.

Nous appellerons dans la suite, pour n'importe quel ensemble d’échanges T tel que
Y(i,j)eT,i¢ Z XOR j ¢ Z, Zr le sous-groupe ( qui n’est pas forcément dans () atteint
en partant de Z et en appliquant, pour tout échange (i,j) € T, ’échange (i,j) sii € Z et
(j,i) sinon.

Nous allons montrer le lemme suivant :
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Lemme 4.4.3

Pour tout triplet (X, Y, E) dont un chemin de flux passe par Z, il existe T C H tel
que |T|<2et:
Vp(A(ZT)) < max(V

Preuve. Cette preuve se base sur la maniere dont nous avons construit les chemins de
flux. Nous allons montrer que pour un chemin de flux donné, a chaque étape k les états
pour lesquels nous passons sont a une “distance” au plus 2 de la borne souhaitée. Nous
savons déja que Yk € [[0,m]], Zle we(iy + Vp(A(X)) + u(H™) < max(V,(A(X)), V,(A(Y))),
nous savons donc que cette propriété est automatiquement vérifiée dans tous les cas
ou le nombre d’échanges de H disponible pour faire diminuer 'utilité (c’est-a-dire les
échanges de H™ non appliqués et les échanges de H* déja appliqués et donc annulables)
est inférieure ou égale a 2. Nous ne regarderons dans la suite que les cas ou il reste
encore au moins 3 tels échanges de H. Pour un chemin de flux quelconque associé a
une permutation ¢, nous procédons par récurrence sur l’étape k :

* pour k=0:

Nous partons de X et appliquons d’abord des échanges de H™ jusqu’a ce que cela
ne soit plus possible, les états que nous rencontrerons durant cette partie auront
nécessairement une utilité inférieure ou égale a V,(A(X)). Nous allons ensuite
appliquer o(1), or Yh € H, |w,(1)| < |wy| donc n'importe quel échange de H restant
suffit a ramener I'utilité en-dessous de V,(A(X)) < max(V,(A(X)), V,(A(Y))).

e pour 0 <k <m, wy(x41) <0, en supposant la propriété vrai pour k-1 :

Nous allons soit appliquer o(k + 1) immédiatement (auquel cas la propriété est
immeédiate puisque wy(4+1) < 0), soit faire remonter 1'utilité en appliquant un
échange de H* ou en annulant un échange de H~ avant d’appliquer o(k + 1) (un
seul échange h € H sera requis puisque |wy| > wy(r41)). Dans ce deuxiéme cas, faire
l'opération inverse (annuler échange de H, ré-appliquer échange de H™) nous
permet immédiatement de vérifier la propriété pour les deux états traversés.

* 0<k<m, ws(ks+1)> 0, en supposant la propriété vrai pour k-1 :

Nous allons soit faire descendre 1'utilité avec un h € H (ce qui respecte évidemment
la propriété), soit appliquer I’échange o(k+1). Dans ce deuxieme cas, nous savons
que nous ne pouvions plus utiliser de h € H pour faire descendre l'utilité sans de-
scendre en-dessous de V,(A,), et comme |wy| > w,(x41) pour tout h € H, utiliser
deux échanges de h permet toujours de faire descendre l'utilité en-dessous de
Vp(Ap) < max(V,(A(X)), V,(A(Y))), la propriété est donc vérifiée.
s k=m:

Lors de cette étape, nous appliquons autant d’échanges de H™ que possible, appli-
quant des échanges de H* sinon. Il nous faut seulement considérer les cas ott nous
appliquons un échange de H* (appliquer un échange de H™ respecte la propriété).
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Par construction, si il n’est nécessaire que d’en appliquer un avant de recom-
mencer a appliquer des échanges de H™, alors annuler cet échange et appliquer un
échange de H™ nous fait passer en dessous de V,(A,) < max(V,(A(X)), V,(A(Y))).
Si il est nécessaire d’en ajouter plusieurs avant de pouvoir appliquer un échange
de H™, alors appliquer ce dernier et annuler le dernier échange de H* nous fait
passer en-dessous de V,,(A,) < max(V,(A(X)), V,(A(Y))). Enfin, si il ne reste plus
d’échange de H™ a appliquer, alors appliquer les échanges restant augmentera

lutilité jusqu’a V,,(A(Y)), ce qui veut dire que I"utilité sur le chemin sera inférieure

ou égale a V,(A(Y)) < max(V,(A(X)), V,(A(Y))).
Donc ou que Z soit sur le chemin, on peut descendre en-dessous de max(V,(A(X)), V,
avec au plus deux échanges de H. O]

Nous pouvons donc définir T € H comme un ensemble d’au plus 2 échanges tels
que V,(Z1) < max(V,(A(X)), V,(A(Y))), notre lemme nous garantit son existence.

Nous pouvons maintenant poser E” = ({(i, )|(,j) € E} U{(j,i)I(i,j) € E}) N (ZT x Ty)
I’ensemble des échanges entre agents de E réorientés pour qu’ils soient tous applicables
aZr.

Nous allons construire Z’, que nous définissons par: Z' = (XU Y)\ Zr)U(XNY).
Essentiellement, Z’ contient tous les agents de X UY qui ne sont pas déja dans Zr, et les
agents qui n’interviennent pas dans les échanges. Cela nous assure que ZrUZ' =X UY
et XNY =ZrNZ'. Laraison pour laquelle nous avions besoin de définir Z7, est de
nous assurer que Z’ soit dans (2, ce qu’il nous faut montrer.

Lemme 4.4.4

Z’ tel que défini plus haut est dans (), c’est-a-dire que V,(A(Z)) > V,,(A))

Preuve. Soit I'ensemble d’échanges R C E tel qu’appliquer R a X permette d’atteindre
Z7. Remarquons que d’apres la définition de Z’, appliquer I’ensemble d’échanges E \ R
nous permet d’atteindre Z’, puisque Z’ contient :

* XNY, cest-a-dire les agents de X et Y qui ne sont pas concernés par les échanges

* XNZp, c’est-a-dire les agents de X qui ont été échangé par R et ne sont plus dans
Zr.

* YNZr, c’est-a-dire les agents de Y qui doivent encore étre échangé par E (et donc
n‘ont pas été rentré par R)

De plus, appliquer les échanges de R a Z’ nous permet d’atteindre Y, de méme
qu’appliquer les échanges de E \ R a Z nous permet d’atteindre Y.
Nous avons donc :

Vo(A(Z) = Vp(AX))+ ) we=Vy(A(Y) = ) w,
)

ee(E\R eeR
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Mais nous savons que :
Vo(A(Zp) = Vp(AX) + ) we=Vy(A(Y)= ) w,
e€(R) e€E\R

et que:

Vy(A(Z7)) < max(V,

p(A(X)), Vp(A(Y)))

en réutilisant le lemme[4.4.1], nous avons :

Vp(A(Z') = Vy(AX) + ) we= ) we+ Vp(A(X)) = Vp(A(X))

R
wmww=wwmnwma»ﬂmmmwgya
Vy(A(Z') = Vp(A(Y)) + V,(A(X)) - V,(A(Z7))
Vo(A(Z') 2 Vp(A(Y) + V,(A(X)) = max(Vp(A(X)), V(A(Y)))
Vy(A(Z') 2 min(Vy(A(X)), Vy(A(Y))) > Vp(Ap)
(puisque X et Y sont tout deux dans Q) O

Notons également quappliquer E’ a Z7 nous améne a Z’, par construction : appli-
quer les échanges qui ont été retournés par rapport a E nous ramene a X, puis appliquer
les échanges de ENE’ nous amene a Z'.

Enfin, il nous reste a définir U et H’, que nous définissons par U C S, H' C H et
UUH’ = E\ E’.Concrétement, ces sous-ensembles nous indique quels échanges de E
nous permettraient d’atteindre Zr a partir de X.

Maintenant que nous avons nos 5-uplets, nous pouvons majorer le flux passant par
un sommet Z € Q). Pour cela nous devons dénombrer les 5-uplets possibles.

Pour créer T, nous n‘avons pas d’autre choix que de choisir un ensemble de un
ou deux échanges parmi tous les échanges possibles de Z x (T, \ Z), ce qui nous fait
(1T, |- (I Tgl = 1T, )1 + ((ITp| = 1).(IT,| = |T,| = 1))) possibilités. Nous pouvons ensuite tirer
un état Z’ € Q, ce qui nous fait |Q| possibilités. T nous donne Zr, qui avec Z’ nous
permet de choisir E” parmi les associations possibles des agents de Z1 \ Z’ aux agents
de Z’\ Z7, ce qui nous fait |T,|! possibilités (en fait (|T,|-|Z’ N Z7|)!, mais nous n"avons
aucune hypotheése sur |Z’ N Z7|). Enfin, Il ne nous reste plus qu’a choisir H et U, le
premier ayant 2%? possibilités, et le second 2™ que nous préférerons décomposer en
(|g|) pour chaque valeur de |U|.

Nous utilisons ce décompte des 5-uplets pour majorer le nombre de chemins, et
nous savons, grace a la Cm?-uniformité de la famille de permutations que nous avons
utilisé pour définir nos chemins de flux, et a la répartition du flux sur les |T;|! familles
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Cm?

. Nous
()T, !

d’échanges possibles, que le flux sur chaque chemin de flux est d’au plus

devrons donc additionner les chemins pour chaque valeur de |U]|
Récapitulons les termes que nous devons multiplier, pour une valeur de |U| donnée

(T, L(T,| = IT,D)(1 + (T = 1).(1T,| - T, | - 1))) possibilités pour T

|Q)| possibilités pour Z’

|T,|! pour E.
+ 229 pour H'.
* (,y) pour U.

2
e _Cm

AL pour le flux.

Les variables m et |T,| sont majorés par |T], le flux C(f) est donc bien majoré par
une fonction de la forme |[Q|poly(|T,[). De plus, grace a la maniere dont nous avons
construit les chemins de flux, nous avons L(f) = 29(|T,| + 1).

La chaine de Markov M(Q), P) est donc bien rapidly mixing.

4.5 Expériences

Méme si la complexité théorique de la méthode d’approximation du degré d’envie qui
se base sur un FPRAS est polynomiale, les facteurs constants impliqués sont tellement
importants que si cette borne était atteinte, cette méthode ne serait pas exécutable en
temps raisonnable, comme démontré par 'étude expérimentale menée par Newman
et Vardi|[2020] sur un FPRAS similaire. L'objectif de cette partie est donc d’étudier la
convergence pratique de la chaine de Markov, en la testant sur des instances de petites
tailles. Une autre limite de notre méthode est qu’elle ne fonctionne que dans le cas de
fonctions d’utilité communes entre les agents d’'un méme groupe, nous essaierons donc
de I'appliquer tel quel au cas de fonctions d’utilités individuelles, afin de déterminer si
la méthode fonctionne également en pratique dans le cas général.

Les expériences ont été réalisées en générant aléatoirement des instances du probleme
de calcul du nombre de sous-groupes enviés suivant un parametre 1, variant entre 4 et
8. Ce parametre correspond a la taille de T, tandis que la taille de T, est posée a 2n,,.
Les fonctions d’utilité sont tirées aléatoirement : 1'utilité que chaque objet confere est
tirée selon une distribution de probabilités uniforme entre 0 et 1 (dans le cas des fonc-
tions d’utilité individuelles, 'utilité que chaque objet confere a chaque agent a été tirée
de cette maniére). A partie de ces fonctions d’utilité, nous avons généré I’ensemble des
sous-groupes enviés (2, ainsi que la chaine de Markov M((), P) suivant les spécifications
détaillées dans la section [4.4} Nous avons ensuite étudié 1’évolution des probabilités de
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présence 7t(t) = poP' en partant d’une distribution de probabilités initiale pg égale a 1
pour un état choisi et 0 pour les autres. Nous avons ensuite mesuré la vitesse de con-
vergence vers la distribution stationnaire en retenant les instants t ou la distance de
variation descend en-dessous de ¢ pour ¢ = 0.1 (en rouge) et ¢ = 0.001 (en bleu).

I xS

50 4

Figure 4.1: Nombre d’étapes avant convergence en fonction de n, (fonctions d’utilité
communes entre agents d’'un méme type)

500

400 4

s bl

_, ==

T T T T
4.0 5.0 6.0 7.0 8.0

Figure 4.2: Nombre d’étapes avant convergence en fonction de 7, (fonctions d’utilité
individuelles)

Nous observons que le nombre d’étapes nécessaires en pratique reste raisonnable
sur de petits exemples, en particulier il reste trés inférieur a la valeur donnée par la
borne théorique, méme pour de tres petits €. Pour les deux modeéles d’utilité, la conver-
gence est atteinte avec un nombre de pas moyen de moins de 200, et ce nombre semble
augmenter linéairement avec la taille de I'instance (a titre de comparaison, Newman et
Vardi [2020] ont calculé que le FPRAS qu’ils considéraient nécessitait plusieurs mois
de temps CPU, méme sur de tres petites instances). Notons que dans le cas des fonc-
tion d’utilité individuelles, pour lequel il n’existe pas de borne théorique (ou méme de
garantie de convergence), non seulement l’algorithme converge toujours mais il reste
treés inférieur a la borne théorique du cas restreint, méme si son temps de convergence
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est légerement supérieur et semble plus sensible aux cas extrémes. La principale limite
pour nos expériences est la taille mémoire, puisque étudier la convergence de la prob-
abilité de présence de la chaine de Markov requiert de modéliser son espace d’états
en entier ainsi que les listes de voisins, cependant le FPRAS lui-méme ne requiert ni
I'un ni 'autre. Cette expérience suggere donc que cet méthode fonctionne pour des
fonctions d’utilités individuelles et des groupes de tailles importantes, méme si nous
n’avons pas de borne théorique intéressante.

4.6 Conclusion du chapitre

Nous avons introduit dans ce chapitre le degré d’envie, qui permet de mesurer par une
valeur numérique l’envie d’un type d’agent pour un autre. Une telle mesure peut par
la suite étre utilisée soit dans relaxation, olt nous déciderons d’un seuil et imposerons
que les valeurs de degré d’envie restent en-dessous, soit dans un probléme de min-
imisation de I’envie, o nous essayerions de garder la somme ou le maximum de ces
valeurs sur toute l'instance aussi bas que possible. Le principal obstacle a 1'utilisation
de cette mesure est la difficulté de calcul, et nous avons montré qu’il est tres difficile
de calculer la valeur exacte du degré d’envie. Nous avons proposé donc deux méthodes
d’estimation dans le cas ou les utilités des agents sont identiques au sein d’un type :
la premiere, par réduction au probléme du #Exactly-M-item-knapsack, relativement ef-
ficace, la deuxiéme, reposant sur un FPRAS, de complexité pratique importante. Nos
expériences suggerent cependant que cette deuxiéme méthode est bien plus rapide en
pratique que la borne théorique ne le laisse supposer. De plus, malgré 'absence de
garantie théorique, elle semble fonctionner dans le cas général.

Une premiere piste d’amélioration serait de retravailler la borne théorique sur le
FPRAS. Cette borne préconise un nombre d’étapes trés grand, méme sur de petits ex-
emples, ce qui ne se retranscrit pas dans les expériences pratiques. Il nous faudrait
trouver, pour améliorer cette borne, une nouvelle maniere de calculer la convergence
d’une chaine de Markov rapidly mixing qui n’utilise pas les résultats sur lesquels re-
posent la méthode actuelle. Il s’agirait cependant d’une tache difficile, cette borne
étant construit sur les résultats d’autres travaux, I’améliorer demanderait certainement
de repartir de zéro. Une autre piste d’amélioration immédiate serait d’étendre cette
borne au cas général, ou les agents peuvent avoir des fonctions d’utilités différentes.

La continuation naturelle de ces travaux est de chercher des méthodes de min-
imisation du degré d’envie. Toute utilisation de cette mesure aura pour objectif de
la garder aussi basse que possible, il sera donc toujours utile de savoir comment la
réduire. De plus, les possibilités de minimisation peuvent nous fournir des indications
sur la meilleure maniere d’utiliser cette mesure : si il est facile de réduire cette mesure
en-dessous d’un certain seuil, I’utiliser dans une relaxation est envisageable, sinon, elle
devra étre utilisée dans le cadre d’'une minimisation sous contrainte.

Une autre inconnue a étudier dans la continuité de la minimisation est la com-
patibilité de cette notion avec d’autres notions classiques d’efficacité et d’équité telles
que 'optimalité de Pareto ou le maximin share. Une question évidente est de savoir si
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une allocation minimisant le degré d’envie est nécessairement Pareto-optimale ou re-
spectueuse de la propriété du maximin share, mais il pourrait aussi étre pertinent de
vérifier si certains seuils de degré d’envie garantissent certaines propriétés.

Les travaux présenté dans ce chapitre, a 'exception de la réduction au probléme

de knapsack, ont été publié a la conférence ECAI en méme temps que les résultats du
chapitre précédent (Gross-Humbert ef al. [2023]).
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Nous sommes partis du modeéle de Singapour, un probleme de house allocation ayant la
particularité de partitionner ’ensemble des agents en types et 'ensemble des ressources
en blocs, et d'imposer des quotas maximums entre ces types et blocs. Nous avons
ensuite modifié ce modele pour ajouter la notion d’homophilie aux préférences des
agents. A l'aide de cette notion, nous avons défini une nouvelle dynamique en au-
torisant les agents a échanger leurs objets deux a deux s’ils préferent chacun l'objet de
l'autre. L’introduction de cette dynamique a alors soulevé la question de la stabilité
des allocations, dont nous avons étudié I'impact sur l'efficacité. Bien que cette analyse
se soit révélée peu concluante, nous avons réussi a borner le prix de la stabilité entre
1 et 2. Nous souhaitions ensuite concevoir un mécanisme basé sur cette dynamique,
mais pour cela il nous fallu en premier lieu discuter du mécanisme utilisé en situation
réelle, afin de servir de point de comparaison. Nous avons donc expliqué le mécanisme
de loterie et analysé les allocations qu’il est capable de produire, pour montrer que ces
dernieres n‘auront aucune garantie d’efficacité ou de stabilité. Ceci fait, nous avons pu
définir notre mécanisme d’échanges rationnels. Nous avons prouvé que ce mécanisme
allait nécessairement terminer et retourner une allocation stable. Cependant, il ressort
de son analyse qu’il n’a pas non plus de garantie d’efficacité particuliére. Bien que re-
posant sur des principes trés différents, les deux mécanismes présentent des résultats
théoriques trés semblables, nous nous sommes donc tournés vers des expériences pra-
tiques pour les départager en profitant du fait qu’il existe un jeu de données réelles
lié a I'immobilier de Singapour. Les résultats ont indiqué que si les performances des
deux mécanismes en termes d’efficacité sont similaires, il est possible d’utiliser les deux
successivement (mécanisme séquentiel puis mécanisme d’échanges) pour obtenir de
meilleurs résultats. De plus, des expériences sur des données synthétiques et réelles
montrent que si la complexité du mécanisme d’échanges n’est pas garantie d’étre poly-
nomiale, en pratique ce mécanisme finira rapidement.

L’étape suivante fut de chercher une notion d’équité adaptée a notre probléme, avec
comme objectif de trouver une maniére de mesurer 1’équité entre les types d’agents.
Nous avons pour cela simplifié les instances de problemes considérées (en retirant les
notions de blocs et de quotas), et proposé une notion d’équité reposant sur les mémes
concepts que notre dynamique : 'envie. Cependant, notre modéle a des spécificités
qui rendent la notion d’envie difficile a adapter : outre le fait que nos types puis-
sent étre de différentes tailles, les fonctions d’utilité des types ne sont pas additives.
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Nous avons donc proposé un certain nombre d’axiomes intuitifs pour déterminer si une
définition d’envie se comporte correctement, puis nous avons considéré des notions
d’envie utilisées dans la littérature. Ces notions ayant été congues pour des modeles
différents, aucune n’était appropriée pour le noétre : de fait, aucune notion considérée
ne satisfaisait tous les axiomes. Nous avons donc con¢u une nouvelle famille de no-
tion d’envie, basée sur un méme principe : plutét que de comparer deux types entre
eux, nous avons proposé de comparer le plus petit type a un ou plusieurs sous-groupes
du plus grand type. L'une de ces définitions d’envie, I’envie pour au moins un sous-
groupe, vérifie tous nos axiomes. Cependant, chercher des allocations sans-envie pour
cette définition est difficile. De plus elle est trop contraignante pour que ce soit possible
dans de nombreux cas. Par conséquent, nous avons du chercher une relaxation.

Nous avons donc défini le degré d’envie : la ou l'envie pour au moins un sous-
groupe consiste a considérer si la comparaison résulte en envie pour au moins un des
sous-groupes, le degré d’envie consiste a compter combien d’entre eux sont dans ce
cas. Nous avons ensuite montré que cette mesure était également difficile a calculer
de maniére exacte, puisqu’elle appartenait a la classe de complexité #P. Il nous a
donc fallu chercher des méthodes d’approximation, et nous sommes parvenus a en
trouver deux en nous restreignant au cas ou les agents d’'un méme type partagent
les mémes utilités pour les objets. La premiére, plus simple, consiste a transformer
une instance du probléme du degré d’envie en une instance du probléeme du #Exactly-
Me-items-knapsack, pour lequel il existe déja un algorithme d’approximation polyno-
mial. La deuxiéme, plus complexe, repose sur une succession de marches aléatoires de
Markov. Si cette derniere termine techniquement en temps polynomial, en pratique,
les facteurs et exposants impliqués dans le calcul du nombre d’opérations sont si élevés
que cette technique semble inutilisable en pratique. Or, cette méthode, contrairement a
la premiere, peut étre étendue naturellement au cas ou les fonctions d’utilités sont indi-
viduelles, au prix de la borne théorique sur la complexité de calcul, elle présente donc
un intérét particulier malgré ses inconvénients. Nous avons donc implémenté cette
méthode pour vérifier par 'expérience le nombre d’étapes nécessaires en pratique. Les
expériences suggerent que ce nombre est en pratique beaucoup plus petit que ce que la
borne théorique laisse penser, et que considérer le cas des fonctions d’utilités individu-
elles n'altere pas la difficulté de calcul.

Perspectives

A partir de ces travaux, plusieurs perspectives d’études se dégagent.

La premiére revient a cette idée d’axiomatique exprimée dans le chapitre 3. Dans ce
chapitre, nous souhaitions formaliser nos exigences concernant la notion d’envie que
nous choisirons, nous avons donc établi nos 4 axiomes. La raison pour laquelle nous
avons du établir nos propres axiomes est qu’il existe treés peu de littérature abordant
les concepts d’équité par une approche axiomatique. Il n’existe de fait que quelques
prémisses (Bosmans et Oztiirk [2018]], Thomson|[2019]) de classification des différentes
notions et mécanismes utilisés dans le domaine, mais ces derniers ne sont considérés
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que individuellement et il n’existe pas d’étude générale cherchant a les classer en fonc-
tion de leurs propriétés. Nous avons donc dii concevoir nous-méme des axiomes pour
discriminer les différentes notions. Cependant, ces axiomes, bien qu’a priori pertinents
pour la plupart des modeéles, ne représentent qu'une petite partie de ce qui caractérise
les notions d’envie considérées, et une plus petite partie encore de ce qui peut car-
actériser une mesure d’équité (ou, de maniere plus générale, une mesure de qualité).
Nous nous sommes de fait limité a ce qui nous était nécessaire pour discriminer les
notions que nous avons considérées. Nous avancons donc qu’il existe un manque dans
la littérature d’une étude cherchant a lister les principales mesures d’équité utilisées,
déterminer leurs points communs et leurs différences, puis catégoriser ces mesures en
fonction des propriétés respectées et enfreintes par chacune d’entre elles en fonction
des modeles. Les objectifs d’une telle étude seraient multiples. Le premier serait la
centralisation et la mise en relation des connaissances déja existantes : il existe déja
des travaux considérant plusieurs notions et mettant en relation leurs résultats sur ces
notions ; cependant, ces travaux considérent en général un petit nombre de notions, et
dans le cadre d’un seul modele (ou d’un tres petit nombre de modeles). Une étude plus
étendue pourrait donc nous permettre un point de vue plus global sur le domaine. Un
deuxiéme objectif serait d’introduire un formalisme pouvant servir de point de com-
paraison a partir duquel de futurs travaux pourraient plus facilement comparer une
nouvelle mesure a celles déja existantes, ou situer un modele par rapport aux propriétés
qui lui sont pertinentes. Enfin, un troisiéme objectif serait de détecter si d’éventuels
résultats propres a une mesure particuliére seraient généralisables a toute une classe
de mesures partageant certaines propriétés.

Une autre perspective naturelle serait de chercher a adapter I’envie pour au moins
un sous-groupe a un modele disposant, en plus de types d’agents, de blocs d’objets et de
quotas entre ces types et ces blocs. Si une telle modification parait simple, elle souléve
d’importantes questions sur les comparaisons autorisées dans le cadre de I’envie pour
au moins un sous-groupe et celles que les quotas interdiront. En effet, si I'on souhaite
mesurer l’envie entre deux types d’agents, ou méme deux groupes quelconques d’agents,
de tailles différentes dans un contexte ou les blocs ont des quotas sur les types, il est
nécessaire de décider si les agents sont autorisés ou non a considérer des objets que les
quotas leur interdiraient de prendre. Cette question est plus compliquée qu’il n’y parait
en raison du grand nombre de configurations possibles et des particularités de l’envie
pour au moins un sous-groupe (puisque des agents non impliqués dans la comparaison
peuvent bloquer d’autres agents de leur type). Une maniere d’étendre ce modele sans
multiplier les contraintes serait de considérer des “soft quotas”, que les agents pour-
raient enfreindre dans certaines circonstances. Notre modele se rapprocherait alors
du probleme du choix des écoles, mais resterait bien différent dans la mesure ou les
objets n‘auraient pas de préférences sur les agents. Cela nous permettrait d’utiliser
des concepts habituellement propres a ce probléeme, notamment les concepts d’envie
“justifiée”. Cette notion consiste a ne pas considérer les quotas comme des contraintes
(d’ou “soft quotas”), mais comme des indicateurs qui vont changer ce qui sera con-
sidéré comme une situation avec envie. Ainsi, nous pouvons faire en sorte qu’étre en-
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vieux d’un agent respectant les quotas requiert des circonstances tres strictes en terme
de quotas et d’utilité, 1a ou étre envieux d’un agent qui enfreint les quotas ne requiert
que des circonstances courantes. Nous pouvons également décider que, lorsque l'on
cherchera a minimiser 'envie, ’envie envers les agents qui enfreignent les contrats
devra étre considérée en priorité. L'objectif ici n’est pas seulement de définir une en-
vie justifiée entre agents, mais de conjuguer cette définition avec celle de I’envie pour
au moins un sous-groupe pour obtenir une envie justifiée “de groupe”. Ce passage a
I’échelle pose de nombreuses questions sur la maniére dont seront traités les quotas,
puisque la ou les infractions sont binaires dans le cas individuel (un agent enfreint un
quota ou non), elles peuvent étre beaucoup plus complexes dans le cas d’un type au
complet (combien de quotas sont enfreints, et de combien sont-ils enfreints ?). Une
solution possible serait de pouvoir ordonner les infractions et de favoriser les envies
lorsque le groupe envieux “enfreindraient moins” les quotas.

Une perspective qui se dégage de la précédente serait de concevoir une dynamique
d’échanges entre agents adaptée a ce modele. Dans le modele classique, le lien entre en-
vie individuelle et échanges rationnels est trés simple : deux agents voudront échanger
s’ils sont tout deux envieux 'un envers l'autre, I’échange va alors supprimer cette en-
vie. En revanche, si I’'un d’eux s’oppose a ’échange de ressource, alors forcer I’échange
rendrait cet agent envieux de 'autre agent et serait donc contre-productif. Si on utilise
plutét la notion d’envie justifiée, il sera alors dans certaines circonstances possible de la
réduire en for¢ant un échange ou I'un des agents est récalcitrant. Imaginons un couple
d’agent (a;, a,) ou a; envie a, de maniere justifiée mais a, ne souhaite pas échanger, si
I'on force I’échange, alors I'envie de a, dans la nouvelle allocation ne sera pas justifiée.
Nous pouvons donc essayer de définir une nouvelle dynamique inspirée de notre dy-
namique d’échanges qui se différenciera par le fait que nous autoriserons dans certains
cas les agents a “forcer” un échange avec un autre agent. Bien str, il existe plusieurs
obstacles a considérer dans la conception d’une telle dynamique. Le premier est le
probleme de la terminaison. La preuve de terminaison actuelle n’est plus applicable,
mais une nouvelle preuve reposerait sans doute également sur un jeu de potentiel. En
effet, si nous n‘autorisons les échanges forcés que lorsque la quantité d’envie justifiée
dans le systeme diminue, il est possible que cette quantité (ou du moins une valeur
calculée a partir de cette quantité) naugmente jamais, ce qui nous garantirait la ter-
minaison. La deuxieme difficulté serait liée au danger que cette dynamique introduit
dans les échanges rationnels : en effet, il serait 1égitime pour un agent de refuser un
échange améliorant, de crainte d’étre par la suite sujet a un échange forcé lui donnant
un bien de moindre qualité. De maniere générale, la possibilité qu’une telle situation
arrive semble intuitivement rendre une telle dynamique difficilement utilisable en sit-
uation réelle. Une maniére d’éviter cela serait alors de définir une dynamique en deux
temps, ou l'on effectuerait en premier lieu les échanges forcés, puis les échanges ra-
tionnels. Une telle définition nécessite cependant d’avoir la certitude que les échanges
rationnels ne risquent pas de permettre d’autres échanges forcés, ce qui peut requérir
d’ajouter des contraintes sur les conditions dans lesquelles ces échanges peuvent avoir
lieu. Cela nous empéchera au minimum de considérer la notion d’homophilie dans
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ce modele, puisqu’il est évident que si les échanges impactent les agents qui n'y par-
ticipent pas, il sera possible pour un agent de spontanément changer son envie apres
un échange rationnel impliquant 'un de ses voisins. Une fois que notre nouvelle dy-
namique sera définie, nous pourrons nous consacrer a I’étude d’une nouvelle définition
de la stabilité, ainsi qu’aux considérations d’efficacité et de complexité pratique.
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Appendix A

Construction des permutations pour
la preuve de la proposition 2.5.2

Nous allons maintenant expliquer comment créer une famille de permutations (0, ) pe[[1,k]
vérifiant les propriétés suivantes :

* Pour tout p € [[1,k]], 0, est une permutation sur {1,...,k}\ {p}
s Vpe[[Lkl,qe[[LkI\{p} op(q) %4

* Vp,p' €[[1,k]| tels que p = p’, Vq € [1, k]| \ {p}, 0,(q) # 0, (q)

Plutét que de construire des permutations sur {1,...,k} \ {p}, nous allons construire
des permutations sur {1,...,k} en imposant que ¥p € [[1,k], o,(p) = p.
Nous considérerons deux cas différents: k pair ou impair.

A.1 Cas k impair

Pour tout p € [[1,k - 1]], nous définissons la permutation o, sur [[1, k]| par:

p sig—-p=0 (mod k)
op(q) =4k sig—-p=p (mod k)
g—p (mod k) sinon

Notons tout d’abord que chaque o, est bien une permutation, puisque nous allons
simplement parcourir les g — p (mod k) et échanger les deux termes pour g —p = 0
(mod k)etg—p =p (mod k). Puisque p vaut entre 1 et k—1, nous aurons nécessairement
Yq #p, 0,(q) # q sauf en p. Il n’est de plus pas possible que le cas 0,(q) = k arrive pour
q =k car k est impair (si il était pair, il arriverait pour p = 2k et g = k).

Il est de plus facile de vérifier que pour tout p,p’ dans [[1,k —1]], si p # p’ alors

0,(q) # 0,/(q) pour tout q.
Il nous reste a construire o;. Nous le définissons en posant:
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k sig=k
ox(q)=144q/2 sig=0 (mod 2)
(q+k)/2 sinon

Notons en premier lieu que puisque k est impair, alors soit g est pair soit g + k l’est.
I1 est de plus évident que oy est bien une permutation sur [[1,k]] puisqu’il s’agit d’une
injection de [[1,k]] dans [[1,k]].

Notons également que pour tout g € [1,k — 1]], nous aurons ox(gq) = p avec p tel que
0p(q) = k. Cette propriété garantie que oy vérifie bien Yp <k,¥q € [[1,k]|, ox(q) = 0,(q)
puisque nous savons que pour tout p’ # 0x(q), g—p’ Z p’ (mod k)..

A.2 Cas k pair

Dans ce cas, nous avons k = 2k’ avec k’ € IN.

Cette partie se comprend plus facilement si l’'on congoit la famille des permutations
comme une matrice ¥ carrée de taille k telle que ¥, ;, = 0,,9.

Nous allons commencer par définir les permutations o, pour p € [[2,k—1]] par blocs
de 2 sur 2. Par conséquent, nous allons utiliser des indices i et j, qui parcourront
[[1,k"=1]] x [[1,k"]], pour dénoter les positions des bloc). Les quatre “cases” du bloc en
position (i, j) seront alors 0;(2*j—1), 02;41(2%]), 02i(2%j) et 09;,1(2%j—1).

La premiére étape sera de partitionner S = [[1,k’— 1] x [[1,k’]] en deux ensembles S;
et S, de taille égale. La partition dépendra de si kK’ ou k’ — 1 est pair:

o sik’estpair: S; = [Lk'— 1] x[1,k/2] et S, = [[1, K’ — 1] x [k'/2 + 1, k']

e sik’—1estpair: S, = [[1, (k= 1)/2] x[[1,K'] et S = [(k' = 1)/2,k’ — 1] x [1, k']

Il s’agit de deux manieres de découper la matrice listant les permutations. Dans la
pratique, ce découpage est seulement nécessaire pour s’assurer du bon traitement de la
diagonale: nous passons de S; a S, quand nous entrons dans la deuxiéme moitié de la
diagonale (c’est-a-dire les indices supérieurs a k’).

Nous pouvons maintenant poser:

* Pour tout (i,j) € S:

k sii+j=0 (mod k')

(2%7—1)= . 2%17) =
02i(24] = 1) = 02i1(2+]) {(i+j (mod k') + k" sinon

. . ’ sii+j=0 (mod k)
02i(2%j) = 02i11(2%j-1) =3 o
i+j (mod k") sinon
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* Pour tout (7,]) € Sy:

. . k’ sii+j=0 (mod k')
021'(2*]—1)2021'+1(2*J)={i+]. (mod k) sinon] (

(24 ) (24j-1) k sii+j=0 (mod k')
O9; * = 0n; * 1 — =
A (i+j (mod k'))+kK sinon

Plusieurs remarques:

* Chaque o, sera bien une permutation: a i constant, chaque i +j et i +j + k" sera
bien différent. La méme chose est vrai pour j, ce qui nous donne que p #p’ =

Yq,0,(q) = 0p(q)-

* La diagonale sera toujours rencontrée dans un coin supérieur droite (0,;(2 * j))
pour i = j, ou inférieur gauche (0,;,1(2%j— 1)) pour i +1 = j. Il est facile de
vérifier que nous aurons bien o, (p) = p dans S;. Pour S, cela vient du fait que sur
la diagonale nous aurons k’ < i+ j <k, la disjonction de cas revient donc en fait a
i+7].

* Conséquence des deux remarques précédentes, nous aurons bien VYq,0,(q) # q
puisque 0, (q) = 0,(q) = g

Il nous reste maintenant a définir oy et o;. Nous utiliserons la méme logique,
étendue entre la premiere et la derniére ligne, cependant il faut faut aussi inverser
le dernier “bloc”. Pour tout j € [[1,k"—1]]:

01(2+j-1)=0x(2%]) =]
01(2+j) = 0x(2%j 1) = j+ K

Et pour finir:
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Appendix B

Preuve de la proposition [2.3.2

Nous allons maintenant prouver les bornes sur le prix de la stabilité PoS.

B.1 Preuve que 1.6 < PoS

Nous allons prouver cette borne en construisant une instance qui l'atteint.

Nous considérons une instance I contenant un ensemble de 16 agents partitionné en
4 types: Ty ={ay,1,a1,0,a1,3,a1,4} To ={az1,822,023, 82,4}, T = {a3,1,a32,a33,a3 4}, et Ty =
{a4,1,a4 2,04 3,a44}). De méme, I'instance contient un ensemble de 16 objets partitionné
en 4 blocs: By ={hy,1,h1, 11,3, 11,4}, By ={hy,1,h,0,h 3,00 4}, B3 = {h3,1,h30, 13,3, 13,4}, et
By ={hy,1,ha,ha 3, byl

Nous définissons les quotas de la maniére suivante: A, , =4sip =g, A, , =1 sinon.
Nous posons ¢ =1 et nous définissons les utilités de position en utilisant la matrice P,
suivante (pour tout € > 0):

3 2 1
0 1t€ 7t+te z+e
3 1 2
Fte€ 0 jt€e j+te

. I _ N _
Vie T, heB, u;(h)=P,,0uP = 2.1, 0 3,
gte g+te€ ite
1 2 3
4_1+€ Z+€ Z+€ 0

Trouver les allocations optimales et les allocations stables peut étre fait en énumérant
toutes les allocations valides ou en utilisant le programme linéaire en nombre entier
présenté au chapitre

Nous présentons ici seulement les résultats:

* Lesallocations qui maximise le bien-étre social utilitariste sont celles qui allouent
tous les agents de chaque type T, au bloc B, (p € {1,...,4}). L'utilité de chaque
agent est alors de 0+ ¢ x f—i =1, le bien-étre social utilitariste est donc de 16.

Une telle allocation n’est cependant pas stable, par exemple les agents de T; et de
T, souhaitent échanger leur biens pour faire passer leur utilit¢ de 1 a 1 +e€.
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* Toute allocation allouant un seul agent de chaque type dans chaque bloc est une
allocation valide et stable.

Le bien-étre social utilitariste est alors de 4 x (0 + ¢ X %L)+4x(i+e+(p>< i)+4x
(%+£+(px%)+4x(%+s+(px%):10+12£.

Par conséquent, le ratio entre 1'utilité d’une allocation optimale et celle de la meilleur
allocation stable est majoré par ﬁ, qui tend vers 1.6 quand € tends vers 0.

B.2 Preuve que PoS <2

Considérons une instance quelconque parmi les instances pour lesquelles aucune al-
location optimale n’est stable. Considérons ensuite 1’'une de ses allocations d’utilité
maximale OPT. A partir de cette allocation, nous appliquons le mécanisme d’échanges
rationnels pour atteindre l’allocation stable POST.

Notons que la séquence exacte des échanges effectués n’entre pas en considération,
sw(OPT)
sw(POST)
I'utilité de POST est inférieure ou égale a celle de la meilleur allocation stable. De

plus, nous utiliserons le fait que POST soit une allocation atteignable depuis OPT par
des échanges rationnels.
Nous allons tout d’abord décomposer sw(OPT) et sw(POST) de la maniére suivante:

I'important est que nous permette de borner le prix de la stabilité puisque

sw(OPT) = Uppr + @Uppr
sw(POST) =Uppgr + 9Upogr

ou U(I)PT (resp. UIIJOST) est la somme des utilité de position des agents dans l’allocation
OPT (resp. POST), et UgPT (resp. UII,\IOST) est la somme des utilités de voisinage des
agents dans l'allocation OPT (resp. POST).

Nous allons maintenant utiliser la fonction de potentielle pot introduite dans la
preuve de la proposition [2.5.1} Rappelons que pot est définie par:

pot(A) =sw(A)+ Zull(A)
ieN

Dans notre cas, nous avons donc pot(OPT) = sw(OPT) + UIOPT et pot(POST) =
sw(POST) + Upysr-

Nous avons déja prouvé dans la preuve de la proposition que cette fonction
augmente strictement a chaque échange rationnel. Or puisque OPT n’est pas stable
(par hypothese), au moins un échange a été effectué pour atteindre POST.

Par conséquent pot(POST) > pot(OPT), c’est-a-dire sw(POST)+ U},OST >sw(OPT)+
U(I)PT. Cependant, OPT est optimale, par conséquent sw(OPT) > sw(POST). Nous
avons donc nécessairement U%)PT < UIIDOST.

Nous avons donc
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sw(OPT)  sw(OPT)+sw(POST)~-sw(POST) _ 1+ sw(OPT)—sw(POST)

sw(POST) sw(POST) sw(POST)

Puisque sw(OPT) = pot(OPT) — U(I)PT et sw(POST) = pot(POST) — UII,OST, nous
obtenons:

sw(OPT) _, pot(OPT)~Ug pr—pot(POST)+Upngr

sw(POST) " sw(POST)
Ubosr = UL
<1 OSSO0 (puisque pot(OPT) < pot(POST)
Ul
1+ —L98T (puisque Uppy > 0)

sw(POST)
<2 (puisque sw(POST) = UIIJOST + (pUyOST)

Puisque le ratio entre ’utilité d’une allocation optimale et I'utilité d’une allocation
stable est inférieur a 2, nous pouvons déduire que le ratio entre 1’utilité d’une allocation
optimale et I'utilité de la meilleure allocation stable est inférieur 2.

Puisque le prix de la stabilité est la plus petite valeur majorant ce ratio sur toutes
les instances possibles, nous en déduisons que PoS < 2.
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