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Introduction

La compréhension du comportement asymptotique de variables aléatoires joue un role clé a
la fois en statistiques et en probabilités. Plus précisément, nous nous concentrerons sur deux
aspects : la vitesse de convergence de certains estimateurs et la convergence en loi de certaines
fonctionnelles d’'un processus indexé par un réel ou un d-uplet de réels dans un intervalle. En
effet, la mise en ceuvre de tests statistiques repose sur la convergence en loi d’une statistique
de test lorsque I’hypothése que nous cherchons & valider est vérifiée. Souvent, la statistique de
test s’exprime comme une certaine fonctionnelle continue sur un certain espace. Il est égale-
ment important de quantifier la convergence presque siire, en probabilité ou dans IL? de certains
estimateurs. Pour cela, nous utilisons ou établissons des inégalités de moments ou de déviation.

Nous appliquons nos résultats dans différents contextes : systémes dynamiques préservant la
mesure, modéles de volatilité stochastique, champs aléatoires s’exprimant comme une fonction
d’un champ indépendant identiquement distribué (en abrégeé, i.i.d.), U-statistiques de données
indépendantes, s’exprimant comme une fonction d’une suite de variables aléatoires i.i.d. ou encore

mélangeante.

Chapitre 1 : Théorémes limites fonctionnels pour des suites

de variables aléatoires stationnaires

Ce chapitre contient les résultats des articles [BGK23, GR17|. Nous donnons dans un premier
temps des résultats obtenus avec Alfredas Rackauskas concernant le théoréme limite central fonc-
tionnel dans certains espaces de Besov pour des suites strictement stationnaires d’accroissements
d’une martingale. Nous formulons des conditions dans 'esprit de celles qui sont nécessaires et
suffisantes dans le cas i.i.d. et suffisantes dans le cas de martingales pour les espaces de Holder
(voir [145, 144, 75]). Nous montrons également que la condition suffisante pour les martingales est
dans un sens optimale. Enfin, nous proposons une application aux statistiques « par balayage ».

Le second volet de ce chapitre concerne la détection d’un changement de paramétre de queue
au sein d’une suite de variables aléatoires issues d'un modeéle de volatilité stochastique, réalisé avec
Annika Betken et Rafal Kulik. Nous utilisons ’estimateur de Hill, qui peut s’exprimer & [’aide d’un
processus empirique. En cas d’absence de changement de paramétre de queue, nous établissons
la convergence de ce processus empirique en le décomposant en une partie « martingale » et
une partie « & mémoire longue », I'une étant négligeable par rapport a l'autre en fonction des



hypothéses sur le modele de volatilité stochastique. Nous pouvons ensuite déterminer la loi limite
des statistiques de test. Nos résultats sont appuyés par des simulations ainsi que sur des données
réelles des indices de Standard & Poor’s.

Chapitre 2 : Théorémes limites pour des champs aléatoires

Dans ce chapitre, nous passons en revue les différents résultats obtenus concernant les champs
aléatoires, c’est-a-dire les processus indexés par Z%. Ils concernent les publications [Girl8, Girl9a,
Girl9b, Gir2le, Gir22, Gir24b, Gir24e, GLV24]. Nous donnons tout d’abord une vitesse de conver-
gence dans le théoréme limite central pour des sommes pondérées de champs s’exprimant comme
une fonction d’un champ i.i.d., en donnant des bornes de type Berry-Esséen, c’est-a-dire un
controle de la norme uniforme entre la fonction de répartition des sommes pondérées et celle
d’une loi normale. Nous établissons également une inégalité de moments pour de telles sommes,
qui est dans l'esprit de I'inégalité de Rosenthal [155]. Nous appliquons ces résultats a des sommes
sur des sous-ensembles de Z? vérifiant certaines conditions, ainsi qu’a un modéle de régression
fonctionnelle.

Nous formulons également les inégalités établies pour des champs aléatoires de type accroisse-
ment d’ortho-martingale (voir la Définition 2.2.3), en considérant séparément le cas ou les queues
sont & décroissance polynomiale ou exponentielle. Des applications a la vitesse de convergence
dans la loi des grands nombres ainsi qu’a des modéles de régressions sont ensuite données.

Nous poursuivons en résumant un article co-écrit avec Emmanuel Lesigne et Dalibor Volny.
Nous discutons de la question qui consiste a caractériser les limites possibles dans le cas des
champs de type accroissement d’ortho-martingale. Nous donnons une caractérisation lorsque le
systéme est de type produit. Nous discutons des systémes dynamiques pour lesquels les sommes
partielles normalisées de tout champ stationnaire de type d’accroissement d’ortho-martingale
sur le systéme dynamique en question aient nécessairement pour limite une loi normale. Ces
systémes dynamiques sont caractérisés par I'intermédiaire de conditions sur I’entropie des actions
marginales.

La section suivante traite le théoréme limite central fonctionnel pour des champs aléatoires
strictement stationnaires. Nous donnons une condition suffisante pour qu’un champ stationnaire
puisse étre approximable par un champ de type accroissement d’ortho-martingale, avec une
approximation qui convient au théoréme limite central fonctionnel dans ’espace des fonctions
continues. Nous retrouvons une condition projective existante de Volny et Wang, une condition
dans 'esprit de celle de Maxwell et Woodroofe. De plus, nous fournissons une condition nécessaire
et suffisante sur un champ stationnaire pour qu’il puisse se décomposer sous la forme de champs
de type martingale ou cobord dans chaque direction.

Nous avons ensuite considéré la question de la loi des logarithmes itérés bornée pour des
champs aléatoires strictement stationnaires. Nous avons tout d’abord traité le cas de champs
s’exprimant sous la forme de fonctionnelles d’'un champ i.i.d., avec la normalisation du cas i.i.d..

Nous controlons la fonction maximale d’un telle champ, ce qui permet ensuite de mettre en



ceuvre une approximation par un champ m-dépendant. Les applications concernent des fonctions
holdériennes de champs linéaires, des fonctions de champs gaussiens ainsi que des champs de
Volterra. Nous avons également exploré I’approche d’approximation par ortho-martingales. Nous
avons d’abord formulé un résultat pour les champs stationnaires de type accroissement ortho-
martingale. La fonction maximale du cas i.i.d. ne peut pas étre utilisée dans ce contexte. Puis
nous formulons des résultats sous des conditions de type Hannan ainsi que Maxwell et Woodroofe.
Pour cette-derniére, nous avons établi un controéle presque siir du maximum de sommes partielles
d’un champ stationnaire en terme de maxima de champs d’ortho-martingales, et cette inégalité
pourra également étre considérée dans d’autres contextes.

Finalement, nous considérons la loi des grands nombres pour des champs aléatoires station-
naires : convergence presque stire sur des rectangles, sur des cubes ainsi que dans L. Nous explo-
rons I’approche par approximation par ortho-martingales ainsi que par des champs m-dépendants,
qui peuvent prendre leurs valeurs dans un espace de Banach. Des conditions optimales sont four-
nies pour les ortho-martingales, puis des conditions projectives dans I’esprit de celle de Hannan
sont formulées. Nous donnons des applications & des fonctions holdériennes de champs linéaires.

Chapitre 3 : U-statistiques : inégalités de déviation et théorie
limite

Nous présentons ici tous les résultats obtenus pour les U-statistiques dans les publications
[DGS21], [DGS23], [DGV23], [Gir21a], [Gir21b], [Gir24c|, [Gir24a] et [Gir24d].

Nous commencgons par une section d’introduction aux U-statistiques, puis nous évoquons
le théoréme ergodique pour les U-statistiques. Cela consiste a examiner la convergence d’une
U-statistique a noyau fixe et données strictement stationnaires, normalisée par le nombre d’élé-
ments. Avec Herold Dehling et Dalibr Volny, nous avons donné des conditions suffisantes pour la
convergence dans IL? ou presque stire. Nous avons également fourni des exemples de U-statistiques
soit déterministes, ou au contraire convergeant vers une loi normale, afin de montrer qu'une gé-
néralisation directe du théoréme ergodique ne peut pas avoir lieu. Les résultats sont valables
pour des U-statistiques d’ordre m, sans hypothése d’ergodicité sur la suite.

Le second volet est dédié aux inégalités de déviation pour des U-statistiques dont les données
sont i.i.d.. On considére le cas ou les éléments sommés ont un moment d’ordre p fini et le noyau
est autorisé a varier. Nous obtenons un controle de la queue a I’aide de celle de variables aléatoire
positives, dont la queue est beaucoup plus facile a controler que celle de la U-statistique de départ.
Cette inégalité se révéle utile pour vérifier un critére de tension dans des espaces de Holder, pour
donner des vitesses de convergence dans la loi des grands nombres, et également pour fournir des
inégalités de moments. Nous pouvons également traiter le cas de U-statistiques dont les poids sont
aléatoires. L’autre inégalité présente la contrainte d’avoir un noyau fixé, mais est plus adaptée
au cas ot les éléments sommés admettent des queues a décroissance exponentielle. Nous pouvons
fournir des applications au théoréme limite central fonctionnel dans des espaces de Holder (avec
I'exposant critique 1/2, et le module de régularité de I'espace de Holder est multiplié par une
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puissance d’un log) et la vitesse de convergence dans la loi des grands nombres.

Nous avons également traité le cas de U-statistiques de données dépendantes. Nous nous
sommes tout d’abord intéressés aux théorémes limites (loi des grands nombres, théoréme limite
central, loi des logarithmes itérés bornée) pour des U-statistiques basée sur une suite s’exprimant
comme une fonction d’une suite i.i.d.. Nous nous appuyons sur des résultats existants concernant
le cas i.i.d.. Nous avons établi une décomposition dans ’esprit de celle de Hoeffding, qui, dans
ce contexte, s’exprime sous la forme de sommes de variables aléatoires, plus une série de U-
statistiques qui sont toutes dégénérées. Nous avons introduit des coefficients de dépendance
pour fournir des conditions suffisantes pour les théorémes limites mentionnés. Nous formulons
également des applications concernant notamment le noyau de Grassberger-Procaccia et celui
associé aux moyennes de Gini.

Toujours dans le cas de fonctionnelles d’une suite i.i.d., avec Herold Dehling et Sara Schmidt,
nous avons établi un théoréme limite central pour des U-statistiques dont les données sont basées
sur une fonction dérivable des m premiers moments empiriques de blocs d’une suite de variables
aléatoires. Cela permet de mettre en place un test pour détecter un éventuel changement de
variance, de kurtosis ou bien de la mesure de dissymétrie. Avec des conditions supplémentaires
sur la taille et la longueur des blocs, il est possible de centrer la U-statistique considérée par un
terme plus simple que 'espérance de chaque terme.

Passons a présent aux U-statistiques basées sur des suites mélangeantes. Avec Herold Dehling
et Olimjon Sharipov, nous avons considéré des U-statistiques empiriques a deux échantillons.
Elles consistent a calculer, pour un échantillon a n observations, la loi empirique d’une fonction
de deux variables ot I'une appartient aux k premiéres variables aléatoires et la seconde aux
(n — k) derniéres, et ce pour chaque k. Sous certaines conditions portant sur la dépendance de la
suite et la fonction g considérée, nous établissons la convergence de la U-statistique empirique a
deux échantillons. Le centrage naturel par ’espérance peut étre remplacé par un terme mettant
en jeu une copie indépendante de X;. Dans les deux cas, le processus limite est gaussien et sa
fonction de covariance est explicite. Certaines fonctionnelles d’un tel processus a deux parameétres
peuvent étre utilisées pour mettre en place un test déterminant un potentiel changement de loi.
Il y a cependant des obstacles pratiques en raison de la présence de paramétres inconnus ainsi
que la difficulté a déterminer la loi limite des statistiques de test.

Un dernier volet des travaux présentés concerne le théoréme limite central fonctionnel et la
loi des grands nombres pour des U-statistiques basées sur une suite stationnaire mélangeante, et
a valeurs dans un espace de Hilbert. En utilisant des couplages de vecteurs d’un certain nombre
de variables aléatoires d’indices consécutifs, nous formulons une inégalité de déviation pour la
partie dégénérée. Il est alors possible de montrer que la partie dégénérée joue un role négligeable

dans les théorémes limites considérés.



Chapitre 1

Théorémes limites fonctionnels pour des
sultes de variables aléatoires stationnaires

1.1 Principe d’invariance dans certains espaces de Besov

Le théoréme limite central fonctionnel garantit la convergence en loi dans un espace fonction-
nel d’'un processus sommes partielles. L’un des tous premiers résultats dans cette direction est da
a Donsker [54]. 11 dit que si (X;),., est une suite de variables aléatoires i.i.d. vérifiant E [X7] =1
et E[X;] =0, alors

[nt]
(W (£, (X,);5,) -t €[0,1]) == %Z)Q,te[o,l] — (Wi, t €10,1])

en loi dans DJ0, 1], 'espace des fonctions continues a droite et ayant une limite a gauche, et pour
un réel z, |x] désigne la partie entiére inférieure de x (ainsi, || € Z et |z] < = < [z] + 1).
Il est également possible de considérer le théoréme limite central fonctionnel dans ’espace des

fonctions continues, en considérant une version polygonale par morceaux, définie par
WTIL)I (t, (Xi)i>1) =W, (t, (Xi>z>1) + (mf - Lntj) XLntj+1-

Ainsi, les trajectoires de W' (t,, (X;),5,) sont continues et W' (k/n, (X;),5,) =n~23F | X, =
n=1/28,.

De nombreux travaux ont été consacrés a des extensions de ces résultats & un cadre plus large
que celui d’une suite de variables aléatoires i.i.d., voir l'article [122].

Le théoréme limite central fonctionnel donne la convergence en loi de G (Wnpl (-, (Xi>i>1)>n>1
vers G (W (+)) pour toute fonctionnelle g: C'([0,1]) — R continue (pour la norme uniforme) et
bornée. Par exemple, n™"/2 max; <<, | Sk| — Supepoq) |[W ()| en loi. Lamperti eut I'idée dans [102]
d’¢tendre la convergence en loi de G (WP (-, (X;),5,))

de fonctionnelles en considérant W2 (-, (X;)

oy Vers G (W (+)) & une classe plus grande

¢>1) comme un processus a trajectoires holdériennes,

ce qui est également le cas du processus limite lorsque 'exposant est strictement inférieur a 1/2.



On considére H,, l'espace des fonctions holdériennes d’exposant «, c’est-a-dire 1'espace des
fonctions x: [0,1] — R vérifiant |2 (0)] + suppcycyer |7 (w) — 2 (V)| / (v —u)® = 2], < oo.
Muni de la norme ||-||,, , Pespace H, n’est pas séparable, ce qui est problématique vis & vis de

la convergence en loi. Ceci améne a travailler avec le sous-espace

He :{x: [0,1] = R,lim  sup MzO}.

¢ 6—0 u,w,0<|u—v|<§ ‘U - v‘a

Le fait d’obtenir une convergence dans ’espace H, plutét que celui des fonctions continues
permet de mettre en place des tests pour détecter un changement de moyenne sur une période
courte, car la norme holdérienne est sensible & un tel changement (voir par exemple [146]).

Rackauskas et Suquet ont fourni dans [145] une condition nécessaire et suffisante pour le
théoréme limite central fonctionnel dans H? pour une suite (Xi);s, 11.d. centrée et de variance
1. Pour a €]0, 1/2], la condition

1

=17=a (1.1.1)

Jim P (|| > 1) =0, p(a)
est nécessaire et suffisante pour la convergence de Wp! (-, (Xi) Z‘21) vers un mouvement brownien
standard dans H,. L’exposant p (a)) devient d’autant plus grand qu’a se rapproche de 1/2; et
p («) est toujours strictement supérieur a 2. Par conséquent, (1.1.1) est plus restrictive qu’avoir
une variance finie, mais moins qu’avoir un moment d’ordre p («) fini. L’extension de ce théoréme
limite central fonctionnel & des suites d’accroissements d’une martingale a été considérée dans
[75], via une approche par approximation par martingales 77|, pour des suites 7-dépendantes au
sens de Dedecker et Prieur (voir [44, 43]) dans [76] et pour des suites a-dépendantes par Dedecker
et Merlevede dans [41].

Dans l'article [GR17| réalisé en collaboration avec Alfredas Rackauskas, nous avons étudié
la convergence du processus sommes partielles (VV}L’l (-, (Xi)i>1)) dans des espaces de Besov.
Pour p > 1, notons L, ([0, 1]) espace des (classes d’équivalence pour 1'égalité presque partout)
fonctions x: [0, 1] — R telles que fol |z (t)|P dt < co. Pour z € L, ([0, 1]), le module de régularité
est défini par

1/p
wy (x,0) := sup ( |z (u+ h) — x (u)|’ du) :
|h|<o \J I

ott I, = [0,1] N [~h,1 — h]. Pour a €]0, 1] et p > 1, P'espace de Besov By , est défini par
By = {z €L, ((0.1)),1im 5w, (z,6) = 0}
et est muni de la norme
2]l 5,,, = ||, + sup 6w, (x,6).
0<s<1

Ainsi, By , est un espace de Banach séparable. De plus, pour 0 < 8 < a, l'injection By , — B; 4
est continue. Pour 1 < ¢ < p, l'injection By , — By , est également continue. Il est a noter que
les espaces de Besov usuels comportent trois paramétres. Nous renvoyons a la référence [24] pour
plus d’informations concernant les espaces de Besov.



La suite (D;),., est dite suite d’accroissements d’une martingale (en abrégé « suite AM »)
s'il existe une filtration (), telle D; est Fi-mesurable et E[D; | F;_1] = 0.

Nous avons tout d’abord obtenu une condition suffisante pour une suite AM strictement
stationnaire : nous supposons que (Di)i21 est strictement stationnaire, c’est-a-dire que pour
tous n et h, les vecteurs (Dq,...,D,) et (Diyn,..., Dypip) ont la méme loi, qu'il existe une
collection croissante de tribus (F;),;5, pour laquelle D; est Fi-mesurable, E [D; | F;_1] = 0 et la
suite (E[D7 | Fi_1]);s, est identiquement distribuée. Pour 1/p < o < 1/2, posons

1
q(p,a) = %—Oz—{—l
Si
lim t? PP (|Dy| > t) =0 et (1.1.2)
t—00
E [D? | Fo] € La®/2) (1.1.3)

alors (WP (-, (D;);51)) converge en loi dans B, vers nW (-), ot (W (t)),5; est un mouvement
brownien standard indépendant de la variable aléatoire n := \/W , ou Z est la tribu
des ensembles invariants de la suite (D;),.,. La démonstration repose sur un critére de tension
portant sur le maximum de sommes partielles (voir le Théoréme 10 dans [GR17]).

Nous avons également construit un contre-exemple montrant que la condition (1.1.2) ne ga-
rantit pas a elle seule la convergence de (W};l (', (D;) i>1)). En effet, nous avons montré que dans
tout systéme dynamique ergodique d’entropie positive, il existe une suite AM strictement station-
naire (D;),., vérifiant (1.1.2) mais (WP (-, (D;);5;)) n'est pas équi-tendu dans B, .. L’exemple
est construit de sorte que Dy ¢ L") et E[D? | F;_] = D2.

Le cas ou (D;),5, est i.i.d. centré est couvert par le résultat précédent. Comme (1.1.3) est
automatiquement vérifiée, la condition (1.1.2) est suffisante pour le théoréme limite central fonc-
tionnel dans B ,. Nous avons également montré le caractere nécessaire de cette condition. Un
résultat dans le méme esprit a été obtenu par Morel [126], mais avec des moments d’ordre stric-
tement plus grands que ¢ (p, ). Cependant, le cas de processus basé sur des variables aléatoires
a indices multiples a été traité.

Dans le cas ot pa < 1, pour les suites AM, une variance finie est suffisante. La démonstration
est tres différente de celle du cas pa > 1 et repose sur des arguments de troncature.

Finalement, nous présentons une application de ce théoréme limite central fonctionnel dans
By ..

Soit (X;),-; une suite telle que (W, (-, (X;);5,)) converge en loi dans B, vers un mouvement
brownien standard. Pour 0 < a < b < 1, posons

1/p
1
Y, ap:i=n a@a) max E Sivr — S; )
. lan] <k<|bn]+1 ka | " |

Alors la suite (Y},44),,-, converge en loi vers Y, 3, oll

1 1/p
Yop = sup — ( |W(s—|—t)—W(s)|pds> :
e

a<t<b

9



Les statistiques « par balayage » peuvent étre utilisées pour détecter un changement de moyenne

sur une période courte. Plus précisément, nous considérons le modéle
X, =pl{k*<i<m*}+¢e,1<i<n,

ot (g;),5, est strictement stationnaire, u # 0 et k*,m* sont inconnus. Nous cherchons a tester
’hypothése nulle (Hy) : 1 = 0 contre l'alternative p # 0. Pour cela, nous utilisons la statistique
de test T,, = Y, 01. Sous (Hp), si (€;),5; est telle que (W, (-, (€:);51)) converge en loi dans B,

vers un mouvement brownien standard, alors (75,),-, converge en loi vers Yj ;. Sous I'alternative,

B* 1/p h* l1-a
T, = (1 — —> (—) n'/? 4+ Op (1)
n n

lorsque n tend vers U'infini, ot A* := m* — k* est la durée de changement de moyenne.

il est possible de voir que

1.2 Détection d’un changement d’indice de queue via un

processus empirique

Il s’agit des résultats de I'article [BGK23], réalisé en collaboration avec Annika Betken et Rafal
Kulik. On se donne une collection de variables aléatoires X, ..., X, telles que P (X; > x) =
x~*L (x), ot L est a variations lentes en l'infini, c’est-a-dire que L est a valeurs strictement
positives et pour tout A > 0, lim,_, o, L (Az) /L (z) = 1. Nous cherchons a tester ’hypothése

H: ao=--=qa,
contre l'alternative
A: dlexiste ke {l,...,n—1} telque a1 = -+ = # a1 =+ = Q.

Afin de tester cette hypotheése, nous utilisons deux estimateurs de I'indice de queue, qui se basent

sur 'observation suivante

i 2 o (3) > o] = g EEL ]2y

Q

En remplacant les espérances par des moyennes empiriques, nous obtenons I’estimateur

7= > 1{1X>u”}210g< )l{X > Uy}, (1.2.1)

ot (), est une suite telle que u,, — +00 et nP (X; > u,) — oo.
Il est également possible de considérer 'estimateur de Hill, introduit dans [85] et défini par

/7\Hill = Zlog ( e lH) )

nnk

10



ott X = X1 > - = Xy, sont les statistiques d’ordre de I'échantillon X, ..., X, et (kn),-,
est une suite d’entiers telle que k, — +oo et k,/n — 0. Cela revient a remplacer les niveaux
déterministes u,, dans (1.2.1) par X,.,_x,-

Nous considérons dans un premier temps le probléme suivant. Etant donné k € {1,...,n — 1},

nous effectuons le test de I’hypothése H contre 'alternative A, donnée par

Ap: o= =Qp # Qe = = Q.

Nous comparons un estimateur 7 de I'indice de queue basé sur les observations Xi,..., X; avec
un estimateur 7,, de 'indice de queue basé sur I’échantillon entier X7, ..., X,,. Nous posons alors
k|
Fk,n =—|=-1 s
n | Yn
ol 4, est I'indice de queue basé sur ’échantillon X7, ..., X;. Revenons au probléme du test de

I’hypothése H contre A. Si nous supposons que ’emplacement du changement d’indice de queue
est inconnu, il est alors naturel de considérer la statistique I';,, pour toutes les valeurs possible
de k. Une décision de test en faveur de I'alternative A sera prise si le maximum des I'y,,, dépasse
un certain seuil. Le maximum pour des valeurs de k& proches de 1 peut poser probléme, ce qui
conduit a considérer la statistique de test

7 [ nt]
0l

I'y= sup ¢
te€(to,1]

-1,

ot tp €]0,1] et

[nt]
1 X;
Vint) = =T log ( ) 1{X; > u,

De la méme manieére, il est possible de considérer une version similaire basée sur ’estimateur de

Hill, avec
~ iy (t
I',:= sup ¢ ZHH() — 11,
tefto,] | i (1)
et

Lknt] X
Amin (1) k; 7] Z log <—W Lnt] JH)

X nt):|nt] = knt]

On considére 7|, et Fmn (t) comme des processus de variable ¢. Déterminer leur loi limite
permettra de déterminer celle de I',, et I',,. Pour cela, remarquons que

~ 1 /OO -1
Vint| = =——— s T, (s,t)ds,
] T, (1,t) J1 (5:1)

_ 1 [nt]

T, (s,t) = m21{X > upS}.

ou

11



Par conséquent, le comportement asymptotique de 7|, et Yuin (t) peut étre déduit d’un théoréme

limite central fonctionnel pour le processus empirique de queue

en (5,8) =T, (s,8) =T (s,t),s > 1,t € [0,1], (1.2.2)
ou T (s,t) = ts~“. Remarquons que 7 (s,t) n’est en général pas l'espérance de e, (s,t), mais
plutot lim,, o E [fn (s,t)|. Le processus empirique de queue & un paramétre, c’est-a-dire e, (s, 1),
s > 1, a été étudié par Mason dans [118], Einmahl dans [61, 62] dans le cas d’observations i.i.d.,
par Rootzén [152] dans le cas de suites S-mélangeantes et par Kulik et Soulier dans [100] pour
des processus & mémoire longue a volatilité stochastique, que nous allons définir & présent.

On dit que (X j)j oy €st une série temporelle & mémoire longue a volatilité stochastique si Xj;
s’exprime sous la forme
o0
X;=0 (Z cknj_k) £/, (1.2.3)
k=1
avec Y oo v =1, (g5, 1j) ez une suite de vecteurs i.i.d., n; suit une loi normale centrée réduite
et est indépendante de €, o: R — R est a valeurs positives et €; est centrée. Posons

Y= cknjo
h=1

L’énoncé des résultats concernant la convergence du processus empirique a deux parameétres
défini par (1.2.2) nécessite l'introduction des notions suivantes.
On dit qu’une suite stationnaire (Yj)j ¢z, est dépendante a longue distance de parametre D €

10, 1] 'l existe une fonction & variations lentes L. telle que
Yy (k) == Cov (Yy, Yz) ~ kP L., (k) lorsque k — oo.

Dans le modele de volatilité stochastique, la variable aléatoire Y - | ¢xn;_x & une loi normale
centrée réduite. Il s’avére que nous serons amenés a considérer des puissances de telles variables
aléatoires, que ’on peut exprimer comme une série de polynémes d’une variable aléatoire normale
centrée réduite Y. Soit ¢ la densité de YV et L? (R, ¢ (z)dx) 'espace des fonctions de carré
intégrable pour la mesure ¢ () dr muni du produit scalaire

<G1, G2>L2 =K [Gl (Y) G2 (Y)] , Gl, G2 € L2 (R, © (ZL’) da:) .

La suite (H, (Y)),,~;, ot H, est le polynéme d’Hermite d’ordre n défini par

H, (2) = (—1)" exp (5) K (—7) ,

est une base orthogonale de L* (R, ¢ (z) dz). Ainsi, en posant J, (G) = (G, Hy,) -, le développe-

ment d’Hermite suivant a lieu :

n

) =3 2 n, ),

12



ot la convergence de la série précédente a lieu dans L? (R, ¢ (z) dx). Le rang d’Hermite de G €
L? (R, (z)dz) joue un role crucial dans la caractérisation du processus limite, et est défini
comme étant le plus petit entier k tel que Ji (G) # 0 et sera par la suite noté par r et appelé
indice d’Hermite de G.
Nous ferons les hypothéses techniques suivantes afin de garantir la convergence du processus
empirique défini par (1.2.2).
(HT.1) La suite (X;),.,
a > 0 et une certaine fonction L & variations lentes.
(HT.2) La suite (Yj),., est telle que Cov (Yp,Ys) = k=PL. (k) o D €]0,1/r[, r étant l'indice
d’Hermite de la fonction y — o (y).

est définie par (1.2.3) et gy vérifie P (gg > ) = 2~*L (x) pour un certain

(HT.3) Nous supposons que L admet la représentation

L(z) = cexp ([x"i“)du,>

ol ¢ > 0, n est telle qu’il existe p > 0, une constante C' et une fonction a variations lentes

décroissante L, telle que pour tout u = 0,
[ (u)] < Cn" (u) = Cu™" Ly (u).

(HT.4) La suite (uy),, tend vers I'infini, vérifie nlP (Xo > u,) — +oo et

Ay 1
n (un) = —+ On,

ot la suite (4,),, tend vers 0 et

d,, . = Var (Z H, (Yj)) ~ c.pn® " (Ly (n))"
j=1

avec ¢, p ne dépendant que de r et de D.
(HT.5) Il existe p > a+ max {a, p} tel que E [0 (Y1)] < co. De plus, 1/0 (Y7) est intégrable.

L’hypothése (HT.3) se traduit par le fait que la queue de gy est a variations réguliéres du
second ordre, au sens ot la fonction 7 qui intervient dans la représentation de L (+) est elle-méme
bornée par une fonction a variation réguliére (voir [55]).

Il est possible de décomposer le processus empirique défini par (1.2.2) de la maniére suivante :
en (s, t) = M, (s,t) + L, (s,t),

ol
[nt]
= mZ(l{X] > uns} —E[l {Xj > uns} ’ -’T_-j—l]),

J=1
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Int)
1 ~
5.0 = 0, 5 S B > s} | Bl = ot

et
E:U(Ekank7kez7k<])

Le processus M, (s,t) est basé sur une suite AM alors que, par construction, le processus a longue

mémoire [, (s,¢) s’exprime comme une fonction de la suite (Yj),,.

Sous les hypothéses techniques mentionnées précédemment, il est possible de montrer que

nP (g0 > w,)M, (s,t) = /E[o® (Y1)]W (s7%, 1)

en loi dans D ([1, R] x [0, 1]), ou (W (u,v),u > 1,v € [0, 1]) désigne un drap brownien standard.
Pour la partie a longue mémoire, nous avons établi la convergence

Jy (o)

rl

LRH (s,t) — s
o
ol Z, p (t) est un processus d’Hermite-Rosenblatt d’ordre r d’indice d’auto-similarité H (voir
Beran et al. [13] pour une définition). Ainsi, suivant si \/nlP (g9 > u,)d,/n tend vers 0 ou U'infini,
I'un des deux termes est annihilé par la normalisation tandis que l'autre porte la convergence.
La convergence de e, (s,t) dans D ([1, R| x [0, 1]) combinée & un controle des intégrales sur

[R, 00| permet de déduire les convergences suivantes.
1. Sin/d,, =0 ( nlP (X, > un)>, alors pour tout ¢, €]0, 1],

n ~

q t (Y (t) =) =0

)

)

en loi dans D ([to, 1]).
2. Si /nP(Xo > u,) =o0(n/d,,), alors pour tout ¢, €]0, 1],

nlP (Xo > up)t (ﬂnﬂ — ’y) — / sTW (s_a’t) ds — éW (1,1),
1

\ k‘nt (:}/\Hﬂ] (t) - ’)/) / s*1W (Sia’t) ds — éW (1, t) s
1
en loi dans D ([to, 1]).

Il est alors possible de déduire la convergence des statistiques de test proposées. Si \/nP (Xo > u,) =
o(n/d,,), alors pour tout ¢, €]0, 1],

~

nlP (Xo > u,) sup t ’YLW - 1‘ — sup |B(t) —tB(1)]
to<t<l | Tn to<t<1
"
i sup | ) —1‘ ~ sup |B(t) —tB(1)]
to<t<1 ’YHﬂl(l) to<t<1

Passons a présent a la partie pratique.
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Calculer la statistique de test nécessite de faire un choix de k,, ce qui n’est pas aisé. En
effet, il a été démontré par Hall dans [81]| que le choix optimal de k,, dépend du comportement
de la queue des données. Pour éviter cette circularité, [57] propose de choisir k,, proportionnel
a la taille de I’échantillon. Comme cela fut remarqué dans [143], un tel choix de k, a fait ses
preuves dans les simulations et est utilisé par les praticiens. Par conséquent, nous choisirons k,
comme étant p pourcent de la taille d’échantillon n, ou p = 10% ou p = 20%. 1l s’agit d’un choix
standard dans 'estimation de quantiles.

La puissance de la procédure de test est analysée en considérant différents choix pour la
hauteur du changement d’indice, noté h, et I'emplacement du changement d’indice de queue,
noté 7. Dans les tableaux, les colonnes ayant h = 0 sur la premiére ligne correspondent a la
fréquence d’erreur de la premiére espéce, c’est-a-dire les taux de rejet sous I’hypothése.

Au vu des simulations, il semble que le paramétre de Hurst ainsi que 'indice de queue aient
un effet significatif sur les taux de rejet des tests de détection de changement. Plus la dépendance
est grande, c’est-a-dire plus le paramétre de Hurst H est important, et plus le taux de rejet sera
important.

Plus « est proche de 0, meilleure est la performance de test. En effet, plus a est proche de 0,
plus nous disposons d’observations qui donnent une information sur la queue et par conséquent,
un changement de queue est plus facile & détecter. De plus, le test a tendance a mieux détecter
les changements avec hauteur négative.

En considérant de petites valeurs pour H = 1 — (rD) /2 et «, c’est-a-dire pour des séries
temporelles & queue lourde avec une dépendance & longue mémoire peu incisive, les résultats
sont en accord avec le comportement attendu concernant les tests de détection de rupture.

Lorsque la taille de I’échantillon augmente, les tailles empiriques approchent le niveau de
significativité et la puissance empirique augmente. De plus, la puissance de test empirique aug-
mente lorsque la hauteur du changement d’indice décroit. La puissance de test empirique est plus
¢élevée lorsque le point de changement se situe au milieu de I’échantillon par rapport au cas ou le
changement est a des endroits plus excentrés.

Une comparaison des taux de rejet des Tables 1.1 et 1.3 montre que des changements tardifs
(quand 7 = 0.75) sont mieux détectés que des changements qui ont lieu tot (quand 7 = 0.25).
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D n h=-1 h = —-0.5 h=0 h =0.5 h=1 h=-1 h = —-0.5 h=0 h =0.5 h=1 h=-1 h = —-0.5 h=0 h =0.5 h=1
0.1 300 10.1 9.4 9.2 8.9 8.8 11.8 9.2 9.1 9.0 8.8 14.5 10.5 9.7 9.9 9.2
© 500 8.8 7.5 7.6 7.0 7.1 9.9 8.3 8.1 7.3 6.9 20.3 10.5 7.8 7.2 7.5
© 1000 6.8 6.6 6.2 5.6 5.3 9.4 6.7 5.7 6.1 5.2 37.3 10.6 6.2 6.1 7.5
! 0.2 300 7.0 6.5 6.7 6.1 7.1 7.5 7.6 7.3 6.4 6.9 15.6 8.9 7.2 7.4 7.3
500 6.9 5.9 5.5 5.8 5.7 7.4 6.0 5.5 5.8 5.8 26.2 8.4 6.0 6.2 7.0
1000 4.8 4.7 4.8 4.6 4.9 7.7 5.1 4.2 4.6 4.6 52.1 9.6 4.7 5.5 7.2
0.1 300 11.4 11.3 10.5 10.2 11.3 12.2 12.1 10.6 9.8 10.5 16.8 12.5 11.4 10.2 10.4
N 500 10.4 9.7 9.7 9.2 9.2 12.5 10.3 9.3 8.8 9.1 20.6 11.0 9.6 9.6 9.1
© 1000 9.5 7.9 7.8 7.4 7.6 11.6 8.2 8.1 6.8 7.7 39.3 11.6 7.7 7.6 9.1
g 0.2 300 9.1 9.2 9.1 8.9 8.4 10.0 8.9 8.2 8.3 8.6 18.5 10.0 8.0 8.5 9.7
500 8.1 7.7 8.1 7.4 7.5 8.8 9.0 7.7 7.6 7.8 28.5 10.4 7.3 7.7 8.2
1000 7.3 7.1 6.8 6.4 6.7 10.3 7.1 6.8 6.6 6.5 57.1 11.4 6.8 6.6 8.8
0.1 300 15.0 14.6 14.7 14.6 14.2 15.8 14.1 14.3 14.1 12.5 18.6 13.4 13.0 14.1 12.6
® 500 14.3 14.6 13.6 13.3 13.9 15.4 13.2 13.2 11.4 12.7 21.6 13.5 10.8 12.3 13.7
© 1000 13.6 13.3 13.0 12.6 12.9 16.4 13.5 12.9 11.7 11.5 43.4 14.5 10.7 10.8 12.8
! 0.2 300 13.9 13.9 13.7 13.2 13.3 13.4 12.5 12.6 12.7 13.0 20.3 12.5 10.7 11.9 10.9
500 13.8 13.3 12.4 12.3 13.0 14.1 12.6 12.7 12.6 13.7 32.6 13.5 10.1 11.1 12.1
1000 14.2 12.9 12.9 13.1 13.6 16.9 13.3 12.9 11.4 12.1 62.5 15.7 10.0 11.1 12.9
0.1 300 19.9 19.3 19.0 19.6 19.3 18.8 17.6 18.9 18.9 18.9 19.2 16.8 16.6 16.5 17.7
o 500 20.6 20.7 20.9 20.6 21.1 19.0 19.1 18.4 18.3 18.6 25.2 16.0 15.2 16.4 17.5
© 1000 23.1 22.1 22.7 22.2 23.4 24.4 20.2 19.5 19.9 19.2 50.9 20.2 15.6 17.0 20.0
g 0.2 300 21.0 21.7 20.8 20.0 20.7 19.5 17.7 18.7 18.7 19.3 26.1 16.3 14.0 15.5 17.9
500 22.7 23.7 22.9 22.8 22.7 22.1 19.6 20.1 19.2 20.2 41.4 18.2 15.3 16.4 19.7
1000 26.7 26.3 26.2 25.8 27.4 28.7 23.2 22.7 23.7 23.9 75.5 24.3 17.5 20.0 22.2

TABLE 1.1 — Taux de rejet en % du test de détection de changement basé sur la statistique fn, kn, = |np], pour un modele de volatilité
stochastique (loi de Pareto ¢;, j > 1) de longueur n avec parameétre de Hurst H, indice de queue «, un changement de hauteur h aprés |nr |
avec 7 = 0.25. Les calculs sont basés sur 5 000 simulations.



D n h=-1 h = —-0.5 h=0 h =0.5 h=1 h=-1 h = —-0.5 h=0 h =0.5 h=1 h=-1 h = —-0.5 h=0 h =0.5 h=1
0.1 300 10.5 9.9 10.1 9.3 9.3 13.8 10.3 8.7 8.7 8.5 41.8 14.5 9.7 8.6 8.6
© 500 9.5 8.4 7.5 7.6 7.7 13.5 8.9 7.5 6.7 6.7 60.2 14.8 7.8 8.3 6.9
CH; 1000 8.2 6.4 5.8 5.9 4.9 15.8 8.6 6.6 5.0 5.5 85.3 19.5 6.2 7.2 7.3
= 0.2 300 8.3 7.4 6.3 7.1 6.4 10.1 8.0 6.7 7.2 6.2 48.5 11.2 7.2 7.3 7.1
500 6.8 5.7 6.4 5.4 5.1 10.8 6.6 5.7 5.8 5.5 68.7 12.3 6.0 6.1 7.1
1000 6.6 4.7 4.6 4.4 4.2 14.3 5.8 4.4 4.6 4.8 91.1 18.5 4.7 5.3 7.5
0.1 300 12.5 11.4 10.9 10.8 10.1 15.3 12.0 10.6 10.0 10.3 44.3 15.9 11.4 10.0 10.2
N 500 11.9 10.5 9.2 9.2 8.5 16.1 11.2 9.4 8.9 8.0 62.6 16.6 9.6 8.2 9.1
o 1000 10.5 8.8 7.4 7.7 7.0 19.1 10.1 7.4 7.3 7.0 86.6 21.3 7.7 7.7 8.6
Il
e 0.2 300 10.2 9.2 8.6 8.2 8.7 13.1 10.0 8.5 8.8 8.3 50.2 13.1 8.0 8.5 9.0
500 10.0 8.6 7.1 8.6 7.6 13.7 7.9 7.4 6.8 7.3 70.2 14.7 7.3 7.3 8.1
1000 9.2 6.7 7.1 7.2 7.1 17.2 7.4 6.2 6.4 6.4 91.9 21.1 6.8 7.7 9.0
0.1 300 15.8 15.2 14.6 12.9 13.0 17.8 14.7 13.2 13.7 13.1 47.7 18.6 13.0 13.5 12.4
® 500 16.3 13.7 13.6 13.4 12.6 20.7 15.0 13.0 12.2 11.0 66.2 19.7 10.8 11.9 11.2
CH; 1000 16.5 14.6 13.2 12.1 11.4 25.2 14.5 13.3 11.1 10.9 88.1 25.4 10.7 11.3 11.5
= 0.2 300 15.0 12.9 12.7 13.5 13.2 17.3 14.3 12.0 12.0 11.0 56.0 17.4 10.7 11.2 11.8
500 15.1 13.6 12.5 12.7 12.0 19.7 14.4 12.4 10.5 12.3 74.3 19.2 10.1 10.9 11.8
1000 16.8 14.0 13.5 12.7 12.0 25.4 15.2 11.9 11.2 11.5 93.5 26.9 10.0 11.7 14.2
0.1 300 22.2 19.6 19.6 20.6 18.3 23.5 19.1 17.7 17.5 17.2 53.0 21.5 16.6 15.1 16.2
o 500 22.4 21.0 20.1 20.3 18.2 26.4 20.3 17.7 17.3 16.7 71.5 24.4 15.2 15.1 15.9
‘d 1000 26.3 22.9 22.8 21.1 21.3 36.0 23.5 19.8 18.4 18.5 92.4 32.2 15.6 16.6 18.5
|
e 0.2 300 22.4 22.3 20.0 19.9 19.9 25.9 19.5 18.3 17.5 18.2 64.6 21.5 14.0 16.2 16.1
500 24.3 23.4 21.9 22.0 21.6 29.7 23.0 20.4 20.2 19.8 82.1 27.5 15.3 15.8 18.0
1000 30.8 28.0 27.1 25.5 26.5 39.7 27.1 22.7 23.2 22.7 96.6 37.2 17.5 19.2 23.0

TABLE 1.2 — Taux de rejet en % du test de détection de changement basé sur la statistique fn, kn, = |np], pour un modele de volatilité
stochastique (loi de Pareto ¢;, j > 1) de longueur n avec parameétre de Hurst H, indice de queue «, un changement de hauteur h aprés |nr |
avec 7 = 0.5. Les calculs sont basés sur 5 000 simulations.
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D n h=-1 h = —-0.5 h=0 h =0.5 h=1 h=-1 h = —-0.5 h=0 h =0.5 h=1 h=-1 h = —-0.5 h=0 h =0.5 h=1
0.1 300 10.7 9.4 9.1 9.0 8.8 13.5 9.8 8.4 8.6 8.3 45.8 13.4 9.4 7.7 8.0
© 500 8.5 7.7 6.7 7.2 6.3 12.5 8.7 7.3 7.4 7.1 61.3 14.0 7.6 7.4 7.2
© 1000 6.6 6.2 5.6 5.2 5.6 14.6 7.4 6.3 5.4 4.8 83.5 16.5 6.6 5.9 5.8
! 0.2 300 7.3 7.3 6.2 7.3 6.2 9.6 7.1 6.1 6.0 6.3 45.2 10.6 6.5 6.2 5.9
500 6.8 5.8 5.5 5.6 5.2 9.6 6.7 5.8 5.0 5.2 63.3 11.5 6.4 5.1 5.6
1000 5.8 5.3 4.6 4.5 3.4 11.3 5.6 4.4 4.7 4.9 87.3 15.0 5.1 5.0 5.8
0.1 300 12.7 11.0 12.2 11.4 10.6 15.7 11.5 10.2 10.3 9.9 47.2 15.5 10.0 9.8 9.8
N 500 11.3 9.9 9.3 9.2 9.5 14.8 9.6 10.3 9.6 8.6 60.9 14.7 9.0 8.1 8.7
© 1000 9.7 8.9 8.0 7.6 7.2 16.5 9.8 8.1 6.8 6.9 83.6 18.6 7.6 7.7 7.1
g 0.2 300 10.1 10.5 8.3 8.3 8.4 12.0 9.9 9.1 8.6 8.6 47.2 11.9 8.1 7.9 7.6
500 9.5 8.4 7.5 7.8 7.3 12.6 8.1 7.1 7.1 8.1 64.4 14.1 7.8 7.4 6.8
1000 8.8 7.0 7.1 6.3 6.2 15.0 8.4 6.3 6.3 6.7 87.4 16.4 6.2 6.2 6.7
0.1 300 16.1 14.5 14.9 12.9 14.9 17.9 15.4 13.5 14.0 13.4 49.7 17.4 13.5 12.1 11.7
® 500 16.1 14.5 14.1 13.7 12.2 19.6 14.7 13.5 11.9 11.5 64.8 18.9 12.3 10.7 11.0
© 1000 15.5 14.3 13.3 12.9 12.1 21.8 15.0 11.8 11.4 10.4 84.2 22.3 11.0 10.3 10.6
! 0.2 300 15.9 12.8 13.6 13.3 12.9 16.0 13.0 13.0 12.8 11.3 50.3 16.0 10.8 9.9 10.0
500 14.7 13.4 12.9 12.3 12.4 19.3 13.6 11.9 11.8 11.7 67.5 17.5 10.1 10.0 9.7
1000 15.7 14.1 12.9 12.6 12.1 22.2 13.9 12.4 11.6 11.5 88.2 21.8 9.9 10.0 10.8
0.1 300 21.6 20.4 18.6 19.3 19.1 24.4 20.1 17.4 17.4 17.8 55.8 21.5 15.7 14.9 14.5
o 500 22.4 21.4 20.9 20.0 18.8 25.9 19.5 18.8 17.5 16.7 70.4 23.4 15.3 14.8 14.7
© 1000 25.5 22.7 21.7 22.1 21.6 31.8 22.0 19.2 18.2 18.7 88.2 29.1 14.5 15.3 15.0
g 0.2 300 22.6 21.0 19.1 19.8 20.6 24.0 19.5 18.2 17.8 17.7 61.2 21.7 14.6 13.5 14.2
500 24.0 23.1 23.4 22.1 21.2 28.0 21.3 20.2 19.1 18.7 74.7 25.0 15.2 15.4 15.7
1000 29.7 26.3 26.9 25.9 27.2 34.9 25.1 22.7 22.7 23.6 91.5 33.5 17.6 16.9 18.9

TABLE 1.3 — Taux de rejet en % du test de détection de changement basé sur la statistique fn, kn, = |np], pour un modele de volatilité
stochastique (loi de Pareto ¢;, j > 1) de longueur n avec parameétre de Hurst H, indice de queue «, un changement de hauteur h aprés |nr |
avec 7 = 0.75. Les calculs sont basés sur 5 000 simulations.



Chapitre 2

Théorémes limites pour des champs
aléatoires

On entend par champ aléatoire une collection de variables aléatoires indexée par Z¢, ot d est
un entier supérieur a 1. Les indices de sommation sont notés par 2 = (ig)zl:l.

Une thématique importante est I’étude du comportement asymptotique de sommes partielles
de champs aléatoires strictement stationnaires, qui admettent la forme générale

Z Cn,iXis (2.0.1)

icZd

ol <C”vi)neNd,ieZd est une collection de nombres réels. Ceci regroupe différents cas de figure inter-
venant en probabilités et statistiques, notamment dans le traitement de données spatiales.

Pour traiter la convergence de telles sommes partielles, il existe essentiellement deux ap-
proches. La premiére consiste & approximer les sommes partielles définies par (2.0.1) par celles
associées & un champ s’exprimant comme une fonction de m variables aléatoires dépendantes. La
seconde approche est 'approximation des sommes partielles par celles associée a une martingale
multi-dimensionnelle.

Au premier abord, nous pourrions avoir 'impression que la seule difficulté dans ’étude des
champs aléatoires réside dans la technicité et 'écriture des termes impliqués (multiples diffé-
rences par exemple). Il s’avére que ce n’est pas le cas et de nombreuses difficultés fondamentales
apparaissent. Tout d’abord, concernant les martingales, il existe plusieurs possibilités de défi-
nition. Lorsque I'on somme sur les rectangles, nous aimerions pouvoir utiliser une propriété de
martingale quels que soient les indices que 1'on considére. Cela induit, comme nous le verrons,
des restrictions sur la filtration. De plus, 1'utilisation de sur-martingale exponentielle ne semble
pas se généraliser a des multi-indices, de méme que le concept de temps d’arrét et celui de
transformée de martingales. Un autre probléme qui apparait en dimension supérieure est que
les décompositions de type martingale-cobord contiennent des termes hybrides (martingale dans
certaines coordonnées, cobords dans les autres), ce qui fait qu'une telle décomposition avec I’ac-
croissement de martingale dans L2 ne garantit pas nécessairement le théoréme limite central (voir

[109]). Des complications apparaissent également dans le cadre du théoréme limite central pour
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des martingales a indices multiples. Si 'une des transformations est ergodique, alors I'utilisation
du théoréme limite central pour des tableaux de martingales fonctionne car la somme des car-
rés des accroissements converge en probabilité (voir [167, 108]). En revanche, lorsqu’aucune des
transformations n’est ergodique, la somme des carrés des accroissements converge seulement en

loi ce qui nécessite une autre version du théoréme limite central, voir [169].

2.1 Vitesse de convergence dans le théoréme limite central

Considérons un champ aléatoire de la forme

Xi = f ((ei-n)reza) (2.1.1)

oll (€k)geza €St un champ i.i.d. & valeurs réelles et f: RZ" — R est une fonction mesurable, avec
R muni de la tribu borélienne et R% du produit de la tribu borélienne. La représentation (2.1.1)

couvre un certain nombre de champs aléatoires strictement stationnaires.

Ezxemple 2.1.1 (Fonction holdérienne d’un champ linéaire). On considére des champs aléatoires

keczd

de la forme

oll (ak)peze est une famille de réels de carré sommable, (er)gezq €st un champ aléatoire i.i.d.
ayant un moment fini d’ordre deux et g: R — R une fonction lipschitzienne.
Ezemple 2.1.2 (Champ de Volterra). Soit (¢5);.5¢ un champ aléatoire centré ayant un moment
fini d’ordre 2 et soit (a;x); yeze une collection de réels telle que >~ 4 7 a3, < 0o et pour tout
Jj € Z% aj; = 0. Nous posons alors

XZ' = Z Q5 k€i—j€i—k- (2.1.3)

J,kezd

Ezemple 2.1.3 (Fonction d’un champ aléatoire gaussien). Soit (g;);.5« un champ aléatoire i.i.d.,

ol €p a une loi normale centrée réduite. Soit

Y= E Ai€5—i,

1€Z4
ol a;, 4 € Z% sont des nombres réels tels que Y, saaf = 1. Alors Y; = f ((gj-4);004) OU
f ((xu)uezd) = wezd Quloy S1 Yy e AuTy converge (au sens ot iy, 1o D yezd  GuTy eXiste)

l[w]l oo <m
et 0 sinon. Soient ef une variable aléatoire ayant la méme loi que €¢ et indépendante du champ

aléatoire (&;);czq, €t Yj' = f (<€;—i)iezd>’ ou el =g, siu#0et el = ep.

Soit Hp = R et soit H; le premier chaos de Wiener défini comme étant le sous espace vectoriel
fermé de L? engendré par les variables aléatoires Y; et Y/, g€ Z%. Pour q > 2, soit H, le sous-
espace fermé de L? engendré par les variables aléatoires H, (Y;) et H, (YJ*), Jj € Z% ou H, est le
g éme polyndéme d’Hermite défini par

o) = (1o (2) 2 s (-2).
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Etant donnée une fonction f: R — R telle que f(Yp) € L2 et E[f (Yo)] = 0, le développement

d’Hermite suivant a lieu : .
FOG) =Y cq(f) Hy (Yy),
q=1

¢ () = %E [F (Yo) Hy (Yo)], (2.1.4)

) - 2
sous réserve que la série Z;Oi qlcq (f)” converge.

Sous certaines conditions sur la famille de poids (¢, ;);.zq et la dépendance du champ (X;); 4,
la convergence de
Z Cn,iXi (2.1.5)
1€Z4
vers une loi normale centrée réduite a lieu.
La dépendance d'un champ de la forme (2.1.1) est mesurée par les coeflicients d;, introduits
dans [68], o
Oip = [ X = Xi1l,,,

oun X; = f ((5:—k)kezd>’ avec €5 = €5 si J # 0 et g = £, olt €5 a la méme loi que gq et est
indépendante du champ (ex),czq. Pour des bornes de ces coeflicients de dépendance dans les
exemples précédents, nous renvoyons a larticle [19].

Dans Darticle |Girl9a], nous donnons des conditions suffisantes sur la dépendance et les mo-
ments d'un champ aléatoire de la forme (2.1.1) afin de controler uniformément la différence entre
la fonction de répartition des sommes pondérées (2.1.5) et celle d’une loi normale ayant une
variance appropriée.

Dans toute cette section, (bn,i);c;q est une collection de réels telle que [|by |2 := /> ;ez4 02 ; >

0 pour tout n et lim,_, ||by||,2 = co. Posons
Sn = Z bn,'LXz
i€Z4

On s’intéresse a la vitesse de convergence dans le théoréme limite central, qui est quantifiée par

A, = sup
teR

IP< S <t)—}P’(c7./\/'<t)‘,

[nll2

ou N est de loi normale centrée réduite et

o’ = Z Cov (Xo, Xk) (2.1.6)
i€Zd
(des conditions sur la dépendance de (Xj;), ;s sur lesquelles nous reviendrons garantissent la
convergence absolue dans la série du membre de droite de (2.1.6)).
Le point de départ de notre approche consiste a approximer (X;), ;. par un champ m-

dépendant. En notant
AY)=sup|P(Y <t)—P(cN < t)],

teR
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le Lemme 1 dans [66] donne que pour toutes variables aléatoires Y et Y’ et tout p > 1,
AY +Y') <2A(Y) + |Y'[|75 .
En définissant

S =3 b X, XM =KX | o (ki — kL, < m)]

icZd

et en supposant que o défini par (2.1.6) est strictement positif, nous obtenons

(m)
A, <2A Sn ™
IBalle || 557
B |5 = stm|
+sup |P | +—2N <t | =P (oN <) + - —. (2.1.7)
o]\ Mol b 12"

On controle le premier terme du membre de droite de (2.1.7) par le Théoréme 2.6 dans [28],
donnant une borne de Berry-Esseen pour des champs aléatoires m-dépendants. Pour le second,
il s’agit de fournir une borne d’une quantité de la forme sup,cg |P (aN < t) — P (N < t)] a laide
de |a — 1|, ce qui est fait page 456 de [183] et page 272 de [64]. Enfin, le troisiéme terme est
majoré par l'inégalité de moments suivante, valide pour p > 2 :

1/2

Z CL,‘X,'

icZd

14.5p 9 Y fos . d/2 2
<V2 Z a; Z (47 +4) Z 032

lo
&P \icz =0 lill =3

p
1/2

1/p +o0
14.5p P ) d(1-1/p) 2
+\/§@\/p—l (Z w) > (4j+4) > 5,

iezd j=0 ll2ll =7

(voir Corollaire 1 dans [Girl9a]). Notons qu’il aurait également été possible d’utiliser I'inégalité

de moments obtenue dans [96], Lemme 2.2, qui dit que pour p > 2,

1/2
Z aXi| <(@p-1" (Z a%) Z 1 Po (Xi)ll, »

€74 i€Z4 kczd

p
ou
P(Y)= Y (-)™DEY | Fiy,], (2.1.8)
IC[1,d]
et 11 est I'élément de Z¢ dont les coordonnées d’indice appartenant a I sont 1 et les autres 0.
Pour ¢ € [1,d], nous noterons par e, I’élément de Z? dont la ¢-iéme coordonnée est 1 et toutes
les autres sont zéro.
Le résultat général obtenu pour des sommes pondérées générales s’énonce de la maniére

sulvante.
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Theoréme 2.1.4. Soit p > 2, p' = min {p, 3}. Soit (X;);cz4 un champ aléatoire centré admettant
la représentation (2.1.1) et un moment fini d’ordre p. Pourn > 1, soit b, = (bns);cza une famille
d’éléments de (? telle que {z € Z% b, # 0} est fini et non vide, telle que ||b,||,» — oo et pour
chaque q € [1,d], ,

EieZd (bn,z - bn,ifeq)

lim = 0.
n—oo Ziezd b?@,i
Soient .
. p=ly g,
Cpla):=> (j+1)"7 7" > a2,
j=0 itlill o=

Supposons que pour certains a, 3 > 0, Cy (a) et C, (B) sont finies et que o2, défini par (2.1.6),

est non nul. Pour tout v > 0, il existe une constante k et ng > 1 tels que pour tout n > ny,
B (v8+1)
An g K (an”ZQ(p 1)d—p anH —+ ’871’ + Hb HZQ P+1 + Hb Hp.t,.l Hb ‘|£2p+1 ) ,

ol

= [E[XoXj]| )

jeza ieZ4

bnlbnl
balle

Notons que la constante x ainsi que l'entier ny peuvent étre rendus explicites en termes de
€n, 77 €t [|by]|,2. La constante x ne dépend que de C (a), C,, (5B), v et d.

Donnons a présent quelques applications. Il est possible de fournir une vitesse de convergence
pour les sommes partielles sur des sous-ensembles de Z¢ de champs aléatoires de la forme (2.1.1).

Nous avons obtenu la vitesse suivante :

, X;
Card (A,) /

< (A7 + ) B [XoX;]|

jezd

teR

)

g

on A, —j={i—j,i€\,} et

'~ 1)d—p 2—p—
q::max{v(p K PO Nl mﬁ}'
2 2(p+1)" 2(p+1)

Nous avons également comparé notre résultat dans le cas de sommes sur des carrés avec ceux de
Mielkaitis et Paulauskas [124], valides pour des processus linéaires en dimension 2. Nous avons
donné des exemples de familles de coefficients pour lesquels nos résultats sont meilleurs que ceux
de Mielkaitis et Paulauskas et vice versa.

Il est également possible de fournir une vitesse de convergence pour la normalité asymptotique

de l'estimateur d’une fonction inconnue dans le modéle de régression

Y—g( )+XZ, ie A, ={1,...,n}", (2.1.9)
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ot g: [0,1] — R est une fonction inconnue de classe C*, et (X;); 7. est un champ aléatoire
centré de la forme (2.1.1). Afin d’estimer g, nous considérons un noyau de probabilité K défini
sur R? et une suite (hy,),,, de réels strictement positifs qui tend vers 0 et vérifie

lim nh, = +oc et lim nhl™ =0. (2.1.10)

n——+oo n——+oo

La fonction g est estimée g, par

gn (x) = ZieAnK<mEZ/") . xel01]% (2.1.11)

On fera les hypotheses suivantes sur g et K :

(A1) Le noyau K vérifie [p, K (u)du = 1, est symétrique, positif, et a pour support [—1,1]%.

(A2) 1l existe des constantes positives ¢ et C telles que pour tous = € [-1,1]¢, ¢ < K (z) < C
et [K (z) — K (y)| < Cllz -yl
(A3) Il existe une constante C' telle que la valeur absolue de toutes les dérivées du premier ordre

de g sont bornées par C sur [0, 1]%.

On mesure la vitesse de convergence de <(nhn)d/ ? (gn(x) — E [gn (a:)])) vers une loi normale
n>1
via la quantité

K, :=sup [P ((nh,)"* (g.(@) — Elgn(@))) < t) =P (0 | K], N <8)|.

teR

Une borne sera exprimée en fonction des quantités suivantes :

A, = (nh,)*? (Z K2< z/n>>1/2 “KHL2(Rd (ZK (33 ;:/n)) 12 et

[ASH\NY LASHN

K (m;/n> K (w(;j)/n)
jezd iehan(An—d)  Diker, K <—hn )

La présence de la quantité A, est liée au fait que I'estimateur g, () n’est pas une somme pondérée
au sens de (2.1.5) car la normalisation est ||b,|,, au lieu de ||b,]| 2. Le rapport entre ces quantités
converge vers une constante. Remarquons que A, ne dépend que du noyau K. En revanche, ¢,
dépend a la fois du noyau K et des covariances entre Xo et X;. Nous avons obtenu la vitesse de
convergence suivante :

2d—p(yB+1)

_1)d_pr+2)+(nhn>—%mﬁ+(nhn) 2(p+1D)

4y
2

Ap < K|A, = 1|7 + |ea| + K (nhy) 20

Le Lemme 1 dans [67] montre que (2.1.10), implique que la suite (A,), ., converge vers 1. Puisque
K est lipschitzien, il est possible de montrer que la convergence de ), ;. |Cov (Xo, X;)| implique

que (&,),; converge vers 0.
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2.2 Inégalités de déviation pour des champs aléatoires de

type accroissement d’ortho-martingale

Controler la probabilité que la valeur absolue ou la norme d’un champ aléatoire centré dépasse
un certain x permet de récolter des informations sur la concentration autour de la moyenne. Cela
permet de fournir des vitesses de convergence pour la loi des grands nombres mais aussi, comme
nous le verrons, de vérifier certains critéres de tension d’un processus sommes partielles dans un
espace fonctionnel approprié.

Il convient tout d’abord de définir le type de champs aléatoire de type accroissements de
martingales que nous allons considérer. Puisque nous traiterons des sommes partielles champs
aléatoires sur des rectangles, il est convenable de pouvoir exploiter des propriétés de martingale
en considérant la sommation dans chacune des directions.

Nous considérerons 'ordre coordonnée par coordonnée, au sens ot
1<) WWe Hl,d]] = {1,,d},24 < 7.

Il s’avére que les filtrations considérées devront étre commutantes, au sens ou les projections

des éléments de la filtration commutent.

Définition 2.2.1. On dit qu’une collection de tribus (F;);c 0 est une filtration complétement
commutante si

1. pour tous i,j € Z? tels que © < 3, F; C F; et

2. pour tout Y € L' et tous i,5 € Z4,

ERY | F] | F] =E[Y | Fungig]

oumin {4, 5} est U’élément de Z¢ défini comme étant le minimum coordonnée par coordonnée

de i et j, c’est-a-dire min {4, j} = (min {ig,jg})?zl.

Notons qu’en dimension 1, toutes les filtrations sont complétement commutantes. Donnons

deux exemples de filtration complétement commutantes.

Proposition 2.2.2.
1. Soit (€u)yeza un champ i.i.d.. Posons F; = o (5u, u € Z%u < z) Alors la filtration (F;);cza
est complétement commutante.

2. Soient <—7'—i(é))> 1 < ¢ < L, des filtrations complétement commutantes sur (Q, F,P).

i0ezde’
Nous supposons que pour tous 1V € Zh .. (L) € 7% les tribus ]-"Z.(é)), 1<l <L, sont
indépendantes. Soit d = Zle dy et pour © = (i(@)L € 7% soit F; = \/f:1 FO Alors

=1 e
(Fi)iega est completement commutante.

Ces deux exemples furent introduits dans la Section 1 de |25, mais sans démonstration. La
validité du premier exemple est une conséquence directe de la Proposition 2 p. 1693 de [172].
Pour ¢ € [1,d], nous noterons par e, 1'élément de Z¢ dont la ¢-iéme coordonnée est 1 et toutes

les autres sont zéro.
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Définition 2.2.3. Le champ (D;);.4q est de type accroissement d’ortho-martingale par rapport
a une filtration commutante (F3);cpa st pour tout © € 74, D; est F;-mesurable, intégrable et pour

tout £ € ﬂl,d]], E [Dz | ‘7:7:_32] =0.

Dans tout le manuscrit, nous utiliserons ’abréviation AOM pour « accroissement d’ortho-
martingale ». En dimension 2, cela se traduit par le fait que pour tous i,j € Z, X, ; est F; ;-

mesurable et

E[Di;| Fic1] =E[D;; | Fij] =0.

Ainsi, pour chaque i fixé, la suite (Di,j)j ¢z €st une suite AM par rapport a la filtration (.7-"Z-J)jeZ
et pour chaque j fixé, la suite (D;;),., est une suite AM par rapport a la filtration (F; ),

Des inégalités de moments peuvent étre établies pour les ortho-martingales. En procédant
comme dans la démonstration du Lemme 2.2 dans [96], il est possible de montrer qu’en combinant

un argument de récurrence avec le Théoréme 2.1 dans [151], I'inégalité suivante a lieu

1/2
> D <<p—1>d/2<2 HDiHi) -

1<igN 1<igN

La somme des carrés des accroissements joue un role clé, car Fazekas a obtenu dans [72], pour

p = 1, 'inégalité

1/2
<

p/2

1/2
<02 <p7d> Z Df

1<i<N

1 (p7 d)

> o

1<igN

> n,

1<i<N

)

p/2

p

ou les constantes ¢; (p,d) et ¢y (p,d) ne dépendent que de p et d, ce qui généralise le résultat
obtenu en dimension 2 dans [123].

Il s’avére qu’il y a un lien établi par Weisz entre les ortho-martingales et les séries de Fourier
multi-dimensionnelle, voir [174, 173].

Dans les articles [99, 101], des inégalités de déviation sont établies et utilisées pour établir la
convergence compléte (qui implique la convergence presque siire) de sommes de champs de type
AOM. Si les arguments de récurrence sur la dimension fonctionnent bien pour les inégalités de

moments, ils sont plus difficiles & mettre en ccuvre pour des inégalités de déviation.

2.2.1 Cas de queues a décroissance polynomiale

Cette partie résume les articles [Gir19b, Gir24b], ot nous avons considéré la question suivante :
étant donné un champ aléatoire (D;); ;4 de type AOM et a valeurs dans un espace de Banach
(B, ||-||g), nous cherchons & contrdler la probabilité pour que la norme des maxima des sommes
partielles sur des rectangles dépasse un certain . Nous avons pour but d’obtenir une inégalité de

> »,

1<i<n

la forme

<
P (13’}333\, > t) <gn (1),
B
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ol gn: Ry — R, est une fonction décroissante qui sera rendue explicite par la suite et qui
s’exprime a l'aide de la queue de variables aléatoires en lien avec ||D;||z. En remplagant ¢ par
tbn, oul by est un réel qui ne dépend que de IV, il est ainsi possible d’établir la convergence de
séries de la forme ) e cNP (maxlsnﬁN ||Zl<i<n DiHB > bN> en imposant une condition sur
les queues des variables aléatoires || D;||g.

Dans le cas des variables aléatoires a valeurs réelles et d = 1, une premiére approche consiste
a utiliser 'inégalité de Doob et I'orthogonalité des accroissements pour déduire que

n 9 N
P(@Z}% ;Di >a:> é;;E[Dﬂ

Pour les suites AM, c’est-a-dire dans le cas d = 1, les inégalités de déviation pour les martingales

reposent sur des inégalités du type

P(X >pNY <N KCP(B-0—-1)"P(X >N, (2.2.1)

ol X = max
1<n<N

>

=1

1<iKN

N 1/p
et Y = max ¢ max |D;|, <Z]E [|D:[” | ]-"i_l]>
i=1

Ceci a permis de déduire des inégalités de moments dans [23, 95| dans le cas B = R et
[53], [Girl9b] dans le cas vectoriel. Pour obtenir une inégalité du type (2.2.1), une transformée
de martingale peut étre utilisée en posant E = 14,D;, o A; € F;_1 est un événement per-
mettant de controler les accroissements Dy, k& < ¢ — 1, la somme des moments conditionnels
S DkH doit se trouver dans |\, BA]. Il est également

i—1
2211[“3 [”DkHﬁ | Fr1] et maXjgjgi—1
possible d’exprimer cette nouvelle martingale a IT’aide de temps d’arrét. Il s’avere que tout ce

dont nous avons besoin pour démontrer (2.2.1) est une inégalité de la forme

N p

>

i=1

<G, Y E(ID[2]. (2:22)

i=1

E

B

ou C), est indépendante de N. Nous appliquons (2.2.2) a la transformée de martingale.
Notons que l'existence d’une constante C, pour laquelle (2.2.2) a lieu n’est pas garantie pour
tous les espaces de Banach séparables. Il faudra faire une hypothése sur le caracteére lisse de la

norme, introduit par Pisier (voir [139, 138]).

Définition 2.2.4 (Banach r-lisse). Un espace de Banach séparable (B, ||-||g) est r-lisse (avec
1l<r<2)si
t —t -2
sup sup lz +tylls + o —tylls —2 _

r
150 z,yeB ||z p=llyls=1. ¢

L’identité du parallélogramme montre qu'un espace de Hilbert séparable est 2-lisse. De plus,
i est une mesure o-finie sur la tribu borélienne de R, alors l'espace de Banach L? (R, u) est
min {p, 2}-lisse.
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Il a été démontré par Assouad dans [11] que (2.2.2) a lieu avec p = r pour tout espace
de Banach r-lisse. Par définition, un espace de Banach r-lisse est également p-lisse pour tout
1 < p < r. Ainsi, il est possible de définir

n P
Coo msup s ELIZE DI

: (2.2.3)
nzl (D)l €Ay, Zz 1EH|D ||p]

ol A, désigne la collection des suites AM (D;)!"_; telle que """, || D;||§ n’est pas identiquement
nulle.

En dimension 1, dans le cas de suites AM a valeurs réelles, Nagaev [127] a démontré que pour
tout ¢ > 0, il existe une constante C, telle que si (D;),., est une suite AM par rapport a la
filtration (F;);5, et t > 0, alors

1
( max > t) / u? P (max |Di| > tu) du
1<n<N 1<i<N

1/2
+Cq/ ul P (ZE D2|]:zl> > tu | du.

ZD

Nous avons obtenu dans |Girl9b] une version pour les variables aléatoires a valeurs dans un
espace de Banach p-lisse, qui se présente de la maniére suivante :

24 !
P ( max ||yl > ) < q2_p/ P (max | Dy]|g > 271" YPC pru) u?'du
0

1<nEN 29 — 1 1<i<

q

n 1/p
2 1
T / P (ZE[HDZ»Hﬁ | ;5-_1]> > 2719 Py | wt ™ du, (2.2.4)
o 0 i=1

+

ot Cp,p est donnée par (2.2.3). Nous avons obtenu l'inégalité suivante pour des champs de type
AOM, qui, contrairement au résultat de Uarticle [Gir19b], ne fait pas d’hypothése sur la loi des
sommes partielles.

Theoréme 2.2.5. Soit 1 <r <2 et (B, ||||z) un espace de Banach séparable r-lisse. Pour tous
p €)l,r], ¢ > p et d > 1, il existe une fonction f,qqa: Ry — Ry telle que si (D;); 50 est un
champ aléatoire de type AOM par rapport a une filtration compléetement commutante (F;);cza4, €t

prenant ces valeurs dans B, alors pour tous 1 < p < r, ¢ > p ett > 0, l'inégalité suivante a lieu :

! v
>t> < frad (Cop) / WP (Z ||Di||g> > tu | du
0

1ixN

> D

1xign

max
1<nN

1
+ foqd ( pB)/ W’ (1 +logu) P (Z HDJ]%) >tu | du. (2.2.5)
1

1<igN
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3=

, le membre de droite de (2.2.5) peut étre majoré par

(%) (1 T log (%)) 1{V, > x}] ,

oll agp, ne dépend que de d,p et g. Par conséquent, 'inégalité (2.2.5) n’a d’intérét que si
E [HD,-Hg (1+1log (1 + ”Diuﬁ))d*] est finie.

En se basant sur des arguments d’ordre convexe, il est possible de déduire de 'inégalité (2.2.5)

En posant V), := (ZHHN ”Dz“ﬁ)

V q
Adp.qfpad (Cp,B) E {(f) ] + Adpqfpad (Cp,B) E

que si les accroissements ont la méme loi, alors

1 1/p
> X >t) < frad (Cop) / uw~'P ( > |c,.|p> | Dollg > tu | du
0

P| max
1<nxN

1i<n B 1<igN
00 1/19
+fp,q,d(0p,3)/ w?~' (1 +logu)' P (Z |c,-|P) | Dollg > tu | du.
1 1ixN

Une approche basée sur un équivalent de (2.2.1) ne semble pas s’étendre aux champs aléatoires,
car il ne semble pas y avoir d’analogue aux transformées de martingales ni aux temps d’arrét en
dimension 2 ou supérieure. En revanche, il est possible de procéder par récurrence sur la dimen-
sion. On cherche a borner la queue du maximum des sommes partielles d’une suite AM & 'aide

d’une quantité mettant en jeu la somme des puissances p-iémes des normes des accroissements :
n
=1 B

00 N 1/p
< fog (CPB)/ min {u?"!, w1} P <ZE [|D: |5 | E_1]> > au | du. (2.2.6)
0 i=1

P max
1<n<N

Cela permet de traiter la dimension 1 et est le point de départ pour passer de la dimension d a la
dimension d + 1. Il est possible de déduire (2.2.6) de (2.2.4) grace a un controle de la queue de la
somme des moments conditionnels d’ordre p en fonction de celle de la somme de la puissance p
des normes (voir [129], page 175). Un ingrédient clé pour passer de la dimension d a la dimension
d+1 est d’utiliser (2.2.6) combiné au fait de voir la somme des puissances p des normes des AOM
en dimension d comme la norme dans un nouvel espace de Banach B = BY avec N = N1 muni

Ngi1

1/p
de la norme H(:pl)lzl - = (vazdf ! ||xl||%> . Le point crucial est que la constante C, 5 définie

comme dans (2.2.3), pourrait a priori dépendre de Ny4; mais est en réalité la méme que C, .
Mentionnons a présent quelques applications du Théoréme 2.2.5. La premiére concerne le
modeéle de régression (2.1.9) et l'estimateur de la fonction inconnue donné par (2.1.11), sous les
mémes hypothéses portant sur g et K que dans la section 2.1. Nous supposons ici que les erreurs
(Xi);ega forment un champ AM et nous controlons la norme LP de l'erreur entre g, () et son

espérance. Nous avons obtenu les résultats suivants :
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— pour 1 < p < 2,

P (192 () = Blga Ol o) > 1) < i | P (1] > ) 0 d

+ Fpgd / up—1(1+1ogu)dp(|xl|>t(nhn>d(“1/p>u) du; (2.2.7)
1

— pour p > 2,

P (llgn () = Elgn (Moo > £) < / TP (1Xa] > ¢ ()" 05 ) du

+f€p,q,d/ u(1+logu)'P (IXl\ > t (nhy,) P72 pd u) du. (2.2.8)
1

Remarquons que dans le cas 1 < p < 2, les hypothéses nh,, — oo et la finitude de
E[1X[" (1 +log (1X1]) 1 {]x] > 1)

garantissent la convergence vers 0 du membre de droite de (2.2.7). Cependant, dans le cas p > 2,
d2=pr
la présence du terme n” 2 impose une restriction sur le choix de la fenétre. Par exemple, si
h, = n~7, alors y doit vérifier 1/(d+1) <y<1—(p—2)/(p(p—1)).
Une seconde application concerne la vitesse de convergence dans la loi des grands nombres

pour des sommes d’opérateurs linéaires de champs équi-distribués de type AOM.

Theoréme 2.2.6. Soit (B, ||-||z) un espace de Banach r-lisse avec 1 < r < 2. Pour i € Z% et

> 1, soit A, ;: B — B un opérateur linéaire borné, de norme
HAn,iHB(B) ‘= Sup {“An,i (:L’)HB/ HxHB ;T €BY\ {0}} .

1/p
Soitl <p<retC,,:= (Eiez ”An,i”g(BJ . Soit (Dj);cpa un champ aléatoire équi-distribué
de type AOM et a valeurs dans B et supposons que | D1y € L pour un certain ¢ > p. Alors
pour tout € et toute suite strictement croissante de réels strictement positifs (Rn)n>1 telle que
R, — oo,

> eCYPR, | < . (2.2.9)

S (R -

n>1

> A (Ds)

icZd

B

Donnons un exemple ot le Théoréme 2.2.6 peut étre utilisé. Soit (A,),,., une suite de sous-
ensembles de Z telle que la suite (Card (A,,)), -, soit strictement croissante (remarquons que 1'on
ne suppose pas la suite (A,),., croissante pour I'inclusion). Soit A, ; défini comme I'opérateur
identité si ¢ € A,, et A, ; = 0 sinon. Pour v > 0, notons R,, = Card (A,)”. Alors (2.2.9) donne

> D

1€A,

> (Card (A,)" — Card (A, (

n=1

> ¢ Card (An)ll’ﬂ) < 0.

B
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D’autres vitesses de convergence pour les champs de AOM ont été obtenues dans 'article [Gir19b|.
Nous considérons des champs & valeurs dans un espace de Banach séparable r-lisse (B, |-||)
vérifiant pour chaque n et k,

Sp 1= Z D; et Z D; , ont la méme loi. (2.2.10)

1<i<n 1<i<n
Nous supposons que E [HDOH% (1+ HDOHB)d} est finie. Alors pour tout € > 0 et tout a € |1/, 1],
> |N|’"O‘_2P( max_||Spllg > € ]N|°‘)
1<nN
NeNd

< KggE

(120" (1 e (M))] C(22.11)

Un résultat complémentaire peut étre établi avec r dans (2.2.11) remplacé par 1 < p < 7 en
utilisant des arguments de troncature, comme dans [40]. Pour des moments d’ordre plus grand
que 2 dans le cas 2-lisse, nous avons formulé le résultat suivant : si E [||D0H%; (1+ ||D0H]B)d71]

est finie, avec ¢ > 2, alors pour € > 0 et tout o € ]1/2,1],

) |N\q<°‘—”2>—11@( max [Sulls > € |N\°‘)

1<nN
NeNd

< KK

(%)q (1 +log" (@))m] |

Notre résultat n’est pas directement comparable & celui de [101] car aucune hypothése sur les
moments conditionnels n’est faite dans notre article, contrairement au leur, mais ils ne supposent

pas que (|D;]);czq est identiquement distribué.

2.2.2 Cas de queues a décroissance exponentielle

Les inégalités présentées dans la sous-section 2.2.1 donnent des résultats satisfaisants lorsque
la queue de la norme des accroissements est a décroissance polynomiale. Lorsque les accrois-
sements sont bornés, c’est-a-dire qu’il existe une constante M telle que pour tout i € Z<,
|D;lly < M presque stirement, alors on obtient seulement une borne de 'ordre de ¢t~¢ pour
P (|37, Dyl > t). Dans [Gir23], nous avons obtenu l'inégalité exponentielle suivante pour des
champs de type AOM.

Theoréme 2.2.7. Soit (D;);c50 un champ aléatoire de type AOM a valeurs réelles tel que pour
tousm € N? et k € Z%, (2.2.10) est vérifiée. Alors l’inégalité suivante a lieu pour tous x,y > 0 :

2
a
P (max |Si| >« ]n|1/2> < Agexp (— (E> )
1<i<n Y

+Bd/ P(IDy| > yuCy) u (log (1 +w) ™ du, (2.2.12)
1
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ot Aq, By et Cyq ne dépendent que de d et |n| = Hz,l:l ng.

Une premiére remarque est que le membre de droite de I'inégalité (2.2.12) est fini uniquement
dans le cas ou E [D% (log (1 + \Dl\))m} est finie. Ce n’est pas restrictif dans la pratique, car
Iintérét de cette inégalité réside dans le fait d’obtenir des bornes exponentielles pour la queue
des sommes partielles. Si D; n’admet que des moments polynomiaux, les inégalités présentées
dans la sous-section 2.2.1 sont plus efficaces.

Notons que 'exposant 2/d dans le terme exponentiel du membre de droite de (2.2.12) est
(0

optimal. En effet, prenons D; = ngl g;, » ou les suites de variables aléatoires (55?)@ oz ¢e[1,d]
14

(0

;, prend les valeurs —1 et 1 avec

)

d
¢ . .
> i1 81(4) converge en loi vers | |Z:1./\[g, ol (N})?:l est une

sont indépendantes entre elles et toutes i.i.d., et telles que ¢
probabilité 1/2. Alors en prenant n = (n,...,n),

d
1
. 1/2 > R
P(lril%);]&]>x\n] >/P<||<\/ﬁ

(=1

>

=1

et comme le vecteur (n_l/ 2

. . , ., =1 . ) P
collection de variables aléatoire mdependzantes de loi normale centrée réduite, on ne peut pas

(It )

d
|J Y
(=1

Remarquons que le membre de droite de (2.2.12) ne dépend pas de m. De plus, I'inégalité

obtenir une borne meilleure que

qui se comporte comme exp (—K z?/ d).

est valide pour tout y > 0. Dans les applications de cette inégalité, x sera imposé. Nous aurons
besoin de contrdler une série de queues (avec n qui varie). On choisit ensuite y = y (n, z) rendant
le terme exponentiel ayant la valeur désirée pour rendre la série convergente. Ensuite, la série
associée au second terme du membre de droite de (2.2.12) donne une condition suffisante sur la
queue de |Dq| pour que la série en question converge.

Donnons a présent les grandes lignes de la démonstration. Nous nous sommes basés sur une

inégalité exponentielle obtenue par Bercu et Touati [71] pour les suites AM :

P (lSnl >2, Yy (DI+E[D}| Fa]) < y2> < 2exp (_@) ,

J=1

Par ailleurs, il est connu que si X et Y sont des variables aléatoires telles que Y < E [X | Y], alors
pour toute fonction convexe croissante ¢: R — R pour laquelle les espérances suivantes ont un
sens, E [¢ (V)] < E[¢ (X)]. Une réciproque existe et dit que si X et Y sont des variables aléatoires
réelles, définies sur un espace probabilisé (€2, F,P), qui sont telles que pour toute fonction convexe
croissante ¢: R — R pour laquelle les espérances suivantes ont un sens, E[p (V)] < E[p (X)],
alors il existe un espace probabilisé (€)', F' ') et des variables aléatoires réelles X' Y': /' — R
telle que pour tout B € B(R), P(X € B) =P (X'eB)et P(Y e B) =P (Y €B)et Y’ <
E[X"]|Y'] (voir [157]). Par exemple, si (X;),., est une suite identiquement distribuée, alors en

32



appliquant ce résultat avec Y =n~'>""  X; et X = Xj, une borne de la queue de n ™' 3" | X
en fonction de celle de X; peut étre donnée.

Cet argument s’applique a la somme des carrés et des variances conditionnelles, ce qui donne

1 /2\? Feo
<lr<nl?<>; ZD > an' ) < 2exp (—5 (5) > —1—4/1 wP (|Dy| > yw/2) dw

L’idée consiste a appliquer un argument de récurrence sur la dimension, que nous allons esquisser

pour démontrer le résultat dans le cas d = 2. Nous disposons donc d’un champ aléatoire (D ;), iz
de AOM tel que pour tous m,n > 1 et k,{ € Z, les variables aléatoires ) ., Z?:l D, ; et
> icy 2 i1 Diyr jre ont la méme loi.

On utilise dans un premier temps l'inégalité de Doob pour se débarrasser du maximum en n.
On est alors amené a controler la queue de max; << ‘Z:L Zjvzl D, ;|, ce qui peut se faire grace

au résultat sur les martingales & un indice, puisque par hypothése, les accroissements Zjvzl D
ont la méme loi. Le controle de la queue de ces accroissements se fait via une nouvelle application
du cas de la dimension 1.

Donnons a présent deux applications de l'inégalité (2.2.12). Pour quantifier la vitesse de
convergence dans la loi des grands nombres, nous cherchons a borner P (|>°" | X;| > nz). Dans
le cas ott (X;),5, est indépendante et centrée, les articles [69, 91, 162] contiennent des bornes satis-
faisantes portant sur la norme IL” des X;. Le cas des suites AM a également été traité sous une hy-
pothése de moments d’ordre p finis, sous I'hypothése de type Cramer sup;.; E [exp (| X;|)] < +o0
dans [105], une condition de Cramer conditionnelle dans [111] et avec des moments exponentiels
finis dans [70].

Pour des champs aléatoires, nous cherchons a majorer la quantité

(\N\ 2. X

1xnN
Ceci a été fait dans le cas de queue a décroissance polynomiale dans les articles [99, 101] et
[Gir19b).

>$>,N>1,x>0.

Theoréme 2.2.8. Soit (D;), ;0 un champ aléatoire de type AOM vérifiant (2.2.10). Supposons
qu’il existe v > 0, tel que
supexp (s7)P(|D1] > s) < 2.

s>0

Alors pour tout x > 0, l'inégalité suivante a lieu

<|N| 2 D

1snN
ot Cy 4 et Coq~ ne dépendent que de d et 7.

_0 2y
> x) < Ol,dn/ exp <_C2,d,"/ |N| 2y x%d”) )
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L’autre application de 'inégalité (2.2.12) concerne le théoréme limite central fonctionnel dans
des espaces de Holder. On considére le processus sommes partielles

d
1
Wn(t):— A R;N [O,nt]>Xi,n>;1,t€[0,1]d,
Wz( [T,

iezd
ou A désigne la mesure de Lebesgue sur R? et R; = Hzlzl]z'g —1,4). Remarquons que I’application

d
t — W, (t) est lipschitzienne et que W, (<ﬂ>£ ) = Sky...ky/\/ || donc W, prend en compte
=1

ng
toutes les valeurs des sommes partielles S, pour 1 < k X n.

La convergence de W, lorsque min n — oo dans 'espace des fonctions continues (sur laquelle
nous reviendrons dans les sections 2.3 et 2.4) a été étudiée dans [175] pour un champ aléatoire
i.i.d. centré, dans [37] pour les martingales pour l'ordre lexicographique et dans [167, 169] pour
les champs de type AOM. D’autres types d’accroissements de martingales sont considérés dans
[12, 104, 140] et sont définis sous la forme E [X; | G;] = 0, on

Gi=o0 (Xj,j € 74, T'inégalité i < j n’a pas lieu) .

Comme indiqué dans [175], dans le cas i.i.d. centré et de variance 1, les lois fini-dimensionnelles
de W, convergent vers celles d'un drap brownien standard, c’est-a-dire un processus gaussien
centré (W (t));c(o1p« dont la covariance est donnée par

d
Cov (W (t), W (t')) = [ [ min {t,,t,}

q=1
Les trajectoires d'un tel processus sont holdériennes, mais seulement dans certains espaces

que nous allons définir.

Définition 2.2.9. Soit d > 1 un entier. On dit que p: [0,1] — R appartient a la classe Ry/24
sl existe une fonction & variations lentes L telle que lim;_,, L (t) = oo et une constante c telle

que
a2 /1
p(h) = p1/2 (log (%)) L (E) ,h €10,1], (2.2.13)
et p est strictement croissante sur [0, 1].

Pour p € Ry/2.4, on note

Ho ([0,1]7) = {x: 0,1] — R, (l;im sup lz () = 2 (s)] = O} .
—0¢s5:0<t—s<5 P (t—s)

Il semble que 'exposant d/2 soit le meilleur que 'on puisse obtenir en démontrant 1’équi-
tension grace a 'inégalité (2.2.12). Dans le cas i.i.d., cela peut ne pas étre optimal car nous
obtiendrions une inégalité similaire a (2.2.12), avec I'exposant 2/d remplacé par 2. Par conséquent,
I'équi-tension dans Hj peut étre établie pour p € Rq/21, une classe plus grande que p € Ry /2 4.

La proposition suivante donne une condition suffisante pour I'équi-tension dans H,.
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Proposition 2.2.10. Soit d > 1 et p € Ryja4. Si (X;i);c5a est un champ aléatoire strictement
stationnaire tel que pour tout ¢ € [1,d] et tout e > 0,

>

1<ixk

d
>ep (Q’j) H 27"“/2) =0,

u=1

me
lim limsup E 2P max
J—=00 min m—oo y 1<gk<2™m "0

alors (Whp),,.q est asymptotiquement équi-tendu dans H5([0, 1]%) quand minn = min;c,cqn, —
0.

La vérification de ce critére de tension donne lieu au théoréme limite central fonctionnel

sulvant.

Theoréme 2.2.11. Soit d > 1 et soit (D;);.5a un champ aléatoire stationnaire de type AOM.
Soit p € Rij2,qa donné par (2.2.13), ot L est a variations lentes. Supposons que

VA >0, Y 2P(|Ds] > L(2)A) < 0. (2.2.14)
i>1
Alors (W), est asymptotiquement tendu dans H;, ([O, 1]d) quand minn = min;<,<qng — 0.
Supposons de plus que tout A € B (de> tel que {(Xi)iezd € A} = {(XiJred)ieZd € A} vé-
rifie P ((X;);ez0 € A) € {0,1}. Alors (Wy),,., converge vers || Xoll, W dans HS ([0,1]%) quand
minn = minycpcgne — 00, ot W est un drap brownien standard.

Lorsque L (t) est de la forme (logt)?, (2.2.14) est vérifice si E [exp (A |D1]1/7>} < 00 pour
tout A > 0.

2.3 Limites possibles dans le théoréme limite central pour

des champs de type accroissements d’ortho-martingale

Cette section reprend les résultats obtenus dans l'article [GLV24|, co-écrit avec Emmanuel
Lesigne et Dalibor Volny.

Dalibor Volny a montré dans [169] que pour un champ stationnaire de type AOM de la forme
(Do o Ti)iezd’

forme n, ot NV est de loi normale centrée réduite et est indépendante de 7. Il est connu que si

ot T préserve la mesure, la limite de S,/ |n| = |n| ™"/ > 1<i<n Do o T est de la

I'une des transformations 7 est ergodique, alors 7 est constante (voir [167]).

Nous avons tout d’abord considéré le cas d’actions de Z? en exhibant un facteur Z pour lequel
'action de Z3 est de type produit. En effet, soit 7%**: ) — Q une application bijective, mesurable
et préservant la mesure. Nous désignons par Z; la tribu des ensembles invariants par la transforma-
tion TH00 cest-a-dire Z; = {A € F, T A = A} et similairement, 7, = {A € F,T""A = A}
et Iy = {A e F, T%%' A = A}. On pose

71 21-201-3, TQIIlm_’Zg et ngl'lﬂIQ,
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puis

I=Z,VIyVIs.
Notons que toutes les tribus précédentes sont invariantes par l'action 71" et définissent donc des
facteurs du systéme dynamique (2, F,P,T). Nous avons démontré que les tribus Z,, Z, et Zs
sont indépendantes. Par conséquent, 'action de T" sur Iespace probabilisé (2,Z,P) est de type
produit, ce qui signifie que cette action est isomorphe & une action de Z* définie sur le produit
de trois espaces probabilisés (€2, A;,P;) (t = 1,2,3) par une formule du type

E7j7k' (CU1, wa, C(.)g) - (wala Tﬁjw27 Tif:w.?)) 5 (231)

ou chaque transformation T} est inversible et préserve la mesure sur (€2, A;, Py).

Nous avons ensuite démontré que si (Do,o,o o Ti’j’k) est un champ aléatoire de type AOM

ijkez 00

par rapport a une filtration complétement commutante (T"’_J’_kfoﬁo,o)
'7 .7k

(E[Do | Z) o T™*), s

ainsi que pour la filtration (Z NT~77*F )

i keT alors le champ

est un champ aléatoire de type AOM pour la filtration (Tﬁi’i%ik'/—_b’()?o)i,j,kel
ij,k€T’

Pour des actions de type produit de Z* (donc de la forme (2.3.1)), nous avons donné une
caractérisation de la limite dans le théoréme limite central. Soit Dgo: 2 — R une fonction telle
que (Dgoo 0 Tivjvk>i,j,k€Z est un champ aléatoire de type AOM sur (2, A, 1), qui est de la forme
D=0 X xQ, A=A A A3 et p = 1 ® s ® pg, o A; (respectivement Ajy, As) est
une tribu sur € (respectivement q, Q3) et pq, pa2, us sont des mesures de probabilité.

I existe une famille de réels (Ao p.c (Do,00)),pes1 tels que 35, , o1 A2, (Dooo) < 00 et que si

</\/'a(1)> ; (J\/b@)) et (/\/0(3)) sont trois suites mutuellement indépendantes et i.i.d. de loi
a>1 b>1 cz1

normale centrée réduite, alors

l m n 00
1 2) A r(3
—— >3 DogooTije = Y Aabe (Dooo) NONIND (2.3.2)
tmn = =1 k=1 abe=1

en loi lorsque min {¢, m,n} — oo. Notons que le membre de droite de (2.3.2) peut s’exprimer

sous la forme nN, avec 1 indépendante de A/, qui est de loi normale centrée réduite et

2
"= (Z Aabe <Do,o,o>/vf“w§b>> .

cz1 a,b>1

Ceci s’étend de maniére naturelle a des actions de Z¢.
Enfin, en dimension 2, nous avons donné une condition sur I’entropie pour obtenir I’existence
d’un champ de type AOM pour lequel la limite des sommes partielles normalisées n’est pas une

loi normale. Plus précisément, pour une action (7%7) de Z2, nous avons établi 'équivalence

i jEL
entre les deux assertions suivantes :
1. il existe un champ aléatoire de type AOM (Dgg o T"’ )i;>1 tel que la limite en loi quand
min {m,n} — oo de (mn) >3, > i1 Doo o T n’est pas normale.
2. la transformation 7% est d’entropie strictement positive pour Z; et la transformation 7!
est d’entropie strictement positive pour Z;.
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2.4 Principe d’invariance via une approximation par ortho-

martingales

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé et T': {2 — ) une application bi-mesurable et préservant
la mesure. Soit Fy une sous-tribu de F telle que T'Fy C Fy. Une méthode initiée par [79] consiste
a approximer les sommes partielles d’une suite de variables aléatoires stationnaire (f o T%) i>1 (o
f est Fo-mesurable), notées S, (f) := >_i, f o T% par celles d'une suite AM. Plus précisément,
l'idée consiste & trouver une fonction d:  — R qui est Fy-mesurable, vérifie E [d | TFy] = 0 et

est telle que

lim —

n—oo \/_

Il est donc possible de déduire de (2.4.1) et du theoreme hmlte central fonctionnel pour les suites

max
1<k<n

ZfoTZ ZdoTZ

i=1

— 0. (2.4.1)

AM que le processus sommes partielles associé a (f o Ti)ieZ converge en loi vers n - W dans
D|0, 1], ou n est T-invariante et indépendante du mouvement brownien standard W.

Un des cas les plus simples ou (2.4.1) a lieu est lorsque l'on peut écrire f sous la forme
d+g—goT, ou (doT?) sez €st une suite AM et g est de carré intégrable. Une condition nécessaire
et suffisante dans le cas oti f est Fy-mesurable est donnée par sup,,», ||E[S, (f) | Folll, < oo (voir
271).

Cette condition peut s’avérer restrictive. Des conditions suffisantes pour ’approximation
(2.4.1) ont été trouvée. La premiére est due & Maxwell et Woodroofe [120]

oo

> s IES. () | il < oo (2.42)

n=1
d’abord pour le théoréme limite central, puis Peligrad et Utev pour sa version fonctionnelle dans
[132] et enfin Volny [166] a traité le cas ou f n’est pas nécessairement JFy-mesurable La seconde
est due & Hannan [84] :

E\|f|(TF

€L

=0et Z |E[foT" | Fo] —E[foT " | Fl|, < oo (2.4.3)

Le théoreme limite central fonctionnel a été établi par Dedecker, Merlevede et Volny dans [42]
sous une version plus générale de (2.4.3), qui couvre le cas ou f n’est pas nécessairement Fy-
mesurable. Une autre condition projective, due & Dedecker et Rio [45], est, dans le cas ou f est
Fo-mesurable, la convergence dans L' de la suite (f - E[S, (f) | Fo]),s;- Les travaux de Durieu
[58] ainsi que Durieu et Volny [59] ont montré qu’il est possible de trouver des suites strictement
stationnaires vérifiant I'une des conditions projectives mais pas les autres.

Dans l'article [Girl8], nous avons cherché a étendre I’approche unificatrice présentée dans
[78] & des champs aléatoires. En dimension 1, l'idée est la suivante. Considérons une tribu Fy
telle que T'Fy C Fp et une fonction f qui est Fy-mesurable et de carré intégrable. Posons

=m 'Y E [ foTk]| .7-"0] . Alors f— f,, admet une décomposition martingale-cobord, c¢’est-
a-dire

J=fm=dn+ gm—gnoT,
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ou d,, est Fo-mesurable et E [d,, | TFy] = 0. Sous ’hypothése

1
lim limsup —
m—00 p—oo

max [S5; (fin)]

1<j<n

— 0, (2.4.4)
2

Gordin et Peligrad ont montré que la suite (d,),,-, est de Cauchy dans IL? et converge vers d
(qui est donc telle que (d o T),, est une suite AM). De plus,

im —

n—00 \/_

ce qui permet de déduire du principe d’invariance pour les suites AM celui pour des suites

max [S; (f) = 55 (d)]

1<j<n

=0,
2

strictement stationnaires vérifiant (2.4.4). Pour vérifier (2.4.4), une inégalité de moments géné-
rale pour une fonction g mettant en jeu une série de normes impliquant les variables aléatoires
E [goT" | Fo] aété établie. Puis cette inégalité a été appliquée a f,, . Ainsi \/Lﬁ lmaxi<j<n |5 (fm)ll5
est majoré par une quantité indépendante de n et qui tend vers 0 quand m tend vers 'infini.
L’inégalité
1
\/ﬁ

garantit que la condition (2.4.2) est suffisante pour le théoréme limite central fonctionnel. De

fzfgz‘sv fm

I cz B8, () | Fill

fagon similaire, les auteurs montrent que grace a I'inégalité

1
n

max |S; (fm)]

1<j<n

‘ SV2Y B [fuo T | Fo] = E[fno T | Fl|,
2 1=0

la condition (2.4.3) garantit également le théoréme limite central fonctionnel.
Il est donc naturel de chercher & étendre les inégalités de moments précédentes a la di-

mension d, puis de les appliquer a une fonction jouant le méme roéle que f,,. Pour ¢, € [1,d]

et iy,...,0q-1,] € Z, déﬁnissons un élément de Z? par Kegivoig 1 = Zﬁo_ll ey + Jo,€r, +
‘
Zg lo+1 Wef Puis pOSOIlS.F ooz1, id—1 = anZ fkeo,il,.“,id - Ein observant queE [f ’ F(ggzlv bd— 1] -
0 pour chaque ¢y € [1,d] implique que
=1 P; 2.4.5
f=Jm 3R (2.45)

—M1<igM1

(voir (2.1.8) pour une définition de P;) et que (P; (f) o Tk)kezd est un champ de type AOM pour

la filtration (T - k}"o) Volny et Wang ont montré dans [170] I'inégalité

> o

1xign

kezZ’

max
1<n<N

< ( J_) NP2 ST 2.46)

i€Z4

Nous avons établi une autre inégalité, mettant en jeu les variables aléatoires E [ foTt| .7-"0], qui
s’exprime comme suit. Pour tout d > 1, il existe une constante C' (d) telle que pour toute fonction
Fo-mesurable centrée f,

> gor

1ign

max
1<nN

<c<d>|N|”22 |3/2||E[ WD Rl (247)

nx=1
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La démonstration de (2.4.7) est inspirée des travaux [121, 132, 133, 182] et repose sur un double
argument de récurrence portant sur la dimension d et sur Nyy;. Une inégalité dans le méme
esprit a été obtenue par Wang et Woodroofe dans [172| mais sans les maxima.

Il reste a trouver la fonction qui jouera le role de f,,. L’'idée est de retrancher des moyennes
de E [U of .7-"0} pour garantir le fait que la fonction obtenue admet une décomposition ortho-
martingale/cobord.

Dans larticle [Girl8|, Théoréme 2.1, nous avons également fourni une condition nécessaire et
suffisante pour une telle décomposition. Dans le cas ou f est Fg-mesurable, elle s’exprime sous la
forme sup,,._; ||E[Sn (f) | Folll, < 0o. Ceci améliore le résultat de [65] qui impose la sommabilité
de o [E [07F | 7ol
décompositions de ce type s’exprimant a 1’aide d’opérateur de Perron-Frobenius ont été explorées
dans [80].

En dimension 2 et dans le cas ou f est Fyg-mesurable, la fonction qui joue le réle que f,,

et donne une condition plus aisément vérifiable que celle de [168]. Des

joue en dimension 1 est

1 < Z. 1 & Z
fMZf—M;E[U’Oﬂ]:O,O}—M; (U f | Foo + Z]E (U™ f ] Foo -

i,j=1

Ainsi, fy; admet la décomposition
far = Dag + (1d=U) DY + (1d —U*Y) DI + (1d —U™°) (1d —U*Y) gu

Puis nous avons montré que que si

,n/

ZZ f—fu) OTZ’]
=1

J=1

1

max max
1<m/<m 1<n’<n

=0, (2.4.8)

2

lim limsup  sup
M=o koo min{m,n}>k

alors la suite (Dys),,-, est de Cauchy dans IL? et converge vers un certain Dy dans 2. De plus,
(Do,o 0 T™), ;ey est un champ de type AOM et

/ /

m n
limsup sup max max E g (f = Dog) o T™ =0.
k—oo  min{m,n}>k 1<m/<m 1<n/<n P )

La convergence (2.4.8) se vérifie en appliquant I'une des inégalités (2.4.6) ou (2.4.7) avec f
replacée par f — fys et en utilisant la convergence des séries mises en jeu dans (2.4.6) ou (2.4.7).

Ainsi, la version multi-dimensionnelle de (2.4.3) est la combinaison de (2.4.5) avec

> [P (foT?)l, < o0

jezd
et celle de (2.4.2) est

) ﬁ IE (8w (£)]l, < oc. (2.4.9)

n>=1
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Cette approche a permis de retrouver le résultat de Volny et Wang [170]. Nous avons également
fourni des applications aux processus linéaires (voir (2.1.2) avec g (z) = x) ainsi qu’aux champs
de Volterra (voir (2.1.3)). Notons que dans 'article [Girl8], les résultats établis concernent les
champs aléatoires qui ne sont pas nécessairement Fgp-mesurables. La formulation de ceux-ci est
plus complexe et nécessite l'introduction d’opérateurs définis a la page 5 de [Girl8], que nous
ne ferons pas ici afin de ne pas alourdir le manuscrit. D’autres développements récents concer-
nant 'approximation par ortho-martingales ont été effectués : un théoréme limite central sous
la condition (2.4.9) a été établi par Peligrad et Zhang [136] et les méme auteurs ont formulé
une condition nécessaire et suffisante pour une approximation par ortho-martingales des sommes
partielles (sans les maxima) dans [135]. Signalons également les travaux récents sur le principe
d’invariance dit quenched (en remplagant 'espérance dans la convergence en loi par une conver-
gence presque stire de l'espérance conditionnelle sachant Fg) par Peligrad et Volny dans [134]
pour les processus admettant une décomposition ortho-martingale cobord, Zhang, Reding et

Peligrad [187] ainsi que Reding et Zhang pour des critéres projectifs [148].

2.5 Conditions suffisantes pour la loi des logarithmes itérés

bornée pour des champs aléatoires stationnaires

Dans cette section, nous considérons la question suivante : étant donné un champ aléatoire

strictement stationnaire ( foT z) nous cherchons une collection de nombres réels positifs

i€z’
(An)pyq telle que
1 .
sup — Z foT" < oo,
nzl On |, 272

ou a,, croit vers l'infini aussi lentement que possible. Lorsque ( fo Ti)ieZd est i.i.d. et centré, il a
été démontré dans [176] que pour d > 1, I’équivalence suivante a lieu :

E |2 (LA /LLASD] < +o0

1 1
& limsup ————35,, (f) = || f|l, Vd = — lim inf

notoo /0| LL (|n]) notee \/In| LL (|n|)

o S, (f) = D1 cian fOT?, L: 10, +-00[— R est définie par L (z) = max {logz, 1} et LL: (0, +00) —
Rpar LL (z) = LoL (z), et pour une collection de réels (zy),,. 1, iMSUD,, , ;o Tr := iMoo SUDp 1 Tn

Sn (f), (2.5.1)

et de méme pour la lim inf. Notons que la condition sur les moments de f ainsi que la lim sup/lim inf
dépendent de la dimension d. De plus, la normalisation /|n| LL (|n|) est la meilleure possible

parmi celles qui rendent la lim sup/lim inf non triviale dans (2.5.1).

2.5.1 Loi des logarithmes itérés pour des champs bernoulliens

Dans 'article [Gir22|, nous nous sommes intéressés a la loi des logarithmes itérés pour des
champs aléatoires de la forme (2.1.1). Plus précisément, nous avons cherché des conditions suffi-
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santes sur la dépendance de (X;);.,« garantissant la finitude de

> Xl

1kign

1
sup (2.5.2)

nent /1| LL (|n])

Caractériser la limite supérieure et inférieure des sommes partielles adéquatement normalisées
s’avére étre une tache difficile.

Comme on peut s’y attendre, nous procédons via une approximation par un champ qui
s’exprime comme une fonction des £ qui sont & une distance au plus de m de 2. Pour ceux-ci,
il est possible de décomposer leurs sommes partielles par celles d’un certain nombre de champs
dépendant de m. Pour assurer le fonctionnement d’une telle approximation, il convient de fournir,
dans le cas i.i.d., un controle de la norme L? de la variable aléatoire définie par (2.5.2) a l'aide
de la norme de Xy dans un espace approprié.

Il se trouve que la norme qui convient est définie de la maniére suivante : pour p > 1 et
q > 0, nous définissons ¢, ,: [0, +00[ par ¢, , (z) := 2P (1 +log (1 + z))? et nous désignons par
L,,4 I'espace d’Orlicz associ¢ a cette fonction. Soit ||||,, , la norme d’un élément X de L, 4, définie

1], == inf {A >0|E {%,q (%)] < 1} . (2.5.3)

Nous avons obtenu le résultat suivant.

par

Theoréme 2.5.1. Soit (X;);.z4 une champ aléatoire centré de la forme (2.1.1). Pour tout 1 <
p < 2, l'inégalité swivante a lieu,

1
SUp ———
nend \/|n| LL (In|)

> X

. d/2
< Cp,dz G+1)Y 1 X0,ill5.4-1 5

1<i<n 3>0
ot ¢, 4 ne dépend que de p et d et

Xo; =E[Xo [ o{eu lull, <Jj} —E[Xo|ofeu [Jull, <j—-1}, j=1; (2.5.4)

XO,O =FE [Xo ’ g {80}] . (255)

~—

Donnons les grandes lignes de la démonstration. Tout d’abord, de maniére analogue a (2.5.4
et (2.5.5), nous définissons

Xij=E[Xi|o{ew i —ull, < -E[Xi |o{ew i —ull, <i-1}, j21L
Xi,O =E [Xz ’ o {Ez}] .
Ceci permet, grace au théoreme de convergence des martingales, de montrer que X; = X; o +

') . .
> i1 Xij. Alnsi,

1

Sup ——— X
neNd ’n’LL(’nD 1§n P
< || sup ; Z X’i,O +i sSup ; Z Xi’j
neNd \/|n| LL(|n]) |, 5=, EE il LL (nl) |, 55n
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et tout se raméne & montrer que pour tout 7 > 0,

> Xij

1xign

< 6pa (5 + 1) | X0,

p

1
sup

nent /[n| LL (|n]) s

L’idée consiste a décomposer les sommes sur des rectangles de la forme [1,n] = []o,[1n/]
du champ aléatoire (X;;), ,« comme une somme de (4m + 2)* sommes de champs aléatoires
indépendants sur [1,n/ (4m + 2)]. Ainsi, si nous parvenons a démontrer que pour tout champ

ii.d. centré (g5);c74,

1
SUp ——
nend \/|n| LL (In|)

> -

1ign

S Cpd H50||2,d71 ) (2.5.6)

p

alors nous aurons démontré le Théoréme 2.5.1. Pour cela, nous utilisons des arguments similaires
a ceux donnant l'inégalité de Doob pour voir qu’il suffit d’établir (2.5.6) avec le supremum dans
(2.5.6) remplacé par celui sur les d-uplets d’entiers s’exprimant comme une puissance de 2. Nous
utilisons alors 'inégalité suivante, valide pour une suite indépendante centrée :

(] ot

Z §j
J=1

ou V2 = Z?:l E [&ﬂ, qui est un conséquence du Théoréme 2.1 dans [15], qui établit que pour

une suite (d;)7_, AM par rapport a une filtration (F;)

(

En écrivant la somme des ¢; sur les rectangles dyadiques comme une somme de variables aléa-

j=z0

>x}ﬂ{i(d§+E[d§ | Fi-a]) gy}) < 2exp (—%) : (2.5.7)

=1

n

> d;

Jj=1

toires indépendantes, nous sommes alors amenés a borner la queue de la variable aléatoire
SUP, 00 2%,1 > ~izam g2, ce qui peut se faire via le théoréme ergodique.

Le Théoréme 2.5.1 s’applique aux exemples de champs aléatoires bernoulliens mentionnés au
début de la Section 2.1.

L. Soit (Y5);cz4 un champ aléatoire linéaire de la forme Y; = Y, ;4 ag€ig, ol (€5);c5q est
iid.. Soit g: R — R une fonction y-Hélder continue avec 0 < v < 1. Supposons que
€0 € Lo/ a-1 et Efg (Xo)] = 0. Alors pour tout 1 < p < 2,

1

SUp — 9 (Xz)
neNd v/ |n| LL (|n|) 1;71 ,
+o0 1/2
. /2 2
< Cpdy (9) Z (J+1) / Z |a;| ™ ||€0||27,d—1 ,
J=0 €29 [li]l o =J

ol ¢4~ (g) ne dépend que de p, d et 7.
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2. Soit (&4);cz¢ un champ aléatoire i.i.d. ol €; suit une loi normale centrée réduite et
Y; = E ai€5 s,
iezd

ol a;,1 € Z¢, sont des réels tels que Y iczd az = 1. Soit f: R — R une fonction telle que
E[f(Yo)] =0et

Z\/_q 2 |eq (f)] < +o0,

oll ¢, (f) est donnée par (2.1.4). Alors pour tout 1 < p < 2,

> fw

1gign

SUp ———
neNd \/ |’n| LL (|n|)

ol ¢, ¢ ne dépend que de p et d.

+oo
H Sead GHDL DD @] o,
P =0

1€2%, il jo=J

3. Soit (Xj);cze un champ aléatoire de Volterra défini par (2.1.3), ol (€5);cz4 est ii.d. et
€o € Ly g_1. Alors I'inégalité suivante a lieu pour tout 1 <p < 2 :

1
sSup —F/—— Xz
nend /|n| LL (|n) 1;,-;”
+o00 1/2
. d 1 2
< prd Z (] + 1) L (j) /p Z Z 81,82 32,81) HSOHQ,dfl ?
J=0 lIs1lloe=7 lls2llo

ol ¢, 4 ne dépend que de p et d.

Dans 'article [Gir22], nous avons également obtenu des résultats dans le méme esprit que ceux
présentés précédemment, ou la sommation sur des rectangles de la forme [1,n] est remplacée
par une somme sur une réunion finie de rectangles de Z9, ot le nombre de rectangles et leurs
sommets dépendent de n. Afin de conserver un aspect synthétique, nous ne reporterons pas ces

résultats dans ce manuscrit.

2.5.2 Loides logarithmes itérés via une approximation par ortho-martingales

Dans l'article [Gir2lc|, nous nous sommes intéressés a la question suivante : trouver une

normalisation (a,) telle que pour une classe de champs aléatoires strictement stationnaires

n=1
vérifiant certaines conditions de dépendance, sup,,. a;?! |Z1 ~i<nJ T " < 0o. Nous avons envi-
sagé d’effectuer une approximation par ortho-martingale. Bien siir, il faut tout d’abord trouver
une normalisation qui fonctionne dans le cas des ortho-martingales ainsi qu’une condition sur
les moments satisfaisantes. Il est naturel d’essayer la méme normalisation que dans le cas i.i.d..
Testons 1a sur I'un des exemples les plus simples d’ortho-martingale en dimension 2.

Soit 2 := Oy x Qq, o (21, Ay, p1,T1) et (Qa, Az, pi2, To) sont des systémes dynamiques, 4
et A, sont engendrées respectivement par e; o Tfl, i1 €EZ et eyo TQiQ, 19 € 7 et e, ey sont telles
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que P(eg=1) =P =1) = P(e; = —1) = P(e2 = —1) = 1/2, et les suites (e onl)iIEZ et
<€2 o TQZ‘Q)I,2€Z sont toutes les deux i.i.d.. On pose Dy, ;,) := €1 0 T/ - ey 0Ty et soient Fliriz) =

g {X(j17j2)7j1 < ’L.l et jg < @2} AIOI'S ,7:(1'17@'2) = TfilT{i2.F070 et (]:(7,177,2))

11,i2€
est un champ aléatoire de type AOM et Djq est

, €st une filtration

commutante. De plus, (Doo o T(il’iz))“ in€T

borné. Pour ny,ny > 1, ’'égalité suivante a lieu

1 1 ni—1 1 no—1
Stnina | = ep o Ty —— €9 0 T52|
\/anLQLL (nyny) ’ (o1, 2)‘ nyLL (ninsy) Z.IZO e /1o iQZO 2o
qui se réécrit sous la forme
1 1 i LL(n) 1 |
S(n n2)| — T T61 €2OT62 .
\/’I’LlngLL (nlng) ‘ b2 | TLlLL (nl) ”ZO \/ LL nlng \/ 1220 2

Par conséquent, pour tout ny > 1 fixé, par la loi des logarithmes itérés et le fait que

LL (ny)
LL (nlng)

on déduit que

1 ng—1
sup [Stnsnn)| 2 = c20 T3
mz1 \/nina LL (nyny) (mma)| # \/_” 1”2 i2=0 i

Ainsi, la méme fonction maximale que dans le cas i.i.d. serait presque stirement infinie, méme
dans le cas favorable ou les AOM sont bornés. Il faut donc prendre une normalisation qui tienne
compte de la potentielle structure produit d’un champ d’AOM. Ceci méne & la définition

M (f) == sup |in ) 1/2°
ne | (TT, LL (ne))

Dans I'exemple précédent, la finitude de la fonction maximale associée a bien lieu.

(2.5.8)

Le premier résultat présenté concerne les champs aléatoires de type AOM. Rappelons la
définition de |[[-[[, , donnée par (2.5.3).

Theoréme 2.5.2. Soit d un entier supérieur a 1. Pour tout 1 < p < 2, il existe une constante
Cp.a dépendant uniquement de p et d telle que pour tout champ aléatoire strictement stationnaire
de type AOM (DO o Ti)

iegar Linégalité sutvante a lieu :

1M (Do)ll, < Cy,

-0

De plus, pour tout r > 0,
”M(DO)HQ,r < Op,d,r ||D0||2,r+2d’

ot Cp 4, ne dépend que de p, d et r.

44



Nous pouvons en particulier garantir la finitude presque stire de M (Dyg) sous '’hypothése que
E [Dg (log (1 + | Do[))*“™V| soit finie. Nous n’avons pas déterminé si 'exposant portant sur le
log est optimal.

La démonstration du Théoréme 2.5.2 repose sur un argument de récurrence sur la dimension
d. En dimension 1, il s’agit du Théoréme 2.3 de [32]. Pour passer de la dimension d & la dimension
d+1, nous nous ramenons d’abord au cas o le supremum dans la définition de M (Dg) est réduit
a celui sur les d-uplets d’entiers s’écrivant comme une puissance de 2. Puis nous appliquons
I'inégalité (2.5.7). Le contrdle de la somme des carrés et des variances conditionnelles se fait
grace au théoréeme ergodique maximal.

Une fois que nous avons obtenu une condition suffisante raisonnable pour les ortho-martingales,
nous pouvons étendre ce résultat a une classe plus étendue de champs aléatoires strictement sta-
tionnaires.

Theoréme 2.5.3. Soit (F;);.pa0 = (T_ifo)iezd une filtration commutante. Soit [ une fonction
telle que pour tout £ € [1,d]], E [f | Tged}"o] — 0 quand ¢ — +oo et mesurable par rapport a la
tribu engendrée par | J;czq Tt Fy. Alors pour tout 1 < p < 2,

1M (f) p,dZHPO Uf)HQQd 1)°

jezd

ot Cp, 4 ne dépend que de p et d.

Nous avons également considéré une condition dans 'esprit de celle de Maxwell et Woodroofe
[120]. Dans la section 2.4, nous avons obtenu une inégalité de moments pour les maximas de
sommes partielles d’'un champ aléatoire stationnaire qui s’exprime a l'aide de la norme 2 de
E [Sn (f) | Fo]- Une telle inégalité de moments n’est pas suffisante pour controler M (f) définie
par (2.5.8). Il faut une inégalité permettant de controler presque stirement les maximas de sommes
partielles d’'un champ aléatoire stationnaire & ’aide de celles de champs de type AOM. En
dimension 1, le résultat suivant a été obtenu dans [33], Proposition 4.1.

Proposition 2.5.4. Soit (0, F, u, T) un systéeme dynamique et soit Fy une sous-tribu de F telle
que TFy C Fy. Soit F; = T Fy. Pour tout entier n > 0 et toute fonction Fo-measurable f,
[inégalité suivante a lieu presque stirement :

i1 i1 n—1 i—1
max ZfoT] < max Zf E[f | F]) o T + max deoTzkHE
1<i<2n 1<i<2n 1<igan—k—1

j=0 £=0 =0 £=0
+ |un| + Z max |Uk| o T
1<e<2n—

ou

2F—1
we=E|Y fol/|Fal,
=0

2k
dp = up +ur 0T — upyq.
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En dimension 2, nous avons obtenu l'inégalité

ni ne

Silﬂé (f>| < Z Z max
1<y <2n1— k1

1<io<2m2 k2

n1 n9
+ E E max

1<ip<2ni—Fk1

k1=0 k2=0 0<ia <22~ ko

+ZZ ‘max

0<iy<2m1 k1
k1:0 k2:0 1<i2<2n27k2

max
1<i;<2™
1<ip<2m2 k1=0 k2=0

Si iz (T2k1’2k2 ; dkhkg,{l,Q}) ‘ (2.5.9)

(2.5.10)

2k1 .0 0,2k24
Si1,1 (T ’dk1»k27{1}> ol ’

0,2k1 2k14,,0
St (T 7dk1,k2,{2}> o™ M

(2.5.11)

1 2
ki, ko
_|_§ :2 : max ) ’dkl,kg,ﬂ‘oTz 11,2 127 (2512)
0<ip<2m"1—F1
k1=0 k2=0 0<i2<2"2_k2

ot les champs (dy, ,, ) sont des champs de type AOM dans les coordonnées d’indice I. Ainsi, le
premier terme du membre de droite de (2.5.9) est une somme de maxima d’AOM stationnaires,
le deuxiéme terme une somme de maxima de martingale dans la direction de 70 et d’itérées
de T%!, le troisiéme est similaire et le dernier est une somme de maximas d’itérées de 7%7. Une
version en dimension quelconque est disponible dans Uarticle [Gir21c|, Proposition 3.3. Afin de
garder un aspect synthétique, nous ne la reproduisons pas dans ce manuscrit.

La version de la loi des logarithmes itérés sous une condition dans l’esprit de la condition de
Maxwell et Woodroofe s’exprime sous la forme suivante. Pour tous 1 < p < 2 et tout d > 1, il
existe une constante c, 4 telle que pour toute filtration complétement commutante (T‘i}"o)l. ez
et toute fonction Fo-mesurable f,

1M ()l < cpa [ (S (f) | Fol

|3/2 2(d—1) -

n=1 |

Des applications pour les champs aléatoires s’exprimant comme une somme de processus

linéaires dont les innovations sont des AOM ont été fournies.

2.6 Loi des grands nombres

Cette partie est issue des articles |Gir24b, Gir24e|. Pour 1 < p < 2 et une suite ii.d. a
valeurs réelles (X;),., telle que E[|X;]"] < oo, la loi des grands nombres de Marcinkiewicz
fournit la convergence presque stre de la suite (n='/? (37, (X; — E [Xl])))n>1 vers 0. Dans le
cas ot (Xj),, est une suite AM identiquement distribuée, un résultat similaire a été obtenu : si
E[|X1["] < oo, alors n= /P 3" | X; — 0 presque stirement.

Afin de formuler les résultats obtenus, nous aurons besoin des notations suivantes. Pour une
variable aléatoire X & valeurs dans un espace de Banach séparable (B, ||-||g) et p > 1, ¢ > 0, nous

posons

1Xlg,, == E[IXIBD? et
1X 15,0 = 11X N5l

Ny, »q’
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oll, pour une variable aléatoire réelle Y,

Y
1Y = inf {A 7 e (%) s 1} Bpa(6) = (14 1{t > 1}log )",
Notons que || X||g o = [[X||g,- Posons également
1XNlg = sup P(A)TPE[|IX]51{A}].

AP(A)>0

Notons que pour p > 1, il existe des constantes c; , et ¢z, telle que pour toute variable aléatoire
X,

1/p
11X < (SUPP X, >0) < ety X1
Pour les ortho-martingales, le résultat suivant a été obtenu dans [Gir24b].

Theoréme 2.6.1 (Convergence presque siire sur des rectangles). Soit v €]1,2]. Soit (D;);cza
un champ aléatoire identiquement distribué de type AOM a valeurs dans un espace de Banach
séparable et r-lisse (B, ||||g). Soit 1 < p < r. Supposons que E[||Do|lz] < oco. Posons Sy :=

Zlﬂ'«z D;. Alors
[|.Snlg

1/p

< Cr,ayp || Do ||]R7p,d—1 )

nrl |’I'L| B,p,w

ot la constante Cp 4, ne dépend que de l’espace de Banach B, de la dimension d et de p. De plus,
la convergence sutvante a lieu

S
lim sup ” n1||B
N—o0 nx=1maxn>N |’n,‘ /p

= 0 presque sdrement. (2.6.1)

Remarquons que la convergence (2.6.1) implique que ||Sp||g/ In|'/”

converge vers 0 quand
seulement 'une des coordonnées de m tend vers l'infini, et ce, uniformément par rapport aux
autres.

Il est également possible de considérer seulement les sommes sur les cubes de N¢ (donc les

indices sont de la forme nl = (n,...,n)), ce qui donne lieu au résultat suivant.

Theoréme 2.6.2 (Convergence presque sire sur des cubes). Soit (B, ||-||g) un espace de Banach
séparable r-lisse avec r €]1,2], soit 1 < p < r et d € N*. [l existe une constante Cg 4, telle que
s1 (D;);eza est un champ aléatoire identiquement distribué de type AOM et tel que ||Dol|p € Ly,

alors 1o
nll||B

su

n}llj nd/p

< Cgap |1 Dollg,, -
R,p,w

De plus, la convergence suivante a lieu :
. |[Sm
- [Suall

n—o0 nd/p

= 0 presque sdrement. (2.6.2)
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Les sommes sur les cubes peuvent étre vues comme des sommes de tableaux de martingales,
ce qui explique le fait que la condition sur les moments de || Dol ne dépend pas de la dimension
d.

On s’intéresse également a la convergence dans IL? des sommes partielles sur des rectangles.

Theoréme 2.6.3 (Convergence dans ). Soit (B, ||-||g) un espace de Banach séparable r-lisse
pour un certain r €]1,2], soit 1 <p <r etd e N*. Si (D;),ca est un champ aléatoire identique-
ment distribué de type AOM et tel que || Dol € LP, alors

=0. (2.6.3)

p

) 1
ma)}llifnﬁoo W X ||Sn||]B

1<n<N

Notons que ces résultats ne requirent pas la stricte stationnarité du champ aléatoire (D;);czq-
Cependant, il sera commode de considérer des champs aléatoires strictement stationnaires pour
effectuer une approximation par ortho-martingales.

En reprenant les notations de la Section 2.4, nous sommes amenés a considérer des conditions

de la forme
Tim [ Xo ~E[Xo | Fral| 5, =0, (26.4)
Vi, € |I17 d]]anlll_{%o HE |:X0 ’ ‘FmZzgﬂl,dﬂ\{eO} ee—me€0i| Bp,g =0, (265)
D 1P (Xi) g,y < o0 (2.6.6)

kezd
Les conditions (2.6.4) et (2.6.5) permettent de décomposer Xg sous la forme .. P; (Xo).
Si nous supposons que (2.6.4), (2.6.5) et (2.6.6) sont vérifiées avec 1 < p < r et

e g=d—1, alors (2.6.1) a lieu,
e ¢ =0, alors (2.6.2) et (2.6.3) ont lieu.

Il est possible d’appliquer les résultats précédents lorsque X; s’exprime comme une fonction de
d décalages de Bernoulli indépendants. Cependant, il est possible que la condition (2.6.5) ne soit

pas vérifiée, méme dans le cas simple X; = Zzlzl 55), ol les suites (85)) sont mutuellement
i EZ

indépendantes et chacune est i.i.d. centrée. Nous pallions ce probléme en retranchant I’espérance

(0)

de X; sachant certaines suites <€W

) . Les termes retranchés sont des fonctions de certaines des
i EZ

. . . . J4 . L.
suites de variables aléatoires <5§Z)> et X; s’exprime comme une somme de champs vérifiant
WWEL

(2.6.5). La normalisation doit également étre changée.
Nous avons également obtenu des résultats concernant les champs bernoulliens (de la forme
(2.1.1)). Nous mesurons la dépendance en posant

5B,p,q (Z) = Hf ((Sz—k)kezd> —f (<€i*k)kezd)

, 1e7Z°
7p7q

N : * __ N : p A .
oll €, = &y sl u # 0 et g5 = €5, ol ¢ est indépendante de (e4),,c4 €t a la méme loi que g¢. Les

résultats généraux suivants ont été obtenus.
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Theoréme 2.6.4 (Loi forte des grands nombres sur les rectangles). Soit (B, ||-||g) un espace de
Banach séparable r-lisse et 1 < p < r. Soit (X;),cpa un champ aléatoire centré admettant la

représentation (2.1.1). Supposons que

~ 1/p
D RN (B pa (8) < 0.
k=1 i:))i)| o =F
Alors
1
lim sup —_— X;ll =0 p.s..
N—oo n=1,maxn>N |n|1/p 1271 ‘ B

Theoréme 2.6.5 (Loi forte des grands nombres sur des carrés). Soit (B, ||-||g) un espace de
Banach séparable r-lisse et 1 < p < r. Soit (X;),c5a un champ aléatoire centré admettant la

représentation (2.1.1). Supposons que

- 1/p
D RN (6m, (4)) < 0.
k=1 i:léll o=
Alors
nh_)lgo 7 Z X;ll =0p.s.
1<i<nl B

Theoréme 2.6.6 (Convergence dans LP). Soit (X;);cz4 un champ aléatoire centré admettant la
représentation (2.1.1). Supposons que

1/p

SRR (G, (8)F | < o
k=1

i:li]l o=

Alors

) 1
lim sup —i
N—o0 nx=1maxn>N |'n,| p

=0.

B,p

> X

1ign

Les résultats précédents s’appliquent aux fonctionnelles de processus linéaires, de la forme

(2.1.2) avec g a-holdérienne. On suppose que pa > 1 et que

DK il | <o
k=1 idf|éfl =k
T Sl ||€0||B,pa < 00, alOI'S
i Y XD =0
1m sup 2 . Y
N—=00 1 maxn>N |n‘1/p 1<i<n Z z B
N P
et
1
A sup o7 Z( i — E[Xi]) (=Ops
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— Si [leo]lg pag_1 < 00, alors

. 1
lim sup —1/
N—o0 n=1maxn>N |’n,| p

Z (Xs —E[X;])

1i<n

=0 p.s..

B

2.7 Perspectives

Les travaux présentés dans ce chapitre ont ouvert les perspectives suivantes.

Commencons par la loi des logarithmes itérés. Les résultats que nous avons obtenus fournissent
une loi des logarithmes itérés bornée. Il serait bien d’avoir une caractérisation de la limite supé-
rieure et inférieure des sommes partielles, au moins dans le cas des ortho-martingales et lorsque
les opérateurs de décalage sont tous ergodiques, ou bien dans le cas de champs bernoulliens.

Le passage de la dimension 1 a la dimension d permet de considérer une variété plus grande de
critéres projectifs. En effet, nous pourrions considérer une condition dans I’esprit de la condition
de Hannan dans certaines coordonnées et celui de Maxwell et Woodroofe dans les autres. Il
est raisonnable de conjecturer que les critéres ainsi obtenus serait mutuellement indépendants.
L’enjeu serait également de fournir des applications plus larges que les champs linéaires ou de
Volterra.

Concernant le modeéle de régression (2.1.9) considéré dans les sections 2.1 et 2.2, sous certaines
conditions portant sur la dépendance (mesurée via des coefficients de mélange) du champ aléatoire
(Xi);ez4, la consistance de I'estimateur g, (z) et sa normalité asymptotique sont établies dans
'article [63]. Sous d’autres conditions de dépendance, la normalité asymptotique a été traitée
dans [67]. En revanche, il semble que le cas des champs de la forme (2.1.1) n’ait pas été traité
dans la littérature. Un objectif serait d’établir la consistance ainsi que la normalité asymptotique
sous des conditions aussi faibles que possible sur les coeflicients (0 (2, p));czq-

Une autre question serait d’établir une inégalité exponentielle générale pour les champs aléa-
toires de type AOM, ot le majorant s’exprimerait a l'aide de la queue de ), ; n | D;||%- Nous
envisageons également de compléter les résultats concernant les inégalités de moment et de dévia-
tion en fournissant des inégalités dans I’esprit de 'inégalité de Burkholder ou Nagaev, en mettant
en jeu des maximas et des variables aléatoires jouant le role de variances conditionnelles.

Pour conclure, mentionnons la question du controle de la norme IL? de la différence entre un
estimateur de densité a noyau et la densité que ’on cherche & estimer. On considére un champ
aléatoire (X;);.zq de la forme (2.1.1). Nous supposons que Xo admet une densité f par rapport
a la mesure de Lebesgue. Cependant, cette densité est inconnue. Nous cherchons a estimer f via
des observations de réalisations de X; sur un sous-ensemble A,, de Z¢. L’estimateur de densité a
noyau le plus classique est celui de Parzen-Rosenblatt [131, 153], défini par

-~ 1 z — X;
R p— K( )
= S (5

ot K: R — Ry est un noyau, |A,| désigne le nombre d’éléments de A,, et (by,),,., est une suite de

réels positifs tels que b, — 0 et |A,|b, — 00. Sous certaines conditions sur le noyau, la densité
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f et les suites (b,),,-, et (Card (A,)),,, la convergence de la suite (j/; (m)) vers f (z) a lieu
> > 1

nz

pour chaque réel x. Certains travaux ont également traité la question de la vitesse de convergence

en norme IL” en fournissant un majorant de

fulo)— f (fc)‘p dx} (2.7.1)

en termes de b, |A,| et p, voir par exemple [17, 26].

On se propose d’utiliser ’approche suivante pour fournir des résultats pouvant améliorer
dans certaines situations les résultats existants. On suppose tout d’abord que fR K? (z)dzx < oo.
On peut voir I'application z — fn (x) comme une variable aléatoire a valeurs dans I’espace de
Banach L? (R). Cet espace de Banach posséde une propriété géométrique intéressante, puisqu’il
est min {2, p}-lisse. Cela permet de formuler des inégalités de moments de type Burkholder pour
des suites AM (voir [10]). L’utilisation d’une telle inégalité a permis, dans le cas de variables
aléatoires a valeurs réelles, I'obtention d’inégalités de moments pour les champs aléatoires de la
forme (2.1.1), voir la Proposition 1 de [68|. L'inégalité de moments obtenue pour des variables
aléatoires a valeurs dans L” permettrait alors de borner le terme (2.7.1). Le fait qu’une telle ap-
proche puisse donner des résultats est vraisemblable. Il faudra ensuite comparer avec les résultats
obtenus dans [64].

Par ailleurs, le cas de fonctions de plusieurs décalages bernoulliens indépendants pourrait étre

considéré. Plus précisément, nous supposons que le champ aléatoire (X;),;.,q est de la forme

Xi=g (A ((500)) o fa((520))) 6 = o) € 22,

ol g: R = R est holdérienne, les fonctions fi, ..., fs: R* — R sont mesurables, pour chaque Z,
<5,(f)) est i.i.d. et les suites (5;@) , 0 € [1,d], sont indépendantes entre elles. Dans ce cas de
ﬁgure,kleli enjeu serait d’établir une ilfgéalité de moments satisfaisante pour des sommes pondérées
de champs aléatoires de ce type. Cela nécessite probablement des techniques de martingales a

indices multiples.
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Chapitre 3

U-statistiques : inégalités de déviation et
théorémes limites

3.1 Introduction aux U-statistiques et lien avec les champs

aléatoires

Les U-statistiques ont été introduites par Halmos dans [82] et Hoeffding dans [87], et sont
définies de la maniére suivante. On se donne une suite de variables aléatoires (X;),. & valeurs dans
un espace mesuré (5, S), un entier m > 1 et une collection de fonctions mesurables h;, _; : S™ —

.....

Um,n ((hll ..... im)il ..... im) - Z hil ..... im (Xi17 s JXim) ) (311)

avec
Inc = {(i))2,, 1 <y <idpg < -+ <y <0}

Lorsque le noyau ne dépend pas du m-uplet ¢ = (i1, ..., 1,), nous noterons simplement
Ui (h) = D h(X3), (3.1.2)
1€lnc)’

1 Y im
Lorsque la suite (X;),., est i.i.d., elle sera notée (&;);-o- Si h (&1, ..., &m) est intégrable, Hoeff-
converge presque stirement vers E [ (&, ..., &n)]-

avec la notation X; = (X

ding a démontré que la suite (Up,n (h) /CT), <.,
Ici, comme dans la suite, C)* = n!/ (m! (n —m)!). Ainsi, il est possible de se servir de Uy, ,, (h) /C"
comme estimateur sans biais d'un parameétre § pouvant s’exprimer comme E [h (§1, ..., )] pour
une certaine fonction h.

Restons pour le moment sur le cas indépendant. L’une des difficultés principales du traite-
ment des U-statistiques est le fait que les variables aléatoires sommées ne sont en général pas

indépendantes. Par exemple, pour m = 2, & apparait dans les termes d’indices (1,2),...,(1,n).
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Cependant, il semble possible d’utiliser des propriétés de martingales. Pour en obtenir une pour

la sommation par rapport a l'indice i,,, il faut que

]E[hz (51) ’5]7] Sl — 1] =E [hz (fil?"'?fim—17€0) ’fn?afzm—l} = 0.

Ainsi, si pour tout ¢ € Inc™ := {(ig),, , 1 < i3 < -+ <’} et jo € [1,m],

E [ (§mp) | 0 (&5 € [Lm]\ {jo})] = 0 pss,, (3.1.3)

il est possible d'utiliser des propriétés de martingale lorsque I’on somme suivant l'indice i1, et de
méme suivant l'indice 75 et pour tous les autres.

Une U-statistique peut étre vue comme la somme d'un champ aléatoire définit par X; =
hi (&), qui méme lorsque h; ne dépend pas de 4, n’est pas stationnaire. Cependant, il est possible
de borner la queue d’une U-statistique a 'aide de celle d'une U-statistique dite découplée, notée
Ufif’fl (h;) pour laquelle la fonction h; est évaluée a différents termes de copies indépendantes de

(&i);>,- Plus précisément, nous posons

Usee (he) =Y hq (6), (3.1.4)

i€Inc)’

ol e = (fl(ll), e ,ffm)> et les suites <§Z(1)> Sy <§(m)> sont des copies indépendantes de
" i1 i1
(5@')1‘21'
Il est possible de controler la queue d’une U-statistique via celle de sa version découplée. Il
s’agit d'un résultat da a de la Pena et Montgomery-Smith.

Proposition 3.1.1 ([35]). Pour tout m > 1, il existe une constante K,, qui ne dépend que de
m telle que si (&;),5, est une suite i.i.d. a valeurs dans un espace mesurable (S,S), (B, |-||lz) un
espace de Banach séparable, h;: S™ — B et Upy, (hs) et USS (h;) sont définies respectivement

comme dans (3.1.1) et (3.1.4), alors l'inégalité suivante a liew pour tout x >0 :
P (|Upn (hi)llg > 7) < K,P <Km U2 (y)]],, > x) . (3.1.5)

Alinsi, obtenir une inégalité sur la queue de la U-statistique découplée permet d’en déduire une
pour la U-statistique de départ. Notons que la Proposition 3.1.1 est valide pour tout espace de
Banach séparable, sans hypothése sur sa géométrie. Ainsi, il est possible d’obtenir une inégalité
analogue a (3.1.5) avec des maxima.

Pour ¢ € Z, posons
hi (5;1“) si ¢ € Inc™,

sinon.

D; =

Si (3.1.3) est vérifiée, alors (D;);.,a est un champ aléatoire de type AOM par rapport a la filtration
(]—})iezm, ou F; =0 <f,$), k1 <iq,... ,fé:),km < zm> Ainsi, des arguments de récurrence sur
lordre de la U-statistique peuvent étre utilisés. Ceci explique en particulier la ressemblance
entre les résultats des sous-sections 2.2.2 et 3.3.2.
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Il est possible de se ramener a des U-statistiques vérifiant (3.1.3) de la maniére suivante. Pour
I C [1,m], nous posons |I| = Card (I) et on définit hl: Sl — B par

hz{ ((Izu)uel) = Z (_1)‘”_']‘ E [hi (VLJ (<$Zu)u61))} )

J:JCI

ott le vecteur V17 ((xlu)ue [) appartient a S™, la k-iéme coordonnée est x;, si k = i, pour un
unique u € J et & si k n’est pas de cette forme. Ainsi, en posant i; = (ir),.;, I'égalité

Wi ((G)uer) = COTER €)1+ Y ()"E R (&) | &)
JOCICI
a lieu presque siirement. De plus,

> hi(&,) = hi(&)

IC[1,m]

(car X 7. 5cr (=)= 0'si J # [1,m] et 1 sinon). Par conséquent, la U-statistique U, définie
par (3.1.1) peut se décomposer sous la forme

Dy

I:IC[1,m]

ot U? = > ictner E [7; (&p1.mp)] et pour I C [1,m] non vide,

Ué: Z ;I (6.7‘1)7

JIGIHC‘ !

I _ Z I )
Hj[ (5.71) - hZeeI j£e£+2l’6[1,mﬂ\l izleel (6.71) 3
U1,m\I
ol la somme porte sur les iy m\ 1 tels que

ngeg —+ Z pep € IHCLI‘ .

el vel,m]\I

Ainsi, la U-statistique Ul est d’ordre |I| et est dégénérée. Si h; ne dépend pas de ¢, cela a été
fait dans le Théoréme 9.1 dans [116].
Pour m = 2, la décomposition s’écrit

U, =U + UM + U3 + Uit

ou

Unﬂ = Z E [hh,iz (517 62)] )

1<i1<ia<n

U{l} = Z Z 7,1,]2 51175]2) | 511]7

11=1 jo=i1+1
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n ig—1

Ur{LQ} = Z Z E [hj1,i2 (gjmgiz) | 5@2] )

i9=2 j1=1

UTELZ} = Z (hil,iz (’511 ) €Z2> —E [hil,h (’511 ) €Z2> ’ gll] +

1< <io<n

_E[ 11,12 (5117 522) | 511] + E[ 11,12 (5117 512)])

3.2 Théoréme ergodique pour des U-statistiques

Dans cette section, nous considérons la question suivante : étant donnée une suite strictement
stationnaire (X;), & valeurs dans un espace métrique (S,d) et un noyau mesurable h: S™ — R

tel que E[|h (X;)]] < oo pour tous ¢ = (iy,...,%,) tel que 1 < iy < -+ < iy, nous cherchons a

1 1
C_:anm,n (h) = m Z h (X'L>

™ j€lnc™

déterminer si

converge, presque stirement ou dans IL!. Lorsque m = 1, cette question est complétement résolue

par le théoreme ergodique. En effet,

Upn (h Zh ) = E[Xo | Z] p.s. et dans L',

otl, aprés avoir avoir représenté la suite (X;),5, via (Xgo T %) i1, 0 T2 © — () préserve la mesure,
7 est la tribu des ensembles T-invariants, c’est-a-dire les ensembles A tels que T71A = A.

Pour m > 2, la situation est plus complexe. Il est connu que si (X;),., est i.i.d. et la variable
aléatoire |h (X7,...,X,,)| a une espérance finie, alors U, , (h) /C)* converge presque siirement
vers E [h (X1, ..., X;,)]. L'exemple 4.1 de article [1] fournit un noyau h et une suite strictement
stationnaire ergodique (X;),», telle que Uy, (k) = 1 mais E[h (X7, X])] = 0 (oi X; est une copie
indépendante de X). Ceci montre qu’en général, la limite d’une U-statistique basée sur une suite
stationnaire ergodique ne peut pas s’exprimer en général sous la forme E [h (X7, X7)].

Dans l'article [DGV23], en collaboration avec Herold Dehling et Dalibor Volny, nous avons
fourni de nouveaux contre-exemples ainsi que des conditions suffisantes pour le théoréme ergo-
dique pour des U-statistiques d’ordre 2, dans le cas ou la suite (Xg o T%) i1 est ergodique. Nous
avons ensuite étendu ces conditions suffisantes a des U-statistiques d’ordre supérieur et a des
suites non-nécessairement ergodiques dans l'article [Gir24d].

Commencons par énoncer les contre-exemples. Nous avons tout d’abord donné un exemple

de noyau h: R? — R et de suite strictement stationnaire ergodique (X, o T%) i>o telles que
— la fonction h: R? — R est bornée et symétrique,
— h(XpoT" Xy0T7) est déterministe,

— il existe deux suites croissantes d’entiers (my),-; et (ng),s; telles que Usyp, (h) /C2, - (ves-
pectivement Usp, (h) /Cr ) tende vers 1 (respectivement 0) presque sirement.
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Ceci montre qu’en général, et méme sous ’hypothése favorable d’un noyau borné, la U-statistique
normalisée ne converge pas. Nous pouvons nous demander ce qu’il en est si nous retranchons un
terme de centrage. Nous avons apporté une réponse partielle, c’est-a-dire sans supposer le noyau
borné. Nous avons donné un exemple de suite strictement stationnaire (Xg o Ti)i21 et de noyau
h tel que pour tout j > 2, h (X1, X;) est intégrable et (Us,, (h) — E [Uz,, (h)]) /C? converge en
loi vers une loi normale non dégénérée. Notons que dans cet exemple, sup,., E[[h (X7, X})] est
infini.

Ces deux exemples ont la structure commune suivante : la transformation 7' est définie
sur l'intervalle unité muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue, par Tx = 2z
mod 1. On note Gy le graphe de T*, c’est-a-dire Gy = {(,y) € [0,1[%,y = T*z}. Ensuite, nous
définissons h par h(z,y) = TL(:U,y) + %(y,:c), o, dans le premier exemple, E(x,y) =1 si
(#,y) € Upe; G, ot I C N est un ensemble bien choisi. Dans le second exemple, la fonction
est de la forme > 7, a1 {Gx} ou les réels aj, sont adéquatement choisis. En revanche, aucun
de ces exemples ne permet d’infirmer la conjecture suivant laquelle pour toute suite stationnaire
ergodique (X0 T"),., et toute fonction h: R* — R telle que sup,., E[|h (X1, X;)|] soit finie,

lim 1 (U (h) —E[Usy (R)]) =0 ps..

En effet, dans le premier exemple, h (X;, X;) est déterministe donc Us,, (h) — E[Us, (R)] = 0
presque stirement. Quant au second exemple, la condition sup;., E[|h (X1, X;)|] < oo n’est pas
vérifiée.

Passons a présent aux résultats positifs. Nous traitons le cas de suites qui ne sont pas né-
cessairement ergodiques. Afin d’exprimer la limite de la U-statistique normalisée, nous aurons

besoin de la définition suivante

fo (A) =E[1{X, € A} | T] (), A € B(S), (3.2.1)

ou Z désigne la tribu des invariants, c’est-a-dire, la tribu des ensembles E tels que T7'E = E.
Pour w € 2, nous posons

I, (S, hyw) = . h(xy, ..., Tm)ditg, (1) .. ditg, (T,,) . (3.2.2)

On définira également par 1, (S, h, -) la variable aléatoire
I (S hy) w1, (S, hyw) . (3.2.3)

Notons que si T est ergodique, alors pour tout w, u, est la loi de Xy et pour tout w € Q,
I, (S,hyw) = E [h (Xél), . ,Xém)ﬂ, ol Xél), e ,Xém) sont des variables aléatoires indépen-
dantes ayant la méme loi que Xj.

Le premier résultat présenté concerne la convergence presque sire.

Theoréme 3.2.1. Soit (S,d) un espace métrique séparable, soit (X;);c; = (XooT"),o; une
suite strictement stationnaire a valeurs dans S. Supposons que h: S™ — R vérifie les hypothéses

suvantes :
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(C.1.1) h est symétrique, c’est-a-dire, h (:r;g(l), . ,xo(m)) =h(xy,...,2y) pourtousxy,...,ry, €S
et toute bijection o: [1,m] — [1,m],

(C.1.2) h est bornée et

(C.1.3) pour presque tout w € , I, (S, 1{D (h)},w) =0, ot D (h) désigne l’ensemble des points
de discontinuité de h.

Alors pour presque tout w € €2, la convergence suivante a lieu :

lim —— U, (1) (@) = L (S, By ) (3.2.4)

n—00 C’m
ot I, (S, h,w) est défini par (3.2.2).

L’idée de la démonstration consiste a utiliser la symétrie et le caractére borné de h afin de se
ramener au cas ot ’'on somme h (X;) sur le rectangle [1,n]™. La convergence (3.2.4) (& w fixé)
est vue comme une convergence en loi du produit de m fois la mesure empirique n=' """ | § Xi(w)

On peut déduire du Théoréme 3.2.1 la convergence dans L.

Corollaire 3.2.2. Soit (S,d) un espace métrique séparable, soit (X;),c; = (Xo 0 T"),, une suite
strictement stationnaire a valeurs dans S et soit p > 1. Supposons que h: S™ — R vérifie les

hypothéses suivantes :
(C.2.1) h est symétrique,
(C.2.2) la famille {|h (X;)[",1 € Inc™} est uniformément intégrable.

(C.2.3) lintégrale suivante est finie

[P s ) o) ).

(C.2.4) pour presque tout w € Q, I, (S,1{D (h)},w) =0, o D (h) désigne ’ensemble des points
de discontinuité de h.

Alors la convergence suivante a lieu :

=0,

p

n—o0

lim H—Umn L (5.0,

ot I, (S, h,-) est définie comme dans (3.2.3).

Nous formulons & présent un résultat ne faisant pas d’hypothése sur les points de discontinuité
du noyau h.

Theoréme 3.2.3. Soit (X;),., = (Xoo0T"),., une suite strictement stationnaire & valeurs dans
R? et soit p > 1. On suppose que h: (]Rd)m — R et (Xpo0 Ti)ieZ vérifient les hypothéses sui-

vantes :

(C.3.1) la famille {|h (X;)[",7 € Inc™} est uniformément intégrable.
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(C.3.2) pour tout i € Inc™, le vecteur (X;) admet pour densité f; et il existe qo > 1 tel que

M = sup / fz (tl,...,tm>q0 dty ...dt, < .
()"

1€Inc™

(C.3.8) Pour presque tout w, la mesure i, définie par (3.2.1) admet pour densité f,, par rapport a
la mesure de Lebesque et il existe un ensemble ' de probabilité 1 et g1 > 1 pour lesquels

My :=sup [ f, ()" dt < oc.
we JRA

(C.3.4) Uintégrale suivante est finie
L )l din o) i o) P ).
0 J ()
Alors la convergence suivante a lieu :

1 d
@Umm (h) = I, (R%, A, -)

lim H
n

n—o0

=0, (3.2.5)

p

ot I, (R%, h,-) est définie comme dans (3.2.3).

L’idée consiste a approximer (dans IL”? pour la mesure de Lebesgue) une version tronquée
et a support compact du noyau h par une combinaison linéaire de produits d’indicatrices de
boréliens. Grace a I’hypothése sur les densités, cette approximation se transmet a la loi de Xj;.
La démonstration lorsque h (x1,...,2,) = [[,-; 1 {z; € A} est une conséquence d’itérations du
théoreme ergodique.

Mentionnons a présent quelques exemples ot les résultats précédents peuvent étre appliqués.

1. Soit h: R?* — R le noyau défini par
h(x1, 29, x3) = sgn (2x1 — g — x3) + sgn (229 — x1 — 3) + sgn (223 — 1 — x9) ,

ou sgn (x) vaut 1 si z >0, —1si 2 <0 et sgn(0) = 0.

Le noyau h est utilisé afin de tester la symétrie d’une loi. Soit (X;),.; = (Xo0T"),c, une
suite strictement stationnaire de variables aléatoires réelles telle que pour tout zy € R,
P (Xo = x9) = 0. Alors pour presque tout w € €2, la convergence

U3,n,h (w) — ]3 (R, h, w)

a lieu, ou I3 (R, h,w) est définie comme dans (3.2.2).

2. Etant donnés un espace métrique séparable (S,d) et p > 1, nous définissons f: S* — R
par
f (217 22, %3, 24) — d (217 22) - d (217 Z3) - d (227 Z4) + d (237 Z4) 5

o8



le noyau g: (52)° — R par

g ((1:17 yl) R (Iﬁ’yﬁ)) = f (Il’x27x37 l‘4) f (yhyQu y5’y6)

et sa version symétrisée

1
h((z1,91),.--, (%6, Y6)) = al Z 9 (o), Yo1) +- - - (Ta(6), Yors)) ) -

o€Ss
Ce noyau intervient lors du calcul de la distance de covariance, basé sur la norme dans un
espace L? pondéré de la différence entre la fonction caractéristique empirique d’un couple
de variables aléatoires et le produit des fonction caractéristiques empiriques marginales
(voir les articles [47, 98, 114, 119, 163, 164]).
Soit ((X;, X!)).cq = ((Xo, X{) 0 T"),., une suite strictement stationnaire a valeurs dans 52,
ot la suite (Xo 0 T"),_, est indépendante de (X o T7),,. Si E [d (Xo, z0)"] + E [d (X{, 20)"]
est finie pour un certain (et donc pour tout) xy € S, alors la convergence suivante a lieu

nll_>ﬂolo HUﬁ,n,h — I (527 h, ) Hp =0,
ou I (S?, h,-) est définie par
]6 (827 h7w) = / h ((5151791) PRI (x67 3/6)) d:uw ('rla yl) tet d:uw (x67 96)
S6
et pour A € B(5?),
1o (A) = E[1{(Xo, Xg) € A} [ Z] (w) -

3. Donnons pour conclure un exemple ot le Théoréeme 3.2.3 s’applique. Soit h: R™ — R
une fonction mesurable, soit p > 1 et soit (X;),., une suite strictement stationnaire et
gaussienne. On note ¥ (iy,...,14,) la matrice de covariance du vecteur (X;,,...,X;, ). Si

1<Z'11<n'f<im det (X (i1,...,0m)) > 0,
| N
lim — > " [Cov (Xo, X;)| =0 et

N—oo
=1
E Hh (Xg”,...,Xé’”))

ou X(()l), . ,X(()m) sont des copies indépendantes de X et que (C.3.1) soit vérifiée, alors la

P
| <o
convergence (3.2.5) a lieu.

3.3 Inégalités de déviation pour des U-statistiques de don-

nées 1.1.d.

3.3.1 Queues a décroissance polynomiale

Dans l'article [Gir24a|, nous nous sommes intéressés a des inégalités de déviation pour des
U-statistiques de la forme (3.1.1).
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Theoréme 3.3.1. Soit (B, ||||z) un espace de Banach séparable r-lisse pour un certain r €|1,2].
Soit (&i);5, une suite i.i.d. a valeurs dans l'espace mesurable (S,S), soient h;: S™ — B des

applications dégénérées par rapport a ({i)i>1, c’est-a-dire telles que pour tout by € [[1,m],

I [hi (Q[Lm]]) | f[[l,m]]\{eo}] =0.

Alors linégalité suivante a liew pour tout p €]1,r] et tous t et q strictement positifs :

1
P | max Z hi (&) >t ]| < K(m,p,q,B) Z /0 uwI™P (||hZ (f[u,m]]) HB > tu) du

m<n<N
1€Inc)’ B i€lncyy
) 1/p
tKmpa®) Y [l Bl @alE10)] >
0CJIC[1,m] iyeNsm V0 ijeiig+ige et
qa/p
+ K (m,p,q. Bt | D B[] () |12)] . (3.3.1)

i€lnc’y

ot K (m,p,q,B) ne dépend que de m, p, q et B, N/™ = {Z]EJ ijej} et e; est le vecteur de R™
ot la seule composante non nulle est en position j.

Lorsque m = 2, le Théoréme 3.3.1 s’exprime plus simplement sous la forme suivante. Si (&;),,,
est une suite i.i.d. a valeurs dans l'espace mesurable (S,S) et h;, ;,: S* — B est telle que pour
tous 71 < 19,

E [hilﬂé (51752) | él] =E [h’il,iZ (517£2> | 52] = 07

. t>
B
1
<K (27paQ>B) Z / uq—lp (Hhihiz (SlaSQ)HIB; > tu) du
0

1< <o <N

alors

Z hil,iz (511 ) 512)

1<i1<io<n

P max
2<n<N

N-1 . N 1/p
+ K (27]), q,]B) Z / uq_IP ( Z E [Hhil,iz (51,&2)”% | fﬂ) > tu du
0

i1=1 10=11+1

N 1 ig—1 1/p
+ K (2,p,q,B) Z/O uq_l]P) (ZE |:||hi17i2 (51,52)”% | 52}) > tu | du

i2:2 i1:1
qa/p
+ K (2,p,q,B)t™? ( > Ellhi, (51752)”%}) :
1<iy <ig<N

Lorsque les noyaux h; ne dépendent pas de z, le résultat du Théoréme 3.3.1 s’écrit sous la forme

plus simple suivante.
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Corollaire 3.3.2. Soit (B, |||z) un espace de Banach séparable r-lisse pour un certain r €
11,2]. Soit (&);5, une suite i.i.d. a valeurs dans l'espace mesurable (S5, S), soit h: S™ — B une

application dégénérée par rapport a (&;);s,, ¢ ’est-a-dire, pour tout ly € [1,m],

E [h (Epmp) | €pmpieor] = 0- (3.3.2)

L’inégalité suivante a lieu pour tout p €]1,r] et tous t et q positifs :

h >t
Jmax 1> (&)

1€Inc] B

1
< K (m,p,q,B) Nm/ uq_IIP)(Hh (f[[lam]])HE > tu) du

+ K (m,p,q,B Z N"”/ u?™ 1]P’

0CJC1,m]

L E0 ) |5 et € T > tu> du

+ K (m,p, 0, B) N (B [} (€10.m0) [3])"
ot K (m,p,q,B) ne dépend que de m, p, q et B.
Afin de traiter le cas non-nécessairement dégénéré, nous allons introduire les notions suivantes.

Définition 3.3.3. On dit que le noyau h: S™ — B est symétrique si pour toute bijection
o: [1,m] — [1,m] et tous z1,..., 2, € S,

h (Ia(l), e ,xg(m)) = h(Il, c. ,fEm).

Définition 3.3.4. Soit d € [1,m] et soit (&;);., une suite i.i.d. a valeurs dans S. Le noyau
symétrique h: S™ — B est dit dégénéré d’ordre d par rapport & (&),cq St

E [h (&pmy) | €pag] =0 ps. et E[|[E A (§m) | épallls] #

Par exemple, h (x1,...,Tm) = IC[1m],Card(T)=d [L;c; @i est dégénéré d’ordre d par rapport a
toute suite i.i.d. centrée (@)zez. Si h est degenere d’ordre d par rapport a (&;);,, il est possible
d’écrire

> h(&) = Omz IO
i€lnc™ ” i€lncs
ou

o

W (21, ae) =Y (D) > B [h (25, §rn—n)] -

k=0 i€Inck
En d’autres termes, la U-statistique de noyau h peut s’écrire comme une somme pondérée de
(m — d + 1) U-statistiques d’ordre inférieur ou égal, et chacune d’entre elle est dégénérée. 11 est
alors possible de déduire du cas dégénéré I'inégalité suivante dans le cas symétrique.
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Corollaire 3.3.5. Soit (B, ||-||g) un espace de Banach séparable r-lisse pour un certain r €|1,2].
Soit (&);~, une suite i.i.d. G valeurs dans un espace mesurable (S,S), soit h: S™ — B un noyau
symétrique qui est dégénéré d’ordre d par rapport a (51)121 Posons

/
Hy = max (B [[|h (€nm)3 | €0a])""

L’inégalité suivante a lieu pour tout p €]1,r] et tous t et q positifs :

max g h(&)|| >tN™ 5
m<n<N
i€Inc)

< K (m,p,q,B) Y N / ut'P (Hp>tN<max{d’j}—d>%l+%u> du. (3.3.3)
Jj=0 0

Remarquons que le terme d’indice j € [1,d] dans le membre de droite de (3.3.3) est de la
forme N7 fol wi P (Hp > tN%u> du, qui est indépendant de N pour j = 0 et pour j € [d+1,m],
le terme correspondant est N7 fol w™'P (H, > tNI=4+4/Py) du. Tous ces termes apportent une
contribution différente et non aisément comparable.

I est également possible de déduire du Théoréme 3.3.1 une inégalité de moments.

Corollaire 3.3.6. Soit (B, ||-||g) un espace de Banach séparable r-lisse pour un certain r €|1,2].
Soit (§);5, une suite i.i.d. & valeurs dans un espace mesurable (S,S), soit hy: S™ — B des

noyaux dégénérés par rapport a (&;),-, Pour tout q > p, linégalité suivante a lieu :

max || Y b (&)|| | <K (m,p.a.B) D E[|hi (m)]f3]

m<n<N

i€lnc)? i€Incy;
q/p
+K(m,p,q,B) Y Y E > E||hiysiye )| | &l € J]
(Z)CJC[[l m] iyEN/ i yc:ig+1 je€lncly
q/p
+ K (m,p,a,B) | D Efflhi (Gpam)lla] | - (334

i€lnc’yy
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Sim =2, (3.3.4) s’exprime sous la forme

E|max || > hij(6.&)| | SK@paB) Y E[lhy €. &)l
- 1<i<j<n 1<i<j<N
N— [/ N a/p
j=it+1

N -1 q/p
K (2,p,q,B ZE (ZE (1735 (&1, &)II5 | 52])
=2 i=1

a/p

1<i<j<N

En particulier, pour ¢ = p, (3.3.4) se réécrit : pour 1 < p < r,

P
i€lnc)’ i€lnc’y
Enfin, si h; = h et (3.3.2) a lieu, alors
P
max Z h (&) < K (m,p,B) N"E [“h (é[[lam]])H%} :
msnsN 2€Inc)?
B

L’inégalité (3.3.1) permet de déduire une inégalité dans l'esprit de celle de Rosenthal pour
des moments faibles d’ordre ¢. Pour une variable aléatoire Y a valeurs dans un espace de Banach
(B, ||-|lz) et ¢ > 1, nous posons

1/q
1Y ll3 g0 = (sup P (Y [l > t)) |
t>0

En appliquant (3.3.1) avec g remplacé par ¢g+1, on obtient, sous les hypothéses du Théoréme 3.3.1,

q

max || 3" 5 (&) <K (m,p.q.B) Y ki (Gum) 5.,
mn< i€Tnem i |- i€lnc’y
1/p||4
+K(mpqB) > > > E[|hiriye Gl [ €0 € ]
OCJIC[L,m] iyeNT i yc:tg+i e €lncly R
,q,W
a/p
+ K (m,p,q.B) [ D E[||hi (§pm)]f2]

i€lnc’y
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Dans tous les résultats précédents, la dépendance des constantes du type K (m,p, ¢, B) par rap-
port & B se fait en réalité au travers de la constante C, g définie comme dans (2.2.3).

Etablissons & présent un lien entre les résultats précédents et d’autres existants dans la
littérature.

— Dans [125], une inégalité de type Rosenthal pour des U-statistiques a valeurs dans I’espace
des matrices hermitiennes a été obtenue. Le majorant obtenu pour de telles U-statistiques a
des constantes explicites et les termes dans 'esprit du membre de droite de (3.3.5) mettent
en jeu les moments d’ordre ¢ du maximum sur ¢ au lieu de la somme des moments. Cepen-
dant, notre résultat est valable pour des variables aléatoires a valeurs vectorielles ainsi que
des U-statistiques de tout ordre.

— Dans [2], une inégalité de moments pour des U-statistiques & valeurs dans un espace de
Banach séparable est fournie. D’une part, les hypothéses sur 'espace de Banach (aucune
dans leur Théoréme 1, de type 2 dans le Théoréme 2) sont moins restrictives que les notres et
les constantes sont explicites. Les bornes sont formulées en termes de moments de variables
aléatoires dont I’expression est moins explicite que celle mise en jeu dans le membre de droite

de (3.3.4). De plus, nous discutons le cas ot la variable aléatoire ||h2 (f[u,m]]) n’admet pas

Iz
nécessairement un moment d’ordre 2 fini. Par conséquent, nos résultats complétent ceux

de [|2]. Une inégalité de moments dans le méme esprit a été obtenue dans |73].

— Dans [36], une inégalité de moments pour des U-statistiques de noyaux positifs est établie.
Comme mentionné par les auteurs dans leur Remarque 6, page 982, une inégalité de type

Rosenthal peut étre obtenue mais ne semble pas comparable a la notre.

— Des inégalités de type Rosenthal ont également été obtenues dans [92] pour des U-statistiques
d’ordre 2 a valeurs réelles, alors que la notre traite le cas vectoriel et des U-statistiques
de tout ordre. Cependant, ils ne supposent pas que les variables aléatoires (§;),., aient la

méme loi.

3.3.2 Queues a décroissance exponentielle

On considére une U-statistique de la forme (3.1.2), ot b est a valeurs réelles et (§;),5, est i.i.d..
Une question importante consiste a formuler une inégalité de déviation, c’est-a-dire a controler

la probabilité

IP’( max_ |Upn (B)] > $)

m<n<N

pour un certain x > 0 fixé, a 'aide d’'un terme exponentiel et un autre mettant en jeu la queue
de |h (&, ...,&n)|- On cherche a utiliser des propriétés de martingales. Celles-ci peuvent ne pas

avoir lieu en général. L’hypothése suivante est faite : pour tout ¢y € [1, m],

E (7 (&pm) | €pmpieoy] = 0. (3.3.6)

Le résultat principal de |Gir2la] est le suivant.
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Theoréme 3.3.7. Soient m > 1 un entier, (S,S) un espace mesurable, h: S™ — R une fonction
mesurable (0w S™ est muni de la tribu produit) et (&;),5, une suite i.i.d. de variables aléatoires a
valeurs dans S. Supposons que (3.3.6) a lieu pour tout by € [1,m]. Alors l'inégalité suivante a

lieu pour tous x et y tels que x/y > 3™ :

1 /x z
m/2 I
P (mrg%vwm"( )| >N x> < Amexp< 5 (y) )
+oo
+Bm/ P (|7 (§ump)| > yu'Cr) (1 + log (w)® du, (3.3.7)
1

ot
Api=4(1-2"m)

m 21’71 . i—1
Bu=2][ = (1+1og 22
oy i1 Ri-1

la constante k, est définie pour ¢ > 0 par

1 st q <1,
Kq 1=
! e tq?  siqg>1;

— 4~ 711/21_‘[,,{/1/2

(m—1)m
2

et
qm ‘=
Le résultat ainsi que la démonstration de (3.3.7) ressemblent en de nombreux points a ceux
de I'inégalité (2.2.12). Ceci est dii au fait qu'une U-statistique découplée et dégénérée forme un

champ de type AOM. Lorsque la U-statistique n’est pas nécessairement dégénérée, la décompo-

sition d’Hoeffding permet de déduire I'inégalité suivante.

Corollaire 3.3.8. Soient m > 1 un entier, (S,S) un espace mesuré, h: S™ — R une fonction
mesurable (ot S™ est muni de la tribu produit) et soit (&;);5, une suite i.i.d. a valeurs dans S.

Si h est dégénérée d’ordre d € [1,m], alors pour tous x,y > 0,

md 1 (z\*
P (rlgfgcv]Umn( )| >N x> < A, exp (—5 <§> >

+ BmZ/ f[[1 m]]) | €, k]]” > yN /20 > (1 + log (u))™ du, (3.3.8)

(k—1)k
2

ol q = et les constantes A,,, By, et C,, ne dépendent que de m.
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Voici quelques commentaires sur cette inégalité exponentielle. Tout d’abord, le membre de
droite de (3.3.7) se comporte comme E[Y?log (1+ YY) 1{Y > 1}], ou Y = |h (p1,m))| /y- En
particulier, 'inégalité (3.3.7) n’est utile que si E[Y?log (1 + Y)?"] est finie, ce qui doit de toute
facon étre le cas pour espérer une borne exponentielle. Deuxiémement, la Proposition 2.3 dans
[3] donne aussi une inégalité exponentielle lorsque h est bornée. Dans ce cas, le Théoréme 3.3.7
donne un résultat similaire aux constantes prés.

Plus y est grand, plus le premier terme du membre de droite de (3.3.7) est grand et plus le
second est petit. Dans les applications, x sera imposé et il faudra choisir y de maniére appropriée.

De plus, le membre de droite de (3.3.7) est indépendant de N. Par conséquent, appliquer le
Théoréme 3.3.7 en remplacant la normalisation N”/2 par une plus forte permet d’obtenir une
vitesse de convergence en N.

Cependant, notre inégalité n’est pas suffisante pour déduire une loi des logarithmes itérés bor-
née. En effet, il faudrait montrer la convergence de » ., P (maxm<n<2w |U, | > 2Nm/2a\/m),
ce qui impose le choix # = a+/log N pour chaque N puis le choix de y imposerait la finitude de

moments exponentiels de ‘h (f[[l,m]) , qui serait sous-optimale.

L’article [171] donne une borne pour des moments exponentiels, avec des hypothéses de la
forme E [exp (|h (&)|")] < oo, mais avec la restriction 0 < v < 2, qui n’est pas présente dans notre
cas. Mentionnons également quelques références donnant des inégalités exponentielles pour les U-
statistiques dont le noyau est borné [6, 18, 30] et lorsque le noyau varie avec 'indice ¢ |73, 89, 115],

avec des noyaux uniformément bornés. Le cas dépendant a été traité dans |21, 56, 83, 161].

3.3.3 Applications

Mentionnons tout d’abord une conséquence de I'inégalité de moments (3.3.4) aux U-statistiques
dites incomplétes. Leur raison d’étre vient du fait que le calcul d'une U-statistique d’ordre m
basée sur un échantillon de m éléments nécessite C]" termes, ce qui peut étre contraignant dans
la pratique. C’est pour cette raison que Blom a introduit dans [20] le concept de U-statistique
incompléte. L'idée est de mettre devant h (§;) un poids aléatoire prenant la valeur 0 ou 1, qui

peut étre défini de la maniére suivante :

— échantillonnage sans remplacement : N m-uplets de la forme 7z = (ig)ee[[1 m) OU 1 < iy <

-+ < i, < nsont choisis sans remplacement.

— échantillonnage avec remplacement : N m-uplets de la forme & = (i¢) jcp; ,y 00 1 < i1 <
<o < 1, <n sont choisis avec remplacement.

m

— échantillonnage de Bernoulli : pour chaque ¢ = (i¢)scp ) € Incy',

soit Z,; une variable
aléatoire prenant la valeur 1 avec probabilité p, et 0 avec probabilité 1 — p,. De plus, la

suite (Z,i),.1..m €st indépendante et également indépendante de la suite (;)

i€lnc] i€z
La convergence en loi de U-statistiques incomplétes a été établie dans [93]. Des vitesses de
convergence dans la loi des grands nombres ont été obtenues dans [128]. Mentionnons égale-
ment quelques contributions récentes aux U-statistiques incomplétes dans le cadre de la grande
dimension dans [29] et basée sur un tableau de variables aléatoires dans [113].
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Il s’avere que notre inégalité s’applique plus aisément dans le cadre de I’échantillonnage de
Bernoulli. En effet, aprés avoir appliqué le Théoréme 3.3.1, nous serons amenés a controler les

moments de variables aléatoires de la forme > Z” ., ou la somme porte sur des indices ix, k € K

387
et K C [1,m]. Ceci peut se faire grace a des inégalités de moments pour des variables aléatoires
positives, voir le Corollaire 3 dans [103]. Posons

U (h) =Y Zuuh (&), (3.3.9)

i€lnc)’

ot la famille (Zy.;), ,m est i.i.d., indépendante de (§;),,, et Z,;; prend la valeur 1 (respective-

n

ment 0) avec probabilité p,, (respectivement 1 — p,).

i€lnc

Theoréme 3.3.9. Soient m > 2 un entier, (§),c, une suite i.i.d. G valeurs dans un espace
mesurable (S,S), soit (B, ||-||g) un espace de Banach séparable r-lisse et soit h: S™ — B une
fonction symétrique qui est dégénérée d’ordre d par rapport a (&;);cq-
1.1.d. de variables aléatoires de loi de Bernoulli de parametre p,, qui est indépendante de (fi)@l.

S0it (Zni)jeqpem Une suite
n

Soit U<, (k) définie comme dans (3.3.9). L’inégalité suivante a liew :
E [[|U2<]I2] < Campa (0= 0p] 0™ Pp? 4 0" p, ) B [[| () [[5] . (3:3.10)
ot la constante Cgpm pq ne dépend que de B, m, p et q.

Notons que d n’apparait que dans le premier terme du membre de droite de (3.3.10). Si
d = m, le second terme du membre de droite de (3.3.10) domine le premier. Si n™p, < 1, alors
nmaPpllP < nmp,, | car g > p.

Dans [60], une inégalité de moments pour des U-statistiques incomplétes a valeurs réelles a
été établie. Elles ne sont pas supposées dégénérées, seulement centrées ce qui correspond a d = 1.

La norme L' de la U-statistique est controlée.

Vitesse de convergence dans la loi forte des grands nombres

Depuis I'article fondateur d’'Hoeffding, nous savons que si (§;),-, est i.i.d. et que E Hh (5[[1,7,1}]) H <
00, alors Uy, (h) — E [h (é[[lm]])} presque stirement. Giné et Zinn ont montré dans |74] que pour
une U-statistique dégénérée d’ordre m a valeurs réelles, la condition h (5[[1,m]]) el 1<p<?2
est suffisante pour la convergence presque sire de n="™/ PUpn (h) vers 0. Les auteurs ont égale-
ment traité le cas non-nécessairement dégénéré ainsi que la convergence des moments (qui a été
discutée dans [185, 186]).

Des vitesses de convergence dans la loi des grands nombres ont été obtenues dans [97, 110].

Theoréme 3.3.10. Soit m > 2 un entier, soit (fi)i>1 une suite i.i.d. a valeurs dans un espace
mesurable (S,S), et soit (B, ||-||g) un espace de Banach séparable r-lisse pour un certain r €]1,2].
Soit h: S™ — B une fonction symétrique mesurable et dégénérée d’ordre d. Pour j € [1,m], nous
définissons la variable aléatoire

Hy, o= (E |7 (Emmp) || | €p1])
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Soit 0 < a < (r—1)d/r. Si pour chaque j € [1,m],

vy+7+1
max{d,j}% —a+j/r

H;, € LA og g (d,j,7v,7):=

alors pour tout € > 0,

- 1
> NP (Sup 1 —— |Unn (h) |5 > g) < 0.
>N Cm ’

N=1

Pour les moments exponentiels, nous avons obtenu le résultat suivant.

Theoréme 3.3.11. Soient (S,S) un espace mesurable, h: S™ — R, m > 2 une fonction symé-
trique et soit (fi)i>1 une suite i.i.d. a valeurs dans S. On suppose que h est dégénérée d’ordre
d € [2,r]. S’il existe v > 0 telle que M := sup;oqexp ()P (|h (§pm)) | > t) est finie, alors pour
tout x > 0,

IP’( max |Upn ()] > me) < K exp (—Kﬂ\f%x%> :

m<n<N

ou Ky et Ky ne dépendent que de v et M.

Théoréme limite central fonctionnel dans des espaces de Holder

Etant donnée une U-statistique avec noyau fixé h: S™ — R, nous lui associons un processus
sommes partielles par

Upp ()= Y h(&), telo,1].
iGIncI’;tJ

Dans [117], la convergence en loi dans l'espace de Skorohod D|0, 1] du processus (n~"™/ 2Un,h)n>m

est étudiée. Dans le Corollaire 1, il est montré que si U,,,, est dégénérée d’'ordre d, d € [2,m],

alors (n‘d/ 2un,h)n . converge en loi vers un processus I, (hg) défini par

>

Iy (ha) (1) :/---/hd (21, 20) Lo (1) - Loy (0a) W (dy, duay) ... W (daas dug) . (3.3.11)

ou W est une mesure gaussienne (voir les appendices A.1 et A.2 de 'article [117]). Pour d =

2, le processus limite a pour expression Z;fl’ A (B2(t)—t), ou (B ()5, est une suite de

mouvements browniens standards indépendants et 7, A% est finie. Les trajectoires de Iy (ha) (*)
sont holdériennes, mais celles de t +— U,, 5 () ne le sont pas. Pour cette raison, nous considérons

. . e, . 4 1 4 .
I'interpolation linéaire, notée U, et définie par

. . k .
Z/{f,ll,n,h (t) = > iemmep 1 (&) si t = ¥ pour un certain k € [0,n], (3.3.12)

interpolation linéaire sur |% 11 ke [0,n —1].

S : !
On peut alors étudier la convergence en loi de <Ll§1 nh

(t)) dans des espaces de Holder. Nous
n=m

donnerons des résultats pour des espaces de Holder associés a des modules de régularité de la
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forme po: t — t* (log (¢/t))?, o ¢ est une constante telle que p, 5 soit croissante. Soit Hq gz
'espace des fonctions holdériennes sur [0, 1], c’est-a-dire 'ensemble des fonctions z: [0,1] — R

|z (s) — 2 (¢)]

2]l = |z (0)|+ sup —F—— <00
o s,te0,1],s<t  Pa,B (S - t)

telles que

Comme H,, muni de la norme ||z[|, ; n’est pas séparable, il sera préférable de travailler sur le
sous-espace séparable

ng = {l‘ € Ha,hm sup M — 0} )

0205 1e[0,1],0<s—t<5  Pa,B (s —1)

Comme pour les champs aléatoires, nous avons a disposition un critére de tension pour des
processus de la forme (3.3.12), qui peut se vérifier grace aux inégalités de déviation obtenues, et
qui s’exprime sous la forme suivante.

Proposition 3.3.12. Soit (Y})j>1 une suite de variables aléatoires. Soit W, le processus sommes
partielles défini par
1 [nt)
W, (t) := - ;Y + (nt — [nt]) Y1 | - (3.3.13)
On suppose que pour tout € > 0, la convergence suivante a liew
[logy n] 29—1

lim limsup Z Z P (‘SLn(k+1)2—jJ - Smm—jj‘ > An€P (2_j)) =0,

J—+00
n—-+o00 j=J k=0

ot Sy = Zf\il Y; et (an),-, est une suite strictement croissante qui tend vers l'infini et telle que
SUD,,>1 A2n/an est fini. Alors la suite (W, (+)),,5, définie par (3.3.13) est équi-tendue dans H, 4.

Dans Darticle |Gir24a], nous avons montré que si h est dégénérée d’ordre d et que

Hm 7P (|h (&) | > t) =0,

t—o00

avec p(a) = (1/2—a) ' et 0 < a < 1/2, alors la suite (Z/{ﬁin?h (t),t €0, 1]) converge en loi
dans H, o vers Iy (hg) défini par (3.3.11). Dans I'article [Gir21a], nous avons montré que si h est

dégénérée d’ordre d, f > m/2, et

VA > 0,E [exp (AYBJ"/Q)} < 400,

alors la suite (ugjm’h (t),t €0, 1]) converge en loi dans H{, 5 vers I (hg) défini par (3.3.11).
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3.4 Théorémes limites pour des U-statistiques de données

bernoulliennes

Une question naturelle consiste a trouver des conditions suffisantes sur une suite strictement
stationnaire de variables aléatoires (X;),5, et un noyau h: R? — R garantissant les théorémes
limites les plus classiques (loi forte des grands nombres, théoréme limite central et loi des loga-
rithmes itérés). Bien entendu, des hypothéses sur le type de suites considérées doivent étre faites.
Nous supposerons ici que la suite (Xi)i>1 s’exprime comme une fonctionnelle d’une suite i.i.d.,

autrement dit, qu’il existe une suite i.i.d. (¢,),, et une fonction mesurable f: R%Z — R telle que

Xi=f((eimu)yer) - (3.4.1)

Dans l'article [Gir21b], nous nous sommes intéressés aux questions suivantes. Etant donnés une
suite de variables aléatoires de la forme (3.4.1) et un noyau h: R x R — R, quelles conditions

sur la dépendance de la suite ainsi que sur h garantissent les théorémes limites suivants ?
— Laloi des grands nombres de Marcinkiewicz : pour un p €]1,2[, ==/ (U,,, (h) — E [Us,, (h)]) —
0 presque stirement. Elle fut traitée par Giné et Zinn dans [74]| dans le cas indépendant et
[8, 9, 48, 142] dans le cas dépendant.

— La loi des logarithmes itérés bornée : la variable aléatoire

1
sup ——————1|U, — E U,
n;; n3/2y/loglog n | (Ul
est presque stirement finie. Cette question ainsi que d’autres formes de la loi des logarithmes
itérés ont été traitée par Arcones et Giné dans [4] et dans le cas dépendant dans [51].

— Le théoréme limite central : la suite (n=%/2 (Uyy, (h) — E [Uyy (h)])), ., converge en loi vers
une loi normale. Dans le cas indépendant, cela fut traité par Hoeffding [88], et dans le cas
dépendant dans |7, 16, 50, 52, 90, 149].

La dépendance de la U-statistique est quantifiée de la maniere suivante. Soient (e,),., la suite
i.i.d. et f: RZ — R la fonction mises en jeu dans (3.4.1), et h: R x R — R le noyau. Considérons
les vecteurs aléatoires
i+ :
‘/j,g = <€U)3L:j—é7 ] € Z,g > 0.
La variable aléatoire E[X; | V;,] peut s’exprimer comme une fonction du vecteur Vj,, qui, par

stationnarité, ne dépend pas de j, ce qui donne
E[X; | Vie = fe (Vi)
Nous définissons ensuite pour p > 1 et £ > 1 le coefficient de dépendance

Orp = sup 1R (fe (Vo) s foe (Vie)) = B (feer (Vo—1) , fe1 (Vie—1))l,
j>

et pour £=0, 0o, = sup;o [ (fo (Vi) fo (Vo))
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En particulier, la finitude de }_,., 0, permet d’écrire

Up (hy f,(80)ien) = Z h(fo(Vio),fo(Vjo))

1<i<j<n

+Z Z h(fﬁ (V;,E)mfé (V;,E)) (fﬁ 1( il— 1) fg 1( G- 1))

21 1<i<j<n

ou la convergence a lieu dans IL” ainsi que presque stirement. On peut ainsi décomposer la U-
statistique de départ comme une série de U-statistiques portant sur des variables aléatoires qui
s’expriment comme une fonction de 2¢ + 1 variables aléatoires i.i.d..
Donnons quelques exemples ou il est possible de borner 6, par une expression plus simple.
Tout d’abord, regardons le cas ou h (z,y) = x + y, Par 'inégalité triangulaire et par station-
narité,

Orp < 21fe Vo) = foor Vo),
que l'on peut, par le Théoréme 1 dans [178], borner par 26, + 20_,, o, pour k € Z,

Orp = | Xk = Xgll,

Xi=f <(527u)uez)’ er =¢eysiu#0et el =¢p, ol g) ala méme loi que g et est indépendante
de la suite (€4),cz-
Plus généralement, pour les noyaux h: R? — R vérifiant une propriété de régularité de la

forme
|h(z,y) —h (@ y)| Sw(lz—2')) +w(ly —y1),

ot w: Ry — Ry est croissante et vérifie w (0) = 0, on obtient la borne

Orp < 2 ||lw (|fe (Vo) = fem1 (Vo) DI, - (3.4.2)

En particulier, si h est holdérienne d’exposant a €]0, 1], (3.4.2) s’exprime sous la forme

Orp < Ch|IE[Xo | Vol —E[Xo | Vo1l

pa”?

ott Cy, ne dépend que de h. A premiére vue, il semblerait que I'on ne puisse controler 8¢, que dans le
cas ol h est continue. Nous donnons un exemple de noyau pour lequel une borne peut étre fournie.
Pour ¢t > 0 fixé, nous posons h: (z,y) € R? — 1{|z —y| < t}. Ce noyau fut considéré dans
[22, 160, 177] On suppose que pour tous j, £ > 1, la variable aléatoire E [ X, | 0 (g, —¢ < u < £)]—

E[X;|o(eu,j—C<u<j+/{)] apour densité g,; et que pour un certain r > 1, sup ||ggj|\y
£,5>1

est finie. Soit m, :=E [Xo | Vo] —E[Xo | Voe—1], ot Vo = (Eu)u:_k. Alors pour chaque ¢ > 1,

O < Cllmelly ™7

ou C' ne dépend pas de £.
L’outil principal pour établir les théorémes limites mentionnés est une généralisation de la
décomposition d’Hoeffding suivante.

71



Proposition 3.4.1. Soient (¢,),., une suite i.i.d., (],),c, une copie indépendante de (,),,, et
f: R = R une fonction mesurable. Soit Vi ¢ := (%)ﬁ:i—é et Vi = (8;)11325;_@. Soit f,: R?*+1 —
R telle que

JeVie) =E [f ((eh-w)uez) | Vie] p-s.

Soit h: R x R — R une fonction symétriqgue mesurable. On suppose que pour tous 1 < i < j, la
convergence presque sire suivante a lieu :

eEerooh (fe(Vig), fe(Vie)) =h (f ((‘gi*“)uEZ) f ((Ej*u)ueZ)) :

Alors ’égalité suivante a lieu :
U, (h7 1 (5i)iez) —-E [Un (h> 1, (Ei)iez)] = ”ZE [h (fo (Vk,o) . fo (V,;O)) \ Vk,O}

+ nz Yk(g) + Z hO (g, ¢5)

1 k=1 1<i<j<n

+>. D >ooonh (E?’b,s;‘”’>+Rn, (3.4.3)

€21 a,be[1,46+2] 1< i< |_2n7J

3

ot pour chaque ¢ > 1 et tous a,b € [1,40+ 2], la suite (5?’17) est i.i.d., & valeurs dans RY**2
i€Z

et hop: R¥F2 x R¥F2 — R est telle que la U-statistique associée est dégénérée et la variable

aléatoire Yk(g) est définie par

Ve =B [h (fe (Vi) fo (V6e)) | Vie) =E [h (feor Vie1) s fer (Viemr)) | Vi) -

On a ainsi décomposé la U-statistique de départ en plusieurs termes. Le premier, c¢’est-a-dire
les premier et deuxiéme terme du membre de droite de (3.4.3), consiste en des sommes partielles
de suites de variables aléatoires s’exprimant comme une fonction de variables aléatoires i.i.d.,
pour laquelle la dépendance peut se controler a ’aide des coefficients 6; ,. Le second, c’est-a-dire
les troisiéme et quatriéme terme du membre de droite de (3.4.3), est une série de U-statistiques

hff% (af’b, 5§’b) a 'aide des coefficients
p

0;,. Le troisiéme est un terme qui jouera un role négligeable dans le cadre des théorémes limites

dégénérées, pour lesquelles il est possible de controler

considérés : dans la loi des grands nombres de Marcinkiewicz, n='"'/PR,, — 0 presque stirement,
dans le cadre de la loi des logarithmes itérés bornée, (n*/?y/Ioglogn) "' R, — 0 presque strement
et dans le cadre du théoréme limite central, n=3/2R,, — 0 en probabilité.

L’expression explicite de R,, se trouve dans la Proposition 1.1 de article [Gir21b].

Cette décomposition a permis, grace aux résultats existants sur les suites stationnaires ainsi
qu'un contréle des U-statistiques dégénérées, d’établir les résultats suivants.

— Loi des grands nombres de Marcinkiewicz : soit 1 < p < 2. Si >_,2, Elfl/p@,p < 00, alors
n==VP (U,,, (h) — E[Usy, (h)]) — 0 presque stirement.
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— La loi des logarithmes itérés bornée : pour 1 < p < 2, I'inégalité suivante a lieu

< Cp (9072 + Z QM)) R
/=1

(h) = E Uz (h)]]

n>3 n3/2\/10glogn U

ot la constante ¢, ne dépend que de p.

p

— Le théoréme limite central : nous supposons que -, 0120, < oo, Yoo P01 < o0 et
que
D " [Cov (Yo, Vi) < +o0, (3.4.4)

kEZ

ol la variable aléatoire Y, est définie par la convergence dans IL? suivante

Ve = lim E[h(fe(Vie), fe (Voe)) | Vie] =E[h(fe (Vi) foe (Voo))]

=400
Vie = (z—:u)u wer Vi = (& )?i ¢» Ol (£},),c7 €St une copie indépendante de (g,),;. Alors
1
n3/2
ou N est de loi normale centrée réduite et

= Cov (Yy, Yz).

keZ

(U, —E[U,]) = oN,

On ne sait pas si les conditions imposées sur 6, et ;5 garantissent (3.4.4). C’est cependant
le cas de la condition

Y IEN: | o (cusu <O0)] = E[Yi | o (cuyu < ~D], < oo,
keZ

qui est vérifiable dans le cadre des exemples présentés.

3.5 U-statistiques dont les données portent sur les moments
empiriques

Cette partie se base sur les résultats de larticle [DGS23|, réalisé en collaboration avec Herold
Dehling et Sara Schmidst.

Nous considérons des U-statistiques dont les données sont constituées des moments empiriques
de blocs d'une suite de variables aléatoires (X;),.;, s’exprimant comme une fonctionnelle d'une

suite i.i.d.. Pour n fixé, nous considérons b, blocs

By =10 =Dl +1,j6a],  j€[1,0]

de taille /,,, que ’on suppose tendre vers I'infini. Un facteur d’échelle v//,, et certaines hypothéses
sur la régularité de g: R™ — R permettent d’établir la normalité asymptotique de

W = ZXZ, > X2 ZXm. (3.5.1)

™ i€Bn,; b i€Bn, " i€B,,
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On s’intéresse alors a des U-statistiques du type

1

Upi=—
b (b — 1)

Y AWy, W), (3.5.2)

1<j#k<bn

qui apparaissent naturellement dans des tests non-paramétriques de la constance d’un parameétre
au sein de la suite (X;),.,. Schmidt, Wornowizki, Fried et Dehling [158] ont testé la constance

de la variance en considérant les moyennes de Gini des différences des logarithmes des variances
sur chaque bloc, i.e., ils ont pris h(z,y) = |z —y| et W,,; = \/Zlog(i E{in(j—l)en-i-l(Xt —
% Zilﬁ’zj_l) o1 Xr)?). Schmidt [159] a testé le changement de moyenne & I'aide des moyennes de
Gini des moyennes empiriques des blocs W, ; = \/LZ—” Y ote B, X;. Dans ces travaux, le compor-
tement asymptotique de la statistique de test est déterminé grace a un théoréme limite central
pour U,,. Dans l'article [DGS23], nous considérons des moments empiriques d’ordre supérieur, ce
qui permet de tester la constance des caractéristiques d’ordre supérieur de la loi de X;, comme
la dissymétrie ou le kurtosis. Nous nous intéressons a des U-statistiques de la forme (3.5.2), ou
h: R? — R est une fonction symétrique pour laquelle il existe une constante C' telle que pour
tous x,y € R,

|h(z,y)] < C 1+ |z|+ |y|). (3.5.3)

Nous présentons tout d’abord un résultat général pour U, sous 'hypothése que le tableau
de variables aléatoires (Wy ), ;o oy €t tel que pour chaque n > 1, (W, ), est i.id. avec
des hypothéses relativement simples sur W, ;.

Theoréme 3.5.1. Soit <W”7j)1<j<bn ns1 Un tableauw de variables aléatoires tel que pour chaque
=4

n>1, (anj>1<j<bn est i.i.d. et b, — 0o quand n — oo. On suppose que (3.5.3) est vérifiée, que
72 = Cov (h (W1, Wha), h (W, Was)) > 0, et que la suite (W31/%%>
intégrable. Alors la convergence en loi suivante a lieu

m(l

o1 65t uniformément

it b (b — ]_) Z h <Wn’j’ Wﬂ"k) —E [h (Wn,la WTL,Q)]) — 2,/\/'7

1<j#k<bn

ou N est de loi normale centrée réduite.

Un résultat similaire a été obtenu dans [113] pour des U-statistiques incomplétes dont les
données sont indépendantes.
Contrairement aux tableaux triangulaires de variables aléatoires du Théoréme 3.5.1, les ta-

bleaux triangulaires concernés (W, ;) ne sont pas indépendants car les variables aléa-

1<j<bn,n>1
toires W), ; se basent sur des variables aléatoires issues d'une suite (X;),., qui est dépendante.
Plus précisément, nous supposons que la suite strictement stationnaire <Xi)ieZ peut s’exprimer
comme fonction d’une suite i.i.d., i.e., X; = f ((Ei—u)uez)> ot f: R — R est mesurable et
(€u)yey est iid.. Afin de quantifier la dépendance, nous considérons une suite (€},),.,, qui est

une copie indépendante de (e,),., et nous définissons

0 ((5),c2) == X0 = X7,
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on Xp' = f ((sz)uEZ> et b’ = ¢l siv =1et e = ¢, sinon. Nous mesurons donc la contribution
de g; dans 'expression de X en calculant la norme de la différence entre X et sa version couplée
Xg’i pour laquelle la variable aléatoire ¢; est remplacée par €. Cette mesure de dépendance fut
introduite par Wu dans [178| sous le terme de physical dependence measure et est de nos jours
utilisée dans de nombreuses applications statistiques (voir par exemple [64, 112, 180, 181]).
1<j<bym>1 Sera de la forme (3.5.1).

Donnons des exemples de quantités mettant en jeu les moments d’une loi qui peuvent étre

Dans la suite, le tableau triangulaire (W, ;)

traités par notre approche.

Ezemple 3.5.2. Schmidt, Wornowizk, Fried et Dehling ont proposé dans [158] un test de constance
de variance basé sur la statistique de test

Y

1
Un= iy 2 Viallogsi; —logsi,

1< k<bn

ol szz,j = ZieBw_ <XZ- — i ZreBw Xr>2' Dans notre cadre, cela correspond am = 2, g (z1,x5) =
log (x5 — %) et h(x,y) = |z —y|.

Ezxemple 3.5.3. En considérant les moments d’ordre supérieur il est possible de mettre en place
un test de dissymeétrie ou de changement de kurtosis en considérant les moyennes de Gini (donc
h(z,y) = |z —y|) d’estimateurs des blocs 4, ;, j = 1,...,b,, ou Ay, j = 1,...,b,, respective-
ment. Une version empirique de la dissymétrie est

3
N i ZteBn,]- (Xt B i ZreBn,j X’”)
Yng = : ) 2\ 3/2
(E ZteBn,j (Xt Tl ZreBn,j XT) >
3
i ZteBn,j th - 3(& ZteBn,j th> <i ZteBn,j Xt) +2 <i ZtGBn,j Xt)

1 2 1 2 3/2
(Z ZteBn,j Xi = (e_ ZtEBn,j Xt) )

Y

n

qui est traitée dans notre cadre par

T3 — 3217 + Qx“;’
3/2

g(xl)x27‘r3) -
(22 — 27)

Une version empirique du kurtosis est donnée par

4
. i ZteBm (Xt - i ZTEBM X”)
n,J 2 2
(i ZteBm (Xt - i zreBn,j XT) )

-2
(o2 x)) (S X S ) 3 )

tEBnJ‘ tEBTL,j n tEBn,j
1 2,1 1 4
o(7; 2 %) (7 X %) =3(; X %) ),
" b t;v t bn tezz t b tezv t
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qui correspond & la fonction

1y — 41173 + 62379 — 377

(22 — 5’3%)2

qg ('rly Lo, T3, ..'13'4) -

Theoréme 3.5.4. On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées.
1. La fonction h est lipschitzienne.
2. E[X?™] < oo et -
Sy (), <o (3.5.4)
i€Z k=1
3. La fonction g vérifie g (vg) = 0, ot vy = (E [Xﬂ)mzl € R™. Il existe a > 0 tel que g est

k
dérivable en tout point de [];., (]E [Xﬂ — 2a,E [Xﬂ + 2a) et le gradient de g est borné

sur [T, (E [XF] — 24, E [X}] + 2a).
4. Les suites (b,), -, et ({n),s, tendent vers linfini quand n tend vers Uinfini. De plus, la
suite (b, /0y,) tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
Soit n: R™ — [0,1] une fonction de classe C™ telle que n(x) =1 si ||[x —vgll, < a etn(x) =0
si ||z — voll, > 2a, et posons

m

1
W =\ (g - ) o > X;

' N L s~ g k
O'2 ‘:ZCOV (Za_m(UO)X()’Z?(UO)Xt >0,

teZ k=1

alors la convergence en loi suivante a lieu

Von (Un - ﬁ > En (W,E@,W,Ej?,ﬁ)]) 2N, (3.5.5)

1<j#k<bn
o
7 i= Cov (h (0N, aN"), h (0N, oN™))

et N', N7 et N sont des variables aléatoires indépendantes de loi normale centrée réduite.

Remarquons que par symétrie de h, v? admet I'expression
7* = Cov (h(oN,oN"), h (N, o N")).

Le centrage de U, dans (3.5.5) par >, i, E[h (W, Wai)] plutot que sa version tronquée

> <jtk<bn E [h <W7§Z')> W,(L",z)} semble plus naturel. Cependant, les conditions du Théoréme 3.5.4

ne garantissent pas la finitude de E [|h (W), j, W, x)|], comme le montre I'exemple suivant.
Considérons le cas m = 2, g (x1,22) = logxel {zs > 0} et h(z,y) = |r — y| avec des ob-

servations i.i.d. (X;) Puisque W,, 1 et W, 5 sont indépendantes et de méme loi, la finitude

1€EL"
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de E[|W, 1 — W, 2|] est équivalente a celle de E [|W,,1]]. 1l suffit donc de trouver une suite i.i.d.

(X;) ez telle que E [X{] < oo et
1 &
2 —
E ||log (Z ;XZ> “ = 00.

Nous choisissons alors X telle que
P (X7 =exp(—exp(exp (k) =27%, k>1.
Donnons & présent des exemples de suites de variables aléatoires (X;), ., vérifiant la condition
(3.5.4)

Exemple 3.5.5. Nous supposons que X; s’exprime comme une fonction héldérienne d un processus
linéaire comme dans [86] et [179] :

X =9 (Z ajéfi—j) )

JEZ.

olt : R — R esty-holdérienne pour un certain y €]0, 1], (a;),, est une suite de réels telle que
> jezd?laj|” < oo et (e4),ey est une suite ii.d. telle que E [|50|2m7} < 00. Alors (Xy),e, vérifie
la condition (3.5.4).

Exemple 3.5.6. Nous supposons que X; s’exprime comme une fonction d’un processus linéaire

Y, = E AjEi—j,

JEZ

gaussien : soit X; = ¢ (Y;) avec

ol p : R = R, (e4),ez est une suite L.i.d., o a une loi normale centrée réduite et (a;),, est

. . 2 " P
une suite de réels telle que 3, [a;| < oo et 3 . ;a7 = 1. Ces processus ont été considérés par

jez
exemple dans [130]. Si ¢ (Yy) € L? et E [p (Yy)] = 0, alors le développement suivant a lieu :

¢ (Y;) = Zcq (p) Hy (Vi) ,

ou H, désigne le g-iéme polynéme d’Hermite, défini par
2\ d x?
H,(z):=(=1)"exp (?) T OXP (—?)

¢4 () = %E o (Yo) Hy (Vo).

et

=

Puisque ¢ (Yp) € L2 la série 32, ¢! (e, (¢))? converge. La condition (3.5.4) est vérifice si
> ez d?laj] < oo et

o0

zm: m}cq (@k_E[SOk(Yo)])! < 0.

k=1 g=1
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Ezemple 3.5.7. Soit (X;),., un processus de Volterra, défini par
Xi= ) ayeigeig,
3,3’ €L,37#]'

ol (£y),ez €st 1.i.d. et centrée, E[ef] < oo et > , < 00. De tels processus et leurs

a2
' €Z,j#5" Yi.g

généralisations a des séries de Volterra ont été considérés dans [141] et [156]. Si E [e2™] < oo et
S [ () <
JEZL J'€L,3'#j

alors (X;),, vérifie la condition (3.5.4).

La démonstration du Théoréme 3.5.4 repose sur une approximation de la U-statistique de
départ par celle dont les tableaux W), ; sont remplacés par une fonction des moments empiriques
de blocs de la suite de variables aléatoires (X;),., approximée par des suites m-dépendantes.

En imposant des conditions supplémentaires sur la fonction g, les coefficients de dépendance
de la suite (X;)

dans (3.5.5) s’exprimant & l’aide des W, 77 par une expression qui ne nécessite pas de troncature.

iez, et les suites (by,),,-, et (E )ns1- il est possible de remplacer le terme de centrage

Proposition 3.5.8. On suppose que les conditions du Théoréeme 5.5.4 sont vérifiées. Nous
supposons de plus que toutes les dérivées partz’elles du second ordre de g en vy existent et qu’il
existe k €]0, 1] tel que b, /0" =0 et Y ., > 0 i |2 % 5, ((
en loi suwivante a lieu :

)tEZ < 00. Alors la convergence

Vo (Uy —E[h(Z,, Z})]) — 29N,

v D 0 (X B L)

et Z! est une copie indépendante de Z,.

Le terme de centrage est plus simple a traiter que celui mis en jeu dans le Théoréme 3.5.4.
Cependant, si nous souhaitons utiliser U,, comme statistique de test pour tester la constance du
paramétre g (E [X;] ,E[X?],...,E[X"]), il faut une quantité calculable. Sous certaines conditions
supplémentaires sur les moments, la taille et le nombre de blocs ainsi que la dépendance, il est
possible de remplacer E[|Z, — Z/|| par ¢ E[|[N — N'|| = 20/+/7. Le paramétre restant o peut
étre estimé a l'aide des procédures habituelles.

Corollaire 3.5.9. On suppose que la suite (X;),., peut s’exprimer comme un décalage de Ber-
noulli unilatéral, c’est-a-dire, X; = f ((gi,u)wo). Nous supposons de plus qu’il existe 2 < p < 3
tel que

1 E[|X1P™] < oo et

Z 26 ,p tEZ) +1 /2522 (( k)tEZ)) < o0,

20 k=1

0t 8;p((Xe)ez) = || Xo — Xg7|| . et

78



2. \/blh P (1og )% + \/bn [0 — 0.
En notant ]
Un = bolon—1) Z (Wi = Wal
e 1<j#k<bn

ou W, ; est définie comme dans (3.5.1), la convergence en loi suivante a lieu :

ot o et v* sont définies comme dans le Théoréeme 3.5..

La démonstration de ce corollaire nécessite la convergence de /b, (E [ Zn, Z1|] — 3—‘%) vers 0,

qui elle-méme s’appuie sur une vitesse de convergence dans le théoréme limite central pour les

décalages bernoulliens donné dans le Corollaire 2.6 dans [94].

3.6 Convergence d’une U-statistique empirique a deux échan-

tillons de données S-mélangeantes

Dans un travail commun avec Herold Dehling et Olimjon Sharipov, nous avons considéré
la question suivante : étant donné un échantillon X1, ..., X,,, comment déterminer la présence
d’un potentiel changement de loi 7 Pour cela, nous nous basons sur une U-statistique empirique
a deux échantillons, dont I'idée est la suivante. On dispose d’un échantillon X;,..., X,. Pour
chaque k € [1,n], nous partageons cet échantillon en deux parties, I'une étant Xq,..., X} et
lautre Xji1,...,X,. On cherche ensuite a déterminer la loi empirique de g (X,Y), ot X et Y
appartiennent respectivement au premier et second échantillon et g: R? — R.

Cela nous conduit & la définition suivante :

LntJ n

= n3/2 dY {g(Xn X)) <s}-P(g(Xi, X)) < 5)). (3.6.1)

=1 j=|nt|+1

Par exemple, le test de Hodges-Lehmann est basé sur la médiane de X; — X, voir [46]. Des U-
statistiques de la forme n=3/2 %" ZLZQJ > iz int) o1 P (X3, X;) sont également utilisées pour la détection
de changement de paramétre, voir par exemple [31].

Les hypotheses sur la dépendance de la suite (X;),, seront formulées a I'aide de conditions
de mélange, définies de la maniére suivante. Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. Les coefficients

d’a-mélange et de S-mélange entre deux sous-tribus A et B de F sont définis respectivement par

a(A,B)=sup{|P(ANB)—-P(A)P(B)|,A€ A, B e B};

5(A.B) = {ZZ\PMB P(A)P(Bm},

=1 j=1
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ot le supremum est pris sur les partitions finies (A; ) _, et (B, ) _, de © constituées respectivement
d’éléments de A et B, et introduits respectivement par Rosenblatt [154] et Volkonski et Rozanov
dans [165]. On associe & une suite strictement stationnaire (Xj;),., ces coefficients d’a et de
f-mélange en posant

a (k) :=supa (Ff,}"ﬁk) ,

21

B (k) = sup B (F1. Fio) » (3.6.2)

1
ou FU, 1 < u < v < +oo est la tribu engendrée par les variables aléatoires X;, u < i < v (u <
pour v = 00). Une suite (X;),., est dite f-mélangeante si limy_,o, 3 (k) = 0.
Afin de garantir la convergence de la suite de processus (e, (s,t),s € R,t € [0,1]), ., nous
ferons les hypotheéses suivantes.

(C.1) Pour tout u € R, la variable aléatoire g (u, X1) a une densité f1,, et sup, ,eg fi. (z) < +oo.
(C.2) Pour tout v € R, la variable aléatoire g (X1, v) a une densité fy, et sup, ,cg f2, (¥) < +00.
(C.3) Il existe p > 2 tel que ), ., kPa (k) converge.

(C4) Lasérie ), kB (k) converge.

Donnons quelques explications concernant ces hypothéses. Pour s fixé, nous considérons le
noyau hs (x,y) := 1{g (z,y) < s} et nous effectuons la décomposition de Hoeffding : nous posons
0 =P (g (X1, X]) <), ot X est une copie indépendante de X7,

his(u) =P(g(u,X1) <8)—0s, has(v)=P(g(X1,v) <s)—0bs, (3.6.3)

et
h3,s (U, U) = hs (U, U) - hl,s (U) - hQ,s (U) - 05-

Ainsi, la décomposition suivante a lieu :

en (s,t) = Ry, (s,t) + W, (s, 1),

ou J
nt n
Ry, (st an 37 (hse (X0, X;) = E [hss (X3, X))
i=1 j=|nt]+1

n— |nt] <4 Int] &
W (s,t) = —55—= > (he (Xi) = E [y (X)) + 37 D (o (X5) =B [hos (X))
i=1 j=Int]+1

Les hypothéses (C.1) et (C.2) se refletent via l'inégalité
|hisr (@) — his (%)

sup sup ; : < M,ie {1,2},
z€ER s<s’ § =S

et jouent un role décisif dans la démonstration de I’équi-tension. Celle-ci est traitée via le critére

donné par le Corollaire 1 de I'article [34], qui est trés pratique car le processus a deux variables que
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I’on cherche & traiter s’exprime comme la différence de deux processus croissants pour l'ordre
coordonnée par coordonnée. Dans ce cas de figure, seule une convergence en probabilité d’un
certain maximum des accroissements est requise et un contréle des moments des accroissements.
Pour ce dernier, nous utilisons une inégalité de moments pour les suites a-mélangeantes énoncée
dans le Théoréme 2.5 dans [150]. Enfin, 'hypothése (C.4) est utilisée pour montrer la convergence
de Supye(_ g, g) SUDsefo,1] | F2n (8, )| en probabilité vers 0, grace a 'inégalité donnée par le Lemme 2.4
dans [48].
Enoncons & présent le résultat principal de I'article [DGS21].

Theoréme 3.6.1. Sous les hypothéses (C.1), (C.2), (C.3) et (C.]), la convergence

(en (s, t>>se[—R,R],te[0,1] — (W (s, t))se[—R,R],te[O,l]

a liew en loi dans D ([=R, R] x [0,1]) pour chaque R > 0, ot (W (s,1)).c/_g rjse|
processus gaussien centré dont la fonction de covariance est donnée pour s,s' € R et 0 < t <

0,1] est un

t' <1 par la formule

Cov (W (s,t), W (s, t)=t(1—1t)(1—t)Cy1(s,5)
+t(1—=t) (' —t)Coq (s,8) +tt' (1 —t') Caa(s,s),

ou, pouri,j =1,2 et 5,8 € R,

C’i,j (8, Sl) = Z Cov (hi,s (XO) ) hj,sl (Xk)) )

kEZ

et les fonctions hy s et hys sont définie comme dans (3.6.3).

Dans la pratique, la probabilitée P (g (X;, X;) < s) est inconnue, et 'on dispose seulement
des valeurs de 1{g(X;,X;) <s}, 1 < i < j < n. Ceci nous incite & considérer un résultat
analogue au Théoréme 3.6.1, ott 'on a remplacé P (g (X;, X;) < s) par son estimateur empirique

(0721)_1 Zl<i<j<n 1{g (Xi, Xj) < s}

Theoréme 3.6.2. Soit e, la U-statistique empirique a deuz échantillons, définie pour g: RxR —
Rn>1,seRet0<t<1 par

I_’VltJ n
1 1
e (s,t) = ey Z Z (1 {9(X;, X;) <s}— 2 Z 1{g (Xy, X;) < s}) .
i=1 j=|nt|+1 P1Lir<g’<n

Sous les hypotheses (C.1), (C.2), (C.3) et (C.}), la convergence
e (s,t) = W (s,t) en loi dans D ([-R, R] x [0,1]),

a lieu pour chaque R > 0, ou (W (s,t))se[_R Rltcfo] €St un processus gaussien centré dont la

e
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fonction de covariance est donnée pour s,s' € R et 0 <t <t/ <1 par la formule

Cov(W (s, t) , W (s, t)=t(1—=t)(1—=t)Cr1(s,8)+ (t' =t)t(1 —=1t)Ca(s,5)
+ (L =t)tt'Coa(s,s) —2tt' (1 —t*) (1 —¢')CY (s,5")
—2 (1=t (1=t)(s,s)Cy(s,s) =2t (1 —t') 2+t =2t —1*) CF (s, 9)

—2t(1—-t)t' (1=t Cy(s',s)+4t (1 —t)t' (1 — )(t2+t+1 >(J“(s s,

ou hy et hy sont définie comme dans (3.6.3), as = hy s — haos et pouri,j=1;2,

§') = Cov (his (Xo), hjs (X)),

kEZ

Ca (s, ) ZCOV his (Xo), as (X4))

C*(s,8") = Y _ Cov (as (Xo), ay (X))

keZ

Les résultats suivants sont une conséquence directe des Théorémes 3.6.1 et 3.6.2.

Corollaire 3.6.3. Sous les conditions des Théoremes 3.6.1 et 5.6.2, les convergences en loi

sutvantes ont lieu pour tout R > 0 :

sup sup |e,(s,t)] — sup sup |W (s, t)|;
0<t<l —R<s<R 0<t<1 —R<s<R

sup sup e}, (s,t)| — sup sup |W'(s,t).
0<i<l —R<s<R 0<t<1 — R<s<R

Corollaire 3.6.4. Soit ;1 une mesure finie sur les boréliens de R. Sous les conditions des Théo-
remes 3.0.1 et 3.0.2, les convergences en lot sutvantes ont lieu pour tout R > 0 :

sup /en (s,t)”dpu(s) = sup /W (s,t)% dp(s) (3.6.4)
0<ti<1 JR 0<t<1
supt/‘k;(&tﬂzdu(S)—+ sup [ (V7 (s,0)du (). (3.6.5)
0<t<1 JR 0<t<1 JR

Une procédure de test basée sur 'une des statistiques

E:WSWMWWEM:WAWWMM

0<t<1l —R<s<R 0<t<1

se heurte a 1’obstacle de déterminer ou bien d’approximer la loi de la limite. Nous proposons des

pistes dans la section 3.8.
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3.7 Théorémes limites pour des U-statistiques de données

£-mélangeantes

Dans cette section, nous considérons des U-statistiques d’ordre 2 a valeurs dans un espace de
Hilbert H, dont le produit scalaire et la norme seront notés respectivement par (-, )y et |||y
On se donne un noyau mesurable h: S x S — H, ou (5, d) est un espace métrique séparable et
les tribus sur ’ensemble de départ et d’arrivée sont les tribus boréliennes et on pose

Upn (h) = > h(Xi, X;).

1<i<j<n
On peut définir un processus sommes partiellesa partir du noyau h et de la suite (X;),,, par

Lt
Ui ()= Y h(Xi, X))+ (nt — [nt]) > b (Xi, X)) -

1<i<j<|nt] i=1

Ainsi, si k € [0,n], alors U, 5, (k/n) = Uy (h) et application ¢ — U, (t) est affine par morceaux.
En particulier, t — U, (t) est un élément de Cy ([0, 1]), P'espace des fonctions continues définies
sur [0, 1] et a valeurs dans H.

Dans Darticle [Gir24c|, nous avons étudié les questions suivantes. Nous cherchons des condi-
tions suffisantes sur les coefficients de S-mélange définis par (3.6.2) et les moments de h (X1, X;)
et de h (X1, X7), ot X est une copie indépendante de X, garantissant

— un théoréme limite central fonctionnel, c’est-a-dire la convergence de la suite (U, (t) , ¢ € [0,1]), -,
dans Cg ([0, 1]),

— la loi forte des grands nombres de Marcinkiewicz, ¢’est-a-dire la convergence presque siire de
la suite (n~'"Y? (U, (h) — E[U, (h)))), -,
supplémentaires concernant le noyau A et la loi de X, il est possible de remplacer la

vers 0, avec 1 < p < 2. Sous certaines hypothéses

normalisation n!*Y/? par n?/?.

Notre approche est la suivante. Nous partons de la décomposition d’Hoeffding : nous nous

donnons une copie indépendante X de X; et on pose
hio(z) =E[h(z, X)) —E[h(X1,X])], z€S,

hoi (y) =E[h(X1,y)] —E[h (X1, X])], yeS

et
hy (w,y) = h(2,y) — hio(x) = hoy (y) — E[h (X1, X])], x,y€S.
Ainsi,
Uap (h) = i (n =) (hio (Xi) = E[h1o (X3)]) + Z (j = 1) (hoa (X;) — Efho (X;)])
+ Usn (ha) (3.7.1)
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et lorsque (Xj),5, est iid,,
Efhe (X3, X;) | 0 (Xi, kb <j—1)] =0=E[hs (X;, X;) [ 0 (X, k 2 i+ 1)],

ce qui permet d’utiliser des propriétés de martingale dans la sommation en ¢ et également pour
celle en 7. Nous utilisons les résultats existants dans la littérature pour des sommes partielles de
variables aléatoires mélangeantes : [38]| pour le théoréme limite central fonctionnel et [39] pour la
loi des grands nombres. Il reste donc & montrer que la contribution de Us, (hg) est négligeable.
Nous ne pouvons pas utiliser directement des propriétés de martingale, car elles n’ont pas lieu
lorsque (X;),5; n’est pas indépendante.

Il est cependant possible de s’appuyer sur le cas indépendant en utilisant des arguments de
couplage. En effet, pour N et 0 < ¢ < N/2 fixés, posons

Vk,u - (X2qu+k:a cee 7X2qu+k:+q—1) .

Par le Lemme de couplage de Berbee (voir [14]), il est possible de trouver, pour chaque entier k

tel que |k| < ¢, une collection de variables aléatoires (V,C u) telles que

ue[0,N]
— pour tout u € [0, N], les vecteurs Vj,, et V;*, ont la méme loi,
— la famille <V’:“>u6[[0,N}]
— pour tous k € [—q,q] et uw € [0, N], P (Vku + Vk*u) < B(q).

On décompose ensuite Us,, (he) de la maniére suivante : si les restes de la division euclidienne de

est indépendante et

i et j par 2¢ sont & une distance plus petite que ¢, nous pouvons exprimer hy (X;, X;) a l'aide des
vecteurs Vj,,, pour un k fixé. Dans le cas contraire, nous introduisons un terme télescopique dans
I'une des coordonnées ¢ ou 7, terme qui jouera un role négligeable. Pour les termes exprimables
a l'aide des vecteurs Vj ,, nous introduisons les vecteurs couplés V. Ceci donne lieu a (2¢)?
U-statistiques dégénérées de données i.i.d., pour lesquelles une inégalité de martingales a valeurs
dans un espace de Hilbert (Théoréme 4.1 dans [137]) peut s’appliquer. Nous déduisons alors
I'inégalité de déviation suivante : pour tous r > 2, z, R > 0 et N, q tels que 0 < 2¢ < N,

max. > h(X,X))|| >z | <Ca "¢ N'E[H'1{H < R}]
1<i<j<n
+ Co 'N*E[H1 {H > R} 4+ Cra "N supE [|h (X1, X;)||] +4NB(q), (3.7.2)

]/

ou H = ||h (X7, X])||g, X{ est une copie indépendante de X; et C, ne dépend que de r. Le terme
x sera imposé par le contexte d’application de cette inégalité (théoréme limite central fonctionnel
ou bien loi forte des grands nombres). En revanche, il est possible de choisir les paramétres r, ¢
et R afin de rendre le membre de droite de 'inégalité (3.7.2) aussi petit que nécessaire. Le terme
Np (q) décroit avec g mais les autres termes croissent en ¢, donc il faut choisir ce paramétre de
manicre judicieuse. Lorsque E [H"] est finie, faire tendre R vers l'infini élimine le second terme
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du membre de droite de (3.7.2) et permet ainsi obtenir I'inégalité plus simple

max
2<n<N

> h(Xi, X))

1<i<g<n

>z | <Cha "¢"N'E[H"|

+ Gl sup B [[[2 (X0, X)) +4VB (0).
1=z

Mentionnons & présent les résultats obtenus. Concernant le théoréme limite central fonctionnel,
nous considérons les hypothéses suivantes

(C.1) en notant hy (z) = E[h (2, X1)] — E[h (X1, X])], out X est une copie indépendante de X
et par Qy (u) la quantité inf {t > 0,P (Y > t) < u},

Xyt Xk)) )
Z/ Qi (xo)ll, (W) du < 00,

(C.2) lim, ,o,n?B(n) =0 et
(C.3) supjon E [||h (X1, X;) [l < o0
Pour décrire le processus limite, nous définissons un processus Wr de la maniére suivante.
Définition 3.7.1. Soit m;: Cyl0, 1] — H lapplication « évaluation en t », c’est-a-dire m; (x) =
x(t). Pour I' € S (H), soit Wr le processus vérifiant

1. Wr(0) =0,

2. les trajectoires sont continues et

3. pour tous 0 < tg < t; < --- < ty < 1, les accroissements (Wr (t;) — Wr (ti_l))fio sont
indépendants et Wr (t;) — Wr (t;i—1) a une loi gaussienne sur H, centrée et d’opérateur de
covariance (t; —t;—1) .

Nous avons obtenu le résultat suivant.

Theoréme 3.7.2. Soit (X;),., une suite strictement stationnaire de variables aléatoires a valeurs
dans un espace métrique séparable (S, d) et soit h: Sx S — H une fonction symétrique mesurable,
ou S xS est muni de la tribu produit et lespace de Hilbert (H, (-,-)y) de la tribu engendrée par la
norme. Supposons que les hypothéses (C.1), (C.2) et (C.3) soient vérifiées. Alors la convergence
en loi dans Cy ([0, 1]) suivante a liew dans Cy[0,1] :

1
n3/2

(Unn (t) = E Uy (£)]) = W,
ot lopérateur ' est défini par

(Tu,v)y = ZE [(hy (Xo),u)g (h1 (Xk), V)], wu,veH. (3.7.3)

keZ
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L’hypothése (C.1) permet de montrer que la partie linéaire dans (3.7.1) converge en loi vers
le processus annoncé, tandis que les hypothéses (C.2) et (C.3) permettent de montrer le role
négligeable de la U-statistique associée a hs.

Notons que dans le cas dégénéré, 'opérateur I' défini par (3.7.3) est nul. Il est possible de
montrer la convergence en loi avec la normalisation en n, mais avec des techniques complé-
tement différentes, voir [106, 107]. Dans le cas ou ||k (X1, X;)||y a des moments d’ordre infé-
rieur & 4, notre résultat améliore celui de Dehling et Wendler [50]. Le cas de fonctionnelles
de processus f(-mélangeants a été traité par Borovkova, Burton et Dehling dans [22]|, mais
lorsque l'on se restreint au cas [-mélangeant, leurs résultats ne sont pas meilleurs. Il en va
de méme de ceux de l'article [49]. Enfin, notons que notre résultat s’applique également lorsque
E [h (Xo)® (log (1 + |hy (Xo0)]))?] est finie pour un certain y > 0, au prix d’'un décroissance ex-
ponentielle de o (0 (X;,7 < 0),0 (Xg)).

Concernant la loi forte des grands nombres, nous considérons les hypothéses suivantes :

E (I (X2, XDIlE] < . (3.7.4)
51>11;E 1A (X1, X)) < o (3.7.5)
iz

Nous ferons ensuite des hypothéses sur la suite des coefficients de S-mélange, qui dépendront de
la présence de moments d’ordre supérieur a 2 ou non de ||k (X7, X{)|lg et du caractére dégénéré
ou non du noyau h.

Dans les résultats suivants, (X;),., est une suite strictement stationnaire de variables aléa-
toires a valeurs dans un espace métrique séparable (S,d), h: S x .S — H une fonction mesurable,
ot S x S est muni de la tribu produit et 'espace de Hilbert (H, (-, )) de la tribu engendrée par
la norme. Soit 1 < p < 2.

— Nous supposons que (3.7.4) est vérifiée avec r remplacé par p+ d, avec p+J > 2, ainsi que
(3.7.5). Nous supposons de plus qu’il existe n > 0 tel que

Z f 0 g (k) < o0,
k=1

ou

7(19,5:77)Zmax{p_l_kn’p_Q_’_@}'

Alors la convergence suivante a lieu
1
lim ——— ||U, (R)|lg = 0 p.s.. (3.7.6)

n—00 n1+1/p

— Nous supposons que (3.7.4) est vérifiée avec r remplacé par p+ d, avec p+ 9 < 2, ainsi que
(3.7.5). Nous supposons de plus que

Z k@0 g (k) < oo,
k=1
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ou

v (p,0) = max{p—?—i—
Alors la convergence (3.7.6) a lieu.

Dans le cas dégénéré, c’est-a-dire

la normalisation peut étre remplacée par n?/?. Nous avons obtenu les résultats suivants.

— Nous supposons que (3.7.4) est vérifiée avec r remplacé par p+ 9, avec p+ 0 = 2, ainsi que

(3.7.5), et qu'il existe 1 tel que
Z 1 (k) < oo,
Alors la convergence suivante a lieu :

nh_)rglo n2/1’ |\Un (R)|lg =0 p-s.. (3.7.7)
— Nous supposons que (3.7.4) est vérifiée avec r remplacé par p+ d, avec p+ 9 < 2, ainsi que
(3.7.5), et que

o0

SRR (k) < oo,

k=1
Alors la convergence (3.7.7) a lieu.

Ces deux derniers résultats améliorent et complétent ceux obtenus par Dehling et Sharipov dans
[48]. En effet, leur résultats pour des noyaux dégénérés ne concernent que le cas borné et a valeurs
réelles.

3.8 Perspectives

Les travaux présentés sur les U-statistiques ont ouvert les perspectives suivantes.

Tout d’abord, 'inégalité exponentielle présentée dans la sous-section 3.3.2 n’est valable que
dans le cas de U-statistiques a valeurs réelles et ayant un noyau qui ne dépend pas de 'indice
t. Afin d’obtenir des applications aux U-statistiques pondérées ou ayant des poids aléatoires,
il faudrait obtenir une inégalité ou 'on autoriserait les noyaux a dépendre de 'indice z. Nous
pourrions ainsi fournir des vitesses de convergence dans la loi des grands nombres.

Concernant les U-statistiques de données dépendantes, il faudrait mettre au point une pro-
cédure statistique qui se baserait sur des résultats dans l'esprit de ceux obtenus dans (3.6). Un

des problémes est que ’on ne peut pas déterminer les valeurs critiques dans le cadre d’un test se
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basant sur les statistiques de test données dans (3.6.4) et (3.6.5). Nous pourrions considérer des
U-statistiques empiriques comme dans (3.6.1) ot la fonction g est remplacée par g,, c’est-a-dire

LntJ n

(st = gm0 S0 (1o (X0 X)) < 5}~ Plga (X, X,) < 5)).

i=1 j=|nt]+1

On pourrait prendre par exemple pour g, (2,y) = gn1 () — gn1 (y), Ol g, 1 serait un estimateur
lissé de la fonction empirique de Xj.

Il est également possible d’envisager de détecter la présence de plusieurs changements dans
un échantillon, en se basant sur une U-statistique a plusieurs échantillons, en considérant tous
les découpages possibles de ’échantillon Xy, ..., X,, en m sous-échantillons d’indices consécutifs.

Ceci nous ameéne a poser

Lntlj L’ntzJ n

Yoo (X, X)) (3.8.1)

i1=1 ’i2=\_nt1j+1 imZLntm_lJ-i-l

umech g )

On peut alors utiliser une statistique de test mettant en jeu UM ech qui, sous I’hypothese de
présence de strictement moins de m — 1 changements, converge grace a un terme de centrage
approprié, et qui tend vers I'infini en probabilité sous l’alternative, qui indique la présence de m
changements du parameétre considéré.

De plus, la topologie holdérienne permet de traiter le cas d’'un changement de parameétre
sur une période courte par rapport a la taille de ’échantillon observé. Ceci a été illustré dans
'article [147], ou le cas de la U-statistique a deux échantillons a été traité. Une version lissée de
la U-statistique a m échantillons définie par (3.8.1) peut alors étre étudiée dans les espaces de
Holder afin de déterminer la présence de m changements de paramétres sur des périodes courtes.

Enfin, une autre perspective concerne le théoréme limite central pour des U-statistiques de
données stationnaires de la forme (3.1.1). Certains résultats ont traité le cas mélangeant, voir
|5, 184]. Dans le cas ot (X;),.; est telle que X; = f ((€i—k)yez), seul le cas m = 2 a ét¢ traité (voir
[Gir21b] et [90] dans le cas plus général de U-statistiques pondérées). Cependant, de nombreuses
U-statistiques sont d’ordre supérieur a 2, comme celles intervenant dans la distance de covariance
introduite dans [114]. Une approche possible, basée sur une adaptation de la décomposition de
Hoeffding, serait la suivante : nous posons hy (z) = E[h (&, ..., &n1,2)], ott (&)75" est iid. et
&1 a la méme loi que X, puis h (21, ..., 2m) = h(x1,...,Tm) — Y pey ha (z). Par conséquent,
Up.n (h) se décompose comme une somme de variables aléatoires formant une suite strictement
stationnaire plus une U-statistique dont le noyau h est remplacé par h. Une inégalité de moments
Unon (%) ) permettrait alors de montrer que U, ,, (h), adéquatement centrée et

normalisée, converge vers une loi normale. Les conditions porteraient sur les normes de termes de

satisfaisante sur

la forme E [h (X;,, ..., X;,,) | 0 (X, € <0)], dans le méme esprit que pour les théorémes limites
pour les suites strictement stationnaires (voir par exemple [78]). Un cas o ces conditions peuvent
se vérifier serait celui de suites ayant la forme X; = f ((ai,k) keN) = f(&i,€i-1,-..), ou bien de
suites vérifiant une condition de mélange et dont le noyau est défini sur R™, continu, intégrable

88



et sa transformée de Fourier vérifie certaines conditions d’intégrabilité, comme dans [161]. Dans
ce dernier cas, le noyau peut s’approximer sur un cube par des sommes de fonctions s’exprimant
comme un produit de fonction de chaque coordonnée, ce qui permettrait de formuler une condition

simple sur les coefficients de mélange pour garantir un théoréme limite central.
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