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INTRODUCTION

Les espaces de Banach stables ont &té introduits par J.L.Krivine
et B.Maurey.Caractérisés par une condition simple sur la norme,qui est
héritée par leurs sous-espaces,ils forment le cadre général permettant
d'&tendre un résultat deD.Aldous (sur 1'existence de sous-espaces isomor-
phes a 1P dans 1les sous-espaces de ul ).En effet ils contiennent,pour
un p>l,et pour tout €> 0,un sous-espace (l+c)-isomorphe a 1P,

Le chapitre I du présent travail étudie,d'une maniére un peu plus
générale,la propriété de stabilité pour une fonction de deux variables,
et donne un théoréme de représentation au moyen d'un espace réflexif,
valable dans le cas le plus général,et souvent utilisé par la suite.

L'étude de la propriété de stabilité des espaces de Banach est
ensuite menée dans deux directions principales:

a) étude de la conservation de la stabilité sous certaines
opérations classiques:c'est 1'objet du chapitre II,qui étudie notam-
ment les produits directs,les interpolés et les quotients d'espaces stables.
Les résultats sont obtenus toutefois dans des cas assez particuliers,les
cas généraux restant ouverts.

b) démonstration de la stabilité d'espaces classiques.

Outre la stabilité des quotients des 1P, traitée au chap. II,on trouvera
démontrées au chapitre III celle des espaces d'Orlicz de fonctions a
valeurs dans un espace de Banach (stable),sous les conditions "02",ainsi
que celle des espaces de Lorentz.(de fonctions vectorielles).

Ce dernier point est & rapprocher du point a),puisque les espaces de

Lorentz sont (en théorie isomorphique) les interpolés des espaces P,
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Le chapitre IV étudie la super-propriété correspondant & la stabi-
1ité.0n y démontre notamment la superstabilité de u.p(E) lorsque E est
superstable.L'introduction de 1a notion de famille uniformément super-
stable d'espaces permet de généraliser un peu ce résultat. (par exemple
aux sommes directes du type @2 u_pi(E)).

Signalons au passage une propriété obtenue récemment et montrant
1'intérét des espaces superstables:un espace de Banach s'appliquant dans
un espace superstable par un homéomorphisme uniforme contient un
isomorphe d'un 1P,

On notera que le chapitre IV met en relief les relations étroites
entre la notion de superstabilité et celle d'opérateurs uniformément con-

vexifiant introduite par B.Beauzamy voici quelques années.

Pour terminer,je tiens & remercier M.J.L.Krivine qui a assumé la
direction de ce travail ftm'ena suggéré le théme) ;M.B.Maurey,qui m'a
constamment aidé;M.M.Rogalski,qui a bien voulu 1'examiner;les membres
du groupe de travail sur la géométrie des Banach,dont la gentillesse

m'a aidé 3 passer les caps difficiles.
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Chapitre 1
Propriété de stabilité pour
les fonctions de deux variables

Dans ce chapitre on rappelle et développe Ta notion de stabilité pour une

introduite dans [M-K|essentielle-

(o]}

fonction de deux variables,notion qui a ét
ment dans le cas particulier de 1a norme des espaces de Banach.{La stabilite
des espaces de Banach faisant 1'objet du chapitre 2).

Les résultats du B ci-dessous jouent un role central dans 1'étude des
rapports entre stabilité et intégration (et de la stabilité des espaces dont
la norme est définie par une intégrale).lls consistent en un procédé de

(bi)-linéarisation par passage aux mesures,donné ici dans le cas "non

dénombrable"— complétant ainsi [M-KI.

A)Propriété de stabilité.

Définition 1. Soient X et Y deux ensembles,l un compact,et f une application
de XxY dans T .0On dit que f est stable ssi elle est telle que:
(ST): Pour tout couple de familles (Xi)ieI et (yj)jeJ d'éléments de X

et Y respectivement,et tout couple d'ultrafiltres U sur I,V sur

J,on a la propriété d'interversion des limites:

Tim 1im f(xi,y.) = 1im 1im f(xi,y.)

iU 3,V SRR IO T !

Remarque 2. On peut définir de méme la "dénombrable stabilitée" (DST) ou
1'on impose la condition d'égalité des limites que dans le cas des

familles dénombrables.Mais dans les cas usuels ces propriétés cofincident:

Proposition 3. Si T est un compact métrisable,les propriétés de stabilité et

de dénombrable stabilité sont équivalentes,ainsi qu'd la propriété suivante:
(DST'): Pour tout couple de suites (xm)mzl,dansx,et (yn)n=1

il existe deux ultrafiltres non triviaux U et V sur W*,te1s

dansY,

que: Tim Tim f(x _,y ) = Tim Tim f(x_,y )
m,U n,V m=n n,V m,U mn

I1 est clair que (ST) entraine (DST) qui entraine (DST').Le fait que (DST')

entraine (ST) résulte clairement du lemme suivant:
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Lemme 4. Soient X,Y deux ensembles et (TI,d) un espace métrique compact.
l Sofent (x;); ps(¥; )Jsd deux familles d'é@léments de X,resp Y,et U,V
! deux ultrafiltres sur I,resp J.

| On peut trouver deux suites (ik)k 1,dansI (J ])] -1 dans J telles que:

| (1):14m Sup d(lim Tim f(x..y.)sf(x; 5y; ))=0
| kso 15k ,U 3,V J k N
| et (2):1im Sup d(1im 1im f(x.,y.),f(x; »y; ))= 0.
! s kxl 3oV i, Y Tk 9

11 est clair qu'alors pour tout couple d'ultrafiltres non triviaux U' et V'

sur N on a: lim 1im f(x. ,y, ) = lim lim f(x.,y.)
ULV kT oyt
et:  1im 1im f(x; ,y: ) = 1im lim f(x,,y;) d'ou (DST') +(ST).

LYk kT g v Y

Preuve du lemme 4.

Soit a=lim li$_f( .,yJ) et B= k1m 11m f(x .,yJ) .

Soit (Ekyk 1éune suite de reéels, ek>0, 8? 0 quand ko<,

L'ensemble A -{151/ d(1im f(x .,yj),a)<el/2} est dans U,donc non vide;soit 11
J,sV

1'un de ses éléments.

De méme Bi={jed/d(f(x. LY <) sa)<e s} oljed/d(f(x; ,y ),1im f(x <§{2}
i J 1 i 3,V

qui est dans V;donc Bi est dans V.D'autre part :
B” {jedsd(1im f(x, Y 5 Y, )<el/2} est également dans V.

Donc B B' B! est1 Uauss1 dans Visoit jl dans Bl'

17°17 "1
Supposons avoir défini IFEAPTRRERY s et Jl,jz,....,Jkte1s que:
¥i=1,...k, d(lim f(x.,y. ),B)<e,/2
. 1773 1
1,U 1
¥1=1,...k, d(1im f(x, ,y.),a)<€]/2
i,V 1

On choisit alors 1k et jk+1 de 1a maniére suivante:

+1
k 1€ k+1—{151/¥1 =1, d(xi,yj]) g)<€ n {1€I/d(}1v f(x .,yj),u)<ek+1/2 }

jk+1€Bk+1={ng/V1=1,..k+1,d(x. ,y.),a)<e Jr\{JeJ/d(11m f(x .,y.),B)<€ /2 }.
1] J iU J k+l

On obtient ainsi deux suites (ik)k=1 et (J])] -1 telles que:
1<k = d(f(xi ,yj ),B)<ek
k Y1
kxl = d(f(x, ,y. ),a)<e,d'ol le lemme.
Remarque 5. 11 est facile de déduire du lemme 4 la condition suivante de sta-

bilité lorsque r est métrisable:

(DST®") pour tout couple de suites& =(x

(x)ooy etme(y ), d'éléments de

m=1
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X,resp. Y,on a (en notant A n={f(xm,yn)/m<n} ): AEn“AnE# 2.

£
Lorsque =R, ceci équivaut a:
(RST)Pour tout couple de suites (xm)m=1’(yn)n=1’°" a:

Inf f(xm,yn)sSup f(xm,yn)

Soit E un espace de Banach et X son dual;et BE’BE* leurs boules-unité respec-
. . . . * *

tives.L'application: <BExBE*>——+[-1,+1] 2 (Xs¥7) > <Xy X

est stable si et seulement si E est réflexif.

La suffisance de cette condition résulte de la faible compacité de BE

lorsque E est réflexif (et du fait que BE# est toujours préfaiblement compacte)

tandis que 1'application crochet de dualité est séparément continue pour les

. ¥ ¥ . * i
topologies o (E,E™) ,0(E™,E).Si (xi)ieIC:BE et (yj)jeJC:BE* et si U,V sont des
ultrafiltres sur I,resp.J,on pose: x0=11m X, et y§=11m y. et T'on a:

i,U v
19m 19m <X.,y%> = <X,,y%> = 1im lim <x.,y%>

UGy Y R

La nécéssité résulte de la prop.3 et du critére de réflexivitée de JAMES
(voir [BZYY#) ):E n'est pas réflexif ssi 1'on peut pour tout 6<1 trouver une
. o . X, o .
suite (xm)m=1 dans BE et une suite (yn)n=1 dans BE*,te11es que:

*
n<I — <X > =
m"yn 0

nsm —== <xm,yﬁ> =0

Fonctions stables et fonctions séparément continues sur un produit de compacts.

Si X et Y sont deux espaces topologiques compacts et si f:XxY — T

est séparément continue ,i1 est clair que f est stable (cf exemple 6).
Réciproquement si X et Y sont deux ensembles et si f:XxY—-T est stable,
on peut &tendre f en une application séparément continue f:KxL—I o0 K et L
sont deux compacts contenant respectivement X et Y.
I1 suffit en effet de poser K=gX, L=pY,et si(&,n)eKxL,
f(e,n)=1im Tim £(x,y)
XU y,V
ol U (resp.V) est 1'unique ultrafiltre sur X (resp.Y) tel que 6:113 x dans BX
X,

(resp. n=1lim y dans BY).
¥,V
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v . 0 . - . «
Les compactifiés de Stone-Cech ainsi introduits ne sont pas minimaux
dans le sens qu'on va indiquer.
La définition suivante est introduite par commodité de vocabulaire.

Définition 7. On appellera morphisme de fonctions de deux variables & valeurs

dans T (resp.de fonctions séparément continues a valeurs dans I' ),et on

notera m:f—f"',un couple (u,v)

d'applications (resp.d'applica- X f
\ F
tions continues)rendant le dia- ///q?f'

oy
XK ag——
<l
Le—

]
X
gramme ci-contre commutatif:

un épimorphisme sera alors un morphisme (u,v) dont les composantes u et v

sont surjectives (resp.d'images denses).

Proposition 8 . Soit f:XxY—T une fonction stable.

11 existe une fonction g:KxL—>T ,séparément continue sur un produit de
compacts,et un épimorphisme m:f—>g,tels que:pour tout épimorphisme
¢:f—f' de f dans une fonction séparément continue (sur un produit

d'espaces séparés),il existe un unique épimorphisme w:f'— g tel que

wod=m.De plus ¢ et m sont uniques a isomorphisme preés.
On peut exprimer ceci en disant que g et m forment 1la meilleure factorisation

de f par une fonction séparément continue sur un produit de compacts.

Preuve.
Soit K 1'adhérence de {f(x,.)/xeX} dans FY,
L " " {f(.,y)/yeY} dans FX.
i 1'application x> f(x,.)eK,
et m=(i,J).

Jj " yv f(.,y)el,
g
I1 existe une unique application/séparément continue prolongeant 1'application
1) xJ(Y)—T ,(i(x),3(y))f(x,y) a Kxl.

Si o=1im i(x) et t=1im j(y).ona:

X,U ¥,V
g(om=Tim 1im f(x,y)=1im t(x)
x,U y,V XU
=lim 1im f(x,y)=1im o(y)
y,V x,U v,V '

Si f':X'xY'—T est sép.continue et ¢=(i',j') un épimorphisme de f dans f'



on pose: p: X'—T R X' F(x',3(.))
X et w=(p,q)
g YT, e L))
alors p et q sont continues,et 1'on a:
(1) x'=i0(x) X)) (0,3 () =F (%)= (X))
donc poi'=i,et de méme qoj'=j,soit wod=m.De plus p(X')=p(i (X))cp(i'(X))=1(X)=K.
p(X ):>p(1'()) i(X)

Donc p est bien une application d'image dense dans K,et de méme pour g relative-
ment & L.Enfin 1'égalité f'(x',y')=f(p(x),q(y)),vraie sur i'(X)xj'(Y),s'étend
par densité a X'xY'.Donc w est bien un morphisme f—f'.

Inversement si ¢ est un éplmorphisme f—f' tel que Yo¢=m alors Y=w sur
i'(X)xj'(Y),donc par densité sur X'xY'.

Définition 9. Les éléments de K (resp L) sont appelés les f-types a gauche

(resp.a droite).
Remarque 10. Lorsque X et Y sont dénombrables (et I' métrisable),K et L sont
métrisables.

Definition 11.Pour xeX (resp. yeY),le type f(x,.) (resp. f(y,.) est dit

type réalisé en x (resp.y).



B) Passage aux mesures et linéarisation.

I1 est clair que si E est un espace de Banach réflexif,f une appli-
cation XxY— R source d'un morphisme dont le but est 1'application produit

de dualité:
Be x Bk —1,41) (x,y"()w+ <X,y

alors f est stable.

Cette remarque admet une réciproque,démontrée dans [M-K]dans le
cas ol X et Y sont dénombrables (donc od les compacts de types sont métrisa-
bles).Le but de ce § est d'en donner la preuve dans le cas général.
Théoréme 1.Si f:XxY—R est une fonction numérique bornée stable,il existe
‘un espace de Banach réflexif G et un morphisme (u,v) de f dans 1'appli-
cation: BxBox —R (x,y*)w» C <x,y*>
(C étant une constante dépendant de f).
Le théoréme 1 est une conséquence du résultat suivant:

Théoréme 2. Si f: XxY — R est bornée stable,alors pour toute u dans ]m(X)*

et toute v dans 1®(Y)*,on a:<vy,<ux,f(x,y)>>= <ux,<vy,f(x,y)>>-
Notons F(uw) cette valeur commune.Alors F est séparément préfaiblement
*

'continue sur 1m(X)*x1w(Y) .
(Nota.< Vy,<ux, f(x,y)>> désigne la valeur de v sur la fonction
yr <y, f(.,y)>,qui est dans 17(Y).)
Admettons pour 1'instant le th.2.Le th.1l s'en déduit alors en considérant
1'opérateur: T (XPE12(Y)* v Ty, avec Tu(y)=<u, . f(x,y)>  (¥yeY)
Cet opérateur est c(]m(x)*,]m(x)) ,o(]m(Y),1w(Y)*)-continu,donc est faible-

ment compact,donc se factorise par un espace réflexif (th.de Davis-Figuiel-

Johnson).0On a donc T= VoU, avec lm(X)* L G v 1Y) ,et G réflexif.
Pour toutes p,v dans 1w(X)*,resp. 1m(Y)*,ona donc: <Up,V*v> = F(y,v).
Lorsque u=dx (x-iéme projection,ou "masse de Dirac en x") et v=6y,i1 vient:

* ¥
<U6x,V 6y>= f(x,y).0n pose donc u:x—Us, , et v:g——+v éy.



Preuve du th.2

On utilise 1'injection isométrique canonique de 1'(X) dans ]w(X)*,

qui est d'image préfaiblement dense.Un élément de 1Y(X) ,considéré dans

1m(X)*,est de la forme CE aiéx ,0l (a1.)1.°_°1 définit une série de réels
i=1 i -

absolument convergente.
a)L'égalité des doubles crochets est évidente si pel P (X),velt(Y).

En effet si pu= $ a.s et v= 3% b.6 ,ona:
i=1 ' % j=1 375

<v L<u_,f(X,y)>>= I a.b.f(x.,y.) =<u,,<v ,f(X,y)>>.
b)La fonction B1I(X)XB]1(Y)‘—""+ R > (usv)> F(u,v) est stable.

I1 suffit de prouver qu'elle est dénombrablement stable.

co

Si (“m)m=1cz B1l(x) et (vn)nzlczBll(Y) ,posons Sm=Supp(um) et Tn=Supp(vn)
puis: S=[J5m et T=lJ Tn
m n
Alors S et T sont dénombrables.Considérons la restriction f|SxT de f & SxT;

Soient K. et Ly ses compacts de types:ils sont métrisables (remarque AlO).

S T
A f correspond une application f : KSxLT-——-+R , (o,7)v f(o,1),"prolongeant”
fleTen ce sens que f(ox,Ty)=f(x,y),pour tous x,y,lorsque o est le f-type
a gauche réalisé en x et Ty est le f-type a droite réalisé en y.
f est séparément continue sur KSxLT (voir prop A8).
Une fonction séparément continue sur un produit de compacts métrisables est

borélienne .Donc si [ est une mesure sur KS et U une mesure sur LT,on peut

definir: F(7,0)=, 1 fos1) di(o) di(r)
S™T
Dans le cas de i = L a.6 et vV =1Db.S ,il vient:
.1%( P
1 j J Y
J
F(,0)= £ a.b.F(xs»y.)=F(u,
({1,9) Zien N1 (%; YJ) (u5v)
(avec u= ra.s et v= Ib.8 ).
1’1X1' ijj

A

Or F est séparément préfaiblement continue (i.e. pour c(M(KS),C(KS)) et

c(M(LT),C(LT)):ceci ré sulte du théoréme de Fubini,qui permet d'écrire:
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F({i,9)= J dii(c) J f(o,t) do(t) = /[ do(t) [ f(o.T) dit(t).
L T Ly Kg .
On voit donc que F est stable sur BM(KS)XBM(LT) ,d'ol si U et V sont deux

ultrafiltres sur N:

M A P 1 P i PGt i 5 P
c)Sur B]w(x),]a topologie de la convergence simple sur X et la topologie
a(17(X),11(X)) coincident.
En effet la topologie de la convergence simple est moins fine que la topologie
a(1°(X),11(X)),pour laguelle B]w(x) est compacte.
d)preuve du résultat dans le cas général.

Si ueB]m(X)x et ve B]w(y)x, on approche u et v par des &léments de Bll(X)

et Byijyy: p=lim p, et v=lim v,  (limites préfaibles).
(Y) . i . J
i,U JsV
Alors:
Uy oV FlxGY)>>= THm <y, <o FX,y)>>
iU x
=lim Tim <ui,<v.,f(x,y)>> (1)
iU 3,V J

y

car les fonctions x a~<v.,f(x,y) > sont uniformément bornées dans 1w(X),et
tendent simplement selon 1'ultrafiltre V vers la fonction xn~ <vy,f(x,y)> de
sorte qu'on peut leur appliquer le c).
De méme on a:  <v_,<u_,F(X,y)>> =Tim Vim < v ,<u.,f(x,y)>>  (2)
y’ "X c oy s Jj* i
J,V i,u VX

Les points a) et b) ci dessus montrent alors 1'égalité de (1) et (2),C.Q.F.D.

I1 y a 1ieu de remarquer que le th.2 admet un analogue pour les fonctions
séparément continues sur un produit de compacts,les mesures jouant le role des
formes linéaires sur 1m(X),1w(Y) (qui sont d'ailleurs elles-méme des mesures
sur les compacts BX, RY).On a ainsi le:

Théoréme 2 bis. Soit f:KxL ——— R une fonction numérique bornée séparément

continue sur le produit de compacts KxL.Alors:
i)Pour toute mesure de Radon psur K,1'application:
L—— R, y v/ f(x,y)du(x) est continue.
K

De méme ¥veM(L),1'application k—> R x> [ f(x,y) dv(y) est continue.
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ii)pour toutes pe M(K), ve M(L),on a:
Jdu(x) ST(x,y) dv(y) = Sdu(y) SF(x,y) du(x)
K L L K

Notons F(u,v) cette valeur commune;alors (u,v)v> F(u,v) est séparément

préfaiblement continue (donc stable sur BM(K)XBM(L))'

Preuve. i)Si peM(K),on peut la prolonger d'aprés le th. de Hahn-Banach en une

forme linéaire ﬁ sur ]m(K),de méme norme.I1 résulte alors du th.2 que si U est

un ultrafiltre sur K, 11m<ﬁ »F(x,y)> =< L Tim f(x,y)> ,car lim est un €lément
- x,U Y Y x,U x,U

de 1 (K).D'ol immédiatement la continuité annoncée.

ii)En étendantuet v en des éléments de 1m(K)*,]m(L)*,1'égalité des

doubles int&fales revient a 1'égalité des doubles crochets du th.z.
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Chapitre I1
Espaces de Banach stables

(Résultats sur Tla classe des
espaces de Banach stables )

Aprés un rappel sur la définition et Tles propriétés des espaces de Banach
stables (d'aprés [M-K}),on donne quelques résultats concernant la classe des
espaces de Banach stables:

-somme directe d'espaces de Banach stables,
-interpolation et quotient (dans des situations particuliéres).

Définition 1.L'espace de Banach E est dit stable ssi la fonction

B XBp R, (oy) x|l

est stable.

D'aprés la proposition IA3,E est stable ssi tous ses sous-espaces séparables

le sont.

On voit facilement que E est stable ssi la fonction a valeurs dans le compact TT+

f: ExE +TT;
(x,y) eyl
est stable.Les espaces de f-types a gauche et a droite coincident;en excluant
le type identiquement égal a +=,on obtient 1'espace G des "types sur E",qui
est localement compact (et métrisable si E est séparable).
E se plonge homéomorphiquement dans T par 1'application x> ex,type réaliseé
en X.
L'application ExE —R_(x,y) IIx+y]| se prolonge en une unique application
séparément continue ‘€x6 —-R_ , (0,7) [osT].
De méme, 1'application: ExXE——E , (Xx,y)v> x+y se prolonge en une application
G x6 — B, (0,1)v> oxT ,séparément continue .
Le produit A.c se définit par continuité (& partir de la multiplication

scalaire de E) lorsque AeR, 0cB.
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Les deux propriétés principales des espaces de Banach stables sont les
suivantes:
Propriété 2. Tout sous espace (de dimension infinie ) d'un espace de
Banach stable contient,pour touteX,un sous espace (l+c)-isomorphe
a& un espace 1P (pour un pzl au moins)
(voir{M-K] ).
Propriété 3. Tout espace de Banach stable est faiblement séquentiellement
lcomp]et.
(voir {6-L7)
Le principal exemple d'espace de Banach stable est donné par les
L p(Q,Z,u) avec lgp<e .Plus généralement ,si E est stable,alors
Lp(Q,Z,u;E) est stable.
Un exemple d'espace non stable est CO.En effet si (en)neN*,eSt la base
naturelle de co,et si on pose u =e e t...+e 0N a:

lim |le_+u =2 et lim |le_+u =1 .
L lletuy i lim lletup

On en déduit que <o n'est isomorphe a aucun espace stable:en effet pour
toute normaNsurcO équivalente & la norme naturelle,il existe un sous espace
F de ¢, tel que (F,N) soit (l+e)-isomorphe a ¢, (cf ]?-E}I,ZeZ).

On obtiendra plus loin un espace isomorphe a 12 et non stable.

Sommes directes d'espaces stables.

51 (En)neN

de 1P (1gp<) est stable.

est une suite d'espaces stables,leur somme directe au sens

1,...,En sont des espaces stables et N une norme sur R " telle que

Si E
10k Xp 0w X ) =Nl Il D
définisse une norme sur E1® EZG...@En,alors cette norme est stable.
Cette remarque ne s'étend pas a tout les cas de somme directe,méme finie:

Proposition 4. I1 existe un espace de Banach non stable,somme directe de deux

sous-espaces stables,isométriques par exemple a 1p,avec des constantes

de projection égales & 1.

Preuve. Soient E et F stables ayant chacun une base précisément incondition-
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nelle (par ex. 1p).Notons (en) ®, et (fn)n‘:1 ces bases,que 1'on prend normali-

n=1
sées,
Soit (aij)i,jgli* une matrice de réels telle que:
¥i,3, 1<aij<2

et: 1im Vim a.. # 1im 1im a. .
100 j»m j»m i 200

Dans X=E®F (somme algébrique),on pose:
Be={(u,0)/uek, [u <1} et Be={(0,v)/veR,|[v|-<1}s

e.+f.
4 J

et pour tous i,j,soit: Xy o= j , et S={ xij/i,jEN*}.

1] a1J

Posons B=co(BELJBFL)S) :c'est une partie convexe symétrique de X,ne
contenant aucune demi-droite issue de O,donc sa jauge est une norme sur X,
qu'on notera || ||.Alors:

B> co(BLuBc)={u+v X/ueBE,veBF,HuH+HvH<Ihqui est la boule unité de la
norme || | de E®, F.D'autre part:

{u+veX/HUH$1,HVH<1,UEE,veF}:>BELJBFkJS donc contient aussi son enveloppe
convexe B.Mais le membre de gauche de cette relation d'inclusion est la boule-unijté
de E@TDF,dont la norme sera notée |]|t.

On voit donc que: ¥ xeX, HXH;§|V|kﬁk|h.£nparticu]ier si xeE (resp xef),

I xlle (resp. Ikl ) =IkIl =i}, donc = k]|
Les projections sur E et F sont bien de norme 1,puisque:si uckE,veF:

lul
Il

Montrons que ¥ 1,j,”xin=1.L'inéga1ité Hxijlkﬂ étant claire,supposons

g\<[|u+v IKlluv ]l

qu'il existe iy,J, tels que cette inégalité soit stricte4|x1 jl|<1‘
autrement ditJo>1 tel que: Xy g €B. 00
11 existe donc une partie finie L de Niz,des points ueE,veF et des réels Aij

(i,jel) tels que:

= utvt I g4 Ei+fj ;
(i,j)eL 9 A

et: [lulilvle T I, .

(13J)€L
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Retranchons le terme d'indice (i,,J,).,et divisons par 1-X. . ,il vient:
e1o+fj0 e +f.
- =u' +v'+ I Alij' : J o
a ; (i,j)el’ ij
00
fu'll + v+ 2 Aislgl
OL')\_i j
(en posant: a'= ——2<2  qui est >1, et L'=L-{(10,j0)} ).
1- . .
10»]0

En identifiant les composantes sur e; »resp. sur fj et en sommant membre a
0 0

membre,il vient:

' X A
(%) %9_ = Ut % _5122. " Z a1Jo i
igdy 0 90 (onddel fod (iyde)el %igo
J#io i#io

od u', ,resp. v'. , est la composante de u',resp v',sur e. ,resp. f. .
'0 Jo "0 o

Les bases (ei)i ,(fj)j , étant par hypothése précisément inconditionnelles,

on a: |“'1‘OI< flutll et |v'y |\||V |

de sorte que 1'on a:

25 5] ESFFR A5

g vy 1+ E el P el el p 1
0 (fo,d)el Tiod  (i,Jo)el “ido (1.3)el" 71]
J#do it
donc g1, car ¥ i,j, aij z1.

Mais le membre de gauche dans (%) est <l,d'ol la contradiction.
Donc les Hx1J||-1 .Par conséquent: ¥ i,J, ”e.+f.||= a;; et d'aprés le choix
de (aij) , 1im Tim ”e +f |]# 11m 11m “e +f, ILet X n'est pas stable,CQFD.

joe oo
Corollaire 5.Pour tout £>0,i1 existe un espace de Banach (1l+¢)-isomorphe

a 1%2,qui soit non stable.
En effet si 1'on prend Ex F ~ T12dans la construction ci dessus,alors X 3112.
On considére alors sur X la nouvelle norme|||fg||||,ou I H2 est 1a norme de
E(B]2 F
Remarque 6. On peut donc obtenir par ce procédé un espace réflexif,admettant
une base symétrique de constante symétrique l+c,et non stable.

Mais 1'espace de Tsirelson (ou son dual),cf [F-J],fournit un exem-

le d'espace a base symétrique (de constante symétrique 1),et non
réfiexif
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stable,puisque ne contenant isomorphiquement aucun 1P (et i1 en est
d'ailleurs ainsi de ses sous espaces et de ses guotients).

Corollaire 7.Ilexiste un espace de Banach non stable X,admettant un sous-espa-

ce Y tel que Y et X/Y soient stables.

Perturbation de la boule-unité d'un espace stable et application a

1'interpolation.

Proposition 8.S0it E un espace de Banach stable,et BE sa boule-unité.

Soit C un compact symétrique équilibré de E.Alors les jauges des
boules-unité "perturbées":

B'=co(Bgv C) B"=BL+C

sont des normes stables sur E.

Ces normes sont par ailleurs claire ment équivalentes a la norme initiale.
Preuve. Notons jC la jauge de C,qui est une fonction homogéne sur E (valant
éventuellement +o);notons ||[|' et || [|" respectivement les jauges de B.. et Bp..
On a pour tout x dans E:
| x]| '=inf{x>0/x=x(ab+3c);beBE,CeC;a,B>O,a+B=1}
=inf{A>0/x=x(b+c);b,ceE; |||+ (c)=1}
=inf{]| b|lj.(c)/b,ceE}
et de méme:
|| x ]|"=inf{Xx>0/x=x(b+c) ;bz-:BE ,ceC}
=1nf{x>0/x=x(b+c):b,Cgqub]kl,jC(c)él}
=inf{x>0/x=x (b+c);b,c E4|b“vjc(c)sl }
=1nf{||b|pjc(c)/b,c E.x=b+c}
Examinons le cas de || ||'.S1]|x]||'s2,0n a:
V50,3V:||x—v”+jc(v)$ (1+e)|| x||'s2(14e) ,donc a fortiori pour ce v,on a:
(v)52(1l+e).Donc en fait:||xH'=1nfﬂ]x-v”+jc(v):Vgé.C}.

J
C Py

Le graphe K de la fonction 2.C———+R_+, XA jc(x) est un’compact de ExR_+.

Soit e#0.Recouvrons K par un nombre fini N(e) de boules B((Vi;jc(vi));g) de

rayon e(pour la distance d((x,p),(x',p'))=|x-x"|+|p-p"|sur EXR )
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N(e)
et posons: ¥ xeE, |[x[|L = inf {[x-v |+ d.(v;)}
i=1

alors O4|x|E4|xH<s;pour tout xe2B'.

Chaque fonction B'xB' —R _, (x,y)m+[|x+y-vi|HjC(vi) est stable,donc
également leur infimum fini (x,y)v> Hx+y|E ;en faisante~0,on voit que
(X,y)~> || x+y||' est stable.

La preuve est analogue pour || |I*

Corollaire 9. Soient AO,A1 deux espaces de Banach ,avec une injection
compacte (en norme) AOC"AI'
Si Alest stable alors 1'interpolé reel [AO’Alk,p est stable pour la
norme s.

Rappelons la définition de la norme|| |Ese]on [BzY" Soient Ay et A; Tes

boules-unité de AO,A1 respectivement,et pour tout me Z,soit :

_.6m -(1-6)m
Um—e .Bo+e ‘Bl'
Soit j_ Ta jauge de U .Alors [AO’Ai]e 0 ={xeA,/ ZZ jm(x)p<oo} et si xa[}\o
’ me
. 1/p
I xllg =( 2 3 (0P)P.
S mez M

’AI] 9,p

Preuve du cor.9. D'aprés la prop.8,chaque norme jm est une norme stable sur Al’

donc a fortiori sur le sous-espace [AO’Alle,pz S.

Alors @]p (S,jm) est stable comme 1P-somme d'espaces stables,donc aussi
meZ
sa diagonale,qui est isométrique a (]AO’Al]e,p S| ”s)'

Exemple 10. A1=Lq (Q),00 Q est un ouvert borné régulier de R n,
A0=Hq(Q),espace de Sobolev d'indices q,k.
k

I1 est classique que si 1.1,

q' q
polé est stable.Notons que c'est 1'espace de Besov Bg p quand g=q'.

I

,1'injection AélAl est compacte:donc 1'inter-
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Quotients d'espaces stables. Quotients de 1P.

Le probléme de la stabilité des quotients d'espaces stables n'est résolu ici
que dans deux cas trés particuliers:

-Quotients par un sous-espace de dimension finie,

-Quotients de 1P,
I1 est clair qu'en général le quotients d'un espace stable peuvent ne pas
8tre stablespuisque tout espace de Banach est ,pour toute>0, (l+c)-isomorphe
d un quotient de 1'.(donc 1! a des quotients non stables).
En revanche la question de savoir si un espace stable réflexif peut avoir

des quotients non stables reste ouverte.

Proposition 11.Tout quotient d'un espace stable par un sous-espace de dimension

finie est stable.
Preuve.Il s'agit en fait d'un cas limite de 'perturbation” de 1a boule-unité
au sens de la prop.8.
Soit E stable et V<E un sous espace de dimension finie.
Pour tout geE/V,on a si&x (=x+V):
12 11 py=infC [lxevll /vevi=inf Q| x| /vev, |MK2li]| 3
(puisque [[v[p2 |k |[==>[x+v b 2] [HIx ]| =[} ]
On en déduit immédiatement que si |[E||<1, |[r||<1.0n a
[l&+n [l =inf{|k+y+v|/veV | v]i4}

Comme 4.B,, est compact,on peut achever la preuve comme pour la prop.8.

V
Théoréme 12. Soit lgp<w,et F un sous espace fermé de 1P, si p=1,0n suppose

que F est c(]‘,co)—fermé.A1ors le quotient ]p/F est stable.

Remarquons dans le cas p=l,que la condition imposée revient a dire que F est
1'orthogonal G° d'un sous espace G de co,i.e. 11/F est le dual de G.Le thaz
admet donc 1'énoncé équivalent:

Le dual de tous sous-espace de 1P (1<p<=) ou de < est stable.

Dans ce qui suit on note wh la topologie préfaible o(]l,co) dans le cas p=1,
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1,1
p

etc%1p,]q),avec =1 quand p>1.

La démonstration du thl2 utilise quelques lTemmes .

Lemme 13.Soit 1lgp<w.Pour tout as]p,et toute suite (xn)nfl,bornée dans Tp,
et telle que Xn ﬁ§;+0 ,on a la propriété d'"additivité asymptotique":

la+x [P -(lalPsli)) P) =0

=
Preuve. On se raméne au cas ol a est a support fini;les Xn lui sont alors
asymptotiquement étrangers.
Lemme 14. Soit F un sous-espace wh-fermé de 1P (1gp<=) et (gn)n:1 une suite
bornée dans 1P/F.
Supposons qu'il existe une suite de représentants des En dans ]p’

bornée et tendant préfaiblement vers 0.

[e o]

Alors toute suite (y ) de représentants dans Ipdes gn,”asymptotique-

n‘n=1

ment optimale" (i.e. [ly li<|l€, Ilte savec e ——>0 ) tend elle aussi

préfaiblement vers O .

Preuve.Il suffit de prouver que 0 est 1'unique valeur d'adhérence préfaible de

la suite (y_.).. (puisque les topologies o(]l,co) et o(]p,lq) sont métrisables

n‘n’
sur les bornés).

Soit (x.) “_ une suite bornée de représentants des gn,et tendant préfaiblement

n’n=1
vers 0.
Posons hn=yn-xn,et soit h une valeur de w*-adhérence de (hn)n'
Comme ¥n, hneF par construction,et que F est w*-fermé,on a heF.

On peut extraire une suite (hnk)k=1 ,telle que hnk_EZgh .0n écrit:

y.. =(x_+h_=h)+h ,et coome x_+h_=~h —0 ,o0n a
e M My e M koo

d'aprés le lemme 13:

k=

lly, Il =l x +h_ -n|P+ [|n|Pn,  (avec n—=20)
Kk k k

> []gnk”p +||h||p+nk (puisque xnk+hnk-h représente gnk)

P [Wnk”p +||h||p+nk-enk (puisque (y ) est "asymptotiquement optimale")



- 18 -

et comme g ——0,cette inégalité entraine h=0,d'ol le lemme.

koo
k
Lemme 15. Soit (gn)n:1 une suite bornée dans 1P/F.

I1 existe une suite (xn)n=1

Pour tout as]p/F,et tout e>0,11 existe aca et une suite

de représentants des gn,te1]e que:

(
(P): % extraite (xn])]:1 tels que:
(

¥, Ha+xn]H<Ha+gnJ|+g.

Preuve. Soit ()‘(n)n=1 une suite de représentants des gn,avec|]iA|<4|gA] (¥n).

()‘(n)n étant bornée,ont peut trouver une sous-suite préfaiblement convergente:
(% ), ,s0it x sa wh-Timite.
ny 1
Soit (xn )l une suite de représentants des En ,telle que (x—xn )] soit une suite
1 1 1
"asymptotiquement optimale" des %-g_  .I1 résulte du Temme 2 que X —i—X
n'l n] 1

I1 est clair qu'on peut se limiter au cas ol (X )1=(X.) -

n, 1 Y'n’'n
Choisissons a  tel que [|a+x“p<” a+x“p+

|

~ N
=

Soit enfin (hn)nflc F ,telle que (a+xn+hn soit asymptotiquement optimale

comme suite de représentants des a+€n’i'e':”a+xn+hn|F=|h+€n|P+ﬂn’ﬂn‘ﬁ:;ﬁo
La suite (hn)n étant bornée dans F,on peut extraire une sous-suite (hn])1
telle que hn] 77;;—+h .et on a heF. ,
Comme a+xn]+hn] =a+x+h+(xn{x+hn]-h) et que: Xn1'x+hn]'h #:;;»0 ,on a d'apres

le lemme 1: 0 0 0
|latx, +hn]||=|p+x+h||+|y-xn]+h—hn]” +8y savec &0
Or on a:
|]a+x+ﬂ|p;|h+k]P;|p+pr- %- (d'aprés le choix de a)
et ey oy (Pl kegy Pollxex, [P -6 avee e

(d'aprés le choix des xn)

I1 résulte de ces inégalités que:

- [
]|a+xn]+hn]”p;” a+x|P +|k—xn]|F+c]—en]- 5 -
On peut regrouper dans le membre de droite,d'aprés le lemme 1,puisque:
*
W
X—xn] ; >0 ====>||a+pr+Hx-xn]”p=“a+xn]“p+p] avec p]—T:;O

. €
On a donc .||a+xn]+hn]|F;|p+xn]|P+(p]+6]-en])— >
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D'aprés le choix des hn,il en résulte:
€
||a+gn]”p>|h+x IP+(o +6]-n]—sn])- 5 -
€ [P
Pour 1 assez grand,on a:|p]+61-n]-€n4< 7 »d ou.Ha+xny p<|h+gn]np+e.
D'ol Te lemme 15.

Preuve du th.12.

Soient (&) (cm)m deux suites bornées dans 1p/F.Au moyen du lemme 15,on cons-

n‘n’
truit : -une suite de représentants (zm)mdes n
-une suite de représentants (xn)n des gn,
-une suite extraite (zm )k=1 s
1
telles que : ¥nel, , Vken,|[xn+zmkiy<ﬂ%+cmkﬂ o
(I1 suffit d'appliquer le lemme 15 & la suite (cm)m et ,successivement,aux

. 1 . . .
points gn,avec les valeurs e=-ﬁ,et de prendre la suite diagonale des suites
extraites successives).

Pour tous ultrafiltres U et V sur N* ,hon triviaux,on a alors:

1im Tim||g +z 1| lim Tim ||x _+z_ ||
nUkV% nU kv Mk
d'ol par stabilité de P =14m Tim|| x 7t n || qui est > 1im 11m|k%+c |
k,V n,U M k,V n,U
En appliquant Te méme raisonnement aux suites(g. ), =(z ), > et (z;) =(€ ) on
k

obtient 1'inégalité inverse moyennant une extraction d'une sous-suite (gn )]
1

de (g ),.D'ol finalement: 1im l1mH£ o H Tim Iim|H% +cm|
n,U k,V M k,V n,U 1 k

pour tous ultrafiltres U et V sur N* (non triviaux).D'ou le th.12 .
Remarque 16.Le résultat du théoréme 12 est vrai plus généralement pour les

gspaces ]p En’ 1P-sommes directes d'espaces En de dimensims finies.

neN
En effet le lemme 1 feste valable pour de tels espaces.



- 20 -

Chapitre III
Stabilité de quelques espaces

fonctionnels classiques.

On démontre ici la stabilité des espaces d'Orlicz (sous les conditions
"AZ" )spuis celle des espaces de Lorentz.En ce qui concerne ce dernier cas,
un ingrédient essentiel de la preuve est une propriété de "stabilité en
Toi":si f,g sont deux variables aléatoires sur un espace probabilisé,a va-
leurs dans [}M,+M] , leur 1oi ﬂ(f,g) (ainsi que la loi ﬂ(f+g) de leur
somme) est fonction stable de f et g.

Plus généralement,les espaces L(E),o0 L est un espace d'Orlicz ou

un espace de Lorentz,et E un espace de Banach stable,sont stables

A)Stabilité des espaces d'Orlicz.

Notations et hypothéses 1.

¥ Dans ce § ,F est une fonction d'Orlicz ,i.e. une fonctioniR+—~+IR+
convexe croissante et telle que F(0)=0,F(1)=1.
* On suppose que F vérifie les conditions Az,c'est da dire qu'il exis-
te une constante K telle que: ¥xe R+* s E%§§l-<K .
¥ (R,Z,1) est un espace mesuré,
E est un espace de Banach dont la norme est notée | lE ou | |.
¥ L'espace d'Orlicz U.F(Q,Z,U;E) de fonctions vectorielles est 1'es-
pace des-fonctions fi——&, p-mesurabies et telles que 1'integra-
le: @(f)=é F(If(w)|E) du(w) soit finie.

Q,Z,u3E) est 1'unique

Si f #0 ,la norme Hf[h_ de f dans IL (
F

1
5-
Quand E=R , on obtient 1'espace uF (2,%,u) .en général le seul

nombre 6>0 tel que &(%.f) =1.

dénommé "espace d'Orlicz" dans la littérature.
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Lemme 2. Toute fonction d'Orlicz F (satisfaisant les conditions Az) a ses
puissances FP sous homogénes pour p assez petit,c'est & dire:

PPy = Vx>0, ¥azl, FP(x)g AFP(x).

Preuve. Soit F! la dérivée a droite de F:cette fonction est croissante

d
(par convexité de F),et F en est une intégrale indéfinie.Donc pour tout
2%
x>0,0n a: { Fé(s) ds ;xF&(x).
2X . _
mais:  f Fj(s) ds = F(2x)-F(x) ¢(K-1).F(x),d"'oa: ¥ 0, Ta(¥) ¢ K1
F(x) X
]
Prenons pg 1 et =F ,ona donc: ¥x>0, fg(x) < 1
K-1
AX G(x) X
Donc pour tout Axl,on a: Log G{Ax) =Jk Gd(s) ds < Logr,soit: G(Ax)<AG(x).
G(x) 6(s)

D'ol le lemme 2.

Lemme 3. Soient: E un espace de Banach stable.
G une fonction R+-———+R+ croissante et sous-homogeéne.

I1 existe alors une fonction ¢:ExE ——R bornée stable,telle que:

¥xoyeE, G([xty[) - G(|x[) - G(|y]) =/BUX[T-GIYTT ¢(x.¥)-

Preuve. a)On montre d'abord 1'inégalité entre réels :

JeUurvl) - (ub) - GOvD) |, , [, 6(v])
RTTTTGTT) 6(1v)) " 6(]u))

Supposons  uzv>0,et posons v=xu. Comme Agl,on a: G(v)=G(Au)3AG(u).

On a: G(u) < Gutv) < EE!.G(u) = (14X).G(u)

ainsi que: (1-1).6(u) = —UL_]—V.G(U) < G(u-v) < G(u)

ceci parce que G est croissante et sous-homogéne.On voit donc que:

'G(utvl— G(u)
T

< 6(u)

A-Glu) G(v)
ORI AR

- Y/ (v)
- G(u

G(utv) - G(u)
u).alv

<

et 1'on en déduit facilement (1).
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b) On en déduit une inégalité analogue pour les éléments de E:

e \etb n il

pour tous x,yeE-{0}.(On déduit (2) de (1) au moyen des inégalités triangu-

(2): G(|x+y]

G([x])-G([y])

laires pour la norme de E).

c) Posons alors: :ExE —— R

(x,y) v ¢(x,y)= le membre de gauche dans (2) si x
et y sont non nuls,

=0 si xouyestnul.

R

Cette fonction s'étend en une fonction § séparément continue TXC
(o0 est 1'espace des types sur E,et %?son compactifié d'Alexandrov)

en posant:
G( o, ) - G(g(0)) - G(z(0))
v G({o(0)).G(x(0))

0 sioourt =0 ou .

si o,7# O, ,

d(o.1)

(I1 est clair que § est séparément continue en tout point (o,T),00 0,1 #0,.

D'autre part: 6(o(0 Gk
8(o,1)< 2.\[5irto5T M &o (o))

donc $(o,7)——0 quand o ou T tend vers 0 ou «.)

Donc ¢ est stable sur ExE,et le lemme 3 s'ensuit.

Lemme 4.So0it E un espace de Banach stable,et F une fonction d'Orlicz satis-
faisant les conditions By-

I1 existe un entier k (ne dépendant que de F) et k fonctions 95

de ExE dans R ,bornées et stables,telles que (en posant o= %:T):

=~

as
(3): ¥x,yeE, F(|x+y|)- F(]x])- F(]y]) = '21 F(|x] ) | ‘y|1 -0 ;06
1=

Preuve.D'aprés le lemme 2,i1 existe un entier k tel que F2/k soit sous-

homogéne. App11quant le 1emme 3a Z/K,on trouve:

¥x,yek, Z/k (|x+y|) 2/k (|x])+ F2/k |+ Fl/k |x|).F1/k(]y|).¢(x,y),

ol ¢ est sable sur ExE.On peut supposer que k=21,1 entier.En élevant les
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deux membres de 1'égalité qui précéde a la puissance 1,on obtient 1'éga-
1ité du lemmed. (avec k=k-1)
Théoréme 5. Soit F une fonction d'Orlicz satisfaisant les conditions bos

E un espace de Banach stable,

uF (2,Z,u3E) ,espace d'Orlicz de fonctions a valeurs danst
Alors la fonction IJ_F (E)leF(E) —-+]R+ s

(f.g) o(f+g) = éF(|f(w)+9(w)lE) du ()

est stable sur tout produit de bornés BxB' de uF .
Preuve. On peut appliquer a F le lemme 4.Les fonctions ¢i intervenant

dans (3) étant bornées stables sur ExXE,il existe d'aprés le th. IBl des

espaces de Banach réflexifs G et des applications U E———»G Vs E———+Gi*
telles que:
¥x,yek, ¢1(x,y)= Ci<ui(x)’vi(Y)>GixG.* .
" ¥ l—ai
Posons. ui(x) = F(|x]) .ui(x) et: v1(x) F(|x]) .vi(x).A1ors:
k
¥x,yeE, F(|x+y|) - F(|x]) - F(ly]) = Zl Ciacus(x)5vy(y)>
J:

. l-a,
et de plus:  [us (x)ll4 < F(IH ) ti . [Wi(Y)HG¥S F(ly) ' .
i i

Si f et g des fonctions ——E étagées mesurables, alors les fonctions

u.of,v. ;09 sont des fonctions étagées mesurables & valeurs dans Gi,resp.

G. , et il vient:

'l
*
1
o(f+g)-o(f)-2(9)= 5(E(|f+9l(w))-F(\fl(w))-F(lgl(w)) ) duw) =

[z Cj<ujof(w),vjog( w)> G xG* du(w) =

Qi=1
k
= f,
iy T8 s (2365) (4)
ol 1'on a posé pj=-é .Soit aussi qj=-Tl~ 1'exposant conjugué de p ,0n a:
J J
P; P -
||uj0fH pj(Q'P ) = é“u .0f (w |E du(w é F(|f(w |E du(w) = o(f)
an
et de méme |v.og] 3. < 2(9).
J uqJ (Q;G?) )

Or ¢ est bornée sur tout borné de u.F (comme i1 résulte du Rappel 6 ci-

dessous).D'aprés IA6,chaque crochet de dualité dans (4) est donc fonction
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stable de (f,g),sur un produit de bornés de EFAKME) (espace des fonc-

tions @——E étagées mesurables,muni de la norme de u.F). On conclut

par densité de EF(Q,E) dans Lo (:E).
Rappel 6. Si 1'on pose:
F{xx
¢: R,—R, , A wo(A) = Sup
+ + X}O F(x
F(ax 1
p: R, — R, , A wp(r) = Inf (= 5m )
+ + . x>0 F X ¢(>\)
alors: ¢ est convex%}g}gﬁssante (et ¢(0)=0, ¢(1) =1 )
strict.

¥ est continue/croissante (et ¢(0)=0, y(1) =1 )
et pour toute feu.F(Q,z,u;E),on a la relation suivante:

YOIFID < @(f) < oIl -
On déduit alors du th.5 le:

Corollaire 7. Sous les hypothéses du th.5,1'espace de Banach u.F(Q,Z,u;E)
J est stable.

Preuve. Soient (f ) -, et (9 ).

[ee]

deux suites bornées de U.F,et U,V deux
ultrafiltres sur N*.Posons:

a= lim Tim J|f +g || et g= Tim lim [|f +g_||
aUmy nom mV oy nom
1°cas. Si o ou B est nul.

Par exemple o=0. Comme @(fn+gm)s ¢(|Kn+gm|p d'aprés le rappel 6,11 vient:

1im 1im @(fn+gm) = 0 ,donc aussi 1im lim @(fn+gm) =0,
n,U m,V m,V n9U

-1 _ .
et comme [If +9_|ky ~(e(f +g,)) on en déduit o=0,donc =g.

2°cas.Si o et B sont non nuls.

d'ol par définiton de o et par continuité de ¢ et le,
Tim 1im @(fn+gm = 1.
n,Uu m,V o

Par stabilité de @ ,on en déduit: 1im 1im & fn+gm =1.
m,V n,U a
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Mais on a aussi: 1lim lim @(Tn+gm) =1
m,¥ n,U R
Supposons par exemple o3B. Alors ¥ ue R+ s F(%J p> %.F(g)
par convexité de F,et par conséquent: VﬁguF.,®(%.f) )-%u@(éuf)
d'ol: = Tim 1im @(fn+gm ;-%. Tim 1im & fn+gm =2
m,V n,U B m,V n,U a B

D'ol agB ,i.e. a=B ,CQFD.
Remarque 8. Soit (En):zfne suite d'espaces stables,et ]F un espace d'Orlicz
de suites (F satisfaisant les conditions Az).

L'espace %]ﬁEn est stable.

neN
Preuve. Cet espace est isométrique & un sous)espace de 1F(E),00 E est 1’

espace stable q]q En .
nelN
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B) Stabilité en loi.

Soit R =[~»,+~}1a droite réelle achevée,et’?@ﬁz) 1'ensemble des proba-

2 ,que 1'on munit de la topologie de la

bilités de Radon sur le compact R
convergence vague (topologie induite par la topologie %x-faible de Cﬂﬁax.)
{Qag) gétant compact,on peut examiner la question de la stabilité de fonc-
tions & valeurs dans ‘?GRZ).

Proposition 1. Soit (Q,Z,P) un espace probabi]isé,etIL%i(Q,Z,P) 1'espace

des fonctions @———> R , P-mesurables.

' . . 0 0 (D Fsl
L'application: Ly x L'y — Y R)
(f.g

) v Tp gy = 101 du couple (f.9)

est (vaguement) stable.

. ® @ . 0
Preuve. Soient (fn)n=1 , et (gm)m=1 deux suites de Lz .et UetV deux
ultrafiltres sur'm*.Posons:
m= 1im 1im = g'= T1im 1im =
n,U m,v (fn’gm) m,V n,U (fn’gm)

Soit F une fonction de c@ﬁ? ,on a :

[o F(X,y) dn(x,y) = 1im 1im S, F(x,y) dn {(x,y)
R n,u m,V G (f29p)
= lim lim S F(f (0),9_(w))dP(w) .

n,U mV @ 4 "
Or pour toute FeC@T% ,1'application:
Lo @R x L (o®) — R

(1):
(f,9) v S F(f(w),9(w)) dP(w)
n f
est stable.En effet si F= I b; @wi »aVec ¢, et ¢1€Caﬁ) ,cette propriété
i=1
de stabilité résulte de la stabilité du crochet de dualité des espaces de

Hilbert,puisque: S F(f(w),9(w))dP(w) =

2 <¢;0f.9;500> 2
Q 1

1 ILE (YxLE @)

ne-s

D'autre part toute FeCCﬁZ) s 'approche uniformément surTﬁz par des fonctions
du type précédent,d'ol encore la stabilité de (1) dans le cas général.

En revenant @ la démonstration de la proposition,on voit donc que:
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1im 1im S F(fn(w),gm(w)) dP(w) Tim 1im f F(fn(w),gm(m))dP(w)
n,U m,V m,V n,U &

d'oi:

S F(xsy) dr'(x,y)

J F(x,y) dm(x,y)

ceci VFeC[R?) ,donc  m=m', CQFD.
Corollaire 2. L'application: B B 4R
Corollaire 2. application: u_(Q)X I (Q)~———-—AQR
(f,q) > n|f+d=loi de| f+g] ,
est (étroitement) stable.

(On remarquera que cette application peut en fait étre considérée comme
a valeurs dans'/sj([O,ZI) ).
Preuve. L'application S: R2 —R , (X,y)v |x+y| est continue,et induit

) . .
donc une application Q%RZ) ——$R),m ~» St ,continue pour les topologies
de la convergence étroite.On a alors w|f+gl= Sﬂ(f,g) ,et le cor.2 en résulte.
Remarque 3. I1 résulte du cor.2 ci-dessus que la norme de U.P est stable
sur Bu? ,puisque:

f,9eB, s |If+glP = s]x|Pd
¥ gEBw (%) || QH&p élxl TT(|f+g|) (x)

= 2)P ¢ ,
é(|x|A ) ﬂ(|f+9|) (x)
et que la fonction xm+qx[A2)p est continue bornée sur R.

(En revanche,on ne déduit pas directement de ce cor.2 que la norme de IL °

est stable sur Bu_prLL p).

Remarque 4. Soit ¢ une application continue RxXR —— R; de maniére analogue
au cor.2,on constate que 1'application:

B Bum() —F®)

(f.9) A ﬂ¢(f,g) =loi de ¢(f,9)

est stable (en notant ¢(f,g) 1'application w» ¢ (f(w),g(w)) ).

17 s'ensuit que 1'application: Bu?(Q)XBu?(Q) — R ,(f,g)v H¢(f,g)|kLp(Q)

est stable elle aussi.
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Proposition 4. Soit (ENW un espace de Banach stable,et (Q,Z,P) un espace
probabilisé.L'application:

B —8R) L (F9)w Tyl de[[Faglle ()

1= (6) B (k)
est (étroitement) stable.
(En fait 1'application peut é&tre considérée comme a valeurs dansg([O,Z]\)
Preuve. Soit F:[0,2]— R une fonction continue.
La fonction: BxBp—— R , (X,y)v> F(Hx+yHE) étant stable bornée,il existe
d'aprés le th. IBl un espace réflexif G et deux applications :

u: B —B

E G ,et v: BE ———»BG* ’

tels que pour tous x,y dans B, F(Hx+yHE) =C<u(X),v(¥)>o aX - (C=constante).
Notons‘gaXQ;E) 1'espace des fonctions étagées mesurables a valeurs dans E,
muni de la norme de 17 (0;E).

Si f,g sont dans B ,alors uof et vog sont étagées mesurables (a va-

E(2:E)
leurs dans G,resp. G*) et 1'on a:

é F(|]f(w)+a(w)]]) dP(w) =Cé<uof(m),vog(w)>6x6* dP(w) =C<uof,vog>u_z(G)x u?(e*)

et de plus “UOf”u?(G)$ il, |wog|h?(G*)< 1.

Donc  (f,g)> de|f+gH(w))dP(m) est stable sur BéguB&?.

On passe a Bu?XBu? par densité de la maniére suivante:

i)si F est K-lipschitzienne.

Pour tout >0 et toutes f,g dans Bu?(Q;E) on peut trouver f et g dans %gé(;E)

avec: |If_f|L§§% et: ||g g|L K _ On a alors:
| éF(llfﬂ“gll(w))d (w) -f FLIf+g])(w (w) <K gfz | [IF+g[l(w)- llf+gl(w) [dP(w)
< K(If- fIL +llg-gll, < <

d'od (f,g)v> SF(||f+g|(w)) dP(w) est stable,sur Byjox B .
Q2
ii)cas général.
I1 s'en déduit car toute application FaC([O,Z]) s'approche uniformément

sur [p,Z] par des fonctions lipschitziennes.
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Extension au cas d'un espace mesuré quelconque.

Notations 5.Soit (Q,%,u) un espace mesuré et E un espace de Banach.
On notecBa 1'ensemble des feBuf(Q,Z,u;E) dont 1le support est de
mesure < a.
Si fek.@h ,notons me la trace sur:]0,+m[_de 1'image de p par
1'application @——R_, ww|| fl(w).

(on a Supp mchO,k_J et mf(_]O,k])s a).
Soit CO([D,k]) 1'espace des fonctions continues [Q,E]———a—R)s'
annulant en 0.

(alors CO([p,k])*= Mb(jo,g]),espace des mesures de Radon bornées sur ]0,k]).

Notons &’ ={ueM_ (J0,k] ) /120, ]| <al.

a,k
(ce convexe est compact pour la topologie %-faible o(MbC]O,E]),CO([O,k])) ).
- : e & -
Propos1t_10n 6. L'application: Q%aXCBa —_— 2a,2CMb(JO’2])
(f,g) ~~» m(f+g)

est stable. (pour la topologie x-faible,ou,ce qui revient au
méme ici,pour la convergence vague.)

XBe—— R, (y)v F( [ty )
s'annule en (0,0).0n pose alors: &(x,y)=F(|x+y|]) - F(Ix|) - FCIv D) -

Preuve. Soit FeCO([O,K)) ;la fonction B

¢ est stable bornée et s'annule sur (BEX{O})\J({O}X BE).
On peut donc écrire ¥x,ye BE’ d(X,y) =C<u(x),v(y)>GxGx (G réf]exif,u(BEk:BG,
v(BE)C;BG* ).Mais on peut supposer u(0)=0,v(0)=0,car de toute maniére:
<U(x)-u(0),v(y)-v(0)> =<u(x),v(y)>-<u(0),v(y)>-<u(x),v(0)>+<u(0),v(0)>
=0(X,¥)-9(0,y)-¢(x,0)+$(0,0)
=0 (X,y) -
Si f,g sont dans @)anéfion constate que: uofeLL2 (G),vogelL 2(G*) avec:

[luof | <va , |vogl $/a,
L2 (G L2 (6% "

de sorte que le raisonnement de la prop.4 permet de montrer que la fonction:

@%xﬁﬁa———a-m+ » (fs9)v fo(f(w),g(w))dP(w) est stable.
9]
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I1 en est alors clairement de méme de 1'application (f,g)v»/ F(|ff+g|l(w))dP(w),
Q

sur Q%x @b,d'ou la proposition.

Application au probléme de la stabilité des espaces r.i.

Proposition 7. Soit L un espace de Banach de fonctions,invariant par réarran-

gement.On suppose Lc:lLO (2,Z,u), (inclusion ensembliste). (cf. ﬁZL],II-Z).
Soit E un espace de Banach stable.

Soit<%a={ﬁﬂf(E) /u(Supp f) <a; feB= }comme ci-dessus.

L (E)
Supposons que 1'application Zfﬁza — R, f %+l|fHL(E) se factorise
selon : Z@Za ———~+?2a 2 —-O———»IR+
i (cf. notations 5 ci-dessus)
L Me s HﬂIL(E):@(mf)

au moyen d'une application O: Gza 5 ———»—R+ , m > Q(m) ,continue pour
. Q i
la topologie vague de 523’2 @:-fﬁo,wﬂ).

Alors 1'app11cation<ﬁéx & —R,, (f,g) > Hf+g|k(E) est stable.

Quand u est une probabilité,ce critére prend la forme plus simple suivante:

Si app11cat1on:2.Bu?(E) —R_, f %+HfHL(E) se factorise selon:

2.B ——3([0,2]) 2R, . f o, (Toi de ) Il gy =0(me)

L (E)

1'application e:i?((b,Zj) ———6-R+ étant vaguement continue,alors 1'application

BLL""(E)"BLL°°(E) —R, L (f.g9)v ||f+g|lL(E) est stable.

Notons par ailleurs que 1'existence de © est toujours assurée pour un espace L
r.i.,mais non sa continuité.(Le cas le plus simple ou © est continue est celui
des espaces u_p, 1gp<e).

Preuve de la prop.7. Elle résulte trivialement de la prop.6 .

Définition 8. Soit L un espace fonctionnel de Kothe (cf.[Tzq, 11,déf 1bl17),
sur 1'espace mesuré (Q,%Z,u).Soit E un espace de Banach.

Une partie C de L(E) est dite équiintégrable (dans L(E))ssi:

Pour tout e>0,i1 existe K<o et Ac,avec p(A)<=,tels que:

- K'BLLOO(A;E) + E'BL(E) .

(ot u?(A;E) est le sous-espace de u?(Q;E) constitué par les fonctions

d support dans A).
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Cette définition est cohérente avec la définition I1-299 de TZL ,

ainsi qu'on le vérifie aisément.

Corollaire 9. Soient L un espace fonctionnel invariant par réarrangement,
E un espace de Banach stable;L et E vérifiant la condition de la prop.7.
Tout sous espace X de L(E),dont la boule-unité Bx est équiintégrable

dans L(E) est stable.
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C-Stabilité des espaces de Lorentz.

Notations et rappels 1.

Soient (Q2,I,u) un espace mesuré,et E un espace de Banach.
Si ﬁsmo (2,%,u3E),0n note * 1a réarrangée décroissante de la fonction
wo If(w)[|p-C'est 1'unique fonction R — R, ,décroissante et continue a
gauche,telle que:
vas0, u({w/|Flw)llp 2a}) = A({ teR,/ F¥(t)za}),
ol ) est la mesure de Lebesgue de R+.
Les propriétés suivantes de la réarrangée,qui sont classiques (cf.
{HLP],Chap.10) seront utilisées dans la suite.
(i) Si f est telle que ¥a>0, plwff (w)|za})<e alors f et £ sont
"gqui-mesurables",c'est & dire:pour tout A borélien de R+,on a:
w({o/ |[F ()| €AY ) = A(Lt/E()eAd),
d'od i1 résulte que pour toute fonction F: R+————A-R borélienne,on a:
FOFQIF(@) Ddu(w) = STFof*(t) dt .
(ii) Pour tout Ac:Q?mesurab]e,on a ,si 8(A)=a :
/o5 () dt 3 S f(w)] duw).
0 A
(et si u est diffuse, sOFX(t) dt » Sup J [ff(w)ldu(w). )
0 u(A)=o A
Plus généralement pour toute fonction gz 0,mesurable @ — R ,
Zg*(t) (1) dt37 g(u) [If(w) [ ().

(iii) Pour toute fonction décroissante h: R—— R, ,et toutes
0

h(t) (Frg)¥(t) dt < Sh(t) £5(t) dt + Ch(t) g¥(t) dt.
0 0 0

et plus généralement pour tout qzl,on a:

(Tmt)(ﬂgﬁqu)cﬁ)l/qs(ymmt)f”ﬂt)dt>1“‘+(?mt)g*%t)dfﬂ/W
0 0 0 /

(iv) On pose pour toute fel]10 (2,Z,u3E):

C

ve0, (1) = 1. f(s) ds
0
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*X ost un fonction continue décroissante.Pwr‘f,geu_1 E),on a 1'inéga-

f 1oc(

1ité triangulaire "ponctuelle”
*% 33
(t) + 977 (t)

d'od en combinant avec 1'inégalité de Minkowski,on obtient pour toute

v t50, (f+g) % (t) ¢ f

mesure m >0 surIR+ et tout g1 :

7 Frg) ¥ (1) dm(t)) V9 < f =Gy ne)) Y9 [ Pg**9 (1) dm(t)) T
\

0 0 /

(v)L'espace de Lorentz u.p’q(Q,Z,u;E) est 1'espace des fonctions

fsuo (2,Z,usE) telles que J'Oo(tl/p f*(t))q %E-<w ,et 1'on pose:
0
o 1/g
yellPd lﬁlb,q=(g (1P (1))9 %E} (cf. [B-L))

C'est une quasi-norme,en fait une norme lorsque g<p.
Pour p>1,g21, on définit une norme sur P9 ,équivalente & cette quasi-norme:
18 =(é°°(t1’pf**<t)>q%)”q .
Ces espaces interviennent naturellement en théorie de 1'interpolation
(avec des normes équivalentes a celles-ci.)
(vi) Rappelons,d'apreés [TZ—{i,une généralisation des P9 pour gg<p:

Soit W une fonctionﬂg——A-R ,satisfaisant les conditions:

(¥ W est décroissante positive
(
W) (2 Lt dt <
( 0
g* i u(@)=o , SU(L) dt = o
0
Mors Ly (8,033 = (fell2(0sE) /7 7P (1) W(t) dt < )
i 0

et 1L est muni de la norme:

W,q
Il q = (é”f*q(t) W(t) dt) 1/q

Avec W(t)=t8'_1 ,on retrouve la définition (v) de L P-4 (si q<p).

Le résultat principal de cette section est le suivant:
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Théoréme 2. Soient (9,%,u) un espace mesuré (u»0) et E un espace de Banach
stable.Alors:

i)Pour toute fonction W satisfaisant les conditions (W) ci-
dessus,1'espace uw’q (Q;E) est stable.
(En particulier 1'espace LP>% (2;E) ,muni de la norme||[|p,q pour
g<p, est stable.)

i1) Pour l<p<w,et 1gq<e , 1'espace 1P-9 (Q2E),muni de la norme

||||F')’q est stable.

La démonstration de ce théoréme comporte deux parties:
— dans la premiére on montre que 1'application (f,g) "~ |/f+d|est stable

sur Bu?(Q;E)XBu?(Q;E) ,quand est bornée (resp. sur 1es(Bax @5 quand u(R)==,

ou les @a ont &té définis en B5).0n utilise ici la propriété de stabilité
en loi exposée au §B.

— dans la seconde partie,on se raméne au cas précédent au moyen d'un

[o o]

résultat de décomposition:si (fn)n=1 et (gm)m:1 sont deux suites bornées dans

u_w q (ou dans u_p,q) ,on peut se ramener au cas ol il existe des décomposi-
tions: fn=fn¥?; . 9,79, +9, »avec (?;)n,(gm)mc: B, (resp.dans

un @) et ¥nm, | [Fraplf - EY Y - llgl @ -1 g It <

1°Cas de_la stabilité sur By=xBx (resp. & x®.)

Proposition 3. Soient (Q,Z,u ) ,E,p,q,W comme en 1.
a) Supposons que p est une probabilité.

Alors les normes H|E 9 ,|||M q dépendent continiment des lois

2 H ||p,q
des éléments de Buf,i.e. 1'application:

Bu_OO(Q;E)—-—)'R+ ’f %|I‘F||p,q (OU ”f“p,q s0U ”f“w,q)
se factorise selon:
B, o

L (93E)
L

K ([0,1]) —2-R,

oll © est continue (pour la convergence vague des probabilités).
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b) Dans le cas p quelconque,on a un résultat analogue,en remplacant
Bu§ par un(Ba (a>0 quelconque),et m:f T par 1'application
333———¥§1 1 ,f e .(Pour les notations,voir B5.)

& est alors continue pour la topologie de la convergence vague des

mesures de Radon sur:]O,q.

Preuve. Supposons que p est une probabilité.

i} Définition de ©.
A toute probabilité = sur R+,associons la fonction MHJR¥~——+]R+ ,définie
par: ¥a>0, Mw(a)= m([a,+=[). (1-Mﬂest la fonction de répartition
de 7).Posons alors NP R+———»Tﬁ+,définie par : ¢ﬂ(t)= Sup{u/M"(u);t} .

(pour tout tzO).rbTT est une fonction décroissante continue a gauche.

. S 31 1
Posons enfin: o(m) =|I¢w|h_p’qﬂR dt) - (é ¢ﬂ(t)q tPh dt) /q
+5
On vérifie facilement que lorsque m=m.,l10i de ||f||-,f appartenant a lp’q¢2;E
i E
*
on a : ¢”f= % ,donc: O(Wf)=lﬁlb,q .

. [
De maniére analogue,on posera O(m) 4!¢WHU_N qﬂR+,dt) , resp. [lo_li} p’qﬂR+,dt)

pour 1'étude des cas de [||LN’q sresp. || Hs,q .

ii) Continuité de ©O.

I1 suffit de montrerque si =2 m,(vaguement),alors @(wn)ﬁggﬁe(ﬂ),puisque

la convergence vaque des probabilités surIR+ définit une topologie métri-
sable.
On sait que si ﬂﬁ———+n(vaguement) ,alors les fonctions de répartitions

FTr _——»Fw,en tout point de continuité de la fonction FW.(cf [T],§12,prop.2).
n
i

On a donc en 1'occurrence: M '——M",en tout point de continuité de MT.

11 est possible de montrer de méme que ¢ﬁ ———»¢ﬂen tout point de continui-
té de ¢W.On peut toutefois faire ici 1'éc2nomie de cette démonstration de
la maniére suivante.

Soit mune mesure diffuse suriR+.Soit hn=¢Tr et h=¢ﬂ.11 vient:
n
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ol 1'on a posé A=[p,i]2.(Noter que 0gh(t)gl car weﬁb,ﬁ ).

Or on constate facilement que:{(u,t)eA/U$¢”(t)} = {(u,t)sA/tsMﬁ(u)} .

Donc:: M) lan(e) =3 g w9 ldu dn(t)
0 9 teM(u)
(u,t)ed
S Lol M a1 N9 () du
90 0 q0
ol H est la fonction x> H(x) = fxdm(t).Comme m est supposée diffuse,H est
0
continue.
m

Comme M "(u)——M"(u) en presque tous les points de [O,}](et méme en tous
les points sauf un ensemble au plus dénombrable,car inclus dans 1'ensemble

des points de discontinuité de Mﬂ),1e théoréme de Lebesgue montre que:

o (8)%m(t) ——sth(t)d dn(t). (h =, et h=p ).
0 0 n
9.1 :
Lorsque 1'on prend dm = tP~ ~ dt,on obt1entH¢WJ|p’q———*|@ﬂﬂp’q _
De méme si dm = W(t).dt ,on obtient [ lh,q———*lbﬂlh’q
n

dt ,i1 vient: d)H(s)-——r> ¢ﬁ*(s) ,pour tout s>0,

Enfin avec dm=1{t<5} ™

et une nouvelle application du th. de Lebesgue montre que:

] 1
b Ty 1ol
La continuité de © est donc montrée dans chacun de ces trois cas.

Le raisonnement est analogue dans le cas ou p est quelconque

(bornée ou non ).
Corollaire 4. Soient (Q,Z,u),E et W comme dans 1'énoncé du th.Z2.
Soient p,q des réels, 1lgp,Q<e .
Pour tout a>0 ,les applications (BaxCBa — R, » (f,9) Hf+g”p’q ,

(f,g)> |H+g“6’q s (Fog) Hf+g”W,q sont stables.

Preuve. Ceci résulte de la prop.3 ci-dessus et du résultat 7 du §B.
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Proposition 5. On considére lw q (2,Z,u3E) ,resp. mp’q( 2,Z,u3E),et 1'on
9.
pose dm= W(t).dt ,resp. dm= tP 1

.dt .

Soit (F )~

nlp=1 une suite bornée dans BLL ,resp. Bu P,q -

W,q
et pour chaque k,une

On peut trouver une sous-suite (f_ ) T
N k=1

décomposition: fnk=fk + fk + fk ,avec:
i) H(Supp fy) ——0 et [If' |l 150

ko0

ii) Pour tout k,les fonctions f&,fﬁ,fﬁ' sont deux & deux étran-

geres ,

iii) La famille (fé*q)kil est m— équiintégrable .

La preuve de cette proposition se fait en trois temps:on montre d'abord
un résultat de décomposition pour une suite bornée dans un espace L
quelconque (lemme 8 ci-dessous);on 1'applique au cas d'une famille de

fonctions décroissantes dans Bu_l(R m) .en renforcant la conclusion;
+’

on applique enfin ce dernier résultat aux réarrangées fﬁq.
I1 sera commode d'user de la terminologie suivante:
Définition 6. Soit‘% une famille bornge de L1 (2,Z,v).
1')% est dite "localement équiintégrable" ssi:
ve>0, 5>0, ¥AcQ mesurable,et tel que v(A)<é , Vgeﬁ 5
719(w) [dv(w)<e -
i) f} est dite “éguisupportée" $si:
¥e>0, Ja<e, Vge% » JAcQ mesurable avec v(A)ga,et:

/19(w) [dv(w)se
A

iii) g% est dite "également intégrable" ssi elle vérifie les deux

conditions précédentes.
Cette derniédre notion est plus faible que 1'équiintégrabilité (cf. Bourbaki

Intégration,IV,§5,n°11,déf 10).Elle équivaut a 1'équiintégrabilité des
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réarrangées g*,pour la mesure de Lebesgue sur R+.
Le lemme suivant est facile:
Lemme 7. Soit % bornge dans L1 (2,5,v).Alors:

i)ﬁ% est localement équiintégrable ssi

f

la(w)> NS [dv(@)<e .

¥e>0,3 N«»,Vgeg ,

ii) est équisupportée ssi:

Vs>0,36>0,\1‘g€g R {|g(m){<6} lg(w)]dv(w)<e

On a alors le lemme de décomposition annoncé:

Lemme 8. Pour toute suite bornée dans ul

(Q,Z,\)),(qan)n=1 ,i1 existe une
sous-suite (q;nk)k=1 et une partition: @Q =Ak+Bk+Ck (pour chaque k)
telles que:

i)La famille ( est v-également intégrable.

1y o6 )y

Akoo Ny k=1 lL

i) (1 ¢, ), W et |1, ¢, |[==0
Bk N k Bk Ny k->co

111) V(€ )z

koo

. _ _ . . R
iv) Bk— {Mnd<6k} et Ck_{l¢nQ3'Nk} pour certains réels ék,dk.

Preuve. a)Pour toute feul (2,Z,v) et &0,posons:

p(f,8)= S| f(w)]dv(w).
{[f(w)<&
S @=(¢n)n:1c: By 1 posons: pe(8)= IEE p(¢,58)
pg = inf p (6) = Timb p, (6)

§>0 §+v0
Notons que si ¥ est une suite extraite,alors Py€0y -

Soit (Gk)k:1 une suite de reels >0,tendant vers 0.Pour chaque k soit N tel

) ) - 1
que: n.>n ;1 et: [p (8)) D(¢nk,5kﬂ<'p .
Pour alléger les notations on peut supposer que (¢ )k=(‘pn)n (ce qui,ici,

n
k
ne change pas la valeur de pQ).

Posons B = 1 w)|<6k};on a c1a1rement||1Bk.¢k]Li:;T+ 0 ;montrons que

{]o,(
(1,c.¢,.) T vérifie la condition (ii) du lemme 7.

Bk k‘k=1
Dans le cas contraire,on pourrait trouver e>0 tel que:
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Yo>0, Fkel, avec: S ch(w).|¢k(w)[dv(w)> €,
{|¢k(w)|<a} k

Choisissons une suite(u])] .tendant vers 0.0n trouve alors une suite extraite

(¢ )y = ¥.telle que:  ¥1, i) ]¢k (w)|dv(w)ze
1 {8, <l¢, (w)]|<ay} ™1
k] k] 1
et par conséquent: V1, h b, (w)]dv(w)ze(8, )= & +e——pte
{l¢, (w)]<aq} M1 1 1 1o
k] 1
On a donc: pw 2 Py *e > Py sce qui est impossible.
b) De maniére analoque,posons:
n(y,N) = S (w)|dv(w) pour toute}’eBu_l.
{lw(w) |2N3
et si W:(wn)njl , soient : ny(N) = Iig'n(wn,N)
ng =infn M) = TimnyN).
v e T T

En procédant comme au a) ci-dessus,on voit qu'on peut extraire de toute sui-

te (wn)HZIC'Bml. une sous-suite (wn )k et trouver une suite (Nk)k de réels,

k
telles qu'en posant B = {[y, (w)[2NJ .la suite (Igc.y, )y vérifie la
condition (ii) du lemme 7.I1 est clair alors que v(Bk) E;;fo

c) En appliquant successivement les procédés(a) et (b) ci-dessus,on
obtient le résultat du lemme 3.
Lemme 9. Soit m une mesure (de Radon) positive sur R+,ne chargeant pas le
point O.
Soit (q;n)n=1 une suite de fonctions de BHJ'GR+,m) ,positives,

décroissantes et c.a.g. .

On peut trouver une sous suite (wn )§21 ,et des intervalles :

L L N N L i P

tels que:
i) m(Ik) —0 (i.e. ak———»O )
koo k—oo
i)W, .1, —0 (i.e. v (B,) —0 )
" HkL°k+oo Mk e

) Io= (O (03 N et He =t U | (£)<8y )

(pour certains réels Nk,sk).
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iv) La famille (¢k)£zl est équiintégrable,ol ¢k est
définie par: ¢, =1. ¥ (o) +1,.9 .
k Ik U K Jk Ny
Avant de montrer le lemme 9,énoncons le:

Sous-Temme 10. Soient m une mesure (de Radon) positive,sur R_,ne chargeant

pas 0 ; (wn)njl une suite de fonctions décroissantes positives dans
Bu_l(m+,m) .IL existe alors une sous-suite (d)nk)k=1 ,et une suite de
réels (1,),_; -telles que:
i) Yk, Tk>0 et Ty —>»0
koo
i) m([O,rk]).Sup U, (Tk) —_—a
1N 1 k o0

*
Admettons ce lemme pour 1'instant,et donnons la preuve du lemme 9.

D'aprés le lemme 8,et duitte a extraire,on peut supposer que:
¥n, Y, o=1;, u + 1, .9y + 1, .y ,
n In n Jn n Hn n
ou In - {t/wn(t)BNn} et Hn N {t/wn(t)<an}; m(In) ;:: 0 ’lpHn'wn”m ﬁ:z'o

et la famille (1J 'wn)njl est m-également intégrable.
n

Mais comme les P, sont décroissantes, I ,J , et Hn sont,pour tout n,des

n’"n
intervalles contigiis de R, .(et plus précisément de la forme [O,an],jan,gn],
JB,»*[ scompte tenu du fait que les ¥, sont supposées c.a.g.)

Comme m(In) 75> 0 son voit qu'en fait la famille (ldn.lpn)n est m-équiin-

tégrable (et non seulement également intégrable).

D'aprés le sous-lemme 10, et quitte encore a extraire,on peut

co

supposer que: 3 (Tn) , .50 , T im 0 ,avec: m([D,Tn]).S$p w](Tn) 7= 0

n=1 n nn
Quitte a extraire une nouvelle fois,on peut supposer aussi que
pour tout n, Iﬁ:(p,rn].Posons alors pour tout n:
an=(¢n(1n)+1)A Nn R %n= Sup{t/wn(t)= an} on a: o %n ST, -
Soient I'=[0,7 15 J'= INTL 5 HY = H NI
n’ n-c

Alors ,pHA'“h|L§”1Hn'wn“ﬁ:;' 0 ;m(l') —=0 (car m ne charge pas 0).

(1;:-9,), est m-équiintégrable,et comme: 'pI"wn(%n)Hu_l(R+,m)<m(tp’Tﬁv(wn(Tn)+
n n
+1 )
qui tend vers 0 quand n-w,on voit que les 11..¢n(%n) + ld"wn sont
n n
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m-équiintégrables .D'od le lemme 9.

Preuve du sous-Temme 10.

a) I1 suffit de prouver que: lim 1im m([p,fl).wn(T) =

ce qui revient 3 dire que:

(%) ¥e>0, Vt0>0 s T, O<Tst0

En effet si (%) a lieu,alors, pour tous € et t0>0,11 existe T , O<r<t0,

tel que m([Q,T}).lim_wn(T)< £
N

et une suite extraite (wns)kjl ,tels que: ¥kz1, m(10,7)).¢ 8(T) < g

k N
Supposons avoir choisi TPTy -+ 22Ty ,et les suites extraites succesives
(wnj)k=1 » j=1,...,1.0n choisit alors tO tel que ¥tgt 0 et ¥j<i,
k
LQ ﬁ] 5-—1T ,(ce qui est possible car ceci estg f U (t) dm(t))
0 n’
J J

. . . : : 1
puts 7, ,5t, et (wnj+1)k extraite tels que: ¥k>1, m([Q,T]+1])-an+1(r1+1)sTIT
k . k
La suite diagonale (wnj)j=1 vérifie alors m(\p,Tj]).Sup wn](rj)s

al—

b)Supposons la propriété (x) du (a) ci-dessus fausse.

I1 existe alors e>0 et t0>0,te1s que : ¥t, O<tsty,0, ait: m (10,7}))-1im (1) ze

t ey
Aors: £ 0 limy (1) dm(t)z . o mdmﬁ_lj_ YLICOR) DI
0 =" 0 0.9 g U
ce qui est impossible d'aprés le lemme de Fatou:
K k I,
SO lim oy (1) dm(t)g Xim S 7 g (1) dm(T) < Sup [y}, 1 <l .
0 n-oo n ns 0 n ndN* n'lL (R+’m)

D'oll la contradiction et le sous-lemme 10.

On peut maintenant donner la preuve de la prop.5.

Soit (f_ ) ~. wune suite bornée dans u_w (resp.u.p’q) ;appliquons

n‘n=1 s
® q_

le Temme 9 & la suite (fﬁq)n=1 et 3 la mesure m (dm=W(t).dt,resp.tP 1.dt)
. . % % X *
il vient: f2=1, .f_ + 1,.t + 1, .f R

oL e e e e

. _ X . _ * . _ *

avec: Ik ={t/ fnk(t); Nk} : Jk ={ t/Gkgfnk(t)<Nk}, Hk_{t/fnﬁt)<6k} .

On pose alors:
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Akz{MEQ/GKS“fnk(w”|<Nk} ;‘Bk={umeHhk(w)H;Nk} ; Ck={w€Q/ank(w)H <6}

puis: f/ =1, .f ; fl=1, .f y fit=1. .f .
k Ak N k Bk Nk k Ck e
On a alors si Ik=[p,ak]:
m *
HBy) = o e 0 s IIFY s |11Hk-fnk|LokTm’* 0
X
et comme fk =1;.f

k "k
on voit que Ta famille (fi'(*q)k=1 est m-équiintégrable.D'od la prop.5.

bornées.
Proposition 11. Soient mw q ,resp.lp’q ,et m comme dans la prop.b.

. xq
Soit B
01 %C u—w’q )q

soit m-localement équiintégrable,resp.m-équisupportée (cf.déf.6),resp.

( ou:CBu_P,Q) telle que la famille %*q=(g

m-équiintégrable.
u

. (ou B, p.q) -4 =<6>g€%

telle que: |g-g] ce (ou:]lg-g|l. . <€) pour tout ge§ ,et vérifiant
- Ps-q

v
Alors pour tout £>0,i1 existe une famille %;BLL
W

la condition i), resp. la condition ii),resp.les conditions i) et ii)

ci-dessous: N
i) g? est dans I ,et bornée dans I .

V]
ii) Les supports des rejcgsont de p-mesures finies et

uniformément bornées.
Preuve. a) Le cas d'une famiﬂe% telle que g}*q soit m-localement équiiin-
tégrable.

Pour toute>0 il existe N tel que: Vgeg_, o g™ (t) dm(t) <.
{g™ (t)zN}
4
(cf.lemme 7).0n a donc ”%Hg(wﬂ|;NFglh,q <g¢ .0n pose g= 1{Hg(wﬂ\<N}’g .
b) Le cas d'une famille g} telle que %?q soit m-équisupportée.

I1 est trivial sipQ)<e .Supposons donc p(R)== ,on rappelle que dans ce cas
fmw(t)dt = + par hypothése (cf "conditions (W)").
0

I1 s'agit de montrer qu'on peut"couper" les réarrangées g*q en un point a
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de maniére que les '"queues" ]ja +ml.:gj"fq aient une réarrangée de norme petite
3

dans ll_1 (R,>m).

= %A *q
Pour a>D,et geg ,posons Y, =g (a) '1[O,a]+ g '1'Ja,+°°['
La famille T =(ya g)a>O est m-équisupportée (car Yy g‘< g*q):i] existe

donc BCIR+ tel que: 963’

m(B) < et Ioy(t) dm(t) <% e pour tout yel .
R+ B
Soit b tel que m(B)g m([0,b] )<= ,on a b<w car m(R,) =+ ,et comme les yel
sont décroissantes,on a (a fortiori) V¥vyel, fmy(t)dm(t)< % ed.
b
On choisit alors § tel que:&> 0, dqm([O,b]k%eq et xq) g*q(t) dm(tF%Eq-
q
{g™(t)<8}
Posons a4= Sup {t/g*(t)aé} (de sorte que {g*(t)<6} = Jag,+°°[).
On a alors: fmya (t) dm(t) < fbya (t) dm(t) + % el
0 g’g O g,g
< n([0.0)).g%ag)e sGH(t)dm(t) + 5
%
< e,
. . ) X % * X _
Or i1 est clair que: (ljag,m‘:g) =g (ag+.) Sl[o,ag]g (ag)+13ag,+m% Yag,g
n AT 3 *

) _ . (- - t
Posons pour tout geg(. g(w) 1{|lg(w)]|3c3]’ g(w).0n a: (g-g) (t)=g (ag+ )
et par conséquent: [|g-a1|;} q< el

8 x
Par ailleurs: w(Supp(g)) = ag .Or qu([.o’ag] )</ 9 g (tydm(e) < iy q< !

donc  Sup m([O,a 1)< 1 <o ,d'o0 (puisque m(R, )=+x): Sup a_<oo,
ge g &7 ! 9&:9_

°-c) Régle ge_q;agdl'tiv;g%ﬁ%atqanges dans les décompositions

Proposition 12. On considére 1'espace de Lorentz LLw q(Q,Z,u;E) ,ou E

1

est un espace de Banach quelconque. m est Ta mesure W(t).dt.

o0

Supposons que pour deux suites (fn)n=1 ,(gm)m=1 bornées

dans le q ,on ait des décompositions:
1°n=fn+fn+fn et 950=9m*Im*
avec: * fr'm’f;;’fr';l étrangéres deux a deux (pour tout n)

(
(
(

% la suite (fa*q) ©

n=1 est m-équiintégrable.
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et de méme pour les g&,g%,gm .
Alors pour tout couple U,V d'ultrafiltres non triviaux sur N*,

Tim Tim |F +g |4 = Tim Vim |fFregt [+ vim (fF2(E o fFR )

n,U m,V no<m M,q n,U m,V n °m ﬁ,q n,U n M,q n'W,q

+ vim (Jgrlff o+ el o) -
m,V m ﬁ,q m" W,q

On a la propriété analogue dans ILP*9 pour 1a norme|]|% q quand p>1.

Cette proposition est conséquence facile du lemme suivant,qu'il suffit

d'appliquer plusieurs fois:
Lemme 13. Dans B on considére une suite (fn)n=l et une famille 3;

L W
On suppose que 1'on est dans 1'une des deux situations suivantes:

Situation 1. i)I1 existe pour tout n une décomposition
fnzfﬁ+f; de fn en deux fonctions étrangéres ,avec:

fplly 75> 0 et (fﬁ*q)njl équisupportée (relati-

vement 3 la mesure dm=W(t).dt )
ii)La fami]]e‘g,est m-équisupportée.
Situation 2. i)I1 existe pour tout n une décomposition

fn=fﬁ+f; de fn en deux fonctions étrangéres,avec:

It l*q ® .
u(Supp fn) — 0 et (fn )n=1 m-localement

n-oo
équiintégrable.

ji)La famille ﬁ/est m-localement équiintégrable.

Alors on a:

Tim Sup (|F +glf - |f+g)f el ) =0

n-wg&% n2M,q n ﬁ,q nﬁ,q
On a un résultat analogue dans B p.q .pour la norme || “5 9 ,quand
p>1 .

(I1 suffit donc d'appliquer le lemme 12, d'abord avec §,={fn},puis avec

4
9

la prop.11).

{gé+g%/méwi ,dans la situation 1l;puis & nouveau,d'abord avec

{fh+f; } ,puis avec g,={g$/méN*},dans la situation 2 j;pour obtenir
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Preuve du lemme 13 dans le cas de L

W,q’

D'aprés la proposition 11,on peut supposer que les supports des fh et des
ge% sont de u-mesures <a (<«).

E®R.e ,

Soit p>0,et introduisons 1'espace (de Banach) auxiliaire E
oil 1a somme directe est prise au sens de 11,et o lle|l=1.

Posons pour tous ndN et gegz ?'(m)=

Soit A = Supp(f) , Bg= Supp(g) An’g = AL Bg ;O‘n,g‘“("n,g) (g2a)
On a pour we An,g: ”%n( )+§( M ze

et pour w ¢A, ”%n( J+g(w) | = [If o () i lIF R 1L,
Soit ny tel que: nzny == [ff [ <pAlors pour nyny,la réarrangée de f +g
verifie: Voo, . (Fr) () = (1 g.f;;)*(t)
ce qui permet d'écrire:
(1): 77(F +9)*(t) dn(t) = fu”’9(¥n+§)*q(t) dn(t) + /7 (. e y*(t).

0 0 %n,g 9 dm(t)

Mais on a 1'inégalité triangulaire:

(z”’g(%n+§)*q(t) u(e)ar)!/o -(2”’9(?5+5>*q(t) W(t>d§)1/q|

(f n9guXa g dt>l/q < I, (0,22 )1/

-1
q ),

En utilisant 1'inégalité entre réels positifs:|xq—yq[s|x-y|.Max(xq'1,y
on en déduit que:
a ~N ~ u ~ ~
n, x n, ' *
(2)| ! (9 (t) dn(t) - ! S(fF,+9)*9(t) dm(t), —= 0,
uniformément en gegﬂ

D'autre part: t>a = (fﬁ+g)*(t)=0,donc:

n:g
(3) 49"’9<f5+g>*q(t> dn(t) = é”(fg+g)*q(t) dn(t) .
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Par ailleurs f ’g(f" e ¥ (t) <|K"|L ( 0,2a)
0 n,g
(IR 1] *q 1
d'ol: (4) 11m | 2 (fr.lpc )77(t) dm(t) — £ 1A \ s
% g n,g nsg W 2q
uniformément en g . Enfin on a:

- 3

(5) l“ﬁ-lAﬁ g-f"n|h,q - “f;.1An g|h,q < JfalLm( 0,22 ) 0
De (1) & (5) on déduit: lim(an+g|ﬂ’q - Hf5+g]ﬁ,q - Hf;|ﬁ’q) = 0,

uniformément en ¢
Comme |Wn-fn|m,qs o9.m([0,a]) et |b-g|ﬁ,q qu.m([O,a]),1e résultat annon-

cé est obtenu en faisant p~0.

b) dans Ta situation 2.

D'aprés la proposition 11,on peut maintenant supposer la suite (fﬁ)njl et
la famille é} bornées dans L :

q K<, avec: (fn)n ch Ble et gc K.BLLoo

Posons un=u(Supp fH).

Introduisons la fonction ?;: {_;;(w) = 0 si fH(w) = 0,
([ ] v 3K).—nl2d s fr)s0
et soit f =f! +f" IIF o () I
On a a]ors ”f w)+g(w H,“f" ) I llg(w)]] > 3K- K =2K si weSupp(f})
<1 () [Flg(w)llg K + K =2K si wiSupp(fy) »

Donc: (F @)X (0)(= (f4a)X(t) pour tsa, »

= (f6+g)*(t-an) pour tzo .

~ u ”~
D'ob: (6)/7(F +9)*(t) dm(t) = / ”(f;+g)*q(t) dmn(t) + SO(F! +g)*q(t -, ) dm(t)
0 0 Gn
Or on a:
I (PIATIRE T- & ) L |
(7): Vim (4 "(Freg)*(e) W(t) dt - f f} ,) =0 ,uniformément en ge;%}
n>e 0 nw.q

(Ceci résulte de 1'inégalité triangulaire:

Kéan(?;m)*q(w (e) at)/s '(f"ﬁ”%) W(t) dgl/qk({)% ()t )9,
/

du fait que un=u(Supp f;) . et de ce que g*(q < k9. )

—>COo

On a enfin:
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(8): Tlim (fm(fr'1+g)*q(t-an) W(t) dt — 6°°(fr'1+g)*q(t) W(t) dt ) =0 ,
n-oc  Q
n

uniformément en ge'g.
(En effet,comme les réarrangées sont décroissantes,ainsi que W,on voit que:

f°°(fr',+g)*q(t) W(t) dt < f°°(f,;+g’f‘(t-ocn) W(t) dt = foo(fr'1+g)*q(t)w(t+ocn)dt <
o 0

n 0Lﬂ

< ST(Er) (Nt
0

et la différence des membres extrémes dans ces inégalités est:
o

n, ~ *q v q —
é (F+g)  (t)H(t)dt < (2K) m([o,o@) s 0
De (7) et (8) on déduit: 1im (||fn+g|f‘j q —||f|:1+g|la 0" |[f'r']|ﬂ q ) =0, (9)
n 3 3 3

uniformément en gc%

Mais on a: Hf" £ I8 q - fa”(?f;-f;;)*q(t) dm(t) m( [0, en]) o O
0

le résultat annoncé est donc conséquence de (9).

Preuve du lemme 13 pour la norme || ||'

Psq”
Elle utilise le résultat suivant:

Sous-lemme 14. Si%cBu_p,q est telle que S*q = (g#q)g soit équisuppor-
' q_
tée,resp. localement équiintégrable (pour la mesure dm= tP 1 .dt ),
il en est de méme de la famille g**q = (g]’H“:‘)g .(pourvu que p>1).

Admettons ce lemme pour 1'instant.

Soit ¢>0;d'aprés le sous-lemme 14 ci-dessus,on peut trouver o<= ,tel que:
N
(10):  ¥ndN, ,Vgsfg,, é (F.+9)* () dm(t)< ed.
On a alors:
(11): | +g|['9 = /%(F +9)**(t) dm(t) + s/7(F +g)**9(t) dm(t)
n=,qg 45 5

On a 1'inégalité triangulaire:

i Q (£ +q)**(t) dn(t Dl’q (g (£1+9)%%9(t) dn(t ))”q

s(é“f;**qt an(t)) % |f"1Lqu)

de sorte que:  (12) Tim ( f (f +gf*q dm(t) —-fa(f'n+9)**q(t) dm(t))=0,
N->oo 0

<
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uniformément en g .Notons au passage que:

(13): Tim s **9(t) dm(t) =0 ,uniformement en g(—.’%.
e 0
On a aussi:

(40 9(t) an(t) Y9 - ey ane) V)< 1)) an(t) 1/4

o
(14): < g ,d'aprés (10).

De (12) et (10) d'une part, (14) et (13) d'autre part,on déduit:

(15):  Tim (f)“(fn+g)**q(t) dm(t) - ||fr'1+g||£)?q ) <€
n->oo

(16): T ( S7(F,+a)(t) am(e) — Ifpl, ) <o
N o

uniformément en gg%q

En sommant (15) et (16), et en faisant e+0,on trouve le résultat annonceé.

La preuve est analogue au cas précédent. (10) est remplacée par:

(10bis) ¥neN, ,¥ge, fOL(fr'l+g)**q(t) dm(t) <%, (pour un a=a(e)> 0).
‘ 0
(13) est remplacée par:

(13bis): lim émf;**q (t) dn(t) = 0 ,uniformément en gegu
N~

a
. Il**q — n u* : - 1]
(en effet,on a: fn (t) =% 1 fn (s) ds si an—u(Supp fn) et tza .

=

comme  S2¥(s) dsg|ff]l - B /g /0 d'aprés Holder,p' et g' étant
o N n'p,q-\q

les exposants conjugués de p et g,on obtient finalement ,pour ah<d:

9 1/p'
oo K& -1 ste " a cAVAR s
o lar g o .l|fn||p’q.(an) —> 0 sd'oi (13bis).)

(15) et (16) sont alors remplacées par:

(15 bis) T (J(f+0)**(t) dn(t) = [ffralpo ) < e

n
(16 bis) Tim (S7(f,+9)**(t) dm(t) - ||f;]|[')qq ) <
n 0 i

On conclut comme dans le cas précédent,ce qui achéve la preuve du lemme 13.
I1 reste a donner la preuve du résultat 14,utilisé dans ce qui précéde.

Preuve du sous-lemme 14.

a) cas o §*9 est equisupportee.

. o %q p-1 e\
Soit e>0;0n peut trouver a<w,tel que: Vgeg,, Sg7(t) dm(t)g (j-—n v
a



on a = (1) = £ /5 g¥(s) ds = 1 2g%(s) ds + % ft g*(s) ds
0 0
d'oll pour tout b:(ng**q(t) t 1dt 1/q (E (? ) ds g tg' dt 1/q+
b
q
(f (t s)as)d 7~ Lap)l/a (1)

Si bza,on peut majorer le deuxiéme terme de (1) au moyen de 1'inégalité

o gq._
de Hardy, donc par: —B—»(f g"tq tp 1 dt 1/q qui est < %—.

Le premier terme de (1) vaut:( f gt s)ds) ( %p 1‘) b1/’

N pl q l/pl
(ol p' est 1'exposant conjugué de p).Mais S g*(s ds;dbl% q(ﬁ") a ,

donc le 1° terme de (1) est majoré par CStg.(%)l/p ,et est donc < % pour

b assez grand.Donc Tim fwg**q(t) dm(t) = O,uniformément en gcg,CQFD.
b b

*q
b) cas ol g? est Tocalement équiintégrable.

* XX

Quand g} est bornée dans H?CR+),i] en est de méme de E} . On peut toujours

se ramener a ce cas au moyen de la prop.11.

2°-d)Fin de la démonstration du théoréme 2.

Les propositions 5 et 12 ci-dessus permettent de réduire le probléme de

la stabilité & la commutation des limites : lim lim |H 9. [l = Tim 11me g |
n,U m,V m,V n,U

pour des suites (fn)n:1 et (gm)m 1 dont les réarrangées ont leut puissances
q-iémes équiintégrables (pour la mesure m).

La proposition 11 permet alors de se ramener au cas ou les fn’gm sont uni-
formément bornées (dans 1 ),et ol leurs supports ont leur mesures unifor-
mément bornées.Le corollaire 4 correspond précisément a ces hypothéses.

D'ol le th.2.

Remafque 15. Supposons 1LP-4 (Q3E) (resp. u.w’q(Q;E) ) séparable.

On considére 1'ensemble 6b des types sur i P9 (resp.u_w’q) définis
par une suite d'éléments uniformément bornés dans I ,et dont les
supports sont de mesures uniformément bornées.

On considére d'autre part 1’ensemb1e5i)des types de la forme:
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f o ||1°|fq +a)1/q ,ou az0.
Bb et tfw sont deux "classes coniques" de types (selon la terminologie
de[M-K]).
Les propositions5 et 12 montrent que ces deux classes coniques engendrent

1'espace des types sur P-4 (resp. U_w q) ,et plus précisément:

G =6x €,
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Chapitre IV

Superstabilité

On peut construire une théorie de la finie représentabilité des fonctions
de deux variables analogue & la théorie de la finie représentabilité des espaces
vectoriels normés.L'homologue de la propriété de superréflexivité des espaces
de Banach est ici la propriété de superstabilité.Un procédé de "linéarisation"
analogue & celui exposé au chap.l,§B,pour les fonctions stables,fait intervenir
la notion d'opérateur uniformément convexifiant,définie dans [BZY 2].

Les espaces de Banach superstables sont les espaces dont les ultrapuissan-
ces sont stables;ou,ce qui revient au méme,tels que la fonction (x,y)w’”x+yu

soit superstable.Le résultat principal du §C ci dessous est alors le fait que

si E est superstable,il en est de méme de uP(E).

A)Fonctions superstables.

Définitjon 1. Soit (T,d) un espace métrique,et f:XxY——T, f':X'xY'—-pdeux
fonctions de deux variables & valeurs dans T.
On dira que f' est finiment représentable dans f,(f' f.r. f),ssi:

( Pour tout réel e>0,et tout couple de familles finies

(x%)iﬁl, yj)jgldans X',resp.Y',i1 existe des familles (xi)ili1
et (‘yj)j=1

V=1, NG VG=Loe N s d(f(xgy )5 F (x5 )) )<e

dans X,resp. Y,telles que:

Exemple 2. Si f:XxY——Test stable,1'application :KxL——Tséparément con-

tinue sur le produit des compacts de types associée est finiment re-

présentable dans f.

Dafinition 3.5i X est un ensemble,et I un ensemble d'indices,D un ultrafiltre

I

sur I,1'ultrapuissance XI/D est 1'espace quotient de X* pour la relation

d'équivalence: (Xi)i I m(yi)i I <————~>{1sl/xi=y1}sD.

Définition 4. Soit f:XxY—-T une fonction & valeurs dans (I,d) métrique com-

pact.Soit I un ensemble d'indices et D un ultrafiltre sur I.
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L'ultrapuissance fl/D est 1'application F:XI/DxYI/D ——T,définie par:

I . I .
) eX /D, Vn=(y1)iele Y*/D, F(&,n)=lim f(xi,yi) .

i,D

VE=(X. ).
&=( i'iel
La finie représentabilité s'exprime de maniére immédiate en termes d'ultrapui-
ssances:

Proposition 5.5oient X,Y des ensembles,(I',d) métrique compact et fiXxY——T

une application.
Pour que g:X'xY'——Tsoit finiment représentable dans f,il faut et
i1 suffit qu'il existe un morphisme (cf.déf I A7) de g dans une

ultrapuissance fI/D de f.

(Si X' et Y' sont dénombrables,on peut prendre 1 dénombrable).

En d‘autres termes il existe deux applications h:X' ————+XI/D, k:Y! >Y1/D,

telles qu'on ait le diagramme commutatif:
hX'EYR\\\\g\\\s
\ flpT

oxyip —
Preuve.ll est clair que f I/D est f.r. dans f.
Inversement si g est f.r. dans f,on considére 1'ensemble Pf(X') des parties
finies de X',qui est filtrant croissant pour 1'inclusion,ainsi que Pf(Y'),
et on pose I=Pf(X')fo(Y')xN*z,muni de 1'ordre produit (si i=(A,B,n)
et i'=(A',B',n'),alors igi' AcA',BcB',ngn').Soit D un ultrafiltre
plus fin que le filtre des sections finissantes de I.
Si i=(A,B,n)¢l,on pose ui:A———»X ’Si:B —Y,telles que:

¥acA,¥beB, d(f(a,(a),B;(b)),9(a,b))< %

On pose alors: ﬂ:X'xY'———»XI/D et @:X'XY'———-+Y1/D,

(xy D)y o (Y )Ty g
avec: x1=a1(x'),y1=51(y') si i=(A,B,n) est tel que x'eA,y'eB.
XisY; choisis de maniére arbitraire dans les autres cas.
Alors h (resp. ﬁ) ne dépend pas de y' (resp.x'):ceci résulte du fait que
| 'ensemble {i=(A,B,n)/y'#B ou yiéB}n'est jamais dans 1'ultrafiltre D (quels

que soient y' et yi).
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Posons: ¥x'eX',¥y'eY', h(x')=a(x',y') et k(y')=§(x',v').11 vient:
(F1/D) (h(x'),k(y")) = i Fay (1)) = 90Xy
T,

par construction de o et Bi'

Définition 6.Soit (T,d) métrique compact.

La fonction:XxY —F est dite sugerstab]e ssi toute fonction

g:X'xy' —T,finiment représentable dans f est stable.
On a lacaractérisation suivante:

Proposition 7. Soit f:XxY —T a valeurs dans T métrique compact.

Les assertions suivantes sont équivalentes:
i)f est superstable.
ii)Pour tout ensemble d'indices I et tout ultrafiltre D sur I,
1'ultrapuissance fI/D est stable.
1i9)I1 existe un ultrafiltre non trivial D sur N tel que
1'ultrapuissance fN /D soit stable.
iv)Pour tout réel e>0,i1 existe un entier N tel que pour tout

. N N L
couple de familles (Xi)1=1 X, (3/1.)1.=1 Y,on ait:

d({f(xi’yj)/1<1$jsN},{f(Xi,yj)/lsj<isN})<a )

Preuve. (i) == (ii) == (iii) est clair.

(iii) = (iv):S1 (iv) est fausse,alors il existe un réel >0,

et pour tout N,un couple de familles (x?)igl X, (y?)igl,tels que :

a £y 8 1cicaann O i) 1e<ian)) e
Pour tout i>N,choisissons de maniére arbitraire x? dans X,et y? dans Y.

Si D est un utrafiltre non trivial quelconque sur N* ,posons ¢=fb9D et:

M . NN
= Wiy

(81éments de XN/D , resp. YN* /D ),i1 vient:
d({¢(€1,nj)/161<j},{¢(£1,nj)/lsj<i}) > €
donc 1'ultrapuissance fN*/D n‘est pas stable (cf I A 5).Donc (1ii) est fausse.
(iv) =>(i)La propriété (iv) entraine 1a stabilité et se conserve

par finie représentabilité.
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Corollaire 8.Toute fonction continue f:KxL ——> T sur un produit de
compacts,a valeurs dans I' métrique compact,est superstable.
Preuve. Toute ultrapuissance fI/D de f est la source d'un morphisme
(p,q) de fI/D dans f,défini par:

P )5 p) = 1”8 x; et a(lyylyg) = 1”3 ¥;

Corollaire 9. Soit E un espace de Banach,E* son dual.Pour que 1'application:

BExBEx —R (x,y*yv+ <x,y*>ExEx
soit superstable,il faut et il suffit que E soit superréflexif.

En effet la condition (iv) de la prop.7 équivaut ici & un critére classique

de superréflexivité.

Pius généralement on peut interpréter en termes de superstabilité la notion

d'opérateur uniformément convexifiant (ou'super-faiblement compact") intro-

duite dans[BzY 2].

Définition 10. Soient E et F deux espaces de Banach.Si T est un opérateur

borné de E dans F,on appelle ultrapuissance TI/D de T (selon

1'ultrafiltre D sur 1'ensemble I) 1'opérateur EI/D ——-»FI/D défini

par: (TI/D)((X1)1€1)= (T(x;)%gl

On dit que T est uniformément convexifiant (ou super-faible-

ment compact) ssi toute ultrapuissance de T est faiblement compacte.
(cf BzY ZLth.1.1).

taracterisation 11.T:E ——F n'est pas uniformément convexifiant ssi 1'on

peut trouver un nombre 8,0<6<1,et,pour tout réel e>0,et tout entier N,
. . % % %
des points X sXose oo Xy de BE,et des points Y1s¥pa oYy de BE*,te1s

que : <Tx1,y*>>(1-s)6 s1 1<igjgN ,
|<Txi,yj>|<€ s 1IKj<igN .

Preuve. Ceci résulte de [BZY 2} dé&f.4 et prop.l.3.

Corollaire 12. Soient E,F deux espaces de Banach et T:E—=F un opérateur

borné.Pour que 1‘application:

*
B XBF* —R (X, y ) <TX,.Y’>FX|:*

E

soit superstable,il faut et il suffit que T soit uniformément convexi-
fiant.
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Preuve. Nécéssité:elle résulte de la caractérisation 11.

B (£,n%)v<0E 0>

(FL/n)

——R

factorise par 1'application: B * s

X
el/o
ol O=TI/D est faiblement compact:elle est donc stable.

Définition 13. Soit (I',d) métrique compact,et F une famille de fonctions:

f:Xfof-———+F

On dira qu'une fonction g est finiment représentable dans F ssi:
(g étant une fonction X'xY' —T)

( Pour tout réel £>0,et tout couple de familles finies

E (x%)igl,(y%)igldans X,resp Y' ,il existe feF et des familles
g (Xi)iﬂl’(yi)igl dans Xf,resp.Yf,te]1es que:

( ¥i=1,...,N,¥j=1,...,N, d(f(xi,yj),g(x%,yj))<e

On dira que F est uniformément superstable ssi toute fonction g

finiment représentable dans F est stable.

Un cas simple de famille non uniformément superstable est le suivant:F est
la famille des applications fn: B]?xB]: ———a-E1,+1] s (Xoy ) x|
(chaque fn est superstable) .Alors pour tout espace vectoriel normé E,
1'application BExBE———a1}1,+1] J(xy)e |xtyllp est f.r. dans F.

Si (f])]€L est une famille de fonctions X]XYT—~»F,et D un ultrafiltre sur L

If /D est 1'application TX)/D x TYy/D T (00 Ty T v Tim £ (xgayy)
1 1 1 1,D
Proposition 14. Soit F une famille d'applications f:Xfof-——+F.

Les assertions suivantes sont équivalentes:
i)F est une famille uniformément superstable.
ii)Pour toute famille (f])]aL d'éléments de F,et tout ultrafiltre
D sur L,1'ultraproduit 1 f]/D est stable.

TeL
iii)I1 existe une fonction ¢ =xT—>T superstable ,et pour tout feF

un morphisme de f dans ¢(cf déf I A 7).
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jv)Pour tout >0,i1 existe N tel que:

pour toute f F et toutes familles de N points (Xi)izlcxf’

N . ..
(yj)jzlch, on a: d({f(xi,yj)/lmstN},{f(xi,yj)/1\<3<1~sN})
e (i)<e=> (ii) < (iv) est analogue & la preuve de la

O e

Preuve.La preuve
prop.7,et ne sera donc pas détaillée ici.
(iii) === (i) est clair.Montrons que (iv) == (iii).

Posons en effet == & Xf et T=1x Y
feF feF

¢(x,y)=f(x,y) lorsque x et y sont dans Xf,resp.Yf,

£ (sommes ensemblistes),et:

q)(x,y):YO fixé lorsque xeXf,stg,oo f#g.
Soit e>0,et N=N(e) donné par 1'énoncé de (iv).Posons N'=N+1.

. N' N' . . . .

Soient (Xi)i=IC:“ et (yj)j=1C: T deux familles de N' points.
— Si pour tous lgigjgN',i1 existe fijEF tel que (xi,yj)exf fo

ij .

on voit facilement que tous les fij sont égaux a un certain

N N' _
feF,et donc (Xi)i=1C:Xf’ (yj)j=1c:Yf et ¢(x1,yj)-f(xi,yj).
Donc d'aprés le choix de N':

d({o(x;5y )/ 1IN 1o {o(x55y ) /1I<i<h Y =

=d({F(x;.y5)/ 1<i<dah, TF(x oy )/ 1i<ian)

< e
— De méme si pour tous lgj<igN',on a (xi,yj)exfijxyfij’on
voit que les fij sont égaux a un certain feF,et que
()b X et () e Yy
et 1'on conclut comme dans le cas précédent.
— Enfin si aucune des deux éventualités précédentes n'est
réalisée,alors chacun des ensemb]es{¢(xi,yj)/lsisjsN? et

{¢(x1 yj)/1<j<1sN'} contient Yo,donc leur distance est nulle.

On voit donc d'aprés la prop.7 que ¢ est superstable.
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Exemple 15. On rappelle qu'étant donnés deux espaces de Banach F et G,
un opérateur T:F—=G est dit uniformément convexe ssi il existe
une fonction &: 0,2 —> 0,1 ,avec 8(e)>0 pour e>0,telle gue:

[Ix vl i <1,)( — ” Xy
IT(x=-y) || 2€

<1-8(¢e).

La plus grande de ces fonctions § est le module de convexité GT de T.
Un opérateur uniformément convexe est a fortiori uniformément convexi-
fiant,et la réciproque est vraie modulo un renormage adéquat de F et
G. (cf BZY 2).

Soit ‘G une famille d'opérateurs uniformément convexes T:FT———»GT.
Supposons que le module de convexité de la famille G ,défini par:

§ = 1Inf S

Te® T
“vérifie qf (e)> O pour tout e>0.I1 s’'ensuit facilement que la
famille de fonctions: BF xBGx —R, (x,y*)m+ <Tx,y*> ,

est uniformément superstable.

En effet tout ultraproduit I Ti/D d'une famille (Ti)iel dont tous
iel
les &léments sont dans & est uniformément convexe (avec un module

de convexité supérieur a QG).
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B)Fonctions numériques superstables.Théoréme de représentation.

L'objet de cette partie est de montrer que le cor.12 du A fournit en fait
essentiellement toutes les fonctions numériques bornées superstables.

Plus précisément on a le résultat suivant,analogue au th.I B 1.
Iﬂggggmgj”Pour qu'une fonction bornée f:XxY —>R soit superstable,il faut
et i1 suffit qu'il existe deux espaces de Banach F et G,et un
opérateur T:F ——G uniformément convexifiant,ainsi qu'un morphisme
(u,v) de f dans 1'application BFXBG* — R, (x,y*)m+ <Tx,y*>.

(cf déf.1 A 7)

Le th.1 est une conséquence du th.2 suivant (comme le th. I B 1 était une
conséquence du th. I B 2).
Théoréme 2. Soit f:XxY ——R bornée superstable;pour toute ue1m(X)* et
toute ve]w(Y)*,posons F(u,v)=<vy,<ux,f(x,y)>>=<ux;ﬂy,f(x,y)>>(cf.th.IBZ).
Alors 1a restriction de F & B]w(x)*xB1w(Y)* est superstable.
Montrons_d'abord comment le th.1 se déduit du th.2 .
I1 suffit de démontrer que la condition du th.l est nécéssaire,sa suffisance

résultant du cor.12 du §A.

On considére 1'opérateur: T: ]m(X)* ———»1w(Y), uv Tu,avec Tu(y)=<ux,f(x,y)>
(pour tout yeY)

Alors pour tous “EB]m(xf“ﬁB]w(Y)* on a: <Tu,v> =F(p,v).D'aprés le th.2 et

le cor 12 du§A,1'opérateur T est uniformément convexifiant.

Pour an,soit‘ﬁXelm(X)*, ha> h(x).0n définit de méme dy pour yeYson a:

¥ xeX,yeY, <T6X,6y>= f(x,y).

(X,y)> (Gx,ﬁy) est alors le morphisme cherché.

Passons a la_démonstration du th2.

A toute application stable f:XxY¥ ——R ,on associe 1'application

Af:B]m(X)* X B]w(Y)*

Le th.2 résulte alors du:

—— R, (u,v)w F(u,v)=<ux,<vy,f(x,>')>>-



- 59 -

Lemme 3.5i f:XxY —R est bornée superstable,l un ensemble d'indices et D

un ultrafiltre sur I,i1 existe un morphisme (s,t) de (Af)I/D dans A(fI/D).

Alors:f superstable —= f1/D stable == A(f/D) stable (cf th.I52)
— (Af)I/D stable (par le lemme 3)
ceci pour tous I et D,donc Af est superstable,CQFD.

Preuve du lemme 3.

On a des plongements canoniques (linéaires isométriques):

o 7D ("0 )* v 120D — (7 o)
definis par:  (1): u((n5)h(03); = LTS
T,

et la définition analogue pour v.

On a aussi des plongements lin&ires isométriques:
h 1”0 /0 —170d/0) sk (Y )‘/D—— 1"y

— .

définis par: (2): ¥8=(¢;);e 1 Z(X) /D, ¥r=(x ) e X/, h()(R)= 113 ¢;(%5)s
1
et 1la définition analogue pour k.

Le théoréme de Hahn-Banach donne des sections (non linéaires) conservant
la norme,c et t,aux projections h* et k*.

On pose alors S=oou et T=Tov.Ce sont des applications (non linéaires) iso-
metriques:  $:1°00X T —1"0/0)X et T17(N)* D —7 (v /0)*

T LN 3!

Posons E=FI/D,?=f1/D,et montrons que pour tous ﬂ=(ﬁ?)1e]m(X)*I/D,0=(vi)151 (Y)"°/D
on a: (3): F(1,9) = <Sﬁx,<T0y,¥(ﬂ,0)>>

ce qui signifie que les restrictions de S et T aux boules-unité de ]w(X)*I/D

et 1w(Y)*I/D forment le morphisme annoncé dans 1'énoncé du lemme,d ceci pres

que ,stricto sensu,les ultrapuissances 1m(X)*I/D,1w(Y)*I/D sont prises dans ce

qui précéde au sens des espaces de Banach,et non au sens ensembliste de la

déef.3 du §A.Mais ce distinguo est inessentiel ici,carmf)yD se factorise par F et

les surjections canonigues:

. I , I
P (Broy® /0, B=(xf/py et 9 (Bye(yy*) /D ——B gy 2]

classe de (u. classe de ( idem.
au sens ensemb11§té au sens Bana&hqste

selon:F(p&qn)= (Af) /D (£,n). 11 suffit donc de poser s=Sop, t=Toq.
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Prouvons donc (3).0n a:F({1,9)=1im <Hs ,<vi,f(x,y)>>(par définition de F).
i,0 x vy S

Notons ¢. 1a fonction x ~»<v,,f(x,yp:alors ¢.s1w(X).Soit $=(¢.).e1m(X)I/D.
i i i i’q

y
IT vient: (4): F(ﬁ,ﬁ)=11m<ui 265>= <u(i),d> (par définition de u ).
i,D x

<ou(fl),h$> (par définition de o ),

<Sf L,h(8)>  (5)

L]
-

Calculons h(3).Si 2=(xi)ie XI/D,on a:

(6): h($)(X) = 1im ¢1(xi) (par définition de h)
i,D
=1im <V1’f(xi")> (par définition de¢i)
i,D
Posons wi=f(x1,.).Le méme raisonnement qui a conduit & (4) et (5) montre que:

(7): 1im<v,,p>=<T9,k(9)>
i,D
De (4) & (7) on tire: F({1,9)=<S{1d0,k(D)> . (8).

Calculons enfin k(0).Si y=(;:)ieYI/D ,0n a:

K(0)(¥) = Tim v, (y;) (par définition de k )
i,D
=lim  f(x,,y.) (par définition de y.)
.i’D 1 1 1
= f(%,¥) (4)  (par définition de f)

De (8) et (9) on déduit (3),ce qui achéve la démonstration du lemme(et donc
du th.2).
Le th 2 admet un énoncé en termes de mesure quand f est séparément continue

sur un produit de compacts.

Théoréme 2 bis. Soit f:KxL —+R bornée,séparément continue et superstable

sur le produit de compacts KxL.

L'application associée Mf: BM(K)XBM(L)'_—-*R R

(v)v  pdu(x) {F(x.y) du(y)

= {duy)y FOxy) dulx)

(cf th.IA 2-bis) est superstable .

Preuve.Comme toute mesure sur K ,resp. L,se prolonge en un élément
de 1w(K)* de méme norme (resp.un élément de 1m(L)*),1e th. 2-bis se déduit
aisément du th.2.Inversement le th.2 est un cas particulier du th 2 bis
(poser K=gX,L=BY,prolonger f & KxL, en une fonction séparément continue,su-

perstable car f.r. dans f ).
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Remarque 3.11 résulte du th.2-bis que lorsque f:KxL—3R ,bornée superstable
est séparément continue sur le produit de compacts,il est possible
d'obtenir une représentation de f,comme dans le th.l,au moyen d'un opé-

rateur T uniformément convexifiant F=H* G et d'applications u,v

continues pour les topologies préfaib]eso(H*,H) et o(G*,G).

11 suffit en effet de prendre F=M(K) (donc H=C(K)) ,G=C(L),

u: x> 8§ ,v:ym+6y (masse de Dirac en x,resp. y) et Tu(.)= s f(x,.)du(x).
K

Proposition 4.Soient K,L deux compacts métrisables.

¢:KxL——R une application bornée superstable,séparément
continue

(Q,%, P) un espace probabilisé

UP(K),resp. UP(L),1'espace des variables aléatoires a

valeurs dans K,resp. L.

L'application @IUP(K)XUP(L)———+R s (F.9)wf ¢(f(w),9(w)) dP(w) est

Q

super-stable.

Preuve.
Notons que ¢ étant séparément continue,et K,L métrisables, elle est métri-
sable.Comme la tribu borélienne ®(KxL) est ici identique au produit®(K)8®&(L),
on voit que 1'application o—R, i ¢(f(w),9(w)) est mesurable.

a)e est f.r. dans sa restriction a&(K)xEL),ou £(K),resp (L) est
1'espace des fonctions étagées mesurables a valeurs dans K,resp.L .

En effet on peut approcher uniformément toute er.O(K) par une suite (fm)

m
de fonctions de §(K) (recouvrir,pour tout m , K par des boules B(k%;%),
N .
. m o J . , N
=l,...,N , = th.
Jj=1 Nm et poser fm i1 km l{f(w)e B(k%;%)} Jet d'aprés le de

Lebesgue (et la continuité a gauche de ¢),on a pour toute gelo L) fixeée:
¢

é¢(fm(w)a9(w))dp(w)'ﬁ;;—+ S o(f(w)9(w))dP(w).
9

b)Le théoréme de représentation 1 permet d'écrire:

o(xsy)=<Tu(x),v(y)> , ,o0U T est uniformément
FxG
convexifiant de F dans G,et u:K———+BF, v:L———+BGx.

Lorsque feE (K), uof est étagée mesurable bornée de o dans F,donc est dans

2 *

LL2 (@.z, P;F),en fait dans sa boule-unité.De méme ge& (L)== vog eLE ([;*)cu_ (G)
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De T se déduit 1'opérateur uz (T): e (F) ———*ﬂLz (G), h ~»Toh,qui est

encore uniformément convexifiant. (cf. BZY3cor.de la prop. II.3).Alors:

¥ (f.g)e &K)x (L), o(f,g)=/<Touof (w) ,vog(w)>g, % dP(w)
Q

=<L.Z (T) uof,vog>, 2 (@)L (6)

Donc ,d'aprés le th.1l, ® est superstable.CQFD.
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C)Espaces de Banach superstables.

Definition 1.L'espace de Banach E est dit superstable ssi tout espace de
Banach F finiment représentable dans E est stable.
Remarque 2. Une CNS pour que E soit superstable est que la fonction:
fei BoxBp—R  (en fait —{0,2] )
(x sy)r [y |

soit superstable.

I1 suffit en effet de noter que pour tout I et D,on passe de (fE)I/D a

f(EI/D) par un morphisme et réciproguement.
(Dans le 1°cas,le morphisme est (p,p),ol p est la surjection naturelle
1
(BE) /D ———-——+BEI/D

associant a une classe au sens ensembliste la classe correspondante au sens
banachiste.Dans le 2° cas,s étant une section de p,on a le morphisme
(s»s)-)
Exemple 3. — Tout espace de dimension finie,

- Tout espace de Hilbert,

— Tout espace u.p(Q,Z,u),avec 1gp<=,est superstable.
En effet toute ultrapuissance d'un espace d'un de ces types est du méme type.
(Dans e cas des ILP ,voir [DCK]).

L'espace E= @ 1? est stable,mais non superstable (car 1est f.r. dans E)
n:
Exemple 5.Pour toute norme N sur R n,inconditionne]]e (rel.a la base naturelle),

et tous El’EZ""En superstables,]'espace (E1@E2®...E N> Somme

n)

directe au sens de N,est superstable.
En effet 1'ultrapuissance (E1@E2®...,®En)ﬁ/0 est isométrique a
I I I
(EI/D @EZ/DG)...E”/D)N .

Théoréme 6. Soit (Q,I,P ) un espace probabilisé,et 1gp<e.

Pour tout espace de Banach superstable E,1'espace lp (2,5,P;E) est

superstable.
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Dans le cas 1lgp<2,on utilise le lemme suivant:
Lemme 7. Soit E un espace de Banach superstable,et lgp<?2.

La fonction ¢E: EXE —R , définie par:

ey P = (k1P - Iy 1P :
¢(Xsy) = IVIP/ZlWIP/Z S1 X#O,y#O,

p(x,y) =0 si x=0 ou y=0 ,

est bornée et superstable.

Preuve du lemme 7.

a)Rappelons briévement d'aprés [M-K],]a preuve du fait que ¢ est bornée
stable (sous 1'hypothése plus large que E est simplement stable).
On a une inégalité entre réels:

v P=ulP =[P ((ulfy N
T AU

d'ol 1'on déduit 1'inégalité analogue dans E\}0} :

-p/2
(1) "”""Y"SC(H”;HM ﬁ

Donc ¢ est bornée,et limp(x,y) =0 lorsque x ou y -0 ou « .

¢ s'étend en une fonction séparément continue sur;% xif (ot G est le com-
pactifié d'Alexandrov de 1'espace@des types sur E) en posant:

¢(o,T) = 0,1 P -G(O)p-T(O)p si o,1# 0,
O(O)p/zr(o)p/z
0 si courtT =0 o0u

¢(o,T)

Donc ¢ est stable.

b)superstabilité de ¢.

Soit ¢EI/D une ultrapuissance de ¢E.
Soient (x1.)1.e1,(y1.)1.€I deux familles de points de E indexées par I,

£ et n leurs classes dans EI/D.Lorsque ces familles définissent deux &1é
ments de EI/D ,ultrapuissance au sens des espaces de Banach (i.e.lorsque

Tim Hxillﬁm et ]1mHyd|#u>)soient £' et n',et si g'y,n' A0 alors il est clair
i,D i,D
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que: (¢E)I/D (6n) =¢ 1 (E'n')
E*/D

et comme EI/D est stable (puisque E est superstable),et donc que ¢ I est
E°/D

stable d'aprés le a) ci-dessus, on voit que ¢EI/D est stable sur AxA,ol:
A={g =(x:); 1/ }13 l[%; [I# 0 s} .

Ceci étant,supposons que ¢ ne soit pas superstable:il existe donc >0,
E

et pour tout N , deux famililes (x?)iﬂl 5 (yi)ipi1 de points de E,telles que:
() 1nf o(dyl) > sup erdy) ve
IigigN Igj<igN
NN

I1 est clair qu'on peut supposer les X; ,y; différents de 0 (car ¢ est
séparément continue).
(2) entraine que 1'une au moins des inégalités suivantes a lieu:

N NN
(3): 1¥an¢(x1,y'}‘>> R R T (G E
£1€JL

1gi<j<N

L'une de ces inégalités a donc lieu pour une infinité d'entiers N,soit (Nk)k.
En éliminant les entiers N ¢{ Nk}k ,0n se raméne au cas ol cette inégalité
a toujours Tieu.Donc par exemple:

VN, Inf ¢(x?,yN

> 5
lcigieN 32

Mais ¢ est homogéne de degré 0.Quitte a diviser les x? ,y? par HXT“ (pour

chaque N),on peut supposer que : ¥N ,]|XT”=1.

De: ¢(x?,y§)> %—,on tire d'aprés (1) que(KJW?||sB,pour certainsa>0,B<w
indépendants de N et j ,ceci pour tout N et tout j, 1gj<N.
De ¢(x?,ym)> %-,on tire de méme d'aprés (1) que ug[|x? || <8” -pour

certains olet gwindépendants de i et N,ceci pour tout N et tout i, lgigN.

Posons alors x?=0 ,y? =0 pour tous i>N,et soit D un ultrafiltre non trivial

sur PJ*.Soient gi,nj,1es points de 1'ultrapuissance EP9D correspaondant aux

N N

familles (Xi)NgN R (yj :1ls sont tous dans la partie A définie plus

INe N

haut.Pourtant ¢= ¢I/D vérifie: Inf ¢ (Ei’”') > Sup ¢ (Ei’n') + e,
1<igd 3T 1< J

donc @ n'est pas stable sur AxA,d'ol la contradiction.
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Preuve du th. 6,dans le cas 1<p<Z.

Comme op est superstable,il existe,d'aprés le th.l du §B,deux espaces de

Banach F et G,un opérateur uniformément convexifiant T:F—G,et deux

applications u:E———+BF, v:E———+BGx ,telles que:
¢E(x,y)= <Tu(x),v(y)>GXﬁi pour tous x,y dans E.
C'est-a-dire:
ey P = 1P - Iy IP =[P Iy 1P 2 <Tu() v (9>
Posons: U(x)= ”X”p/Z. u(x) et: V(y) = [Mlp/z.v(y).
On a donc: |ﬁ(xﬂ|s”x”p/2 et: [NV(y) |k [W]F/Z ainsi que:
x4yl P - IkiP -]l P= <Tu(x),v(y)>,pour tous x,y dans E.
Si f,g sont des fonctions étagées mesurables de Q dans E,on voit que:

of Iy = éIIU(f(w))Hé dP (w)s éllf(w)IIE dP(w) =|ifllg Py |

5 /2
donc : HUOf“uF(F)5 Hf”ﬁﬁaE) et de méme: [voglj (6¥) < HgH&p(E)
Donc si f et g sont dans %E(E) ,alors uof (resp vog) est dans BmZ(F) (resp.

dans BKZ(G*) ).De plus:

|W+9”EP(E) -|W|EFRE) - HJIED(E) = é <Touof(w),vog(w)> dP(w)

=<|J_2(T)ouof,vog>”_2(G)x uz(a)* s

ol 1'on rappelle que uZ(T) est 1'opérateur :

Le(F)—— 1L%(8) , hw> Toh .
On a identifie L2(G*) a une partie de I2(G)* .
lz(T) est,comme T,uniformément convexifiant.D'aprés le th.l du §B,on voit
donc que 1'application (f,g)-———»”f+g”p est superstable sur la boule-unité
du sous espace gp(Q;E) des fonctions étagées mesurables & valeurs dans E.
On conclut alors par densité deEwJSBE) dans upcz,E).
D'od le thé dans le cas lgp<2.Dans le cas général,le lemme 7 ci-dessus admet
1'analogue suivant:

Lemme 7 bis. Si E est superstable,et p 1,11 existe un entier k,et des réels

o »i=1,...,k,avec O<u1<p ,ainsi que des fonctions ¢1:ExE———aR bornées et
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et superstables,telles que:
k

A p-oi,
i
vooyeE, [y IP -IkIP -y IP - = Iyl DoY)
'|=
Preuve. Pour lgp<2,ceci résulte du lemme 7 (on a k=1,a1=1/2).0n montre alors,
en élevant au carré les deux membres,que si 1'assertion est vraie pour la

valeur p,elle 1'est pour la valeur 2p.0n utilise le fait qu'un produit (fini)

resp. une somme (finie) de fonction superstables est encore superstable.

Pour des opérateurs TizFi————ﬁGi (l<igk) uniformément convexifiants convena-
bles,ainsi que des applications us: E——~+F1 et vy E——~+G§ ,on a:

k

by

¥ x,yek, ”X+.VI|p'”X“p'H.V||p = i=1 <T'iu'i(x)’v1'(Y)>G1.XG:(
>4 T
avec de plus: s COlRIKI " s Ivy)IT<IME
En intégrant on trouve maintenant:
k p.
¥ f,0e & (2,E), |if+g|P - IiF P -lalP = T <L ' (T) u;of,v,0q >
ggfp( ) “ gllle(E) ” Hl.Lp(E) ”g”u_ p(E) i=1 (T) uj Vi gLLll.(

o,
avec p;= gl (¥i,1<igk).De p]us:Hu10f|h}n(F_)<|H]hjp(E) et:
i i

P2
-0g . <

Donc chacun des crochets de dualité est fonction superstable de ses arguments

(sur Bg XBE }.et 1'on conclut.
PP

Définition 8. Une famille é; d'espaces de Banach est dite uniformément
superstable ssi la famille ¢ des fonctions:

b BB — R (x> Doyl
(E décrivant$ ) est uniformément superstable.
Remarque 9. I1 revient au méme de dire que ,pour toute famille (E1)15L
d'élements de £ ,et tout ultrafiltre D sur L,1'espace de Banach

n E
Tel

]/D est stable.
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Le Th.6 admet alors 1'analogue suivant:
Théorame 10. Si §& est une famille uniformément superstable d'espaces de

Banach,alors pour tout lgp<e,1'espace @]p E est superstable.

Ee &
Preuve.Le lemme 7bis ci-dessus se généralise de la maniére suivante:

Lemme 7 ter. Si & est une famille uniformément superstable d'espaces

de Banach,et si pzl,alors il existe un entier k et des réels ass

(1<igk),avec 0<a1<p,et,pour chaque Egg ,des fonctions ¢E,ExE———%R,

tels que:

. p p p k O PO E
ipvees vt oy R - IkIB- IR = T Ikl bl o)
E =
i)i=1,...k
Eeg

On ne détaillera pas la démonstration de ce lemme,formellement analogue &

ii)La famille (¢ est uniformément superstable.

celle des lemmes 7 et 7bis.

D'aprés la prop. 14 du §A,i1 existe donc une fonction wizzixTi———-R , bor-

née superstable,et pour tout E, un morphisme (G%,VE) de ¢E dans wi'

On peut alors appliquer le th.de représentation (th.l du §B),qui fournit

des opérateurs uniformément convexifiants Ti:Fi———eGi ,indépendants de E,

et des applications u%: E———+Fi ,VE ———»G? ,tels que ¢E(x,y)=<IyE(x),vE(y)>.

E & L F %
avec ||u1.(x)||<||x||E ’ ||V-|(}’)”<”V“E (¥x,y<E)
p.
On conclut alors comme pour le th.6,puisque les 11(E) sont uniformément

convexifiants (pi=g >1)
i

Coro]]aire 11. Soit & une famille d'espaces de Banach.Les assertions
suivantes sont équivalentes:
i) & est uniformément superstable.
ii)Tous les éléments E de & sont isométriques d des sous-espaces
d'un méme espace de Banach superstable.

iii) Tous les éléments E de& sont uniformément finiment repré-

sentables dans un méme espace superstable.

Preuve.Le point non trivial est i) == 1i1),qui résulte immédiatement du th.10.
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I1 résulte du cor.11 et du th.6 que si & est une famille uniformément
superstable d'espaces de Banach,il en est de méme de la famille (LLp(E))EG.Eé
(pour un certain espace probabilisé et un pzl fixe).

On peut étendre le th.6 dans une autre direction,qui fournit des familles
uniformément superstables non triviales.

ThéprémeAlgL Soit E un espace de Banach superstable;(2,Z, P) un espace

probabilisé,et p0<w.La famille (up (E))1< 0 est uniformément super-
0

Vi
o
N

stable.
Preuve. Par analogie avec la démonstration du thé,on est conduit a considé-
rer les fonctions ¢p,ExE———4R ,définies par:

ety [P - |x|P -1 |P
¢’ (Xs.V)‘
P k[P 21y P/

Dsixouy =0.

a)La famille (¢.) est uniformément bornée et superstable,

1spgpy
Epgryy_qgg_po<g.

i) Notons d'abord que pour tout p,lgp<2,on a: ¢ (X,¥) —>¢ (x,y)
P e P
uniformément en (x,y)eExE.

Les ¢p étant homogénes de degré 0,i1 suffit de vérifier que cette limite

a lieu uniformément pour (x,y)eExSE .00 SE est la sphére-unité de E.

EL/2
On a: ¢p(x,y)< Cp &EHMB P (avec Cp gl+p.2p-l )y (%)

3
1-p/2
- CPQ|>4|A|’)1—(|h quand |M| = 1.

Donc pour tout €>0,i1 existe a>0, tel que pour tout p,lgpg Q%g son ait:

V| 1 et [jx||>xou <% === ¢p(x,y)<e .
Par ailleurs ¢p(x,y) ;:;+¢p(x,y) uniformément sur Aa={er/as|kH§é}xSE .
(car les %p¢p(x,y) sont bornées uniformément pour (x,y)aAa et lgpg?,
comme on le voit aisément).

La limite uniforme (%) a donc lieu.

. o ., I ce o .
ii)Ceci étant,soit iel ¢pi /D un ultraproduit d'une famille (¢pi)161,avec
Viel, 1sp1spo.501t p=1im p; son aun isomorphisme:
i,D
S I
(1dE,1dE) i ¢p /D — ?)/D.

igl Wi
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(car pour tout couple de familles (xi)iel’(yi)iel dans E:
Tim ¢ (Xx.,y:) = 1im ¢ (x.,y:) )
i, 0 P TV yp P

Comme ¢é/D est stable (puisque ?)est superstable d'aprés le lemme 7),

T'ultraproduit T ¢_ /D est stable.Finalement (¢ )1< < ©st uniformément
iel Pi LAY

superstable.

b)cas p, quelconque.
De maniére analogue au résultat 7bis,on voit qu'il existe k entier (dépen-

dant de po,et plus précisément ks]ogzpO ) et des fonctions<g (lsisk,lgpspo)

P
tels qu'en posant ai(p)= —%T .p (lgigk) on ait:
a;(p)  p-a;

Iyl

k (p)
ety [P =[P -y |P= R (3 ! ¢

(X5¥)
i=1 1.P

les k familles (¢ ,i=1,...,k, étant uniformément superstables.

i,P)lspspg
(Comme pour le résultat 7bis,ceci est vrai pour p0<2 -inégalité stricte ici-
et 1'on déduit le résultat pour p'0=2.p0 d partir du résultat pour Py Par
élévation des deux membres au carré.)

11 existe donc,d'aprés 1a prop.14 du §A,k fonctions ;¢ EixTi———+BQ

)+ ¢

superstables,et des morphismes (u].,p,vi’p 1’ﬁ———*®1 .

On obtient donc k opérateurs uniformément convexifiants T1: Fi———»Gi ,et des

; : . ; X .
applications ui,p‘ £ ———+Fi et Vi,p' £ ———eGi ,telles que:
P P p K
¥x,yeE, ey 7=k - [y | = = <T.u, p(x) oV p(Y)>
i=1 i ’
O"1'(p) p-oai(p)
et: | uj ,p(X) “F'i< [ s ”‘li,p(Y)”(;f Iyl

On en déduit ,en intégrant:
k

p p p p PP
¥f,gell (E)’||f+9”u_p(g)_||f|h_LP(E)_’||9||[Lp(E) = 12; I (Ti) foui,p,

k+1
en posant pi(p)= 5$T57 .Notons que ¥ p,lspspo,on a: —If-spi(p) g(k+1).p0 .
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L'énoncé du th.12 se déduit maintenant clairement du lemme suivant:

Lemme 13. Soit T: F

—_—

»G un opérateur uniformément convexifiant.

Soient po,ﬁo des reels avec 1<;‘)0<p0 (<w).La famille de fonctions (Wp)pr{%

Iy LP(F) xLP (6)X — R, (f,9)w ALP(T)F ,g>

est uniformément superstable.

Preuve.Il est clair qu'on ne modifie pas le probléme si 1'on remplace
les normes de F et G par des normes équivalentes (indépendantes de p).
On peut donc (cf. BZY 2,th. I-2) supposer que T est uniformément convexe,
c.a.d.:i1 existe une fonction 6,[b,2]-——»[0,1],avec §(c)> 0 pour £-0,
telle que: |jx|lv|ly ]/
_— ‘ <1-6(¢).

IT(x-y) |l e

Pour chaque p>1, T admet alors un module de convexité p-homogene 6p (avec

ALY
2

6p(s)>0 pour €>0),i.e.:

IT(=y) [1ze (kI v VD =

p
p< (1_5p(5))_w

2

Xty
2

(cf. BZY 2,1emme p.125)
Mais la famille (Sp)p est totalement ordonnée,et plus précisément:

< = § ¢ ¢
Pis Py p.* °p,

(car 1'inégalité entre réels:

1/p pAL/p
| <lupl+| Ipl) 3 (Ing Vlz) 2
i 1/py 1/p, L
entraine: (1-6p1) > (1-6p2) d'ol 6p£g6p2 ).

Par conséguent la famille (& ). st minorée par 6. .
r conséq (8p)pep  © par &

Or si T est uniformément convexe,il en est de méme de le(T) ,pour tout

p>1,et son module de convexité est minoré par la fonction:

g v 1- I-Ep .6 (e)\l/p
P P

/

ou 6p est le module p-homogéne de T.(cf. BZY 2,preuve de la prop. II-3).

Donc les up(T) ,ﬁospgpo ont leurs modules de convexité tous minorés par
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P 1/pg
la fonction ev+A(e)= 1 - (} - =8, (e{) :
Po Po

P)ﬁoiPSPO de 1'énoncé du lemme 13 est uniformément

superstable,ainsi qu'il résulte du résultat 15 du §A.

Donc la famille (y

Ceci achéve la preuve du lemme 13 et donc du th.l12.

Corollaire 14. Soit E un espace de Banach superstable,et (pn):;1 une suite

de réels ,avec 1<ﬁ0<pn<p0<w ,¥n>1.Alors pour tout q,l<g<w,1'espace de
Banach @]qlen(Q,Z,P;E) est superstable.
neN*
Preuve. Ceci résulte du th.12 et du th.10.
Remarque 15. Dans le cor.14 on pourrait remplacer 19 par un espace LY de
la maniére suivante:
Soient (Q,%,P),(Q',z',P') deux espaces probabilisés,E un espace de
Banach,et p:w'——[1 ,+o[ une application mesurable.
On définit 1'espace 1L 6XJLp(w|) (2;E)) comme 1'espace des fonctions
f: oxQ'—E, P 8 P'-mesurables,telles que:
— pour presque tout w', f(.,w')e &p(wl)(Q;E)

— 1'application w'n~ Uf(.,w'”| est dans wq(Q;R+).

u_p(wl)(E)
Alors si E est superstable et si 1<ﬁ05p(m‘k;p0,pour presque tout w',

1'espace u_q(u_p(E)) est superstable.
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