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Résumé

Les travaux présentés dans cette these s’inscrivent dans le cadre de la modélisation et de ’analyse mathématique
d’une maladie infectieuse au sein d’'une communauté écologique, ainsi que dans des populations en commutation,
basées sur une approche originale de la mobilité des individus. Le cadre théorique mathématique que nous adop-
tons pour la mise en place de nos modeles repose sur des systemes d’équations différentielles ordinaires et des
systemes non linéaires a commutation. Nous avons structuré notre travail en deux grandes parties. La premiere
partie est consacrée a l'analyse mathématique et a la simulation numérique des modeles éco-épidémiologiques.
L’objectif principal est d’étudier les effets de certains parametres biologiques sur la dynamique d’especes en
interaction, soumises & une maladie infectieuse ou non, dans un écosysteme. A cette fin, nous proposons des sys-
temes écologiques suivant le modele proie-prédateur, en présence ou non de maladies infectieuses. Nos modeles
sont régis par une réponse fonctionnelle de type Holling II, qui modélise la stratégie de prédation. Une analyse
mathématique approfondie des modeles permet d’établir les critéres d’existence, de positivité et de bornage des
solutions. L’étude du comportement des systemes au voisinage des états d’équilibre est réalisée principalement
a l’aide des criteres de Routh-Hurwitz, du théoreme de Poincaré-Bendixson, du critere de Dulac, ainsi que par
la construction de fonctions de Lyapunov appropriées, combinée avec le principe d’invariance de LaSalle. Des
simulations numériques ont été effectuées pour mettre en évidence 'effet de ces parametres biologiques sur la
dynamique des especes en interaction et I'apparition de cycles limites. Dans la deuxieme partie de notre these,
nous nous intéressons a la modélisation et a l’analyse mathématique de la dynamique spatio-temporelle de la
propagation épidémique a travers les commutations de différentes sous-populations, qui s’étendent sur plusieurs
classes (localités). Nos modeles reposent sur des systémes de mobilité des sous-populations, prenant diverses
configurations, ce qui conduit & plusieurs approches de la modélisation spatiale : la formulation de modeles
de populations partitionnées, c’est-a-dire des systémes avec plusieurs sous-populations en contact stationnaire,
ainsi que des modeles épidémiologiques de populations en commutation, ou les schémas de contact évoluent
au fil du temps. Le cadre mathématique que nous utilisons pour étudier le comportement des solutions parti-
culieres repose sur les techniques de Perron-Frobenius et de Metzler, ainsi que sur la théorie de Floquet. En
nous inspirant du cadre d’analyse mathématique de P. van den Driessche et J. Watmough (2002), nous étudions
I'existence des états d’équilibre et des points d’équilibre sans maladie, tout en calculant la valeur du nombre
de reproduction de base Ry. Nous démontrons ensuite que la stabilité des points d’équilibre sans maladie des
modeles est gouvernée par Ry.

Mots-clés : Modele proie-prédateur, modele eco-épidémiologique, maladie infectieuse, effet de la prédation,
bifurcation de Hopf, modeles de commutation, nombre de reproduction de base, stabilité locale, stabilité glo-
bale, simulations numériques.
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Abstract

The work presented in this thesis falls within the framework of modeling and mathematical analysis of an infec-
tious disease within an ecological community and among commuting populations, based on an original approach
to individual mobility. The theoretical mathematical framework we adopt for the implementation of our models
relies on systems of ordinary differential equations and non-linear switched systems. We have structured our
work into two main parts. The first part is devoted to the mathematical analysis and numerical simulation
of eco-epidemiological models. The main aim is to study the effects of certain biological parameters on the
dynamics of interacting species, whether affected by an infectious disease or not, within an ecosystem. To that
end, we propose ecological systems based on the predator-prey model, with or without the presence of infectious
diseases. Our models are governed by a Holling II-type functional response, which models the predation stra-
tegy. A thorough mathematical analysis of the models allows us to establish the criteria for existence, positivity,
and boundedness of the solutions. The stability analysis of the equilibrium states is carried out mainly using
the Routh-Hurwitz criteria, the Poincaré-Bendixson theorem, the Dulac criterion, and the construction of ap-
propriate Lyapunov functions, combined with LaSalle’s invariance principle. Numerical simulations have been
carried out to highlight the effect of these biological parameters on the dynamics of interacting species and the
emergence of limit cycles. In the second part of our thesis, we focus on the modeling and mathematical analysis
of the spatiotemporal dynamics of epidemic spread through the commutation of different subpopulations, span-
ning several classes (localities). Our models are based on mobility systems for subpopulations, adopting various
configurations, which leads to several approaches to spatial modeling : The formulation of partitioned population
models, meaning systems with multiple subpopulations in stationary contact, as well as epidemiological models
of commuting populations, where contact patterns evolve over time. The mathematical framework we employ
to study the behavior of particular solutions is based on Perron-Frobenius and Metzler techniques, as well as
Floquet theory. Drawing on the mathematical analysis framework of P. van den Driessche and J. Watmough
(2002), we investigate the existence of equilibrium states and disease-free equilibrium points, while calculating
the value of the basic reproduction number Ry. We then prove that the stability of the disease-free equilibrium
points of the models is governed by Ry.

Keywords : Prey-predator model, eco-epidemiological model, infectious disease, predation effect, global stabi-
lity, commuting population model, basic reproduction number, numerical simulations.
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Notations générales

e EDO : Equations Différentielles Ordinaire.

e EDP : Equation aux Dérivées Partielles.

e SDH : Systéeme Dynamique Hybride.

e DFE : Disease-Free Equilibrium (Equilibre sans maladie).
e EE : Endemic Equilibrium (Equilibre Endémique).

e SIS : Susceptibles-Infectés-Susceptibles.

e SI : Susceptibles-Infectés.

e ||.||n : norme euclidienne usuelle sur R™.

e || : valeur absolue d’un nombre réel ou module d’'un nombre complexe.

e 1 :=(1 ... 1) eR",neN\{0}: vecteur de R"™.

e > : Désigne l'ordre strict de chaque composant (0 < z € R™ signifie 0 < a;, i = 1,--- ,n).

e Vf:Gradient de f : Vf = (01f,...,0nf) € R™

e ¢! : Espace des fonctions dérivables dont les dérivées sont continues.
)
(A)
(

e tr(A) : la trace de la matrice A.

e Re()) : la partie réelle de .
Im

: la partie imaginaire de A.

e det(A) : le déterminant de la matrice A.
e diag(A) : la diagonale de la matrice A.
e rang(A) : rang de la matrice A.

e p(A) : rayon spectral de la matrice A.
s(A) :

e o(A) : spectre de la matrice A.

module de stabilité de la matrice A.
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Chapitre 1

Introduction générale

W [[n'existe pas de clé passe-partout, ni de
pierre philosophale;; le secret du succés
réside dans [‘usage judicieux et coordonné
de tous les facteurs sans négliger le

moindre. ®
Cheikf Anta Diop.
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1.1 Contexte général du sujet de these

Dans un environnement donné, aucun individu ne vit de maniere totalement indépendante. En général,
des interactions se produisent avec d’autres individus, qu’ils soient biotiques ou abiotiques, et ces interactions
ont, d’'une maniere ou d’une autre, un impact considérable sur leur évolution. Ces individus en interaction
peuvent étre sujets a divers types de maladies, infectieuses ou non. La propagation des maladies infectieuses au
sein d’'une communauté d’individus en interaction reste un enjeu majeur de santé publique, particulierement
dans un contexte ol les préoccupations collectives a 1’égard des crises sanitaires, ainsi que du développement
économique et social, sont de plus en plus accrues [138]. Elles sont souvent responsables des problémes de survie
de 'espece humaine et d’autres especes animales. Les maladies les plus dévastatrices ayant frappé 'humanité
proviennent en grande partie du regne animal avant d’affecter la santé humaine. Le cas le plus récent est celui
de la Covid-19, dont la source la plus probable est le pangolin [7, 92, 160, 163]. Par ailleurs, les mobilités des
individus jouent un réle clé dans la diffusion des épidémies, car elles transcendent les échelles d’espace et de
temps, affectant ainsi a divers niveaux la dynamique des maladies. Comprendre ces mouvements est crucial pour
saisir comment les épidémies se propagent [124, 130, 148].

Le contexte actuel de mondialisation, les déplacements rapides et les changements climatiques renforcent
la nécessité de développer des modeles robustes pour anticiper et répondre aux défis posés par les maladies
infectieuses. Des événements tels que la pandémie de Covid-19 ont clairement démontré 'importance cruciale de
I’épidémiologie mathématique dans la gestion des crises sanitaires mondiales [127]. Pour comprendre, prévenir,
et méme controler la propagation des maladies infectieuses dans une communauté d’individus en interaction,
il est essentiel de maitriser les mécanismes de transmission et de diffusion. Une méthode efficace consiste a
les représenter a l’aide d’outils mathématiques. En effet, ’approche mathématique a été utilisée depuis long-
temps pour modéliser la dynamique des populations dans le temps et/ou dans l'espace, en s’appuyant sur des
équations différentielles et/ou des équations aux dérivées partielles. Les outils mathématiques s’imposent donc
et deviennent de plus en plus incontournables, constituant un instrument trés puissant pour comprendre ces
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mécanismes complexes. I1s offrent une dimension de description, de prédiction et d’explication des phénomenes
naturels. Plusieurs questions peuvent étre soulevées concernant les modeles mathématiques issus de 1’écologie
et de ’épidémiologie, notamment les parametres qui influencent la stabilité d’un systéeme écologique ou épidé-
miologique, les phénomenes d’homogénéité et d’hétérogénéité spatiale et leurs effets sur les interactions entre
les différentes populations, ainsi que I'impact de certaines relations trophiques sur l'équilibre des écosystemes
et la dynamique de propagation des maladies infectieuses.

Les progres scientifiques, la quéte de I'excellence et les défis liés & 'immensité de ’étude de ces divers domaines
interdépendants ont encouragé une synergie entre les scientifiques de différents champs (biologie, mathématiques,
informatique, médecine), donnant naissance & une science interdisciplinaire : les biomathématiques. Des lors, une
convergence s’est opérée entre la vision des biologistes et celle des mathématiciens dans 1’étude des mécanismes
d’évolution des phénomenes biologiques. Par leur nature, les équations différentielles ordinaires constituent
Poutil privilégié pour cette phase de modélisation mathématique et informatique dans cette these. Les modeéles
mathématiques étudiés, bien que fondés sur une approche théorique, visent justement & faciliter la compréhension
de certains phénomenes épidémiologiques au sein d’une communauté écologique ainsi que la propagation des
épidémies dans des populations en mobilité.

1.2 Modélisation des systemes complexes

1.2.1 Les modeles épidémiologiques

Au cours de la derniére décennie, une approche novatrice et efficace a émergé pour modéliser la propagation
des maladies infectieuses dans les populations : ’épidémiologie mathématique. L’épidémiologie est la science
qui étudie les relations entre les maladies, ou tout autre phénomene biologique, et divers facteurs susceptibles
d’influencer leur évolution. Les recherches en épidémiologie constituent, par essence, une discipline scientifique
dont les résultats sont rapidement appropriables et exploitables pour les décisions en matiere de santé publique
[78].

Si la dynamique des populations remonte au XVIII®™¢ grace & Fibonnacci, Bernouilli fut le premier en 1766
a concevoir un modele mathématiques appliquée a la variole, a I’époque ou cette maladie faisait de nombreuses
victimes en Europe [56]. Bien que son modele ait requ un accueil mitigé a ’époque, il est aujourd’hui considéré
comme le texte fondateur de 1’épidémiologie mathématique. Cependant, on peut dire que le géniteur de 1’épidé-
miologie mathématiques basées sur les modeles compartimentaux est I’oeuvre de Sir Ronald Ross. En effet, en
1911, Sir Ronald Ross dans [122] donna le premier modele mathématique de la transmission du paludisme. Apres
les travaux de Sir Ronald Ross, plusieurs approches ont été proposées pour examiner le probleme sous divers
angles. C’est ainsi que dans les années 1927, W. O. Kermack et A. G. McKendrick [95] ont appliqué les idées
de Ronald Ross pour étudier la dynamique de la transmission des maladies infectieuses humaines. Leur résultat
fondamental publié en 1927 [95] continue de jouer un rdle majeur dans le domaine de I’épidémiologie mathé-
matique. Nous avons également des contributions récentes dans le domaine de ’épidémiologie mathématique,
comme ceux de Chiyaka et al. [45], Ngwa et Shu [115] et bien d’autres.

Cependant, malgré les énormes efforts déployés et la grande quantité de modeles et de connaissances dispo-
nibles, les maladies infectieuses constituent encore aujourd’hui 'une des principales causes de morbidité et de
mortalité dans le monde et plus particulierement en Afrique [127, 138]. Elles sont I'une des causes de la débacle
économique du continent africain et du Burkina Faso en particulier. En effet, au cours des dernieres décennies,
des épidémies émergentes et ré-émergentes telles que le VIH/SIDA, le paludisme, la fievre jaune, le virus Zika,
TB, etc., ont causé des millions de déces a travers le monde. Des études nous avertissent qu’une nouvelle pan-
démie est tét ou tard en route. La (les) question(s) critique(s) n’est pas de savoir si cela est vrai, mais plutot
quand cela se produira, comment cela va-t-il se propager, a quel point cela sera-t-il mortel, qui devrait se faire
vacciner quand tous ne le peuvent pas, quelle est la probabilité de plusieurs vagues de ré-émergence et quel type
d’intervention pourrait étre appliqué pour stopper la propagation 7 Méme avec toutes les avancées, nous n’avons
toujours pas de réponses solides & ces questions pour deux raisons principales [127] :

— les mutations continues et pérennes des virus,
— la complexité des mécanismes de transmission des maladies.

En effet, I'interaction complexe a plusieurs échelles entre une foule de facteurs allant des interactions micro-
hote-pathogene et hote-hote a I’échelle individuelle aux conditions écologiques, sociales, économiques et démo-
graphiques a 1’échelle macro a travers un monde rendu compliqué par des problemes techniques tels que le
décalage entre le développement de prototypes de vaccins, la production et la distribution commerciale impose
un réel obstacle au potentiel des stratégies de controle [127, 138].

Les modeles mathématiques, statistiques et l'ingénierie informatique jouent un réle des plus précieux pour
éclairer le probleme et aider a prendre des décisions. Afin donc de prévenir et méme de controler la diffusion
des maladies infectieuses, il est crucial de bien comprendre les mécanismes de propagation et de transmission ;
ceci permettra d’adopter de bonnes stratégies de lutte. Les modeles épidémiologiques construits dans cette
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1.2. MODELISATION DES SYSTEMES COMPLEXES Chapitre 1

these s’inscrivent sur cette lancée et sont basés sur la dynamique des populations et les liens avec les facteurs
sociologiques.

1.2.2 Les modeles proie-prédateurs et éco-épidémiologiques

Introduite en 1869 par le biologiste Ernst Haeckel [69], ’écologie se définie comme étant ’étude des relations
entre les organismes vivant et leur environnement. En particulier, elle examine la hiérarchie complexe des
écosystemes, les mécanismes biologiques liés a la dynamique des especes, la dynamique de la biodiversité et les
variations des populations [3, 116, 128, 137]. Dans un écosystéme, il y a des processus impliquant des échanges ou
relations réciproques entre plusieurs individus ou especes (relations interspécifiques), ou entre deux ou plusieurs
individus d’une méme population (relations intraspécifiques) [70, 128, 137, 138]. Ces processus sont appelés
interaction écologique. Parmi les interactions possibles, nous pouvons citer : la symbiose, le parasitisme, la
compétition, la prédation, etc.

— La symbiose est une relation dans laquelle les especes ont un bénéfice réciproque. Comme entre 1’orchidée
et l'abeille, le héron pic boeuf et les grands mammiferes.

— Le parasitisme est une relation dans laquelle le parasite tire profit de son hote. Comme entre les puces et
les chiens.

— La compétition est une relation dans laquelle les especes agissent défavorablement 1'une envers I'autre. Il
y a compétition au niveau de la nourriture, de I’habitat, etc.

— La prédation est une interaction entre deux espéces qui augmente la mortalité d’une espece (la proie) alors
qu’elle améliore la reproduction de la seconde espece (le prédateur).

Généralement, on appelle "prédateur” tout organisme libre qui se nourrit aux dépens d’'un autre. La préda-
tion constitue I'une des relations les plus manifestes entre les différentes populations en interaction dans un
écosysteme.

Dans cette these, nous nous concentrons spécifiquement sur l'interaction écologique de la prédation. Nous
examinons, d'une part, 'effet de ce parametre sur la coexistence des especes en interaction et, d’autre part, son
impact sur la dynamique de propagation d’une maladie infectieuse au sein d’un modele écologique [139].

FIGURE 1.1 — Modeéle de prédation.

En effet, c’est au cours du XX°®™¢ siecle que 1’étude de la dynamique de plusieurs espéces en interaction
dans un écosystéme a connu son apogée. C’est a cette époque appelée aussi I’dge d’or de 1’écologie théorique
que les deux scientifiques Lotka et Volterra en 1920 furent les premiers a concevoir un modele mathématiques
en écologie pour transcrire les interactions de types proies-prédateurs. Si nous désignons par H(t) et P(t) le
nombre de proies et de prédateurs respectivement a tout instant ¢ > 0, le premier modele écologique appliquée
& une situation biologique est donné par le systéme différentiel suivant [152] :

dH
E = rgH —~ygHP,
(1.1)
dP
— = —~vpP HP,
dt YpE +1p )

N

ou

— rp représente le taux de croissance de la proie en ’absence du prédateur,
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— rp est le taux de croissance des prédateurs du a la consommation des proies,
— g représente le taux de prédation des proies,
— ~p est le taux de mortalité naturelle du prédateur.

Ce modele proie-prédateur ou encore modele de Lotka-Volterra, joue encore de nos jours un role essentiel en
dynamique des populations et est considéré comme un modele conceptuel de base. Cependant, la relation liant la
consommation des proies par les prédateurs est linéaire. Ce qui n’est pas réaliste si le nombre de proies est élevé.
Ainsi, des hypothéses plus réalistes ont conduit d’autres auteurs & concevoir des réponses fonctionnelles qui,
avec une structure proche du modele générique de Lotka-Volterra, présentent des caractéristiques différentes [13].
En effet, apres les travaux basiques sur les modeles proie-prédateur de Lotka-Volterra, plusieurs scientifiques,
notamment Nicholson et Bailey en 1933 ont critiqué le modele de Lotka-Volterra parce que la relation linéaire
entre les taux d’attaque et 'effectif du prédateur semblait irréaliste. C’est ainsi qu’a la fin des années cinquante,
Pentomologiste Canadien Holling [82] élabora deux nouvelles réponses fonctionnelles pour la prédation visant
également a transcrire une certaine satiété du prédateur vis-a-vis de ses proies. Selon les caractéristiques et les
densités des proies et des prédateurs, il a défini des réponses fonctionnelles qui porteront son nom [2, 3, 13].

— La fonction Holling type II est une réponse fonctionnelle dans la quelle une augmentation de la population
de proies s’accompagne d’une rapide augmentation du taux d’attaque des prédateurs, puis devient constant
lorsque le prédateur atteint la satiété. Cet type de phénomeéne est donné par :

AmH

Gu(H,P)=Gu(H) = 1+ BH

ou B représente le temps moyen mis par le prédateur pour la consommation de la proie. Ce type de
réponse fonctionnelle est caractéristique chez une large variété de prédateurs vertébrés ou invertébrés
[112], notamment chez les insectes, les acariens, les mollusques, les poissons, etc.

— La fonction Holling type III est une réponse fonctionnelle dans laquelle le taux d’attaque du prédateur
augmente tout d’abord lorsque le nombre de proies devient faible puis ralentit lorsque le prédateur atteint
la satiété. Elle est représentée par :

A H?
Gp(H,P)=Gg(H) = ———.
( ) i(H) 1+ BH?
Plus tard, Arditi et al. [13] ont suggéré que la réponse fonctionnelle du prédateur peut également étre exprimée
en changeant 'argument de la densité des proies dans la disponibilité alimentaire par prédateur. Ainsi, ils ont
mis en place une réponse fonctionnelle de type ratio-dépendance définie par :

Gu(H,P) = Gy (I;) .

Ce formalisme de réponse fonctionnelle permet de prendre en compte une satiété du prédateur, dont la densité
croit avec la densité des proies puis diminue quand cette derniere est élevée, en raison de l'interférence des
prédateurs dans la consommation des proies. Dans cette these, la réponse fonctionnelle que nous avons opté
d’utiliser pour modéliser la stratégie de prédation dans nos modeles écologiques est celle de type Holling II.

On regroupe sous le vocal modéles éco-épidémiologiques ’ensemble des modeles d’interactions de plusieurs
populations dans une communauté, en présence de maladies infectieuse. Les modeles éco-épidémiologiques visent
a évaluer les effets a long terme et a identifier les parametres clés qui favorisent la propagation de certaines ma-
ladies infectieuses dans une dynamique de populations en interaction dans un écosystéme. Les modeles couplant
I’épidémiologie et 1’écologie ne sont apparus que longtemps apres les modeles de chaque thématique. Hadeler et
Freedman [68] furent les premiers en 1989 & coupler un modele écologique & un modele épidémiologique. Faisant
suite a leur travail, il y a eu plusieurs travaux dans ce domaine tels que ceux de Xiao Yanni et Chen Lansun
[159] ; Ezio Venturino [120, 151]; P. Auger et al. [18] en 2009, Hethcote et al. [125], Jean Jules Tewa et al [139],
etc.

Aussi, étudier les effets de la dynamique de propagation des maladies infectieuses et de la production de
certaines substances nocives par des especes aquatiques en interaction est un enjeu majeur pour la biodiversité
marine. On ne peut évoquer la biodiversité marine, sans parler des poissons et de son alimentation, plus par-
ticulierement le plancton. Le plancton se divise en deux grands régnes : le plancton végétal, le phytoplancton,
constitué d’algues presque toutes unicellulaires, appelées de ce fait microalgues ou microphytes [102, 118], et le
plancton animal, le zooplancton. Parmi les nombreuses especes qui constituent le phytoplancton, quelques unes
produisent des toxines que l'on appelle phycotoxines qui peuvent affecter certaines espéces marines, végétales
ou animales et méme l'espece humaine [1, 61, 119, 132]. C’est dans cette ligne de pensée que dans notre these
nous nous intéressons a 1’étude de 'effets de certains parametres écologiques sur la dynamique des especes en
interactions sujettes & des maladies infectieuses.
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1.2.3 Les systemes dynamiques hybrides

Dans la plupart des phénomenes biologiques ou physiques, et dans 1’écosysteme, la majorité des processus
fonctionnent de facon continus et discrete. De tels processus faisant intervenir simultanément une interaction
dynamique continue et des dynamiques discretes sont appelés systéemes dynamiques hybrides (SDH). Depuis les
années 90, les phénomenes biologiques et les innovations technologiques ont suscité un intérét monumental pour
les systémes dynamiques hybrides (SDH). Bien que 'intérét de la communauté scientifique pour I’étude des ces
types de systemes soit récent, de multiples pistes ont déja été explorées [5, 101, 114, 121, 162]. Plusieurs domaines,
comme la biologie [26, 54], 'informatique [108], 'industrie automobile [28], la robotique [25], 'aéronautique [147]
utilise de facon intense les SDH.

Un systeme hybride peut s’écrire sous la forme du systéme d’équations (1.2), qui associe dynamique continue
et dynamique discrete :

s(t), (1.2)

—
8-
=
N~—
|
>
—~
8
—
=

N

ou
— la variable d’état continu x évolue dans un espace continu X C R",
— Détat discret s(t) évolue dans I'espace discrets dénombrable Q pour tout ¢ positif,
— la commande discréte ug évolue dans 'espace discrets dénombrable Q.

Un systéme & commutation ou switched system [59] est un systéme hybride ol la variable discréte n’est pas vue
comme une variable d’état mais comme une variable de controle.

Soit P un ensemble d’indice. Un systeme a commutation est constitué d’une famille de sous-systemes dyna-
miques :

.T(t) = fp('r(t)at)v (13)

ol
— x évolue dans un espace continu X C R™, ¢ >0,
— fpi X xRt > X, peP.

Parmi toute cette dynamique, seul un sous-systéme est actif & un instant donné dans le systéme (1.3). Cette loi
qui orchestre les commutations entre les différents sous-systemes est appelée loi de commutation ou signal de
commutation [101, 121]. 1l s’agit d’une fonction constante par morceaux et ne présente pas de phénomene de
Zénon, a savoir que sur tout intervalle de temps fini, il n’existe qu'un nombre fini de commutations. Soit M(P)
I’ensemble des fonctions constantes par morceaux, définies sur [0, +o00[ & valeurs dans P respectant la propriété
de non Zénon. Plus précisément, un systeme a commutation peut-étre représenté par :

£(t) = for(alt).1), X CR", o(t) € M(P),

ot o : Rt — P est la loi de commutation.

La représentation des modes adoptée dans cette thése est différente. En effet, les "modes” représentent des
partitions de ’ensemble P, permettant de prendre en compte les changements de partition d’un intervalle a
Pautre, modélisant ainsi les commutations. De plus, les fonctions f, sont identiques, car les mécanismes de
commutation restent les mémes, quel que soit le mode.

1.2.4 Concept de métapopulation en épidémiologie mathématique

Une métapopulation est un ensemble de populations d’individus appartenant a une méme espece, séparées
spatialement (ou temporellement). Ces individus sont répartis dans un environnement ou écosystéme. L’environ-
nement en question est considéré comme un ensemble de lieux, habitats, parcelles ou encore patch, dans lesquels
les échanges entre les habitats se font a travers des flots migratoires. L’environnement, qui a une structure
de réseau, est communément modélisé & I'aide d’un graphe. Les nceuds représentent les lieux/habitats/patch
de Penvironnement, les liens du réseau (ou arétes), représentent généralement la mobilité des populations. Le
terme métapopulation ou population de population, fut introduit par Richard Levins entre 1969 et 1970 [103],
a travers un modele qu’il proposa afin de décrire la dynamique d’insectes nuisibles dans les champs. En effet, les
mouvements des humains jouent un réle central dans la propagation des maladies infectieuses dans ’espace et
dans le temps. Dans la modélisation des effets spatiaux ou géographiques des maladies infectieuses, la propaga-
tion a lieu entre les régions qui sont suffisamment proches entre elles de sorte que ’espace est considéré comme
une variable continue [39, 148]. Ces modeles utilisent généralement des équations aux dérivées partielles (EDP).
Cependant, certaines situations importantes ne peuvent pas étre modélisées par des EDP. C’est par exemple
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lorsque les populations sont divisées en sous-unités spatiales mais géographiquement éloignées. Mathématique-
ment, cela conduit & ’étude de modeles basés sur les métapopulations [16, 71, 93]. Pratiquement, un modele de
métapopulation implique des mouvements explicites des individus entre des emplacements distincts [16], appelé
patches.

Dans cette these, nous adoptons une option de modélisation différente. En effet, les déplacements domicile-
travail génerent des interactions complexes entre les groupes de population, régies par des schémas de rencontre
spatiaux et temporels a la fois complexes et répétitifs, modélisés comme des mélanges parcellaires constants et
périodiques. Dans cette these, pour mieux prendre en compte ces dynamiques, nous passons d’une description
“eulérienne” de la population et de ses déplacements & une approche “lagrangienne”, axée sur les rencontres et les
mélanges de groupes homogenes suivis tout au long de leur évolution [39]. Ce faisant, nous abandonnons toute
référence a des ”lieux physiques”, au profit d’une vision en termes de partitions de I’ensemble des différentes
sous-populations.

1.3 Présentation générale du travail

1.3.1 Nos contributions scientifiques

Les problématiques liées a la propagation des maladies infectieuses dans ’écosysteme et dans des commu-
nautés humaines en mobilité, constitue un enjeu majeur de santé publique d’envergure mondiale. C’est dans
cette optique, que nous nous intéressons dans cette these a 1’étude de 'effet de certaines interactions trophiques
sur la dynamique de transmission des maladies infectieuses dans un écosysteme et d’autre part, évaluer les effets
de commutations de sous-populations sur une dynamique épidémique.

En premier lieu nous nous sommes focalisés a la modélisation et a I’étude mathématique de la dynamique
des populations en écologie suivant le phénotype proie-prédateur fusionné avec des modeles épidémiologiques
caractérisé par des systemes d’EDOs. Les réponses fonctionnelles utilisées pour transcrire la stratégie de préda-
tion est de type Holling II. L’objectif recherché dans cette partie est d’utiliser les modeéles mathématiques afin
de comprendre les effets de certains parameétres biologiques sur la dynamique de certaines especes en interaction
[138, 139]. Par la suite, nous nous sommes intéressés a la difficile analyse mathématique des modeles qui en
découlent, notamment les questions d’existence, de positivité, de bornage de solutions, etc. De plus, le critere
de Routh-Hurwitz et le principe de Lyapunov sont utilisés pour étudier les comportements asymptotiques des
équilibres. Vu que certains parametres ont un effet sur le changement de stabilité des équilibres, la théorie du
probleme de la bifurcation de Hopf a été utilisée pour mettre en exergue les conditions d’apparition des cycles
limites. Par ailleurs, des simulations numériques ont été utilisées pour illustrer nos résultats théoriques. L’étude
de ces modeles nous a permis d’avoir des résultats intéressants en ce qui concerne 'effet de certains parametres
sur le comportement de la dynamique des especes.

Le deuxieme volet de nos travaux de recherche s’intéresse a un cadre de modélisation et d’analyse de la
propagation épidémiologique dans des populations en commutation. Il s’agit d’une classe générale de modeles
ODE compartimentaux ot nous introduisons (un grand nombre) des sous-populations distinctes qui sont des
groupes homogenes d’individus de tailles diverses. Les sous-populations représentent ici un ensemble maximal
d’individus en contact perpétuel et homogene du point de vue de la propagation de I’épidémie. A tout moment,
une partition de I’ensemble de ces sous-populations est définie, dont les classes sont composées de ceux qui sont
ensemble a un lieu commun. Pour la mise en place de nos modeles, nous avons d’abord étudié le cas d’une
sous-population unique, puis des systémes avec plusieurs sous-populations en contact stationnaire. Enfin, de
maniere plus générale, nous avons considéré ce que 1’on appelle les "modeles épidémiologiques de populations
en commutation”, c’est-a-dire des systémes avec plusieurs sous-populations dont les schémas de contact évo-
luent au cours du temps, permettant ainsi de représenter adéquatement les mélanges et séparations alternés
de maniere périodique. A notre connaissance, 'utilisation d’un modele épidémiologique périodique structuré en
sous-populations pour prendre en compte les commutations est originale.

1.3.2 Structuration du mémoire

Ce mémoire de these est organisé en 08 chapitres dont 05 chapitres d’articles parus ou soumis dans des
journaux.

Réservé a 'introduction générale, nous commencons dans le chapitre 1 par dégager le contexte général du su-
jet de these et donner quelques concepts de base en écologie des populations et en épidémiologie mathématique.
Nous décrivons les phénotypes proies-prédateurs impliqués dans les interactions entre deux especes, puis nous
donnons quelques modeles traduisant 'interaction de ces especes. Ensuite, nous faisons, un rappel sur I’évolution
des modeles épidémiologiques qui ont beaucoup aidé a la comprehension de la dynamique de transmission de
certaines épidémies, notamment les modeles compartimentaux de McKendrick et Kermack [94, 95]. Nous ter-
minons ce chapitre par la présentation des systemes hybrides et de concept de métapopulation en épidémiologie
mathématique.
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Le chapitre 2 est consacré a la présentation des outils mathématiques fondamentaux & 'investigation de nos
modeles construits.

Le chapitre 3 est dévolu a la construction et a ’étude mathématique d’un modele écologique de type proie-

prédateur afin de décrire l'effet de la prédation sur la dynamique des proies et des prédateurs. Nous avons
tout d’abord montré que le modele est mathématiquement et écologiquement cohérents a travers les résultats
d’existence, d’unicité, de positivité et de bornage des solutions. En utilisant le théoreme Poincaré-Bendixson
et le critere de Dulac, le théoréeme de Poincaré-Lyapunov nous avons pu établir respectivement les stabilités
globales et locales de certains états stationnaires. A travers la théorie de bifurcation de Hopf paramétré sur la
prédation, I'existence d’une branche de solutions périodiques non triviales a été mise en exergue. L’originalité de
ce travail réside dans la prise en compte de I'effet de prédation dans I’étude mathématique et dans la simulation
numérique en s’inspirant des travaux effectués dans [66, 72].
En outre, quelques résultats numériques sont réalisés afin d’illustrer 'effet de la prédation sur la dynamique des
proies et des prédateurs. Les résultats de ce chapitre font ’'objet d’un article titré A mathematical analysis of
Hopf-bifurcation in a prey-predator model with nonlinear functional response” et paru dans le journal Advances
in Difference Equations (Springer) [141].

Par ailleurs, dans 'optique d’étudier l'effet de la prédation sur la dynamique de transmission d’une maladie
infectieuse dans un systéme proie-prédateur, nous construisons et analysons un modele éco-épidémiologique
dans le chapitre 4. Ce modele fait suite au modele écologique de base du chapitre 3 dans lequel nous avons
introduit la réponse fonctionnelle de type Michaelis-Menten pour décrire l'interférence des prédateurs dans la
consommation des proies. A travers une analyse mathématique du modele, nous avons pu établir que le modele
est mathématiquement et épidémiologiquement réaliste a travers ’étude de l'existence, 'unicité, la positivité,
le bornage et la persistance uniforme des solutions. En outre, plusieurs seuils écologiques et épidémiologiques
ont été utilisés pour analyser le comportement locale et globale des especes de proies et de prédateurs. Nous
établissons aussi, que sous certaines conditions du taux de prédation, les populations de proies et de prédateurs
convergent vers 1’équilibre de coexistence avec persistance de la maladie dans les deux populations. Enfin, des
testes numériques ont été réalisés dans l'optique d’étayer nos résultats théoriques. Ce chapitre a fait ’objet d’un
article titré “A mathematical analysis of prey-predator population dynamics in the presence of an SIS infectious
disease” et publié dans le journal Research in Mathematics (Taylor & Francis) [142].

Le chapitre 5 est consacré a la construction, a 1’étude mathématique et a la simulation numérique d’un
modele éco-épidémiologique appliqué a une population de poisson-plancton prenant en compte l’effet conjointe
de la toxine libéré par le phytoplancton et une maladie virale sur la dynamique du systeme phytoplancton-
poisson. La stabilité de I’équilibre du modele est gouvernée par Ry. L’analyse mathématique du modele montre
que I’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable si Ry < 1. Des simulations numériques
sont effectuées pour illustrer nos résultats mathématiques. Ce travail a fait I'objet d’un article publié sous le
titre "Mathematical analysis of a fish-plankton eco-epidemiological system” dans le journal Nonlinear Studies
[140].

Dans le chapitre 6, nous avons intégré la notion de migration dans un modele éco
-épidémiologique afin de regarder 'effet de la migration dans la dynamique des deux especes en interactions.
Nous avons étudié qualitativement et quantitativement le modele en mettant en exergue 'effet du parametre
de migration sur I’évolution de la maladie dans la communauté proie-prédateur. Enfin, nous avons réalisé des
expériences numériques pour illustrer certains résultats. Ce travail a fait ’objet d’un article publié en 2024 sous
le titre A complex dynamic of eco-epidemiological mathematical model with migration” dans Abstract and
Applied Analysis (Hindawi) [143].

Dans le chapitre 7, nous nous sommes penchés a la modélisation et a ’étude mathématique de la propaga-
tion spatio-temporelle d’une épidémie au sein d’une population qui se déplace régulierement selon un schéma
périodique a travers les commutations. La spécificité de nos modeles est qu’ils prennent en compte la distinction
des différentes sous-populations, permettant ainsi la tracabilité des différentes sous-populations au cours de leur
évolution dans ’espace et dans le temps en terme de rencontre et de mélange. A travers une analyse mathéma-
tique rigoureuse, nous avons tout d’abord calculé exactement et estimé le nombre de reproduction de base R
en nous inspirant des cadres d’analyse de P. van den Driessche et Watmough [149] et de Wang et Zhao [154].
Nous avons ensuite étudié le comportement de nos modeles au voisinage des équilibres sans maladie. Ce travail
a fait ’objet d’un article soumis en 2024 sous le titre “A framework for modelling and analysis of epidemiological
spread in commuting populations” https : //arxiv.org/pdf/2408.15634 [34].

Enfin au chapitre 8, nous faisons un bilan du travail effectué dans cette these tout en dégageant les pistes
qu’il permet d’ouvrir.
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Chapitre 2

Outils mathématiques fondamentaux

W Trouver une fonction de Lyapunov
requiert une ingéniosité considérable, une
intuition et peut-étre de [a chance. m

H. Smith et P. Walman, La théorie du

chémostat.
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2.1 Introduction

La modélisation mathématique des phénomenes biologiques conduit, la plus part du temps, a I'analyse des
systemes dynamiques. Ces systeémes peuvent étre continus, discrets, dérivées partielles ou hybrides. Les modeles
étudiés dans cette these étant des systemes différentiels non linéaires, nous rappellerons quelques résultats
essentiels sur les systémes dynamiques continus pour l'analyse de nos modeles [48, 52, 75, 134].

2.2 Equations différentielles ordinaires

Soit K un intervalle d’intérieur non vide de R et U un ouvert de R™ avec m > 1 et u une fonction
dérivable a valeurs dans R™. On note % sa dérivée premiere. Les résultats suivants proviennent essentiellement
de [48, 52, 75, 134].

2.2.1 Définitions et généralités

Définition 2.2.1. Soit f : K x U — R™ une fonction. On appelle équation différentielle ordinaire du premier
ordre associée a f le systeme défini par :

a(t) = f(t u(t)), (2.1)

9



Chapitre 2 2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

ou u désigne I'inconnue de 1’équation et t représente la variable temporelle de cette inconnue.

— Si le mécanisme d’évolution du champ de vecteurs f ne dépend pas du temps ¢ explicitement, alors
I'équation (2.1) est dite autonome, dans le cas contraire elle est dite non-autonome.

— Si f(t,u) = C(t)u + D(t), ou C(t) € M,,(R) est une matrice carrée d’ordre m et D(t) € R™ pour tout
t € K alors f est dite affine et I’équation (2.1) est dite linéaire. Dans le cas o D(t) = Ogm, 1’équation
(2.1) est dite homogene.

— Si de plus la matrice C'(t) ne dépends pas du temps ¢, alors il s’agit d’une équation linéaire homogene a
coefficients constants.

Remarque 2.2.1. Sl existe une constante T > 0 tel que
f+T,u(t) = f(t,u(t), tekK,
alors le systéme (2.1) est dit périodique.

Définition 2.2.2. (Solution locale) On appelle solution locale de I’équation (2.1) un couple (A,u) ot A C K
est un ouvert de R et u est une application dérivable sur A d wvaleurs dans R™ et vérifiant les conditions
suivantes :

(i) Yt € A, (t,ut) € K x U,
(i) Vte A, a(t) = f(t,u(t)).

Définition 2.2.3. (Solution globale) Une solution globale de I’équation (2.1) est une solution définie sur K
tout entier.

Définition 2.2.4. (Prolongement de solutions) Soient (Aj,u1) et (A2,u2) deuz solutions de ’équation
(2.1). On dit que (Az,uz2) prolonge (Ay1,u1) si Ay C Ay et Vt € Ay, uq(t) = ua(t)

Définition 2.2.5. Une solution de l’équation (2.1) est dite maximale si elle n’admet aucun prolongement.

Définition 2.2.6. (Probléme de Cauchy) Etant donné un point (to,u0) € K x U, le probleme de Cauchy
consiste 4 trouver une solution (K,u) de Uéquation (2.1) tel que to € K et u(ty) = ug.

2.2.2 Théoremes d’existence et d’unicité des solutions

Théoreme 2.2.1. (Cauchy-Péano-Arzéla) Soit (tg,up) € K x U et supposons f : K x U — R™ continue
en (to,ug). Alors il existe une solution au probléme de Cauchy associée & l’équation différentielle (2.1).

Définition 2.2.7. (Locale lipschitziennité) Soit (to,up) € K x U. On dit qu’une fonction continue f : K x
U — R™ est dite localement lipschitzienne par rapport & sa seconde variable en (to, ug), s’il existe Ty > 0,k > 0
et rog > 0 tels que :

V(t, ur,ug) €)to — Tos to + To[xBluo,r0)%, || f (£, u1) — f(t, uz)]

Définition 2.2.8. (Globale lipschitziennité) On dit que la fonction continue f : K x U — R™ est dite
lipschitzienne (ou globalement lipschitzienne) par rapport a sa seconde variable, s’il existe une fonction continue
G: K — R telle que :

YVt € K, V(’U,l,UQ) S Uv27 ||f(t,u1) — f(fi,’u,g)H]Rm S G(t)||u1 — UQHRm.

Rm™ g k||u1 - U2| R™.

Remarque 2.2.2. Si f est globalement lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable sur K x U, alors elle
est localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable sur K x U. Dans la pratique au lieu de vérifier
que la fonction est localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable, on vérifie que la fonction f est
de classe €. D’ou l'utilité du théoréme suivant [52] :

Théoréeme 2.2.2. Si f est de classe €' sur K x U, alors f est localement lipschitzienne par rapport ¢ sa
seconde variable sur K x U.

Définition 2.2.9. (Unicité globale) On dit que le probléme de Cauchy associé a (2.1) admet une solution
unique globale, relatif a la condition initiale (to,ug) € K x U, s’il existe une solution mazimale de ce probléeme
qut soit le prolongement de toute autre solution.

Définition 2.2.10. (Unicité locale) On dit que le probléme de Cauchy associée a (2.1), relatif & la condition
initiale (to,ug) € K x U admet une solution unique locale, s’il existe un voisinage Ko x Uy dans K x U tel que
le probleme de Cauchy suivant :

du 7
e fu), (2.9)
u(to) = wo,

admette une unique solution, ot f est la restriction de f & Ko x Up.
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2.3. STABILITE DES EQUILIBRES D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL Chapitre 2

Théoréme 2.2.3. (Cauchy-Lipschitz, forme faible) Si f est localement lipschitzienne par rapport a sa
seconde variable en (to,ug) alors le probléme de Cauchy associé & (2.1) relatif a la condition initiale admet
localement une unique solution.

Théoréme 2.2.4. (Cauchy-Lipschitz, forme forte) Si f est localement lipschitzienne par rapport a sa
seconde variable sur K x U, alors le probléme de Cauchy associé a (2.1) relatif a la condition initiale admet
localement une unique solution.

Théoreme 2.2.5. (Cauchy-Lipschitz, forme globale) Si f est continue et globalement lipschitzienne par
rapport 4 sa seconde variable, alors toutes les solutions maximales sont globales.

Définition 2.2.11. (Orbite) Soit (K,u) une solution de (2.1). L’orbite de la solution (K,u) est définie par
Yo = {u(t) (te f(}.

Définition 2.2.12. (Ensemble limites) Soit (K,u) une solution de (2.1). On définit les ensembles omega-
limite, w(u) de u et alpha-limite, a(u) de u respectivement par :

w(u) := ﬂ U u(s, to, uo),

t>0 s>t

a(u) = ﬂ U u(s, to, up)-

<0 s<t

2.2.3 Notion de Flot

Définition 2.2.13 (Flot). Un flot sur R™ est une application continue

d:R xR™ — R™
(t,u) == Oy(u) — P(t)u
vérifiant :
(Z) (I)O = idRm;
(ZZ) (I)t 9] (DS = ®t+sa Vt, s € R.
Remarque 2.2.3. Dans le cas ou t,s > 0, alors on dit que ® est un semi-flot sur R™. Par ailleurs, si le
semi-flot ® est T-périodique, alors on définit une application M := ®(T) vérifiant :
(1) M(uo) = ©(T) = u(w, uo),
(i) M™(ug) = ®(mT)ug = u(mT,ug),Vm > 0.

L’application M est appelée application de Poincaré.

2.3 Stabilité des équilibres d’un systeme différentiel

Nous donnons quelques résultats sur la stabilisation des EDOs. Les résultats qui suivent proviennent essen-
tiellement de [30, 48, 52, 75].

2.3.1 Points d’équilibre et stabilités

Définition 2.3.1. (Point d’équilibre) On dit que u* € U est un point d’équilibre du systéme (2.1) si Vt €
K, f(t,u*) = 0. En revanche, si f(t,u*) # 0,Vt € K alors u* est appelé un point régulier.

Définition 2.3.2. Un point d’équilibre trivial du systéeme (2.1) est un point ot l'une au moins des composantes
est nulle.

Définition 2.3.3. (Attractivité locale) On dit que le point u* est localement attractif, s’il existe un voisinage

B de u* tel que, pour tout ug € B, lim u(t) = u*.
t——+oo

Définition 2.3.4. (Attractivité Globale) Soit B ’ensemble des points u € U tels que }m# u(t) = u*.
— 400

Alors on dit que B est le bassin d’attraction de u*. En particulier si B = U, alors on dit que l’équilibre u* est
globalement attractif.
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Chapitre 2 2.3. STABILITE DES EQUILIBRES D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL

Définition 2.3.5. (Stabilité au sens de Lyapunov) Soit E(t,.) est l'unique solution du systéme (2.1). Une
solution E(t,.) issue d’un point u* € R™ est dite stable au sens de Lyapunov si :

Ve > 0,3a > 0,%0* € R™/ ||[u* — v*|| < a = ||E(t,u*) — E(t,v")|| < ¢, Vt > 0.

Définition 2.3.6. (Stabilité quasi-asymptotique) Une solution issue d’un point u* € R™ est dit quasi-
asymptotique stable

a>0,Yw e R™"/|Ju* —v*|| < a= lier |E(t, u*) — E(t,v*)| = 0.
—+00

Définition 2.3.7. L’équilibre u* est dite asymptotiquement stable si elle est a la fois stable au sens de Lyapunov
et quasi-asymptotiquement stable.

Définition 2.3.8. L’équilibre u* est dit globalement asymptotiquement stable, s’il est asymptotiquement stable
et si son bassin attractif est R™.

Remarque 2.3.1. Lorsque u* n’est pas stable, on dit alors qu’il est instable.

Définition 2.3.9. (Stabilité exponentielle)

(1) L’origine uw = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable, s’il existe un voisinage de l'origine noté
U(0), 3Ny > 0 et Iy > 0, tels que

u()|| < A [Juol| e 2¢0) | Yuy € U(0),t >ty > 0.

Dans ce cas, la constante Ao est appelée le taux ou aussi la vitesse de convergence.

(i) L’origine u = 0 est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable, si U(0) = R™.

Remarque 2.3.2. [l est important de remarquer que la propriété de la stabilité exponentielle du systéme entraine
nécessairement la stabilité asymptotique de ce dernier.

2.3.2 Stabilité des systemes différentiels autonomes

A présent nous allons rappeler quelques résultats essentiels dans étude de la stabilité des équilibres des
équations différentielles non linéaires autonomes [36, 52]. Considérons 1’équation suivante :

alt) = f(u(t)). (2.3)

On suppose que la fonction f : U C R™ — R™ est continue et satisfait des conditions telle qu'une solution
du systéme (2.3) existe en tout point, est unique et dépend de maniére continue des conditions initiales, c’est &
dire qu’on suppose que f est lipschitzienne. Pour chaque u € U, nous notons par Uy (u) la solution du systeéme
(2.3) satisfaisant Up(u) = u.

2.3.2.1 Stabilité locale

Définition 2.3.10. Considérons le systéme linéarisé (2.3) autour du point d’équilibre u* donné par :

w = Df(u)wt), (2.4)
ou Df est la différentielle de f.

Théoréme 2.3.1. (Linéarisation de Poincaré-Lyapunov)

(1) Si Df(u*) a toutes ses valeurs propres a partie réelle strictement négative alors u* est localement asymp-
totiquement stable.

(#3) Si Df(u*) a (au moins) une valeur propre & partie réelle strictement positive alors u* est instable.

2.3.2.2 Critére de Routh-Hurwitz

Nous rappelons le théoréme de Routh-Hurwitz, trés utile pour montrer la stabilité locale provenant de [8, 44].

Considérons le polynome suivant :
n

P(z) = Zaiz"_i (ap > 0),

i=0
avec P de degré n a coefficients a; € R,i € {0,1,2,--- ,n}. Chacune des conditions suivantes est nécessaire et
suffisante pour que toutes racines du polynoéme réel P(z) soient a partie réelle négative :
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(Z) an>07 an72>07an74>07"‘ An71>07An73>03"'
(”) QA >07 Ap—1 >07 an—3 >07 An—l >0 ) An—S >Oa

ou Ay désigne le mineur principal d’ordre k de la matrice d’ordre n suivante :

aj as as o G2p—1
ap az G4 -+ A2p—2
0 a1 a3 -+ a3
0 ay axy -+ agp_4
0 0 a - agns
0 0 ap

0O 0 O

o o o0 --- ap,

En appliquant ce critere aux polyndémes a coefficients réels de degré inférieur a 5, on observe les résultats
suivants :
— pour n = 2 on a P(2) = apz® + a1z + as une condition nécessaire et suffisante pour que les racines de P(y)
soient a partie réelle négative est ay > 0, a3 > 0,
— pour n =3 on a P(z) = apz® 4+ a12% + a2z + az une condition nécessaire et suffisante pour que les racines
de P(z) soient & partie réelle négative est az > 0, a; > 0, ajas > agas.
— pourn=4ona P(z) = apz* + a123 + a22% + asz + a4 une condition nécessaire et suffisante pour que les
racines de P(z) soient & partie réelle négative est ay > 0, ag > 0, a; > 0, az(ajaz — agaz) > alay.

Dans ce qui suit nous donnons quelques résultats liés a la stabilité.

2.3.2.3 Stabilité au sens de Lyapunov

Les résultats de stabilité suivants ont été extraits de [36, 98, 99, 100, 123, 133].
Soit V : U C R™ — R, une fonction continue.

Définition 2.3.11.

(i) La fonction V est dite définie positive si V(u*) = 0 et V(u) > 0 dans un voisinage Uy de u* pour tout
u # u* dans ce voisinage.

(i) La fonction V est dite définie négative si =V est définie positive.

(#9t) La fonction V est dite semi-définie positive si V(u*) =0 et V(u) > 0 dans un voisinage Uy de u*.

Définition 2.3.12. (Fonction de Lyapunov) Une fonction V : U — R est une fonction de Lyapunov pour
le systéme (2.3) si elle est définie positive et décroissante le long des trajectoires du systéme. Si V est de classe
€1, cela revient & dire que sa dérivée V par rapport au systéme (2.3) est négative sur U, c’est-a-dire, V<0
pour tout u € U.

Définition 2.3.13. Une fonction V de classe €' définie positive et dont la dérivée V par rapport au systeme
(2.3) est définie négative sur U est appelée fonction de Lyapunov stricte pour le systeme (2.3). SiV est de classe
€1, semi-définie positive et V < 0 pour tout u € U, alors V est une fonction de LaSalle pour le systéme (2.3).

Puisque la fonction V est supposée de classe €1 de U € R™ dans R, sa dérivée V le long des trajectoires du
systeme (2.3) est donnée par
. "oV
V(u) = (VV(u), f(u)) = %(u)fz(u) pour tout wu € U.
i

=1

Théoreme 2.3.2. (Théoréme de Lyapunov)
(i) Sila fonction 'V est définie positive et V semi-définie négative sur U, alors le point d’équilibre u* est stable
pour le systéme (2.3).
(ii) Si la fonction V est définie négative sur U, alors le point d’équilibre u* est asymptotiquement stable pour
le systéme (2.3).

Définition 2.3.14. (Ensemble invariant) Un sous-ensemble H de U est dit positivement (resp. négati-
vement) relativement au systéme (2.3) si Uy(H) C H pour tout t > 0 (resp t < 0). H est dit invariant si
Ui(H) = H pour tout t.
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Théoréme 2.3.3. (Théoréme de la barriére, [36, Théoreme 2, p.280]) Soit une fonction H : R™ — R
différentiable et a € R et VH(u) # 0 pour tout u € H 1 (a) = {u € R™ : H(u) = a}. Soit

K={ueR™: H(u) <a}.
Si
(VH(u), f(u)) <0
pour tout uw € H~Y(a), alors ’ensemble K est positivement invariant pour le systéme (2.3).
Théoréme 2.3.4. (Principe d’invariance de LaSalle, [100, Chapitre 2, Théoréme 6.4]) Soit U un sous-

ensemble de R™ ; supposons que U est un ouvert positivement invariant pour le systéme (2.3). Soit V : U — R
une fonction de classe €1 pour le systéme (2.3) en u* telle que :

(i) V(u) <0 surU;
(ii) Soient £ = {u € U;V(u) = 0} et L le plus grand ensemble positivement et négativement invariant par
f et contenu dans L, alors, toute solution bornée commencant dans U tend vers l’ensemble L lorsque le

temps tend vers l'infini.
Théoréme 2.3.5. (Principe de comparaison, [32, Chapitre 1, p.29]) Soit F satisfaisant une condition de
Lipschitz pour t > 0. Si la fonction f satisfait linégalité différentielle f'(t) < F(t, f(t)), pour t > 0, et si g est
une solution de y' = F(t,y) satisfaisant la condition initiale f(0) = g(0), alors f(t) < g(¢t), pour tout t > 0.

Corollaire 2.3.1. ([32, Chapitre 1, p.31]) Dans le Théoréme 2.3.5, supposons qu’au lieu de f(0) = ¢(0), on
ait £(0) < ¢(0). Alors f(t) < g(t), pour tout t > 0.

2.3.2.4  Stabilité des équilibres non-hyperboliques

Considérons le systeme dynamique autonome en dimension 2 par :

{u’1 = fi(u1,uz), (2.5)

tuy = fo(uy,uz).

Soient un point d’équilibre U* = (uf,u3) du systeme (2.5) et ay, e les valeurs propres du linéarisé de (2.5) au
voisinage de U*.
Définition 2.3.15. (Point d’équilibre non-hyperbolique) U* est un point non-hyperbolique, si l'une des
conditions suivantes est vérifiée :

(1) a1 =0 et ag #0,

(ZZ) Q1] = Qg = 07
(#i1) Re(e;) =0,i=1,2.

Lorsqu’un point d’équilibre est non-hyperbolique, la théorie de la linéarisation ne peut plus s’appliquer a ce

point. Cependant, pour étudier la stabilité de ce point d’équilibre, on peut utiliser les théorémes suivants [64,
Théoréme 1.3.2, p.13] :

Théoréme 2.3.6. (Variété centrale, [6/, Théoréme 1.3.2, p.13-14]) Soit X = F(X) un systéme différentiel
ot F' est un champ de vecteur de classe €%, k > 1, sur R™. On suppose que F(0) = 0 et on pose B = df(0).
On désigne par o le spectre de B et par o4, 0., 0, respectivement les sous-ensembles de o tels que :

<0 siA€o,
Re(\) = 0 siAeo.
>0 si\€oy.
Alors,

(i) Il existe deux variétés invariantes stables et instables notées W* et W, de classe €*, passant par 0 et
tangentes en ce point aux espaces propres généralisés E° et E¥.

(i7) Il existe une variété invariante centrale W* de classe €%, passant par 0 et tangent en ce point & I’espace
propre généralisé E°. Les variétés stables et instables sont uniques, mais la variété centrale ne l’est pas.

Théoréme 2.3.7. (Stabilité) Supposons que (0,0) est un point d’équilibre non hyperbolique du systéeme (2.5)
tel que les valeurs propres du systéme linéarisé au voisinage de (0,0) sont oy = 0 et g < 0. Alors il existe une
variété centrale

W = {uz = h(u1)/h(0) = h'(0) = 0},
et ’équation réduite a la variété centrale s’écrit

111 = f1 (ul, h(ul)) (26)

alors,
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2.3. STABILITE DES EQUILIBRES D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL Chapitre 2

(1) w1 =0 est solution de (2.6),

(#9) le point d’équilibre (0,0) de (2.5) est asymptotiquement stable (instable) si et seulement siuy = 0 est un
point d’équilibre asymptotiquement stable (instable) de (2.6).

2.3.3 Théorie de la bifurcation de Hopf

La théorie du probleme de la bifurcation de Hopf occupe une place privilégiée dans la recherche mathéma-
tique. Cela est di au fait que cette théorie est un outil puissant pour étudier I'existence de solutions périodiques
des équations différentielles dépendant d’un parametre issu de la physique, de la chimie et de la biologie [36, 134].

Définition 2.3.16. (Bifurcation) Une bifurcation dans un systéme dynamique est une modification de la
nature topologique de ses points stationnaires ou de ses cycles limites due au changement de la valeur d’un
parametre du systéme, le paramétre de bifurcation.

Les modifications considérées peuvent étre :

— une perte de stabilité pour un point d’équilibre ou un cycle,
— une naissance ou une disparition de points d’équilibre ou de cycle.

Dans le cas de systemes en dimension 2, nous observons plusieurs types de bifurcations : bifurcation noeud-col
(ou saddle node), bifurcation fourche (ou Pitchfork), bifurcation verticale, bifurcation de Hopf, etc.

Remarque 2.3.3. Dans la théorie des bifurcations, une bifurcation de Hopf (parfois aussi appelé Poincaré-
Andronov-Hopf) est une bifurcation locale dans laquelle un point fize d’un systéme dynamique perd sa stabilité
tandis qu’une paire de valeurs propres complexes conjuguées de la linéarisation autour du point fize franchissent
lazxe imaginaire du plan complezxe.

Considérons le systeme suivant :

) fi(ur,ug, @) = fia(u1,u2),
{1'@ = fo(ur,uz,@) = foa(ur,uz), 27)

dépendant d’un parametre scalaire o € R. Soit (u}, u3) un point d’équilibre du systéme (2.7) pour tout «. Le
théoréme suivant nous donne les conditions nécessaires de I’apparition de la bifurcation de Hopf [49, 134].

Théoréeme 2.3.8. (Poincaré-Andronov, [13/, Théoréme 20.2.3, p. 384]) Supposons que la matrice jaco-
bienne du systeme (2.7) en (uf, u3) admette deuzx valeurs propres imaginaires conjuguées, A 2(a) = n(a)xivy(a)
et qu’il existe un certain o = a, tel que

(7) n(ac) =0 et v(ae) # 0 (condition de non dégénérescence),
(i4) dn(c)

vitesse non nulle).

la=a.7 0, (condition de transversalité : les valeurs propres traversent l’are imaginaire avec une

Alors une bifurcation de Hopf se produit lorsque la valeur du paramétre de bifurcation o atteint la valeur seuil

Qe, et une famille d’orbites périodiques ayant une période approximativement égale a 7(207;) bifurque du point

d’équilibre (uf,u3) ; le point ((u3,ud),ac) est un point de bifurcation de Hopf. En outre, la stabilité de ces
solutions périodiques dépend du signe du premier coefficient de Lyapunov e1. Ces solutions sont stables sie; < 0
et instables pour e; > 0.

2.3.4 Théoréeme de Poincaré-Bendixson

Beaucoup de systemes dynamiques, sont décrits par des équations différentielles. Parfois, leurs solutions
évoluent vers des cycles limites. Nous allons donner quelques résultats qui permettent de prouver 'existence ou
la non existence de cycles limites pour un systéeme dynamique. Mais commencons par définir ce qu’est un cycle
limite.

Définition 2.3.17. Pour un systéme plan, on appelle cycle limite une orbite périodique 0 qui est isolée dans
U’ensemble des orbites périodiques, c’est-a-dire qu’il existe un voisinage V.C U de 6 tel que 8 est l'unique orbite
périodique de f dans U.

: f(z,y) ) ( x )T : of 9g :
Si F(X) = ’ , X = , on note div(F (X)) = X) + X). Observons que div(F (X
oo = (1 y (F(X)) = 50 () + /(X que div(F(X)
n’est rien d’autre que la trace de la matrice jacobienne évaluée au point X.
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Théoréme 2.3.9. (Poincaré-Bendixson, [12, p.168]) Soit I’équation
X = F(X), (2.8)

ou F : U C R? — R? est de classe €*. Alors tout compact, invariant et absorbant pour les trajectoires de (2.8)
contient un point d’équilibre stable soit une solution périodique stable.

Théoréme 2.3.10. (Poincaré-Dulac, [12, p.169]) Soit ’équation

X = F(X), (2.9)
ou F : R? — R? est de classe €*. S’il existe une fonction h continue et différentiable sur U et div(Fh) =
a(fh) | 90(gh)

“on + “ou garde un signe sur D, alors le systéme (2.9) n’admet pas de cycle limite entierement contenu
€z Y

dans D.

2.3.5 Théorie de Floquet et stabilité des systéemes périodiques

Les résultats suivants proviennent essentiellement de [146]. Considérons le systéme linéaire T-périodique
suivant :

#(t) = A()a(t), = €R", (2.10)

ol la matrice d’évolution A(t) vérifie A(t+ T) = A(t). Notons ®(t) la matrice fondamentale solution de

ae(t)  _
o = AW2), 2.11)
®0) = I

ou I désigne la matrice identité.

Définition 2.3.18. La solution fondamentale du systéme (2.11) sur une période dénommée ®(T'), est appelée
matrice de monodromie du systéme (2.10) et ses valeurs propres sont les multiplicateurs caractéristiques.

Théoréme 2.3.11. (Théoréme de Floquet) La solution fondamentale ®(t) est sous la forme ®(t) = P(t)eb
ot B est une matrice carrée constante d’ordre n et P(t) est différentielle et T-périodique.

Démonstration. Puisque A(t) est T-périodique, donc la matrice ¢ — ®(t + T') est aussi solution de 1’équation
matricielle (2.11) ; ce qui implique qu’il existe une matrice constante inversible C' telle que

Bt +T) = B(t)C (2.12)

et si ®(0) = Iy on a ®(T) = C. Et comme ®(T") est inversible son spectre ne contient pas 0. Ainsi, il existe donc
une matrice constante B telle que C = eTB. Posons P(t) = ®(t)e~ B, alors

Pit+T) = ®(t+T)e D5
— (I)(t)ce—(t+T)B
(
(

K

t)e_tB

).

Par suite P(t) est périodique de période T. Les valeurs propres p; de la matrice de monodromie sont les
multiplicateurs caractéristiques de C. O

)

Chaque nombre complexe z; tel que

pi = e*T

est appelé exposant caractéristique. C’est en analysant les multiplicateurs ou exposants caractéristiques de cette
derniere que ’on déterminera la stabilité des solutions.

Théoréme 2.3.12. Le systéme (2.10) est
(i) asymptotiquement stable si et seulement si |p;| < 1 pour tout i.

(ii) instable s’il existe i tel que |p;| > 1.
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2.4 Quelques résultats liés aux matrices

Dans cette section nous rappelons quelques résultats matriciels tres utiles pour montrer la stabilité de
certaines classes de matrices issus des travaux de Berman et R. J. Plemmons [29].

2.4.1 Module de stabilité, rayon spectral
Définition 2.4.1. Soit x = (.1?17.%‘2, ,ZCn) eR", A= (aij)1§i7j§n S Mn(R)

(i) On dit que le vecteur z, (respectivement la matrice A) est strictement positif, et on note x > 0 (respecti-
vement A > 0), si pour tout i =1,...,n, x; > 0 (respectivement a;; > 0 pour tout 1 < 14,5 < n).

(it) On dit que le vecteur x, (respectivement la matrice A) est positif, et on note x > 0 (respectivement A > 0),
st pour tout i =1,...,n, x; > 0 et il existe au moins un ¢ tel que x; > 0 (respectivement a;; > 0 pour tout
1 <14,j <n; et pour au moins un couple (4,7), a;; >0).
(#9t) On dit que le vecteur z, (respectivement la matrice A) est positif (largement) et on note x > 0 (respecti-
vement A >0), si x>0 oux =0 (respectivement A >0 ou A=0).
Définition 2.4.2. (Module de stabilité, rayon spectral)
Soit A une matrice carrée d’ordre n.
(i) On appelle spectre de A et on note o(A), l’ensemble des valeurs propres de A.

(ii) On appelle module de stabilité de A, le nombre défini par :
5(A) = max {Re(\), A € o(A)}.

Si s(A) < 0, alors on dira que la matrice A est stable.

(#i1) On appelle rayon spectral de A, le nombre réel p(A) défini par :

A) = A
p(A) Arenga(ﬁ)l \

(vi) On dit que la matrice A est de Hurwitz si toutes ses valeurs propres sont a parties réelles strictement
négatives.

Remarque 2.4.1. Toute matrice de Hurwitz est stable.

2.4.2 Matrice réductible, Matrice irréductible, Matrices de Metzler irréductibles

Les résultats suivants sont une réadaptation des travaux issus [29, 150]

Définition 2.4.3. (Matrice réductible, Matrice irréductible) Soit A = (a;;) € M,(R). On dit que la
matrice A est réductible, s’il existe une matrice de permutation P tel que

A A
T _ 11 12
prap = (f 4s),

La matrice A est dite irréductible si et seulement si elle n’est pas réductible.

Définition 2.4.4. (Matrice de Metzler) On appelle matrice de Metzler ou matrice coopérative, toute matrice
A € M, (R) dont tous les coefficients extra-diagonauz sont positifs, c’est & dire

Q4 > O,Vi 7é j

Théoréme 2.4.1. Si A est une matrice de Metzler alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A est asymptotiquement stable ;
(ii) A est inversible et —A=1 >0;

(7i1) si b est un vecteur positif alors il existe un vecteur z positif tel que Az +b=10;

il existe un vecteur ¢ > 0 tel que Ac < 0;

il existe ¢ > 0 tel que Ac < 0.

(iv
(v

Théoreme 2.4.2. (Perron-Frobenius) Soit A € M, (R) une matrice positive :

—_ — — —

(1) alors le rayon spectral de la matrice A est une valeur propre de A et il existe un vecteur propre v > 0 qui
lut est associé ;
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(79) si de plus la matrice A est irréductible, alors p(A) > 0 et v > 0 et p(A) est une valeur propre simple et
st u > 0 est un autre vecteur propre de A, il existe s > 0 tel que u = sv ;

(79t1) si B est une matrice telle que B > A , alors p(B) > p(4) ;
(iv) si A> 0, alors |\ < p(A) pour toute autre valeur propre A de A.

Corollaire 2.4.1. Soit A € M,,(R) une matrice de Metzler.

— Le module de stabilité a(A) est une valeur propre de A et il existe un vecteur v > 0 tel que Av = a(A)v.
De plus Re(N) < a(A) pour tout A € Spec(A) \ {s(4)}.

— Si de plus A est irréductible, alors :

(1) a(A) est une valeur propre simple ;

(it) v > 0 et tout autre vecteur propre positif de A est un multiple de v ;
(#it) Si B est une matrice vérifiant B > A, alors s(A) < a(B);
(iv) Sis(A) <0, alors —A~1 > 0.

Définition 2.4.5. Soit une matrice de Metzler A inversible. On appelle décomposition réquliere de A, toute
décomposition de la forme : A=F +V ot F >0 etV est une matrice de Metzler stable.

Théoréme 2.4.3. (Varga) Soit une matrice de Metzler A inversible. Pour toute décomposition réguliére de A
de la forme A= F + V| les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est une matrice stable.

(ii) p(=FV~1) < 1.

La définition de l'irréductibilité pour les matrices de Metzler est équivalente & la propriété de la proposition
suivante.

Proposition 2.4.1. (Matrices de Metzler irréductibles) La matrice de Metzler A est irréductible si et si
seulement si, pour tout vecteur x > 0 appartenant a une face F' de R ot F' est définie par :

F={zx>0/3iel,<e,z>=0}
il existe un indice i € I tel que < e;,x >=0 et < e;, Ax >= 0, ot I est un ensemble d’indices.

Définition 2.4.6. Un graphe orienté G = (X,Y) est un couple constitué par un ensemble X = {x1,...,2,}
et une partie Y de X x X. Les éléments de X s’appellent les sommets (ou neeuds) du graphe. Un élément
(z,y) € X x X s’appelle un arc, x est lorigine et y est l'extrémité.

Un graphe orienté (resp. non orienté) est donc un ensemble de sommets avec des arcs orientés (resp. non
orientés) joignant les sommets.

Définition 2.4.7. Un chemin est une suite d’arcs (u1, ..., u,) telle que chaque arc u; ait pour extrémité l'origine
de uiy1. On dit que le chemin joint lorigine de uy a l'extrémité de u,. Un graphe est dit fortement conneze si
tout couple de sommets distincts peut étre joint par un chemin du graphe.

On peut associer a toute matrice carrée un graphe orienté.

Définition 2.4.8. Soit une matrice carrée A = (a;;). On considére le graphe avec n sommets donnés par
Vensemble X = {1,...,n}. Un arc joint le sommet i au sommet j si aj; # 0. Réciproquement, a tout graphe
d’ordre n, on associe une matrice carrée n X n, ot a;; = 1 s’il existe un arc qui lie t et j et a;; = 0 sinon.

On peut caractériser l'irréductibilité d’une matrice, par une propriété de son graphe orienté associé.

Théoreme 2.4.4. (Caractérisation d’une matrice irréductible) La matrice A est irréductible si et seule-
ment si son graphe noté G(A) est fortement connexe.

2.4.3 Produit de Kronecker

En mathématiques, le produit de Kronecker est une opération portant sur les matrices. Nous réadaptons ici,
les résultats du produit de Kronecker inspirés des travaux de [84].

Définition 2.4.9. Soit A = (a;;) € My, m(C) et A = (ai;) € M, 4(C). Le produit de Kronecker de A et B est
défini par :
auB s almB

aeB=| : . i |
amB -+ agmB

avec A ® B € Myp mq(C).
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Théoréme 2.4.5. Soient A € M,, n(R), B € M, ;(R),C € M, ,(R) et D € M, (R). Alors :
(A® B)® (C ® D) = AC @ BD € My, 1 (R).

Propriété 2.4.1. Soient A € M, n(R),B € M, 4(R), C € M;r(R) et A € R. Le produit de Kronecker est
bilinéaire et associatif :

AR B+NC) = (A®B)+\AC)

(A+\B)®C (A®C)+A(B&C)
A®(B®C) = (A®B)&C

Théoréme 2.4.6. Pour toutes matrices A € M, ,,(R) et B € M,, 4(R), on a :

(A B)'=A"® B"
Corollaire 2.4.2. Si A € M,(R) et B € M,,(R) sont symétriques alors A® B est symétrique.
Théoréme 2.4.7. Si les matrices A et B sont inversibles alors :

(Ao B)' =A@ B

Remarque 2.4.2. En général, le produit de Kronecker n’est pas commutatif.
Théoréme 2.4.8. Si A € M,, ,,(R) et B € M,;, n(R), sont normales alors A® B est normale.
Corollaire 2.4.3. Si A € M, ,(R) et B € My, m(R), sont orthogonales alors A ® B est orthogonale :

Démonstration. Une matrice A est dite orthogonale si : ATA = AA"=1. On a

(A®B)(A® B)Y = (A® B)(A"® B") en vertu du Théoréme 2.4.6
= AA"® BB" en vertu du Théoréme 2.4.5
= I®l
1.
De méme, on montre que (A ® B) (A ® B) = I. Par consequent, A ® B est orthogonale. O

2.5 Nombre de reproduction de base R,

2.5.1 Meéthode de van den Driesshe et Watmough

Considérons une maladie modélisée par le systeme [149] :
;= filx), x;(0)=c¢; avec i=1,...n et z=(x1,....,2,) (2.13)

Soit une population divisée en n compartiments dont les m premiers sont constitués d’individus non-infectés.
Soit # = z;, 4= 1,...,n le vecteur désignant le nombre d’individus dans le i**™¢ compartiment. Soient F;(z) le
taux d’apparition de nouveaux cas d’infections dans le compartiment 4, V;" (z) le taux de transfert (entrant) des
individus dans le compartiment i et V; () le taux de transfert (sortant) des individus dans le compartiment i.
Chaque fonction est supposée deux fois différentiables par rapport a la variable x.

En posant V;(z) = V; (x) — V;" (z), alors le systéme (2.13) se met sous la forme :

Soit :
Xs={2>0:2,=0,i=m+1,...,n}

I’ensemble de tous les états du systeme sans maladie du modele ou x; > 0 pour tout ¢ =1, ..., n.
On suppose que les fonctions V;, F; et V;" vérifient les hypotheses suivantes :

Hypothese (A1). Siz; >0, alors V7 (z), Fi(z) et V] (x) sont positives pour tout i = 1,...,n.

Hypothése (A2). Siz; =0 alors V; (z;) = 0. S’il n’y a rien dans un compartiment, rien ne peut en sortir,
c’est la propriété essentielle d’un modéle compartimental.

Hypothése (A3). Sii < m alors F;(x;) = 0. Les compartiments d’indice inférieure a m sont tous non-infectés,
il ne peut y apparaitre alors des infectés.
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Hypothese (A4). Six € X, alors F;(x) =0 et pouri >m on a V; (x) =0. Sl n’ y a pas de germes dans la
population, il ne peut y avoir de nouveaux infectés.

Hypothése (A5). L’équilibre sans maladie =* est localement asymptotiquement stable.

Considérons un point d’équilibre sans maladie z* du systeme, alors * € X, et on a f;(z*) = 0 pour tout
i=1,...,n. Notons par #; = (x1,Z2, ..., Z;y)T les non-infectés et par F2 = (Tpmt1, Tmi2,---, Tn)? les infectés. Le
systeéme (2.13) peut se réécrire sous la forme :

e

1= [1(Z1,22),
. (2.15)
Ty = fo(Z1,Z2)
Par définition, z* = (Z7,0) d’ou
fl(.’t*) = 0 et fg(.’fh()) = 0
Si on suppose que les f; sont de classe €', alors il existe des matrices A1, A1a et Aoy telles que :
fl(ifl,i'g) = Au(x).(fv'l —jT)+A12($)£2
fo(x1,22) = Ag(r).2
Le systeme (4.8) se réécrit :
I = An(2).(F1 — 27) + Arz(2).22
. N 2.16
{ Ty = AQQ(I).J?Q. ( )

La matrice jacobienne au point d’équilibre s’écrit :

* Ani(z”)  App(z”)
Dy(z*) = ( ul A;(w*)) (2.17)

On a alors :
Dy(z*) = DFi(z") + DV =V, )(@").

De plus comme les composantes F; sont nulles pour tout ¢ < m, alors on a :

" 0 0 N Js
D, (x7) = (0 F) et Dy _y)(@") = (()3 V4)
avec
OFi, )2 .
= = < < . .
F [ax](m)] et V [8xj(x)], m+1<ij<n (2.18)

La matrice —FV ! est appelée opérateur de la prochaine génération. L’élément (i,k) de —FV ~! est interprété
comme le nombre de nouvelles infections attendues dans le compartiment ¢ produit par I’individu infecté présenté
originellement dans le compartiment k. Dans cette méthode, R est défini par le rayon spectral de I'opérateur
de la prochaine génération c’est-a-dire

Ro = p(—FV ™). (2.19)

2.5.2 Meéthode de Wendi Wang et Xiao-Qiang Zhao

A présent nous supposons que la maladie est modélisée par le systeme différentiel non-autonome périodique.
Les résultats suivants sont issus des travaux de [154] :

@i(t) = fi(t,x(t)), x;(0)=c; avec i=1,..n et x=(x1,...2,)". (2.20)
Sous les hypotheses (A1)—(A4), le systeme (2.20) admet une solution périodique sans maladie

a*(t) = (#1(1),0).

M(t) = <W>1<i,j<m

20 A. Savadogo, UNB/SU

Soit la matrice




2.5. NOMBRE DE REPRODUCTION DE BASE R, Chapitre 2

et ®ps(t) la matrice de monodromie du systéme T-périodique linéaire

Par ailleurs, on suppose que x*(t) est linéairement asymptotiquement stable dans X, c’est-a-dire que hy-
pothese (A5) est satisfaite. Par conséquent p(®p(T)) < 1 ot p désigne le rayon spectral de la matrice de
monodromie @, (7).

On définit les matrices suivantes :

F(t) = (W)Mlmgn et V(t) = (W)legn (2.21)

ou F'(t) est positive et —V (t) est coopérative.
Soit Y (¢, s), t > s, Popérateur d’évolution du systeme T-périodique linéaire :

y(t) = =V (t)y(1), (2.22)

c’est-a-dire Y (¢, s) satisfait a

Y(t,s) = -V(@#)Y(t,s),Vt >s, Y(s,8)=1, (2.23)

ot I est la matrice identité. Par conséquent, la matrice de monodromie du ®_y (¢) du systeme (2.22) est donnée
par Y (¢,0),Vt > 0.

Soit Cr l’espace de Banach formé par toutes les fonctions w-périodiques de R vers R™~"™, muni de la norme
du maximum. Considérons 'opérateur linéaire L : C,, —> C,, défini par

(Lo)(t) = /0 T Y (bt — @)F(t - a)o(t — a)da, VEER, ¢ € Cp. (2.24)

L est appelé "next infection operator” et la valeur du nombre de reproduction R est donnée par le rayon spectral
de £. On a donc Ry = p(L).
Afin de caractériser Rg, on introduit le systeme T-periodique linéaire suivant :

w(t) = E\F(t) - V(t)} w(t), Ve Ry, € (0,00). (2.25)

Soit W(t,s,A),t > s,s € R opérateur d’évolution du systéme (2.25). On remarque aisément que W (t,0,1) =
Or_y(t), Vt > 0. Par suite, on peut énoncer les résultats suivants :
Lemme 2.5.1. Les assertions suivantes sont valides :
(1) si p(W(T,0,)X)) =1 admet une solution positive Ao, alors \g est une valeur propre de L, et donc Ry > 0,
(74) si Ro > 0, alors A =Ry est l'unique solution de I’équation p(W(T,0,))) =1,
(791) Ro =0 si et seulement si p(W(T,0,))) <1, VA > 0.

Lemme 2.5.2. Les assertions suivantes sont vérifiées :
(1) Ro =1 si et seulement si p(Pp_y(T)) = 1.

(#) Ro <1 si et seulement si p(®p_yv(T)) < 1.

(#i1) Ro > 1 si et seulement si p(®p_y(T)) > 1.

Ainsi, la solution périodique sans maladie x7(t) est localement asymptotiquement stable si Rg < 1 et instable si
Ro > 1.
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Chapitre 3

Analyse mathématique de la
bifurcation de Hopf dans un modele
proie-prédateur avec une réponse
fonctionnelle non linéaire

W Lorsque ["Homme aura coupé le dernier
arbre, pollué la derniére goutte d’eau, tué le
dernier animal et péché le dernier poisson, il
se rendra compte que ['argent n'est pas

comestible. ®
Proverbe Indien
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3.1 Introduction

L’étude de 'interaction entre les proies et les prédateurs a longtemps été I'un des sujets dominants en écologie
mathématique en raison de son importance pour la compréhension des phénomenes biologiques. Au cours des
dernieres décennies, les mathématiques ont eu un impact considérable en tant qu’outil de modélisation et de
compréhension des phénomenes biologiques. La modélisation mathématique de la dynamique des populations
est un défi important en biologie ; celle-ci a attiré I'attention de nombreux chercheurs [6, 24, 126]. De nombreux
auteurs ont étudié des modeles proie-prédateur avec diverses réponses fonctionnelles, comme Holling [83], Arditi
et Ginzburg [14, 15]. Ces différents types de réponses fonctionnelles constituent un élément clé pour comprendre
la dynamique de ces populations en interaction et peuvent avoir des implications importantes pour la stabilité
des écosystémes. Les principales questions concernant la dynamique des populations portent sur les effets de
I'interaction dans la régulation des populations, la réduction de leur taille, la réduction de leurs fluctuations
naturelles ou la déstabilisation des équilibres dans les oscillations des états de la population. La relation proie-
prédateur est importante pour maintenir I'équilibre entre les différentes espéces animales, sans prédateurs,
certaines especes de proies forceraient d’autres especes a disparaitre en raison de la concurrence. La principale
caractéristique de la prédation est donc I'impact direct du prédateur sur la population de proies. Ce processus
est une composante essentielle des écosystemes, influengant la dynamique des populations, la structure des
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3.2. FORMULATION MATHEMATIQUE DU MODELE Chapitre 3

communautés et méme 1’évolution des especes concernées. La prédation peut réguler les populations de proies
en limitant leur nombre, mais elle peut également conduire a des coévolutions complexes entre les prédateurs et
leurs proies, entrainant des adaptations comportementales, morphologiques ou physiologiques.

C’est dans cette logique que nous nous intéressons dans ce chapitre a ’étude de la dynamique des populations
proie-prédateur ou la population de prédateurs n’est pas limitée par la population de proies, c’est-a-dire que la
population de prédateurs peut survivre en ’absence de proies. Notre objectif est de comprendre quel est 'effet
de la prédation sur la dynamique conjointe des especes proies et prédatrices, afin d’éviter toute extinction des
deux especes.

En effet, plusieurs auteurs ont étudié le modele proie-prédateur avec une croissance logistique des deux
especes. Haque dans [72] a proposé un modele proie-prédateur avec une croissance logistique dans les deux especes
et une réponse fonctionnelle linéaire. En outre, 'auteur a supposé que le prédateur a un taux de croissance
logistique puisqu’il dispose de ressources suffisantes; et il soutient que les sources alimentaires alternatives
peuvent jouer un role important dans la promotion de la persistance des systéemes prédateur-proie. Guin dans
[66], a étudié un modele proie-prédateur avec une croissance logistique pour les deux espéces et une réponse
fonctionnelle de type Michaelis-Menten.

Motivés principalement par les travaux de [72], nous considérons le modele écologique de base défini par :

dN =
N (1 _ “1> N —6.NP, N(0) = Ny > 0,
K (3.1)
dP 1 =P
o 1—— | P+ed NP, P
dt 9 ( ](2) 661 ) (O) 0> O’

ol
— N(t) et P(t) représentent respectivement le nombre de proies et de prédateurs au temps ¢ > 0,

— 11, K3, 01, e, sont des constantes positives qui représentent respectivement le taux de croissance intrinseque
des proies, la capacité d’accueil des proies, le taux de prédation par unité de temps et le taux de conversion
de la biomasse proies en prédateurs respectivement,

— w = ed; représente la part de la prédation qui contribue a la croissance du prédateur avec 0 < e < 1,

— 1o, K5 sont des constantes positives et représentent respectivement le taux de croissance intrinseque des
prédateurs et la capacité d’accueil des prédateurs.

La réponse fonctionnelle modélisée par 61 N dans le systéme (3.1) est proportionnelle au nombre total de proies,
ce qui peut ne plus étre approprié, notamment lorsque le nombre de proies devient tres grand. En effet, les
capacités d’absorption physiologiques des proies par les prédateurs sont limitées et méme si un grand nombre
de proies est disponible, un prédateur ne sera pas capable d’absorber une quantité de proies au-dela d’une
certaine limite. Il devient alors nécessaire de tenir compte d’une saturation de la prédation traduisant la satiété
des prédateurs. Il est donc préférable de prendre en compte une nouvelle fonction réponse. C’est ainsi qu’a la
différence du modele écologique utilisé dans [72], nous considérons une réponse fonctionnelle de Holling type 1T
pour matérialiser 'interaction des proies et des prédateurs par :

0N

O(N) = 1+ 35,N’

ou d, représente le taux de satiété des prédateurs.

Le chapitre est organisé comme suit. Tout d’abord dans la section 3.2, nous procédons a la formulation
mathématique du modele proie-prédateur ainsi que des hypotheses biologiques nécessaires. Ensuite, dans la
section 3.3, nous fournissons ’analyse mathématique du modele établi dans la section 3.2. Enfin, nous effectuons
quelques simulations numériques pour étayer nos principaux résultats dans la section 3.4.

Ce chapitre a fait ’objet d’un article titré "A mathematical analysis of Hopf-bifurcation in a prey-predator
model with nonlinear functional response” et publié dans le journal Advances in Difference Equations
(Springer) [141].

3.2 Formulation mathématique du modele

Dans cette section, nous procédons a la construction mathématique du modele proie-prédateur en tenant
compte du fait que le prédateur dispose d’une source alternative de nourriture. Notre objectif principal est de
modifier le systéme (3.1) en ajoutant une réponse fonctionnelle non linéaire dans l'optique de décrire 'effet
de la prédation sur la dynamique des proies et des prédateurs. La mise en place du modele nécessite quelques
hypothese biologiques.

Hypothése (D1). La population de proies suit une croissance logistique en [’absence des prédateurs.
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Hypothése (D2). La réponse fonctionnelle des prédateurs vis-a-vis des proies est de type Holling II.
Hypothése (D3). Les prédateurs disposent d’une autre source de nourriture.

Ainsi, le systeme modélisant I’évolution des proies et des prédateurs est donné par le systeme différentiel
suivant :

AN LN SINP
av (oM y
dt ! 1+ 0oN’

K
dP P WwNP
il 1o —\py 22
dt ”( Kz) TTE N

ou

N
—r <1 - K> N représente la dynamique de la population de proies régie par I’équation logistique,
1

P
— 7 (1 — K) P représente la croissance logistique de la population de prédateurs en I’absence de proies,
2

0N
— m représente la réponse fonctionnelle du prédateur qui est de type Holling II,
2
wNP , . . , .
— ———— représente la quantité de proies consommées par les prédateurs.
146N
N P
71 (1 — ) N _WNP ) (1 — ) P
Ky 1+ 6,N Ky

O NP
1+ 6N

FI1GURE 3.1 — Diagramme d’interaction des proies et des prédateurs.

3.3 Analyse mathématique du modele

Dans cette section, il sera question de I’analyse mathématique incluant, le caractére bien posé du modele,
de la stabilité des équilibres et de la bifurcation de Hopf. Pour ce faire, réécrivons le modele (3.2) sous forme
vectorielle de la fagon suivante :

X(t)=G(X(1), ou X(t)=(N(t),P(t)

et G la fonction vectorielle définie sur R? par :

(1 )

G1(N, P) K, 146N
Gs(N, P) P WwNP
ro |1 % P+ TH6,N 5N
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3.3.1 Existence, positivité et bornitude des solutions

L’existence, la positivité et le bornage des solutions d’un systeme écologique impliquent que le systeme est
écologiquement bien posé. En écologie, la taille illimitée de la population est une indication que la population
peut s’éteindre par manque de ressources.

Considérons I’ensemble

A:={(N,P)eRI/0< N <K;,0< P<K,} (3.3)

ou
K,=FKy(1+—2 (3.4)
po 2 rady ) '

Proposition 3.3.1. Pour toute condition initiale X (0) € A, le systéme (3.2) admet une unique solution mazi-
male (N (t), P(t)) sur [0, Tyas[. De plus, U'ensemble A est un compact absorbant sur R% et positivement invariant
pour le systéme (3.2).

Démonstration. En effet, G est de classe €' donc localement Lipschitzienne. Ainsi, en vertu du théoréme de
Cauchy-Lipschitz [52, Chapitre V, Section 3], le systéme (3.2) admet une solution unique maximale [0, Tz |-

Pour prouver que ’ensemble A est positivement invariant, il est suffisant en vertu du théoréme de la barriere
(Théoreme 2.3.3), de considérer le systeme sur les faces de A et de montrer que sur chaque face, le champ de
vecteurs associé au systeme (3.2) pointe vers l'interieur de Porthant positif. Soit (N (0), P(0)) € A, nous devons
montrer que (N(¢), P(t)) € A pour tout ¢ > 0. Ainsi :

— Quand N = 0, on a G1(0, P) = 0. Donc, l'ensemble {N = 0} est invariant. Par conséquent, ’ensemble
{N > 0} est positivement invariant, de méme que l’ensemble {N > 0}.

— Lorsque N = Ky, on a

0K P

G P =TSR

< 0.

Cela montre que l'ensemble {0 < N < K} est positivement invariant.

N
En effet, pour tout N > Ky on a rq (1 - K) N < 0, ce qui entraine :
1

LN HNP _ HNP N _ (55)
r - — — - = — ) .
! K, 146N~ 1+6N dt

. . dN . L.
Ainsi, on obtient o= G1(N,P) < 0 pour tout N > K. Cela signifie que N est décroissante tant que
N > K. Par conséquent, 'ensemble {0 < N < K} est attractif.

— Lorsque P = K, on a:

GQ(N,KP)__E_F wN w
Kp 8 146N §(1+68N)

<0 pourtout N >0.

Ce qui implique que Go(N, K,) < 0 pour tout N > 0. Ainsi, 'ensemble {0 < P < K} est positivement
invariant. Par ailleurs, on a :

0 (Go(N,P
v <2(’)) —_"2 -9 pour tout P > K,.

opr P Ko

Go(N, P
Ainsi, la fonction P M est décroissante tant que P > K. Cela implique que G2(N, P) < 0 pour tout

P > K, et donc 'ensemble {0 < P < K,} est attractif.

Par conséquent, A est positivement invariant et absorbant. Etant donné que A est un compact positivement
invariant, cela implique que toutes les solutions du systéme sont définies pour tout ¢ > 0 [81, p. 395]. O

3.3.2 Existence et stabilité des équilibres
3.3.2.1 Existence et stabilité des équilibres triviaux
Les équilibres triviaux du systeéme (3.2) sont donnés dans la proposition suivante :

Proposition 3.3.2. Les équilibres triviauz du systéme (3.2) sont Ey = (0,0), Ey = (0, K2), et E; = (K1,0).
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Démonstration. En effet, pour obtenir les points d’équilibre triviaux, on résout le systéme suivant :

N 0 NP
T1 <1I(1>NH62]\7—G1(N,P)—0,

(3.6)

P wNP
1—— )P+ GNP =0.
”( K2> 1+ 06N G2(N, P) =0

— On a G1(0,0) = G2(0,0) = 0. Ainsi, Ey = (0,0) est un point d’équilibre trivial.
— De méme G;(0, K3) = G2(0, K3) = 0. Par suite, E; = (0, K3) est un point d’équilibre du systéme (3.2).
— On vérifie que G1(K1,0) = G2(K1,0) = 0. Ainsi, F5 = (K7,0) est un point d’équilibre trivial du systeéme
(3.2).
O

L’analyse de la stabilité locale des points d’équilibre triviaux est donnée par la proposition suivante :

Proposition 3.3.3.

(1) Les points d’équilibre Ey et Eo sont toujours instables.
r
(i) L’équilibre Ey est localement asymptotiquement stable si 61 > ?1, avec une extinction des proies et une
2

stabilité dans la direction des prédateurs. Si 6, < ;{—1, FE4 est instable avec toujours une stabilité des
2

prédateurs. De plus, si 01 = ;{—1 et 0o Ko < 1, alors Fy est un point non hyperbolique stable.
2

Démonstration. En effet, déterminons les valeurs propres de la matrice jacobienne associée aux points d’équilibre
E; =0,1,2. La matrice jacobienne du systeéme (3.2) en tout point (IV, P) est donneé par :

2N nP 0N
" (1_K1> T 1+ 0N 1+ 0N
DG(X) =
wP 2P wN
(14 65N)2 "2 <1_IQ)+1+52N

(7) La matrice jacobienne du systeme (3.2) évaluée au point d’équilibre Ey = (0,0) est donnée par :
rt O
DG(Eo) =
0 7o

Les valeurs propres associées sont r; > 0 et ro > 0. Par suite, Fy est instable. Dans ce cas, nous avons
une instabilité des deux espéces.
Le linéarisé tangent du systéme (3.2) au point d’équilibre Fy = (K7,0) est :

01K

n 1+ 0K,

OJKl

O - -
R

Les valeurs propres sont
WKl

Pa——
140 K4
Par suite, Es est instable. Ainsi, la direction modélisant la population de proies est stable et instable pour
la population de prédateurs.

AM=-11<0 et =rs+ 0.

(#4) Pour Ey = (0, K3), la matrice jacobienne associée est :
" K
r (1 - 2) 0
1

WKQ —T9

DG(Ey) =
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Les valeurs propres associées & DG(E) sont

K
)\17‘1<1 ! 2) et )\2:*T2<O.
T1

r
Sid; > ?1, alors Ay < 0, par suite ’équilibre E; est localement asymptotiquement stable avec extinction
2

r
de la population de proies et une stabilité de la population de prédateurs. Si §; < Fl’ alors A\; > 0, donc
2

01 K
E est instable, avec une stabilité de la population de prédateurs. Si 12

= 1, alors I’équilibre F est un

1
point non hyperbolique. En effet, puisque la théorie de la linéarisation n’est plus valable, pour étudier la
stabilité de E1, nous allons exploiter le théoréme de la variété centrale [64, Théoréme 1.3.2; p.13-14]. Les

valeurs propres de DG(E) sont A1 =0 et Ay = —rq et les sous-espaces propres associés sont :
T2 —
wo=(—;1 W™ = ((0;1)).
(L) (0 1))

D’apres le théoréme de la variété centrale [64, Théoreme 1.3.2; p.13-14], il existe une variété centrale
tangente & W0 au point E;. Pour 'approximation de la variété centrale W€, nous désignons tout d’abord
par : z = N,y = P et y = h(z). En supposant que h est de classe € sur Ri, on a :

h(x) = h(0) + 1/ (0)x + O(z?).

1 1
Posons a = — et b = —, par suite on a :
K> K0P

y=ha) & j=ih'(a)

& roh(z)(1 — ah(z)) + Tihgi - (rlm(l —bz) — ﬁhgj) K (z) = 0.

En injectant ’expression de h dans ’équation précédente et en regroupant on obtient :

y = 1m2h(0)(1 —ah(0)) + (red2h(0)(1 — ah(0)) + r2h’(0)(1 — 2ah(0)) + wh(0)
+ W(0)(01h(0) = r1))z + (rih'(0)(b — 2) + (h'(0))* (61 — ara)
4+ 1radah/(0)(1 — 2ah(0)))z® + O(2®) = 0. (3.7)
Puisque r1 = 01 K5, en utilisant (3.7), on en déduit que
h0) = K, H(0) = wh(0) _ ng’
T2 T2

Ainsi, 'approximation de la variété centrale est donnée par :

We = {y — h(z)/h(0) = Ka, h'(0) = 52 } .

T2

La restriction du systeme (3.2) sur la variété centrale est donnée par :

~ 01z(h(0) + K (0)z) + O(x?)
14 dox

z=rz(l — az) = f(x).
Pour déterminer le signe de f(x) au voisinage de 0, nous devons analyser son comportement en dévelop-
pant cette fonction en série de Taylor autour de = 0.
Commencons par développer chaque terme de f(z) au voisinage de 0.
— Développement de r12(1 — az) : nous avons riz(1 — ar) = rix — ari2?.
(h(0) + ' (0)x) 01
14+ 6o

— Développement de : développons le dénominateur en série de Taylor au voisinage de 0

1

_1_ 2
15 6oz =1—dox + O(z7).

En multipliant par le numérateur, nous obtenons :
(1= sz + O(x?)) (h(0) + K (0)z) 6 .
En développant I'expression précédente, nous avons :

51h(0)z + (' (0) — h(0)32)8122 + O(z®).
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— Combinaison des termes
Maintenant, en combinant les termes développés de f(z) et en regroupant terme & terme, on a :

f(x) = (r1 — 01h(0))z — (r1a + 614 (0) — 61h(0)d2) 2 + O(2?).
Puisque 1 = 61 K5, on a r; — §1h(0) = 0 et donc
f(l’) = 7(7’1@ —+ 51h/(0) — 51h(0)52)$2 + O(I’d)
_ % + i 2 + O( 3)
T1 K2 ra x T ).

Si 99K < 1 alors f(z) < 0. Donc, le point d’équilibre E; = (0, K3) est stable dans A.

3.3.2.2 Existence et stabilité locale des équilibres de coexistence

Pour montrer V'existence des équilibres de coexistence du systéme (3.2), on résout tout d’abord le systéme

suivant :
N NP
- (1—>N ! =G1(N,P) =0,

K1) 146N
(3.8)
P wNP
1—-— | P+—F—= N,P)=0.
”( K2> iy WP =0
En divisant G;(N*, P*) par N*, on obtient
1 N*
P*=—=(1+40N")(1- .
51( + 0oN™) ( K1)
En injectant P* dans G1(N*, P*) nous obtenons ainsi I’équation cubique en N* définie comme suit :
(N*)? + 02(N*)* + 0.N* + 6 = 0, (3.9)
ou,
0 — Ki(61Ky — 1)
0o = — =3
T162
010K K 0 K1Ky—2 0o K 1 /1 0K
9, — 7172 + 720102144 2+w; 1482 717202 1:(—2K1>—|— 1 1Kp,
T‘1T2(52 (52 (52 7"1(52
27”17"252 — 7‘17’2(55[(1 2
0, = =— - K. 3.10
2 7"17’2(5% 52 ! ( )
Pour la suite, désignons par :
2
1 3(51[(1 T2A1 (52A/1
A/ = K —_ — = t =
< ! + 52) T152 Py 10 5152A2 ¢ e A/Q

ou,

Ay = 2218109 + 271 K 10100 K1 Ko + 27620, K1 Ko + 96,03 K2 Ko + 2116105 (1 4 621 )2VA/,
Ao = 5r11205 K3 + 87rira Ky + 18711202 K1 + 6 K1 Ka(rade + w)(3 + S1VA),

A = 2r7961 Ky 4 9617903 K2 Ky + 1211790102 K1 + 601 K1 Ko (w + 1902) VA,

Al = 271796102 (1 + 6 K1 )VA' + 271796165 K1 + 1871796105 K7 + 186109 K1 Ko (w + 7202)

et K, est définie en (3.4).
Le théoréme suivant donne les conditions d’existence des équilibres de coexistence [63, Théoreme 3.1].
Théoréeme 3.3.1.

1) Le systéme (3.2) n’admet pas d’équilibres de coexistence si au moins l'une des conditions suivantes est
vérifiée,
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(Z) r € ]0,(51K2[ﬂ:|0,

71
0Ky K1

36162[(1[(1,}
(1 + 05K,)?

1
(Zl) r1 < 01 Ko, (2K1 5 ) > Kp, 0o K1 < 2, A">0 et K1 > 1.
2

1
(’LZZ) r < 01 Ko, 5 K (2K1 5 ) > Kp, 0o K1 < 2, A >0 et Ko > 1.
1461 2

2) Le systéme (3.2) a un unique équilibre de coexistence si au moins l'une des conditions suivantes est vérifiée,

. 36,0,/ K, 30, K,
Ky, ——— —_— = > 1.
(i) r € }61 2, (1+52K1)2] (1+52K1)2K2 >
T1

1
(’LZ) ry > 51K2, (2K1 5 > > Kp, 0 K1 < 2, A">0 et k1 < 1.
2

6Ky
1

(Z’LZ) r1 > 01 Ko, A K <2K1 5 ) > Ky, GoK1>2, A'">0,k0<1etr <l1.
141 2

1
(iv) ry > 51K2, 5 K <2K1 5 ) > Kp, 0 K1 > 2, A > 0, ko >1 et Ky > 1.
1 2

3) Le systéme (3.2) admet deux équilibres de coezistence distincts E; = (N*,P*),Ef = (NI, P*), avec
0 < N* <N}, P* >0 si au moins l'une des conditions suivantes est vérifice,

1
(Z) ry < 51K2, 5 K <2K1 5 > > Kp, 0o K1 < 2, A >0 et k1 < 1.
181 2

1
(Z’L) ry < (51K2, 5 K <2K1 5 > > Kp, 0o K1 > 2, A > 0, ko >1etry <1.
2

4) Le systéme (3.2) admet trois équilibres de coexistence distincts si

1
ry > (51K2, 6 K1 (2K1 52) > Kp, 0o K1 > 2, A > 0, ko > 1, et k1 < 1.

Démonstration. En effet, considérons 1’équation cubique suivante définie par

L(X)=X346,X?+60,X +6,=0. (3.11)
Il est immédiat de voir que
L(0) = 6y,
LK1 Ky (wK 1+ K
L(K)) = 1K Ko (WK, Jr;"z( + Ky)) < 0.
7“17"2(52

En désignant par A’ le discriminant réduit de 1’équation

L'(X) =3X?% 420X +6; = 0. (3.12)

A = 9236,

1 2 3(51K1K2 w
= (Ki+—) — 1
< vt 52) 7102 * 902 ’

2

1 301 K3
= K — - K,.
(1+52) 7102 P

Ainsi, on a les cas suivants :

36102 K1 K,
A) Ona A’ <0 <=7
(A) Ona A’ < <:>T1_(1+52K1)2
0162 K
(a1) Sir € ]0,51K2[ﬂ}0 (31:—25;()] alors on a bien 6y > 0 et A’ < 0. Par suite, L est strictement
2y

croissante sur |0, K1[ avec L(0) x L(K7) > 0. Ainsi, L(X) > 0 VN €]0, K1[. Par conséquent, I’équa-
tion (3.11) n’admet pas de racines sur |0, Ki[. Ainsi, le systéeme (3.2) n’admet pas d’équilibres de
coexistence et le point 1) (i) est vérifié.

3010: K
M] alors 0y < 0 et A’ < 0. Par suite, L est strictement croissante sur |0, K|
2Ky

avec L(0) x L(K;) < 0. Ainsi, I’équation (3.11) admet une unique racine positive. Ainsi, le systeme
(3.2) possede un unique équilibre de coexistence et le point 2) (i) est vérifié.

(CI,Q) Si r e :|(51K2,
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(B)

b} 1\°
Si 37(;1[? (K 1+ 5) > K, alors A’ > 0. Par conséquent, 1'’équation (3.12) admet deux racines réelles &
1441 2
savoir
—0y — /03 — 30, —03 + /0% — 30,
Xl = et X2 ==
3 3
ou,
20
X1+ Xo = —?27
0
X1 X, = 31
Ona Ay = 6,8,A
21 — 010282
L(X))= "—"——=-
( 1) 7“17‘251(53 ’
G A — A
L(Xy) = ——2=.
( 2) 7“17‘251(53
1
Si 6K < 2et 67;( <2K1 — 5) > K, alors on a respectivement o > 0 et ¢; < 0. Ainsi, on obtient
15 2

1\ 2
X, <0< X5, Puisque A’ < (K1+6> ,ona:
2

XQ—Kl = K17

1 1
< ——[Ki+— | <0= Xy < K;.
3 0o

Donc L est décroissante sur |0, Xo[ et croissante sur [Xs, K1|.

(b1) Siry < 61K3 et k1 > 1, alors on a respectivement 6y > 0 et L(Xs3) > 0 et 'équation L(X) = 0
n’admet pas de racines. Par conséquent, le systéme (3.2) n’a pas d’équilibre de coexistence et le point
1) (i) est vérifié.

(b2) Siry > 1Ko et k1 < 1, alors, on obtient respectivement 6y < 0 et L(X2) < 0. Ainsi, ’équation
(3.11) admet une racine positive avec 82 = L(X3). Par conséquent, le systéme (3.2) admet un unique
équilibre de coexistence. Par conséquent, le point 2) (i¢) est vérifié.

(bs) Sir < 01 K2 et k1 < 1, alors on a respectivement 6y > 0 et L(X3) < 0 avec L(K7) > 0 > L(X3).
Ainsi, I'équation L(X) = 0 admet deux racines positives réelles distinctes, N* €]0, X[ et N} €
] X2, K1[. Par conséquent, le systéme (3.2) admet deux équilibres de coexistence E; = (N*, P*), EJ” =
(Ni,P*)ou0< N* < Nj,P*>0. Ainsi, le point 3) (i) est vérifié.

1
61K1

X1 <0< Xs avec Xo < K;. Par un argument similaire, on obtient les mémes résultats que (by), (b2) et

(bs).
Si 6K > 2 et

Si 52K1 > 2 et

1
<2K1 — 6) > K, alors on a respectivement 6 < 0 et §; < 0. Ainsi, on obtient
2

71
01K
0 < X1 < X3 < K. Par conséquent L est croissante sur ]0, X;] et [Xo, K[ et décroissante sur | X, Xa|.
(d1) Comme r; < 61K on a donc 6y > 0. Si kg > 1 et k3 > 1 alors on a respectivement L(X;) > 0

et L(X2) > 0. Ainsi, ’équation (3.11) n’admet pas de racines réelles positives. Par conséquent, le
systeme (3.2) n’admet pas d’équilibres de coexistence et par suite, les points 1) (4i) et 1) (i4i) sont
vérifiés.

(d2) Siry < 61Ka, ko > 1 et k1 < 1, alors on a L(X;) > 0 et L(X2) < 0. Ainsi, 'équation L(X) = 0
admet deux racines réelles positives distinctes, N* €] X1, Xo[ et N} €] X5, Ki[. Par suite, le systeme
(3.2) admet deux équilibres de coexistence F; = (N*, P*), Ef = (N}, P*) o0 < N* < N, P* >0
et par conséquent, le point 3) (i) est vérifié.

(d3) Siry > 01 Ka, ko < 1 et k1 < 1, alors on a L(X;) < 0 et L(X3) < 0. Par conséquent, ’équation
L(X) = 0 admet une unique solution. Par conséquent, le systeme (3.2) admet un unique équilibre de
coexistence et le point 2) (iii) est vérifié.

(dg) Siry > 01K, ko> 1 et k1 <1, alors on a respectivement L(X;) > 0 et L(X3) < 0. Ainsi, L(X) =0
admet trois racines. Par conséquent, le systeme (3.2) admet trois équilibres de coexistence. Par suite,
le point 4) est vérifié.

1
(2K1 - 5) < K, alors on obtient respectivement 0, < 0 et ; > 0. Par suite,
2
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(ds) Siry > 01K2, ko > 1let kg < lona L(X;)>0et L(X3) > 0. Ainsi, L(X) = 0 admet une unique
racine positive. Par conséquent, le systeme (3.2) admet un unique équilibre de coexistence et donc le
point 2) (iv) est vérifié.

O
Désignons par :
M, = K;+(02K; —2)N*, (3.13)
M, = K;— N7,
My = 140N,
My = —03(N*)3 + 62(02K1 — 2)(N*)? + (205K, — 1)N* + K; = (1 4+ 62N*)*(K; — N*),
A = 51K1K2. (314)
L’analyse de la stabilité locale de 1’équilibre de coexistence est donnée par le théoreme suivant :
Théoréme 3.3.2. Si l'une au moins des conditions 2) du Théoréme 3.5.1 est satisfaite et si de plus on a
27’1(1 + 52N*)(K1 — N*)
1 3.15
e >1, (3.15)
et
2r11ro M.
1T <1, (3.16)

(MsKy(ri(Ma — N*) + 1oK1) — rir2K2))d1

alors ’équilibre de coexistence E3 = (N*, P*) est localement asymptotiquement stable. Si l’expression dans le
membre de gauche de (3.15) est strictement inférieure a 1 ou si l'expression dans le membre de gauche de (3.16)
est strictement supérieure a 1 alors I’équilibre de coexistence Es = (N*, P*) est instable.

Démonstration. En effet, la matrice jacobienne du systeéme (3.2) évaluée au point F3 est donnée par :

A Asz
DG(Eg) == 9
A21 A22
ol
7"1(K172N*)(1+52N*)77‘1(K17N*) 761]\[* wrl(KlfN*)
A11: - ) 12 = 72077 ¢ Are? 21 — 2
K1(1+ 53N%) (14 6oN*) 01K1(1+ 92N*)
A - 7"2(1 —+ 52N*) (61K1K2 — 27‘1(1 —+ 52N*)(K1 — N*)) —+ WN*(SlKlKQ
22 — .

01 K1Ks(1+65N¥)
Le polynéme caractéristique associé est :
P(\) = A2 — By\ + B,

avec
B = tI‘(DG(Eg)) =

(51 [MgKQ(’I"l(MQ — N*) + ’I”QKl) — 7’17’2K2] — 27“17”2M2M4

AMs;
01 Ko(01 K1 KoMs — 271 M, o N*(N* — K;) — N* N*M.
B2:det(DG(E3)):T1T21 2(01 K1 Ko M3 ;1[(14;\)4;(2 ( 1) )er}leQ’
3 3

ou les termes M;, My, M3 et A sont donnés en (3.13). D’apres les relations (3.15) et (3.16) on a respectivement
By > 0 et By < 0. Ainsi, en vertu du critere de Routh-Hurwitz, ’équilibre F5 est localement asymptotiquement
stable. Si I’expression dans le membre de gauche de (3.15) est strictement inférieure & 1 ou si 'expression dans
le membre de gauche de (3.16) est strictement supérieure & 1, alors on a respectivement By < 0 ou By > 0 et
par suite 1’équilibre de coexistence F3 est instable. O

Le théoréme suivant garantit Pattractivité globale de I’équilibre de coexistence F3 = (N*, P*).
Théoréme 3.3.3. Si l'une au moins des conditions 2) du Théoréme 3.3.1 est vérifiée et si de plus

r102K7

<1
(7‘252 + w)Kl —+ 7

, (3.17)

alors 'équilibre de coexistence E5 = (N*, P*) est globalement attractif pour le systéme (3.2) dans l’ensemble A.
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Démonstration. En effet, il suffit de montrer qu’il n’y a pas de cycle limite & I'intérieur de A. Désignons par :

o= (200 ) x= (1)

ou
N 5LNP
F(N,P)=r(1-—|N- 277
vp) = (1= ) v - SR
P wNP
Fy(N,P) = 1—-— | P+ ——
2(N P) ”( Kg) TIF RN
ot 1+ 6,N
2
H(N,P):W, pOurtOut N>0,P>O

Calculons (FyH)(N, P) et (FxH)(N,P). On a :

(FLH)(N,P) =1, <1_ N) (1+6&N) 1

Ky P2 P
et
Ky) O&,NP 5P

En calculant les dérivées partielles de Fy H et FyH par rapport a N et P respectivement et en simplifiant, on

(F,H)(N, P) = (1_ P><1+52N> w

obtient :
8(F1H) - 7‘152 17ﬁ 7T1(1+52N)
ON 5, P2 K 01K, P?
et
O(F>H) __7’2(1—|—52N)_ P (1—|—52N)_ w
OP 5, KNP 2 Ky) & ,NP2 — 5P
Par suite
. 8(F1H) 6(F2H) 7102 ( N ) T1(1+§2N)
Div(FH) = + = 1— )2 T et/
( ) ON oP 01P2 K, 01K, P?

51K, NP 5 NP2 §,P?
—27‘152N2 + (((52(7"1 — 7"2) — W)Kl — 7’1)N — ’I’QKl
01 K{ NP2 ’

_ on+eN) o PA+6EN) W
2 e

Si I'inégalité (3.17) est satisfaite alors

O(FH) | O(F,H)
ON apP

<0, VYN>0,P>0.

Ainsi, en vertu du critere de Dulac [86, Théoreme 3.3 ], le systeme (3.2) n’admet pas d’orbite périodique dans
A et donc E5 = (N*, P*) est globalement attractif pour le systéme (3.2). O

La multi-stabilité dans un systéme complexe tel que les modeles proie-prédateur est tres importante en terme
de comportement dynamique et pour les politiques de gestion. Avoir un équilibre stable de faible prédation qui
coexiste avec un équilibre stable de forte prédation est trés utile pour mettre en place un plan de gestion de
la biodiversité impliquée. La proposition suivante donne les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité
dans le cas ou il y a deux équilibres de coexistence. Pour y parvenir, nous définissons tout d’abord la fonction
quadratique suivante [74] :

7T(N) = 72T’162N2 + 2’1"1(52[{1 - 1)N + K1(2T1 - 51K2). (318)

Pour N* €]0, K],
27“1(1 + 62N*)(K1 - N*)

51K1K2

7(N*)>0< > 1. (3.19)

Théoréme 3.3.4.

0 K
(¢) Siry € } 12 2 ,01 K5 [ et si de plus 6o K7 < 1, alors ’équilibre de coexistence E5 = (N*, P*) est localement

asymptotiquement stable et Ef = (N, P*) est instable.
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LK 5
(#4) Sir 6} 12 2,51K2[,62K1 > 2 et si de plus 6 < %
2

(N*, P*) est localement asymptotiquement stable et Ef = (N3, P*) est instable.

(62 K71 — 1), alors l’équilibre de coexistence E5 =

Démonstration. En effet,

(7) Considérons la fonction w(N) définie par (3.18) pour tout N, on a :

ﬂ'/(N) = 747‘152N + 27’1(52[(1 - 1), VN E}O,Kl[. (320)

0K
On a 71'(0) = K1(2T'1 — 51K2) >0sir € 12 2,51K2 |:, W(Kl) =-0Ki Ky <O. Ainsi, si b K1 < 1, alors

ona ' (N) <0, VN €]0,K,[. Par conséquent, il existe 0 tel que 7(d) =0 avec 0 < N* < < N} < K.
Ainsi, 7(N*) > 0 et 7(N}) < 0. En utilisant le fait que 7(N*) > 0, on obtient

2r (14 5oN*)(K; — N*)
51K1K2

> 1. (3.21)

Ainsi, la relation (3.21) vérifie la condition de stabilité donnée par (3.19). Par suite, tr(E5) < 0 et
det(E; ) > 0. Par conséquent, E5 = (N*,P*) est localement asymptotiquement stable. En utilisant
m(N*) < 0, on obtient

2r1(14 02 NY) (K — N3)

<1 3.22
01 K1 K> ( )

Ainsi, I'inégalité (3.22) ne vérifie pas la condition de stabilité donnée par (3.19). Par conséquent, E5 (N7, P*)
est instable.
0o K1 —1

(#4) D’apres l’équation (3.20), il existe Ny €]0, K[ tel que 7n'(Ng) = 0 avec Ny = %
2

. Ainsi, 7 est
croissante sur ]0, N[ et décroissante sur |Np, K1[. Par un simple calcul, on obtient

oK1 B
LELE it It +51K1K2>.

m(No) = 5riKy — ( ) 2%,

hK
122 61 K> { et 91 < ? (02 K71 — 1), alors on a m(0) > 0 et m(Np) > 0. Par conséquent, il existe
2
do tel que 7(dp) = 0 avec 0 < N* < §p < Nj < K. Ainsi, m(N*) > 0 et m(N3) < 0. Par conséquent,

E; = (N*,P*) est localement asymptotiquement stable et Ef = (N7, P*) est instable.

Sir; €

O

3.3.3 Analyse de la bifurcation de Hopf

Nous nous intéressons ici & ’analyse de la bifurcation de Hopf. Nous considérons le taux de prédation &y
comme parameétre de bifurcation. Les résultats ont été inspirés de [134, Théoreme 3.1.3, p.276]. On rappelle
que :

.A == (51K1K2,
A((Sl) = & [MgKQ(’I“l(MQ — N*) + ’I“QKl) — 7‘17“2[(2] — 2riroMo My,
51 [MgKQ(T‘l(MQ — N*) + T2K1) — 7‘17‘2K2] — 2r1ro Mo My A(él)

Bi(6)) = tr(DG(Es)) = _ :

1(61) r(DG(Es)) AM; AMs

T1T261K2(51K1K2M3 - 2T1M4) X (62N*(K1 - N*) - N*) wrlN*Mg

B = det(DG(E3)) =

2(01) et(DG(E3)) AK, M2 + KoMZ

ou
M; = K14 (6oK71 —2)N*, My = K1 — N*, M3 =1+ 02N™,

My = —65(N*)® + 62(62 K1 — 2)(N*)?> + (26 K1 — 1)N* + Ky = (1+ 6,N*)*(K, — N*),
et DG(Es5) la matrice jacobienne du systeme (3.2) évaluée au point d’équilibre E5 = (N*, P*).

Théoréme 3.3.5. Si l’une au moins des conditions 2) du Théoréme 3.3.1 est satisfaite et si de plus la condition

sutvante est vérifiée
B} (81) < 4By(61), (3.23)

alors une bifurcation de Hopf se produit a la valeur critique 6, = 81, pour laquelle

Bl(élc) =0 et Bg(dlc) > 0. (324)

33 A. Savadogo, UNB/SU



Chapitre 3 3.3. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE

Démonstration. En effet, le polynome caractéristique associé a la matrice jacobienne DG(Es3) du systeme (3.2)
au point d’équilibre E3 est donné par :

P(x) =z — B4 (51)33 + 32(51). (325)

Si la condition (3.23) est vérifiée alors les racines de 1’équation (3.25) sont complexes conjuguées avec une partie
imaginaire non nulle de la forme :

Bi(61) +i/| BA61) — 4Ba(3) | By(81) — ir/| BY(6)) — 4Ba(5)) |
r = D) ou r = 9 .

En remplacant « = x1 + ix2 dans (3.25) nous avons
(2 — a3) = Bi(d1)z1 + B2(61) +i(2x122 — B1(81)x2) = 0,

et en séparant les parties réelles et imaginaires on obtient

.’E%—.’E%—Bl(él)fl +BQ(51) = 07
(3.26)
21‘1I2 - Bl((sl)l’g = 0.
A présent, vérifions la condition de transversalité.
En dérivant la deuxiéme équation de (3.26) par rapport & d;, on obtient
dA(6y) d(AM;)
———AM3 — A(§ ) ———=
CONE T p— AL = A T,
dor ) 5,5, 2\ do1 )5 5 2(AM3)?
ou
45, = [T1T2K252N + K2(1 + 6N )(’I“gKl —rm N )] 61K1K2(1 + 6o N )
dN*
+ 51?{31 [(7’152K2(7"2 + Kl) — 7"1K2(1 + 2(52N*))] 51K1K2(1 + (SQN*)
dN*
+ 27"17'2? [(1 - M2(1 + 52N*)(252K1 - 352N* - 1))] 61K1K2(1 + 52N*)
1
et
d(AM3) dN*
———=2 = K1 Ky | M- — .
5 1K | M3 + 0102 a5,
Si N* est indépendante de §; alors B Oetona:
1
(d.’l)l) - (7"1T2K2(52N*+K2(1+52N*)(T2K1 —TlN*)>5ch1K2(1+52N*) —KlKgA(élc)
dér ) 5. _s,. 2(AM3)?
o (T1T2K252N* + Kg(l —+ 52N*)(T2K1 — TlN*))51CK1K2(1 + 52N*) # O
B 2(AM;)? '
Si N* est dépendante de §; alors
dA(6
( ( 1)> (14 65 N*)31. K1 Ko
<d1'1> _ dd; 01=01c £0
déy §1=61. 2(AM;3)? ’
dA(d1) , . . . .
car A(d1.) = 0 et 75 # 0. Par conséquent, une bifurcation de Hopf se produit au seuil §; = §1
1/ 6,=61¢
pour le systéme (3.2). o O

Remarque 3.3.1. Les conditions (3.15) et (3.16) du Théoréme 3.3.2 donnant la stabilité locale de 1’équilibre
Es5, ainsi que la condition (3.23) donnant les résultats d’apparition de la bifurcation de Hopf pour le systéme
(3.2) a la valeur seuil 1. = 0.636 ont été illustrées pour les valeurs des paramétres du Tableau 3.2 a travers des
stmulations numériques (Figure 3.4-3.5).
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3.4 Simulations numériques et interprétations biologiques

Dans cette section, nous présentons une série de simulations numériques afin de mettre en exergue 'effet
de la prédation sur la dynamique conjointe des deux espéces. Notre environnement de simulation est MATLAB
et nous utilisons la méthode des schémas numériques non-standards [11, 109, 110]. Les valeurs des parametres
sont données dans les Tableaux 3.1 et 3.2.

Parametres Valeurs Références Dimensions
71 0.1 estimé -
o 1.8 estimé -
K, 10 estimé -
Ky 1800 estimé -
o1 0.01 [85] -
Oo 0.01 [85] -
w 0.015 estimé -

TABLEAU 3.1 — Quelques valeurs des parametres utilisés pour la simulation numérique.

3.4.1 Comportement global du systeme

Ici, nous nous intéressons a l'effet de la prédation sur la dynamique des deux especes. La Figure 3.2 montre
le comportement du systéme (3.2) autour du point d’équilibre E;. Pour le parametre de prédation é; = 0.01 >
5.510~°, nous observons une stabilité de la population de prédateurs avec extinction de la population de proies.
Ce résultat corrobore les résultats (i7) de la Proposition 3.3.3. Par la suite, nous examinons le comportement

10

— 2000 : : : ! . . . —
° 1 (= predator
8

1500 -
7
6

= 1000t
4
3

500 -
2
1
o [
o soo 1000 1500 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
t (days) t(days)
(a) Trajectoires des proies. (b) Trajectoires des prédateurs.
2000 B
|—prey
‘‘‘‘‘‘ {—predator|
1500 -
T
1000
g
=z
500 -
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
t(days)

(c) Trajectoires des proies et des prédateurs.

FIGURE 3.2 — Evolution du systéme (3.2) autour du point d’équilibre E1 = (0, 1800).

asymptotique du systéme (3.2) autour du point d’équilibre de coexistence. On observe que le systéme (3.2)
converge vers le point d’équilibre de coexistence F3 = (70,354.1) (voir Figure 3.3(a) — (b) — (¢)) quelle que
soit la taille initiale des proies et des prédateurs. L’existence de l'orbite de centre (Figure 3.3(d)) confirme
Pattractivité globale de ’équilibre de coexistence. Cela signifie que malgré la prédation, la population de proies
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et de prédateurs peuvent coexister. En considérant la valeur de d; = 0.033 et en fixant les autres parametres
du Tableau 3.2, de la Figure 3.4, nous observons une perte de la stabilité du point d’équilibre E3. Ce résultat
corrobore le Théoreme 3.3.2.

En restant dans la logique de regarder l'effet de la prédation sur la dynamique des deux especes, nous
poursuivons nos simulations numériques dans le cas ou le systeme admet deux points d’équilibres de coexistence
E3 et E;' afin de regarder le comportement asymptotique du systéme (3.2). Lorsque 6; = 0.023, on observe que le
systéme (3.2) converge globalement vers ’équilibre de coexistence E5 = (75,400) (voir Figure 3.6(a) — (b) — (¢)).
En augmentant le parametre de prédation a §; = 0.044, on observe une perte de stabilité de 1’équilibre de
coexistence E5 (voir Figure 3.7). Ceci corrobore les résultats mathématiques établis dans le Théoreme 3.3.4.
On observe aussi I'instabilité du point d’équilibre de coexistence E;’ , montrant I'apparition d’un cycle limite
illustré par les Figures 3.8 et 3.9.

3.4.2 Analyse du diagramme de la bifurcation de Hopf

500
—prey| === predator
400
300
£
o
200
100
L L L L L L 0 L L L L 1 L L L L
800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
t (days) t (days)
(a) Trajectoires des proies. (b) Trajectoires des prédateurs.
500 T
=——prey 500
== predator
400 1
400
=300
a Aaoo—
5 g
200 200 -
100 100 -
0 N (S IR S SR S S N .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t (days) N(t)
(c) Trajectoires des proies et des prédateurs. (d) Portrait de phase.

FIGURE 3.3 — Stabilité globale du point d’équilibre E5 = (70,354.51) du systeéme (3.2).

Parametres Valeurs Références Dimensions
1 1.8 estimé -
T9 0.01 estimé -
K, 200 estimé -
Ky 30 estimé -
o1 0.01 [85] -
0o 0.029 [85] -
w 0.0015 estimé -

TABLEAU 3.2 — Quelques valeurs des parametres utilisés pour la simulation numérique.

Nous poursuivons notre analyse numérique pour observer le comportement dynamique du systéme. Lorsque
Pon consideére la valeur critique d;. = 0.0636 et K; = 300, Ko = 100, la Figure 3.5((¢) — (d)) montre que
Péquilibre de coexistence E3 = (N*, P*) est instable et on a lapparition d’un cycle limite résultant de la
bifurcation de Hopf. Ainsi, le Théoreéme 3.3.5 est vérifié numériquement.
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FIGURE 3.4 — Stabilité locale du systéme (3.2) correspondant & la valeur 6; = 0.033.
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FIGURE 3.5 — Dynamique des trajectoires montrant l’existence d’un cycle limite résultant de la bifurcation de Hopf du
systéme (3.2) autour de E3 avec §1 = d1. = 0.0636, K1 = 300 et K2 = 100.
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FIGURE 3.6 — Stabilité locale de I’équilibre de coexistence E; = (75,400) du systeme (3.2).
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FIGURE 3.7 — Stabilité locale de I’équilibre E5 du systéme (3.2) correspondant & d; = 0.044.
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FIGURE 3.8 — L’apparition d’un cycle limite du systéme (3.2) au point d’équilibre E;' correspondant & 61 = 0.065.
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FIGURE 3.9 — Existence d’un cycle limite au point d’équilibre E;' du systeéme (3.2) correspondant a 61 = 0.067.
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Remarque 3.4.1. L’interprétation biologique de la bifurcation de Hopf est que les proies coexistent avec les
prédateurs, présentant ainsi un comportement périodique [159, 161]. En effet, on observe que si le sewil de
prédation 61 > 010, on a une variation périodique des espéces de proies et de prédateurs : les Figures 3.5((c)—(d))
montrent l’existence d’un cycle limite résultant de la bifurcation de Hopf. Cela met en évidence la possibilité
d’extinction de la population de proies (4 risque) si la prédation dépasse un certain seuil.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé et analysé un modele mathématique de la dynamique d’un systeme
proie-prédateur avec une réponse fonctionnelle non linéaire de type Holling IT pour transcrire ’interaction entre
la proie et le prédateur. Nous avons tout d’abord montré que le modele est écologiquement et mathématiquement
bien posé a travers I’étude de ’existence, la positivité et le bornage des solutions. De plus, nous avons pu établir
les stabilités locales des équilibres triviaux et de coexistences sous certaines conditions des parameétres du modele.
Afin de montrer la coexistence a long terme des especes de proies et de prédateurs, nous avons établi Pattractivité
globale de 1’équilibre de coexistence. Sous le parametre de prédation, nous avons mis en exergue l'apparition
d’une bifurcation de Hopf. Afin d’illustrer nos résultats établis dans I’étude mathématique, des simulations
numériques ont été effectuées. Nos résultats numériques ont donné des résultats intéressants sur l'effet de la
prédation sur la dynamique du modele proie-prédateur et ont également permis de valider nos résultats établis
dans I’étude mathématique. En effet, en considérant la Figure 3.2, sous certaines valeurs du taux de prédation,
nous constatons une extinction des especes proies et une persistance des prédateurs vers la capacité d’accueil. En
restant dans cette méme logique de variation du taux de prédation et en considérant les parametres du Tableau
3.2, on obtient la stabilité globale de ’équilibre de coexistence indiquée par la Figure ((3.2), d); ceci atteste
également des résultats du Théoreme 3.3.3. En augmentant la valeur de §;, nous observons une perte de stabilité
indiquée par la Figure ((3.4)d); ce phénomene illustre nos résultats mathématiques établis dans le Théoreme
3.3.2. Si nous atteignons le seuil critique de prédation d1., nous observons alors une variation périodique du
nombre de proies et de prédateurs indiquée par les Figures ((3.5) (a) ( b) (c)) et 'existence d’un cycle limite
résultant d’une bifurcation de Hopf. Ceci atteste le Théoreme 3.3.5. A la lumiére de ces observations, nous en
concluons que le taux de prédation est un parametre clé régissant la dynamique des populations de proies et de
prédateurs.
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Chapitre 4

Analyse mathématique de la
dynamique des populations dans un
modele proie-prédateur en présence
d’une maladie infectieuse de type SIS

W Les graines de toutes choses sont déja
présentes dans ["humain, mais seules les
plus arrosées poussent. Arrosez vos graines
de lumiére par vos pensées, vos paroles et

vos actes.
Niousséré Kalala Omotundé
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4.1 Introduction

La propagation des maladies infectieuses constitue un défi majeur pour la santé publique a ’échelle mondiale,
car elles sont principalement responsables des problemes de survie de la population humaine et d’autres especes,
ainsi que du développement économique et social. Comprendre et prédire la dynamique de ces maladies est
essentiel pour mettre en place des mesures de prévention et de controéle efficaces. Dans cette optique, 'utilisation
des modeles mathématiques offre un outil puissant pour étudier ces phénomeénes complexes. Parmi ces modeéles,
le modele proie-prédateur, initialement développé pour décrire les interactions entre les populations de proies
et de prédateurs dans un écosysteme, se révele étre une approche prometteuse pour explorer la facon dont les
maladies se propagent au sein des especes en interaction.

La propagation des maladies infectieuses dans un modele proie-prédateur peut avoir plusieurs effets signi-
ficatifs sur la dynamique de la population des proies et des prédateurs, ainsi que sur ’équilibre écologique de
I’écosysteme dans son ensemble. En effet, les maladies peuvent influencer la taille des populations de proies et de
prédateurs en affectant la mortalité, la reproduction et le comportement de ces individus. Une maladie touchant
les prédateurs peut réduire leur capacité a chasser, ce qui pourrait entrainer une augmentation des populations
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de proies. De méme, si la maladie affecte les proies, cela pourrait réduire leur abondance, entrainant une dimi-
nution des populations de prédateurs. En outre, celles-ci peuvent perturber leurs interactions, entrainant des
changements dans la structure et la stabilité de I’écosysteme. Les modeles éco-épidémiologiques visent a évaluer
les effets a long terme des maladies infectieuses sur les especes interagissant dans les écosystemes. L’étude des
maladies infectieuses dans une communauté de proies et de prédateurs a été largement étudié dans la littérature
scientifique [33, 68, 73, 80, 129, 139]. En effet, Sarwardi et al [129] ont étudié un modele éco-épidémiologique avec
une réponse fonctionnelle de type Holling II et une version modifié du modele proie-prédateur de Leslie-Gower.
Ils ont montré que la compétition intraspécifique joue un role important dans la stabilisation de 1’équilibre de
coexistence, en diminuant la valeur du parametre du seuil R et en aidant le systeme a atteindre la persistance.
Dans [139], Jean Jules Tewa et al., ont analysé l'influence d’une maladie infectieuse de type SIS dans une commu-
nauté de proies et de prédateurs. Ils ont utilisé la réponse fonctionnelle de type Holling IT dépendant seulement
de la densité des proies. Plusieurs seuils ont été calculés et utilisés pour évaluer les résultats de stabilité. Ils ont
ainsi montré que sous certains seuils, la maladie peut disparaitre de la communauté, persister dans une ou deux
populations de la communauté. Biswas et al [33] ont proposé et analysé un modele éco-épidémiologique canni-
bale avec une maladie dans la population de prédateurs. Dans leurs études, les auteurs ont examiné 'impact du
cannibalisme sur la transmission de la maladie dans la dynamique du modele proie-prédateur.

La prédation est effectivement un processus responsable de la transmission des maladies infectieuses chez plu-
sieurs especes en interaction dans un écosysteme. Elle est commune & de nombreux taxons, allant des invertébrés
aux mammiferes, tels que les crustacés, les arachnides, le zooplancton, les insectes, les poissons, les amphibiens,
les reptiles et les oiseaux, entre autres. Elle joue un role crucial dans la régulation naturelle des especes et
contribue également a I'augmentation de la transmission des maladies infectieuses ainsi qu’a la hausse des taux
de mortalité parmi les especes de proies et de prédateurs en interaction dans un contexte épidémiologique.

Dans cette optique, ce chapitre se concentre sur I’étude de l'effet de la prédation sur la dynamique de
transmission d’une maladie infectieuse de type SIS au sein d’'une communauté proie-prédateur. Motivés prin-
cipalement par les travaux [66, 129, 139], nous formulons et analysons mathématiquement la dynamique d’un
modele proie-prédateur en présence d’une maladie infectieuse de type SIS qui touche les deux especes. Notre
modele se distingue de celui de [139] par plusieurs aspects biologiques. Premiérement, contrairement & leurs
travaux, nous avons intégré I’hypothese selon laquelle la population de prédateurs n’est pas limitée par celle des
proies, en tenant compte d’une croissance logistique pour la dynamique des prédateurs. De plus, nous avons
inclus une réponse fonctionnelle de type Michaelis-Menten afin de modéliser 'interférence des prédateurs dans
la consommation des proies. Nous considérons également la possibilité que la maladie infectieuse puisse persister
dans la population de prédateurs et étre acquise par ceux-ci au cours du processus de prédation. En suivant
la logique des travaux de [139], nous avons ajouté I’hypotheése que la population de prédateurs susceptibles est
capable de se reproduire selon une croissance logistique.

Le reste du chapitre est organisé comme suit : dans la section 4.2, nous formulons le modele éco-épidémiologique
de base ainsi que les hypotheses qui sous-tendent son élaboration. La section 4.3 est consacrée a l’analyse ma-
thématique du modele écologique et éco-épidémiologique. Dans la section 4.4, nous effectuons des simulations
numériques pour illustrer nos principaux résultats. Enfin, une discussion conclut le chapitre dans la section
4.5. Les résultats de ce chapitre ont fait 'objet d’un article publié sous le titre A mathematical analysis of
prey-predator population dynamics in the presence of an SIS infectious disease” dans le journal Research in
Mathematics (Taylor & Francis) [142].

4.2 Formulation mathématique des modeles

Dans cette section, nous nous intéressons a la formulation mathématique d’'un modele éco-épidémiologique
visant a mettre en exergue l'effet de la prédation sur la dynamique de transmission d’une maladie infectieuse
suivant une configuration de type SIS (Susceptible-Infecté-Susceptible) [139].

4.2.1 Formulation du modele écologique

Nous désignons par H(t) et P(t) le nombre de proies et de prédateurs & tout instant ¢ > 0. Nous énumérons
quelques hypotheses utiles nécessaires a la mise en place de notre modele :

Hypothése (C1). Les populations de proies et de prédateurs suivent une croissance de type logistique en
l’absence de l'un ou de ’autre population.

Hypothese (C2). La réponse fonctionnelle traduisant la stratégie de predation est de type Michaelis-Menten.

En faisant le bilan d’énergie des entrées et des sorties dans les différents compartiments du diagramme
d’interaction 4.1, pour tout temps ¢ > 0, la dynamique du systeme proie-prédateur est régie par le systeme
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H wHP P
m|(l-—)H —_— rg(l—— )P
1( Kﬁ) P+ kol 2( 1@)

kiHP
P+ kH

FI1GURE 4.1 — Diagramme d’interaction du modele proie-prédateur.

d’équation différentielle suivant :

dH - _ _HNy kAP
a K, P+ koH'’
(4.1)
dP P wHP
@& 1— — ) py 28
dt ”( KJ P hE

— 711 et 72 > 0 sont respectivement les taux de croissance des proies et des prédateurs,
— K et Ky > 0 représentent respectivement la capacité d’accueil des proies et des prédateurs,

— k1 > 0 et ko>0 représentent respectivement les taux de recherche et de satiété des prédateurs,

w , . . . .
— e= T représente le taux de conversion de la biomasse proies en prédateurs, 0 < e < 1,
1
— w représente le taux de croissance des prédateurs di a la consommation des proies,
(ki —w)HP

T PR est un terme résiduel qui représente la quantité des proies non consommées par les prédateurs.
2

4.2.2 Formulation du modele éco-épidémiologique

Soient H(t) = Hy(t) + Hz(t) la population totale des proies au temps t > 0 constituée de susceptibles
H,(t) et d'infectées Ha(t), et P(t) = S2(t) + I2(t) la population totale des prédateurs a l'instant ¢ > 0 ou
Sa(t) et I5(t) représentent respectivement les prédateurs susceptibles et infectés a Uinstant ¢ > 0. Il convient
de souligner que la dépendance a la densité affecte non seulement les naissances mais aussi les morts. Par
conséquent, nous devons séparer les effets de la dépendance a la densité. Désignons par b;, ;.1 = 1,2 les taux
de natalité et de mortalité respectivement, de tels sorte que r; = b; — p;,¢ = 1,2. En ’absence d’infection, les

7:0; B;
populations de proies et de prédateurs suivent une croissance logistique avec (bi — zléz) ,i = 1,2 comme
i
" (1—0)rE; e . .
taux de natalité et p; + —x  i= 1,2 comme taux de mortalité, ou 6;,7 = 1, 2 représentent la proportion
i

des interactions affectant les naissances et 1 — 6;,7 = 1,2 représentent la proportion des interactions affectant
les déces, 0 < 6; < 1, By = H,Es = P [62, 139]. Nous supposons qu’en I’absence de prédation, la population
de proies suit une croissance logistique. Egalement, nous stipulons que la maladie se propage horizontalement
et verticalement avec une incidence standard lorsqu’il y a contact entre un susceptible et un infecté. Nous
supposons que le prédateur est incapable de distinguer les proies infectées et susceptibles. De plus, la présence
de proies infectées est compensée par la présence de prédateurs infectés. Enfin, nous supposons que seuls les
proies et les prédateurs susceptibles sont capables de se reproduire. En vertu de ces hypotheses et du diagramme
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d’interaction 4.2, le modele éco-épidémiologique complet est donné par le systeme différentiel suivant :

A A P

o= (o= P s CERE  T o - T

Hy = P H;IHZ —o1Hy — {/ﬁ + a _-f;l)TlH} 2 — ;f{]:;, s
b ()T |
S = (b2 - TQIG(ZP) B Poji:];H - SQJfIQ B {”2 = _Ie(zz)rzp 52~ 52% +oaly,

Iy = 525212 + 55252 - [/@ + d=0a)rsP _;)(22)7”2]3} Iy — o215,

H(0) >0, Hy(0)>0, Hy(0)>0 P(0)>0, S2(0)>0, I5(0)>0,
ou,
— Bi,1 = 1,2 représentent le taux de contact adéquat entre susceptibles et infectieux,
— 05,1 = 1,2 sont les taux de guérison des individus infectieux pour devenir susceptible,
— 0 représente le taux de contact infectieux entre les prédateurs susceptibles et les proies infectées,
— 0;,1=1,2 représentent la proportion des interactions affectant les naissances,

— b;, ni, 7 = 1,2 représentent respectivement les taux de natalité et de mortalité naturelle des proies et des
prédateurs,

— r; = b; — ;1 = 1,2 sont les taux de croissance intrinseque des proies et des prédateurs.
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f
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&‘ ﬂlHZ
H J
f2 s 17" fs
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5
" = .
0Ho \
fo P fio

FIGURE 4.2 — Diagramme d’interaction du modele proie-prédateur lorsque la maladie se propage dans les deux espéces.

oules f;, i=1,...,11 sont données par :
f1=T1H<1—IIg1>7 f2=%, f3=b1—r1f(711H7 f4=f6=%,
fsiipﬁ_liH, f7:f8:/l1+7(17;)(11)r1H,f9:f10:lt2+7(17[9(22)r2p,
fll—r2P<1;;>.
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Comme H = Hy + Hs et P = Sy + I, le modele (4.2) peut étre réécrit sous la forme suivante :

. I H kP
no- _7«1<1K1>P+k2H}H,
. [ (H— Hg) |: (1 - Hl)rlH} k‘lp :|
o o= |p - o,
2 _ﬂ1 7 o1 — [+ e PiaH | (43)
. I P wH
P = _r2<1_f(2>+P+k‘2H:|P7
. P — 1)1 P — I7)H: 1—05)rsP
I, = 52( P2)2+5( PZ) Q{ﬂer( [(22)2 ]120212,

H(0) >0, H2(0)>0,P(0)>0, I(0) > 0.

4.3 Analyse mathématique des modeles

4.3.1 Analyse du modele écologique

Nous nous intéressons a ’analyse mathématique du modele écologique, incluant ’étude de la stabilité et
de la bifurcation de Hopf du systéme (4.1). Nous écrivons sous forme vectorielle le modele (4.1) de la maniére
suivante :

X(t) = F(X(t)),
ot X(t) = (H(t),P(t))T et F est définie sur R? par :

H kiHP
T1<1—)H L

Fi\(H,P) K, P+ koH
F(X) = =
P HP
Ry " (1_K)P+Pw+kH
2 2

Les résultats préliminaires dans cette partie concernent essentiellement 1’existence, la positivité, le bornage et
la persistance uniforme des solutions du systéme (4.1).
4.3.1.1 Existence, positivité, bornage et persistance uniforme des solutions

D’un point de vue biologique, il est important de montrer 1’existence, la positivité et le caractere borné des
solutions du systeme (4.1). Considérons ’ensemble défini par :

D:={(H,P)eR}/0<H<K;,0<P<K}, (4.4)
ou
K.=FK,(1+ -2 (4.5)
c — 2 Tgk‘g . .

Proposition 4.3.1. Pour toute condition initiale X (0) € D, le systéme (4.1) admet une unique solution globale
(H(t), P(t)) définie dans Uintervalle [0, Tynas[. De plus Uensemble D est positivement invariant et absorbant
pour le systéme (4.1).

Démonstration. En effet, le théoreme de Cauchy-Lipschitz [52, Chapitre V, Section 3] assure l'existence et
l'unicité de la solution locale du systéme (4.1) sur [0, T4, [ compte tenu de la régularité des fonctions impliquées
dans le modele. La preuve de la positivité invariance est similaire a celle de la Proposition 3.3.1.

Montrons maintenant que 1’ensemble D absorbant. En effet, considérons I'inégalité différentielle déduite de
la premiere équation du systéme (4.1) et donnée par

dH H

— < 1-—— ) H.
at = ( K1>

En utilisant le principe de comparaison [32, Théoréme 7, p.29], on en déduit que

lim sup H(t) < K;.

t——+oo
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Considérant la deuxieme équation du systeéme (4.1) on a
dpP P wHP
& (1o Py
dt ”( KJ P T hH

Pour tout
pspWH W
T P4 koH ky

Ainsi, on obtient 'inégalité différentielle suivante,

dP P w
— < 1— — — | P, t>1T. 4.
dt — (7’2( KQ) + k‘2> , Viz ( 6)

D’apres le principe de comparaison [32, Théoreme 7, p.29], on en déduit également que

}ingr sup(P(t)) < K., ou la valeur de K, est définie en (4.5). (4.7
—+00
Nous concluons que ’ensemble D est positivement invariant et absorbant pour le systeme (4.1). O

Pour ’étude du systéme (4.1), nous allons nous restreindre a la region écologique D. Maintenant, nous
sommes en mesure de montrer la persistance uniforme du systéme. En effet, la persistance uniforme assure la
survie & long terme de toutes les populations (proies et prédateurs) [135].

Théoréme 4.3.1. Le systéme (4.1) est uniformément persistant si r1 > ky.
Démonstration. En effet, pour tout H >0et P >0on a:
BoH>0 —> PAkH>P

— 7P <1
P+kH — 7

D’apres la premiere équation du systéme (4.1) on a,

dH H
> 1—— )H-kH
dt —71( KJ !

v

1 K,
EH |:(T1 — kl); — H:|

Par suite )
liminf H(t) = K3 <1 - 1) lorsque 71 > k1.

t—+oco 1

HP
Pour tout H >0et P> 0,0n a PLL_]'_W > 0. D’apres la deuxiéme équation du systeme (4.1), on a
2

di I T2 .
> — — .
7 72P (1 2) = 2P (KQ P) — thm inf P(t) = K2

Par conséquent, le systeme (4.1) est uniformément persistant. O

4.3.1.2  Analyse de la stabilité des équilibres triviaux

Le systeme (4.1) admet trois points d’équilibre biologiquement significatifs. Les équilibres triviaux du systéeme
(4.1) sont donnés par la proposition suivante :

Proposition 4.3.2. Le systéme (4.1) admet deuzx points d’équilibre triviauz Ey = (K1,0) et Ey = (0, K3).
Démonstration. Tout point d’équilibre vérifie le systeme d’équations :

H kiHP
T1 (1)HWF1(H7P)O7

(4.8)

J2 WHP
-2 \py Y8 pgpy—o.
”( ) Y p e - D)
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(1) On a F1(K7,0) = F5(K1,0) = 0. Ainsi, E; = (K1,0) est un point d’équilibre trivial.

(#4) De fagon similaire, on a aussi F (0, K3) = F5 (0, K3) = 0. Par suite, Fy = (0, K3) est un point d’équilibre
du systeme (4.1).
O

Proposition 4.3.3.

(1) L’équilibre E; est toujours instable,

(i) L’équilibre Ey est localement asymptotiquement stable si et seulement si T < ki et instable si rq > k.
Démonstration. En effet, la stabilité locale du systéme (4.1) est obtenue en linéarisant le systéme (4.1) au

voisinage des points d’équilibres F;, i = 1, 2. La matrice jacobienne du systéme (4.1) est donnée pour tout point
X #(0,0) par :

. (1_2H>  kP?  kikoH?
Jx) = | N K (PrkH) (P + ks H)?
wP? 2P who H?
Wit L S L
(P + ko H)? 2 K, (P + koH)?

(1) Au point d’équilibre E1, la matrice jacobienne associée est :

k1
—r M
J(Ey) = kzw
O -
ro + s
Les valeurs propres sont Ay = —r; <0 et Ay =19 + kﬁ > 0. Par suite E; est instable.
2

(it) La matrice jacobienne du systéme (4.1) évaluée au point d’équilibre Es est donnée par :

J(Ey) = <r1k1 0 )

w —7T9
Les valeurs propres associées sont \;y = ry — k1 et Ao = —ro. Si 7y < kq, alors A\ < 0 et donc Ey est
localement asymptotiquement stable. Si vy > kq, alors Ay > 0 et par suite F5 est instable.
O
4.3.1.3 Existence et stabilité locale de I’équilibre de coexistence
Le théoreme suivant assure ’existence de I’équilibre de coexistence du systéme (4.1). Désignons par

k1
Ki=K;|1—— lorsque 71 > k1, (4.9)

1

et la valeur de K, donnée en (4.5).

Théoréme 4.3.2.

(1) Siry > k1 et koK1 > Ko, alors le systéme (4.1) admet un unique point d’équilibre de coexistence E5 =
(H*, P*) dans | Kq, K1 x | K2, K|

(#1) Si koK1 < Ko, alors le systéme (4.1) n’admet pas d’équilibre de coexistence.

Démonstration. En effet, tout équilibre de coexistence E5 = (H*, P*) s’obtient en résolvant le systéme suivant :

(1o H kP
! K, P* + koH*

r2(1 P )+°”H_o, VH*, P* > 0.

(4.10)

T Ky) TPt hkoH

De la deuxiéme équation du systeéme (4.10) on a

wH* p*
e (|
P+ ko H* K,

P - K
2
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Apres calculs, on obtient finalement

rokso w ro P*
SR Ky (1 — )| = P —K
Ky [ 2( +T2k2)] Ko ( 2)
o P*(Ky—P )w
ko (P*Kg <1+>>
roks
P*(Ky — P*)
= = P*
ke (P* — K.) AP

Par ailleurs, on sait que

wP*>0 & wP"+wkoH" > wkoH™
= P*+k2H*>k‘2H*

Pt ey H*
o M
o o
e 1

B —— —.
P+l kg

De la deuxiéme équation du systeme (4.10), on obtient que

(1 P wH P e
2 K, P* 4 koH* 2 K, ko

P*
Supposons que r [ 1 — + el < 0. Ainsi, on a
K, ko
pP* w
12 _x

" ( K2> T ke

Py
Ky — roks

b
v

Ce qui est absurde. Donc nécessairement,

P* < K..
De la premiere équation de (4.10) on obtient que
P riko(Ky — H)H*  ke(Ky — H*)H”
k1K1 —rm Ky +ri H* H K, (1_161)
™1
feo(Ky — H*)H*

= ————72 = fp(H") ou la valeur K est donnée en (4.9).

H* — Ky

On sait que
koH* >0 = P*+koH* > P*

ainsi

P*
— <1
P*+ koH* —
Par suite
H* klp* H* Tl(KlfH*)flel
11— =) -=—> 1-— -k =k
“( K1> P*+k2H*—”< Kl) ! 1( T K
Supposons que
ky ri(K; — H*) — k1 K, >0— H* <K, 1_@ .
k1K, T1

Ce qui est absurde, donc nécessairement,
H" > K.

K, (1 + w) = K. ou la valeur de K, est définie en (4.5).

).

48 A. Savadogo, UNB/SU



4.3. ANALYSE MATHEMATIQUE DES MODELES Chapitre 4

Considérons la fonction f définie par

P(K, — P) T

ks (P — K.) f1(P)
f:(H P)— =
ko(Ky — H)H J2(H)
H- Ky

Puisque E3 est 1'équilibre de coexistence du systeme (4.1), on a

P*(K, — P*) '

%o (P* — K,) f1(PF) N\ H* \'
F(H", P*) = = =
ko(K, — H*)H* fo(H) P*
H* — K,

Par suite, f admet un point fixe E5 = (H*, P*) lorsque 71 > k.
— Siry > kq alors K4 > 0. On pose

h(H*) = fro fo(H*) — H* sur |Kg4, K| (4.11)

On a :
P*(Ky — P7)

P+ - K,
(P* — K.+ K.)(K, — P?)

P —K,

K (K> — P¥)
P*— K.
K27K(17(P*7KC)

kaf1(P*) =

= K2_P*+

= K,—P"+K,

KC(K2 - Kc)

= Ky—-K,—P*
2 TPk

La fonction P* +— ko f1(P*) est dérivable sur | Ko, K.[. Pour tout P* € |Ks, K[, on a

K (K, — K>) 2K (K. — K>)
kofi(P*) = —14+ -5 =2 ot kof/(PF)=-—""F—< — =2
Qfl( ) + (P*—KC)2 € 2f1( ) (P*_KC)3
Puisque K. — Ky > 0 et P* < K., ainsi
2K (K, — K»)
kofl/(P*) = -5 = 5 0,V P* €Ky, K,.|.
Qfl( ) (P*_KC)B >0, 6] 25 [
De la convexité de ko f1 sur |Ko, K [, on a
B f(P) > ko fl(Ky) = —1+ o
2J1 = h2Jq 2 KC_K2
K,
- m > 0.
De plus, fi(K2) =0, lim fi(P*) = +oc0. Donc sur |Ks, K.[, f1 est positive, strictement croissante et
P K
convexe. kﬁK g
Considérons fo(H*) = % Ona:
1 (Ky — H*)H*
Zf(H) = T )
k‘QfZ( ) H* — Ky
_ (Kl—Kd—(H*—Kd))(H*—Kd+Kd)
H* — K4
(K1 — Kq)Kq .
= Ki—-Kg+-——"+2——(H"—-Ky) — Kg.
1 T X, ( d) d
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1
Pour tout H* € |Ky4, K1[, la fonction H* k—fg(H*) est dérivable et on a :
2

1, Kq(Kq— Ky)
—f(H )= —————-"-1<0 K; < K.
oo fo(H™) (H — K, car Ky 1
Par suite, fo est strictement décroissante sur | Ky, K1[. De plus, f} est concave sur |Kq, K[ avec fo(K7) =
0, lim  fo(H™) = +o0.
H*—>K}

Par conséquent, il existe un unique point d’intersection (H*, P*) entre fo L et f1, qui est un point fixe,
unique.

Siry =k alors Ky =0 et donc fo(H*) = ko( K71 — H*) sur ]0, K1[. On consideére alors

koK, — P

f{l : ]ka’?Kl[_)]O’Kl[ par f{l(P*) ko

Si ko Ky > Ko, alors fy ' (K3) > 0. Ainsi, il existe un unique point d’intersection (H*, P*) entre fy ' et fi.
Par suite, le systéme (4.1) admet un unique point d’équilibre de coexistence E3, donc (4).

Si koK1 < K, alors les courbes f5 1 et f1 ne se coupent pas. Par conséquent, le systéme (4.1) n’admet
pas d’équilibre de coexistence, donc (7).

O

Le théoréme suivant donne la stabilité locale de I’équilibre de coexistence E5 = (H*, P*).

Théoreme 4.3.3. Si les conditions (i) du Théoréme 4.3.2 sont vérifieés et si de plus la condition suivante est
satisfaite

r1 > ki, (4.12)

alors 'équilibre de coexistence Es = (H*, P*) est localement asymptotiquement stable.

Démonstration. En effet, le systéme (4.1) linéarisé au voisinage du point d’équilibre E3 est donné par la matrice
jacobienne suivante :

ou

J(E;) = (aﬁ aTz) 7

* *
az; Qg2

oo (12 k1 (P*)2 o kyko(H*)2
no= K, (P*+ ko H*)2" 127 (P + kyH*)?'
w(P*)? 2P* whko(H*)?
GAg1 (P* T kgH*)z’ Qoo = T2 ( i, > + (P* n sz*)Q

En examinant le deuxiéme terme aj;, on observe que

k(P kikHP* kP
(P* + kaH*)2 ~ (P* + koH*)2  P* + koH*'

Ainsi, nous pouvons réécrire aj; sous la forme :

a* - 1— E _ klP* kleH*P* _ TIH* (4 13)
ne K1) Pr+kyH* ' (P*+kH*)? K '
En utilisant les rélations d’équilibre données par le systeme (4.10), on a :
. leQ(Kl—H*)H*
a k1K, + Tl(Kl — H*)'
De plus,
k1k3(K, — H*)(H*)? kiko K1 H*
fey kg H* P = 1 2 (K4 JHD)™ o pr + ko H* = LA (4.14)

k1Ky +ri(H* — Ky) ki Ky +ri(H* - Ky)

En injectant les termes de (4.14) dans (4.13) et en simplifiant, on obtient :

Tl(Tl(H*)2 + 2K1(/€1 — 7"1)H* —+ (7’1 — kl)K%)
ko 2

ko
ap = —

50 A. Savadogo, UNB/SU



4.3. ANALYSE MATHEMATIQUE DES MODELES

Chapitre 4

Soit A = —4ky K?(r1 — k1) le discriminant de 'équation quadratique
ri(H*)? 4+ 2K (ky — r1)H* + (ry — k1) K7
Siry > k1 alors A <0 ce qui implique que
r(H*)? + 2K (ky —r)H* 4 (r, — k1) K2 > 0.

Par conséquent, aj; < 0.
En ce qui concerne a3,, nous avons :

* J—
Aoy = T2

_2p who(H*)?
(P* +k2H*)2

En exploitant les relations d’équilibre dans (4.10), on obtient :

(
(

P wH
Ky)  P*+koH*
Il en résulte que

. wH*P* roP* <0
Qg2 = (P* + ko H*)? Ko :

Le polynodme caractéristique associé est :

ou

By = tr(J(E3)) = aj; +as,
By = det(J(E3)) = aj;a35 — aj»a3,;.

Ky | (P*+ koH*)2'

Siry > ki, alors on a tr(J(E3)) < 0 et det(J(E3)) > 0. D’apres le critere de Routh-Hurwitz, nous concluons

que Ej3 est localement asymptotiquement stable.

4.3.1.4 Etude de l’attractivité globale de I’équilibre de coexistence

O

Théoréme 4.3.4. Si les conditions (i) du Théoréme 4.3.2 sont satisfaites et si de plus

<w
T S —
ko’

(4.15)

alors 1équilibre de coexistence E3 = (H*, P*) est globalement attractif pour le systéme (4.1) & Uintérieur de D.

Démonstration. En effet, il suffit de montrer qu’il n’y a pas de cycle limite & I'intérieur de D. Désignons par :

Gy(H,P)=r (1 H)H MHD

K P+ kyH’
P WwHP
HP)=r(1—-—|P+ """
G2 (H, P) T2< K2> P H
et P+ koH
H(H,P)=-—""2""  H>0,P>0.
1(H, P) WHD? >0, P >

Le calcul de (G1H1)(H, P) et (GoH;)(H, P) donne respectivement :

G\H\(H,P) =1, <1 H) (PthoH) 1

K, kP2  pP?

et

G’ng(H,P)_rg(l P)(P”“?H) el

K

kiHP kP’
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En calculant les dérivées partielles de Gy H; et GoHy par rapport a H et P respectivement, on obtient :

B(GlHl) . r1ks _ E _ 7"1(P+ k2H>
OH - kP2 K kK, P2
8(G2H1) - 77"2(P+]€2H) . 7"2]{32 1— i B w
or ki KoHP kP2 Ky) F P2
Par suite
. _KQH*(erkQH* + Kl(k'g(rg — Tl) + w) + 7“1P*) — TQKl(P*)2
Hy) = .
div(GHy) ki K1 Ky H™ (P2
Si la condition (4.15) est satisfaite, alors
) _ 0(GiHy) | 0(G2Hy) .
div(GH;) = B)i + ap < 0, pourtout (H,P)eD.

Ainsi, en vertu du critéere de Dulac [86, Théoréme 3.3 ], le systéme (4.1) n’admet pas d’orbite périodique &

lintérieur de D et donc E3 = (H*, P*) est globalement attractif pour le systeme (4.1). O
Dans ce qui suit, nous allons procéder a I’étude des conditions nécessaires d’apparition de la bifurcation de

Hopf.

4.3.1.5 Analyse de la bifurcation de Hopf au point d’équilibre de coexistence

Nous considérons le taux de prédation k; comme parametre de bifurcation. Les conditions nécessaires et
suffisantes d’apparition de la bifurcation de Hopf au seuil k; = k1. sont données dans [134, Théoreme 20.2.3, p.
384] :

(C1) :  Ba(kie) >0, (4.16)
(C2) :+ Bi(kic) =0, (4.17)
dB;(k
(C5) :  Re { i 1)} £0, (4.18)
dky ki=kic
(Ca) = Bi(k1) <4Ba(kr), (4.19)
ol
B(kl) = —kQTl(Tl(H*)Z—FZKl(kl—Tl)H*+(T1—kl)K%)—FTl(klkgKf—FH*)—7‘1K12(1+2]€11€2H*)7
B(k1)
Bi(k) = s,
(k) kiko K2
—Tl(Tl(H*)z + 2K1(/€1 - Tl)H* + (7"1 - kl)Klz) [(kleK% + H*) — Kl(]. + lekgH*)]
Ba(k) = ko KT
1hadg
+ (k‘lKl — Tl(Kl — H*))Q(erl(Kl — H*)(k/‘lKl — Tl(Kl — H*)))
(k1koK1)3H*
_ —(Tl(Tl(H*)2+2K1(1€1—7"1)H*+(7’1—kl)Klz)
k1ko K2
k%k%rl(k1k2K2 + IT[*)I‘I”< —+ 6K12(k1K1 — 7"1(K1 — H*)) — 7"1K1k2(k1]€2)2(1 + lekgH*)
(k1k2K1)2H* ’

et J(F3) la matrice jacobienne du systéme (4.1) évaluée au point d’équilibre Ej.

Théoréme 4.3.5. Si les conditions (i) du Théoréme 4.3.2 sont vérifides et si de plus les conditions (C1) — (Cy)
sont satisfaites, alors une bifurcation de Hopf se produit a la valeur seuil k1 = k..

Démonstration. En effet, le polynéme caractéristique associé a la matrice jacobienne J(Es5) du systeme (4.1) au
point d’équilibre E3 est donné par :

P(X) = X? - By(k1)X + Ba(ky).
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La matrice J(F3) a deux valeurs propres imaginaires pures si et seulement si By(k1) = 0, B2(k1) > 0 pour
k1 = kic.
Maintenant, vérifions la condition de transversalité. La dérivée de By (k1) par rapport & k; donne

d(B(k1)) 2 2 d(B(k1) 2
———2 k1.ko K7 — ko K7 B(k1, ki1cko K
(dB1(k1)> _dky 21(1): dky
dkq Ky =k, (k1cko K?)2 (k1ckoK2)2 7
car B(k1.) = 0. Par ailleurs on a :
d(B(k‘l) . 2T1k2((1+H*)K1 —1)
dk; B k1ko Ky
+ 27"1]{12(]:(17H*)72k1k'2K1(7’1+K1)+1 dH*
r
! klk‘gKlQ dkl
. . dH*
Si H* est indépendant de ky alors I =0 et donc
1
dkv )y —k,. kicko Ky '
Si H* dépend de k; alors
<dB(k'1)) o 21"1]{52((14’[{*)[(171)
dkl k1 =k1e klckQKl
2r1ko (K1 — H*) — 2k ko K K 1\ dH*
v r1ka (K ) 1 22 10+ K7) + 40,
k1cke K5 dkq

Ainsi, les conditions de transversalité sont vérifiées. Par conséquent, une bifurcation de Hopf se produit lorsque
k1 = kic. O

4.3.2 Analyse du modéele éco-épidémiologique

Considérons les seuils suivants :

b1

— Ro1 = représente le seuil qui détermine 'existence de I'équilibres Fs.
M1 +0’1+7"1(1—91)

— Roz2 = iz est le seuil qui détermine 'existence de 1’équilibre Ej et la stabilité de ’équilibres Fs.
M2 T 02

— Ro3 = il est le seuil qui détermine 'existence et la stabilité de 1’équilibre Ej5.
H1 T 01

4.3.2.1 Existence des équilibres triviaux

Les points d’équilibre du systéme (4.3) sont donnés dans la proposition suivante :

Proposition 4.3.4. Le systéme (4.3) admet des points d’équilibre triviauz qui sont :

(1) Er = (K1,0,0,0).
1

(Z’L) Ey = <K1,K1 <1 — ) ,0,0) st Ro1 > 1.
Ro1

(i91) B3 = (H*,0,P*,0) si les conditions (i) du Théoréme 4.53.2 sont satisfaites.
(iv) By = (H*,0,P*,I5*) si Roz > 1 et lorsque les conditions (i) du Théoréme (4.3.2) sont vérifiées avec

1 (1 —92)7“213*}
I3* = P* l1—- — )+ —.
? K Roz) Ba Ko
(v) Es = (0,0, K>,0).

(vi) Eg = (0,0, P*,I5*) si Roz > 1 et lorsque les conditions (i) du Théoréme (4.3.2) sont satisfaites.
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Démonstration. En effet, tout point d’équilibre du systéme (4.3) est solution de :

[ H kP
- )57l ¥ — F(H Hy PL) =
.T1< Kl) P+k2H:| 1( y 112, ;2) 0
[ (H — ) (1—6)r H ky P
g 9t - = Fy(H, Hy, P 1) =
_51 H o1 — |m+ e P h(H, Ha, P, I5) =0, 120)
[ P wH
-+ 5 77T — Fy(H Hy. P.L,)=0
.Ir2< K2>+P+k2H:| 3( , 112, ;2) 5
P —I,)I P—I,)H 1— 0.7 P
ﬂz( p2)2+5( p2> 2‘{/‘2“;)%]12—0212 = Fy(H,H,, P, I,) =0.
2

(i) SiH#0,Hy =0,P = 0,1, =0 et en exploitant Fy(H, Ha, P,I5) = 0, on obtient ) = (K, 0,0,0).
(#4) Si H # 0,Hs # 0,P = 0,1 = 0 on obtient H = K; en utilisant Fy(H, Hs, P,I3) = 0. En exploitant
FQ(H,HQ,P,IQ) =0ona:
H
[31 (1]{?) 7#170’17(1791)7‘1 :0
Par suite,

@_ul—i—al—i—rl(l—&)_ 1

Hg)
1—— | = +o1+r(1-60;) = 1-— —_—
51( M1 1 1( 1) K, 5 Ror

Ky
Par suite, on obtient
1
Hy = K4 (1—) >0 si Rgp > 1.
Ro1
1

D’ou Ey = <K1,K1 <1 — ) ,0,0) existe si ROl > 1.
Ro

(#i1) Si H #0,Hs =0, P # 0,15 = 0, alors on obtient F3 = (H*,0, P*,0).
(iv) Si H#0,Hy =0,P #0,15 # 0, et en utilisant Fy(H, Hy, P,I5) =0, on a :

P* — IX* 1-6 P*
Fy(H,Hy,P,I5) =0 = ﬁ2g— M2+& — o0y =0,
P* K
fos (1= Oa)ra P*
— 1-2 ) = . Y20
B2 ( P*) po + o2 e
(1 B 1;*) _ pptos (LGPt
P B2 B2 K>
- i_(l_HZ)TZP*
Ro2 oKy

Dow I3* = P* |1 1> (1 _BGQI)(TQP
2122

= ] > 0 si Roz > 1. Par suite, on obtient £y = (H*,0, P* I3*) si
02

Roz > 1 et les conditions (i) du Théoreme (4.3.2) sont vérifiées.

(v) SiH=0,Hy=0,P #0,1o =0 et en utilisant F3(H, Hy, P, I5) = 0, alors on obtient E5 = (0,0, K5,0).

(vi) Si H=0,Hy=0,P # 0,15 # 0 et en utilisant Fy(H, Hs, P, Is) = 0, alors on obtient
E¢ = (0,0, P*,I3*) si Ro2 > 1 et lorsque les conditions (i) du Théoréme (4.3.2) sont satisfaites. O

4.3.2.2 Existence et stabilité de I’équilibre de coexistence Fj

La proposition suivante assure 'existence de 1’équilibre de coexistence Fg.
Proposition 4.3.5. Si les conditions (i) du Théoréme 4.3.2 sont satisfaites et si de plus
_ 1) _ kK
Ros ) r1(K1 — 0, H*)
alors le systéme (4.22) admet un unique équilibre de coexistence

1 ry (0,H* )]
E7 = H*aH*7P*7I* ov H; = 1—— ) +— -1 H*
T ’ ) ? [( ROS) B ( K

Roz >1 et <1 > 1

et I5 est l'unique racine positive de l’équation

P 1\ (1—0)raP*  6H; §H; P*
B2 & Ro2 K, P B2 (21
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Démonstration. En effet, tout équilibre de coexistence est solution du systeéme (4.22),

:7"1 (1—;?1) —P_’?LI} H = F\(H,Hy,P,I,) =0
_ﬁlw -0y — [m + (1= el)rlH] __RuP ] 2 = [y(H,Hy, P 15) =0,
L H K, P+ kH (4.22)
:rz (1 - ;;) + Pﬁ;{} P — By(H,Hy, P,I) = 0,
5L _;2)12 pits _Jf)HQ - {,uz + (1_;?2)7”2]3] I, — o3Iy, = Fy(H, Hy, P Io)=0.

De Fy\(H*,H;,P*,I3) = 0 et F3(H*,H;, P*,I5) = 0 nous obtenons respectivement les valeurs de H* et P*
d’apres le Théoreme 4.3.2.
De Fy(H* Hj, P*,I5) =0 on a

(H*—H;) _ (1—01)T1H* klp*
B1 T = o1+ |m+ e Pt gl
H; (1—6)rH H*
1-— 2 = - 1—
B ( H*) o1+ p1+ K + 71 il
_He W_“(91H*_1>
H* B1 B\ K

S T B iy LA -
= Kl Ro3>+51< K lﬂH

1 K
Ainsi, H} > 0 si <1 > (511 >1 et Roz> 1.
T

" Ros K, — 6, H")
En utilisant legalité Fy(H*, Hy, P*,15) = 0 et en développant, on obtient I’équation du second degré en Ij
donné par :
(IS)Q 1 (1 - eg)TQP* 6H§k
— 1—— ) - - I+ 0H; =0. 4.23
B2 o + (B2 R s P | 12 + 0L, (4.23)
Par suite, Eg = (H*, Hy, P*,I3). O

Le théoreme suivant assure la stabilité locale de 1’équilibre E7 :
Théoréme 4.3.6. L’équilibre de coexistence Fg est localement asymptotiquement stable si
r1 2> k. (4.24)
Démonstration. La matrice jacobienne du systéeme (4.3) s’écrit :

Cn 0 Ciz O
Co1 Cap Coz O

J(H,Hy, P, I5) =
(H, Hy, P, I2) C31 0 Cs3 Cua |’
0 Ca Cu3 Cu
e (y2EN k(PR kka(HY)
= K, (P* + ko H*)2" "127 (P4 koH*)?'
g = (1o 2ET)  whe(T)
T (PrkHN) 2T Ky ) " (P + ko H)?
o,
2H k1 P? ki1ko H?
Ci = l—-— ) -—-——, C12=0,C13=—-——— . C14u=0
11 Tl( Kl) (P+k2H)2’ 12 9 13 (P+k2H)2, 14 9
H22 (1 — 91)T‘1H2 k‘leHQP
Co1 = P75 — 5
H K (P+koH)
2H2 (1 — 91)7‘1H k’lp kleHHQ
Coy = j [pp—— - Co3 = ——
22 51( H) <‘“+"1+ e PihoH "2 7 (Pt kpH)?
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wP? 2P wko H?
24 ; @31 (P+ kZH)Qa 32 » 33 T2 ( KQ) (P+ k2H)25
_ _ o 6(P — IQ) o 62[22 + 5[2H2 (1 — 92)7‘2[2
C34=0,C1n =0, Ca2 = — 5 Cuz = P2 X, ,
—28515 — 6 H- 1-6 P
C44=M+52— M2+U2+( 2)r2 )
P K,

En effet, le linéarisé tangent du systeme (4.3) au voisinage de 1’équilibre de coexistence est donné par :

Py 0 Fy 0
0 b3 0 0
J(Er) = H :
3 0 F3, 0
0 Ep Fi gy
ol
7‘1(7“1(H*)2 + 2K1(k1 — Tl)H* -+ (7“1 — kl)K%) kle(H*)2
F=— Ffo=0F3=———"—— F) =0,
11 k1K12 ’ 12 13 (P* T ]{;QH*)Q 14
(H3)?  (1—0y)riH; k1koH5 P* B1H3 k1koH*H3
Fr = — o= P12 e B2l Ao
51 = P2 H2 K, + (P* + k2H*)2’ 22 H* 23 (P* + kgH*)z’
F2*4 = Oa
w(P*)? wH*P* roP*
Fi,=—"""—= F,=0, Fj;=— — F; =0
31 (P* +k2H*)27 32 » £33 (P* +I{?2H*>2 K2 » 434 )
. L _ 0P -I3) ., Ba(I3)?+OI3H  (1—2)r2d5 Paly — 0H;
F41 =0, F42 = Ta F43 = (Pg)* - Ky ) F44 = P+ - o
Le polynéme caractéristique est donné par :
P(A) = (Fiy = A) (Fsy = A) (A% = (Ffy + Fs)M + iy B3y — 3 Fpy).
Ainsi, les valeurs propres de J(F5) sont
Paly | OH3 B1H;
M =Ff=— Ao = — .
1 44 ( T 0, A2 o < 0
D’apres la relation (4.12), on a
Ff\+F5<0 et Ff\Fy5— F3,F5>0.
Par conséquent, les racines de I’équation
N — (FYy + Fi)A + (F Fy — F51Fi) = 0
sont a parties réelles strictement négatives. Par suite, Fg est localement asymptotiquement stable. O

Le théoreme suivant assure la stabilité globale de 1’équilibre de coexistence Ejg.

Théoréme 4.3.7. Si les conditions (i) du Théoréme 4.3.2 sont satisfaites, et si de plus Roz > 1, Ro2 < 1 et
la condition (4.15) du Théoréme 4.5.4 sont vérifiées, alors l’équilibre de coexistence Er = (H*, Hy, P*, 1) est
globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. En effet, d’aprés la condition (4.15) du Théoréme 4.3.4, nous avons montré que

lim (H(t), P(t)) = (H*, P*) = E3,V (H(0), P(0)) € D.

t——+oo

Ainsi, pour prouver la stabilité globale du point d’équilibre Eg = (H*, H3, P*, I), nous allons montrer que

lim (Hy(t), I2(t)) = (H3, I3).-

t——+oo
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Considérons le sous-systéme du systeme (4.3) donnée par :
. (H - Hg) (1 - 01)7‘1H klp
Hy = A A — _ H.
2 Y M L PthoH| >
(4.25)
. (P*IQ)IQ (P*IQ)HQ (1 792)7’2P
I — — —= = | I, — o5l
2 Ba Iz +6 Iz pe + e 9 — 0213,

en vertu de la théorie des systémes dynamiques asymptotiquement autonomes [144], introduisons (H*, P*) dans

le systeme (4.25), nous obtenons le systeme différentiel suivant :

L (H* — Hy) (1—=61)r1H* k1 P*
Hy = B T o1 — [+ K P 1l Hs,
. - (P* — IQ)IQ (P* — IQ)HS (1 — HQ)TQP*
Ir, = ps - +9 ok o + s Iy — o91s.

Compte tenu du fait que E5 = (H*, P*) est ’équilibre de coexistence du systéme (4.1), on a

k, P* LB
—_——— =T — .
P* 4+ ko H* ! K,

Tout d’abord considérons la premieére équation du systéme (4.26) :

: (H* — H,) (1—0y)r H* ko P*
H = -_— — —
2 ['B LT L Pt koH* | 2
H? 1—6,)rH* H
= _ﬁlH*2 +[51—U1—M1—( ;731—7”1 <1— F,lﬂ Hy

e | (- a) 5 ()
- + 1— — ) +2L 1) | H,,
o A Ro3 B1 \ Ki 2
ﬂng BlHQHQ* 1 T1 91H* Hék
- - — )+ 1) =22
H* + o Ros * B\ Ki H*

Nous obtenons ainsi une équation différentielle de type Bernoulli définie par :

Hy = aH? + bH,,

olt
H*
a:—%<0 et bzﬂll%2 >0 car Roz > 1.
En résolvant 1'équation différentielle (4.27) on obtient
1
Hy(t) = ——, pourtout t>0, keR.
ke—bt — g

On en déduit que

. b 1 T1 91H*
1 Hy(t)=—=H"|[1— — — —1)| =H;.
t1~I>n+oo 2( ) a |:( R03> + 61 < Kl ):| 2

Montrons & présent que I5(t) converge vers I5. En effet, on a

: (P* — I5)I, (P* —Io)Hj (1 —63)raP”
2 B2 P + P po + e 2 — 021>,
12 ILH; 1—603)ro P*
= paolz— 52*132* +0H; — 6 QP*Z - [MQ + (L= BaJraP” I?Z 2 } Iy — o215,
2 1 (1— 0)roP*  GH3T
_ 11—~ ) _ 12 4 6H:.
BQP*+{ﬁ2< Roz) Ky pe |2 T ot

On obtient ainsi une équation différentielle de Riccati de la forme

jz = G,1I22 + b1]2 + ¢,

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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ou

<0siRp2<1 et c=0dH]. (4.29)

]ﬁ;* by = B (1 _ 1) ~ (I—6)roP* JHj

-2 9
a“ Roo K P

On remarque que I3 est une solution particuliere stationnaire de 1’équation (4.28) (voir I’équation (4.23)). En
effet, posons Ir = I5 4 z et en remplagant dans 1’équation (4.28) on trouve

2 =a12% 4+ (2a1 15 +by)z (4.30)

qui est une équation différentielle de Bernoulli. Puisqu’on cherche les solutions qui ne s’annulent pas, on pose

1
w=—.
z

L’équation (4.30) devient alors
U)/ = —(2(11.[5k + bl)w - bl. (431)
Les solutions de 1’équation (4.31) sont de la forme

by

w(t) = ke—(2a11;+bl)t _
( ) (2@1]; + bl)

,k € R*, pour tout ¢ > 0.

Par suite, on a :
1

ke—(2a1I3+b1)t _

Lt)=1+ pour tout ¢t > 0.

b1 ’
(2011]5 —+ bl)

On en déduit que
lim I(t) =1 car lim ke~ (Parlz+b)t — oo
t——+o00 t—+o00

puisque 2a1 15 +b; < 0 au vu de (4.29). On conclut que }5131 (Hy(t), I2(t)) = (Hj, I). Par conséquent, I’équilibre

FEg est globalement asymptotiquement. O
4.4 Simulations numériques

Cette section est consacrée a la simulation numérique de nos modeles en vu de soutenir nos résultats théo-
riques. L’objectif est de mettre en évidence l'effet de la prédation sur la dynamique de transmission d’une

maladie infectieuse dans une communauté de proies et de prédateurs. L’environnement de simulation choisi est
le logiciel MATLAB et nous utilisons les schémas numériques non-standards [109, 110].

4.4.1 Comportement de la dynamique du systeme proie-prédateur

Parametres Valeurs Références Dimensions
1 1.0009 estimé -
T 0.9000001 estimé -
K 250 [139, 141] -
Ko 50 [139, 141] -
k1 1.00089 estimé -
ko 0.00111594 estimé -
w 0.08010099 estimé -

TABLEAU 4.1 — Valeurs utilisées pour la simulation numérique du modele (4.1).

Nous nous intéressons ici a 'effet de la prédation sur la dynamique des proies et des prédateurs. Les valeurs
des parametres collectées a partir de différentes sources ou estimées sont consignées dans le Tableau 4.1 [139, 141].
Les Figures 4.3((a)—(b)—(c)) montrent I’évolution des deux especes sous différentes valeurs du taux de prédation.
La Figure 4.3(d) montre la coexistence des proies et des prédateurs. Ces résultats illustrent le Théoréme 4.3.4.
Cela signifie que les populations de proies et de prédateurs peuvent coexister a long terme malgré la prédation.
Si nous maintenons fixes les valeurs du Tableau 4.1 et faisons varier uniquement le taux de prédation a k; = 1.8,
on observe un début d’instabilité caractérisé par des d’oscillations illustrées, par les Figures 4.4((a) — (b) — (¢)).
La perte de stabilité de I’équilibre de coexistence Fs5 est également observée sur la Figure 4.4(d). Ceci confirme
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les résultats mathématiques établis dans le Théoreme 4.3.3. En augmentant la valeur du taux de prédation a
k1 = 1.89, nous observons une persistance de U'instabilité illustrée par les Figures 4.5((a) — (b) — (¢)). La Figure
4.5(d) montre lexistence d’un cycle limite résultant de la bifurcation de Hopf. Ceci est conforme aux résultats
mathématiques établis dans le Théoreme 4.3.5. Biologiquement, cela signifie que lorsque le taux de prédation
dépasse un certain seuil, il y a un risque que I'une au moins des deux especes disparaissent. A la lumiere de ces
observations, nous pouvons conclure que le taux de prédation est un parametre clé qui gouverne notre modele.

4.4.2 Dynamique du systeme éco-épidémiologique

Parametres Valeurs Références Dimensions
T 1.8 [141] -
T9 0.0123 estimé -
K, 350 estimé -
Ky 100 estimé -
k1 1.01 estimé -
ko 0.0221 estimé -
w 0.1 [139, 141] -
51 1.59 estimé -
B2 1.59 estimé -
o1 0.15  [139, 141] -
oo 0.15  [139, 141] -
01 0.89 estimé -
) 0.5 estimé -
1 0.05 estimé -
2 0.05 estimé -
6 0.05 estimé -

TABLEAU 4.2 — Valeurs des parametres utilisés pour la simulation numérique du systéme (4.3).

Ici, le taux de prédation k; est un parametre important pour rendre compte de la dynamique de transmission
de la maladie. En utilisant les valeurs des parameétres du Tableau 4.2, nous obtenons ainsi les Figures 4.6((a)—(f))
qui illustrent I’existence et la stabilité globale de I’équilibre de coexistence F5(200,49.62,20,4) du modele (4.3).
Ainsi, ces résultats indiquent que malgré la persistance de la maladie, les populations de proies et de prédateurs
peuvent coexister. Ces résultats numériques illustrent le Théoreme 4.3.7 concernant la persistance de 'infection.
Lorsque k1 = 1.1 on observe une variation quasi-périodique des effectifs des proies et des prédateurs illustrée
par la Figure 4.7(f) avec toujours une persistance de la maladie, Ro3 = 7.95 > 1. Cette périodicité induit une
stabilité locale du systéme (4.3) au point d’équilibre E,. Ce résultat confirme le Théoréme 4.3.6. Lorsque le
taux de prédation atteint la valeur critique k1 = k1. = 1.2 pour les valeurs de 51 = 2 = 1.89, nous observons
une persistance de la périodicité matérialisée par les Figures 4.8((b) — (d)). Ces figures illustrent ’apparition
d’un cycle limite issu de la bifurcation de Hopf avec une persistance de la maladie dans les deux especes. Au
regard de ces observations, nous pouvons conclure que le taux de prédation est un parametre clé qui favorise la
propagation de la maladie dans les populations des proies et des prédateurs.

Remarque 4.4.1. L’interprétation biologique de la bifurcation de Hopf est que les prédateurs coexistent avec
les proies, présentant ainsi un comportement périodique lorsque le seuil de prédation depasse un certain seuil
k1 > kic.
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FI1GURE 4.3 — Comportement de la dynamique du systéme proie-prédateur au voisinage du point d’équilibre de coexistence
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FIGURE 4.4 — La stabilité locale de I’équilibre de coexistence du systéme (4.1) correspondant & k; = 1.8.
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FIGURE 4.5 — L’existence d’un cycle limite du modele (4.1) correspondant & la valeur seuil k1. = 1.89.
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FIGURE 4.6 — Stabilité globale de I’équilibre de coexistence Eg du modele (4.3) avec persistence de la maladie correspon-
dant & ro = 0.0123, K7 = 350, K2 = 100, k1 = 1.01, k2 = 0.0221 donnant Ros = 7.45 > 1.
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FIGURE 4.7 — Stabilité locale de I’équilibre coexistence Eg du modele (4.3) correspondant a k1 = 1.1 avec Ros = 7.95 > 1.

63

A. Savadogo, UNB/SU



Chapitre 4

4.4. SIMULATIONS NUMERIQUES

600
500
400

£ 300

PO

10

(e) Trajectoire des proies et des prédateurs.

FIGURE 4.8 — Apparition de la bifurcation de Hopf du systéme (4.3) avec persistance de la maladie dans les deux
populations correspondant & k1 = 1.2 et Ro3z = 9.45 > 1.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons formulé et analysé mathématiquement un modele éco-

épidémiologique. L’étude du modele a été subdivisée en deux parties. Tout d’abord, nous avons étudié le modele
proie-prédateur sans maladie, en veillant a ce qu’il soit mathématiquement et écologiquement bien posé. En
utilisant le théoreme de Poincaré-Bendixson, le critéere de Dulac et la théorie de la bifurcation de Hopf, nous
avons pu établir que les populations de proies et de prédateurs peuvent coexister ou fluctuer de maniere pério-
dique. Ensuite, nous nous sommes concentrés sur le modele proie-prédateur ou une maladie infectieuse affecte
les deux espéces. Une analyse mathématique approfondie a montré que le comportement global du systéme est
principalement influencé par le taux de prédation ki ainsi que par les parametres seuils Roo et Rpo3. Enfin,
des simulations numériques ont été réalisées pour illustrer nos résultats théoriques. Nous avons montré numéri-
quement que, pour k; € (1.01,1.2), les populations de proies et de prédateurs convergent vers un équilibre de
coexistence, avec persistance de la maladie dans les deux especes.

65 A. Savadogo, UNB/SU



Chapitre 5

Analyse mathématique de la
dynamique d’un modele
éco-épidémiologique de
poisson-plancton

W Sil’homme n’a pas le pouvoir de modeler
le monde d sa convenance, il a du moins
celui de tailler des verres qui [ui permettent
de le faire apparaitre comme il veut. M

Geory Christoph Lichtenbery.
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5.1 Introduction

La connaissance du régime alimentaire des especes marines est une étape essentielle pour comprendre les
diverses interactions entre les espéces vivant en milieu aquatique [27, 117, 156]. Les analyses des contenus
stomacaux des poissons ont révélé que la principale ressource alimentaire des poissons dans cet environnement
est le plancton. Ainsi, une étude approfondie des interactions des populations de poissons dans 1’écosysteme
marin ne peut faire abstraction de la connaissance des principales composantes du plancton.

Le plancton désigne un ensemble d’organismes microscopiques vivant dans les milieux aquatiques. Il se com-
pose de trois groupes principaux : le phytoplancton, le zooplancton et le plancton bactérien. Le phytoplancton
se divise en deux grandes catégories : le phytoplancton non toxique et le phytoplancton toxique, également
appelé phycotoxines [118]. Les phycotoxines, ou toxines d’algues, sont des substances toxiques produites par
certaines especes de phytoplancton. Elles peuvent étre nuisibles & la faune ou a la flore marines (on parle d’ich-
tyotoxines lorsqu’elles entrainent la mortalité des poissons) et peuvent également représenter un danger pour
les consommateurs de produits de la mer.

Par ailleurs, les virus jouent un réle important et complexe dans les communautés de phytoplancton, influen-
cant ainsi la dynamique des populations, la composition des communautés et le fonctionnement des écosystemes
marins. De nombreux chercheurs ont prouvé la présence de virus dans les communautés de phytoplanctons

66



5.2. FORMULATION MATHEMATIQUE DES MODELES Chapitre 5

[1, 61, 132]. Dans [61], les auteurs ont examiné la nature du virus marin et ses effets écologiques et biogéochi-
miques. Dans [1], il est montré que les maladies virales peuvent infecter les bactéries et le phytoplancton dans les
eaux cotieres. D’autre part, plusieurs chercheurs ont étudié les systeémes éco-épidémiologiques [1, 132, 158]. Dans
[132], les auteurs ont modélisé un systéme phytoplancton-zooplancton comme un systéme proie-prédateur avec
pour objectif d’étudier le role des maladies virales chez les especes planctoniques. L’espece proie (phytoplancton)
est infectée par une maladie virale qui divise la population de proies en classes susceptibles et infectées, les proies
infectées étant plus vulnérables & la prédation par le prédateur (zooplancton). Le comportement dynamique du
systeme est étudié du point de vue de la stabilité et de la persistance, a la fois analytiquement et numériquement.
Les auteurs ont montré que l'infection ne peut étre maintenue qu’au-dessus d’un seuil de force d’infection, et
qu’il existe une plage de taux d’infection ou ce systeme présente des oscillations stables de cycle limite de type
bloom. Le role des maladies virales dans les efflorescences phytoplanctoniques récurrentes a été examiné dans
[27, 132]. Tls ont conclu qu'une petite quantité d’infections peut déstabiliser la configuration tropicale stable
entre les especes de phytoplancton. De plus, Bairagi et al. [24] ont proposé un modele éco-épidémiologique avec
différentes réponses fonctionnelles des prédateurs. En considérant le cas d’une réponse fonctionnelle linéaire, le
modele proposé est donné par :

a5 _ g (1 _ S“) — AST — aSF,

dt K

a1 ul — BIF, (5.1)
dt

Z—f = 0aSF — 0BIF — §F,

ol
— F, S et I indiquent respectivement la population de prédateurs, de proies susceptibles et de proies infectées,

— 1 et X représentent respectivement le taux de croissance intrinseque des susceptibles et le taux d’incidence
de la maladie,

— «a et B indiquent respectivement le taux de prédation des proies susceptibles et des proies infectées,

— 0 et u sont respectivement le taux de croissance des prédateurs dis a la consommation des proies et de
mortalité naturelle des proies infectées,

— ¢ et K indiquent respectivement le taux de mortalité naturelle des prédateurs et la capacité d’accueil des
proies susceptibles.

Dans leur étude, ils révelent que si la population de proies est infectée par une maladie mortelle, la coexistence des
trois especes (c’est-a-dire ’hote, le parasite et le prédateur) n’est pas possible, mais que différents comportements
dynamiques intéressants sont possibles en faisant varier deux parametres clés, a savoir le taux d’infection et le
taux d’attaque sur les proies susceptibles.

Motivés par les travaux de [24], nous proposons un modele éco-épidémiologique appliqué & une population
de poissons (les prédateurs) et de phytoplanctons (les proies). Nous supposons qu’une partie du phytoplancton
est infectée par une maladie virale et libere des toxines, et que le phytoplancton infecté est plus vulnérable a la
prédation. Contrairement au modele proposé dans [24], nous intégrons le fait que la consommation des proies,
qu’elles soient infectées ou saines, contribue a la croissance positive de la population de prédateurs. De plus,
nous prenons en compte la mortalité des prédateurs due a la péche, ainsi que I'impact des substances chimiques
toxiques libérées par le phytoplancton infecté et sain, qui affectent négativement les poissons. Ce phénomene
est modélisé dans les termes d’interaction de la population de poissons a ’aide d’une réponse fonctionnelle de
type Holling II.

Ce chapitre est organisé comme suit. La section 5.2 est consacrée a la formulation mathématique du modele.
Dans la section 5.3, une étude mathématique du comportement lié aux solutions particulieres du systeme du
point de vue de la stabilité est réalisée. Nous effectuons une analyse numérique afin de corroborer nos principaux
résultats dans la section 5.4. Nous terminons la section 5.5 par la conclusion. Ce chapitre a fait 'objet d’un
article publié sous le titre "Mathematical analysis of a fish-plankton eco-epidemiological system” dans le journal
Nonlinear Studies [140].

5.2 Formulation mathématique des modeles

Dans cette section, nous formulons un modele proie-prédateur composé de phytoplanctons et de poissons en
présence d’une maladie infectieuse de type SI au sein de la population des proies. En prenant en compte a la
fois la coexistence de proies susceptibles et infectées, nous proposons et formulons un modele proie-prédateur
sous les hypotheses suivantes :
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Hypothése (F1). En l'absence d’infection et de prédation, la population de phytoplancton croit de maniére
logistique.

Hypothese (F2). En présence d’une infection, la population des proies est divisée en deux classes disjointes,
a savoir la population des phytoplanctons susceptibles S et les phytoplanctons infectés I, les deux croissent avec
des taux de croissance respectifs de rp, 7.

Hypothése (F3). Le mode de transmission de la maladie suit la loi d’action masse. La maladie se propage
uniquement au sein de la population de phytoplancton et n’est pas héritée génétiquement. La population de
phytoplancton infectée ne se rétablit pas et n’est pas immunisée.

Hypothese (F4). On suppose que la population de poissons est incapable de distinguer les proies infectées et
les proies susceptibles; ils consomment a la fois les phytoplanctons susceptibles et les phytoplanctons infectés
aux tauxr o et e respectivement.

Hypothese (F5). L’alimentation en phytoplanctons susceptibles et en phytoplanctons infectés augmente le
tauz de croissance du prédateur avec des taux de conversion ry et r respectivement.

Hypothése (F6). Le phytoplancton infecté et le phytoplancton susceptible augmentent le taux de mortalité de la
population de poissons et sont considérés comme contribuant a la croissance négative des poissons matérialiser
0,(S+1)

ar la réponse fonctionnelle de type Holling 11, ,
P ponse yp e

ot 0, est le tauzx de libération de tozxines par la

population de phytoplanctons.

Hypothése (F7). La maladie se transmet par contact entre un individu infecté et un individu susceptible selon
la loi d’action de masse avec un taux de contact infectieuz u.

S
K ) . uST 7l rql

(mo + mez)I

FIGURE 5.1 — Diagramme d’interaction entre les phytoplanctons susceptibles et infectés.

En vertu des hypotheses ci-dessus et du diagramme d’interaction 5.1, la dynamique du systéme phytoplanc-
tons susceptibles et infectés est donné par les équations différentielles suivantes :

d I
s _ s (1 - S*) —uSI, 5(0) >0

dT K

(5.2)
dl
T =uST + rod —mol —megd, I(0) >0

— 7, et 74 sont les taux de croissance des proies susceptibles et infectées respectivement,
— wu est le taux de contact entre un phytoplancton susceptible et infectieux,

— myg et me, désignent respectivement le taux de mortalité du phytoplancton infecté et le taux de mortalité
indépendant du parasite du phytoplancton infecté.

En considérant l'interaction de la population du phytoplancton susceptible et infecté avec la population du
poisson et en vertu de la Figure 5.2, la dynamique globale du systéme poisson-phytoplancton est représentée a
tout instant ¢ > 0 par :
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S+1
S(1-21=
" ( K ) uST rol
I
aSF . eFI
A\\\ ///
\\1 ’//
F
0,(S + 1)
2 TR 4oy F 4 mestE
Y¥S+1 +turl +m

FIGURE 5.2 — Diagramme d’interaction du modele phytoplancton susceptible, infecté et du poisson.

ds S+1

& _ 1-202) st
7 r,,S( 7 ) uS
ﬁ:uSI—eIF—i—(rq—mo—
dt

dF

% :TfSF+TIF—(U1+me

ou

—aSF, S(0) >0,

Mez)I, 1(0) >0,

0,(S +1)
attF_I) F F
AR

(0) >0,

— rf et r désignent le taux de croissance des prédateurs di a la consommation des proies susceptibles et

infectées respectivement,

— 0 est le taux de libération de la toxine par la population de phytoplanctons,

— m®®! représente le taux de mortalité de la population de poissons due a la péche,

— 7 est la constante de demi-saturation pour le phytoplancton producteur de toxines,

— e est le taux de prédation du phytoplancton infe

cté par le poisson,

— wuy représente le taux de mortalité naturelle des poissons.

5.3 Analyse mathématique des modeles

5.3.1 Analyse mathématique du systéme (5.2)

Afin de réduire le nombre de parametres du systéme (5.2), nous procédons & un adimensionnement du

systeme avec les changements de variable suivants :

S = B

S
K

i= =

1
73 t=r,T.
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Ainsi, le systeme (5.2) devient :

d
£ =s(1—s—1)— ast,
(5.4)
di
d71 = asi — (b + MO)Z.’
ou
a= My Me T
Tp Tp Tp
Soit .
Ro = ,
T b+ Ho
la valeur seuil du taux d’élimination et
Q1 ={(s,4)/5 >0,i > 0,5 +i <1}, (5.5)

le domaine d’étude du systeme (5.4). Les résultats suivants permettent de garantir la stabilité du systeme (5.4)

Proposition 5.3.1. L’ensemble Q1 est un compact positivement invariant et absorbant pour le systéme (5.4).

Démonstration. 1l est suffisant en vertu du théoreme de la barriere, de considérer le systeéme sur les faces de
Q1 et de montrer que sur chaque face, le champ de vecteurs associé au systeme (5.4) pointe vers l'intérieur de
Porthant positif. Soit (s(0),4(0)) € 1, nous devrons montrer que (s(t),i(t)) € Qy pour tout t > 0.

Si s =0 alors
ds di

— = —_ = — ; < 0.
7 0 et 7 (b+po)i <0
Sii =0 alors i g
i s
— = — = — > .
g 0 et o s(I—=s)>0 car s€]0,]1]
Sis+i=1alors p i
s i
— 4 — == , < 0.
dt+dt (b+/l0)l_0

Ainsi, sur la frontiere s = 0 ou i =0 ou s +¢ = 1, le champ de vecteurs pointe strictement vers 'intérieur de
Q4. Par suite, €2y est positivement invariant. Par définition de 4, s, on a bien i < 1 et s < 1 pour tout s, 7. Donc,
Q1 est un compact positivement invariant et absorbant pour le systéme (5.4). O

Proposition 5.3.2. Le systeme (5.4) admet un équilibre sans maladie (1,0). De plus, si Rg < 1, le point
d’équilibre (1,0) est globalement asymptotiquement stable sur ;.

Démonstration. Considérons la fonction V' définie par V(s,4) = i. Il est clair que V(1,0) = 0 et V(s,¢) > 0. Par
suite, V' est semi-définie positive.
La dérivée temporelle de V (s,) le long des solutions du systéme (5.4) est donné par :

V(s,i) = asi— (b+ po)i
= (b+ po)(Ros — 1)i
(b4 po)(Ro —1)i, car s<1

<
< 0, lorsque Ry < 1.

Ainsi, V est semi-définie négative. Par ailleurs, V =0sii=0;o0usis=1etRy= 1. Par conséquent, 'ensemble
sur lequel V = 0 est donné par :
E = {(S,i) e ZiZO}.

d
Sur E, on a £ =s(l—-s—i)—asi=s(1—s)=0 = s=0ous=1. Or'équilibre (0,0) est instable. Ainsi,
le plus grand ensemble invariant L contenu dans E est réduit & I’équilibre (1,0). Donc (1,0) est attractif en
1,0)

vertu du principe d’invariance de Lasalle [100, Chapitre 2, Théoréme 6.4]. On conclut que ( est globalement
asymptotiquement stable sur €2;. O

Considérons ’ensemble 25 défini par :

Oy = {(5,4)/s > 0,i > 0}. (5.6)
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Proposition 5.3.3. Si Ry > 1, alors le systéme (5.4) admet un équilibre endémique (s*,i*) ot

S R SN
S = — € 1 = - .
RO a+1 RO

Proposition 5.3.4. L’ensemble Qo est positivement invariant pour le systéme (5.4).

Démonstration. En effet, soit (s(0),4(0)) € £22. En considérant le systeéme (5.4), on obtient

s(t) = 5(0) exp (/t(l s (1 a)i(r))d7'> ,
’ (5.7)
i(t) = 4(0) exp </Ot(as(7') —(b+ uo))d7> , Vt>0.
D’ou s(t) > 0 et i(t) > 0 pour tout ¢ > 0, car s(0) > 0 et i(0) > 0. Ainsi, 'ensemble Q9 est positivement
invariant pour le systeme (5.4). O
Théoréme 5.3.1. L’équilibre endémique (s*,i*) est globalement asymptotiquement stable sur Q.

Démonstration. En effet, considérons sur {25 la fonction L(s, i) définie par :

R e )

ou ¢y, co sont des constantes a déterminer ultérieurement.
On a
L(s*,i*)=0 et L(s,i)>0, V(s,4)#(s",i%).

Par suite, L est définie positive.
La dérivée temporelle de L le long des solutions du systéme (5.4) est donnée par :

L(s,i) = c1(s — 5*)f +eo(i — z*)E
s i
Comme (s*,4*) est un point d’équilibre du systéme (5.4), on a

(1—s*—i*)—ai* =0,

(5.8)
as* — (b+ po) = 0.
Ainsi,
L(s,i) = ci(s—s)(1—s—i—ai—1+s"+i" +ai*)
b eali— i) (as— (b -+ o) — as® + (b+ o))
= c(s—s")(—(s—5")—(a+1)(i—13")) +ac(i—i")(s — s¥)
= —ci(s—s)? —cila+1)(s —s")(i —i*) +aca(i —i*)(s — s¥)
= —ci1(s—5")% 4 (acy —ci(a+1))(i — i) (s — s¥).
Posons
Cl:a—i—l et co =1,
alors

L(s,i) = —c1(s — s")? <0.

Ainsi, on conclut que L est semi-définie négative. D’apres le théoréme de Lyapunov, I’équilibre endémique (s*,*)
est stable. ]
L’ensemble sur lequel L = 0 est donné par :

Ey={(s,i) €Qa:5=5"}.

d
SurEl,ona—Szs*(l—s*—i)—as*i:O = =

1
7 (1 — > = ¢*. Ainsi, le plus grand ensemble

1
a+1 Ro
invariant contenu dans E; est réduit a (s*,¢*). Donc (s*,i*) est attractif en vertu du principe d’invariance de
Lasalle [100, Chapitre 2, Théoréme 6.4]. On conclut que (s*,i*) est globalement asymptotiquement stable sur

Qs. O
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5.3.2 Analyse mathématique du systéme (5.3)
Nous introduisons quelques notations afin d’alléger I'écriture du systéme (5.3). En effet, posons
v=u; +m" et n=mg+ ey — g (5.9)

Par suite le systeme (5.3) se réécrit sous la forme :

ds S+1
dt:’rps(l_K>_USI_QSF:7T1(S7I7F>7
dl
E:uSI—eIF—nI:7T2(S’7I7F)7 (5.10)
dF 0,(S+1)
= F IF—vF -2~ " p— I.F).
7 reSF +1r v Y1541 73(S, I, F)

5.3.2.1 Existence et bornage des solutions

La proposition suivante montre que le systéme (5.10) est écologiquement et épidémiologiquement bien défini
[4, 9, 23, 27, 58].

Proposition 5.3.5. Le systéme (5.10) admet une solution unique mazimale (S(t),I(t), F(t)) définie sur l'in-
tervalle [0, Tyqz| relatif a la condition initiale (to, (S(0),1(0), F(0))) € Ry x R®. De plus, l’ensemble

K={(S,I,F)eR}:5>0,I>0,F >0}

est positivement invariant pour le systéme (5.10).

Démonstration. En effet, le théoréme de Cauchy-Lipschistz [52, Chapitre V, Section 3] assure Pexistence et
'unicité d’une solution maximale du systéme (5.10).

Il est suffisant en vertu du théoréme de la barriere [36, Théoreme 2.1, p.280], de considérer le systeme (5.10)
sur les faces de K et de montrer que sur chaque face, le champ de vecteurs associé au systéme (5.10) pointe vers
Iintérieur de I'orthant positif. Ainsi, on a :

— Si S =0 alors
da
— Si I =0 alors
i
da
— Si F' =0 alors
ar _,
dt
Par conséquent, ’ensemble K est positivement invariant pour le systeme (5.3). O
Proposition 5.3.6. On définit
¢ = min(n,v), (5.11)

alors les solutions du systéme (5.10) avec des conditions initiales positives sont uniformément bornées dans la
région

_ 3. Cr< K 2
C {(S,I,F)6R+.S+I+TF_4rp§(7"p+€) }

Démonstration. En effet, considérons
U(t) = S + 1) + = F(2), (5.12)

la biomasse totale du systeme (5.3) & tout instant ¢ > 0. La dérivée temporelle de U le long des trajectoires du
systeme (5.3) est donnée par :

T = _"rg2_Tpgr_ _ar _ _
U = r,S KS KSI uST TSF—i—uSI elFF —nl
v Tigpqp_ P (5D o
r r r (y+S+1)
_ ,g_Trge _Tvgr oy %p_h (SHD)
S =t e vy oy s
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Pour tout £ > 0,0n a:

2 —
U+eU = (Terf)S*Tp%*%S[Jr(f—n)IJrMF
ety (5+1)
r (y+S+1)
52 _
< (rp+8)S Tp§+(€—n)f+e(§r V)F, (5.13)
car 6 (54D
Tp ep +
__P < s N A A > 0.
ZSI<0 ot . (7+S+I)F_0’ VS, I, F>0

De plus, lorsque (5.11) est vérifiée, alors (5.13) devient :
2

U+¢€U < (rp+ S —rp 7= (5.14)
S? K o At 1y g e .
Le supremum de 7,5 + £S5 — " est 4—(7’13 + &)“. Ainsi, 'inégalité (5.14) devient
Tp
. K 9
P

En appliquant la théorie de I'inégalité différentielle de Birkoff et Rota [32, Théoréme 7, p.29] sur (5.15) on
obtient

0<U(t) < L(rp +6)*(1—e )+ U0)e S, Vt>0.
4ryé

Par conséquent, pour ¢t — 400, nous avons

K
0<U<— 2, 1
gt (5.16)
Ainsi, toutes les solutions du systéme (5.10) entrent dans la région C et ne ressortent plus. O

5.3.2.2 Existence et stabilité des équilibres non-strictement positifs

Posons
A= (rpy—v—0,)*+4ry > 0. (5.17)
La proposition suivante donne 'existence des points d’équilibres non-strictement positifs (5.10).
Proposition 5.3.7. Les points d’équilibre non-strictement positifs du systéme (5.10) sont :
(i) Eo =(0,0,0).
(i) By = (K,0,0).
(iii) By = (5%,10,0> - (71 rp(Ku—n)

, ,0) st Ku > n.
u u(ry, + Ku) )Sl wen

De plus, si
Op K + (v + K)v
—— <1, 5.18
rK (1K) (51%)
alors il existe également
(iv) Es3 = (51,0, F1) avec
—(rpy —v—0,)+VA Tp
51 2ry et £ aK( 51)
_ o (@K (rpy—v—6,) - VA
a aK 2’/“f '

Démonstration. La détermination des points d’équilibre consiste a résoudre le systéme suivant :

1
rpS (15;;,) —uSI — aSF =m(S,I,F) =0,

uSI —elF —nl = 7m9(S, I, F) =0, (5.19)

OS5+ b (ST, F) 0.

rfSFJrTIFfVFffy_i_S_’_I =

73 A. Savadogo, UNB/SU



Chapitre 5 5.3. ANALYSE MATHEMATIQUE DES MODELES

(7) On a m1(0,0,0) = m2(0,0,0) = 73(0,0,0) = 0. Par suite, Ey = (0,0,0) est un point d’équilibre non-
strictement positif.

i1) De fagon analogue, on a m(K,0,0) = mo(K,0,0) = m3(K,0,0) = 0, donc E; = (K,0,0) est aussi un point

(#4) De fag log (K,0,0) (K,0,0) (K,0,0) =0, donc E; = (K,0,0) i un poi
d’équilibre du systeme (5.10).

(#41) Lorsque F = Fy = 0 on a bien m3(S,1,0) = 0. En injectant expression de F' dans 7y, nous obtenons

Ku —
S =5 = 2 En substituant I'expression de S dans 7y, nous obtenons I = I = M > 0 si
u u(rp + Ku)
Ku > n.
(iv) Si nous considérons I = I; =0 et F' # 0 dans 73(5,0,F) =0 on a
reS —v— b5 =0 <= (riS—v)(y+5)—-0,5=0
d v+S f K p2 =Y
= S+ (rpy—v—0,8—vy=0. (5.20)

Soit A le discriminant de 1’équation (5.20) donnée en (5.17). Ainsi, I’équation (5.20) admet deux racines
réelles distinctes

f*(rf'}/*’/*ep)Jr\/Z *(Tf’Y*erp)*\/Z'

S = t Sy =
! 2Tf ¢ 2 27"f
Les racines S et So de Iéquation (5.20) vérifient la relation 515 = it < 0.
rf

Sirpy—v—0,<0,alors S; >0.Sirgy—v—0,>0,alorson a:

VA — (rpy —v —6y)
27‘f

(VA= (rpy —v = 0)) (VA + (ryy — v = 0,))
20 (VA (rpy —v = 6,))
2vyv

= > 0.

(VA + (rpy —v —6p))

Donc nécessairement S < 0. En injectant I'expression de S; dans (5,0, F') = 0, on obtient

S; =

F=F = 2 (K-$)
_ o (@K Ay —v—6)) VA
- aK 2ry

_ 2 <er<7 +K)— (v(y+ K) + %K))
ak ’

aK VA +2r K + (rpy — v —06))

Ainsi, Fy > 0 lorsque la condition (5.18) est vérifieé. Par suite, E5 = (51,0, FY).

O
La stabilité des équilibres non-strictement positifs est donnée par le théoréeme suivant :
Théoréme 5.3.2.
(1) L’équilibre Ey est instable. Il est stable dans le plan I et F' et instable dans la direction S.
(#4) L’équilibre Ey est localement asymptotiquement stable si
n>Ku et (y+K)rjK—-v)—6,K <0. (5.21)
Si
n<uK ou (v+K)(ryK—-v)—0,K >0, (5.22)
alors ’équilibre E est instable.
(ii1) Eo est localement asymptotiquement stable si
K(ry +nr)(0(ry +uk) + K(ntry)) 52

(rp +uB)(yv(rp +uk) + K(v +6p)(n + 1))

Si Uexpression dans le membre de gauche de (5.23) est strictement supérieure a 1, alors E est instable
dans le sens de F.
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(iv) Ej3 est localement asymptotiquement stable si

Si(ukry K —rp)

1. .24
(erp + nkry)K < (5:24)

Si le terme dans le membre de gauche de (5.24) est strictement supérieur ¢ 1, alors E3 est instable.

Démonstration. En effet, la matrice Jacobienne du systeme (5.10) en tout point de E = (S, I, F') est :

rp—g—%—uf—of —uS—% —aS
J(S,I,F) = ul uS —eF —n —el
<Tf(fy+0§r:—l)2)F (rM)F TfS+TIVm
(¢) Au point d’équilibre Ejy, la matrice jacobienne est
r, 0 0
JEy)=]10 —n 0
0 0 -—v
Les valeurs propres associées sont Ay =1, > 0, Ay = —n < 0 et A3 = —v < 0. Par suite I'équilibre Fy est

instable.

(it) La matrice jacobienne évaluée au point d’équilibre F; est

—r,  —(rp +uK) —aK
J(Ey) = 0 ulK —n 0
0, K
0 0 -V — ﬁ +r K

Les valeurs propres associées a la matrice J(Ep) sont

O+ K) g K = v) = 0,5

M=-1p, o=uK—n et \3= YE K

Si les conditions (5.21) sont satisfaites alors respectivement on a Ay < 0 et A3 < 0. Par suite, Fy est
localement asymptotiquement stable. Si l'une au moins des conditions (5.22) est satisfaite alors Ay > 0 ou
Az > 0. Ainsi, Iéquilibre F; est instable.

(791) Le linéarisé tangent du systéme (5.10) au point Fy est donné par :

2rpSo Tp ) o\ N an
_Ip= (R I, — ( l) — -
Tp K (K +u 0 U+ K w
J(EQ) = U/IO 0 6[0
0 (So + Io)
0 0 r4So+rly —v— L2
fe0 0 v+ Sy + I
n rp(Ku —n) . .
En remplacant les valeurs de Sy = — et [j = ————— dans les expressions suivantes, on a
u u(rp + Ku)
2rpSo (’I‘p ) 2rpn rp(Ku—n) /1
B (s, - -ty nen (e
""T TR ) T UK u(r, + Ka) (KT

ukK (rp + Ku) ul

rpul — 2r,n — rp(Ku —n)

2rp,n rp(Ku—n) (rp + Ku)

Ku
_ —1pSo —Tpn
o K Ku'’
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et

riSo 41y — v — Op(So +1Io)  K(rp+nrg)(y(rp +uk) + K(n+ rp)))

v+So+lo  (rpHuK)(E(n+1p) +y(rp + uk)
(rp + uK)(yw(rp + uK)+ K(v +6,)(n+rp))
(rp + uK)(K(n+1p) +v(rp + uK))

Le polyndme caractéristique associé est :

Pi(A)P2(A) =0

ou
9 2r,So Tp Tp
P(\) = A= (r, -T2 —(?juu)fo )\+u(u—|—E)SOIO,
_ y2 . M Tp
= A —|—Ku)\+n(u+K>Io
et

0, (So + Io)

Po(N) = X—1rpSy —rl .
2 () 7§90 T0+V+’Y+So+fo

Puisque 7}?—” Xn (u + %p) > 0, ainsi I’équation P;(A) = 0 admet deux valeurs propres négatives A1 et \g
U

en vertu du critére de Routh-Hurwitz. Pour Py(A) = 0, la solution est donnée par :

0,(So + Iy)
v St
K(ry + nr)(2(ry + uK) + K(n + 1))
(rp + uK)(K(n +1p) +7(rp + uK))
(rp + uK)(yv(rp + uK) + K(v + 0p)(n +1p))
(rp + uK) (K (n+1rp) +(rp + uk))

A3 = TfSO+TIO_V_

Si l'inégalité (5.23) est vérifiée, alors A3 < 0. Par conséquent, E> est localement asymptotiquement stable.
Et lorsque 'expression dans le membre de gauche de (5.23) est supérieure ou égale 1, alors A3 > 0. Ainsi,
FE5 est instable dans la direction de F'.

(v) La matrice jacobienne au point d’équilibre E3 est donnée par :

2
Tp — %Sl —ab = (u + %p) S —aS;
J(Eg): 0 uS1 — el —n 0 ,
Opy 0,y ) TS+ (rpy —v—0,)S1 — vy
-—r | F -—r | F
(” W+&V> O (v+s507) 7+ S
or
2r,S1 21,51 r
rp—%—aFl = rp— ;} —aa—;}(K—Sl)
2r,S T
= T g (K-8
o _rpSl
— i
et

rpSt A+ (rpy —v—0p)8 —vy
Y+ 51
r¢SE+ (rpy — v —0,)S1 — vy =0, car Sp est solution de 1’équation donnée en (5.20). Ainsi,

0,

—r,S TS
% —uS; — ’}(1 —asS;
J(Eg): 0 USl—GFl—’rL 0

0,y 0,y )
- —rL _\F - 2L _\F 0
(” m+&w>1 G (v+502)
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Le polynéme caractéristique associé est :
Ps(A\)Py(A) =0

ou

Sl 9’)/
Py(\) = A2 4 2 )\+< —”)F,
5(A) K rf (7 + 512 1

et
P4()\):)\*u51+€F1 +n.

L’équation

P;(\) =0
admet deux valeurs propres négatives A4 et As.
D’un autre coté, I’équation
Py(A) =0
donne
X = uS;—el]—n.

_ " )\ _ e
= o (u m"fK> krg "
Si(ukry K —1rp) — (erp + nkry) K
TR

Si l'inégalité (5.24) est vérifiée, alors Ag < 0. Par conséquent, E3 est localement asymptotiquement stable.

O
5.3.2.3 Existence et stabilité de 1’équilibre positif
La recherche d’équilibres positifs consiste en la résolution du systeme suivant :
S*+ I
rpS* (1 ;g ) —uS*I* — aS*F* =7 (S*,I*, F*) =0,
uS*I* — el*F* — nl* = mo(S*, I*, F*) =0,
0,(S* +I)
rSYE* 4 r[*F* —ypF* — 2 T P — (S [ F*) = 0.
! v+ S*+I* 3l )
De mo(S*,I*, F*) = 0, nous obtenons
S* —
=" "1 0si50 >
e u
En substituant la valeur de F™* dans 71 (S*, I*, F*) et 73(S*, I*, F*) on obtient alors le systéme suivant :
rpKS* — 1,8 — 1,81 —uK S*I* — aKS*F* = 0,
(5.25)

(rgS*F* + rI*F* —vF*)(v+ 5" +I") — 0,(S* + I*)F* = 0.
En divisant la premiere équation de (5.25) par S* et en remplagant F* par son expression, on obtient

rpK — (1pS* + aKF*)

I*
Tp +uK
_ K(erp, + an) — (erp, + cuk)S* >0 si K(er, + an) o1
rp + uK (er, + aukK)S*

En substituant I* dans la deuxiéme équation de (5.25) et en divisant par F**, nous obtenons le polynéme en S*
défini par :
ap — az

b1 —b
S 4 L= (5.26)
as as

m(S*) = (§%)2 +
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oll
ap = (rp+uK)((r+ry)(an+er,)K + (rp + uK)(ryy — v —6,)),
as = (erp+ouK)2rK(an+ erp) + (rp + uK)(rgy —v —0p)),
az = r4(rp +uK)?+ (erp + auK)(r(ery + auK) — (r +r;)(rp + uK)),
b1 = K(erp+an)(rK(er,+an)+ (ryy—v —0,)(r, + uk)),
by = w(r, +uKk)?.
On pose

(a1 — 02)2 — 4&3(()1 — bg)
a2
3

A —

le discriminant du polynéme donné en (5.26). Le théoréme suivant assure l'existence d’un équilibre positif.

Théoréme 5.3.3.

1) Le systéme (5.10) admet un unique équilibre positif E* = (S*,I*, F*) si A > 0 et si de plus l'une au
moins des conditions suivantes est vérifiée :

(i) signe(a; — ag) # signe(ag) et signe(by — by) # signe(as).
(i1) signe(a; — az) = signe(as) et signe(by — bs) # signe(ag).

2) Si A >0 et si de plus les conditions suivantes sont satisfaites
signe(ay — az) # signe(ag) et signe(by — ba) = signe(as),

alors le systéme (5.10) admet deux équilibres positifs Ef = (ST,I*, F*), E5 = (S5,I*, F*), ot

1 - 1 -
Sf:(_al “2+\/E> et S;:(f“ “2—\/5).

2 as 2 as

Démonstration. En effet, si A > 0 alors ’équation 7(S*) = 0 admet deux racines réelles

<_a1—a2+\/g> ot 5;:1<_a1—a2_\/g>
as as

N | =

2

et vérifient

a1 — a2

* *

ST+ 55 =— ,
ag

b1 — by
as '

SiS5 =

b1 — ba

a1 —a
! 2 <0et
as as
et S5 < 0. Par suite, le systéme (5.10) admet un unique équilibre de coexistence. Si la condition (i) est
a; — ag b1 — b2

1) Si la condition (i) est vérifiée, alors on a respectivement < 0. Donc S* = S >0

>0 et
as as
systéme (5.10) admet un unique équilibre positif.

vérifiée, alors on a respectivement < 0. Donc §* = 57 > 0 et S5 < 0. Par suite, le

a;—a
2) Si signe(a; — as) # signe(as) et signe(by — by) = signe(as), alors on a respectivement ———= < 0
as

@179 - 0. Donc ST > 0 et S5 > 0. Par suite, le systéme (5.10) admet deux équilibres positifs

et
as
Ef = (S}, I*,F*) et E5 = (S3,I*, F*).
O
Tout d’abord, désignons par
, rpu(ry + uK)(S*)2I* + 1, S*F* (er KI* + arS*)
0, Ky F*S*(aS* + el*) + K(r(ery, + auK)(y + S* + I*)2 + 0,7 uekK)
K(rg(er, + euK)(y 4+ S* + I*)? + aK0,yu)
rp0p Ky F*S*(aS* + eI*) + K(r(erp + auK)(y + S* + I*)? 4+ OpyueK)’

+

Le théoréme suivant assure la stabilité locale de I'équilibre positif E*.

78 A. Savadogo, UNB/SU



5.3. ANALYSE MATHEMATIQUE DES MODELES Chapitre 5

Théoréme 5.3.4. Si l'une au moins des conditions du point 1) du Théoréme 5.3.3 est satisfaite et si de plus
les conditions suivantes sont vérifiées

r(ery + auK)(y + S* + I*)? + 0,yueK
rr(erp +euK)(y + S* + I*)2 + aK8,yu

>1, (5.27)

K > 1, (5.28)

alors 'équilibre positif E* est localement asymptotiquement stable. Si le terme dans le membre de gauche de
(5.27) est strictement inférieur & 1 ou si lexpression dans le membre de gauche de (5.28) est strictement
inférieure a 1 alors 'équilibre E* est instable.

Démonstration. La matrice Jacobienne au point d’équilibre positif E* = (S*,I*, F'™*), est définie par

77/.1)5* - * TPS* o *
% uS e asS
V(E*) = ul* uS* —el™* —n —el*

Hp’y 9,,7
S R S — A
(Tf (v+S*+I*)2> (T (v+ S+ 1I7)2

L’équation caractéristique associée est donnée par

X3+ B X%+ ByX +B;=0. (5.29)
oll
rpS*

B = pK’

B, — uw(rp + uK)S*I* + F*(erKI* + aryS*) — 0, KyF*(aS* + eI*)

: K(y+5 +1)? ’

B. — r(ery + auK)(y + S* + I*)? + O, ueK — (r¢(ery, + euK)(y + S* + I*)? + aK6,7u)
3 - .

K(y+ 8 41%)?2
Par ailleurs,

rpu(ry + uK)(S*)2I* + rp,S*F*(er KI* + ar;S*)
KQ(’}/—FS* +I*)2
K(rs(er, + euK)(y+ S* + I*)? + aK0,yu)
K2(y+ S* + I*)?
rp0p KYF*S*(aS* + eI*) + K (r(erp + auK)(y + S* + I*)? + 0,7yueK)

BBy — By

Si les conditions (5.27) et (5.28) sont satisfaites, alors Bs > 0 et B;Bs > Bs. En vertu du critere de Routh-
Hurwitz, on déduit que E* est localement asymptotiquement stable. O

5.3.2.4 Analyse de la bifurcation de Hopf au voisinage du point E*

Dans cette sous-section, nous nous inspirons des travaux [134, Théoreme 20.2.3, p. 384] pour I’étude de la
bifurcation de Hopf. Le taux d’incidence u et de libération de la toxine encore appelé parametre d’efficacité de
la, toxine 6, sont considérés comme les parametres de bifurcation.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une bifurcation de Hopf se produise a la valeur seuil 6, = 0,
sont données par les équations suivantes :

() : Bi(6s) >0, i=1,2,3, (5.30)
(Cs) : f(8s) = B1(65)B2(0s) — B3(0s) =0, (5.31)
et
f(6p)
Cs) : Re 0.
(Cs) [ a, Lpzas # (5.32)
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et
rpS*
Bl(ep) = [}{ )
Ba(0,) = u(rp + uK)S*I* + F*(erKI* + ar;S*) — 0, KyF*(aS* + eI*)
el K(y+8 +17)? ’
Bs(0) = r(er, + auK)(y + S* + I*)? + 0,yue K — (r¢(erp + euK)(y + S* + I*)? + aK0,7u)
3\YUp - .

Le théoreme suivant résume donc les conditions d’apparition d’une bifurcation de Hopf a la valeur critique
0, = 05 [134, Théoreme 20.2.3, p. 384].

Théoréme 5.3.5. Si les conditions (5.30)—(5.32) sont satisfaites, alors une bifurcation de Hopf se produit a la
valeur seuil 0, = 0,.

Nous donnons ensuite les conditions d’apparition de la bifurcation de Hopf a la valeur seuil u = ug. Si les
conditions suivantes sont satisfaites

(Cy): Bi(us) >0, A(us) = Bi(us)Ba(us) — B3(us) =0 et Bs(us) >0, (5.33)

dA(u)
du

(Cs) : lu=u. 7 0, (5.34)
alors (Cy) et (C5) sont équivalents aux conditions (Cy) — (C3) pour Poccurrence d’une simple bifurcation de
Hopf & u = us [134, Théoréme 20.2.3, p. 384]. Ainsi, le théoréme suivant nous assure de Papparition d’une
bifurcation de Hopf a la valeur critique u = .

Théoréme 5.3.6. Si les conditions (5.33) et (5.34) sont satisfaites, alors une bifurcation de Hopf se produit a
la valeur critique u = us.

5.4 Simulations numériques

Dans cette section, nous effectuons des simulations numériques afin d’illustrer nos résultats mathématiques.
Notre environnement de simulation est MATLAB. Les valeurs numériques utilisées sont représentées dans le
Tableau 5.1.

Parametres Valeurs Références Dimensions
y 1.58 [9, 57] -
Tp 5 [9, 57] -
K 830 [40, 57] -
a 0.0111 Estimé -
e 0.251 Estimé -
mo 0.3 [57] -
Meg 0.21 [57] -
T¢ 0.00661 [57] -
u1 0.25 [57] -
me~t 0.26 [40, 57) -
r 0.231 Estimé -

TABLEAU 5.1 — Valeurs des parametres utilisés pour la simulation numérique du systéme.

5.4.1 Comportement de la dynamique du systeme sous l’effet de la toxine

Nous commencons notre simulation numérique dans cette sous-section dans 'optique de regarder 'effet de
la toxine 6, sur la dynamique des especes. Lorsque 6, = 0.05, on a Ry = 0.778 < 1. Ainsi, de la Figure 5.3
(d1) on observe clairement une extinction de la population des phytoplanctons infectés et une convergence du
systéme (5.10) vers le point d’équilibre E3 illustré par la Figure 5.3 (al). Ce point d’équilibre est localement
asymptotiquement stable. Les Figures 5.3 ((b1) — (c1) — (f1)) montrent la stabilité du systeme (5.10) dans le
plan (S, F) et les Figures 5.3 ((d1) — (el)) illustrent Pinstabilité du systeme (5.10) dans le plan (I, F'). Ceci
corrobore les résultats théoriques établis dans (iv) du Théoreme 5.3.2.
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FIGURE 5.3 — Comportement dynamique du systéme (5.10) correspondant a la valeur 6, = 0.05 et Ro=10.778 < 1.

Nous poursuivons notre investigation numérique en prenant cette fois-ci 6, = 8.25. De la Figure 5.4 (a2), nous
remarquons que la trajectoire du systeéme (5.10) converge vers le point d’équilibre Ey dans le plan (S, I) avec une
coexistence de la population de phytoplancton. Pour la valeur seuil Ry = 2.2603 > 1, nous constatons a travers
la Figure 5.4 (¢2), une persistance de la maladie dans la population de phytoplancton. Pendant ce temps, nous
observons une extinction des poissons matérialisée par la Figure 5.4 (¢2). Les Figures 5.4 ((b2) — (¢2) — (f2))
décrivent la stabilité du systéme (5.10) dans le plan (S, I). Cela illustre la persistance de l'infection établie
dans le Théoreme 5.3.1. Nous poursuivons notre simulation numérique avec 1’objectif de montrer 'effet de
la, toxine 6, sur la coexistence des trois populations. Une série de simulations numériques montre que lorsque
0, € (2.13,5.32), on a une coexistence des trois espéces. En effet, pour 6, = 2.23, le comportement dynamique
du systeme (5.10) est illustré par la Figure 5.5. Ainsi, la Figure 5.5 (a3) montre que le systéme (5.10) converge
asymptotiquement vers le point d’équilibre E* avec une stabilité dans les plans (S, I) et (F,S) illustrée par les
Figures 5.5 ((b3) — (¢3)). Une série de Figures 5.5 ((d3) — (€3) — (f3)) montrent une variation périodique des
especes. Ainsi, ces résultats numériques sont en adéquation avec les résultats mathématiques établis dans le
Théoreme 5.3.4.

Remarque 5.4.1. A la lumiere de ces observations, nous pouvons conclure que d’un point de vue biologique, il
existe un certain seuil au dessus duquel la libération de la toxine affecte négativement la population de poissons.

5.4.2 Comportement du systeme sous l’effet du taux d’infection u

Dans cette sous-section, le but est de mettre en exergue l'effet du taux d’infection sur la dynamique des
especes. Pour ce faire, nous fixons la valeur de 6, = 2.5. Lorsque u € (0.124,0.413), un équilibre de coexistence
s’établit. En effet, pour u = 0.37, la Figure 5.6 (a4) montre la stabilité de 1’équilibre de coexistence E*. Les
Figures 5.6 ((d4) — (e4) — (f4)) montrent une variation périodique des trois especes. En comparant ces deux
situations, nous pouvons constater qu’en présence de substance toxique, la valeur seuil du taux d’infection,
a laquelle la maladie ne se propage pas, est atténuée. Les Figures 5.6 ((b4) — (c4)) indiquent respectivement
le comportement du systéme (5,1) et (F,S). Nous continuons notre simulation numérique en augmentant la
valeur de u pour illustrer le comportement de la dynamique du systeme. En effet, pour u = 0.78, la dynamique
du systeéme (5.10) présente un comportement quasi-périodique illustrée par la Figure 5.7 (a5). Les variations
périodiques des effectifs des especes sont clairement visibles & travers les Figures 5.7 ((d5) — (e5) — (f5). Pour
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FIGURE 5.6 — Comportement dynamique du systéme (5.10) pour u € (0.124,0.413) pour les valeurs de 6, = 2.5 et 6, = 0.

la méme valeur, si I'on considere 6, = 0.82, le systéme montre un comportement quasi-périodique illustré par
les Figures 5.7 ((b5) — (¢5)). Le comportement quasi-périodique reflete la prolifération du phytoplancton et est
illustrée par les Figures 5.6 et 5.7. Enfin, nous montrons que la toxine peut-étre contrélée. En effet, en diminuant
0, = 0.48, le comportement de la dynamique est illustré par les Figures 5.8 ((a6) — (b6) — (¢6)). Cependant,
une nouvelle diminution de 6, donne une solution stable dans le plan S — F', éliminant les infections. Ceci est
illustré sur la Figure 5.8 et corrobore nos résultats mathématiques.

Remarque 5.4.2. A la lumiére de ces observations, nous pouvons conclure que l'infection virale et la substance
toxique dans le milieu aquatique jouent un role important quant au controle de la prolifération planctonique.
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5.5. CONCLUSION Chapitre 5

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté mathématiquement et numériquement un modele éco-épidémiologique
en prenant en compte l'effet conjoint de la toxine libérée par le phytoplancton et une maladie virale sur la
dynamique du systéeme phytoplancton-poisson. L’analyse mathématique du modele a permis d’obtenir des ré-
sultats intéressants concernant la coexistence de ces trois populations et du comportement asymptotique des
équilibres. Ainsi, lorsque la valeur seuil du taux d’élimination relatif Ry < 1, alors 1’équilibre sans maladie
globalement asymptotiquement stable (Proposition 5.3.2). Par ailleurs, nous avons montré numériquement que
lorsque v € (0.124,0.413) et 6, € (2.13,5.32) on a une coexistence des trois populations. Ces résultats numé-
riques corroborent nos résultats théoriques établis dans I’étude mathématiques. A I'issu de cette étude, il ressort
que le parametre d’efficacité de la toxine libérée 6, est responsable de la floraison phytoplanctonique dans le
milieu marin et que la production de la toxine réduirait la valeur seuil des parametres de I'infection.
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Chapitre 6

Analyse mathématique de la
dynamique d’un modele
éco-épidémiologique avec migration

W Les défis les plus grands, offrent les plus
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6.1 Introduction

D’une maniere générale, ’hétérogénéité spatiale ou géographique joue un réle crucial dans le processus
de propagation de nombreuses maladies infectieuses lorsque les espéces interagissent. L’étude de l'effet de la
propagation des maladies infectieuses chez les especes en interaction a suscité l'intérét de nombreux chercheurs
en raison des graves menaces qu’elles représentent & 1’échelle mondiale [68, 80, 127]. Dans la majorité des modeles
mathématiques, ’environnement est considéré comme homogene. Cependant, en réalité, 'environnement est
hétérogene et peut étre vu comme un ensemble de localités différentes reliées par des flux migratoires [47].

En particulier, pour les modeles proie-prédateur, la propagation des maladies infectieuses couplée aux mi-
grations génere une dynamique complexe en raison de la diversité des especes vivant dans I’environnement et
interagissant entre elles. Cette complexité est amplifiée par la présence de migrations au sein de chaque espece.
Il est impossible d’ignorer ce facteur, car il est omniprésent dans les systémes écologiques et joue un role clé
dans la régulation naturelle des populations.

Par ailleurs, il est bien établi que la migration est un processus démographique essentiel qui touche tous
les étres vivants. Elle peut survenir pour diverses raisons, telles que ’éducation, I’emploi, le mariage ou encore
les conflits. Pour les especes animales, la migration est généralement motivée par des facteurs tels que les
changements climatiques, la modification de I’habitat, la recherche de nourriture, la prédation, le cannibalisme,
la reproduction, I'urbanisation ou encore la déforestation [17, 91].

De nombreuses recherches sont principalement axées sur 'effet des maladies infectieuses dans la communauté
des modeles proie-prédateur sous U'influence de la migration [17, 31, 65, 91, 96]. En effet, Kant et Kumar [91]
ont proposé et étudié un modele proie-prédateur en présence de maladies infectieuses dans les deux especes
en prenant en compte le processus de migration dans la population de proie uniquement. Dans leur analyse
mathématique, I'existence, la positivité et la stabilité des équilibres ont été étudiées. En outre, des seuils épidé-
miologiques sont calculés et utilisés pour déterminer les conditions de propagation de la maladie. Dans [17], Arora
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et Vivek ont proposé et étudié un modele proie-prédateur lorsque la maladie se propage parmi les populations
de proies avec une migration dans les deux especes. La réponse fonctionnelle de type Holling IT est utilisée pour
I'interaction entre les especes proies et prédatrices. Leur analyse mathématique a permis d’établir I'existence
des équilibres et la stabilité locale et globale. Chowdhury [46] a étudié un modele éco-épidémiologique décrivant
leffet d’une migration rapide sur le modele proie-prédateur entre deux parcelles différentes. Mathématiquement,
Iauteur a prouvé la stabilité asymptotique de 'unique point d’équilibre rapide.

C’est dans cette optique que dans ce chapitre, nous nous sommes penchés sur ’étude d’'un modele éco-
épidémiologique en présence de migration. Il faut noter que la migration introduite dans le cadre de notre étude
est une émigration. En effet, I’émigration influence la dynamique des populations de proies et de prédateurs
notamment les taux de croissance, les densités de population et les interactions entre les especes. De plus, elle
joue un role crucial dans la propagation des maladies infectieuses. Les individus émigrant peuvent introduire de
nouveaux agents pathogenes dans des populations locales, ce qui peut augmenter la prévalence de la maladie.
De méme, les especes malades peuvent émigrer et propager la maladie vers de nouvelles populations. Nous nous
sommes donc focalisés sur 'analyse de 'effet de I’émigration sur la dynamique d’un modele proie-prédateur en
présence d’une maladie infectieuse de type SIS [139]. En ce qui concerne analyse mathématique du modele, nous
avons tout d’abord établi I'existence, la positivité et le bornage des solutions avant de nous intéresser a I’existence
et a la stabilité locale des équilibres sans maladie et des équilibres endémiques. En outre, numériquement, les
diagrammes de bifurcation et les portraits de phase sont donnés ; et certaines dynamiques complexes et riches sont
étudiées, tels que I'apparition de cycles limites et les solutions périodiques sous 'effet du parameétre d’émigration.

Le chapitre est structuré comme suit. La section 6.2 est consacrée a la formulation du modele éco-épidémiologique.
La section 6.3 est dévolue a ’analyse mathématique du modele, y compris le caractere bien posé du modele et
I’analyse de la stabilité des points d’équilibre. Nous effectuons quelques simulations numériques afin d’étayer
nos principaux résultats établis dans la section 6.4. Le chapitre se termine par une conclusion et une discussion
a la section 6.5. Les résultats de ce chapitre ont fait 'objet d’un article publié en 2024 sous le titre "A complex
dynamic of eco-epidemiological mathematical model with migration” dans Abstract and Applied Analysis
(Hindawi) [143].

6.2 Formulation mathématique du modele

Dans cette section, nous nous intéressons a la formulation d’'un modele éco-épidémiologique décrivant la
dynamique complexe d’un systéme proie-prédateur avec la prise en compte des termes de migrations [139].
L’objectif est d’étudier 'effet de la migration sur la dynamique des espéces en interaction. Notons X et Y la
population des proies susceptibles et infectées respectivement, de telle sorte que H(t) = X (t) + Y (t) soit la
population totale des proies a tout moment ¢ > 0. Désignons par b et pu les taux de natalité et de mortalité

respectivement. En I'absence des proies infectées, la population de proies suit une croissance logistique avec
b rH (1-0)yrH

comme taux de natalité et y + ————— comme taux de mortalité, ou 6 est la proportion des
interactions, au sein de la population des proies qui affectent les naissances, et 1—6 la proportion des interactions
qui affectent les déces et » = b — p le taux de croissance intrinseque des proies. Afin de formuler notre modele,
nous émettons quelques hypotheéses clées [62].

Hypothese (E1). Lorsqu’il n’y a pas de prédateurs, la population de proies suit une croissance de type logistique
H
r{l-— T H, ou H représente la population totale de proies, K la capacité d’accueil et r le tauz de croissance

intrinséque.

Hypothése (E2). La réponse fonctionnelle est de type Holling II et est donnée par ot k1 et ko

1H
1+ koH’
désignent respectivement les taux de recherche et de satiété des prédateurs.
Hypothese (E3). La maladie est transmise horizontalement par contact entre une proie infectée et susceptible

via 'incidence standard 67.

Hypothese (E4). Les proies susceptibles et infectées peuvent migrer vers l'extérieur, c’est-a-dire qu’elles
peuvent migrer vers d’autres zones géographiques. Soient my et mo les taux de migration des populations sus-
ceptibles et infectées respectivement.

Hypothése (E5). La maladie n’est pas héréditaire.
Hypothése (E6). Seules les proies susceptibles sont capables de se reproduire.

Hypothese (ET7). Le prédateur est incapable de distinguer les proies infectées et saines.
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En vertu des hypotheses ci-dessus et du diagramme d’interaction, Figure 6.1, la dynamique du modele

éco-épidémiologique est donnée par le systeme différentiel suivant :

. H X +qY
H = rH|l1-—=)—-k——=P— X Y), HO) >0
r ( K) T kol (mi1X +moY), H(0) >0,
. r0H (1-0)rH XY ki1XP
X = (b- H - —— | X - f— Y- —-—-m X, X(0)>0
( K) <”+ K ) St T ier ™M X010,
(6.1)
. XY (1-0)rH kiqY P
Y = f— —0Y — - ——— —moY, Y(0) >0
BH o <M+ K ) 1+ kol m2Y, Y(0) >0,
. w(X +qY)P
P = ———— —~vP—-—m3P, P(0) >0,
T 7 (©)
ol
— v désigne le taux de mortalité des prédateurs,
— [ est le taux de transmission de la maladie entre les proies susceptibles et infectieuses,
— o indique le taux de guérison,
— P représente la densité des prédateurs,
— w = ek est le taux de conversion de la biomasse proie en biomasse prédateur, avec 0 < e < 1,
— ko représente le taux de satiété des prédateurs,
— q > 1 représente le fait que les proies infectées sont plus vulnérables a la prédation que les proies saines,
— mg indique le taux de migration des prédateurs.
Y X
Posons I = T et S = 7= 1 — I les proportions de proies infectées et des proies susceptibles respectivement.
. HY —-YH
Par ailleurs, on a I = — ol
. rYH? kiqYHP
YH = pXY - YH - — —moYH
5 (J + N’) K 1 + kQH ma )
: rY H? X +qY
HY = rHY — —k YP— X YYY,
" K T4 koH (m1 X+ maY)Y,
donc
. . OrH (X +qY —qH)k1YP
HY -YH = pXY - —-—— |YH —moYH
B (M+U+T K> + 1T bkl mo

+ (X +meY)Y.
En utilisant le fait que Y = IH et X = (1 — I)H et en l'injectant dans ’équation (6.2), on a :
1—-1)(¢g—1)IH?*P
1+ koH

HY -YH = ﬂﬂ—IﬂHQ—(u+a+r—%f>IH2—h(

+ (my—mo)(1 = I)IH? orr=b— p,donc
9rH> k(1 -I)(g— 1)P] TH

HY - YH = k6+m¢—mﬂﬂ—1%—G+0_ K 1+ koH

Par suite,
. HY -YH

Ainsi, le systeme (6.1) devient :

OrH ki(l—1I)(¢g—1)P
B K> 1+ koH }L

i = :(5+m1 —mo)(1— 1) — <b+a— HTKH) _hd l_j)g}; I)P} I, 1(0) > 0
P - —Mltfihnﬂl—y—m4fzpw)>a

(6.3)
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g
p_ "0 pY
K H
. - Y
L. —O)rH 2 L (-0rH
ma ,Uz K \\\ Tn;%/ M K
25
D A
) N SN
r (1 - H) WX oY) Y
K 1+ koH

H - P

mi1 X +maY Y+ mg

FIGURE 6.1 — Diagramme d’interaction du modele (6.1).

6.3 Analyse mathématique du modele

Pour faciliter I’étude mathématique du systéme (6.3), nous le réécrivons sous forme vectorielle :

Z(t)=F(Z({t)), Z(t)=(H(t),I(t),P(t) et F:R} - R?
ou
(1 2\ RmPQ+Ie-1) oo
S (r(1- %) - 2P st e = m)D))
F(Z)= | Fy(H,I,P) | = <(ﬂ+m1—m2)(1—1)—(b—ka—eTKH)—kl(l 1‘?&; DL
F3(H,1,P)
w(l+I(¢g—1)H
( 1+ ko H _7_m3>P'

6.3.1 Existence, positivité et bornage des solutions

Le théoreme suivant donne le caractére bien posé du modele (6.3).

Théoréme 6.3.1. Le systéme (6.3) admet une unique solution mazimale (H(t),I(t), P(t)) définie
valle [0, Tynaz[. De plus, ’ensemble

M={(H,I,P)eR}J0<H<K,0<I<1,P>0}

est positivement invariant et absorbant pour le systéme (6.3).

)1

(6.4)

sur linter-

Démonstration. En effet, la fonction F' € %“(Ri, R3), car F; € € (Ri, R), pouri = 1,2,3. Ainsi, F € ¢! (Ri)
Par suite, F' est localement Lipschitzienne sur Ri. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence de la

solution maximale relative au systéme (6.3) [52, Chapitre V, Section 3].

En vertu du théoréme de la barriere [36, Théoreme 2.1, p.280], il suffit de montrer que les faces de M
associées au systeme (6.3) pointe vers l'intérieur de l'orthant positif pour établir la positivité invariance. En

effet,
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— Si H =0, alors

dH
E*O.

— Si H = K, alors

A kPA+Ha=1) oy~ m) DK <0,

dt 1+ kK
— Si I =0, alors
dI
— =0.
dt
— Si I =1, alors
dI OrH OrH
_— = - _——_— < —7> .
i <o+b K)O car b % >0
— Si P =0, alors
dP
= =o.
dt

Par conséquent, I’ensemble M est positivement invariant pour le systéeme (6.3).
Montrons que Iensemble M est absorbant. D’apres la premiere équation du systéme (6.3), la variable H
satisfait 'inégalité différentielle suivante
dH H
—<r({l-—=|H
i< (%)

et de la deuxiéme équation du systéme (6.3), on montre que I vérifié I'inégalité suivante

< (G4 mi—ma)(1 - DI

Nous considérons les équations différentielles suivantes :

J(t)=r (1 - g}?) 9(t), 9(0) = N(0) et H'(8) = (B +mi1 — ma) (1 — h(t)) h(t), h(0) = I(0), ¥t >0

dont les solutions générales sont de la forme

9(0)K h(0)e(FHmimma)t

t) = t  h(t) = vt > 0.
M= g7 (K —gope M T TR0 e 2
En vertu du principe de comparaison [32, Théoréme 7, p.29], on a
9O h(O)el e
H(t) < t I(t) < vt > 0.
0= 50+ (K —gper ¢ =TT s h@eEmm 2
Par conséquent,
i < i <1.
th_}n}roosupH(t) <K et T}L}H}s_oosupl(t) <1
Ainsi, on conclut donc que 'ensemble M est positivement invariant et absorbant pour le systéme (6.3). O

Théoréme 6.3.2. Toutes les solutions du systéme (6.3) avec des conditions initiales positives qui commencent
dans Ri sont uniformément bornées dans la région

ky rK
D=<(H,1I,P)eR}/H+—P< -
{( ,I,P)eRY/H + woo = 4min{m1,m27’7+m3}}

Démonstration. En effet, on a

H+@P = <r(1—g>—ml(l—I)—m21>H—a('y—|—m3)P
w
HP(1+1(g—1)) (k1
1+k;2H ;w7k1 .

Pour toute valeur de I dans [0, 1], on a

0 < min{my, ma} < m1(1 —I)+ mol < max{my,mz}.
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On a donc :
N H , k1
H+—P < 1-—|H- H—- — P
T s r ( K> min{my, ma} o (v +ms3)
H k
< r (1 - > H — min{my, ma,v + ms}(H + —P)
K w
K k
< %—min{ml,m2,7+m3}(H+iP),
H K K K
car le supremum de h(H) =r (1 — K) H au point H = Hy = 5 est h (2) = % En vertu du principe de

comparaison [32, Théoréme 7, p.29], on en déduit que

kl TK
li H(t)+ —P(t)) < '
tgnimsup( (t) + W () < dmin{my, ma,y +ms}

Ainsi, toutes les solutions du systéme (6.3) sont uniformément bornées dans la région D. O

6.3.2 Existence et stabilité des équilibres sans maladie

Cette partie est consacrée a I’étude de l'existence et a la stabilité des équilibres sans maladie du systeme
(6.3). Nous commengons tout d’abord par une proposition qui exhibe les points d’équilibre sans maladie du
systéme (6.3). Supposons que r > m; et considérons les seuils suivants :

B+mq+0 wK(r —my) o Bmy

7?/O: Rlz g =
oy — :
b+m2+g+% (V-l-mg)(r—l-(r ml)kQK) b+mg+o

(6.5)

Proposition 6.3.1.
(1) Le systéme (6.3) admet un point d’équilibre Ey = (0,0, 0).

K
(#3) Sir > maq, alors le systéme (6.3) admet un point d’équilibre E; = ((r = ml),0,0) .
r

H
(191) Siw > ka(y+mg) e my <r <1 - KO) , alors le systéme (6.3) admet un équilibre By = (Ho,0, Py),

Hy=—1""3  p=— 1—=2) - 1+ ko Hop).
0 W*kQ(m3+’7) 0 kl <7"( K m ( 2 O)

ol

Démonstration. En effet, tout point d’équilibre du systeéme (6.3) vérifie

B H\ kP1+I(qg—1) B
H = 0 ou r(l—K>— L ll — (mq + (mg —mq)I) = 0,
I = 0 ou (B4+mi—mg)(1-1I)— <b+ o— QTKH> _hd ;—i)lc(qu; HP 0, (6.6)
P = 0 ou oJ(Hl(q_l))H—(7+mg) _—

1+ ko H
(1)) SSH=0, P=0etI=0 = Ey=(0,0,0).

(i) SiH+#0, P=0, I=0eten utilisant le deuxiéme terme de la premiere équation de (6.6), on a :

1 Ll =0
r K my = U.

K K
On en déduit que H = —(r—my) >0 si r >my. Ainsi B = <(r—m1)70,0) .
r T
(74) ST H #0, P #0etl=0,eten utilisant le deuxiéme terme de la troisieme équation de (6.6), on a :

wH
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Par suite, on a

Y+ ms .

H=Hy=—F—"F"-—"7-—>0 k .

0= 0+ ) si w> ka(y +ms)
En injectant I’expression de Hy dans r [ 1 — HY_ _mP m1 = 0 (deuxiéme terme de la premiere

y Xp 0 K 1+ koH 1= X p
équation de (6.6) avec I =0), on a :
H, k1P

1l - - =0. 6.8
' ( K ) T+ koHy (6.8)

On en déduit que :
1 H H
P:P():k(?”(l—[(())—ml) (1+k2H0)>0 si m1<r<1—0>.
1

Par conséquent, Ey = (Hg, 0, Pp). O

Maintenant, nous sommes en mesure d’étudier la stabilité locale des équilibres sans maladie.
Proposition 6.3.2.

(1) L’équilibre Ey est instable.

K
(i) L’équilibre Ey = ((r —my),0, O> est localement asymptotiquement stable si v > my et
r

Ro<1l et Ri<l. (69)

Si
Ro>1 ou Ri>1, (610)

alors U’équilibre E est instable.

(iii) L’équilibre E5 = (HY,0, P°) est instable.

Démonstration. Considérons la matrice variationnelle du systéme (6.3) définie comme suit :

Bi1 Bia Bis
J(H,I,P)= | Ba1 Bz DB
B3y Bss Bss
o,
Pu=on _r(l K) (1+ ko H)? (ma + (mz —m)1),
COF ki(g— D)HP

Bliniiwi(nwiml)H’

b _OF _ RH(+1g—1)

BT o 1+ koH

g OB _ 0l | kika(q—1)(1 = DIP

21 — OH - K (1+I€2H)2 )

OF. orH k —1)(1-20)P
Bzzza;:(ﬂ+m1—m2)(1_21)—<b+0— K)_ 1(q1+)(]€2H ) )
b OB kg=)(-DI

#»7op (1+ koH)
b OB w(l+(@-1)DP
UTOH T (M4 keH)?
B _OF;  wqHP
270 T 1+ koH'

_0F3  w(l+(¢—-1))H
Bos=5p = = 14 hm T M
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(7) La matrice jacobienne du systeme (6.3) au point Ey = (0,0,0) est donnée par :

r—ma 0 0

0 0 —y —ms3
ou le seuil Ry est défini en (6.5). Les valeurs propres associeés & la matrice J(Ep) sont :

1

AM=r—my, A= (B+m) (1—722), A3 = —(y+ms3).

Puisque par hypothese r > my et donc Ay > 0. Ainsi, I’équilibre Fy est instable.

K
(74) La matrice jacobienne du systéme (6.3) au point Ey = ((r —my),0, 0) est donnée par :
r

—(r—m1) (m —m2)§(7“_m1) _rilgg(;in;r)bl)
J(Er) = 0 (ﬂ+m1+9)<1_7;> 0 ’
0 0 (fy—l—ms)(Rl - 1)

ou les seuils Ry et Ry sont définis en (6.5). Les valeurs propres associées a la matrice J(E1) sont :

AL =—(r—mq) <0, )\22(5+m1+9)(1—é> et A3 =(y+m3)(R1—1).
0

Si Rg < 1et Ry <1, alors on a respectivement A\; < 0 et Ay < 0. Par suite, E; est localement asymptoti-
quement stable.

(ii7) La matrice jacobienne du systéme (6.3) évaluée au point Ey = (H,0, P%) est donnée par :
Cn Ciz Ci3

J(E)=]1 0 Can 0 |,

C31 Cs 0
ou,
2H, ki1 Py k1(q1 — 1)Ho Py
! r< K) (14 koHp)? M1, “12 1+ kyHo (mg —mq)Ho,
leO GTHO kl(qf 1)P0
Cis =T ¢ =002 = —ma) — (b+o— _
13 15kt &2 =00 (B4 m1 —ms) ( +o - g
why wqHy Py
Con = 0. Coy = 0 watloBo
23 ) 31 (1 + kQHU)Q’ 32 1 T k2H07 33

Le polynome caractéristique associé est

P, ()‘) = (CZ? - )\)()\2 —CiiA — C'13C':31)~

On a
PEZ(A) =0 <<= \= 022 ou )\2 — Cll>\ — 013031 =0.
Or )
wk1Ho Py
—(C13031 = —————= <0,
BT+ ko Hy )2

donc 'une des valeurs propres de A2 — C11 A — C13Cs3; = 0 est & partie réelle positive. Par conséquent, Fy est
instable. O
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6.3.3 Existence et stabilité des équilibres endémiques

Tout équilibre endémique FE3 = (H*, I*, P*) est solution du systéme suivant :

H* ki P*(1+1"(q — 1)) *
7«(1—K)— e e mo)r) )
(8-t =ma)(1 = 17) = (4o O ) - BUSTEIE — o (6.11)
wl+I"(g-1)H" (7 + ms) _ 0

1+ ko H*
En utilisant la troisitme équation du systéme (6.11) on a

_ Y tms

H*
Bo

> 0siw > ko(y+mg)
ol
By =w— k2(7+m3) —I—w(q— 1)1*

En injectant H* dans la deuxiéme équation du systéme (6.11) nous avons

L+ (¢ — )I*)(wKBo((B+m1 —ma)(1—I") — (b+0)) + 0r(y +m3))
ki(q —1)Bo

P*:(

En substituant P* et H* dans la premiere équation du systéme (6.11), nous obtenons 1’équation suivante :

AsT*" + AyT* AT + Ay = 0, (6.12)
Ay = (w—ka(y+m3))K(wr(qg—1)+wK((b+0)(w — ka(y+m3)))
(w — ko (v +m3))*K(0r(y + m3) + wK (8 + m1 — ma) + miw(q — 1))
= (g— (v +mz)wrK(w— ka(y +ms3)),
A1 = (WK + K(w — ka(y +m3))(1 +wK((B +m1 —ma)(w — ka(y +m3))))

+ 2w(g—1)(b+0)(w—ko(y+m3))K
= wK(g—1)(w = k(v +m3))(2wK (B +m1 —mz) + Or(y + ms3))
— miK*(w(g = 1))*(w — ka(y + ma)),
Ay = wK(g—1)((w—ko(y+ms3)) 2wK (B +mi —m2) — (¢ —1)))
+ (w(g—1) K (my —ma + (b+ 0)wK)
(wlg=1))*K((q = D) +m1) + wK(B +m1 —ma) +0r(y +ms)),
Az = (wlg—1))?KWK(B+my —msa)+ (q—1)(m1 —ms)).
Comme my > mgo donc Az > 0, ainsi le nombre de racines réelles positives de ’équation (6.12) dépend des signes
de Ay, A1, Ag. Ceci peut étre analysé en utilisant la regle des signes de Descartes sur les signes des coefficients

du polynome :
L(X) = A3X3 4+ A X% + A X + Ay.

Les différents cas de racines réelles positives de L(X) sont présentés dans le Tableau 6.1.
Le résultat suivant donne les conditions d’existence des équilibres endémiques du systéme (6.3) [155].
Théoréme 6.3.3. Le systéme (6.3) :
(1) n’admet aucun point d’équilibre endémique si le cas 1 est satisfait.
(i) admet un unique point d’équilibre endémique si les cas 2,3,4 sont vérifiés.

(iit) admet deux points d’équilibres endémiques ou aucun point d’équilibre endémique si les cas 5,6,7 sont
satisfaits.

(iv) admet trois points d’équilibres endémiques ou un unique point d’équilibre endémique si le cas 8 est satisfait.
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Cas | As | Ay | A1 | Ag | Nombre de changements de signes | Nombre de racines positives
1 + |+ |+ |+ 0 0
2 + | + | + - 1 1
3 + + - - 1 1
4 + - - - 1 1
5 + - + | + 2 0,2
6 + | + - + 2 0,2
7 + - - + 2 0,2
8 + - + - 3 1,3

TABLEAU 6.1 — Diverses possibilités donnant les racines réelles positives de 1’équation L(I™) = 0.

4 A A A
Désignons par Ko = I;’ Ky = Kj Ky = KZ’ (6.13)
et
4~ _klg—DweH"(1-1I")
! (1+ ko H*)2 ’
4, = =Dy +ms)(1 -1
? (H)2(1+ ko H*)2
e (kkaK (g = 1)L = I')P* 4 6rI* (14 ko H"))(y + my)qH*
T K(1+ ko H")? ’
A, — (v +m3)?
: wH*(1 + ko H*)’
o OOt ke H) + kiksK (g — D(1 = I)P*
> K(1 + ko H*) ’
A Az — Ay
O T WK1+ koH*)
ol
Ay = Kki(v+mg)P* +w(B+my—mao)(1+ ke H)IY),
Ay = w(r(l+keH")+k1(¢—1)KI"P*),
Ag = le(’}/ + mg)Al.P* + kl(q — ].)AQH*P*CUK,
A4 = (.L)(AlH*+K(m17M2)H*)A2+KA3)(1+]€2H*)7
(A1 — Ay)
Ay = K - 1HI*P*A K - As — A1 H)————
5 (WKEi(q—1) 4+ (WK(mp —mg)As 1) (14 ko ))wK(l—i—kgH*)
(A1 — Ay)

+ (wr(B+my —ma)"H*(1+ ko H)? + K2 (g — DE(y + mS)I*(P*)2)m’

AG = (K(ﬁ—f—ml —mg)(wA4+k1('y+m3)l*P*))+wKA4

Proposition 6.3.3. Si les conditions (ii) du Théoréme 6.3.3 sont satisfaites et si de plus les conditions suivantes
sont vérifiées

Ko < 1, (6.14)
Ky < 1, (6.15)
Ko < 1, (616)

alors Uéquilibre endémique E5 = (H*,I*, P*) est localement asymptotiquement stable. Si kg > 1 ou k1 > 1 ou
ko > 1, alors Uéquilibre endémique Es = (H*,I*, P*) est instable.

Démonstration. En effet, la linéarisation du systeéme (6.3) autour d’équilibre endémique F3 donne :

D11 Di2 Das
J(E3)=| D21 Das Das |,

D3y D3y 0
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ou

k1K (y+ m3)P* —rwH*(1 + ko H)

D =
H wK (1 + ko H*) ’
Do = H(mi—ma)(A+ ko H”) — (ki(g —1)P")
12 1+k2H* )
Dis = ,w7
w
OrI*  kyko(q—1)(1 — I*)P*
Dy = Il Faka(g —1)( Lty
K (1+ ko H*)
Doy - Ilklg=1)P" — (B+m —mp)(1+ ko H"))
22 (1 + ko H*) ’
Do - _kle=DHA-TI)
23 1+k2H* )
D _ (v + mgz)P*
3t H*(1 + ko H*)’
wqH* P*
Dy = ——
82 1+ koH*'
D33 =0.

Le polynome caractéristique associé a la matrice J(FE3) est donné par :

P, (\) = N+ C1\? + Co\ + C3, (6.17)

ou

Ci = —(D11+ Da),
A — Ay
K11 ko H")
Cy = Di13D31 D2 + D11D23 — D13D31 — D23 D3z — D12 Doy
C3 = D11D23D30 — D12D23D31 — D13D321 D3o.
Az — Ay
WK (1 + ko H*)
As — Ag

G =G = CRA T

Si les conditions (6.14), (6.15) et (6.16) sont satisfaites, alors on a respectivement Cy > 0, C5 > 0 et C1C2 > Cs.
Ainsi, en vertu du critere de Routh-Hurwitz, toutes les racines de ’équation Pg,(A\) = 0 ont des parties réelles
strictement négatives. Il en résulte que E3 est localement asymptotiquement stable. Par contre si le membre de
gauche de (6.14) est supérieur ou égal a 1, alors C; < 0. Ainsi, F3 est instable. O

Remarque 6.3.1. La stabilité globale de ’équilibre E3 ainsi que ’apparition de cycles limites résultant de la
bifurcation de Hopf ont été conjecturées numériquement a travers les valeurs des paramétres du Tableau 6.2.

6.4 Simulations numériques

Dans cette section, nous effectuons des simulations numériques afin d’illustrer nos résultats théoriques. Pour
ce faire, nous utilisons le logiciel MATLAB comme environnement de simulation. Les valeurs des parametres
utilisées sont consignées dans le Tableaux 6.2. Le but est d’illustrer numériquement ’effet de 1’émigration sur
la dynamique du systeme (6.3). A travers les Figures 6.2 et 6.4 nous avons présenté 1’évolution globale de
la population des proies et des prédateurs. La Figure 6.2 montre que le systéeme (6.3) converge vers le point
d’équilibre endémique F3 avec diminution de la population des proies infectées. En augmentant le parametre
mq1 = 0.25 et en maintenant les autres valeurs fixées dans le Tableau 6.2, nous observons a partir de la Figure
6.3, une variation périodique des effectifs des proies et des prédateurs. Maintenant, si 'on considere m; = 0.3,
un cycle limite se produit résultant de la bifurcation de Hopf avec toujours une diminution de la population des
proies infectées, voir Figure 6.4. Nous poursuivons notre analyse numérique afin d’étudier I'effet de la migration
dans la communauté des proies et des prédateurs. Lorsque m; = 0.56, nous observons a travers la Figure 6.5
(e), que les trajectoires du systéme (6.3) se rapprochent asymptotiquement de E3 avec présence de la maladie
dans la population des proies. La Figure 6.6 montre qu’en augmentant le taux de migration a m; = 0.63,
une instabilité se produit pour le systeme (6.3) autour de 1'équilibre E3. Lorsqu’on atteint la valeur critique
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Chapitre 6

Parametres

Valeurs Références

Dimensions

r
K
k1

15 [139, 142]

366 estimé

0.1 estimé
0.001 [139]

1 [139]
0.015 [139]
025  [139, 142]
0.03 estimé
0.02 estimé
0.5 estimé

2.5 [139, 142]
0.02 estimé
0.15 [139]
0.5 estimé

TABLEAU 6.2 — Valeurs des parametres utilisés pour la simulation numérique du modele (6.3).

mer = 0.73, la Figure 6.7(a)-(d) montre une oscillation des trajectoires des proies et des prédateurs autour de
I’équilibre F3 avec une persistance de la maladie. On observe également qu’une bifurcation de Hopf se produit.

Ceci est illustré par la Figure 6.7(e).

Ainsi, au regard de ces observations, nous pouvons conclure que le taux de migration est un parameéetre
important qui régule la dynamique du systéeme proie-prédateur.
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450 : : : : : . . ! "
prey infected prey
400 E
08 - b
350 8
300 8 08 1
= § e
‘f250 =
200 8 o 7
150 .
02 b
100 8
50 I N A Y SR AN SR . : ‘ ‘ ‘ ‘ | |
0 100 200 300 400 500 60O 700 800 900 1000 B
t (days) t (days)
(a) Trajectoires des proies. (b) Trajectoires des proies infectées.
25 T T T T T T T 500 T T T T T T T
predator prey
infected prey
20 ] a00 b predator
=
15 , o 300 ]
g =
10 1 £ 200 1
I
5 1 100 N
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t (days) t (days)
(c¢) Trajectoires des prédateurs. (d) Trajectoires des proies et des prédateurs.
25
20 -
s
a
10
5 -
0
002
0015 <~ a0

(e) Portrait de phase.

FIGURE 6.2 — Convergence du systéme (6.3) avec disparition de la maladie dans la population de proies pour m; = 0.2.

98 A. Savadogo, UNB/SU



6.4. SIMULATIONS NUMERIQUES Chapitre 6
500 I I I I ! I I infected pre;
prey 09 - s
400 1 08 .
0.7 4
300 = 0.6 |
= os -
I
200 - 0.4 -
0.3 1
100 02 .
0.1 |
0 ‘ ‘ . ‘ ‘ . | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 0 200 400 600 a0 1000 1200
t(d
t (days) days)
(a) Trajectoires des proies. (b) Trajectoires des proies infectées.
25 T T T T 500 T T T T
predator prey
infected prey
20 ] 400 predator
=)
15 Wl T AR A A AR AR A RO AR R 0 ag0 1
= | =
o =
10 1 = 200 1
T
5 b 100 ! I | i
o ‘ ‘ ‘ ‘ . o! ‘ 1 ‘ ' . |
0 200 400 600 800 1000 1200 0 200 400 600 800 1000 1200
t (days) t (days)
(c¢) Trajectoires des prédateurs. (d) Trajectoires des proies et des prédateurs.
25 -
20
52
o
10 -
5
o
0.015 . .
0.;1‘ T~ = — ADVD/ 40
T ~ < — 300 350
0005 - P

(e) Portrait de phase.

FIGURE 6.3 — Variation périodique des effectifs de proies et de prédateurs correspondant a la valeur valeurs m; = 0.25.
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500 prey ool infected prey |
400 , 08 - |
Sos 4
0.3
0.1
0 . I . ‘ ‘ . ‘ | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 0 20 400 s 800 1000 1200
t (days) Y
(a) Trajectoires des proies. (b) Trajectoires des proies infectées.
35 500
predator F”f‘?y1 "
a0 infected prey
| 400 predator
25 =
__20 ‘ h Esoo il
[ \( I | M.l \m \m \m \m \n\ \H =
“ I i \‘ 1:_:.,200
10
“ W \ “
| A 1|
00 2(;0 4!;0 61;0 860 10‘00 1200 600 1000 1200
t (days) t (days)
(c) Trajectoires des prédateurs. (d) Trajectoires des proies et des prédateurs.

(e) Portrait de phase.

FIGURE 6.4 — Mise en évidence des variations périodiques des effectifs des proies et des prédateurs avec disparition de la
maladie correspondant a m; = 0.3.
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250 1 :
—prey infected prey
200 H 1 08 - -
150 {{ 4 06 - 4
) o)
I =1
10 R . 04F -
50 8 02 -
0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1
0 100 20 30 400 50 60 700 80 00 1000 0 100 20 200 40 500 600 700 80 90 1000
t(days) t (days)
(a) Trajectoires des proies. (b) Trajectoires des proies infectées.
1 ‘ 250
—prey
predztor infected pray
—— predator
8- . 200
)
8- - O 1501 1
e g
& _»
ol - €10 ]
Mﬂv’h\ﬁ I
21 - 50 i
1 1 1 1 1 1 1 1 0 A
0 100 20 30 40 500 60 700 80 900 1000 0 100 20 30 40 500 G0 700 80 90 1000
t(days) t (days)
(c) Trajectoires des prédateurs. (d) Trajectoires des proies et des prédateurs.

| 0 H

(e) Portrait de phase.

FIGURE 6.5 — Stabilité globale du point d’équilibre E3 = (90,0.3,3) avec persistance de la maladie chez les proies pour
m1 = 0.56.
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200 1

— prey infected prey

09- b

1501 1 08- 4

. 07- 1

£ 1 g

06+ :
50 1 0

0.4 4

0 | | | | | | | | 0.3 | | | | | | | |

0 100 20 300 40 500 600 700 80 %0 1000
t (days)

(a) Trajectoires des proies.

T
— predator

0 100 20 300 40 500 600 700 800 90 100
t (days)

(c) Trajectoires des prédateurs.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t (days)

(b) Trajectoires des proies infectées.

200

—prey
infected pray
—— predator

H(), I(t), P()

=
S
|

0 I A A A A Ao

0 100 20 30 40 50 60 700 80 90 1000
t (days)

(d) Trajectoires des proies et des prédateurs.

(e) Portrait de phase.

FIGURE 6.6 — Stabilité locale du point d’équilibre Fs avec persistance de la maladie dans la population de proies corres-

pondant a m; = 0.63.
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

100 200 300 400 500 600 700 800 0 1000

Chapitre 6
300 1
—prey infected prey
250 ‘ osh
200 ‘
- 061
%150 ‘ e
0.4
100 }
50 | “ 0.2
% 10 200 a0 40 500 6w 700 80 90 1000 %0 0 20 w0 40 S0 60 70 B0 00 1000
t (days) t (days)
(a) Trajectoires des proies. (b) Trajectoires des proies infectées.
40 predator so0 ———prey
35 H infected prey
’ 250 predator
30
25 gzou {
?20 S0
; g |
‘ | T 100 ‘ }
10 |
h\\m\m TR SRR R MR RO \.JM.” SO RN “
| o I | |
0 [ 1 1 0! {
0 90
(

t (days)

(c) Trajectoires des prédateurs.

t (days)

(d) Trajectoires des proies et des prédateurs.

(e) Portrait de phase.

FIGURE 6.7 — Diagramme de bifurcation de Hopf du point d’équilibre E3 avec persistance de la maladie dans la population

de proies correspondant a me, = 0.7.
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6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la modélisation et a ’analyse mathématique d’'un modele
éco-épidémiologique incluant des termes décrivant le processus d’émigration. Tout d’abord, a travers ’existence,
la positivité et le bornage des solutions, nous avons montré que le modele est mathématiquement bien posé.
Ensuite, nous avons établi les conditions d’existence des équilibres sans maladie et des équilibres endémiques
ainsi que leurs stabilités locales en utilisant le critere de Routh-Hurwitz. Enfin, des simulations numériques
ont été réalisées pour montrer le comportement dynamique de notre modele sous différentes valeurs du taux
de migration. Lorsque m; € [0.2,0.3], on note une coexistence des espéces de proies et de prédateurs avec une
disparition de la maladie indiquée par les Figures 6.2 ((b)-(e)). Cependant, lorsque m; € [0.56,0.7], on observe
que le systéme se rapproche asymptotiquement de I'équilibre E3, avec persistance de la maladie. A 'issu de
cette étude, nous pouvons conclure que le taux de migration est un parametre clé qui gouverne notre modele.
En raison de la complexité du modele éco-épidémiologique étudié, nous n’avons pas été en mesure d’établir les
stabilités globales des équilibres endémiques ainsi que I'apparition d’une bifurcation de Hopf que numériquement.
Cependant, nous gardons ces limites de notre étude comme un objectif principal dans nos travaux futurs.
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Chapitre 7

Cadre de modélisation et d’analyse de
la propagation épidémiologique dans

des populations en commutation

W Nul ne peut atteindre [‘aube sans passer

par le chemin de la nuit. &

Khalil Gibran.
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7.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre objectif est d’établir un cadre pour la modélisation mathématique et I’analyse de la
propagation d’une épidémie au sein d’une large population se déplacant régulierement, typiquement selon un
schéma temporel, comme c’est le cas dans les centres urbains peuplés. D’une maniere générale, 'hétérogénéité
spatiale ou géographique joue un role important dans le processus de transmission de nombreuses maladies
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infectieuses, ainsi que dans les variations temporelles des conditions de propagation. La diversité des échelles
(de temps et d’espace) correspondantes rend difficile la modélisation, la simulation et I’analyse de I’évolution de
ces phénomenes. Ces derniers prennent en compte des déplacements d’hotes de nature variée selon le contexte
et distinguent typiquement la localisation permanente des individus, afin de définir les chemins d’infection
possibles.

Un cadre puissant pour modéliser la propagation des maladies infectieuses parmi les populations qui sont
naturellement divisées en sous-unités spatiales, est basé sur les modéles de métapopulation [16, 71, 93]. En pra-
tique, un modele de métapopulation implique des mouvements explicites des individus entre des emplacements
distincts [16], appelé patches. Les flux entre les différents patchs, considérés comme les sommets d’un graphe
associé, sont généralement décrits a travers une matrice laplacienne discréte en continu. Les transferts entre
patchs sont généralement instantanés, mais certaines contributions ont modélisé spécifiquement 1’infection qui
se produit dans les systémes de transport, voir [97, 113] et les références qui s’y rapportent. Certains modeles
gardent la trace de l'origine de chaque individu (par exemple, par le biais d’un patch de résidence), mais la
plupart d’entre eux se contentent de tenir compte du nombre d’individus présents & chaque endroit au moment
présent, ce qui les rend indiscernables par ailleurs. Cette omission est probablement inadéquate pour décrire pré-
cisément les schémas de déplacement complexes, mais assez réguliers, qui fagonnent les commutations urbaines.
De plus, le patch de résidence n’est pas suffisant pour caractériser de fagon univoque I’histoire des rencontres
qui sont autant de possibilités d’inter-infection.

D’autre part, de nombreux travaux ont été réalisés pour intégrer divers traits d’hétérogénéité pertinents
pour décrire la propagation d’une infection au sein d’une population. Ces approches considerent des popula-
tions structurées en sous-populations qui different les unes des autres [79]. Comme ’écrivent H.W. Hethcote et
J.W. van Ark [79], ces dernieres "peuvent étre déterminées non seulement sur la base de facteurs liés a la maladie
tels que le mode de transmission, la période de latence, la période infectieuse et la susceptibilité ou la résistance
génétique, mais aussi sur la base de facteurs sociaux, culturels, économiques, démographiques et géographiques.
Dans une population spatialement hétérogene, les sous-populations peuvent étre des écoles, des quartiers, des
villes, des Etats, des pays ou des continents différents. Cela inclut également I’hétérogénéité des taux de contact
et des comportements qui ont un impact sur la propagation de la maladie. Des tentatives ont été faites pour
distinguer les rencontres ”sociales”, entre individus de la méme sous-population (sur une base en quelque sorte
"réguliere” ou "prévisible”), et les rencontres aléatoires entre individus de sous-populations éventuellement diffé-
rentes [131]. Certains modeles structurés prennent également en compte les aspects géographiques, & la maniere
d’une métapopulation [130].

Une caractéristique importante des ”sous-populations” considérées dans ce type de modeles est leur homogé-
néité : leurs membres sont indiscernables du point de vue de la dynamique épidémique, parfaitement mélangés,
soumis aux mémes "rencontres” avec d’autres sous-populations, et ils ne peuvent généralement pas passer d’une
sous-population & lautre (de sorte qu’en particulier, les classes d’dge ne sont généralement pas traitées comme
des sous-populations).

D’une maniere générale, dans ces contextes, les mouvements sont plutot considérés comme des phénomenes
permanents et stationnaires, plutot que variables dans le temps. D’autre part, I’évolution de la transmission des
maladies est soumise & des fluctuations temporelles, et en particulier & des fluctuations périodiques [154]. Ces
dernieres peuvent résulter de variations saisonnieres induites par les conditions climatiques, mais aussi par les
activités humaines a différentes échelles (déplacements quotidiens, ouverture et fermeture des écoles, programmes
de vaccination, etc.) Des efforts ont été faits pour analyser les effets de ces conditions de forgage sur la propagation
de linfection [20, 21, 22]. En raison de la difficulté d’analyser le comportement des systémes non linéaires
périodiques en général, plusieurs simplifications ont été faites, ce qui revient & analyser des systeémes stationnaires
obtenus a partir d'une moyenne (généralement informelle) des effets périodiques. Cependant, des exemples
dans [154] ont établi que de telles simplifications peuvent produire une estimation optimiste ou pessimiste de
loccurrence d’une épidémie (surestimation ou sous-estimation du nombre de reproduction de base). L’analyse des
modeles épidémiques temporels reste donc d’un grand intérét par rapport a I'utilisation de modeles stationnaires
de type "temps de résidence”. Ce point est déja vrai pour la détermination du nombre de reproduction de
base, déduit du comportement du modele au voisinage d’un équilibre sans maladie; mais il est encore plus
nécessaire pour des questions importantes en dehors de la plage de linéarité de I'infection, comme par exemple
la détermination de la taille finale de ’épidémie [19, 111].

Les déplacements domicile-travail impliquent des interactions complexes entre les groupes de population par
le biais de schémas de rencontre spatiaux et temporels compliqués, mais le plus souvent répétitifs. Dans le présent
document, afin de tenir compte de ces situations, nous passons d’une description “eulérienne” de la population
et de ses déplacements a une description ”lagrangienne” en termes de rencontres et de mélanges de groupes
homogenes suivis tout au long de leur évolution. Pour mener & bien ce programme, nous introduisons (un grand
nombre) de sous-populations distinctes, qui sont des groupes homogénes d’individus de tailles diverses. Pour
fixer les idées, une sous-population représente ici typiquement le groupe de tous les individus vivant dans un
méme lieu A qui se rendent en méme temps dans un autre lieu B (qui représente par exemple I’école, le travail,
les magasins, mais aussi les moyens de transport public), puis dans un troisitme lieu C au méme moment,
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etc. Un point essentiel est que tous les individus de chaque sous-population ont la méme "histoire”, c’est-a-dire
qu’ils sont tous en contact a chaque instant avec exactement les mémes autres sous-populations. Ce principe
est similaire a I’hypotheése d’homogénéité des modeles de sous-population présentés ci-dessus. L’exemple d’une
sous-population avec cinq sous-populations est présenté dans la Figure 7.1, et deux partitions différentes sont
présentées dans la Figure 7.2.

De maniére complémentaire, nous supposons que dans chaque lieu, les différentes sous-populations sont par-
faitement mélangées. Cette hypotheése permettra de décrire I’évolution épidémiologique a chaque endroit fixe ou
un mélange fixe de sous-populations par le biais d’'un modele compartimental agrégé unique. Bien entendu, cette
évolution est a priori différentes selon les lieux, en raison des différentes densités de population et des différents
comportements qui modifient le taux de contagion (par exemple, & la maison, dans les transports publics), et
aussi en raison de la rencontre avec d’autres sous-populations (par exemple, au travail, a I’école, pendant les
vacances saisonnieres). Ce cadre est trés différent de la plupart des modeles qui utilisent des sous-populations
pour représenter les traits d’hétérogénéité : ici, la principale différence entre les sous-populations réside dans
I’histoire de leurs contacts avec d’autres sous-populations et dans les conditions locales de transmission de I’in-
fection, avec des caractéristiques par ailleurs identiques. D’autre part, la modélisation des traits hétérogenes est
réalisée par un choix pertinent de la variable d’état.

La mise en ceuvre de ce programme nécessite deux étapes : d’une part, modéliser le mélange alternatif de
différentes sous-populations; d’autre part, décrire comment 1’épidémie se propage dans un mélange homogene
de sous-populations, en un lieu donné et pendant un intervalle de temps donné. D’une part, les déplacements
et les changements induits dans les contacts entre les sous-populations sont modélisés comme des mélanges
parcellaires constants et périodiques de ces dernieres. Notons que nous abandonnons toute référence a des "lieux
physiques” au profit d’une vision en termes de partitions de ’ensemble des différentes sous-populations. En
ce sens, les trains ou les métros sont également des "lieux”, et les "lieux physiques” qui sont en réalité vides
(écoles & la tombée de la nuit) n’apparaissent pas. D’autre part, pour décrire comment la maladie se propage
localement, nous proposons une classe originale de modeles compartimentaux dans lesquels la force d’infection
est explicitement distinguée et I'infection se produit par I’application de cette derniére & certains compartiments
(généralement susceptibles, mais pas seulement). D’une manieére générale, la force de linfection est définie
comme "le taux per capita auquel les individus susceptibles contractent Iinfection” [93]. Alors que ce dernier
est généralement considéré comme proportionnel soit au nombre d’infectés soit a la proportion d’infectés, des
modeles plus complexes ont été utilisés, par exemple pour prendre en compte les mesures de protection et
les politiques d’intervention, ou pour refléter la nécessité de contacts multiples pour transmettre la maladie,
voir [42, 50, 51, 104, 105, 106, 136, 153, 157]. Nous capturons explicitement la force de I'infection dans la classe
de modeles proposée ci-dessous. Cela induit une forme particuliere des cotés droits des modeles ODE, qui sont
conjointement linéaire par rapport a la variable d’état x et affine par rapport a la force d’infection A\. Remarquez
que nous considérons en général plusieurs forces d’infections, tout d’abord en fonction de chaque emplacement,
mais aussi de chaque compartiment susceptible dans le cas d’une "population multigroupe”, comme cela a été
fait par exemple dans [145, Section 23.1]. Cela se traduit par une force d’infection a valeur vectorielle.

Bien entendu, la valeur de la force d’infection est comme d’habitude une fonction (non linéaire) A(x) de
la variable d’état x. Ce cadre offre 'avantage que, lorsque deux sous-populations décrites respectivement par
les vecteurs d’état xq,zo entrent en contact, la force d’infection résultante est obtenue comme A(x; + x2) et
s’applique identiquement a chacune d’entre elles, sans autre interaction entre les deux sous-groupes.

Cette caractéristique a une conséquence importante. De nombreux modeles d’épidémiologie mathématique
décrivent 1’évolution du statut épidémiologique d’une population donnée en termes de proportions (d’indivi-
dus susceptibles, d’individus infectés, etc.), permettant notamment de supposer des termes de recrutement
constants. Ici, du fait de notre choix de modélisation, il est nécessaire de pouvoir sommer les valeurs & chaque
compartiment des différentes populations. De ce fait, les modeéles présentés ici manipulent exclusivement des
quantités extensives, et il est généralement nécessaire de remplacer les termes de recrutement constants par des
expressions proportionnelles & la taille de chaque sous-population, afin d’allouer de maniere réaliste les effets
démographiques.

A notre connaissance, 1'utilisation d’un modele épidémiologique périodique structuré en sous-populations
dans le but de tenir compte des commutations est originale. Contrairement aux modeles mentionnés ci-dessus,
ici toutes les sous-populations auront le méme comportement en ce qui concerne la propagation de l'infection :
elles ne different que par Ihistoire de leurs déplacements et la définition locale et I'intensité de la force d’infection,
et les sous-populations qui appartiennent au méme sous-ensemble & un moment donné participent conjointement
et de maniere homogene a la propagation.

Dans le présent chapitre, nous présentons le cadre de modélisation proposé et fournissons quelques résultats
d’analyse clés étendant ’approche dans [149]. Ceci doit étre considéré comme une étape préliminaire vers des
résultats plus complexes qui exploiteront pleinement les capacités de modélisation. L’approche de modélisation
basée sur les modeles compartimentaux a produit de nombreuses variantes en épidémiologie mathématique [38,
41, 55, 93]. Des tentatives ont été faites pour obtenir des classes générales regroupant des modeles apparentés,
voir par exemple modeéles multi-groupes [67, 145], modéles de métapopulation [16], modéles de susceptibilité et
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FIGURE 7.1 — Une population de 22 individus, divisée en 5 sous-populations p;, ¢ = 1,...,5. Leurs cardinaux sont
respectivement |p1| = 6, |p2| = 1, |ps| = 5, |pa] = 3, |ps| = 7. L’ensemble des sous-populations est P = {p1, p2, ps, p4, D5},
de cardinal |P| = 5.

FIGURE 7.2 — Deux partitions différentes R1, R2 de I’ensemble des sous-populations P illustrées par la Figure 7.1. A
gauche, l'ensemble des classes Q1 := P\ R1 = {(p1,p2,p3), (p4,ps)} contient |Qi| = 2 éléments, & savoir la classe
q1 := {p1,p2,p3} avec |q1| = 3 éléments et la classe g2 := {psa,ps} avec |g2|] = 2 éléments. A droite, 'ensemble des
classes, Q2 := P\ Rz = {(p1), (p2,p5), (p3,p4)} contient |Q2| = 3 éléments, & savoir les classes ¢q1 := {p1} avec |¢1| =1
éléments, g2 := {p2,ps} avec |g2| = 2 éléments et g3 := {p3,ps} avec |g3s| = 2 éléments. Dans les deux configurations,
tous les individus d’une méme sous-population sont ensemble dans la méme classe, et on peut vérifier que la formule
d’équilibre (7.24) donnée plus loin s’applique dans les deux cas : |P| = |q1|+|q2| +1¢3]| +|g4| +|¢5]- C’est une conséquence
du fait que dans une partition, chaque sous-population appartient exactement & une classe.

d’infectiosité différentielles [37, 88]. Dans un sens, le présent travail constitue une tentative d’unification et de
"réconciliation” des approches de modélisation classiques, avec certains résultats d’analyse [149, 154] établis pour
des systemes d’équations apparemment moins structurés. Il s’agit d’un effort pour contribuer & la rationalisation
et & la systématisation de la modélisation et de l’analyse des épidémies, dans la ligne des travaux de [77].

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous présentons d’abord dans la section 7.2 la représentation du
mélange changeant a 1’échelle de la population globale. Nous proposons ensuite a la section 7.3 une classe de
modeles épidémiologiques qui décrivent localement les processus infectieux, dans lesquels la force de 'infection est
explicitement décrite. Nous montrons, a I'aide de nombreux exemples, que cette classe comprend de nombreux
modeles & compartiments présentés dans la littérature. Ces deux échelles de description sont construites de
maniere cohérente et sont réunies dans la section 7.4, qui résume la contribution clé de cet travail en matiere de
modélisation, consistant en une classe originale de modeles d’épidémies dans les populations qui se déplacent. Des
hypotheses adéquates (numérotées (H1), (H2), (H3)) sont présentées et il est montré comment elles permettent
de retrouver essentiellement le cadre développé par van den Driessche et Watmough [149]. Elles permettent
également de calculer le nombre de reproduction de base Ry d’une épidémie dans une sous-population donnée,
unique, dans des conditions stationnaires (Théoréme 7.4.1). Les résultats de ’analyse générale sont donnés dans
la section 7.5, indiquant comment calculer le nombre de reproduction de base pour la classe générale proposée
(Théoreme 7.5.2, Corollaire 7.5.1 et Lemma 7.5.1). Les remarques finales sont présentées dans la section 7.6.
Ce travail a fait 'objet d’un article soumis en 2024 sous le titre "A framework for modelling and analysis of
epidemiological spread in commuting populations” prepint https ://arxiv.org/pdf/2408.15634 [34]. Le
tableau ci-dessus récapitule des notations qui sont spécifiques a ce chapitre.
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Variable d’état du modele épidémiologique

Variable d’état des compartiments infectés

Variable d’état des compartiments non infectés

Vecteur des forces d’infection A

Dimension de la variable d’état =

Dimension de la variable d’état du compartiment des infectés !
Dimension de la variable d’état du compartiment des non infectés x
Dimension du vecteur des forces d’infection

Ensemble de tous les états sans maladie (X, C R”})

Ensemble de tous les points d’équilibre sans maladie (Xeq C X)
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Ensemble des sous-populations.

Partition de I’ensemble P (éventuellement dépendante du temps)
Ensemble quotient P \ R des sous-populations par R

Variable d’état globale de dimension |P|n

Nom de la sous-population

Classe de la sous-population p

Nom de la classe d'une sous-population

Indice de sous-population ou de compartiment

Indice de classe

=
B

Nombre de commutations
Indice d’intervalle de commutation
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FIGURE 7.3 — Nomenclature. Les cardinaux des ensembles P, Q sont écrits |P|,|Q)|, et le cardinal d’une classe g € Q est
écrit |g|. Sans créer de confusion, la méme lettre i est utilisée pour indexer les sous-populations et les compartiments
dans le vecteur d’état de chaque sous-population. Les notations et explications relatives au modele lui-méme se trouvent
dans le texte.

7.2 Représentation de populations en commutation

Afin de représenter les populations en commutation, nous introduisons tout d’abord dans la section 7.2.1 une
notion de modéle de population partitionnée, avec plusieurs sous-populations évoluant en parallele en contact ou
hors contact. Nous introduisons ensuite dans la section 7.2.2 une facon de représenter les commutations. Cela
permet de définir, a la section 7.2.3, des modéles de populations en commutation, qui sont essentiellement des
modeles de populations partitionnées dans lesquels le modele de contact entre les sous-populations varie avec le
temps, et, & la section 7.2.4, une variante de ces derniers, appelés modéles de populations en commutation avec
tirage aléatoires.

7.2.1 Modele de populations partitionnées

Le modele compartimental de base que nous désirons construire, décrit la dynamique épidémiologique de
plusieurs sous-populations isolées, homogenes et parfaitement mélangées [38, 41, 55, 93]. Les mécanismes de
transmission dépendant de la fréquence sont généralement rendus par une fonction A positivement homogene
de degré 0, et les mécanismes de transmission dépendant de la densité par une fonction positivement homogene
de degré positif, mais comme mentionné dans la section 7.1, d’autres expressions plus complexes peuvent étre
trouvées dans la littérature. ' Ainsi, le modele épidémiologique de base défini sur R’ est donné par le systeme
dynamique (7.1)

&= f(z(t), A1), At) = Ax(t)), (7.1)

foREXR™ RN RT = R™ nyny > 1.

Compte tenu de 1'objectif de notre étude et au vu des modeles existants dans la littérature, nous supposons que
la fonction f(x,\) est linéaire par rapport a .

A présent nous allons introduire le modele avec diverses sous-populations, mais avec des dynamiques décou-
plées. Pour y parvenir, nous donnons la définition suivante.

Définition 7.2.1. Soit P un ensemble fini, appelé l’ensemble des sous-populations, et R C P x P une relation
d’équivalence sur P. Pour tout p € P, la classe d’équivalence de p dans l’ensemble quotient Q := P\R est notée

1. Rappelons qu’une fonction g est dite positivement homogene de degré d si g(ax) = ag(z) pour tout scalaire positif o et tout
z dans son domaine.
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[plr, simplement abrégé [p] lorsqu’aucune confusion n’est possible. Nous appelons (P, R)-solution du modele
(7.1) toute fonction continue

X Ry =RV X = (2, g,

continiment différentiable sur Ry telle que

Ty = f(xp(t), /\[p] (1)), /\[p] (t) := )\[p] (I[p] (t)) ,  ou Tpp) = Z Ty, p € P, (7.2)

p’€[p]

P représente ’ensemble des sous-populations, tandis que la relation d’équivalence R définit lesquelles d’entre
elles peuvent s’entre-infecter. On peut donc considérer chaque classe d’équivalence comme un lieu : celui ou
sont présentes toutes les sous-populations appartenant a cette classe. Cependant, il ne s’agit pas ici de définir
exactement un lieu ou se situe une population donnée a un instant donné, mais plutot quelles sont les autres
populations avec lesquelles elle interagit. En particulier, cette perspective supprime la nécessité d’une notion
absolue de localisation (géographique) : aprés un changement dans la répartition des populations, la nouvelle
répartition ne peut étre liée a la précédente, et les classes d’équivalence changent et deviennent incomparables
sans information supplémentaire.

Dans (7.2), les conditions de transmission de l'infection & l'instant ¢ dans un certain endroit [p] dépendent
de la population totale présente & cet instant, ce qui est exactement ce que I'on note xp,(t). Ces conditions
peuvent étre différentes d'un endroit a I’autre : ceci est rendu par la dépendance de A, vis-a-vis de [p]. D'un
autre coté, les mécanismes de l'infection eux-mémes sont les mémes partout, et c’est pour cette raison que la
fonction f est identique partout. Notez que, comme mentionné dans la section 7.1, la définition de x[,] dans
(7.2) nous permet de considerer les composantes de = comme des nombres, telles que le nombre d’individus, et
non des proportions ou des densités relatives.

Un autre point & noter est que le couplage entre deux sous-populations différentes p,p’ € P présentes
ensemble au méme endroit (c’est-a-dire [p] = [p]) se fait exclusivement via la force d’infection. La somme des
contributions de chaque population au sein d’une classe donne, pour tout p € P,

B = Y Sy (), A (0), Ap)() = Ay (2 (1)) - (7.3)
p’€[p]

Comme f est linéaire par rapport & son premier argument (cette hypothese sera expliquée et adoptée dans la
section 7.3), le nombre effectif d’équations dans (7.3) est le nombre de composantes de la partition R, c’est-a-dire
le cardinal |Q|. En effet, on obtient alors en additionnant toutes les équations au sein d’une classe d’équivalence
donnée : pour tout p € P,

) = fp (), A (1), Api(t) = Ay (2 (1)) 5

ou plus simplement : pour tout g € Q,

iq = f(zq(t), Ag(1)), Aq(t) = Ag (m4(2)) - (7.4)

L’équation (7.4) donne I’évolution des différentes sous-populations dans n’importe quel lieu g.

Soit ¢ € Q et, pour tout p € P tel que [p] = ¢, soit x,(0) € R’} donné. A partir de la solution du probleme
non linéaire (7.4), on peut calculer I’évolution des différentes sous-populations p en interaction telles que [p] = ¢
comme suit.

1. On calcule d’abord
74(0) = > {x,(0) : p€P, [p] =g} (7.5)

2. En résolvant (7.4) avec la condition initiale (7.5), ceci donne z4(t), d’oit on dérive également la valeur de
Ag(t) = Aq (z4(1))-
3. Alors, pour tout p € P tel que [p] = ¢, on a
Ly = f(@p(t), Ag(t)), xp(0) connu.

En résolvant le probleme de Cauchy pour cette équation différentielle ordinaire dépendant de la variable
temporelle, nous obtenons la solution x, pour tout p € ¢. Plus précisément, comme f est linéaire par
rapport a son premier argument, la solution est donnée par la relation algébrique suivante

zp(t) = Py (t)zp(0), t>0, (7.6)
ol ®,(-) est la matrice fondamentale de ’équation

U= f(y, \(1)), Aq(t) = Ag (z4(1))
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qui est par définition )
D, = f(Dy(t), Ag(2), t>0, @,0)=1,. (7.7)

Par convention, le résultat de I’application de f & la matrice ®,(t) dans le membre de droite de (7.7), est
la matrice obtenue comme la concaténation des vecteurs qui résultent de 'application de f & chacun des
vecteurs colonnes de @,(t). En d’autres termes, la i—éme colonne de ®,(¢) contient la valeur au temps ¢
de la trajectoire initiée sur le i—eme vecteur de la base canonique au temps 0.

La remarque précédente est importante du point de vue de la simulation numérique. En effet, la résolution
de (7.2) comme un systéme de |¢| équations couplées implique |¢|n variables scalaires pour toute classe ¢ ; tandis
que le calcul conjoint de la solution de (7.4) avec la condition initiale (7.5) revient & résoudre un systeme d’EDO
avec n variables scalaires, et la résolution de (7.7) (en séquence ou en parallele avec la précédente) nécessite
n? variables scalaires, tout cela indépendamment de la taille de la classe ¢. La méme observation s’applique
directement aux modeles autonomes par morceaux présentés ci-dessous dans les sections 7.2.3 et 7.2.4. Avant

d’aller plus loin, nous fournissons maintenant des expressions explicites de f et A dans un exemple élémentaire.

Exemple 7.2.1.
. 1 . I .
S=puN-pS5 —uS,  I=pSm—-(+ul,  R=7l-ukR, (7.8)

ou B, u,y sont des parametres positifs, qui représentent le tauz de transmission, de mortalité et de guérison.
N := S+ 1+ R est la valeur totale de la population, invariante le long de chaque trajectoire du fait que N = 0.
Afin de respecter le cadre d’analyse construit par van den Driessche et Watmough [1/9], nous mettons d’abord
dans le vecteur d’état x le compartiment des infectés, et prenons

I AS = (v +p)l —(y+p) A 0 I
x:=1S], fl@,N):==-AS+u(I+R)| = I A u |z, Ni=f——>-——. (7.9)
» 1 OR . o L SYI+R

La notation précédente montre la dépendance linéaire de la fonction f par rapport ¢ son premier argument x et
sa dépendance affine par rapport a A. Ces propriétés sont l'un des éléments clés du cadre présenté plus loin dans
la section 7.3. La situation correspondant au systéeme (7.2) (ou (7.4)) est maintenant donnée par lutilisation de
la fonction f dans (7.9) et la définition de Ay comme suit. Pour tout p € P, lévolution de la maladie analogue
au systéme (7.2) est donnée par :

I —(v+ A 0
S - (7/1 . R PR =5[p1%’ t20, peP, (7.10)
R, ~ 0 —u p) T 1 p) T Ly

pour des paramétres positifs donnés By, ¢ € Q. Ces derniéres peuvent étre identiques (conditions de transmission
homogénes), ou non (conditions de transmission hétérogenes). En accord avec 'équation (7.2), on a I =

Z Iy, et de méme pour Spy) et Ryy).

p’€[p]

7.2.2 Signaux de commutation admissibles

Afin d’introduire la notion de modeles de population en commutation dans la section suivante, nous définis-
sons tout d’abord la notion clé de “signaux de commutation admissibles”.

Définition 7.2.2 (Signaux de commutation admissibles). Soit P un ensemble fini. On appelle signal de com-
mutation admissible toute fonction R(-) qui associe & tout t > 0 une relation d’équivalence (ou de maniére
équivalente une partition) sur P, notée R(t), et telle que R(-) soit constante sur tout ensemble borné de RT,
sauf sur un nombre fini de points (appelés instants de commutation). Pour tout signal de commutation admis-
sible, on note I l’ensemble (ouwvert) des instants de temps sur lesquels R est continu. Autrement dit, Ry \Z est
l’ensemble des instants de commutation.

Remarque 7.2.1. Notez que, pour tout signal de commutation admissible, il existe un nombre fini ou dé-
nombrable de commutations, et l'ensemble T est 'union (finie ou dénombrable) d’intervalles ouverts successifs
partageant des extrémités communes.

Avant d’introduire le modele avec commutation des différentes sous-populations, nous considérerons notam-
ment les signaux de commutation admissibles R(t) T-périodiques pour un certain T > 0. En notant m € N
le nombre de commutations au sein de chaque période, nous écrirons A,,, m > 0, 'ensemble des durées entre
commutations pendant une période, défini comme

Ay ={(r0,71,...,Tm) :0=19 <71 <+ <7y, =T}. (7.11)
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Nous définissons également 'union 7 des intervalles ouverts, k = 1,...,m, par

Vvt >0, tel, & tE(kal,Tk) mod T.

m

OnalZ = U Ty, pour Z donné dans la Définition 7.2.2. Comme il n’y a pas de commutation pendant les

k=1
intervalles contenus dans Zj, nous pouvons dénoter sans ambiguité
— R(Z), la partition en vigueur a tout ¢t en Zj, au lieu de R(¢);
— [plr(z4), la classe correspondante d'une sous-population p € P, au lieu de [p]r ) ;

— Q(Zy) = P\ R(Zy), 'ensemble des classes de sous-population sur I'ensemble Zj,, au lieu de Q(t), t € Zx.

7.2.3 Modeles de populations avec commutations

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire les modeles de populations avec commutations. Considérons
le systéme d’équations suivant

p = [(@p(1); Aplriy 1)y bl () = Applrgy (m[p]R(t) (t)> v Tlolrey = Z Ty, t€I,peP, (7.12a)

' E[PlR (1)
z,(tT) =z,(t7), teR \Z, peP. (7.12b)

Définition 7.2.3 (Solution d’un modele de population en commutation). Soit P un ensemble fini, R(-) un
signal de commutation admissible. Nous appelons (P, R(-))-solution du modele (7.1) toute fonction continue

X Ry =R (20(8), . mp (1),
contindment différentiable sur T qui vérifie les relations (7.12a)-(7.12b).

Dans (7.12a), [p]g ) désigne pour toute sous-population p € P la classe d’équivalence a laquelle appartient p
a l'instant t, c’est-a-dire le “lieu” ou il se trouve, de méme que les autres membres de la méme classe d’équivalence
[Pl (t)- La différence entre (7.2) et (7.12a)-(7.12b) réside uniquement dans le fait que la partition R dans ce
dernier systeme est désormais fonction du temps.

Du fait de I’absence de points d’accumulation du nombre de commutations (conséquence de I’admissibilité
de R), il est facile de montrer qu'il existe une unique (P, R(-))-solution de modele (7.1) pour toute condition
initiale donnée X (0) € Rilp‘.

Si f est linéaire par rapport a son premier argument et que ’on écrit ensemble I’évolution des populations
au sein de chaque classe, on obtient ’équation suivante, qui est ’analogue de (7.4) pour le systeme (7.12) :

Eq = f(xq(t), Ag(1)), Aq(t) = A (z4(2)) teZ, qeQ(t),

ou, par définition,

Q(t) := P\R(t), teT.

Les remarques sur les questions de simulation formulées a la fin de la section 7.2.1 s’appliquent directement
au systeme (7.12), en raison de la continuité de la variable d’état aux instants de commutation.

Exemple 7.2.2. L’exemple du systéme partitionné présenté dans l'exemple 7.2.1 s’étend directement a un
modéle de population en commutation entre différentes localités, en utilisant la définition de f dans (7.9), et en
définissant, pour un signal de commutation admissible donné, la force d’infection a chaque lieu ¢ € P\R(t) a
un moment donné t € I par

I

N(@) = by (7.13)

7.2.4 Modeles de commutation avec tirages aléatoires des voyageurs

On considere ici des situations ol les membres des différentes sous-populations ne sont pas individualisés, et
ou leur destination est choisie par tirage au sort. Ces situations peuvent étre intéressantes pour des études sur
les animaux sauvages ou domestiques, ou d’une maniere générale pour une comparaison avec le cas traité dans
la section 7.2.3. Pour cela nous considérons maintenant le systeme (7.12a) avec des discontinuités aux instants
t € Ry \ Z qui correspondent a des réaffectations des individus de chaque sous-population lors des transferts,
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selon la taille des différentes sous-populations et indépendamment du statut épidémiologique. Nous introduisons
maintenant le modele avec tirage aléatoire, avec des sauts aux instants ¢t € Ry \ Z.

Ty = f(xp(t)’ )\[p]R(t) (), )\[p]R(t) (t)= )‘[P}R(t) (ir[p]R(t) (t)) o Llplry T Z Tp, tel, peP, (7.14a)
P’ €[plR(+)
1 x,(t7) _
a:p(t+) = hx[mR(t—) (t7), teRL\Z, peP. (7.14b)
n [P]R(tf)

Ce modele ne differe de (7.12) que par les conditions de discontinuité (7.14b) remplagant (7.12b). La définition
suivante permet de décrire les solutions du modele avec tirage aléatoire.

Définition 7.2.4 (Solution du modele de commutation avec tirage aléatoire). Soit P un ensemble fini, et R(-)
un signal de commutation admissible. Nous appelons (P, R(-))-solution du modele (7.1) avec tirage aléatoire
toute fonction continue par morceauz

X Ry =RVt (20(8), .. 2 (1),
contindment différentiable sur T et qui vérifie (7.14).

Notez que, pour tout p € P et tout t € R;. \Z, on a

17 x,(t7) _ _
1 2,(tT) = nb 1,z _(@tT) =1,z,(t7).
P 1 Pec, t) (Pl i) P

En d’autres termes, la valeur totale de la sous-population p est constante a travers n’importe quel instant de
commutation : seule la répartition de celle-ci en n différents compartiments peut étre potentiellement modifiée
a ces instants-la.

Par ailleurs, la somme de la population totale dans la nouvelle localité aprés commutation donne :

1’Tnx[p]73(t+) (t+) = 1;1 Z xp’ (t+) = Z 1113517’ (t+)

p/e[p]n(t+) p'G[p]R(t+)
1T$p/(t7) _ — —
= X e ) = 3 Bap) =1 3T ().
PEPR+) T PIRED) P EPlR @+ P E[PlR e+

Ainsi, en général,
1113“‘[10]71(4) (t+) # 11137[;0]73“7) (t_)7

puisque en général les sous-ensembles [p]R(tf) et [p]R(t+) de P sont distincts. Ceci exprime le fait que le nombre
total d’individus dans une nouvelle localité d’une sous-population donnée p n’est pas toujours égal au nombre
total d’individus a ’emplacement ou p était présent avant la commutation.

Les remarques sur les questions de simulation formulées a la fin de la section 7.2.1 s’appliquent au systeme
(7.14), en incorporant la formule de discontinuité (7.14b) & chaque moment de commutation. Nous donnons un
exemple pour illustrer le modele avec tirage aléatoire.

Exemple 7.2.3. En utilisant le modele SIR (7.9) introduit précédemment, I’évolution est donnée par (7.13)-
(7.14a) en Z, et pour tout t € Ry \Z , p € P, la relation de discontinuité (7.14b) s’écrit ici comme :

Sp(t™) +1,(t7) + Ry(t7) [[p]Ru—) )

) =3 (t)+1, (t)+R () ot ()
Rp(t+) (PR (- [Pl i) [Plr -y R[p]R(t_)(ti)

7.3 Dynamique épidémiologique

Nous avons introduit jusqu’ici une description des commutations et du “mélange” de différentes populations.
Dans cette section, on se concentre d’abord sur la section 7.3.1 et sur la représentation des différentes étapes
des processus épidémiologiques (infection, incubation, guérison, immunité. ..), en suivant le cadre de van den
Driessche et Watmough [149], étendu par la suite par Wang et Zhao [154] aux probleémes périodiques. Comme
illustration et afin de montrer I'intérét de la classe de modeles obtenus, nous montrons dans les sections 7.3.2
4 7.3.6 qu’elle contient en particulier les cinq exemples étudiés dans [149].
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7.3.1 Une classe de modeles compartimentaux de maladies infectieuses

Afin d’adapter le cadre congu par van den Driessche et Watmough [149], une premiére formalité est d’intro-
duire une distinction entre compartiments “infectés” et “non infectés” (notés respectivement avec des exposants
I et U). On écrit plus précisément le modele local (7.1) sous la forme :

[t _(Fl(z N+ V (2, N)
L= <$U> ’ f(xa /\) - < VU(QT, )\) ) (7153)
ny = dim !, ny = dim 2Y, nr+ny =n. (7.15b)

Les composantes F(z, ), VI(x, \) sont choisies selon les prescriptions de [149]2? : F!(z, \) regroupe les taux
d’apparition de nouvelles infections dans les compartiments infectieux, et VI (2, \) les taux de transfert d’indi-
vidus entrant et sortant du compartiment des infectés par d’autres moyens.

En fait, davantage de structure est présente, comme on le verra plus bas lors de 1’étude de divers exemples
dans les sections 7.3.2 & 7.3.6. Un point-clé de la plupart des modeles classiques est que la force d’infection, qui
mesure la probabilité de contracter l'infection [9], intervient linéairement dans les termes d’infection; tandis
que les autres termes présents dans les équations sont linéaires par rapport au nombre d’individus dans certains
compartiments. Conformément & cette observation, nous supposerons que la fonction f(z,A) est linéaire par
rapport a x et affine par rapport a ), et donc que F1(z, \), VI(z,\) et VY (z, \) partagent les mémes propriétés.
En particulier, la nature non linéaire du systéme découle uniquement du caractére non linéaire de la force
d’infection A(z) elle-méme, ainsi que des produits entre composantes de A\(x) et .

Du fait que les infections n’apparaissent qu’en présence d’infectés, nous supposons que la fonction F7(z, \)
qui contient les termes correspondants est linéaire par rapport & A (et pas simplement affine), et par conséquent
bilinéaire par rapport & (z, \). Les termes contenus dans F! correspondent & I’apparition de nouveaux individus
infectés, ils prennent donc toujours des valeurs non négatives. Ils sont compensés par la disparition d’autres
individus (non infectés, mais aussi infectés en cas de surinfections) dans les compartiments correspondants.
Nous supposons également que le terme V! (z, \) est linéaire en o/ uniquement, ce qui signifie qu’il ne dépend
pas de zU. Ceci formalise le fait que tout transfert vers un compartiment infecté provenant d’un compartiment
non infecté se produit via un processus d’infection et est donc compté dans F'(z, \).

Par conséquent, nous écrirons plus spécifiquement

Flz,\) =F{(Nz" + FY(\)zY, V() =Via!l - FI(N2!, VWi, \)=VYs - FY(\)zY  (7.15¢)

ou
I U
Vie RM X yY e RPvXT

et les fonctions
FI(\) : R™ 5 R FU()) @ R™ — R™X0 FU()) 0 R™ — RMWX™

sont linéaires. Dans (7.15¢), les nouvelles infections sont décomposées en infection d’individus susceptibles et en
infection d’individus déja infectés, respectivement par les termes non négatifs F'y (\)z¥ et F{ (\)a!. Ils entrainent
le déplacement des individus infectés correspondants. Cela se traduit par le terme non positif —FZ(\)z! dans
VI(x,\) en cas d’infection d’un individu déja infecté, et par le terme non positif —F_(\)zV dans VY (x,\) en
cas d’infection d’un individu non infecté. Remarquons également que ces deux matrices doivent étre diagonales,
alors qu’en I’absence d’auto-infections, la diagonale de F' _f_()\) doit étre nulle. Globalement, les infections sont
responsables des entrées dans la fonction F! et des sorties dans les fonctions V! et VY. Notons

Fo() = FL() = FL(), (7.16)
on est finalement conduit a adopter la forme générale

1,1 LU
Fla\) = ((FO(AX)/jJ_xV—)F_Z\)};JFU(/\) ) _

Cette décomposition est en effet la forme la plus générale qui integre la dépendance linéaire par rapport a x
et la dépendance affine par rapport a A dans le cadre basé sur la distinction des nouveaux termes d’infection
introduite dans [149]. Pour résumer les observations faites ci-dessous, il est raisonnable de supposer que Fly, F_
sont non négatifs, F_ étant diagonal, et que Fy est une matrice Metzler : c’est le contenu de 'hypothese (H1)
ci-dessous.

2. La décomposition du c6té droit est notée f(z) = F(x) — V(x) dans [149]. Par souci de simplicité, nous choisissons ici le signe
opposé pour le terme V. Cela n’a pas d’impact majeur, y compris sur la définition ultérieure du nombre de reproduction de base
dans (7.14a), car le rayon spectral d’une matrice est une fonction paire.
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Notons que certaines équations de bilan sont vérifiées en I’absence de mortalité spécifique, a savoir :

15, Fo(-) =05, 15, () =15, F_(), (7.17a)
1, viya, vv (0 Iy ) = 015n;, (7.17b)
ny Xng
1, VY (0”11X”U> = O1xny - (7.17c)
nu

Ces formules expriment la conservation des individus lors des transferts d’un compartiment a un autre lors
des infections, pour toute valeur de la force d’infection A (formule (7.17a)); et pendant les transferts non
infectieux : (7.17b) concerne les transferts d’individus infectés et (7.17¢) les transferts d’individus non infectés.
A titre d’explication complémentaire, considérons la population totale du systeme (7.1)-(7.15), qui est égale a

T, _ T I T U
lLz=1, 2 +1, .

La dérivée temporelle de cette quantité est donnée par

1, 4" + 17, &Y F_(\)z¥ +1], VY

1, (Fo(\) + V2l + (1], Fr()) -1

T
nu

[1;1 (Fo(\) + V1) + 17, VY ( Ins )] o!

OTLU Xnr

U On n U
+ {HUFJF()\) -1, F-(\)+1,,V ( If:U vl Y,
de sorte que

1,4 +1], i¥ =0,

lorsque les relations (7.17a), (7.17b), (7.17c) sont vérifiées. Par suite, la population totale est constante au long
de I’évolution.

En présence de mortalité spécifique induite par la maladie, ces formules doivent étre modifiées pour tenir
compte de cet effet, limité aux compartiments infectés. Les équations (7.17a) et (7.17¢) restent valables, tandis
que ’équation (7.17b) doit étre remplacée par

OTLU Xnr

1, visa, vV ( Iy ) < Olxn,- (7.17d)
Le calcul précédent montre qu’on a dans ce cas

1, &' +1], iV = (11”‘/’ +1;, VY < Ly >) ' <o.

O’I’LU Xnr

Dans tous les cas, (7.17¢) garantit & elle seule que toute évolution sans maladie se produit dans une population
totale constante.
Les inégalités présentées ci-dessus sont incluses ci-dessous dans I’hypotheése (H2). D’autres propriétés sont

nécessaires, qui sont des propriétés naturelles du cadre. Tout d’abord, les matrices V! et VU < PIXTU ) devraient
nuy
étre des matrices de Metzler, car elles représentent les entrées en provenance d’autres compartiments pour les

termes hors diagonale, et les sorties vers d’autres compartiments pour les termes diagonaux. Cette derniere tient

0
U=vU () en

x
I’absence d’infectés, le solde de ces échanges doit étre nul afin de maintenir des niveaux de population constants,
et il est donc naturel de supposer que cette matrice admet 0 comme valeur propre, associée au vecteur propre
gauche 17, .

On suppose également que chaque compartiment non infecté regoit des apports de certains compartiments
infectés, soit “apres l'infection”, soit ”avant”, sous la forme de naissances proportionnelles a ce comparti-
ment : sinon, cela n’est pas nécessaire pour la description. Pour cela, il est ajouté dans I’hypothese (H2)
que 17, VY (O Ty ) = O1xn;-

ny Xngr
Afin d’illustrer les idées qui sous-tendent les choix de modélisation précédents, nous revenons tout d’abord

sur le modele SIR déja commenté. Ensuite, nous adaptons légerement et étudions en détail dans les sections 7.3.2
a 7.3.6 les cinq modeles épidémiologiques présentés a titre d’exemple dans [149, Section 4]. Nous reviendrons
ensuite dans la section 7.4 sur la présentation formelle du cadre proposé.

compte des échanges internes entre les compartiments non infectés, régis par ’équation &
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Remarque 7.3.1. On peut trouver dans [37, équation (1)] une classe générale de modéles avec susceptibilité
et infectiosité différentielles, et dans [145, Section 23.1] une classe générale de modeéles avec plusieurs groupes
ou populations (y compris, par exemple, une infection avec plusieurs stades). Les deux classes montrent une
évolution régie par des EDO qui sont a la fois linéaires par rapport aux variables d’état et affines par rapport
aux forces d’infection (qui sont elles-mémes des fonctions non linéaires de l’état). Nous pensons que, moyennant
quelques légéres modifications (en particulier, en rendant les termes de recrutement proportionnels a la popula-
tion), ces deux classes peuvent élre prises en compte dans le cadre défini par (7.15) avec un choix adéquat de la
variable x.

Exemple 7.3.1 (fin des exemples 7.2.1, 7.2.2 et 7.2.3 ). Le modéle (7.9) est intégré dans le cadre (7.15) avec
2l =1, 2V = (S R)T, de sorte que n =3, ny =1, ny = 2, et on voit que ny = 1. La fonction f définie dans
(7.9) est décomposée comme dans (7.15a) en ses deux composantes, infectée et non infectée, ce qui donne

Fla ) =28, VN = —(+wl, Wi\ = (“(I; RL%”) ,
et la décomposition (7.15¢) avec les éléments suivants :
Fo(\) =0, FyN)=x(1 0), Vi=—(v+p), (7.18a)
VU (f; 8 _“H) . FYON) = ((1) 8) . (7.18b)

On constate que

1;IV’+1;UVU( Ins ) =—(y+p+(1 1 (“) =0,

OnU Xng

et la relation (7.17b) est vérifice.

7.3.2 Modéle de traitement de la tuberculose

Le premier exemple considéré dans [149] est un modele de tuberculose avec traitement proposé dans [35, 43].
11 possede quatre compartiments, & savoir les individus susceptibles(S), les individus exposés (E), les individus
infectieux (I) et les individus traités (T). Les forces d’infection appliquées aux individus susceptibles et traités

I

ont des taux différents 3, N et 62N, respectivement, ou N := F+ 1+ S+T. Les personnes exposées deviennent
infectieuses a un taux v. Tous les nouveau-nés sont susceptibles et la mortalité est uniforme et égale a d > 0. Les
taux de traitement sont notés rq, resp. ro, pour les individus exposés, reps. les individus infectieux. Une fraction
q des traitements des individus infectieux réussit, et les individus infectieux traités sans succes réintegrent le
compartiment exposé. Le modele épidémiologique est donné par

I I
= ﬂlsﬁ+ﬁzTﬁ—(d+V+T1)E+(1—Q)T2L
= Z/E—(d-i-’l“g)l,

BN) —dS — S (7.19)

I
= —dT'+rE+qrol — BQTN.

N~
|

Dans le cas ou le terme de natalité est linéaire b(N) = bN, puisque nous utilisons des quantités et non des
proportion, cela se décompose comme dans (7.15), avec n = 4 et, pour z := (F,I,S,T),

E S A
,7;1 = (I) s xU = (T) , nyr=ny = 4, A= ()\;) N (7203)

1 0 0 0
FO() = 02><25 F+(>\) = F,()\) = )\1 (O 0> + )\2 (O 1) y (72013)
1. (—d+v+r) (1-qre v_ (b b b-d b
Vo= ( v —(d+12))’ Ve rogqra 0 —=d)’ (7.20c)
I I
MO=Ppiresyr WS Erser (7.20d)

On vérifie que V! est une matrice de Metzler non singuliere, et que les identités dans (7.17a), (7.17b) sont
vérifiées lorsque b = d.
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7.3.3 Modele multi-groupe

Le deuxiéme exemple dans [149] est un modele multigroupe de type SIRS-vaccination de Hethcote [76, 79].
Le modele est légerement adapté ici. En utilisant des nombres d’individus au lieu de proportions, les équations
du modele sont les suivantes :

L

I = J ) . N
[ Zﬁu I+S +R (dz"i")/z_‘_ez) 75
: - I, (7.21)
i = (1—p)bs d; +0;)S; iR — i —
S (1= p)bi(li + i + Ri) — (di + 0:)Si + ouR ;m(m)slﬁsﬁ&
Ri = pibi([i + SL + RZ) + ’YZ‘IZ' + 9151' — (dL + O’j,)Ri,
pour i =1,...,m ou
g=( ... Im S1 ... Sm Ri ... Rp).

Le taux de mortalité naturelle est d;, et ¢; le taux de mortalité spécifique. Les individus infectés se rétablissent
au taux ~;, et 'immunité diminue au taux ;. Tous les nouveaux-nés sont susceptibles ayant un taux de natalité
égal a b;. Ici, la dimension de la variable d’état est n = 3m, ot m est le nombre de groupes distincts et
b; = d;(I; + S; + R;). La vaccination des nouveau-nés, resp. des personnes susceptible, est réalisée avec un taux
i, resp. 0;. Les taux d’incidence §;;(x) dépendent du comportement individuel et décrivent le degré de mélange
entre les groupes [89]. La décomposition (7.15) est obtenue ici avec

! = (Il U S 2V = (51 oo Sy Ryl Rm)T, ny:=m, ny = 2m, (7.22a)
Fo(*) = O Fr(A) i=(A Opmxm), F_(X) :=diag{A;Omxm}, (7.22b)
V1= diag{—(d; + v +e€)}, (7.22¢)
VU . diag{(1 —p;)b;} diag{(1—p;)b; —d; —0;} diag{(1—p;)b;+0;} (7.224)
-\ diag{pibi + i} diag{p;b; + 0} diag{pib; —d; — i} )’ '
Ai(z) == i,@( ) L A(z) = diag{\i(z)} e R™* ™ i=1,...,m. (7.22¢)
: iJ IJ + Sj + Rja ) ) )

La matrice V! est une matrice de Metzler non singuliere. Les deux identités dans (7.17a) sont clairement
vérifiées. Par contre, ici

I
T I T U n
1n1V +1nUV <0nU>ZnI> = (bl—dl—Gl bm—dm—Gm),
0
T U
1,V ( "II:U"U) =(bi—di ... byp—dn),
de sorte que (7.17d) reste valable lorsque b; < d;,i = 1,...,m; et (7.17b) lorsque b; = d; et (61 em) >

(0 ... 0).

7.3.4 Modele de progression par stades

Le troisieme exemple présenté dans [149] comporte un seul compartiment susceptible, mais les individus
infectés passent par m stades différents de la maladie [87]. Le modele a une dimension m + 1, avec les équations
suivantes.

. I
L= Z@f (1 +dy)Ih,
ji = V;— 1Iz 1—(I/Z+d).[ i:2,...,m—1,
In = Vnoinos = dul, (7.23)
. I
$ = bN-bS— SZB’“’“

k=1

ou la population totale est

Ni=S+TI++1In.
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En notant ey le premier vecteur de la base canonique de R™, alors ce modele s’écrit comme (7.15) avec

2zl = (I1 Im)T, 2V =8, ny:=m, ny =1, (7.24a)
Fy(-) =0, Fi () := deq, F_(\):= A, (7.24b)
—(V1+d1) 0 0
121 —(V2 + dg) 0 s 0
vi= 0 Vo ’ , VU= (b1}, 0), (7.24c)
: : —(Vm,1 + dmfl) 0
0 0 . VUm—1 _dm
m—1
By
= _ . 4
A(z) 2 N (7.244)

La matrice V! est une matrice de Metzler non singuliere. Les relations (7.17a) et (7.17b) sont vérifiées lorsque
dy = -+ =d,, =b. Alternativement, la relation (7.17d) est vérifiée lorsque d; > b,i =1,...,m.

7.3.5 Modeéle multi-souche

Le quatrieme exemple de [149] est un modele multi-souches adapté de [43, 60]. Le modele a un compartiment
susceptible unique, mais deux compartiments infectieux correspondant aux deux agents infectieux, avec des
surinfections possibles par la souche un d’individus déja infectés par la souche deux, donnant lieu & une nouvelle
infection dans le compartiment I7. Le modele est le modele tridimensionnel suivant, ou la population totale est
N := 85+ I; + I>. Le modele épidémiologique est donné par

. I I
L = ﬁlNIS—(b-F%)h-&-VNlI%
. I I
I = ﬁgﬁs —(b+ )]s — yﬁlfg, (7.25)
. I I
S = bN—bS 4yl +y2ls — W&
Le modele (7.25) est réécrit sous la forme
! = 4 , ¥ =8, nr:=2, ny:=1, A= M , (7.26a)
12 )\2
v 0 1 1 0
.F(]()\) = E)\l (0 _1> s F+()\) = /\1 <O) + )\2 <1> 5 F_ ()\) = )\1 + /\27 (726b)
r._ (—(b+m) 0 U._
V= < 0 —(b+))” VU= (b+m b+ 0), (7.26¢)
M) = g Nal) = g (7.264)
z)=B1—r-——, 7)) =By, )
! 'S+ L+ 1, 2 S+ 1+ 1,

Comme précédemment, V7 est une matrice de Metzler non singuliere et les relations dans (7.17) sont vérifiées.
Notons qu’ici les fonctions F i et F! qui apparaissent dans la décomposition (7.15) ne sont pas nulles, de sorte
que Fy n’est pas identiquement nul. Ceci est dii au fait que des infections peuvent se produire chez des individus
déja infectés.

7.3.6 Modeéle vecteur-hote

Le dernier exemple de [149] est une version simplifiée d’'un modele vecteur-héte emprunté & [60]. Ce dernier
associe un modele SIS simple pour les hotes a un modele SI pour les vecteurs. Il comporte quatre compartiments :
les hotes infectés (1) et les vecteurs (V), ainsi que les hotes susceptibles () et les vecteurs (M). La transmission
inter-especes se fait dans les deux sens par des contacts infectieux entre les vecteurs et les hotes. La fréquence
des contacts est proportionnelle au nombre de vecteurs, avec des taux différents S et [,,, selon la direction.
Les équations sont les suivantes.

= ﬂmSL_HMch,
b(S + 1) —bS+~1 — B35V,
= ¢(M+V)—cM —BmSiHM.

(7.27)

I
v
S
M
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Le modele (7.27) est quadridimensionnel et se réécrit

1 S A
2l = (V) , ¥ = <M) , ny=ny =2, A= <)\;> , (7.28a)

PO =0a RO =F-0 =N (g o)+ () 1), (7.250)
_(—@+y) 0 _(b+~y 0 0 0O

v ._< 0 _C), vy ._< 0 e 0 0), (7.28¢)

A(z) = /D’SSLH, 2(z) = Bmsiu. (7.284)

Pour cet exemple aussi, on montre facilement que V'’ est une matrice de Metzler non singuliere et que toutes
les identités dans (7.17) sont vérifiées.

7.4 Modeles épidémiologiques avec commutation

Pour plus de clarté, nous résumons tout d’abord les modeles proposés dans la section 7.4.1. Les états sans
maladie et en particulier les équilibres sans maladie sont étudiés dans la section 7.4.2. Dans la section 7.4.3, nous
énoncons une liste d’hypotheses adéquates, qui permettent essentiellement de retrouver le cadre mis en place
par van den Driessche et Watmough [149]. Il est ensuite montré dans la section 7.4.4 comment ces hypotheses
permettent de trouver le nombre de reproduction de base dans le cas d’une seule population (c’est-a-dire pour

Pl =1).

7.4.1 TUne classe de modeles épidémiologiques de populations en commutation

Par souci de clarté, nous résumons ici les ingrédients des modeles épidémiologiques proposés lorsque les
populations sont en commutation. Considérons les matrices suivantes

Vi e Ruxn VU e Rwxn (7.29a)
et les fonctions linéaires
Fo(A) : R™ - R™X™M 0 F()) : R™ 5 RMX™ 0 F ()\) : R™ 5 RWX"U, (7.29Db)
et une fonction A : R — R'}*, qui permettent de définir la fonction f(z,\) comme suit

I I’I IU

Au besoin, nous utiliserons la décomposition suivante, déduite de (7.15) et similaire & celle de [149] :

Flx,\) == FL(N)2' + Fy(N)2Y, Vi, \) =Via! — FI(\)2!, VW (z,\) :=VYz - F_(N)2Y, (7.29da)

(7.29¢)

ou par définition
FI()) est la diagonale principale de — Fy(\), FL(N\) == Fy(\) + FL(N). (7.29db)

La diagonale de la matrice F'{()) est donc nulle par construction.
Pour tout signal de commutation admissible R(-) (voir Définition 7.2.2), nous définissons ’évolution de
I’équation suivante sur Z par :

&y = f(xp(t)v)‘[;ﬂ]mt)(t))’ )\[p]R(t) (t) = )\[p]R(t) (x[p]R(t)(t)) v Tlplry = Z Ty, tel, peP. (7.5a)

P’ €[plR(+)
et les deux conditions de commutations
zp(tt) =mp(t™), teR\Z, peP, (7.5b)
et L ( )
Ta,(t™
wp(tT) = —"E——ap, (t7), teRy\Z, peP. (7.5¢)
: 12, () P "

On appelle
— modéle épidémiologie dans une population en commutation le systéme (7.5a)-(7.5b) ;
— modele épidémiologie dans une population en commutation avec tirage au sort le systeme
(7.5a)-(7.5¢).
En cas de besoin, la décomposition suivante, similaire & celle de [149], sera utilisée

Fl(x,A) = FL(N2' + FY(\)a¥, Vi, \) = Via! = FI(\2!', VW(r,\)=VYz - FY(\)av.  (7.6)
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7.4.2 L’ensemble des états et points d’équilibre sans maladie

Tout d’abord, comme dans [149], nous définissons X, comme I’ensemble de tous les états sans maladie

XS::{<%3> :erHWP}. (7.7)

Un autre sous-ensemble important de ’espace d’état est l’ensemble des équilibres sans maladie (DFE), un
sous-ensemble du précédent. Ici, contrairement a [149], nous plagons dans cette catégorie tout point d’équilibre,
quelles que soient ses propriétés de stabilité. En ’absence d’infection, on a A = 0,,, , et I'ensemble X C X des
DFE du systeme (7.5a)-(7.5b) et du systeme (7.5a)-(7.5¢) est donné par

Xeq ={x eX; : f(z,0,,) =0,}. (7.8)
En raison de la propriété de linéarité de f par rapport a x, 'ensemble
{z eR" : f(x,0,,) =0,}

est un espace vectoriel, et ’ensemble des points d’équilibre sans maladie X est donc un céne. Supposons que
Xeq I'est pas vide, de sorte qu’il existe (au moins) un DFE y* > 0 de (7.1). Pour tout nombre N > 0 d’individus,
il existe alors un DFE z* > 0 tel que 1],2* = N, a savoir

N

* *

= v,
17y*

ou de maniere équivalente, en considérant uniquement les compartiments non infectés,

U x* — N yU*
. 11LUyU*
En effet,
* N *
f(@*,0n,) = Wf(y ,0ny) = 0p
n
par linéarité de f, de sorte que =* est un DFE, avec
N
1,2 = —1,y" = N.
1Ly

Caractérisons maintenant de fagon plus précise 'ensemble X, et la condition Xeq # 0. Pour tout z € X,
on a z! =0,, et A(z) = 0,,. On en déduit que

s = (O ) = ()

Par conséquent, le cone X¢q est caractérisé par la propriété suivante :

Xeq = X Nker VY. (7.9)

7.4.3 Hypotheses sur les modeles
Nous faisons les hypotheses suivantes sur les objets définis dans la Section 7.4.1.

Hypothése (H1) (Sur les opérateurs Fy, Fp). Les opérateurs Fo(-), Fi (), F_(-) définis dans (7.29b) sont
linéaires. Les deuz systémes sont linéaires. De plus, pour tout X € R, la matrice Fy(\) est une matrice de
Metzler, et F'y (M), F_(\) sont non négatives, avec F_(\) diagonale. En dernier,

]'LIFO() =0,

nro

1, Fa() = 1, (). (7.10)
Hypothése (H2) (Sur les matrices VI, VU). Pour les matrices VI, VU définies dans (7.29a),

0 . . .,
B < "IX"U> est une matrice de Metzler dont 0 est une valeur propre simple, associée au vecteur propre

nu
gauche 15, ;
— V1 est une matrice de Metzler, VU (O In, ) > Onyxn; €1
ny Xng
- lluvl 2 ]'II,UVU ( Inl ) - OanI- (711)
OnU Xnr
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Hypothése (H3) (Sur la fonction \). La fonction A prend des valeurs non négatives et est nulle sur Xs.

Les explications sur la signification des hypotheses (H1) et (H2) ont été données dans la section 7.3.1,
et I'hypotheése (H3) n’appelle pas de commentaire particulier. On peut vérifier sans difficulté que les exemples
présentés dans la section 7.3 correspondent aux hypotheses (H1) a (H3) (voir cependant une nuance importante
dans la remarque 7.4.3 sur la simplicité de la valeur propre 0 (contenue dans ’hypothese (H2)), en relation
avec la dimension de I’ensemble des points d’équilibre sans maladie.

Remarquez que (7.10) répete (7.17a) sans modification. De méme, le lien entre (7.11) et (7.17b)/(7.17d) est
évident, tandis que (7.17¢) est contenu dans le premier point de 'hypothése ((H2)). Avant d’aller plus loin,
nous mettons en évidence la relation entre les précédentes hypotheses et le cadre inventé par van den Driessche
et Watmough [149].

Proposition 7.4.1. Si les hypothéses (H1), (H2), et (H3) sont vérifiées, alors il en est de méme pour les
hypothéses (A2), (A3), (A4) dans [149].

En vertu de hypothese (H1), la fonction F7(z, A(x)) qui rassemble les termes d’infection dans la décom-
position (7.6), prend des valeurs positives. C’est essentiellement le contenu de 'hypothese (A1) de [149].

Comme on le verra plus précisément ci-dessous, 'hypothése (H3) est légerement différente de 1’hypo-
these (A5) de [149], car elle permet d’avoir une valeur propre nulle unique dans le spectre de la matrice
jacobienne du systeme au voisinage de I’équilibre sans maladie. Cela vient du fait que, grace a la deuxieme
formule de (7.11), la population est constante pour toute évolution sans maladie. Cette insensibilité au niveau
de la population totale donne une valeur propre nulle dans le spectre de la matrice jacobienne (on rappelle
que seules sont utilisées ici des quantités extensives, voir la discussion & ce sujet dans la section 7.1). Cette
insensibilité au niveau total de la population conduit & une valeur propre nulle dans le spectre de la jacobienne
en chaque point d’équilibre.

Démonstration de la Proposition 7.4.1. Nous commengons par retrouver le cadre de [149] & partir de (7.15).
Pour cela, laissons FZ(z, ), VI(z,\), VY (z,\) étre déduits du modele (7.15) par Pintermédiaire de (7.6). De
I'hypothese (H2), on déduit que pour tout A € R}, Fy(\) est une matrice de Metzler et que ses éléments hors
diagonale sont non négatifs. Par construction, ces derniers sont aussi les éléments hors diagonale de F’ i()\), qui
posséde une diagonale nulle. Ainsi FL(A) > 0y, xy,. En revanche, —FZ()) est une matrice diagonale qui porte
les éléments diagonaux de Fy(A). En raison de 'hypothese (H1), on a

07, =15, Fo(N) = 17, (F{(\) = FL(N)),

de sorte que 17, FL(X\) = 1], FL(X) > 0, et que la matrice diagonale F’(X) est non négative. Maintenant, la
décomposition de f selon
_ (F@ N +V (@A)
f(va) - < VU(:L‘7)\)

est identique & celle donnée dans [149]. Nous allons maintenant établir qu’elle satisfait aux hypotheses (A2) &
(A4).

En raison de 'hypothese (H1), la fonction F(z, A(x)) dans la décomposition (7.6), qui rassemble les termes
d’infection, prend des valeurs non négatives. C’est essentiellement le contenu de [149, Hypothese (A2) |. L'hy-
pothese (A.3) dans [149] stipule qu’aucun terme d’infection n’alimente les compartiments non infectés. Cette
propriété est déja satisfaite par le choix de la structure du modele (7.29).

Interprétée dans le cadre présent, I’hypothese (A2) de [149] stipule qu’a chaque fois que x; = 0 pour certains
i = 1,...,n, alors les composantes V!(z, A(x)) > 0. Soit d’abord i € {1,...,n} l'index d'un compartiment
d’infectés, c’est-a-dire i € {1,...,n;}. D'une part, du fait que V’ est une matrice de Metzler en vertu de
I'hypothese (H2) et que # > 0,, on a (VIxl); > 0 chaque fois que x; = 0. D’autre part, I'opérateur FZ(\)
étant diagonal, la i-iéme composante de F!(\)z! est nulle lorsque x; = 0. Par conséquent, comme V(z, \) :=
Vizl — FI(\)z!, on déduit que V! (z, A(x)) > 0 chaque fois que x; = 0.

Le méme argument permet de traiter le cas d’'un compartiment non infecté. En effet, soit ¢ € {1,...,n}
I'index d'un tel compartiment, c’est-a-dire i € {n; +1,...,n} et x € R} tel que z; =0. On a
VU.”L' _ VU In; m] + 0n1><nU l‘U _ VU InI xl +VU 0n1><nU IU. (7-12)
OTLU Xnr InU OTLU Xnr I’VLU
PN . 4 . . I U InI
La i-ieme composante du premier terme est non négative, du fait que z* > 0,, et V > Opyxngs
ny Xnjg

d’apres hypothese (H2). Par ailleurs, la i-iéme composante du second terme est aussi positive, du fait que 2; = 0

et ¥ > 0,,, et que, d’aprés I'hypothese (H3), VY <0annU> est une matrice de Metzler. Ainsi, (VYz); > 0.
nuy
En outre, 'opérateur FY()) est diagonal d’aprés I'hypothése (H1), de sorte que la i-itme composante de
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FY(N)zY est nulle lorsque x; = 0. Par conséquent, VY (z,\) > 0 lorsque z; = 0. Ceci achéve la démonstration
de 'hypothese (A2) de [149].

L’hypothese (A3) dans [149] stipule qu’aucun terme d’infection n’alimente les compartiments non infectés.
Cette propriété est déja vérifiée par le choix méme de la structure du modele (7.29).

Enfin, 'hypotheése (A4) dans [149] stipule qu’en tout état sans maladie x € X, le terme infectieux

Flz,Mz)) = FL(\) 2" + FY(\)z¥ =0,

et que
Vi, MNz)) = Vel — FL (N2 <o0,,.

Soit « € X, on a alors 2! = 0y, le terme
FlNz' = FI(\)a2' =0,, et Via' =0,,.

D’autre part, A(z) = 0,,,, en vertu de I'hypothese (H3), par linéarité, la matrice F'Y (\) est nulle, de telle sorte
que FY(N)z¥ = 0,,,, et VI (2, A\(z)) = 0,,, également. Ceci acheve la démonstration de la Proposition 7.4.1. O

Remarque 7.4.1. La deuziéme identité dans (7.11) implique que O est valeur propre de la matrice de Metzler

|74 <O"IIX””>, et qu’il s’agit en fait de celle ayant la plus grande partie réelle. Cependant, ceci n’implique pas

nu
qu’elle soit simple.

7.4.4 Calcul du nombre de reproduction de base pour un modele avec une sous-
population unique

Le résultat suivant montre essentiellement que le cadre précédent contient le modele stationnaire d’une
population unique traité dans [149]. 11 donne la valeur du nombre de reproduction de base du modele (7.1)
avec une dynamique définie par f dans (7.29). La preuve consiste principalement & adapter le cadre du [149,
Théoréme 2].

Pour toute fonction suffisamment réguliere H(z) : R™ — R", nous décomposons la matrice jacobienne de
H en R"™*" en deux blocs :

OH 0H OH 0H OH

@(:C) W(w) w(l’) € RTXTL[, W(I) S RT‘XHU. (713&)

Par souci de simplicité, nous utiliserons la notation plus compacte suivante

O () = 0.01(2) = (00 H(x) Dy H(2)). (7.130)

Théoréme 7.4.1. Soient f (décomposée selon (7.6)) et A vérifiant les hypothéses (H1), (H2) et (H3). Alors
les propriétés suivantes sont vérifiées.

— Le systéme (7.1)-(7.29) admet des points d’équilibre sans maladie.
— Pour tout point d’équilibre sans maladie x* € Xeq du systéme (7.1)-(7.29), soit

Ro=p(FV), (7.14a)

ot les matrices V := VI € RMX™ et F € RM*™ sont données par :

F = 0,1 (Fy(Ma))2Y") V.=Vl (7.14b)

r=x* ?
Les affirmations suivantes sont vérifiées :

— st Ro > 1, alors x* est instable ;

— 81 Ro < 1, alors x* est marginalement stable ; de plus, si la premiére identité dans (7.11) est vérifice

avec une égalité, alors x* est localement asymptotiquement stable.

En accord avec la notation définie dans (7.13), la matrice F' du Théoréme 7.4.1 est telle que

0 x))zU* s U~ i(T
F= x! (F+()\($C))$L'U*) z=z* (F+((;\§71)) ) - Z %i\\z)) A=0 82;1) =x*
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Démonstration du Théoréme 7.4.1.
e D’aprés 'hypothese (H2), la matrice

M = VU O’ILIXTLU c R’ILUXTLU
L.,

est une matrice de Metzler, dont le vecteur positif 1], = est un vecteur propre a gauche associé a la valeur propre
0. Pour une valeur suffisamment grande de «, M + al,,, est positive, et 1], ~est un vecteur propre a gauche
associé a la valeur propre «. Cette derniére est donc le rayon spectral de M + al,,,, [29, Corollaire 1.1.12], et 0
est donc le module de stabilité de M, et aucune autre valeur propre n’est située sur ’axe imaginaire.

La matrice M admet également un vecteur propre & droite positif w € RV, voir [29, Théoreme 1.1.1]. Le

vecteur positif et non nul <0”I> € R est tel que
w

VU (O,ZZ}I> — VU (OnIIXnU> w= Muw = Ony
nu

On en conclut, en utilisant (7.9), que
(%) € X;Nker VY = X,

ce qui démontre 'existence d'un point d’équilibre sans maladie pour le systeme (7.1)-(7.29).
e D’une fagon générale, la matrice jacobienne de la fonction f(z, A(z)) de f définie dans (7.29) en tout point

T € R’f se décompose comme
J[[(!E) J[U(:C))
J(x) = 7.15
@)= (i) ). (7.15)

Jrr(x) € R Jpy(x) € RMM Jyp(x) € RMXM Jyy(z) € RT7XM,

Ji(x) = O (Fo(A(2)) + V1 a! + Fr(A(x))z"),
Jiw(z) = O ((Fo()\ Y+ V! + F (/\(J:))J:U) ,
Jui(x) = 0 (VVz - F_(\(z))2Y),
Juu(z) = O (VY2 — F_(\(2))2").

Soit z* € Xeq un DFE (non nul). Nous allons d’abord montrer qu’en un tel point, le bloc Jry(z*) est nul.
En effet, on a z/* = 0,,,, A(2*) = 0,,, et donc les matrices

Fo(A(z")), Fe(AMa7))

sont nulles, en raison de la linéarité de ces opérateurs, voir I’hypotheése (H1). Par conséquent,

Jrv(z*) = Oy (F+()\($))$U)‘x=x* = Fy(A(2")) + Oy (F+(>\(35))35U*)|x=x*

= W(O”*)&T](x PE

On a A(z) = 0,, en tout point z € X, de sorte que

ox |,
W(m ) - On;xnua
et I'on conclut donc qu’en tout point z*,
J1u(x") = On;xng - (7.16)

Du fait de la propriété précédente, la stabilité de tout DFE z* est déterminée par les spectres des deux blocs
Jrr(z*) et Jyy(z*) de J(x*). Calculons ces quantités.

Tout d’abord, aiU (FY(\(x )))‘ N est nulle, de méme que % (FY(\(2))) N précédemment. Ainsi,
* Oz OnI n
Jov () = 00 (VW = F-(\@)")],_,. = VU o~ FU ) = VY ( o ) S @
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qui, par ’hypothese (H2), a 0 comme valeur propre simple, plus éventuellement d’autres valeurs propres avec
des parties réelles négatives.
D’autre part, en utilisant la nullité des termes Fy(A(x)) et F(A(z)), on montre que

Jr(@*) = 9 (Fo(M(x)) + V2" + Fr(AMx))z")|,_,.
= V4 0. [Fr(A(2))z""] ‘a::w* .
On vérifie directement que
Ot (Fr(A\@)a”)[,_pe = O (FrWN)2") [y, 0o ALeye

(ol1, en raison de la linéarité de FY(-), la quantité 9y (Fy(A\)zV*) ne dépend pas de A). En comparant avec les
notations introduites dans (7.14b), on obtient donc

Ji(x*)=F+V. (7.18)

On remarque tout d’abord que la matrice V = V7 est de Hurwitz. En effet, d’aprés ’hypothese (H2), on a

1, Vi< —1;UVU< T ) <0.

O’ILUXTLI

Ceci, joint au fait que cette matrice est de Metzler, implique que V' est de Hurwitz, voir [107, Théoreme 2.1]
(et en particulier inversible).

Par ailleurs, en vertu de ’hypothese (H1), I'opérateur F'V ()) est positif, de sorte que les termes 9y (F+ ()\)xU*) }/\_0
=0,.,

sont des matrices (constantes) non négatives. De méme, les termes 0,1 \|,_, . sont positifs, car A(x) prend des va-
leurs positives et est nul en tout point x € X,. Ainsi, F' est une matrice positive. En s’inspirant des argumentants
utilisés dans [149, Preuve du Théoreme 2|, on obtient alors que

s(Jrr(z*)) <0 Ry <1, s(Jrr(z*)) > 04 Ro > 1, (7.19)

pour la valeur Ry définie dans (7.14a), ou s désigne le module de stabilité.
e Considérons d’abord le cas ot Ry > 1, et donc s(Jrr(z*)) > 0. On a

s(J(z*)) = max{s(Jrr(z")), s(Juy(z*))} = max{s(Jrr(z*)),0} = s(Jrr(z*)) > 0.

Par conséquent le DFE x* est alors instable.

e Considérons maintenant le cas ot Ry < 1. On a ici s(Jyr(z*)) < 0, mais s(Jyy(z*)) = 0, et Jyy(z*) n’a
que 0 comme valeur propre imaginaire qui est simple. Etablissons d’abord la stabilité (simple) de 'DFE sous la
condition générale (7.11). Soit

I U *U

bx=x—a*, 0zl =l —z* 52V =2V — 2
Par définition, I’équation linéarisée tangente s’écrit

sil = Jpp(x*)ox?, oY = Jyr(z*)ox! + Jyy(x*)ezY.

En exploitant la stabilité asymptotique du bloc Jyj(z*), pour £ > 0 suffisamment petit, il existe ( > 0, ¢ > 1,
k > 0 tels que, pour toute trajectoire de (7.1)-(7.29) telle que ||0z(0)]| < ¢, on a :

6z ()|, |02 (£)]| < ce ™ ||d2(0)|] pour tout ¢ >0, tant que ||dz(t)| < e. (7.20)

Par ailleurs, comme on ’a vu dans la section 7.3, on a pour toute trajectoire

1, &' +1], i¥ = [1;” (Ff—()‘)_Fi()\)-i-VI)—kl;UVU( I, ﬂ o

OnU Xnr

I

nu

+ [1;”Ff (\) - 10, FY(\) + 1, V7 <O”IX”U>} Y,
de sorte qu’au voisinage du DFE z*, on a A(z*) = 0,, et

T . T . T T In T OTL n
17, 6i" +1], 62Y = <1mv1 +17, VY <0nU Xn)) sz’ +1, VY ( ;:U U) 6xY.
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En raison du premier point de I’hypothese (H2), le second terme est nul, ce qui donne

U
1;, 0

o (1;11/’ +1;,vY ( Ins )) oz’

O’IZU Xnr

ny Xny

(—1;IJ,,(Q:*) v v ( T )) 5.
Du fait de la décroissance exponentielle de §27, voir (7.20), on obtient donc que,
117, 62V ()] < [|6z(0)| tant que [dz(t)]| < e,

pour un certain ¢’ > 1. En désignant par

iV = (Tn41 oo wno1) et 03V =3V — 3]
, . ~ . . 0 . ,
I’évolution de 82V est alors gouvernée par les valeurs propres restantes de la matrice V'V ( "j *"U ) mentionnée
nu

dans I'hypothese (H2). Ces derniéres ont des parties réelles strictement négatives, comme on I’a remarqué au
début de la démonstration. Par conséquent, pour un certain ¢’ > 1,

62V ()| < "e ™ ||6x(0)||  tant que  ||dx(t)|| < €,

En choisissant

Joz (@) < min {¢; =i == |

50;@;@

alors tant que [|0z(t)|| < e, on a

loz' @)l < 5. h, 0@ <z 18 @)l < 5.
) v 5 5
En utilisant par exemple pour || - || la norme I*, on a

T T ~ T T 5 T 5 2
[z (t)] = 13,027 (8) = 13,1627 ()] < 1,027 (8)] + 1,107 (B)] < [17,, 027 (1)] + 927 (B)]| < &,

et ainsi A
- €
152(8)[| = [[62" (£)[| + [[62=" (1) < lox" ()| + 1627 (£)[| + [[6zn (t)]| < 5 <e

Par conséquent, ||6x(¢)|| n’atteint jamais la valeur ¢, d’ou la stabilité simple du DFE z*.

Supposons maintenant plus précisément que la premiére formule de (7.11) soit vérifiée avec une égalité,
c’est-a-dire que

I
I U
1;UV + 1'TrLUV <0nUn>l<rnI> = 01><n1~

Alors, le long de toute trajectoire du systeme (7.1)-(7.29), on a (voir la section 7.3) 17,¢ = 0, de sorte que
17 z(t) = 17, 2(0). En remplagant par exemple la coordonnée z,(-) par sa valeur

n n—1
> (0) =3 (),
j=1 j=1
on obtient un systéme dynamique de dimension (n — 1), dont le vecteur

= (xf ... al_)
est un point d’équilibre. Le spectre de la matrice jacobienne en ce point de ce systéme dynamique réduit est
constitué des n — 1 valeurs propres de J(z*) avec des parties réelles strictement négatives. Le point Z* est donc
un équilibre localement asymptotiquement stable du systeme réduit, et z* est donc un équilibre localement
asymptotiquement stable du systeme initial. On obtient ainsi la démonstration du théoreme 7.4.1. O

Remarque 7.4.2. La fonction dont la matrice jacobienne est considérée dans la Proposition 7.4.1 est, comme
dans Uhypothése (A5) de [149], égale au terme de droite de f(x, M(z)) “lorsque la fonction F(x, M(z)) est mise
a zéro”.
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Remarque 7.4.3. Considérons le systéme suivant contenant deux compartiments susceptibles, obtenu en éten-
dant le modéle SIR (7.8) par Uintroduction d’une hétérogénéité héritée dans la susceptibilité et de l'infectiosité :

Ii’
) - (v + ), Ri =~I; — pR;,

. I Iy ; I;
Si = uN; — S; (/6”5- + /5’ii'> — pS; I; =5; (ﬁiis_ + Biv

Ny

avec N; = S; + I; + R;, pour tout 1,4 tel que {i,i'} = {1,2}. Ce modéle peut étre écrit dans le cadre précédent
avec ny = 2, ny = 4. On vérifie qu’avec le vecteur d’état

(. b S S2 Ri Ry)',

on a (comparer avec (7.18))

w 0 0 0 pu 0
VU — 0O uw 0 0 O W
v 00 0 —pu O
0O~ 0 0 0 —pu

Correspondant auxr deux formules de conservation des quantités N; respectivement dans les compartiments
Si/I;/R; pouri=1,2, on a ici

U (O2xa) 1ou (Oaxa)
(1 010V <I4>(0 10 1)V <I4>0;,
Ces identités impliquent, mais sont plus fortes que la propriété des vecteurs propres dans le premier point de

Uhypothése (H2), a savoir
1vY (OM) = 0}.
Iy

) y L ) 0
Les identités précédentes montrent que la valeur propre 0 de la matrice VY ( Zx4

1y
moins) 2, de sorte que Uhypothése (H2) n’est pas vérifiée et que le Théoréme 7.4.1 ne s’applique pas directement.
Cependant, en utilisant les deux formules de conservation des quantités N;, on peut adapter la démonstration, en
montrant que deux composantes de éxU sont bornées au liew d’une, tandis que les autres composantes convergent
vers zéro. On retrouve alors la propriété de stabilité marginale, et les conclusions du Théoréme 7.4.1 sont toujours
valides. Ceci fournit une extension de ce résultat.

On remarque que le méme phénoméne apparait pour le modele multi-groupe présenté dans la section 7.3.3
et pour le modéle vecteur-héte dans la section 7.3.6. Dans le premier cas, les points d’équilibre sans maladie
peuvent ou non présenter des individus dans tous les compartiments non infectés S;, R; ; et dans le second, ils
peuvent ou non contenir des hétes non infectés S et des vecteurs M. En général, cette subtilité requiert une
attention particuliére lorsque la dimension de l'ensemble Xoq de tous les DFE est au moins égale a 2.

a une multiplicité (au

7.5 Nombre de reproduction de base pour les modeles de commu-
tation

Nous rassemblons dans cette section les principaux résultats de ce chapitre. La section 7.5.1 donne le nombre
de reproduction de base pour un modele de population partitionnée (c’est-a-dire sans commutations). Cela sert
d’introduction a la section 7.5.2, qui traite du cas général de populations en commutations.

7.5.1 Calcul du nombre de reproduction de base pour le modele de population
partitionnée stationnaire

Considérons tout d’abord le modele de population partitionnée donné dans I’équation (7.2), avec une fonction
f définie comme dans (7.29). Le modele correspondant est stationnaire et composé de |P\R| ‘lieux’ (classes)
non couplés.

Si les hypotheses (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites pour tout A, il est facile de voir qu'il existe des points
d’équilibre sans maladie dans ce systéme. En fait, ’équation (7.4) fournit une description au niveau de chaque
lieu ¢ € Q@ = P\R, et en raison des hypotheses précédentes, elle admet des points d’équilibre sans maladie Ty,
g € Q (voir le Théoreme 7.4.1). Il est alors facile de diviser la population globale en ce point et d’attribuer des
proportions a,xy avec 0 < ap < 1, Zap = 1 de ces dernieres a chaque sous-population z,, p € ¢, et ce dans

PEq
chaque classe ¢, afin de construire un DFE X'*.

Nous commencerons par introduire dans la section 7.5.1.1 une représentation de la variable d’état pour
un modele de population partitionnée. Une difficulté réside dans le fait que, comme nous souhaitons obtenir
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des critéres matriciels, nous ne pouvons plus utiliser les formules intrinseques de (7.2) exprimées en termes de
sous-populations : au lieu de cela, il faut considérer les classes de sous-populations et définir un ordre global des
sous-populations qui garde la trace de leurs contacts. Une fois cela fait, on peut calculer la matrice jacobienne
du systeéme (Section 7.5.1.2), et enfin obtenir dans la Section 7.5.1.3 les résultats d’analyse de la stabilité du
DFE Xx*.

7.5.1.1 Représentation de la variable d’état pour le modéle de population partitionnée

Nous allons maintenant procéder au calcul de la matrice jacobienne de 1'équation (7.2) & un point d’équilibre
sans maladie. Nous choisirons pour cela une représentation spécifique de la variable d’état globale X', compatible
avec le cadre précédent. Afin de présenter les résultats de I’analyse en termes de propriétés matricielles, nous
devrons abandonner la représentation intrinseque (7.2), exprimée en termes de sous-populations, et raisonner
en termes de classes, ordonnées selon un ordre arbitraire. Cela complique notablement I’écriture des conditions.
Cependant, cette complication est plus de nature notationnelle que conceptuelle. Avant d’afficher cette nouvelle
représentation, notons que, dans tous les cas, la classe ¢; € Q contient |¢;| sous-populations distinctes, de sorte
que le nombre total de sous-populations satisfait a 1'identité

Pl=> {ldl : ¢€Q}. (7.21)
De plus, du fait que z, = Z x, pour toute classe ¢ € Q, on a pour tout p,p’ € P;
pEYq

afL' [p/]
Oy

ax [p/]
Oz

= I si [p] = [p'], = Onxn st [p] # [P], (7.22)

indépendamment de I'ordre des composantes du vecteur X.

Pour simplifier, nous supposerons que les vecteurs x;,, de dimension n sont ordonnés a 'intérieur du vecteur
de dimension n|P| selon les principes suivants : tous les vecteurs xf) sont regroupés en premier, puis tous les
vecteurs a:g ; et a lintérieur des vecteurs x{,, resp. xg , les informations de la sous-population d’une premiere
classe g1 sont placées en premier, puis d’une deuxieme classe gz, et ainsi de suite jusqu’a la derniere classe ¢|g|-

Schématiquement, cela correspond a écrire la variable d’état X € Ril ' sous la forme suivante

x! P P
X = (XU ;o xlteryPl xUerilPl (7.232)
avec
It It It It It It It
X = <mQ1»P1 T xf]l,mql\ Lgapr - qum\q2| e $Q|Q|’p1 e xt]\g\,mqlgl\) ) (7-23b)
ol les vecteurs
I - .
Tg; pos J=1,...,19, i=1,...,]gl

représentent les n; compartiments infectés de la sous-population p; dans la classe g; € Q. Le vecteur X U est
défini de la méme fagon. On remarque qu’une telle décomposition n’est pas unique, car l'ordre des classes,
d’une part, et I’ordre des sous-populations dans chaque classe, d’autre part, ne sont pas uniques. Une fois choisi
I’ordre des classes d’une part, et 'ordre de chaque sous-population dans sa classe d’autre part, alors I’ordre des
composantes du vecteur X est ordre lexicographique : pour tout ¢,¢" € Q, p € ¢, p’ € ¢/, les composantes z, ,
sont situées avant les composantes x4, si et seulement si ¢ < qd,ouqg=¢q etp<yp.

Remarque 7.5.1. Avec la convention exposée ci-dessus, on peut réécrire Uidentité (7.21) comme suit

|2l

Pl=> ol (7.2

7.5.1.2 Calcul de la matrice jacobienne

Avec la convention précédente de représentation de la variable d’état X', la matrice jacobienne J(X*) au
point DFE X* s’écrit par blocs comme suit

T (X7) jIU(X*)> 7 (7.25)

J(X7) = <..7UI(X*) Juu(X™)

JII(X*) c RnI\P|><n1|'P|’JIU(X*) c RnI‘PlxnU‘Pl,jU](X*) c RnU‘P‘XnI‘P‘,jUU(X*) c RnU\P\Xnu\P\.
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Evaluons la valeur de ces blocs.
e Soit p € P. En s’inspirant des calculs de la preuve du Théoréeme 7.4.1, on a pour tout point DFE X* pour
tout p € P,

0t [(Fopy () + Vg, + Fr A () ]| e

= VI 0 [Py @)l ]| =V o [Feal ], u (@)

“Ynx P r=x

[p]

:wfp]

De facon cohérente avec les notations précédentes, xU* représente ici les composantes non infectées du vecteur
d’état de la sous-population p a ’équilibre ; et x Z :c
p'€[p]

Remarque 7.5.2. Comme nous ’avons déja remarqué, la fonction X — Oy [F+()\)xg*] est constante, puisqu’il
s’agit de la dérivée d’une fonction affine. Dans la suite, nous écrirons simplement

O [Fr(Na)*] au liew de O [F(N)a)*] (0n,).

De plus, x[ Z x s de sorte que la précédente dérivée ne dépend pas de la sous-population de la classe.

Pl
p'€[p]
On peut donc écrire

(9;81{)\[1,} (J:E‘p]) = axl)\[p] (Z‘Fp]),
ot la variable .731[7 a été remplacée par la variable muette x'.

D’autre part, pour tous p,p’ € P tels que [p| = [p] mais p # p, on a

o1, [(Fo Oy (21)) + VD) + P gy (2175 ]

= aa:;, [F+()\[p] (ZL’))ZL’ZI)J*] ‘z* * = a)‘ [F""()\)mg*} afl)\[p] (x)|z:zf]
=} 2

(en utilisant de nouveau la Remarque 7.5.2 pour introduire une variable muette).
Enfin, la dérivée partielle

Our, (o) (@p))) + V)2 + POy (@) 7 ]| o

est égale a 0y, xn, lorsque [p] # [p'].
On montre avec les mémes techniques que, pour tout p,p’ € P,

Oy0, [(Fopy (@) + VD + Fr gy (@) ]| 4 ye = Onpxne

Enfin, on a pour tout p € P,

077,1 nu
Ouy (VVap = PO (p)al)| VU< In )

nu

alors que pour tous p,p’ € P tels que p # p’, on a

O, (Vpr — I ()‘[p] (iF[p]))ifg)‘ = Ony xnp -

»’ X=X~

e A T'aide des calculs précédents et en adoptant maintenant 'ordre des composantes défini en (7.23), on peut
calculer les trois blocs Jrr(X*), Jru(X*) et Jyy(X*) dans la décomposition (7.25). La matrice Jrr(X*) est
définie comme suit

Tir(X*) = diag {Bg, (X*);...; Byo (X}, (7.26a)
o, pour tout ¢ € Q, le bloc B, € Rmlalxnrlal - est donné par
0,1 [Fr(Ma)al] (@)

By =Ly @V + : (1] ® Ln,)- (7.26b)
Our |[Fr(Ma))alls, | (@)
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En cohérence avec les notations précédentes, dans la formule (7.26b) xgj‘, i=1,...,]q|, est la valeur d’équilibre
de la sous-population numérotée i dans la classe/localisation ¢ ; et

gl

xZ:Z{x; :peP, [p]zq}:ZxZ’i
i=1

est la population totale présente dans cette classe. On a aussi :

Tro(X™) = 0p, 1P| xny 1P| (7.26¢)
Juu(X*) =Ip @ VY (0"; X"U) : (7.26d)
ny

ol ® représente le produit de Kronecker. Il est important de noter & ce stade que le quatrieme bloc Jypy(X*) a
une structure diagonale, avec |Q| blocs, respectivement de taille [q1],. .., |g gl

Quelques commentaires sur la structure de cette matrice jacobienne. Tout d’abord, la formule (7.26a) montre
une structure bloc-diagonale qui correspond & la structure des classes : il ne peut y avoir aucune influence entre
deux sous-populations dont les classes (ou les lieux) sont différentes. Ensuite, (7.26b) fait apparaitre 'inter-
influence entre les sous-populations infectées situées au méme endroit. Le premier terme, & savoir ()5 ® v,
provient du passage d'un compartiment & un autre au sein d’une sous-population donnée x,; tandis que le
deuxieme — le produit de deux matrices de dimensions respectives |gln; X ny et ny x |g|n; — provient de 'inter-
influence entre les différentes sous-populations de la méme classe ¢, qui résulte du fait que la force d’infection

A ne dépend que de la population totale z, = Zazp a cet endroit. Les n; lignes de ce second terme qui
pEY
correspondent & une sous-population donnée p,;, i € {1,...,]|q|}, sont les suivantes

Opr [Fr(M@))ag ;] (23) (1] @ Ln,).-

Elles dépendent uniquement de deux quantités : d’une part de la valeur d’équilibre xfﬁ de cette sous-population ;
d’autre part de la somme globale xéj* —xf{j des autres sous-populations de la classe ¢ (et non pas individuellement
de chaque autre sous-population de la classe q).

La formule (7.26¢) est l'analogue de (7.16) dans le cas simple d’une sous-population unique. C’est une
conséquence du fait que I’équilibre considéré est exempt de maladie. Enfin, la formule (7.26d) témoigne du méme
type de structure diagonale que le premier terme dans (7.26b), qui donne dans J;7(X™*) un terme (1| ® v

similaire & (7.26d).

7.5.1.3 Stabilité du DFE pour le modeéle de population partitionnée

Le résultat suivant traite du cas de plusieurs sous-populations réparties en différents lieux d’une fagon
permanente. Cette extension du Théoreme 7.4.1 est essentiellement une réécriture, du fait que la partition des
sous-populations est inchangée au cours du temps. Elle est présentée ici pour des raisons didactiques, comme
un intermédiaire vers le cas général ou la partition change en fonction du temps, traité ci-dessous dans le
Théoreme 7.5.2.

Théoréme 7.5.1 (Nombre de reproduction de base et stabilité pour les modeles avec une partition fixe de la
population). Soit P un ensemble fini, R une partition de P et Q := P\R [’ensemble correspondant de classes
d’équivalence. Soient f (décomposée selon (7.6)) et Ny, ¢ € Q, satisfaisant aux hypothéses (H1), (H2) et (H3).
Les propriétés suivantes sont alors valides.

— Le systéme (7.2)-(7.29) admet des points d’équilibre non nuls sans maladie. L’ensemble des points d’équi-
libre de ce systeme est exactement le produit cartésien XLE‘, ot Xeq, défini en (7.8), est l’ensemble des
points d’équilibre pour une sous-population isolée.

— Pour tout point d’équilibre sans maladie X* € XEZ‘ du systéme (7.2)-(7.29), soit

Ro,q = p (F,V71), g€ Q, (7.27a)

ou Fy,V € R"*™ sont données par :

Fy = 01 (FrQ(@)2)|, .. V=V (7.27b)

Soit
Ro:=maxRg.,. 7.28
0 anQ 0,9 ( )

Les assertions suivantes sont vérifiées :
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— Si Ry > 1, alors X* est instable;

— $i Ro < 1, alors X* est marginallement stable. De plus, si la premiére identité de (7.11) est satisfaite
avec une égalité, alors X'* est localement asymptotiquement stable.

Rappelons que la notation 9,1 est définie dans (7.13). Bien qu’apparemment compliqué, le résultat énoncé
dans le Théoreme 7.5.1 est en fait tout a fait naturel. D’une part, la formule (7.28) indique que le nombre
de reproduction de base du systéme est le plus grand des nombres de reproduction de base des sous-systemes
décrivant la propagation de l'infection dans chaque classe indépendante (lieu) ¢ € Q. D’autre part, en raison
du mélange parfait au sein de chaque classe, la formule (7.27) indique que cette valeur peut étre calculée pour
toute classe ¢ € Q en tant que nombre de reproduction de base correspondant & une population unique au point
d’équilibre z; = Zx; A cet égard, il est important de noter que F,; dans (7.27b) est une matrice ny x ny,

pPEq
tandis que le bloc B, correspondant & la classe ¢ de la matrice jacobienne définie dans (7.26b) est une matrice

de taille ny|q| x nslg| .

On remarque que lorsque Q contient une classe unique contenant toutes les sous-populations, le Théoréeme
7.5.1 se réduit au cas, traité dans le Théoreme 7.4.1, d’une sous-population unique. Ceci est une conséquence du
fait que ce qui importe pour décrire ’évolution asymptotique & 1’échelle d’une classe ¢ € Q, est exclusivement
la population totale x, présente dans cette classe.

Démonstration du Théoréme 7.5.1.
e En vertu de (7.2), a I’équilibre, chaque sous-population p € P évolue de maniére découplée, conformément a

ip = f(@p, Ony)-
11 est donc clair que ’ensemble des points d’équilibre de (7.2)-(7.29) est exactement le produit cartésien XQZ‘.
e Considérons maintenant la matrice jacobienne. Comme Jry (X™*) est nulle, on a

s(J(X7)) = max{s(Tr1 (X)), s(Jov (X))},

et on est amené a considérer les deux blocs diagonaux Jrr(X*) et Jyy(X™*). Nous allons exploiter la structure
bloc-diagonale de ces deux matrices.

e Calculons d’abord la valeur des valeurs propres dominantes des blocs diagonaux B, de Jrr(X*), ¢ € Q.
Pour cela, soit une classe de sous-populations ¢. Nous allons évaluer la valeur propre dominante de la matrice
correspondante B, et montrer qu’elle est égale & Ry, définie dans (7.27a). Soient v € R et le vecteur

U1
e Rlgn

Ylg]

respectivement la valeur propre dominante et un vecteur propre strictement positif de la matrice B, définie en
(7.26b). En d’autres termes,

amf [F+(>‘q(z))zgﬂ (:E:;) U1 V1
(g ® V1) + : Wgeb) || |=v|:] (7.29)
Ot [y Ng(@)a¥7, | (@) Vg Vg

La fonction #¥ ~ F, (\)zY est linéaire. Par conséquent, en raison du fait que

*

* P * oo
Tg =21+ + Zqlqp

q

de sorte que
Ux _ _Ux . U
Tg =Tg1t -+ Tgqp

on a
O [FeOa(@)ali] )\,
(1, ® Iny) : = 30, [Fr g (@)2ls] () = a1 [Py (g (2))el*] (2):
Out [Fr (@)l @)
L’émergence d’une épidémie dans la classe ¢ ne dépend que de la population totale qui y est présente et

des conditions locales de I'infection, mais pas de la division de cette classe en plusieurs sous-populations : la
stabilité du DFE est en effet une propriété de la classe elle-méme, indépendante des sous-populations qui la
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constituent. En cohérence avec cette intuition, nous exhibons maintenant un vecteur propre dominant au niveau
de la population entiére. En utilisant les calculs précédents et en multipliant & gauche la formule (7.29) par la
matrice (1] ® I, ) € R xlalns on obtient 1'identité :

U1 U1

(17 @ V") + 8 [Fe @)l @A e ) | | =g e | o |,
Ylq| Ylq|

c’est-a-dire, pour tout q € Q,

(VI + 0, [F+()\q(:t))m;]*] (7)) vg = vvg, avec vg 1= vy + - + Vg
Le vecteur v, est un vecteur propre strictement positif, il est donc associé a la valeur propre dominante v. La
matrice impliquée est la méme que celle qui apparait dans le Théoreme 7.4.1, et la méme manipulation donne
les formules de (7.27), similaires & (7.14). Le nombre de reproduction de base du systéme apparait alors comme
la plus grande des valeurs propres dominantes des blocs diagonaux B, de Jy;(X*), ¢ € Q.

e Considérons maintenant la matrice Jypy (X™), exprimée dans (7.26d). Chacun des |P| blocs posseéde un vecteur
propre unique associé & la valeur propre 0, donc 0 est une valeur propre de Jyy(X*) dont les multiplicités
algébrique et géométrique sont toutes deux égales & |P|. L’évolution dans chaque classe de Q est indépendante
de ce qui se passe dans les autres classes, et la méme analyse que dans la preuve du Théoreme 7.4.1 donne le
méme résultat de stabilité, selon que Ry défini dans (7.28) est plus petit ou plus grand que 1. On obtient ainsi
la preuve du Théoréeme 7.5.1. O

7.5.2 Nombre de reproduction de base pour des modeles généraux de populations
en commutation

Nous étudions maintenant le comportement des solutions d’un modele épidémiologique dans une population
en mobilité, donné par les équations (7.5a)-(7.5b) pour un signal de commutation admissible R(-) T-périodique
avec des durées entre les commutations dans un ensemble défini en (7.11). Nous supposons que les hypo-
theses (H1), (H2) et (H3) sont remplies.

Nous montrons d’abord dans la section 7.5.2.1 que les solutions périodiques sans maladie sont effectivement
des points d’équilibre. Nous étendons ensuite dans la section 7.5.2.2 le cadre introduit dans la section 7.5.1.1 pour
représenter la variable d’état, et nous énoncons le résultat principal dans la section 7.5.2.3, ainsi qu'un corollaire
important. La section 7.5.2.4 fournit une méthode pour calculer plus facilement les quantités impliquées. Enfin,
un exemple simple est présenté et analysé a la section 7.5.2.5, afin de rendre visibles les différentes étapes.

7.5.2.1 Etats d’équilibre d’un modeéle de population a commutations périodiques

Nous nous intéressons & la modélisation et a I’analyse des effets de “commutations” périodiques. Ces dernieres
sont des variations spécifiques dans le temps du systéme considéré. En examinant de plus prés le systeme (7.5a)-
(7.5b) avec un signal de commutation T'—périodique, on constate que la variation temporelle n’affecte que
la définition de la force d’infection (constante par morceauz), & savoir la définition du “mélange” des sous-
populations sur chaque intervalle de temps.

Considérons une évolution sans maladie du systéme (7.5a)-(7.5b), c’est-a-dire pour laquelle z!(t) = 0,,, et
Aplr(s (t) = On, pour tout £ > 0. Vu de la sous-population p € P, cela implique (voir la formule (7.12))

&p = f(p(t),0n,) = (V%;p) '

Les seuls changements considérés ici sont les commutations. Celles-ci modifient le mélange des sous-populations,
et éventuellement la valeur des composantes de la force d’infection. Cependant, la structure du modele n’est
pas touchée, et en particulier les passages non infectieux d’un compartiment a l’autre ne sont pas modifiés au
cours du temps. En conséquence, contrairement par exemple a ce qui se passe avec les modeles habituellement
développés pour analyser les phénomenes saisonniers (voir par exemple les articles [20, 22, 154]), les attracteurs
sans maladie sont tous des points d’équilibre de 'espace RIPI. Pour plus de details, voir plus bas la premiere
partie du Théoreme 7.5.2.

7.5.2.2 Représentation des variables d’état et de la matrice jacobienne pour un modéle avec
commutations

Nous étendons ici le cadre notationnel introduit dans la section 7.5.1.1, afin de prendre en compte les
changements de partition d’'un intervalle de Z au suivant qui modélisent les commutations. Nous notons ici
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R(Zy) la partition en vigueur pendant tout sous-intervalle maximal de Zy. La classe de la sous-population p
pendant cette période sera notée [p|r(z,)-

Nous supposons l'existence d’un “ordre de référence des sous-populations”, indépendant de l'infection ; et,
pour tout intervalle Zy, k = 1,...,m, d’un autre ordre lexical tel que ceux présentés dans la section 7.5.1.1,
ayant la propriété d’attribuer aux sous-populations de méme classe des places contigiies. Notons M, € RIPI*IPI
la matrice de permutation permettant de passer de 'ordre de référence a l'ordre attaché a Z. En d’autres
termes, la sous-population de rang ¢ dans ’ordre initial est de rang ¢’ dans le nouvel ordre, de telle maniére que
Mye; = ey pendant Ty, ol e;, e; sont respectivement les ¢-iéme et le +-iéme vecteurs de la base canonique dans
RIPI.

Soit X* € RZ‘P‘ un DFE. La matrice jacobienne du systéme (7.12)-(7.29) est constante sur tout intervalle de
. En se référant a la formule (7.25), sa valeur exprimée selon 1'ordre des sous-populations adapté & la partition
R(Zk), sera notée Ji(X™*), et les blocs non nuls correspondants

T k(X)) Jure(X™),  Juuk(X™).

Dans Uordre de référence, la matrice jacobienne Jj(X*) est alors égale a

5w Trrk(X*) jIUk(X*)>
X )= (%" b 7.30
Iu(X7) <jU1,k(X*) Jove(X*))’ (7.30)
Ty w(X7) 1= (M}, @ L ) Ty k(XYM @ L), mon € {1,U}. (7.30Db)

En particulier, on a
T k(X)) = Trok(X™) = 00, 1P| xnu|P|

en tout point d’équilibre X'*.

7.5.2.3 Analyse de la stabilité du DFE pour un modéle 4 commutations périodiques
Avec les notations précédentes, il est maintenant possible d’énoncer le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 7.5.2 (Nombre de reproduction de base et stabilité pour un modele & commutations). Soit P un
ensemble fini, R(:) un signal de commutation admissible T-périodique avec un ensemble de temps de commuta-
tion Ry \ Z selon le modéle (7.11), et Q(t) := P\R(t) Uensemble des classes d’équivalence a l'instant t. Soient
f (décomposée selon (7.6)) et A\q, ¢ € Q(Lx), k = 1,...,m, vérifiant les hypothéses (H1), (H2) et (H3). Les
propriétés suivantes sont alors valides.
— Les solutions T-périodiques du systéeme (7.12)-(7.29) sont exactement les points d’équilibre du produit
cartésien X‘ezl, ot Xeq, défini dans (7.8), est ’ensemble des points d’équilibre d’une sous-population isolée.
— Pour tout point d’équilibre sans maladie non nul X* € Xezl du systéme (7.12)-(7.29), soit

Ro = p (ejnrm@f*)(fm*w—l)... eJrra(¥ (=) ejff’lw*)(“*m)), (7.31)

pour les matrices jacobiennes Jrr 1 (X*), k = 1,...,m de taille |P|n; x |P|n; définies en (7.30). Alors,
les affirmations suivantes sont vraies :

— 8i Ro > 1, alors X* est instable;

— $i Rop < 1, alors X* est marginalement stable. Si de plus, la premiére identité dans (7.11) est valable
avec une égalité, alors X* est localement asymptotiquement stable.

Rappelons que la notion de signal de commutation admissible et la notation Z ont été définies dans la
Définition 7.2.2. Le calcul exact de R nécessite donc le calcul du rayon spectral d’une matrice de taille |P|n x
|P|TL]

Remarque 7.5.3. Le calcul de Ro par (7.31) est facilité dans le cas ou, malgré les commutations, infection
évolue de facon indépendante dans différents sous-groupes disjoints de la population. C’est effectivement le cas
si, pour certaines sous-populations p,p’ € P, il n'existe pas d’entier positif | et de séquence finie po,p1,--.,D
d’éléments de P telle que pg = p, p; ;== p' et pour tout 1 =0,...,1 —1, il eriste k =1,...,m tel que

[pilr(z) = Pit1lrR@21)-

Lorsqu’une telle déconnezxion se produit, l’infection initialement présente dans la sous-population p ne peut pas
se propager vers la sous-population p' et vice versa, et le produit matriciel dans (7.31) implique plusieurs blocs
diagonaux. Comme pour le Théoréme 7.5.1, la valeur de Ry apparait alors comme la valeur mazximale des
quantités correspondantes calculées dans chaque composante connectée de P.
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Démonstration du Théoréme 7.5.2.

e Considérons tout d’abord une trajectoire sans maladie pour les systemes (7.12)-(7.29). Comme nous ’avons
observé précédemment, le couplage entre les différentes sous-populations ne se produit qu’a travers le processus
d’infection : du fait de la forme du modele défini en (7.12), chaque sous-population p € P évolue conformément

\

a
ip = f(2p, Ony)-
11 est donc clair que ’ensemble des points d’équilibre du modele (7.12)-(7.29) est exactement le produit cartésien

XLE'. Plus précisément, pour toute trajectoire périodique exempte de maladie, toute sous-population p € P subit
une évolution stationnaire, régie (voir (7.29¢)) par ’évolution

Uy U 0711 Xny U

z, =V ( I, ):z:p.
En vertu de 'hypothese (H2), la matrice présente dans cette formule a 0 comme valeur propre simple, et
toutes les autres valeurs propres ont des parties réelles strictement négatives. Par conséquent, chaque trajectoire
converge vers un point d’équilibre, et aucune autre solution périodique n’existe.
e Comme cela a été établi dans la section 7.5.2.2, la matrice jacobienne du systéme est constante sur chaque
intervalle de Z, et égale a jk(/'\f*) sur tout Zp, k = 1,...,m. En utilisant la structure bloc-diagonale et des
arguments identiques a la démonstration du Théoreme 7.5.1, on montre la stabilité marginale des composantes
non infectées ; tandis que la stabilité des composantes infectées dépend de la position par rapport a 1 du rayon
spectral de la matrice de monodromie. Ce dernier est exactement Rg. On acheéve ainsi la preuve du Théoreme
7.5.2. O

Nous présentons maintenant un corollaire important du théoreme 7.5.2. Il montre que, lorsque les conditions
de transmission sont identiques dans I’ensemble de la population (dans un sens précisé dans ’énoncé), alors
I’évolution de la maladie est identique a celle d’une population parfaitement mélangée regroupant toutes les
sous-populations.

Corollaire 7.5.1 (Conditions de transmission homogene indépendante de la densité). Sous les conditions du
Théoréme 7.5.2, supposons que X* &€ XLZ' soit un point d’équilibre sans maladie non nul du systéme (7.12)-
(7.29) tel que

Vke{l,...,m}, Vq,qd € Q(Zy), Oyt [FJF()\q(x))xg]*] (}) = 0,1 [Fr(Ng (2))z5"] () =G (7.32)

Alors, le nombre de reproduction de base donné dans (7.31) est égal @
Ro = p (eVHG ) VEGH M), (7.33)

L’un des principaux intéréts du corollaire 7.5.1, lorsqu’il s’applique, est bien stur de réduire la détermination
du nombre de réproduction de base au calcul du rayon spectral d’une matrice carrée de taille n;.

Pour appliquer le Corollaire 7.5.1, les conditions de transmission de l'infection doivent étre identiques dans
toutes les classes et & tout moment, au sens précisément défini par (7.32). La fonction Ff étant la méme pour
tout le systéme (indépendamment de la classe et du temps), cette condition ne concerne que les forces d’infection
Aq- Sauf dans des conditions tres particulieres ot les tailles des classes correspondent exactement, elle est réalisée
lorsque, pour tout k € {1,...,m}, ¢ € Q(Zy), la fonction

2 Byt [Fy Qg (@))2¥"] (o)

U*’ on

est constante sur le cone Xqq. En particulier, du fait de la linéarité du premier facteur par rapport a x
doit avoir, pour tout scalaire a > 0,

O [Fr(NazU*] o),

Ny 9 [Fy(N)zV*] oA,
12D ozl

2 O [Fr(NazU=] 1 (2%
oA Oxt

(az”) = o\ a Ol

(") = (")

Une condition naturelle est donc que la dérivée partielle par rapport & z! des fonctions Aq définissant les forces
d’infection soit homogene de degré —1. II suffit pour cela que les fonctions A, elles-mémes soient homogenes de
degré 0, une caractéristique de la transmission dépendant de la fréquence.

On montre sans difficulté que (7.32) est vérifiée par exemple lorsque les fonctions A, sont toutes identiques
dans chaque classe g € Q(Zy), et constantes sur le cone Xeq. (Cette fonction constante est homogene de degré
0.) Le Corollaire 7.5.1 établit que, si les conditions de la transmission sont identiques en tous lieux (classes),
alors la valeur du nombre de reproduction de base est identique quelles que soient les conditions de mélange
(c’est-a-dire quels que soient le schéma de commutation et le nombre et la composition des classes entre deux
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commutations successives). A notre connaissance, cette propriété d’invariance relative au mélange est originale.
Voir une application au modele SIR dans la section 7.5.2.5.

Enfin, remarquons que lorsque le Corollaire 7.5.1 s’applique, ’évolution des compartiments infectés de toute
sous-population p € P au voisinage de z7 , sont identiques sur Zj a ceux de I'équation linéaire autonome non
couplée

i1y = (V+Gi)(wry — 23,):

Démonstration du Corollaire 7.5.1. Soit v € R™, et k € {1,...,m}. Pour tout ¢ € Q(Zy), on a
(g @ 0)'By = (1]y @ 0" (V + Fy))

pour B, dans (7.26b).

En multipliant la matrice
eI k(X ) (T —T-1)

par le vecteur (15| ® v)" on obtient alors
(Lpy @ v) e 11X ) (Te=Tr-1)

_ T To(V+Fg ) (Th—Tr—1) T + (V+F, Y(Te—Th—_1)
= ((1|q1| X v el q k—Tk—1 ) (1‘Q\Q(Ik)|‘ Rv'e 1Q(Zy)] ) .

Nous utilisons maintenant 'hypothese (7.32), qui stipule que

F,

a =

= F

912(zp)|

:Gk7

pour en déduire que
(1|73\ ® v)TeJu,k(é\,’*)(m—‘rk—l) — (1\TP| ® UTe(V-‘er)(-rk—Tk,l))’

car le nombre d’éléments dans toutes les classes est égal au nombre total de sous-populations, voir (7.24). On
obtient donc
(1‘7:| & U)TBJ”*’“(X re=Ti-1) — (1|73‘ ® H)T(I‘p‘ ® €(V+G’“)(T’“7T’“_l)). (7.34)

De la formule précédente, on déduit la méme propriété pour eJrr (X "), matrice obtenue de la précédente par
permutation. De fait, (7.30b) donne
(L) @ )X (15 @ ) (M @ I )X (M 9 1T,,)
_ (1|7>\ ® U)TeJII.k(X*)(Tk_Tk—l)(Mk ® I,,)
(car 1{p My = 1jp|, comme M;, est une matrice de permutation)
= (L ®@0) (Ip @ VT (M @ 1)
(en vertu de (7.34))
- (1”)‘ ®v) (M), @ e(V+Gk)(7'k_Tk—l))
= (p @) (Ijpy @ V)
(car 1jp My = 1{p))
_ (IIP\ ® ,UTe(V‘i’Gk)(Tk*Tk—l))

_ (1|P\ ® e(V“FGk)T(Tk*kal),U)T.

Pour terminer la preuve, on applique cette propriété récursivement pour k =m,...,1:

(Lp® ’U)Tejllfm(‘){*)('rmf'rmfl) T (X (mmm) (T (X7) (i —o)
= (L1p) @ eVHGm) m=Tm 1)y eTitm (X Tmo1=Tm—2) | @ T112(X7)(r2=m) oI (X7)(m=mo)
= (Ipp® (VG (11—m0) e(Vﬁ’Gm)T(Tm77—7”71)0)1—

(L1p @ ) (jp| @ eV HEm)Tm=Tm=1)  (VHEG)(n=m0)),

Choisissons maintenant pour v € R™ le vecteur propre positif correspondant a la valeur propre dominante de
la matrice positive

e(v+Gm)(7m—Tm—1) o e(V+G1)(Tl_TO).
Le vecteur (1;p| ® v)" est alors un vecteur propre gauche de la matrice

ejII,m/(X*)(Tnz_Tm/—l). o ejn,z(X*)(‘m—Tl) ejII,l(X*)(Tl—TO).

Etant positive, elle correspond & sa valeur propre dominante. Ceci montre (7.33) et achéve la démonstration du
Corollaire 7.5.1. O
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7.5.2.4 Calcul des exponentielles des blocs B, dans la matrice jacobienne J;; ,(X*)

Le résultat suivant est utile pour réduire la dimension des matrices apparaissant dans 1’expression de R
dans (7.31).

Lemme 7.5.1. Pour B, défini dans (7.26b), on a pour tout t > 0,

qut — (I‘q‘ X 6V1t>
oV (t—s) amI[FJr(/\q(o:))ﬂSgTHx:m;
/t ' (VI-&-@mI [F+(>\q(‘”))$fzj*]
+ : ‘
0

eVI(t—S) Oyt [F+(/\q(x))xgrfﬂ]

z:w;)sds (11 @ In,)". (7.35)

m::v;
En particulier, pour les modéles d’infection (7.15) présentant un compartiment infecté unique (ny = 1), on a
0,1 [Fy(Aq(2)zl}
0,1 [F+()\q(r))ﬂ?§]*]|m:w

,,:x*t N
ezl 1> : ‘Tq‘, (7.36)
0,1[Fy (Ag(@))a T, ]|

8,1 [Fy(Aq(2)z¥~]]|

r=x

*
q
5
q

Bat — evltI‘q‘ n eVIt <6311[F+(/\q($))xf11*]

*
rT=x
q

*
r=x
q

t

Utiliser (7.35) pour calculer B! revient essentiellement & calculer les matrices |g| + 1 de taille ny x ny

<V1+ 3,1 [Fr (Ag(2)2l"]

t S
V't et / e V' 0, [Fy (N (z))2ls L”‘I) ds, i=1,...,|q|
0

qi” =z*
? x Iq

Remarquez que la formule (7.36), qui est vraie lorsque n; = 1, peut étre généralisée pour n; > 1 lorsque la
matrice V! commute avec n’importe quelle

U .
axI[F+()‘q(‘r))‘rq,i”$:w; b= ]-7 sy ‘q|
Démonstration du Lemme 7.5.1. Par définition, ePa? est caractérisé par le fait que : pour tout y(0) € R4l

y(t) = ePaly(0), t>0 & =By, t>0.

Soit
Y= (1\q| L) y=uy1+--- + Yjq|-

De la structure de B, dans (7.26b) et du fait que
Toi o TGy =2y

on déduit, pour tout i =1,...,]q|,
j = (vf + Dyt [Fr (g(@))aV*] |m;) B 0=V O [P @)ali]], . 0.
et le systeme triangulaire suivant
PN (V0 [Ee @)l O (g
(%) ( Our [FeOu@)eli]l,,, V! ) (n):

Par intégration de la premiere équation, on obtient

(V’+ 0,1 [Fi (Ag(2))al*] 1:1*)t7 (V’+ 8,1 [Fy (g (2)2V7]
“i/ g(0) =e

g(t) =e€ Tzzé)t(l\q\ ® Inz)T:‘/(O)§

et donc la deuxiéme équation donne, pour tout i =1,...,|q|,

<v1+am, [Fr(Aq(@))2Y"]

t S
yit) = " ' (0) +/ e ) 9 [Fr (g (@)z ] ”=”3> ds (Lyq) @ In;)"y(0).

0

—
Zflliq
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On obtient ainsi

y(t) = (Ig @ ") y(0)
Ot [Py (g (@)l

q,1

t VIt [[Fy(hg(z)zl*
+/ CPEE z (Vs
0 *
Oy [F+(/\q($))xéj,|q|]

—
I—Eq

et enfin, comme y(t) = eB*y(0), on identifie

qut — (I‘q‘ ®€V1t>

Oy [F (Mg ()2 7]

¢ VI4o, 1[Fy(Ag(2))al*

+ [ (tawer ) s (et
0 *
Our [P (Ng (@) Ty ]

x
a4l r=a

Z:I;)ds (l‘q‘ X InI)T.

Ce qui donne (7.35). La déduction de la formule (7.36) dans le cas out n;y = 1 et toutes les composantes de la
matrice sont alors scalaires, est alors directe. O

7.5.2.5 Exemple illustratif

Afin d’illustrer le résultat précédent, nous considérons I’exemple simple illustré dans les figures 7.1 et 7.2. Il
se compose de cing sous-populations, P = {p1, pa2, p3, P4, Ps} avec des commutations T-périodiques entre deux
modes différents. L’ordre de référence mentionné dans la section 7.5.2.2 est par exemple 'ordre naturel des
éléments de P défini par la numérotation précédente. Sans perte de généralité, posons

ZT:=Ry\N, et ZT=73UZ,

avec
Z; == (0,7) mod T, Iy :=(1,T) modT,

pour un certain 0 < 7 < 7', et supposons que les partitions correspondantes sont données par les deux partitions
R1,R2 présentées dans la Figure 7.2, c’est-a-dire

R(Z1) = R = {p1,p2, p3}:{pa, 05}, R(Z2) = Ro == {{p1}, {p2, ps}, {ps, pa}}, (7.37)
de telle sorte que m = 2, |Q(Z1)| = 2,|Q(Z2)] = 3 pour les ensembles quotients Q(Z;) = Q1 = P\ Ry,
Q(Zy) = Q2 = P\ Ra. En choisissant par exemple d’ordonner les classes de sous-populations et les sous-

populations de chaque classe dans l'ordre ou elles apparaissent dans (7.37), on obtient les correspondances
suivantes

P1=P1,1, P2 = P1,2, P3 = P1,3, P4 = P2,1, P5 = P2,2
pendant le mode 7y, et
P1 =DpP1,1, P2 = P2,1, P3 =DP3,1, P4 = P32, P5 = P22

pendant le mode Z5. Avec ce choix, les matrices My, k = 1,2, définies dans la section 7.5.2.2 sont :

1.0 0 00
01 000
Ml = _1'57 Mg = 00 0 0 1 (738)
0 01 0O
00010

Nous considérons par exemple le modele SIR (7.9), pour lequel n = 3, n;y = 1 et ny = 1. L’évolution globale
est régie par I'équation (7.12), c’est-a-~dire ici

= B@) g s - i, =123 (7.392)
Si=—h (Il)]\flf:é—%si Fulli+ ), =123 (7.39b)
fi= Bl S - (k= 45, (7.390)
§ = wxmﬁ& L+ R, =45, (7.39d)
Ri=~I; — uR;,  i=1,2,3,4,5, (7.39)
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sur 71, et
I = 51(12)%151 — (v +wli, (7.40a)
81 = ~Bu(T) 3 S1 + il + R, (7.40b)
fi= BT Si— (ki i=25, (7.400)
S; = —@(%)ﬁ& +p(li+ Ri),  i=2,5, (7.40d)
fi= TS - (ki i= 34, (7.40¢)
_ —33(12)%52» tull + R, =34, (7.40f)
R; =~I;, — uR;, i=1,2,3,4,5, (7.40g)
sur Zo.

La décomposition du membre de droite f pour le modele SIR (7.9) a été donnée dans les formules (7.18).
En particulier, on a
1

m’ FE()‘):)‘(l 0)7

Vis—(y+p),  AMz)=8

et pour tout z* € Xcq,

9 [FY (s oa
o\ Azt

S*
( ) (1 O)IU*HLiU*ZﬁS*:ﬂ'

En utilisant les calculs précédents, appliquons les résultats précédents pour analyser le comportement de ce
systeme, au voisinage d’un point d’équilibre donné X'*. Ce dernier est défini de maniere unique par le nombre

d’individus susceptibles S}, ¢ = 1,...,5, dans les cinq sous-populations. A I’équilibre tous les individus sont
susceptibles et on a nécessairement S} = |p;| et pour les sous-populations choisies dans la Figure 7.1 cela signifie
ST =6, Sy =1, S5 =5, Sy =3, Sy =T. (7.41)

o Le Théoreme 7.5.2 fournit la valeur exacte de Ry, a savoir
Ro = p (ejn,fz(X*)(T—T)er,l(X*)T> =) (MTQBJH’Q(X*)(T_T)MQ eJII,l(X*)T> ] (742)

Le calcul de cette valeur nécessite d’évaluer la valeur des deux matrices

6.711,1(9(*)7' et 6‘711’2(X*)(T7T).
La premiére peut étre calculée a partir du fait que
T (&%) + (v + )5 = Tiri(X%) + (v + ) s

est égale a
Sy

o3 (L)ﬁ;ﬁg* b1 (L)ﬁ%s* o)1 (L)m 0 0
5@@%3¢5m@%ﬁ;mm¢%mf 0 0
f1 (L)m o1 (L)W o1 (L)W 0 0
0 0 0 B2<II)S;E : 52(11)SZS+Z g
0 0 0 Pa(Th) s;;igsg Pa(Th) S;%Sg

L’ordre introduit dans la section 7.5.2.2 donne a la deuxiéme matrice J72(X*) + (v + p)I5 une structure
diagonale par blocs :

B1(Z2) 0 0 0 0
0 B2(Z2) Sgsgsj B2(Z2) 5;?3: 0 0
0 Pa(Zz) s;%fs; Pa(Zz) S;Esg 0 0
0 0 0 Bs(To)ssr olle)sitss
0 0 0 P3(Z2) S;ES; P3(Z2) s;izs;
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La valeur dans I'ordre de référence est telle que Jr7.2(X*) + (v + u)I5 vaut alors

B1(Z2) 0 0 0 0
0 B2(Z2) S;SEs: 0 0 Pa(Z2) S;ESg
0 0 B3(Z2) S;?sz Bs(12) S;—ESI 0
0 0 ) Bs(Z2) SQ‘SESZ B3(Z2) S;?Sj; 0 i
0 62 (12) S;fsg 0 0 52 (IQ) S;‘issg

On remarque qu’en général les deux matrices jILl(X*) et j[[)Q(X*) ne commutent pas, de sorte que le
produit des exponentielles n’est pas I'exponentielle de la somme.

Lorsque Ry < 1, le Théoreme 7.5.2 donne la stabilité asymptotique locale du point d’équilibre X*, du fait
que la premiere identité dans (7.11) s’applique ici avec égalité, voir la Remarque 7.3.1.
o Lorsque

B1(ZT1) = Ba(Z1) =: B(Th)

et
B1(I2) = B2(I2) = B3(Z2) =: B(Z2),

le Corollaire 7.5.1 s’applique, ce qui conduit a l’identité suivante

Ro = e~ (T BT)T B(T)(T—T) (7.43)

Deux cas dégénérés qui présentent un modele de contact constant sont faciles & étudier, car ils se résument
en fait a la situation du Théoreme 7.5.1. Il s’agit des cas suivants.

— Lorsque 7 = 0, alors (7.42) donne
Ro=p (M.éejll’Q(X*)TMQ) =p (6‘7”’2()(*”) = e~ (T max {eBI(IQ)T; P2 @)T, BBS(IZ)T} .
— Lorsque 7 = T, alors (7.42) donne

Ro=p (ej”vl(X*)T> = e~ O+T max {eﬁl(zl)T;eﬁQ(Il)T} .

Calculons e711.1(X)7 ot T112(X")NT=7) dans le cas général, grace a la formule (7.36). Compte tenu de (7.41),
on a

St 1 S3 1 S3 5 S; 3 Sx 7
Sr+S;+8; 20 S;+S;+85; 120 Sr+S83+S; 120 S;+S: 100 S;+S5: 10
Sy 1 Sz 7 Sy 5 Sy 3
S;+S: 8 S;+Sr 8 S;+S; 8 S;+S; 8

On en déduit que

6

« 1
T (X1 — o= ()T I5 + diag E(651(1—1)"' -1 (1
5

Ut = O
Tt = O

1 3 3
.= (B2(T)T _
10 D (7 7)

et

eJrr2(X7)(T—7) —(y+u)(T—7)

=€

8 <I5 + diag {(eﬁl(zz)ar) 1) %(eﬁzazxwr) 1) (; ;) ;é(em(zz)(ﬂr) _ <g g) }) ,

Pour simplifier, notons

1 1
$11 = 5(661(11)7 -1), P21 = TO(eBZ(Il)T - 1),

1 1
P12 = (eﬁl(b)(T—T) —1) g 1= é(6/32(12)(7“—7') —1), B39 = §(653(12)(T_T) —1).

3
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Avec Pexpression de My dans (7.38), on obtient finalement que

1+ ¢a1 0 0 0 0
. . 0 1+ ¢a2 0 0 022
eOFTIT T 2(X )T =7) g Trra (X7 — 0 0 L+5¢23  S¢23 0
0 0 3@523 1+ 3@523 0
0 7¢22 0 0 1+ 7¢22
1+6411 6011 6011 0 0
b1 1+ ¢11 P11 0 0
X S5¢11 5¢11  1+5¢11 0 0
0 0 0 1+43¢n  3¢m
0 0 0 721 1+ 7¢21

Nous présentons maintenant le systeme stationnaire habituellement considéré pour évaluer la stabilité du
systeme étudié ici. Afin de calculer la valeur correspondante du nombre de reproduction de base pour ce systeme,

il suffit d’écrire 1’évolution des cinq compartiments infectés I;, ¢ = 1,...,5, donnée par
I = (;51(11)]\]111:]?211;3 T; TBl(I2)J<711> Sy — (v + i, (7.442)
Iy = (;61(11)]\;21:]{[221%3 + T; 752(12)m> So — (v + )1, (7.44b)
Iy = (;51(11)]\2:]{[221[;73 + T; 753(12)]\%) S3 — (v + u)Is, (7.44c¢)
Iy = (;52(11)]\.2 i 535 + T; 753(12)m> Sy — (v + p) 1y, (7.44d)
Is = (;52(11)]\‘2 i 5\5;5 T; 752(12)]\21535) Sy — (v 4 p)Is. (7.44¢)

La stabilité du systeme autonome correspondant est déduite du bloc de la matrice jacobienne relatif aux com-
partiments infectés, qui est ici simplement la moyenne pondérée

T—71 4 "
Trr,2(X7),

T A
T X+
T..711,1( )+

T
c’est-a-dire
181(Th)  iBi(Th)  iBi(Th) 0 0
- ?ﬂl(zl) 56(T)  56:(Th) 0 0
—(’Y+,u)f5+f 501(T1)  561(T1)  561(Th) 0 0
0 0 0 %52(11) %52(11)
0 0 0 1582(Z1)  15P2(Th)
B1(Z2) ) 0 0 0 ) 0
_ 0 §52(Z2) 0 0 562(I2)
+TTT 0 ’ 0 éﬂs(%) %53(12) ’ 0
0 0 £B3(Z2) £Bs(I2) 0
0 £62(Z2) 0 0 Leery

Remarquez la différence mais aussi la proximité formelle de cette matrice avec les matrices exactes.

Par comparaison, le systeme stationnaire généralement considéré en supposant des mouvements de navet-
teurs rapides dans les modeéles de métapopulation [93, Section 7.2.1.4] est obtenu en considérant la moyenne
pondérée des termes de transmission. En conséquence, les blocs de la matrice jacobienne du systeme au-
tonome correspondant sont obtenus en tant que moyennes pondérées, ce qui donne une approximation de

p (ejIIvQ(X*)(T_T)ej”J(X*)T) dans (7.42) par 'expression

p (ej11,2<X*>(T—T>+jn,1(x*V) :
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Ici,
T (X)) + (T =) Ji2(X*) = —T(yv+p)ls
%ﬁl (1) 3A1(Th)  1B:1(Th) 0 0
2 (L) $h(T) h() 0 0
+7 | 561(T) 6T 58.(Th) 0 0
0 0 0 %52 (Zh) %52 (1h)
0 0 0 1082(T1)  1562(Th)
B1(Z2) 0 0 0 0
0 162(I») 0 0 162(I»)
+(T —7) 0 0 %ﬁ%(%) §53(I2) 0
0 0 $83(Z2) 5P3(Z2) 0
0 2B2(Z») 0 0 2B2(I»)

7.6 Conclusion

Ce chapitre propose un nouveau cadre pour la modélisation et ’analyse de la propagation des maladies
épidémiques dans les populations mobiles complexes. 11 s’agit d’une classe générale de modeles ODE comparti-
mentaux, ou la population est divisée en sous-populations homogenes de tailles différentes. A tout moment, une
partition de I’ensemble de ces sous-populations est définie, dont les classes sont composées de ceux qui se trouvent
ensemble a un endroit commun. Ces partitions sont constantes par morceaux et périodiques dans le temps, afin
de modéliser des modeles de contact répétitifs. Toute sous-population représente donc ici un ensemble maximal
d’individus en contact perpétuel et homogene du point de vue de la propagation de I’épidémie. En outre, chaque
sous-population est subdivisée en plusieurs compartiments rendant compte du statut épidémiologique, et plus
généralement de tout trait d’hétérogénéité pertinent pour décrire la propagation de la maladie avec toute la
précision souhaitée, dans 1'esprit de [79].

Afin de permettre une représentation adéquate des mélanges et des séparations des sous-populations, il a
été nécessaire de revoir le modele épidémiologique. A cette fin, nous avons introduit un nouveau cadre gé-
néral mettant en évidence le role particulier de la force d’infection. Cela a conduit a considérer des modeles
compartimentaux qui sont conjointement linéaires par rapport a la variable d’état, et affines par rapport a la
force d’infection (elle-méme fonction de la variable d’état). Sous cette forme, la classe proposée s’adapte a de
nombreux modeles précédemment publiés dans la littérature.

Sur la base de cette formulation, un ensemble limité d’hypotheses a été adopté, qui traduit essentiellement
les hypothéses introduites par van den Driessche et Watmough [149]. Nous avons ensuite caractérisé le compor-
tement autour des points d’équilibre sans maladie de ces systémes, et en particulier la possibilité de poussées
épidémiques. Dans un but didactique, nous avons progressivement considéré le cas d’une sous-population unique
(Théoréme 7.4.1) ; puis les systémes avec plusieurs sous-populations en contact stationnaire (Théoréme 7.5.1);
et enfin en toute généralité ce que 1’on appelle les "modeles épidémiologiques de populations en commutation”,
c’est-a~dire les systemes avec plusieurs sous-populations interagissant par un mélange périodiquement alterné
(Théoreme 7.5.2). D’un point de vue informatique, cette opération nécessite I’évaluation d’un certain rayon spec-
tral. Comme conséquence intéressante, cela a permis de montrer (Corollaire 7.5.1) que, lorsque les conditions
de transmission sont identiques dans I’ensemble de la population, la valeur du nombre de reproduction de base
est en fait indépendante du modele de contact, et est identique & ce qu’elle serait si toutes les sous-populations
étaient réunies. Un exemple élémentaire a été fourni pour illustrer les calculs sous-jacents aux résultats.

Le cadre de modélisation proposé ici permet une étude informatique approfondie. Il permet notamment
d’étudier la robustesse de la stabilité des DFE par rapport aux incertitudes paramétriques du modele, qu’elles
soient liées au processus d’infection (comme par exemple les taux de contact, ou les taux de latence, de récupé-
ration et de perte d’immunité) ou au processus de commutation et aux temps de mélange. Il devrait également
permettre une exploration complete de la taille de I’épidémie finale pour de tels systémes de commutation
périodiques. Cette quantité importante représente le nombre total d’individus infectés pendant une épidémie
(voir par exemple [10] et les références qui y figurent), et son calcul est assez compliqué. Enfin, nous pensons
qu’indépendamment du cadre de la commutation, la classe générale de modeles proposés ici pour décrire les
processus épidémiologiques peut avoir son propre intérét. Ces sujets feront ’objet de recherches ultérieures.
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Bilan général et poursuite des travaux
de recherche

W Le danger qui menace les chercheurs
aujourd hui serait de conclure quiln’y a
plus rien a découvrir. @

Pierre Joliot-Curie.
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8.1 Bilan général du travail

Tout au long de cette these, nous nous sommes consacrés a la modélisation mathématique et a la simulation
numérique des problemes issus des phénomenes épidémiologiques dans une communauté écologique, et a la mo-
délisation, par des modeles déterministes, de la mobilité des individus, et a I’analyse de la fagon dont celle-ci
influe sur la dynamique d’une épidémie a travers les commutations des populations. L’objectif principal était
d’analysé le comportement des modeles éco-épidémiologiques sous l'effet de certains parameétres biologiques.
Ensuite, il s’agissait aussi d’évaluer les effets de commutations des sous-populations sur une dynamique épi-
démique. En effet, apres avoir rappelé quelques notions couramment utilisées en écologie mathématique et en
épidémiologie, nous nous sommes penchés vers un formalisme mathématique peu exploité dans la littérature
et qui, pourtant, présente une corrélation mathématique et biologique robuste pour explorer explicitement les
effets de certains parametres écologiques et de la mobilité des populations dans un contexte épidémiologique.

Le premier travail de cette partie était dévolue a 1’étude mathématique de la bifurcation de Hopf dans
un systeme proie-prédateur. Le modele est construit sous ’hypotheése que le prédateur suit une croissance
logistique indépendante de la densité de ses proies, et que la croissance des prédateurs n’est pas limitée par
les proies. Nous avons prouvé dans un premier temps que le modele est mathématiquement et écologiquement
bien posé. Ensuite, nous avons pu déterminer les conditions d’existence d’au moins un équilibre de coexistence
dont la stabilité locale et globale ont été évaluées a l'aide du critere de Routh-Hurwitz et le Théoreme de
Poincaré-Bendixson. Sous le parametre de prédation, nous avons déterminé les conditions de I’existence d’une
bifurcation de Hopf. A travers cette étude, nous avons montré que les proies et les prédateurs coexistent en
faible prédation ou en forte prédation. Cette coexistence dans un systeme complexe tel que les modeles proie-
prédateur est tres utile pour mettre en place un plan de gestion de la biodiversité impliquée. Le second travail de
cette partie, a été consacrée a I’étude mathématique et a la simulation numérique d’un modele proie-prédateur
en présence d’'une maladie infectieuse de type SIS. Tout d’abord, nous avons montré que les modeles sont
écologiquement et épidémiologiquement bien posés et établi la stabilité locale des équilibres grace aux critéres
de Routh-Hurwitz. Nous avons utilisé le Théoréeme Poincaré-Bendixson avec le critere de Dulac ainsi que la
théorie des systemes dynamiques asymptotiquement autonome pour établir le comportement a long terme des
proies et des prédateurs. Dans cette investigation, nous avons mis en exergue que sous certaines conditions du
taux de prédation, les populations de proies et de prédateurs convergent vers un équilibre avec persistance de
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la maladie dans les deux populations. Les résultats obtenus a l’issu de cette étude met en exergue le role de
la prédation sur la dynamique de propagation de la maladie, et de la coexistences des deux especes malgré
la présence de la maladie. Nous nous sommes investis également a 1’étude mathématique et a la simulation
numérique d’un systeme poisson-phytoplancton en présence d’une maladie virale de type SI. Apres avoir établi
que le modele est écologiquement et épidémiologiquement bien posé, nous nous sommes penchés sur la stabilité
de I’équilibre sans maladie et endémique sous la valeur seuil du taux d’élimination relatif Ry. Nous avons montré
que lorsque Ry < 1, I’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable. A 'issu de cette étude,
il ressort que le parametre d’efficacité de la toxine libérée est responsable de I'efflorescence phytopanctonique
dans le milieu marin. Enfin, le dernier travail de cette premiere partie a été consacrée a 1’étude mathématique
de la dynamique complexe d’un modele éco-épidémiologique avec la prise en compte du processus de migration.
A travers une étude mathématique approfondie, nous avons pu établir ’existence, la positivité invariance des
solutions et la stabilité des points d’équilibres. L’apparition de cycles limites résultant de la bifurcation de Hopf
a été établie numériquement sous le parametre de la migration. A travers la valeur de la migration des proies
susceptibles, nous avons montré a travers des simulations que la maladie peut disparaitre ou persister dans la
population de proies, impliquant une augmentation ou une baisse de la densité des prédateurs. Les résultats
obtenus lors de cette étude montre que le taux de migration gouverne la dynamique des especes.

La deuxieme partie de cette these a été consacrée a la modélisation et a I’étude mathématique de la
dynamique de propagation des épidémies dans un réseau de populations soumises a des commutations. Pour
représenter ces populations en commutation, nous avons d’abord introduit la notion de modele de population
partitionnée, c’est-a-dire un systéme composé de plusieurs sous-populations réparties de maniére permanente
dans différents lieux. Ensuite, nous avons développé des modeles de populations en commutation, qui sont
essentiellement des modeles de populations partitionnées dans lesquels les contacts entre sous-populations varient
au cours du temps. En nous appuyant sur ces modeles, nous avons adopté un ensemble restreint d’hypotheses
appropriées, principalement inspirées des travaux de van den Driessche et Watmough [149]. Nous avons ensuite
caractérisé le comportement des différents systemes autour des points d’équilibre sans maladie, en évaluant la
possibilité de persistance de ’épidémie ou non, via la valeur du nombre de reproduction de base Rg.

8.2 Poursuite des travaux de recherche

A Tl'issue des travaux de ce manuscrit de these, force est de constater que chaque nouveau résultat obtenu,
crée une breche offrant ainsi des perspectives de problemes nouveaux. Parmi les prolongements possibles de
notre travail, nous présentons ici ce qui nous semble étre le cadre idéal de nos investigations futures.

8.2.1 Sur les modeles éco-épidémiologiques

Dans I’étude des modeles éco-épidémiologiques, nos objectifs futurs sont d’examiner certains parametres
biologiques influencant la stabilité des relations trophiques, qu’elles soient affectées ou non par des maladies
infectieuses.

— L’étude de la direction de la bifurcation de Hopf dans un systéme proie-prédateur avec une réponse
fonctionnelle non linéaire.

— Etudier une famille de systéemes proie-prédateur avec une loi de commutation.
— Introduire la diffusion dans nos modeles éco-épidémiologiques afin de prendre en compte les hétérogénéités
spatiales induites par ’environnement.

— On pourrait tenir compte des phénomenes de saisonnalité, de la température de I’eau, ou plus généralement
de la dépendance en temps des parametres dans nos modeles écologiques.

— Regarder des modeles de compétition et de la coopérative de chasse avec une réponse fonctionnelle de
Holling type II.

— Introduire le retard dans le processus de prédation.

— L’étude d’un modele proie-prédateur avec la structuration en deux classes pour la population de poissons
et prise en compte du cannibalisme.

— L’étude d’un modele poisson-plancton en présence de la péche avec une structuration de la population de
poissons en classe de taille.

— Modele proie-prédateur avec la structuration en deux classes pour la population de poissons et prise en
compte du cannibalisme.

8.2.2 Sur les modeles de commutation

Il y a plusieurs possibilités ici d’étendre nos modeles sur 1'utilisation étendue de ce cadre pour étudier les
propriétés des modeles épidémiologiques dans des populations en commutations afin d’accroitre le réalisme et
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poursuivre, voire améliorer les travaux de cette these. Nous pensons en particulier aux propriétés du nombre de
reproduction de base et de la taille finale de I’épidémie de ces systémes dans une variété de configurations (deux
compartiments susceptibles pour les individus présentant deux caractéristiques de susceptibilité différentes, etc.).
Par ailleurs, nous comptons étendre notre étude sur le modele de commutation avec tirage aléatoire afin de
dégager des résultats analogues au cas traité. Une autre perspective sera d’examinée au moins numériquement,
la sensibilité de la valeur du nombre de reproduction de base, en présence d’incertitudes (sur les durées de
commutation, sur le taux de contact, etc.). Enfin, des estimations plus fines de ce nombre seront recherchées a
partir d’estimations dans l’esprit de [90].
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