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Résumé/Abstract

Cette thèse formule un couplage entre le corpus du transfert radiatif et celui de la spectroscopie
en vue de proposer une résolution numérique par la méthode de Monte Carlo. L'estimation de
grandeurs radiatives par Monte Carlo s'e�ectue en suivant la propagation de photons le long de
chemins, propagation dépendant de l'absorption gazeuse. La di�culté est que cette dernière est
la somme de millions de raies spectrales (spectroscopie en raie par raie), fonction des conditions
thermodynamiques et variant fortement avec la fréquence. Notre travail formel sur le couplage permet
de s'a�ranchir du calcul de cette somme en chaque position et pour chaque fréquence. Ceci est
possible grâce à des avancées récentes en Monte Carlo non linéaire : la propagation des photons
est rendue indépendante de l'absorption par l'utilisation de la méthode des collisions nulles en
considérant cette propagation dans un champ d'absorption �ctif, homogène et majorant du champ
d'absorption réel. Ainsi l'absorption réelle ne contribue plus lors de la propagation des photons
et nous la retrouvons uniquement aux points de collisions avec le milieu majorant. Considérer les
contributions d'absorption localement et non plus le long de chemins, permet de se propager dans
le modèle spectroscopique et de ne choisir qu'une seule raie spectrale.

Le choix (ou l'échantillonnage) de la raie spectrale n'a�ecte aucunement la précision de l'esti-
mateur Monte Carlo mais est crucial dans la rapidité d'exécution de la méthode. Un chapitre de
la thèse est consacré à ce choix fait en collaboration étroite avec la communauté de la synthèse
d'images, communauté ayant acquis des pratiques e�caces pour échantillonner des espaces de don-
nées complexes. À l'occasion de ces échanges, une structure de données a été mise au point pour
l'échantillonnage des raies spectrales pour chaque fréquence et qui, additionnellement, permet de
fournir un majorant du champ d'absorption pour ces mêmes fréquences.

Ces propositions théoriques ont été illustrées par l'estimation du forçage radiatif terrestre global
des principaux gaz à e�et de serre sur une période de dix ans. L'estimation du forçage, dé�ni comme
la variation du rayonnement sortant au sommet de l'atmosphère lorsque la concentration d'un gaz
est changé, est une tâche di�cile à mettre en ÷uvre du fait de l'intégration spatio-temporelle mais
aussi à cause de la nécessité de connaître le coe�cient d'absorption pour chaque temps, position et
fréquence. Face à une telle complexité, la communauté radiative paramétrise l'absorption spectrale
ou bien réduit l'intégration spatio-temporelle à quelques colonnes atmosphériques typiques. Ces
deux approches exigent de cette communauté beaucoup d'investissements, lors de la construction
des paramétrisations, leurs validations, la sélection des colonnes typiques, etc..., mais aussi à chacune
des mises à jour des données spectroscopiques et climatiques qui imposent une revisite de l'ensemble
de la chaîne. Avec notre proposition, l'estimation du forçage s'e�ectue en un unique algorithme de
Monte Carlo tout en conservant l'intégralité de la complexité spectroscopique ainsi que la totalité
des colonnes atmosphériques à tous les instants. En plus de cette avancée méthodologique, une
insensibilité du temps de calcul à l'élargissement des domaines d'intégrations est démontrée. En
d'autres termes, le temps de calcul n'est pas plus long (quelques secondes sur un ordinateur portable)
pour estimer une valeur radiative intégrée sur une bande spectrale étroite ou sur tout le domaine
infrarouge, intégrée sur une colonne atmosphérique ou sur toute la Terre, sur un jour ou dix ans.
Cette propriété reste valable dans une atmosphère di�usante ou non di�usante.
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iv Résumé/Abstract

Coupling radiation and line-by-line spectroscopy in a single Monte Carlo al-
gorithm : enabling reference calculation of radiative forcings

This thesis formulates a coupling between the corpus of radiative transfer and that of spectroscopy
in order to propose a numerical resolution by the Monte Carlo method. Monte Carlo estimation of
radiative quantities is performed by following the propagation of photons along paths, which depends
on gas absorption. The di�culty is that the latter is the sum of millions of spectral lines (line-by-
line spectroscopy), whose contributions not only depend on thermodynamic conditions, but also
vary strongly with frequency. Our formal work on coupling eliminates the need to calculate this
sum at every position and frequency. This is made possible by recent advances in nonlinear Monte
Carlo : photon propagation is made independent of absorption using the null-collision method, by
considering propagation in a �ctitious, homogeneous absorption �eld that is an upper-bound of the
real absorption �eld. In this way, real absorption no longer contributes to photon propagation, and is
only found at the points of collision with the majoring medium. Considering absorption contributions
locally, rather than along paths, allows us to propagate in the spectroscopic model and sample just
one spectral line.

The sampling of the spectral line does not a�ect the accuracy of the Monte Carlo estimator, but
is crucial for its convergence speed. A chapter of the thesis is devoted to optimizing this sampling
process, made in close collaboration with the computer graphics community, which has acquired
e�ective practices for sampling complex data spaces. As a result, a data structure for spectral lines
was developed that provides an optimal upper bound for the absorption �eld, which is then used for
the importance sampling of spectral lines at each frequency.

These theoretical proposals were illustrated by estimating the global Earth radiative forcing of
the main greenhouse gases over a ten-year period. Estimating forcing, de�ned as the variation in
outgoing radiation at the top of the atmosphere when the concentration of a gas is changed, is a
di�cult task not only because of the space-time integration involved, but also because of the need to
know the absorption coe�cient for each time, position and frequency. Faced with such complexity,
the radiative community either parameterizes spectral absorption or reduces space-time integration
to a few typical atmospheric columns. Both approaches require a signi�cant investment from the
community, not only in the construction of parameterizations, their validation, the selection of typical
columns, etc., but also in each update of spectroscopic and climatic data, which necessitates revisiting
the entire chain. With our proposal, forcing is estimated using a single Monte Carlo algorithm, while
retaining full spectroscopic complexity and all atmospheric columns at all times. In addition to
this methodological advance, the computation time is shown to be insensitive to the expansion of
integration domains. In other words, it takes no longer (a few seconds on a laptop) to estimate a
radiative value integrated over a narrow spectral band or over the entire infrared range, integrated
over an atmospheric column or over the whole Earth, over one day or ten years. This property
remains valid in both scattering and non-scattering atmospheres.
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Introduction

Cette thèse s'ancre dans un contexte climatique où la problématique est de fournir une estimation
de référence de l'in�uence d'un changement de concentration d'un gaz à e�et de serre sur une
grandeur radiative au sommet de l'atmosphère, grandeur intégrée à l'échelle de toute la Terre et sur
une longue période temporelle. Le but du projet ANR MCG-Rad (Monte Carlo Global Radiative
Forcings Computation) est de répondre à cette problématique en regroupant de nombreux acteurs
issus de communautés di�érentes (informatique, physique, climatique, spectroscopique). Trois thèses
ont été lancées autour de ce sujet pour attaquer di�érents aspects de cette problématique.

La première source de di�culté réside dans la caractérisation de l'absorption de toutes les mo-
lécules gazeuses présentes dans l'atmosphère terrestre à toutes les fréquences. Ne serait-ce que pour
une fréquence, une position et à un temps donnés, l'absorption est la somme de millions de change-
ments d'états énergétiques possibles de toutes les molécules : les raies spectrales. C'est cette première
source di�culté qui est le sujet de ma thèse : estimer précisément un �ux radiatif intégré en tenant
compte d'une modélisation �ne de toutes les raies spectrales.

Une seconde di�culté porte sur l'étude des nuages qui ont un e�et majeur sur le bilan énergétique
terrestre. En e�et, ils recouvrent une partie importante de l'atmosphère et contribuent à l'absorption
du rayonnement ainsi qu'à sa di�usion. De plus, les nuages sont caractérisés par de fortes variations
spatiales et leurs e�ets tridimensionnels sur le rayonnement sont non négligeables. Les travaux de
Najda Villefranque [Villefranque, 2019] ont montré qu'il est faisable de prendre en compte un champ
nuageux réaliste. Mais, caractériser un tel champ nécessite une quantité de données importantes,
d'autant plus que les nuages évoluent en fonction du temps. Comment rendre compte des champs
nuageux 3D comme Najda Villefranque l'a proposé mais à l'échelle de toute la planète et pendant
une période de cent ans ? C'est le sujet de thèse en cours de Raphael Lebrun du Laboratoire de
Météorologie Dynamique (LMD).

En admettant que nous arriverons à proposer un modèle incluant les gaz avec toutes leurs raies
d'absorption et les nuages avec leurs structures tridimensionnelles, l'objectif sera ensuite de s'inté-
resser aux variations de concentration des gaz à e�et de serre et à l'impact de ces variations sur le
bilan énergétique terrestre. C'est ce que nous nommons un calcul de forçage radiatif : comment varie
le �ux radiatif intégré au sommet de l'atmosphère lorsque un seul paramètre de la con�guration est
changé ? Il s'agit d'un problème de sensibilité qui est traité dans la thèse en cours de Nada Mour-
taday au LAPLACE, une thèse qui ouvrira aussi plus largement d'autres questions de sensibilités,
notamment à la géométrie des nuages.

Dans tous ces travaux, il faut simuler numériquement le transfert de rayonnement, l'intégrer sur
toute la Terre, sur toutes les fréquences et pendant une période temporelle d'ordre climatique. Le
choix numérique fait est d'utiliser une méthode statistique dite de Monte Carlo connue pour être
très adaptée à la gestion des problèmes d'intégrations de dimensions élevées.

Pour ma thèse, face à la question du comment gérer l'absorption du rayonnement résultant d'un
grand nombre de raies spectrales dans un algorithme de Monte Carlo, nous disposions du travail
fondateur de Mathieu Galtier. Dans sa thèse [Galtier, 2014], il proposait l'idée que l'absorption
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totale (la somme des contributions de chaque raie) n'a pas besoin d'être connue en toutes positions.
Nous pouvions éviter des phases très lourdes et délicates de pré-calculs, stockages et interpolations
des propriétés d'absorption. L'idée était que la somme des absorptions par chaque raie pouvait être
remplacée par un échantillonnage statistique des raies, cela se traduisant par de très importants
béné�ces calculatoires. Un travail conséquent avait ensuite été entrepris pour que la sélection des
raies soit faite de façon physiquement pertinente et informatiquement e�cace. Il en résultait un
premier algorithme de Monte Carlo su�samment robuste pour permettre l'initiation du projet.
Même si nous n'avions pas réussi à pousser plus loin sa proposition, des calculs de forçage par
Monte Carlo auraient toujours pu être réalisés dans le cadre de MCG-Rad, avec un vrai passage à
l'échelle sur des données climatiques réalistes. Ce passage à l'échelle était un de mes objectifs. Mais
comme une première solution pratique était en place, pendant la présente thèse nous avions aussi
la liberté de requestionner les choix d'échantillonnage de Mathieu Galtier à la fois physiquement et
informatiquement.

Ces ré�exions nous ont rapidement conduits à revisiter en profondeur l'ensemble de sa propo-
sition, non pas pour la remettre en cause mais pour tenter de la regarder sous un autre angle.
Dans sa thèse, l'échantillonnage des raies était vu comme une méthode numérique permettant de
contourner le calcul explicite du modèle d'absorption. Les raies spectrales étaient vues comme des
paramètres d'entrée du modèle radiatif. Ici, nous énonçons ce même geste en termes de couplage :
le modèle radiatif est couplé à un modèle d'absorption issu de la spectroscopie moléculaire. Les dy-
namiques de recherches actuelles autour de la question du couplage de di�érentes physiques au sein
d'un même algorithme de Monte Carlo nous ont bien sûr in�uencés en ce sens. Nos choix sont donc
inspirés par exemple du couplage en thermique [Ibarrart, 2020, Tregan, 2020, Ibarrart et al., 2022,
Tregan et al., 2022] (couplage entre conduction, convection et rayonnement) ou encore dans les pho-
tobioréacteurs [Dauchet, 2012, Gattepaille, 2021] (couplage du rayonnement avec l'électromagné-
tisme et la photosynthèse). Cette pensée en couplage nous animant constamment, nous avons aussi
identi�é une question qui semblait très similaire à celle du forçage radiatif en modèle raie-par-raie,
mais dans un domaine totalement di�érent : la cinétique chimique dans un contexte de la pyrolyse
de la biomasse. Nous avons aussi suivi cette piste de façon continue, en parallèle de notre recherche
principale sur le rayonnement et la spectroscopie.

C'est par cette cinétique chimique que nous ouvrirons le premier chapitre de cette thèse (Chap. 1).
Il s'agira de résoudre numériquement une équation cinétique d'une façon très proche de ce que nous
faisons en rayonnement pour résoudre l'équation de transfert radiatif (qui est aussi une équation
cinétique). Il y aura un parallèle très direct entre l'absorption des photons et la décomposition d'une
espèce chimique en une autre. Débuter par la cinétique chimique nous permettra d'annoncer l'idée
phare de la thèse : penser le couplage dans une équation de type cinétique par la méthode de Monte
Carlo. Le rayonnement sera couplé à la spectroscopie moléculaire, la cinétique réactionnelle sera
couplée aux transferts thermiques dans le réacteur.

Comme la chimie reste secondaire dans notre travail, dans ce premier chapitre il n'y aura pas
d'exigence d'exhaustivité. Cela nous permettra d'annoncer de manière didactique la vision statistique
que nous allons développer pleinement dans le Chap. 2 sur le rayonnement. Ce deuxième chapitre
commencera par l'énoncé d'une équation de type cinétique pour le rayonnement : l'équation de
transfert radiatif. Nous irons ensuite plus loin dans le formalisme statistique que dans la partie
chimie, en nous attardant sur les dimensions spatiales et angulaires de la physique radiative. L'étape
suivante sera la description du modèle d'absorption moléculaire que nous utiliserons dans la suite
de la thèse. Le transfert radiatif et le modèle d'absorption seront en�n pensés conjointement dans
un même geste statistique pour aboutir à la proposition de Mathieu Galtier, proposition vue dans
notre thèse en terme de couplage.

Comment ce couplage sera-t-il réalisé ? Il va s'agir d'introduire des évènements �ctifs qui n'auront
aucun e�et sur la physique simulée. Ainsi, en rayonnement, aux contributions de l'absorption vont
venir s'ajouter des absorptions causées par des molécules �ctives. L'absorption totale deviendra
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alors plus importante que celle du modèle initial : nous parlerons alors d'un champ majorant. La
conséquence en sera qu'il faudra tester statistiquement en certaines positions si une vraie absorption
aura lieu ou s'il s'agira d'une absorption �ctive causée par les molécules virtuelles que nous aurons
ajoutées. C'est dans ce test que s'ouvrira la possibilité d'un couplage qui, en pratique, se traduira
par la sélection d'une unique raie spectrale. Le mode de sélection de cette raie spectrale devra être
cohérent avec le choix du champ majorant (le nombre de molécules virtuelles ajoutées en chaque
point). C'est à cet endroit que nous allons requestionner la proposition de Mathieu Galtier où
cette pensée conjointe n'a pas été menée jusqu'à son terme. Il s'agira donc de dé�nir un champ
majorant puis d'avoir une proposition d'échantillonnage d'une raie spectrale. Pour cette dernière,
nous parlerons de l'échantillonnage d'un très grand ensemble de données fait de manière dite "par
importance" où il faudra choisir les raies spectrales qui auront la contribution la plus importante à
un temps, une position et une fréquence donnés. Il y a une raison forte pour que le projet MCG-
Rad ait été initié avec des chercheurs en informatique de l'IRIT. La proposition de Mathieu Galtier
intégrait les contraintes informatiques mais les subtilités de son travail se basaient toutes sur des
considérations uniquement physiques. Cela l'a amené à une proposition praticable mais di�cile
à a�ner car le point de départ consistait à regarder de façon indépendante chacune des questions
d'échantillonnage de raie à chacune des fréquences : très concrètement, nous parlions d'une in�nité de
questions d'échantillonnages distinctes puisque avec la méthode de Monte Carlo, l'espace fréquentiel
n'est pas discrétisé. La tâche est di�cile mais gérer des espaces de données complexes est au c÷ur du
savoir-faire des spécialistes de l'informatique graphique avec lesquels nous avons travaillé. Ce travail
commun a produit une nouvelle proposition matérialisée par la construction d'un arbre binaire. Cette
proposition est l'objet du Chap. 3.

Dans le Chap. 4, nous montrerons que l'algorithme de Monte Carlo couplant transfert radiatif
et spectroscopie moléculaire, combiné avec l'utilisation de cet arbre binaire, permettra d'estimer un
�ux radiatif intégré sur toute la Terre et pendant une longue période temporelle tout en conservant
un modèle très détaillé de l'absorption moléculaire. Nous annonçons même que le temps de calcul
sera insensible à l'élargissement des domaines d'intégrations fréquentiel, spatial et temporel. Pour
aller vers un calcul pleinement réaliste, il nous faudra pouvoir accéder e�cacement aux immenses
données climatiques que produisent les modèles de circulation générale atmosphériques actuels. Nous
montrerons qu'une stratégie existe et qu'elle est un autre avantage du choix de Monte Carlo : le tirage
aléatoire des dates et des latitudes/longitudes peut être fait en amont du reste du calcul et le nombre
de colonnes atmosphériques à télécharger est donc une très faible partie des sorties des modèles de
climat. Pour terminer, nous avons toujours gardé en mémoire l'idée que nos calculs devaient pouvoir
être e�ectués sur une machine de bureau ou un ordinateur portable et nous verrons que c'est bien
ce que nous observons à la �n de cette recherche.

Finalement, l'idée de couplage a toujours été permanente dans les éléments de ré�exions de cette
thèse. Si nous arrivons à coupler le rayonnement usuel avec le modèle d'absorption raie-par-raie le
plus standard, pourrons-nous utiliser la même logique de couplage pour aller vers un modèle plus �n
de la spectroscopie ? Pourrons-nous passer à d'autres modèles de transfert radiatif ? C'est l'objectif
du dernier chapitre de cette thèse (voir Chap. 5) qui annonce un ensemble de perspectives que nous
avons continûment élaborées au cours de nos recherches.
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Une introduction aux idées de la thèse à
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1.1 Introduction

Comme nous l'avons déjà énoncé dans le chapitre précédent, notre travail de recherche s'inscrit
dans une dynamique large autour des formulations probabilistes des phénoménologies à l'étude, de
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leurs traductions algorithmiques dans le cadre de la méthode de Monte Carlo et de leurs implémen-
tations e�ectives. Un des enjeux importants est de pouvoir assurer la praticabilité dans les situations
à haut niveau de complexité (géométrique, temporel, données, etc..) à l'aide des concepts dévelop-
pés en informatique graphique. La proposition que nous défendons dans cette thèse s'appuie sur un
ensemble de développements théoriques et pratiques travaillés dans le groupe depuis plus de vingt
ans en lien avec la communauté de la synthèse d'images. Nous détaillerons l'ensemble de ces idées au
travers des di�érents chapitres de ce manuscrit. Néanmoins, nous pouvons considérer que l'élément
de rupture théorique qui rend possible la proposition présente au c÷ur de cette thèse est l'idée du
couplage par les évènements �ctifs dans la méthode de Monte Carlo. Le changement de point de
vue réalisé au cours des travaux de thèse de Mathieu Galtier et de Guillaume Terrée sur l'idée des
évènements �ctifs a permis d'ouvrir de larges perspectives autour des questions de couplages entre
physiques et notamment de rentrer dans le monde du non linéaire par les méthodes de Monte Carlo
en espace de chemins. Ainsi le présent chapitre se donne comme objectif principal d'introduire len-
tement ce concept en utilisant une modélisation plus simple 1 que la théorie du transfert radiatif qui
est pourtant le cadre principal de ce travail. Nous resterons dans le cadre de la théorie cinétique
mais dans un contexte de chimie réactionnelle.

Pourquoi faire ce choix introductif et amener le lecteur à nous suivre dans une modélisation qui
n'est pas strictement celle que nous allons détailler dans la suite du document ?

� Le concept d'évènement �ctif dans la méthode de Monte Carlo mérite largement d'être dé-
taché et théorisé au-delà de la physique du transport linéaire qui l'a fait naître. En revisi-
tant profondément ce concept, initialement perçu comme une astuce d'échantillonnage, les
perspectives de son usage pour aborder la question du couplage entre di�érentes phénomé-
nologies physiques sont devenues essentielles pour le groupe dans lequel s'inscrit ce travail
[Galtier, 2014, El Ha� et al., 2021, Villefranque et al., 2019, Gattepaille, 2021]. Ainsi, en dé-
calant l'exemple sur une modélisation cinétique quelque peu di�érente, nous renforçons l'idée
que la technique des évènements �ctifs concerne une pratique large de la méthode de Monte
Carlo.

� En travaillant le concept dans cet esprit, cela m'a conduit à rencontrer des chimistes cinéticiens
qui se retrouvaient devant une question avec de fortes similarités méthodologiques. En parti-
culier, l'idée de lancer un travail de recherche de long terme à partir de la méthode de Monte
Carlo pour aborder les questions de cinétiques chimiques dans un contexte de procédés, ouvre
des perspectives enthousiasmantes pour les chimistes. Ainsi, je me suis trouvé en position de
mener cette collaboration avec les chimistes avec un double béné�ce : i) une compréhension
accrue de mes propres questions du fait du décalage du point de vue en détachant le concept
de ma problématique, ii) l'initiation d'un travail nouveau dans le cadre de la cinétique chi-
mique qui semble s'installer durablement et qui a déjà produit un article en cours de révision
(Sec. 1.7).

� Le modèle de cinétique chimique dans sa version épurée s'énonce assez simplement et enlève,
par rapport au transfert radiatif, une complexité descriptive qui permet de discuter de façon
plus didactique les idées centrales des évènements �ctifs. Ainsi, nous pouvons concentrer la
présentation sur l'essentiel du message. Les éléments de base de la méthode de Monte Carlo,
utiles au lecteur pour entendre la proposition, se résument alors à peu de choses et seront
introduits au préalable.

� En poussant au bout l'exercice de comparaison, nous arrivons à donner un parallèle strict entre
les deux actes de modélisation du point de vue de la succession des intégrations emboîtées et de
la proximité phénoménologique. Ce constat n'est pas nouveau dans la pratique précédente du

1. Le mot simple peut porter à confusion et laisser sous-entendre qu'un cadre théorique serait plus élémentaire. Ce
n'est évidement pas dans ce sens qu'est utilisé le mot mais plutôt pour designer le fait qu'une fois l'acte de modélisation
abouti, la formulation résultante permet de n'exhiber que la partie d'intérêt au regard de la question didactique qui
est l'objectif de ce chapitre



Chapitre 1. Une introduction aux idées de la thèse à travers un exemple de couplage en cinétique
chimique 7

groupe autour de la formulations et des algorithmes Monte Carlo résultants. Par contre sur le
terrain de l'usage des évènements �ctifs ce n'est �nalement que depuis peu de temps que nous
sommes capable d'en percevoir le caractère déterminant dans une perspective de couplage.

Le système sur lequel nous allons �nalement travailler dans ce chapitre est un réacteur à l'inté-
rieur duquel se déroule un nombre important de réactions chimiques représentant la décomposition
d'une quantité de matière donnée. La compréhension du procédé correspondant nécessite de suivre
ces réactions chimiques en terme de cinétique réactionnelle pour connaître l'évolution temporelle des
concentrations des espèces en présence. Plusieurs questions fondamentales se posent dans ce pro-
blème de modélisation cinétique. La première concerne le nombre important de réactions chimiques
présentes en parallèle, avec pour chacune une cinétique propre. Dans le modèle que nous allons
traiter, le grand nombre de réactions conduit les chimistes à formuler une proposition en terme de
distribution continue des constantes réactionnelles. Une fois le travail fait dans cet esprit, la formu-
lation résultant du modèle est assez élémentaire et nous la donnerons comme point de départ au
présent exposé. La seconde question concerne le couplage de cette cinétique avec le champ de tem-
pérature dans le système. En e�et, chaque coe�cient cinétique réactionnel dépend non linéairement
de la température du fait de la loi d'Arrhenius. Dans l'idée de résoudre cela dans un seul et même
espace de chemin (donc un seul geste Monte Carlo), nous sommes sur une question beaucoup plus
di�cile sur le plan théorique et calculatoire qui ne sera pas traitée ici. Par contre, étant donné que
c'est sur ce terrain que nous pouvons attendre les béné�ces les plus importants, nous en donnerons
les éléments en terme de perspective.

Dans la première section de ce chapitre, nous proposons de donner les éléments de base de la
méthode de Monte Carlo. Il s'agit de reénoncer de façon succincte les idées de base qui assurent
les fondements de la méthode d'un point de vue probabiliste. Notamment l'idée selon laquelle la
grandeur d'intérêt doit être formulée comme l'espérance d'une variable aléatoire qui sera estimée
par une moyenne sur un échantillon �ni de réalisations. Le lecteur familier avec ces notions peut
largement ignorer ce passage et basculer sur la section suivante.

La seconde section est le c÷ur du chapitre. Nous énonçons le modèle dans sa forme mathématique
et discutons de son traitement par la méthode de Monte Carlo. C'est à ce stade que nous déploierons
le concept d'évènements �ctifs dans ce contexte de cinétique chimique. Du point de vue du vocabu-
laire, nous introduirons pour cela le terme de réactions nulles. Nous montrerons également que le
jeu des expressions conduit à une similarité formelle quasi en un pour un entre la proposition de la
modélisation complète du réacteur chimique et la question de transfert radiatif que nous abordons
dans ce travail. En�n pour terminer cette partie, nous essaierons de faire comprendre la perspective
qui consiste à proposer à terme le couplage de ce modèle cinétique avec un modèle sur l'évolution
spatio-temporelle du champ de température (typiquement donnée par une équation de la chaleur
advecto-réacto-di�usive).

La troisième section permet au lecteur intéressé de rentrer plus en détail dans le contexte chimique
détaillé de notre proposition. Pour ce faire, nous donnons le texte publié qui a fait l'objet d'un travail
collectif avec les chimistes du laboratoire RAPSODEE. La lecture de cet article n'est pas un pré-
requis pour aborder la suite du manuscrit.

Nous conclurons ce chapitre en revenant sur la notion de couplage dans un cas simple.

1.2 Les bases de la méthode de Monte Carlo

La méthode de Monte Carlo attribuée originellement à Ulam, Von Neumann et Métropolis
[Metropolis and Ulam, 1949] fut initialement utilisée pour le transport de neutrons, puis plus gé-
néralement pour des problèmes en physique des particules. Le nom de la méthode fait référence à
"Monaco" connu pour ses nombreux jeux de hasard car elle se base sur des fondements théoriques
de statistiques et de probabilités. La méthode de Monte Carlo comporte des avantages certains pour
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notre problématique : elle permet la résolution "exacte" de modèles physiques multidimensionnels.
Le terme "exact" signi�e ici, que pour une grandeur d'intérêt, la méthode fournit un estimateur non
biaisé de celle-ci tout en donnant une incertitude statistique associée. C'est pour cela que la mé-
thode de Monte Carlo est souvent considérée comme une méthode de référence dans de nombreuses
communautés, comme en transfert radiatif.

Depuis son origine, ce qui se cache sous la dénomination de "méthode de Monte Carlo" a considé-
rablement évolué. Dans la littérature, il est souvent fait référence à la méthode dès lors qu'il est fait
usage de générations aléatoires pour évaluer les grandeurs d'intérêts. Il reste néanmoins, dans la pure
tradition de la méthode, des communautés assez larges notamment en physique et en mathématique
pour qui le calcul de Monte Carlo porte un signi�ant très précis : il s'agit d'évaluer une grandeur
formulée comme l'espérance d'une variable aléatoire à partir d'une moyenne sur un ensemble de
réalisations. C'est résolument dans cette pratique de la méthode de Monte Carlo que nous ancrons
notre travail.

Il existe de nombreux ouvrages de référence qui présentent la méthode de Monte Carlo, mais le
lecteur intéressé par ces questions pourra trouver une introduction à la méthode pour les physiciens
dans l'ouvrage de [James, 2006]. Les quelques paragraphes qui suivent n'ont pas vocation à une
quelconque exhaustivité mais servent principalement à introduire le vocabulaire et les concepts
élémentaires que nous utiliserons largement dans toute la suite.

1.2.1 Rappel de quelques éléments de vocabulaire probabiliste

1.2.1.1 Variables aléatoires et lois de probabilités

Une variable aléatoire X est une variable qui est associée à une expérience aléatoire. La i-ème
réalisation de cette expérience donne une valeur que l'on note xi et qui appartient à l'univers de
X (ensemble des issues possibles) que l'on note DX . Cette variable peut être discrète (expérience
du lancer d'un dé où les issues sont les valeurs inscrites sur chaque face du dé), ou continue (lancer
d'un javelot où les issues possibles sont les distances atteintes par le javelot). Mathématiquement,
l'expérience est décrite par une loi de probabilité pour les éléments de l'univers.

Cas discret Soit une variable aléatoire discrète X pouvant prendre un ensemble de valeurs ui
dé�nies sur le domaine DX . Nous introduisons un jeu de probabilité discret pX(ui) pour chaque
valeur ui tel que :

N∑
i=1

pX(ui) = 1. (1.1)

La variable aléatoire X peut donc se dé�nir par :

X :


DX = ui{i=1,..,n}

pX :

{
DX → [0; 1]

pX(u1); ...; pX(un).

(1.2)

Cas continu Dans le cas où X est une variable aléatoire continue sur le domaine DX (univers)
nous introduisons une fonction densité de probabilité pX(x) telle que :∫

DX
pX(x)dx = 1. (1.3)

Dans ce cas, la variable aléatoire X peut donc se dé�nir par :

X :


DX

PX :

{
DX → R+

pX(x).

(1.4)
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A noter que l'on nomme parfois la fonction densité de probabilité pdf, acronyme anglais pour pro-
bability density function.

Variable aléatoire dé�nie par une fonction de variables aléatoires : Si ~X est un vecteur
de variables aléatoires et f une fonction quelconque :

Y = f( ~X) (1.5)

est une variable aléatoire.

Nous ne connaissons à ce stade ni l'univers ni la loi de probabilité de Y . Néanmoins, si nous
produisons une réalisation du vecteur ~X que nous notons ~xi alors yi = f(~xi) est une réalisation de
Y .

Variables aléatoires parentes (iid) : Deux variables aléatoires X1 et X2 sont dites parentes si
elles sont indépendantes et identiquement distribuées (iid).

1.2.1.2 Espérance, variance et écart type

Espérance Dans le cas ou X est une variable aléatoire discrète :

E(X) =
N∑
i=1

PX(ui) ui. (1.6)

Dans le cas ou X est une variable aléatoire continue :

E(X) =

∫
DX

pX(x)xdx. (1.7)

Dans le cas ou Y = f( ~X) (variable aléatoire dé�nie par fonction) :

E(f(Y )) =

∫
D ~X

p ~X(~x)f(~x)d~x. (1.8)

Nous pouvons noter que :
E(f(Y )) = f(E(Y )) si f est linéaire

E(f(Y )) 6= f(E(Y )) si f est non linéaire.

Variance et écart type Pour une variable aléatoire X, nous dé�nissons la variance :

var(X) = E
(
X2
)
− E(X)2, (1.9)

et l'écart type :
σ(X) =

√
var(X). (1.10)

1.2.1.3 Loi des grands nombres

La moyenne d'un nombre in�ni de réalisations de la variable aléatoireX est égale à son espérance :

lim
n→∞

(
1

n

n∑
i=1

xi

)
= E (X) . (1.11)

Ce que signi�e cette propriété est qu'il sera possible d'estimer une espérance à partir d'une
moyenne sur un grand nombre de réalisations de la variable aléatoire. Pour formaliser correctement
cette idée et notamment pouvoir accéder à une estimation de la variance, nous donnons dans le
paragraphe suivant la dé�nition statistique d'un estimateur.



10 1.2. Les bases de la méthode de Monte Carlo

1.2.1.4 Estimateur de l'espérance

Nous appellerons estimateur de l'espérance de la variable aléatoire X, toute variable aléatoire Y
dont l'espérance est identique à l'espérance de X. Nous trouvons parfois le vocabulaire d'estimateur
non biaisé pour nommer ce type de variable aléatoire. Ce que sous-entend cette dénomination est que
nous pourrions dé�nir des estimateurs biaisés, c'est-à-dire des variables aléatoires dont l'espérance
n'est pas strictement identique à X mais en est très proche (à un sens qu'il faut dé�nir) ; le biais est
alors la di�érence de ces espérances.

Par exemple, comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, la méthode de Monte Carlo
s'appuie sur l'estimateur M dé�ni de la façon suivante :

M =
1

n

n∑
i=1

Xi, (1.12)

dans laquelle les Xi sont des variables aléatoires parentes (iid) à X. Il est aisé de montrer que :

E(M) = E(X). (1.13)

1.2.2 La méthode de Monte Carlo

Du point de vue probabiliste, la méthode de Monte Carlo a pour objectif d'estimer une grandeur
intégrale (que nous nommons souvent l'observable) en construisant les étapes suivantes :

� reformuler l'observable en l'espérance d'une variable aléatoire W (X),

� produire une réalisation d'un estimateur M de l'espérance de W (X),

� produire une réalisation d'un estimateur V de la variance de l'estimateur M .

Nous explicitons les trois étapes ci-dessous.

1.2.2.1 Reformulation d'une observable en espérance

Considérons une observable A s'écrivant comme l'intégrale sur un domaine D d'une fonction
f(x) :

A =

∫
D
f(x)dx. (1.14)

Pratiquement, nous transformons l'expression Eq. 1.14 en une espérance en introduisant une fonction
p(x) > 0 normalisée sur D : ∫

D
p(x)dx = 1.

Ainsi

A =

∫
D
p(x)

f(x)

p(x)
dx. (1.15)

Nous dé�nissons la variable aléatoireX sur le domaine DX = D de loi pX(x) = p(x). Nous dé�nissons
alors la variable aléatoire W de la façon suivante :

W (X) =
f(X)

p(X)
,

ce qui permet d'écrire :
A = E(W (X)).
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1.2.2.2 Estimateur M de l'espérance de W (X) et propriété

Comme nous l'avons déjà énoncé dans les paragraphes précédents, l'estimateur de l'espérance de
W (X) est construit de la façon suivante :

M =
1

n

n∑
i=1

Wi, (1.16)

dans laquelle les Wi sont des variables aléatoires parentes (iid) à W (X).

Propriété : le théorème central limite établit la convergence en loi de la somme d'une suite de
variables aléatoires parentes vers une loi normale. Ainsi, nous pouvons a�rmer que lorsque n devient
grand, quelle que soit la loi de W (X), la loi de M tend vers une gaussienne centrée sur l'espérance
de W (X) et de variance que nous pourrons dé�nir (cf paragraphe suivant).

Un algorithme de Monte Carlo aura pour premier objectif de produire une réalisation
de M . Si n est su�samment grand, nous a�rmerons que la loi de M est gaussienne. En e�et, par
expérience, nous observons que la convergence en loi de M est rapide et qu'il est raisonnable de la
considérer très vite comme gaussienne.

1.2.2.3 Variance de M et estimateur de cette variance

La variance de M s'écrit simplement de la façon suivante :

var(M) = var

(
1

n

n∑
i=1

Wi

)
. (1.17)

Les variables aléatoires Wi étant indépendantes, nous pouvons écrire :

var(M) =
1

n2

n∑
i=1

var(Wi). (1.18)

Ce qui conduit à :

var(M) =
1

n
var(W (X)) (1.19)

et

σ(M) =
1√
n
σ(W (X)). (1.20)

Nous pouvons montrer simplement que la variable aléatoire V dé�nie ci-dessous est un estimateur
de la variance de M :

V =
1

n− 1

 1

n

n∑
i=1

W 2
i −

(
1

n

n∑
i=1

Wi

)2
 . (1.21)

Un algorithme de Monte Carlo aura donc pour deuxième objectif de produire une réalisation
de V . Cette réalisation sera donc un estimateur de la variance de l'estimateur M de l'espérance
de W (X). Et comme la variable aléatoire M est distribuée selon une gaussienne, il est possible de
dé�nir des intervalles de con�ance statistiques à partir de la racine carrée de cette valeur que nous
notons σ̃. Classiquement, pour chaque intervalle de con�ance, la probabilité que la réalisation de M
appartienne à cet intervalle (indice de con�ance) est donnée par le tableau 1.1.
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Intervalle de con�ance Indice de con�ance
[Ã− 1σ̃; Ã+ 1σ̃] 68.27%

[Ã− 2σ̃; Ã+ 2σ̃] 95.45%

[Ã− 3σ̃; Ã+ 3σ̃] 99.73%

[Ã− 5σ̃; Ã+ 5σ̃] 99.99994%

Table 1.1 � Indice de con�ance donnée en fonction de l'intervalle de con�ance.

1.2.3 Échantillonnage informatique de variables aléatoires

Dans les paragraphes précédents, nous avons formulé ce qu'est la méthode de Monte Carlo sans
jamais évoquer la mise en ÷uvre informatique pratique. Nous en arrivons au fait qu'un algorithme de
Monte Carlo se résume à produire une réalisation de l'estimateurM et une réalisation de l'estimateur
V . Étant donné la dé�nition de ces deux estimateurs, il s'agit donc de savoir produire des réalisations
de la variable aléatoire W (X), ce qui se résume à savoir échantillonner la variable X de loi pX .

Sans rentrer à ce stade dans le détail, nous verrons que dans toutes les formalisations qui mènent
à un algorithme de Monte Carlo, l'échantillonnage de X selon pX quelle que soit la dimension
de son domaine de dé�nition se ramène à échantillonner successivement des variables aléatoires
(dépendantes) de dimension un.

Se pose donc in �ne la question de produire une procédure informatique d'échantillonnage d'une
variable aléatoire quelconque de dimension un. Cette question est très large et s'explicite sur deux
plans distincts :

� la première interrogation concerne la génération d'un "aléa" informatique reproductible. Cette
question fait intervenir des considérations mathématiques et informatiques conjointement. Le
choix qui a été fait par les communautés concernées depuis l'origine de ces questions est de
s'intéresser uniquement à la variable aléatoire canonique R dé�nie par une loi uniforme sur
[0 : 1]. D'un point de vue mathématique, il existe tout un ensemble de descripteurs qui permet
de quali�er une suite de nombres compris entre 0 et 1 au regard de ce que serait une suite
aléatoire de réalisations de R. Typiquement, ces critères devront quali�er l'homogénéité, la
corrélation et la périodicité de la distribution des nombres à toutes les échelles en tenant compte
de leur représentation informatique sur un nombre �ni d'octets. Ceci a conduit à de nombreuses
propositions de générateurs informatiques associés à la variable aléatoire R (voir par exemple
[Matsumoto and Nishimura, 1998]). Chacun de ces générateurs a des propriétés di�érentes et
l'utilisateur doit choisir précautionneusement selon les objectifs en terme de qualité et de temps
de calcul. Il n'est pas rare d'avoir des ordres de grandeurs de temps de calculs de génération
entre les di�érents générateurs ; c'est donc souvent un compromis performance/précision que
sera amené à faire l'utilisateur.

� la deuxième interrogation concerne désormais la génération de réalisations d'une variable aléa-
toire quelconque de dimension 1 sachant que nous disposons d'un générateur de réalisations
de la variable R. À nouveau, il existe de nombreuses façons de procéder qui ne permettent pas
de conclure à une démarche unique. Pour certaines variables aléatoires classiques (gaussiennes,
exponentielles, etc..), il est possible de les écrire simplement à partir de variables aléatoires
identiquement distribuées à R. Dans d'autres situations, il faudra utiliser des méthodes de
rejet qui en général fonctionnent bien s'il n'y a pas de trop grandes variations des densités sur
le domaine. Nous verrons dans les paragraphes et chapitres suivants que la méthode des évé-
nements �ctifs qui est au c÷ur de la proposition de la thèse prend son origine dans la nécessité
de devoir échantillonner une variable aléatoire de loi particulièrement importante dans toutes
les descriptions cinétiques.
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1.3 Description du modèle réactionnel

Dans cette section, nous donnons une description simple du modèle cinétique avant d'aborder
son estimation par la méthode de Monte Carlo. La proposition épurée que nous faisons met en avant
la description cinétique formelle du modèle sans détailler la signi�cation physico-chimique des choix
de modélisation qui conduisent à ces écritures. Pour plus de détails sur la chimie, nous renvoyons
le lecteur à la Sec. 1.7, section constituée par l'article accepté à Journal of Physical Chemistry
[Ny�enegger-Péré et al., 2023]. Comme nous l'avons déjà précisé, le travail sur ce modèle cinétique
permettra de présenter les concepts et représentations physiques que nous utiliserons tout au long
de cette thèse.

Le modèle consiste à suivre, au sein d'un réacteur, un ensemble de réactions chimiques avec des
cinétiques di�érentes. La première partie de la section décrit le modèle d'une cinétique réactionnelle
unique, la seconde partie précise le modèle de la prise en compte d'un grand nombre de réactions.

1.3.1 Réaction unique

Le modèle que nous détaillons permet de suivre l'évolution de la quantité de matière du réactif
par l'intermédiaire de sa masse m(t) . L'espèce chimique dont la masse à l'instant initial vaut m0(t)
va disparaître du fait de sa dégradation que l'on modélisera par une cinétique de premier ordre
(le taux de disparition est proportionnel à la masse) et pourra apparaître dans le réacteur du fait
de termes sources divers que nous notons m∗(t). Typiquement, le terme source peut représenter
un ajout continu de l'espèce dans le réacteur selon une dynamique �xée par l'expérimentateur. Il
pourrait également représenter l'apport de masse lié à un ensemble de réactions parallèles dont le
réactif suivi en serait un produit. Dans ce dernier cas, il faudrait décrire complètement le couplage
avec toutes les autres réactions ; nous ne le ferons pas ici.

L'équation résultante s'écrit alors :

dm(t)

dt
= −kE [m(t)−m∗(t)] . (1.22)

La constante réactionnelle de vitesse de dégradation kE ≡ kE(T (t)) est décrite par une loi
d'Arrhenius :

kE(T (t)) = AE(T (t)) exp

(
− E

RT (t)

)
, (1.23)

E représentant l'énergie d'activation, AE(T (t)) le facteur pré-exponentiel, R la constante des gaz
parfaits et T (t) la température dans le réacteur. Cette température est supposée uniforme spatiale-
ment dans un réacteur brassé. Néanmoins, en toute généralité, la dynamique de cette température
résulte de la con�guration du procédé et sa prédiction demanderait de modéliser les tranferts ther-
miques couplés en son sein. Pour introduire progressivement les idées de ce chapitre, les trois sections
suivantes seront associées à trois modélisations distinctes de la température : i) La température sera
constante dans le temps, ii) la température sera imposée selon une dynamique temporelle prescrite,
iii) la température résultera d'un modèle de transferts thermiques couplés.

En général, les chimistes préfèrent utiliser une grandeur adimensionnelle de la masse qui permet
de lire directement les résultats en terme de taux de conversion. Typiquement, nous pouvons dé�nir
la grandeur :

γE(t) =
m(t)−m0

∆mref
. (1.24)

L'adimensionnalisation par ∆mref est choisie pour faire sens dans la situation d'étude concernée.
Par exemple, dans le cas particulier ou m∗(t) = m∗ = cte (qui correspond à l'article donné à la �n
du chapitre), il est d'usage de choisir :



14 1.3. Description du modèle réactionnel

∆mref = m0 −m∗

.

Pour le propos qui va suivre, nous développerons le cadre formel en toute généralité, c'est-à-dire
avec une trajectoire m∗(t) non constante. L'équation d'évolution pour γE(t) peut s'écrire de façon
similaire à celle de m(t) :

dγE(t)

dt
= −kE [γE(t)− γ∗E(t)] . (1.25)

En notant t0 le temps d'observation et ti l'instant initial, la solution formelle de l'Eq. 1.25
s'exprime aisément sous la forme intégrale suivante :

γE(t0) = γE(ti) exp

(
−
∫ t0−ti

0
kE(T (t0 − τ))dτ

)
+

∫ t0−ti

0
kE(T (t0 − τ))γ∗E(t0 − τ) exp

(
−
∫ τ

0
kE(T (t0 − τ ′))dτ ′

)
dτ. (1.26)

Le premier terme représente la dégradation exponentielle dans le temps de la masse présente à la
condition initiale γE(ti). Le second terme correspond à l'e�et du terme source distribué temporel-
lement. La source élémentaire de masse kEγ∗Edτ autour d'un instant est atténuée avec le même
propagateur exponentiel que la condition initiale, paramétré cette fois-ci par la durée entre le temps
d'émission de la source et le temps d'observation.

1.3.2 Réactions multiples : le modèle DAEM

Il s'agit maintenant de s'intéresser à une con�guration complexe où un nombre très important
de réactions chimiques existent conjointement. De façon générale, dans ces situations, il est très
di�cile de caractériser chacune d'entre elles. La chau�e rapide (pyrolyse) d'un composé produit
d'autres composants qui peuvent être dans des phases liquides, gazeuses ou solides et qui modi�ent
notablement les dynamiques. Soit nous connaissons par l'expérience ou la théorie les constantes de
vitesses pour chacune des réactions (chimie détaillée), soit nous faisons des hypothèses simpli�catrices
qui consistent à regrouper les cinétiques dans un modèle apparent qui postule le continum réactionnel.
Nous nous plaçons résolument, dans ce travail, sur ce second type de modélisation.

Dans la modélisation DAEM (Distributed Activation Energy Model) introduit par [Vand, 1943],
la grandeur qui est distribuée continument est l'énergie d'activation E. La proposition classique
qui consiste à remplacer la vision du grand nombre de réactions simultanées par un point de vue
en distribution est souvent pertinente mais ne permet qu'une estimation de l'observable décrite en
grandeur moyenne (nous perdons la capacité à suivre une réaction particulière). Nous notons pE(E)
la distribution normalisée des énergies d'activation qui peut donc se lire comme une densité de
probabilité sur l'énergie d'activation. Nous avons :∫ +∞

0
pE(E)dE = 1. (1.27)

Bien entendu, la di�culté est la modélisation de cette distribution et des paramètres qui la
caractérisent. Un choix de distribution commun est une distribution gaussienne :

pE(E) =
1

σ
√

2π
exp

(
−(E − E0)2

2σ2

)
, (1.28)

où la demi-largeur σ et le centrage gaussien E0 sont �xés selon la nature du réactif. Il est important de
mentionner que pour certains processus complexes tels que la pyrolyse, la distribution expérimentale



Chapitre 1. Une introduction aux idées de la thèse à travers un exemple de couplage en cinétique
chimique 15

a tendance à être asymétrique, ce qui conduit à penser que l'utilisation de la distribution gaussienne
peut ne pas être réaliste [Cai et al., 2014]. Pour mieux décrire la phénoménologie, une combinaison
de distributions gaussiennes peut être utilisée pour représenter de manière appropriée la distribution
de la réactivité [Burnham and Braun, 1999, Cai et al., 2014, Wang et al., 2016].

Le taux de conversion moyen au temps t0, γ̄(t0) s'écrit simplement :

γ̄(t0) =

∫ +∞

0
pE(E) γE(t0)dE. (1.29)

Remarque : il peut d'ores et déjà être noté une similarité descriptive entre le modèle de taux
de conversion moyen et celui de transmissivité moyenne que nous rencontrons en transfert radiatif.
Le taux de conversion pour une énergie d'activation donnée est l'équivalent de la transmissivité
monochromatique. Chacune de ces deux grandeurs découle d'une description cinétique (en espace
ou en temps) et se caractérise par une décroissance exponentielle. L'intégration sur les énergies
d'activation est l'équivalent de l'intégration sur les fréquences en transfert radiatif. Nous pourrions dès
lors tout à fait imaginer des modélisations de l'intégration sur les énergies d'activation équivalentes
à ce que l'on fait classiquement en transfert radiatif (typiquement les méthodes K-distributions
[Lacis and Oinas, 1991]). Mais ceci n'est pas l'objet du présent propos.

À ce stade, la grandeur que nous proposons de résoudre par la méthode Monte Carlo est donc
le taux de conversion moyen au temps t0 donné par l'équation 1.29. Bien sûr, il est utile d'entendre
l'intention dans laquelle s'inscrit ce travail de recherche. L'idée est de mettre en place une proposition
méthodologique dont nous percevons qu'elle aura des béné�ces dès lors qu'augmentera la complexité
du problème. Nous pensons notamment au fait qu'à terme, la partie couplage avec un modèle de
thermique est censée devenir une question de premier plan. L'objectif est de pouvoir englober l'en-
semble du couplage dans un seul et même algorithme de Monte Carlo et d'en avoir ainsi tous les
béné�ces en terme de capacité au calcul, d'aide à l'analyse ou de calculs rapides de sensibilités pa-
ramétriques et géométriques. Il n'en reste pas moins que l'objectif de ce chapitre est de détailler,
au-travers des trois paragraphes suivants, les idées de base qui supportent les développements de
tous les chapitres à venir.

1.4 Le régime isotherme, T (t) constant

Nous allons maintenant aborder la résolution du modèle précédemment décrit par la méthode
de Monte Carlo. Nous commençons par traiter le cas où la température est constante dans le temps
(régime quali�é d'isotherme en chimie). La première idée est le geste de probabilisation du taux de
conversion γE(t) en le reformulant comme l'espérance d'une variable aléatoire. Nous verrons ensuite
que le taux moyen de conversion γ̄ s'évalue sans di�culté en emboîtant les espérances : c'est la
notion de double randomisation.

Remarque de notations : quand nous rentrons dans le formalisme probabiliste, il est néces-
saire de s'astreindre à respecter les règles de nommages pour distinguer les concepts manipulés. En
particulier, nous réservons l'usage des lettres majuscules aux variables aléatoires. En parallèle, il est
di�cile de renoncer aux habitudes de notations des grandeurs qui apparaissent dans les corpus de la
physique correspondants. Ainsi E ou T désigneront les grandeurs physiques énergie et température
et ne seront pas des variables aléatoires, ce qui complique un peu la lecture des développements.
Nous essaierons donc d'être le plus explicite possible quand nous utiliserons une variable aléatoire
(que nous écrirons par une lettre grecque majuscule s'il n'est pas possible de faire autrement).

1.4.1 Traitement du taux de conversion

Dans le cas isotherme, le paramètre réactionnel kE ne dépend que de l'énergie d'activation et est
indépendant du temps. Ainsi, pour une énergie donnée, le taux de conversion au temps t0, γE(t0)
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s'exprime par :

γE(t0) = γE(ti) exp (−kE (t0 − ti)) +

∫ t0−ti

0
kE exp (−kEτ) dτγ∗E(t0 − τ). (1.30)

Pour exprimer l'Eq. 1.30 comme une espérance, nous allons formuler les deux termes de l'Eq. 1.30
comme une intégrale sur [0 : +∞] :

1. Le premier terme est formulé comme une intégrale :

γE(ti) exp (−kE (t0 − ti)) =

∫ +∞

0
kE exp (−kEτ) dτH(τ > t0 − ti)γE(ti). (1.31)

2. Le second terme est modi�é en changeant la borne supérieure par l'in�ni :∫ t0−ti

0
kE exp (−kEτ) dτγ∗E(t0−τ) =

∫ +∞

0
kE exp (−kEτ) dτγ∗E(t0−τ)H(τ < t0− ti). (1.32)

La fonction H est la fonction de Heaviside. Si la condition interne à la fonction est respectée, alors
la fonction vaut 1 et dans le cas contraire 0 (cette notation, plutôt que la notation mathématique
classique, permet de lire rapidement les expressions formelles).

Finalement, en regroupant les deux termes nous obtenons l'expression :

γE(t0) =

∫ +∞

0
kE exp (−kEτ) dτ

H(τ > t0 − ti)γE(ti)

+H(τ < t0 − ti)γ∗E(t0 − τ)

 . (1.33)

Le taux de conversion exprimé par l'Eq. 1.33 peut se lire comme l'espérance d'une variable aléatoire.
En e�et nous avons : ∫ +∞

0
kE exp (−kEτ) dτ = 1. (1.34)

Nous pouvons dé�nir la variable aléatoire T de loi pT (τ) = kE exp (−kEτ) qui permet de dé�nir la
variable aléatoire WE(T ) :

WE(T ) = H(T > t0 − ti)γE(ti) +H(T < t0 − ti)γ∗E(t0 − T ), (1.35)

dont l'espérance est la grandeur recherchée :

γE(t0) = E(WE(T )). (1.36)

La formulation intégrale en espérance de la grandeur d'intérêt se traduit assez directement en pro-
position algorithmique. L'algorithme Alg. 1 donne la procédure d'échantillonnage de la variable
aléatoire WE(T ). Nous échantillonnons un temps τ selon pT (τ), ce qui permet de produire un
échantillon de WE(T ). Les valeurs possibles obtenues sont soit la condition initiale soit la source à
l'instant correspondant.

Algorithm 1 Algorithme d'échantillonnage de WE(T ) en régime isotherme.

1: Échantillonner τ selon pT (τ)
2: if τ > t0 − ti then
3: wE = γE(ti)
4: else
5: wE = γ∗E(t0 − τ)
6: end if

Comme nous l'avons décrit dans les paragraphes précédents, en générant un ensemble de n échan-
tillons de la variable aléatoire WE(T ), nous pouvons construire, par des moyennes, un estimateur
de γE(t0) et un estimateur de l'incertitude statistique associée.
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1.4.2 Modèle d'énergie distribuée : double randomisation

L'objectif est maintenant d'évaluer le taux de conversion moyen :

γ̄(t0) =

∫ +∞

0
pE(E)dE γE(t0). (1.37)

Sans avoir encore dé�ni la variable aléatoire correspondante, nous pouvons tout à fait lire
l'Eq. 1.37 comme une espérance car nous avons déjà vu que pE(E) est une distribution normali-
sée. Si nous reportons l'Eq. 1.36 dans cette équation, nous obtenons :

γ̄(t0) =

∫ +∞

0
pE(E)dE E(WE(T )). (1.38)

Dans cette dernière équation, il est naturel de lire l'emboîtement des espérances. Un point de
vue naïf pour évaluer cette expression par Monte Carlo serait de dire : nous générons m échantillons
pour l'énergie d'activation, puis, pour chacun de ces échantillons, nous générons n échantillons pour
évaluer E(WE(T )). Le calcul demanderait donc m × n échantillons, auquel cas nous retrouverions
les problèmes usuels des méthodes déterministes qui s'e�ondrent sur des domaines d'intégration de
grande dimension (ici la dimension est 2, mais il est tout à fait classique de devoir traiter des domaines
d'intégration de dimensions quelconques, potentiellement in�nies). Bien entendu, ce n'est absolument
pas la stratégie de la méthode, et la raison triviale en est que "l'espérance d'une espérance" peut
toujours s'écrire comme une espérance sur une unique variable aléatoire. Cette dernière propriété
est souvent appelée "double randomisation".

Dans notre cas, la double randomisation se formalise de la façon suivante : nous notons E la
variable aléatoire de loi pE(E). Nous dé�nissons alors la variable aléatoireWE(T ) comme une fonction
des variables aléatoires E et T :

WE(T ) = H(T > t0 − ti)γE(ti) +H(T < t0 − ti)γ∗E(t0 − T ). (1.39)

Ainsi nous pouvons écrire γ̄(t0) comme l'espérance de cette variable aléatoire :

γ̄(t0) = E(WE(T )). (1.40)

L'espérance s'évalue alors classiquement à partir d'une moyenne sur un ensemble de réalisations
de la variable aléatoire WE(T ). Étant donnée l'équation 1.39, pour faire une réalisation de WE(T ), il
su�t de faire une réalisation de T et une réalisation de E et de les combiner fonctionnellement selon
l'expression. Ainsi, l'algorithme de Monte Carlo résultant ne nécessite de produire qu'un ensemble
d'échantillons d'une nouvelle variable aléatoire. Nous retrouvons une des propriétés essentielles de
la méthode qui permet d'attaquer des calculs pour des intégrations sur un espace support de grande
dimension.

Pour plus d'explicitations, et toujours dans l'idée que l'algorithme se lit dans la formulation
intégrale, nous pouvons écrire la version intégrale de l'équation 1.40 :

γ̄(t0) =

∫ +∞

0
pE(E)dE

∫ +∞

0
pT (τ)dτ

H(τ > t0 − ti)γE(ti)

+H(τ < t0 − ti)γ∗E(t0 − τ)

 . (1.41)

Pratiquement, nous échantillonnons une énergie d'activation selon pE(E) puis l'algorithme se
poursuit comme à la section précédente pour l'estimation du taux de conversion. L'algorithme pour
le taux de conversion moyen est donné par Alg. 2.
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Algorithm 2 Algorithme d'échantillonnage de WE(T ) en régime isotherme.

1: Échantillonner une énergie selon pE(E)
2: Échantillonner τ selon pT (τ)
3: if τ > t0 − ti then
4: wE = γE(ti)
5: else
6: wE = γ∗E(t0 − τ)
7: end if

1.5 Le régime dynamique, T (t) connue : la nécessité du concept de
réactions nulles

En régime dynamique, la constante de vitesse est dépendante de la température qui cette fois-ci
va évoluer au cours du temps. Dans cette section, nous supposons que son évolution est connue
à chaque instant t ; la température sera donc décrite par une fonction explicite (rampe de chau�e
linéaire ou exponentielle par exemple). Nous rappelons l'expression di�érentielle correspondante :

dγE(t)

dt
= −kE(T (t)) [γE(t)− γ∗E(t)] . (1.42)

Sous expression intégrale, le taux de conversion est :

γE(t0) = γE(ti) exp

(
−
∫ t0−ti

0
kE(T (t0 − τ))dτ

)
(1.43)

+

∫ t0−ti

0
kE(T (t0 − τ))γ∗E(t0 − τ) exp

(
−
∫ τ

0
kE(T (t0 − τ ′))dτ ′

)
dτ. (1.44)

Dans le même esprit que dans la section précédente, nous reformulons l'Eq. 1.44 sous la forme d'une
espérance :

γE(t0) =

∫ +∞

0
kE(T (t0 − τ)) exp

(
−
∫ τ

0
kE(T (t0 − τ ′))dτ ′

)
dτ

H(τ > t0 − ti)γE(ti)

+H(τ < t0 − ti)γ∗E(t0 − τ)

 .
(1.45)

La grandeur pT (τ) = kE(T (t0 − τ)) exp
(
−
∫ τ

0 kE(T (t0 − τ ′))dτ ′
)
est normalisée sur [0; +∞[, ce qui

permet de la lire comme une densité de probabilité.

1.5.1 Lieu de la di�culté

Dans le paragraphe précédent consacré à la description de la situation isotherme, nous avons
volontairement passé sous silence la question de la capacité à produire une réalisation de la variable
aléatoire T . En pratique pour des variables aléatoires de loi classique, il existe di�érentes propositions
méthodologiques qui conduisent à formuler des algorithmiques robustes et e�caces pour produire
les réalisations correspondantes [James, 2006]. Un point de départ incontournable est l'idée selon
laquelle nous avons à disposition un générateur de réalisations de la variable aléatoire canonique
R (loi uniforme sur [0 : 1]) sur lequel nous pouvons nous appuyer. Typiquement, dans le cas du
paragraphe précédent (situation isotherme) la variable aléatoire T de densité kE exp (−kEτ) s'écrit :

T = − ln(R)

kE
. (1.46)

A partir de cette expression, il est donc aisé de produire des réalisations de la variable aléatoire T .
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Dans le cas non isotherme que nous souhaitons désormais traiter, cette question est beaucoup plus
subtile car il n'existe à priori aucune procédure générale qui assure de pouvoir générer simplement
et sans biais la variable aléatoire T de loi pT (τ) = kE(T (t0 − τ)) exp

(
−
∫ τ

0 kE(T (t0 − τ ′))dτ ′
)
. Ce

problème est somme toute assez classique en théorie cinétique puisqu'il concerne toutes les situations
où le coe�cient d'extinction dépend de la variable descriptive. Nous rencontrerons strictement le
même problème en transfert radiatif quand le coe�cient d'extinction dépend de la position.

Malgré tout, dans certains cas particuliers, il est possible de trouver des solutions plus ou moins
coûteuses ou approchées. Par exemple, il est assez classique de faire le changement de variable
suivant :

u = f(τ) =

∫ τ

0
kE(T (t0 − τ ′))dτ ′. (1.47)

En transfert radiatif, l'équivalent de cette grandeur adimensionnelle se nomme l'épaisseur op-
tique. Si nous prenions le temps de dé�nir la variable aléatoire U correspondante à l'épaisseur optique,
nous montrerions qu'elle est distribuée sur son intervalle de dé�nition en exponentielle de paramètre
unité. Il est donc toujours possible de faire des générations de la variable aléatoire représentant cette
grandeur. A partir de là, si nous sommes dans une situation où la fonction kE est su�samment
simple pour permettre d'expliciter la fonction réciproque f−1 (autrement dit τ en fonction de u)
dé�nie dans l'équation 1.47, alors nous saurions faire une réalisation de T . C'est typiquement le cas
si la fonction kE est dé�nie constante par morceaux. Mais dans ce cas (très particulier néanmoins),
la procédure pour trouver la valeur de la réalisation de T à partir d'une réalisation de U connue
peut être coûteuse car cela demande de récupérer toute la donnée le long de la trajectoire temporelle
(ou spatiale en transfert radiatif).

1.5.2 Évènements �ctifs en cinétique chimique : les réactions nulles

Nous allons désormais introduire le concept des évènements �ctifs comme une solution générale au
problème énoncé ci-dessus. Même s'il s'agit initialement de résoudre une question d'échantillonnage,
nous comprendrons progressivement qu'il y a derrière cette idée une portée qui dépasse le cadre
originel, notamment en ouvrant la porte à un certain type de couplages entre modèles dans la
méthode de Monte Carlo.

Un petit bout d'histoire et de contexte : historiquement, la méthode des évènements �ctifs a
pris son essor dans trois communautés de physique di�érentes à la �n des années 1960 : la physique
des plasmas, la neutronique et la physique des semi-conducteurs. Cette méthode a ensuite été adop-
tée dans d'autres champs disciplinaires et référencées sous di�érentes dénominations : null-event,
pseudo-collisions, collisions �ctives, Hole-Tracking, Woodcock-Scattering, Delta-Scattering, Pseudo-
Scattering ou section e�cace maximale [Marchuk et al., 1980]. En physique des plasmas, Skullerud
[Skullerud, 1968] utilise cette technique pour échantillonner statistiquement un temps de collision
de particules chargées. En neutronique, les papiers [Woodcock et al., 1965, Coleman, 1968] intro-
duisent la méthode et sont rapidement repris dans les travaux de [MacMillan, 1967, Spanier, 1970,
Androsenko et al., 1991, Brown and Martin, 2003] pour en proposer des implémentations dans divers
codes de simulation de transport. Dans la physique des semi-conducteurs, certains modèles ont égale-
ment donné lieu à des écritures de types équations cinétiques et ont conduit naturellement les auteurs
à traiter les hétérogénéités en introduisant des événements �ctifs [Rees, 1968, Boardman et al., 1968].
A partir des années 1985, la physique des gaz raré�és s'installe dans une pratique courante de la pro-
position [Koura, 1986, Khisamutdinov and Sidorenko, 1995, Rjasanow and Wagner, 1998]. La mé-
thode est ensuite adaptée à d'autres domaines : radiothérapie médicale [Badal and Badano, 2009,
Kawrakow and Fippel, 2000], tomographie [Rehfeld et al., 2008, Wang et al., 1997] depuis le début
des années 2000 et synthèse d'images dès 2010.

Mais toutes ces approches statistiques n'ont jamais utilisé une formulation intégrale comme celle
proposée par Galtier et al [Galtier, 2014] en transfert radiatif. Ce travail a eu de multiples consé-
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quences et a inspiré de nombreuses recherches. Il a d'abord aidé la communauté radiative à traiter les
milieux hétérogènes dans des situations impliquant des quantités énormes de données pour décrire
les propriétés optiques du milieu. Pour ce faire, il a fallu mettre en place avec les informaticiens
de la synthèse d'images des stratégies de grilles accélératrices volumiques [Villefranque et al., 2019].
Depuis, les idées ont di�usé dans les communautés de l'informatique graphique pour leurs propres
questions de rendus et sont désormais utilisées couramment dans la production d'images de synthèse
pour l'industrie du cinéma [Novák et al., 2014, Kutz et al., 2017a]. Le lecteur intéressé par un dis-
cours intégrant cette transversalité de point de vue sur la méthode des collisions nulles pourra se
référer au papier de El Ha� et al. [El Ha� et al., 2021].

La proposition : l'idée originelle des évènements �ctifs est très physique, puisqu'il s'agit d'ho-
mogénéiser le milieu par l'ajout de collisionneurs �ctifs, c'est-à-dire de collisionneurs qui vont ef-
fectivement produire des événements de collisions mais dont la conséquence sera de ne pas changer
la trajectoire. Ainsi, le nombre de collisions sur une trajectoire donnée est plus important dans ce
nouveau problème, mais comme une proportion de ces événements se traduit par une absence d'e�et,
il n'y a aucun biais sur les grandeurs calculées. Le béné�ce est important néanmoins car en ayant
reconstruit un problème homogène strictement équivalent au problème hétérogène de départ, nous
retrouvons toute la capacité à l'échantillonnage des événements de collisions.

Dans notre situation d'étude en cinétique chimique, il n'est pas immédiat de produire une image
physique en terme de collisions, du fait même que la construction classique du modèle étudié n'utilise
pas ces idées. Nous pourrions néanmoins tout à fait redire de façon non arti�cielle le modèle physique
en des termes collisionnels mais ce n'est pas l'objectif du présent paragraphe. Par contre nous
allons simplement garder l'idée que l'hétérogénéité qui nous pose problème peut se compenser en
introduisant un majorant de la vitesse de réaction, notée k̂E . Ce majorant que l'on va poser uniforme
dans le temps (nous discuterons du fait que cette contrainte d'uniformité peut se lever partiellement
en cas de besoin) peut toujours s'écrire comme la vitesse de réaction auquel nous ajoutons un terme
lui-même dépendant du temps :

k̂E = kE,n(t) + kE(t)

.

Figure 1.1 � Représentation générale du majorant k̂ pour une fonction k variant selon s (�gure issue de l'article
[El Ha� et al., 2021]). Pour chaque point de l'espace, le rapport entre k et k̂ dé�nit la probabilité d'un évènement réel.

Pour utiliser les évènements �ctifs, nous introduisons k̂E directement dans l'équation cinétique
di�érentielle Eq. 1.42 :

dγE(t)

dt
= −k̂EγE(t) + k̂EγE(t)− kE(t) γE(t) + kE(t)γ∗E(t). (1.48)
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Évidemment la formulation ci-dessus est mathématiquement équivalente à la précédente. Pour aller
plus loin, nous reformulons l'Eq. 1.48 a�n d'amorcer une première interprétation statistique :

dγE(t)

dt
= −k̂EγE(t) + k̂E [Pr(t)γ

∗
E(t) + Pn(t)γE(t)] , (1.49)

avec Pr(t) = kE(t)/k̂E et Pn(t) = 1 − Pr(t) = kE,n(t)/k̂E . Si nous continuons le jeu d'écriture, en
posant :

S(t) = Pr(t)γ
∗
E(t) + Pn(t)γE(t), (1.50)

nous écrivons l'Eq. 1.48 sous la forme :

dγE(t)

dt
= −k̂E [γE(t)− S(t)] . (1.51)

D'un point de vue interprétatif, nous retrouvons une équation cinétique classique mais cette fois-
ci avec un coe�cient réactionnel constant. L'hétérogénéité se cache désormais dans le terme source.
Comme le coe�cient k̂E est à tout instant plus grand que le véritable coe�cient kE , l'atténuation
par le propagateur exponentiel sera plus rapide, mais la source qui est plus grande vient compenser
exactement. Nous notons que, dans la source, il y a la fonction γE(t) elle-même et un terme prescrit,
chacun pondéré par un jeu de probabilité. En pratique, cela peut se lire (comme en transfert radiatif
pour la source de di�usion et l'émission) comme le fait que la source sera soit le terme prescrit soit
un évènement �ctif qui "annule l'e�et de l'atténuation". Il est utile maintenant de redire tout ça
formellement pour se rassurer sur les images que nous avons construites analogiquement.

Comme nous avons vu dans la Sec. 1.4.1, il est possible d'écrire le taux de conversion sous une
unique formulation intégrale :

γE(t0) =

∫ +∞

0
k̂E exp

(
−k̂Eτ

)
dτ

H(τ > t0 − ti)× γE(ti)

+H(τ < t0 − ti)SE(t0 − τ)

 . (1.52)

Finalement explicitons le terme source :

γE(t0) =

∫ +∞

0
dτ pT (τ)


H(τ > t0 − ti)× γE(ti)

+H(τ < t0 − ti)

Pr(t0 − τ)γ∗E(t0 − τ)

+Pn(t0 − τ)γE(t0 − τ)



 , (1.53)

avec τ = t0−t et pT (τ) = k̂E exp
(
−k̂Eτ

)
(densité de probabilité sur le temps de paramètre constant

k̂E). L'expression pour le taux de conversion moyen devient :

γ̄(t0) =

∫ +∞

0
pE(E)

∫ +∞

0
dτ pT (τ)


H(τ > t0 − ti)× γE(ti)

+H(τ < t0 − ti)

Pr(t0 − τ)γ∗E(t0 − τ)

+Pn(t0 − τ)γE(t0 − τ)



 . (1.54)

À ce stade nous pouvons faire plusieurs commentaires :
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� Le système d'équation 1.53 et 1.54 représente une formulation en équation intégrale de Fred-
holm du problème de départ. En e�et, la fonction γE apparaît dans les équations sous le terme
intégral. Une façon classique de produire une solution formelle de cette équation est de procé-
der par la méthode du noyau itéré qui consiste à remplacer systématiquement dans l'intégrale
la fonction γE par son expression intégrale et ce indé�niment. Nous obtenons alors une somme
d'intégrales emboitées de dimension croissantes jusqu'à l'in�ni. Ce développement dit en série
de Neumann est convergent dans notre cas du fait des propriétés du noyau intégral. En fai-
sant complètement ce développement, nous pouvons écrire en série in�nie (nous n'en donnons
pas ici son expression) la nouvelle variable aléatoire WE(T ) dont l'espérance est le taux de
conversion moyen dans le cas non-isotherme :

γ̄(t0) = E(WE(T )). (1.55)

� Nous pourrions tout à fait décider de lire l'algorithme à partir de la remarque précédente sur le
développement en série de Neumann, mais nous allons plutôt procéder en utilisant le concept
de double randomisation. Nous constatons que l'expression 1.54 se lit comme un emboîtement
d'espérance : une première espérance sur l'énergie, puis une espérance sur le temps, puis le
terme source écrit comme une espérance (avec les probabilités Pr et Pn). Mais cette fois-ci, le
processus d'emboîtement des espérances n'est pas terminé car, dans le terme source, il reste
l'expression de γE ; mais celle-ci étant également écrite comme une espérance, le processus
d'emboîtement continue indé�niment.

� Dès lors que nous avons perçu l'emboîtement in�ni des espérances, il est possible avec un
peu d'habitude de lire directement l'algorithme dans la formulation : nous échantillonnons une
énergie, nous échantillonnons un temps ; selon la valeur de ce temps nous prenons soit la condi-
tion initiale soit nous continuons. Dans le cas où le processus continue, nous échantillonnons
selon (Pr, Pn) pour savoir si nous prenons la source γ∗E ou si du fait d'un évènement �ctif,
nous enclenchons sur une nouvelle estimation de γE . Le chemin se poursuit et trouve toujours
une issue soit à la condition initiale soit sur la source réelle.

� Le choix de la valeur de k̂E , est d'une grande importance pour cette approche. En e�et, à
chaque instant d'évaluation de la source, la probabilité d'avoir un évènement �ctif est d'autant
plus grande que le majorant k̂E est grand devant kE . Même si ce choix n'a aucun e�et sur
l'estimateur de l'espérance et de sa barre d'erreur (car nous pouvons toujours le voir comme
une technique d'échantillonnage de la variable aléatoire correspondante), les temps de calculs
peuvent être considérablement augmentés. Le nombre d'évènements �ctifs (comme dans une
méthode de rejet) est quasi directement une mesure du temps de calcul. La di�culté est que
le majorant d'une fonction qui varie beaucoup sur son domaine de dé�nition conduit inévita-
blement à des zones où nous rencontrerons ce problème calculatoire. Il sera alors nécessaire de
mettre en place des stratégies adaptées (mais plus subtiles informatiquement) avec typique-
ment la construction de champs de majorants par morceaux et la capacité à gérer ces champs
de façon optimale [Villefranque et al., 2019].

En suivant strictement les remarques précédentes il est assez naturel de proposer l'algorithme 3
qui décrit la procédure d'échantillonnage de WE(T ) d'avancement en régime non-isotherme.

1.6 Ouverture sur le couplage avec la thermique : des liens avec le
transfert radiatif

L'utilisation de la méthode des évènements �ctifs, qui se traduit en cinétique chimique par
l'apparition de "réactions nulles", nous a permis de nous propager dans la dimension temporelle
par l'unique connaissance d'un majorant de la constante de vitesse kE . Une fois que nous avons
déterminé statistiquement un évènement de "réaction" à un temps précis, le formalisme se traduit
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Algorithm 3 Algorithme d'échantillonnage de WE(T ) en régime non-isotherme.

1: Échantillonner une énergie selon pE(E)

2: Échantillonner τ selon pT (τ) = k̂E exp
(
−k̂Eτ

)
3: if τ > t0 − ti then
4: w = γE(ti)
5: else
6: Échantillonner r selon R (de loi uniforme sur [0 : 1])
7: if (r < PR(t)) then
8: w = γ∗E(t)
9: else
10: goto 2.
11: end if
12: end if

(dans la construction de l'image mentale) par un test pour savoir si la réaction a eu lieu ou non
(réaction nulle). C'est uniquement à cet instant que nous avons besoin d'évaluer kE , contrairement
à tout autre type de méthode (par exemple en "épaisseur optique") où il aurait fallu interroger le
champ de kE dans son ensemble.

En partant du constat que �nalement, avec cette proposition, il est possible d'avancer tempo-
rellement sans connaître le champ de kE jusqu'au prochain évènement d'interaction ("réaction" ou
"collision"), il est intéressant de pousser la logique jusqu'au bout et de considérer cette fois la situa-
tion pour laquelle kE lui-même ne serait pas connu au point mais serait explicité comme l'espérance
d'un processus sous-jacent. Si nous n'élaborons pas un peu plus, il est di�cile de comprendre com-
ment l'on pourrait déterminer si l'évènement est �ctif ou pas par le ratio kE/k̂E alors que kE ne serait
lui même pas connu au point ! C'est exactement dans la réponse à cette interrogation que se fonde
la proposition de la présente thèse. Pour redire la question avec la pensée couplage : dans quelles
conditions pourrions-nous résoudre, par un algorithme de Monte Carlo unique, le problème cinétique
de départ couplé à un modèle (potentiellement très compliqué) du coe�cient réactionnel kE sans
jamais avoir à évaluer ce dernier ? L'intention d'un tel objectif est bien entendu de béné�cier de la
puissance de la méthode de Monte Carlo qui, en n'évaluant jamais aucune grandeur intermédiaire,
devient extrêmement performante dans les situations de complexité croissante. Typiquement, dans
ce problème de cinétique chimique nous pouvons espérer que le calcul de tout le transfert thermique
qui donne la température nécessaire à l'évaluation de kE pourrait être couplé sans conséquence cal-
culatoire. Dans la proposition que nous allons faire en transfert radiatif dans la suite du manuscrit,
il s'agira de coupler au modèle de transfert radiatif à un modèle spectroscopique des coe�cients
d'absorption, sans que ces derniers ne soient jamais calculés.

Nous a�rmons donc que, si la constante réactionnelle de vitesse peut être exprimée comme
une espérance, il est possible d'échantillonner un poids correspondant pour estimer si la réaction a
eu lieu. Cette a�rmation provient du travail qu'a e�ectué Guillaume Terrée en cinétique des gaz
[Terrée, 2015]. Nous en donnons l'articulation dans les développements ci-dessous.

Nous gardons l'hypothèse que la température dans le réacteur est homogène mais nous pourrions
tout à fait proposer le même développement pour un champ de température hétérogène dans le
réacteur. Nous commençons par supposer que dans la gamme de température considérée, la loi
d'Arrhénius pour le coe�cient réactionnel peut se linéariser :

kE(T (t)) = αT (t) + β. (1.56)

Nous supposons également que nous disposons d'un modèle linéaire de transfert thermique cou-
plé (conduction-convection-rayonnement). Les récents travaux de l'équipe ont montré qu'il était
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possible d'exprimer, sous l'hypothèse de linéarité du modèle thermique, la température de n'im-
porte quel point de l'espace temps comme l'espérance d'une variable aléatoire [Tregan et al., 2022,
Ibarrart et al., 2022] et que cette variable aléatoire peut être échantillonnée par le balayage d'un
espace de "chemins thermiques". Ainsi, pour la température dans le réacteur, nous pouvons écrire :

T (t) = E(WT (t)). (1.57)

Puisque le coe�cient kE est une fonction linéaire de T , il est trivial de l'exprimer également
comme l'espérance d'une variable aléatoire :

kE(t) = E(WkE (t)). (1.58)

Pour de plus amples précisions sur la formulation de la thermique sous cet angle statistique, nous
renvoyons le lecteur vers les articles déjà cités ou vers les thèses de Jean Marc Trégan [Tregan, 2020],
Loris Ibarart [Ibarrart, 2020] ou Léa Penazzi [Penazzi, 2020]. Néanmoins, il est intéressant de préciser
comment se feraient les réalisations de la variable aléatoireWT (t). Le "chemin thermique" démarre à
l'instant t du réacteur puis se propage de façon di�érente selon que ce chemin est en train de décrire
un processus di�usif (Brownien), radiatif (Boltzmann) ou convectif (Bruit blanc pour un modèle
brassé). La propagation est à la fois spatiale et temporelle (le chemin remonte le temps dans un
Monte Carlo adjoint). Le poids du Monte Carlo qui est une réalisation de WT (t) prend toujours la
valeur d'une température de bord ou de condition initiale auquel il faut ajouter les cumuls des termes
sources le long du chemin (qui sont nuls dans une situation sans termes sources). Si nous voulions
estimer la température ou de façon équivalente le coe�cient kE , nous ferions une moyenne sur un
grand nombre de réalisations de chemins (ce qui ne sera justement pas notre cas). La formalisation
de cette proposition conduit donc à écrire 1.59 sous la forme suivante :

E(WT (t)) =

∫
DC

pC(c)wT (c)dc, (1.59)

dans lequel C est la variable aléatoire (de loi pC) représentant les chemins thermiques et DC l'espace
de dé�nition correspondant. Pour estimer cette espérance, il faut échantillonner un chemin thermique
c et calculer le poids sur ce chemin w(c).

Nous pouvons donc réécrire l'expression du terme source donnée par l'équation 1.50 sous la
forme :

SE(t) =
E(WkE (t))

k̂E
γ∗E(t) +

(
1− E(WkE (t))

k̂E

)
E(WE(t)). (1.60)

Nous retrouvons à ce stade l'idée selon laquelle il faudrait connaître E(WkE (t) chaque fois que
nous en avons besoin. Or, c'est bien cela que nous voulons éviter. Pour montrer que cela n'est pas
nécessaire nous réécrivons cette équation sous sa forme intégrale :

SE(t) =

∫
DC

pC(c)dc

[
αwT (c) + b

k̂E
γ∗E(t) +

(
1− αwT (c) + b

k̂E

)
γE(t)

]
. (1.61)

L'expression 1.61 con�rme le fait que le terme entre crochet se lit comme une espérance sur une
variable de Bernouilli dont la probabilité est donnée directement par la valeur de la réalisation !
Ainsi, le jeu de probabilité qui permet de choisir entre un évènement �ctif ou un évènement vrai
change à chaque réalisation. Nous voyons immédiatement qu'il faut faire attention au fait qu'il est
maintenant nécessaire d'avoir un majorant k̂E pour l'ensemble des réalisations et non plus pour
l'espérance uniquement. L'algorithme résultant est donné par Alg. 4.

Pour �nir, nous rappelons que pour les chapitres suivants, nous mettrons en place une proposition
strictement similaire en transfert radiatif : les coe�cients d'absorption par les gaz ne seront jamais
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Algorithm 4 Algorithme d'échantillonnage de WE(T ) avec un couplage sur le modèle de tempéra-
ture

1: Échantillonner une énergie selon pE(E)

2: Échantillonner τ selon pT (τ) = k̂E exp
(
−k̂Eτ

)
3: if τ > t0 − ti then
4: w = γE(ti)
5: else
6: Échantillonner une réalisation wT (c) du modèle de température selon pC(c)
7: Échantillonner r selon R (de loi uniforme sur [0 : 1])
8: if (r < (αwT (c) + b)/k̂E) then
9: w = γ∗E(t)
10: else
11: goto 2.
12: end if
13: end if

calculés. Ils seront exprimés comme une espérance à partir d'un modèle spectroscopique ; ainsi au
�nal pour une fréquence donnée c'est la contribution d'une seule raie qui sera conservée.

La section suivante est composée par l'article A Monte-Carlo Based Strategy to Assess Complex
Kinetics : Application of the Null-Reaction Method to DAEM accepté à Journal of Physical Chemis-
try. Celle-ci démontre l'estimation du taux de conversion moyen dans des con�gurations chimiques
réalistes en utilisant le concept de réaction nulle (le couplage avec la température, est là aussi,
uniquement une perspective).

1.7 Article. A Monte-Carlo Based Strategy to Assess Complex Ki-
netics : Application of the Null-Reaction Method to DAEM

1.7.1 abstract

The DAEM (Distributed Activation Energy Model) is widely used in chemical kinetics to statis-
tically describe the occurrence of numerous independent parallel reactions. In this article we suggest
a rethink in the context of a Monte Carlo integral formulation to compute the conversion rate at any
time without approximation. After introducing the basics of the DAEM, the considered equations
(under isothermal and dynamic conditions) are respectively expressed into expected values, which
in turn are transcribed into Monte-Carlo algorithms. To describe the temperature dependency of
reactions under dynamic conditions, a new concept of null-reaction, inspired from null-event Monte
Carlo algorithms, has been introduced. However, only the �rst-order case is addressed for the dy-
namic mode due to strong non-linearities. This strategy is then applied to both analytical and
experimental density distribution functions of the activation energy. We show that the Monte-Carlo
integral formulation is e�cient in solving the Distributed Activation Energy Model without approxi-
mation and that it is well-adapted, due to the possibility of using any experimental distribution
function and any temperature pro�le. Furthermore, this work is motivated by the need for coupling
chemical kinetics and heat transfer in a single Monte-Carlo algorithm.

1.7.2 Introduction

1.7.2.1 DAEM background

The e�cient utilization of biomass has never been as critical as it is today, with the need to deve-
lop more e�cient renewable biomass conversion technologies. For decades, the scienti�c community
has developed numerous chemical models through di�erent approaches to cover a wide range of
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complex systems. The development of these chemical kinetic models has made it possible to control
the selectivity and kinetics of the reactions.

Pyrolysis of natural polymers is often described by various degradation schemes (reactional pat-
terns) resulting in numerous chemical species. These degradation pathways are in general associated
with rates and therefore with reactional models. But the most challenging part remains to capture
all the details of a complex and multiphasic process and to develop a detailed kinetic model based on
fundamental chemistry. For this reason, lumped species are used when global kinetic models for the
pyrolysis of complex fuels are applied. Among the variety of global kinetic models, including single-
step, �nite and in�nite multi-step reactions reviewed by Burnham et al. [Burnham et al., 2015],
distributed reactivity models are used. More speci�cally, the distributed activation energy model
(DAEM) has proven to be convenient, [Burnham and Braun, 1999] as it mathematically transcribes
a set of independent and parallel reactions of �rst-order or particular order reactions as a distribution
of reactivity expressed by the activation energy distribution, pE(E).

When it comes to assessing solid-state reactions, it implies tracking the transformation of reac-
tants. In thermal analysis and, more speci�cally, with the thermogravimetric analysis, the weight
loss is measured and the extent of conversion expressed as follows :

α(t) =
m0 −m(t)

m0 −mf
(1.62)

where m0 is the initial mass of the reactant, m(t) is the reactant mass at a speci�c time, mf is
the �nal mass of the reactant. The temperature dependence of the kinetic rate, kE(t), in chemical
kinetics is conveniently described by the Arrhenius law as follows :

kE(t) = AE(T (t)) exp

(
− E

RT (t)

)
(1.63)

where AE(T (t)) is the pre-exponential factor depending on the temperature time evolution T (t), E
is the activation energy, and R is the universal gas constant. The reaction rate, kE(t), can then be
parametrized as a function of the kinetic parameters and its dependence on the extent of conver-
sion, αE(t), by the mathematical reaction model, f(α(t)). A wide range of mathematical models for
f(αE(t)) exists and its choice depends on the homogeneous and heterogeneous nature of the reaction,
on the physical state of reactants and products and on the reaction network. There are three major
types of reaction model that can be classi�ed according to their accelerating, decelerating and sig-
moidal reaction pro�les. Here, the most common example of decelerating models is a reaction-order
model [Vyazovkin et al., 2011] : f(αE(t)) = γE(t)n with γE(t) = 1 − αE(t) the fraction unreacted
and n is the reaction order. The evolution of γE(t) is controlled by the di�erential equation Eq 1.64 :

dγE(t)

dt
= −kE(t) γE(t)n

γE(ti) = γi,E

(1.64)

The conversion rate at initial time, ti = 0, is equal to the unity. The value of γi,E is equal to one
when the reaction starts as none of the mass has been converted.

When conducting a kinetics evaluation, knowledge of the sample temperature is paramount. But
this can be di�cult to measure because of thermal lag (the temperature di�erence existing between
the sample environment and its bulk). Indeed, thermal transfer resistance can have an important
e�ect on the evaluation of intrinsic kinetic parameters and then appropriate corrections must be
made [Lin et al., 2009], such as the temperature pro�le [Nas� et al., 2022]. As kinetically controlled
isothermal pyrolysis is rarely achieved, linear heating ramps, β = dT (t)/dt, corresponding to the
heat-up phase of the particles, are often considered [Gouws et al., 2022]. The di�culty of integra-
ting the reaction rate will depend on the thermal history and the chosen reactional model. Under
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non-isothermal conditions (often called dynamic mode), the integration becomes di�cult and does
not have an analytical solution [Burnham and Braun, 1999]. When the hypothesis of temperature
increasing linearly with time is made, this is a strong assumption, and also, an important starting
point to develop the present statistical approach to solve an integral with a minimum of error,
whatever the temperature pro�le.

The idea of coupling a robust chemical kinetic model with a comprehensive heat and mass trans-
fer computational code to model the whole process at a particle level has never been more important,
as it could improve any modelling predictions and therefore improve technology e�ciency. Perré et
al.[Perré et al., 2021] have recently developed a DAE model introducing the heat capacity of the
sample ; thus, allowing the DAE model to be successfully validated using very di�erent tempera-
ture�time pro�les. In this study, an approach is suggested to deal with any temperature pro�le and
to open up new perspectives on a possible coupling between the chemical kinetics and heat equations.

DAEM describes in�nite independent reactions, where a unique activation energy is given for
each reaction. Statistically, we introduce a mean conversion rate, γ̄(t) = 1− ᾱ(t). This mean conver-
sion rate is a statistical mean over all possible activation energy from the considered system. As
there are an in�nite number of reactions, the activation energies are distributed over a density pro-
bability noted pE(E). Hence, at a time t0 the mean conversion rate is the summation of all reaction
contributions over the possible range of activation energies :

γ̄(t0) =



∫ +∞

0
exp

(
−
∫ t0

0
kE(t)dt

)
pE(E)dE, n = 1

∫ +∞

0

[
1− (1− n)

∫ t0

0
kE(t)dt

] 1

(1− n)
pE(E)dE,

∀ n 6= 1.

(1.65)

where the expression is dependent on the reaction order, n. One can distinguish two regimes. The
isothermal mode where the temperature T is to be maintained constant. The non-isothermal con�-
guration where the temperature is time-dependent and so is the reaction rate.

Solving these equations is challenging and requires iterative loops of double integral functions that
lead to signi�cant numerical complications [Cai et al., 2014]. Several numerical techniques have been
proposed to tackle this problem of double integration, such as Simpson's 1/3 rule [Günes and Günes, 1999]
and trapezoidal rule [Ga²parovie et al., 2012] rules, which change the limits of the activation energy
integral, or Gauss-Hermite integration [Huang et al., 2017] [Varhegyi et al., 2002]. The double expo-
nential term in the DAEM, which disappears in the isothermal process, is one of the primary sources
of the numerical challenges. Please et al. [Please et al., 2003] reviewed the existing approaches to
simplify the double exponential term in the non-isothermal pyrolysis of coal. By considering the
original statistical nature of DAEM, one can think of using a stochastic method of resolution. Here
we propose this approach by estimating the activation energy distribution of the DAEM using a
Monte-Carlo integral formulation that has already been widely used in the radiative heat transfer
community [Delatorre et al., ].

When referring to Monte-Carlo in chemical kinetics, the most recurrent terminology is KMC
(Kinetic Monte-Carlo). The KMC is used to simulate elementary processes for each molecule or
each site ; then the dynamic changes are modelled by the master equation where the parameters are,
for each site, the probability of state change [Gillespie, 1992]. This method requires describing the
whole system, and the solving computation time increases according to a probabilistic combination
of states at any given time and by a transition rate matrix to determine the switching between states.
This probabilistic approach has been used to determine bond formation probabilities and therefore
follow species with a large reaction network during thermal degradation [Vinu and Broadbelt, 2012].
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Other Monte Carlo algorithms have been used in conjunction with the Boltzmann distribution and
percolation equations to describe bond formation, improving the prediction of bond populations
during coal pyrolysis [Guo et al., 2021]. More recently, this random number generation tool has
been used to randomly generate coordinates of a derivative thermogravimetric curve and directly
determine kinetic parameters [Dhaundiyal and Toth, 2020]. By using an asymptotic technique to
approximate the solution, the authors unfortunately introduced a bias.

Here we propose another Monte-Carlo approach, which needs no approximation, to solve the
DAEM based on integral formulation, as initially proposed by Metropolis and Ulam [Metropolis and Ulam, 1949],
who introduced the Monte-Carlo method. This approach, consisting of determining the quantity ex-
pressed as a sum or integral will be quoted as the Integral Formulation Monte-Carlo approach in
the next sections.

1.7.2.2 The use of �ctitious events

The origin of our work was the similarity between Eq 1.65 for the �rst order and a quantity from
the radiative transfer corpus called the mean transmissivity. The mean transmissivity, as for the
mean conversion rate, is an averaged quantity, but over the frequency domain. The transmissivity
itself describes the attenuation of light along a spatial direction through a material medium. So,
a strict parallel has been made between these quantities : one averaged over the activation energy
range and the other over the frequency range. Also for each, the quantity of interest is a propagation
over the time domain for the conversion rate, and for the transmissivity, over the spatial domain.
In both corpuses, a kinetic transport equation describes our problems. That is why it is more
intuitive to write the mean conversion rate over the time domain than over temperature : the
representation of propagation through the time domain is quite clear and continuous, whereas over
the temperature domain it is not. In radiative transfer, a same resolution di�culty appears when
the medium is heterogeneous. The mean transmissivity is di�cult to solve even statistically. But
Galtier et al. [Galtier et al., 2013] introduced, in an integral Monte-Carlo scheme, the null-collision
technique which permits the use of Monte-Carlo to solve such equations.

Historically, the method of �ctitious events took o� in three di�erent physics communities in
the late 1960s : plasma physics, neutronics and semiconductor physics. This method was then
adopted by other disciplinary �elds and is often given di�erent names. In plasma physics, Skul-
lerud [Skullerud, 1968] uses this technique to statistically sample a collision time of charged par-
ticles in plasma. This method has strongly in�uenced the plasma culture [Lin and Bardsley, 1977,
Boeuf and Marode, 1982, Heifetz et al., 1982, Andreucci, 1985, Brennan, 1991, Longo, 2002]. The
technique is not exclusively called "null collisions", there are several other names : null-event, pseudo-
collisions, �ctitious collisions, Hole-Tracking, Woodcock-Scattering, Delta-Scattering, Pseudo-Scattering,
or maximum cross section by Marchuk [Marchuk et al., 1980]. On the other hand, in neutronics, some
authors [Woodcock et al., 1965, Coleman, 1968] introduced the method in this community, followed
by the works of others [MacMillan, 1967, Spanier, 1970, Androsenko et al., 1991, Brown and Martin, 2003]
who implemented the same method in various simulation codes of neutron transport. Finally,
during the same period, other scientists [Rees, 1968, Boardman et al., 1968] used the �ctitious
events in semiconductor physics. From 1985, application to the dynamics of rare�ed gases appeared
[Koura, 1986, Khisamutdinov and Sidorenko, 1995, Rjasanow and Wagner, 1998]. The method was
adapted to other areas : image synthesis from 2010, or medical radiotherapy [Badal and Badano, 2009,
Kawrakow and Fippel, 2000] and tomography [Rehfeld et al., 2008, Wang et al., 1997] from the be-
ginning of the 2000s. But none of these statistical approaches have ever used an integral formula-
tion like that proposed by Galtier in the �eld of radiative transfer. This work has had multiples
consequences and inspired a lot of research. First it helped the radiative community to treat he-
terogeneous media [Novák et al., 2014, Kutz et al., 2017a]. It is now a reference in this community
and even used in the �lm industry [Kutz et al., 2017b]. Secondly, the null-collision method has
found a wide range of applications in physics : cloud rendering [Villefranque et al., 2019], in com-
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bustion chambers [Sans et al., 2021] and also in gas kinetics [Terrée et al., 2022]. A null-collision
review has been written by El Ha� et al. [El Ha� et al., 2021], providing more details. The �ctitious
events concept is also used in KMC chemistry for "computational speed-up upon coarse-graining
illustrated in adsorption-desorption" in a context of heterogeneous catalysis [Reese et al., 2001,
Chatterjee and Vlachos, 2007].

Our objective is to solve the DAEM by taking an integral Monte-Carlo approach using the
�ctitious events method to solve the non-isothermal con�guration. This method introduces a new
concept of the null-reaction phenomenon in the chemical kinetics corpus.

1.7.3 Computational methods

As the rate conversion equations Eq 1.65 are emerging from an energy probability distribution,
they will be treated as such by the Monte-Carlo integral approach. First, the isothermal case is
considered for any reaction order and secondly the dynamic (non-isothermal) mode is considered
where the concept of null-reaction is useful. For any condition, the conversion rate at an observation
time, t0, and for any order, can be written more concisely than Eq 1.65 as follows :

γ̄(t0) =

∫ +∞

0
pE(E) γE(t0)dE (1.66)

where the mean conversion, γ̄(t0), is the average of the conversion rate, γE(t0), over the activation
energy distribution, pE(E). It can be noted that in the integral Monte-Carlo one estimates the
observable, γ̄(t0), at a given time, unlike in the usual approaches using discretization where we
evaluate the total �eld. This expression is mathematically de�ned as an expected value γ̄(t0) = E(W ).
Yet the Monte-Carlo integral method is based on the expected value : if one can express a quantity
as an expected value, this quantity can be approximated by the arithmetic mean of a large number
of realizations w of the random variable W . Here the Monte-Carlo weight w = γE(t0) is obtained by
sampling an activation energy according to the distribution function pE(E). The greater the number
of realizations, the more the arithmetic mean converges to the expected value.

Also, all statistical realizations are independent and tends towards a normal distribution accor-
ding to the central limit theorem. The Gaussian standard deviation is interpreted as the statistical
error in our estimation. That is a real advantage of the integral Monte-Carlo approach : one can
estimate a quantity with a corresponding errorbar which is inversely proportional to the square root
of the realization number. If the number of realizations were in�nite, the error term would be zero.
Thus, the above equation can be estimated by a Monte-Carlo integral approach.

Several choices are possible for the energy distribution. The only condition is that it must be
normalized over the de�nition space :

∫ +∞
0 pE(E)dE = 1. These choices rely on the complexity of

the kinetics in the presence of homogeneous and/or heterogeneous reactions and on experimental
observations. A common distribution choice is a Gaussian distribution (or several) :

pE(E) =
1

σ
√

2π
exp

(
−(E − E0)2

2σ2

)
(1.67)

where σ is the standard deviation and E0 the Gaussian mean, which are �xed in accordance to
the nature of the reactant. It is important to mention that for some complex processes such as
pyrolysis, the reactivity distribution tends to be asymmetric, and therefore, the use of Gaussian
distribution may be not realistic [Cai et al., 2014]. To better describe the thermal behaviour of
natural polymers, a combination of Gaussian distribution can be used to appropriately represent the
reactivity distribution. As a result, the distribution, pE(E), can be expressed as a linear combination
of di�erent distributions weighted by factors [Burnham and Braun, 1999] [Cai et al., 2014]. A DAEM
combining three Gaussian functions has been suggested byWang et al. [Wang et al., 2016] to describe
the concomitant degradation of cellulose, hemicelluloses and lignin. It is important to mention that



30
1.7. Article. A Monte-Carlo Based Strategy to Assess Complex Kinetics : Application of the

Null-Reaction Method to DAEM

the Gaussian distribution is not normalized on the [0 : +∞] interval. In the following parts, di�erent
expressions of γE(t0) for both isothermal and dynamic regimes will be used.

1.7.3.1 Isothermal con�guration

In the isothermal case, the temperature is time-independent and constant. Thus the reaction rate,
kE , is only dependent on the activation energy and for a given energy, γE(t0), which is constant and
expressed by :

γE(t0) =

{
exp (−kEt0) , n = 1

[1− (1− n)kEt0]1/(1−n) , n 6= 1.
(1.68)

For any reaction order the above expressions are analytical. Hence, the estimation of the mean
conversion rate in the isothermal regime for any reaction order is quite straightforward : to obtain
a realization one needs to sample an energy according to pE(E) and inject this value in the above
expression according to the reaction order of interest. Directly from the mathematical expression
of the mean conversion rate, there is an algorithmic procedure to estimate this value : Alg 5. The

Algorithm 5 Monte-Carlo algorithm for isothermal mode of the DAEM

1: Sample a energy from pE(E)
2: if n = 1 then
3: w = exp (−kEt)
4: else
5: w = [1− (1− n)kEt]

1/(1−n)

6: end if

isothermal case is fully handled by the Monte-Carlo, whatever the value of reaction order.

1.7.3.2 Dynamic con�guration

In the non-isothermal case, the expression (1.65) cannot be treated directly by Monte-Carlo
because of the integrals inside the exponential for the �rst order or to the power of 1/(1 − n) for
any other order. Indeed, the purpose is to also express γE(t0) as an expected value. The propriety
E (E(f(X))) = E(f(X)) is respected if f(X) is a linear function. If the function is nonlinear, as here
with the exponential or to the power 1/(1− n), it will be not possible to write the mean conversion
rate as a unique expected value and estimate it by Monte-Carlo. In the following, we only propose
a solution for the �rst order.

In this case, the exponential attenuation of the reaction rate is problematic due to the dependence
of the integral on time inside expression 1.65. The objective is to rewrite this expression in such a
way that the attenuation of the rate occurs in homogeneous media.

First, we introduce an upper bound of the reaction rate, noted k̂E , to make the temporal atte-
nuation homogeneous. This term can be expressed as the reaction rate with an additional term :
k̂E = kE,n(t) + kE(t). The quantity kE,n(t) is a contribution depending on time, which can be inter-
preted as a possibility of occurrence of null-reactions. For a given activation energy, this corresponds
to an upper-bond constant through time (Fig 1.2).

Secondly, we introduce k̂E directly in the di�erential kinetic equation (1.64) as an additional
attenuation. The conversion rate for only one reaction is expressed for the �rst order by :

dγE(t)

dt
= −k̂EγE(t) + k̂EγE(t)− kE(t) γE(t) + kE(t)× 0, (1.69)

To express equation Eq 1.64 in a statistical form, we have added a kE(t)×0 contribution to use it in
the next step of our statistical formulation. One has to consider that the above formulation does not
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Figure 1.2 � Time evolution of the rate constant from the time of observation, t, to the initial time, ti. The rate
constant upper bound, k̂, is represented in red and constant in time for a given activation energy.

change the underlying chemistry. Then, we reformulate Eq 1.69 in order to introduce a statistical
view :

dγE(t)

dt
= −k̂EγE(t) + k̂E (Pr(t)× 0 + Pn(t)γE(t)) , (1.70)

where Pr(t) = kE(t)/k̂E is the probability of occurrence of a real reaction at a time t. The comple-
mentary probability, Pn(t) = 1 − Pr(t) = kE,n(t)/k̂E , is interpreted as a null-reaction event which
corresponds to an event where the reaction is not happening. Thus, by introducing a supplementary
contribution of the reaction, kE,n(t), �ctitious reactions are happening. To continue to satisfy the
initial rate expression this action must bring no change in the kinetic process ; invoking the principle
of null-reaction.

From the di�erential formulation Eq 1.70, one can write the conversion rate in an integral form
as a Fredholm equation (see Appendix 1.7.6.1 for mathematical background) :

γE(t0) =

∫ +∞

0
dt pT (τ)

H(τ > t0 − ti)× 1

+H(τ < t0 − ti) (Pr(t0 − τ)× 0 + Pn(t0 − τ)γE(t0 − τ))

 , (1.71)

where pT (τ) = k̂E exp
(
−k̂Eτ

)
is the probability density allowing us to sample a time interval τ . In

fact, the integral Monte-Carlo formulation is interpreted as a transport equation through time by
starting from the time of observation and going backwards in time. At a time t0−τ , the corresponding
reaction for the activation energy chosen may happen or not, depending on the value of kE(t0 − τ).

Finally, by introducing the previous expression in the mean conversion rate Eq (1.66), it is
now possible to estimate this quantity by Monte-Carlo for the non-isothermal regime at the �rst
order. Practically, as for the isothermal mode, an activation energy is sampled according to pE(E).
Considering a simple activation energy, k̂E , constant on the time domain, it is feasible to sample a
time τ from pT (τ). If τ > t0− ti, then the reaction at this activation energy is not occurring and the
Monte-Carlo weight retained is one (the Heaviside function assess this condition whenH(τ > t0−ti)).
This statement makes sense : if no reaction happens at all, the value will be always one, as will the
mean conversion rate, since no mass has been converted. If τ < t0 − ti, a reaction may happen.
Now, due to null-reaction addition at this time t0 − τ a reaction could be real with the discrete
probability PR(t0 − τ) or �ctive according to 1 − PR(t0 − τ). If the reaction is real, the weight is
zero : the conversion is complete. On the other hand, if the reaction is �ctive, we need to estimate
the conversion rate at time t0 − τ : γ(t0 − τ). Consequently one needs to re-estimate the equation
Eq (1.71). In fact, the use of the null-reaction method allows us to sample a time interval thanks to
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the pT (τ) distribution by homogenizing the time attenuation. The consequence is the recursivity of
the method. As for the isothermal con�guration, there is a corresponding algorithmic procedure to
estimate this value : Alg 6.

Algorithm 6 Monte-Carlo algorithm for DAEM dynamic mode at order n = 1

1: Sample a energy from pE(E)
2: Sample a time interval τ from pT (τ)
3: if (τ > t0 − ti) then
4: w = 1
5: else
6: pick a random number r
7: if (r < PR(t0 − τ)) then
8: w = 0
9: else
10: goto 2.
11: end if
12: end if

The choice of the upper rate value, k̂E , is of paramount importance for this approach : it will
contribute to CPU time optimization. Indeed, at a time t, the more the upper value of the reaction
rate is close to that of the real reaction rate, the more �ctive reactions will happen. For each �ctive
reaction, one needs to compute γE , which can be time consuming if too many reactions of this type
occur. Hence an appropriate value must be selected for this upper bond : it could be an upper rate
over the total time range or one could discretize the time domain in several intervals where, in each
part, an upper rate value is de�ned.

1.7.4 Results and discussion

As a proof of concept we applied our method in both isothermal and dynamic regimes for some
practical illustrations 2. In the following, all the Monte-Carlo simulations (M-C) are compared to
discrete numerical approaches for validation. In the following �gures, the Monte-Carlo errorbars are
68% con�dence intervals.

1.7.4.1 Isothermal mode

The mean conversion rate under isothermal conditions is estimated by Monte-Carlo according to
a �rst order reactional scheme for a given temperature and pre-exponential factor. The activation
energy was assumed to be a Gaussian distribution described by a mean energy, E0, and the standard
deviation as a free parameter. Indeed, the standard deviation has an important impact on the
statistical results, as shown in (Fig 1.3) when varying this parameter. The mean conversion rate,
γ̄, is equal to one at the initial time as there has been no mass loss. Through time γ̄ decreases
until reaching zero if enough time is given. The di�erent evolution curves (Fig 1.3 correspond to
di�erent Gaussian standard deviation values determined by Cai et al. [Cai et al., 2013] to describe
the pyrolysis of lignocellulosic biomass. For a wide standard deviation activation energy distribution,
as σ = 30, 000J/mol, the reactivity pro�le (the Gaussian distribution) is broader and corresponds to
the degradation of the complex and heterogeneous lignin structure on a large activation energy range.
While narrower distributions (or smaller standard deviation values) between 1, 000 and 5, 000 J/mol
are obtained and used to respectively describe cellulose and hemicelluloses pyrolysis [Cai et al., 2013].
Statistically, the wider the distribution is, the more the sampling probability of activation energies
increases, as it is far away from the mean activation energy of the Gaussian, E0. This implies a

2. The source code is available online at https://gitlab.com/yanissnp/DAEM_MC. It relies on Star-Engine libraries
https://gitlab.com/meso-star/star-engine

https://gitlab.com/yanissnp/DAEM_MC
https://gitlab.com/meso-star/star-engine 
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Figure 1.3 � The e�ect of the Gaussian standard deviation on the statistical results against the time. The temperature
is �xed at 773K and the Gaussian energy distribution is centred at E0 = 220 kJ/mol. The pre-exponential factor has
a value of A = 1014 s−1. The solid lines are computed with a trapezoidal rule to be compared to the Monte-Carlo
estimations (M-C).

broader diversity for the Monte-Carlo weight calculation, which results in a slower convergence for a
same number of Monte-Carlo realizations. Indeed, as represented in (Fig 1.3), for a same amount of
Monte-Carlo realizations, the statistical variance is smaller when the Gaussian standard deviation
decreases. Inversely, if it tends to zero, one will sample a unique activation energy, so the weight will
always be the same : the Monte-Carlo algorithm is then called "null variance".

For this same con�guration, there are no severe di�culties in estimating γ̄ for several orders of
reaction in an isothermal mode ; as shown in (Fig 1.4). A chemical reaction is usually described by
an interaction between reacting species at the molecular level and the notion of molecularity is used
to account for the number of molecules participating in this reaction, which can be monomolecular,
bimolecular or trimolecular. The chemical reaction rate depends on the reactant concentrations
and its related power exponent, which is the reaction order. In the presence of complex reactions,
therefore with several reactants, the overall reaction order is the sum of the power exponents of the
reactants [Logan, 1998]. Thus the Monte-Carlo method captures the dynamics of di�erent reaction
orders quite well : no variance is introduced when changing order.

1.7.4.2 Dynamic con�guration

In this section, we showed the feasibility of the proposed method under non-isothermal conditions
for the �rst order in typical con�gurations : one is described by a Gaussian energy distribution and
another is a con�guration where the energy distribution results from experimental measurements
and where the pre-exponential factor depends on the activation energy.

As said, the reaction order di�erent from one is not treated due to the non-linearity of the
problem. Also, there is no need to study the in�uence of the reactional order under dynamic mode
as both reaction constant, kE(t), and reaction model, f(αE(t)), vary simultaneously, giving rise to
sigmoidal curves that prevent the determination of the reaction model type.

Analytical distribution of activation energies We considered a furnace at the initial tempe-
rature of 443K and heated up at a constant ramp (β) of 10 degree per minutes, which is typical of
slow pyrolysis conditions. Here, the value of the pre-exponential factor was �xed and the distribution
of activation energy was Gaussian. For several values of standard deviation of these Gaussian distri-
butions, the mean conversion reaction rate was computed by Monte-Carlo through time (Fig 1.5).
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Figure 1.5 � Evolution in time of the mean conversion rate for a heating ramp of 10 degree per minute for di�erent
Gaussian standard deviation. At t = 0s, the initial temperature is 443K. The activation energy distribution is Gaussian
and centered on E0 = 220 kJ/mol. The pre-exponential factor is A = 1014 s−1. The continuous curve was computed
with a Gauss-Hermite quadrature to be compared to the Monte-Carlo estimations.

Contrary to the isothermal mode, the Gaussian standard deviation has no impact on the conver-
gence of the statistical estimator. Indeed, the selected weights are not dependent on this parameter ;
this was the case for the isothermal con�guration. However, for each σ value, the variance signi�-
cantly increases when the reaction is fast ; in other words, when the mean conversion rate starts to
notably decrease. The cause is due to the reaction statistics where the weight can take the value of
zero or one, when the extent of conversion reaches its maximum value.

Experimental distribution of activations energies Using the integral Monte-Carlo approach,
the activation energy sampling does not necessarily require an analytical distribution. It is possible
to sample a distribution of activation energy from experimental data. This is an interesting approach
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because we are not assuming pre-de�ned function (as Gaussian(s), Weibull, ...) for the activation
energy distribution ; in the same way as the free-model or isoconversional kinetic approaches, where
no reactional models are assumed in the �rst place. They allow the determination of apparent kinetic
parameters and the accuracy and precision of resulting values depend on the di�erential or integral
character of collected data [Vyazovkin et al., 2011]. However, one needs to use an experimental stra-
tegy allowing the control of a pure kinetic regime to obtain it, such as the method proposed by
[Miura and Maki, 1998]. Miura proposed a method to retrieve the energy distribution from expe-
rimental data, but also to determine a pre-exponential factor depending on the activation energy.
Despite concerns related to the use of the Miura-Maki integral method demonstrated by Cai and
Li [Cai et al., 2011] the primary objective of Miura and Maki was to determine a true energy dis-
tribution from isoconversional analysis that we believe to be an adequate approach as an in�nitely
sequential reaction model could provide further insights in terms of pyrolysis stages (e.g.,degradation
scheme) and associated levels of reactivity if heat and mass transfer limitations are adequately remo-
ved from datasets. To justify the utility of our method in an experimental context, in the following
section we propose to �nd the same mean conversion rate estimated by Miura from the same experi-
mental energy distribution (Fig 1.7). Furthermore, Miura provided a pre-exponential factor depen-
ding on the activation energy from the following expression : AE = 1015 exp (0.08(E − 250)) with E
in kJ/mol. The calculation details to sample an energy from a discrete distribution can be found in
Appendix 1.7.6.2. The mean conversion rate was estimated by Monte-Carlo with the null-reaction me-
thod for the same heating ramp and con�guration as that used by Miura et. [Miura and Maki, 1998]
(Fig 1.6). To establish a strict comparison, the value was plotted against the temperature.
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Figure 1.6 � Mean conversion rate time evolution for di�erent heating ramps. The Monte-Carlo values (M-C) are
compared to Miura's data (continuous curves) for an initial temperature of 303.15K.

Hence, there are no di�culties in treating an experimental activation energy distribution and its
dependence on the pre-exponential factor.

Temperature evolution consideration An interesting fact is that one needs to evaluate the
reaction rate, kE(t), only for testing if a reaction occurs or not, at a time t. There is no need to
know the value of kE(t) for every time location but only t. A direct consequence is that the value
needed to determine the reaction rate can be extremely complex and estimated by other models or
experimentally measured. For this reason, we can use any form of the pre-exponential factor ; and
apply the same reasoning on the temperature pro�le. It is straightforward to use a linear heating ramp
as any analytical formulation of temperature. One can use an exponential pro�le of temperature,
which would model in a better way a biomass sample inserted in a furnace pre-heated at �xed
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temperature [Nas� et al., 2022] :

T (t) = Tf (1− exp(−t/tc)) + T0 (1.72)

where Tf is the furnace �nal temperature, T0 the initial furnace temperature and tc a characteristic
time of temperature evolution.

In radiative transfer, a similar property occurring by the use of �ctitious events, the absorption
coe�cient (equivalent of the kinetic rate in our case), only needs to be known at a given spatial point.
If the absorption coe�cient is expressed as an expected value, Galtier et al. [Galtier et al., 2016]
showed that it is possible to couple the radiative transfer to a spectral model without calculating
that coe�cient. The same question can be addressed here : is it feasible to couple simultaneously
chemical kinetics with a heat transfer model providing the temperature ? In order to achieve this,
one need to express the kinetics rate, kE , as an expected value. The question is open but recent
studies [Ibarrart et al., 2018, Penazzi et al., 2019, Tregan et al., 2022, Ibarrart et al., 2022] showed
that the temperature could be expressed as an expected value in kE .

1.7.5 Conclusions

A new method to solve the distributed activation energy model (DAEM) based on the Monte-
Carlo integral formulation was developed. This method resolution is inspired by the statistical nature
of the model and the proposition made by the radiative transfer community. For the �rst time,
an exact DAEM resolution method with no statistical bias is introduced and each value of the
conversion rate has an associated and estimated con�dence interval. With this method, any activation
energy distribution (analytical or experimental), any function for the pre-exponential factor and any
temperature pro�le (heating ramp or experimental data) can be used and the reaction kinetics
assessed.

For future investigations, the coupling of chemical kinetics with a thermal model (such as a heat
equation) will be considered. This is a concept that has already been demonstrated in radiation phy-
sics by coupling the radiative transfer to the absorption coe�cient model [Galtier et al., 2016] while
other research coupling heat transfer phenomena is ongoing [Ibarrart et al., 2018, Penazzi et al., 2019,
Tregan et al., 2022, Ibarrart et al., 2022].

There are some remaining considerations, such as varying the reaction order from one under
dynamic conditions. Recent techniques in non-linear Monte-Carlo could open up some interesting
perspectives [Dauchet et al., 2018].

Another outlook could be the sensitivity estimation ; meaning that the derivative of the mean
conversion rate according to a parameter (such as the Gaussian standard deviation, or the heating
ramp parameter) could be studied. This could be useful for inversion strategies but also to understand
the underlying chemistry dependencies. Such an implementation is straightforward, because the
Monte-Carlo estimation for a value and these sensitivities have no computational additional cost as
they are evaluated in one single algorithm [de Lataillade et al., 2002].

1.7.6 Appendix

1.7.6.1 Di�erential equation to integral formulation

Introducing a f(t) function depending on the parameter t. This function is attenuated through
time according to k(t). By adding an additional term from a �ctitious event :

df(t)

dt
= −k(t)f(t) = −k̂f(t) + k̂S(t)

f(ti) = fI

(1.73)
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with

S(t) =
1

k̂

(
−k(t)f(t) + k̂f(t)

)
(1.74)

=

(
1− k(t)

k̂

)
f(t) (1.75)

A solution of 1.73 is :

f(t) = fI exp
(
−k̂(t− ti)

)
+

∫ t−ti

0
k̂ exp

(
−k̂τ

)
S(t− τ)dτ (1.76)

As : 
∫ t−ti

0 k̂ exp
(
−k̂τ

)
dτS(t− τ)

=
∫ +∞

0 k̂ exp
(
−k̂τ

)
S(t− τ)H(τ < t− tI)dτ

exp
(
−k̂(t− ti)

)
=
∫ +∞

0 k̂ exp
(
−k̂τ

)
H(τ > t− tI)dτ,

(1.77)

f(t) can be writing in an integral form :

f(t) =

∫ +∞

0
k̂ exp

(
−k̂τ

)
dτ

[
H(τ > t− tI)× fI
+H(τ < t− tI)S(t− τ)

]
,

By substituting the source term :

f(t) =

∫ +∞

0
k̂ exp

(
−k̂τ

)
dτ

H(τ > t− tI)× fI
+H(τ < t− tI)

(
1− k(t− τ)

k̂

)
f(t− τ)

 ,
One can introduce the complementary probability of

(
1− k(t− τ)

k̂

)
to express f(t) as an ex-

pected value :

f(t) =

∫ +∞

0
k̂ exp

(
−k̂τ

)
dτ


H(τ > t− tI)× fI

+H(τ < t− tI)


k(t− τ)

k̂
× 0

+

(
1− k(t− τ)

k̂

)
f(t− τ)




,

1.7.6.2 Energy sampling from a distribution

In our con�guration, a simple numerical method exists to sample an energy of activation from a
Gaussian distribution. Otherwise see inverse Cumulative Density Function (CDF) method [Dunn and Shultis, 2022].
When dealing with the Miura energy distribution [Miura and Maki, 1998], an activation energy is
sampled from the CDF. In Fig 1.7, the blue curve represents the Miura energy distribution and the
red curve the corresponding CDF (which varies between zero and one).
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2.1 Introduction

L'étude de grandeurs énergétiques radiatives intégrées pour les analyses climatiques nécessite un
cadre théorique physique pour la modélisation du rayonnement. Nous adoptons une vision méso-
scopique où le rayonnement est porté par des photons, chacun étant décrit par une position, une
direction et une énergie. Ces photons subissent des interactions : avec le milieu atmosphérique (no-
tamment par l'absorption et la di�usion) et avec le sol (ré�ectivité du sol, des bâtiments, de la �ore,
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etc). Dans cette description mésoscopique, nous travaillons une vision du transport où nous suivons
la propagation des photons dans le milieu le long de trajectoires. Pour ce faire, nous nous baserons
ici autant que possible sur les images physiques du transport telles qu'introduites par Boltzmann à la
�n du XIX◦ siècle. Cela nous conduira à un premier énoncé du transfert radiatif, qui impliquera des
phénomènes de di�usion, de ré�ectivité aux surfaces et d'absorption dont nous commencerons par
proposer un premier niveau de description sans chercher à mettre l'accent ni sur la justi�cation de
certaines démonstrations ni sur l'approfondissement des images physiques impliquant la cinétique
du gaz atmosphérique. Le lecteur voulant plus d'éléments pourra s'orienter vers les ouvrages de
[Howell et al., 2020, Goody, 1964, Chandrasekhar, 1960] pour une description du transfert radiatif
et de [Cercignani, 1988] pour la cinétique des gaz. Certains de ces éléments seront repris beaucoup
plus en détail au Chap. 5 lorsque nous discuterons le champ des extensions possibles de notre travail,
notamment en direction d'une spectroscopie moléculaire plus détaillée.

Ce chapitre commencera donc par une première partie (Sec. 2.2) qui sera pour l'essentiel un
rappel de la physique du rayonnement, puis dans une seconde partie, nous montrerons comment
estimer des grandeurs radiatives par Monte Carlo dans des con�gurations homogènes puis hétéro-
gènes (Sec. 2.3). Par rapport à la présentation de la méthode de Monte Carlo du chapitre précédent
qui était avant tout tournée vers des dynamiques temporelles (celle de la cinétique chimique), ici
nous concentrerons la description sur la question du transport avec la réalisation de trajectoires de
di�usions et de ré�exions multiples depuis l'émission d'un photon jusqu'à son absorption. La ques-
tion sera donc spatio-temporelle. Nous aborderons aussi le travail de formulation intégrale qui est
aujourd'hui associé de façon presque systématique à ces simulations de trajectoires. Pour le trai-
tement des milieux hétérogènes nous introduirons une idée qui sera essentielle pour la suite : la
notion de collision nulle (Sec. 2.3.4). Il s'agit d'introduire des évènements �ctifs, exactement comme
nous l'avons fait en cinétique chimique (les réactions nulles), mais ici ces évènements �ctifs seront
spatialisés (un champ de collisionneurs �ctifs), et bien sûr nous ferons suivre la description inté-
grale associée. Cette description intégrale est celle qui a permis la revisite que Mathieu Galtier a
proposée dans [Galtier, 2014] et qui a initié un important travail à l'interface entre physique radia-
tive et informatique graphique [Novák et al., 2014, Kutz et al., 2017a]. Nous ne parlerons pas encore
ici d'informatique mais en abordant les collisions nulles sous cet angle, nous préparons le chapitre
suivant qui lui se concentrera sur cette notion.

À ce stade, rien n'aura été dit concernant les propriétés de di�usion de l'atmosphère terrestre et
de ré�exion du sol : les modèles que nous utiliserons seront décris brièvement lors de la présentation
des résultats numériques du Chap. 4. Il en sera de même pour l'absorption par les nuages et les
aérosols. Par contre, l'absorption par les gaz fera l'objet d'une section approfondie dès le présent
chapitre (Sec. 2.4).

Dans l'équation de transfert radiatif (ETR), dont l'observable est le champ de luminance, le
phénomène d'absorption apparaît à travers le coe�cient d'absorption. En atmosphère terrestre,
l'absorption résulte de la contribution de toutes les espèces en présence : les gaz, les nuages (gouttes
d'eau ou cristaux), les aérosols (CFC, nuages de poussières, ...). Selon l'espèce considérée, l'absorp-
tion est décrite par des corpus variés (électromagnétisme, mécanique quantique, etc), tous faisant
intervenir une section e�cace. Lorsque nous nous attarderons sur l'absorption gazeuse, le modèle de
la section e�cace rendra compte du fait que les spectres d'absorption (i.e. la façon avec laquelle le
coe�cient d'absorption dépend de la fréquence) sont des spectres de raies : l'absorption peut être
très forte à des endroits précis du spectre (au centre des raies) et beaucoup plus faible en dehors (en
aile de raie). En admettant que les états des molécules atmosphériques sont distribués selon la statis-
tique de Boltzmann, nous disposerons d'un modèle de ces raies d'absorption en lien avec le passage
de la molécule d'un état donné (avec une énergie donnée) à un autre état (d'énergie plus élevée).
Cette idée est proprement quantique puisqu'elle stipule que les niveaux énergétiques accessibles sont
quanti�és et que c'est cette quanti�cation qui explique que les photons peuvent être absorbés e�-
cacement lorsque leur énergie est de l'ordre de la di�érence d'énergie entre deux états moléculaires.
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Nous parlons de transition. Chaque raie d'absorption est vue comme le re�et d'une des transitions
possibles. Cette modélisation en transition est cruciale pour quiconque utilise des modèles de trans-
fert radiatif dans les gaz. Bien qu'il existe des modèles approximés pour décrire l'absorption gazeuse
sans rentrer dans cette physique quantique moléculaire, il y a des enjeux énormes à tenter d'utili-
ser des modèles d'absorption détaillés pour décrire le milieu atmosphérique, surtout lorsqu'il s'agit
comme dans notre cas de travailler au développement de méthodes de référence pour la prédiction
numérique du champ de rayonnement. Nous décrirons ici le modèle le plus utilisé aujourd'hui dans
ce type de contexte. C'est avec ce modèle de raie déjà très détaillé que nous mènerons l'ensemble
de notre étude et nous ne reviendrons sur ces modèles de raie qu'au Chap. 5 pour discuter de la
possibilité d'étendre notre approche à des modèles spectroscopiques plus avancés (en pensant alors
à des besoins d'observation plus �ns, des études en haute atmosphère, ou d'autres applications en
planétologie et en combustion).

Nous terminerons alors ce chapitre (Sec. 2.5) en donnant l'ensemble de la proposition faite par
Mathieu Galtier dans un article qu'il a écrit à la suite de son article sur le concept de collision nulle
([Galtier et al., 2016] publié à la suite de [Galtier et al., 2013]). Historiquement, dans la littérature
sur la méthode de Monte Carlo, les collisions nulles n'étaient pensées que comme une astuce per-
mettant de gérer les hétérogénéités du coe�cient d'absorption sans introduire d'étape numérique de
discrétisation. Comme nous l'avons déjà dit, la première phase du travail de Mathieu Galtier a ouvert
un champ de ré�exion en termes de formulation intégrale (des formulations intégrales vues comme
des traductions rigoureuses des algorithmes à collision nulle). Mais dans ce travail de formulation
intégrale, Mathieu Galtier a aussi vu que le fait d'introduire des collisions nulles ne permettait pas
seulement de gérer des coe�cients d'absorptions hétérogènes, mais qu'il était aussi possible d'inté-
grer un modèle en raie d'absorption au c÷ur du Monte Carlo lui-même : les calculs associés à la
spectroscopie de raie étaient menés au sein du même algorithme, par opposition à des algorithmes
de Monte Carlo utilisant des spectres de raies précalculés. Dans la proposition de Mathieu Galtier,
il y a un seul algorithme de Monte Carlo pour le transfert radiatif et la spectroscopie.

Dans l'esprit du chapitre précédent, lors de la restitution du travail de Mathieu Galtier, nous
allons ici faire l'e�ort d'énoncer l'idée en des termes assez di�érents des siens. Les formulations
intégrales auront moins d'importance, et surtout elles ne viendront que dans une seconde phase,
après un énoncé qui portera sur le couplage entre le transfert radiatif et la spectroscopie. Il ne s'agira
que d'un e�ort de redite : aucune proposition algorithmique nouvelle ne sera faite. Mais cette redite
est au c÷ur du présent travail. A la �n de ce chapitre, les algorithmes que nous aurons décrits seront
exactement ceux auxquels Mathieu Galtier aboutissait à la �n de son article [Galtier et al., 2016]
mais nous aurons inscrit sa proposition dans un cadre de modélisation plus large, avec d'une part des
résonances possibles en dehors de la seule physique radiative (ce travail a notamment toujours été
pensé en lien avec les recherches de l'Institut Pascal sur la photosynthèse arti�cielle) et avec d'autre
part des pistes de ré�exion pour un couplage du rayonnement avec une cinétique plus avancée pour
la modélisation du gaz moléculaire et de la distribution de ses états (Chap. 5).

En résumé, l'objectif de ce chapitre est :

1. de donner les éléments de la physique du transport pour arriver à une formulation de l'équation
de transfert radiatif (ETR).

2. de donner une proposition pour estimer des grandeurs radiatives par Monte Carlo en milieu
hétérogène avec di�usion et où l'absorption par les gaz est décrite par un coe�cient d'absorp-
tion.

3. de donner une description de la spectroscopie en milieu atmosphérique.

4. de démontrer le couplage entre transfert radiatif et les raies spectrales par l'utilisation des
évènements �ctifs.
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2.2 Équation de transport : de Boltzmann à l'équation de transfert
radiatif

La représentation des physiques du transport s'e�ectuera dans cette thèse avec une vision de
suivi de corpuscule ; ce sera le cas pour la cinétique des gaz, où les particules seront des molécules, et
pour le transfert radiatif, où nous parlerons de photons. Même en cinétique chimique nous pouvons
avoir une représentation d'une particule qui subit des collisions et se dégrade en d'autres composés
(d'ailleurs l'énergie d'activation vue au Chap. 1 a été initialement pensée comme un apport d'énergie
fourni par une collision hypothétique). La ré�exion en terme de corpuscules guide donc toute notre
pensée. En physique du transport, nous distinguerons deux e�ets. Premièrement ce que nous appelons
le transport pur : comment les particules se déplacent dans un milieu sans prendre en compte leurs
interactions ? Nous verrons que les particules se déplaceront di�éremment selon qu'un champ de
force agit sur elle ou non. Pour trouver l'équation qui régit ce régime de transport, nous partirons
de la conservation du nombre de corpuscules dans l'espace des phases, ce qui nous permettra de
redémontrer l'équation de Boltzmann. Deuxièmement, les particules peuvent subir des interactions
avec le milieu ou dans certains cas avec elles-mêmes. Ces interactions seront nommées collisions. Par
l'ajout de collisions, nous trouverons une atténuation dans le temps et des termes sources contribuant
au transport ; un parallèle pourra être fait avec la cinétique chimique.

Nous établirons tout d'abord l'équation de Boltzmann pour des molécules, puis un simple passage
sera fait de l'équation de Boltzmann au transfert radiatif en considérant des photons comme corpus-
cules d'intérêts. Partir de Boltzmann permet d'avoir une vision corpusculaire du transfert radiatif
ce qui nous sera utile en terme de représentation. Par ailleurs, nous réinvoquerons les équations de
la cinétique des gaz au Chap. 5 pour articuler un discours autour de la spectroscopie qui dépendra
de l'état des molécules gazeuses.

2.2.1 L'équation de Boltzmann : transport et cinétique

Imaginons des corpuscules dans un milieu atmosphérique dont la nature serait moléculaire ou
atomique. Nous utilisons une description mésoscopique pour caractériser notre système. Celle-ci est
intéressante pour un système possédant un grand nombre de degrés de liberté. L'hypothèse est de
représenter un grand nombre d'évènements par une statistique. Dans cette approche, le système
n'est pas décrit par des états mais par une distribution de ces états.

Le transport de particules gazeuses, encore nommé cinétique des gaz, décrit l'état de particules qui
interagissent entre elles par des collisions. Considérons des molécules décrites par leurs positions et
leurs vitesses. La fonction de distribution sera f(x,v, t) où x, v et t sont des variables indépendantes
dé�nies sur l'espace des phases D = {Dx,Dv} où Dx est l'espace de toutes les positions et Dv
l'espace de toutes les vitesses. f(x,v, t) est une densité de probabilité (à une normalisation près)
aussi nommée fonction de distribution monoparticulaire. La quantité fν(x,v, t)dxdv est le
nombre de particules de gaz compris dans le volume dx autour de la position x ayant une vitesse
comprise dans le volume dv autour de la vitesse v à l'instant t. Par conséquent, une relation est
établie entre le nombre de particules dans l'espace Ω = ΩX × ΩV et la fonction de distribution
(Eq. 2.1).

NΩX×ΩV (t) =

∫
ΩX

dx

∫
ΩV

dvf(x,v, t). (2.1)

Pour établir l'équation de Boltzmann en régime de transport pur, nous considérons l'évolution du
nombre de particules dans l'espace des phases du domaine Ω = ΩX × ΩV Eq. 2.2.

dNΩX×ΩV (t)

dt
=

∫
ΩX

dx

∫
ΩV

dv
∂f(x,v, t)

∂t
. (2.2)

Comme le domaine D est clos, comment le nombre de particules à l'intérieur de celui-ci évolue-t-il ?
Pour ré�échir uniquement en terme de transport, nous faisons l'hypothèse que le milieu est constitué



Chapitre 2. Coupler le transfert radiatif à la spectroscopie : les transitions nulles 43

de vide et que les particules n'interagissent pas entre elles. De ce fait, les phénomènes qui pilotent
l'évolution du nombre de particules sont :

1. les particules qui entrent ou sortent de ΩX × ΩV en traversant la frontière ∂ΩX du domaine
ΩX dans l'espace des positions,

2. les particules qui entrent ou sortent de ΩX × ΩV en traversant la frontière ∂ΩV du domaine
ΩV dans l'espace des vitesses.

Nous écrivons la conservation du nombre de particules en exprimant les �ux à ces frontières dans
l'espace des positions et dans l'espace des vitesses.

Dans l'espace des positions Le �ux est la quantité qui décrit à la frontière le passage de par-
ticules entrantes ou sortantes. Le nombre de particules traversant la frontière ∂ΩX pendant dt est
égal à la somme pour toutes les vitesses v du �ux φX(v, t) à travers ∂ΩX multiplié par dt.

(
dNΩX×ΩV (t)

dt

)
1

=

∫
ΩV

dvφX(v, t), (2.3)

avec φX(v, t) le �ux traversant ∂ΩX pour une vitesse v et à l'instant t. Par dé�nition, le �ux est
égal à la somme de la densité surfacique de �ux en chaque point y de la frontière :

φX(v, t) = −
∫
∂ΩX

{jX(y,v, t) · nX(y)dy}, (2.4)

avec nX la normale à l'élément in�nitésimal de surface dy et jX(y,v, t) le vecteur densité surfacique
de �ux en y pour une vitesse v et à l'instant t. Comment se formule cette densité surfacique de �ux ?

Densité surfacique de �ux et fonction de distribution

Considérons un point y sur une frontière quelconque et considérons une surface élémentaire
sur cette frontière autour de ce point que nous notons dy. Remarque : la di�érentielle d'une
position dépend de l'espace d'intégration ; lorsque x est intégré sur un volume, dx est un
volume élémentaire ; lorsque y est intégré sur une surface, dy est une surface élémentaire.
Notons dN le nombre de particules qui traversent dy entre t et t+ dt en ne nous intéressant
qu'aux particules ayant une vitesse comprise dans dv autour de v. Ce nombre est le nombre
de particules situées dans le trapèze représenté dans la �gure ci-dessous. Le volume occupé
par ces particules à t est dldy cos(θ) où dl = ||v||dt et θ est l'angle entre la vitesse v et la
normale nX , soit : cos(θ) = u · nX avec u = v

||v|| . Nous pouvons donc écrire dN comme le
produit de ce volume élémentaire par la densité de particules soit

dN = dldy cos(θ)f(y,v, t)dv

= ||v||dtdy v

||v|| · nX(y)f(y,v, t)dv

= f(y,v, t)v · nX(y)dydvdt.

(2.5)
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y
nX

u

dl

dy

Or, par dé�nition du vecteur densité de �ux jX ,

dN = jX(y,v, t)dv · nX(y)dydt. (2.6)

Par identi�cation des deux équations, nous obtenons

jX(y,v, t) = f(y,v, t)v, (2.7)

et comme ce résultat est vrai pour tout point et pour toute frontière passant par ce point,
nous pouvons retenir que jX = fv en tout point à tout instant.

Le �ux peut donc s'écrire

φX(v, t) = −
∫
∂ΩX

dy{f(y,v, t)v · nX(y)}. (2.8)

En utilisant le théorème de Green-Gauss-Ostrogradsky, nous passons de l'intégrale sur la surface du
domaine ΩX à une intégrale volumique :

φX(v, t) = −
∫

ΩX

dx{divX [f(x,v, t)v]}. (2.9)

Le �ux est maintenant dépendant de la divergence de la fonction de distribution à la vitesse v. La
divergence d'un produit peut être décomposée et nous avons :

φX(v, t) = −
∫

ΩX

f(x,v, t) divX (v)︸ ︷︷ ︸
=0

+v · ~gradXf(x,v, t)

 dx. (2.10)

Comme les variables x et v sont indépendantes, la divergence de la vitesse dans l'espace des positions
est nulle. Finalement le �ux pour une vitesse est :

φX(v, t) = −
∫

ΩX

dx{v · ~gradXf(x,v, t)}. (2.11)

La variation au cours du temps du nombre de particules liée à la traversée de la frontière dans
l'espace des positions est :(

dNΩX×ΩV (t)

dt

)
1

= −
∫

ΩV

dv

∫
ΩX

dx{v · ~gradXf(x,v, t)}. (2.12)
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Dans l'espace des vitesses Le même raisonnement peut être appliqué à l'espace des vitesses.
Le nombre de particules traversant la frontière ∂ΩV pendant dt est égal à la somme pour toutes les
positions x du �ux φV (x, t) à travers ∂ΩV multiplié par dt :(

dNΩX×ΩV (t)

dt

)
2

=

∫
ΩX

dxφV (x, t), (2.13)

avec φV (x, t) le �ux traversant ∂ΩV pour une position x et à l'instant t. Par dé�nition le �ux est
égal à la somme de la densité surfacique de �ux pour chacune des vitesses w le long de la frontière
∂ΩV dans l'espace des vitesses :

φV (x, t) = −
∫
∂ΩV

{jV (x,w, t) · nV (w)dw}, (2.14)

avec nV la normale à l'élément in�nitésimal de surface dw et jV (x,w, t) le vecteur densité surfa-
cique de �ux en w pour une position x et à l'instant t. Dans l'espace des vitesses, la "vitesse" de
déplacement est l'accélération. Le vecteur densité de �ux s'écrit donc jV (x,w, t) = f(x,w, t)a ce
qui donne l'expression suivante pour le �ux :

φV (x, t) = −
∫
∂ΩV

dw{f(x,w, t)a · nV (w)}. (2.15)

En utilisant le théorème de Green-Gauss-Ostrogradsky, nous passons de l'intégrale sur la surface du
domaine ΩV à une intégrale volumique :

φV (x, t) = −
∫

ΩV

dv{divV [f(x,v, t)a]}. (2.16)

Le �ux contient donc maintenant une divergence dans l'espace des vitesses. Comme précédemment,
la divergence d'un produit peut être décomposée et nous avons :

φV (x, t) = −
∫

ΩV

[
f(x,v, t)divV (a) + a · ~gradV f(x,v, t)

]
dx. (2.17)

Or, cette fois-ci, la divergence n'est pas forcément nulle car l'accélération n'est pas une variable
indépendante. Il n'y a donc aucun intérêt à faire apparaître le gradient. Nous retenons donc l'ex-
pression suivante pour la variation au cours du temps du nombre de particules liées à la traversée
de la frontière dans l'espace des vitesses :(

dNΩX×ΩV (t)

dt

)
2

= −
∫

ΩV

dv

∫
ΩX

dx{divV [f(x,v, t)a]}. (2.18)

Expression totale En regroupant les deux termes :

dNΩX×ΩV (t)

dt
=

(
dNΩX×ΩV (t)

dt

)
1

+

(
dNΩX×ΩV (t)

dt

)
2

(2.19)

= −
∫

ΩV

dv

∫
ΩX

dx{v ~gradXf(x,v, t) + divV [f(x,v, t)a]}. (2.20)

En�n, en utilisant Eq. 2.2, nous obtenons l'expression de l'équation de Boltzmann en régime de
transport pur :

∂f(x,v, t)

∂t
+ v · ~gradXf(x,v, t) + divV (f(x,v, t)a) = 0. (2.21)

Par ces développements, nous retrouvons le terme de transport de l'équation de Boltzmann pour des
corpuscules sans interaction. Le premier terme correspond à l'évolution temporelle de la fonction de
distribution et les deux suivants aux variations spatiales de f dans la direction donnée par le vecteur
vitesse et à la divergence de f fois l'accélération, soit la divergence du vecteur �ux dans l'espace des
vitesses. Si aucune variation de vitesse induite par une force ou le milieu n'agit sur les corpuscules,
alors a = 0 et divv(af(x,v, t)) = 0. Dans ce cas les particules adoptent un mouvement rectiligne
uniforme.
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Les collisions Dans le cas général, c'est-à-dire lorsque les corpuscules peuvent interagir entre eux
et/ou avec le milieu, un terme de collision est à ajouter à l'Eq. 2.21. Dans la logique des travaux de
Boltzmann, plusieurs hypothèses sont faites sur ces interactions. Les interactions, des collisions, sont
supposées quasi-instantanées et quasi-ponctuelles à notre échelle descriptive. Cela signi�e que les
distances moyennes inter-corpusculaires sont grandes par rapport à la distance d'interaction entre
corpuscules ce qui correspond à un gaz dilué. Les collisions sont binaires (elles ne font intervenir
que deux particules) et élastiques (l'impulsion et l'énergie sont conservées). Les lieux d'interactions
sont distribués aléatoirement spatialement, de façon indépendante. Nous sommes là dans le cadre
conceptuel qui donne naissance au concept de section e�cace dont la conséquence première sera
que le terme d'atténuation par collision sera proportionnel à f et fera intervenir une fréquence de
collision que nous noterons ν. Même si le vocabulaire n'est pas le même, l'analogie avec la cinétique
chimique du chapitre précédent est très forte : le terme d'atténuation sera −νf là où en chimie il
était −kEγE . Il traduira le fait que des corpuscules de vitesse v collisionnent à la position x avec
d'autres corpuscules. Après la collision leurs vitesses sont modi�ées, donc elles ne font plus partie de
la population de particule de vitesse v dont f(x,v, t) donne la densité. De même, comme en chimie
nous aurons un terme source +S qui ici rend compte du fait que des molécules, initialement à une
vitesse di�érente de v, subissent une collision et après cette collision se retrouvent à la vitesse v.
Nous faisons alors le choix d'écrire ce terme source en faisant apparaître la fréquence de collision,
donc en dé�nissant une grandeur f∗ = S

ν . Comme en chimie, le terme source s'écrit alors +νf∗. Nous
obtenons ainsi l'équation de Boltzmann avec collisions Eq. 2.22 telle que nous allons la travailler par
la suite :

∂f(x,v, t)

∂t
+ v · ~gradXf(x,v, t) + divV (f(x,v, t)a) = −ν [f(x,v, t)− f∗(x,v, t)] . (2.22)

Nous précisons que le caractère très ramassé de cette écriture masque le fait qu'il s'agit d'une équation
non-linéaire. En e�et ν, la fréquence de collision, dépend du nombre de partenaires de collisions, donc
de la fonction de distribution f à d'autres vitesses vc. Elle est souvent écrite de la façon suivante :

ν(x,v, t) =

∫
Dv
dvc

∫
4π
du′ ‖v − vc‖σDCS

(
‖v − vc‖ ;u′ · v − vc‖v − vc‖

)
f(x,vc, t), (2.23)

où la fonction σDCS est la section e�cace di�érentielle. Nous discuterons de cette section e�cace
et de sa modélisation au Chap. 5 lorsque nous travaillerons la question des ailes de raies lointaines.
En e�et, la façon avec laquelle les temps de vol libre des molécules (avant collision) dépendent de
la vitesse de la molécule est entièrement dé�nie par cette section e�cace di�érentielle et ce sont ces
temps de vol libre qui se traduiront radiativement par un élargissement des raies d'absorption. La
spectroscopie �ne sera donc sensible au modèle de section e�cace retenu.

Par contre, quel que soit le modèle de section e�cace, il doit véri�er la micro-réversibilité des
collisions : dans le cadre théorique de Boltzmann cela se traduit par le théorème H (avec une entropie
dé�nie à l'aide de la fonction de distribution comme f log(f)). Ce théorème nous assure que dans les
conditions d'équilibre, les collisions se traduisent par une relaxation vers la fonction de distribution
à l'équilibre dont la distribution de vitesse associée est la distribution de Maxwell, qui ne dépend
que de la température. Nous retenons qu'à l'équilibre :

f(x,v, t) = feq(x,v, t), (2.24)

avec
feq(x,v, t) = η(x, t)peq(v, T (x, t)), (2.25)

où η(x, t) =
∫
Dv f(x,v, t)dv est la densité de molécules et où la distribution de Maxwell est

peq(v, T (x, t)) =

√
m

2πkBT (x, t)
exp

(
− mv2

2kBT (x, t)

)
. (2.26)
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La température est ici la température cinétique dé�nie par

3

2
η(x, t)kBT (x, t)) =

∫
Dv
f(x,v, t)

1

2
m(v − V )2dv (2.27)

où V = 1
η(x,t)

∫
Dv f(x,v, t)vdv est la vitesse moyenne.

2.2.2 L'équation de transfert radiatif : Boltzmann pour les photons

Prenons le cas où les particules sont des photons. En plus de leurs vitesses et de leurs positions,
les photons sont décrits avec une information supplémentaire : leur fréquence. Nous introduisons
donc une fonction de distribution dépendante de la fréquence ν que nous noterons fν . Par ailleurs,
en un point de l'espace géométrique, tous les photons ont le même module de vitesse c. Le descripteur
vitesse peut être ainsi réduit au descripteur direction. De ce fait, nous introduisons la fonction de
distribution monochromatique des photons pour une position et une direction donnée à l'instant t :
fν(x,u, t). L'espace des phases est maintenant D = {Dx,Du,Dν} où Du est l'espace de toutes les
directions, soit la sphère unité que nous noterons aussi parfois 4π en référence à sa mesure usuelle.
La quantité fν(x,u, t)dxdudν est le nombre de photons compris dans le volume dx autour de la
position x, se propageant selon une direction comprise dans l'angle solide du autour de la direction u
et dont la fréquence est comprise dans l'intervalle fréquentiel dν autour de la fréquence ν à l'instant
t.

Il n'y aura pas de collisions entre les photons. Les lieux d'interactions seront alors dé�nis par le
milieu et non par la distribution même de ces particules comme c'était le cas pour les molécules de
gaz. Le transport est alors linéaire. Entre deux phénomènes d'interaction, les photons se déplacent en
fonction des variations de l'indice de réfraction atmosphérique. Celui-ci impose que les trajectoires
ne soient pas rectilignes mais courbées. Dans ce chapitre, nous supposerons un indice de réfraction
uniforme. Ce n'est qu'au Chap. 5 que nous lèverons cette simpli�cation. Comme les photons ne
collisionnent pas entre eux, les seules interactions possibles sont alors l'absorption et la di�usion
par le milieu atmosphérique. Le phénomène de polarisation est ici négligé et tout comme l'indice de
réfraction, nous en reparlerons au dernier chapitre de cette thèse.

Pour les photons, nous obtenons alors l'équation de transport suivante :

∂fν(x,u, t)

∂t
+ cu · ~gradXfν(x,u, t) = −ke,νc [fν(x,u, t)− f∗ν (x,u, t)] . (2.28)

Comme en cinétique des gaz, nous avons un terme de transport représenté par le gradient spatial
de la fonction de distribution. Puisque nous avons négligé les variations spatiales de l'indice de
réfraction, il n'y a pas de terme de divergence qui apparaît pour l'espace des directions : les photons
se propagent en ligne droite. Comme en cinétique chimique et en cinétique des gaz, les termes de
droite traduisent l'atténuation (ici par collisions), et les sources de photons (ici des sources à la
fréquence ν et dans la direction u qui viennent de la physique d'émission et de la di�usion). Encore
une fois, comme en cinétique des gaz, la modélisation des collisions passe par la dé�nition de sections
e�caces. Nous les noterons σa,ν pour l'absorption et σs,ν pour la di�usion. La section e�cace peut
être vue comme une surface (en m2 par nombre de collisionneurs, i.e. molécules, gouttes, cristaux)
avec laquelle le photon va interagir. Plus la section e�cace est grande et plus il y aura de "chance"
que le photon interagisse avec elle. Nous dé�nissons également une section e�cace d'extinction σe,ν
qui est la somme des sections e�caces d'absorption et de di�usion : σe,ν = σa,ν+σs,ν . Bien sûr, plus le
nombre de collisionneurs est grand, plus les probabilités de collisions augmentent. Nous multiplions
alors la section e�cace d'extinction par la densité de collisionneurs n pour obtenir le coe�cient
d'extinction, soit

ke,ν = nσe,ν (2.29)

ou encore
ke,ν = ka,ν + ks,ν (2.30)
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avec ka,ν = nσa,ν le coe�cient d'absorption et ks,ν = nσs,ν le coe�cient de di�usion. La fré-
quence des collisions est alors le produit de ce coe�cient d'extinction par le module de la vi-
tesse de la lumière c ce qui, dans l'esprit de la cinétique du chapitre précédent, explique le terme
−ke,νc [fν(x,u, t)− f∗ν (x,u, t)] de l'Eq. 2.28.

À ce stade, nous pouvons déjà faire une première remarque importante en lien avec la chimie
du chapitre précédent. La vitesse de la lumière étant très élevée, les temps de parcours des pho-
tons sur des distances caractéristiques de l'atmosphère terrestre sont très largement supérieurs aux
temps caractéristiques du reste de la physique atmosphérique. Nous admettons alors souvent que les
photons se propagent de manière quasi-instantannée ce qui revient à retenir la version stationnaire
de l'Eq. 2.28. Cela ne signi�e pas que fν ne dépend pas du temps mais seulement que la dépen-
dance temporelle de fν n'est que la traduction du fait que l'atmosphère évolue : pour chaque état
de l'atmosphère nous suivons les photons en négligeant les temps de parcours et si le rayonnement
change ce n'est que parce que l'état de l'atmosphère change. Dans la pratique, nous travaillerons
donc presque exclusivement avec l'équation suivante :

u · ~gradXfν(x,u, t) = −ke,ν [fν(x,u, t)− f∗ν (x,u, t)] . (2.31)

Le parallèle est donc très fort avec l'Eq. 1.25 que nous avons utilisée en cinétique chimique. Nous
reviendrons sur ce parallèle lors de la formulation en espérance de la solution de l'équation de transfert
radiatif (Sec. 2.3.3), mais nous pouvons déjà retenir qu'en cinétique chimique nous travaillions sur
une dérivée temporelle, alors qu'ici il s'agit d'une dérivée spatiale : le terme u · ~gradXfν(x,u, t) est
une dérivée spatiale le long de la ligne de visée.

Ce qui est par contre très di�érent est la modélisation du terme de rappel f∗ν , notamment son
caractère directionnel du fait du phénomène de di�usion. La source de photons, c'est à dire le produit
+ke,νcf

∗
ν , résulte de deux phénomènes qui peuvent chacun faire apparaître un photon en x, à t, dans

la direction u : l'émission et la di�usion entrante. Écrivons :

+ ke,νcf
∗
ν = Semissionν + Sdiffusionν . (2.32)

Pour écrire la source par di�usion entrante, nous considérons les photons se propageant dans une
direction u′. La valeur f ′ν ≡ fν(x,u′, t) de la fonction de distribution pour cette direction nous
donne la densité de photons en ce point de l'espace des phases. En le multipliant par la fréquence
de di�usion ks,νc nous quanti�ons par unité de temps le nombre de ces photons qui vivent une
di�usion au point x à t, soit ks,νcf ′ν . Mais, parmi ces photons qui avant di�usion se déplaçaient
dans la direction u′, tous ne vont par rejoindre la direction u. La source par di�usion ne correspond
qu'à ceux qui après di�usion auront e�ectivement la direction u. Pour les trouver, nous multiplions
leur nombre par la densité de probabilité p(u;u′) que lors d'une di�usion, un photon initialement
dans la direction u′ se retrouve dans la direction u après di�usion. Cette densité de probabilité
est aussi appelée fonction de phase de di�usion simple. Nous nous retrouvons donc avec le produit
ks,νcf

′
νp(u;u′). La source par di�usion est obtenu en intégrant ce nombre de photons sur toutes les

directions incidentes :

Sdiffusionν =

∫
4π
ks,νcf

′
νp(u;u′)du′ = ks,νc

∫
4π
f ′νp(u;u′)du′. (2.33)

En reportant dans l'Eq. 2.28 cette expression de la source par di�usion entrante et en détaillant les
extinctions par absorption et par di�usion sortante, nous obtenons l'équation de transfert radiatif :

∂fν
∂t

+ cu · ~gradXfν = −(ka,ν + ks,ν)cfν + Semissionν + ks,νc

∫
4π
f ′νp(u;u′)du′. (2.34)

À l'équilibre thermodynamique le rayonnement est connu. Nous appelons ce rayonnement
soit le rayonnement d'équilibre, soit plus abusivement le rayonnement du corps noir en référence
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au fait que sous l'hypothèse d'un équilibre thermodynamique local le rayonnement sortant d'un
corps noir isotherme est égal au rayonnement d'équilibre. Ce rayonnement du corps noir était au
centre de nombreuses questions scienti�ques du XIX◦ siècle. Rayleigh et Jeans d'un côté et Wien de
l'autre ont essayé de formaliser l'émission d'un corps en fonction de sa température. C'est Planck
qui a mathématiquement ajusté la théorie à l'expérience en introduisant la constante qui porte son
nom : la constante de Planck h. Cependant, un détail n'avait pour lui pas de sens physique : pour
obtenir l'ajustement qu'il souhaitait, il avait été obligé de quanti�er le rayonnement en fonction de
hν. Einstein démontra plus tard que ce geste mathématique avait bel et bien un sens physique :
le rayonnement est quanti�é [Einstein, 1905]. De Broglie poussera cette idée en stipulant que tout
corps à des échelles de l'ordre du nanomètre est quanti�é : dualité onde-corpuscule à l'échelle des
particules (électrons, protons, atomes voire molécules). Cette brièveté historique nous permet de dire
tout le prestige qui est associé à la fonction de Planck dont nous disposons aujourd'hui pour décrire
la dépendance fréquentielle de la luminance d'équilibre, dont nous savions par ailleurs qu'elle était
isotrope. Nous noterons feqν (T ) la valeur de la fonction de distribution à l'équilibre et la fonction de
Planck nous dit que (pour un indice de réfraction unité)

feqν (T ) =
2ν2

c3

1

exp

(
hν

kBT

)
− 1

. (2.35)

Dans une telle condition d'équilibre, l'équation de transfert radiatif Eq. 2.34 doit être véri�ée. Or,
le terme temporel est nul puisqu'on est au stationnaire. Le terme de gradient spatial est nul car le
rayonnement est uniforme. L'isotropie et la micro-réversibilité de la fonction de phase permettent
d'écrire : ∫

4π
f ′νp(u;u′)du′ = feqν (T )

∫
4π
p(−u′;−u)du′ = feqν (T ), (2.36)

donc

− ks,νcfν + ks,νc

∫
4π
f ′νp(u;u′)du′ = −ks,νcfeqν (T ) + ks,νcf

eq
ν (T ) = 0, (2.37)

et �nalement l'Eq. 2.34 devient :

0 = −ka,νcfeqν (T ) + Semissionν . (2.38)

Nous retenons :
Semissionν = ka,νcf

eq
ν (T ). (2.39)

A ce stade, nous avons trouvé l'expression de la source par émission, mais ce n'est valable que pour
une situation d'équilibre.

À l'équilibre thermodynamique local nous allons conserver cette expression en utilisant comme
température la température de la matière (de l'atmosphère) au point et à l'instant considérés :

Semissionν (x,u, t) = ka,ν(x, t)cfeqν (T (x, t)) . (2.40)

Cette hypothèse sera valable en presque tous les points de l'atmosphère. Nous en discuterons les
limites au Chap. 5 quand nous ré�échirons à la très haute atmosphère. Elle consiste à supposer que
l'état de la matière en x à t est presque le même que si cette matière était à l'équilibre pour la même
densité de molécules et la même température. Si l'état de la matière est le même, les photons émis
par cette matière sont les mêmes, et donc le terme de source par émission obtenu pour l'équilibre
reste utilisable pour modéliser l'émission radiative du milieu atmosphérique même si globalement
l'atmosphère n'est pas à l'équilibre.

Nous pouvons donc reporter cette expression de la source par émission dans l'équation de transfert
radiatif pour obtenir l'équation de transfert radiatif sous hypothèse d'équilibre thermodynamique
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local :

∂fν
∂t

+ cu · ~gradXfν = −(ka,ν + ks,ν)cfν + ka,νcf
eq
ν (T ) + ks,νc

∫
4π
f ′νp(u;u′)du′. (2.41)

De manière plus conventionnelle, en transfert radiatif la fonction de distribution des photons est
remplacée par la luminance monochromatique. La luminance Lν(x,u, t) est la puissance du
rayonnement par unité de fréquence autour de ν, se propageant en x dans la direction u, par unité
d'angle solide autour de u et par unité de surface normale à la direction u. Une conséquence de
cette dé�nition est qu'il faudra toujours se représenter une surface orientée lorsque nous parlerons de
luminance, contrairement à la fonction de distribution où seules des visions en volume élémentaire
sont intuitées. Pourtant, il est facile de montrer qu'il existe une relation simple entre la luminance
et la fonction de distribution :

Lν(x,u, t) = hνcfν(x,u, t). (2.42)

Par conséquent, à partir de Eq. 2.35, la luminance d'équilibre est dé�nie par :

Leqν (T ) =
2hν3

c2

1

exp

(
hν

kBT

)
− 1

. (2.43)

Nous pouvons donc �nalement retenir (en pro�tant pour diviser chaque terme par la vitesse de la
lumière) :

1

c

∂Lν
∂t

+ u · ~gradXLν = −(ka,ν + ks,ν)Lν + ka,νL
eq
ν (T ) + ks,ν

∫
4π
L′νp(u;u′)du′. (2.44)

2.3 Vision probabiliste du transfert radiatif

Maintenant que le corpus du transfert radiatif a été introduit, discutons de la résolution de l'ETR
par une approche Monte Carlo qui a été mise en pratique depuis les années 1960 [Perlmutter and Howell, 1964,
Howell and Perlmutter, 1964]. L'avantage de penser la résolution du transfert radiatif par Monte
Carlo est la robustesse que la méthode donne pour le traitement conjoint de l'absorption et de la
di�usion sans dégrader le modèle physique [Marchuk et al., 1980], c'est-à-dire sans faire d'approxi-
mations. En considérant le fait que l'estimateur est donné avec une variance, cela fait de la méthode
une approche de référence.

2.3.1 Approches analogue et intégrale du transfert radiatif en Monte Carlo

Usuellement, deux approches existent pour estimer une grandeur radiative par Monte Carlo. Une
approche analogue portée sur la vision physique du problème de transport corpusculaire, avec toute
sa dimension probabiliste, et une approche intégrale plus formelle.

La vision analogue part de l'idée de la réalisation d'une expérience où un photon est suivi le long
de sa trajectoire. Admettons que nous voulions estimer par Monte Carlo le �ux monochromatique
sortant d'un volume ΩX de frontière ∂ΩX occupé par un ensemble de molécules à la température
T dans un état d'équilibre uniforme. Guidé par la vision physique, nous partons des sources de
rayonnement. Ces sources sont les molécules qui émettent des photons. Les photons émis se propagent
ensuite dans le milieu en subissant des di�usions et des absorptions. La trajectoire d'un photon
débute ici d'un point d'émission et s'arrête soit si le photon est absorbé dans le volume ΩX avant
d'en sortir, soit s'il sort de ce volume. S'il est absorbé, aucune contribution énergétique n'est retenue :
cette trajectoire ne contribue pas au �ux étudié et le poids de Monte Carlo w est nul (w = 0). Si à
l'inverse le photon sort de ΩX , alors il contribue via un poids de Monte Carlo de w = 4πV kaL

eq(T ) où
ka est le coe�cient d'absorption et V le volume de ΩX . Pourquoi ce poids ? Dans la vision analogue,
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à chaque photon émis, nous associons l'intégralité de l'énergie ou de la puissance émise par la source
considérée. Dans certaines des approches historiques, nous divisions cette énergie totale émise par le
nombre n de photons suivis et nous parlions de "pseudo-photons" ou de "paquets de photons" qui
chacun portait une fraction de l'émission totale. Le résultat du calcul était alors interprété comme
la somme des contributions de chaque photon et il s'écartait parfois de la théorie des méthodes
de Monte Carlo où l'estimateur n'est pas construit comme une somme de poids mais comme une
moyenne de poids. Aujourd'hui, la pratique dominante fait porter à chaque photon l'intégralité de la
source et l'estimateur est la moyenne des poids. Dans notre exemple, la puissance totale émise par
les molécules situées dans ΩX est 4πV kaL

eq(T ) et donc chaque photon part avec un poids initial
wi = 4πV kaL

eq(T ) et s'il atteint la frontière, son poids �nal est w = wi alors qu'en cas d'absorption
w = 0. Le �ux étudié est alors estimé comme la moyenne de poids w sur les n photons suivis. Reste à
savoir d'où partent les photons et dans quelle direction. Comme le milieu est uniforme, la distribution
des positions d'émissions est uniforme. Comme les molécules sont à l'équilibre thermodynamique
local, leur émission est isotrope et la distribution des directions de départ des photons est isotrope.

Remarque : la description que nous venons de faire peut laisser à penser que lorsque nous adoptons
une vision analogue, il n'y a aucune souplesse algorithmique. Ce n'est pas le cas. L'algorithme est
d'abord donné en ces termes, c'est à dire comme une traduction stricte de la physique des photons,
mais ensuite nous conservons toute la liberté o�erte par la théorie de Monte Carlo, notamment avec
la possibilité d'élaborer des stratégies de réduction de variance.

Toujours sur notre même premier exemple, si le milieu est très absorbant, la plupart des photons
seront absorbés avant d'atteindre la frontière et auront un poids nul. Les photons émis près du
bord et partant dans une direction tournée vers le bord seront rares et pourtant ce seront eux qui
contribueront avec un poids non nul. La variance de l'estimateur sera donc très forte et il faudra
suivre un très grand nombre de photons pour que l'incertitude de cet estimateur soit acceptable. Nous
pourrons alors choisir de ne plus échantillonner les positions d'émission de façon uniforme, de favoriser
les émissions proches du bord, et d'introduire un terme correctif dans l'expression du poids initial de
façon à ce que l'estimateur reste non biaisé. Ce n'est rien d'autre qu'une stratégie d'échantillonnage
par importance mais nous voyons bien que, partant d'un énoncé purement analogue, l'algorithme
�nalement utilisé peut s'écarter fortement de la physique des photons. Pourtant, pour ce type de
stratégie, nous parlons encore de vision analogue. Il en va de même lorsque nous faisons appel
à la réciprocité des chemins lumineux. C'est souvent intéressant lorsque notre observable ne peut
recevoir de contribution que dans un espace de dé�nition restreint. Par exemple, admettons que nous
considérons des sources de photons provenant du Soleil et que nous voulons estimer la luminance en
une position x et dans une direction donnée u. La luminance correspond aux photons passant en x
par unité de surface et dans la direction u par unité d'angle solide. Si u n'est pas dans la direction
du Soleil, en partant du Soleil aucun photon ne se retrouvera exactement en x dans la direction u.
Les algorithmes analogues ne sont donc pas utilisables au sens strict. Mais il sera aisé de partir du
détecteur (de x dans la direction −u) et de suivre les photons dans des trajectoires réciproques et
donc compter ceux qui atteignent le soleil, qui lui occupe un angle solide �ni. Nous parlons alors
de Monte Carlo réciproque mais comme la réciprocité du rayonnement nous permet de remonter les
trajectoires des photons exactement de la même façon que nous les descendons, ces Monte Carlo
réciproques pourront être encore classés dans les approches analogues.

La vision intégrale ne se pense qu'à partir du formalisme. Sans la nommer, c'est cette approche
que nous avons pratiquée au Chap. 1 pour la cinétique chimique. Nous parcourions alors une di-
mension temporelle et l'atténuation s'e�ectuait le long de cette dimension en 1D. Comme nous
considérons l'équation de transfert radiatif en stationnaire, si nous n'avions pas de di�usion nous
pourrions établir un parallèle strict où le temps parcouru dans la cinétique chimique serait remplacé
par la distance parcourue en 1D le long d'un rayon. Mais avec la di�usion multiple, la dimension du
problème passe de 1 à une in�nité : au moment de l'émission d'un photon, rien ne limite à priori
le nombre de di�usions qu'il subira avant de terminer sa trajectoire et chaque segment entre deux
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di�usions introduit une dimension supplémentaire (espace des trajectoires sans di�usion, espace des
trajectoires avec une di�usion exactement, espace des trajectoires avec deux di�usions exactement,
etc). Cette dimension in�nie ne pose pas de di�culté majeure, ce qui est une des plus grandes forces
de la méthode de Monte Carlo. Ce constat est valable aussi bien dans la vision analogue que dans la
vision intégrale. Elle demande néanmoins une attention spéci�que et nous nous y consacrerons dans
la Sec. 2.3.2. Ici, pour commencer à faire sentir ce qu'est la vision intégrale nous allons revenir à
l'exemple de l'estimation d'un �ux monochromatique à la frontière d'un volume fermé en masquant
la di�usion multiple derrière l'idée d'un chemin de longueur l, depuis la position d'émission x dans
la direction u, jusqu'à la première traversée de la frontière en supposant qu'il n'y a pas d'absorption
le long du chemin. Le chemin en question est un chemin de multi-di�usions mais nous n'en parlons
pas à ce stade : nous admettons seulement qu'il y a une distribution de ces longueurs de premier
passage à la frontière que nous notons pL(l|x,u). Formellement, le �ux s'écrit alors :

Φ(ΩX → ∂ΩX) =

∫
ΩX

dx

∫
4π
du

∫ +∞

0
pL(l|x,u)dlkaL

eq(T ) exp (−kal) . (2.45)

L'intégrale sur ΩX traduit le fait qu'il y a des photons émis en tous les points x du volume. L'intégrale
sur 4π traduit le fait qu'il y a des émissions dans toutes les directions u de la sphère unité. En chaque
point et chaque direction, la densité de puissance émise est kaLeq(T ). L'intégrale sur les longueurs l
pondérée par pL(l|x,u) traduit la di�usion multiple. L'atténuation exp (−kal) traduit l'absorption le
long du chemin de di�usion multiple. Cette écriture est typique de la physique du transfert radiatif
mais n'a à ce stade aucun lien avec la méthode de Monte Carlo.

Pour aller vers Monte Carlo, l'idée est de transformer cette expression en l'espérance d'une va-
riable aléatoire. Le motif

∫ +∞
0 p(L|x,u)dl rappelle déjà une espérance : une intégrale pondérée par

une densité de probabilité. Ce sera souvent le cas. Certaines parties du modèle physique seront
énoncées en termes de variables aléatoires et la première expression de la grandeur à estimer pourra
contenir les éléments d'une écriture en espérance. Nous pourrons alors choisir de les conserver (uti-
liser les variables aléatoires "naturelles") où choisir de les retravailler pour faire apparaître d'autres
variables aléatoires. Ici, nous allons conserver la distribution des longueurs de la di�usion multiple
et dire que nous disposons déjà d'une variable aléatoire L dont l est une réalisation. Par contre,
ce n'est pas le cas pour les deux premières intégrales. Nous introduisons alors de façon tout à fait
arbitraire deux variables aléatoires :

� X dé�nie sur ΩX , de densité de probabilité pX ;

� U dé�nie sur la sphère unité, de densité de probabilité pU .

Nous pouvons alors écrire :

Φ(ΩX → ∂ΩX) =

∫
ΩX

pX(x)dx

∫
4π
pU (u)du

∫ +∞

0
pL(l|x,u)dl

kaL
eq(T ) exp (−kal)
pX(x)pU (u)

. (2.46)

Cette écriture est bien l'espérance d'une variable aléatoire W qui sera notre variable aléatoire poids
de Monte Carlo. Celle ci est dé�nie par le fait qu'une réalisation w deW est obtenue en commençant
par une réalisation x de la variable aléatoire X, puis une réalisation u de la variable aléatoire U et
en�n une réalisation l de la variable aléatoire L, pour obtenir w = kaLeq(T ) exp(−kal)

pX(x)pU (u) . Nous pourrons
également noter :

Φ(ΩX → ∂ΩX) = E(W ) (2.47)

avec

W =
kaL

eq(T ) exp (−kaL)

pX(X)pU (U)
. (2.48)

Si nous choisissons pX(X) = 1/V et pU (U) = 1/4π, c'est-à-dire si nous choisissons de distribuer
les positions et les directions d'émissions comme dans la vision analogue, alors le poids de Monte
Carlo devient W = 4πV kaL

eq(T ) exp (−kaL), c'est-à-dire un poids très proche de celui que nous
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avons construit pour illustrer la vision analogue. Il s'agit du poids initial précédent (la puissance
totale émise par le volume) multiplié par l'atténuation exponentielle liée à l'absorption le long d'une
trajectoire dont la longueur est la variable aléatoire L. Précédemment, ce poids initial était multiplié
par 0 ou par 1 selon que le photon était absorbé ou non avant d'atteindre la frontière. Les absorptions
étaient discrètes, ici elles sont continues le long du chemin de di�usion multiple. Nous voyons que
nous sommes partis d'une vision intégrale mais que l'algorithme que nous obtenons n'est pas loin
d'une vision analogue. Il su�t pour cela d'imaginer un faisceau suivant une trajectoire de di�usion
multiple (en regroupant tous les photons qui vivent les mêmes di�usions) et s'atténuant selon la loi
de Beer de l'absorption. La séparation entre vision analogue et vision intégrale est donc arti�cielle
à de nombreux points de vue. Il n'est par contre pas arti�ciel du tout de faire les deux observations
suivantes :

� quand nous partons d'une vision analogue, il y a beaucoup de con�ance et de souplesse à
gagner à prendre l'habitude d'écrire systématiquement les formulations intégrales ;

� quand nous partons d'une vision intégrale, il y a beaucoup de con�ance et de souplesse à gagner
à prendre le temps de construire une lecture intuitive de l'algorithme en termes de variables
aléatoires et de chemins.

Par la suite, nous passerons donc d'un point de vue à l'autre sans plus chercher à prévenir le lecteur.

Pour �nir cette introduction à l'approche intégrale, faisons l'e�ort de transformer cette intégrale
a�n de retrouver exactement l'algorithme analogue. Cette transformation est importante dans notre
thèse car nous l'avons déjà utilisée en cinétique chimique, mais surtout parce que nous en aurons
besoin à chaque fois que nous souhaiterons faire appel au concept de collision nulle : si nous en restons
à une absorption continue (le poids de Monte Carlo contient l'exponentielle d'une atténuation de
Beer), alors le problème n'est pas posé en termes de collisions, et nous ne pouvons pas rajouter de
collisions nulles. Donc, quand nous rencontrerons une atténuation exponentielle, nous la traduirons
systématiquement de la façon ci-dessous (y compris lorsque le coe�cient d'extinction est hétérogène).

Il su�t de réécrire l'exponentielle comme une intégrale (entre la longueur l du chemin de di�usion
multiple et +∞) :

exp (−kal) =

∫ +∞

l
ka exp

(
−kal′

)
dl′. (2.49)

Ensuite étendons l'intégrale le long du chemin de di�usion multiple (entre 0 et l), en intégrant une
fonction nulle (on note H(l′ > l) = 0 lorsque l′ < l et H(l′ > l) = 1 lorsque l′ > l) :

exp (−kal) =

∫ +∞

0
H(l′ > l)ka exp

(
−kal′

)
dl′. (2.50)

Nous reconnaissons alors une distribution exponentielle sur [0,+∞[ et dé�nissons une variable aléa-
toire L′ de densité de probabilité pL′(l′) = ka exp (−kal′). Ainsi, l'exponentielle de Beer se lit comme
une espérance :

exp (−kal) =

∫ +∞

0
pL′(l

′)dl′H(l′ > l), (2.51)

soit

exp (−kal) = E
(
H(L′ > l)

)
. (2.52)

Nous retrouvons bien le fait que l'atténuation de Beer s'interprète comme une moyenne de 0 et de 1,
ceci en lien avec l'interprétation de L′ comme une distance parcourue jusqu'à une collision (un libre
parcours) : nous retenons H(L′ > l) = 1 lorsque la collision (l'absorption) a lieu à une distance L′
plus grande que la longueur du chemin de di�usion multiple jusqu'à la frontière (après la traversée
de la frontière), et nous retenons H(L′ > l) = 0 lorsque la collision a lieu avant la frontière (le
photon est absorbé avant d'atteindre la frontière).
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Quand c'est nécessaire, nous voyons donc ici comment nous pouvons partir d'une formulation
intégrale, obtenue à partir de l'équation de transfert radiatif sans aucune interprétation statistique,
puis réintroduire un point de vue statistique pour obtenir �nalement l'expression suivante :

Φ(ΩX → ∂ΩX) =

∫
ΩX

pX(x)dx

∫
4π
pU (u)du

∫ +∞

0
pL(l|x,u)dl

∫ +∞

0
pL′(l

′)dl′H(l′ > l)
kaL

eq(T )

pX(x)pU (u)
,

(2.53)
ou encore

Φ(ΩX → ∂ΩX) = E(W ′), (2.54)

avec

W ′ = H(L′ > L)
kaL

eq(T )

pX(X)pU (U)
, (2.55)

et en prenant pX(X) = 1/V et pU (U) = 1/4π,

W ′ = H(L′ > L)4πV kaL
eq(T ), (2.56)

ce qui nous redonne exactement l'algorithme analogue : nous tirons aléatoirement une position dans
le volume de façon uniforme, une direction de façon isotrope, partant de ce point et dans cette
direction, nous suivons un chemin de di�usion multiple jusqu'à la frontière pour trouver la longueur
du chemin ; en�n nous tirons aléatoirement une distance jusqu'à absorption et si cette distance est
plus grande que la longueur du chemin nous retenons le poids 4πV kaL

eq(T ), (la puissance totale
émise par le volume) sinon nous retenons zéro. Nous sommes partis de l'écriture intégrale et nous
retrouvons la vision analogue. Nous aurions aussi pu partir de l'algorithme analogue et traduire
chacun des tirages en termes d'espérance pour parvenir exactement au même stade.

2.3.2 Rappel de notre problématique : estimation statistique d'un �ux moyen

Revenons au c÷ur de notre sujet de thèse, c'est-à-dire au calcul du �ux moyen tel qu'introduit
au début de la thèse. Comme il a été énoncé, l'objectif est d'estimer les variations du �ux moyen
lorsque la concentration d'un gaz à e�et de serre est modi�ée, autrement dit d'estimer la sensibilité
de la grandeur

φ̄ =

∫
∆t

1

∆t
dt

∫
TOA

1

S
dS(x)

∫ +∞

0
dν

∫
2π
‖u · n‖ du Lν(x,u, t), (2.57)

par la méthode de Monte Carlo, et d'assurer un niveau de précision permettant de regarder le
calcul comme un résultat de référence. La con�guration climatique est représentée sur la Fig. 2.1.
Nous avons vu que, de ce point de vue, la méthode est bien adaptée car elle aborde l'estimation des
intégrales multiples, potentiellement jusqu'à la dimension in�nie, sans perdre la possibilité d'associer
à chaque résultat une quanti�cation de l'incertitude. Même si la di�usion multiple fait intervenir
un nombre in�ni d'intégrales emboîtées, la méthode de Monte Carlo regarde l'écriture intégrale
correspondante comme l'espérance d'une variable aléatoire scalaire unique : la variable aléatoire
poids. L'estimateur est la moyenne de n réalisations du poids et l'incertitude est 1√

n
fois l'écart type

de ces n réalisations.

Pour estimer le �ux moyen (Eq. 2.57), il su�t d'introduire des densités de probabilité arbitraires
pour formuler celui-ci comme une espérance. Certaines sont "naturelles" au sens où la dé�nition
de la grandeur étudiée contient déjà une proposition probabiliste. Le �ux moyen qui nous intéresse
est moyenné sur une période de temps ∆t avec une pondération uniforme des dates au sein de
cette période de temps. Nous pouvons donc choisir d'utiliser une variable aléatoire T distribuée
uniformément sur la période d'intégration et de densité de probabilité pT (t) = 1

∆t . Le �ux est
aussi moyenné uniformément sur la surface S de la planète, donc nous sommes invités à commencer
par utiliser une variable aléatoire X uniforme de densité de probabilité pS(x) = 1

S . Par contre, la
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Figure 2.1 � Figure illustrant la complexité du domaine d'intégration. La densité de �ux au sommet de l'atmosphère,
à un endroit donné et à un moment donné, est une double intégrale : sur toutes les fréquences et sur l'espace des
trajectoires des photons à di�usion multiple. Cette densité de �ux est intégrée sur toutes les positions et sur une période
climatique. L'état thermodynamique local de l'atmosphère (température T , pression totale P , pression partielle Pi
pour l'espèce i) est di�érent à chaque instant au cours de cette période climatique, ce qui se traduit par un spectre
de raies variant dans le temps, associé à des transitions d'états moléculaires élargis par des décalages de fréquences et
des collisions.

dé�nition du �ux elle-même ne suggère rien en ce qui concerne les deux autres intégrales : l'intégrale
fréquentielle et l'intégrale sur les directions.

Nous introduisons donc arbitrairement une variable aléatoire N distribuée sur la plage fréquen-
tielle [0,+∞] (l'ensemble du spectre), de densité de probabilité pN , et une variable aléatoire U
distribuée sur l'hémisphère sortant (admettons que nous étudions l'émission thermique), de densité
de probabilité pU . Cela nous permet d'écrire :

φ̄ =

∫
∆t
pT (t)dt

∫
TOA

pS(x)dS(x)

∫ +∞

0
pN (ν)dν

∫
2π
pU (u)du

1

∆t

1

S
‖u · n‖Lν(x,u, t)

pT (t)pS(x)pN (ν)pU (u)
, (2.58)

soit

φ̄ =

∫
∆t
pT (t)dt

∫
TOA

pS(x)dS(x)

∫ +∞

0
pN (ν)dν

∫
2π
pU (u)du

‖u · n‖Lν(x,u, t)

pN (ν)pU (u)
. (2.59)

Dans la suite de cette thèse, nous ferons deux choix très simples pour les deux densités de probabilités
restantes, pN et pU . Pour cela, nous partons de l'idée qu'au tout premier ordre, l'émission thermique
de la Terre (sol et atmosphère), à chaque point du globe et à chaque date, s'apparente à celle d'un
corps noir isotherme et que cette température est inférieure à la température maximum observée
que nous prenons à Tmax = 300K. Ce modèle de corps noir nous conduit à choisir une distribution
angulaire proportionnelle au cosinus de l'angle avec la direction verticale n, soit :

pU (u) =
u · n
π

. (2.60)

Pour la distribution fréquentielle, ce même modèle d'un corps noir isotherme nous conduirait à
utiliser la distribution de Planck. Mais nous ne connaissons pas localement et à chaque date la
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température du corps noir équivalent au �ux émis vers l'espace. Nous retenons quand même la
distribution de Planck mais en choisissant la température Tmax. La raison pour laquelle nous utilisons
la valeur maximum de température est que pour les hautes fréquences, la luminance du corps noir
augmente très fortement avec la température. En retenant une température trop basse, nous prenons
le risque que les hautes fréquences soient fortement sous-échantillonnées. Bien sûr, l'estimateur reste
non-biaisé quelle que soit la distribution fréquentielle choisie pour l'échantillonnage : le poids de
Monte Carlo est en 1

pN (ν) et donc une trop faible valeur de pN (ν) sera compensée rigoureusement
par un poids plus élevé. Mais cela sera au prix de la variance, donc du besoin d'un plus grand
nombre de réalisations pour atteindre la précision atteinte. En retenant la distribution de Planck à la
température Tmax, nous n'assurons en aucun cas un échantillonnage optimum, mais nous garantissons
qu'aucun comportement pathologique ne sera rencontré. Nous utilisons donc :

pN (ν) =
πLeqν (Tmax)

σT 4
max

, (2.61)

avec
∫
Leqν dν = σT 4

max/π assurant la normalisation.

Ces choix de distributions spatiales et angulaires nous conduisent à :

φ̄ =

∫
∆t
pT (t)dt

∫
TOA

pS(x)dS(x)

∫ +∞

0
pN (ν)dν

∫
2π
pU (u)du σT 4

max

Lν(x,u, t)

Leqν (Tmax)
, (2.62)

c'est-à-dire à la dé�nition suivante du poids de Monte Carlo W :

φ̄ = E(W ), (2.63)

avec

W = σT 4
max

LN (X,U , T )

LeqN (Tmax)
. (2.64)

Cependant, le champ de luminance n'est pas connu au préalable et il nous faudrait donc le
calculer. Mais sous réserve qu'il soit possible de formuler cette luminance elle-même comme une
espérance, nous pourrons nous servir du fait que l'espérance d'une fonction linéaire d'une espérance
est elle-même une espérance : E(X) = E [ f (E(X))]. Dans ce cas, la luminance ne sera jamais calculée
explicitement : le �ux radiatif sera entièrement décrit sous forme intégrale (une seule espérance), une
formulation qui combinera les intégrales que nous venons de décrire avec celles de la luminance dans
un seul problème intégral. Donc, nous admettrons que nous saurons dé�nir une variable aléatoire
poids WL(x,u, ν, t) dont l'espérance est la luminance Lν(x,u, t) :

Lν(x,u, t) = E(WL(x,u, ν, t)). (2.65)

Ce poids WL sera construit sur la base d'un chemin radiatif, dans l'esprit de l'illustration que
nous avons faite des algorithmes analogues dans la section précédente. Le poids de Monte Carlo du
problème dans son ensemble, celui permettant d'estimer φ̄ sans passer par le calcul explicite de la
luminance, sera alors :

W = σT 4
max

WL(X,U ,N , T )

LeqN (Tmax)
. (2.66)

La synthèse est la suivante : chaque réalisation de Monte Carlo consistera en :

� un tirage d'un temps (échantillonnage de T ) ;
� un tirage d'une position au sommet de l'atmosphère (échantillonnage de X) ;

� un tirage d'une fréquence (échantillonnage de N ) ;

� un tirage d'une direction d'échappement vers l'espace (échantillonnage de U) ;

� un tirage d'un chemin radiatif (qui conduit à l'échantillonnage de WL) ;
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� le calcul du poids selon l'Eq. 2.66.

La prochaine étape, dans les deux sections qui suivent, sera donc de dé�nir WL (formuler la
luminance comme une espérance). Nous retrouverons les mêmes enjeux que ceux de la cinétique
chimique, en commençant par la dé�nition d'une variable aléatoire libre parcours là où nous avions
introduit le libre temps. Puis, nous aborderons les milieux hétérogènes avec le concept de collision
nulle là où en chimie nous avions parlé de réaction nulle. Tout cela pour préparer la suite du chapitre
qui sera intégralement tournée vers la prise en compte d'une modélisation raie-par-raie du coe�cient
d'absorption.

2.3.3 Formulation statistique de la luminance

Dans cette section, il s'agira de construire un espace de chemins et d'y associer une variable
aléatoire dont l'espérance sera la luminance monochromatique dont nous avons besoin dans les
Eq. 2.62, Eq. 2.64 et Eq. 2.66. L'essentiel de cette question (écrire la luminance comme une espérance)
a déjà été abordé dans le chapitre précédent. En e�et, pour aborder la cinétique chimique par
Monte Carlo, nous avons traduit l'équation cinétique en des termes statistiques et cela nous a
conduit à échantillonner des temps de réaction. L'équation de transfert radiatif, comme toutes les
équations de transports linéaires, est aussi une équation cinétique. En toute généralité, elle est
spatio-temporelle alors que notre cinétique chimique était purement temporelle. Mais nous étudions
le transfert radiatif au régime stationnaire (nous négligeons les temps de parcours des photons
devant les temps caractéristiques de la physique atmosphérique). Donc, en pratique, notre équation
de cinétique radiative est purement spatiale. Le parallèle sera très fort avec une cinétique purement
temporelle : nous échantillonnerons des distances de collision au lieu d'échantillonner des temps
de réaction, la logique sera tout à fait semblable. La nouveauté sera la physique de la collision elle-
même qui impliquera bien la possibilité d'une réaction (rôle joué par le terme d'émission thermique),
mais aussi un changement de direction : l'équation de transfert radiatif porte sur l'espace de phase
et les collisions peuvent être des absorptions mais aussi des di�usions. La traduction statistique de
l'équation de transfert radiatif que nous proposons maintenant commencera donc exactement comme
celle de la cinétique chimique, mais nous devrons ensuite travailler sur la di�usion et notamment sur
le caractère récursif du processus di�usif : la di�usion multiple.

Notre point de départ est l'équation de transfert radiatif (Eq. 2.44) que nous avons écrite sous
la forme suivante (pour un milieu à indice de réfraction uniforme) :

1

c

∂L

∂t
+ u · ~gradXLν = −(ka,ν + ks,ν)Lν + ka,νL

eq
ν + ks,ν

∫
4π
L′νp(u;u′)du′. (2.67)

Sans di�usion Si nous nous plaçons en régime stationnaire (le temps de parcours des photons
est négligeable devant les autres temps caractéristiques du reste de la physique atmosphérique) en
négligeant la di�usion dans un premier temps et si nous faisons l'hypothèse que la luminance entrante
L∂Ω
ν est connue à la frontière ∂Ω du domaine atmosphérique Ω (e.g. dans l'infrarouge nous supposons

que le sol serait un corps noir à une température donnée et que le rayonnement entrant au sommet
de l'atmosphère est nul), alors le problème s'écrit :{

u · ~gradXLν = −ka,νLν + ka,νL
eq
ν ∀x ∈ Ω, ∀u ∈ S2

Lν = L∂Ω
ν ∀x ∈ ∂Ω, ∀u ∈ H(x,n∂Ω),

(2.68)

où H(x,n∂Ω) est l'hémisphère autour de la normale entrante à la frontière en x. Comme nous
avons enlevé la di�usion et qu'il n'y a pas non plus de ré�exions à la frontière, le problème peut
se poser indépendamment pour chaque ligne de visée (chaque droite orientée traversant Ω). Ainsi
pour chaque position y à la frontière et chaque direction entrante u à cette position, nous pouvons
dé�nir une abscisse curviligne σ le long de la droite (y,u) et faire un changement de variable en
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utilisant une nouvelle fonction pour la luminance, cette fois une fonction à une seule variable :
Iν ≡ Iν(σ, t) = Lν(y + σu,u, t). En notant I0

ν = L∂Ω
ν (y,u, t) le problème devient :{

dIν
dσ = −ka,νIν + ka,νI

eq
ν ∀σ > 0

Iν(0) = I0
ν ,

(2.69)

où ka,ν est une fonction de σ via ka,ν ≡ ka,ν(y+σu, t). Nous voyons bien qu'à ce stade, pour chaque
date t donnée (pour un état donné de l'atmosphère), le problème est rigoureusement identique à
celui de l'Eq. 1.25 du chapitre précédent. Nous avons donc une similitude stricte entre la cinétique
chimique que nous avons introduite au début de cette thèse et le transfert radiatif en milieu purement
absorbant avec des parois noires. L'abscisse curviligne σ (l'espace) joue ici le rôle que jouait le
temps t en chimie, le coe�cient d'absorption ka,ν (fonction de l'espace) correspond à la fréquence
réactionnelle kE (fonction du temps), la luminance d'équilibre Ieqν (fonction de l'espace) correspond
à γ∗E (fonction du temps), et la luminance incidente à la frontière I0

ν est l'équivalent du taux de
conversion initial. Nous pouvons donc écrire la luminance (à toute abscisse le long de la ligne de
visée) comme l'espérance d'une variable aléatoire, exactement de la même façon que nous l'avons
faite dans la Sec. 1.5 pour le taux de conversion (à tout instant après l'instant initial). Cela nous
conduit à dé�nir une variables aléatoire libre parcours que nous noterons L de la même façon que
nous avons introduit la variable aléatoire libre temps T en chimie. La luminance en σ > 0 s'écrit
alors :

Iν(σ, t) =

∫ +∞

0
pL(l)dl

H(σ − l < 0) I0
ν

+H(σ − l > 0) Ieqν (σ − l),

 (2.70)

soit

Iν(σ, t) = E

H(σ − L < 0) I0
ν

+H(σ − L > 0) Ieqν (σ − L),

 (2.71)

où pL est la densité de probabilité de L :

pL(l) = ka,ν(y + (σ − l)u, t) exp

(
−
∫ l

0
ka,ν(y + (σ − l′)u, t)dl′

)
. (2.72)

Pour lire ces écritures dans les mêmes termes que ceux que nous avons utilisés pour la chimie, nous
pouvons dire ici que pour estimer la luminance Iν à l'abscisse curviligne σ (dans la direction u), nous
calculons le poids de Monte Carlo en tirant aléatoirement un libre parcours vers l'arrière (dans la
direction −u), selon une distribution exponentielle qui tient compte de l'hétérogénéité du coe�cient
d'absorption (la loi de Beer). Il y a deux cas de �gure :

� si le libre parcours est plus long que la distance à la paroi, nous retenons la valeur de la
luminance sortant de la paroi ;

� si le libre parcours est plus court que la distance à la paroi, nous retenons la valeur de la
luminance d'équilibre au point correspondant.

La dé�nition d'une abscisse curviligne σ et le changement de notation de Lν à Iν n'étaient utiles
que pour établir le parallèle avec la cinétique chimique. Nous pouvons maintenant reprendre le même
résultat en revenant à nos notations d'origine (sous les mêmes hypothèses) :

Lν(x,u, t) =

∫ +∞

0
pL(l;x,−u, ν, t)dl

H
(
l > l∂Ω(x,−u)

)
L∂Ω
ν (y(x,−u),u, t)

+H
(
l < l∂Ω(x,−u)

)
Leqν (T (x− lu, t))

 , (2.73)
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où y(x,−u) est la première intersection avec la frontière du domaine quand nous nous déplaçons
depuis x dans la direction −u et l∂Ω(x,−u) la distance entre x et y(x,−u) avec :

pL(l;x,−u, ν, t) = ka,ν(x− lu, t) exp

(
−
∫ l

0
ka,ν(x− l′u, t)dl′

)
. (2.74)

Il en résulte que la variable aléatoire libre parcours L est maintenant une fonction de la position
dont nous partons, de la direction, de la fréquence et bien sûr de l'état de l'atmosphère à l'instant t.
Nous écrirons donc L ≡ L(x,−u, ν, t). Finalement l'Eq. 2.73 est bien celle dont nous avions besoin
dans les Eq. 2.62 et Eq. 2.64 (pour le calcul du �ux sortant de l'atmosphère) et avec les notations
que nous avions préparées pour cela, nous pouvons proposer l'expression suivante pour le poids WL,
ici en l'absence de di�usion atmosphérique et en l'absence de ré�exion au sol :

WL(x,u, ν, t) =

H
(
L(x,−u, ν, t) > l∂Ω(x,−u)

)
L∂Ω
ν (y(x,−u),u, t)

+H
(
L(x,−u, ν, t) < l∂Ω(x,−u)

)
Leqν (x− lu, t).

 (2.75)

Bien qu'élémentaire, l'Eq. 2.73 permet de se construire des images intéressantes. Nous constatons
qu'en milieu homogène, la luminance est bien une contribution de la luminance du sol et de l'at-
mosphère. Si l'épaisseur optique tend vers l'in�ni, exp(−τ) → 0, alors la luminance est égale à
celle de l'atmosphère. A l'opposé, si l'épaisseur optique est faible, seule la contribution du sol sera
d'importance.

Une puissance de la méthode Monte Carlo intégrale est que nous pouvons aisément faire cor-
respondre une vision algorithmique à partir de l'expression intégrale. Plus généralement, il y aura
toujours ce passage entre modèle physique, reformulation en espérance et interprétation algorith-
mique. Nous ne pouvons que mettre en avant le caractère remarquable de la méthode qui lie la
physique théorique, les mathématiques probabilistes et l'informatique. Ainsi, voici l'algorithme cor-
respondant à l'Eq. 2.73 :

Algorithm 7 Algorithme d'échantillonnage de WL(x,u, ν, t).

1: Échantillonner l selon pL(l)
2: if l > l∂Ω(x,−u) then
3: wL = L∂Ω

ν

4: else
5: wL = Leqν (T )
6: end if

Avec di�usion et ré�exion Rajouter la di�usion et de la ré�exion n'est pas di�cile. Dans une
pensée analogue, il su�t de comprendre que l'algorithme que nous venons de décrire en absorp-
tion pure est un algorithme réciproque : nous suivons le chemin radiatif à l'envers et lorsque nous
trouvons une position d'absorption (à la �n du libre parcours d'absorption ou à la frontière), nous
interprétons cette absorption comme une émission (nous retenons la luminance d'équilibre ou la
luminance "émise" par la paroi). Rajouter de la di�usion ou de la ré�exion à la frontière revient
alors simplement à dé�nir un libre parcours d'extinction (au lieu de la seule absorption), c'est-à-dire
remplacer ka,ν par ke,ν = ka,ν + ks,ν , et lorsque nous trouvons une position de collision (à la �n du
libre parcours d'extinction ou à la frontière), nous interprétons cette collision :

� comme une émission ou une di�usion réciproque lorsque la collision est en volume : nous
retenons la luminance d'équilibre à la température de l'atmosphère si c'est une émission, sinon
nous poursuivons le chemin après di�usion ;
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� comme une émission ou une ré�exion réciproque lorsque la collision est en surface, et nous
retenons la luminance d'équilibre à la température de la frontière si c'est une émission, sinon
nous poursuivons le chemin après ré�exion.

Dans cette pensée réciproque, pour les collisions en volume, la probabilité de retenir une émission
est ka,ν

ke,ν
, celle de retenir une di�usion ks,ν

ke,ν
(i.e. l'albédo de di�usion simple). Pour les collisions en

surface, la probabilité de retenir une émission est l'émissivité εν , celle de retenir une ré�exion 1− εν
(i.e. la ré�ectivité).

L'approche intégrale permet de valider et conforter cette construction intuitive. Nous allons le
faire pour la di�usion seulement et pour cela repartons de l'Eq. 2.67. En nous plaçant en régime
stationnaire, reconstruisons une équation équivalente à l'Eq. 2.68 mais cette fois en conservant la
di�usion : {

u · ~gradXLν = −ke,νLν + ke,νL
∗
ν ∀x ∈ Ω, ∀u ∈ S2

Lν = L∂Ω
ν ∀x ∈ ∂Ω, ∀u ∈ H(x,n∂Ω).

(2.76)

Nous avons pour cela introduit la notation suivante :

L∗ν =
ka,ν
ke,ν

Leqν +
ks,ν
ke,ν

∫
4π
L′νp(u;u′)du′. (2.77)

Comme l'Eq. 2.76 a exactement la même forme que l'Eq. 2.68, nous pouvons directement réinvestir
les développements formels précédents et obtenir l'équivalent de l'Eq. 2.73 :

Lν(x,u, t) =

∫ +∞

0
pL(l;x,−u, ν, t)dl

H
(
l > l∂Ω(x,−u)

)
L∂Ω
ν (y(x,−u),u, t)

+H
(
l < l∂Ω(x,−u)

)
L∗ν(x− lu, t).

 (2.78)

avec

pL(l;x,−u, ν, t) = ke,ν(x− lu, t) exp

(
−
∫ l

0
ke,ν(x− l′u, t)dl′

)
. (2.79)

Mais L∗ν n'est pas connue. Cependant, dans sa dé�nition même, nous reconnaissons une espérance.
En notant Pa,ν =

ka,ν
ke,ν

et Ps,ν = 1 − Pa,ν =
ks,ν
ke,ν

, nous voyons que L∗ν est une moyenne de soit Leqν ,

soit
∫

4π L
′
νp(u;u′)du′. L'intégrale angulaire

∫
4π L

′
νp(u;u′)du′ est elle-même une moyenne : en e�et,

la propriété de micro-réversibilité p(u;u′) = p(−u′;−u) permet de montrer que
∫

4π p(u;u′)du′ = 1
et que p(u;u′) est une densité de probabilité pour u′. Nous pouvons donc écrire Lν(x,u, t) comme
une espérance d'espérance (donc comme une espérance) :

Lν(x,u, t) =

∫ +∞

0
pL(l;x,−u, ν, t)dl


H
(
l > l∂Ω(x,−u)

)
L∂Ω
ν (y(x,−u),u, t)

+H
(
l < l∂Ω(x,−u)

)Pa,νL
eq
ν (x− lu)

+Ps,ν
∫

4π p(−u′;−u)du′Lν(x− lu,u′, t)



 .
(2.80)

Nous venons déjà d'emboîter trois moyennes : celle sur les libres parcours, celle correspondant au
choix d'une absorption ou d'une di�usion, et celle sur les angles de di�usion. Mais bien sûr, pour
obtenir Lν(x,u, t), dans le cas de la di�usion Lν(x− lu,u′, t) reste inconnu. Nous en sommes encore
au stade où l'écriture intégrale que nous venons d'obtenir est une équation de Fredholm (Lν est
écrit comme une intégrale de Lν). Mais sans le prouver ici, nous savons qu'en transfert radiatif, le
développement de Neumann correspondant est convergeant et nous pouvons donc reporter la même
expression intégrale dans elle-même, de façon récursive, jusqu'à l'in�ni (i.e. utiliser l'équation 2.80
pour remplacer Lν(x−lu,u′, t) dans la même équation 2.80). Nous retrouvons bien ainsi la récursion
in�nie de la di�usion multiple (l'espace des chemins de di�usion multiple est de dimension in�nie).
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Nous aboutissons ainsi à un nouvel algorithme de réalisation du poids WL, cette fois avec di�u-
sion. Partant de la position x, pour une direction u, à une fréquence ν,

� nous tirons un libre parcours d'extinction l vers l'arrière (dans la direction −u) ;
� si nous rencontrons la frontière avant l, l'algorithme s'arrête et nous retenons la luminance

L∂Ω
ν entrant dans l'atmosphère à cette frontière ;

� sinon nous nous déplaçons de la distance l dans la direction −u et nous accédons au coe�cient
d'absorption et au coe�cient de di�usion en ce nouveau point x′ ;

� avec ces deux coe�cients nous calculons la probabilité d'absorption Pa,ν et nous réalisons un
test de Bernoulli selon cette probabilité ;

� si le test est positif l'algorithme s'arrête et nous retenons la luminance d'équilibre Leqν à cette
position ;

� sinon nous tirons une direction de di�usion −u′ selon la fonction de phase de di�usion pour
une incidence dans la direction −u et nous reprenons l'algorithme au début avec les nouvelles
position et direction x′ et u′.

En présence d'une ré�exion à la frontière, la seule di�érence est que nous rajoutons un test de
Bernoulli à la frontière pour soit interrompre le chemin et retenir la luminance d'équilibre au point
de frontière, soit tirer une direction de ré�exion et reprendre l'algorithme à partir de ce point de
frontière.

2.3.4 Les collisions nulles : traitement des milieux hétérogènes

Les algorithmes introduits précédemment ne sont pas directement praticables sans introduire un
biais. En e�et, il n'est pas possible d'échantillonner un chemin selon pL(l) de manière analytique du
fait de l'intégrale des propriétés optiques à l'intérieur de l'exponentielle. De plus, cette vision ne nous
permet pas d'aller vers le couplage. Ces deux points, nous les avons abordés de manière très similaire
en cinétique chimique. La cinétique d'une réaction chimique est décrite par la constante de vitesse
qui dépend de la température. Dans une vision statistique d'une réaction, il faut échantillonner un
temps de réaction selon la densité de probabilité pT (τ). Celle-ci est très similaire à pL(l) :

pL(l;x,−u, ν, t) = ke,ν(x− lu, t) exp

(
−
∫ l

0
ke,ν(x− l′u, t)dl′

)
. (2.81)

(2.82)

Par conséquent, un strict parallèle peut être fait entre ces deux expressions. La conséquence en
est que le traitement appliqué dans un cas est applicable dans le second. En transfert radiatif, les
évènements �ctifs seront utilisés de la même manière qu'en cinétique chimique. Dans les deux cas,
l'idée est de pouvoir progresser dans le temps ou dans l'espace sans connaître la source d'atténuation,
si ce n'est un majorant de celle-ci. Au champ d'extinction est alors ajouté une contribution �ctive
kn,ν , par exemple en vue de rendre uniforme le nouveau coe�cient d'extinction que nous noterons
k̂e,ν :

k̂e,ν(t) = ke,ν(x, t) + kn,ν(x, t). (2.83)

Dans le corpus du transfert radiatif, c'est comme si nous introduisions des collisionneurs �ctifs
([El Ha� et al., 2021, Galtier et al., 2013]). Ceux-ci apporteront une contribution nulle à la lumi-
nance. De part l'utilisation de ce champ majorant, l'atténuation se fera alors suivant :

pL̂(l̂; ν, t) = k̂e,ν(t) exp
(
−k̂e,ν(t)l̂

)
. (2.84)

Rentrons plus dans le détail de la formulation. Nous devons assurer que les collisionneurs �ctifs
que nous avons rajoutés ne joueront aucun rôle dans le transfert : ils doivent induire des collisions
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nulles. Pour cela, partons de l'équation du transfert radiatif. Nous allons simplement ajouter la
contribution kn,ν au champ d'extinction et compenser cet ajout par un terme qui pourra s'interpréter
comme une di�usion vers l'avant :

u · ~gradXLν =− (ka,ν + ks,ν)Lν + ka,νL
eq
ν (T ) + ks,ν

∫
4π
L′νp(u;u′)du′

− kn,νLν + kn,νLν .

(2.85)

Nous introduisons alors le nouveau coe�cient d'extinction pour écrire :

u · ~gradXLν = −k̂e,νLν + k̂e,ν

(
ka,ν

k̂e,ν
Leqν (T ) +

ks,ν

k̂e,ν

∫
4π
L′νp(u;u′)du′ +

kn,ν

k̂e,ν
Lν(x′,u, t)

)
. (2.86)

Le terme de rappel devient donc :

L∗ν =

(
ka,ν

k̂e,ν
Leqν (T ) +

ks,ν

k̂e,ν

∫
4π
L′νp(u;u′)du′ +

kn,ν

k̂e,ν
Lν(x′,u, t)

)
, (2.87)

et comme précédemment, il peut être probabilisé. Sauf qu'ici il y a trois branches dans l'alternative :

� une probabilité d'absorption Pa,ν =
ka,ν

k̂e,ν
, auquel cas nous retenons la luminance d'équilibre ;

� une probabilité de di�usion Ps,ν =
ks,ν

k̂e,ν
, auquel cas nous tirons une direction de di�usion et

nous poursuivons l'algorithme ;

� une probabilité de collision nulle Pn =
kn,ν

k̂ν
= 1 − Pa,ν − Ps,ν , auquel cas l'algorithme est

poursuivi sans changer de direction (la collision est �ctive).

Pour un milieu hétérogène, l'utilisation de collisions nulles permet donc de formuler la luminance de
la façon suivante :

Lν(x,u, t) =

∫ +∞

0
pL̂(l̂; ν, t)dl̂



H
(
l̂ > l∂Ω(x,−u)

)
L∂Ω
ν (y(x,−u),u, t)

+H
(
l̂ < l∂Ω(x,−u)

)

Pa,νL

eq
ν (x− l̂u)

+Ps,ν
∫

4π p(−u′;−u)du′Lν(x− l̂u,u′, t)

+Pn,νLν(x− l̂u,u, t)




,

(2.88)

où maintenant pL̂(l̂) = k̂e,ν exp
(
−k̂e,ν l̂

)
fait que la variable aléatoire libre parcours L̂ est facile

à échantillonner. Nous avons mis en avant la solution qui consiste à rendre homogène le champ du
coe�cient d'extinction majorant, ce qui conduit à cette distribution purement exponentielle. Mais
l'idée est plus générale : nous ajoutons des collisions nulles de sorte que dans le champ majorant
les libres parcours d'extinction soient faciles à échantillonner. La di�érence sera importante pour
l'atmosphère car un coe�cient d'extinction majorant uniforme dans toute l'atmosphère impliquerait
qu'en haute atmosphère, où la pression est beaucoup plus faible et donc la densité d'absorbant
beaucoup plus faible également, il faudrait rajouter une énorme quantité de collisionneurs �ctifs.
Nous aurions alors beaucoup d'évènements de collisions nulles et les temps de calculs seraient très
élevés.

En résumé :



Chapitre 2. Coupler le transfert radiatif à la spectroscopie : les transitions nulles 63

� nous partons d'une atmosphère hétérogène où le coe�cient d'extinction réel varie dans l'espace
d'une façon telle qu'il est impossible d'échantillonner des libres parcours sans introduire une
discrétisation et donc induire des biais.

� Nous rajoutons des collisionneurs �ctifs de sorte que le nouveau coe�cient d'extinction (un
majorant du coe�cient d'extinction réel) est maintenant tel que l'échantillonnage des libres
parcours est facile.

� Quand nous souhaitons estimer la luminance en un point x dans une direction u, nous tirons un
libre parcours d'extinction l̂ vers l'arrière (dans la direction −u) selon le coe�cient d'extinction
majorant.

� Si nous rencontrons la frontière avant l̂, l'algorithme s'arrête et nous retenons comme poids de
Monte Carlo la luminance L∂Ω

ν entrant dans l'atmosphère à cette frontière.

� Sinon nous nous déplaçons de la distance l̂ dans la direction −u, en ce nouveau point x′

nous accédons au coe�cient d'absorption ka,ν , au coe�cient de di�usion ks,ν et au coe�cient
d'extinction kn,ν supplémentaire lié aux collisionneurs �ctifs (kn,ν = k̂e,ν − ka,ν − ks,ν).

� Avec ces trois coe�cients, nous calculons la probabilité d'absorption Pa,ν =
ka,ν

ka,ν + ks,ν + kn,ν
,

la probabilité de di�usion Ps,ν =
ks,ν

ka,ν + ks,ν + kn,ν
et la probabilité de collision nulle Pn,ν =

kn,ν
ka,ν + ks,ν + kn,ν

.

� Nous tirons alors un des trois cas possibles selon ce jeu de probabilités.

� S'il s'agit d'une absorption, l'algorithme s'arrête et nous retenons la luminance d'équilibre Leqν
à la position x′.

� S'il s'agit d'une di�usion, nous tirons une direction de di�usion −u′ selon la fonction de phase
de di�usion pour une incidence dans la direction −u et nous reprenons l'algorithme au début
avec les nouvelles position et direction x′ et u′.

� S'il s'agit d'une collision nulle, nous conservons la direction u et nous reprenons l'algorithme
au début avec la nouvelle position x′ mais l'ancienne direction u.

Ainsi, le problème de la gestion des hétérogénéités a été échangée contre une augmentation de la
récursivité algorithmique. Mais au prix de cette récursivité augmentée, il est possible d'estimer la
luminance dans un milieu hétérogène sans introduire une quelconque discrétisation et sans biais. Nous
avançons dans la construction des trajectoires optiques sans avoir besoin de la valeur du coe�cient
d'extinction, mais uniquement d'un majorant k̂e,ν de ce champ. Se posera alors la question de savoir
quel majorant choisir. En e�et, si le majorant est trop important, il y aura un nombre trop élevé
de collisions nulles et le temps de calcul augmentera. À l'inverse, si le majorant est mal estimé
et ne majore pas systématiquement le champ, les probabilités que nous avons dé�nies deviennent
supérieures à l'unité ou négatives et ne peuvent plus être utilisées. Galtier et al. [Galtier, 2014] a
proposé une solution pour traiter de telles "collisions nulles négatives" mais nous n'aborderons pas
ce sujet dans cette thèse.

Pour conserver l'idée du parallèle avec la cinétique chimique, nous en sommes au stade où nous
savons écrire la solution du problème comme une espérance, donc dé�nir un algorithme de Monte
Carlo, même pour des coe�cients d'extinctions variant dans l'espace (en chimie, la variation était
dans le temps). Mais, nous supposons que cette variation est prescrite. En chimie, au même stade,
la température pouvait varier dans le temps mais elle était connue. Les réactions nulles n'avaient
comme rôle que de permettre de gérer cette variation prescrite. L'étape suivante, en chimie, était
que les réactions nulles permettaient de coupler la cinétique avec la thermique, donc de s'attaquer
à des problèmes où la température n'était pas connue. Ici, de même, nous allons supposer que le
coe�cient d'extinction n'est pas seulement hétérogène de façon prescrite : il n'est pas connu, ou
plutôt il est connu par l'intermédiaire d'une physique spectroscopique que nous souhaitons inclure
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dans l'algorithme de Monte Carlo lui-même. Ce sera la partie du coe�cient d'absorption associée
aux gaz atmosphériques qui jouera le rôle que jouait la thermique en cinétique chimique : nous allons
nous servir des collisions nulles pour coupler le transfert radiatif avec la spectroscopie d'absorption
moléculaire.

2.4 Les bases de la spectroscopie

Une di�culté majeure en transfert radiatif impliquant des molécules gazeuses est le calcul du
coe�cient d'absorption. Celui-ci est estimé à partir de la connaissance de toutes les transitions éner-
gétiques possibles pour chaque molécule, c'est-à-dire le passage d'une molécule d'un état énergétique
à un autre. Pour une molécule donnée, des millions de transitions sont possibles. Ces transitions dé-
pendent des propriétés thermodynamiques mais aussi varient fortement avec la fréquence du photon
associé. La connaissance des transitions et de leur dépendance fréquentielle est modélisée par une raie
spectrale. Le modèle d'absorption résultant de toutes les raies spectrales est dit en raie-par-raie.

Dans ce chapitre, nous proposons de donner les bases de spectroscopie nécessaires à un calcul du
coe�cient d'absorption ka,ν(x, t), à une position x et à un instant t, selon un tel modèle raie-par-
raie, c'est-à-dire comme une somme sur Nt raies spectrales. La contribution de chaque raie, d'indice
i, est notée ha,ν,i(x, t) :

ka,ν(x, t) =

Nt∑
i=1

ha,ν,i(x, t). (2.89)

Cette contribution est décrite par une section e�cace d'absorption σa,ν,i(x, t) qui est à multiplier
par la densité moléculaire n de l'espèce moléculaire concernée :

ha,ν,i(x, t) = n(x, t)σa,ν,i(x, t). (2.90)

La section e�cace elle-même est regardée comme le produit de deux grandeurs :

σa,ν,i(x, t) = Si(x, t)fν,i(x, t). (2.91)

Dans ce découpage, fν,i porte l'information sur la dépendance fréquentielle et est normalisée, soit∫ +∞
0 fν,i(x, t)dν = 1, et Si est l'e�et intégré de la raie sur toutes les fréquences, soit Si(x, t) =∫ +∞
0 σa,ν,i(x, t)dν. C'est dans l'expression de cette section e�cace que tout le savoir de la commu-
nauté spectroscopique est invoqué, donc dans les expressions de l'intensité, Si et du pro�l de
raie fν,i . Pour chaque raie, l'intensité et le pro�l de raie sont paramétrisés et les paramètres cor-
respondants sont regroupés dans des bases de données spectroscopiques. Les bases de données les
plus fréquemment utilisées par la communauté du transfert radiatif terrestre sont les bases HITRAN
[Gordon et al., 2022] et GEISA [Delahaye et al., 2021]. C'est à partir de l'utilisation de ces bases
qu'au Chap. 4, nous calculerons nos raies spectrales en vue d'estimer les grandeurs radiatives clima-
tiques. D'autres bases de données existent et nous n'en ferons pas la liste complète. Cependant nous
citerons ExoMol [Tennyson and Yurchenko, 2012] qui répertorie des molécules que nous ne trouvons
qu'en atmosphères stellaires et planétaires ainsi que HITEMP [Rothman et al., 2010] qui est une
extension de HITRAN pour des molécules dans un milieu en haute température. Nous verrons qu'en
pratique, nous ne calculerons pas explicitement la somme sur les transitions de l'Eq. 2.89 : ce sera
l'essentiel de notre proposition et elle sera fondamentalement associée à la forme de ce modèle raie-
par-raie (celui de HITRAN et GEISA). En �n de cette thèse, dans le Chap. 5, nous essaierons de
ré�échir à la façon avec laquelle nos propositions pourront être étendues à d'autres types de spec-
troscopies. Cela nous poussera donc à rentrer dans plus de détails sur les transitions moléculaires.
Ici, nous nous en tenons rigoureusement au modèle raie-par-raie le plus usuel.
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2.4.1 Intensité de raie

Pratiquement, quand nous voulons calculer l'intensité d'une raie i en utilisant les bases de données
spectroscopiques, celles-ci nous procurent les paramètres suivants : Si(Tref ), η0,i, Elow,i. Il y a donc
trois paramètres pour chaque raie. La température Tref est une température de référence qui est
�xée à Tref = 296K pour l'ensemble de la base spectrale et le premier des trois paramètres de
raie, Si(Tref ), est la valeur de l'intensité de la raie pour cette température de référence. Les deux
suivants permettent de calculer l'intensité de raie pour toute nouvelle valeur de température de la
façon suivante (ici pour la température T (x, t) de l'atmosphère à la position x au temps t) :

Si(x, t) = Si(Tref )
Q(Tref )

Q(T (x, t))

exp

(
−c2Elow,i
T (x, t)

)
exp

(
−c2Elow,i

Tref

)
1− exp

(
− c2 η0,i

T (x, t)

)
1− exp

(
−c2 η0,i

Tref

)
 . (2.92)

Le second paramètre, η0,i, est la valeur du nombre d'onde au centre de la raie. Dans la littérature
de spectroscopie, il est habituel de raisonner en nombre d'onde, η, plutôt qu'en fréquence, ν, avec
ν = cη où c est la vitesse de la lumière dans le vide. Comme la fréquence du centre de raie correspond
à la di�érence entre les deux niveaux énergétiques Ehigh,i et Elow,i impliqués dans la transition, nous
avons hcη0,i = Ehigh,i − Elow,i où h est la constante de Planck. Le troisième paramètre de raie est
le niveau bas et en connaissant η0,i nous connaissons donc aussi le niveau haut. Le paramètre c2

intervenant dans l'équation 2.92 est dé�ni comme c2 = hc/kB où kB est la constante de Boltzmann.

L'équation 2.92 traduit le fait que le passage entre les deux niveaux d'énergie est décrit grâce au
coe�cient d'Einstein de la transition A21,i et à la dégénérescence du niveau le plus haut g2,i de la
façon suivante (cette physique est détaillée en annexe. B) :

Si(x, t) = Ia
A21,ig2,i

8πcη2
0,iQ(T (x, t))

exp (−c2Elow,i/T (x, t))

[
1− exp

(
− hcη0,i

kBT (x, t)

)]
. (2.93)

Dans la base spectroscopique Hitran, une convention est posée où l'intensité est donnée en fonc-
tion de l'abondance isotopique terrestre notée Ia. Une pondération doit donc être appliquée pour
corriger Ia lorsque nous désirons une abondance précise pour le milieu atmosphérique d'étude, typi-
quement lorsque nous sommes en con�guration extra-terrestre. Dans cette expression de l'intensité,
nous reconnaissons aussi une pondération par la population des niveaux d'énergie de la distribution
d'équilibre de Boltzmann. Cette pondération intervient grâce à la fonction de répartition Q qui est
une fonction de la température. Nous avons donc besoin de recalculer Q pour trouver l'intensité de
la raie à chaque nouvelle valeur de la température. Di�érentes bibliothèques de calculs scienti�ques
incluent des fonctions permettant d'e�ectuer ce calcul rapidement [Gamache et al., 2021]. Dans la
pratique, grâce à l'Eq. 2.92 nous n'avons pas besoin d'accéder concrètement aux valeurs de Ia, A21,i

et g2,i car elles sont résumées dans la base spectroscopique par la connaissance de Si(Tref ) et que
nous travaillons ensuite sur le rapport Si(x, t)/Si(Tref ). Encore une fois, il faut cependant penser à
modi�er Si(Tref ) quand l'abondance isotopique est modi�ée.

2.4.2 Pro�l de raie

Plusieurs phénomènes physiques sont à l'origine de la répartition fréquentielle dont rend compte
le pro�l de raie. Ce pro�l est en général une fonction symétrique autour de la fréquence centrale que
nous noterons νc,i et qui pourra être légèrement di�érente de la fréquence ν0,i = cη0,i que nous avons
introduite précédemment. Outre une fréquence centrale, la fonction est caractérisée par une largeur
à mi-hauteur que nous noterons γi. La largeur et la forme de la fonction elle-même sont obtenues
en considérant : la durée de vie dite naturelle d'un niveau énergétique en l'absence de collision, les
collisions entre molécules qui changent l'état énergétique de la molécule et réduisent donc le temps de
vie d'un état et en�n l'e�et Doppler qui induit un décalage fréquentiel du rayonnement émis par les
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molécules en fonction de leur vitesse. Dans chaque cas, nous choisirons de raisonner sur l'émission, ce
que nous pouvons faire lorsque nous admettons que les molécules de l'atmosphère sont en équilibre
localement car alors l'émission est bien proportionnelle au coe�cient d'absorption.

2.4.2.1 Élargissement naturel

Une molécule isolée (non soumise à des collisions), dans l'état énergétique Ehigh,i, va sponta-
nément émettre un photon au bout d'un temps de vie distribué exponentiellement avec un temps
caractéristique τi. Cette durée de vie exponentielle de l'état se traduit par une distribution lorent-
zienne de la fréquence du photon émis lors du passage de Ehigh,i à Elow,i. Nous parlons d'élargissement
naturel et le pro�l de raie correspondant (pro�l de Lorentz) est le suivant :

fν,i = fL(ν − ν0,i, γi) =
1

π

γi

γ2
i + (ν − ν0,i)

2 , (2.94)

avec γi = 1/(2πτi). Le temps caractéristique τi induit des élargissements qui peuvent souvent être
négligés. En e�et, l'élargissement collisionnel et l'élargissement Doppler seront beaucoup plus forts
et en masqueront l'e�et.

2.4.2.2 Élargissement collisionnel

Nous avons introduit l'élargissement naturel comme une traduction de la durée de vie de l'état
énergétique Ehigh,i qui conduit à un pro�l de raie lorentzien (nous en donnerons la démonstration
au Chap. 5). L'élargissement collisionnel n'est rien d'autre que la réduction de cette durée de vie du
fait des collisions avec les autres molécules du gaz. Le pro�l de raie associé est donc lorentzien lui
aussi, avec une demi-largeur à mi-hauteur plus large que nous noterons γL,i et qui sera fonction de
la composition du gaz, de sa pression et de sa température :

fν,i(x, t) = fL(ν − νc,i, γL,i) =
1

π

γL,i

γ2
L,i + (ν − νc,i)2 , (2.95)

avec

γL,i ≡ γL,i(x, t) =

(
Tref
T (x, t)

)nair,i
[γself,i Ps(x, t) + γair,i (P (x, t)− Ps(x, t))]. (2.96)

L'expression précédente fait appel à la pression partielle de la molécule : Ps(j,x, t) = χ(x, t)P (x, t),
χ(x, t) étant la concentration de l'espèce à la position x et au temps t. Son complément P (x, t) −
Ps(x, t) est la pression partielle correspondant à l'ensemble des autres composants moléculaires
de l'atmosphère au point. Plus la pression est importante et plus l'élargissement de Lorentz est
conséquent. Ceci est cohérent car les collisions sont plus fréquentes pour des fortes pressions que
pour des faibles pressions. Ainsi, pour une atmosphère en haute altitude, le pro�l de Lorentz devient
très piqué. Les paramètres intervenant dans cette largeur de raie sont γself,i, γair,i et nair,i. Ils sont
disponibles dans les bases de données spectroscopiques pour chaque transition de chaque espèce.
γself,i est la largeur de raie correspondant aux collisions avec les molécules de la même espèce : si
nous nous intéressons à une raie de CO2, alors nous parlons ici des collisions CO2 − CO2. γair,i est
la largeur de raie correspondant aux collisions avec les autres molécules de l'air au point considéré,
en supposant un air usuel (principalement de l'azote N2 et de l'oxygène O2). Les bases de données
dont nous parlons sont donc conçues pour les conditions terrestres. Il faut aller chercher d'autres
informations dans la littérature de spectroscopie (et c'est souvent di�cile) lorsque la composition du
gaz s'écarte signi�cativement des conditions terrestres. L'exposant nair,i permet de tenir compte des
e�ets de température. En première approximation, la fréquence de collision (le nombre de collisions
par unité de temps) est proportionnel à la densité de molécules (plus de collisions s'il y a plus
de collisionneurs) et aussi proportionnel à la racine carrée de la température, qui pilote la vitesse
moyenne des molécules (plus de collisions si les collisionneurs vont plus vite). Pour un gaz parfait,
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le produit de la densité par la racine carrée de la température est proportionnel à la pression divisée
par la racine carrée de la température. C'est bien ce que nous retrouvons dans l'expression de γL,i
avec nair,i de l'ordre de 1/2.

À ce stade, nous savons que le pro�l d'élargissement collisionnel est une lorentzienne et nous
savons comment sa largeur évolue en fonction des grandeurs thermodynamiques (concentration,
pression, température). Cependant, il reste un paramètre à régler : le centre de raie νc,i qui contrai-
rement à l'élargissement naturel n'est pas égal à ν0,i. En e�et les collisions entre molécules du gaz
entraînent une perturbation du potentiel intermoléculaire de la molécule qui se traduit par une di�é-
rence dans l'écartement des niveaux d'énergie Elow,i et Ehigh,i. Or, le niveau du bas et celui du haut
peuvent se décaler de manière di�érente. Comme le centre de raie assure hνc,i = Ehigh,i − Elow,i,
il dépend de cette di�érence de décalage qui lui-même dépend des conditions thermodynamiques :
essentiellement de la pression et de la température. Le plus souvent l'e�et de la pression est pré-
dominant et nous parlons alors d'un décalage en pression du centre de raie que nous représentons
par :

νc,i = ν0,i + δP,iP, (2.97)

le paramètre δP,i étant le dernier des paramètres que pour chaque transition nous allons chercher
dans les bases de données. Un plus grand écart Ehigh,i − Elow,i entre les deux niveaux énergétiques
entraîne un shift plus important.

2.4.2.3 Élargissement Doppler

Lorsque le rayonnement est décrit par le corpus de l'électromagnétisme, il se traduit par une onde
se propageant dans l'espace. Chacune des molécules émettant un rayonnement est en mouvement
et le rayonnement est capté par un observateur �xe. Ainsi, du fait de la vitesse des molécules par
rapport au repère de l'observateur, le rayonnement incident à l'observateur sera décalé en fréquence
par rapport à la fréquence émise par la molécule. Considérons une molécule s'éloignant de notre
position à la vitesse v et émettant un rayonnement de fréquence ν0,i. La fréquence reçue à notre
position est donnée par :

ν = ν0,i

(
1 +

v

c

)
. (2.98)

Partant d'un rayonnement observé à une fréquence ν, nous pouvons aussi écrire la vitesse d'éloigne-
ment de la molécule émettrice :

v =
ν − ν0,i

ν0,i
c. (2.99)

Si la molécule s'éloigne de nous, nous recevrons un rayonnement de fréquence inférieure. Dans le vi-
sible, par exemple, nous observerons un décalage vers le rouge, c'est-à-dire vers les grandes longueurs
d'onde. Inversement, si la molécule se rapproche de nous, alors nous observerons une fréquence plus
élevée que celle émise. Il y aura alors un décalage vers le bleu. Le rayonnement observé sera donc
distribué en fréquence autour de la fréquence d'émission en fonction de la distribution des vitesses
moléculaires, donc en fonction de la température. Sous l'hypothèse d'équilibre thermodynamique
local et en négligeant la vitesse du vent, la distribution des vitesses d'éloignement/rapprochement
(nous regardons la composante de la vitesse dans la direction sous laquelle nous regardons le volume
émetteur) suit la distribution de Maxwell-Boltzmann :

peq(v, T (x, t)) =

√
m

2πkBT (x, t)
exp

(
− mv2

2kBT (x, t)

)
, (2.100)

où m est la masse moléculaire et kB la constante de Boltzmann. Le pro�l de raie Doppler
fD ≡ fD(ν − ν0,i, γD,i) est tout simplement la traduction de cette distribution maxwellienne des
vitesses en une distribution des fréquences. Elle véri�e donc :

fD(ν − ν0,i, γD,i)dν = peq(v, T (x, t))dv, (2.101)
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et l'équation 2.99 nous dit que dv = c/ν0,idν, soit

fD(ν − ν0,i, γD,i) =
c

ν0,i

√
m

2πkBT (x, t)
exp

(
−
(
ν − ν0,i

ν0,i

)2 mc2

2kBT (x, t)

)
. (2.102)

Dans ces écritures, nous avons utilisé la notation γD,i sans la dé�nir : il s'agit de la demi-largeur
à mi-hauteur de cette distribution Doppler. Pour en trouver l'expression, nous introduisons l'écart
type de la maxwellienne (ici une gaussienne de dimension 1) :

σg(x, i) =
ν0,i

c

√
kBT (x, t)

m
. (2.103)

Nous introduisons l'écart type de la Gaussienne σg(x) =
ν0

c

√
kBT (x, t)

m
. Puis, nous utilisons le fait

que la demi-largeur à mi-hauteur d'une distribution gaussienne est γD,i = σg
√

2 ln(2) pour retenir :

γD,i ≡ γD,i(x, t) =
ν0,i

c

√
2 ln(2)kBT (x, t)

m
, (2.104)

et �nalement le pro�l de l'élargissement associé à l'e�et Doppler s'écrit :

fν,i(x, t) = fD(ν − ν0,i, γD,i) =

√
ln(2)

πγ2
D,i

exp

(
− ln(2)

(ν − ν0,i)
2

γ2
D,i

)
. (2.105)

Contrairement à ce que nous avons décrit de l'élargissement collisionnel, nous pouvons retenir ici
que pour l'e�et Doppler la largeur de raie est une fonction croissante de la température.

2.4.2.4 Pro�l global : le pro�l de Voigt

Dans l'atmosphère terrestre, les e�ets collisionnels et Doppler sont à prendre en compte conjoin-
tement. Cette jonction se traduit mathématiquement par le pro�l de Voigt qui est la convolution
des pro�ls de Lorentz et de Doppler :

fν,i(x, t) = fV (ν, νc,i, γL,i, γD,i) =

∫ +∞

−∞
fL(νL − νc,i, γL,i)fD(ν − νL, γD,i)dνL

=

∫ +∞

−∞
fD(νD, γD,i)fL(ν − νc,i − νD, γD,i)dνD.

(2.106)
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Calcul numérique de la fonction de Voigt

Mathématiquement, le pro�l de Voigt, qui fait intervenir la convolution d'un pro�l lorentzien
et d'une gaussienne, peut se reformuler par l'introduction de la fonction de Fadeeva K(x, y) :

fV (ν, νc,i, γL,i, γD,i) =
1

√
γD,i

√
ln(2)

π
K(x, y) (2.107)

Avec K(x, y) :

K(x, y) =
y

π

∫ +∞

−∞

exp(−t2)

y2 + (x− t)2
dt, (2.108)

avec x =
√

ln(2)(ν − νc,i)/γD,i et y =
√

ln(2)(γL,i/γD,i).
Le calcul numérique de ce pro�l est d'un enjeu majeur. En e�et, le calcul numérique de
cette intégrale est coûteuse. L'abondance d'articles sur le sujet en témoigne [Drayson, 1976,
Humlí£ek, 1982, Schreier, 1992, Nordebo, 2021]. Estimer une raie spectrale et faire appel une
seule fois à la routine d'estimation de Fadeeva n'est pas un problème en soi mais c'est la
prise en compte simultanée des discrétisations fréquentielles, spatiales et temporelles, sachant
qu'il y a des millions de transitions qui rend la tâche complexe. C'est le c÷ur de la di�culté
associée à l'estimation numérique des grandeurs radiatives en modèle raie-par-raie !

Pour une pression atmosphérique de 1 atm ou supérieure, les pro�ls de Lorentz et Voigt sont
presque confondus. Nous privilégions alors par simplicité le calcul des pro�ls de Lorentz. Lorsque la
pression atmosphérique diminue, il n'est plus possible de faire cette approximation et il est nécessaire
de considérer Voigt, l'élargissement Doppler devenant important (Fig. 2.2).
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Figure 2.2 � Pro�ls de Voigt, Lorentz et Doppler pour des largeurs de Lorentz et Doppler de 1cm−1. Le maximum
du pro�l de Lorentz est atteint en 1/π ≈ 0.32, et celui de Doppler en

√
ln(2)/π ≈ 0.47.

La largeur des pro�ls donne des informations plus quantitatives. Ici, pour un pro�l atmosphérique
typique, les demi-largeurs à mi-hauteur des pro�ls de Lorentz, Voigt et Doppler ont été tracées en
fonction de l'altitude Fig. 2.3 :

Le pro�l de Lorentz est e�ectivement, comme notre raisonnement l'a démontré, très important en
basse altitude, là ou les collisions sont prédominantes (typiquement entre 0 et 20 km). Par ailleurs,
les ordres de grandeur de la largeur de la lorentzienne varient très fortement, de l'ordre de 10−1



70 2.4. Les bases de la spectroscopie

0

20

40

60

80

100

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

A
lt
it
u
d
e
(k
m
)

width (cm−1)

Lorentz
Doppler

Voigt

0

20

40

60

80

100

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

A
lt
it
u
d
e
(k
m
)

width (cm−1)

Lorentz
Doppler

Voigt

Figure 2.3 � Représentation des largeurs Lorentz, Doppler et Voigt en fonction de l'altitude pour une colonne
atmosphérique typique. A basse altitude, la largeur de Lorentz est la plus importante et à haute altitude Doppler
domine. La �gure de droite montre plus explicitement la région où le pro�l de Voigt est pertinent.

cm−1 au sol à l'ordre de 10−8 cm−1 à 100 km d'altitude. A cette hauteur, le pro�l de Lorentz est
très piqué (presque assimilable à un pic de Dirac). La largeur de la gaussienne Doppler est, quant à
elle, du même ordre de grandeur de bas en haut de l'atmosphère, aux alentours de 10−3 cm−1. La
cause est que la vitesse des molécules est pilotée par la température et que celle-ci varie peu (de ce
point de vue) dans l'atmosphère terrestre. Ces données nous invitent à retenir que le pro�l de Voigt,
tenant compte des deux élargissements précédents, est assimilable à un pro�l de Lorentz entre 0 et
20 km et assimilable à un pro�l Doppler au delà de 30 km. C'est entre ces deux altitudes que la prise
en compte du pro�l de Voigt est vraiment essentielle, mais comme notre objectif est de produire des
solutions de référence, nous utiliserons Voigt en tous les points de l'atmosphère sans faire appel aux
approximations disponibles, quel que soit leur niveau de pertinence.

2.4.3 Troncature des ailes de raies et continuum

Nous avons décrit l'intégralité du premier niveau de modélisation du coe�cient d'absorption en
raie-par-raie dont les paramètres sont regroupés dans les bases de données spectroscopiques usuelles.
Nous connaissons l'intensité Si de chaque raie en fonction de la température, nous disposons de
la fréquence du centre de chaque raie νc,i (nous savons comment elle se décale en fonction de la
pression), les largeurs de raie Lorentz γL,i et Doppler γD,i sont faciles à calculer en fonction des
conditions thermodynamiques et le pro�l de Voigt fV (ν, νc,i, γL,i, γD,i) qui en résulte est accessible
numériquement. Il su�t alors de réunir ces informations pour chacune des raies de chaque espèce mo-
léculaire et de superposer les contributions de toutes ces raies pour obtenir le coe�cient d'absorption
ka,ν(x, t) à chaque position, chaque instant et chaque fréquence :

ka,ν =

Nt∑
i=1

ha,ν,i, (2.109)

avec
ha,ν,i = nSifV (ν, νc,i, γL,i, γD,i), (2.110)

où n est la densité moléculaire de la molécule considérée. Cette pratique est illustrée avec 4 raies
dans la Fig. 2.4.

Cependant, même pour un premier niveau de modélisation, la pratique ne s'en tient pas à cette
seule description et inclut deux étapes supplémentaires. Ces deux étapes sont interdépendantes de
façon non triviale.
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Figure 2.4 � Coe�cient d'absorption pour quatre raies avec di�érents centres de raie et largeurs à mi-hauteur.

2.4.3.1 Troncature des ailes de raies

Comme déjà stipulé, dans la suite de ce manuscrit nous utiliserons la fonction de Voigt pour
décrire les raies spectrales. Mais ce pro�l laisse de côté plusieurs des mécanismes physiques de
l'élargissement collisionnel et de l'élargissement Doppler. Pour Doppler, la limite de ce que nous
avons décrit précédemment est l'hypothèse d'équilibre thermodynamique local (la distribution des
vitesses est maxwellienne) et le fait de négliger la vitesse moyenne devant l'agitation moléculaire.
Ces limites ne sont pas rencontrées dans les études radiatives usuelles dans le contexte de l'étude du
climat terrestre. Donc Doppler ne pose ici aucun problème. Par contre, les limites de ce que nous
avons décrit de l'élargissement collisionnel sont perceptibles même dans les calculs climatiques usuels.
Nous avons notamment supposé qu'il n'y avait qu'une seule fréquence de collision pour toutes les
molécules, donc une distribution des temps de vie qui est une exponentielle pure. Le pro�l de Lorentz
est la traduction directe de cette exponentielle. Mais les molécules les plus rapides collisionnent plus
fréquemment et les plus lentes moins fréquemment. Il y a donc une fréquence de collision par vitesse
moléculaire. La distribution des temps de vie des états énergétiques supérieurs est donc un ensemble
de distributions exponentielles. Or, la moyenne des exponentielles n'est pas une exponentielle et sa
traduction en termes fréquentiels n'est pas une Lorentzienne. Nous reviendrons sur ces questions
au Chap. 5 mais nous pouvons retenir ici qu'à lui seul ce mécanisme su�t à expliquer pourquoi
les pro�ls observés en pratique ne sont pas lorentziens, et donc, une fois convolués avec Doppler,
ils ne suivent pas le pro�l de Voigt. Les banques de données spectroscopiques sont construites de
sorte que les centres de raie soient bien représentés, mais à une certaine distance du centre de raie,
l'écart au pro�l de Voigt peut être très signi�catif : les ailes de raies lointaines sont mal représentées.
Parfois, loin du centre de raie, prendre le pro�l de Voigt en compte ou considérer la fonction comme
nulle entraîne le même type d'écart à l'expérience. Ainsi, il est pratiqué d'appliquer une troncature
au pro�l de Voigt : au delà d'un écart fréquentiel αc au centre de raie, ha,ν,i est supposé nul.
Nous pouvons ainsi formuler qu'une transition n'est dé�nie que dans un intervalle [νc,i−αc, νc,i+αc]
autour du centre de la raie. αc est un paramètre �xé qui dépend généralement de l'espèce moléculaire
considérée.

2.4.3.2 Le concept de continuum

Bien sûr, en introduisant la troncature précédente, nous faisons une erreur signi�cative. Mais
cette erreur se situe loin des centres de raies, donc dans des plages fréquentielles où le pro�l de raie
évolue lentement avec la fréquence. Si nous traçons l'erreur associée aux troncatures de toutes les
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raies du spectre, il en résulte ce qui est appelé un continuum. Il existe di�érents modèles permettant
de représenter les continuums que nous noterons kc. Dans notre étude, nous utiliserons uniquement
le continuum de la vapeur d'eau qui a un e�et radiatif important et dont la modélisation est encore
aujourd'hui largement ouverte ([Ptashnik et al., 2011, Mondelain et al., 2013]. Il y a notamment des
di�érences parfois signi�catives entre les consignes des spectroscopistes du domaine et la pratique au
sein des codes de transfert radiatif, ou bien des décalages temporels entre les mises à jour des bases
de données (impliquant des pro�ls modi�és) et les modèles de continuum calculés pour une version
particulière d'une base de données spéci�que. Cependant, comme dans les plages de fréquences où le
continuum est important il existe des données d'observations terrestres permettant de le contrôler,
beaucoup d'e�orts sont investis dans le contrôle de la pertinence des chaînes de modélisation retenues
au sein des principaux codes et nous pouvons admettre que les erreurs résultantes restent faibles.

Le continuum de vapeur d'eau joue un rôle très signi�catif dans l'infrarouge. Dans ce qui suit,
lorsque nous ferons appel à ce continuum de vapeur d'eau, il s'agira de celui calculé, pour HITRAN,
à partir d'observations expérimentales, par AER 1 (Atmospheric & Environmental Research). Ce
modèle implique une troncature de la lorentzienne à une distance αc = 25cm−1 du centre de raie.
Attention cependant : AER recalcule le continuum non seulement pour les ailes de raies lointaines
mais aussi pour la base du pro�l de Lorentz. Pour calculer le coe�cient d'absorption total résultant
de l'ensemble des transitions de H2O en utilisant ce continuum, il ne su�t donc pas de tronquer les
pro�ls de Voigt : il faut aussi retrancher aux raies la valeur du continuum qui va de fait être ajoutée
à la base de la raie et qui correspond à la valeur du pro�l de Voigt à ± 25cm−1 du centre de raie (à
gauche ou à droite puisque le pro�l est symétrique. En prenant en compte le continuum de vapeur
d'eau, le coe�cient d'absorption s'écrit donc :

ka,ν(x, t) = kc,ν(x, t) +

Nt∑
j=1

h∗a,ν,i(x, t), (2.111)

avec
h∗a,ν,i = ha,ν,i − ha,νt,i,i si ν ∈ [νc,i − αc, νc,i + αc]

h∗a,ν,i = 0 si ν /∈ [νc,i − αc, νc,i + αc],
(2.112)

où la fréquence de troncature est νt,i = νc,i ± αc. La dépendance fréquentielle de kc,ν est illustrée
sur la Fig. 2.5. Comme attendu, les variations du continuum avec la fréquence sont beaucoup moins
fortes que celles du coe�cient d'absorption. Les valeurs elles-mêmes sont faibles devant celles des
centres de raies. Sur la Fig. 2.6 nous voyons e�ectivement que dans les plages fréquentielles où la
valeur de la somme des transitions est forte, le continuum semble avoir une contribution négligeable.
Mais d'une part, il y a des plages de fréquence où la valeur de la somme des transitions est faible
devant celle du continuum. Par exemple, si nous nous intéressons au phénomène d'absorption de
l'eau à 115 cm−1, la prise en compte du continuum est évidemment majeure. D'autre part, la
physique du transfert radiatif n'est pas linéaire en fonction du coe�cient d'absorption : ce que
nous voyons sur la Fig. 2.6 nous informe que très indirectement sur l'in�uence du continuum sur le
champ de luminance. Les valeurs même très faibles du coe�cient d'absorption comptent beaucoup
car l'épaisseur de l'atmosphère étant importante, l'épaisseur optique est alors non négligeable. La
luminance monochromatique au sommet de l'atmosphère dans la direction verticale est représentée
sur la Fig. 2.7 pour un pro�l MLS, avec et sans continuum de vapeur d'eau. Dans un tel calcul, nous
voyons sans aucun doute la contribution de premier ordre de ce continuum (et donc la raison d'être
des travaux encore en cours à son sujet).

2.4.4 Les autres sources de continuums

Pour l'instant, nous avons introduit le concept de continuum en lien avec la nécessité d'une
correction des pro�ls en ailes de raie : les pro�ls lointains sont imprécis, nous les tronquons, et

1. https://www.aer.com

https://www.aer.com
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compensons cette troncature par l'ajout d'un continuum. Cependant, il y a des phénomènes physiques
qui induisent des continuums sans aucun lien avec la stratégie de troncature. Ces autres continuums
ont peu d'in�uence pour le transfert radiatif dans l'atmosphère terrestre mais nous les mentionnons
car ils peuvent apparaître dans certaines études où le niveau de précision attendu est élevé, et
aussi car il y a souvent des confusions dans la littérature entre continuum "d'origine physique" et
continuum lié au choix de la troncature.

La principale autre source de continuum est l'absorption induite par collisions [Crawford et al., 1949,
Borysow et al., 1984, Hartmann et al., 2021]. Lorsque deux molécules collisionnent entre elles, il ar-
rive que sous certaines conditions, cette collision ne puisse pas être considérée comme instantanée.
Durant une période de temps courte, les deux molécules se rapprochent et forment un dipôle unique.
Cette "pseudo molécule" temporaire a une complexité géométrique beaucoup plus grande et ses
niveaux énergétiques sont beaucoup plus nombreux : beaucoup de transitions possibles, pendant
des durées courtes donc avec un élargissement très fort. Dans la structure spectrale qui en ré-
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sulte, nous ne distinguons plus aucun pro�l de raie. Comme la durée d'interaction est très courte,
chaque transition se répercute en fréquence par une contribution faible mais large et comme les
transitions sont nombreuses, elles se superposent fortement. Pour rendre compte de ce phénomène,
le choix est alors fait de proposer directement des modèles de continuums, sans passer explici-
tement par l'identi�cation des transitions, et ces continuums sont ajoutés à l'absorption de raie
usuelle. Nous n'introduirons aucun continuum induit par collision dans nos calculs, mais cette ques-
tion est par exemple centrale pour l'étude d'atmosphères denses comme l'atmosphère vénusienne
[Gruszka and Borysow, 1997, Wordsworth et al., 2010]. Pour la Terre, HITRAN propose des don-
nées pour l'ensemble des interactions molécules/atomes [Karman et al., 2019].

2.4.5 L'abandon du modèle raie-par-raie pour certaines molécules et certaines
fréquences

Nous venons de parler de deux types de continuums. Dans les deux cas, comme les contributions
des transitions se traduisent par des spectres variant lentement avec la fréquence (ailes de raies dans
le premier cas, raies larges et superposées dans le second cas), nous choisissons de regrouper les
contributions de toutes les transitions pour dé�nir un spectre qui ne se construit plus comme une
somme de transition mais comme une propriété globale de la molécule en fonction des propriétés
thermodynamiques. Nous conservons en général le choix d'écrire le coe�cient d'absorption résultant
sous la forme d'une section e�cace multipliée par la densité moléculaire et plutôt que de continuum,
nous parlons souvent de modélisation en section e�cace.

La modélisation en section e�cace ne concerne pas que les ailes de raies lointaines et les ab-
sorptions induites par collisions. Lorsqu'une molécule est trop complexe (comme les CFC, les hy-
drocarbones ou encore les HFC), il n'est pas facile d'e�ectuer les simulations quantiques nécessaires
à l'identi�cation des raies individuellement. Les expériences sont également délicates et de toute
façon les raies sont nombreuses, proches les unes des autres et avec de forts recouvrements. Les
spectres résultant de toutes ces raies sont donc beaucoup moins piqués que ceux des molécules dont
nous avons parlés jusqu'ici et le choix de retenir une modélisation en section e�cace est donc très
pertinent (possibilité d'interpoler la section e�cace à toute fréquence à partir d'un nombre réduit
de fréquences discrètes). Dans d'autres cas, même si une molécule est simple pour certaines bandes
fréquentielles trop énergétiques, les expériences sont trop di�ciles car la molécule est rapidement
détériorée. Ainsi, pour l'ozone, à des fréquences supérieures à 29 000 cm−1 (fréquences de l'UV),



Chapitre 2. Coupler le transfert radiatif à la spectroscopie : les transitions nulles 75

seuls des modèles en section e�cace sont disponibles.

2.4.6 Les structures de bande

Dans ce dernier paragraphe sur la spectroscopie moléculaire, nous ne donnons plus aucune in-
formation utile au calcul du coe�cient d'absorption. Nous essayons seulement de donner quelques
repères sur la structure des spectres que nous allons rencontrer. Ces repères nous seront utiles quand
nous ré�échirons à la meilleure façon d'accélérer l'accès aux informations sur les raies, typiquement
à la mise en place d'arbres hiérarchiques fondés sur un découpage en fréquence.

Jusqu'à présent, nous avons établi l'expression d'une raie spectrale pour une transition énergé-
tique entre un niveau Elow,i et un niveau Ehigh,i mais nous n'avons rien précisé sur la nature de
ces niveaux. Nous avons seulement posé qu'une molécule peut uniquement se trouver à des niveaux
d'énergies quanti�és. Il n'est pas possible de la trouver dans une in�nité de con�gurations éner-
gétiques continues. L'origine de ces niveaux discrets énergétiques est l'objet même de la physique
quantique. Il est donc nécessaire de faire appel à ce corpus lorsque nous cherchons à comprendre où
sont situés les centres de raies dans l'ensemble de la plage fréquentielle qui nous intéresse, essentiel-
lement l'infrarouge lointain, le proche infrarouge et le visible.

L'énergie d'une molécule est ici la somme de ses énergies de translation (qui n'est pas quanti�ée),
électronique, vibrationnelle et rotationnelle (les trois étant quanti�ées). Pour un atome simple, il
n'existe que des énergies de translation et électronique. Plus la molécule se complexi�e et plus les
degrés de liberté augmentent. À partir de deux noyaux, les modes de rotation et de vibration sont
à prendre en compte. À certaines géométries particulières, nous pourrons faire correspondre des
parties du spectre électromagnétique. Ainsi, les molécules triatomiques, telles le CO2 et H2O, ont
de fortes contributions dans des modes ro-vibrationnels (combinaison d'un état de rotation et d'un
état de vibration) correspondant à l'infrarouge. Des molécules diatomique, comme le O2, auront plus
d'impact dans le domaine visible.

E�et vibrationnel Exceptées les molécules monoatomiques, toutes les molécules possèdent des
transitions vibrationnelles. Les e�ets vibrationnels des molécules peuvent par exemple être modéli-
sés comme des oscillateurs harmoniques pour des molécules diatomiques. Pour des molécules plus
complexes, nous rentrons dans la théorie des groupes. L'étude quantique de l'oscillateur conduit à
l'identi�cation des modes de vibrations discrets et permet la quanti�cation de leurs énergies. Une
fois traduites en fréquence, les ordres de grandeur des énergies de vibration correspondent aux plages
fréquentielles que nous étudions prioritairement (infrarouge lointain et proche infrarouge), alors que
les énergies de rotation sont plus faibles (fréquences micro-ondes) et les énergies électroniques plus
élevées (visible et ultraviolets). Nous pouvons donc dire que la première signature des spectres que
nous observons est celle des modes de vibration. Certains modes de vibration ont des énergies très
proches car ils correspondent à des déformations géométriques voisines. Cela conduit à des raies de
vibration très proches en fréquence et nous parlons alors de bandes de vibration. Nous rencontrons
souvent la dénomination "bande Q" pour ces bandes n'impliquant que des transitions vibrationnelles.

E�et rotationnel Une molécule peut tourner autour de trois axes. Pour des molécules simples
qui tournent autour de leur centre de masse, un modèle de rotor rigide est typiquement employé
pour trouver les modes de rotation discrets et en déduire leurs énergies (toujours d'un point de vue
quantique). Nous avons déjà dit que celles-ci sont plus faibles que celles des modes de vibration.
Les transitions purement rotationnelles se traduisent typiquement par une fréquence micro-onde
et nous ne les rencontrerons donc pas dans notre étude. Nous pouvons cependant retenir une idée
importante qui nous sera utile quand les rotations seront combinées aux vibrations : les modes de
rotation sont repérés à l'aide d'un nombre quantique noté J et les seules transitions rotationnelles
possibles correspondent à une variation unitaire de J . Il existe donc seulement des transitions d'un
état J vers l'état J + 1 ou d'un état J vers l'état J − 1.
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E�et ro-vibrationnel Les transitions entre deux états vibrationnels di�érents correspondent bien
aux fréquences qui nous intéressent. Les transitions entre deux états rotationnels di�érents corres-
pondent à des fréquences trop basses. Mais par contre quand une transition implique à la fois un
changement d'état de vibration et un changement d'état de rotation, alors la fréquence correspon-
dante reste dans la plage qui nous intéresse. Au premier ordre, il s'agit de la fréquence de la transition
vibrationnelle, mais elle est décalée d'un petit saut fréquentiel correspondant à la transition rota-
tionnelle. Donc, pour une raie de vibration pure prise dans la branche Q, nous trouverons tout un
ensemble de réplications de cette raie, légèrement plus haut en fréquence, correspondant à la même
transition vibrationnelle combinée (dans une pensée en émission) à un passage d'un état de rotation
J à l'état de rotation J − 1 (nous passons à un état de rotation d'énergie plus faible donc le photon
émis est plus énergétique), et de même nous trouverons un ensemble de réplications de cette même
raie, légèrement plus bas en fréquence, correspondant toujours à la même transition vibrationnelle
mais cette fois combinée à un passage d'un état de rotation J à l'état de rotation J + 1 (nous
passons à un état de rotation d'énergie plus élevé donc le photon émis est moins énergétique). Pour
les raies de fréquences inférieures, nous parlons de la branche P et pour celles de fréquences supé-
rieures nous parlons de la branche R. La �gure 2.8 illustre ces bandes P, Q et R sur l'exemple de
la molécule de HCN (�gure issue de l'HDR de Hervé Herbin 2). Ce que nous appelons une bande de
rotation-vibration est l'ensemble de ces trois branches.

Figure 2.8 � Spectre en transmission du mode de vibration fondamentale ν2 de HCN. Les branches P et R sont
situées respectivement à gauche et à droite. Les raies les plus intenses au centre appartiennent à la branche Q.

Les �gures 2.9 et 2.10 représentent l'intégralité du spectre infrarouge avec lequel nous travaillons
ainsi que la variabilité du spectre en fonction de la fréquence sur des intervalles de plus en plus
restreints.

2.5 Les transitions nulles pour le couplage

Un des objectifs de la thèse est d'e�ectuer des estimations de grandeurs radiatives directement
en raie-par-raie, c'est-à-dire lorsque nous considérons que le modèle de coe�cient d'absorption est
donné par la somme de raies spectrales. Nous nous proposons de ne plus "voir" dans nos modèles
le coe�cient d'absorption mais uniquement ces raies spectrales. De plus, l'idée sera d'échantillonner
une raie unique par la méthode de Monte Carlo, proposition n'étant réalisable que par l'utilisation
des évènements �ctifs.

2.5.1 Première étape : le choix du collisionneur

À ce stade, nous disposons de l'intégralité du modèle spectral en ce qui concerne l'absorption.
Nous n'avons pas décrit les modèles que nous emploierons pour la di�usion : ils seront décrits

2. https://loa.univ-lille.fr/documents/LOA/formation/theses/2014_Herbin.pdf

https://loa.univ-lille.fr/documents/LOA/formation/theses/2014_Herbin.pdf
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brièvement au moment où nous présenterons les résultats de simulation. Ce qu'il faut en retenir, c'est
qu'ils se présenteront sous la forme d'une section e�cace de di�usion et un coe�cient d'asymétrie
(un résumé de la fonction de phase), tous deux interpolés en fréquence à partir de valeurs discrètes
précalculées. En résumé, en termes de propriétés radiatives, et en laissant de côté le coe�cient
d'asymétrie qui n'a pas le même statut (il n'intervient pas dans la statistique du libre parcours
d'extinction) :

� nous disposons d'un modèle de raie qui nous permet de connaître la contribution ha,ν,i au
coe�cient d'absorption ka,ν de chacune des Nt raies du spectre.

� Des modèles de continuum nous permettent de corriger les raies lointaines, potentiellement
pour chaque espèce moléculaire, mais aussi de tenir compte d'autres sources de continuum.
Nous notons Nc le nombre de continuums et kca,ν,j la contribution au coe�cient d'absorption
du j-ème continuum.

� Des modèles en section e�cace pour les molécules pour lesquels le modèle raie-par-raie a
été abandonné (e.g. du fait d'une structure géométrique trop complexe). Nous notons Nmc

le nombre de ces molécules et kmca,ν,j la contribution au coe�cient d'absorption de la j-ème
molécule.

� Des modèles en section e�cace pour les di�useurs. Nous notons Nd le nombre d'espèces di�u-
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santes et pour le j-ème di�useur, nous notons kda,ν,j , k
d
s,ν,j et gν,j la contribution au coe�cient

d'absorption, la contribution au coe�cient de di�usion et le paramètre d'asymétrie de la fonc-
tion de phase, respectivement.

Pour chaque coe�cient d'absorption et chaque coe�cient de di�usion, nous introduisons un majorant
en le symbolisant par un chapeau, soit k̂a,ν > ka,ν , k̂ca,ν,j > kca,ν,j , etc. Le coe�cient d'extinction
majorant total est donc

k̂e,ν = k̂a,ν +

Nc∑
j=1

k̂ca,ν,j +

Nmc∑
j=1

k̂mca,ν,j +

Nd∑
j=1

(
k̂da,ν,j + k̂ds,ν,j

)
. (2.113)

À chaque collision, l'algorithme à collision nulle commencera par choisir aléatoirement un colli-

sionneur selon les probabilités P rν =
k̂a,ν

k̂e,ν
pour les raies d'absorption, P cν,j =

k̂ca,ν,j

k̂e,ν
pour le j-ème

continuum, Pmcν,j =
k̂mca,ν,j

k̂e,ν
pour la j-ème molécule exclue du modèle raie-par-raie et P dν,j =

k̂da,ν,j+k̂
d
s,ν,j

k̂e,ν
pour le j-ème di�useur. Ensuite, pour le collisionneur retenu nous disposerons d'un jeu de probabilité
d'absorption, de di�usion et de collision nulle :

� pour les raies d'absorption, Pa,ν =
ka,ν

k̂a,ν
, Ps,ν = 0 et Pn,ν = 1− Pa,ν ;

� pour les continuums, Pa,ν =
kca,ν,j

k̂ca,ν,j
, Ps,ν = 0 et Pn,ν = 1− Pa,ν ;

� pour les modèles exclus du modèle raie-par-raie, Pa,ν =
kmca,ν,j

k̂mca,ν,j
, Ps,ν = 0 et Pn,ν = 1− Pa,ν ;

� pour les di�useurs, Pa,ν =
kda,ν,j

k̂da,ν,j+k̂
d
s,ν,j

, Ps,ν =
kds,ν,j

k̂da,ν,j+k̂
d
s,ν,j

et Pn,ν = 1− Pa,ν − Ps,ν .

2.5.2 Ce que nous cherchons à éviter : sommer les contributions de toutes les
raies

Lorsque les raies d'absorption sont retenues, dans une approche en collision nulle usuelle il est
nécessaire de calculer Pa,ν =

ka,ν

k̂a,ν
, avec ka,ν =

∑Nt
i=1 ha,ν,i, soit :

Pa,ν =

∑Nt
i=1 ha,ν,i

k̂a,ν
. (2.114)

Toutes les questions soulevées dans cette thèse partent de cette expression de la probabilité d'absorp-
tion dans le cas d'un modèle raie-par-raie. Notre objectif ne se résume pas à la seule optimisation
des temps de calcul, un enjeu essentiel étant aussi la lecture physique de l'algorithme, c'est-à-dire le
sens physique qu'il est possible d'attacher aux chemins que nous échantillonnons, notamment avec
l'objectif d'avoir plus de souplesse quand nous cherchons à aller plus loin dans la physique spec-
troscopique. Cependant, commençons d'abord par nous concentrer sur les seuls temps de calcul. La
somme

∑Nt
i=1 ha,ν,i est très coûteuse.

Pour bien comprendre l'enjeu, il faut d'abord comprendre pourquoi la di�culté est attachée aux
raies d'absorption et pas aux autres contributions du coe�cient d'absorption. Pour les autres (kca,ν,j ,
kmca,ν,j , k

d
a,ν,j et kds,ν,j), le modèle a la forme d'une section e�cace et, pour obtenir la contribution

au coe�cient d'absorption, la seule opération calculatoire est le produit de la section e�cace par la
densité de l'espèce associée. De plus, ces sections e�caces varient lentement avec la fréquence. Elles
sont donc stockées pour un nombre limité de fréquences discrètes et la valeur pour une fréquence
donnée est obtenue par interpolation. Sans rentrer dans plus de détails (e.g. dépendance en pression et
en température, accès accéléré aux données d'interpolation), ces calculs sont typiques de la gestion
des données en champ usuelles dans le calcul scienti�que et ne posent aucune di�culté. Il en va
de même pour leurs majorants qui sont conçus comme une information de premier niveau, plus
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grossière (pourvu qu'elle soit bien majorante), autorisant des interpolations encore moins exigeantes.
Typiquement, nous pouvons souvent utiliser un seul majorant pour toutes les valeurs de température.

Pour ka,ν et k̂a,ν la question se pose en des termes très di�érents. À lui tout seul, le majorant
k̂a,ν est déjà une di�culté. Bien sûr, ce n'est qu'un majorant, mais si ce majorant est trop grossier,
cela se traduira par beaucoup de collisions nulles. Or, nous avons vu que le spectre de raies varie très
fortement avec la fréquence et que les valeurs du coe�cient d'absorption en ailes de raies, même si
elles sont faibles par rapport à celles des centres de raies, jouent un rôle essentiel. Nous ne pouvons
donc nous permettre d'avoir un majorant trop grossier ni aux centres des raies, ni en ailes de raies. Le
spectre de k̂a,ν doit donc être un spectre de raies, avec typiquement un million de raies majorantes.
De plus, nous savons que les largeurs de raies changent beaucoup avec la pression, donc il va falloir
que ce spectre de raies majorant s'ajuste �nement avec l'altitude.

Ensuite ka,ν est une somme sur lesNt transitions. En pratique, il ne s'agit pas d'une somme sur un
million de transitions car les ailes de raies sont tronquées. Quand nous avons besoin de calculer ka,ν
pour une fréquence donnée, il su�t donc de sommer sur les transitions dont les contributions ne sont
pas tronquées à cette fréquence. Le nombre de raies est donc plus faible. Mais nous parlons encore de
milliers de transitions. Or, nous avons vu que chaque contribution ha,ν,i d'une raie indicée i implique
le calcul d'un pro�l de Voigt, et nous savons que le calcul du pro�l de Voigt est numériquement
coûteux. En pratique, à notre connaissance aucun code de calcul Monte Carlo ne calcule ka,ν à la
volée comme ka,ν =

∑Nt
i=1 ha,ν,i en chaque point le long du chemin radiatif. Les spectres de ka,ν sont

précalculés et tabulés, très �nement en fréquence, plus grossièrement en pression et en température.

Tout l'enjeu de la thèse de Mathieu Galtier a été précisément d'éviter ces précalculs, d'une part
pour éviter les sources d'incertitudes associées à une interpolation très délicate et d'autre part pour
éviter la nécessité de reconstruire les données de précalculs à chaque fois que nous souhaitons changer
une hypothèse dans le modèle spectroscopique. Nous travaillerons à améliorer sa proposition, mais
nous allons commencer par la redonner dans tous ses détails car elle a déjà fait la preuve d'une réelle
praticabilité. Nous adoptons donc, à partir de maintenant, sa posture qui consiste à essayer de ne
jamais avoir à calculer la somme

∑Nt
i=1 ha,ν,i au c÷ur de l'algorithme de Monte Carlo. Il y aura des

précalculs, mais dans l'algorithme lui-même, ka,ν ne sera jamais calculé. Cela signi�e notamment
que dans l'algorithme à collisions nulles, la probabilité d'absorption ne pourra pas être calculée avec
l'Eq. 2.114.

2.5.3 Deuxième étape : remplacer le coe�cient d'absorption par l'espérance
d'une variable aléatoire Wspec

Mathieu Galtier n'a pas posé la question en ces termes, mais ici, nous allons redire son travail
en mettant en avant l'idée que lorsque nous partons avec l'objectif de résoudre le transfert radiatif
par Monte Carlo sans jamais calculer le coe�cient d'absorption résultant de la spectroscopie, ce
que nous cherchons à faire, c'est concevoir un algorithme de Monte Carlo s'attaquant au problème
couplé : transfert radiatif et spectroscopie.

En introduction de cette thèse, nous nous sommes posé exactement la même question en chimie
lorsque nous avons ré�échi à la façon de coupler la cinétique chimique aux transferts thermiques.
La grandeur qu'il s'agissait de ne jamais calculer était la température. En cinétique chimique, la
fréquence réactionnelle est fonction de la température T et c'est la physique des transferts thermiques
qui a comme objet de dé�nir T en chaque point du réacteur et à chaque date. En transfert radiatif,
le coe�cient d'extinction est une fonction du coe�cient d'absorption des raies moléculaires ka,ν et
c'est la physique de la spectroscopie moléculaire qui a comme objet de dé�nir ka,ν en chaque point de
l'atmosphère et à chaque date. Pour la chimie, nous avons vu que l'idée d'introduire des évènements
�ctifs permet d'avancer dans l'algorithme sans connaître la température, donc sans faire appel à la
thermique. Nous utilisons une fréquence réactionnelle majorante pour trouver l'instant de la future
réaction alors qu'à l'origine, il aurait fallu connaître la température pour trouver cet instant. En
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transfert radiatif, il en va de même : nous pouvons suivre le chemin radiatif en utilisant le majorant
de ka,ν au lieu de ka,ν lui-même, donc nous pouvons avancer dans l'algorithme sans avoir eu besoin
de faire appel à la spectroscopie. Lorsque l'instant de la réaction est trouvé, il s'agit de faire appel
à la thermique pour corriger le fait que jusque-là nous avions utilisé une fréquence réactionnelle
majorée : il faut donner place à des réactions nulles pour compenser cette majoration (certaines
réactions identi�ées ne sont pas e�ectives). Mais l'idée est qu'ici, il n'est pas nécessaire de lancer un
Monte Carlo entier pour calculer la température locale. Il su�t de réaliser un seul poids du Monte
Carlo de la thermique : la moyenne d'un grand nombre de ces poids aurait donné une estimation
de la température locale, mais nous nous contentons d'un seul poids. Et c'est avec la valeur de ce
seul poids que nous e�ectuons le tirage aléatoire permettant de décider si la réaction identi�ée est
e�ective ou nulle. C'est en ce sens que la température n'est jamais calculée. Un seul poids de Monte
Carlo est nécessaire.

Nous procédons exactement de la même façon avec la physique spectroscopique. Admettons que
nous disposions d'un algorithme de Monte Carlo estimant ka,ν comme la moyenne de poids wspec
qui sont des réalisations d'une variable aléatoire poids notée Wspec. Nous avons donc :

ka,ν = E(Wspec). (2.115)

Quand nous avons besoin de décider si une collision est une absorption e�ective ou une collision
nulle, au lieu d'utiliser Pa,ν =

ka,ν

k̂a,ν
, donc de calculer ka,ν , nous échantillonnons un seul poids de

spectroscopie wspec et nous redé�nissons la probabilité d'absorption à l'aide de ce poids :

Pa,ν =
wspec

k̂a,ν
. (2.116)

C'est avec cette nouvelle probabilité que nous décidons ensuite si l'absorption par les raies est
e�ective ou nulle. L'algorithme de Monte Carlo couple le transfert radiatif à la spectroscopie au sens
ou quand un chemin radiatif a besoin d'une information venant de la spectroscopie, cela conduit à la
naissance d'un chemin spectroscopique et le chemin couplé ainsi dé�ni sera donc un chemin radiatif
usuel avec des branches spectroscopiques à chacune des collisions moléculaires correspondant au
modèle raie-par-raie.

En redisant l'idée de Mathieu Galtier sous cet angle, une idée très importante apparaît : cette
stratégie restera valable avec un autre modèle spectroscopique que celui de la Sec. 2.4 ou avec une
autre physique radiative que celle de la Sec. 2.2, si et seulement si :

� nous savons construire un algorithme de Monte Carlo calculant ka,ν selon la nouvelle physique
spectroscopique ;

� nous savons utiliser le concept de collision nulle (ou d'évènement �ctif au sens élargi) pour la
nouvelle physique radiative.

Nous avons déjà annoncé que di�érentes ouvertures possibles seront listées au Chap. 5. Pour l'essen-
tiel, c'est en ce sens qu'elles ont été envisagées : quelles sont les physiques spectroscopiques débordant
le cadre de la Sec. 2.4 pour lesquelles nous disposerions d'un algorithme de Monte Carlo ? Les corré-
lations entre raies (le "line mixing"), le hors équilibre thermodynamique local, seront visités tour à
tour pour voir ce que pourrait signi�er la proposition de Mathieu Galtier face aux questions scienti-
�ques identi�ées dans ces domaines (telles que nous les comprenons). Dans le même chapitre, nous
nous poserons aussi la question de coupler une spectroscopie de raies avec une autre physique ra-
diative : celle impliquant un indice de réfraction variant signi�cativement dans l'espace et induisant
des courbures des rayons. Ici, la question ne sera pas du côté de la spectroscopie mais du côté du
transfert radiatif : sommes-nous encore dans une pensée cinétique ? Pouvons-nous encore nous servir
des collisions nulles pour construire un espace de chemins couplés rayonnement/spectroscopie ?

Mais pour l'instant, dans la �n de ce chapitre et dans les deux chapitres qui suivront, nous nous
en tiendrons strictement au transfert radiatif de la Sec. 2.2 (trajectoires de photons rectilignes) et à
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la spectroscopie de Sec. 2.4 (raies indépendantes sous hypothèse d'équilibre thermodynamique local).
La prochaine étape est donc de proposer un algorithme de Monte Carlo pour l'estimation de ka,ν en
accord avec la Sec. 2.4.

2.5.4 Troisième étape : échantillonnage de la variable aléatoire, le concept de
Wspec en transition nulle

Nous souhaitons dé�nir une variable aléatoire wspec dont l'espérance soit égale à ka,ν (équa-
tion 2.115), c'est-à-dire proposer un algorithme de Monte Carlo estimant la somme

∑Nt
i=1 ha,ν,i. Pour

cela, il su�t de choisir un jeu de probabilités Pi pour chacune des transitions et écrire :

ka,ν =

Nt∑
i=1

Pi
ha,ν,i
Pi

. (2.117)

Le poids de Monte Carlo devient alors ha,ν,i
Pi

. Toute la question se résume alors à choisir Pi de

façon à minimiser la variance du poids, la probabilité idéale étant Pi,Ideal =
ha,ν,i
ka,ν

: le poids devient
ha,ν,i
Pi,Ideal

= ka,ν quelle que soit la transition échantillonnée, donc l'estimateur est exact dès le premier
tirage. Bien sûr, nous ne pouvons pas utiliser cette probabilité idéale puisqu'elle sous-entend que
nous connaissons déjà la valeur de ka,ν alors que c'est précisément elle que l'algorithme doit évaluer.
Reste que tout l'enjeu est là : se rapprocher le plus possible de ce jeu de probabilité idéal et pour cela,
nous allons essayer de nous appuyer sur des grandeurs approchées que nous pourrons précalculer.

La première idée est alors d'utiliser le fait que nous allons de toute façon disposer d'une grandeur
approchée qui sera k̂a,ν , le majorant de ka,ν . Nous supposons que pour construire ce majorant de
la somme des contributions de chaque transition, nous allons utiliser un majorant ĥa,ν,i de chaque
transition, soit :

k̂a,ν =

Nt∑
i=1

ĥa,ν,i, (2.118)

avec ĥa,ν,i > ha,ν,i. Donc, ces majorants de chaque raie sont supposés disponibles et pas être trop
éloignés de ha,ν,i car sinon nous aurions trop de collisions nulles. Nous pouvons donc les utiliser
pour dé�nir une probabilité d'échantillonnage des transitions qui ne sera pas trop éloignée de la
probabilité idéale. Nous retenons donc :

Pi =
ĥa,ν,i

k̂a,ν
, (2.119)

qui véri�e bien
∑Nt

i=1 Pi = 1. Nous obtenons donc :

ka,ν =

Nt∑
i=1

Pi

(
ha,ν,i
Pi

)
=

Nt∑
i=1

Pi

ha,ν,i
ĥa,ν,i

k̂a,ν

 =

Nt∑
i=1

Pi

(
k̂a,ν

ha,ν,i

ĥa,ν,i

)
. (2.120)

Nous avons bien obtenu ce que nous souhaitions : ka,ν s'écrit comme une espérance d'un poids de
Monte Carlo obtenu en échantillonnant un indice de transition i selon le jeu de probabilité Pi et en
retenant wspec = k̂a,ν

ha,ν,i

ĥa,ν,i
. Nous utiliserons les notations suivantes :

� I est une variable aléatoire sur (1, 2, 3...Nt) dont le jeu de probabilités (P1, P2, P3...PNt) est
dé�ni selon l'équation 2.119 ;

� le poids de Monte Carlo est :

Wspec = k̂a,ν
ha,ν,I

ĥa,ν,I
, (2.121)

dont l'espérance est bien E(Wspec) = ka,ν .
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Remarque : dans cet énoncé, nous somme partis de la connaissance du majorant total k̂a,ν et de
chaque majorant de raie ĥa,ν,i pour dé�nir la probabilité d'échantillonnage Pi. En pratique, Mathieu
Galtier est parti de la connaissance du majorant total et de la probabilité d'échantillonnage pour
construire le majorant de raie. Mais la logique est strictement équivalente.

Quand nous employons un échantillon wspec du poids Wspec que nous venons de trouver pour
calculer la probabilité d'absorption Pa,ν,i selon l'équation 2.122, nous trouvons :

Pa,ν,i =
wspec

k̂a,ν
=
ha,ν,i

ĥa,ν,i
. (2.122)

Cette probabilité d'absorption est construite comme le rapport entre la contribution de la transition
et son majorant. Dans la logique des évènements �ctifs nous interprétons donc cette probabilité

comme la probabilité que la transition soit e�ective. De même 1−Pa,ν,i =
ĥa,ν,i−ha,ν,i

ĥa,ν,i
est la probabilité

que la transition soit nulle. Nous voyons donc que cette stratégie de sélection d'une absorption
e�ective ou d'une collision nulle se fait en deux étapes :

� nous commençons par sélectionner une transition en utilisant les majorants des transitions ;

� nous e�ectuons un test de Bernoulli à l'échelle de la transition pour choisir une transition
e�ective (une absorption) ou une transition nulle selon le rapport entre la vraie contribution
de la transition et son majorant.

Donc, en dehors des pré-calculs, ce n'est qu'à l'étape du test de Bernoulli que le pro�l de Voigt sera
employé pour calculer ha,ν,i et il ne le sera qu'une seule fois.

En résumé, dans un milieu purement absorbant constitué uniquement de gaz :

u · ~gradXLν =− ka,νLν + ka,νL
eq
ν (T )

− kn,νLν + kn,νLν .
(2.123)

Nous introduisons alors le nouveau coe�cient d'absorption pour écrire

u · ~gradXLν = −k̂a,νLν + k̂a,νL
∗
ν , (2.124)

avec le terme de rappel L∗ν formulé comme :

L∗ν =
∑
i

Pi

(
ha,ν,i

ĥa,ν
Leqν (T ) +

hn,ν,i

ĥa,ν
Lν(x,u, t)

)
. (2.125)

Deux évènements peuvent se produire :

� une probabilité d'absorption Pa,ν,i =
ha,ν,i

ĥa,ν
, auquel cas nous retenons la luminance d'équilibre ;

� une probabilité de collision nulle Pn,ν,i =
hn,ν,i

ĥν
= 1 − Pa,ν,i, auquel cas l'algorithme est

poursuivi sans changer de direction (la collision est �ctive).

Pour un milieu hétérogène sans di�usion et avec uniquement des espèces gazeuses, l'utilisation de
collisions nulles permet donc de formuler la luminance de la façon suivante :

Lν(x,u, t) =

∫ +∞

0
pL̂(l̂; ν, t)dl̂


H
(
l̂ > l∂Ω(x,−u)

)
L∂Ω
ν (y(x,−u),u, t)

+H
(
l̂ < l∂Ω(x,−u)

)∑
i Pi

Pa,ν,iL
eq
ν (x− l̂u)

+Pn,ν,iLν(x− l̂u,u, t)



 . (2.126)
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2.5.5 Les choix de Mathieu Galtier

Nous venons de décrire le principe de l'approche proposée par Mathieu Galtier. Reste qu'en
pratique, il faut faire une proposition pour le majorant du coe�cient d'absorption k̂a,ν , celui qui
résulte des contributions, à la fréquence ν, de toutes les raies du spectre qui peuvent contribuer
à cette fréquence, c'est-à-dire toutes celles dont le centre de raie est assez proche pour qu'à cette
distance les ailes de raie ne soient pas encore tronquées. Il faut être capable de faire cette proposition
pour chaque fréquence et pour chaque composition atmosphérique. Ensuite, il faut faire une autre
proposition, plus di�cile encore, pour le majorant ĥa,ν,i de la contribution de chaque transition,
là encore pour chaque fréquence et pour chaque composition atmosphérique. Nous allons consacrer
le chapitre suivant à cette double question en faisant appel à une ré�exion informatique inspirée
de la pratique de la synthèse d'images. Mais dans sa thèse, avant de théoriser ce rapport à une
immense quantité d'informations, une immensité qui vient principalement du fait que la question se
repose à chaque nouvelle fréquence en des termes très di�érents, Mathieu Galtier a d'abord cherché
à s'appuyer sur la physique spectrale pour énoncer une première proposition. Cette proposition est
celle qui a permis de prendre la mesure des enjeux, de voir tous les béné�ces qui peuvent être
attendus d'une telle approche statistique du raie-par-raie à la fois en physique atmosphérique et en
combustion. Par la suite, nous ferons d'autres choix, mais nous terminerons quand même ce chapitre
en décrivant l'intégralité de son algorithme dont il a montré qu'il était déjà praticable et surtout
qui illustre très bien toutes les contraintes auxquelles nous devons faire face quand nous souhaitons
aller au bout du couplage du transfert radiatif à la spectroscopie, c'est-à-dire compléter entièrement
la question du rapport aux données spectroscopiques.

Son premier choix a été de construire des spectres haute résolution pour un jeu de variables
thermodynamiques couvrant grossièrement l'ensemble des possibles. Nous notons ka,ν,ref ces spectres
qui serviront de référence. Pour construire le majorant k̂a,ν , il choisit le spectre le plus proche et
introduit un facteur ζ > 1 pour augmenter su�samment ce spectre de référence de façon à ce qu'il
soit bien toujours majorant (nous verrons qu'en pratique, pour d'autres raisons, il faudra augmenter
ζ beaucoup plus fortement). Ensuite, comme nous l'avons déjà dit, il a choisi de ne pas travailler sur
le majorant ĥa,ν,i de chaque transition, mais sur le jeu des probabilités Pi. Cela revient concrètement
au même puisque ĥa,ν,i = Pik̂a,ν , soit ĥa,ν,i = Piζka,ν,ref . Il faut dé�nir un jeu de probabilités Pi
qui à une fréquence ν, permet de choisir statistiquement les transitions qui compteront le plus dans
l'estimation de ka,ν . Ces transitions peuvent avoir un centre de raie plus ou moins proche de la
fréquence considérée et une intensité forte ou faible. Toute la di�culté réside dans le fait de tenir
compte dans notre choix du jeu de probabilités de toutes les con�gurations spectrales. Nous pouvons
avoir une raie très proche de notre fréquence d'intérêt mais avec une intensité très faible qui n'aura
pas de poids dans notre calcul. Inversement, nous pouvons avoir une raie très lointaine mais très
intense qui aura une importance cruciale. De plus, la largeur de la raie rend compte de son étalement
et va elle aussi jouer un rôle important. Il y a donc une stratégie à adopter entre l'éloignement de
la raie, son intensité et sa largeur. Comme pour chaque fréquence les cas sont di�érents les uns des
autres, il faudrait dé�nir autant de jeux de probabilités que de fréquences. Le travail serait alors
considérable même en envisageant des stratégies d'interpolation.

Dans son approche Mathieu Galtier a élaboré une méthode simple qui permet de ne stocker
aucune donnée en pré-calcul. L'idée consiste à dé�nir les contributions de chaque raie selon deux
paramètres : la contribution de son intensité et celle de son pro�l de raie. À une fréquence ν unique-
ment les transitions dans l'intervalle [ν-α cm−1 ; ν+ α cm−1] peuvent être échantillonnées. Au-delà
la contribution des raies est nulle du fait de la troncature. L'intervalle 2α cm−1 est alors décomposé
en sous-intervalles, notés u. La largeur fréquentielle de ces sous-intervalles est choisie de telle sorte
que la contribution de chacune des raies de cet intervalle à la fréquence ν ne dépende que de leur
intensité. Autrement dit, dans un même intervalle u, il n'est pas utile de connaître exactement le
centre de la raie car quelle que soit la fréquence de ce centre, l'impact de la raie à la fréquence ν
sera presque le même. Donc, la proposition se résume ainsi : pour chaque fréquence, la probabilité
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de choisir une transition Pi sera la probabilité de choisir un sous-intervalle u, Pu, multipliée par la
probabilité, dans u, de choisir une transition selon son intensité, Pi,u. Formellement :

Pi = Pu × Pi,u. (2.127)

La probabilité d'échantillonner une intensité dans un intervalle u ne pose aucune di�culté :

Pi,u =
Si∑Nt(u)

j=1 Sj
, (2.128)

où Nt(u) est le nombre de raies dont le centre est situé dans l'intervalle u. La probabilité de choisir
une raie i dans u est la rapport de l'intensité de la transition i sur toutes les intensités dans cet
intervalle. Une façon rapide d'estimer Si est d'utiliser l'intensité de référence de HITRAN, c'est-à-
dire à la température T = 296K. Donc, une fois que l'intervalle u est connu, calculer les probabilités
de chaque raie et en choisir une aléatoirement est très rapide.

Il reste à dé�nir la probabilité de choisir un intervalle u. Comment rendre compte de l'éloignement
de chaque raie ? Là encore Mathieu Galtier fait une hypothèse simple. Nous considérons que le pro�l
de toutes les raies est Lorentzien et de même largeur à mi-hauteur γ. De plus, nous supposons que
l'intensité des raies n'intervient pas à ce stade. L'intensité servira uniquement, comme nous venons
de le voir, à choisir une raie dans un sous-intervalle. Ainsi, seul le pro�l de Lorentz caractérise
l'éloignement des raies. Donc, un intervalle u peut être échantillonné selon une fonction lorentzienne,
ou plutôt selon l'intégration de la lorentzienne sur l'intervalle. L'intégrale de la lorentzienne étant
analytique, nous pouvons calculer les probabilités correspondantes de façon exacte.

Nous sommes à une fréquence ν et chaque intervalle u est dé�ni par deux fréquences limites, ν1

et ν2. Selon les hypothèses que nous venons de faire, la probabilité de l'intervalle u est l'intégrale
sur [ν1; ν2] de la lorentzienne de largeur γ centrée sur ν, divisée par l'intégrale de cette lorentzienne
sur tous les sous-intervalles, donc sur toute la plage fréquentielle avant troncature, soit [ν-α cm−1 ;
ν+ α cm−1]. Ce rapport donne :

Pu =

atan

(
ν2 − ν
γ

)
− atan

(
ν1 − ν
γ

)
atan

(
+α

γ

)
− atan

(−α
γ

) . (2.129)

Ces choix conduisent à une procédure d'échantillonnage des transitions qui sépare pro�l et inten-
sité et qui est très rapide. Un de ses inconvénients est par contre que nous pouvons échantillonner
un intervalle où aucun centre de raie n'est présent. Ainsi, une transition lointaine qui apporte une
grande contribution sera sous estimée. Inversement, nous aurons tendance à échantillonner des in-
tervalles proches de la fréquence considérée et donc de choisir possiblement beaucoup de transitions
proches dont la faible intensité fera qu'elles n'auront que peu d'in�uence sur la valeur du coe�cient
d'absorption.

Bien sûr, une première correction de l'échantillonnage des sous-intervalles u pourrait consister
à tenir compte du nombre et des intensités des raies contenues dans chaque sous-intervalle. Nous
partirions de la probabilité Pu proposée par Mathieu Galtier et nous la pondèrerions par la somme
des intensités de raie dans l'intervalle, soit Pu

∑Nt(u)
i=1 Si. La probabilité modi�ée serait alors :

P̃u =
Pu
∑Nt(u)

i=1 Si∑Ns
u′=1 Pu′

∑Nt(u′)
i=1 Si

, (2.130)

ou Ns est le nombre de sous-intervalles. Nous utiliserons cette probabilité au chapitre suivant pour
illustrer l'importance de cette information supplémentaire sur les valeurs d'intensité, mais en pratique
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elle n'est pas directement exploitable car elle demande de visiter toutes les raies avant de pouvoir
choisir le sous-intervalle, et le résultat de cette visite en termes de pondération ne peut pas être
facilement précalculé et archivé car il est di�érent pour chaque fréquence.

Reste que, même avec ses faiblesses et sans cette dernière piste d'amélioration, la proposition
de Mathieu Galtier a permis la mise en ÷uvre concrète de sa proposition de calcul raie-par-raie
par échantillonnage des transitions. Il a pu tester des mises en ÷uvre à la fois pour l'atmosphère
terrestre et pour des con�gurations de combustion, donc à plus haute température, avec des bases
de données spectroscopiques contenant près d'une centaine de fois plus de raies. Comme il a aussi
intégré une solution pour la gestion des collisions nulles négatives ainsi qu'une approche de réduction
de variance permettant d'exploiter l'information récoltée à chaque collision nulle, le résultat était
très convaincant et nous pouvons donc dire que cette première stratégie d'échantillonnage a joué un
rôle essentiel dans la dynamique scienti�que dans laquelle nous nous sommes inscrits.
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3.1 Introduction

Pour amorcer ce chapitre, rappelons notre proposition du Chap. 2 pour estimer statistiquement
des grandeurs radiatives. Dans un milieu atmosphérique, l'équation de transfert radiatif (ETR)
s'exprime comme une équation di�érentielle (prise en stationnaire ici) portant sur la luminance
monochromatique qui est dé�nie en un temps, une position et une direction. Dans un milieu purement
absorbant, celle-ci s'écrit comme :

u · ~gradXLν(x,u, t) = −ka,ν(x, t)Lν(x,u, t) + ka,ν(x, t)Leqν (T ). (3.1)

Le coe�cient d'absorption des gaz est décrit par une somme de contributions d'une grande quantité
de raies spectrales ka,ν =

∑Nt
i ha,ν,i. Pour résoudre l'ETR par approche déterministe, le champ

d'absorption doit être connu en un nombre important de positions et de fréquences, ce qui entraîne
un temps de calcul important.

87
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Dans le chapitre précédent (voir Sec. 2.5.4), nous employions, dans une approche Monte Carlo, la
stratégie des évènements �ctifs pour remplacer l'atténuation hétérogène par une atténuation homo-
gène qui est donnée par un majorant du champ d'absorption k̂a,ν . Nous reformulions alors l'ETR :

u · ~gradXLν = −k̂a,νLν + k̂a,νL
∗
ν . (3.2)

Cette reformulation implique une réécriture du terme source sous forme d'espérance, qui s'écrit
comme :

L∗ν =
∑
i

Pi (Pa,ν,iL
eq
ν (T ) + (1− Pa,ν,i)Lν(x,u, t).) (3.3)

Sous forme intégrale, l'ETR avec échantillonnage des transitions en milieu hétérogène purement
absorbant s'exprime comme :

Lν(x,u, t) =

∫ +∞

0
pL̂(l̂; ν, t)dl̂


H
(
l̂ > l∂Ω(x,−u)

)
L∂Ω
ν (y(x,−u),u, t)

+H
(
l̂ < l∂Ω(x,−u)

)∑
i Pi

Pa,ν,iL
eq
ν (x− l̂u)

+Pn,ν,iLν(x− l̂u,u, t)



 . (3.4)

La reformulation du terme source en espérance nous permet de l'estimer par Monte Carlo. Ici,
Pa,ν,i = ha,ν,i/(k̂a,νPi) est la probabilité d'être absorbé qui dépend du majorant et de Pi = ĥa,ν,i/k̂a,ν
la probabilité de choisir la raie spectrale i, et �nalement (1 − Pa,ν,i) la probabilité d'avoir une
transition nulle. L'échantillonnage des transitions par la méthode de Monte Carlo permet de ne plus
précalculer le coe�cient d'absorption lors de l'estimation de grandeurs radiatives. Dans l'Eq. 3.4, à
aucun moment celui-ci n'est présent. Voici ce que nous permet le couplage du transfert radiatif avec
la spectroscopie. Pratiquement, après avoir échantillonné une fréquence, il su�t de se propager dans
le milieu en ayant au préalable une information sur le majorant spatial du coe�cient d'absorption.
Cette propagation nous emmène en un point de l'espace où nous testons si une absorption a lieu
en échantillonnant une transition. Si l'évènement est une vraie absorption, selon Pa,ν,i, le chemin
s'arrête, sinon c'est une transition nulle et il su�t de continuer la propagation : l'évènement �ctif
s'apparente à une di�usion vers l'avant.

Néanmoins, cette méthode est praticable uniquement si nous connaissons un majorant du coe�-
cient d'absorption k̂a,ν et un jeu de probabilité permettant de choisir la transition i : Pi. Cependant,
fournir des modèles pour ces deux grandeurs n'a rien de trivial. Il est toujours possible de dé�nir un
majorant du coe�cient d'absorption car les variations du spectre sur les fréquences et les positions
sont bien connues. Par exemple, un majorant simple est le maximum du coe�cient d'absorption. Mais
si celui-ci est mal choisi le nombre de transitions nulles deviendra important. En e�et, la probabilité
d'être absorbé dépend de l'inverse du majorant. Augmenter celui-ci revient à diminuer la probabilité
d'absorption et donc d'avoir plus de collisions nulles. Plus de collisions nulles signi�e un temps de
calcul plus conséquent et si celui-ci devient trop important la méthode peut devenir impraticable.
Lorsque nous connaissons les variabilités extrêmes que peut prendre le coe�cient d'absorption en
fonction de la fréquence (voir Chap. 2), nous comprenons tout l'enjeu d'obtenir un majorant qui suit
les variations de ka,ν .

Le jeu de probabilité Pi est tout aussi di�cile à fournir. Considérons une con�guration atmosphé-
rique homogène, c'est-à-dire avec une pression, une température et les concentrations moléculaires
�xées. Déjà, dans ce cas simpli�é, choisir une transition moléculaire pour une fréquence ν reste une
question complexe. D'un point de vue physique, deux considérations sont à prendre en compte :
la largeur des raies et leurs intensités. Ces deux aspects ne dessinent aucune réponse évidente :
des raies très intenses peuvent ne pas compter du tout du fait de leur éloignement et des raies
de faible intensité peuvent avoir une importance capitale du fait de la proximité de leur centre de
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raie à la fréquence ν. Pour répondre à cette question, la thèse de [Galtier et al., 2013] présente une
méthode pour échantillonner les transitions. Cette proposition, pleinement opérationnelle, présente
néanmoins plusieurs limites (voir Chap. 2) dont notamment des évènements où Pa est supérieur à un.
Pour pallier cet écueil, Mathieu Galtier propose d'augmenter signi�cativement le majorant spatial
du coe�cient d'extinction avec pour conséquence un nombre de transitions nulles en nette hausse im-
pliquant une augmentation importante des temps de calculs. Plusieurs pistes ont alors été explorées
pour améliorer l'e�cacité de cette proposition, soit en travaillant les probabilités soit en stockant
d'importantes quantités de données. Quoi qu'il en soit, les variations du spectre en fonction de la
dimension fréquentielle demeure la source de nombreuses di�cultés. En e�et, la méthode de Mathieu
Galtier est une méthode adaptative à la fréquence ; à chaque fréquence les probabilités changent et
trouver un jeu de probabilité en fonction de ces variations reste une question ouverte. En�n, cette
méthode ne permet pas d'obtenir rapidement un majorant, celui-ci étant reconstruit à partir du
coe�cient d'absorption. L'enjeu du présent chapitre est de s'attaquer à ces di�érentes limitations
avec l'objectif d'échantillonner e�cacement les raies spectrales qui comptent et ce indépendamment
de la fréquence.

La communauté de l'informatique graphique est depuis longtemps confrontée à ce même ques-
tionnement, à savoir le traitement d'une grande quantité de données multidimensionnelles et leur
échantillonnage e�cace. Le travail décrit dans ce chapitre se situe à l'interface de nos deux commu-
nautés : celle des physiciens apportant une culture des raies spectrales et celle des informaticiens
spécialistes de la structuration et du traitement des données. Dans l'esprit, ce travail est très simi-
laire à celui entrepris dans la thèse de Najda Villefranque sur la structuration et l'échantillonnage
de champs de majorants spatiaux pour accélérer la résolution du transfert radiatif par Monte Carlo
dans des champs nuageux 3D [Villefranque et al., 2019]. Il s'agissait alors de relier le transfert radia-
tif atmosphérique et les structures accélératrices de lancers de rayons travaillés en synthèse d'images.
Dans ces travaux, la dimension spatiale est partitionnée par une grille hiérarchique pour obtenir un
champ de majorants adapté aux hétérogénéités du milieu, rendant ainsi possible l'échantillonnage
de chemins dans un milieu caractérisé par des variations spatiales du champ d'extinction à la fois
très rapides et de grandes amplitudes.

Nous sommes ici confrontés au même besoin de devoir échantillonner e�cacement des données
complexes, mais cette fois dans le domaine spectral et non spatial. Et nous posons que là aussi
cette question se positionne à l'interface partagée par la physique et l'informatique. Nous allons
donc suivre une démarche similaire à celle de Najda Villefranque dans laquelle l'échantillonnage des
transitions et les structures de partitionnement seront retravaillés dans leur rapport mutuel. Nous
montrerons alors que la proposition en résultant sera en mesure de :

1. fournir un majorant du champ d'absorption k̂a,ν qui suit les variations de ka,ν pour toutes les
fréquences considérées pour des paramètres thermodynamiques �xés

2. fournir un jeu de probabilité Pi qui respecte les critères suivants :

(a) toutes les transitions ont une probabilité non nulle d'être échantillonnées.

(b) la somme des probabilités est égale à un :
∑Nt

j Pi = 1.

(c) du fait de l'utilisation contextuelle de l'échantillonnage dans le transfert radiatif, la for-
mulation Eq. 3.3 impose que la grandeur ha,ν,i/(k̂a,νPi) soit vue comme une probabilité
d'occurrence d'un évènement d'absorption. De ce fait, le dernier critère à respecter est :

k̂a,νPi ≥ ha,ν,i(x, t). (3.5)

Trois blocs distincts segmentent ce chapitre. Dans le premier, nous rappellerons le principe de
partitionnement des données et l'illustrons avec les travaux de Najda Villefranque sur les nuages.
À cette occasion nous soulignerons le rapport entre la physique et l'informatique et les questions
propres en résultant. Dans une deuxième section, nous élaborerons une proposition d'échantillonnage
des raies spectrales sur le domaine fréquentiel dans le cas où les conditions thermodynamiques sont
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spatialement homogènes. Pour cela, nous proposerons un nouvelle méthode de partitionnement des
raies. Nous montrerons mathématiquement que les critères sus-cités sont respectés. Dans la troisième
partie, nous traiterons le cas d'une atmosphère hétérogène. Ici, nous élaborerons une stratégie pour
prendre en compte non seulement les variabilités fréquentielles mais aussi les variations de tempéra-
ture, de pression et de concentration. Nous comparerons alors notre proposition à celle de Mathieu
Galtier avant de conclure sur une brève analyse des temps de calculs et de la consommation mémoire
de notre méthode.

3.2 Principe de la méthode et partitionnement de l'espace

3.2.1 Principe de la méthode

De manière générale, la méthode que nous allons employer consiste à partitionner un espace à
échantillonner en di�érentes zones nommées n÷uds. Une fois ces n÷uds dé�nis, ils sont eux-mêmes
subdivisés en n÷uds plus élémentaires dits n÷uds �ls. La procédure continue jusqu'à l'obtention d'un
grand nombre de n÷uds élémentaires contenant une information restreinte et plus facile à traiter
que la totalité des données composant l'espace initial. Du point de vue informatique, un n÷ud est
simplement un bloc mémoire contenant un certain nombre de données, par exemple les données à
partitionner ou une référence vers les n÷uds �ls.

À titre d'exemple, considérons la Fig. 3.1a contenant un nombre quelconque d'éléments. Il est
possible de partitionner cet espace de sorte à n'avoir qu'un certain nombre de motifs dans chaque
sous espace (voir Fig. 3.1b). Ainsi, ce partitionnement de l'espace permet de distinguer des zones
selon un critère arbitraire (ici, un seul type de motif par zone), en vue de faciliter le traitement des
données contenues dans chaque zone (par exemple compter le nombre d'éléments pour chaque type
de motif).

(a) Représentation d'un espace quelconque comprenant
di�érents éléments.

(b) Partitionnement de l'espace en fonction des éléments
le composant.

Figure 3.1 � Représentation du partitionnement d'un espace quelconque (�gure de gauche) en un espace partitionné
(�gure de droite).

Ce type de structure est généralement construit récursivement a�n de hiérarchiser l'espace à
partitionner. Nous obtenons alors un arbre, appelé aussi structure hiérarchique, où chaque n÷ud
englobe un ensemble d'éléments Fig. 3.2. Dans la suite du texte nous employons le terme arbre pour
arborescence. Le niveau zéro, comprenant l'espace initial, est nommé racine et ne compte qu'un
seul n÷ud qui englobe l'ensemble des éléments à partitionner. Les n÷uds terminaux sont quant à
eux appelés feuilles, par analogie, et ne contiennent qu'un seul élément. Les n÷uds intermédiaires
englobent quant à eux un sous-ensemble des éléments à structurer. Nous obtenons ainsi un arbre,
c'est-à-dire une structure sur plusieurs niveaux, qui partitionne l'espace initial. L'idée sera ensuite
de parcourir cet arbre depuis la racine jusqu'aux feuilles, en interrogeant les données contenues dans
les n÷uds pour choisir successivement les branches adéquates, et ainsi réduire les temps de calcul en
limitant le nombre total d'éléments à traiter.
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Figure 3.2 � Exemple d'arbre utilisé pour partitionner un ensemble d'éléments. Au niveau n = 0, tout l'espace est
représenté dans le n÷ud racine. Au niveau n = 1 cet espace est alors divisé en sous-domaines, une opération répétée
jusqu'à ne contenir qu'un élément par n÷ud. Ces n÷uds élémentaires, au dernier niveau de chaque rami�cation, sont
appelés feuilles.

3.2.2 Partitionnement de la dimension spatiale pour le suivi de chemin en mi-
lieux nuageux

À titre d'illustration d'une mise en ÷uvre avancée de ce principe, nous présentons le partition-
nement de la donnée spatiale pour la résolution du transfert radiatif par méthode de Monte Carlo
en présence de nuages. Dans cette con�guration, il s'agit d'utiliser un arbre pour accélérer le temps
de calcul en jouant sur le nombre d'évènements �ctifs. Ainsi, une même scène donnerait la même
estimation pour un nombre similaire de réalisations Monte Carlo mais en des temps di�érents selon
les propriétés de l'arbre (ou l'absence d'arbre). Nous entrons plus dans le détail par la suite.

Soit un milieu atmosphérique dont les propriétés sont fortement hétérogènes en raison de la pré-
sence de nuages dans le milieu. Supposons, pour la démonstration, que l'atmosphère soit constituée
uniquement de nuages (pas de gaz ni d'aérosols). Les nuages sont constitués de gouttes d'eau en
suspension. La densité spatiale du nombre de gouttes varie rapidement et amplement dans l'espace :
hors des nuages, en zones dites de ciel clair, cette densité est nulle ; elle est faible sur les bords des
nuages avec des variations à très haute fréquence spatiale ; elle est très élevée au c÷ur du nuage et
les variations sont à plus basse fréquence. Nous voulons estimer la luminance au sommet de l'atmo-
sphère par la méthode des évènements �ctifs. La volonté de partitionner l'espace émerge d'un constat
simple. Si un majorant unique est utilisé pour tout l'espace, alors au bord des nuages et dans les
zones de ciel clair, le rapport ka,ν/k̂aν sera extrêmement petit voire nul. Dans ce cas, le nombre de
collisions nulles dans ces régions du domaine sera extrêmement grand, et une grande partie du temps
de calcul sera consacré à échantillonner et rejeter des collisions nulles. Inversement, si le milieu est
subdivisé en un nombre trop important de zones majorantes, le temps de calcul augmentera, non
pas à cause des collisions nulles mais à cause du temps nécessaire à traverser toutes les zones.

Pour pallier cet e�et, la proposition a été de partitionner l'espace en dé�nissant des majorants
locaux des propriétés optiques dans chaque sous-espace. En pratique, à chaque fois que le photon
changera de région au cours de la traversée du domaine ou qu'une collision aura eu lieu, le majorant
local sera utilisé pour échantillonner le lieu de la prochaine collision. Ainsi, les régions de ciel clair



92 3.2. Principe de la méthode et partitionnement de l'espace

transparentes au rayonnement pourront être traversées très rapidement. Cette proposition permet
de contrôler le nombre moyen de collisions nulles partout dans le domaine. En contrepartie, elle
introduit un arbitraire : sur la base de quel critère partitionner le milieu ?

Contrairement au partitionnement de données géométriques qui est une procédure très bien
établie et depuis longtemps travaillée en synthèse d'images [Clark, 1976, Kay and Kajiya, 1986,
Glassner, 1989, Wald et al., 2014], ici nous n'avons pas de critère purement géométrique pour opti-
miser le partitionnement. Néanmoins, dans un cas comme dans l'autre, notre partitionnement doit
trouver le meilleur compromis entre le coût de traversée de l'arbre, et le coût de traitement des
feuilles. Dans le cas de notre atmosphère, si le milieu est partitionné trop �nement (avec de très
petits sous-espaces), nous obtenons un champ de majorants extrêmement bien adapté et avec très
peu de collisions nulles, mais nous devons alors souvent interroger les données partitionnées pour
récupérer le majorant local et échantillonner le lieu de la prochaine collision ; le coût de traversée
est important. À l'autre extrême, nous retrouvons le cas du majorant unique et le surcoût associé
au grand nombre de collisions nulles rejetées ; le coût de traitement des feuilles est alors important.
Trouver un compromis entre ces deux extrêmes ne peut se faire sans la connaissance de la physique
du transfert radiatif et des algorithmes qui seront mis en ÷uvre pour échantillonner les chemins
radiatifs.

Un résultat direct du contact étroit entre les communautés physicienne et informaticienne dans
ces travaux a été de laisser la physique porter le critère de partitionnement et le traitement des
données de l'arbre (en l'occurrence un octree) et l'informatique la structuration et le parcours de
ces données. En pratique, la procédure de partitionnement est un algorithme de construction par
regroupement qui part du niveau le plus détaillé du champ de majorant (à la résolution des données
brutes), et soumet des groupes de n÷uds contigus à une fonction test écrite par le physicien, a�n
de déterminer si les n÷uds candidats peuvent être fusionnés. La procédure elle-même ne présuppose
en rien de la nature des données à partitionner ni de l'usage qui en sera fait par la suite. Ainsi, le
partitionnement pourra être adapté en fonction de la procédure d'échantillonnage des données qui
sera mis en ÷uvre, c'est-à-dire de l'algorithme de suivi de photons conçu par le physicien.

Dans les travaux de Najda Villefranque et al. [Villefranque et al., 2019], le critère de fusion des
n÷uds a été conçu selon deux pré-requis : que les n÷uds contenant peu de gouttes d'eau soient
fusionnés même s'ils sont très hétérogènes car comme le nombre moyen de collisions reste petit, le
nombre de collisions nulles sera petit aussi et que les n÷uds voisins qui ont des densités en gouttes
d'eau similaires soient fusionnés même s'ils ont une densité importante en gouttes, car si la région est
su�samment homogène, il y a peu de surcoût à utiliser un majorant unique. Finalement, le critère
retenu est que la partie hétérogène du champ d'extinction de la région fusionnée soit optiquement
plus �ne qu'une valeur seuil, c'est-à-dire que (kmax − kmin) × h < τseuil où h est la hauteur de la
région résultante de la potentielle fusion. Les n÷uds qui ne peuvent pas ou plus être fusionnés avec
leurs voisins dé�nissent les feuilles de l'arbre. La Fig. 3.3 présente une coupe verticale dans une grille
3D de majorants (les feuilles de l'octree) obtenue à partir de la procédure décrite ci-dessus et d'un
critère en épaisseur optique de 1.

La construction d'une structure hiérarchique pour partitionner le domaine spatial permet donc
de traiter les fortes hétérogénéités en dé�nissant des majorants adaptés à la scène d'origine selon un
critère basé sur la physique du transfert radiatif. Cette méthode permet d'accélérer considérablement
le calcul en diminuant le nombre de collisions nulles par rapport à l'utilisation d'un majorant global.
De façon plus signi�cative encore, c'est cette méthode qui permet une insensibilité du temps de
calcul à la complexité du nuage. Que la description d'origine du champ nuageux soit très grossière ou
très détaillée, la structure hiérarchique partitionne l'espace et fournit des majorants à une résolution
adaptée à la physique du rayonnement (grossière dans les zones transparentes ou homogènes, détaillée
dans les zones épaisses et hétérogènes) de sorte que le temps de traversée reste le même. Seule la
construction de la grille pourra être plus longue et prendre plus de place en mémoire si la donnée
initiale est plus importante ; mais cette construction est e�ectuée une fois pour toute en pré-calcul
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Figure 3.3 � Feuilles d'un octree partitionnant les données nuageuses en zones majorantes (résolution de 5m).

et n'in�ue pas le temps de calcul Monte Carlo.

Toutefois, les propriétés optiques des composants atmosphériques (nuages inclus) varient en
fonction de la fréquence. Avec ce critère en épaisseur optique, il faudrait ainsi construire autant de
grilles que de fréquences ! Dans les algorithmes employés par [Villefranque et al., 2019], l'absorption
par les gaz est traitée par une méthode en K-distributions où l'intégration sur le domaine fréquentiel
est traitée par une méthode de quadrature, ce qui résume la dimension spectrale à une centaine
de points. Il est donc encore possible de construire une grille pour chacun de ces quelques points.
Cependant dans notre approche en raie-par-raie le domaine fréquentiel n'est pas discrétisé mais
in�ni. Cette méthode ne serait donc pas directement utilisable dans notre approche Monte Carlo.
Nous en reparlerons à la section sur le traitement des hétérogénéités spatiales (Sec. 3.4).

Ici, nous avons vu un exemple de mise en ÷uvre de la méthode énoncée précédemment, dans le
cadre d'un partitionnement du domaine spatial. Celui-ci est e�ectué pour adapter un majorant aux
variations spatiales dans le but de minimiser le temps de calcul. Dans les sections suivantes, nous
discuterons de l'application de la même méthode pour notre problématique d'accélération de l'échan-
tillonnage des transitions. Il s'agira également de partitionner un espace (le domaine fréquentiel) sur
lequel sont dé�nies des données complexes (les paramètres des raies d'absorption), pour accélérer un
aspect particulier de l'algorithme de Monte Carlo (l'échantillonnage d'une transition moléculaire).
Dans notre méthode se posera aussi la problématique d'adapter un majorant du spectre qui suit les
variations spatiales.

3.3 Conditions thermodynamiques homogènes

Dans cette section, nous présentons une nouvelle méthode d'échantillonnage par importance des
raies spectrales sous l'hypothèse d'un milieu homogène thermodynamiquement. Les hétérogénéités
spatiales sont pour l'instant ignorées et seront rajoutées dans la section suivante, leur prise en
compte se traduisant par des ajustements de la proposition décrite ici. Nous cherchons à évaluer
le coe�cient d'absorption majorant et à fournir un jeu de probabilité Pi à toutes les fréquences
pour échantillonner le plus e�cacement possible une raie spectrale. Nous proposons une nouvelle
méthode d'échantillonnage des transitions, issue des méthodes d'échantillonnage par importance
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travaillée en informatique graphique, qui s'appuie sur un partitionnement hiérarchique de l'espace.
Ce qu'il faut entendre par espace n'est pas l'espace des positions. Dans notre cas, il pourrait s'agir de
l'espace des intensités, des largeurs de raies ou des centres de raies. À titre d'illustration, considérons
l'exemple simple où nous aurions connaissance du coe�cient d'absorption à chaque fréquence. Soit
une fréquence ν à laquelle nous souhaitons choisir une transition. La �gure Fig. 3.4 représente les
variations du spectre sur un domaine fréquentiel quelconque.
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Figure 3.4 � Exemple de spectre à partitionner.

Au niveau initial n = 0, le spectre est dé�ni par k0
ν . L'idée du partitionnement est de séparer

ce domaine en deux sous-parties. Au niveau n = 1 (Fig. 3.5), chaque n÷ud �ls contient un sous-
ensemble du spectre initial : le spectre du premier �ls est k1

ν,1 et celui du second k1
ν,2.
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Figure 3.5 � Partitionnement de l'espace en fonction des éléments le composant.

Là où avec une méthode qui nécessite de choisir une transition parmi l'ensemble des transitions
du n÷ud racine (Fig. 3.4), ici nous choisissons d'abord un n÷ud �ls et ensuite une transition parmi
celles contenues dans le n÷ud �ls retenu. Le fait de choisir une transition en ayant au préalable
choisi un n÷ud �ls nous permet d'écarter une partie importante des transitions à échantillonner. In
�ne, la probabilité de choisir une transition est la probabilité conditionnelle de choisir une transition
sachant que nous avons choisi un n÷ud �ls. La probabilité de choix du n÷ud �ls i est donnée en
ayant connaissance des spectres d'absorption à chaque niveau Eq. 3.6.

P 1
ν,i =

k1
ν,i

k0
ν

. (3.6)
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Ainsi, la probabilité de choisir la transition i est :

Pi = P 1
ν,i ×

hν,i
k1
ν,i

(3.7)

=
hν,i
k0
ν

, (3.8)

expression qui revient par dé�nition à la probabilité d'échantillonner exactement la transition i.

Ici, nous avons construit un arbre sur deux niveaux, mais rien ne nous interdit d'en augmenter la
profondeur et ainsi d'écarter rapidement un plus grand nombre de zones du domaine initial. Cette
méthode de sélection des transitions est une méthode dite d'échantillonnage par importance : les
n÷uds, et in �ne les transitions qui comptent le plus sont choisis le plus souvent. Nous soulignerons
que l'arbre utilisé pour construire cet échantillonnage nous permettra aussi, voire surtout, d'accélérer
le choix d'une transition. Dans cet exemple, nous sommes restés volontairement à un très haut niveau
d'abstraction : l'espace de partitionnement n'a pas encore été dé�ni. De plus, dans le cas général,
il nous sera impossible de construire le ka,ν pour toutes les fréquences. Dans les prochaines sous-
sections, nous décrivons comment, en pratique, nous construisons et utilisons un tel arbre.

Notre méthode s'appuie principalement sur deux travaux de recherche. Celui de Najda Ville-
franque sur le partitionnement des données nuageuses dans des structures accélératrices ; nous aurons
également dans notre méthode un majorant du spectre qu'il s'agira d'adapter mais, dans notre cas,
en fonction des variations fréquentielles et non spatiales. Le second, issu de l'informatique graphique,
se propose de synthétiser l'image d'une scène virtuelle éclairée par un grand nombre de sources lu-
mineuses. La contribution énergétique de chaque source à un point donné de l'espace dépend non
seulement de la distance audit point mais aussi de son intensité. Pour tenir compte des sources qui
contribuent le plus en une position, ces dernières sont partitionnées dans un arbre pour accélérer
leur échantillonnage par importance [Paquette et al., 1998, Walter et al., 2005, Yuksel, 2019]. Nous
retrouvons ici la même problématique que la nôtre : à une fréquence donnée, les raies spectrales
contribueront, en fonction de leur distance à ladite fréquence, de leur largeur, de leur intensité et
pour retenir les transitions qui comptent, nous construisons un arbre qui partitionne les raies en vue
de leur échantillonnage par importance.

3.3.1 Construction de l'arbre

Dans cette section est décrite la construction de l'arbre utilisé pour partitionner l'espace de
dé�nition des raies spectrales. Les critères de construction et de descente de l'arbre seront discutés
dans leurs attenants informatiques et physiques.

Tout d'abord, nous devons statuer sur l'espace à partitionner. Nous rappelons que nous sommes
en milieu homogène. Une raie spectrale étant caractérisée par la densité moléculaire, son intensité
et son pro�l de raie, nous pouvons faire abstraction de la densité : toutes les raies porteront la
même. Reste alors trois éléments : l'intensité des raies, leur centre et leur élargissement. Au lieu
de partitionner l'espace représenté par ces trois paramètres, nous avons choisi comme seul critère
l'éloignement des raies par rapport aux autres, un critère donné par le centre de raie. En dé�nitive,
cela revient à partitionner les raies sur le domaine fréquentiel connaissant leur centre de raie. À
noter qu'il ne s'agit ici que d'une proposition qui n'a rien d'absolu.

Nous noterons qu'à partir de maintenant, nous nous intéresserons à la construction du seul
majorant du coe�cient d'absorption qui, pour limiter au maximum les évènements de transitions
nulles, se doit d'être le plus proche possible de ka,ν et suivre ses variations sur le domaine fréquentiel.
La construction du majorant nous laisse plus de latitude que l'évaluation exacte du spectre de raies.
Au lieu de calculer le coe�cient d'absorption pour une in�nité de fréquences, le nombre de points
utilisés pour construire un majorant est laissé à notre seule appréciation. Par exemple, en toute
hypothèse, il reste possible d'avoir un majorant unique sur tout le spectre, au prix cependant d'un
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coût de calcul prohibitif. L'objectif est donc ici de trouver un compromis entre le nombre de points
qui permet d'avoir un majorant qui suit au mieux les variations du spectre, et le coût mémoire
nécessaire au stockage de ces points. Nous utiliserons pour ce faire des méthodes de discrétisations
de spectre de raies de la communauté du transfert radiatif.

Comment échantillonner e�cacement les raies spectrales sachant la fréquence ν ? Pour cela nous
construirons notre arbre en trois étapes. La première consiste à partitionner les raies récursivement
(stratégie top-down). Nous obtiendrons alors une hiérarchie partant de la racine, avec des feuilles
contenant une donnée élémentaire dans chacune d'elle. Nous annonçons dès maintenant que chaque
feuille contiendra une seule raie spectrale dé�nie à ce stade par un centre de raie et ses limites
fréquentielles portées par la troncature de raies. La seconde étape consiste à construire la donnée
majorante des raies spectrales contenues dans chaque feuille. Dans la troisième et dernière étape,
nous partirons des feuilles et remonterons l'arbre jusqu'à sa racine en fusionnant récursivement le
majorant des n÷uds �ls dans leur n÷ud père (stratégie bottom-up). À l'issue de cette dernière étape,
chaque n÷ud stockera un maillage majorant du spectre correspondant aux sous-ensembles de raies
spectrales qu'il englobe.

3.3.1.1 Partitionnement

Imaginons que pour l'instant nous avons uniquement les centres de raies comme données initiales.
Sur le domaine fréquentiel, ces centres se répartissent de manière discrète et nous avons Nc points à
répartir sur l'intervalle fréquentiel considéré Fig. 3.6. Les limites fréquentielles de notre n÷ud racine

ν
νc,1 νc,N

ν01 ν02

Figure 3.6 � Représentation des centres de raies sur le domaine fréquentiel

ne s'arrêtent cependant pas aux fréquences dé�nies par νc,1 et νc,N . En e�et, pour les n÷uds que
nous dé�nirons plus loin à partir de cet ensemble initial, il sera utile de dé�nir des limites νn1 et νn2
avec n le niveau de l'arbre. Ces limites, représentées en vert sur la �gure, prennent en compte la
troncature des raies spectrales (voir Sec. 2.4.3.1) de telle sorte que ν0

1 = νc,1 − α et ν0
2 = νc,N + α.

Partitionner les raies revient à diviser un n÷ud père en sous-n÷uds �ls. Deux questions se posent
alors. Comment répartir les raies dans les n÷uds �ls, et combien de n÷uds �ls utiliser ? Nous décidons
de répartir les raies contenues dans le n÷ud à partitionner en sous-ensembles de taille identique a�n
d'obtenir un arbre équilibré limitant ainsi sa profondeur. En�n, nous construisons un arbre binaire,
c'est-à-dire un arbre où chaque n÷ud père est subdivisé en deux n÷uds �ls. Un choix encouragé par
la littérature en synthèse d'images où la grande majorité des structures hiérarchiques utilisées sont
des arbres binaires [Wald and Havran, 2006, Wald et al., 2007] à l'exception des structures qui par
construction imposent un autre type de subdivision (octree ou quadtree) ou celles dont la traversée est
accélérée par l'utilisation d'instructions vectorielles [Wald et al., 2008], des instructions vectorielles
qui dans notre cas sont parfaitement dispensables. Nous obtenons ainsi un arbre binaire avec, à
chaque niveau, le même nombre de centres de raies dans le n÷ud de droite et dans celui de gauche
(voir Fig. 3.7).

Critère sur le nombre de raies dans la feuille Pour le partitionnement des n÷uds, nous
avons été notamment guidé par le fait que pour chaque raie dans une feuille, il faudra, lors de
l'échantillonnage, faire appel à la fonction de Voigt, une évaluation qui est l'étape la plus coûteuse
dans le traitement de la feuille. Ainsi, si plus de raies sont présentes dans une feuille, plus la fonction
de Voigt sera évaluée et plus la feuille sera coûteuse à traiter. Pour limiter ce coût, nous choisissons
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Figure 3.7 � Partitionnement de la donnée du niveau racine de l'arbre.

simplement d'avoir une seule raie par feuille. Nous verrons que ce choix a par ailleurs la bonne
propriété de faciliter la construction du majorant d'absorption de la feuille.

Avec les critères que nous venons d'énoncer, il est maintenant possible de construire l'arbre sur le
domaine fréquentiel. Premièrement, nous partons de la racine où les centres de raies sont répartis sur
le domaine fréquentiel [ν0

1 : ν0
2 ]. Les limites de ce domaine sont donc dé�nies par la limite des pro�ls

de raies. Nous construisons, à partir de ce jeu de données, deux n÷uds contenant chacun N0/2 raies
et dont les limites sont [ν1

1,1 : ν1
2,1] et [ν2

1,2 : ν2
2,1] respectivement. Ensuite, nous réitérons cette même

opération : chaque n÷ud est subdivisé en deux autres paquets contenant deux fois moins de raies
jusqu'à ce qu'il ne reste plus qu'une seule raie dans chaque n÷ud Fig. 3.8.
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ν
νc,N

νn1,N νn2,N

Figure 3.8 � Partitionnement du n÷ud racine de l'arbre.

3.3.1.2 Construction du majorant pour chaque feuille

Nous avons partitionné dans un arbre notre espace sur le domaine spectral. Nous avons donc des
centres de raies répartis sur plusieurs n÷uds. L'étape qui suit consiste à construire pour chaque n÷ud
feuille une fonction majorante de la raie spectrale qu'elle contient. Cette fonction sera représentée
par une fonction linéaire par morceaux dont nous décrivons la construction ci-dessous.

Discrétisation des raies sur le domaine fréquentiel Dans chaque feuille, nous ajoutons une
discrétisation fréquentielle de la raie spectrale sur les bornes [νc − α : νc + α]. En chaque point de
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discrétisation, nous allons calculer la contribution de la raie spectrale : ha,ν,i = SifV (ν, νc(i), γ(i)) et
nous la rendrons majorante. Dans une con�guration où la pression est très faible les raies seront très
piquées. Plus la pression augmente et plus ces raies s'élargissent. Ainsi, prendre une discrétisation
constante sur le domaine [νc−α : νc+α] montre vite ses limites. Nous préférons adopter un maillage
fréquentiel adaptatif selon les variations de la largeur des raies. La communauté du transfert radiatif
a toujours été concernée par la question de la discrétisation du maillage spectral des raies. Il existe
une littérature abondante à ce sujet [Fomin, 1995, Kuntz and Höpfner, 1999, Sparks, 1997]. À ce
stade, c'est une vision physique qui pilote le choix de la discrétisation. Dans cette littérature, une
méthode très utilisée consiste à adapter le maillage par intervalle, intervalle fonction de la largeur de
raie. Un choix simple est de discrétiser une raie en prenant des points tous les multiples de la largeur
de raie (voir Fig. 3.9). Si nous désirons un ra�nement plus poussé, pour l'intervalle fréquentiel entre
le centre de raie et une largeur de raie, nous plaçons un nombre N de points. Pour les intervalles
entre [νc + αγ ; νc + α(γ + 1)], il y aura N/α points. En�n, il y aura des points tous les νc + αγ
jusqu'à atteindre la troncature des raies.
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Figure 3.9 � Discrétisation du domaine fréquentiel en fonction de la largeur de raie. Ainsi, pour une largeur à
demi-hauteur de 1 cm−1, la discrétisation se fait à chaque pas de 1 cm−1 (comme représenté en rouge sur la �gure)

Majoration : décalage sur les fréquences Nous avons une méthode pour estimer des transitions
en chaque point du maillage fréquentiel. Or, nous cherchons à évaluer un majorant du coe�cient
d'absorption. Pour atteindre ce critère, nous allons adapter notre proposition pour assurer que notre
maillage est bien majorant sur l'ensemble de la raie (Fig. 3.10). Entre deux points du maillage, c'est-
à-dire entre deux fréquences, une approximation linéaire de la transition est e�ectuée (représentée en
rouge sur la �gure). Comme la raie est monotone par demi-largeur, assurer le critère de majoration
revient à simplement associer à chaque point du maillage la valeur de la raie du point suivant ou
du point précédent pour la demi-largeur décroissante. Le point à la fréquence centrale reste quant
à lui inchangé car il est le maximum de la raie spectrale. Nous obtenons alors une approximation
majorante de notre raie spectrale (en vert sur la �gure).

3.3.1.3 Fonction majorante par n÷ud : remontée de l'arbre

Nous ne sommes encore qu'à la moitié de la construction de notre arbre : nous venons de décrire
la procédure de partitionnement des centres de raies et celle pour construire une approximation d'un
majorant des raies spectrales dans chaque feuille. Par la suite, il va s'agir d'utiliser cette donnée
pour obtenir un majorant k̂na,ν à chaque niveau n de l'arbre. Pour ce faire, nous allons fusionner les
n÷uds entre eux en commençant par les feuilles et en remontant récursivement jusqu'à la racine.
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Figure 3.10 � Stratégie pour obtenir un majorant des raies spectrales.

Nous allons donc regrouper les feuilles par paire dans leur n÷ud père. Chaque feuille comporte un
maillage fréquentiel qui lui est propre. Dans le n÷ud supérieur, il existe uniquement les données des
centres de raies et des bornes fréquentielles. Nous reportons dans ce n÷ud les données de la feuille
de droite pour les fréquences discrétisées. En chacune de ces fréquences, nous calculons les valeurs
majorantes de la raie du n÷ud de gauche seulement si la raie a des valeurs non nulles, c'est-à-dire,
seulement si les fréquences discrétisées de la raie de gauche sont dans l'intervalle νc,2 ± α de la raie
de droite. C'est pour cela que nous avons besoin de la donnée des bornes des feuilles en fonction
de la troncature de raie. Nous faisons pareillement pour le maillage de la raie de droite : en chaque
point, les valeurs majorantes de la raie de gauche sont calculées. Cela nous permet d'obtenir une
discrétisation majorante de ha,ν,1 + ha,ν,2 (voir Fig. 3.11) et ainsi d'assurer la propriété majorante
lors de la fusion de deux feuilles.
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Figure 3.11 � Fusion des raies spectrales : nous recalculons en chaque point du maillage fréquentiel d'une raie les
contributions des autres raies.

Cette même procédure de fusion est ensuite simplement appliquée à l'identique aux niveaux
supérieurs a�n de construire une approximation de k̂a,ν à chaque niveau de l'arbre. Nous obtenons
ainsi une estimation du majorant du coe�cient d'absorption à chaque n÷ud (voir Fig. 3.12).

À la racine de l'arbre, nous avons donc un majorant du coe�cient d'absorption sur tout
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Figure 3.12 � Procédure de fusion pour la remontée de l'arbre.

le spectre. C'est un des points forts de notre méthode : elle fournit strictement k̂a,ν , un majorant
qui suit les variations du coe�cient d'absorption. Pour des conditions thermodynamiques �xées, il
su�t donc d'aller interroger les données stockées à la racine pour pouvoir nous propager dans un
milieu selon ce majorant. L'étape suivante consistera à échantillonner une raie spectrale i et donner
sa probabilité correspondante Pi. Mais avant cela, il nous faut aborder la simpli�cation des maillages
majorants. En e�et, si le nombre de points est trop important, évaluer le majorant et les probabilités
sera non seulement coûteux en terme de temps de calcul (il nous faudra trouver le majorant parmi
un très grand nombre de segments) mais aussi en quantité mémoire. Pour diminuer ces coûts, nous
allons simpli�er les maillages stockés dans les n÷uds.

3.3.1.4 Simpli�cation du maillage majorant

Lors de la fusion, il est possible que certaines fréquences discrétisées du n÷ud de droite soit
très proches de celles du n÷ud de gauche. Nous nous retrouvons alors avec des points fréquentiels
n'apportant que très peu de nouvelles informations. De plus, une discrétisation �ne des ailes de
raies reste discutable car les variations de ha,ν,i n'y sont pas conséquentes. Nous avons donc mis en
place une stratégie de simpli�cation qui cherche à supprimer ce type de points. À noter qu'il reste
possible de conserver ces points mais nous avons toujours en perspective l'idée de se placer dans
une con�guration de 108 transitions. La taille mémoire sera un enjeu majeur et si nous pouvons
simpli�er des données, cela n'en sera que béné�que. Ainsi, le coût mémoire et d'évaluation d'un
arbre est directement relié au nombre de paramètres utilisés pour approcher le spectre des transitions
de chaque n÷ud. En l'occurrence, le nombre de points constituant la polyligne qui approche k̂a,ν
est un paramètre critique. A�n de réduire ce coût, lorsque les données sous-jacentes varient peu,
nous appliquons une méthode de simpli�cation de points sur l'approximation polygonale de k̂a,ν
pour chaque n÷ud de la structure. Pour cela, nous utilisons la méthode de simpli�cation de Ramer-
Douglas-Peucker [Ramer, 1972, DOUGLAS and PEUCKER, 1973], qui garantit que l'erreur réalisée
par la simpli�cation est inférieure à un paramètre ε. Cependant, la méthode de Ramer-Douglas-
Peucker seule n'est pas adaptée si nous souhaitons conserver le caractère majorant de l'approximation
du coe�cient d'absorption. En particulier, les simpli�cations de points dans les zones de concavité
sont problématiques. Nous avons donc procédé à une modi�cation de cet algorithme empêchant la
suppression des points dans ces zones de concavité : un point sera toujours conservé si celui ci se
situe au dessus du segment qui cherche à le remplacer.

Nous soulignerons que la construction d'arbre que nous proposons n'a, en dé�nitive, qu'un seul
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paramètre d'entrée à savoir le critère de simpli�cation ε.

3.3.2 Interrogation de l'arbre

Une première étape conséquente vient d'être franchie : la construction d'un arbre binaire sur
le domaine fréquentiel avec partitionnement des centres de raies. Cette construction est e�ectuée
de telle sorte à fournir des données strictement majorantes du coe�cient d'absorption à chaque
niveau de notre arbre. Une seconde étape consiste à aller visiter statistiquement notre arbre pour
échantillonner une transition moléculaire à la fréquence ν.

3.3.2.1 Échantillonnage d'une raie spectrale

L'objectif d'avoir partitionné les transitions reste de pouvoir venir les échantillonner par une
stratégie d'échantillonnage par importance. Nous nous plaçons à la fréquence ν. Comme nous dispo-
sons, à chaque niveau de l'arbre, d'un majorant du coe�cient d'absorption discrétisé, nous pouvons
estimer la contribution de celui-ci à la fréquence ν et ce à chaque niveau.

À la racine n = 0, nous avons une information sur le majorant k̂0
ν ; au niveau n = 1, comme l'arbre

est binaire, nous avons une information sur les deux n÷uds �ls, k̂1
ν,1 et k̂1

ν,2. Pour descendre l'arbre,
il su�t simplement d'échantillonner par un test de Bernoulli le �ls de gauche avec la probabilité
P 1
ν,1 = k̂1

ν,1/k̂
0
ν et celui de droite avec la probabilité P 1

ν,2 = 1 − P 1
ν,1 = k̂1

ν,2/k̂
0
ν . En toute généralité,

pour descendre du niveau n au niveau n+ 1, les probabilités de choisir le �ls de droite et de gauche
sont décrites comme : {

Pn+1
ν,1 = k̂n+1

ν,1 /k̂nν
Pn+1
ν,2 = 1− Pn+1

ν,1 = k̂n+1
ν,2 /k̂nν .

(3.9)

Ainsi, avec cette stratégie, la descente de l'arbre s'e�ectue trivialement jusqu'à atteindre une feuille
(Fig. 3.13). Nous constatons alors l'intérêt d'avoir partitionner les transitions : pour ν �xé, certaines
transitions vont compter et la descente de l'arbre nous permet d'écarter une partie signi�cative des
raies ne contribuant pas à cette fréquence. Nous retrouvons ici la dé�nition d'un échantillonnage par
importance.

Figure 3.13 � Descente de l'arbre pour aller échantillonner une raie spectrale. La descente s'e�ectue en choisissant
des n÷uds jusqu'à atteindre une feuille où une seule raie spectrale est présente (À noter que pour la �gure f ≡ k).
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3.3.2.2 Démonstration mathématique de l'approche

Nous allons ici démontrer que la seconde classe de critères énoncés en introduction est bien respec-
tée par l'arbre que nous venons de construire. La première classe, qui ne contient qu'une proposition,
est le critère de majoration du coe�cient d'absorption, critère démontré précédemment. De plus,
chaque transition doit avoir une probabilité non nulle d'être échantillonnée, ce qui est assuré par le
fait que nous ayons, dans notre arbre, une valeur de chaque raie qui contribue systématiquement
à l'absorption totale. Démontrons le respect du critère k̂a,νPi ≥ ha,ν,i pour les cas d'un maillage
fréquentiel simpli�é et celui non simpli�é.

Cas sans simpli�cation du maillage fréquentiel Donnons une expression formelle de la pro-
babilité de tirer une transition i, Pi, transition se situant par simplicité sur la première feuille de
l'arbre au niveau n = nf . Sachant qu'il n'y a qu'une seule raie par feuille, la probabilité d'aller
l'échantillonner correspond à la probabilité de descendre jusqu'à cette feuille. Ainsi :

Pi = P 0
ν,1 × P 1

ν,1 × ...× P
nf
ν,1 . (3.10)

En explicitant les probabilités grâce à l'Eq. 3.9 :

Pi =
k̂1
ν,1

k̂0
ν

×
k̂2
ν,1

k̂1
ν,1

× ...×
k̂
nf
ν,1

k̂n−1
ν

. (3.11)

Nous remarquons que les majorants des niveaux intermédiaires sont utilisés chacun à deux reprises,
ce qui nous permet de simpli�er son écriture :

Pi =
k̂
nf
ν,1

k̂0
ν

. (3.12)

Comme il n'y a qu'une seule transition par feuille, le majorant du coe�cient d'absorption dans la
feuille est égal au majorant de la transition dans la feuille et �nalement :

Pi =
ĥ
nf
ν,1

k̂0
ν

. (3.13)

En multipliant l'équation Eq. 3.13 par le majorant, c'est-à-dire k̂0
ν , nous avons la relation :

k̂0
νPi = ĥ

nf
ν,1. (3.14)

Ceci démontre que dans le cas d'une seule raie par feuille et avec la procédure d'assurer un majorant,
le critère k̂a,νPi ≥ ha,ν,i est véri�é par l'équation Eq. 3.14 qui démontre même une stricte égalité
de ces quantités. Cette démonstration est valable quelle que soit la raie et pas seulement celle de la
première feuille.

Cas avec simpli�cation du maillage fréquentiel Si nous simpli�ons le majorant du coe�cient
d'absorption, alors la somme des k̂a,ν des deux n÷uds �ls ne donnera plus strictement celui du père.
Il faut ajouter un terme supplémentaire ζν introduit par le fait d'avoir simpli�é :

k̂n−1
ν,1 = k̂nν,1 + k̂nν,2 + ζn−1

ν . (3.15)

La probabilité de choisir un n÷ud est alors :{
Pn+1
ν,1 = (k̂n+1

ν,1 )/(k̂n+1
ν,1 + k̂n+1

ν,2 )

Pn+1
ν,2 = 1− Pn+1

ν,1 .
(3.16)
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Pour simpli�er la démonstration, considérons un arbre avec seulement trois niveaux, le premier étant
la racine. La probabilité de tirer la première transition de l'arbre est :

Pi =
k̂1
ν,1

k̂1
ν,1 + k̂1

ν,2

×
k̂2
ν,1

k̂2
ν,1 + k̂2

ν,2

. (3.17)

Or k̂1
ν,1 = k̂2

ν,1 + k̂2
ν,2 + ζ1

ν , donc :

Pi =
k̂2
ν,1 + k̂2

ν,2 + ζ1
ν

k̂1
ν,1 + k̂1

ν,2

×
k̂2
ν,1

k̂2
ν,1 + k̂2

ν,2

. (3.18)

En déplaçant les termes :

Pi =
k̂2
ν,1 + k̂2

ν,2 + ζ1
ν

k̂2
ν,1 + k̂2

ν,2︸ ︷︷ ︸
µ≥1

×
k̂2
ν,1

k̂1
ν,1 + k̂1

ν,2

. (3.19)

La grandeur µ sera toujours supérieure ou égale à un. Si nous multiplions la probabilité par le
majorant de la racine :

Pi × k̂ν,0 = µ× k̂ν,0

k̂1
ν,1 + k̂1

ν,2︸ ︷︷ ︸
µ′≥1

×k̂2
ν,1. (3.20)

Ici encore, µ′ est supérieur ou égal à un car nous savons que k̂ν,0 = k̂1
ν,1 + k̂1

ν,2 + ζ0
ν .

Ainsi, dans le cas avec ou sans simpli�cation, le critère de majoration d'une raie spectrale par la
quantité Pi × k̂ν,0 est bien véri�é.

3.3.3 Résumé de la proposition

Pour échantillonner de manière e�cace les raies spectrales sur le domaine fréquentiel, nous uti-
lisons un arbre binaire pour partitionner les transitions sur le domaine fréquentiel. Sa construction
s'e�ectue en amont de l'exécution de l'algorithme Monte Carlo. Pour une fréquence donnée, l'arbre
nous permet d'aller échantillonner rapidement un grand ensemble de données en descendant récur-
sivement les n÷uds de l'arbre jusqu'à atteindre une feuille (où une seule transition est présente). La
descente s'e�ectue dans l'algorithme de Monte Carlo. Ainsi nous répertorions deux grandes étapes :
celle en pré-calcul en amont de tout calcul Monte Carlo et celle en temps réel pendant l'évaluation
des grandeurs radiatives. Nous noterons que l'utilisation de l'arbre ramène la complexité d'échan-
tillonner une transition parmi N à O(log2(N)) là où une stratégie sur l'ensemble des probabilités
aurait une complexité de O(N log2(N)). Une complexité à laquelle d'aucun devrait ajouter celle
de la construction des probabilités, elle-même dépendante de la fréquence, et donc impossible à
précalculer.

3.3.3.1 Étape de construction en pré-calcul

Les étapes de la construction de l'arbre sont données sur la Fig. 3.14.

Trois étapes majeures interviennent lors de cette construction. Les raies spectrales sont regrou-
pées sur le domaine fréquentiel de manière à obtenir un arbre équilibré. Ensuite, dans chaque feuille,
les raies sont discrétisées sur le domaine fréquentiel en fonction de leur largeur à mi-hauteur. Fina-
lement, dans chaque n÷ud, un majorant du coe�cient d'absorption est construit. À la racine, nous
obtenons un majorant total du coe�cient d'absorption.
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Figure 3.14 � Étape de construction de l'arbre binaire en pré-calcul.

La construction d'un arbre sur le domaine fréquentiel pour des conditions thermodynamiques
�xées est e�ectuée en pré-calcul. Son temps de construction n'a aucune in�uence sur le temps d'exé-
cution du calcul Monte Carlo. Il est ainsi possible de construire un arbre pour toute une base de
données spectrales.

3.3.3.2 Échantillonnage des transitions à la volée

Durant l'algorithme de Monte Carlo, une fréquence et une longueur d'extinction sont échantillon-
nées. Pour savoir si une absorption causée par une raie spectrale a lieu en x et à ν, une transition
est échantillonnée en descendant l'arbre binaire Fig. 3.15.

Cet échantillonnage intervient un nombre important de fois dans notre algorithme. Le fait que
nous devons choisir le n÷ud de droite ou de gauche par un simple test de Bernoulli pour descendre
l'arbre permet de réduire considérablement le temps d'exécution. De plus, comme dans une feuille
une seule transition est présente, nous devons calculer la fonction de Voigt une seule fois contre N
fois si N transitions avait été présentes dans la feuille, ce qui participe à réduire les temps de calcul.

3.3.4 Résultats en con�guration homogène

L'utilisateur d'un arbre binaire pour l'échantillonnage des transitions verra son attention portée
par deux critères. Pour l'étape de pré-calcul, c'est le temps de construction et son espace mémoire
qu'il sera important de mesurer. Dans le cas homogène, nous avons rigoureusement démontré que
la propriété du majorant est toujours valable. Toutefois, il reste un autre critère crucial : le nombre
de transitions nulles. Si ce nombre est trop important, l'algorithme sera trop long à l'exécution.
Nous cherchons donc à minimiser le nombre de transitions nulles moyen pour un grand nombre de
réalisations Monte Carlo tout en limitant et le temps de construction de l'arbre et son coût mémoire.

3.3.4.1 Représentation des probabilités

Dans cette sous-section, nous donnons une représentation visuelle du jeu de probabilités des raies
spectrales sur le domaine fréquentiel dans un cas simpli�é. L'objectif est de donner une manière de
représenter les mécanismes d'échantillonnage des transitions. Nous montrerons la construction de
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Figure 3.15 � Échantillonnage des raies spectrales à la volée connaissant la fréquence ν.

l'arbre dans cette con�guration, puis une comparaison des probabilités sera faite avec celle de Ma-
thieu Galtier. À noter qu'il s'agit uniquement d'une manière d'aller plus loin dans la compréhension
de l'échantillonnage et non une mesure de son e�cacité. Un critère d'e�cacité sera le nombre de
transitions nulles introduit dans la Sec. 3.3.4.3.

Considérons uniquement quatre raies spectrales sur une bande étroite (≈ 25 cm−1). Ces raies ont
des largeurs à mi-hauteur, des centres de raies et des intensités di�érentes. Cela nous permettra de
mesurer di�érents e�ets comme l'éloignement des raies entre elles. La con�guration est représentée
sur la Fig. 3.16.
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Figure 3.16 � Cas d'étude incluant 4 raies spectrales.
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Tracer les raies logarithmiquement (voir Fig. 3.16b) permet de se rendre compte de leurs contri-
butions sur tout le domaine. Ainsi, la première raie aura moins d'in�uence loin de son centre de raie
alors que la quatrième décroît moins rapidement du fait de sa largeur. Une autre remarque de même
nature concerne la raie rouge (raie 2) et verte (raie 3). Même si la raie rouge a un centre de raie à
13 cm−1 et la verte à 14 cm−1, à 6 cm−1 c'est la raie verte qui a une contribution plus forte due
à sa largeur plus importante. Ainsi, certaines raies auront plus d'in�uence loin de leurs centres que
d'autres.

Pour ces quatre transitions, nous construisons l'arbre hiérarchique binaire représenté sur la
Fig. 3.17.
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Figure 3.17 � Arbre hiérarchique contenant 4 raies spectrales. L'arbre étant binaire, seulement trois niveaux sont
nécessaires pour le construire. Nous remarquons la propriété de majoration du coe�cient d'absorption en comparant
le ka,ν exact (courbe noire) avec celui donné par l'arbre (courbe pointillée).

Au niveau zéro, le coe�cient d'absorption majorant est représenté par l'approximation en poin-
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tillé. Le coe�cient d'absorption est en trait noir plein. Nous constatons par ce simple exemple que
le critère de majoration est bien respecté. À noter que le coe�cient d'absorption n'est pas fourni par
l'arbre mais est juste représenté ici par souci de comparaison avec son majorant. Nous remarquons
cependant que le majorant reste signi�cativement au-delà du coe�cient d'absorption : en certain
point, il y a des facteurs supérieurs à l'unité. Cependant, il ne s'agit pas de facteurs très conséquents
ce que les résultats viendront con�rmer. Pour échantillonner une raie spectrale à la fréquence ν à
partir de cet arbre, il su�t alors d'appliquer l'algorithme de descente énoncé dans la section précé-
dente. Nous partons de la racine et choisissons un n÷ud au niveau 1 puis une transition au niveau
2.

Ayant présenté la con�guration académique et l'arbre binaire, abordons maintenant les probabili-
tés de choix de chacune des transitions. Nous calculons la probabilité théorique ha,ν,i/ka,ν , de choisir
chacune de ces raies spectrales en fonction de la fréquence. En plus de celle-ci, la probabilité fournie
par notre arbre binaire est représentée sur les courbes "Tree" des quatre sous-�gures de Fig. 3.18.
Nous traçons aussi la proposition de Mathieu Galtier et celle de Vincent Eymet (Eq. 2.130) décrites
au Chap. 2. Ainsi, les quatre graphiques représentent les probabilités de choisir une transition avec
les di�érentes méthodes en fonction de la fréquence. Interprétons chacune de ces probabilités.
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Figure 3.18 � Illustration des probabilités pour une con�guration à 4 raies spectrales. La courbe bleu illustre la
probabilité idéale (theory). Les propositions de Galtier et celle de Eymet sont tracées pour les comparer à celle de
notre arbre (tree).

Pour chaque graphique, la probabilité de choisir la transition augmente lorsque nous sommes
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très proches du centre de raie de celle-ci (ce qui est logique). La probabilité de choisir la transition i
diminue lorsque nous nous trouvons à des endroits où les autres raies gagnent en importance (ce qui
est aussi naturel). Par contre, un détail plus subtil est qu'à certaines fréquences, même si la raie i est
faible, celle-ci peut avoir une contribution importante car des raies plus proches ont une largeur qui
diminue très vite. C'est ce que nous constatons à 17 cm−1 pour la raie 1 et 2. Ou encore pour la raie
4 qui, malgré un centre de raie à 20 cm−1, a une contribution qui augmente lorsque les fréquences
diminuent dans l'intervalle 6− 10cm−1 du fait de sa largeur importante.

La probabilité de notre arbre (représentée en rouge sur la Fig. 3.18) sous-estime systématiquement
la contribution de la transition d'intérêt pour des fréquences proches de son centre de raie. La cause
réside dans le critère de majoration que nous devons respecter. Chaque raie majorante aura une
contribution plus importante sur le domaine fréquentiel que celle non majorante (voir la contribution
du majorant dans les feuilles de l'arbre Fig. 3.17). Nous rappelons encore que le critère d'e�cacité de
notre algorithme se pense conjointement entre la probabilité de la transition et son majorant. Même
si nous obtenons de meilleures probabilités, cela ne signi�e pas que notre proposition est meilleure.
Il s'agit ici de juste interpréter les probabilités. La méthode de Mathieu Galtier et la proposition de
Vincent Eymet qui en est une extension, surestiment systématiquement la probabilité de choisir la
transition i proche du centre de raie.

Déjà complexe avec quatre transitions, imaginons en situation réelle avec des dizaines de milliers
de transitions sur une bande étroite. De plus, il nous faut construire des images lorsque les paramètres
thermodynamiques changent. Une méthode plus générale de comparaison pourrait être mise en place
grâce à la méthode de Malkmus [Malkmus, 1967]. Celle-ci caractérise un spectre quelconque avec
uniquement deux paramètres. Cependant, cette méthode est plutôt applicable à un cas réel car elle
fait appel à une statistique sur le spectre. Considérer uniquement quatre raies n'est pas envisageable.
C'est ce qui fait aussi tout son intérêt : pouvoir donner des informations sur un spectre constitué
de dizaines de milliers de raies quelles que soient leurs con�gurations. Nous pourrions alors tracer
la probabilité renvoyée par notre arbre en fonction des critères de Malkmus pour pouvoir juger de
l'e�cacité de celui-ci dans di�érentes con�gurations. Cela restera une perspective de notre travail.

3.3.4.2 Temps de calcul et espace mémoire

De nombreuses pistes d'amélioration sont possibles concernant la construction de l'arbre qui
permet d'obtenir à la fois le coe�cient d'absorption et les probabilités des di�érentes transitions.
Du fait de ce double usage, la qualité d'une amélioration peut être mesurée par un gain d'espace
mémoire et/ou de temps de calcul de l'algorithme de Monte Carlo complet.

Pour trois espèces moléculaires, nous construisons un arbre binaire et étudions la taille mémoire
ainsi que le temps de construction de l'arbre pour le seul critère libre : le critère ε qui joue sur la
simpli�cation du nombre de points. Selon la pression, l'arbre mettra plus ou moins de temps à la
construction et son espace mémoire en sera di�érent. C'est pourquoi sur la Fig. 3.19, les valeurs
sont données pour une pression de 1 atm et sur la Fig. 3.20 pour une pression de P = 10−4 atm.
Les trois espèces considérées sont celles avec lesquelles nous e�ectuerons nos simulations radiatives
dans le Chap. 4 : H2O, CO2 et O3. Chacune de ces espèces est décrite par 17 767, 68 538 et 182 154
transitions respectivement en ne considérant que l'isotope principal (tous les isotopes seront pris en
compte dans le Chap. 4).

Nous constatons que plus ε est faible et plus le temps de construction est important. En e�et,
plus de points à prendre en compte équivaut à un nombre de calculs plus important. Il en est de
même pour l'espace mémoire : plus nous stockons de points et plus la taille mémoire augmente.
Ainsi, il est aussi logique que plus le nombre de transitions par espèce augmente et plus le temps de
calcul et l'espace mémoire deviennent importants.



Chapitre 3. Une proposition d'échantillonnage par importance d'un grand nombre de transitions109

0

2

4

6

8

10

0 5 10 15 20 25 30

0

2× 108
4× 108
6× 108
8× 108
1× 109

1.2× 109
1.4× 109

0 5 10 15 20 25 30

C
on

st
ru
ct
io
n
ti
m
e
(s
)

ε

Pressure = 1

H2O
CO2

O3

M
em

o
ry

si
ze

(o
ct
et
s)

ε

H2O
CO2

O3

Figure 3.19 � Temps de construction et taille mémoire des arbres pour H2O, CO2 et O3 à une pression de P = 1
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Figure 3.20 � Temps de construction et taille mémoire des arbres pour H2O, CO2 et O3 à une pression de P = 10−4

atm en fonction du critère de simpli�cation ε.

3.3.4.3 Nombre de transitions nulles

Le nombre de transitions nulles moyen par réalisation est une métrique de mesure de l'e�cacité
de la structure accélératrice fréquentielle. En e�et, nous rappelons que n'importe quel choix de
transition peut être fait pour l'échantillonnage. La répercussion n'interviendra que dans le nombre
de transitions nulles qui pilote le temps de calcul. Deux paramètres jouent sur ce nombre : l'écart
entre ĥ et ha et les probabilités de choix des transitions.
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Dans un premier temps, nous quanti�erons expérimentalement deux quantités : le rapport entre
le coe�cient d'absorption et son majorant ζ qui est donné par : k̂a,ν = ζka,ν , ainsi que le rapport
d'une raie d'absorption et son majorant ζLS : ĥa,ν = ζLSha,ν . Ces quantités sont des grandeurs
moyennes données expérimentalement par l'algorithme. Nous pouvons ainsi mesurer l'e�et de l'uti-
lisation de l'échantillonnage des transitions. Dans tous les résultats que nous donnons dans la suite
de ce chapitre, le critère de simpli�cation a été �xé à : ε = 0, 05. Pour un milieu constitué de CO2,
O3 et H2O (approximativement 270 000 raies), nous obtenons :{

ζ = 4, 286

ζLS = 4, 797.
(3.21)

Ainsi, en moyenne, le majorant du coe�cient d'absorption et le majorant des raies spectrales sont
du même ordre de grandeur. L'échantillonnage des transitions n'induit pas un nombre moyen de
transitions nulles bien plus important que les collisions nulles.

Nous donnons aussi un ordre de grandeur du nombre moyen de transitions nulles par réalisation
N̄tn, et de collisions nulles N̄cn. Pour 100 000 réalisations et avec 270 000 raies spectrales nous
obtenons : {

N̄cn = 2, 749

N̄tn = 2, 867.
(3.22)

L'introduction de l'échantillonnage des transitions n'entraîne pas signi�cativement plus d'évènements
�ctifs. En moyenne, il arrive environ trois transitions nulles par réalisation dans une con�guration
homogène.

3.4 Conditions thermodynamiques hétérogènes

Dans un milieu hétérogène, l'espace de dimension comporte à la fois la pression, la température
et la concentration en plus du domaine fréquentiel. La variation des raies spectrales en fonction des
paramètres thermodynamiques est loin d'être anecdotique. L'idéal serait de proposer une méthode
permettant d'échantillonner une raie dans cet espace. Or, nous avons montré les questions déjà
soulevées par le seul domaine fréquentiel, que ce soit pour respecter le critère de majoration et pour
trouver des critères de discrétisation.

Pour l'instant, nous n'avons pas eu le temps de nous consacrer à l'espace total et nous pouvons
uniquement construire des arbres pour des conditions thermodynamiques �xées. À ce stade, une
perspective est de mettre en rapport la proposition de Najda Villefranque pour partitionner l'espace
des positions par une grille hiérarchique avec notre grille sur le domaine fréquentiel. Cependant,
même en l'état, nous avons mis en place une proposition simple et fonctionnelle en atmosphère
terrestre. Guidés par nos connaissances physiques de l'atmosphère, nous constatons qu'il est cohérent
de construire un arbre sur le domaine fréquentiel par conditions de pression. La concentration et la
température jouent un rôle plus secondaire. En e�et :

1. la température de l'atmosphère terrestre (de 0 à 100 km) ne varie pas trop, ses variations sont
comprises entre 200 et 300 kelvin. Nous pouvons donc �xer la température dans un premier
temps. Par simplicité, tous nos arbres en con�guration atmosphérique seront calculés avec la
température T = 296K, qui est la température de référence de Hitran pour le calcul des raies
spectrales. Ceci nous évite d'avoir à calculer la fonction de partition (voir Chap. 2).

2. les concentrations moléculaires des di�érentes espèces moléculaires en présence peuvent varier
de manière conséquente avec l'altitude (H2O, O3) ou très légèrement (CH4,CO2). Dans l'ex-
pression des raies spectrales, la concentration intervient dans la densité et dans le pro�l de raie.
La probabilité de choisir une raie spectrale est le rapport de cette raie sur le coe�cient d'ab-
sorption. Les densités se simpli�ent donc et seule la concentration intervenant dans le pro�l
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de raie va compter. Nous pouvons faire l'hypothèse que les variations des pro�ls de di�érentes
raies ne sont pas si éloignées et raisonner avec une concentration unique fait sens.

3. la pression quant à elle a un rôle majeur : elle est la première actrice du caractère plus ou
moins conséquent des largeurs de raies. Dans l'atmosphère en LTE, elle varie énormément (de
1 atm à 10−8 atm typiquement). Il n'est ainsi pas possible de négliger ses e�ets.

3.4.1 Discussion sur les dépendances thermodynamiques des raies spectrales et
leurs majorants

Une conséquence d'avoir à gérer l'hétérogénéité du milieu est que nous ne pouvons plus assurer
le côté majorant du coe�cient d'absorption. Notre méthode a validé la propriété de majoration pour
une condition homogène �xée. Lorsque nous aurons plusieurs arbres par pression et que nous e�ec-
tuerons une interpolation des majorants, nous ne pourrons plus assurer la propriété de majoration.
Pour pallier cette limite, nous levons simplement la contrainte de majoration sur la construction des
arbres. Cela nous permet au passage de gagner en espace mémoire car nous pouvons dès lors relâcher
cette même contrainte sur l'algorithme de simpli�cation de maillage qui sera donc moins contraint.
Pour obtenir un majorant, nous appliquons simplement un facteur multiplicateur empirique sur le
coe�cient d'absorption obtenu par interpolation des arbres. Que se passe-t-il si le facteur est insuf-
�sant et que le "majorant" n'en est plus un ? Dans ce cas, la probabilité que le photon soit absorbé
Pa,ν,i = ha,ν,i/(k̂a,νPi) peut devenir supérieure à un. Nous avons vu que pour pallier cet écueil, Ma-
thieu Galtier a énoncé une méthode [Galtier et al., 2013] pour prendre en compte ces évènements
directement dans l'algorithme de Monte Carlo. Nous n'utiliserons pas cette proposition. L'autre
proposition (celle que nous utilisons) consiste à stopper l'algorithme de Monte Carlo lorsqu'un tel
évènement arrive et d'ignorer le résultat. Nous augmenterons alors arbitrairement le coe�cient d'ab-
sorption pour essayer d'obtenir un majorant valide eu égard au critère de majoration strict que nous
nous imposons. Cette stratégie de type essai-erreur manque certes de �nesse mais n'en demeure pas
moins praticable.

En�n, une justi�cation quant au choix de construction d'un arbre par pression réside dans le
fait que c'est cette même pression qui introduit une forte variabilité du coe�cient d'absorption nous
facilitant la construction du majorant. Pour l'illustrer, nous montrerons par la suite les variabilités
d'un spectre d'absorption en fonction de la pression, de la température et de la concentration.

Sur l'e�et de la concentration À l'échelle d'une raie, la concentration χ fait varier la densité et
la largeur à mi-hauteur du pro�l de Lorentz. Pour les probabilités des transitions, la densité ne joue
pas (nous l'avons démontré en introduction de cette section). Seule la largeur de raie est à prendre
en compte et la concentration fait varier son expression par la pression partielle :

γL,i(x, t) =

(
Tref
T (x, t)

)nair(i)
[γself (i) Ps(x, t) + γair(i) (P (x, t)− Ps(x, t))], (3.23)

avec Ps = χP . Le pro�l de Doppler, quant à lui, ne dépend pas de la concentration. Nous illustrons
les e�ets de la concentration sur le spectre de la vapeur d'eau Fig. 3.21. Les arbres sont construits
avec une concentration de référence. Pour respecter le critère de majoration quelles que soient les
conditions dans l'atmosphère, nous avons pris, pour une espèce donnée, la concentration la plus
élevée.

Sur l'e�et de la température La complexité des variations de température réside dans la ma-
nière non-monotone de celle-ci d'a�ecter chaque transition. La température agit sur la largeur à
mi-hauteur des pro�ls mais aussi sur l'intensité du pro�l. Pour la largeur du pro�l, celle-ci varie en√
T pour Doppler et en (1/T )nair pour Lorentz. Par contre, pour l'intensité, il n'y a pas vraiment de

tendance lorsque nous augmentons la température. Des raies vont se mettre à avoir une contribution
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Figure 3.21 � Variabilité du spectre en fonction de la concentration, χ, de la vapeur d'eau.

plus importante et d'autres moins (comme illustré sur la �gure Fig. 3.22). Lorsque la température
diminue, le coe�cient d'absorption augmente vers 132.5 cm−1 mais diminue vers 131.9 cm−1.
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Figure 3.22 � Variabilité du spectre en fonction de la température du milieu.

Les variations de température entre 210 et 300 kelvin, qui sont typiquement les deux extrêmes
pour la Terre, a�ectent moins le spectre que la concentration et que la pression comme nous le verrons
dans le paragraphe suivant. C'est une justi�cation pour ignorer les variations de température.

Les arbres sont construits avec la température de référence de HITRAN : Tref = 296 kelvin. Ce
geste permet de ne pas recalculer l'intensité de la raie : elle est directement donnée par HITRAN
pour toutes les transitions à Tref.

Sur l'e�et de la pression En atmosphère terrestre les variations de pression sont très importantes
et a�ectent le pro�l de Lorentz par l'Eq. 3.23. Une baisse de la pression aura pour conséquence de
diminuer la largeur à mi-hauteur du pro�l de Lorentz. Les raies deviennent alors très piquées pour
de faibles pressions comme en haute atmosphère. Ne serait-ce que pour une pression de P = 10−1

atm, les e�ets sont importants (voir Fig. 3.23). Pour des pressions en haute altitude de P = 10−8
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Figure 3.23 � Variabilité du spectre en fonction de la pression du milieu.

atm, il sera très di�cile de caractériser les raies. Devant une telle variabilité, nous avons donc fait
le choix de tabuler nos arbres uniquement en pression.

3.4.2 Résultats en con�guration hétérogène

3.4.2.1 Temps de calcul et espace mémoire

N'ayant pas de proposition pour construire un arbre sur tout l'espace (pression, température,
concentration et fréquence), nous construisons un arbre par paramètres thermodynamiques et par
espèces moléculaires. Plus exactement, nous avons annoncé que seules les variations de pression
sont prises en compte dans notre approche hétérogène. Ainsi, nous construisons, pour une espèce
moléculaire, un arbre par pression. Typiquement, nous construisons un arbre pour chaque ordre de
grandeur entre [P = 10−8;P = 1] (soit neuf arbres). Pour CO2, O3 et H2O, la construction de tous
les arbres prend moins de 10 minutes et 10, 5G d'espace mémoire.

Pour seulement 270 000 raies, c'est un coût qui n'est pas sans conséquence. Ignorons le temps de
calcul et supposons que celui-ci soit optimisé et que la construction se fasse sur des supercalculateurs.
La taille mémoire reste un point bloquant. Par exemple, toutes les espèces moléculaires d'HITRAN
[Gordon et al., 2022] contiennent approximativement huit millions de transitions (en 2022). A cette
échelle, la quantité de données à générer devient imposante. D'autant plus que les arbres ne sont
construits que par condition de pression et que nous pourrions ajouter aussi la concentration et
la température. Si nous nous plaçons dans un milieu gazeux très chaud (comme une chambre de
combustion ou certaines exoplanètes), bien plus de transitions sont présentes. Il faut alors utiliser
HITEMP [Rothman et al., 2010] qui contient des milliards de raies spectrales. En�n, dans un milieu
fortement hétérogène en concentration et température (chambre de combustion), il faudrait éga-
lement envisager la construction d'arbres par concentration et température. Dit autrement, nous
remarquons que selon le milieu considéré, la présente proposition nécessite d'être requestionnée.
Nous rappelons qu'il reste praticable de n'utiliser qu'un seul arbre. Mais si nous nous trouvons loin
des conditions thermodynamiques pour lesquelles l'arbre a été précalculé, un nombre important de
transitions nulles pourrait survenir. Ainsi, pour d'autres applications, un compromis entre la taille
mémoire et le temps de résolution de l'algorithme de Monte Carlo sera à travailler.

3.4.2.2 Nombre de transitions nulles : comparaison avec la méthode de Galtier

Comme le majorant n'en est plus un dans la con�guration hétérogène, quanti�er les écarts entre
les raies d'absorption et leur majorant ainsi que le coe�cient d'absorption et son majorant n'a
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pas vraiment de sens. Celui-ci est ajusté de manière empirique pour éviter les évènements où la
probabilité d'absorption est supérieure à l'unité. Cependant, nous donnons un ordre de grandeur du
nombre moyen de transitions nulles par réalisation N̄tn, et de collisions nulles N̄cn. Pour 100 000
réalisations et avec 270 000 raies spectrales, nous obtenons :{

N̄cn = 5, 101

N̄tn = 5, 133.
(3.24)

L'introduction de l'échantillonnage des transitions n'entraîne pas signi�cativement plus d'évènements
�ctifs. En moyenne, il arrive environ cinq transitions nulles par réalisation dans une con�guration
hétérogène. Ce chi�re est à comparer avec le cas homogène où seulement trois transitions nulles
arrivent en moyenne. Pour cela, nous avons �xé un majorant supérieur à quatre fois ζ = 4, le
coe�cient d'absorption : k̂a,ν = ζka,ν . Pour un million de réalisations, nous n'avons pas rencontré
d'évènements de probabilités supérieures à un.

Pour conclure cette section, nous comparons notre méthode avec celle de Mathieu Galtier en
milieu hétérogène. Sans en dire davantage (cela sera l'objet du chapitre suivant), deux �ux inté-
grés au sommet de l'atmosphère sur une colonne atmosphérique de type MLS sont comparés. La
con�guration comprend les isotopes principaux de CO2, O3 et H2O et ont un pro�l de Voigt. Les
résultats sont donnés sur la Tab. 3.1. Nous comparons nos résultats à une méthode déterministe qui
sera développée en détail dans le chapitre suivant : le �ux de référence au sommet de l'atmosphère
est de 293, 2 W.m−2.

Méthode Monte Carlo estimation Ntn ζ

Galtier 291,22 ± 1,78 1 630 180 102

Arbre 294,50 ± 1,79 20 887 4

Table 3.1 � Comparaison du nombre de transitions nulles Ntn entre l'arbre et la méthode de Galtier. Ce nombre est
fortement dépendant de ζ qui assure aucune probabilité supérieure à un. Nous remarquons que les deux méthodes
donne une estimation du �ux à la même barre d'erreur pour un même nombre de réalisation (ici 4 000).

Bien des points sont à souligner. Tout d'abord, notons que les deux méthodes donnent la même
variance sur leurs estimations. C'est ce qui a été annoncé et que nous constatons : quel que soit
le jeu de probabilité, celui-ci n'in�ue pas sur la variance mais sur le temps de calcul. Avec notre
méthode, il nous faut appliquer un facteur quatre sur le majorant pour respecter la condition que
la probabilité d'absorption soit inférieure ou égale à un. Avec celle de Mathieu Galtier, le facteur
est bien plus conséquent, de l'ordre de 102. Sans un facteur aussi imposant, le critère k̂a,νPi ≥ ha,ν,i
n'est pas respecté même pour seulement 4 000 réalisations. Du fait d'une majoration si importante,
le nombre de transitions nulles est très élevé : il y en a plus de 1630180/4000 ≈ 407, 5 en moyenne
par nombre de réalisations. Contrairement à notre méthode qui n'en donne que 20887/4000 ≈ 5
(nous avons bien environ cinq transitions nulles en moyenne comme ce que nous avions annoncé).

3.5 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons proposé une stratégie pour l'échantillonnage des transitions basée
sur l'utilisation d'un arbre pour partitionner les raies. Bien qu'au stade exploratoire, cette stratégie
s'est révélée e�cace pour fournir un majorant du spectre d'absorption et échantillonner les raies
spectrales dans une stratégie d'échantillonnage par importance pour des conditions thermodyna-
miques �xées. Et nous avons montré que notre proposition pouvait être utilisée en milieu hétérogène
avec un nombre de transitions nulles moyen par transition très faible (moins de 10).

Cette méthode nous permet de capter la complexité spectrale des transitions en stockant des
données dans un arbre binaire, où les transitions sont regroupées par n÷ud : d'un n÷ud originel
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(nommé n÷ud racine) contenant toutes les transitions, celui-ci est divisé en deux autres et ainsi de
suite jusqu'à obtenir une transition par n÷ud élémentaire appelé feuille. Pratiquement, pour une
condition thermodynamique, nous calculons un majorant du coe�cient d'absorption à chaque niveau
de l'arbre, c'est-à-dire pour chaque n÷ud. Jusqu'au n÷ud racine qui stocke le majorant global du
coe�cient d'absorption. Pour échantillonner une transition, connaissant une fréquence, nous partons
de la racine et nous descendons dans l'arbre pour aller sélectionner une transition dans une des feuilles
qui compte le plus eu égard à la fréquence d'intérêt. Pour di�érentes conditions thermodynamiques,
un arbre est construit par pression et la totalité de notre domaine d'échantillonnage est représenté
par interpolation. Cette méthode s'est avérée parfaitement opérationnelle en atmosphère terrestre
comme nous le montrerons dans les résultats du chapitre suivant.

Néanmoins, nous soulignerons deux limitations de la présente proposition. Premièrement, pour
un grand nombre de transitions, la taille mémoire devient très importante. Il faut soit adapter la
méthode pour stocker moins d'informations, soit mettre en place des stratégies de gestion d'un grand
ensemble de données. Deuxièmement, notre proposition respecte les critères énoncés en introduction
uniquement en con�gurations homogènes. En milieu hétérogène, d'autres pistes restent à explorer,
notamment lorsque le milieu devient fortement hétérogène. Pour optimiser le temps de calcul, il faut
alors partitionner les données spatialement pour avoir des majorants locaux (stratégie employée pour
les nuages). L'exploration conjointe d'une grille de partitionnement fréquentielle et spatiale reste un
sujet de recherche ouvert.
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Chapitre 4

Estimation du forçage radiatif terrestre
intégré sur une période climatique
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4.1 Introduction

Depuis le début du XX◦ siècle, il est acté que les gaz à e�et de serre (GES) tels H2O, CO2,
CH4 in�uencent le climat terrestre. Ainsi en 1896, Arrhenius a montré qu'un doublement de la
concentration de dioxyde de carbone dans l'atmosphère entraîne en moyenne une élévation des
températures de 4K. Dans les années 1960-1970, des estimations plus rigoureuses ont été e�ectuées
[Manabe and Wetherald, 1975, Manabe and Stou�er, 1980, Manabe and Wetherald, 1967, Council, 1979]
et elles con�rment ces ordres de grandeur. Par ailleurs, depuis le début de l'ère industrielle (1850)
jusqu'à aujourd'hui, l'activité humaine a initié la prolifération de moyens de production avec comme
conséquence directe l'émission de quantité de GES. Certains (CO2, CH4) sont émis en proportion
telle que les mécanismes de la biosphère ne peuvent pas contribuer pleinement à leur régulation et
leur augmentation est croissante depuis 170 ans dans le système atmosphère/océan. La causalité
entre l'augmentation des températures moyennes terrestres et la quantité de GES a impulsé des
dynamiques de recherches très actives au sein de la communauté scienti�que climatique. Les actions
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humaines étant le principal facteur de ces changements [IPCC, 2021], les sphères politiques, mesu-
rant les conséquences sur le long terme, n'ont d'unique choix que de se �er aux climatologues pour
prendre des décisions cohérentes. Les climatologues se doivent alors de fournir des modèles robustes
de prédictions climatiques pour se prononcer sur les répercussions du changement climatique d'ori-
gine anthropique. Tout un travail d'intercomparaisons et de validations est engagé au sein de divers
groupes de recherches climatiques pour s'assurer de la �abilité des prédictions.

Un élément de con�ance provient de la capacité des modèles de climat à simuler les variations
observées de températures passées (courbe noire sur la Fig. 4.1). Les estimations de l'élévation
de température par les di�érents modèles varient cependant typiquement d'un facteur 2 entre les
modèles les moins et les plus alarmistes du fait d'hypothèses de modélisations di�érentes. Malgré
cette dispersion quantitative, tous les modèles prédisent un réchau�ement. Cette cohérence et la
compréhension des mécanismes impliqués sont la primordiale source de con�ance dans les estimations
actuelles.

En physique climatique, les sources radiatives ont un e�et majeur sur les températures. Il y a une
contribution du rayonnement solaire (dans le spectre visible, environ 40% et aussi dans l'ultraviolet
et l'infrarouge) qui �uctue selon la saison, la latitude, la journée et qui crée une circulation atmo-
sphérique par chau�age de la surface et de l'atmosphère. Il y a aussi une contribution radiative de
toutes les molécules et particules (gouttes d'eau, cristaux, aérosols) présentes dans l'atmosphère qui
émettent du rayonnement du fait de leurs températures (principalement dans le spectre infrarouge
dit thermique). Le but de notre étude est l'estimation de grandeurs radiatives intégrées au sommet
de l'atmosphère par la méthode de Monte Carlo en vue de fournir des résultats de référence à la
communauté climatique. En e�et, les phénomènes radiatifs impactent directement le climat et sont
une cause majeure du changement climatique. Par exemple, des variations de �ux infrarouge de
l'ordre de 1 W.m−2 au sommet de l'atmosphère (sans que le système ne réponde à ce changement
en termes de composition atmosphérique) entraînent des élévations de température de l'ordre de
1K. Nous comprenons alors l'enjeu de pouvoir calculer précisément ces grandeurs et les impacts des
di�érents phénomènes qui modi�ent les �ux radiatifs.

Dans notre étude, nous nous focalisons sur l'estimation du forçage radiatif des gaz à e�et de serre,
c'est-à-dire sur les variations de �ux au sommet de l'atmosphère causées par le seul changement de la
concentration d'un gaz à e�et de serre (CO2, CH4). En particulier, nous considèrerons des variations
de �ux moyennées sur toute la Terre pendant une période temporelle donnée. Pourquoi avoir besoin
spéci�quement de la notion de forçage ? Le forçage radiatif permet de scinder la question climatique
en deux car il est complexe de diagnostiquer le changement de température en fonction des GES.
En e�et, pour un même scénario de GES imposés tel que CO2 et CH4, di�érents modèles vont
produire des histoires d'évolution di�érentes pour la vapeur d'eau, la composition nuageuse, l'albédo
de surface, etc. Donc, au-delà des di�érences de modélisation du transfert radiatif, ces évolutions
di�érentes du système atmosphérique vont induire des estimations de température globale di�érentes
(voir le premier graphique de la Fig. 4.1). Quand pour un scénario donné, nous observons des
températures di�érentes pour plusieurs modèles, ces di�érences sont-elles dues à l'histoire d'évolution
de la composition atmosphérique ou alors à la résolution physique du rayonnement ? Le forçage
radiatif questionne la partie radiative. Mais en faisant exister ce concept de forçage radiatif, nous
pouvons aller plus loin et même comparer des résultats de simulation avec des scénarios qui peuvent
partiellement di�érer (voir le second graphique de la Fig. 4.1) : penser en terme de forçage radiatif
permet alors de focaliser l'analyse sur la réponse du système atmosphérique. Le calcul des forçages est
donc un vrai enjeu pour la communauté climatique. C'est l'objet de nombreux projets notamment
RFMIP Radiative Forcing Model Intercomparison Project [Pincus et al., 2016, Pincus et al., 2020,
Andrews et al., 2012, Myhre et al., 2014, Shindell et al., 2013]. Dans ce contexte, nous proposons
pour la première fois un calcul de référence des forçages radiatifs par la méthode de Monte Carlo.
Nous expliciterons tout d'abord la nature des données climatiques nécessaires au calcul de grandeurs
radiatives en atmosphère terrestre. Ces données sont issues de modèles de circulation générale ou
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Figure 4.1 � Évolution du changement global des températures sur la période 1970�2020 (�gure du haut) et en fonction
du forçage radiatif (celle du bas) issue du sixième rapport du GIEC [IPCC, 2021]. Di�érents auteurs proposent des
approches di�érentes à la fois de modélisation mais aussi d'histoire d'évolution de la concentration des GES (sur les
courbes en couleurs et pointillées). Les observations sont représentées sur la courbe en noir.

GCM (Global Circulation Model) en anglais. Pour estimer un �ux moyen intégré sur toute la Terre
et pendant une longue période climatique il nous faudra les données thermodynamiques (pression,
température, concentration moléculaire, ...) en chaque position de la Terre et pour chaque temps.

Dans les chapitres précédents, nous avons énoncé les di�érents éléments méthodologiques de cette
thèse pour estimer statistiquement des grandeurs radiatives. Plus précisément, la méthode de Monte
Carlo intégrale appliquée au transfert radiatif permet de visiter un espace de chemin où les évène-
ments d'absorption et de di�usion sont traités de manière statistique. Pour l'absorption, la faisabilité
d'un couplage avec la spectroscopie des gaz a été démontrée et se traduit par l'échantillonnage d'une
seule raie spectrale : il n'y a plus besoin de calculer le coe�cient d'absorption. Le chapitre précèdent
a proposé une méthode d'échantillonnage de ces transitions en atmosphère terrestre. Ici, nous en
présenterons les résultats. Par ailleurs, nous montrerons que notre méthode permet d'estimer des
luminances, au sommet de l'atmosphère, au sol, tout comme en n'importe quelle position et direc-
tion dans notre atmosphère et ce en de multiples con�gurations. Ainsi, nous donnerons d'abord des
comparaisons d'estimations de luminance avec des émissivités de sol variées, des estimations de �ux
sur des pro�ls atmosphériques en surface ou au sommet de l'atmosphère ou encore avec et sans le
continuum de vapeur d'eau. Nous discuterons aussi de l'e�et de nuages hauts (de type cirrus) dans
le domaine de l'infrarouge thermique. Bien que notre sujet soit énoncé en termes de forçage radiatif,
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notre méthode est praticable quelle que soit la grandeur radiative à estimer.

À partir de ces validations, nous montrerons l'e�cacité de Monte Carlo pour aller estimer des
�ux au sommet de l'atmosphère intégrés sur le globe pendant une période temporelle donnée. De
plus, nous montrerons une propriété d'invariance annoncée au chapitre introductif de cette thèse :
pour une même précision de notre estimateur, le temps de calcul sera le même pour l'estimation
de �ux à un temps, une position et sur un domaine fréquentiel restreint que pour estimer un �ux
moyen sur tout l'infrarouge thermique, sur toute la Terre et pendant une longue période temporelle.
Le forçage radiatif sera alors obtenu comme la di�érence entre deux calculs de �ux e�ectués pour
deux champs de concentration de gaz à e�et de serre di�érents.

Finalement, dans une dernière section, nous présenterons un calcul de sensibilité de �ux moyen
à un paramètre faisant varier la concentration d'un gaz à e�et de serre. Il s'agit de résultats de
sensibilités issus de la thèse en cours de Nada Mourtaday. Similairement aux calculs de �ux moyen,
nous montrerons que nous obtenons aussi une insensibilité au temps de calcul pour les sensibilités.

4.2 Utilisation de données climatiques

Le rayonnement infrarouge sortant au sommet de l'atmosphère dépend intrinsèquement des pro-
priétés thermodynamiques du milieu, c'est-à-dire de la pression, de la température et de la concentra-
tion des espèces (gazeuses, liquides, ...). Ces paramètres seront utilisés en tant que données d'entrée
de notre modèle et serviront à calculer les sections e�caces d'absorption et de di�usion dans notre
résolution radiative. Nous donnons très brièvement les ordres de grandeurs de ces paramètres. La
pression décroît quasi exponentiellement dans l'atmosphère terrestre. Mis à part son e�et sur la
densité, du fait du changement d'ordre de grandeur de la pression, les raies spectrales d'absorption
seront plus piquée en fréquence en haute altitude que vers le sol. Les propriétés radiatives d'absorp-
tion par les gaz seront très dépendantes de ce paramètre. La température quant à elle varie selon les
di�érentes régions de l'atmosphère. Du sol jusqu'à 10-15km, elle décroît presque linéairement. Puis,
de 10-15km à 50km, elle augmente de façon signi�cative. Cela est dû au fait que la troposhère est
en grande partie chau�ée par le rayonnement thermique depuis la surface, elle-même chau�ée par
le rayonnement solaire, ainsi qu'à la forte présence d'ozone qui absorbe le rayonnement UV. Cette
caractéristique est nommée inversion. De 50 km à 85 km, la température décroît et atteint les tem-
pératures les plus faibles. Les températures atmosphériques varient typiquement de 200 à 300 kelvin.
Dans le bilan radiatif, les contributions énergétiques radiatives sont caractérisées par la température
locale de leurs lieux d'émission. Avoir une représentation des variations de la température est donc
primordiale. Par rapport à la concentration des gaz, nous supposons que la concentration de CO2

ou de CH4 peut être approximée comme constante sur la verticale (en réalité, la concentration de
CO2 varie de l'ordre de quelques pour cent sur la verticale).

Pour obtenir les données thermodynamiques détaillées terrestres en tout point du globle et pen-
dant une période climatique, les climatologues ont mis au point des modèles pour traiter la circulation
générale de l'atmosphère : les GCM. Ils utilisent des méthodes en di�érences et volumes �nis (géné-
ralement) séparant une partie dite "dynamique" dans laquelle sont résolues, sur un maillage 3D de
la sphère, les équations de la mécanique des �uides géophysiques (version approchée des équations
de Navier-Stokes) et une partie dite "physique" pour la modélisation d'autres physiques (transfert
radiatif, paramétrisation de la convection, du mélange turbulent, les nuages ...). Les sorties de GCM
nous fournissent des données discrétisées en latitude, longitude et sur la verticale d'une multitude de
paramètres. Une représentation du GCM du LMD [Hourdin et al., 2006] est illustrée sur la Fig. 4.2.

Pratiquement, dans notre cas d'étude, nous utiliserons des sorties de ce GCM ainsi que des pro�ls
typiques issus d'autres simulations qui nous fourniront des données de pression, de température, de
concentration d'espèces moléculaires, de quantité d'eau liquide dans chacune des mailles ainsi que
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Figure 4.2 � Représentation d'une atmosphère discrétisée en mailles pour des simulations GCM

des données d'émissivité de surface.

La prise en main de données à l'échelle de la Terre avec des mesures ra�nées par pas de temps
(typiquement de l'ordre de l'heure) pendant une centaine d'années à un coût mémoire important.
Grâce à l'utilisation de la méthode de Monte Carlo nous n'aurons cependant pas besoin d'avoir à
charger toutes ces données en mémoire mais uniquement une fraction de celles-ci. Pour être explicite
revenons à l'expression du �ux moyen intégré sur toute la Terre :

φ̄ =

∫
∆t
pT (t)dt

∫
TOA

pS(x)dS(x)

∫ +∞

0
pN (ν)dν

∫
2π
pU (u)du σT 4

max

Lν(x,u, t)

Leqν (Tmax)
. (4.1)

Il a été établi au Chap. 2 que cette expression est une espérance, φ̄ = E(W ) : nous pouvons estimer
cette quantité en faisant la moyenne d'un grand nombre de réalisations de la variable aléatoire W .

W = σT 4
max

LN (X,U , T )

LeqN (Tmax)
. (4.2)

Pratiquement, il su�t d'échantillonner un temps selon pT (t), une position selon pS(x), une fréquence
selon pN (ν) et une direction selon pU (u). Ces valeurs donnent une réalisation de la variable aléatoire
W sous réserve de connaître la luminance. En faisant la moyenne de ces points sur un nombre n de
réalisations, nous obtenons une estimation du �ux moyen avec une variance associée. Nous traiterons
uniquement certaines con�gurations : si nous faisons n réalisations par Monte Carlo, cela se traduira
par le tirage de seulement n pro�ls atmosphériques, chaque pro�l étant dé�ni à un temps et une
position. En dé�nitive, pour une estimation du forçage radiatif par Monte Carlo pendant une période
de un mois ou de cent ans, nous chargerons la même quantité de données : seulement n pro�ls. Ainsi,
avant d'e�ectuer l'algorithme de Monte Carlo, nous procéderons à l'extraction de ces n pro�ls en
sortie des GCM. Typiquement, l'ordre de grandeur de n est de 105.

4.3 Validation sur des pro�ls atmosphériques uniques

Avant d'englober toute la complexité de la Terre et les variations temporelles, nous allons uni-
quement nous focaliser sur quelques pro�ls atmosphériques. Par pro�l, nous entendons une colonne
verticale d'atmosphère prise à un temps donné et qui sera considérée comme in�nie et homogène
horizontalement. Nous allons prendre des pro�ls bien connus de la littérature qui servent pour la
comparaison de codes radiatifs.
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Pour l'instant, notre démarche consiste à valider di�érentes estimations de grandeurs radiatives
avec une méthode numérique de type déterministe. Pour cela, nous utilisons le code HR_PPart 1. Il
permet de réaliser des simulations de transfert radiatif à très haute résolution spectrale, c'est-à-dire
avec une résolution spectrale bien inférieure à la largeur typique des raies d'absorption à pression et
température "courantes" (de l'ordre des largeurs des raies à très faible pression, en haute altitude
sur Terre). Le transfert radiatif est entièrement résolu fréquence par fréquence, d'où des temps
de calcul importants. Le transfert radiatif est résolu de façon semi-analytique dans le cadre d'un
modèle atmosphérique "ciel clair", où seule l'absorption et l'émission de rayonnement infrarouge
thermique sont prises en compte. Les données d'entrée sont constituées de l'ensemble des spectres
d'absorption à haute résolution spectrale, pour l'ensemble des niveaux atmosphériques décrivant le
pro�l atmosphérique. Ces spectres ont été produits à l'aide du code Kspectrum 2. Par ailleurs le code
HR_PPart a été soumis a des validations rigoureuses avec le code 4A [Scott and Chedin, 1981].

4.3.1 Présentation de pro�ls atmosphériques typiques

Dans la littérature, nous retrouvons des pro�ls atmosphériques 1D caractéristiques de di�érentes
régions terrestres. Nous nous focaliserons sur cinq pro�ls [Ellingson et al., 1991] : deux correspon-
dront à des latitudes moyennes en été MLS (Mid Latitude Summer) et en hiver MLW (Mid Latitude
Winter) ; deux autres caractériseront l'Arctique en été SAS (Sub Arctical Summer) et en hiver SAW
(Sub Arctical Winter). Le dernier pro�l décrira les phénomènes tropicaux TRO (Tropical). Chaque
pro�l est décrit par un maillage vertical sur 65 niveaux avec des données d'altitude, de pression,
de température, et de concentration du gaz. Pour dé�nir le champ complet, nous e�ectuons une
interpolation linéaire entre les mailles.

La température et la pression sont représentées pour chaque pro�l sur la Fig. 4.3. Les données
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Figure 4.3 � Illustration des variations de température et de pression pour des pro�ls atmosphériques typiques

que nous utilisons sont en adéquation avec les représentations physiques que nous avons décrites
précédemment. Globalement, pour tous les pro�ls, la température diminue puis réaugmente jusqu'à
50km d'altitude. Quant à la pression, elle diminue en exponentielle (si la température est constante)
et suit des variations linéaires en fonction du logarithme comme représenté sur la �gure Fig. 4.3b.

1. https://www.meso-star.com/projects/art/hr_ppart.html

2. https://www.meso-star.com/projects/art/kspectrum.html

https://www.meso-star.com/projects/art/hr_ppart.html
https://www.meso-star.com/projects/art/kspectrum.html
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De même, nous pouvons représenter les variations de concentration de H2O et de O3 en fonction
de l'altitude (Fig. 4.4). La concentration de vapeur d'eau est très importante proche du sol et l'ozone
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Figure 4.4 � Illustration des variations du champ d'H2O et de O3 en fonction de l'altitude pour des pro�ls atmo-
sphériques typiques

très présent à 35km.

4.3.2 Validation de calculs de luminance

Une première validation Dans un premier temps, nous cherchons à valider une luminance mo-
nochromatique au sommet de l'atmosphère sur un unique pro�l (MLS) dans la direction verticale.
Pour l'instant le sol est considéré comme un corps noir (il n'y a pas de ré�exion du rayonnement
descendant). Ainsi il s'agit juste de calculer l'émission thermique le long d'une ligne de visée. Nous
prenons en compte uniquement les isotopes principaux de CO2, H2O et de O3. La concentration de
dioxyde de carbone est �xée à l'ère pré-industrielle χCO2 = 2, 87×10−4. Pour l'instant, le continuum
de vapeur d'eau n'est pas présent.

Pour deux valeurs fréquentielles, nous estimons la luminance à partir de notre proposition par
Monte Carlo et par la méthode déterministe (Tab. 4.1). Les deux fréquences choisies 359, 49 et 769, 62
correspondent au domaine fréquentiel de H2O et de CO2 respectivement.

Wavenumber HR_PPart Monte Carlo estimation
359, 49 8, 3676× 10−2 8, 3604× 10−2 ± 1, 72× 10−4

769, 62 1, 2450× 10−1 1, 2479× 10−1 ± 2, 89× 10−4

Table 4.1 � Comparaison de luminance obtenue avec notre code Monte Carlo et l'approche déterministe du code
HR_PPart pour di�érentes fréquences.

Les estimations Monte Carlo sont en accord avec l'approche déterministe. A noter que l'écart-
type a�ché dans tous nos résultats représente un écart à un sigma, c'est-à-dire que nous avons
68, 27% de chance que notre estimation soit compris dans cette intervalle et 99, 73% de chance à
trois fois cet intervalle (voir Chap. 1).

Validation de calculs de luminance avec continuum Le tableau précédent validant notre
méthode, nous présentons sur la �gure Fig. 4.5 une estimation de la luminance en fonction de la
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fréquence. La con�guration est similaire à la précédente, sauf que nous avons e�ectué deux calculs
de luminance pour chaque fréquence : l'un avec le continuum de vapeur d'eau et l'autre sans. Nous
rappelons que le continuum de vapeur d'eau est ajouté à la plupart des estimations radiatives car
la description des pro�ls de raies est mal modélisée loin des centres de raies. Dans notre approche
Monte Carlo et dans HR_PPart, le continuum est calculé à l'aide d'une routine produite par AER
(voir le Chap. 2 pour les informations sur la modélisation du continuum).
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Figure 4.5 � Comparaison de luminance à 17km d'altitude obtenue avec notre code Monte Carlo et l'approche
déterministe sur un pro�l MLS. Les estimations Monte Carlo sont représentées en rouge sans le continuum et en bleu
avec.

La prise en compte du continuum fait décroître la luminance car l'épaisseur optique augmente.
L'impact de celui-ci est d'autant plus fort là où le nombre de transitions de H2O est importante (par
exemple dans l'intervalle fréquentiel [400 cm−1; 600 cm−1]). Les estimations à une fréquence par
Monte Carlo de la luminance avec et sans continuum donnent des intervalles de con�ance englobant
les valeurs déterministes. Par ailleurs, nous relevons sur cette �gure la contribution du CO2 entre
[650 cm−1; 750 cm−1] ainsi que celle de l'O3 vers 1100 cm−1.

4.3.3 Validation de calculs de luminance intégrée sur les directions avec un sol
ré�échissant

Comme précédemment, nous pouvons reprendre une démarche de validation similaire en consi-
dérant toujours un pro�l MLS. Nous nous focaliserons cette fois sur une luminance au sommet de
l'atmosphère intégrée sur l'hémisphère sortant de l'atmosphère. Par ailleurs, le sol ne sera plus consi-
déré comme un corps noir : les photons atteignant le sol pouvant être ré�échis par celui-ci selon une
BDRF distribuée en cosinus et caractérisée par son émissivité ε. Pour deux fréquences et pour dif-
férentes valeurs de cette émissivité, nous comparons la luminance intégrée hémisphériquement avec
Monte Carlo et le code HR_PPart (voir Tab. 4.2).

Les résultats démontrent que les estimations Monte Carlo correspondent à la solution détermi-
niste aux barres d'erreur près. Nous constatons que plus l'émissivité ε du sol est faible et plus la
luminance intégrée angulairement est faible. En e�et, la luminance intégrée ascendante au sommet
de l'atmosphère est la somme de plusieurs contributions :

1. l'émission du sol, �ltrée au travers de l'atmosphère,
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ν = 800 cm−1 ν = 1 200 cm−1

HR_PPart MC HR_PPart MC
ε = 1 3, 4763× 10−1 3, 4758× 10−1 ± 1, 11× 10−4 1, 7717× 10−1 1, 7726× 10−1 ± 2, 35× 10−5

ε = 0,8 3, 2377× 10−1 3, 2375× 10−1 ± 1, 65× 10−4 1, 5401× 10−1 1, 5390× 10−1 ± 9, 41× 10−5

ε = 0,5 2, 8797× 10−1 2, 8771× 10−1 ± 4, 21× 10−4 1, 1926× 10−1 1, 1929× 10−1 ± 1, 27× 10−4

ε = 0,3 2, 6410× 10−1 2, 6388× 10−1 ± 4, 57× 10−4 9, 6094× 10−2 9, 6394× 10−2 ± 1, 34× 10−4

Table 4.2 � Comparaison de luminance intégrée angulairement au sommet de l'atmosphère en W/m2/cm−1 obtenue
avec le code HR_PPart et l'algorithme de Monte Carlo pour di�érentes valeurs de l'émissivité du sol. Les luminances
intégrées sont calculées pour un pro�l MLS dont les gaz absorbants sont H2O, CO2 et de O3.

2. la composante émise vers le haut par toute la colonne de gaz,

3. la composante émise par la colonne de gaz vers le bas, ré�échie par le sol, et �ltrée par l'atmo-
sphère dans un nouveau trajet ascendant.

La ré�ectivité du sol n'a�ecte pas la composante 2. Plus le sol est noir, plus la composante 1 est
importante, mais plus la composante 3 est faible. Ce qu'on voit en abaissant l'émissivité graduelle-
ment, c'est surtout la diminution de la composante 1. Par ailleurs, si la longueur d'onde considérée
correspond à une épaisseur optique plus faible, l'e�et de l'émissivité n'en sera que plus conséquent.

Aussi, plus l'émissivité du sol est faible et plus l'incertitude sur l'estimation statistique de notre
grandeur est importante. Une première interprétation provient de la variabilité des poids retenus
pour e�ectuer la moyenne statistique. Si l'émissivité est de 1, les photons s'arrêtent obligatoirement
et le poids associé sera la luminance à la température du sol. En revanche, plus l'émissivité est faible
et plus les photons ont une grande probabilité d'être ré�échis sur le sol et de continuer leur chemin :
autrement dit plus grande sera la probabilité de ramener des poids variables.

4.3.4 Validation de calculs de �ux sur des pro�ls typiques

Le calcul déterministe de la luminance ou de la luminance intégrée sur les directions dans une
approche déterministe est assez simple dans une con�guration monochromatique et sans di�usion.
C'est l'intégration fréquentielle qui entraîne le plus de complications. Pour chaque fréquence, les pro-
priétés spectrales varient fortement et le coe�cient d'absorption se doit d'être connu pour chacune
d'entre elles. Usuellement, les méthodes déterministes se voient dans l'obligation d'utiliser une dis-
crétisation fréquentielle extrêmement ra�née pour capter toutes les variations des raies spectrales.
Comme en haute atmosphère les raies sont très piquées, il est courant d'utiliser des discrétisations
de l'ordre de 10−4cm−1, ce qui prend un temps considérable de calcul.

Pour calculer un �ux en W/m2 par les méthodes déterministes en partant de zéro, il faut procéder
en deux étapes. La première consiste à calculer le coe�cient d'absorption pour di�érentes altitudes
et ce à di�érentes fréquences. Cette étape peut prendre des dizaines d'heures sur un ordinateur
d'une dizaine de c÷urs. Ensuite, le transfert radiatif est résolu pour chacune de ces fréquences
et l'intégration spectrale rajoute encore du temps de résolution (4 ou 5 heures de calcul pour le
transfert une fois que les spectres sont connus). Cette procédure coûteuse est nécessaire à chaque
fois que l'on veut faire un calcul de transfert sur un quelconque pro�l si nous voulons avoir une
précision accrue. Néanmoins, il existe de nombreuses méthodes qui utilisent des tabulations où des
spectres ont déjà été calculés sur des pro�ls typiques. Ces méthodes sont beaucoup plus rapides mais
se pose la question de la précision du résultat fourni sachant que nous faisons une interpolation de
propriétés thermodynamiques (voir thèse de Yoann Tellier [Tellier, 2021]).

Sur le tableau 4.4, nous comparons des estimations de �ux par Monte Carlo à celles fournies
par HR_PPart sur les cinq pro�ls typiques introduits précédemment. Pour con�rmer la robustesse
de notre approche, les validations ont porté sur des �ux au sommet de l'atmosphère (TOA) ainsi
qu'en surface (SFC). Les �ux sont intégrés sur tout l'infrarouge thermique [100 cm−1; 2500 cm−1].
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L'atmosphère est constituée de H2O, CO2 et de O3. Le continuum est ajouté à l'absorption pour la
vapeur d'eau.

F ↑(TOA) F ↓(SFC)
HR_PPart MC HR_PPart MC

MLS 282, 41 282, 49± 0, 28 345, 23 346, 17± 0, 38
MLW 231, 15 230, 92± 0, 19 219, 73 219, 21± 0, 34
SAS 264, 11 263, 67± 0, 24 296, 27 295, 67± 0, 38
SAW 199, 00 198, 73± 0, 13 168, 62 168, 07± 0, 28
TRO 291, 20 290, 82± 0, 30 392, 89 393, 95± 0, 36

Table 4.3 � Comparaison de �ux atmosphériques en W/m2 obtenus avec le code HR_PPart et l'algorithme de Monte
Carlo. Chaque estimation a été obtenue pour 160 000 réalisations et les incertitudes numériques correspondent à
l'écart-type associé au résultat de l'algorithme statistique. Les temps de calcul sont tous compris entre une et

deux minutes (calculs e�ectués sur un ordinateur de bureau avec 12 c÷urs à 2.60GHz).

Les résultats fournis prouvent que les estimations par Monte Carlo sont cohérents, à la barre
d'erreur près, avec les valeurs obtenues par HR_PPart.

En plus d'obtenir des résultats compatibles avec celle d'une méthode "classique", les résultats
obtenus par échantillonnage des transitions n'ont nécessité des temps de calculs que de l'ordre de
la minute pour une précision au millième près. Ces résultats montrent la praticabilité d'e�ectuer
des estimations Monte Carlo de grandeurs radiatives intégrées sur toutes les directions, toutes les
fréquences dans une approche en raie-par-raie. De plus la prise en compte de la di�usion n'apporte
aucune di�culté supplémentaire. C'est ce que nous montrons dans la section suivante où nous prenons
en compte les e�ets de nuages de haute altitude dans l'infrarouge thermique.

4.3.5 Sur l'e�et des nuages : validation de calculs de �ux

Les nuages ont une grande in�uence sur le bilan énergétique radiatif. En e�et, ils recouvrent
approximativement la moitié du globe terrestre. Leurs e�ets sont très dépendants de la plage fré-
quentielle étudiée. Dans le visible, l'e�et de leur absorption est faible, mais leur di�usion est très
importante. Au contraire, dans l'infrarouge, l'absorption est préponderante par rapport à la di�usion
pour les nuages bas. Nous verrons que pour les nuages hauts dans l'infrarouge, la di�usion a un e�et
aussi important que l'absorption.

La principale complexité du calcul du transfert radiatif en atmosphère nuageuse provient de
la dimension spatiale des nuages. Ceux-ci peuvent avoir des distributions de gouttes d'eau et de
glace très complexes et varient fortement en fonction des latitudes/longitudes, de l'altitude et de la
météorologie du jour considéré. De nombreuses études soulignent l'importance des e�ets 3D radiatifs
des nuages [Villefranque et al., 2019]. Cependant, dans notre étude, nous nous focalisons sur l'e�et
des gaz et lorsque nous voudrons tester nos con�gurations en scènes nuageuses nous laisserons de
côté ces e�ets 3D : les nuages seront des couches d'extension in�nie.

Dans cette section, il s'agit de montrer la faisabilité de notre approche combinant raie-par-raie
et di�usion. Pour cela, nous introduisons, dans un pro�l MLS, un nuage de haute altitude (cirrus)
avec des propriétés optiques homogènes, situé entre deux altitudes comprises entre 9, 858km et
12, 179km. La fonction de phase utilisée est une fonction de phase d'Henyey-Greenstein avec pour
paramètre d'asymétrie g = 0, 8. Nous comparons nos résultats à ceux simulés par le code Karine 3

(K-distribution Atmospheric Radiation & Infrared Net Exchanges), code basé sur une approche en
k-distributions et qui prend en compte la di�usion dans une approche Monte Carlo.

Cette convergence, entre deux codes de Monte Carlo di�érents, valide notre formulation en
présence de particules di�usantes (ici des nuages). Cela signi�e que nous pouvons faire des calculs

3. https://www.meso-star.com/projects/art/karine.html

https://www.meso-star.com/projects/art/karine.html
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F ↑(TOA) F ↓(SFC)
Karine MC Karine MC
137, 74± 1, 2 140, 32± 0, 83 339, 36± 2 337, 179± 1, 32

Table 4.4 � Comparaison de �ux atmosphériques en W/m2 obtenus avec le code Karine et notre algorithme de
Monte Carlo. Chaque estimation a été obtenue pour 10 000 réalisations et les incertitudes numériques correspondent
à l'écart-type associé au résultat de l'algorithme statistique. La con�guration est un pro�l MLS avec un nuage entre
9, 858km et 12, 179km avec comme valeur du coe�cient d'absorption kca = 8 × 10−4m−1, kcs = 2 × 10−3m−1 pour le
coe�cient de di�usion et le paramètre d'asymétrie est �xé à g = 0, 8 [Myhre et al., 2009].

de �ux en combinant un échantillonnage statistique des transitions pour l'absorption gazeuse et
l'échantillonnage statistique des chemins de multidi�usions.

4.4 Estimation à l'échelle globale

Notre méthode a démontré son e�cacité sur l'estimation de �ux pour des pro�ls atmosphériques
caractéristiques. La robustesse de Monte Carlo nous permet d'ajouter à notre précédente intégration
une intégrale sur toute la Terre (l'ensemble des latitudes/longitudes) et pendant une période donnée.

Dans la pratique usuelle, sans Monte Carlo, il existe principalement deux approches permettant
de dé�nir cette information spatio-temporelle. La première consiste à résumer toute la variabilité
spatiale et temporelle à une centaine de pro�ls typiques. C'est l'approche qui a été retenue par le
projet RFMIP [Pincus et al., 2020] qui propose une situation de référence a�n de réaliser les calculs
de forçages radiatifs en raie-par-raie. La seconde approche consiste à ne pas se limiter en nombre
de pro�ls. Il est donc inenvisageable de précalculer des spectres de coe�cient d'absorption à haute
résolution spectrale en toute position et à toute date en vue d'e�ectuer une intégration fréquentielle.
Il faut alors utiliser un modèle spectral approché comme le modèle en K-distributions, et interpoler
les coe�cients k en question dans une base préétablie. Ces modèles approchés introduisent cependant
des incertitudes di�ciles à quanti�er. De plus, des modi�cations éventuelles des bases de données
spectroscopiques utilisées a�n d'établir les tables de coe�cients CK se traduisent par une nécessité
de recalculer les tables en question. Cet enchaînement est lourd et coûteux en termes d'organisation
et de temps de calcul.

Ce constat est à l'origine d'un des objectifs majeurs de cette thèse : proposer une méthode qui
permette d'estimer des �ux moyens avec la plus grande précision possible. Du fait de la possibilité
d'utiliser un modèle en raie-par-raie, de ne faire aucune approximation sur la spectroscopie ni sur le
transfert et d'avoir en plus une estimation de l'intervalle de con�ance sur la résolution numérique,
la proposition des Chap. 2 et Chap. 3 est tout à fait adaptée.

4.4.1 Flux moyen et forçage radiatif du CO2

Notre objectif initial d'estimer le forçage radiatif dû à une augmentation de la concentration de
CO2 sur une période climatique peut donc maintenant être atteint : ce dernier est estimé comme la
di�érence de �ux obtenue après modi�cation de la concentration en CO2. Le modèle numérique résolu
pour l'estimation de ces �ux consiste à utiliser une collection d'un grand nombre de pro�ls atmosphé-
riques (20 592 pour chaque date, toutes les six heures dans notre cas) a�n de couvrir l'ensemble de
la planète sur une période de dix ans. Comme précédemment, l'atmosphère est constituée de H2O,
CO2 et O3. Le domaine d'intégration fréquentiel est l'infrarouge thermique [100 cm−1 : 2500 cm−1].
La concentration en CO2 est tout d'abord �xée à 280 ppmv pour tous les pro�ls et à toutes les dates,
ce qui permet d'obtenir une première valeur du �ux moyen. Une seconde valeur est ensuite obtenue
en refaisant le calcul complet pour une concentration de CO2 de 560 ppmv. La di�érence entre les
deux valeurs de �ux permet d'obtenir le forçage radiatif dû à un doublement de la concentration de
dioxyde de carbone : 2, 588± 0, 2939 W.m−2.
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Nous observons ainsi que l'augmentation de concentration en CO2 entraîne une diminution du
�ux moyen. Les images physiques associées à ce résultat sont décrites dans [Dufresne et al., 2020] :
l'émission thermique du sommet de l'atmosphère est toujours due aux zones rencontrées à une
épaisseur optique constante (vue depuis le sommet). L'augmentation de l'épaisseur optique totale
de l'atmosphère se traduit donc par une émission à plus haute altitude, et donc à une température
globalement plus faible. Remarque : ce n'est valable que dans la troposphère où la température
décroît avec l'altitude, et non dans la basse stratosphère où la température augmente avec l'altitude.
Mais c'est quand même l'e�et de la troposphère qui domine, c'est ce que nous entendons par "global".

La réponse du système terrestre pour retourner à l'équilibre (demandant un temps de relaxation
typique des interactions entre les continents, les océans et l'atmosphère) se traduit par une augmen-
tation globale du pro�l de température, toujours en con�guration ciel clair. Les résultats présentés
ici se veulent une démonstration de la faisabilité de notre approche et ne permettent pas encore une
validation quantitative. Nous pouvons cependant noter que notre ordre de grandeur est cohérent
avec la littérature [Dufresne et al., 2020, Pincus et al., 2020].

4.4.2 Invariance des temps de calculs aux domaines d'intégrations

Nous comparons les temps de calculs Monte Carlo pour l'estimation du �ux moyen au pour-
cent près dans plusieurs con�gurations. La Fig. 4.6 présente le temps de calcul en fonction de
l'élargissement de trois domaines d'intégration : le domaine fréquentiel en rouge, spatial en bleu et
temporel en vert. Le premier graphique représente un calcul de �ux sur une colonne atmosphérique
et une date données en fonction de la largeur de la plage d'intégration fréquentielle. Celle-ci varie
entre un petit intervalle de 10 cm−1 (premier point rouge) et 2 400 cm−1 (soit tout le domaine
infrarouge présenté sur le dernier point rouge). Le graphique du milieu montre les temps de calcul
du �ux moyen au stationnaire pour un nombre de pro�ls atmosphériques qui varie entre 1 et 20 592.
Finalement, le dernier graphique donne les temps de calcul du �ux global moyen intégré sur une
période temporelle allant d'un jour à dix ans.
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Figure 4.6 � Insensibilité à la dimension des principaux domaines d'intégrations (spectral, spatial et temporel) du
temps de calcul nécessaire pour estimer un �ux radiatif à 0.1 W.m−2 près. Nous constatons qu'il est aussi coûteux
d'estimer le résultat à une date et une position données sur un petit intervalle fréquentiel (premier point rouge) que
pour estimer le résultat intégré sur tout l'infrarouge thermique, sur toute la Terre et sur dix ans (dernier point vert).

Nous constatons que le temps de calcul pour l'estimation de �ux moyen par la méthode d'échan-
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tillonnage des transitions est de l'ordre de la dizaine de secondes et est indépendant de la com-
plexité des domaines fréquentiel, spatial et temporel.. Ce n'est pas le premier cas d'étude
par Monte Carlo où l'augmentation de la complexité n'in�ue pas sur le temps de calcul. Najda
Villefranque l'a démontré pour l'augmentation de la complexité géométrique surfacique et sur le
ra�nement de la donnée nuageuse [Villefranque et al., 2019]. Loris Ibarrart a observé une même
propriété pour l'estimation de température lorsque le motif géométrique se repète [Ibarrart, 2020].

Dans une méthode statistique tout le temps de calcul est passé dans le domaine d'intégration le
plus complexe (celui qui est le plus source de variance). Dans notre cas, c'est l'intégration fréquen-
tielle et l'intégration le long du chemin qui impliquent le plus de variabilités. Le premier point rouge
de la Fig. 4.6 englobe cette complexité. L'intervalle fréquentiel en question [510 : 529] cm−1 a été
choisi pour représenter les variations du spectre total ([100 : 2 500] cm−1). Autrement, il va de soi
que pour estimer la luminance dans un intervalle fréquentiel correspondant à la fenêtre atmosphé-
rique où l'épaisseur optique est faible le temps de calcul sera faible. Inversement, pour un intervalle
correspondant à une forte épaisseur optique, le temps moyen de chaque chemin sera plus important
car de possibles absorptions ont lieu. C'est pour cela qu'élargir le domaine fréquentiel, spatial ou
temporel n'ajoute pas de temps de calcul (pour une estimation à la même erreur près).

4.5 Sensibilité paramétrique et grandeurs climatiques

Dans une approche Monte Carlo intégrale la pratique de sensibilité fait l'objet de nombreuses
études [de Lataillade et al., 2001, Roger et al., , Delatorre et al., , Tregan et al., 2020, Lapeyre, 2021].
Comme la sensibilité paramétrique signi�e de simplement calculer la dérivée mathématique de nos
grandeurs à un paramètre, si ces dérivées peuvent être exprimées comme des espérances, alors nous
pouvons les estimer par Monte Carlo. Dans cette section, nous évaluons les sensibilités des grandeurs
radiatives (�ux et �ux moyen) à un champ de concentration de gaz à e�et de serre en milieu pure-
ment absorbant. Nous ne discuterons pas de la formulation mathématique obtenue ; nous montrons
uniquement la praticabilité du geste. Il s'agit d'un travail collaboratif avec Nada Mourtaday dont
une partie de sa thèse est consacrée aux calculs de sensibilités paramétriques.

4.5.1 Forçage du CO2 sur un pro�l atmosphérique

Nous introduisons un paramètre π̈ qui agit sur le champ de concentration de CO2 intervenant
dans l'expression des raies spectrales ha,ν(π̈). Le paramètre π̈ est un facteur multiplicateur du champ :
π̈χCO2 . La luminance dépendant des raies spectrales, celle-ci dépend de cette variable. Nous notons
ici Lν(π̈), et également pour le �ux, nous notons φ(π̈). Par contre le paramètre π̈ n'a�ecte pas les
densités de probabilités de tirer une fréquence ou une direction (c'est un choix). La sensibilité du
�ux est la dérivée du �ux par rapport à π̈ :

∂π̈φ(x, t, π̈) =

∫ +∞

0
pN (ν)dν

∫
2π
pU (u)du σT 4

max

∂π̈Lν(x,u, t, π̈)

Leqν (Tmax)
. (4.3)

Or, nous pouvons exprimer ∂π̈Lν comme une espérance, en dérivant la formulation de la luminance
(voir annexe. A). Ainsi, nous pouvons traiter la dérivée du �ux Eq. 4.3 par Monte Carlo.

Nous avons dé�ni le forçage comme étant la variation du �ux sortant au sommet de l'atmosphère
lorsqu'un ensemble de paramètres de la con�guration est changé sans que les autres paramètres du
problème ne s'ajustent. Avec le calcul de sensibilité dont nous parlons ici, il s'agit de variations
in�nitésimales du champ de CO2. La con�guration que nous retenons pour tester l'idée est un pro�l
de type MLS avec, pour les espèces moléculaires en présence H2O, O3 et CO2. Tous les isotopes de
ces espèces sont considérés. De plus, nous faisons l'hypothèse que le continuum de vapeur d'eau est
présent mais que les variations de CO2 n'agissent pas sur lui. Nous �xons le champ de CO2 à une
valeur pré-industrielle, χCO2 = 2.87× 10−4, soit la valeur pour π̈ = 1. Pour di�érentes valeurs de π̈,
nous estimons les valeurs du �ux et de sa sensibilité, illustrées sur la �gure Fig. 4.7.
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Figure 4.7 � Représentation des variations du �ux et de la sensibilité au CO2 en fonction d'un facteur multiplicateur
du champ π̈. La concentration de référence pour π̈ = 1 est �xée à π̈χCO2 = 2, 87×10−4 (valeur de l'ère pré-industrielle).

Premièrement, nous remarquons sur la Fig. 4.7a que plus le champ de concentration de CO2

augmente et plus le �ux au sommet de l'atmosphère diminue. La cause de cet e�et est simplement
que l'addition de molécules de CO2 augmente l'épaisseur optique et ainsi la hauteur d'émission des
photons s'en voit augmentée. Si les photons sont émis à des altitudes plus hautes, dans ce cas précis
cela correspond à des émissions à des température plus faibles dans la stratosphère. Le �ux diminuant,
la sensibilité estimée est négative pour tout π̈ (Fig. 4.7c) : augmenter le champ de concentration
de manière in�nitésimale conduit à une diminution du �ux en TOA. Plus les valeurs du champ de
CO2 sont faibles et plus une légère augmentation aura un e�et important. La sensibilité est ainsi
plus importante pour des faibles valeurs de π̈. Par ailleurs, notons que les di�érences �nies calculées
par Monte Carlo sur la Fig. 4.7c donnent les mêmes intervalles de con�ance que pour la sensibilité.
Les climatologues s'attendent à observer une décroissance linéaire du �ux en TOA en fonction du
logarithme de π̈ [Jeevanjee et al., 2021]. C'est ce que nous retrouvons sur la �gure Fig. 4.7b. Cela
signi�e par conséquent une dépendance linéaire de la sensibilité du �ux à 1/π̈ voir �gure Fig. 4.7d
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4.5.2 Forçage du CO2, CH4, H2O intégrés sur tout le globe pendant une période
climatique

La section précédente concernait un seul pro�l, mais nous avons à notre disposition tous les
éléments pour réaliser une estimation du forçage radiatif au sens des sensibilités pour tout le globe
et pendant une période climatique. Il su�t de dériver l'expression du �ux moyenné sur la période
d'intérêt et sur les positions au sommet de l'atmosphère. Le modèle de sensibilité global se formule
ainsi en espérance par :

∂π̈φ̄ =

∫
∆t
pT (t)dt

∫
TOA

pS(x)dS(x)

∫ +∞

0
pN (ν)dν

∫
2π
pU (u)du σT 4

max

∂π̈Lν(x,u, t)

Leqν (Tmax)
. (4.4)

La dérivée de la luminance est donnée par le même modèle que dans la section précédente.

Nous présentons dans ce paragraphe un des objectifs annoncés par le projet MCG-Rad, c'est-à-
dire l'estimation du forçage radiatif des gaz à e�et de serre à l'échelle globale et intégré sur une période
temporelle. Nous estimons la sensibilité aux variations in�nitésimales des champs de concentration
respectifs de CO2, CH4, H2O (voir �gure Fig. 4.8).

Dans tous les cas, nous constatons une diminution du �ux moyen lorsque le champ de concen-
tration des espèces augmente. Cette diminution est en proportion de la contribution des gaz : forte
variation pour la vapeur d'eau, modérée pour le dioxyde de carbone et plus faible pour le méthane.
En ce qui concerne le CO2, l'analyse qui en résulte est similaire à celle énoncée dans le cas d'un �ux
sur une colonne atmosphérique unique : le �ux diminue et la sensibilité négative tend vers zéro. Il
en est de même pour la vapeur d'eau, à la di�érence que sa contribution spectrale est nettement
plus importante que pour les deux autres gaz. La sensibilité à la concentration de H2O est donc plus
élevée que les autres gaz. Finalement, le méthane est le gaz à e�et de serre qui a le moins d'impact
en comparaison des deux autres. Quadrupler le champ de méthane n'impacte le �ux moyen que de
quelques watts par mètre carré. Par conséquent, sa sensibilité est la plus faible (voir Fig. 4.8f).

Ces résultats démontrent la puissance du calcul de sensibilité par Monte Carlo. En e�et, toutes
les simulations ont été e�ectuées avec 640 000 réalisations Monte Carlo : cela correspond à une
incertitude de 0.2 W/m2 sur les �ux moyens. Pour la vapeur d'eau et le dioxyde de carbone, les
di�érences �nies issues de l'estimation des grandeurs directes par Monte Carlo sont cohérentes avec
l'estimation des sensibilités. Par contre, les variations de �ux moyen associées au méthane étant
faibles, les di�érences �nies calculées sont importantes ce qui n'est pas le cas pour l'estimation de la
sensibilité (voir Fig. 4.8f). Dans ce cas, l'intérêt des sensibilités est démontré : au lieu d'augmenter
considérablement le nombre de tirages pour un calcul de di�érences �nies (ce qui entraîne plus
d'incertitudes statistiques car il s'agit d'une di�érence de deux Monte Carlo), il sera préférable
d'utiliser directement les sensibilités.

4.5.3 Invariance des temps de calculs des sensibilités aux domaines d'intégra-
tions

Dans la section précédente, nous montrions que l'estimation d'un �ux moyen est insensible à
l'élargissement des principaux domaines d'intégration, domaine spectral, domaine spatial et do-
maine temporel. Nous pouvons obtenir une propriété similaire avec l'estimation, cette fois-ci, de la
sensibilité de ce �ux moyen à un changement de concentration de CO2. Cela n'a rien d'étonnant
car, pour la sensibilité, nous ajoutons le couplage avec la luminance mais celle-ci n'est source ni de
variance ni de temps de calcul supplémentaire lorsque nous élargissons les domaines d'intégrations
spectrale, spatiale et temporelle. Sur la �gure Fig. 4.9 est démontrée cette propriété d'insensibilité
de la sensibilité grâce à l'usage de la méthode de Monte Carlo.
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(f) Variation de la sensibilité du �ux en fonction des mul-
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Figure 4.8 � Variation du �ux moyen et de ses sensibilités à la concentration des gaz à e�et de serre. Les �ux
sont représentés à gauche et les sensibilités à droite. Pour les sensibilités, les di�érences �nies sont représentées pour
comparaison. Les Fig. 4.8a et Fig. 4.8b illustrent les variations du CO2. Les Fig. 4.8c et Fig. 4.8d représentent les
variations de H2O et �nalement les Fig. 4.8e et Fig. 4.8f concernent le CH4.
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Figure 4.9 � Insensibilité à la dimension des principaux domaines d'intégrations (spectral, spatial et temporel) du
temps de calcul nécessaire pour estimer la sensibilité à la concentration de CO2 d'un �ux moyen radiatif à 1 W.m−2

près. Le premier graphique représente un calcul de sensibilité pour un pro�l et une date donnés. La largeur de la plage
d'intégration fréquentielle varie entre 10 cm−1 et 2 400 cm−1 (tout le domaine infrarouge). Le graphique du milieu
montre les temps de calculs de sensibilité du �ux moyen au stationnaire pour un nombre de pro�ls atmosphériques qui
varient entre 1 et 20 592. Le dernier graphique donne les temps de calcul de la sensibilité du �ux global moyen intégré
sur une période temporelle allant de quelques heures à un mois. Nous constatons qu'il est aussi coûteux d'estimer le
résultat à une date et une position données sur un petit intervalle fréquentiel (premier point rouge) que pour estimer
le résultat intégré sur tout l'infrarouge thermique, sur toute la Terre et sur un mois (dernier point vert).
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5.1 Introduction

Dans les deux premiers chapitres de cette thèse a été énoncé un couplage rendu possible par
l'utilisation conjointe de la méthode de Monte Carlo et des évènements �ctifs dans deux domaines
d'application. Le premier est la cinétique chimique avec un couplage reliant la température d'un
réacteur aux équations de chimie réactionnelle. Puis le second en transfert radiatif, où l'équation
de transfert radiatif est couplée à un modèle de spectroscopie d'absorption moléculaire en raie-par-
raie. Notre approche s'est révélée praticable en chimie où le modèle est décrit par une distribution
d'énergie d'activation sur la distribution des temps de réactions. En transfert radiatif, le chapitre
précédent (Chap. 4) illustre une application d'estimation à l'échelle globale d'une grandeur radiative.
Les deux corpus sont basés sur des équations cinétiques et les évènements �ctifs se traduisent par
des réactions nulles en chimie et des transitions nulles en transfert radiatif.

En transfert radiatif, dans le même esprit, plusieurs autres ré�exions ont continûment alimenté
nos recherches, ré�exions qui permettent aujourd'hui de proposer des poursuites possibles de nos
travaux sur le couplage statistique entre transfert radiatif et spectroscopie. Nous essayons ici de
synthétiser ces ré�exions. Certaines, portent sur des modèles de spectroscopie moléculaire di�érents
de celui que nous avons utilisé jusqu'ici. D'autres portent sur des physiques radiatives di�érentes.

Lorsque nous avons couplé le transfert radiatif à la spectroscopie, nous avons utilisé pour l'absorp-
tion un modèle en raie-par-raie. Dans notre approche statistique, nous n'avons plus besoin d'estimer
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le coe�cient d'absorption mais d'aller chercher, pour une fréquence, un temps et une position échan-
tillonnés, une unique raie spectrale. Celle-ci est décrite par une intensité et un pro�l de raie (une
distribution fréquentielle). Notre étude s'est uniquement focalisée sur un pro�l de raie standard très
utilisé par la communauté du transfert radiatif de par la simplicité de ses fondements théoriques : un
pro�l de Voigt. Le pro�l de Voigt tient compte des e�ets de la vitesse relative de chaque molécule par
e�et Doppler et des collisions des di�érentes molécules entre elles (décrites par un pro�l de Lorentz).
Cependant, rien ne nous empêche de requestionner le modèle du pro�l de raie. Nous pouvons par
exemple envisager d'utiliser les pro�ls de raies sub-lorentziens ou encore les pro�ls speed-dependant
qui aujourd'hui font presque partie de la spectroscopie moléculaire usuelle. Mais ce que nous avons
surtout exploré est la possibilité d'utiliser directement le modèle collisionnel qui a permis aux spec-
troscopistes de produire ces nouveaux pro�ls de raies lointains : savons-nous traduire cette physique
en une espérance et la coupler directement au transfert radiatif via les collisions nulles ?

Deux autres sujets seront abordés dans le même esprit qui portent sur la population des états :
les raies spectrales interdépendantes et le hors équilibre thermodynamique local (NLTE). Ici, c'est
avant tout l'intensité des raies qui sera modi�ée. Dans le premier cas, comme pour les raies lointaines,
il s'agira de ré�échir à l'intégration dans nos calculs d'éléments de spectroscopie qui rentrent petit à
petit dans la pratique usuelle. Les interactions entre états énergétiques d'énergies voisines font que
même à l'équilibre thermodynamique local, les populations des niveaux ne sont pas celles que nous
avons introduites au Chap. 2. Les modèles donnant ces nouvelles populations sont aujourd'hui en
place et la question se résume pour nous au fait de savoir si nous savons écrire un algorithme de Monte
Carlo pour cette spectroscopie modi�ée. En NLTE la question est beaucoup plus ouverte. Dans un
milieu atmosphérique en haute altitude, les molécules collisionnent rarement entre elles. Certaines
peuvent ainsi absorber du rayonnement et se désexciter après un temps très long, d'autres recevant
du rayonnement solaire peuvent se transformer par photodissociation en d'autres espèces chimiques.
Ainsi, en NLTE, la distribution des espèces et de leurs états énergétiques est complexe à connaître.
Or, il est nécessaire de la caractériser pour obtenir l'expression d'une raie spectrale. Plusieurs pistes
de recherche se pro�lent, dont une sera de traiter par Monte Carlo cette distribution. Cependant,
celle-ci dépendra du champ de luminance et donc, nous serons dans une con�guration non-linéaire.
Cela nous obligera à ré�échir, en terme d'intention, à tout ce qui a été entrepris récemment dans la
communauté de recherche sur la méthode de Monte Carlo elle-même autour de cette problématique
du non-linéaire (voir notamment [Dauchet, 2012, Dauchet et al., 2018, Terrée, 2015, Tregan, 2020]).
Par ailleurs, la modélisation de la photodissociation est souvent abordée comme un processus chi-
mique ce qui résonnera fortement avec ce que nous avons commencé à entreprendre en cinétique
chimique dans le Chap. 1.

Les deux dernières questions sont plus ouvertes encore. Il s'agit de perspectives portant sur la
physique du transport des photons. La dynamique de recherche dans laquelle s'inscrit cette thèse
touche à des domaines applicatifs très divers et depuis les premiers mois de mon travail, j'ai été amené
à ouvrir la question de conserver la stratégie d'échantillonnage des transitions de nos algorithmes
de Monte Carlo lorsque nous sommes confrontés à d'autres phénoménologies du transfert radiatif.
Deux pistes ont été explorées : une sur la prise en compte de la polarisation, une autre sur l'indice
de réfraction variable. Le cadre théorique de la polarisation est très bien établi en transfert radiatif
[Chandrasekhar, 1960, Hansen and Travis, 1974] mais sa mise en ÷uvre dans des algorithmes de
Monte Carlo s'avère parfois complexe. C'est le cas pour nous car, dans notre approche, les photons
sont suivis le long de trajectoires réciproques (nous partons du détecteur pour aller vers les sources).
Or, la polarisation en approche reverse reste une question ouverte. La microréversibilité reste valable,
mais l'algorithme porte sur le vecteur des états de polarisation et c'est la gestion de ce vecteur qui
rend formellement l'inversion di�cile. La question de la polarisation est majeure dans de nombreux
contextes, typiquement pour l'observation satellitaire de la Terre avec la possibilité d'apporter des
informations sur la composition interne des nuages [Cornet et al., 2010]. Nous essayerons donc de
faire un premier point sur les di�cultés qui apparaissent en Monte Carlo raie-par-raie et sur les
éventuelles perspectives de résolution.
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Il en va de même pour la prise en compte d'un indice de réfraction variable. Celle-ci induit un
autre blocage : les chemins ne sont plus des lignes droites. Nous nous retrouvons avec un couplage
entre rayonnement et indice de réfraction où nous progressons dans la propagation des sources sans
connaître le milieu (donc soit en ligne droite, soit dans un champ d'indice de réfraction imposé
arbitrairement). Cependant, c'est un couplage beaucoup plus di�cile que celui que nous avons traité
jusqu'ici à l'aide des collisions nulles car il fait appel à un modèle du gradient de la luminance !
Cette question résonne avec celle de la simulation Monte Carlo des plasmas lorsque nous souhaitons
aborder statistiquement le modèle du champ de force (nous voyons apparaître le gradient de la
fonction de distribution dans l'espace des vitesses). Cela nous a conduit à retravailler en profondeur
la construction de l'équation de transfert radiatif avec indice de réfraction variable (ETRR) dans
l'esprit des travaux de Boltzmann. Or, la littérature correspondante est peu abondante et manque
encore de synthèse. Cette reprise des fondements de cette physique est pourtant essentielle dans
notre contexte si nous voulons produire l'équivalent d'une approche en collision nulle pour la gestion
des hétérogénéités de courbure : avancer le long du rayon sans connaître la courbure e�ective et
disposer d'un mécanisme correctif assurant que le poids de Monte Carlo conserve une espérance
égale à la solution du problème. Bien que l'e�et de l'indice de réfraction soit très minime pour une
observation verticale de l'atmosphère, il devient essentiel lorsque les rayons parcourent de grandes
distances, pour des observations le limbe par exemple, que ce soit des applications terrestres ou en
planétologie.

Dans ce qui suit nous considérons successivement chacune de ces questions ouvertes en essayant
de commencer par énoncer le principe des extensions telles que nous les imaginons, puis en avançant
autant que possible sur les ingrédients que nous savons énoncer avec un minimum de con�ance.

5.2 Vers d'autres pro�ls de raies

Pourquoi vouloir prendre en compte un autre pro�l de raie que celui de Voigt ? Le pro�l représente
la distribution fréquentielle de la raie spectrale. Celui-ci est une fonction généralement symétrique
atteignant son maximum en une fréquence nommée centre de raie. Plus nous nous éloignons du centre
de raie et plus le pro�l devient faible. Cependant, ce n'est pas pour autant que loin du centre de raie
celui-ci deviendra négligeable. En e�et, l'absorption est donnée par la somme des raies spectrales. En
une fréquence éloignée de tous les centres de raies, cette somme de pro�ls peut avoir une contribution
non négligeable : le nombre de raies superposées peut être grand et/où les distances atmosphériques
peuvent être telles que même de très faibles valeurs du coe�cient d'absorption peuvent se traduire
par des épaisseurs optiques signi�catives. Nous l'avons vu par exemple avec le rôle essentiel du
continuum de vapeur d'eau.

Ainsi, les pro�ls de raies lointains ont un impact conséquent et il est utile de savoir bien les
caractériser. Cependant, la modélisation des ailes de raies lointaines est complexe et e�ectivement
le pro�l de Voigt ne modélise pas assez bien ces ailes. Une étude de calculs radiatifs au sommet
de l'atmosphère de Vénus le con�rme de façon spectaculaire. Dans certaines régions spectrales,
les grandeurs radiatives modélisées par le pro�l de Voigt ne collent pas du tout aux observa-
tions : les satellites voient le sol alors que les calculs avec Voigt prévoient une atmosphère opaque
[Wordsworth et al., 2010].

Une limitation du pro�l de Voigt est que celui-ci est la convolution du pro�l Doppler et du pro�l
de Lorentz. Doppler induit un décalage fréquentiel par la prise en compte de la vitesse relative de
chaque molécule et, en équilibre thermodynamique local, cet e�et est bien représenté. Le pro�l de
raie Lorentz rend compte des collisions entre molécules. La physique des collisions est complexe
à modéliser car il faut résoudre l'équation de Boltzmann que nous avons introduite au Chap. 2.
Le pro�l de Lorentz fait des approximations sur la vision cinétique des collisions. Dans le modèle
de spectroscopie utilisé par Lorentz, il y a une seule fréquence de collision caractéristique. Nous
montrerons qu'il sera plus réaliste de prendre en compte une distribution des fréquences de collisions :
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il s'agira des pro�ls dit speed-dependant. Nous nous retrouverons exactement comme en chimie
où nous avions une distribution sur les énergies d'activations.

Pour tenir compte des e�ets collisionnels s'écartant du modèle de Lorentz, deux approches sont
utilisées aujourd'hui. Soit nous tronquons le pro�l de Lorentz loin de la fréquence centrale et un
continuum est ajouté qui modélise l'e�et des raies lointaines. C'est l'approche que nous avons décrite
au Chap. 2. Soit nous essayons de requestionner le pro�l collisionnel. Pour la Terre, les continuums
sont relativement bien connus grâce à l'expérience tant satellitaire que dans les laboratoires mais ils
sont souvent complexes à manipuler. Aussi, sur d'autres planètes avec des molécules exotiques, il
est bien plus di�cile de trouver ces continuums. Disposer d'un modèle du pro�l de collision mieux
détaillé est alors un enjeu. Même pour la Terre, dans des contextes d'observation avec des instruments
à haute résolution spectrale, la connaissance précise des pro�ls peut devenir essentielle et nous avons
besoin d'une modélisation �ne. Ainsi, de nombreuses études requestionnent le pro�l de Lorentz pour
le remplacer par des pro�ls qui captent les e�ets loin des centres de raies : les pro�ls sub-lorentziens.
Il s'agit de travaux de spectroscopie qui partent d'une description détaillée de la distribution des
temps de collision. Ils font des hypothèses sur la section e�cace di�érentielle, déduisent la forme du
pro�l en fonction de l'état thermodynamique de l'atmosphère localement, puis proposent une façon
de paramétrer cette dépendance de sorte que les paramètres associés puissent venir enrichir les bases
de données spectroscopiques.

En ce qui nous concerne, comment s'articulerait le fait d'utiliser un pro�l sub-lorentzien ou speed-
dependant dans notre approche, c'est à dire dans un algorithme de Monte Carlo avec échantillonnage
des transitions ? La question se pose en des termes di�érents selon que nous nous plaçons après ou
avant l'étape de paramétrisation :

1. pouvons-nous utiliser directement les nouvelles données spectroscopiques disponibles dans les
bases et remplacer nos pro�ls de Voigt par des pro�ls plus précis ?

2. pouvons-nous utiliser les modèles en section e�cace di�érentielle directement dans l'algorithme
de Monte Carlo, i.e. coupler le transfert radiatif avec une physique statistique du pro�l de raie
collisionnel ?

5.2.1 Implémentation des pro�ls sub-lorentziens disponibles

La communauté des spectroscopistes moléculaires a introduit une gamme d'autres pro�ls, des
pro�ls sub-lorentziens, depuis les années 1970 [Burch et al., 1969]. Il semble que la plupart se présente
sous la forme d'une multiplication du pro�l de Lorentz par un terme correctif β ≡ βν,i,L(x, t) :

fν,i(x, t) = fν,i,L(x, t)βν,i,L(x, t). (5.1)

C'est notamment le cas pour les nombreuses études qui s'intéressent aux collisions du CO2 avec lui-
même ou avec d'autres molécules [Doucen et al., 1985, Perrin and Hartmann, 1989, Tonkov et al., 1996b].
Dans d'autres modèles, c'est tout le pro�l qui est repensé [Ngo et al., 2013, Tennyson et al., 2014],
mais de notre point de vue ces di�érents choix formels sont équivalents.

Est-il possible d'utiliser directement un pro�l quelconque dans notre modèle ? Dans la formulation
que nous utilisons, celui-ci apparaît avant tout dans la probabilité d'être absorbé Pa. Lorsqu'une
transition i a été tirée, cette probabilité est :

Pa,ν,i =
ha,ν,i

k̂a,νPi
, (5.2)

où ha,ν,i = Sifν,i(x, t) (le produit de l'intensité de raie par le pro�l) est la contribution de la raie à
la fréquence considérée, k̂a,ν le majorant du spectre d'absorption et Pi la probabilité de choisir la
transition i qui a été utilisée lors de l'échantillonnage, en n'oubliant pas que k̂a,ν aura été augmenté
autant que nécessaire pour assurer que Pa,ν,i est bien toujours inférieur à 1. Formellement, nous
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pouvons donc dire qu'il n'y a que dans ha,ν,i que le pro�l de raie intervient de façon e�ective. Les
autres grandeurs sont arbitraires : même si dans le Chap. 3 nous avons utilisé la forme du pro�l de
Voigt pour construire k̂a,ν et Pi, rien n'impose que le pro�l de Voigt soit �dèle au vrai pro�l de raie.

Donc nous pouvons faire une première réponse : oui, il est possible d'utiliser n'importe quel
nouveau pro�l de raie sans rien changer à notre approche, notamment sans reconstruire les arbres
d'échantillonnage. Cependant, nous devons faire une alerte : ceci n'est vrai que si Pi n'est nul pour
aucune fréquence où ha,ν,i est non nul. La question des troncatures est donc essentielle. Si nous chan-
geons le pro�l en conservant la même troncature, alors il est possible de ne pas reconstruire l'arbre
d'échantillonnage et donc de conserver les Pi et k̂a,ν construits avec Voigt. Il faudra juste appliquer
à k̂a,ν un facteur d'ampli�cation jusqu'à ce que k̂a,νPi soit supérieur à la nouvelle contribution ha,ν,i
pour tout i. Si le nouveau pro�l est pensé pour être tronqué à une distance plus faible du centre de
raie que celle que nous avons utilisée pour Voigt, alors il n'y pas non plus de di�culté. Certaines
transitions seront échantillonnées pour lesquelles Pa,ν,i sera nul, mais cela ne signi�e rien d'autre que
la nullité systématique de la collision, ce qui ne pose aucun problème : l'algorithme se poursuivra
avec l'échantillonnage d'autres transitions jusqu'à ce qu'une vraie absorption soit trouvée.

Par contre, si le nouveau pro�l est pensé pour être tronqué à une distance plus grande du centre
de raie que celle que nous avons utilisée pour la troncature de Voigt, alors l'arbre ne peut pas être
conservé. En e�et, cet arbre conduirait à l'absence d'échantillonnage pour des raies qui ont pourtant
un e�et : le calcul serait biaisé. Dans ce cas, il faudra reconstruire l'arbre en tenant compte du
nouveau pro�l. Ce cas sera le plus fréquent puisque les nouveaux pro�ls sont essentiellement pensés
pour mieux représenter les ailes lointaines et éviter des troncatures trop proches. En termes infor-
matiques, il va donc falloir prévoir la possibilité pour l'utilisateur de modi�er le code de construction
de l'arbre a�n de prendre en entrée un autre pro�l que celui de Voigt.

5.2.2 Couplage avec la cinétique des gaz pour une reconstruction des pro�ls
collisionnels (speed-dependant)

Une autre façon de faire consisterait à ne pas utiliser les pro�ls paramétrisés disponibles dans
les bases de données, mais à utiliser la physique collisionnelle que les spectroscopistes ont utilisée
pour les produire. L'intérêt est bien sûr que nous évitons les incertitudes associées à l'étape de
paramétrisations (l'étape où nous ajustons la forme du pro�l avec le moins possible de paramètres),
mais nous pensons surtout à des contextes où nous souhaitons connaître l'impact sur le transfert
radiatif du choix de la section e�cace di�érentielle utilisée pour produire le pro�l speed-dependant.
Si nous parvenons à intégrer cette section e�cace di�érentielle au Monte Carlo lui-même, alors il sera
possible de faire des tests avec les di�érents modèles de sections e�caces disponibles, notamment
par comparaison avec l'expérimental, même si ces tests impliquent du transfert radiatif avancé avec
beaucoup de raies, sans avoir besoin de préconstruire les pro�ls de chaque raie et de les paramétriser.

D'après ce que nous comprenons des modèles speed-dependant existants, le point de départ est de
tenir compte du fait que la fréquence de collision dépend de la vitesse. Nous allons donc commencer
par regarder une molécule de vitesse v donnée et construire le pro�l de raie associé à son émission,
sachant qu'elle ne va émettre que dans un intervalle de temps limité par le prochain évènement de
collision. Puis, nous intègrerons au raisonnement la distribution des vitesses.

Pour l'essentiel, la question des pro�ls de raies peut se penser dans une approche classique où
la molécule est regardée comme un dipôle. Du fait des vibrations et des rotations, les charges de ce
dipôle sont accélérées et cela produit un rayonnement. Chaque mode de vibration ou de rotation
contribue avec un rayonnement monochromatique à une fréquence correspondant à celle du mode.
Dans la vision classique, pour pouvoir raisonner avec un rayonnement purement monochromatique,
il faut de plus faire l'hypothèse que le rayonnement émis ne freine pas le mode. Si l'émission vient
par exemple d'une rotation à une vitesse donnée, en émettant du rayonnement, la molécule perd de
l'énergie et la vitesse de rotation pourrait baisser : nous négligeons ce freinage en admettant qu'il
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n'est pas signi�catif pendant le temps entre deux collisions. Bien sûr, dans une vision quantique,
cette hypothèse n'est pas nécessaire, mais ici nous souhaitons conserver les images classiques. À ce
stade, nous avons donc un émetteur monochromatique qui émet pendant un intervalle de temps
correspondant au temps entre la collision précédente (celle qui a conduit la molécule à être dans cet
état de rotation-vibration) et la collision qui interrompra cette émission en conduisant la molécule
dans un autre état. Nous parlerons du temps de vie de l'état.

Pour notre molécule de vitesse v la distribution statistique des temps de vie est caractérisée par
la fréquence de collision ν(x,v, t) que nous avons introduite au Chap. 2 lors de l'introduction de
l'équation de Boltzmann pour les gaz. Son expression était la suivante :

ν(x,v, t) =

∫
Dv
dvc

∫
4π
du′ ‖v − vc‖σDCS

(
‖v − vc‖ ;u′ · v − vc‖v − vc‖

)
f(x,vc, t). (5.3)

Nous y retrouvons la section e�cace di�érentielle σDCS qui traduit la façon avec laquelle notre
molécule de vitesse v collisionne avec des molécules de vitesse vc. Comme nous ne considérons
pour l'instant qu'un émetteur de vitesse v, même s'il collisionne avec des molécules de vitesses vc
di�érentes, il en résulte une seule fréquence de collision ν qui signi�e que la distribution des temps de
vie est une distribution exponentielle de moyenne 1

ν . Notre émetteur monochromatique émet donc
pendant un temps distribué exponentiellement.

En termes d'élargissements de raies, la conséquence est la suivante : la transformée de Fourier
d'un signal monochromatique de durée in�nie est un Dirac. Cela correspondrait à une raie sans
élargissement, à une molécule qui resterait in�niment dans le même état de rotation-vibration. Du
fait des collisions, ce signal monochromatique, e.g. un cosinus, est interrompu. Comme il existe
une distribution exponentielle de ces temps d'interruption, le signal global observé est vu comme un
cosinus atténué en exponentielle. Lorsque ce cosinus atténué en exponentielle est passé sur le domaine
fréquentiel par la transformée de Fourier, il donne une lorentzienne de largeur γL ∝ ν(x,v, t). Le
pro�l de raie de Lorentz est donc retrouvé.

Cependant, le pro�l introduit dépend de la vitesse de la molécule dont nous regardons l'émission.
En e�et, la fréquence de collision dépend de la vitesse v et cela même dans une con�guration à
l'équilibre (ce n'est pas un e�et du hors équilibre). Ainsi, pour chaque vitesse, il existe une fréquence
de collision di�érente. Nous avons bien obtenu une Lorentzienne, mais elle n'est valable que pour un
point de l'espace des phases, c'est-à-dire pour une position et une vitesse. Mais si nous regardons
toutes les émissions à une position donnée, il faut considérer toutes les vitesses moléculaires possibles.

En ce sens, le pro�l de raie est une moyenne de pro�ls de Lorentz, de même centre mais de largeur
γL ∝ ν(x,v, t) di�érentes. La distribution des largeurs traduit le fait que la distribution des vitesses
v des émetteurs induit une distribution des fréquences de collision ν(x,v, t) selon l'équation qui
dépend de la section e�cace. Pour connaître le pro�l de raie il faut donc :

1. choisir un modèle de section e�cace ;

2. connaître la distribution des vitesses ;

3. calculer ν(x,v, t) pour chaque vitesse et en déduire γL ;

4. calculer le pro�l de Lorentz de largeur γL ;

5. tenir compte de la distribution des vitesses pour rajouter l'e�et Doppler ;

6. moyenner sur toutes les vitesses.

Si nous faisons l'hypothèse que la distribution des états de rotation-vibration est indépendante de la
distribution des vitesses, et si nous admettons que l'hypothèse d'équilibre thermodynamique local
est valable, alors nous pouvons a�rmer que pour tout état de rotation-vibration, la distribution
des vitesses est maxwellienne. Aux étapes 3 et 5, nous pouvons donc utiliser cette distribution
maxwellienne connue, en fonction de la température locale. Les 5 premières étapes nous redonnent
donc un pro�l de Voigt.
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Reste à moyenner Voigt sur la distribution maxwellienne. C'est cette moyenne qui conduit à un
pro�l speed-dependant de forme non triviale dont nous donnons habituellement une représentation
paramétrée. Or, dans nos codes, nous manipulons déjà les pro�ls de Voigt et rajouter une prise de
moyenne à un algorithme de Monte Carlo est souvent sans di�culté (double randomisation). Alors
n'est-il pas possible de faire cette prise de moyenne à la volée au c÷ur de nos algorithmes de Monte
Carlo ?

Comment cela se traduirait-il dans notre algorithme ? Après avoir choisi un temps, une fréquence
et une position de collision, une raie spectrale est échantillonnée. Jusqu'ici, dans notre algorithme,
la raie spectrale tirée permet de savoir si une absorption a lieu ou s'il va s'agir d'une transition
nulle. Ce choix est fait sur la base du pro�l de raie qui est de type Voigt. Ici nous e�ectuerions
un geste supplémentaire. Après avoir échantillonné la raie spectrale, donc une fois que l'état de
rotation-vibration de la molécule est choisi, il s'agirait d'échantillonner la vitesse de la molécule.
Nous connaitrions alors la fréquence de collision ν(x,v, t) et donc la largeur collisionnelle γL. Le
test d'absorption serait alors réalisé sur la base du pro�l de Voigt correspondant. Mais bien sûr, cela
soulève la question du majorant qui doit être revisité : de la même façon que l'échantillonnage des
transitions nous a demandé de travailler la cohérence entre la loi d'échantillonnage des transitions et
la construction du coe�cient d'absorption majorant, si l'échantillonnage des transitions est doublé
d'un échantillonnage de la fréquence de collision, alors il faut travailler la construction du coe�cient
d'absorption majorant en fonction de cette nouvelle dimension d'échantillonnage.

Ainsi, la perspective décrite ici vise à reconstruire le pro�l de raie à partir de la cinétique des gaz
dans le Monte Carlo lui-même. Nous savons que le pro�l dépend fortement du modèle de la section
e�cace. C'est re�éter la littérature où les auteurs décrivent l'origine du pro�l de raie en terme
de cinétique à partir d'une grande variété de modèles de collisions [Rautian and Sobelman, 1966,
Herbert, 1974, Varghese and Hanson, 1984, Pine, 1999]. Ces travaux pourraient alors être mis en
relation directe avec la communauté du transfert radiatif avant toute étape de paramétrisation des
pro�ls. Le dialogue se ferait alors directement autour du modèle de section e�cace di�érentiel.

5.3 Les intensités de raies

5.3.1 Les raies spectrales interdépendantes

Jusqu'alors, nous avons considéré que chaque raie était indépendante de ses voisines. Le modèle
raie-par-raie est basé sur l'idée de superposition des raies, idée qui est valable si chaque transition peut
se penser indépendamment des autres. Mais dans certaines conditions, pour des raies correspondant à
des niveaux d'énergie voisins, cela n'est plus possible. La littérature de spectroscopie moléculaire fait
notamment référence à des collisions qui induisent des transferts de population entre les transitions.
Ce changement de population induit par les collisions peut se voir comme des échanges d'intensités
entre les raies d'absorption. Nous parlons alors de phénomènes de line mixing, [Rosenkranz, 1975,
Tonkov et al., 1996a, Hartmann et al., 2021], c'est-à-dire d'interférences entre raies au sens d'un
mélange des intensités respectives. Dans certains cas, les e�ets du line mixing sont faibles, comme en
haute altitude où les raies sont moins larges et donc plus isolées [Mondelain et al., 2007]. De plus,
même à basse altitude, pour des calculs énergétiques intégrés sur de larges plages fréquentielles, il est
souvent a�rmé que les e�ets du line mixing ont une importance très limitée. Mais si nous désirons
appliquer notre méthode sur un bande fréquentielle plus restreinte, dans des contextes d'analyse des
instruments d'observation, le line mixing peut devenir incontournable (par exemple pour certaines
transitions de CO2).

À notre connaissance, il existe deux types de line mixing : un line mixing simpli�é dit linéarisé et
un line mixing non-linéaire. La prise en compte du line mixing nécessite l'estimation de paramètres
spectroscopiques additionnels, paramètres fournis seulement pour des molécules d'importance dans
les bases de données. Malheureusement, nous n'avons pas pu, faute de temps, aller jusqu'au bout
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de la compréhension de la chaîne complète allant de ces données à un calcul de transfert radiatif.
Cependant, il semble que pour le line mixing linéaire tout se passe exactement comme nous l'avons
décrit jusqu'ici, avec un coe�cient d'absorption qui s'écrit comme une somme de contributions de
chacune des raies, avec comme seule di�érence que les intensités de raie sont calculées di�éremment.
Si tel est bien le cas, alors nous ne devrions rencontrer aucune di�culté en essayant d'intégrer le
line mixing linéaire dans nos codes. Se reposera bien sûr la question de la construction de l'arbre
d'échantillonnage des raies du Chap. 3, mais même sur ce terrain rien ne devrait changer de façon
radicale. Par contre, pour le line mixing non-linéaire d'autres questions se poseront certainement et
il faudra comprendre si la nonlinéarité en question fait partie, ou non, des classes de non-linéarité
que nous savons aujourd'hui aborder avec Monte Carlo [Dauchet et al., 2018].

5.3.2 Le hors équilibre thermodynamique local (NLTE)

Nos estimations de grandeurs radiatives en atmosphère terrestre se sont toutes faites sous hypo-
thèse d'équilibre thermodynamique local (LTE). Cette hypothèse n'est valable que lorsque la densité
de molécules est su�samment importante pour permettre un grand nombre de collisions en des temps
courts en comparaison du temps de désexcitation des molécules. En haute atmosphère cependant, les
collisions sont beaucoup plus rares du fait de la faible densité : elles ne relaxent pas vers un équilibre
local. Ainsi, une molécule pourra conserver une forte énergie (par absorption d'un photon provenant
du Soleil par exemple) pendant un temps long. En haute atmosphère, toute la cinétique sera dé-
crite en hors équilibre. Les raies spectrales ainsi que le terme source intervenant dans l'équation de
transfert radiatif seront di�érents de ceux du proche équilibre. Ces deux termes dépendront de la po-
pulation des états énergétiques. Dans ce contexte, il n'y aura plus un strict parallèle entre l'émission
et l'absorption comme nous l'avions en LTE. En e�et, au Chap. 2, pour trouver le terme d'émission
en LTE, nous avions considéré une situation d'équilibre où l'émission et l'absorption étaient égales.
Il était donc normal que l'émission fasse intervenir le coe�cient d'absorption. En milieu NLTE, ce
raisonnement ne fait plus sens.

Dans ce nouveau contexte, l'équation de transfert radiatif aura donc un terme source di�érent de
celui utilisé jusqu'à présent. Pour une seule transition entre deux niveaux énergétiques 1 et 2 dans
un milieu avec absorption et émission, l'équation de transfert radiatif s'écrit :

u · ~gradXLν(x,u, t) = −ha,ν(x, t)Lν(x,u, t) + jν(x, t). (5.4)

L'absorption est toujours décrite par une raie spectrale ha,ν et l'émission du milieu par un terme
source jν . Ces deux termes se formulent de la façon suivante :

ha,ν(x, t) =
hν

4π
(n1(t)B12 − n2(t)B21) fν(x, t),

jν(x,u, t) =
hν

4π
n2(t)A21fν(x, t).

(5.5)

où dans un modèle à deux niveaux n1 et n2, sont les populations des niveaux énergétiques 1 et 2. Les
coe�cients A21, B12, B21 sont les coe�cients d'Einstein. Le pro�l de raie est décrit par la fonction
fν . Par la suite le lecteur intéressé par la démonstration de l'Eq. 5.4 pourra se référer à l'annexe. B.
Dans cette annexe, une plus ample description est donnée pour les coe�cients d'Einstein.

En con�guration NLTE, l'équation de transfert radiatif fait donc apparaître les distributions
de population des états énergétiques. C'était implicitement le cas déjà en LTE, mais alors il était
possible de faire appel à la distribution d'équilibre de Boltzmann pour connaître la population de
chaque état de rotation-vivration. Celle-ci dépend de la température du milieu. Quelle que soit la
nature de la transition (rotationnelle, vibrationnelle ou électronique), en LTE la distribution sera
donc toujours décrite par la même température, celle que l'on obtient en résolvant les équations de
Navier-Stokes-Fourier. Mais en NLTE, la population des états suit une distribution qui n'est plus
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celle de Boltzmann. Nous aurons donc besoin d'une physique qui en chaque point et à chaque ins-
tant ne prévoit pas seulement la distribution des vitesses des molécules mais prévoit la distribution
conjointe des vitesses, des états de rotation et des états de vibration. Cependant, une telle modélisa-
tion physique est di�cile et nous rencontrons plus communément des modèles qui font l'hypothèse
de l'indépendance des niveaux de rotation, vibration et translation et où nous continuons à accepter
l'idée que pour chaque famille d'état, la distribution peut être ajustée par une distribution boltz-
mannienne, mais avec une température di�érente pour chaque famille. Ainsi, il y aura trois fonctions
de distributions qui suivent la forme de Boltzmann : la distribution translationnelle décrite alors par
la température cinétique (celle de l'Eq. 2.27), la distribution des états rotationnels par une tempé-
rature rotationnelle et la distribution des états vibrationnels par une température vibrationnelle (ou
plusieurs).

Cette approche conduit donc à un modèle à trois températures [López-Puertas and Taylor, 2001] ;
un tel modèle pose de nombreuses questions si nous devions le formuler en espérance pour l'intégrer à
nos algorithmes de Monte Carlo. Se pose bien sûr la question d'un majorant sur des raies décrites par
des distributions à des températures di�érentes (sous couvert de connaître cette distribution), mais
nous pouvons imaginer que cette question ne serait pas di�cile si les températures étaient supposées
connues. La vraie di�culté va résider dans le couplage avec la cinétique des populations. En e�et, en
haute atmosphère, des phénomènes de photodissociations interviennent. Le rayonnement impacte les
molécules qui subissent ensuite des transformations chimiques. Donc, s'intéresser au rayonnement
à ces altitudes, c'est s'intéresser au couplage rayonnement/cinétique. Mais par rapport à ce que
nous avons abordé jusqu'ici, le couplage a lieu dans les deux sens : la cinétique des états impacte
le rayonnement et le rayonnement impacte la cinétique des états. Ce type de couplage ne pose pas
de problème a priori. Nous avons déjà mentionné tout le travail actuel sur les transferts thermiques
couplés par la méthode de Monte Carlo : là aussi le couplage du rayonnement avec la conduction et
la convection est dans les deux sens et cela ne pose plus de di�cultés particulières. Pour le couplage
entre rayonnement et cinétique dans la haute atmosphère, le point di�cile sera probablement du
côté des non-linéarités de ce couplage. Sont-elles fortes ? Peut-on les aborder de la même façon que la
non-linéarité du rayonnement thermique pour le couplage des transferts thermiques [Tregan, 2020] ?
Les perspectives de recherche sur le NLTE en Monte Carlo nous semblent donc devoir se penser en
collaboration étroite avec les communautés pensant à Monte Carlo pour des couplages non-linéaires
dans des domaines divers, bien sûr avec les chimistes dont nous avons parlé au Chap. 1, mais aussi
avec les spécialistes de génie des procédés photo-réactifs (photobioréacteurs, photosynthèses arti�-
cielles) où le rayonnement, avec une dimension spectrale forte, est couplé avec l'électromagnétisme
et la physico-chimie de la photosynthèse [Dauchet, 2012, Charon, 2017, Gattepaille, 2021].

5.4 Transfert radiatif : modèles étendus

5.4.1 La polarisation

Dans ce que nous connaissons de la littérature du transfert radiatif, la question de la polarisation
se pose essentiellement à l'occasion de l'analyse des phénomènes de di�usion en volume et de ré�exion
pariétale. Nous n'avons pas non plus croisé la question de la polarisation dans la littérature de
spectroscopie moléculaire tournée vers la modélisation des raies d'absorption aux fréquences qui nous
intéressent (les transition ro-vibrationnelles pour l'essentiel). Nous faisons donc ici l'hypothèse qu'il
n'existe pas de questions scienti�ques nous concernant où un lien direct est fait entre polarisation
et spectroscopie moléculaire d'absorption/émission. Nous pourrions donc avoir envie de conclure
qu'il est facile d'étendre nos algorithmes de Monte Carlo avec échantillonnage des transitions à des
problématiques de transferts radiatifs polarisés puisqu'il su�rait de reprendre ce qui existe pour la
polarisation en di�usion/ré�exion et y rajouter les échantillonnages de transition tels que nous les
avons proposés pour l'émission et l'absorption moléculaire qui serait indépendante de la polarisation.

Cependant, le point essentiel de notre proposition est que le couplage avec la spectroscopie
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moléculaire d'absorption passe par les collisions nulles. Or, les algorithmes de Monte Carlo avec
polarisation sont des algorithmes vectoriels : il y a toujours un unique chemin, mais le poids de
Monte Carlo construit à l'aide de ce chemins est un vecteur. Pouvons-nous encore proposer un
algorithme à collisions nulles dans un tel contexte ?

En toute généralité, la réponse à cette question n'est pas du tout triviale. Même si nous ne
regardons que la di�usion, dans l'équation de transfert radiatif avec polarisation telle que nous la
rencontrons dans les écrits fondateurs, portant sur le vecteur de Stockes que nous noterons ~S (qui
caractérise à la fois la luminance et l'état de polarisation), il y a bien un terme qui a une forme
semblable à celui de l'atténuation par extinction. Mais ce terme n'est pas de la forme −ke,ν ~S. Il est
matriciel : ke,ν est remplacé par une matrice. Avant même de s'occuper des sources venant d'autres
directions, l'équivalent de l'extinction par di�usion le long du chemin inclut donc aussi un changement
de l'état de polarisation avec, pour chaque composante du vecteur de Stockes, des contributions
dépendant des autres composantes. Nous ne pouvons donc plus regarder cette "atténuation" comme
une distribution de libre parcours correspondant à des évènements de collisions. Parler de "collision
nulle" n'est donc pas immédiat.

En résumé, l'équation de transfert radiatif avec polarisation porte sur le vecteur de Stockes et
s'écrit en milieu participant (absorbant, émissif et di�usif) :

∂~S(x,u)

∂σ
= [κext]~S(x,u) + [κem] ~SB(x,u) +

∫
4π

[Z(x,u,u′)]~S(x,u′)du′, (5.6)

avec :

� u le vecteur directeur de la ligne de visée

� σ l'abscisse sur la ligne de visée et x = σu la position correspondante

� ~S le vecteur de Stokes représentant l'état de polarisation du rayonnement se propageant en x
dans la direction u

� [κext] la matrice d'extinction 4× 4

� [κem] la matrice d'émission 4× 4

� ~SB le vecteur de Stokes pour l'émission

� [Z(x,u,u′)] la matrice de di�usion 4x4 en x, pour une direction incidente u′ et une direction
après di�usion u.

Comme les paramètres [κext], [κem] et [Z(x,u,u′)] de cette équation sont matriciels, notamment
la matrice d'extinction, cette équation n'est pas une équation cinétique au sens où nous l'entendons
dans cette thèse et le concept de collision nulle ne s'applique pas directement.

Reste que les algorithmes de Monte Carlo utilisés pour le transfert radiatif avec polarisation
dans l'atmosphère terrestre sont des algorithmes non modi�és de façon radicales par rapport à ceux
du transfert non polarisé (voir notamment le travail de Céline Cornet autour du code 3DMCPOL
[Cornet et al., 2010]). D'après ce que nous comprenons de ces algorithmes, la raison principale de
cette proximité avec le transfert radiatif usuel est que la physique de la polarisation en volume est
pensée en termes de section e�cace, c'est-à-dire sous l'hypothèse de di�useurs distribués en volume
et su�samment éloignés les uns des autres par rapport à la longueur d'onde pour que nous puissions
nous appuyer sur l'hypothèse de di�usion indépendante. Sous cette hypothèse, toute la physique
électromagnétique d'interaction d'un rayonnement incident avec un di�useur (e.g. un cristal de glace,
une molécule pour la di�usion de rayleigh) peut être vue comme quasi-ponctuelle et le concept de
libre parcours reste pertinent, même avec polarisation. Nous retrouvons alors la possibilité d'ajouter
une absorption moléculaire raie-par-raie à ces algorithmes. Donc, si nous partons d'un algorithme
de Monte Carlo pour le transfert radiatif avec polarisation dans l'atmosphère terrestre, alors il nous
semble assez immédiat de le passer en raie-par-raie avec échantillonnage des transitions si le besoin
s'en fait sentir.
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Cependant, à notre connaissance, ces algorithmes sont conçus d'une façon analogue, en partant
des sources de rayonnement et en suivant l'évolution de leur polarisation le long du chemin. Notam-
ment, à chaque évènement de di�usion, la nouvelle direction est échantillonnée selon une fonction
de phase qui dépend de la polarisation. Or, dans notre travail, nous avons surtout mis en avant des
algorithmes réciproques où typiquement nous cherchons à construire la luminance en un point dans
une direction donnée en remontant un chemin jusqu'à des sources. Dans ce cas, ce n'est que lorsque
les sources sont atteintes que nous connaissons la polarisation initiale et que nous pouvons recons-
truire l'histoire de polarisation. Donc, naïvement, une approche réciproque demanderait de savoir
à l'avance quelle source va être rencontrée, combien de di�usions auront eu lieu d'ici là, comment
la polarisation aura évolué à chacune de ces di�usions, ce qui semble impossible ou demanderait
des stratégies de pondération appliquées une fois la source trouvée. Cela impliquerait un archivage
de toute l'histoire du chemin, au moins de son histoire angulaire. Nous avons commencé à essayer
d'explorer la littérature sur cette question et elle ne nous semble pas abondante. Encore une fois,
quelle que soit la solution retenue pour dé�nir des chemins remontant jusqu'aux sources, la question
qui se posera à nous sera de déterminer si la solution en question est compatible avec une approche
en évènement �ctif qui permettrai le couplage avec la spectroscopie. Le transfert radiatif polarisé est
une physique du transport et il ne fait aucun doute qu'une formulation intégrale existe pour le pro-
pagateur et que d'une façon ou d'une autre cela permet de concevoir des algorithmes de Monte Carlo
réciproques, mais au stade actuel nous ne savons pas énoncer ce que pourrait être un algorithme de
Monte Carlo raie-par-raie réciproque, même dans le cadre restreint de l'atmosphère terrestre.

5.4.2 La variation spatiale de l'indice de réfraction

Cette sous-section se consacre à la question du transfert radiatif avec indice de réfraction. Dans
ce contexte, l'équation de transfert radiatif avec un indice de réfraction variable spatialement sera
nommée ETRR (Équation de Transfert Radiatif avec indice de Réfraction). Jusqu'à présent les
chemins parcourus par les photons suivaient des trajectoires rectilignes : l'indice de réfraction était
uniforme et les photons se propageaient à vitesse constante. Dans un milieu à indice de réfraction
hétérogène, la vitesse des photons est décrite par v = c/(nν)u, avec nν l'indice de réfraction. Dans
un tel milieu, les photons suivent des trajectoires courbes : les chemins ne sont plus des lignes droites.

Généralement, dans l'atmosphère terrestre l'indice de réfraction varie peu sur la verticale. Mais
pour des mesures au limbe, la couche atmosphérique traversée deviendra importante et les e�ets de
courbure seront perceptibles (voir Fig. 5.1). Cette considération est valable pour la Terre mais aussi
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Figure 5.1 � E�et de l'indice de réfraction à l'échelle planétaire. Pour des observations au limbe, les rayons lumineux
parcourent des distances importantes et les e�ets d'indice doivent être pris en compte.

pour les autres planètes. Il y a donc un enjeu associé à la modélisation d'un tel rayonnement reçu
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par des satellites.

Si l'objectif est d'introduire un champ prescrit d'indice de réfraction dans nos estimations, alors
l'implémentation peut se faire très simplement. En e�et, il existe déjà des méthodes Monte Carlo qui
se proposent de traiter cette question [Liu et al., 2004, Huang et al., 2005, Xia et al., 2006]. Il s'agit
la plupart du temps de discrétiser le milieu en une multitude de couches. Dans une seule couche, la
propagation est rectiligne, exactement comme dans notre proposition. C'est dans le passage d'une
couche à l'autre que le rayon change de direction de propagation pour prendre en compte le fait que
l'indice de réfraction est di�érent dans les deux couches. La modélisation de l'indice de réfraction lui-
même, en fonction des conditions atmosphériques terrestres, fait l'objet de paramétrisations. Dans
ce contexte, nous pourrions utiliser le modèle de [Ciddor, 1996], qui semble être aujourd'hui pris
comme référence par la communauté du transfert radiatif atmosphérique. Ainsi, ayant un modèle de
l'indice de réfraction atmosphérique et en appliquant une discrétisation du milieu, résoudre l'ETRR
serait praticable. Par ailleurs, d'autres domaines que la physique atmosphérique utilisent ce modèle.
Ainsi, en synthèse d'images, l'ETRR est résolue pour obtenir des rendus où l'indice de réfraction joue
un rôle non négligeable [Stam and Languénou, 1996, Ihrke et al., 2007, Ament et al., 2014], comme
pour le rendu des mirages par exemple. Qu'apporterait alors un travail de formulation intégrale
semblable à celui que nous avons mené jusqu'ici ?

Nous pensons encore une fois à des questions de couplage. Que ce soit pour la Terre ou dans
d'autres contextes, il s'agit de situations où la modélisation de l'indice de réfraction n'est pas triviale
et où il y aurait un intérêt à penser un algorithme de Monte Carlo qui estimerait la luminance en
un point en résolvant conjointement le transfert radiatif, la spectroscopie moléculaire, et la physico-
chimie permettant de déterminer l'indice de réfraction. Cette question s'est posée en parallèle d'une
question très voisine dans le cadre de la physique des plasmas : résoudre par Monte Carlo l'équation
de Boltzmann pour des particules chargées qui sont soumises à un champ de force hétérogène,
sachant que la modélisation de ce champ de force se traduit par une question numérique di�cile
[Hagelaar, 2008]. Pour ces plasmas, les e�ets de courbure sont remplacés par des e�ets d'accélération,
mais la question est fondamentalement la même : pouvons-nous concevoir une approche dans le
même esprit que celle des évènements �ctifs, permettant au sein d'un seul Monte Carlo de coupler
une équation de Boltzmann avec une autre physique, mais sachant que cette autre physique ne passe
plus par des évènements de collisions ?

Pour le transfert radiatif, il s'agit donc de coupler l'ETRR à une phénoménologie qui ne se pense
plus en collision. Inspirons-nous encore une fois du travail de Mathieu Galtier. Lorsqu'il a proposé la
revisite formelle du concept de collision nulle, qui a permis le couplage avec la spectroscopie, c'était
sur la base d'une compréhension très a�née de l'équation de transfert radiatif et des images statis-
tiques sous-jacentes. C'est de cette façon qu'il a pu voir que lorsque nous rajoutons des collisions
nulles, pour faire en sorte que l'espace des chemins puisse être traversé malgré le fait que le champ
de coe�cient d'extinction est inconnu, cette traversée du champ sans le connaître ouvrait la porte à
un couplage : un "chemin spectroscopique" pouvait être initié à chaque collision pour explorer sta-
tistiquement l'information portée par le modèle spectroscopique et compenser le fait qu'un majorant
du coe�cient d'extinction avait été utilisé au lieu de celui de la spectroscopie. Nous allons comme
lui chercher à suivre des chemins sans connaître exactement le champ d'indice de réfraction, avec
l'idée que le long de chacun de ces chemins radiatifs, il nous faudra initier d'autres "chemins d'indice
de réfraction" qui exploreront statistiquement la physico-chimie et l'électromagnétisme responsables
du champ d'indice. Et comme dans son cas, cela ne sera possible qu'avec une compréhension très
a�née du transfert, donc de l'ETRR.

Or l'ETRR reste encore peu travaillée dans la littérature du transfert radiatif. La traduction
en termes de fonction de distribution de la courbure des rayons est en e�et très di�cile, au point
que la communauté n'a pas encore établi un consensus total quant à l'ETRR elle-même : même si
une forme de convergence commence à apparaître, plusieurs ETRR di�érentes existent encore qui
ne sont pas compatibles.
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Pourtant, au départ, la démarche est la même que celle que nous avons adoptée dans le Chap. 2
lorsque nous avons établi l'équation de Boltzmann. Il s'agit de penser la conservation du nombre
de particules dans l'espace des phases. Sauf que cette fois-ci, il est essentiel de tenir compte du
fait que, pour les photons, la fonction de distribution est dé�nie dans l'espace des phases position-
direction-fréquence et non plus dans un espace des phases position-vitesse. Nous laisserons ici de
côté la dimension fréquentielle car les photons conservent leur fréquence lors de leurs déplacements,
notamment au moment des di�usions que nous considérons comme conservatives. Nous considérons
donc un domaine Ω = ΩX × ΩU et intéressons-nous à l'évolution du nombre de photons dans Ω
entre deux instants. Tout se présente alors exactement comme nous l'avons décrit à la Sec. 2.2.1 à
la seule di�érence que pour les molécules de Boltzmann, nous avions Ω = ΩX × ΩV où ΩV était
un sous-domaine de l'espace des vitesses. Ici ΩU est un sous-domaine de l'espace des directions. Le
changement semble anodin, mais c'est pourtant dans ce passage à l'espace des directions que réside
toute la di�culté.

L'espace des directions est dé�ni sur la sphère unité. Dans notre domaine sur la sphère unité
ΩU , il va falloir dé�nir des �ux à la frontière pour établir le nombre de photons qui, à une position,
changent de direction pendant un temps dt. Seulement, dé�nir des vecteurs densité de �ux est
impossible sur la sphère unité car aucune base vectorielle n'y est dé�nie. Il va falloir passer de la
sphère unité à un autre espace où nous pouvons dé�nir un espace vectoriel. Cet espace s'appelle une
carte (voir Fig. 5.2). Une fois les �ux dé�nis sur la carte, une équivalence nous permet de revenir

Figure 5.2 � Passage de la sphère unité sur S2 (�gure de gauche) à une carte dans R2 (�gure de droite) où un espace
vectoriel est dé�nissable. Le domaine hachuré en rouge représente ΩU . Sur la carte, il est possible de travailler sur une
frontière du domaine et de quanti�er des vecteurs.

sur la sphère unité. Le besoin de cette double transformation est le lieu d'une première di�culté.

Il y a ensuite une autre subtilité. En e�et, pour savoir dans quelle mesure les photons traversent
la frontière du domaine ΩU pendant dt, il faut dé�nir une variation temporelle du vecteur direction.
Dans le cas des molécules dans l'espace des vitesses, la variation temporelle de la vitesse v est donnée
par l'accélération. Pour les photons dans l'espace des directions, il faut exprimer les variations de la
direction dans le temps en lien avec la courbure des rayons ce qui oblige à passer dans une vision
héritée de l'optique géométrique et la retraduire dans une description en densité en accord avec la
pensée de Boltzmann.

En suivant ces deux étapes, j'aboutis à la même version de l'ETRR que dans [Pomraning, 1968,
Tualle and Tinet, 2003, Khan and Jiang, 2003, Shendeleva, 2004]. Pour la démonstration, le lecteur
peut se référer à [Ny�enegger-Péré, 2024]. En stationnaire, cette ETRR est de la forme suivante :

u · ~gradX L̃ν(x,u, t) + ζ (nν(x)) · ~gradU L̃ν(x,u, t) = −ke,ν(x, t)
[
L̃ν(x,u, t) + L̃∗ν(x,u, t)

]
, (5.7)

avec

ζ =
1

nν(x)

(
~gradX (nν(x))−

[
~gradX (nν(x)) · u

]
u
)
, (5.8)
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et
L̃ν(x,u, t) = Lν(x,u, t)/nν(x, t)2. (5.9)

Certains auteurs contestent cette expression [Ferwerda, 1999, Premaratne et al., 2005, Wang et al., 2014].
Les articles de [Wang et al., 2014, Galaktionov, 2018] font une mise au point des propositions exis-
tantes en laissant entendre que des recherches supplémentaires doivent être entreprises. Mais dans
notre contexte, étant donné l'objectif de résolution par Monte Carlo que nous nous sommes �xé,
l'essentiel est que dans tous ces articles l'ETRR est proche de l'ETR usuelle, portant maintenant
sur le rapport de la luminance sur le carré de l'indice. Nous y retrouvons la dérivée angulaire de
la luminance, celle décrite par le terme ~gradU (Lν(x,u, t)), comme traduction de la courbure des
rayons.

Ainsi, à travers des développements formels encore incertains, tous les auteurs aboutissent à
une équation qui a beaucoup de points communs avec l'équation de Boltzmann que nous avons
construite au Chap. 2, le gradient angulaire jouant le rôle de la divergence dans l'espace des vitesses
(nous reportons ici l'Eq. 2.22 de la Sec. 2.2.1) :

∂f(x,v, t)

∂t
+ v · ~gradXf(x,v, t) + divV (f(x,v, t)a) = −ν [f(x,v, t)− f∗(x,v, t)] . (5.10)

Si la question est de penser un algorithme de Monte Carlo résolvant ces deux équations (Eq 5.7
et Eq. 5.10), l'une en la couplant avec un modèle de l'indice de réfraction, l'autre en la couplant
avec un modèle de l'accélération, alors la di�culté est essentiellement la même : le long de chemins
échantillonnés pour résoudre une équation de Boltzmann, faire naître des chemins qui rendent compte
d'une physique apparaissant à l'intérieur d'une dérivée dans l'espace des vitesses (ou des directions).

Et e�ectivement, ces opérateurs de dérivation sont très di�érents des opérateurs collisionnels.
Mais des stratégies de couplage ont déjà été explorées pour des opérateurs voisins. Dans son travail
de thèse [Ibarrart, 2020], Loris Ibarrart fait référence à l'idée de coupler une équation de dérive-
di�usion avec une physique donnant le champ de dérive. L'idée est bien de faire naître des chemins
et d'utiliser la double randomisation pour un terme de dérivée spatiale sans aucun lien avec l'idée
de collision. Sa question est posée dans l'espace géométrique alors que la nôtre est dans l'espace des
vitesses, mais le voisinage est étroit. De plus, la thèse de Paule Lapeyre [Lapeyre, 2021] a apporté des
ingrédients nouveaux concernant le calcul par Monte Carlo de dérivées angulaires. Nous disposons
donc d'une solide base de modélisations pour les deux dérivées de la luminance par rapport aux
angles θ et φ qui sont à l'origine du terme ~gradU (Lν(x,u, t)). Donc la question reste ouverte.

Pour la partie purement radiative, la priorité sera de tirer au clair les sources d'incompréhension
associées aux di�érentes versions de l'ETRR. Il ne sera en e�et pas possible d'explorer ces perspec-
tives tant que nous ne saurons pas avec certitude comment la courbure des rayons se traduit en
termes de densité dans l'espace des phases, et surtout tant que nous ne nous serons pas familiarisés
avec les images de transport associées.
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La suite du projet MCG-Rad

Nous avons montré au Chap. 4 que nos calculs Monte Carlo raie-par-raie sont praticables pour
l'estimation de �ux intégrés spatialement et temporellement, typiquement pour l'estimation de for-
çages radiatifs. Dans le cadre du projet MCG-Rad, l'étape actuelle est donc de di�user notre code à
destination de la communauté des spécialistes du rayonnement atmosphérique et des climatologues.
Ce n'est pas une question de recherche mais une question d'ingénierie informatique. Quelle est cette
question ? Où sont les di�cultés ?

1. Un premier point sera de décider si nous di�usons les arbres binaires pour l'échantillonnage
des transitions ou si nous di�usons le code qui les construit, en demandant à l'utilisateur de les
produire lui-même en fonction de ses besoins (notamment des espèces moléculaires d'intérêt,
de la plage de pression et de température, etc ...). À première vue, il semblerait qu'il n'y ait pas
d'intérêt à stocker les arbres comme des bases de données car ils occupent un volume mémoire
conséquent et que, pour la Terre, leur calcul est relativement rapide. Il est donc très probable
que nous ne ferons que di�user les codes de génération d'arbres.

2. Une deuxième point concerne l'accès à la donnée climatique. Pour faire un calcul de forçage à
partir de la trajectoire climatique simulée par un GCM, il n'est pas envisageable de télécharger
l'ensemble des pro�ls atmosphériques de toutes les colonnes à tous les instants. Mais nous avons
vu que cela n'est pas nécessaire. En pratique, notre algorithme échantillonne entre cent mille et
un million de paires position/date et au total nous n'utilisons donc au maximum qu'un million
de pro�ls. De plus, cet échantillonnage des pro�ls est uniforme en espace et en temps et ne
dépend donc pas de la trajectoire du GCM. Cela signi�e que nous pouvons séparer le Monte
Carlo en deux étapes : échantillonner ce million de paires position/date, puis aller chercher les
colonnes correspondantes (par exemple à travers un accès web aux gros systèmes de stockages)
et poursuivre le reste des échantillonnages une fois ces pro�ls rapatriés. Nous nous retrouvons
ainsi, sur la machine de calcul, avec des tailles de données tout à fait manipulables. Pour
autant, il va falloir mettre en ÷uvre cette stratégie d'un point de vue informatique ce qui va
certainement demander un temps de développement conséquent.

3. Un troisième point important en terme de développement est d'implémenter le calcul des sen-
sibilités. Nous avons ouvert la voie avec des résultats préliminaires inspirés de la thèse de
Nada Mourtaday (Chap. 4) mais la stratégie de développement correspondante reste à mettre
en place : quels types de sensibilités prévoyons-nous de calculer dans la version standard du
code ? Comment l'utilisateur dé�nit-il le paramètre notamment pour des paramètres qui mo-
di�ent l'intégralité du pro�l ? Prévoyons-nous à terme des calculs de sensibilités géométriques,
par exemple des sensibilités à l'altitude des niveaux bas et haut des nuages, etc ?

4. Le quatrième point concerne la di�usion. Là encore, nous n'avons fait que des premiers tests
avec l'exemple d'un cirrus assez épais pour que les e�ets de di�usions soient perceptibles même
dans l'infrarouge, mais ces calculs demandent une validation plus rigoureuse que celle que nous
avons proposée jusqu'ici. Cette validation �ne sera plus délicate que celle des calculs en ciel
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clair car il n'existe que peu de codes en raie-par-raie et avec di�usions, mais elle est essentielle
avant que nos codes puissent être distribués.

5. Le cinquième point concerne l'implémentation de la partie solaire. Nous n'en avons pas parlé
dans la thèse (nous n'avons traité que l'infrarouge thermique) mais aucun travail de formu-
lation supplémentaire n'est nécessaire et nous avons commencé à préparer l'implémentation
des algorithmes. Là encore, la question sera une question de convergence entre nos résultats et
ceux d'autres codes de la communauté.

En sortant des questions d'ingénierie, depuis le début, nous avons initié une autre direction de
recherche concernant les nuages tridimensionnels. C'est une question fondamentale pour des analyses
de forçages radiatifs. Au début de notre thèse, nous pensions partir directement des algorithmes
conçus par Najda Villefranque pour le traitement des champs nuageux 3D réalistes (typiquement
ceux issus de calculs LES [Villefranque et al., 2019]). Le principe de ces algorithmes est basé sur
une grille hiérarchique sur le domaine spatial. Comme nous n'avions pas encore exploré en détail la
stratégie d'échantillonnage des raies spectrales, les deux questions étaient trop intriquées et le travail
n'était pas e�cace. C'est à ce stade que nous avons initié la stratégie de construction des arbres
spectraux du Chap. 3. Même si nous nous sommes écartés temporairement des grilles accélératrices
spatiales issues de la synthèse d'images, c'est bien une pensée héritée de la synthèse d'images qui a
piloté nos ré�exions. Nous avons fait un pas d'écart mais sans jamais perdre le contact. Maintenant
que notre approche spectrale s'est précisée, il est possible d'ouvrir de nouveau l'idée de penser
conjointement la grille spatiale et l'arbre binaire sur le domaine fréquentiel. Nous aurons ainsi une
proposition pour faire un calcul intégré sur la Terre avec des nuages 3D. Cela soulèvera une autre
question car dans une approche systématique, les données seraient trop imposantes pour traiter
toute la Terre (un nuage 3D par colonne et par date !). Mais c'est certainement en d'autres termes
que la question se posera, avec des distributions de formes nuageuses simpli�ées ou une information
nuageuse résumée par quelques champs typiques issus des LES nuageux, etc. En tout cas, il ne
devrait pas y avoir de problème à intégrer cette donnée tridimensionnelle au c÷ur de chaque colonne
le jour où elle sera disponible. La thèse de Raphaël Lebrun s'intéresse à cette question de façon
spéci�que en ouvrant encore une autre piste : reconstruire à la volée le champ 3D nuageux en même
temps que nous construisons les chemins radiatifs de di�usion multiple.

Mise en ÷uvre dans d'autres contextes

Notre proposition ne se limite pas à un milieu atmosphérique terrestre et d'autres perspectives
s'ouvrent dans tous les contextes où la modélisation du transfert radiatif impose de faire appel à
une spectroscopie moléculaire. En combustion, la problématique est de modéliser un rayonnement
dans un milieu à haute température. Utiliser un modèle en raie-par-raie est alors plus complexe
du fait de la quantité de raies spectrales à prendre en compte. Il ne faut plus utiliser HITRAN
(qui compte quelques millions de raies) mais HITEMP (qui en compte des centaines de millions).
Toute une ré�exion doit s'enclencher sur l'utilisation de notre arbre binaire avec un tel nombre de
raies. Par ailleurs, dans une chambre de combustion, les variations de pression sont peu importantes.
Ce sont les variations de température qui jouent un rôle majeur. Les questions d'interpolation en
pression vont donc se simpli�er mais les interpolations en température seront essentielles. Mathieu
Galtier avait déjà exploré des con�gurations de combustion avec son algorithme initial et les résultats
étaient très convaincants. Nous sommes donc très optimistes quant à la possibilité de faire des
calculs tridimensionnels en raie-par-raie typiquement dans les chambres de combustion et les fours
industriels. Cette perspective est un débouché explicite du projet ANR ASTORIA qui faisait appel
à une version qui nécessite un nouvel algorithme et une structuration de la donnée adaptée à un
maillage non structuré (à l'inverse des LES où est celui-ci est structuré) pour construire des images
de nappes laser en di�usion multiple au sein d'une chambre de combustion [Sans et al., 2021], l'idée
étant de remplacer les k-distributions utilisées par un calcul raie-par-raie.

Dans le même esprit, le projet ANR RaD3-net a récemment débuté. Son objectif est de construire
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des images d'atmosphères planétaires tridimensionnelles (au sens de la sphéricité de la planète) en
présence de di�usions nuageuses (Titan, Mars et Vénus). Là encore, les calculs sont pour l'instant
e�ectués avec des k-distributions mais dès le lancement du projet, la question a été ouverte de
permettre le passage à un calcul raie-par-raie en exploitant notre stratégie d'échantillonnage des
transitions. Cependant, en planétologie, nous nous retrouverons dans des con�gurations où, comme
en combustion, les températures sont très élevées (donc beaucoup de raies à prendre en compte) et
aussi avec toute la complexité thermodynamique typique d'une atmosphère planétaire notamment
les mêmes très fortes variations de la pression que celles que nous avons dû gérer pour la Terre.

Dans ces deux champs applicatifs, toute la partie formelle fondant nos algorithmes restera in-
changée. Se reposera la question de produire et utiliser des arbres binaires spectraux adaptés aux
nouvelles contraintes. Ils seront nécessairement de beaucoup plus grosse taille mais, au sein de l'en-
treprise Méso-Star qui fait partie du projet MCG-Rad, des développements sont en cours permettant
un accès e�cace à des arbres dépassant la taille mémoire disponible. Là encore, la question a été
anticipée et nous pouvons imaginer ces extensions avec con�ance.

Autres couplages

En ayant pris le temps de revisiter la proposition de Mathieu Galtier en termes d'un couplage
du transfert radiatif avec la spectroscopie moléculaire, j'ai été confronté à une assez grande diversité
de travaux de recherches s'intéressant à la question de la simulation de physiques couplées à l'aide
de la méthode de Monte Carlo. À la �n de cette thèse, c'est la pensée du couplage qui domine les
perspectives telles que je peux les percevoir.

Si notre méthode en raie-par-raie ne coûte pas cher en taille mémoire et en temps de calcul, pour-
quoi ne pas l'implémenter dans de nombreux codes modélisant le transfert radiatif ? Par exemple,
dans certains codes de combustion, il n'y aurait aucune nécessité de représenter la physique de l'ab-
sorption moléculaire avec autant de détails que nous l'avons fait ici. Nous savons qu'un modèle en
k-distributions est su�sant dans la majorité des études industrielles. Mais choisir une k-distributions
n'est jamais immédiat. Combien de bandes, quelle quadrature, combien de points de discrétisation,
quelle stratégie pour la gestion des mélanges de gaz ? Dans chaque famille de con�gurations, toutes
les réponses à ces questions existent, mais y accéder demande un savoir-faire de spécialité. Comme
nos temps de calculs sont raisonnables, peut-être qu'un intérêt de notre proposition serait de per-
mettre aux combustionistes de partir de la spectroscopie moléculaire d'origine, en évitant l'étape de
modélisation sur des bandes spectrales. Bien sûr, cela n'ôte rien à la richesse scienti�que des modèles
de bandes qui réussissent le tour de force de résumer avec quelques paramètres l'information portée
par des milliers de raies d'absorption. Ceux-ci sont indispensables en termes intuitifs et en termes
de représentations intégrées de la physique spectrale. Il y a d'ailleurs fort à parier que nous �nirons
un jour par faire appel aux modèles de bande pour mieux échantillonner les transitions ou mieux
échantillonner les fréquences dans notre approche. Mais il ne s'agirait alors que de converger plus
rapidement vers la même solution correspondant à la spectroscopie moléculaire.

Les combustionistes non spécialistes de la physique du transfert radiatif pourraient trouver utile
de savoir qu'il leur su�t de regarder les barres d'erreur du Monte Carlo pour savoir à quelle pré-
cision ils évaluent les contributions radiatives, sans avoir à intégrer une couche supplémentaire de
modélisation en bandes. En ayant été au contact des développeurs du code Stardis 1 qui résout par
Monte Carlo des problèmes de thermique couplée, je pense surtout à ce type de perspectives avec
l'idée de rajouter une émission/absorption moléculaire dans des contextes de thermique industrielle
où le rayonnement est couplé avec la convection dans les �uides et avec la conduction dans les parois
solides. Cela pourrait être relativement simple lorsque le couplage entre rayonnement et conduc-
tion/convection est linéaire, c'est-à-dire quand la luminance de Planck peut être linéarisée dans sa

1. https://www.meso-star.com/projects/stardis/stardis.html

https://www.meso-star.com/projects/stardis/stardis.html
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dépendance à la température. Mais les problèmes de combustion et de thermique industrielle sont
à haute température et cette linéarisation est souvent très discutable. Nous rentrons alors dans le
domaine de Monte Carlo non-linéaire [Dauchet et al., 2018, Tregan, 2020].

Depuis la thèse de Jean-Marc Tregan, le code Stardis intègre un algorithme de Monte Carlo
non-linéaire pour le couplage avec un rayonnement de surface proportionnel à σT 4. La voie est donc
ouverte, mais pour passer à du spectral en modèle raie-par-raie dans les parties �uides, il faudrait
apprendre à gérer la non-linéarité de la fonction de Planck à chaque fréquence, et pas seulement
de son intégrale. C'est une question que nous n'avons pour l'instant pas encore ouverte. Dans le
même esprit, mais pour revenir plus étroitement à notre sujet de thèse, nous avons déjà mentionné
la question du line mixing non-linéaire. Malgré l'aide des spectroscopistes participant au projet
MCG-Rad, je constate avec regret que nous n'avons pas encore réussi à les suivre dans cet axe de
modélisation. Avant de ré�échir à la déclinaison du line mixing au sein d'un algorithme de Monte
Carlo, il faut d'abord que nous prenions le temps d'implémenter leurs modèles de façon usuelle. Mais
ensuite, il sera très intéressant de regarder en détail le type de non-linéarité que font apparaître les
modèles les plus avancés et d'évaluer s'il s'agit de non-linéarités pour lesquelles des algorithmes de
Monte Carlo peuvent déjà exister. Le courant de recherche sur les algorithmes de Monte Carlo non-
linéaires à base d'arbres branchés est aujourd'hui très actif et il est donc intéressant d'ajouter le line
mixing à la liste des questions en cours.

Avec la question du hors équilibre en haute atmosphère terrestre, c'est encore une question de
non-linéarité à laquelle nous serons probablement confrontés. Nous avons vu qu'il faudra envisager un
couplage entre le transfert radiatif et une cinétique de la haute atmosphère permettant de prédire les
états énergétiques des molécules rayonnantes. Au minimum, ce couplage sera réciproque, au sens où
le rayonnement, via la spectroscopie, dépendra de la cinétique des états, et cette cinétique sera elle-
même impactée par le rayonnement. Comme pour la cinétique couplée à la thermique telle que nous
l'avons abordée en début de thèse, si le couplage est linéaire nous pourrions envisager de construire
une statistique de chemins couplée sans branchement, mais si le couplage est non-linéaire (comme
pour la dépendance en température de la loi d'Arrhénius), la même question se posera pour le line
mixing non-linéaire : s'agit-il d'une non-linéarité pour laquelle nous savons produire une statistique de
chemins branchés (le prix du passage au non-linéaire des algorithmes de Monte Carlo sans essaim), et
si oui est-ce que ces chemins branchés sont utilisables en pratique (convergence, nombre de branches
et niveau de récursivité). Il est certain que dans tous ces contextes, les travaux de Guillaume Terrée et
Jean-Marc Tregan nous serviront de point de départ [Terrée, 2015, Tregan, 2020, Terrée et al., 2022,
Tregan et al., 2022].

Un des acteurs actuels de cette famille de recherches est Abderrahim Sahim au laboratoire RAP-
SODEE dont les travaux de thèse en cours s'inscrivent dans la suite de ce que nous avons proposé en
cinétique chimique. La dépendance non-linéaire de la vitesse de réaction à la température est au c÷ur
de ses préoccupations et ce travail résonne avec l'équipe de l'Institut Pascal qui, notamment dans le
cadre de la thèse de Daniel Yaacoub, s'attaque à des questions très proches liées à la modélisation
des procédés photo-réactifs. Il y a donc une dynamique en cours autour de toutes ces questions de
non-linéarités dans lesquelles pourront s'inscrire les pistes de recherche que nous venons de soulever.

Nous avons parlé de possibles suites concernant la polarisation, mais ce qui a été le plus motivant
dans les revisites de l'équation de transfert radiatif était la question de l'indice de réfraction. Cette
question reste très ouverte avec encore beaucoup de travail à fournir pour réussir à décrire complète-
ment la courbure des rayons dans une approche héritée des travaux de Boltzmann, mais surtout pour
construire des interprétations solides des modi�cations résultants de l'équation de transfert radiatif
en des termes statistiques. De ce point de vue, la proximité avec la physique des plasmas est très
enthousiasmante, avec des questions similaires et des enjeux scienti�ques forts. Depuis la thèse de
Guillaume Terrée sur la résolution par Monte Carlo de l'équation de Boltzmann où la non-linéarité
passe par le terme de collision, des discussions ont été engagées avec des physiciens intéressés par la
résolution par Monte Carlo d'autres équations de Boltzmann où une non-linéarité apparaît du fait
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d'un couplage via un champ de force (e.g. des électrons décrits par une équation de Boltzmann avec
un champ de force qui dépend de la distribution des électrons). Ici, il n'y a plus de rayonnement,
mais l'approche cinétique est la même et l'idée dominante reste celle que nous avons explorée au
cours de cette thèse : construire des algorithmes de Monte Carlo permettant le couplage de di�é-
rentes physiques, le faire en partant de l'idée de la double randomisation, et si besoin rajouter des
événements �ctifs pour permettre cette double randomisation.
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Annexe A

Sensibilités en raie-par-raie dans un
milieu purement absorbant

Nous allons établir un modèle de sensibilités paramétriques en raie-par-raie lorsqu'un paramètre
π̈ intervenant sur le champ de concentration varie. Soit l'équation de transfert radiatif où l'absorption
n'est causé que par des gaz, c'est-à-dire par Nt raies spectrales :

u · ~gradXLν(π̈) = −
∑
i

{
ha,ν,i(π̈)Lν(π̈)− ha,ν,i(π̈)Leqν (T )

}
. (A.1)

Nous introduisons ensuite les transitions nulles notées, ĥa,ν,i. Ainsi nous avons :

u · ~gradXLν(π̈) =
∑
i=1

{
ha,ν,i(π̈) [Leqν (T )− Lν(π̈)]− ĥa,ν,iLν(π̈) + ĥa,ν,iLν(π̈)

}
. (A.2)

Pour l'instant, notre équation di�érentielle ne porte que sur la luminance. La grandeur qui nous
intéresse est sa dérivée par rapport au paramètre π̈. Nous allons donc dériver l'équation précédente
par π̈ et nommer sa sensibilité ∂π̈Lν(x,u, π̈) = sν(x,u, π̈).

u · ~gradXsν(π̈) =
∑
i

{
−ĥa,ν,isν(π̈) + ĥa,ν,isν(π̈) (A.3)

+ ∂π̈ha,ν,i(π̈) [Leqν (T )− Lν(π̈)]− ha,ν,i(π̈)sν(π̈)

}
.

Ensuite, nous introduisons successivement les probabilités :

� de choisir une transition i, Pi =
ĥa,ν,i

k̂a,ν
.

� d'être absorbé Pa,ν,i =
ha,ν,i(π̈)

ĥa,ν,i

et sachant que le coe�cient d'absorption majorant est k̂a,ν =
∑

i ĥa,ν,i, nous obtenons :

u · ~gradXsν(π̈) = −k̂a,νsν(π̈) + k̂a,ν
∑
i

Pi

Pa,ν,i
∂π̈ha,ν,i(π̈)

ha,ν,i(π̈)
[Leqν (T )− Lν(π̈)]

+ (1− Pa,ν,i) sν(π̈)

 . (A.4)
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Finalement, dans un milieu hétérogène purement absorbant et dé�ni par une frontière ∂Ω, l'expres-
sion précédente admet comme forme intégrale :

sν(x,x, π̈) =

∫ +∞

0
dl pL(l;x,−u, ν)


H
(
l > l∂Ω(x,−u)

)
s∂Ω
ν (y(x,−u),u, t)

+H
(
l < l∂Ω(x,−u)

)∑
i Pi


Pa,ν,i

∂π̈ha,ν,i
ha,ν,i

{
Leqν (T )− Lν(x− lu,u, π̈)

}

+ (1− Pa,ν,i) sν(x− lu,u, π̈)




.

(A.5)

L'équation peut être interprétée comme un algorithme 8. Nous échantillonnons une position selon
la densité de probabilité pL = k̂a,ν exp(−k̂a,ν l) qui nous donne une nouvelle position x − lu. À
cette nouvelle position, une transition moléculaire est choisie selon la probabilité Pi. Ensuite, nous
e�ectuons un test pour déduire si l'évènement est une absorption ou non. Si le photon a été absorbé
selon Pa,ν,i, nous retenons comme poids un facteur incluant la dérivée de la transition choisie par
rapport à π̈ fois la di�érence entre la luminance d'équilibre en ce point et la luminance en ce même
point. S'il n'y a pas eu d'absorption (nous avons un évènement de transition nulle) il nous faut alors
calculer la sensibilité à la nouvelle position et dans la même direction. Dans ce dernier cas, il y a
donc une récursivité algorithmique.

Algorithm 8 Algorithme pour une réalisation du poids du modèle de sensibilité paramétrique

1: Échantillonner l selon pL(l)
2: if l > l∂Ω(x,−u) then
3: w = s∂Ω

ν (y(x,−u),u, t)
4: else
5: Échantillonner une transition i selon Pi
6: Échantillonner uniformément un nombre aléatoire r ∈ [0 : 1]
7: if (r < Pa,ν,i) then
8: Estimer Lν(x− lu,u, π̈)

9: w =
∂π̈ha,ν,i(x− lu, π̈)

ha,ν,i(xlu, π̈)
[Leqν (T (x− lu))− Lν(x− lu,u, π̈)]

10: else
11: goto 1.
12: end if
13: end if

L'expression A.5 est très générale et est applicable pour tout paramètre intervenant dans les raies
spectrales quel que soit le pro�l de raie, la seule condition étant d'avoir un modèle pour la dérivée
des raies spectrales à ce même paramètre : ∂π̈ha,ν,i(x, π̈).



Annexe B

Équation de transfert radiatif et
coe�cients d'Einstein

L'objectif de cette annexe est de fournir un modèle simple pour construire l'expression des in-
tensités des raies spectrales dé�nie à la Sec. 2.4.1. Par modèle simple, nous entendons un modèle de
molécule à deux niveaux énergétiques en interaction avec le rayonnement environnant. L'étude de
ce modèle amènera une formulation di�érente de l'équation de transfert radiatif qui sera valable à la
fois pour un milieu en équilibre thermodynamique local (LTE) et en hors équilibre thermodynamique
local (NLTE).

B.1 L'interaction rayonnement-gaz dans un modèle à deux niveaux

Pour décrire l'origine de l'intensité de la raie, deux notions sont introduites : premièrement, la
notion de population énergétique d'une molécule et deuxièmement, le formalisme de l'évolution de
ces populations par interactions avec le rayonnement uniquement.

B.1.1 Distribution de Boltzmann

Soit un grand ensemble de molécules gazeuses réparties sur des niveaux d'indice i d'énergie Ei. La
densité de particules dans l'état i à l'instant t et à la position x est notée ni(x, t). Par conséquent, la
densité totale de particules est n(x, t) =

∑
i ni(x, t). Dans un milieu à l'équilibre thermodynamique

local à la température T (x, t), la densité de molécules dans l'état i est donnée par la distribution de
Boltzmann :

neqi (x, t) =
n(x, t)

Q(T (x, t))
gi exp

(
− Ei
kBT (x, t)

)
, (B.1)

avec gi la dégénérescence du niveau. La fonction de partitionQ dépend uniquement de la température
en {x, t}. C'est une fonction de normalisation qui s'écrit :

Q(T (x, t)) =
∑
i

gi exp

(
− Ei
kBT (x, t)

)
. (B.2)

Pour une température donnée, le calcul de cette fonction nécessite la connaissance de l'énergie de
chaque niveau et de leur dégénérescence.

Par la suite, nous considérerons uniquement deux états énergétiques E1 < E2 d'une molécule et
neq1 et neq2 les populations en LTE des états énergétiques 1 et 2. Le rapport de ces deux populations
est donné à partir de la relation B.1 :

neq2 (x, t)

neq1 (x, t)
=
g2

g1
exp

(
− ∆E

kBT (x, t)

)
. (B.3)
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Ce rapport est fonction des dégénérescences respectives des niveaux g1 et g2, de la température mais
également de la di�érence d'énergie entre les niveaux ∆E = E2 − E1. Dans le modèle étudié, une
molécule isolée ne peut changer d'état énergétique que par l'interaction avec un photon d'énergie
hν0 qui correspond à ∆E = hν0. Ainsi :

neq2 (x, t)

neq1 (x, t)
=
g2

g1
exp

( −hν0

kBT (x, t)

)
. (B.4)

Cette description simpli�ée est appelée modèle à deux niveaux : une molécule de gaz change d'état
entre seulement deux niveaux énergétiques par interactions avec le rayonnement environnant. Ces
interactions sont explicitées dans la prochaine sous-section.

B.1.2 Les relations d'Einstein

Après interaction avec un photon, les populations des niveaux se trouvent modi�ées. Trois mé-
canismes d'interactions entre une molécule de gaz et le rayonnement participent à l'évolution des
populations énergétiques. Pour chaque mécanisme, les coe�cients d'Einstein décrivent à quelle fré-
quence temporelle chaque interaction a lieu.

Mécanisme d'émission spontanée Soit une molécule isolée dans un état énergétique E2. Au
cours du temps, la molécule peut spontanément, c'est-à-dire sans aucune in�uence, passer dans un
état énergétique E1 en émettant un photon d'énergie E2 − E1 = hν0. L'évolution temporelle de la
population n2 du niveau énergétique 2 suite à une émission spontanée est donnée par :

dn2(x, t)

dt
= −A21n2(x, t), (B.5)

avec A21 en [s−1], le coe�cient d'Einstein de l'émission spontanée. La grandeur A21dt peut être vue
comme la probabilité que la molécule change d'état après avoir émis un photon pendant dt.

Mécanisme d'absorption Soit une molécule isolée dans un état énergétique E1. Au cours du
temps, la molécule peut passer dans un état énergétique E2 en absorbant un photon d'énergie E2 −
E1 = hν0. Cette absorption s'e�ectue proportionnellement à un coe�cient d'Einstein caractérisant la
fréquence d'absorption : B12. De plus, cette absorption dépend de la densité énergétique de photons
intégré angulairement donnée par Jν0 = 1/4π

∫
4π Lν0du. Plus la densité de photons environnante

est importante et plus il y a de probabilités qu'une absorption ait lieu. L'évolution temporelle de la
population n2 du niveau énergétique 2 suite à une absorption est donnée par :

dn2(x, t)

dt
= B12Jν0(x, t)n1(x, t). (B.6)

La probabilité que la molécule passe d'un niveau E1 à E2 après l'absorption d'un photon pendant
dt est : B12Jν0dt

Mécanisme d'émission stimulée Historiquement, Einstein a montré que les deux mécanismes
précédents ne satisfont pas aux conditions d'équilibre thermodynamique. Pour cela, il faut introduire
un autre mécanisme d'interaction : l'émission stimulée. Concrètement, un photon incident peut
entraîner un passage du niveau E2 à E1 de la molécule, passage dont la résultante est l'émission d'un
photon à la même fréquence et dans la même direction. Suite à un photon incident venant perturber
la molécule, le bilan de l'interaction est la propagation de deux photons de même fréquence hν0. Ce
mécanisme est donc lui aussi dépendant de la densité de photons incidents dans toute les directions.

dn2(x, t)

dt
= −B21Jν0(x, t)n2(x, t). (B.7)

La probabilité qu'une molécule d'énergie E2 subisse une émission stimulée pendant dt est : B21Jν0dt.
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Des relations entre les coe�cients d'Einstein, A21, B12 et B21 peuvent être dé�nies en notant qu'à
l'équilibre thermodynamique, tous les mécanismes se compensent. La quantité de photons absorbée
doit correspondre à la quantité de photons émise spontanément et par e�et stimulé. De ce constat,
nous en déduisons :

A21n
eq
2 (x, t) = [B12n

eq
1 (x, t)−B21n

eq
2 (x, t)] Jeqν0 (x, t). (B.8)

Ainsi :

Jeqν0 (x, t) =
A21

B12
neq1 (x, t)

neq2 (x, t)
−B21

. (B.9)

En utilisant la relation B.4 :

Jeqν0 (x, t) =
A21/B12

g1

g2
exp

( −hν0

kBT (x, t)

)
− B21

B12

. (B.10)

À l'équilibre, l'intensité moyenne est strictement égale à la luminance Jeqν0 = Leqν0 . Ainsi, par compa-
raison avec la luminance d'équilibre dé�nie en Eq. 2.43, les relations entre les coe�cients d'Einstein
sont obtenues : 

g1B12 = g2B21

A21 =
2hν3

0

c2
B21.

(B.11)

Les coe�cients d'Einstein sont indépendants du rayonnement ainsi que des propriétés thermodyna-
miques. Bien que nous ayons établi ces relations à partir de l'équilibre, ces dernières seront toujours
valables même en NLTE.

B.2 L'équation de transfert radiatif pour une raie spectrale

Considérons un milieu hétérogène sans di�usion où l'absorption et l'émission sont décrites par
une unique raie spectrale. Il s'agit de ne considérer qu'une seule transition entre les deux niveaux
énergétiques comme à la section précédente. Sous ces conditions, l'équation de transfert radiatif
s'écrit :

u · ~gradXLν(x,u, t) = −ha,ν(x, t)Lν(x,u, t) + jν(x, t), (B.12)

où ha,ν est la raie d'absorption et jν est le terme source correspondant à l'émission de photons. Dans
un premier temps, lions les coe�cients d'Einstein à ces deux termes.

B.2.1 L'ETR pour un modèle à deux niveaux

La luminance est profondemment une densité dans l'espace fréquentiel. Raisonner à une seule
fréquence ν = ν0 comme nous l'avons fait précedemment n'a donc de sens qu'en admettant que les
phénomènes associés aux deux niveaux se traduisent par des distributions de Dirac. Nous faisons
cette hypothèse qui nous su�t ici pour établir l'expression de l'intensité du pro�l de raie. Les photons
émis par le milieu dépendent du coe�cient d'Einstein A21 et du nombre de molécules dans l'état 2
qui, en se désexcitant, vont émettre un photon d'énergie hν0. La grandeur A21n2 régule le nombre
d'émissions de ces photons. De plus, ceux-ci sont émis de manière isotrope avec une énergie hν0.
L'équation de transfert radiatif est donnée pour une seule direction et donc, pour en tenir compte,
il faut réduire l'émission dans toutes les directions par un facteur (4π)−1. La source d'émission de
photons à la fréquence ν0 dans une seule direction est donc :

jν0(x, t) =
hν0

4π
n2(x, t)A21. (B.13)
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L'émission stimulée et l'absorption dépendent toutes deux de la densité de photons présente dans
le milieu localement Jν0 . Dans une seule direction, ces deux termes dépendent de la luminance : ils
interviennent par conséquent dans le terme d'atténuation de l'Eq. B.12. Les photons absorbés par
le milieu dépendent des coe�cients d'Einstein B12 et B21 ainsi que :

� du nombre de molécules dans l'état 1 qui, en recevant un photon d'énergie hν0, vont passer
dans l'état 2. La grandeur B12n1 régule le nombre d'absorptions de ces photons.

� du nombre de molécules dans l'état 2 qui, en étant stimulées par un photon d'énergie hν0,
vont émettre un photon de même énergie et passer dans l'état 1. La grandeur B21n2 régule le
nombre d'absorptions négatives de ces photons.

Une raie spectrale décrivant l'absorption de photons à la fréquence hν0 s'écrit :

ha,ν0(x, t) =
hν0

4π
[n1(x, t)B12 − n2(x, t)B21] . (B.14)

Pour l'instant, nous supposons un échange énergétique par rayonnement uniquement. Ces échanges
ne peuvent s'e�ectuer qu'à la fréquence ν0. En remplaçant les termes d'émission et d'absorption dans
l'Eq. B.12, nous obtenons l'ETR pour cette unique fréquence :

u · ~gradXLν0(x,u, t) =− hν0

4π
[n1(x, t)B12 − n2(x, t)B21]Lν0(x,u, t) (B.15)

+
hν0

4π
n2(x, t)A21.

Si Lν0 = Leqν0 , nous retrouvons l'Eq. B.8. Ainsi, il est possible d'écrire l'équation de transfert radiatif
pour une fréquence en fonction des coe�cients d'Einstein et de la population des états énergétiques.
Cependant, nous avons négligé un phénomène qui ajoute une contribution fréquentielle à l'émission
et à l'absorption. Nous en discutons à la Sec. B.2.2 après avoir écrit le terme source et la raie spectrale
sous condition LTE.

B.2.1.1 À l'équilibre

Dans les chapitres du corps thèse, les raies spectrales sont notées ha,ν0 (ou ha,ν0 ici) sans préciser
que par rapport à l'expression Eq. B.14 s'est rajouté l'hypothèse d'équilibre local. Dans cette annexe
nous faisons la distinction et écrivons heqa,ν0 (et de même jeqν0 ) pour les expressions se servant de cette
hypothèse. Pour obtenir l'expression en LTE de la raie spectrale, factorisons l'Eq. B.14 par neq1 B12 :

heqa,ν0(x, t) =
hν0

4π
neq1 (x, t)B12

[
1− neq2 (x, t)B21

neq1 (x, t)B12

]
. (B.16)

Le rapport des populations à l'équilibre Eq. B.4, ainsi que les relations d'Einstein Eq. B.11 étant
connus :

heqa,ν0(x, t) =
c2A12

8πν2
0

neq1 (x, t)
g2

g1

[
1− exp

(
− hν0

kBT (x, t)

)]
. (B.17)

En écrivant l'expression de neq1 dé�nit en Eq. B.1 :

heqa,ν0(x, t) =
c2A12

8πν2
0

n(x, t)

Q(T (x, t))
g2 exp

(
− E1

kBT (x, t)

)[
1− exp

(
− hν0

kBT (x, t)

)]
. (B.18)

Par ailleurs, il est simple de démontrer que le terme d'émission Eq. B.13 se formule comme :

jeqν0 (x, t) = heqa,ν0(x, t)Leqν0(T (x, t)). (B.19)

En LTE, nous retrouvons le lien entre l'émission et l'absorption à l'échelle d'une seule raie spectrale :
le terme source est proportionnel à la fonction de Planck et à l'absorption de la raie.
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B.2.2 Ajout de la distribution fréquentielle

Pour obtenir la forme générale de l'équation de transfert radiatif, un terme additionnel doit être
ajouté à la raie d'absorption et au terme source. Jusqu'à présent, nous avons considéré uniquement
l'interaction entre des molécules isolées et le rayonnement environnant. Or, il faut aussi ajouter
les e�ets des collisions inter-moléculaires qui se modélisent par la distribution fréquentielle fν(x, t),
nommée pro�l de raie. Nous avons déjà parlé de son origine à la Sec. 2.4.2. Pour une fréquence ν,
l'absorption est donnée par :

ha,ν(x, t) =
hν0

4π
[n1(x, t)B12 − n2(x, t)B21] fν(x, t), (B.20)

qui à l'équilibre se formule comme :

heqa,ν(x, t) =
c2A12

8πν2
0

n(x, t)

Q(T (x, t))
g2 exp

(
− E1

kBT (x, t)

)[
1− exp

(
− hν0

kBT (x, t)

)]
fν(x, t). (B.21)

Nous pouvons séparer la raie spectrale en trois termes. Deux sont indépendants de la fréquence :
l'intensité de la raie S et la densité moléculaire n. Le dernier dépendant de la fréquence est le pro�l
de raie :

heqa,ν(x, t) = n(x, t)S(x, t)fν(x, t), (B.22)

où l'intensité de la raie est l'intégrale sur les fréquences de Eq. B.22 :

S(x, t) =

∫ +∞

0
heqa,ν(x, t)dν (B.23)

=
c2A12

8πν2
0Q(T (x, t))

g2 exp

(
− E1

kBT (x, t)

)[
1− exp

(
− hν0

kBT (x, t)

)]
. (B.24)

Si l'intensité est écrite en fonction du nombre d'onde, nous retrouvons l'Eq. 2.93 (dans Hitran
il faut ajouter la fraction isotopique Ia qui pondère les intensités). Quant au terme source il s'écrit,
avec le pro�l de raie, comme :

jν(x, t) =
hν0

4π
n2(x, t)A21fν(x, t), (B.25)

qui à l'équilibre est proportionnel à la luminance d'équilibre à la fréquence ν :

jeqν (x, t) = heqa,ν(x, t)Leqν (T (x, t)), (B.26)

par di�érenciation de l'Eq. B.19 où tous les termes sont à la fréquence ν0.

Finalement, en remplaçant les termes d'absorption et d'émission dans l'Eq. B.12, l'équation de
transfert radiatif pour une transition énergétique se formule comme :

u · ~gradXLν(x,u, t) =− hν0

4π
[n1(x, t)B12 − n2(x, t)B21] fν(x, t)L(x,u, t) (B.27)

+
hν0

4π
n2(x, t)A21fν(x, t).

Pour estimer la luminance à partir de l'Eq. B.27, les connaissances des coe�cients d'Einstein pour
cette transition, les populations des niveaux énergétiques 1 et 2 ainsi que le pro�l de raie sont
nécessaires. Les coe�cients d'Einstein sont fournis dans les bases de données spectroscopiques. Des
modèles de pro�ls de raies ont été donnés aux sections Sec. 2.4.2 et Sec. 5.2. Seules les populations des
niveaux sont à dé�nir. Pour un milieu en NLTE comme en haute atmosphère, il est possible d'établir
et résoudre un système d'équations pour obtenir les populations de chaque niveau en hors-équilibre
(voir le livre de [López-Puertas and Taylor, 2001] et discussion sur le NLTE à la Sec. 5.3.2). À
l'équilibre ou en LTE, la distribution de Boltzmann donne directement l'expression de ces populations
en fonction de la température locale du milieu Eq. B.1. Nous obtenons l'expression de l'ETR utilisée
dans cette thèse et qui pour une raie spectrale se formule comme :

u · ~gradXLν(x,u, t) = −heqa,ν(x, t) [Lν(x,u, t)− Leqν (T (x, t))] . (B.28)
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