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INTRODUCTION

Introduction générale

La vibroacoustique se focalise sur la maniere dont une onde peut se propager dans
un fluide et peut mettre en vibration une structure a l'interface avec le fluide par cou-
plage vibroacoustique. L’étude du phénomene inverse est également au centre de cette
thématique : comment le mouvement d’une structure en vibration peut étre la source
d’ondes dans l'air. Ce type d’interfaces fluide-structure mobiles fait partie intégrante de
nombreux objets de recherche, car les sons causés par des vibrations de structures sont
des problemes récurrents et avec de nombreuses applications industrielles. L’objectif de
ce travail de these est de modéliser des phénomenes acoustique se produisant a proximité
d’une frontiere mobile.

Il est courant d’étudier les interactions vibroacoustiques dans le domaine fréquentiel.
Mais seule la résolution des équations dans le domaine temporel permet de prendre en
compte la dépendance au temps de la géométrie de la frontiere. Le travail présenté dans ce
manuscrit apporte des méthodes numériques pour la prise en compte précise des frontieres
mobiles pour 'acoustique générale pour la méthode des différences finies dans le domaine
temporel (FDTD). Des méthodes comparables & celles-ci sont également implémentées
pour la méthode des éléments finis. Les différences finies ont de plus une plus faible
consommation de mémoire que d’autres techniques. Elles sont particulierement efficaces
lorsque 'espace est discrétisé par une grille cartésienne. Toutefois, les frontieres complexes
et mobiles ne coincident pas nécessairement avec la grille cartésienne. Les méthodes par
éléments finis sont quant a elles robustes et stables pour la modélisation des frontieres
complexes dans des cas statiques, grace a la génération de maillages complexes. Mais
elles sont plus difficiles a prendre en main. En frontiére mobile, la génération de maillage
complexe mobile est cotliteuse. L’implémentation de traitements spécifiques de systemes
dits a « frontieres mobiles » en FDTD permet de bénéficier des avantages des différences
finies, sans en supporter les inconvénients. Ces traitements ont fait 'objet de diverses
études, en particulier en mécanique des fluides. Toutefois, peu d’auteurs se sont intéressés

a cette problématique dans le domaine de 'acoustique.
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Introduction

Afin de réduire la dispersion et dissipation numériques lors du calcul de la propagation
acoustique, des schémas de différences finies dans le domaine temporel d’ordre élevé sont
utilisés. L’application de ces schémas sur des grilles cartésiennes sont privilégiées. Les
méthodes de différences finies présentées sont appliquées dans des problemes de valeurs
initiales et de frontieres. Les méthodes sont implémentées pour des frontieres ayant un
mouvement imposé a tout instant. Cela s’oppose a la simulation du mouvement, basée
sur une équation dynamique pour un couplage fort entre le fluide et la frontiere.

Pour répondre a la problématique de la these, ce travail apporte plusieurs contribu-
tions. La premiere consiste a identifier le meilleur type de méthodes pour résoudre les
problemes a frontieres mobiles dans le contexte de ’acoustique. Pour modéliser les fron-
tieres mobiles précisément et avec un ordre élevé, une méthode a frontieres immergées
(IBM) avec des points fantomes remplit grace au multiplicateur de Lagrange est déve-
loppée et validée. Cette méthode est comparée pour la résolution des équations d’Euler
linéarisées avec une méthode par grilles superposées (OGM). Une seconde contribution
est d’ajouter la méthode des caractéristiques aux deux méthodes OGM et IBM implémen-
tées précédemment. Ensuite, afin de modéliser des effets non linéaires, deux extensions de
I'IBM avec les caractéristiques sont proposées pour les équations d’Euler générales. Puis,
la frontiere imperméable est remplacée par une frontiere perméable grace aux modeles
d’impédance dans le domaine temporel. Enfin, la derniere contribution consiste en une
extension bidimensionnelle de la méthode IBM pour une géométrie simplifiée, qui permet

de présenter le potentiel multidimensionnel de cette méthode.

Structure du manuscrit

Le premier chapitre dresse un état des lieux des traitements de frontieres mobiles
classiques (la méthode a grilles superposées appelée « OGM » et la méthode a frontiere
immergée appelée « IBM »). Une premiére compréhension des enjeux associés a chacune
des méthodes est obtenue grace a une étude bibliographique. Les différentes méthodes
existantes sont comparées selon des criteres propres a ’acoustique numérique, qui sont le
cotit de calcul, I'ordre de convergence des méthodes ainsi que la précision de la localisation
de la condition limite. Selon ces criteres, une OGM a grilles superposées et adaptatives
et une IBM par résolution d'un probleme aux moindres carrés contraint par un polynéme
de Lagrange sont choisies pour étre implémentées sur un premier cas-test. Celui-ci porte

sur la résolution des équations d’Euler unidimensionnelles linéarisées, avec une frontiere
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Introduction

imperméable et mobile a faible amplitude. Pour valider ces deux modeles, une solution
analytique de référence est décrite pour la propagation en régime linéaire avec une fron-
tiere mobile a faible amplitude. Tout d’abord l'influence de la position moyenne de la
frontiere mobile sur la convergence des solutions numériques est analysée. Ensuite 1'im-
pact du mouvement de la frontiere sur la convergence des solutions est discutée. Enfin,
I'influence du transitoire de mise en mouvement de la frontiere sur la convergence globale

des solutions est discutée.

Le second chapitre explore l'introduction des conditions limites caractéristiques aux
deux méthodes présentées au chapitre 1, puisqu’elles présentent un atout pour bien poser
les conditions limites du point de vue mathématique. Une étude bibliographique présente
les différents enjeux liés aux conditions limites caractéristiques. Une revue des utilisations
des conditions caractéristiques sur des méthodes similaires aux traitements des frontieres
mobiles OGM et IBM est dressée. Le cas-test de validation de cette association est iden-
tique au chapitre précédent (méme géométrie et équations) pour des conditions limites
formulées a partir des conditions limites caractéristiques. Les méthodes OGMc et IBMc
résultent de l'adaptation aux conditions limites caractéristiques des méthodes IBM et
OGM. Le chapitre précédent a mis en évidence une instabilité de 'IBM liée a certaines
positions de la frontiere, qui est contournée ici par 'introduction d’une fonction de pon-
dération dans la résolution du probleme aux moindres carrés contraint. L’influence des

caractéristiques sur la stabilité des méthodes est détaillée.

Le troisieme chapitre présente une extension de I'IBM avec les conditions limites ca-
ractéristiques pour les équations d’FEuler non linéarisées. L’enjeu de ce chapitre est de
remplacer les équations par celles d’Euler non linéarisées et d’appliquer le méme cas-
test qu’aux chapitres précédents avec de plus grandes amplitudes. Le formalisme des
caractéristiques étant différent pour les équations non linéarisées, I'implémentation de la
méthode a frontiere immergée pour des conditions limites caractéristiques nécessite un
certain nombre de modifications majeures de la méthode. En plus de I'IBM présentée au
chapitre précédent appelée plus précisément ROD dans ce chapitre, deux adaptations avec
les conditions limites caractéristiques s’ajoutent, appelées « RODC » et « CPIC ». Une
comparaison des solutions obtenues a faible amplitude est réalisée grace a une solution
de référence du probleme analytique completement linéarisé. Une investigation approfon-
die du comportement numérique des méthodes a long terme est menée, ainsi que pour
différentes configurations telles qu’avec ou sans impulsion et avec ou sans régime transi-

toire. Une simulation par la méthode CPIC a plus grande amplitude de mouvement de la
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Introduction

frontiere permettant la mise en évidence d’effets non linéaires de propagation conclut ce
chapitre.

Le quatrieme chapitre propose d’introduire des conditions limites perméables mobiles
a partir de condition d’impédance dans le domaine temporel. Une introduction biblio-
graphique autour des enjeux liés aux conditions limites d’impédance, de leur utilisation
avec les caractéristiques et enfin de leur association avec les traitements des frontieres est
présentée. Les trois méthodes ROD, CPIC et RODC sont adaptées avec les conditions
limites d’impédance. Le cas-test d’étude repose sur le méme principe qu’aux chapitres
précédents et se compose d’une condition limite d’'impédance mobile a faible amplitude
en remplacement de la condition imperméable. Le modele classique d’implémentation re-
posant sur le systéme masse ressort amorti est choisis pour ce premier cas-test en frontiere
perméable.

Le dernier chapitre est une proposition d’ouverture de ces travaux et présente un
premier cas-test bidimensionnel applicatif de la méthode CPIC. La méthode CPIC a été
préférée par rapport a la méthode RODC pour ce cas-test puisque son principe est plus
atypique vis-a-vis des méthodes déja implémentées a 2D. Les outils utilisés de CPIC étant
localement unidimensionnels, il est nécessaire de montrer son potentiel multidimensionnel.
Le choix s’est porté sur un cas-test 2D simplifié concernant la propagation 2D d’une
impulsion gaussienne placée au milieu d’'un domaine carré et réfléchie par un mur plan,
imperméable et oscillant a faible amplitude.

Enfin, les conclusions et les perspectives sont présentées.

Le tableau 1 recense les méthodes implémentées dans le cadre de ce travail afin de

clarifier les différents acronymes utilisés dans ce document.
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Acronyme|| Description de la méthode Condition Equations | Partie du

limite manuscrit

OGM « Overset Grid Method », Mé- | directe Euler chapitre 1,
thode a grilles superposées linéarisées | section 1.2.7

IBM « Immersed Boundary Me- | directe Euler chapitre 1,
thod », Méthode a frontiere linéarisées | section 1.2.6
immergée avec points fantomes

OGMc Méthode a grilles superposées | méthode Euler chapitre 2,

des caracté- | linéarisées | section 2.2.4
ristiques

IBMc Méthode a frontieres immergées | méthode Euler chapitre 2,
avec points fantomes des caracté- | linéarisées | section 2.2.3

ristiques

ROD Méthode a frontieres immergées | directe Euler chapitre 3,
avec points fantomes par « Re- générales | section 3.2.1
construction Off-site Data »

CPI Méthode a frontieres immergées | directe Euler chapitre 3,
par « Constrained Polynomial générales | section 3.2.4
Interpolation »

RODC Méthode a frontieres immergées | méthode Euler chapitre 3,
avec points fantomes par « Re- | des caracté- | générales | section 3.2.2
construction Off-site Data » ristiques

CPIC Méthode a frontieres immergées | méthode Euler chapitre 3,
par « Constrained Polynomial | des caracté- | générales | section 3.2.3
Interpolation » ristiques

TABLE 1 : Nomenclature des méthodes implémentées dans ce manuscrit.







CHAPITRE 1

TRAITEMENT SPECIFIQUE DES
FRONTIERES MOBILES

Ce chapitre est dédié a la description de plusieurs types de trai-
tements numériques de frontieres mobiles, dans le cadre des pro-
blemes a valeur initiale et frontiere (IVBP). Plusieurs de ces mé-
thodes sont comparées sur un premier cas-test. Cette comparaison
a pour objectif de déterminer les atouts et inconvénients de chacune
des méthodes de frontieres mobiles pour la résolution de problemes

d’acoustique.

1.1 Introduction sur les frontiéres mobiles

Une frontiere est définie dans le cadre de ce travail de these comme 'extrémité d’un
domaine physique. Lors de la modélisation numérique, des limites numériques sont asso-
ciées a des frontieres physiques qui permettent de modéliser le comportement des ondes a
la frontiere et /ou de limiter numériquement un probléme qui est physiquement infini. Une
frontiere peut étre mobile, dans un contexte d’interaction entre des ondes et un objet vi-
brant par exemple. A faibles amplitudes de vitesse de la frontiére par rapport a la célérité
des ondes acoustiques, le probleme peut étre linéarisé autour des composantes statiques du
probléme, ce qui implique que la frontiere mobile est modélisée par une limite immobile.
Si 'amplitude de mouvement de la frontiere ne permet pas de satisfaire les hypotheses
de linéarisation, la limite doit étre mobile et les équations régissant la modélisation du
probléme ne peuvent pas étre linéarisées.

En différences finies, les schémas différentiels sont appliqués sur des grilles structurées.
La maniere la plus classique d’imposer une condition limite est d’imposer la valeur de la

grandeur physique considérée au point d’application de la grille associée a la limite. Ceci
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Partie , Chapitre 1 — Traitement spécifique des frontiéres mobiles

est effectivement possible tant que la position de la limite coincide avec un point de la
grille. Dans le cas d’une frontiere mobile, une grille structurée peut étre définie afin d’étre
coincidente avec la position initiale de la frontiere. Cette position évoluant dans le temps,
elle ne sera alors plus nécessairement coincidente a tous les instants considérés. Il est
donc nécessaire d’'utiliser des techniques spécifiques pour prendre en compte les frontieres

mobiles.

Le premier type de techniques s’appuie sur des déformations de grilles afin d’obtenir
des points coincidents avec la frontiere a tout instant. Une premiere approche est d’utiliser
une grille structurée se déformant afin de suivre le mouvement de la frontiere. La solution
numérique est interpolée de I'ancienne grille vers la grille nouvellement déformée a chaque
instant. Pour que la grille soit conforme a la frontiere, il est généralement nécessaire
d’utiliser une grille curviligne, ce qui peut introduire des variations de pas spatial. Selon
certains types de déformations de la frontiere, les pas peuvent ne pas étre homogenes sur
I’ensemble du domaine. La taille du pas ne dépend alors plus uniquement de la longueur
des ondes a discrétiser, qui est le critere habituellement utilisé, mais également de la
déformation de la frontiere. Cela peut poser des problemes dans les cas ot les déformations
sont grandes, car il est communément admis que le taux de déformation du maillage ne
doit pas excéder 3% [8]. Une seconde approche est 1'utilisation simultanée de plusieurs
grilles structurées. L’une des grilles peut étre fixe et une seconde peut étre déformable ou
en mouvement afin de coincider a chaque instant avec la frontiere. Ces deux approches
reposent sur la nécessité d’utiliser une ou plusieurs grilles structurées et coincidentes a la
frontiere a chaque pas temporel dans le but d’appliquer une condition limite directement
sur les points de coincidence. La génération de maillage ainsi que les 'interpolation des

variables entre les différentes grilles sont des opérations cofiteuses.

Le second type de techniques utilisées pour résoudre les problemes a limite mobile
repose sur l'utilisation d’une grille unique, fixe et cartésienne, dont le pas est calculé
exclusivement a partir de la longueur d’onde des ondes se propageant dans le domaine.
La frontiere mobile ne coincide donc pas nécessairement avec la grille choisie. Un trai-
tement spécifique permettant de modéliser les frontieres qui y sont immergées est alors
nécessaire. La problématique du traitement de frontiere mobile est commune sur certains
points avec les problemes & frontitre fixe & géométrie complexe. A un instant donné, les
traitements de frontiere mobile reposent sur un principe similaire a ceux des frontieres
fixes et complexes, a la différence que le traitement doit pouvoir prendre en compte le

mouvement de la frontiere et la continuité entre les différents instants. Cette différence
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1.1. Introduction sur les frontiéres mobiles

peut entrainer un cotit de calcul supplémentaire selon la méthode considérée. La figure
1.1 est une représentation schématique pour la méthode par maillage composite et pour

la méthode par frontiere immergée.

/
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<
X
~

-T-' 1
_T_/
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Ak
P~_

Superposition de maillages Frontiére immergée

FIGURE 1.1 : Représentation des maillages (a) selon une méthode par maillage composite,
a savoir un assemblage de plusieurs grilles qui se recouvrent et interagissent, et (b) selon la
méthode de frontiere immergée, ou le maillage est unique, fixe et cartésien, et la méthode
utilise un moyen indirect pour imposer des conditions limites.

Le premier type de méthode étudiée pour ce travail s’appelle la méthode des maillages
superposés (« Overset Grid Method », mentionnées sous 'acronyme « OGM » dans la
suite de ce manuscrit). Elle consiste a superposer plusieurs maillages qui couvrent tout
le domaine physique. L’une des grilles est fixe et non coincidente avec la frontiere mobile
tandis que le second est mobile et déformable de maniere a coincider avec la frontiere a
chaque pas de temps. Ces maillages se recouvrent et les solutions calculées sur chacun
d’eux interagissent sur la zone de recouvrement. Le second type de méthode considéré
est la méthode de frontieres immergées (« Immersed Boundary Method », mentionnée
sous l'acronyme « IBM »). Dans cette méthode, le maillage est unique, fixe et n’est pas
nécessairement coincidant avec la frontiére. Les conditions aux limites sont alors prises en

compte indirectement sur les points au voisinage de la frontiere.
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1.1.1 Meéthodes de superposition de grilles

Les Overset Grid Method (OGM), aussi appelées les méthodes chiméres!, sont des
méthodes qui permettent de résoudre des problemes a géométries complexes ou contenant
des frontieres mobiles a I'aide d'une solution reposant sur le maillage. L’idée est d’utiliser
plusieurs grilles structurées et superposées afin de faire coincider a tout instant la position
de la frontiere avec des points de la grille.

Les OGM reposant sur une astuce géométrique, la premiere partie présentée ci-apres
consiste a étudier plusieurs techniques permettant de proposer un maillage coincidant aux
frontieres d’un objet complexe, immobile ou d’un objet mobile. La deuxieme partie porte
ensuite sur 'utilisation de ces grilles afin d’obtenir une solution stable sur I’ensemble du

domaine.

Génération d’un ou plusieurs maillages conformes

Il existe plusieurs manieres de générer un maillage conforme a la frontiere.

Les premiers travaux sur les maillages conformes a une frontiere complexe immobile
appliquée en différences finies ont été menés par Magnus et Yoshihara en 1970 [56]. Les au-
teurs se sont intéressés a 1’étude d’un écoulement non visqueux transsonique sur un profil
aérodynamique. Le maillage utilisé repose sur un assemblage de plusieurs grilles structu-
rées comme représenté sur les figures 1.2 et 1.3. Plusieurs techniques d’assemblages ont
été développées avec des objectifs différents. Les grilles 2 & 6 (correspondant aux grilles
numérotées sur la figure 1.2) sont assemblées a la maniére d'un « patchwork » 2, ¢’est-a-
dire que les différentes grilles se superposent uniquement sur leurs frontieres respectives,
a la maniere d’une couture qui relie deux pieces de tissus. Cette superposition de type
« patchwork » a pour but de produire un affinement partiel du domaine sur la zone en-
tourant la géométrie complexe pour limiter la viscosité artificielle liée aux approximations
numériques effectuées en différences finies. Pour deux grilles adjacentes, les pas spatiaux
les plus grands sont des multiples entiers des pas spatiaux les plus petits. L'utilisation de
ces grilles de tailles différentes permet d’adapter la qualité de la grille selon les physiques
qui dominent les différentes régions du domaine, tout en couvrant I’ensemble du domaine.

Cette technique, bien qu’elle consiste en une superposition de grilles, ne permet pas de

1. Pour rappel, une chimere est un monstre imaginaire dont les parties du corps sont toutes issues
d’animaux différents (téte de lion, corps de chévre, queue de dragon).

2. Un patchwork est une technique de couture consistant a coudre plusieurs morceaux de tissus de
tailles, formes et couleurs différentes ensemble
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résoudre a elle seule des problemes de géométrie complexe et/ou mobile.
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FIGURE 1.2 : Vue globale d’un maillage composite. A la maniére d’un patchwork, plu-
sieurs grilles rectangulaires cartésiennes (les grilles 2,3,4 et 5) sont assemblées dans le but
d’affiner la résolution au voisinage de la frontiere. Les différents maillages rectangulaires
assemblées possedent des frontieres communes. Figure extraite de I'article [56].

L’autre type de technique d’assemblage de grilles consiste a superposer des grilles
structurées sur une zone étendue, ou une grille est générée spécifiquement afin d’étre
conforme a la frontiere. Sur la figure 1.3, des grilles locales de 3x3 points sont générées
a chaque point de la frontiere et sont définies de fagon a étre tangentes a celle-ci. Une
condition limite de vitesse normale nulle est appliquée sur la frontiere. Les valeurs sur les
points de la grille locale sont obtenues a partir d’une interpolation entre les valeurs de la
grille non locale et la condition limite sur la frontiere. Un autre type de condition limite est
utilisée dans l'article [56], dont la grille associée est circulaire. Cette grille est numérotée
1 sur la figure 1.2. L’utilisation de la grille 1 permet d’exprimer le champ lointain dans un
systeme de coordonnées polaires afin d’appliquer la condition limite d’écoulement libre.
Pour le type de probleme a frontiere complexe immobile, la technique de grilles superposées
présente un compromis raisonnable en termes de flexibilité sur la topologie de la grille.
Les articles [14, 43] présentent des techniques de génération de plusieurs grilles qui se

superposent, dont la principale est cartésienne, associée a plusieurs grilles conformes a la
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géométrie de la frontiere.
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FIGURE 1.3 : Au voisinage de la frontiere, le maillage cartésien sous-jacent est remplacé
par une déformation de celui-ci conforme a la fronticre. Figure extraite de 'article [56].

Lorsqu’il s’agit de traiter des problemes mettant en jeu des frontieres complexes, les
grilles utilisées sont généralement curvilignes pour étre conformes a la frontiere. La gé-
nération de grilles curvilignes a été étudiée dans un premier temps pour la résolution de
problemes a maillage unique, structuré, adaptatif, dynamique vis-a-vis des données issues
de la solution du probleme, dans le but d’augmenter la précision de la solution [10]. La gé-
nération de grille curviligne est obtenue grace a la résolution d’un probléeme d’optimisation
des parametres de maillage tels que 'orthogonalité et la régularité de la grille. L’avantage
de cette méthode est de pouvoir controler certains parametres de grille. En revanche,
I'inconvénient de cette méthode est la nécessité de résoudre un systeme d’équations de
grande dimension pour chaque pas de temps. Plusieurs techniques de génération de grille

conforme aux frontieres mobiles complexes sont décrites dans les articles [47] et [83]. Par
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exemple, dans l'article [47], une grille adaptative est déformée a chaque pas de temps
comme illustré sur la figure 1.4. Dans ce cas, la grille déformée est projetée sur une grille
fixe cartésienne et un changement de coordonnées est utilisé pour que le probléeme soit
résolu sur cette unique grille, de maniere indifférente selon les déformations temporelles.
Dans la suite, on appellera cela une « superposition temporelle des grilles », & comprendre
comme étant une superposition de grille, du point de vue numérique, pour des raisons de

déformation temporelle.
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F1GURE 1.4 : Dans le domaine physique, la grille est structurée, curviligne et adaptative a
une frontiere mobile & quatre pas de temps différents de ¢; a t4. Une transformation de co-
ordonnées est appliquée aux équations pour résoudre le probleme sur une grille cartésienne
associée immobile dans le domaine numérique. Figures extraites de 'article [47].

Précédemment, nous avons vu des techniques qui utilisent la superposition spatiale de
grilles et d’autres la superposition temporelle de grilles. Il est également possible d’allier
ces deux techniques afin d’obtenir des maillages incluant les superpositions spatiales et
temporelles pour des frontiéres mobiles, comme [3] portant sur la robustesse d’un algo-
rithme de ce type pour plusieurs objets mobiles. Plus récemment, 'article [41] présente
une grille fixe et cartésienne (grille G; sur la figure 1.5) utilisée en tant que grille princi-
pale. Celle-ci est accompagnée d’une seconde grille conforme & la frontiere (grille G, sur

la figure 1.5 & un instant donné). Ces deux grilles se superposent afin que 1’ensemble du
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domaine étudié soit couvert. La grille G, est structurée et curviligne et subit des déforma-
tions & chaque pas de temps. A gauche de la figure, les deux grilles sont représentées du
point de vue physique. Au milieu et a droite de la figure se trouvent les grilles du point
de vue du solveur de calcul. Bien que la grille mobile G5 soit déformée du point de vue
de la physique, elle est fixe et rectiligne du point de vue du solveur, apres un changement

de coordonnées appliqué aux équations.
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FIGURE 1.5 : A gauche : Recouvrement du maillage fixe cartésien G; et du maillage
structuré déformé G, du point de vue physique. Au milieu et a droite : les deux maillages
du point de vue du solveur numérique. La figure est extraite de l'article [41].

Cette technique possede une flexibilité suffisante pour traiter des problemes a fron-
tieres complexes. Dans le cas des frontiéres mobiles, I’étape de génération de maillage par
assemblage spatial de plusieurs grilles avec certaines grilles mobiles est une partie critique
et cotiteuse dans les OGM. Cette méthode est plutdt réservée aux translations de géomé-
trie ou aux légeres déformations pour que la grille structurée conforme puisse s’adapter a
la géométrie a tous les instants.

Pour les techniques de maillage par superposition de grilles, la stabilité et la précision
de la solution numérique obtenue est un enjeu. La qualité du maillage est en partie res-
ponsable de la stabilité du solveur. Un soin particulier doit étre apporté a l'interpolation
qui permet de faire le lien entre les variables calculées dans les différentes grilles. Deuse
et Sandberg [18] ont avec cet objectif proposé une méthode particuliere permettant de

limiter les instabilités numériques causées par cette étape d’interpolation.

Le tableau 1.1 recense les atouts et inconvénients évoqués précédemment concernant
les différentes techniques de superposition de maillages permettant de modéliser des fron-

tieres mobiles.
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Technique H Superposition

‘ Intérét

‘ Limite

Maillage - Spatiale : uni- | Affinement de cer- | La technique n’assure pas, a
«  patch- || quement sur les | taines zones du | elle seule, la conformité du
work » frontieres com- | maillage maillage a la frontiere.
munes des grilles
Grille - Temporelle Conformité d'une | Déformation complete de
adaptative || déformation com- | unique grille struc- | toute la grille a chaque mo-
plete de la grille turée se déformant | dification géométrique de la
en fonction de la | frontiere (cotit élevé). Tech-
frontiere nique réservée a des faibles
translations ou des déforma-
tions légeres de la frontiere.
Maillage - Spatiale : zone | Conformité du | La conformité en frontiere
par grilles || de recouvrement | maillage obtenu a | mobile est réservée aux fron-
superpo- des grilles une frontiere im- | tieres en translation ou a des
sées + || - Temporelle mobile complexe ou | déformations légeres.
adapta- déformation  de | mobile a partir d’une
tives la grille conforme | déformation partielle

uniquement

du maillage

TABLE 1.1 : Comparaison entre différentes techniques de superposition de grilles coinci-
dant pour modéliser des frontieres mobiles.
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Projection des variables des grilles entre elles

De nombreux travaux portent sur l'optimisation ou la mise en place de techniques
permettant d’interpoler les variables d’une grille a 'autre.

L’article [16] propose une méthode de maillage composite d’ordre élevé pour des pro-
bléemes en aéroacoustique numérique en frontiere complexe immobile. Les schémas de
différences finies utilisés sont les schémas a 7-points centrés DRP de [81] également uti-
lisés pour les travaux présentés dans ce manuscrit. Il est montré que 'erreur associée a
'utilisation d’une interpolation bilinéaire domine ’erreur globale de la solution. L’élimi-
nation de cette erreur d’interpolation peut étre effectuée par ’ajout d'un filtrage sélectif,
qui peut cependant introduire une erreur associée. En revanche, une interpolation d’ordre
4 permet de maintenir l'erreur associée a l'interpolation en dessous de l'erreur de dis-
persion liée au schéma DRP. L’article [57] portant sur la simulation aéroacoustique de
plusieurs objets a géométrie complexe immobile montre que la qualité de l'interpolation
dépend de la méthode d’interpolation. Quatre fonctions d’interpolation a une dimension
sont étudiées : les polyndmes de Lagrange sur onze et sept points et les splines sur six
ou quatre points. Les erreurs locales commises en utilisant chacune de ces fonctions sont
comparées pour un nombre d’onde donné a = 27/\ et sont représentées sur la figure 1.6.
Il est observable qu’a partir de Az > 0.85 (moins de 7.4 points par longueur d’onde),
les fonctions splines sur six points sont meilleures que les polynémes de Lagrange sur
sept points. Afin d’obtenir le meilleur compromis entre la précision et le cotit de calcul, il
parait préférable d’utiliser I'interpolation par splines. C’est celle choisie dans 'article de
Marsden [57].

Dans l'article [18] ou les auteurs utilisent un schéma d’interpolation de Lagrange
d’ordre 4, afin de conserver la précision globale du solveur, une discussion sur les sources
d’instabilités pour les OGMs est proposée. D’apres les auteurs, la présence d’ondes qui co-
existent simultanément sur une zone de superposition, mais non couplées sur deux grilles
différentes, sont a l'origine d’instabilités. Une réflexion d’onde parasite peut se retrouver
piégée dans la zone de superposition entre les deux zones d’interpolation. Pour résoudre
ce probleme de stabilité, il est habituellement d'usage d’ajouter de 1’absorption sélective
afin d’absorber ces ondes réfléchies non physiques. Les auteurs proposent une méthode
différente pour traiter ce probléme, plus fidéle a la source d’erreur identifiée. Etant donné
que l'instabilité provient de la zone de superposition non couplée, supprimer cette zone et
juxtaposer les zones d’interpolation et utiliser des schémas d’interpolation décentrés peut

étre une solution, mais peut avoir des conséquences sur la précision de I'interpolation. La
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FIGURE 1.6 : Résultat de la comparaison des erreurs d’interpolation. ..... : spline sur
quatre points; - - - : spline six-points; - — -— : polynome de Lagrange sur sept points;

—— : polynéme de Lagrange sur onze points. Figure extraite de I'article [57].

technique présentée dans I'article consiste a utiliser une interpolation implicite en ajoutant
au stencil de points d’interpolation d’une interpolation donnée, des points d’interpolation
de I'autre grille. Les points d’interpolations sont désormais couplés dans les deux étapes
d’interpolation relatives aux deux grilles et les interpolations sont calculées parallelement
par la résolution d’un systeme d’équations linéaires. Cette modification entraine un cofit
de calcul supplémentaire, mais un gain en stabilité.

Peu de travaux ont été menés en dynamique. En ajoutant une dépendance temporelle
sur le mouvement de la frontiere, I’article [46] propose une interpolation entre un maillage
mobile et un maillage fixe, qui est réalisée a partir d'une interpolation linéaire. Dans
'article de Koblitz [41] qui propose une méthode de maillage composite avec grille mobile,
il est préféré I'interpolation de Lagrange quadratique standard afin de respecter le second

ordre de précision global.

1.1.2 Meéthodes de frontieres immergées

Les Immersed Boundary Methods IBM ont été proposées pour la premiere fois en 1972
par Peskin [66] pour simuler le couplage entre un fluide visqueux incompressible et une

valve du cceur humain qui exerce une force sur ce fluide. Il propose d’utiliser une grille
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cartésienne fixe, unique et de prendre en compte la condition limite indirectement.

Dans les IBM, la frontiére non coincidente avec la grille est considérée immergée par
rapport a la grille. A la différence des OGM, qui consistent & adapter la grille afin qu’elle
soit coincidente avec la frontiere, les IBM utilisent une grille choisie selon les criteres
de la physique uniquement et non selon des contraintes géométriques de frontiere. Sur la
figure 1.7 (extraite de 'article [74]), est représentée une frontiere circulaire immergée dans
une grille cartésienne. L’enjeu est alors d’imposer d'une maniere détournée les conditions

limites, ce qui peut étre complexe a formaliser pour obtenir un modele numérique d’ordre

élevé.
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FIGURE 1.7 : Superposition d’'une frontiere de cylindre immergée dans un maillage carté-
sien : (a) ensemble du cylindre immergé ; (b) portion en haut a gauche du cylindre. Figure
extraite de l'article [74].

Les méthodes a frontieres immergées peuvent étre classées en plusieurs catégories selon
la maniere d’appliquer les conditions limites. Citons par exemple la classification suivante :
— l’approche par fonction de forcage continue,

— l’approche par cellules fantomes ou forcage discret.

Approche par fonction de forcage continue

L’approche par fonction de forcage continue consiste a introduire ’effet de la frontiere

sur le fluide par ’ajout d’un terme source dans les équations avant leur discrétisation. Dans
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un premier temps, la force appliquée par la frontiere sur le fluide est définie en fonction
de la physique de la frontiere. La condition limite du probleme étant localisée sur la
frontiere, le forcage est appliqué sur celle-ci par une distribution de Dirac. Pour permettre
une discrétisation numérique de la fonction de Dirac, cette fonction est régularisée au
moyen d’une fonction §. La fonction ¢ est une fonction de distribution ou « d’étalement »
de la force sur les points de la grille de discrétisation. Dans ce paragraphe, apres avoir
détaillé plusieurs manieres d’exprimer le forcage de la frontiere sur le fluide, des techniques

de régularisation de la fonction de Dirac par des fonctions ¢ seront présentées.

Les méthodes IBM par fonctions de forgage sont dans la lignée la plus directe des
travaux sur les IBM menés par Peskin (1972) [66] pour la résolution des équations de
Navier—Stokes. La frontiére est considérée comme une membrane flexible (sans masse) sé-
parant deux domaines fluides identiques, et la force exercée par le fluide sur la membrane
est exprimée. Ce travail a été complété dans Peskin et McQueen (1980) [69] pour un mou-
vement de compression/détente d’une prothese de valve de coeur. La loi de Hooke permet
de décrire la force exercée par la frontiere élastique sur le fluide, il s’agit de la premiere
approche de fonction de forcage continue présentée. Puis la modélisation de frontieres mo-
biles complexes a été développée en suivant ce modele dans d’autres applications comme
le mouvement du sang lié aux battements du cceur dans les références [58, 67, 68] ou le
mouvement d’'un animal aquatique [22]. I’ensemble de ces articles a en commun le pré-
curseur de ces méthodes C. S. Peskin en tant qu’auteur ou co-auteur. Tous ces exemples

sont trés similaires dans leur mise en ceuvre.

Une seconde approche concerne la modélisation d’objets immergés dans un fluide.
Cette technique employée par Fogelson et Peskin en 1988 [24] est utilisée pour la résolution
d’équation dans un domaine contenant des particules en suspension. Au lieu de prendre en
compte chaque interface fluide/particule individuellement, tout le domaine est considéré
comme un fluide visqueux sur lequel les équations de Stokes en 3D sont résolues. En
parallele le mouvement de chaque point est dépendant de celui de ses proches voisins.
Pour se faire un solide géométrique (par exemple un octaedre régulier) est choisie pour
tout le domaine de maniere a appliquer une force élastique sur chacune des arétes. Ces
forces élastiques sont internes et vont résister a la déformation des particules. Chaque
particule possede localement une forme, une taille et une déformabilité en fonction des

parametres choisis.

Une autre approche est la méthode de pénalisation de Brinkman qui consiste a appli-

quer les équations associées aux matériaux poreux pour tous les objets en interaction avec
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le fluide. Cela se traduit par ’ajout d’un terme source aux équations continues. Le terme
source est défini par la loi de Darcy [50] ou par son extension, la loi de Brinkman [53]. Une
fonction de masque est ajoutée au terme de force pour distinguer géométriquement les
différentes natures d’objet et leur associer une valeur de porosité adaptée a la condition
limite souhaitée. Pour une frontiere rigide, la porosité est définie comme étant tres faible.
Les conditions limites sont donc implémentées automatiquement au moment de la résolu-
tion des équations d’évolution. La méthode de Liu et Vasilyev (2007) [53] est d’ordre de
convergence de 1, car la frontiere est localisée au centre de la cellule voisine a la frontiere,

pas sur la frontiere elle-méme.

Un tournant dans 'utilisation de ces méthodes a été pris grace aux travaux de Gold-
stein et al. (1993) [30]. Les auteurs proposent l'implémentation d'un schéma rétroactif
qui permet d’imposer une vitesse du fluide U sur une frontiere, dans un contexte de
simulation d’écoulement autour d’objet par résolution des équations de Navier—Stokes in-
compressibles. Cette technique est appelée « Virtual Boundary Method ». Dans cet article,
la résolution des équations se fait en utilisant une approche spectrale. Cette méthode a
été complétée en utilisant une résolution par différences finies d’ordre 2 dans I'article de
Lai et Peskin (2000) [48] et d’ordre élevé dans larticle de Saki et Biringen (1996) [74].
Cette méthode s’est révélée performante pour la simulation d’un cylindre statique ou en
mouvement dans un écoulement uniforme a faible nombre de Reynolds, pour les équations

incompressibles.

Comme évoqué pour les méthodes de pénalisation de Brinkman, certaines méthodes
sont d’ordre tres faible, car la frontiere est implémentée au point Eulérien le plus proche,
et la frontiere n’est donc pas localisée précisément. D’autres méthodes utilisent une fonc-
tion permettant d’adoucir la transition pour stabiliser numériquement la résolution [50].
Pour un probleme donné, une fois que la fonction de forcage continue s’appliquant sur la
frontiere immergée est déterminée, il est nécessaire d’utiliser une technique de régularisa-
tion de la fonction Dirac. Cette régularisation revient a transférer les contributions de la
fonction de forgage s’appliquant sur des points Lagrangiens (les points mobiles qui suivent
le mouvement de la frontiere) vers les points Eulériens voisins (les points immobiles de la
grille).

Pour les méthodes directement basées sur les travaux de Peskin [66], le passage des
points Lagrangiens a Eulériens se fait par l'utilisation d'une fonction ¢ de distribution
spatiale. La fonction de distribution est introduite par une approximation suffisamment

« étalée » du Dirac. L’article de revue [60] superpose cette fonction § & d’autres exemples,
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représenté sur la figure 1.8. L’ensemble de ces travaux met généralement en place des
méthodes d’ordre 2 [45]. Néanmoins, la méthode présentée dans U'article [76] permet d’at-
teindre un ordre arbitraire en proposant une discrétisation d’ordre élevé de la distribution

de Dirac. D’autres applications d’ordre élevé ont été proposées pour 'aéroacoustique [87].

Immersed Boundary

——  Saiki & Biringen
(1996)
Peskin (1972)
Beyer & Leveque
(1992)
Lai & Peskin
(2000)

j \R i

functions

Force distribution

w2 N\t \/
(=3 i=2 i=1 § i+1 i+2 i+3
Grid Indices

(a) (b)

FIGURE 1.8 : (a) Le forgage est distribué sur l’ensemble de points de la zone foncée au
moyen d’une fonction 4. (b) Représentation des fonctions § employées dans les articles de
Saiki & Biringen (1996)[74], Peskin (1972)[66], Beyer & Leveque (1992)[5], Lai & Peskin
(2000)[48]. Figure extraite de I'article [60].

Approche par forcage discret

Cette approche des IBM par points fantomes apparait au début des années 2000 avec
les travaux de Gibou et Fedkiw [28] (faisant suite directe a l'article ayant des auteurs
communs, qui n’est pas en différences finies [29]) qui porte sur la résolution d’un pro-
bleme de Stefan, concernant I’évolution des transitions de phase. Des points fantomes
sont ajoutés en dehors du domaine permettant d’utiliser des schémas numériques centrés.
Les valeurs des grandeurs considérées aux points fantémes sont calculées en utilisant une
extrapolation passant par les derniers points du domaine et la frontiere. Si la frontiere est
trop proche d'un des points de la grille, ’extrapolation est décalée d’un point.

A la différence des IBM par forcage continu qui utilisent une fonction d’étalement
pour interpoler des points Lagrangiens de la frontiere sur les points Eulériens de la grille,
I’approche par forcage discret consiste a implémenter la condition limite a sa position
précise. Cette approche s’inscrit dans la catégorie des « sharp-interface IBM ».

Plusieurs méthodes de ce type ont vu le jour. Les méthodes different dans la technique
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choisie pour interpoler les valeurs. Dans 'article [28], une comparaison de plusieurs types
d’extrapolation pour les conditions limites de Dirichlet est proposée et 'article [27] propose
une généralisation de la technique d’interpolation pour des conditions limites de Neumann
et de Dirichlet.

Dans le domaine de 'acoustique, une méthode d’ordre 2 a été utilisée par Luo et
al. [55] pour la simulation de 'interaction des cordes vocales humaines en vibration avec
le fluide dans le but de comprendre la production du son dans le larynx. Ce dernier est
modélisé en deux dimensions, par un conduit vocal fluide en interaction avec des solides
élastiques. Le solveur fluide modélise des frontieres mobiles élastiques et sera expliqué plus
tard dans cette partie. Couplé au premier, le solveur solide linéarise les frontieres a faibles
déformations. Les conditions limites sont segmentées, c¢’est-a-dire que le déplacement est
imposé sur une partie de la frontiere et une traction est imposée sur le reste. Ces deux

conditions limites font I'objet d’implémentations différentes.

— La condition en déplacement est la condition la plus simple a implémenter. Repré-
sentée sur la figure 1.9a, elle consiste a appliquer une condition de Dirichlet par
la méthode du point-miroir interpolée a 'ordre 1 par rapport a la frontiere et le
stencil en bleu. A chaque point fantéme est associé un point-image (aussi appelé
point-miroir) symétrique par rapport a la frontiére. Une relation est ensuite appli-
quée a partir des valeurs au point-image ainsi qu’a la frontiere pour obtenir celle
au point fantome.

— La force de traction, quant a elle, correspond a une condition de Neumann. Comme
représenté sur la figure 1.9b, elle est implémentée en utilisant une interpolation
par minimisation de ’erreur au sens des moindres carrés pondérés a partir d’un
polynéme d’ordre 3 et des valeurs du stencil (constitué des points inclus dans un
cercle de rayon R). Le rayon est adaptatif afin d’assurer un nombre de points

suffisant. La résolution globale est d’ordre 2 dans le domaine solide.

La seconde utilisation dans un domaine acoustique de probleme de minimisation de
I’erreur au sens des moindres carrés pour modéliser une frontiere mobile est présentée dans
larticle [75] pour des ordres de résolution plus élevés que ceux présentés précédemment.
Cet article porte sur le calcul de la diffraction acoustique provoquée par un objet solide
dans un fluide en écoulement a faible nombre de Mach. Dans cette méthode, I'IBM utili-
sée est héritée de [59]. L’article [75] présente la méthode d’interpolation par minimisation
de l'erreur plus modulable pour des probléemes avec des objets multiples rapprochés ou

des géométries complexes résolus a ordre élevé, que la méthode par point-image. Pour
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FIGURE 1.9 : Représentation des stencils des méthodes IBM associées au solveur du
domaine solide pour deux types de conditions limites (a) la condition de déplacement : le
stencil est représenté en bleu; (b) la condition de traction : les points de stencil sont les
points physiques inclus dans le cercle de rayon R. GC' est le point fantome considéré. Bl
est le point appartenant a la droite normale a la frontiere passant par le point GC. I P
est le point-image utile uniquement a la condition limite de déplacement. La figure est
extraite de [55].

atteindre des ordres plus élevés avec la méthode par point-image, d’autres points images
secondaires doivent étre ajoutés au point image principal. Les distances seraient des mul-
tiples de la distance entre la frontiere et le point image principal, le long de I’axe normal a
la frontiere passant par le point fantéme. Pour chacun de ces points, un stencil de points
réels plus grand est nécessaire. Les stencils d’interpolation pour la méthode par point-
image peuvent facilement intercepter un autre obstacle de par leur grande taille et sont
donc généralement restreint a des résolutions d’ordre 2.

L’article [23] répond également a la problématique de proposer une méthode d’ordre
élevé associée a une analyse de la convergence de la méthode. La méthode consiste a cou-
pler une extrapolation polynomiale et un multiplicateur de Lagrange pour implémenter la
condition limite. Cette méthode nécessite la détermination d’un stencil de points dans le
domaine physique sur lesquels les valeurs du polynéme devront s’approcher, tout en uti-
lisant le multiplicateur de Lagrange sur le point de la frontiere pour ajouter la contrainte
de la condition limite sur le calcul du polynéme. Le nombre de points du stencil est volon-
tairement étendu dans le but d’obtenir un systeme sur-contraint, résolu par minimisation
de l'erreur au sens des moindres carrés.

L’enjeu des frontieres immergées est commun aux problemes a frontiere complexe et
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a frontiere mobile. Les méthodes utilisées sont proches et permettent parfois de résoudre
les deux types de probleme, mais la majorité des méthodes développées exploitent des
frontieres complexes et immergées au détriment des frontieres mobiles, complexes ou non.
Ainsi, assez peu d'IBM avec forcage discret se sont spécifiquement attardées sur les pro-

blémes a frontiéres mobiles avec des ordres élevés.

A un ordre 2, Particle [59] propose une méthode pour frontiere mobile (également
utilisée pour le solveur fluide dans 'article [55], décrit précédemment). Les spécificités
des problemes a frontieres mobiles par rapport aux frontieres immobiles vis-a-vis des
IBM est le changement de statut des points. Avec le mouvement de la frontiere, cer-
tains points physiques peuvent traverser la frontiere et devenir fantome, tandis que des
points fantomes entrent dans le domaine réel. En frontiere immobile, les valeurs des points
fantomes sont calculées a chaque étape temporelle et ne nécessitent pas d’historique de
valeur au point considéré. Ainsi, pour les points nouvellement fantomes, les techniques
associées aux méthodes pour les frontieres immobiles peuvent étre utilisées. En effet, la
méthode par point-image associée a un probléme aux moindres carrés contraints mobiles

est implémentée a l'ordre 4 dans 'article [88] pour un contexte de diffusion acoustique.

En revanche, la valeur des points devenus récemment physiques nécessitent un his-
torique, a savoir une valeur a l'instant précédent pour réaliser 'intégration temporelle
Cette valeur historique peut étre déterminée grace a une interpolation a partir des points
voisins réels a I'instant précédent (ayant donc une ancienneté). Cette approche est réalisée
a lordre 2 dans les articles [28, 55, 59]. Une autre approche est de conserver la valeur
donnée a I'étape précédente quand le point avait le statut fantéme. Dans l'article [91], qui
propose une méthode d’ordre 3 pour des problemes avec des frontieres mobiles, c¢’est cette
seconde approche pour les points nouvellement physiques qui est utilisée, et cela, pour
les équations d’Euler. En revanche, le remplissage des points fantomes ainsi que la prise
en compte de la frontiere immergée requierent 'utilisation d’une technique inédite. Les
points fantoémes n’ont pas I'usage habituel servant a implémenter la condition limite, mais
donnent une valeur aux points nouvellement réels. La condition limite est implémentée
grace a une frontiere de substitution qui est constituée des points réels les plus proches de
la frontiere physique, comme représentée sur la figure 1.10. Une condition limite de sub-
stitution est ensuite calculée a partir du développement de Taylor de la condition limite,
associé a I’équation d’évolution puis appliquée a la frontiere de substitution. Les expres-
sions sont données dans 'article pour des approximations d’ordre 1 a 3. Des schémas

numériques décentrés sont alors utilisés au voisinage de la frontiere de substitution. Dans
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le cas ou des points nouvellement réels interviennent, le remplissage des points fantomes
est alors réalisé en faisant concorder les schémas numériques biaisés utilisant la condition
limite de substitution et un schéma numérique centré mettant en jeu les valeurs des points

fantOmes.
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FIGURE 1.10 : La frontiere réelle est remplacée par une frontiere de substitution I'* qui
est constituée des points réels ayant au moins un point voisin hors du domaine réel. La
figure est extraite de [91].

1.1.3 Conclusion sur le type de méthodes

Comme décrit dans les paragraphes précédents, les méthodes adaptées a I'implémen-
tation de conditions limites sur des frontieres immergées mobiles sont multiples. Pour
comprendre les enjeux, liés a la résolution de probléme a frontiere mobile en acoustique,
plusieurs méthodes sont choisies parmi celles-ci et seront implémentées sur un premier
cas-test. L’argumentation du choix parmi ces méthodes est I’'objet de cette partie.

Pour permettre de faire un choix, des criteres liés au type de probleme que nous
souhaitons résoudre sont définis. Pour rappel, le type de problemes concernés dans ce
manuscrit est celui de la propagation d’onde dans un milieu fluide en contact avec un
objet vibrant. Du point de vue numérique, nous avons choisi de nous concentrer sur la
résolution d’équation par différences finies. Les contraintes que nous posons sont :

— un ordre de convergence d’ordre 4 ;

— une frontiere précisément localisée ;
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— un colit de calcul raisonnablement faible.

Différents points de comparaison des méthodes précédemment exposées sont résumés
dans le tableau 1.2 et seront explicités et mis en regard des criteres liés au type de probleme
que nous souhaitons résoudre. Dans les paragraphes suivants, les arguments seront traités

un a un afin de déterminer une méthode OGM et une méthode IBM a implémenter sur

le premier cas-test.

Méthode

H Intérét

| Limite

OGM : maillage par
grilles superposées et

- rapidité d’implémentation
- implémentation directe des

- stabilité numérique dépen-
dant du maillage

- possibilité d’atteindre des
ordres élevés

adaptatives conditions limites - projection et interpolation
- possibilité d’atteindre des | coliteuses
ordres élevés
IBM  par forgage || - utilisation d’une grille carté- | - « étalement » de la frontiere
continu sienne unique - implémentation a des ordres

élevés peu triviale

IBM par forcage dis-

- utilisation d’une grille carté-

- implémentation non triviale

cret sienne unique

- condition limite précisément
localisée sur la frontiere

- possibilité d’atteindre des

ordres élevés

TABLE 1.2 : Comparaison des différentes méthodes permettant d’implémenter une condi-
tion limite sur une frontiere mobile.

L’utilisation de grille structurée cartésienne est favorisée par l'utilisation des sché-
mas numériques DRP [81] permettant de diminuer les effets de dispersion de la phase et
d’erreur de dissipation. De ce point de vue, 'OGM avec un maillage par grilles superpo-
sées et adaptatives permet a la fois de prendre en compte le mouvement de frontiere par
translation et I'utilisation de grilles structurées cartésiennes. En effet, les OGM par grilles
superposées et adaptatives évitent de recourir a la génération d’un nouveau maillage com-
plet a chaque pas temporel, a la différence des autres méthodes OGM comme représentées
dans le tableau 1.1. Toutes les méthodes IBM par for¢age discret ou continu peuvent étre
implémentées sur une grille unique structurée cartésienne. Ainsi 'argument concernant
la possibilité d’implémentation de la méthode sur des grilles structurée cartésienne ne

permet pas de distinguer les méthodes IBM.
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Le second argument permettant de comparer les méthodes entre elles est celui de 1'im-
plémentation a ordre élevé. Afin d’assurer la faible dispersion et dissipation du calcul de la
propagation acoustique, des schémas d’ordre élevé sont choisis. Afin de ne pas détériorer
I'ordre global de la résolution numérique des équations, une modélisation des frontieres
mobiles a un ordre correspondant aux schémas numériques est privilégiée. Les OGM ne
possedent fondamentalement pas de limitation concernant 'ordre de modélisation des
frontieres mobiles. Il est également possible de modéliser les frontieres avec des ordres
élevés pour les IBM par forgage discret et continu. En revanche, les enjeux de chacune
de ces méthodes a ordre élevé sont différents. Pour les IBM a forgage continu, les limita-
tions de l'ordre de convergence concernent la discrétisation de la fonctions . Néanmoins,
des méthodes d’ordre élevé ont récemment vu le jour [76, 87]. Pour les IBM par forcage
discret, 'ordre de convergence a une influence sur la taille du stencil de points réels utile
pour estimer la valeur de chaque point fantome. En particulier, cela pose des problemes
pour certaines géométries complexes avec des courbures convexes, des angles aigus ou
encore lorsque plusieurs objets sont immergés dans le fluide proches les uns des autres.
Dans ces situations, le nombre de points disponible dans le domaine n’est pas suffisant

pour construire le stencil pour les méthodes d’ordre élevé.

Un troisieme point de comparaison entre les différentes méthodes est la localisation
de la frontiere. L'IBM par forcage continu nécessite la présence d’une fonction ¢ de distri-
bution qui « étale » la frontiere sur les points Eulériens voisins. Or en acoustique, si une
condition limite n’est pas appliquée précisément du point de vue spatial, un déphasage
dans la solution peut apparaitre. Cela constitue un argument favorisant 'utilisation des
autres méthodes que les IBM a forcage continu. En dépit de cet argument, des articles ont
choisi le compromis d’utiliser les IBM par forcage continu pour des problémes acoustiques
de frontieres immergées, en particulier immobiles [13, 50, 53, 78, 90]. L’enjeu des fron-
tieres mobiles dans le domaine acoustique pour les méthodes IBM a forcage continu est
encore assez peu abordé dans la littérature, a la connaissance des auteurs. L’article [87]
présente 1'une de ces méthodes pour une résolution d’un probleme en aéroacoustique.
Les méthodes IBM par forcage discret, autrement appelée « sharp-interface method »,
quant a elles, évitent spécifiquement ce probleme en modélisant la frontiere immergée a

sa localisation précise.

L’ensemble des méthodes présentées répondent au méme besoin. Par conséquent, elles
ont des « ingrédients » en commun, qui se retrouvent a des étapes différentes dans chacune

des méthodes. Pour comparer les méthodes vis-a-vis de la facilité d’implémentation, il
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est intéressant de comparer différentes étapes clé équivalentes entre elles : la prise en
compte du type de condition limite et le passage des variables Lagrangiennes aux variables

Eulériennes.

Les méthodes IBM par forgage continu modélisent la physique des frontieres, en implé-
mentant directement les équations spécifiques dans les domaines de frontiere. Tandis que
les IBM par forcage discret et les OGM utilisent des conditions limites de type Dirichlet,

Neumann ou mixte dans le but de modéliser les effets de la frontiere sur le fluide.

Le passage des variables Lagrangiennes de la frontiere aux variables Eulériennes de
la grille est obtenu, pour les OGM, par I'association d’une grille fixe cartésienne (consti-
tuant la partie Eulérienne des points du domaine) et d’une grille adaptative déformable
en fonction de la frontiére (constituant la partie Lagrangienne des points du domaine).
Le passage de I'une a I'autre des grilles est réalisée par une interpolation a ’endroit de la
superposition entre différentes grilles. L’étape équivalente en IBM par forcage discret est
réalisée en utilisant une extrapolation a partir des point réels et du point de la frontiere
pour remplir les points fantomes. Pour les IBM par forcage continu, cette étape est réa-
lisée en utilisant une fonction §. L’utilisation de la fonction ¢ simplifie 'implémentation
du traitement de frontiere mobile, car elle évite 1'utilisation de schéma d’interpolation
alourdissant I'implémentation de la condition limite. Cet avantage est compensé par une
baisse de précision sur la localisation de la frontiere et par une difficulté d’adaptation de
la méthode aux ordres élevés. C’est pour cette raison que nous choisissons d’écarter les
IBM par forcage continu des méthodes a considérer pour le type de probleme que nous

résolvons.

Pour comparer les types de méthodes sur un méme cas-test de propagation d’onde en
interaction avec une frontiere mobile en translation, nous avons sélectionné une OGM par

grilles superposées et adaptatives et une IBM par forcage discret.

L’IBM par forcage discret sélectionnée est ’approche par points fantomes de la mé-
thode [23]. Nous avons choisi cette méthode en tant que point de départ des méthodes
IBM par forgage discret étudiées dans ce travail, car ¢’est une méthode d’ordre élevé, dont
des exemples d’utilisation sont présentés avec une résolution a 'ordre 5. De plus, cette
méthode permet 1'utilisation d'un large panel de conditions limites. Enfin, le traitement de
frontiere est présenté en tant que « boite noire », ¢’est-a-dire qu’il est indépendant du reste
du calcul de la résolution. Cet algorithme se montre efficace pour des calculs bidimension-
nels avec des frontieres de géométrie complexe, arbitraire, mais immobile. Cette méthode

présente de nombreux atouts vis-a-vis du type de probleme que 1'on veut résoudre, mais il
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nécessite un travail d’adaptation et de validation pour son utilisation avec des frontieres
mobiles. L’adaptation de la méthode sera détaillée du point de vue numérique dans le

paragraphe 1.2.6.

1.2 Comparaison des méthodes pour les équations

d’Euler linéarisées

Parmi les méthodes présentées précédemment, une IBM et une OGM sont choisies.
Ces deux méthodes sont prises en main et implémentées pour la résolution des équations
d’Euler linéarisées avec frontiere mobile a 'ordre 4. L’erreur associée a chaque méthode
est ensuite discutée.

Le probleme unidimensionnel traité dans cette partie est celui de la propagation d’une
impulsion gaussienne dans un tube contenant a son extrémité droite un piston mobile.
Une représentation schématique du systeme est présentée sur la figure 1.11. Le piston
impose un mouvement oscillant dans un tube de méme section et de longueur infinie (voir
figure 1.12). A t = 0, un pulse acoustique commence & se propager dans le domaine et
sa réflexion par le piston est au coeur de I’étude. Le probléme traité est un probleme en

ondes planes et la propagation est observée entre x =0 et x = L.

t
0 0
frontiére fixe frontiére mobile
(non reflective) (imperméable)

;—o—o—o—o—---—o—o—o—o—é—o—o—> €T
. points de la grille :

; o)

FIGURE 1.11 : Description du cas-test 1D, qui consiste a étudier la propagation d’ondes
dans un domaine, dont l'extrémité a droite a un mouvement () et I'extrémité gauche
est une condition fixe de non-réflexion.

Le mouvement de la frontiere est décrit par les équations générales de position xy,, de
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Longueur d'onde A = ¢oT

FIGURE 1.12 : Source de débit acoustique.

vitesse vy, et d’accélération ay, suivantes :

xp(t) = xpo — dplcos(wt) — 1] H(t) , (1.1a)
vp(t) = wdy, sin(wt) H(t) , (1.1b)
ap(t) = widy cos(wt) H(t) , (1.1¢c)

oll Ty est la position du piston a ¢t = 0 et qui varie entre x,9 et xpg — 2 d;, en fonction du
temps. dp, et w sont respectivement 'amplitude et la fréquence angulaire des oscillations.
H(t) est la fonction d’Heaviside.

1.2.1 Equations d’Euler linéarisées

Les équations d’Euler sont ici considérées pour résoudre la propagation dans un do-
maine contenant des frontieres mobiles. Ces équations peuvent étre linéarisées en faisant
I’hypothese que les perturbations acoustiques sont faibles au regard de leurs composantes
statiques.

Cette hypothese de linéarisation repose sur le fait que les grandeurs physiques mises en
jeu lors de la propagation acoustique peuvent s’écrire comme la somme d’une composante

statique (fluide au repos) et d’une perturbation acoustique. Or, si la frontiere est en
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mouvement, le fluide n’est pas au repos. Les conditions de linéarisation ne sont donc pas
satisfaites, et cela, méme pour de faible amplitude du mouvement de la frontiere.

Pour ce cas-test, on distingue le modele numérique de la physique, au regard de laquelle
le probleme est intrinsequement non linéaire a cause de 'absence de fluide au repos. Il
est en revanche envisageable de réaliser une étape intermédiaire dans le développement
du modele numérique, qui ne satisfait pas la physique du probléme, mais qui permet
de valider certains outils numériques du modele. C’est le cas de ce cas-test grace a la
résolution des équations linéarisées qui permet de comparer la solution numérique avec
une solution analytique.

La propagation d’ondes linéaires planes dans le domaine considéré est donc régie par
les équations d’Euler linéarisées. Ces équations sont écrites sous la forme d’un systeme

reliant la pression acoustique p et la vitesse acoustique wu :

ou Op

— 4+ = 1.2
Po ot + ox 0 (1.22)
op 20u
E + poco% = O, (12b)

avec po la masse volumique de 'air au repos et ¢ la célérité du son dans l'air.

Ce systeme d’équations est obtenu en linéarisant ’équation de conservation de la masse
couplée a I’équation d’état, ainsi que I’équation d’Euler, sans pertes en fluide homogene.
L’hypothese de ’acoustique linéaire consiste a considérer que les perturbations acoustiques
(p, p, u) sont faibles en regard de leurs composantes statiques associées (respectivement
p

Py, po et ) : %

1.2.2 Techniques choisies en FDTD

L’équation d’Euler est résolue en utilisant la technique FDTD (différences finies dans le
domaine temporel) servant de base au travail mené dans chacun des chapitres suivants. Les
schémas d’approximation des dérivées spatiales ainsi que les schémas d’intégration sont
présentés. Afin d’assurer la faible dispersion et dissipation du calcul de la propagation

acoustique, des schémas d’ordre élevé sont choisis.

Dérivation spatiale

Les schémas de différences finies permettent d’approximer les dérivées spatiales a partir

d’un stencil de points séparés d’une distance uniforme Az. Pour un schéma centré sur
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2M +1 points, la dérivée spatiale d’'une grandeur u en un point de coordonnée x, formalisée

selon la méthode de différences finies s’écrit :

g, 1 X
a—z =X > apu(ze + mAz) (1.3)

v m=—M

ol a sont les coefficients du schéma avec généralement ag = 0 et a_,, = a,,. Dans le
cadre du travail présenté dans ce manuscrit, le schéma centré utilisé est le schéma sur
sept points, proposé par Tam et Webb en 1993 [81]. Ce schéma a été développé afin
de résoudre les équations d’Euler linéarisées en prétant une attention particuliere a la
conservation de la relation de dispersion (DRP). Il s’agit d'un schéma d’ordre 4.

Pour les points au voisinage des frontieres, des schémas décentrés sur sept points
d’ordre 4 sont utilisés pour approcher le calcul des dérivées comme représenté sur la
figure 1.13. Les coefficients de ces schémas DRP sont reportés en annexe de l'article de
Tam et Dong de 1993 [80].

Frontiére

} Schéma centré

y
x— % Schéma décentré
X* x* X 2

FIGURE 1.13 : Représentation des stencils schématisés par des croix pour le calculs de
dérivation aux différents points schématisés par des points circulaires. Pour le calcul de
dérivée a un point trop proche de la frontiere, le schéma se décentre.

Intégration temporelle

Pour conserver 'ordre global de 4, 'intégration temporelle est réalisée grace a un algo-
rithme de Runge-Kutta a quatre sous-étapes d’ordre 4. L’équation a résoudre a l'instant

t, est du type :
ou

E ., = F(tg, u) (14>
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1.2. Comparaison des méthodes pour les équations d’Euler linéarisées

Pour calculer I'intégration temporelle de u entre les instant (n 4+ 1)At et nAt, ou At

est le pas de temps, le calcul suivant est appliqué :

Uni1 = Up+ (k1 + 2 ks +2k3 + ky),
ki, = F(tn,un)
ke = F(t, T Atky), , (1.5)
ks = Fl(t, + &lks),
ky = F(t, +At un+Atk3).

Pour assurer la stabilité de I'intégration temporelle, le pas de temps At est sujet a la
condition de Courant—Friedrichs-Lewy (CFL). Le nombre de CFL Ay, At/Az doit étre
suffisamment petit, pour que A\y.x = max || soit la vitesse de phase de 1'onde la plus

rapide supportée par les équations d’Euler. En pratique A.x = ¢o est choisie.

Filtrage sélectif

Bien qu’aucun filtrage ne soit appliqué dans les travaux présentés dans ce manuscrit,
il est souvent utilisé lors du développement de ces méthodes numériques. Le filtrage sert a
absorber les ondes hautes fréquences issues de I’erreur de troncature associées aux schémas
numeériques d’ordre 4.

Le filtrage d’une variable u au point x peut s’écrire selon Berland et al. [4] :
w! () = ulx) - o;D(a), (1.6)

ou oy est le coefficient de filtrage constant, compris entre 0 et 1. Les schémas de filtrage

sélectif choisis sont centrés sur 2N + 1 points, D(x) est donc donné par :

N
D(z)= Y di(z+ kAz), (1.7)
k=—N
ou dj, sont les coefficients du filtre.

Le filtre s’applique sur 7 points centrés (SF33) sur les points intérieurs. Au voisinage
des frontieres, les stencils des filtres appliqués sont représentés sur la figure 1.14. Il permet
donc de filtrer jusqu’au quatriéme point en partant de la frontiere. Le troisieme point au
voisinage de la frontiere est filtré a partir d'un filtre sur 5 points centrés (SFy) standard
et enfin un filtre sur 3 points centrés (SF;;) standard est utilisé pour le deuxiéme point

au voisinage de la frontiere.
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Frontiére
X
X K—O———x—)

% x—e—x—x SF.,

X SFll

FI1GURE 1.14 : Représentation des stencils des filtres employés au voisinage de la frontiere.

1.2.3 Conditions initiales

Le pulse acoustique qui se réfléchit sur la frontiere mobile est localisé initialement au

milieu du domaine, en z = L/2. Les conditions initiales sont définies comme suit :

p(z) = AY _wL/2 exp [_@ 2_w§/2> ] : (1.8a)
u(x) = pj%pm | (1.8D)

ou A et w sont respectivement les amplitudes et la demi-largeur du pulse. La figure 1.15
représente cette condition initiale. La pulsation des oscillations de la frontiére est choisie
a w = 6m. La demi-largeur du pulse initial vaut w = L/20. L’amplitude A du pulse est
choisie afin d’étre du méme ordre de grandeur que celui des oscillations de la frontiere.
Bien que les équations soient linéaires, le comportement a la frontiere ne 'est pas, dans la
mesure ol la solution dépend de 'amplitude du mouvement de la frontiere. Si 'amplitude
est plus grande que 2Ax par exemple, plusieurs points pourraient entrer et sortir du
domaine au cours d’une oscillation, ce qui peut affecter les résultats. Pour cette premiere
validation, on s’assurera que pas plus d’un point ne rentre dans le domaine au cours d’'une
oscillation. De plus I'amplitude d}, doit étre faible en regard de Az dans le but de localiser

le mouvement de la frontiére a plusieurs positions distinctes au sein d’'un méme pas Azx.

L’amplitude d;, des oscillations de la frontiere est alors choisie tres petite, i.e. d, =
101, pour que I'amplitude des ondes de vitesse directement issues du mouvement de la
frontiere vaille wdy, = 1.88.107% et A ~ 1.18.1075.

Le travail est mené avec des parametres adimensionnels. Pour définir 1’échelle des

décibels, la pression de référence pyt = 2 X 107°Pa est divisée par prefcfef OU Pref =
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1.2. Comparaison des méthodes pour les équations d’Euler linéarisées

1.16 kg/m? et c,f = 347 m/s sont respectivement la densité et la célérité de lair dans les

conditions normales de température et de pression.

x 1077
—
< n
\
& 5 Pn A
) ====Up PoCo ,’ ‘\‘
= A\
= I \
o— | \\
E 0 —mmmmmm- < | B
) \\ I
2 \
= \ "
E —5 1 \
o \/
\/
O \/
0.8 1.0

00 02 04 06

FiGURE 1.15 : Condition initiale pour le pulse acoustique avec une amplitude A =~

1.18.1078 et la demi-largeur w = L/20.

1.2.4 Conditions aux limites imperméables

La frontiere en z = x,(t) est un piston mobile imperméable pour lequel la condition
limite associée est imperméable. La théorie des équations hyperboliques démontre que

pour un mur imperméable, seule la vitesse normale du fluide doit étre prescrite afin
d’obtenir une solution numérique unique [34]. La condition en x = z},(¢) est alors écrite :

(2 (1), 1) = vp(t:) . (1.9)

Le point d’application zy(t) de cette condition limite dépend du temps.

1.2.5 Condition aux limites de non-réflexion

Les conditions de non-réflexion sont implémentées en utilisant la méthode des caracté-
ristiques [33]. L’utilisation des caractéristiques implique de décrire la condition limite en
termes de réflexion. Le systeme d’équations d’Euler est diagonalisé a la frontiere afin que

les solutions soient discriminées selon leur sens de propagation suivant x. Les solutions
sont également appelées « ondes caractéristiques ».
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Les équations (1.2) peuvent étre réécrites sous la forme matricielle non conservative

suivante [51] :

dq oq N p 0 pocd
PO
La matrice A est diagonalisable telle que A = W QW !,
— 0
avee W = |00 TP g = |© : (1.11)
1 0 —Cp

Le systeme (1.10) est réécrit en introduisant cette transformation et en effectuant le

changement de variable suivant :

G=Wgq, (1.12)
afin d’obtenir le systeme d’équations :
g?%—QgZ:O. (1.13)
ou {2 est une matrice diagonale. Le systeme contient deux équations de transport décou-
plées : 3 .
aaq:jL)\n%q;:O, pour n € [1;2] . (1.14)

Cette équation de transport régit I’évolution de chaque onde caractéristique, dont la vi-
tesse de phase associée correspond a la valeur propre =+c¢q. Le signe de la vitesse de phase
permet de connaitre le sens de propagation des ondes caractéristiques, dans le sens des z
~+

q

croissants et décroissants g = |
i

Le guide d’ondes étant considéré infini, la condition limite numérique en x = 0 est
une condition de non-réflexion. Le formalisme des caractéristiques est utilisé pour ap-
pliquer cette condition. A z = 0, la caractéristique sortante est g, et la caractéristique
entrante est ¢ (figure 2.2). La valeur de la caractéristique sortante, obtenue a partir de

I’équation (1.12), s’exprime comme suit :

Go = —5—Po+ 5lo (1.15)
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ou les valeurs des champs p, et u, sont les valeurs au point de la frontiere en x = 0.
Afin qu’aucune onde ne se propage dans le sens des x croissants, la caractéristique
entrante doit étre nulle :
g =0. (1.16)

En appliquant le changement de variable inverse de I’équation (1.12) aux équations (1.15)
et (1.16), les expressions des valeurs de pression et vitesse acoustique a imposer en z = 0

sont obtenues. Elles mettent en jeu uniquement la caractéristique sortante :

Do = —P0Co Gy (1.17a)
o = G . (1.17b)

Il est intéressant de noter qu’en exprimant la pression et la vitesse a imposer en

fonction des valeurs extrapolées en x = 0, il vient :

1

ﬁo - i(po - pOC0u0> 5 (118&)
1 1

Up = = (U — — Do) - 1.18b
2( Pocop ) ( )

Cette relation met en avant le couplage entre pression et vitesse acoustique en z = 0.

L’impédance acoustique est alors égale a I'impédance caractéristique du fluide Z,. = pyco.

1.2.6 IBM employée

L’IBM par forgage discret utilisée dans ce premier chapitre est adaptée de la méthode
développée par Ferndndez—Fidalgo et al. en 2020 [23] pour des problémes bi-dimensionnels
a frontieres immobiles et complexes de formes incurvées. Dans cet article, les équations
d’Euler sont résolues a 1’'ordre 5 pour des conditions limites générales de Robin. Cette
méthode permet d’implémenter une condition limite lorsque celle-ci se trouve a une po-
sition arbitraire par rapport a la grille cartésienne. Comme évoquée dans la partie 1.1.3,
cette méthode possede un certain nombre d’atouts (grille cartésienne unique, condition
limite précisément localisée, possibilité d’obtenir des ordres élevés), ce qui en fait un choix
pertinent pour son adaptation dans le cas de problemes acoustiques avec des frontieres
mobiles. Dans cette partie, aucune amélioration de la méthode n’est proposée. Elle est
simplifiée pour un cas unidimensionnel avec une condition limite de Dirichlet a ’ordre 4

et modifiée afin que le point d’application de la condition limite soit mobile.
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Cette méthode fait partie des techniques utilisant des points fantomes. Ces points fan-
tomes sont des points ajoutés en dehors du domaine physique qui ont un double intérét : (i)
appliquer les schémas de dérivation centrés dans I’ensemble du domaine numérique et (ii)
imposer la condition limite a x},. Cela est réalisé en attribuant une valeur soigneusement
choisie a la solution sur les points fantomes. Pour cela, une extrapolation polynomiale
des valeurs des champs autour de la frontiere est réalisée. Il s’agit alors de résoudre un
probléeme d’optimisation aux moindres carrés contenant un multiplicateur de Lagrange.
Cette extrapolation polynomiale permet de construire un polynéme passant par un sten-
cil de points réels. L’utilisation du multiplicateur de Lagrange permet de contraindre la
fonction extrapolée a vérifier la condition limite au point de la frontiere. Cette méthode
est appelée la technique de « Reconstruction Off-site Data » et est nommée ROD dans ce

manuscrit.

Le polynome de reconstruction acoustique est écrit sous la forme :

o(x) = Z_:Oanw”(:r) , (1.19)

ol a, sont les coefficients du polynéme d’extrapolation, ¢ (x) = 3= est la fonction de
forme et ¢ est la position d’'un point de référence choisi arbitrairement (dans ce cas
Tref = Tp), avec d le degré du polynéme. Le degré du polynéme est choisi de méme valeur
que l'ordre de convergence, soit d = 4. Le vecteur a contient ny = d + 1 inconnues. Il

faudra donc au minimum d + 1 points de stencil pour obtenir une solution.

Un multiplicateur de Lagrange A est utilisé afin de contraindre la valeur du polynéme
de reconstruction a la condition limite de Dirichlet. Cela s’apparente a ajouter une équa-
tion au systeme. Le remplissage du point fantome s’effectue donc nécessairement a partir
de la résolution d’un systeme surdéterminé. Le nombre de points de stencil choisi pour
le probleme unidimensionnel d’optimisation au sens des moindres carrés est ’entier le
plus proche de Ny = %nd. Ici, Ny, = 7.5, donc huit points de stencil sont choisis pour la

reconstruction polynomiale contrainte par le multiplicateur de Lagrange.

Le schéma de différences finies choisi pour ce travail est un schéma DRP centré d’ordre
4 sur sept points, par conséquent trois points fantémes sont nécessaires. Pour une frontiere
localisée a la position 1, (t), les trois points fantdémes sont les trois points d’abscisse xg
les plus proches de la frontiere, tels que z, > x1,(¢). Les points de stencil localisés a
I'abscisse xg, sont les huit points les plus proches tels que xs, < xp(t). Le stencil de points

est constitué des premiers points les plus proches de la frontiére et il est identique pour
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tous les points fantomes. Un exemple de la répartition des points est représenté sur la
figure 1.16.

. position de la frontiére mobile

0] o [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] .é. [ ] [ ] (@)

o point de la grille @ point du stencil @ point fantome

FIGURE 1.16 : Exemple de répartition des points en fonction de la position de la frontiére
AN (t)

Les coefficients a,, de 'extrapolation de I’expression (1.19) sont obtenus en minimisant
la fonction cofit suivante :

Ng—1 3 ) B
Cla\) =13 [6m— dln)] +A[(z0) — s . (1.20)
m=0
Le premier terme de cette fonction traduit le passage du polynéme interpolé ¢ au plus
proche des valeurs ¢,, des points du stencil. Le second terme met en jeu le multiplicateur
de Lagrange A. Il permet a 'extrapolation de satisfaire la condition qg(xb) = s au point

de la fronticre.

En substituant I'expression (1.19) dans l'expression de la fonction coiit (1.20), I'équa-

tion suivante est obtenue :

Cla,\) =13 > l@n — Ed: anw(:pm)r + A [Ed: an " () — s] . (1.21)

meSe n=0 n=0

La résolution par optimisation revient a déterminer les coefficients a,, et A tels que

cette fonction cofit soit minimale pour les valeurs ag et Ay, en résolvant :

oc

_— =0 1.22
da, \ ’ (1.22)

ap,\o
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ou les dérivées partielles s’expriment sous les formes suivantes :

=2 Z @ ()Y (T) — D Gt () + M (2,) | (1.23a)
8@1 meSe n=0 meS,
gA B Z ant"(wp) =5 - (1.23b)

Le systeme d’équations linéaires a résoudre a partir des expressions des dérivées par-

tielles obtenues donne :

22 ant (U () - X0 ) = 32 6t (@) (1.24a)
> an" () =s . (1.24Db)

Ce systeme se réécrit sous forme matricielle :
-1
vy o’
%) = - ¢ (1.25)
o c’ ‘ 0 s

ou :

Dans le cas de la condition directe, les valeurs de vitesse aux points fantomes sont
remplies par la technique ROD en imposant la valeur de la condition limite en vitesse a la
frontiere. Les valeurs en pression aux points fantomes sont données par I'utilisation d’une

extrapolation non contraintes a ’ordre 4.

1.2.7 OGM employée

L’OGM utilisée dans ce premier chapitre repose sur la mise en place d’un maillage par
grilles superposées, et adaptatives. Il s’agit de superposer une grille fixe réguliere et une
grille réguliere en mouvement uniforme de translation coincidente avec la frontiere. Les
équations d’évolution sont résolues parallelement sur les deux grilles, et les solutions sont

projetées dune grille a l'autre.
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Choix des grilles

Les deux grilles choisies sont représentées schématiquement sur la figure 1.17. La grille
fixe discrétise le domaine de 0 & L avec un pas spatial Az fixe et régulier. La grille mobile
est a Ax fixe identique a celui de la grille fixe. Elle recouvre partiellement la grille fixe
entre x &~ L/2 et x = x},. Les indices des points projetés restent identiques en fonction du
mouvement, peu importe la position des grilles. Trois points par grille sont extrapolés afin
d’utiliser les schémas numériques de dérivation spatiale a sept points centrés. Les points
projetés de la grille mobile sont les trois premiers points de celle-ci. Sur la grille fixe,
les points sont choisis par rapport a la position initiale de la grille mobile en anticipant
I’amplitude de mouvement maximum (l’amplitude est tres petite devant Ax). Les points
sont choisis pour que le stencil de la grille opposée n’ait pas de points d’intersection
avec les points extrapolés opposés et quelques points supplémentaires sont choisis par
sécurité. Enfin, les points du stencil sont au nombre de huit pour chaque extrapolation
non contrainte. Chaque point a extrapoler possede son propre stencil des huit points les

plus proches sur la grille opposée.

+ t > X
0 oy (t)

Grille fixe ...

Grille mobile ._._._._._._._A::./\EL; .

@ point extrapolé e point de la grille
e point du stencil @ point extrapolé associé au stencil

FIGURE 1.17 : Représentation schématique des grilles superposées. L’encadré représente
un zoom sur la zone de superposition. Pour un point extrapolé donné (rose entouré en
violet) est associé un stencil de points (noir entouré en violet).

Equation d’évolution

La résolution par OGM est schématisée sur la figure 1.18. Sur la grille fixe (a gauche
sur le schéma), les équations d’évolution sont les équations d’Euler linéarisées (1.2). Sur la

grille mobile, les équations qui régissent la propagation d’onde sont également les équations
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d’Euler linéarisées évoquées précédemment, mais la grille étant mobile, il n’est pas possible
de résoudre classiquement ces équations sans adaptation. L’adaptation est similaire a la
technique de résolution sur un maillage curviligne employée notamment dans la these de
Dragna en 2011 [20] et dans l'article [47]. On oppose la grille « physique » caractérisée par
le systeme de coordonnées (x,t), qui est la grille en translation a la vitesse vy () et la grille
« numérique » caractérisée par le systeme de coordonnées (£, 7), qui est une grille fixe, sur
laquelle un systeme d’équations différent s’applique. Ces deux systémes de coordonnées

sont représentés sur la figure 1.19.

Grille de gauche

dp 50U op 50U dp
ot %9, or = P0ge + Ub(T)a_g
ou__1op ou_ 1o o
ot po Oz or  poof | V¢
Projection d'une grille sur 1'autre
} } > T
0 b (t)

F1GURE 1.18 : Principe de la résolution en parallele des équations associées a chaque
grille.

i-éme point de la grille
0—0—0—9 09000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o o
i
&
Domaine physique >
(ZE ) t) Lq (t>

FI1GURE 1.19 : Représentation des deux systemes de coordonnées pour la grille mobile : do-
maine physique en mouvement de coordonnées (z,t) et domaine numérique fixe de coor-
données (&, 7).

Pour chaque point x; de la grille mobile, un point &; lui est associé a un instant ¢ selon
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les relations suivantes :

&i(xy,t) =z — [2p(t) — xpo] (1.27a)
T(xit) =1, (1.27b)

avec o la position initiale de la frontiere, définie dans 1'équation (1.1).

Les regles de différentielles d’une fonction a plusieurs variables et le théoreme de
dérivation de fonctions composées sont utilisées pour transformer les équations d’Euler

linéarisées en utilisant le systéme de coordonnées (£, 7) [2]. Le systéme d’équations obtenu

est :
dp »0u Op
o - - 1.
57 PoCH o€ + vb(T)a5 (1.28a)
Ou  10p ou
E——poaf—f‘vb(T)af. (1.28b)

Les solutions ainsi obtenues sur la grille « numérique » s’expriment pour la grille « phy-
sique » comme suit :
p(&i,7) = p(wi,t), (1.29a)
w(&, ) = u(x;, t). (1.29Db)

Les systemes d’équations sont résolus parallelement sur les deux grilles du maillage
composite, comme schématisé sur la figure 1.18. L’extrapolation permet ensuite de faire
le lien entre les variables dans chaque grille. Le point de la grille fixe & x = 0 et le point
de la grille mobile en x = xy,(t) sont respectivement coincidents a leurs frontieres, comme
représenté sur la figure 1.18. A gauche du domaine, la condition limite est une condition
de non-réflexion résolue grace aux caractéristiques, tandis qu’a droite du domaine, des
résultats sont présentés dans la suite pour des conditions limites imperméables mobiles

en condition directe.

1.2.8 Solution analytique du probléme unidimensionnel

Pour quantifier 'erreur faite lors de 1'utilisation des différentes techniques de frontieres
immergées, il est nécessaire de présenter une solution analytique de référence du cas-

test linéarisé. A partir des équations couplées (1.2), on peut écrire 1’équation d’onde en
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pression :

—_Ze_ZE_q. (1.30)

La solution analytique de cette équation peut se mettre sous la forme de deux ondes
planes progressives :
p(x,t) = f(x — cot) + g(x + cot) , (1.31)

ou f et g sont des fonctions représentant respectivement les ondes se propageant dans le
sens des z croissants et dans le sens des = décroissants. La forme de la solution pour la

vitesse peut alors s’écrire :

u(z, t) = polco(f(x —cot) — g(x + cot)) . (1.32)

Il s’agit maintenant d’utiliser la condition limite imposée a la frontiere mobile pour ex-

primer 'amplitude de I'onde réfléchie g en fonction de 'onde incidente f.

Sur cette frontiere, la condition limite imperméable s’applique. La vitesse de la fron-

tiere v (t) est imposée au champ acoustique comme suit :

pjco(f(l'b(t) — Cot) — g(l’b(t) + Cot)) = Ub(t) , (133)

ce qui meéne a la relation entre les fonctions g(zy(t) + cot) = gp(t) et f a la frontiere. 11
vient :
gn(t) = f(xn(t) — cot) — poco vp(t) . (1.34)

La reconstruction sur l’ensemble du domaine de la solution en pression nécessite la

résolution du systeme d’équations dont les inconnus sont ty et g(x,1) :

I—$b<t0)+60(t—t0) = 0, (135&)
g9(@,t) = go(to) (1.35b)

ol ty peut étre défini comme 'instant ou le front d’onde présent en x a t était en x},. Pour
résoudre la premiere ligne du systéme, le solveur de Newton—Raphson pré-implémenté

dans le module scipy.optimize est utilisé.

La fonction f est définie a partir de la condition initiale (1.8).
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1.8. Résultat du cas-test

1.2.9 Calcul de Perreur par rapport a la solution analytique

Les diagrammes de convergence (abrégée sur les figures par « CV ») qui sont présentés
dans la suite de ce manuscrit permettent de visualiser la vitesse a laquelle la solution
numérique tend vers la solution analytique du probléme considéré. L’évolution de 'erreur
est tracée en fonction de A\/Azx (qui traduit le nombre de points pour la plus petite
longueur d’onde considérée).

Dans la présentation suivante, les erreurs sont calculées pour la pression. L’erreur
relative E est définie en utilisant la norme Euclidienne de la pression aux points de la

grilles :

T a n 1/2
E— [ szol(pk —pk)j
- Ng—1 a\2
k=0 (pk)

ou p} et pp sont les valeurs de perturbation de la pression acoustique analytique et numé-

: (1.36)

rique au kieme point de la grille. N, est le nombre de points du maillage spatial. L’erreur
est calculée a l'instant T' = L/cq, qui correspond au moment ot le pulse acoustique a été

réfléchie sur la frontiere a droite et a atteint de nouveau le milieu du domaine.

1.3 Résultat du cas-test

L’objectif de cette partie est de valider I'implémentation des techniques IBM et OGM
présentées section 1.2. Ces deux techniques sont comparées et leur comportement en
fonction des parametres de la frontiere mobile est discuté.

Pour ce cas-test, le CFL est fixé a ¢oAt/Ax = 0.75. La convergence des résultats
numériques est évaluée en cherchant la vitesse avec laquelle I'erreur relative E évolue en
fonction de la résolution de la grille, donnée par le nombre de points par longueur d’onde
A/Azx. Le diagramme de convergence est calculé pour des valeurs de Az comprises entre
AZpin ~ 0.003 (N = 300) et Azpax = 0.038 (N = 27). Cela correspond a dp,/Axp;, =
2.99107% et dp /AT pax = 2.61077.

1.3.1 Influence de la position de la frontiere

Le mouvement de la frontiére est décrit par ’équation (1.1). Les parameétres dj, et zpg
permettent de faire varier la position moyenne de la frontiére ainsi que son mouvement.
Pour comparer le comportement des différentes méthodes en fonction du mouvement de

la frontiere, trois configurations sont choisies et représentées sur les figures 1.20(a), (b)
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et (c). Pour ces trois configurations, 'amplitude du mouvement est constante et est égale
a dy, = 10719 sauf pour la configuration 1, ott d, = —107!° afin que la position initiale de
la frontiere soit en x = L et qu’elle se déplace a gauche de L. L’amplitude de déplacement
est choisie tres faible en regard de la plus petite valeur de Az choisie (Az = 3.3.1073), de
maniere a ce qu’au cours de son mouvement la frontiere soit localisée sur une zone de Ax.
La position initiale de la frontiére, comme définie dans ’équation (1.1) pour la premiere
configuration, vaut xpg = L. Il s’agit d’'une configuration de référence, car c’est la plus
favorable quelque soit la méthode utilisée. En effet, les diagrammes de convergence sont
calculés pour un nombre de points allant de N = 27 a N = 300, ce qui correspond a
3.8.1072. Dans cette situation |d,| < Az

pour toutes les valeurs de Az considérées. Pour la configuration 1, la frontiere ne traverse

N

des valeurs de Ax allant d’environ 3.3.1073 &

donc a aucun moment de points de la grille comme représenté schématiquement sur la
figure 1.21(a). Pour rappel, lorsque la frontiére est localisée exactement sur un point de
la grille, celui-ci est fantéme. De plus, la frontiere et le dernier point de la grille sont a

une distance de 'ordre de Ax.

x10710 x10710 x10710
2 2 21
config. 1. | - config. 2
= 11 p } 11
‘q‘ 01 01 /’ \\\ /I \ // 01
o / \ ,/ ‘\ // ‘\‘
i‘g/ 14 —1 — s N 1
9] (a) iy (b) o] (c) config. 3
000 025 050 075 100 0.00 025 050 075 100 000 025 050 075 1.00
tC()/L tC()/L tC(]/L
102 10% — 10%
v IBM - ordre CV -4.02 s IBM s IBM
1010 . 1010 .
101 4
— Y
% 1071 T 1071 v
x A
100‘ T ¥ Y
1041 .o 10 7
Yy Y
10 . T T ()
10! T 10! T
10! 10!
A Az A Ax A Ax

FiGURE 1.20 : Diagramme de convergence comparant les erreurs de la méthode IBM
tracées pour la frontiere mobile en configuration 1, 2 et 3. (L’échelle verticale du graphe
(d) n’est pas identique a celle de (e) et (f).)

Les figures 1.20(d), (e) et (f) reportent les diagrammes de convergences associés a ces
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(a) configuration 1 i
e o o o o ) e e o

Sy

® point de la grille
(b) configuration 2 N o point non-utilisé
® o o o o o o o o e point fantéme
:I:/: o i zone d'oscillation de la

frontiére

. © point ayant un statut
(c) configuration 3 changeant
e e o o o ¢ o o o

L x

FIGURE 1.21 : Schémas de la position du mouvement de la frontiere par rapport aux
points de la grille selon les trois configurations présentées données figure 1.22.

trois configurations pour 'IBM. Sur la figure 1.20(d), correspondant a la configuration
1, un ordre global de 4 est vérifié pour la méthode IBM (trait plein). En revanche, elle
présente un palier a grand \/Az.

La configuration 2 a pour objectif de vérifier I'influence du passage de la frontiere a
travers les points de la grille pour la résolution pour la méthode IBM. Le mouvement de la
frontiere est représenté sur la figure 1.20(b), avec xpg = L —dp,. La situation de la frontiere
dans la grille est représentée figure 1.21(b). Le point localisé & x = L change de statut
de point de la grille & point fantéme alternativement. Aucun ordre de convergence n’est
identifié dans cette configuration (voir la figure 1.20(e)) et ne peut valider le traitement
associé au passage de la frontiere a travers un point de la grille. Pour rappel, dans la
méthode IBM quand un point fantéme change de statut et devient réel, la valeur a I’étape
précédente du point ayant le statut fantome est conservée quand il devient réel et sert
pour le calcul de l'intégration temporelle.

La position initiale de la frontiére de la configuration 3 vaut z,0 = L+ 107!, La fron-
tiere oscille a droite du point x = L sans le traverser, ni coincider parfaitement avec celui
ci, de maniere a éviter tout changement de statut, comme représenté sur la figure 1.21(c).
Le diagramme de convergence associé a cette configuration (voir la figure 1.20(f)) pré-
sente une erreur non convergente pour 'IBM. L’erreur obtenue dans la configuration 3

est d’ailleurs encore plus importante que celle obtenue dans la configuration 2. La non-

o7



Partie , Chapitre 1 — Traitement spécifique des frontiéres mobiles

convergence de 'erreur s’interprete par la difficulté a résoudre le systeme sur-contraint
de I'équation (1.25). Qualitativement, cela traduit la difficulté a faire correspondre par
la technique des moindres carrés, un polynéme aux valeurs de I’ensemble des points du
stencil et de la condition limite. Plus la condition limite est proche du dernier point du
stencil, plus le polynéme doit coincider avec des valeurs approchées « contradictoires ».
Pour correspondre au mieux, le polynéme obtenu peut alors prendre des valeurs incohé-
rentes sur les points fantomes. Dans la seconde configuration, on retrouve la proximité
de la frontiere et du point de la grille pour la moitié de la période du mouvement. Pour
I’autre moitié du temps, une fois que la frontiere traverse le point, il devient fantome et
la distance entre la frontiére et le dernier point de la grille est de l'ordre de grandeur
de Az. Il semble que la valeur de l'erreur soit approximativement deux fois plus faible
pour la configuration 2 que pour la configuration 3, mais cela ne suffit pas a affirmer que
le changement de statut des points ne serait pas la cause d’une erreur s’ajoutant a celle

précédemment expliquée.

L’OGM quant a elle utilise un maillage adaptatif composé d’une grille mobile qui reste
coincidente avec la frontiere quelle que soit sa localisation. Les diagrammes de conver-
gence restent donc quasiment identique pour les trois configurations, comme le montre la

figure 1.22. L’OGM ne converge pas.

10134 OGM (config. 1) '-'*
v OGM (config. 2) 7
10104 = OGM (config. 3) A
o 1071 S
L
.“Y
101 T
5> . ¢
...... s
Pt Y v
10!
A/ Az

FIGURE 1.22 : Diagramme de convergence comparant les erreurs de la méthode OGM
tracées pour la frontiere mobile en configuration 1, 2 et 3.
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1.8. Résultat du cas-test

1.3.2 Influence du mouvement de la frontiére

Pour évaluer I'influence du mouvement de la frontiere, la figure 1.23 présente 1’évolu-
tion de l'erreur dans le cas d’'une frontiere immobile en configuration 1 et 3. Dans ce cas,
la frontiére est placée a la position moyenne du mouvement de la frontiere mobile associée
a chaque configuration. La position moyenne de la frontiere dans la configuration 1 n’est

pas coincidente avec un point de la grille dans le cas de la technique IBM.

104 :
. v IBM Mob. (config. 1)
oy e IBM Imm. (config. 1)
"""""" IBM Imm. (config. 3)
102+ OGM Mob. (config. 1)
M OGM Imm. (config. 1)
S 10! L OGM Imm. (config. 3)
~—— E Y\\ - .
Lﬂ \;\\ :
\*?:\':“ .
104 Y, {
Y.."\“?~\ :':
SY
1071 \\1 Yo
1072 .
10
N Az

F1GURE 1.23 : Comparaison des erreurs des méthodes IBM et OGM pour une frontiere
immobile a la position moyenne des configurations 1 et 3 et une frontiere mobile en
configuration 1.

Les diagrammes de convergence obtenus dans les cas immobiles ne possédent pas le
palier pour des grands A/ Az retrouvé dans le cas de la frontiere mobile en configuration 1.
L’erreur obtenue pour la frontiere immobile pour la configuration 3 associée a la méthode
IBM est également représentée. Sur la plage centrale de \/Az, la courbe en pointillés
présente une convergence d’ordre 4. En revanche, en dehors de cette zone, l'erreur est
importante. Méme dans le cas d’une frontiere immobile, I’erreur obtenue avec la méthode
IBM est importante si la frontiere est trop proche du dernier point de la grille.

Les erreurs commises sur la solution numérique obtenues avec I’OGM sont similaires
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pour les configuration 1 et 3.

1.3.3 Influence de la mise en mouvement de la frontiére

Pour identifier l'origine de 'erreur obtenue avec la méthode OGM, la mise en mouve-
ment de la frontiere mobile est explorée. A t = 0, la frontiére débute son mouvement. Pour
les simulations précédemment présentées, la mise en mouvement de la frontiere implique
un régime transitoire brutal. Afin d’adoucir cette mise en mouvement, la position de la

frontiere peut étre décrite par 1’équation :

(1) = 2po — fu(t) dplcos(wt) — 1] , (1.37a)
0 sit<O0

fut) = § eet/Tu) i g <t < T, . (1.37b)
1 si T, <t

et T, = 2.57/w. Les mouvements de référence (équation (1.1)) et le mouvement adoucie

(équation (1.37)) sont représentés sur la figure 1.24.

x10~10
0.09 1, N '/'\‘ N A N {
L Y A W I Y I S R N
V0 I [ |\ I\ |
i —0.51 ‘\\ ,’:' |‘.l ! | ." l'l [ ': l" ."
\
. ] i
10 . | o 1, — L (Smooth)
]
S S A S R A O
= 151 A A A T A O N
Voo A Y
\ I \ ] \i v/
‘\l’ “\ll \\’l \‘ll “/',
~2.0 i M
0.0 0.5 1.0 L5 2.0
tCo/L

FIGURE 1.24 : Mouvement de la frontiere en configuration de référence (orange) et avec
une mise en mouvement adoucie (violet).

Les erreurs associées aux résolutions par la méthode OGM avec les mouvements de
référence et adouci sont représentées sur la figure 1.25. Sur la figure 1.25(a), 1’évolution

de l'erreur en fonction de la résolution de la grille permet de montrer que 1'utilisation de
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1.8. Résultat du cas-test

la méthode OGM avec le mouvement de référence ne présente pas de convergence d’ordre
4. En y ajoutant le mouvement de la frontiere adouci, la méthode converge a l'ordre 4
pour les faibles valeurs de A\/Axz. La méthode OGM est sensible aux instabilités causées

par le mouvement abrupte initialement imposé a la frontiere.

1012 OGM (Ret.) OGM (Ref.)
v OGM (Smooth) 1004 —— OGM (Smooth)
— 10 .
IS
Lﬂ 106_ ) v 102-
103 1 . v T 10°
Y vy (a) (b)
10! 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
)\/A.’IJ tCO/L

F1GURE 1.25 : Comparaison de ’évolution de I’erreur pour la méthode OGM avec le mou-
vement de frontiere de référence et le mouvement de frontiere adouci (Smooth) (a) en
fonction de la résolution a t/T =1 et (b) en fonction du temps & \/Az = 11, correspon-
dant au 5eéme point de la courbe (a). (Les échelles verticales ne sont pas identiques.)

Sur la figure 1.25(b), l'erreur est représentée en fonction du temps pour A\/Az =
11 (équivalent au cinquieme point de la figure 1.25(a)). L’erreur obtenue en utilisant le
mouvement de référence nait au niveau de la frontiere mobile des t = 0 et se propage dans
I’ensemble du domaine au cours du temps. Dans le cas du mouvement adouci, 'erreur
croit dans tout le domaine a partir de ¢/T = 0.9 et provient de la droite du domaine
également. T, vaut alors environ 0.42, donc I’émergence de I'erreur n’est pas synchronisée
avec le mouvement de la frontiere a pleine amplitude. Adoucir le mouvement de la frontiere
permet de diminuer significativement la source d’instabilité causée par la frontiere mobile.
At /T = 0.5, qui correspond au moment ou le pulse se réfléchit sur la frontiére mobile, un
pic d’erreur est cependant visible pour les deux configurations. En revanche, cette erreur
ne se propage pas dans ’ensemble du domaine.

Plus la résolution de la grille est haute, plus I'erreur provenant de la frontiere mobile
se propage rapidement sur I’ensemble du domaine. Elle ne semble pas liée a un événement
particulier mais est vraisemblablement tres sensible aux sources d’erreur provenant de la

condition limite mobile lors de 'utilisation de la méthode OGM.
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1.4 Conclusions

Dans la revue bibliographique, différents critéres de comparaison ont été sélectionnés :
I'ordre de convergence, une frontiere précisément localisée, le cotit de calcul faible, la
facilité d’implémentation.

Les IBM et OGM ont un cotit de calcul raisonnablement faible, et du méme ordre de
grandeur que dans le cas sans frontiere mobile. La frontiere est précisément localisée pour
les deux méthodes.

Concernant leur convergence, les deux techniques présentent des défauts. L’IBM pré-
sente une convergence d’ordre 4 sur une partie du diagramme de convergence, dans la
configuration 1. Pour les deux autres configurations étudiées, la méthode IBM ne converge
pas. La stabilité de cette méthode dépend clairement de la position de la frontiere par
rapport a la grille. La méthode OGM présente des fortes instabilités, principalement pro-
voquées par la brutalité de mise en mouvement de la frontiere. Une mise en mouvement de
la frontiere plus douce permet de limiter cette instabilité et permet d’obtenir une conver-
gence d’ordre 4 sur une partie du diagramme de convergence (a faible résolution de la
grille). Une erreur résiduelle provenant de la frontiére mobile reste cependant présente.

Enfin, la facilité d’implémentation des méthodes ne peut pas étre discutée a l'issue de
cette comparaison. Aucune de ces deux méthodes n’est en 1’état pleinement fonctionnelle
pour le traitement des frontieéres mobiles pour ce cas-test.

L’enjeu pour la suite de ce travail est d’améliorer ces deux méthodes notamment en

implémentant la frontiere mobile a ’aide d’une condition limite caractéristique.
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CHAPITRE 2

METHODES DE FRONTIERES MOBILES
AVEC CARACTERISTIQUES

Le premier chapitre a permis de montrer que les méthodes IBM
et OGM considérées ne sont pas fonctionnelles en 1’état pour les
frontieres mobiles. Pour I'IBM, une amélioration de la méthode
est proposée dans ce second chapitre. Elle consiste a ajouter une
pondération dans I’étape d’extrapolation contrainte en fonction de
la position de la frontiere. L’implémentation de la limite mobile en
utilisant la méthode des caractéristiques est également traitée dans
le cadre des méthodes IBM et OGM.

2.1 Introduction

Cette section a pour objectif de présenter bibliographiquement en quoi 1'utilisation des
caractéristiques apporte un formalisme plus précis aux conditions limites. Dans la premiere
section, apres avoir présenté la théorie pour que les conditions limites soient compatibles
avec les problemes bien posés, plusieurs catégories de conditions limites sont présentées en
fonction de leur exactitude. Pour ce qui est de la catégorie des conditions limites exactes,
les conditions caractéristiques sont détaillées. Les enjeux des caractéristiques pour les
équations d’Euler et de Navier—Stokes sont présentés : la prise en compte de la viscosité,
I'extension des caractéristiques pour des domaines multidimensionnels. Dans la seconde
section, on abordera les méthodes a frontieres mobiles utilisant des conditions limites
caractéristiques. Peu de méthodes ont proposées des conditions caractéristiques pour les
frontieres mobiles, mais des méthodes proches ont été jusqu’a maintenant développées
pour les frontieres a géométrie complexe : en grille adaptative curviligne, en maillage

composite avec plusieurs grilles en superposition, et en IBM en frontiéere immobile.
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2.1.1 Conditions limites caractéristiques

Dans ce travail, il s’agit de résoudre des modeles numériques en conditions initiale
et frontiere (« Initial Boundary Value Problem (IBVP) »). Lors du passage du modele
physique continu au modele numérique discrétisé, des conditions limites sont imposées
sur les valeurs ou leurs dérivées (Dirichlet, Neumann, ...).

La fidélité de la condition limite numérique avec la physique du probleme est un enjeu
important, puisqu’elle conditionne la stabilité du modele numérique. L’approche tradi-
tionnelle en dynamique des fluides consiste a appliquer des conditions de Dirichlet sur le
nombre correct de variables du probleme. Ce type d’approche peut cependant introduire
des ondes parasites a la réflexion sur la frontiere [15]. Selon le type de frontiére considérée,
cette approche traditionnelle ne permet pas toujours d’étre fidele a la physique du pro-
bléeme. Comment poser des conditions limites de la maniere la plus conforme par rapport
au modele physique ? Un certain nombre de travaux se sont intéressés a la théorie des pro-
blemes bien posés. Kreiss en 1970 [44] détermine des reégles a respecter pour les systémes
hyperboliques linéaires. Higdon en 1986 [34] présente une étude et une interprétation de la
théorie des problémes bien posés issues de 'article [44]. Une condition importante décrite
dans 'article de Nordstrém et Carpenter en 1999 [64] et également dans le livre [32] est
que les problémes bien posés doivent avoir une solution unique dépendant de maniere
continue des données du probleme. Le chapitre 3 de [32] présente un état des lieux des
problémes bien posés.

On peut différencier plusieurs types de conditions limites, et toutes ne permettent
pas toujours de bien poser de probleme a la frontiere. La premiere catégorie est celle
des conditions physiques, qui sont celles données par la physique de la frontiere. Elles
sont exactes. La seconde catégorie concerne les conditions limites dites « souples », qui
servent, le cas échéant, a compléter les conditions dictées par la physique de la frontiere
quand elles ne sont pas suffisantes par rapport a la quantité de conditions nécessaires a
I'implémentation du modele numérique. Ces conditions manquantes peuvent étre choisies
arbitrairement (il s’agit par exemple d’extrapoler des valeurs manquantes sur la frontiere
[89]), mais leur compatibilité avec le modele physique n’est pas assurée et peut aboutir
a un probleme mal posé. Certains auteurs précisent d’ailleurs qu’il est préférable d’éviter
de recourir a l'extrapolation [63, 64]. Une autre possibilité pour remplir les variables
manquantes est d’utiliser les équations de conservation.

C’est ce qui est fait lors de 1'utilisation des conditions limites caractéristiques. L’ar-

ticle de Colonius en 2004 [15] présente une revue des différentes méthodes permettant de

64



2.1. Introduction

bien poser les conditions limites de non-réflexion, et notamment la méthode des caracté-
ristiques. La théorie des problemes bien posés pour les équations linéaires aux dérivées
partielles est bien établie [15]. Il s’agit de décrire des relations basées sur les lignes ca-
ractéristiques. Les valeurs intégrées le long des courbes caractéristiques sont appelées les
invariants de Riemann [15]. Les caractéristiques sont définies dans la deuxieme partie du
livre de Gustafsson paru en 2013 [32] comme étant les relations uniques entre x et ¢ pas-
sant par la solution initiale du probleme. Chaque courbe caractéristique possede une pente
correspondant a sa vitesse respective. Des conditions limites sont requises pour chaque
courbe caractéristique qui traverse la frontiere [15]. Pour appliquer les conditions limites,
les caractéristiques sont différenciées selon le sens de traversée de la frontiere. L’objectif
est d’exprimer les ondes entrantes a partir des ondes sortantes. L’article de Poinsot en
1992 [71] présente des conditions limites précises a partir des caractéristiques permet-
tant d’éviter les instabilités numériques et de controler les ondes parasites réfléchies a la

frontiére.

La définition des caractéristiques est propre a chaque type d’équations. Elles sont bien
définies pour les équations d’Euler et de Navier—Stokes. Un bon nombre d’enjeux liés aux

conditions caractéristiques sont en commun pour ces deux équations.

C’est le cas du premier enjeu, qui est la prise en compte des effets non linéaires pour
les équations compressibles. Hedstrom [33] propose en 1979 I'expression unidimensionnelle
classiquement utilisée des conditions de non-réflexion pour les systéemes hyperboliques non
linéaires a ’aide des caractéristiques. Ces caractéristiques non linéaires ont un formalisme
tres proche des caractéristiques linéarisées. Dans le cas non-linéaire, les caractéristiques
entrantes ne doivent pas propager uniquement les perturbations acoustiques autour d’un
état d’équilibre, comme c’est le cas pour les caractéristiques linéarisées, mais 1’ensemble
des propagations du fluide [15]. L’article de Huet en 2015 [35] apporte un éclairage phy-
sique quant a l'injection d’onde caractéristiques entrantes non linéaires et propose un
nouveau formalisme unidimensionnel des caractéristiques pour I'injection de grandes per-
turbations non linéaires de nature acoustique et entropique. Dans la méme direction, Kim
et Lee en 2000 [39] proposent des conditions limites caractéristiques pour les équations
sous forme conservative, sans extrapolation et sans simplification des équations. L’inté-
rét de cet article réside sur 'idée d’ajouter des termes correctifs pour préserver la forme
conservative des équations. Les résultats sont obtenus a un ordre élevé et a une haute

résolution de grille.

Le second enjeux est la prise en compte des effets de viscosité et concerne uniquement
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les équations de Navier—Stokes car I'ajout de la viscosité change la nature mathématique
des équations. L’article de Poinsot et Lele en 1992 [71] propose une extension des ca-
ractéristiques pour les méthodes d’Euler compressibles. L’extension consiste d’abord a
exprimer les caractéristiques sans la prise en compte de la viscosité, puis d’ajouter un
terme source introduisant un comportement amortissant dans les ondes entrantes pour

prendre en compte la viscosité. Cette méthode a été largement utilisée [39, 62].

Plusieurs des méthodes précédemment citées ont été développées pour la propaga-
tion unidimensionnelle. La propagation multidimensionnelle a également été 1'objet de
nombreux travaux. Les premiers articles ayant apportés a cette thématiques sont ceux de
Thompson en 1987 et 1990 [84, 85]. Ces approches proposent une extension de la méthode
de Hedstrom [33] & plusieurs dimensions pour les conditions limites de non-réflexion et
généralisée a tous les types de conditions limites pour les systémes d’équations hyperbo-
liques. Poinsot et Lele en 1992 [71] appliquent cette technique aux équations d’Euler et de
Navier—Stokes. Les techniques présentées dans ces trois articles reposent sur une approxi-
mation locale unidimensionnelle normale & la frontiére. Pour une onde plane acoustique,
cette approximation se montre efficace, mais pour les problemes de vortex sortants avec
une grande composante transversale a la frontiere, cette approche n’est pas suffisante et le
probléme est mal posé [15, 35]. D’apres [39], il est nécessaire de prendre en compte les in-
teractions multidimensionnelles des ondes a la frontiere pour la bonne prise en compte des
non-linéarités. Lodato et al. [54] développent en 2008 une approche des caractéristiques
pour un domaine tridimensionnel pour les équations de Navier—Stokes avec un traitement
spécifique des termes transversaux permettant d’obtenir une solution précise et stable.
L’idée est de ne pas utiliser d’hypothese unidimensionnelle, mais plutot d’injecter une
composante transversale dans I"amplitude des ondes entrantes [79]. L’article [54] généra-
lise cette approche pour les bords et les angles lors de simulations tridimensionnelles. I1
reste que peu de travaux concernent la mise en place des caractéristiques dans le cas de

géométries complexes.

2.1.2 Condition limite caractéristique et traitement des fron-

tieres mobiles

La description des conditions limites caractéristiques s’appliquant a des frontieres a
géométrie mobile est un sujet peu étudié et c’est I'objet de ce second chapitre. A la

connaissance des auteurs, aucune méthode n’exploite les caractéristiques avec les frontieres
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mobiles, avec les problemes a grille non conforme aux frontiéres. Les méthodes présentés
ci-dessous sont malgré tout des pistes préalables a notre approche visant a associer les

caractéristiques et les frontieres mobiles.

La premiere approche visant a implémenter des problemes a frontieres complexes
est I'expression des caractéristiques sur des grilles non nécessairement rectangulaire par
Thompson en 1987 [84]. Dans 'article de Kim et Lee en 2000 [39], la démarche est la
généralisation des conditions caractéristiques pour les grilles curvilignes conformes a la
frontiere. Les équations résolues dans I’ensemble du domaine sont les équations d’Euler et
de Navier—Stokes compressibles a un ordre élevé, dans un contexte d’écoulement visqueux
autour d’un cylindre. Les caractéristiques sont exprimées en coordonnées généralisées sur
la frontiere. Elles sont définies par ’approximation locale non visqueuse et unidimen-
sionnelle. Le modele est présenté comme robuste jusqu’a ce qu’une forte vorticité soit

introduite.

La seconde approche concerne la technique par maillage composite. L’article de Kim et
Lee en 2003 [38] porte sur la simulation d’un écoulement autour d’un profil d’aile d’avion.
Dans ces travaux, l'utilisation d’'un maillage composite multi-bloc permet de suivre la
géométrie du probleme en évitant les singularités géométriques. Dans cette approche, aux
abords d’une interface entre deux blocs juxtaposés, les stencils de différences finies ne
traversent pas la frontiere et ce sont les caractéristiques déterminées aux frontieres qui
relient les blocs entre eux. Dans ces travaux, 'expression des caractéristiques est issue de
larticle [39]. Les travaux plus récents de Kopriva de 2022 [42] étudient la preuve que les
probléemes multi-blocs multidimensionnels soient bien posés grace a la méthode énergie,
pour la résolution des systemes hyperboliques linéaires a coefficients constants. Dans le
cas unidimensionnel, 'utilisation des caractéristiques pour transférer les données d’un
sous-domaine a chaque interface conduit a des preuves de stabilité. En deux dimensions,
la stabilité associée a I'utilisation des caractéristiques pour le transfert de données n’est
pas aussi assurée. Comme une diagonalisation parfaite du probléme n’est pas possible, il
est nécessaire d’ajouter un terme correctif afin de stabiliser 'OGM. Cela signifie que les
caractéristiques multidimensionnelles seules ne permettent pas d’assurer une stabilité de

la solution numeérique.

La troisieme approche concerne les conditions limites caractéristiques associées a I'im-
plémentation de cellules fantémes. Le point de départ de ce sujet est l'article de Gross
et Fasel en 2007 [31], dans lequel les frontieres du probléme sont fixes mais complexes

curvilignes. Cette méthode décrit ses caractéristiques d’apres les travaux [39, 71, 84, 85].
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La grille de calcul est curviligne et conforme a la géométrie de la frontiere. La frontiere
n’est donc pas immergée dans la grille, mais une technique utilisant des cellules fantomes
est choisie. Le remplissage des cellules fantomes est réalisée par une reconstruction du
point fantome a l'ordre 1. Le stencil de différences finies choisi a la frontiere est d’ordre 1,
tandis que dans le domaine les équations de Navier—Stokes sont résolues par un schéma
différences finies d’ordre élevé. Ce travail a ensuite été complété par celui de Motheau et
al. en 2017 [62]. Les caractéristiques sont alors appliquées aux équations de Navier—Stokes
pour des problemes bidimensionnels cartésiens a géométrie simple immobile et coincidente
avec la grille choisie. La discrétisation du probléme est en volumes finis et I'implémenta-
tion choisie utilise les cellules fantdémes. Ce travail ajoute au précédent [31], la prise en
compte des termes transversaux et la prise en compte des coins. La technique nécessite
trois cellules fantomes. La condition limite caractéristique utilisée est définie dans I'ar-
ticle [79] et en particulier [54] pour les coins. La grille étant conforme a la fronticre, la
technique des points miroirs est mise en place. Les valeurs données aux cellules fantomes

sont déterminées en utilisant des stencils de différences finies centrés a la frontiere.

2.2 Description du cas-test

Dans le chapitre 1, les limites des méthodes IBM et OGM ont été identifiées. La
solution obtenue avec I'IBM ne converge que pour certaines configurations de la frontiere.
Une pondération est donc proposée ici pour contrer ce probleme. L’OGM présente quant
a elle des instabilités importantes issues de la frontiere. La condition limite directe de
la frontiere mobile est ici remplacée par une condition limite caractéristique pour que
le formalisme de la condition limite soit bien posé et puisse permettre de stabiliser la

solution obtenue avec 'OGM. Ce formalisme est également appliquée aux IBM.

2.2.1 IBM pondérée

Les résultats présentés dans le premier chapitre ont mis en évidence que la méthode
ROD ne permet pas d’obtenir de convergence de la solution numérique vers la solution
analytique, peu importe la position de la frontiere par rapport a la grille sous-jacente.
Quand la frontiere est mobile, elle peut traverser un point de la grille qui va changer
le statut du point de physique a fantéome (ou inversement). L’interpolation polynomiale

décrite dans la méthode ROD est donc discontinue en temps, car le point de la grille
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utilisé pour cette interpolation change soudainement. De plus, quand zy, est proche d'un
point physique de la grille, le probleme aux moindres carrés contraint (équation (1.25))

devient mal-conditionné, ce qui conduit a des problémes de stabilité numérique.

Pour résoudre ce probleme, nous proposons d’introduire une fonction de pondération
~(z) pour adoucir la transition lorsque la frontiere croise un point de la grille. Elle est

définie comme suit, et est illustrée sur la figure 2.1 :

{cos[r(x —xp, + L+ NqAz)/l] +1}/2 sixy, — NgAz — 0 — 00 <z < 1, — Ng Az — ¢
B 1 sixy — NgAx — M < x <xp, — € — 0/
1 = {cos[m(z — x, + £) /€] + 1} /2 siaxp —0—00 <z <axp—00
0 sinon.
(2.1)

Cette fonction est non-nulle sur la région x, — Nqg Ax —{—0¢ < x < x,— 0L, qui correspond
a l'extension du stencil § de points physiques utilisés pour l'interpolation polynomiale.
Elle vaut v = 1 sur la région x, — NgAx — ¢ < x < z, — £ — 6f. Avant et apres cette
région, la fonction ~(z) transitionne progressivement entre 1 et 0 sur une longueur ¢. La
longueur totale du stencil ainsi définie comporte un point supplémentaire par rapport a

la taille N4 du stencil sans pondération. Les valeurs aux deux extrémités se compensent.

x
1@, y
1 == N
* frontiére mobile
0 | -— < >
l ot
points de la grille  points fantdmes
. x
stencil S xp(t)

FIGURE 2.1 : Représentation de la fonction de pondération ~y(x), des points physiques de
la grille et des points fantomes.

La définition de la fonction coflit donnée équation 1.20 qui permet de déterminer les

coefficients du polynome d’extrapolation contrainte par la résolution d'un probléme aux
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moindres carrés est modifiée en introduisant y(z), comme suit :

C= 3 3 P [am) — 6]+ [Blan) — 5] (2:2)
mes
La structure du systeéme linéaire (1.25) reste identique, a I'exception de W, = (2 )0(2m)"
et ¢m = Y(Tm)o(zm). Avec cette forme de moindres carrés mobiles, les contributions des
points de la grille sortant ou entrant dans le stencil S vont étre progressivement remplacés.
De plus, si un point de la grille dans le stencil est trop proche de xy,, sa contribution va
étre réduite d’un facteur y(z,,), ce qui améliore le conditionnement du systeéme linéaire.
Pour la région x,, — ¢ < x < xy,, la solution est mise a jour en partie par I'interpolation.
La solution ¢(x,,) est remplacée par ()¢ (zm) + (1 = Y(2m)) (). Comme le point
s’approche et ensuite traverse la frontiere, sa solution varie doucement a partir d'un point
de la grille physique a un point fantome.
Le parametre ¢ est déterminée apres plusieurs tests et est défini & Az /4. Une validation

de ce parametre est montrée dans la suite.

2.2.2 Condition limite caractéristique

Les équations d’Euler linéarisées diagonalisées (1.14) forment le point de départ de
I'expression des conditions limites caractéristiques. En = = x1,(t), la caractéristique sor-
tante est g, et la caractéristique entrante est G, , comme illustré sur la figure 2.2. La
condition limite est décrite en réflexion, c’est-a-dire que les caractéristiques entrantes

sont exprimées par rapport aux caractéristiques sortantes.

do qy,

A, A

A A

%F qy,

FIGURE 2.2 : Représentation des ondes caractéristiques ¢ au voisinage des conditions aux
limites.

La caractéristique sortante g est calculée a partir des variables du domaine extrapo-

lées sur la frontiere py, et uy,. Elle est exprimée a partir de la premiere ligne du changement
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de variable (1.12), comme suit :

1 1
Pb + —uy . (23)
2p000 2

@ =

En utilisant la deuxieme ligne du changement de variable inverse (g = W §) concernant la
variable de vitesse acoustique, la caractéristique entrante, a partir de la vitesse d’oscillation

de la frontiere et de la caractéristique sortante, s’écrit comme suit :
G = Vb — Gy - (2.4)

Il est maintenant possible d’exprimer les valeurs de pression et de vitesse a imposer

(py et ap) en fonction de la caractéristique sortante et de la vitesse de la frontiere :

Pb = pocol2Gy — vp), (2.5a)
Uy = Vb - (2.5b)

Le symbole ~ appliqué aux pression et vitesse acoustiques est utilisé pour traduire le fait
qu’il s’agit des valeurs a imposer a la frontiere. Les pression et vitesse acoustiques sans ce

symbole sont utilisées pour les valeurs extrapolées sur la frontiere.

Les valeurs imposées exprimées a partir des pression et vitesse extrapolées a la frontiere

peuvent alors s’écrire :

Pb = Pb + pocotn — U], (2.6a)
Up = Vb - (2.6b)

En plus d’imposer avec 1'équation (2.6b) la condition de vitesse imposée sur la frontiére,
les caractéristiques permettent d’imposer une valeur de pression dépendant de la vitesse

de la frontiere.

L’application des caractéristiques permet donc d’imposer simultanément des valeurs

a la limite sur la pression et la vitesse.

2.2.3 IBM pour les conditions limites caractéristiques

Dans le cadre d’une condition sous la forme caractéristique, des adaptations de la

méthode ROD sont apportées. C’est la premiere fois qu'une méthode avec des points
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fantomes présente des conditions limites caractéristiques.

A Détat initial, les valeurs de pression et de vitesse sont disponibles sur les points
appartenant au stencil. La démarche proposée se décompose en cing étapes représentées
schématiquement sur la figure 2.3. La caractéristique sortante est extrapolée sur les points
fantdémes uniquement & partir des valeurs dans le domaine & gauche de la frontiére. A la
frontiere, la caractéristique entrante est définie a partir de la valeur de la caractéristique
sortante et de la condition limite. Les valeurs de la caractéristique entrante sont calculées
aux points fantomes, en la contraignant a vérifier la valeur de caractéristique entrante
a la frontiere ainsi que ses valeurs dans le domaine a gauche de la frontiere, grace a

I’extrapolation contrainte. La démarche est la suivante :

1. Calcul des valeurs caractéristiques entrantes et sortantes sur les points du stencil
a partir des valeurs de pression et vitesse acoustique sur ces points, en utilisant

I'expression (1.12);

2. Extrapolation non contrainte des caractéristiques sortantes g sur la frontiere et

aux points fantomes ¢y ;

3. Utilisation de I'équation (2.4) sur la frontiere permettant de calculer la valeur
de la caractéristique entrante ¢, a partir de la vitesse de la frontiere vy (t) et la

caractéristique sortante g calculée précédemment ;

4. Extrapolation contrainte grace a la technique ROD de la caractéristique entrante

sur les points fantomes g, ;

5. Calcul des valeurs de pression p, et vitesse u, acoustiques sur les points fantomes

a partir des valeurs des caractéristiques gg grace a la relation inverse de I’équation

(1.12).

2.2.4 OGM pour les conditions limites caractéristiques

L’OGM présente 'avantage d’étre coincidente avec la frontiere, ainsi 'implémentation
de la méthode pour des conditions limites caractéristiques est plus directe que pour I'IBM.
Elle consiste a remplacer les valeurs de pression et vitesse par celles déterminées dans

I'équation (2.5).
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Stencil PSc| dsc
enci !

Uge| 17| At

Sc_ : dse
vb(t)_i___.............‘
................... _:L Ty (t) L x

[

Fantome ' ~_

Ug | 1 | dg

F1GURE 2.3 : Représentation schématique de I'implémentation des conditions limites sous
la forme des caractéristiques pour la méthode des IBM. En violet, les huit points du
stencil, en rose, les trois points fantomes, et en bleu, la frontiere mobile.

2.3 Résultats numériques

Les parametres du cas-test sont identiques a ceux du chapitre 1. Le CFL est fixé a

coAt/Ax = 0.75.

2.3.1 Validation de la pondération pour la méthode ROD

La premiere validation porte sur 'influence de la position de la frontiere sur la conver-
gence de la solution pour la méthode ROD avec la pondération. Pour mettre en valeur ce
point, I’évolution de l'erreur est tracée sur la figure 2.4 en fonction de la position initiale
de la frontiere entre 'avant dernier point de la grille (en x = L — Ax) et le dernier point,
pour un nombre de point de la grille N = 100. Les valeurs des parametres ¢ et §¢ (définis
dans I’équation (2.1)) varient afin de déterminer les parametres tels que I'erreur soit stable
sur tout l'intervalle de x,y compris entre L — Ax et L.

La courbe en ¢ = 0 et ¢ = 0 correspond au cas sans pondération. L’erreur augmente
lorsque o est en dessous de 20% de Ax. Il s’agit de la région dans laquelle se trouve la
configuration 3 présentée dans la section 1.3.1, qui montre une solution instable. Plusieurs
essais de parametres ¢ et §f sont réalisés et les parametres optimaux sont les plus petits
pour que la solution soit stable. Les essais permettent d’aboutir aux parametres optimaux
suivants : £ = ¢ = Az/5. Dés qu'un des deux parametres (ou les deux) est remplacé par
Ax /6, Uerreur présente un pic vers x,g = L — 80% Ax. Lorsque ¢ = §¢ = Az/4, 'erreur

est stable et vaut rigoureusement la méme valeur pour toutes les courbes tracées.
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UL — 10"
100 3, 100 ’ﬁ;::::::ﬂ:::::::::::::::::,
< - (=0,60=0
Eﬂ/ """" 0= Azx/500=Az/6
10714 0= Ax/6,60 = Az /5 1071 «  0=Az/4,80=Az/4
Pa) e (= Ax/6,60 = Az /6 (b) (= Az/5,60 = Az /5
10724+ . . . . . 10724 : . . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
xpo entre les points N — 1 et N (%) Ty entre les points N — 1 et N (%)

FIGURE 2.4 : Evolution de erreur obtenue avec I'IBM pondérée en fonction de la position
initiale de la frontiere zpg pour N = 100. Les parametres de pondération pour lesquels la
solution présente des instabilités (a), et la solution est stable (b).

Les parametres ¢ = 6¢ = Ax/5 permettent de stabiliser les solutions sur toutes les
positions de la frontiere par rapport a la grille.

Avec ces parametres ainsi obtenus, il est désormais intéressant de comparer I’évolution
de l'erreur obtenue en utilisant I'IBM pondérée en fonction de la résolution pour les trois
configurations de la frontiere présentées section 1.3.1 et schématisées sur la figure 1.21.
Les résultats des diagrammes de convergence obtenus avec la méthode ROD pondérée
sont présentés sur la figure 2.5(b). Sur la figure 2.5(a) sont rappelés les résultats sans
pondération. Pour les parametres ¢ = 6¢ = Ax/5, on remarque sur la figure 2.5(b) que
toutes les erreurs sont stabilisées et convergent vers 0. Toutefois, les erreurs présentent un
écart dépendant de la configuration. L’erreur reste légerement dépendante de la position
de la frontiere. L’erreur obtenue pour la configuration 1 augmente légerement avec la pon-
dération. Le parametre ¢ choisi a donc un impact sur la configuration 1. La configuration
2 devient la configuration pour laquelle 'erreur est la plus faible. Dans la suite de ce
chapitre, les résultats de I'IBM sont toujours présentés avec cette pondération. La confi-
guration 2 est la configuration retenue pour la suite de ce travail, car elle permet d’évaluer

la performance des méthodes pour une frontiere qui traverse un point de la grille.

2.3.2 Influence du type de condition limite

Il s’agit ici de comparer ’erreur obtenue en utilisant les conditions limites directes et
les conditions caractéristiques pour les méthodes IBM et OGM dans la configuration 2. Les

variantes utilisant les caractéristiques sont respectivement nommeées IBMc et OGMec. Les
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FIGURE 2.5 : Variation de l'erreur selon trois configurations de la frontiére (données
figure 1.20) (a) sans pondération et (b) avec pondération pour ¢ = 6¢ = Az /5.

résultats sont synthétisés sur la figure 2.6. Pour I'IBM, la technique est moins sensible au
passage des conditions limites directes a caractéristiques que dans le cas des OGM. L’er-
reur obtenue avec les conditions limites caractéristiques est légerement plus faible qu’en
condition directe pour 'IBM. Comme discuté au premier chapitre, 'OGM en condition di-
recte présente une erreur qui se propage dans I’ensemble du domaine, mais 1'utilisation des
conditions caractéristiques permet d’améliorer significativement la solution. L’erreur ainsi
obtenue pour 'OGM converge pour des petits A/Az, mais elle reste importante pour des
grands A/Ax. Les caractéristiques permettent donc de diminuer significativement 'erreur,

mais celle-ci reste importante pour les petites résolutions.

La figure 2.7 représente 1’évolution temporelle de I'erreur pour A/Az = 65.2 (corres-
pond & une valeur pour laquelle la solution ne converge pas) et A/Az = 21.2 (correspond
a une valeur pour laquelle la solution converge). Le pic visible a t¢y/L = 0.5 correspond
a la réflexion du pulse, et la légere augmentation a tcy/L = 1.5 correspond a la sortie
du pulse a travers la condition limite de non-réflexion a gauche du domaine. Il n’y a pas
d’autres événements sur la courbe a A\/Ax = 65.2 qui auraient pu étre responsables de la

non-convergence de celle-ci.

La courbe bleue sur la figure 2.6 correspond au cas ou la mise en mouvement de la
frontiere est adoucie, comme discuté dans la section 1.3.3 (OGMc Smooth). Comme c’est
le cas sans caractéristique, I’erreur est causée par la propagation dans tout le domaine de
I'instabilité causée par la mise en mouvement de la frontiere. Ce probléeme a cependant été

significativement atténué par 1'ajout des caractéristiques pour les OGM. L’erreur obtenue
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10*
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FIGURE 2.6 : Diagramme de convergence comparant les erreurs obtenues pour la fron-
tiere mobile en configuration 2 avec condition directe (pour IBM et OGM) et condition
caractéristique (pour IBMc et OGMc).
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FIGURE 2.7 : Evolution temporelle de I’erreur pour la méthode OGM avec les caractéris-
tiques pour deux valeurs de \/Azw.

pour 'OGM avec la frontiere dont la mise en mouvement est adoucie et 1'utilisation des

caractéristiques est celle qui apporte les meilleurs résultats. En revanche, elle nécessite
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d’altérer le mouvement de la frontiere pendant le régime transitoire.

2.4 Conclusions

Comme observé au chapitre précédent, la méthode IBM présente une instabilité pour
certaines positions de la frontiere. Cette instabilité est causée par un changement abrupte
de statut des points et un mauvais conditionnement du probleme a résoudre diu a la
proximité de la condition limite et du stencil de reconstruction. L’ajout d’'une pondération
dans la reconstruction polynomiale permet de résoudre ce probléeme, car il adoucit la
transition des points tout en déplacant le stencil. Une convergence d’ordre 4 est alors
atteinte pour toutes les positions de la frontiere en IBM.

Dans ce chapitre, la condition de frontiere mobile est formulée en termes de caracté-
ristiques. L’adaptation de I'IBM a ce type de condition nécessite une implémentation en
plusieurs étapes, tandis que ’'OGM s’adapte sans modification spécifique.

Les résultats obtenus en utilisant les méthodes IBM et OGM avec et sans caractéris-
tiques sont comparées. Pour I'IBM, le formalisme des caractéristiques diminue I’erreur sur
I’ensemble des résolutions considérées. Pour ’OGM, les conditions limites caractéristiques
apportent une amélioration significative de la convergence des résultats par rapport a ceux
obtenus avec les conditions limites directes. Malgré cela, la solution tend a diverger pour
les grandes résolutions. Un adoucissement de la mise en mouvement de la frontiere permet
cependant d’obtenir une convergence d’ordre 4 pour ’ensemble des résolutions considé-
rées. En retirant les sources d’instabilités du probléme, la solution numérique converge
donc vers la solution analytique. Ces résultats confirment que la méthode OGM présente
une sensibilité importante aux diverses instabilités du probleme.

L’enjeu pour la suite de ce travail est d’implémenter les conditions limites caractéris-
tiques pour les équations non linéaires. Le fait que la méthode OGM ne converge pas sans
avoir a adoucir le mouvement de la frontiere mobile en fait un mauvais candidat pour la
suite de ce travail. C’est donc la méthode IBM qui sera retenue pour traiter le cas du

probleme non linéaire présenté dans la suite.
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CHAPITRE 3

EXTENSION AUX PROBLEMES NON
LINEAIRES

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que l'ajout des
conditions limites caractéristiques augmente la stabilité globale des
solutions numériques des équations linéaires. Dans le but de prendre
en compte les effets non linéaires pour de grandes amplitudes de
pression dans le domaine, ce second chapitre porte sur ’extension
des méthodes IBMc et OGMc aux équations d’Euler générales. Le
formalisme des caractéristiques pour les équations non linéaires est
différent de celui des équations linéaires et une adaptation de 'IBM
est nécessaire pour les prendre en compte. Une validation sur un
cas-test unidimensionnel est présentée. Ces résultats ont été publiés

dans Darticle [7].

3.1 Description du cas-test

Pour formuler les IBM proposées précédemment dans le cadre des caractéristiques
non linéaires, le probléme acoustique unidimensionnel représenté sur la figure 1.11 est
considéré, dans le cas des équations d’Euler non linéarisées. La validation des méthodes
numériques présentées dans cette partie est réalisée dans un premier temps dans le do-
maine linéaire, c’est-a-dire en considérant de petites amplitudes de mouvement de la
frontiere, afin d’avoir a disposition une solution analytique de référence. Le modele sera
ensuite validé pour le cas non linéaire dans la section 3.5.

La formulation des caractéristiques non linéaires retenue pour ce cas-test est celle
présentée par Hedstrom en 1979 [33].

Plusieurs adaptations de la technique ROD (précédemment mentionnée) a I’expression
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des caractéristiques non linéaires sont comparées.

3.1.1 Equations d’Euler

Le fluide est considéré non visqueux et gouverné par les équations d’Euler pour un
gaz parfait, écrites sous la forme conservative unidimensionnelle :
ow Jf
— 4+ —=0, (3.1)
ot Oz
ol w est le vecteur des quantités conservées (masse, quantité de mouvement, énergie) et

f contient les flux de ces quantités :

p pu
pe (pe +p)u

avec p, u et e la densité de masse, la vitesse et I’énergie spécifique du fluide, respectivement.
La pression est donnée par p = (y — 1)(pe — 3pu?) avec v = 1.4 le ratio des chaleurs
spécifiques pour l'air.
Les équations d’Euler peuvent aussi étre reformulées sous forme non conservative :
dq dq

T s A :
8t+ 9 0, (3.3)

avec le vecteur q et la matrice A définis comme suit :

p v p 0
g=|u|l, A=|0 u 1/p| . (3.4)
p 0 v wu

3.1.2 Ondes caractéristiques pour les équations d’Euler

L’implémentation des caractéristiques dans le cas des équations d’Euler repose sur le
méme principe que pour les équations linéarisées. Le systeme d’équations est diagonalisé
et les directions de propagation des caractéristiques sont données par le signe de leur
vitesse. Les conditions limites sont alors imposées sur les caractéristiques entrantes.

Les définitions des caractéristiques sont obtenues en diagonalisant la matrice A =
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SAS™! ol S contient les vecteurs propres et A est la matrice diagonale contenant les
valeurs propres. Pour les équations d’Euler présentées ci-dessus, il existe trois valeurs
propres :

M=u—c, X=u, N=u+tc, (3.5)

ot la célérité du son ¢ peut étre obtenue en utilisant la relation vp = pc?. Les trois valeurs
propres correspondent a la vitesse de phase des trois ondes portées par les équations. A\;
et A3 correspondent aux ondes acoustiques se propageant respectivement vers la gauche
et la droite. \y correspond a 'onde d’entropie convectée par la vitesse locale du fluide.

En utilisant la diagonalisation de A, les équations d’évolution (3.3) sont écrites comme

suit :
Ly L, —p/c 1 pje
@ — _SA £2 avec £2 — 871@ et S e 1 0 1 . (36)
ot ’ ox’
L L —pc 0 pc

A la différence du cas des équations linéarisées, les termes de la matrice S ainsi que
les vitesses de phase varient en fonction du temps et de la position.

Les valeurs de £; sont directement reliées aux taux de variation en espace de chaque so-
lution des équations d’Euler dans leur forme non conservative et leur expression détaillée,

obtenue avec la matrice S™!, sont :

_10u 1 Op

£1 = 5% — 27)008? R (37&)
_Op 10p

La= or 2oz’ (8.7b)
~ 10u 1 Op

Condition de non-réflexion en z = 0

L’implémentation de la condition limite de non-réflexion & gauche du domaine (x = 0)
consiste a fixer les amplitudes des caractéristiques entrantes a zéro. En d’autres termes,
L; = 0 est imposée pour toutes les caractéristiques avec \; > 0.

A 2 = 0, la fronticre est fixe. La condition limite est donc appliquée sur le dernier
point de la grille. Les caractéristiques sortantes sont calculées en utilisant les solutions a

I'intérieur du domaine, a partir des définitions de I’équation (3.6). Les dérivées spatiales
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sont calculées a la frontiere en utilisant les schémas de dérivation décentrés au voisinage
de la frontiere.

Pour un fluide subsonique (|u| < ¢), 'onde acoustique se propageant vers la gauche
est toujours sortante (A\; < 0) et 'onde se propageant vers la droite est toujours entrante
(A3 > 0). Néanmoins, pour 'onde d’entropie (\s), sa direction de propagation dépend du

signe de la vitesse acoustique u et Lo est imposée nulle seulement lorsque u > 0.

Condition imperméable a partir des caractéristiques en = = z,,(¢)

La position du point d’application xy(t) de cette condition limite dépend du temps
et n’est pas nécessairement coincidante avec un point de la grille. La relation entre les
caractéristiques pour une frontiere imperméable est expliquée ici. La vitesse du fluide est

donc imposée égale a celle de la frontiere :
u(zp(t), 1) = vp(t) . (3.8)

Comme dans le cas de la condition limite de non-réflexion, les caractéristiques sont
discriminées selon le signe de leur vitesse relative par rapport a la vitesse de la frontiere.
Les hypotheses de faibles amplitudes (v,(t) < ¢) et de fluide subsonique (u < ¢) per-
mettent de s’assurer que la caractéristique £, est toujours entrante et L3 est sortante. La
relation obtenue a partir de la seconde ligne de I’équation (3.6) en imposant ’accélération
de la frontiere est :

1 O, wu-tc

Cu—c ot _u—cf’g' (3.9)

£1:

La direction de la caractéristique Lo dépend du signe de u(zy(t),t) — vy(t). Quand
u(zy(t),t) —vp(t) < 0, la caractéristique Ly est fixée a 0.

3.2 Adaptation de la méthode ROD aux caractéris-

tiques

Cette section décrit les méthodes numériques proposées pour résoudre le probleme
acoustique avec des frontieres mobiles. La technique ROD (Reconstruction Off-Site Data)
présentée dans la section 3.2.1 suivante est directement adaptée de la méthode IBM pré-
sentée aux chapitres 1 et 2 et qui n’utilise pas de condition limite caractéristique. Elle

sert de méthode de référence pour la comparaison avec les deux méthodes incluant les
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3.2. Adaptation de la méthode ROD auz caractéristiques

conditions limites caractéristiques.

La section 3.2.2 détaille la méthode RODC (Reconstruction Off-Site Data with Charac-
teristics). La méthode CPIC (Constrained Polynomial Interpolation with Characteristics)
est une seconde alternative a ROD qui fournit une nouvelle variante des IBM, présentée
dans la section 3.2.3. Cette technique est également inspirée de ROD mais elle propose une
implémentation différente des caractéristiques reposant sur une interpolation contrainte
sans point fantome. Enfin, la méthode CPI (Constrained Polynomial Interpolation) pré-
sentées dans la section 3.2.4 est également comparée aux alternatives précédentes. Cette
méthode utilise la méme technique d’interpolation contrainte mais sans les conditions

limites caractéristiques.

3.2.1 Meéthode ROD

La section 1.2.6 présente la technique ROD issue de l'article [23]. En frontiére mobile,
cette technique est instable lorsque la frontiere est trop proche des points du stencil. Pour
résoudre ce probleme, une fonction de pondération a été ajoutée a la méthode IBM dans
la section 2.2.1. Cette pondération permet de stabiliser la solution pour une position de
la frontiere arbitraire avec les équations linéarisées.

La méthode ROD sans caractéristiques utilisée dans ce chapitre 3 repose sur le méme
principe que celle présentée au chapitre 2. Les valeurs de densité et de pression a la frontiere
sont extrapolées simplement aux points fantomes. Les valeurs de vitesse acoustique sont
quant a elles extrapolées et contraintes par la vitesse a imposer a la frontiere, incluant la
fonction de pondération.

Pour ce cas-test, les parametres de pondération utilisés pour la méthode ROD sont
fixés a ¢ = Ax/4 et dl = 0. Ils assurent une stabilité suffisante pour les trois configura-
tions étudiées (figure 1.21) comme le montre la figure 3.1. Un ordre 4 de convergence est
atteint pour toutes les configurations. Notons qu’en comparaison des résultats obtenus a
la figure 1.23 dans le cas linéaire, ces solutions obtenues avec la méthode ROD dans le

cas non linéaire présentent un plateau plus marqué pour les grands \/Az.

3.2.2 Méthode RODC

Cette méthode consiste a conserver la logique globale de la méthode ROD et de
contraindre les valeurs des caractéristiques sur la frontiere.

Il s’agit de définir les valeurs des grandeurs p, u, p aux points fantomes de maniere
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10 4 v ROD (config 1) - CV order -4.1
] ROD (config 2) - CV order -3.8
1 ROD (config 3) - CV order -4.0
107 4
<
= 10° 4
&
107! E
1072 E
2 x 10 3x 10" 4x 10! 6 x 10
A Az

FIGURE 3.1 : Erreur sur la solution obtenue avec la méthode ROD avec ¢ = Az/4 et
dt = 0.

a vérifier la condition limite sur la frontiere. Pour rappel, la condition limite caractéris-
tique consiste a calculer L3 (la caractéristique sortante) a partir de la solution a 'instant
considéré, calculer la caractéristique £, (toujours entrante) a partir de 1’équation (3.9) et
enfin imposer L, nulle si celle-ci est entrante. Pour connaitre les vitesses de phase relatives
des caractéristiques, il est nécessaire d’extrapoler les valeurs des grandeurs d’étude sur la
frontiere a partir des valeurs du domaine afin de déterminer u et ¢ en ,(¢). Il faut ensuite
définir les valeurs de L3 sur la frontiere. Pour cela, les dérivées spatiales sont calculées
sur tous les points du domaine & partir des schémas centrés et décentrés. A partir de ces
valeurs, L3 est alors calculée sur les derniers points du domaine permettant d’obtenir ses
valeurs sur un stencil. Sa valeur sur la frontiere est finalement extrapolée. Les étapes clés

sont résumées sur la figure 3.2.

La condition limite impose les valeurs des caractéristiques entrantes sur la frontiere.
L’objectif est d’utiliser la reconstruction polynomiale présentée en section 1.2.6 sur toutes

les grandeurs d’étude simultanément en contraignant les polynomes a la frontiere grace

84
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Py PY 0 — 00 O X—X—X—> . T
T
(b) Extrapolation contrainte de toutes les

grandeurs d’étude a partir des données en
violet et des caractéristiques sur la fron-
tiere, sur les noeuds en orange.

(a) Extrapolation des caractéristiques sor-
tantes a partir du stencil (violet) a la fron-
tiere (orange).

FIGURE 3.2 : Etapes-clés de 'approche RODC basée sur les caractéristiques. La ligne
pointillée montre la position de la frontiére mobile & une étape temporelle donnée. (Pour
simplifier la figure le stencil d’extrapolation a été réduit a 5 points.)

aux valeurs des caractéristiques. Les trois polynémes de reconstruction sont définis par :

5p(xb> = az #’b ) (3.10&)
Sulzy) = al e, | (3.10b)
5p(xb) = ag Py, (3.10C)

ou a, sont les coefficients du polyndéme ¢, associé a la solution x € {p,u,p}. Le n-
ieme terme du vecteur {1y}, = ¥"(z1,) est obtenu pour n allant de 0 a d, le degré du
polynoéme, avec ¢ défini par 'expression (1.19). Pour chaque variable &, la dérivée spatiale

du polynéme est donnée par :

O o
;5 —a? a”b , (3.11)
T, |,
ot le i-ieme terme du vecteur g—’é’ n vaut {g’f xb}i =i (2 — Tper) L

La fonction colit pondérée utilisée dans le cadre de cette méthode permet de calculer

les trois polynomes simultanément avec la contrainte des caractéristiques. Elle s’écrit :

Clay, @y, ap, A1, A2, A3) =
L P @m) [(p(m) = @ tp(@m)? + (W@n) = @utp(@m))® + (p(rm) — ap p(zm))?] +

1 oY 1 oY oY 1 oy
M (Qau ox . 2pbcbap ox . El) A (ap ox . c%ap ox o Lo+
1 oY 1 oY
sl zan 22| +——a, —=| - L 12
A3 (2au O |, 2pbcbap ox |, Ed) - (312)
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oll A1, A2, Az sont les trois multiplicateurs de Lagrange. La premiere partie de cette
expression traduit la correspondance des polynémes de reconstruction des fonctions p, u,
p a leurs valeurs respectives sur les points du stencil. La seconde partie correspond au
forcage par les caractéristiques des dérivées spatiales des polyndémes de reconstruction.
Pour déterminer les inconnues a, et les \; avec j € {1, 2,3}, il s’agit de minimiser la
ai?)\j = 0. En calculant les variations de la fonction
C par rapport a a, et les multiplicateurs de Lagrange \;, le systéme d’équations est mis

fonction cotit en posant les variations 5

sous la forme matricielle suivante! :

(vO) T~ 0 0 0 B O a, 'y,
0 (v®) P 0 s 0 38 a, vy 9,
0 0 (YO)"y¥ | B =B 5 a, iy o,
0 18" e r 0 0 0 M L ’
B 0 =87 0 0 0 Ao Lo
i 0 18" s T 0 0 0 |\ Xs Ls
(3.13)

ol B = 0v/0x|, avec By =0 et i =i (v — Trer) " pour i > 0.

Les résultats numériques présentés a la fin de ce chapitre pour la méthode RODC sont
obtenus en utilisant z,.s = oy, 2, donc 3, = 1 et 3; = 0 pour i # 1.

Cette méthode constitue une évolution notable par rapport a la méthode présentée
dans [23]. Dans cet article, 'implémentation générale n’est formulée que pour des condi-
tions limites de Dirichlet, de Neumann et de Robin. La méthode RODC présente une
contrainte par couplage des dérivées spatiales des grandeurs a la frontiere. La reconstruc-
tion polynomiale a lieu pour toutes les grandeurs simultanément, ce qui n’est pas le cas

des travaux présentés dans 'article [23].

3.2.3 Meéthode CPIC

Pour la méthode RODC présentée précédemment, I'interpolation est contrainte par des
caractéristiques sortantes, qui sont des valeurs extrapolées. La seconde approche proposée
pour implémenter les conditions limites mobiles caractéristiques consiste a contraindre les

caractéristiques entrantes uniquement.

1. Pour alléger la notation, les indices b correspondant a la frontiere sont omis dans cette expression.
2. Des essais ont également été menés avec .o sur le premier point fantome, et aucune différence
notable n’a été constatée.
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Le principe de cette procédure est le suivant. Les caractéristiques sortantes peuvent
étre exprimées sur les trois derniers points a partir des dérivées spatiales utilisant des
schémas décentrés, car elles utilisent les données a gauche de la frontiere. En revanche, les
caractéristiques entrantes sont calculées d’abord a la frontiere a partir des caractéristiques
sortantes et de la condition limite, puis une interpolation contrainte est utilisée pour le
calcul des caractéristiques entrantes aux trois derniers points Il est important de noter
que cette approche ne nécessite pas l'utilisation de points fantomes.

Cette seconde approche appelée CPIC se divise en plusieurs étapes principales appli-

quées a chaque pas de temps, illustrées sur la figure 3.3.

PN NN NEE———.,S o & & XXX

x x
(a) Noeuds utilisant un schéma centré (vio- (b) Extrapolation des caractéristiques sor-
let). Noeuds utilisant les schémas décentrés tantes a partir du stencil (violet) a la fron-
(orange). tiere (orange).
: x

(c) Interpolation des caractéristiques en-
trantes a partir des données en orange sur
les noeuds en violet.

FIGURE 3.3 : Etapes-clés utilisées pour Papproche CPIC basée sur les caractéristiques. La
ligne pointillée montre la position de la frontiere mobile a une étape temporelle donnée.
(Pour simplifier la figure le stencil d’extrapolation a été réduit a 5 points.)

Le détail des étapes de la méthode CPIC est le suivant :

1. La premiere étape consiste a calculer les dérivées spatiales de la solution q. Le
calcul est effectué en utilisant le schéma de différences finies & 7-points centré sur
la plupart des points physiques de la grille. Pour les trois derniers points physiques,
0q/0x est calculé en utilisant des schémas décentrés, pour utiliser uniquement les

données des points physiques.

2. A partir de la connaissance de dq / 0z, les caractéristiques sortantes £ sont calculées

sur tous les points physiques en utilisant 1’équation (3.6).

3. Les caractéristiques sortantes et les solutions q sont extrapolées sans contrainte a

la frontiere a xy,.

4. A la frontitre, la condition limite est utilisée pour calculer la valeur £; (la carac-

téristique entrante) avec I'expression (3.9).
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5. La caractéristique entrante L£; est interpolée sur les trois derniers points de la
grille ou les schémas de différences finies décentrés ont été utilisés. La méthode
d’interpolation contrainte (sans pondération) est décrite équation (1.25), dont la

contrainte est la valeur de £, calculée a la frontiere a I’étape 4.

6. A chaque point de la grille, les dérivées temporelles de la solution 0q/0t sont

calculées en utilisant les valeurs de £; et I'expression (3.6).

3.2.4 Meéthode CPI

La méthode CPI consiste a adapter sans caractéristiques la méthode CPIC. Elle n’uti-
lise ni points fantémes, ni interpolation contrainte.

Sur les trois derniers points de la grille & gauche de la frontiere, les dérivées spatiales ne
peuvent pas étre calculées avec des schémas centrés. Sans les caractéristiques, la condition
limite fixe la valeur de du/0t a la frontiere. La dérivée temporelle de la vitesse est alors
interpolée sur les trois derniers points et contrainte par la condition limite. Les dérivées
temporelle de la pression et de la densité sont simplement extrapolées aux trois derniers
points a partir des valeurs dans le domaine.

Les étapes principales sont les suivantes :

1. Les dérivées spatiales de la solution q sont calculées en utilisant seulement le stencil
de différences finies de sept points centrés pour tous les points physiques de la grille,

ou le stencil peut étre appliqué.

2. A la fronticre, la condition limite directe du/0t est fournie par (3.8). Les valeurs
de Ju/0t aux trois derniers points sont obtenus en construisant une interpolation

contrainte a partir du systeme (1.25).

3. Les valeurs de 0p/0t et Op/0t aux trois derniers points sont obtenues en utilisant

une extrapolation non contrainte.

La méthode est considérée ici a seule fin de comparaison avec la méthode CPIC.

3.3 Condition initiale et solution analytique

Le mouvement de la frontiere est défini de la méme facon que pour le cas linéaire
présenté au premier chapitre, donné par le systeme (1.1). Pour ce cas-test, w = 6.

Indépendamment de I'amplitude de déplacement dy,, la frontiére mobile traverse un point,
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3.3. Condition initiale et solution analytique

car 'oscillation de la frontiere est centrée sur un point de la grille en paramétrant g =
L — d,,.

De plus, le pulse acoustique initial est défini par :

p(@)=po, uw@)=0, p(x)=po+ A‘%_wL/2 exp [W] : (3.14)

ou A et w sont 'amplitude et la largeur a mi-hauteur du pulse gaussien, py est la pression

atmosphérique adimensionnée. La figure 3.4 présente cette condition initiale.

x10~8
ch 1 (/)n - Po) C(Q)
o | Uy, POCO
CE Pn — Po
by =t
B0 e
o)
o
=
T 19
o
o

00 02 04 06 08 1.0
xz/L

FIGURE 3.4 : Condition initiale pour le pulse acoustique avec A ~ 2,4.107% et w = L/20.

Afin de pouvoir comparer les solutions numériques a la solution analytique de réfé-
rence, 'amplitude A du pulse et 'amplitude d}, des oscillations de la frontiere sont choisis
petites : A ~2,4.1078 et d, = 1071°. Le niveau de pression acoustique de I'onde générée
dans ce cas est de L, &~ 31 dB calculé avec la définition standard : L, = 101og;(p?,e/P2t)-

La solution analytique utilisée ici est différente de celle présentée dans le premier
chapitre. Pour rappel, dans le premier chapitre, le probleme analytique consiste a résoudre
les équations d’Euler linéarisées avec des conditions limites mobiles. Le raisonnement
concernant les hypotheses de linéarisation est expliqué en section 1.2. Pour linéariser les
équations, il est nécessaire de considérer de faibles perturbations acoustiques autour d’'un
état d’équilibre. La géométrie du domaine étant mobile, il n’y a pas d’état d’équilibre.
Nous avions donc pris le parti de résoudre numériquement et analytiquement ce probleme
avec équations linéarisées et frontiere mobile, dans le but de valider le modeéle numérique,
méme si les solutions ainsi obtenues ne sont pas physiquement réaliste.

Dans le cas-test de ce troisieme chapitre, le probléme numérique contient les frontieres
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mobiles ainsi que les équations non linéarisées. Pour décrire une solution analytique a faible
amplitude, le probleme complet est linéarisé. Les équations linéarisées sont résolues avec
une frontiere fixe a sa position moyenne soumise a une perturbation en vitesse oscillante.
On peut alors appliquer le principe de superposition des ondes. La solution analytique

s’écrit comme suit :

p*(x,t) = po+ fi(z,t) + g1(z,t) + ga(x,t) + g3(2, 1) , (3.15a)
fulwt) = Ax_COL_L/Qexp [_(“" - (;0;2_ L/Q)Q] | (3.15D)
(2. 1) _p it L2 l_(x”;i; L/Qq , (3.15¢)
dolit) = A —(z + COZ;_ 3L/2) exp l—(x + CSZ,Z 3L/2)2] | (3.154)
93z, 1) = —poco v (33 C_OL + t> . (3.15¢)

Les termes f; et g; correspondent aux ondes se propageant dans les deux directions de
I'espace. Le terme g, représente la réflexion du pulse initial par la frontiere a droite du
domaine. Le terme g3 correspond quant a lui a l'onde générée par le mouvement de cette

frontiére de droite.

L’erreur relative E est de nouveau calculée a partir de la norme Euclidienne de la

pression :

Yo (ph — pﬁ)j i
E = : 3.16
[ngo@z — po)? (3.16)

ou py et pp sont les valeurs de pression analytique et numérique au point k.

L’erreur est calculée a plusieurs instants et en particulier a "= L/cg, qui correspond
au moment ou le pulse acoustique a été réfléchi sur la frontiere de droite et atteint de

nouveau le centre du domaine.

Une validation pour de plus grandes amplitudes de mouvement de la frontiere et du
pulse initial impliquées dans la génération d’harmoniques due aux effets non linéaires
peut étre mise en place. La solution numérique obtenue est comparée a la solution de
Fubini-Ghiron [70]. Elle décrit la propagation non linéaire d’une onde 1D produite par

une frontiere mobile en mouvement sinusoidal avant la formation d’un choc. L’expression
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analytique de cette solution est la suivante :

> 2 x

p(x,t) = Py Y —J,(no)sin {nw (t - )] : (3.17)
n—1 NO Co

oll ¢ = /7 est la distance normalisée par la distance de formation du choc T = pyca/(8kP,).

Le parametre adimensionnel S définit le coefficient de non-linéarité, pour l'air § = 1.2.

Dans les résultats présentés dans la suite, 35 termes sont utilisés dans la somme. L’am-

plitude Py et la fréquence w de la solution sont ajustées a celles du cas-test.

3.4 Validation numérique pour le cas linéaire

Cette section présente les solutions numériques obtenues lors de la résolution des
équations d’Euler non linéarisées en utilisant les deux méthodes sans caractéristiques, i.e.
ROD et CPI, ainsi que les deux méthodes avec caractéristiques, i.e. RODC et CPIC.

Pour ce cas-test, le CFL est fixé a ¢gAt/Ax = 0.8. La convergence des résultats
numeériques est évaluée en cherchant la vitesse avec laquelle 'erreur relative E évolue en
fonction de la résolution de la grille, donnée par le nombre de points par longueur d’onde
A/Azx. Le diagramme de convergence est calculé pour des valeurs de Az comprises entre
AZpin ~ 0.003 (N = 300) et Azpax ~ 0.021 (N = 49). Cela correspond a dy,/Azyin =
2.99107% et dy/ATmax = 4.8107°. Les amplitudes sont identiques a utilisées dans les
chapitres 1 et 2.

L’erreur est calculée & deux instants. A t = L/co, I'impulsion a été réfléchie par la
frontiere mobile et s’est propagée jusqu’au centre du domaine de calcul, d’ou elle est partie.
At=2L /co, impulsion a quitté le domaine de calcul en passant par la condition de non-
réflexion a gauche (& z = 0). Les résultats présentés sur la figure 3.5 montrent qu’une
convergence d’ordre 4 est obtenue pour les quatre méthodes considérées. Néanmoins, pour
les hautes résolutions (A/Axz > 60), les solutions convergent vers un méme plateau. La
méthode ROD est plus performante que la méthode CPIC lorsque I'impulsion est présente
dans le domaine (voir la figure 3.5a). La situation est inversée lorsque I'impulsion a quitté
le domaine et que seules les ondes acoustiques directement générées par la frontiere mobile
sont présentes (voir la figure 3.5b). Ces résultats montrent également que l'utilisation des
caractéristiques avec la méthode CPIC permet d’améliorer la précision aux temps t = L /¢
et t = 2L/co. A t = L/cy, Verreur obtenue en utilisant la méthode RODC est du méme

ordre de grandeur que celle obtenue avec la méthode ROD. Cependant, & t = 2L/cy, la
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méthode RODC semble étre plus sensible a la résolution de la grille que ROD, puisque le

taux de convergence est plus élevé en utilisant RODC.

10 103 4

Y ROD - ordre CV -4.4 Y  ROD - ordre CV -4.0
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FIGURE 3.5 : Variation de l'erreur relative E en fonction de la résolution de la grille A\/Ax
avec CFL = 0.8 constant, a (a) t = L/cy et (b) t = 2L/cy.

Des simulations complémentaires sont mises en place pour tenter d’expliquer la pré-
sence du plateau pour les hautes résolutions visible sur la figure 3.5. Tout d’abord, la
taille du domaine de calcul est augmentée a gauche pour éloigner la condition limite de
non-réflexion de la limite mobile a droite du domaine. Ainsi, ni I'impulsion, ni 'onde
provenant de la frontiere mobile n’atteignent la condition limite de non-réflexion située
a gauche. Le résultat est présenté sur la figure 3.6a. Le plateau reste inchangé et n’est
donc pas di a la condition de non-réflexion. Il est cependant intéressant de noter que pour
des résolutions moyenne et basse, les résultats obtenus avec la méthode ROD sont plus
précis. Cela suggere que lors de 1'utilisation de la méthode ROD, des ondes ne sont pas
correctement absorbées par la condition de non-réflexion caractéristique du coté gauche.
Nous reviendrons sur ce point plus loin dans cette section.

Deuxiemement, une autre source potentielle d’erreur numérique est l'interpolation
(avec ou sans contrainte) utilisée par les méthodes CPIC et ROD pour implémenter la
condition de frontiere mobile. L’ordre d’interpolation est augmenté de 4 a 5 pour les inter-
polations simples et contraintes, afin d’évaluer I'influence de ce parametre. Les résultats
présentés sur la figure 3.6b montrent qu'une légere amélioration est obtenue pour la mé-
thode ROD, principalement pour les faibles résolutions. Pour la méthode CPIC, 'erreur
augmente lorsqu’une interpolation de cinquieme ordre est utilisée. L’interpolation poly-

nomiale peut en effet étre instable lorsque son ordre est trop élevé. C’est le cas ici pour
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FIGURE 3.6 : Convergence du modeéle numérique avec CFL = 0.8 constant et a t = L/cy.
(a) influence de la condition de non-réflexion sur I'extrémité gauche du domaine de calcul ;
(b) influence de l'ordre d’interpolation (4 ou 5); (c¢) influence de I'amplitude (31dB ou
90dB) ; (d) influence du mouvement de la frontiere.

la méthode CPIC car elle utilise un plus grand nombre de reconstructions polynomiales
que la méthode ROD*.

Troisiemement, la solution numérique est basée sur les équations d’Euler non linéaires,
tandis que la solution analytique de référence est basée sur les équations linéarisées. Des
simulations numériques avec de fortes amplitudes pour I'impulsion initiale et les oscilla-
tions de la frontiere sont donc réalisées. Aucune différence n’est observée sur les résultats
de la figure 3.6¢, ce qui confirme que le plateau n’est pas dii a la présence d’effets non
linéaires.

Quatriemement, le palier persiste lorsque la frontiere est fixe. En effet, sur la fi-

3. quatre extrapolations simples sur la frontiere et une interpolation contrainte sur les trois derniers
points

4. deux extrapolations simples sur les points fantomes et une extrapolation contrainte sur les mémes
points
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gure 3.6d, la solution de référence avec frontiere mobile est comparée a la solution pour
une frontiere fixe placée a x, = L — Az/2. L'erreur de la solution obtenue avec CPIC
est trés peu influencée par le mouvement de la frontiere. Tandis que pour ROD, I'erreur
obtenue en frontiere fixe est plus faible. Cela montre que cette méthode est sensible a
Ierreur introduite par le mouvement de la frontiere, ce qui n’est pas le cas de la méthode
CPIC.

Pour conclure, plusieurs facteurs qui auraient pu permettre d’expliquer la présence de
ce plateau d’erreur (la condition limite a gauche, 'ordre de convergence des extrapolations,
les effets non linéaires, mouvement de la frontiere) ont été envisagés mais aucun n’a pu
étre identifié comme étant a son origine. Ces résultats complémentaires ne nous permet

donc pas d’apporter d’explication claire a la présence de ce plateau.

Pour mieux évaluer le comportement des différents modeles numériques, la figure 3.7

présente I’évolution de l'erreur numérique sur une longue durée (jusqu'a t = 4L/cy).

Les figures 3.7a et 3.7b reportent les résultats pour lesquelles I'impulsion et 'onde
provenant de la frontiere mobile sont présentes dans le domaine, pour deux résolutions
de grilles différentes (A\/Ax = 22,1 et A\/Ax = 34, 1, respectivement). L’erreur numérique
obtenue en utilisant les méthodes ROD et RODC tend a osciller rapidement et augmente
régulierement tout au long de la simulation, sauf pour ¢t ~ 3L/cy comme le montre la
figure 3.7b. Pour les hautes résolutions considérées, la méthode RODC est globalement
plus précise que la méthode ROD (figure 3.7b). L’erreur obtenue en utilisant la méthode
CPIC est moins oscillante et beaucoup plus faible pour les temps de simulation longs. En
particulier, 'erreur commise en utilisant la méthode CPIC est plus importante lorsque
Pimpulsion réfléchie se propage dans le domaine de calcul (entre ¢t &~ 1L/cy et t =~ 3L /cy).
Une fois que I'impulsion réfléchie a quitté le domaine en passant par la condition de
non-réflexion a gauche, l'erreur obtenue avec CPIC est inférieure d’environ un ordre de
grandeur a celles obtenues avec les méthodes ROD et RODC.

Comme les valeurs d’erreur obtenues avec CPIC paraissent différentes pour I'impulsion
et 'onde émise par la frontiere mobile, les figures 3.7c et 3.7d présentent les résultats sans
I'impulsion. La solution initiale associée a ce cas-test est présentée figure 3.8a. La condition
initiale est nulle, puis 'onde émise par la frontiére mobile se propage progressivement dans
le domaine de calcul (jusqu'a t ~ L/cg). Pendant ce transitoire, les niveaux d’erreurs sont
importants pour toutes les méthodes, ’erreur obtenue avec la méthode CPIC étant plus
élevée et ROD et RODC étant comparables. Une fois que l'onde a rempli le domaine

de calcul, les niveaux d’erreur diminuent de maniere significative, en particulier pour
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FIGURE 3.7 : Evolution temporelle de I’erreur obtenue avec les méthodes CPIC, ROD
et RODC sur un temps long (jusqu'a t = 4L/cy). Les erreurs sont calculées avec une
impulsion (a)(b), sans I'impulsion (c¢)(d) et sans 'impulsion, sans régime transitoire (e)(f)
(la condition initiale est représentée sur la figure 3.8(b)), a A\/Az = 22.1 sur la premiere
colonne (a)(c)(e), et a A\/Az = 34,1 sur la deuxieme colonne (b)(d)(f).

les méthodes CPIC et RODC. La méthode RODC est significativement plus précise que

la méthode ROD. Méme apres le transitoire, 'erreur commise en utilisant la méthode
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ROD continue d’augmenter progressivement, ce qui indique des problemes de stabilité.
Le comportement a long terme de la méthode CPIC est nettement plus stable que celui

des méthodes ROD et RODC.
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FIGURE 3.8 : Solution initiale pour les cas a gauche sans impulsion (correspondant
aux sous-figures 3.7(c)(d)) et a droite sans impulsion et sans régime transitoire (sous-
figures 3.7(e)(f)).

Enfin, les figures 3.7e et 3.7f présentent les résultats obtenus lorsque la condition ini-
tiale est la solution analytique de I'onde progressive générée uniquement par la frontiere
mobile. La solution initiale associée a ce cas-test est reportée figure 3.8b. Dans cette
configuration particuliere, il n’y a donc pas de transitoire, puisque 'onde est déja pré-
sente partout dans le domaine de calcul. Pour une faible résolution de grille, les erreurs
numériques obtenues pour les méthodes RODC et CPIC présentent presque le méme
plateau que celles visibles sur les figures (c) et (e). Cependant, 'erreur obtenue avec la
méthode ROD augmente progressivement, ce qui confirme a nouveau les problemes de
stabilité. Pour la haute résolution, les trois méthodes produisent le méme niveau d’erreur

numeérique.

3.5 Résultats numériques dans le cas non linéaire

Afin d’illustrer la robustesse du modele numérique proposé, la méthode CPIC présen-
tée dans la section 3.2.3 est utilisée dans le cas d’amplitudes de pression beaucoup plus
élevées afin d’observer les effets de la propagation non linéaire. L’amplitude de I'impulsion

de la condition initiale et I'amplitude des oscillations de la frontiere mobile sont ajustées
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afin de générer des niveaux de pression acoustique de 155dB dans le domaine. Une réso-
lution spatiale de A/Axz = 42 pour garantir la convergence des résultats numériques.

La figure 3.9a présente la comparaison entre les résultats numériques obtenus a ’aide
de la méthode du CPIC a grande amplitude et la solution analytique de référence linéaire.
Les effets non linéaires sont clairement visibles. L’impulsion se déforme progressivement

au cours de sa propagation jusqu’a avoir un profil en dents de scie, comme prévu par la

théorie.
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FIGURE 3.9 : Solution a t = L/¢ pour L, = 155dB. (a) Les solutions numériques (lignes
pleines) sont comparées a la solution du probléme linéarisé (lignes de tirets). (b) Les
solutions numériques en pression (lignes pleines) sont comparées a la solution analytique
du modele de Fubini—Ghiron avec 'amplitude de ’onde provenant du mouvement de la
frontiere (lignes de tirets), et avec 'amplitude de l'onde provenant de la réflexion de
I'impulsion (lignes de points).

La comparaison avec la solution de Fubini-Ghiron (donnée équation (3.17)) est pré-
sentée sur la figure 3.9b. La forme d’onde analytique est d’abord calculée avec Py corres-
pondant a 'onde générée par la frontiere mobile (lignes de tirets). On observe un excellent
accord avec la solution numérique, sauf au milieu du domaine (environ 0.3 < z/L < 0.7)
ou l'impulsion est présente. Si Py dans (3.17) est fixé a 'amplitude initiale de I'impulsion
(lignes de points), on obtient un bon accord avec les résultats numériques au milieu du
domaine. Cela indique que le modele numérique est capable de capturer la propagation
non linéaire de I'impulsion et de 'onde générée par la frontiere en mouvement.

Ce cas-test illustre que la méthode proposée dans le cadre de cette these peut résoudre
des situations ou les effets non linéaires de propagation sont importants. Cependant,
pour aller plus loin et traiter pleinement les problemes impliquant des ondes de choc

acoustiques, il est nécessaire d’introduire des techniques de capture de chocs, telle que
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celle proposée par Bogey et al. [9].

3.6 Conclusions

Dans ce chapitre, les conditions limites caractéristiques sont formalisées pour les équa-
tions non linéarisées. L’adaptation des méthodes a frontiere mobile aux conditions limites
caractéristiques n’est pas triviale et nous en avons décrit deux : les méthodes CPIC et
RODC. La méthode RODC est une amélioration de la méthode ROD avec pondération
(présentée au chapitre 2) en utilisant des conditions limites couplées reposant sur les ca-
ractéristiques non linéaires. La méthode CPIC est une approche nouvelle utilisant a profit
la direction des ondes caractéristiques a la frontiere pour implémenter la condition limite
caractéristique mobile. Pour de faibles amplitudes de propagation, une comparaison des
méthodes utilisant les caractéristiques CPIC et RODC et des méthodes sans caractéris-
tiques (ROD et CPI) a été présentée. Un quatrieme ordre de convergence a été atteint
comme attendu, quelle que soit la méthode utilisée. L’introduction des caractéristiques
dans la formulation des IBM présente plusieurs avantages. Elles permettent d’améliorer
significativement la précision de la solution pour tous les cas considérés. Elles permettent
également d’améliorer la précision de la solution sur les longues durées de propagation
dans le cas de la méthode RODC.

En comparant les méthodes ROD, RODC et CPIC, trois critéres de comparaison se
dessinent : la précision de la réflexion de I'impulsion sur la frontiere mobile, la robustesse
des méthodes sur une longue durée de simulation et la sensibilité des méthodes a la
résolution. La précision de la réflexion de 'impulsion sur la frontiére mobile est meilleure
en utilisant les méthodes ROD et RODC. La méthode CPIC s’avere quant a elle plus
robuste pour les calculs a long terme. En effet, les résultats obtenus avec les méthodes
ROD, et RODC ont montré que des réflexions parasites peuvent apparalitre a gauche
du domaine, ce qui entralne une détérioration de la solution. Ce phénomene n’est pas
présent en utilisant la méthode CPIC. La méthode RODC est également plus sensible a
la résolution de la grille que les deux autres méthodes.

Pour toutes les méthodes, I'erreur atteint un plateau a haute résolution. Ce plateau
disparait lorsque la frontiere est fixe. Des investigations sur sa cause ont été menées. Nous
avons montré qu’il n’est pas causé par la condition limite de non-réflexion a gauche du
domaine. De plus, il n’est pas dépendant de l'ordre d’interpolation des schémas d’inter-

polations, ni de la présence d’effets non linéaires.
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3.6. Conclusions

Pour terminer ce chapitre posant le formalisme des conditions limites caractéristiques
mobiles pour les équations non linéaires, la méthode CPIC est testée pour de grandes
amplitudes de mouvement de la frontiere et de 'impulsion initiale. La solution numérique
est comparée a la solution de Fubini-Ghiron [70]. Il a été montré que la méthode CPIC
peut résoudre des problémes avec la présence d’effets non linéaires de propagation. Pour
aller plus loin dans ce travail, il pourrait étre envisageable d’introduire des algorithmes de

capture de chocs pour résoudre les problemes impliquant des ondes de choc acoustiques.
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CHAPITRE 4

EXTENSION AUX CONDITIONS LIMITES
D’IMPEDANCE MOBILES

Il est utile de modéliser des problemes avec des revétements acous-
tiques sur des objets mobiles ou déformables. Pour cela il peut étre
nécessaire d’associer les méthodes a frontieres immergées mobiles
et les conditions limites d’impédance dans le domaine temporel.
L’intéret du formalisme des caractéristiques pour bien poser les
probléemes a frontiere mobile a été discuté au chapitre précédent.
Les trois méthodes CPIC, ROD et RODC seront utilisées dans ce
chapitre. Ce travail présente un cas-test similaire au précédent pour
lequel la frontiere imperméable est remplacé par une frontiere impé-
dante. Pour cette premiere implémentation, le modele d’impédance
choisi est le systeme masse-ressort amorti proposé par Tam et Au-
riault [82].

4.1 Introduction sur les conditions limites d’impé-

dance mobile

L’objectif de cette section est de présenter dans un premier temps les modeles clas-
siques de conditions limites d’impédance dans le domaine temporel. Ensuite, les travaux
qui montrent 'intérét des caractéristiques pour poser mathématiquement les conditions
limites d’impédance dans le domaine temporel sont exposés. Enfin, une revue des mé-
thodes de frontieres immergées mettant en jeu des conditions limites d’impédance pour

des frontieres immobiles est réalisé.
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4.1.1 Conditions limites d’impédance en FDTD

Une surface traitée acoustiquement est souvent modélisée par une impédance acous-
tique. L’impédance est la relation qui relie linéairement la pression P et la vitesse acous-

tique normale & la surface impédance V,, dans le domaine fréquentiel :
Z(w) = P(w)/Va(w).

La transformée de Fourier inverse de la relation précédente permet d’exprimer la pression

dans le domaine temporel, comme suit :

p(t) = /0+OO 2(T)v,(t — T)dT

ou p, v, et z sont des valeurs temporelles de pression, vitesse normale et impédance
acoustique dans le domaine temporel. Ainsi pour obtenir la valeur de la pression a un
instant ¢, il est nécessaire de stocker les valeurs d’impédance et de vitesse normale a
toutes les étapes précédentes. Deux axes principaux de recherche sont menés sur ce sujet.
Le premier concerne la prise en compte des propriétés acoustiques du revétement dans le
modele fréquentiel afin d’obtenir un modele dans le domaine temporel générique, efficace et
large bande. Le second concerne 'approximation du produit de convolution afin de limiter
le stockage de données. Deng [17] dresse une revue des conditions limites d’'impédance dans

le domaine temporel.

Le premier type de modele d’impédance dans le domaine temporel développé est celui
a trois parametres (proportionnel, intégral et dérivatif) proposé par Tam et Auriault [82].
Il consiste a modéliser le comportement acoustique d’un revétement par celui d’un os-
cillateur masse-ressort amorti. L’implémentation de cette condition limite repose sur la
résolution des relations dynamiques temporelles de cet oscillateur. La pression du fluide
a la frontiere agit comme un terme de force sur l'oscillateur. La vitesse résultante de
l'oscillateur intervient alors dans la contrainte imposée au fluide. Rienstra [73] présente
des conditions nécessaires pour que les fonctions d’impédance soient physiquement ad-
missibles.

Ozyoriik et Long [65] ouvrent la porte des modeles large bande, c’est-a-dire dont la
relation d’impédance est maitrisée sur un intervalle fréquentiel étendu. Ils consistent a
utiliser une fraction rationnelle pour approximer la fonction d’impédance dans le domaine

de la transformée en z. L’utilisation de la transformée en z dans ce cadre permet d’abou-
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tir a des filtres numériques récursifs a réponse impulsionnelle infinie, ce qui permet au
passage en temporel d’estimer récursivement la valeur de la pression a un instant donné
par rapport aux valeurs de pression et de vitesse a plusieurs instants précédents. Cette
opération nécessite une connaissance restreinte des valeurs antérieures des pressions et des
vitesses acoustiques a la surface, contrairement a la convolution. L’article souleve la né-
cessité de choisir avec attention le pas temporel afin de ne pas diminuer la précision. Pour
poursuivre avec les modeles large-bande, Reymen et al. [72] proposent un modele d’impé-
dance sous la forme d’une fraction rationnelle mais cette fois dans le domaine fréquentiel.
Elle peut s’écrire comme une série de fractions partielles avec des résidus et des poles. 11
s’agit de la méthode multipdle, qui consiste a généraliser la méthode a trois parametres
de Tam et Auriault [82]. Le passage dans le domaine temporel est réalisé grace a une
convolution récursive, c¢’est-a-dire par le stockage d’'un unique accumulateur mis a jour
a chaque étape. Cet accumulateur ne dépend que des valeurs a 1’étape précédente. Li et
al. [52] proposent une évolution du modele multipole large bande en utilisant une expres-
sion légerement différente de I'impédance. Combinant la méthode multipdle large-bande
introduite par Reymen et al. [72] et le modele a trois parametres de Tam et Auriault [82].
Cette nouvelle expression permet de modéliser plus finement les revétements acoustiques
dont la résistance est constante et la réactance augmentent avec la fréquence. La méthode

de convolution récursive est utilisée dans le cadre de cette approche.

Les travaux de Dragna et al. [21] proposent une alternative aux méthodes de convo-
lution utilisées jusqu’alors. Il s’agit de résoudre des équations différentielles auxiliaires
pour la propagation acoustique dans les matériaux poreux. Ces équations auxiliaires dé-
coulent de l'utilisation d’une fonction de relaxation, qui décrit la réponse d’'un matériau
poreux a une excitation. Fréquentiellement, cette fonction de relaxation est une fraction
rationnelle avec des poles simples. Dans le domaine temporel, la fonction de relaxation
est approximée par une somme de fonctions de relaxation classiques et chacune d’elles
décroit exponentiellement avec le temps. Grace a cette forme spécifique d’approximation,
la convolution est remplacée par une somme de fonctions auxiliaires, qui sont des accumu-
lateurs. Ces accumulateurs sont les solutions d’équations différentielles du premier ordre,
résolues en utilisant les mémes schémas numériques d’ordre élevé que pour les équations
de propagation. Troian et al. [86] utilisent ces équations différentielles auxilliaires, dans le

cas de 'impédance multipole large-bande, introduite par Reymen et al. [72].

Le modele de Monteghetti et al. [61] permet d’améliorer la prise en compte des pro-

priétés des matériaux de surface. Il repose sur une représentation de I'impédance faisant
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intervenir une partie oscillatoire et une partie diffusive. Grace a cette formulation, la
convolution se réduit alors a la résolution d'une équation différentielle ordinaire du pre-
mier ordre pour chacune des deux parties. La discrétisation de la condition limite ainsi
obtenue fait entrer en jeu une série finie de gains et de poles. Une technique d’optimisation
au sens des moindres carrés est mise en place pour déterminer les valeurs des gains et des
poles a partir d’une répartition de poles sur un intervalle fréquentiel donnée en fonction
des propriétés de surface a modéliser.

Un autre enjeu lié a cette thématique est la prise en compte des effets non linéaires
car le concept méme de surface impédante n’est strictement valide qu’en régime linéaire.
L’article de Diab et al. en 2022 [19] propose un modele multipole large bande pour une
plaque perforée, valable pour de grande amplitude d’excitation, permettant donc la prise
en compte d’effets non linéaires.

Les conditions limites d’impédance en présence d’écoulement rasant posent des diffi-
cultés concernant la stabilité des solutions [25, 26, 36]. Cette notion n’est pas approfondie
ici, mais une revue est donnée par Brambley [11].

Dans cette section plusieurs types de modeles de condition limite d’impédance dans
le domaine temporel sont présentés. Il s’agira ici de pouvoir modéliser de maniere réaliste

des revétements acoustiques.

4.1.2 Conditions limites immergées d’impédance dans le do-

maine temporel

Peu de travaux portent sur les traitements d’interface perméable mobile. Kim et Pes-
kin [40] ont abordé la question pour la dynamique des fluides. Ils ont étudié ’aérody-
namisme d’un parachute en considérant les interactions entre le fluide en écoulement a
vitesse rapide et la canopée! qui est flexible, élastique et poreuse. Sa porosité satisfait la
loi de Darcy qui relie la vitesse normale relative traversant 'interface a la différence de
pression de part et d’autre de cette interface. La vitesse de fuite a travers I'interface est
ce qui va caractériser la force de la frontiere sur le fluide, qui est implémentée en utilisant
une méthode IBM par forgage continu. Dans la lignée directe de ce travail se trouve celui
de Stockie [77]. Ces travaux apportent I'ajout d’un terme de correction de porosité aux
équations discrétisées afin d’améliorer la conservation volumique.

Une deuxiéme approche en mécanique des fluides est celle présentée par Layton [49]

1. La canopée est la partie en tissus d’un parachute.
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pour I'implémentation d’une interface perméable mobile, appliquée au transport dun
fluide visqueux a travers une membrane perméable a l'eau, élastique et immergée. La
résolution bidimensionnelle mise en place repose sur une méthode de saut explicite sur la
frontiere, permettant de prendre en compte les discontinuités des solutions et des dérivées
a travers une interface, combinée a la prise en compte d'une interface mobile. On appelle
ce type de méthode les Méthodes & Interface Immergées (ITM). La technique de forcage
utilisée s’opere par le biais de 'approximation discréte d’une fonction §, permettant d’éli-
miner la singularité du forcage. Le flux qui traverse la membrane est décrit grace a la

différence de pression et de concentration du soluté de part et d’autre de I'interface.

Pour les IBM, c’est-a-dire pour les problémes de réflexion, les méthodes de pénalisation
déja évoquées dans le chapitre 1 peuvent constituer un choix intéressant pour la prise en
compte de surfaces poreuses. Ces méthodes consistent a remplacer les objets en interaction
avec un fluide par des matériaux poreux. La loi de Darcy et la loi de Brinkman sont prises
en compte en ajoutant un terme source aux équations continues. La porosité varie selon
la nature des objets. Plusieurs travaux ont recourt a cette méthode pour les problemes
d’acoustique comportant des frontiéres a géométrie complexe (sans mouvement) [1, 50,
53]. La méthode de Brown-Dymkoski et al. [12] méle la pénalisation de Brinkman et les

conditions caractéristiques.

Enfin, certains travaux ont traité les IBM avec des conditions limites d’impédance
dans le domaine temporel. Les travaux de Jiang et al. [37] portent pour la premiere fois
sur cette thématique pour la résolution des équations d’Euler linéarisées. La surface du
corps immergée est discrétisée par un maillage triangulaire. L’IBM employée est celle
par forcage direct continu de Sun et Jiang [78] (évoquée dans le chapitre 1). Le modele
d’impédance dans le domaine temporel est celui de Reymen et al. [72]. A chaque pas de
temps, la vitesse normale requise par I'IBM est calculée uniquement a partir des valeurs
de pression a 1’étape précédente et des parametres du modele d’impédance. Bilbao a mené
de nombreux travaux en acoustique sur cette thématique dont l'article [6] qui présente
une IBM par forcage discret direct. Le modele d’impédance dans le domaine temporel
est celui du systeme masse ressort amorti exprimé dans le domaine de Laplace. Dans cet
article, les conditions limites d’impédance sont également généralisées pour les problemes

en transmission.

Tous les articles portant sur des conditions limites d’'impédance concernent des fron-
tieres immergées immobiles. A la connaissance des auteurs, il n’existe pas de travaux

associant les conditions d’impédance et les frontieres mobiles. L’objectif de ce chapitre est

105



Partie , Chapitre 4 — FExtension aux conditions limites d’impédance mobiles

donc d’apporter une formulation de la condition d’impédance pour les frontiéres immer-

gées en utilisant la méthode des caractéristiques pour les équations d’Euler non linéaires.

4.2 Extension de la méthode IBM aux conditions
d’impédance

Il s’agit dans cette partie d’implémenter des conditions limites d’'impédance dans le
domaine temporel. La configuration géométrique considérée ici est celle décrite a la fi-
gure 1.11. La condition limite mobile est implémentée en utilisant la méthode des ca-
ractéristiques. Les équations résolues sont les équations d’Euler non linéarisées, voir sec-
tion 3.1.1. La condition initiale et le mouvement de la condition limite sont similaires a
celles utilisées au chapitre 3, (cf. équations (3.14) et (1.1) avec les parametres w = 6,
dy, = 107 et 219 = L — dy, configuration 2 expliquée dans la section 1.3.1, incluant

I'entrée et la sortie de points a travers la frontiere mobile).

4.2.1 Condition limite d’impédance dans le domaine temporel

Le modele d’impédance retenu dans cette partie est celui a trois parametres de Tam et
Auriault en 1996 [82]. Il représente la relation pression-vitesse de maniere analogue a celle
d’un oscillateur masse-ressort amorti. Ce modele sera étendu dans la suite de ce chapitre.

Le déplacement relatif £ de la masse de l'oscillateur par rapport a la frontiere fixe et

la vitesse relative 17 de cette masse sont gouvernés par les équations usuelles :

d
Mot + Ron + Ko = plan(t),t) = po . (4.12)
d
— = 4.1b

dans lesquelles la pression p(zy,(t),t) du fluide a la frontiére },(¢) agit comme un forcage
sur l'oscillateur, et py est la pression atmosphérique. La masse, la rigidité et ’amortisse-
ment de l'oscillateur sont notés respectivement M,, K, et R,.

Dans le domaine fréquentiel (en utilisant une dépendance implicite au temps e™“*); la

fonction d’'impédance reliant linéairement la pression et la vitesse de 'oscillateur est :

K
Z pu— :_. MO (0] .O’ 4.2
(@) = B = Mo+ R+ =2 (12)
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ou ~ est la notation correspondante aux quantités dans le domaine fréquentiel, obtenues
par la transformée de Fourier. Les parametres M, K, et R, sont ajustés en fonctions de

I'impédance acoustique souhaitée.

4.2.2 Mobilité de la condition limite d’impédance

L’implémentation de cette condition limite nécessite la résolution en parallele des
équations d’Euler (3.1) et du systéeme dynamique de 'oscillateur (4.1). Le couplage entre
les grandeurs acoustiques et les grandeurs dynamiques de 1’oscillateur est formalisé comme
suit. L’effort du fluide sur la masse de l'oscillateur apparait a droite de ’équation (4.1a).
La masse agit réciproquement sur le fluide par I’application de la condition limite de

vitesse imposée suivante :
u(@p(t),t) =n(t) + vb(t) - (4.3)

La vitesse de l'oscillateur 7 correspond a la vitesse de fuite du fluide a travers la frontiere.
Cette condition limite est implémentée grace aux caractéristiques. Dans I’équation (3.9), la
condition limite imperméable (3.8) est remplacée par la condition limite perméable (4.3).

L’expression de la caractéristique entrante ainsi obtenue est la suivante :

4.4
u— CES 3 ( )

B 1 ov, 0On u—+c
Lr= u—c(@t +8t>

ou la dérivée On/0t est remplacée par la relation (4.1a).

Les conditions initiales du systeme dynamique de I'oscillateur sont :

(po,t =0) — po — Romo
K, '

Ny = u(xpo, t =0) —vp(t =0), & = p (4.5)

Pour que les effets de la frontiere d’impédance soient significatifs, les parametres de
l'oscillateur sont choisis afin que 1'oscillateur interagisse avec le pulse, c¢’est-a-dire que la
fréquence de résonance de l'oscillateur soit dans la gamme de fréquence excitée par le
pulse. Si la fréquence de résonance est trop éloignée de cette gamme (pulsation comprise
entre 12 et 50), la frontiere est alors vue par le pulse comme étant imperméable. Les
parametres de 1'oscillateur adimensionnés sont calculés comme suit :

— choix la pulsation de résonance de l'oscillateur W, = 26.7 (identique a la pulsation

au maximum de ’énergie du pulse initial) ;

— taux d’amortissement faible imposé 7, = 0.2;
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— masse imposée M, = 0.6;
— raideur K, = W2 M, = 428;
— résistance R, =271, W, M, = 6.4.

4.3 Reésultat du cas-test

Pour ce cas-test, le CFL est fixé a coAt/Ax = 0.8.

4.3.1 Modele d’impédance pour un oscillateur amorti

La figure 4.1 présente les résultats obtenus pour \/Az = 42 en utilisant la méthode
CPIC. Cette figure inclut également les résultats analytiques correspondants obtenus avec
une frontiere mobile rigide. L’effet de 'impédance de la frontiére mobile est clairement
visible dans la forme de 1'onde réfléchie observée figure 4.1a. L’effet de I’amortissement
de l'oscillateur se manifeste par la réduction de 'amplitude du pulse.. Cela indique que
la frontiere a absorbé une partie de I'onde incidente. Lorsque la masse de 1'oscillateur est
grande (M, = 20 pour la méme fréquence de résonance), la solution numérique est proche

de celle d’'un mur rigide comme illustré sur la figure 4.1b.

-8 -8
10 x10 10 x10

Pn — Po
Uy, POCO
054 /v Pa — Do
Ua PoCO

a\ N
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|
o
I3

O (b)
-1.04— T T — T T -1.04—
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0

z/L z/L

FIGURE 4.1 : Solution & t = L/¢y pour la frontiere mobile d’impédance. Les solutions
numériques par la méthode CPIC (lignes pleines) sont comparées aux solutions du pro-
bleme linéarisé avec une frontiere imperméable (lignes pointillées). Les parametres des
oscillateurs sont (a) W, = 26.7, M, = 0.6, K, = 427, R, = 6.4 avec 7, = 0.2, et (b)
M, = 20.

Il est possible de valider le modele numérique dans le domaine fréquentiel en calculant

I'impédance effective Z,,, = p/0 de la frontiere mobile, ot p et © sont les transformées de
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Fourier de la pression et de la vitesse numérique a 1’abscisse x = x1,. La valeur analytique
de cette impédance est donnée par ’équation (4.2). Pour faciliter la comparaison entre
les valeurs analytiques et numériques, la figure 4.2 présente les coefficients de réflexion

calculés a partir de 'impédance en utilisant 1’équation :

B Be ikl _ Z(w) — poco

Bo() = 3 = Zo) e (4.6)

Cette figure 4.2 reporte les résultats obtenus pour la frontiere mobile, mais aussi ceux
obtenus pour une frontiere d’impédance fixe. Les résultats numériques sont obtenus en
utilisant les méthodes CPIC, RODC et ROD (pour les parametres de pondération ¢ =
Azx/4 et dl = 0Ax). Dans tous les cas, un excellent accord entre les coefficients de réflexion
numeériques et théoriques est observé, ce qui montre que les trois modeles numériques
sont capables de représenter avec précision I'impédance de la frontiere (qu’elle soit fixe ou

mobile).
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FIGURE 4.2 : Parties réelle et imaginaire des coefficients de réflexion dans le domaine
fréquentiel & © = xp(t) dans le cas d'une frontiere d'impédance fixe (a gauche) et d’une
frontiere d’impédance mobile (& droite).
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4.3.2 Généralisation du modele d’impédance par ’ajout d’un

second oscillateur

La méthode des équations différentielles auxiliaires (ADE) [21, 86] permet de décrire
une impédance complexe sous la forme générale :
N Ak

M .
A ~ 1 B, +iC,
A ~ /7 = 3o E § :7 :
(w) p(w) Zoo T i +k:l 2y +1if, — iw

(4.7)

ol Zo est la limite haute fréquence de Zp(w). Le second terme décrit une somme de N
systemes d’absorption a décroissance exponentielle de constantes 1/ associées a N poles
réels \j. Le troisieéme terme contient M systemes amortis a 2M podles complexes conjugués.
Chaque oscillateur amorti possede un coefficient 5 décrivant sa période d’oscillations et

ay, sa décroissance.

Méme si la forme de I'impédance pour le systeme masse-ressort amorti n’est pas iden-
tique a celle du modele ADE avec M = 1, le méme type de généralisation est utilisé
afin d’associer deux oscillateurs amortis (M = 2) dont les impédances sont paralléles. Le
modele ADE tel que décrit précédemment prend en entrée la vitesse du fluide et exerce
une pression en sortie. Pour rester en accord avec la description des conditions limites
précédemment exploitées dans ce manuscrit, l'inverse est choisi a savoir I'entrée du mo-
dele d’impédance est la pression et sa sortie est la vitesse. Le couplage entre les deux

impédances en parallele Z; et Z, s’écrit donc :

1 1 1
i _ 4.8
Z Zl+ZZ, (4.8)

ou Z est I'impédance équivalente, qui interagit a la frontiere avec les ondes présentes dans

le domaine.

Le systeme d’équations (4.1) est dupliqué pour pendre en compte le second oscillateur,
mais avec des parametres distincts. Le couplage numérique entre les deux oscillateurs et

les ondes fluides est régit par :
U(l’b(t), t) = Ub(t) + T (t) + 772(t) . (49)

Les parametres des deux oscillateurs sont choisies de maniere a donner un coefficient

de réflexion globale qui ne peut étre obtenu avec un unique oscillateur. Les parametres
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sont pour le premier oscillateur MV = 0.6, K = 427, R(Y) = 6.4 et pour le second
oscillateur M? = 0.4, K2 = 160, R = 4.8.

Pour ce cas-test, les résultats numériques sont calculés & \/Azx = 42 en utilisant
les méthodes CPIC, ROD et RODC. Les résultats numériques obtenus sont représentés
en termes de coefficient de réflexion sur la figure 4.3. Le passage de la fonction d'impé-
dance au coefficient de réflexion est obtenu en utilisant I’équation (4.6). Les impédances
numériques des deux oscillateurs représentées sur les figures de gauche sont calculées sé-
parément pour chaque oscillateur grace au rapport des transformées de Fourier de la
pression calculée a la frontiere et des vitesses 7; o obtenues numériquement a chaque pas
de temps. Afin d’améliorer la lisibilité de la figure, seuls les résultats obtenus avec la mé-
thode CPIC sont représentés. Les résultats obtenus avec les méthodes ROD et RODC se
superposent, parfaitement aux résultats obtenus avec la méthode CPIC. Les impédances
théoriques respectives de chaque oscillateur sont données par 1’équation (4.2). La partie
gauche de la figure 4.3 présente les deux oscillateurs masse-ressorts amortis aux propriétés
différentes. Les erreurs obtenues pour chaque oscillateur sont équivalentes a celle obtenue

pour 'oscillateur simple (voir section 4.3.1).
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FIGURE 4.3 : Parties réelles et imaginaires des coefficients de réflexion dans le domaine
fréquentiel pour chaque oscillateur (a4 gauche) et de la frontiere globale mobile (& droite).

Les figures 4.3 a droite correspondent a I'impédance globale du systeéme des oscilla-
teurs amortis couplés. L’impédance numérique est calculée a partir de la transformée de
Fourier de la vitesse du fluide a savoir la vitesse acoustique du fluide u(xy(t),t) — vp(t).

L’impédance théorique de I'impédance globale est obtenue grace a la relation (4.8). De
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part la forme du coefficient de réflexion, les propriétés de la condition limie sont plus
complexes qu'un unique oscillateur. Les accords sont tres bons entre les résultats numé-
riques et théoriques. Le couplage d’oscillateurs peut permettre d’obtenir une multitude de
fonctions d’impédance, et ainsi d’approcher une condition limite numérique déterminée

en fonction d’un revétement acoustique réel donné.

4.4 Conclusions

L’étude bibliographique des modeles d’impédance dans le domaine temporel a indiqué
que la modélisation des conditions limites mobiles d’impédance n’avait pas été abordée.
C’est donc a partir de ce constat que le travail présenté dans ce chapitre s’est focalisé
sur l'extension des méthodes CPIC, RODC et ROD au cas d’une frontiere mobile impé-
dante pour laquelle le modele d’impédance du systeme masse-ressort amorti de Tam et
Auriault [82] a été retenu.

Pour approfondir I'implémentation du cas-test, une généralisation du modele d'impé-
dance dans le domaine temporel est proposée en mettant en jeu deux oscillateurs amortis
est étudié. Cette condition limite d’oscillateurs couplés pour la méthode CPIC obtient
une bonne correspondance par reconstruction des résultats numériques dans le domaine
fréquentiel avec la forme théorique du coefficient de réflexion. Cette méthode de générali-
sation qui considere un couplage simple entre des oscillateurs est une premiere étape dans
le design de conditions limites d’impédance pour des revétements complexes disposés sur
des objets mobiles.

Pour généraliser ce travail aux grandes amplitudes de déplacement de la frontiere
et/ou de pression acoustique dans le domaine, il serait pertinent d’étendre le modele
d’impédance afin qu’il puisse prendre en compte des effets non linéaires. L’article de Diab
et al. [19] propose une premier ébauche a ce sujet dans un contexte de revétement perforé
pour une excitation harmonique. L’admittance est approximée par un modele multipole,
grace a la méthode ADE. Deux approches sont étudiées. Elles utilisent deux dépendances
différentes de 'admittance a la vitesse a travers les perforations. Il pourrait étre intéressant
d’adapter ce modele d’impédance pour un revétement perforé en mouvement. Il s’agirait
dans ce cas d’apporter une description analytique de I'admittance dynamique du matériau

en fonction de la vitesse du fluide a travers les perforations et de la vitesse de la frontiere.
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CHAPITRE 5

APPLICATION DE LA METHODE CPIC EN
DEUX DIMENSIONS

L’objectif de ce chapitre est d’utiliser la méthode CPIC pour la
résolution d’équations en deux dimensions. Le cas-test choisi est
géométriquement simplifiée car la frontiere mobile est plane. De
plus, toutes les frontiéres considérées sont paralleles aux axes = et
y de la grille considérée. La méthode des caractéristiques propose
une description parfaite des conditions limites pour les problemes
unidimensionnels. Bien qu’elles deviennent imparfaites pour les pro-
blémes multidimensionnels, elles restent toutefois couramment utili-
sées. Il est alors utile de montrer comment la méthode va se compor-
ter pour le cas test d’une impulsion bidimensionnelle qui se réfléchit

sur une frontiere mobile.

5.1 Description du cas-test

Le domaine de calcul est un carré de dimension L, = L, = L = 1. La grille cartésienne
possede N, = N, = 81 points dans chaque direction. Le CFL est fixé a ¢gAt/Az = 0.5. La
frontiere a droite du domaine est un mur plan oscillant et imperméable dont le mouvement

est le méme que pour le probleme 1D décrit dans la section 3.1.

5.1.1 Equations d’Euler 2D
Les équations d’Euler bidimensionnelles s’écrivent de la maniere suivante :

ow Of g

§+%+ay_0, (5.1)
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ou w est le vecteur des quantités conservées (masse, quantité de mouvement selon x et ¥,

énergie) et f et g contiennent les flux :

p pu pu
2
pU pu” +p puv
w = 9 .f = ) g = 2 ) (52)
pU pUU pU°+p
pe (pe + pu (pe +p)v

avec u et v les composantes de la vitesse selon x et y. La pression est donnée par
p=(y=1)|pe— p(u? +v?)].

5.1.2 Conditions initiales

La condition initiale est une impulsion de pression gaussienne placée au milieu du

domaine de calcul :

(= L/2)* + (y — L/2)’
B? !

p(x,y) = po+ Aexp | —In(2) (5.3)
avec une amplitude A = 1078, Cette amplitude est choisie faible afin de pouvoir négliger
les effets non linéaires de propagation. La largeur du pulse vaut B = L/16. La densité de

masse p et les vitesses u et v sont initialisées a zéro sur I’ensemble du domaine.

5.1.3 Conditions limites

Les conditions caractéristiques appliquées dans ce cas-test sont celles présentées dans
'article de Thompson [84]. Sur les frontieres, les caractéristiques entrantes normales sont
fixées. Sur les coins, les deux directions sont normales, alors les caractéristiques entrantes

des deux directions sont fixées.

Les équations d’Euler bidimensionnelles peuvent aussi étre reformulées sous forme non

conservative : 9 5 5
q q q
—+A—=-+B-—==0. 4
ot * ox + dy (54)
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avec le vecteur q et les matrices A et B définis par :

p u p 0 0 v 0 p 0
0 0 1 0 0 0
I T I 2 (55)
v 0 0 uw O 00 v 1/p
P 0 vp 0 wu 00 ~vp w

Les caractéristiques sont exprimées dans la direction normale a la condition limite.
Les vecteurs normaux aux frontieres dans les directions x et y peuvent étre aisément
déterminés.

Les équations d’Euler non conservatives mettent en jeu les caractéristiques selon ’axe

x, sous la forme suivante :

dq dq
— =-SAL-B— 5.6
avec
Ly —p/c 1 0 p/c
L 1 0 0 1
=7, s= (5.7)
Ls 0O 0 1 0
Ly —pc0 0 pc
Les quatre valeurs propres associées aux caractéristiques sont :
AM=u—c, da=u, M=u, M=u+tc. (5.8)
Les caractéristiques selon I'axe x sont définies comme suit :
10u 1 dp
Liy=cF7r-——— 5.9
"7 20r  2pcoz’ (5.9)
dp 1 0p
= - —— .9b
£ or 2oz’ (5.9b)
v
Lo = — 5.9
10u 1 Op
La 28w+2p05x (5.9d)

L1 et L, correspondent aux ondes acoustiques se propageant vers les x décroissants et vers
les x croissants. Lo correspond aux ondes entropiques convectées par les vitesses locales

u. L3 correspond a I'advection dans la direction = de v.

Les équations d’Euler font intervenir les caractéristiques selon 'axe y sous la forme
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suivante : 9 9
q q
—=-A—-PYTX 5.10
ot Ox ’ (5.10)
avec P, T et X étant définis sous la forme :
—p/c 0 1 p/c v—c 0 0 0 X
0 10 O 0 0 0 X.
P= . T-= ’ Cox =" 61
1 00 1 0O 0 v O X
—pc 0 0 pec 0 00 v+ec Xy

Les caractéristiques selon I'axe y sont définies de la maniere suivante :

X =§$—;mg§, (5.12a)
Xy = gZ, (5.12b)
X3 = gz-;gz, (5.12¢)
X4=;gZ+21pcg§. (5.12d)

Une représentation de la grille de calcul a un instant ¢ est donnée sur la figure 5.1.
Les lignes bleues représentent les conditions limites de non-réflexion coincidentes avec les
points situés a * = 0, y = 0 et y = L. La condition limite imperméable mobile située
a x = xp(t) est représentée en orange pointillé. Les points ou s’appliquent a la fois la
condition limite de non-réflexion dans une direction et une condition limite imperméable
sont représentés en rose. Les implémentations de ces trois types de conditions limites sont

présentées dans les sections suivantes.

Condition limite de non-réflexion

L’implémentation de la condition limite de non-réflexion suit un principe identique
au cas 1D. A chaque point coincidant & une frontiere, les caractéristiques entrantes sont
toutes fixées a 0.

Pour la frontiere non-réflective a x = 0, la caractéristique L4 est entrante et L£; est
sortante tandis que Ly et L3 entrent si u > 0; De méme pour la frontiere en y = 0, la
caractéristique X est entrante et X est sortante et X5 et X3 entrent si v > 0. Concernant

la frontiere y = L, X est entrante, X est sortante et X5 et X3 entrent si v < 0.
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5.1. Description du cas-test

“ :

frontiére non réflective fixe

frontiére imperméable mobile

e coins

xx schéma décentré

' ! [ points considérés

o stencil d'extrapolation contrainte

xe stencil d'extrapolation simple

. e
T

FIGURE 5.1 : Représentation de la nature des points pour I'implémentation 2D de la
méthode CPIC. Pour I'exemple, la taille des stencils est réduite a cinq points.

Condition limite imperméable mobile

La frontiere imperméable mobile est la frontiere a droite a x = x,(t), donc les ca-
ractéristiques utilisées sont selon z. A la frontiére mobile, £; est toujours entrante et £,
est toujours sortante, tandis que les directions de Ly et L3 dépendent du signe de u a la
frontiére. Ou/0t est exprimée en fonction des caractéristiques a partir de la deuxiéme ligne
de I'équation (5.6). En ajoutant la condition limite u(zy(t),t) = vn(t) & cette expression,
la relation qui définit la caractéristique entrante a partir de celle sortante et de la vitesse

de la frontiere est la suivante :

1 Ow, u+ec v Ou
u—cdt u—c ' u—coy’

L) =

(5.13)

L’implémentation des conditions limites mobiles suit le méme principe que celui de la
méthode CPIC a une dimension, présenté dans la section 3.2.3. Implémenter les conditions
limites mobiles revient ici a calculer les bonnes valeurs des dérivées temporelles du vecteur
q des points schématisés par des croix sur la figure 5.1 (plus de détails sont donnés
section 3.2.3). Pour illustrer cette I'implémentation, prenons I'exemple du calcul de dq/0t
aux trois points entourés en violet sur la figure 5.1. Afin de mener a bien ce calcul, la
méthode utilisée pour le cas 1D est modifiée comme suit :

— la relation 2D présentée équation (5.13) est utilisée en lieu et place de la relation

1D présentée équation (3.9),

— le calcul de Ju/dy sur la frontiere est calculée grace aux schémas de dérivation
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appliquées aux valeurs extrapolées de u.

Le calcul des valeurs de dq/0t s’effectue en plusieurs étapes :

1. La premiere étape consiste a calculer les dérivées spatiales de la solution q. Le
calcul est effectué en utilisant le schéma de différences finies a 7-points centré sur
la plupart des points physiques de la grille. dq/dx et dq/0Jy sont calculés sur les
trois derniers points physiques, en utilisant des schémas décentrés, afin d’utiliser

uniquement les données des points physiques.

2. A partir de la connaissance de dq /0z, les caractéristiques sortantes £ sont calculées

sur tous les points physiques en utilisant les équations (5.9).

3. Les caractéristiques sortantes et les solutions q sont extrapolées sans contrainte a

la frontiere a x = x},. Le stencil de points est en violet sur la figure 5.1.

4. Les dérivées spatiales par rapport a y des valeurs de u extrapolées sur la frontiere
sont calculées grace aux schémas centrés et aux schémas décentrés proches des

frontieres en y = 0 et y = L.

5. A la frontiére en z = xy, la condition limite est utilisée pour calculer la valeur £,

(la caractéristique entrante) avec I'expression (5.13).

6. La caractéristique entrante £, est interpolée sur les trois derniers points de la grille
ou les schémas de différences finies décentrés ont été utilisés. La méthode d’interpo-
lation contrainte unidimensionnelle (sans pondération) est décrite équation (1.25),

dont la contrainte est la valeur de £; calculée a la frontiere a I’étape 5.

7. A chaque point de la grille, les dérivées temporelles de la solution dq/0t sont

calculées en utilisant les valeurs de £; et I'expression (5.6).

Traitement des coins

Aux coins les caractéristiques sont prescrites simultanément dans les deux directions.

Il s’agit des points en rose sur la figure 5.1. Les dérivées temporelles sont calculées a

partir de I'équation d’Euler suivante, exprimées a partir des caractéristiques dans les
deux directions :

E;(tl =—-SAL-PYX . (5.14)

Comme les dérivées temporelles ne sont pas calculées directement sur les points im-

mergées, les croix roses (représentés sur la figure 5.1) subissent ce traitement. A Tétape 7

présentée précédemment, 1’équation (5.6) est alors remplacée par 1'équation (5.14).
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5.1.4 Solution analytique

Une solution analytique 1D pour ce probleme 2D peut s’écrire en y = L/2 sous la

forme :

p(:)s,y = L/27t) = pD(xvy = L/27t) +pR<$7y = L/27t) +pB<$7t) : (515)

ol pp et pr sont respectivement la pression de 'onde directe et de 'onde réfléchie, et pg
est 'onde associée au mouvement de la paroi oscillante 1D. L’impulsion initiale localisée
en (x = L/2;y = L/2) dont l'expression est donnée équation (5.3) se propage dans le
domaine puis elle est réfléchie en incidence normale sur la paroi positionnée en x = L.

Les ondes directes et réfléchies sont alors données par [20] :

por(T,y=L/2,t) = 21 /_J:o S(w) Gp r(r,w) exp(—iwt)dw H(t) , (5.16)

(e

ou S est 'intensité de la source ponctuelle et H(t) est la fonction de Heaviside. Les
fonctions de Green 2D Gp g pour les ondes directes et réfléchies, s’écrivent respectivement

comme suit :

Ar B2 9o
S(w) = iw WB) Xp( w'B w

i
2714(9) RNV G — _—gW ( — ) 517
0(2) ln(2 (S 411’1(2)0(2)) ) D,R(x,W) 4 0 CO|$ xD7R’ ( )

ouxp=L/2et xg=3L/2.

L’onde 1D associée au mouvement de la paroi rigide en x = x1,(t) est donnée par :
pe(z,t) = —pocoun(t + (x — L)/ cp) . (5.18)

Les pressions directe et réfléchie données équation (5.16) sont calculées numériquement

en utilisant la transformée de Fourier inverse discrete.

5.2 Résultats

Le mouvement de la frontiere est exprimé de maniere identique au chapitre 1 (cf. équa-
tion (1.1)). Les parametres utilisés dans la suite correspondent a ceux de la configuration
2 donnés a la section 1.3.1 pour xpy = L, — dp, et pour dp, = 10710,

La réflexion de I'impulsion 2D sur la paroi oscillante est illustrée par les résultats pré-
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sentés a la figure 5.2. La solution initiale dans le domaine est représentée sur la figure 5.2a.
Les résultats présentés figures 5.2b, 5.2c et 5.2d montrent que la réflexion de I'impulsion
se propage dans la direction opposée au mur et son amplitude diminue avec la distance
de propagation. L’onde plane rayonnée par le mur oscillant se propage de droite a gauche.

La solution numérique est stable.

Pression (Pa) Pression (Pa)
-9 -9

1.0 x10 5 ‘ . x 10
0.8 1 2 2

1 1

- 0.6 1 b
SN

0.4 i

-1 -1
0.2 1 —92 ] -2

(a) (b)
0.0 . . . . -3 . . — -3
-9 -9

1.0 1 x 10 3 x 10 5
0.8 2 2

1 1
0.6 1

i 0 0
S

0.4 1

-1 -1
0.2 _9 )
0.0 - -3 _3

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x/L x/L

FIGURE 5.2 : Solution numérique en pression a (a) ¢ = 0L/cy, (b) t = 0.5L/co, (c)
t= L/Co, (d) t= 15L/C0

Pour mieux visualiser ’erreur numérique liée a la réflexion de I'impulsion, la solution
en vitesse v a t = 1.5L /¢y est présentée sur la figure 5.3, puisque cette variable n’est pas
influencée par 'onde rayonnée par la frontiere mobile (qui se propage uniquement selon
I'axe ). L'impulsion réfléchie est visible pres de x/L = 0.3. Des réflexions parasites issues
des coins et induites par la condition d’absorption de Thompson sont visibles en dehors
de I'impulsion.

La figure 5.4 montre les solutions analytiques (données dans la section 5.1.4) et nu-

mériques pour la pression acoustique en fonction du temps au point de coordonnées
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v/co
~10
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~
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

z/L

FIGURE 5.3 : Solution numérique pour v/co a t = 1.5L/cy.

z/L = 0.25 et y/L = 0.5. La propagation est calculée pour trois cas avec et sans im-
pulsion, avec et sans mouvement de la frontiere. Sur la figure 5.4(a) se trouve la propa-
gation de I'onde issue du mouvement de la frontiere. La correspondance entre la solution
analytique et numérique pour ce cas présente un léger défaut lié a la mise en mouve-
ment de la frontiere mobile a tcy/L = 1.25. 1l s’agit d’'un défaut déja évoqué pour la
méthode CPIC utilisée, évoqué section 3.4. Sur la figure 5.4(b) seules 'impulsion et sa
réflexion se propagent au point considéré. Sur la solution analytique on observe deux
contributions différentes. La premiere a tco/L = 0.25 correspond a la propagation directe
du pulse initialement placée en x = L/2 vers la frontiere a gauche. La seconde contribu-
tion a tco/L = 1.25 est issue de la réflexion du pulse initial sur la frontiere fixe a droite.
Pour ces deux premieres contributions, la solution numérique subit un léger retard. En
revanche, une troisiéme contribution apparait a tcy/L = 1.63 sur la solution numérique,
qui n’est pas sur la solution analytique. Cette troisiéme contribution vient également de
la réflexion parasite sur les coins, mis en évidence sur la représentation de la solution de
pression dans tout le domaine a tcy/L = 1.63 figure 5.5. En effet, le croisement des pulses
parasites réfléchis sur les coins est bien visible a /L = 0.25 et y = L/2, le point ou
sont tracés les solutions temporelles (cf. la troisieme contribution figure 5.4(b)). Sur la
derniere figure 5.4(c) incluant la propagation du pulse et de I'onde issue de la frontiere, la
correspondance est bonne. Le défaut provoqué par la mise en mouvement de la frontiere
mobile est clairement identifiable sur la figure 5.4(a). La réflexion parasite sur les coins a

tco/L = 1.63 est également visible.
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FIGURE 5.4 : Solution numérique (ligne continue) et analytique (lignes pointillées) pour p
en fonction du temps a (x,y) = (0.25,0.5), dans les cas de (a) propagation de 'onde issue
du mouvement de la frontiere, sans impulsion, (b) propagation de I'impulsion en frontiere
fixe, (c) propagations conjointes de I'impulsion et de 'onde issue de la frontiere mobile.
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FIGURE 5.5 : Solution numérique pour p a t = 1.63L/cy pour le cas avec frontiére imper-

méable fixe.
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5.3. Conclusions

5.3 Conclusions

Une extension 2D de la méthode CPIC est appliquée a un probleme simple ou une
frontiere plane et mobile réfléchit une impulsion acoustique. L’évolution temporelle de
la solution numérique présente une bonne stabilité. La comparaison en temporel de la
solution numérique avec une solution analytique en un point de la grille présente un bon
accord. En revanche, la solution de vitesse dans la direction transversale par rapport au
mouvement de la frontiere permet de mettre en évidence des réflexions parasites induites
par les coins. Ce probléme pourrait étre résolu en utilisant une approche multidimen-
sionnelle des caractéristiques qui permet de mieux prendre en compte les composantes
transversales aux frontieres [54, 79].

Diverses pistes peuvent étre explorées pour développer davantage la méthode proposée.
Une extension de ce cas-test pour une frontiere a géométrie complexe mobile comme le cas-
test d’une sphere pulsante pourrait étre pertinente. Prenons I’exemple de I'implémentation
d’une frontiere mobile non-plane, dont la forme et le mouvement sont prescrits en entrée
du probleme. La premiere étape consiste a discrétiser de la frontiere. Si celle-ci a une
forme réguliere, il est possible de choisir des points équidistants. Un exemple de ce cas de
figure est représenté sur la figure 5.6. En revanche si la forme possede des angles aigus une
procédure basée sur la courbure de la frontiere peut étre nécessaire, de maniere a discrétiser
plus finement certaines de ses parties. Une fois la technique de discrétisation de la frontiere
déterminée, il est nécessaire de calculer la normale a la frontiere pour chaque point, afin
d’appliquer la méthode des caractéristiques. Pour chacun des points ou les schémas de
dérivés décentrés sont appliqués, la méthode CPIC est appliquée. D’abord, un stencil de
point bidimensionnel est défini sur les points les plus proches du point considéré [23], ainsi
que les deux points de la frontiere les plus proches sont choisies. La formulation précise
de la reconstruction polynomiale & partir des caractéristiques sur plusieurs points de la
frontiere doit faire I'objet d’un travail plus approfondi.

A Tissue de ce cas-test, il pourrait étre intéressant de proposer un modeéle prenant
en compte un objet déformable, présentant ainsi un couplage fort entre un fluide et une

frontiére.
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FIGURE 5.6 : Exemple d’une résolution 2D pour une frontiere non-plane. Pour le point
considéré, les points utiles pour appliquer la méthode CPIC sont représentés.



CONCLUSIONS

Contributions principales

Les travaux présentés dans ce mémoire répondent a la problématique de la modélisa-
tion numérique en différences finies de champs acoustiques dans un domaine contenant
une frontiere mobile. Pour cela, il s’agit de proposer une méthode de différences finies dans
le domaine temporel, qui soit versatile, stable et d’ordre de convergence élevé. Le mou-
vement de la frontieére peut étre prescrit au préalable, ou calculé a partir d'une équation
dynamique pour un couplage fort entre le fluide et la frontiere. Pour cette étude, le mou-
vement de la frontiere est toujours prescrit au préalable. Les problemes étudiés sont de
complexité croissante. Le premier d’entre eux présente une comparaison entre la méthode
classique OGM et une méthode IBM pour la résolution des équations d’Euler linéarisées.
La frontiere mobile rigide considérée dans ce contexte est implémentée en utilisant une
condition directe et la méthode des caractéristiques. Puis, les équations d’Euler générales
remplacent les équations linéarisées et la méthode des caractéristiques est adaptée a ces
équations a la frontiere. Ensuite, les frontiéres perméables sont implémentées grace aux
conditions limites d’impédances dans le domaine temporel. Enfin, la méthode IBM est
adaptée au cas de problemes bidimensionnels.

Dans le premier chapitre, la méthode IBM développée par Fidalgo et al. [23] est adap-
tée pour la premieére fois a une frontiére mobile et & 'ordre 4 sur un cas-test unidimen-
sionnel. La stabilité des solutions numériques obtenues en utilisant cette méthode dépend
de la position de la frontiere par rapport a la grille. En effet, le changement de statut des
points et/ou la proximité entre la condition limite et le stencil de reconstruction créent des
instabilités qui sont diies au mauvais conditionnement du probleme. La méthode IBM est
comparée a une méthode OGM classique implémentée a 1'ordre 4. Cette derniére présente
des instabilités importantes quelle que soit la position de la frontiere. Celle-ci est en effet
sensible aux sources d’instabilités, comme par exemple la mise en mouvement abrupte
de la frontiere. Aucune de ces deux méthodes n’est en 1’état pleinement efficace pour le
traitement des frontieres mobiles.

Pour résoudre le probleme de stabilité de I'IBM, une pondération est ajoutée a 'ex-
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trapolation contrainte, ce qui permet d’adoucir le changement de statut des points tout
en éloignant le stencil selon la stabilité de la méthode. L’application de la méthode des
caractéristiques a des frontieres mobiles est peu étudiée dans la littérature. Dans le se-
cond chapitre, la méthode des caractéristiques est appliquée a la frontiere mobile pour
les méthodes IBM et OGM, car elle permet une formulation exacte des conditions limites
pour le cas unidimensionnel. Ce formalisme diminue l’erreur sur ’ensemble des résolu-
tions IBM considérées. En OGM, ce formalisme apporte une amélioration significative
de la convergence par rapport aux cas utilisant des conditions limites directes, mais la

solution diverge toujours pour les grandes résolutions.

La méthode IBM est retenue pour la suite de ce travail car elle présente une meilleure
convergence que la méthode OGM. L’adaptation de la méthode IBM (appelée ROD) a
I'utilisation de la méthode des caractéristiques appliquées aux équation d’Euler générales
n’est pas triviale. Dans le troisieme chapitre, deux adaptations sont présentées. La pre-
miere méthode RODC consiste a extrapoler sur les points fantomes toutes les grandeurs
physiques simultanément et a les contraindre par les caractéristiques, en couplant les dé-
rivées spatiales des grandeurs physiques. La seconde alternative est la méthode CPIC
qui utilise une interpolation contrainte de la caractéristique entrante sur les trois der-
niers points de la grille (sans points fantomes). Ces deux méthodes sont validées a faible
amplitude. L’ajout des caractéristiques pour les méthodes CPIC et RODC améliorent
significativement la précision de la solution pour tous les cas de figure considérés, par
rapport aux mémes méthodes sans les caractéristiques. La précision de la réflexion de
I'impulsion sur la frontiere mobile est meilleure avec la méthode RODC qu’avec CPIC. La
méthode CPIC est plus robuste pour une longue durée de simulation car une erreur issue
d’une réflexion parasite sur la frontiere absorbante pour RODC s’accumule et détériore
la précision de la solution sur les temps longs. Tous les résultats obtenus présentent un
plateau a haute résolution lorsque la frontiere est mobile. Plusieurs raisons qui auraient
pu expliquer la présence de ce plateau ont été écartées, a savoir une mauvaise réflexion
sur la condition limite de non-réflexion de gauche, une précision insuffisante des schémas
d’interpolations, et la présence d’effets non linéaires. La cause de la présence de ce plateau
n’a pas été identifiée. Pour terminer, une validation a grande amplitude de la méthode

CPIC est effectuée en comparant les solutions obtenues numériquement a la solution de
Fubini—Ghiron.

La modélisation des conditions limites mobiles d’impédance acoustique n’avait pas été

abordée dans d’autres travaux. Dans le chapitre 4, une condition limite avec le systeme
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masse-ressort amorti de Tam et Auriault [82] est implémentée en utilisant les méthodes
CPIC et RODC. Grace au couplage de deux systemes masse ressort en parallele, une
condition limite d’impédance large-bande a été obtenue.

Enfin, le chapitre 5 présente une extension bidimensionnelle de la méthode CPIC
appliqué a un probleme simplifié ot une frontiere imperméable plane et mobile réfléchit

une impulsion acoustique.

Perspectives

Pour aller plus loin sur les aspects non linéaires, il semble indispensable de mettre en
place des procédures de capture de chocs pour résoudre les problemes a grandes ampli-
tudes de propagation impliquant I'apparition d’ondes de choc acoustiques, par exemple
I'algorithme de Bogey et al. [9].

Il serait également pertinent d’étendre le modele d’'impédance pour des cas plus gé-
néraux. A l'issue de notre cas-test pour deux systémes masse-ressorts amortis couplés,
le modele large-bande général des ADE [21] peut étre appliqué directement. La prise en
compte par la frontiere perméable mobile des effets non linéaires pour les grandes ampli-
tudes de propagation nécessite des modeles spécifiques, tel que le modele multipole pour
une plaque perforée présenté par Diab et al. [19].

De plus, approfondir les travaux a plusieurs dimensions est une perspective nécessaire
pour que la méthode soit utilisable sur des problemes réalistes d’acoustique. Pour cela,
la méthode des caractéristiques doit comporter une approche multidimensionnelle, qui
permet de mieux prendre en compte les composantes transversales aux frontieres. Les
travaux de [79] présentent un modele qui permet d’injecter une composante transversale
dans 'amplitude des ondes entrantes, qui est également étendue pour les bords et les angles
du domaine numérique [54]. En particulier pour les géométries complexes, ces approches
sont a combiner avec une extension multidimensionnelle générale de la méthode CPIC,
permettant d’effectuer une reconstruction polynomiale contrainte par les caractéristiques
par rapport a la direction du vecteur normal et tangentiel a la frontiere. Un formalisme
de la méthode de reconstruction polynomiale pour une frontiere complexe est présenté
par Ferndndez—Fidalgo et al. [23]. Le point clé qu’il reste & formuler est 'imbrication des
caractéristiques vectorielles dans la méthode CPIC.

Avec ces problemes a géométries complexes, les frontieres imperméables peuvent étre

remplacées par un modele d'impédance multipole.
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Enfin, il serait intéressant de proposer un modele prenant en compte une frontiere
déformable, présentant un couplage fort entre le fluide et la frontiere, dont le mouvement

est gouverné par les équations de dynamique de structure.

Communications scientifiques

Ces travaux ont donné lieux a deux présentations en conférences :

— Congres Francais d’Acoustique (CFA) 2022 - Marseille, 11 et 15 avril 2022 : « Ré-
solution numérique des équations d’Euler dans un domaine contenant des limites
perméables mobiles en utilisant une méthode de frontieres immergées par points
fantomes », Bocquet, Desjouy et Gabard,

— European Community on Computational Methods in Applied Sciences (ECCO-
MAS) 2022 - Oslo, 5-9 juin 2022 : « Numerical Resolution of Eulers equations
in a domain containing permeable moving boundary using immersed boundary

methods with ghost points », Bocquet, Desjouy et Gabard,

ainsi qu’a un article dans un journal international :
— C. BocqQueTt, C. DEsJoUY et G. GABARD, « A High-Order Immersed Moving
Boundary Method using Ghost Points and Characteristics for Acoustics », in : J.
Theor. Comput. Acoust. (2023), por : 10.1142/S2591728523300015.
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Résolution numérique des équations de I'acoustique dans un domaine contenant des

frontieres mobiles.

Mot clés : Méthodes de frontieres immergées, Ondes acoustiques, Frontieres mobiles, Sché-

mas de différences finies

Résumé : Les problémes acoustiques réels
mettent souvent en jeu des interactions entre
des objets de formes complexes en mouve-
ment a 'interface avec un domaine fluide. Ces
travaux de thése portent sur la modélisation
numérique en différences finies de champs
acoustiques dans un domaine contenant une
frontiére mobile. La plupart des études repor-
tées dans la littérature ont été menées a des
ordres peu élevés (1 ou 2), donc ce travail
porte sur des ordres de convergence élevés
pour minimiser I'erreur sur le nombre d’onde
acoustique. Le premier axe de recherche est

la résolution des équations d’Euler linéari-
sées, avec une frontiere mobile imperméable,
modélisée d’'une part en condition directe et
d’autre part en utilisant la méthode des carac-
téristiques. Le second axe est 'adaptation de
la méthode des caractéristiques pour les fron-
tieres mobiles, aux équations d’Euler géné-
rales. Le troisieme axe se compose des fron-
tieres perméables mobiles grace a un modéle
d'impédance dans le domaine temporel. Et
enfin, le quatrieme axe est la résolution bidi-
mensionnelle sur un modele simplifié de fron-
tiere mobile.

Numerical simulations of acoustic waves with moving boundaries.

Keywords: Immersed boundary methods, Acoustic waves, Moving boundaries, Finite-Difference

schemes

Abstract: Realistic acoustic problems often
involve interactions between arbitrary-shaped
moving objects at the interface with a fluid do-
main. This thesis focuses on finite-difference
numerical modeling of the acoustic field in a
domain containing a moving boundary. Most
of the studies reported in the literature have
been conducted with low-order schemes, so
this work focuses on high-order methods to
minimize the numerical error on the acous-
tic wave number. The first research focus is
the resolution of the linearized Euler equa-

tions, with an impermeable moving boundary,
modeled on the one hand by direct conditions
and on the other hand using the method of
characteristics. The second focus is the exten-
sion of the method of characteristics for mov-
ing boundaries to the general Euler equations.
The third focus consists of moving permeable
boundaries using a time-domain impedance
model. And finally, the fourth focus is the two-
dimensional resolution of a simplified moving
boundary model.
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