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Résumé : Cette these est consacrée a I’étude de
la relation entre les variables dans les équations
des fluides micro-polaires. Ce systéme, basé sur
les équations de Navier-Stokes, consiste en un
couplage de deux variables : le champ de vitesse
i et le champ de micro-rotation &. Notre objec-
tif est de mieux comprendre comment I'informa-
tion concernant une variable influence le com-
portement de lautre. A cette fin, nous avons
divisé cette these en quatre chapitres, ou nous
étudierons les propriétés de régularité locale des
solutions faibles de type Leray, puis nous nous
concentrerons sur la régularité et l'unicité des
solutions faibles dans le cas stationnaire.

Le premier chapitre présente une rapide dé-
duction physique des équations micro-polaires,
suivie de la construction des solutions faibles de
type Leray.

Dans le chapitre 2, nous commencons par
prouver un gain d’intégrabilité pour les deux va-
riables @ et & lorsque la vitesse appartient a cer-
tains espaces de Morrey. Ce résultat souligne un
effet de domination de la vitesse. Nous montrons
ensuite que cet effet peut également étre observé
dans le cadre de la théorie de Caffarelli-Kohn-
Nirenberg, i.e., sous une hypothese de petitesse
supplémentaire uniquement sur le gradient de
la vitesse, nous pouvons démontrer que la so-
lution devient Holder continue. Pour cela, nous
introduisons la notion de solution partiellement

adaptée, qui est fondamentale dans ce travail
et représente 'une des principales nouveautés.
Dans la derniére section de ce chapitre, nous ob-
tenons des résultats similaires dans le contexte
du critére de Serrin.

Dans le chapitre 3, nous nous concentrons
sur le comportement de la norme L3 de la vi-
tesse @ autour des possibles points ou la régu-
larité peut étre perdue. Plus précisément, nous
établissons un critere d’explosion pour la norme
L? de la vitesse et améliorons ce résultat en pré-
sentant un phénomene de concentration. Nous
vérifions également que le cas limite L°L3 du
critere de Serrin reste valable pour les équations
des fluides micro-polaires.

Enfin, le probleme de l'existence et de
I'unicité des équations stationnaires des fluides
micro-polaires est abordé dans le chapitre 4.
En effet, nous prouvons I'existence de solutions
faibles (@,&) dans l'espace d’énergie naturel
HY(R3) x H'(R?). De plus, en utilisant la re-
lation entre les variables, nous déduisons que
ces solutions sont régulieres. Il convient de noter
que la solution triviale peut ne pas étre unique,
et pour surmonter cette difficulté, nous déve-
loppons un théoreme de type Liouville. Ainsi,
nous démontrons qu’en imposant une décrois-
sance plus forte a 'infini uniquement sur #, nous
pouvons en déduire 'unicité de la solution tri-
viale (u,d) = (0,0).
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Abstract :

This thesis is devoted to the study of the rela-
tionship between the variables in the micropolar
fluids equations. This system, which is based on
the Navier-Stokes equations, consists in a cou-
pling of two variables : the velocity field & and
the microrotation field &. Our aim is to pro-
vide a better understanding of how information
about one variable influences the behavior of the
other. To this end, we have divided this thesis
into four chapters, where we will study the lo-
cal regularity properties of Leray-type weak so-
lutions, and later we will focus on the regularity
and uniqueness of weak solutions for the statio-
nary case.

The first chapter presents a brief physical
derivation of the micropolar equations followed
by the construction of the Leray-type weak so-
lutions.

In Chapter 2, we begin by proving a gain of
integrability for both variables @ and & whe-
never the velocity belongs to certain Morrey
spaces. This result highlights an effect of domi-
nation by the velocity. We then show that this
effect can also be observed within the frame-
work of the Caffarelli-Kohn-Nirenberg theory,
i.e., under an additional smallness hypothesis
only on the gradient of the velocity, we can
demonstrate that the solution becomes Hoélder

continuous. For this, we introduce the notion of
a partial suitable solution, which is fundamen-
tal in this work and represents one of the main
novelties. In the last section of this chapter, we
derive similar results in the context of the Serrin
criterion.

In Chapter 3, we focus on the behavior of
the L3-norm of the velocity # near possible
points where regularity may get lost. More pre-
cisely, we establish a blow-up criterion for the
L3 norm of the velocity and we improve this re-
sult by presenting a concentration phenomenon.
We also verify that the limit point L{°L2 of the
Serrin criterion remains valid for the micropolar
fluids equations.

Finally, the problem of existence and uni-
queness for the stationary micropolar fluids
equations is addressed in Chapter 4. Indeed, we
prove the existence of weak solutions (#,d) in
the natural energy space H'(R?) x H!(R3). Mo-
reover, by using the relationship between the
variables, we deduce that these solutions are re-
gular. It is worth noting that the trivial solu-
tion may not be unique, and to overcome this
difficulty, we develop a Liouville-type theorem.
Hence, we demonstrate that by imposing stron-
ger decay at infinity only on 4, we can infer the
uniqueness of the trivial solution (@, d) = (0, 0).
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Introduction

Cette these est consacrée a I’étude de l'interdépendance des variables dans les équations de la
mécanique des fluides. En particulier, nous nous concentrerons essentiellement sur les équations micro-
polaires introduites dans les années 1960 par Eringen dans [33]. Ce systéme d’équations, qui modélise
des fluides incompressibles avec des micro-structures influencant la dynamique du fluide, est constitué
par un couplage entre les équations de Navier-Stokes et une équation sur la vitesse de micro-rotation.
Ce systeme est donc donné par ’expression suivante :

Ol = Ad— (@- V)i —Vp+iVAG+f,  div(d) =0,
- . . (1)
@ = AG+ Vdiv(d) — (@ V)& — &+ sV AT+ 7,

ou iU représente la vitesse, p la pression associée, & la vitesse de la micro-structure ou vitesse des
micro-rotations, et f, g sont des forces extérieures. Une rapide déduction physique de ce systéme, en
fournissant quelques détails supplémentaires sur ces équations sera donnée dans la premiere section
du Chapitre 1.

Notre objectif consiste alors & obtenir une meilleure compréhension de la relation entre les
variables du systéme ci-dessus (ainsi que pour le cas stationnaire de (1)), afin d’expliquer comment
Iinformation sur @ influence le comportement des autres variables et vice-versa. Autrement dit,
nous cherchons a mettre en lumiére un phénomene d’interdépendance des variables pour ce systéme
micro-polaire.

Avant de présenter plus en détail nos résultats, il est important de présenter quelques propriétés
liées aux équations micro-polaires. D’abord, observons que si nous appliquons formellement 1’opérateur
divergence & I’équation associée a la vitesse i, nous obtenons que la pression vérifie la relation suivante :

—

~Ap = div(div(@ ® @)) — div(f),

et nous observons alors qu’il est possible de récupérer l'information sur la pression seulement a
partir de la vitesse (rappelons que la force f est donnée). Par conséquent, nous nous concentrerons
uniquement sur la relation entre et &, que nous désignerons comme les variables principales.

En outre, notons que la premiere équation de (1), associée a la variable 4, est invariante par le
changement d’échelle suivant :

iz(t,z) = MMt \x),  pa(t,z) = N2p(\2t,\z) et &y = AN2D(N%t, Az) ou A > 0. (2)

Cependant, le triplet (i, px,&y) n’est plus une solution du systéme micro-polaire, car la deuxiéme
équation de (1) n’a pas une mise a 1’échelle naturelle qui préserve la structure de I’équation en raison

9



de la présence du terme d’amortissement .

De plus, remarquons que comme nous avons le terme v div(&) dans I’équation associée a &, nous
allons tout au long de cette theése réaliser une étude supplémentaire du terme div(W) et bien que cela
ne soit pas explicitement écrit dans 1’énoncé de nos résultats, I'information obtenue sur ce terme nous
permettra den extraire certaines estimations essentielles.

Nous avons alors structuré I’étude du systéme micro-polaire (1) en quatre chapitres. Le premier
commence par une rapide déduction physique des équations micro-polaires, suivie par la construction
de solutions faibles a l’aide d’arguments classiques. Les Chapitres 2 et 3 sont dédiés a I’étude du cas
évolutif, ou nous mettons en évidence un phénomeéne de domination de la vitesse @ dans ’analyse de la
régularité locale des solutions faibles. Enfin, dans le Chapitre 4, nous explorerons l'interdépendance des
variables dans le contexte stationnaire. Nous présentons maintenant plus en détails nos contributions
dans les parties suivantes de cette introduction.

A) Les équations micro-polaires : cas évolutif

Remarquons tout d’abord que dans le systéeme (1) ci-dessus la vitesse @ vérifie les équations de
Navier-Stokes avec une force extérieure %ﬁ A+ ﬁ tandis que la vitesse de micro-rotation & vérifie
une équation linéaire de type parabolique avec un terme de transport @. Etant donné que nous
disposons de cette structure, la maniere la plus naturelle d’étudier ces équations est évidemment
d’étendre ou d’adapter les théories déja connues pour les équations de Navier-Stokes. Cela a été utile,
par exemple, dans 1’étude de I'existence des solutions faibles et fortes, comme cela a été fait dans [41],
[72] et [86]. En effet, dans la deuxiéme section du Chapitre 1, nous montrons comment construire des
solutions faibles de type Leray pour les équations micro-polaires (1), en considérant un traitement
symétrique pour les deux variables (u,d). C’est-a-dire, nous démontrons qu’il existe au moins une
solution faible (i, p,d) des équations (1) globale en temps telle que nous avons l'information d’énergie
i € L>(]0, +oo[, L2(R3)) N L2(]0, +o0], HI(R3)) et & € L>(]0, +oo[, L2(R3)) N L2(]0, +oo[, H*(R3)).

Insistons sur le fait que, pour construire ces solutions, nous devons passer par un argument
de compacité et donc 'unicité et la régularité de ces types de solutions (de maniére analogue aux
équations de Navier-Stokes) restent des questions largement ouvertes.

Cependant, il est bien connu qu’il est possible d’établir des conditions suffisantes de régularité
afin de répondre a la question suivante : Si (u,p,d) est une solution de type Leray des équations
micro-polaires (1), quelles sont les conditions additionnelles sur 4 et & permettant d’en déduire la
régularité de la solution ?

Nous pouvons ainsi mentionner l'article [80], ou les auteurs ont adapté les théories connues pour
les équations de Navier-Stokes et, en considérant des hypotheses similaires pour les deux variables
(i,d), ils ont obtenu la régularité des solutions faibles. Toutefois, comme cela a été remarqué des
années apres, il est plus judicieux de séparer le comportement de ces deux équations afin d’obtenir
des résultats plus précis. Par exemple, dans larticle [29], il a été démontré que si l'on considere
seulement que la vitesse appartient aux espaces de Lorentz LP(]0,T[, L9>°(R3)) avec % + % =1et
3 < ¢ < +o0, alors la solution faible (i, p,d) des équations micro-polaires devient réguliere dans
10, 7] x R3. Plusieurs articles, tels que [30], [39], [38], [51], [68], [67], [83] et [106], ont obtenu des
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résultats similaires en considérant différents espaces pour la vitesse ou des différentes conditions sur
la pression.

Il est trées important de remarquer que tous ces résultats sur les équations micro-polaires que
nous venons de citer sont obtenus en utilisant un argument d’unicité fort-faible. Par conséquent, les
informations que nous avons sur la solution (i,p,d) sont considérées sur tout l'espace ]0,T[xR3,
avec des conditions supplémentaires sur les données initiales. Cependant, ce phénomeéne de transport
d’information de la variable @ vers & nous permet d’introduire la notion suivante :

Définition 1. On dira que la vitesse u domine les autres variables si l'on peut déduire un gain
d’information en termes d’intégrabilité, de régularité, etc., des variables (i, p,d) en supposant une
hypothése supplémentaire uniquement sur la vitesse.

Notons que 'hypothése supplémentaire évoquée dans la définition précédente présente une certaine
ambiguité puisque rien n’est précisé a son sujet, ce qui nous laisse plusieurs scénarios possibles. De
plus, cette propriété du systeme micro-polaire, bien que connue depuis un certain temps, n’a pas été
étudiée de maniere rigoureuse et systématique, et c’est ce point de vue que nous allons adopter et
développer ici.

Le théme général consiste donc & mettre en évidence ce phénomene de domination dans I’étude de
la régularité locale d’une solution faible des équations micro-polaires. Pour cela, il est important de
fixer notre cadre de travail dans le contexte local, o, en particulier, nous travaillerons avec la notion
suivante de solution :

Définition 2. Nous dirons que (@, p,d) est une solution faible des équations micro-polaires (1) sur un
ensemble  C]0, +oo[xR3 ouvert et borné si i € L°L2(Q) N LIHL(Q) et si, pour tout 3,1 € Dy .(Q)
telle que div(g) = 0, nous avons

(0l — Aii + (i - V)i — §V NG = fl@)prup =0,
(OB — AT — Vdiv(@) + (@- V)& + & — AV A @) prxp = 0.

Bien évidemment, lorsque nous parlons de la régularité dans un cadre local, nous pouvons
penser aux théories bien connues des équations de Navier-Stokes : les criteres de Serrin et la théorie
de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, qui en effet nous donnent une idée de ce que devrait étre le
comportement de la solution afin d’obtenir un gain de régularité.

Ainsi, dans la Section 2.2 du Chapitre 2, nous présenterons un premier résultat de domination de
la vitesse @, donné dans notre article [18], dans le cadre des espaces de Morrey, qui est donnée comme
suit :

Théoréme 1. Soit Qg(t,z) =]t — R%,t + R*[xBy.r CJ0, +0o[xR3 une boule parabolique pour un cer-
tain R > 0. Soit (4, p,d) une solution faible des équations micro-polaires (1) sur Qg avec une force
extérieure f € L2HL(QR). Si nous supposons en plus que

1qui € MPSP(R x RY)  avec 2 < po < qo, 5 < qo <6, (3)

alors nous avons les points suivants :

1) sur la boule parabolique Qr, C Qr, avec 0 < R; < R, nous avons

lqg, @ € L% (R x R?),

0
»
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2) sur la boule parabolique Qr, C Qg,, avec 0 < Ry < Ry < R, nous avons
1q,,@ € L% (R x R?).

Ce théoreme, qui joue un réle central dans les prochaines sections, est inspiré du résultat de
O’Leary dans [79]. Bien que nous ne revendiquions aucun gain de régularité, nous observons qu’une
information Morrey sur ¢ implique un gain d’intégrabilité pour les deux variables.

Par la suite, dans la Section 2.3 du Chapitre 2, nous analysons ce phénomene de domination dans
le cadre de la théorie de régularité développée par Caffarelli, Kohn et Nirenberg pour les équations
de Navier-Stokes dans [13]. Comme cette théorie s’applique aux solutions adaptées, c’est-a-dire des
solutions faibles qui vérifient une égalité d’énergie locale, pour traiter les équations micro-polaires et
obtenir une séparation des informations entre les variables @ et &, nous aurons besoin d’une inégalité
d’énergie qui soit vérifiée uniquement pour la vitesse @. Cela nous a conduit a introduire le concept
de solution suivant, qui est fondamental tout au long du développement de cette section et constitue
I’'une des principales nouveautés de notre travail.

Définition 3 (Solutions partiellement adaptées). Soit (i, p,d) une solution faible sur la boule
3 - 10

parabolique Qr des équations micro-polaires (1) telle que p € Lf,x(QR) et f € Ltfx(QR). Nous dirons

que (U, p,d) est une solution partiellement adaptée sur Qg si la distribution p donnée par

o= —=8(a?) + A(l@]?) — 2|V @ @? — div((|@®> + 2p)@) + VAG - @ + 2f - G,
est une mesure non-négative localement finie sur Qg.

Ainsi, avec cette définition en main, nous pouvons obtenir la régularité Holderienne en temps et
en espace pour les deux variables @ et & en imposant uniquement des conditions locales sur la vitesse
i, ce qui met en évidence le phénoméne de domination mentionné précédemment. Ce résultat, tel
qu’énonce dans notre article [21], est donné comme suit.

Théoréme 2. Soient R > 0 et (tg,x9) €]0,+0o[xR3 et nous considérons la boule parabolique

Qr(to,m0) =Jto — R% to + R?[XByy.r. Soit (ii,p,d) une solution partiellement adaptée des équa-

tions micro-polaires (1) sur Qg. Supposons que pour un certain 0 < a < i nous avons lqpf €
. 10

L?HIN Mtfx’m (R x R?) pour 7, > 55—. Sl existe une constante 0 < ¢ < 1 telle que

2—a”

1 -
lim sup — // IV ® ]2 dyds < e,
r—0 r }tofrz’tO‘i’TZ[XBzO,r

alors la solution (u,d) est Holder continue d’exposant o > 0 en variable de temps et d’espace dans un
voisinage du point (tg, o).

Remarquons en plus que puisque les variables (i, &) deviennent Hélder continues sur un ensemble
borné, cela implique automatiquement que la solution est bornée. Ainsi, nous pouvons également
obtenir des conclusions similaires, en particulier nous avons développé le résultat suivant.

Théoréme 3. Soit (i, p,d) une solution partiellement adaptée des équations micro-polaires (1) dans
Qr(to, o). Supposons qu’il existe une constante 0 < € <K 1 suffisamment petite telle que

1 to+R? 5
R2/ i3 + |p|2dyds < e.
t

07R2 Bz‘o,R

Alors, il existe 0 < R3 < R tel que @, € L L (Qr,(to, x0)).
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Observons qu’a la différence du Théoreme 2, nous avons une hypothese supplémentaire sur la
pression p, et le controle de petitesse est uniquement sur un rayon R > 0. Toutefois nous observons
encore qu’il est possible obtenir un gain d’information sur les deux variables. Comme on le verra plus
tard, ce résultat sera utile dans ’étude de la régularité des solutions partiellement adaptées dans
espaces critiques par rapport au changement d’échelle (2).

Ensuite, dans la Section 2.4 du Chapitre 2, nous allons présenter un critére de régularité de Serrin
partiel pour les équations des fluides micro-polaires. Plus précisément, nous pouvons déduire que les
variables (i, W) sont assez réguliéres par rapport a la variable spatiale en considérant seulement que
la vitesse 4 est bornée.

Théoréme 4. Soit (d,p,d) une solution faible des équations des fluides micro-polaires (1) sur une
boule parabolique Qp =]ty — R?,to + RQ[XBIO,R au sens de la Définition 2, page 11 telle que

i,& € LPL2(Qr) N LIHL(QR) et p € D, (Qr).
Siw € L°L°(QRr), alors pour tout 0 < r < R, et pour tout k € N nous avons
iI,d € LPHTH(Q,) N LTH;(Q,).

Ces deux derniers théorémes peuvent étre trouvés dans ’appendice de notre article [20] qui a été
soumis pour publication.

D’autre part, il est important de souligner que les espaces de Morrey considérés dans I’hypothese
du Théoreme 1, ainsi que 'espace L°L2°, sont des espaces sous-critiques par rapport au changement
d’échelle (2), et donc, nous observons sans surprise qu’avoir un controle sous-critique sur la vitesse
implique un gain d’information soit en termes d’intégrabilité ou de régularité du systeme micro-polaire.
En particulier, étant donné que nous pouvons déduire la régularité de @ et & a partir du fait que la
vitesse 1 soit bornée, nous pouvons naturellement introduire la définition suivante :

Définition 4 (Point partiellement régulier / Point partiellement singulier). Un point
(to, z0) €]0, +00[xR3 est un point partiellement régulier des équations des fluides micro-polaires s’il
eziste v > 0 tel que i € L5 (Jto — 72,t0[X Byy.r). Dun autre coté, on dira quun point (to,xo) est
partiellement singulier s’il n’est pas partiellement régulier.

Ainsi, notre prochain axe de recherche consistera en I’étude du comportement des points définis
ci-dessus dans I’espace L. Plus précisément, dans le Chapitre 3, nous présenterons 1’explosion, puis
un effet de concentration de cette norme autour des points partiellement singuliers. Pour cela, notons
d’abord que l'explosion de la norme L3 et la régularité sous cette hypothése ne sont que deux faces
d’une méme piece, et donc, dans un premier temps, nous établissons le résultat suivant

Théoréme 5. Soient (u,p,d) une solution partiellement adaptée sur un ensemble ouvert Q@ C
10, +00[xR3 des équations micro-polaires (1). Supposons que pour (to,zo) € Q, il eviste R > 0 tel
que Jto — R% to[x Bzy.r C Q et que nous ayons Uinformation @ € L>®(Jtg — R?,to[, L3(Byy.r)). Alors,
il existe r > 0 avec 0 < r < % tel que u € L§5,(to — 72, t0[X Byo.r)-

Il est important de remarquer que I'espace L L3 est critique par rapport au changement d’échelle
(2), et donc déduire la régularité sous cette hypothése devient un travail plus délicat. En effet,
rappelons que cela a été fait pour la premiére fois pour les équations de Navier-Stokes sans force
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extérieure dans l'article [34] en 2003, en utilisant la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, ainsi
que la théorie d’unicité de I’équation de la chaleur. Observons alors que 'utilisation des résultats
du Chapitre 2, ainsi que le fait de travailler avec des solutions partiellement adaptées, permet
de considérer seulement que @ € L*(|to — R?,to[, L3(Bz,.r)), reflétant encore une fois l'effet de
domination de cette variable sur &.

D’autre part, méme si le théoreme précédent est défini dans le cadre des solutions partiellement
adaptées, il est possible d’en déduire I'explosion de la norme L? de la vitesse @ pour les solutions de
type Leray des équations micro-polaires obtenues dans le Chapitre 1.

Théoréme 6. Soit (i,p,d) une solution faible de type Leray des équations micro-polaires (1). Soit
0 < T < +oo le temps mazimal tel que nous avons le controle i € C(]0,T[, L3(R?)). Si T < +oo,
alors

sup_|(t, )| s = +o0.
0<t<T

Nous avons ainsi obtenu un premier critére d’explosion pour les équations micro-polaires, cepen-
dant, étant donné que 'argument utilisé pour montrer ce résultat est par contradiction, ces estimations
sont purement qualitatives. Afin d’obtenir une meilleure compréhension du comportement de la so-
lution en ces points, nous déduirons un effet de concentration de la norme L3 de la vitesse @ autour
d’un possible point partiellement singulier (77, 0) lorsque @ € C([0, T [, L°°(R?)).

Théoréme 7. Soit (4, p,d) une solution faible de type Leray des équations micro-polaires (1) avec
0 < T < +oo le temps mazximal tel que nous avons le controle i € C([0,T|[, L>°(R?)). Supposons en
plus que le point (T,0) soit un point partiellement singulier et le temps T satisfasse la condition
sutvante : pour ro > 0 tel que 0 < T — 7“8, on a
sup sup sup 1/ |ii(t, z)|*dx = M < +oo. (4)
20€ER3 r€]0,ro] t€]T—12,T] T J By r

Il existe alors € >0, & =6(M) >0 et 0 <0 < T de sorte que pour tout t €T — 6, T, nous avons

/B it 2)[Pdz > e. (5)

Nous pouvons constater le phénomeéne de concentration de la norme L3 du champ de vitesse @
lorsque ¢ tend vers 7. Il est important de préciser que notre étude se concentre sur la variable 1, et
donc I’étude de la relation de la variable @ et des points partiellement singuliers reste encore un axe
de recherche possible.

Remarquons qu’en particulier, nous devons imposer le controle (4) au temps 7 qui est connu dans
la littérature sous le nom d’explosion de type I et il est lié au taux de croissance de la solution proche
d’un moment d’explosion. Plus de détails autour de ce sujet seront discutés dans le Chapitre 3.

Les résultat du Chapitre 3 ont été soumis pour publication et sont disponibles sur [20].

B) Les équations micro-polaires : cas stationnaire

Enfin, dans le Chapitre 4, nous allons étudier le systeme suivant

~Ai=—(@-V)i+VASG—Vp+ [, div(@) =0,
—AG = —(@- V)& + Vdiv(@) —m& +V AT+ 7,
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oum > 1 est une constante dont le role est essentiellement technique. Nous allons tout d’abord montrer
I'existence de solutions faibles (7, &) € HY(R3?) x H(R?) et nous allons étudier leurs propriétés. En
effet, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 8. Soient f,§ € HL(R3)NH2(R3) deux forces externes avec div(f) = 0 mais div(F) # 0.

Alors il existe au moins une solution faible (i, p,d) des équations micro-polaires stationnaires (6) telle
. -1

que @ € HY(R3), &G € HY(R3) et p € H2(R3).

Afin d’obtenir 'existence de solutions nous passons par un argument de compacité en prenant une
limite faible, ce qui ne nous permet pas de conclure directement des résultats d’unicité ou régularité.
Cependant, nous mettrons en lumiere 'influence d’une variable sur 'autre, ce qui, en particulier, nous
permettra de montrer que ces solutions sont régulieres.

Théoréme 9. Supposons pour plus de simplicité que f = g = 0. Soit (d,p,d) une solution des
équations micro-polaires stationnaires (6) obtenue dans le Théoréme ci-dessus. Alors les fonctions 1,
p et & sont réguliéres.

La preuve de ce résultat est faite par un processus itératif. Nous commencons par une étude de la
vitesse i, mais comme il s’agit d’un systéme couplé, & un moment donné, la régularité de cette variable
va dépendre de l'information que nous avons sur . Il est important de remarquer que comme &
n’est pas a divergence nulle, I’étude de la deuxieme équation de (6) nécessitera un traitement différent.

D’autre part, si nous parlons de 'unicité des solutions, observons que dans le cas ou f =g=0,il
est facile de voir que @ = 0, p = 0 et & = 0 est une solution du systéme (6). Mais cette solution triviale
n’est pas unique. En effet, si nous définissons la fonction 9 : R® — R par (21, 22, 23) = %% + %% — 3
et si nous remplacons les fonctions i, p et & par les expressions suivantes

. - 1
U(z1, 2, x3) = Vp(a1, 22, 23) = (21, T2, —223), p(T1,22,23) = —§|U($1,$2,9€3)|2 et &=0,

alors il est possible de vérifier que le vecteur (i, p,d) donné par les expressions ci-dessus, satisfait au
sens faible le systéme (6). Cependant, nous avons (i, @) ¢ H'(R3) x H'(R?).

De plus, il est important de souligner que linformation (#,&) € H'(R®) x H'(R?) n’est pas

suffisante pour déduire l'unicité de la solution triviale @ = &
limitation et inspirés de la théorie des équations de Navier-Stokes stationnaires [40], [49], [61] et [92],

0, et donc pour surmonter cette

on peut voir que si nous imposons une décroissance plus forte a I’infini, nous pouvons obtenir 'unicité
de la solution triviale. En particulier, dans le cadre des équations de Navier-Stokes stationnaires,
observons que la condition @ € L(R3) avec 3 < ¢ < % est suffisante pour en déduire 'unicité de la
solution. Remarquons que la borne supérieure g < % semble étre la meilleure disponible a ce jour, et
le cas % < q < 6 est un probleme complétement ouvert. Pour plus de détails a ce sujet, nous nous
référons a [49], [61] ou [92].

Pour le cas des équations micro-polaires, nous pouvons mentionner l'article [54], ot il a été montré
que si @, € LP(R?) avec 2 < p < % alors nous pouvons déduire que @ = & = 0. Observons cependant
que, dans le cadre des solutions construites dans le Théoréme 4, nous avons (i, d) € H' x H' et en
particulier, nous avons & € L?(R3) N L5(R3) et donc par un argument d’interpolation il s’ensuit que
@& € LI(R3) avec 2 < ¢ < 6. Comme cette information est suffisante pour traiter le terme (- 6)&5, nous
devons imposer des conditions supplémentaires uniquement a la vitesse. Dans ce sens, notre dernier
résultat est le suivant.
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Théoréme 10. Soit (i, p,d) une solution des équations du fluide micro-polaire (6) avec f= g=0.

Supposons en plus que @ € H'(R3), & € HY(R3). Si nous avons également la condition @ € L(R?)
9

5, alors i =& = 0.

avec 3 < q <

Notons enfin qu’aucune condition supplémentaire n’est demandée pour &, qui par construction
possede déja une décroissance plus forte que 4. Cette étude séparée des variables est, & notre connais-
sance, nouvelle pour ce type de probléme (6).
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1 Les équations des fluides
micro-polaires

Dans ce chapitre, nous présenterons tout d’abord une rapide déduction physique des équations
des fluides micro-polaires, puis nous donnerons une démonstration de ’existence de solutions faibles
de type Leray pour ce systeme. Ces équations, initialement formulées par Eringen dans son ouvrage
[33] serviront de modeéle pour le développement des principales théories de cette these.

Notons pour commencer que les fluides micro-polaires sont généralement définis comme des fluides
visqueux présentant des micro-structures. La présence de cette caractéristique a un impact assez
marqué sur la dynamique des fluides reflétant un comportement non Newtonien et donc ils se situent
en dehors du spectre des fluides généralement décrits par les équations de Navier-Stokes classiques.
Des exemples de fluides micro-polaires sont le sang animal, les suspensions de particules de polymeres
dans l’eau et les cristaux liquides, pour n’en nommer que quelques-uns.

Malgré la complexité inhérente aux fluides micro-polaires, divers efforts ont été déployés pour
élaborer des modeles capables de saisir les propriétés intrinseques de ces fluides. Comme en témoigne
le livre [69], on trouve des théories telles que celles des micro-fluides, des fluides déformables, des
fluides dipolaires, entre autres. Dans ce large éventail de modeles, nous avons en particulier le systéme
micro-polaire proposé par Eringen :

pil = (v + 5)AT —Np—p(i- V)i + vV AG+ f,  div(@) =0,
B B B (1.0.1)
pOG = (B +7)AG + (a+ & — )V div(@) — p(@ - V)& — v + vV AT+ G,

ou u représente la vitesse du fluide, p la pression associée, & la vitesse angulaire de la micro-structure
ou la vitesse de micro-rotation, et p la densité du fluide. Les parametres «, 53,7, v, v représentent les
constantes de viscosité liées a la nature du fluide et f, g sont des forces extérieures. Il est important de
souligner que dans le systeme ci-dessus, nous considérons des fluides micro-polaires incompressibles,
homogenes et anisotropes tels que leurs micro-structures sont présentes partout avec une rotation
indépendante de celle du fluide et qui ne peuvent pas se déformer.

L’importance de ce modele, comme souligné dans [69], réside dans le fait qu’il constitue une
généralisation des équations de Navier-Stokes, prenant en compte le couplage entre la rotation de
chaque particule et le champ de vitesse et tout cela introduit une nouvelle variable cinématique, une
nouvelle loi de conservation et certaines considérations supplémentaires au moment de décrire les
tenseurs de contraintes. De plus, il est intéressant de remarquer que c’est précisément ce modele (1.0.1)
qui attire 'attention des chercheurs, tant du point de vue physique que du point de vue mathématique.
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18 Chapitre 1. Les équations des fluides micro-polaires

En effet, du point de vue physique, ce modele permet d’obtenir de meilleures approximations
dans le cadre des simulations numériques, offrant une représentation plus fidele de la véritable nature
des fluides. Cela se manifeste, par exemple, dans la modélisation du flux sanguin [9], [76], des cristaux
liquides [43], [65] ainsi que des flux granulaires [77].

Du point de vue mathématique, compte tenu de la structure de ce systéme, nous pouvons envisager
d’y appliquer certaines théories précédemment établies pour les équations de Navier-Stokes. En effet,
nous pouvons citer l'article [41], qui a été le premier & réaliser une étude théorique de ces équations. Il
y a été annoncé que les théories d’existence de solutions faibles et fortes des équations de Navier-Stokes
peuvent étre adaptées pour le systéme micro-polaire si 'on considére un comportement symétrique
pour les deux variables. Ceci peut étre observé également dans les articles [70] et [72] ou 'existence et
I"unicité pour le probleme de Dirichlet a conditions nulles a été démontré sur des ensembles bornés a
frontiere lisse. La relative simplicité du modele des fluides micro-polaires (1.0.1) par rapport a d’autres
modeéles ne sous-entend bien évidemment pas une trivialité mathématique, comme nous pourrons le
voir dans les pages et chapitres qui suivent.

1.1. Rapide déduction physique des équations micro-polaires

Nous allons rappeler ici certaines définitions physiques et des résultats bien connus de la
mécanique des fluides que nous allons ensuite appliquer aux fluides micro-polaires. Rappelons que
tout au long de cette these, nous considérons des fluides micro-polaires incompressibles, homogenes
et anisotropes.

Cette premiere section est surtout utile pour se convaincre trés rapidement de la pertinence du
modele (1.0.1). En effet, il est nécessaire de présenter, ne serait-ce que brievement les idées sous-
jacentes qui permettent ’obtention de ces équations micro-polaires. Pour plus de détails le lecteur
peut consulter [33] et [69].

1.1.1. Des propriétés des fluides : cinématique et dynamique

Nous nous intéressons ici a la modélisation des variables hydrodynamiques telles que la densité
p, la vitesse @ et la vitesse angulaire &, ce qui va nous permettre de déduire le systéeme (1.0.1). A
cet égard, il est bien connu que pour fournir une description du mouvement des fluides, nous avons
deux points de vue : le Lagrangien et ’Eulérien. En ce qui concerne le point de vue Lagrangien, il
s’agit d’'une étude trajectorielle des particules du fluide. Si 'on fixe ¢y € R comme la position d’'une
particule du fluide au temps ¢ = 0, nous définissons X,,(¢) comme la position de la particule au
temps ¢. Ainsi, la quantité physique de la forme ¢(t, X,,) représente la valeur de cette variable au
temps ¢t pour une particule ayant comme position initiale xg. Notons, en particulier, que si @ est la

vitesse de ces particules, nous avons Txo(t) = U(t, Xz (1)).

En ce qui concerne le cadre Eulérien, si l'on fixe un point de référence (g, o), les quantités
physiques sont déterminées par leur valeur au temps ¢ et en un point x dans le repere fixe associé au

point (tg, zo).

En utilisant le lien entre ces deux approches, nous pouvons définir la dérivée matérielle d’une

D 0 - D
quantité physique ¢, par D—tq(t, X(t,xp)) = a—z(t, X)+u(t,X) Vq(t,X), ou Di représente la dérivée
par rapport aux coordonnées Lagrangiennes. De plus, pour modéliser une certaine quantité physique
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q(t,z) dépendant du temps t € [0, +o0] et de la position zg, nous étudierons les moyennes prises sur

un volume de controle Q2 qui contient le point zg, i.e., Q(t) = / q(t,y)dy.
Q

Cinématique

Si la quantité physique ) correspond a une moyenne, on s’intéresse maintenant a ’évolution dans
le temps de celle-ci. De cette fagon, si 'on prend en considération un volume 2y & un certain temps tg
rempli par le fluide, notre intérét se porte sur I'ensemble Q(t) = {y € R3 : y = X,(t), avec x € Qq},
donné par 1’écoulement du fluide. Donc, pour étudier I’évolution de ces quantités moyennées, nous
devons évoquer quelques résultats usuels de la mécanique des milieux continus.

Proposition 1.1.1 (Formule de convection). Soient 2(t) un volume de contréle arbitraire et q(t, ) :
[0, +00[xR? — R une fonction décrivant une variable hydrodynamique. Alors, nous avons

4 q(t,z)dr = / Bq(t,x) + q(t, z) div(@)(t, z)dz. (1.1.1)

Remarquons qu’en utilisant cette proposition, on pourra facilement déduire I’équation de continuité.
En effet, par la loi de conservation de la masse, nous savons que pour un volume de controle Q(t) donné,

la masse ne change pas lorsque €(t) se déplace avec le fluide et donc nous avons T p(t,z)dx =0,
Q(t)
ou p est la densité du fluide. Ainsi d’apres la formule de convection donnée par la Proposition 1.1.1,

et comme le volume de controle est arbitraire, il en résulte

D
De plus, comme le fluide est incompressible, la densité reste constante dans les parcelles de fluide, et

donc D= 0, ce qui induit que la divergence du champ de vitesse doit étre nulle i.e., div(@) = 0.

De plus, par lThomogénéité du fluide, la densité est indépendante de la position, et donc en utilisant
(1.1.2) et la définition de dérivée matérielle, il est possible d’obtenir que la densité p est constante en
variables de temps et d’espace. En particulier, nous supposerons que p = 1.

Dynamique

Rappelons que la quantité de mouvement d’une parcelle de fluide est donnée par
M(t) = / ii(t, 2)dz.
Q(t)

Par la deuxieme loi de Newton, la variation de cette quantité dans le temps doit étre égale a la somme
des forces externes et internes. On peut considérer sans trop de problémes une force extérieure de
densité f D’un autre c6té, les forces internes qui décrivent les forces que les particules élémentaires
d’un milieu exercent les unes sur les autres, sont notées t. Alors, nous avons

d ﬁdm:/ fd:c+/ tds,
dt Jo Q) 89(t)

ce qui implique, par la formule de convection (1.1.1) (car div(%) = 0),
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Il est important de souligner que le vecteur £ peut étre écrit comme une fonction linéaire de la normale
extérieure 1, c¢’est-a-dire
t(t,z,n) = T(¢,z) - 0,

ot T est le tenseur des contraintes, voir par exemple le livre [28] pour plus de détails a ce sujet. Ainsi,
par le théoreme de la divergence, nous avons donc

/ Dﬁdw-/ fdw—i—/ div(T)dz, (1.1.3)
OR Q(t) Q(t)

et en utilisant la définition de la dérivée matérielle, nous pouvons en déduire que si @ est un fluide
incompressible alors

ou L e 2.
((%(t, x) +u- Vu(t, m)) = f 4+ div(T). (1.1.4)
Observons que si I'on consideére le tenseur T tel que div(T) = ﬁp — vAil, nous obtenons les équations
de Navier-Stokes classiques. Néanmoins, comme nous travaillons avec des fluides micro-polaires, leur
structure engendre de nouvelles forces internes, ce qui implique un changement dans la nature du
tenseur T.

C’est précisément dans la théorie des fluides micro-polaires d’Eringen que les contraintes de visco-
sité et les effets résultant de la micro-rotation du fluide sont simultanément pris en compte, notamment
lors de I’étude du moment angulaire total W. En effet, sur un volume de contrdle 2(¢) donné, nous
avons

W(t) = / (@4 x A d)de,
Q(t)

ot nous avons une nouvelle quantité & qui représente le moment micro-rotationnel et (x A1) représente
le moment angulaire externe. Ainsi, par la loi de conservation du moment angulaire, (définie par
exemple dans la formule (5.11.4) du livre [4]), on a I'identité

d

—

((I}—i-x/\ﬁ)dx:/ (ﬁ+x/\f)dx+/ ¢+ AtdS, (1.1.5)
Q(t) 0

ou nous avons des forces externes g et f, qui sont censées étre connues et les contraintes de viscosité
t et ¢ qui peuvent également s’écrire comme t = T -1 et ¢ = C -, ou (T,C) sont les tenseurs de
contraintes. Observons que le tenseur T et la force f sont les mémes que ceux obtenus dans (1.1.3).

Nous cherchons maintenant a étudier plus en détail I’expression des tenseurs (T, C) donnés ci-
dessus afin d’obtenir le systéme (1.0.1). Pour cela nous allons suivre ’approche donnée dans le premier
chapitre de la these [84]. Tout d’abord nous introduisons certaines notations et identités vectorielles
utiles. Remarquons que 'on utilise ci-dessous, la convention de sommation d’Einstein.

Définition 1.1.1. Soient @ € R? et A € A(3), ou A(3) représente l’espace des matrices antisymé-
triques de dimension 3. Nous définissons les fonctions linéaires ten : R — A(3) et vec : A(3) — R3
par
o 1
ten(a)ij = €150 et VeC(A)k = §fiijij7
1 si ikj=123,231,312,
€ik; = 4 0 st non,
1 s ikj = 321,213,132
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Observons que tenovec = I 43y et vecoten = Igs. En plus, nous avons les identités suivantes :

zA(T-n)=(zAT)-n, (1.1.6)
div(z AT) =z A (div(T)) + 2 vec(T).

—~
—_
—_

En effet, observons que

($2T3j — ngQj)n]
x A (T . ﬁ) = (l’ngj — {L‘1T3j)nj :(l‘ VAN T) -1,
(l‘lTQj — xQle)n]

ot le tenseur (z A T) est défini par (x A T);; = €2, Ti;. En prenant la divergence du tenseur x A T
ci-dessus et en utilisant la Définition 1.1.1, nous obtenons

diV(l’ A T)i = (qikkalj)

9
(x Adiv(T);) + (e15;T15) = (xz Adiv(T);) 4+ 2 vec(T);.

Ainsi, en utilisant la formule de convection dans I'identité (1.1.5) et comme { = T - fi, ¢ = C - fi, nous
avons par le théoreme de la divergence

/ D(Q—i—x/\ﬁ)dx:/ (§+x A / C-a+azA(T-n)dx
e Dt Q(t)
:/ (G+zA / C) + div(z A T)dz
Q(t)
=/ (G+z A f) + div(C) + z A div(T) + 2 vec(T)dz, (1.1.8)
(t)

ol nous avons utilisé aussi les identités (1.1.6) et (1.1.7). On remarque maintenant que par (1.1.3), et
le fait que %(w AU) =z A %ﬁ, le moment angulaire extérieur vérifie aussi la relation suivante :

4 (x AN U)dz :/ (x A Dﬁ)da::/ ac/\fdx+/ x A div(T)dz.
dt Jow Q(t) Dt Q(t) Q(t)

Alors, d’apres (1.1.8) et 'identité précédente, nous pouvons en déduire que l'on a

d/ Wdr = / g+ div(C) + 2 vec(T)dz,
dt Jo) Q(t)

et par conséquent en utilisant la formule de convection et comme div(#) = 0, nous avons
D—td)' = g+ div(C) + 2 vec(T).

Enfin, en utilisant la définition de la dérivée matérielle, on obtient

gtw + (Z- V)& = g+ div(C) + 2 vec(T). (1.1.9)

Ainsi, avec équation (1.1.4), 'expression ci-dessus et comme le fluide considéré est incompressible,
nous arrivons au systeme suivant :

Ot + (- V)i = f + div(T), div(@) =0,
- (1.1.10)
&G + (@ - V)& = g+ div(C) + 2 vec(T).

Nous dirons alors que ce systéme est gouverné par les tenseurs (T, C) et pour les décrire nous consi-
dérons dans la section qui suit des fluides tres particuliers.
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1.1.2. Les fluides micro-polaires

Nous aurons besoin des concepts suivants :

= =,

Définition 1.1.2. Soit b un champ de vecteurs. On définit les opérateurs Db = (V @ b+ (V®)Tbh) et
D% = Db — 2(div(b))I3, ou I3 est la matrice identité en dimension 3.

Pour ces opérateurs, nous avons les identités suivantes qui peuvent étre vérifiées facilement, voir
également [84].

Lemme 1.1.1. Soit b un champ assez régulier. Alors, nous avons les identités suivantes

1) div(Db) = Ab+ V(div(b).

2) div(D) = Ab+ :V(div(b)).

3) div(ten(b)) = V A b.

En suivant les idées données dans [84, Théoréme 5.20], qui sont inspirées également du travail d’Eringen
[33], d’apres la nature des fluides micro-polaires, nous pouvons maintenant supposer qu'’il existe des
constantes «, 3,7, v, u > 0 telles que nous pouvons écrire les tenseurs (T, C) de la forme suivante

1

T =vDi+vten(zVATZ—&) —pls et C = adiv(@)z) + SD°G + ten(V A &).

[N}l

Observons maintenant que comme div(#) = 0 et en utilisant le Lemme 1.1.1, nous avons

1~ 5
SV N - @) = Vp

- (U—i—%) AT+ N AGD - Vp. (1.1.11)

1= -
div(T) = div <U]D?Z—|— v ten <2V AU — (D’) —p]I3> = vAu—vV A(

On notera en particulier que dans (1.1.11) la pression intervient avec le terme ﬁp. Par les mémes
arguments, nous obtenons

div(C) = aVdiv(@d) + BAG + gﬁ div(@) — vV A (V A D)
= <a—|— g) V div(@) + SAG — AV A (V A D)

= (a + /; - ’y) V div(@) + (8 + 7)Ad. (1.1.12)

Comme vec(D@) = vec(pl3z) = 0 et veco ten = I3, nous avons
" le o . = o oo
2vec(T) = 2vec (UDU + vten (2V AU — w> - p]Ig) =v (V AU — 2w) . (1.1.13)

Remarquons par contre que dans ’expression précédente la pression n’intervient pas. Enfin, si 'on
remplace (1.1.11), (1.1.12) et (1.1.13) dans (1.1.10) nous obtenons les équations des fluides micro-
polaires (1.0.1) :

3tﬁ+(g.ﬁ)ﬁ:(U+%)Aﬂ’—ﬁp+yﬁ/\(3+ﬁ div(@) =0,

@+ (T V)& = (B+7)AG + (a+ & — )V div(®) — v@ + vV AT+,
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et ici les parametres «, 3,7,V et v correspondent aux constantes de viscosité liées a la nature de
chaque fluide. Plus précisément, v représente la viscosité dynamique, v est la viscosité de micro-
rotation dynamique et les parametres («, 3,) sont connus comme les coefficients de viscosité angulaire.

Ainsi, étant donné que 'on souhaite faire une étude théorique de ces équations, nous supposons
désormais que v = %, ats—y=18+y=1letv= %, et donc on obtient le systéme micro-polaire

avec lequel on travaillera dans les prochains chapitres

. 1.

Ol = Aii — (- V)i = Vp+ VAT + [, div(@) =0,

&l

1

0B = AS+ Vdiv(@) — (Z- V)& — &+ =V AL

N |

Indiquons que ce choix des constantes de viscosité (et bien que cela puisse paraitre un peu arbi-
traire) nous ameéne au systéme déquations micro-polaires le plus couramment étudié dans la littérature.

Nous concluons cette section avec quelques remarques sur le systéme ci-dessus :

e Observons que si la vitesse de micro-rotation est nulle & = 0, le systéeme se réduit aux équations
des Navier-Stokes pour des fluides avec un écoulement irrotationnel i.e.,

Ot = AL — (@-V)a—Vp+f,  div(@) =0,
VAT=0,

qui a été étudié dans [8] et [40].
e Par les propriétés de fluides micro-polaires, nous avons en général div() # 0, et ceci nous amenera
a faire une étude plus détaillée de cette quantité comme nous le verrons plus tard.

e En prenant formellement la divergence de ’équation associée a 1’évolution de i et étant donné que
div() = div(V A W) = 0, il s’ensuit que

—Ap = div((@ - V)@) — div(f).

Ainsi, comme la force extérieure f est connue, il est clair que la pression peut étre reconstruite
uniquement & partir de l'information sur la vitesse @ et de la force extérieure. Donc on pourra
considérer un probleme dans lequel les seules variables qui interviennent sont @ et &.

1.2. Solutions faibles des équations micro-polaires

Dans cette section, nous allons étudier 'existence des solutions faibles des équations de fluides
micro-polaires :

V A, (1.2.1)

Remarquons que par simplicité, nous n’avons pas considéré de force extérieure dans la deuxieme
équation de (1.2.1) i.e., § = 0. Cependant dans le cas ou § # 0, on pourra obtenir 'existence de
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solutions en ajoutant des conditions ad hoc sur ce terme.

—

Nous dirons ainsi que (@,p,d) est une solution faible du systéme (1.2.1), si pour tout
3,1 € Dy 2(]0, +00[xR3) telle que div(F) = 0, nous avons

—

— fl@)pxp =0,
_|_

% U|Y)pxp = 0,

(Ol — Aii + (i - V)i —

M\H

(043 — AG — V div(@) + (@ V)&
ou la pression est obtenue a partir de I’équation suivante
—Ap = div(div(@ ® @) — div(f).

Plus précisément, nous allons montrer 1’existence de solutions faibles globales en temps (u, p, @) telles
que 1 et G appartiennent & I’espace naturel d’énergie L° L2 ﬂLtQH 1 c’est-a-dire des solutions faibles de
type Leray. Pour cela, nous allons nous inspirer de la stratégie usuelle pour obtenir des solutions faibles
pour les équations de Navier-Stokes. Tout d’abord, nous appliquerons le projecteur de Leray pour nous
débarrasser de la pression, puis nous étudierons un probleme régularisé afin d’obtenir I’existence de
solutions approchées. Remarquons que comme nous avons le terme lev( ) dans ’équation associée
a o, une étude supplémentaire de div(d) doit étre réalisée. Ensuite, nous établirons une inégalité
d’énergie qui nous permettra de prolonger le temps d’existence de ces solutions. Enfin, par un argument
de compacité, nous pourrons passer a la limite et ainsi obtenir de solutions faibles des équations micro-
polaires (1.2.1). Il est important de remarquer que nous allons étudier les variables 4 et &, de fagon
totalement symétrique mais des le prochain chapitre nous réaliserons une étude séparée de chacune
des variables.

1.2.1. Solutions de type Leray des équations micro-polaires

Voici maintenant le résultat qui concerne ’existence de ce type de solutions.

Théoréme 1.2.1. Soient iy,&dy € L*(R3) des données initiales telles que div(ig) =0
et soit f e L2([0,+oo], H *(R3)) une force extérieure. Alors, il existe une solution faible
(@,p,&) des équations (1.2.1) telle que @€ L>(]0,+oo[, L*(R?)) N L2(]0, +oo[, H'(R?)) et
@G € L]0, +oo[, L2(R3)) N L2(]0, +oo[, H(R?)). En plus, la paire (ii,&) vérifie linégalité d’énergie
sutvante

t
. - . - 2 . o
It 7e + I )7 + /0 s, M + 201505, M + S50, 2 + 2l div(@) (s, ) [

IN

t
4 /0 175 )2 ads + [[Go]2 + 1o 2. (12.2)

Remarque 1.2.1. Observons que grace au terme d’amortissement & présent dans la deuxiéme équa-
tion de (1.2.1) nous sommes en mesure d’obtenir l'information & € L?(]0, +oc[, L2(R?)), ce qui différe
évidemment du cas de la vitesse .

Démonstration du Théoréme 1.2.1. Nous divisons la démonstration de ce résultat en plusieurs
étapes.

e Etape 1 : un probléme sans pression. Tout d’abord, nous devons nous débarrasser de la pression, ce
qui pourra étre réalisé a I’aide du projecteur de Leray. Rappelons que cet opérateur est formellement

I T .
défini par P(¢) = ¢ + vm(v @), ot ¢ : R® — R? est un champ de vecteurs.

Rappelons briévement quelques propriétés élémentaires du projecteur de Leray.
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1) Si (E est & divergence nulle alors nous avons ]P’((Z_;) = 5 En particulier, comme pour tout champ
de vecteurs ¥, nous avons div(V A ¥) = 0, il s’ensuit que P(V A ) = V A 0.
2) Si qi; est un gradient, c’est-a-dire, s’il existe une fonction g : R? — R3 telle que qg = ﬁg, alors
P(g) = 0.
Ainsi, comme P(@) = 4 car div(@) =0 et P(ﬁ ANG) = V A&, si lon applique le projecteur de Leray
a la premieére équation de (1.2.1), alors nous avons le systéme suivant :

. 14 .
Ot = Aﬁ—IP’((@V)ﬁ)—i-iV/\cU—&—IP’( ) (1.2.3)
. . 1.
0@ = AD + V div(d) — (U‘V)Q—@’—F?V/\ﬁ, (1.2.4)
(0,2) = tp(z), &(0,z) = do(x).

De cette maniere, afin d’obtenir des solutions faibles du probleme (1.2.1), nous pouvons étudier a
la place le systeme ci-dessus.

e Etape 2 : un point fixe pour un probléme régularisé. Maintenant, nous allons considérer un systéme
régularisé afin d’obtenir des solutions approchées des équations (1.2.3) et (1.2.4). Pour cela, fixons

une fonction positive § € C§°(R3) telle que 0(z)dxr = 1. Pour tout € > 0, nous définissons la
3

fonction 0(x) = 6%0 (%), et nous considérons le probleme suivant :

—

. 15
@ﬁ:Aﬁ—POW*M~Vﬁ)+§VAQ+P(%

- - 1~
05 = AG + V div(@) — ([ + 0] - V)& — @+ =V A,

O |

’11(07.%') - 770 * (9€<1'), 56(07'%) - (-‘_50 * 6€<$)

Observons que nous avons régularisé les données initiales, ainsi que le terme non-linéaire dans
I’équation (1.2.3) et le terme de transport dans (1.2.4).

Remarquons que, comme nous avons le terme ﬁdiv(@’) dans I’équation liée a la dynamique de &,
il sera utile de faire une étude supplémentaire du terme div(d). En effet, observons que, si nous
appliquons formellement l'opérateur divergence dans I’équation (1.2.4), nous avons

8y div(@) = 2A div(@) — div((Z - V)&) — div().

Alors, comme div(d) vérifie une équation de type parabolique, nous pouvons obtenir une infor-
mation d’intégrabilité sur ce terme qui nous permettra contrdler de facon plus simple la quantité
Vdiv(@) . Ainsi, si I'on note @ = div(@) avec la donnée initiale @(0,-) = div(@y * 6c)(-), nous
obtenons alors le systeme suivant

(

- 1 S
&ﬁ:Aﬁ—P«W*M-Vﬁ)+§VAw+P(L (1.2.5)
- - 1
O = A+ V div(@) — ([@+ 0] - V)&~ &+ SV AT, (1.2.6)
Oyw = 20w — div([@ * 0] - V)&) — w, (1.2.7)
L0, 2) =t * Oc(x), &e(0,2) = o *0c(x), @w(0,2)=div(do * be)(x).
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L’existence de solutions mild du systéeme ci-dessus est donnée dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.1. Pour chaque € > 0, 4 existe un temps d’existence

T=T() > 0 tel que le systéeme (1.2.5)-(1.2.7) admet wune solution (Uc,d,w.) avec

e, @e € L®([0,T[, L>(R®)) N L2([0, T[, H'(R3)) et pour 2 < p < 400, nous avons
2(R%)).

w € LP([0, T[, L*(R3
u

Preuve. Considérons Y = | @ |. En utilisant la formulation intégrale des équations (1.2.5)-(1.2.7),
w

nous pouvons réécrire I comme suit

U = Uy+ L{U) — BU,U)
Uo Ll@) Bl(@@
= ||+ @) | - | B2t th) |, (1.2.8)
P Ls(U) Bs(U,U)

t
Uy = e (ip=0e) + / e=AP(f(s,-))ds
0

Wo = (@ *6.)
Dy = XA div(dp * 6,),
des applications linéaires
- 1 rt -
L(U) = 2/ eU=IAY A &(s, - )ds
0

Lol) = /0 =RV div(@) (s, -) — @(s,-) +

t
Ls(U) — / =2 div(@)(s, -)ds,
0

et des applications bilinéaires

B@.d) = /0 EIAP(([ % 6,] - 9)id)(s, )ds
Byt — /0 A (i 5 0] - ) (@) (s, -)ds

Byt — /O I8 div ([T % 0 - )(@)) (s, -)ds.

Ainsi, pour un temps T > 0 qui sera fixé plus tard et pour un certain 2 < p < 400, nous allons
appliquer un argument de point fixe a I’expression (1.2.8) dans l’espace

Er = (LFL3 N LiHy) x (LLL 0 LEHy) x (LY L),
qui est muni de la norme suivante :

Ul zr = Nl oo L2z + 15l oo 22 + l@llzors-
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Rappelons que dans la formulation intégrale (1.2.8), le terme L(-) définit une application linéaire,
tandis que le terme B(:,-) est un opérateur bilinéaire et alors, le probléme (1.2.8) peut s’étudier
avec I’argument de point fixe de Banach-Picard suivant.

Lemme 1.2.1. Soit (E,| - ||g) un espace de Banach. Soient ey € E un élément tel que ||eg|| < 0,
L : E — E une application linéaire et B : E x E —> E une application bilinéaire telles que l'on ai
les estimations

IL()le < Crllells et [1Ble, Il < Callelslf s

pour tout e, f € E ou les constantes de continuité de ces applications vérifient les relations
0<3CL <1, 0<9CBéi<l et Cp+6CRI<1.

Alors, ’équation
e=eo+ L(e) — Ble,e),
admet une unique solution v € E qui vérifie |le||p < 34.

Nous devons alors montrer que l’expression (1.2.8) vérifie les hypotheses du lemme précédent en
considérant I’espace Er.

Commencons d’abord avec la donnée initiale 2y dans (1.2.8). Pour traiter ce terme, nous allons
utiliser la proposition suivante qui sera utilisée également pour traiter les applications linéaires et
bilinéaires.

Proposition 1.2.2.

1) Pour tout @y € L*(R3), on a HetAﬁOHLgomngHl < C||to|| z2-

2) Si f e L2()0,T[, H1(R3)) alors / te(t_s)AIP’(f(s,-))ds
0

<Oz
LL2NL2H}

Pour une preuve du résultat ci-dessus, on se reporte sur [16] ou [61].

Ainsi, par la donnée initiale ﬁo donnée dans (1.2.8), nous pouvons appliquer la Proposition 1.2.2 et
nous avons

[tolle, = HUOHLgOLgngH; + ”WOHLgoLgmLfH; + H(I)OHLng
<

Cllto * bcll 2 + Cll fll 271 + Clldo * Ocll 2 + [[Pol £p 2

IN

Clltoll 2 + Cllfll L2 gz + Clidoll 2 + [[Pollrr e
De plus, observons que par I'inégalité de Young, on a
2AA il Lo
[@ollprrz = lle™™ div(do * bc) [ Lrpz < C(e)T ||col| 2.
Alors, nous avons
- - i
[Uollzr < Cligoll Lz + Cllfll L2 1 + Clldoll L2 + C ()T [ o[ 2- (1.2.9)

Etudions maintenant ’application linéaire L(-) dans (1.2.8). Pour cela, nous avons besoin de quelques
lemmes techniques.
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Lemme 1.2.2. Pour tout & € L>(]0, T[, L*(R3)) N L2(]0, T[, H'(R3)), nous avons

t
/ A A (s, ) < COT3 || o2 (1.2.10)
0 L L2NLIH]
et
t
‘ / e(t*S)Aw(s, ds < CT||QHL?OL%, (1.2.11)
0 L L2NL2H]

Preuve. Observons que (1.2.10) s’obtient facilement a partir du deuxiéme point de la Proposition
1.2.2, en effet, nous avons

Montrons maintenant (1.2.11). Pour cela nous allons étudier les quantités suivantes

¢ t
/ =98G5, )ds / e=98G(s, - )ds
0 0

t
0

L L2NL2HL

L L2NL2 HY ‘

L3°L2
t
n / DD (s Y ds (1.2.12)
0 L311}
Etudions d’abord le premier terme de l'expression ci-dessus. Pour cela, étant donné que e2 est un

opérateur de convolution avec le noyau de la chaleur g, en utilisant ’'inégalité de Young, nous avons

t
/ e=985(s, )ds
0

sup

t
< sup / lge—slloa IG5, lpads < TN@ 2. (1.2.13)
0<t<T 0

L2 0<t<T

Pour le deuxiéme terme de (1.2.12), par I'inégalité de Young et les propriétés du noyau de la chaleur,
nous avons

t
‘ / e=925(s, )ds
0
Ainsi, si 'on prend la norme L? dans la variable de temps, nous avons
t
‘ / =985 (s, - )ds
0
Alors, par (1.2.13) et avec 'expression ci-dessus, on peut conclure que

t
‘ / =98G5, )ds

0
ce qui termine la preuve du Lemme 1.2.2. |

t
< / [e=92 1 [5(s, )| p2dds < Ct3 @] e 2. (1.2.14)
H! 0

- S CT||&|pgore-
LZH]

- < COT||d|[ e e,
L°L2NL2 L

Nous avons maintenant le résultat suivant qui permet de contréler le terme V div().

Lemme 1.2.3. Pour tout & € L>(]0, T[, L2(R3)) N L2(]0, T[, H'(R3)), nous avons

' (t—s)A 11 -
/e A div(c)ds < OTH 5 | div(@) 312
0

L L2NL2 HY
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Preuve. Observons que, grace a la Proposition 1.2.2, nous avons

Maintenant, comme 2 < p < 400 nous pouvons appliquer 'inégalité de Holder dans la variable de

t
/ =AY div(w)ds < OV div(@) 2 < Clldiv(@) Iz -
; T

L L2NL2H}

temps et nous obtenons

t A 1_1
/ =AY div(@)ds < OT> || div(@)l gz
0

L L2NL HY

ce qui termine la preuve du lemme. B

Il est important de souligner que c’est dans ce lemme qu’intervient I'information LY L2 qui nous
permet de controler le terme V div(&). Le dernier résultat technique dont nous avons besoin est le
suivant :

Lemme 1.2.4. Pour tout & € L>(]0, T[, L*(R?)) N L%(]0, T[, H(R?)),

1.1
< T2 |@| 3 -
Ly

t
/ =92 Gy () (5, -)ds

0

Preuve. Tout d’abord, observons que

Ainsi, d’apreés les mémes arguments que (1.2.14), nous avons

<
L2

t
/ 2R G (s, )ds

t
/ 238 div (@) (s, -)ds
0 0

H1

t
/ 2132 div (@) (s, -)ds
0

< 013 |3l o 2.
L2

En prenant la norme LP dans la variable du temps, nous avons

1.1,
< CT?77||&| pgop2-
Lrr2

t
/ 2192 Qiv (@) (s, -)ds

0

ce qui termine la preuve du lemme. |

Ainsi, avec les résultats précédents, nous pouvons étudier la continuité de la I'application linéaire
L(-) donnée dans (1.2.8). En effet, observons que

VL@l £y = 1Ea@) | e orgzrry + 1L2@l| o panpzin + 1La@)] pz.

Par le Lemme 1.2.2, il s’ensuit que

.. 1.2
< OT2 |6 pge 2 < T2 U 7

t
/ et=IAY A d(s, - )ds
0 LPL2NL2H}

IILl(U)HLgOLgmL%H% - ‘

et par les Lemmes 1.2.2 et 1.2.3, on a

t
= _ - - 1= .
I L2@) e par2 / IRV div(@) (s, ) = @(s, ) + 5V Ai(s, ))ds |
romee 0 L L2NL2 H1

1_1 . - N 1.,

< OT2 »¢||div(d)|prre + CT& Leerz + CT2 ||t Lo 2
1 1 -

< C(T* v +T+T2)|U|g,.
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De plus, en utilisant le Lemme 1.2.4, nous avons

1,1 1,1 5
< CT 7 |[&]| o < CT2 2 ||t oy

t
HMWMmyW/QWM&WMgW
0 LYL3

En regroupant les estimation précédentes, on a montré que

1

P T+ T3+ T2 )|ty (1.2.15)

- 1
LU, < C(T2

et donc l'application linéaire L(-) est continue.

Etudions maintenant 'application B (+,-) dans (1.2.8). Notons d’abord que, comme les applications
B et By partagent la méme structure et sont liées aux équations de Navier-Stokes, la preuve de
leur continuité est assez standard. En particulier, nous avons le lemme suivant dont la preuve peut
étre trouvée dans [61].

Lemme 1.2.5. Pour tout i, € L>®(]0,T[, L*(R3)) N L2(]0, T[, H(R3)) telle que div(@) = 0, nous

avons ([@* 0] - V)& € L2ZH; ' et en plus il s’ensuit que

IN

1., -
_ Cle)T>dll e 2 1l 2 11
L L2NL2HY ‘

IN

1., —
, COT= |l gor2 16l 2 71 -
LeoL2ML2 ]

D’autre part, la continuité de 'application bilinéaire Bs(-,-) est étudié dans le lemme suivant :

Lemme 1.2.6. Pour tout @,& € L>®(]0, T[, L*(R3)) N L]0, T[, H'(R3)) telle que div(@) = 0, nous
avons

L, -
< COT7|lull pge 2|9 ge 2

t
| s (e D)@ das|

0

Preuve. Tout d’abord observons que, comme div([@ * 6.]) = 0, nous pouvons écrire
([@* 0. - V)(&) = div(div(c @ [@ * 6])) et donc par la régularité maximale du noyau de la chaleur
(voir [63]), nous avons

Dong, il s’ensuit que

D’autre part, par 'inégalité de Young, nous avons

[I[@ Ol (s, )l Lo < [ails, [ L2165, )l 2,

< Clld @ [ux 0]l rpz-

t
/ 292 div(div(@ @ [ * 6,]))ds
L2

0

IN

t
/ 298 div(div(@ @ [@ * 6]))ds
0

O 0] Lgonoe |G Lo 22
LPL2

IA

1 — —
CT7 ||[@  Oe]|| Lgo oo |6 Lo L2 -

et donc

t
/ 292 div(div(@ @ [ * 0,]))ds

l g —
A < C()T7 ||ull ooz [l Loz,

LPr2
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ce qui termine la preuve du lemme. |

Avec ces deux lemmes précédents, nous pouvons déduire la continuité de Dapplication bilinéaire
B(-,-) donnée dans (1.2.8). En effet, nous avons 'estimation suivante :

IBED) e = 1B e pangzin + 1B2G D) o pargzn + |1 Bs@, i) 1o
1., N 1. N i, N
< COTH |zl 2y + CEOTF il o 12 130 211 + COT [l o2 3] o2
1 1. o -
< C(O(T +T%)l| | - (1.2.16)

Ainsi, les estimations (1.2.9), (1.2.15) et (1.2.16), nous pouvons fermer ’argument de point fixe pour
la formulation intégrale (1.2.8). En effet, si 'on pose

o 1
6 = Clltol| 2 + ClIfl L2 gz + Clidoll 2 + C()T |0l 2,

11 1 1,1 1 1
CoL=CT>»+T+T2+T2"r), Cp=0C(e)(T2+1Tv),
et si on fixe un temps T' = T'(¢) > 0 tel que nous avons les relations

0<3CL <1, 0<9CBé<1 et Cp+6Cgo<1,

nous pouvons appliquer le Lemme 1.2.1 & la formulation intégrale (1.2.8) et donc il
existe un couple (U, &e,w.) qui vérifie au sens mild le systeme (1.2.5)- (1.2.7) tel que
(e, &) € L]0, T[, L*(R*) N L2(J0, T[, H'(R?)) et w. € LP(J0,T[,L*(R?)). La preuve de la

Proposition 1.2.1 est donc terminée. |

I1 est important de souligner qu’il est possible de montrer que la solution (., @, we) est réguliere, et
cela, comme nous le verrons dans I’étape suivante, nous permettra de réaliser certains calculs pour
déduire des estimation uniformes.

Etape 3 : des solutions globales en temps pour le systéme régularisé. En récapitulant, grace a la
Proposition 1.2.1, nous avons construit une solution (@, de,w,) du systeme (1.2.5)-(1.2.7) telle
que @, @ € L°([0, T[, L2(R3)) N L2([0, T[, H'(R?). Ainsi, afin d’étendre le temps d’existence de ces
solutions, nous devons établir des estimations d’énergie.

Proposition 1.2.3. Les variables (i.,d.) obtenues dans la Proposition 1.2.1 vérifient linégalité
sutvante

t
. . . - 2. -
e (t, )12 + llde(t, )17 +/0 1Te(s, M F + 20@e(s, )7 + 3 (s, M2 + 2 div(&e)(s, -) |7 2ds

t
§4AHK&N@1%+H%@rHWﬂ%-

Avant de passer a la preuve de ce résultat, remarquons que comme on a div(u.) = 0, nous avons les
identités suivantes

/W P ([ 0] - 9)i) -tz =0 et /W (1 #0]-9)5.) - Gedz = 0. (1.2.17)
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Preuve de la Proposition 1.2.3. Tout d’abord, nous multiplions par i, 1’équation (1.2.5) et en
utilisant une intégration par parties et (1.2.17), nous avons

1d - 1 - =
/ |ti|*dz = —/ |V®ﬁ€|2d:p+/ (V/\J}'E)-ﬂ'ﬁd:c+/ P(f) - .dx
2dt Jp3 R3 2 Jps R3
. 1 . .
= — |V ® il [*dx + / (VAG) -tde+ | f-ude, (1.2.18)
R3 2 Jgrs R3
ou nous avons utilisé le fait que le projecteur de Leray est un opérateur auto-adjoint et P(i.) = .
Egalement, en multipliant par &, Péquation (1.2.6), par une intégration par parties et (1.2.17), nous

obtenons
ld -2 > o =2 Y -2 1 AN
—— |Ge|?dx = — IV @ &e|*dx — | div(de)*dx — |Ge|“dx+ = | (V Ade) - Dedx
th R3 R3 R3 R3 2 R3
= / W@Qeﬁda;/ div(we)zd:p/ |52 da
R3 R3 R3
1 -
+/ (VAT - duda. (1.2.19)
2 Jgs
Alors, en additionnant (1.2.18) et (1.2.19), nous avons
d -
(1Tt T2 + 1@, IT2) + 21Tt I + 20t )y + 20 div@) (¢, )72 + 2@t ) 172

:/Rg)(ﬁ/\(ﬁe)-ﬁedx—k/RS(ﬁ/\ﬁe)-(Dedx—kQ/RSfﬁedx. (1.2.20)

Observons que par une intégration par parties, nous avons

(6Aﬁe)-@d:p+/

(V AGe) - tiedr = 2/ (VA @Q,) - Bede,
R3

R3 R3

et donc en intégrant par rapport a la variable de temps dans (1.2.20) et en injectant ’égalité
précédente, on obtient

t
1Tt 1 F2 + @t )I!Lz+2/ (Hue( M+ 15e(s, )% 1 [[div(@e) (s, WNie + ll@e(s, )HL2) ds
t t
:2/ (6Aﬁ€)-wedxds+2/ [ dedzds + ||y * 0|32 + [|&o * Oc |32 (1.2.21)
R3 0 JR3

Etudions maintenant les deux premiers termes du c6té de droite de I’expression ci-dessus. Pour le
deuxiéme, comme f € L?H_ ' et par I'inégalité de Young, nous avons

t
_— . . ~ 1 )

Pour le premier terme du c6té de droite de (1.2.21), en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous

/ (V AT.) - Gedrds < 2 (/ IV A (s ||L2d5> </ || e (s ]des)
R3

Remarquons que comme div(i.) = 0, nous avons ||V A @e(s, )| 12 = ||Te(s, N g (voir le livre [85,
Théoréeme 12.3]) et donc par I'inégalité de Young, on obtient

t . 3 t 4 t
2/ (VA L) - Goduds < / Hﬁe(s,-)@pds—i—/ 1G5, ) [2ads.
0 Jrs 4 /o 3 Jo

avons
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Ainsi, comme ||@y * 0c||35 < ||tio]|32, ||Do * b7, < [|Do|72 et en injectant I'expression précédente et
la formule (1.2.22) dans (1.2.21), on obtient I’estimation

t
e + 15 e+ 2 [ o+ 1) B+ o, e + i@ s ) s
¢ 2 4 ¢ 2 Loe 2
| s s+ 5 [ 1@ s +4 [ 17 s
o Ol + o = 0l

En regroupant les termes ci-dessus, on obtient la relation recherchée

Ie(t, )72 + 1Dt ) 172 + /Ot |1Te(s, M + 20@e(s, )7 Hwe( 7o + 21| div(@e) (s, -)|[72ds
g4AWﬂaw@4@+w%*¢ﬁHW@*aﬁ%
<4 [ 1Fls. My + il + G0l (1223
et nous avons fini ainsi la preuve de la Proposition 1.2.3. |

Maintenant, afin d’étendre le temps d’existence de la solution (i, ., w.), observons que grace a
(1.2.23), nous avons obtenu un contrdle uniforme de la norme L°L2NL?H} des variables i, et &, en
fonction des données initiales et de la force extérieure. Cependant, ceci n’est pas assez pour étendre
le temps d’existence, car nous aurons besoin d’un contrdle similaire pour w,. Pour cela, nous avons
la proposition suivante :

Proposition 1.2.4. Pour tout ¢ > 0, la variable w, obtenue dans la Proposition 1.2.1 vérifie
linégalité d’énergie suivante :

t 2
||we(tw)\liz+/0 lewe(s, Gpds < (/ 1 s, )11%, - derlWoH%zH@oH%)

+0(€)[|Do]7-
Preuve. Tout d’abord, rappelons que la variable w, vérifie I’équation suivante
Oywe = 2Aw, — div([Ue * 0] - ﬁ)d}e) — We
we(0, ) = div(dp * ¢)(x),

Ainsi, en multipliant par w, et par une intégration par parties, nous avons

1 d . .
LA - x)d:c+2/ |Vw6]2da:+/ (e [2dz = —/ div([@. 0 - V)@ )weda.  (1.2.24)
2dt Jps R3 R3 R3

Une nouvelle fois, par une intégration par parties et 'inégalité de Holder, nous avons
— / div([iZ, % 0] - V)@ wedz = / ([Ge 0] - V)& - Veoed
R3 R3

<l * 0e(s, )12 |V © Ge(s, ) 2 Vewe(s, ) 2.
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Ensuite d’apres I'inégalité de Young, il s’ensuit que

T S 1.
—/delv([ug*Qe]‘V)wE)wedaz < 5”“6*96( )”LOO||V®W6( )HL2+ HVWE( )”LQ

< C@ae(s, MIZlIV © Ge(s, 172 + 5 Wwe(s,-)lliz-

Alors, si 'on integre (1.2.24) par rapport a la variable de temps et en injectant I’estimation précé-
dente, nous avons

t t
[Pt [ [ [Fmfduds <@ [ alaIY ©@ads + | div@ 603
R 0 JR 0
< OO e 1218l 2y + 19233 + [l » 60

Enfin, par (1.2.23), nous avons

2
[ tz:da:+3// e tdeds < Cle (/ s ds+||ﬁo|i2+||wo||%z>

+C(€)[|Foll 72 (1.2.25)

ce qui termine la preuve de la proposition. |

Ainsi, méme si l'estimation (1.2.25) n’est pas uniforme par rapport & €, nous avons un contrdle
de l'information L{°L2 de w,. par rapport aux données initiales (rappelons que e est fixe), ce
qui, ensemble avec l'inégalité d’énergie (1.2.23), nous permet d’étendre de fagon globale le temps
d’existence des solutions (., ., we) obtenues dans la Proposition 1.2.1.

Remarque 1.2.2. Notons que pour obtenir l’existence de solutions approchées globales en temps des
équations (1.2.5)-(1.2.6), l'un des points clés a consisté en une étude détaillée du comportement de
la quantité div(J) en ajoutant l’équation (1.2.7). Bien que cela ne soit pas explicitement écrit dans
[’énoncé du résultat, l’information obtenue sur ce terme nous permet d’obtenir des estimations utiles.
Evidemment, il existe d’autres techniques permettant d’obtenir ces résultats. En effet, dans [69], nous
voyons que, puisque l'équation (1.2.6) est linéaire et que nous avons les estimations a priori (1.2.25),
il est possible d’en déduire ’existence des solutions approchées en utilisant des arguments classiques
des équations paraboliques. Ceci a également été remarqué dans [41].

Cependant, il est important de souligner que l’idée de l’étude de div(W) sera récurrente tout au long
de cette thése, notamment dans ’étude de la régularité locale dans le chapitre suivant et méme pour
Uétude de la régularité et de 'unicité des solutions dans le cas stationnaire, comme nous le verrons
dans le Chapitre 4.

e Etape J : passage d la limite : Maintenant, nous allons montrer briévement que la famille (e, De)e>0
converge vers la solution (u,d) du systeme (1.2.3) et (1.2.4) quand € — 0.

Observons que par la Proposition 1.2.3, il s’ensuit que la famille (@, J¢)e>o est bornée dans 1’espace
L>([0, +oo[, L2(R3)) N L2(]0, +oc[, H'(R?)) et donc, par le Théoréme de Banach-Alaoglu, il existe
une sous-suite (e, , e, Jken, telle que

(liey., Bey,) —— (i1, &) € L=([0, +-00[, L*(R?)) N L*(]0, +-00[, H' (R?)). (1.2.26)

k——+o0
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La famille (&, )e>o étant bornée dans L?(]0, +oo[L%(R?)), nous avons par les mémes arguments

Ge, —— & € L*(]0, +00[, L*(R?)). (1.2.27)

k—+o0

Rappelons que ces convergences ne sont pas suffisantes pour en déduire que (#,d) satisfait les

(
équations (1.2.3) et (1.2.4) & cause de la présence des termes non linéaires P((@, - V)i, et (@ - V)@e.

Pour surmonter cette limitation, nous avons besoin d’une convergence plus forte pour ., ce qui peut
étre obtenu en utilisant le lemme de Rellich-Lions (voir [61, Théoréme 12.1]). Donc, nous devons
vérifier que pour toute fonction ¢ € D(I x R3), nous avons

SUP lptell L2 0,400 1 (R3) < +00, (1.2.28)

sup ||<,08tu€”L2( 0 4+oolH-3 %)) < +oo. (1.2.29)
Comme (i, )e>0 est bornée dans espace L ([0, +oo[, L2(R?)) N L2(]0, +oo[, H'(R?)), nous obtenons
immédiatement (1.2.28). Maintenant, pour en déduire (1.2.29), rappelons que comme . vérifie
I’équation (1.2.5), nous avons

. 1o .
B = AT, — P (([ae 0] vm) + 5V A+ B(f).

Alors, nous devons étudier chaque terme de l’expression ci-dessus. Observons que le premier,
deuxieme et quatrieme termes sont déja connus par la théorie classique des équations de Navier-
Stokes. Ainsi, nous devons étudier seulement V A Je. Pour cela, comme (dJ¢)eso est bornée dans

S ._3
L?L2 et comme H™1(R3) C H S (R3), il s’ensuit que la famille (V A & )eo est bornée dans L?H,, 2.
Donc, il est facile de voir que pour toute fonction ¢ € D(I x R3) nous avons

Sup ||<,08,5u€||L2 (o.rLE~% (®) < +00.

Nous pouvons ainsi appliquer le lemme de Rellich-Lions, pour obtenir une sous-suite (@, )ren telle
que

i, — @ dans (LZL2)j0c
k—4o00

Alors, par (1.2.26), (1.2.27) et par la convergence forte dans (L?L2);,., nous sommes en mesure de
prendre la limite faible dans (1.2.5) et (1.2.6) et I'on obtient

—

it = Ad —P((@ - V@) + 3V NG+ P(f),

OB = AT+ Vdiv(@) — (G- V)& — &+ LV AT

N[

Rappelons maintenant que la pression p est donnée par

p= (—1A) (div(div(ﬁ@ ) — div( 3) ;

d’out il est facile & vérifier que p appartient a I'espace L?([0, +o0], H_%(R‘?)) (cf. [16] ou [61]).

Ainsi, nous avons montré qu’il existe au moins une solution faible (u,p,d)
du  systeme (1.2.1) telle  que @€ L>(]0,4+oo[, L2(R3)) N L2(]0, +oo[, H!(R?)) et
@ € L]0, +oo[, L2(R3)) N L%(]0, +oo[, H}(R?)), ce qui termine la démonstration du Théoréme
1.2.1. |
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1.2.2. Propriétés des solutions faibles de type Leray

Observons qu’a partir du Théoreme 1.2.1, nous pouvons facilement déduire les informations sui-
vantes

Corollaire 1.2.1. Si nous considérons f: 0 dans le systéme (1.2.1), alors la solution (u,p,d) des
équations micro-polaires (1.2.1) obtenue dans le Théoréme 1.2.1 vérifie l'inégalité d’énergie suivante

t
la(t, 2 + 16 )7 + /0 (s, ) 1% + 2016(s, M + [16(s, )1 72 + 2/ div(@) (s, ) [|F2ds
< ldol|7> + ll@Dol|7--

Finissons ce chapitre avec quelques commentaires :

e Rappelons que pour obtenir I'inégalité d’énergie, nous avons réalisé une étude symétrique des
variables (@, d), c’est-a-dire, on a considéré qu’elles appartiennent aux mémes espaces de fonc-
tions.

e Par la structure des équations micro-polaires, en particulier par la présence du terme d’amor-
tissement & dans la deuxiéme équation du systéme (1.2.1), nous avons obtenu une information
globale supplémentaire pour cette variable, i.e., & € Lim.

Les solutions que ’on a obtenues dans le Théoreme 1.2.1, seront le point de départ de toutes les théories
étudiées au cours de ce travail. Ajoutons néanmoins que, comme pour les équations de Navier-Stokes,
I'unicité et la régularité de ces solutions faibles demeurent des problémes largement ouverts. Par
conséquent, dans le prochain chapitre, nous nous concentrerons sur quelques théories de régularité, en
tenant compte de la relation entre ces deux variables.



2 Etude de la régularité locale des
équations micro-polaires

2.1. Introduction

Dans ce chapitre, notre intérét se porte sur ’étude des propriétés de régularité des solutions faibles
des équations micro-polaires qui ont été présentées dans le chapitre précédent. Rappelons ainsi que si
iy € L2(R3) avec div(iy) = 0 et &y € L2(R?) sont deux données initiales, si f € L2ZH, ! est une force
extérieure, alors il existe des fonctions @, @ € L{°L2 N L7H] qui vérifient au sens faible les équations

il = AT — (@-V)i —Vp+iVAS+ [,  div(@d) =0,
8@ = A+ Vdiv(@) — (7- V)& — &+ 1V A4, (2.1.1)

(0, ) = iip(x), div(dg) =0, &(0,2)=Dp(x), =€ R3.

Comme nous pouvons le voir, ce systéme d’équations repose sur un couplage entre la vitesse
@ : [0, +oo[xR3 — R3 (dont I'évolution est donnée par les équations de Navier-Stokes avec une
force extérieure) et le champ de vitesse de micro-rotation & : [0, +oo[xR? — R3 dont 1’évolution est
donnée par la deuxieme équation.

Ce couplage entre les variables 4 et & introduira des phénomenes intéressants. En effet, la
premiere équation ci-dessus peut étre vue comme une équation de Navier-Stokes classique avec une
force extérieure qui donnée par le terme %ﬁ AN+ f, tandis que la deuxiéme équation du systéme
(2.1.1) est une équation de transport linéaire sur la variable & dont le terme de transport est donné
par .

Etant donné qu’il y a une certaine similitude entre les deux équations de (2.1.1), on serait tentés
d’attaquer I’étude de la régularité des solutions de ce systeme en supposant que le comportement des
deux variables est totalement similaire 7.e., on pourrait imposer les mémes conditions nécessaires sur
U et & pour réaliser une étude rigoureusement identique. Cette approche a été réalisée dans 'article
[41] par exemple.

Toutefois, comme cela a été noté dans les articles [29], [38] et [106], il est plus judicieux de séparer
le comportement de ces deux équations afin d’obtenir des résultats plus précis. En suivant ces idées,
le theme général de ce chapitre consiste alors a faire une étude de la régularité locale des solutions
faibles du systéme (2.1.1) en supposant uniquement des conditions supplémentaires sur la variable ,
qui est associée au systéme non-linéaire de Navier-Stokes. Nous serons alors en mesure d’obtenir un
gain d’information sur « qui se “transportera” par couplage de la deuxiéme équation sur la variable

37
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«@. Il suffira ainsi d’imposer des conditions uniquement sur 4 pour obtenir un gain de régularité sur
les deux variables u et .

Ce phénomene de transport d’information de la variable @ sur & nous permet d’introduire la notion
suivante :

Définition 2.1.1. On dira que la vitesse @ domine les autres variables si l'on peut déduire un gain
d’information en termes d’intégrabilité, de régularité, etc., des variables (i, p,d) en supposant une
hypothése supplémentaire uniquement sur la vitesse.

Cette propriété du systeme micro-polaire, bien que connue depuis un certain temps, n’a pas été
étudiée de maniere rigoureuse et systématique, et c’est ce point de vue que nous allons adopter et
développer tout au long de ce chapitre.

Notons que ’hypothese “supplémentaire” évoquée dans la définition précédente présente une cer-
taine ambiguité puisque rien n’est précisé a son sujet, ce qui nous laisse plusieurs scénarios possibles.
Puisque nous nous intéressons ici & des problemes de régularité en utilisant les théories bien connues
des équations de Navier-Stokes (les critéres de Serrin et la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg)
nous pouvons avoir une idée de ce que devrait étre le comportement imposé & @ afin d’obtenir un gain
de régularité de la solution. Présentons donc un bref rappel de ces deux théories.

Critere de régularité de Serrin

Lorsque nous abordons la question de la régularité locale des solutions faibles des équations de
Navier-Stokes, il est naturel de commencer par 'uvre de J. Serrin exposée dans l'article [93]. Consi-
dérons donc un ensemble borné © CJ0, +0o[xR3 et une solution faible (i, p) des équations de Navier-
Stokes avec une force extérieure f sur {2, i.e.,

= —

Oyt = AL — (@- V)il — Vp+ f. (2.1.2)

Si nous considérons que @ € LPL2(Q) N LZHL(R), le critére classique de Serrin nous dit que si
'on suppose en plus que 4 € L5 (), alors la solution devient réguliére par rapport a la variable
spatiale a l'intérieur de . Il est important de remarquer que ce gain dépendra bien évidemment de
I'information que nous disposons sur la force, par exemple si f € L?Hg(@) pour k € N, la meilleure
régularité que nous puissions obtenir est @ € L H¥1(Q') N LZHET2(QY) pour tout Q' € Q (cf. [61] et
[90]).

Ce résultat introduit la notion de points réguliers et singuliers d’une solution faible de Navier-
Stokes, que nous rappelons ci-dessous.

Définition 2.1.2. Soit (i, p) une solution faible des équations des Navier-Stokes dans Q C]0, +o0o[xR3
un ensemble ouvert et borné. Un point (t,z) € Q est dit un point régulier de 4 s’il existe un voisinage

de ce point dans lequel U est bornée, autrement dit, il existe ' C Q avec (t,x) € ' tel que nous avons
i € LS, (SY).

Cette théorie a été largement étudiée et voici quelques remarques importantes :

e dans l'article [94], Serrin a montré en fait que si la vitesse @ appartient & LY L1 (Q) avec %—l—% <1,
alors la solution est bornée dans €' C € et par conséquent, elle devient réguliere.
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e Dans les années 90, Struwe dans [95] et Takahashi dans [96] ont montré le cas critique %—I—% =1
avec 2 < p < 400, généralisant ainsi le cas précédent.

e Il a fallu presque 13 ans de plus pour traiter le point limite p = +oo et ¢ = 3. En effet,
Escauriaza, Seregin et Sverak, dans [34] ont réussi a démontrer la régularité locale sous cette
condition.

e En ce qui concerne des espaces plus généraux, O’Leary dans son article [79] a généralisé les
critéres de Serrin pour les espaces de Morrey. Il est important de noter que dans le cas ou f # 0,
la régularité minimale que 1'on doit imposer & la force semble étre L? H1(2) (cf. [61, Théoréeme
13.3]).

e Enfin, d’autres généralisations sont également disponibles, par exemple si I'on considere des
espaces de multiplicateurs auxquels nous référons au Chapitre 13 du livre [61].

Bien que cette théorie ait contribué a une meilleure compréhension de la régularité locale des solutions
faibles, ces résultats demeurent insuffisants pour déterminer quand un point devient régulier ou
singulier, étant donné qu’il n’y a aucune raison a priori pour qu’'une solution faible de type Leray
satisfasse ces hypotheses supplémentaires. En effet, si @ € L{°L2 ﬂL%H L est une solution des équations
de Navier-Stokes, d’aprés un argument d’interpolation, nous avons @ € LY LL(Q) avec % + % = % > 1,
ce qui nous permet de visualiser I’écart entre I'information dont nous disposons et celle que nous
devons controler.

La théorie de régularité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg

Dans les années 80, Caffarelli, Kohn et Nirenberg dans l'article [13] ont introduit leur célebre
critere de régularité pour les solutions adaptées des équations de Navier-Stokes. Rappelons d’abord
cette notion.

Définition 2.1.3 (Solutions adaptées). On dira que (i, p) est une solution adaptée des équations
de Navier-Stokes (2.1.2) sur un ensemble Q C [0,+0o[xR3 si @ € L°L2 N LZHL(Q), la pression p
10

3 L1
vérifie p € Li (), si la force extérieure vérifie f € L,",(2) et si la distribution
v =—dy|a? + Ald]> - 2|V @ @*> — div((|@]? + 2p)@) + 2f - i,
définit une mesure non-négative localement finie sur Q.

Notons que la mesure v est bien définie, grace aux hypothéses supplémentaires sur la pression et
la force extérieure. Ainsi, si pour une solution adaptée et un point (¢, z) €]0, +0o[xR3, nous avons en
plus le comportement

1 t+r? .
lim sup — / / IV @ i|*dyds < ¢, (2.1.3)
r—0 T7 Ji—p2 o
alors il est possible d’obtenir de la régularité Holderienne de la solution dans la variable de temps et
d’espace autour du point (¢,x) et donc le point devient un point régulier dans le sens de la Définition
2.1.2 (cf. [13]). Ce résultat mérite quelques commentaires.

e Dans l'article original [13], il a été considéré d’abord (pour des raisons techniques) que
feLi, () avec q > 2. Ces conditions ont été améliorées et dans I'article [57], on voit qu'il est

suffisant de supposer que f € L%I(Q) En fait, comme il a été remarqué dans [59], 'on peut

-
méme prendre des forces f € L, (€2).
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e D’apres cette théorie, nous pouvons également obtenir des informations supplémentaires sur ces
éventuels points singuliers. En effet, pour (i, p) une solution adaptée, si I’on note S ’ensemble
de ses points singuliers, on peut montrer que la mesure de Hausdorff parabolique de I’ensemble
S est nulle (cf. [13], [61, Chapitre 13 ]) : il y a donc (s’il y en a) peu de points singuliers.

e En ce qui concerne la démonstration du critere de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, plusieurs
stratégies ont été développées. Par exemple, Lin dans [66] présente une démonstration basée sur
un argument de compacité qui permet de réduire les conditions d’intégrabilité requises sur la
pression, affaiblissant les hypothéses originales de Caffarelli, Kohn et Nirenberg. Plus récemment,
Vasseur dans [99] obtient également le résultat en utilisant un argument a la Di Giorgi, mais
avec f = 0. De plus, Kukavica dans [57] réalise une démonstration en utilisant un argument
itératif dans le cadre d’espaces de Morrey.

e Cette théorie demeure I'un des outils les plus importants pour étudier la régularité et le com-
portement de la solution autour d’éventuels points singuliers. Par exemple, elle joue un réle
fondamental dans la démonstration du cas limite (p,q) = (+00,3) du critére de Serrin, ainsi
que dans 'article [50] pour étudier les estimations de régularité locales des solutions faibles de
type Leray. En plus, elle a permis d’obtenir des estimations quantitatives pour ’explosion des
normes critiques en des points singuliers, comme décrit dans [7].

Ayant rappelé ces théories de régularité sur les équations de Navier-Stokes, nous allons maintenant
passer au sujet principal de ce chapitre.

2.1.1. Etat de I’art de la régularité des équations micro-polaires

Les équations micro-polaires ont été largement étudiées depuis leur déduction dans les années 60
et pour présenter un panorama complet de létat de lart de la régularité, il est nécessaire de prendre en
compte un systeme plus général. Considérons briévement les équations magnéto-micro-polaires sans
forces extérieures, données par le systéme suivant :

Oii = Aii — (- V)i + (b- V)b —Vp+ iV AG,  div(@) =0,

IS

b =Ab—(i-V)b+ (b V)i, div(b) = 0,
B B B (2.1.4)
06 = A&+ Vdiv(@) — & — (7 - V)& + 2V A4,

@(0,z) = do(x), b(0,2) =bo(x), &(0,2)=&p(x) et div(idg) = div(by) = 0,

ou u représente la vitesse du fluide, b le champ magnétique et & la vitesse de micro-rotation.
Remarquons que si b = 0, on obtient les équations micro-polaires et si @ = 0, on obtient les équations
de la magnétohydrodynamique (MHD).

Par rapport a la régularité du systeme (2.1.4), nous pouvons mentionner article [80] ou les
auteurs ont adapté les théories de régularité des équations de Navier-Stokes, telles que les critéres de
Prodi-Serrin et 'unicité fort-faible, pour en déduire la régularité des solutions faibles en supposant les
mémes conditions supplémentaires sur les trois variables (, 5, &). Ceci reste vrai lorsqu’on examine
la régularité pour les équations MHD, c’est-a-dire que nous pouvons obtenir un gain de régularité en
supposant certaines conditions pour les deux variables @ et b (cf. [103], [104]).

Cependant, dans larticle [46], les auteurs ont déduit la régularité des solutions faibles des
équations MHD en imposant des conditions seulement sur la vitesse. Il est donc possible d’observer
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I'effet de domination de la variable @ décrit dans la Définition 2.1.1.

Ce phénomene a ensuite été étendu au cas des équations magnéto-micro-polaires et en méme
temps généralisé a divers espaces fonctionnels. En effet, dans 'article de Yuan [106], il a été montré
que si pour une solution faible (#, p, E, @) du systéme magnéto-micro-polaire, on impose la condition
i € LP(]0,T[, LY(R3)) avec % + % = 1, alors (i,b,&) est régulicre dans ]0,7] x R3, i.e., nous avons
ii,b,& € €(]0,T] x R3). Ce résultat a été ensuite généralisé dans [38] au cas ot la vitesse @ appartient

N

a certain espace de Morrey-Campanato.

En considérant seulement les équations micro-polaires i.e., lorsque b = 0 dans (2.1.4), il existe
des résultats similaires qui obtiennent un gain de régularité et qui soulignent ce phénomene de
domination de la variable @. Plus précisément, dans 'article [29], il a été obtenu que si ’on considere
seulement que la vitesse appartient aux espaces de Lorentz LP(]0,T[, L9*°(R3)) avec % + % =1et
3 < g < +o0, alors la solution faible (i, p,d) des équations micro-polaires devient réguliere dans
10,7] x R3. Ce résultat a méme été adaptée pour le probléme de Dirichlet & conditions nulles sur
des ensembles bornés dans larticle [68]. En supposant maintenant des conditions de type Besov
(TS L%(]O,T[, Bl (R?)) avec —1 < r < 1, la régularité des variables (&,d) dans ]0,7] x R3 a
été étudié dans larticle [31], et le cas limite » = 1 a été traité dans [29]. De la méme maniére, nous
pouvons mentionner plusieurs articles en considérant des hypothéses supplémentaires sur la pression,
comme par exemple [30], [39] et [51]. Finalement, il existe des résultats plus récents qui consideérent
des hypotheses supplémentaires sur la dérivée d’'une composante de la vitesse comme on peut le voir
dans les articles [67] et [83].

Remarque 2.1.1. I est trés important de remarquer que tous ces résultats sur les équations micro-
polaires que l'on vient de présenter, sont obtenus en utilisant un argument d’unicité fort-faible et donc
les informations que nous avons sur la solution (i, p,d) sont considérées sur tout l'espace |0, T[xR3.
De plus, nous avons également des conditions supplémentaires sur les données initiales g, &o. Dans
cette thése, nous n’imposons aucune condition particuliére sur les données initiales et nous travaillerons
dans un cadre local.

Si I'on considere maintenant la théorie de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg sur les
équations micro-polaires, cet effet de domination de la vitesse est encore plus délicat a traiter et il
existe peu de travaux dans cette direction. Mentionnons par exemple article [19] ou la régularité
Holdérienne des solutions adaptées pour le systéme magnéto-micro-polaire (2.1.4) a été obtenue en
supposant la petitesse du gradient pour les trois variables , b et @, en ajoutant une hypothese
supplémentaire d’intégrabilité sur la variable & en raison de la structure des équations.

Ainsi, dans les sections suivantes, nous présenterons quelques résultats nouveaux qui nous permet-
tront d’observer la domination de la vitesse @ par rapport a la variable & lorsque nous étudions des
problemes de régularité dans un cadre local.

e Dans la Section 2.2, nous montrerons d’abord que, si pour une solution faible (i, p, &) des équations
micro-polaires sur un ensemble borné {2, nous supposons que 14 appartient & un certain espace
de Morrey, alors il est possible d’obtenir un gain d’intégrabilité pour les deux variables (i,d) a
Iintérieur de €, reflétant ainsi un effet dominant de la vitesse au sens de la Définition 2.1.1. Bien
que, dans ce résultat, nous ne revendiquions pas un gain de régularité, il sera tres utile par la suite.
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e Dans la Section 2.3, nous sommes en mesure d’obtenir un résultat de e-régularité, de fagon
similaire a la théorie de la régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, décrite a la page 39. Plus
précisément, on montrera que si nous avons uniquement une information de petitesse du gradient
de i, nous pouvons déduire la régularité Holdérienne en variable de temps et d’espace du couple
(i7,d). L'une des principales nouveautés de cette section est I'introduction de la notion de solution
partiellement adaptée, qui prend seulement en compte 'information associée a la vitesse, ce qui
nous a permis de nous débarrasser de toutes les hypothéses sur &, a la différence du travail [19].
En outre, observons que, comme la solution est Holder continue sur un ensemble borné, alors elle
devient bornée et on verra que cette information impliquera que les solutions sont plus régulieres.

e En effet, dans la Section 2.4, on montrera que si la vitesse i est bornée sur un ensemble 2,
nous pouvons déduire que le couple (i, ) est en fait régulier par rapport a la variable spatiale a
I'intérieur de €. Il est important de mentionner qu’apres ces résultats, nous pouvons introduire
une notion des points partiellement réguliers/singuliers dont certaines propriétés seront présentées
a la fin de ce chapitre.

Avant de passer a la démonstration des résultats ci-dessus, nous allons rappeler la définition de quelques
objets mathématiques ainsi que des résultats utiles qui seront nécessaires pour mener a bien I’étude
que nous nous proposons de faire sur les équations micro-polaires.

2.1.2. Les outils de base : définitions et cadre fonctionnel.
Tout au long de ce chapitre, nous allons considérer ’espace homogene (R x R, 4, 1), ou § est la
distance parabolique donnée par 5((75,3:), (s,y)) =|t— s|% + |z — y| et pu est la mesure de Lebesgue
usuelle, notée du = dxdt. Le fait de considérer ce cadre de travail provient de la nature parabolique

des équations de Navier-Stokes, qui est également présente dans les équations micro-polaires (cf. [61]
ou [85]).

En outre, comme nous nous intéressons au comportement local d’une solution (@, p,d) des équa-
tions micro-polaires dans un voisinage de (tg, z¢) €]0, +00[xR3, nous fixons la notation suivante : pour
r > 0 tel que to — 2 > 0, nous considérons la boule parabolique :

Qr(t07x0) :]to - T27t0 + T2[><Bx0,r- (215)

On notera seulement Q, s’il n’y a aucun risque de confusion.

Les espaces de Morrey paraboliques

Pour 1 < p < ¢ < 400, les espaces de Morrey paraboliques ijﬁ (R x R?) sont définis comme
I'ensemble des fonctions mesurables @ : R x R3 — R3 qui appartiennent & ’espace (LY LE)10c telles
que

. 1 . ?
HSOHM,‘;*;? = sup (5(1p) / / ]gp(t,x)|pda:dt> < 400. (2.1.6)
’ 29oE€ER3 tg€R,r>0 \ T q [t—to|<r? J B(z0,r)

Ces espaces sont un outil puissant lors de ’étude de problémes liés a la régularité dans les équations
aux dérivées partielles. Ce fait a été particulierement souligné dans [61] et [79] pour les équations de
Navier-Stokes, car ils fournissent un cadre trés naturel, comme nous le verrons plus tard.

Voici quelques propriétés importants de ces espaces qui seront utiles par la suite



Introduction 43

Lemme 2.1.1.
1) Pour tout 1 <p < q < 400, L{ ,(R x R?) = MII(R x R*) € MPI(R x R?).
5p
2) Pour 1 < p < +00, nous avons LYL(R x R3) C ./\/l?’gc2 (R x R3).

Présentons maintenant une version des inégalités de Holder faciles a vérifier, pour les espaces de
Morrey.
Lemme 2.1.2.
1) Si ﬁﬁ: R x R3 — R3 sont deux fonctions telles que fe Mﬁ’g(R xR3) et G € LYPLP(R x R3),
alors pour tout 1 < p < q < +00, nous avons | f - Gllppa < CHﬂ\Mf,gHgHL?oz.
2) Soit 1 < pp < qo < 400, 1 < p1 < @1 < o0 et 1 < pp < g2 < +00. Si &4 =L
et qil =+ q% = q%, alors pour deuxr fonctions mesurables f,ﬁ : R x R¥ — R3 telles que
fe MPEP (R x R3) et g € MPZ®(R x R?), nous avons

17 Glas < 1 Flngso 19l v
En utilisant le lemme précédent, nous obtenons le résultat suivant

Lemme 2.1.3 (Localisation). Soit Q C R x R un ensemble borné. Soit la fonction f: R x R3 — R3
qui appartient @ Uespace MJL™ (R x R3) avec 1 <pg<qo, 1 <po<p1 <q et qo<q < +oo. Alors
nous avons B

H]lﬂflwfgqo < Cllaflpprn < CllfﬁHMf’gql-

Le potentiel de Riesz parabolique

Pour 0 < a < 5, nous définissons le potentiel de Riesz parabolique £, d’une fonction localement
intégrable f: R x R? — R3 par :

S 1 .
et = [ [ (T S L (2.1.7)

Enoncons maintenant I'inégalité d’Adams-Hedberg qui nous permet d’obtenir un controle de ces opé-

rateurs dans les espaces de Morrey. Ce lemme sera fondamental dans notre étude car il permettra
d’obtenir une amélioration de I'information de type Morrey sur la solution de I’équation de la chaleur
avec une force extérieure, a condition que cette force appartienne a certains espaces de Morrey.

Lemme 2.1.4 (Inégalité d’Adams-Hedberg). Si0 < a < g, l<p<g<+4ocetfe MR x R3),
alors pour A =1 — % nous avons

— —

|’£a(f)||./\/l§% < CHfH,/\/lfg

La preuve de ce lemme se trouve dans [61, Corollary 5.1]. Comme il a été remarqué dans [23], nous
pouvons obtenir également des contrdles plus fins du potentiel de Riesz parabolique lorsque nous
sommes dans un cadre local, en effet on a

Corollaire 2.1.1. Soit Q C R x R? un ensemble borné. Soit f: R x R3 — R une fonction intégrable

— P g
telle que lof € M¢* (R x R3), avec 2 < p < q, 5 < q. Alors, nous avons les deuzx points suivants
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=

1) LoLi(f) € My,
t,x

9
v

(R x R3), avecv =1— 92 (remarquons que 0 <v <1).
IR xR?), oo = min{;,q}.

2) 1aLi(f) € M7
Corollaire 2.1.2. Soit Q C R xR3 un ensemble borné. Soit f: R x R3 — R une fonction intégrable
telle que ]le IS /\/12’2 (R x R?), avec 2 <p <gq, 5 < q. Alors, nous avons

—

1aLo(1af) € Mt’q(]R X Rg)

ot 0 = min{Z, ¢} avec v = 175—(]5.

Espaces de Holder paraboliques et le Lemme de Ladyzhenskaya

Nous définissons les espaces homogenes paraboliques de Holder C® (R x R3,R3) avec 0 < a < 1 en
utilisant la condition habituelle pour @ : R x R? — R3,

<4 N
([ — ¢t 2) = Ayl

(ta)A(s (|t 8| 4o — y\)

Ces espaces de Holder mesurent la régularité dans les variables de temps et d’espace simultanément
et nous aurons 'occasion de nous en servir de fagon intensive dans les pages qui suivent. En effet, le
lien entre ces espaces de Holder paraboliques et les espaces de Morrey paraboliques avec I’équation de
la chaleur est donnée par le lemme qui suit :

Lemme 2.1.5 (Ladyzhenskaya). Soient ® € Mff’z’qo (RxR3) eth € M?f’x’ql(R x R3) avec 1 < pg < qo,

qlo = an, q11 = 17—“ et 0 <a< é Nous définissons o(D) comme un multiplicateur de Fourier ot o

est une fonction lzsse sur R3\ {0}, homogéne d’exposant 1. Alors la fonction @ égale a 0 pourt <0 et

t
Bt x) = / =95 (B (s,) + o (D)h(s, ))ds,
0
pour t > 0, est Holderienne d’exposant o en la variable de temps et d’espace.

Nous renvoyons a [61, Proposition 13.4] pour une démonstration de ce lemme.

* *x *

Avec tous ces outils introduits, nous sommes préts a présenter nos résultats. Comme mentionné
précédemment, nous commencgons par un premier résultat qui permet d’observer l'interdépendance
des variables des équations micro-polaires.

2.2. Un premier résultat de domination locale de la vitesse sur la micro-rotation

Dans cette section, nous allons montrer un premier résultat de domination de la vitesse @ au sens de
la Définition 2.1.1 dans le cadre des espaces de Morrey. Rappelons ci-dessous le systéme micro-polaire :

il = AT — (@- V)i —Vp+iVAS+F,  div(d) =0,
B ) ) (2.2.1)
S = A& + Vdiv(@d) — (i- V)& — & + 2V A

Remarquons que comme ’on a I’équation suivante pour la pression

—

~Ap = div(div(7 ® 7)) — div(f),
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on se concentrera seulement sur les deux variables (@, d).

Avant de nous lancer dans nos calculs, fixons la notion suivante.

Définition 2.2.1. Nous dirons que (i, p,d) est une solution faible des équations micro-polaires (2.2.1)
sur Q CJ0, +oo[xR3 un ensemble ouvert et bornée, si i, € L{L2(Q) N LEHL () et elles vérifient au
sens faible les équations micro-polaires sur €, i.e., pour tout @, € Dy ,(Q) telle que div(F) = 0 nous
avons

- —

(0l — AT+ (@ - V)T — 3V AG+ fl@)prxp =0,
(0% — AG — V div(@) + (7 - V)& — LV A @d)prxp = 0.

Remarquons que tout au long de ce chapitre nous allons travailler avec cette notion de solution
faible dans un cadre local.

Enoncons, maintenant le théoréme principal de cette section tel que présenté dans notre article
[18].

Théoréme 2.2.1. Soit Qr C]0, +00[xR? une boule parabolique de type (2.1.5) pour un certain R > 0.
Soit (i, p,d) une solution faible des équations micro-polaires (2.2.1) sur Qg avec une force extérieure
f € L2HL(QR). Supposons en plus que

Lq,i € MG (R xR?)  avec 2 <py < qo, 5 < qo <6. (2.2.2)

Alors, nous avons les points suivants :

1) sur la boule parabolique Qg,, avec 0 < Ry < R nous avons

lqp, @ € LY (R x R?), (2.2.3)

0
T
2) et sur la boule parabolique Qg,, avec 0 < Ry < Ry < R nous avons

1q,@ € L% (R x R?). (2.2.4)

Ce théoréme, qui joue un réle central dans I’étude de la théorie de la régularité partielle qui sera
abordée dans la prochaine section, est inspiré du résultat dO’Leary dans [79]. Il est important de noter
qu’a partir de 'hypotheése (2.2.2) qui est sous-critique par rapport au changement d’échelle (2) page
9, nous pouvons déduire les contrdles (2.2.3) et (2.2.4), qui sont également sous-critique et satisfont
la condition d’intégrabilité de Serrin LV LI avec % + % < 1. Nous obtenons ainsi un raffinement de
Iinformation sous-critique qui, a priori, pourrait impliquer la régularité de la solution. Néanmoins,
notre intérét se porte pour linstant sur le gain d’intégrabilité. L’étude de la régularité sera traitée

plus en détail dans la Section 2.4.

Observons de plus que nous n’imposons qu’une condition de type Morrey sur la variable @
et que nous ne supposons aucune autre hypotheése sur &. En effet, avec seulement l'information
& € LPL2(Qr) N L}HL(QRr), nous pouvons effectuer nos calculs pour @ et obtenir un gain local
d’intégrabilité sur cette variable i, et une fois que nous disposons de cette information sur #, nous
pouvons alors étudier I'intégrabilité de la variable &. Cette procédure en deux étapes montre que, lors
de I’étude du probleme de gain d’intégrabilité, le champ de vitesse u “domine” la vitesse angulaire &.
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Remarquons en outre que la pression p est un objet tres général, car nous considérons seulement
que p € D'(QRr), ce qui est une caractéristique de la théorie de régularité de Serrin. Notons
également que I’hypothese sur la force extérieure f € L7H(QpR) est suffisante pour obtenir ce gain
d’intégrabilité, mais il est clair que si nous envisageons d’obtenir plus de régularité sur la solution
(i, ), nous devrons ajouter des conditions supplémentaires sur f

Enfin, il convient de noter ici que la borne supérieure pour le parametre gp dans (2.2.2),
c’est-a-dire que l'intervalle 5 < gg < 6 est principalement technique et est liée a 'injection de Sobolev
HY(R3) C L5(R3).

Démonstration du Théoréme 2.2.1. Pour montrer ce résultat, nous division la preuve en deux
étapes. Nous étudierons d’abord la vitesse . Ainsi, en utilisant I’hypothese (2.2.2) nous allons montrer
que pour certain 0 < r; < R, nous avons 1q, 4 € MZ(;’qO (R x R3) avec o9 > po, ce qui représente
un petit gain d’intégrabilité par rapport au premier indice d’espace de Morrey de ’hypothese initiale
lqu € Mff;’qo (R x R3). Ensuite, en itérant ce processus, nous pourrons déduire que pour 0 < Ry <
-+ <71 < R, nous avons lq, @ € M{%™ (R x R%) = L (R x R?). Ce argument itératif est résumé
dans le dessin suivant :

I € MY (R xR?) = 1q, @ € M3 (R xR’) = .. = 1q, @ € M5 (R xR?). (2.2.5)

Remarquons que méme si les termes %V ANd et f, qui peuvent étre vues comme des forces externes
de ’équation liée & u, appartiennent & Lix, le gain d’intégrabilité de chaque étape ne dépend pas de
cette information et donc nous pouvons effectuer le processus itératif ci-dessus sans probléme (voir
Remarque 2.2.1).

Dans une deuxiéme partie, nous étudierons la vitesse & pour laquelle nous allons suivre la méme
stratégie qu’auparavant. Cependant, le point de départ de l'itération est 'information a priori dont

nous disposons sur cette variable. En effet, comme & € L°L2(Qg) N LH!(Qr) par hypothése, en
10 10 10

utilisant un argument d’interpolation, nous observons que 1q,d € L;(]R x R3) = M,

2 2 (R x R3).
Ainsi, en utilisant 'information obtenue pour la vitesse #, nous sommes en mesure d’obtenir une
amélioration de I'information de type Morrey sur &. Ces idées sont résumées dans le dessin ci-dessous.
10 10

lq,we ME’?(R x R3) 10

T = lqp, & € L{% (R x R?) avec 5 <o < qo.

Iqu @ € L{%(R x R?)
Remarquons que le fait que div(d) # 0, implique certaines considérations supplémentaires comme
nous le verrons plus tard. Ayant précisé ces idées, commencons par la premiere étape.

2.2.1. Gain d’intégrabilité pour la vitesse .

Pour obtenir le premier gain de l'information de type Morrey pour la vitesse i, nous considérons
un parametre vy > 0 tel que

-5

vg=1-— gL et o0p = min {po,qo} ) (2.2.6)
590 20

Observons ainsi que 0 < 1y < 1 et donc op > pp. Nous allons montrer alors que pour Q,, C Qg nous

avons

lq, @€ M5 (R x R?), (2.2.7)
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ce qui correspond & un gain d’intégrabilité par rapport & 'hypotheése (2.2.2). Pour cela, on considere
Y et ¢ : R x R? — R deux fonctions qui appartiennent & 1’espace CS°(R x R3) telles que pour
0 < r; <ryg < R nous avons

Yp=1sur Qp et supp(v)C Qg,
¢p=1sur Q. et supp(¢) C Q-

Il est clair que ¢(0, ) = 1(0,-) = 0 car Qg CJ0, +0oo[xR3 et nous avons en plus l'identité ¢ = ¢ dans
tout 'espace R x R3. Maintenant, nous définissons U = ¢@ et pour déduire (2.2.7) nous allons montrer

(2.2.8)

que
Ue MR x R?). (2.2.9)

Ainsi, en utilisant les propriétés des fonctions ¢ et 1), nous avons dans S’ 'identité

0= ((gy800).

qui peut étre reformulée comme suit

0 = o <(_1A) <¢)Aﬁ—(Agzﬁ)ﬁ—l—QiZ:c‘)i((@i@f))ﬁ)))
- w(_lA)<¢Aﬁ>>—¢((_1) >+2Zw< O ()i ))

= U, —U,+Us. (2.2.10)

Nous allons alors démontrer que chaque terme (71, Us et ﬁg de 'expression ci-dessus appartient a
Pespace de Morrey M7 5% (R x R3) ce qui impliquera (2.2.9). Etudions d’abord les termes Us et Us.

Proposition 2.2.1. Sous les hypothéses du Théoréme 2.2.1, nous avons
(72, ﬁg S L?’I(R X Rg).
Preuve. En utilisant les inégalités de Holder, nous pouvons écrire

I(Ag)d]|

peord S [AG| Lee 13 [Lsupp(e) Ull oo 2 < CllLQptllper2 < 400,
+ Lz

ot nous avons utilisé le fait que @ € L{°L2(Qr)NLZH(QR). Ensuite, en utilisant I'injection L3 (R3)
H~Y(R3), nous avons

(Ag)i € L>([0,+oo], H'(R?)). (2.2.11)
D’un autre coté, comme pour tout 1 < i < 3, nous avons (9;¢)@ € L>(]0, +oo[, L?(R?)), on obtient
3 .
Z 0i((Dip)it) € L>([0, +oof, H1(R?)). (2.2.12)

Ainsi, avec les informations (2.2.11) et (2.2.12) ci-dessus, nous avons
U, = ¢< A )> € L=([0, oo, H'(R?)) et

3
Us = 22«#(1 i) >)eL°°<[0,+oo[,H1<R3)>-
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Do, aprés une nouvelle utilisation de I'injection H'(R3) ¢ LS(R3), I'on a
Us, Us € L>([0, +oo[, H (R?)) ¢ L>([0, +o0[, L5(R?)).

Remarquons maintenant que grace aux propriétés de la fonction auxiliaire 1, nous avons
supp(Us),supp(Us) C Qg et comme Qg est un ensemble borné, il s’ensuit que

Ua,Us € LY (R x R?) = M2 (R x R?),

t,x

ce qui termine la preuve de la Proposition 2.2.1. [ |

En revenant & la preuve du Théoréme 2.2.1, notons que comme supp(ﬁg) C Qgret supp(ﬁg) C Qr,
par le Lemme 2.1.1 et la proposition précédente, nous avons pour ¢ = 2, 3,

1Till oo < Uil pgaoa0 = [|Till o pao < |Till s < +o00. (2.2.13)
t,x t,x t x tHx

Remarquons que par 'estimation précédente, les termes 172 et Ug vérifient directement la conclusion
(2.2.3) et donc I'argument itératif (2.2.5) sera appliqué seulement sur le terme U . La premiére itération
est donnée dans la proposition suivante :

Proposition 2.2.2. Sous les hypothéses du Théoréme 2.2.1, nous avons
U € M75™(R x RY),

B 1
ou Uy = =) (qul—[)) est donné dans (2.2.10), o¢ = min{l’j—g, Qo etvy=1— qg;f avec 2 < po < qo
et 5 < qo < 6.

Preuve. L’idée consiste a étudier Iévolution de la variable U; qui est liée a celle de @. Observons
que dans I’équation satisfaite par @ dans (2.2.1), la pression p est supposée étre une distribution, et
donc, pour se débarrasser de cette variable dans un cadre local, nous pouvons appliquer 'opérateur
rotationnel. Plus précisément, nous allons utiliser I'identité suivante

Lemme 2.2.1. Soient ¢, des fonctions test données dans (2.2.8). Si U est un champ de vecteurs
suffisamment régulier, alors nous avons

" <(_1A><¢M>> — ((_1A) (6(9 A [0 A ﬂ))) rop <(_1A) (o div(ﬁ)))) .

Preuve. 1l est facile de voir que
VARV AT =9V A (VAT + Vi A (VAT = (Vdiv(d) — AB) + Vip A (V A D).

En plus, par les propriétés du support de ¢ et ) nous avons qbﬁd; =0 et ¥ = ¢. Alors, en multipliant
I’expression ci-dessus par ¢, le deuxieme terme de l'identité s’annule car ¢V = 0 et I'on obtient

—¢V A [PV AT + ¢V div(7) = ¢AT,

et a partir de cette identité, nous avons le résultat souhaité. |
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En revenant & la preuve de la Proposition 2.2.2, comme div(#) = 0 et en utilisant le lemme
précédent, nous avons

= (g 080) =~ (g5 (4T AT n ) ).

Définissons maintenant la quantité suivante
U=V AWV Ad. (2.2.14)

Il est clair que si nous obtenons un gain d’intégrabilité sur U, il serait possible d’en déduire les
informations Morrey souhaitées pour Uy, car nous avons la formule suivante

0 =1 <(_1A) <¢L7)> . (2.2.15)

Déduisons ainsi la dynamique de U. En appliquant I’opérateur rotationnel & la premiére équation de
(2.1.1) et étant donné que nous avons 'identité V A Vp = 0, nous obtenons

- - - S 1o - 5 -
at(VAﬁ):A(V/\a’)—VA(@-V)ﬁJriV/\(V/\w)JrVAf.

Nous introduisons maintenant la fonction de localisation v, et a partir de I’équation précédente, nous
avons

WV AT = (8)V AT+ A
= VAT+P[ANAD) — VA (@-V)i+ YV A(VAD) +VA f.

3
Etant donné que pA(V A @) = AWV A @) 4+ (AY)V AT — 2 Z 0; ((@@D)ﬁ A E) , Ious pouvons ré-

écrire I’équation ci-dessus comme

WV AT = AWV AT+ B+ APV AT) —2 9 ((ajzp)ﬁ A a’)
j=1

=

YV A(@-V)T+ =V A(VAD)+ VA f.

[CIRSE

En appliquant, encore une fois I'opérateur rotationnel, on obtient

3
OV AUV AT]) = A(ﬁA[wAﬁ]HﬁA[(at¢+A¢)(6Aﬁ)]—ﬁA 3 o, ((ajzp)ﬁm)
j=1

- - =
9

—V/\[¢V/\(ﬁ-§)ﬁ]+§/\[%ﬁ/\(ﬁ/\@)+¢ﬁ/\f}

et comme U = V A [V A @] par (2.2.14), nous avons
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et alors nous avons 1’équation suivante
U = AU +V AR, (2.2.16)

ou le vecteur R est donné par

3
R = (at¢+A¢)(€m)—zzaj ((ajwﬁm)
+EVA(VA )+wAf WV A (T - V)i (2.2.17)

Pour traiter le terme non linéaire ci-dessus, nous avons le lemme suivant :

=,

Lemme 2.2.2. Supposons que g, ¢:R x R® — R3 sont deuz champs de vecteurs tel que div(b) = 0
et soit p € D(R x R3) une fonction test. Alors, nous avons l'identité vectorielle suivante

—

BVADL-V

”M“

3 3 3
0;(@b;6) =V A Y (9)bid— Y 9;(VB A (b;0) + Y _(9;V%) A (b;2).
j=1 j j

Preuve. Nous commencons par la formule gV A (b- V)&= V A (@(l_; ﬁ)é’) — Vg A ((l; V) ¢) qui peut
étre réécrite sous la forme

7j=1 7=1 7j=1

l

En utilisant maintenant le fait que div(b) = 0 dans le deuxiéme et troisiéme terme ci-dessus, nous
obtenons que

3 3 3
0;(@b;0) =V A _(0@)bic — > 0 (VB A (5;0) + Y _(0;VF) A
j=1 J=1

J=1

—

PV A(b-V

”M“

ce qui termine la preuve du lemme. |

Ainsi, en utilisant le lemme précédent, nous pouvons réécrire le vecteur R dans (2.2.17) de la
maniere suivante :

j=1
3 3 3
~VAY0i(uyd) + VA Y (0)ugit + Y 05(Vep A (ujid))
j=1 Jj=1 j=1
= (9;V¥) A (uyii). (2.2.18)

Observons que par (2.2.8), nous avons supp(¢) C Qg CJ0, +0o[xR3, et donc

—

U0, z) =V A [(0,2)V A G0, )] =0,
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donc par ’équation (2.2.16), nous pouvons considérer le probléme suivant
U = AU+ V AR,
U0, z) = 0.

Par la formule de Duhamel, nous pouvons écrire & présent

t t
U(t,z) = / =92V A R)(s,x)ds =V A / eU=IAR(s, ) ds,
0 0

et par (2.2.15), nous obtenons

0 = <(_1A) (¢L7)> =y <(_1A) (W A /Ot e<t8>AR(s,x)ds>> .

Ainsi, en utilisant l'identité (2.2.18) pour ﬁ, nous avons alors I'expression suivante

t
0 = v—— (9 / et (D + AY)(V A @)ds
(—A) 0
(U1,a)
1 Lot 3 _ 1 Lot ..
S Y p— qu/\/e(t—s)A 9; (0 0)V A@)ds | + <¢V/\/ (tE=8)ALT A (VA wds>
4) eI CR G Ry , O aVAvAd
(Uzb) (U1.e)

! LAY A T, 1 = [ oag : .
+ I/J(T <¢V/\/O ¢V/\fds)—w(_A) ¢V/\/O e V/\;aj(wuju)ds

(U1,4) o
1 .t 3 1 Lt LA
+ wm ¢VA/O =) Z db)ujids “”(—T) ¢VA/O e(t_s)AZ;Gj(VdJ/\(ujﬁ))ds
4 =
(Ul,f) (Ur.g)
1 .t A
- ¢m QZ)V/\/O e(t_S)AZ;(ajvw)/\(ujﬂ')ds . (2.2.19)
=

(Ul,h)

Nous allons montrer maintenant que chacun des termes précédents appartient a ’espace de Morrey
MIS® (R x R?) ce qui impliquera bien str que U; € M79* (R x R?).

Dans notre étude nous regrouperons les termes qui ont une structure similaire.
e Pour étudier les termes Uy 4 et Uy g nous avons le lemme suivant :
Lemme 2.2.3. Soient la boule parabolique Qg et A une fonction dans L?,x(QR)- Supposons que P

et ¢ sont les fonctions localisantes données dans (2.2.8). Considérons ® une fonction lisse a support
dans Qpg. Alors, pour 1 < p < q <6, nous avons

1 - t o
PR (t_S)A . p,q 3
—A) <¢V /\/0 e D A(s, )ds) € M7 (R x R?).
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Preuve. Pour simplicité définissons A = / AP Ads. Puisque p < ¢ < 6, par la propriété de

localisation donnée dans le Lemme 2.1.3, page 43 et par l'identification de I’espace ./\/lp = Lf -

nous pouvons écrire

oy (9 f[eeadinm)| = [oiy (¢(924)

H pyq
M

1
< — < — 2.
et Dy zleg @@, e
< C Wl |57 (¢ (V0 4)) e
t -z
Maintenant, en utilisant 'injection H'(R?) c L%(R3), nous obtenons
1 - t - 1 S - o
—— oV A [ 204 ,-d) Cll—c¢(VAA <ClloVAA
HQp(—A) <¢ /0 ‘ (5)ds MPS (—A)¢( ) LS H¢ ‘L?Hil

)

618
t Lz

ot nous avons utilisé le fait que Ls (R%) ¢ H~1(R?). Maintenant, comme la fonction ¢ est supportée
dans la boule parabolique Qg, nous obtenons par l'inégalité de Holder dans la variable d’espace,

H

Ainsi, par la définition de .AT, et les propriétés classiques du noyau de la chaleur ! nous avons

t
/ =92 P A(s,-))ds
0

Pestimation

reor < Cll@llpoera ||V A Allpeer2.

< C'sup

"§A£||L§°L§ = sup
L2 t>0

t>0

< Clodly,.

t
VA / e =IADA(s,-))ds
0

H1

Enfin, il suffit de rappeler que la fonction ® est supportée dans la boule parabolique Qg et alors
[PA[[L2 < CllAlL2 (qg) < +oo. Nous avons donc prouvé

1 - ¢ . 1 Lo
I (ovn [eomsaino)] = o (e(enB)|
s (99 SR0] W e~ CINER)
< ||‘I’1‘THL§T < CH“EHL%T(QR) < 00,

et la preuve du Lemme 2.2.3 est terminée. |

Maintenant, nous pouvons traiter les termes U;, et U4 dans (2.2.19). En effet, pour le terme
Ui,q comme VAU € L?,I(QR), il suffit d’appliquer le lemme précédent avec 1 < o9 < ¢ < 6,
= (8, + A)p et A=V A et pour le terme Uy,4 comme VAfe L%,x(QR) par hypotheése, nous

utilisons ¢ = 1) et A=V A f Nous avons alors prouvé que

Ul,a + Ul,d € MZZ’QO(R X RS).

¢
/ (=8 f(s, )ds
0

< C||fllzz, (voir [61, Lemme 7.2]).
g

1. Nous avons sup
t>0
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e Pour traiter le terme Uy, dans (2.2.19) nous avons le résultat suivant :
Lemme 2.2.4. Sous les hypotheses générales du Théoréme 2.2.1 nous avons pour 1 <p < q <6
3

t
=) 1A) OV A / ) ((aju})ﬁ A ﬂ’) ds | € MPI(R x R?). (2.2.21)
- 0

J=1

Preuve. Définissons B = / (t=s)A Z@ ( ]TZJ)V A u) ds. Comme 1 < p < q <6, et en utilisant

j=1
la propriété de localisation donnée dans le Lemme 2.1.3 et 'identification de 'espace M}y = Lf
nous avons

1 = K (t—s)A : N, 1 v AR
—s ((5: i) d —
viay 994 /0 e Zaj ((aj@z))v A u) s Hz/)(_A) (6Y A B)HMoo,qo
]—1 Mta(;,qo t,z
C le(qﬁ A E)H =C H¢1(¢6 A B)
R ARG M (=4) 15,
3.t

Définissons maintenant AB = VA B, ou B = — Z/ elt=9)a 7)V 9;((0;9)V A1) (s,-)ds. En
utilisant Iidentité ¢(AB) = A(¢B) + (Ag)B — 228 ¢)B) nous obtenons

(=g (091 B) = voB+ g ((A0E) -

82) ((8j¢>) 1@5) . (2.2.22)

Nous allons maintenant prouver que chacun des termes de la partie de droite de (2.2.22) appartient
a ’espace Lgx. Pour le premier terme, en utilisant les propriétés du support des fonctions ¢ et ¢
données dans (2.2.8), par l'injection de Sobolev H LR3) c L5(R?), par des estimations classiques
du noyau de la chaleur, et le fait que les transformées de Riesz sont bornées dans L?(R?), nous

obtenons
lvBllrg, < 0||@||ma < O|IB|| e gy
1 = o
< (t s) (V/\@((@ﬂ/})V/\ﬁ)) (S, ) ds
(—A) L H!
3
< SV o(@nT A <O IO Ay,
t,x ]:1

Pour le deuxieéme terme de la partie de droite de (2.2.22), nous avons par les injections de Sobolev
et 'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev Lg(R?’) C H1(R?),

v x5 (@08)

<C H(_lA) ((a0)E)

< c||ae]

<cia

. LGH 1= 678"
L34 LYH} Lele
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Maintenant, comme supp(¢) C Qg, nous pouvons appliquer l'inégalité de Holder (% = % + %), et
nous avons

[aortand],, ¢ < CUAOm

18|

Lor2 < C||B[gers-

Alors, par les mémes arguments présentés dans (2.2.23) nous obtenons

v 55 (@0E)

LY,

Pour le dernier terme de (2.2.22), par Uinjection de Sobolev H'(R3) ¢ LS(R3), 'inégalité de Holder
et les inégalités (2.2.23), nous pouvons écrire

3

0 . 319, . 3 .
Yoew (008)| <X (n)], <cylootad],,
= LY, - o -

3
< CZ Haj¢||Lg°Lg ]lQR@‘ 16
j:1 t,z

< ClIBllzers < Cllill 2 11 (qpy < +00-

—

Donc, nous obtenons finalement que wﬁ(qﬁ(ﬁ A B)) € ./\/lf 090 (R x R3), ce qui est le résultat
souhaité. |

Nous avons montré alors que pour 1 < og < ¢ < 6, on a
Urp € M3 (R x R?).

Le terme U . dans (2.2.19) peut étre étudié avec les résultats précédents. En effet, nous utilisons
la formule vectorielle )V A (VA @) = V A (¥V AG) — (V) A (V A &) pour obtenir

wjl(}ﬁA/%“@%ﬁhwﬁAm@>— 1@@A/ﬂﬂsm§AW6AQMQ
(=4) 0 (-1 0
t
— qp(lA) (W A / =2 (Vy) A (VA cU)ds) : (2.2.24)
- 0

Rappelons que par hypothése nous avons VAGE L%,x(Q R), donc le premier terme de la partie de
droite ci-dessus peut étre traité a ’aide du Lemme 2.2.4 puisque cette expression partage la méme
structure que la formule (2.2.21). Le deuxiéme terme de 'identité précédente peut étre étudié avec
le Lemme 2.2.3, et nous obtenons finalement pour 1 < o9 < go <6

Ue € M{SP(R x R?).

Remarque 2.2.1. Observons que, par les lemmes précédents, les termes Uy . et Uy g qui sont liés
AV AG et f respectivement, appartiennent directement a Lgx et donc, ils vérifient la conclusion
(2.2.3). Ainsi, Uinformation fe L?@ et @ € LPL2N L2H! est suffisante pour obtenir le gain
d’intégrabilité annoncé pour .
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e Pour le terme Uy . de (2.2.19), nous utiliserons 1’énoncé général suivant.

Lemme 2.2.5. Considérons les fonctions auziliaires ¥ et ¢ deﬁm’es dans (2.2.8). Si
A B:RxR* —R> sont deur champs de vecteurs tels que 1g,A € MO (R x R3) et

RB € Mf&’qo(R x R3) avec 2 < po < qo,5 < qo < 6. alors pour 1 < j < 3 nous avons

1 = [ - =
wvﬂ)@VAAé“MVA@w&&$> € MG (R x R?),
avec o9 = min{2, qo} ot 1 est donné dans (2.2.6).

t
Preuve. Considérons la fonction C = / e(t_S)AV/\Gj(wAjB)ds et nous définissons C par la
0

formule

—

t
cz/eW@AlﬁAﬁA@W&éms
0 (—4)

Comme V A C = AC, par l'identité classique 9AC = A(¢C) — (A¢)C + 22 0;((0;9)C 7, nous

pouvons écrire

o255 (67 10) usdM%%+W1ﬁm@©

90,40 20,40
My M

9;)C)

(2.2.25)

M:o’qo '
Pour le premier terme ci-dessus, en utilisant les propriétés du noyau de la chaleur et la définition

du potentiel de Riesz parabolique donnée dans (2.1.7), page 43, nous écrivons

-

W&nxy—ﬂ@/ (t=s)A mﬁ AV A8j(1hA;B)ds
(&

grwwxaxnk/<aj“* ﬁ“?ﬁ AT A (A, B)ds

< C|(ypo)(t ’//RJ |tf5]2+|x*y|)
gmwwwﬂmﬁ(

—

)VAﬁAw&g)

(s,y)dyds

(A
VAVAW&&D@@%

(-4)

et en utilisant les propriétés du support des fonctions ¥ et ¢ (voir (2.2.8)), nous avons

o < s 00

H 70,90
My

Ainsi, nous pouvons appliquer le deuxiéme point du Corollaire 2.1.1, page 43 avec oy = min{’;—g, q}
et 5 < go < 6. Donc, nous obtenons

1 - o . 1 - o .
1g.L1 ( |[——V AV A (YA;B) gCAj—VAVAW&B) v a0
=4) M7 A) Mmi

<clvaB| my,
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ou, dans la derniere estimation ci-dessus, nous avons utilisé le fait que les transformées de Riesz
sont bornées dans les espaces de Morrey. Maintenant, en utilisant les inégalités de Holder, comme
supp(y) C Qg, nous obtenons

[#6€]zp0 = € 10|

]1QR§H < +00. (2.2.27)

UO qQ — P0-90 P0>90
My My

Pour les deuxiéme et troisieme termes de (2.2.25) rappelons d’abord que les opérateurs ﬁ (872)

et

sont donnés par convolution avec les noyaux et nous définissons alors les opérateurs

Tl((C) et TQJ‘(C) pour 1 < j < 3, par

Ifﬂ Yl Ix y\“

(@)t z) = w<_1A)((A¢)@)(t,x):w(t,x) /R 3 ‘xi‘Aqﬁ(t,y)@(t,y)dy (2.2.28)
T, (C)tx) = o (E)Z)((ajgb)@)(t,x):z/)(t?x) /R 3 ,m_@%f’ (1) C(t ) dy.  (2.2.29)

Nous remarquons que les noyaux associés aux opérateurs 17 et T3 ; sont bornés dans L'(R?) en
raison des propriétés du support des fonctions 1 et ¢. En effet, pour 77, observons que pour presque
tout z € R?, on a

wit.a) [ sty =t [

= y|A¢(t y)dy < C.

De facon similaire nous avons pour presque tout y € R3,

1 1
8o(ty) [ | lta)ds = Ao(e.y) /Q () < C.

Ainsi, par le test de Schur (cf. [45, Appendice A]), on obtient que [|T1]|p 11 < C. De fagon

similaire, nous avons [Ty ;|11 < C pour 1 < j < 3. Donc, comme la norme de M7%5% (R x R3)
est invariante par translation, nous en déduisons (en tenant compte de la propriété supp(¢) C Qr) :

IT2(€)llpzow = 171 (Ap )l ggoo < Cllq,Cllpgomo

. . . (2.2.30)
1725 (@)lpizom0 = 1T2,5(1qu @)l zow < Clla,Cllugnn.
En conséquence, pour les deux derniers termes de (2.2.25), nous pouvons écrire
b (AG)D) 0,0)0)||  <Clig,d
(—A) 00 00 = Qr~llmyo %0
11 suffit & présent d’appliquer les calculs effectués dans (2.2.26)-(2.2.27) pour obtenir
]- = - —
(A ¢ < cHn AH 1 BH
v g (200 . @00 < Cfiaud] ytaiB],
t,x ) )
< 400,

ce qui met fin & la preuve du Lemme 2.2.5. [ |

Nous pouvons appliquer ce résultat au terme U . de (2.2.19) car nous avons par hypothese I'infor-
mation 1q,@ € M{%% (R x R?) avec 2 < py < qo 5 < go < 6. Nous avons alors prouvé que

Uie € M{SP(R x R?).
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e Le terme Uj 5 de (2.2.19) sera traité a ’aide du lemme suivant :

Lemme 2.2.6. Considérons les fonctions ¢ et ¢ données dans (2.2.8). Si ff,g :RxR3 — R3
sont deux champs de vecteurs tels que 1q,A € M{P(R x R?) et 1q,B € M5 (R x R?) avec
2 < po<qo,5 < qo <6, alors pour 1 < j < 3 nous avons

1

t
wm (W A / =927 A (aj¢)Aj§ds) € MY (R x R),
- 0

avec og = min{i’—g, qo} ot vy est donné dans (2.2.6).

t
Preuve. Ecrivons Dj(t,x) = / =527 A (0j1)A;Bds. Par les propriétés du noyau de la chaleur,

0
nous avons

N 1 _,
Bital < cf [ T @A lduds
< CLiI00) 4Bt ), (2231)

ou L est le potentiel de Riesz parabolique défini dans (2.1.7). Observons en plus que nous avons

1 .
=||[Y—= ¢V AD
’M;’g’qo “¢(—A) <¢ )HM;’C;’QO

<rem ()] gyl )

9090
t,x

1 = L esae =

90,90
t,x

A ce stade, nous remarquons que l'opérateur w(flA)ﬁ A (+) dans le premier terme ci-dessus est

de la méme structure que 'opérateur défini dans (2.2.29) tandis que l'opérateur wﬁ (ﬁd) A )
donné dans le deuxiéme terme est de la méme nature que opérateur donné dans (2.2.28), ainsi par
les mémes arguments utilisées dans (2.2.30), nous obtenons (en tenant compte des propriétés du
support de la fonction ¢) :
1 - t - = a
Y— ¢VA/ e =AY A (8;4) A, Bds < O|1q,D|| pge00-
(—A) 0 M50 b

Maintenant, a I’aide de I'estimation ponctuelle (2.2.31) et par les propriétés du support de la fonction
(0j1) nous avons

1 L[t - q
Hw (W /\/ et=9A7 A (aj¢)Ades> H
0

N = Cllqala(Laedi B pgo -

70,4
M

Nous appliquons maintenant le deuxiéme point du Corollaire 2.1.1, page 43 avec oy = min{ %g, q}

et g =1— % pour obtenir

1 = t — = N
- (t—s)A ] ' .
Hw(_A) <¢VA/O e V/\(ﬁﬂﬁ)A]Bds)HMz%qO < Clltg A8l wy

t,x

—

1q,B

IA

|Jrand]

P0-490 ‘ P0-490
M M

< +00,
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ou, dans la derniére ligne ci-dessus, nous avons utilisé 'inégalité de Holder dans les espaces de
Morrey. La preuve du Lemme 2.2.6 est donc terminée. |

Puisque par hypothese nous avons ||1q | MPo90 < 00, ous pouvons appliquer le lemme précédent

aux cas ol A=d et B = i, et nous avons prouvé que
Uy € MZ?U"]O(R x R3).
Pour le terme Uy 4 de (2.2.19), nous utilisons le résultat générique suivant.

Lemme 2.2.7. Si ff,g : R x R® — R3 sont deuzr champs de wvecteurs tels que
1g,A € MPOO(R x R3) et 1q,B € MPO®(R x R3) avec 2 < py < qo,5 < qo < 6, alors pour
1 <5 <3 nous avons

t
¢%iM(@6A/}ﬁﬂm@awA@%§mu>eﬂﬁwaxR%
- 0

avec o9 = min{2, qo} o0t vy est donné dans (2.2.6).

t
Preuve. Considérons le champ de vecteurs £ = /0 e(t_S)AOj(Vw A (A;B))ds. Par les propriétés de

décroissance du noyau de la chaleur nous avons

Eio)| < A{ég

C/R/RS e s\% j_ P ‘61#/\ (Aig)(s,y)’dyds.

Gje(t_S)A[ﬁw A (A;B)(s, y)]’ dyds

IN

En utilisant la définition du potentiel de Riesz donnée dans (2.1.7) et par les propriétés de la fonction
test ¢ définie dans (2.2.8), nous obtenons l’estimation ponctuelle :

E(t,x)| < CLI(1QL VY A (AiB)(L,2)]) < CLI(1q,|At, ) © B(t, z)]). (2.2.32)

En utilisant 'identité gbﬁ ANE=VA <¢§> — ﬁqﬁ A g, nous avons

lem (6909 o =l ¥ 0+ o]

Rappelons que l'opérateur @/J(_—IA)(?Z-M) -) est borné dans les espaces de Morrey comme il a été
remarqué dans (2.2.30), et donc nous avons

70,90
M x

1 = > o
= A (6€ <CH1 5” .
’V«ﬁnv (¢>”Mgm— R VR

D’une fagon similaire, comme 1’opérateur 1/1@@ -) est borné dans les espaces de Morrey par

(2.2.30), on a
‘¢16¢A§”

(=A) = CH]IQREH

Mz Mg
Il s’ensuit que

—)

Hw(jA)(¢€/\5)

gcﬁﬁQRSHM?m)SCﬁhQRﬁﬂﬂqﬂAﬁéBDHM?@w

‘ 20,90
M
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ol nous avons utilisé I'estimation (2.2.32) ci-dessus. Ainsi, en utilisant le deuxiéme point du Corol-
laire 2.1.1, page 43, nous avons

1 = al — —
ch(_A) (0¥ 7€) H s |1an £1(1qld® B|)HMUO’QO (2.2.33)
Mt,z t,x
S C H]lQR|A ® B|HM:]70’q70 S C H]IQRA HMf(;,qo ]lQRB HMf(gc,qO < +OO,

ou nous avons appliqué l'inégalité de Holder dans le cadre des espaces de Morrey. Avec cette
estimation, la preuve du Lemme 2.2.7 est terminée. ]

Encore une fois, comme par hypothése nous avons ||1q 4l \4ro.90 < 00, nous pouvons appliquer
. t,x

le lemme précédent aux cas ou A =4 et B = 4 et il s’ensuit donc

Uiy € M7S™(R x R?).

e Pour le terme Uy , de (2.2.19), nous utiliserons le résultat suivant :

Lemme 2.2.8. Si ff,é : R x R® — R3 sont deur champs de wvecteurs tels que
IgrA € MIZP(R X R?) et 1g,B € MIY™(R x R?) avec 2 < py < qo,5 < qo < 6, alors pour
1 < j <3, nous avons

t
) 1A) (W A / IR (9;Veh) A Aj§d5> € M7%™(R x R?),
- 0

avec o9 = min{2, qo} ot 1 est donné dans (2.2.6).

t
Preuve. Définissons F = / e(t_s)A(V(?j@Z)) N AjBds. En utilisant les propriétés de décroissance du

noyau de la chaleur et la définition du potentiel parabolique de Riesz L2 donnée dans (2.1.7), nous
obtenons 'estimation suivante

F(t,2)| < CLa(lqul (Vo) A A B(t,2))) < CLo(lau( At 0) @ Bto)).  (2.2.34)

Ainsi, avec les mémes arguments que ceux présentés dans le lemme précédent, nous pouvons écrire

bes (69 e

IN

1 = - 1 - R
H‘”(—A)W (07 )HM;(;«O ! HW—A)WAF HM

90,90
t,x

)

= CH]IQRf HM

3o
et il s’ensuit que
1 I Lo
. VAf) <CH]1 Lo(1g,|A® B H . 2.2.35
e (907 2 st e B, (2239
Nous invoquons maintenant le Corollaire 2.1.2 pour estimer le terme ci-dessus et nous pouvons
écrire
1 L L. . .
— (o9 1 F) <CH]1 A BH <CH]1 AH 1 BH < +o0,
w(_A) ((ZS HM?%“ZO = QR| & | Mtpéi,%l = Qr Mf’%’qo Qr Mf};’qo 400
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et ceci termine la preuve du Lemme 2.2.8. |

Comme précédemment, nous pouvons appliquer ce lemme aux cas ou A = @ et B = @ et nous avons

prouvé que
Ul,h € MZSC’(IO (R X RS).

Fin de la preuve de la Proposition 2.2.2. Avec tous les lemmes précédents, nous avons prouvé
que tous les termes de (2.2.19) appartiennent a l’espace de Morrey MZ(;’QO (R x R3) et donc la fonction

U, appartient aussi a MZ?E’qO (R x R3) et ceci met fin & la preuve de la Proposition 2.2.2. [ |

En revenant a la démonstration du Théoréme 2.2.1, rappelons que 'on veut montrer que
ﬁ = ﬁl — ﬁg + (73 S LZOZ(R X Rg).

et pour cela nous allons appliquer un argument itératif. D’abord, observons que par la Proposition
2.2.1 on a Us,Us € LYLE(R x R3) et en particulier pour o¢ = min{%g, qo} et (2.2.13), nous avons

Us,Us € M{%™(R x R®). (2.2.36)

D’autre part, en utilisant la Proposition 2.2.2, nous avons U; € MZ‘;’% (R x R3), et donc par (2.2.36)
on obtient U € ./\/lff;;qo (R x R3) et comme U=¢ietp=1 sur Q,,, il s’ensuit que

lq, @ € M{5(R x R?).

Observons ainsi que nous avons obtenu une amélioration de l'information de type Morrey donnée
dans I’hypothese initiale (2.2.2) sur un ensemble plus petit. Maintenant, pour 0 < 7o < r1 < R, 'on
considére ¢ une fonction test telle que ¢ = 1 sur Q,., et supp(¢) C Q,, et nous définissons {l = ¢ii. En
utilisant les mémes idées que dans (2.2.10), nous pouvons réécrire de la méme fagon 9= sy — 4y —i—ﬁg.
g

Observons que par la Proposition 2.2.2, nous avons i e Mtgqo (R x R?) mais cette fois avec

ol = min{72, g} = min{%’, qo}. De plus, par I'estimation 2.2.13, nous avons &y, tls € LY, (R x R3) et

/
N o),
donc nous avons 1q,, U € /\/ltf;qo (R x R3).

Comme lim 5—2 = +00, il s’ensuit que pour certain 0 < R} < R et 5 < gg < 6 nous avons

n—-+00 0
Qg @ € MG (R x R?) = LY (R x R?),

et cette conclusion correspond au premier point (2.2.3) du Théoréme 2.2.1. On a donc obtenu le gain
d’intégrabilité souhaité pour la variable .

Etudions maintenant la vitesse de micro-rotation &.

2.2.2. Gain d’intégrabilité pour la variable &

Rappelons que dans ’étape précédente, nous avons montré que pour 0 < R; < R, nous avons
lqg @€ L% (R x R3) avec 5 < gop < 6. Nous allons maintenant utiliser cette information pour étu-
dier les propriétés d’intégrabilité de . Rappelons d’abord que la dynamique de & est donnée par la
deuxieéme équation de (2.2.1) i.e.,

0@ = AG + Vdiv(@) — (@- V)& — & + =V A L.

N |
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Notons que comme par hypotheése @ € L L2(Qg) N L%H 1(QRr), nous pouvons appliquer un argument
d’interpolation et nous observons que

10 1

10
1qu@ € L, (R x R?) = M,?

s

10
3

(R x R?). (2.2.37)

Ainsi, en utilisant ces informations sur 4 et &, nous allons prouver qu'un gain d’intégrabilité pour &
est possible. Pour cela, nous introduisons deux fonctions test ¢, ¥ : R x R3 — R telles que pour des
boules paraboliques Q,,, Q,, telles que Q,, C Q,, C Qg,, nous avons

p=1surQ, et supp(y) C Qg,, (2.2.38)
U=1surQ, et supp(¥)C Q. (2.2.39)

Rappelons que, par construction, nous avons ¢(0,-) = ¥(0,-) = 0 et que nous avons 'identité p¥ = ¥
dans tout ’espace. Dans la proposition suivante, nous montrerons comment obtenir un premier gain
d’intégrabilité sur & :

Proposition 2.2.3. Sous les hypothéses du Théoréme 2.2.1 et en considérant le cadre local énoncé
ci-dessus dans (2.2.38)-(2.2.39), nous avons

. 10 15
1q,,& € MV7(R x R3)  avec 3 <p<qg< R (2.2.40)

t,x

Remarque 2.2.2. La borne supérieure q < % est essentiellement technique et elle est liée a l’infor-
mation que nous avons sur & comme nous le verrons plus tard. Néanmoins remarquons que (2.2.40)
représente déja une amélioration de l'information donnée dans (2.2.37).

Preuve. Définissons W = U@ et nous allons prouver que W € MR x R?) ce qui implique (2.2.40).
Par les propriétés des fonctions ¢ et ¥ données dans (2.2.38) et (2.2.39), nous avons 'identité suivante

W= (g a09) = (g a) —o (g a0
+2§;¢ (@&((&-W))
= Wi—Ws+ Ws.

Comme nous avons & € L°L2(Qg) N L2H!(QR) et en suivant les mémes arguments donnés dans la
Proposition 2.2.1 nous obtenons que Wy, W3 € L§ (R x R?) = Mg’g (R x R3) ce qui est le résultat

attendu. Nous avons donc besoin de traiter uniquement le terme Wi.

Pour cela, en utilisant le Lemme 2.2.1, page 48, nous pouvons réécrire le champ de vecteurs Wy
de la maniére suivante :

W o= o <(_‘1‘A)A(w)> _ <(_1A) (2(9 A ¥ A wn)) +o <(_1A> (w(v div(a)))>
(_1A) (\1:(6 AoV A wp)) +o _1A) (6(@ div(w)))>

/

(W1,a) (Wip)

= ((W) div(cﬁ))), (2.2.41)
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ou dans la derniére ligne nous avons utilisé 'identité vectorielle
U(Vdiv(@)) = V(T div(@)) — (V) div(@).

Nous allons maintenant prouver que chaque terme T/T/La, VT/'L;, et VT/LC appartient a I’espace de Morrey
MPE(R x R3) avec & < p < ¢ < 2. Pour traiter le terme Wy, de (2.2.41), nous introduisons la

variable

—.

Wa = oV AG, (2.2.42)

et donc nous avons Wm = <(—1A) (‘I’(ﬁ A Wa)))

Notons que par les propriétés de localisation de la fonction ¢ nous avons Wa((), ) = 0. Etudions
alors la dynamique de cette variable W,. Ainsi, en appliquant I’opérateur rotationnel a la deuxiéme
équation du systéme micro-polaire (puisque nous avons 'identité vectorielle VAV div(&) = 0), nous
obtenons : 1

H(VAD) =AVAG) ~ VA (@ V)D) —6m+§6A(6Aﬁ).
En introduisant la fonction de localisation ¢ définie dans (2.2.38) dans ’équation ci-dessus, on obtient

at[WAw]:atgo(ﬁm)ﬂo(A(VM)—VW—ﬁA((aﬁ)ww;ﬁA(ﬁm)).

Par la définition de la variable W, donnée dans (2.2.42), nous avons

En utilisant le Lemme 2.2.2, page 50 (rappelons que div(@) = 0), nous pouvons modifier le terme
©V A ((a- 6)@') et on obtient

3 3 3 3
OV A(T-V)d = Z (pu;w Z (05¢9) u]w—ZE)] ch/\u] +Z V@fp A ;.
j=1 j=1

=1 j=1

Ainsi, avec cette formule, nous pouvons écrire

et puisque par construction nous avons 1/_\'/a(07 -) = 0, en utilisant la formule de Duhamel nous obtenons

t 3
. . . 1 - o
W, = / pt=9)A ((8th +Ap —p)(VAL) — Z (00)V A ) + ?pv A (VAW)
0 =1

3 3 3
—ﬁAZaj(wp)+6AZ(aj¢)ujw+Zaj(w/\uj )+ > (Vo) Auyis )d
7=1

j=1 j=1 j=1
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. 1 L
En injectant cette expression dans la définition de la variable Wy , = ¢ ((—A) <\I/(V A Wa)>), nous
obtenons la formule suivante
- 1 - t -
Wia=¢ <(A)w A / et =280 + Ap — ©)(V A w)ds> (2.2.43)
- 0

(1)
_223: 1 \pﬁA/t (t=s)A g, ((a )ﬁ/ﬁ)d +1 1\1/6/\/: tE=)A,T A (VA @)
2 (—A) . e ' j(p w S B (2 (—A) : e %2 u)as

i=1

(2) ®3)
1 = t A 3 1 - t AS
- e @W A /O eEIAY A0 (pu@)ds | +> @w A /0 etV A (8j0)u;@ds
j=1 j=1
(4) ()
3 1 . t . 3 1 . t .
+ Z ® m\lfv A /0 e(t_s)Aaj(Vgp Aujd)ds | — Z ® m\I’V A /0 e(t_s)A(V8j<p) A ujddds | .
i=1 j=1

(6) (7)

Dans les prochains points nous allons donc prouver que tous les termes précédents appartiennent a
Pespace de Morrey Mfﬁ(R x R3) avec % <p<gqg< %.

e Pour le terme (1) de (2.2.43) comme V A & € L?.(Qr) nous pouvons utiliser le Lemme
223 avec p = q = 6 et donc on obtient que le terme (1) appartiennent a l’espace
LY (R x R?) (voir lestimation (2.2.20) ci-dessus) et grdce aux propriétés de localisation
de la fonction ¢ données dans (2.2.38), nous en déduisons par le Lemme 2.1.3, page 43, que
(1) € MPUR x R?) avec Dop<gs

e Pour le terme (2) de (2.2.43), puisque VAG € L?}x(QR) nous pouvons appliquer le Lemme
2.2.4 page 53, et donc nous avons que le terme (2) appartient a l'espace Lgm (R x R3), d’ot1 nous
obtenons (2) € MPL(R x R?) avec Pop<g< i

e Le terme (3) de (2.2.43) peut étre traité comme dans la formule (2.2.24) et puisque
V At € L7 ,(Qr) nous obtenons (3) € M{#(R x R?) avec Yap<g<s

e En suivant les mémes idées que celles données dans le Lemme 2.2.5 (voir en particulier les esti-
mations (2.2.26)-(2.2.30), nous pouvons traiter le terme (4) de (2.2.43). Ainsi par les propriétés
du support des fonctions ¢ et ¥ nous avons

1 - t -
Hcp(_A)\IIV A /0 et =IAY A 9 (pu,d)ds

1 -

[ p2a

Maintenant, considérons le parametre ¢; > 0 tel que

1 1
11,3 (2.2.45)
g g 10
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Notons que 2 < ¢1 < 1—75 puisque 5 < go < 6, en plus, en définissant 1 =1 — %1 et comme 1 < q%,

nous avons

10 ¢ 15

— < =< —. 2.2.46
3 v1 — 4 ( )

Ainsi, comme % <q< % nous pouvons fixer g; tel que g < ‘V’—i et donc par le Lemme 2.1.3, page
43, nous avons
I = & Lo

1 - =
H]lQRlﬁl (’(—A)VA VA ((pﬁ(ﬁ)‘)

H P,q H vyl
M, M,

@ g -
Ensuite, en utilisant le Lemme 2.1.4, page 43, nous en déduisons
1 = = L 1 = = L
M i
<

ol @ G| por

ou nous avons utilisé 'identification entre les espaces de Morrey et de Lebesgue, le fait que les
transformées de Riesz sont bornées dans les espaces de Lebesgue. Ainsi, comme - = q% + 13—0 et

a1
par les inégalités de Holder habituelles, nous obtenons

1Tz, @® @l o < Ian, @l 1Taedl 1 < +oo, (2.2.47)

t,x

qui est une quantité finie puisque nous avons déja prouvé [|1q il poo < +oo et par (2.2.37)

nous avons l'information [1q,d[| 1 < +oc. On obtient donc que (4) € MPIR x R3) avec
Lt,a: ’

10 15
3 <p<q< .

Remarque 2.2.3. Observons que l’intervalle % < q < 1?5 est déterminé par (2.2.46), ce qui

découle de 'application du Lemme 2.1.4. Bien que nous n’avons pas une grande marge pour les
valeurs de q, celles-ci représentent déja une amélioration de lintégrabilité de & car q > %.

Pour le terme (5) de (2.2.43), par les mémes arguments que ceux présentés dans le Lemme 2.2.7
(voir I'inégalité (2.2.33)), nous obtenons 'estimation suivante

gc][1QR151<nQRl|a®w|)H . (2.2.48)

1 - t -
Hgo\IlV A / et=IAY A (0jp)u;wds b
0 Mt,’z

(=4)

M
en suivant les idées du point précédent (voir la formule (2.2.47)), nous pouvons écrire

H]IQRQ L1 (ILQRl 4 ® &)

e =1

t,x

L < [etian, rﬁwwHMtg,g < M, ll 0 1@l s < +oc,

et nous avons prouvé (5) € M{ (R x R?) avec P<p<qg<
Comme le terme (6) de (2.2.43) partage la méme structure que le terme (5) par les mémes argu-
ments, nous obtenons (6) € M7 (R x R3) avec 1 < p < ¢ <12

Pour le terme (7) de (2.2.43), en suivant les mémes idées que celles exposées dans la preuve du
Lemme 2.2.8 (voir en particulier les estimations (2.2.34)-(2.2.35)), on peut écrire

1 - [ - 3} L
@ ((_A)\IJV A /0 et =2 (Vj0) A ujwds) H < ClLqg, L2(|lqy, ©® w|)||/vt§’;§~ (2.2.49)
MEZ
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Encore une fois, puisque 13—0 <p<qg< % et 2 < ¢ < 1—75, nous avons 2 < q% et si 'on définit

2q1

vi=1- alors on a 10 < % < 15. Ainsi par le Lemme 2.1.3 et par le Lemme 2.1.4 on a

Clllqp, L2(llqp, @ @]l pps < CllLa(lqp, @@ D)) o o
t,x

< C”]lQRlﬁ@) Q”Mglg;ql = CH]IQRll_[@ CUHLfngly

et une fois avec cette estimation, en rappelant les inégalités (2.2.47), nous pouvons conclure que
(7) € MR x R?) avec % <p<g<i

Avec les estimations pour les termes (1)-(7) de (2.2.43), nous avons prouvé que le terme W , donné
dans (2.2.41) appartient & 'espace M} (R x R3) avec 1 < p < g <12
Nous étudions maintenant le terme Wl,b défini dans (2.2.41) et pour cela nous définissons la variable
Wy = ¥ div(&),

qui satisfait le systeme suivant (dérivé de la deuxieme équation de (2.3.1)) :

Wy = 2AW, + (9,0 + 2AT — U) div (3 42 8;((0;9) div (&) — W div((7 - V@),
7j=1

ou nous avons utilisé le fait que div(ﬁ A @) = 0. En utilisant les propriétés du support de la fonction
U (voir (2.2.39)), on a Wy(0,-) = 0, et on peut écrire par la formule de Duhamel :

Wb:/ot 2(t-9)A ((atqursz 0) div(@ 428 (9;0) div(@ ))—\pdiv((ﬁﬁ)w))ds,
Jj=1

1 ) (Wvb)) nous avons

et comme WLb =y ((A

t
Wi, = \y(lA)ﬁ / P92 (9,0 + 200 — W) div(@) ) ds
- 0

4Z¢V/ 2t=9) ((0; \If)dlv(o_J')))ds

w(_A)ﬁ/Ot e2(t=5)0 (qz div((@- ﬁ)w))ds. (2.2.50)

Nous montrerons maintenant que chaque terme ci-dessus appartient a l’espace de Morrey
MPLR x R?) avec les indices P<p<g<s
e Pour le premier terme de (2.2.50), fixons ¢ = (0; U +2AW¥ —W¥). Puisque nous avons p < ¢ < % < 6,
par le Lemme 2.1.3, page 43, nous pouvons écrire

1 = tQ(,S)A R 1 = t2(fs)A (2
prmLemmen)l,, < g (L],

v/ 2(t— 5A¢d1V( )

< [[¥llLspee

Y

L LS
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et par I'injection de Sobolev H'(R?) ¢ LS(R3) nous obtenons

ey (e omen)], = el [ smen)
t

/ 238 ¢ div () ds

0

IN

Ly H

< C

L$°L2

Ensuite, en utilisant les propriétés du noyau de la chaleur, I'injection H “1(R?) c LS (R?), I'inéga-
lité de Holder et les propriétés de la fonction ¢, nous avons

t
’/ 298 g div(&)ds < Clgdiv@)ll g < Cllodiv@)]l |, o
0 LL2 o Lk
t x
<

< Clollpserslqy div(@)|[ 22 < 4oo.

On en déduit que la quantité (1) de (2.2.50) appartient & l'espace souhaité MP¥(R x R?) avec
Y<p<qg< P

e Pour le deuxieéme terme de (2.2.50), par les mémes arguments ci-dessus, nous obtenons

1 . t t
H ol / 2(-9)A (aj((ajxll) div(w)))ds < C‘ / 2t-9)A (aj((aj\ll)div(dﬁ)))ds
(=8) " Jo Mps 0 1512
t
< c‘ / e2=9)2(9;0) div(d)ds
0 LA}
< Cl[(9;) div(&)|rz,
< Ol div@) 2y <+,
et donc (2) € MPI(R x R¥) avec & < p < ¢ <22
e Pour le dernier terme de (2.2.50), nous allons étudier la quantité
1 = [t -
oV [ 2 (xp div((@- V)w))ds (2.2.51)
(*A) 0 MPa
t,x

=

Observons que comme div(#) = 0 nous pouvons écrire ¥ div((4- V)w) = ¥ div(div(d ® «)). Ainsi,
il est suffisant d’étudier les termes de la forme W0;(9;(urw,)) pour 1 < i, 7, k, < 3, que 'on peut
réécrire de la maniere suivante

V0;(0j(urwe)) = 0;(0;(Yugwe)) — 0;((0;V)ugwe) — 05((0;V)ugwe) — (0;0;V)upwe.  (2.2.52)

Etudions ainsi chaque terme de ’expression ci-dessous. D’abord, nous avons

t
ng(lA)ﬁ / e2=9)88,(9; (Tupwy) )ds
- 0

Pyq
M

Notons que cette expression a la méme forme que le c6té gauche de la formule (2.2.44) et donc,
par les mémes arguments que ceux présentés dans (2.2.44)-(2.2.47), nous obtenons que cette
quantité est bornée dans 1’espace de Morrey souhaité ./\/lﬁ TR % R?).
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Comme le deuxiéme et troisiéme terme de (2.2.52) ont la méme structure, nous n’étudions qu’un
seul d’entre eux. Donc, si nous écrivons

)

1 . t
o g [ o
B 0 M3

il s’ensuit que ce terme peut étre traité comme le c6té gauche de (2.2.48) et donc nous obtenons
que cette quantité est bornée. Enfin, pour le dernier terme de (2.2.52), nous écrivons

)

1 . t
goV/ eQ(t*S)A(ainga)ukwgds
)" Jy s

et en suivant les calculs effectués dans (2.2.49), nous obtenons également que cette quantité est
bornée dans I'espace de Morrey correspondant. Nous avons étudié tous les termes de (2.2.52) et
nous en déduisons que la quantité (2.2.51) appartient a ’espace de Morrey ijg (R x R3) avec
Yep<gs 2

Nous avons montré ainsi que Wl’b défini dans (2.2.41) appartient a /\/lﬁ 9(RxR3) avec % <p<qg< %.

Etudions maintenant le dernier terme de (2.2.41) :

1

Wl = o gy (@)

Pyq
M

Introduisons la fonction ¢ = V¥, et par I'identité ¢0k(we) = Ok(Pjwe) — (Oxdj)wy, il suffit de consi-
dérer les quantités

, (2.2.53)
M

eem @], e (@

pour tout 1 < j,k < 3. Pour le premier terme ci-dessus, en utilisant les propriétés du support de la
fonction ¢, le fait que p < ¢ < 6 et I'injection de Sobolev H!(R3) C L%(R3), nous avons

1 1
s e, = lecg o],
1
=¢ H_ Os(@gwn)|| < Olldjurlzgers < +oo,
(—A) L HL

puisque nous avons ||1q,&|| o2 < +00. Pour le deuxieme terme de (2.2.53), nous avons

1

Hso(_A) ((Or¢j)we)

<C H(p(—lA) ((Ops)we)

p,q 6
Mt,x Ltaw

=¢ H(lA) ((Ons)we) < Cll@ns)well o i+

Ly H}
et par l'injection Lg(R?’) C H~'(R?), nous pouvons écrire

1

o g5 (@00 o <10kl 3l el sz < +oo.

w
£HL§°L3

T

< C||(Ory)
My
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Nous avons prouvé que tous les termes de (2.2.53) appartiennent a I'espace de Morrey /\/lfjg (R x R3)
avec % <p<g< % et donc nous avons que Vf/l,c € Mf,’g(R x R3).

Enfin, comme tous les termes de 'expression (2.2.41) appartiennent & l’espace de Morrey ./\/lf’ TR %
R3), nous avons W € MR x R3) et comme W = U@, et ¥ = 1 dans Q,,, nous avons

10 15
]lQp2cU€/\/lfj§(RxR3) avec §<p<q<—

— — i

et ceci met fin a la preuve de la Proposition 2.2.3. |

Fin de la démonstration du Théoréme 2.2.1. Nous avons obtenu jusqu’a présent I'infor-
mation locale ILQR2cD' € M?’;’(R x R3) pour tout 13—0 < p < qg< %5 et en particulier quand
p = ¢, grace au Lemme 2.1.3 et a lidentification des espaces de Morrey et de Lebesgue, on a
lq,,d € MPI(R x R?) = LILE(R x R?) avec 4 < ¢ < P ce qui est un gain d’information par

rapport a (2.2.37).

11 suffit alors de replacer cette information dans les arguments précédents en modifiant le parameétre
(2.2.45) et en réduisant si nécessaire le support des fonctions auxiliaires pour obtenir un controle
d’intégrabilité supérieur, et par des itérations appropriées on obtient finalement que pour certain
0 < Ry < R et pour 5 < gg < 6, nous avons

lqu, € LY (R x R3),

ce qui correspond a 'estimation souhaitée (2.2.4), et donc la démonstration du Théoréme 2.2.1 est
terminée. |

Observons alors que, grace au Théoreme 2.2.1, nous pouvons voir comment 'information de type
Morrey sur la vitesse @ implique un gain d’intégrabilité assez fort sur « mais aussi sur &, reflétant
ainsi le role dominant de cette variable. Bien que nous n’ayons pas encore obtenu de gain de régularité
pour la solution (i, d), nous étudierons dans la prochaine section, 'interdépendance entre 4 et ¢ dans
le cadre de la théorie de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, ou le Théoréme 2.2.1 jouera un
role fondamental.

2.3. Régularité Holdérienne des équations micro-polaires

Dans cette section, nous allons étudier la régularité Holdérienne des solutions faibles des équations
micro-polaires. Ce systeme est donné par

Ol = AT — (@~ V)@) — Vp+ 3V AG+
) . (2.3.1)
@ = AG + V div(@) — (G- V)& — & +

Rappelons qu’une premiére approche sur ce sujet a été réalisée dans 'article [19], ot il a été montré que
si nous faisons un traitement complétement symétrique des variables (#,&@), il est possible d’adapter
la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg décrite a la page 39. En effet, si 'on suppose un controéle
de petitesse du gradient de (%, d) et une information d’intégrabilité additionnelle sur &, nous pouvons
en déduire la régularité Holdérienne des solutions complétement adaptées. Cette notion de solution
est donnée par la définition suivante.
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Définition 2.3.1 (Solutions complétement adaptées). Soit (4, p,J) une solution faible des équa-
3

tions micro-polaires (2.3.1) sur Qg au sens de la Définition 2, page 9 telle que p € LE;B(QR) et

fE Li(QR). On dira que (i, p,d) est une solution complétement adaptée si la distribution
po= =o(@P +18%) + A(laP + |8°) —2(V @ d® + |V e d*) +2f
—div ((|@* + 2p)i + |@*®) + 2Vdiv(@) - & — 2|G> + VAG - T+ VAT - &,
est une mesure non-négative localement finie sur Qg.

L’idée de considérer ce type de solution vient du fait que, pour adapter la théorie de régularité
de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, nous avons besoin d’une inégalité d’énergie locale qui soit vérifiée
pour les deux variables @ et &. Toutefois, ceci conduira & ajouter des conditions supplémentaires
d’intégrabilité sur &.

Cependant, dans les pages qui suivent, nous allons voir qu’il est possible de se débarrasser de toutes
les hypotheses sur & et d’obtenir la régularité holdérienne des équations micro-polaires en reflétant
I’effet de domination de la vitesse @ décrit dans la Définition 2.1.1. En effet, nous pouvons obtenir la
régularité souhaitée en supposant uniquement une condition de petitesse sur le gradient de la vitesse .

Pour cela, et comme nous nous intéressons a une séparation des informations entre les variables
4 et J, nous aurons besoin d’une inégalité d’énergie qui soit vérifiée uniquement pour la vitesse i, ce
qui nous a amenés a introduire un nouveau concept de solution.

2.3.1. Des solutions partiellement adaptées

La définition suivante sera fondamentale tout au long du développement de cette section et du
Chapitre 3 et elle constitue I'une des principales nouveautés de notre travail.

Définition 2.3.2 (Solutions partiellement adaptées). Soit (i, p,d) une solution faible des équa-
tions mzcro-polazres (2. 3 1) sur la boule parabolique Qg au sens de la Définition 2, page 9 telle que

p € Ltz(QR) et f € L (QR) Nous dirons que (i,p,d) est une solution partiellement adaptée sur
Qr si la distribution p donnee par

o= —0(|@?) + A(|@?) = 2|V @ @? — div((|@]? + 2p)@) + V A& - @ + 2f - 1,

est une mesure non-négative localement finie sur Qg.

Observons que le fait que VA& € L?.(Qr) (rappelons que & € L?H!(QR)) et les hypotheses sur
la force et sur la pression font que la mesure p est bien définie.

De plus, nous pouvons voir que si (i, p,d) est une solution partiellement adaptée, alors elle vérifie
I'inégalité d’énergie suivante : pour tout ¢ € D(Qr),

/ AP (t,y)dy + 2 / / ¥ ® @Pddyds < / / (01 + Ad)|@Pdyds + 2 / / P - ¥ 9)dyds
R3 <t JR3 <t s<t JR3

+/s<t /RS R <Z>dyds+/<t /Rg AG) - ¢u)dyds+2/ f - (¢@)dyds.

Il est important remarquer que si 'on réalise une comparaison entre les solutions completement adap-
tées et la notion ci-dessus, il est clair que nous avons moins de termes a gérer et ce qui nous a amene
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a ne pas ajouter des conditions supplémentaires sur & comme il a été fait dans [19]. De plus, nous
constaterons que si nous travaillons dans le cadre des solutions partiellement adaptées, nous sommes
en mesure d’obtenir un résultat plus favorable qui met en évidence la domination de la vitesse @ par
rapport aux autres variables.

2.3.2. Le critére de Caffarelli, Kohn et Nirenberg
Le théoreme principal de cette section, tel que présenté dans [21], est le suivant
Théoréme 2.3.1. Soient R > 0 et (tg,70) €]0,+00[xR3 et nous considérons la boule parabolique

Qr(to, z0) =]to — R?,tg + R?[X By, g. Soit (@, p,d) une solution partiellement adaptée des équations
micro-polaires (2.3.1) sur Qg au sens de la Définition 2.5.2 . Supposons que pour certain 0 < a < i

— . 10
nous avons 1q,f € L?H. N Mtfx’m (R x R3) pour 7, > 52— Sl existe une constante 0 < & < 1 telle
que
1 -
lim sup — // IV @ il)*dyds < ¢, (2.3.2)
r—0 r }t077‘2’t0+r2[><3107r

alors la solution (i,d) est Holder continue d’exposant o > 0 en variable de temps et d’espace dans un
voisinage du point (tg, o).

Il est important de noter qu’il est possible d’obtenir la régularité Holdérienne en variable de
temps et d’espace pour les deux champs vectoriels @ et & en n’imposant que des conditions locales
sur la vitesse i, et donc nous obtenons un phénomene de domination, au sens de la Définition 2.1.1.
Toutefois, la borne supérieure pour l'indice de régularité holdérienne 0 < «a < i est de nature
technique. Elle est liée aux estimations obtenues, qui nous permettent d’appliquer le Lemme 2.1.5.
Remarquons que nous ne revendiquons aucune optimalité de cette borne.

D’autre part, il est intéressant de remarquer que, comme la solution est holdérienne sur un en-
semble borné, nous pouvons également déduire que la solution est bornée autour des points (tg, zo) qui
satisfont I’hypothese (2.3.2). Ceci, comme nous le verrons dans la section suivante, impliquera que la
solution est en fait assez réguliere (en fonction de I'information que nous avons sur la force extérieure).

Parlons maintenant de la démonstration du Théoreme 2.3.1. Pour cela, inspirés du travail de
Kukavica dans [57], la stratégie est basée sur un argument itératif qui permet d’obtenir un gain
d’information de type Morrey pour la vitesse @ & partir de I’hypothése de petitesse du gradient.
Puis, en utilisant le Théoreme 2.2.1, obtenu dans la section précédente, on peut déduire un gain
d’intégrabilité pour les deux variables (i, d). Ensuite, en appliquant le Lemme 2.1.5, page 44, nous en
déduirons la régularité souhaitée.

Remarque 2.3.1. L’hypothése sur la force extérieure ]lQRfé L%H%, provient du fait que nous allons
appliquer le Théoréme 2.2.1 pour lequel cette condition est nécessaire.

Démonstration du Théoréme 2.3.1. Soit le point (tg,z) €]0, +oo[xR? tel que nous avons 1’hy-

pothese (2.1.3) i.e.,
1 -
lim sup — // IV @ i|*dyds < .
r—0 r ]to—r27t0+7"2[><31-0,7»

Soit la fonction 1 : R x R3 — R telle que ¢ € C5°(R x R3) avec supp()) C] — %, %[XBO 1 ety =1sur
’2

|- %6, %[XBO 1. Considérons 0 < SR < min {@, %, %}, et la fonction test n(t,z) = ¢ (%, x;‘xo), et
4

nous définissons la fonction

—

U =i + @)
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Maintenant, afin d’obtenir la régularité Holderienne de (@, ), observons qu’il suffit de montrer que
U est Holder continue. En effet, comme la stratégie consiste a appliquer le Lemme 2.1.5, page 2.1.5,
a 'équation vérifiée par U , nous pouvons réaliser une étude exactement identique pour les fonctions
Uy = nu et Uy = n@. Ensuite, comme 1 = 1 sur Qu, nous déduisons que les fonctions (i, ) sont
Holder continues sur une petite boule parabolique centrée en (tg, xg).

Montrons ainsi que U est Holderienne. Comme (i, p,d) est une solution des équations micro-
polaires (2.1.1), nous avons

U = (9)(ii + @) + nA (i@ + &) — (i - V)i) —nVp + WM
1

+nV div(@) — 9@ — n((T@ - V)@) + nﬁAqunf

Maintenant, en utilisant Iidentité nA (@ + &) = AU — An(a@ -2 Z in)(0;(4 + &J)), nous obte-

nons ’équation suivante

. . S S 1 -
U = AU+ (9 — An)(i+ &) =2 (0m) (9l + &)) — n((id - V)id) — nVp + SV NG

Etant donné que nous avons les identités

3 3

Y @maa+@) = Z )t + @) = (An)(d + ),

i=1 =1

n((@-V)a) = le(UU®U)—U®ﬁﬁn,
vV AG VA 0@ — (V) AG,
WV div(@) = V(div(@)) - (Vi) div(@),
n((@ - V@) ndiv(@ @ @) = divipd @ @) — 3@ @ - Vn,
ct fVAT = VA(nd)—(Vn) A,
il s’ensuit que
3
U = AU+ (8 + An)(d+ Q) —228 )i+ &) —divinu @ 1) + 4@ u - Vn

Ainsi, comme supp(n) C Qu(to, z0) CJ0, +oo[xR3, on a L?(O,a:) =0, et donc

3
o = AU+ A+ 0,8, +VC+V AD+divE + nf,

pat (2.3.3)

U(0,z) =0,
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ol le vecteur A est donné par

. . L1 4
A = (8t77+An)(ﬁ+o_j)+ﬁ®ﬁ-V77—77Vp—§(V77)/\(25 (2.3.4)

—(Vn) div(&) —n@ + @@ @ - Vn,

le vecteur BB; (pour 1 < i < 3) est donné par

Bi = 2(9m)(ii + &), (2.3.5)
la fonction scalaire C est donnée par
C = ndiv(w), (2.3.6)
le vecteur D est donné par
- 1
D= 577((3 + ), (2.3.7)

et enfin, le tenseur E est défini par ’expression
E=-—ni®d+d®a). (2.3.8)

Par la formule de Duhamel, la solution de I’équation (2.3.3) peut s’écrire de la maniere suivante :

t 3
Ut,z) = / elt=9)4 (A +) 0,8, +VC+VAD+divE + nf) ds. (2.3.9)
0 i=1

Donc, pour déduire la régularité Holdérienne de u , il suffit d’appliquer le Lemme 2.1.5, page 44, a
'expression précédente et alors nous devons vérifier que pour 1 < pg < qo < q1 avec — = 239,

90 5
= 122 et 0 < a < 37, nous avons nf € Mfggqo(R x R3) et

Ae MR xR et B;,C,D,Ee MP%"(R x RY). (2.3.10)

10

Observons que, comme par hypothése HQRfG M7 (R x R3) avec qo = 2= < 7, et supp(n) C Qg

T 2—a —
nous avons directement 7nf € M?f’x’qo (R x R3). Cependant, la déduction de (2.3.10) est loin d’étre
anodine et il faut suivre plusieurs étapes assez techniques pour obtenir cette information. Pour ce
faire, nous réaliserons une étude séparée de chaque variable qui est résumée dans les étapes suivantes :

A) Un premier gain d’information de type Morrey de 4 [Proposition 2.3.1 & Corollaire 2.3.1].
B) Un gain d’intégrabilité pour & [Proposition 2.3.2].

C) Une amélioration de 'information de type Morrey pour @ [Proposition 2.3.3].

D) Un gain d’intégrabilité pour div(d) [Proposition 2.3.4].

E) Déduction de la régularité Holdérienne de @ et & en utilisant le Lemme 2.1.5 de Ladyzhenskaya
[Proposition 2.3.5].
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Les idées ci-dessus sont résumées dans le schéma suivant,

(2.3.2) == 1q,, i € My "(R x R?) .
ﬂ :HQRuGMU(RXH@)
avec o > Ty
]lQRg(D S L;‘:%: H/

1qy (@ + &) € C*(R x R3),

6
lq,, div(@) € MY (R x RY)

avec 0 <R < Ry < R3 < Ry < R1 < R.

Commencons alors par la premiere étape.

A) Un premier gain d’information de type Morrey de @

Proposition 2.3.1. Soit (id,p,d) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition

. . . . . 1
2.8.2 des equatwns micro-polaires sur Qg. Supposons que pour certain 0 < a < 57 nous avons

]lQRf € ./\/lt7 ’ “(]R x R3) avec 7, > % S’il existe € > 0 tel que pour un point (tg,z9) € Qr, nous
avons

r—0

1 -
lim sup — // IV @ il)*dyds < ¢, (2.3.11)
to—r2 t0+T2[><BIO r
alors, il existe 0 < Ry < g et 9 > 0 avec % <19 < ? tel que
3,
]lQR (to,zo)u S M TO(R X ]RB)

Preuve. En utilisant la définition des espaces de Morrey (voir (2.1.6), page 42), observons que 1'on
doit montrer que pour tout 0 < r < Rj et pour tout (t,xz) € Qg,(to,zo) nous avons le contrdle

suivant : ,
/ /Q . )|ﬁ\3dyds < or® ), (2.3.12)

Pour obtenir cette estimation, nous allons utiliser les quantités critiques suivantes : pour tout
(tv‘r) € QR(t07$0)a

1
A= sw o asg)Pdy et = [ ¥ @ s Pyds
z,r r(t:’C

t—r2<s<t4r2 T

1 o 1 > 10
st = [l A= [ fepfa s

1 3
Pta) = [ o e

Observons rapidement une premiere relation entre les variables introduites ci-dessus

\1\01

Lemme 2.3.1. Pour tout 0 < r < R, il existe une constante universelle C' > 0, telle que
1 1
A2 < C(A + ap)2.

Preuve. Par la définition de A, donnée dans (2.3.13) et par l'inégalité de Holder nous avons

1 1 C
A2 = — ||l s < — 10
T 7”% H ”L L3(Qr) = T‘% L3 (Qr)



74 Chapitre 2. Etude de la régularité locale des équations micro-polaires

2 3
Par un argument d’interpolation, on a ||@(t, -)HL%(BM) < ||u(e, -)HzQ(Bz’T)Hu(t, ')HZ‘i(BI,T)’ ce qui im-

2 3
. — N5 —IE . s 2 ez . BN
plique HuHLt%z 5 < HuHLt"OLi(QT)HuHLng(QT)' En utilisant I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (cf. [12]
) nous avons ||| ;2.6(q,) < C(Hﬁ ® Ul 212(q,) H"JHL;”L%(Q,.))' Ainsi, par les inégalités de Young on

a

2 o 3 3
— 05 S5 S5
Il o, = CllEerzan IV @ @liE L q,) + 172 12a0)
< C(HUHL;XJL%(QT)‘*‘||V®6HL$L3(QT))' (2.3.14)

2 , . 14 - 14 . S iy
Etant donné que ||| per2(q,) =12 A7 et |V ® il 212(q,) = r?a7, on obtient 'estimation souhaitée
et donc la preuve du lemme est terminée. [ |

Ainsi, afin d’obtenir l’estimation (2.3.12), observons que grace au lemme précédent nous avons

N

/ / @3 dyds = 12\ (t,2) < r2( At 7) + an(t, 7))},
r(t,x)
et dong, il est suffit de montrer que pour tout 0 < r < Ry, et pour tout (¢,x) € Qg,, on a

A () + ar(t,x) < o2,

Pour cela, nous avons besoin de deux estimations : la premiere, qui est donnée dans le lemme suivant,
est liée a I'inégalité locale d’énergie et une deuxiéme estimation liée a la pression.

Lemme 2.3.2. Soit 0 < p < R. Sous les hypothéses de la Proposition 2.3.1, pour tout 0 < r < g nous
avons

r? p?, 2 1P 1P e - 3
Artar < CﬁAp + Cﬁpp (Ap+ap)? + Cﬁpp (Ap+ )2 + C—|V A wHLiz(QR)Ap

3
p2 = 1 P .
OV Adllig, qui + C LTS (Ap + ap)7,

Pour démontrer ce lemme, 1’idée consiste a choisir une fonction test particuliere dans ’inégalité
d’énergie locale. Cette fonction a été introduite dans les travaux de Scheffer dans [88] (voir également
[57], [61]) et nous la rappelons ci-dessous.

Lemme 2.3.3. Soient 0 < p < R et 0 <r < §. Considérons ¢ la fonction suivante

o fs—ty—z s—1 B
(ﬁ(S,y)—T‘ f< ,02 ) P )9( 2 )9(47‘2—1—15—3)(‘73 y),

ot § € C°(R x R3) est une fonction positive supportée sur Qr(0,0) et qui vaut 1 sur Q1(0,0), 6 est
2
une fonction lisse positive telle que 0 = 1 sur] — oo, 1[ et § = 0 sur |2, +o0[ et g.(+) est le noyau de la
chaleur. Alors, nous avons les points suivants :
1) la fonction ¢ est une fonction non négative bornée, et son support est contenu dans la boule
parabolique Q,(t,x), et pour tout (s,y) € Q(t,x), on a la borne inférieure ¢ > %,
2) pour tout (s,y) € Q,(t,x), nous avons ¢(s,y) < %,

3) pour tout (s,y) € Q,(t,x), nous avons IVo(s,y)| < 7%,
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N

4) pour tout (s,y) € Qu(t,x), nous avons [(0s + A)p(s,y)| < Cs.

Preuve du Lemme 2.3.2. Tout d’abord, rappelons que comme (@, p, &J) est une solution partiellement
adaptée au sens de la Définition 2.3.2, elle vérifie 'inégalité d’énergie locale i.e., pour tout @ €
D(R x R?), nous avons

/ \u|1/1txdy+2/ / IV ® wdyds</ / (O + AY)|d| dyds—|—2/ / (@ - Vip)dyds
<t JR3 <t <t JR3

+/ / @i - V ¢dyds+/ / A) - (Yi) dyds—i—Q/ £ (@) dyds.
s<t JR3 <t JR3

Ainsi, en prenant la fonction test donnée dans le Lemme 2.3.3 dans 'inégalité ci-dessus, nous obtenons

A + ay // (0sp + A) |u|2dyd8+2// dyds+// @ (@ - V)pdyds

(47)

/ /R (9u)dyds +2 / / [ (@i)dyds. (2.3.15)

-~

(iv) (v)

Nous allons maintenant étudier chaque terme de ’expression ci-dessus. Concernant le premier terme,

1
en utilisant le quatritme point du Lemme 2.3.3 et comme ||d[|rxr2(q,) = p%Aﬁ par (2.3.13), nous

avons
t4p? t+p?
/ / (Orp + Ag)|ii|*dyds < / / |12 dyds < C .A (2.3.16)
t Bap Ba,
Pour le deuxieme terme (i7) de (2 3.15), d’apres le troisieme point du Lemme 2.3.3, l'inégalité de
1
Holder, comme |[|p|| 3 Q) )\ Pp, HuHLg Q) = p%/\g par (2.3.13) et le Lemme 2.3.1, nous avons
L s
t4p? R C e C
- Vo)ldyds < — ildyds < — . 2l -
J Va5 [ [ s < el g g i)
p? 21 p? 2 1
<O SPIN SO 5PR(Ay + )z, (2.3.17)
Pour traiter le terme (iii) de (2.3.15), nous introduisons la quantité (|@|?),, donnée par
1
(J@?), = B |i(t,y)|>dy. Comme @ est & divergence nulle, pour tout fonction test 1 telle
) Bz,p

que supp(¢) C By, on a
| ()@ Sydy=o
Ba.p

Alors, d’apres le Lemme 2.3.3 et I'inégalité de Holder, il s’ensuit que

/tt+p/B i2( - V qbdyds_/t“rp/B @12 — (18[2),)(@ - ¥)odyds

t+p? 9
< / (j2),| ]dyds
Bz,p

C t+ I
<3 I — (|]*), I, 8 llu(s, )]l Lsds.
t—p
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Par I'inégalité de Poincaré et I'inégalité de Holder dans la variable de temps, on obtient

t+p . C t+p 9 .
o e ouas < 5 9ol G s
t Bz,p T Ji—p2
C t+p?

Si

2 HUHL2 (Baz.p) ||V®UHL2 By p)H (s, )HL5 By p)dS

t—p?
C
< Slilzgrzanll¥ @ iz, @ lz2. -
1
Observons que comme |[|i][zer2(q,) = p%Ag par (2.3.13), nous avons

. 1., 5 1
@l sr2(q,) < CrlltllLer2(q,) < CroAz.

1 1
En plus, comme |3 (q,) = ,0%)\2 et HﬁHLle(Qp) = p%aﬁ par (2.3.13) et en utilisant le Lemme
2.3.1 et Pestimation ci-dessus, nous avons

I\‘:M—t

t+p?
/ / (i V)pdyds < 07 Aok (A, + ap)h.
t Ba,p
Enfin, en utilisant I'inégalité de Young, nous avons
t+p? 1
/ / @ (@ V)pdyds < C 55 (A +ap). (2.3.18)
t

Etudions maintenant le terme (iv) dans (2.3.15). Par les propriétés de la fonction test ¢ et 'inégalité
de Holder (1 =143+ %) ona

t+p - C t+P -
/ / (VA @) - (67)|dyds < = / VA& dldyds
) B, T Bz,
p [tHe 2
<’ IV A&l 2B, 1l Lo (B, ds-
T t7p2

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans la variable de temps, on obtient

t+p?
[ L )+ @D)ldyds < CLIF Al 2. @ 171215,
z,p

Par linjection de Sobolev H'(B, ,) C L%(B, ), on a

t+p?
— P < o o o
{[ (@W (FA@) - (pildyds < C2I¥ A Bl 3 q,) (T 2220,) + 1l 21130, )

P N — —
< CZIVADlL (@) Plillerzq,) + 14l 2m1q,)):
r t,x P t z(QP)

1

Comme || po12(q,) = pZAp et ||u||L2H1(Q )= p2ap, par (2.3.13) nous avons

ol

t+p? P2 >
/t / )+ (@id)ldyds < C=IV Az, quAs
3

P2 = . 1



Régularité Holdérienne des équations micro-polaires 7

Pour le terme (v) dans (2.3.15), en utilisant les propriétés de la fonction test ¢ et I'inégalité de Holder,
on a

dyds < — udyd <—
JL [ emaas < [ 7wy < U 19

Maintenant, par l’estimation (2.3.14) et les définitions des quantités données dans (2.3.13), nous avons

/ [T on) dyds < | f] ta (Il 20y + IV © llz2120,)

1
=ct fpw (A2 +a3)<CP fpw (A, + )2, (2.3.20)
Ainsi, en rassemblant les controles (2.3.16)-(2.3.20), nous obtenons
p’ L P2 .
.,4 +Oér§0 A +C PP(A +ap)§+cﬁp5(Ap+ap)§
e Lopte 3 L
CEN £l 45 + O I A Gliz_qua + CEFF (A, + )1,
ce qui termine la preuve du Lemme 2.3.2. |

La deuxiéme estimation dont nous avons besoin repose sur une étude détaillée des propriétés de
la pression. On aura donc besoin du résultat auxiliaire ci-dessous

Lemme 2.3.4. Fizons 0 < o < % et Qs wune boule parabolique. Soit p la solution de

3
Ap = — Z” L9505 (wiu;) dans Qu, avec @ € LPL2(Q1) NLIHL(Qy). Sip € L{,(Qu), alors il existe
une constante C' > 0 telle que nous avons le contrdle suivant

1 - — —
193,30, = (o} (1220019 @ szrzan) + oMol g 3 )

Preuve. Soit 1 : R®> — [0, 1] une fonction test telle que ¢ = 1 sur B, s et ¢ = 0 dehors B, 4.
5 ’5

Observons que comme o < %, nous avons sur Q, l'identité, p = ¥p. Ensuite, comme

3
—A(Pp) = —pAp+ (AP)p =2 9:((0:)p),

=1

on a l'inégalité suivante

— pAp Ay)p
P, = 19700, < “((_A)) |
(QO’ (er) L?LZ (Qo‘) L2L2 (Qo‘)
(Pa) (Po)
. . (2.3.21)
L2LZ(Qo)

(pe)

Etudions maintenant chaque terme de expression ci-dessus. Pour le premier terme (pq) dans (2.3.78),
en définissant N; ; = w;(u; — (uj)1) out (u;); est le moyenne de u; sur la boule de rayon 1, et comme
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3
4 est a divergence nulle, nous avons Z 0;0;(ujuy) = Z 0;0;N; j. En plus, comme par hypothese
i,j=1 i,j=1
3
- Z 0;0j(u;juj), nous avons
ij=1
(—vAp) 1 o
(Pa) = A | g <C (_T)(w Z a@'ajNi,j) (2.3.22)
L3 Qo) =1 rirfa,)

SCZ

3,j=1

88 (Q;Z)N,J) z((aja)NlJ) (( ﬂ!}) z]) +2(a 331/)) ) % 3

(ch)

Dénotons par R; = —=
bornés dans les espaces de Lebesgue et en utilisant les propriétés de support de la fonction auxiliaire
1), nous avons pour le premier terme ci-dessus :

[t

< IRRGENiE g o) < CITNi (8

7(Bac,l)
< Clluat, ez, 1) lui (s -) = (wiillrss, 1)

< Ol lp2p IV @@t )l 28, ),

3
L2 (Bgz,s)

ou nous avons utilisé les inégalités de Holder et de Poincaré dans la derniere ligne. En prenant main-
3 .
tenant la norme L2 dans la variable du temps, nous obtenons

’aaj
(=A)

Les termes restants de (2.3.22) peuvent étre étudiés de maniére similaire. En effet, comme 9;1) s’annule

1, =
3 < Cos|lullpgerzqullV @ dllp2r2(qy)- (2.3.23)

t%z(QO')

YN

sur B, 3 UB¢, et comme B, , C B, 1 C B, 3, en utilisant la représentation intégrale de ’opérateur
5 2 5

T,z
(_&A) nous avons pour le deuxiéme terme de (2.3.22) I'estimation suivante

0 oo

Co? CA) ((0;4)Nij)(t,)

L>°(Bz,q)

<o /{ d<lyl<? }|5L’_y‘3(( PNia) 6 0) L°°(Ba,o)

< Co®|Nij(t, )i (B, (2.3.24)
< Co?flui(t, Mez2s,lluits ) = (wi)illz2s, )

< Cllat, ez, IV @@t )lr2s, 1),

ou nous avons utilisé les mémes idées que pour le terme @DNM et le fait que 0 < 0 < % Par les mémes

arguments que dans (2.3.23), en prenant la norme L3 dans la variable du temps, nous obtenons

i — 1o =
j((ajw)Nm) s 3 S CosllillperzqnllV @il rzrz(qy)- (2.3.25)
(=4) LELZ(Q0)
Un argument symétrique implique
0; — 1o =
(_JA) (@INig)|| &« < CoslldllerzillV @ dll2r2q)- (2.3.26)
L? L3 (Qo)
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Comme le noyau de convolution associé a 'opérateur — est en suivant les mémes idées que le
(=4)

dernier terme de (2.3.22), nous avons 'inégalité
(9:0;9)Ni; 1o -
S 3 3 < CO—SHUHL%’OL%(QR)HV®UHL2L2(QR)- (2327)
8 ledidan e

Par conséquent, en injectant les estimations (2.3.23), (2.3.25), (2.3.26) et (2.3.27) dans (2.3.22), nous
avons

|»’C|’

(re) = H( ——

(=4)

1, >
L. SC(lranlV @ ilzqy ) - (2.3.28)
L{ Li (Qo)
Etudions maintenant le terme (p) de Pexpression (2.3.21). Pour cela, nous considérons d’abord la
variable spatiale. En rappelant les propriétés de support de la fonction auxiliaire 1) et les propriétés
du noyau de convolution associé a ’opérateur ﬁ, nous pouvons écrire comme précédemment (voir

(2.3.24))

(Aa)p(ta ) 2 2 )
s oy SOOIy < O3
et donc, en prenant la norme L3 dans la variable du temps, nous obtenons
(A)p 2
(pv) = < Co?||pl| a0 L0, )- (2.3.29)
=2) 1I:4 () 1LP Q)

Pour le dernier terme de I’expression (2.3.21), en suivant les mémes idées que celles développées dans
(2.3.24), nous pouvons écrire

t,- < Co?||p(t, - < Co?||p(t,- ,
e ) SO Iplt s < OBy,
et nous avons o
2i((0¢)p
(pe) = ‘ %(0)p) s s SO pll g (2.3.30)
(—4) LZL2(Qo) L (Q1)
En regroupant les estimations (2.3.28), (2.3.29) et (2.3.30), nous obtenons 'inégalité
IPl,5,5 ., <€ <U3HU\L°°L2 @ll¥ @ lzzzian + vl g 5 o )),
et ceci termine la preuve du Lemme 2.3.7. [ |

Maintenant, nous pouvons obtenir la deuxiéme estimation dont nous avons besoin. Pour 0 < r < g
nous fixons le parametre o = 7. En utilisant les fonctions p,(t, z) = p(p*t, px), 0,(t, ) = d(p?t, px)
dans le Lemme 2.3.7 et aprés un changement de variable, nous obtenons

1 2
r\ 3 r
3 <C — 2 u [ 2 ®U + -
||P|| b <<p> ( 1]l L= L2, 2 IV iz (Q ) <p> ||p|| 51 ,,)>

2
?(Q : = T%PE’, et les quantités données dans
Lcc T

En utilisant I'inégalité de Young, le fait que ||p||

(2.3.13) nous avons

P}

Sl
N
Q

< |
wli| g
7N
Y
D3
N———
ol
7N

—

b
w\w
M\H

~—

L

Do

A
w\w

e
N[
Q

|

N———
+
7N
=
N————
)
bI
s

e

POES
N————

“ <Apap>%+<:;>§7>5>- 3530

IN
Q
~~
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Une fois obtenu les estimations (2.3.15) et (2.3.31), nous pouvons réaliser 'argument inductif afin
d’obtenir 'information de type Morrey de la variable 4.

Fin de la preuve de la Proposition 2.3.1. Rappelons que, nous voulons montrer qu’il existe
0 < R < g tel que pour tout 0 < r < Ry, et pour tout (t,x) € Qg,, et pour 79 > 0 avec
% <71 < 2—3?, nous avons

5
An(t,2) + an(t,z) < Cr* 7, (2.3.32)
Introduisons les quantités suivantes pour simplifier les notations,
1 1
A (tx) = ——(A(t,x) + o (t, 2)) P.(t,z) = ——P;(t,x). (2.3.33)
7”2(1_%) 7’5(1_%)

Ainsi, afin d’obtenir (2.3.32), nous allons appliquer un argument itératif a l’expression suivante :

r

O, (t,x) = A, (t,s) + ((p) g, a:)) N (2.3.34)

Pour cela, nous devons obtenir des estimations qui nous permettent de controler I'information sur des
boules plus petites par rapport aux plus grandes des termes données dans (2.3.33). Pour le terme A,

observons que, par le Lemme 2.3.2, page 74, nous avons
1 1
2(1—5) (Ar +ar) < 2(1—5)

r 0 ro o

2
3

2 2 21
(05540 5P, + )t +C Gaj (4, + ay)

N

A, =

I (1) (II1)

5

3
p2 = . 1 p2 = . 1 p L 1
+ C THV A WHL?@(Qp)APZ +C THV A WHLEI(QR)ag —|—C ;fpw (Ap + O(p)Q) . (2335)

(1v) V) (V1)

Nous allons estimer chaque terme ci-dessus par rapport a A,,.

Pour le terme (I) ci-dessus, nous avons

1 <r2 ) 1 r? ou-5) 7\ o
7~'4p = —————5p 70 Ap = | - Ap.
2(1-2) \ p? r2(1fi) P> p

r 0
Pour le deuxieme terme (/1) de (2.3.35), en utilisant la définition de A, et P,, I'on obtient

1 p?. 2 1 P\ 2 L
L (Tpgmpmp)z) <(2) " Piaj.

2(1-2) \ 2
oo
e Pour le terme (I11) dans (2.3.35), en utilisant la définition de A, donnée dans (2.3.33), nous
avons
L (P 3 L (P % aa-2) PN 4 4
205 (ﬂ"‘ﬁ “‘ﬂ*%)) D) (Mp V) = (7)) Al

Observons que pour le terme (V') de (2.3.35), par la définition de A,, et comme Q, C Qg et
5 € L2HNQulty, 70)) l'on a
5 5
1 p§ = R 1 1 p§ 1-8 = o 1
20-2) (THV Awh?,ﬁQR)Aﬁ) BT IV NGl Lz (QuAs
10 1 1

}
P\~ 7 433 . - 1
= (&) " oIV AG, mAR-

3-10 ;5 1 3-89 1.5 1
(8) " ptoag<c(f) oAl

IN
Q
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e Pour le terme (V') de (2.3.35) comme Q, C Qg on peut écrire
3
1 Pz = 1 p\3~7 .33 L o
-5 <7«”V/\“”ﬁ@«haa3> = (5) "o 0iaz IV MGl an
ro T
A
< C(F) Mo tag

e Pour le terme (6) dans (2.3.35), par la définition de A, nous avons

1 (P z 1 1 p 145 1 1
T (R at) = il ARl
S20-5) \r 20-2)7
3-10 o1
il
r

Observons que par la définition de F, donnée dans (2.3.13), nous avons

5(1-7%)
145 T 142 1 - 10 _345p TTa - 10
p It =0p 701/ [f(s,9)| 7 dyds = p 2770 5 £ (s,y)| 7 dyds
p2 JQp(tx) pr Tra’ JQp(t)

145350

p2 0 Ta . 10 Z+i_ﬂ - 10
- 5(1_10)/ [f(s,y)| 7 dyds < p? "0 T |[Lqu fIl Ty
p T’ JQu(t) M7,
S 10
Ainsi, comme par hypothese 1 € M, (R x R?), nous avons
Qr t,x
1 p I 1 74550 sp\3—10 1
roTo

En rassemblant les estimations précédents, nous obtenons

10
r

3—10 15 3 1 7.5 50 —= 1
+ (g) T po 202 —{—p§+%_ﬁ (g) o Aﬁ).

r\ P\ T o2 AL P\ 1o 1 p\3—7 1y 1
A < o (5)7 A+ () mrias (D) T aap (D) T ettuA
p

(2.3.36)

D’autre part, si 'on considere le terme P, (f,z) dans (2.3.33), d’apres l'estimation (2.3.31), nous

obtenons

B 1 C p\2 3 3 r
P’r_ 3(1 5)PTS 3(1_i) ((7") Ap()ép+ ; Pp .

r2d=z r2
Ensuite, en utilisant I'inégalité de Young et la définition de A,, on déduit que

1 14 %A% %< 4 % %(1,i) A 3 1% 3_% A 3
T3/1_51 - T3, 5 .\ - T 4 = — 1,
p2=7) <r) PP = 202 <r) P 0 (Apap) <r> (Apap)
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Comme ———+— (L) P, = (£)2" 270 P,, nous avons
riﬂ*ﬁ) p T P
3—15 3 P 1_ 15
P, < C((p) 0 (Agap)t+ (2)7T7 Pp>.
r T

(2.3.37)

Ainsi, avec les estimations (2.3.36) et (2.3.37), nous sommes préts & appliquer un argument itératif
a l'expression (2.3.34). En effet, la premiere itération est donnée dans le lemme suivant. Remarquons

que pour le moment, nous nous centrons autour du point (o, o), et le cas (¢t,z) € Q,(to, o) sera

traité postérieurement.
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Lemme 2.3.5. Soit 0 < k < 1 une constant fixe (cf. (2.3.40)). Sous les hypothéses de la Proposition
2.8.1, il existe 0 < p1 < R et 0 < e* = &*(k,p1) < 1 tels que pour tout 0 < p < p1, nous avons

1 *
@Kp(to,a?o) < §®p(t03$0) + .

Preuve. Soient 0 < p < Ret r = kp avec 0 < kK < 1 un certain parametre fixe qui sera défini plus

tard. En utilisant les estimations (2.3.36) et (2.3.37), nous avons

15

4
e, = AT+(H%*1PT)3

10 10_4 10_4 -3 I+ .3
< Cl koA, + K70 Apozp—l—/{fo P3A2—{—/£TO p? TOAQ

-

1) (2) (3)

1o 3103 1 7,5 50 103 45 21 3
+K70 “pTo 2ap +p2i 0 TragTo A,% +C (k¥ 2 (Aja,)t

(4) ()

Etudions plus en détail chaque terme de la derniere expression ci-dessus.

e Pour le premier terme comme A, < ©,, nous avons

1

10 10_ 4 10_4 1
KoA,+kKk0 A, 2<I€"'0@ +Kr0 Opa;.

e Pour le deuxiéme terme de (2.3.38), en appliquant I'inégalité de Young nous obtenons

10 10 11 2 11 10 1 11
s PIAT = kot </~s5(m2)Pp3></£5(2 T)A2> <Ko 4(;-#0(2 WA, + 5GP

- (A +< % 1z‘r’)lapf) < K®,.

e Pour le terme (3) dans (2.3.38), par 'inégalité de Young, nous avons

10 20

K70 7+70A2 <K~ pfo +prT0 A,

Comme A, <O ,cet p<1l,ona
10_g 10 20
K0 TOA2 <K pTo —|-/<;‘Fo®
e Etudions maintenant le terme (4) dans (2.3.38). Comme 5 < 75 < 2

10_5 10_3 lo_

1 3 1
K70 pTO 2 pQ S ap2

e Pour le terme (5) dans (2.3.38) par 'inégalité de Young, nous avons

,_,_7_& 10_5 1 6 7410 _ 100 20
p 70  TTa K70 Ap2 S K °p 0 TTa + HTOA < K p

Wl

20

770 + K0 @

Dl

)

et p < 1, nous avons

15_15 3
e Pour le dernier terme de (2.3.38), comme (/ffo 2 Pp) <0O,et A, <O,0na

A

30

C

IN

4
45 _ 21 3 45 g 3 30 _q4 10_2
k20 2 (Ajap)t + kK20 TP, < Clr " Opa,+Kk70 30O

10

30—27g

)

30 14 SU=27g
Ko T @pa,+ K 30 @p>
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Ainsi, en ajoutant les estimations ci-dessus, nous avons

10 10 4 1 20 30_q4 30—27g
O, < Clko+k0 aj +K+KO+KO a,+K 30 O,
_ 10 _ 100 10_g 1 _a 730
—|—(f<; 6,7 70 " Tra 4 170 a2 + K% 0 ). (2.3.39)

Nous allons maintenant étudier chaque terme de I’expression ci-dessus. Pour cela, nous fixons le pa-

rametre k > 0 comme suit .
k< — — . (2.3.40)

- 319
c (12)

Rappelons aussi que comme par hypothese, il existe ¢ > 0 assez petit tel que

1 -
lim sup oy = limsup — |V @ ii|*dyds < e. Alors, il existe p; > 0 tel que
p—0 p—0  P7JQp(to.x0)

pour tout 0 < p < p; nousavons «ap<Ee.

L
Ainsi, sil’on considere en plus que 0 < p < p1, et comme x est fixé, les termes avec la structure K “a; et
_20 4430

—_ A c 17 7 . . . T0 )
Kk~ ‘a, avec ¢ > 0 peuvent étre considérés assez petits. En effet, si nous prenons e < mln{"(lT)Q, TR

il s’ensuit que
10 4

Ckmo L o L

%< et Crmo o, < —.
Qp > 12 P

Alors, nous pouvons déduire que

N =

10 10 4 1 20 30 _14 10_2
Clk™ +Kk0 "af +K+pr0 +K0 a,+k70 3] <

Maintenant pour étudier le deuxiéme terme du (2.3.39), remarquons que par les mémes arguments

qu’auparavant, les termes ayant la structure /fcp“ avec a,c > 0 peuvent étre considérerais assez
petits. Ainsi, comme %20 parce que -~ < 5, nous avons 7 T—O — m > 0 et donc on peut trouver

0 <e* <1 tel que

10 1 30

1o -3 _
(m 6,070 + K7 Caf + K% 7T0> < e’

Alors, par les deux estimations précédentes nous obtenons que @, < %Gp + &%, ce qui termine la
preuve du Lemme 2.3.5. |

Fin de la preuve de la Proposition 2.3.1. Considérons 0 < p < R donné dans le Lemme 2.3.5.
Observons d’abord que les quantités A, et P, sont finies parce que u € L¥L2 N L%H;(Qp) et p €

3
L{,(Qp), et il sensuit que O, est aussi finie. Rappelons que pour 0 < £ < 1 donné dans (2.3.40) et
par le Lemme 2.3.5, il existe p; > 0 et 0 < €* < 1 tel que pour p < p1, nous avons

1
@Hp(t0,$0) S §@p<t0,$0) + e

Ainsi, comme nous pouvons itérer ce processus, nous avons pour tout n > 1,

1
@,{np(to,xo) 2*@ to,xo + &* 22 ]
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Alors, il existe N > 1 tel que pour tout n > N, ,.n,(tg, o) < 4e*, ce qui implique par la définition
de ®, dans (2.3.34) qu’en particulier nous avons A ,(tg, zg) < % et Pyn,(to, o) < 3%
Si I’on considére Ry = kN p, nous avons pour tout n € N,
AK”R1 (t07 330) S Ca

qui est 'estimation (2.3.32) mais centrée autour du point (¢g,x¢). Pour traiter le cas général (¢,z) €
Qg (to, xo), observons que l'on a

3_10
AR, (t,x) <27 70 Agpg, (to,z0) < 8Aszg, (to,z0) = SAQKNp(to,.To) <1,
_3(145
et Pp,(t,z) < 9° 2(1+7—0)P2R1 (to, o) < 32P2g, (to,z0) < 8P~ ,(to,70) < C, et donc il s’ensuit que
pour tout n € N, et pour tout (¢,z) € Qg, (to, zo),
A,Qan (t,l’) < C.

Enfin, comme nous avons mentionné au début de la preuve, 'information ci-dessus est équivalente a
dire que pour tout 0 < r < Ry, et pour tout (¢,z) € Qg,, on a

1
ey At 2) +an(t2) < C, (2.3.41)
ro T
et ceci implique par (2.3.12), que l'on a

H]lQRl ,L_[HMf:;O <C,

ce qui termine la preuve de la Proposition 2.3.1. |
Observons en plus qu’a partir de ce lemme nous pouvons déduire un peu d’information de type
Morrey sur le gradient de .
Corollaire 2.3.1. Avec les hypothéses de la Proposition 2.3.1, pour T—ll = % + %.nous avons
- 2, 3
Llqp V®ie M (R xR,
1 -
Preuve. Rappelons que, par (2.3.13), nous avons — // |V @ ii]*dyds = a,(t, ), et par la défi-
r T(tvx)

nition du terme A, (¢,z) donnée dans (2.3.33) nous obtenons
1 - _5
- // IV @ @2dyd < r*' ") ALt @),
" r(t,)

Mais comme par (2.3.41) nous avons A, (t,z) < C pour tout 0 < r < Ry, et pour tout (t,z) €
Qr, (to, xo) avec Ry donnée dans la Proposition 2.3.1, il s’ensuit que

, o .,
// IV @ @2dyds < Cr* "m0 = ™),
r(t,x)

;11 = %-i— % Ce que implique par la définition des espaces de Morrey que 1q Ry VU e Mf;l (RxR3),

et donc la preuve du Corollaire 2.3.1 est terminé.

ou
[ |

Ayant obtenu le premier gain d’information de type Morrey pour la vitesse i, passons maintenant
a la variable &
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B) Un gain d’intégrabilité pour &

En récapitulant, par la Proposition 2.3.1 et le Corollaire 2.3.1, nous avons montré qu’il existe
0<R1<Rtelquep0ur%<rg<2—£et %:%O—i-%,nousavons

lg, @€ M{P([RXRY), 1, Veide M (R xR

R

Nous allons voir maintenant comment a partir de cette information nous pouvons obtenir un gain
d’intégrabilité pour les deux variables @ et & en appliquant le Théoréme 2.2.1, page 45. En effet, nous
avons le résultat suivant.

Proposition 2.3.2. Soit (i, p,d) une solution partiellement adaptée des équations micm polaires sur

Qr(to, xo) au sens de la Deﬁmtwn 2.3.2. Considérons en plus que ]lQRf e L2H! N /\/lt x,m (R x R3)
POUT Ty > fa et <a< 24 Supposons qu’il existe Ry > 0 avec 0 < Ry < R et tel que 125 < T <X
et r% = —|— 5, nous avons

lqp, i € My (R x R),
Alors, pour tout 0 < Ry < Ry, on a

1Qp, @, 1@ € L% (R x R?).

Remarque 2.3.2. Observons que nous avons remplacé I’hypothése de petitesse du gradient (2.3.11)
du Théoréme 2.3.1 par un contréole de type Morrey.

Preuve. Par la Définition 2.3.2 des solutions partiellement adaptées, nous avons aussi que (,p, )
est une solution faible sur Qg(to, zo). Ainsi, comme la force 1q, fe L?H} et il existe 0 < Ry < R tel
que pour 79 > 5

lqg, i € MR x R),

nous pouvons alors appliquer le Théoreme 2.2.1, et donc pour Ry > 0 tel que 0 < Ry < R1, nous avons
1Qp, @, 1@ € L% (R x R?),

ce qui termine la preuve de la Proposition 2.3.2. |

C) Une amélioration de I’information de type Morrey de @

Dans cette partie nous allons déduire que si l'on réinjecte toute 'information obtenue jusqu’a
maintenant sur (u,d), il est possible d’obtenir une amélioration de 'information de type Morrey de
4. Cependant, il est clair alors que le gain d’intégrabilité que ’on obtient dépendra de I'intégrabilité
que nous avons sur VAG et f qui peuvent étre vues comme des forces extérieurs.

Proposition 2.3.3. Soit (i, p,d) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition 2.5.2
des équations micro polaz’res sur QR(tO,wo). Supposons que pour certain 0 < a < i nous avons

]lQRf € L2H1 N ./\/lt7 ' “(R x R?) pour 7, > 2 ~ - Supposons que les hypotheses suivantes sont vérifies :

1) il existe Ry > 0 avec 0 < Ry < R tel que pour ﬁ <79 < 23—0 et T—l = + =, NOUS avons

lgn @€ MyP(RXRY), 1q,V®ie M (RxRY). (2.3.42)
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2) Pour Ry > 0 tel que 0 < Ry < Ry < R, nous avons
Qg @, 1q,,& € L% (R x R?). (2.3.43)
Alors, il existe un rayon Rg > 0 avec 0 < R3 < Ry < Ry < R tel que

]lQRa(tovro)ﬁ € M (R x B?).

t,x

Preuve. Tout d’abord, nous allons voir comment, a partir des hypotheéses 1) et 2) ci-dessus, il est
possible d’en déduire que pour certain 0 < r; < Rs < R; < R, et pour certain o > 7y, nous avons

lq, @ € MJ(R x R?).

Ceci représente, déja une amélioration de l'information de type Morrey (2.3.42) que 'on a sur 4.
Ensuite, en itérant ce processus mais en utilisant la nouvelle information nous pouvons arriver a
o = 60 qui suffira largement a nos besoins.

Pour obtenir le premier gain d’intégrabilité, fixons les parametres
0<r <7F<7< Ry <Ry,

avec les boules paraboliques associées Q,, C QF C Q7 C Qpr, (toutes les boules sont centrées sur
le point (tg,z0)). Considérons maintenant ¢, : R x R® — R deux fonctions positives telles que
¢, € C(R x R3) et

6=1 sur Q. supp(6) C Qs ot =1 sur Qp supp(t)) C Qp. (2.3.44)

Définissons maintenant V = ¢ 1. Observons que par les propriétés de la fonction ¢ nous avons 1q,, V=
1q,, u et donc si nous montrons que ]1%17 € M?E(R x R3), nous pouvons conclure que lq, u €

Mff (R x R?). Pour cela, nous allons étudier I'évolution de V qui est donnée par le systéme suivant

oV =AV+V,
) (2.3.45)
V(O7 ) =0,
ol nous avons posé
3
V= (0 — A)ii+ 2 0;(0igpid) — p(ii - V)il — $Vp + %(6 AG) + o(f). (2.3.46)

i=1

Pour étudier plus en détail I’expression ci-dessus, nous devons réécrire le terme d)ﬁp, afin d’éviter une

dérivée directe sur la pression. Ainsi comme nous avons l'identité p = ¥p sur Qp, alors sur la plus

petite boule Q,, (en rappelant que ¢ = 1 sur Q,, par (2.3.44) puisque Q,, C Qp), nous pouvons
3

écrire —A(¢vp) = —Ap + (AY)p — 2Zai((aizp)p) d’ot 'on déduit I'identité
i=1

=

55p— ¢V((—_¢AA)10) +¢V(((_A§))p) _2;¢V(81<(_(3Aﬂ)b)p))_ (2.3.47)
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Rappelons que 'on a Ap = — Z 0;0; (usuj) et donc, le premier terme de la partie de droite de la
i,j=1
formule précédente peut étre écrit de la maniere suivante :

A - <A>(Z¢(a’aj”))

=
- ”Z:1¢ (88 ¢u1u3)> — ”Z: ¢(_i <8i((3j¢)uz'ug')>
+”Z:1¢ ( O usu ) ”z:lcb ( (9 3j¢)(ﬂiﬂj))~

Par les propriétés des fonctions auxiliaires ¢, 1 données dans (2.3.44) nous avons l'identité ¢ = ¢,
et donc nous pouvons écrire pour le premier terme ci-dessus comme suit :

—

\Y

Vo 0;
O
(=4)

(=4)

\)

¢ CA)

(Yuuj) + L (Quiug).

Ainsi, nous obtenons finalement I’expression suivante pour (2.3.47) :

- 3 v 0;0;
DY [¢>,(V_ N

3. V0,0,
(Yuiuy) + Z (_AJ (puiuj)

' o
—Hzlcb ( (959 )ujuy) > +WZ:1¢ ) <3j((01¢)uz'uj)>
_”Zfs (8031/))(1%1@))—}—41) (A) 2Z¢ A

Avec lexpression ci-dessus, nous obtenons la formule suivante pour (2.3.46)

3
V = (6t¢—A¢)ﬂ’+2;

95(0ioti) — p(u - 6)17— [ Vi0; ] (Yusuj) + Z V_afj (puiuj)
— Y 50 S5 FA)
(1) (2) 3 g | —
(4) (5)
3 - 3 . 5 .
¢ oV ¢
_Mzzzl 7(_A)8i((aj¢)uiuj) +”Z:1 ( A)aj((azzp)uﬁujz—”zzl m(@aﬂp)(uzuﬂ)
(6) (7) (®)
V(AYP) o~ VOO | 6o, o, 5
+26 N —2;¢(_A)+2(V/\w)+w.
N——— (12)

9) (10) (1)

Maintenant, par la formule de Duhamel, la solution V de I’équation (2.3.45) est donnée par

12

t 12
V= / eU=IAY (s, )ds = Z/ =AY, (s, )ds = Z V. (2.3.48)

0 k=170 k=1

Montrons maintenant que pour tout 1 <k <12, 1q,, Vk appartient a M?g (R x R3).



88 Chapitre 2. Etude de la régularité locale des équations micro-polaires

e Pour le premier terme V; dans (2.3.48) nous avons

1a,Ti(ta) = |1, [ =980, — Ad)l(5,2)ds|. (2:3.49)

Comme le noyau de convolution associé a e(t=5)A egt le noyau de la chaleur g;_5, comme supp(¢) C
Q5 (voir (2.3.44)) et grace aux propriétés de décroissance de ce noyau, nous avons ’estimation
suivante

1
g, Ti(t.0)| < Clq, [ | 1, (5, )| dyds.
&5 ([t slt + |z — y])?

Maintenant, en rappelant la définition du potentiel parabolique de Riesz donnée dans (2.1.7) et

puisque Q,, C Q# nous obtenons ’estimation ponctuelle
1q,, Vilt, )] < Clq.La(|lq,il)(t, ). (2.3.50)
Ainsi, en prenant la norme Morrey Mf’g nous obtenons
I1q., it 2)ll e < Clla, La(la,@)l o0
Considérons o > 0 tel que pour 2 < g < %

2
avec /\—1——(]

o<
- 5)

>

Observons que comme q < § < 79, nous avons que A < 1. Alors, comme 3 < % en utilisant les
Lemmes 2.1.3 et 2.1.4 donnees dans la page 43 et comme 1q Ry TS M3 7O(R x R3) par hypothese,
nous avons

IA

ItQ La(lq,@)lper < ClLa(la,i)

34
A/\

N

37'0 < +OO

CHILQFUHM% OH]IQR UHM
et nous avons obtenu que 1q,, Vi e M?;(R x R3).

Par des arguments similaires nous avons aussi 1q,, Vis € M3 7(R x R3).

e Pour le terme V5 dans (2.3.48), nous avons

3
1q,, Va(t, z)| ZnQr/ =29, ((2ip)@)ds

Observons que par les propriétés du noyau de la chaleur et par la définition du potentiel de Riesz
L1 (voir (2.1.7)), nous obtenons pour tout 1 <i <3

A = ‘]IQT1 /Ot (=920, ((0i¢)it)ds| = )]1(%1 /t/ 0igt—s(x — y)(0;9)u(s, y)dyds

R3 t—s\2+]x—y])
Clq,, e \1Q~u|>>< z). (2.3.51)

IN

IN
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En prenant la norme Morrey M?g nous obtenons ||A~HM3 o < C’||]1QT1 (£1(|]1QT11’\))||M3,0. Mainte-

nant, pour 4 < ¢ < 5 < 79 nous définissons A =1— % Comme 3<3 5 et o <, par le Lemme 2.1.4,
nous pouvons écrire

IMq,, (L1(Tqza])ll v

IN

CllLr(qa)l < Cllq:all y3a

34q
MMA T

t,x

C”]lQRl QZHMf;o < +00

IN

d’ott 'on déduit que ”1Qr1%|’M3,0 < +00.
t,z
e Pour le terme V3 dans (2.3.48), par les mémes arguments que ceux donnés dans (2.3.50), on a
— t —
1o, Tt = [va, [ [ oo [o (@ 9)0)] sv)iuas
0

Clq, L2 ([1q. (@ 9)7)|) t.2),

IN

d’ou nous déduisons

I1q, Vallupo < C Hﬂ% £ (|11Q;<ﬁ- D), .
’ t,x

Fixons maintenant 2 < ¢ < g et A=1— <. Prenons ¢ < {. Alors, comme 3 < 5)\ en appliquant
les Lemmes 2.1.3 et 2.1.4, page 43, nous avons

|1q,, 2 (11q, (@ “‘)HMg;; < C|jta, 2 (Ita-@ D) s g
< Clftq (@ V)JHMtgq.
Si nous considérons + = L + L = 2 3_520‘ inégalité de Holder dans les espaces de
q 70 1 70

Morrey (voir le Lemme 2.1.2, page 43) nous obtenons

a9 g < [ran ] g [ran 9o, < 4

sT1

M0
Observons que la condition 79 < ¢ et la relation % = T% + % sont compatibles avec le fait que
2<q<3

e Etudions maintenant le terme V; dans (2.3.48) qui est le plus technique a traiter. Par les propriétés
du noyau de la chaleur, nous avons

2| (i) (s, )|

1q, Vil < Q. // dyds
' ;1 Ve e |t—8|2+!93—y|)
V@i&
< Z 1q,, Lo <| ®, (—Aj (Yuiug) ) :
ij=1

3
En prenant la norme M;’) nous avons
b

H]lQTJQIIMw < Z
5,5=1

1q,, L2 (‘ [gf), (V_a 3)] (Yuju;)

)

3,0
My
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Fixons ; :%+%et)\:1—— Notonsquecomme—<7‘o< 3,loma =50 2 < q < 2, et donc
3 < % Ainsi, si nous considérons
qg 97
o< = 2.3.52
X 10— 7'0 ( 35 )
et donc par les Lemmes 2.1.3 et 2.1.4, page 43, nous obtenons :
Vo; 0; \V )
1q, L2 | ||% A (Yuiug) < Cllq, L2 || ZA] (Yuiuy) ,
(_ ) Mf:; (_ ) Mg’%
V8 0;
< C ¢7 (WMM)
Maintenant, si nous introduisons un seuil v = 712”, nous avons
; 3
\Y) 0; 1 Vo 0;
b, (Yuiuy) < sup / b, (Yuzuj)| drdt
H (CA) ] g T ) 2030 S || (A T
Mtaz o<r<r

3
2

(Yujuy)| dadt. (2.3.53)

+ sup 1 / & V@@
o) 703 Jauen || (-A)

r<<r

Etudions d’abord le deuxiéme terme de la partie de droite ci-dessus. Comme 0 < t < 7 nous
pouvons écrire

3 . 3
1 / Vo, 0; : V0;0; ?
sup  ———~ 2 (Yuguy)| drdt < Ce ||| o, (Yuiuy)
(t,7)ERXR3 7«5(1_2%) Q- (t,7) (—A) o ’ (_A) o L2
t<<r t,x
Puisque ¢ est une fonction test et Ydf)] est un opérateur de Calderéon-Zygmund, par le théoreme

3
du commutateur de Calderén (voir le livre [63]), 'opérateur [¢, 78 Aa) } est borné dans I'espace L7,

et nous pouvons écrire en utilisant les propriétés du support de ¢ données dans (2.3.44) et les
inégalités de Holder dans les espaces de Morrey

V9i0;
¢y | (Yuiug) < Olpuig| 5 < Cllquuivsll 5.3
H S R R M
< CHllQRIﬁHMfg||]1Q3117||Mgg
<

CH]IQRI ﬁ”Mi’;O ||]1QR1 ﬁHM?:;O < +o00.

Etudions maintenant le premier terme de (2.3.53), nous devons faire quelques calculs supplémen-
taires. Comme nous sommes intéressés a obtenir des informations sur la boule parabolique Q. (t, %)
nous pouvons écrire pour 0 < r <t :

Vaﬁ Vaa
V@@
(=4)

(]]'Q2r¢u7/u])

+1q, |9 (T = 1q,, )yuiuy), (2.3.54)
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3
et comme précédemment, nous étudierons la norme L;x de ces deux termes. Pour la premiere
quantité de la partie de droite de (2.3.54), par le théoréme du commutateur de Calderén, par la
définition des espaces de Morrey et par les inégalités de Holder, nous avons pour tout 0 < r < t,

Njw

Vo0, - (1 3
o, (1qQy, Yuiuj) < Oy Yuiugl|*s < Cr TO H]IQR uiugl|® 5 -
(— ) 3 L2 M2 2
ng t, t,x
5(1 —*)
< Cr ||]1QR1U’”2 37'0”]1QR1UH s70°
D’ou, il s’ensuit que
1 V0;0; 3 3
sup ———— 1 , 1 U dxdt < Cl|lg, || 5. [|1gs U||? 5.
w i [ o [1a [0 ToR7 | (aumany)| dodt < Cllta 15 0, 1

0<r<R

< +o0.

Etudions maintenant le deuxiéme terme de la partie de droite de (2.3.54). Pour cela nous considérons
I’opérateur suivant :

V8 0;
Observons que par les propriétés du noyau de convolution de 'opérateur (_IA) nous obtenons
(I = 1Q., )W) Lag, W)fW)llo(x) — d(y)]

T(f)(2)] < Clq(2) / dy.

R3 |iU - ?J|4

En rappelant que 0 < r < t = 71% et par les propriétés du support de la fonction test ¢ (voir

(2.3.44)), 'intégrale ci-dessus n’est pas nulle si |x — y| > 7 et nous pouvons donc écrire

1
=C (/ prlten fulC =l 5 )dy> < Ori||Lqy, uluJH ,
ly 2 (Qr

2

2
1,._
SOHHQT [ 0 0w tan, Wiy
L% R3 |l‘ yl

t,x

L

V8;0;
[¢, —h) ] (I = 1q,, )Yuiu;)

Shojee
8

ol

|>7‘ |y| Lt2, fT T

Avec cette estimation et en utilisant la définition des espaces de Morrey, nous avons

V0, ? _3 5(1-2) 3
1q, |o, A ([ —1q,,)Yuwiu;)| dxdt < Cr-zr 0 H]IQRluiujH 3 70
Qr(t,7) (—4A) MEZ
5(1— 2
< o 1gu sy
Mt,z
_3
ou dans la derniére inégalité nous avons utilisé le fait que % = T% + %, ce qui implique r=3p20mm) =
3
r*172¢) Nous obtenons donc finalement
1 V0;9; 2 5 5
sup ———— 1 , I (I-1 wiug)| drdt < C|lq, ©||? . || 1la, ¥|? 5.
wp s [t o R (0 e )| dade < O, T a1y

0<r<R

< +00.
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Nous avons prouvé que tous les termes de (2.3.53) sont bornés et nous pouvons conclure que
1y, Villygge < +oc.

Remarque 2.3.3. La condition (2.3.52) implique une borne supérieure pour o, qui dépend de
Uinformation de type Morrey disponible sur @. Néanmoins, il est clair que si nous obtenons une
meilleure information de type Morrey sur i, la valeur de o peut augmenter.

Pour la quantité Vs dans (2.3.48), nous écrivons

1o, Vst o) < cz // [RiR; (uir)(5:9)] 4
i,j=1 R? ( t—8’2+\x—y‘)

< C Z ]1er Ly (|R1R](¢ulu])’) (t,fL’),

ij=1
ou nous avons utilisé la décroissance du noyau de la chaleur (rappelons que R; = \/% sont les
transformées de Riesz). En prenant la norme Morrey Mf 7 et par le Lemme 2.1.3, page 43, avec

A= 475073’5, p=3,q <7 tels que £ > 3 et £ > 5 ce qui est compatible avec la condition 75 < o,

nous avons

3
Ia, Villyge < C 3 Ila, £1(RiR; (Gus;))) |
' i,j=1

P gq.
vV

M,
Alors par le Lemme 2.1.4, page 43, avec A = 1 — %/2 (rappelons 7y < 10 de sorte que v > 2)) et

comme les transformées de Riesz sont bornées sur ’espace L%O(R?’) et (2.3.43), nous obtenons :

I1q,, L1 (IRiRj(puuj)|) || pa < ClLr(|RiR;(duiuy)|) |

Mt,a; Mi2
< CRiR;(duiuy)|| < ClIR:Rj(buius)ll | .7

- 2

) y‘@

a_
2N

q
02

M

S

T t,x

IN

IIHQRQUWJ‘IIMZTO,%O < IITLQRQ@I\%;OL;O < +00,
\T

et nous avons alors ||]lQTlT_/:r)||M3,g < 400.
t,x

Pour le terme Vg, en suivant les mémes idées que le terme précédent, nous avons

(959 uiu;(s, y)‘

’]IQTI%| < CZ //R3 dyds

=1 t—sl2+\x—y\)
Vo;
= C Z ]1er£2 <|Eb A)( jw)uiuj ) .

1,7=1
nous avons donc 3 < % et o < %. Alors, par les Lemmes

Pour 2 < ¢ < 2, définissons A =1 — g,

2.1.3, 2.1.4, page 43, nous pouvons écrire

—

Va Vo,
1q,, L2 ? A <(0;¢)usu; < Cllq,, L2 ? (950)uiu; ,
( ) M?,g ( ) Mg’%
< C m(aﬂ)ww
(_A) M%q

t,x
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Maintenant, comme 2 < ¢ < % < 7 en utilisant le Lemme 2.1.3, page 43, nous avons

\)
T)(aﬂ/))uiuj

Vo -
M:TO%O (=

1q,, L2 <C m(aﬂ[’)“iuj

3,0
M

- A)( dj¥)uiu; o

Lt2 LIQ

Ensuite, comme Popérateur (Y%) est borné sur l'espace L%O(Rg’) et par (2.3.43), nous avons

070 < +o00,

?A;(ﬁﬂ/))luu] < C[(959)usu|| TOLTO < CH]IQR UHL

24 x
M,

d’ott 'on déduit ||1q,, Vsl e < Foc. Observons que les mémes calculs peuvent étre effectués pour
t,x

obtenir que |’]1Qr1‘_/:7||M?,U < +o0.

e Pour le terme Vi dans (2.3.48), on écrit d’abord

M7

Nousﬁxonsl<l/<%,2u<q<%et)\zl—g—g,onadoncZSS%etag%.Alors,parleLemme

—

Itq,, Vsl yee < C Z ¢ 8:05) (usu;)

4,j=1

\Y
Ay

2.1.3 et par le Lemme 2.1.4 on peut écrire

v v
Lq,, | £2|¢7— (0:0;¥)(uiuy) < Cllq,, | L2 |07 (0i059) (uiu;)
(—4) ; (—A) v.q
M7 MPA
v v
< Cllo7—(0i0;9) (uiuy) < C | (0:0;9) (uiuj)
(=4) (-4) Wy
M;g Mt,z2
v
< C |05 (0:059) (uiny) : (2.3.55)
(=4)
LYL
51/
oul, dans la derniere estimation, nous avons utilisé I'inclusion Ly L3° C /\/l > (voir Lemme 2.1.1).

Remarque 2.3.4. Notons que si le paramétre q ci-dessus est proche de la valeur > %, alors X = 1—7
est proche de 0 et la valeur { peut donc étre trés grande et alors dans 'estimation (2.3.55), on peut

. 3
considérer un espace de Morrey M}, avec o > 1.
b

Etudions maintenant la norme L>®°(R3) ci-dessus. Par les propriétés du support de la fonction

auxiliaire ¢ données dans (2.3.44), nous avons supp(9;0;¢) C Qrg, \ Qs et par (2.3.44) nous avons

supp¢ C Qy ou 7 < 7 < Ry, donc par les propriétés du noyau de 'opérateur % nous pouvons

écrire
v 0;0; )| < C L 1 1 0;0; iU d
Sy i) (i) | < /R3|x_y|2 Q- ()1, \Q- (1) (8:09) (uiu;) (-, y) y‘
L. T—T
=C /Rs W]lq;(fﬂ)]lQRl\Q?(y)(&'@ﬂb)(uzu;’)(-,y)dy‘ :
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Observons que 'expression précédente est la convolution entre la fonction (0;0;¢)(usu;) et une
fonction L°°, nous avons donc

=

\Y%
H¢(_A)(3iaj¢)(uiuj)(tv )

IN

Cl[(9:059) (wius) (¢, )| L1

ClLqp, (uiug)(t, )l L, (2.3.56)

LOO

IN

et en prenant la norme L" dans la variable temporelle, nous obtenons

=

\Y%
"¢(_A)(aiaj¢)(uiuj)

< CH]IQRlUin”L;’Lg < CH]lQRll_[HM?;OH]IQRlﬁan’ZO < +o0,

LyLe

ol nous avons utilisé le fait que 1 < v < % < 3 et nous avons appliqué 'inégalité de Hélder. En
rassemblant toutes ces estimations, nous obtenons |[1q,, Vs|| 3.0 < +oc.
t,x

e La quantité V;; dans (2.3.48) peut étre traitée de maniere similaire. En effet, par les mémes argu-
ments utilisés pour déduire (2.3.55), on peut écrire (rappelons que 1 < v < %) :

—

v
(=4)

q., VgllMsa < COlo—x5 ((AY)p)

)

LYLge

et si I'on étudie la norme L*° dans la variable d’espace de ce terme, par les mémes idées que celles
utilisées dans (2.3.55)-(2.3.56) on obtient

—

\%

H¢<—A><<A¢>p><t, N < APt ) < Cliqu,p(t )

Lo

Ainsi, en prenant la norme L dans la variable temporelle, nous avons

\Y
H]IQTI%HMSU <C ( )

¢

(A)p)| < Cllauplligey < Clllan,pl 3 3 < +ox.
t Hx

LY L

e L’étude de la quantité Vio suit presque les mémes lignes que les termes Vi et Vy. Cependant, au
lieu de (2.3.55), nous avons

Vo,
(=4)

'sb ((Gi)p)| <

Lia—y>7-7)
— 2 1o.(z)1 _ ;i t,y)dy| .
/RS e Q- (2)lqu\Q-(¥)(0iY)p(t, y)dy

et nous pouvons donc écrire :

Vo,
(=4)

I1q., rollygs < (8:)p)

< Cllqp,pllzyzy < Clllan,pll 3 5 < +oo.
t xT

t~x —
v
LyLge

Notons que, pour la méme raison que celle donnée dans la Remarque 2.3.4, dans I’étude des termes

) ) 3
qui contiennent la pression (i.e. Vo et Vig), nous pouvons considérer un espace de Morrey Mtf;
avec o > 1. Mais ce n’est plus le cas pour le dernier terme ci-dessous.
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e Enfin, pour le terme V;; dans (2.3.48) nous écrivons :

t
g, Tl = ‘1% [ 865 A s
t t
< [ia, [ 9 n@a)s.00is| + [1a,, [ 5T n i, alas
é Va"'Vba

pour le premier terme ci-dessus, et en suivant les idées données dans (2.3.51), nous avons I'estimation
suivante avec le potentiel de Riesz L1, et par le Lemme 2.1.3 nous pouvons écrire
IVallpgze < CllLq,, (L1([Le@)l pze < ClL1(LQeEI) | 220120 = L1 (@Dl 4.4
s t,x
ouq= % et A = 5-. Ainsi, puisque 1 < 2 et que A =1-— % on peut appliquer le Lemme 2.1.4 pour
obtenir que

Hﬁl(!ﬂQF@I)HM;,g < Clq:9lmge = Cllq:dl| i

, T

24
5

, T

< Ol yos = CllQ:l g, < +00.

Maintenant, pour le terme V;, ci-dessus, en utilisant les mémes idées que dans (2.3.49)-(2.3.50) et
en appliquant a nouveau le Lemme 2.1.3, nous obtenons

Vallar < Clq, (L2113l s < Cllq,, (L2(llQu@))l s (23.57)
Ol L2(11q,4))

A

4.4a,
PPN

o~

x

ou cette fois nous prenons g = % et A = % Puisque nous avons 2 < 2 et A=1-—-2
appliquons le Lemme 2.1.4 et nous avons

Cllea(ta@)l | g8 < Clllalugs = Lol w5

£4 S
Mt,z t,a:

< ||]lQFWHMf§ = ”]lQFWHLgx < +o0.
On peut donc conclure que [|1q,, VllHMg,a < 400.
t,x

Remarque 2.3.5. Remarquons que la valeur de l’indice o de l’espace de Morrey M?;’(R x R3) est
en réalité limitée par l'information concernant & (voir l’expression (2.3.57) ci-dessus). Dans ce cas,
nous avons une valeur mazrimal = 60, ce qui, comme nous le verrons plus tard, est suffisant pour nos
besoins.

Ainsi, nous avons montré un petit gain d’intégrabilité en passant d’une information sur l'es-
. A 3 .
pace de Morrey ./\/lt’ 0 & un controle sur I'espace M;’y avec 1y < o avec o proche de 7. Ceci n’est

bien siir pas suffisant et nous devons répéter les arguments ci-dessus afin d’obtenir un meilleur controle.

En effet, nous pouvons appliquer les mémes arguments pour obtenir sur rayon plus petit 0 < 7 <
r que lg. i € /\/l3 LR x R?) ot 01 = o + ¢. En itérant ces arguments, on obtient 1'information
lqg,u € Mifo(R X R3) ol la valeur o = 60 est essentiellement fixée par 'information disponible sur

la quantité & : voir la Remarque 2.3.5. Ceci termine la démonstration de la Proposition 2.3.3.
|
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D) Un gain d’intégrabilité de div (&)
Rappelons que jusqu’a maintenant dans les sections précédentes nous avons montré

1Qg, (to, w)V @@ € MPTH(R x R?), LQp, (toe0)® € Ls(R X RY), 1qp (19.20)7 € LY, (R X R?),

]lQR (to, ﬂio)u € M?:SO(R X Rs)» (2.3.58)

ou0 < R3< Ry < Ri<R<1,avec = % = % + % Nous allons exploiter ces informations afin

d’obtenir un gain d’information sur div(&).

Proposition 2.3.4. Soit (i, p,d) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition 2.5.2
des équations micro polaires sur Qg(to, o). Supposons que pour certain 0 < o < ﬁ nous avons

]lQRf e L2H! N Mt7 ’ a(R x R3), pour 7, > % Supposons que les hypothéses suivantes sont véri-
fices :

1) il existe Ry > 0 tel que 0 < Ry < R tel que pour >= 5 <7< 20 et — = + =, NOUs avons
lqg i€ MyP(RxRY), 1, Veiec Mle(IR{ x R3).
2) Pour Ry > 0 tel que 0 < Ry < Ry < R, nous avons
Qg i, 1q,,& € L7%(R x R?).
3) Pour un rayon R3 > 0 avec 0 < Rg < R, nous avons
1, (tom0) B € M7 (R x RP).
Alors, pour Ry > 0 tel que 0 < Ry < R3 < Re < Ry < R, nous avons
Lqp, (to.20) div(&) € M5’“ (R x R3).

Preuve. Tout d’abord, nous appliquons l'opérateur de divergence a I’équation satisfaite par & (voir
le systéme (2.3.1)) et comme nous avons les identités div(V div(@)) = A& et div(V A @) = 0, nous
obtenons

9, div(@) = 2A div(@) — div(@) — div((7 - V)&).

Considérons maintenant ¢ : R x R® — R une fonction positive telle que ¢ € C§°(R x R3) et pour
Ry > 0 avec 0 < R4 < T < R3, nous avons

¢ =1 sur Qs(to, z0), supp(¢) C Qs (to, o). (2.3.59)
Définissons la variable W par
W = ¢div(d),
6 60

et nous allons montrer que 1q, W € My " (R x R3). Pour cela, en utilisant 1’équation vérifie par
div(&), on obtient

oW (D) div(@) + ¢(2A div(@) — div(@) — div((i - 6)@))

3

= 20W+ (016 + 246 — ) div(@) — 4 9;((0:9) div(&)) — div((i@i - V)&),

i=1
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ol nous avons utilisé le fait que @A div(@) = A(Qdiv(dD)) + Agdiv(

Q
[\3
Ingh
s>
S
&
&
=
&l
=

Comme div(#) = 0, nous avons 'identité suivante :
Gdiv((@- V)@) = ¢div (div(@ ®@ @) = div (div(¢d ® @) — div(d @ @ - Vo) — V- div(d ® @),
et nous obtenons
3
OW = 2AW + (040 + 2A¢ — ¢) div(@) — 4 Z 9;((0;9) div(@)) — div (div(¢@ ® @))
i=1
+div(@ @ T - V) + Vo - div(d ® @).

Ainsi, par les propriétés de la fonction de localisation ¢ données dans (2.3.59) nous avons W(0,-) = 0,
et donc en utilisant la formule de Duhamel nous pouvons écrire

t
W(t,x)—/ 2=92(9,6 + 206 — ¢) div(3)ds — 42/ 2929, ((9i6) div(w))ds (2.3.60)
0
Wy Wa
t _ t o t o
- / 292 div (div(¢@ @ @))ds + / 298 div(G @ @ - Vo)ds + / =98V . div(S @ @)ds .
0 0 0
1;\73 W4 1;\/,5

Etudions chaque terme ci-dessus.

e Pour le premier terme Wi, nous écrivons,

t
L, W1| < ‘1% / 292 div ((0ph + 20¢ — ¢))ds
0

t
+ ‘HQR4/O IR (V (04 + 200 — ¢)) - ids| . (2.3.61)

Puisque le noyau de convolution du semi-groupe e2(t=%)2 est le noyau de la chaleur g2(t—s), donc
par les propriétés de décroissance de ce noyau, par les propriétés de la fonction test ¢ (voir
(2.3.59)) et par la définition des potentiels de Riesz paraboliques £; et Lo donnée dans (2.1.7),
page 43, nous pouvons écrire I'estimation

11Qp,d(s,y)|
|]1QR4W1| < (C1 QR4// R3 dyds
R3 ( |t*5|2+|90*y|)

1
+C]1QR// I% $,9)| dyds
Hr e (|t — |7 + o — y))?

C]IQR4 (£1(|]1QR3°‘)D)(tv z) + C]IQR4 (EQ(IHQR3('U|))(t> ),

IN

et nous avons

Itae Wil sgg < C|[Lan, (Ca(Lan,@D)| o0 +C]/Lar, (Lalllan, D) ¢
t t,

=}

Pour le premier terme ci-dessus, comme 1—0 < 15, nous fixons p = 2, ¢ = % et A = - et par le
Lemme 2.1.3, nous obtenons

|tar,£1(tan, | 5.5 < Clllan L1(Laz,aD

t,x

i < ClLi(|1qp, &)l

g% M5 3R
’ 572
Mt:c ta:
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t15

puisque g < /\% et 3 < %. Ainsi, en appliquant les Lemmes 2.1.3 et 2.1.4, page 43, nous avons

I1(lan @D & 5 < Cllan &l

)\5 2
, T

3 < COllqQp,dllzg, < +o0,

t,x

6
5

ou nous avons utilisé le fait que Rz < Ry et le controle 1q,, w € L} .(RxR?) donné dans (2.3.58).

Pour le deuxi¢me terme, nous fixons p = ¢, ¢ = % et A =

g et en appliquant les Lemmes

257
2.1.3-2.1.4, page 43, nous obtenons

[1an, (C(an @, 0.0 = Cltan L2lan sl g 5 < NTan 3D, 4
< CH]IQR3W||M§,% < OH]IQRQ"‘)”L6 < +00,

ou nous avons utilisé I'information (2.3.58). Avec ces deux estimations, nous concluons que
H]IQR4W1H 60 < +00.

'11

5
t
Pour le terme W5 de (2.3.60), nous devons étudier pour tout 1 < ¢ < 3, les quantités

?

t
W, = ‘n% /0 2920, ((9;0) div(w) ) ds

et nous écrivons

(2.3.62)

Nous étudions le premier terme ci-dessus. Par les propriétés du support de la fonction ¢ données
dans (2.3.59), nous avons pour 1 <i,j <3

t 1 (t,z)ler s,y)|w(s,
ta,, [ s0a oo <c [ [ @, () e (5 )8,
0 R3 ]t—s]?—l—\x—y\)

ou l'ensemble C(7, R3) est la couronne définie par Qr, \ Qs Notons que (t,z) € Qr, et que

(s,y) € C(r,R3), ainsi comme nous avons R4 < 7, il s’ensuit que le noyau de convolution
Lqg, (t2)le@ Rry)(sY)

1
(It—s2+]z—y|)®

est borné et on peut écrire

t
H]IQR4/0 ?=2)20,0,((0:0)a3) ) ds < Clleerry)@
L,
< CH]lQRQQHwa < +00, (2.3.63)
d’ott 'on déduit que
H]IQR‘* / =980, (div((0:4))) ds e CllLqp, &5, < +oc.

Le deuxiéme terme de (2.3.62) a la méme structure que le premier terme de (2.3.61), et donc
par les mémes arguments nous avons

H11QR4 /0 t 2929, ([V(0:9)] - ©)ds

s = CH]IQRQ‘I}HLQQC < +o0.

6 60
51

M
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e Nous étudions maintenant le terme Ws défini dans (2.3.60) et nous écrivons

t
To, Ws|| s = |1 2= div (div 6@ @ @))ds
QR4 5 QR4 0

1
M,

t
< H]IQR4 /0 294 diy (div(¢d @ @))ds

Ensuite, par la régularité maximale du noyau de la chaleur (cf. [63, Théoréme 7.3], [62]), nous
avons

H]IQR4W3H o0 < C Hgbw@u“ g%

6,60 <

5°11

t

Maintenant, en utilisant les inégalités de Holder pour les espaces de Morrey énoncées dans le

5 _

Lemme 2.1.2, page 43 (avec g = 5 1,1 3 et é(l) = % + 6—10) et les propriétés de la fonction localisante

¢, nous obtenons

[Lqu, Wl i < CllQp, @l pzellar,dll pee

t,x

IN

CH]IQRQ"UHMgf|’]1QR26HM%§0 < CH]IQRQ"UHL?’ZH]IQRQFLHM?:;SO < 00,

ou, dans la derniere estimation ci-dessus, nous avons utilisé le Lemme 2.1.3 et les informations
disponibles dans (2.3.58).

Pour le terme W, donné dans (2.3.60) nous avons
t —
[1Qu, Wal = ‘]1QR / A=A div(F @ @ - Vo)ds

1 (t,z)ler $,Y)|0 ®
cof [ tant N DBt
B (sl eyl

et donc, par les mémes idées que dans (2.3.63), nous pouvons écrire

ou nous avons appliqué les inégalités de Holder. Avec ces estimations, nous en déduisons que

Loy, (t.0) ey |9 © (s )]
w (sl e )

< Clle@ry@ @ dllpips

L?f’z
< Cllap,dl, [as, il < +oo,
\|11QR4W4\|M§;% < +oo.

Pour le dernier terme Ws5 de (2.3.60) nous avons

t
[1q,, Wsl = ‘HQR4/ =92V ¢ - div(@ ® @)ds
0

Ainsi, pour 1 < 14,5, k,1 < 3 nous devons étudier les quantités
t
0

t —
\ﬂqm / e”‘smé‘j((ams)(wkul))ds

IA

t
+ ‘1QR4/0 21792(9;0;0) (wyw)ds
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oll nous avons utilisé 'identité (9;¢)0; (wxu;) = 9; <(61<Z_>)(wkul)> — (0;0;¢)(wxy;). Maintenant,
par les propriétés du noyau de la chaleur et du support de la fonction ¢, nous obtenons I'inégalité
1 (t,z)1c wruw (s, y
Tt < o// Qr, ( (7, Ry) Wi )\dyds
R (|t — 8|2+ [z —yl)?

1 (t,z)1 wiuy (s
+C// Qr, (t, 7)o@ ry)lwiw (s, y)|dyds.
R3 (Jt — s + |z — y|)?

Maintenant, par les mémes arguments que ceux donnés dans (2.3.63) nous obtenons

Lqg, (t, ) Le Ry lwrw (s, v)|
dyds
R3 (It — 5|7 + |z — y|)3

S Cll]lqazwmlngL; + CllqQp, wkwll Lz

Lqp, (t, 2) Lo ry)lwrw(s, @/)’
R? (1t = 5|2 + |z — y|)*

oo
Lt,z

< CllLan,@ls, [Ty, s, < +oo.
et avec ces estimations pour 1 < 4,5, k,l < 3, nous déduisons que

11Qr, Wsll B < oo

t,x

6
Enfin, en utilisant tous ces controles précédentes, nous obtenons que 1q £y (to, )WV € ./\/15711 (R x R3).

Comme W = ¢div(@), ¢ = 1 sur Qr et Ry < 7 nous avons

6 60

]lQR (to,z0) le( ) € ME)’H (R X R3)

et donc la preuve de la Proposition 2.3.4 est terminée. |

E) Déduction de la régularité Holdérienne de @ et & en utilisant le lemme de
Ladyzhenskaya.

Tout d’abord rappelons que par (2.3.9), nous avons
t 3
Ut z) = / elt=9)A (A +) 0,8, +VC+VAD+divE + nf) ds
0 i=1

ou que le vecteur A est donné par

A = Om+An(i+d)+ioa-Vy—nvp— é(%) A
—(Vn) div(@) —n@ + & @ @ - Vn,
le vecteur BB; (pour 1 < i < 3) est donné par
B; = 2(9im) (@ + &),

la fonction scalaire C est donnée par
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le vecteur D est donné par

et le tenseur E est défini par 'expression
E=-nUi®i+d® a).

Ainsi, avec toute 'information obtenue sur @ et & nous allons maintenant obtenir un gain d’information
de type Morrey pour les termes ci-dessus, et donc nous pourrons appliquer le Lemme 2.1.5, page 44 a
I’expression 2.3.9. ce qui impliquera la régularité Holdérienne de U. En effet, nous avons la proposition
suivante :

Proposition 2.3.5. Soit (4, p,d) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition 2.3.2
des équations micro-polaires (2.3.1) sur Qr. Supposons que les hypothéses sutvantes sont vérifiées :

1) il existe Ry avec 0 < Ry < R tel que pour % <19 < % et ?11 == —|— 5, nous avons
lg, @€ MR xR, 1q,V®ieM{(RxR?).
2) Pour Ry >0 tel que 0 < Ry < Ry < R, nous avons
1Qp, @, 1y, & € L% (R x R?). (2.3.64)

3) En plus, il existe R3 > 0 avec 0 < R3 < Ry < R1 < R tel que Lqp, TS M3 GO(R x R3).
4) Enfin, pour Ry > 0 tel que 0 < Ry < Ry < Ry < Ry < R, nous avons
Lqp, div(J) € M5’“ (R x R3).
Alors, nous avons
Ae M9 (R xR?) et B;,C,D,Ee MO (R x R),

o1 <po<qo<m cwecq%:%To‘,qizl—etO<a<24

Preuve. En utilisant la définition de la quantité A, (voir (2.3.4)), nous avons

Il qgoso < €@+ An)(E +3) oo +C |7 @7 Tl g0 +C 19 g

(1) (2) (3)
FC (V) A& yggos0 +C (V) div(@) | gm0 +C 115 ] pgzoio +C |18 @ - Vil yposo - (23.65)

™) 3) (©6) (M

Etudions maintenant chaque terme ci-dessus.

e Pour le premier terme de (2.3.65), nous remarquons que puisque pg < qo = g etquel<a<
i, nous avons pg < (g < 3 < 719, et donc par les propriétés du support de la fonctlon 71 ainsi que
par les propriétés des espaces de Morrey données dans le Lemme 2.1.3, page 43, nous obtenons

IN

@+ An)(@ + @)oo < Cllgu(@+ )] o

CllQu, (7 + 3 gm0 = Clllan, @+ )| <+,

IN

puisque nous avons ]lQRZﬁ, ]lQRch € LtTf’x(]R x R3) grace a (2.3.64).
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e Les termes (2) et (7) de (2.3.65) peuvent étre traités de maniére similaire. En effet, puisque
0<ac< i nous avons pg < o < 3 et par les mémes arguments que dans le point précédent
nous écrivons

@@ - V"?HM;%% < Cllgui® ﬁ”/\/ﬂ:’()x’qo < CHHQRQQZ® ﬁHMfg
< ClQu @@ l131 < Clllaul i M, @, < +o0,

ou nous avons utilisé I'inégalité de Holder dans la derniere estimation ainsi que les controles
(2.4.11). Les mémes idées s’appliquent pour traiter le terme (7).

e Pour traiter le terme (3) de (2.3.65), nous considérons une fonction auxiliaire 1 telle que pour
0 < r, < Rg nous avons

JE 1 sur Q,,(to, o), supp(&) C QRrs(to, zo)-

En utilisant 1’égalité —A(ip) = —JAp + (Az}?)p - 2281-((81'1;)19), nous en déduisons que
i=1

o, V(08D | V(AD 5 V00
VP = (<—wA>p)+” (<(—Z>)p)ZZ”W'

=1

Comme 77{/; = 7, et en utilisant ’équation satisfaite par la pression, nous pouvons réécrire le
terme (3) de la facon suivante

V0,0, AV vy, ~
nVp = Z 1Ay (Pugug) — i) i - > A O
ij=1 ij=1 ij=1
(a) ( )4 N ) q(C) N (2.3.66)
V((Ay)p ~V(9:((0i)p)
+2 Z 77 aaj¢)(“i“j)+77((_A)) _2Z¢((—A))'
J 1 H_/ =1
(d) () )
Puisque 0 < a < 2 7 nous avons po < qo = 525 < 120 < 3 et donc il suffit de prouver que chacun

6 120
de ces termes ci-dessus appartient a l’espace de Morrey M5 AT (R x R3).

* Le terme (a) dans (2.3.66) est traité comme suit : puisque les transformées de Riesz sont
bornées dans les espaces de Morrey, nous obtenons

0;0; vV, ~
( A (d}ulu])

<C

120

6 < €[Vt
wi

3.
,
M,

0
47

Stuio

Mie

Notons que pour tout 1 < k < 3, par 'inégalité de Holder dans les espaces de Morrey, le
Lemme 2.1.3, page 43, et la troisieme hypotheése de la Proposition 2.3.5, nous avons

H(aklb)uiuJ‘HM?m <C HnQRzuiujH 30 < Clllau, uill oo 11 qu, il o0 < +00,

47 Mt,z
€L

— 1,1 8
0 = 6o T go- Par les mémes arguments nous avons

120 2 1,1
puisque 5 < 2, G- <30et 5=3+3,

||17[}(ak:ul)uj|| % 120

t,x

w

IN

Cllqr, V @l 2 [Lan, sl ye0

IN

Cllqpn, V@il yen lTap,ujl poe0 < +oo,
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car on a % = % + % et % = % + % etp<n < 2—70. De fagon symétrique, nous avons aussi

[ui@eup)ll om0 < Clliquuill ypeollan, V @l yzn < +oo,

6
50747
M,

Ainsi on en déduit que

* Les termes (b) et (c¢) de (2.3.66) peuvent étre traités de la méme maniére, en effet comme

l'on a :
"7661 N 681 By = '
m(aﬂ))uzw M§’1270 < C (_A)(8]¢)Uzu] Mt%% <CH(8]¢)ulu]HMtg:27o
< Cltaguinl g
<

CliLar, till ool e, wjll ygz0 < +o00.

* Le terme (d) est traité comme suit. Par le Lemme 2.1.3, puisque % < % et % < %, on a

—

n(_VA)@-asz)(umj)

—

n(_';)@aj%(uiuj)

8.5
M

T

e

3 3
Par I'inclusion L L® C M7, * (voir Lemme 2.1.1, page 43) nous obtenons

=

v
T=a)

=

<C n(_VA)(aiajJ)(uwj)

15
4

0,0;0) (usu;)

,
Mt,z L7 L%

Grace aux propriétés du support des fonctions auxiliaires, nous obtenons

—

n(_VA)@aj%(uiuj)

< Cllqp,wisll

< Cl[lqp, ull y3oolllqp, @l ys0 < +oo.
L Ly ’ ’

3
2
t,x

* Le terme (e) de (2.3.66) suit les mémes idées que le précédent, et nous avons

—

\v4 ~
Um ((A¢)p)

-

c n(_VA)((A@Z)p)

<1 3 < 400,
< Cltqul

,T

6,120
M,

L7 L

ol nous avons utilisé le fait que (4, p,d) est partiellement adaptée et donc nous avons
3
I'hypothese 1qpp € L, (R x R3).
* Le dernier terme de (2.3.66) est estimé de maniere similaire :

-

v
T=a)

=

<C 9i((9)p)

% 120
AT
./\/lt’

x

3:((9)p) < +oo.

\Y%
N7 < Cllqgpll 3

Nous avons prouvé que tous les termes de (2.3.66) appartiennent a l’espace de Morrey Mf?x’qo (Rx
R?) et donc, le terme (3) € M{%™(R x R?).
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e Les termes (4) et (6) de (2.3.65) sont tres similaires. En effet, pour (4), en utilisant les propriétés
de la fonction auxiliaire n et avec le Lemme 2.1.3 nous écrivons (rappelons que pg < qo < 6 et
que nous avons les contrdles (2.3.58))

1OV A& om0 < CllLQudll ygpomo < Cllllqr, &g, < +oo.
Pour (6) nous avons par les mémes arguments :
175 pgon0 < Cllludllpgomo < ClllQe,dlLs, < +oo.

e Pour le terme (5) de (2.3.65), nous devons étudier la quantité ||(Vr) div(d)|| p0-10 . Observons
t,x

L
24>

nous avons g § <qo=52 < 47 , et par les proprletes du support de la fonction 7 et la

que par hypothése nous avons 1q, div(cU) € M5’“ (R x R3). Ensuite, puisque 0 < a <

définition de la fonctlon 7] NOUS avons

[(V) div(@)]] yyp000 < CllLqg, div@)] ¢ g0 < +oo.

6 60
Mt5 11
Avec toutes ces estimations, nous pouvons conclure que A € ME%(R x R?).

Etudions maintenant la quantité B; définie dans (2.3.5). Etant donné que q; = % < Tp nous
avons

1Billygos = 120m)(@ +3) o < Clllqu, (@+D)|ypon < Clllag, (@+3)] 5 < +oo,

ou nous avons utilisé les propriétés du support de la fonction de test n et les propriétés de localisation
des espaces de Morrey données dans le Lemme 2.1.3, page 43.

Pour le terme C donné dans (2.3.6), nous avons HCHM@,M =|n diV(Q_j)HMEqul. Comme 1 < pg < ¢
et q1 = % < % (puisque 0 < a < i), par les propriétés du support de la fonction 7 et par le

Lemme 2.1.3 nous obtenons

60 < +00.

|

1€l o = I div(@) || ygom < Clllqp, diV(ﬁ)llMtg

Le terme D donné dans (2.3.7) peut étre traité de la méme maniere que les termes B; ci-dessus. En
effet, nous avons

- 1 o o o
1Bl g = 1573 + D) ypons < Clliag, @+ D) ypom < cun% (7 + @)l < +o0.

Pour le tenseur E défini dans (2.3.8), puisque 1 < py < 8 et qp =125 < 12230 < 11 nous obtenons,
Bl = In(@@i+3 D) ypn < lnie ﬁHMfgy“l + 105 @ l o
< C||77’LL®UH 5,60 + C||nd @ | 6,60,

Mt’T

et par les inégalités de Holder dans les espaces de Morrey (voir le Lemme 2.1.2) avec § = % + 3 et
% = % + %, on peut écrire :
Bl pgpoa < Cllnal] vz 0] 300 + Cllng] 2.0l 800

< CllQp, s ITQn, Ul pp00 + ClllQr,@lrg, 1MQp, @l y00 < +00,
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Nous avons obtenu pour 1 < pg < qo < q1 avec q% = 2_TO‘, q% = I_Ta et 0<a< i, que

Ae MR xR et B;,C,D,Ee MP%™(R x RY),

ce qui termine la preuve de la Proposition 2.3.5. |

Fin de la démonstration du Théoréme 2.3.1. En récapitulant, nous avons montré que s’il existe
une constante 0 < ¢ < 1 telle que pour (i, p,d) une solution partiellement adaptée des équations
micro-polaires sur Qr(to, o) au sens de la Définition 2.3.2, page 69, nous avons

1 -
lim sup — // IV @ i)*dyds < ¢,
r—0 r ]to—r27t0+7"2[><31-0,7»

alors, en utilisant par les Propositions 2.3.1-2.3.4, on peut déduire les points suivants

1) il existe Ry > 0 tel que 0 < Ry < R et pour % <1 < 23—0 et % = % + %, nous avons
lg, i€ M;P(RxRY), 1qg,Veide M (RxR?).
2) Pour Ry > 0 avec 0 < Ry < R; < R, nous avons
1Qp, i, 1, & € L (R x R?).
3) En plus, il existe Rs > 0 tel que 0 < Ry < Ry < Ry < R et Iq, i € My (R x R3).

4) Enfin, pour Ry > 0avec 0 < Ry < R3 < Ry < Ry < Rnousavons 1q, div(d) € M (Rng)

ce qui implique par la Proposition 2.3.5 que
Ae MR R et B;,C,D,Ee MM (R x RY).

De plus, comme

1

¢ 3
Ut,z) = / elt=9)4 <A +) 0:B;+VC+VAD+divE + nf) ds,
0 i=1

nous pouvons apphquer par le Lemme 2.1.5, page 44, et donc il sensuit que U € C*(R x R3) avec
0<a<y 4 Comme U = i + & sur un petit voisinage du point (g, zp), nous en déduisons que @ et &
sont également Holder continues ce qui termine la démonstration du Théoreme 2.3.1. |

Remarque 2.3.6. Rappelons que la borne supérieure pour l’indice de régularité holdérienne 0 <
a < i est essentiellement technique, et elle est liée aux estimations obtenues, qui nous permettent
d’appliquer le Lemme 2.1.5. Remarquons que nous ne revendiquons aucune optimalité de cette borne.

2.3.3. Un deuxiéme critere de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg
Maintenant, nous allons voir que la stratégie développée dans les pages précédentes, nous permet
aussi déduire un deuxiéme critere de régularité pour les équations des fluides micro-polaires en consi-
dérant 'effet dominant de la vitesse. Pour plus de simplicité, nous considérons ici le systéme sans
forces extérieures
Ol = AT — (@-V)@) — Vp+ 3V AG,  div(d) =0,
. . (2.3.67)
@ = AT+ Vdiv(@) — (@- V)& — & + 3V AT,
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et nous allons considérer (i, p,d) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition 2.3.2,
page 69 : elle vérifie I'inégalité d’énergie suivante pour tout ¢ € Dy ,(R x R3)

/ Pt y)dy + 2 / / ¥ @ aPydyds < / / (O + A al2dyds
R3 <t JR3 <t JR3

+/s<t /RS 2@ - 1/1dyd5+/<t /RS A @) - (i) dyds. (2.3.68)

Ainsi, le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme 2.3.2. Soit (u,p,d) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition 2.5.2
deséquations micro-polaires (2.3.67) sur Qr(to,xo). Supposons qu’il existe une constante 0 < ¢ < 1
suffisamment petite telle que

to+R? 5
— / / i@ + |p|2dyds < e. (2.3.69)
R to xo,R

Alors, il existe 0 <11 < R tel que u,& € L§5,(Qr, (to, 0))-

Remarque 2.3.7. Observons que nous avons remplacé I’hypothése de petitesse du gradient de @ (voir
(2.3.11), page 73) par un contréle sur @ et la pression p. Cependant, une des principales caractéristiques
est le fait que nous avons un contréle uniquement sur un rayon R > 0 fixé.

Ce type de résultat, bien connu pour les équations de Navier-Stokes classiques (voir [13], [57],
[61], [85]), est un des outils dans 1’étude de la régularité pour le cas limite des critéres de Serrin L°L3
(cf. [34]). Ainsi, ayant obtenu ce théoréme ci-dessus, on pourra envisager d’étendre ce cas limite aux
équations micro-polaires. En effet, ceci sera un des objectifs du chapitre suivant.

La démonstration du Théoreme 2.3.2 suit les mémes idées que lorsque nous avons supposé la
condition de petitesse sur le gradient de @ dans le Théoreme 2.3.1. En effet, tout d’abord, nous allons
déduire a partir de ’hypothese (2.3.69) un gain d’information de type Morrey pour la vitesse #, ce qui
correspond a la premiere étape de la démonstration du Théoréme 2.3.1. Puis, nous pouvons obtenir
un gain de régularité Holdérienne de (u,d) dans les variables de temps et d’espace dans Q,, (to, Zo)-
Enfin, comme Q, (tg, o) est un ensemble borné, nous obtenons ainsi que @ et @ sont bornées.

Le premier gain d’information de type Morrey est donné dans la proposition suivante :

Proposition 2.3.6. Soit (i, p,d) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition 2.5.2
du systéme micro-polaire (2.3.1) sur Qg. Supposons qu’il existe une constante 0 < ¢ < 1 telle que

1

72 |3 + ]p\%dyds <e.

Alors, pour 0 < a < 24 et 25 <7 < 2 il existe 0 < v < R tel que nous avons 1q i € ./\/l5 TR x R3)
et]lQpEMQ’Z(RxRB)

Remarque 2.3.8. De facon similaire au Théoréme 2.5.1, le terme 0 < a < ﬁ est liée a la régularité
Holdérienne qu’on pourrait déduire des variables (U, ).
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Preuve. Par la définition des espaces de Morrey (voir (2.1.6), page 42), nous devons montrer que
pour certain 0 < v < R, et pour tout 0 < r < tvet (¢t,x) € Q.(tg, zp), nous avons

(-3

/ i dyds < or®0=%) o / |p|%d?/d5 <o), (2.3.70)
Q- (t,x) Qr(t.z)

Pour cela, nous considérons les quantités suivantes : pour un point (¢,z) € R x R et pour r > 0, nous

écrivons
A (t,z) = sup - |U(s,y)|*dy, ar(t,x) = — |V @ i(s,y)|“dyds,
t—r2<s<t+r2 T JB, " JQr(t,z)
1 . 1 3
Ar(t,x) = 2/ (s, y)|>dyds, P.(t,x) = 2/ Ip(s,y)|2dyds. (2.3.71)
r Qr(t,x) r Qr(t,x

De plus, pour simplifier les notations, nous introduisons les quantités suivantes :

1 1 6
A’I‘ - @)\Ta IPT — @Pr et @’r‘ - AT + K PT? (2372)

avec Kk < % une constante. Il est donc facile de voir que (2.3.70) est équivalent a dire que pour tout
0 < r <rtetpour tout (t,z) € Q,(to, xg), nous avons

0,(t,z) < C. (2.3.73)

Afin d’obtenir cette estimation, nous procéderons par un argument itératif pour lequel nous devons
introduire quelques estimations techniques. Tout d’abord, rappelons la relation donnée dans le Lemme
2.3.1, page 73, ou on obtient une premiere relation entre les quantités données dans (2.3.13) : pour
tout 0 < r < R, il existe une constante C' > 0 tel que nous avons

1
A2 < C(Ar + ay)2. (2.3.74)
La deuxiéme relation dont nous avons besoin est liée a I'inégalité d’énergie (2.3.68).
Lemme 2.3.6. Sous les hypothéses de la Proposition 2.3.6, pour tout rayon 0 <r < £ < R, nous
avons l'inégalité
r2 2 2 p% 1
./4.7‘ + OCT S C?)\p + Cﬁ (Pp + )\p) + 07)\/7 .

Preuve. De fagon similaire a la preuve du Lemme 2.3.2, nous allons considérer dans I’inégalité d’éner-
gie locale la fonction test donnée dans le Lemme 2.3.3, page 74 qui nous rappelons ci-dessous : soit ¢

s—t y—=x s—t
¢(87y):r2‘1]< ,02 7y >9< )g(4r2+ts)(x_y)7

p r?

ot ¥ € C°(R x R3) est une fonction positive supportée sur Qg(0,0) et qui vaut 1 sur Q1(0,0), 6 est
2

la fonction

une fonction lisse positive telle que § = 1 sur | — oo, 1] et § = 0 sur |2, +00] et g¢(-) est le noyau de la
chaleur. Alors, nous avons les points suivants :

1) la fonction ¢ est une fonction non négative bornée, et son support est contenu dans la boule
parabolique Q,(t, x), et pour tout (s,y) € Q,(t,z), on a la borne inférieure ¢ > %

2) pour tout (s,y) € Q,(t, ), nous avons ¢(s,y) < %,
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[
2

3) pour tout (s,y) € Q,(t, ), nous avons |ﬁ¢(s,y)\ <
y)| < CT

4) pour tout (s,y) € Q,(t, x), nous avons |(9s + A)¢(s,
Ainsi,en considérant la fonction ¢ dans 'inégalité d’énergie locale, nous obtenons que

—

A + oy / (01 + Ad)|d|>dyds —1—2/ / (i - Vo)dyds
<t JR3 <t JR3

(1)
—I-/ / @ (@- v d)dyds—l—/ / - (o) dyds .
s<t JR3 <t JR3
(3)

(2.3.75)

Etudions chacun des termes de la partie de droite de Pexpression ci-dessus
e Pour le premier terme (1) dans (2.3.75), grace a la quatrieme propriété de la fonction ¢ et a

Dinégalité de Hélder (1 = 1 + 2), nous avons

— T2 5 742 5,
[ @0+ syt <ot | Jadyds < ORI g,

2
De plus, par (2.3.13), nous avons ||1_[||%3 Q) = p%)\;}, et donc
t,x P

2 2
(D + Ap)|@2dyds < C A3
<t JR3 p?"’

Pour le terme (2) dans (2.3.75), grace a la troisiéme propriété de la fonction test ¢ et a I'inégalité

de Holder, nous obtenons
| pta-Feys < 5 [ pliziduds < Sl 5 5l
37:° .
<t JR3 y - T2 Qp p y p 2L2(Qp) LtLg(Qp)

4 2 2 1
_ :D3 S _ 2133
Par (2.3.13), nous avons Hp||L2L2 @) = p3P; et ||ull Lz (q,) = p?Aj, nous pouvons donc écrire

grace a 'inégalité de Young que
7V “(o523) (o3 P ik < of
., Rgp(u Vo)dyds < — (p3PF ) (9373 ) < C5PIA; < C3(Py+ M),

Pour le terme (3) dans (2.3.75), grace a la deuxiéme propriété de la fonction ¢, on a

2
/ / 2(@-V)pdyds < C;/ |ﬁ|3dyd5:0p—2)\p,
<t JR3 T QP T

ou par (2.3.13) nous pouvons écrire HUHL3 Q@) = %\,

Enfin, pour le terme (4) dans (2.3.75), grace aux propriétés de la fonction ¢ et a I'inégalité de
Holder (1 = % + 1+ %), nous écrivons
5 3

. . . pE - . . pE 3
., ]R3(v AG) - (gpu)dyds < OV AD|Lz llillzs, ) = C7-As,

-

N s . ~ 2,3 =
ol nous avons utilisé le fait que HUHL?,Z(Qp) =p3A; et IV A w||L2 ) <V /\wHLf,z(QR) < +o00,

puisque & € L?HL(QR).
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En regroupant toutes les estimations précédentes, nous obtenons

2 2 2 p% 1
A+ o, < C?/\g +Cﬁ (Pp+ ) +C7 3,
et ceci termine la preuve du Lemme 2.3.6. |

Maintenant, nous devons étudier plus en détail la pression p, qui n’apparait que dans la premiére
équation du systéme micro-polaire (2.3.67).

(i)

Lemme 2.3.7. Sous les hypotheses de la Proposition 2.3.6, pour tout 0 < r <
l"inégalité suivante

5< R, nous avons

2 E % 2

2 ,0 3 = T 2

3 < - S+ - 3. 3.
P _C((» A2 <p> Pp> (2.3.76)

Preuve. Tout dabord, nous allons obtenir lestimation suivante

7 2
Hp”Lt%Lz%(QO) =¢ <H“”L%L§<Qn to Hp\Ltng%(Ql)) : (2.3.77)

ou Q, et Q sont des boules paraboliques de rayon o et 1 respectivement. Plus tard, nous dériverons
(2.3.76) par un changement de variable.

Afin d’obtenir (2.3.77), nous introduisons 1 : R — R, une fonction lisse supportée dans la boule
By,1 telle que n = 1 sur la boule By s et n = 0 en dehors de la boule B, 4. Fixons 0 < o < % et
' 5 5
remarquons que p = np dans By ,. Maintenant, en utilisant 'identité

3
—A(np) = —nAp + (An)p — 2> 0:((dm)p),
i=1
nous déduisons I'inégalité suivante
(—nAp) (An)p
ol 5 5 =l 5 g H _— .
L2 (Q0) L L2 (Q0) (=8) |38 q, 10 irza,)
(1) (p2)
3
9;((9im)p)
o ¥ || SRR . (2.3.78)
2178 L,
(p3)
3
Pour le premier terme de (2.3.78), puisque nous avons 1’équation Ap = — Z 0;0;(u;uj), nous pouvons
ij=1

écrire
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—nAp
(1) = H((_A)) . <C ( Z 0;0; uzu])
L?LE (Qs) t,j=1 Lt%[é Qo)
< C Z 0;(muiu;) — 0i ((9muiu;) — 05 ((Om)uiu;) + (Bidmuins)|| 5 4
2,7=1 PLE (Qo)
< C Z 77“1“3) ; 3 +C Z Jn)uluj) 3 3
1,5=1 Qo) 3,j=1 LzQ L7 (Qo)
+C Z ((Om)wuy)|| , , +C Z a (@omuius| 5 , - (2.3.79)
1,j=1 Lt2 L7 (Qo) i,j=1 LZLZ(Qo)

Etudions chaque terme de I'expression ci-dessus. En désignant par R; = \/% les transformées de

. . , ’ 3 .- csp s
Riesz habituelles sur R?, comme ces opérateurs sont bornés dans L2 (R3) et en utilisant les propriétés
de support de la fonction auxiliaire 1, nous avons pour le premier terme ci-dessus :

< RiR;(nuiws) () 5 oy < Cllnuing (¢, 5

3

H 0;0;
L2 (Bo,»)

(—A) nuiu(t, )

L3 (r3) = (R?)

< Ol MNisepy.-

En prenant la norme L3 dans la variable temporelle dans 'inégalité précédente, nous obtenons

0;0;
oy

< Olli(t, )35(0.)- (2.3.80)
L2 (@

Les termes restants de (2.3.79) peuvent tous étre étudiés de maniére similaire. En effet, notant que

O;n s’annule sur B s U BS 4 en utilisant la représentation intégrale de 'opérateur (f)iA), nous avons
5 ’5

pour le deuxiéme terme de (2.3.79) I'estimation

Co?

IN

9;

3
L2 (BO,U) L‘X’(BO’J)

Co?

IN

/{ Y (@) (£, y) dy

8 cpyl<ty [z —yl?

L% (Bo,o)

Maintenant, puisque z € By, et 0 < 3, pour tout 2 < |y| < %, nous avons = < |z — y| et comme
supp(n;) C Bo,1, il s’ensuit que

H (_aiA) ((95m)usus) (¢, -)

IN

Clluiug(t, )l o (B, ) (2.3.81)

3
L2 (Bo,s)

IN

Clla(t, Mzs(py.)-

3 . . .
En prenant la norme L2 dans la variable temporelle dans ’expression ci-dessus, nous obtenons

-

< Cll?s; 50, (2.3.82)
Lt%Lz%(Qo-) Lth(Ql)
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Un argument symétrique donne

| 2% (@

<C|la)2s,50. - (2.3.83)
Lk L3L3(Qu)

Puisque le noyau de convolution associé & l'opérateur ﬁ est %, en suivant les mémes idées que

dans (2.3.81), nous obtenons pour le dernier terme de (2.3.79) que

H (0:0jn)uiu,
(—4)

3 3 < CH{[H%%LQ(QI)- (2.3.84)

LZLZ(Qo)

En injectant les estimations (2.3.80), (2.3.82), (2.3.83) et (2.3.84) dans (2.3.79), nous obtenons

_ || (=nAp)

=2
3 3 < C”uHLgLi(QI)'
LZLZ(Qo)

Comme les termes (p2) et (p3) peuvent étre traites de la méme fagon que le Lemme 2.3.4 page 77, et
donc nous obtenons I'inégalité

2
Hmﬁé@d<COMmm@n+ W‘Qa@)

Maintenant, avec cette estimation en main, on en déduit l'inégalité (2.3.76). En effet, si nous

fixons o0 = 7 < 3 et en introduisant les fonctions p,(t, ) = p(p*t, pz) et @,(t, ) = @(p°t, pz), alors

par I'estimation précédente, nous avons

2
. T
prHLij(Q ) =€ (HUPH%L%(Q” i ( ) el 313 q, )) |

Ainsi, par un changement de variable adéquat, nous obtenons

2
10 10 T
P p~s <C|p 3|l +(> ~F|p
| H iy ( 11123 (@) p I H )

4 2 4 2
. o, 2’ = 3 = 3 =112
De plus, par (2.3.71), nous avons les identités r3P;? = HpHLt%Lg%(Q,«) et p3A;) = HuHL?Lg(Qp), et donc
2 P\3 2 r 3
nous obtenons P} < C (7> Ay +C <> P; et cela conclut la preuve du lemme. [ |
r p

Fin de la preuve de la Proposition 2.3.6. Maintenant, pour déduire (2.3.73), nous remarquons
qu’il est équivalent de dire qu’il existe 0 <t < Ret 0 < k < % tels que pour tout n € N et pour tout
(t,z) € Qune(to, zp), nous avons

Qpne(t, ) = Ane(t, ) + KOPne(t, ) < C, (2.3.85)
o 1 1
Ar(t, .’L') = m)\r(t,x) et Pr(t,l') = ﬁpr(t,x) (2386)
r 70 r 70

Ainsi, pour déduire (2.3.85), nous allons appliquer un argument itératif et pour ce faire, nous devons
estimer A, et P, en termes de A, et P, pour tout rayon 0 < r < £ < R. Ainsi, par 'estimation (2.3.74)
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et le Lemme 2.3.6, nous avons

1 c 3
A=s5mah = sp W ta)
r 70 r 0
c c p? 3 C  pi L
< ——=A —_—— Ap)2 + ————=2 A2 2.3.87
S St s Pt ey A (2387)

Etudions plus en détail chaque terme du coté droite ci-dessus.

3(17%)

e Pour le premier terme de (2.3.87), puisque A\, = p A, par (2.3.86), nous avons

c "
751;3)\ =C (7‘) ’ A,.
FoU=25) p p

e Pour le deuxiéme terme de (2.3.87), par la définition de P, et A, donnée dans (2.3.86), nous

obtenons
1P 3 p\6— 7 341 9 5) 3
Sz Pt = C(5) T B )8
p\6—7 -1 3
- C(;) p? o (Bp + Ap)2
P\ (pi o A
< co(f) " (ma),
AT 315
oll nous avons utilisé le fait que p? 27 <1 puisque 5 — 2 > 0 en raison de 1y > 5.

e Enfin, pour le dernier terme de (2.3.87), par (2.3.86), nous avons

Ainsi, en regroupant toutes les estimations précédentes, nous avons
9 15

15
r\ o p\6—70 [ 2 3 3(_1i5) rp\5—7 1
< — - 2 2 2 PR T 2
A,,_C<<p> Ay, + (r> P24+ A2 ) +p 0 (r> AZ . (2.3.88)

Etudions maintenant le terme de pression dans (2.3.86). A partir de 'estimation (2.3.76), nous pouvons
écrire pour tout 0 < r < &

1 C P 2 c r
Pp=———P < ——= () A+ ——-P,.
B0=5) Ts(l—m)< ) Pos=2)p" 7

_5
Pour le premier terme du coté de droite ci-dessus, puisque A, = p3(1 TO)Ap par (2.3.86), nous avons

1 P\? L p\? 30-2) P57
r3(1_%) (7“) P 7‘3(1_%) T p R T ’
15
De plus, en utilisant le fait que %T = (§)2_% P, par (2.3.86), on a

By ,50p
A=) P
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P, < C<(£>5—1g A, + (p)2—1§; Pp>. (2.3.89)

r

Ainsi, nous avons estimé A, et P, en termes de A, et P,.

Etudions maintenant P’expression @, donnée dans (2.3.85). Ainsi, remarquons que pour tout
0 <7 < &, sinous fixons 0 < Kk < % tel que kK = %, alors d’apres les estimations (2.3.88) et (2.3.89), il
s’ensuit que

15 e+l [ 3 3 3(_145y g_345) 1
@r - Ar + HﬁP’r‘ < C (KTOAp + K 6+TO (P,g "‘APQ) +ﬂ2( 2+70)/i3( 2+70)Ap2>
_5+ 18 L9415
+Cl€6 (Ii 5+T0 Ap + K 2+TO Pp) .
De plus, par la définition de O, donnée dans (2.3.72), nous avons A, < O, et P, < %0, et donc
15 _gils 3 3 3(_145y g_345) 1
O, < Ckn0,+Cr 7o (M@; +®3> +Cpt 2R o
15 o415
+CK' 0, + Cr T 0,

En utilisant I'inégalité de Young (1 = % + %), nous avons

1

15 EPT 3 3 9 1,5 3,5y 3

0, < Ck00,+Ck 6+ <n9@3+©p2>+/74( 270) 1 ok 2+TO)@p2
2+
70

1+
+Ck™ " 00, +Ck 0,.

En réarrangeant ’expression précédente de maniére plus pratique, nous obtenons

15

15 _9415 _15415 g4l 345 1
0, < C(ﬁ%+m+% + kK 2+TO>®/)+C(K/ R R +/£9( 2+TO)) 070,

9/ 1.5
z(—§+5)

+p
15 15 5. 15 1 9(_1,5
< C(K5+/€1+5 + K 2+TO>©P+CI€715©p2@p+p4( ),

De plus, puisque —2 + % > 0, nous prenons 0 < x < 1 suffisamment petit tel que

15 15 _94 15 1
C(k™ + KT 1k 2+To) < T (2.3.90)
et donc il s’ensuit que
1 1 9(_1,5
0, < ;0,+Cx 030, + p1Tzteg), (2.3.91)

Maintenant, en utilisant I’estimation ci-dessus, nous pouvons déduire (2.3.85), ¢’est-a-dire, nous allons
prouver que pour 0 < k£ < 1 donné par la condition (2.3.90), il existe 0 < t < R tel que pour tout
n € N et pour tout (¢,z) € Qgne(to, o), nous avons

Qpne(t, ) = Apne(t, ) + KOPgne(t, ) < C.
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En effet, définissons p =19 =t et r =r; = Kt avec t = HmRrOfl 0 < k <« 1 est donné par la condition
(2.3.90), et 91 € N est tel que 91 > 240. Ainsi, puisque r; < 50, nous pouvons réécrire (2.3.91) comme
suit

9 1 5
2 _5_’_%)

1 1
(O)'I’l (t(]y ':UO) S Z(O)TO + C/’i 15@7%0(0)7"0 + 7'61

Puisque 79 = k™R, R < 1 et —% + % > (0, nous avons

1 1 M(_ 1,5
O (to,20) < 0n +Cr POR0;, + 5 * (=2t7), (2.3.92)

Pour fermer ’argument itératif, nous devons étudier chaque terme du c6té de droite ci-dessus. Tout
d’abord, remarquons que puisque 0 < xk < 1, I'expression Cx ™' peut étre grande, cependant puisque
k > 0 est un parametre fixe, nous pouvons considérer un parametre 0 < €, < 1 suffisamment petit tel

que nous avons

1
=-. 2.3.
1 (2.3.93)

D’autre part, par (2.3.13), (2.3.72) et puisque Qr) (to,x0) C Qr(to,xo), nous avons

* o=

Cr B¢

1 1 KO 3
Oy (to,20) = / @odyds + s | ip|3dyds
0 (xR 7)) \ (BT R)? S ary (t0.20) (K R)? JQ i y (t0.20)

15
R 1 (1 / i 1 i
= —— | = |u]°dyds + —5 Ip|2dyds
KT R (R2 Qr(to,xo) R Qr(to,zo)

1 1 1/ .3 3
< L 1L @l + Il dyds |
kN RS <R2 Q-r(to,x0)

Maintenant, rappelons que par Uhypotheése (2.3.69), il existe 0 < & <« 1 tel que
1

R?
donné par la condition (2.3.93)), on a

/ || + |p|%dyds < ¢ et donc en fixant e de telle sorte que 0 < ¢ < K*' R3¢, (ol e, était
Qr(to,z0)

@ro(to,xo) S Ex- (2394)

Ensuite, par (2.3.93) et 'expression ci-dessus, on en déduit que

1 1 1
Cr™ 02 0,, < Cxk %20, < 107o- (2.3.95)

Maintenant, étudions le dernier terme du c6té de droite de (2.3.92), remarquons que par (2.3.93), nous
1

pouvons écrire kK = Ce3’ et donc nous avons

oM 1,5 H(-3+2)
( 2-&-70):05;20 2T/

Ainsi, puisque 91 > 240, rappelons que —% + % >0 et 7—10 > 1%, nous avons %(—% + %) > 3, et donc

nous pouvons choisir €, < 1 tel que

o, 1.5 oM (1,5
W EE) Z o To)g%*. (2.3.96)
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Ainsi, en utilisant (2.3.95) et (2.3.96) dans (2.3.92), nous obtenons

1 1 €
©7"1 (t(),ﬂf()) < Z@TO + Z(O)To + 5*

De plus, par (2.3.94), on obtient

Ex

Oy, (to,z0) < — + t5 =6 (2.3.97)

Ex Ex
4 4
Maintenant, étudions le cas 7y = x’*v = x™*2R. Puisque ro < 5% = 2 nous pouvons appliquer
I'estimation (2.3.91) et donc nous avons

1 1 $-3+2)
O, (to, o) < 70, + Cr P20y, + 1] .

1

Observons que puisque Oy, (g, o) < €. par (2.3.93), nous avons Ck~ P07 < 5'14_115(55*)% < 1. De
1(-3t+5)

plus, puisque 1 = k" R < k™ (rappelons que R < 1) par (2.3.96), nous avons 7'1 0" < £, Alors,

on a
1 1 €
@TQ (t(]v :L‘O) S Z@T‘l + Z@Tl + 5*
Encore une fois, puisque Oy, (to, o) < €, par (2.3.97), nous avons

@T'Q(t(bxo) S + + - = *~

Ex 4 Ex
4 4
Enfin, considérons le cas ol 7, = k"t = k7" R et supposons que Q,, < &,. Ainsi, puisque 7,41 < =,
en utilisant (2.3.91), nous avons

2(_1 i)

1 1 =
Oy, (to, z0) < Z(O)T" +Ck P02 0, +rp 2

1 1
Comme mentionné précédemment, & partir de (2.3.93), nous avons Ck~ 1?07, < Ok~ P(e,)2 < % et
9 1 5

puisque 7, = k"R < ™ (rappelons que R < 1) par (2.3.96), nous avons r,
avons

< §. Ainsi, nous
@Tn+1 (to, xo) S @Tn + @Tn —l— 2 < Z + Z + _— Exe
Ainsi, nous avons prouvé que pour tout n € N, nous avons

©7‘n (t07 ‘TO) < €y,

ce qui correspond au controle souhaité (2.3.85), mais centré en (tg,xo). Pour traiter le cas général
(t,x) € Q, (to, xo), remarquez que puisque Q.. (t,x) C Qay, (to, xo), nous avons
315
O, (t,x) <27 7 @Qm(to,.%'o) <C.

Nous avons alors prouvé que pour 0 < k < 1, il existe 0 < v < R tel que pour tout n € N, nous
avons Oun¢(t,2) < C. Comme mentionné précédemment dans (2.3.73), cela implique que pour tout
0 < r <rtet pour tout (t,z) € Q,(to, xo), nous avons

Ar(t,z) + KOP(t,2) = O, (t,z) < C. (2.3.98)
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Par (2.3.13), (2.3.72) et l'estimation précédente, pour tout 0 < r < v et pour tout (¢,z) € Q,(to, o),
nous avons

1
o / @Pdyds = Ao (t,2) < C,
T5(1_%) Qr(tvx)
ce qui implique

_ 3,
1Q.(t0,20) 8 € My (R x R?).

1
7“5(17%)
parameétre fixé), nous concluons

De plus, comme / |p(s,y)|%dyds = P.(t,x), et par (2.3.98) (rappelons que x est un
Q- (t,2)

LQ.(to.e0)P € My (R x R).

3 70
2

et donc la preuve de la Proposition 2.3.6 est terminée. |

Corollaire 2.3.2. Sous les hypothéses de la Proposition 2.8.6, nous avons le contréle local suivant :

R 1 1 1
L, 2, 3 _
]lQ%(to,xo)v ®U e Mty;-l(R x R?)  avec Py + 5
Preuve. Soit 0 < v < R le rayon donné dans la Proposition 2.3.6. En utilisant la définition des
T
espaces de Morrey donnée dans (2.1.6), nous devons montrer que pour tout 0 < r < 5 et pour tout

(t,x) € Qr(to, o), nous avons

= -2 1 1 1
/ IV @ > dyds < o’ Tl), avec — = — + —.
QT(tvx) Tl 7—0 5

Pour cela, en utilisant la définition de la quantité A\, donnée dans (2.3.13) et le Lemme 2.3.6, nous
t
avons pour tout 0 < r < 3 et tout (t,z) € Q. (to, o),

1 -
7ﬂ/ |V @ i|*dyds < A.(t,x) + o (t, )
T‘(tvz)

< C()é,,(t, 2) + Por(t,2) + Aar (1, 2) + (2r) AL (1, 7). (2.3.99)

Etudions de maniére plus détaillée les termes No, et Pa. ci-dessus. Pour le premier, puisque
1

Ar = 2/ |i|3dyds, nous avons
r Q-

5(1-2)
_ 1 -3 o 1 (27") 70 3
)\2r(t7x) - (2T)2 /er(t,:t) ’U,‘ dde - (27“)2 (27’)5(1_%) /er(t,x) ‘u| dde

(3-12)
_ ) n |@>dyds.
20" 70) Q)

Puisque 2r < v et 1q,(t,00)4 € Mf;" (R x R3), nous obtenons

15 15
Nor(t, ) < (2070|125 < C(20) 7). (2.3.100)
t,x
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Obtenons une estimation similaire pour le terme Po., en effet, d’aprés (2.3.13) et puisque

Iq.p € ./\/l (]R x R?), nous avons

1 3 1 (2r)0 %) s
Por(t,x) = / pl2dyds = / pl2dyds
( ) 2T2 QQr(t,x) | ‘ (27') ( )5(1—*) o ‘ ’
(3-32) 3 (3-12)
< (2r)7 0[Lq.pll? 5 < C(2r)7 07 (2.3.101)
MQ’ 2

o

,T

Ainsi, en utilisant les estimations (2.3.100) et (2.3.101) dans (2.3.99), on obtient

15)

1 - 2(3_15 _15 leg_15 _10 3_5
r/ Veifdyds < C((2r) @)+ 04 @nEEn 7 0)) < o (5840 G0,
Qr(t7$)

Comme % < ?10 < %,nousavonsO<2——<3—T—g’ S% % et puisque 0 < r < 1 on obtient
1 SN (2=3)
— |V ® ii|*dyds < Cr™ 7.
r Qr(t )
Maintenant, en utilisant le fait que % = %—f il s’ensuit que pour tout 0 < r < 3 et (£, ) € Q,(to, zo),

nous avons
/ IV @ @dyds < or® ) = 0?07,
Q- (t, l’)
ce qui implique que 1 \V/ RUE /\/l2 TR x R3) et cela termine la preuve du Corollaire 2.3.2. .1
q plique que Lq (t,2,) p

Démonstration du Théoréme 2.3.2. Soit (, p,d) une solution partiellement adaptée au sens de
la Définition 2.3.2 des équations micro-polaires (2.3.67) dans Qg(to, zo). Rappelons que on cherche a
montrer qu’il existe un certain 0 < r < R tel que @, & € L LY (Qy (o, x0))-

D’abord, remarquons que puisque par hypothese nous avons

to+R? 5
-5 / / |ﬂ’\3 + |p|2dyds < e,
R to zo,R

pour un certain 0 < € < 1, nous pouvons appliquer la Proposition 2.3.6 et le Corollaire 2.3.2 et donc

il existe 0 < v < R tel que pour 5 < 19 < 20 et 1 =L — 1 nous avons

T1 57

LQu(toe0)T € M7 (R X BY), 1q 19000 € M2 7R x R%)

5 (2.3.102)
et o, w0)V ® 1 € MPTH(R x RY).

Observons que la borne supérieure pour 7y vient du fait que nous avons le terme V AG dans I’équation
(2.3.67).

Maintenant, si nous supposons 79 = 6, en utilisant le Théoréme 2.2.1, il s’ensuit que pour 0 < r; <
t, nous avons

1Q,, (to,20)@ € LYLE(R X R?) et 1, (19,00)@ € L{LY(R x R?). (2.3.103)
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Ensuite, par (2.3.102) et (2.3.103), nous pouvons appliquer la Proposition 2.3.3 et ainsi nous avons
un gain de l'information de type Morrey de la vitesse @ i.e., pour tout 0 < ro < r;1 < R, nous avons
que 1q,, (19,004 € Mi’fo.

Des ce point, nous pouvons reprendre la méme stratégie donnée dans 1'étape E, page 100 et donc
pour un certain 0 < r < r9 < r; < R, nous pouvons déduire que (#,d) sont Holder continues dans la
variable de temps et d’espace dans Q,(to,xo). Puisque Q,(to,xo) est un ensemble borné, nous avons
aussi que les variables (@, ) sont bornées, ce qui compleéte la preuve du Théoréeme 2.3.2. |

En récapitulant, dans cette section, nous avons montré qu’a partir d’une certaine condition de
petitesse imposée sur 4 (voir (2.3.11) et (2.3.69)), nous sommes en mesure d’en déduire la régularité
Holdérienne d’une solution partiellement adaptée des équations micropolaires, en appliquant une étude
différenciée de chaque variable. De plus, observons qu’étant donné que l'information que nous avons
obtenue est locale, c’est-a-dire, les variables (u, &) deviennent Holder continue sur un ensemble borné,
nous obtenons directement que la solution est bornée. Ainsi, dans la prochaine section, nous verrons
comment, si les variables (i, &) sont bornées, elles sont en fait régulieres. En fait, il suffit que seule la
vitesse 4 soit bornée.

2.4. Le critere de Serrin pour les équations des fluides micro-polaires

Nous allons finir ce chapitre, en présentant un critére de régularité de Serrin partiel pour les
équations des fluides micro-polaires. Plus précisément, nous allons déduire la régularité des variables
4 et & par rapport a la variable spatiale en considérant seulement que la vitesse @ est bornée.

Rappelons que les équations micro-polaires sont données par le systéme suivant :

. . 1.

Ol = Aii — (- V)i = Vp+ VNG, div(id) =0, (2.4.1)
. . 1o

0 = A&+ V div(@) — (- V)& - & + 5V AT, (2.4.2)

et nous nous intéressons au comportement local d’une solution faible (#,d) dans un voisinage de
(t(),x()) 6]0, —I-OO[XR?’.
Le résultat principal de cette section s’écrit comme suit

Théoréme 2.4.1. Soit (i, p,d) une solution faible des équations des fluides micro-polaires (2.4.1) et
(2.4.2) sur la boule parabolique Qg(to, o) =]to — R%,to + R%[x By, .r telle que

@@ € LFL(QRr) N LI H;(QR) et p € Dj,(QR).
Si i€ LS%(QR), alors pour tout 0 < r < R, et pour tout k € N nous avons
i,& € LPHMY(Q,) N LIHM?(Q,).

Avant de passer a la démonstration, nous considérons pertinent de mentionner quelques remarques
importantes qui découlent de ce résultat.

e Observons qu’a la différence de la section précédente, nous ne pouvons pas déduire d’information
sur la régularité par rapport a la variable temporelle, ce qui est dii au fait que la pression est
un objet tres général.
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e Nous pouvons obtenir un gain d’information pour les deux variables, en reflétant ainsi l'effet de
domination de la vitesse , au sens de la Définition 2.1.1.

e Nous n’avons pas pris en compte de forces extérieures, cependant la preuve peut étre adaptée
dans ce cas, a condition que les forces soient assez réguliéres.

2.4.1. Démonstration du Théoréme 2.4.1

La stratégie pour démontrer le Théoreéme 2.4.1 consiste en une étude séparée de chaque variable.
Tout d’abord, en utilisant le critéere de Serrin pour les équations de Navier-Stokes, nous pouvons
obtenir un premier gain de régularité pour «. Cependant, cela dépendra de I'information que 'on a
sur V A W, ce qui nous amene & étudier la régularité de . Pour cela, nous allons obtenir un controle
sur sa divergence pour déduire que cette variable & est également bornée. Ensuite, en utilisant
les propriétés régularisantes du noyau de la chaleur, nous pouvons obtenir un gain pour &, ce qui
implique également un gain pour 4. Cette stratégie est résumée dans les étapes suivantes.

A) Un premier gain de régularité pour .
B) Un premier gain d’intégrabilité pour .
C) Un gain d’intégrabilité pour div(d).

D) La variable & est bornée.

E) Etude de la régularité de &.

A) Un premier gain de régularité pour 4
Tout d’abord, observons que cette variable satisfait I’équation (2.4.1), c’est-a-dire que nous avons

Oyt = Al — (@- V)i — Vp+ =V AG.

N

Remarquons que le systéme ci-dessus peut étre considéré comme le systéeme de Navier-Stokes avec
une force extérieure V A @, qui appartient a L?L2(Qg(to,x0)) (rappelons que par hypothése, nous
avons @ € L%H%(Qg(to,mo))). Ainsi, comme la vitesse 4 est bornée sur Qg(to, o) par hypothese,
nous pouvons appliquer le critere de Serrin des équations de Navier-Stokes (voir par exemple [61,
Théoreme 13.1, page 397]), et donc pour certain 0 < 71 < R, nous avons

(RS Lw(]to - T‘%,to + ’l“%[, HI(BOCO,H) N LQGtO - T%,to + T’%[, HQ(BJBO,H))'

Il convient de noter que nous avons obtenu un gain de régularité dans la variable d’espace pour la
vitesse i, cependant, nous ne pouvons pas obtenir des meilleures estimations puisque la régularité
de 1 est liée a la force externe représentée ici par le terme %ﬁ A & et donc nous devons améliorer la
régularité de .
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B) Un premier gain d’intégrabilité pour &

Observons que comme la vitesse @ est bornée sur ’ensemble Qg (%o, xo) par hypothése, en particulier
nous avons lq,u € M?f (R x R3) et en utilisant le Théoréme 2.2.1, on peut conclure qu'il existe ' > 0
avec 0 < r’ <17y < R tel que

lq, i€ L{LY(R xR?), 1q,d€ L{LY(R x R?). (2.4.3)
Maintenant, avec cette information supplémentaire sur la variable &, nous pouvons étudier I'intégra-
bilité locale de div(d).
C) Un gain d’intégrabilité pour div (&)

Proposition 2.4.1. Sous les hypothéses du Théoréme 2.4.1, pour tout Q,(to, zo) C Qr(to, zo), nous
avons 1q, (19,z0) div(&) € LELS(R x R?).

Preuve. Soit ¢ : R x R3? — R une fonction test telle que pour ro > 0 avec 0 < 1o < 1’ < r; < R,
p=1 sur Qu(to,z0) et supp(y) C Qu(to, z0).

Etant donné que nous nous intéressons & I'information locale de div(w), nous fixons W = ¢ div(dJ). En
appliquant formellement 'opérateur de divergence a I’équation (2.4.1), nous obtenons

Oy div(&) = 2A div(&) — div(d) — div(div(d & @)). (2.4.4)

De plus, nous déduisons que (rappelons que nous avons W = ¢ div(&d)) :
AW — 2AW = (8, — 2A¢) div(@) + 42 95 ((85¢0) div(@)) + ©(8; div(@) — 2A div(@)).

Par conséquent et par les propriétés de la fonction test ¢, nous obtenons

3
W = 2AW + (Opp — 2Ap — ) div(&) + 4281-((81-90) div(d)) — ¢ div(div(d @ @)),
=1
W(0,-) = 0.

Ainsi, par la formule de Duhamel, on obtient

t
1, W(t.a) = Tq, [ 0%((@ - 280 - )@ )

(W1)
+4Z ta, [ @9 (a0 avi@)as)
(W)
~1q, /O t 2t=s)A (so div(div(& ® ﬁ))) ds. (2.4.5)
(Ws)

Nous allons prouver que chaque terme de la partie de droite de ’expression ci-dessus appartient a
L?}x(R x R3).
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e Pour le premier terme W; dans (2.4.5), en fixant ¢ = 9y — 2A¢ — ¢ nous pouvons écrire

t 3 t
) = [ 950 - 280 - ) aiv@ s =3 [ A p(0as

3 t t
= > /0 (0,792 (Yw;)ds — /0 IR (9w ) ds. (2.4.6)
=1

Maintenant, puisque ¥ € C°(R x R3) et supp(v)) C Q. (to, zo), pour le premier terme de la partie
de droite de (2.4.6), nous obtenons

ol nous avons utilisé I'inégalité de Young pour la convolution et ainsi que les estimations habituelles

t t
/ (B2 92 () (5, )ds|| < /0 10i0a(e— 12 i (s, ) | odls

0

L6

t
< 0/0 (t— )} |[1q duwi(s, || o ds.

LP du noyau de la chaleur. Ainsi, par I'inégalité de Holder dans la variable du temps avec 1 = %—i— %,
on a

5
- ¢ 6 \°©
< Oy, |1q, ] 0 < [ d)
L6 ’ t,x 0
< C|l1q, @ .

[1a, [[@9%) s 0

alors en prenant la norme L° dans la variable du temps et (2.4.3), nous avons

t
H“% /0 (0;2=92) (Ywy) (s, -)ds

<C HnQr,wHng < +o0. (2.4.7)

t,x

Pour le deuxiéme terme de (2.4.6), par les propriétés de la fonction de test 1 et I'inégalité de Young
pour la convolution, nous obtenons

‘ /ot 28 ((9h)w;) (s, -)ds

En prenant la norme LS ainsi que l'inégalité de Holder dans la variable du temps et par (2.4.3),

IN

t
/O G20y 2 1 (Bst6 )i (5, | ol

LG

IN

to
c /0 Iq. () (s, )| eds.

nous obtenons

t
Hn% /0 IR ((Op)wi) (s, )ds | < Clloi| ge, ||11QT,¢3UL?J < +o0. (2.4.8)

t,x

Par conséquent, d’apres (2.4.6), (2.4.7) et 'estimation ci-dessus, nous concluons que le terme Wy
dans (2.4.5) appartient & LY (R x R?).

e Pour le terme Wy dans (2.4.5), il suffit d’étudier ’expression suivante
t t
/ 8i€2(t_8)A((8i(p)6jwj)d8 = / 8j8¢€2(t_8)A(<ai(p)wj’)dS
0 0

t
- / 81'62(75_8)A((8j8i(p)w3‘)d8, (2.4.9)
0
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pour tout 1 < 4,5 < 3. Ainsi, par la régularité maximale du noyau de la chaleur (voir [61, Théoréme
7.3]), nous avons

IN

t
Ita, [ 00595 (@015,
0

C H]]-QT/ (8190)("_}“[/6
L?ym t,x

IN

CHai‘PHL?f’I r’QHL?x < +00.

Puisque le deuxieme terme de la partie de droite de (2.4.9) peut étre traité de la méme maniere que

(2.4.7), en remplacant v par 0;0;¢, nous pouvons conclure que le terme Wy dans (2.4.5) appartient
A L8, (R x R3),

e Pour le troisieme terme W3 de (2.4.5), pour tout 1 <i,5 < 3, on a

t t t
/OeZ(t_s)A(gp@i(aj(wjui)))ds:/0 8jai62(t_sm(cpwjui)ds—/0 8ie2(t_S)A((3jcp)wjui)ds
t
/ ;e2(t=2) 8Zg0)w]uz)ds+/ 2t S)A((ﬁiajcp)wjui)ds. (2.4.10)
0

Pour le premier terme de ’expression ci-dessus, par la régularité maximale du noyau de la chaleur,
I'hypothese 1qpu € L7, et (2.4.3), nous pouvons établir

t
e, [ 002 sgugas| < lta, (ssunl,

6
Lt,z

< Cllelee, 1,y Mq,@llng, < 400

Puisque le deuxiéme et troisieme termes du coté de droite de (2.4.10) partagent la méme structure,
il suffit d’étudier un seul d’entre eux. Ainsi, par les mémes arguments que dans (2.4.7), nous avons

t
H]IQTQ/O 8j62(t_s)A((6jgp)wjui)(s,-)ds

< ltq ekl g
Lt,z

< Cl9;llLse, HHQﬁHLg& HﬂQr/WHng < +oo.

Enfin, le dernier terme de (2.4.10), nous pouvons utiliser 1’estimation (2.4.8) et nous obtenons

1q,, (0;0:p) wjqu 6
<l L

t
H]lQm/ IR (005 )wjui) ds
0

t,x

< C|9;0i¢llz5-, | 1q, UHLoo lwllps, < +oo.

Ainsi, nous trouvons que Wy dans (2.4.5) appartient & LY (R x R?).

Nous avons donc prouvé que les quantités Wi, Wy, W3 données dans (2.4.5) appartiennent a Ltﬁw (]0, to+
r?[xR?) et nous obtenons alors que la fonction W € L§ _(]0,%o + 73[xR?). En utilisant les propriétés
de la fonction test (rappelons que 'on a ¢ = 1 sur Q,,) nous concluons finalement que

10y (tp.00) V(@)1 5 < o0,

et ceci termine la preuve de la Proposition 2.4.1. |
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D) La variable & est bornée

Montrons maintenant comme déduire que & € L{°L°(Q,,) pour 73 > 0 tel que 0 < r3 < ro <
r1 < R, a partir de ’hypothése sur @ et l'intégrabilité sur div(dJ).

Proposition 2.4.2. Soit (i, p,d) une solution faible des équations micro-polaires (2.3.1) telle que
i, € LPL3(Qr) N L7HY(QR) et p € D} (Qr). Si @ € L{S,(Qr) alors pour tout Q,, C Qgr, nous
avons & € L{5,(Qyy)-

Preuve. Rappelons que, d’apres le Théoreme 2.2.1, page 45 et la Proposition 2.4.1, il existe des rayons
ro >0etr >0avec 0 <7y <7’ <ri <R tels que nous avons

lq,& € LYLS et 1gq,, div(@) € LLS. (2.4.11)

Avec ces informations, nous allons déduire que & est bornée. Pour cela, nous considérons une fonction
test positive ¢ : R x R? — R telle que pour 73 > 0 avec 0 < 13 < ro < 1/ < ry < R, nous avons

¢p=1 sur Qpy, et supp(d) C Q.

Considérons maintenant W = ¢&. En utilisant la dynamique de la variable @ i.e., I'équation (2.4.2),
on a
> 1
W = AW + (9 — AG)& + 2> 0;((0:9)F) + ¢ [V div(@) - & - div(@ @ @) + 5V A,
i=1
W (0,-) = 0.
Par la formule de Duhamel, on obtient

t 3 t
lo, W(to) = la, [ 9300~ a0-0)ads 123 1, [ %0 ((00)a)ds
=1

(W) (W2)

t t
+1q,, /0 =924V div(@)ds — lq,, /0 =924 div(@ @ @)ds

(W3) (‘};4)

t
+1q,, /0 e(t’s)A§V/\ﬁdsds. (2.4.12)

(Ws)

Ainsi, nous allons montrer que chaque terme de la partie de droite de (2.4.12) est borné dans R x R3.
Nous étudions chaque terme ci-dessus séparément.

e Pour le terme W; dans (2.4.12) en fixant ® = 9¢p — A¢ — ¢ nous pouvons écrire

t t
Wi = [0 — 86— ojads = [ eass
0 0

Notons que ® € C§°(R x R3) et supp(®) C Q,(to, z0). Par I'inégalité de Young pour la convolution
et les estimations LP du noyau de la chaleur nous avons

t t
| [ eemmastsnas < [laeal, gloats e

L

t
< c/ (t— 5) ¥ g, 8(s, ) ods.
0



124 Chapitre 2. Etude de la régularité locale des équations micro-polaires

De plus, en appliquant 'inégalité de Holder dans la variable du temps avec 1 = % + % nous avons

Donc, en prenant la norme L* dans la variable de temps et & partir de (2.4.11), nous avons

t
H]IQT3 /0 =92 Pp5ds

t
/ et=)ADG5ds
0

5
t . 6
< Cltquodlyy, ([ -5 has)

- .
< Cl@lluz Iq, @l ¢

L

< C|®) L g, @l s < +oo. (2.4.13)
Lg°Lge '

e Pour le terme W dans (2.4.12), I'inégalité de Young pour la convolution et les estimations LP du
noyau de la chaleur impliquent ’estimation suivante pour tout 1 <i <3

t
/ 9t~ (9;0)Bds
0

t
< [ 10wl g I, @)3(s, ) sds
Loo 0 Lz

t 3
< / (t— )t |1q, (0:d)@(s, )| sods,
0

ainsi, en vertu de l'inégalité de Holder dans la variable temporelle, nous avons

Par conséquent, en utilisant 'information donnée dans (2.4.11), nous obtenons

5
6

t
/ D=2 (0, 0)Bds
0

t
< Cltquou0lyy, ( [ (-9 has)
Loe [ 0

= 1
< Cl0:lluzs g, @l g t72.

< Clloidlle, Q. Dllzg, < +oo. (2.4.14)

s

t
H]lQrg/0 i (0,0)ids

LLge
e Nous considérons maintenant le terme W3 dans (2.4.12). Pour cela, nous écrivons
t . t . t
/ et~V div(d)ds = — / =2 (V ) div(@)ds + / Vell=92¢ div(d)ds.
0 0 0

Donc, puisque 1q , div(d) € LY LS, nous pouvons appliquer les mémes arguments que dans (2.4.13)
et (2.4.14) pour obtenir

t
Hn% / =R (V ) div(a)ds
0

< Vel g, div(@)| s < +oo,

L Lo o
t x

t
Hn% /0 Velt=9)2 ¢ div(a)ds

< CldllLgs q,, div(@)| s < +oo.
LOLge 7

e Enfin, nous nous intéressons aux termes Wy et Wg, de (2.4.12), qui impliquent tous deux la présence
de la vitesse 4. Commencons par le terme Wy, pour lequel il suffit d’étudier I’expression

t t t
/Oe(t_S)A¢8j(wiuj)ds:/0 Bje(t_s)A<bwiujds—/0 e(t_S)A(Gjtb)wiujds, (2.4.15)
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pour tout 1 < 4,5 < 3. Pour le premier terme de la partie de droite de I'expression ci-dessus, en
utilisant les mémes arguments que dans (2.4.14), nous obtenons

t
o, [0t umas| < Cloliz g ey,
0 |

Lyl
< Cllolleg, Mardllry, llq, @iy, < +oe.

De plus, pour le second terme de (2.4.15), par les mémes arguments de (2.4.13), nous avons

t
H]IQTS /0 e(tfs)A(ﬁjqb)wiujds

< C1199lLgs, ILq, wiul Lo
LeLge '

< Cllqatllz, IMq, @, < +oo.

L’estimation du dernier terme W5 de (2.4.12) s’ensuit de fagon directe. En effet, puisque I'on peut
écrire . . .
/ =924 A tids = — / =92 (Vo) A tids + / V A et 92 pids,
0 0 0
et comme lq,u € Lgm(R X R3), nous pouvons traiter chaque terme ci-dessus en utilisant les mémes
arguments que dans (2.4.13) et (2.4.14) respectivement.
Par conséquent, d’apres les points précédents, les termes Wl, cee Wy donnés dans (2.4.5) sont bornés,
et donc ]lQTgWE L%(R x R3). Par conséquent, en utilisant les propriétés de la fonction de test (¢ = 1
sur Q,), nous obtenons que & est borné dans Q,,(to, zo). [ |

E) Etude de la régularité de &

Maintenant, nous allons prouver que si 4 est plus régulier que &, nous pouvons transférer cette
information & & dans des boules plus petites.

Proposition 2.4.3. Sous l’hypothése générale du Théoreme 2.4.1, si nous supposons que
i€ L®(tg — r3,tg + 7], Hl(onm)) N L*(Jtg — 13, to + 7], Hz(BmO,m)),
alors pour un certain rayon rqy > 0 tel que 0 <1y < 13 <719 <711 < R, nous avons
G € L*®(Jtg — 3, to + 73], Hl(BxUM)) N L% (Jto — 3, to + 73], HQ(BxO,M)).

Preuve. Tout d’abord, remarquons que d’apres la Proposition 2.4.2, il existe r3 > 0 avec
0<r3<ry<ry <R tel que
lq,,& € LS (R x R?). (2.4.16)

s T

Soit ¢ : R x R® — R une fonction test telle que pour r4 > 0 avec 0 < r3 < 19 < r1 < R, nous avons
¢=1 sur Jtog —7r3,tg +1r5[XBryrs €t supp(d) Clto — 73, to + 5[ X Bug.rs-

En utilisant I'égalité A(¢w;) = Adw; + 2div(§¢wi) — ¢Aw;, nous avons pour tout 1 <7 < 3,

Puw; = —(Ap)w; — 2div((Ve)w;) + ¢(Awi)] . (2.4.17)

1
(—4)
Ainsi, afin d’améliorer la régularité de &, nous pouvons prouver que ’expression ci-dessus appartient
a L°HL N L?H2. Pour cela, nous déduirons un gain d’information pour le Laplacien de &, et plus tard
nous étudierons la régularité de &.
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* Un gain d’information pour le Laplacien de &. En considérant I'identité
AG=Vdiv(@) =V A (VA), (2.4.18)

il est clair que nous pouvons obtenir des informations sur le Laplacien de & & partir de sa divergence
et de son rotationnel. Ainsi, soit ¢ : R x R — R une fonction test telle que pour 0 < 74 < t <
rg < R,

=1 sur |ty — 2t + t2[><BgCO,t et supp(¢) Cltg — r%, to + r%[xBImm.

Définissons maintenant 9 = wﬁ/\(]} et W = ¢ div(d). Observons que la dynamique de ces variables
est simple a calculer, en effet, en apphquant formellement 1’operateur rotatlonnel a ’équation
(2.4.2), nous obtenons AV AG = AVAG -V A (@-V)3) -V AG+ 1V AV AT et rappelons
que la dynamique de div(J) a déja été obtenue dans (2.4.4). Ainsi, a partlr de ces équations, nous
pouvons déduire

00 = AT + (O — At — )% (050)V A &) — WA((@@)@H%WA(@A@,

Mw

(Ia) - (Ila) (IIIIa) (IVa)
3 —
W = 2AW + (9t — 220 — ) div(@) +43 0,((9:0) div(@)) — v div((iT - ),
(I) =1 (ITy) (IT1,)
(2.4.19)

tel que Q_ﬁ(O, ) = W(0,-) = 0 par les propriétés de la fonction test 1).

Nous allons montrer maintenant que chacun des termes du membre de droite de (2.4.19) appartient
a LZH;'. En effet, nous avons les points suivants :

e Premierement, considérons les termes (I,) et (I;). Comme qu’ils partagent la méme structure,
par conséquent, nous étudions seulement le premier. Ainsi, nous avons

10 — Ay = )V AG(E )1 < 1O — A — )V AG(E)]| g
< Cllowp — Ap = (t, ) sl V AG(E ) 2s,, )

ol nous avons utilisé I'inclusion Lg(]R) C H™Y(R) et I'inégalité de Holder (2 =%+ 3). De plus,
en prenant la norme L? par rapport & la variable temporelle, nous obtenons

1@t = A =)V A& 21 < ClOs = AY = Lo 13|V A G 212 < +o0-

e Pour les termes (I1,) et (I1) dans (2.4.19), étant donné qu’ils partagent la méme structure, il
suffit d’étudier seulement le premier. Remarquons que pour tout 1 < i < 3,

10:0Y A @) 2t < 1060V NGl 2z < 1001235 IV A Gl L212(Qu) < 00

comme & € L7H(QR).
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e Pour les termes (II1I,) et (III,) dans (2.4.19), puisque nous pouvons écrire
(i-V)d = div(d @ @), il suffit d’étudier I'expression suivante pour tout 1 < i,m,j <3

Y0i(0j(wmuy)) = 0;0j(Ywmuj) — 0; (059 )wmuy)
—0i((0j¥)wmu;) + (9;0) (wmuy). (2.4.20)

En prenant la norme L? H_ ! dans I'expression ci-dessus, nous obtenons

190:(9; (wmuj)) | 2 -1 < 10:0 (Ywmus)ll 12 -1 + 1105 (i) (wWmug))| 2 71

(1) 2
+ 10:((959) (wmuj))HL2H 1+ /(95 azw)(wmuJ)HLQH L. (2.4.21)
3) (4)
Pour le terme (1) dans I'expression ci-dessus, comme # est bornée sur Qg (to, xo) par hypothese,
@ est bornée sur Qy,(to, o) par (2.4.16) et puisque supp()) Clto — r3,to + r3[X Byy .y, NOUS
avons

10:0; (Ywmui)l ot < Wwmusll 2 = Y 1D Wwmug) g2z
la]=1

= D (D )wmuj + Y(Dwm)u; + Pwm (D)l 1272
lor|=1

< C YD wmllgersluillzz (qu) + Clvuslce cellomll 2 (qu
lal=1
Fllvwmll e Lee luill 12 51 Q) < +00- (2.4.22)

Pour les termes (2) et (3) dans (2.4.21), puisqu’ils ont la méme structure, nous étudions seulement
le premier. Ainsi, en utilisant & nouveau le fait que & est bornée sur Q,, (to, zp), nous avons

105 (@) (wmui)l 2z < 1105)wmusll2re
< CllOj)wmllgerellujllinerzqa) < +00. (2.4.23)
Pour le dernier terme (4) de (2.4.21), grace a l'inclusion Lg(R3) C H'(R?) et & 'inégalité de
Holder (3 =1+ 1), ona
10 )wmujl 2t < H(ajaﬂﬁ)wmua‘llﬁﬁ
Cllujllge 2(Qu) 185 0i80)wmll 2 3 (2.4.24)

<
< Cllujling 2@l ge, @uy) 10501l 213 < 400

Ainsi, a partir de (2.4.22), (2.4.23) et (2.4.24), en utilisant I’expression (2.4.20), nous pouvons
voir que les termes (111,) et (I11,) dans (2.4. 19) appartiennent a L?H 1.
e Pour le dernier terme (/V,) de (2.4.19), nous avons
YV ANAG) =V AWV AT — (V) AV AD).
Ainsi, en prenant la norme H ~1(R) par rapport a la variable spatiale, nous obtenons

$) A (T A D))
)t )| s

1oV AV A@) g1 IV A @Y AD)E ) -1+ I

Vi
< [0V At )l + (V) A (VA
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oil nous avons utilisé Iinclusion L3 (R3) ¢ H~'(R?). Maintenant, en intégrant dans le temps et

en utilisant 'inégalité de Holder dans I'espace avec % = % + %, nous concluons

WV ANV AG) 2 < CliYllee IV Al (qn
+CIVY |23 IV At L212(Qp) < 00
Par conséquent, a partir des points précédents, nous avons prouvé que chaque terme du coté de
droite de (2.4.19) appartient & L?H_!. Ainsi, selon la théorie développée dans [61, Section 13, page

398] (qui est essentiellement le critere de régularité de Serrin pour les équations de Navier-Stokes),

nous avons
W, W e L¥LEN LIH].

De plus, a partir de Iidentité (2.4.18), nous pouvons déduire que
¢AG € LPH; ' NLE,. (2.4.25)
* Un gain de régularité dans la variable spatiale pour &. Rappelons que a partir de (2.4.17),

nous avons pour tout 1 <7< 3

1 . -
Gi = (a7 [~(A0)i — 2aiv(Fo)er) + qﬁ(Awi)} . (2.4.26)

Maintenant, nous allons prouver que chaque terme dans l’expression ci-dessus appartient a
LPH! N L2H2. Tout d’abord, en considérant la norme L? H2 dans (2.4.26), nous avons

=

lowill 2 < Il = (Ad)ws — 2div((F)wr) + dAwi) |12
Ol (Adwillrz, + 12div((Td)wn)z, + (6A)willzz .

IN

Observons que
[2div(Vown)lrz, < 20(Ad)esill iz +20F6- Vsl 2 .

et donc comme supp(¢) Clto — R?,to + R*[X By, g, on en déduit que
ldwill 2z < ClADwillz, +ClIV6 - Funllzz, +Cllo(w)lzz
< O8Iz qu + CIliz, @ + +OI6Aw L < +oo,  (2427)

otl nous avons utilisé (2.4.25) et le fait que & € L&°L2(QRr) N L?HL(QR).

D’autre part, en considérant la norme H'(R?) dans (2.4.26), nous obtenons

t, ) +2 diV((%(ﬁ)cu»(t, ) + Qs(Awi)(tv ')HH*l
t) s+ 1V @)wilt ez + [ o(Awi) ()l -

6
5

[pwi(t, )l g < I(A)wi

(
< [[(Ag)wi(

En utilisant injection H'(R?) C L5 (R?) et 'inégalité de Holder, nous avons
[(AQ)wi(t, ) - < (AP)wi(t, )l o < AG(E )l zsllwilts )l 25, 5)-

Ainsi, par 'estimation précédente et (2.4.25), on obtient

HqﬁwiHL?oH; < Cllwilleerz(Qr) + Cllwill Lz r2(qp) + C’H(bAwiHL?oH;l < +o0.
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Par conséquent, a partir de (2.4.27) et de I'expression ci-dessus, nous obtenons ¢ € LfOH; OL%HQ% ,
i.e.,
W e LOO(]tO - Tia to + 7’3[; H' (BI077“4)) N LQ(]tO - 7“4%7 to + Ti[v HQ(B:BO,M))v

et donc la preuve de la Proposition 2.4.3 est terminée. |

Fin de la démonstration du Théoréme 2.4.1 Rappelons que, par (2.4.25), nous avons obtenu que
pour certain 0 < r; < R, nous avons

U e Lm(]to - T%a to + ’l"%[, Hl(on,Tl) N LQGtU - T%v o + ’I“%[, HQ(BJL“O,H))'
En plus, par la Proposition 2.4.3 il s’ensuit que pour r4 > 0 avec 0 < r4 < r; < R, nous avons
WE LOO(]tU - Tzvto + Ti[v Hl(Bwoﬂu)) N LQ(]tO - Tzvto + T’i[, H2<B$0,T4))'

En particulier, puisque VAG € L%H%(QTS), nous pouvons a nouveau appliquer le critére de régularité
de Serrin pour les équations de Navier-Stokes a i, et donc il s’ensuit que pour un certain rayon r5 > 0
tel que 0 < r5 < r4 < R, nous avons

(TAS LOO(]tO - 7”52,,150 + T%[, HQ(BOCOJ%) N LQGtO - Tg,to + 7"52)[, HS(BJCO,%))'

Ainsi, en suivant les mémes arguments que ceux donnés dans la Proposition 2.4.3, nous pouvons
également améliorer la régularité de & et puisque nous pouvons itérer ce processus, nous obtenons la
régularité souhaitée pour (@, d) et donc la preuve du Théoréme 2.4.1 est terminée. |

Remarque 2.4.1. Rappelons que dans cette section, nous avons obtenu la régularité de la solution
(i, p, &) a partir de Uhypothése @ € L{°L°(QRr). D’autre part, par le Théoréme 2.2.1, page 45, nous
avons montré que st 1q U € M?’g(R x R3), alors pour un certain r > 0 avec 0 < r < R, nous avons
i, € LYLS(Q,). Ainsi, il semble également possible d’obtenir la régularité du systéme micro-polaire
a partir du critére © € LYLE(Qpg) avec % + % < 1. En effet, dans la suite, nous nous étudierons le
cas limite ¢ = 3, ot les méthodes précédentes ont certaines limitations et ot nous devons adopter une

approche différente. Ceci sera l’'un des objectifs du prochain chapitre.

Remarque 2.4.2. Tout au long de ce chapitre, nous observons que, lorsque nous avons étudié la
variable &, nous avons fait une étude du terme div() en considérant sa dynamique, voir par exemple
Uidentité (2.2.50), la Proposition 2.3.4 et la Proposition 2.4.1. Ainsi, comme il a été dit dans la
Remarque 1.2.2, cette stratégie nous permet d’obtenir des estimations utiles et d’atteindre les résultats
souhaités.

2.4.2. Les points partiellement réguliers

Etant donné que nous pouvons déduire la régularité de @ et & a partir du fait que la vitesse u soit
bornée, nous pouvons naturellement introduire la définition suivante :

Définition 2.4.1 (Point partiellement régulier / Point partiellement singulier). Un point
(to,z0) €]0,+00[xR3 est un point partiellement régulier des équations des fluides micro-polaires
(24.1) et (2.4.2) s7il existe v > 0 tel que @ € L(Jto — r2,to[XByyr). D'un autre coté, on dira
qu’un point (tg, o) est partiellement singulier s’il n’est pas partiellement régulier.
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Il est important de souligner qu’a partir de la théorie développée dans la Section 2.3.3, nous
pouvons obtenir quelques résultats intéressants concernant les points définis ci-dessus. En effet, si I'on
désigne S comme ’ensemble des points partiellement singuliers, par le Théoreme 2.3.1 (rappelons que
nous n’avons ajouté aucune condition sur &), et en voyant le terme V A& comme une force extérieure
nous pouvons considérer la théorie des équations de Navier-Stokes classiques (voir [98, Théoreme 6.2])
et il est donc possible d’en déduire que la mesure de Hausdorff parabolique de S est nulle. D’autre
part, si nous désignons N comme l’ensemble des points ol & est non borné, il s’ensuit d’apres le
Théoréme 2.4.1 que N' C S, et donc la mesure de Hausdorff parabolique de N est également nulle.
Cela met en évidence une fois de plus une possible différence de comportement entre les variables 4 et .

Un deuxieme résultat intéressant que nous pouvons déduire & partir de la Section 2.3.3 est la
caractérisation suivante des points partiellement singuliers :

Proposition 2.4.4. Soit (i, p,d) une solution partiellement adaptée sur Qg(t,z). Alors, pour tout
(to, z0) € Qr(t, ) nous avons

e soit (tg,xo) est partiellement singulier et alors pour tout 0 < r < R

1
e< @l + [p|2 dyds,
7" JQr(to,x0)

ot € est donné par le Théoréme 2.3.2, page 106.
e soit (tog, o) est un point partiellement régulier et alors

1
lim / || + |&|3dyds = 0.
Qr(t07x0)

r—0 72

Preuve. Le premier point se prouve par contradiction. Supposons donc que (tp,zp) est un point
partiellement singulier au sens de la Définition 2.4.1 tel qu’il existe 0 < r < R avec

1

- |i® + |p| 2 dyds < e.
T JQr(to,wo)

Puisque (4, p,d) est une solution partiellement adaptée, nous pouvons utiliser le Théoréme 2.3.2, et
donc il existe p > 0 avec 0 < p < r tel que (u,d) est borné dans Q,(to, zo), et donc (to, zo) doit étre
un point partiellement régulier, ce qui est une contradiction.

Pour montrer le deuxiéme point, comme (%o, zp) est un point partiellement régulier, il existe un
certain R > 0 tel que 4, & € L (Qr(to, 70)). Par conséquent, pour tout r < R nous avons

1

2 |@° + |5 dyds < C(HﬁH?igOLgO(QR) + HCUH%tOOLgO(QR))T?"

Q'r(t(hx())
La preuve est terminée en prenant la limite lorsque r tend vers 0. |
Ainsi, maintenant nous nous intéressons au comportement de la solution quand on s’approche

des points partiellement singuliers. En effet, dans le prochain chapitre, nous allons présenter une
phénomene de concentration de la norme L3 autour de ce type de points.



3 Concentration de la norme L3
autour de points partiellement
singuliers

3.1. Introduction

Dans ce chapitre, notre objectif se porte désormais sur le comportement de la norme L2 de la
vitesse @ autour des points partiellement singuliers introduits a la fin du chapitre précédent. Plus
précisément, nous allons d’abord obtenir un critéere d’explosion de la norme L3 de la vitesse, puis
nous affinerons ce résultat en présentant 'effet de concentration autour des points partiellement
singuliers. Pour cela, notons d’abord que I’explosion de la norme L? et la régularité des solutions sous
cette hypothese ne sont que deux faces d’une méme piéce. Donc dans une premiere étape, nous allons
établir la régularité des variables (i,¢) en supposant que @ € L{°L3 pour ensuite étudier un critére
d’explosion.

Avant de présenter plus en détail les principaux résultats de ce chapitre, nous énongons quelques
propriétés liées au systéme micro-polaire qui, rappelons-le, est donné par :

- - 1=

Orii = Aii — (- V)it ~ Vp+ JVAG,  div(@) =0, (3.1.1)
. . 1o

O = AG + ¥V div(@) — (@- V)& - & + SV AT, (3.1.2)

w(0,2) = tp(z), &(0,2)=do(x) et div(dy) =0.

Nous nous intéressons seulement aux variables (#,d) puisque, comme il a été remarqué dans les
chapitres précédents, I'information sur la pression p peut étre obtenue a partir de la vitesse 4 en
utilisant 1’équation suivante :

Ap = —div((@ - V)id). (3.1.3)

Maintenant, observons que la premiére équation (3.1.1) (associée a la variable @) est invariante par le
changement d’échelle suivant :

ix(t,z) = Mi(N%t,\x), pa(t,x) = N2p(\2t, Ax) et @y = N2D(N%t, Az) ou A > 0. (3.1.4)

Cependant, le triplet (i), px, @) n’est plus une solution du systéme micro-polaire, car la deuxieme
équation (3.1.2) n’a pas une mise a ’échelle naturelle qui préserve la structure de ’équation en raison
de la présence du terme d’amortissement . Néanmoins, le changement d’échelle ci-dessus est utile
lors de I’étude de la régularité des variables (i, d). En effet, notons que pour tout 1 < p,q < 400,

nous avomns
2

- 1 3.
l@xllgrra = A" 7 al[dlprpa,
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et rappelons que si, en particulier, nous avons la relation % + % < 1, nous disons que l'espace LYLi
est sous-critique. Ainsi, comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent dans le Théoreme 2.4.1,
I'information @ € LL(Q,) implique la régularité des variables (u,w) & l'intérieur de Q,. Donc,
nous pouvons dire que l'information sous-critique de la vitesse implique la régularité du systeme
micro-polaire. Cette caractéristique des équations micro-polaires est également soulignée dans les
travaux déja existants si 'on suppose que la vitesse 4 appartient & certains espaces fonctionnels
sous-critiques par rapport au changement d’échelle (3.1.4) (voir [5], [38] et [106]).

Il est important de remarquer que le cas critique % + % = 1 est bien évidemment plus délicat, et
surtout le cas @ € L{°L3 ot les méthodes habituelles (c’est-a-dire les effets régularisants du noyau de
la chaleur) présentent des limitations. Ainsi, pour mieux comprendre les difficultés de travailler avec
le cas limite (p, q) = (00, 3), considérons pour un moment les équations de Navier-Stokes classiques :

0 =AG— (7-V)0—Vh,  div(d) =0,
7(0,z) = vp(x), div(tph) =0.

Mentionnons que ce n’est qu’en 2003, dans l'article [34] d’Escauriaza, Seregin et Sverak, qu’il a été
possible de déduire la régularité des solutions faibles quand le champ de vitesse ¥ appartient & L{°L3.
Ce résultat est obtenu par contradiction en utilisant un argument de changement d’échelle autour
des points singuliers. Il est important de remarquer que la contradiction est obtenue par 1'utilisation
de la théorie de e-régularité par Caffarelli, Kohn et Nirenberg et ’application des théories d’extension
unique et d’unicité de rétrograde pour I’équation de la chaleur. Cette stratégie a également permis de
traiter des espaces critiques plus larges pour les équations des Navier-Stokes, comme nous pouvons le
voir dans les articles [2], [42] et [82].

De plus, la stratégie évoquée dans le paragraphe précédent a ainsi permis de montrer que si 7 > 0
est un temps maximal de régularité de ¥, alors nous avons limsup |[¥(t,-)[|zs®) = +00. Ceci a été

ensuite amélioré dans l'article [89] ou il a été démontré que :

Tim (1952, -) 3 ) = +o0-

Il est important de souligner qu’étant donné que la preuve des résultats précédents repose sur un
argument de contradiction, il s’agit alors d’estimations qualitatives. Cependant, dans article [97],
une premiére estimation quantitative a été obtenue. En effet, pour un certain ¢ > 0, il a été montré
que
! 19, Maoges)
im sup

=T log (log (103? (ﬁ) ) ) c

Ce résultat a été ensuite obtenu dans un cadre local avec de meilleures estimations quantitatives

:+OO

dans [7] o1 'un des principaux ingrédients est un effet de concentration de la norme L3 obtenu dans [6].

Ainsi, en revenant aux équations micro-polaires, tout au long de ce chapitre et en suivant I’esprit
de cette theése, nous étudierons le comportement de la solution (u,p,d) lorsque nous considérons
seulement que @ € L L3. Plus précisément, dans la Section 3.2, nous allons montrer qu’il est possible
d’en déduire la régularité des variables (#,d) et d’obtenir ainsi le cas limite (p,q) = (00, 3) du critére
de Serrin en remarquant l'effet de la domination de la vitesse « au sens de la Définition 2.1.1, page 38.
Ensuite, nous obtiendrons I’explosion de cette norme, enfin, dans la Section 3.3, nous présenterons le
résultat principal de ce chapitre, i.e., 'effet de concentration de la norme L3(R3) de .
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Notations

Nous aurons besoin de considérer deux types différents de boules paraboliques centrées en le point
(to, To) €]0, +00o[xR3 : nous définissons les ensembles Q. (tg, zo) et Q(to,zo) par

Qr(t()?x()) - }to —7"2,t0+7°2[XB$0’r,

et Qr(to,z0) = Jto— 12, to[XBuyr

pour 0 < r < \/ty et By, , = B(zo,r). Lorsque le contexte est clair, nous écrirons Q, (ou @,) au lieu
de Q;(to, o) (ou Qr(to, o))

Remarque 3.1.1. Contrairement au chapitre précédent, nous allons considérer ici les boules parabo-
liques Qr(to,xo) car nous nous intéressons au comportement de la solution quand on s’approche vers
le temps tg. 1l est important de noter que tous les résultats obtenus du Chapitre 2 restent valables si
nous travaillons avec ce type de boules.

Dans ce chapitre nous aurons besoin des espaces de Morrey suivants MP4(R3) avec 1 < p < ¢ <
400 qui sont définis par la condition

MPAR?) = {f:R> — R3: fe L2 (R, || fllpmpa < +00},

loc

ou

) | ) z
flava = sw (i [ IF@ras)
20€ER3r>0 \ 1 a7 J Bgg,r

Ces espaces a la différence des espaces de Morrey paraboliques définis dans (2.1.6) ne fait intervenir
que la variable spatiale.

3.2. Le critére de Escauriaza, Seregin et Sverak L3 pour les équations micro-
polaires

Nous pouvons maintenant présenter le premier résultat de ce chapitre, qui énonce un gain d’inté-
grabilité en supposant une hypothese locale L{°L3. Etant donné que l'un des outils pour développer
ce résultat est la théorie de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, nous allons travailler avec des
solutions partiellement adaptées.

3.2.1. Régularité locale des solutions partiellement adaptées

Rappelons que i, :]0, +0o[xR3 — R3 et p :]0, +0oo[xR? — R est une solution partiellement

adaptée des équations des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2) si sur un ensemble ouvert Q C
3

10, +00[xR3, nous avons i, € L{L2(Q) N L%H%(Q), pE LEJ(Q), les variables (i, p,d) satisfont les
équations (3.1.1) et (3.1.2) sur Q au sens des distributions, et pour tout ¢ € D(2), I'inégalité d’énergie
locale suivante est satisfaite :

/ @26t )y + 2 / / ¥ ® al2pdyds < / / (01 + AG)|l2dyds + 2 / / plii- V) dyds
R3 s<t JR3 s<t JR3 s<t JR3
+/ / |a|2(aﬁ)¢dyds+/ /(ﬁmy(gm)dyds. (3.2.1)
s<t JR3 s<t JR3

Voici alors le premier résultat de ce chapitre.
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Théoréme 3.2.1 (Version locale). Soit (i, p,d) une solution partiellement adaptée sur € C
10, +00[xR3 des équations micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2). Soit (to,z0) € Q pour lequel il existe
R > 0 tel que Jtg — R% to[xByy.r C Q. Supposons i € L®(Jtg — R%, to[, L3(Buyy,r)). Alors, il existe
r>0 avec 0 <r < & tel que i € L2, (Jto — 7%, to[ X Bz ).

Observons que, par le Théoreme 2.4.1, les points (tg,z¢) qui vérifient la condition
i € L™ (Jto — R?,to[, L3(Byo.r)) sont alors des points partiellement réguliers au sens de la Défi-
nition 2.4.1, i.e., les variables (#,d) deviennent réguliéres par rapport & la variable spatiale. Nous
tenons a souligner a nouveau qua partir de ce théoréme, nous pouvons voir a nouveau leffet dominant
de la vitesse décrit dans la Définition 2.1.1, page 38.

Comme nous 'avons mentionné dans I'introduction de ce chapitre, I’'idée pour montrer ce théo-
reme est par contradiction. Cependant, avant de passer a la démonstration, nous devons introduire
quelques résultats préliminaires utiles et des propriétés importantes satisfaites par toute solution
partiellement adaptée (u,p,d) des équations des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2) telles que

@ € L L3 (Qr(xo,t0))-

e Tout d’abord, nous pouvons obtenir 'information suivante :

’2

ieC <[t0 - ]’f,to] ,Li(B,, R)> . (3.2.2)

Pour obtenir cette information, nous appliquerons le résultat de régularité maximale local donné
dans [98, Lemme 9.6, pg 177].

Lemme 3.2.1. Soit 1 < s < ¢ < +00. Soit (U,p) une solution faible du systéme de Stokes,
0T — AT+ Vp=f, div(7) =0,

telle que pour R > 0, 7 € L{LL(QR), p € L{LL(QR) avec une force extérieure f € L{LL(QR).
Alors, pour tout 0 < r < R, nous avons

10:0] s 22,y + 1AV 2oLy + 1VPILsLa @) < CU I sza@r) + 110 Lsri@p) T IPILsLi(@p))-

Pour plus de détails sur ces estimations nous nous référons a [85, Théoreme 5.4] ou [91, Proposition
6.7].

Nous allons maintenant voir comment déduire (3.2.2) en utilisant le lemme ci-

dessus. Nous devons donc vérifier que (u,p,d) satisfait les hypotheses respec-

tives. Remarquons que grace a linégalité de Holder avec % = % + %, et comme

i € L L3(Qr(to, w0)) N LFHL(QR(to, x0)) C L LE(Qr(to, x0)) N LFLE(QR(to,0)) par  hypo-
these, on obtient

I@-Nall 550, S 102 9@V @il
3 2 -
< Nzl Tz rzim IV @ llzrz@n < +oo-

De plus, comme & € L?H(QRr(to,x0)), @ € LPL3(Qr(to,z0)) et pe LPL3(Qr(to,x0))
par  hypotheses et  Qr(to, o) est un  ensemble borné, on  obtient que
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- 5 5 5
VG € BL?LE«(QR(th z0)) C L{ L3 (Qr(to, 20)), U € L LY (Qr(to, x0)) C L Ly(Qr(to, x0)) et
p€ L7 L2 (Qr(to, o)) C L LL(QRr(to,0)). Ainsi, puisque (%, p) satisfait le systéme

Qi — AT+ Vp=(i-V)i+=-VAZ, div(d)=0,

l\’)\»—~

- 5 5
nous avons alors déduit que (@ - V)u,V A& € L} L (Qr(to,zo)) et U,p € L4L1(QR(t0,:U0)) alors
d’apres le Lemme 3.2.1, nous obtenons que pour presque tout ¢t €]ty — R to[, il existe UelLi (R3)

t
tel que w(t, ) = / i o(t,-)dt + U. On en déduit donc que @ € C <[ — %,to} 7LZ(Bm0 E))
to— T2

4
(voir par exemple [98, Lemme 3.2] et [14, Corollaire 1.4.36]).

Il est intéressant de noter qu’a partir de (3.2.2), nous pouvons étudier le comportement de la
solution dans l'intervalle fermé [ty — RTZ, to] méme si les hypothéses initiales sont dans l'intervalle
ouvert Jtg — R2, to|.

e Maintenant observons que d’aprés I'hypotheése @ € L{°L3(Qr(to, o)) nous avons que i(t,-) €
L3(Byy.r) pour presque tout ¢t €]ty — R%, to[, cependant nous en déduirons, en utilisant (3.2.2),

que pour tout t € [ty — RTQ,tO], on a u(t,-) € L3(B r) (et pas seulement pour presque tous
0573

les t €]ty — R%,to[). En effet, soit ¢ € [tg — T,to] et (tx)reny une suite dans |tg — R;,to[ telle
que ty ——— t. Puisque ||d(t, )23z ) < UllL=rs(qy), en utilisant le théoréme de Banach-
k—+o00 xg, & t tz

Alaoglu, il existe une sous-suite (tx,)jen telle que (u(ty,,-))jen converge faiblement-+ vers une
certaine fonction #(¢,-) dans L3(B ) D’autre part, par la continuité donnée dans (3.2.2), on a

u(ty,, ) % u(t,-) fortement dans L4(B +o.2)- Par conséquent, par unicité de la limite, on a

’2
u(t, ) = v( ) € L3(Bx0 r)N L%(on r), et nous avons prouvé que
2 2
RZ

pour tout t € [tg — —,

otl, ona )e LB, r). (3.2.3)

Zo, 2

De maniére similaire au point précédent, remarquons que nous sommes en mesure d’étudier le
— . , 2
comportement de # dans l'intervalle fermé [ty — RT, to).

e Nous allons maintenant faire quelques remarques sur la pression. Remarquons que nous pouvons
décomposer la pression p en deux parties

p=p—+II, (3.2.4)
ou p = —x(div(div(¢d @ @)) avec ¢ une fonction de test positive supportée dans By, , telle que

(
¢ = 1 dans on’g, pour 0 < p < R, et II est définie par II = p— p. Par la définition de p nous avons,

||pHL°°L2(Qp) B ”pHU’O (Jto—p2,to[,L3 (R3)) — H(—A)<dw(dw($u®u))

Lo (to—p? o L} (B3))

En utilisant le fait que les transformées de Riesz sont bornées dans L3 (R3) et que 'on a supp(¢) C
By, p, nous avons

9] < Cllgpu @l

<C o 2 7
LOOL?(QP) Lo (Jto—p2 tol,L3 (R3)) = 9] oo (m3) |1 @ 4|

3 .
Lo (Jto—p2,to[,L 2 (Bzg,p))
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Ainsi, puisque @ € L{°L3(Qr) par hypothése, nous avons

91,13 o) = Ol 3@ 0000 < Ol rs @00y < F00 (3.2.5)

Puisque IT = p — p, et p satisfait I’équation (3.1.3), nous avons que pour tout t €]ty — RTZ, tol,

Amaq:Amaq—Amaq:—dwmww®ﬁ»—A0inmwmwwa®m».

Ainsi, puisque ¢ = 1 dans on,g, nous observons que pour tout t €|ty — %,to[ nous avons
All(t,) = 0 sur Byge-

Maintenant, par les estimations des fonctions harmoniques (voir [35, Théoréme 7]) nous avons pour

tout 0 < p < R Pestimation ||IL(Z, )|~z ,) < C|[II(t, )|
zQ,

nous avons ’

L%(Bzo,p)' De plus, puisque Il = p — p,

+ Cllp(t, )|l (3.2.6)

Tt e, ) < 03 sy
3 3 3 3 3

Enfin, comme p € L7 L7 (Q,) par hypothese et puisque p € L{°LZ(Q,) C L7 LZ(Q,) par (3.2.5),

en prenant la norme L> dans intervalle de temps |t — %,to[ dans l’expression ci-dessus, nous

obtenons

IIHHLtgL SCI!P\\L§L§ +Clpll 3 5 < +oo. (3.2.7)

go(QB) (Qp) L? LE (QP)

2

La décomposition (3.2.4) de la pression et les controles (3.2.5)-(3.2.7) seront utiles par la suite.

Ces trois points terminent les résultats préliminaires.

Démonstration du Théoréme 3.2.1. Nous allons maintenant prouver que @ € L5, (Q;) pour certain
r>0telque 0 <r< % Pour cela, nous procédons par contradiction. Ainsi, supposons que pour tout
0<r< g, nous avons @ ¢ L>®(Q,(to, xo)) i.e., le point (to, xo) est partiellement singulier au sens de la
Définition 2.4.1, page 129. La stratégie consistera a appliquer un changement d’échelle autour du point
(to, o) et a étudier le comportement de certaines fonctions limites afin d’obtenir une contradiction.
Considérons donc, pour tout k& € N, la suite

Ak = Vto — tg,

ol (tx)ren est une suite telle que pour tout k € N, 0 < t < to et t k—) to. On remarque que
—+00
(M )ken — 0 et qu’il s’agit d’une suite bornée.
k——+o0
Nous étendons maintenant les fonctions (@,p,d) par 0 a lextérieur de Qr(to,xo) et nous les
2

désignons par (i, p,d). Pour tout k € N, considérons maintenant iy, &y, et py les fonctions définies
par la mise a 1’échelle suivant
i (s,y) = Me@i(ty + A28, 7o + Aky), pr(s,y) = Aep(ts + Ais, o + Aky) (3.2.8)
et Gp = N&(tk + ALs, To + Aky),

pour tout (s,y) € [0,1] x R3.
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Remarque 3.2.1. Le support des fonctions (g, pk, k) est inclus dans Q _r (1,0). Ainsi, dans la
225

suite, nous considérerons k suffisamment grand pour que (ty — ti) < %2 et donc 1 < % (rappelons
que (k) ren converge vers 0). Par conséquent, les valeurs des fonctions iy, py et &y, dans |0,1[xB; r_
>

correspondent d celles de (U, p, &) dans |tg,to[x B, &.
’2

Il convient de noter que (g, pk,Jx) n’est pas une solution des systémes de fluides micro-polaires
a cause de l'absence d’invariance de changement d’échelle de I’équation (3.1.2). Néanmoins le triplet
(U, px, Oy ) satisfait I’équation

- - 1-
Optly, = Atly, — (Uk . Vk)l_[k — Vpr + §V A Gy, (3.2.9)

dans ]0, 1[x B, _r_, qui peut étre considérée comme les équations équations de Navier-Stokes classiques
V2N

avec une force extérieure V A Ji. Nous voulons maintenant prouver les convergences suivantes

VAGE — 0, pp—— Poo b U —— 1o,
k——+o0 k—+o0 k——+o0
dans un sens qui nous allons préciser plus tard, afin de déduire que (@, Poo) €st une solution des
équations de Navier-Stokes dans ]0, 1[xR3,

pling = Al — div(llee ® o) — 6]Ooo,

puis une étude détaillée des propriétés de la solution (#s, poo) nous conduira a la contradiction sou-
haitée.

e Tout d’abord, nous étudions la convergence de la suite (ﬁ A Gr)keny dans le
domaine ]0,1[xR3. D’apres la définition de & donnée dans (3.2.8), puisque

supp(V A @) CQ%(I,O) =]1 Zg\Q,l[xBO et 1 — % < 0 par la Remarque 3.2.1, et
k k

comme & € L?H} nous avons

19 A G2 g0 25 / [, 19 s = / / XV A ) (0 + Ads, g + Ay) 2dyds.
R
T

Maintenant, par un changement de variable et puisque tg — RTQ < t, par la Remarque 3.2.1, nous
pouvons écrire

to -
||wwk|rL201[Lz(Rs>—Ak// |ww| dyds<Ak/t / |w@|2dyds.

—

En utilisant le fait que VA=V AG &g, (to,z0) PAL construction, nous obtenons
2

IV A& Pdyds < /\k/ IV A &|?dyds. (3.2.10)

IV A Gl 720,11, 22(RoY) < /\k/
Qr(to,zo)

Q g (to,z0)
2

Puisque & € L%H;(Q r) par hypothese, et que (A;)ren converge vers zéro lorsque k — 400, nous
avons
VA& — 0 fortement dans L2(]0,1[, L2(R%)).

k——+o00
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e Nous allons maintenant étudier la convergence de (pg)ren. Rappelons que pour tout k& € N, nous
avons pi(s,y) = A\ip(tr + Ais, xo + Apy), ol p = PlQ g (to,z0)- PUisque nous pouvons écrire la pression
- - 2

= p + II par (3.2.4), nous avons pour tout k € N, pp = p + 11, ou
pi(s,y) = \ap(te + As, 2o + Aky), I (s,y) = \IL(tg + AZs, 20 + Aky),

avec P = Plg  (to,20) €6 IL = U|q  (t,00)- Ainsi, par homogénéité, on a
2 2

[l = [ARp(tk + A 2o + Aeo)| = [Ipll

£o°(10,1[,L % (R3)) £o0(]0,1[,L 2 (R3)) Lo (Jtg tol, L (R3))”

Comme nous avons [tg, to[Clto — RTQ, to[ par la Remarque 3.2.1, on obtient

rego ) = Bl 2 et s, g = 1B er g g oo

1okl

3
En utilisant le fait que p = plo , (t0,00) €t P € L°Lz (Q & (to, zo)) par (3.2.5), nous obtenons la borne
P R L

uniforme suivante

ok o < Ipll < C < +o0. (3.2.11)

Le=(]o, 1[L2 (R3) LOOLQ(QR(t ,%0))

Par conséquent, par le théoréeme de Banach-Alaoglu, il existe une sous-suite (pkj)jeN et
Poo € L>(]0, 1[,L%(R3)) telle que

Pr, —— poo dams L]0, 1[, L2(R%)). (3.2.12)

j—+oo

Etudions maintenant la suite (II;)zen. Puisque supp(Il;,) C Q (1 0), nous avons

2 2
T k||L2 (J0,1[,L>°(R3)) IARILCEs + Ay, o + )\k.)HL%(}O,lLLm(BO r))
v

3
et par I'’homogénéité de I'espace L7 L3°, on a

SNl

2
3
Il <AL g,

L3 (0,1 Lo (B3)) L3 (tito[ Lo(B, 7))

R2 :
=, to[,L>(B
0,3 1ol L ”CO%))

3
Maintenant, comme II = II|g ,, .2,) €t II € L7 L2°(Q &) par (3.2.7), on obtient
2 2

2
C)& I < ONS. 3.2.13
L3 goag ey = G g Lire (@ g (t0:20)) k ( )

[haeaime
Comme (Ag)ken tend Vers zéro lorsque k — +oo nous pouvons déduire que (Il;)xen converge vers
zéro fortement dans L3 (10, 1[, L= (R3)).

Nous avons prouvé jusqu’a présent que (pg,)jen converge vers poo par (3.2.12) et que (Ilg)ren
tend vers zéro. Maintenant, puisque pr = pr + I, nous pouvons obtenir, a une sous-suite pres,
la convergence faible de (pi)ren Vvers poo dans L{°L3. Cependant, nous devons étudier plus en
détail la convergence de (pg)ren. En effet, prouvons que (pg)ren est uniformément bornée dans
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(L% (Jo, 1], L3 (R?)))10e- Pour démontrer cette affirmation, nous utiliserons & nouveau la décomposi-
tion pr = pir + Il et les estimations précédentes obtenues sur py et II;. Ainsi, pour tout ensemble
compact Q = [a,b] x By1 C R?, puisque py = py + Iz, nous avons

1 1
[ nltasas<c [ [ pefrayas+c [ [ ity
0 0 B 0 B

Puisque supp(px) C Q _r (1,0) et A\ k—) 0, nous pouvons considérer k suffisamment grand pour
22 — 400

que Q C @ _r (1,0). Maintenant, en utilisant le fait que (pg)ren est uniformément borné dans
225

L*>(]o, 1[,L%(R3)) par (3.2.11), nous avons

//\pkvdyds—/ 1P(s, )

2
< C)\} par (3.2.13), nous obtenons

)15 S Cllnxl? 4 SC

L~ (]0,1[,L B

3
2
L (R3))

De plus, puisque HHka (10,1[L>(R3))

2
Iy |2dyds < |B I ( d < O[] 2 <C\ <C
[ mettasas < 131 [ sl egmas < ety o <onf<e

ou nous avons utilisé le fait que (A\x)gen est une suite bornée. Ensuite, a partir des deux estimations
précédentes, nous obtenons

/ [pe|2 dyds < C. (3.2.14)
0

Ainsi, (pg)ken est uniformément borné dans (L%(}O 1], L%( R?)))i0c et par le théoréme de Banach-
(Pk;

Alaoglu et 'unicité de la limite, il existe une sous-suite )jen telle que

3 3
pk ‘7_)—+>poo in (LtQLig)lOC' (3215)

3
Remarquons que nous avons obtenu un raffinement de la convergence faible de (pg)ren dans L°LZ.

e Etudions maintenant la convergence de (i )ren. Tout d’abord, observons que (i )ren est unifor-
mément borné dans L>(]0, 1[, L3(R3)). En effet en utilisant la définition de i donnée dans (3.2.8),
par homogénéité et puisque ¢t — RT2 < t, par la Remarque 3.2.1, nous avons

k|| oo 0,1, L3(R2)) = 1A (t 4+ AR T + M) | oo 0,1, L3 (R2))

= N2l 2o gep ot 22@3)) < N2l poo gy 82 4 13 R2Y)-

Alors, comme @ = U|q ,, (t9,20) €6 U € L L3 (QRr) par hypothése, nous avons
2

|tk | oo qo,11,23(R3)) < Hﬁ”Lt‘x’Li(Q%(to,wo)) < +o0, (3.2.16)
alors par le Théoreme de Banach-Alaoglu, il existe une sous-suite (ﬁk]) jen telle que

liy, —— i € L(]0, 1], L*(R?)). (3.2.17)

Jj—+oo

Néanmoins, cette convergence n’est pas suffisante pour conclure que (Un, poo) satisfait les équations
de Navier-Stokes (3.2.25) et donc nous devons utiliser I'inégalité d’énergie locale afin d’obtenir des
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convergences plus fortes. A cette fin, nous fixons ¢ € Cs°(]0,1[xR3) de telle sorte que supp(p) C
Ja,b[xB avec 0 < a < b < 1 et B un ensemble borné de R3. Pour tout k¥ € N, nous définissons
or(- ) = 90(‘;;’3 5.2). Observons que les fonctions étendues (4, p, &) satisfont I'inégalité locale

k

t t
[ aPoenay+2 [ [ Goatads< [ [ @t spolatas
R

+2/ / (@- Ve dyd8+/ @@ v gokdyds—l—/ / A&) - (pr)dyds.
R3 R3 R3

En appliquant le changement de variable 7 = 8;2'5’@, y = Y™ et puisque supp(yp) Cla, b[x B, nous
k

avons

b b
/Rg k|2 o(m,y)dy  + 2/ /3\V®ﬁk!2¢dyd7§/ /3(8t<p+A<P)!ﬁk!2dydT

+ 2/ / pr (U, - V<p dydT—i-// |uk| <pdyd7
R3
(I1)

(I11)
/ » (V A @) - (@iir)dydr . (3.2.18)
(IV)
Comme supp(y) C Q@ o (1,0) =1 ﬁg , 1[><B0 £ nous considérons k suffisamment grand pour

que B C B, r (rappelons que la suite (Az)reny converge vers zéro). Notre but est maintenant
BN
d’obtenir des estimations uniformes de (i )ren, pour lesquelles nous controlerons chaque terme du
coté droit de (3.2.18).
+ Pour (I) grace & I'inégalité de Holder avec (1 = 1 + 2), comme supp(y) Cla,b[xB C]0,1[xB et
(i )ken est uniformément bornée dans L°°(]0, 1[, L3(R3)) par (3.2.16), nous obtenons

b 1
| [ @+ aolafayir < [ 106 + Apllsm (i
< Ol Fpe s < C. (3.2.19)

 Pour le terme (I7) dans (3.2.18), grace a I'inégalité de Holder (1 = 2 + § + ), nous avons

[ [ i ertar < [ o) 10 Mooy 9

Alors, grace a I'inégalité de Holder dans la variable temps (1 = % + é + %), et puisque (Uk)ken

est uniformément borné dans L>°(]0, 1[, L3(R?)) par (3.2.16) et (pg)ren est uniformément borné
3 3

dans (L2(]0,1[, L2 (R?)));0c par (3.2.14), on a

[ [t Soavir <l 33 Wl Dels <€ G220)

x Le terme (I1I) dans (3.2.18) découle immédiatement du fait que (@y)ren est uniformément
borné dans L>(]0, 1[, L3(R3)), en effet nous avons

/ [ - Gy < / [ 1P eldudr < Cl¥ iz el ory < €. (3221



Le critére de Escauriaza, Seregin et Sverak L°L3 pour les équations micro-polaires 141

* Pour le dernier terme (I'V) de (3.2.18), par Iinégalité de Holder (1 = 1 +

1
5 + 3) nous avons

o=

b 1
| [ na) - (idudr < & 19 A& letr s () s

maintenant, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans la variable temps, nous obtenons
b -
| (@ na- (widydr < U Ay lellzog Il
a

Comme, |V A @l r2r2 < MllV A&l 2z par (3.2.10) et [|iiy| gz < C par (3.2.16), on a

b - 1,
/ /Rg(v N@) - (pii)dydr < ON IV A G2 <C, (3.2.22)

ol nous avons utilisé le fait que (A\g)ren est une suite bornée.

Ainsi, a partir des estimations (3.2.19)-(3.2.22), nous déduisons qu’il existe une
constante C' > 0 (indépendante de k) telle que le coté gauche de (3.2.18) satisfait

b
/ || pdy +/ / IV @ iy |*edydr < C. Par conséquent, nous obtenons que pour toute
R3 a JR3
fonction de test ¢ € D(]0, 1[xR3), la suite

(¢ilp)ren  reste uniformément bornée dans  L{°L2 N LZ2H}. (3.2.23)

De plus, puisque (i, px) satisfait les équations de Navier-Stokes (3.2.9), il est possible d’obtenir

3 _3
que (@0t )ken reste uniformément borné dans L7 H,, ?, (voir par exemple I’étape 3 de la preuve

du Théoréme 14.1 du livre [61]). Donc, par le théoreme de Rellich-Lions (voir [61, Théoréme
12.1]), on peut trouver une sous-suite (i, ) en telle que dans le domaine ]0, 1[xR? on a d'une part
que iy, converge faiblement- * vers iy dans (LPL2 N LIHY) e et d’autre part que U, converge
fortement vers iy, dans (L?L2);,..

De plus, on peut déduire que l'on a

Up,

—— il dans  (LIL3)ie, (3.2.24)
J—r+oo
En effet, puisque (uj;)jen est uniformément borné dans (LL2 N L2LS)0 par (3.2.23)

et dans L®L3 par (3.2.16), en utilisant un argument d’interpolation, nous obtenons
t T 1 1 g

= N 3 N 3 . . — ) . 4 ,
[k, [ para < Huka’”L%LgHuijL;’oLi < C < +oo. Ainsi, (ig,)jen est uniformément borné
dans (L{L%)j,. Ce fait, ainsi que la convergence forte dans (L?L2);,., qui est donnée par le
théoréme de Rellich-Lions, implique la convergence forte dans (L3 L3 ).

Nous avons terminé 1’étude de la suite (U )reN-.
€N

En résumé, nous avons obtenu, a une sous-suite pres, que le triplet (ﬁk,pk,ﬁ A @) converge vers
(o, Poo, 0) dans un certain sens (fort ou faible), et nous pouvons alors déduire que (U, Poo) €St une
solution faible des équations de Navier-Stokes en ]0, 1[xR3,

Oylios = Aidlng — div(lise ® o) — Vioo. (3.2.25)
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De plus, a partir de la convergence faible de (pg,)jen donnée dans (3.2.15) et de la convergence forte
de (iig,)jen dans (L}L3) 10 donnée dans (3.2.24), il est possible de déduire que (@so,Poo) €St une
solution adaptée des équations de Navier-Stokes en ]0, 1[xR3, au sens de la Définition 2.1.3, page
39. Ce fait peut étre vu avec tous les détails dans ’étape 4 de la preuve du Théoreéme 14.1 du livre [61].

Nous exploiterons cette propriété par la suite, mais nous avons besoin d’autres propriétés sur
(o, Poo) afin d’obtenir la contradiction finale. En effet, nous montrerons que d’une part, cette
solution est une solution non triviale des équations de Navier-Stokes, et d’autre part, en utilisant
la théorie de I'unicité de la équations de la chaleur développée dans [34], [61] ou [91], nous dédui-
rons que cette solution doit étre identiquement nulle, ce qui nous conduira & la contradiction souhaitée.

Prouvons maintenant que (@, Poo) €st une solution non triviale. Pour cela nous allons étudier
de maniere plus fine la limite qui nous a conduit & (s, Peo). Soit 0 < a <K % un petit parametre
qui sera fixé plus tard. Puisque (@, p, ) est une solution partiellement adaptées avec (¢g, o) un point
partiellement singulier, on peut considérer k suffisamment grand pour que 0 < al; < % et on peut
utiliser la caractérisation des points singuliers donnée dans la Proposition 2.4.4 page 130 (qui est
valable pour tout rayon 0 < a)\; < 1) pour obtenir l'existence d’un petit parametre € > 0, donné par
le Théoreme 2.3.2, page 106, tel que

1 3
0<e< / il + pl3 dyds,
(aAr)? Qaxy, (to,To)

Maintenant, observons que par un changement d’échelle, nous avons

1 . 3 I ., 3
€< T2 / @l + pl2 dyds = 2/ / itk |® + |p| 2 dyds. (3.2.26)
(a k) Qu)\k (t07x0) a 1—a2 BO,u

Pour étudier plus en détail I’expression précédente, nous devons obtenir quelques estimations sur la

pression (pg)ren. Puisque (@, px) est une solution du systéme (3.2.9) qui peut étre considéré comme
les équations de Navier-Stokes avec une force externe 6/\&5;{, la pression satisfait —Apy, = div(div(d®
Uy)). Par conséquent, en suivant les mémes arguments que dans (3.2.4), nous pouvons décomposer la
pression py = py + II; ol = (flA)(div(div(qﬁﬁk ® y)) avec ¢ une fonction de test positive supportée
dans B2, telle que ¢ = 1 dans By g, et ﬁk est une fonction harmonique définie par ﬁk = pr — Pk
Maintenant, en utilisant le fait que les transformées de Riesz sont bornées dans L%(R3), nous avons

Pi(t < [Ipx(t, - = ||——(div(div (o) ® tx))(t, -
B3, S IR0, = [ @i e | |
R 2
< Cllp(ty ® uy)(t, -)HL%(RS).
De plus, puisque supp(¢) C By 2q, nous avons
[Pt )l g < Ol oo @3 1Tt M (3o 20) < CllEk(Es 12350 0)- (3.2.27)

L2 (Bo,2q)

Comme IIj, est une fonction harmonique, par les mémes arguments que dans (3.2.6), i.e., les estimations
locales pour les fonctions harmoniques, nous obtenons

+ Cllpr(t; )Nl 5

It Moo < CITCE 3, < CIBREN 3, TN

L2(Bo,2
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et en utilisant 'estimation (3.2.27), nous avons
T - 2
”Hk(tﬂ .)HLOO(BO,U.) S CHuk(t’ .>HL3(B()72Q) + CHpk(t’ ‘)HL%(BO72[1). (3228)
En revenant & (3.2.26), en utilisant que py = pg + II;, nous avons
I ~ 3 3 I ~ 3 ~ 3 ~ 3
€< 3 |tx|” + |pr|2dyds < — |tx|” + Clpx|2 + C|1Lg|2 dyds
a 1—a? BO,a a 1—a2 BO,a
(3.2.29)

1 [t . c [t - 3 c (! ~ 3
< 2/ / |0y, dyds + 2/ / Ipx|2dyds + 2/ / |TL; |2 dyds.
0% J1—-a2 /By 0% J1-a2 /By, % J1-a2 /By

Etudions chaque terme de ’expression ci-dessus. Pour le premier, il est facile de voir que 'on a

I =13 e =13 Loyos
2 /1_a2 /Bom |t |°dyds < o /1_(2a)2 /B(L2Cl |t | dyds = EHUkHL?Lg(QQa(LO))' (3.2.30)

Pour le deuxieme terme de (3.2.29), nous avons
3 c
ds < 5 [ il s 05
a2 1 (20)? L3(Bo,2a)

1 ! 3

—_— Y . 2
sy,
(3.2.31)

1 /1 / ~ 3

- prl2dyds <

a? 1—a2 Bo,n| | a —(2a)
C

=3
< 2l 3 (@an10))-
< Cllaw(s, M s (pyy T

Pour le troisieme terme de (3.2.29), comme Hﬁk(s7')||Loo(Boya)

Clpx (s, ‘)HL%(BOQC() par (3.2.28), nous avons

1 1 ~ 3
2/ / ]Hk|2dyds§0a/
% J1—a2 /By, 1
1 , 1 s
<C 7 . S d
<ca( [ Nl M+ [ ol ds)

1—a2

1

~ 3
e [Tk (2, ) ‘|zoo(307a)d3

t

3
<Ca (\ﬁkﬂima + el 5 ) '
e LZ L (Q24(1,0))

Ainsi, puisque (@)ren est uniformément borné dans L>(]0,1[, L*(R?)) par (3.2.16) et (pg)ren est

uniformément borné dans (L%(]O, 1], L%(R?’)))loc par (3.2.14), nous obtenons que

e ~
2/ / |Hk|%dyds < Ca.
% J1—a2 /By,

Ensuite, en regroupant toutes les estimations (3.2.30)-(3.2.32) dans (3.2.29), nous obtenons

(3.2.32)

C.. 3
€ < iy L2 @uron + €O
. En considérant a tel que

que nous réécrivons de la maniére suivante a?e — Ca® < C Hﬁk”ig L3(Q2e(1,0))

a< Ci, nous pouvons trouver une constante €, > 0, 0 < €, < a?e — C,a3 telle que

0< e < Cllﬁk||?igz(Q2a(1,0))'
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Ainsi, & partir de la convergence forte dans (L}, )i de (i, )jen donnée dans (3.2.24), nous obtenons
0< e < / |too |2 dyds. (3.2.33)
QQa
Nous avons ainsi prouvé que (i, Pso) est une solution non triviale des équations de Navier-Stokes.

Nous allons maintenant démontrer une contradiction en montrant que @y, = 0. Pour cela, nous
rappelons que la solution limite (@, poo) satisfait les équations de Navier-Stokes (3.2.25) et que nous
pouvons donc considérer les théories d'unicité rétrograde développées dans l'article [34], qui peuvent
étre résumées dans la proposition suivante :

Proposition 3.2.1 (Unicité rétrograde). Soit (U, h) une solution des équations de Navier-Stokes sur
10, 1[xR3, i.e. nous avons

0 = AT — (V- V)0 —Vh, div(?) =0.
Supposons en outre que ¥ € L{L2 N L?H; et pour tout ¢ € C§°(]0,1[xR?), le couple (T, h) satisfait
l'inégalité d’énergie locale suivante

/ T2, dy+2/<t /RS ¥ ® #2¢dyds < /<t/ (016 + Ao)|72dyds (3.2.34)

+2/ /h(ﬁ-*qﬁdydw/ / 2(7- V) pdyds.
s<t JR3 <t JR3

Si 7€ L>®(]0,1[, L3(R3)) et ¥(1,-) = 0, alors T = 0 sur ]0,1] x R3.

Pour une preuve de cette proposition, nous renvoyons au livre [61, Théoréme 15.4] dont la
démonstration est basée de 'article [34].

Vérifions maintenant que le couple (i, poo) satisfait les hypotheéses de la proposition précédente.
Tout d’abord, remarquons que (s, Poo) satisfait I'inégalité d’énergie locale (3.2.34) puisqu’il s’agit
d’une solution adaptée des équations de Navier-Stokes (3.2.25). De plus, nous avons également que
@ € L>=(]0,1[, L3(R?)) par (3.2.17), il suffit donc de prouver que @ (1,-) = 0. Pour ce faire, re-
marquons que pour tout j € N, nous avons i, € L*°(]0,1[, L*(R?)) ¢ L*(]0, 1], Hfg(R?’)) et comme
L2(R%) C H-'(R%) € H2(R%) et que nous avons dyily, € L2(]0,1[, H~2(R?)) C L'(]0,1[, H 2 (R?)).
Par conséquent, en suivant les mémes lignes qui nous ont conduit a déduire (3.2.2), (voir aussi [61,
pag 402]), nous pouvons obtenir que

i, € C([0,1], H2 (R?)).

Ainsi, si 'on considére ¢ € C*(R) tel que ¢ = 1 sur | — oo, %[ et ¢ = 0 sur |2, +oo[, en écrivant

pour tout ¢ € [0, 1],
2
= —/ O (@i, )ds
t

on obtient que U (t,-) est la limite faible-x de iy, (t,-) dans H~ (]R3) . 11 s’ensuit que pour tout

€ [0,1], @so(t, ) est bien défini dans un sens distributionnel. En particulier, s (1,-) est la limite
faible de 1y, (1,-) dans H_%(Rd) De plus, pour tout t > 0, puisque @(1,-) = A\p@(to, o + Ag-) et par
le changement de variable z = x¢ + /\k].y, nous avons

J A A N -
0,v 0,v

BCL‘O,Ak v
J
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Remarquons que w(tg,) € LS(B%0 r) par (3.2.3) et puisque @ = mQR(t .
) 5 (to,zo
L3(R3). Ainsi, comme Ak, = \/m ' 0, la fonction 1 Bag e converge ponctuellement vers 0

J—+00
lorsque j — +400. Par conséquent, en vertu du théoreme de convergence dominée, on a

nous avons que u(to, ") €

|t @l = [ tn,., Gl )fe o

Bo, R3 0:7k; J—+too

Par conséquent, la suite (i, (1,-))jen converge faiblement-x vers 0 dans L?(R?) et par I'unicité de la
limite, nous obtenons que @y (1,-) = 0.

Nous disposons maintenant de toutes les hypothéses nécessaires pour appliquer la Proposition 3.2.1
(i.e., (lixo, Poo) est une solution adaptée, iin, € L>(]0,1[, L3(R3)) par (3.2.17) et i (1,-) = 0) nous
obtenons donc que iy = 0 sur ]0,1] x R3, et alors

/ |t |dyds = 0,
Q2a

ce qui est une contradiction avec (3.2.33). Nous pouvons conclure que @ est en fait borné dans
Q- (to, zp) pour tout 0 < r < %. Ceci termine la preuve du Théoréme 3.2.1. |

3.2.2. Une caractérisation des points partiellement singuliers

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.2.2 (Version globale). Soit (i, p,d) une solution faible sur |0, +oo[xR3 du systéme
micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2) avec @,& € LPL2 N L2HY} tels que pour 0 < § < T < 400 nous
avons @ € L>®(]6,T[, L3(R?)). Alors la vitesse @ € C(]6,T[,L3(R3)) si et seulement si chaque point
(to, z0) €]0, T[xR3 est un point partiellement régulier.

La principale différence entre ce résultat et le Théoreme 3.2.2, réside dans le fait que nous ne
requérons plus ici la condition de solution partiellement adaptée. En effet, comme nous le verrons plus
loin, I'’hypothese @ € L°°(]0,T[, L>(R?)) est suffisamment forte pour assurer une estimation globale
intéressante. Notons que dans ce théoreme, nous obtenons, & partir d’'une seule hypothése sur u, le
caractére borné du champ de vitesse @ et ceci implique la régularité de (@, d).

Démonstration du Théoréme 3.2.2. Soit (i, p,d) une solution faible de type Leray des équations
des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2) telle que @, & € L(]0, 400, L*(R?)) N L3(]0, +oo[, H(R?))
et nous supposons que pour 0 < § < T' < +00, nous avons @ € L>(]5,T[, L3(R?)). Notre but consiste
A prouver que, sous les hypothéses précédentes, la condition @ € C(]5, T[, L3(R3)) est équivalente au
fait que tout point (¢p,zg) €]0, T est partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1.

Pour ce faire, nous allons d’abord établir quelques propriétés de la solution faible (i, p, @).

e Prouvons d’abord que i(t, ) € L3(R®) pour tout ¢ € [§, T]. Observons que contrairement & la preuve
du Théoréeme 3.2.1, nous pouvons utiliser ici les propriétés des solutions faibles des équations de
Navier-Stokes. En effet, puisque (i, p) est une solution faible de I’équation (3.1.1) qui peut étre
vue comme les équations de Navier-Stokes avec une force extérieure VA G € Lix, il est possible de
déduire que @ est L?(R3) faiblement continue en temps i.e., pour tout ¢ € [, T] ’application

t— u(t, z)g(x)dx, (3.2.35)
R3
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est continue pour tout ¢ € L?(R3). Voir par exemple le Théoréme 3.8 dans le livre [85] ou le

Lemme 3.4 dans [98] pour une preuve de ce fait en plus de détails. Maintenant, fixons ¢ € [0, T] et

considérons une suite (tx)ren dans |4, T'[ telle que ¢ " t. Puisque [|d(tg,)|[zs < [|Ullpsors, en
—+00 z

utilisant le théoréme de Banach-Alaoglu, il existe une sous-suite (i(t;,-))jen telle que u(ty,,-) —
¥(t,-) faiblement-* dans L3(R3). D’autre part, comme Papplication (3.2.35) est continue pour
tout ¢ € L?(R3), en particulier elle est continue pour tout 1 € C§°(R3), et donc nous avons

U(t,, v)Y(z)dr 3 / i(t, )y (z)dz. Puisque CS°(R3) est dense dans L%(R?’), par l'unicité
J—+0 JR3
de la limite, nous obtenons (t,-) = #(t,-) € L3(R3). Nous avons donc prouvé que

pour tout t € [5,T], l(t,-) € L3(R3). (3.2.36)

e Nous prouvons maintenant que, pour tout ensemble ouvert B C R3, le triplet (u,p,d) est une
solution partiellement adaptée des équations des fluides micro-polaires dans |6, T[x B au sens de la
Définition 2.3.2, page 69. En effet, puisque @, & € L>(]0, +00[L2(R?)) N L2(]0, +-00[, H'(R?)) nous
avons immédiatement @,d € L>®(]6, T[, L*(B)) N L2(]6, T[, H'(B)). Ainsi, il suffit de montrer que
p € L%(]é,T[,L%(B)) et (u,p,d) satisfait I'inégalité d’énergie locale suivante : pour tout ¢ €
C5<(16, T[x B),

/ |ﬁ\2¢)(t,-)dx+2/ / €®ay2¢dydsg/ /(8t¢+A¢)|ﬁ|2dyds
R3 <t JR3 <t
+2/ / dyds+/ [@?(a@ - V)odyds
<t JR3 <t JR3

/ < /]Ra - (¢)dyds. (3.2.37)

Pour prouver que p € LE(](S,T[,Li(B)), rappelons que la pression satisfait 1’équation
p= (7—1& div div(@# ® @) sur R3. Par conséquent, en utilisant le fait que les transformées de Riesz

. 3
sont bornés dans L2 (R?), nous avons

L
lp(t, .)||L%(B) < H(_A)lele(u(@U)(t’ D)

< Clawi, )

— 2
Q(R3) S C”U(t, ')||L3(R3)'

L3 (R3)
En considérant la norme L2 dans intervalle de temps |0, T'[, dans 'expression ci-dessus, et puisque
@ € L>=(]6, T[, L3(R?)) par hypothese, on a

2
HPHLQLQ(M[ 5 Cllall 4 (6T L) < Cllll oo g5,y pomsy) < +00- (3.2.38)

Prouvons malntenant que (,p,d) satisfait l'inégalité d’énergie locale (3.2.37). Puisque
ie L?H: c L2LS et @ € L°°(]6, T[, L3(R?)) par hypothése, en utilisant un argument d’interpo-
lation, nous avons

1 1

Hﬁ”L‘l(](S,T[,L‘l(B)) < HﬁHzoo 16,T[,L3(B)) HﬁHz2 (6,T[,L5(B)) < H"IHZOO (16,T[,L3 (R3) )“ﬁ|’z2(]5T[LG(R3)) < +o0.
Ainsi, comme (u,p,d) satisfait la premieére équation des equatlons des fluides micro-polaires
(3.1.1), et nous avons déduit que @ € L*(]5, T[, L*(B)) et p € L2(](5,T[ L2(B)), il est possible de
voir que chaque terme de I'inégalité d’énergie locale (3.2.37) est bien défini, voir [61, Proposition
13.3]. Par conséquent, puisque @, € L>®(]6, T[, L*(B)) N L*(]6,T[, H'(B)), p € L%(]é,T[,L%(B)),
et que I'inégalité locale d’énergie est satisfaite, on obtient que pour tout ensemble ouvert B C R3,
le triplet (u,p,d) est une solution partiellement adaptée sur |0, T'[x B.
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Apres avoir obtenu les deux points précédents, nous continuons avec la preuve du Théoreme 3.2.2.

Montrons tout d’abord que si @ € C(]6,T[, L3(R3)) N L>=(]§,T[, L3>(R3)) alors chaque point
(to, o) €]5, T[xR3 est partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1. Remarquons que,
puisque @ € L>(]6, T[, L3(R3)), pour tout (tg,z0) €]9, T[xR3, il existe 0 < R < /g — 0 tel que
il € L L3(Qg(to, 70)). De plus, comme nous avons montré que (i, p,d) est une solution partiellement
adaptée sur Qr(to, zp) au sens de la Définition 2.3.2, on peut appliquer le Théoreme 3.2.1, et donc
il existe un rayon 0 < r < & tel que @ € L5 (Qr(to, o)) et donc le point (to,xo) est partielle-
ment régulier au sens de la Définition 2.4.1, page 129. Nous avons donc montré la premiere implication.

Passons maintenant vers I'autre direction : supposons que tout (tg,zo) €]0, T[xR? est un point
partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1 et nous cherchons a prouver que nous avons

i € C()6, T[, L}(R?)).

Pour ce faire, nous déduirons tout d’abord que la vitesse @ satisfait aux conditions suivantes :
U € L;’;(](S,T[XR?’) et @ € C([6,T], L*>(R3))

En effet, prouvons que i est borné sur |6, T[xR3. Fixons ty €]5,T[ et 0 < R < /g — 0. Puisque
3 3
i € L>=(]6, T[, L3(R?)) par hypothese et p € L2(]6, T[, L2 (R?)) par (3.2.38), nous avons

1
lim RQ/ |3 + ]p\%dyds =0.
|zo|—+00 Qr(to,z0)

Ainsi, pour € > 0, il existe K > 0 tel que pour tout |xg] > K, nous avons
1
R?
que ||| zee (@, (to,z0)) < C- Comme cette borne est valable pour tout |zo| > K, on en déduit que

/ ] + \p|%dyds < €. Par conséquent, par le Théoréme 2.3.2, il existe 0 < r < g tel
Qr(to,70)

i € LS, (Jto — r°, to[x B - )- (3.2.39)

Nous allons maintenant montrer que @ est borné sur Jto — p?, to[x By i, pour un certain p > 0 qui sera
défini plus tard. Remarquons que pour tout y € BO, i, le point (tg,y) est partiellement régulier par
hypothese et donc il existe 0 < v, < \/tg — 0 tel que

@ € LyS(Qx, (to,y)), on Q,(to,y) =]t — tZ,tO[XBy,ty. (3.2.40)

Remarquons que la famille {B,., : y € B(],K} forme un recouvrement de BQK. Ainsi, par la
compacité de By et (3.2.40), il existe un sous recouvrement fini {By,,(to,yi) i = 1,...,n} de
Box tel que pour tout 1 < i < n, @ € L35 (Qv,, (to,yi)). En considérant p = min{ry,,... vy, },

n
nous avons iU € Ltw( p to[x UBywty Maintenant, puisque B(),K - UByi’tyi’ nous avons
i=1
@ € L,(Jto — p?, to[xBox) et ensu1te, a partir des informations précédentes et par (3.2.39), nous
déduisons que @ € L>®(]tg — min p,7}2, to[xR3). De plus, comme tq €]5, T[ est arbitraire, on a

@ € L, (]6, T[xR?). (3.2.41)

Prouvons maintenant que @ € C([0, T], L?(R?)). Pour cela, nous remarquons qu’il est connu qu’il suffit
de vérifier que @ € L2(]6, T[, H*(R3)) et 0yt € L2(]6, T[, H(R3)) pour obtenir ce fait (voir par exemple
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[85, Théoreme 1.33]). Ainsi, puisque @ € L>([0, 400, L*(R?)) N L2(]0, 400[, H!(R?)) par hypothése,
nous avons

||ﬁ||%2(]6,T[,H1(]R3)) = ||u||L2( 8,T[,L2(R3)) + HUHL2 (6, T, (R3))
< CHUHL"O( 16,T[,L2(R3)) + HUHL2 ](5T[H1(R3)) < +00.
et nous obtenons donc que @ € L?(]6, T[, H'(R?)). Maintenant, pour prouver ;i € L?(]5, T[, H *(R?)),

rappelons que 4 satisfait I’équation 0,4 = Ad — P(div(d ® @)) + %6 A& ou P(+) est le projecteur de
Leray. Ainsi, puisque H1(R?) € H71(R3) et que P est un opérateur borné dans H~!(R?), nous avons

[0vti(t, M -1 rsy < 10wt )| -1 (s
(R3)
_ lg .
< AU ) -1 gsy + IIP(div(d @ @) (¢, )l g-1gs) + H*V/\w(t N gr-1(r3)
< AT, ) g-1gsy + Cldiv(d @ @)@, )l - sy + 115 V/\w( M1 Ry

et nous pouvons écrire

10eti(t, )| -1 (rsy < 16(, ) sy + Cl(@ @ @) ()| L2(rsy + COE )| L2 w3y -

En considérant la norme L? dans lintervalle de temps ], T[ dans l’expression ci-dessus, puisque
i, € L>=(]6,T[, L*(R®)) N L?(]6, T[, H'(R?)) par hypothése et puisque @ € L>(]§, T[, L>°(R3)) par
(3.2.41), nous avons

19etl L2613y < M4l L2057y 1 (o)) + 117 @ @l p2s:m L2 (Re)) + 5161220571 22R2))

qor i ey + Cllal Lo qor oo ey 1] oo 15,7, L2(R3)) + ClIG | Loe 6,71, 2 (R3)) < F00.

Ainsi, puisque @ € L2(]6, T[, H'(R3)) et oyii € L*()5,T[, H 1(R?)), il est possible de déduire que
@i € C([,T], L*(R?)) (cf. [85, Théoreme 1.33].

Apres avoir établi que @ € L%, (]6, T[xR?) et @ € C([0,T], L*(R?)), nous allons maintenant prouver
que i € C(]0, T[, L3(R?)), i.e., nous étudierons la continuité de la fonction

16, T[ — L3(R?)

N (3.2.42)

Remarquons que la fonction précédente est bien définie puisque pour tout t € [d, T'], nous avons u(t, -) €
L3(R3) par (3.2.36). Maintenant, supposons que € > 0 et t1,ts €]5, T[. Puisque @ € L>(]6, T[, L>=(R3))
par (3.2.41), nous avons

Jittn, ) — s, Wy = [ N0, 2) — itz )P = [ i, ) — e, ) P11, 2) — 0, 2)
R R
< 2"6‘|Loo(]57T[7Loo(R3)) /Rg |ﬁ(t1,l‘) — ﬁ(tg,;p)’Zd(E.

D’autre part, puisque @ € C([6, T], L?(R3)), il existe § = () tel que si |[t; — t2| < 6, nous avons

€

@ty ) — U(te, z)|Pdr < —— :
R3 2[4l Lo 15,7, Lo (R3))
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11 existe donc § = J(e) tel que si [t; — t2| < 0, nous avons
lid(tr, ) — ii(ta, ) s ) < e (3.2.43)

Ainsi, la fonction (3.2.42) est continue et nous concluons donc que % € C(]5, T[, L3(R?)), ce qui
termine la démonstration du Théoréeme 3.2.2. ]

3.3. L’effet de concentration de la norme L3

Avant de présenter le résultat de concentration, nous allons tout d’abord vérifier I’explosion de la
norme L? de la vitesse @ des solutions de type Leray des équations micro-polaires, laquelle s’obtiendra
d’apres les résultats de la section précédente.

3.3.1. Un critére d’explosion pour les solutions de type Leray
Rappelons d’abord la définition les solutions faibles de type Leray des équations des fluides micro-
polaires (3.1.1) et (3.1.2) qui ont été introduites dans la Section 1.2.1. Pour g, &y € L?(R3) des
données initiales telle que div(iy) = 0, nous disons que (%, p,@) est une solution faible de type Le-
ray des équations des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2) avec des valeurs initiales iy et &y si
i € L°°(]0, 400, L2(R3)) N L2(]0, +o00[, H'(R3)), & € L>®(]0, +oo[, L*(R3)) N L2(]0, +oo[, H'(R3)) et
pour tout ¢ €]0, +-o0[ ils satisfont I'inégalité d’énergie

t
Gt 7 + 6 )72 + 2/0 (s, M + 15, M + 20 div(@) (s, -)l[72)ds
< |ldioll > + |07z
Ainsi, nous avons le résultat suivant

Théoréme 3.3.1. Soit (4, p,d) une solution faible de type Leray des équations micro-polaires (3.1.1)
et (3.1.2). Soit 0 < T < 400 le temps mazimal tel que nous avons le controle @ € C(]0, T, L3(R3)).
ST T < 400, alors
sup |[u(t, )]s = +o0. (3.3.1)
0<t<T

Pour montrer ce résultat, nous aurons besoin de la proposition suivante.

Proposition 3.3.1. Soit (i, p,d) une solution faible de type Leray des équations micro-polaires (3.1.1)
et (3.1.2) telle que pour tout 0 < Ty < 400 nous avons @ € C(]0,T1[, L3(R3)). Alors, les affirmations
sutvantes sont équivalentes :

1) Pour un certain 0 < Ty < +oo tel que Ty < T, la vitesse U peut étre prolongée a l'intervalle de
temps 10, To| avec le contréle i € C(]0, To[, L3(R3)).

2) Pour tout xg € R3, tout point (T, xq) est partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1.

Preuve. Prouvons que 1) implique 2). Supposons que pour une certaine 75 > 0 telle que
0 < Ty < Ty < +oo, la vitesse @ puisse étre étendue a ]0, To[ de telle sorte que i € C(]0, Tx[, L3(R3)).
Remarquons que puisque T < +oo nous avons @ € L>(]0,T[, L3(R?)) et que nous avons aussi
i, € L=(]0, 400, L2(R3)) N L2(]0, +-00[, H'(R?)) puisqu’il s’agit d’une solution faible de type Leray.
Nous pouvons donc appliquer le Théoréme 3.2.2 et nous obtenons que tout point (¢,z) €]0, To[xR3
est partiellement régulier au sens de la définition 2.4.1. Puisque 0 < 77 < T5 par hypothese, il s’en
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résulte que pour tout zg € R3, le point (7%, zg) est partiellement régulier, ce qui compléte la preuve
de la premiére implication.

Maintenant, nous montrons la réciproque i.e. nous prouverons que 2) implique 1). Supposons
que pour tout zg € R3, le point (71,z0) est partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1.
Remarquons d’abord que tout point (t,z) €]0,77] X R3 est aussi partiellement régulier au sens
de la définition 2.4.1. En effet, puisque @ € C(]0,Ti[, L3(R?)) par hypotheése, et que Ty < +oo,
nous avons @ € L°°(]0,Ty[,L3(R3)). Puisque (i,&) est une solution de type Leray, nous avons
i, € L(|0,+oo[, L2(R3)) N L3(]0, +oo[, H'(R?)). Ainsi, par le Théoréme 3.2.2, tout point
(t,z) €], T1[xR? est partiellement régulier. Rappelons que le cas t = Ty découle de ’hypothese (2).

En utilisant les mémes arguments que ceux utilisés pour déduire (3.2.41), nous avons que
L LY L%, (0, T1] x R?) et de la méme maniére nous pouvons déduire que @ € C([0,T1], L*(R?)). Par
conséquent, en suivant les mémes lignes que dans (3.2.43), nous avons @ € C(]0, 73], L3(R?)). Notons
que nous considérons maintenant l'intervalle |0, 71].

Pour continuer et afin d’étendre la solution au dela de ¢ = T, nous utiliserons le résultat suivant.

Lemme 3.3.1. Soit f :]0,T[xR3 — R3 une force extérieure avec div(f) = 0, telle que f €
LP(]0,T[, LY(R3)) avec % —1—2 =3 et 3 < q < 3. Considérons que Uy est une donnée initiale d di-
vergence nulle dans L3(R3). Alors, il existe 0 < Ty < T et une solution unique (¥, h) des équations de
Navier-Stokes . ~ .
00 =Av0— (U-V)d—Vh+ f, div(d) =0,
{6(07 ) = 7o,
tel que v € C([0, To[, L3(R3)) N L*(]0, Tp[, LS (R3)).

Pour une preuve de ce résultat, nous renvoyons au Théoreme 15.5 dans [61]. Remar-
quons que, puisque @ € L?H% par hypothése, nous avons pour tout 1 K€ kK < 400 que
V AG e L]0, kT1[, LA(R?)) < L%(]O,HTl[, L?(R?)). Par conséquent, en considérant la proposi-
tion précédente avec @(Ty,-) € L3(R3) comme données initiales et V A & comme force externe
dans Lt% (T, kTh[, L2(R3)), il existe 0 < Ty < T < Ty et une solution (¥,h) des équations de
Navier-Stokes tels que @ € C([Ty, Ts[, L*(R?)). Puisque (i, p) peut étre vu comme une solution faible
de type Leray de la méme équation satisfaite par (7, h) (a partir des mémes données initiales), par un
argument d’unicité faible-forte, nous avons que @ = @ € C([Ty,Ts[, L>(R3)) et donc la solution peut
étre étendue au-dela de t = T} de telle sorte que @ € C(]0, I3[, L3(R3)). Ceci compléte la preuve de la
deuxiéme implication et prouve la Proposition 3.3.1. |

Démonstration du Théoréme 3.3.1. Soit 0<7 < +oco le temps maximal tel que
i € C(]0,T[,L3(R?)). Rappelons que nous voulons prouver que si 7 < 4oo, alors
sup |i(t,-)||s = +oo. Supposons alors que nous avons i € L*°(]0, T, L3(R?)).

0<t<T

Puisque 0 < 7 < 400 est le temps maximal tel que @ € C(]0, 7|, L3(R?)), d’aprés la Proposition
3.3.1, il existe un point zo € R? tel que (7,g) est un point partiellement singulier au sens de la
Définition 2.4.1.

D’un autre coté, comme i € L>(]0, 7|, L3(R3)) par hypothese, nous pouvons trouver 0 < R < /T

)
tel que @ € L L3(QR(T,z0)). De plus, comme (i,p,) est une solution de type Leray, nous avons
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4,5 € LYPL2(Qr(T,z0)) N L?HXQRr(T,x0)). Puis, par le fait que (@,p,d) est une solution
partiellement adaptée dans Qgr(T,70) et @ € L¥L3(Qr(T,x0)), nous pouvons appliquer le
Théoreme 3.2.1 et il s’en résulte que (7,zp) est en fait un point partiellement régulier au sens
de la Définition 2.4.1. Ceci, c’est une contradiction puisque nous avons vu que (7,xg) est partiel-

lement singulier. Ainsi, la quantité Lg°L3 doit exploser, ce qui termine la preuve du Théoréme 3.3.1. B

Observons ainsi que nous avons obtenu un premier critére d’explosion pour les équations micro-
polaires de la norme L{°L3. Cependant, étant donné que I'argument utilisé est par contradiction, ces
estimations sont uniquement qualitatives. Afin d’obtenir une meilleure compréhension du comporte-
ment de la solution en ces points, nous montrerons un effet de concentration de la norme L? de la
vitesse i autour d'un éventuel point partiellement singulier (7, 0) au sens de la Définition 2.4.1 lorsque
i € C([0, TT, L=(R3)).

3.3.2. L’effet de concentration de la norme L?

Nous pouvons a présent énoncer le théoréme principal de ce chapitre

Théoréme 3.3.2. Soit (@, p,d) une solution faible de type Leray des équations micro-polaires (3.1.1)
et (3.1.2) avec 0 < T < +oo le temps maximal tel que nous avons le controle @ € C([0, T[, L°(R3)).
Supposons en plus que le point (T,0) soit un point partiellement singulier au sens de la Définition
2.4.1, page 129 et que le temps T satisfasse la condition suivante : pour rg > 0 tel que 0 < T — 7”(2), on

a
1
sup sup sup / |i(t, z)|?dz = M < +oo. (3.3.2)
xo €R3 7’6}071”()] tG]T—TQ,ﬂ r Bz‘o,'r'

Il existe alors e >0, & =6(M) >0 et § = §(S,r9,T) > 0 de sorte que pour tout t €|T — §,T[, nous
avons
/ |ii(t, x)|Pdx > . (3.3.3)
B

Tt
[S]

Observons qu’a partir de l'estimation (3.3.3), nous pouvons constater le phénomene de concen-
tration de la norme Li du champ de vitesse @ lorsque ¢ tend vers 7. Il est important de préciser que
notre étude se concentre sur la variable i, et donc ’étude du comportement de la variable & en les
points partiellement singuliers reste encore un axe de recherche possible.

Parlons maintenant de I’hypotheése (3.3.2) qui est connue dans la littérature sous le nom
d’explosion de type I pour le temps 7 (voir [6], [52]). Remarquons que cette condition concerne un
controle invariant par rapport au changement d’échelle (3.1.4) et qu’elle est liée au taux de croissance
spécifique d’une solution proche d’un moment d’explosion. Pour plus de détails concernant cette
quantité nous renvoyons a article [3]. Etant donné que les équations micro-polaires sont un systéme
couplé avec les équations de Navier-Stokes, si nous étudions la vitesse, nous retrouverons la méme
condition que ci-dessus. Il est important de noter que dans 'article [7], des estimations quantitatives
d’explosion dans le cadre local pour les équations de Navier-Stokes ont été obtenues sous cette
condition.

Remarquons d’autre part, qu’il existe différentes facons de représenter cette condition de type
I, voir par exemple [3] ou [6]. Cependant, dans notre cas d’étude, I’hypothese (3.3.2) est vue en
termes d’espaces de type Morrey. En effet, si @ satisfait la condition (3.3.2), alors nous avons
U € Lfo/\/li’g C M?i (voir I'expression (2.1.6), page 42). Bien-stir, le fait que 4 € /\/lf:g avec p = 2
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et ¢ = 5 se situe en dehors du champ d’application du critére de régularité de Serrin énoncé en
termes d’espaces de Morrey ot nous devons imposer que 5 < ¢ (voir Théoréme 2.2.1, page 45). La
valeur ¢ = 5 semble donc constituer un seuil : au-dessus de cette valeur, les informations supplémen-
taires de Morrey impliqueront une intégrabilité suffisante pour déduire un gain de régularité, tandis
qu’a ¢ = 5 ou en dessous, le contréle de type Morrey ne produira pas de gain d’information conséquent.

Maintenant, présentons le Théoréme 3.3.2 pour lequel nous devons introduire quelques notions et
propositions auxiliaires.

Quelques informations préliminaires

Tout au long de cette section, la notion suivante sera tres utile

Définition 3.3.1 (Solution locale partielle de Leray). Nous dirons que i, :]0, T[xR3 — R? et
p )0, T[xR3 — R est une solution locale partielle de Leray des équations des fluides micro-polaires
(3.1.1) et (3.1.2) avec des données initiales o,y € L*(R3) si :

1) le triplet (i, p,d) est une solution partiellement adaptée sur |0, T[xR3 au sens de la Définition
2.3.2, page 69,

T
2) nous avons sup sup/ || 2dy + sup/ / IV @ i) ?dydt < 400,
0<t<T zeR3 J Bz 1 z€R3J0 J By

3) pour tout sous-ensemble compact K de R3, nous avons

i [ f7(t,) - @o(y) Pdy =0, (3.3.4)
K

t—s0t

min{R2,T}
4) Pour tout R >0 on a lim / || 2dyds = 0.
0 B

|zo|—+o0 20:R

Remarque 3.3.1. Il est intéressant de noter que si (i, p,d) est une solution locale partielle de Leray
des équations des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2) au sens de la Définition 3.5.1, on peut dire que
(i, p) est une solution locale de Leray des équations de Navier-Stokes forcées au sens de la Définition
14.1 du livre [61] ou la quantité %ﬁ INBRS Lt27x peut étre considérée comme une force externe, i.e.,

. S 1
Orit = Aii — (- V)i — Vp+ VNG, div(d) = 0.

Remarque 3.3.2. Observons que si (4, p,d) est une solution locale partielle de Leray des équations
des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2), alors elle vérifie également l’inégalité d’énergie locale
suivante,

/ yﬁ\2¢(t,-)dy+2/ / W@ﬁ\%dydsg/ /(8t¢+A¢)]ﬁ]2dyds+2/ /p(ﬁ.%)dyds
R3 s<t JR3 s<t JRR3 s<t JR3
+ / / @2 (@ - V)odyds + / / (V AD) - (¢0)dyds. (3.3.5)
s<t JR3 s<t JR3

Nous présentons maintenant quelques lemmes pour mettre en évidence les propriétés de ce type de
solutions. Tout d’abord, nous remarquons que la pression peut étre étudiée de la méme maniere que
dans les équations de Navier-Stokes classiques puisque la variable & n’est pas présente dans ’équation
(3.1.3). Ainsi, nous avons la décomposition locale suivante
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Lemme 3.3.2. Soit (i, p,d) une solution locale partielle de Leray au sens de la Définition 3.3.1 des
équations des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3. 1 2). La pression p peut alors étre décomposée comme
suit : pour tout 1y € R® et r > 0, il existe h € L2 (10, T) tel que

1 o R R
) = B(0) = (v dn(Ep, G0 D) + [ (K —y) - Ky)ao i)y
(_ ) ly—zo|>3r
= p1+Pp2, (3.3.6)
ot K est le noyau de l'opérateur intégral singulier —x )(dIV(dIV))

Pour une preuve de ce lemme dans le cadre des équations de Navier-Stokes, nous nous référons a [53,
Lemme 3.4], voir aussi [6, Théoreme 4] et le livre [91].

Nous observons maintenant que puisque @ satisfait la condition (3.3.4), il est possible de réécrire
I'inégalité locale d’énergie (3.3.5) en termes de la donnée initiale i, de la maniére suivante.

Lemme 3.3.3. Soit (i, p,&) une solution locale partielle de Leray au sens de la définition 3.8.1 sur
10, T[xR3. Pour tout ® € C§°(R3) et pour tout €]0,T[ nous avons

t t t
/w|2<1>dy+// \V@ﬁ\QCI)dydsg/ ]ﬁg\zédgﬁ—// a’\?A@dyder/ V AG - idbdyds
R3 0 JR3 R3 0 JR3 0o JR3
t
+/ / (J@)? + 2[p1 + p2))i@ - VOdyds. (3.3.7)
0 JR3

Observons que nous sommes capables de prendre ici des fonctions tests constantes en temps dans
I'inégalité locale d’énergie. Voir l'article [74, Remarque 1.2] pour une preuve de ce résultat.

Apres avoir annoncé ces résultats, nous présentons maintenant 1’outil principal pour prouver 'effet
de concentration de la norme L3 énoncé dans le Théoreme 3.3.2.

Lemme 3.3.4. Soit (i, p,d) une solution locale partielle de Leray des équations des fluides micro-
polaires sur |0, 1[xR? au sens de la Définition 3.8.1, associée aux données initiales iy, € L*(R3),
telle qu’il existe M > 0 avec

sup sup/ |(t, z)|>dy + sup/ / IV ® @|?dyds < M. (3.3.8)
0<t<12€R3J By 1 z€R3 By

Supposons en outre qu’il existe 0 < R < % et S > 0 tels que nous avons

~112
1901 22 (1 (1.0 < CF: (3.3.9)
et )
sup / |iio|*dy = S < +oo. (3.3.10)
R<t<1 vV /By,

Alors, il existe Ty = T1(M,S) < 1 et une constante universelle Ty = T1(M,S) < 1 et une constante

universelle ¢ > 1 telle que pour tout ¢t > 0 avec R <t < % et pourt > 0 tel que 0 < t < T* =

min{7}, cAt?} avec \ = nous avons le controle

1
1+527

O<s<t ¢

1 I - I
E.(t) = sup / |2 dy + / / |V ® i|*dyds + 2/ / Ip — f)|%dyds <CS.  (3.3.11)
BO,r v 0 BO,r v 0 BO,r
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Ce résultat a été initialement établi dans le cadre des équations équations de Navier-Stokes classiques
sans force dans [52, Théoreme 3.1]. Dans notre cas, puisqu’il s’agit des équations des fluides
micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2), nous devons prendre en compte le terme V A& dans I’équation liée a
I’évolution de .

Preuve du Lemme 3.3.4. Soit r > 0 tel que R <1 < % soit un rayon fixe et 0 < ¢t < T™ < 1 pour un
certain T* > 0 a fixer plus tard. Remarquons tout d’abord que la décomposition locale de la pression
donnée dans le Lemme 3.3.2, nous avons p — b = p; + p2 ou p; et p2 sont donnés dans (3.3.6). Alors
E,(t) peut étre écrit de la maniere suivante

1 1/t = 1/t
E,.(t) = sup / |2 dy + / / \V @ i) *dyds + 2/ / [p1 + pa| 2 dyds.
0<s<t T BO,T T Jo Bom r 0 BO,r

De plus, il est facile de voir que

1 I S
E.(t) < sup / || 2 dy + / / IV ® i|*dyds
0<s<t T JBg,,. " Jo JBo,.

C t 3 3
+z/ / 1|2 + [po|2dyds. (3.3.12)
r 0 BO,2T

Afin de contrdler I'expression ci-dessus en termes de (3.3.10), nous allons étudier plus en détail les
termes entre parenthéses ci-dessus. Pour ce faire, nous pouvons utiliser I'inégalité locale d’énergie
(3.3.7) en considérant une fonction test particuliere. En effet, considérons ¢ € C5°(R3) une fonction
positive telle que ¢ = 1 dans By ., supp(¢) C By 2 et pour tout k € N et tout multi-index o € N3, tel
que || < k nous avons || D¥||p~ < Cr~*. Maintenant, si nous introduisons cette fonction auxiliaire
dans 'inégalité locale d’énergie (3.3.7), on a

t t t
/|6|2¢dy+// |V®ﬁ|2¢dyds§/ |1Io|2¢dy+// |U|2Agbdyds+/ VA G- (ii)dyds
R3 0 R3 R3 0 R3 0 R3
t
+ [ [ 420+ palya- Fodyas.
0 R

Par intégration par parties, nous avons

t t t
/ VAG- (d¢)dyds = / V A (&¢)dyds + / / (& - @) A Vdyds,
0 JR3 0 JR3 0 JR3

et donc nous obtenons que les termes entre parentheéses du c6té gauche de I'expression (3.3.12) peuvent
étre bornés comme suit

t t t
sup / |U]2¢>dy+/ / |V®ﬁ|2¢dyds§/ |ﬁo\2¢>dy+/ / |ﬁ]2A¢dyds/ / V A - (&p)dyds
0<s<t JR3 0 JR3 R3 0 JR3 0 JR3

t t t
+/ / (cU-E)/\qudyds+// |J|211’-V¢>dyds+// 2[p1 + polii - Vdyds.
0 JR3 0 JR3 0 JR3

Maintenant, par les propriétés de la fonction de test ¢ nous obtenons

t t
. S . C .
sup / u\2dy+/ / \V @ i]2dyds < C/ \u0]2dy+2/ / |2 dyds
0<s<tJ By, 0 JBo,r Bo,2r ™ Jo JBoar
t . C t
+C// ]V/\ﬁ”ﬂdyds—f—// || || dyds
0 JBo,2r T Jo JRr3

C It c ot } i}
+— ||’ dyds + — P[] + [p2||dldyds.
™ Jo JR3 " Jo JR3
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Notons qu’a partir de 'inégalité de Holder (1 = % + %) et de I'inégalité de Young, on a pour le der-
t t

nier terme ci-dessus 'estimation / / [p1|]d| + |p2||t|dyds < C'/ / \pllg + |p2|% + |@3dyds, Par
0 JR3 0o JR3

conséquent, en appliquant ’estimation précédente a l'inégalité ci-dessus, nous avons
t . C t
sup / || dy —|—/ / IV ® i|*dyds < C |io|*dy + 2/ / |2 dyds
0<s<tJ By, 0 JBo,r Bo,2r r 0 J Bo,2r
t . C t
+C’/ / |V/\f[||&}]dyds—|—/ / |6 || dyds
0 JBo,2r ™ Jo JRr3
C [t . C [t 3 c [t 3
+// ]u\3dyds+2// p1]2dyds+2// (pal3dyds.
™ Jo Jr3 " Jo JBoar " Jo JBoa2r

Maintenant, en multipliant par % dans I'expression ci-dessus, nous obtenons la borne suivante pour
les termes entre parentheses dans (3.3.12)

1 12 1 t - 12 C -2 C ¢ )
sup — |d|“dy + - |V ® d|*dyds < — |to|"dy + — |d|*dyds
0<s<t T J By, ™ Jo JBo,, T JBoar ™ Jo JBoar
Cc [t - C [t N C [t .
+ / / |V A ||| dyds + 2/ / |||d|dyds + 2/ / |3 dyds
™ Jo JBoar " Jo JBoar ™ Jo JBoar
c [t : C [t 2
v [ ] el S ] ppaltagas
r 0 Bo,gr r 0 BD,Q’I‘

Ainsi, en remplagant l’estimation précédente dans (3.3.12), on obtient

C
E.(t) < </ |To| dy—l—/ / || dyds+/ / IV A @) |&|dyds

T JBoar Bo,2r Bo,2r

+2/ / \@|]ﬁ\dyd8+2/ / ]ﬁ\deds—i—z/ / \pl\ﬁdyds
r 0 Bo,2r r 0 Bo,2r r 0 Bo,2r
c [t 3 c [t 3 3

S \pzrzdyds)+2/ [ nalt 4 fpafdyas
r 0 Boygr r 0 BO,Qr

C
<= [do] dy+/ / |u]2dyds+/ / |V/\u|\w|dyds+/ / |w|\u|dyds
r BOQT BO2r B02r
/ / \ﬁ|3dyds—|—/ / |p1] 2dyd5+/ / ]p2|2dyds (3.3.13)
BOZr BO2r

Afin d’obtenir l'estimation souhaitée (3.3.11) et pour R < v < %, nous allons étudier 1'expression

suivante

gr(t) = sup Er(t)'

tgrgé

Remarquons que nous avons par construction Fy(t) < & (t), et pour étudier le terme &:(¢) nous avons

divisé le supremum en deux parties :

E(t) < sup Er(t)+ sup E.(t). (3.3.14)

1 1 1
tSrSﬁ E<T‘S§

Dans ce qui suit, nous étudions chacun des termes ci-dessus séparément.
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e Supposons que t <7 < 55. Notons que d’apres (3.3.13), nous avons
C 6
sup E.(t) < sup — |tio|*dy + sup ZI- (3.3.15)
e<r< v<r< T JBoar r<r<d o1

Pour le terme I; de (3.3.15), par la définition de E,(t) et puisque t < 2r < l < %, on a
2C
sup I; = sup / / |i|?dyds = sup / / || dyds
e<r< L e<r< L Bo,2r r<r< Bo,2r
2C C
< sup — EQT(S)dS < 2 é}(s)ds. (3.3.16)

Pour le terme I dans (3.3.15), par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, nous pouvons
écrire

sup Iy = sup // IV A |3 dyds
Bo,2r

r<r< ﬁ t<r<i35 1 r

sup — / IV Aii2dy / &dy | ds
r<r<s rJo Bo,2r Bo,2r

< sup // IV Adl)2dyds + sup // |52 dyds.
<r< 16r Bo,2r <r< s r Bo,2r

Puisque |V A @] < 2|V ® @2 et que By, C By en raison du fait que 2r < 1 | nous avons

I - c [t
sup I» < sup / / \V ® i|*dyds + sup / / &2 dyds
r<r< r<r< 8 Jo JBos, e<r<t T J0 JBor

L c [
<o o [ [ Woatuds+ s < [ 156
t<r<l r Bo,2r r<r< b ™ Jo '

Maintenant, en utilisant la définition de E,(t), nous obtenons

IN

1 Ct, .
sup Io < sup —Ea.(t)+ sup 7”””%5%5(@1(1,0))-
tSrS% tgrgﬁ rgrgﬁ r

Puis, puisque % < % et par la définition de &, nous avons

Ct
sup I < 5 + — ||WH%§°L§(Q1(1,0))'
t<7‘< 1

De plus, comme HJ}H%?OL%(Ql(Lo)) < CR < C't par 'hypothese (3.3.9) (et puisque nous supposons

que R <t < %), nous obtenons finalement

sup I < 5 + Ct. (3.3.17)

r<7'< 1

Pour le terme I3 dans (3.3.15), on remarque qu’il peut étre réécrit comme suit

1 1
sup I3 = sup / / |||td|dyds = sup C/ / — |&| = |u|dyds.
r<r< L r<r< b Bo,2r r<r< Boar T2 T2
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Par conséquent, par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, nous avons

C t
sup I3 < sup / / &2 dyds + sup. 3/ / |2 dyds
r<r< L r<r< L ™ Jo JBoa, <r< 2 Bo 2r

< sup // |&|?dyds + sup 2/ Es(s)ds
t<r<1 r Bo,2r tgrgﬁr 0

De nouveau, puisque By 2, C Bp,1 nous écrivons

1 t
sup I3 < sup // &2 dyds + sup 2/ Es.(s)ds
r<r< b R<r< L T Bo1 e<r< L 7 J0
Ct
< sup HwHLmLz(Ql(IO) + sup 2/ Ey (s (3.3.18)
rgrgi r t<’r‘<1 r

Par conséquent, puisque HLD'H%?OL%(QI(LO)) < CR < Crpar (3.3.9) et par la définition de &, nous
avons

1 t
sup I3 < Ct+ 2/ E(s)ds. (3.3.19)
t<7‘<L v 0
Pour le terme I4 dans (3.3.15), on remarque d’abord que par 'inégalité classique de Gagliardo-
Nirenberg avec 3 = 0(3 — %) + 152, on obtient

_, 1 1
0t 58020y < IV @ Z 0y 1 E gy + 1 225020

De plus, par I'inégalité ci-dessus, on a

c [t . c [t .
ﬁlémmwm=ﬂéhmmm%m@

c (.- 3 U .
< 5 [ 19 @ s 15 M)+ 1T M s (3320)

Par conséquent, I’estimation précédente et l'inégalité de Young pour la somme (avec 1 = % + %)
nous permettent d’obtenir

sup Iy = sup // ]u\gdyds
r<r< r<r< r?

3
sw/HV® Mgy 170, M a0y + 105 ) 5y

t<r< L

ﬁ
S| Q

3
6 M o+ o0, e ST

< sup / IV @ a5, s
‘C<7‘<1 0 r4 t<T<

< sup /HV®u Wy ayls + /Wu s + /mu M2z, 1y

t<r< 1 8

et nous pouvons écrire

1 ! = — 2 8C t 1
sup Iy < sup 87"/0 ‘|V®U(S7-)||L2(BO’2T)dS+ sup  — ; <2r/

1 1
<r<si; <r<si;

3
2:C (T 1
+ sup 21 / / |@|?dy | ds.
rgrgl—lz r2 0 2r Bo,2r

(NI
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Maintenant, par la définition de E,(t), nous avons

1 C [t s C [t 3
sup Iy < sup ZEgr(t)—i— sup — ; E5.(s)ds+ sup — ; E3 (s)ds,

1
1 1 1T 1 3
<r<i5 <r<i5 <r<i5 <r<i5 T
mais comme 7 < 1, il s’ensuit que - < %2 et nous obtenons
r2

1 C [t t 3
sup Iy < sup —Fo.(t)+ sup — E3.(s)ds + sup — | Es.(s)ds,
0 0

<r< r<r< b e<r< s T v<r< b T
En utilisant une nouvelle fois le fait que ; < ; et par la définition de &(t), nous avons finalement
sup Iy < 5 / E3(s)ds + / &2 (3.3.21)
<r< s

Nous allons maintenant étudier le terme I5 de (3.3.15). Remarquons tout d’abord que la défi-

3
nition de p; donnée dans (3.3.6) et que le noyau K(-) = ﬁ div div(-) est borné dans L2 (R?)
(puisque les transformées de Riesz sont bornées dans de tels espaces), on a

1 2 3
2 < |l (div(div(L g, ,, @ ® @ < Oy, |4l =C al*dy.
ity < | s o] <ottty <o f
Alors, nous avons
C o
sup I = sup — [p1 2ds < sup — ] dy. (3.3.22)
e<r<L e<r<L Bo,2r e<r<t " JBose

De plus, puisque 3r < % < % (rappelons v < r < %), nous pouvons utiliser les mémes arguments
que pour le terme I4 et nous avons

sup I5 < 5 /53 )ds + — /5 (3.3.23)

<r< 1

Nous allons maintenant étudier le terme Ig de (3.3.15). Ce terme est le plus technique, et
nous suivrons les mémes lignes que celles données dans la preuve de [52, Théoréme 3.1]. Ainsi,
rappelons d’abord ’estimation suivante pour le noyau K : pour tout € By, et y € R3\ By 3,

Nnous avons ]
T
K(x —y) — <

Kz —y) —K(y)| < s

Par la définition de pa donnée dans (3.3.6) et puisque = € By 2, nous avons |z| < 2r et

<[ Bty
R3\ B, 3 |yl
< 27‘/ 4|u\2dy (3.3.25)
R3\ Bo.3 Y

Maintenant, afin d’estimer plus en détail I’expression ci-dessus, nous devons étudier le domaine

(3.3.24)

[p2(t, )| =

/ (K(z — y) — K(—y)) (@ ® @) (t, y)dy
ly|>3r

d’intégration de l'intégrale précédente. Remarquons que puisque 3r < %, on peut déduire qu’il
existe N = N (r) € N tel que
N

3 3
R3\ Bys, C HAk(r)U(R \ By 1),



L’effet de concentration de la norme L? 159

ot Ay(r) = By or, \ By 2-1,. et tel que pour tout 1 <k < N nous avons 2k < % Ainsi, & partir
de (3.3.25), on a

[pa(s, 2)] < 27"/ jil*dy < 2r / i oy + 2r/ @[2dy.
1Ly Ak(rUEDB 1) |y’4 Z ) |y |4 RIB, 4 [yl*
Comme A(r) = By ox, \ Bygr-1,, et 2r < ¢ < 1 nous avons
o) < Y2 [ iy +or iy
k=1 By ok \Bg gk—1, ly * R3\B, 1 |y’4
N
2r / 2 1
S Ty | dy+/ —|d|“dy
; 24kt By ok, \Bp ok -1, IR3\B21xr ly[*
N
C / 9 1,
<Y gwcns [ @y [ ol (3.3.26)
— 94(k—1),3 By ok, IR?’\Bi y|4

Nous allons maintenant étudier chaque terme de 'expression ci-dessus séparément. Pour le
premier, on remarque que par la définition de E,.(t), on a

1 / L0 C 1
g | VP = s (g [ laPay By (9)
24(k=1)p3 [ . 23kp2 | 9k By o, 23k 272

0,2
Ainsi, puisque pour tout 1 < k < N nous avons 2Fr < %, et % < % il s’en suit que

N N

N
C / 9 2C C
E —_ |d]*dy < E ———For,(8) < —ER(s) — < < &R(s).
4(k—1),.3 3ky2 2k 2 3
— 24(k—1) By yr, = 23k r — 2 r

Etudions maintenant le second terme de (3.3.26). Puisque R\ B, 1 C U By gk-1 \ By ok-2 nous
' ) )

k=0
avons

“+oo

1
|i]2dy < E / \u|2 y < § / |@|?dy.  (3.3.27)
/]R3\B 1 |Z/’4 By y-1\By y1—3 ‘y|4 (2k=2)4 [,

k=0 0,2k

Remarquons que par un changement de variable et puisque 4 satisfait ’estimation (3.3.8), nous
obtenons

/ (e, ) Pdy = (25)° / i(t, 2)dz < 2 sup sup / (e, y)Pdy < 2% 1.
Bz,l

BO,Q’C Bo,1 0<t<1 zeR3
En considérant 1'égalité précédente dans (3.3.27), nous avons
400 (2k)3
|it|2dy ——M<CM» — <CM. (3.3.28)
/Rs\ 5y w <2 ey Z

Par conséquent, en appliquant (3.3.27) et ’expression ci-dessus dans (3.3.26), pour tout vt < r <
%, nous obtenons

C
Ipa(s,z)| < ﬁ&.(s) + CM.
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De Pestimation précédente, il résulte que pour le terme I de (3.3.15) nous avons
1 [t 3
sup Ig = sup — 2|2 dyds
t§r§1—12 tgrgi r Bo,2r

3
< sup / / &2 (s)dyds + sup / CM 2dyds
tgrg— Bo,2r <r< L r? Bo,2r

De plus, comme |Byo,| = Cr et r < % <lona

t
sup Ig < sup / E2(s)ds + sup rCMat < g 5 (s )ds—l—C’M%t. (3.3.29)

t§r§1—12 t<r<{5 1 r? t<r<{5 1

Nous avons terminé I’étude du terme [; avec 1 < j < 6 donnée dans (3.3.15). Ainsi, en ras-
semblant les estimations (3.3.16)-(3.3.19), (3.3.21), (3.3.23) et (3.3.29) dans (3.3.15), et puisque

sup — |tio|*dy < S par (3.3.10) (rappelons aussi que nous avons R < t), nous avons
r<r< " JBo,2r

prouvé que pour tout t < r < 2 nous avons
c [ 1
sup E.(t) < S+ 2/, E(s)ds + 15} +Ct

r<r< b
+Ct+ = /5 )ds + 5 /53 )ds + = /52

1 2 3
+4&(t)—|—t2/0 55’(8)d8+2/ EtQ(S)ds—l-CM?t—i—}p/ E3(s)ds

3
§S+Ct+CM%t+%&()+ SE(t /8 )+ E3(s) + E2 (s)ds,

et nous réécrivons ’estimation précédente comme suit :

sup E(t) < S+ € (M)t + 5 /5 )+ E3(s) + £2 (s)ds. (3.3.30)

1
<r<sis

Etudions maintenant le deuxiéme terme de la partie de droite de (3.3.14).

Supposons que % <r< % : comme dans le cas précédent, remarquons que d’apres (3.3.13),

nous avons

sup E,(t) < sup |tio|*dy + sup ZI (3.3.31)

1 1 1 1T
ﬁ<1”§§ ﬁ<'f‘§§ Bo,2r *<7‘<3] 1

Pour le terme I; de (3.3.31) nous avons Bga, C By puisque 2r < % < 1, % < 12 et
HEH%?OL%(Ql(LO)) < M par I'hypothese (3.3.8), il s’ensuit que

sup I} = sup / /B |2 dyds < C/ / |@|?dyds < CMt. (3.3.32)
0,27

1 1 1 7‘
ﬁ<7’§§ <T‘<
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Pour le terme I dans (3.3.31), par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et puisque % <12 et Bpor C
By, ona

sup Iy = Sup / / \V/\un]dyds

1 1 1T
ﬁ<r§§ <
1 1

t 2 2
< sup C / |V A d*dy / &2dy | ds
%<7‘§% 0 BO,Q,« BO,QT
t
< Clldlzzrzuon [ 19 AT ro(s, o ds

De plus, puisque \6 A&? < 2\6 ® i|? et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans la variable
temps, nous obtenons

< Ol [ 19 © 06 i, s

—<7“<1

B . 1

< OS2z @IV @ @l 22 @i 1,012

Par conséquent, puisque ||V ® |7 1212

< M par (3.3.8), ||oJ||LooL2 < CR < C par

2(Q1(1,0)) 2(Q1(1,0))

(3.3.9) (rappelons R < 1), nous avons

sup In < CM3t3. (3.3.33)
Sr<)

Pour le terme I3 de (3.3.31), puisque - L <12 et par I'inégalité de Holder nous avons

' ' 2 2
C o= =12 12
sup I3 = sup — |d||t|dyds < C' sup 5| “dy |d|*dy | ds
11—2<r§% 1—12<r§% ™ Jo JBoar %<r§% 0 Bo,2r Bo,2r

Puis, puisque By 2, C By, on a

t
sup k<CAHﬂ&MmmﬂW@wam%-

per<d
Ainsi, en utilisant le fait que HUH%?OL%(QI(LO)) < M par (3.3.8) et |||z r2(@,(1,0) < C, on a

sup Iy < CMs3t. (3.3.34)
bered

Pour le terme Iy dans (3.3.31), en utilisant les mémes arguments que dans (3.3.20) nous avons

3
sup Iy = sup //302 || dyds < sup / HV® ||L2 (Bo.ay) ||d(s, )HEQ(BO’QT)ds

11—2<r§% i<r< 1 <r§
sup /nu ST
f<r< L
En utilisant le fait que 7 < C et Byar C By, on obtient

to 3
swla<awu%mgAHV®MaM;%nm+ww%ﬁwﬁ
f<r<
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+ i) dans la variable temps, et puisque 2r < 1, et t < 1,

L[V

Ainsi, par 'inégalité de Holder (1 =
on a

NN

1.3 bs -
sup T < O] e 00y ( /0 HV®u(s,~)H%z(BO,2T)dS> @ 12 )

berst
Lizis ST 13
< Cta ||UHLOOL2 (Q1) ||V ®u”L2L2(Q1) + tHuHLgOL%(Ql)'
Comme Hu||L°°L2(Q1(1 oy <M et I\¥% ®u||L2L2 Q10 < M par (3.3.8), nous avons

sup Iy <CM2ti + Mat. (3.3.35)
h<rsh

Pour le terme I5 de (3.3.31), rappelons que de (3.3.22), nous obtenons

C t 3 C t 13
sup Iy = sup — lp1|2dyds < sup — |t dyds.
r r
H<r<s H<r<s 0 JBo2r H<r<s 0 JBo,sr

Puisque 3r < 1, nous pouvons appliquer les mémes arguments que dans (3.3.35), et nous avons

3 1 3
sup Iy < M2tz 4+ M2t. (3.3.36)

1 1
ﬁ<’f‘§§

Pour le dernier terme I de (3.3.31), on remarque d’abord que par 'estimation (3.3.25) et
puisque % < 3r, on obtient

[p2(s, )| < C j@*dy < C g lalPdy.

R3\ B, 3 |y\4 R3\BO’%I |y|4
Par conséquent, en utilisant les mémes arguments que dans (3.3.28), on a |pa(s,z)| < CM.

Puisque r < % < 1, il s’en suit que

1 t
sup Ig= sup 2// \pg\%dydsg sup rCM32t < CM3t. (3.3.37)

1 1 1 1T 1 1
E<TS§ ﬁ<7’§§ E<T‘S§

Ainsi, en rassemblant les estimations (3.3.32)-(3.3.37) dans (3.3.13), puisque

C

— |to|2dy < S par (3.3.10), et t < t3 < t1 du fait de t < 1, il s’en suit que pour
r BO 2r

tout—§r< L ona

— 37
sup E.(t) < S+ CMt+CMzt2 + CMzt+ CM2ts + CM3t+ CMat

1

< S+ Cy(M)tT, (3.3.38)

et ceci termine 'étude de la quantité précédente dans le cas ou 75 <r < 1
Ainsi, en appliquant les estimations (3.3.30) et (3.3.38) dans (3.3.14), nous avons prouvé que
E(t) < sup E.(t)+ sup E.(t)
<r< L S<r<:

t 3
2

3
< S+ €M)+ L) +

<28 + € (M)t + Co(M )ti+1€t(t)+
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Fixons maintenant le temps 77 > 0 tel que

) S 54
T1 = mln{l, 2761’ 27@%1} (3339)

Remarquons que pour tout ¢t < 77, on a €t < % et Qigt% < g, d’ou il s’en suit que
1 c [t 3 3
Zé}(t) <35+ 2 J, E(s) +E(s) + &2 (s)ds.

3 3
En observant que si & > 1 on a &2 < Sf et si & < 1omna&? <&, il suffit alors d’étudier pour tout
t < T} l'expression

t
E(t) <128 + g / Ec(s) + E2(s)ds. (3.3.40)
0

Afin d’estimer 'expression ci-dessus, nous pouvons utiliser I'inégalité de type Gronwall suivante

Lemme 3.3.5. Soit f € L ([0,T1[) une fonction telle que pour tout t €]0,T1[, pour certains a,b > 0

loc
etm>1, ona

f)<a+b /0 (F(s) + /™(s))ds.

Il existe alors une constante universelle ¢ > 1 telle que pour tout t €]0,T] avec T =
mln {Tl,W}, on a f(t) S 20/ .

Pour une preuve de ce résultat, nous renvoyons a [10, Lemme 2.2]. Maintenant, en appliquant le lemme
précédent a l'expression (3.3.40) avec a = 125, b = t% et m = 3, il existe une constante universelle
¢ > 1 telle que pour

1

T* = min{Tl, C)\tQ}, ou A= m,

nous avons pour tout 0 < ¢t < T* 'estimation

E(t) < 248.
Puisque nous avons E.(t) < &(t) = sup E,(t), nous obtenons finalement
tSrS%
Ei(t) < CS, (3.3.41)
ce qui termine la preuve du Lemme 3.3.4. |

Corollaire 3.3.1. Sous les hypothéses du lemme 8.3.4, pour tout R < r < %, telle que VAr < \/%

ot Th est donné dans (3.3.39), A = ﬁ et ¢ > 1, nous avons

1 Ar2
L / @ + [p — b|dyds < C(S + 5).
™ Jo Bo,



164 Chapitre 3. Concentration de la norme L3 autour de points partiellement singuliers

Preuve. Notons tout d’abord que 0 < R < 1—12 est arbitraire et qu’il peut étre choisi arbitrairement

petit, de sorte que les conditions R < r < 3 et VAr < y/ZL sont compatibles. Remarquons maintenant

qu’a partir de l'estimation (3.3.20), nous avons

Ar2 Ar2 3 1 Ar2
r?/ /Bo @’ dyds < / IV @ s, )||L2(Bo (s, )HZQ(BO,r)dS—"_rQ/(; || (s, ')H%Q(Bo’r)ds

1 3

< — 7 d

— 72 0<Ssli§\r2 (s, )”L2(Bo r)/ HV@U( % )HL2(BO,T) 5
+ CA sup ”U(Sa')Hp(Bom)‘

0<s<Ar2

En utilisant I'inégalité de Holder dans la variable temps (1 =2 + 1), on a

Ar? C’)\1 3 A 2
/ ddyds < S s s Mag,,) | [ 17 @,

T 0<s<Ar2

3
1

+CA  sup Hﬁ(sv ')HiQ(Bo r)?
0<s<Ar2 7

qui peut étre réécrite comme suit

Ar? 1 1 % 1 Ar? . %
/ |@|3dyds < CA1  sup / || dy / / |V @ i)*dyds
0 Bo,r o<s<xr2 \ " JBy , rJo Bo,r
3
3 1 - 2 :
+CArz  sup / |d(s,y)|“dy
o<s<ixr2 \ T Bo,»

1 1 [t - I
Comme E,.(t) = sup / ]ﬁ\Qdy—i—/ / ]V®ﬁ]2dyds+2/ / \p—h(t)|%dyd3, et si
O<s<t T Boﬂn T Jo BO,r r 0 BO,T‘

nous écrivons ¢t = A\r?, on a
Ar2
— / |i3dyds < C/\4E2(/\r ) + C)\rzEQ()\r ) < C(Ai —|—r2)\)E2(/\r ).
r
Cependant, puisque r < 1 et A < 1, nous avons

)\7"2 3
/ |i]3dyds < CE? (\r?).
BO T

3 3
Puisque E,(t) est une fonction croissante en t, et que ¢ > 1 on a EZ? (A\r?) < E? (¢\r?). Ainsi, puisque
nous avons considéré 0 < r < 1 tel que cAr? < Ty, et qu'il découle de (3.3.41) que E,.(cAr?) < CS,

alors

1 AT‘Q 3
2/ / |i@[3dyds < CEZ (cAr?) < CS2.
r 0 BO,r

D’autre part, la définition de E, nous donne immédiatement

Ar?
r2 / Ip — h|2dyds < E,(\r?) < E.(c¢Ar?) < CS.
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En utilisant les deux estimations précédentes, on trouve que pour \ = ﬁ et pour tout R <r < %
tel que VAr < T}, on a

1 5 5

2/ / @* + |p — h|2dyds < C(S2 + 9),

™ Jo Bo,r
ce qui termine la preuve du Corollaire 3.3.1. |

Démonstration du Théoréme 3.3.2. Soit (4, p,J) une solution faible de type Leray des équations
des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2). Soit 7 > 0 le temps maximal tel que @ € C(]0, T[, L=(R?))
et le point (7,0) est un point partiellement singulier au sens de la Définition 2.4.1. Supposons que
pour un ro > 0 fixé avec 0 < 7 — 73, on a

1

sup sup sup / |i(t, z)|*dx = M < +oo. (3.3.42)
20 €R3 r€]0,r0] t€]T—r2,T] T J By r

L’objectif consiste & prouver qu'il existe € > 0, & = &(9M) et & > 0 de sorte que pour tout t €]T —4, T,

nous avons

/ |i(t, x)|3dx > e. (3.3.43)
B

Tt

S
Tout d’abord, observons qu’il suffit de montrer qu’il existe €, > 0, S = G(9M) et § > 0 de telle sorte
que pour tout ¢ €]7 — 4,7 [, nous avons

/ i(t,z)|de > e, (3.3.44)
\/?

En effet, si nous avons (3.3.44), par 'inégalité de Holder (1 = % + %) nous avons

\/7

(V1N

1 / 2 ¢ 3
e < it 2)|2dz < - / it )Pz |
T —-tJB s Vv S B Tt
Vs Ve
3
ce qui implique (3.3.43) avec € = (6*)%%

Pour prouver (3.3.44), nous allons utiliser un argument de contradiction Ainsi, supposons que

pour tout €, > 0, pour tout 0 < & < 1 et pour § = min{ 5 TOGQ }, il existe T — 62 < tg < T tel que

2
m/ ii(to, z)2dz < e.. (3.3.45)
\/ b

La stratégie consiste a appliquer un changement d’échelle a la solution (i, p,@) afin d’obtenir que le

point (7,0) soit partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1 nous conduisant & la contradiction
souhaitée.

Soit 0 < & < 1 et considérons v = 4/ T*to Remarquons que puisque 7 — 02 < 9 < T et
62 < r2@&3 < r36& (rappelons 0 < & < 1), nous avons

ﬁ \/7 <70. (3.3.46)
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Maintenant, nous faisons un changement d’échelle pour les fonctions #, p et J de la maniere suivante :
pour tout (s,y) € [0, [xR3, nous considérons

@ (s,y) = vii(to + v*s,7y), p'(s,y) =?pto +v*s,vy) et & (s,y) = Y?S(to +v%s,vy).

Rappelons que I'équation (3.1.1) est invariante par ce changement d’échelle.

Nous voulons maintenant appliquer le Lemme 3.3.4 et le Corollaire 3.3.1 afin d’obtenir qu’il existe

€>0et p>0 tels que
1 S .
2/ / @ + p7 — 7|2 dyds < &,
P”Je—p2 JBy,,

ot h7 = 42h(72), et b est donné par la décomposition locale de la pression (voir le Lemme 3.3.2).
Ensuite, en se revenant aux variables (i,p) et en utilisant la théorie de la régularité e dans le
chapitre précédent, nous pourrons déduire que le point (7,0) est partiellement régulier, ce qui est
une contradiction.

Ainsi, puisque nous voulons appliquer le Lemme 3.3.4, nous avons besoin d’information sur les don-
nées initiales et pour cela, puisque @ € C(]0, 7], L>(R?)), nous pouvons considérer ij(-) = yii(to,y-)
comme des données initiales telle que (@7, p”) est une solution des équations forcées de Navier-Stokes

QI = AT — (@7 - V)@ — Vp) + AV A&,
(3.3.47)
@(0,-) = .

Remarquons également que puisque @ € C(]0, T[, L°(R3)), nous avons que (%@”,p?) est une solution
forte du systéme ci-dessus, cependant nous voulons déduire que (@”,p?) est une solution locale de
Leray du systéme ci-dessus. Pour cela, il sera commode de réécrire V A 7 = div(W?7) ot nous avons

Y Y
jp _
W7 = wl7 O7 ws |,

et nous obtenons ainsi que le couple (@7, p?) est une solution du systéme suivant

Qi = AT — (@ - V)@ — Vp? + L div(W),

A ce stade, nous pouvons appliquer la théorie des solutions locales de Leray des équations de Navier-
Stokes qui est donnée dans le résultat suivant :

Lemme 3.3.6. Soit ¥y une donnée initiale et F un champ tensoriel tel que

1
sup / 1Uo(y)|?dy < M* et sup / / |F|2dyds < M*.
Baco,l 0 Baco,l

zo€R3 zo€ER3

Alors, il existe une solution locale de Leray (V,q) au sens de la Définition 14.1 du livre [61] des
équations de Navier-Stokes

00 = AT — (7- V)0 — Vg + div(F),

17(07 ) = 170a
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sur 10, T[xR3, telle que T = min{1, W} et

sup sup/ |5(t, y)|2dy + sup/ / IV @ 7)2dy < C(M™).
0<t<T z€R3 J B; 1 z€R3 Bz 1

Pour une preuve du lemme précédent, nous nous référons a [61, Théoreme 14.1, pg 455 ]. Comme nous
pouvons le voir, avec ce lemme, nous sommes en mesure de construire une solution de Leray locale
tant que nous avons les contrdles uniformes suivants sur la donnée initiale @] et sur la force externe

W~ .

sup / @5 (y) Pdy < 4o, (3.3.48)
J?()E]R?’ BwO 1
et .
sup / / (W7 2dyds < +oo. (3.3.49)
JZOER3 BZO 1

Etudions la donnée initiale. Puisque @ (-) = ~ii(t,~-), par un changement de variable, nous obtenons

1 N 1 .
sup / T (y) Py = sup - / l@(to, y)dy = sup - / (to, y) [2dy.
20€R3 J By 1 zoeR3 7V JB 2R3 7V JB,

REDTR

D’autre part, rappelons que par (3.3.46) nous avons vy < rg et T —~2 < to < T. Ainsi, par ’hypothése
(3.3.42), nous avons

1 1
sup / |i(to,y)|?dy < sup sup sup / |ii(t, x)|*dz < M < +oo,
zeR3 7V JB, , z0€R3 7€]0,ro] T—r2<t<T T Bzg,r

et nous obtenons le controle suivant sur les données initiales 11’3

sup / i3 (y)|Pdy < M < +o0.
zq,1

:E()GRS B. 0s

Etudions maintenant la force extérieure W?. Puisque w! () = Y2wi(to + 72,7, on a

1
sup // |W7|2dyds = sup // 22|w7| dyds
20€R3 JO Bx0,1 20 €ER3 B. .

z0,1 =1
! 2 2 2
= sup / / E 2|y 2wi(to +~°s,vy) P dyds.
20€R? /O JBrg 1 =

De plus, par un changement de variable, on a

1 to+>
sup / / (W |?dyds = sup / 22|w s,y)2dyds,
0 Bzo 1

zoER3 zo€R3 Y Byag,y =1

et puisque vy < ¢ par (3.3.46), on a
vi2 1 ‘ 1o SN2
sup [W7|“dyds < C sup  sup y |&5(t,y)|“dy
2o ER3 Baga 2€R3 to<t<to+y2 T JBa

< Crosup  sup / |5 (t,y) P dy.
2€R3 to<t<to+42 J Bz,y
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Puisque & € L{°L2, nous obtenons

1
sup / / (W Pdyds < C||][700 12 < +00,
0,1

ro€ER3

et nous obtenons le contréle uniforme (3.3.49) sur la force extérieure.

Ainsi, a partir de l'estimation (3.3.48) et du controéle précédent, nous pouvons appliquer le lemme
3.3.6, et donc pour 7" = min{1, W} avec M = M (M, |52« 2) > 0, il existe une solution locale
t x

de Leray (7,q) du systéme (3.3.47) (rappelons div(W?7) = V A &) sur |0, T[xR3, telle que pour une
certaine constante M; > 0,

sup sup/ |U(t, z)|2dy + sup/ / IV @ #)2dy < M;. (3.3.50)
0<t<T z€R3 J B, 1 z€R3 Bz1

Il convient de noter que puisque (@”,p”) est une solution forte de (3.3.47) par un argument d’unicité
faible-forte (voir [61, Théoréme 14.7]), il s’en suit que @ = ¥ et p7 = ¢ sur 0, min (&, T')[xR3. Ainsi,
au lieu d’étudier (@7, p?) sur |0, 8[xR3, nous appliquerons le Lemme 3.3.4 et le Corollaire 3.3.1 au
couple (¥, q) sur J0, T[xR3, puis en considérant & < 1 suffisamment petit (afin d’obtenir I'unicité sur
'intervalle |0, S[), nous pourrons revenir aux variables (@7, p?).

Vérifions que le triplet (¥, ¢, ) satisfait les hypothéses du Lemme 3.3.4. Remarquons que puisque
(¥, q) est déja une solution locale de Leray par construction et que nous avons le contrdle (3.3.50),
nous devons seulement vérifier les points suivants :

e Nous avons
157 e 0,11 22017y < CVS: (3.3.51)

e Pour tout v > 0 tel que VG <t < 1, nous avons

1
sup / i3 2y < e.. (3.3.52)
VE<i<1 v JBo,

Pour obtenir (3.3.51), puisque 7' < 1 par construction et que & (-,-) = v2dG(tg + v2-,7-), en utilisant
un changement de variable, nous avons
—y12 L
15 2o o, 22801 = 197 L0 o1 22(B0.1))
< P&t + )| = 7]|&l7 :
= I etto s Y Lo 10,1 L2(Bo 1)) T VW Lo (Jt0,t0+2[.L2(Bo )

Puisque & € LL2 N L?H} par hypothése, nous obtenons \|@’7||%m(]071[7L2(BO’1)) < 'de}H%tooL% < Cr.

De plus, puisque 7 — 6% < tg < T, nous avons vy = Této < \/% < roS (rappelons que 6 =

3
min{ 75—, #}), et comme & < 1, nous pouvons écrire

15717 0,61, 22(Bo.1)) < CS < CVS,

qui est lestimation souhaitée (3.3.51).
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Pour obtenir (3.3.52), fixons V& < v < 1. Puisque @7(0,-) = vii(tp,7-) et par le changement de
variable z = yy, nous avons

R 1 R
/ (0, y) Py = / Ivi(to, vy)[2dy = - / i(to, 2)dz.
Bo,« Bo,« v 0

e

De plus, puisque vt < 1 et que v = Tét(), il découle de I'hypothese (3.3.45) que

v6&
(0, y)[2d </
0P o |

i(t, z))?dz < VGe,,

‘
| T—to
=~

1

Par conséquent, puisque V& < t, on a / 1@7(0,)2dy < €,. Comme V& < t < 1 est arbitraire,
v BO,t

nous concluons que

sup 1/ i 2y < e..
VB<t<1 ¥ /B

Ainsi, nous avons prouvé que (7,q,d”) vérifie les conditions (3.3.50), (3.3.51) et (3.3.52). Ensuite,

nous pouvons appliquer le Lemme 3.3.4 et le Corollaire 3.3.1, ce qui nous permet d’obtenir un temps

T, = Ti(T,9) > 0, et une constante ¢ > 1 tels que pour tout V6 < 1 avec Ar? < % et A\ = ﬁ,

nous avons
1

)\7’2 3
3 S
— / (s, y)|> + |q — byl 2dyds < C(e, + €2).
™ Jo Bo.»r

Maintenant, fixons & < 1 de telle sorte que pour r = \/§ , nous ayons V& < r et A\r? < % Ainsi, en

choisissant r = \@ dans ’expression ci-dessus, nous obtenons

S [© 3 3
S 1l valtduds < e+ ).
NS

Maintenant, puisque 4" = ¥ et p? = ¢ sur |0, 6[><R3, nous avons

U

S 5 3
/ / @7 + [p7 — 7|2 dyds < Ce. + €2).
o JB

[S]
0,4/ X

> Q

Ainsi, puisque @ (s,y) = ~vii(to + s, vy) et p7(s,y) = v*p(to + v?s,7y), nous obtenons (rappelons
que 7 = 1/ T5)
A

T
7l
0 to BO’\/?

3
[@l® + Ip — b|2dyds < Ces +€2).

Puisque A <1, nous avons B, 7= C B0 \/ﬁ et nous pouvons donc écrire
) A

A T 3 3 3
/ / |d]° + |p — b|2dyds < C(es + €2),
T =t JT-(vTF0)? /By e
qui peut étre réécrite comme suit
3
1 /T / 3 3 (€x +€2)
S — -+ p— b2 dyds < ),
( T - tO)Q T—(/T—t0)? Bo7m A
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1
1+€2

3
trouver 0 < € < 1 tel que C(es + ef)% < €. Pour p = /T — tg, nous obtenons

1 T 5 3 3 ~
= (s, y)|° + |p — b|2dyds < &
pPe JT—p2 By,

Maintenant, puisque (#,p — b,d) est également une solution partielle appropriée des équations

Ainsi, puisque A = et que 0 < €, < 1 peut étre considéré suffisamment petit, nous pouvons

des fluides micro-polaires, nous pouvons appliquer le Théoréme 2.3.2, page 106, ce qui implique que
(7,0) est un point partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1. Cela contredit le fait que
(7,0) est partiellement singulier selon I’hypothese.

Nous avons donc prouvé qu’il existe e, > 0, & = G(IM) et § > 0 tels que pour tout t €]T — 0,77,
nous avons

i(t,z)|*dr > e,.

1
VT‘t/Bo,\/?

ce qui, comme mentionné précédemment, implique I’effet de concentration de la norme L3 de la
vitesse autour du point singulier (7,0). Cela termine la preuve du Théoreme 3.3.2. ]

Remarquons maintenant que dans la dernieére section, nous nous sommes concentrés sur la relation
entre la variable @ et les points partiellement singuliers qui, rappelons-le, sont les points ou « n’est
pas bornée (voir Définition 2.4.1, page 129). En particulier, nous espérons qu’a partir de ce type de
résultat, il sera possible dans le futur d’obtenir également des estimations quantitatives d’explosion
de la norme L3 comme dans [7]. D’autre part, I’étude de la variable ¢ et des points ot cette variable
est non bornée est aussi un axe de recherche possible.

Finissons ce chapitre en rappelant que nous nous sommes focalisés sur 1’étude de la régularité
des équations micro-polaires évolutives (2.1.1) et (2.3.67), en soulignant l’effet dominant de la vitesse
tel que défini dans la Définition 2.1.1, page 38. D ans le chapitre suivant, nous changerons notre
axe d’étude et nous nous concentrerons sur la relation entre les variables (i, &) pour les équations
micro-polaires stationnaires.



4 Les équations micro-polaires
stationnaires

4.1. Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous nous intéressons a 1’étude de l'interdépendance des variables des
équations des fluides micro-polaires stationnaires incompressibles. Plus précisément, nous allons étu-
dier le systéme suivant

— (W) AT =—(i-V)i+vVAG—Vp+f,  div(d) =0,
) ] . (4.1.1)
(B +7)AG :f(ﬁ.v)@’Jr(ang—V)Vdiv(cﬁ)—uﬁle/V/\ﬁJrga

ol nous rappelons que 7 : R3 — R3 représente la vitesse du fluide, p : R? — R est la pression
interne et & : R? — R3 est la vitesse de micro-rotation. De plus, nous considérons f et §, deux

forces externes connues telle que div(f) = 0, et les parameétres positifs «, 3, v, v et v représentent
des constantes de viscosité liées aux propriétés du fluide.

Il est important de noter que, contrairement aux chapitres précédents ou nous avons étudié les
criteres de régularité pour le cas évolutif, les constantes de viscosité n’ont joué aucun role déterminant.
Cependant, dans le cas stationnaire, elles peuvent plus facilement influencer le comportement de la
solution.

En effet, dans Particle [71] ou le probleme d’existence et d’unicité du systeme (4.1.1) a été étudié
sur des ensembles bornés 2 C R avec des conditions de Dirichlet nulles, I'unicité est obtenue sous la
condition que la viscosité v soit suffisamment grande. D’autre part, si I’on considére le méme probleme
mais avec des données initiales non régulieres sur le bord de Q, c’est-a-dire (#,J) = (hy, ho) € L? sur
le bord de £2, nous pouvons citer larticle [71] ou l'existence a été déduite ainsi que 'unicité si v > 1.
Enfin, nous pouvons citer 'article [32] o I'existence et I'unicité sont étudiées dans le cas de domaines
extérieurs quand la viscosité v est grande.

Nous pouvons également citer Iarticle [101] ol il a été observé numériquement que si la viscosité
de micro-rotation v est grande, il existe un effet de ralentissement sur la vitesse de translation, tandis
que la vitesse de micro-rotation @ diminue avec 'augmentation de la viscosité v. Dans article [55]
des phénomenes similaires sont démontrés numériquement dans d’autres types d’expériences. Nous
observons donc que les parameétres de viscosité peuvent jouer un rdle important dans le systéme (4.1.1).

171
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Dans ce chapitre, nous allons étudier le systéme suivant

—Adl=—(@-V)i+VAG-Vp+f,  div(@)=0,
) ] . (4.1.2)
—AG = —(i-V)d + Vdiv(@d) —md + V AT+ G,

ou m > 1 est une constante dont le réle est essentiellement technique mais qui est liée d’une certaine
aux constantes de viscosité v et v. Nous allons tout d’abord montrer I'existence de solutions faibles
(,&) dans Despace naturel d’énergie H'(R?) x H'(R?) et nous allons étudier leurs propriétés. En
particulier, nous verrons que ces solutions sont réguliéres et nous mettrons en lumieére 'influence
d’une variable sur 'autre. Il est important de remarquer que comme & n’est pas a divergence nulle,
I'étude de la deuxiéme équation de (4.1.2) nécessitera un traitement différent.

Observons en plus qu’afin d’obtenir 'existence de solutions, nous devrons passer par un argument
de compacité, ce qui ne nous permet pas de conclure des résultats d’unicité. Pour surmonter ce
probléme, et en suivant le travail pionnier de Galdi dans [40] pour les équations de Navier-Stokes
stationnaires, nous montrerons que si nous supposons une information supplémentaire, sous la forme
d’un espace de Banach approprié E qui fournit d’une certaine décroissance a l’infini, nous pouvons
obtenir un résultat d’unicité. Ces résultats sont connus dans la littérature comme des théorémes de
“type Liouville”. Ce type de résultat a été étudiée intensivement dans [24], [49], [56] et [92] et reste
encore un probleme largement ouvert.

Concernant le probleme d’unicité pour les équations micro-polaires stationnaires, nous pouvons
citer larticle [54] ou l'unicité des solutions a été obtenue en considérant des conditions supplémen-
taires d’intégrabilité pour toutes les variables. Néanmoins, nous allons voir ici qu’il est possible de se
débarrasser de toutes les hypothéses sur . En fait, nous verrons que grice a la structure intrinseque
du systeme micro-polaire nous pouvons considérer une séparation de I'information entre les variables
4 et .

En récapitulant, dans la premiére Section 4.2, nous montrerons ’existence de solutions faibles dans
'espace d’énergie (7,&) € H'(R3) x H'(R?) et ensuite nous étudierons la régularité de ces solutions.
Enfin, dans la Section 4.3, nous aborderons le probléeme d’unicité des solutions.

4.2. Existence et régularité des solutions faibles

Tout d’abord, nous déduisons 'existence de solutions faibles pour le systéme micro-polaire (4.1.2).

4.2.1. Existence des solutions faibles

Le principal résultat de cette section est le suivant :

Théoréme 4.2.1 (Existence). Soient f,§ € H(R3)NH 2(R3) deux forces externes avec div(f) =0
mais div(g) # 0. Alors, il existe my > 0 (cf. (4.2.17)) tel que pour tout m > my, il existe au moins
une solution faible (@, p,&) des équations micro-polaires stationnaires (4.1.2) telle que @ € H'(R3),
G e HY(R3) et p e Hz(R3).

Pour démontrer ce résultat relativement classique, nous commencgons par une régularisation
d’hyperviscosité du systéme (4.1.2) et nous étudions l'existence de solutions en utilisant le théoréme
de point fixe de Schaefer. Ensuite, en utilisant des estimations a priori, et un argument de compacité
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nous pouvons obtenir une solution du probléme (4.1.2).

—

Démonstration du Théoréme 4.2.1. Comme div(@) = div(f) = 0, nous pouvons appliquer le
projecteur de Leray a la premiere équation de (4.1.2) et nous obtenons

0= A7 —P[(@- V)@ + iV AS+ f,
(4.2.1)
0=A3+Vdiv(@d) - (@- V)3 - m& + iV AT+ G

Notons que la pression p est absente du systeme précédent, mais nous pouvons ’obtenir & partir de la
formule suivante

1

p=-—— (div(div(Z ® @))) . (4.2.2)

(=4)
Maintenant, pour R > 1, nous définissons la fonction auxiliaire §p(z) = () ou 6 € C3°(R?) est une
fonction réguliere telle que 0 < 6(x) < 1, 8(x) = 1 pour |z| < 1 et §(x) = 0 pour |z| > 2. Notons en

particulier que pour 1 < p < 400, nous avons

a 7|a\+§ o
|D“Or||r < R ? | DG r, (4.2.3)
en particulier, nous avons

[0r]lL= < 1. (4.2.4)

Ensuite, pour 0 < € < 1, nous considérons la régularisation d’hyperviscosité suivante des équations
(4.2.1)

—

0= —eA2T + Ad — P[((0r1) - V) (0r1)] + 30%(V A D) + f,
(4.2.5)
0= —eA%G + A + V(0 div(@)) — ((0ra) - V) (0rED) — m(0%&) + 30%(V A D) + G,

ou A25 = A(Agg). Observons que si nous laissons ¢ — 0 et R — 400, nous retrouvons formellement
le probléme initial (4.2.1).

N fpo e T3 U R . R I .
Ainsi, si 'on définit U = <H>, alors le systeme ci-dessus peut étre réécrit sous la forme suivante
W

U = Tr(0), (4.2.6)
- ) _p [((aRﬁ) : ﬁ) (9Rﬁ)} + L2V AD) +
R.e = —
A2 CAN S @) - ((6r) - V) (653) — m(633) + 303(V A7) + 7

(4.2.7)
La stratégie consiste maintenant & appliquer un théoreme de point fixe a I'opérateur T¢ g afin d’obtenir
une solution du probléme régularisé (4.2.6). Pour cela, nous utiliserons le résultat suivant (voir le
Théoreme 16.1 dans [61]) :

Lemme 4.2.1 (Schaefer). Soit (E,| - ||g) un espace de Banach et T : E — E wune application
continue et compacte. S’il existe une constante M > 0 tel que, pour tout X € [0,1], e = XT'(e) implique
llelle < M, alors il existe au moins un élément e € E tel que T'(e) = e.
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Ainsi, pour obtenir une solution au probleme (4.2.6), il suffit de prouver que l'opérateur T
donné dans (4.2.7) vérifie les hypotheses du Lemme 4.2.1 ci-dessus. Pour cela, nous diviserons 1’étude
en trois propositions : d’abord, nous étudierons la continuité de ’application Tr ¢, puis nous verrons
que l'opérateur est compact. Enfin, nous obtiendrons des estimations a priori qui nous permettront
d’obtenir le résultat souhaité.

Pour cela, nous considérons l'espace E = H'(R?) N H2(R3), muni de la norme
- 1le =11 L+ Vel - e
et nous définissons le sous-espace FE, de E par
E,={6:R* —R*: g E, div(s) =0},
cet espace sera muni de la méme norme || - ||g, mais par souci de clarté, il sera dénoté par || - || g, .

Proposition 4.2.1 (Continuité). Dans le cadre général du Théoréme 4.2.1, Uapplication T définie
dans (4.2.7) est continue dans l’espace E, X E.

Preuve. Nous allons étudier la continuité de I'application T . dans I'espace fonctionnel E; x E, muni
de la norme ||(4, &) ||, xe = ||4]|g, + ||&]|£. Observons que nous avons

I Tr(O)||g, x5 =

1
e(—A)2 _ . _ . )
AR =) V(GRdiv@))—((eRﬁ)-v) (0r@) — m(030) + L0%(V A @) + G i
et donc nous écrivons
. 1 - . 1 1 S
ITn e < |egpr cap (00 ) | +5 |ecaps ™29,
1 (2)
+ ! o+ ! Y (0r div(d))
()2 + (A g, I[Te(=A)2+ (=a)] " 5
(3) (4)
! i) - V) (0rs ! %
| ear cay (00 ¥) @)+ | a9,
() (6)
1 1 - 1 o
] ey ey LEEAR] e ey aeay o (4.2.8)

) (8)

Avant de passer a ’étude des termes ci-dessus, nous énoncons un lemme qui sera utile dans la suite

Lemme 4.2.2. Soient 0 < e <1 et 1l <o <2 deux paramétres. Alors, pour toute fonction qz_g € L*(R3)
il existe une constante C' > 0 telle que nous avons [’estimation suivante

C -
< —[|¢llze-
€

L2
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(=4)” €2
est Jefe> ©t

Existence et régularité des solutions faibles
[e(=A)+ (=A)]
c

En effet, comme le symbole de Fourier associé a l'opérateur
comme 1 < o < 2 nous obtenons facilement le controle uniforme par rapport a o par % annoncé dans

Maintenant en utilisant le lemme précédent nous pouvons étudier chaque terme dans (4.2.8) :

Es
1

'espace L%(R3).
e Pour le premier terme de l’expression (4.2.8), nous avons :
1 -
P|((0ru)-V) (0ru
o (o9 o]
P |((0rt) - V) (Ora
[(( Rr) )( RU)] o

! P [((0r1) - 9) (0
+/e

[e(=A)> +

EEINEENEN)
Maintenant, comme le projecteur de Leray est borné dans H' et commute avec CAZT(=A)’ et

. . , 3 ;.
en introduisant les opérateurs (—A) et (—A)z, nous pouvons écrire
Es

it |(0n0) - V) (950

1
[e(=A)% +
(=4) 1 ey
< [6(—A)2 + (—A)] (—A) <<9Ru) . V) (93u) .
(-A): 1 I
+\/E [6(—A)2+ (_A)] (—A)% ((GRU) V) (GR ) HQ,
et en appliquant le Lemme 4.2.2 avec o égal a 1 et % respectivement, nous avons
1 — = —
[e(—A)2 + (—A)]P {((QR’LL) . V) (QR’LL)} N
1 o o . o
=¢ H(—A) ((QRU) . V) (6rT) i " <6> ve (—A): ((GRU) : V) (0r@) £
H-1
(4.2.9)

<@ <) 0aal,, , + & | (%) ]

C -
< o - -
< (C’+ ﬁ) | ((0r) - ¥) (0rm)||,
Par l'inclusion de Hardy-Littlewood-Sobolev Lg(R?’) C H~'(R®), linégalité de Holder avec

3
‘Lg < CZ HHRUZ'HL:S Haah, (GR'L_’:)HL2
=1

% = % + 3 et (4.2.3), nous obtenons
3
CY lI(6ru:) s, (6r7)

=1

0wt i,
3
C > N10gl Lo lluill 2o (102, 0rl| s |ll Lo + [10R| o @] 1)

IN

IN

=1

3
1 L, .,
C> " R2 |0l sllwill o (10,01 1@l o + 11l 1),
Ly %. Par ’injection de

-3

=1
1_

1 1 1
3= tTscls

ou nous avons utilisé les inégalités de Holder avec
Sobolev H'(R?) c L%(R3), nous obtenons facilement 1’estimation suivante
< Crlll gl g,

| [6r)- 9| Ora)
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donc, nous obtenons

AR+ (<A [((0r)- ) (0nit)|

e Pour le terme (2) dans (4.2.8), en utilisant 'identité 9}2%(6 AZ) =V A (0%3) — & A 6(9%), nous

< Crelltl] g lEll g < Crelltll g, |4 e, (4.2.10)
E,

[6(_A)21+ (_A)]e?-z(ﬁ A &) . < [6(_A)21+ (_A)]ﬁ NG ) N
e o ),
Ve s a9,
d e A)21+( @A TR

. . , 3 . s
et en introduisant les opérateurs (—A) et (—A)2 dans les termes ci-dessus, nous pouvons écrire

1 -,
aevyeEreny LA
(-4) o s (4 L s

Slecarrcanea) Y |, e canea)? YR,

S I CVE L o2 |l A L s
Vel emar T AT )| Ve e e g YR
Ainsi, par le Lemme 4.2.2 nous obtenons

! 62(% A &) <CH1§/\(91235) +0H1m6(0g)
A+ (—A) I Iy PR [y o
C 1 = C 1 -
+ —Ve =V A (0%3) +\EH G AV(60%)
e l[(—a)3 e e |~ e

Puisque les transformées de Riesz sont bornées dans les espaces de Sobolev homogénes, nous
avons l’estimation suivante

1 - —
0LV AG)|| < Cl6RE| e + ClIT A V(OR)]| 4
(A2 + (—A)] R 5 R T
C . . —
+ MRS + 15 A TR s
<

- .S C o~
Cll0RS ] 2 + CllS AV (R, ¢ + ﬁlw?zw!!w

c . -
+= @ A O3] (42.11)

Ve L8

otl, dans la derniére inégalité, nous avons utilisé & nouveau l'injection L5(R3) C H~!(R3).
1 _

Maintenant, par les inégalités de Holder avec 5 = % + %, % = % + % et (4.2.3) nous pouvons
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écrire

C R C . -

< (c+ S itsiate + (¢ + 5 ) IaluI9eRI,,
C C

< (c+ S molslatue +2 (¢ + ) Rials 1901,

et en utilisant I'injection de Sobolev H'(R3) ¢ L5(R?) nous avons

0%(V A &) < Cre|ld]l g1 £ Criel| @ - (4.2.12)

Es

e La quantité (3) dans (4.2.8) est traitée comme suit :

(=4) 1
[(=A)% + (=) (=4)

A2 1 -

! 3 i
(—A)2+ (“A)] (-A)

EENpE N

Y

H?2

7|
H1

Eq,
et par le Lemme 4.2.2 nous obtenons

1

EENpE N

<c|

1 - , c .
— < o — || fll - ,

et cette quantité est bornée par I’hypothese sur la force extérieure f

e Pour le terme (4) de (4.2.8), nous écrivons :

| N (—A) | N
AR T Ay @O = Ry Ay Y e ))’ ”
(= A)% L iv(w
[ (CA2 + (<A)] Ca %V(GRd (@)) ”
Donc, par le Lemme 4.2.2, nous obtenons
1 . 1 =
carrear @], <o g vomaan]
+ CVe | ——Tnan@)|
— .

et puisque les transformées de Riesz sont bornées dans les espaces de Sobolev et (4.2.3), nous
avons

A

V (0r div(@))

L S Cl|fr div(s )||L2+7||91~zdw( @)l 2

_ (c )neRdw( 5l

< (c+ ) TN
(e+ %)

V(05 div(@))

[e(=4)% + (=A)]

QNQ

2%

IN

163]] g1

=

on en déduit que

—_

[e(=A)2 + (-A)] ‘E < Cel|d] -
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1 = . . R
[e(—A)2 + (—A)} ((GRU) : V) (GRW) . et il peut étre

traité de la méme maniére que le premier terme de (4.2.8) : en effet, avec les mémes arguments

Le terme (5) de (4.2.8) est donné par

nous obtenons (voir I'estimation (4.2.10)) :

(0ri)- V) (0r)

< Creelltl| g, |5] -
[e(=A)? + (=A)] E

Pour le terme (6) de (4.2.8), nous écrivons

1 2l (—A) 1 ) -
far+ a0 ear s ca A ™,
€ (_A)% 1 2@»
Vel eEar T Al a9

et en appliquant encore une fois le Lemme 4.2.2 nous obtenons

! 3 1 . C 1 .
AR T Ay )| < CH(_A)m(H%w) Hl+£ﬁ“(_A)gm(9§%w) ;
c .
< m<0+\@> 0% -+ - (4.2.13)

En utilisant l'injection Lg(R?’) C H~'(R3), par les inégalités de Holder (avec 5=241)etpar
les inégalités de Sobolev, nous pouvons écrire

1033 ;-1 < [|673]], ¢ < 101, 31&]s < RO, 31151171,

et 'on en déduit .

m(0%
A+ )

< Crem|d]| 5.
E

Le terme (7) de (4.2.8) peut étre traité comme la quantité (2) (voir (4.2.12)) et nous avons

1
[e(=A)% +(=4)]

0%(V A @)

< Cr,lltl| &, -
E

Enfin, la quantité (8) de (4.2.8) est traitée de la méme maniére que le terme (3) et nous obtenons

1 .
e(—a2 + (—a)?

< C” ” - ¢ H H -2 <
~ gl fr—1 + — 9l fr—2 +OO,
H \ﬁ H

par I’hypothese sur la force extérieure g.

Avec toutes les estimations précédentes pour les termes (1)-(8) de (4.2.8), nous en déduisons
finalement la continuité de 'application Tx . dans I'espace E, x E et la preuve de la Proposition 4.2.1
est terminée. |

Proposition 4.2.2 (Compacité). Dans le cadre général du Théoréme 4.2.1, Uapplication T définie
dans (4.2.7) est compacte.
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Preuve. Pour montrer la compacité de I'application Tg, on considére désormais une suite bornée
(Un)nen en E, x E et on va montrer qu’il existe une sous-suite (T ¢(Up, ))ken qui converge fortement
dans E, x E.

Tout d’abord, remarquons que comme la suite (eRﬁn)nGN est également bornée en E, X FE, et
R > 0 est fixé, nous pouvons utiliser le lemme de Rellich-Kondrachov (voir le Théoreme 9.16 de [11])
et donc il existe une sous-suite (¢ Rﬁk)keN qui converge fortement dans Lf C(R3) pour 1 < p < 6. Par
conséquent, afin d’en déduire la compacité de 'opérateur Tr ., nous devons borner chaque terme de
(4.2.8) par une norme LY  appropriée.

Méme si certains des calculs sont liés a ceux effectués dans la proposition 4.2.1 précédente, nous
donnons ici tous les détails. Remarquons en particulier que les termes (3) et (8) de (4.2.8) étant reliés

aux forces externes, nous n’avons pas besoin de les étudier.

e Pour le premier terme de (4.2.8), en suivant les mémes idées données dans (4.2.9), nous obtenons
I’estimation suivante

[e(—A)21+ =N [((0r)- ) (0nit)|

Nous utilisons maintenant 'identité (rappelons que @ est a divergence nulle)

((eRﬁ) : 6) (0rT) = div(0%(Z ® @) — Or(T - VOR)T,

E, : (C " %) H ((9311) ' 6) (%@HEF1 . (4.2.14)

pour écrire

| (6ri)- V) @r)||,_, < V(6@ © D)l -1 + 10 - VOr)ill -1

A

C|6% (@ @ @) g2 + 105 - VOR)| -1

Par les inégalités de Holder avec % = 1—10 +1 —I—% pour le premier terme ci-dessus et par I’inclusion

d’espace L5 (R?) ¢ H~'(R?) et 'inégalité de Holder avec 2 = 14141 pour la deuxiéme quantité
ci-dessus et (4.2.3), on a

(Ogid) - V) (0rd)| . < ClORIpoll@l s pp @l s s + 103 - VOR)| ¢
H-1 L5

3 . R R = L,
< CRu0||0] prol|dl| s gy 4l 5y + 10l Lalltll a5 ) VO Lol L2 (BR).
et 'on obtient ainsi le controle souhaité avec des normes L} = avec 1 < p < 6.

e Pour le terme (2) de (4.2.8) nous avons, d’apres (4.2.11)

1 2.3 . o C a2
[6(_A)2+(_A)]0R(V/\w) . < C|0%3| 2 +CISAV (63)]| 6+\[HeRwHLQ‘i‘\fHW/\V(HR)HLg7
et d’apres (4.2.3), nous en déduisons facilement 1'estimation
1 9 =
FEYNEE (_A)]HR(V/\w) N < CHORHLoonHLQ (Br) +C’|]V(0R)||Loo\|wHL5(B |

C 2 . C = 2 -
+ e lORl @l ) + IV ORIl g

. C e -
Clldlizaa + R IVOIL<lll g

IN

Br)

C .
+ﬁ”w”L2(BR \[R||V«9||Loo\|WI| X (4.2.15)
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p

ce qui est I'inégalité souhaitée en termes de normes L;, .

avec 1 < p < 6.

e Pour le terme (4) de (4.2.8), nous écrivons

! Y iv(d = (_A)% 1 v iv(@
[E(_A)2+(_A)]v(93d (<)) . N EN) (_A)%V(HRd (@) N
(—A)? 1o
Velemary cancae Y d”(“”' -

et donc, par le Lemme 4.2.2 nous obtenons

[6(—A)21+(—A)]WeRdiV@)) E = 55 ( i)Sv(eRdiv@))
_A) n
\% (_Z)ﬁ(eRdiv(@))Hm

C . C .
< NG 10r div (W) | ;-1 + NG 10r div(d)|] ;7

C o
s e 107 div(&)|[ -1,

ou, dans la derniere estimation, nous avons utilisé le caracteére borné des transformées de Riesz

dans les espaces de Sobolev. Nous utilisons maintenant I'identité g div(dJ) = div(0rd) — VOg - &
6 .

et nous avons (par l'injection L5 (R3) ¢ H~1(R?))

10rdiv(@)l s < ldiv(OD) |-+ |[VOr - &

o S 16 2+ |[Vor- 3

6
L5

< 0rl< @l + VORI 15 g |
B 1 - .
< |&lleBr) + E”VH”L“H“’”L%(BR)

qui est le controle souhaité en fonction de normes Lf o avec 1 < p < 6.

e La quantité (5) de (4.2.8) est traitée comme suit : par les mémes arguments utilisées dans
(4.2.14), nous pouvons écrire

Comme 4 est a divergence nulle nous avons toujours ’identité

((eRa) : ﬁ) (0p3) = div(0%(& © @) — Op(a@ - VOR)D,

(0ni)- V) (0r)

e

et nous obtenons

| ((0r)- ¥) (69|

IN

0 < llaivEk@ e @)+ | orE- Vor)a||, |

IN

6 >

L5

Clox@ @), +C HaR(ﬁ- VOR)S

ou nous avons utilisé encore une fois le caractere borné des transformées de Riesz dans les
6 .
espaces de Sobolev ainsi que l'intégration L5 (R3) C H~!(R?). Par les inégalités de Holder avec

% — Tlo + % +% et % = % + % +% et (4.2.3), nous obtenons

| @r) - ¥ (6r0)

s < ClORI 018 (s |1 55 + ClORI L2 1 352 | VORI o0 @] a1
3 . . . = -
< CR10||0]| 10|65 gy 1l L () + CllON sl Lo () VOl Loe 1G]] L1 ()

et nous obtenons les estimations nécessaires avec des normes Lf oc avec 1 < p < 6.
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e Pour le terme (6) de (4.2.8), par l'estimation (4.2.13) nous obtenons facilement (en utilisant
6 .
Iinjection L5 (R3) c H~}(R3))

AN

m(0%)

C o C .
S <c+ ) 1636, <m <c+ ﬁ) 16331, ¢
C+ )@
w(c+ ) il

et nous obtenons ainsi le controle souhaité.

[(—A)2 + (— 1)

IN

e Pour la quantité (7) de (4.2.8), il suffit de procéder comme le deuxiéme terme de (4.2.8) et
d’appliquer les mémes arguments que ceux utilisés pour obtenir 'estimation (4.2.15).

Nous avons obtenu des controles appropriés pour chacun des termes de (4.2.8) en fonction de normes
Lf’ o avec 1 < p < 6, a partir desquels par le théoreme de Rellich-Kondrachov nous obtenons la
compacité de I'application Tz .. La preuve de la Proposition 4.2.2 est ainsi terminée. |

Nous avons prouvé la continuité et la compacité de 'application T . et afin d’appliquer le Théo-
reme 4.2.1, nous devons maintenant établir quelques controles uniformes

Proposition 4.2.3 (Estimations a priori.). Dans le cadre général du Théoréme 4.2.1, il existe my > 0
donné dans (4.2.17) tel que pour tout m > my, il existe une constante M > 0 tel que, pour tout
A€ [0,1], si U = XNTre(U) nous avons |U||g,xr < M.

Preuve. Soit m > my avec m; qui sera fixé plus tard. Puisque nous avons U = AT R,e(ﬁ ) pour tout
A € [0,1], en utilisant les expressions (4.2.6)-(4.2.7) nous pouvons écrire

U = Mg (U)

—

_p [((eRa) - 6) (9;@)} + 102V AD) + ]

 [e(—A)2Z 4+ (—A)] ﬁ(@R div(@)) — ((QRﬁ) . ﬁ) (OrD) — m(@%&)’) + %9%(6 ANU)+ g ’

£y

5
d’ou 'on déduit le systeme

2 _ S - Lo, - g

(A2 + (—A)E = —A (IP’ [((aRu) : v) (eRu)} + 50%(V A + f)

—

[e(—A)2 + (A& = A (6(93 div(@)) — ((eRﬁ) : v) (0r®) — m(0%3) + %eg(ﬁ ATD) + g) .

Maintenant, si nous multiplions la premiere équation ci-dessus par , la seconde par & et nous intégrons
sur R3, nous pouvons écrire (aprés une intégration par parties dans le coté gauche) :

—

e/ \Aﬁ|2d:c+/ IV ®dde = —/\/ P[((@Rﬁ)ﬁ) (emz)}-ﬁdmri 0%(V A D) - @ de
R3 R3 R3 2 R3

+A [ f-dde,
R3

R3

6/ |A<I)’|2d$—l—/ Vedlds = X ﬁ(@Rdiv(cU))'J}dm—)\/ (HRU ) (Or&d) - & dx
R3 R3
dz

by -
—/\/ m(0%3) - Gdr + = [ OR(VAD) & )\/ 7-ddx.
R3 2 R3
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Notons maintenant que, puisque div(#) = 0 et par les propriétés du projecteur de Leray PP, nous avons

/,P[(GRQZ-@)(HRG)]ﬂda::/[(egﬁ-ﬁ)(egﬁ)-ﬁdx:O et /,(9 i-V)(0pd) - S dx =0,
R3 R3 R3

ainsi, en additionnant les deux équations, on obtient

(/ |Au]2d:v+/ |AG| dac) / IV & dx—l—/ IV ® &2 dx

—( 0%(V A D) - udx+/ 0%(V A i) - wdx>+/\ V(0 div(®)) - & da
2 R3 R3

N[ m3@) - Sde+ N[ foade+ | §-Sde
R3 R3 R3
Maintenant, par une intégration par parties, nous avons l'identité

0%(V AG) - dde = /wﬁA(eéﬁ)d:ﬁ
R3

et ’on peut écrire

(e + 1305 ) + Nl + 1815, = A [ 60V Ai)-Gdet 5 | 0rV(OR) - (@A d)da

+)\/ (0r div(@)) - wd:r—)\m/ 62 |3[2da
R3

+A | frade+A| G -@Gdr
R3 R3

Notant que V(0r div(@)) - & do = —/ 6| div()|>dz, nous avons
R3 R3

e (I +19155,) + 3 + 1515, = 3 [ (T ni)-Gdo+Cr [ 1900l ido

—)\/ eR|div(w)|2dx—Am/ 0%||* dx
R3 R3

f-ﬁder)\/ G- @dz,

R3 R3

qui peut étre réécrite comme suit
i3 + 16112 ) + @l + 11505, + A | Orldiv@)Pde <X [ [0V A dll@]d
e (Nl 72 + 0% U + 1] 5 - r| div(d)|*dx < o 1Ok ||| dx

+C/\/ W(QR)HQR@H@dm—Am/ 0%]@3\2dm+)\/ f-ﬁder)\/ G- &dx.
R3 R3 R3 R3

Comme / 0| div(s)|[2dz > 0, nous avons
R3

e (11 + 191, ) + 1l + 1515, < Mbalie [ 10a9 A dl@lde+ O [ [F0m)l10ra ilda

—)\m/ 9%|u7]2dx+>\/ f-ﬁdm+)\/ G- @da.
R3 R3 R3
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En rappelant que [|0g| 1~ < 1 par (4.2.3), par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, les inégalités de Holder

avec 1 = % + % + é ainsi que la dualité H~! — H', nous obtenons I’estimation suivante

€ (H%THZ,Q + Hfﬁllfgg) g + 1815 < MOrGl 21V Atz + CXIV(0r)| 13 10rS| 2 1] 1o

=Am [ 0r@ |22 + Al -2 @l + Mgl -2 15 -

De plus, comme div(#) = 0, nous avons ||V A l|;2 = [|@]| ;1 et donc en utilisant 'inégalité de Young
pour la somme, nous avons

e (I3 + 1313 ) + Nl + 1515 < MORS L1 g1 + CAIV @R 12110RS o Nl o

—Am|0r@ |22 + Al -l + Mgl 151 -

IN

3., - 1., - S
SAORST + g/\IIUqul + CAV(Or) 13 10rS| L2]la]] 71
=Am[0r@ |22 + Al -2 @l + Mgl - 15 -

ol nous avons utilisé 'injection de Sobolev LO(R3) ¢ H'(R?) dans I'estimation ci-dessus. Nous obser-
vons maintenant que par homogénéité nous avons ||V (0g)| 13 = || V0|13, et en utilisant les inégalités
de Young pour la somme nous obtenons

., - - o 3 = 1., 3. .= .
(1 + 11%2) + 1%, + 18122 < SMORDI3a + A% + SN VO 0raI13
1., I 3., 1. . AL
+ A% — Am0r@l2 + SMFIy + A% + 20313 + 51512,
3 3, = . 1., 3., = . A
<A <2 + 5 IV61%: - m) 10RSIZ: + ST + SANFIZ 0 + MFI s + Sl
On obtient ainsi 'inégalité
12 =112 A 12 A =112 3 31vnl2 =112
€ (Nl + 131 ) + (@ = DlEIE, + 1 = DISIE +2 (m—§ = 31V603 ) 1623]2,
< AT, + A3, (4216)

Rappelons que 0 < A < 1. On peut fixer une constante my; > 0 de sorte que 'on ait

3 3 =
my > o 5||V9H%3, (4.2.17)

et par conséquent nous avons que pour tout m > my, nous avons
3\? /, =
el + @1, + 1% + 13113, < (2> (1710 + 1315 ) - (4.2.18)

D’out 'on déduit (puisque f,§ € H1(R3) par hypothese) I'estimation
0%, < < M < +oo.

La preuve de la Proposition 4.2.3 est donc terminée. |

Ainsi, en utilisant les Propositions 4.2.1, 4.2.2 et 4.2.3, nous avons vérifié toutes les hypotheses
nécessaires pour appliquer le Lemme 4.2.1 au systéme (4.2.6). Donc, on obtient l'existence d’une
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solution (@R, WRre) qui dépendant de R et e et satisfait le systeme (4.2.5) ainsi que Pestimation
(4.2.18).

Il convient de remarquer ici que les estimations ci-dessus nous permettent obtenir encore plus
d’information. En effet, nous avons le résultat suivant :
Corollaire 4.2.1 (Estimation a priori de I’énergie pour &g ). Dans le cadre général du Théoréme
4.2.1, si nous supposons en plus que mj — % — %HV@HQLg > 1, nous avons pour tout R > 1 et pour tout
0 < e <1, le controle uniforme

IBR 22 < CUAIZ -, + 1315 -0)-

Ce résultat est une conséquence directe de I'inégalité (4.2.16) et nous verrons plus loin comment
exploiter cette estimation uniforme.

Fin de la preuve du Théoréme 4.2.1. Nous allons maintenant obtenir une solution du pro-
bléme initial (4.2.1) en faisant tendre R — +o00 et € — 0. Pour cela, nous fixons d’abord € > 0 et nous
prenons la limite R — +oo. En effet, comme nous disposons de 'estimation (4.2.18) uniforme en R,
nous pouvons extraire une sous-suite (g, ,@r, ) qui converge faiblement dans H'(R?) x H'(R?) vers
une limite (., Je) (par le théoréme de Banach-Alaoglu). De plus, par le lemme de Rellich-Kondrachov,
nous avons aussi la convergence forte de (@g, ¢, Dp,,c) vers une limite (&,.) dans 'espace L} (R?)
avec 1 < p < 6. Ces arguments nous permettent d’obtenir une convergence faible (dans un espace de
Sobolev H*(R3) avec k > 1) des termes P[((0rilp,.c) - 6) (OrRUR.)] et ((OrRUR,.c) 6) (ORWR, ) vers
}P’[(ﬂe . ﬁ)ﬁe] et (1_[6 : ﬁ)d}e lorsque R — 400, respectivement (notons que le projecteur de Leray est
borné dans les espaces de Sobolev H¥(R?)). On obtient ainsi un vecteur (i,d,) qui est solution du
probleme
0= —eA2, + Ad, — P[(@ - V)] + 5V AG. + [,

0= —eA2F + Ade + V div(@e) — (e - V)@e — mTe + 1V A e + 7.

Par les mémes arguments que précédemment, puisque nous avons toujours l'inégalité uniforme
||ﬂ'€||%r1 + ||o_j€”§{1 < C’(||f|]?{71 + ||§'||i]71) en ¢, donnée dans lestimation (4.2.18), il exis'te une
sous-suite (ex)gen telle que (i, , @, ) converge faiblement vers une limite (i, &) dans Pespace H!(R3).
Ainsi, toujours par le lemme de Rellich-Kondrachov, on obtient la convergence forte de (i, , e, )
vers (@,d) dans Lf (R3) avec 1 < p < 6 et nous en déduisons la faible convergence des quantités
P[(ﬁe . V)ﬁe] et (ﬁ€ . V)(Zie a ]P’[(ﬁ- V)ﬁ} et (1‘[ V)@’ lorsque € — 0, respectivement. Nous avons donc
obtenu une solution (#,&) de I'équation initiale (4.2.1) telle que @, € H'(R3).

Le Corollaire 4.2.1 ci-dessus nous donne une estimation uniforme de la norme L? (en R et ¢) des
— . s . . - * o 2/m3
termes Wp,e, ce qui nous permet d’obtenir par des sous-suites que Jr — & en L*(R”). Nous avons
alors & € L?(R3) N H'(R3) et en plus on obtient & € H!(R3).

Pour terminer la preuve, il faut étudier la pression p. Rappelons que nous avons I'identité

L
p= =) div(div(u @ u)). (4.2.19)

Nous pouvons donc écrire

Ly ShEel,,

L
Ipll 3 < H(_A)d“’ (le(U®u>)‘
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et en utilisant les lois de produit habituelles dans les espaces de Sobolev! on a || @ @|| .1 < ||@]%:,
H2 H

d’ott Pon déduit facilement que p € H %(R?’). La preuve du Théoréme 4.2.1 est terminée. [ |

Etudions maintenant la régularité des solutions que I’on vient d’obtenir.

4.2.2. Régularité de solutions des équations micro-polaires stationnaires

Le cadre donné dans le Théoréme 4.2.1 est assez intéressant pour nos objectifs, puisque nous
pouvons en déduire le résultat de régularité suivant

Théoréme 4.2.2 (Régularité). Supposons pour plus de simplicité que f: g =20. Pour tout m > my,
avec my donné dans (4.2.17), nous considérons (u,p,d) une solution des équations micro-polaires
stationnaires (4.1.2) obtenue dans le Théoréme 4.2.1 ci-dessus. Alors les fonctions U, p et & sont
réguliéres.

La preuve de ce résultat est faite par un processus itératif. Nous commencons par une étude de
la vitesse 4, mais comme il s’agit d’un systeme couplé, & un moment donné, la régularité de cette
variable va dépendre de I'information que nous avons sur . Cependant, si nous injectons la nouvelle
information de régularité obtenue sur u, nous serons en mesure d’améliorer la régularité de . Enfin,
en itérant ces idées, nous pouvons obtenir le résultat souhaité.

Démonstration du Théoréme 4.2.2. Tout d’abord, grace & lexpression (4.2.2), nous pouvons
concentrer notre étude aux variables @ et &J. Ainsi, comme # est solution de la premiere équation de
(4.1.2), il est facile de voir que 'on a

ﬁ:

1o
(—]P’(div(ﬁ @ @) + 5V A w) , (4.2.20)
et nous avons alors

P(div(d@ ® 1)) »
H?2

+;H(_1A)ﬁmv

- < 1
HUHH% = m id
Clla@al ,y +CIal

N

ou nous avons utilisé les fait que le projecteur de Leray ainsi que les transformées de Riesz sont
bornés dans les espaces de Sobolev. Remarquons que, comme & € L?(R3) N H'(R?) nous avons aussi
— -1 — — 1 — 1 . .

& € H2(R3) (car HwHH% < |l Z[1&9]1%,) et par les lois du produit dans I'espace de Sobolev, nous
pouvons écrire

1 1
ldll ;3 < Cllal gl g + CllSl 72161 7y < 400,

ce qui nous permet de déduire un premier gain de régularité pour « puisque nous avons maintenant
@ € H2(R?). En introduisant cette information dans (4.2.20), nous pouvons maintenant étudier un
second gain de régularité pour 4. En effet, nous avons, par les mémes arguments ci-dessus, que

1 1 -
—P ——VAG
H (=4) (=4) e

< Clla@dl g+ Cll@) g < Cllal galldll ;5 + Clldl g < +oc. (4.2.21)

L1
2 2

IA

1] 472 (div(@ ® @)

3, mnous avons ”ngHS”‘%

C (| f 1 gsllgll grs + llgll sl fll ) - Voir [61, Lemme 7.3] pour une preuve de cette inégalité.

1. Rappelons que, pour 0 < s < +4oo e 0 < § <
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Il est importante de souligner, que comme on a @ € H HR3) N H? (R3) on peut déduire (en travaillant
au niveau de Fourier) que @ € L (R?) (voir également [16, Exercice 2.9]).

De plus, comme on peut le voir clairement a partir de l’estimation (4.2.21), la régularité de @ est
structurellement liée & celle de @ et afin d’obtenir plus de régularité pour #, nous devrons étudier la
variable &. En effet, comme @ € H'(R3) N H2(R?) N L>(R3) nous allons voir qu’il est possible obtenir
une amélioration de I'information que nous avons sur .

Pour cela, nous devrons faire une étude de la variable div(&). Ainsi, en appliquant 'opérateur de
divergence & la deuxidme équation de (4.1.2) et puisque nous avons div(V A @) = 0, nous obtenons :

2A div (&) = mdiv(@) + div((7 - V)a),

et ’on peut écrire

|| div ()] g1

IN

ool o],

e H(_lA)div((ﬁ- V)@)

H1
Cml|&[| 2 + Cf| (@ - V)2 < Cm|&]| 2 + O] oo [|&]| g < 400,

IN

et nous obtenons que div(&) € H'(R?). Avec cette information préliminaire sur div(a), nous revenons
a I’étude de la variable &. En utilisant la deuxieme équation de (4.1.2) nous déduisons la relation

suivante 1 1 1 11
&= ——Vdiv(@) —m & — (@- V)3 + = ——V A,
(—4A) (=A)"  (=4) 2(-4)
et nous écrivons
— = — 1 I SN 1 — N
G|l e < H levw) —i—m‘w H (@- V)i —|—CHV/\U
2 (—4) 2
< C ||d1V(w)HH1 + Cm||d]| 2 + C||(iF - V)| 2 + CHV A | 2
< C|div(@)] g + Cml|d][ 2 + Cla@]| oo [|6]] g2 + Clladl| 2 < o0,

nous avons donc obtenu que & € H2(R3).

Or, ce gain de régularité pour la variable & entraine un gain de régularité pour la variable .
En effet, par les mémes arguments que ceux utilisés pour obtenir (4.2.21) nous pouvons maintenant
prouver que @ € H3(R3). Cela implique également que V& @ € H'(R?*)NH2(R3) et donc nous pouvons
déduire V @ @ € L(R3). Alors, comme précédemment, nous pouvons obtenir que div(d) € H2(R3),
d’oul nous déduisons facilement que & € H 3(R3). Ensuite, en itérant ces mémes idées ci-dessus, nous
obtenons que les variables @ et & sont réguliéres, ce qui met fin a la preuve du Théoréme 4.2.2. |

4.3. Un probleme d’unicité

Tout d’abord observons que dans le cas ol f =g =0, il est facile de voir que © = 0, p = 0 et

& = 0 est une solution du systéeme (4.1.2). Mais cette solution triviale n’est pas unique : en effet, si
2 2
nous définissons la fonction 1 : R® — R par 9 (z1, xo, x3) = % + %2 — 333 et si nous remplacons les

fonctions o, p et @ par les expressions suivantes

— = 1 vt 3
U(x1, x2,23) = Vp(z1, 22, 23) = (21, T2, —2x3), p(T1,22,23) = —§\|u($171‘2,9€3)”2 et W=0,
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alors il est possible de vérifier que le vecteur (i, p,d) donné par les expressions ci-dessus, satisfait au
sens faible le systéme (4.1.2). Cependant, cette solution se situe en dehors du cadre du Théoréme
4.2.1 car (i,@) ¢ HY(R3) x HY(R?).

De plus, il est important de souligner qu’il y a un obstacle pour déduire I'unicité de la solution
triviale @ = & = 0 sous ’hypothese (@,&) € H'(R3) x H'(R?). En effet, d’aprés 'injection de Sobolev
H'(R3) c L5(R?), nous avons @ € L(R?) et cette information ne permet pas de déduire que le terme
(4 - ﬁ)ﬁ - U est bien défini et donc I'unicité de la solution triviale ne peut pas étre déduite par des
arguments classiques.

Ainsi, pour surmonter cette limitation et inspirés de la théorie des équations de Navier-Stokes
stationnaires [40], [49], [61] et [92], on peut voir que si nous imposons une décroissance plus forte
a l'infini nous pouvons obtenir 'unicité de la solution triviale. En particulier, dans le cadre des
équations de Navier-Stokes stationnaires, observons que la condition @ € L(R3) avec 3 < ¢ < %
est suffisante pour en déduire I'unicité de la solution (cf. [24]). Remarquons que la borne supérieure
q < % semble étre la meilleure disponible a ce jour, et le cas % < g < 6 est un probléme completement
ouvert. Pour plus de détails a ce sujet, nous nous référons a [49], [61] ou [92].

D’autre part, dans les cas des équations micro-polaires, nous pouvons mentionner l'article [54],
ot il a été montré que si i,d € LP(R3) avec 2 < p < % alors nous pouvons déduire que @ = & = 0
Observons cependant que, dans le cadre des solutions construites dans le Théoreme 4.2.1, nous avons
(#,&) € H' x H' et en particulier, nous avons & € L2(R3) N LY(R3) et donc par un argument
d’interpolation il s’ensuit que & € LI(R3) avec 2 < q¢ < 6. Comme cette information est suffisant
pour traiter le terme (4 - ﬁ)cﬁ, nous devons imposer des conditions supplémentaires uniquement a la
vitesse. En effet, nous allons voir que si nous avons @ € LI(R?) avec 3 < ¢ < %, nous pouvons déduire
I'unicité de la solution triviale.

Notons également qu’aucune condition supplémentaire n’est demandée pour &, laquelle par
construction posséde déja une décroissance plus forte que @. Cette étude séparée des variables est, a
notre connaissance, nouvelle pour ce type de probleme (4.1.2).

4.3.1. Un résultat de type Liouville

Présentons maintenant le principal résultat de cette section.

Théoréme 4.3.1 (Un résultat de type Liouville). Soit (i, p,d) une solution des équations du fluide
micro-polaire (4.1.2) avec f = §=0. Il existe my > 0, (cf. (4.3.16)) tel que pour tout m > my, si nous

avons la condition @ € LI(R3) avec 3 < q < 3, alors i = & = 0.

Démonstration du Théoréme 4.3.1. Soit (@, p,d) une solution faible du systeme (4.1.2) telle que
ie H'(R?), pe H%(R‘g) et & € H(R?). De plus, par hypothése nous avons l'information @ € LI(R?)
avec 3 < ¢q < %, d’ou nous déduisons facilement que p € L%(R?’), en effet, nous pouvons I’écrire par
I'expression (4.2.19) :

< Ollaeidl|,y < Ol | e < +oo. (4.3.1)
L2

Ipll g = H(_lA)div(div(ﬁ@) @)

Avec toutes ces informations pour 4, p et &, nous allons prouver que si les forces externes sont nulles,
alors la solution triviale est unique. Pour ce faire, nous considérons ¢ une fonction positive et lisse
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telle que 0 < ¢ < 1, ¢p(x) = 1si x| < 1 et ¢p(z) = 0 si |z| > 2. De plus, pour R > 1 on définit la
fonction ¢r(-) = ¢(3). Notons en particulier que sup(¢r) C Bo,r := Bg.

En multipliant les deux équations du SXstéme 4.1.2) par ¢2Rﬁ et gb%di, respectivement, nous obte-
nons (rappelons que nous considérons ici f =g =0) :

Maintenant, en intégrant sur R? et en additionnant ces deux équations, nous pouvons écrire, apres
quelques ré-arrangements :

— | Ad-(¢%id)dr — Aw.(ﬁ@)dx—/ Wdiv(cﬁ)]~¢%ﬁdaz+m/ %|G|*dx
3 R3

R3 R3 R

= — /Rg[@’- V)id] - (i) dz — /Rg[(ﬁ- V@] - (¢%@)da — /R3 Vp - (¢%i)ds

1 - 1 -
+= | VAG-(pki)dx + = | V Ai-(¢%3)dz. (4.3.2)
2 R3 2 R3

Puisque par le Théoreme 4.2.2 nous avons suffisamment de régularité sur les fonctions ,p et &, on
peut réaliser une intégration par parties et donc obtenir les identités suivantes pour les trois premiers
termes ci-dessus

- 1
- [ st = [ Vet [ MGl
R3 R3 2 Jgs

- [ pa @ = [ GNeaPd - [ AchaPds,
R3 R3 2 Jgrs
et
- / ¥ div(@)] - (6%3)dz = / 62| div(@)2dz + / V(62) - @ div(@)da.
]R3 ]R3 R?’

En remplagant les identités précédentes dans (4.3.2), nous avons donc

/¢§|ﬁ®ﬁ|2dx+/ ¢%|ﬁ®c§|2dﬂc+/ qﬁ%\div(cﬁ)\zdx—irm/ %G| 2da
R3 R3 R3 R3
1 . o - R, IS L
— 5 [ A@REP + 6o~ [ V(o) Gdiv@de -~ [ (@ V) (Ghi)da
R3 R3 R3

- - 1 - 1 -
- / (@ - V)&] - (¢33 dx — / Vp- (pRi)dr + = [ VAG- (¢hi)de+ = [ VA (¢%d)de.
R3 R3 2 R3 2 R3

De plus, par une intégration par parties, nous observons

L $ng (hi)de =

/(D-ﬁ/\((;ﬁ%ﬁ)dx
2 R3 R3

N = DN =
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Nous avons donc
/¢%|§®ﬁ|2dm+/ qﬁﬁwy?dﬁ/ qﬁ%—i\div(cﬁ)\?d:r—%m/ 2|3 2do
R3
=5 [ Ak (R + 5o~ [ (R s dv@do [ (@9 (Ghiyds

R3
1) (2 3)
1

+ / G- [V(eR) Adde+ | VAT (¢$33)dx . (4.3.3)
2 R3 R3

(6) (7)

Nous allons maintenant étudier chaque terme du c6té droit de 'expression ci-dessus.

e Pour le premier terme ci-dessus, nous avons

[ Al Qi + e < € [ (9@r)P +1onA@n)) (P +152)ds
et nous remarquons que, par construction, nous avons
supp(V(¢r)) = supp(A(¢r)) C {z € R® : R < |z| < 2R} := Cp. (4.3.4)

On obtient alors, en appliquant 'inégalité de Holder avec 1 = % + % :
/R (FGRP + IsrAGR)(a + 3Pz < 9@ (s ey + 1o cy)
ol =l A@R 3 (lils e + 151 ey

Remarquons que, par homogénéité, nous avons ||V (ég)|| s = ||V s et HA(¢R)H HA(bH
et puisque ||¢r||L~ < C, nous pouvons écrire

/R [A@R)] (7 + 15)de < a0 ) + 15130 (4.3.5)

e Pour la quantité (2) dans (4 3.3), nous avons par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et par I'inégalité
de Holder avec 5 3 L 3

V(¢%) Sdiv(@)dz = 2 / 3(¢R%R).(zdiv(w)dx < C| div(Gég|| 2@ - Vor|l e
R

< Clorl e div(@] 2 1G] o e VoIl 3.

RS

puisque ||¢r||Le < C, Hﬁ(bRHLs = Hﬁgf)HLs < C par homogénéité et || div(d)| 2 < [|&] 71, on a

- V(%) - ddiv(@)dr < Ol 1 15| o - (4.3.6)

e Le terme (3) dans (4.3.3) est traité comme suit :

/ [(@-V)id] - (pRhil)de = Z/B (O ;) (p%u;)dx = Z/ PR, (O ui)uidx

1,j=1 1,j=1

3 b o ()

i,j=1
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et par une intégration par parties nous obtenons

3 2 12
> [ b (0 (%) )ar=— [ Feor- (Bha) aw
i jil R3 J 2 R3 2

ol nous avons utilisé le fait que div(«) = 0. Nous avons donc

J.

Maintenant, par les inégalités de Holder (avec %—F% = 1), par les propriétés du support de ﬁqﬁR
(voir (4.3.4) ci-dessus) et puisque ||¢r||r~ < C, nous avons

J.

de plus, par homogénéité, on obtient ||Vg|le < R%*lHﬁgéHLe, et comme § =
a

(@9 k| de < € [ [9(@Ratde < Clonlo [ [Fonllalda.

RS

(- V)d] - (6%a)

dx < |[Vérl pel@lf o, (4.3.7)

[y

,on a

% par

IN <

- 9 -
5_1=2- g et il s’ensuit que |[Vég| e < R* 4|V pe. Mais, comme on <gq

3
< 1 et on peut

Qo

hypothese, on a —1 < 2 — % < 0, et comme R > 1 on obtient donc que R*™
écrire

IVorllLe < IV e < +oo. (4.3.8)

Ainsi, en revenant a (4.3.7) nous avons

J.

e La quantité (4) dans (4.3.3) ne peut pas étre traitée comme précédemment car le champ vectoriel

- _9.
(@ V)i - (¢50) | do < CR* ||l 34 cry- (4.3.9)

@ n’est pas a divergence nulle. Cependant, puisque div(#) = 0 nous pouvons encore écrire par
intégration par parties :

/ (@ ¥)3) - ($3@)de = — / (@ 9)($33)) - Gde,
R3
d’ou 'on déduit les identités
L@ 93 e -
— | 1@V =
]R3

et nous obtenons finalement
L S - 1 L= .
[ @913l @hayds =~ [ [ V(s
R3 R3

Nous pouvons maintenant écrire, par les inégalités de Young pour la somme :

L

i V)i - ($7)

3 3 2
i < Y [ luonlosonlotae <3 [ (ahutn,on? + 20 5200
j=1 j=1

IN

- 3
C/ |u]2|V¢R\2]cU\2d:r—|—/ |pras|2d.
]RZS 4 ]R3
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Par les inégalités de Holder avec 1 = % + % + % nous avons

Ll

et comme nous avons, par homogénéité, que Hﬁqﬁ RH%@ = R*1H§¢HQL6 < CR™!, nous écrivons

I

e Pour le terme (5) dans (4.3.3), en utilisant le fait que @ est a divergence nulle, nous avons

I - _ = - 3. -
@ V)] - (95@)| do < Clllsl Vol |36 + 5 I6ral3e,

LS - 1y - 3 -
@ V)& - (649)| de < CRY 361330 + 1633 (4.3.10)

- 3 3
[, 9r- @hinds = > / (e haude = =3 [ v
3
B _;/Ra PO, () (i) = —/RB V(é%) - (pi)dz.  (4.3.11)

En utilisant & nouveau les inégalités de Holder avec %—Fg = 1 et par l'estimation (4.3.8) puisque
nous travaillons avec le méme ensemble d’exposants) et en prenant en compte les propriétés de
support de V¢p, nous obtenons

J.

< Cllélli=Foxllye ( / <|p||ﬁ|>%d:c)qsc< / <|p||a|>%d:c)q. (4.3.12)

¥y (k)| do < Cllonle~ [ (Folpllalds

Maintenant, puisque par hypotheése nous avons i € L?(R?) et par I’estimation (4.3.1) nous avons

p € L3 (R3), donc par les inégalités de Holder (avec % + é = 3) nous pouvons écrire

q

e Pour le terme (6) dans (4.3.3), par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités de Young pour
la somme, nous obtenons

Vp- (050)| dz < Cllpll g Il occry (4.3.13)

1 R ~ - oo - - .
5 /R3 @ [V(¢R) Al do < /}R3 PRl Vér||&]|d |de < [|¢rD| 2|V OrlUl| 2
|or||2 -
< —7 L2 1 4)|Vorl|d]]2,

et en appliquant 'inégalité de Holder avec % = % + % dans le dernier terme ci-dessus, nous avons

.
2 Jpo

En rappelant que, par homogénéité, on a ||[Vég|| s = |Vo||1s < 400, on obtient finalement

..
2 R3

19RGI72
4

5+ [V(¢h) A | d < + IVl s

=112

+ Ol s (cp)- (4.3.14)
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e Pour le dernier terme de (4.3.3) par l'inégalité de Cauchy-Schwartz nous avons

J.

Par conséquent, en utilisant I'inégalité de Young pour la somme (en introduisant un petit pa-

VA (63)|de < Cllon¥ Al 2llordlie < CllonY @ @l érdlze.

rametre technique 0 < ¢ < 1), nous observons que

J.

Avec toutes ces estimations (4.3.5)-(4.3.15) en main, nous revenons a (4.3.3) et nous avons

VAT (63)| do < elorY @ 13 + C(e) | 6rdle. (4.3.15)

/ 0%V @ | dx +/ %IV ® &) 2dx +/ ¢%\div(ﬁ)|2dm+m/ %G| Pda
R3 R3 R3 R3
112 —112 - - ~13
< ClallLecry + I6lLecry) + ClGI gall@l Loery + Clltl zaer)
3 1
11212 11-112 =12 = —|2 7112
+CR™lallzs|6ll7e + 4 lor&lze + Clidll g o lPllzaen) + 4 10RGNT: + Clldllzs ey,
+ellorV @ |7 + C (o)l ¢rd| 72
Nous remarquons maintenant que la quantité / ¢%| div(@)|*dz dans la premiére ligne ci-dessus est
R3
positive, ce qui nous permet d’écrire
(-0 [ Gi¥eali + [ GIVeald+m-C -1l
R R
< Clalsicny + 181 7scpy) + CllSl Bl Lo cry + CllElZa(cp
+ CRMalBol33 + Clpll . Il icay + Ol ey

Maintenant si nous fixons
my > C(e) + 1, (4.3.16)

nous avons pour tout m > my, (m — C(e) — 1)||¢r&||72 > 0 et donc

-0 [ ¥ oaiis [ GiFosld < Ol + 131 + Cldlmn 1l
+Cl@ln ey + CR N1
Ol g o s + CllEacy (4:317)

Maintenant nous remarquons que, puisque @, € LS(R3), & € L2(R3) et @ € LI(R3) et p € L3 (R3)
avec 3 < g < %, alors les quantités

@l scpys NlLseny,  Nllzacry: R HlZs 1S3, 121 1 ¢y

qui sont présentes dans chaque terme de la partie du droite de ’estimation précédente, tendront vers
0 si R — 400 et alors tout le coté droit de (4.3.17) ci-dessus tendra vers 0. Pour le c6té gauche
de (4.3.17), si nous faisons tendre R — +o0o nous obtenons les quantités ||@l| g1, ||| et || L2
qui convergent vers 0. Puisque nous avons l'injection de Sobolev H'(R?) ¢ LS(R?), nous déduisons
facilement que ¥ = 0 et J = 0. La preuve du Théoréme 4.3.1 est terminée. ]

Pour finir ce chapitre, rappelons que le fait d’avoir pris la constante m > 1 nous a permis de
déduire l'existence des solutions dans le Théoreme 4.2.1 et I'unicité de la solution triviale dans le
Théoreme 4.3.1, toutefois nous ne revendiquons aucune optimalité de cette constante.
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