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Résumé : Cette thèse est consacrée à l’étude de
la relation entre les variables dans les équations
des fluides micro-polaires. Ce système, basé sur
les équations de Navier-Stokes, consiste en un
couplage de deux variables : le champ de vitesse
u⃗ et le champ de micro-rotation ω⃗. Notre objec-
tif est de mieux comprendre comment l’informa-
tion concernant une variable influence le com-
portement de l’autre. À cette fin, nous avons
divisé cette thèse en quatre chapitres, où nous
étudierons les propriétés de régularité locale des
solutions faibles de type Leray, puis nous nous
concentrerons sur la régularité et l’unicité des
solutions faibles dans le cas stationnaire.

Le premier chapitre présente une rapide dé-
duction physique des équations micro-polaires,
suivie de la construction des solutions faibles de
type Leray.

Dans le chapitre 2, nous commençons par
prouver un gain d’intégrabilité pour les deux va-
riables u⃗ et ω⃗ lorsque la vitesse appartient à cer-
tains espaces de Morrey. Ce résultat souligne un
effet de domination de la vitesse. Nous montrons
ensuite que cet effet peut également être observé
dans le cadre de la théorie de Caffarelli-Kohn-
Nirenberg, i.e., sous une hypothèse de petitesse
supplémentaire uniquement sur le gradient de
la vitesse, nous pouvons démontrer que la so-
lution devient Hölder continue. Pour cela, nous
introduisons la notion de solution partiellement

adaptée, qui est fondamentale dans ce travail
et représente l’une des principales nouveautés.
Dans la dernière section de ce chapitre, nous ob-
tenons des résultats similaires dans le contexte
du critère de Serrin.

Dans le chapitre 3, nous nous concentrons
sur le comportement de la norme L3 de la vi-
tesse u⃗ autour des possibles points où la régu-
larité peut être perdue. Plus précisément, nous
établissons un critère d’explosion pour la norme
L3 de la vitesse et améliorons ce résultat en pré-
sentant un phénomène de concentration. Nous
vérifions également que le cas limite L∞

t L
3
x du

critère de Serrin reste valable pour les équations
des fluides micro-polaires.

Enfin, le problème de l’existence et de
l’unicité des équations stationnaires des fluides
micro-polaires est abordé dans le chapitre 4.
En effet, nous prouvons l’existence de solutions
faibles (u⃗, ω⃗) dans l’espace d’énergie naturel
Ḣ1(R3) × H1(R3). De plus, en utilisant la re-
lation entre les variables, nous déduisons que
ces solutions sont régulières. Il convient de noter
que la solution triviale peut ne pas être unique,
et pour surmonter cette difficulté, nous déve-
loppons un théorème de type Liouville. Ainsi,
nous démontrons qu’en imposant une décrois-
sance plus forte à l’infini uniquement sur u⃗, nous
pouvons en déduire l’unicité de la solution tri-
viale (u⃗, ω⃗) = (0, 0).



Title : On the interdependence of variables in the study of some equations in fluid mechanics

Keywords : micropolar fluids equations, ε-regularity, Morrey spaces, partial suitable solutions,
L3-norm concentration, stationary micropolar fluids equations.

Abstract :
This thesis is devoted to the study of the rela-
tionship between the variables in the micropolar
fluids equations. This system, which is based on
the Navier-Stokes equations, consists in a cou-
pling of two variables : the velocity field u⃗ and
the microrotation field ω⃗. Our aim is to pro-
vide a better understanding of how information
about one variable influences the behavior of the
other. To this end, we have divided this thesis
into four chapters, where we will study the lo-
cal regularity properties of Leray-type weak so-
lutions, and later we will focus on the regularity
and uniqueness of weak solutions for the statio-
nary case.

The first chapter presents a brief physical
derivation of the micropolar equations followed
by the construction of the Leray-type weak so-
lutions.

In Chapter 2, we begin by proving a gain of
integrability for both variables u⃗ and ω⃗ whe-
never the velocity belongs to certain Morrey
spaces. This result highlights an effect of domi-
nation by the velocity. We then show that this
effect can also be observed within the frame-
work of the Caffarelli-Kohn-Nirenberg theory,
i.e., under an additional smallness hypothesis
only on the gradient of the velocity, we can
demonstrate that the solution becomes Hölder

continuous. For this, we introduce the notion of
a partial suitable solution, which is fundamen-
tal in this work and represents one of the main
novelties. In the last section of this chapter, we
derive similar results in the context of the Serrin
criterion.

In Chapter 3, we focus on the behavior of
the L3-norm of the velocity u⃗ near possible
points where regularity may get lost. More pre-
cisely, we establish a blow-up criterion for the
L3 norm of the velocity and we improve this re-
sult by presenting a concentration phenomenon.
We also verify that the limit point L∞

t L
3
x of the

Serrin criterion remains valid for the micropolar
fluids equations.

Finally, the problem of existence and uni-
queness for the stationary micropolar fluids
equations is addressed in Chapter 4. Indeed, we
prove the existence of weak solutions (u⃗, ω⃗) in
the natural energy space Ḣ1(R3)×H1(R3). Mo-
reover, by using the relationship between the
variables, we deduce that these solutions are re-
gular. It is worth noting that the trivial solu-
tion may not be unique, and to overcome this
difficulty, we develop a Liouville-type theorem.
Hence, we demonstrate that by imposing stron-
ger decay at infinity only on u⃗, we can infer the
uniqueness of the trivial solution (u⃗, ω⃗) = (0, 0).
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Introduction

Cette thèse est consacrée à l’étude de l’interdépendance des variables dans les équations de la
mécanique des fluides. En particulier, nous nous concentrerons essentiellement sur les équations micro-
polaires introduites dans les années 1960 par Eringen dans [33]. Ce système d’équations, qui modélise
des fluides incompressibles avec des micro-structures influençant la dynamique du fluide, est constitué
par un couplage entre les équations de Navier-Stokes et une équation sur la vitesse de micro-rotation.
Ce système est donc donné par l’expression suivante :∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗− ∇⃗p+ 1

2∇⃗ ∧ ω⃗ + f⃗ , div(u⃗) = 0,

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ + 1
2∇⃗ ∧ u⃗+ g⃗,

(1)

où u⃗ représente la vitesse, p la pression associée, ω⃗ la vitesse de la micro-structure ou vitesse des
micro-rotations, et f⃗ , g⃗ sont des forces extérieures. Une rapide déduction physique de ce système, en
fournissant quelques détails supplémentaires sur ces équations sera donnée dans la première section
du Chapitre 1.

Notre objectif consiste alors à obtenir une meilleure compréhension de la relation entre les
variables du système ci-dessus (ainsi que pour le cas stationnaire de (1)), afin d’expliquer comment
l’information sur u⃗ influence le comportement des autres variables et vice-versa. Autrement dit,
nous cherchons à mettre en lumière un phénomène d’interdépendance des variables pour ce système
micro-polaire.

Avant de présenter plus en détail nos résultats, il est important de présenter quelques propriétés
liées aux équations micro-polaires. D’abord, observons que si nous appliquons formellement l’opérateur
divergence à l’équation associée à la vitesse u⃗, nous obtenons que la pression vérifie la relation suivante :

−∆p = div(div(u⃗⊗ u⃗))− div(f⃗),

et nous observons alors qu’il est possible de récupérer l’information sur la pression seulement à
partir de la vitesse (rappelons que la force f⃗ est donnée). Par conséquent, nous nous concentrerons
uniquement sur la relation entre u⃗ et ω⃗, que nous désignerons comme les variables principales.

En outre, notons que la première équation de (1), associée à la variable u⃗, est invariante par le
changement d’échelle suivant :

u⃗λ(t, x) = λu⃗(λ2t, λx), pλ(t, x) = λ2p(λ2t, λx) et ω⃗λ = λ2ω⃗(λ2t, λx) où λ > 0. (2)

Cependant, le triplet (u⃗λ, pλ, ω⃗λ) n’est plus une solution du système micro-polaire, car la deuxième
équation de (1) n’a pas une mise à l’échelle naturelle qui préserve la structure de l’équation en raison
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de la présence du terme d’amortissement ω⃗.

De plus, remarquons que comme nous avons le terme ∇⃗ div(ω⃗) dans l’équation associée à ω⃗, nous
allons tout au long de cette thèse réaliser une étude supplémentaire du terme div(ω⃗) et bien que cela
ne soit pas explicitement écrit dans l’énoncé de nos résultats, l’information obtenue sur ce terme nous
permettra den extraire certaines estimations essentielles.

Nous avons alors structuré l’étude du système micro-polaire (1) en quatre chapitres. Le premier
commence par une rapide déduction physique des équations micro-polaires, suivie par la construction
de solutions faibles à l’aide d’arguments classiques. Les Chapitres 2 et 3 sont dédiés à l’étude du cas
évolutif, où nous mettons en évidence un phénomène de domination de la vitesse u⃗ dans l’analyse de la
régularité locale des solutions faibles. Enfin, dans le Chapitre 4, nous explorerons l’interdépendance des
variables dans le contexte stationnaire. Nous présentons maintenant plus en détails nos contributions
dans les parties suivantes de cette introduction.

A) Les équations micro-polaires : cas évolutif

Remarquons tout d’abord que dans le système (1) ci-dessus la vitesse u⃗ vérifie les équations de
Navier-Stokes avec une force extérieure 1

2∇⃗ ∧ ω⃗ + f⃗ , tandis que la vitesse de micro-rotation ω⃗ vérifie
une équation linéaire de type parabolique avec un terme de transport u⃗. Étant donné que nous
disposons de cette structure, la manière la plus naturelle d’étudier ces équations est évidemment
d’étendre ou d’adapter les théories déjà connues pour les équations de Navier-Stokes. Cela a été utile,
par exemple, dans l’étude de l’existence des solutions faibles et fortes, comme cela a été fait dans [41],
[72] et [86]. En effet, dans la deuxième section du Chapitre 1, nous montrons comment construire des
solutions faibles de type Leray pour les équations micro-polaires (1), en considérant un traitement
symétrique pour les deux variables (u⃗, ω⃗). C’est-à-dire, nous démontrons qu’il existe au moins une
solution faible (u⃗, p, ω⃗) des équations (1) globale en temps telle que nous avons l’information d’énergie
u⃗ ∈ L∞(]0,+∞[, L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[, Ḣ1(R3)) et ω⃗ ∈ L∞(]0,+∞[, L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[,H1(R3)).

Insistons sur le fait que, pour construire ces solutions, nous devons passer par un argument
de compacité et donc l’unicité et la régularité de ces types de solutions (de manière analogue aux
équations de Navier-Stokes) restent des questions largement ouvertes.

Cependant, il est bien connu qu’il est possible d’établir des conditions suffisantes de régularité
afin de répondre à la question suivante : Si (u⃗, p, ω⃗) est une solution de type Leray des équations
micro-polaires (1), quelles sont les conditions additionnelles sur u⃗ et ω⃗ permettant d’en déduire la
régularité de la solution ?

Nous pouvons ainsi mentionner l’article [80], où les auteurs ont adapté les théories connues pour
les équations de Navier-Stokes et, en considérant des hypothèses similaires pour les deux variables
(u⃗, ω⃗), ils ont obtenu la régularité des solutions faibles. Toutefois, comme cela a été remarqué des
années après, il est plus judicieux de séparer le comportement de ces deux équations afin d’obtenir
des résultats plus précis. Par exemple, dans l’article [29], il a été démontré que si l’on considère
seulement que la vitesse appartient aux espaces de Lorentz Lp(]0, T [, Lq,∞(R3)) avec 2

p + 3
q = 1 et

3 < q ≤ +∞, alors la solution faible (u⃗, p, ω⃗) des équations micro-polaires devient régulière dans
]0, T ] × R3. Plusieurs articles, tels que [30], [39], [38], [51], [68], [67], [83] et [106], ont obtenu des
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résultats similaires en considérant différents espaces pour la vitesse ou des différentes conditions sur
la pression.

Il est très important de remarquer que tous ces résultats sur les équations micro-polaires que
nous venons de citer sont obtenus en utilisant un argument d’unicité fort-faible. Par conséquent, les
informations que nous avons sur la solution (u⃗, p, ω⃗) sont considérées sur tout l’espace ]0, T [×R3,
avec des conditions supplémentaires sur les données initiales. Cependant, ce phénomène de transport
d’information de la variable u⃗ vers ω⃗ nous permet d’introduire la notion suivante :

Définition 1. On dira que la vitesse u⃗ domine les autres variables si l’on peut déduire un gain
d’information en termes d’intégrabilité, de régularité, etc., des variables (u⃗, p, ω⃗) en supposant une
hypothèse supplémentaire uniquement sur la vitesse.

Notons que l’hypothèse supplémentaire évoquée dans la définition précédente présente une certaine
ambiguïté puisque rien n’est précisé à son sujet, ce qui nous laisse plusieurs scénarios possibles. De
plus, cette propriété du système micro-polaire, bien que connue depuis un certain temps, n’a pas été
étudiée de manière rigoureuse et systématique, et c’est ce point de vue que nous allons adopter et
développer ici.

Le thème général consiste donc à mettre en évidence ce phénomène de domination dans l’étude de
la régularité locale d’une solution faible des équations micro-polaires. Pour cela, il est important de
fixer notre cadre de travail dans le contexte local, où, en particulier, nous travaillerons avec la notion
suivante de solution :

Définition 2. Nous dirons que (u⃗, p, ω⃗) est une solution faible des équations micro-polaires (1) sur un
ensemble Ω ⊂]0,+∞[×R3 ouvert et borné si u⃗ ∈ L∞

t L
2
x(Ω) ∩ L2

t Ḣ
1
x(Ω) et si, pour tout φ⃗, ψ⃗ ∈ Dt,x(Ω)

telle que div(φ⃗) = 0, nous avons〈∂tu⃗−∆u⃗+ (u⃗ · ∇⃗)u⃗− 1
2∇⃗ ∧ ω⃗ − f⃗ |φ⃗〉D′×D = 0,

〈∂tω⃗ −∆ω⃗ − ∇⃗ div(ω⃗) + (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ + ω⃗ − 1
2∇⃗ ∧ u⃗|ψ⃗〉D′×D = 0.

Bien évidemment, lorsque nous parlons de la régularité dans un cadre local, nous pouvons
penser aux théories bien connues des équations de Navier-Stokes : les critères de Serrin et la théorie
de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, qui en effet nous donnent une idée de ce que devrait être le
comportement de la solution afin d’obtenir un gain de régularité.

Ainsi, dans la Section 2.2 du Chapitre 2, nous présenterons un premier résultat de domination de
la vitesse u⃗, donné dans notre article [18], dans le cadre des espaces de Morrey, qui est donnée comme
suit :

Théorème 1. Soit QR(t, x) =]t−R2, t+R2[×Bx,R ⊂]0,+∞[×R3 une boule parabolique pour un cer-
tain R > 0. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible des équations micro-polaires (1) sur QR avec une force
extérieure f⃗ ∈ L2

t Ḣ
1
x(QR). Si nous supposons en plus que

1QR
u⃗ ∈ Mp0,q0

t,x (R× R3) avec 2 < p0 ≤ q0, 5 < q0 ≤ 6, (3)

alors nous avons les points suivants :
1) sur la boule parabolique QR1 ⊂ QR, avec 0 < R1 < R, nous avons

1QR1
u⃗ ∈ Lq0t,x(R× R3),

11



2) sur la boule parabolique QR2 ⊂ QR1, avec 0 < R2 < R1 < R, nous avons

1QR2
ω⃗ ∈ Lq0t,x(R× R3).

Ce théorème, qui joue un rôle central dans les prochaines sections, est inspiré du résultat de
O’Leary dans [79]. Bien que nous ne revendiquions aucun gain de régularité, nous observons qu’une
information Morrey sur u⃗ implique un gain d’intégrabilité pour les deux variables.

Par la suite, dans la Section 2.3 du Chapitre 2, nous analysons ce phénomène de domination dans
le cadre de la théorie de régularité développée par Caffarelli, Kohn et Nirenberg pour les équations
de Navier-Stokes dans [13]. Comme cette théorie s’applique aux solutions adaptées, c’est-à-dire des
solutions faibles qui vérifient une égalité d’énergie locale, pour traiter les équations micro-polaires et
obtenir une séparation des informations entre les variables u⃗ et ω⃗, nous aurons besoin d’une inégalité
d’énergie qui soit vérifiée uniquement pour la vitesse u⃗. Cela nous a conduit à introduire le concept
de solution suivant, qui est fondamental tout au long du développement de cette section et constitue
l’une des principales nouveautés de notre travail.

Définition 3 (Solutions partiellement adaptées). Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible sur la boule
parabolique QR des équations micro-polaires (1) telle que p ∈ L

3
2
t,x(QR) et f⃗ ∈ L

10
7
t,x(QR). Nous dirons

que (u⃗, p, ω⃗) est une solution partiellement adaptée sur QR si la distribution µ donnée par

µ = −∂t(|u⃗|2) + ∆(|u⃗|2)− 2|∇⃗ ⊗ u⃗|2 − div((|u⃗|2 + 2p)u⃗) + ∇⃗ ∧ ω⃗ · u⃗+ 2f⃗ · u⃗,

est une mesure non-négative localement finie sur QR.

Ainsi, avec cette définition en main, nous pouvons obtenir la régularité Hölderienne en temps et
en espace pour les deux variables u⃗ et ω⃗ en imposant uniquement des conditions locales sur la vitesse
u⃗, ce qui met en évidence le phénomène de domination mentionné précédemment. Ce résultat, tel
qu’énonce dans notre article [21], est donné comme suit.

Théorème 2. Soient R > 0 et (t0, x0) ∈]0,+∞[×R3 et nous considérons la boule parabolique
QR(t0, x0) =]t0 − R2, t0 + R2[×Bx0,R. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée des équa-
tions micro-polaires (1) sur QR. Supposons que pour un certain 0 < α < 1

24 nous avons 1QR
f⃗ ∈

L2
t Ḣ

1
x ∩M

10
7
,τa

t,x (R× R3) pour τa > 5
2−α . S’il existe une constante 0 < ε� 1 telle que

lim sup
r→0

1

r

∫∫
]t0−r2,t0+r2[×Bx0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds < ε,

alors la solution (u⃗, ω⃗) est Hölder continue d’exposant α > 0 en variable de temps et d’espace dans un
voisinage du point (t0, x0).

Remarquons en plus que puisque les variables (u⃗, ω⃗) deviennent Hölder continues sur un ensemble
borné, cela implique automatiquement que la solution est bornée. Ainsi, nous pouvons également
obtenir des conclusions similaires, en particulier nous avons développé le résultat suivant.

Théorème 3. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée des équations micro-polaires (1) dans
QR(t0, x0). Supposons qu’il existe une constante 0 < ε� 1 suffisamment petite telle que

1

R2

∫ t0+R2

t0−R2

∫
Bx0,R

|u⃗|3 + |p|
3
2dyds < ε.

Alors, il existe 0 < R3 < R tel que u⃗, ω⃗ ∈ L∞
t L

∞
x (QR3(t0, x0)).
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Observons qu’à la différence du Théorème 2, nous avons une hypothèse supplémentaire sur la
pression p, et le contrôle de petitesse est uniquement sur un rayon R > 0. Toutefois nous observons
encore qu’il est possible obtenir un gain d’information sur les deux variables. Comme on le verra plus
tard, ce résultat sera utile dans l’étude de la régularité des solutions partiellement adaptées dans
espaces critiques par rapport au changement d’échelle (2).

Ensuite, dans la Section 2.4 du Chapitre 2, nous allons présenter un critère de régularité de Serrin
partiel pour les équations des fluides micro-polaires. Plus précisément, nous pouvons déduire que les
variables (u⃗, ω⃗) sont assez régulières par rapport à la variable spatiale en considérant seulement que
la vitesse u⃗ est bornée.

Théorème 4. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible des équations des fluides micro-polaires (1) sur une
boule parabolique QR =]t0 −R2, t0 +R2[×Bx0,R au sens de la Définition 2, page 11 telle que

u⃗, ω⃗ ∈ L∞
t L

2
x(QR) ∩ L2

t Ḣ
1
x(QR) et p ∈ D′

t,x(QR).

Si u⃗ ∈ L∞
t L

∞
x (QR), alors pour tout 0 < r < R, et pour tout k ∈ N nous avons

u⃗, ω⃗ ∈ L∞
t Ḣ

k+1
x (Qr) ∩ L2

t Ḣ
k+2
x (Qr).

Ces deux derniers théorèmes peuvent être trouvés dans l’appendice de notre article [20] qui a été
soumis pour publication.

D’autre part, il est important de souligner que les espaces de Morrey considérés dans l’hypothèse
du Théorème 1, ainsi que l’espace L∞

t L
∞
x , sont des espaces sous-critiques par rapport au changement

d’échelle (2), et donc, nous observons sans surprise qu’avoir un contrôle sous-critique sur la vitesse
implique un gain d’information soit en termes d’intégrabilité ou de régularité du système micro-polaire.
En particulier, étant donné que nous pouvons déduire la régularité de u⃗ et ω⃗ à partir du fait que la
vitesse u⃗ soit bornée, nous pouvons naturellement introduire la définition suivante :

Définition 4 (Point partiellement régulier / Point partiellement singulier). Un point
(t0, x0) ∈]0,+∞[×R3 est un point partiellement régulier des équations des fluides micro-polaires s’il
existe r > 0 tel que u⃗ ∈ L∞

t,x(]t0 − r2, t0[×Bx0,r). D’un autre côté, on dira qu’un point (t0, x0) est
partiellement singulier s’il n’est pas partiellement régulier.

Ainsi, notre prochain axe de recherche consistera en l’étude du comportement des points définis
ci-dessus dans l’espace L3

x. Plus précisément, dans le Chapitre 3, nous présenterons l’explosion, puis
un effet de concentration de cette norme autour des points partiellement singuliers. Pour cela, notons
d’abord que l’explosion de la norme L3

x et la régularité sous cette hypothèse ne sont que deux faces
d’une même pièce, et donc, dans un premier temps, nous établissons le résultat suivant

Théorème 5. Soient (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée sur un ensemble ouvert Ω ⊂
]0,+∞[×R3 des équations micro-polaires (1). Supposons que pour (t0, x0) ∈ Ω, il existe R > 0 tel
que ]t0 − R2, t0[×Bx0,R ⊂ Ω et que nous ayons l’information u⃗ ∈ L∞(]t0 − R2, t0[, L

3(Bx0,R)). Alors,
il existe r > 0 avec 0 < r ≤ R

2 tel que u⃗ ∈ L∞
t,x(]t0 − r2, t0[×Bx0,r).

Il est important de remarquer que l’espace L∞
t L

3
x est critique par rapport au changement d’échelle

(2), et donc déduire la régularité sous cette hypothèse devient un travail plus délicat. En effet,
rappelons que cela a été fait pour la première fois pour les équations de Navier-Stokes sans force
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extérieure dans l’article [34] en 2003, en utilisant la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, ainsi
que la théorie d’unicité de l’équation de la chaleur. Observons alors que l’utilisation des résultats
du Chapitre 2, ainsi que le fait de travailler avec des solutions partiellement adaptées, permet
de considérer seulement que u⃗ ∈ L∞(]t0 − R2, t0[, L

3(Bx0,R)), reflétant encore une fois l’effet de
domination de cette variable sur ω⃗.

D’autre part, même si le théorème précédent est défini dans le cadre des solutions partiellement
adaptées, il est possible d’en déduire l’explosion de la norme L3 de la vitesse u⃗ pour les solutions de
type Leray des équations micro-polaires obtenues dans le Chapitre 1.
Théorème 6. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible de type Leray des équations micro-polaires (1). Soit
0 < T ≤ +∞ le temps maximal tel que nous avons le contrôle u⃗ ∈ C(]0, T [, L3(R3)). Si T < +∞,
alors

sup
0<t<T

‖u⃗(t, ·)‖L3 = +∞.

Nous avons ainsi obtenu un premier critère d’explosion pour les équations micro-polaires, cepen-
dant, étant donné que l’argument utilisé pour montrer ce résultat est par contradiction, ces estimations
sont purement qualitatives. Afin d’obtenir une meilleure compréhension du comportement de la so-
lution en ces points, nous déduirons un effet de concentration de la norme L3 de la vitesse u⃗ autour
d’un possible point partiellement singulier (T , 0) lorsque u⃗ ∈ C([0, T [, L∞(R3)).
Théorème 7. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible de type Leray des équations micro-polaires (1) avec
0 < T < +∞ le temps maximal tel que nous avons le contrôle u⃗ ∈ C([0, T [, L∞(R3)). Supposons en
plus que le point (T , 0) soit un point partiellement singulier et le temps T satisfasse la condition
suivante : pour r0 > 0 tel que 0 < T − r20, on a

sup
x0∈R3

sup
r∈]0,r0]

sup
t∈]T −r2,T ]

1

r

∫
Bx0,r

|u⃗(t, x)|2dx = M < +∞. (4)

Il existe alors ϵ > 0, S = S(M) > 0 et 0 < δ < T de sorte que pour tout t ∈]T − δ, T [, nous avons∫
B

0,
√

T −t
S

|u⃗(t, x)|3dx ≥ ϵ. (5)

Nous pouvons constater le phénomène de concentration de la norme L3
x du champ de vitesse u⃗

lorsque t tend vers T . Il est important de préciser que notre étude se concentre sur la variable u⃗, et
donc l’étude de la relation de la variable ω⃗ et des points partiellement singuliers reste encore un axe
de recherche possible.

Remarquons qu’en particulier, nous devons imposer le contrôle (4) au temps T qui est connu dans
la littérature sous le nom d’explosion de type I et il est lié au taux de croissance de la solution proche
d’un moment d’explosion. Plus de détails autour de ce sujet seront discutés dans le Chapitre 3.

Les résultat du Chapitre 3 ont été soumis pour publication et sont disponibles sur [20].

B) Les équations micro-polaires : cas stationnaire

Enfin, dans le Chapitre 4, nous allons étudier le système suivant−∆u⃗ = −(u⃗ · ∇⃗)u⃗+ ∇⃗ ∧ ω⃗ − ∇⃗p+ f⃗ , div(u⃗) = 0,

−∆ω⃗ = −(u⃗ · ∇⃗)ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)−mω⃗ + ∇⃗ ∧ u⃗+ g⃗,
(6)
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où m � 1 est une constante dont le rôle est essentiellement technique. Nous allons tout d’abord montrer
l’existence de solutions faibles (u⃗, ω⃗) ∈ Ḣ1(R3) × H1(R3) et nous allons étudier leurs propriétés. En
effet, nous avons le théorème suivant :

Théorème 8. Soient f⃗ , g⃗ ∈ Ḣ−1(R3)∩Ḣ−2(R3) deux forces externes avec div(f⃗) = 0 mais div(g⃗) 6= 0.
Alors il existe au moins une solution faible (u⃗, p, ω⃗) des équations micro-polaires stationnaires (6) telle
que u⃗ ∈ Ḣ1(R3), ω⃗ ∈ H1(R3) et p ∈ Ḣ

1
2 (R3).

Afin d’obtenir l’existence de solutions nous passons par un argument de compacité en prenant une
limite faible, ce qui ne nous permet pas de conclure directement des résultats d’unicité ou régularité.
Cependant, nous mettrons en lumière l’influence d’une variable sur l’autre, ce qui, en particulier, nous
permettra de montrer que ces solutions sont régulières.

Théorème 9. Supposons pour plus de simplicité que f⃗ = g⃗ = 0. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution des
équations micro-polaires stationnaires (6) obtenue dans le Théorème ci-dessus. Alors les fonctions u⃗,
p et ω⃗ sont régulières.

La preuve de ce résultat est faite par un processus itératif. Nous commençons par une étude de la
vitesse u⃗, mais comme il s’agit d’un système couplé, à un moment donné, la régularité de cette variable
va dépendre de l’information que nous avons sur ω⃗. Il est important de remarquer que comme ω⃗

n’est pas à divergence nulle, l’étude de la deuxième équation de (6) nécessitera un traitement différent.

D’autre part, si nous parlons de l’unicité des solutions, observons que dans le cas où f⃗ = g⃗ = 0, il
est facile de voir que u⃗ = 0, p = 0 et ω⃗ = 0 est une solution du système (6). Mais cette solution triviale
n’est pas unique. En effet, si nous définissons la fonction ψ : R3 −→ R par ψ(x1, x2, x3) =

x21
2 +

x22
2 −x23

et si nous remplaçons les fonctions u⃗, p et ω⃗ par les expressions suivantes

u⃗(x1, x2, x3) = ∇⃗ψ(x1, x2, x3) = (x1, x2,−2x3), p(x1, x2, x3) = −1

2
|u⃗(x1, x2, x3)|2 et ω⃗ = 0,

alors il est possible de vérifier que le vecteur (u⃗, p, ω⃗) donné par les expressions ci-dessus, satisfait au
sens faible le système (6). Cependant, nous avons (u⃗, ω⃗) /∈ Ḣ1(R3)×H1(R3).

De plus, il est important de souligner que l’information (u⃗, ω⃗) ∈ Ḣ1(R3) × H1(R3) n’est pas
suffisante pour déduire l’unicité de la solution triviale u⃗ = ω⃗ = 0, et donc pour surmonter cette
limitation et inspirés de la théorie des équations de Navier-Stokes stationnaires [40], [49], [61] et [92],
on peut voir que si nous imposons une décroissance plus forte à l’infini, nous pouvons obtenir l’unicité
de la solution triviale. En particulier, dans le cadre des équations de Navier-Stokes stationnaires,
observons que la condition u⃗ ∈ Lq(R3) avec 3 ≤ q ≤ 9

2 est suffisante pour en déduire l’unicité de la
solution. Remarquons que la borne supérieure q ≤ 9

2 semble être la meilleure disponible à ce jour, et
le cas 9

2 < q < 6 est un problème complètement ouvert. Pour plus de détails à ce sujet, nous nous
référons à [49], [61] ou [92].

Pour le cas des équations micro-polaires, nous pouvons mentionner l’article [54], où il a été montré
que si u⃗, ω⃗ ∈ Lp(R3) avec 2 < p < 9

2 alors nous pouvons déduire que u⃗ = ω⃗ = 0. Observons cependant
que, dans le cadre des solutions construites dans le Théorème 4, nous avons (u⃗, ω⃗) ∈ Ḣ1 ×H1 et en
particulier, nous avons ω⃗ ∈ L2(R3) ∩ L6(R3) et donc par un argument d’interpolation il s’ensuit que
ω⃗ ∈ Lq(R3) avec 2 ≤ q ≤ 6. Comme cette information est suffisante pour traiter le terme (u⃗ ·∇⃗)ω⃗, nous
devons imposer des conditions supplémentaires uniquement à la vitesse. Dans ce sens, notre dernier
résultat est le suivant.
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Théorème 10. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution des équations du fluide micro-polaire (6) avec f⃗ = g⃗ = 0.
Supposons en plus que u⃗ ∈ Ḣ1(R3), ω⃗ ∈ H1(R3). Si nous avons également la condition u⃗ ∈ Lq(R3)

avec 3 ≤ q ≤ 9
2 , alors u⃗ = ω⃗ = 0.

Notons enfin qu’aucune condition supplémentaire n’est demandée pour ω⃗, qui par construction
possède déjà une décroissance plus forte que u⃗. Cette étude séparée des variables est, à notre connais-
sance, nouvelle pour ce type de problème (6).

∗ ∗ ∗
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1 | Les équations des fluides
micro-polaires

Dans ce chapitre, nous présenterons tout d’abord une rapide déduction physique des équations
des fluides micro-polaires, puis nous donnerons une démonstration de l’existence de solutions faibles
de type Leray pour ce système. Ces équations, initialement formulées par Eringen dans son ouvrage
[33] serviront de modèle pour le développement des principales théories de cette thèse.

Notons pour commencer que les fluides micro-polaires sont généralement définis comme des fluides
visqueux présentant des micro-structures. La présence de cette caractéristique a un impact assez
marqué sur la dynamique des fluides reflétant un comportement non Newtonien et donc ils se situent
en dehors du spectre des fluides généralement décrits par les équations de Navier-Stokes classiques.
Des exemples de fluides micro-polaires sont le sang animal, les suspensions de particules de polymères
dans l’eau et les cristaux liquides, pour n’en nommer que quelques-uns.

Malgré la complexité inhérente aux fluides micro-polaires, divers efforts ont été déployés pour
élaborer des modèles capables de saisir les propriétés intrinsèques de ces fluides. Comme en témoigne
le livre [69], on trouve des théories telles que celles des micro-fluides, des fluides déformables, des
fluides dipolaires, entre autres. Dans ce large éventail de modèles, nous avons en particulier le système
micro-polaire proposé par Eringen :ρ∂tu⃗ = (υ + ν

2 )∆u⃗− ∇⃗p− ρ(u⃗ · ∇⃗)u⃗+ ν∇⃗ ∧ ω⃗ + f⃗ , div(u⃗) = 0,

ρ∂tω⃗ = (β + γ)∆ω⃗ + (α+ β
3 − γ)∇⃗ div(ω⃗)− ρ(u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − νω⃗ + ν∇⃗ ∧ u⃗+ g⃗,

(1.0.1)

où u⃗ représente la vitesse du fluide, p la pression associée, ω⃗ la vitesse angulaire de la micro-structure
ou la vitesse de micro-rotation, et ρ la densité du fluide. Les paramètres α, β, γ, ν, υ représentent les
constantes de viscosité liées à la nature du fluide et f⃗ , g⃗ sont des forces extérieures. Il est important de
souligner que dans le système ci-dessus, nous considérons des fluides micro-polaires incompressibles,
homogènes et anisotropes tels que leurs micro-structures sont présentes partout avec une rotation
indépendante de celle du fluide et qui ne peuvent pas se déformer.

L’importance de ce modèle, comme souligné dans [69], réside dans le fait qu’il constitue une
généralisation des équations de Navier-Stokes, prenant en compte le couplage entre la rotation de
chaque particule et le champ de vitesse et tout cela introduit une nouvelle variable cinématique, une
nouvelle loi de conservation et certaines considérations supplémentaires au moment de décrire les
tenseurs de contraintes. De plus, il est intéressant de remarquer que c’est précisément ce modèle (1.0.1)
qui attire l’attention des chercheurs, tant du point de vue physique que du point de vue mathématique.
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18 Chapitre 1. Les équations des fluides micro-polaires

En effet, du point de vue physique, ce modèle permet d’obtenir de meilleures approximations
dans le cadre des simulations numériques, offrant une représentation plus fidèle de la véritable nature
des fluides. Cela se manifeste, par exemple, dans la modélisation du flux sanguin [9], [76], des cristaux
liquides [43], [65] ainsi que des flux granulaires [77].

Du point de vue mathématique, compte tenu de la structure de ce système, nous pouvons envisager
d’y appliquer certaines théories précédemment établies pour les équations de Navier-Stokes. En effet,
nous pouvons citer l’article [41], qui a été le premier à réaliser une étude théorique de ces équations. Il
y a été annoncé que les théories d’existence de solutions faibles et fortes des équations de Navier-Stokes
peuvent être adaptées pour le système micro-polaire si l’on considère un comportement symétrique
pour les deux variables. Ceci peut être observé également dans les articles [70] et [72] où l’existence et
l’unicité pour le problème de Dirichlet à conditions nulles a été démontré sur des ensembles bornés à
frontière lisse. La relative simplicité du modèle des fluides micro-polaires (1.0.1) par rapport à d’autres
modèles ne sous-entend bien évidemment pas une trivialité mathématique, comme nous pourrons le
voir dans les pages et chapitres qui suivent.

1.1. Rapide déduction physique des équations micro-polaires

Nous allons rappeler ici certaines définitions physiques et des résultats bien connus de la
mécanique des fluides que nous allons ensuite appliquer aux fluides micro-polaires. Rappelons que
tout au long de cette thèse, nous considérons des fluides micro-polaires incompressibles, homogènes
et anisotropes.

Cette première section est surtout utile pour se convaincre très rapidement de la pertinence du
modèle (1.0.1). En effet, il est nécessaire de présenter, ne serait-ce que brièvement les idées sous-
jacentes qui permettent l’obtention de ces équations micro-polaires. Pour plus de détails le lecteur
peut consulter [33] et [69].

1.1.1. Des propriétés des fluides : cinématique et dynamique
Nous nous intéressons ici à la modélisation des variables hydrodynamiques telles que la densité

ρ, la vitesse u⃗ et la vitesse angulaire ω⃗, ce qui va nous permettre de déduire le système (1.0.1). À
cet égard, il est bien connu que pour fournir une description du mouvement des fluides, nous avons
deux points de vue : le Lagrangien et l’Eulérien. En ce qui concerne le point de vue Lagrangien, il
s’agit d’une étude trajectorielle des particules du fluide. Si l’on fixe x0 ∈ R comme la position d’une
particule du fluide au temps t = 0, nous définissons Xx0(t) comme la position de la particule au
temps t. Ainsi, la quantité physique de la forme q(t,Xx0) représente la valeur de cette variable au
temps t pour une particule ayant comme position initiale x0. Notons, en particulier, que si u⃗ est la
vitesse de ces particules, nous avons dXx0

dt
(t) = u⃗(t,Xx0(t)).

En ce qui concerne le cadre Eulérien, si l’on fixe un point de référence (t0, x0), les quantités
physiques sont déterminées par leur valeur au temps t et en un point x dans le repère fixe associé au
point (t0, x0).

En utilisant le lien entre ces deux approches, nous pouvons définir la dérivée matérielle d’une
quantité physique q, par D

D t
q(t,X(t, x0)) =

∂q

∂t
(t,X) + u⃗(t,X) · ∇⃗q(t,X), où D

D t
représente la dérivée

par rapport aux coordonnées Lagrangiennes. De plus, pour modéliser une certaine quantité physique
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q(t, x) dépendant du temps t ∈ [0,+∞[ et de la position x0, nous étudierons les moyennes prises sur
un volume de contrôle Ω qui contient le point x0, i.e., Q(t) =

∫
Ω
q(t, y)dy.

Cinématique

Si la quantité physique Q correspond à une moyenne, on s’intéresse maintenant à l’évolution dans
le temps de celle-ci. De cette façon, si l’on prend en considération un volume Ω0 à un certain temps t0
rempli par le fluide, notre intérêt se porte sur l’ensemble Ω(t) = {y ∈ R3 : y = Xx(t), avec x ∈ Ω0},
donné par l’écoulement du fluide. Donc, pour étudier l’évolution de ces quantités moyennées, nous
devons évoquer quelques résultats usuels de la mécanique des milieux continus.

Proposition 1.1.1 (Formule de convection). Soient Ω(t) un volume de contrôle arbitraire et q(t, x) :
[0,+∞[×R3 −→ R une fonction décrivant une variable hydrodynamique. Alors, nous avons

d

dt

∫
Ω(t)

q(t, x)dx =

∫
Ω(t)

D

D t
q(t, x) + q(t, x) div(u⃗)(t, x)dx. (1.1.1)

Remarquons qu’en utilisant cette proposition, on pourra facilement déduire l’équation de continuité.
En effet, par la loi de conservation de la masse, nous savons que pour un volume de contrôle Ω(t) donné,

la masse ne change pas lorsque Ω(t) se déplace avec le fluide et donc nous avons d

dt

∫
Ω(t)

ρ(t, x)dx = 0,

où ρ est la densité du fluide. Ainsi d’après la formule de convection donnée par la Proposition 1.1.1,
et comme le volume de contrôle est arbitraire, il en résulte

D

D t
ρ+ ρ div(u⃗) = 0. (1.1.2)

De plus, comme le fluide est incompressible, la densité reste constante dans les parcelles de fluide, et
donc D

D t
ρ = 0, ce qui induit que la divergence du champ de vitesse doit être nulle i.e., div(u⃗) = 0.

De plus, par lhomogénéité du fluide, la densité est indépendante de la position, et donc en utilisant
(1.1.2) et la définition de dérivée matérielle, il est possible d’obtenir que la densité ρ est constante en
variables de temps et d’espace. En particulier, nous supposerons que ρ = 1.

Dynamique

Rappelons que la quantité de mouvement d’une parcelle de fluide est donnée par

M(t) =

∫
Ω(t)

u⃗(t, x)dx.

Par la deuxième loi de Newton, la variation de cette quantité dans le temps doit être égale à la somme
des forces externes et internes. On peut considérer sans trop de problèmes une force extérieure de
densité f⃗ . D’un autre côté, les forces internes qui décrivent les forces que les particules élémentaires
d’un milieu exercent les unes sur les autres, sont notées t⃗. Alors, nous avons

d

dt

∫
Ω(t)

u⃗dx =

∫
Ω(t)

f⃗dx+

∫
∂Ω(t)

t⃗dS,

ce qui implique, par la formule de convection (1.1.1) (car div(u⃗) = 0),∫
Ω(t)

D

D t
u⃗dx =

∫
Ω(t)

f⃗dx+

∫
∂Ω(t)

t⃗dS.



20 Chapitre 1. Les équations des fluides micro-polaires

Il est important de souligner que le vecteur t⃗ peut être écrit comme une fonction linéaire de la normale
extérieure n⃗, c’est-à-dire

t⃗(t, x, n⃗) = T(t, x) · n⃗,

où T est le tenseur des contraintes, voir par exemple le livre [28] pour plus de détails à ce sujet. Ainsi,
par le théorème de la divergence, nous avons donc∫

Ω(t)

D

D t
u⃗dx =

∫
Ω(t)

f⃗dx+

∫
Ω(t)

div(T)dx, (1.1.3)

et en utilisant la définition de la dérivée matérielle, nous pouvons en déduire que si u⃗ est un fluide
incompressible alors (

∂u⃗

∂t
(t, x) + u⃗ · ∇u⃗(t, x)

)
= f⃗ + div(T). (1.1.4)

Observons que si l’on considère le tenseur T tel que div(T) = ∇⃗p− υ∆u⃗, nous obtenons les équations
de Navier-Stokes classiques. Néanmoins, comme nous travaillons avec des fluides micro-polaires, leur
structure engendre de nouvelles forces internes, ce qui implique un changement dans la nature du
tenseur T.

C’est précisément dans la théorie des fluides micro-polaires d’Eringen que les contraintes de visco-
sité et les effets résultant de la micro-rotation du fluide sont simultanément pris en compte, notamment
lors de l’étude du moment angulaire total W . En effet, sur un volume de contrôle Ω(t) donné, nous
avons

W (t) =

∫
Ω(t)

(ω⃗ + x ∧ u⃗)dx,

où nous avons une nouvelle quantité ω⃗ qui représente le moment micro-rotationnel et (x∧u⃗) représente
le moment angulaire externe. Ainsi, par la loi de conservation du moment angulaire, (définie par
exemple dans la formule (5.11.4) du livre [4]), on a l’identité

d

dt

∫
Ω(t)

(ω⃗ + x ∧ u⃗)dx =

∫
Ω(t)

(g⃗ + x ∧ f⃗)dx+

∫
∂Ω(t)

c⃗+ x ∧ t⃗dS, (1.1.5)

où nous avons des forces externes g⃗ et f⃗ , qui sont censées être connues et les contraintes de viscosité
t⃗ et c⃗ qui peuvent également s’écrire comme t⃗ = T · n⃗ et c⃗ = C · n⃗, où (T,C) sont les tenseurs de
contraintes. Observons que le tenseur T et la force f⃗ sont les mêmes que ceux obtenus dans (1.1.3).

Nous cherchons maintenant à étudier plus en détail l’expression des tenseurs (T,C) donnés ci-
dessus afin d’obtenir le système (1.0.1). Pour cela nous allons suivre l’approche donnée dans le premier
chapitre de la thèse [84]. Tout d’abord nous introduisons certaines notations et identités vectorielles
utiles. Remarquons que l’on utilise ci-dessous, la convention de sommation d’Einstein.

Définition 1.1.1. Soient a⃗ ∈ R3 et A ∈ A(3), où A(3) représente l’espace des matrices antisymé-
triques de dimension 3. Nous définissons les fonctions linéaires ten : R3 −→ A(3) et vec : A(3) −→ R3

par
ten(⃗a)ij := ϵiljvl et vec(A)k :=

1

2
ϵikjAij ,

où

ϵikj =


1 si ikj = 123, 231, 312,

0 si non,
−1 si ikj = 321, 213, 132.
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Observons que ten ◦ vec = IA(3) et vec ◦ ten = IR3 . En plus, nous avons les identités suivantes :

x ∧ (T · n⃗) = (x ∧ T) · n⃗, (1.1.6)
div(x ∧ T) = x ∧ (div(T)) + 2 vec(T). (1.1.7)

En effet, observons que

x ∧ (T · n⃗) =

(x2T3j − x3T2j)nj
(x3T1j − x1T3j)nj
(x1T2j − x2T1j)nj

 =(x ∧ T) · n⃗,

où le tenseur (x ∧ T) est défini par (x ∧ T)ij = ϵlikxkTlj . En prenant la divergence du tenseur x ∧ T
ci-dessus et en utilisant la Définition 1.1.1, nous obtenons

div(x ∧ T)i =
∂

∂j
(ϵlikxkTlj)

= (x ∧ div(T)i) + (ϵlijTlj) = (x ∧ div(T)i) + 2 vec(T)i.

Ainsi, en utilisant la formule de convection dans l’identité (1.1.5) et comme t⃗ = T · n⃗, c⃗ = C · n⃗, nous
avons par le théorème de la divergence∫

Ω(t)

D

D t
(ω⃗ + x ∧ u⃗)dx =

∫
Ω(t)

(g⃗ + x ∧ f⃗)dx+

∫
∂Ω(t)

C · n⃗+ x ∧ (T · n⃗)dx

=

∫
Ω(t)

(g⃗ + x ∧ f⃗)dx+

∫
Ω(t)

div(C) + div(x ∧ T)dx

=

∫
Ω(t)

(g⃗ + x ∧ f⃗) + div(C) + x ∧ div(T) + 2 vec(T)dx, (1.1.8)

où nous avons utilisé aussi les identités (1.1.6) et (1.1.7). On remarque maintenant que par (1.1.3), et
le fait que D

D t(x ∧ u⃗) = x ∧ D
D t u⃗, le moment angulaire extérieur vérifie aussi la relation suivante :

d

dt

∫
Ω(t)

(x ∧ u⃗)dx =

∫
Ω(t)

(x ∧ D

D t
u⃗)dx =

∫
Ω(t)

x ∧ f⃗dx+

∫
Ω(t)

x ∧ div(T)dx.

Alors, d’après (1.1.8) et l’identité précédente, nous pouvons en déduire que l’on a
d

dt

∫
Ω(t)

ω⃗dx =

∫
Ω(t)

g⃗ + div(C) + 2 vec(T)dx,

et par conséquent en utilisant la formule de convection et comme div(u⃗) = 0, nous avons
D

D t
ω⃗ = g⃗ + div(C) + 2 vec(T).

Enfin, en utilisant la définition de la dérivée matérielle, on obtient
∂

∂t
ω⃗ + (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ = g⃗ + div(C) + 2 vec(T). (1.1.9)

Ainsi, avec l’équation (1.1.4), l’expression ci-dessus et comme le fluide considéré est incompressible,
nous arrivons au système suivant :∂tu⃗+ (u⃗ · ∇⃗)u⃗ = f⃗ + div(T), div(u⃗) = 0,

∂tω⃗ + (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ = g⃗ + div(C) + 2 vec(T).
(1.1.10)

Nous dirons alors que ce système est gouverné par les tenseurs (T,C) et pour les décrire nous consi-
dérons dans la section qui suit des fluides très particuliers.
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1.1.2. Les fluides micro-polaires
Nous aurons besoin des concepts suivants :

Définition 1.1.2. Soit b⃗ un champ de vecteurs. On définit les opérateurs D⃗b = (∇⃗ ⊗ b⃗+ (∇⃗⊗)T b⃗) et
D0⃗b = D⃗b− 2

3(div(⃗b))I3, où I3 est la matrice identité en dimension 3.

Pour ces opérateurs, nous avons les identités suivantes qui peuvent être vérifiées facilement, voir
également [84].

Lemme 1.1.1. Soit b⃗ un champ assez régulier. Alors, nous avons les identités suivantes

1) div(D⃗b) = ∆b⃗+ ∇⃗(div(⃗b).

2) div(D0⃗b) = ∆b⃗+ 1
3∇⃗(div(⃗b)).

3) div(ten(⃗b)) = ∇⃗ ∧ b⃗.

En suivant les idées données dans [84, Théorème 5.20], qui sont inspirées également du travail d’Eringen
[33], d’après la nature des fluides micro-polaires, nous pouvons maintenant supposer qu’il existe des
constantes α, β, γ, ν, µ ≥ 0 telles que nous pouvons écrire les tenseurs (T,C) de la forme suivante

T = υDu⃗+ ν ten(
1

2
∇⃗ ∧ u⃗− ω⃗)− pI3 et C = α(div(ω⃗)I3) + βD0ω⃗ + ten(∇⃗ ∧ ω⃗).

Observons maintenant que comme div(u⃗) = 0 et en utilisant le Lemme 1.1.1, nous avons

div(T) = div

(
υDu⃗+ ν ten

(
1

2
∇⃗ ∧ u⃗− ω⃗

)
− pI3

)
= υ∆u⃗− ν∇⃗ ∧ (

1

2
∇⃗ ∧ u⃗− ω⃗)− ∇⃗p

=
(
υ +

ν

2

)
∆u⃗+ ν∇⃗ ∧ ω⃗ − ∇⃗p. (1.1.11)

On notera en particulier que dans (1.1.11) la pression intervient avec le terme ∇⃗p. Par les mêmes
arguments, nous obtenons

div(C) = α∇⃗ div(ω⃗) + β∆ω⃗ +
β

3
∇⃗ div(ω⃗)− γ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗)

=

(
α+

β

3

)
∇⃗ div(ω⃗) + β∆ω⃗ − γ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗)

=

(
α+

β

3
− γ

)
∇⃗ div(ω⃗) + (β + γ)∆ω⃗. (1.1.12)

Comme vec(Du⃗) = vec(pI3) = 0 et vec ◦ ten = IR3 , nous avons

2 vec(T) = 2 vec

(
υDu⃗+ ν ten

(
1

2
∇⃗ ∧ u⃗− ω⃗

)
− pI3

)
= ν

(
∇⃗ ∧ u⃗− 2ω⃗

)
. (1.1.13)

Remarquons par contre que dans l’expression précédente la pression n’intervient pas. Enfin, si l’on
remplace (1.1.11), (1.1.12) et (1.1.13) dans (1.1.10) nous obtenons les équations des fluides micro-
polaires (1.0.1) :∂tu⃗+ (u⃗ · ∇⃗)u⃗ =

(
υ + ν

2

)
∆u⃗− ∇⃗p+ ν∇⃗ ∧ ω⃗ + f⃗ , div(u⃗) = 0,

∂tω⃗ + (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ = (β + γ)∆ω⃗ + (α+ β
3 − γ)∇⃗ div(ω⃗)− νω⃗ + ν∇⃗ ∧ u⃗+ g⃗,
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et ici les paramètres α, β, γ, ν et υ correspondent aux constantes de viscosité liées à la nature de
chaque fluide. Plus précisément, υ représente la viscosité dynamique, ν est la viscosité de micro-
rotation dynamique et les paramètres (α, β, γ) sont connus comme les coefficients de viscosité angulaire.

Ainsi, étant donné que l’on souhaite faire une étude théorique de ces équations, nous supposons
désormais que υ = 3

4 , α+ β
3 − γ = 1, β + γ = 1 et ν = 1

2 , et donc on obtient le système micro-polaire
avec lequel on travaillera dans les prochains chapitres

∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗− ∇⃗p+ 1

2
∇⃗ ∧ ω⃗ + f⃗ , div(u⃗) = 0,

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ +
1

2
∇⃗ ∧ u⃗.

Indiquons que ce choix des constantes de viscosité (et bien que cela puisse paraître un peu arbi-
traire) nous amène au système déquations micro-polaires le plus couramment étudié dans la littérature.

Nous concluons cette section avec quelques remarques sur le système ci-dessus :
• Observons que si la vitesse de micro-rotation est nulle ω⃗ = 0, le système se réduit aux équations

des Navier-Stokes pour des fluides avec un écoulement irrotationnel i.e.,∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗− ∇⃗p+ f⃗ , div(u⃗) = 0,

∇⃗ ∧ u⃗ = 0,

qui a été étudié dans [8] et [40].
• Par les propriétés de fluides micro-polaires, nous avons en général div(ω⃗) 6= 0, et ceci nous amènera

à faire une étude plus détaillée de cette quantité comme nous le verrons plus tard.
• En prenant formellement la divergence de l’équation associée à l’évolution de u⃗ et étant donné que

div(u⃗) = div(∇⃗ ∧ ω⃗) = 0, il s’ensuit que

−∆p = div((u⃗ · ∇⃗)u⃗)− div(f⃗).

Ainsi, comme la force extérieure f⃗ est connue, il est clair que la pression peut être reconstruite
uniquement à partir de l’information sur la vitesse u⃗ et de la force extérieure. Donc on pourra
considérer un problème dans lequel les seules variables qui interviennent sont u⃗ et ω⃗.

1.2. Solutions faibles des équations micro-polaires

Dans cette section, nous allons étudier l’existence des solutions faibles des équations de fluides
micro-polaires : 

∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗− ∇⃗p+ 1
2∇⃗ ∧ ω⃗ + f⃗ , div(u⃗) = 0,

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ + 1
2∇⃗ ∧ u⃗,

u⃗(0, x) = u⃗0(x), div(u⃗0) = 0, ω⃗(0, x) = ω⃗0(x), x ∈ R3.

(1.2.1)

Remarquons que par simplicité, nous n’avons pas considéré de force extérieure dans la deuxième
équation de (1.2.1) i.e., g⃗ = 0. Cependant dans le cas où g⃗ 6= 0, on pourra obtenir l’existence de
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solutions en ajoutant des conditions ad hoc sur ce terme.

Nous dirons ainsi que (u⃗, p, ω⃗) est une solution faible du système (1.2.1), si pour tout
φ⃗, ψ⃗ ∈ Dt,x(]0,+∞[×R3) telle que div(φ⃗) = 0, nous avons〈∂tu⃗−∆u⃗+ (u⃗ · ∇⃗)u⃗− 1

2∇⃗ ∧ ω⃗ − f⃗ |φ⃗〉D′×D = 0,

〈∂tω⃗ −∆ω⃗ − ∇⃗ div(ω⃗) + (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ + ω⃗ − 1
2∇⃗ ∧ u⃗|ψ⃗〉D′×D = 0,

où la pression est obtenue à partir de l’équation suivante

−∆p = div(div(u⃗⊗ u⃗))− div(f⃗).

Plus précisément, nous allons montrer l’existence de solutions faibles globales en temps (u⃗, p, ω⃗) telles
que u⃗ et ω⃗ appartiennent à l’espace naturel d’énergie L∞

t L
2
x∩L2

t Ḣ
1
x, c’est-à-dire des solutions faibles de

type Leray. Pour cela, nous allons nous inspirer de la stratégie usuelle pour obtenir des solutions faibles
pour les équations de Navier-Stokes. Tout d’abord, nous appliquerons le projecteur de Leray pour nous
débarrasser de la pression, puis nous étudierons un problème régularisé afin d’obtenir l’existence de
solutions approchées. Remarquons que comme nous avons le terme ∇⃗ div(ω⃗) dans l’équation associée
à ω⃗, une étude supplémentaire de div(ω⃗) doit être réalisée. Ensuite, nous établirons une inégalité
d’énergie qui nous permettra de prolonger le temps d’existence de ces solutions. Enfin, par un argument
de compacité, nous pourrons passer à la limite et ainsi obtenir de solutions faibles des équations micro-
polaires (1.2.1). Il est important de remarquer que nous allons étudier les variables u⃗ et ω⃗, de façon
totalement symétrique mais dès le prochain chapitre nous réaliserons une étude séparée de chacune
des variables.

1.2.1. Solutions de type Leray des équations micro-polaires
Voici maintenant le résultat qui concerne l’existence de ce type de solutions.

Théorème 1.2.1. Soient u⃗0, ω⃗0 ∈ L2(R3) des données initiales telles que div(u⃗0) = 0

et soit f⃗ ∈ L2([0,+∞[, Ḣ−1(R3)) une force extérieure. Alors, il existe une solution faible
(u⃗, p, ω⃗) des équations (1.2.1) telle que u⃗ ∈ L∞(]0,+∞[, L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[, Ḣ1(R3)) et
ω⃗ ∈ L∞(]0,+∞[, L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[,H1(R3)). En plus, la paire (u⃗, ω⃗) vérifie l’inégalité d’énergie
suivante

‖u⃗(t, ·)‖2L2 + ‖ω⃗(t, ·)‖2L2 +

∫ t

0
‖u⃗(s, ·)‖2

Ḣ1 + 2‖ω⃗(s, ·)‖2
Ḣ1 +

2

3
‖ω⃗(s, ·)‖2L2 + 2‖ div(ω⃗)(s, ·)‖2L2ds

≤ 4

∫ t

0
‖f⃗(s, ·)‖2

Ḣ−1ds+ ‖u⃗0‖2L2 + ‖ω⃗0‖2L2 . (1.2.2)

Remarque 1.2.1. Observons que grâce au terme d’amortissement ω⃗ présent dans la deuxième équa-
tion de (1.2.1) nous sommes en mesure d’obtenir l’information ω⃗ ∈ L2(]0,+∞[, L2(R3)), ce qui diffère
évidemment du cas de la vitesse u⃗.

Démonstration du Théorème 1.2.1. Nous divisons la démonstration de ce résultat en plusieurs
étapes.
• Étape 1 : un problème sans pression. Tout d’abord, nous devons nous débarrasser de la pression, ce

qui pourra être réalisé à l’aide du projecteur de Leray. Rappelons que cet opérateur est formellement
défini par P(ϕ⃗) = ϕ⃗+ ∇⃗ 1

(−∆)
(∇⃗ · ϕ⃗), où ϕ⃗ : R3 −→ R3 est un champ de vecteurs.

Rappelons brièvement quelques propriétés élémentaires du projecteur de Leray.
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1) Si ϕ⃗ est à divergence nulle alors nous avons P(ϕ⃗) = ϕ⃗. En particulier, comme pour tout champ
de vecteurs Ψ⃗, nous avons div(∇⃗ ∧ Ψ⃗) = 0, il s’ensuit que P(∇⃗ ∧ Ψ⃗) = ∇⃗ ∧ Ψ⃗.

2) Si ϕ⃗ est un gradient, c’est-à-dire, s’il existe une fonction g : R3 −→ R3 telle que ϕ⃗ = ∇⃗g, alors
P(ϕ⃗) = 0.

Ainsi, comme P(u⃗) = u⃗ car div(u⃗) = 0 et P(∇⃗ ∧ ω⃗) = ∇⃗ ∧ ω⃗, si l’on applique le projecteur de Leray
à la première équation de (1.2.1), alors nous avons le système suivant :

∂tu⃗ = ∆u⃗− P((u⃗ · ∇⃗)u⃗) +
1

2
∇⃗ ∧ ω⃗ + P(f⃗),

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ +
1

2
∇⃗ ∧ u⃗,

u⃗(0, x) = u⃗0(x), ω⃗(0, x) = ω⃗0(x).

(1.2.3)

(1.2.4)

De cette manière, afin d’obtenir des solutions faibles du problème (1.2.1), nous pouvons étudier à
la place le système ci-dessus.

• Étape 2 : un point fixe pour un problème régularisé. Maintenant, nous allons considérer un système
régularisé afin d’obtenir des solutions approchées des équations (1.2.3) et (1.2.4). Pour cela, fixons
une fonction positive θ ∈ C∞

0 (R3) telle que
∫
R3

θ(x)dx = 1. Pour tout ϵ > 0, nous définissons la

fonction θϵ(x) =
1
ϵ3
θ
(
x
ϵ

)
, et nous considérons le problème suivant :

∂tu⃗ = ∆u⃗− P
(
([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)u⃗

)
+

1

2
∇⃗ ∧ ω⃗ + P(f⃗),

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− ([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ +
1

2
∇⃗ ∧ u⃗,

u⃗(0, x) = u⃗0 ∗ θϵ(x), ω⃗ϵ(0, x) = ω⃗0 ∗ θϵ(x).

Observons que nous avons régularisé les données initiales, ainsi que le terme non-linéaire dans
l’équation (1.2.3) et le terme de transport dans (1.2.4).

Remarquons que, comme nous avons le terme ∇⃗ div(ω⃗) dans l’équation liée à la dynamique de ω⃗,
il sera utile de faire une étude supplémentaire du terme div(ω⃗). En effet, observons que, si nous
appliquons formellement l’opérateur divergence dans l’équation (1.2.4), nous avons

∂t div(ω⃗) = 2∆div(ω⃗)− div((u⃗ · ∇⃗)ω⃗)− div(ω⃗).

Alors, comme div(ω⃗) vérifie une équation de type parabolique, nous pouvons obtenir une infor-
mation d’intégrabilité sur ce terme qui nous permettra contrôler de façon plus simple la quantité
∇⃗ div(ω⃗) . Ainsi, si l’on note ϖ = div(ω⃗) avec la donnée initiale ϖ(0, ·) = div(ω⃗0 ∗ θϵ)(·), nous
obtenons alors le système suivant

∂tu⃗ = ∆u⃗− P
(
([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)u⃗

)
+

1

2
∇⃗ ∧ ω⃗ + P(f⃗),

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− ([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ +
1

2
∇⃗ ∧ u⃗,

∂tϖ = 2∆ϖ − div([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)ω⃗)−ϖ,

u⃗(0, x) = u⃗0 ∗ θϵ(x), ω⃗ϵ(0, x) = ω⃗0 ∗ θϵ(x), ϖ(0, x) = div(ω⃗0 ∗ θϵ)(x).

(1.2.5)

(1.2.6)

(1.2.7)
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L’existence de solutions mild du système ci-dessus est donnée dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.1. Pour chaque ϵ > 0, il existe un temps d’existence
T = T (ϵ) > 0 tel que le système (1.2.5)-(1.2.7) admet une solution (u⃗ϵ, ω⃗ϵ, ϖϵ) avec
u⃗ϵ, ω⃗ϵ ∈ L∞([0, T [, L2(R3)) ∩ L2([0, T [, Ḣ1(R3)) et pour 2 < p < +∞, nous avons
ϖ ∈ Lp([0, T [, L2(R3)).

Preuve. Considérons U⃗ =

 u⃗
ω⃗
ϖ

. En utilisant la formulation intégrale des équations (1.2.5)-(1.2.7),

nous pouvons réécrire U⃗ comme suit

U⃗ = U⃗0 + L(U⃗)−B(U⃗ , U⃗)

=

 U⃗0

W⃗0

Φ0

+

L1(U⃗)
L2(U⃗)
L3(U⃗)

−

B1(U⃗ , U⃗)
B2(U⃗ , U⃗)
B3(U⃗ , U⃗)

 , (1.2.8)

où nous avons posé les données initiales

U⃗0 = et∆(u⃗0 ∗ θϵ) +
∫ t

0
e(t−s)∆P(f⃗(s, ·))ds

W⃗0 = et∆(ω⃗0 ∗ θϵ)

Φ0 = e2t∆ div(ω⃗0 ∗ θϵ),

des applications linéaires

L1(U⃗) =
1

2

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ ω⃗(s, ·)ds

L2(U⃗) =

∫ t

0
e(t−s)∆(∇⃗ div(ω⃗)(s, ·)− ω⃗(s, ·) + 1

2
∇⃗ ∧ u⃗(s, ·))ds

L3(U⃗) = −
∫ t

0
e(t−s)∆ div(ω⃗)(s, ·)ds,

et des applications bilinéaires

B1(U⃗ , U⃗) =

∫ t

0
e(t−s)∆P(([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)u⃗)(s, ·)ds

B2(U⃗ , U⃗) =

∫ t

0
e(t−s)∆([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)(ω⃗)(s, ·)ds

B3(U⃗ , U⃗) =

∫ t

0
e(t−s)∆ div(([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)(ω⃗))(s, ·)ds.

Ainsi, pour un temps T > 0 qui sera fixé plus tard et pour un certain 2 < p < +∞, nous allons
appliquer un argument de point fixe à l’expression (1.2.8) dans l’espace

ET = (L∞
t L

2
x ∩ L2

t Ḣ
1
x)× (L∞

t L
2
x ∩ L2

t Ḣ
1
x)× (LptL

2
x),

qui est muni de la norme suivante :

‖U⃗‖ET
= ‖u⃗‖L∞

t L2
x∩L2

t Ḣ
1
x
+ ‖ω⃗‖L∞

t L2
x∩L2

t Ḣ
1
x
+ ‖ϖ‖Lp

tL
2
x
.
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Rappelons que dans la formulation intégrale (1.2.8), le terme L(·) définit une application linéaire,
tandis que le terme B(·, ·) est un opérateur bilinéaire et alors, le problème (1.2.8) peut s’étudier
avec l’argument de point fixe de Banach-Picard suivant.

Lemme 1.2.1. Soit (E, ‖ · ‖E) un espace de Banach. Soient e0 ∈ E un élément tel que ‖e0‖ ≤ δ,
L : E −→ E une application linéaire et B : E×E −→ E une application bilinéaire telles que l’on ai
les estimations

‖L(e)‖E ≤ CL‖e‖E et ‖B(e, f)‖ ≤ CB‖e‖E‖f‖E ,

pour tout e, f ∈ E où les constantes de continuité de ces applications vérifient les relations

0 < 3CL < 1, 0 < 9CBδ < 1 et CL + 6CBδ < 1.

Alors, l’équation
e = e0 + L(e)−B(e, e),

admet une unique solution v ∈ E qui vérifie ‖e‖E ≤ 3δ.

Nous devons alors montrer que l’expression (1.2.8) vérifie les hypothèses du lemme précédent en
considérant l’espace ET .

Commençons d’abord avec la donnée initiale U⃗0 dans (1.2.8). Pour traiter ce terme, nous allons
utiliser la proposition suivante qui sera utilisée également pour traiter les applications linéaires et
bilinéaires.

Proposition 1.2.2.
1) Pour tout u⃗0 ∈ L2(R3), on a ‖et∆u⃗0‖L∞

t L2
x∩L2

t Ḣ
1
x
≤ C‖u⃗0‖L2.

2) Si f⃗ ∈ L2(]0, T [, Ḣ−1(R3)) alors
∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆P(f⃗(s, ·))ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

≤ C‖f⃗‖L2
t Ḣ

−1
x
.

Pour une preuve du résultat ci-dessus, on se reporte sur [16] ou [61].

Ainsi, par la donnée initiale U⃗0 donnée dans (1.2.8), nous pouvons appliquer la Proposition 1.2.2 et
nous avons

‖U⃗0‖ET
= ‖U⃗0‖L∞

t L2
x∩L2

t Ḣ
1
x
+ ‖W⃗0‖L∞

t L2
x∩L2

t Ḣ
1
x
+ ‖Φ0‖Lp

tL
2
x

≤ C‖u⃗0 ∗ θϵ‖L2 + C‖f⃗‖L2
t Ḣ

−1
x

+ C‖ω⃗0 ∗ θϵ‖L2 + ‖Φ0‖Lp
tL

2
x

≤ C‖u⃗0‖L2 + C‖f⃗‖L2
t Ḣ

−1
x

+ C‖ω⃗0‖L2 + ‖Φ0‖Lp
tL

2
x
.

De plus, observons que par l’inégalité de Young, on a

‖Φ0‖Lp
tL

2
x
= ‖e2t∆ div(ω⃗0 ∗ θϵ)‖Lp

tL
2
x
≤ C(ϵ)T

1
p ‖ω⃗0‖L2 .

Alors, nous avons

‖U⃗0‖ET
≤ C‖u⃗0‖L2 + C‖f⃗‖L2

t Ḣ
−1
x

+ C‖ω⃗0‖L2 + C(ϵ)T
1
p ‖ω⃗0‖L2 . (1.2.9)

Étudions maintenant l’application linéaire L(·) dans (1.2.8). Pour cela, nous avons besoin de quelques
lemmes techniques.
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Lemme 1.2.2. Pour tout ω⃗ ∈ L∞(]0, T [, L2(R3)) ∩ L2(]0, T [, Ḣ1(R3)), nous avons∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

≤ CT
1
2 ‖ω⃗‖L∞

t L2
x
, (1.2.10)

et ∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

≤ CT‖ω⃗‖L∞
t L2

x
. (1.2.11)

Preuve. Observons que (1.2.10) s’obtient facilement à partir du deuxième point de la Proposition
1.2.2, en effet, nous avons∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

≤ C‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2
t Ḣ

−1
x

≤ C‖ω⃗‖L2
tL

2
x
≤ CT

1
2 ‖ω⃗‖L∞

t L2
x
.

Montrons maintenant (1.2.11). Pour cela nous allons étudier les quantités suivantes∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

=

∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x

+

∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
L2
t Ḣ

1
x

. (1.2.12)

Étudions d’abord le premier terme de l’expression ci-dessus. Pour cela, étant donné que et∆ est un
opérateur de convolution avec le noyau de la chaleur gt, en utilisant l’inégalité de Young, nous avons

sup
0≤t≤T

∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
L2

≤ sup
0≤t≤T

∫ t

0
‖gt−s‖L1‖ω⃗(s, ·)‖L2ds ≤ T‖ω⃗‖L∞

t L2
x
. (1.2.13)

Pour le deuxième terme de (1.2.12), par l’inégalité de Young et les propriétés du noyau de la chaleur,
nous avons∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
Ḣ1

≤
∫ t

0
‖∇⃗e(t−s)∆‖L1‖ω⃗(s, ·)‖L2ds ≤ Ct

1
2 ‖ω⃗‖L∞

t L2
x
. (1.2.14)

Ainsi, si l’on prend la norme L2 dans la variable de temps, nous avons∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
L2
t Ḣ

1
x

≤ CT‖ω⃗‖L∞
t L2

x
.

Alors, par (1.2.13) et avec l’expression ci-dessus, on peut conclure que∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

≤ CT‖ω⃗‖L∞
t L2

x
,

ce qui termine la preuve du Lemme 1.2.2. ■

Nous avons maintenant le résultat suivant qui permet de contrôler le terme ∇⃗ div(ω⃗).

Lemme 1.2.3. Pour tout ω⃗ ∈ L∞(]0, T [, L2(R3)) ∩ L2(]0, T [, Ḣ1(R3)), nous avons∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ div(ω⃗)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

≤ CT
1
2
− 1

p ‖ div(ω⃗)‖Lp
tL

2
x
.
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Preuve. Observons que, grâce à la Proposition 1.2.2, nous avons∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ div(ω⃗)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

≤ C‖∇⃗ div(ω⃗)‖L2
t Ḣ

−1
x

≤ C‖ div(ω⃗)‖L2
t,x
.

Maintenant, comme 2 < p < +∞ nous pouvons appliquer l’inégalité de Hölder dans la variable de
temps et nous obtenons∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ div(ω⃗)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

≤ CT
1
2
− 1

p ‖ div(ω⃗)‖Lp
tL

2
x
.

ce qui termine la preuve du lemme. ■.

Il est important de souligner que c’est dans ce lemme qu’intervient l’information LptL
2
x qui nous

permet de contrôler le terme ∇⃗ div(ω⃗). Le dernier résultat technique dont nous avons besoin est le
suivant :

Lemme 1.2.4. Pour tout ω⃗ ∈ L∞(]0, T [, L2(R3)) ∩ L2(]0, T [, Ḣ1(R3)),∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆ div(ω⃗)(s, ·)ds

∥∥∥∥
Lp
tL

2
x

≤ CT
1
2
+ 1

p ‖ω⃗‖L2
t Ḣ

1
x
.

Preuve. Tout d’abord, observons que∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆ div(ω⃗)(s, ·)ds

∥∥∥∥
L2

≤
∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
Ḣ1

.

Ainsi, d’après les mêmes arguments que (1.2.14), nous avons∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆ div(ω⃗)(s, ·)ds

∥∥∥∥
L2

≤ Ct
1
2 ‖ω⃗‖L∞

t L2
x
.

En prenant la norme Lp dans la variable du temps, nous avons∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆ div(ω⃗)(s, ·)ds

∥∥∥∥
Lp
tL

2
x

≤ CT
1
2
+ 1

p ‖ω⃗‖L∞
t L2

x
.

ce qui termine la preuve du lemme. ■

Ainsi, avec les résultats précédents, nous pouvons étudier la continuité de la l’application linéaire
L(·) donnée dans (1.2.8). En effet, observons que

‖L(U⃗)‖ET
= ‖L1(U⃗)‖L∞

t L2
x∩L2

t Ḣ
1
x
+ ‖L2(U⃗)‖L∞

t L2
x∩L2

t Ḣ
1
x
+ ‖L3(U⃗)‖Lp

tL
2
x
.

Par le Lemme 1.2.2, il s’ensuit que

‖L1(U⃗)‖L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

=

∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

≤ CT
1
2 ‖ω⃗‖L∞

t L2
x
≤ T

1
2 ‖U⃗‖ET

,

et par les Lemmes 1.2.2 et 1.2.3, on a

‖L2(U⃗)‖L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

=

∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆(∇⃗ div(ω⃗)(s, ·)− ω⃗(s, ·) + 1

2
∇⃗ ∧ u⃗(s, ·))ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

≤ CT
1
2
− 1

p ‖ div(ω⃗)‖Lp
tL

2
x
+ CT‖ω⃗‖L∞

t L2
x
+ CT

1
2 ‖u⃗‖L∞

t L2
x

≤ C(T
1
2
− 1

p + T + T
1
2 )‖U⃗‖ET

.
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De plus, en utilisant le Lemme 1.2.4, nous avons

‖L3(U⃗)‖Lp
tL

2
x
=

∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆ div(ω⃗)(s, ·)ds

∥∥∥∥
Lp
tL

2
x

≤ CT
1
2
+ 1

p ‖ω⃗‖L2
t Ḣ

1
x
≤ CT

1
2
+ 1

p ‖U⃗‖ET
.

En regroupant les estimation précédentes, on a montré que

‖L(U⃗)‖ET
≤ C(T

1
2
− 1

p + T + T
1
2 + T

1
2
+ 1

p )‖U⃗‖ET
, (1.2.15)

et donc l’application linéaire L(·) est continue.

Étudions maintenant l’application B(·, ·) dans (1.2.8). Notons d’abord que, comme les applications
B1 et B2 partagent la même structure et sont liées aux équations de Navier-Stokes, la preuve de
leur continuité est assez standard. En particulier, nous avons le lemme suivant dont la preuve peut
être trouvée dans [61].

Lemme 1.2.5. Pour tout u⃗, ω⃗ ∈ L∞(]0, T [, L2(R3)) ∩ L2(]0, T [, Ḣ1(R3)) telle que div(u⃗) = 0, nous
avons ([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)ω⃗ϵ ∈ L2

t Ḣ
−1
x et en plus il s’ensuit que∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆P(([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)u⃗(s, ·))ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

≤ C(ϵ)T
1
2 ‖u⃗‖L∞

t L2
x
‖u⃗‖L2

t Ḣ
1
x
,∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)ω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x∩L2
t Ḣ

1
x

≤ C(ϵ)T
1
2 ‖u⃗‖L∞

t L2
x
‖ω⃗‖L2

t Ḣ
1
x
.

D’autre part, la continuité de l’application bilinéaire B3(·, ·) est étudié dans le lemme suivant :

Lemme 1.2.6. Pour tout u⃗, ω⃗ ∈ L∞(]0, T [, L2(R3)) ∩ L2(]0, T [, Ḣ1(R3)) telle que div(u⃗) = 0, nous
avons ∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆ div(([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)(ω⃗))(s, ·)ds

∥∥∥∥
Lp
tL

2
x

≤ C(ϵ)T
1
p ‖u⃗‖L∞

t L2
x
‖ω⃗‖L∞

t L2
x
.

Preuve. Tout d’abord observons que, comme div([u⃗ ∗ θϵ]) = 0, nous pouvons écrire
([u⃗ ∗ θϵ] · ∇⃗)(ω⃗) = div(div(ω⃗ ⊗ [u⃗ ∗ θϵ])) et donc par la régularité maximale du noyau de la chaleur
(voir [63]), nous avons∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆ div(div(ω⃗ ⊗ [u⃗ ∗ θϵ]))ds

∥∥∥∥
Lp
tL

2
x

≤ C‖ω⃗ ⊗ [u⃗ ∗ θϵ]‖Lp
tL

2
x
.

Donc, il s’ensuit que∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆ div(div(ω⃗ ⊗ [u⃗ ∗ θϵ]))ds

∥∥∥∥
Lp
tL

2
x

≤ C‖[u⃗ ∗ θϵ]‖L∞
t L∞

x
‖ω⃗‖Lp

tL
2
x

≤ CT
1
p ‖[u⃗ ∗ θϵ]‖L∞

t L∞
x
‖ω⃗‖L∞

t L2
x
.

D’autre part, par l’inégalité de Young, nous avons

‖[u⃗ ∗ θϵ](s, ·)‖L∞ ≤ ‖u⃗(s, ·)‖L2‖θϵ(s, ·)‖L2 ,

et donc ∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆ div(div(ω⃗ ⊗ [u⃗ ∗ θϵ]))ds

∥∥∥∥
Lp
tL

2
x

≤ C(ϵ)T
1
p ‖u⃗‖L∞

t L2
x
‖ω⃗‖L∞

t L2
x
,
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ce qui termine la preuve du lemme. ■

Avec ces deux lemmes précédents, nous pouvons déduire la continuité de l’application bilinéaire
B(·, ·) donnée dans (1.2.8). En effet, nous avons l’estimation suivante :

‖B(U⃗ , U⃗)‖ET
= ‖B1(U⃗ , U⃗)‖|L∞

t L2
x∩L2

t Ḣ
1
x
+ ‖B2(U⃗ , U⃗)‖L∞

t L2
x∩L2

t Ḣ
1
x
+ ‖B3(U⃗ , U⃗)‖Lp

tL
2
x

≤ C(ϵ)T
1
2 ‖u⃗‖L∞

t L2
x
‖u⃗‖L2

t Ḣ
1
x
+ C(ϵ)T

1
2 ‖u⃗‖L∞

t L2
x
‖ω⃗‖L2

t Ḣ
1
x
+ C(ϵ)T

1
p ‖u⃗‖L∞

t L2
x
‖ω⃗‖L∞

t L2
x

≤ C(ϵ)(T
1
2 + T

1
p )‖U⃗‖ET

‖U⃗‖ET
. (1.2.16)

Ainsi, les estimations (1.2.9), (1.2.15) et (1.2.16), nous pouvons fermer l’argument de point fixe pour
la formulation intégrale (1.2.8). En effet, si l’on pose

δ = C‖u⃗0‖L2 + C‖f⃗‖L2
t Ḣ

−1
x

+ C‖ω⃗0‖L2 + C(ϵ)T
1
p ‖ω⃗0‖L2 ,

CL = C(T
1
2
− 1

p + T + T
1
2 + T

1
2
+ 1

p ), CB = C(ϵ)(T
1
2 + T

1
p ),

et si on fixe un temps T = T (ϵ) > 0 tel que nous avons les relations

0 < 3CL < 1, 0 < 9CBδ < 1 et CL + 6CBδ < 1,

nous pouvons appliquer le Lemme 1.2.1 à la formulation intégrale (1.2.8) et donc il
existe un couple (u⃗ϵ, ω⃗ϵ, ϖϵ) qui vérifie au sens mild le système (1.2.5)- (1.2.7) tel que
(u⃗ϵ, ω⃗ϵ) ∈ L∞(]0, T [, L2(R3)) ∩ L2(]0, T [, Ḣ1(R3)) et ϖϵ ∈ Lp(]0, T [, L2(R3)). La preuve de la
Proposition 1.2.1 est donc terminée. ■

Il est important de souligner qu’il est possible de montrer que la solution (u⃗ϵ, ω⃗ϵ, ϖϵ) est régulière, et
cela, comme nous le verrons dans l’étape suivante, nous permettra de réaliser certains calculs pour
déduire des estimation uniformes.

• Étape 3 : des solutions globales en temps pour le système régularisé. En récapitulant, grâce à la
Proposition 1.2.1, nous avons construit une solution (u⃗ϵ, ω⃗ϵ, ϖϵ) du système (1.2.5)-(1.2.7) telle
que u⃗ϵ, ω⃗ϵ ∈ L∞([0, T [, L2(R3)) ∩ L2([0, T [, Ḣ1(R3). Ainsi, afin d’étendre le temps d’existence de ces
solutions, nous devons établir des estimations d’énergie.

Proposition 1.2.3. Les variables (u⃗ϵ, ω⃗ϵ) obtenues dans la Proposition 1.2.1 vérifient l’inégalité
suivante

‖u⃗ϵ(t, ·)‖2L2 + ‖ω⃗ϵ(t, ·)‖2L2 +

∫ t

0
‖u⃗ϵ(s, ·)‖2Ḣ1 + 2‖ω⃗ϵ(s, ·)‖2Ḣ1 +

2

3
‖ω⃗ϵ(s, ·)‖2L2 + 2‖ div(ω⃗ϵ)(s, ·)‖2L2ds

≤ 4

∫ t

0
‖f⃗(s, ·)‖2

Ḣ−1ds+ ‖u⃗0‖2L2 + ‖ω⃗0‖2L2 .

Avant de passer à la preuve de ce résultat, remarquons que comme on a div(u⃗e) = 0, nous avons les
identités suivantes∫

R3

P
(
([u⃗ϵ ∗ θϵ] · ∇⃗)u⃗ϵ

)
· u⃗ϵdx = 0 et

∫
R3

(
([u⃗ϵ ∗ θϵ] · ∇⃗)ω⃗ϵ

)
· ω⃗ϵdx = 0. (1.2.17)
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Preuve de la Proposition 1.2.3. Tout d’abord, nous multiplions par u⃗ϵ l’équation (1.2.5) et en
utilisant une intégration par parties et (1.2.17), nous avons

1

2

d

dt

∫
R3

|u⃗ϵ|2dx = −
∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗ϵ|2dx+
1

2

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗ϵ) · u⃗ϵdx+

∫
R3

P(f⃗) · u⃗ϵdx

= −
∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗ϵ|2dx+
1

2

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗ϵ) · u⃗ϵdx+

∫
R3

f⃗ · u⃗ϵdx, (1.2.18)

où nous avons utilisé le fait que le projecteur de Leray est un opérateur auto-adjoint et P(u⃗ϵ) = u⃗ϵ.
Également, en multipliant par ω⃗ϵ l’équation (1.2.6), par une intégration par parties et (1.2.17), nous
obtenons

1

2

d

dt

∫
R3

|ω⃗ϵ|2dx = −
∫
R3

|∇⃗ ⊗ ω⃗ϵ|2dx−
∫
R3

div(ω⃗ϵ)
2dx−

∫
R3

|ω⃗ϵ|2dx+
1

2

∫
R3

(∇⃗ ∧ u⃗ϵ) · ω⃗ϵdx

= −
∫
R3

|∇⃗ ⊗ ω⃗ϵ|2dx−
∫
R3

div(ω⃗ϵ)
2dx−

∫
R3

|ω⃗ϵ|2dx

+
1

2

∫
R3

(∇⃗ ∧ u⃗ϵ) · ω⃗ϵdx. (1.2.19)

Alors, en additionnant (1.2.18) et (1.2.19), nous avons

d

dt
(‖u⃗ϵ(t, ·)‖2L2 + ‖ω⃗ϵ(t, ·)‖2L2) + 2‖u⃗ϵ(t, ·)‖2Ḣ1 + 2‖ω⃗ϵ(t, ·)‖2Ḣ1

x
+ 2‖ div(ω⃗ϵ)(t, ·)‖2L2 + 2‖ω⃗ϵ(t, ·)‖2L2

=

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗ϵ) · u⃗ϵdx+

∫
R3

(∇⃗ ∧ u⃗ϵ) · ω⃗ϵdx+ 2

∫
R3

f⃗ · u⃗ϵdx. (1.2.20)

Observons que par une intégration par parties, nous avons∫
R3

(∇⃗ ∧ u⃗ϵ) · ω⃗ϵdx+

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗ϵ) · u⃗ϵdx = 2

∫
R3

(∇⃗ ∧ u⃗ϵ) · ω⃗ϵdx,

et donc en intégrant par rapport à la variable de temps dans (1.2.20) et en injectant l’égalité
précédente, on obtient

‖u⃗ϵ(t, ·)‖2L2 + ‖ω⃗ϵ(t, ·)‖2L2 + 2

∫ t

0

(
‖u⃗ϵ(s, ·)‖2Ḣ1 + ‖ω⃗ϵ(s, ·)‖2Ḣ1

x
+ ‖ div(ω⃗ϵ)(s, ·)‖2L2 + ‖ω⃗ϵ(s, ·)‖2L2

)
ds

= 2

∫ t

0

∫
R3

(∇⃗ ∧ u⃗ϵ) · ω⃗ϵdxds+ 2

∫ t

0

∫
R3

f⃗ · u⃗ϵdxds+ ‖u⃗0 ∗ θϵ‖2L2 + ‖ω⃗0 ∗ θϵ‖2L2 . (1.2.21)

Étudions maintenant les deux premiers termes du côté de droite de l’expression ci-dessus. Pour le
deuxième, comme f⃗ ∈ L2

t Ḣ
−1
x et par l’inégalité de Young, nous avons

2

∫ t

0

∫
R3

f⃗ · u⃗ϵdxds ≤ 2‖f⃗‖L2
t Ḣ

−1‖u⃗ϵ‖L2
t Ḣ

1
x
≤ 4‖f⃗‖2

L2
t Ḣ

−1
x

+
1

4
‖u⃗ϵ‖2L2

t Ḣ
1
x
. (1.2.22)

Pour le premier terme du côté de droite de (1.2.21), en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous
avons

2

∫ t

0

∫
R3

(∇⃗ ∧ u⃗ϵ) · ω⃗ϵdxds ≤ 2

(∫ t

0
‖∇⃗ ∧ u⃗ϵ(s, ·)‖2L2ds

) 1
2
(∫ t

0
‖ω⃗ϵ(s, ·)‖2L2ds

) 1
2

.

Remarquons que comme div(u⃗ϵ) = 0, nous avons ‖∇⃗ ∧ u⃗ϵ(s, ·)‖L2 = ‖u⃗ϵ(s, ·)‖Ḣ1 (voir le livre [85,
Théorème 12.3]) et donc par l’inégalité de Young, on obtient

2

∫ t

0

∫
R3

(∇⃗ ∧ u⃗ϵ) · ω⃗ϵdxds ≤
3

4

∫ t

0
‖u⃗ϵ(s, ·)‖2Ḣ1ds+

4

3

∫ t

0
‖ω⃗ϵ(s, ·)‖2L2ds.
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Ainsi, comme ‖u⃗0 ∗ θϵ‖2L2 ≤ ‖u⃗0‖2L2 , ‖ω⃗0 ∗ θϵ‖2L2 ≤ ‖ω⃗0‖2L2 et en injectant l’expression précédente et
la formule (1.2.22) dans (1.2.21), on obtient l’estimation

‖u⃗ϵ(t, ·)‖2L2 + ‖ω⃗ϵ(t, ·)‖2L2 + 2

∫ t

0
‖u⃗ϵ(s, ·)‖2Ḣ1 + ‖ω⃗ϵ(s, ·)‖2Ḣ1 + ‖ω⃗ϵ(s, ·)‖2L2 + ‖ div(ω⃗ϵ)(s, ·)‖2L2ds

≤
∫ t

0
‖u⃗ϵ(s, ·)‖2Ḣ1ds+

4

3

∫ t

0
‖ω⃗ϵ(s, ·)‖2L2ds+ 4

∫ t

0
‖f⃗(s, ·)‖2

Ḣ−1ds

+‖u⃗0 ∗ θϵ‖2L2 + ‖ω⃗0 ∗ θϵ‖2L2 .

En regroupant les termes ci-dessus, on obtient la relation recherchée

‖u⃗ϵ(t, ·)‖2L2 + ‖ω⃗ϵ(t, ·)‖2L2 +

∫ t

0
‖u⃗ϵ(s, ·)‖2Ḣ1 + 2‖ω⃗ϵ(s, ·)‖2Ḣ1 +

2

3
‖ω⃗ϵ(s, ·)‖2L2 + 2‖ div(ω⃗ϵ)(s, ·)‖2L2ds

≤ 4

∫ t

0
‖f⃗(s, ·)‖2

Ḣ−1ds+ ‖u⃗0 ∗ θϵ‖2L2 + ‖ω⃗0 ∗ θϵ‖2L2 ,

≤ 4

∫ t

0
‖f⃗(s, ·)‖2

Ḣ−1ds+ ‖u⃗0‖2L2 + ‖ω⃗0‖2L2 , (1.2.23)

et nous avons fini ainsi la preuve de la Proposition 1.2.3. ■

Maintenant, afin d’étendre le temps d’existence de la solution (u⃗ϵ, ω⃗ϵ, ϖϵ), observons que grâce à
(1.2.23), nous avons obtenu un contrôle uniforme de la norme L∞

t L
2
x∩L2

t Ḣ
1
x des variables u⃗ϵ et ω⃗ϵ en

fonction des données initiales et de la force extérieure. Cependant, ceci n’est pas assez pour étendre
le temps d’existence, car nous aurons besoin d’un contrôle similaire pour ϖϵ. Pour cela, nous avons
la proposition suivante :

Proposition 1.2.4. Pour tout ε > 0, la variable ϖϵ obtenue dans la Proposition 1.2.1 vérifie
l’inégalité d’énergie suivante :

‖ϖϵ(t, ·)‖2L2 +

∫ t

0
‖ϖϵ(s, ·)‖2Ḣ1ds ≤ C(ϵ)

(∫ t

0
‖f⃗(s, ·)‖2

Ḣ−1ds+ ‖u⃗0‖2L2 + ‖ω⃗0‖2L2

)2

+C(ϵ)‖ω⃗0‖2L2 .

Preuve. Tout d’abord, rappelons que la variable ϖϵ vérifie l’équation suivante∂tϖϵ = 2∆ϖϵ − div([u⃗ϵ ∗ θϵ] · ∇⃗)ω⃗ϵ)−ϖϵ

ϖϵ(0, x) = div(ω⃗0 ∗ θϵ)(x),

Ainsi, en multipliant par ϖϵ et par une intégration par parties, nous avons

1

2

d

dt

∫
R3

|ϖϵ|2(t, x)dx+ 2

∫
R3

|∇⃗ϖϵ|2dx+

∫
R3

|ϖϵ|2dx = −
∫
R3

div([u⃗ϵ ∗ θϵ] · ∇⃗)ω⃗ϵ)ϖϵdx. (1.2.24)

Une nouvelle fois, par une intégration par parties et l’inégalité de Hölder, nous avons

−
∫
R3

div([u⃗ϵ ∗ θϵ] · ∇⃗)ω⃗ϵ)ϖϵdx =

∫
R3

([u⃗ϵ ∗ θϵ] · ∇⃗)ω⃗ϵ · ∇⃗ϖϵdx

≤ ‖u⃗ϵ ∗ θϵ(s, ·)‖L∞‖∇⃗ ⊗ ω⃗ϵ(s, ·)‖L2‖∇⃗ϖϵ(s, ·)‖L2 .
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Ensuite d’après l’inégalité de Young, il s’ensuit que

−
∫
R3

div([u⃗ϵ ∗ θϵ] · ∇⃗)ω⃗ϵ)ϖϵdx ≤ 1

2
‖u⃗ϵ ∗ θϵ(s, ·)‖2L∞‖∇⃗ ⊗ ω⃗ϵ(s, ·)‖2L2 +

1

2
‖∇⃗ϖϵ(s, ·)‖2L2

≤ C(ϵ)‖u⃗ϵ(s, ·)‖2L2‖∇⃗ ⊗ ω⃗ϵ(s, ·)‖2L2 +
1

2
‖∇⃗ϖϵ(s, ·)‖2L2 .

Alors, si l’on intègre (1.2.24) par rapport à la variable de temps et en injectant l’estimation précé-
dente, nous avons∫

R3

|ϖϵ|2(t, x)dx+ 4

∫ t

0

∫
R3

|∇⃗ϖϵ|2dxds ≤ C(ϵ)

∫ t

0
‖u⃗ϵ‖2L2‖∇⃗ ⊗ ω⃗ϵ‖2L2ds+ ‖ div(ω⃗0 ∗ θϵ)‖2L2

≤ C(ϵ)‖u⃗ϵ‖2L∞
t L2

x
‖ω⃗ϵ‖2L2

t Ḣ
1
x
+ ‖∇⃗ϖϵ‖2L2

tL
2
x
+ ‖ div(ω⃗0 ∗ θϵ)‖2L2 .

Enfin, par (1.2.23), nous avons∫
R3

|ϖϵ|2(t, x)dx+ 3

∫ t

0

∫
R3

|∇⃗ϖϵ|2dxds ≤ C(ϵ)

(∫ t

0
‖f⃗(s, ·)‖2

Ḣ−1ds+ ‖u⃗0‖2L2 + ‖ω⃗0‖2L2

)2

+C(ϵ)‖ω⃗0‖2L2 , (1.2.25)

ce qui termine la preuve de la proposition. ■

Ainsi, même si l’estimation (1.2.25) n’est pas uniforme par rapport à ϵ, nous avons un contrôle
de l’information L∞

t L
2
x de ϖϵ par rapport aux données initiales (rappelons que ϵ est fixe), ce

qui, ensemble avec l’inégalité d’énergie (1.2.23), nous permet d’étendre de façon globale le temps
d’existence des solutions (u⃗ϵ, ω⃗ϵ, ϖϵ) obtenues dans la Proposition 1.2.1.

Remarque 1.2.2. Notons que pour obtenir l’existence de solutions approchées globales en temps des
équations (1.2.5)-(1.2.6), l’un des points clés a consisté en une étude détaillée du comportement de
la quantité div(ω⃗) en ajoutant l’équation (1.2.7). Bien que cela ne soit pas explicitement écrit dans
l’énoncé du résultat, l’information obtenue sur ce terme nous permet d’obtenir des estimations utiles.
Évidemment, il existe d’autres techniques permettant d’obtenir ces résultats. En effet, dans [69], nous
voyons que, puisque l’équation (1.2.6) est linéaire et que nous avons les estimations a priori (1.2.25),
il est possible d’en déduire l’existence des solutions approchées en utilisant des arguments classiques
des équations paraboliques. Ceci a également été remarqué dans [41].
Cependant, il est important de souligner que l’idée de l’étude de div(ω⃗) sera récurrente tout au long
de cette thèse, notamment dans l’étude de la régularité locale dans le chapitre suivant et même pour
l’étude de la régularité et de l’unicité des solutions dans le cas stationnaire, comme nous le verrons
dans le Chapitre 4.

• Étape 4 : passage à la limite : Maintenant, nous allons montrer brièvement que la famille (u⃗ϵ, ω⃗ϵ)ϵ>0

converge vers la solution (u⃗, ω⃗) du système (1.2.3) et (1.2.4) quand ϵ→ 0.

Observons que par la Proposition 1.2.3, il s’ensuit que la famille (u⃗ϵ, ω⃗ϵ)ϵ>0 est bornée dans l’espace
L∞([0,+∞[, L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[, Ḣ1(R3)) et donc, par le Théorème de Banach-Alaoglu, il existe
une sous-suite (u⃗ϵk , ω⃗ϵk)k∈N, telle que

(u⃗ϵk , ω⃗ϵk)
∗−−−−→

k→+∞
(u⃗, ω⃗) ∈ L∞([0,+∞[, L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[, Ḣ1(R3)). (1.2.26)
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La famille (ω⃗ϵ)ϵ>0 étant bornée dans L2(]0,+∞[L2(R3)), nous avons par les mêmes arguments

ω⃗ϵk
∗−−−−→

k→+∞
ω⃗ ∈ L2(]0,+∞[, L2(R3)). (1.2.27)

Rappelons que ces convergences ne sont pas suffisantes pour en déduire que (u⃗, ω⃗) satisfait les
équations (1.2.3) et (1.2.4) à cause de la présence des termes non linéaires P((u⃗ϵ · ∇⃗)u⃗ϵ) et (u⃗ϵ · ∇⃗)ω⃗ϵ.

Pour surmonter cette limitation, nous avons besoin d’une convergence plus forte pour u⃗ϵ, ce qui peut
être obtenu en utilisant le lemme de Rellich-Lions (voir [61, Théorème 12.1]). Donc, nous devons
vérifier que pour toute fonction φ ∈ D(I × R3), nous avons

sup
ϵ>0

‖φu⃗ϵ‖L2(]0,+∞[,H1(R3)) < +∞, (1.2.28)

sup
ϵ>0

‖φ∂tu⃗ϵ‖
L2(]0,+∞[,H− 3

2 (R3))
< +∞. (1.2.29)

Comme (u⃗ϵ)ϵ>0 est bornée dans l’espace L∞([0,+∞[, L2(R3))∩L2(]0,+∞[, Ḣ1(R3)), nous obtenons
immédiatement (1.2.28). Maintenant, pour en déduire (1.2.29), rappelons que comme u⃗ϵ vérifie
l’équation (1.2.5), nous avons

∂tu⃗ϵ = ∆u⃗ϵ − P
(
([u⃗ϵ ∗ θϵ] · ∇⃗)u⃗ϵ

)
+

1

2
∇⃗ ∧ ω⃗ϵ + P(f⃗).

Alors, nous devons étudier chaque terme de l’expression ci-dessus. Observons que le premier,
deuxième et quatrième termes sont déjà connus par la théorie classique des équations de Navier-
Stokes. Ainsi, nous devons étudier seulement ∇⃗ ∧ ω⃗ϵ. Pour cela, comme (ω⃗ϵ)ϵ>0 est bornée dans
L2
tL

2
x et comme H−1(R3) ⊂ H− 3

2 (R3), il s’ensuit que la famille (∇⃗ ∧ ω⃗ϵ)ϵ>0 est bornée dans L2
t Ḣ

− 3
2

x .

Donc, il est facile de voir que pour toute fonction φ ∈ D(I × R3) nous avons

sup
ϵ>0

‖φ∂tu⃗ϵ‖
L2(]0,T [,H− 3

2 (R3))
< +∞.

Nous pouvons ainsi appliquer le lemme de Rellich-Lions, pour obtenir une sous-suite (u⃗ϵk)k∈N telle
que

u⃗ϵk −−−−→
k→+∞

u⃗ dans (L2
tL

2
x)loc.

Alors, par (1.2.26), (1.2.27) et par la convergence forte dans (L2
tL

2
x)loc, nous sommes en mesure de

prendre la limite faible dans (1.2.5) et (1.2.6) et l’on obtient∂tu⃗ = ∆u⃗− P((u⃗ · ∇⃗)u⃗) + 1
2∇⃗ ∧ ω⃗ + P(f⃗),

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ + 1
2∇⃗ ∧ u⃗.

Rappelons maintenant que la pression p est donnée par

p =
1

(−∆)

(
div(div(u⃗⊗ u⃗)− div(f⃗)

)
,

d’où il est facile à vérifier que p appartient à l’espace L2([0,+∞[,H− 1
2 (R3)) (cf. [16] ou [61]).

Ainsi, nous avons montré qu’il existe au moins une solution faible (u⃗, p, ω⃗)

du système (1.2.1) telle que u⃗ ∈ L∞(]0,+∞[, L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[, Ḣ1(R3)) et
ω⃗ ∈ L∞(]0,+∞[, L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[,H1(R3)), ce qui termine la démonstration du Théorème
1.2.1. ■
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1.2.2. Propriétés des solutions faibles de type Leray
Observons qu’à partir du Théorème 1.2.1, nous pouvons facilement déduire les informations sui-

vantes

Corollaire 1.2.1. Si nous considérons f⃗ = 0 dans le système (1.2.1), alors la solution (u⃗, p, ω⃗) des
équations micro-polaires (1.2.1) obtenue dans le Théorème 1.2.1 vérifie l’inégalité d’énergie suivante

‖u⃗(t, ·)‖2L2 + ‖ω⃗(t, ·)‖2L2 +

∫ t

0
‖u⃗(s, ·)‖2

Ḣ1 + 2‖ω⃗(s, ·)‖2
Ḣ1 + ‖ω⃗(s, ·)‖2L2 + 2‖ div(ω⃗)(s, ·)‖2L2ds

≤ ‖u⃗0‖2L2 + ‖ω⃗0‖2L2 .

Finissons ce chapitre avec quelques commentaires :
• Rappelons que pour obtenir l’inégalité d’énergie, nous avons réalisé une étude symétrique des

variables (u⃗, ω⃗), c’est-à-dire, on a considéré qu’elles appartiennent aux mêmes espaces de fonc-
tions.

• Par la structure des équations micro-polaires, en particulier par la présence du terme d’amor-
tissement ω⃗ dans la deuxième équation du système (1.2.1), nous avons obtenu une information
globale supplémentaire pour cette variable, i.e., ω⃗ ∈ L2

t,x.

Les solutions que l’on a obtenues dans le Théorème 1.2.1, seront le point de départ de toutes les théories
étudiées au cours de ce travail. Ajoutons néanmoins que, comme pour les équations de Navier-Stokes,
l’unicité et la régularité de ces solutions faibles demeurent des problèmes largement ouverts. Par
conséquent, dans le prochain chapitre, nous nous concentrerons sur quelques théories de régularité, en
tenant compte de la relation entre ces deux variables.



2 | Étude de la régularité locale des
équations micro-polaires

2.1. Introduction

Dans ce chapitre, notre intérêt se porte sur l’étude des propriétés de régularité des solutions faibles
des équations micro-polaires qui ont été présentées dans le chapitre précédent. Rappelons ainsi que si
u⃗0 ∈ L2(R3) avec div(u⃗0) = 0 et ω⃗0 ∈ L2(R3) sont deux données initiales, si f⃗ ∈ L2

t Ḣ
−1
x est une force

extérieure, alors il existe des fonctions u⃗, ω⃗ ∈ L∞
t L

2
x ∩ L2

t Ḣ
1
x qui vérifient au sens faible les équations

∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗− ∇⃗p+ 1
2∇⃗ ∧ ω⃗ + f⃗ , div(u⃗) = 0,

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ + 1
2∇⃗ ∧ u⃗,

u⃗(0, x) = u⃗0(x), div(u⃗0) = 0, ω⃗(0, x) = ω⃗0(x), x ∈ R3.

(2.1.1)

Comme nous pouvons le voir, ce système d’équations repose sur un couplage entre la vitesse
u⃗ : [0,+∞[×R3 −→ R3 (dont l’évolution est donnée par les équations de Navier-Stokes avec une
force extérieure) et le champ de vitesse de micro-rotation ω⃗ : [0,+∞[×R3 −→ R3 dont l’évolution est
donnée par la deuxième équation.

Ce couplage entre les variables u⃗ et ω⃗ introduira des phénomènes intéressants. En effet, la
première équation ci-dessus peut être vue comme une équation de Navier-Stokes classique avec une
force extérieure qui donnée par le terme 1

2∇⃗ ∧ ω⃗ + f⃗ , tandis que la deuxième équation du système
(2.1.1) est une équation de transport linéaire sur la variable ω⃗ dont le terme de transport est donné
par u⃗.

Étant donné qu’il y a une certaine similitude entre les deux équations de (2.1.1), on serait tentés
d’attaquer l’étude de la régularité des solutions de ce système en supposant que le comportement des
deux variables est totalement similaire i.e., on pourrait imposer les mêmes conditions nécessaires sur
u⃗ et ω⃗ pour réaliser une étude rigoureusement identique. Cette approche a été réalisée dans l’article
[41] par exemple.

Toutefois, comme cela a été noté dans les articles [29], [38] et [106], il est plus judicieux de séparer
le comportement de ces deux équations afin d’obtenir des résultats plus précis. En suivant ces idées,
le thème général de ce chapitre consiste alors à faire une étude de la régularité locale des solutions
faibles du système (2.1.1) en supposant uniquement des conditions supplémentaires sur la variable u⃗,
qui est associée au système non-linéaire de Navier-Stokes. Nous serons alors en mesure d’obtenir un
gain d’information sur u⃗ qui se “transportera” par couplage de la deuxième équation sur la variable

37
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ω⃗. Il suffira ainsi d’imposer des conditions uniquement sur u⃗ pour obtenir un gain de régularité sur
les deux variables u⃗ et ω⃗.

Ce phénomène de transport d’information de la variable u⃗ sur ω⃗ nous permet d’introduire la notion
suivante :

Définition 2.1.1. On dira que la vitesse u⃗ domine les autres variables si l’on peut déduire un gain
d’information en termes d’intégrabilité, de régularité, etc., des variables (u⃗, p, ω⃗) en supposant une
hypothèse supplémentaire uniquement sur la vitesse.

Cette propriété du système micro-polaire, bien que connue depuis un certain temps, n’a pas été
étudiée de manière rigoureuse et systématique, et c’est ce point de vue que nous allons adopter et
développer tout au long de ce chapitre.

Notons que l’hypothèse “supplémentaire” évoquée dans la définition précédente présente une cer-
taine ambiguïté puisque rien n’est précisé à son sujet, ce qui nous laisse plusieurs scénarios possibles.
Puisque nous nous intéressons ici à des problèmes de régularité en utilisant les théories bien connues
des équations de Navier-Stokes (les critères de Serrin et la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg)
nous pouvons avoir une idée de ce que devrait être le comportement imposé à u⃗ afin d’obtenir un gain
de régularité de la solution. Présentons donc un bref rappel de ces deux théories.

Critère de régularité de Serrin

Lorsque nous abordons la question de la régularité locale des solutions faibles des équations de
Navier-Stokes, il est naturel de commencer par l’uvre de J. Serrin exposée dans l’article [93]. Consi-
dérons donc un ensemble borné Ω ⊂]0,+∞[×R3 et une solution faible (u⃗, p) des équations de Navier-
Stokes avec une force extérieure f⃗ sur Ω, i.e.,

∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗− ∇⃗p+ f⃗ . (2.1.2)

Si nous considérons que u⃗ ∈ L∞
t L

2
x(Ω) ∩ L2

t Ḣ
1
x(Ω), le critère classique de Serrin nous dit que si

l’on suppose en plus que u⃗ ∈ L∞
t,x(Ω), alors la solution devient régulière par rapport à la variable

spatiale à l’intérieur de Ω. Il est important de remarquer que ce gain dépendra bien évidemment de
l’information que nous disposons sur la force, par exemple si f⃗ ∈ L2

t Ḣ
k
x(Ω) pour k ∈ N, la meilleure

régularité que nous puissions obtenir est u⃗ ∈ L∞
t Ḣ

k+1
x (Ω′)∩L2

t Ḣ
k+2
x (Ω′) pour tout Ω′ ⊂ Ω (cf. [61] et

[90]).

Ce résultat introduit la notion de points réguliers et singuliers d’une solution faible de Navier-
Stokes, que nous rappelons ci-dessous.

Définition 2.1.2. Soit (u⃗, p) une solution faible des équations des Navier-Stokes dans Ω ⊂]0,+∞[×R3

un ensemble ouvert et borné. Un point (t, x) ∈ Ω est dit un point régulier de u⃗ s’il existe un voisinage
de ce point dans lequel u⃗ est bornée, autrement dit, il existe Ω′ ⊂ Ω avec (t, x) ∈ Ω′ tel que nous avons
u⃗ ∈ L∞

t,x(Ω
′).

Cette théorie a été largement étudiée et voici quelques remarques importantes :

• dans l’article [94], Serrin a montré en fait que si la vitesse u⃗ appartient à LptL
q
x(Ω) avec 2

p+
3
q < 1,

alors la solution est bornée dans Ω′ ⊂ Ω et par conséquent, elle devient régulière.
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• Dans les années 90, Struwe dans [95] et Takahashi dans [96] ont montré le cas critique 2
p +

3
q = 1

avec 2 ≤ p < +∞, généralisant ainsi le cas précédent.
• Il a fallu presque 13 ans de plus pour traiter le point limite p = +∞ et q = 3. En effet,

Escauriaza, Seregin et Sverak, dans [34] ont réussi à démontrer la régularité locale sous cette
condition.

• En ce qui concerne des espaces plus généraux, O’Leary dans son article [79] a généralisé les
critères de Serrin pour les espaces de Morrey. Il est important de noter que dans le cas où f⃗ 6= 0,
la régularité minimale que l’on doit imposer à la force semble être L2

tH
1
x(Ω) (cf. [61, Théorème

13.3]).
• Enfin, d’autres généralisations sont également disponibles, par exemple si l’on considère des

espaces de multiplicateurs auxquels nous référons au Chapitre 13 du livre [61].
Bien que cette théorie ait contribué à une meilleure compréhension de la régularité locale des solutions
faibles, ces résultats demeurent insuffisants pour déterminer quand un point devient régulier ou
singulier, étant donné qu’il n’y a aucune raison a priori pour qu’une solution faible de type Leray
satisfasse ces hypothèses supplémentaires. En effet, si u⃗ ∈ L∞

t L
2
x∩L2

t Ḣ
1
x est une solution des équations

de Navier-Stokes, d’après un argument d’interpolation, nous avons u⃗ ∈ LptL
q
x(Ω) avec 2

p +
3
q = 3

2 > 1,
ce qui nous permet de visualiser l’écart entre l’information dont nous disposons et celle que nous
devons contrôler.

La théorie de régularité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg

Dans les années 80, Caffarelli, Kohn et Nirenberg dans l’article [13] ont introduit leur célèbre
critère de régularité pour les solutions adaptées des équations de Navier-Stokes. Rappelons d’abord
cette notion.

Définition 2.1.3 (Solutions adaptées). On dira que (u⃗, p) est une solution adaptée des équations
de Navier-Stokes (2.1.2) sur un ensemble Ω ⊂ [0,+∞[×R3 si u⃗ ∈ L∞

t L
2
x ∩ L2

t Ḣ
1
x(Ω), la pression p

vérifie p ∈ L
3
2
t,x(Ω), si la force extérieure vérifie f⃗ ∈ L

10
7
t,x(Ω) et si la distribution

ν = −∂t|u⃗|2 +∆|u⃗|2 − 2|∇⃗ ⊗ u⃗|2 − div((|u⃗|2 + 2p)u⃗) + 2f⃗ · u⃗,

définit une mesure non-négative localement finie sur Ω.

Notons que la mesure ν est bien définie, grâce aux hypothèses supplémentaires sur la pression et
la force extérieure. Ainsi, si pour une solution adaptée et un point (t, x) ∈]0,+∞[×R3, nous avons en
plus le comportement

lim sup
r→0

1

r2

∫ t+r2

t−r2

∫
Bx,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds < ε, (2.1.3)

alors il est possible d’obtenir de la régularité Hölderienne de la solution dans la variable de temps et
d’espace autour du point (t, x) et donc le point devient un point régulier dans le sens de la Définition
2.1.2 (cf. [13]). Ce résultat mérite quelques commentaires.

• Dans l’article original [13], il a été considéré d’abord (pour des raisons techniques) que
f⃗ ∈ Lqt,x(Ω) avec q > 5

2 . Ces conditions ont été améliorées et dans l’article [57], on voit qu’il est
suffisant de supposer que f⃗ ∈ L2

t,x(Ω). En fait, comme il a été remarqué dans [59], l’on peut

même prendre des forces f⃗ ∈ L
5
3
t,x(Ω).
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• D’après cette théorie, nous pouvons également obtenir des informations supplémentaires sur ces
éventuels points singuliers. En effet, pour (u⃗, p) une solution adaptée, si l’on note S l’ensemble
de ses points singuliers, on peut montrer que la mesure de Hausdorff parabolique de l’ensemble
S est nulle (cf. [13], [61, Chapitre 13 ]) : il y a donc (s’il y en a) peu de points singuliers.

• En ce qui concerne la démonstration du critère de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, plusieurs
stratégies ont été développées. Par exemple, Lin dans [66] présente une démonstration basée sur
un argument de compacité qui permet de réduire les conditions d’intégrabilité requises sur la
pression, affaiblissant les hypothèses originales de Caffarelli, Kohn et Nirenberg. Plus récemment,
Vasseur dans [99] obtient également le résultat en utilisant un argument à la Di Giorgi, mais
avec f⃗ = 0. De plus, Kukavica dans [57] réalise une démonstration en utilisant un argument
itératif dans le cadre d’espaces de Morrey.

• Cette théorie demeure l’un des outils les plus importants pour étudier la régularité et le com-
portement de la solution autour d’éventuels points singuliers. Par exemple, elle joue un rôle
fondamental dans la démonstration du cas limite (p, q) = (+∞, 3) du critère de Serrin, ainsi
que dans l’article [50] pour étudier les estimations de régularité locales des solutions faibles de
type Leray. En plus, elle a permis d’obtenir des estimations quantitatives pour l’explosion des
normes critiques en des points singuliers, comme décrit dans [7].

Ayant rappelé ces théories de régularité sur les équations de Navier-Stokes, nous allons maintenant
passer au sujet principal de ce chapitre.

2.1.1. État de l’art de la régularité des équations micro-polaires
Les équations micro-polaires ont été largement étudiées depuis leur déduction dans les années 60

et pour présenter un panorama complet de létat de lart de la régularité, il est nécessaire de prendre en
compte un système plus général. Considérons brièvement les équations magnéto-micro-polaires sans
forces extérieures, données par le système suivant :

∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗+ (⃗b · ∇⃗)⃗b− ∇⃗p+ 1
2∇⃗ ∧ ω⃗, div(u⃗) = 0,

∂t⃗b = ∆b⃗− (u⃗ · ∇⃗)⃗b+ (⃗b · ∇⃗)u⃗, div(⃗b) = 0,

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− ω⃗ − (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ + 1
2∇⃗ ∧ u⃗,

u⃗(0, x) = u⃗0(x), b⃗(0, x) = b⃗0(x), ω⃗(0, x) = ω⃗0(x) et div(u⃗0) = div(⃗b0) = 0,

(2.1.4)

où u⃗ représente la vitesse du fluide, b⃗ le champ magnétique et ω⃗ la vitesse de micro-rotation.
Remarquons que si b⃗ = 0, on obtient les équations micro-polaires et si ω⃗ = 0, on obtient les équations
de la magnétohydrodynamique (MHD).

Par rapport à la régularité du système (2.1.4), nous pouvons mentionner l’article [80] où les
auteurs ont adapté les théories de régularité des équations de Navier-Stokes, telles que les critères de
Prodi-Serrin et l’unicité fort-faible, pour en déduire la régularité des solutions faibles en supposant les
mêmes conditions supplémentaires sur les trois variables (u⃗, b⃗, ω⃗). Ceci reste vrai lorsqu’on examine
la régularité pour les équations MHD, c’est-à-dire que nous pouvons obtenir un gain de régularité en
supposant certaines conditions pour les deux variables u⃗ et b⃗ (cf. [103], [104]).

Cependant, dans l’article [46], les auteurs ont déduit la régularité des solutions faibles des
équations MHD en imposant des conditions seulement sur la vitesse. Il est donc possible d’observer
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l’effet de domination de la variable u⃗ décrit dans la Définition 2.1.1.

Ce phénomène a ensuite été étendu au cas des équations magnéto-micro-polaires et en même
temps généralisé à divers espaces fonctionnels. En effet, dans l’article de Yuan [106], il a été montré
que si pour une solution faible (u⃗, p, b⃗, ω⃗) du système magnéto-micro-polaire, on impose la condition
u⃗ ∈ Lp(]0, T [, Lq(R3)) avec 2

p + 3
q = 1, alors (u⃗, b⃗, ω⃗) est régulière dans ]0, T ] × R3, i.e., nous avons

u⃗, b⃗, ω⃗ ∈ C∞(]0, T ]×R3). Ce résultat a été ensuite généralisé dans [38] au cas où la vitesse u⃗ appartient
à certain espace de Morrey-Campanato.

En considérant seulement les équations micro-polaires i.e., lorsque b⃗ = 0 dans (2.1.4), il existe
des résultats similaires qui obtiennent un gain de régularité et qui soulignent ce phénomène de
domination de la variable u⃗. Plus précisément, dans l’article [29], il a été obtenu que si l’on considère
seulement que la vitesse appartient aux espaces de Lorentz Lp(]0, T [, Lq,∞(R3)) avec 2

p + 3
q = 1 et

3 < q ≤ +∞, alors la solution faible (u⃗, p, ω⃗) des équations micro-polaires devient régulière dans
]0, T ] × R3. Ce résultat a même été adaptée pour le problème de Dirichlet à conditions nulles sur
des ensembles bornés dans l’article [68]. En supposant maintenant des conditions de type Besov
u⃗ ∈ L

2
1+r (]0, T [, Br

∞,∞(R3)) avec −1 < r < 1, la régularité des variables (u⃗, ω⃗) dans ]0, T ] × R3 a
été étudié dans l’article [31], et le cas limite r = 1 a été traité dans [29]. De la même manière, nous
pouvons mentionner plusieurs articles en considérant des hypothèses supplémentaires sur la pression,
comme par exemple [30], [39] et [51]. Finalement, il existe des résultats plus récents qui considèrent
des hypothèses supplémentaires sur la dérivée d’une composante de la vitesse comme on peut le voir
dans les articles [67] et [83].

Remarque 2.1.1. Il est très important de remarquer que tous ces résultats sur les équations micro-
polaires que l’on vient de présenter, sont obtenus en utilisant un argument d’unicité fort-faible et donc
les informations que nous avons sur la solution (u⃗, p, ω⃗) sont considérées sur tout l’espace ]0, T [×R3.
De plus, nous avons également des conditions supplémentaires sur les données initiales u⃗0, ω⃗0. Dans
cette thèse, nous n’imposons aucune condition particulière sur les données initiales et nous travaillerons
dans un cadre local.

Si l’on considère maintenant la théorie de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg sur les
équations micro-polaires, cet effet de domination de la vitesse est encore plus délicat à traiter et il
existe peu de travaux dans cette direction. Mentionnons par exemple l’article [19] où la régularité
Höldérienne des solutions adaptées pour le système magnéto-micro-polaire (2.1.4) a été obtenue en
supposant la petitesse du gradient pour les trois variables u⃗, b⃗ et ω⃗, en ajoutant une hypothèse
supplémentaire d’intégrabilité sur la variable ω⃗ en raison de la structure des équations.

Ainsi, dans les sections suivantes, nous présenterons quelques résultats nouveaux qui nous permet-
tront d’observer la domination de la vitesse u⃗ par rapport à la variable ω⃗ lorsque nous étudions des
problèmes de régularité dans un cadre local.
• Dans la Section 2.2, nous montrerons d’abord que, si pour une solution faible (u⃗, p, ω⃗) des équations

micro-polaires sur un ensemble borné Ω, nous supposons que 1Ωu⃗ appartient à un certain espace
de Morrey, alors il est possible d’obtenir un gain d’intégrabilité pour les deux variables (u⃗, ω⃗) à
l’intérieur de Ω, reflétant ainsi un effet dominant de la vitesse au sens de la Définition 2.1.1. Bien
que, dans ce résultat, nous ne revendiquions pas un gain de régularité, il sera très utile par la suite.
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• Dans la Section 2.3, nous sommes en mesure d’obtenir un résultat de ε-régularité, de façon
similaire à la théorie de la régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, décrite à la page 39. Plus
précisément, on montrera que si nous avons uniquement une information de petitesse du gradient
de u⃗, nous pouvons déduire la régularité Höldérienne en variable de temps et d’espace du couple
(u⃗, ω⃗). L’une des principales nouveautés de cette section est l’introduction de la notion de solution
partiellement adaptée, qui prend seulement en compte l’information associée à la vitesse, ce qui
nous a permis de nous débarrasser de toutes les hypothèses sur ω⃗, à la différence du travail [19].
En outre, observons que, comme la solution est Hölder continue sur un ensemble borné, alors elle
devient bornée et on verra que cette information impliquera que les solutions sont plus régulières.

• En effet, dans la Section 2.4, on montrera que si la vitesse u⃗ est bornée sur un ensemble Ω,
nous pouvons déduire que le couple (u⃗, ω⃗) est en fait régulier par rapport à la variable spatiale à
l’intérieur de Ω. Il est important de mentionner qu’après ces résultats, nous pouvons introduire
une notion des points partiellement réguliers/singuliers dont certaines propriétés seront présentées
à la fin de ce chapitre.

Avant de passer à la démonstration des résultats ci-dessus, nous allons rappeler la définition de quelques
objets mathématiques ainsi que des résultats utiles qui seront nécessaires pour mener à bien l’étude
que nous nous proposons de faire sur les équations micro-polaires.

2.1.2. Les outils de base : définitions et cadre fonctionnel.
Tout au long de ce chapitre, nous allons considérer l’espace homogène (R× R, δ, µ), où δ est la

distance parabolique donnée par δ
(
(t, x), (s, y)

)
= |t − s|

1
2 + |x − y| et µ est la mesure de Lebesgue

usuelle, notée dµ = dxdt. Le fait de considérer ce cadre de travail provient de la nature parabolique
des équations de Navier-Stokes, qui est également présente dans les équations micro-polaires (cf. [61]
ou [85]).

En outre, comme nous nous intéressons au comportement local d’une solution (u⃗, p, ω⃗) des équa-
tions micro-polaires dans un voisinage de (t0, x0) ∈]0,+∞[×R3, nous fixons la notation suivante : pour
r > 0 tel que t0 − r2 > 0, nous considérons la boule parabolique :

Qr(t0, x0) =]t0 − r2, t0 + r2[×Bx0,r. (2.1.5)

On notera seulement Qr s’il n’y a aucun risque de confusion.

Les espaces de Morrey paraboliques

Pour 1 < p ≤ q < +∞, les espaces de Morrey paraboliques Mp,q
t,x(R × R3) sont définis comme

l’ensemble des fonctions mesurables φ⃗ : R × R3 −→ R3 qui appartiennent à l’espace (LptL
p
x)loc telles

que

‖φ⃗‖Mp,q
t,x

= sup
x0∈R3,t0∈R,r>0

(
1

r
5(1− p

q
)

∫
|t−t0|<r2

∫
B(x0,r)

|φ⃗(t, x)|pdxdt

) 1
p

< +∞. (2.1.6)

Ces espaces sont un outil puissant lors de l’étude de problèmes liés à la régularité dans les équations
aux dérivées partielles. Ce fait a été particulièrement souligné dans [61] et [79] pour les équations de
Navier-Stokes, car ils fournissent un cadre très naturel, comme nous le verrons plus tard.

Voici quelques propriétés importants de ces espaces qui seront utiles par la suite
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Lemme 2.1.1.
1) Pour tout 1 < p < q < +∞, Lqt,x(R× R3) = Mq,q

t,x(R× R3) ⊂ Mp,q
t,x(R× R3).

2) Pour 1 < p < +∞, nous avons LptL∞
x (R× R3) ⊂ Mp, 5p

2
t,x (R× R3).

Présentons maintenant une version des inégalités de Hölder faciles à vérifier, pour les espaces de
Morrey.

Lemme 2.1.2.
1) Si f⃗ , g⃗ : R×R3 −→ R3 sont deux fonctions telles que f⃗ ∈ Mp,q

t,x(R×R3) et g⃗ ∈ L∞
t L

∞
x (R×R3),

alors pour tout 1 ≤ p ≤ q < +∞, nous avons ‖f⃗ · g⃗‖Mp,q
t,x

≤ C‖f⃗‖Mp,q
t,x
‖g⃗‖L∞

t,x
.

2) Soit 1 ≤ p0 ≤ q0 < +∞, 1 ≤ p1 ≤ q1 < +∞ et 1 ≤ p2 ≤ q2 < +∞. Si 1
p1

+ 1
p2

= 1
p0

et 1
q1

+ 1
q2

= 1
q0

, alors pour deux fonctions mesurables f⃗ , g⃗ : R × R3 −→ R3 telles que
f⃗ ∈ Mp1,q1

t,x (R× R3) et g⃗ ∈ Mp2,q2
t,x (R× R3), nous avons

‖f⃗ · g⃗‖Mp0,q0
t,x

≤ ‖f⃗‖Mp1,q1
t,x

‖g⃗‖Mp2,q2
t,x

.

En utilisant le lemme précédent, nous obtenons le résultat suivant

Lemme 2.1.3 (Localisation). Soit Ω ⊂ R×R3 un ensemble borné. Soit la fonction f⃗ : R×R3 −→ R3

qui appartient à l’espace Mp1,q1
t,x (R× R3) avec 1 ≤ p0 ≤ q0, 1 ≤ p0 ≤ p1 ≤ q1 et q0 ≤ q1 < +∞. Alors

nous avons
‖1Ωf⃗‖Mp0,q0

t,x
≤ C‖1Ωf⃗‖Mp1,q1

t,x
≤ C‖f⃗‖Mp1,q1

t,x
.

Le potentiel de Riesz parabolique

Pour 0 < a < 5, nous définissons le potentiel de Riesz parabolique La d’une fonction localement
intégrable f⃗ : R× R3 −→ R3 par :

La(f⃗)(t, x) =

∫
R

∫
R3

1

(|t− s|
1
2 + |x− y|)5−a

f⃗(s, y)dyds. (2.1.7)

Énonçons maintenant l’inégalité d’Adams-Hedberg qui nous permet d’obtenir un contrôle de ces opé-
rateurs dans les espaces de Morrey. Ce lemme sera fondamental dans notre étude car il permettra
d’obtenir une amélioration de l’information de type Morrey sur la solution de l’équation de la chaleur
avec une force extérieure, à condition que cette force appartienne à certains espaces de Morrey.

Lemme 2.1.4 (Inégalité d’Adams-Hedberg). Si 0 < a < 5
q , 1 < p ≤ q < +∞ et f⃗ ∈ Mp,q

t,x(R × R3),
alors pour λ = 1− aq

5 nous avons

‖La(f⃗)‖
M

p
λ
,
q
λ

t,x

≤ C‖f⃗‖Mp,q
t,x
.

La preuve de ce lemme se trouve dans [61, Corollary 5.1]. Comme il a été remarqué dans [23], nous
pouvons obtenir également des contrôles plus fins du potentiel de Riesz parabolique lorsque nous
sommes dans un cadre local, en effet on a

Corollaire 2.1.1. Soit Ω ⊂ R×R3 un ensemble borné. Soit f⃗ : R×R3 −→ R une fonction intégrable
telle que 1Ωf⃗ ∈ M

p
2
, q
2

t,x (R× R3), avec 2 < p ≤ q, 5 < q. Alors, nous avons les deux points suivants
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1) 1ΩL1(f⃗) ∈ M
p
ν
, q
ν

t,x (R× R3), avec ν = 1− q−5
5q (remarquons que 0 < ν < 1).

2) 1ΩL1(f⃗) ∈ Mσ,q
t,x (R× R3), où σ = min{ pν , q}.

Corollaire 2.1.2. Soit Ω ⊂ R×R3 un ensemble borné. Soit f⃗ : R×R3 −→ R une fonction intégrable
telle que 1Ωf⃗ ∈ M

p
2
, q
2

t,x (R× R3), avec 2 < p ≤ q, 5 < q. Alors, nous avons

1ΩL2(1Ωf⃗) ∈ Mσ,q
t,x (R× R3),

où σ = min{ pν , q} avec ν = 1− q−5
5q .

Espaces de Hölder paraboliques et le Lemme de Ladyzhenskaya

Nous définissons les espaces homogènes paraboliques de Hölder Ċα(R×R3,R3) avec 0 < α < 1 en
utilisant la condition habituelle pour φ⃗ : R× R3 −→ R3,

‖φ⃗‖Ċα = sup
(t,x) ̸=(s,y)

|φ⃗(t, x)− φ⃗(s, y)|(
|t− s|

1
2 + |x− y|

)α < +∞.

Ces espaces de Hölder mesurent la régularité dans les variables de temps et d’espace simultanément
et nous aurons l’occasion de nous en servir de façon intensive dans les pages qui suivent. En effet, le
lien entre ces espaces de Hölder paraboliques et les espaces de Morrey paraboliques avec l’équation de
la chaleur est donnée par le lemme qui suit :

Lemme 2.1.5 (Ladyzhenskaya). Soient Φ⃗ ∈ Mp0,q0
t,x (R×R3) et h ∈ Mp0,q1

t,x (R×R3) avec 1 ≤ p0 ≤ q0,
1
q0

= 2−α
5 , 1

q1
= 1−α

5 et 0 < α < 1
3 . Nous définissons σ(D) comme un multiplicateur de Fourier où σ

est une fonction lisse sur R3 \ {0}, homogène d’exposant 1. Alors la fonction v⃗ égale à 0 pour t ≤ 0 et

v⃗(t, x) =

∫ t

0
e(t−s)∆(Φ⃗(s, ·) + σ(D)h(s, ·))ds,

pour t > 0, est Hölderienne d’exposant α en la variable de temps et d’espace.

Nous renvoyons à [61, Proposition 13.4] pour une démonstration de ce lemme.

∗ ∗ ∗

Avec tous ces outils introduits, nous sommes prêts à présenter nos résultats. Comme mentionné
précédemment, nous commençons par un premier résultat qui permet d’observer l’interdépendance
des variables des équations micro-polaires.

2.2. Un premier résultat de domination locale de la vitesse sur la micro-rotation

Dans cette section, nous allons montrer un premier résultat de domination de la vitesse u⃗ au sens de
la Définition 2.1.1 dans le cadre des espaces de Morrey. Rappelons ci-dessous le système micro-polaire :∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗− ∇⃗p+ 1

2∇⃗ ∧ ω⃗ + f⃗ , div(u⃗) = 0,

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ + 1
2∇⃗ ∧ u⃗.

(2.2.1)

Remarquons que comme l’on a l’équation suivante pour la pression

−∆p = div(div(u⃗⊗ u⃗))− div(f⃗),
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on se concentrera seulement sur les deux variables (u⃗, ω⃗).

Avant de nous lancer dans nos calculs, fixons la notion suivante.

Définition 2.2.1. Nous dirons que (u⃗, p, ω⃗) est une solution faible des équations micro-polaires (2.2.1)
sur Ω ⊂]0,+∞[×R3 un ensemble ouvert et bornée, si u⃗, ω⃗ ∈ L∞

t L
2
x(Ω)∩L2

t Ḣ
1
x(Ω) et elles vérifient au

sens faible les équations micro-polaires sur Ω, i.e., pour tout φ⃗, ψ⃗ ∈ Dt,x(Ω) telle que div(φ⃗) = 0 nous
avons 〈∂tu⃗−∆u⃗+ (u⃗ · ∇⃗)u⃗− 1

2∇⃗ ∧ ω⃗ + f⃗ |φ⃗〉D′×D = 0,

〈∂tω⃗ −∆ω⃗ − ∇⃗ div(ω⃗) + (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − 1
2∇⃗ ∧ u⃗|ψ⃗〉D′×D = 0.

Remarquons que tout au long de ce chapitre nous allons travailler avec cette notion de solution
faible dans un cadre local.

Énonçons, maintenant le théorème principal de cette section tel que présenté dans notre article
[18].

Théorème 2.2.1. Soit QR ⊂]0,+∞[×R3 une boule parabolique de type (2.1.5) pour un certain R > 0.
Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible des équations micro-polaires (2.2.1) sur QR avec une force extérieure
f⃗ ∈ L2

t Ḣ
1
x(QR). Supposons en plus que

1QR
u⃗ ∈ Mp0,q0

t,x (R× R3) avec 2 < p0 ≤ q0, 5 < q0 ≤ 6. (2.2.2)

Alors, nous avons les points suivants :
1) sur la boule parabolique QR1, avec 0 < R1 < R nous avons

1QR1
u⃗ ∈ Lq0t,x(R× R3), (2.2.3)

2) et sur la boule parabolique QR2, avec 0 < R2 < R1 < R nous avons

1QR2
ω⃗ ∈ Lq0t,x(R× R3). (2.2.4)

Ce théorème, qui joue un rôle central dans l’étude de la théorie de la régularité partielle qui sera
abordée dans la prochaine section, est inspiré du résultat dO’Leary dans [79]. Il est important de noter
qu’à partir de l’hypothèse (2.2.2) qui est sous-critique par rapport au changement d’échelle (2) page
9, nous pouvons déduire les contrôles (2.2.3) et (2.2.4), qui sont également sous-critique et satisfont
la condition d’intégrabilité de Serrin LptL

q
x avec 2

p + 3
q ≤ 1. Nous obtenons ainsi un raffinement de

l’information sous-critique qui, a priori, pourrait impliquer la régularité de la solution. Néanmoins,
notre intérêt se porte pour linstant sur le gain d’intégrabilité. L’étude de la régularité sera traitée
plus en détail dans la Section 2.4.

Observons de plus que nous n’imposons qu’une condition de type Morrey sur la variable u⃗

et que nous ne supposons aucune autre hypothèse sur ω⃗. En effet, avec seulement l’information
ω⃗ ∈ L∞

t L
2
x(QR) ∩ L2

t Ḣ
1
x(QR), nous pouvons effectuer nos calculs pour u⃗ et obtenir un gain local

d’intégrabilité sur cette variable u⃗, et une fois que nous disposons de cette information sur u⃗, nous
pouvons alors étudier l’intégrabilité de la variable ω⃗. Cette procédure en deux étapes montre que, lors
de l’étude du problème de gain d’intégrabilité, le champ de vitesse u⃗ “domine” la vitesse angulaire ω⃗.
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Remarquons en outre que la pression p est un objet très général, car nous considérons seulement
que p ∈ D′(QR), ce qui est une caractéristique de la théorie de régularité de Serrin. Notons
également que l’hypothèse sur la force extérieure f⃗ ∈ L2

t Ḣ
1
x(QR) est suffisante pour obtenir ce gain

d’intégrabilité, mais il est clair que si nous envisageons d’obtenir plus de régularité sur la solution
(u⃗, ω⃗), nous devrons ajouter des conditions supplémentaires sur f⃗ .

Enfin, il convient de noter ici que la borne supérieure pour le paramètre q0 dans (2.2.2),
c’est-à-dire que l’intervalle 5 < q0 ≤ 6 est principalement technique et est liée à l’injection de Sobolev
Ḣ1(R3) ⊂ L6(R3).

Démonstration du Théorème 2.2.1. Pour montrer ce résultat, nous division la preuve en deux
étapes. Nous étudierons d’abord la vitesse u⃗. Ainsi, en utilisant l’hypothèse (2.2.2) nous allons montrer
que pour certain 0 < r1 < R, nous avons 1Qr1

u⃗ ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3) avec σ0 > p0, ce qui représente

un petit gain d’intégrabilité par rapport au premier indice d’espace de Morrey de l’hypothèse initiale
1QR

u⃗ ∈ Mp0,q0
t,x (R× R3). Ensuite, en itérant ce processus, nous pourrons déduire que pour 0 < R1 <

· · · < r1 < R, nous avons 1QR1
u⃗ ∈ Mq0,q0

t,x (R× R3) = Lq0t,x(R× R3). Ce argument itératif est résumé
dans le dessin suivant :

1QR
u⃗ ∈ Mp0,q0

t,x (R× R3) =⇒ 1Qr1
u⃗ ∈ Mσ0,q0

t,x (R× R3) =⇒ · · · =⇒ 1QR1
u⃗ ∈ Mq0,q0

t,x (R× R3). (2.2.5)

Remarquons que même si les termes 1
2∇⃗ ∧ ω⃗ et f⃗ , qui peuvent être vues comme des forces externes

de l’équation liée à u⃗, appartiennent à L2
t,x, le gain d’intégrabilité de chaque étape ne dépend pas de

cette information et donc nous pouvons effectuer le processus itératif ci-dessus sans problème (voir
Remarque 2.2.1).

Dans une deuxième partie, nous étudierons la vitesse ω⃗ pour laquelle nous allons suivre la même
stratégie qu’auparavant. Cependant, le point de départ de l’itération est l’information a priori dont
nous disposons sur cette variable. En effet, comme ω⃗ ∈ L∞

t L
2
x(QR) ∩ L2

t Ḣ
1
x(QR) par hypothèse, en

utilisant un argument d’interpolation, nous observons que 1QR
ω⃗ ∈ L

10
3
t,x(R× R3) = M

10
3
, 10
3

t,x (R× R3).
Ainsi, en utilisant l’information obtenue pour la vitesse u⃗, nous sommes en mesure d’obtenir une
amélioration de l’information de type Morrey sur ω⃗. Ces idées sont résumées dans le dessin ci-dessous.

1QR
ω⃗ ∈ M

10
3
, 10
3

t,x (R× R3)

+

1QR1
u⃗ ∈ Lq0t,x(R× R3)

 =⇒ 1QR2
ω⃗ ∈ Lq1t,x(R× R3) avec 10

3
< q1 ≤ q0.

Remarquons que le fait que div(ω⃗) 6= 0, implique certaines considérations supplémentaires comme
nous le verrons plus tard. Ayant précisé ces idées, commençons par la première étape.

2.2.1. Gain d’intégrabilité pour la vitesse u⃗.
Pour obtenir le premier gain de l’information de type Morrey pour la vitesse u⃗, nous considérons

un paramètre ν0 > 0 tel que

ν0 = 1− q0 − 5

5q0
et σ0 = min

{
p0
ν0
, q0

}
. (2.2.6)

Observons ainsi que 0 < ν0 < 1 et donc σ0 > p0. Nous allons montrer alors que pour Qr1 ⊂ QR nous
avons

1Qr1
u⃗ ∈ Mσ0,q0

t,x (R× R3), (2.2.7)
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ce qui correspond à un gain d’intégrabilité par rapport à l’hypothèse (2.2.2). Pour cela, on considère
ψ et ϕ : R × R3 −→ R deux fonctions qui appartiennent à l’espace C∞

0 (R × R3) telles que pour
0 < r1 < r0 < R nous avons

ψ ≡ 1 sur Qr0 et supp(ψ) ⊂ QR,

ϕ ≡ 1 sur Qr1 et supp(ϕ) ⊂ Qr0 .
(2.2.8)

Il est clair que ϕ(0, ·) = ψ(0, ·) = 0 car QR ⊂]0,+∞[×R3 et nous avons en plus l’identité ψϕ = ϕ dans
tout l’espace R×R3. Maintenant, nous définissons U⃗ = ϕu⃗ et pour déduire (2.2.7) nous allons montrer
que

U⃗ ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3). (2.2.9)

Ainsi, en utilisant les propriétés des fonctions ϕ et ψ, nous avons dans S ′ l’identité

U⃗ = ψ

(
1

(−∆)
∆(ϕu⃗)

)
,

qui peut être reformulée comme suit

U⃗ = ψ

(
1

(−∆)

(
ϕ∆u⃗− (∆ϕ)u⃗+ 2

3∑
i=1

∂i
(
(∂iϕ)u⃗

)))

= ψ

(
1

(−∆)
(ϕ∆u⃗)

)
− ψ

(
1

(−∆)

(
(∆ϕ)u⃗

))
+ 2

3∑
i=1

ψ

(
1

(−∆)
∂i
(
(∂iϕ)u⃗

))
= U⃗1 − U⃗2 + U⃗3. (2.2.10)

Nous allons alors démontrer que chaque terme U⃗1, U⃗2 et U⃗3 de l’expression ci-dessus appartient à
l’espace de Morrey Mσ0,q0

t,x (R× R3) ce qui impliquera (2.2.9). Étudions d’abord les termes U⃗2 et U⃗3.

Proposition 2.2.1. Sous les hypothèses du Théorème 2.2.1, nous avons

U⃗2, U⃗3 ∈ L6
t,x(R× R3).

Preuve. En utilisant les inégalités de Hölder, nous pouvons écrire

‖(∆ϕ)u⃗‖
L∞
t L

6
5
x

≤ ‖∆ϕ‖L∞
t L3

x
‖1supp(ϕ)u⃗‖L∞

t L2
x
≤ C‖1QR

u⃗‖L∞
t L2

x
< +∞,

où nous avons utilisé le fait que u⃗ ∈ L∞
t L

2
x(QR)∩L2

t Ḣ
1
x(QR). Ensuite, en utilisant l’injection L

6
5 (R3) ⊂

Ḣ−1(R3), nous avons
(∆ϕ)u⃗ ∈ L∞([0,+∞[, Ḣ−1(R3)). (2.2.11)

D’un autre côté, comme pour tout 1 ≤ i ≤ 3, nous avons (∂iϕ)u⃗ ∈ L∞([0,+∞[, L2(R3)), on obtient

3∑
i=1

∂i((∂iϕ)u⃗) ∈ L∞([0,+∞[, Ḣ−1(R3)). (2.2.12)

Ainsi, avec les informations (2.2.11) et (2.2.12) ci-dessus, nous avons

U⃗2 = ψ

(
1

(−∆)
((∆ϕ)u⃗)

)
∈ L∞([0,+∞[, Ḣ1(R3)) et

U⃗3 = 2

3∑
i=1

ψ

(
1

(−∆)
∂i ((∂iϕ)u⃗)

)
∈ L∞([0,+∞[, Ḣ1(R3)).
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Doù, après une nouvelle utilisation de l’injection Ḣ1(R3) ⊂ L6(R3), l’on a

U⃗2, U⃗3 ∈ L∞([0,+∞[, Ḣ1(R3)) ⊂ L∞([0,+∞[, L6(R3)).

Remarquons maintenant que grâce aux propriétés de la fonction auxiliaire ψ, nous avons
supp(U⃗2), supp(U⃗3) ⊂ QR et comme QR est un ensemble borné, il s’ensuit que

U⃗2, U⃗3 ∈ L6
t,x(R× R3) = M6,6

t,x(R× R3),

ce qui termine la preuve de la Proposition 2.2.1. ■

En revenant à la preuve du Théorème 2.2.1, notons que comme supp(U⃗2) ⊂ QR et supp(U⃗3) ⊂ QR,
par le Lemme 2.1.1 et la proposition précédente, nous avons pour i = 2, 3,

‖U⃗i‖Mp0,q0
t,x

≤ ‖U⃗i‖Mq0,q0
t,x

= ‖U⃗i‖Lq0
t L

q0
x
< ‖U⃗i‖L6

tL
6
x
< +∞. (2.2.13)

Remarquons que par l’estimation précédente, les termes U⃗2 et U⃗3 vérifient directement la conclusion
(2.2.3) et donc l’argument itératif (2.2.5) sera appliqué seulement sur le terme U⃗1. La première itération
est donnée dans la proposition suivante :

Proposition 2.2.2. Sous les hypothèses du Théorème 2.2.1, nous avons

U⃗1 ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3),

où U⃗1 =

(
1

(−∆)
(ϕ∆u⃗)

)
est donné dans (2.2.10), σ0 = min{p0ν0 , q0} et ν0 = 1− q0−5

5q0
avec 2 < p0 ≤ q0

et 5 < q0 ≤ 6.

Preuve. L’idée consiste à étudier l’évolution de la variable U⃗1 qui est liée à celle de u⃗. Observons
que dans l’équation satisfaite par u⃗ dans (2.2.1), la pression p est supposée être une distribution, et
donc, pour se débarrasser de cette variable dans un cadre local, nous pouvons appliquer l’opérateur
rotationnel. Plus précisément, nous allons utiliser l’identité suivante

Lemme 2.2.1. Soient ϕ, ψ des fonctions test données dans (2.2.8). Si v⃗ est un champ de vecteurs
suffisamment régulier, alors nous avons

ψ

(
1

(−∆)
(ϕ∆v⃗)

)
= −ψ

(
1

(−∆)

(
ϕ(∇⃗ ∧ [ψ∇⃗ ∧ v⃗])

))
+ ψ

(
1

(−∆)

(
ϕ(∇⃗ div(v⃗))

))
.

Preuve. Il est facile de voir que

∇⃗ ∧ [ψ∇⃗ ∧ v⃗] = ψ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ v⃗) + ∇⃗ψ ∧ (∇⃗ ∧ v⃗) = ψ(∇⃗ div(v⃗)−∆v⃗) + ∇⃗ψ ∧ (∇⃗ ∧ v⃗).

En plus, par les propriétés du support de ϕ et ψ nous avons ϕ∇⃗ψ ≡ 0 et ψϕ = ϕ. Alors, en multipliant
l’expression ci-dessus par ϕ, le deuxième terme de l’identité s’annule car ϕ∇⃗ψ = 0 et l’on obtient

−ϕ∇⃗ ∧ [ψ∇⃗ ∧ v⃗] + ϕ∇⃗ div(v⃗) = ϕ∆v⃗,

et à partir de cette identité, nous avons le résultat souhaité. ■
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En revenant à la preuve de la Proposition 2.2.2, comme div(u⃗) = 0 et en utilisant le lemme
précédent, nous avons

U⃗1 = ψ

(
1

(−∆)
(ϕ∆u⃗)

)
= −ψ

(
1

(−∆)

(
ϕ(∇⃗ ∧ [ψ∇⃗ ∧ u⃗])

))
.

Définissons maintenant la quantité suivante

U⃗ = ∇⃗ ∧ [ψ∇⃗ ∧ u⃗]. (2.2.14)

Il est clair que si nous obtenons un gain d’intégrabilité sur U⃗ , il serait possible d’en déduire les
informations Morrey souhaitées pour U⃗1, car nous avons la formule suivante

U⃗1 = ψ

(
1

(−∆)

(
ϕU⃗
))

. (2.2.15)

Déduisons ainsi la dynamique de U⃗ . En appliquant l’opérateur rotationnel à la première équation de
(2.1.1) et étant donné que nous avons l’identité ∇⃗ ∧ ∇⃗p ≡ 0, nous obtenons

∂t(∇⃗ ∧ u⃗) = ∆(∇⃗ ∧ u⃗)− ∇⃗ ∧ (u⃗ · ∇⃗)u⃗+
1

2
∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗) + ∇⃗ ∧ f⃗ .

Nous introduisons maintenant la fonction de localisation ψ, et à partir de l’équation précédente, nous
avons

∂t[ψ∇⃗ ∧ u⃗] = (∂tψ)∇⃗ ∧ u⃗+ ψ ∂t(∇⃗ ∧ u⃗)
= (∂tψ)∇⃗ ∧ u⃗+ ψ

[
∆(∇⃗ ∧ u⃗)− ψ∇⃗ ∧ (u⃗ · ∇⃗)u⃗+ ψ

2 ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗) + ψ∇⃗ ∧ f⃗ .

Étant donné que ψ∆(∇⃗ ∧ u⃗) = ∆(ψ∇⃗ ∧ u⃗) + (∆ψ)∇⃗ ∧ u⃗− 2
3∑
j=1

∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

)
, nous pouvons ré-

écrire l’équation ci-dessus comme

∂t[ψ∇⃗ ∧ u⃗] = ∆(ψ∇⃗ ∧ u⃗) + (∂tψ +∆ψ)(∇⃗ ∧ u⃗)− 2
3∑
j=1

∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

)
−ψ∇⃗ ∧ (u⃗ · ∇⃗)u⃗+

ψ

2
∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗) + ψ∇⃗ ∧ f⃗ .

En appliquant, encore une fois l’opérateur rotationnel, on obtient

∂t(∇⃗ ∧ [ψ∇⃗ ∧ u⃗]) = ∆(∇⃗ ∧ [ψ∇⃗ ∧ u⃗]) + ∇⃗ ∧
[
(∂tψ +∆ψ)(∇⃗ ∧ u⃗)

]
− 2∇⃗ ∧

 3∑
j=1

∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

)
−∇⃗ ∧

[
ψ∇⃗ ∧ (u⃗ · ∇⃗)u⃗

]
+ ∇⃗ ∧

[
ψ
2 ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗) + ψ∇⃗ ∧ f⃗

]
,

et comme U⃗ = ∇⃗ ∧ [ψ∇⃗ ∧ u⃗] par (2.2.14), nous avons

∂tU⃗ = ∆U⃗ + ∇⃗ ∧
[
(∂tψ +∆ψ)(∇⃗ ∧ u⃗)

]
− 2∇⃗ ∧

 3∑
j=1

∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

)− ∇⃗ ∧
[
ψ∇⃗ ∧ (u⃗ · ∇⃗)u⃗

]
+∇⃗ ∧

[
ψ
2 ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗) + ψ∇⃗ ∧ f⃗

]
,
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et alors nous avons l’équation suivante

∂tU⃗ = ∆U⃗ + ∇⃗ ∧ R⃗, (2.2.16)

où le vecteur R⃗ est donné par

R⃗ = (∂tψ +∆ψ)(∇⃗ ∧ u⃗)− 2
3∑
j=1

∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

)
+ψ

2 ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗) + ψ∇⃗ ∧ f⃗ − ψ∇⃗ ∧ (u⃗ · ∇⃗)u⃗. (2.2.17)

Pour traiter le terme non linéaire ci-dessus, nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.2.2. Supposons que b⃗, c⃗ : R × R3 −→ R3 sont deux champs de vecteurs tel que div(⃗b) = 0

et soit φ ∈ D(R× R3) une fonction test. Alors, nous avons l’identité vectorielle suivante

φ∇⃗ ∧ (⃗b · ∇⃗)c⃗ = ∇⃗ ∧
3∑
j=1

∂j(φbj c⃗)− ∇⃗ ∧
3∑
j=1

(∂iφ)bj c⃗−
3∑
j=1

∂j(∇⃗φ ∧ (bj c⃗)) +
3∑
j=1

(∂j∇⃗φ) ∧ (bj c⃗).

Preuve. Nous commençons par la formule φ∇⃗ ∧ (⃗b · ∇⃗)c⃗ = ∇⃗ ∧
(
φ(⃗b · ∇⃗)c⃗

)
− ∇⃗φ∧

(
(⃗b · ∇⃗)c⃗

)
qui peut

être réécrite sous la forme

φ∇⃗ ∧ (⃗b · ∇⃗)c⃗ = ∇⃗ ∧
3∑
j=1

∂j(φbj c⃗)− ∇⃗ ∧
3∑
j=1

∂j(φbj)c⃗−
3∑
j=1

∇⃗φ ∧ bj∂j c⃗.

En utilisant maintenant le fait que div(⃗b) = 0 dans le deuxième et troisième terme ci-dessus, nous
obtenons que

φ∇⃗ ∧ (⃗b · ∇⃗)c⃗ = ∇⃗ ∧
3∑
j=1

∂j(φbj c⃗)− ∇⃗ ∧
3∑
j=1

(∂iφ)bj c⃗−
3∑
j=1

∂j(∇⃗φ ∧ (bj c⃗)) +

3∑
j=1

(∂j∇⃗φ) ∧ (bj c⃗),

ce qui termine la preuve du lemme. ■

Ainsi, en utilisant le lemme précédent, nous pouvons réécrire le vecteur R⃗ dans (2.2.17) de la
manière suivante :

R⃗ = (∂tψ +∆ψ)(∇⃗ ∧ u⃗)− 2
3∑
j=1

∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

)
+ ψ

2 ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗) + ψ∇⃗ ∧ f⃗

−∇⃗ ∧
3∑
j=1

∂j(ψuj u⃗) + ∇⃗ ∧
3∑
j=1

(∂jψ)uj u⃗+

3∑
j=1

∂j(∇⃗ψ ∧ (uj u⃗))

−
3∑
j=1

(∂j∇⃗ψ) ∧ (uj u⃗). (2.2.18)

Observons que par (2.2.8), nous avons supp(ψ) ⊂ QR ⊂]0,+∞[×R3, et donc

U⃗(0, x) = ∇⃗ ∧ [ψ(0, x)∇⃗ ∧ u⃗(0, x)] = 0,
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donc par l’équation (2.2.16), nous pouvons considérer le problème suivant∂tU⃗ = ∆U⃗ + ∇⃗ ∧ R⃗,

U⃗(0, x) = 0.

Par la formule de Duhamel, nous pouvons écrire à présent

U⃗(t, x) =
∫ t

0
e(t−s)∆(∇⃗ ∧ R⃗)(s, x)ds = ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆R⃗(s, x)ds,

et par (2.2.15), nous obtenons

U⃗1 = ψ

(
1

(−∆)

(
ϕU⃗
))

= ψ

(
1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆R⃗(s, x)ds

))
.

Ainsi, en utilisant l’identité (2.2.18) pour R⃗, nous avons alors l’expression suivante

U⃗1 = ψ
1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆(∂tψ +∆ψ)(∇⃗ ∧ u⃗)ds

)
︸ ︷︷ ︸

(U1,a)

− 2ψ
1

(−∆)

ϕ∇⃗ ∧
∫ t

0
e(t−s)∆

3∑
j=1

∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

)
ds


︸ ︷︷ ︸

(U1,b)

+ψ
1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆ ψ

2 ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗)ds
)

︸ ︷︷ ︸
(U1,c)

+ ψ
1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆ψ∇⃗ ∧ f⃗ds

)
︸ ︷︷ ︸

(U1,d)

−ψ
1

(−∆)

ϕ∇⃗ ∧
∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧

3∑
j=1

∂j(ψuj u⃗)ds


︸ ︷︷ ︸

(U1,e)

+ ψ
1

(−∆)

ϕ∇⃗ ∧
∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧

3∑
j=1

(∂jψ)uj u⃗ds


︸ ︷︷ ︸

(U1,f )

+ψ
1

(−∆)

ϕ∇⃗ ∧
∫ t

0
e(t−s)∆

3∑
j=1

∂j(∇⃗ψ ∧ (uj u⃗))ds


︸ ︷︷ ︸

(U1,g)

− ψ
1

(−∆)

ϕ∇⃗ ∧
∫ t

0
e(t−s)∆

3∑
j=1

(∂j∇⃗ψ) ∧ (uj u⃗)ds


︸ ︷︷ ︸

(U1,h)

. (2.2.19)

Nous allons montrer maintenant que chacun des termes précédents appartient à l’espace de Morrey
Mσ0,q0

t,x (R× R3) ce qui impliquera bien sûr que U⃗1 ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3).

Dans notre étude nous regrouperons les termes qui ont une structure similaire.
• Pour étudier les termes U1,a et U1,d nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.2.3. Soient la boule parabolique QR et A⃗ une fonction dans L2
t,x(QR). Supposons que ψ

et ϕ sont les fonctions localisantes données dans (2.2.8). Considérons Φ une fonction lisse à support
dans QR. Alors, pour 1 < p ≤ q ≤ 6, nous avons

ψ
1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆ΦA⃗(s, ·)ds

)
∈ Mp,q

t,x(R× R3).



52 Chapitre 2. Étude de la régularité locale des équations micro-polaires

Preuve. Pour simplicité définissons A⃗ =

∫ t

0
e(t−s)∆ΦA⃗ds. Puisque p ≤ q ≤ 6, par la propriété de

localisation donnée dans le Lemme 2.1.3, page 43 et par l’identification de l’espace Mp,p
t,x = Lpt,x,

nous pouvons écrire∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆ΦA⃗(s, ·)ds

)∥∥∥∥
Mp,q

t,x

=

∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ
(
∇⃗ ∧ A⃗

))∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤ C

∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ
(
∇⃗ ∧ A⃗

))∥∥∥∥
M6,6

t,x

≤ C

∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ
(
∇⃗ ∧ A⃗

))∥∥∥∥
L6
t,x

(2.2.20)

≤ C ‖ψ‖L∞
t L∞

x

∥∥∥∥ 1

(−∆)

(
ϕ
(
∇⃗ ∧ A⃗

))∥∥∥∥
L6
tL

6
x

.

Maintenant, en utilisant l’injection Ḣ1(R3) ⊂ L6(R3), nous obtenons∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆ΦA⃗(s, ·)ds

)∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)
ϕ
(
∇⃗ ∧ A⃗

)∥∥∥∥
L6
t Ḣ

1
x

≤ C
∥∥∥ϕ∇⃗ ∧ A⃗

∥∥∥
L6
t Ḣ

−1
x

≤ C
∥∥∥ϕ∇⃗ ∧ A⃗

∥∥∥
L6
tL

6
5
x

,

où nous avons utilisé le fait que L
6
5 (R3) ⊂ Ḣ−1(R3). Maintenant, comme la fonction ϕ est supportée

dans la boule parabolique QR, nous obtenons par l’inégalité de Hölder dans la variable d’espace,
l’estimation ∥∥∥ϕ∇⃗ ∧ A⃗

∥∥∥
L6
tL

6
5
x

≤ C
∥∥∥ϕ∇⃗ ∧ A⃗

∥∥∥
L∞
t L

6
5
x

≤ C‖ϕ‖L∞
t L3

x
‖∇⃗ ∧ A⃗‖L∞

t L2
x
.

Ainsi, par la définition de A⃗, et les propriétés classiques du noyau de la chaleur 1 nous avons

‖∇⃗ ∧ A⃗‖L∞
t L2

x
= sup

t>0

∥∥∥∥∇⃗ ∧
∫ t

0
e(t−s)∆ΦA⃗(s, ·))ds

∥∥∥∥
L2

≤ C sup
t>0

∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆ΦA⃗(s, ·))ds

∥∥∥∥
Ḣ1

≤ C‖ΦA⃗‖L2
t,x
.

Enfin, il suffit de rappeler que la fonction Φ est supportée dans la boule parabolique QR et alors
‖ΦA⃗‖L2

t,x
≤ C‖A⃗‖L2

t,x(QR) < +∞. Nous avons donc prouvé∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆ΦA⃗(s, ·)ds

)∥∥∥∥
Mp,q

t,x

=

∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ
(
∇⃗ ∧ A⃗

))∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤ ‖ΦA⃗‖L2
t,x

≤ C‖A⃗‖L2
t,x(QR) < +∞,

et la preuve du Lemme 2.2.3 est terminée. ■

Maintenant, nous pouvons traiter les termes U1,a et U1,d dans (2.2.19). En effet, pour le terme
U1,a comme ∇⃗ ∧ u⃗ ∈ L2

t,x(QR), il suffit d’appliquer le lemme précédent avec 1 < σ0 ≤ q0 ≤ 6,
Φ = (∂t +∆)ψ et A⃗ = ∇⃗ ∧ u⃗ et pour le terme U1,d comme ∇⃗ ∧ f⃗ ∈ L2

t,x(QR) par hypothèse, nous
utilisons Φ = ψ et A⃗ = ∇⃗ ∧ f⃗ . Nous avons alors prouvé que

U1,a + U1,d ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3).

1. Nous avons sup
t>0

∥∥∥∥∫ t

0

e(t−s)∆f⃗(s, ·)ds
∥∥∥∥
Ḣ1

≤ C‖f⃗‖L2
t,x

(voir [61, Lemme 7.2]).
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• Pour traiter le terme U1,b dans (2.2.19) nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.2.4. Sous les hypothèses générales du Théorème 2.2.1 nous avons pour 1 < p ≤ q ≤ 6

ψ
1

(−∆)

ϕ∇⃗ ∧
∫ t

0
e(t−s)∆

3∑
j=1

∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

)
ds

 ∈ Mp,q
t,x(R× R3). (2.2.21)

Preuve. Définissons B⃗ =

∫ t

0
e(t−s)∆

3∑
j=1

∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

)
ds. Comme 1 < p ≤ q ≤ 6, et en utilisant

la propriété de localisation donnée dans le Lemme 2.1.3 et l’identification de l’espace Mp,p
t,x = Lpt,x,

nous avons∥∥∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

ϕ∇⃗ ∧
∫ t

0
e(t−s)∆

3∑
j=1

∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

)
ds

∥∥∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

=

∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
(ϕ∇⃗ ∧ B⃗)

∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C

∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
(ϕ∇⃗ ∧ B⃗)

∥∥∥∥
M6,6

t,x

= C

∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
(ϕ∇⃗ ∧ B⃗)

∥∥∥∥
L6
t,x

.

Définissons maintenant ∆B⃗ = ∇⃗ ∧ B⃗, où B⃗ = −
3∑
j=1

∫ t

0
e(t−s)∆

1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

)
(s, ·) ds. En

utilisant l’identité ϕ(∆B⃗) = ∆(ϕB⃗) + (∆ϕ)B⃗− 2
3∑
i=1

∂i((∂iϕ)B⃗) nous obtenons

ψ
( 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧ B⃗

))
= ψϕB⃗+ ψ

1

(−∆)

(
(∆ϕ)B⃗

)
− 2

3∑
j=1

ψ
∂j

(−∆)

(
(∂jϕ) B⃗

)
. (2.2.22)

Nous allons maintenant prouver que chacun des termes de la partie de droite de (2.2.22) appartient
à l’espace L6

t,x. Pour le premier terme, en utilisant les propriétés du support des fonctions ψ et ϕ
données dans (2.2.8), par l’injection de Sobolev Ḣ1(R3) ⊂ L6(R3), par des estimations classiques
du noyau de la chaleur, et le fait que les transformées de Riesz sont bornées dans L2(R3), nous
obtenons

‖ψϕB⃗‖L6
t,x

≤ C‖B⃗‖L∞
t L6

x
≤ C‖B⃗‖L∞

t Ḣ1
x

≤ C
3∑
j=1

∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆

(
1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

))
(s, ·) ds

∥∥∥∥
L∞
t Ḣ1

x

≤ C

3∑
j=1

∥∥∥∥ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∂j

(
(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗

)∥∥∥∥
L2
t,x

≤ C

3∑
j=1

‖(∂jψ)∇⃗ ∧ u⃗‖L2
t,x

≤ C‖u⃗‖L2
t Ḣ

1
x(QR) < +∞. (2.2.23)

Pour le deuxième terme de la partie de droite de (2.2.22), nous avons par les injections de Sobolev
et l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev L

6
5 (R3) ⊂ H−1(R3),∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
(∆ϕ)B⃗

)∥∥∥∥
L6
t,x

≤ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)

(
(∆ϕ)B⃗

)∥∥∥∥
L6
t Ḣ

1
x

≤ C
∥∥∥(∆ϕ)B⃗∥∥∥

L6
t Ḣ

−1
x

≤ C
∥∥∥(∆ϕ)B⃗∥∥∥

L6
tL

6
5
x

.
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Maintenant, comme supp(ϕ) ⊂ QR, nous pouvons appliquer l’inégalité de Hölder (56 = 1
3 + 1

2), et
nous avons ∥∥∥(∆ϕ)1QR

B⃗
∥∥∥
L6
tL

6
5
x

≤ C ‖(∆ϕ)‖L∞
t L3

x

∥∥∥1QR
B⃗
∥∥∥
L6
tL

2
x

≤ C‖B⃗‖L∞
t L6

x
.

Alors, par les mêmes arguments présentés dans (2.2.23) nous obtenons∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
(∆ϕ)B⃗

)∥∥∥∥
L6
t,x

≤ C‖u⃗‖L2
t Ḣ

1
x(QR) < +∞.

Pour le dernier terme de (2.2.22), par l’injection de Sobolev Ḣ1(R3) ⊂ L6(R3), l’inégalité de Hölder
et les inégalités (2.2.23), nous pouvons écrire∥∥∥∥∥∥

3∑
i=j

ψ
∂j

(−∆)

(
(∂jϕ) B⃗

)∥∥∥∥∥∥
L6
t,x

≤ C
3∑
j=1

∥∥∥∥ ∂j
(−∆)

(
(∂jϕ) B⃗

)∥∥∥∥
L6
t Ḣ

1
x

≤ C
3∑
j=1

∥∥∥(∂jϕ)1QR
B⃗
∥∥∥
L6
tL

2
x

≤ C

3∑
j=1

‖∂jϕ‖L∞
t L3

x

∥∥∥1QR
B⃗
∥∥∥
L6
t,x

≤ C‖B⃗‖L∞
t L6

x
≤ C‖u⃗‖L2

t Ḣ
1
x(QR) < +∞.

Donc, nous obtenons finalement que ψ 1
(−∆)(ϕ(∇⃗ ∧ B⃗)) ∈ Mσ0,q0

t,x (R × R3), ce qui est le résultat
souhaité. ■

Nous avons montré alors que pour 1 < σ0 ≤ q0 ≤ 6, on a

U1,b ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3).

• Le terme U1,c dans (2.2.19) peut être étudié avec les résultats précédents. En effet, nous utilisons
la formule vectorielle ψ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗) = ∇⃗ ∧ (ψ∇⃗ ∧ ω⃗)− (∇⃗ψ) ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗) pour obtenir

ψ
1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆ψ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗)ds

)
= ψ

1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ (ψ∇⃗ ∧ ω⃗)ds

)
− ψ

1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆(∇⃗ψ) ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗)ds

)
. (2.2.24)

Rappelons que par hypothèse nous avons ∇⃗ ∧ ω⃗ ∈ L2
t,x(QR), donc le premier terme de la partie de

droite ci-dessus peut être traité à l’aide du Lemme 2.2.4 puisque cette expression partage la même
structure que la formule (2.2.21). Le deuxième terme de l’identité précédente peut être étudié avec
le Lemme 2.2.3, et nous obtenons finalement pour 1 < σ0 ≤ q0 ≤ 6

U1,c ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3).

Remarque 2.2.1. Observons que, par les lemmes précédents, les termes U1,c et U1,d qui sont liés
à ∇⃗ ∧ ω⃗ et f⃗ respectivement, appartiennent directement à L6

t,x et donc, ils vérifient la conclusion
(2.2.3). Ainsi, l’information f⃗ ∈ L2

t,x et ω⃗ ∈ L∞
t L

2
x ∩ L2

xḢ
1
x est suffisante pour obtenir le gain

d’intégrabilité annoncé pour u⃗.
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• Pour le terme U1,e de (2.2.19), nous utiliserons l’énoncé général suivant.

Lemme 2.2.5. Considérons les fonctions auxiliaires ψ et ϕ définies dans (2.2.8). Si
A⃗, B⃗ : R× R3 −→ R3 sont deux champs de vecteurs tels que 1QR

A⃗ ∈ Mp0,q0
t,x (R × R3) et

1QR
B⃗ ∈ Mp0,q0

t,x (R× R3) avec 2 < p0 ≤ q0, 5 < q0 ≤ 6. alors pour 1 ≤ j ≤ 3 nous avons

ψ
1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ ∂j(ψAjB⃗)ds

)
∈ Mσ0,q0

t,x (R× R3),

avec σ0 = min{p0ν0 , q0} où ν0 est donné dans (2.2.6).

Preuve. Considérons la fonction C⃗ =

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ ∂j(ψAjB⃗)ds et nous définissons C⃗ par la

formule
C⃗ =

∫ t

0
e(t−s)∆

1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ ∂j(ψAjB⃗)ds.

Comme ∇⃗ ∧ C⃗ = ∆C⃗, par l’identité classique ϕ∆C⃗ = ∆(ϕC⃗) − (∆ϕ)C⃗ + 2
∑3

j=1 ∂j((∂jϕ)C⃗), nous
pouvons écrire∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧ C⃗

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤
∥∥∥ψϕC⃗∥∥∥

Mσ0,q0
t,x

+

∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
((∆ϕ)C⃗)

∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

+ 2
3∑
j=1

∥∥∥∥ψ ∂j
(−∆)

((∂jϕ)C⃗)
∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

. (2.2.25)

Pour le premier terme ci-dessus, en utilisant les propriétés du noyau de la chaleur et la définition
du potentiel de Riesz parabolique donnée dans (2.1.7), page 43, nous écrivons

|ψϕC⃗(t, x)| =
∣∣∣∣ψϕ ∫ t

0
e(t−s)∆

1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ ∂j(ψAjB⃗)ds

∣∣∣∣
≤ |(ψϕ)(t, x)|

∣∣∣∣∫ t

0
(∂je

(t−s)∆)
1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ (ψAjB⃗)ds

∣∣∣∣
≤ C|(ψϕ)(t, x)|

∫
R

∫
R3

1

(|t− s|
1
2 + |x− y|)4

∣∣∣∣ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ (ψAjB⃗)

∣∣∣∣ (s, y)dyds
≤ C|(ψϕ)(t, x)|L1

(∣∣∣∣ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ (ψAjB⃗)

∣∣∣∣) (t, x),

et en utilisant les propriétés du support des fonctions ψ et ϕ (voir (2.2.8)), nous avons∥∥∥ψϕC⃗∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C

∥∥∥∥1QR
L1

(∣∣∣∣ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ (ψAjB⃗)

∣∣∣∣)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

. (2.2.26)

Ainsi, nous pouvons appliquer le deuxième point du Corollaire 2.1.1, page 43 avec σ0 = min{p0ν0 , q0}
et 5 < q0 ≤ 6. Donc, nous obtenons∥∥∥∥1QR

L1

(∣∣∣∣ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ (ψAjB⃗)

∣∣∣∣)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ (ψAjB⃗)

∥∥∥∥
M

p0
2 ,

q0
2

t,x

≤ C
∥∥∥ψAjB⃗∥∥∥

M
p0
2 ,

q0
2

t,x

,



56 Chapitre 2. Étude de la régularité locale des équations micro-polaires

où, dans la dernière estimation ci-dessus, nous avons utilisé le fait que les transformées de Riesz
sont bornées dans les espaces de Morrey. Maintenant, en utilisant les inégalités de Hölder, comme
supp(ψ) ⊂ QR, nous obtenons∥∥∥ψϕC⃗∥∥∥

Mσ0,q0
t,x

≤ C
∥∥∥1QR

A⃗
∥∥∥
Mp0,q0

t,x

∥∥∥1QR
B⃗
∥∥∥
Mp0,q0

t,x

< +∞. (2.2.27)

Pour les deuxième et troisième termes de (2.2.25), rappelons d’abord que les opérateurs 1
(−∆) et ∂j

(−∆)

sont donnés par convolution avec les noyaux 1
|x−y| et xj−yj

|x−y|3 et nous définissons alors les opérateurs
T1(C⃗) et T2,j(C⃗) pour 1 ≤ j ≤ 3, par

T1(C⃗)(t, x) = ψ
1

(−∆)
((∆ϕ)C⃗)(t, x) = ψ(t, x)

∫
R3

1

|x− y|
∆ϕ(t, y)C⃗(t, y)dy (2.2.28)

T2,j(C⃗)(t, x) = ψ
∂j

(−∆)
((∂jϕ)C⃗)(t, x) = ψ(t, x)

∫
R3

xj − yj
|x− y|3

∂jϕ(t, y)C⃗(t, y)dy. (2.2.29)

Nous remarquons que les noyaux associés aux opérateurs T1 et T2,j sont bornés dans L1(R3) en
raison des propriétés du support des fonctions ψ et ϕ. En effet, pour T1, observons que pour presque
tout x ∈ R3, on a

ψ(t, x)

∫
R3

1

|x− y|
∆ϕ(t, y)dy = ψ(t, x)

∫
Q

1

|x− y|
∆ϕ(t, y)dy ≤ C.

De façon similaire nous avons pour presque tout y ∈ R3,

∆ϕ(t, y)

∫
R3

1

|x− y|
ψ(t, x)dx = ∆ϕ(t, y)

∫
Q

1

|x− y|
ψ(t, x)dx ≤ C.

Ainsi, par le test de Schur (cf. [45, Appendice A]), on obtient que ‖T1‖L1→L1 ≤ C. De façon
similaire, nous avons ‖T2,j‖L1→L1 ≤ C pour 1 ≤ j ≤ 3. Donc, comme la norme de Mσ0,q0

t,x (R× R3)

est invariante par translation, nous en déduisons (en tenant compte de la propriété supp(ϕ) ⊂ QR) :

‖T1(C⃗)‖Mσ0,q0
t,x

= ‖T1(1QR
C⃗)‖Mσ0,q0

t,x
≤ C‖1QR

C⃗‖Mσ0,q0
t,x

‖T2,j(C⃗)‖Mσ0,q0
t,x

= ‖T2,j(1QR
C⃗)‖Mσ0,q0

t,x
≤ C‖1QR

C⃗‖Mσ0,q0
t,x

.
(2.2.30)

En conséquence, pour les deux derniers termes de (2.2.25), nous pouvons écrire∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
((∆ϕ)C⃗)

∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

+ 2

3∑
j=1

∥∥∥∥ψ ∂j
(−∆)

((∂jϕ)C⃗)
∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C‖1QR
C⃗‖Mσ0,q0

t,x
.

Il suffit à présent d’appliquer les calculs effectués dans (2.2.26)-(2.2.27) pour obtenir∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
((∆ϕ)C⃗)

∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

+ 2
3∑
j=1

∥∥∥∥ψ ∂j
(−∆)

((∂jϕ)C⃗)
∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C
∥∥∥1QR

A⃗
∥∥∥
Mp0,q0

t,x

∥∥∥1QR
B⃗
∥∥∥
Mp0,q0

t,x

< +∞,

ce qui met fin à la preuve du Lemme 2.2.5. ■

Nous pouvons appliquer ce résultat au terme U1,e de (2.2.19) car nous avons par hypothèse l’infor-
mation 1QR

u⃗ ∈ Mp0,q0
t,x (R× R3) avec 2 < p0 ≤ q0 5 < q0 ≤ 6. Nous avons alors prouvé que

U1,e ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3).
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• Le terme U1,f de (2.2.19) sera traité à l’aide du lemme suivant :

Lemme 2.2.6. Considérons les fonctions ψ et ϕ données dans (2.2.8). Si A⃗, B⃗ : R × R3 −→ R3

sont deux champs de vecteurs tels que 1QR
A⃗ ∈ Mp0,q0

t,x (R × R3) et 1QR
B⃗ ∈ Mp0,q0

t,x (R × R3) avec
2 < p0 ≤ q0, 5 < q0 ≤ 6, alors pour 1 ≤ j ≤ 3 nous avons

ψ
1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ (∂jψ)AjB⃗ds

)
∈ Mσ0,q0

t,x (R× R3),

avec σ0 = min{p0ν0 , q0} où ν0 est donné dans (2.2.6).

Preuve. Écrivons D⃗j(t, x) =

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ (∂jψ)AjB⃗ds. Par les propriétés du noyau de la chaleur,

nous avons

|D⃗j(t, x)| ≤ C

∫
R

∫
R3

1

(|t− s|
1
2 + |x− y|)4

|(∂jψ)AjB⃗(s, y)|dyds

≤ CL1(|(∂jψ)AjB⃗|)(t, x), (2.2.31)

où L1 est le potentiel de Riesz parabolique défini dans (2.1.7). Observons en plus que nous avons∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ (∂jψ)AjB⃗ds

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

=

∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧ D⃗

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤
∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
∇⃗ ∧

(
ϕD⃗
)∥∥∥∥

Mσ0,q0
t,x

+

∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
∇⃗ϕ ∧ D⃗

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

.

À ce stade, nous remarquons que l’opérateur ψ 1
(−∆)∇⃗ ∧ (·) dans le premier terme ci-dessus est

de la même structure que l’opérateur défini dans (2.2.29) tandis que l’opérateur ψ 1
(−∆)

(
∇⃗ϕ ∧ ·

)
donné dans le deuxième terme est de la même nature que l’opérateur donné dans (2.2.28), ainsi par
les mêmes arguments utilisées dans (2.2.30), nous obtenons (en tenant compte des propriétés du
support de la fonction ϕ) :∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ (∂jψ)AjB⃗ds

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C‖1QR
D⃗‖Mσ0,q0

t,x
.

Maintenant, à l’aide de l’estimation ponctuelle (2.2.31) et par les propriétés du support de la fonction
(∂jψ) nous avons∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ (∂jψ)AjB⃗ds

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C‖1QR
L1(|1QR

AjB⃗|)‖Mσ0,q0
t,x

.

Nous appliquons maintenant le deuxième point du Corollaire 2.1.1, page 43 avec σ0 = min{p0ν0 , q0}
et ν0 = 1− q0−5

5q0
pour obtenir∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ (∂jψ)AjB⃗ds

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C‖1QR
AjB⃗‖

M
p0
2 ,

q0
2

t,x

≤ C
∥∥∥1QR

A⃗
∥∥∥
Mp0,q0

t,x

∥∥∥1QR
B⃗
∥∥∥
Mp0,q0

t,x

< +∞,
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où, dans la dernière ligne ci-dessus, nous avons utilisé l’inégalité de Hölder dans les espaces de
Morrey. La preuve du Lemme 2.2.6 est donc terminée. ■

Puisque par hypothèse nous avons ‖1QR
u⃗‖Mp0,q0

t,x
< +∞, nous pouvons appliquer le lemme précédent

aux cas où A⃗ = u⃗ et B⃗ = u⃗, et nous avons prouvé que

U1,f ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3).

• Pour le terme U1,g de (2.2.19), nous utilisons le résultat générique suivant.

Lemme 2.2.7. Si A⃗, B⃗ : R × R3 −→ R3 sont deux champs de vecteurs tels que
1QR

A⃗ ∈ Mp0,q0(R× R3) et 1QR
B⃗ ∈ Mp0,q0(R × R3) avec 2 < p0 ≤ q0, 5 < q0 ≤ 6, alors pour

1 ≤ j ≤ 3 nous avons

ψ
1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∂j(∇⃗ψ ∧ (AiB⃗))ds

)
∈ Mσ0,q0

t,x (R× R3),

avec σ0 = min{p0ν0 , q0} où ν0 est donné dans (2.2.6).

Preuve. Considérons le champ de vecteurs E⃗ =

∫ t

0
e(t−s)∆∂j(∇⃗ψ ∧ (AiB⃗))ds. Par les propriétés de

décroissance du noyau de la chaleur nous avons∣∣∣E⃗(t, x)∣∣∣ ≤
∫ t

0

∫
R3

∣∣∣∂je(t−s)∆[∇⃗ψ ∧ (AiB⃗)(s, y)]
∣∣∣ dyds

≤ C

∫
R

∫
R3

1

(|t− s|
1
2 + |x− y|)4

∣∣∣∇⃗ψ ∧ (AiB⃗)(s, y)
∣∣∣ dyds.

En utilisant la définition du potentiel de Riesz donnée dans (2.1.7) et par les propriétés de la fonction
test ψ définie dans (2.2.8), nous obtenons l’estimation ponctuelle :

|E⃗(t, x)| ≤ CL1(1QR
|∇⃗ψ ∧ (AiB⃗)(t, x)|) ≤ CL1(1QR

|A⃗(t, x)⊗ B⃗(t, x)|). (2.2.32)

En utilisant l’identité ϕ∇⃗ ∧ E⃗ = ∇⃗ ∧
(
ϕE⃗
)
− ∇⃗ϕ ∧ E⃗ , nous avons∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧ E⃗

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤
∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
∇⃗ ∧

(
ϕE⃗
)∥∥∥∥

Mσ0,q0
t,x

+

∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
∇⃗ϕ ∧ E⃗

∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

.

Rappelons que l’opérateur ψ 1
(−∆)∂i(ϕ ·) est borné dans les espaces de Morrey comme il a été

remarqué dans (2.2.30), et donc nous avons∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
∇⃗ ∧

(
ϕE⃗
)∥∥∥∥

Mσ0,q0
t,x

≤ C
∥∥∥1QR

E⃗
∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

.

D’une façon similaire, comme l’opérateur ψ 1
(−∆)(ϕ ·) est borné dans les espaces de Morrey par

(2.2.30), on a ∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
∇⃗ϕ ∧ E⃗

∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C
∥∥∥1QR

E⃗
∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

.

Il s’ensuit que∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧ E⃗

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C
∥∥∥1QR

E⃗
∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C
∥∥∥1QR

L1(1QR
|A⃗⊗ B⃗|)

∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

,
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où nous avons utilisé l’estimation (2.2.32) ci-dessus. Ainsi, en utilisant le deuxième point du Corol-
laire 2.1.1, page 43, nous avons∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧ E⃗

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤
∥∥∥1QR1

L1(1QR
|A⃗⊗ B⃗|)

∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

(2.2.33)

≤ C
∥∥∥1QR

|A⃗⊗ B⃗|
∥∥∥
M

p0
2 ,

q0
2

t,x

≤ C
∥∥∥1QR

A⃗
∥∥∥
Mp0,q0

t,x

∥∥∥1QR
B⃗
∥∥∥
Mp0,q0

t,x

< +∞,

où nous avons appliqué l’inégalité de Hölder dans le cadre des espaces de Morrey. Avec cette
estimation, la preuve du Lemme 2.2.7 est terminée. ■

Encore une fois, comme par hypothèse nous avons ‖1QR
u⃗‖Mp0,q0

t,x
< +∞, nous pouvons appliquer

le lemme précédent aux cas où A⃗ = u⃗ et B⃗ = u⃗ et il s’ensuit donc

U1,g ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3).

• Pour le terme U1,h de (2.2.19), nous utiliserons le résultat suivant :

Lemme 2.2.8. Si A⃗, B⃗ : R × R3 −→ R3 sont deux champs de vecteurs tels que
1QR

A⃗ ∈ Mp0,q0
t,x (R× R3) et 1QR

B⃗ ∈ Mp0,q0
t,x (R × R3) avec 2 < p0 ≤ q0, 5 < q0 ≤ 6, alors pour

1 ≤ j ≤ 3, nous avons

ψ
1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆(∂j∇⃗ψ) ∧AjB⃗ds

)
∈ Mσ0,q0

t,x (R× R3),

avec σ0 = min{p0ν0 , q0} où ν0 est donné dans (2.2.6).

Preuve. Définissons F⃗ =

∫ t

0
e(t−s)∆(∇⃗∂jψ) ∧AjB⃗ds. En utilisant les propriétés de décroissance du

noyau de la chaleur et la définition du potentiel parabolique de Riesz L2 donnée dans (2.1.7), nous
obtenons l’estimation suivante

|F⃗(t, x)| ≤ CL2(1QR
|(∇⃗∂jψ) ∧AjB⃗(t, x)|) ≤ CL2(1QR

(|A⃗(t, x)⊗ B⃗(t, x)|)). (2.2.34)

Ainsi, avec les mêmes arguments que ceux présentés dans le lemme précédent, nous pouvons écrire∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧ F⃗

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤
∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
∇⃗ ∧

(
ϕF⃗
)∥∥∥∥

Mσ0,q0
t,x

+

∥∥∥∥ψ 1

(−∆)
∇⃗ϕ ∧ F⃗

∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C
∥∥∥1QR

F⃗
∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

,

et il s’ensuit que ∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧ F⃗

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C
∥∥∥1QR1

L2(1QR
|A⃗⊗ B⃗|)

∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

. (2.2.35)

Nous invoquons maintenant le Corollaire 2.1.2 pour estimer le terme ci-dessus et nous pouvons
écrire∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
ϕ∇⃗ ∧ F⃗

)∥∥∥∥
Mσ0,q0

t,x

≤ C
∥∥∥1QR

|A⃗⊗ B⃗|
∥∥∥
M

p0
2 ,

q0
2

t,x

≤ C
∥∥∥1QR

A⃗
∥∥∥
Mp0,q0

t,x

∥∥∥1QR
B⃗
∥∥∥
Mp0,q0

t,x

< +∞,
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et ceci termine la preuve du Lemme 2.2.8. ■

Comme précédemment, nous pouvons appliquer ce lemme aux cas où A⃗ = u⃗ et B⃗ = u⃗ et nous avons
prouvé que

U1,h ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3).

Fin de la preuve de la Proposition 2.2.2. Avec tous les lemmes précédents, nous avons prouvé
que tous les termes de (2.2.19) appartiennent à l’espace de Morrey Mσ0,q0

t,x (R×R3) et donc la fonction
U⃗1 appartient aussi à Mσ0,q0

t,x (R× R3) et ceci met fin à la preuve de la Proposition 2.2.2. ■

En revenant à la démonstration du Théorème 2.2.1, rappelons que l’on veut montrer que

U⃗ = U⃗1 − U⃗2 + U⃗3 ∈ Lq0t,x(R× R3).

et pour cela nous allons appliquer un argument itératif. D’abord, observons que par la Proposition
2.2.1 on a U⃗2, U⃗3 ∈ L6

tL
6
x(R× R3) et en particulier pour σ0 = min{p0ν0 , q0} et (2.2.13), nous avons

U⃗2, U⃗3 ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3). (2.2.36)

D’autre part, en utilisant la Proposition 2.2.2, nous avons U⃗1 ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3), et donc par (2.2.36)

on obtient U⃗ ∈ Mσ0,q0
t,x (R× R3) et comme U⃗ = ϕu⃗ et ϕ ≡ 1 sur Qr1 , il s’ensuit que

1Qr1
u⃗ ∈ Mσ0,q0

t,x (R× R3).

Observons ainsi que nous avons obtenu une amélioration de l’information de type Morrey donnée
dans l’hypothèse initiale (2.2.2) sur un ensemble plus petit. Maintenant, pour 0 < r2 < r1 < R, l’on
considère ϕ̄ une fonction test telle que ϕ̄ ≡ 1 sur Qr2 et supp(ϕ̄) ⊂ Qr1 et nous définissons U⃗ = ϕ̄u⃗. En
utilisant les mêmes idées que dans (2.2.10), nous pouvons réécrire de la même façon U⃗ = U⃗1− U⃗2+ U⃗3.
Observons que par la Proposition 2.2.2, nous avons U⃗1 ∈ Mσ′

0,q0
t,x (R × R3) mais cette fois avec

σ′0 = min{σ0ν0 , q0} = min{ p0
ν20
, q0}. De plus, par l’estimation 2.2.13, nous avons U⃗2, U⃗3 ∈ Lq0t,x(R×R3) et

donc nous avons 1Qτ2
u⃗ ∈ Mσ′

0,q0
t,x (R× R3).

Comme lim
n→+∞

p0
νn0

= +∞, il s’ensuit que pour certain 0 < R1 < R et 5 < q0 ≤ 6 nous avons

1QR1
u⃗ ∈ Mq0,q0

t,x (R× R3) = Lq0t,x(R× R3),

et cette conclusion correspond au premier point (2.2.3) du Théorème 2.2.1. On a donc obtenu le gain
d’intégrabilité souhaité pour la variable u⃗.

Étudions maintenant la vitesse de micro-rotation ω⃗.

2.2.2. Gain d’intégrabilité pour la variable ω⃗

Rappelons que dans l’étape précédente, nous avons montré que pour 0 < R1 < R, nous avons
1QR1

u⃗ ∈ Lq0t,x(R× R3) avec 5 < q0 ≤ 6. Nous allons maintenant utiliser cette information pour étu-
dier les propriétés d’intégrabilité de ω⃗. Rappelons d’abord que la dynamique de ω⃗ est donnée par la
deuxième équation de (2.2.1) i.e.,

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ +
1

2
∇⃗ ∧ u⃗.
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Notons que comme par hypothèse ω⃗ ∈ L∞
t L

2
x(QR)∩L2

t Ḣ
1
x(QR), nous pouvons appliquer un argument

d’interpolation et nous observons que

1QR
ω⃗ ∈ L

10
3
t,x(R× R3) = M

10
3
, 10
3

t,x (R× R3). (2.2.37)

Ainsi, en utilisant ces informations sur u⃗ et ω⃗, nous allons prouver qu’un gain d’intégrabilité pour ω⃗
est possible. Pour cela, nous introduisons deux fonctions test φ,Ψ : R× R3 −→ R telles que pour des
boules paraboliques Qρ1 ,Qρ2 telles que Qρ2 ⊂ Qρ1 ⊂ QR1 , nous avons

φ ≡ 1 sur Qρ1 et supp(φ) ⊂ QR1 , (2.2.38)
Ψ ≡ 1 sur Qρ2 et supp(Ψ) ⊂ Qρ1 . (2.2.39)

Rappelons que, par construction, nous avons φ(0, ·) = Ψ(0, ·) = 0 et que nous avons l’identité φΨ = Ψ

dans tout l’espace. Dans la proposition suivante, nous montrerons comment obtenir un premier gain
d’intégrabilité sur ω⃗ :

Proposition 2.2.3. Sous les hypothèses du Théorème 2.2.1 et en considérant le cadre local énoncé
ci-dessus dans (2.2.38)-(2.2.39), nous avons

1Qρ2
ω⃗ ∈ Mp,q

t,x(R× R3) avec 10

3
< p ≤ q ≤ 15

4
. (2.2.40)

Remarque 2.2.2. La borne supérieure q ≤ 15
4 est essentiellement technique et elle est liée à l’infor-

mation que nous avons sur ω⃗ comme nous le verrons plus tard. Néanmoins remarquons que (2.2.40)
représente déjà une amélioration de l’information donnée dans (2.2.37).

Preuve. Définissons W⃗ = Ψω⃗ et nous allons prouver que W⃗ ∈ Mp,q
t,x(R×R3) ce qui implique (2.2.40).

Par les propriétés des fonctions φ et Ψ données dans (2.2.38) et (2.2.39), nous avons l’identité suivante

W⃗ = φ

(
1

(−∆)
∆(Ψω⃗)

)
= φ

(
1

(−∆)
(Ψ∆ω⃗)

)
− φ

(
1

(−∆)
((∆Ψ)ω⃗)

)
+2

3∑
i=1

φ

(
1

(−∆)
∂i
(
(∂iΨ)ω⃗

))
= W⃗1 − W⃗2 + W⃗3.

Comme nous avons ω⃗ ∈ L∞
t L

2
x(QR) ∩ L2

t Ḣ
1
x(QR) et en suivant les mêmes arguments donnés dans la

Proposition 2.2.1 nous obtenons que W⃗2, W⃗3 ∈ L6
t,x(R × R3) = M6,6

t,x(R × R3) ce qui est le résultat
attendu. Nous avons donc besoin de traiter uniquement le terme W⃗1.

Pour cela, en utilisant le Lemme 2.2.1, page 48, nous pouvons réécrire le champ de vecteurs W⃗1

de la manière suivante :

W⃗1 = φ

(
1

(−∆)
∆(Ψω⃗)

)
= −φ

(
1

(−∆)

(
Ψ(∇⃗ ∧ [φ∇⃗ ∧ ω⃗])

))
+ φ

(
1

(−∆)

(
Ψ(∇⃗ div(ω⃗))

))
= −φ

(
1

(−∆)

(
Ψ(∇⃗ ∧ [φ∇⃗ ∧ ω⃗])

))
︸ ︷︷ ︸

(W⃗1,a)

+φ

(
1

(−∆)

(
∇⃗(Ψdiv(ω⃗))

))
︸ ︷︷ ︸

(W⃗1,b)

−φ

(
1

(−∆)

(
(∇⃗Ψ)div(ω⃗)

))
︸ ︷︷ ︸

(W⃗1,c)

, (2.2.41)
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où dans la dernière ligne nous avons utilisé l’identité vectorielle

Ψ(∇⃗ div(ω⃗)) = ∇⃗(Ψdiv(ω⃗))− (∇⃗Ψ)div(ω⃗).

Nous allons maintenant prouver que chaque terme W⃗1,a, W⃗1,b et W⃗1,c appartient à l’espace de Morrey
Mp,q

t,x(R × R3) avec 10
3 < p ≤ q ≤ 15

4 . Pour traiter le terme W⃗1,a de (2.2.41), nous introduisons la
variable

W⃗a = φ∇⃗ ∧ ω⃗, (2.2.42)

et donc nous avons W⃗1,a = φ

(
1

(−∆)

(
Ψ(∇⃗ ∧ W⃗a)

))
.

Notons que par les propriétés de localisation de la fonction φ nous avons W⃗a(0, ·) = 0. Étudions
alors la dynamique de cette variable W⃗a. Ainsi, en appliquant l’opérateur rotationnel à la deuxième
équation du système micro-polaire (puisque nous avons l’identité vectorielle ∇⃗ ∧ ∇⃗ div(ω⃗) = 0), nous
obtenons :

∂t(∇⃗ ∧ ω⃗) = ∆(∇⃗ ∧ ω⃗)− ∇⃗ ∧
(
(u⃗ · ∇⃗)ω⃗

)
− ∇⃗ ∧ ω⃗ +

1

2
∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ u⃗).

En introduisant la fonction de localisation φ définie dans (2.2.38) dans l’équation ci-dessus, on obtient

∂t[φ∇⃗ ∧ ω⃗] = ∂tφ(∇⃗ ∧ ω⃗) + φ

(
∆(∇⃗ ∧ ω⃗)− ∇⃗ ∧ ω⃗ − ∇⃗ ∧

(
(u⃗ · ∇⃗)ω⃗

)
+

1

2
∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ u⃗)

)
.

Par la définition de la variable W⃗a donnée dans (2.2.42), nous avons

∂tW⃗a = ∆W⃗a + (∂tφ+∆φ− φ)(∇⃗ ∧ ω⃗)− 2
3∑
j=1

∂j

(
(∂jφ)∇⃗ ∧ ω⃗

)
−φ∇⃗ ∧

(
(u⃗ · ∇⃗)ω⃗

)
+

1

2
φ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ u⃗).

En utilisant le Lemme 2.2.2, page 50 (rappelons que div(u⃗) = 0), nous pouvons modifier le terme
φ∇⃗ ∧

(
(u⃗ · ∇⃗)ω⃗

)
et on obtient

φ∇⃗ ∧ (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ = ∇⃗ ∧
3∑
j=1

∂j(φujω⃗)− ∇⃗ ∧
3∑
j=1

(∂jφ)ujω⃗ −
3∑
j=1

∂j(∇⃗φ ∧ ujω⃗) +
3∑
j=1

(∇⃗∂jφ) ∧ ujω⃗.

Ainsi, avec cette formule, nous pouvons écrire

∂tW⃗a = ∆W⃗a + (∂tφ+∆φ− φ)(∇⃗ ∧ ω⃗)− 2
3∑
j=1

∂j

(
(∂jφ)∇⃗ ∧ ω⃗

)
− ∇⃗ ∧

3∑
j=1

∂j(φujω⃗)

+∇⃗ ∧
3∑
j=1

(∂jφ)ujω⃗ +
3∑
j=1

∂j(∇⃗φ ∧ ujω⃗)−
3∑
j=1

(∇⃗∂jφ) ∧ ujω⃗ +
1

2
φ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ u⃗),

et puisque par construction nous avons W⃗a(0, ·) = 0, en utilisant la formule de Duhamel nous obtenons

W⃗a =

∫ t

0
e(t−s)∆

(
(∂tφ+∆φ− φ)(∇⃗ ∧ ω⃗)− 2

3∑
j=1

∂j
(
(∂jφ)∇⃗ ∧ ω⃗

)
+

1

2
φ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ u⃗)

−∇⃗ ∧
3∑
j=1

∂j(φujω⃗) + ∇⃗ ∧
3∑
j=1

(∂jφ)ujω⃗ +
3∑
j=1

∂j(∇⃗φ ∧ ujω⃗) +
3∑
j=1

(∇⃗∂jφ) ∧ ujω⃗

)
ds.
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En injectant cette expression dans la définition de la variable W⃗1,a = φ

(
1

(−∆)

(
Ψ(∇⃗ ∧ W⃗a)

))
, nous

obtenons la formule suivante

W⃗1,a = φ

(
1

(−∆)
Ψ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆(∂tφ+∆φ− φ)(∇⃗ ∧ ω⃗)ds

)
︸ ︷︷ ︸

(1)

(2.2.43)

− 2

3∑
j=1

φ

(
1

(−∆)
Ψ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∂j

(
(∂jφ)∇⃗ ∧ ω⃗

)
ds

)
︸ ︷︷ ︸

(2)

+
1

2
φ

(
1

(−∆)
Ψ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆φ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ u⃗)ds

)
︸ ︷︷ ︸

(3)

−
3∑
j=1

φ

(
1

(−∆)
Ψ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ ∂j(φujω⃗)ds

)
︸ ︷︷ ︸

(4)

+

3∑
j=1

φ

(
1

(−∆)
Ψ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ (∂jφ)ujω⃗ds

)
︸ ︷︷ ︸

(5)

+

3∑
j=1

φ

(
1

(−∆)
Ψ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∂j(∇⃗φ ∧ ujω⃗)ds

)
︸ ︷︷ ︸

(6)

−
3∑
j=1

φ

(
1

(−∆)
Ψ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆(∇⃗∂jφ) ∧ ujω⃗ds

)
︸ ︷︷ ︸

(7)

.

Dans les prochains points nous allons donc prouver que tous les termes précédents appartiennent à
l’espace de Morrey Mp,q

t,x(R× R3) avec 10
3 < p ≤ q ≤ 15

4 .

• Pour le terme (1) de (2.2.43) comme ∇⃗ ∧ ω⃗ ∈ L2
t,x(QR) nous pouvons utiliser le Lemme

2.2.3 avec p = q = 6 et donc on obtient que le terme (1) appartiennent à l’espace
L6
t,x(R × R3) (voir l’estimation (2.2.20) ci-dessus) et grâce aux propriétés de localisation

de la fonction φ données dans (2.2.38), nous en déduisons par le Lemme 2.1.3, page 43, que
(1) ∈ Mp,q

t,x(R× R3) avec 10
3 < p ≤ q ≤ 15

4 .

• Pour le terme (2) de (2.2.43), puisque ∇⃗ ∧ ω⃗ ∈ L2
t,x(QR) nous pouvons appliquer le Lemme

2.2.4 page 53, et donc nous avons que le terme (2) appartient à l’espace L6
t,x(R× R3), d’où nous

obtenons (2) ∈ Mp,q
t,x(R× R3) avec 10

3 < p ≤ q ≤ 15
4 .

• Le terme (3) de (2.2.43) peut être traité comme dans la formule (2.2.24) et puisque
∇⃗ ∧ u⃗ ∈ L2

t,x(QR) nous obtenons (3) ∈ Mp,q
t,x(R× R3) avec 10

3 < p ≤ q ≤ 15
4 .

• En suivant les mêmes idées que celles données dans le Lemme 2.2.5 (voir en particulier les esti-
mations (2.2.26)-(2.2.30), nous pouvons traiter le terme (4) de (2.2.43). Ainsi par les propriétés
du support des fonctions φ et Ψ nous avons

∥∥∥∥φ 1

(−∆)
Ψ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ ∂j(φujω⃗)ds

∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤ C

∥∥∥∥1QR1
L1

(∣∣∣∣ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ (φu⃗⊗ ω⃗)

∣∣∣∣)∥∥∥∥
Mp,q

t,x

. (2.2.44)

Maintenant, considérons le paramètre q1 > 0 tel que
1

q1
=

1

q0
+

3

10
. (2.2.45)
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Notons que 2 < q1 ≤ 15
7 puisque 5 < q0 ≤ 6, en plus, en définissant ν1 = 1− q1

5 et comme 1 < 5
q1

,
nous avons

10

3
<
q1
ν1

≤ 15

4
. (2.2.46)

Ainsi, comme 10
3 < q ≤ 15

4 nous pouvons fixer q1 tel que q ≤ q1
ν1

et donc par le Lemme 2.1.3, page
43, nous avons∥∥∥∥1QR1

L1

(∣∣∣∣ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ (φu⃗ω⃗)

∣∣∣∣)∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤
∥∥∥∥1QR1

L1

(∣∣∣∣ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ (φu⃗⊗ ω⃗)

∣∣∣∣)∥∥∥∥
M

q1
ν1

,
q1
ν1

t,x

.

Ensuite, en utilisant le Lemme 2.1.4, page 43, nous en déduisons∥∥∥∥1QR1
L1

(∣∣∣∣ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ (φu⃗⊗ ω⃗)

∣∣∣∣)∥∥∥∥
M

q1
ν1

,
q1
ν1

t,x

≤
∥∥∥∥ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ (φu⃗⊗ ω⃗)

∥∥∥∥
Mq1,q1

t,x

≤ ‖φu⃗⊗ ω⃗‖Lq1
t L

q1
x
,

où nous avons utilisé l’identification entre les espaces de Morrey et de Lebesgue, le fait que les
transformées de Riesz sont bornées dans les espaces de Lebesgue. Ainsi, comme 1

q1
= 1

q0
+ 3

10 et
par les inégalités de Hölder habituelles, nous obtenons

‖1QR1
u⃗⊗ ω⃗‖Lq1

t L
q1
x

≤ ‖1QR1
u⃗‖Lq0

t,x
‖1QR

ω⃗‖
L

10
3

t,x

< +∞, (2.2.47)

qui est une quantité finie puisque nous avons déjà prouvé ‖1QR1
u⃗‖Lq0

t,x
< +∞ et par (2.2.37)

nous avons l’information ‖1QR
ω⃗‖

L
10
3

t,x

< +∞. On obtient donc que (4) ∈ Mp,q
t,x(R × R3) avec

10
3 < p ≤ q ≤ 15

4 .

Remarque 2.2.3. Observons que l’intervalle 10
3 < q ≤ 15

4 est déterminé par (2.2.46), ce qui
découle de l’application du Lemme 2.1.4. Bien que nous n’avons pas une grande marge pour les
valeurs de q, celles-ci représentent déjà une amélioration de l’intégrabilité de ω⃗ car q > 10

3 .

• Pour le terme (5) de (2.2.43), par les mêmes arguments que ceux présentés dans le Lemme 2.2.7
(voir l’inégalité (2.2.33)), nous obtenons l’estimation suivante∥∥∥∥φ 1

(−∆)
Ψ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ (∂jφ)ujω⃗ds

∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤ C
∥∥∥1QR1

L1(1QR1
|u⃗⊗ ω⃗|)

∥∥∥
Mp,q

t,x

, (2.2.48)

en suivant les idées du point précédent (voir la formule (2.2.47)), nous pouvons écrire∥∥∥1QR2
L1(1QR1

|u⃗⊗ ω⃗|)
∥∥∥
Mp,q

t,x

≤
∥∥∥L1(1QR1

|u⃗⊗ ω⃗|)
∥∥∥
M

q1
ν1

,
q1
ν1

t,x

≤ ‖1QR1
u⃗‖Lq0

t,x
‖1QR

ω⃗‖
L

10
3

t,x

< +∞,

et nous avons prouvé (5) ∈ Mp,q
t,x(R× R3) avec 10

3 < p ≤ q ≤ 15
4 .

• Comme le terme (6) de (2.2.43) partage la même structure que le terme (5) par les mêmes argu-
ments, nous obtenons (6) ∈ Mp,q

t,x(R× R3) avec 10
3 < p ≤ q ≤ 15

4 .

• Pour le terme (7) de (2.2.43), en suivant les mêmes idées que celles exposées dans la preuve du
Lemme 2.2.8 (voir en particulier les estimations (2.2.34)-(2.2.35)), on peut écrire∥∥∥∥∥φ

(
1

(−∆)
Ψ∇⃗ ∧

∫ t

0
e(t−s)∆(∇⃗∂jφ) ∧ ujω⃗ds

)∥∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤ C‖1QR1
L2(|1QR1

u⃗⊗ ω⃗|)‖Mp,q
t,x
. (2.2.49)
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Encore une fois, puisque 10
3 < p ≤ q ≤ 15

4 et 2 < q1 ≤ 15
7 , nous avons 2 < 5

q1
et si l’on définit

ν1 = 1− 2q1
5 alors on a 10 < q1

ν1
≤ 15. Ainsi par le Lemme 2.1.3 et par le Lemme 2.1.4 on a

C‖1QR1
L2(|1QR1

u⃗⊗ ω⃗|)‖Mp,q
t,x

≤ C‖L2(|1QR1
u⃗⊗ ω⃗|)‖

M
q1
ν1

,
q1
ν1

t,x

≤ C‖1QR1
u⃗⊗ ω⃗‖Mq1,q1

t,x
= C‖1QR1

u⃗⊗ ω⃗‖Lq1
t L

q1
x
,

et une fois avec cette estimation, en rappelant les inégalités (2.2.47), nous pouvons conclure que
(7) ∈ Mp,q

t,x(R× R3) avec 10
3 < p ≤ q ≤ 15

4 .

Avec les estimations pour les termes (1)-(7) de (2.2.43), nous avons prouvé que le terme W⃗1,a donné
dans (2.2.41) appartient à l’espace Mp,q

t,x(R× R3) avec 10
3 < p ≤ q ≤ 15

4 .

Nous étudions maintenant le terme W⃗1,b défini dans (2.2.41) et pour cela nous définissons la variable

Wb = Ψdiv(ω⃗),

qui satisfait le système suivant (dérivé de la deuxième équation de (2.3.1)) :

∂tWb = 2∆Wb + (∂tΨ+ 2∆Ψ−Ψ)div(ω⃗)− 4
3∑
j=1

∂j((∂jΨ)div(ω⃗))−Ψdiv((u⃗ · ∇⃗)ω⃗),

où nous avons utilisé le fait que div(∇⃗ ∧ u⃗) = 0. En utilisant les propriétés du support de la fonction
Ψ (voir (2.2.39)), on a Wb(0, ·) = 0, et on peut écrire par la formule de Duhamel :

Wb =

∫ t

0
e2(t−s)∆

(
(∂tΨ+ 2∆Ψ−Ψ)div(ω⃗)− 4

3∑
j=1

∂j((∂jΨ)div(ω⃗))−Ψdiv((u⃗ · ∇⃗)ω⃗)
)
ds,

et comme W⃗1,b = φ

(
1

(−∆)

(
∇⃗Wb

))
nous avons

W⃗1,b = Ψ
1

(−∆)
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆

(
(∂tΨ+ 2∆Ψ−Ψ)div(ω⃗)

)
ds︸ ︷︷ ︸

(1)

−4
3∑
j=1

φ
1

(−∆)
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆

(
∂j((∂jΨ)div(ω⃗))

)
ds︸ ︷︷ ︸

(2)

−φ
1

(−∆)
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆

(
Ψdiv((u⃗ · ∇⃗)ω⃗)

)
ds︸ ︷︷ ︸

(3)

. (2.2.50)

Nous montrerons maintenant que chaque terme ci-dessus appartient à l’espace de Morrey
Mp,q

t,x(R× R3) avec les indices 10
3 < p ≤ q ≤ 15

4 .
• Pour le premier terme de (2.2.50), fixons ϕ = (∂tΨ+2∆Ψ−Ψ). Puisque nous avons p ≤ q ≤ 15

4 < 6,
par le Lemme 2.1.3, page 43, nous pouvons écrire∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆ϕ div(ω⃗)ds

)∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤
∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆ϕ div(ω⃗)ds

)∥∥∥∥
L6
tL

6
x

≤ ‖ψ‖L6
tL

∞
x

∥∥∥∥ 1

(−∆)
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆ϕ div(ω⃗)ds

∥∥∥∥
L∞
t L6

x

,
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et par l’injection de Sobolev Ḣ1(R3) ⊂ L6(R3) nous obtenons∥∥∥∥ψ 1

(−∆)

(
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆ϕ) div(ω⃗)ds

)∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)

(
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆ϕ div(ω⃗)ds

)∥∥∥∥
L∞
t Ḣ1

x

≤ C

∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆ϕ div(ω⃗)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x

.

Ensuite, en utilisant les propriétés du noyau de la chaleur, l’injection Ḣ−1(R3) ⊂ L
6
5 (R3), l’inéga-

lité de Hölder et les propriétés de la fonction ϕ, nous avons∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆ϕ div(ω⃗)ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x

≤ C‖ϕ div(ω⃗)‖L2
t Ḣ

−1
x

≤ C‖ϕ div(ω⃗)‖
L2
tL

6
5
x

≤ C‖ϕ‖L∞
t L3

x
‖1QR

div(ω⃗)‖L2
tL

2
x
< +∞.

On en déduit que la quantité (1) de (2.2.50) appartient à l’espace souhaité Mp,q
t,x(R × R3) avec

10
3 < p ≤ q ≤ 15

4 .

• Pour le deuxième terme de (2.2.50), par les mêmes arguments ci-dessus, nous obtenons∥∥∥∥φ 1

(−∆)
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆

(
∂j((∂jΨ)div(ω⃗))

)
ds

∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤ C

∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆

(
∂j((∂jΨ)div(ω⃗))

)
ds

∥∥∥∥
L∞
t L2

x

≤ C

∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆(∂jΨ)div(ω⃗)ds

∥∥∥∥
L∞
t Ḣ1

x

≤ C‖(∂jΨ)div(ω⃗)‖L2
t,x

≤ C‖1QR
div(ω⃗)‖L2

tL
2
x
< +∞,

et donc (2) ∈ Mp,q
t,x(R× R3) avec 10

3 < p ≤ q ≤ 15
4 .

• Pour le dernier terme de (2.2.50), nous allons étudier la quantité∥∥∥∥φ 1

(−∆)
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆

(
Ψdiv((u⃗ · ∇⃗)ω⃗)

)
ds

∥∥∥∥
Mp,q

t,x

. (2.2.51)

Observons que comme div(u⃗) = 0 nous pouvons écrire Ψdiv((u⃗ · ∇⃗)ω⃗) = Ψdiv(div(ω⃗⊗ u⃗)). Ainsi,
il est suffisant d’étudier les termes de la forme Ψ∂i(∂j(ukwℓ)) pour 1 ≤ i, j, k,≤ 3, que l’on peut
réécrire de la manière suivante

Ψ∂i(∂j(ukwℓ)) = ∂i(∂j(Ψukwℓ))− ∂i((∂jΨ)ukwℓ)− ∂j((∂iΨ)ukwℓ)− (∂i∂jΨ)ukwℓ. (2.2.52)

Étudions ainsi chaque terme de l’expression ci-dessous. D’abord, nous avons∥∥∥∥φ 1

(−∆)
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆∂i(∂j(Ψukwℓ))ds

∥∥∥∥
Mp,q

t,x

.

Notons que cette expression a la même forme que le côté gauche de la formule (2.2.44) et donc,
par les mêmes arguments que ceux présentés dans (2.2.44)-(2.2.47), nous obtenons que cette
quantité est bornée dans l’espace de Morrey souhaité Mp,q

t,x(R× R3).
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Comme le deuxième et troisième terme de (2.2.52) ont la même structure, nous n’étudions qu’un
seul d’entre eux. Donc, si nous écrivons∥∥∥∥φ 1

(−∆)
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆∂i((∂jφ)ukwℓ)ds

∥∥∥∥
Mp,q

t,x

,

il s’ensuit que ce terme peut être traité comme le côté gauche de (2.2.48) et donc nous obtenons
que cette quantité est bornée. Enfin, pour le dernier terme de (2.2.52), nous écrivons∥∥∥∥φ 1

(−∆)
∇⃗
∫ t

0
e2(t−s)∆(∂i∂jφ)ukwℓds

∥∥∥∥
Mp,q

t,x

,

et en suivant les calculs effectués dans (2.2.49), nous obtenons également que cette quantité est
bornée dans l’espace de Morrey correspondant. Nous avons étudié tous les termes de (2.2.52) et
nous en déduisons que la quantité (2.2.51) appartient à l’espace de Morrey Mp,q

t,x(R × R3) avec
10
3 < p ≤ q ≤ 15

4 .

Nous avons montré ainsi que W⃗1,b défini dans (2.2.41) appartient à Mp,q
t,x(R×R3) avec 10

3 < p ≤ q ≤ 15
4 .

Étudions maintenant le dernier terme de (2.2.41) :

‖W⃗1,c‖Mp,q
t,x

=

∥∥∥∥φ 1

(−∆)

(
(∇⃗Ψ)div(ω⃗)

)∥∥∥∥
Mp,q

t,x

.

Introduisons la fonction ϕ⃗ = ∇⃗Ψ, et par l’identité ϕj∂k(wℓ) = ∂k(ϕjwℓ)− (∂kϕj)wℓ, il suffit de consi-
dérer les quantités ∥∥∥∥φ 1

(−∆)
(∂k(ϕjwℓ))

∥∥∥∥
Mp,q

t,x

,

∥∥∥∥φ 1

(−∆)
((∂kϕj)wℓ)

∥∥∥∥
Mp,q

t,x

, (2.2.53)

pour tout 1 ≤ j, k ≤ 3. Pour le premier terme ci-dessus, en utilisant les propriétés du support de la
fonction φ, le fait que p ≤ q < 6 et l’injection de Sobolev Ḣ1(R3) ⊂ L6(R3), nous avons∥∥∥∥φ 1

(−∆)
(∂k(ϕjwℓ))

∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤ C

∥∥∥∥φ 1

(−∆)
(∂k(ϕjwℓ))

∥∥∥∥
L6
t,x

≤ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)
(∂k(ϕjwℓ))

∥∥∥∥
L∞
t Ḣ1

x

≤ C‖ϕjwℓ‖L∞
t L2

x
< +∞,

puisque nous avons ‖1QR
ω⃗‖L∞

t L2
x
< +∞. Pour le deuxième terme de (2.2.53), nous avons∥∥∥∥φ 1

(−∆)
((∂kϕj)wℓ)

∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤ C

∥∥∥∥φ 1

(−∆)
((∂kϕj)wℓ)

∥∥∥∥
L6
t,x

≤ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)
((∂kϕj)wℓ)

∥∥∥∥
L∞
t Ḣ1

x

≤ C‖(∂kϕj)wℓ‖L∞
t Ḣ−1

x
,

et par l’injection L
6
5 (R3) ⊂ Ḣ−1(R3), nous pouvons écrire∥∥∥∥φ 1

(−∆)
((∂kϕj)wℓ)

∥∥∥∥
Mp,q

t,x

≤ C‖(∂kϕj)wℓ‖
L∞
t L

6
5
x

≤ ‖∂kϕi‖L∞
t L3

x
‖1QR

wℓ‖L∞
t L2

x
< +∞.
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Nous avons prouvé que tous les termes de (2.2.53) appartiennent à l’espace de Morrey Mp,q
t,x(R× R3)

avec 10
3 < p ≤ q ≤ 15

4 et donc nous avons que W⃗1,c ∈ Mp,q
t,x(R× R3).

Enfin, comme tous les termes de l’expression (2.2.41) appartiennent à l’espace de Morrey Mp,q
t,x(R×

R3), nous avons W⃗ ∈ Mp,q
t,x(R× R3) et comme W⃗ = Ψω⃗, et Ψ ≡ 1 dans Qρ2 , nous avons

1Qρ2
ω⃗ ∈ Mp,q

t,x(R× R3) avec 10

3
< p ≤ q ≤ 15

4
,

et ceci met fin à la preuve de la Proposition 2.2.3. ■

Fin de la démonstration du Théorème 2.2.1. Nous avons obtenu jusqu’à présent l’infor-
mation locale 1QR2

ω⃗ ∈ Mp,q
t,x(R × R3) pour tout 10

3 < p ≤ q ≤ 15
4 et en particulier quand

p = q, grâce au Lemme 2.1.3 et à l’identification des espaces de Morrey et de Lebesgue, on a
1QR2

ω⃗ ∈ Mq,q
t,x(R × R3) = LqtL

q
x(R × R3) avec 10

3 < q ≤ 15
4 ce qui est un gain d’information par

rapport à (2.2.37).

Il suffit alors de replacer cette information dans les arguments précédents en modifiant le paramètre
(2.2.45) et en réduisant si nécessaire le support des fonctions auxiliaires pour obtenir un contrôle
d’intégrabilité supérieur, et par des itérations appropriées on obtient finalement que pour certain
0 < R2 < R et pour 5 < q0 ≤ 6, nous avons

1QR2
ω⃗ ∈ Lq0t,x(R× R3),

ce qui correspond à l’estimation souhaitée (2.2.4), et donc la démonstration du Théorème 2.2.1 est
terminée. ■

Observons alors que, grâce au Théorème 2.2.1, nous pouvons voir comment l’information de type
Morrey sur la vitesse u⃗ implique un gain d’intégrabilité assez fort sur u⃗ mais aussi sur ω⃗, reflétant
ainsi le rôle dominant de cette variable. Bien que nous n’ayons pas encore obtenu de gain de régularité
pour la solution (u⃗, ω⃗), nous étudierons dans la prochaine section, l’interdépendance entre u⃗ et ω⃗ dans
le cadre de la théorie de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, où le Théorème 2.2.1 jouera un
rôle fondamental.

2.3. Régularité Höldérienne des équations micro-polaires

Dans cette section, nous allons étudier la régularité Höldérienne des solutions faibles des équations
micro-polaires. Ce système est donné par∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗)− ∇⃗p+ 1

2∇⃗ ∧ ω⃗ + f⃗ , div(u⃗) = 0,

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ + 1
2∇⃗ ∧ u⃗.

(2.3.1)

Rappelons qu’une première approche sur ce sujet a été réalisée dans l’article [19], où il a été montré que
si nous faisons un traitement complètement symétrique des variables (u⃗, ω⃗), il est possible d’adapter
la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg décrite à la page 39. En effet, si l’on suppose un contrôle
de petitesse du gradient de (u⃗, ω⃗) et une information d’intégrabilité additionnelle sur ω⃗, nous pouvons
en déduire la régularité Höldérienne des solutions complètement adaptées. Cette notion de solution
est donnée par la définition suivante.
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Définition 2.3.1 (Solutions complètement adaptées). Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible des équa-
tions micro-polaires (2.3.1) sur QR au sens de la Définition 2, page 9 telle que p ∈ L

3
2
t,x(QR) et

f⃗ ∈ L
10
7
t,x(QR). On dira que (u⃗, p, ω⃗) est une solution complètement adaptée si la distribution

µ = −∂t(|u⃗|2 + |ω⃗|2) + ∆(|u⃗|2 + |ω⃗|2)− 2(|∇⃗ ⊗ u⃗|2 + |∇⃗ ⊗ ω⃗|2) + 2f⃗ · u⃗

−div
(
(|u⃗|2 + 2p)u⃗+ |u⃗|2ω⃗

)
+ 2∇⃗div(ω⃗) · ω⃗ − 2|ω⃗|2 + ∇⃗ ∧ ω⃗ · u⃗+ ∇⃗ ∧ u⃗ · ω⃗,

est une mesure non-négative localement finie sur QR.

L’idée de considérer ce type de solution vient du fait que, pour adapter la théorie de régularité
de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, nous avons besoin d’une inégalité d’énergie locale qui soit vérifiée
pour les deux variables u⃗ et ω⃗. Toutefois, ceci conduira à ajouter des conditions supplémentaires
d’intégrabilité sur ω⃗.

Cependant, dans les pages qui suivent, nous allons voir qu’il est possible de se débarrasser de toutes
les hypothèses sur ω⃗ et d’obtenir la régularité höldérienne des équations micro-polaires en reflétant
l’effet de domination de la vitesse u⃗ décrit dans la Définition 2.1.1. En effet, nous pouvons obtenir la
régularité souhaitée en supposant uniquement une condition de petitesse sur le gradient de la vitesse u⃗.

Pour cela, et comme nous nous intéressons à une séparation des informations entre les variables
u⃗ et ω⃗, nous aurons besoin d’une inégalité d’énergie qui soit vérifiée uniquement pour la vitesse u⃗, ce
qui nous a amenés à introduire un nouveau concept de solution.

2.3.1. Des solutions partiellement adaptées
La définition suivante sera fondamentale tout au long du développement de cette section et du

Chapitre 3 et elle constitue l’une des principales nouveautés de notre travail.

Définition 2.3.2 (Solutions partiellement adaptées). Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible des équa-
tions micro-polaires (2.3.1) sur la boule parabolique QR au sens de la Définition 2, page 9 telle que
p ∈ L

3
2
t,x(QR) et f⃗ ∈ L

10
7
t,x(QR). Nous dirons que (u⃗, p, ω⃗) est une solution partiellement adaptée sur

QR si la distribution µ donnée par

µ = −∂t(|u⃗|2) + ∆(|u⃗|2)− 2|∇⃗ ⊗ u⃗|2 − div((|u⃗|2 + 2p)u⃗) + ∇⃗ ∧ ω⃗ · u⃗+ 2f⃗ · u⃗,

est une mesure non-négative localement finie sur QR.

Observons que le fait que ∇⃗ ∧ ω⃗ ∈ L2
t,x(QR) (rappelons que ω⃗ ∈ L2

t Ḣ
1
x(QR)) et les hypothèses sur

la force et sur la pression font que la mesure µ est bien définie.

De plus, nous pouvons voir que si (u⃗, p, ω⃗) est une solution partiellement adaptée, alors elle vérifie
l’inégalité d’énergie suivante : pour tout ϕ ∈ D(QR),∫

R3

|u⃗|2ϕ(t, y)dy + 2

∫
s<t

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗|2ϕdyds ≤
∫
s<t

∫
R3

(∂tϕ+∆ϕ)|u⃗|2dyds+ 2

∫
s<t

∫
R3

p(u⃗ · ∇⃗ϕ)dyds

+

∫
s<t

∫
R3

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ϕdyds+

∫
s<t

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ϕu⃗)dyds+ 2

∫
s<t

∫
R3

f⃗ · (ϕu⃗)dyds.

Il est important remarquer que si l’on réalise une comparaison entre les solutions complètement adap-
tées et la notion ci-dessus, il est clair que nous avons moins de termes à gérer et ce qui nous a amène
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à ne pas ajouter des conditions supplémentaires sur ω⃗ comme il a été fait dans [19]. De plus, nous
constaterons que si nous travaillons dans le cadre des solutions partiellement adaptées, nous sommes
en mesure d’obtenir un résultat plus favorable qui met en évidence la domination de la vitesse u⃗ par
rapport aux autres variables.

2.3.2. Le critère de Caffarelli, Kohn et Nirenberg
Le théorème principal de cette section, tel que présenté dans [21], est le suivant

Théorème 2.3.1. Soient R > 0 et (t0, x0) ∈]0,+∞[×R3 et nous considérons la boule parabolique
QR(t0, x0) =]t0 − R2, t0 + R2[×Bx0,R. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée des équations
micro-polaires (2.3.1) sur QR au sens de la Définition 2.3.2 . Supposons que pour certain 0 < α < 1

24

nous avons 1QR
f⃗ ∈ L2

t Ḣ
1
x ∩M

10
7
,τa

t,x (R× R3) pour τa > 5
2−α . S’il existe une constante 0 < ε� 1 telle

que
lim sup
r→0

1

r

∫∫
]t0−r2,t0+r2[×Bx0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds < ε, (2.3.2)

alors la solution (u⃗, ω⃗) est Hölder continue d’exposant α > 0 en variable de temps et d’espace dans un
voisinage du point (t0, x0).

Il est important de noter qu’il est possible d’obtenir la régularité Höldérienne en variable de
temps et d’espace pour les deux champs vectoriels u⃗ et ω⃗ en n’imposant que des conditions locales
sur la vitesse u⃗, et donc nous obtenons un phénomène de domination, au sens de la Définition 2.1.1.
Toutefois, la borne supérieure pour l’indice de régularité höldérienne 0 < α < 1

24 est de nature
technique. Elle est liée aux estimations obtenues, qui nous permettent d’appliquer le Lemme 2.1.5.
Remarquons que nous ne revendiquons aucune optimalité de cette borne.

D’autre part, il est intéressant de remarquer que, comme la solution est höldérienne sur un en-
semble borné, nous pouvons également déduire que la solution est bornée autour des points (t0, x0) qui
satisfont l’hypothèse (2.3.2). Ceci, comme nous le verrons dans la section suivante, impliquera que la
solution est en fait assez régulière (en fonction de l’information que nous avons sur la force extérieure).

Parlons maintenant de la démonstration du Théorème 2.3.1. Pour cela, inspirés du travail de
Kukavica dans [57], la stratégie est basée sur un argument itératif qui permet d’obtenir un gain
d’information de type Morrey pour la vitesse u⃗ à partir de l’hypothèse de petitesse du gradient.
Puis, en utilisant le Théorème 2.2.1, obtenu dans la section précédente, on peut déduire un gain
d’intégrabilité pour les deux variables (u⃗, ω⃗). Ensuite, en appliquant le Lemme 2.1.5, page 44, nous en
déduirons la régularité souhaitée.

Remarque 2.3.1. L’hypothèse sur la force extérieure 1QR
f⃗ ∈ L2

t Ḣ
1
x, provient du fait que nous allons

appliquer le Théorème 2.2.1 pour lequel cette condition est nécessaire.

Démonstration du Théorème 2.3.1. Soit le point (t0, x0) ∈]0,+∞[×R3 tel que nous avons l’hy-
pothèse (2.1.3) i.e.,

lim sup
r→0

1

r

∫∫
]t0−r2,t0+r2[×Bx0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds < ε.

Soit la fonction ψ : R×R3 −→ R telle que ψ ∈ C∞
0 (R×R3) avec supp(ψ) ⊂]− 1

4 ,
1
4 [×B0, 1

2
et ψ ≡ 1 sur

]− 1
16 ,

1
16 [×B0, 1

4
. Considérons 0 < R < min

{√
t0
2 , R2 ,

1
2

}
, et la fonction test η(t, x) = ψ

(
t−t0
R2 ,

x−x0
R

)
, et

nous définissons la fonction
U⃗ = η(u⃗+ ω⃗).
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Maintenant, afin d’obtenir la régularité Hölderienne de (u⃗, ω⃗), observons qu’il suffit de montrer que
U⃗ est Hölder continue. En effet, comme la stratégie consiste à appliquer le Lemme 2.1.5, page 2.1.5,
à l’équation vérifiée par U⃗ , nous pouvons réaliser une étude exactement identique pour les fonctions
U⃗1 = ηu⃗ et U⃗2 = ηω⃗. Ensuite, comme η ≡ 1 sur QR

2
, nous déduisons que les fonctions (u⃗, ω⃗) sont

Hölder continues sur une petite boule parabolique centrée en (t0, x0).

Montrons ainsi que U⃗ est Hölderienne. Comme (u⃗, p, ω⃗) est une solution des équations micro-
polaires (2.1.1), nous avons

∂tU⃗ = (∂tη)(u⃗+ ω⃗) + η∆(u⃗+ ω⃗)− η((u⃗ · ∇⃗)u⃗)− η∇⃗p+ 1

2
η∇⃗ ∧ ω⃗

+η∇⃗ div(ω⃗)− ηω⃗ − η((u⃗ · ∇⃗)ω⃗) +
1

2
η∇⃗ ∧ u⃗+ ηf⃗ .

Maintenant, en utilisant l’identité η∆(u⃗+ ω⃗) = ∆U⃗ −∆η(u⃗+ ω⃗)− 2
3∑
i=1

(∂iη)(∂i(u⃗+ ω⃗)), nous obte-

nons l’équation suivante

∂tU⃗ = ∆U⃗ + (∂tη −∆η)(u⃗+ ω⃗)− 2

3∑
i=1

(∂iη)(∂i(u⃗+ ω⃗))− η((u⃗ · ∇⃗)u⃗)− η∇⃗p+ 1

2
η∇⃗ ∧ ω⃗

+η∇⃗ div(ω⃗)− ηω⃗ − η((u⃗ · ∇⃗)ω⃗) +
1

2
η∇⃗ ∧ u⃗+ ηf⃗ .

Étant donné que nous avons les identités

3∑
i=1

(∂iη)(∂i(u⃗+ ω⃗)) =
3∑
i=1

∂i((∂iη)(u⃗+ ω⃗))− (∆η)(u⃗+ ω⃗),

η((u⃗ · ∇⃗)u⃗) = div(ηu⃗⊗ u⃗)− u⃗⊗ u⃗ · ∇⃗η,
η∇⃗ ∧ ω⃗ = ∇⃗ ∧ (ηω⃗)− (∇⃗η) ∧ ω⃗,

η∇⃗ div(ω⃗) = ∇⃗(η div(ω⃗))− (∇⃗η) div(ω⃗),
η((u⃗ · ∇⃗)ω⃗) = η div(ω⃗ ⊗ u⃗) = div(ηω⃗ ⊗ u⃗)− ω⃗ ⊗ u⃗ · ∇⃗η,

et η∇⃗ ∧ u⃗ = ∇⃗ ∧ (ηu⃗)− (∇⃗η) ∧ u⃗,

il s’ensuit que

∂tU⃗ = ∆U⃗ + (∂tη +∆η)(u⃗+ ω⃗)− 2
3∑
i=1

∂i((∂iη)(u⃗+ ω⃗))− div(ηu⃗⊗ u⃗) + u⃗⊗ u⃗ · ∇⃗η

−η∇⃗p+ 1

2
∇⃗ ∧ (ηω⃗)− 1

2
(∇⃗η) ∧ ω⃗ + ∇⃗(η div(ω⃗))− (∇⃗η) div(ω⃗)

−ηω⃗ − div(ηω⃗ ⊗ u⃗) + ω⃗ ⊗ u⃗ · ∇⃗η + 1

2
∇⃗ ∧ (ηu⃗)− 1

2
(∇⃗η) ∧ u⃗+ ηf⃗ .

Ainsi, comme supp(η) ⊂ QR(t0, x0) ⊂]0,+∞[×R3, on a U⃗(0, x) = 0, et donc∂tU⃗ = ∆U⃗ + A⃗+
3∑
i=1

∂iB⃗i + ∇⃗C + ∇⃗ ∧ D⃗ + divE+ ηf⃗ ,

U⃗(0, x) = 0,

(2.3.3)
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où le vecteur A⃗ est donné par

A⃗ = (∂tη +∆η)(u⃗+ ω⃗) + u⃗⊗ u⃗ · ∇⃗η − η∇⃗p− 1

2
(∇⃗η) ∧ ω⃗ (2.3.4)

−(∇⃗η) div(ω⃗)− ηω⃗ + ω⃗ ⊗ u⃗ · ∇⃗η,

le vecteur B⃗i (pour 1 ≤ i ≤ 3) est donné par

B⃗i = 2(∂iη)(u⃗+ ω⃗), (2.3.5)

la fonction scalaire C est donnée par
C = η div(ω⃗), (2.3.6)

le vecteur D⃗ est donné par
D⃗ =

1

2
η(ω⃗ + u⃗), (2.3.7)

et enfin, le tenseur E est défini par l’expression

E = −η(u⃗⊗ u⃗+ ω⃗ ⊗ u⃗). (2.3.8)

Par la formule de Duhamel, la solution de l’équation (2.3.3) peut s’écrire de la manière suivante :

U⃗(t, x) =
∫ t

0
e(t−s)∆

(
A⃗+

3∑
i=1

∂iB⃗i + ∇⃗C + ∇⃗ ∧ D⃗ + divE+ ηf⃗

)
ds. (2.3.9)

Donc, pour déduire la régularité Höldérienne de U⃗ , il suffit d’appliquer le Lemme 2.1.5, page 44, à
l’expression précédente et alors nous devons vérifier que pour 1 < p0 ≤ q0 < q1 avec 1

q0
= 2−α

5 ,
1
q1

= 1−α
5 et 0 < α < 1

24 , nous avons ηf⃗ ∈ Mp0,q0
t,x (R× R3) et

A⃗ ∈ Mp0,q0
t,x (R× R3) et B⃗i, C, D⃗,E ∈ Mp0,q1

t,x (R× R3). (2.3.10)

Observons que, comme par hypothèse 1QR
f⃗ ∈ M

10
7
,τa

t,x (R× R3) avec q0 = 5
2−α ≤ τa et supp(η) ⊂ QR

nous avons directement ηf⃗ ∈ Mp0,q0
t,x (R × R3). Cependant, la déduction de (2.3.10) est loin d’être

anodine et il faut suivre plusieurs étapes assez techniques pour obtenir cette information. Pour ce
faire, nous réaliserons une étude séparée de chaque variable qui est résumée dans les étapes suivantes :

A) Un premier gain d’information de type Morrey de u⃗ [Proposition 2.3.1 & Corollaire 2.3.1].

B) Un gain d’intégrabilité pour ω⃗ [Proposition 2.3.2].

C) Une amélioration de l’information de type Morrey pour u⃗ [Proposition 2.3.3].

D) Un gain d’intégrabilité pour div(ω⃗) [Proposition 2.3.4].

E) Déduction de la régularité Höldérienne de u⃗ et ω⃗ en utilisant le Lemme 2.1.5 de Ladyzhenskaya
[Proposition 2.3.5].
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Les idées ci-dessus sont résumées dans le schéma suivant,

(2.3.2) +3 1QR1
u⃗ ∈ M3,τ0

t,x (R× R3)

��
1QR2

ω⃗ ∈ Lτ0t,x

 =⇒ 1QR3
u⃗ ∈ M3,σ

t,x (R× R3)

avec σ > τ0
=⇒ 1QR4

div(ω⃗) ∈ M
6
5
,p

t,x (R× R3)

��
1QR

(u⃗+ ω⃗) ∈ Ċα(R× R3),

avec 0 < R < R4 < R3 < R2 < R1 < R.

Commençons alors par la première étape.

A) Un premier gain d’information de type Morrey de u⃗

Proposition 2.3.1. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition
2.3.2 des équations micro-polaires sur QR. Supposons que pour certain 0 < α < 1

24 nous avons

1QR
f⃗ ∈ M

10
7
,τa

t,x (R× R3) avec τa > 5
2−α . S’il existe ε > 0 tel que pour un point (t0, x0) ∈ QR, nous

avons
lim sup
r→0

1

r

∫∫
]t0−r2,t0+r2[×Bx0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds < ε, (2.3.11)

alors, il existe 0 < R1 <
R
2 et τ0 > 0 avec 5

1−α < τ0 <
20
3 tel que

1QR1
(t0,x0)u⃗ ∈ M3,τ0

t,x (R× R3).

Preuve. En utilisant la définition des espaces de Morrey (voir (2.1.6), page 42), observons que l’on
doit montrer que pour tout 0 < r < R1 et pour tout (t, x) ∈ QR1(t0, x0) nous avons le contrôle
suivant : ∫∫

Qr(t,x)
|u⃗|3dyds ≤ Cr

5(1− 3
τ0

)
. (2.3.12)

Pour obtenir cette estimation, nous allons utiliser les quantités critiques suivantes : pour tout
(t, x) ∈ QR(t0, x0),

Ar(t, x) = sup
t−r2<s<t+r2

1

r

∫
Bx,r

|u⃗(s, y)|2dy αr(t, x) =
1

r

∫∫
Qr(t,x)

|∇⃗ ⊗ u⃗(s, y)|2dyds

λr(t, x) =
1

r2

∫∫
Qr(t,x)

|u⃗(s, y)|3dyds Fr(t, x) =
1

r
5
7

∫∫
Qr(t,x)

|f⃗(s, y)|
10
7 dyds

Pr(t, x) =
1

r2

∫∫
Qr(t,x)

|p(s, y)|
3
2dyds.

(2.3.13)

Observons rapidement une première relation entre les variables introduites ci-dessus

Lemme 2.3.1. Pour tout 0 < r < R, il existe une constante universelle C > 0, telle que

λ
1
3
r ≤ C(Ar + αr)

1
2 .

Preuve. Par la définition de λr donnée dans (2.3.13) et par l’inégalité de Hölder nous avons

λ
1
3
r =

1

r
2
3

‖u⃗‖L3
tL

3
x(Qr) ≤

C

r
1
2

‖u⃗‖
L

10
3

t,x(Qr)
.
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Par un argument d’interpolation, on a ‖u⃗(t, ·)‖
L

10
3 (Bx,r)

≤ ‖u⃗(t, ·)‖
2
5

L2(Bx,r)
‖u⃗(t, ·)‖

3
5

L6(Bx,r)
, ce qui im-

plique ‖u⃗‖
L

10
3

t,x(Qr)
≤ ‖u⃗‖

2
5

L∞
t L2

x(Qr)
‖u⃗‖

3
5

L2
tL

6
x(Qr)

. En utilisant l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg (cf. [12]

) nous avons ‖u⃗‖L2
tL

6
x(Qr) ≤ C

(
‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

tL
2
x(Qr) + ‖u⃗‖L∞

t L2
x(Qr)

)
. Ainsi, par les inégalités de Young on

a

‖u⃗‖
L

10
3

t,x(Qr)
≤ C‖u⃗‖

2
5

L∞
t L2

x(Qr)

(
‖∇⃗ ⊗ u⃗‖

3
5

L2
tL

2
x(Qr)

+ ‖u⃗‖
3
5

L∞
t L2

x(Qr)

)
≤ C

(
‖u⃗‖L∞

t L2
x(Qr) + ‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

tL
2
x(Qr)

)
. (2.3.14)

Étant donné que ‖u⃗‖L∞
t L2

x(Qr) = r
1
2A

1
2
r et ‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

tL
2
x(Qr) = r

1
2α

1
2
r , on obtient l’estimation souhaitée

et donc la preuve du lemme est terminée. ■

Ainsi, afin d’obtenir l’estimation (2.3.12), observons que grâce au lemme précédent nous avons∫∫
Qr(t,x)

|u⃗|3dyds = r2λr(t, x) ≤ r2(Ar(t, x) + αr(t, x))
3
2 ,

et donc, il est suffit de montrer que pour tout 0 < r < R1, et pour tout (t, x) ∈ QR1 , on a

Ar(t, x) + αr(t, x) ≤ Cr
2(1− 5

τ0
)
.

Pour cela, nous avons besoin de deux estimations : la première, qui est donnée dans le lemme suivant,
est liée à l’inégalité locale d’énergie et une deuxième estimation liée à la pression.

Lemme 2.3.2. Soit 0 < ρ ≤ R. Sous les hypothèses de la Proposition 2.3.1, pour tout 0 < r < ρ
2 nous

avons

Ar + αr ≤ C
r2

ρ2
Aρ + C

ρ2

r2
P

2
3
ρ (Aρ + αρ)

1
2 + C

ρ2

r2
P

2
3
ρ (Aρ + αρ)

1
2 + C

ρ
5
2

r
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(QR)A
1
2
ρ

+C
ρ

3
2

ρ
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(QR)α
1
2
ρ + C

ρ

r
F

7
10
ρ (Aρ + αρ)

1
2 .

Pour démontrer ce lemme, l’idée consiste à choisir une fonction test particulière dans l’inégalité
d’énergie locale. Cette fonction a été introduite dans les travaux de Scheffer dans [88] (voir également
[57], [61]) et nous la rappelons ci-dessous.

Lemme 2.3.3. Soient 0 < ρ ≤ R et 0 < r < ρ
2 . Considérons ϕ la fonction suivante

ϕ(s, y) = r2f

(
s− t

ρ2
,
y − x

ρ

)
θ

(
s− t

r2

)
g(4r2+t−s)(x− y),

où f ∈ C∞
0 (R × R3) est une fonction positive supportée sur QR(0, 0) et qui vaut 1 sur Q 1

2
(0, 0), θ est

une fonction lisse positive telle que θ = 1 sur ]−∞, 1[ et θ = 0 sur ]2,+∞[ et gt(·) est le noyau de la
chaleur. Alors, nous avons les points suivants :

1) la fonction ϕ est une fonction non négative bornée, et son support est contenu dans la boule
parabolique Qρ(t, x), et pour tout (s, y) ∈ Qr(t, x), on a la borne inférieure ϕ ≥ C

r ,
2) pour tout (s, y) ∈ Qρ(t, x), nous avons ϕ(s, y) ≤ C

r ,
3) pour tout (s, y) ∈ Qρ(t, x), nous avons |∇⃗ϕ(s, y)| ≤ C

r2
,
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4) pour tout (s, y) ∈ Qρ(t, x), nous avons |(∂s +∆)ϕ(s, y)| ≤ C r2

ρ5
.

Preuve du Lemme 2.3.2. Tout d’abord, rappelons que comme (u⃗, p, ω⃗) est une solution partiellement
adaptée au sens de la Définition 2.3.2, elle vérifie l’inégalité d’énergie locale i.e., pour tout ψ ∈
D(R× R3), nous avons∫
R3

|u⃗|2ψ(t, x)dy + 2

∫
s<t

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗|2ψdyds ≤
∫
s<t

∫
R3

(∂tψ +∆ψ)|u⃗|2dyds+ 2

∫
s<t

∫
R3

p(u⃗ · ∇⃗ψ)dyds

+

∫
s<t

∫
R3

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ψdyds+

∫
s<t

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ψu⃗)dyds+ 2

∫
s<t

∫
R3

f⃗ · (ψu⃗)dyds.

Ainsi, en prenant la fonction test donnée dans le Lemme 2.3.3 dans l’inégalité ci-dessus, nous obtenons

Ar + αr ≤
∫
R

∫
R3

(∂tϕ+∆ϕ)|u⃗|2dyds︸ ︷︷ ︸
(i)

+2

∫
R

∫
R3

p(u⃗ · ∇⃗ϕ)dyds︸ ︷︷ ︸
(ii)

+

∫
R

∫
R3

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ϕdyds︸ ︷︷ ︸
(iii)

+

∫
R

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ϕu⃗)dyds︸ ︷︷ ︸
(iv)

+2

∫
R

∫
R3

f⃗ · (ϕu⃗)dyds︸ ︷︷ ︸
(v)

. (2.3.15)

Nous allons maintenant étudier chaque terme de l’expression ci-dessus. Concernant le premier terme,
en utilisant le quatrième point du Lemme 2.3.3 et comme ‖u⃗‖L∞

t L2
x(Qρ) = ρ

1
2A

1
2
ρ par (2.3.13), nous

avons ∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

(∂tϕ+∆ϕ)|u⃗|2dyds ≤ r2

ρ5

∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

|u⃗|2dyds ≤ C
r2

ρ2
Aρ. (2.3.16)

Pour le deuxième terme (ii) de (2.3.15), d’après le troisième point du Lemme 2.3.3, l’inégalité de
Hölder, comme ‖p‖

L
3
2
t,x(Qρ)

= λ
4
3
ρP

2
3
ρ , ‖u⃗‖L3

t,x(Qρ) = ρ
2
3λ

1
3
ρ par (2.3.13) et le Lemme 2.3.1, nous avons

∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

|p · (u⃗ · ∇⃗ϕ)|dyds ≤ C

r2

∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

|p||u⃗|dyds ≤ C

r2
‖p‖

L
3
2 (Qρ)

‖u⃗‖L3(Qρ)

≤ C
ρ2

r2
P

2
3
ρ λ

1
3
ρ ≤ C

ρ2

r2
P

2
3
ρ (Aρ + αρ)

1
2 . (2.3.17)

Pour traiter le terme (iii) de (2.3.15), nous introduisons la quantité (|u⃗|2)ρ, donnée par

(|u⃗|2)ρ =
1

|Bx,ρ|

∫
Bx,ρ

|u⃗(t, y)|2dy. Comme u⃗ est à divergence nulle, pour tout fonction test ψ telle

que supp(ψ) ⊂ Bx,ρ, on a ∫
Bx,ρ

(|u⃗|2)ρ(u⃗ · ∇⃗)ψdy = 0.

Alors, d’après le Lemme 2.3.3 et l’inégalité de Hölder, il s’ensuit que∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ϕdyds =

∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

[|u⃗|2 − (|u⃗|2)ρ](u⃗ · ∇⃗)ϕdyds

≤ C

r2

∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

∣∣|u⃗|2 − (|u⃗|2)ρ|
∣∣ |u⃗|dyds

≤ C

r2

∫ t+ρ2

t−ρ2
‖|u⃗|2 − (|u⃗|2)ρ‖

L
3
2
‖u⃗(s, ·)‖L3ds.
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Par l’inégalité de Poincaré et l’inégalité de Hölder dans la variable de temps, on obtient∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ϕdyds ≤ C

r2

∫ t+ρ2

t−ρ2
‖∇⃗(|u⃗(s, ·)|2)‖L1‖u⃗(s, ·)‖L3ds

≤ C

r2

∫ t+ρ2

t−ρ2
‖u⃗‖L2(Bx,ρ)‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2(Bx,ρ)‖u⃗(s, ·)‖L3(Bx,ρ)ds

≤ C

r2
‖u⃗‖L6

tL
2
x(Qρ)‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

t,x(Qρ)‖u⃗‖L3
t,x(Qρ).

Observons que comme ‖u⃗‖L∞
t L2

x(Qρ) = ρ
1
2A

1
2
ρ par (2.3.13), nous avons

‖u⃗‖L6
tL

2
x(Qρ) ≤ Cρ

1
3 ‖u⃗‖L∞

t L2
x(Qρ) ≤ Cρ

5
6A

1
2
ρ .

En plus, comme ‖u⃗‖L3
t,x(Qρ) = ρ

2
3λ

1
3
ρ et ‖u⃗‖L2

t Ḣ
1
x(Qρ)

= ρ
1
2α

1
2
ρ par (2.3.13) et en utilisant le Lemme

2.3.1 et l’estimation ci-dessus, nous avons∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ϕdyds ≤ C
ρ2

r2
A

1
2
ρ α

1
2
ρ (Aρ + αρ)

1
2 .

Enfin, en utilisant l’inégalité de Young, nous avons∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ϕdyds ≤ C
ρ2

r2
α

1
2
ρ (Aρ + αρ). (2.3.18)

Étudions maintenant le terme (iv) dans (2.3.15). Par les propriétés de la fonction test ϕ et l’inégalité
de Hölder (1 = 1

3 + 1
2 + 1

6) on a∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

|(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ϕu⃗)|dyds ≤ C

r

∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

|∇⃗ ∧ ω⃗ · u⃗|dyds

≤ C
ρ

r

∫ t+ρ2

t−ρ2
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

x(Bx,ρ)‖u⃗‖L6
x(Bx,ρ)ds.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans la variable de temps, on obtient∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

|(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ϕu⃗)|dyds ≤ C
ρ

r
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(QR)‖u⃗‖L2
tL

6
x(Qρ).

Par l’injection de Sobolev H1(Bx,ρ) ⊂ L6(Bx,ρ), on a∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

|(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ϕu⃗)|dyds ≤ C
ρ

r
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(Qρ)(‖u⃗‖L2
tL

2
x(Qρ) + ‖u⃗‖L2

t Ḣ
1
x(Qρ)

)

≤ C
ρ

r
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(Qρ)(ρ‖u⃗‖L∞
t L2

x(Qρ) + ‖u⃗‖L2
t Ḣ

1
x(Qρ)

).

Comme ‖u⃗‖L∞
t L2

x(Qρ) = ρ
1
2A

1
2
ρ et ‖u⃗‖L2

t Ḣ
1
x(Qρ)

= ρ
1
2α

1
2
ρ , par (2.3.13) nous avons∫ t+ρ2

t−ρ2

∫
Bx,ρ

|(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ϕu⃗)|dyds ≤ C
ρ

5
2

r
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(QR)A
1
2
ρ

+C
ρ

3
2

r
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(QR)α
1
2
ρ . (2.3.19)



Régularité Höldérienne des équations micro-polaires 77

Pour le terme (v) dans (2.3.15), en utilisant les propriétés de la fonction test ϕ et l’inégalité de Hölder,
on a ∫

R

∫
R3

f⃗ · (ϕu⃗)dyds ≤ C

r

∫
Qρ

f⃗ · u⃗dyds ≤ C

r
‖f⃗‖

L
10
7

t L
10
7

x (Qρ)
‖u⃗‖

L
10
3

t L
10
3

x (Qρ)
.

Maintenant, par l’estimation (2.3.14) et les définitions des quantités données dans (2.3.13), nous avons∫
R

∫
R3

f⃗ · (ϕu⃗)dyds ≤ C

r
‖f⃗‖

L
10
7

t,x(Qρ)

(
‖u⃗‖L∞

t L2
x(Qρ) + ‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

tL
2
x(Qρ)

)
= C

ρ

r
F

7
10
ρ (A

1
2
ρ + α

1
2
ρ ) ≤ C

ρ

r
F

7
10
ρ (Aρ + αρ)

1
2 . (2.3.20)

Ainsi, en rassemblant les contrôles (2.3.16)-(2.3.20), nous obtenons

Ar + αr ≤ C
r2

ρ2
Aρ + C

ρ2

r2
P

2
3
ρ (Aρ + αρ)

1
2 + C

ρ2

r2
P

2
3
ρ (Aρ + αρ)

1
2

+ C
ρ

5
2

r
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(Qρ)A
1
2
ρ + C

ρ
3
2

ρ
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(QR)α
1
2
ρ + C

ρ

r
F

7
10
ρ (Aρ + αρ)

1
2 ,

ce qui termine la preuve du Lemme 2.3.2. ■

La deuxième estimation dont nous avons besoin repose sur une étude détaillée des propriétés de
la pression. On aura donc besoin du résultat auxiliaire ci-dessous

Lemme 2.3.4. Fixons 0 ≤ σ ≤ 1
2 , et Qσ une boule parabolique. Soit p la solution de

∆p = −
∑3

i,j=1 ∂i∂j (uiuj) dans Qσ, avec u⃗ ∈ L∞
t L

2
x(Q1) ∩ L2

t Ḣ
1
x(Q1). Si p ∈ L

3
2
t,x(Q1), alors il existe

une constante C > 0 telle que nous avons le contrôle suivant

‖p‖
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C

(
σ

1
3

(
‖u⃗‖L∞

t L2
x(Q1)‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

tL
2
x(Q1)

)
+ σ2‖p‖

L
3
2
t L

3
2
x (Q1)

)
.

Preuve. Soit ψ : R3 −→ [0, 1] une fonction test telle que ψ ≡ 1 sur Bx, 3
5

et ψ ≡ 0 dehors Bx, 4
5
.

Observons que comme σ ≤ 1
2 , nous avons sur Qσ l’identité, p = ψp. Ensuite, comme

−∆(ψp) = −ψ∆p+ (∆ψ)p− 2
3∑
i=1

∂i((∂iψ)p),

on a l’inégalité suivante

‖p‖
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

= ‖ψp‖
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤

∥∥∥∥∥
(
− ψ∆p

)
(−∆)

∥∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)︸ ︷︷ ︸

(pa)

+

∥∥∥∥(∆ψ)p(−∆)

∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)︸ ︷︷ ︸

(pb)

+2
3∑
i=1

∥∥∥∥∂i((∂iψ)p)(−∆)

∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)︸ ︷︷ ︸

(pc)

. (2.3.21)

Étudions maintenant chaque terme de l’expression ci-dessus. Pour le premier terme (pa) dans (2.3.78),
en définissant Ni,j = ui(uj − (uj)1) où (uj)1 est le moyenne de uj sur la boule de rayon 1, et comme
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u⃗ est à divergence nulle, nous avons
3∑

i,j=1

∂i∂j(uiuj) =
3∑

i,j=1

∂i∂jNi,j . En plus, comme par hypothèse

∆p = −
3∑

i,j=1

∂i∂j(uiuj), nous avons

(pa) =

∥∥∥∥∥
(
− ψ∆p

)
(−∆)

∥∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C

∥∥∥∥∥∥ 1

(−∆)

(
ψ

3∑
i,j=1

∂i∂jNi,j

)∥∥∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

(2.3.22)

≤ C
3∑

i,j=1

∥∥∥∥ 1

(−∆)

(
∂i∂j(ψNi,j)− ∂i

(
(∂jψ)Ni,j

)
− ∂j

(
(∂iψ)Ni,j

)
+ 2(∂i∂jψ)Ni,j

)∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

.

Dénotons par Ri =
∂i√
−∆

les transformées de Riesz habituelles sur R3. Comme ces opérateurs sont
bornés dans les espaces de Lebesgue et en utilisant les propriétés de support de la fonction auxiliaire
ψ, nous avons pour le premier terme ci-dessus :∥∥∥∥ ∂i∂j(−∆)

ψNi,j(t, ·)
∥∥∥∥
L

3
2 (Bx,σ)

≤ ‖RiRj(ψNi,j)(t, ·)‖
L

3
2 (R3)

≤ C‖ψNi,j(t, ·)‖
L

3
2 (Bx,1)

≤ C‖ui(t, ·)‖L2(Bx,1)‖uj(t, ·)− (uj)1‖L6(Bx,1)

≤ C‖u⃗(t, ·)‖L2(Bx,1)‖∇⃗ ⊗ u⃗(t, ·)‖L2(Bx,1),

où nous avons utilisé les inégalités de Hölder et de Poincaré dans la dernière ligne. En prenant main-
tenant la norme L

3
2 dans la variable du temps, nous obtenons∥∥∥∥ ∂i∂j(−∆)

ψNi,j

∥∥∥∥
L

3
2
t,x(Qσ)

≤ Cσ
1
3 ‖u⃗‖L∞

t L2
x(Q1)‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

tL
2
x(Q1). (2.3.23)

Les termes restants de (2.3.22) peuvent être étudiés de manière similaire. En effet, comme ∂iψ s’annule
sur Bx, 3

5
∪ Bc

x, 4
5

et comme Bx,σ ⊂ Bx, 1
2
⊂ Bx, 3

5
, en utilisant la représentation intégrale de l’opérateur

∂i
(−∆) nous avons pour le deuxième terme de (2.3.22) l’estimation suivante∥∥∥∥ ∂i

(−∆)

(
(∂jψ)Ni,j

)
(t, ·)

∥∥∥∥
L

3
2 (Bx,σ)

≤ Cσ2
∥∥∥∥ ∂i
(−∆)

(
(∂jψ)Ni,j

)
(t, ·)

∥∥∥∥
L∞(Bx,σ)

≤ C σ2

∥∥∥∥∥
∫
{ 3
5
<|y|< 4

5
}

xi − yi
|x− y|3

(
(∂jψ)Ni,j

)
(t, y) dy

∥∥∥∥∥
L∞(Bx,σ)

≤ C σ2‖Ni,j(t, ·)‖L1(Bx,1) (2.3.24)
≤ C σ2‖ui(t, ·)‖L2(Bx,1)‖uj(t, ·)− (uj)1‖L2(Bx,1)

≤ C ‖u⃗(t, ·)‖L2(Bx,1)‖∇⃗ ⊗ u⃗(t, ·)‖L2(Bx,1),

où nous avons utilisé les mêmes idées que pour le terme ψNi,j et le fait que 0 < σ < 1
2 . Par les mêmes

arguments que dans (2.3.23), en prenant la norme L
3
2 dans la variable du temps, nous obtenons∥∥∥∥ ∂i

(−∆)

(
(∂jψ)Ni,j

)∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ Cσ
1
3 ‖u⃗‖L∞

t L2
x(Q1)‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

tL
2
x(Q1). (2.3.25)

Un argument symétrique implique∥∥∥∥ ∂j
(−∆)

(
(∂iψ)Ni,j

)∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ Cσ
1
3 ‖u⃗‖L∞

t L2
x(Q1)‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

tL
2
x(Q1). (2.3.26)



Régularité Höldérienne des équations micro-polaires 79

Comme le noyau de convolution associé à l’opérateur 1
(−∆) est C

|x| , en suivant les mêmes idées que le
dernier terme de (2.3.22), nous avons l’inégalité∥∥∥∥(∂i∂jψ)Ni,j

(−∆)

∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ Cσ
1
3 ‖u⃗‖L∞

t L2
x(QR)‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

tL
2
x(QR). (2.3.27)

Par conséquent, en injectant les estimations (2.3.23), (2.3.25), (2.3.26) et (2.3.27) dans (2.3.22), nous
avons

(pa) =

∥∥∥∥∥
(
− ψ∆p

)
(−∆)

∥∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C
(
σ

1
3 ‖u⃗‖L∞

t L2
x(Q1)‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

tL
2
x(Q1)

)
. (2.3.28)

Étudions maintenant le terme (pb) de l’expression (2.3.21). Pour cela, nous considérons d’abord la
variable spatiale. En rappelant les propriétés de support de la fonction auxiliaire ψ et les propriétés
du noyau de convolution associé à l’opérateur 1

(−∆) , nous pouvons écrire comme précédemment (voir
(2.3.24)) ∥∥∥∥(∆ψ)p(t, ·)(−∆)

∥∥∥∥
L

3
2 (B0,σ)

≤ Cσ2‖p(t, ·)‖L1(Bx,1) ≤ Cσ2‖p(t, ·)‖
L

3
2 (Bx,1)

,

et donc, en prenant la norme L
3
2 dans la variable du temps, nous obtenons

(pb) =

∥∥∥∥(∆ψ)p(−∆)

∥∥∥∥
L

3
2
t,x(Qσ)

≤ Cσ2‖p‖Lq0
t L

q0
x (Q1)

. (2.3.29)

Pour le dernier terme de l’expression (2.3.21), en suivant les mêmes idées que celles développées dans
(2.3.24), nous pouvons écrire∥∥∥∥ ∂i

(−∆)
(∂iψ)p(t, ·)

∥∥∥∥
L

3
2 (B0,σ)

≤ Cσ2‖p(t, ·)‖L1(Bx,1) ≤ Cσ2‖p(t, ·)‖
L

3
2 (Bx,1)

,

et nous avons
(pc) =

∥∥∥∥∂i((∂iψ)p)(−∆)

∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ Cσ2‖p‖
L

3
2
t,x(Q1)

. (2.3.30)

En regroupant les estimations (2.3.28), (2.3.29) et (2.3.30), nous obtenons l’inégalité

‖p‖
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C

(
σ

1
3 ‖u⃗‖L∞

t L2
x(Q1)‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

tL
2
x(Q1) + σ2‖p‖

L
3
2
t L

3
2
x (Q1)

)
,

et ceci termine la preuve du Lemme 2.3.7. ■

Maintenant, nous pouvons obtenir la deuxième estimation dont nous avons besoin. Pour 0 < r ≤ ρ
2 ,

nous fixons le paramètre σ = r
ρ . En utilisant les fonctions pρ(t, x) = p(ρ2t, ρx), u⃗ρ(t, x) = u⃗(ρ2t, ρx)

dans le Lemme 2.3.7 et après un changement de variable, nous obtenons

ρ−
10
3 ‖p‖

L
3
2
t L

3
2
x (Qr)

≤ C

((
r

ρ

) 1
3 (
ρ−

3
2 ‖u⃗‖L∞

t L2
x(Qρ)ρ

− 3
2 ‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

t,x(Qρ)

)
+

(
r

ρ

)2

ρ−
10
3 ‖p‖

L
3
2
t L

3
2
x (Qρ)

)
.

En utilisant l’inégalité de Young, le fait que ‖p‖
L

3
2
t L

3
2
x (Qr)

= r
4
3P

2
3
r , et les quantités données dans

(2.3.13) nous avons

P
2
3
r ≤ C

ρ
10
3

r
4
3

((
r

ρ

) 1
3
(
(ρ−

3
2 ρ

1
2 )A

1
2
ρ (ρ

− 3
2 ρ

1
2 )α

1
2
ρ

)
+

(
r

ρ

)2

ρ−
10
3 ρ

4
3P

2
3
ρ

)
≤ C

((ρ
r

)
(Aραρ)

1
2 +

(
r

ρ

) 2
3

P
2
3
ρ

)
. (2.3.31)
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Une fois obtenu les estimations (2.3.15) et (2.3.31), nous pouvons réaliser l’argument inductif afin
d’obtenir l’information de type Morrey de la variable u⃗.

Fin de la preuve de la Proposition 2.3.1. Rappelons que, nous voulons montrer qu’il existe
0 < R1 < R

2 tel que pour tout 0 < r < R1, et pour tout (t, x) ∈ QR1 , et pour τ0 > 0 avec
5

1−α < τ0 <
20
3 , nous avons

Ar(t, x) + αr(t, x) ≤ Cr
2(1− 5

τ0
)
. (2.3.32)

Introduisons les quantités suivantes pour simplifier les notations,

Ar(t, x) =
1

r
2(1− 5

τ0
)
(Ar(t, x) + αr(t, x)) Pr(t, x) =

1

r
3
2
(1− 5

τ0
)
Pr(t, x). (2.3.33)

Ainsi, afin d’obtenir (2.3.32), nous allons appliquer un argument itératif à l’expression suivante :

Θr(t, x) = Ar(t, s) +

((
r

ρ

) 15
τ0

− 15
2

Pr(t, x)

) 4
3

. (2.3.34)

Pour cela, nous devons obtenir des estimations qui nous permettent de contrôler l’information sur des
boules plus petites par rapport aux plus grandes des termes données dans (2.3.33). Pour le terme Ar,
observons que, par le Lemme 2.3.2, page 74, nous avons

Ar =
1

r
2(1− 5

τ0
)
(Ar + αr) ≤

1

r
2(1− 5

τ0
)

(
C
r2

ρ2
Aρ︸ ︷︷ ︸

(I)

+C
ρ2

r2
P

2
3
ρ (Aρ + αρ)

1
2︸ ︷︷ ︸

(II)

+C
ρ2

r2
α

1
2
ρ (Aρ + αρ)︸ ︷︷ ︸
(III)

+ C
ρ

5
2

r
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(Qρ)A
1
2
ρ︸ ︷︷ ︸

(IV )

+C
ρ

3
2

r
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(QR)α
1
2
ρ︸ ︷︷ ︸

(V )

+C
ρ

r
F

7
10
ρ (Aρ + αρ)

1
2︸ ︷︷ ︸

(V I)

)
. (2.3.35)

Nous allons estimer chaque terme ci-dessus par rapport à Aρ.
• Pour le terme (I) ci-dessus, nous avons

1

r
2(1− 5

τ0
)

(
r2

ρ2
Aρ

)
=

1

r
2(1− 5

τ0
)

r2

ρ2
ρ
2(1− 5

τ0
)
Aρ =

(
r

ρ

) 10
τ0

Aρ.

• Pour le deuxième terme (II) de (2.3.35), en utilisant la définition de Aρ et Pρ, l’on obtient

1

r
2(1− 5

τ0
)

(
ρ2

r2
P

2
3
ρ (Aρ + αρ)

1
2

)
≤
(ρ
r

)4− 10
τ0 P

2
3
ρA

1
2
ρ .

• Pour le terme (III) dans (2.3.35), en utilisant la définition de Aρ donnée dans (2.3.33), nous
avons

1

r
2(1− 5

τ0
)

(
ρ2

r2
α

1
2
ρ (Aρ + αρ)

)
=

1

r
2(1− 5

τ0
)

(
ρ2

r2
α

1
2
ρ ρ

2(1− 5
τ0

)
Aρ

)
=
(ρ
r

)4− 10
τ0 Aρα

1
2
ρ .

• Observons que pour le terme (IV ) de (2.3.35), par la définition de Aρ, et comme Qρ ⊂ QR et
ω⃗ ∈ L2

t Ḣ
1
x(QR(t0, x0)) l’on a

1

r
2(1− 5

τ0
)

(
ρ

5
2

r
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(QR)A
1
2
ρ

)
=

1

r
2(1− 5

τ0
)

ρ
5
2

r
ρ
1− 5

τ0 ‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2
t,x(QR)A

1
2
ρ

=
(ρ
r

)3− 10
τ0 ρ

1
2
+ 5

τ0 ‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2
t,x(QR)A

1
2
ρ .

≤ C
(ρ
r

)3− 10
τ0 ρ

1
2
+ 5

τ0 A
1
2
ρ ≤ C

(ρ
r

)3− 10
τ0 ρ

1
2
+ 5

τ0 A
1
2
ρ .
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• Pour le terme (V ) de (2.3.35) comme Qρ ⊂ QR on peut écrire

1

r
2(1− 5

τ0
)

(
ρ

3
2

r
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(QR)α
1
2
ρ

)
=

(ρ
r

)3− 10
τ0 ρ

10
τ0

−3
ρ

3
2α

1
2
ρ ‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(QR)

≤ C
(ρ
r

)3− 10
τ0 ρ

10
τ0

− 3
2α

1
2
ρ .

• Pour le terme (6) dans (2.3.35), par la définition de Aρ nous avons

1

r
2(1− 5

τ0
)

(
ρ

r
F

7
10
ρ (Aρ + αρ)

1
2

)
=

1

r
2(1− 5

τ0
)

ρ

r
ρ
−1+ 5

τ0 F
7
10
ρ A

1
2
ρ

=
(ρ
r

)3− 10
τ0 ρ

−1+ 5
τ0 F

7
10
ρ A

1
2
ρ .

Observons que par la définition de Fρ donnée dans (2.3.13), nous avons

ρ
−1+ 5

τ0 F
7
10
ρ = ρ

−1+ 5
τ0

1

ρ
1
2

∫
Qρ(t,x)

|f⃗(s, y)|
10
7 dyds = ρ

− 3
2
+ 5

τ0
ρ5(1−

10
7τa

)

ρ5(1−
10
7τa

)

∫
Qρ(t,x)

|f⃗(s, y)|
10
7 dyds

=
ρ

7
2
+ 5

τ0
− 50

7τa

ρ
5(1− 10

7τ0
)

∫
Qρ(t,x)

|f⃗(s, y)|
10
7 dyds ≤ ρ

7
2
+ 5

τ0
− 50

7τa ‖1QR
f⃗‖

10
7

M
10
7 ,τa

t,x

.

Ainsi, comme par hypothèse 1QR
f⃗ ∈ M

10
7
,τa

t,x (R× R3), nous avons

1

r
2(1− 5

τ0
)

(
ρ

r
F

7
10
ρ (Aρ + αρ)

1
2

)
≤ Cρ

7
2
+ 5

τ0
− 50

7τa

(ρ
r

)3− 10
τ0 A

1
2
ρ .

En rassemblant les estimations précédents, nous obtenons

Ar ≤ C

((
r

ρ

) 10
τ0

Aρ +
(ρ
r

)4− 10
τ0 P

2
3
ρA

1
2
ρ +

(ρ
r

)4− 10
τ0 Aρα

1
2
ρ +

(ρ
r

)3− 10
τ0 ρ

1
2
+ 5

τ0 A
1
2
ρ

+
(ρ
r

)3− 10
τ0 ρ

10
τ0

− 3
2α

1
2
ρ + ρ

7
2
+ 5

τ0
− 50

7τa

(ρ
r

)3− 10
τ0 A

1
2
ρ

)
. (2.3.36)

D’autre part, si l’on considère le terme Pr(t, x) dans (2.3.33), d’après l’estimation (2.3.31), nous
obtenons

Pr =
1

r
3
2
(1− 5

τ0
)
Pr ≤

C

r
3
2
(1− 5

τ0
)

((ρ
r

) 3
2 A

3
4
ρ α

3
4
ρ +

(
r

ρ

)
Pρ
)
.

Ensuite, en utilisant l’inégalité de Young et la définition de Aρ, on déduit que

1

r
3
2
(1− 5

τ0
)

(ρ
r

) 3
2 A

3
4
ρ α

3
4
ρ ≤ 1

r
3
2
(1− 5

τ0
)

(ρ
r

) 3
2
ρ

3
2
(1− 5

τ0
)
(Aραρ)

3
4 =

(ρ
r

)3− 15
2τ0 (Aραρ)

3
4 .

Comme 1

r
3
2 (1− 5

τ0
)

(
r
ρ

)
Pρ =

(ρ
r

) 1
2
− 15

2τ0 Pρ, nous avons

Pr ≤ C

((ρ
r

)3− 15
2τ0 (Aραρ)

3
4 +

(ρ
r

) 1
2
− 15

2τ0 Pρ

)
. (2.3.37)

Ainsi, avec les estimations (2.3.36) et (2.3.37), nous sommes prêts à appliquer un argument itératif
à l’expression (2.3.34). En effet, la première itération est donnée dans le lemme suivant. Remarquons
que pour le moment, nous nous centrons autour du point (t0, x0), et le cas (t, x) ∈ Qρ(t0, x0) sera
traité postérieurement.
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Lemme 2.3.5. Soit 0 < κ� 1 une constant fixe (cf. (2.3.40)). Sous les hypothèses de la Proposition
2.3.1, il existe 0 < ρ1 < R et 0 < ε∗ = ε∗(κ, ρ1) < 1 tels que pour tout 0 < ρ ≤ ρ1, nous avons

Θκρ(t0, x0) ≤
1

2
Θρ(t0, x0) + ε∗.

Preuve. Soient 0 < ρ < R et r = κρ avec 0 < κ � 1 un certain paramètre fixe qui sera défini plus
tard. En utilisant les estimations (2.3.36) et (2.3.37), nous avons

Θr = Ar +
(
κ

15
‘2τ0

−1
Pr

) 4
3

≤ C

(
κ

10
τ0 Aρ + κ

10
τ0

−4
Aρα

1
2
ρ︸ ︷︷ ︸

(1)

+κ
10
τ0

−4
P

2
3
ρA

1
2
ρ︸ ︷︷ ︸

(2)

+κ
10
τ0

−3
ρ

1
2
+ 5

τ0 A
1
2
ρ︸ ︷︷ ︸

(3)

(2.3.38)

+κ
10
τ0

−3
ρ

10
τ0

− 3
2α

1
2
ρ︸ ︷︷ ︸

(4)

+ ρ
7
2
+ 5

τ0
− 50

7τa κ
10
τ0

−3
A

1
2
ρ︸ ︷︷ ︸

(5)

)
+ C

(
κ

45
2τ0

− 21
2 (Aραρ)

3
4 + κ

45
2τ0

−8
Pρ

) 4
3

︸ ︷︷ ︸
(6)

.

Étudions plus en détail chaque terme de la dernière expression ci-dessus.
• Pour le premier terme comme Aρ ≤ Θρ, nous avons

κ
10
τ0 Aρ + κ

10
τ0

−4
Aρα

1
2
ρ ≤ κ

10
τ0 Θρ + κ

10
τ0

−4
Θρα

1
2
ρ .

• Pour le deuxième terme de (2.3.38), en appliquant l’inégalité de Young nous obtenons

κ
10
τ0

−4
P

2
3
ρA

1
2
ρ = κ

10
τ0

−4
(
κ
5( 1

τ0
− 1

2
)
P

2
3
ρ × κ

5( 1
2
− 1

τ0
)
A

1
2
ρ

)
≤ κ

10
τ0

−4
(
κ
10( 1

2
− 1

τ0
)
Aρ + κ

10( 1
τ0

− 1
2
)
P

4
3
ρ

)
= κ

(
Aρ +

(
κ

15
τ0

− 15
2
)
Pρ

) 4
3

)
≤ κΘρ.

• Pour le terme (3) dans (2.3.38), par l’inégalité de Young, nous avons

κ
10
τ0

−3
ρ

1
2
+ 5

τ0 A
1
2
ρ ≤ κ−6ρ

10
τ0 + ρκ

20
τ0 Aρ.

Comme Aρ ≤ Θρ et ρ < 1, on a

κ
10
τ0

−3
ρ

5
τ0 A

1
2
ρ ≤ κ−6ρ

10
τ0 + κ

20
τ0 Θρ.

• Étudions maintenant le terme (4) dans (2.3.38). Comme 5 < τ0 <
20
3 et ρ < 1, nous avons

κ
10
τ0

−3
ρ

10
τ0

− 3
2α

1
2
ρ ≤ κ

10
τ0

−3
α

1
2
ρ .

• Pour le terme (5) dans (2.3.38) par l’inégalité de Young, nous avons

ρ
7
2
+ 5

τ0
− 50

7τa κ
10
τ0

−3
A

1
2
ρ ≤ κ−6ρ

7+ 10
τ0

− 100
7τa + κ

20
τ0 Aρ ≤ κ−6ρ

7− 30
7τ0 + κ

20
τ0 Θρ.

• Pour le dernier terme de (2.3.38), comme
(
κ

15
τ0

− 15
2 Pρ

) 4
3 ≤ Θρ et Aρ ≤ Θρ on a

(
κ

45
2τ0

− 21
2 (Aραρ)

3
4 + κ

45
2τ0

−8
Pρ

) 4
3

≤ C

(
κ

30
τ0

−14
Θραρ + κ

10
τ0

− 2
3Θρ

)
≤ C

(
κ

30
τ0

−14
Θραρ + κ

30−2τ0
3τ0 Θρ

)
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Ainsi, en ajoutant les estimations ci-dessus, nous avons

Θr ≤ C

(
κ

10
τ0 + κ

10
τ0

−4
α

1
2
ρ + κ+ κ

20
τ0 + κ

30
τ0

−14
αρ + κ

30−2τ0
3τ0

)
Θρ

+

(
κ−6ρ

7+ 10
τ0

− 100
7τa + κ

10
τ0

−3
α

1
2
ρ + κ−6ρ

7− 30
7τ0

)
. (2.3.39)

Nous allons maintenant étudier chaque terme de l’expression ci-dessus. Pour cela, nous fixons le pa-
ramètre κ > 0 comme suit

κ ≤ 1

C

(
12

3τ0
30−2τ0

) . (2.3.40)

Rappelons aussi que comme par hypothèse, il existe ϵ > 0 assez petit tel que
lim sup
ρ→0

αρ = lim sup
ρ→0

1

ρ2

∫
Qρ(t0,x0)

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds < ε. Alors, il existe ρ1 > 0 tel que

pour tout 0 < ρ̄ < ρ1 nous avons αρ̄ < ε.

Ainsi, si l’on considère en plus que 0 < ρ < ρ1, et comme κ est fixé, les termes avec la structure κ−cα
1
2
ρ et

κ−cαρ avec c > 0 peuvent être considérés assez petits. En effet, si nous prenons ϵ < min{κ
8− 20

τ0

(12)2
, κ

14− 30
τ0

12 }
il s’ensuit que

Cκ
10
τ0

−4
α

1
2
ρ ≤ 1

12
et Cκ

30
τ0

−14
αρ ≤

1

12
.

Alors, nous pouvons déduire que

C

(
κ

10
τ0 + κ

10
τ0

−4
α

1
2
ρ + κ+ ρκ

20
τ0 + κ

30
τ0

−14
αρ + κ

10
τ0

− 2
3

)
≤ 1

2
.

Maintenant pour étudier le deuxième terme du (2.3.39), remarquons que par les mêmes arguments
qu’auparavant, les termes ayant la structure κ−cρa avec a, c > 0 peuvent être considérerais assez
petits. Ainsi, comme 100

7τa
< 40

7 parce que 1
τa
< 2

5 , nous avons 7 + 10
τ0

− 100
7τa

> 0 et donc on peut trouver
0 < ε∗ < 1 tel que (

κ−6ρ
10
τ0 + κ

10
τ0

−3
α

1
2
ρ + κ−6ρ

7− 30
7τ0

)
< ε∗.

Alors, par les deux estimations précédentes nous obtenons que Θr ≤ 1
2Θρ + ε∗, ce qui termine la

preuve du Lemme 2.3.5. ■

Fin de la preuve de la Proposition 2.3.1. Considérons 0 < ρ < R donné dans le Lemme 2.3.5.
Observons d’abord que les quantités Aρ et Pρ sont finies parce que u⃗ ∈ L∞

t L
2
x ∩ L2

t Ḣ
1
x(Qρ) et p ∈

L
3
2
t,x(Qρ), et il s’ensuit que Θρ est aussi finie. Rappelons que pour 0 < κ � 1 donné dans (2.3.40) et

par le Lemme 2.3.5, il existe ρ1 > 0 et 0 < ε∗ < 1 tel que pour ρ < ρ1, nous avons

Θκρ(t0, x0) ≤
1

2
Θρ(t0, x0) + ε∗.

Ainsi, comme nous pouvons itérer ce processus, nous avons pour tout n > 1,

Θκnρ(t0, x0) ≤
1

2n
Θρ(t0, x0) + ε∗

n−1∑
j=0

2−j .
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Alors, il existe N ≥ 1 tel que pour tout n ≥ N ,Θκnρ(t0, x0) ≤ 4ε∗, ce qui implique par la définition
de Θρ dans (2.3.34) qu’en particulier nous avons Aκnρ(t0, x0) ≤ 1

8 et Pκnρ(t0, x0) ≤ 1
32 .

Si l’on considère R1 = κNρ, nous avons pour tout n ∈ N,

AκnR1(t0, x0) ≤ C,

qui est l’estimation (2.3.32) mais centrée autour du point (t0, x0). Pour traiter le cas général (t, x) ∈
QR1(t0, x0), observons que l’on a

AR1(t, x) ≤ 2
3− 10

τ0 A2R1(t0, x0) ≤ 8A2R1(t0, x0) = 8A2κNρ(t0, x0) ≤ 1,

et PR1(t, x) ≤ 2
5− 3

2
(1+ 5

τ0
)
P2R1(t0, x0) ≤ 32P2R1(t0, x0) ≤ 8PκNρ(t0, x0) < C, et donc il s’ensuit que

pour tout n ∈ N, et pour tout (t, x) ∈ QR1(t0, x0),

AκnR1(t, x) ≤ C.

Enfin, comme nous avons mentionné au début de la preuve, l’information ci-dessus est équivalente à
dire que pour tout 0 < r < R1, et pour tout (t, x) ∈ QR1 , on a

1

r
2(1− 5

τ0
)
Ar(t, x) + αr(t, x) ≤ C, (2.3.41)

et ceci implique par (2.3.12), que l’on a

‖1QR1
u⃗‖M3,τ0

t,x
≤ C,

ce qui termine la preuve de la Proposition 2.3.1. ■

Observons en plus qu’à partir de ce lemme nous pouvons déduire un peu d’information de type
Morrey sur le gradient de u⃗.

Corollaire 2.3.1. Avec les hypothèses de la Proposition 2.3.1, pour 1
τ1

= 1
τ0

+ 1
5 .nous avons

1QR1
∇⃗ ⊗ u⃗ ∈ M2,τ1

t,x (R× R3),

Preuve. Rappelons que, par (2.3.13), nous avons 1

r

∫∫
Qr(t,x)

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds = αr(t, x), et par la défi-

nition du terme Ar(t, x) donnée dans (2.3.33) nous obtenons
1

r

∫∫
Qr(t,x)

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyd ≤ r
2(1− 5

τ0
)
Ar(t, x).

Mais comme par (2.3.41) nous avons Ar(t, x) ≤ C pour tout 0 < r < R1, et pour tout (t, x) ∈
QR1(t0, x0) avec R1 donnée dans la Proposition 2.3.1, il s’ensuit que∫∫

Qr(t,x)
|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds ≤ Cr

3− 10
τ0 = Cr

5(1− 2
τ1

)
,

où 1
τ1

= 1
τ0
+ 1

5 . Ce que implique par la définition des espaces de Morrey que 1QR1
∇⃗⊗u⃗ ∈ M2,τ1

t,x (R×R3),
et donc la preuve du Corollaire 2.3.1 est terminé.

■

Ayant obtenu le premier gain d’information de type Morrey pour la vitesse u⃗, passons maintenant
à la variable ω⃗
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B) Un gain d’intégrabilité pour ω⃗

En récapitulant, par la Proposition 2.3.1 et le Corollaire 2.3.1, nous avons montré qu’il existe
0 < R1 < R tel que pour 5

1−α < τ0 <
20
3 et 1

τ1
= 1

τ0
+ 1

5 , nous avons

1QR1
u⃗ ∈ M3,τ0

t,x (R× R3), 1QR1
∇⃗ ⊗ u⃗ ∈ M2,τ1

t,x (R× R3).

Nous allons voir maintenant comment à partir de cette information nous pouvons obtenir un gain
d’intégrabilité pour les deux variables u⃗ et ω⃗ en appliquant le Théorème 2.2.1, page 45. En effet, nous
avons le résultat suivant.

Proposition 2.3.2. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée des équations micro-polaires sur
QR(t0, x0) au sens de la Définition 2.3.2. Considérons en plus que 1QR

f⃗ ∈ L2
t Ḣ

1
x ∩M

10
7
,τa

t,x (R× R3)

pour τa > 5
2−α et 0 < α < 1

24 . Supposons qu’il existe R1 > 0 avec 0 < R1 < R et tel que 5
1−α < τ0 <

20
3

et 1
τ1

= 1
τ0

+ 1
5 , nous avons

1QR1
u⃗ ∈ M3,τ0

t,x (R× R3).

Alors, pour tout 0 < R2 < R1, on a

1QR2
u⃗,1QR2

ω⃗ ∈ Lτ0t,x(R× R3).

Remarque 2.3.2. Observons que nous avons remplacé l’hypothèse de petitesse du gradient (2.3.11)
du Théorème 2.3.1 par un contrôle de type Morrey.

Preuve. Par la Définition 2.3.2 des solutions partiellement adaptées, nous avons aussi que (u⃗, p, ω⃗)

est une solution faible sur QR(t0, x0). Ainsi, comme la force 1QR
f⃗ ∈ L2

t Ḣ
1
x et il existe 0 < R1 < R tel

que pour τ0 > 5

1QR1
u⃗ ∈ M3,τ0

t,x (R× R3),

nous pouvons alors appliquer le Théorème 2.2.1, et donc pour R2 > 0 tel que 0 < R2 < R1, nous avons

1QR2
u⃗,1QR2

ω⃗ ∈ Lτ0t,x(R× R3),

ce qui termine la preuve de la Proposition 2.3.2. ■

C) Une amélioration de l’information de type Morrey de u⃗

Dans cette partie nous allons déduire que si l’on réinjecte toute l’information obtenue jusqu’à
maintenant sur (u⃗, ω⃗), il est possible d’obtenir une amélioration de l’information de type Morrey de
u⃗. Cependant, il est clair alors que le gain d’intégrabilité que l’on obtient dépendra de l’intégrabilité
que nous avons sur ∇⃗ ∧ ω⃗ et f⃗ , qui peuvent être vues comme des forces extérieurs.

Proposition 2.3.3. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition 2.3.2
des équations micro-polaires sur QR(t0, x0). Supposons que pour certain 0 < α < 1

24 nous avons

1QR
f⃗ ∈ L2

t Ḣ
1
x ∩M

10
7
,τa

t,x (R× R3) pour τa > 5
2−α . Supposons que les hypothèses suivantes sont vérifies :

1) il existe R1 > 0 avec 0 < R1 < R tel que pour 5
1−α < τ0 <

20
3 et 1

τ1
= 1

τ0
+ 1

5 , nous avons

1QR1
u⃗ ∈ M3,τ0

t,x (R× R3), 1QR1
∇⃗ ⊗ u⃗ ∈ M2,τ1

t,x (R× R3). (2.3.42)
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2) Pour R2 > 0 tel que 0 < R2 < R1 < R, nous avons

1QR2
u⃗,1QR2

ω⃗ ∈ Lτ0t,x(R× R3). (2.3.43)

Alors, il existe un rayon R3 > 0 avec 0 < R3 < R2 < R1 < R tel que

1QR3
(t0,x0)u⃗ ∈ M3,60

t,x (R× R3).

Preuve. Tout d’abord, nous allons voir comment, à partir des hypothèses 1) et 2) ci-dessus, il est
possible d’en déduire que pour certain 0 < r1 < R2 < R1 < R, et pour certain σ > τ0, nous avons

1Qr1
u⃗ ∈ M3,σ

t,x (R× R3).

Ceci représente, déjà une amélioration de l’information de type Morrey (2.3.42) que l’on a sur u⃗.
Ensuite, en itérant ce processus mais en utilisant la nouvelle information nous pouvons arriver à
σ = 60 qui suffira largement à nos besoins.

Pour obtenir le premier gain d’intégrabilité, fixons les paramètres

0 < r1 < r̃ < r̂ < R2 < R1,

avec les boules paraboliques associées Qr1 ⊂ Qr̃ ⊂ Qr̂ ⊂ QR2 (toutes les boules sont centrées sur
le point (t0, x0)). Considérons maintenant ϕ, ψ : R × R3 −→ R deux fonctions positives telles que
ϕ, ψ ∈ C∞

0 (R× R3) et

ϕ ≡ 1 sur Qr1 , supp(ϕ) ⊂ Qr̃ et ψ ≡ 1 sur Qr̃, supp(ψ) ⊂ Qr̂. (2.3.44)

Définissons maintenant V⃗ = ϕ u⃗. Observons que par les propriétés de la fonction ϕ nous avons 1Qr1
V⃗ =

1Qr1
u⃗ et donc si nous montrons que 1Qr1

V⃗ ∈ M3,σ
t,x (R × R3), nous pouvons conclure que 1Qr1

u⃗ ∈
M3,σ

t,x (R× R3). Pour cela, nous allons étudier l’évolution de V⃗ qui est donnée par le système suivant∂tV⃗ = ∆V⃗ + V,

V⃗ (0, ·) = 0,
(2.3.45)

où nous avons posé

V = (∂tϕ−∆ϕ)u⃗+ 2
3∑
i=1

∂i(∂iϕu⃗)− ϕ(u⃗ · ∇⃗)u⃗− ϕ∇⃗p+ ϕ

2
(∇⃗ ∧ ω⃗) + ϕ(f⃗). (2.3.46)

Pour étudier plus en détail l’expression ci-dessus, nous devons réécrire le terme ϕ∇⃗p, afin d’éviter une
dérivée directe sur la pression. Ainsi comme nous avons l’identité p = ψp sur Qr̂, alors sur la plus
petite boule Qr1 (en rappelant que ψ = 1 sur Qr1 par (2.3.44) puisque Qr1 ⊂ Qr̂), nous pouvons

écrire −∆(ψp) = −ψ∆p+ (∆ψ)p− 2
3∑
i=1

∂i((∂iψ)p) d’où l’on déduit l’identité

ϕ∇⃗p = ϕ
∇⃗(−ψ∆p)

(−∆)
+ ϕ

∇⃗((∆ψ)p)

(−∆)
− 2

3∑
i=1

ϕ
∇⃗(∂i((∂iψ)p))

(−∆)
. (2.3.47)
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Rappelons que l’on a ∆p = −
3∑

i,j=1

∂i∂j (uiuj) et donc, le premier terme de la partie de droite de la

formule précédente peut être écrit de la manière suivante :

ϕ
∇⃗(−ψ∆p)

(−∆)
= ϕ

∇⃗
(−∆)

 3∑
i,j=1

ψ
(
∂i∂juiuj

)
=

3∑
i,j=1

ϕ
∇⃗

(−∆)

(
∂i∂j(ψuiuj)

)
−

3∑
i,j=1

ϕ
∇⃗

(−∆)

(
∂i((∂jψ)uiuj)

)

+

3∑
i,j=1

ϕ
∇⃗

(−∆)

(
∂j((∂iψ)uiuj)

)
−

3∑
i,j=1

ϕ
∇⃗

(−∆)

(
(∂i∂jψ)(uiuj)

)
.

Par les propriétés des fonctions auxiliaires ϕ, ψ données dans (2.3.44) nous avons l’identité ϕψ = ϕ,
et donc nous pouvons écrire pour le premier terme ci-dessus comme suit :

ϕ
∇⃗

(−∆)
∂i∂j(ψuiuj) =

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj) +

∇⃗∂i∂j
(−∆)

(ϕuiuj).

Ainsi, nous obtenons finalement l’expression suivante pour (2.3.47) :

ϕ∇⃗p =

3∑
i,j=1

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj) +

3∑
i,j=1

∇⃗∂i∂j
(−∆)

(ϕuiuj)

−
3∑

i,j=1

ϕ
∇⃗

(−∆)

(
∂i((∂jψ)uiuj)

)
+

3∑
i,j=1

ϕ
∇⃗

(−∆)

(
∂j((∂iψ)uiuj)

)

−
3∑

i,j=1

ϕ
∇⃗

(−∆)

(
(∂i∂jψ)(uiuj)

)
+ ϕ

∇⃗((∆ψ)p)

(−∆)
− 2

3∑
i=1

ϕ
∇⃗(∂i((∂iψ)p))

(−∆)
.

Avec l’expression ci-dessus, nous obtenons la formule suivante pour (2.3.46) :

V⃗ = (∂tϕ−∆ϕ)u⃗︸ ︷︷ ︸
(1)

+2

3∑
i=1

∂i(∂iϕu⃗)︸ ︷︷ ︸
(2)

−ϕ(u⃗ · ∇⃗)u⃗︸ ︷︷ ︸
3

−
3∑

i,j=1

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)︸ ︷︷ ︸

(4)

+

3∑
i,j=1

∇⃗∂i∂j
(−∆)

(ϕuiuj)︸ ︷︷ ︸
(5)

−
3∑

i,j=1

ϕ∇⃗
(−∆)

∂i((∂jψ)uiuj)︸ ︷︷ ︸
(6)

+
3∑

i,j=1

ϕ∇⃗
(−∆)

∂j((∂iψ)uiuj)︸ ︷︷ ︸
(7)

−
3∑

i,j=1

ϕ∇⃗
(−∆)

(∂i∂jψ)(uiuj)︸ ︷︷ ︸
(8)

+2ϕ
∇⃗((∆ψ)p)

(−∆)︸ ︷︷ ︸
(9)

−2
3∑
i=1

ϕ
∇⃗(∂i((∂iψ)p))

(−∆)︸ ︷︷ ︸
(10)

+
ϕ

2
(∇⃗ ∧ ω⃗)︸ ︷︷ ︸
(11)

+ϕ(f⃗)︸︷︷︸
(12)

.

Maintenant, par la formule de Duhamel, la solution V⃗ de l’équation (2.3.45) est donnée par

V⃗ =

∫ t

0
e(t−s)∆V⃗(s, ·)ds =

12∑
k=1

∫ t

0
e(t−s)∆V⃗k(s, ·)ds =

12∑
k=1

V⃗k. (2.3.48)

Montrons maintenant que pour tout 1 ≤ k ≤ 12, 1Qr1
V⃗k appartient à M3,σ

t,x (R× R3).
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• Pour le premier terme V⃗1 dans (2.3.48) nous avons

|1Qr1
V⃗1(t, x)| =

∣∣∣∣1Qr1

∫ t

0
e(t−s)∆[(∂tϕ−∆ϕ)u⃗](s, x)ds

∣∣∣∣ . (2.3.49)

Comme le noyau de convolution associé à e(t−s)∆ est le noyau de la chaleur gt−s, comme supp(ϕ) ⊂
Qr̃ (voir (2.3.44)) et grâce aux propriétés de décroissance de ce noyau, nous avons l’estimation
suivante

|1Qr1
V⃗1(t, x)| ≤ C1Qr1

∫
R

∫
R3

1

(|t− s|
1
2 + |x− y|)3

|1Qr̃
u⃗(s, y)| dy ds.

Maintenant, en rappelant la définition du potentiel parabolique de Riesz donnée dans (2.1.7) et
puisque Qr1 ⊂ Qr̃ nous obtenons l’estimation ponctuelle

|1Qr1
V⃗1(t, x)| ≤ C1Qr̃

L2(|1Qr̃
u⃗|)(t, x). (2.3.50)

Ainsi, en prenant la norme Morrey M3,σ
t,x nous obtenons

‖1Qr1
V⃗1(t, x)‖M3,σ

t,x
≤ C‖1Qr1

L2(|1Qr̃
u⃗|)‖M3,σ

t,x
.

Considérons σ > 0 tel que pour 2 < q < 5
2

σ ≤ q

λ
avec λ = 1− 2q

5
.

Observons que comme q < 5
2 < τ0, nous avons que λ < 1. Alors, comme 3 ≤ 3

λ , en utilisant les
Lemmes 2.1.3 et 2.1.4 données dans la page 43 et comme 1QR1

u⃗ ∈ M3,τ0
t,x (R× R3) par hypothèse,

nous avons

‖1Qr̃
L2(|1Qr̃

u⃗|)‖M3,σ
t,x

≤ C‖L2(|1Qr̃
u⃗|)‖

M
3
λ
,
q
λ

t,x

≤ C‖1Qr̃
u⃗‖M3,q

t,x
≤ C‖1QR1

u⃗‖M3,τ0
t,x

< +∞,

et nous avons obtenu que 1Qr1
V⃗1 ∈ M3,σ

t,x (R× R3).

Par des arguments similaires nous avons aussi 1Qr1
V⃗12 ∈ M3,σ

t,x (R× R3).

• Pour le terme V⃗2 dans (2.3.48), nous avons

|1Qr1
V⃗2(t, x)| ≤

3∑
i=1

∣∣∣∣1Qr1

∫ t

0
e(t−s)∆∂i

(
(∂iϕ)u⃗

)
ds

∣∣∣∣ .
Observons que par les propriétés du noyau de la chaleur et par la définition du potentiel de Riesz
L1 (voir (2.1.7)), nous obtenons pour tout 1 ≤ i ≤ 3

Ai =

∣∣∣∣1Qr1

∫ t

0
e(t−s)∆∂i

(
(∂iϕ)u⃗

)
ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1Qr1

∫ t

0

∫
R3

∂igt−s(x− y)(∂iϕ)u⃗(s, y)dyds

∣∣∣∣
≤ C1Qr1

∫
R

∫
R3

|1Qr̃
u⃗(s, y)|

(|t− s|
1
2 + |x− y|)4

dyds

≤ C1Qr1
(L1(|1Qr̃

u⃗|))(t, x). (2.3.51)
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En prenant la norme Morrey M3,σ
t,x nous obtenons ‖Ai‖M3,σ

t,x
≤ C‖1Qr1

(L1(|1Qr̃
u⃗|))‖M3,σ

t,x
. Mainte-

nant, pour 4 ≤ q < 5 < τ0 nous définissons λ = 1− q
5 . Comme 3 ≤ 3

λ et σ ≤ q
λ , par le Lemme 2.1.4,

nous pouvons écrire

‖1Qr1
(L1(|1Qr̃

u⃗|))‖M3,σ
t,x

≤ C‖L1(|1Qr̃
u⃗|)‖

M
3
λ
,
q
λ

t,x

≤ C‖1Qr̃
u⃗‖M3,q

t,x

≤ C‖1QR1
u⃗‖M3,τ0

t,x
< +∞,

d’où l’on déduit que ‖1Qr1
V⃗2‖M3,σ

t,x
< +∞.

• Pour le terme V⃗3 dans (2.3.48), par les mêmes arguments que ceux donnés dans (2.3.50), on a

|1Qr1
V⃗3(t, x)| =

∣∣∣∣1Qr1

∫ t

0

∫
R3

gt−s(x− y)
[
ϕ
(
(u⃗ · ∇⃗)u⃗

)]
(s, y)dyds

∣∣∣∣
≤ C1Qr1

L2

(∣∣∣1Qr̃

(
(u⃗ · ∇⃗)u⃗

)∣∣∣) (t, x),
d’où nous déduisons

‖1Qr1
V⃗3‖M3,σ

t,x
≤ C

∥∥∥1Qr1
L2

(
|1Qr̃

(u⃗ · ∇⃗)u⃗|
)∥∥∥

M3,σ
t,x

.

Fixons maintenant 2 < q < 5
2 et λ = 1 − 2q

5 . Prenons σ ≤ q
λ . Alors, comme 3 < 6

5λ en appliquant
les Lemmes 2.1.3 et 2.1.4, page 43, nous avons∥∥∥1Qr1

L2

(
|1Qr̃

(u⃗ · ∇⃗)u⃗|
)∥∥∥

M3,σ
t,x

≤ C
∥∥∥1Qr1

L2

(
|1Qr̃

(u⃗ · ∇⃗)u⃗|
)∥∥∥

M
6
5λ

,
q
λ

t,x

≤ C
∥∥∥1Qr̃

(u⃗ · ∇⃗)u⃗
∥∥∥
M

6
5 ,q

t,x

.

Si nous considérons 1
q = 1

τ0
+ 1

τ1
= 2

τ0
+ 1

5 < 3−2α
5 par l’inégalité de Hölder dans les espaces de

Morrey (voir le Lemme 2.1.2, page 43) nous obtenons∥∥∥1Qr̃
(u⃗ · ∇⃗)u⃗

∥∥∥
M

6
5 ,q

t,x

≤
∥∥∥1QR1

u⃗
∥∥∥
M3,τ0

t,x

∥∥∥1QR1
∇⃗ ⊗ u⃗

∥∥∥
M2,τ1

t,x

< +∞.

Observons que la condition τ0 < σ et la relation 1
q = 2

τ0
+ 1

5 sont compatibles avec le fait que
2 < q < 5

2 .
• Étudions maintenant le terme V⃗4 dans (2.3.48) qui est le plus technique à traiter. Par les propriétés

du noyau de la chaleur, nous avons

|1Qr1
V⃗4| ≤

3∑
i,j=1

1Qr1

∫
R

∫
R3

∣∣∣[ϕ, ∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)(s, y)

∣∣∣
(|t− s|

1
2 + |x− y|)3

dyds

≤
3∑

i,j=1

1Qr1
L2

(∣∣∣∣∣
[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)

∣∣∣∣∣
)
.

En prenant la norme M3,σ
t,x nous avons

‖1Qr1
V⃗4‖M3,σ

t,x
≤

3∑
i,j=1

∥∥∥∥∥1Qr1
L2

(∣∣∣∣∣
[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)

∣∣∣∣∣
)∥∥∥∥∥

M3,σ
t,x

.
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Fixons 1
q = 2

τ0
+ 1

5 et λ = 1− 2q
5 . Notons que comme 5

1−α < τ0 <
20
3 , l’on a 5

3−2α < q < 2, et donc
3 < 3

2λ . Ainsi, si nous considérons

σ ≤ q

λ
=

5τ0
10− τ0

, (2.3.52)

et donc par les Lemmes 2.1.3 et 2.1.4, page 43, nous obtenons :∥∥∥∥∥1Qr1
L2

(∣∣∣∣∣
[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)

∣∣∣∣∣
)∥∥∥∥∥

M3,σ
t,x

≤ C

∥∥∥∥∥1Qr1
L2

(∣∣∣∣∣
[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)

∣∣∣∣∣
)∥∥∥∥∥

M
3
2λ

,
q
λ

t,x

≤ C

∥∥∥∥∥
[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)

∥∥∥∥∥
M

3
2 ,q

t,x

.

Maintenant, si nous introduisons un seuil r = r̃−r1
2 , nous avons∥∥∥∥∥

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)

∥∥∥∥∥
3
2

M
3
2 ,q

t,x

≤ sup
(t,x̄)
0<r<r

1

r
5(1− 3

2q
)

∫
Qr(t,x̄)

∣∣∣∣∣
[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)

∣∣∣∣∣
3
2

dxdt

+ sup
(t,x̄)
r<r

1

r
5(1− 3

2q
)

∫
Qr(t,x̄)

∣∣∣∣∣
[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)

∣∣∣∣∣
3
2

dxdt. (2.3.53)

Étudions d’abord le deuxième terme de la partie de droite ci-dessus. Comme 0 < r < r nous
pouvons écrire

sup
(t,x̄)∈R×R3

r<r

1

r
5(1− 3

2q
)

∫
Qr(t,x̄)

∣∣∣∣∣
[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)

∣∣∣∣∣
3
2

dxdt ≤ Cr

∥∥∥∥∥
[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)

∥∥∥∥∥
3
2

L
3
2
t,x

.

Puisque ϕ est une fonction test et ∇⃗∂i∂j
(−∆) est un opérateur de Calderón-Zygmund, par le théorème

du commutateur de Calderón (voir le livre [63]), l’opérateur
[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
est borné dans l’espace L

3
2
t,x

et nous pouvons écrire en utilisant les propriétés du support de ψ données dans (2.3.44) et les
inégalités de Hölder dans les espaces de Morrey∥∥∥∥∥

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj)

∥∥∥∥∥
L

3
2
t,x

≤ C ‖ψuiuj‖
L

3
2
t,x

≤ C‖1QR1
uiuj‖

M
3
2 , 32
t,x

≤ C‖1QR1
u⃗‖M3,3

t,x
‖1QR1

u⃗‖M3,3
t,x

≤ C‖1QR1
u⃗‖M3,τ0

t,x
‖1QR1

u⃗‖M3,τ0
t,x

< +∞.

Étudions maintenant le premier terme de (2.3.53), nous devons faire quelques calculs supplémen-
taires. Comme nous sommes intéressés à obtenir des informations sur la boule parabolique Qr(t, x̄)

nous pouvons écrire pour 0 < r < r :

1Qr

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(ψuiuj) = 1Qr

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(1Q2rψuiuj)

+ 1Qr

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
((I− 1Q2r)ψuiuj), (2.3.54)
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et comme précédemment, nous étudierons la norme L
3
2
t,x de ces deux termes. Pour la première

quantité de la partie de droite de (2.3.54), par le théorème du commutateur de Calderón, par la
définition des espaces de Morrey et par les inégalités de Hölder, nous avons pour tout 0 < r < r,∥∥∥∥∥1Qr

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(1Q2rψuiuj)

∥∥∥∥∥
3
2

L
3
2
t,x

≤ C‖1Q2rψuiuj‖
3
2

L
3
2
t,x

≤ Cr
5(1− 3

τ0
)‖1QR1

uiuj‖
3
2

M
3
2 ,

τ0
2

t,x

≤ Cr
5(1− 3

τ0
)‖1QR1

u⃗‖
3
2

M3,τ0
t,x

‖1QR1
u⃗‖

3
2

M3,τ0
t,x

.

D’où, il s’ensuit que

sup
(t,x̄)

0<r<R

1

r
5(1− 3

2q
)

∫
Qr(t,x̄)

∣∣∣∣∣1Qr

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
(1Q2rψuiuj)

∣∣∣∣∣
3
2

dxdt ≤ C‖1QR1
u⃗‖

3
2

M3,τ0
t,x

‖1QR1
u⃗‖

3
2

M3,τ0
t,x

< +∞.

Étudions maintenant le deuxième terme de la partie de droite de (2.3.54). Pour cela nous considérons
l’opérateur suivant :

T : f 7→

(
1Qr

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
−∆

]
(I− 1Q2r)ψ

)
f.

Observons que par les propriétés du noyau de convolution de l’opérateur 1
(−∆) nous obtenons

|T (f)(x)| ≤ C1Qr(x)

∫
R3

(I− 1Q2r)(y)1QR1
(y)|f(y)||ϕ(x)− ϕ(y)|

|x− y|4
dy.

En rappelant que 0 < r < r = r̃−r1
2 et par les propriétés du support de la fonction test ϕ (voir

(2.3.44)), l’intégrale ci-dessus n’est pas nulle si |x− y| > r et nous pouvons donc écrire∥∥∥∥∥1Qr

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
((I− 1Q2r)ψuiuj)

∥∥∥∥∥
3
2

L
3
2
t,x

≤ C

∥∥∥∥1Qr

∫
R3

1|x−y|>r

|x− y|4
(I− 1Q2r)(y)1QR1

(y)|uiuj |dy
∥∥∥∥ 3

2

L
3
2
t,x

≤ C

(∫
|y|>r

1

|y|4
‖1QR1

|uiuj |(· − y)‖
L

3
2
t,x(Qr)

dy

) 3
2

≤ Cr−
3
2 ‖1QR1

uiuj‖
3
2

L
3
2
t,x(Qr)

.

Avec cette estimation et en utilisant la définition des espaces de Morrey, nous avons∫
Qr(t,x̄)

∣∣∣∣∣1Qr

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
((I− 1Q2r)ψuiuj)

∣∣∣∣∣
3
2

dxdt ≤ Cr−
3
2 r

5(1− 3
τ0

)‖1QR1
uiuj‖

3
2

M
3
2 ,

τ0
2

t,x

≤ Cr
5(1− 3

2q
)‖1QR1

uiuj‖
3
2

M
3
2 ,

τ0
2

t,x

,

où dans la dernière inégalité nous avons utilisé le fait que 1
q = 2

τ0
+ 1

5 , ce qui implique r−
3
2 r

5(1− 3
τ0

)
=

r
5(1− 3

2q
). Nous obtenons donc finalement

sup
(t,x̄)

0<r<R

1

r
5(1− 3

2q
)

∫
Qr(t,x̄)

∣∣∣∣∣1Qr

[
ϕ,

∇⃗∂i∂j
(−∆)

]
((I− 1Q2r)ψuiuj)

∣∣∣∣∣
3
2

dxdt ≤ C‖1QR1
u⃗‖

3
2

M3,τ0
t,x

‖1QR1
u⃗‖

3
2

M3,τ0
t,x

< +∞.
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Nous avons prouvé que tous les termes de (2.3.53) sont bornés et nous pouvons conclure que
‖1Qr1

V⃗4‖M3,σ
t,x

< +∞.

Remarque 2.3.3. La condition (2.3.52) implique une borne supérieure pour σ, qui dépend de
l’information de type Morrey disponible sur u⃗. Néanmoins, il est clair que si nous obtenons une
meilleure information de type Morrey sur u⃗, la valeur de σ peut augmenter.

• Pour la quantité V⃗5 dans (2.3.48), nous écrivons

|1Qr1
V⃗5(t, x)| ≤ C

3∑
i,j=1

1Qr1

∫
R

∫
R3

|RiRj(ϕuiuj)(s, y)|
(|t− s|

1
2 + |x− y|)4

dyds

≤ C
3∑

i,j=1

1Qr1
L1 (|RiRj(ϕuiuj)|) (t, x),

où nous avons utilisé la décroissance du noyau de la chaleur (rappelons que Ri =
∂i√
−∆

sont les
transformées de Riesz). En prenant la norme Morrey M3,σ

t,x et par le Lemme 2.1.3, page 43, avec
λ = 4τ0+5

5τ0
, p = 3, q < τ0 tels que p

ν > 3 et q
ν > σ ce qui est compatible avec la condition τ0 < σ,

nous avons

‖1Qr1
V⃗5‖M3,σ

t,x
≤ C

3∑
i,j=1

‖1Qr1
L1 (|RiRj(ϕuiuj)|) ‖

M
p
ν ,

q
ν

t,x

.

Alors par le Lemme 2.1.4, page 43, avec λ = 1 − τ0/2
5 (rappelons τ0 < 10 de sorte que ν > 2λ) et

comme les transformées de Riesz sont bornées sur l’espace L
τ0
2 (R3) et (2.3.43), nous obtenons :

‖1Qr1
L1 (|RiRj(ϕuiuj)|) ‖

M
p
ν ,

q
ν

t,x

≤ C‖L1 (|RiRj(ϕuiuj)|) ‖
M

p
2λ

,
q
2λ

t,x

≤ C‖RiRj(ϕuiuj)‖
M

p
2 ,

q
2

t,x

≤ C‖RiRj(ϕuiuj)‖
M

τ0
2 ,

τ0
2

t,x

≤ ‖1QR2
uiuj‖

M
τ0
2 ,

τ0
2

t,x

≤ C‖1QR2
u⃗‖2

L
τ0
t L

τ0
x
< +∞,

et nous avons alors ‖1Qr1
V⃗5‖M3,σ

t,x
< +∞.

• Pour le terme V⃗6, en suivant les mêmes idées que le terme précédent, nous avons

|1Qr1
V⃗6| ≤ C

3∑
i,j=1

1Qr1

∫
R

∫
R3

∣∣∣ϕ∇⃗∂i(−∆)(∂jψ)uiuj(s, y)
∣∣∣

(|t− s|
1
2 + |x− y|)3

dyds

= C
3∑

i,j=1

1Qr1
L2

(∣∣∣∣∣ϕ∇⃗∂i(−∆)
(∂jψ)uiuj

∣∣∣∣∣
)
.

Pour 2 < q < 5
2 , définissons λ = 1 − 2q

5 , nous avons donc 3 ≤ 3
2λ et σ ≤ q

λ . Alors, par les Lemmes
2.1.3, 2.1.4, page 43, nous pouvons écrire∥∥∥∥∥1Qr1

L2

∣∣∣∣∣ϕ∇⃗∂i(−∆)
(∂jψ)uiuj

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
M3,σ

t,x

≤ C

∥∥∥∥∥1Qr1
L2

∣∣∣∣∣ϕ∇⃗∂i(−∆)
(∂jψ)uiuj

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
M

3
2λ

,
q
λ

t,x

≤ C

∥∥∥∥∥ϕ∇⃗∂i(−∆)
(∂jψ)uiuj

∥∥∥∥∥
M

3
2 ,q

t,x

.
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Maintenant, comme 2 < q < 5
2 <

τ0
2 en utilisant le Lemme 2.1.3, page 43, nous avons∥∥∥∥∥1Qr1

L2

∣∣∣∣∣ϕ∇⃗∂i(−∆)
(∂jψ)uiuj

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
M3,σ

t,x

≤ C

∥∥∥∥∥ ∇⃗∂i
(−∆)

(∂jψ)uiuj

∥∥∥∥∥
M

τ0
2 ,

τ0
2

t,x

=

∥∥∥∥∥ ∇⃗∂i
(−∆)

(∂jψ)uiuj

∥∥∥∥∥
L

τ0
2

t L
τ0
2

x

.

Ensuite, comme l’opérateur ∇⃗∂i
(−∆) est borné sur l’espace L

τ0
2 (R3) et par (2.3.43), nous avons∥∥∥∥∥ϕ∇⃗∂i(−∆)

(∂jψ)uiuj

∥∥∥∥∥
M

3
2 ,q

t,x

≤ C ‖(∂jψ)uiuj‖
L

τ0
2

t L
τ0
2

x

≤ C‖1QR2
u⃗‖2

L
τ0
t L

τ0
x
< +∞,

d’où l’on déduit ‖1Qr1
V⃗6‖M3,σ

t,x
< +∞. Observons que les mêmes calculs peuvent être effectués pour

obtenir que ‖1Qr1
V⃗7‖M3,σ

t,x
< +∞.

• Pour le terme V⃗8 dans (2.3.48), on écrit d’abord

‖1Qr1
V⃗8‖M3,σ

t,x
≤ C

3∑
i,j=1

∥∥∥∥∥1Qr1

(
L2

∣∣∣∣∣ϕ ∇⃗
(−∆)

(∂i∂jψ)(uiuj)

∣∣∣∣∣
)∥∥∥∥∥

M3,σ
t,x

.

Nous fixons 1 < ν < 3
2 , 2ν < q < 5ν

2 et λ = 1− 2q
5ν , on a donc 3 ≤ ν

λ et σ ≤ q
λ . Alors, par le Lemme

2.1.3 et par le Lemme 2.1.4 on peut écrire∥∥∥∥∥1Qr1

(
L2

∣∣∣∣∣ϕ ∇⃗
(−∆)

(∂i∂jψ)(uiuj)

∣∣∣∣∣
)∥∥∥∥∥

M3,σ
t,x

≤ C

∥∥∥∥∥1Qr1

(
L2

∣∣∣∣∣ϕ ∇⃗
(−∆)

(∂i∂jψ)(uiuj)

∣∣∣∣∣
)∥∥∥∥∥

M
ν
λ
,
q
λ

t,x

≤ C

∥∥∥∥∥ϕ ∇⃗
(−∆)

(∂i∂jψ)(uiuj)

∥∥∥∥∥
Mν,q

t,x

≤ C

∥∥∥∥∥ϕ ∇⃗
(−∆)

(∂i∂jψ)(uiuj)

∥∥∥∥∥
M

ν, 5ν2
t,x

≤ C

∥∥∥∥∥ϕ ∇⃗
(−∆)

(∂i∂jψ)(uiuj)

∥∥∥∥∥
Lν
t L

∞
x

, (2.3.55)

où, dans la dernière estimation, nous avons utilisé l’inclusion LνtL
∞
x ⊂ Mν, 5ν

2
t,x (voir Lemme 2.1.1).

Remarque 2.3.4. Notons que si le paramètre q ci-dessus est proche de la valeur 5ν
2 , alors λ = 1− 2q

5ν

est proche de 0 et la valeur q
λ peut donc être très grande et alors dans l’estimation (2.3.55), on peut

considérer un espace de Morrey M3,σ
t,x avec σ � 1.

Étudions maintenant la norme L∞(R3) ci-dessus. Par les propriétés du support de la fonction
auxiliaire ψ données dans (2.3.44), nous avons supp(∂i∂jψ) ⊂ QR1 \Qr̂ et par (2.3.44) nous avons
suppϕ ⊂ Qr̃ où r̃ < r̂ < R1, donc par les propriétés du noyau de l’opérateur ∇⃗

(−∆) nous pouvons
écrire ∣∣∣∣∣ϕ ∇⃗

(−∆)
(∂i∂jψ)(uiuj)

∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∫
R3

1

|x− y|2
1Qr̃

(x)1QR1
\Qr̂

(y)(∂i∂jψ)(uiuj)(·, y)dy
∣∣∣∣

≤ C

∣∣∣∣∫
R3

1|x−y|>(r̂−r̃)

|x− y|2
1Qr̃

(x)1QR1
\Qr̂

(y)(∂i∂jψ)(uiuj)(·, y)dy
∣∣∣∣ .
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Observons que l’expression précédente est la convolution entre la fonction (∂i∂jψ)(uiuj) et une
fonction L∞, nous avons donc∥∥∥∥∥ϕ ∇⃗

(−∆)
(∂i∂jψ)(uiuj)(t, ·)

∥∥∥∥∥
L∞

≤ C‖(∂i∂jψ)(uiuj)(t, ·)‖L1

≤ C‖1QR1
(uiuj)(t, ·)‖Lν , (2.3.56)

et en prenant la norme Lν dans la variable temporelle, nous obtenons∥∥∥∥∥ϕ ∇⃗
(−∆)

(∂i∂jψ)(uiuj)

∥∥∥∥∥
Lν
t L

∞
x

≤ C‖1QR1
uiuj‖Lν

t L
ν
x
≤ C‖1QR1

u⃗‖M3,τ0
t,x

‖1QR1
u⃗‖M3,τ0

t,x
< +∞,

où nous avons utilisé le fait que 1 < ν < 3
2 <

τ0
2 et nous avons appliqué l’inégalité de Hölder. En

rassemblant toutes ces estimations, nous obtenons ‖1Qr1
V⃗8‖M3,σ

t,x
< +∞.

• La quantité V⃗9 dans (2.3.48) peut être traitée de manière similaire. En effet, par les mêmes argu-
ments utilisés pour déduire (2.3.55), on peut écrire (rappelons que 1 < ν < 3

2) :

‖1Qr1
V⃗9‖M3,σ

t,x
≤ C

∥∥∥∥∥ϕ ∇⃗
(−∆)

((∆ψ)p)

∥∥∥∥∥
Lν
t L

∞
x

,

et si l’on étudie la norme L∞ dans la variable d’espace de ce terme, par les mêmes idées que celles
utilisées dans (2.3.55)-(2.3.56) on obtient∥∥∥∥∥ϕ ∇⃗

(−∆)
((∆ψ)p)(t, ·)

∥∥∥∥∥
L∞

≤ C‖(∆ψ)p(t, ·)‖L1 ≤ C‖1QR1
p(t, ·)‖Lν .

Ainsi, en prenant la norme Lν dans la variable temporelle, nous avons

‖1Qr1
V⃗9‖M3,σ

t,x
≤ C

∥∥∥∥∥ϕ ∇⃗
(−∆)

((∆ψ)p)

∥∥∥∥∥
Lν
t L

∞
x

≤ C‖1QR1
p‖Lν

t L
ν
x
≤ C‖1QR1

p‖
L

3
2
t L

3
2
x

< +∞.

• L’étude de la quantité V⃗10 suit presque les mêmes lignes que les termes V⃗8 et V⃗9. Cependant, au
lieu de (2.3.55), nous avons∣∣∣∣∣ϕ ∇⃗∂i

(−∆)
((∂iψ)p)

∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∫
R3

1|x−y|>(r̂−r̃)

|x− y|3
1Qr̃

(x)1QR1
\Qr̂

(y)(∂iψ)p(t, y)dy

∣∣∣∣ ,
et nous pouvons donc écrire :

‖1Qr1
V⃗10‖M3,σ

t,x
≤

∥∥∥∥∥ϕ ∇⃗∂i
(−∆)

((∂iψ)p)

∥∥∥∥∥
Lν
t L

∞
x

≤ C‖1QR1
p‖Lν

t L
ν
x
≤ C‖1QR1

p‖
L

3
2
t L

3
2
x

< +∞.

Notons que, pour la même raison que celle donnée dans la Remarque 2.3.4, dans l’étude des termes
qui contiennent la pression (i.e. V⃗9 et V⃗10), nous pouvons considérer un espace de Morrey M3,σ

t,x

avec σ � 1. Mais ce n’est plus le cas pour le dernier terme ci-dessous.
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• Enfin, pour le terme V⃗11 dans (2.3.48) nous écrivons :

|1Qr1
V⃗11| =

∣∣∣∣1Qr1

∫ t

0
e(t−s)∆[ϕ(∇⃗ ∧ ω⃗)](s, x)ds

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣1Qr1

∫ t

0
e(t−s)∆∇⃗ ∧ (ϕω⃗)(s, x)ds

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣1Qr1

∫ t

0
e(t−s)∆(∇⃗ϕ) ∧ ω⃗(s, x)ds

∣∣∣∣
≤ Va + Vb,

pour le premier terme ci-dessus, et en suivant les idées données dans (2.3.51), nous avons l’estimation
suivante avec le potentiel de Riesz L1, et par le Lemme 2.1.3 nous pouvons écrire

‖Va‖M3,σ
t,x

≤ C‖1Qr1
(L1(|1Qr̃

ω⃗|))‖M3,σ
t,x

≤ C‖L1(|1Qr̃
ω⃗|)‖M120,120

t,x
= ‖L1(|1Qr̃

ω⃗|)‖
M

q
λ
,
q
λ

t,x

,

où q = 24
5 et λ = 1

25 . Ainsi, puisque 1 < 5
q et que λ = 1− q

5 on peut appliquer le Lemme 2.1.4 pour
obtenir que

‖L1(|1Qr̃
ω⃗|)‖

M
q
λ
,
q
λ

t,x

≤ C‖1Qr̃
ω⃗‖Mq,q

t,x
= C‖1Qr̃

ω⃗‖
M

24
5 , 245

t,x

≤ C‖1Qr̃
ω⃗‖M6,6

t,x
= C‖1Qr̃

ω⃗‖L6
t,x
< +∞.

Maintenant, pour le terme Vb ci-dessus, en utilisant les mêmes idées que dans (2.3.49)-(2.3.50) et
en appliquant à nouveau le Lemme 2.1.3, nous obtenons

‖Vb‖M3,σ
t,x

≤ C‖1Qr1
(L2(|1Qr̃

ω⃗|))‖M3,σ
t,x

≤ C‖1Qr1
(L2(|1Qr̃

ω⃗|))‖M60,60
t,x

(2.3.57)

≤ C‖L2(|1Qr̃
ω⃗|)‖

M
q
λ
,
q
λ

t,x

,

où cette fois nous prenons q = 12
5 et λ = 1

25 . Puisque nous avons 2 < 5
q et λ = 1 − 2q

5 , nous
appliquons le Lemme 2.1.4 et nous avons

C‖L2(|1Qr̃
ω⃗|)‖

M
q
λ
,
q
λ

t,x

≤ C‖1Qr̃
ω⃗‖Mq,q

t,x
= C‖1Qr̃

ω⃗‖
M

12
5 , 125

t,x

≤ ‖1Qr̃
ω⃗‖M6,6

t,x
= ‖1Qr̃

ω⃗‖L6
t,x
< +∞.

On peut donc conclure que ‖1Qr1
V⃗11‖M3,σ

t,x
< +∞.

Remarque 2.3.5. Remarquons que la valeur de l’indice σ de l’espace de Morrey M3,σ
t,x (R × R3) est

en réalité limitée par l’information concernant ω⃗ (voir l’expression (2.3.57) ci-dessus). Dans ce cas,
nous avons une valeur maximal ≈ 60, ce qui, comme nous le verrons plus tard, est suffisant pour nos
besoins.

Ainsi, nous avons montré un petit gain d’intégrabilité en passant d’une information sur l’es-
pace de Morrey M3,τ0

t,x à un contrôle sur l’espace M3,σ
t,x avec τ0 < σ avec σ proche de τ0. Ceci n’est

bien sûr pas suffisant et nous devons répéter les arguments ci-dessus afin d’obtenir un meilleur contrôle.

En effet, nous pouvons appliquer les mêmes arguments pour obtenir sur rayon plus petit 0 < r̃ <

r1 que 1Qr̃
u⃗ ∈ M3,σ1

t,x (R × R3) où σ1 = σ + ε. En itérant ces arguments, on obtient l’information
1QR2

u⃗ ∈ M3,60
t,x (R× R3) où la valeur σ = 60 est essentiellement fixée par l’information disponible sur

la quantité ω⃗ : voir la Remarque 2.3.5. Ceci termine la démonstration de la Proposition 2.3.3.
■
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D) Un gain d’intégrabilité de div(ω⃗)

Rappelons que jusqu’à maintenant dans les sections précédentes nous avons montré

1QR1
(t0,x0)∇⃗ ⊗ u⃗ ∈ M2,τ1

t,x (R× R3), 1QR2
(t0,x0)ω⃗ ∈ L6

t,x(R× R3), 1QR2
(t0,x0)u⃗ ∈ L6

t,x(R× R3),

1QR3
(t0,x0)u⃗ ∈ M3,60

t,x (R× R3), (2.3.58)

où 0 < R3 < R2 < R1 < R < 1, avec τ1 = 1
τ1

= 1
τ0

+ 1
5 . Nous allons exploiter ces informations afin

d’obtenir un gain d’information sur div(ω⃗).

Proposition 2.3.4. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition 2.3.2
des équations micro-polaires sur QR(t0, x0). Supposons que pour certain 0 < α < 1

24 nous avons

1QR
f⃗ ∈ L2

t Ḣ
1
x ∩M

10
7
,τa

t,x (R× R3), pour τa > 5
2−α . Supposons que les hypothèses suivantes sont véri-

fiées :
1) il existe R1 > 0 tel que 0 < R1 < R tel que pour 5

1−α < τ0 <
20
3 et 1

τ1
= 1

τ0
+ 1

5 , nous avons

1QR1
u⃗ ∈ M3,τ0

t,x (R× R3), 1QR1
∇⃗ ⊗ u⃗ ∈ M2,τ1

t,x (R× R3).

2) Pour R2 > 0 tel que 0 < R2 < R1 < R, nous avons

1QR2
u⃗,1QR2

ω⃗ ∈ Lτ0t,x(R× R3).

3) Pour un rayon R3 > 0 avec 0 < R3 < R, nous avons

1QR3
(t0,x0)u⃗ ∈ M3,60

t,x (R× R3).

Alors, pour R4 > 0 tel que 0 < R4 < R3 < R2 < R1 < R, nous avons

1QR4
(t0,x0) div(ω⃗) ∈ M

6
5
, 60
11

t,x (R× R3).

Preuve. Tout d’abord, nous appliquons l’opérateur de divergence à l’équation satisfaite par ω⃗ (voir
le système (2.3.1)) et comme nous avons les identités div(∇⃗ div(ω⃗)) = ∆ω⃗ et div(∇⃗ ∧ u⃗) ≡ 0, nous
obtenons

∂t div(ω⃗) = 2∆div(ω⃗)− div(ω⃗)− div((u⃗ · ∇⃗)ω⃗).

Considérons maintenant ϕ̄ : R × R3 −→ R une fonction positive telle que ϕ̄ ∈ C∞
0 (R × R3) et pour

R4 > 0 avec 0 < R4 < r̂ < R3, nous avons

ϕ̄ ≡ 1 sur Qr̂(t0, x0), supp(ϕ̄) ⊂ QR3(t0, x0). (2.3.59)

Définissons la variable W par
W = ϕ̄ div(ω⃗),

et nous allons montrer que 1QR4
W ∈ M

6
5
, 60
11

t,x (R × R3). Pour cela, en utilisant l’équation vérifie par
div(ω⃗), on obtient

∂tW = (∂tϕ̄) div(ω⃗) + ϕ̄

(
2∆div(ω⃗)− div(ω⃗)− div((u⃗ · ∇⃗)ω⃗)

)
= 2∆W + (∂tϕ̄+ 2∆ϕ̄− ϕ̄) div(ω⃗)− 4

3∑
i=1

∂i
(
(∂iϕ̄) div(ω⃗)

)
− ϕ̄ div((u⃗ · ∇⃗)ω⃗),
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où nous avons utilisé le fait que ϕ̄∆div(ω⃗) = ∆(ϕ̄ div(ω⃗)) + ∆ϕ̄ div(ω⃗)− 2
3∑
i=1

∂i
(
(∂iϕ̄) div(ω⃗)

)
.

Comme div(u⃗) = 0, nous avons l’identité suivante :

ϕ̄ div((u⃗ · ∇⃗)ω⃗) = ϕ̄ div
(
div(ω⃗ ⊗ u⃗)

)
= div

(
div(ϕ̄ω⃗ ⊗ u⃗)

)
− div(ω⃗ ⊗ u⃗ · ∇⃗ϕ̄)− ∇⃗ϕ̄ · div(ω⃗ ⊗ u⃗),

et nous obtenons

∂tW = 2∆W + (∂tϕ̄+ 2∆ϕ̄− ϕ̄) div(ω⃗)− 4

3∑
i=1

∂i
(
(∂iϕ̄) div(ω⃗)

)
− div

(
div(ϕ̄ω⃗ ⊗ u⃗)

)
+div(ω⃗ ⊗ u⃗ · ∇⃗ϕ̄) + ∇⃗ϕ̄ · div(ω⃗ ⊗ u⃗).

Ainsi, par les propriétés de la fonction de localisation ϕ̄ données dans (2.3.59) nous avons W(0, ·) = 0,
et donc en utilisant la formule de Duhamel nous pouvons écrire

W(t, x) =

∫ t

0
e2(t−s)∆(∂tϕ̄+ 2∆ϕ̄− ϕ̄) div(ω⃗)ds︸ ︷︷ ︸

W1

−4

3∑
i=1

∫ t

0
e2(t−s)∆∂i

(
(∂iϕ̄) div(ω⃗)

)
ds︸ ︷︷ ︸

W2

(2.3.60)

−
∫ t

0
e2(t−s)∆ div

(
div(ϕ̄ω⃗ ⊗ u⃗)

)
ds︸ ︷︷ ︸

W3

+

∫ t

0
e2(t−s)∆ div(ω⃗ ⊗ u⃗ · ∇⃗ϕ̄)ds︸ ︷︷ ︸

W4

+

∫ t

0
e2(t−s)∆∇⃗ϕ̄ · div(ω⃗ ⊗ u⃗)ds︸ ︷︷ ︸

W5

.

Étudions chaque terme ci-dessus.
• Pour le premier terme W1, nous écrivons,

|1QR4
W1| ≤

∣∣∣∣1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆ div

(
(∂tϕ̄+ 2∆ϕ̄− ϕ̄)ω⃗

)
ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆

(
∇⃗
(
∂tϕ̄+ 2∆ϕ̄− ϕ̄

))
· ω⃗ds

∣∣∣∣ . (2.3.61)

Puisque le noyau de convolution du semi-groupe e2(t−s)∆ est le noyau de la chaleur g2(t−s), donc
par les propriétés de décroissance de ce noyau, par les propriétés de la fonction test ϕ̄ (voir
(2.3.59)) et par la définition des potentiels de Riesz paraboliques L1 et L2 donnée dans (2.1.7),
page 43, nous pouvons écrire l’estimation

|1QR4
W1| ≤ C1QR4

∫
R

∫
R3

|1QR3
ω⃗(s, y)|

(|t− s|
1
2 + |x− y|)4

dyds

+C1QR4

∫
R

∫
R3

|1QR3
ω⃗(s, y)|

(|t− s|
1
2 + |x− y|)3

dyds

≤ C1QR4
(L1(|1QR3

ω⃗|))(t, x) + C1QR4
(L2(|1QR3

ω⃗|))(t, x),

et nous avons

‖1QR4
W1‖

M
6
5 , 6011
t,x

≤ C
∥∥∥1QR4

(L1(|1QR3
ω⃗|))

∥∥∥
M

6
5 , 6011
t,x

+ C
∥∥∥1QR4

(L2(|1QR3
ω⃗|))

∥∥∥
M

6
5 , 6011
t,x

.

Pour le premier terme ci-dessus, comme 60
11 ≤ 15

2 , nous fixons p = 6
5 , q = 9

2 et λ = 1
10 et par le

Lemme 2.1.3, nous obtenons∥∥∥1QR4
L1(|1QR3

ω⃗|)
∥∥∥
M

6
5 , 6011
t,x

≤ C‖1QR4
L1(|1QR3

ω⃗|)‖
M

6
5 , 152
t,x

≤ C‖L1(|1QR3
ω⃗|)‖

M
6
λ5

, 9
2λ

t,x

,
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puisque 6
5 <

6
λ5 et 15

2 < 9
2λ . Ainsi, en appliquant les Lemmes 2.1.3 et 2.1.4, page 43, nous avons

‖L1(|1QR3
ω⃗|)‖

M
6
λ5

, 9
2λ

t,x

≤ C‖1QR3
ω⃗‖

M
6
5 , 92
t,x

≤ C‖1QR2
ω⃗‖L6

t,x
< +∞,

où nous avons utilisé le fait que R3 < R2 et le contrôle 1QR2
ω⃗ ∈ L6

t,x(R×R3) donné dans (2.3.58).

Pour le deuxième terme, nous fixons p = 6
5 , q = 12

5 et λ = 1
25 , et en appliquant les Lemmes

2.1.3-2.1.4, page 43, nous obtenons∥∥∥1QR4
(L2(|1QR3

ω⃗|))
∥∥∥
M

6
5 , 6011
t,x

≤ C‖1QR4
L2(|1QR3

ω⃗|)‖
M

6
5 , 152
t,x

≤ ‖(|1QR3
ω⃗|)‖

M
6
λ5

, 12
λ5

t,x

≤ C‖1QR3
ω⃗‖

M
6
5 , 125
t,x

≤ C‖1QR2
ω⃗‖L6

t,x
< +∞,

où nous avons utilisé l’information (2.3.58). Avec ces deux estimations, nous concluons que
‖1QR4

W1‖
M

6
5 , 6011
t,x

< +∞.

• Pour le terme W2 de (2.3.60), nous devons étudier pour tout 1 ≤ i ≤ 3, les quantités

Wi =

∣∣∣∣1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆∂i

(
(∂iϕ̄) div(ω⃗)

)
ds

∣∣∣∣ ,
et nous écrivons

Wi ≤
∣∣∣∣1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆∂i

(
div((∂iϕ̄)ω⃗)

)
ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆∂i

(
[∇⃗(∂iϕ̄)] · ω⃗

)
ds

∣∣∣∣ . (2.3.62)

Nous étudions le premier terme ci-dessus. Par les propriétés du support de la fonction ϕ̄ données
dans (2.3.59), nous avons pour 1 ≤ i, j ≤ 3∣∣∣∣1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆∂i∂j

(
(∂iϕ̄)ω⃗)

)
ds

∣∣∣∣ ≤ C

∫
R

∫
R3

1QR4
(t, x)1C(r̂,R3)(s, y)|ω⃗(s, y)|

(|t− s|
1
2 + |x− y|)5

dyds,

où l’ensemble C(r̂, R3) est la couronne définie par QR3 \ Qr̂. Notons que (t, x) ∈ QR4 et que
(s, y) ∈ C(r̂, R3), ainsi comme nous avons R4 < r̂, il s’ensuit que le noyau de convolution
1QR4

(t,x)1C(r̂,R3)
(s,y)

(|t−s|
1
2+|x−y|)5

est borné et on peut écrire∥∥∥∥1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆∂i∂j

(
(∂iϕ̄)ω⃗)

)
ds

∥∥∥∥
L∞
t,x

≤ C‖1C(r̂,R3)ω⃗‖L1
tL

1
x

≤ C‖1QR2
ω⃗‖L6

t,x
< +∞, (2.3.63)

d’où l’on déduit que∥∥∥∥1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆∂i

(
div((∂iϕ̄)ω⃗)

)
ds

∥∥∥∥
M

6
5 , 6011
t,x

≤ C‖1QR2
ω⃗‖L6

t,x
< +∞.

Le deuxième terme de (2.3.62) a la même structure que le premier terme de (2.3.61), et donc
par les mêmes arguments nous avons∥∥∥∥1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆∂i

(
[∇⃗(∂iϕ̄)] · ω⃗

)
ds

∥∥∥∥
M

6
5 , 6011
t,x

≤ C‖1QR2
ω⃗‖L6

t,x
< +∞.
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• Nous étudions maintenant le terme W3 défini dans (2.3.60) et nous écrivons

‖1QR4
W3‖

M
6
5 , 6011
t,x

=

∥∥∥∥1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆ div

(
div(ϕ̄ω⃗ ⊗ u⃗)

)
ds

∥∥∥∥
M

6
5 , 6011
t,x

≤
∥∥∥∥1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆ div

(
div(ϕ̄ω⃗ ⊗ u⃗)

)
ds

∥∥∥∥
M

6
5 , 6011
t,x

.

Ensuite, par la régularité maximale du noyau de la chaleur (cf. [63, Théorème 7.3], [62]), nous
avons

‖1QR4
W3‖

M
6
5 , 6011
t,x

≤ C
∥∥ϕ̄ω⃗ ⊗ u⃗

∥∥
M

6
5 , 6011
t,x

.

Maintenant, en utilisant les inégalités de Hölder pour les espaces de Morrey énoncées dans le
Lemme 2.1.2, page 43 (avec 5

6 = 1
2 +

1
3 et 11

60 = 1
6 +

1
60) et les propriétés de la fonction localisante

ϕ̄, nous obtenons

‖1QR4
W3‖

M
6
5 , 12047
t,x

≤ C‖1QR3
ω⃗‖M2,6

t,x
‖1QR3

u⃗‖M3,60
t,x

≤ C‖1QR2
ω⃗‖M6,6

t,x
‖1QR2

u⃗‖M3,60
t,x

≤ C‖1QR2
ω⃗‖L6

t,x
‖1QR2

u⃗‖M3,60
t,x

< +∞,

où, dans la dernière estimation ci-dessus, nous avons utilisé le Lemme 2.1.3 et les informations
disponibles dans (2.3.58).

• Pour le terme W4 donné dans (2.3.60) nous avons

|1QR4
W4| =

∣∣∣∣1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆ div(ω⃗ ⊗ u⃗ · ∇⃗ϕ̄)ds

∣∣∣∣
≤ C

∫
R

∫
R3

1QR4
(t, x)1C(r̂,R3)(s, y)|ω⃗ ⊗ u⃗(s, y)|

(|t− s|
1
2 + |x− y|)4

dyds,

et donc, par les mêmes idées que dans (2.3.63), nous pouvons écrire∥∥∥∥∥
∫
R

∫
R3

1QR4
(t, x)1C(r̂,R3)|ω⃗ ⊗ u⃗(s, y)|

(|t− s|
1
2 + |x− y|)4

dyds

∥∥∥∥∥
L∞
t,x

≤ C‖1C(r̂,R3)ω⃗ ⊗ u⃗‖L1
tL

1
x

≤ C‖1QR2
ω⃗‖L6

t,x
‖1QR1

u⃗‖L6
t,x
< +∞,

où nous avons appliqué les inégalités de Hölder. Avec ces estimations, nous en déduisons que

‖1QR4
W4‖

M
6
5 , 6011
t,x

< +∞.

• Pour le dernier terme W5 de (2.3.60) nous avons

|1QR4
W5| =

∣∣∣∣1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆∇⃗ϕ̄ · div(ω⃗ ⊗ u⃗)ds

∣∣∣∣ .
Ainsi, pour 1 ≤ i, j, k, l ≤ 3 nous devons étudier les quantités

Ji,j,k,l =

∣∣∣∣1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆(∂iϕ̄)∂j(wkul)ds

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆∂j

(
(∂iϕ̄)(wkul)

)
ds

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣1QR4

∫ t

0
e2(t−s)∆(∂j∂iϕ̄)(wkul)ds

∣∣∣∣ ,
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où nous avons utilisé l’identité (∂iϕ̄)∂j(wkul) = ∂j

(
(∂iϕ̄)(wkul)

)
− (∂j∂iϕ̄)(wkul). Maintenant,

par les propriétés du noyau de la chaleur et du support de la fonction ϕ̄, nous obtenons l’inégalité

Ji,j,k,l ≤ C

∫
R

∫
R3

1QR4
(t, x)1C(r̂,R3)|wkul(s, y)|

(|t− s|
1
2 + |x− y|)4

dyds

+C

∫
R

∫
R3

1QR4
(t, x)1C(r̂,R3)|wkul(s, y)|

(|t− s|
1
2 + |x− y|)3

dyds.

Maintenant, par les mêmes arguments que ceux donnés dans (2.3.63) nous obtenons∥∥∥∥∥
∫
R

∫
R3

1QR4
(t, x)1C(r̂,R3)|wkul(s, y)|

(|t− s|
1
2 + |x− y|)4

dyds

∥∥∥∥∥
L∞
t,x

+

∥∥∥∥∥
∫
R

∫
R3

1QR4
(t, x)1C(r̂,R3)|wkul(s, y)|

(|t− s|
1
2 + |x− y|)3

dyds

∥∥∥∥∥
L∞
t,x

≤ C‖1QR2
wkul‖L1

tL
1
x
+ C‖1QR2

wkul‖L1
tL

1
x

≤ C‖1QR2
ω⃗‖L6

t,x
‖1QR1

u⃗‖L6
t,x
< +∞,

et avec ces estimations pour 1 ≤ i, j, k, l ≤ 3, nous déduisons que

‖1QR4
W5‖

M
6
5 , 6011
t,x

< +∞.

Enfin, en utilisant tous ces contrôles précédentes, nous obtenons que 1QR4
(t0,x0)W ∈ M

6
5
, 60
11

t,x (R× R3).
Comme W = ϕ̄ div(ω⃗), ϕ̄ ≡ 1 sur Qr̂ et R4 < r̂ nous avons

1QR4
(t0,x0) div(ω⃗) ∈ M

6
5
, 60
11

t,x (R× R3),

et donc la preuve de la Proposition 2.3.4 est terminée. ■

E) Déduction de la régularité Höldérienne de u⃗ et ω⃗ en utilisant le lemme de
Ladyzhenskaya.

Tout d’abord rappelons que par (2.3.9), nous avons

U⃗(t, x) =
∫ t

0
e(t−s)∆

(
A⃗+

3∑
i=1

∂iB⃗i + ∇⃗C + ∇⃗ ∧ D⃗ + divE+ ηf⃗

)
ds,

où que le vecteur A⃗ est donné par

A⃗ = (∂tη +∆η)(u⃗+ ω⃗) + u⃗⊗ u⃗ · ∇⃗η − η∇⃗p− 1

2
(∇⃗η) ∧ ω⃗

−(∇⃗η) div(ω⃗)− ηω⃗ + ω⃗ ⊗ u⃗ · ∇⃗η,

le vecteur B⃗i (pour 1 ≤ i ≤ 3) est donné par

B⃗i = 2(∂iη)(u⃗+ ω⃗),

la fonction scalaire C est donnée par
C = η div(ω⃗),
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le vecteur D⃗ est donné par
D⃗ =

1

2
η(ω⃗ + u⃗),

et le tenseur E est défini par l’expression

E = −η(u⃗⊗ u⃗+ ω⃗ ⊗ u⃗).

Ainsi, avec toute l’information obtenue sur u⃗ et ω⃗ nous allons maintenant obtenir un gain d’information
de type Morrey pour les termes ci-dessus, et donc nous pourrons appliquer le Lemme 2.1.5, page 44 à
l’expression 2.3.9. ce qui impliquera la régularité Höldérienne de U⃗ . En effet, nous avons la proposition
suivante :

Proposition 2.3.5. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition 2.3.2
des équations micro-polaires (2.3.1) sur QR. Supposons que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

1) il existe R1 avec 0 < R1 < R tel que pour 5
1−α < τ0 <

20
3 et 1

τ1
= 1

τ0
+ 1

5 , nous avons

1QR1
u⃗ ∈ M3,τ0

t,x (R× R3), 1QR1
∇⃗ ⊗ u⃗ ∈ M2,τ1

t,x (R× R3).

2) Pour R2 > 0 tel que 0 < R2 < R1 < R, nous avons

1QR2
u⃗,1QR2

ω⃗ ∈ Lτ0t,x(R× R3). (2.3.64)

3) En plus, il existe R3 > 0 avec 0 < R3 < R2 < R1 < R tel que 1QR3
u⃗ ∈ M3,60

t,x (R× R3).

4) Enfin, pour R4 > 0 tel que 0 < R4 < R3 < R2 < R1 < R, nous avons
1QR4

div(ω⃗) ∈ M
6
5
, 60
11

t,x (R× R3).

Alors, nous avons
A⃗ ∈ Mp0,q0

t,x (R× R3) et B⃗i, C, D⃗,E ∈ Mp0,q1
t,x (R× R3),

où 1 < p0 ≤ q0 < q1 avec 1
q0

= 2−α
5 , 1

q1
= 1−α

5 et 0 < α < 1
24 .

Preuve. En utilisant la définition de la quantité A⃗, (voir (2.3.4)), nous avons

‖A⃗‖Mp0,q0
t,x

≤ C ‖(∂tη +∆η)(u⃗+ ω⃗)‖Mp0,q0
t,x︸ ︷︷ ︸

(1)

+C ‖u⃗⊗ u⃗ · ∇⃗η‖Mp0,q0
t,x︸ ︷︷ ︸

(2)

+C ‖η∇⃗p‖Mp0,q0
t,x︸ ︷︷ ︸

(3)

+C ‖(∇⃗η) ∧ ω⃗‖Mp0,q0
t,x︸ ︷︷ ︸

(4)

+C ‖(∇⃗η) div(ω⃗)‖Mp0,q0
t,x︸ ︷︷ ︸

(5)

+C ‖ηω⃗‖Mp0,q0
t,x︸ ︷︷ ︸

(6)

+C ‖ω⃗ ⊗ u⃗ · ∇⃗η‖Mp0,q0
t,x︸ ︷︷ ︸

(7)

. (2.3.65)

Étudions maintenant chaque terme ci-dessus.
• Pour le premier terme de (2.3.65), nous remarquons que puisque p0 ≤ q0 =

5
2−α et que 0 < α <

1
24 , nous avons p0 ≤ q0 < 3 < τ0, et donc par les propriétés du support de la fonction η ainsi que
par les propriétés des espaces de Morrey données dans le Lemme 2.1.3, page 43, nous obtenons

‖(∂tη +∆η)(u⃗+ ω⃗)‖Mp0,q0
t,x

≤ C‖1QR
(u⃗+ ω⃗)‖Mp0,q0

t,x

≤ C‖1QR2
(u⃗+ ω⃗)‖Mτ0,τ0

t,x
= C‖1QR2

(u⃗+ ω⃗)‖Lτ0
t,x
< +∞,

puisque nous avons 1QR2
u⃗,1QR3

ω⃗ ∈ Lτ0t,x(R× R3) grâce à (2.3.64).
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• Les termes (2) et (7) de (2.3.65) peuvent être traités de manière similaire. En effet, puisque
0 < α < 1

24 nous avons p0 ≤ q0 < 3 et par les mêmes arguments que dans le point précédent
nous écrivons

‖u⃗⊗ u⃗ · ∇⃗η‖Mp0,q0
t,x

≤ C‖1QR
u⃗⊗ u⃗‖Mp0,q0

t,x
≤ C‖1QR2

u⃗⊗ u⃗‖M3,3
t,x

≤ C‖1QR2
u⃗⊗ u⃗‖L3

tL
3
x
≤ C‖1QR2

u⃗‖Lτ0
t,x
‖1QR2

u⃗‖Lτ0
t,x
< +∞,

où nous avons utilisé l’inégalité de Hölder dans la dernière estimation ainsi que les contrôles
(2.4.11). Les mêmes idées s’appliquent pour traiter le terme (7).

• Pour traiter le terme (3) de (2.3.65), nous considérons une fonction auxiliaire ψ̃ telle que pour
0 < ra < R3 nous avons

ψ̃ ≡ 1 sur Qra(t0, x0), supp(ψ̃) ⊂ QR3(t0, x0).

En utilisant l’égalité −∆(ψ̃p) = −ψ̃∆p+ (∆ψ̃)p− 2

3∑
i=1

∂i((∂iψ̃)p), nous en déduisons que

ηψ̃∇⃗p = η
∇⃗(−ψ̃∆p)

(−∆)
+ η

∇⃗((∆ψ̃)p)

(−∆)
− 2

3∑
i=1

η
∇⃗(∂i((∂iψ̃)p))

(−∆)
.

Comme ηψ̃ = η, et en utilisant l’équation satisfaite par la pression, nous pouvons réécrire le
terme (3) de la façon suivante

η∇⃗p =
3∑

i,j=1

η
∇⃗∂i∂j
(−∆)

(ψ̃uiuj)︸ ︷︷ ︸
(a)

−
3∑

i,j=1

η∇⃗∂i
(−∆)

(∂jψ̃)uiuj︸ ︷︷ ︸
(b)

−
3∑

i,j=1

η∇⃗∂j
(−∆)

(∂iψ̃)uiuj︸ ︷︷ ︸
(c)

+ 2

3∑
i,j=1

η
∇⃗

(−∆)
(∂i∂jψ̃)(uiuj)︸ ︷︷ ︸
(d)

+ η
∇⃗
(
(∆ψ̃)p

)
(−∆)︸ ︷︷ ︸
(e)

−2

3∑
i=1

ϕ̃
∇⃗
(
∂i((∂iψ̃)p)

)
(−∆)︸ ︷︷ ︸

(f)

.

(2.3.66)

Puisque 0 < α < 1
24 nous avons p0 ≤ q0 =

5
2−α <

120
47 < 3 et donc il suffit de prouver que chacun

de ces termes ci-dessus appartient à l’espace de Morrey M
6
5
, 120
47

t,x (R× R3).
⋆ Le terme (a) dans (2.3.66) est traité comme suit : puisque les transformées de Riesz sont

bornées dans les espaces de Morrey, nous obtenons∥∥∥∥∥η ∇⃗∂i∂j(−∆)
(ψ̃uiuj)

∥∥∥∥∥
M

6
5 , 12047
t,x

≤ C

∥∥∥∥∥∂i∂j∇⃗(−∆)
(ψ̃uiuj)

∥∥∥∥∥
M

6
5 , 12047
t,x

≤ C
∥∥∥∇⃗(ψ̃uiuj)

∥∥∥
M

6
5 , 12047
t,x

.

Notons que pour tout 1 ≤ k ≤ 3, par l’inégalité de Hölder dans les espaces de Morrey, le
Lemme 2.1.3, page 43, et la troisième hypothèse de la Proposition 2.3.5, nous avons∥∥∥(∂kψ̃)uiuj∥∥∥

M
6
5 , 12047
t,x

≤ C
∥∥∥1QR2

uiuj

∥∥∥
M

3
2 ,30

t,x

≤ C‖1QR2
ui‖M3,60

t,x
‖1QR2

uj‖M3,60
t,x

< +∞,

puisque 6
5 <

3
2 , 120

47 < 30 et 2
3 = 1

3 +
1
3 , 1

30 = 1
60 +

1
60 . Par les mêmes arguments nous avons

‖ψ̃(∂kui)uj‖
M

6
5 , 12047
t,x

≤ C‖1QR1
∇⃗ ⊗ u⃗‖M2,p

t,x
‖1QR3

uj‖M3,60
t,x

≤ C‖1QR1
∇⃗ ⊗ u⃗‖M2,τ1

t,x
‖1QR3

uj‖M3,60
t,x

< +∞,
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car on a 5
6 = 1

2 + 1
3 et 23

60 = 1
p +

1
60 et p < τ1 <

20
7 . De façon symétrique, nous avons aussi

‖ψ̃ui(∂kuj)‖
M

6
5 , 12047
t,x

≤ C‖1QR3
ui‖M3,60

t,x
‖1QR1

∇⃗ ⊗ u⃗‖M2,τ1
t,x

< +∞,

Ainsi on en déduit que ∥∥∥∥∥η ∇⃗∂i∂j(−∆)
(ψ̃uiuj)

∥∥∥∥∥
M

6
5 , 12047
t,x

< +∞.

⋆ Les termes (b) et (c) de (2.3.66) peuvent être traités de la même manière, en effet comme
l’on a :∥∥∥∥∥ η∇⃗∂i(−∆)

(∂jψ̃)uiuj

∥∥∥∥∥
M

6
5 , 12047
t,x

≤ C

∥∥∥∥∥ ∇⃗∂i
(−∆)

(∂jψ̃)uiuj

∥∥∥∥∥
M

6
5 , 12047
t,x

≤ C
∥∥∥(∂jψ̃)uiuj∥∥∥

M
6
5 , 12047
t,x

≤ C‖1QR2
uiuj‖

M
3
2 ,30

t,x

≤ C‖1QR2
ui‖M3,60

t,x
‖1QR2

uj‖M3,60
t,x

< +∞.

⋆ Le terme (d) est traité comme suit. Par le Lemme 2.1.3, puisque 6
5 <

3
2 et 120

47 < 15
4 , on a∥∥∥∥∥η ∇⃗

(−∆)
(∂i∂jψ̃)(uiuj)

∥∥∥∥∥
M

6
5 , 12047
t,x

≤ C

∥∥∥∥∥η ∇⃗
(−∆)

(∂i∂jψ̃)(uiuj)

∥∥∥∥∥
M

3
2 , 154
t,x

.

Par l’inclusion L
3
2
t L

∞
x ⊂ M

3
2
, 15
4

t,x (voir Lemme 2.1.1, page 43) nous obtenons∥∥∥∥∥η ∇⃗
(−∆)

(∂i∂jψ̃)(uiuj)

∥∥∥∥∥
M

3
2 , 154
t,x

≤ C

∥∥∥∥∥η ∇⃗
(−∆)

(∂i∂jψ̃)(uiuj)

∥∥∥∥∥
L

3
2
t L

∞
x

.

Grâce aux propriétés du support des fonctions auxiliaires, nous obtenons∥∥∥∥∥η ∇⃗
(−∆)

(∂i∂jψ̃)(uiuj)

∥∥∥∥∥
L

3
2
t L

∞
x

≤ C‖1QR2
uiuj‖

L
3
2
t,x

≤ C‖1QR2
u⃗‖M3,30

t,x
‖1QR2

u⃗‖M3,30
t,x

< +∞.

⋆ Le terme (e) de (2.3.66) suit les mêmes idées que le précédent, et nous avons∥∥∥∥∥η ∇⃗
(−∆)

(
(∆ψ̃)p

)∥∥∥∥∥
M

6
5 , 12047
t,x

≤ C

∥∥∥∥∥η ∇⃗
(−∆)

(
(∆ψ̃)p

)∥∥∥∥∥
L

3
2
t L

∞
x

≤ C‖1QR
p‖
L

3
2
t,x

< +∞,

où nous avons utilisé le fait que (u⃗, p, ω⃗) est partiellement adaptée et donc nous avons
l’hypothèse 1QR

p ∈ L
3
2
t,x(R× R3).

⋆ Le dernier terme de (2.3.66) est estimé de manière similaire :∥∥∥∥∥η ∇⃗
(−∆)

∂i((∂iψ̃)p)

∥∥∥∥∥
M

6
5 , 12047
t,x

≤ C

∥∥∥∥∥η ∇⃗
(−∆)

∂i((∂iψ̃)p)

∥∥∥∥∥
L

3
2
t L

∞
x

≤ C‖1QR
p‖
L

3
2
t,x

< +∞.

Nous avons prouvé que tous les termes de (2.3.66) appartiennent à l’espace de Morrey Mp0,q0
t,x (R×

R3) et donc, le terme (3) ∈ Mp0,q0
t,x (R× R3).
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• Les termes (4) et (6) de (2.3.65) sont très similaires. En effet, pour (4), en utilisant les propriétés
de la fonction auxiliaire η et avec le Lemme 2.1.3 nous écrivons (rappelons que p0 ≤ q0 < 6 et
que nous avons les contrôles (2.3.58))

‖(∇⃗η) ∧ ω⃗‖Mp0,q0
t,x

≤ C‖1QR
ω⃗‖Mp0,q0

t,x
≤ C‖1QR2

ω⃗‖L6
t,x
< +∞.

Pour (6) nous avons par les mêmes arguments :

‖ηω⃗‖Mp0,q0
t,x

≤ C‖1QR
ω⃗‖Mp0,q0

t,x
≤ C‖1QR2

ω⃗‖L6
t,x
< +∞.

• Pour le terme (5) de (2.3.65), nous devons étudier la quantité ‖(∇⃗η) div(ω⃗)‖Mp0,q0
t,x

. Observons

que par hypothèse nous avons 1QR3
div(ω⃗) ∈ M

6
5
, 60
11

t,x (R × R3). Ensuite, puisque 0 < α < 1
24 ,

nous avons p0 ≤ 6
5 ≤ q0 = 5

2−α < 120
47 , et par les propriétés du support de la fonction η et la

définition de la fonction η nous avons

‖(∇⃗η) div(ω⃗)‖Mp0,q0
t,x

≤ C‖1QR3
div(ω⃗)‖

M
6
5 , 6011
t,x

< +∞.

Avec toutes ces estimations, nous pouvons conclure que A⃗ ∈ Mp0,q0
t,x (R× R3).

Étudions maintenant la quantité B⃗i définie dans (2.3.5). Étant donné que q1 = 5
1−α < τ0 nous

avons

‖B⃗i‖Mp0,q1
t,x

= ‖2(∂iη)(u⃗+ ω⃗)‖Mp0,q1
t,x

≤ C‖1QR2
(u⃗+ ω⃗)‖Mp0,q1

t,x
≤ C‖1QR2

(u⃗+ ω⃗)‖Lτ0
t,x
< +∞,

où nous avons utilisé les propriétés du support de la fonction de test η et les propriétés de localisation
des espaces de Morrey données dans le Lemme 2.1.3, page 43.

Pour le terme C donné dans (2.3.6), nous avons ‖C‖Mp0,q1
t,x

= ‖η div(ω⃗)‖Mp0,q1
t,x

. Comme 1 ≤ p0 ≤ 6
5

et q1 = 5
1−α < 120

23 (puisque 0 < α < 1
24), par les propriétés du support de la fonction η et par le

Lemme 2.1.3 nous obtenons

‖C‖Mp0,q1
t,x

= ‖η div(ω⃗)‖Mp0,q1
t,x

≤ C‖1QR3
div(ω⃗)‖

M
6
5 , 6011
t,x

< +∞.

Le terme D⃗ donné dans (2.3.7) peut être traité de la même manière que les termes B⃗i ci-dessus. En
effet, nous avons

‖D⃗‖Mp0,q1
t,x

= ‖1
2
η(ω⃗ + u⃗)‖Mp0,q1

t,x
≤ C‖1QR2

(u⃗+ ω⃗)‖Mp0,q1
t,x

≤ C‖1QR2
(u⃗+ ω⃗)‖Lτ0

t,x
< +∞.

Pour le tenseur E défini dans (2.3.8), puisque 1 ≤ p0 ≤ 6
5 et q1 =

5
1−α <

120
23 < 60

11 nous obtenons,

‖E‖Mp0,q1
t,x

= ‖η(u⃗⊗ u⃗+ ω⃗ ⊗ u⃗)‖Mp0,q1
t,x

≤ ‖ηu⃗⊗ u⃗‖Mp0,q1
t,x

+ ‖ηω⃗ ⊗ u⃗‖Mp0,q1
t,x

≤ C‖ηu⃗⊗ u⃗‖
M

6
5 , 6011
t,x

+ C‖ηω⃗ ⊗ u⃗‖
M

6
5 , 6011
t,x

,

et par les inégalités de Hölder dans les espaces de Morrey (voir le Lemme 2.1.2) avec 5
6 = 1

2 + 1
3 et

11
60 = 1

6 + 1
60 , on peut écrire :

‖E‖Mp0,q1
t,x

≤ C‖ηu⃗‖M2,6
t,x
‖ηu⃗‖M3,60

t,x
+ C‖ηω⃗‖M2,6

t,x
‖ηu⃗‖M3,60

t,x

≤ C‖1QR2
u⃗‖L6

t,x
‖1QR2

u⃗‖M3,60
t,x

+ C‖1QR2
ω⃗‖L6

t,x
‖1QR2

u⃗‖M3,60
t,x

< +∞.
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Nous avons obtenu pour 1 < p0 ≤ q0 < q1 avec 1
q0

= 2−α
5 , 1

q1
= 1−α

5 et 0 < α < 1
24 , que

A⃗ ∈ Mp0,q0
t,x (R× R3) et B⃗i, C, D⃗,E ∈ Mp0,q1

t,x (R× R3),

ce qui termine la preuve de la Proposition 2.3.5. ■

Fin de la démonstration du Théorème 2.3.1. En récapitulant, nous avons montré que s’il existe
une constante 0 < ε � 1 telle que pour (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée des équations
micro-polaires sur QR(t0, x0) au sens de la Définition 2.3.2, page 69, nous avons

lim sup
r→0

1

r

∫∫
]t0−r2,t0+r2[×Bx0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds < ε,

alors, en utilisant par les Propositions 2.3.1-2.3.4, on peut déduire les points suivants
1) il existe R1 > 0 tel que 0 < R1 < R et pour 5

1−α < τ0 <
20
3 et 1

τ1
= 1

τ0
+ 1

5 , nous avons

1QR1
u⃗ ∈ M3,τ0

t,x (R× R3), 1QR1
∇⃗ ⊗ u⃗ ∈ M2,τ1

t,x (R× R3).

2) Pour R2 > 0 avec 0 < R2 < R1 < R, nous avons

1QR2
u⃗,1QR2

ω⃗ ∈ Lτ0t,x(R× R3).

3) En plus, il existe R3 > 0 tel que 0 < R3 < R2 < R1 < R et 1QR3
u⃗ ∈ M3,60

t,x (R× R3).

4) Enfin, pour R4 > 0 avec 0 < R4 < R3 < R2 < R1 < R nous avons 1QR4
div(ω⃗) ∈ M

6
5
, 60
11

t,x (R×R3).

ce qui implique par la Proposition 2.3.5 que

A⃗ ∈ Mp0,q0
t,x (R× R3) et B⃗i, C, D⃗,E ∈ Mp0,q1

t,x (R× R3).

De plus, comme

U⃗(t, x) =
∫ t

0
e(t−s)∆

(
A⃗+

3∑
i=1

∂iB⃗i + ∇⃗C + ∇⃗ ∧ D⃗ + divE+ ηf⃗

)
ds,

nous pouvons appliquer par le Lemme 2.1.5, page 44, et donc il s’ensuit que U⃗ ∈ Ċα(R × R3) avec
0 < α < 1

24 . Comme U⃗ = u⃗+ ω⃗ sur un petit voisinage du point (t0, x0), nous en déduisons que u⃗ et ω⃗
sont également Hölder continues ce qui termine la démonstration du Théorème 2.3.1. ■

Remarque 2.3.6. Rappelons que la borne supérieure pour l’indice de régularité höldérienne 0 <

α < 1
24 est essentiellement technique, et elle est liée aux estimations obtenues, qui nous permettent

d’appliquer le Lemme 2.1.5. Remarquons que nous ne revendiquons aucune optimalité de cette borne.

2.3.3. Un deuxième critère de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg
Maintenant, nous allons voir que la stratégie développée dans les pages précédentes, nous permet

aussi déduire un deuxième critère de régularité pour les équations des fluides micro-polaires en consi-
dérant l’effet dominant de la vitesse. Pour plus de simplicité, nous considérons ici le système sans
forces extérieures ∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗)− ∇⃗p+ 1

2∇⃗ ∧ ω⃗, div(u⃗) = 0,

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ + 1
2∇⃗ ∧ u⃗,

(2.3.67)
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et nous allons considérer (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition 2.3.2,
page 69 : elle vérifie l’inégalité d’énergie suivante pour tout ψ ∈ Dt,x(R× R3)∫

R3

|u⃗|2ψ(t, y)dy + 2

∫
s<t

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗|2ψdyds ≤
∫
s<t

∫
R3

(∂tψ +∆ψ)|u⃗|2dyds

+

∫
s<t

∫
R3

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ψdyds+

∫
s<t

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ψu⃗)dyds. (2.3.68)

Ainsi, le résultat principal de cette section est le suivant :

Théorème 2.3.2. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition 2.3.2
deséquations micro-polaires (2.3.67) sur QR(t0, x0). Supposons qu’il existe une constante 0 < ε � 1

suffisamment petite telle que

1

R2

∫ t0+R2

t0−R2

∫
Bx0,R

|u⃗|3 + |p|
3
2dyds < ε. (2.3.69)

Alors, il existe 0 < r1 < R tel que u⃗, ω⃗ ∈ L∞
t,x(Qr1(t0, x0)).

Remarque 2.3.7. Observons que nous avons remplacé l’hypothèse de petitesse du gradient de u⃗ (voir
(2.3.11), page 73) par un contrôle sur u⃗ et la pression p. Cependant, une des principales caractéristiques
est le fait que nous avons un contrôle uniquement sur un rayon R > 0 fixé.

Ce type de résultat, bien connu pour les équations de Navier-Stokes classiques (voir [13], [57],
[61], [85]), est un des outils dans l’étude de la régularité pour le cas limite des critères de Serrin L∞

t L
3
x

(cf. [34]). Ainsi, ayant obtenu ce théorème ci-dessus, on pourra envisager d’étendre ce cas limite aux
équations micro-polaires. En effet, ceci sera un des objectifs du chapitre suivant.

La démonstration du Théorème 2.3.2 suit les mêmes idées que lorsque nous avons supposé la
condition de petitesse sur le gradient de u⃗ dans le Théorème 2.3.1. En effet, tout d’abord, nous allons
déduire à partir de l’hypothèse (2.3.69) un gain d’information de type Morrey pour la vitesse u⃗, ce qui
correspond à la première étape de la démonstration du Théorème 2.3.1. Puis, nous pouvons obtenir
un gain de régularité Höldérienne de (u⃗, ω⃗) dans les variables de temps et d’espace dans Qr1(t0, x0).
Enfin, comme Qr1(t0, x0) est un ensemble borné, nous obtenons ainsi que u⃗ et ω⃗ sont bornées.

Le premier gain d’information de type Morrey est donné dans la proposition suivante :

Proposition 2.3.6. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée au sens de la Définition 2.3.2
du système micro-polaire (2.3.1) sur QR. Supposons qu’il existe une constante 0 < ε� 1 telle que

1

R2

∫
QR

|u⃗|3 + |p|
3
2dyds < ε.

Alors, pour 0 < α < 1
24 et 5

1−α < τ0 <
20
3 , il existe 0 < r < R tel que nous avons 1Qr u⃗ ∈ M3,τ0

t,x (R× R3)

et 1Qrp ∈ M
3
2
,
τ0
2

t,x (R× R3).

Remarque 2.3.8. De façon similaire au Théorème 2.3.1, le terme 0 < α < 1
24 est liée à la régularité

Höldérienne qu’on pourrait déduire des variables (u⃗, ω⃗).



Régularité Höldérienne des équations micro-polaires 107

Preuve. Par la définition des espaces de Morrey (voir (2.1.6), page 42), nous devons montrer que
pour certain 0 < r < R, et pour tout 0 < r ≤ r et (t, x) ∈ Qr(t0, x0), nous avons∫

Qr(t,x)
|u⃗|3dyds ≤ Cr

5(1− 3
τ0

) et
∫
Qr(t,x)

|p|
3
2dyds ≤ Cr

5(1− 3
τ0

)
. (2.3.70)

Pour cela, nous considérons les quantités suivantes : pour un point (t, x) ∈ R×R et pour r > 0, nous
écrivons

Ar(t, x) = sup
t−r2<s<t+r2

1

r

∫
Bx,r

|u⃗(s, y)|2dy, αr(t, x) =
1

r

∫
Qr(t,x)

|∇⃗ ⊗ u⃗(s, y)|2dyds,

λr(t, x) =
1

r2

∫
Qr(t,x)

|u⃗(s, y)|3dyds, Pr(t, x) =
1

r2

∫
Qr(t,x)

|p(s, y)|
3
2dyds. (2.3.71)

De plus, pour simplifier les notations, nous introduisons les quantités suivantes :

Λr =
1

r
3(1− 5

τ0
)
λr, Pr =

1

r
3(1− 5

τ0
)
Pr et Or = Λr + κ6Pr, (2.3.72)

avec κ < 1
2 une constante. Il est donc facile de voir que (2.3.70) est équivalent à dire que pour tout

0 < r ≤ r et pour tout (t, x) ∈ Qr(t0, x0), nous avons

Or(t, x) ≤ C. (2.3.73)

Afin d’obtenir cette estimation, nous procéderons par un argument itératif pour lequel nous devons
introduire quelques estimations techniques. Tout d’abord, rappelons la relation donnée dans le Lemme
2.3.1, page 73, où on obtient une première relation entre les quantités données dans (2.3.13) : pour
tout 0 < r ≤ R, il existe une constante C > 0 tel que nous avons

λ
1
3
r ≤ C(Ar + αr)

1
2 . (2.3.74)

La deuxième relation dont nous avons besoin est liée à l’inégalité d’énergie (2.3.68).

Lemme 2.3.6. Sous les hypothèses de la Proposition 2.3.6, pour tout rayon 0 < r ≤ ρ
2 ≤ R, nous

avons l’inégalité

Ar + αr ≤ C
r2

ρ2
λ

2
3
ρ + C

ρ2

r2
(Pρ + λρ) + C

ρ
3
2

r
λ

1
3
ρ .

Preuve. De façon similaire à la preuve du Lemme 2.3.2, nous allons considérer dans l’inégalité d’éner-
gie locale la fonction test donnée dans le Lemme 2.3.3, page 74 qui nous rappelons ci-dessous : soit ϕ
la fonction

ϕ(s, y) = r2Ψ

(
s− t

ρ2
,
y − x

ρ

)
θ

(
s− t

r2

)
g(4r2+t−s)(x− y),

où Ψ ∈ C∞
0 (R×R3) est une fonction positive supportée sur QR(0, 0) et qui vaut 1 sur Q 1

2
(0, 0), θ est

une fonction lisse positive telle que θ = 1 sur ]−∞, 1[ et θ = 0 sur ]2,+∞[ et gt(·) est le noyau de la
chaleur. Alors, nous avons les points suivants :

1) la fonction ϕ est une fonction non négative bornée, et son support est contenu dans la boule
parabolique Qρ(t, x), et pour tout (s, y) ∈ Qr(t, x), on a la borne inférieure ϕ ≥ C

r ,
2) pour tout (s, y) ∈ Qρ(t, x), nous avons ϕ(s, y) ≤ C

r ,
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3) pour tout (s, y) ∈ Qρ(t, x), nous avons |∇⃗ϕ(s, y)| ≤ C
r2

,

4) pour tout (s, y) ∈ Qρ(t, x), nous avons |(∂s +∆)ϕ(s, y)| ≤ C r2

ρ5
.

Ainsi,en considérant la fonction ϕ dans l’inégalité d’énergie locale, nous obtenons que

Ar + αr ≤
∫
s<t

∫
R3

(∂tϕ+∆ϕ)|u⃗|2dyds︸ ︷︷ ︸
(1)

+2

∫
s<t

∫
R3

p(u⃗ · ∇⃗ϕ)dyds︸ ︷︷ ︸
(2)

+

∫
s<t

∫
R3

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ϕdyds︸ ︷︷ ︸
(3)

+

∫
s<t

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ϕu⃗)dyds︸ ︷︷ ︸
(4)

. (2.3.75)

Étudions chacun des termes de la partie de droite de l’expression ci-dessus.
• Pour le premier terme (1) dans (2.3.75), grâce à la quatrième propriété de la fonction ϕ et à

l’inégalité de Hölder (1 = 1
3 + 2

3), nous avons∫
s<t

∫
R3

(∂tϕ+∆ϕ)|u⃗|2dyds ≤ C
r2

ρ5

∫
Qρ

|u⃗|2dyds ≤ C
r2

ρ5
ρ

5
3 ‖u⃗‖2L3

t,x(Qρ)
.

De plus, par (2.3.13), nous avons ‖u⃗‖2
L3
t,x(Qρ)

= ρ
4
3λ

2
3
ρ , et donc∫

s<t

∫
R3

(∂tϕ+∆ϕ)|u⃗|2dyds ≤ C
r2

ρ2
λ

2
3
ρ .

• Pour le terme (2) dans (2.3.75), grâce à la troisième propriété de la fonction test ϕ et à l’inégalité
de Hölder, nous obtenons∫

s<t

∫
R3

p(u⃗ · ∇⃗ϕ)dyds ≤ C

r2

∫
Qρ

|p||u⃗|dyds ≤ C

r2
‖p‖

L
3
2
t L

3
2
x (Qρ)

‖u⃗‖L3
tL

3
x(Qρ).

Par (2.3.13), nous avons ‖p‖
L

3
2
t L

3
2
x (Qρ)

= ρ
4
3P

2
3
ρ et ‖u⃗‖L3

tL
3
x(Qρ) = ρ

2
3λ

1
3
ρ , nous pouvons donc écrire

grâce à l’inégalité de Young que∫
s<t

∫
R3

p(u⃗ · ∇⃗ϕ)dyds ≤ C

r2

(
ρ

4
3P

2
3
ρ

)(
ρ

2
3λ

1
3
ρ

)
≤ C

ρ2

r2
P

2
3
ρ λ

1
3
ρ ≤ C

ρ2

r2
(Pρ + λρ).

• Pour le terme (3) dans (2.3.75), grâce à la deuxième propriété de la fonction ϕ, on a∫
s<t

∫
R3

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ϕdyds ≤ C

r2

∫
Qρ

|u⃗|3dyds = C
ρ2

r2
λρ,

où par (2.3.13) nous pouvons écrire ‖u⃗‖3
L3
t,x(Qρ)

= ρ2λρ.

• Enfin, pour le terme (4) dans (2.3.75), grâce aux propriétés de la fonction ϕ et à l’inégalité de
Hölder (1 = 1

6 + 1
2 + 1

3), nous écrivons∫
s<t

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ϕu⃗)dyds ≤ C
ρ

5
6

r
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(Qρ)‖u⃗‖L3
t,x(Qρ) ≤ C

ρ
3
2

r
λ

1
3
ρ ,

où nous avons utilisé le fait que ‖u⃗‖L3
t,x(Qρ) = ρ

2
3λ

1
3
ρ et ‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x(Qρ) ≤ ‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2
t,x(QR) < +∞,

puisque ω⃗ ∈ L2
t Ḣ

1
x(QR).
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En regroupant toutes les estimations précédentes, nous obtenons

Ar + αr ≤ C
r2

ρ2
λ

2
3
ρ + C

ρ2

r2
(Pρ + λρ) + C

ρ
3
2

r
λ

1
3
ρ ,

et ceci termine la preuve du Lemme 2.3.6. ■

Maintenant, nous devons étudier plus en détail la pression p, qui n’apparaît que dans la première
équation du système micro-polaire (2.3.67).

Lemme 2.3.7. Sous les hypothèses de la Proposition 2.3.6, pour tout 0 < r ≤ ρ
2 ≤ R, nous avons

l’inégalité suivante

P
2
3
r ≤ C

((ρ
r

) 4
3
λ

2
3
ρ +

(
r

ρ

) 2
3

P
2
3
ρ

)
. (2.3.76)

Preuve. Tout dabord, nous allons obtenir lestimation suivante

‖p‖
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C

(
‖u⃗‖L3

tL
3
x(Q1) + σ2‖p‖

L
3
2
t L

3
2
x (Q1)

)
, (2.3.77)

où Qσ et Q1 sont des boules paraboliques de rayon σ et 1 respectivement. Plus tard, nous dériverons
(2.3.76) par un changement de variable.

Afin d’obtenir (2.3.77), nous introduisons η : R −→ R, une fonction lisse supportée dans la boule
B0,1 telle que η ≡ 1 sur la boule B0, 3

5
et η ≡ 0 en dehors de la boule B0, 4

5
. Fixons 0 < σ ≤ 1

2 et
remarquons que p = ηp dans B0,σ. Maintenant, en utilisant l’identité

−∆(ηp) = −η∆p+ (∆η)p− 2

3∑
i=1

∂i((∂iη)p),

nous déduisons l’inégalité suivante

‖p‖
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

= ‖ηp‖
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤

∥∥∥∥∥
(
− η∆p

)
(−∆)

∥∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)︸ ︷︷ ︸

(p1)

+

∥∥∥∥(∆η)p(−∆)

∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)︸ ︷︷ ︸

(p2)

+2
3∑
i=1

∥∥∥∥∂i((∂iη)p)(−∆)

∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)︸ ︷︷ ︸

(p3)

. (2.3.78)

Pour le premier terme de (2.3.78), puisque nous avons l’équation ∆p = −
3∑

i,j=1

∂i∂j(uiuj), nous pouvons

écrire
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(p1) =

∥∥∥∥∥
(
− η∆p

)
(−∆)

∥∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C

∥∥∥∥∥∥ 1

(−∆)

(
η

3∑
i,j=1

∂i∂juiuj

)∥∥∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C
3∑

i,j=1

∥∥∥∥ 1

(−∆)

(
∂i∂j(ηuiuj)− ∂i

(
(∂jη)uiuj

)
− ∂j

(
(∂iη)uiuj

)
+ (∂i∂jη)uiuj

)∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C
3∑

i,j=1

∥∥∥∥ 1

(−∆)
∂i∂j(ηuiuj)

∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

+ C
3∑

i,j=1

∥∥∥∥ 1

(−∆)
∂i
(
(∂jη)uiuj

)∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

+C
3∑

i,j=1

∥∥∥∥ 1

(−∆)
∂j
(
(∂iη)uiuj

)∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

+ C
3∑

i,j=1

∥∥∥∥ 1

(−∆)
(∂i∂jη)uiuj

∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

. (2.3.79)

Étudions chaque terme de l’expression ci-dessus. En désignant par Ri = ∂i√
−∆

les transformées de

Riesz habituelles sur R3, comme ces opérateurs sont bornés dans L
3
2 (R3) et en utilisant les propriétés

de support de la fonction auxiliaire η, nous avons pour le premier terme ci-dessus :

∥∥∥∥ ∂i∂j(−∆)
ηuiuj(t, ·)

∥∥∥∥
L

3
2 (B0,σ)

≤ ‖RiRj(ηuiuj)(t, ·)‖
L

3
2 (R3)

≤ C‖ηuiuj(t, ·)‖
L

3
2 (R3)

≤ C‖u⃗(t, ·)‖2L3(B0,1)
.

En prenant la norme L
3
2 dans la variable temporelle dans l’inégalité précédente, nous obtenons∥∥∥∥ ∂i∂j(−∆)

ηuiuj

∥∥∥∥
L

3
2
t,x(Qσ)

≤ C‖u⃗(t, ·)‖2L3(Q1)
. (2.3.80)

Les termes restants de (2.3.79) peuvent tous être étudiés de manière similaire. En effet, notant que
∂iη s’annule sur B0, 3

5
∪ Bc

0, 4
5

en utilisant la représentation intégrale de l’opérateur ∂i
(−∆) , nous avons

pour le deuxième terme de (2.3.79) l’estimation∥∥∥∥ ∂i
(−∆)

(
(∂jη)uiuj

)
(t, ·)

∥∥∥∥
L

3
2 (B0,σ)

≤ Cσ2
∥∥∥∥ ∂i
(−∆)

(
(∂jη)uiuj

)
(t, ·)

∥∥∥∥
L∞(B0,σ)

≤ C σ2

∥∥∥∥∥
∫
{ 3
5
<|y|< 4

5
}

xi − yi
|x− y|3

(
(∂jη)uiuj

)
(t, y) dy

∥∥∥∥∥
L∞(B0,σ)

.

Maintenant, puisque x ∈ B0,σ et σ ≤ 1
2 , pour tout 3

5 < |y| < 4
5 , nous avons 1

10 < |x − y| et comme
supp(ηj) ⊂ B0,1, il s’ensuit que∥∥∥∥ ∂i

(−∆)

(
(∂jη)uiuj

)
(t, ·)

∥∥∥∥
L

3
2 (B0,σ)

≤ C‖uiuj(t, ·)‖L1(B0,1) (2.3.81)

≤ C‖u⃗(t, ·)‖2L3(B0,1)
.

En prenant la norme L
3
2 dans la variable temporelle dans l’expression ci-dessus, nous obtenons∥∥∥∥ ∂i

(−∆)

(
(∂jη)uiuj

)∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C‖u⃗‖2L3
tL

3
x(Q1)

. (2.3.82)
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Un argument symétrique donne∥∥∥∥ ∂j
(−∆)

(
(∂iη)uiuj

)∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C‖u⃗‖2L3
tL

3
x(Q1)

. (2.3.83)

Puisque le noyau de convolution associé à l’opérateur 1
(−∆) est C

|x| , en suivant les mêmes idées que
dans (2.3.81), nous obtenons pour le dernier terme de (2.3.79) que∥∥∥∥(∂i∂jη)uiuj(−∆)

∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C‖u⃗‖2L3
tL

3
x(Q1)

. (2.3.84)

En injectant les estimations (2.3.80), (2.3.82), (2.3.83) et (2.3.84) dans (2.3.79), nous obtenons

(p1) =

∥∥∥∥∥
(
− η∆p

)
(−∆)

∥∥∥∥∥
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C‖u⃗‖2L3
tL

3
x(Q1)

.

Comme les termes (p2) et (p3) peuvent être traites de la même façon que le Lemme 2.3.4 page 77, et
donc nous obtenons l’inégalité

‖p‖
L

3
2
t L

3
2
x (Qσ)

≤ C

(
‖u⃗‖2L3

tL
3
x(Q1)

+ σ2‖p‖
L

3
2
t L

3
2
x (Q1)

)
.

Maintenant, avec cette estimation en main, on en déduit l’inégalité (2.3.76). En effet, si nous
fixons σ = r

ρ ≤ 1
2 et en introduisant les fonctions pρ(t, x) = p(ρ2t, ρx) et u⃗ρ(t, x) = u⃗(ρ2t, ρx), alors

par l’estimation précédente, nous avons

‖pρ‖
L

3
2
t L

3
2
x (Q r

ρ
)
≤ C

(
‖u⃗ρ‖2L3

tL
3
x(Q1)

+

(
r

ρ

)2

‖pρ‖
L

3
2
t L

3
2
x (Q1)

)
.

Ainsi, par un changement de variable adéquat, nous obtenons

‖p‖
L

3
2
t L

3
2
x (Qr)

ρ−
10
3 ≤ C

(
ρ−

10
3 ‖u⃗‖2L3

t,x(Qρ)
+

(
r

ρ

)2

ρ−
10
3 ‖p‖

L
3
2
t L

3
2
x (Qρ)

)
.

De plus, par (2.3.71), nous avons les identités r
4
3P

2
3
r = ‖p‖

L
3
2
t L

3
2
x (Qr)

et ρ
4
3λ

2
3
ρ = ‖u⃗‖2

L3
tL

3
x(Qρ)

, et donc

nous obtenons P
2
3
r ≤ C

(ρ
r

) 4
3
λ

2
3
ρ + C

(
r

ρ

) 2
3

P
2
3
ρ et cela conclut la preuve du lemme. ■

Fin de la preuve de la Proposition 2.3.6. Maintenant, pour déduire (2.3.73), nous remarquons
qu’il est équivalent de dire qu’il existe 0 < r < R et 0 < κ < 1

2 tels que pour tout n ∈ N et pour tout
(t, x) ∈ Qκnr(t0, x0), nous avons

Oκnr(t, x) = Λκnr(t, x) + κ6Pκnr(t, x) ≤ C, (2.3.85)

où
Λr(t, x) =

1

r
3(1− 5

τ0
)
λr(t, x) et Pr(t, x) =

1

r
3(1− 5

τ0
)
Pr(t, x). (2.3.86)

Ainsi, pour déduire (2.3.85), nous allons appliquer un argument itératif et pour ce faire, nous devons
estimer Λr et Pr en termes de Λρ et Pρ pour tout rayon 0 < r < ρ

2 ≤ R. Ainsi, par l’estimation (2.3.74)



112 Chapitre 2. Étude de la régularité locale des équations micro-polaires

et le Lemme 2.3.6, nous avons

Λr =
1

r
3(1− 5

τ0
)
λr ≤ C

r
3(1− 5

τ0
)
(Ar + αr)

3
2

≤ C

r
3(1− 5

τ0
)

r3

ρ3
λρ +

C

r
3(1− 5

τ0
)

ρ3

r3
(Pρ + λρ)

3
2 +

C

r
3(1− 5

τ0
)

ρ
9
4

r
3
2

λ
1
2
ρ . (2.3.87)

Étudions plus en détail chaque terme du côté droite ci-dessus.

• Pour le premier terme de (2.3.87), puisque λρ = ρ
3(1− 5

τ0
)
Λρ par (2.3.86), nous avons

C

r
3(1− 5

τ0
)

r3

ρ3
λρ = C

(
r

ρ

) 15
τ0

Λρ.

• Pour le deuxième terme de (2.3.87), par la définition de Pρ et Λρ donnée dans (2.3.86), nous
obtenons

1

r
3(1− 5

τ0
)

ρ3

r3
(Pρ + λρ)

3
2 = C

(ρ
r

)6− 15
τ0 ρ

−3+ 15
τ0 ρ

9
2
(1− 5

τ0
)
(Pρ + Λρ)

3
2

= C
(ρ
r

)6− 15
τ0 ρ

3
2
− 15

2τ0 (Pρ + Λρ)
3
2

≤ C
(ρ
r

)6− 15
τ0

(
P

3
2
ρ + Λ

3
2
ρ

)
,

où nous avons utilisé le fait que ρ
3
2
− 15

2τ0 < 1 puisque 3
2 − 15

2τ0
> 0 en raison de τ0 > 5.

• Enfin, pour le dernier terme de (2.3.87), par (2.3.86), nous avons

1

r
3(1− 5

τ0
)

ρ
9
4

r
3
2

λ
1
2
ρ =

1

r
3(1− 5

τ0
)
ρ

3
2
(1− 5

τ0
)

(
ρ

9
4

r
3
2

)
Λ

1
2
ρ

= ρ
3
2
(− 1

2
+ 5

τ0
)
(ρ
r

) 9
2
− 15

τ0 Λ
1
2
ρ .

Ainsi, en regroupant toutes les estimations précédentes, nous avons

Λr ≤ C

((
r

ρ

) 15
τ0

Λρ +
(ρ
r

)6− 15
τ0

(
P

3
2
ρ + Λ

3
2
ρ

)
+ ρ

3
2
(− 1

2
+ 5

τ0
)
(ρ
r

) 9
2
− 15

τ0 Λ
1
2
ρ

)
. (2.3.88)

Étudions maintenant le terme de pression dans (2.3.86). À partir de l’estimation (2.3.76), nous pouvons
écrire pour tout 0 < r ≤ ρ

2

Pr =
1

r
3(1− 5

τ0
)
Pr ≤

C

r
3(1− 5

τ0
)

(ρ
r

)2
λρ +

C

r
3(1− 5

τ0
)

r

ρ
Pρ.

Pour le premier terme du côté de droite ci-dessus, puisque λρ = ρ
3(1− 5

τ0
)
Λρ par (2.3.86), nous avons

1

r
3(1− 5

τ0
)

(ρ
r

)2
λρ =

1

r
3(1− 5

τ0
)

(ρ
r

)2
ρ
3(1− 5

τ0
)
Λρ =

(ρ
r

)5− 15
τ0 Λρ.

De plus, en utilisant le fait que 1

r
3(1− 5

τ0
)

r
ρPρ =

(ρ
r

)2− 15
τ0 Pρ par (2.3.86), on a
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Pr ≤ C

((ρ
r

)5− 15
τ0 Λρ +

(ρ
r

)2− 15
τ0 Pρ

)
. (2.3.89)

Ainsi, nous avons estimé Λr et Pr en termes de Λρ et Pρ.

Étudions maintenant l’expression Or donnée dans (2.3.85). Ainsi, remarquons que pour tout
0 < r ≤ ρ

2 , si nous fixons 0 < κ < 1
2 tel que κ = r

ρ , alors d’après les estimations (2.3.88) et (2.3.89), il
s’ensuit que

Or = Λr + κ6Pr ≤ C

(
κ

15
τ0 Λρ + κ

−6+ 15
τ0

(
P

3
2
ρ + Λ

3
2
ρ

)
+ ρ

3
2
(− 1

2
+ 5

τ0
)
κ
3(− 3

2
+ 5

τ0
)
Λ

1
2
ρ

)
+Cκ6

(
κ
−5+ 15

τ0 Λρ + κ
−2+ 15

τ0 Pρ
)
.

De plus, par la définition de Oρ donnée dans (2.3.72), nous avons Λρ ≤ Oρ et Pρ ≤ κ−6Oρ et donc

Or ≤ Cκ
15
τ0 Oρ + Cκ

−6+ 15
τ0

(
κ−9O

3
2
ρ +O

3
2
ρ

)
+ Cρ

3
2
(− 1

2
+ 5

τ0
)
κ
3(− 3

2
+ 5

τ0
)O

1
2
ρ

+Cκ
1+ 15

τ0 Oρ + Cκ
−2+ 15

τ0 Oρ.

En utilisant l’inégalité de Young (1 = 2
3 + 1

3), nous avons

Or ≤ Cκ
15
τ0 Oρ + Cκ

−6+ 15
τ0

(
κ−9O

3
2
ρ +O

3
2
ρ

)
+ ρ

9
4
(− 1

2
+ 5

τ0
)
+ Cκ

9(− 3
2
+ 5

τ0
)O

3
2
ρ

+Cκ
1+ 15

τ0 Oρ + Cκ
−2+ 15

τ0 Oρ.

En réarrangeant l’expression précédente de manière plus pratique, nous obtenons

Or ≤ C
(
κ

15
τ0 + κ

1+ 15
τ0 + κ

−2+ 15
τ0

)
Oρ + C

(
κ
−15+ 15

τ0 + κ
−6+ 15

τ0 + κ
9(− 3

2
+ 5

τ0
)
)
O

1
2
ρOρ

+ρ
9
4
(− 1

2
+ 5

τ0
)

≤ C
(
κ

15
τ0 + κ

1+ 15
τ0 + κ

−2+ 15
τ0

)
Oρ + Cκ−15O

1
2
ρOρ + ρ

9
4
(− 1

2
+ 5

τ0
)
.

De plus, puisque −2 + 15
τ0
> 0, nous prenons 0 < κ� 1 suffisamment petit tel que

C(κ
15
τ0 + κ

1+ 15
τ0 + κ

−2+ 15
τ0 ) ≤ 1

4
, (2.3.90)

et donc il s’ensuit que

Or ≤ 1

4
Oρ + Cκ−15O

1
2
ρOρ + ρ

9
4
(− 1

2
+ 5

τ0
)
. (2.3.91)

Maintenant, en utilisant l’estimation ci-dessus, nous pouvons déduire (2.3.85), c’est-à-dire, nous allons
prouver que pour 0 < κ � 1 donné par la condition (2.3.90), il existe 0 < r < R tel que pour tout
n ∈ N et pour tout (t, x) ∈ Qκnr(t0, x0), nous avons

Oκnr(t, x) = Λκnr(t, x) + κ6Pκnr(t, x) ≤ C.
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En effet, définissons ρ = r0 = r et r = r1 = κr avec r = κNR où 0 < κ� 1 est donné par la condition
(2.3.90), et N ∈ N est tel que N > 240. Ainsi, puisque r1 ≤

r0
2

, nous pouvons réécrire (2.3.91) comme
suit

Or1(t0, x0) ≤ 1

4
Or0 + Cκ−15O

1
2
r0Or0 + r

9
4
(− 1

2
+ 5

τ0
)

0 .

Puisque r0 = κNR, R < 1 et −1
2 + 5

τ0
> 0, nous avons

Or1(t0, x0) ≤ 1

4
Or0 + Cκ−15O

1
2
r0Or0 + κ

9N
4
(− 1

2
+ 5

τ0
)
. (2.3.92)

Pour fermer l’argument itératif, nous devons étudier chaque terme du côté de droite ci-dessus. Tout
d’abord, remarquons que puisque 0 < κ� 1, l’expression Cκ−15 peut être grande, cependant puisque
κ > 0 est un paramètre fixe, nous pouvons considérer un paramètre 0 < ε∗ � 1 suffisamment petit tel
que nous avons

Cκ−15ε
1
2
∗ =

1

4
. (2.3.93)

D’autre part, par (2.3.13), (2.3.72) et puisque Q(κNR)(t0, x0) ⊂ QR(t0, x0), nous avons

Or0(t0, x0) =
1

(κNR)
3(1− 5

τ0
)

(
1

(κNR)2

∫
Q

(κNR)
(t0,x0)

|u⃗|3dyds+ κ6

(κNR)2

∫
Q

(κNR)
(t0,x0)

|p|
3
2dyds

)

=
R

15
τ0

κ5N
1

R3

(
1

R2

∫
QR(t0,x0)

|u⃗|3dyds+ 1

R2

∫
QR(t0,x0)

|p|
3
2dyds

)

≤ 1

κ5N
1

R3

(
1

R2

∫
QR(t0,x0)

|u⃗|3 + |p|
3
2dyds

)
.

Maintenant, rappelons que par l’hypothèse (2.3.69), il existe 0 < ε � 1 tel que
1

R2

∫
QR(t0,x0)

|u⃗|3 + |p|
3
2dyds < ε et donc en fixant ε de telle sorte que 0 < ε ≤ κ5NR3ε∗ (où ε∗ était

donné par la condition (2.3.93)), on a

Or0(t0, x0) ≤ ε∗. (2.3.94)

Ensuite, par (2.3.93) et l’expression ci-dessus, on en déduit que

Cκ−15O
1
2
r0Or0 ≤ Cκ−15ε

1
2
∗Or0 ≤ 1

4
Or0 . (2.3.95)

Maintenant, étudions le dernier terme du côté de droite de (2.3.92), remarquons que par (2.3.93), nous
pouvons écrire κ = Cε

1
30
∗ et donc nous avons

κ
9N
4
(− 1

2
+ 5

τ0
)
= Cε

9N
120

(− 1
2
+ 5

τ0
)

∗ .

Ainsi, puisque N > 240, rappelons que −1
2 +

5
τ0
> 0 et 1

τ0
≥ 2

15 , nous avons 9N
120(−

1
2 +

5
τ0
) > 3, et donc

nous pouvons choisir ε∗ � 1 tel que

κ
9N
4
(− 1

2
+ 5

τ0
)
= Cε

9N
120

(− 1
2
+ 5

τ0
)

∗ ≤ ε∗
2
. (2.3.96)
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Ainsi, en utilisant (2.3.95) et (2.3.96) dans (2.3.92), nous obtenons

Or1(t0, x0) ≤
1

4
Or0 +

1

4
Or0 +

ε∗
2
.

De plus, par (2.3.94), on obtient

Or1(t0, x0) ≤
ε∗
4

+
ε∗
4

+
ε∗
2

= ε∗. (2.3.97)

Maintenant, étudions le cas r2 = κ2r = κN+2R. Puisque r2 ≤ κNR
2 = r1

2 , nous pouvons appliquer
l’estimation (2.3.91) et donc nous avons

Or2(t0, x0) ≤ 1

4
Or1 + Cκ−15O

1
2
r1Or1 + r

9
4
(− 1

2
+ 5

τ0
)

1 .

Observons que puisque Or1(t0, x0) ≤ ε∗ par (2.3.93), nous avons Cκ−15O
1
2
r1 ≤ Cκ−15(ε∗)

1
2 ≤ 1

4 . De

plus, puisque r1 = κN+1R ≤ κN (rappelons que R < 1) par (2.3.96), nous avons r
9
4
(− 1

2
+ 5

τ0
)

1 ≤ ε
2 . Alors,

on a

Or2(t0, x0) ≤ 1

4
Or1 +

1

4
Or1 +

ε∗
2
.

Encore une fois, puisque Or1(t0, x0) ≤ ε∗ par (2.3.97), nous avons

Or2(t0, x0) ≤
ε∗
4

+
ε∗
4

+
ε∗
2

= ε∗.

Enfin, considérons le cas où rn = κnr = κN+nR et supposons que Orn ≤ ε∗. Ainsi, puisque rn+1 ≤ rn
2 ,

en utilisant (2.3.91), nous avons

Orn+1(t0, x0) ≤
1

4
Orn + Cκ−15O

1
2
rnOrn + r

9
4
(− 1

2
+ 5

τ0
)

n .

Comme mentionné précédemment, à partir de (2.3.93), nous avons Cκ−15O
1
2
rn ≤ Cκ−15(ε∗)

1
2 ≤ 1

4 et

puisque rn = κN+nR ≤ κN (rappelons que R < 1) par (2.3.96), nous avons r
9
4
(− 1

2
+ 5

τ0
)

n ≤ ε
2 . Ainsi, nous

avons

Orn+1(t0, x0) ≤ 1

4
Orn +

1

4
Orn +

ε∗
2

≤ ε∗
4

+
ε∗
4

+
ε∗
2

= ε∗.

Ainsi, nous avons prouvé que pour tout n ∈ N, nous avons

Orn(t0, x0) ≤ ε∗,

ce qui correspond au contrôle souhaité (2.3.85), mais centré en (t0, x0). Pour traiter le cas général
(t, x) ∈ Qrn(t0, x0), remarquez que puisque Qrn(t, x) ⊂ Q2rn(t0, x0), nous avons

Orn(t, x) ≤ 2
3− 15

τ0 O2rn(t0, x0) < C.

Nous avons alors prouvé que pour 0 < κ � 1, il existe 0 < r < R tel que pour tout n ∈ N, nous
avons Oκnr(t, x) < C. Comme mentionné précédemment dans (2.3.73), cela implique que pour tout
0 < r ≤ r et pour tout (t, x) ∈ Qr(t0, x0), nous avons

Λr(t, x) + κ6Pr(t, x) = Or(t, x) ≤ C. (2.3.98)
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Par (2.3.13), (2.3.72) et l’estimation précédente, pour tout 0 < r ≤ r et pour tout (t, x) ∈ Qr(t0, x0),
nous avons

1

r
5(1− 3

τ0
)

∫
Qr(t,x)

|u⃗|3dyds = Λr(t, x) ≤ C,

ce qui implique
1Qr(t0,x0)u⃗ ∈ M3,τ0

t,x (R× R3).

De plus, comme 1

r
5(1− 5

τ0
)

∫
Qr(t,x)

|p(s, y)|
3
2dyds = Pr(t, x), et par (2.3.98) (rappelons que κ est un

paramètre fixé), nous concluons

1Qr(t0,x0)p ∈ M
3
2
,
τ0
2

t,x (R× R3).

et donc la preuve de la Proposition 2.3.6 est terminée. ■

Corollaire 2.3.2. Sous les hypothèses de la Proposition 2.3.6, nous avons le contrôle local suivant :

1Q r
2
(t0,x0)∇⃗ ⊗ u⃗ ∈ M2,τ1

t,x (R× R3) avec 1

τ1
=

1

τ0
+

1

5
.

Preuve. Soit 0 < r < R le rayon donné dans la Proposition 2.3.6. En utilisant la définition des
espaces de Morrey donnée dans (2.1.6), nous devons montrer que pour tout 0 < r ≤ r

2
et pour tout

(t, x) ∈ Qr(t0, x0), nous avons∫
Qr(t,x)

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds ≤ Cr
5(1− 2

τ1
)
, avec 1

τ1
=

1

τ0
+

1

5
.

Pour cela, en utilisant la définition de la quantité λr donnée dans (2.3.13) et le Lemme 2.3.6, nous
avons pour tout 0 < r ≤ r

2
et tout (t, x) ∈ Qr(t0, x0),

1

r

∫
Qr(t,x)

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds ≤ Ar(t, x) + αr(t, x)

≤ C
(
λ

2
3
2r(t, x) + P2r(t, x) + λ2r(t, x) + (2r)

1
2λ

1
3
2r(t, x)

)
. (2.3.99)

Étudions de manière plus détaillée les termes λ2r et P2r ci-dessus. Pour le premier, puisque
λr =

1

r2

∫
Qr

|u⃗|3dyds, nous avons

λ2r(t, x) =
1

(2r)2

∫
Q2r(t,x)

|u⃗|3dyds = 1

(2r)2
(2r)

5(1− 3
τ0

)

(2r)
5(1− 3

τ0
)

∫
Q2r(t,x)

|u⃗|3dyds

=
(2r)

(3− 15
τ0

)

(2r)
5(1− 3

τ0
)

∫
Q2r(t,x)

|u⃗|3dyds.

Puisque 2r ≤ r et 1Qr(t0,x0)u⃗ ∈ M3,τ0
t,x (R× R3), nous obtenons

λ2r(t, x) ≤ (2r)
(3− 15

τ0
)‖1Qr u⃗‖3M3,τ0

t,x

≤ C(2r)
(3− 15

τ0
)
. (2.3.100)
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Obtenons une estimation similaire pour le terme P2r, en effet, d’après (2.3.13) et puisque
1Qrp ∈ M

3
2
,
τ0
2

t,x (R× R3), nous avons

P2r(t, x) =
1

2r2

∫
Q2r(t,x)

|p|
3
2dyds =

1

(2r)2
(2r)

5(1− 3
τ0

)

(2r)
5(1− 3

τ0
)

∫
Q2r

|p|
3
2dyds

≤ (2r)
(3− 15

τ0
)‖1Qrp‖

3
2

M
3
2 ,

τ0
2

t,x

≤ C(2r)
(3− 15

τ0
)
. (2.3.101)

Ainsi, en utilisant les estimations (2.3.100) et (2.3.101) dans (2.3.99), on obtient

1

r

∫
Qr(t,x)

|∇⃗⊗u⃗|2dyds ≤ C
(
(2r)

2
3
(3− 15

τ0
)
+(2r)

(3− 15
τ0

)
+(2r)

1
2 (2r)

1
3
(3− 15

τ0
)
)
≤ C

(
r
(2− 10

τ0
)
+r

(3− 15
τ0

)
+r

( 3
2
− 5

τ0
)
)
.

Comme 2
15 ≤ 1

τ0
< 1

5 , nous avons 0 < 2− 10
τ0

≤ 3− 15
τ0

≤ 3
2 − 5

τ0
, et puisque 0 < r < 1 on obtient

1

r

∫
Qr(t,x)

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds ≤ Cr
(2− 10

τ0
)
.

Maintenant, en utilisant le fait que 1
τ0

= 1
τ1
− 1

5 , il s’ensuit que pour tout 0 < r ≤ r
2 et (t, x) ∈ Qr(t0, x0),

nous avons ∫
Qr(t,x)

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds ≤ Cr
(5− 10

τ1
)
= Cr

5(1− 2
τ1

)
,

ce qui implique que 1Q r
2
(t0,x0)∇⃗ ⊗ u⃗ ∈ M2,τ1

t,x (R× R3) et cela termine la preuve du Corollaire 2.3.2. .■

Démonstration du Théorème 2.3.2. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée au sens de
la Définition 2.3.2 des équations micro-polaires (2.3.67) dans QR(t0, x0). Rappelons que on cherche à
montrer qu’il existe un certain 0 < r < R tel que u⃗, ω⃗ ∈ L∞

t L
∞
x (Qr(t0, x0)).

D’abord, remarquons que puisque par hypothèse nous avons

1

R2

∫ t0+R2

t0−R2

∫
Bx0,R

|u⃗|3 + |p|
3
2dyds < ε,

pour un certain 0 < ε� 1, nous pouvons appliquer la Proposition 2.3.6 et le Corollaire 2.3.2 et donc
il existe 0 < r < R tel que pour 5 < τ0 <

20
3 et 1

τ0
= 1

τ1
− 1

5 , nous avons

1Qr(t0,x0)u⃗ ∈ M3,τ0
t,x (R× R3), 1Qr(t0,x0)p ∈ M

3
2
,
τ0
2

t,x (R× R3)

et 1Q r
2
(t0,x0)∇⃗ ⊗ u⃗ ∈ M2,τ1

t,x (R× R3).
(2.3.102)

Observons que la borne supérieure pour τ0 vient du fait que nous avons le terme ∇⃗∧ ω⃗ dans l’équation
(2.3.67).

Maintenant, si nous supposons τ0 = 6, en utilisant le Théorème 2.2.1, il s’ensuit que pour 0 < r1 <

r, nous avons
1Qr1 (t0,x0)

u⃗ ∈ L6
tL

6
x(R× R3) et 1Qr1 (t0,x0)

ω⃗ ∈ L6
tL

6
x(R× R3). (2.3.103)
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Ensuite, par (2.3.102) et (2.3.103), nous pouvons appliquer la Proposition 2.3.3 et ainsi nous avons
un gain de l’information de type Morrey de la vitesse u⃗ i.e., pour tout 0 < r2 < r1 < R, nous avons
que 1Qr2 (t0,x0)

u⃗ ∈ M3,60
t,x .

Dès ce point, nous pouvons reprendre la même stratégie donnée dans l’étape E, page 100 et donc
pour un certain 0 < r < r2 < r1 < R, nous pouvons déduire que (u⃗, ω⃗) sont Hölder continues dans la
variable de temps et d’espace dans Qr(t0, x0). Puisque Qr(t0, x0) est un ensemble borné, nous avons
aussi que les variables (u⃗, ω⃗) sont bornées, ce qui complète la preuve du Théorème 2.3.2. ■

En récapitulant, dans cette section, nous avons montré qu’à partir d’une certaine condition de
petitesse imposée sur u⃗ (voir (2.3.11) et (2.3.69)), nous sommes en mesure d’en déduire la régularité
Höldérienne d’une solution partiellement adaptée des équations micropolaires, en appliquant une étude
différenciée de chaque variable. De plus, observons qu’étant donné que l’information que nous avons
obtenue est locale, c’est-à-dire, les variables (u⃗, ω⃗) deviennent Hölder continue sur un ensemble borné,
nous obtenons directement que la solution est bornée. Ainsi, dans la prochaine section, nous verrons
comment, si les variables (u⃗, ω⃗) sont bornées, elles sont en fait régulières. En fait, il suffit que seule la
vitesse u⃗ soit bornée.

2.4. Le critère de Serrin pour les équations des fluides micro-polaires

Nous allons finir ce chapitre, en présentant un critère de régularité de Serrin partiel pour les
équations des fluides micro-polaires. Plus précisément, nous allons déduire la régularité des variables
u⃗ et ω⃗ par rapport à la variable spatiale en considérant seulement que la vitesse u⃗ est bornée.

Rappelons que les équations micro-polaires sont données par le système suivant :
∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗− ∇⃗p+ 1

2
∇⃗ ∧ ω⃗, div(u⃗) = 0,

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ +
1

2
∇⃗ ∧ u⃗,

(2.4.1)

(2.4.2)

et nous nous intéressons au comportement local d’une solution faible (u⃗, ω⃗) dans un voisinage de
(t0, x0) ∈]0,+∞[×R3.

Le résultat principal de cette section s’écrit comme suit

Théorème 2.4.1. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible des équations des fluides micro-polaires (2.4.1) et
(2.4.2) sur la boule parabolique QR(t0, x0) =]t0 −R2, t0 +R2[×Bx0,R telle que

u⃗, ω⃗ ∈ L∞
t L

2
x(QR) ∩ L2

t Ḣ
1
x(QR) et p ∈ D′

t,x(QR).

Si u⃗ ∈ L∞
t,x(QR), alors pour tout 0 < r < R, et pour tout k ∈ N nous avons

u⃗, ω⃗ ∈ L∞
t Ḣ

k+1
x (Qr) ∩ L2

t Ḣ
k+2
x (Qr).

Avant de passer à la démonstration, nous considérons pertinent de mentionner quelques remarques
importantes qui découlent de ce résultat.

• Observons qu’à la différence de la section précédente, nous ne pouvons pas déduire d’information
sur la régularité par rapport à la variable temporelle, ce qui est dû au fait que la pression est
un objet très général.
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• Nous pouvons obtenir un gain d’information pour les deux variables, en reflétant ainsi l’effet de
domination de la vitesse u⃗, au sens de la Définition 2.1.1.

• Nous n’avons pas pris en compte de forces extérieures, cependant la preuve peut être adaptée
dans ce cas, à condition que les forces soient assez régulières.

2.4.1. Démonstration du Théorème 2.4.1
La stratégie pour démontrer le Théorème 2.4.1 consiste en une étude séparée de chaque variable.

Tout d’abord, en utilisant le critère de Serrin pour les équations de Navier-Stokes, nous pouvons
obtenir un premier gain de régularité pour u⃗. Cependant, cela dépendra de l’information que l’on a
sur ∇⃗ ∧ ω⃗, ce qui nous amène à étudier la régularité de ω⃗. Pour cela, nous allons obtenir un contrôle
sur sa divergence pour déduire que cette variable ω⃗ est également bornée. Ensuite, en utilisant
les propriétés régularisantes du noyau de la chaleur, nous pouvons obtenir un gain pour ω⃗, ce qui
implique également un gain pour u⃗. Cette stratégie est résumée dans les étapes suivantes.

A) Un premier gain de régularité pour u⃗.

B) Un premier gain d’intégrabilité pour ω⃗.

C) Un gain d’intégrabilité pour div(ω⃗).

D) La variable ω⃗ est bornée.

E) Étude de la régularité de ω⃗.

A) Un premier gain de régularité pour u⃗

Tout d’abord, observons que cette variable satisfait l’équation (2.4.1), c’est-à-dire que nous avons

∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗− ∇⃗p+ 1

2
∇⃗ ∧ ω⃗.

Remarquons que le système ci-dessus peut être considéré comme le système de Navier-Stokes avec
une force extérieure ∇⃗ ∧ ω⃗, qui appartient à L2

tL
2
x(QR(t0, x0)) (rappelons que par hypothèse, nous

avons ω⃗ ∈ L2
t Ḣ

1
x(QR(t0, x0))). Ainsi, comme la vitesse u⃗ est bornée sur QR(t0, x0) par hypothèse,

nous pouvons appliquer le critère de Serrin des équations de Navier-Stokes (voir par exemple [61,
Théorème 13.1, page 397]), et donc pour certain 0 < r1 < R, nous avons

u⃗ ∈ L∞(]t0 − r21, t0 + r21[, Ḣ
1(Bx0,r1) ∩ L2(]t0 − r21, t0 + r21[, Ḣ

2(Bx0,r1)).

Il convient de noter que nous avons obtenu un gain de régularité dans la variable d’espace pour la
vitesse u⃗, cependant, nous ne pouvons pas obtenir des meilleures estimations puisque la régularité
de u⃗ est liée à la force externe représentée ici par le terme 1

2∇⃗ ∧ ω⃗ et donc nous devons améliorer la
régularité de ω⃗.
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B) Un premier gain d’intégrabilité pour ω⃗

Observons que comme la vitesse u⃗ est bornée sur l’ensemble QR(t0, x0) par hypothèse, en particulier
nous avons 1QR

u⃗ ∈ M3,6
t,x(R× R3) et en utilisant le Théorème 2.2.1, on peut conclure qu’il existe r′ > 0

avec 0 < r′ < r1 < R tel que

1Qr′ u⃗ ∈ L6
tL

6
x(R× R3), 1Qr′ ω⃗ ∈ L6

tL
6
x(R× R3). (2.4.3)

Maintenant, avec cette information supplémentaire sur la variable ω⃗, nous pouvons étudier l’intégra-
bilité locale de div(ω⃗).

C) Un gain d’intégrabilité pour div(ω⃗)

Proposition 2.4.1. Sous les hypothèses du Théorème 2.4.1, pour tout Qr(t0, x0) ⊂ QR(t0, x0), nous
avons 1Qr(t0,x0) div(ω⃗) ∈ L6

tL
6
x(R× R3).

Preuve. Soit φ : R× R3 −→ R une fonction test telle que pour r2 > 0 avec 0 < r2 < r′ < r1 < R,

φ ≡ 1 sur Qr2(t0, x0) et supp(φ) ⊂ Qr′(t0, x0).

Étant donné que nous nous intéressons à l’information locale de div(ω⃗), nous fixons W = φ div(ω⃗). En
appliquant formellement l’opérateur de divergence à l’équation (2.4.1), nous obtenons

∂t div(ω⃗) = 2∆div(ω⃗)− div(ω⃗)− div(div(ω⃗ ⊗ u⃗)). (2.4.4)

De plus, nous déduisons que (rappelons que nous avons W = φ div(ω⃗)) :

∂tW− 2∆W = (∂tφ− 2∆φ) div(ω⃗) + 4
3∑
i=1

∂i((∂iφ) div(ω⃗)) + φ(∂t div(ω⃗)− 2∆div(ω⃗)).

Par conséquent et par les propriétés de la fonction test φ, nous obtenons∂tW = 2∆W+ (∂tφ− 2∆φ− φ) div(ω⃗) + 4

3∑
i=1

∂i((∂iφ) div(ω⃗))− φ div(div(ω⃗ ⊗ u⃗)),

W(0, ·) = 0.

Ainsi, par la formule de Duhamel, on obtient

1Qr2
W(t, x) = 1Qr2

∫ t

0
e2(t−s)∆

(
(∂tφ− 2∆φ− φ) div(ω⃗)

)
ds︸ ︷︷ ︸

(W1)

+4

3∑
i=1

1Qr2

∫ t

0
e2(t−s)∆

(
∂i((∂iφ) div(ω⃗))ds

)
︸ ︷︷ ︸

(W2)

−1Qr2

∫ t

0
e2(t−s)∆

(
φ div(div(ω⃗ ⊗ u⃗))

)
ds︸ ︷︷ ︸

(W3)

. (2.4.5)

Nous allons prouver que chaque terme de la partie de droite de l’expression ci-dessus appartient à
L6
t,x(R× R3).
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• Pour le premier terme W1 dans (2.4.5), en fixant ψ = ∂tφ− 2∆φ− φ nous pouvons écrire

(W1) =

∫ t

0
e2(t−s)∆

(
(∂tφ− 2∆φ− φ) div(ω⃗)

)
ds =

3∑
i=1

∫ t

0
e2(t−s)∆ψ(∂iωi)ds

=

3∑
i=1

∫ t

0
(∂ie

2(t−s)∆)(ψωi)ds−
∫ t

0
e2(t−s)∆

(
(∂iψ)ωi

)
ds. (2.4.6)

Maintenant, puisque ψ ∈ C∞
0 (R× R3) et supp(ψ) ⊂ Qr′(t0, x0), pour le premier terme de la partie

de droite de (2.4.6), nous obtenons∥∥∥∥∫ t

0
(∂ie

2(t−s)∆)(ψωi)(s, ·)ds
∥∥∥∥
L6

≤
∫ t

0
‖∂ig2(t−s)‖L1‖ψωi(s, ·)‖L6ds

≤ C

∫ t

0
(t− s)−

1
2

∥∥1Qr′ψwi(s, ·)
∥∥
L6 ds,

où nous avons utilisé l’inégalité de Young pour la convolution et ainsi que les estimations habituelles
Lp du noyau de la chaleur. Ainsi, par l’inégalité de Hölder dans la variable du temps avec 1 = 5

6+
1
6 ,

on a ∥∥∥∥1Qr2

∫ t

0
(∂ie

2(t−s)∆)(ψωi)(s, ·)ds
∥∥∥∥
L6

≤ C‖ψ‖L∞
t,x

∥∥1Qr′ ω⃗
∥∥
L6
t,x

(∫ t

0
(t− s)−

6
10ds

) 5
6

≤ C‖1Qr′ ω⃗‖L6
t,x
.

alors en prenant la norme L6 dans la variable du temps et (2.4.3), nous avons∥∥∥∥1Qr2

∫ t

0
(∂je

2(t−s)∆)(ψwi)(s, ·)ds
∥∥∥∥
L6
t,x

≤ C
∥∥1Qr′ ω⃗

∥∥
L6
t,x
< +∞. (2.4.7)

Pour le deuxième terme de (2.4.6), par les propriétés de la fonction de test ψ et l’inégalité de Young
pour la convolution, nous obtenons∥∥∥∥∫ t

0
e2(t−s)∆

(
(∂iψ)ωi

)
(s, ·)ds

∥∥∥∥
L6

≤
∫ t

0
‖g2(t−s)‖L1

x
‖(∂iψ)ωi(s, ·)‖L6ds

≤ C

∫ t0

0
‖1Qr′ (∂iψ)ω⃗(s, ·)‖L6ds.

En prenant la norme L6 ainsi que l’inégalité de Hölder dans la variable du temps et par (2.4.3),
nous obtenons∥∥∥∥1Qr2

∫ t

0
e2(t−s)∆

(
(∂iψ)ωi

)
(s, ·)ds

∥∥∥∥
L6
t,x

≤ C‖∂iψ‖L∞
t,x

∥∥1Qr′ ω⃗
∥∥
L6
t,x
< +∞. (2.4.8)

Par conséquent, d’après (2.4.6), (2.4.7) et l’estimation ci-dessus, nous concluons que le terme W1

dans (2.4.5) appartient à L6
t,x(R× R3).

• Pour le terme W2 dans (2.4.5), il suffit d’étudier l’expression suivante∫ t

0
∂ie

2(t−s)∆((∂iφ)∂jωj)ds =

∫ t

0
∂j∂ie

2(t−s)∆((∂iφ)ωj)ds
−
∫ t

0
∂ie

2(t−s)∆((∂j∂iφ)ωj)ds, (2.4.9)
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pour tout 1 ≤ i, j ≤ 3. Ainsi, par la régularité maximale du noyau de la chaleur (voir [61, Théorème
7.3]), nous avons∥∥∥∥1Qr2

∫ t

0
∂i∂je

2(t−s)∆((∂iφ)ωj(s, ·))ds∥∥∥∥
L6
t,x

≤ C
∥∥1Qr′ (∂iφ)ω⃗

∥∥
L6
t,x

≤ C‖∂iφ‖L∞
t,x

∥∥1Qr′ ω⃗
∥∥
L6
t,x
< +∞.

Puisque le deuxième terme de la partie de droite de (2.4.9) peut être traité de la même manière que
(2.4.7), en remplaçant ψ par ∂j∂iφ, nous pouvons conclure que le terme W2 dans (2.4.5) appartient
à L6

t,x(R× R3).

• Pour le troisième terme W3 de (2.4.5), pour tout 1 ≤ i, j ≤ 3, on a∫ t

0
e2(t−s)∆

(
φ∂i(∂j(ωjui))

)
ds =

∫ t

0
∂j∂ie

2(t−s)∆(φωjui)ds− ∫ t

0
∂ie

2(t−s)∆((∂jφ)ωjui)ds
−
∫ t

0
∂je

2(t−s)∆((∂iφ)ωjui)ds+ ∫ t

0
e2(t−s)∆

(
(∂i∂jφ)ωjui

)
ds. (2.4.10)

Pour le premier terme de l’expression ci-dessus, par la régularité maximale du noyau de la chaleur,
l’hypothèse 1QR

u⃗ ∈ L∞
t,x et (2.4.3), nous pouvons établir∥∥∥∥1Qr2

∫ t

0
∂j∂ie

2(t−s)∆(φωjui)ds

∥∥∥∥
L6
t,x

≤ ‖1Qr′ (φωjui)‖L6
t,x

≤ C‖φ‖L∞
t,x
‖1Qr′ u⃗‖L∞

t,x
‖1Qr′ ω⃗‖L6

t,x
< +∞.

Puisque le deuxième et troisième termes du côté de droite de (2.4.10) partagent la même structure,
il suffit d’étudier un seul d’entre eux. Ainsi, par les mêmes arguments que dans (2.4.7), nous avons∥∥∥∥1Qr2

∫ t

0
∂je

2(t−s)∆((∂jφ)ωjui)(s, ·)ds∥∥∥∥
L6
t,x

≤
∥∥1Qr′ (∂jφ)ωjui

∥∥
L6
t,x

≤ C‖∂jφ‖L∞
t,x

∥∥1Qr′ u⃗
∥∥
L∞
t,x

∥∥1Qr′ω
∥∥
L6
t,x
< +∞.

Enfin, le dernier terme de (2.4.10), nous pouvons utiliser l’estimation (2.4.8) et nous obtenons∥∥∥∥1Qr2

∫ t

0
e2(t−s)∆

(
(∂j∂iφ)ωjui

)
ds

∥∥∥∥
L6
t,x

≤
∥∥1Qr′ (∂j∂iφ)ωjui

∥∥
L6
t,x

≤ C‖∂j∂iφ‖L∞
t,x

∥∥1Qr′ u⃗
∥∥
L∞
t,x

‖ω‖L6
t,x
< +∞.

Ainsi, nous trouvons que W3 dans (2.4.5) appartient à L6
t,x(R× R3).

Nous avons donc prouvé que les quantités W1,W2,W3 données dans (2.4.5) appartiennent à L6
t,x(]0, t0+

r2[×R3) et nous obtenons alors que la fonction W ∈ L6
t,x(]0, t0 + r22[×R3). En utilisant les propriétés

de la fonction test (rappelons que l’on a φ = 1 sur Qr2) nous concluons finalement que

‖1Qr2 (t0,x0)
div(ω⃗)‖L6

t,x
< +∞,

et ceci termine la preuve de la Proposition 2.4.1. ■
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D) La variable ω⃗ est bornée

Montrons maintenant comme déduire que ω⃗ ∈ L∞
t L

∞
x (Qr3) pour r3 > 0 tel que 0 < r3 < r2 <

r1 < R, à partir de l’hypothèse sur u⃗ et l’intégrabilité sur div(ω⃗).

Proposition 2.4.2. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible des équations micro-polaires (2.3.1) telle que
u⃗, ω⃗ ∈ L∞

t L
2
x(QR) ∩ L2

t Ḣ
1
x(QR) et p ∈ D′

t,x(QR). Si u⃗ ∈ L∞
t,x(QR) alors pour tout Qr3 ⊂ QR, nous

avons ω⃗ ∈ L∞
t,x(Qr3).

Preuve. Rappelons que, d’après le Théorème 2.2.1, page 45 et la Proposition 2.4.1, il existe des rayons
r2 > 0 et r′ > 0 avec 0 < r2 < r′ < r1 < R tels que nous avons

1Qr′ ω⃗ ∈ L6
tL

6
x et 1Qr2

div(ω⃗) ∈ L6
tL

6
x. (2.4.11)

Avec ces informations, nous allons déduire que ω⃗ est bornée. Pour cela, nous considérons une fonction
test positive ϕ : R× R3 −→ R telle que pour r3 > 0 avec 0 < r3 < r2 < r′ < r1 < R, nous avons

ϕ ≡ 1 sur Qr3 , et supp(ϕ) ⊂ Qr2 .

Considérons maintenant W⃗ = ϕω⃗. En utilisant la dynamique de la variable ω⃗ i.e., l’équation (2.4.2),
on a∂tW⃗ = ∆W⃗ + (∂tϕ−∆ϕ)ω⃗ + 2

3∑
i=1

∂i((∂iϕ)ω⃗) + ϕ

[
∇⃗ div(ω⃗)− ω⃗ − div(ω⃗ ⊗ u⃗) +

1

2
∇⃗ ∧ u⃗

]
,

W⃗ (0, ·) = 0.

Par la formule de Duhamel, on obtient

1Qr3
W⃗ (t, x) = 1Qr3

∫ t

0
e(t−s)∆(∂tϕ−∆ϕ− ϕ)ω⃗ds︸ ︷︷ ︸

(W⃗1)

+2
3∑
i=1

1Qr3

∫ t

0
e(t−s)∆∂i((∂iϕ)ω⃗)ds︸ ︷︷ ︸

(W⃗2)

+1Qr3

∫ t

0
e(t−s)∆ϕ∇⃗ div(ω⃗)ds︸ ︷︷ ︸

(W⃗3)

−1Qr3

∫ t

0
e(t−s)∆ϕ div(ω⃗ ⊗ u⃗)ds︸ ︷︷ ︸

(W⃗4)

+1Qr3

∫ t

0
e(t−s)∆

ϕ

2
∇⃗ ∧ u⃗ds︸ ︷︷ ︸

(W⃗5)

ds. (2.4.12)

Ainsi, nous allons montrer que chaque terme de la partie de droite de (2.4.12) est borné dans R×R3.
Nous étudions chaque terme ci-dessus séparément.
• Pour le terme W⃗1 dans (2.4.12) en fixant Φ = ∂tϕ−∆ϕ− ϕ nous pouvons écrire

W⃗1 =

∫ t

0
e(t−s)∆(∂tϕ−∆ϕ− ϕ)ω⃗ds =

∫ t

0
e(t−s)∆Φω⃗ds.

Notons que Φ ∈ C∞
0 (R× R3) et supp(Φ) ⊂ Qr′(t0, x0). Par l’inégalité de Young pour la convolution

et les estimations Lp du noyau de la chaleur nous avons∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆Φω⃗(s, ·)ds

∥∥∥∥
L∞

≤ C

∫ t

0
‖g(t−s)‖

L
6
5
x

‖Φω⃗(s, ·)‖L6ds

≤ C

∫ t

0
(t− s)−

1
4 ‖1Qr′Φω⃗(s, ·)‖L6ds.



124 Chapitre 2. Étude de la régularité locale des équations micro-polaires

De plus, en appliquant l’inégalité de Hölder dans la variable du temps avec 1 = 1
6 + 5

6 nous avons∥∥∥∥∫ t

0
e(t−s)∆Φω⃗ds

∥∥∥∥
L∞

≤ C‖1Qr′Φω⃗‖L6
t,x

(∫ t

0
(t− s)−

3
10ds

) 5
6

≤ C‖Φ‖L∞
t,x
‖1Qr′ ω⃗‖L6

t,x
t

7
12 .

Donc, en prenant la norme L∞ dans la variable de temps et à partir de (2.4.11), nous avons∥∥∥∥1Qr3

∫ t

0
e(t−s)∆Φω⃗ds

∥∥∥∥
L∞
t L∞

x

≤ C‖Φ‖L∞
t,x
‖1Qr′ ω⃗‖L6

t,x
< +∞. (2.4.13)

• Pour le terme W⃗2 dans (2.4.12), l’inégalité de Young pour la convolution et les estimations Lp du
noyau de la chaleur impliquent l’estimation suivante pour tout 1 ≤ i ≤ 3∥∥∥∥∫ t

0
∂ie

(t−s)∆(∂iϕ)ω⃗ds

∥∥∥∥
L∞

≤
∫ t

0
‖∂ig(t−s)‖

L
6
5
x

‖1Qr′ (∂iϕ)ω⃗(s, ·)‖L6ds

≤
∫ t

0
(t− s)−

3
4 ‖1Qr′ (∂iϕ)ω⃗(s, ·)‖L6ds,

ainsi, en vertu de l’inégalité de Hölder dans la variable temporelle, nous avons∥∥∥∥∫ t

0
∂ie

(t−s)∆(∂iϕ)ω⃗ds

∥∥∥∥
L∞

≤ C‖1Qr′∂iϕω⃗‖L6
t,x

(∫ t

0
(t− s)−

9
10ds

) 5
6

≤ C‖∂iϕ‖L∞
t,x
‖1Qr′ ω⃗‖L6

t,x
t

1
12 .

Par conséquent, en utilisant l’information donnée dans (2.4.11), nous obtenons∥∥∥∥1Qr3

∫ t

0
∂ie

(t−s)∆(∂iϕ)ω⃗ds

∥∥∥∥
L∞
t L∞

x

≤ C‖∂iϕ‖L∞
t,x
‖1Qr′ ω⃗‖L6

t,x
< +∞. (2.4.14)

• Nous considérons maintenant le terme W⃗3 dans (2.4.12). Pour cela, nous écrivons∫ t

0
e(t−s)∆ϕ∇⃗ div(ω⃗)ds = −

∫ t

0
e(t−s)∆(∇⃗ϕ) div(ω⃗)ds+

∫ t

0
∇⃗e(t−s)∆ϕ div(ω⃗)ds.

Donc, puisque 1Qr′ div(ω⃗) ∈ L6
tL

6
x, nous pouvons appliquer les mêmes arguments que dans (2.4.13)

et (2.4.14) pour obtenir∥∥∥∥1Qr3

∫ t

0
e(t−s)∆(∇⃗ϕ) div(ω⃗)ds

∥∥∥∥
L∞
t L∞

x

≤ C‖∇⃗ϕ‖L∞
t,x
‖1Qr2

div(ω⃗)‖L6
t,x
< +∞,∥∥∥∥1Qr3

∫ t

0
∇⃗e(t−s)∆ϕ div(ω⃗)ds

∥∥∥∥
L∞
t L∞

x

≤ C‖ϕ‖L∞
t,x
‖1Qr2

div(ω⃗)‖L6
t,x
< +∞.

• Enfin, nous nous intéressons aux termes W⃗4 et W⃗5 de (2.4.12), qui impliquent tous deux la présence
de la vitesse u⃗. Commençons par le terme W⃗4, pour lequel il suffit d’étudier l’expression∫ t

0
e(t−s)∆ϕ∂j(ωiuj)ds =

∫ t

0
∂je

(t−s)∆ϕωiujds−
∫ t

0
e(t−s)∆(∂jϕ)ωiujds, (2.4.15)
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pour tout 1 ≤ i, j ≤ 3. Pour le premier terme de la partie de droite de l’expression ci-dessus, en
utilisant les mêmes arguments que dans (2.4.14), nous obtenons∥∥∥∥1Qr3

∫ t

0
∂je

(t−s)∆ϕωiujds

∥∥∥∥
L∞
t L∞

x

≤ C‖ϕ‖L∞
t,x
‖1Qr′ωiuj‖L6

t,x

≤ C‖ϕ‖L∞
t,x
‖1QR

u⃗‖L∞
t,x
‖1Qr′ ω⃗‖L6

t,x
< +∞.

De plus, pour le second terme de (2.4.15), par les mêmes arguments de (2.4.13), nous avons∥∥∥∥1Qr3

∫ t

0
e(t−s)∆(∂jϕ)ωiujds

∥∥∥∥
L∞
t L∞

x

≤ C‖∂jϕ‖L∞
t,x
‖1Qr′ωiuj‖L6

t,x

≤ C‖1QR
u⃗‖L∞

t,x
‖1Qr′ ω⃗‖L6

t,x
< +∞.

L’estimation du dernier terme W⃗5 de (2.4.12) s’ensuit de façon directe. En effet, puisque l’on peut
écrire ∫ t

0
e(t−s)∆ϕ∇⃗ ∧ u⃗ds = −

∫ t

0
e(t−s)∆(∇⃗ϕ) ∧ u⃗ds+

∫ t

0
∇⃗ ∧ e(t−s)∆ϕu⃗ds,

et comme 1QR
u⃗ ∈ L6

t,x(R×R3), nous pouvons traiter chaque terme ci-dessus en utilisant les mêmes
arguments que dans (2.4.13) et (2.4.14) respectivement.

Par conséquent, d’après les points précédents, les termes W⃗1, . . . , W⃗4 donnés dans (2.4.5) sont bornés,
et donc 1Qr3

W⃗∈ L∞
t,x(R× R3). Par conséquent, en utilisant les propriétés de la fonction de test (ϕ = 1

sur Qr), nous obtenons que ω⃗ est borné dans Qr3(t0, x0). ■

E) Étude de la régularité de ω⃗

Maintenant, nous allons prouver que si u⃗ est plus régulier que ω⃗, nous pouvons transférer cette
information à ω⃗ dans des boules plus petites.

Proposition 2.4.3. Sous l’hypothèse générale du Théorème 2.4.1, si nous supposons que

u⃗ ∈ L∞(]t0 − r21, t0 + r21[, Ḣ
1(Bx0,r1)) ∩ L2(]t0 − r21, t0 + r21[, Ḣ

2(Bx0,r1)),

alors pour un certain rayon r4 > 0 tel que 0 < r4 < r3 < r2 < r1 < R, nous avons

ω⃗ ∈ L∞(]t0 − r24, t0 + r24[, Ḣ
1(Bx0,r4)) ∩ L2(]t0 − r24, t0 + r24[, Ḣ

2(Bx0,r4)).

Preuve. Tout d’abord, remarquons que d’après la Proposition 2.4.2, il existe r3 > 0 avec
0 < r3 < r2 < r1 < R tel que

1Qr3
ω⃗ ∈ L∞

t,x(R× R3). (2.4.16)

Soit ϕ : R× R3 −→ R une fonction test telle que pour r4 > 0 avec 0 < r3 < r2 < r1 < R, nous avons

ϕ ≡ 1 sur ]t0 − r24, t0 + r24[×Bx0,r4 et supp(ϕ) ⊂]t0 − r23, t0 + r23[×Bx0,r3 .

En utilisant l’égalité ∆(ϕωi) = ∆ϕωi + 2div(∇⃗ϕωi)− ϕ∆ωi, nous avons pour tout 1 ≤ i ≤ 3,

ϕωi =
1

(−∆)

[
−(∆ϕ)ωi − 2 div((∇⃗ϕ)ωi) + ϕ(∆ωi)

]
. (2.4.17)

Ainsi, afin d’améliorer la régularité de ω⃗, nous pouvons prouver que l’expression ci-dessus appartient
à L∞

t Ḣ
1
x ∩ L2

t Ḣ
2
x. Pour cela, nous déduirons un gain d’information pour le Laplacien de ω⃗, et plus tard

nous étudierons la régularité de ω⃗.
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∗ Un gain d’information pour le Laplacien de ω⃗. En considérant l’identité

∆ω⃗ = ∇⃗ div(ω⃗)− ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ ω⃗), (2.4.18)

il est clair que nous pouvons obtenir des informations sur le Laplacien de ω⃗ à partir de sa divergence
et de son rotationnel. Ainsi, soit ψ : R × R −→ R une fonction test telle que pour 0 < r4 < r <

r3 < R,

ψ ≡ 1 sur ]t0 − r2, t0 + r2[×Bx0,r et supp(ψ) ⊂]t0 − r23, t0 + r23[×Bx0,r3 .

Définissons maintenant W⃗ = ψ∇⃗∧ω⃗ et W = ψ div(ω⃗). Observons que la dynamique de ces variables
est simple à calculer, en effet, en appliquant formellement l’opérateur rotationnel à l’équation
(2.4.2), nous obtenons ∂t∇⃗ ∧ ω⃗ = ∆∇⃗ ∧ ω⃗ − ∇⃗ ∧ ((u⃗ · ∇⃗)ω⃗) − ∇⃗ ∧ ω⃗ + 1

2∇⃗ ∧ ∇⃗ ∧ u⃗ et rappelons
que la dynamique de div(ω⃗) a déjà été obtenue dans (2.4.4). Ainsi, à partir de ces équations, nous
pouvons déduire

∂tW⃗ = ∆W⃗+ (∂tψ −∆ψ − ψ)∇⃗ ∧ ω⃗︸ ︷︷ ︸
(Ia)

+2
3∑
i=1

∂i((∂iψ)∇⃗ ∧ ω⃗)︸ ︷︷ ︸
(IIa)

−ψ∇⃗ ∧ ((u⃗ · ∇⃗)ω⃗)︸ ︷︷ ︸
(IIIIa)

+
1

2
ψ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ u⃗)︸ ︷︷ ︸

(IVa)

,

∂tW = 2∆W+ (∂tψ − 2∆ψ − ψ) div(ω⃗)︸ ︷︷ ︸
(Ib)

+4
3∑
i=1

∂i((∂iψ) div(ω⃗))︸ ︷︷ ︸
(IIb)

−ψ div((u⃗ · ∇⃗)ω⃗)︸ ︷︷ ︸
(IIIb)

,

(2.4.19)

tel que W⃗(0, ·) = W(0, ·) = 0 par les propriétés de la fonction test ψ.

Nous allons montrer maintenant que chacun des termes du membre de droite de (2.4.19) appartient
à L2

t Ḣ
−1
x . En effet, nous avons les points suivants :

• Premièrement, considérons les termes (Ia) et (Ib). Comme qu’ils partagent la même structure,
par conséquent, nous étudions seulement le premier. Ainsi, nous avons

‖(∂tψ −∆ψ − ψ)∇⃗ ∧ ω⃗(t, ·)‖Ḣ−1 ≤ ‖(∂tψ −∆ψ − ψ)∇⃗ ∧ ω⃗(t, ·)‖
L

6
5

≤ C‖∂tψ −∆ψ − ψ(t, ·)‖L3‖∇⃗ ∧ ω⃗(t, ·)‖L2(Br2 )
,

où nous avons utilisé l’inclusion L
6
5 (R) ⊂ Ḣ−1(R) et l’inégalité de Hölder (56 = 1

3 +
1
2). De plus,

en prenant la norme L2 par rapport à la variable temporelle, nous obtenons

‖(∂tψ −∆ψ − ψ)∇⃗ ∧ ω⃗‖L2
t Ḣ

−1
x

≤ C‖∂tψ −∆ψ − ψ‖L∞
t L3

x
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

tL
2
x(QR) < +∞.

• Pour les termes (IIa) et (IIb) dans (2.4.19), étant donné qu’ils partagent la même structure, il
suffit d’étudier seulement le premier. Remarquons que pour tout 1 ≤ i ≤ 3,

‖∂i(∂iψ∇⃗ ∧ ω⃗)‖L2
t Ḣ

−1
x

≤ ‖∂iψ∇⃗ ∧ ω⃗‖L2
tL

2
x
≤ ‖∂iψ‖L∞

t,x
‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

tL
2
x(QR) < +∞,

comme ω⃗ ∈ L2
t Ḣ

1
x(QR).
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• Pour les termes (IIIa) et (IIIb) dans (2.4.19), puisque nous pouvons écrire
(u⃗ · ∇⃗)ω⃗ = div(ω⃗ ⊗ u⃗), il suffit d’étudier l’expression suivante pour tout 1 ≤ i,m, j ≤ 3

ψ∂i(∂j(ωmuj)) = ∂i∂j(ψωmuj)− ∂j((∂iψ)ωmuj)

−∂i((∂jψ)ωmuj) + (∂j∂iψ)(ωmuj). (2.4.20)

En prenant la norme L2
t Ḣ

−1
x dans l’expression ci-dessus, nous obtenons

‖ψ∂i(∂j(ωmuj))‖L2
t Ḣ

−1
x

≤ ‖∂i∂j(ψωmuj)‖L2
t Ḣ

−1
x︸ ︷︷ ︸

(1)

+ ‖∂j((∂iψ)(ωmuj))‖L2
t Ḣ

−1
x︸ ︷︷ ︸

(2)

+ ‖∂i((∂jψ)(ωmuj))‖L2
t Ḣ

−1
x︸ ︷︷ ︸

(3)

+ ‖(∂j∂iψ)(ωmuj)‖L2
t Ḣ

−1
x︸ ︷︷ ︸

(4)

. (2.4.21)

Pour le terme (1) dans l’expression ci-dessus, comme u⃗ est bornée sur QR(t0, x0) par hypothèse,
ω⃗ est bornée sur Qr2(t0, x0) par (2.4.16) et puisque supp(ψ) ⊂]t0 − r22, t0 + r22[×Bx0,r2 , nous
avons

‖∂i∂j(ψωmuj)‖L2
t Ḣ

−1
x

≤ ‖ψωmuj‖L2
t Ḣ

1
x
=
∑
|α|=1

‖Dα(ψωmuj)‖L2
tL

2
x

=
∑
|α|=1

‖(Dαψ)ωmuj + ψ(Dαωm)uj + ψωm(D
αuj)‖L2

tL
2
x

≤ C
∑
|α|=1

‖(Dαψ)ωm‖L∞
t L∞

x
‖uj‖L2

t,x(QR) + C‖ψuj‖L∞
t L∞

x
‖ωm‖L2

t Ḣ
1
x(QR)

+‖ψωm‖L∞
t L∞

x
‖uj‖L2

t Ḣ
1
x(QR) < +∞. (2.4.22)

Pour les termes (2) et (3) dans (2.4.21), puisqu’ils ont la même structure, nous étudions seulement
le premier. Ainsi, en utilisant à nouveau le fait que ω⃗ est bornée sur Qr2(t0, x0), nous avons

‖∂j((∂jψ)(ωmuj))‖L2
t Ḣ

−1
x

≤ ‖(∂jψ)ωmuj‖L2
tL

2
x

≤ C‖(∂jψ)ωm‖L∞
t L∞

x
‖uj‖L∞

t L2
x(QR) < +∞. (2.4.23)

Pour le dernier terme (4) de (2.4.21), grâce à l’inclusion L
6
5 (R3) ⊂ Ḣ−1(R3) et à l’inégalité de

Hölder (56 = 1
2 + 1

3), on a

‖(∂j∂iψ)ωmuj‖L2
t Ḣ

−1
x

≤ ‖(∂j∂iψ)ωmuj‖
L2
tL

6
5
x

≤ C‖uj‖L∞
t L2

x(QR)‖(∂j∂iψ)ωm‖L2
tL

3
x

(2.4.24)
≤ C‖uj‖L∞

t L2
x(QR)‖ω⃗‖L∞

t,x(Qr3 )
‖∂j∂iψ‖L2

tL
3
x
< +∞.

Ainsi, à partir de (2.4.22), (2.4.23) et (2.4.24), en utilisant l’expression (2.4.20), nous pouvons
voir que les termes (IIIa) et (IIIb) dans (2.4.19) appartiennent à L2

t Ḣ
−1
x .

• Pour le dernier terme (IVa) de (2.4.19), nous avons

ψ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ u⃗) = ∇⃗ ∧ (ψ∇⃗ ∧ u⃗)− (∇⃗ψ) ∧ (∇⃗ ∧ u⃗).

Ainsi, en prenant la norme Ḣ−1(R) par rapport à la variable spatiale, nous obtenons

‖ψ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ u⃗)(t, ·)‖Ḣ−1 ≤ ‖∇⃗ ∧ (ψ∇⃗ ∧ u⃗)(t, ·)‖Ḣ−1 + ‖(∇⃗ψ) ∧ (∇⃗ ∧ u⃗)(t, ·)‖Ḣ−1

≤ ‖ψ∇⃗ ∧ u⃗(t, ·)‖L2 + ‖(∇⃗ψ) ∧ (∇⃗ ∧ u⃗)(t, ·)‖
L

6
5
,
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où nous avons utilisé l’inclusion L
6
5 (R3) ⊂ Ḣ−1(R3). Maintenant, en intégrant dans le temps et

en utilisant l’inégalité de Hölder dans l’espace avec 5
6 = 1

3 + 1
2 , nous concluons

‖ψ∇⃗ ∧ (∇⃗ ∧ u⃗)‖L2
t Ḣ

−1
x

≤ C‖ψ‖L∞
t,x
‖∇⃗ ∧ u⃗‖L2

t,x(QR)

+C‖∇⃗ψ‖L2
tL

3
x
‖∇⃗ ∧ u⃗‖L2

tL
2
x(QR) < +∞.

Par conséquent, à partir des points précédents, nous avons prouvé que chaque terme du côté de
droite de (2.4.19) appartient à L2

t Ḣ
−1
x . Ainsi, selon la théorie développée dans [61, Section 13, page

398] (qui est essentiellement le critère de régularité de Serrin pour les équations de Navier-Stokes),
nous avons

W⃗,W ∈ L∞
t L

2
x ∩ L2

t Ḣ
1
x.

De plus, à partir de l’identité (2.4.18), nous pouvons déduire que

ϕ∆ω⃗ ∈ L∞
t Ḣ

−1
x ∩ L2

t,x. (2.4.25)

∗ Un gain de régularité dans la variable spatiale pour ω⃗. Rappelons que à partir de (2.4.17),
nous avons pour tout 1 ≤ i ≤ 3

ϕωi =
1

(−∆)

[
−(∆ϕ)ωi − 2 div((∇⃗ϕ)ωi) + ϕ(∆ωi)

]
. (2.4.26)

Maintenant, nous allons prouver que chaque terme dans l’expression ci-dessus appartient à
L∞
t Ḣ

1
x ∩ L2

t Ḣ
2
x. Tout d’abord, en considérant la norme L2

t Ḣ
2
x dans (2.4.26), nous avons

‖ϕωi‖L2
t Ḣ

2
x

≤ ‖ − (∆ϕ)ωi − 2 div((∇⃗ϕ)ωi) + ϕ(∆ωi)‖L2
t,x

≤ C‖(∆ϕ)ωi‖L2
t,x

+ ‖2 div((∇⃗ϕ)ωi)‖L2
t,x

+ ‖(ϕ∆)ωi‖L2
t,x
.

Observons que
‖2 div(∇⃗ϕωi)‖L2

t,x
≤ 2‖(∆ϕ)ωi‖L2

t,x
+ 2‖∇⃗ϕ · ∇⃗ωi‖L2

t,x
,

et donc comme supp(ϕ) ⊂]t0 −R2, t0 +R2[×Bx0,R, on en déduit que

‖ϕωi‖L2
t Ḣ

2
x

≤ C‖(∆ϕ)ωi‖L2
t,x

+ C‖∇⃗ϕ · ∇⃗ωi‖L2
t,x

+ C‖ϕ(∆ωi)|L2
t,x

≤ C‖∇⃗ω⃗‖L2
t,x(QR) + C‖ω⃗‖L2

t,x(QR) ++C‖ϕ(∆ωi)‖L2
t,x
< +∞, (2.4.27)

où nous avons utilisé (2.4.25) et le fait que ω⃗ ∈ L∞
t L

2
x(QR) ∩ L2

t Ḣ
1
x(QR).

D’autre part, en considérant la norme Ḣ1(R3) dans (2.4.26), nous obtenons

‖ϕωi(t, ·)‖Ḣ1 ≤ ‖(∆ϕ)ωi(t, ·) + 2 div((∇⃗ϕ)ωi)(t, ·) + ϕ(∆ωi)(t, ·)‖Ḣ−1

≤ ‖(∆ϕ)ωi(t, ·)‖Ḣ−1 + ‖(∇⃗ϕ)ωi(t, ·)‖L2 + ‖ϕ(∆ωi)(t, ·)‖Ḣ−1 .

En utilisant l’injection Ḣ−1(R3) ⊂ L
6
5 (R3) et l’inégalité de Hölder, nous avons

‖(∆ϕ)ωi(t, ·)‖Ḣ−1 ≤ ‖(∆ϕ)ωi(t, ·)‖
L

6
5
≤ ‖∆ϕ(t, ·)‖L3‖ωi(t, ·)‖L2(Bx0,R

).

Ainsi, par l’estimation précédente et (2.4.25), on obtient

‖ϕωi‖L∞
t Ḣ1

x
≤ C‖ωi‖L∞

t L2
x(QR) + C‖ωi‖L∞

t L2
x(QR) + C‖ϕ∆ωi‖L∞

t Ḣ−1
x
< +∞.



Le critère de Serrin pour les équations des fluides micro-polaires 129

Par conséquent, à partir de (2.4.27) et de l’expression ci-dessus, nous obtenons ϕω⃗ ∈ L∞
t Ḣ

1
x∩L2

t Ḣ
2
x,

i.e.,
ω⃗ ∈ L∞(]t0 − r24, t0 + r24[, Ḣ

1(Bx0,r4)) ∩ L2(]t0 − r24, t0 + r24[, Ḣ
2(Bx0,r4)),

et donc la preuve de la Proposition 2.4.3 est terminée. ■

Fin de la démonstration du Théorème 2.4.1 Rappelons que, par (2.4.25), nous avons obtenu que
pour certain 0 < r1 < R, nous avons

u⃗ ∈ L∞(]t0 − r21, t0 + r21[, Ḣ
1(Bx0,r1) ∩ L2(]t0 − r21, t0 + r21[, Ḣ

2(Bx0,r1)).

En plus, par la Proposition 2.4.3 il s’ensuit que pour r4 > 0 avec 0 < r4 < r1 < R, nous avons

ω⃗ ∈ L∞(]t0 − r24, t0 + r24[, Ḣ
1(Bx0,r4)) ∩ L2(]t0 − r24, t0 + r24[, Ḣ

2(Bx0,r4)).

En particulier, puisque ∇⃗∧ ω⃗ ∈ L2
t Ḣ

1
x(Qr3), nous pouvons à nouveau appliquer le critère de régularité

de Serrin pour les équations de Navier-Stokes à u⃗, et donc il s’ensuit que pour un certain rayon r5 > 0

tel que 0 < r5 < r4 < R, nous avons

u⃗ ∈ L∞(]t0 − r25, t0 + r25[, Ḣ
2(Bx0,r5) ∩ L2(]t0 − r25, t0 + r25[, Ḣ

3(Bx0,r5)).

Ainsi, en suivant les mêmes arguments que ceux donnés dans la Proposition 2.4.3, nous pouvons
également améliorer la régularité de ω⃗ et puisque nous pouvons itérer ce processus, nous obtenons la
régularité souhaitée pour (u⃗, ω⃗) et donc la preuve du Théorème 2.4.1 est terminée. ■

Remarque 2.4.1. Rappelons que dans cette section, nous avons obtenu la régularité de la solution
(u⃗, p, ω⃗) à partir de l’hypothèse u⃗ ∈ L∞

t L
∞
x (QR). D’autre part, par le Théorème 2.2.1, page 45, nous

avons montré que si 1QR
u⃗ ∈ Mp,q

t,x(R× R3), alors pour un certain r > 0 avec 0 < r < R, nous avons
u⃗, ω⃗ ∈ L6

tL
6
x(Qr). Ainsi, il semble également possible d’obtenir la régularité du système micro-polaire

à partir du critère u⃗ ∈ LptL
q
x(QR) avec 2

p + 3
q ≤ 1. En effet, dans la suite, nous nous étudierons le

cas limite q = 3, où les méthodes précédentes ont certaines limitations et où nous devons adopter une
approche différente. Ceci sera l’un des objectifs du prochain chapitre.

Remarque 2.4.2. Tout au long de ce chapitre, nous observons que, lorsque nous avons étudié la
variable ω⃗, nous avons fait une étude du terme div(ω⃗) en considérant sa dynamique, voir par exemple
l’identité (2.2.50), la Proposition 2.3.4 et la Proposition 2.4.1. Ainsi, comme il a été dit dans la
Remarque 1.2.2, cette stratégie nous permet d’obtenir des estimations utiles et d’atteindre les résultats
souhaités.

2.4.2. Les points partiellement réguliers
Étant donné que nous pouvons déduire la régularité de u⃗ et ω⃗ à partir du fait que la vitesse u⃗ soit

bornée, nous pouvons naturellement introduire la définition suivante :

Définition 2.4.1 (Point partiellement régulier / Point partiellement singulier). Un point
(t0, x0) ∈]0,+∞[×R3 est un point partiellement régulier des équations des fluides micro-polaires
(2.4.1) et (2.4.2) s’il existe r > 0 tel que u⃗ ∈ L∞

t,x(]t0 − r2, t0[×Bx0,r). D’un autre côté, on dira
qu’un point (t0, x0) est partiellement singulier s’il n’est pas partiellement régulier.
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Il est important de souligner qu’à partir de la théorie développée dans la Section 2.3.3, nous
pouvons obtenir quelques résultats intéressants concernant les points définis ci-dessus. En effet, si l’on
désigne S comme l’ensemble des points partiellement singuliers, par le Théorème 2.3.1 (rappelons que
nous n’avons ajouté aucune condition sur ω⃗), et en voyant le terme ∇⃗ ∧ ω⃗ comme une force extérieure
nous pouvons considérer la théorie des équations de Navier-Stokes classiques (voir [98, Théorème 6.2])
et il est donc possible d’en déduire que la mesure de Hausdorff parabolique de S est nulle. D’autre
part, si nous désignons N comme l’ensemble des points où ω⃗ est non borné, il s’ensuit d’après le
Théorème 2.4.1 que N ⊂ S, et donc la mesure de Hausdorff parabolique de N est également nulle.
Cela met en évidence une fois de plus une possible différence de comportement entre les variables u⃗ et ω⃗.

Un deuxième résultat intéressant que nous pouvons déduire à partir de la Section 2.3.3 est la
caractérisation suivante des points partiellement singuliers :

Proposition 2.4.4. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée sur QR(t, x). Alors, pour tout
(t0, x0) ∈ QR(t, x) nous avons

• soit (t0, x0) est partiellement singulier et alors pour tout 0 < r < R

ε ≤ 1

r2

∫
Qr(t0,x0)

|u⃗|3 + |p|
3
2dyds,

où ε est donné par le Théorème 2.3.2, page 106.
• soit (t0, x0) est un point partiellement régulier et alors

lim
r−→0

1

r2

∫
Qr(t0,x0)

|u⃗|3 + |ω⃗|3dyds = 0.

Preuve. Le premier point se prouve par contradiction. Supposons donc que (t0, x0) est un point
partiellement singulier au sens de la Définition 2.4.1 tel qu’il existe 0 < r < R avec

1

r2

∫
Qr(t0,x0)

|u⃗|3 + |p|
3
2dyds < ε.

Puisque (u⃗, p, ω⃗) est une solution partiellement adaptée, nous pouvons utiliser le Théorème 2.3.2, et
donc il existe ρ > 0 avec 0 < ρ < r tel que (u⃗, ω⃗) est borné dans Qρ(t0, x0), et donc (t0, x0) doit être
un point partiellement régulier, ce qui est une contradiction.

Pour montrer le deuxième point, comme (t0, x0) est un point partiellement régulier, il existe un
certain R > 0 tel que u⃗, ω⃗ ∈ L∞

t,x(QR(t0, x0)). Par conséquent, pour tout r < R nous avons

1

r2

∫
Qr(t0,x0)

|u⃗|3 + |ω⃗|3dyds ≤ C(‖u⃗‖3L∞
t L∞

x (QR) + ‖ω⃗‖3L∞
t L∞

x (QR))r
3.

La preuve est terminée en prenant la limite lorsque r tend vers 0. ■

Ainsi, maintenant nous nous intéressons au comportement de la solution quand on s’approche
des points partiellement singuliers. En effet, dans le prochain chapitre, nous allons présenter une
phénomène de concentration de la norme L3 autour de ce type de points.



3 | Concentration de la norme L3
x

autour de points partiellement
singuliers

3.1. Introduction

Dans ce chapitre, notre objectif se porte désormais sur le comportement de la norme L3 de la
vitesse u⃗ autour des points partiellement singuliers introduits à la fin du chapitre précédent. Plus
précisément, nous allons d’abord obtenir un critère d’explosion de la norme L3 de la vitesse, puis
nous affinerons ce résultat en présentant l’effet de concentration autour des points partiellement
singuliers. Pour cela, notons d’abord que l’explosion de la norme L3 et la régularité des solutions sous
cette hypothèse ne sont que deux faces d’une même pièce. Donc dans une première étape, nous allons
établir la régularité des variables (u⃗, ω⃗) en supposant que u⃗ ∈ L∞

t L
3
x pour ensuite étudier un critère

d’explosion.

Avant de présenter plus en détail les principaux résultats de ce chapitre, nous énonçons quelques
propriétés liées au système micro-polaire qui, rappelons-le, est donné par :

∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗− ∇⃗p+ 1

2
∇⃗ ∧ ω⃗, div(u⃗) = 0,

∂tω⃗ = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ − ω⃗ +
1

2
∇⃗ ∧ u⃗,

u⃗(0, x) = u⃗0(x), ω⃗(0, x) = ω⃗0(x) et div(u⃗0) = 0.

(3.1.1)

(3.1.2)

Nous nous intéressons seulement aux variables (u⃗, ω⃗) puisque, comme il a été remarqué dans les
chapitres précédents, l’information sur la pression p peut être obtenue à partir de la vitesse u⃗ en
utilisant l’équation suivante :

∆p = − div((u⃗ · ∇⃗)u⃗). (3.1.3)

Maintenant, observons que la première équation (3.1.1) (associée à la variable u⃗) est invariante par le
changement d’échelle suivant :

u⃗λ(t, x) = λu⃗(λ2t, λx), pλ(t, x) = λ2p(λ2t, λx) et ω⃗λ = λ2ω⃗(λ2t, λx) où λ > 0. (3.1.4)

Cependant, le triplet (u⃗λ, pλ, ω⃗λ) n’est plus une solution du système micro-polaire, car la deuxième
équation (3.1.2) n’a pas une mise à l’échelle naturelle qui préserve la structure de l’équation en raison
de la présence du terme d’amortissement ω⃗. Néanmoins, le changement d’échelle ci-dessus est utile
lors de l’étude de la régularité des variables (u⃗, ω⃗). En effet, notons que pour tout 1 ≤ p, q ≤ +∞,
nous avons

‖u⃗λ‖Lp
tL

q
x
= λ

1− 2
p
− 3

q ‖u⃗‖Lp
tL

q
x
,
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et rappelons que si, en particulier, nous avons la relation 2
p + 3

q < 1, nous disons que l’espace LptL
q
x

est sous-critique. Ainsi, comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent dans le Théorème 2.4.1,
l’information u⃗ ∈ L∞

t L
∞
x (Qr) implique la régularité des variables (u⃗, ω⃗) à l’intérieur de Qr. Donc,

nous pouvons dire que l’information sous-critique de la vitesse implique la régularité du système
micro-polaire. Cette caractéristique des équations micro-polaires est également soulignée dans les
travaux déjà existants si l’on suppose que la vitesse u⃗ appartient à certains espaces fonctionnels
sous-critiques par rapport au changement d’échelle (3.1.4) (voir [5], [38] et [106]).

Il est important de remarquer que le cas critique 2
p +

3
q = 1 est bien évidemment plus délicat, et

surtout le cas u⃗ ∈ L∞
t L

3
x où les méthodes habituelles (c’est-à-dire les effets régularisants du noyau de

la chaleur) présentent des limitations. Ainsi, pour mieux comprendre les difficultés de travailler avec
le cas limite (p, q) = (∞, 3), considérons pour un moment les équations de Navier-Stokes classiques :{

∂tv⃗ = ∆v⃗ − (v⃗ · ∇⃗)v⃗ − ∇⃗h, div(v⃗) = 0,

v⃗(0, x) = v⃗0(x), div(v⃗0) = 0.

Mentionnons que ce n’est qu’en 2003, dans l’article [34] d’Escauriaza, Seregin et Sverak, qu’il a été
possible de déduire la régularité des solutions faibles quand le champ de vitesse v⃗ appartient à L∞

t L
3
x.

Ce résultat est obtenu par contradiction en utilisant un argument de changement d’échelle autour
des points singuliers. Il est important de remarquer que la contradiction est obtenue par l’utilisation
de la théorie de ϵ-régularité par Caffarelli, Kohn et Nirenberg et l’application des théories d’extension
unique et d’unicité de rétrograde pour l’équation de la chaleur. Cette stratégie a également permis de
traiter des espaces critiques plus larges pour les équations des Navier-Stokes, comme nous pouvons le
voir dans les articles [2], [42] et [82].

De plus, la stratégie évoquée dans le paragraphe précédent a ainsi permis de montrer que si T > 0

est un temps maximal de régularité de v⃗, alors nous avons lim sup
t→T

‖v⃗(t, ·)‖L3(R) = +∞. Ceci a été

ensuite amélioré dans l’article [89] où il a été démontré que :

lim
t→T

‖v⃗(t, ·)‖L3(R) = +∞.

Il est important de souligner qu’étant donné que la preuve des résultats précédents repose sur un
argument de contradiction, il s’agit alors d’estimations qualitatives. Cependant, dans l’article [97],
une première estimation quantitative a été obtenue. En effet, pour un certain c > 0, il a été montré
que

lim sup
t→T

‖v⃗(t, ·)‖L3(R3)

log
(
log
(
log
(

1
T −t

)))c = +∞.

Ce résultat a été ensuite obtenu dans un cadre local avec de meilleures estimations quantitatives
dans [7] où l’un des principaux ingrédients est un effet de concentration de la norme L3

x obtenu dans [6].

Ainsi, en revenant aux équations micro-polaires, tout au long de ce chapitre et en suivant l’esprit
de cette thèse, nous étudierons le comportement de la solution (u⃗, p, ω⃗) lorsque nous considérons
seulement que u⃗ ∈ L∞

t L
3
x. Plus précisément, dans la Section 3.2, nous allons montrer qu’il est possible

d’en déduire la régularité des variables (u⃗, ω⃗) et d’obtenir ainsi le cas limite (p, q) = (∞, 3) du critère
de Serrin en remarquant l’effet de la domination de la vitesse u⃗ au sens de la Définition 2.1.1, page 38.
Ensuite, nous obtiendrons l’explosion de cette norme, enfin, dans la Section 3.3, nous présenterons le
résultat principal de ce chapitre, i.e., l’effet de concentration de la norme L3(R3) de u⃗.
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Notations
Nous aurons besoin de considérer deux types différents de boules paraboliques centrées en le point

(t0, x0) ∈]0,+∞[×R3 : nous définissons les ensembles Qr(t0, x0) et Qr(t0, x0) par

Qr(t0, x0) = ]t0 − r2, t0 + r2[×Bx0,r,

et Qr(t0, x0) = ]t0 − r2, t0[×Bx0,r,

pour 0 < r <
√
t0 et Bx0,r = B(x0, r). Lorsque le contexte est clair, nous écrirons Qr (ou Qr) au lieu

de Qr(t0, x0) (ou Qr(t0, x0)).

Remarque 3.1.1. Contrairement au chapitre précédent, nous allons considérer ici les boules parabo-
liques Qr(t0, x0) car nous nous intéressons au comportement de la solution quand on s’approche vers
le temps t0. Il est important de noter que tous les résultats obtenus du Chapitre 2 restent valables si
nous travaillons avec ce type de boules.

Dans ce chapitre nous aurons besoin des espaces de Morrey suivants Mp,q(R3) avec 1 < p ≤ q <

+∞ qui sont définis par la condition

Mp,q(R3) = {f⃗ : R3 −→ R3 : f⃗ ∈ Lploc(R
3), ‖f⃗‖Mp,q < +∞},

où

‖f⃗‖Mp,q = sup
x0∈R3,r>0

(
1

r
3(1− p

q
)

∫
Bx0,r

|f⃗(x)|pdx

) 1
p

.

Ces espaces à la différence des espaces de Morrey paraboliques définis dans (2.1.6) ne fait intervenir
que la variable spatiale.

3.2. Le critère de Escauriaza, Seregin et Sverak L∞
t L3

x pour les équations micro-
polaires

Nous pouvons maintenant présenter le premier résultat de ce chapitre, qui énonce un gain d’inté-
grabilité en supposant une hypothèse locale L∞

t L
3
x. Étant donné que l’un des outils pour développer

ce résultat est la théorie de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, nous allons travailler avec des
solutions partiellement adaptées.

3.2.1. Régularité locale des solutions partiellement adaptées
Rappelons que u⃗, ω⃗ :]0,+∞[×R3 −→ R3 et p :]0,+∞[×R3 −→ R est une solution partiellement

adaptée des équations des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2) si sur un ensemble ouvert Ω ⊂
]0,+∞[×R3, nous avons u⃗, ω⃗ ∈ L∞

t L
2
x(Ω) ∩ L2

t Ḣ
1
x(Ω), p ∈ L

3
2
t,x(Ω), les variables (u⃗, p, ω⃗) satisfont les

équations (3.1.1) et (3.1.2) sur Ω au sens des distributions, et pour tout ϕ ∈ D(Ω), l’inégalité d’énergie
locale suivante est satisfaite :∫

R3

|u⃗|2ϕ(t, ·)dy + 2

∫
s<t

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗|2ϕdyds ≤
∫
s<t

∫
R3

(∂tϕ+∆ϕ)|u⃗|2dyds+ 2

∫
s<t

∫
R3

p(u⃗ · ∇⃗ϕ)dyds

+

∫
s<t

∫
R3

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ϕdyds+

∫
s<t

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ϕu⃗)dyds. (3.2.1)

Voici alors le premier résultat de ce chapitre.
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Théorème 3.2.1 (Version locale). Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution partiellement adaptée sur Ω ⊂
]0,+∞[×R3 des équations micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2). Soit (t0, x0) ∈ Ω pour lequel il existe
R > 0 tel que ]t0 − R2, t0[×Bx0,R ⊂ Ω. Supposons u⃗ ∈ L∞(]t0 −R2, t0[, L

3(Bx0,R)). Alors, il existe
r > 0 avec 0 < r ≤ R

2 tel que u⃗ ∈ L∞
t,x(]t0 − r2, t0[×Bx0,r).

Observons que, par le Théorème 2.4.1, les points (t0, x0) qui vérifient la condition
u⃗ ∈ L∞(]t0 −R2, t0[, L

3(Bx0,R)) sont alors des points partiellement réguliers au sens de la Défi-
nition 2.4.1, i.e., les variables (u⃗, ω⃗) deviennent régulières par rapport à la variable spatiale. Nous
tenons à souligner à nouveau quà partir de ce théorème, nous pouvons voir à nouveau leffet dominant
de la vitesse décrit dans la Définition 2.1.1, page 38.

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction de ce chapitre, l’idée pour montrer ce théo-
rème est par contradiction. Cependant, avant de passer à la démonstration, nous devons introduire
quelques résultats préliminaires utiles et des propriétés importantes satisfaites par toute solution
partiellement adaptée (u⃗, p, ω⃗) des équations des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2) telles que
u⃗ ∈ L∞

t L
3
x(QR(x0, t0)).

• Tout d’abord, nous pouvons obtenir l’information suivante :

u⃗ ∈ C
([
t0 −

R2

4
, t0

]
, L

5
4 (Bx0,R2

)

)
. (3.2.2)

Pour obtenir cette information, nous appliquerons le résultat de régularité maximale local donné
dans [98, Lemme 9.6, pg 177].

Lemme 3.2.1. Soit 1 < s < q < +∞. Soit (v⃗, p) une solution faible du système de Stokes,

∂v⃗ −∆v⃗ + ∇⃗p = f⃗ , div(v⃗) = 0,

telle que pour R > 0, v⃗ ∈ LstL
1
x(QR), p ∈ LstL

1
x(QR) avec une force extérieure f⃗ ∈ LstL

q
x(QR).

Alors, pour tout 0 < r < R, nous avons

‖∂tv⃗‖Ls
tL

q
x(Qr) + ‖∆v⃗‖Ls

tL
q
x(Qr) + ‖∇⃗p‖Ls

tL
q
x(Qr) ≤ C(‖f⃗‖Ls

tL
q
x(QR) + ‖v⃗‖Ls

tL
1
t (QR) + ‖p‖Ls

tL
1
t (QR)).

Pour plus de détails sur ces estimations nous nous référons à [85, Théorème 5.4] ou [91, Proposition
6.7].

Nous allons maintenant voir comment déduire (3.2.2) en utilisant le lemme ci-
dessus. Nous devons donc vérifier que (u⃗, p, ω⃗) satisfait les hypothèses respec-
tives. Remarquons que grâce à l’inégalité de Hölder avec 4

5 = 3
10 + 1

2 , et comme
u⃗ ∈ L∞

t L
2
x(QR(t0, x0)) ∩ L2

t Ḣ
1
x(QR(t0, x0)) ⊂ L∞

t L
2
x(QR(t0, x0)) ∩ L2

tL
6
x(QR(t0, x0)) par hypo-

thèse, on obtient

‖(u⃗ · ∇⃗)u⃗‖
L

5
4
t L

5
4
x (QR)

≤ ‖u⃗‖
L

10
3

t L
10
3 (QR)

x

‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2
tL

2
x

≤ ‖u⃗‖
3
5

L2
tL

6
x(QR)

‖u⃗‖
2
5

L∞
t L2

x(QR)
‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2

tL
2
x(QR) < +∞.

De plus, comme ω⃗ ∈ L2
t Ḣ

1
x(QR(t0, x0)), u⃗ ∈ L∞

t L
3
x(QR(t0, x0)) et p ∈ L∞

t L
3
x(QR(t0, x0))

par hypothèses et QR(t0, x0) est un ensemble borné, on obtient que
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∇⃗ ∧ ω⃗ ∈ L2
tL

2
x(QR(t0, x0)) ⊂ L

5
4
t L

5
4
x (QR(t0, x0)), u⃗ ∈ L∞

t L
3
x(QR(t0, x0)) ⊂ L

5
4
t L

1
x(QR(t0, x0)) et

p ∈ L
3
2
t L

3
2
x (QR(t0, x0)) ⊂ L

5
4
t L

1
x(QR(t0, x0)). Ainsi, puisque (u⃗, p) satisfait le système

∂tu⃗−∆u⃗+ ∇⃗p = (u⃗ · ∇⃗)u⃗+
1

2
∇⃗ ∧ ω⃗, div(u⃗) = 0,

nous avons alors déduit que (u⃗ · ∇⃗)u⃗, ∇⃗ ∧ ω⃗ ∈ L
5
4
t L

5
4
x (QR(t0, x0)) et u⃗, p ∈ L

5
4
t L

1
x(QR(t0, x0)), alors

d’après le Lemme 3.2.1, nous obtenons que pour presque tout t ∈]t0 − R2

2 , t0[, il existe U⃗ ∈ L
5
4 (R3)

tel que u⃗(t, ·) =

∫ t

t0−R2

4

∂tu⃗(t, ·)dt+ U⃗ . On en déduit donc que u⃗ ∈ C
([
t0 − R2

4 , t0

]
, L

5
4 (Bx0,R2

)
)

(voir par exemple [98, Lemme 3.2] et [14, Corollaire 1.4.36]).

Il est intéressant de noter qu’à partir de (3.2.2), nous pouvons étudier le comportement de la
solution dans l’intervalle fermé [t0 − R2

4 , t0] même si les hypothèses initiales sont dans l’intervalle
ouvert ]t0 −R2, t0[.

• Maintenant observons que d’après l’hypothèse u⃗ ∈ L∞
t L

3
x(QR(t0, x0)) nous avons que u⃗(t, ·) ∈

L3(Bx0,R) pour presque tout t ∈]t0 − R2, t0[, cependant nous en déduirons, en utilisant (3.2.2),
que pour tout t ∈ [t0 − R2

4 , t0], on a u⃗(t, ·) ∈ L3(Bx0,R2
) (et pas seulement pour presque tous

les t ∈]t0 − R2

4 , t0[). En effet, soit t ∈ [t0 − R2

4 , t0] et (tk)k∈N une suite dans ]t0 − R2

2 , t0[ telle
que tk −−−−→

k→+∞
t. Puisque ‖u⃗(tk, ·)‖L3(B

x0,
R
2
) ≤ ‖u⃗‖L∞

t L3
x(QR), en utilisant le théorème de Banach-

Alaoglu, il existe une sous-suite (tkj )j∈N telle que (u⃗(tkj , ·))j∈N converge faiblement-∗ vers une
certaine fonction v⃗(t, ·) dans L3(Bx0,R2

). D’autre part, par la continuité donnée dans (3.2.2), on a

u⃗(tkj , ·) −−−−→
j→+∞

u⃗(t, ·) fortement dans L
5
4 (Bx0,R2

). Par conséquent, par unicité de la limite, on a

u⃗(t, ·) = v⃗(t, ·) ∈ L3(Bx0,R2
) ∩ L

5
4 (Bx0,R2

), et nous avons prouvé que

pour tout t ∈ [t0 −
R2

4
, t0], on a u⃗(t, ·) ∈ L3(Bx0,R2

). (3.2.3)

De manière similaire au point précédent, remarquons que nous sommes en mesure d’étudier le
comportement de u⃗ dans l’intervalle fermé [t0 − R2

4 , t0].

• Nous allons maintenant faire quelques remarques sur la pression. Remarquons que nous pouvons
décomposer la pression p en deux parties

p = p+Π, (3.2.4)

où p = 1
(−∆)(div(div(ϕu⃗⊗ u⃗)) avec ϕ une fonction de test positive supportée dans Bx0,ρ telle que

ϕ = 1 dans Bx0, ρ2 , pour 0 < ρ ≤ R, et Π est définie par Π = p−p. Par la définition de p nous avons,

‖p‖
L∞
t L

3
2
x (Qρ)

≤ ‖p‖
L∞(]t0−ρ2,t0[,L

3
2 (R3))

=

∥∥∥∥ 1

(−∆)
(div(div(ϕu⃗⊗ u⃗))

∥∥∥∥
L∞(]t0−ρ2,t0[,L

3
2 (R3))

.

En utilisant le fait que les transformées de Riesz sont bornées dans L
3
2 (R3) et que l’on a supp(ϕ) ⊂

Bx0,ρ, nous avons

‖p‖
L∞
t L

3
2
x (Qρ)

≤ C‖ϕu⃗⊗ u⃗‖
L∞(]t0−ρ2,t0[,L

3
2 (R3))

≤ C‖ϕ‖L∞(R3)‖u⃗⊗ u⃗‖
L∞(]t0−ρ2,t0[,L

3
2 (Bx0,ρ))

.
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Ainsi, puisque u⃗ ∈ L∞
t L

3
x(QR) par hypothèse, nous avons

‖p‖
L∞
t L

3
2
x (Qρ)

≤ C‖u⃗‖2L∞
t L3

x(Qρ(t0,x0))
≤ C‖u⃗‖2L∞

t L3
x(QR(t0,x0))

< +∞. (3.2.5)

Puisque Π = p− p, et p satisfait l’équation (3.1.3), nous avons que pour tout t ∈]t0 − R2

4 , t0[,

∆Π(t, ·) = ∆p(t, ·)−∆p(t, ·) = − div(div(u⃗⊗ u⃗))−∆
1

(−∆)
(div(div(ϕu⃗⊗ u⃗))).

Ainsi, puisque ϕ ≡ 1 dans Bx0, ρ2
, nous observons que pour tout t ∈]t0 − ρ2

4 , t0[ nous avons
∆Π(t, ·) = 0 sur Bx0, ρ2 .

Maintenant, par les estimations des fonctions harmoniques (voir [35, Théorème 7]) nous avons pour
tout 0 < ρ ≤ R l’estimation ‖Π(t, ·)‖L∞(Bx0,

ρ
2
) ≤ C‖Π(t, ·)‖

L
3
2 (Bx0,ρ)

. De plus, puisque Π = p − p,
nous avons

‖Π(t, ·)‖L∞(Bx0,
ρ
2
) ≤ C‖p(t, ·)‖

L
3
2 (Bx0,ρ)

+ C‖p(t, ·)‖
L

3
2 (Bx0,ρ)

. (3.2.6)

Enfin, comme p ∈ L
3
2
t L

3
2
x (Qρ) par hypothèse et puisque p ∈ L∞

t L
3
2
x (Qρ) ⊂ L

3
2
t L

3
2
x (Qρ) par (3.2.5),

en prenant la norme L
3
2 dans l’intervalle de temps ]t0 − ρ2

4 , t0[ dans l’expression ci-dessus, nous
obtenons

‖Π‖
L

3
2
t L

∞
x (Q ρ

2
)
≤ C‖p‖

L
3
2
t L

3
2
x (Qρ)

+ C‖p‖
L

3
2
t L

3
2
x (Qρ)

< +∞. (3.2.7)

La décomposition (3.2.4) de la pression et les contrôles (3.2.5)-(3.2.7) seront utiles par la suite.

Ces trois points terminent les résultats préliminaires.

Démonstration du Théorème 3.2.1. Nous allons maintenant prouver que u⃗ ∈ L∞
t,x(Qr) pour certain

r > 0 tel que 0 < r ≤ R
2 . Pour cela, nous procédons par contradiction. Ainsi, supposons que pour tout

0 < r ≤ R
2 , nous avons u⃗ /∈ L∞(Qr(t0, x0)) i.e., le point (t0, x0) est partiellement singulier au sens de la

Définition 2.4.1, page 129. La stratégie consistera à appliquer un changement d’échelle autour du point
(t0, x0) et à étudier le comportement de certaines fonctions limites afin d’obtenir une contradiction.
Considérons donc, pour tout k ∈ N, la suite

λk =
√
t0 − tk,

où (tk)k∈N est une suite telle que pour tout k ∈ N, 0 < tk < t0 et tk −→
k→+∞

t0. On remarque que
(λk)k∈N −→

k→+∞
0 et qu’il s’agit d’une suite bornée.

Nous étendons maintenant les fonctions (u⃗, p, ω⃗) par 0 à l’extérieur de QR
2
(t0, x0) et nous les

désignons par (u⃗, p, ω⃗). Pour tout k ∈ N, considérons maintenant u⃗k, ω⃗k et pk les fonctions définies
par la mise à l’échelle suivant

u⃗k(s, y) = λku⃗(tk + λ2ks, x0 + λky), pk(s, y) = λ2kp(tk + λ2ks, x0 + λky)

et ω⃗k = λ2kω⃗(tk + λ2ks, x0 + λky),
(3.2.8)

pour tout (s, y) ∈ [0, 1]× R3.
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Remarque 3.2.1. Le support des fonctions (u⃗k, pk, ω⃗k) est inclus dans Q R
2λk

(1, 0). Ainsi, dans la

suite, nous considérerons k suffisamment grand pour que (t0 − tk) <
R2

4 et donc 1 < R
2λk

(rappelons
que (λk)k∈N converge vers 0). Par conséquent, les valeurs des fonctions u⃗k, pk et ω⃗k dans ]0, 1[×B0, R

2λk

correspondent à celles de (u⃗, p, ω⃗) dans ]tk, t0[×Bx0,R2 .

Il convient de noter que (u⃗k, pk, ω⃗k) n’est pas une solution des systèmes de fluides micro-polaires
à cause de l’absence d’invariance de changement d’échelle de l’équation (3.1.2). Néanmoins le triplet
(u⃗k, pk, ω⃗k) satisfait l’équation

∂tu⃗k = ∆u⃗k − (u⃗k · ∇⃗k)u⃗k − ∇⃗pk +
1

2
∇⃗ ∧ ω⃗k, (3.2.9)

dans ]0, 1[×B0, R
2λk

, qui peut être considérée comme les équations équations de Navier-Stokes classiques

avec une force extérieure ∇⃗ ∧ ω⃗k. Nous voulons maintenant prouver les convergences suivantes

∇⃗ ∧ ω⃗k −−−−→
k→+∞

0, pk −−−−→
k→+∞

p∞ et u⃗k −−−−→
k→+∞

u⃗∞,

dans un sens qui nous allons préciser plus tard, afin de déduire que (u⃗∞, p∞) est une solution des
équations de Navier-Stokes dans ]0, 1[×R3,

∂tu⃗∞ = ∆u⃗∞ − div(u⃗∞ ⊗ u⃗∞)− ∇⃗p∞,

puis une étude détaillée des propriétés de la solution (u⃗∞, p∞) nous conduira à la contradiction sou-
haitée.

• Tout d’abord, nous étudions la convergence de la suite (∇⃗ ∧ ω⃗k)k∈N dans le
domaine ]0, 1[×R3. D’après la définition de ω⃗k donnée dans (3.2.8), puisque
supp(∇⃗ ∧ ω⃗k) ⊂ Q R

2λk

(1, 0) =]1− R2

4λ2k
, 1[×B0, R

2λk

et 1 − R2

4λ2k
< 0 par la Remarque 3.2.1, et

comme ω⃗ ∈ L2
t Ḣ

1
x nous avons

‖∇⃗ ∧ ω⃗k‖2L2(]0,1[,L2(R3)) =

∫ 1

0

∫
R3

|∇⃗ ∧ ω⃗k|2dyds =
∫ 1

0

∫
B

0, R
2λk

|λ3k(∇⃗ ∧ ω⃗)(tk + λ2ks, x0 + λky)|2dyds.

Maintenant, par un changement de variable et puisque t0 − R2

4 < tk par la Remarque 3.2.1, nous
pouvons écrire

‖∇⃗ ∧ ω⃗k‖2L2(]0,1[,L2(R3)) = λk

∫ t0

tk

∫
B

x0,
R
2

|∇⃗ ∧ ω⃗|2dyds ≤ λk

∫ t0

t0−R2

4

∫
B

x0,
R
2

|∇⃗ ∧ ω⃗|2dyds.

En utilisant le fait que ∇⃗ ∧ ω⃗ = ∇⃗ ∧ ω⃗|QR
2
(t0,x0) par construction, nous obtenons

‖∇⃗ ∧ ω⃗k‖2L2(]0,1[,L2(R3)) ≤ λk

∫
QR

2
(t0,x0)

|∇⃗ ∧ ω⃗|2dyds ≤ λk

∫
QR(t0,x0)

|∇⃗ ∧ ω⃗|2dyds. (3.2.10)

Puisque ω⃗ ∈ L2
t Ḣ

1
x(QR) par hypothèse, et que (λk)k∈N converge vers zéro lorsque k → +∞, nous

avons
∇⃗ ∧ ω⃗k −→

k→+∞
0 fortement dans L2(]0, 1[, L2(R3)).
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• Nous allons maintenant étudier la convergence de (pk)k∈N. Rappelons que pour tout k ∈ N, nous
avons pk(s, y) = λ2kp(tk + λ2ks, x0 + λky), où p = p|QR

2
(t0,x0). Puisque nous pouvons écrire la pression

p = p+Π par (3.2.4), nous avons pour tout k ∈ N, pk = p k +Π k, où

p k(s, y) = λ2kp(tk + λ2ks, x0 + λky), Π k(s, y) = λ2kΠ(tk + λ2ks, x0 + λky),

avec p = p|QR
2
(t0,x0) et Π = Π|QR

2
(t0,x0). Ainsi, par homogénéité, on a

‖pk‖
L∞(]0,1[,L

3
2 (R3))

= ‖λ2kp(tk + λ2k·, x0 + λk·)‖
L∞(]0,1[,L

3
2 (R3))

= ‖p‖
L∞(]tk,t0[,L

3
2 (R3))

.

Comme nous avons ]tk, t0[⊂]t0 − R2

4 , t0[ par la Remarque 3.2.1, on obtient

‖pk‖
L∞(]0,1[,L

3
2 (R3)

≤ ‖p‖
L∞(]t0−R2

4
,t0[,L

3
2 (B

x0,
R
2
))
= ‖p‖

L∞
t L

3
2
x (QR

2
(t0,x0))

.

En utilisant le fait que p = p|QR
2
(t0,x0) et p ∈ L∞

t L
3
2
x (QR

2
(t0, x0)) par (3.2.5), nous obtenons la borne

uniforme suivante

‖pk‖
L∞(]0,1[,L

3
2 (R3)

≤ ‖p‖
L∞
t L

3
2
x (QR

2
(t0,x0))

≤ C < +∞. (3.2.11)

Par conséquent, par le théorème de Banach-Alaoglu, il existe une sous-suite (pkj )j∈N et
p∞ ∈ L∞(]0, 1[, L

3
2 (R3)) telle que

pkj
∗−−−−→

j→+∞
p∞ dans L∞(]0, 1[, L

3
2 (R3)). (3.2.12)

Étudions maintenant la suite (Πk)k∈N. Puisque supp(Πk) ⊂ Q R
2λk

(1, 0), nous avons

‖Πk‖
L

3
2 (]0,1[,L∞(R3))

= ‖λ2kΠ(tk + λ2k·, x0 + λk·)‖
L

3
2 (]0,1[,L∞(B

0, R
2λk

))
,

et par l’homogénéité de l’espace L
3
2
t L

∞
x , on a

‖Πk‖
L

3
2 (]0,1[,L∞(R3))

= λ
2
3
k ‖Π‖

L
3
2 (]tk,t0[,L∞(B

x0,
R
2
))
≤ λ

2
3
k ‖Π‖

L
3
2 (]t0−R2

4
,t0[,L∞(B

x0,
R
2
))
.

Maintenant, comme Π = Π|QR
2
(t0,x0) et Π ∈ L

3
2
t L

∞
x (QR

2
) par (3.2.7), on obtient

‖Πk‖
L

3
2 (]0,1[,L∞(R3))

≤ Cλ
2
3
k ‖Π‖

L
3
2
t L

∞
x (QR

2
(t0,x0))

≤ Cλ
2
3
k . (3.2.13)

Comme (λk)k∈N tend vers zéro lorsque k → +∞ nous pouvons déduire que (Πk)k∈N converge vers
zéro fortement dans L

3
2 (]0, 1[, L∞(R3)).

Nous avons prouvé jusqu’à présent que (pkj )j∈N converge vers p∞ par (3.2.12) et que (Πk)k∈N
tend vers zéro. Maintenant, puisque pk = pk + Πk, nous pouvons obtenir, à une sous-suite près,
la convergence faible de (pk)k∈N vers p∞ dans L∞

t L
3
x. Cependant, nous devons étudier plus en

détail la convergence de (pk)k∈N. En effet, prouvons que (pk)k∈N est uniformément bornée dans
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(L
3
2 (]0, 1[, L

3
2 (R3)))loc. Pour démontrer cette affirmation, nous utiliserons à nouveau la décomposi-

tion pk = pk +Πk et les estimations précédentes obtenues sur pk et Πk. Ainsi, pour tout ensemble
compact Q = [a, b]×B0,1 ⊂ R3, puisque pk = pk +Πk, nous avons∫

Q
|pk|

3
2dyds ≤ C

∫ 1

0

∫
B
|pk|

3
2dyds+ C

∫ 1

0

∫
B
|Πk|

3
2dyds.

Puisque supp(pk) ⊂ Q R
2λk

(1,0) et λk −−−−→
k→+∞

0, nous pouvons considérer k suffisamment grand pour
que Q ⊂ Q R

2λk

(1, 0). Maintenant, en utilisant le fait que (pk)k∈N est uniformément borné dans

L∞(]0, 1[, L
3
2 (R3)) par (3.2.11), nous avons∫ 1

0

∫
B
|pk|

3
2dyds =

∫ 1

0
‖pk(s, ·)‖

3
2

L
3
2 (B)

ds ≤ C‖pk‖
3
2

L∞(]0,1[,L
3
2 (R3))

≤ C.

De plus, puisque ‖Πk‖
L

3
2 (]0,1[,L∞(R3))

≤ Cλ
2
3
k par (3.2.13), nous obtenons

∫ 1

0

∫
B
|Πk|

3
2dyds ≤ |B|

∫ 1

0
‖Πk(s, ·)‖

3
2

L∞(B)ds ≤ C‖Πk‖
3
2

L
3
2 (]0,1[,L∞(R3))

≤ Cλ
2
3
k < C,

où nous avons utilisé le fait que (λk)k∈N est une suite bornée. Ensuite, à partir des deux estimations
précédentes, nous obtenons ∫

Q
|pk|

3
2dyds ≤ C. (3.2.14)

Ainsi, (pk)k∈N est uniformément borné dans (L
3
2 (]0, 1[, L

3
2 (R3)))loc et par le théorème de Banach-

Alaoglu et l’unicité de la limite, il existe une sous-suite (pkj )j∈N telle que

pkj
∗−−−−→

j→+∞
p∞ in (L

3
2
t L

3
2
x )loc. (3.2.15)

Remarquons que nous avons obtenu un raffinement de la convergence faible de (pk)k∈N dans L∞
t L

3
2
x .

• Étudions maintenant la convergence de (u⃗k)k∈N. Tout d’abord, observons que (u⃗k)k∈N est unifor-
mément borné dans L∞(]0, 1[, L3(R3)). En effet en utilisant la définition de u⃗k donnée dans (3.2.8),
par homogénéité et puisque t− R2

4 < tk par la Remarque 3.2.1, nous avons

‖u⃗k‖L∞(]0,1[,L3(R3)) = ‖λku⃗(tk + λ2k·, x0 + λk·)‖L∞(]0,1[,L3(R3))

= ‖u⃗‖L∞(]tk,t0[,L3(R3)) ≤ ‖u⃗‖
L∞(]t0−R2

4
,t0[,L3(R3))

.

Alors, comme u⃗ = u⃗|QR
2
(t0,x0) et u⃗ ∈ L∞

t L
3
x(QR) par hypothèse, nous avons

‖u⃗k‖L∞(]0,1[,L3(R3)) ≤ ‖u⃗‖L∞
t L3

x(QR
2
(t0,x0)) < +∞, (3.2.16)

alors par le Théorème de Banach-Alaoglu, il existe une sous-suite (u⃗kj )j∈N telle que

u⃗kj
∗−−−−→

j→+∞
u⃗∞ ∈ L∞(]0, 1[, L3(R3)). (3.2.17)

Néanmoins, cette convergence n’est pas suffisante pour conclure que (u⃗∞, p∞) satisfait les équations
de Navier-Stokes (3.2.25) et donc nous devons utiliser l’inégalité d’énergie locale afin d’obtenir des
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convergences plus fortes. À cette fin, nous fixons φ ∈ C∞
0 (]0, 1[×R3) de telle sorte que supp(φ) ⊂

]a, b[×B avec 0 < a < b < 1 et B un ensemble borné de R3. Pour tout k ∈ N, nous définissons
φk(·, ·) = φ( ·−tk

λ2k
, ·−x0λk

). Observons que les fonctions étendues (u⃗, p, ω⃗) satisfont l’inégalité locale∫
R3

|u⃗|2φk(t, y)dy + 2

∫ t

−∞

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗|2φkdyds ≤
∫ t

−∞

∫
R3

(∂tφk +∆φk)|u⃗|2dyds

+2

∫ t

−∞

∫
R3

p(u⃗ · ∇⃗φk)dyds+
∫ t

−∞

∫
R3

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)φkdyds+

∫ t

−∞

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗) · (φku⃗)dyds.

En appliquant le changement de variable τ = s−tk
λ2k

, y = y−x0
λk

et puisque supp(φ) ⊂]a, b[×B, nous
avons∫

R3

|u⃗k|2φ(τ, y)dy + 2

∫ b

a

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗k|2φdydτ ≤
∫ b

a

∫
R3

(∂tφ+∆φ)|u⃗k|2dydτ︸ ︷︷ ︸
(I)

+ 2

∫ b

a

∫
R3

pk(u⃗k · ∇⃗φ)dydτ︸ ︷︷ ︸
(II)

+

∫ b

a

∫
R3

|u⃗k|2(u⃗k · ∇⃗)φdydτ︸ ︷︷ ︸
(III)

+

∫ b

a

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗k) · (φu⃗k)dydτ︸ ︷︷ ︸
(IV )

. (3.2.18)

Comme supp(u⃗k) ⊂ Q R
2λk

(1, 0) =]1− R2

4λ2k
, 1[×B0, R

2λk

, nous considérons k suffisamment grand pour
que B ⊂ B0, R

2λk

(rappelons que la suite (λk)k∈N converge vers zéro). Notre but est maintenant
d’obtenir des estimations uniformes de (u⃗k)k∈N, pour lesquelles nous contrôlerons chaque terme du
côté droit de (3.2.18).
∗ Pour (I) grâce à l’inégalité de Hölder avec (1 = 1

3 +
2
3), comme supp(φ) ⊂]a, b[×B ⊂]0, 1[×B et

(u⃗k)k∈N est uniformément bornée dans L∞(]0, 1[, L3(R3)) par (3.2.16), nous obtenons∫ b

a

∫
R3

(∂tφ+∆φ)|u⃗k|2dydτ ≤
∫ 1

0
‖∂tφ+∆φ‖L3(B)‖u⃗k(τ, ·)‖2L3(B)dτ

≤ C‖u⃗k‖2L∞
t L3

x
≤ C. (3.2.19)

∗ Pour le terme (II) dans (3.2.18), grâce à l’inégalité de Hölder (1 = 2
3 + 1

3 + 1
∞), nous avons∫ b

a

∫
R3

pk(u⃗k · ∇⃗φ)dydτ ≤
∫ b

a
‖pk(τ, ·)‖

L
3
2 (B)

‖u⃗k(τ, ·)‖L3(B)‖∇⃗φ(τ, ·)‖L∞(B)dτ.

Alors, grâce à l’inégalité de Hölder dans la variable temps (1 = 2
3 +

1
∞ + 1

3), et puisque (u⃗k)k∈N
est uniformément borné dans L∞(]0, 1[, L3(R3)) par (3.2.16) et (pk)k∈N est uniformément borné
dans (L

3
2 (]0, 1[, L

3
2 (R3)))loc par (3.2.14), on a∫ b

a

∫
R3

pk(u⃗k · ∇⃗φ)dydτ ≤ C‖pk‖
L

3
2
t L

3
2
x (]a,b[×B)

‖u⃗k‖L∞
t L3

x
‖∇⃗φ‖L3

tL
∞
x

≤ C. (3.2.20)

∗ Le terme (III) dans (3.2.18) découle immédiatement du fait que (u⃗k)k∈N est uniformément
borné dans L∞(]0, 1[, L3(R3)), en effet nous avons∫ b

a

∫
R3

|u⃗k|2(u⃗k · ∇⃗)φdydτ ≤
∫ 1

0

∫
R3

|u⃗k|3|∇⃗φ|dydτ ≤ C‖∇⃗φ‖L∞
t,x
‖u⃗k‖3L∞

t L3
x
≤ C. (3.2.21)
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∗ Pour le dernier terme (IV ) de (3.2.18), par l’inégalité de Hölder (1 = 1
2 + 1

6 + 1
3) nous avons∫ b

a

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗k) · (φu⃗k)dydτ ≤ C

∫ 1

0
‖∇⃗ ∧ ω⃗k(τ, ·)‖L2(B)‖φ(τ, ·)‖L6(B)‖u⃗k(τ, ·)‖L3(B)dτ,

maintenant, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans la variable temps, nous obtenons∫ b

a

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗k) · (φu⃗k)dydτ ≤ C‖∇⃗ ∧ ω⃗k‖L2
t,x
‖φ‖L2

tL
6
x
‖u⃗k‖L∞

t L3
x
.

Comme, ‖∇⃗ ∧ ω⃗k‖L2
tL

2
x
≤ λk‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

tL
2
x

par (3.2.10) et ‖u⃗k‖L∞
t L3

x
≤ C par (3.2.16), on a∫ b

a

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗k) · (φu⃗k)dydτ ≤ Cλ
1
2
k ‖∇⃗ ∧ ω⃗‖L2

t,x
≤ C, (3.2.22)

où nous avons utilisé le fait que (λk)k∈N est une suite bornée.

Ainsi, à partir des estimations (3.2.19)-(3.2.22), nous déduisons qu’il existe une
constante C > 0 (indépendante de k) telle que le côté gauche de (3.2.18) satisfait∫
R3

|u⃗k|2φdy +
∫ b

a

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗k|2φdydτ ≤ C. Par conséquent, nous obtenons que pour toute

fonction de test φ ∈ D(]0, 1[×R3), la suite

(φu⃗k)k∈N reste uniformément bornée dans L∞
t L

2
x ∩ L2

t Ḣ
1
x. (3.2.23)

De plus, puisque (u⃗k, pk) satisfait les équations de Navier-Stokes (3.2.9), il est possible d’obtenir
que (φ∂tu⃗k)k∈N reste uniformément borné dans L

3
2
t H

− 3
2

x , (voir par exemple l’étape 3 de la preuve
du Théorème 14.1 du livre [61]). Donc, par le théorème de Rellich-Lions (voir [61, Théorème
12.1]), on peut trouver une sous-suite (u⃗kj )j∈N telle que dans le domaine ]0, 1[×R3 on a d’une part
que u⃗kj converge faiblement- ∗ vers u⃗∞ dans (L∞

t L
2
x ∩ L2

t Ḣ
1
x)loc et d’autre part que u⃗kj converge

fortement vers u⃗∞ dans (L2
tL

2
x)loc.

De plus, on peut déduire que l’on a

u⃗kj −→
j→+∞

u⃗∞ dans (L3
tL

3
x)loc, (3.2.24)

En effet, puisque (u⃗kj )j∈N est uniformément borné dans (L∞
t L

2
x ∩ L2

tL
6
x)loc par (3.2.23)

et dans L∞
t L

3
x par (3.2.16), en utilisant un argument d’interpolation, nous obtenons

‖u⃗kj‖L4
tL

4
x

≤ ‖u⃗kj‖
1
2

L2
tL

6
x
‖u⃗kj‖

1
2

L∞
t L3

x
≤ C < +∞. Ainsi, (u⃗kj )j∈N est uniformément borné

dans (L4
tL

4
x)loc. Ce fait, ainsi que la convergence forte dans (L2

tL
2
x)loc, qui est donnée par le

théorème de Rellich-Lions, implique la convergence forte dans (L3
tL

3
x)loc.

Nous avons terminé l’étude de la suite (u⃗k)k∈N.

En résumé, nous avons obtenu, à une sous-suite près, que le triplet (u⃗k, pk, ∇⃗ ∧ ω⃗k) converge vers
(u⃗∞, p∞, 0) dans un certain sens (fort ou faible), et nous pouvons alors déduire que (u⃗∞, p∞) est une
solution faible des équations de Navier-Stokes en ]0, 1[×R3,

∂tu⃗∞ = ∆u⃗∞ − div(u⃗∞ ⊗ u⃗∞)− ∇⃗p∞. (3.2.25)
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De plus, à partir de la convergence faible de (pkj )j∈N donnée dans (3.2.15) et de la convergence forte
de (u⃗kj )j∈N dans (L3

tL
3
x)loc donnée dans (3.2.24), il est possible de déduire que (u⃗∞, p∞) est une

solution adaptée des équations de Navier-Stokes en ]0, 1[×R3, au sens de la Définition 2.1.3, page
39. Ce fait peut être vu avec tous les détails dans l’étape 4 de la preuve du Théorème 14.1 du livre [61].

Nous exploiterons cette propriété par la suite, mais nous avons besoin d’autres propriétés sur
(u⃗∞, p∞) afin d’obtenir la contradiction finale. En effet, nous montrerons que d’une part, cette
solution est une solution non triviale des équations de Navier-Stokes, et d’autre part, en utilisant
la théorie de l’unicité de la équations de la chaleur développée dans [34], [61] ou [91], nous dédui-
rons que cette solution doit être identiquement nulle, ce qui nous conduira à la contradiction souhaitée.

Prouvons maintenant que (u⃗∞, p∞) est une solution non triviale. Pour cela nous allons étudier
de manière plus fine la limite qui nous a conduit à (u⃗∞, p∞). Soit 0 < a � 1

2 un petit paramètre
qui sera fixé plus tard. Puisque (u⃗, p, ω⃗) est une solution partiellement adaptées avec (t0, x0) un point
partiellement singulier, on peut considérer k suffisamment grand pour que 0 < aλk ≤ R

4 et on peut
utiliser la caractérisation des points singuliers donnée dans la Proposition 2.4.4 page 130 (qui est
valable pour tout rayon 0 < aλk < 1) pour obtenir l’existence d’un petit paramètre ϵ > 0, donné par
le Théorème 2.3.2, page 106, tel que

0 < ϵ <
1

(aλk)2

∫
Qaλk

(t0,x0)
|u⃗|3 + |p|

3
2dyds,

Maintenant, observons que par un changement d’échelle, nous avons

ϵ <
1

(aλk)2

∫
Qaλk

(t0,x0)
|u⃗|3 + |p|

3
2dyds =

1

a2

∫ 1

1−a2

∫
B0,a

|u⃗k|3 + |pk|
3
2dyds. (3.2.26)

Pour étudier plus en détail l’expression précédente, nous devons obtenir quelques estimations sur la
pression (pk)k∈N. Puisque (u⃗k, pk) est une solution du système (3.2.9) qui peut être considéré comme
les équations de Navier-Stokes avec une force externe ∇⃗∧ω⃗k, la pression satisfait −∆pk = div(div(u⃗k⊗
u⃗k)). Par conséquent, en suivant les mêmes arguments que dans (3.2.4), nous pouvons décomposer la
pression pk = p̃k+Π̃k où p̃k =

1
(−∆)(div(div(ϕu⃗k ⊗ u⃗k)) avec ϕ une fonction de test positive supportée

dans B0,2a telle que ϕ = 1 dans B0,a, et Π̃k est une fonction harmonique définie par Π̃k = pk − p̃k.
Maintenant, en utilisant le fait que les transformées de Riesz sont bornées dans L

3
2 (R3), nous avons

‖p̃k(t, ·)‖
L

3
2
x (B0,2a)

≤ ‖p̃k(t, ·)‖
L

3
2 (R3)

=

∥∥∥∥ 1

(−∆)
(div(div(ϕu⃗k ⊗ u⃗k))(t, ·)

∥∥∥∥
L

3
2 (R3)

≤ C‖ϕ(u⃗k ⊗ u⃗k)(t, ·)‖2
L

3
2 (R3)

.

De plus, puisque supp(ϕ) ⊂ B0,2a, nous avons

‖p̃k(t, ·)‖
L

3
2
x (B0,2a)

≤ C‖ϕ‖L∞(R3)‖u⃗k(t, ·)‖2L3(B0,2a)
≤ C‖u⃗k(t, ·)‖2L3(B0,2a)

. (3.2.27)

Comme Π̃k est une fonction harmonique, par les mêmes arguments que dans (3.2.6), i.e., les estimations
locales pour les fonctions harmoniques, nous obtenons

‖Π̃k(t, ·)‖L∞(B0,a) ≤ C‖Π̃k(t, ·)‖
L

3
2 (B0,2a)

≤ C‖p̃k(t, ·)‖
L

3
2 (B0,2a)

+ C‖pk(t, ·)‖
L

3
2 (B0,2a)

,
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et en utilisant l’estimation (3.2.27), nous avons

‖Π̃k(t, ·)‖L∞(B0,a) ≤ C‖u⃗k(t, ·)‖2L3(B0,2a)
+ C‖pk(t, ·)‖

L
3
2 (B0,2a)

. (3.2.28)

En revenant à (3.2.26), en utilisant que pk = p̃k + Π̃k, nous avons

ϵ <
1

a2

∫ 1

1−a2

∫
B0,a

|u⃗k|3 + |pk|
3
2dyds ≤ 1

a2

∫ 1

1−a2

∫
B0,a

|u⃗k|3 + C|p̃k|
3
2 + C|Π̃k|

3
2dyds

<
1

a2

∫ 1

1−a2

∫
B0,a

|u⃗k|3dyds+
C

a2

∫ 1

1−a2

∫
B0,a

|p̃k|
3
2dyds+

C

a2

∫ 1

1−a2

∫
B0,a

|Π̃k|
3
2dyds. (3.2.29)

Étudions chaque terme de l’expression ci-dessus. Pour le premier, il est facile de voir que l’on a

1

a2

∫ 1

1−a2

∫
B0,a

|u⃗k|3dyds ≤
1

a2

∫ 1

1−(2a)2

∫
B0,2a

|u⃗k|3dyds =
1

a2
‖u⃗k‖3L3

tL
3
x(Q2a(1,0))

. (3.2.30)

Pour le deuxième terme de (3.2.29), nous avons

1

a2

∫ 1

1−a2

∫
B0,a

|p̃k|
3
2dyds ≤ 1

a2

∫ 1

1−(2a)2
‖p̃k(s, ·)‖

3
2

L
3
2 (B0,2a)

ds ≤ C

a2

∫ 1

1−(2a)2
‖u⃗k(s, ·)‖3L3(B0,2a)

ds

≤ C

a2
‖u⃗k‖3L3

tL
3
x(Q2a(1,0))

. (3.2.31)

Pour le troisième terme de (3.2.29), comme ‖Π̃k(s, ·)‖L∞(B0,a) ≤ C‖u⃗k(s, ·)‖2L3(B0,2a)
+

C‖pk(s, ·)‖
L

3
2 (B0,2a)

par (3.2.28), nous avons

1

a2

∫ 1

1−a2

∫
B0,a

|Π̃k|
3
2dyds ≤ Ca

∫ 1

1−a2
‖Π̃k(t, ·)‖

3
2

L∞(B0,a)
ds

≤ Ca

(∫ 1

1−a2
‖u⃗k(s, ·)‖3L3(B0,2a)

+

∫ 1

1−a2
‖pk(s, ·)‖

3
2

L
3
2 (B0,2a)

ds

)
≤ Ca

(
‖u⃗k‖3L∞

t L3
x
+ ‖pk‖

3
2

L
3
2
t L

3
2
x (Q2a(1,0))

)
.

Ainsi, puisque (u⃗k)k∈N est uniformément borné dans L∞(]0, 1[, L3(R3)) par (3.2.16) et (pk)k∈N est
uniformément borné dans (L

3
2 (]0, 1[, L

3
2 (R3)))loc par (3.2.14), nous obtenons que

1

a2

∫ 1

1−a2

∫
B0,a

|Π̃k|
3
2dyds ≤ Ca. (3.2.32)

Ensuite, en regroupant toutes les estimations (3.2.30)-(3.2.32) dans (3.2.29), nous obtenons

ϵ <
C

a2
‖u⃗k‖3L3

tL
3
x(Q2a(1,0))

+ Ca,

que nous réécrivons de la manière suivante a2ϵ−C∗a
3 < C‖u⃗k‖3L3

tL
3
x(Q2a(1,0))

. En considérant a tel que
a < ϵ

C∗
, nous pouvons trouver une constante ϵ∗ > 0, 0 < ϵ∗ < a2ϵ− C∗a

3 telle que

0 < ϵ∗ < C‖u⃗k‖3L3
t,x(Q2a(1,0))

.
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Ainsi, à partir de la convergence forte dans (L3
t,x)loc de (u⃗kj )j∈N donnée dans (3.2.24), nous obtenons

0 < ϵ∗ <

∫
Q2a

|u⃗∞|3dyds. (3.2.33)

Nous avons ainsi prouvé que (u⃗∞, p∞) est une solution non triviale des équations de Navier-Stokes.

Nous allons maintenant démontrer une contradiction en montrant que u⃗∞ ≡ 0. Pour cela, nous
rappelons que la solution limite (u⃗∞, p∞) satisfait les équations de Navier-Stokes (3.2.25) et que nous
pouvons donc considérer les théories d’unicité rétrograde développées dans l’article [34], qui peuvent
être résumées dans la proposition suivante :

Proposition 3.2.1 (Unicité rétrograde). Soit (v⃗, h) une solution des équations de Navier-Stokes sur
]0, 1[×R3, i.e. nous avons

∂tv⃗ = ∆v⃗ − (v⃗ · ∇⃗)v⃗ − ∇⃗h, div(v⃗) = 0.

Supposons en outre que v⃗ ∈ L∞
t L

2
x ∩ L2

t Ḣ
1
x et pour tout ϕ ∈ C∞

0 (]0, 1[×R3), le couple (v⃗, h) satisfait
l’inégalité d’énergie locale suivante∫

R3

|v⃗|2ϕ(t, ·)dy+2

∫
s<t

∫
R3

|∇⃗ ⊗ v⃗|2ϕdyds ≤
∫
s<t

∫
R3

(∂tϕ+∆ϕ)|v⃗|2dyds (3.2.34)

+ 2

∫
s<t

∫
R3

h(v⃗ · ∇⃗ϕ)dyds+
∫
s<t

∫
R3

|v⃗|2(v⃗ · ∇⃗)ϕdyds.

Si v⃗ ∈ L∞(]0, 1[, L3(R3)) et v⃗(1, ·) = 0, alors v⃗ = 0 sur ]0, 1]× R3.

Pour une preuve de cette proposition, nous renvoyons au livre [61, Théorème 15.4] dont la
démonstration est basée de l’article [34].

Vérifions maintenant que le couple (u⃗∞, p∞) satisfait les hypothèses de la proposition précédente.
Tout d’abord, remarquons que (u⃗∞, p∞) satisfait l’inégalité d’énergie locale (3.2.34) puisqu’il s’agit
d’une solution adaptée des équations de Navier-Stokes (3.2.25). De plus, nous avons également que
u⃗ ∈ L∞(]0, 1[, L3(R3)) par (3.2.17), il suffit donc de prouver que u⃗∞(1, ·) = 0. Pour ce faire, re-
marquons que pour tout j ∈ N, nous avons u⃗kj ∈ L∞(]0, 1[, L2(R3)) ⊂ L1(]0, 1[,H− 3

2 (R3)) et comme
L2(R3) ⊂ H−1(R3) ⊂ H− 3

2 (R3) et que nous avons ∂tu⃗kj ∈ L
3
2 (]0, 1[,H− 3

2 (R3)) ⊂ L1(]0, 1[,H− 3
2 (R3)).

Par conséquent, en suivant les mêmes lignes qui nous ont conduit à déduire (3.2.2), (voir aussi [61,
pag 402]), nous pouvons obtenir que

u⃗kj ∈ C([0, 1],H− 3
2 (R3)).

Ainsi, si l’on considère ϕ ∈ C∞(R) tel que ϕ = 1 sur ] −∞, 32 [ et ϕ = 0 sur ]2,+∞[, en écrivant
pour tout t ∈ [0, 1],

u⃗kj (t, ·) = −
∫ 2

t
∂t(ϕu⃗kj )ds,

on obtient que u⃗∞(t, ·) est la limite faible-∗ de u⃗kj (t, ·) dans H− 3
2 (R3) . Il s’ensuit que pour tout

t ∈ [0, 1], u⃗∞(t, ·) est bien défini dans un sens distributionnel. En particulier, u⃗∞(1, ·) est la limite
faible de u⃗kj (1, ·) dans H− 3

2 (R3). De plus, pour tout r > 0, puisque u⃗k(1, ·) = λku⃗(t0, x0 + λk·) et par
le changement de variable z = x0 + λkjy, nous avons∫

B0,r

|u⃗kj (1, y)|
3dy =

∫
B0,r

λ3kj |u⃗(t0, x0 + λkjy)|
3dy =

∫
Bx0,λkj

r

|u⃗(t0, z)|3dz.
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Remarquons que u⃗(t0, ·) ∈ L3(Bx0,R2
) par (3.2.3) et puisque u⃗ = u⃗|QR

2 (t0,x0)
, nous avons que u⃗(t0, ·) ∈

L3(R3). Ainsi, comme λkj =
√
t0 − tkj −→

j→+∞
0, la fonction 1Bx0,λkj

r
converge ponctuellement vers 0

lorsque j → +∞. Par conséquent, en vertu du théorème de convergence dominée, on a∫
B0,r

|u⃗kj (1, y)|
3dy =

∫
R3

1Bx0,λkj
r
(z)|u⃗(t0, z)|3dz −→

j→+∞
0.

Par conséquent, la suite (u⃗kj (1, ·))j∈N converge faiblement-∗ vers 0 dans L3(R3) et par l’unicité de la
limite, nous obtenons que u⃗∞(1, ·) = 0.

Nous disposons maintenant de toutes les hypothèses nécessaires pour appliquer la Proposition 3.2.1
(i.e., (u⃗∞, p∞) est une solution adaptée, u⃗∞ ∈ L∞(]0, 1[, L3(R3)) par (3.2.17) et u⃗∞(1, ·) = 0) nous
obtenons donc que u⃗∞ = 0 sur ]0, 1]× R3, et alors∫

Q2a

|u⃗∞|dyds = 0,

ce qui est une contradiction avec (3.2.33). Nous pouvons conclure que u⃗ est en fait borné dans
Qr(t0, x0) pour tout 0 < r ≤ R

2 . Ceci termine la preuve du Théorème 3.2.1. ■

3.2.2. Une caractérisation des points partiellement singuliers
Nous avons le résultat suivant.

Théorème 3.2.2 (Version globale). Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible sur ]0,+∞[×R3 du système
micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2) avec u⃗, ω⃗ ∈ L∞

t L
2
x ∩ L2

t Ḣ
1
x tels que pour 0 < δ < T < +∞ nous

avons u⃗ ∈ L∞(]δ, T [, L3(R3)). Alors la vitesse u⃗ ∈ C(]δ, T [, L3(R3)) si et seulement si chaque point
(t0, x0) ∈]δ, T [×R3 est un point partiellement régulier.

La principale différence entre ce résultat et le Théorème 3.2.2, réside dans le fait que nous ne
requérons plus ici la condition de solution partiellement adaptée. En effet, comme nous le verrons plus
loin, l’hypothèse u⃗ ∈ L∞(]0, T [, L3(R3)) est suffisamment forte pour assurer une estimation globale
intéressante. Notons que dans ce théorème, nous obtenons, à partir d’une seule hypothèse sur u⃗, le
caractère borné du champ de vitesse u⃗ et ceci implique la régularité de (u⃗, ω⃗).

Démonstration du Théorème 3.2.2. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible de type Leray des équations
des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2) telle que u⃗, ω⃗ ∈ L∞(]0,+∞[, L2(R3))∩L2(]0,+∞[, Ḣ1(R3))

et nous supposons que pour 0 < δ < T < +∞, nous avons u⃗ ∈ L∞(]δ, T [, L3(R3)). Notre but consiste
à prouver que, sous les hypothèses précédentes, la condition u⃗ ∈ C(]δ, T [, L3(R3)) est équivalente au
fait que tout point (t0, x0) ∈]δ, T [ est partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1.

Pour ce faire, nous allons d’abord établir quelques propriétés de la solution faible (u⃗, p, ω⃗).
• Prouvons d’abord que u⃗(t, ·) ∈ L3(R3) pour tout t ∈ [δ, T ]. Observons que contrairement à la preuve

du Théorème 3.2.1, nous pouvons utiliser ici les propriétés des solutions faibles des équations de
Navier-Stokes. En effet, puisque (u⃗, p) est une solution faible de l’équation (3.1.1) qui peut être
vue comme les équations de Navier-Stokes avec une force extérieure ∇⃗ ∧ ω⃗ ∈ L2

t,x, il est possible de
déduire que u⃗ est L2(R3) faiblement continue en temps i.e., pour tout t ∈ [δ, T ] l’application

t 7−→
∫
R3

u⃗(t, x)φ⃗(x)dx, (3.2.35)
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est continue pour tout φ⃗ ∈ L2(R3). Voir par exemple le Théorème 3.8 dans le livre [85] ou le
Lemme 3.4 dans [98] pour une preuve de ce fait en plus de détails. Maintenant, fixons t ∈ [δ, T ] et
considérons une suite (tk)k∈N dans ]δ, T [ telle que tk −→

k→+∞
t. Puisque ‖u⃗(tk, ·)‖L3 ≤ ‖u⃗‖L∞

t L3
x
, en

utilisant le théorème de Banach-Alaoglu, il existe une sous-suite (u⃗(tkj , ·))j∈N telle que u⃗(tkj , ·) −→
v⃗(t, ·) faiblement-∗ dans L3(R3). D’autre part, comme l’application (3.2.35) est continue pour
tout ϕ ∈ L2(R3), en particulier elle est continue pour tout ψ ∈ C∞

0 (R3), et donc nous avons∫
R3

u⃗(tkj , x)ψ(x)dx −→
j→+∞

∫
R3

u⃗(t, x)ψ(x)dx. Puisque C∞
0 (R3) est dense dans L

3
2 (R3), par l’unicité

de la limite, nous obtenons u⃗(t, ·) = v⃗(t, ·) ∈ L3(R3). Nous avons donc prouvé que

pour tout t ∈ [δ, T ], u⃗(t, ·) ∈ L3(R3). (3.2.36)

• Nous prouvons maintenant que, pour tout ensemble ouvert B ⊂ R3, le triplet (u⃗, p, ω⃗) est une
solution partiellement adaptée des équations des fluides micro-polaires dans ]δ, T [×B au sens de la
Définition 2.3.2, page 69. En effet, puisque u⃗, ω⃗ ∈ L∞(]0,+∞[L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[, Ḣ1(R3)) nous
avons immédiatement u⃗, ω⃗ ∈ L∞(]δ, T [, L2(B)) ∩ L2(]δ, T [, Ḣ1(B)). Ainsi, il suffit de montrer que
p ∈ L

3
2 (]δ, T [, L

3
2 (B)) et (u⃗, p, ω⃗) satisfait l’inégalité d’énergie locale suivante : pour tout ϕ ∈

C∞
0 (]δ, T [×B),∫

R3

|u⃗|2ϕ(t, ·)dx+ 2

∫
s<t

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗|2ϕdyds ≤
∫
s<t

∫
R3

(∂tϕ+∆ϕ)|u⃗|2dyds

+ 2

∫
s<t

∫
R3

p(u⃗ · ∇⃗ϕ)dyds+
∫
s<t

∫
R3

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ϕdyds

+

∫
s<t

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ϕu⃗)dyds. (3.2.37)

Pour prouver que p ∈ L
3
2 (]δ, T [, L

3
2 (B)), rappelons que la pression satisfait l’équation

p = 1
(−∆) div div(u⃗⊗ u⃗) sur R3. Par conséquent, en utilisant le fait que les transformées de Riesz

sont bornés dans L
3
2 (R3), nous avons

‖p(t, ·)‖
L

3
2 (B)

≤
∥∥∥∥ 1

(−∆)
div div(u⃗⊗ u⃗)(t, ·)

∥∥∥∥
L

3
2 (R3)

≤ C‖u⃗⊗ u⃗(t, ·)‖
L

3
2 (R3)

≤ C‖u⃗(t, ·)‖2L3(R3).

En considérant la norme L
3
2 dans l’intervalle de temps ]δ, T [, dans l’expression ci-dessus, et puisque

u⃗ ∈ L∞(]δ, T [, L3(R3)) par hypothèse, on a

‖p‖
L

3
2
t L

3
2
x (]δ,T [×B)

≤ C‖u⃗‖2
L

3
2 (]δ,T [,L3(R3))

≤ C‖u⃗‖2L∞(]δ,T [,L3(R3)) < +∞. (3.2.38)

Prouvons maintenant que (u⃗, p, ω⃗) satisfait l’inégalité d’énergie locale (3.2.37). Puisque
u⃗ ∈ L2

t Ḣ
1
x ⊂ L2

tL
6
x et u⃗ ∈ L∞(]δ, T [, L3(R3)) par hypothèse, en utilisant un argument d’interpo-

lation, nous avons

‖u⃗‖L4(]δ,T [,L4(B)) ≤ ‖u⃗‖
1
2

L∞(]δ,T [,L3(B))
‖u⃗‖

1
2

L2(]δ,T [,L6(B))
≤ ‖u⃗‖

1
2

L∞(]δ,T [,L3(R3))
‖u⃗‖

1
2

L2(]δ,T [,L6(R3))
< +∞.

Ainsi, comme (u⃗, p, ω⃗) satisfait la première équation des équations des fluides micro-polaires
(3.1.1), et nous avons déduit que u⃗ ∈ L4(]δ, T [, L4(B)) et p ∈ L

3
2 (]δ, T [, L

3
2 (B)), il est possible de

voir que chaque terme de l’inégalité d’énergie locale (3.2.37) est bien défini, voir [61, Proposition
13.3]. Par conséquent, puisque u⃗, ω⃗ ∈ L∞(]δ, T [, L2(B)) ∩ L2(]δ, T [, Ḣ1(B)), p ∈ L

3
2 (]δ, T [, L

3
2 (B)),

et que l’inégalité locale d’énergie est satisfaite, on obtient que pour tout ensemble ouvert B ⊂ R3,
le triplet (u⃗, p, ω⃗) est une solution partiellement adaptée sur ]δ, T [×B.
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Après avoir obtenu les deux points précédents, nous continuons avec la preuve du Théorème 3.2.2.

Montrons tout d’abord que si u⃗ ∈ C(]δ, T [, L3(R3)) ∩ L∞(]δ, T [, L3(R3)) alors chaque point
(t0, x0) ∈]δ, T [×R3 est partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1. Remarquons que,
puisque u⃗ ∈ L∞(]δ, T [, L3(R3)), pour tout (t0, x0) ∈]δ, T [×R3, il existe 0 < R <

√
t0 − δ tel que

u⃗ ∈ L∞
t L

3
x(QR(t0, x0)). De plus, comme nous avons montré que (u⃗, p, ω⃗) est une solution partiellement

adaptée sur QR(t0, x0) au sens de la Définition 2.3.2, on peut appliquer le Théorème 3.2.1, et donc
il existe un rayon 0 < r ≤ R

2 tel que u⃗ ∈ L∞
t,x(Qr(t0, x0)) et donc le point (t0, x0) est partielle-

ment régulier au sens de la Définition 2.4.1, page 129. Nous avons donc montré la première implication.

Passons maintenant vers l’autre direction : supposons que tout (t0, x0) ∈]δ, T [×R3 est un point
partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1 et nous cherchons à prouver que nous avons

u⃗ ∈ C(]δ, T [, L3(R3)).

Pour ce faire, nous déduirons tout d’abord que la vitesse u⃗ satisfait aux conditions suivantes :
u⃗ ∈ L∞

t,x(]δ, T [×R3) et u⃗ ∈ C([δ, T ], L2(R3))

En effet, prouvons que u⃗ est borné sur ]δ, T [×R3. Fixons t0 ∈]δ, T [ et 0 < R <
√
t0 − δ. Puisque

u⃗ ∈ L∞(]δ, T [, L3(R3)) par hypothèse et p ∈ L
3
2 (]δ, T [, L

3
2 (R3)) par (3.2.38), nous avons

lim
|x0|−→+∞

1

R2

∫
QR(t0,x0)

|u⃗|3 + |p|
3
2dyds = 0.

Ainsi, pour ϵ > 0, il existe K > 0 tel que pour tout |x0| > K, nous avons
1

R2

∫
QR(t0,x0)

|u⃗|3 + |p|
3
2dyds ≤ ϵ. Par conséquent, par le Théorème 2.3.2, il existe 0 < r ≤ R

2 tel

que ‖u⃗‖L∞
t,x(Qr(t0,x0)) < C. Comme cette borne est valable pour tout |x0| > K, on en déduit que

u⃗ ∈ L∞
t,x(]t0 − r2, t0[×Bc

0,K). (3.2.39)

Nous allons maintenant montrer que u⃗ est borné sur ]t0− ρ2, t0[×B̄0,K , pour un certain ρ > 0 qui sera
défini plus tard. Remarquons que pour tout y ∈ B̄0,K , le point (t0, y) est partiellement régulier par
hypothèse et donc il existe 0 < ry <

√
t0 − δ tel que

u⃗ ∈ L∞
t,x(Qry(t0, y)), où Qry(t0, y) =]t0 − r2y, t0[×By,ry . (3.2.40)

Remarquons que la famille {By,ry : y ∈ B̄0,K} forme un recouvrement de B̄0,K . Ainsi, par la
compacité de B̄0,K et (3.2.40), il existe un sous recouvrement fini {Bryi

(t0, yi) : i = 1, . . . , n} de
B̄0,K tel que pour tout 1 ≤ i ≤ n, u⃗ ∈ L∞

t,x(Qryi
(t0, yi)). En considérant ρ = min{ry1 , . . . , ryn},

nous avons u⃗ ∈ L∞
t,x(]t0 − ρ2, t0[×

n⋃
i=1

Byi,ryi ). Maintenant, puisque B̄0,K ⊂
n⋃
i=1

Byi,ryi , nous avons

u⃗ ∈ L∞
t,x(]t0 − ρ2, t0[×B̄0,K) et ensuite, à partir des informations précédentes et par (3.2.39), nous

déduisons que u⃗ ∈ L∞(]t0 −min ρ, r}2, t0[×R3). De plus, comme t0 ∈]δ, T [ est arbitraire, on a

u⃗ ∈ L∞
t,x(]δ, T [×R3). (3.2.41)

Prouvons maintenant que u⃗ ∈ C([δ, T ], L2(R3)). Pour cela, nous remarquons qu’il est connu qu’il suffit
de vérifier que u⃗ ∈ L2(]δ, T [,H1(R3)) et ∂tu⃗ ∈ L2(]δ, T [,H−1(R3)) pour obtenir ce fait (voir par exemple
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[85, Théorème 1.33]). Ainsi, puisque u⃗ ∈ L∞([0,+∞[, L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[, Ḣ1(R3)) par hypothèse,
nous avons

‖u⃗‖2L2(]δ,T [,H1(R3)) = ‖u⃗‖2L2(]δ,T [,L2(R3)) + ‖u⃗‖2
L2(]δ,T [,Ḣ1(R3))

≤ C‖u⃗‖2L∞(]δ,T [,L2(R3)) + ‖u⃗‖2
L2(]δ,T [,Ḣ1(R3))

< +∞.

et nous obtenons donc que u⃗ ∈ L2(]δ, T [,H1(R3)). Maintenant, pour prouver ∂tu⃗ ∈ L2(]δ, T [,H−1(R3)),
rappelons que u⃗ satisfait l’équation ∂tu⃗ = ∆u⃗ − P(div(u⃗ ⊗ u⃗)) + 1

2∇⃗ ∧ ω⃗ où P(·) est le projecteur de
Leray. Ainsi, puisque Ḣ−1(R3) ⊂ H−1(R3) et que P est un opérateur borné dans Ḣ−1(R3), nous avons

‖∂tu⃗(t, ·)‖H−1(R3) ≤ ‖∂tu⃗(t, ·)‖Ḣ−1(R3)

≤ ‖∆u⃗(t, ·)‖Ḣ−1(R3) + ‖P(div(u⃗⊗ u⃗))(t, ·)‖Ḣ−1(R3) + ‖1
2
∇⃗ ∧ ω⃗(t, ·)‖Ḣ−1(R3)

≤ ‖∆u⃗(t, ·)‖Ḣ−1(R3) + C‖ div(u⃗⊗ u⃗)(t, ·)‖Ḣ−1(R3) + ‖1
2
∇⃗ ∧ ω⃗(t, ·)‖Ḣ−1(R3),

et nous pouvons écrire

‖∂tu⃗(t, ·)‖H−1(R3) ≤ ‖u⃗(t, ·)‖Ḣ1(R3) + C‖(u⃗⊗ u⃗)(t, ·)‖L2(R3) + C‖ω⃗(t, ·)‖L2(R3).

En considérant la norme L2 dans l’intervalle de temps ]δ, T [ dans l’expression ci-dessus, puisque
u⃗, ω⃗ ∈ L∞(]δ, T [, L2(R3)) ∩ L2(]δ, T [, Ḣ1(R3)) par hypothèse et puisque u⃗ ∈ L∞(]δ, T [, L∞(R3)) par
(3.2.41), nous avons

‖∂tu⃗‖L2(]δ,T [,H−1(R3)) ≤ ‖u⃗‖L2(]δ,T [,Ḣ1(R3)) + ‖u⃗⊗ u⃗‖L2(]δ,T [,L2(R3)) +
1

2
‖ω⃗‖L2(]δ,T [,L2(R3))

≤ ‖u⃗‖L2(]δ,T [,Ḣ1(R3)) + C‖u⃗‖L∞(]δ,T [,L∞(R3))‖u⃗‖L∞(]δ,T [,L2(R3)) + C‖ω⃗‖L∞(]δ,T [,L2(R3)) < +∞.

Ainsi, puisque u⃗ ∈ L2(]δ, T [,H1(R3)) et ∂tu⃗ ∈ L2(]δ, T [,H−1(R3)), il est possible de déduire que
u⃗ ∈ C([δ, T ], L2(R3)) (cf. [85, Théorème 1.33].

Après avoir établi que u⃗ ∈ L∞
t,x(]δ, T [×R3) et u⃗ ∈ C([δ, T ], L2(R3)), nous allons maintenant prouver

que u⃗ ∈ C(]δ, T [, L3(R3)), i.e., nous étudierons la continuité de la fonction

]δ, T [ −→ L3(R3)

t 7−→ u⃗(t, ·).
(3.2.42)

Remarquons que la fonction précédente est bien définie puisque pour tout t ∈ [δ, T ], nous avons u⃗(t, ·) ∈
L3(R3) par (3.2.36). Maintenant, supposons que ϵ > 0 et t1, t2 ∈]δ, T [. Puisque u⃗ ∈ L∞(]δ, T [, L∞(R3))

par (3.2.41), nous avons

‖u⃗(t1, ·)− u⃗(t2, ·)‖3L3(R3) =

∫
R3

|u⃗(t1, x)− u⃗(t2, x)|3dx =

∫
R3

|u⃗(t1, x)− u⃗(t2, x)|2|u⃗(t1, x)− u⃗(t2, x)|dx

≤ 2‖u⃗‖L∞(]δ,T [,L∞(R3))

∫
R3

|u⃗(t1, x)− u⃗(t2, x)|2dx.

D’autre part, puisque u⃗ ∈ C([δ, T ], L2(R3)), il existe δ = δ(ϵ) tel que si |t1 − t2| ≤ δ, nous avons∫
R3

|u⃗(t1, x)− u⃗(t2, x)|2dx ≤ ϵ

2‖u⃗‖L∞(]δ,T [,L∞(R3))
.
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Il existe donc δ = δ(ϵ) tel que si |t1 − t2| ≤ δ, nous avons

‖u⃗(t1, ·)− u⃗(t2, ·)‖3L3(R3) < ϵ. (3.2.43)

Ainsi, la fonction (3.2.42) est continue et nous concluons donc que u⃗ ∈ C(]δ, T [, L3(R3)), ce qui
termine la démonstration du Théorème 3.2.2. ■

3.3. L’effet de concentration de la norme L3

Avant de présenter le résultat de concentration, nous allons tout d’abord vérifier l’explosion de la
norme L3 de la vitesse u⃗ des solutions de type Leray des équations micro-polaires, laquelle s’obtiendra
d’après les résultats de la section précédente.

3.3.1. Un critère d’explosion pour les solutions de type Leray
Rappelons d’abord la définition les solutions faibles de type Leray des équations des fluides micro-

polaires (3.1.1) et (3.1.2) qui ont été introduites dans la Section 1.2.1. Pour u⃗0, ω⃗0 ∈ L2(R3) des
données initiales telle que div(u⃗0) = 0, nous disons que (u⃗, p, ω⃗) est une solution faible de type Le-
ray des équations des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2) avec des valeurs initiales u⃗0 et ω⃗0 si
u⃗ ∈ L∞(]0,+∞[, L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[, Ḣ1(R3)), ω⃗ ∈ L∞(]0,+∞[, L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[,H1(R3)) et
pour tout t ∈]0,+∞[ ils satisfont l’inégalité d’énergie

‖u⃗(t, ·)‖2L2 + ‖ω⃗(t, ·)‖2L2 + 2

∫ t

0
(‖u⃗(s, ·)‖2

Ḣ1 + ‖ω⃗(s, ·)‖2H1 + 2‖ div(ω⃗)(s, ·)‖2L2)ds

≤ ‖u⃗0‖L2 + ‖ω⃗0‖2L2 .

Ainsi, nous avons le résultat suivant

Théorème 3.3.1. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible de type Leray des équations micro-polaires (3.1.1)
et (3.1.2). Soit 0 < T ≤ +∞ le temps maximal tel que nous avons le contrôle u⃗ ∈ C(]0, T [, L3(R3)).
Si T < +∞, alors

sup
0<t<T

‖u⃗(t, ·)‖L3 = +∞. (3.3.1)

Pour montrer ce résultat, nous aurons besoin de la proposition suivante.

Proposition 3.3.1. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible de type Leray des équations micro-polaires (3.1.1)
et (3.1.2) telle que pour tout 0 < T1 < +∞ nous avons u⃗ ∈ C(]0, T1[, L3(R3)). Alors, les affirmations
suivantes sont équivalentes :
1) Pour un certain 0 < T2 < +∞ tel que T1 < T2, la vitesse u⃗ peut être prolongée à l’intervalle de

temps ]0, T2[ avec le contrôle u⃗ ∈ C(]0, T2[, L3(R3)).
2) Pour tout x0 ∈ R3, tout point (T1, x0) est partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1.

Preuve. Prouvons que 1) implique 2). Supposons que pour une certaine T2 > 0 telle que
0 < T1 < T2 < +∞, la vitesse u⃗ puisse être étendue à ]0, T2[ de telle sorte que u⃗ ∈ C(]0, T2[, L3(R3)).
Remarquons que puisque T2 < +∞ nous avons u⃗ ∈ L∞(]0, T2[, L

3(R3)) et que nous avons aussi
u⃗, ω⃗ ∈ L∞(]0,+∞[, L2(R3))∩L2(]0,+∞[, Ḣ1(R3)) puisqu’il s’agit d’une solution faible de type Leray.
Nous pouvons donc appliquer le Théorème 3.2.2 et nous obtenons que tout point (t, x) ∈]0, T2[×R3

est partiellement régulier au sens de la définition 2.4.1. Puisque 0 < T1 < T2 par hypothèse, il s’en
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résulte que pour tout x0 ∈ R3, le point (T1, x0) est partiellement régulier, ce qui complète la preuve
de la première implication.

Maintenant, nous montrons la réciproque i.e. nous prouverons que 2) implique 1). Supposons
que pour tout x0 ∈ R3, le point (T1, x0) est partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1.
Remarquons d’abord que tout point (t, x) ∈]0, T1] × R3 est aussi partiellement régulier au sens
de la définition 2.4.1. En effet, puisque u⃗ ∈ C(]0, T1[, L3(R3)) par hypothèse, et que T1 < +∞,
nous avons u⃗ ∈ L∞(]0, T1[, L

3(R3)). Puisque (u⃗, ω⃗) est une solution de type Leray, nous avons
u⃗, ω⃗ ∈ L∞(]0,+∞[, L2(R3)) ∩ L2(]0,+∞[, Ḣ1(R3)). Ainsi, par le Théorème 3.2.2, tout point
(t, x) ∈]δ, T1[×R3 est partiellement régulier. Rappelons que le cas t = T1 découle de l’hypothèse (2).

En utilisant les mêmes arguments que ceux utilisés pour déduire (3.2.41), nous avons que
L∞
t L

∞
x L

∞
t,x(]0, T1]× R3) et de la même manière nous pouvons déduire que u⃗ ∈ C([0, T1], L2(R3)). Par

conséquent, en suivant les mêmes lignes que dans (3.2.43), nous avons u⃗ ∈ C(]0, T1], L3(R3)). Notons
que nous considérons maintenant l’intervalle ]0, T1].

Pour continuer et afin d’étendre la solution au delà de t = T1, nous utiliserons le résultat suivant.

Lemme 3.3.1. Soit f⃗ :]0, T [×R3 → R3 une force extérieure avec div(f⃗) = 0, telle que f⃗ ∈
Lp(]0, T [, Lq(R3)) avec 2

p + 3
q = 3 et 3

2 < q < 3. Considérons que v⃗0 est une donnée initiale à di-
vergence nulle dans L3(R3). Alors, il existe 0 < T0 < T et une solution unique (v⃗, h) des équations de
Navier-Stokes {

∂v⃗ = ∆v⃗ − (v⃗ · ∇⃗)v⃗ − ∇⃗h+ f⃗ , div(v⃗) = 0,

v⃗(0, ·) = v⃗0,

tel que v⃗ ∈ C([0, T0[, L3(R3)) ∩ L4(]0, T0[, L
6(R3)).

Pour une preuve de ce résultat, nous renvoyons au Théorème 15.5 dans [61]. Remar-
quons que, puisque ω⃗ ∈ L2

t Ḣ
1
x par hypothèse, nous avons pour tout 1 � κ < +∞ que

∇⃗ ∧ ω⃗ ∈ L2(]0, κT1[, L
2(R3)) ⊂ L

4
3 (]0, κT1[, L

2(R3)). Par conséquent, en considérant la proposi-
tion précédente avec u⃗(T1, ·) ∈ L3(R3) comme données initiales et ∇⃗ ∧ ω⃗ comme force externe
dans L

4
3
t (]T1, κT1[, L

2
x(R3)), il existe 0 < T1 < T2 < κT1 et une solution (v⃗, h) des équations de

Navier-Stokes tels que v⃗ ∈ C([T1, T2[, L3(R3)). Puisque (u⃗, p) peut être vu comme une solution faible
de type Leray de la même équation satisfaite par (v⃗, h) (à partir des mêmes données initiales), par un
argument d’unicité faible-forte, nous avons que u⃗ = v⃗ ∈ C([T1, T2[, L3(R3)) et donc la solution peut
être étendue au-delà de t = T1 de telle sorte que u⃗ ∈ C(]0, T2[, L3(R3)). Ceci complète la preuve de la
deuxième implication et prouve la Proposition 3.3.1. ■

Démonstration du Théorème 3.3.1. Soit 0 < T ≤ +∞ le temps maximal tel que
u⃗ ∈ C(]0, T [, L3(R3)). Rappelons que nous voulons prouver que si T < +∞, alors
sup

0<t<T
‖u⃗(t, ·)‖L3 = +∞. Supposons alors que nous avons u⃗ ∈ L∞(]0, T [, L3(R3)).

Puisque 0 < T < +∞ est le temps maximal tel que u⃗ ∈ C(]0, T [, L3(R3)), d’après la Proposition
3.3.1, il existe un point x0 ∈ R3 tel que (T , x0) est un point partiellement singulier au sens de la
Définition 2.4.1.

D’un autre côté, comme u⃗ ∈ L∞(]0, T [, L3(R3)) par hypothèse, nous pouvons trouver 0 < R <
√
T

tel que u⃗ ∈ L∞
t L

3
x(QR(T , x0)). De plus, comme (u⃗, p, ω⃗) est une solution de type Leray, nous avons
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u⃗, ω⃗ ∈ L∞
t L

2
x(QR(T , x0)) ∩ L2

t Ḣ
1
x(QR(T , x0)). Puis, par le fait que (u⃗, p, ω⃗) est une solution

partiellement adaptée dans QR(T , x0) et u⃗ ∈ L∞
t L

3
x(QR(T , x0)), nous pouvons appliquer le

Théorème 3.2.1 et il s’en résulte que (T , x0) est en fait un point partiellement régulier au sens
de la Définition 2.4.1. Ceci, c’est une contradiction puisque nous avons vu que (T , x0) est partiel-
lement singulier. Ainsi, la quantité L∞

t L
3
x doit exploser, ce qui termine la preuve du Théorème 3.3.1. ■

Observons ainsi que nous avons obtenu un premier critère d’explosion pour les équations micro-
polaires de la norme L∞

t L
3
x. Cependant, étant donné que l’argument utilisé est par contradiction, ces

estimations sont uniquement qualitatives. Afin d’obtenir une meilleure compréhension du comporte-
ment de la solution en ces points, nous montrerons un effet de concentration de la norme L3 de la
vitesse u⃗ autour d’un éventuel point partiellement singulier (T , 0) au sens de la Définition 2.4.1 lorsque
u⃗ ∈ C([0, T [, L∞(R3)).

3.3.2. L’effet de concentration de la norme L3

Nous pouvons à présent énoncer le théorème principal de ce chapitre

Théorème 3.3.2. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible de type Leray des équations micro-polaires (3.1.1)
et (3.1.2) avec 0 < T < +∞ le temps maximal tel que nous avons le contrôle u⃗ ∈ C([0, T [, L∞(R3)).
Supposons en plus que le point (T , 0) soit un point partiellement singulier au sens de la Définition
2.4.1, page 129 et que le temps T satisfasse la condition suivante : pour r0 > 0 tel que 0 < T − r20, on
a

sup
x0∈R3

sup
r∈]0,r0]

sup
t∈]T −r2,T ]

1

r

∫
Bx0,r

|u⃗(t, x)|2dx = M < +∞. (3.3.2)

Il existe alors ϵ > 0, S = S(M) > 0 et δ = δ(S, r0, T ) > 0 de sorte que pour tout t ∈]T − δ, T [, nous
avons ∫

B
0,
√

T −t
S

|u⃗(t, x)|3dx ≥ ϵ. (3.3.3)

Observons qu’à partir de l’estimation (3.3.3), nous pouvons constater le phénomène de concen-
tration de la norme L3

x du champ de vitesse u⃗ lorsque t tend vers T . Il est important de préciser que
notre étude se concentre sur la variable u⃗, et donc l’étude du comportement de la variable ω⃗ en les
points partiellement singuliers reste encore un axe de recherche possible.

Parlons maintenant de l’hypothèse (3.3.2) qui est connue dans la littérature sous le nom
d’explosion de type I pour le temps T (voir [6], [52]). Remarquons que cette condition concerne un
contrôle invariant par rapport au changement d’échelle (3.1.4) et qu’elle est liée au taux de croissance
spécifique d’une solution proche d’un moment d’explosion. Pour plus de détails concernant cette
quantité nous renvoyons à l’article [3]. Étant donné que les équations micro-polaires sont un système
couplé avec les équations de Navier-Stokes, si nous étudions la vitesse, nous retrouverons la même
condition que ci-dessus. Il est important de noter que dans l’article [7], des estimations quantitatives
d’explosion dans le cadre local pour les équations de Navier-Stokes ont été obtenues sous cette
condition.

Remarquons d’autre part, qu’il existe différentes façons de représenter cette condition de type
I, voir par exemple [3] ou [6]. Cependant, dans notre cas d’étude, l’hypothèse (3.3.2) est vue en
termes d’espaces de type Morrey. En effet, si u⃗ satisfait la condition (3.3.2), alors nous avons
u⃗ ∈ L∞

t M2,3
x ⊂ M2,5

t,x (voir l’expression (2.1.6), page 42). Bien-sûr, le fait que u⃗ ∈ Mp,q
t,x avec p = 2
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et q = 5 se situe en dehors du champ d’application du critère de régularité de Serrin énoncé en
termes d’espaces de Morrey où nous devons imposer que 5 < q (voir Théorème 2.2.1, page 45). La
valeur q = 5 semble donc constituer un seuil : au-dessus de cette valeur, les informations supplémen-
taires de Morrey impliqueront une intégrabilité suffisante pour déduire un gain de régularité, tandis
qu’à q = 5 ou en dessous, le contrôle de type Morrey ne produira pas de gain d’information conséquent.

Maintenant, présentons le Théorème 3.3.2 pour lequel nous devons introduire quelques notions et
propositions auxiliaires.

Quelques informations préliminaires

Tout au long de cette section, la notion suivante sera très utile

Définition 3.3.1 (Solution locale partielle de Leray). Nous dirons que u⃗, ω⃗ :]0, T [×R3 −→ R3 et
p :]0, T [×R3 −→ R est une solution locale partielle de Leray des équations des fluides micro-polaires
(3.1.1) et (3.1.2) avec des données initiales u⃗0, ω⃗0 ∈ L2(R3) si :

1) le triplet (u⃗, p, ω⃗) est une solution partiellement adaptée sur ]0, T [×R3 au sens de la Définition
2.3.2, page 69,

2) nous avons sup
0<t<T

sup
x∈R3

∫
Bx,1

|u⃗|2dy + sup
x∈R3

∫ T

0

∫
Bx,1

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dydt < +∞,

3) pour tout sous-ensemble compact K de R3, nous avons

lim
t−→0+

∫
K
|u⃗(t, y)− u⃗0(y)|2dy = 0, (3.3.4)

4) Pour tout R > 0 on a lim
|x0|→+∞

∫ min{R2,T}

0

∫
Bx0,R

|u⃗|2dyds = 0.

Remarque 3.3.1. Il est intéressant de noter que si (u⃗, p, ω⃗) est une solution locale partielle de Leray
des équations des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2) au sens de la Définition 3.3.1, on peut dire que
(u⃗, p) est une solution locale de Leray des équations de Navier-Stokes forcées au sens de la Définition
14.1 du livre [61] où la quantité 1

2∇⃗ ∧ ω⃗ ∈ L2
t,x peut être considérée comme une force externe, i.e.,

∂tu⃗ = ∆u⃗− (u⃗ · ∇⃗)u⃗− ∇⃗p+ 1

2
∇⃗ ∧ ω⃗, div(u⃗) = 0.

Remarque 3.3.2. Observons que si (u⃗, p, ω⃗) est une solution locale partielle de Leray des équations
des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2), alors elle vérifie également l’inégalité d’énergie locale
suivante,∫

R3

|u⃗|2ϕ(t, ·)dy + 2

∫
s<t

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗|2ϕdyds ≤
∫
s<t

∫
R3

(∂tϕ+∆ϕ)|u⃗|2dyds+ 2

∫
s<t

∫
R3

p(u⃗ · ∇⃗ϕ)dyds

+

∫
s<t

∫
R3

|u⃗|2(u⃗ · ∇⃗)ϕdyds+

∫
s<t

∫
R3

(∇⃗ ∧ ω⃗) · (ϕu⃗)dyds. (3.3.5)

Nous présentons maintenant quelques lemmes pour mettre en évidence les propriétés de ce type de
solutions. Tout d’abord, nous remarquons que la pression peut être étudiée de la même manière que
dans les équations de Navier-Stokes classiques puisque la variable ω⃗ n’est pas présente dans l’équation
(3.1.3). Ainsi, nous avons la décomposition locale suivante
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Lemme 3.3.2. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution locale partielle de Leray au sens de la Définition 3.3.1 des
équations des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2). La pression p peut alors être décomposée comme
suit : pour tout x0 ∈ R3 et r > 0, il existe h ∈ L

3
2 (]0, T [) tel que

p(x, t)− h(t) =
1

(−∆)
(div(div(1Bx0,3r

u⃗⊗ u⃗))) +

∫
|y−x0|>3r

(K(x− y)−K(−y))u⃗⊗ u⃗(t, y))dy

= p1 + p2, (3.3.6)

où K est le noyau de l’opérateur intégral singulier 1
(−∆)(div(div)).

Pour une preuve de ce lemme dans le cadre des équations de Navier-Stokes, nous nous référons à [53,
Lemme 3.4], voir aussi [6, Théorème 4] et le livre [91].

Nous observons maintenant que puisque u⃗ satisfait la condition (3.3.4), il est possible de réécrire
l’inégalité locale d’énergie (3.3.5) en termes de la donnée initiale u⃗0, de la manière suivante.

Lemme 3.3.3. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution locale partielle de Leray au sens de la définition 3.3.1 sur
]0, T [×R3. Pour tout Φ ∈ C∞

0 (R3) et pour tout ∈]0, T [ nous avons∫
R3

|u⃗|2Φdy +
∫ t

0

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗|2Φdyds ≤
∫
R3

|u⃗0|2Φdy +
∫ t

0

∫
R3

|u⃗|2∆Φdyds+

∫ t

0

∫
R3

∇⃗ ∧ ω⃗ · u⃗Φdyds

+

∫ t

0

∫
R3

(|u⃗|2 + 2[p1 + p2])u⃗ · ∇⃗Φdyds. (3.3.7)

Observons que nous sommes capables de prendre ici des fonctions tests constantes en temps dans
l’inégalité locale d’énergie. Voir l’article [74, Remarque 1.2] pour une preuve de ce résultat.

Après avoir annoncé ces résultats, nous présentons maintenant l’outil principal pour prouver l’effet
de concentration de la norme L3 énoncé dans le Théorème 3.3.2.

Lemme 3.3.4. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution locale partielle de Leray des équations des fluides micro-
polaires sur ]0, 1[×R3 au sens de la Définition 3.3.1, associée aux données initiales u⃗0, ω⃗0 ∈ L2(R3),
telle qu’il existe M > 0 avec

sup
0<t<1

sup
x∈R3

∫
Bx,1

|u⃗(t, x)|2dy + sup
x∈R3

∫ 1

0

∫
Bx,1

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds ≤M. (3.3.8)

Supposons en outre qu’il existe 0 < R < 1
12 et S > 0 tels que nous avons

‖ω⃗‖2L∞
t L2

x(Q1(1,0))
< CR, (3.3.9)

et
sup
R<r≤1

1

r

∫
B0,r

|u⃗0|2dy = S < +∞. (3.3.10)

Alors, il existe T1 = T1(M,S) < 1 et une constante universelle T1 = T1(M,S) < 1 et une constante
universelle c > 1 telle que pour tout r > 0 avec R ≤ r ≤ 1

3 et pour t > 0 tel que 0 < t ≤ T ∗ =

min{T1, cλr2} avec λ = 1
1+S2 , nous avons le contrôle

Er(t) = sup
0<s<t

1

r

∫
B0,r

|u⃗|2dy + 1

r

∫ t

0

∫
B0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds+ 1

r2

∫ t

0

∫
B0,r

|p− h|
3
2dyds < CS. (3.3.11)
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Ce résultat a été initialement établi dans le cadre des équations équations de Navier-Stokes classiques
sans force dans [52, Théorème 3.1]. Dans notre cas, puisqu’il s’agit des équations des fluides
micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2), nous devons prendre en compte le terme ∇⃗ ∧ ω⃗ dans l’équation liée à
l’évolution de u⃗.

Preuve du Lemme 3.3.4. Soit r > 0 tel que R ≤ r ≤ 1
3 soit un rayon fixe et 0 < t < T ∗ < 1 pour un

certain T ∗ > 0 à fixer plus tard. Remarquons tout d’abord que la décomposition locale de la pression
donnée dans le Lemme 3.3.2, nous avons p − h = p1 + p2 où p1 et p2 sont donnés dans (3.3.6). Alors
Er(t) peut être écrit de la manière suivante

Er(t) = sup
0<s<t

1

r

∫
B0,r

|u⃗|2dy + 1

r

∫ t

0

∫
B0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds+ 1

r2

∫ t

0

∫
B0,r

|p1 + p2|
3
2dyds.

De plus, il est facile de voir que

Er(t) ≤

(
sup
0<s<t

1

r

∫
B0,r

|u⃗|2dy + 1

r

∫ t

0

∫
B0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds

)

+
C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p1|
3
2 + |p2|

3
2dyds. (3.3.12)

Afin de contrôler l’expression ci-dessus en termes de (3.3.10), nous allons étudier plus en détail les
termes entre parenthèses ci-dessus. Pour ce faire, nous pouvons utiliser l’inégalité locale d’énergie
(3.3.7) en considérant une fonction test particulière. En effet, considérons ϕ ∈ C∞

0 (R3) une fonction
positive telle que ϕ = 1 dans B0,r, supp(ϕ) ⊂ B0,2r et pour tout k ∈ N et tout multi-index α ∈ N3, tel
que |α| ≤ k nous avons ‖Dαϕ‖L∞ ≤ Ckr

−k. Maintenant, si nous introduisons cette fonction auxiliaire
dans l’inégalité locale d’énergie (3.3.7), on a∫

R3

|u⃗|2ϕdy +
∫ t

0

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗|2ϕdyds ≤
∫
R3

|u⃗0|2ϕdy +
∫ t

0

∫
R3

|u⃗|2∆ϕdyds+
∫ t

0

∫
R3

∇⃗ ∧ ω⃗ · (u⃗ϕ)dyds

+

∫ t

0

∫
R3

(|u⃗|2 + 2[p1 + p2])u⃗ · ∇⃗ϕdyds.

Par intégration par parties, nous avons∫ t

0

∫
R3

∇⃗ ∧ ω⃗ · (u⃗ϕ)dyds =
∫ t

0

∫
R3

∇⃗ ∧ u⃗ · (ω⃗ϕ)dyds+
∫ t

0

∫
R3

(ω⃗ · u⃗) ∧ ∇⃗ϕdyds,

et donc nous obtenons que les termes entre parenthèses du côté gauche de l’expression (3.3.12) peuvent
être bornés comme suit

sup
0<s<t

∫
R3

|u⃗|2ϕdy +
∫ t

0

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗|2ϕdyds ≤
∫
R3

|u⃗0|2ϕdy +
∫ t

0

∫
R3

|u⃗|2∆ϕdyds
∫ t

0

∫
R3

∇⃗ ∧ u⃗ · (ω⃗ϕ)dyds

+

∫ t

0

∫
R3

(ω⃗ · u⃗) ∧ ∇⃗ϕdyds+
∫ t

0

∫
R3

|u⃗|2u⃗ · ∇⃗ϕdyds+
∫ t

0

∫
R3

2[p1 + p2]u⃗ · ∇⃗ϕdyds.

Maintenant, par les propriétés de la fonction de test ϕ nous obtenons

sup
0<s<t

∫
B0,r

|u⃗|2dy +
∫ t

0

∫
B0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds ≤ C

∫
B0,2r

|u⃗0|2dy +
C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|2dyds

+C

∫ t

0

∫
B0,2r

|∇⃗ ∧ u⃗||ω⃗|dyds+ C

r

∫ t

0

∫
R3

|ω⃗||u⃗|dyds

+
C

r

∫ t

0

∫
R3

|u⃗|3dyds+ C

r

∫ t

0

∫
R3

|p1||u⃗|+ |p2||u⃗|dyds.
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Notons qu’à partir de l’inégalité de Hölder (1 = 2
3 + 1

3) et de l’inégalité de Young, on a pour le der-

nier terme ci-dessus l’estimation
∫ t

0

∫
R3

|p1||u⃗|+ |p2||u⃗|dyds ≤ C

∫ t

0

∫
R3

|p1|
3
2 + |p2|

3
2 + |u⃗|3dyds, Par

conséquent, en appliquant l’estimation précédente à l’inégalité ci-dessus, nous avons

sup
0<s<t

∫
B0,r

|u⃗|2dy +
∫ t

0

∫
B0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds ≤ C

∫
B0,2r

|u⃗0|2dy +
C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|2dyds

+ C

∫ t

0

∫
B0,2r

|∇⃗ ∧ u⃗||ω⃗|dyds+ C

r

∫ t

0

∫
R3

|ω⃗||u⃗|dyds

+
C

r

∫ t

0

∫
R3

|u⃗|3dyds+ C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p1|
3
2dyds+

C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p2|
3
2dyds.

Maintenant, en multipliant par 1
r dans l’expression ci-dessus, nous obtenons la borne suivante pour

les termes entre parenthèses dans (3.3.12)

sup
0<s<t

1

r

∫
B0,r

|u⃗|2dy + 1

r

∫ t

0

∫
B0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds ≤ C

r

∫
B0,2r

|u⃗0|2dy +
C

r3

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|2dyds

+
C

r

∫ t

0

∫
B0,2r

|∇⃗ ∧ u⃗||ω⃗|dyds+ C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|ω⃗||u⃗|dyds+ C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|3dyds

+
C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p1|
3
2dyds+

C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p2|
3
2dyds.

Ainsi, en remplaçant l’estimation précédente dans (3.3.12), on obtient

Er(t) ≤
(
C

r

∫
B0,2r

|u⃗0|2dy +
C

r3

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|2dyds+ C

r

∫ t

0

∫
B0,2r

|∇⃗ ∧ u⃗||ω⃗|dyds

+
C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|ω⃗||u⃗|dyds+ C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|3dyds+ C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p1|
3
2dyds

+
C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p2|
3
2dyds

)
+
C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p1|
3
2 + |p2|

3
2dyds

≤ C

r

∫
B0,2r

|u⃗0|2dy +
C

r3

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|2dyds︸ ︷︷ ︸
I1

+
C

r

∫ t

0

∫
B0,2r

|∇⃗ ∧ u⃗||ω⃗|dyds︸ ︷︷ ︸
I2

+
C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|ω⃗||u⃗|dyds︸ ︷︷ ︸
I3

+
C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|3dyds︸ ︷︷ ︸
I4

+
C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p1|
3
2dyds︸ ︷︷ ︸

I5

+
C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p2|
3
2dyds︸ ︷︷ ︸

I6

. (3.3.13)

Afin d’obtenir l’estimation souhaitée (3.3.11) et pour R ≤ r ≤ 1
3 , nous allons étudier l’expression

suivante
Er(t) = sup

r≤r≤ 1
3

Er(t).

Remarquons que nous avons par construction Er(t) ≤ Er(t), et pour étudier le terme Er(t) nous avons
divisé le supremum en deux parties :

Er(t) ≤ sup
r≤r≤ 1

12

Er(t) + sup
1
12
<r≤ 1

3

Er(t). (3.3.14)

Dans ce qui suit, nous étudions chacun des termes ci-dessus séparément.
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• Supposons que r ≤ r ≤ 1
12 . Notons que d’après (3.3.13), nous avons

sup
r≤r≤ 1

12

Er(t) ≤ sup
r≤r≤ 1

12

C

r

∫
B0,2r

|u⃗0|2dy + sup
r≤r≤ 1

12

6∑
j=1

Ij (3.3.15)

Pour le terme I1 de (3.3.15), par la définition de Er(t) et puisque r < 2r < 1
6 <

1
3 , on a

sup
r≤r≤ 1

12

I1 = sup
r≤r≤ 1

12

C

r3

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|2dyds = sup
r≤r≤ 1

12

2C

r2

∫ t

0

1

2r

∫
B0,2r

|u⃗|2dyds

≤ sup
r≤r≤ 1

12

2C

r2

∫ t

0
E2r(s)ds ≤

C

R2

∫ t

0
Er(s)ds. (3.3.16)

Pour le terme I2 dans (3.3.15), par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, nous pouvons
écrire

sup
r≤r≤ 1

12

I2 = sup
r≤r≤ 1

12

C

r

∫ t

0

∫
B0,2r

|∇⃗ ∧ u⃗||ω⃗|dyds

≤ sup
r≤r≤ 1

12

C

r

∫ t

0

(∫
B0,2r

|∇⃗ ∧ u⃗|2dy

) 1
2
(∫

B0,2r

|ω⃗|2dy

) 1
2

ds

≤ sup
r≤r≤ 1

12

1

16r

∫ t

0

∫
B0,2r

|∇⃗ ∧ u⃗|2dyds+ sup
r≤r≤ 1

12

C

r

∫ t

0

∫
B0,2r

|ω⃗|2dyds.

Puisque |∇⃗ ∧ u⃗|2 ≤ 2|∇⃗ ⊗ u⃗|2 et que B0,2r ⊂ B0,1 en raison du fait que 2r < 1 , nous avons

sup
r≤r≤ 1

12

I2 ≤ sup
r≤r≤ 1

12

1

8r

∫ t

0

∫
B0,2r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds+ sup
r≤r≤ 1

12

C

r

∫ t

0

∫
B0,2r

|ω⃗|2dyds

≤ sup
r≤r≤ 1

12

1

8r

∫ t

0

∫
B0,2r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds+ sup
r≤r≤ 1

12

C

r

∫ t

0
‖ω⃗(s, ·)‖2L2(B0,1)

ds.

Maintenant, en utilisant la définition de Er(t), nous obtenons

sup
r≤r≤ 1

12

I2 ≤ sup
r≤r≤ 1

12

1

4
E2r(t) + sup

r≤r≤ 1
12

Ct

r
‖ω⃗‖2L∞

t L2
x(Q1(1,0))

.

Puis, puisque 1
r ≤ 1

r et par la définition de Er, nous avons

sup
r≤r≤ 1

12

I2 ≤
1

4
Er +

Ct

r
‖ω⃗‖2L∞

t L2
x(Q1(1,0))

.

De plus, comme ‖ω⃗‖2L∞
t L2

x(Q1(1,0))
< CR ≤ Cr par l’hypothèse (3.3.9) (et puisque nous supposons

que R ≤ r ≤ 1
3), nous obtenons finalement

sup
r≤r≤ 1

12

I2 ≤
1

4
Er + Ct. (3.3.17)

Pour le terme I3 dans (3.3.15), on remarque qu’il peut être réécrit comme suit

sup
r≤r≤ 1

12

I3 = sup
r≤r≤ 1

12

C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|ω⃗||u⃗|dyds = sup
r≤r≤ 1

12

C

∫ t

0

∫
B0,2r

1

r
1
2

|ω⃗| 1
r

3
2

|u⃗|dyds.
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Par conséquent, par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, nous avons

sup
r≤r≤ 1

12

I3 ≤ sup
r≤r≤ 1

12

C

r

∫ t

0

∫
B0,2r

|ω⃗|2dyds+ sup
r≤r≤ 1

12

1

2r3

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|2dyds

≤ sup
r≤r≤ 1

12

C

r

∫ t

0

∫
B0,2r

|ω⃗|2dyds+ sup
r≤r≤ 1

12

1

r2

∫ t

0
E2r(s)ds.

De nouveau, puisque B0,2r ⊂ B0,1 nous écrivons

sup
r≤r≤ 1

12

I3 ≤ sup
R≤r≤ 1

12

C

r

∫ t

0

∫
B0,1

|ω⃗|2dyds+ sup
r≤r≤ 1

12

1

r2

∫ t

0
E2r(s)ds

≤ sup
r≤r≤ 1

12

Ct

r
‖ω⃗‖2L∞

t L2
x(Q1(1,0))

+ sup
r≤r≤ 1

12

1

r2

∫ t

0
E2r(s)ds. (3.3.18)

Par conséquent, puisque ‖ω⃗‖2L∞
t L2

x(Q1(1,0))
< CR ≤ Cr par (3.3.9) et par la définition de Er, nous

avons
sup

r≤r≤ 1
12

I3 ≤ Ct+
1

r2

∫ t

0
Er(s)ds. (3.3.19)

Pour le terme I4 dans (3.3.15), on remarque d’abord que par l’inégalité classique de Gagliardo-
Nirenberg avec 1

3 = θ(12 − 1
3) +

1−θ
2 , on obtient

‖u⃗(t, ·)‖L3(B0,2r) ≤ ‖∇⃗ ⊗ u⃗(t, ·)‖
1
2

L2(B0,2r)
‖u⃗(t, ·)‖

1
2

L2(B0,2r)
+ ‖u⃗(t, ·)‖L2(B0,2r).

De plus, par l’inégalité ci-dessus, on a

C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|3dyds = C

r2

∫ t

0
‖u⃗(s, ·)‖3L3(B0,2r)

ds

≤ C

r2

∫ t

0
‖∇⃗ ⊗ u⃗(s, ·)‖

3
2

L2(B0,2r)
‖u⃗(s, ·)‖

3
2

L2(B0,2r)
+ ‖u⃗(s, ·)‖3L2(B0,2r)

ds. (3.3.20)

Par conséquent, l’estimation précédente et l’inégalité de Young pour la somme (avec 1 = 3
4 +

1
4)

nous permettent d’obtenir

sup
r≤r≤ 1

12

I4 = sup
r≤r≤ 1

12

C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|3dyds

≤ sup
r≤r≤ 1

12

C

r2

∫ t

0
‖∇⃗ ⊗ u⃗(s, ·)‖

3
2

L2(B0,2r)
‖u⃗(s, ·)‖

3
2

L2(B0,2r)
+ ‖u⃗(s, ·)‖3L2(B0,2r)

ds

≤ sup
r≤r≤ 1

12

∫ t

0

1

r
3
4

‖∇⃗ ⊗ u⃗(s, ·)‖
3
2

L2(B0,2r)

C

r
5
4

‖u⃗(s, ·)‖
3
2

L2(B0,2r)
ds+ sup

r≤r≤ 1
12

C

r2

∫ t

0
‖u⃗(s, ·)‖3L2(B0,2r)

ds

≤ sup
r≤r≤ 1

12

1

8r

∫ t

0
‖∇⃗ ⊗ u⃗(s, ·)‖2L2(B0,2r)

ds+
C

r5

∫ t

0
‖u⃗(s, ·)‖6L2(B0,2r)

ds+
C

r2

∫ t

0
‖u⃗(s, ·)‖3L2(B0,2r)

ds,

et nous pouvons écrire

sup
r≤r≤ 1

12

I4 ≤ sup
r≤r≤ 1

12

1

8r

∫ t

0
‖∇⃗ ⊗ u⃗(s, ·)‖2L2(B0,2r)

ds+ sup
r≤r≤ 1

12

8C

r2

∫ t

0

(
1

2r

∫
B0,2r

|u⃗|2dy

)3

ds

+ sup
r≤r≤ 1

12

2
3
2C

r
1
2

∫ t

0

(
1

2r

∫
B0,2r

|u⃗|2dy

) 3
2

ds.
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Maintenant, par la définition de Er(t), nous avons

sup
r≤r≤ 1

12

I4 ≤ sup
r≤r≤ 1

12

1

4
E2r(t) + sup

r≤r≤ 1
12

C

r2

∫ t

0
E3

2r(s)ds+ sup
r≤r≤ 1

12

C

r
1
2

∫ t

0
E

3
2
2r(s)ds,

mais comme r < 1, il s’ensuit que 1

r
1
2
< 1

r2
et nous obtenons

sup
r≤r≤ 1

12

I4 ≤ sup
r≤r≤ 1

12

1

4
E2r(t) + sup

r≤r≤ 1
12

C

r2

∫ t

0
E3

2r(s)ds+ sup
r≤r≤ 1

12

C

r2

∫ t

0
E

3
2
2r(s)ds,

En utilisant une nouvelle fois le fait que 1
r ≤ 1

r et par la définition de Er(t), nous avons finalement

sup
r≤r≤ 1

12

I4 ≤
1

4
Er(t) +

C

r2

∫ t

0
E3
r (s)ds+

C

r2

∫ t

0
E

3
2
r (s)ds. (3.3.21)

Nous allons maintenant étudier le terme I5 de (3.3.15). Remarquons tout d’abord que la défi-
nition de p1 donnée dans (3.3.6) et que le noyau K(·) = 1

(−∆) div div(·) est borné dans L
3
2 (R3)

(puisque les transformées de Riesz sont bornées dans de tels espaces), on a

‖p1‖
3
2

L
3
2 (B0,2r)

≤
∥∥∥∥ 1

(−∆)
(div(div(1B0,3r u⃗⊗ u⃗)))

∥∥∥∥ 3
2

L
3
2 (R3)

≤ C‖1B0,3r |u⃗|2‖
3
2

L
3
2 (R3)

= C

∫
B0,3r

|u⃗|3dy.

Alors, nous avons

sup
r≤r≤ 1

12

I5 = sup
r≤r≤ 1

12

C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p1|
3
2ds ≤ sup

r≤r≤ 1
12

C

r2

∫
B0,3r

|u⃗|3dy. (3.3.22)

De plus, puisque 3r < 1
4 <

1
3 (rappelons r ≤ r ≤ 1

12), nous pouvons utiliser les mêmes arguments
que pour le terme I4 et nous avons

sup
r≤r≤ 1

12

I5 ≤
1

4
Er(t) +

C

r2

∫ t

0
E3
r (s)ds+

C

r2

∫ t

0
E

3
2
r (s)ds. (3.3.23)

Nous allons maintenant étudier le terme I6 de (3.3.15). Ce terme est le plus technique, et
nous suivrons les mêmes lignes que celles données dans la preuve de [52, Théorème 3.1]. Ainsi,
rappelons d’abord l’estimation suivante pour le noyau K : pour tout x ∈ B0,2r et y ∈ R3 \B0,3r,
nous avons

|K(x− y)−K(y)| ≤ |x|
|y|4

. (3.3.24)

Par la définition de p2 donnée dans (3.3.6) et puisque x ∈ B0,2r, nous avons |x| < 2r et

|p2(t, x)| =

∣∣∣∣∣
∫
|y|>3r

(K(x− y)−K(−y))(u⃗⊗ u⃗)(t, y)dy

∣∣∣∣∣ ≤
∫
R3\B0,3r

|x|
|y|4

|u⃗|2dy

≤ 2r

∫
R3\B0,3r

1

|y|4
|u⃗|2dy. (3.3.25)

Maintenant, afin d’estimer plus en détail l’expression ci-dessus, nous devons étudier le domaine
d’intégration de l’intégrale précédente. Remarquons que puisque 3r < 1

4 , on peut déduire qu’il
existe N = N (r) ∈ N tel que

R3 \B0,3r ⊂
N⋃
k=1

Ak(r) ∪ (R3 \B0, 1
4
),
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où Ak(r) = B0,2kr \B0,2k−1r et tel que pour tout 1 ≤ k ≤ N nous avons 2kr ≤ 1
3 . Ainsi, à partir

de (3.3.25), on a

|p2(s, x)| ≤ 2r

∫
⋃N

k=1 Ak(r)∪(R3\B
0, 14

)

1

|y|4
|u⃗|2dy ≤ 2r

N∑
k=1

∫
Ak(r)

|u⃗|2

|y|4
dy + 2r

∫
R3\B

0, 14

1

|y|4
|u⃗|2dy.

Comme Ak(r) = B0,2kr \B0,2k−1r, et 2r < 1
6 < 1 nous avons

|p2(s, x)| ≤
N∑
k=1

2r

∫
B

0,2kr
\B

0,2k−1r

|u⃗|2

|y|4
dy + 2r

∫
R3\B

0, 14

1

|y|4
|u⃗|2dy

≤
N∑
k=1

2r

24(k−1)r4

∫
B

0,2kr
\B

0,2k−1r

|u⃗|2dy +
∫
R3\B 1

4

1

|y|4
|u⃗|2dy

≤
N∑
k=1

C

24(k−1)r3

∫
B

0,2kr

|u⃗|2dy +
∫
R3\B 1

4

1

|y|4
|u⃗|2dy. (3.3.26)

Nous allons maintenant étudier chaque terme de l’expression ci-dessus séparément. Pour le
premier, on remarque que par la définition de Er(t), on a

1

24(k−1)r3

∫
B

0,2kr

|u⃗|2dy =
C

23kr2

(
1

2kr

∫
B

0,2kr

|u⃗|2dy

)
≤ 1

23kr2
E2kr(s).

Ainsi, puisque pour tout 1 ≤ k ≤ N nous avons 2kr ≤ 1
3 , et 1

r <
1
R il s’en suit que

N∑
k=1

C

24(k−1)r3

∫
B

0,2kr

|u⃗|2dy ≤
N∑
k=1

2C

23kr2
E2kr(s) ≤

C

r2
ER(s)

N∑
k=1

1

23k
≤ C

r2
ER(s).

Étudions maintenant le second terme de (3.3.26). Puisque R3 \B0, 1
4
⊂

+∞⋃
k=0

B0,2k−1 \B0,2k−2 nous

avons∫
R3\B

0, 14

1

|y|4
|u⃗|2dy ≤

+∞∑
k=0

∫
B

0,2k−1\B0,2k−2

1

|y|4
|u⃗|2dy ≤

+∞∑
k=0

1

(2k−2)4

∫
B

0,2k

|u⃗|2dy. (3.3.27)

Remarquons que par un changement de variable et puisque u⃗ satisfait l’estimation (3.3.8), nous
obtenons∫

B
0,2k

|u⃗(t, y)|2dy = (2k)3
∫
B0,1

|u⃗(t, z
2k

)|2dz ≤ 23k sup
0<t<1

sup
x∈R3

∫
Bx,1

|u⃗(t, y)|2dy ≤ 23kM.

En considérant l’égalité précédente dans (3.3.27), nous avons∫
R3\B

0, 14

1

|y|4
|u⃗|2dy ≤

+∞∑
k=0

(2k)3

(2k−2)4
M ≤ CM

+∞∑
k=0

1

2k
≤ CM. (3.3.28)

Par conséquent, en appliquant (3.3.27) et l’expression ci-dessus dans (3.3.26), pour tout r ≤ r ≤
1
12 , nous obtenons

|p2(s, x)| ≤
C

r2
Er(s) + CM.
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De l’estimation précédente, il résulte que pour le terme I6 de (3.3.15) nous avons

sup
r≤r≤ 1

12

I6 = sup
r≤r≤ 1

12

1

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p2|
3
2dyds

≤ sup
r≤r≤ 1

12

1

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

C

r3
E

3
2
r (s)dyds+ sup

r≤r≤ 1
12

1

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

CM
3
2dyds.

De plus, comme |B0,2r| = Cr3 et r < 1
12 < 1 on a

sup
r≤r≤ 1

12

I6 ≤ sup
r≤r≤ 1

12

C

r2

∫ t

0
E

3
2
r (s)ds+ sup

r≤r≤ 1
12

rCM
3
2 t ≤ C

r2

∫ t

0
E

3
2
r (s)ds+ CM

3
2 t. (3.3.29)

Nous avons terminé l’étude du terme Ij avec 1 ≤ j ≤ 6 donnée dans (3.3.15). Ainsi, en ras-
semblant les estimations (3.3.16)-(3.3.19), (3.3.21), (3.3.23) et (3.3.29) dans (3.3.15), et puisque
sup

r≤r≤ 1
12

C

r

∫
B0,2r

|u⃗0|2dy < S par (3.3.10) (rappelons aussi que nous avons R ≤ r), nous avons

prouvé que pour tout r ≤ r < 1
12 nous avons

sup
r≤r≤ 1

12

Er(t) ≤ S +
C

r2

∫ t

0
Er(s)ds+

1

4
Er + Ct

+ Ct+
1

r2

∫ t

0
Er(s)ds+

1

4
Er(t) +

C

r2

∫ t

0
E3
r (s)ds+

C

r2

∫ t

0
E

3
2
r (s)ds.

+
1

4
Er(t) +

C

r2

∫ t

0
E3
r (s)ds+

C

r2

∫ t

0
E

3
2
r (s)ds+ CM

3
2 t+

C

R2

∫ t

0
E3
r (s)ds

≤ S + Ct+ CM
3
2 t+

3

4
Er(t) +

3

4
Er(t) +

C

r2

∫ t

0
Er(s) + E3

r (s) + E
3
2
r (s)ds,

et nous réécrivons l’estimation précédente comme suit :

sup
r≤r≤ 1

12

Er(t) ≤ S + C1(M)t+
3

4
Er(t) +

C

r2

∫ t

0
Er(s) + E3

r (s) + E
3
2
r (s)ds. (3.3.30)

Étudions maintenant le deuxième terme de la partie de droite de (3.3.14).

• Supposons que 1
12 < r ≤ 1

3 : comme dans le cas précédent, remarquons que d’après (3.3.13),
nous avons

sup
1
12
<r≤ 1

3

Er(t) ≤ sup
1
12
<r≤ 1

3

C

r

∫
B0,2r

|u⃗0|2dy + sup
1
12
<r≤ 1

3

6∑
j=1

Ij . (3.3.31)

Pour le terme I1 de (3.3.31) nous avons B0,2r ⊂ B0,1 puisque 2r ≤ 2
3 < 1, 1

r < 12 et
‖u⃗‖2L∞

t L2
x(Q1(1,0))

≤M par l’hypothèse (3.3.8), il s’ensuit que

sup
1
12
<r≤ 1

3

I1 = sup
1
12
<r≤ 1

3

C

r3

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|2dyds ≤ C

∫ t

0

∫
B0,1

|u⃗|2dyds ≤ CMt. (3.3.32)
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Pour le terme I2 dans (3.3.31), par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et puisque 1
r ≤ 12 et B0,2r ⊂

B0,1, on a

sup
1
12
<r≤ 1

3

I2 = sup
1
12
<r≤ 1

3

C

r

∫ t

0

∫
B0,2r

|∇⃗ ∧ u⃗||ω⃗|dyds

≤ sup
1
12
<r≤ 1

3

C

∫ t

0

(∫
B0,2r

|∇⃗ ∧ u⃗|2dy

) 1
2
(∫

B0,2r

|ω⃗|2dy

) 1
2

ds

≤ C‖ω⃗‖L∞
t L2

x(Q1(1,0))

∫ t

0
‖∇⃗ ∧ u⃗(s, ·)‖L2(B0,1)ds.

De plus, puisque |∇⃗ ∧ ω⃗|2 ≤ 2|∇⃗ ⊗ u⃗|2 et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans la variable
temps, nous obtenons

sup
1
12
<r≤ 1

3

I2 ≤ C‖ω⃗‖L∞
t L2

x(Q1(1,0))

∫ t

0
‖∇⃗ ⊗ u⃗(s, ·)‖L2(B0,1)ds

≤ C‖ω⃗‖L∞
t L2

x(Q1(1,0))‖∇⃗ ⊗ u⃗‖L2
tL

2
x(Q1(1,0))t

1
2 .

Par conséquent, puisque ‖∇⃗ ⊗ u⃗‖2
L2
tL

2
x(Q1(1,0))

< M par (3.3.8), ‖ω⃗‖2L∞
t L2

x(Q1(1,0))
< CR < C par

(3.3.9) (rappelons R < 1), nous avons

sup
1
12
<r≤ 1

3

I2 ≤ CM
1
2 t

1
2 . (3.3.33)

Pour le terme I3 de (3.3.31), puisque 1
r ≤ 12 et par l’inégalité de Hölder nous avons

sup
1
12
<r≤ 1

3

I3 = sup
1
12
<r≤ 1

3

C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|ω⃗||u⃗|dyds ≤ C sup
1
12
<r≤ 1

3

∫ t

0

(∫
B0,2r

|ω⃗|2dy

) 1
2
(∫

B0,2r

|u⃗|2dy

) 1
2

ds

Puis, puisque B0,2r ⊂ B0,1, on a

sup
1
12
<r≤ 1

3

I3 ≤ C

∫ t

0
‖ω⃗(s, ·)‖L2(B0,1)‖u⃗(s, ·)‖L2(B0,1)ds.

Ainsi, en utilisant le fait que ‖u⃗‖2L∞
t L2

x(Q1(1,0))
< M par (3.3.8) et ‖ω⃗‖L∞

t L2
x(Q1(1,0)) < C, on a

sup
1
12
<r≤ 1

3

I3 ≤ CM
1
2 t. (3.3.34)

Pour le terme I4 dans (3.3.31), en utilisant les mêmes arguments que dans (3.3.20) nous avons

sup
1
12
<r≤ 1

3

I4 = sup
1
12
<r≤ 1

3

C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|u⃗|3dyds ≤ sup
1
12
<r≤ 1

3

C

r2

∫ t

0
‖∇⃗ ⊗ u⃗(s, ·)‖

3
2

L2(B0,2r)
‖u⃗(s, ·)‖

3
2

L2(B0,2r)
ds

+ sup
1
12
<r≤ 1

3

C

r2

∫ t

0
‖u⃗(s, ·)‖3L2(B0,2r)

ds.

En utilisant le fait que 1
r2

≤ C et B0,2r ⊂ B0,1, on obtient

sup
1
12
<r≤ 1

3

I4 ≤ C‖u⃗‖
3
2

L∞
t L2

x(Q1)

∫ t

0
‖∇⃗ ⊗ u⃗(s, ·)‖

3
2

L2(B0,1)
ds+ t‖u⃗‖3L∞

t L2
x(Q1)

.
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Ainsi, par l’inégalité de Hölder (1 = 3
4 +

1
4) dans la variable temps, et puisque 2r < 1, et t < 1,

on a

sup
1
12
<r≤ 1

3

I4 ≤ Ct
1
4 ‖u⃗‖

3
2

L∞
t L2

x(Q1)

(∫ t

0
‖∇⃗ ⊗ u⃗(s, ·)‖2L2(B0,2r)

ds

) 3
4

+ t‖u⃗‖3L∞
t L2

x(Q1)

≤ Ct
1
4 ‖u⃗‖

3
2

L∞
t L2

x(Q1)
‖∇⃗ ⊗ u⃗‖

3
2

L2
tL

2
x(Q1)

+ t‖u⃗‖3L∞
t L2

x(Q1)
.

Comme ‖u⃗‖2L∞
t L2

x(Q1(1,0))
≤M et ‖∇⃗ ⊗ u⃗‖2

L2
tL

2
x(Q1(1,0))

≤M par (3.3.8), nous avons

sup
1
12
<r≤ 1

3

I4 ≤CM
3
2 t

1
4 +M

3
2 t. (3.3.35)

Pour le terme I5 de (3.3.31), rappelons que de (3.3.22), nous obtenons

sup
1
12
<r≤ 1

3

I5 = sup
1
12
<r≤ 1

3

C

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p1|
3
2dyds ≤ sup

1
12
<r≤ 1

3

C

r2

∫ t

0

∫
B0,3r

|u⃗|3dyds.

Puisque 3r ≤ 1, nous pouvons appliquer les mêmes arguments que dans (3.3.35), et nous avons

sup
1
12
<r≤ 1

3

I5 ≤M
3
2 t

1
4 +M

3
2 t. (3.3.36)

Pour le dernier terme I6 de (3.3.31), on remarque d’abord que par l’estimation (3.3.25) et
puisque 1

4 ≤ 3r, on obtient

|p2(s, x)| ≤ C

∫
R3\B0,3r

1

|y|4
|u⃗|2dy ≤ C

∫
R3\B

0, 14

1

|y|4
|u⃗|2dy.

Par conséquent, en utilisant les mêmes arguments que dans (3.3.28), on a |p2(s, x)| ≤ CM.

Puisque r ≤ 1
3 < 1, il s’en suit que

sup
1
12
<r≤ 1

3

I6 = sup
1
12
<r≤ 1

3

1

r2

∫ t

0

∫
B0,2r

|p2|
3
2dyds ≤ sup

1
12
<r≤ 1

3

rCM
3
2 t ≤ CM

3
2 t. (3.3.37)

Ainsi, en rassemblant les estimations (3.3.32)-(3.3.37) dans (3.3.13), puisque
C

r

∫
B0,2r

|u⃗0|2dy < S par (3.3.10), et t < t
1
2 < t

1
4 du fait de t < 1, il s’en suit que pour

tout 1
12 ≤ r ≤ 1

3 , on a

sup
1
12
<r≤ 1

3

Er(t) ≤ S + CMt+ CM
1
2 t

1
2 + CM

1
2 t+ CM

3
2 t

1
4 + CM

3
2 t+ CM

3
2 t

≤ S + C2(M)t
1
4 , (3.3.38)

et ceci termine l’étude de la quantité précédente dans le cas où 1
12 < r ≤ 1

3 .
Ainsi, en appliquant les estimations (3.3.30) et (3.3.38) dans (3.3.14), nous avons prouvé que

Er(t) ≤ sup
r≤r≤ 1

12

Er(t) + sup
1
12
<r≤ 1

3

Er(t)

≤ S + C1(M)t+
3

4
Er(t) +

C

R2

∫ t

0
Er(s) + E3

r (s) + E
3
2
r (s)ds+ S + C2(M)t

1
4

≤ 2S + C1(M)t+ C2(M)t
1
4 +

3

4
Er(t) +

C

r2

∫ t

0
Er(s) + E3

r (s) + E
3
2
r (s)ds.
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Fixons maintenant le temps T1 > 0 tel que

T1 = min{1, S

2C1
,
S4

2C4
2

}. (3.3.39)

Remarquons que pour tout t < T1, on a C1t ≤ S
2 et C2t

1
4 ≤ S

2 , d’où il s’en suit que

1

4
Er(t) ≤ 3S +

C

r2

∫ t

0
Er(s) + E3

r (s) + E
3
2
r (s)ds.

En observant que si Er > 1 on a E
3
2
r < E3

r et si Er ≤ 1 on a E
3
2
r < Er, il suffit alors d’étudier pour tout

t ≤ T1 l’expression

Er(t) ≤ 12S +
C

r2

∫ t

0
Er(s) + E3

r (s)ds. (3.3.40)

Afin d’estimer l’expression ci-dessus, nous pouvons utiliser l’inégalité de type Gronwall suivante

Lemme 3.3.5. Soit f ∈ L∞
loc([0, T1[) une fonction telle que pour tout t ∈]0, T1[, pour certains a, b > 0

et m ≥ 1, on a

f(t) ≤ a+ b

∫ t

0
(f(s) + fm(s))ds.

Il existe alors une constante universelle c > 1 telle que pour tout t ∈]0, T ] avec T =

min
{
T1,

c
b(1+am−1)

}
, on a f(t) ≤ 2a .

Pour une preuve de ce résultat, nous renvoyons à [10, Lemme 2.2]. Maintenant, en appliquant le lemme
précédent à l’expression (3.3.40) avec a = 12S, b = C

r2
et m = 3, il existe une constante universelle

c > 1 telle que pour

T ∗ = min{T1, cλr2}, où λ =
1

(1 + S2)
,

nous avons pour tout 0 < t < T ∗ l’estimation

Er(t) ≤ 24S.

Puisque nous avons Er(t) ≤ Er(t) = sup
r≤r≤ 1

3

Er(t), nous obtenons finalement

Er(t) ≤ CS, (3.3.41)

ce qui termine la preuve du Lemme 3.3.4. ■

Corollaire 3.3.1. Sous les hypothèses du lemme 3.3.4, pour tout R ≤ r ≤ 1
3 , telle que

√
λr ≤

√
T1
c

où T1 est donné dans (3.3.39), λ = 1
1+S2 et c > 1, nous avons

1

r2

∫ λr2

0

∫
B0,r

|u⃗|3 + |p− h|
3
2dyds < C(S

3
2 + S).
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Preuve. Notons tout d’abord que 0 < R < 1
12 est arbitraire et qu’il peut être choisi arbitrairement

petit, de sorte que les conditions R ≤ r < 1
3 et

√
λr ≤

√
T1
c sont compatibles. Remarquons maintenant

qu’à partir de l’estimation (3.3.20), nous avons

1

r2

∫ λr2

0

∫
B0,r

|u⃗|3dyds ≤ 1

r2

∫ λr2

0
‖∇⃗ ⊗ u⃗(s, ·)‖

3
2

L2(B0,r)
‖u⃗(s, ·)‖

3
2

L2(B0,r)
ds+

1

r2

∫ λr2

0
‖u⃗(s, ·)‖3L2(B0,r)

ds

≤ 1

r2
sup

0<s<λr2
‖u⃗(s, ·)‖

3
2

L2(B0,r)

∫ λr2

0
‖∇⃗ ⊗ u⃗(s, ·)‖

3
2

L2(B0,r)
ds

+ Cλ sup
0<s<λr2

‖u⃗(s, ·)‖3L2(B0,r)
.

En utilisant l’inégalité de Hölder dans la variable temps (1 = 3
4 + 1

4), on a

1

r2

∫ λr2

0

∫
B0,r

|u⃗|3dyds ≤ Cλ
1
4

r
3
2

sup
0<s<λr2

‖u⃗(s, ·)‖
3
2

L2(B0,r)

(∫ λr2

0
‖∇⃗ ⊗ u⃗‖2L2(B0,r)

ds

) 3
4

+ Cλ sup
0<s<λr2

‖u⃗(s, ·)‖3L2(B0,r)
,

qui peut être réécrite comme suit

1

r2

∫ λr2

0

∫
B0,r

|u⃗|3dyds ≤ Cλ
1
4 sup
0<s<λr2

(
1

r

∫
B0,r

|u⃗|2dy

) 3
4
(
1

r

∫ λr2

0

∫
B0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds

) 3
4

+ Cλr
3
2 sup
0<s<λr2

(
1

r

∫
B0,r

|u⃗(s, y)|2dy

) 3
2

.

Comme Er(t) = sup
0<s<t

1

r

∫
B0,r

|u⃗|2dy + 1

r

∫ t

0

∫
B0,r

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dyds+ 1

r2

∫ t

0

∫
B0,r

|p− h(t)|
3
2dyds, et si

nous écrivons t = λr2, on a

1

r2

∫ λr2

0

∫
B0,r

|u⃗|3dyds ≤ Cλ
1
4E

3
2
r (λr

2) + Cλr
3
2E

3
2
r (λr

2) ≤ C(λ
1
4 + r

3
2λ)E

3
2
r (λr

2).

Cependant, puisque r < 1 et λ < 1, nous avons

1

r2

∫ λr2

0

∫
B0,r

|u⃗|3dyds ≤ CE
3
2
r (λr

2).

Puisque Er(t) est une fonction croissante en t, et que c > 1 on a E
3
2
r (λr2) < E

3
2
r (cλr2). Ainsi, puisque

nous avons considéré 0 < r < 1 tel que cλr2 ≤ T1, et qu’il découle de (3.3.41) que Er(cλr2) < CS,
alors

1

r2

∫ λr2

0

∫
B0,r

|u⃗|3dyds ≤ CE
3
2
r (cλr

2) < CS
3
2 .

D’autre part, la définition de Er nous donne immédiatement

1

r2

∫ λr2

0

∫
B0,r

|p− h|
3
2dyds ≤ Er(λr

2) ≤ Er(cλr
2) ≤ CS.
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En utilisant les deux estimations précédentes, on trouve que pour λ = 1
1+S2 et pour tout R ≤ r ≤ 1

3

tel que
√
λr ≤ T1, on a

1

r2

∫ λr2

0

∫
B0,r

|u⃗|3 + |p− h|
3
2dyds < C(S

3
2 + S),

ce qui termine la preuve du Corollaire 3.3.1. ■
Démonstration du Théorème 3.3.2. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible de type Leray des équations
des fluides micro-polaires (3.1.1) et (3.1.2). Soit T > 0 le temps maximal tel que u⃗ ∈ C(]0, T [, L∞(R3))

et le point (T , 0) est un point partiellement singulier au sens de la Définition 2.4.1. Supposons que
pour un r0 > 0 fixé avec 0 < T − r20, on a

sup
x0∈R3

sup
r∈]0,r0]

sup
t∈]T −r2,T ]

1

r

∫
Bx0,r

|u⃗(t, x)|2dx = M < +∞. (3.3.42)

L’objectif consiste à prouver qu’il existe ϵ > 0, S = S(M) et δ > 0 de sorte que pour tout t ∈]T −δ, T [,
nous avons ∫

B
0,
√

T −t
S

|u⃗(t, x)|3dx ≥ ϵ. (3.3.43)

Tout d’abord, observons qu’il suffit de montrer qu’il existe ϵ∗ > 0, S = S(M) et δ > 0 de telle sorte
que pour tout t ∈]T − δ, T [, nous avons

1√
T − t

∫
B

0,
√

T −t
S

|u⃗(t, x)|2dx ≥ ϵ∗, (3.3.44)

En effet, si nous avons (3.3.44), par l’inégalité de Hölder (1 = 2
3 + 1

3) nous avons

ϵ∗ ≤
1√

T − t

∫
B

0,
√

T −t
S

|u⃗(t, x)|2dx ≤ C√
S

∫
B

0,
√

T −t
S

|u⃗(t, x)|3dx

 2
3

,

ce qui implique (3.3.43) avec ϵ = (ϵ∗)
3
2
S

3
4

C .

Pour prouver (3.3.44), nous allons utiliser un argument de contradiction. Ainsi, supposons que
pour tout ϵ∗ > 0, pour tout 0 < S < 1 et pour δ = min{

√
T
2 ,

r0S
3
2

2 }, il existe T − δ2 ≤ t0 ≤ T tel que

1√
T − t0

∫
B

0,

√
T −t0

S

|u⃗(t0, x)|2dx < ϵ∗. (3.3.45)

La stratégie consiste à appliquer un changement d’échelle à la solution (u⃗, p, ω⃗) afin d’obtenir que le
point (T , 0) soit partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1 nous conduisant à la contradiction
souhaitée.

Soit 0 < S < 1 et considérons γ =
√

T −t0
S . Remarquons que puisque T − δ2 < t0 < T et

δ2 ≤ r20S
3 ≤ r20S (rappelons 0 < S < 1), nous avons

γ =

√
T − t0
S

<

√
δ2

S
< r0. (3.3.46)
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Maintenant, nous faisons un changement d’échelle pour les fonctions u⃗, p et ω⃗ de la manière suivante :
pour tout (s, y) ∈ [0,S[×R3, nous considérons

u⃗γ(s, y) = γu⃗(t0 + γ2s, γy), pγ(s, y) = γ2p(t0 + γ2s, γy) et ω⃗γ(s, y) = γ2ω⃗(t0 + γ2s, γy).

Rappelons que l’équation (3.1.1) est invariante par ce changement d’échelle.

Nous voulons maintenant appliquer le Lemme 3.3.4 et le Corollaire 3.3.1 afin d’obtenir qu’il existe
ϵ̃ > 0 et ρ > 0 tels que

1

ρ2

∫ S

S−ρ2

∫
B0,ρ

|u⃗γ |3 + |pγ − hγ |
3
2dyds ≤ ϵ̃,

où hγ = γ2h(γ2·), et h est donné par la décomposition locale de la pression (voir le Lemme 3.3.2).
Ensuite, en se revenant aux variables (u⃗, p) et en utilisant la théorie de la régularité ϵ dans le
chapitre précédent, nous pourrons déduire que le point (T , 0) est partiellement régulier, ce qui est
une contradiction.

Ainsi, puisque nous voulons appliquer le Lemme 3.3.4, nous avons besoin d’information sur les don-
nées initiales et pour cela, puisque u⃗ ∈ C(]0, T [, L∞(R3)), nous pouvons considérer u⃗γ0(·) = γu⃗(t0, γ·)
comme des données initiales telle que (u⃗γ , pγ) est une solution des équations forcées de Navier-Stokes∂tu⃗

γ = ∆u⃗γ − (u⃗γ · ∇⃗)u⃗γ − ∇⃗pγ + 1
2∇⃗ ∧ ω⃗γ ,

u⃗γ(0, ·) = u⃗γ0 .
(3.3.47)

Remarquons également que puisque u⃗ ∈ C(]0, T [, L∞(R3)), nous avons que (u⃗γ , pγ) est une solution
forte du système ci-dessus, cependant nous voulons déduire que (u⃗γ , pγ) est une solution locale de
Leray du système ci-dessus. Pour cela, il sera commode de réécrire ∇⃗ ∧ ω⃗γ = div(W γ) où nous avons

W γ =

 0 ωγ3 −ωγ2
ωγ1 0 −ωγ3
−ωγ2 ωγ1 0

,
et nous obtenons ainsi que le couple (u⃗γ , pγ) est une solution du système suivant∂tu⃗

γ = ∆u⃗γ − (u⃗γ · ∇⃗)u⃗γ − ∇⃗pγ + 1
2 div(W

γ),

u⃗γ(0, ·) = u⃗γ0 .

A ce stade, nous pouvons appliquer la théorie des solutions locales de Leray des équations de Navier-
Stokes qui est donnée dans le résultat suivant :

Lemme 3.3.6. Soit v⃗0 une donnée initiale et F un champ tensoriel tel que

sup
x0∈R3

∫
Bx0,1

|v⃗0(y)|2dy ≤M∗ et sup
x0∈R3

∫ 1

0

∫
Bx0,1

|F|2dyds ≤M∗.

Alors, il existe une solution locale de Leray (v⃗, q) au sens de la Définition 14.1 du livre [61] des
équations de Navier-Stokes ∂tv⃗ = ∆v⃗ − (v⃗ · ∇⃗)v⃗ − ∇⃗q + div(F),

v⃗(0, ·) = v⃗0,



L’effet de concentration de la norme L3 167

sur ]0, T [×R3, telle que T = min{1, 1
C(1+M∗)4 } et

sup
0<t<T

sup
x∈R3

∫
Bx,1

|v⃗(t, y)|2dy + sup
x∈R3

∫ T

0

∫
Bx,1

|∇⃗ ⊗ v⃗|2dy ≤ C(M∗).

Pour une preuve du lemme précédent, nous nous référons à [61, Théorème 14.1, pg 455 ]. Comme nous
pouvons le voir, avec ce lemme, nous sommes en mesure de construire une solution de Leray locale
tant que nous avons les contrôles uniformes suivants sur la donnée initiale u⃗γ0 et sur la force externe
W γ :

sup
x0∈R3

∫
Bx0,1

|u⃗γ0(y)|
2dy < +∞, (3.3.48)

et
sup
x0∈R3

∫ 1

0

∫
Bx0,1

|W γ |2dyds < +∞. (3.3.49)

Étudions la donnée initiale. Puisque u⃗γ0(·) = γu⃗(t0, γ·), par un changement de variable, nous obtenons

sup
x0∈R3

∫
Bx0,1

|u⃗γ0(y)|
2dy = sup

x0∈R3

1

γ

∫
Bγx0,γ

|u⃗(t0, y)|2dy = sup
z∈R3

1

γ

∫
Bz,γ

|u⃗(t0, y)|2dy.

D’autre part, rappelons que par (3.3.46) nous avons γ < r0 et T −γ2 < t0 < T . Ainsi, par l’hypothèse
(3.3.42), nous avons

sup
z∈R3

1

γ

∫
Bz,γ

|u⃗(t0, y)|2dy ≤ sup
x0∈R3

sup
r∈]0,r0]

sup
T −r2≤t≤T

1

r

∫
Bx0,r

|u⃗(t, x)|2dx ≤ M < +∞,

et nous obtenons le contrôle suivant sur les données initiales u⃗γ0

sup
x0∈R3

∫
Bx0,1

|u⃗γ0(y)|
2dy ≤ M < +∞.

Étudions maintenant la force extérieure W γ . Puisque ωγi (·, ·) = γ2ωi(t0 + γ2·, γ·), on a

sup
x0∈R3

∫ 1

0

∫
Bx0,1

|W γ |2dyds = sup
x0∈R3

∫ 1

0

∫
Bx0,1

3∑
i=1

2|ωγi |
2dyds

= sup
x0∈R3

∫ 1

0

∫
Bx0,1

3∑
i=1

2|γ2ωi(t0 + γ2s, γy)|2dyds.

De plus, par un changement de variable, on a

sup
x0∈R3

∫ 1

0

∫
Bx0,1

|W γ |2dyds = sup
x0∈R3

1

γ

∫ t0+γ2

t0

∫
Bγx0,γ

3∑
i=1

2|ω(s, y)|2dyds,

et puisque γ < r0 par (3.3.46), on a

sup
x0∈R3

∫ 1

0

∫
Bx0,1

|W γ |2dyds ≤ C sup
z∈R3

sup
t0≤t≤t0+γ2

1

γ
γ2
∫
Bz,γ

|ω⃗(t, y)|2dy

≤ Cr0 sup
z∈R3

sup
t0≤t≤t0+γ2

∫
Bz,γ

|ω⃗(t, y)|2dy.



168 Chapitre 3. Concentration de la norme L3
x autour de points partiellement singuliers

Puisque ω⃗ ∈ L∞
t L

2
x, nous obtenons

sup
x0∈R3

∫ 1

0

∫
Bx0,1

|W γ |2dyds ≤ C‖ω⃗‖2L∞
t L2

x
< +∞,

et nous obtenons le contrôle uniforme (3.3.49) sur la force extérieure.

Ainsi, à partir de l’estimation (3.3.48) et du contrôle précédent, nous pouvons appliquer le lemme
3.3.6, et donc pour T = min{1, 1

C(1+M)4
} avec M =M(M, ‖ω⃗‖2L∞

t L2
x
) > 0, il existe une solution locale

de Leray (v⃗, q) du système (3.3.47) (rappelons div(W γ) = ∇⃗ ∧ ω⃗γ) sur ]0, T [×R3, telle que pour une
certaine constante M1 > 0,

sup
0<t<T

sup
x∈R3

∫
Bx,1

|v⃗(t, x)|2dy + sup
x∈R3

∫ T

0

∫
Bx,1

|∇⃗ ⊗ v⃗|2dy ≤M1. (3.3.50)

Il convient de noter que puisque (u⃗γ , pγ) est une solution forte de (3.3.47) par un argument d’unicité
faible-forte (voir [61, Théorème 14.7]), il s’en suit que u⃗γ = v⃗ et pγ = q sur ]0,min (S, T )[×R3. Ainsi,
au lieu d’étudier (u⃗γ , pγ) sur ]0,S[×R3, nous appliquerons le Lemme 3.3.4 et le Corollaire 3.3.1 au
couple (v⃗, q) sur ]0, T [×R3, puis en considérant S � 1 suffisamment petit (afin d’obtenir l’unicité sur
l’intervalle ]0,S[), nous pourrons revenir aux variables (u⃗γ , pγ).

Vérifions que le triplet (v⃗, q, ω⃗γ) satisfait les hypothèses du Lemme 3.3.4. Remarquons que puisque
(v⃗, q) est déjà une solution locale de Leray par construction et que nous avons le contrôle (3.3.50),
nous devons seulement vérifier les points suivants :

• Nous avons
‖ω⃗γ‖2L∞(]0,T [,L2(B0,1))

< C
√
S. (3.3.51)

• Pour tout r > 0 tel que
√
S < r < 1, nous avons

sup√
S<r≤1

1

r

∫
B0,r

|u⃗γ0 |
2dy < ϵ∗. (3.3.52)

Pour obtenir (3.3.51), puisque T < 1 par construction et que ω⃗γ(·, ·) = γ2ω⃗(t0 + γ2·, γ·), en utilisant
un changement de variable, nous avons

‖ω⃗γ‖2L∞(]0,T [,L2(B0,1))
≤ ‖ω⃗γ‖2L∞(]0,1[,L2(B0,1))

≤ ‖γ2ω⃗(t0 + γ2·, γ·)‖2L∞(]0,1[,L2(B0,1))
= γ‖ω⃗‖2L∞(]t0,t0+γ2[,L2(B0,γ))

.

Puisque ω⃗ ∈ L∞
t L

2
x ∩ L2

t Ḣ
1
x par hypothèse, nous obtenons ‖ω⃗γ‖2L∞(]0,1[,L2(B0,1)) ≤ γ‖ω⃗‖2L∞

t L2
x
≤ Cγ.

De plus, puisque T − δ2 < t0 < T , nous avons γ =
√

T −t0
S <

√
δ2

S < r0S (rappelons que δ =

min{
√

T
2 ,

r0S
3
2

2 }), et comme S < 1, nous pouvons écrire

‖ω⃗γ‖2L∞(]0,S[,L2(B0,1))
< CS ≤ C

√
S,

qui est l’estimation souhaitée (3.3.51).
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Pour obtenir (3.3.52), fixons
√
S < r < 1. Puisque u⃗γ(0, ·) = γu⃗(t0, γ·) et par le changement de

variable z = γy, nous avons∫
B0,r

|u⃗γ(0, y)|2dy =

∫
B0,r

|γu⃗(t0, γy)|2dy =
1

γ

∫
B0,γr

|u⃗(t0, z)|2dz.

De plus, puisque r < 1 et que γ =
√

T −t0
S , il découle de l’hypothèse (3.3.45) que∫

B0,r

|u⃗γ(0, y)|2dy ≤
√
S√

T − t0

∫
B

0,

√
T −t0

S

|u⃗(t, x)|2dx <
√
Sϵ∗,

Par conséquent, puisque
√
S < r, on a 1

r

∫
B0,r

|u⃗γ(0, y)|2dy < ϵ∗. Comme
√
S ≤ r < 1 est arbitraire,

nous concluons que
sup√
S<r≤1

1

r

∫
B0,r

|u⃗γ0 |
2dy < ϵ∗.

Ainsi, nous avons prouvé que (v⃗, q, ω⃗γ) vérifie les conditions (3.3.50), (3.3.51) et (3.3.52). Ensuite,
nous pouvons appliquer le Lemme 3.3.4 et le Corollaire 3.3.1, ce qui nous permet d’obtenir un temps
T1 = T1(T,M) > 0, et une constante c > 1 tels que pour tout

√
S < r avec λr2 ≤ T1

c et λ = 1
1+ϵ2∗

,
nous avons

1

r2

∫ λr2

0

∫
B0,r

|v⃗(s, y)|3 + |q − hq|
3
2dyds ≤ C(ϵ∗ + ϵ

3
2
∗ ).

Maintenant, fixons S � 1 de telle sorte que pour r =
√

S
λ , nous ayons

√
S < r et λr2 < T1

c . Ainsi, en

choisissant r =
√

S
λ dans l’expression ci-dessus, nous obtenons

S

λ

∫ S

0

∫
B

0,
√

S
λ

|v⃗|3 + |q − hq|
3
2dyds ≤ C(ϵ∗ + ϵ

3
2
∗ ).

Maintenant, puisque u⃗γ = v⃗ et pγ = q sur ]0,S[×R3, nous avons

S

λ

∫ S

0

∫
B

0,
√

S
λ

|u⃗γ |3 + |pγ − hγ |
3
2dyds ≤ C(ϵ∗ + ϵ

3
2
∗ ).

Ainsi, puisque u⃗γ(s, y) = γu⃗(t0 + γ2s, γy) et pγ(s, y) = γ2p(t0 + γ2s, γy), nous obtenons (rappelons
que γ =

√
T −t0
S )

λ

T − t0

∫ T

t0

∫
B

0,

√
T −t0

λ

|u⃗|3 + |p− h|
3
2dyds ≤ C(ϵ∗ + ϵ

3
2
∗ ).

Puisque λ < 1, nous avons B0,
√
T −t0 ⊂ B

0,
√

T −t0
λ

et nous pouvons donc écrire

λ

T − t0

∫ T

T −(
√
T −t0)2

∫
B

0,
√

T −t0

|u⃗|3 + |p− h|
3
2dyds ≤ C(ϵ∗ + ϵ

3
2
∗ ),

qui peut être réécrite comme suit

1

(
√
T − t0)2

∫ T

T −(
√
T −t0)2

∫
B

0,
√

T −t0

|u⃗|3 + |p− h|
3
2dyds ≤ C

(ϵ∗ + ϵ
3
2
∗ )

λ
.
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x autour de points partiellement singuliers

Ainsi, puisque λ = 1
1+ϵ2∗

et que 0 < ϵ∗ � 1 peut être considéré suffisamment petit, nous pouvons

trouver 0 < ϵ̃� 1 tel que C(ϵ∗ + ϵ
3
2
∗ )

1
λ < ϵ̃. Pour ρ =

√
T − t0, nous obtenons

1

ρ2

∫ T

T −ρ2

∫
B0,ρ

|u⃗(s, y)|3 + |p− h|
3
2dyds < ϵ̃.

Maintenant, puisque (u⃗, p − h, ω⃗) est également une solution partielle appropriée des équations
des fluides micro-polaires, nous pouvons appliquer le Théorème 2.3.2, page 106, ce qui implique que
(T , 0) est un point partiellement régulier au sens de la Définition 2.4.1. Cela contredit le fait que
(T , 0) est partiellement singulier selon l’hypothèse.

Nous avons donc prouvé qu’il existe ϵ∗ > 0, S = S(M) et δ > 0 tels que pour tout t ∈]T − δ, T [,
nous avons

1√
T − t

∫
B

0,
√

T −t
S

|u⃗(t, x)|2dx ≥ ϵ∗.

ce qui, comme mentionné précédemment, implique l’effet de concentration de la norme L3 de la
vitesse autour du point singulier (T , 0). Cela termine la preuve du Théorème 3.3.2. ■

Remarquons maintenant que dans la dernière section, nous nous sommes concentrés sur la relation
entre la variable u⃗ et les points partiellement singuliers qui, rappelons-le, sont les points où u⃗ n’est
pas bornée (voir Définition 2.4.1, page 129). En particulier, nous espérons qu’à partir de ce type de
résultat, il sera possible dans le futur d’obtenir également des estimations quantitatives d’explosion
de la norme L3 comme dans [7]. D’autre part, l’étude de la variable ω⃗ et des points où cette variable
est non bornée est aussi un axe de recherche possible.

Finissons ce chapitre en rappelant que nous nous sommes focalisés sur l’étude de la régularité
des équations micro-polaires évolutives (2.1.1) et (2.3.67), en soulignant l’effet dominant de la vitesse
tel que défini dans la Définition 2.1.1, page 38. D ans le chapitre suivant, nous changerons notre
axe d’étude et nous nous concentrerons sur la relation entre les variables (u⃗, ω⃗) pour les équations
micro-polaires stationnaires.



4 | Les équations micro-polaires
stationnaires

4.1. Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous nous intéressons à l’étude de l’interdépendance des variables des
équations des fluides micro-polaires stationnaires incompressibles. Plus précisément, nous allons étu-
dier le système suivant

−
(
υ + ν

2

)
∆u⃗ = −(u⃗ · ∇⃗)u⃗+ ν∇⃗ ∧ ω⃗ − ∇⃗p+ f⃗ , div(u⃗) = 0,

−(β + γ)∆ω⃗ = −(u⃗ · ∇⃗)ω⃗ + (α+ β
3 − γ)∇⃗ div(ω⃗)− νω⃗ + ν∇⃗ ∧ u⃗+ g⃗,

(4.1.1)

où nous rappelons que u⃗ : R3 −→ R3 représente la vitesse du fluide, p : R3 −→ R est la pression
interne et ω⃗ : R3 −→ R3 est la vitesse de micro-rotation. De plus, nous considérons f⃗ et g⃗, deux
forces externes connues telle que div(f⃗) = 0, et les paramètres positifs α, β, γ, ν et υ représentent
des constantes de viscosité liées aux propriétés du fluide.

Il est important de noter que, contrairement aux chapitres précédents où nous avons étudié les
critères de régularité pour le cas évolutif, les constantes de viscosité n’ont joué aucun rôle déterminant.
Cependant, dans le cas stationnaire, elles peuvent plus facilement influencer le comportement de la
solution.

En effet, dans l’article [71] où le problème d’existence et d’unicité du système (4.1.1) a été étudié
sur des ensembles bornés Ω ⊂ R avec des conditions de Dirichlet nulles, l’unicité est obtenue sous la
condition que la viscosité υ soit suffisamment grande. D’autre part, si l’on considère le même problème
mais avec des données initiales non régulières sur le bord de Ω, c’est-à-dire (u⃗, ω⃗) = (h1, h2) ∈ L2 sur
le bord de Ω, nous pouvons citer l’article [71] où l’existence a été déduite ainsi que l’unicité si υ � 1.
Enfin, nous pouvons citer l’article [32] où l’existence et l’unicité sont étudiées dans le cas de domaines
extérieurs quand la viscosité υ est grande.

Nous pouvons également citer l’article [101] où il a été observé numériquement que si la viscosité
de micro-rotation ν est grande, il existe un effet de ralentissement sur la vitesse de translation, tandis
que la vitesse de micro-rotation ω⃗ diminue avec l’augmentation de la viscosité υ. Dans l’article [55]
des phénomènes similaires sont démontrés numériquement dans d’autres types d’expériences. Nous
observons donc que les paramètres de viscosité peuvent jouer un rôle important dans le système (4.1.1).
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Dans ce chapitre, nous allons étudier le système suivant−∆u⃗ = −(u⃗ · ∇⃗)u⃗+ ∇⃗ ∧ ω⃗ − ∇⃗p+ f⃗ , div(u⃗) = 0,

−∆ω⃗ = −(u⃗ · ∇⃗)ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)−mω⃗ + ∇⃗ ∧ u⃗+ g⃗,
(4.1.2)

où m � 1 est une constante dont le rôle est essentiellement technique mais qui est liée d’une certaine
aux constantes de viscosité ν et υ. Nous allons tout d’abord montrer l’existence de solutions faibles
(u⃗, ω⃗) dans l’espace naturel d’énergie Ḣ1(R3) × H1(R3) et nous allons étudier leurs propriétés. En
particulier, nous verrons que ces solutions sont régulières et nous mettrons en lumière l’influence
d’une variable sur l’autre. Il est important de remarquer que comme ω⃗ n’est pas à divergence nulle,
l’étude de la deuxième équation de (4.1.2) nécessitera un traitement différent.

Observons en plus qu’afin d’obtenir l’existence de solutions, nous devrons passer par un argument
de compacité, ce qui ne nous permet pas de conclure des résultats d’unicité. Pour surmonter ce
problème, et en suivant le travail pionnier de Galdi dans [40] pour les équations de Navier-Stokes
stationnaires, nous montrerons que si nous supposons une information supplémentaire, sous la forme
d’un espace de Banach approprié E qui fournit d’une certaine décroissance à l’infini, nous pouvons
obtenir un résultat d’unicité. Ces résultats sont connus dans la littérature comme des théorèmes de
“type Liouville”. Ce type de résultat a été étudiée intensivement dans [24], [49], [56] et [92] et reste
encore un problème largement ouvert.

Concernant le problème d’unicité pour les équations micro-polaires stationnaires, nous pouvons
citer l’article [54] où l’unicité des solutions a été obtenue en considérant des conditions supplémen-
taires d’intégrabilité pour toutes les variables. Néanmoins, nous allons voir ici qu’il est possible de se
débarrasser de toutes les hypothèses sur ω⃗. En fait, nous verrons que grâce à la structure intrinsèque
du système micro-polaire nous pouvons considérer une séparation de l’information entre les variables
u⃗ et ω⃗.

En récapitulant, dans la première Section 4.2, nous montrerons l’existence de solutions faibles dans
l’espace d’énergie (u⃗, ω⃗) ∈ Ḣ1(R3)×H1(R3) et ensuite nous étudierons la régularité de ces solutions.
Enfin, dans la Section 4.3, nous aborderons le problème d’unicité des solutions.

4.2. Existence et régularité des solutions faibles

Tout d’abord, nous déduisons l’existence de solutions faibles pour le système micro-polaire (4.1.2).

4.2.1. Existence des solutions faibles
Le principal résultat de cette section est le suivant :

Théorème 4.2.1 (Existence). Soient f⃗ , g⃗ ∈ Ḣ−1(R3)∩Ḣ−2(R3) deux forces externes avec div(f⃗) = 0

mais div(g⃗) 6= 0. Alors, il existe m1 > 0 (cf. (4.2.17)) tel que pour tout m ≥ m1, il existe au moins
une solution faible (u⃗, p, ω⃗) des équations micro-polaires stationnaires (4.1.2) telle que u⃗ ∈ Ḣ1(R3),
ω⃗ ∈ H1(R3) et p ∈ Ḣ

1
2 (R3).

Pour démontrer ce résultat relativement classique, nous commençons par une régularisation
d’hyperviscosité du système (4.1.2) et nous étudions l’existence de solutions en utilisant le théorème
de point fixe de Schaefer. Ensuite, en utilisant des estimations a priori, et un argument de compacité
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nous pouvons obtenir une solution du problème (4.1.2).

Démonstration du Théorème 4.2.1. Comme div(u⃗) = div(f⃗) = 0, nous pouvons appliquer le
projecteur de Leray à la première équation de (4.1.2) et nous obtenons

0 = ∆u⃗− P[(u⃗ · ∇⃗)u⃗] + 1
2∇⃗ ∧ ω⃗ + f⃗ ,

0 = ∆ω⃗ + ∇⃗ div(ω⃗)− (u⃗ · ∇⃗)ω⃗ −mω⃗ + 1
2∇⃗ ∧ u⃗+ g⃗.

(4.2.1)

Notons que la pression p est absente du système précédent, mais nous pouvons l’obtenir à partir de la
formule suivante

p =
1

(−∆)
(div(div(u⃗⊗ u⃗))) . (4.2.2)

Maintenant, pour R > 1, nous définissons la fonction auxiliaire θR(x) = θ( xR) où θ ∈ C∞
0 (R3) est une

fonction régulière telle que 0 ≤ θ(x) ≤ 1, θ(x) = 1 pour |x| ≤ 1 et θ(x) = 0 pour |x| > 2. Notons en
particulier que pour 1 ≤ p ≤ +∞, nous avons

‖DαθR‖Lp ≤ R
−|α|+ 3

p ‖Dαθ‖Lp , (4.2.3)

en particulier, nous avons
‖θR‖L∞ ≤ 1. (4.2.4)

Ensuite, pour 0 < ϵ < 1, nous considérons la régularisation d’hyperviscosité suivante des équations
(4.2.1)

0 = −ϵ∆2u⃗+∆u⃗− P
[(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRu⃗)

]
+ 1

2θ
2
R(∇⃗ ∧ ω⃗) + f⃗ ,

0 = −ϵ∆2ω⃗ +∆ω⃗ + ∇⃗(θR div(ω⃗))−
(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRω⃗)−m(θ2Rω⃗) +

1
2θ

2
R(∇⃗ ∧ u⃗) + g⃗,

(4.2.5)

où ∆2ϕ⃗ = ∆(∆ϕ⃗). Observons que si nous laissons ϵ → 0 et R → +∞, nous retrouvons formellement
le problème initial (4.2.1).

Ainsi, si l’on définit U⃗ =

(
u⃗
ω⃗

)
, alors le système ci-dessus peut être réécrit sous la forme suivante

U⃗ = TR,ϵ(U⃗), (4.2.6)

où

TR,ϵ(U⃗) =
1

[ϵ∆2 + (−∆)]

 −P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]
+ 1

2θ
2
R(∇⃗ ∧ ω⃗) + f⃗

∇⃗(θRdiv(ω⃗))−
(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRω⃗)−m(θ2Rω⃗) +

1
2θ

2
R(∇⃗ ∧ u⃗) + g⃗

 .

(4.2.7)
La stratégie consiste maintenant à appliquer un théorème de point fixe à l’opérateur Tϵ,R afin d’obtenir
une solution du problème régularisé (4.2.6). Pour cela, nous utiliserons le résultat suivant (voir le
Théorème 16.1 dans [61]) :

Lemme 4.2.1 (Schaefer). Soit (E, ‖ · ‖E) un espace de Banach et T : E −→ E une application
continue et compacte. S’il existe une constante M > 0 tel que, pour tout λ ∈ [0, 1], e = λT (e) implique
‖e‖E ≤M , alors il existe au moins un élément e ∈ E tel que T (e) = e.
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Ainsi, pour obtenir une solution au problème (4.2.6), il suffit de prouver que l’opérateur TR,ϵ
donné dans (4.2.7) vérifie les hypothèses du Lemme 4.2.1 ci-dessus. Pour cela, nous diviserons l’étude
en trois propositions : d’abord, nous étudierons la continuité de l’application TR,ϵ, puis nous verrons
que l’opérateur est compact. Enfin, nous obtiendrons des estimations a priori qui nous permettront
d’obtenir le résultat souhaité.

Pour cela, nous considérons l’espace E = Ḣ1(R3) ∩ Ḣ2(R3), muni de la norme

‖ · ‖E = ‖ · ‖Ḣ1 +
√
ϵ‖ · ‖Ḣ2 ,

et nous définissons le sous-espace Eσ de E par

Eσ =
{
ϕ⃗ : R3 −→ R3 : ϕ⃗ ∈ E, div(ϕ⃗) = 0

}
,

cet espace sera muni de la même norme ‖ · ‖E , mais par souci de clarté, il sera dénoté par ‖ · ‖Eσ .

Proposition 4.2.1 (Continuité). Dans le cadre général du Théorème 4.2.1, l’application TR,ϵ définie
dans (4.2.7) est continue dans l’espace Eσ × E.

Preuve. Nous allons étudier la continuité de l’application TR,ϵ dans l’espace fonctionnel Eσ×E, muni
de la norme ‖(u⃗, ω⃗)‖Eσ×E = ‖u⃗‖Eσ + ‖ω⃗‖E . Observons que nous avons

‖TR,ϵ(U⃗)‖Eσ×E =∥∥∥∥∥∥∥
1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

 −P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]
+ 1

2θ
2
R(∇⃗ ∧ ω⃗) + f⃗

∇⃗(θR div(ω⃗))−
(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRω⃗)−m(θ2Rω⃗) +

1
2θ

2
R(∇⃗ ∧ u⃗) + g⃗


∥∥∥∥∥∥∥
Eσ×E

,

et donc nous écrivons

‖TR,ϵ(U⃗)‖Eσ×E ≤
∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]∥∥∥∥
Eσ︸ ︷︷ ︸

(1)

+
1

2

∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗)

∥∥∥∥
Eσ︸ ︷︷ ︸

(2)

+

∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
f⃗

∥∥∥∥
Eσ︸ ︷︷ ︸

(3)

+

∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥
E︸ ︷︷ ︸

(4)

+

∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRω⃗)

∥∥∥∥
E︸ ︷︷ ︸

(5)

+

∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
m(θ2Rω⃗)

∥∥∥∥
E︸ ︷︷ ︸

(6)

+
1

2

∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
θ2R(∇⃗ ∧ u⃗)

∥∥∥∥
E︸ ︷︷ ︸

(7)

+

∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
g⃗

∥∥∥∥
E︸ ︷︷ ︸

(8)

. (4.2.8)

Avant de passer à l’étude des termes ci-dessus, nous énonçons un lemme qui sera utile dans la suite

Lemme 4.2.2. Soient 0 < ϵ < 1 et 1 ≤ σ ≤ 2 deux paramètres. Alors, pour toute fonction ϕ⃗ ∈ L2(R3)

il existe une constante C > 0 telle que nous avons l’estimation suivante∥∥∥∥ (−∆)σ

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
ϕ⃗

∥∥∥∥
L2

≤ C

ϵ
‖ϕ⃗‖L2 .
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En effet, comme le symbole de Fourier associé à l’opérateur (−∆)σ

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
est |ξ|2σ

ϵ|ξ|4+|ξ|2 , et

comme 1 ≤ σ ≤ 2 nous obtenons facilement le contrôle uniforme par rapport à σ par C
ϵ annoncé dans

l’espace L2(R3).

Maintenant en utilisant le lemme précédent nous pouvons étudier chaque terme dans (4.2.8) :
• Pour le premier terme de l’expression (4.2.8), nous avons :∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]∥∥∥∥
Eσ

=

∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]∥∥∥∥
Ḣ1

+
√
ϵ

∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]∥∥∥∥
Ḣ2

.

Maintenant, comme le projecteur de Leray est borné dans Ḣ1 et commute avec 1
ϵ(−∆)2+(−∆)

, et
en introduisant les opérateurs (−∆) et (−∆)

3
2 , nous pouvons écrire∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]∥∥∥∥
Eσ

≤
∥∥∥∥ (−∆)

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)

(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRu⃗)

∥∥∥∥
Ḣ1

+
√
ϵ

∥∥∥∥∥ (−∆)
3
2

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)
3
2

(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRu⃗)

∥∥∥∥∥
Ḣ2

,

et en appliquant le Lemme 4.2.2 avec σ égal à 1 et 3
2 respectivement, nous avons∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]∥∥∥∥
Eσ

≤ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)

(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRu⃗)

∥∥∥∥
Ḣ1

+

(
C

ϵ

)√
ϵ

∥∥∥∥∥ 1

(−∆)
3
2

(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRu⃗)

∥∥∥∥∥
Ḣ2

≤ C
∥∥∥((θRu⃗) · ∇⃗) (θRu⃗)∥∥∥

Ḣ−1
+

C√
ϵ

∥∥∥((θRu⃗) · ∇⃗) (θRu⃗)∥∥∥
Ḣ−1

≤
(
C +

C√
ϵ

)∥∥∥((θRu⃗) · ∇⃗) (θRu⃗)∥∥∥
Ḣ−1

. (4.2.9)

Par l’inclusion de Hardy-Littlewood-Sobolev L
6
5 (R3) ⊂ Ḣ−1(R3), l’inégalité de Hölder avec

5
6 = 1

3 + 1
2 et (4.2.3), nous obtenons∥∥∥[(θRu⃗) · ∇⃗] (θRu⃗)∥∥∥

Ḣ−1
≤ C

3∑
i=1

‖(θRui) ∂xi (θRu⃗)‖L 6
5
≤ C

3∑
i=1

‖θRui‖L3 ‖∂xi (θRu⃗)‖L2

≤ C

3∑
i=1

‖θR‖L6‖ui‖L6

(
‖∂xiθR‖L3‖u⃗‖L6 + ‖θR‖L∞‖u⃗‖Ḣ1

)
= C

3∑
i=1

R
1
2 ‖θ‖L6‖ui‖L6

(
‖∂xiθ‖L3‖u⃗‖L6 + ‖u⃗‖Ḣ1

)
,

où nous avons utilisé les inégalités de Hölder avec 1
3 = 1

6 + 1
6 et 1

2 = 1
3 + 1

6 . Par l’injection de
Sobolev Ḣ1(R3) ⊂ L6(R3), nous obtenons facilement l’estimation suivante∥∥∥[(θRu⃗) · ∇⃗] (θRu⃗)∥∥∥

Ḣ−1
≤ CR‖u⃗‖Ḣ1‖u⃗‖Ḣ1 ,
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donc, nous obtenons∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]∥∥∥∥
Eσ

≤ CR,ϵ‖u⃗‖Ḣ1‖u⃗‖Ḣ1 ≤ CR,ϵ‖u⃗‖Eσ‖u⃗‖Eσ . (4.2.10)

• Pour le terme (2) dans (4.2.8), en utilisant l’identité θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗) = ∇⃗ ∧ (θ2Rω⃗)− ω⃗ ∧ ∇⃗(θ2R), nous
avons, ∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗)

∥∥∥∥
Eσ

≤
∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
∇⃗ ∧ (θ2Rω⃗)

∥∥∥∥
Ḣ1

+

∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
ω⃗ ∧ ∇⃗(θ2R)

∥∥∥∥
Ḣ1

+
√
ϵ

∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
∇⃗ ∧ (θ2Rω⃗)

∥∥∥∥
Ḣ2

+
√
ϵ

∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
ω⃗ ∧ ∇⃗(θ2R)

∥∥∥∥
Ḣ2

,

et en introduisant les opérateurs (−∆) et (−∆)
3
2 dans les termes ci-dessus, nous pouvons écrire∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗)

∥∥∥∥
Eσ

≤
∥∥∥∥ (−∆)

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)
∇⃗ ∧ (θ2Rω⃗)

∥∥∥∥
Ḣ1

+

∥∥∥∥ (−∆)

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)
ω⃗ ∧ ∇⃗(θ2R)

∥∥∥∥
Ḣ1

+
√
ϵ

∥∥∥∥∥ (−∆)
3
2

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)
3
2

∇⃗ ∧ (θ2Rω⃗)

∥∥∥∥∥
Ḣ2

+
√
ϵ

∥∥∥∥∥ (−∆)
3
2

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)
3
2

ω⃗ ∧ ∇⃗(θ2R)

∥∥∥∥∥
Ḣ2

.

Ainsi, par le Lemme 4.2.2 nous obtenons∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗)

∥∥∥∥
Eσ

≤ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ (θ2Rω⃗)

∥∥∥∥
Ḣ1

+ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)
ω⃗ ∧ ∇⃗(θ2R)

∥∥∥∥
Ḣ1

+
C

ϵ

√
ϵ

∥∥∥∥∥ 1

(−∆)
3
2

∇⃗ ∧ (θ2Rω⃗)

∥∥∥∥∥
Ḣ2

+
C

ϵ

√
ϵ

∥∥∥∥∥ 1

(−∆)
3
2

ω⃗ ∧ ∇⃗(θ2R)

∥∥∥∥∥
Ḣ2

.

Puisque les transformées de Riesz sont bornées dans les espaces de Sobolev homogènes, nous
avons l’estimation suivante∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗)

∥∥∥∥
Eσ

≤ C‖θ2Rω⃗‖L2 + C‖ω⃗ ∧ ∇⃗(θ2R)‖Ḣ−1

+
C√
ϵ
‖θ2Rω⃗‖L2 +

C√
ϵ
‖ω⃗ ∧ ∇⃗(θ2R)‖Ḣ−1

≤ C‖θ2Rω⃗‖L2 + C‖ω⃗ ∧ ∇⃗(θ2R)‖L 6
5
+

C√
ϵ
‖θ2Rω⃗‖L2

+
C√
ϵ
‖ω⃗ ∧ ∇⃗(θ2R)‖L 6

5
, (4.2.11)

où, dans la dernière inégalité, nous avons utilisé à nouveau l’injection L
6
5 (R3) ⊂ Ḣ−1(R3).

Maintenant, par les inégalités de Hölder avec 1
2 = 1

3 + 1
6 , 5

6 = 1
6 + 2

3 et (4.2.3) nous pouvons
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écrire∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗)

∥∥∥∥
Eσ

≤
(
C +

C√
ϵ

)
‖θ2R‖L3‖ω⃗‖L6 +

(
C +

C√
ϵ

)
‖ω⃗‖L6‖∇⃗(θ2R)‖L 3

2

≤
(
C +

C√
ϵ

)
R‖θ‖L3‖ω⃗‖L6 + 2

(
C +

C√
ϵ

)
R‖ω⃗‖L6‖∇⃗θ‖

L
3
2

et en utilisant l’injection de Sobolev Ḣ1(R3) ⊂ L6(R3) nous avons∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗)

∥∥∥∥
Eσ

≤ CR,ϵ‖ω⃗‖Ḣ1 ≤ CR,ϵ‖ω⃗‖E . (4.2.12)

• La quantité (3) dans (4.2.8) est traitée comme suit :∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
f⃗

∥∥∥∥
Eσ

=

∥∥∥∥ (−∆)

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)
f⃗

∥∥∥∥
Ḣ1

+
√
ϵ

∥∥∥∥ ∆2

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)2
f⃗

∥∥∥∥
Ḣ2

,

et par le Lemme 4.2.2 nous obtenons∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
f⃗

∥∥∥∥
Eσ

≤ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)
f⃗

∥∥∥∥
Ḣ1

+
C

ϵ

√
ϵ

∥∥∥∥ 1

(−∆)2
f⃗

∥∥∥∥
Ḣ2

≤ C‖f⃗‖Ḣ−1+
C√
ϵ
‖f⃗‖Ḣ−2 < +∞,

et cette quantité est bornée par l’hypothèse sur la force extérieure f⃗ .
• Pour le terme (4) de (4.2.8), nous écrivons :∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥
E

=

∥∥∥∥ (−∆)

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)
∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥
Ḣ1

+
√
ϵ

∥∥∥∥∥ (−∆)
3
2

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)
3
2

∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥∥
Ḣ2

.

Donc, par le Lemme 4.2.2, nous obtenons∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥
E

≤ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)
∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥
Ḣ1

+
C

ϵ

√
ϵ

∥∥∥∥∥ 1

(−∆)
3
2

∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥∥
Ḣ2

,

et puisque les transformées de Riesz sont bornées dans les espaces de Sobolev et (4.2.3), nous
avons ∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥
E

≤ C‖θR div(ω⃗)‖L2 +
C√
ϵ
‖θR div(ω⃗)‖L2

=

(
C +

C√
ϵ

)
‖θR div(ω⃗)‖L2

≤
(
C +

C√
ϵ

)
‖θR‖L∞‖ω⃗‖Ḣ1

≤
(
C +

C√
ϵ

)
‖ω⃗‖Ḣ1

on en déduit que ∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥
E

≤ Cϵ‖ω⃗‖E .
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• Le terme (5) de (4.2.8) est donné par
∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRω⃗)

∥∥∥∥
E

et il peut être

traité de la même manière que le premier terme de (4.2.8) : en effet, avec les mêmes arguments
nous obtenons (voir l’estimation (4.2.10)) :∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRω⃗)

∥∥∥∥
E

≤ CR,ϵ‖u⃗‖Eσ‖ω⃗‖E .

• Pour le terme (6) de (4.2.8), nous écrivons∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
m(θ2Rω⃗)

∥∥∥∥
E

=

∥∥∥∥ (−∆)

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)
m(θ2Rω⃗)

∥∥∥∥
Ḣ1

+
√
ϵ

∥∥∥∥∥ (−∆)
3
2

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)
3
2

m(θ2Rω⃗)

∥∥∥∥∥
Ḣ2

,

et en appliquant encore une fois le Lemme 4.2.2 nous obtenons∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
m(θ2Rω⃗)

∥∥∥∥
E

≤ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)
m(θ2Rω⃗)

∥∥∥∥
Ḣ1

+
C

ϵ

√
ϵ

∥∥∥∥∥ 1

(−∆)
3
2

m(θ2Rω⃗)

∥∥∥∥∥
Ḣ2

≤ m

(
C +

C√
ϵ

)∥∥θ2Rω⃗∥∥Ḣ−1 . (4.2.13)

En utilisant l’injection L
6
5 (R3) ⊂ Ḣ−1(R3), par les inégalités de Hölder (avec 5

6 = 2
3 +

1
6) et par

les inégalités de Sobolev, nous pouvons écrire∥∥θ2Rω⃗∥∥Ḣ−1 ≤
∥∥θ2Rω⃗∥∥L 6

5
≤ ‖θ2R‖L 3

2
‖ω⃗‖L6 ≤ R2‖θ‖

L
3
2
‖ω⃗‖Ḣ1 ,

et l’on en déduit ∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
m(θ2Rω⃗)

∥∥∥∥
E

≤ CR,ϵm‖ω⃗‖E .

• Le terme (7) de (4.2.8) peut être traité comme la quantité (2) (voir (4.2.12)) et nous avons∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
θ2R(∇⃗ ∧ u⃗)

∥∥∥∥
E

≤ CR,ϵ‖u⃗‖Eσ .

• Enfin, la quantité (8) de (4.2.8) est traitée de la même manière que le terme (3) et nous obtenons∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
g⃗

∥∥∥∥
E

≤ C‖g⃗‖Ḣ−1 +
C√
ϵ
‖g⃗‖Ḣ−2 < +∞,

par l’hypothèse sur la force extérieure g⃗.

Avec toutes les estimations précédentes pour les termes (1)-(8) de (4.2.8), nous en déduisons
finalement la continuité de l’application TR,ϵ dans l’espace Eσ×E et la preuve de la Proposition 4.2.1
est terminée. ■

Proposition 4.2.2 (Compacité). Dans le cadre général du Théorème 4.2.1, l’application TR,ϵ définie
dans (4.2.7) est compacte.
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Preuve. Pour montrer la compacité de l’application TR,ϵ, on considère désormais une suite bornée
(U⃗n)n∈N en Eσ×E et on va montrer qu’il existe une sous-suite (TR,ϵ(U⃗nk

))k∈N qui converge fortement
dans Eσ × E.

Tout d’abord, remarquons que comme la suite (θRU⃗n)n∈N est également bornée en Eσ × E, et
R > 0 est fixé, nous pouvons utiliser le lemme de Rellich-Kondrachov (voir le Théorème 9.16 de [11])
et donc il existe une sous-suite (θRU⃗k)k∈N qui converge fortement dans Lploc(R

3) pour 1 ≤ p < 6. Par
conséquent, afin d’en déduire la compacité de l’opérateur TR,ϵ, nous devons borner chaque terme de
(4.2.8) par une norme Lploc appropriée.

Même si certains des calculs sont liés à ceux effectués dans la proposition 4.2.1 précédente, nous
donnons ici tous les détails. Remarquons en particulier que les termes (3) et (8) de (4.2.8) étant reliés
aux forces externes, nous n’avons pas besoin de les étudier.

• Pour le premier terme de (4.2.8), en suivant les mêmes idées données dans (4.2.9), nous obtenons
l’estimation suivante∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]∥∥∥∥
Eσ

≤
(
C +

C√
ϵ

)∥∥∥((θRu⃗) · ∇⃗) (θRu⃗)∥∥∥
Ḣ−1

. (4.2.14)

Nous utilisons maintenant l’identité (rappelons que u⃗ est a divergence nulle)(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRu⃗) = div(θ2R(u⃗⊗ u⃗))− θR(u⃗ · ∇⃗θR)u⃗,

pour écrire∥∥∥((θRu⃗) · ∇⃗) (θRu⃗)∥∥∥
Ḣ−1

≤ ‖ div(θ2R(u⃗⊗ u⃗))‖Ḣ−1 + ‖θR(u⃗ · ∇⃗θR)u⃗‖Ḣ−1

≤ C‖θ2R(u⃗⊗ u⃗)‖L2 + ‖θR(u⃗ · ∇⃗θR)u⃗‖Ḣ−1 .

Par les inégalités de Hölder avec 1
2 = 1

10+
1
5+

1
5 pour le premier terme ci-dessus et par l’inclusion

d’espace L
6
5 (R3) ⊂ Ḣ−1(R3) et l’inégalité de Hölder avec 5

6 = 1
3+

1
4+

1
4 pour la deuxième quantité

ci-dessus et (4.2.3), on a∥∥∥((θRu⃗) · ∇⃗) (θRu⃗)∥∥∥
Ḣ−1

≤ C‖θ2R‖L10‖u⃗‖L5(BR)‖u⃗‖L5(BR) + ‖θR(u⃗ · ∇⃗θR)u⃗‖
L

6
5

≤ CR
3
10 ‖θ‖L10‖u⃗‖L5(BR)‖u⃗‖L5(BR) + ‖θ‖L3‖u⃗‖L4(BR)‖∇⃗θ‖L∞‖u⃗‖L4(BR),

et l’on obtient ainsi le contrôle souhaité avec des normes Lploc avec 1 ≤ p < 6.
• Pour le terme (2) de (4.2.8) nous avons, d’après (4.2.11)∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗)

∥∥∥∥
Eσ

≤ C‖θ2Rω⃗‖L2+C‖ω⃗∧∇⃗(θ2R)‖L 6
5
+
C√
ϵ
‖θ2Rω⃗‖L2+

C√
ϵ
‖ω⃗∧∇⃗(θ2R)‖L 6

5
,

et d’après (4.2.3), nous en déduisons facilement l’estimation∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗)

∥∥∥∥
Eσ

≤ C‖θ2R‖L∞‖ω⃗‖L2(BR) + C‖∇⃗(θ2R)‖L∞‖ω⃗‖
L

6
5 (BR)

+
C√
ϵ
‖θ2R‖L∞‖ω⃗‖L2(BR) +

C√
ϵ
‖∇⃗(θ2R)‖L∞‖ω⃗‖

L
6
5 (BR)

≤ C‖ω⃗‖L2(BR) +
C

R
‖∇⃗θ‖L∞‖ω⃗‖

L
6
5 (BR)

+
C√
ϵ
‖ω⃗‖L2(BR) +

C√
ϵR

‖∇⃗θ‖L∞‖ω⃗‖
L

6
5 (BR)

, (4.2.15)
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ce qui est l’inégalité souhaitée en termes de normes Lploc avec 1 ≤ p < 6.
• Pour le terme (4) de (4.2.8), nous écrivons∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥
E

=

∥∥∥∥∥ (−∆)
3
2

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)
3
2

∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥∥
Ḣ1

+
√
ϵ

∥∥∥∥ (−∆)2

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

1

(−∆)2
∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥
Ḣ2

,

et donc, par le Lemme 4.2.2 nous obtenons∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥
E

≤ C√
ϵ

∥∥∥∥∥ 1

(−∆)
3
2

∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥∥
Ḣ1

+
C√
ϵ

∥∥∥∥ 1

(−∆)2
∇⃗(θR div(ω⃗))

∥∥∥∥
Ḣ2

≤ C√
ϵ
‖θR div(ω⃗)‖Ḣ−1 +

C√
ϵ
‖θR div(ω⃗)‖Ḣ−1

≤ C√
ϵ
‖θR div(ω⃗)‖Ḣ−1 ,

où, dans la dernière estimation, nous avons utilisé le caractère borné des transformées de Riesz
dans les espaces de Sobolev. Nous utilisons maintenant l’identité θR div(ω⃗) = div(θRω⃗)−∇⃗θR · ω⃗
et nous avons (par l’injection L

6
5 (R3) ⊂ Ḣ−1(R3))

‖θR div(ω⃗)‖Ḣ−1 ≤ ‖div(θRω⃗)‖Ḣ−1 +
∥∥∥∇⃗θR · ω⃗

∥∥∥
Ḣ−1

≤ ‖θRω⃗‖L2 +
∥∥∥∇⃗θR · ω⃗

∥∥∥
L

6
5

≤ ‖θR‖L∞‖ω⃗‖L2(BR) + ‖∇⃗θR‖L∞‖ω⃗‖
L

6
5 (BR)

≤ ‖ω⃗‖L2(BR) +
1

R
‖∇⃗θ‖L∞‖ω⃗‖

L
6
5 (BR)

qui est le contrôle souhaité en fonction de normes Lploc avec 1 ≤ p < 6.
• La quantité (5) de (4.2.8) est traitée comme suit : par les mêmes arguments utilisées dans

(4.2.14), nous pouvons écrire∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRω⃗)

∥∥∥∥
E

≤
(
C +

C√
ϵ

)∥∥∥((θRu⃗) · ∇⃗) (θRω⃗)∥∥∥
Ḣ−1

.

Comme u⃗ est à divergence nulle nous avons toujours l’identité(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRω⃗) = div(θ2R(ω⃗ ⊗ u⃗))− θR(u⃗ · ∇⃗θR)ω⃗,

et nous obtenons∥∥∥((θRu⃗) · ∇⃗) (θRω⃗)∥∥∥
Ḣ−1

≤
∥∥div(θ2R(ω⃗ ⊗ u⃗))

∥∥
Ḣ−1 +

∥∥∥θR(u⃗ · ∇⃗θR)ω⃗
∥∥∥
Ḣ−1

≤ C
∥∥θ2R(ω⃗ ⊗ u⃗)

∥∥
L2 + C

∥∥∥θR(u⃗ · ∇⃗θR)ω⃗
∥∥∥
L

6
5
,

où nous avons utilisé encore une fois le caractère borné des transformées de Riesz dans les
espaces de Sobolev ainsi que l’intégration L

6
5 (R3) ⊂ Ḣ−1(R3). Par les inégalités de Hölder avec

1
2 = 1

10 + 1
5 + 1

5 et 5
6 = 1

4 + 1
4 + 1

3 et (4.2.3), nous obtenons∥∥∥(θRu⃗) · ∇⃗ (θRω⃗)
∥∥∥
Ḣ−1

≤ C‖θ2R‖L10‖ω⃗‖L5(BR)‖u⃗‖L5(BR) + C‖θR‖L3‖u⃗‖L4(BR)‖∇⃗θR‖L∞‖ω⃗‖L4(BR)

≤ CR
3
10 ‖θ‖L10‖ω⃗‖L5(BR)‖u⃗‖L5(BR) + C‖θ‖L3‖u⃗‖L4(BR)‖∇⃗θ‖L∞‖ω⃗‖L4(BR),

et nous obtenons les estimations nécessaires avec des normes Lploc avec 1 ≤ p < 6.
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• Pour le terme (6) de (4.2.8), par l’estimation (4.2.13) nous obtenons facilement (en utilisant
l’injection L

6
5 (R3) ⊂ Ḣ−1(R3))∥∥∥∥ 1

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]
m(θ2Rω⃗)

∥∥∥∥
E

≤ m

(
C +

C√
ϵ

)∥∥θ2Rω⃗∥∥Ḣ−1 ≤ m

(
C +

C√
ϵ

)∥∥θ2Rω⃗∥∥L 6
5

≤ m

(
C +

C√
ϵ

)
‖ω⃗‖

L
6
5 (BR)

,

et nous obtenons ainsi le contrôle souhaité.
• Pour la quantité (7) de (4.2.8), il suffit de procéder comme le deuxième terme de (4.2.8) et

d’appliquer les mêmes arguments que ceux utilisés pour obtenir l’estimation (4.2.15).
Nous avons obtenu des contrôles appropriés pour chacun des termes de (4.2.8) en fonction de normes
Lploc avec 1 ≤ p < 6, à partir desquels par le théorème de Rellich-Kondrachov nous obtenons la
compacité de l’application TR,ϵ. La preuve de la Proposition 4.2.2 est ainsi terminée. ■

Nous avons prouvé la continuité et la compacité de l’application TR,ϵ et afin d’appliquer le Théo-
rème 4.2.1, nous devons maintenant établir quelques contrôles uniformes

Proposition 4.2.3 (Estimations a priori.). Dans le cadre général du Théorème 4.2.1, il existe m1 > 0

donné dans (4.2.17) tel que pour tout m ≥ m1, il existe une constante M > 0 tel que, pour tout
λ ∈ [0, 1], si U⃗ = λTR,ϵ(U⃗) nous avons ‖U⃗‖Eσ×E ≤M .

Preuve. Soit m ≥ m1 avec m1 qui sera fixé plus tard. Puisque nous avons U⃗ = λTR,ϵ(U⃗) pour tout
λ ∈ [0, 1], en utilisant les expressions (4.2.6)-(4.2.7) nous pouvons écrire

U⃗ = λTR,ϵ(U⃗) u⃗

ω⃗

 =
λ

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]

 −P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]
+ 1

2θ
2
R(∇⃗ ∧ ω⃗) + f⃗

∇⃗(θR div(ω⃗))−
(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRω⃗)−m(θ2Rω⃗) +

1
2θ

2
R(∇⃗ ∧ u⃗) + g⃗

 ,

d’où l’on déduit le système

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]u⃗ = −λ
(
P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]
+

1

2
θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗) + f⃗

)

[ϵ(−∆)2 + (−∆)]ω⃗ = λ

(
∇⃗(θR div(ω⃗))−

(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRω⃗)−m(θ2Rω⃗) +

1

2
θ2R(∇⃗ ∧ u⃗) + g⃗

)
.

Maintenant, si nous multiplions la première équation ci-dessus par u⃗, la seconde par ω⃗ et nous intégrons
sur R3, nous pouvons écrire (après une intégration par parties dans le côté gauche) :

ϵ

∫
R3

|∆u⃗|2dx+

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dx = −λ
∫
R3

P
[(

(θRu⃗) · ∇⃗
)
(θRu⃗)

]
· u⃗ dx+

λ

2

∫
R3

θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗) · u⃗ dx

+λ

∫
R3

f⃗ · u⃗ dx,

ϵ

∫
R3

|∆ω⃗|2dx+

∫
R3

|∇⃗ ⊗ ω⃗|2dx = λ

∫
R3

∇⃗(θR div(ω⃗)) · ω⃗ dx− λ

∫
R3

(
(θRu⃗) · ∇⃗

)
(θRω⃗) · ω⃗ dx

−λ
∫
R3

m(θ2Rω⃗) · ω⃗ dx+
λ

2

∫
R3

θ2R(∇⃗ ∧ u⃗) · ω⃗ dx+ λ

∫
R3

g⃗ · ω⃗ dx.
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Notons maintenant que, puisque div(u⃗) = 0 et par les propriétés du projecteur de Leray P, nous avons∫
R3

P[(θRu⃗ · ∇⃗)(θRu⃗)] · u⃗ dx =

∫
R3

(θRu⃗ · ∇⃗)(θRu⃗) · u⃗ dx = 0 et
∫
R3

(θRu⃗ · ∇⃗)(θRω⃗) · ω⃗ dx = 0,

ainsi, en additionnant les deux équations, on obtient

ϵ

(∫
R3

|∆u⃗|2dx+

∫
R3

|∆ω⃗|2dx
)
+

∫
R3

|∇⃗ ⊗ u⃗|2dx+

∫
R3

|∇⃗ ⊗ ω⃗|2dx

=
λ

2

(∫
R3

θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗) · u⃗ dx+

∫
R3

θ2R(∇⃗ ∧ u⃗) · ω⃗ dx
)
+ λ

∫
R3

∇⃗(θR div(ω⃗)) · ω⃗ dx

−λ
∫
R3

m(θ2Rω⃗) · ω⃗ dx+ λ

∫
R3

f⃗ · u⃗ dx+ λ

∫
R3

g⃗ · ω⃗ dx.

Maintenant, par une intégration par parties, nous avons l’identité∫
R3

θ2R(∇⃗ ∧ ω⃗) · u⃗ dx =

∫
R3

ω⃗ · ∇⃗ ∧ (θ2Ru⃗)dx

=

∫
R3

θ2R(∇⃗ ∧ u⃗) · ω⃗dx+

∫
R3

∇⃗(θ2R) · (ω⃗ ∧ u⃗)dx,

et l’on peut écrire

ϵ
(
‖u⃗‖2

Ḣ2 + ‖ω⃗‖2
Ḣ2

)
+ ‖u⃗‖2

Ḣ1 + ‖ω⃗‖2
Ḣ1 = λ

∫
R3

θ2R(∇⃗ ∧ u⃗) · ω⃗ dx+
λ

2

∫
R3

θR∇⃗(θR) · (ω⃗ ∧ u⃗)dx

+λ

∫
R3

∇⃗(θR div(ω⃗)) · ω⃗ dx− λm

∫
R3

θ2R|ω⃗|2dx

+λ

∫
R3

f⃗ · u⃗ dx+ λ

∫
R3

g⃗ · ω⃗ dx.

Notant que
∫
R3

∇⃗(θR div(ω⃗)) · ω⃗ dx = −
∫
R3

θR| div(ω⃗)|2dx, nous avons

ϵ
(
‖u⃗‖2

Ḣ2 + ‖ω⃗‖2
Ḣ2

)
+ ‖u⃗‖2

Ḣ1 + ‖ω⃗‖2
Ḣ1 = λ

∫
R3

θ2R(∇⃗ ∧ u⃗) · ω⃗ dx+ Cλ

∫
R3

|∇⃗(θR)||θRω⃗||u⃗|dx

−λ
∫
R3

θR| div(ω⃗)|2dx− λm

∫
R3

θ2R|ω⃗|2dx

+λ

∫
R3

f⃗ · u⃗ dx+ λ

∫
R3

g⃗ · ω⃗ dx,

qui peut être réécrite comme suit

ϵ
(
‖u⃗‖2

Ḣ2 + ‖ω⃗‖2
Ḣ2

)
+ ‖u⃗‖2

Ḣ1 + ‖ω⃗‖2
Ḣ1 + λ

∫
R3

θR| div(ω⃗)|2dx ≤ λ

∫
R3

|θ2R||∇⃗ ∧ u⃗||ω⃗|dx

+Cλ

∫
R3

|∇⃗(θR)||θRω⃗||u⃗|dx− λm

∫
R3

θ2R|ω⃗|2dx+ λ

∫
R3

f⃗ · u⃗ dx+ λ

∫
R3

g⃗ · ω⃗ dx.

Comme
∫
R3

θR| div(ω⃗)|2dx ≥ 0, nous avons

ϵ
(
‖u⃗‖2

Ḣ2 + ‖ω⃗‖2
Ḣ2

)
+ ‖u⃗‖2

Ḣ1 + ‖ω⃗‖2
Ḣ1 ≤ λ‖θR‖L∞

∫
R3

|θR||∇⃗ ∧ u⃗||ω⃗|dx+ Cλ

∫
R3

|∇⃗(θR)||θRω⃗||u⃗|dx

−λm
∫
R3

θ2R|ω⃗|2dx+ λ

∫
R3

f⃗ · u⃗dx+ λ

∫
R3

g⃗ · ω⃗ dx.
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En rappelant que ‖θR‖L∞ ≤ 1 par (4.2.3), par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, les inégalités de Hölder
avec 1 = 1

3 + 1
2 + 1

6 ainsi que la dualité Ḣ−1 − Ḣ1, nous obtenons l’estimation suivante

ϵ
(
‖u⃗‖2

Ḣ2 + ‖ω⃗‖2
Ḣ2

)
+ ‖u⃗‖2

Ḣ1 + ‖ω⃗‖2
Ḣ1 ≤ λ‖θRω⃗‖L2‖∇⃗ ∧ u⃗‖L2 + Cλ‖∇⃗(θR)‖L3‖θRω⃗‖L2‖u⃗‖L6

−λm‖θRω⃗‖2L2 + λ‖f⃗‖Ḣ−1‖u⃗‖Ḣ1 + λ‖g⃗‖Ḣ−1‖ω⃗‖Ḣ1 .

De plus, comme div(u⃗) = 0, nous avons ‖∇⃗ ∧ u⃗‖L2 = ‖u⃗‖Ḣ1 et donc en utilisant l’inégalité de Young
pour la somme, nous avons

ϵ
(
‖u⃗‖2

Ḣ2 + ‖ω⃗‖2
Ḣ2

)
+ ‖u⃗‖2

Ḣ1 + ‖ω⃗‖2
Ḣ1 ≤ λ‖θRω⃗‖L2‖u⃗‖Ḣ1 + Cλ‖∇⃗(θR)‖L3‖θRω⃗‖L2‖u⃗‖L6

−λm‖θRω⃗‖2L2 + λ‖f⃗‖Ḣ−1‖u⃗‖Ḣ1 + λ‖g⃗‖Ḣ−1‖ω⃗‖Ḣ1 .

≤ 3

2
λ‖θRω⃗‖2L2 +

1

6
λ‖u⃗‖2

Ḣ1 + Cλ‖∇⃗(θR)‖L3‖θRω⃗‖L2‖u⃗‖Ḣ1

−λm‖θRω⃗‖2L2 + λ‖f⃗‖Ḣ−1‖u⃗‖Ḣ1 + λ‖g⃗‖Ḣ−1‖ω⃗‖Ḣ1 .

où nous avons utilisé l’injection de Sobolev L6(R3) ⊂ Ḣ1(R3) dans l’estimation ci-dessus. Nous obser-
vons maintenant que par homogénéité nous avons ‖∇⃗(θR)‖L3 = ‖∇⃗θ‖L3 , et en utilisant les inégalités
de Young pour la somme nous obtenons

ϵ(‖u⃗‖2
Ḣ2 + ‖ω⃗‖2

Ḣ2) + ‖u⃗‖2
Ḣ1 + ‖ω⃗‖2

Ḣ1 ≤ 3

2
λ‖θRω⃗‖2L2 +

1

6
λ‖u⃗‖2

Ḣ1 +
3

2
λ‖∇⃗θ‖2L3‖θRω⃗‖2L2

+
1

6
λ‖u⃗‖2

Ḣ1 − λm‖θRω⃗‖2L2 +
3

2
λ‖f⃗‖2

Ḣ−1 +
1

6
λ‖u⃗‖2

Ḣ1 + 2λ‖g⃗‖2
Ḣ−1 +

λ

4
‖ω⃗‖2

Ḣ1

≤ λ

(
3

2
+

3

2
‖∇⃗θ‖2L3 −m

)
‖θRω⃗‖2L2 +

1

2
λ‖u⃗‖2

Ḣ1 +
3

2
λ‖f⃗‖2

Ḣ−1 + λ‖g⃗‖2
Ḣ−1 +

λ

2
‖ω⃗‖2

Ḣ1 .

On obtient ainsi l’inégalité

ϵ
(
‖u⃗‖2

Ḣ2 + ‖ω⃗‖2
Ḣ2

)
+ (1− λ

3
)‖u⃗‖2

Ḣ1 + (1− λ

4
)‖ω⃗‖2

Ḣ1 +λ
(
m− 3

2 − 3
2‖∇⃗θ‖

2
L3

)
‖θRω⃗‖2L2

≤ 3
2λ‖f⃗‖

2
Ḣ−1 + λ‖g⃗‖2

Ḣ−1 . (4.2.16)

Rappelons que 0 ≤ λ ≤ 1. On peut fixer une constante m1 > 0 de sorte que l’on ait

m1 >
3

2
+

3

2
‖∇⃗θ‖2L3 , (4.2.17)

et par conséquent nous avons que pour tout m ≥ m1, nous avons

ϵ‖u⃗‖2
Ḣ2 + ϵ‖ω⃗‖2

Ḣ2 + ‖u⃗‖2
Ḣ1 + ‖ω⃗‖2

Ḣ1 ≤
(
3

2

)2 (
‖f⃗‖2

Ḣ−1 + ‖g⃗‖2
Ḣ−1

)
. (4.2.18)

D’où l’on déduit (puisque f⃗ , g⃗ ∈ Ḣ−1(R3) par hypothèse) l’estimation

‖U⃗‖2Eσ×E ≤M < +∞.

La preuve de la Proposition 4.2.3 est donc terminée. ■

Ainsi, en utilisant les Propositions 4.2.1, 4.2.2 et 4.2.3, nous avons vérifié toutes les hypothèses
nécessaires pour appliquer le Lemme 4.2.1 au système (4.2.6). Donc, on obtient l’existence d’une
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solution (u⃗R,ϵ, ω⃗R,ϵ) qui dépendant de R et ϵ et satisfait le système (4.2.5) ainsi que l’estimation
(4.2.18).

Il convient de remarquer ici que les estimations ci-dessus nous permettent obtenir encore plus
d’information. En effet, nous avons le résultat suivant :

Corollaire 4.2.1 (Estimation a priori de l’énergie pour ω⃗R,ϵ). Dans le cadre général du Théorème
4.2.1, si nous supposons en plus que m1 − 3

2 −
3
2‖∇⃗θ‖

2
L3 > 1, nous avons pour tout R > 1 et pour tout

0 < ϵ ≤ 1, le contrôle uniforme

‖ω⃗R,ϵ‖2L2 ≤ C(‖f⃗‖2
Ḣ−1 + ‖g⃗‖2

Ḣ−1).

Ce résultat est une conséquence directe de l’inégalité (4.2.16) et nous verrons plus loin comment
exploiter cette estimation uniforme.

Fin de la preuve du Théorème 4.2.1. Nous allons maintenant obtenir une solution du pro-
blème initial (4.2.1) en faisant tendre R→ +∞ et ϵ→ 0. Pour cela, nous fixons d’abord ϵ > 0 et nous
prenons la limite R → +∞. En effet, comme nous disposons de l’estimation (4.2.18) uniforme en R,
nous pouvons extraire une sous-suite (u⃗Rk,ϵ, ω⃗Rk,ϵ) qui converge faiblement dans Ḣ1(R3)×Ḣ1(R3) vers
une limite (u⃗ϵ, ω⃗ϵ) (par le théorème de Banach-Alaoglu). De plus, par le lemme de Rellich-Kondrachov,
nous avons aussi la convergence forte de (u⃗Rk,ϵ, ω⃗Rk,ϵ) vers une limite (u⃗ϵ, ω⃗ϵ) dans l’espace Lploc(R

3)

avec 1 ≤ p < 6. Ces arguments nous permettent d’obtenir une convergence faible (dans un espace de
Sobolev H−k(R3) avec k � 1) des termes P

[(
(θRu⃗Rk,ϵ) · ∇⃗

)
(θRu⃗Rk,ϵ)

]
et
(
(θRu⃗Rk,ϵ) · ∇⃗

)
(θRω⃗Rk,ϵ) vers

P
[(
u⃗ϵ · ∇⃗

)
u⃗ϵ
]

et
(
u⃗ϵ · ∇⃗

)
ω⃗ϵ lorsque R → +∞, respectivement (notons que le projecteur de Leray est

borné dans les espaces de Sobolev H−k(R3)). On obtient ainsi un vecteur (u⃗ϵ, ω⃗ϵ) qui est solution du
problème 

0 = −ϵ∆2u⃗ϵ +∆u⃗ϵ − P
[(
u⃗ϵ · ∇⃗

)
u⃗ϵ
]
+ 1

2∇⃗ ∧ ω⃗ϵ + f⃗ ,

0 = −ϵ∆2ω⃗ϵ +∆ω⃗ϵ + ∇⃗ div(ω⃗ϵ)−
(
u⃗ϵ · ∇⃗

)
ω⃗ϵ −mω⃗ϵ +

1
2∇⃗ ∧ u⃗ϵ + g⃗.

Par les mêmes arguments que précédemment, puisque nous avons toujours l’inégalité uniforme
‖u⃗ϵ‖2Ḣ1 + ‖ω⃗ϵ‖2Ḣ1 ≤ C(‖f⃗‖2

Ḣ−1 + ‖g⃗‖2
Ḣ−1) en ϵ, donnée dans l’estimation (4.2.18), il existe une

sous-suite (ϵk)k∈N telle que (u⃗ϵk , ω⃗ϵk) converge faiblement vers une limite (u⃗, ω⃗) dans l’espace Ḣ1(R3).
Ainsi, toujours par le lemme de Rellich-Kondrachov, on obtient la convergence forte de (u⃗ϵk , ω⃗ϵk)

vers (u⃗, ω⃗) dans Lploc(R
3) avec 1 ≤ p < 6 et nous en déduisons la faible convergence des quantités

P
[(
u⃗ϵ · ∇⃗

)
u⃗ϵ
]

et
(
u⃗ϵ · ∇⃗

)
ω⃗ϵ à P

[(
u⃗ · ∇⃗

)
u⃗
]

et
(
u⃗ · ∇⃗

)
ω⃗ lorsque ϵ→ 0, respectivement. Nous avons donc

obtenu une solution (u⃗, ω⃗) de l’équation initiale (4.2.1) telle que u⃗, ω⃗ ∈ Ḣ1(R3).

Le Corollaire 4.2.1 ci-dessus nous donne une estimation uniforme de la norme L2 (en R et ϵ) des
termes ω⃗R,ϵ, ce qui nous permet d’obtenir par des sous-suites que ω⃗R,ϵ

∗−−→ ω⃗ en L2(R3). Nous avons
alors ω⃗ ∈ L2(R3) ∩ Ḣ1(R3) et en plus on obtient ω⃗ ∈ H1(R3).

Pour terminer la preuve, il faut étudier la pression p. Rappelons que nous avons l’identité

p =
1

(−∆)
div(div(u⃗⊗ u⃗)). (4.2.19)

Nous pouvons donc écrire

‖p‖
Ḣ

1
2
≤
∥∥∥∥ 1

(−∆)
div
(
div(u⃗⊗ u⃗)

)∥∥∥∥
Ḣ

1
2

≤ ‖u⃗⊗ u⃗‖
Ḣ

1
2
,
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et en utilisant les lois de produit habituelles dans les espaces de Sobolev 1 on a ‖u⃗⊗ u⃗‖
Ḣ

1
2
≤ ‖u⃗‖2

Ḣ1 ,
d’où l’on déduit facilement que p ∈ Ḣ

1
2 (R3). La preuve du Théorème 4.2.1 est terminée. ■

Étudions maintenant la régularité des solutions que l’on vient d’obtenir.

4.2.2. Régularité de solutions des équations micro-polaires stationnaires
Le cadre donné dans le Théorème 4.2.1 est assez intéressant pour nos objectifs, puisque nous

pouvons en déduire le résultat de régularité suivant

Théorème 4.2.2 (Régularité). Supposons pour plus de simplicité que f⃗ = g⃗ = 0. Pour tout m ≥ m1,
avec m1 donné dans (4.2.17), nous considérons (u⃗, p, ω⃗) une solution des équations micro-polaires
stationnaires (4.1.2) obtenue dans le Théorème 4.2.1 ci-dessus. Alors les fonctions u⃗, p et ω⃗ sont
régulières.

La preuve de ce résultat est faite par un processus itératif. Nous commençons par une étude de
la vitesse u⃗, mais comme il s’agit d’un système couplé, à un moment donné, la régularité de cette
variable va dépendre de l’information que nous avons sur ω⃗. Cependant, si nous injectons la nouvelle
information de régularité obtenue sur u⃗, nous serons en mesure d’améliorer la régularité de ω⃗. Enfin,
en itérant ces idées, nous pouvons obtenir le résultat souhaité.

Démonstration du Théorème 4.2.2. Tout d’abord, grâce à l’expression (4.2.2), nous pouvons
concentrer notre étude aux variables u⃗ et ω⃗. Ainsi, comme u⃗ est solution de la première équation de
(4.1.2), il est facile de voir que l’on a

u⃗ =
1

(−∆)

(
−P(div(u⃗⊗ u⃗)) +

1

2
∇⃗ ∧ ω⃗

)
, (4.2.20)

et nous avons alors

‖u⃗‖
Ḣ

3
2

≤
∥∥∥∥ 1

(−∆)
P(div(u⃗⊗ u⃗))

∥∥∥∥
Ḣ

3
2

+
1

2

∥∥∥∥ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ ω⃗

∥∥∥∥
Ḣ

3
2

≤ C‖u⃗⊗ u⃗‖
Ḣ

1
2
+ C‖ω⃗‖

Ḣ
1
2
,

où nous avons utilisé les fait que le projecteur de Leray ainsi que les transformées de Riesz sont
bornés dans les espaces de Sobolev. Remarquons que, comme ω⃗ ∈ L2(R3) ∩ Ḣ1(R3) nous avons aussi
ω⃗ ∈ Ḣ

1
2 (R3) (car ‖ω⃗‖

Ḣ
1
2
≤ ‖ω⃗‖

1
2

L2‖ω⃗‖
1
2

Ḣ1
) et par les lois du produit dans l’espace de Sobolev, nous

pouvons écrire
‖u⃗‖

Ḣ
3
2
≤ C‖u⃗‖Ḣ1‖u⃗‖Ḣ1 + C‖ω⃗‖

1
2

L2‖ω⃗‖
1
2

Ḣ1
< +∞,

ce qui nous permet de déduire un premier gain de régularité pour u⃗ puisque nous avons maintenant
u⃗ ∈ Ḣ

3
2 (R3). En introduisant cette information dans (4.2.20), nous pouvons maintenant étudier un

second gain de régularité pour u⃗. En effet, nous avons, par les mêmes arguments ci-dessus, que

‖u⃗‖Ḣ2 ≤
∥∥∥∥ 1

(−∆)
P(div(u⃗⊗ u⃗))

∥∥∥∥
Ḣ2

+
1

2

∥∥∥∥ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ ω⃗

∥∥∥∥
Ḣ2

≤ C‖u⃗⊗ u⃗‖Ḣ1 + C‖ω⃗‖Ḣ1 ≤ C‖u⃗‖Ḣ1‖u⃗‖
Ḣ

3
2
+ C‖ω⃗‖Ḣ1 < +∞. (4.2.21)

1. Rappelons que, pour 0 ≤ s < +∞ et 0 < δ < 3
2 , nous avons ‖fg‖

Ḣs+δ− 3
2

≤
C (‖f‖Ḣδ‖g‖Ḣs + ‖g‖Ḣδ‖f‖Ḣs) . Voir [61, Lemme 7.3] pour une preuve de cette inégalité.
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Il est importante de souligner, que comme on a u⃗ ∈ Ḣ1(R3) ∩ Ḣ2(R3) on peut déduire (en travaillant
au niveau de Fourier) que u⃗ ∈ L∞(R3) (voir également [16, Exercice 2.9]).

De plus, comme on peut le voir clairement à partir de l’estimation (4.2.21), la régularité de u⃗ est
structurellement liée à celle de ω⃗ et afin d’obtenir plus de régularité pour u⃗, nous devrons étudier la
variable ω⃗. En effet, comme u⃗ ∈ Ḣ1(R3)∩ Ḣ2(R3)∩L∞(R3) nous allons voir qu’il est possible obtenir
une amélioration de l’information que nous avons sur ω⃗.

Pour cela, nous devrons faire une étude de la variable div(ω⃗). Ainsi, en appliquant l’opérateur de
divergence à la deuxième équation de (4.1.2) et puisque nous avons div(∇⃗ ∧ u⃗) = 0, nous obtenons :

2∆div(ω⃗) = mdiv(ω⃗) + div((u⃗ · ∇⃗)ω⃗),

et l’on peut écrire

‖ div(ω⃗)‖Ḣ1 ≤ Cm

∥∥∥∥ 1

(−∆)
div(ω⃗)

∥∥∥∥
Ḣ1

+ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)
div((u⃗ · ∇⃗)ω⃗)

∥∥∥∥
Ḣ1

≤ Cm‖ω⃗‖L2 + C‖(u⃗ · ∇⃗)ω⃗‖L2 ≤ Cm‖ω⃗‖L2 + C‖u⃗‖L∞‖ω⃗‖Ḣ1 < +∞,

et nous obtenons que div(ω⃗) ∈ Ḣ1(R3). Avec cette information préliminaire sur div(ω⃗), nous revenons
à l’étude de la variable ω⃗. En utilisant la deuxième équation de (4.1.2) nous déduisons la relation
suivante

ω⃗ =
1

(−∆)
∇⃗ div(ω⃗)−m

1

(−∆)
ω⃗ − 1

(−∆)
(u⃗ · ∇⃗)ω⃗ +

1

2

1

(−∆)
∇⃗ ∧ u⃗,

et nous écrivons

‖ω⃗‖Ḣ2 ≤
∥∥∥∥ 1

(−∆)
∇⃗ div(ω⃗)

∥∥∥∥
Ḣ2

+m

∥∥∥∥ 1

(−∆)
ω⃗

∥∥∥∥
Ḣ2

+

∥∥∥∥ 1

(−∆)
(u⃗ · ∇⃗)ω⃗

∥∥∥∥
Ḣ2

+ C

∥∥∥∥ 1

(−∆)
∇⃗ ∧ u⃗

∥∥∥∥
Ḣ2

≤ C ‖div(ω⃗)‖Ḣ1 + Cm‖ω⃗‖L2 + C‖(u⃗ · ∇⃗)ω⃗‖L2 + C‖∇⃗ ∧ u⃗‖L2

≤ C ‖div(ω⃗)‖Ḣ1 + Cm‖ω⃗‖L2 + C‖u⃗‖L∞‖ω⃗‖Ḣ1 + C‖u⃗‖Ḣ1 < +∞,

nous avons donc obtenu que ω⃗ ∈ Ḣ2(R3).

Or, ce gain de régularité pour la variable ω⃗ entraîne un gain de régularité pour la variable u⃗.
En effet, par les mêmes arguments que ceux utilisés pour obtenir (4.2.21) nous pouvons maintenant
prouver que u⃗ ∈ Ḣ3(R3). Cela implique également que ∇⃗⊗ u⃗ ∈ Ḣ1(R3)∩Ḣ2(R3) et donc nous pouvons
déduire ∇⃗ ⊗ u⃗ ∈ L∞(R3). Alors, comme précédemment, nous pouvons obtenir que div(ω⃗) ∈ Ḣ2(R3),
d’où nous déduisons facilement que ω⃗ ∈ Ḣ3(R3). Ensuite, en itérant ces mêmes idées ci-dessus, nous
obtenons que les variables u⃗ et ω⃗ sont régulières, ce qui met fin à la preuve du Théorème 4.2.2. ■

4.3. Un problème d’unicité

Tout d’abord observons que dans le cas où f⃗ = g⃗ = 0, il est facile de voir que u⃗ = 0, p = 0 et
ω⃗ = 0 est une solution du système (4.1.2). Mais cette solution triviale n’est pas unique : en effet, si
nous définissons la fonction ψ : R3 −→ R par ψ(x1, x2, x3) =

x21
2 +

x22
2 − x23 et si nous remplaçons les

fonctions u⃗, p et ω⃗ par les expressions suivantes

u⃗(x1, x2, x3) = ∇⃗ψ(x1, x2, x3) = (x1, x2,−2x3), p(x1, x2, x3) = −1

2
‖u⃗(x1, x2, x3)‖2 et ω⃗ = 0,
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alors il est possible de vérifier que le vecteur (u⃗, p, ω⃗) donné par les expressions ci-dessus, satisfait au
sens faible le système (4.1.2). Cependant, cette solution se situe en dehors du cadre du Théorème
4.2.1 car (u⃗, ω⃗) /∈ Ḣ1(R3)×H1(R3).

De plus, il est important de souligner qu’il y a un obstacle pour déduire l’unicité de la solution
triviale u⃗ = ω⃗ = 0 sous l’hypothèse (u⃗, ω⃗) ∈ Ḣ1(R3)×H1(R3). En effet, d’après l’injection de Sobolev
Ḣ1(R3) ⊂ L6(R3), nous avons u⃗ ∈ L6(R3) et cette information ne permet pas de déduire que le terme
(u⃗ · ∇⃗)u⃗ · u⃗ est bien défini et donc l’unicité de la solution triviale ne peut pas être déduite par des
arguments classiques.

Ainsi, pour surmonter cette limitation et inspirés de la théorie des équations de Navier-Stokes
stationnaires [40], [49], [61] et [92], on peut voir que si nous imposons une décroissance plus forte
à l’infini nous pouvons obtenir l’unicité de la solution triviale. En particulier, dans le cadre des
équations de Navier-Stokes stationnaires, observons que la condition u⃗ ∈ Lq(R3) avec 3 ≤ q ≤ 9

2

est suffisante pour en déduire l’unicité de la solution (cf. [24]). Remarquons que la borne supérieure
q ≤ 9

2 semble être la meilleure disponible à ce jour, et le cas 9
2 < q ≤ 6 est un problème complètement

ouvert. Pour plus de détails à ce sujet, nous nous référons à [49], [61] où [92].

D’autre part, dans les cas des équations micro-polaires, nous pouvons mentionner l’article [54],
où il a été montré que si u⃗, ω⃗ ∈ Lp(R3) avec 2 < p < 9

2 alors nous pouvons déduire que u⃗ = ω⃗ = 0.
Observons cependant que, dans le cadre des solutions construites dans le Théorème 4.2.1, nous avons
(u⃗, ω⃗) ∈ Ḣ1 × H1 et en particulier, nous avons ω⃗ ∈ L2(R3) ∩ L6(R3) et donc par un argument
d’interpolation il s’ensuit que ω⃗ ∈ Lq(R3) avec 2 ≤ q ≤ 6. Comme cette information est suffisant
pour traiter le terme (u⃗ · ∇⃗)ω⃗, nous devons imposer des conditions supplémentaires uniquement à la
vitesse. En effet, nous allons voir que si nous avons u⃗ ∈ Lq(R3) avec 3 ≤ q ≤ 9

2 , nous pouvons déduire
l’unicité de la solution triviale.

Notons également qu’aucune condition supplémentaire n’est demandée pour ω⃗, laquelle par
construction possède déjà une décroissance plus forte que u⃗. Cette étude séparée des variables est, à
notre connaissance, nouvelle pour ce type de problème (4.1.2).

4.3.1. Un résultat de type Liouville
Présentons maintenant le principal résultat de cette section.

Théorème 4.3.1 (Un résultat de type Liouville). Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution des équations du fluide
micro-polaire (4.1.2) avec f⃗ = g⃗ = 0. Il existe m1 > 0, (cf. (4.3.16)) tel que pour tout m ≥ m1, si nous
avons la condition u⃗ ∈ Lq(R3) avec 3 ≤ q ≤ 9

2 , alors u⃗ = ω⃗ = 0.

Démonstration du Théorème 4.3.1. Soit (u⃗, p, ω⃗) une solution faible du système (4.1.2) telle que
u⃗ ∈ Ḣ1(R3), p ∈ Ḣ

1
2 (R3) et ω⃗ ∈ H1(R3). De plus, par hypothèse nous avons l’information u⃗ ∈ Lq(R3)

avec 3 ≤ q ≤ 9
2 , d’où nous déduisons facilement que p ∈ L

q
2 (R3), en effet, nous pouvons l’écrire par

l’expression (4.2.19) :

‖p‖
L

q
2
=

∥∥∥∥ 1

(−∆)
div(div(u⃗⊗ u⃗))

∥∥∥∥
L

q
2

≤ C‖u⃗⊗ u⃗‖
L

q
2
≤ C‖u⃗‖Lq‖u⃗‖Lq < +∞. (4.3.1)

Avec toutes ces informations pour u⃗, p et ω⃗, nous allons prouver que si les forces externes sont nulles,
alors la solution triviale est unique. Pour ce faire, nous considérons ϕ une fonction positive et lisse
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telle que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(x) = 1 si |x| < 1 et ϕ(x) = 0 si |x| > 2. De plus, pour R ≥ 1 on définit la
fonction ϕR(·) = ϕ( ·

R). Notons en particulier que sup(ϕR) ⊂ B0,R := BR.

En multipliant les deux équations du système (4.1.2) par ϕ2Ru⃗ et ϕ2Rω⃗, respectivement, nous obte-
nons (rappelons que nous considérons ici f⃗ = g⃗ = 0) :

∆u⃗ · (ϕ2Ru⃗)− [(u⃗ · ∇⃗)u⃗] · (ϕ2Ru⃗)− ∇⃗p · (ϕ2Ru⃗) +
1
2 [∇⃗ ∧ ω⃗(ϕ2Ru⃗)] · (ϕ2Ru⃗) = 0,

∆ω⃗ · (ϕ2Rω⃗) + [∇⃗ div(ω⃗)] · (ϕ2Rω⃗)−mω⃗ · (ϕ2Rω⃗)− [(u⃗ · ∇⃗)ω⃗] · (ϕ2Rω⃗) +
1
2 [∇⃗ ∧ u⃗] · (ϕ2Rω⃗) = 0.

Maintenant, en intégrant sur R3 et en additionnant ces deux équations, nous pouvons écrire, après
quelques ré-arrangements :

−
∫
R3

∆u⃗ · (ϕ2Ru⃗)dx−
∫
R3

∆ω⃗ · (ϕ2Rω⃗)dx−
∫
R3

[∇⃗ div(ω⃗)] · ϕ2Rω⃗dx+m

∫
R3

ϕ2R|ω⃗|2dx

= −
∫
R3

[(u⃗ · ∇⃗)u⃗] · (ϕ2Ru⃗)dx−
∫
R3

[(u⃗ · ∇⃗)ω⃗] · (ϕ2Rω⃗)dx−
∫
R3

∇⃗p · (ϕ2Ru⃗)dx

+
1

2

∫
R3

∇⃗ ∧ ω⃗ · (ϕ2Ru⃗)dx+
1

2

∫
R3

∇⃗ ∧ u⃗ · (ϕ2Rω⃗)dx. (4.3.2)

Puisque par le Théorème 4.2.2 nous avons suffisamment de régularité sur les fonctions u⃗, p et ω⃗, on
peut réaliser une intégration par parties et donc obtenir les identités suivantes pour les trois premiers
termes ci-dessus

−
∫
R3

∆u⃗ · (ϕ2Ru⃗)dx =

∫
R3

ϕ2R|∇⃗ ⊗ u⃗|2dx− 1

2

∫
R3

∆(ϕ2R)|u⃗|2dx

−
∫
R3

∆ω⃗ · (ϕ2Rω⃗)dx =

∫
R3

ϕ2R|∇⃗ ⊗ ω⃗|2dx− 1

2

∫
R3

∆(ϕ2R)|ω⃗|2dx,

et

−
∫
R3

[∇⃗ div(ω⃗)] · (ϕ2Rω⃗)dx =

∫
R3

ϕ2R| div(ω⃗)|2dx+

∫
R3

∇⃗(ϕ2R) · ω⃗ div(ω⃗)dx.

En remplaçant les identités précédentes dans (4.3.2), nous avons donc∫
R3

ϕ2R|∇⃗ ⊗ u⃗|2dx+

∫
R3

ϕ2R|∇⃗ ⊗ ω⃗|2dx+

∫
R3

ϕ2R| div(ω⃗)|2dx+m

∫
R3

ϕ2R|ω⃗|2dx

=
1

2

∫
R3

∆(ϕ2R)(|u⃗|2 + |ω⃗|2)dx−
∫
R3

∇⃗(ϕ2R) · ω⃗ div(ω⃗)dx−
∫
R3

[(u⃗ · ∇⃗)u⃗] · (ϕ2Ru⃗)dx

−
∫
R3

[(u⃗ · ∇⃗)ω⃗] · (ϕ2Rω⃗)dx−
∫
R3

∇⃗p · (ϕ2Ru⃗)dx+
1

2

∫
R3

∇⃗ ∧ ω⃗ · (ϕ2Ru⃗)dx+
1

2

∫
R3

∇⃗ ∧ u⃗ · (ϕ2Rω⃗)dx.

De plus, par une intégration par parties, nous observons

1

2

∫
R3

∇⃗ ∧ ω⃗ · (ϕ2Ru⃗)dx =
1

2

∫
R3

ω⃗ · ∇⃗ ∧ (ϕ2Ru⃗)dx

=
1

2

∫
R3

ω⃗ · [∇⃗(ϕ2R) ∧ u⃗]dx+
1

2

∫
R3

∇⃗ ∧ u⃗ · (ϕ2Rω⃗)dx.
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Nous avons donc∫
R3

ϕ2R|∇⃗ ⊗ u⃗|2dx+

∫
R3

ϕ2R|∇⃗ ⊗ ω⃗|2dx+

∫
R3

ϕ2R| div(ω⃗)|2dx+m

∫
R3

ϕ2R|ω⃗|2dx

=
1

2

∫
R3

∆(ϕ2R)(|u⃗|2 + |ω⃗|2)dx︸ ︷︷ ︸
(1)

−
∫
R3

∇⃗(ϕ2R) · ω⃗ div(ω⃗)dx︸ ︷︷ ︸
(2)

−
∫
R3

[(u⃗ · ∇⃗)u⃗] · (ϕ2Ru⃗)dx︸ ︷︷ ︸
(3)

+
1

2

∫
R3

ω⃗ · [∇⃗(ϕ2R) ∧ u⃗]dx︸ ︷︷ ︸
(6)

+

∫
R3

∇⃗ ∧ u⃗ · (ϕ2Rω⃗)dx︸ ︷︷ ︸
(7)

. (4.3.3)

Nous allons maintenant étudier chaque terme du côté droit de l’expression ci-dessus.
• Pour le premier terme ci-dessus, nous avons∫

R3

∣∣∆(ϕ2R)
∣∣ (|u⃗|2 + |ω⃗|2)dx ≤ C

∫
R3

(
|∇⃗(ϕR)|2 + |ϕR∆(ϕR)|

)
(|u⃗|2 + |ω⃗|2)dx,

et nous remarquons que, par construction, nous avons

supp(∇⃗(ϕR)) = supp(∆(ϕR)) ⊂ {x ∈ R3 : R ≤ |x| ≤ 2R} := CR. (4.3.4)

On obtient alors, en appliquant l’inégalité de Hölder avec 1 = 2
3 + 1

3 :∫
R3

(
|∇⃗(ϕR)|2 + |ϕR∆(ϕR)|

)
(|u⃗|2 + |ω⃗|2)dx ≤ ‖∇⃗(ϕR)‖2L3(‖u⃗‖2L6(CR) + ‖ω⃗‖2L6(CR))

+‖ϕR‖L∞‖∆(ϕR)‖
L

3
2
(‖u⃗‖2L6(CR) + ‖ω⃗‖2L6(CR)).

Remarquons que, par homogénéité, nous avons ‖∇⃗(ϕR)‖L3 = ‖∇⃗ϕ‖L3 et ‖∆(ϕR)‖
L

3
2
= ‖∆ϕ‖

L
3
2

et puisque ‖ϕR‖L∞ ≤ C, nous pouvons écrire∫
R3

∣∣∆(ϕ2R)
∣∣ (|u⃗|2 + |ω⃗|2)dx ≤ C(‖u⃗‖2L6(CR) + ‖ω⃗‖2L6(CR)). (4.3.5)

• Pour la quantité (2) dans (4.3.3), nous avons par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et par l’inégalité
de Hölder avec 1

2 = 1
6 + 1

3 :∫
R3

∇⃗(ϕ2R) · ω⃗ div(ω⃗)dx = 2

∫
R3

(ϕR∇⃗ϕR) · ω⃗ div(ω⃗)dx ≤ C‖ div(ω⃗ϕR‖L2‖ω⃗ · ∇⃗ϕR‖L2

≤ C‖ϕR‖L∞‖ div(ω⃗‖L2‖ω⃗‖L6(CR)‖∇⃗ϕR‖L3 ,

puisque ‖ϕR‖L∞ ≤ C, ‖∇⃗ϕR‖L3 = ‖∇⃗ϕ‖L3 ≤ C par homogénéité et ‖ div(ω⃗)‖L2 ≤ ‖ω⃗‖Ḣ1 , on a∫
R3

∇⃗(ϕ2R) · ω⃗div(ω⃗)dx ≤ C‖ω⃗‖Ḣ1‖ω⃗‖L6(CR). (4.3.6)

• Le terme (3) dans (4.3.3) est traité comme suit :∫
R3

[(u⃗ · ∇⃗)u⃗] · (ϕ2Ru⃗)dx =

3∑
i,j=1

∫
BR

uj(∂xjui)(ϕ
2
Rui)dx =

3∑
i,j=1

∫
R3

ϕ2Ruj(∂xjui)uidx

=
3∑

i,j=1

∫
R3

ϕ2Ruj

(
∂xj

(
u2i
2

))
dx,
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et par une intégration par parties nous obtenons

3∑
i,j=1

∫
R3

ϕ2Ruj

(
∂xj

(
u2i
2

))
dx = −

∫
R3

∇⃗(ϕ2R) ·
(
‖u⃗‖2

2
u⃗

)
dx,

où nous avons utilisé le fait que div(u⃗) = 0. Nous avons donc∫
R3

∣∣∣[(u⃗ · ∇⃗)u⃗] · (ϕ2Ru⃗)
∣∣∣ dx ≤ C

∫
R3

|∇⃗(ϕ2R)||u⃗|3dx ≤ C‖ϕR‖L∞

∫
R3

|∇⃗ϕR||u⃗|3dx.

Maintenant, par les inégalités de Hölder (avec 1
ℓ +

3
q = 1), par les propriétés du support de ∇⃗ϕR

(voir (4.3.4) ci-dessus) et puisque ‖ϕR‖L∞ ≤ C, nous avons∫
R3

∣∣∣[(u⃗ · ∇⃗)u⃗] · (ϕ2Ru⃗)
∣∣∣ dx ≤ ‖∇⃗ϕR‖Lℓ‖u⃗‖3Lq(CR), (4.3.7)

de plus, par homogénéité, on obtient ‖∇⃗ϕR‖Lℓ ≤ R
3
ℓ
−1‖∇⃗ϕ‖Lℓ , et comme 1

ℓ = 1 − 3
q , on a

3
ℓ − 1 = 2 − 9

q et il s’ensuit que ‖∇⃗ϕR‖Lℓ ≤ R
2− 9

q ‖∇⃗ϕ‖Lℓ . Mais, comme on a 3 ≤ q ≤ 9
2 par

hypothèse, on a −1 ≤ 2 − 9
q ≤ 0, et comme R > 1 on obtient donc que R2− 9

q ≤ 1 et on peut
écrire

‖∇⃗ϕR‖Lℓ ≤ ‖∇⃗ϕ‖Lℓ < +∞. (4.3.8)

Ainsi, en revenant à (4.3.7) nous avons∫
R3

∣∣∣[(u⃗ · ∇⃗)u⃗] · (ϕ2Ru⃗)
∣∣∣ dx ≤ CR

2− 9
q ‖u⃗‖3Lq(CR). (4.3.9)

• La quantité (4) dans (4.3.3) ne peut pas être traitée comme précédemment car le champ vectoriel
ω⃗ n’est pas à divergence nulle. Cependant, puisque div(u⃗) = 0 nous pouvons encore écrire par
intégration par parties :∫

R3

[(u⃗ · ∇⃗)ω⃗] · (ϕ2Rω⃗)dx = −
∫
R3

[(u⃗ · ∇⃗)(ϕ2Rω⃗)] · ω⃗dx,

d’où l’on déduit les identités∫
R3

[(u⃗ · ∇⃗)ω⃗] · (ϕ2Rω⃗)dx = −
∫
R3

[(
u⃗ϕ2R) · ∇⃗

)
ω⃗
]
· ω⃗dx−

∫
R3

[u⃗ · ∇⃗(ϕ2R)]|ω⃗|2dx

−
∫
R3

[u⃗ · ∇⃗(ϕ2R)]. = −
∫
R3

[
(u⃗ · ∇⃗)ω⃗

]
· (ϕ2Rω⃗)dx−

∫
R3

[u⃗ · ∇⃗(ϕ2R)]|ω⃗|2dx,

et nous obtenons finalement∫
R3

[(u⃗ · ∇⃗)ω⃗] · (ϕ2Rω⃗)dx = −1

2

∫
R3

[u⃗ · ∇⃗(ϕ2R)]|ω⃗|2dx.

Nous pouvons maintenant écrire, par les inégalités de Young pour la somme :∫
R3

∣∣∣[(u⃗ · ∇⃗)ω⃗] · (ϕ2Rω⃗)
∣∣∣ dx ≤

3∑
j=1

∫
R3

|ujϕR(∂xjϕR)||ω⃗|2dx ≤
3∑
j=1

∫
R3

(
4|uj∂xjϕR|2 +

|ϕR|2

4

)
|ω⃗|2dx

≤ C

∫
R3

|u|2|∇⃗ϕR|2|ω⃗|2dx+
3

4

∫
R3

|ϕRω⃗|2dx.
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Par les inégalités de Hölder avec 1 = 1
3 + 1

3 + 1
3 nous avons∫

R3

∣∣∣[(u⃗ · ∇⃗)ω⃗] · (ϕ2Rω⃗)
∣∣∣ dx ≤ C‖u⃗‖2L6‖∇⃗ϕR‖2L6‖ω⃗‖2L6 +

3

4
‖ϕRω⃗‖2L2 ,

et comme nous avons, par homogénéité, que ‖∇⃗ϕR‖2L6 = R−1‖∇⃗ϕ‖2L6 ≤ CR−1, nous écrivons∫
R3

∣∣∣[(u⃗ · ∇⃗)ω⃗] · (ϕ2Rω⃗)
∣∣∣ dx ≤ CR−1‖u⃗‖2L6‖ω⃗‖2L6 +

3

4
‖ϕRω⃗‖2L2 . (4.3.10)

• Pour le terme (5) dans (4.3.3), en utilisant le fait que u⃗ est à divergence nulle, nous avons∫
R3

∇⃗p · (ϕ2Ru⃗)dx =

3∑
i=1

∫
R3

(∂xip)ϕ
2
Ruidx = −

3∑
i=1

∫
R3

p∂xi(ϕ
2
Rui)dx

= −
3∑
i=1

∫
R3

p∂xi(ϕ
2
R)(ui)dx = −

∫
R3

∇⃗(ϕ2R) · (pu⃗)dx. (4.3.11)

En utilisant à nouveau les inégalités de Hölder avec 1
ℓ +

3
q = 1 et par l’estimation (4.3.8) puisque

nous travaillons avec le même ensemble d’exposants) et en prenant en compte les propriétés de
support de ∇⃗ϕR, nous obtenons∫

R3

∣∣∣∇⃗p · (ϕ2Ru⃗)∣∣∣ dx ≤ C‖ϕR‖L∞

∫
R3

|∇⃗ϕR||p||u⃗|dx

≤ C‖ϕR‖L∞‖∇⃗ϕR‖Lℓ

(∫
CR

(|p||u⃗|)
q
3dx

) 3
q

≤ C

(∫
CR

(|p||u⃗|)
q
3dx

) 3
q

. (4.3.12)

Maintenant, puisque par hypothèse nous avons u⃗ ∈ Lq(R3) et par l’estimation (4.3.1) nous avons
p ∈ L

q
2 (R3), donc par les inégalités de Hölder (avec 2

q +
1
q = 3

q ) nous pouvons écrire∫
R3

∣∣∣∇⃗p · (ϕ2Ru⃗)∣∣∣ dx ≤ C‖p‖
L

q
2 (CR)

‖u⃗‖Lq(CR). (4.3.13)

• Pour le terme (6) dans (4.3.3), par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités de Young pour
la somme, nous obtenons

1

2

∫
R3

∣∣∣ω⃗ · [∇⃗(ϕ2R) ∧ u⃗]
∣∣∣ dx ≤

∫
R3

|ϕR||∇⃗ϕR||ω⃗||u⃗ |dx ≤ ‖ϕRω⃗‖L2‖|∇⃗ϕR||u⃗|‖L2

≤
‖ϕRω⃗‖2L2

4
+ 4‖|∇⃗ϕR||u⃗|‖2L2 ,

et en appliquant l’inégalité de Hölder avec 1
2 = 1

3 +
1
6 dans le dernier terme ci-dessus, nous avons

1

2

∫
R3

∣∣∣ω⃗ · [∇⃗(ϕ2R) ∧ u⃗]
∣∣∣ dx ≤

‖ϕRω⃗‖2L2

4
+ 4‖∇⃗ϕR‖2L3‖u⃗‖2L6(CR).

En rappelant que, par homogénéité, on a ‖∇⃗ϕR‖L3 = ‖∇⃗ϕ‖L3 < +∞, on obtient finalement

1

2

∫
R3

∣∣∣∇⃗ ∧ ω⃗ · (ϕ2Ru⃗)
∣∣∣ dx ≤

‖ϕRω⃗‖2L2

4
+ C‖u⃗‖2L6(CR). (4.3.14)
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• Pour le dernier terme de (4.3.3) par l’inégalité de Cauchy-Schwartz nous avons∫
R3

∣∣∣∇⃗ ∧ u⃗ · (ϕ2Rω⃗)
∣∣∣ dx ≤ C‖ϕR∇⃗ ∧ u⃗‖L2‖ϕRω⃗‖L2 ≤ C‖ϕR∇⃗ ⊗ u⃗‖L2‖ϕRω⃗‖L2 .

Par conséquent, en utilisant l’inégalité de Young pour la somme (en introduisant un petit pa-
ramètre technique 0 < e < 1), nous observons que∫

R3

∣∣∣∇⃗ ∧ u⃗ · (ϕ2Rω⃗)
∣∣∣ dx ≤ e‖ϕR∇⃗ ⊗ u⃗‖2L2 + C(e)‖ϕRω⃗‖2L2 . (4.3.15)

Avec toutes ces estimations (4.3.5)-(4.3.15) en main, nous revenons à (4.3.3) et nous avons∫
R3

ϕ2R|∇⃗ ⊗ u⃗|2dx+

∫
R3

ϕ2R|∇⃗ ⊗ ω⃗|2dx+

∫
R3

ϕ2R| div(ω⃗)|2dx+m

∫
R3

ϕ2R|ω⃗|2dx

≤ C(‖u⃗‖2L6(CR) + ‖ω⃗‖2L6(CR)) + C‖ω⃗‖Ḣ1‖ω⃗‖L6(CR) + C‖u⃗‖3Lq(CR)

+ CR−1‖u⃗‖2L6‖ω⃗‖2L6 +
3

4
‖ϕRω⃗‖2L2 + C‖u⃗‖

L
q
2 (CR)

‖p‖Lq(CR) +
1

4
‖ϕRω⃗‖2L2 + C‖u⃗‖2L6(CR)

+ e‖ϕR∇⃗ ⊗ u⃗‖2L2 + C(e)‖ϕRω⃗‖2L2 .

Nous remarquons maintenant que la quantité
∫
R3

ϕ2R| div(ω⃗)|2dx dans la première ligne ci-dessus est
positive, ce qui nous permet d’écrire

(1− e)

∫
R3

ϕ2R|∇⃗ ⊗ u⃗|2dx +

∫
R3

ϕ2R|∇⃗ ⊗ ω⃗|2dx+ (m− C(e)− 1)‖ϕRω⃗‖2L2

≤ C(‖u⃗‖2L6(CR) + ‖ω⃗‖2L6(CR)) + C‖ω⃗‖Ḣ1‖ω⃗‖L6(CR) + C‖u⃗‖3Lq(CR)

+ CR−1‖u⃗‖2L6‖ω⃗‖2L6 + C‖p‖
L

q
2 (CR)

‖u⃗‖Lq(CR) + C‖u⃗‖2L6(CR).

Maintenant si nous fixons
m1 > C(e) + 1, (4.3.16)

nous avons pour tout m ≥ m1, (m− C(e)− 1)‖ϕRω⃗‖2L2 > 0 et donc

(1− e)

∫
R3

ϕ2R|∇⃗ ⊗ u⃗|2dx
∫
R3

ϕ2R|∇⃗ ⊗ ω⃗|2dx ≤ C(‖u⃗‖2L6(CR) + ‖ω⃗‖2L6(CR)) + C‖ω⃗‖Ḣ1‖ω⃗‖L6(CR)

+C‖u⃗‖3Lq(CR) + CR−1‖u⃗‖2L6‖ω⃗‖2L6

+C‖p‖
L

q
2 (CR)

‖u⃗‖Lq(CR) + C‖u⃗‖2L6(CR). (4.3.17)

Maintenant nous remarquons que, puisque u⃗, ω⃗ ∈ L6(R3), ω⃗ ∈ L2(R3) et u⃗ ∈ Lq(R3) et p ∈ L
q
2 (R3)

avec 3 ≤ q ≤ 9
2 , alors les quantités

‖u⃗‖L6(CR), ‖ω⃗‖L6(CR), ‖u⃗‖Lq(CR), R−1‖u⃗‖2L6‖ω⃗‖2L6 , ‖p‖
L

q
2 (CR)

,

qui sont présentes dans chaque terme de la partie du droite de l’estimation précédente, tendront vers
0 si R → +∞ et alors tout le côté droit de (4.3.17) ci-dessus tendra vers 0. Pour le côté gauche
de (4.3.17), si nous faisons tendre R → +∞ nous obtenons les quantités ‖u⃗‖Ḣ1 , ‖ω⃗‖Ḣ1 et ‖ω⃗‖L2

qui convergent vers 0. Puisque nous avons l’injection de Sobolev Ḣ1(R3) ⊂ L6(R3), nous déduisons
facilement que u⃗ = 0 et ω⃗ = 0. La preuve du Théorème 4.3.1 est terminée. ■

Pour finir ce chapitre, rappelons que le fait d’avoir pris la constante m � 1 nous a permis de
déduire l’existence des solutions dans le Théorème 4.2.1 et l’unicité de la solution triviale dans le
Théorème 4.3.1, toutefois nous ne revendiquons aucune optimalité de cette constante.
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